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PREFACE.

Le probléme de la résolution algébrique des équations est 1'un
des premiers qui se soient imposés aux recherches des géometres.
Dés les débuts de I'Algébre moderne, plusieurs procédés ont été mis
en avant pour résoudre les équations des quatre premiers degrés :
mais ces diverses méthodes, isolées les unes des autres et fondées sur
des artifices de calculs, constituaient des faits plutot qu'une théorie,
jusqu’au jour ou Lagrange, les soumettant a une analyse approfondie,

sut déméler le fondement commun sur lequel elles reposent et les:

ramener a une méme méthode véritablement analytique, et prenant
son point de départ dans la théorie des substitutions.

I’impuissance de la méthode de Lagrange, pour les équations
générales d’un degré supérieur au quatrieme, donnait lieu de croire
a I'impossibilité de les résoudre par radicaux. Abel démontra, en
effet, ‘cette proposition fondamentale; puis, recherchant cuelles
étaient les équations particuliéres susceptibles de ce genre de réso-
lution, il obtint une classe d’équations remarquables qui portent son
nom. Il poursuivait avec ardeur ce grand travail lorsque la mort vint
le frapper; les fragments qui nous en restent permettent de juger de
I'importance de cet édifice inachevé. i

Ces beaux résultats n’étaient pourtant (ue le 'prélude d’une plus
grande découverte. Il était réservé i Galois d’asseoir la théorie des
équations sur sa base définitive, en montrant qu’a chaque équation
correspond un groupe de substitutions, dans lequel se refletent ses
caracteres essentiels, et notamment tous ceux (jui ont trait a sa réso-
lution par d’autres équations auxiliaires. D’apres ce principe, étant
donnée une équation quelconque, il suffira de connaitre une de ses
propriétés caractéristiques pour déterminer son groupe, d’ou I'on
déduira réciproquement ses autres propriétés.
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PREFACE. it
courbes du troisiéme ordre. Les problemes de la Géométrie analytique
fournissent, en effet, une foule d’autres équations remarquables dont
les propriétés, étudiées par les plus illustres géometres, et principa-
lement par MM. Cayley, Clebsch, Hesse, Kummer, Salmon, Steiner,
sont aujourd’hui bien connues et permettent de leur appliquer sans
difficulté les méthodes de Galois.

La théorie des substitutions, qui devient ainsi le fondement de
toutes les questions relatives aux équations, n’est encore que peu
avancée. Lagrange n'avait fait que l'effleurer; Cauchy I'a abordée
a plusieurs reprises. MM. Bertrand, Brioschi, Hermite, Kronecker,
J.-A. Serret, E. Mathieu s’en sont également occupés; mais, malgré
I'importance de leurs travaux, la question était si vaste et si difficile,
(u’elle reste encore presque entiére. Trois notions fondamentales
commencent cependant a se dégager : celle de la primitivité, qui se
trouvait déja indiquée dans les Ouvrages de Gauss et d’Abel; celle
de la transitivité, qui appartient 4 Cauchy; enfin la distinction des
groupes simples et composés. C'est encore a Galois qu’est dne cette
derniére notion, la plus importante des trois.

Le but de cet Ouvrage est de développer les méthodes de Galois
et de les constituer en corps de doctrine, en montrant avee quelle
facilité elles permettent de résoudre tous les principaux problémes
de la théorie des équations. Pour en faciliter I'intelligence, nous avons
pris notre point de départ dans les éléments, et nous y avons exposé,
outre nos propres recherches, tous les principaux résultats obtenus
par les géometres qui nous ont précédé. Mais nous avons souvent
modifié assez profondément I'énoncé et le mode de démonstration
de ces propositions, afin de tout ramener a des principes uniformes
et aussi généraux que possible. L’abondance des matiéres nous a
d’ailleurs contraint a supprimer tout développement historique. C’est
ainsi que nous avons du laisser de c6té, non sans regret, la célébre
démonstration donnée par Abel de I'impossibilité de résoudre par
radicaux I’équation du cinquiéme degré, ce beau théoréeme pouvant
aujourd’hui s’établir par des considérations beaucoup plus simples.

Parmi les Ouvrages que nous avons consultés, nous devons citer
b
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Xviti ERRATA.

Page 291, ligne 12, aw licu de G, lisez F.

Page 294, ligne o, au lieu de ¢(x), lisez f(x).

Page 296, ligne 13, au lieu de racines, liscz racines primitives.

Page 307, lignes 5 a 10, au lieu de Si les x, sont tous pairs, etc., lisez Si d'autre part les r, sont
tous pairs, et les z, ou les .z: égaux a zéro, les x; ou les .r; seront égaux aux .r,. et les cas
d'exclusion se réduiront a trois distincts.

Page 313, lignes 12 et 13, au lieu de p, lisez q.

Page 316, ligne 30, au lieu de c m'n, lisez cm'n'.

Page 319, ligne a, au lieu de (502), lisez (504).

Page 320, ligne a2, au lieu de §, lisez 5.

Page 317, ligne 25, au lieu de B,, lisez f,.

n—3

Page 329, ligne 24. au lieu de "—:3 y lisez
At a1

Page 352, ligne 11, au licu de (—1) * | lisez (—1) ® .

Page 372, ligne 7, au lieu de 29, multipliées, /isez 28, divisées.

Page 378, ligne 26, au lieu de trois, lisez deux.

Page 387, ligne 16, au lieu de la, lisez le.

Page 391, ligne 18, au lieu de A m, lisez 3m,.

-
Page 421, ligne 20, aw lieu de r, p, = r,p,. lisez & b, i

4

Page 432, ligne 19, au lieu de b,, lisez b,
Page 436, aprés les lignes 14 et 19, écrire des lignes de points.
Page 442, ligne 26, au lieu de T, lisez T'.

Page 491, ligne 15, au lieu de (1 +j9".;"’, lisez (1 +j95'-)"..
Page 491, ligne 24, aw lieu de Si €, = §,, lisez Soil r'=r+v, et & =E,..

Page 510, ligne 12, aw liex de D,, lisez C,',. ce.

Page 538, ligne 16, au liew de mais, lisez mais, si m = 1, ou m > 1 et K =z 0 (mod. 2).
Page 562, ligne 14, au lieu de Q| lisez ©,.
Page 591, ligne 23, au licu de S, S, lisez %, . .. .
Page 593, ligne 23, au lieu de et contient, lisez & moins qu'il ne contienne.
Page 593, ligne 24, au lieu de ou, lisez et.
Page 6o1, ligne 29, au lieu de on aura d = 1, lisez L aura pour exposant 'unité.
pn'_'
Page 606, ligne 24, au lieu de e?'', liscz e P~ ,
Page 607, ligne 27, au licu de F, lisez F,.
Page 6og, ligne 19, au lieude Cy;, , .. lisez [EE,...x,...]".
Page 610, ligne 34, aw liru de Trois cas, lisez Cela est clair si 17, est de troisieme catégorie ;
sinon, deux cas.
Page 613, ligne 11, au licu de p, lisez pr. .
Page 616, ligne 22, au lieu de F', liscz F' (premier faisceau de L’).
Page 624, ligne 4, au liew de + 1k, liscz —1,3,.
Page 628, ligne 24, au lieu de »,. lisez E,.
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§ I. — PREMIERE ETUDE DES CONGRUENCES.

Congruences du premier degré.

1. Deux entiers a et b dont la différence est divisible par un entier p
sont dits congrus suivant le module p. Gauss exprime cette relation par la
notation suivante

a=b (mod. p).

Mais quand le module est connu, on omet souvent de I’écrire.
Soit F une fonction entiere & coefficients entiers d’une ou de plusieurs
indéterminées : la relation

H
F=o0 (mod. p),

s'a ppeller;l une congruence.
2. ProBLEME. — Résoudre la congruence du premier degré
HQZ + GZ+. ..+ Gza=b (mod. p).
Cette congruence revient a I’équation indéterminée
(1) pPr +ax + ;% +...+ a2, =b.

Soit a, le plus petit des nombres p, a,, a,,...; et soit p=a,m +p',
a,=a,m,+d,,...,p, d,,... étant les restes minima de la division de

.

r.
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P> @,,... par a,« Posons
2 =2+ mx + m,zs+. ..,

Z', étant une nouvelle indéterminée; il vient
prx+ax +dz,+...=b,

équation analogue a la précédente, mais avec des coefficients plus petits.
Si p', d,,... ne sont pas tous nuls, on répétera ce procédé; et il est clair
qu’on parviendra enfin 4 une équation

(2) dz = b,

ou tous les coefficients soient nuls, sauf un seul, d. D’ailleurs, il est évi-
dent que p, a,, a,,... ont le méme plus grand commun diviseur que p’, a,,
a,,...; de méme a chacune des réductions suivantes : donc & sera ce plus
grand commun diviseur. S'il ne divise pas b, I’équation ( 2) sera impossible :

. g .. b .,
mais s’il le divise, on aura z = g et I'on aura z, x,,..., x, exprimés en

fonction linéaire de z et des n indéterminées affectées de coefficients nuls
dans I’équation (2), lesquelles restent arbitraires.

Remarque. — La congruence ax = b (mod. p) est toujours résoluble, d’a-
prés ce qui précede, si a est premier a p. Soient x, ' deux de ses racines :
a(x — ') sera divisible par p; donc x =z’ + kp, k étant entier. Parmi les
nombres de cette progression, il en est évidlemment un, et un seul, qui

soit < p et non négatif. Nous le désignerons par le symbole (—l: (mod. p).

Congruences de degreés supéreurs.

3. Les congruences les plus intéressantes sont celles dont le module est
un nombre premier. Nous les considérerons exclusivement dans ce qui va
suivre, 2 moins que nous n’avertissions expressément du contraire.

%. Soit
F(x)=Ax"+Bx™"'+...

une fonction entire de x & coefficients entiers. Soient a, b,... les restes res-
pectifs de la division de A, B,... par p; il est clair qu’on aura identiquement

Az +Bz ' +...=ax"+ bx™'+... (mod.p).

La fonction simplifice ax™ + ba™ '+ ... aura par définition tous ses coefti-
cients positifs et inférieurs a p.
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5. TuéoriME. — Soient F(x) =A™+ Ba™" '+ ...+ K™ ' +... e
f(x)=ax™+ bx™'+... deux fonctions de degré m + n et.-m, on pourra
toujours déterminer, et d’une seule maniere, deux forqc!ium simplifices
¢(z)=az"+ B +... et (@) =Ra™ "'+ Sa™*+..., ltelles que I'on .
ait identiqguement

F(z)=f(x)¢(z)+ ¢(z) (mod.p).

En effet, les coefficients de ¢(x) et de ¢(x) étant supposés indéterminés,
cherchons a vérifier cette congruence. On aura les congruences suivantes du
premier degré : '

...............................

qui déterminent sans ambiguité «, puis f,..., puis R, etc.

Les fonctions ¢(x) et ¢(x) pourront étre appelées respectivement le
quotient et le reste de F(x) par f(x). Si ¢ () est nul, on dira que f(x) est
un dwiseur de F(x).

6. RemarQuE. — Les diverses fonctions qui s’obtiennent en multipliant une
méme fonction ¥ (x) par divers entiers constants e, e,,..., ont toutes les mémes
duiseurs. ’

Soit, en effet, f(«) un diviseur quelconque de eF(x); on aura

eF(z)=f(x) ¢(2).
Soit y une racine de la congruence ey =e¢,; on aura
eF(z)=f(z).yo(z)=f(z). ¢ (2),

en désignant par ¢,(x) la fonction simplifiée congrue a yo(x).

La fonction eF(x) est évidemment divisible : 1° par ’entier e; 2° par elle-
méme. La fonction F(x) ayant les mémes diviseurs, on voit qu’elle sera
nécessairement divisible : 1° par un entier arbitraire e; 2° par un quelconque
de ses multiples eF(z). Si ces diviseurs sont les seuls que possede la fonc-
tion, nous dirons qu’elle est irrdductible. Dans le cas contraire, on pourra la
mettre sous la forme d’un produit de fonctions irréductibles.

7. 1l est clair que si deux fonctions F(x) et f(«) ont un diviseur com-
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nflFh fireste de leur division ¢ (), et réciproguement. On pourra
‘,g dang Yalgebre ordinaire, chercher le ptus grand commun di-
viseur de dhux fonctions en opérant des divisions successives, et démontrer :

1° que si une fonction irréductible /() divise un produit de fonctions F(x),
F,(z),..., elle divise nécessairement I'un des facteurs; 2° que de quelque
maniere que I'on s’y prenne pour décomposer une fonction en facteurs irré-
ductibles, on obtiendra toujours les mémes facteurs, 3 des coefficients con-
stants pres.

8. TakoriME. — Une congruence F(x)= o de degré m admet précisement
autant de racines égales ou inégales, comprises entre o et p — 1, que son pre-
mier membre, décompose en facteurs irréductibles, contient de facteurs du pre-

mier degré.

Soit, en effet,
F(z)=f(z)fi(z)...9(x)...,

x), fi(x),... élant des facteurs du premier degré, et ¢ (x),... des facteurs
de degrés supérieurs. Pour que F(x) soit divisible par p, il faudra qu'un de
ses facteurs le soit : l'une des cengruences f(x)=o, f,(x)=o,...,
o (z)=o0... devra donc étre satisfaite.

Or la congruence f(z)==o0 admet, comme on I’a vu, une seule racine a
comprise entre o et p —1; f,(x) en admet également une seule a,, etc.

Les autres congruences telles que ¢(2)=o n’en admettent aucune : car,
s'il y en avait une, b, on aurait

p(b)=0; d'ou ¢(z)=9(z)—¢(b)=M(z—b)

M étant la fonction simplifiée de la fonction entiére 9(—)—?(———) ¢ (x) serait

donc divisible par 2 — b, et ne serait pas irréductible, comme on le suppose.

9. Dans le cas le plus favorable, oi1 tous les facteurs de F(x) sont du pre-
mier degré, leur nombre sera précisément égal  m, et 'on aura

F(z)=f(2) fi(z)...=[f(z) — f(a)] [ fi(=) —f(a. lee=k(x — a)(x — a,)...,
k étant un coefficient constant.
Soit
F(x)=Az"+ Bx™'4-Cax™'+....
Comparant cette expression a la précédeante, il viendra

A=k, b=—k(a+a+...), C=k(aa +...),....
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Les fonctions symétriques des racines de la congruence s’expriment donc au
moyen des coefficients de la méme maniere que dans ls théorie ordinaire
des équations.

Ces propriétés importantes cessent d’avqir lieu, si ’on considere les con-
gruences dont le premier membre contient des facteurs irréductibles d’un
degré supérieur au premier. Un inconvénient analogue s’était présenté dans
la théorie ordinaire des équations, lorsque celles-ci n’ont pas toutes leurs
racines réelles; on y a remédié en introduisant dans le calcul la notion des
imaginaires, qui permet de rendre aux énoncés des théorémes toute leur
généralité. Par un procédé analogue, on peut obtenir ici le méme avantage,
ainsi que Galois I’a montré le premier. Mais, avant d’exposer sa méthode,
il convient de nous arréter un instant sur une congruence importante dont
toutes les racines sont réelles et inégales.

§ II. — DES CONGRUENCES BINOMES. — DES RESIDUS DE PUISSANCES.

Des congruences binémes.

10. TakorkME DE FErRMAT. — Tout nombre entier A non divisible par le
nombre premier p est racine de la congruence zP~* =1 (mod. p).

En effet, les entiers non divisibles par p peuvent étre répartis en p — 1
classes, en groupant ensemble dans une méme classe tous ceux qui sont
congrus entre eux suivant le module p. Cela posé, formons la suite 1, A, A?,
A’,.... Les premiers termes de cette suite pourront appartenir i des classes
différentes; mais comme leur nombre est illimité, on finira nécessairement
par en trouver un qui soit congru a2 quelqu’un des précédents. Soit A” le
premier terme qui jouisse de cette propriété; il sera congru a 1, cars'il I'é-
tait 3 A™, on aurait

A"(A*" —1)=A"—A"=o0 (mod.p),

et comme A™ est premier a4 p, A»™ —1=o0 (mod.p). Donc A*" serait
congru & 1. A" ne serait donc pas, comme on le suppose, le premier terme
qui fit congru 4 'un des précédents. :

Soit donc A"=1, d’ou A™'=A,.... Les entiers 1, A,..., A™"', étant
incongrus entre eux, appartiennent a n classes différentes; puis on retrou-
vera périodiquement les mémes classes en formant les puissances suivantes
A", A™ L
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Le nombre n est un diviseur de p — 1, nombre total des classes. Cela est
évident si p—1=n. Si p—1 est > n, soit B un entier appartenant A une
classe différente de celles que nous venons de déterminer: les entiers B,
BA,.... BA™! appartiennent a .n nouvelles classes, distinctes des précé-
dentes et distinctes les unes des autres; car si I'on avait, par exemple,
BA = A?, on aurait

(B—A)A=o0; dcu (B—A)=o,

et B appartiendrait 3 la méme classe que A, contre 'hypothese; et si I'on
avait BA"=BA’, on aurait A"=A’, r et s étant moindres que n, ce qui
est impossible.

Donc p — 1 est au moins égal a .an. S'il est plus grand, soit C un entier
appartenant 2 une classe quelconque autre que celles que I'on vient de
trouver : les entiers C, CA,..., CA™' appartiendront 2 n classes nouvelles
distinctes des précédentes, et p — 1 sera au moins égal 3 3n. On peut pour-
suivre ainsi jusqu’a ce qu’on ait épuisé le nombre des classes.

Soit donc p —1=nd : la congruence A"=1, élevée a la puissance d,
donnera A?-' =1, ce qu’il fallait démontrer.

Remarque. — Le théoreme de Fermat a été généralisé par Gauss ainsi
qu’il suit :

Tout nombre A premier a un nombre quelconque m satisfait a la congruence

z?™ =1 (mod.m;

¢ (m) étant le nombre des entiers premiers a m et inférieurs a lui.

Car les nombres premiers 2 m peuvent étre répartis en ¢ (mj classes en
groupant ensemble ceux qui sont congrus suivant le module m. Cela posé,
la démonstration se fera absolument comme tout a I'heure, en remplacant p
etp—1 par metl ¢(m).

Faisons en particulier m = p®, p élant premier, on aura

¢(m) =P‘ - P._'y
et A satisfera a la congruence
z*""'=1 (mod.p*.

11. CoroLLAIRE. — Soit ¢ un diviseur quelconque de p — 1 : la congruence
a® — 1==0 a & racines distinctes comprises entre o el p — 1.
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Car la congruence P~ — 1=o0 a, comme on vient de le voir, p — 1 ra-
cines distinctes comprises entre ces limites, 4 savoir 1, 2,..., p — 1. Son
premier membre est le produit de #® —1 par un facteur M de degré
P —1— ¢ et ne peut étre divisible par p que si 'on a * — 1==0 ou M=o.
La premiere de ces congruences a tout au plus ¢ racines distinctes; la se-
conde en a tout au plus p — 1 — &' elles en ont ensemble p — 1; donc elles
ont précisément ¢ et p — 1 — ¢ racines distinctes.

Soient A une racine quelconque de la congruence x® —1=0, A" la pre-
miere des puissances successives de A qui soit congrue a 'unité; celles des
puissances de A qui sont congrues a l'unité seront, d’aprés ce que nous
avons vu (10), les suivantes A7, A??, A%,.... Mais A® est congru & 1; donc n
est un diviseur de d.

Si I'on a précisément » = ¢, on dira que A est une racine primitive de la
congruence x®— 1==0. Dans ce cas, les & quantités A, A%,..., A® seront
toutes incongrues entre elles, et les restes qu’on obtient en les divisant parp
seront les ¢ racines de la congruence donnée; car soient A™ I'une d’elles,
p le reste correspondant, on aura pP=A"’=1.

12. TnEkoriME. — La congruence x® — 1 =0 (mod.p), ou ¢ est un divi-

seur de p — 1, a toujours des racines primitives.

1° Supposons d'abord ¢ = ¢*, ¢ étant premier. Les racines non primi-
tives de la congruence donnée satisfont a la suivante

x? =o,

et sont en nombre q“' ,,,L-les autres, en nombre ¢* (1 — é>, seront primitives.

2° Soit mamtl&jn C-—q b, g, r,... étant premiers. Soient res-

pectivement A, B,..."des racines quelconques des congruences 7" — 1 = o,
z” — 1=o,.... Le produit AB... sera une racine de la congruence proposee,
dont réciproquement toutes l's racines seront de cette forme ; et I'on obtiendra
ses rauncs prumitives en prenant successivement pour A, B,... les diverses

racines pnmuwes des congruences correspondantes.
En effet, des relations A”= 1, B"*==1,..., on déduit évidemment
(AB.. P =y

donc AB... est unc racine de la proposée. D’ailleurs les produits de la
forme AB... sont ¢en nombre q9* rf... et tous incongrus; car si P'on avait
2



10 LIVRE PREMIER.
AB...=A'B'... sans avoir A==A’, B=DB',..., soit par exemple
A Z A’ (mod. p), on aurait

AA-'=BB—...; dou (AA-')yPe=(B'B—...)" =1,
ce qui est absurde; car AA™* satisfaisant i la congruence
2zt —1=o0,

les exposants de celles de ses puissances qui sont congrues a 'unité sont des
multiples du moindre d’entre eux, lequel étant > 1 (puisque AZ A’) et
divisant ¢* sera divisible par ¢; or rf... n’est pas divisible par ¢. Donc les
g*r... produits AB... sont tous incongrus et égaux aux diverses racines
de la congruence proposée.

Enfin si A, B,... sont des racines primitives des congruences correspon-
dantes, AB... sera une racine primitive de la proposée; car, s'il en était
autrement, elle satisferait 2 I'une des congruences

: 4
xi g

1, x yeooy

ce qui ne peut avoir lieu, car on a

3
(AB.. W= A e Be*trfee oo A T R

expression qui ne peut étrc congrue a 1, g*=* rb... n’étant pas divisible

par ¢*. )

Au contraire, si A n’était pas une racine primitive, il est manifeste que
;o S

(AB...;" s¢ réduirait 3 1 (mod.p). A

Les congruences

s
zf —1=0, " —1=0,...

. / 4 1 . . e
ayant respectivement ([“(l — 6), r# (1— ;),--- racines primitives, la pro-

q‘r?...(;—;'l.) (.ﬂll)

Ainsi toute congruence de la forme

posée en aura

=1 (mod.p;
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et en particulier la suivante

=1 (mod.p),
a nécessairement des racines primitives.

13. 1l est intéressant de savoir si la congruence analogue

z¥™ =1 (mod.m),

relative aux modules composés, a également des racines primitives. Ce sujet
a été complétement traité par M. Serret dans son Algébre supérieure, Sec-
tion 111, Chapitre 1I). Nous emprunterons a cet important ouvrage les résul-
tats relatifs au cas le plus simple, o m est une puissance d’un nombre
premier.
Soit
m=p; dou ¢im)=p — p—,

p étant un nombre premier impair.
1° Les racines primitves des deux congruences

xp-,__" = ("mOd.[)) ot b= (mod.pl

sont congrues entre elles suivant le module p.
Car si g n’est pas congrue i une racine primitive de la derniere des con-
gruences ci-dessus, et qu'on ait par exemple

g'=1(mod.p) =1+ rp,
n élant < p —1, on aura
g =i+ rp T =1 mod. p’},

np*-' élant < p'— p*~', el g ne sera pas racine primitive de la premiere
congruence.

2° Soient mainlenant a une racine primitive de la seconde congruence,
g un nombre congru 2 @ (mod.p); g sera ou ne sera pas racine primitive de
la premiere congruence, suivant que gP~—' — 1 ne sera pas ou sera divisible
par p*. B

Car soit g* 1a premiere puissance de g qui soit congrue i 1 (mod.p"), elle
le sera 3 1 (mod. p); donc ¢ est un multiple de p — 1. On sait d’ailleurs qu’il
divise p* — p*~'; il sera donc égal a p* (p — 1), ) étant un cerlain entier.

2.
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Or soit gP~* = 1 + kp', k étant non divisible par p; on aura en général

gl'l(P—') =0+ ]{p’)Pl_—_- 1+ in pi+1’

k, étant un entier premier 3 p. Donc la plus petite des valeurs de 2, telle
qu’on ait
gP‘<P-')—=—| (mod. p*),

serav — ¢; elle sera v —1si {=1, et g sera racine primitive : elle scra
moindre dans le cas contraire.

3° Posons donc g = a + np et cherchons a déterminer n de telle sorte
que g”~' — 1 ne soit pas divisible par p*. On a

gr'—1=ar'— 1+ (p—1)ar-np (mod.p?),

expression non divisible par p* si n est choisi de telle sorte qu'on ait

aP~' —

) +(p—m1ar?nZo (mod.p),

relation qui peut toujours étre satisfaite, (p — 1) aP~* étant premier 2 p.

1l est clair que cette inégalité sera satisfaite pour p — 1 valeurs de n infé-
rieures a p; en ajoutant i chacune d’elles un multiple quelconque de p
inférieur 2 p*=*, on aura (p — 1) p*'~? valeurs distinctes de n qui donneront
pour g autant de valeurs, toutes inférieures a p*, et dont chacune sera une
racine primitive.

14. Soit maintenant m = 2. Si v = 2, la congruence

(2¥)

¢ =2"""'=1 (mod.2)

aura la racine primitive 3. Si v > 2, elle n’aura pas de racine primitive, car
tout nombre a preinier a 2 peut s’écrire ainsi o

a===1 4 27+, vo
k étant un entier impair, et I'on aura en général

X .
a* == 1 + git1+* ’fh -

k, étant un entier impair. La moindre valeur de A pour laquelle a*" sera
divisible par 2* sera donc v — 2 — ¢, nombre inférieur a2 v — 1; donc a ne
sera pas racine primitive de la congruence proposée. Mais si I’on pose { = o-
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la valeur cherchée de X sera v — 2; a® sera donc la premigre puissance
de a qui satisfasse & la congruence proposée. Parmi les diverses puissances
a, a?, a,..., a¥" toutes incongrues entre elles, il n’en existe évidemment
qu'une seule a*’ qui soit différente de 1 (mod.2"), dont le carré soit
congru i 1 (mod. 2*), et qui par suite soit de la forme == 1 + 2"~ £, £ étant
impair. Or cette forme contient plusieurs nombres. Soit & I'un d’entre eux
autre que a* ; b? sera congru a 1 (mod. 2'), et les deux suites

y—2

aaa...a ,

ba ba* bar... ba’, '

A

dont tous les ermes sont évidemment impairs et incongrus suivant le mo-
dule 2", reproduiront (aux multiples pres de 2') la suite complete des
nombres impairs et inférieurs a 2”.

Des reésidus de puissances.

15. La considération des racines primitives permet de résoudre trés-sim-
plement les congruences bindomes. Soit en effet "= a (mod.p) une sem-
blable congruence, et soit y une racine primitive de la congruence
zP~' — 1 =o0. Un nombre entier quelconque, satisfaisant nécessairement &
cette derniere congruence, sera congru a quelqu’une des puissances de y :
soit donc z=y* et a=y® La congruence z" —a=o deviendra
Y™ — y*=o0; mais pour que deux puissances de y soient congrues entre
elles, il faut et il suffit que leurs exposants different de multiples de p — 1.
La question sera donc ramenée a résovdre la congruence du premier degré

rz=a ‘mod.p—1),

probleme traité au n°® 2.
Le probleme ne comporte, comme on I'a vu, aucune solution si a n’est
pas divisible par le plus grand commun diviseur ¢ de r et de p — 1. Si « est

divisible par ¢, il en comporte une infinité, de la forme s, + £ PE ", parmi
lesquelles il en existe évidemment ¢ qui sont inférieures a p — 1.
16. Soit en particulier r = 2, p étant impair. On dit généralement que a

est résidu quadratique de p ou non residu quadratique, suivant que la con-
gruence 2? — a == o (mod.p) sera possible ou non. On voit que a sera résidu
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ou non résidu, suivant que a sera congru a une puissance paire ou ¥ une
puissance impaire de y. Soient a=y* et b= y® deux nombres quelconques
non divisibles par p : leur produit @b = y**? sera résidu quadratique s'ils
sont tous deux résidus ou non résidus, car « et 3 étant tous deux pairs ou
tous deux impairs, «—+[3 sera pair. Au contraire, le produit d’un résidu par
un non résidu sera un non résidu.

§ lIl. — TuekoriE pDE GaLols.

17. Considérons maintenant une congruence irréductible f(z)=o, dont
le degré v soit > 1. Elle n’admet, comme on I'a vu, aucune solution en
nombres entiers; mais rien n’empéche d’introduire dans le calcul un sym-
bole imaginaire 7, supposé tel que I'on ait /(i) = o, et de prendre en consi-
dération, outre les entiers réels, les entiers complexes formés avec cette
imaginaire. Grice a cette convention, on va voir que la congruence
f(x)=o0 adineltra précisément v racines imaginaires incongrues entre
elles.

En premier lieu, soit F(¢) une fonction entiere de ¢; divisons-la par f(i),
il viendra

Fiiis=fu)ei)+ i =¢i,,

¢ () étant de la forme ai** + bi*-2 + ... Si cette fonction n’est pas identi-
quement nulle, § (i), et par suite F(i), ne pourra étre congrue a zéro; car si
I'on avait & la fois ¢ (/) =0 et f(i)=o on aurait x(i{)=o, (i) étant le
plus grand commun diviseur de ¢ (7) et def(¢). Mais f(7) étant ifréductible,
x(i) devra se réduire 3 un éntier constant, essentiellement différent de
zéro. On arriveraitl ainsi a4 une absurdité.

Donc: 1° F(i) ne peut étre congrue @ zéro que si elle est divisible par f(i);
2° st elle n’est pas congrue a zéro, elle sera congrue a I'un des p* — 1 nombres
de la forme ai*~' + bi*=*,... obtenus en donnant 3 a, b,... tous les sys-
temes possibles de valeurs inféricures a p, sauf le systeme de valeurs a = o,
b=o,...; 3° enfin ces p'— 1 nombres sont incongrus entre eux, car si deux
d’entre eux A et B étaient congrus entre eux, A — B serait congru a zéro
sans s'annuler identiquement, ce qui est absurde, comme on vient de le
vorr.

Si donc on vépartit les entiers complexes non congrus a zéro en classes,
en groupant ensemble ceux qui sont congrus entre eux, on aura p*— 1
classes, contenant chacune un des nombres ai¥—' + bi*-2 +....
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En outre, le produit de deux entiers complexes A et B ne peut étre congru
a zéro que st l'un de ses facteurs l'est. Car si le produit est congru a zéro, il
est divisible par f(:); donc f(¢) divise 'un des facteurs, lequel sera congru
a zéro.

Cela posé, on établira sans difficulté, en répétant les raisonncments des
n* 8, 10, 11 et 12:

1° Qu’une congruence quelconque de degré m admet au plus m racines,
tant reelles que complexes, incongrues entre elles ;

2° Que tout entier réel ou complexe satisfait a la congruence x¥—' — 1 = o;

3° Que ¢ étant un diviseur quelconque de p* — 1, la congruence x*— 1=o0
a & racines incongrues entre elles, parmi lesquelles il en existe qui sont pri-
mutives.

18. La congruence f(x)=o admet les v racines i, i?,..., i*"'. Soit en

effet
Sfli)=mi*+ ni=*+...=o0.

Elevons ce polynome 2 la puissance p” et, apres avoir développé par la for-
mule du binéme, supprimons les termes divisibles par p; 1l vient

(Sl =mr P +n" it=0F 4. ..
Mais m, n,... étant des entiers réels, on a

mP=m, dou mf=m,...;
donc A
(£ =mi? + nit—¢ 4 ... =f(ir),

et comme f(i)=o, on aura f(i”) = o, quel que soit r.

Les v racines 7, ¢%,..., ¢*""', dont nous venons de prouver I'existence, sont
d’ailleurs incongrues entre elles, car si 'on avait par exemple i#" == (¥,
r étant > p et < v, tout entier complexe satisferait a cette congruence; car
on aurait . ‘

(@i 4 b P =ai P bi N == @i OO biCmIR
= (ai™" + bi—r 4 ... )

Cette congruence aurait donc p’ — 1 racines incongrues entre elles, quoique
son degreé p” soil inférieur & p*— 1, ce qui est impossible.

19. Soit ¢ (¢) une fonction entiere quelconque de ¢; les diverses fonctions
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¢ (i), ¢(i?),..., (iP™") seront dites conjuguces les unes des autres. Leur
somme, étant symétrique par rapport aux racines de la congruence a coeffi-
cients réels f(¢) = o, sera un entier réel exprimable au moyen de ces coef-
ficients.

St un entier complexe ¢ (i) satisfait a une congruence quelconque F (x)=o,
ses conjugués y satisfont, car la relation F[¢ ()] = o ne peut avoir licu que
si le polynome F[¢(x)] est divisible par f(z), auquel cas toutes les racines
de f(x)=o I'annuleront, d’ot F[¢(i?)]=o, etc.

20. Soil maintenant F(x)==o0 une congruence quelconque. Décomposons
son premier membre en facteurs irréductibles f(x), f,(x),... ayant respec-
tivement pour degrés p, p,,.. . Soit v=pud le plus petit multiple de g,
ys-.-. S'il existe une congruence irréductible de degré v, soit ¢ une de ses
racines choisie arbitrairement. La congruence F(x)=o, dont le degre est
B+ [ys..., @QUra precisément . + [i,... racines égales ou inégales, et qui
toutes seront des fonctions entieres de 1. :

En effet, pour que I'on ait F(x)= o, il faut et il suffit que x satisfasse &
'unc des congruences f(x)=o, f,(x)=o,.... Considérons spécialement
'une d’elles, la premiere par exemple : soit j une de ses racines, on aura,

comme on I'a vu, j#* =, et par suite

d—12)

C v eoaged—1) o= .
J’ __JP 4 =JP =JP ;:...——J.

donc j satisfait a la congruence z* =z, ou, ce qui revient au méme, a
celle-¢ci xP—'— 1=o0, donl toutes les racines sont des fonctions entieres de i.

21. 1l reste i s’assurer que, quel que soit le nombre v, il existe au moins
une congruence irreductible de degreé v. Cette vérification est facile. Considé
rons en cffet la congruence

Y=afF —xr=a.

et décomposons son premier membre en facteurs irréductibles zix),
@i (x),.... Ces facteurs seront tous inégaux, car si £ — x avait un facteur

.double, il diviserait sa dérivée, laquelle se réduit & — 1 (mod.p), ce qui est
absurdé. Soient ¢{x) I'un de ces facteurs, ). son degré, / une des racines

de la congruence ¢(x )= o0; ses autres racines seront /7, IP,..., IP""', et
I'on aura
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Ceux des termes de la suite indéfinic /, 2,..., I7,... qui sont congrus a /

seront donc les suivants : /, /7, IP*,.... Mais P = {; donc ) divise v.
1° Cela posé, admettons d’abord que v soit égal a ¢*, ¢ étant premier.
Si 2 <, il divisera ¢*~*'; on aura par suite I"""'=1. Donc le polynome

—1

zP  —ax =X sera divisible par ¢(x); il le sera de méme par tous ceux
des facteurs de 7" — x dont le degré est moindre que v. Ces facteurs étant

inégaux, il sera divisible par leur produit. Le polynome YX’ dont le degré d
est égal & p?" — p?"~', ne contiendra donc plus que ceux des facteurs irré-
ductibles de Y dont le degré est précisément égal 3 v. Donc il existe tou-
jours de semblables facteurs, et leur nombre est égal a ‘;i

2° Soit plus généralement v =g¢*rf..., ¢, r,... étant premiers. Soient
respeclivement 7, J,,... des racines appartenant 4 des congruences irréduc-
tibles de degreés ¢*, r®,...: jj,,... sera racine d’une congruence irréductible
de degré'v. En effet, v étant divisible par ¢*, r%,... on aura

jP'E.j’ J.’:,Ejl:---, d’ou v(.ii"")PVEJ:i' e

Le degré A de la congruence irréductible dont jj,... est la racine est done un

diviseur de v. Mais 8’il était moindre que v, il diviserait un des nombres %,
2,.".. Supposons qu’il divise =» on aurait
r q

.

Qale

(o S =jjie s dott ji'=],

ce qui est impossible, 3 n’étant pas un multiple de ¢*.

22. Remarque. — Les résultats pbtenus ci-dessus pour les congruences
a coefficients réels s’étendent aisément a celles dont les coefficients sont des
entiers complexes (le module p restant réel et premier). Ainsi, soit v le de-
gré de la congruence irréductible a laquelle satisfait I'imaginaire ¢ que 1’on
a introduite. La congruence 2°=1 (mod. p), ou ¢ =¢*rb... est un diviseur

de p'—1, aura q“rf’..'. (I—— '—) (l—— 1) racines primitives, de la forme
q B

a’~'+ bi*-* +.... De méme encore, la résolution d’une congruence bi-
nome a coefficients complexes se rameéne a celle d’une congruence du pre-
; A 3
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mier degré : les entiers complexes se partageront en résidus ¢t non résidus

quadratiques de p : etc....
Soit ¢ une ithaginaire quelconque : et soient x,,..., xy,... les racines de

la congruence
flz, it=o.

La congruence a coefficients conjugués
flan it)z0
aura pour racines z}',..., z,.... Car on a identiquement

/(rl:', if’)s[_/'(r:., ()fr=0 (mod. p).
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DES SUBSTITUTIONS.

CHAPITRE PREMIER.
DES SUBSTITUTIONS EN GENERAL.

§ 1. — PREMIERS PRINCIPES DE LA THEORIE.
Preliminaires.

23. On donne le nom de substitution 2 'opération par laguelle on inter-
vertit un certain nombre de choses que I’on peut supposer représentées par
des lettres a, b,.... ‘

24. Une substitution donnée S peut étre définie de la maniére suivante :

Soient @ une des lettres données prise arbitrairement, b celle qui la
remplace lorsqu’on effectue la substitution S; soit de méme c¢ la lettre qui
remplace b,... jusqu’a une lettre £ qui sera remplacée par a. Les lettres a,
b, c,..., k, qui se remplacent ainsi en cercle, forment un cycle. Si ce cycle
contient toutes les lettres, la substitution sera dite circulaire. Sinon, une
lettre étrangere a ce cycle donnera naissance 2 un nouveau cycle a', &',..., ¥'.
Il pourra de méme y en avoir un troisieme, un quatrieme, etc. Si une lettre
n’est pas déplacée, elle forme a elle seule tout son cycle. Mettant les cycles
en évidence, on pourra désigner la substitution S par la notation

S=(ab... k)(a'b'... kK')(a"... k")....

25. Le nombre des substitutions distinctes est1.2.3... n, en y comprenant
la substitution dite unité, qui laisse chaque lettre a sa place.

26. Soient A et B deux substitutions : nous désignerons par AB la substi-
tution résultante obtenue en effectuant d’abord la substitution A, puis la
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substitution B. Le sens des notations A%, A?,... se trouve ainsi expliqué.
A-" sera la substitution qui, multipliée par A, reproduit I'unité.

27. On dira qu’un systeme de substitutions forme un groupe (ou un fais-
ceau) si le produit de deux substitutions quelconques du systeme appartient
lui-méme au systeme.

Les diverses substitutions obtenues en opérant successivement tant qu’on
voudra et dans un ordre quelconque certaines substitutions données A, B,
C,... forment évidemment un groupe : nous 'appellerons le groupe derive
de A, B, C,..., et nous le désignerons par le symbole (A, B, C,...).

28. L'ordre d’un groupe est le nombre de ses substitutions : son degre est
le nombre des lettres soumises a ses substitutions.

29. Considérons en particulier le groupe A, A?,..., A™,... des substitu-
tions dérivées d’une seule substitution A = (ab... k) (a'b'... ¥').... Soient
respectivement /, /',... les nombres des lettres de chacun des cycles de A,
g leur plus petit multiple; I'ordre de ce groupe sera égal a n. En effet, la
substitution A™ remplace chaque lettre, telle que a, par celle qui la suit de
m rangs dans son cycle. A* sera donc la premiére substitution de la suite A,
A%,... qui se réduise a I'unité. D'ailleurs les substitutions A, A%,..., A" se-
ront toutes distinctes; car si I'on avait A*= A¥, on aurait A** =1, ce qui
est impossible, ). et 2’ étant < . Les puissances suivantes A*+!, A¥+?, .
reproduiront périodiquement la suite A... A¥.

Nous dirons dans la suite pour abréger que p est 'ordre de la substitu-
tion A. Mais, pour parler exactement, on devrait dire que c’est 'ordre du
groupe dérivé de A.

30. Si A est une substitution dont 'ordre D soit un nombre compose tel
que dd, la substitution A® sera d'ordre d. En effet, la suite de ses puissances
A% A%,..., A%%,... se reproduira périodiquement au dela de dd.

On peut toujours prendre pour 4 un diviseur premier de D, et I'on voit
ainsi que d’une substitution quelconque donnée A on déduit, en la répétant
convenablement, une substitution d’ordre premier.

31. Soit en général D=p*¢Pr..., p, ¢, r,... étant des facteurs premiers
D : D

D
différents. Les substitutions A?"=A,, A?=A,, A”"=A,,... sont respecti-
vement d’ordre p%, ¢, r7..., el font toutes partie du groupe dérivé de A.
Réciproquement, A dérive de ces substitutions combinées entre elles, car
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.. D D D . -
les entiers —» —» —;--- n’ayant aucun diviseur commun autre que I'unité,
rFg¢n ~

on peut déterminer des entiers /, m, n,... satisfaisant a la relation

12+m2+n2+...=|;
pll ql rt
d’olr ’on déduit
’ l!—+m2+n£+...
ALAPAT. . =A P P T

'32. Soient A et B deux substitutions. Formons la substitution B—'AB;
nous I'appellerons la transformée de A par B.

TukoriME. — Les cycles de la transformée B—' AB sont respectivement com-
posés du méme nombre de lettres que ceux de A, et chacun d’eux s’obtiendra
en remplacant chacune des lettres du cycle correspondant de A par la lettre
que B lui fait succéder.

En effet, soienta, b, c,... leslettres de I'un des cycles deA; a’, ¥, c/,... les
lettres que B leur fait succéder; B~* remplace a’ par a, que A remplace par b,
que B remplace par &' : donc B~'AB remplace a’ par ¥'. Elle remplace de
méme &’ par ¢,...; L’un de ses cycles est donc formé des lettres ', &', ¢/, ....

33. Deux substitutions sont dites semblables lorsqu’elles ont le méme
nombre de cycles, contenant respectivement le méme nombre de lettres.

D’apres le numéro précédent, toute substitution A est semblable 4 I'une
quelconque de ses transformées, telle que B—*AB. Réciproquement, si deux
substitutions A et A, sont semblables, on pourra déterminer une substitution
qui transforme A en A,. Car soient par exemple

A =(abc) (de) (fg), A.=(bdc)(af.) (eg)

deux substitutions semblables; la substitution B qui remplace respective-
ment a, b, ¢, d, e, f, g par b, d, c, a, [, e, g transformera A en A,.

La substitution B-ne sera pas la seule qui produise cette transformation,
car en écrivant chaque cycle de A,, on peut mettre une lettre quelconque a
la premiere place; on peut en outre permuter entre eux les cycles qui ont

-le méme nombre de lettres, et écrire par exemple A, = (dcb) (eg) (af),
forme sous laquelle ses cycles correspondront encore avec ceux de A, de
telle sorte que ’on ait C-*AC=A,, C étant la substitution qui remplace a,
bye,d,e, /[, gpard,c,b,e,g,a, [

Supposons en général que chacune des substitutions A, A, contienne
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1t cycles de n lettres, u, cycles de n, lettres,.... Il est clair qu'on pourra faire
correspondre les cycles de A, a ceux de A de r.2...un*.1.2...pn b,
manieres différentes, ce qui fournira autant de substitutions B, C,... trans-
formant A en A,.

Si I'on suppose que A, soit identique 2 A, on aura les substitutions qui
transforment A en elle-méme. Le produit de deux quelconques d’entre elles
jouit évidemment de la méme propriété : elles forment donc un groupe dont
I'ordre est celui que nous venons de déterminer.

34%. Si deux substitutions D et A sont telles, que I'on ait DAD = A, d’od
AD = DA, les deux substilutions A et D seront dites echangeables.

35. La.transformée du produit de deux substitutions est le produit de leurs
transformées, car

M-'ABM = M—'AM.M-'BM.

Donc, si A, B,... sont des substtutions formant un groupe, leurs transfor-
mées par une substitution quelconque M formeront un groupe, qu’on pourra
appeler le groupe transformé de (A, B...) par M. Si ce gronpe transformé se
confond avee le groupe (A, B...), on dira que M est permutable a (A, B...).

Il est clair que les substitutions permutables & un groupe donné forment
elles-mémes un groupe.

86. Si deux substitutions A et B sont echangeables entre elles, leurs transfor-
mées le sont encore, car on aura

M-'AM.M—'BM = M—'ABM — M—'BAM = M—'BM.M—'AM.

On voit de méme que si une substitution est permutable & un groupe, sa
transformeée sera permulable au groupe transformé, quelle que soit la substi-
tution transformante M.

37. Lorsqu’'une substitution M est permutable a un groupe G, les substitu-
tions derivées de G et de M pourront toutes se mettre  volonté sous chacune des
deux formes g M ou M¥ g, gy gu €lant convenablement choisies parmi
les substitutions g,, g..... du groupe G. Car, par hypothése, quel que soit n,
M~'g.M sera égale & une substitution de G, telle que g,; d’oi g,M =Mg,.
Si donc on considére une substitution quelconque dérivée des substitutions
de G et de M, telle que g,M*g,MPg,..., on pourra, par une série d’inter-
versions successives, faire passer les M en arriére et la ramener ainsi a la
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forme g,M**P+:-- ou les faire passer en avant pour obtenir la forme
Ma+B+...gm,. : :

38. Si toutes les substitutions d’un groupe H sont comprises parmi celles
d’un autre groupe G, nous dirons que le groupe H est contenu dans le groupe G.

Un groupe sera dit aussi général que possible, ou simplement genéral,
parmi ceux qui satisfont a certaines conditions données, s’il n’est contenu
dans aucun autre groupe satisfaisant aux mémes conditions.

Théorémes de Lagrange et de Cauchy.

39. Tuéonime. — Si le groupe H est contenu dans le groupe G, son
ordre n est un diviseur de N, ordre de G.

En effet, soient 1, S,, S,,..., S,_, les substitutions de H; = une substitu-
tion de G qui ne fasse pas partie de H; G contiendra, outre les substitu-
tions 1, S,,..., S,_,, les suivantes: 2, 2S,,..., 2S,_,, évidemment différentes.
entre elles, et qui sont en outre différentes des précédentes; car si I'on
avait une égalité telle que =S, =S,, 2 =S, S;* ferait partie de G, contre
Phypothése. Donc G contient au moins les 2 7 substitutions ci-dessus écrites.
S’il en contient d’autres, soit 2, I'une d’elles : G contiendra %,, 2,S,,...,
3, S,._,, substitutions différentes entre elles et en outre différentes des pré-
cédentes; car si I'on avait une relation telle que =, S, = =S,, on aurait
2,=23§,,S,=S8,5;" étant une des substitutioqs de H; 3, serait donc une des
2n substitutions déja écrites, ce qui est contraire 3 notre hypothése. Donc
Pordre de G est au moins égal 2 3n. On voit de méme que 8'il est > 3n, il
sera au moins égal a 4n, etc.

Il résulte de cette démonstration que les substitutions de G peuvent étre
disposées en un tableau tel que le suivant :

I, . S”..-, S,._.,
2, 2S|’-¢-, 2sl—l)
2, 28,..., 2,8,

On verrait absolument de méme qu’elles peuvent étre disposées en tableau
de la maniére suivante : )

I, Sn-~-r Sn—l,
2, 8§22, .., 8.2,
2, 82,0, S 2,

.....................
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CororLaire I. — L'ordre d’un groupe quelconque de substitutions entre k
lettres est un diviseur de 1.2.3...k.

Car le groupe donné est évidemment contenu dans celui formé par toutes
les substitutions possibles, lequel a pour ordre 1.2.3...%.

Cororraire II. — Tout groupe qui contient une substitution d’ordre p a
son ordre divisible par p.

Car il contient le groupe d’ordre p formé par les puissances de la substi-
tution considérée.

40. THEorREME. — Réciproquement, si p est un nombre premier, tout
groupe dont U'ordre est divisible par p contiendra une substitution d’ordre p.

Ce beau théoreme est du a Cauchy, qui le démontre 4 peu pl"és comme il
suit :

LEMME 1. — Soient G = (g, gas+++» gp»---) ¢ H = (A, hy,..., h,,...) deux
*groupes quelconques de substitutions contenus dans un troisieme groupe I;
M, N, P les ordres respectifs de ces trois groupes. Le nombre des substitu-
tions U du groupe 1 qui ne satisfont a aucune relation telle que g, U = Uh,,
est nul ou multiple de MN.

Car soit U I'une des substitutions cherchées : chacune des MN substitu-
tions de la forme g,, U, jouira de 1a méme propriété; car si I’on avait

gpg,Uh,,:g.Uh,. h,,

on en déduirait
g;’gug-U = U,'- hv h:' ’

relation impossible par hypothése, g..'g.&n et k,h,A' appartenant res-
pectivement aux groupes G et H. D’ailleurs ces MN substitutions sont toutes

distinctes; car si I'on avait

. &n Uh,= I: A Uh,

on en déduirait :
g gU=Uh A",

relation impossible.

Le nombre des substitutions cherchées (s'il en existe) est donc au
moins MN. S’il est > MN, soit V 'une de ces substitutions qui ne soit
pas de la forme g, UA,. Les MN substitutions de la forme g, V4, jouissent
toutes de la propriété voulue; elles different évidemment les unes des au-
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tres; enfin elles different des précédentes; car si I'on avait, par exemple,

g.V’l. = nghv’
on en déduirait

V=g.'g.Uhh":

V serait donc, contrairement 4 I'hypothése, une des substitutions de la
forme g, Uk,.

Le nombre des substitutions cherchées sera donc au moins égal 4 2MN.
§'il est plus considérable, on voit de la méme manitre qu'il est au moins
égal a 3MN, etc.

COROLLAIRE. — Si parmi les substitutions de H il n’en existe aucune qui soit
semblable a quelqu’une des substitutions de G, MN divisera P.

En effet, quel que soit U, il sera impossible d’avoir une relation de la
forme g, U = Uk,; car si une telle relation avait lieu, A, = U~ g, U serait
semblable a g,, contrairement 3 'hypothése. Le nombre des substisutions U
qui ne satisfont 2 aucune relation semblable sera donc égal a P, nombre
total des substitutions de I; d’autre part, on a vu qu’il est divisible
par MN.

41. Lemme Il. — Soient p un nombre premier; p/ la plus haute puissance
de p qui dwise le produit 1.2.3...k : on pourra construire un groupe de substi-
tutions d’ordre p’ entre k lettres.

Sik<p,onaf=o,p/=1, etle groupe formé de la seule substitution 1
satisfera a la question.

Nous allons montrer d’autre part que si la proposition est vraie pour tout
nombre inférieur a p", elle le sera pour tout nombre inférieur a p*+*.

En effet, tout entier &£ non inférieur 2 p' et inférieur a p**' peut étre mis
sous la forme & = gp + r, ¢ étant < p" et r < p. Cela posé, parmi les & let-
tres données, considérons-en spécialement gp et répartissons-les en ¢ sys-
temes a, b, c,..., a,, b, ¢,,..., contenant chacun p leltres.

Soient S la substitution qui permute circulairement a, b, c,... sans dépla-
cer les autres lettres; S, celle qui permute circulairement a,, b,, ¢,,.... Soit
d’autre part T = (¢,, t,,..., ¢,...) un groupe quelconque de substitutions
qui permutent entre eux les ¢ systemes a, b, ¢,..., a,, b,, ¢,,... en rempla-
¢ant les unes par les autres les lettres correspondantes. Les substitutions
du groupe G dérivé de S, S,,... et de T seront téutes de la forme géné-
rale 2, S*S}.... Car soit, par exemple, SP ¢, S* I'une de ces substitutions : elle

4.
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est identiquement égale a ¢,¢;'S?¢,S*. Or si I'on suppose, pour fixer les
idées, que ¢, remplace le systeme a, b, c,... par le systeme a,, b, c,,....
t;'SP, sera égal 2 §?(32): la substitution donnée sera donc égale a ¢, S:S?,
ou, comme S, est échangeable 2 S, a £,S*S;. .

L’ordre de G sera égal 2 Mp?, M étant 'ordre de T : en effet, dans P'ex-
pression générale de ses substitutions ¢,S*S;..., on pourra prendre pour 7,
une quelconque des M substitutions de T, puis assigner a chacun des expo-
sants a, 3,... toutes les valeurs possibles inférieures a p, et toutes les substi-
tutions obtenues seront distinctes; car si I’on avait, par exemple,

1,SS;... = t.SS} ...,
on en déduirait
', =58 .. .8 '8,

relation impossible si p’ différait de p, car la substitution du premier
membre déplacerait les systemes, ce que celle du second membre ne fait
pas. Dome, on aura

#=p et S$§...=8"§...,
d’olr

S =877 ...

Or la substitution du premier membre de cette derniere relation ne déplace
que les lettres du premier systeme, que celle du second membre laisse im-
mobiles; donc elles ne pourront étre identiques que si elles se réduisent
toutes deux a I'unité; donc @ = &'; on aurait de méme 8 = f3, etc. Donc
I'égalité ¢, §*S;... = ¢,,S¥S}... ne peut subsister, 2 moins qu’on n’ait a la
foisp' =p, d =a, g/'=4,....

Cela posé, soit p? la plus haute puissance de p contenue dans le pro-
duit 1.2.3...¢; on peut par hypothese choisir T de telle sorte que son ordre
soit égal a pr. L’ordre de G sera alors égal i p**¥ = p/.

42. Soit maintenant H un groupe qui ne contienne aucune substitation
d’ordre p, p étant premier. Aucune de ces substitutions n’aura son ordre
divisible par p; car si I'une d’elles était d’ordre p), sa puissance A serait
d’ordre p et ferait partie de H, contre I'hypothese. Au contraire, le groupe G,
dont nous venons de montrer I’existence, ayant pour ordre p/, I’ordre de cha-
cune de ses substitutions divisera p/ (39) et sera une puissance de p. Donc
aucune des substitutions de H n’est semblable 4 aucune de celles de G; en
outre G et H sont contenus dans le groupe I formé par toutes les substitu-
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tions possibles, et dont 'ordre est 1.2.3...% (& étant le nombre des lettres).

Donc le produit des ordres de G et de H divise 1.2.3...% (lemme I, corol-

laire). Donc I'ordre de H divise 1—273,—-—" ; donc il est premier a p.

'4
§ II. — De LA TRANSITIVITE.

Généralités.

43. Un groupe est transitif lorsque, en opérant successivement loutes ses
substitutions, on parvient & faire passer une des lettres 2 la place de I'une
quelconque des autres; plus généralement, il sera n fois transitif si ses sub-
stitutions permettent d’amener simultanément n lettres données a, b, c,...
aux places primitivement occupées par n autres letires quelconques a’,
b,c,.... )

Soient, dans ce cas, S une substitution du groupe qui fasse succéder
a,b,c,... aa,b,c,..; Tune autre substitution du groupe qui fasse suc-
céder a, b, c,... 2 des lettres quelconques a”, ¥’, ¢’,..., différentes ou non
des précédentes : ce groupe contiendra la substitution TS~ qui amene les
n lettres quelconques a’, b’, ¢/,... aux places également quelconques qu’oc-

U

cupaient primitivement a”, b”, ¢’,....

44. Takorkme. — Soient a, b, c,... des lettres quelconques choisies a volonté
parmi-celles qui entrent dans les substitutions d’un groupe G. Sotient M le
mombre des systémes de places différents ou les substitutions de G permettent

..4’amener les lsttres a, b, c,...; N l'ordre du groupe partiel H formé par celles des
%substitutions dé.G qui laissent ces lettres immobiles. L'ordre de G sera égal
dMN.

Car, soient 1, p, ¢,... les N substitutions de H; R une substitution de G
qui amene les lettres a, b, c,... dans I'un quelconque de leurs M systemes

de positions : il y aura N substitutions distinctes R, pR, ¢R,... qui les ame-
neront & cette situation, et pas davantage; car soit R, une substitution de G
qui jouisse de cette propriété : R-'R,, laissant a, b, c,... immobiles, se ré-
duira & I'une des substitutions 1, p, ¢,.... Donc R, appartient & la suite
R, pR, qR,....

CoroLrLAIRE I. — L’ordre d’un groupe n fois transitif entre k lettres est divi-
sible par k(k —1)...(k — n + 1) (nombre des systemes de positions que I’on
peut donner a n lettres arbitrairement choisies).
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Zy,..., Ty el tel, que le groupe partiel formé par celles de ses substitutions
qui ne déplacent que les £ lettres a, a,, a,,..., soit précisément G.

Si le groupe cherché existe, il contiendra au moins une substitution A, qui
laisse immobiles x,,..., x,, et qui remplace a par x,; une autre substitu-
tion A, qui remplace x, par x, sans déplacer =,,..., z,, etc.; enfin une sub-
stitution A, qui remplace x,_, par x,. On pourra donc se donner g prior: ces
substitutions, et ’on cherchera ensuite si, en les combinant entre elles et
avec les substitutions G, on n’obtient aucune substitution autre que celles
de G et qui laisse en repos x,,..., z,. Si I'on réussit dans cet essai, le groupe
(G, A, A,,..., A,) satisfera au probleme; car ses substitutions permettent
d’amener x, 4 une place quelconque; puis, en opérant les substitutions
(G, A,,..., Ap_,), on pourra amener x,_, 4 une autre place quelconque, etc.
Donc le groupe est bien p + 1 fois transitif. Au contraire, si I'on ne réussit
pas de quelque maniére que I'on choisisse A,, A,,..., A,, on pourra affirmer
I'impossibilité du probleme.

Ce procédé de tatonnement, tel que nous venons de I'indiquer, serait évi-
demment impraticable; mais il peut étre avantageusement modifié. En effet,
soit H le groupe partiel formé par celles des substitutions de L qui ne dépla-
cent que les &£ + 1 lettres a, a,, a,,..., ,. Il est au moins deux fois tran-
sitif: donc son ordre est divisible par le nombre £ (% +1); donc il est divisible
par 2. Donc le groupe contient une substitution B d’ordre 2 (40). Soient a,, a,
deux lettres que B permute entre elles : H contient une substitution S qui
remplace a, et a, par x, et a; il contiendra par suite la substitution S~'BS,
laquelle est d’ordre 2 et permute ensemble x, et a. On pourra la prendre
pour A,.

Le groupe I, formé par celles des substitutions de L qui ne déplacent que
a,a,, Qs,..., T,, T,, étant au moins trois fois transitif, contient une substi-
tution T qui remplace a, z,, x, par ,, x,, a. Il contient la substitution
T-'A, T, laquelle est semblable 3 A, d’ordre 2, et permute ensemble z, et
x, sans déplacer a. On peut prendre cette substitution pour A,.

Continuant ainsi, on voit qu'on peut admeltre, sans nuire a la généralité
de la recherche : 1° que toutes les substitutions A, A,,..., A, sontd’ordre 2
et semblables entre elles; 2° que chacune d’elles permute entre elles deux
des lettres a, x,, x,,..., x, sans déplacer les autres.

Cela posé, soient F le groupe formé par celles des substitutions de G
qui ne déplacent pas a; 3, une quelconque de ses substitutions; S, une
quelconque de celles de G; A, v deux indices quelconques moindres que p.+ 1
et qui different de plus d’une unité.
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Si le groupe (G, A,,..., A,) salisfait au probleme, on pourra, quels
que soient 2y, S, A et v, déterminer dans F des substitutions 3, 3, ,, =™,
et dans G des-#abstitutions S, ,, S, S satisfaisant anx relations suivantes :

( (MAL )P =2, (AMA)= Zx.-,-
(v) ¥ (A}Z.)":z({”), AS,A =S AS,,
' (AL S,) = 8§s,a (sid >1).

Euo effet, la substitution A, A,_, permute circulairement trois lettres de
la suite a, z,,..., z, sans déplacer les autres; son cube laisse ces lettres im-
mobiles; donc il appartient 3 F. De méme, A, A, permutant deux couples de
lettrés de cette suite sans déplacer les autres, son carré les laisse toutes
immobiles, et par suite appartient a F. Le carré de A, 2,, appartient a F par
la méme raison. De méme le carré de A, S, ne déplacant aucune des lettres
x,,..., , appartiendra 4 G. Enfin, la substitution AS, A ne déplace que les
lettres z,, a, a,,.... Supposons qu’elle fasse succéder x, a a,. Le groupe G
contient au moins une substitution S, qui remplace a, par a. La substitu-
tion S, A le remplacera par x,; et la substitution (S, A)~'AS, A =S, lais-
sant x,,..., &, immobiles, devra appartenir a G.

Réciproquement, si les conditions ci-dessus sont remplies, le groupe
(G, A,,..., A,) satisfera au probleme. En effet, chacune de ses substitutions
peut étre mise sous 'une des deux formes suivantes :

V, VA,V

V et V' étant des substitutions du groupe (G, A,,..., A,_,). Car soit, par
exemple, A A, A, , A, une de ses substitutions dans laquelle entre deux
fois le facteur A, : le carré de A, se réduisant a 1, on pourra I’écrire ainsi :

ALAGALA AL A,
~ Mais, d’apres les conditions ci-dessus, on a
AA A =(A A L)AL =2, 0A .,
A A A =(A A PA A AL =2A0 A A,
doi
AA AL A A A =2, L AL AL AA L = VAY

en posant
zp.a-—: Ap—: ZP A’..| =V et A’_ﬂ =V.
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Cela posé, toute substitution de la forme VA, V’ déplace évidemment z, :
donc les substitutions du groupe qui ne déplacent pas z, sont de la
forme V et appartiennent au groupe (G, A,,..., A,_,). On verra de méme
que celles de ces dernieres substitutions qui ne déplacent pas x,_, appar-
tiennent au groupe (G, A,,...,A,_,), etc. Enfin, celles des substitutions de
(G,A,,..., A,) qui ne déplacent aucune des lettres z,,..., z, appartiendront
au groupe G.

46. Les résultats ci-dessus sont susceptibles de nombreuses applications :
on en déduit entre autres le théoreme suivant :

Un groupe de substitutions entre k + . lettres (k étant > 3) ne peut éire
@+ 1 fois transitif, s'il ne contient aucune substitution déplagant moins de
k lettres et si p. > an + 7, = étant I'exposant de la plus haute puissance de 2
qui divise le quotient de k par 8.

On trouvera aisément la démonstration, qui repose sur I'impossibilité de
déterminer = + 4 substitutions A,, A,,..., A,r,, qui satisfassent aux rela-
tions (A, A,)* =1, et qui soient telles que I'on ne puisse obtenir par leur
combinaison aucune substitution déplagant moins de % lettres.

En faisant intervenir les substitutions A,, A,,..., on pourra obtenir pour p
une limite plus rapprochée que la précédente. On obtient, en effet, les théo-
remes suivants :

1° Un groupe de substitutions entre 6n 1 lettres ne peut étre trois fois tran-
sitif 5"l ne contient aucune substitution qui déplace moins de 6n — 1 lettres ;

2° Soit n un nombre impair quelconque. Un groupe de substitutions entre
k + p lettres, et ne contenant aucune substitution qui deplace moins de
k lettres, ne pourra étre p. + 1 fois transitif si p. >n—1, toutes les fois que k — 1
sera un nombre pair et tel que le reste de sa division par 2n soit > n;

3° Le groupe ci-dessus ne pourra exister, quel que soit k — 1 (pourvu que

lon ait k>3), si pu>n(v+3)—1, v étant l'exposant de la plus haute
puissance de n qui divise le quotient de k — 1 par n*.

47. On peut vérifier par les mémes principes I'existence d’un groupe cing
fois transitif entre douze lettres, qui s’obtient en adjoignant au groupe G

dérivé des substitutions suivantes

(aa, a:a;)(a,asasa;) et (aasa,a;)(asa;a a;)
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les quatre substitutions .

Al = lxra )(lha‘)(a) a’)(”l ai),
A= (zz)(aa)(a:a)(aa,),
A= (x,x,)(a,a;)(a;a.)(doac),

Ai=(zix;)(aya)(asa,)(a a;).

Ce groupe remarquable a été découvert par M. Mathieu.

§ IIl. — GroUuPES NON PRIMITIFS. — FACTEURS DE NON-PRIMITIVITE.

A8. Un groupe transitif est dit ron primitif, lorsque les lettres peuvent y
étre réparties en systemes contenant le méme nombre de lettres, et tels que
dans toutes les substitutions du groupe les lettres de chaque systeme soient
remplacées par les lettres d’'un méme systeme : de la sorte, toutes les sub-
stitutions du groupe résulteront de déplacements d’ensemble entre les sys-
temes, coosidérés chacun comme tout d’une piéce, combinés avec des
déplacements convenables opérés en méme temps dans I'intérieur de chaque
systeme entre les lettres qui le composent.

Les groupes daos lesquels les lettres ne sont pas susceptibles d’étre répar-
ties en semblables systemes seront appelés par opposition groupes pri-
mulys.

49. TurorkME. — Soit' G un groupe non primitif, dans lequel les lettres
puissent étre reparties de deux manicéres différentes en systémes tels, que chaque
substitution de G remplace les lettres d’un systéme par celles d’un méme
systéme; soient S, S,,... et T, T,,... les deux séries de systemes ainsi ob-
tenues.

Partageons les lettres de chacun des systémes S, S,,... en systémes moin-
dres, en laissant ensemble celles qui appartiennent a un méme systéme dans la
sérieT, T,,.... Groupons au contraire les systémes T en systemes plus générauzx,
en réunissant ensemble ceux qui ont quelque letire commune avec un méme
systéme de la serie S, S,,....

Chacune des deux nouvelles répartitions en systémes ainsi obtenues jouira
encore de cette propriéte que chaque substitution de G remplace les lettres d'un
méme systéme par celles d’un méme systeme.

En effet, soient S et T deux systemes choisis dans les séries S, S,,... et
T, T,,..., de maniére a présenter des lettres communesa, a,,.... Soient b une
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autre lettre quelconque; S, et T, les deux systemes auxquels elle appartient
respectivement dans les deux répartitions S, S,,... ¢t T, T,,... : G étant tran-
sitif renferme une substitution = qui remplace a par b; elle remplacera les
autres lettres du systeme S par des lettres du systeme S, ; celles de T par des
lettres de T, : donc les lettres a, a,,..., communes 2 S et 2 T, seront rem-
placées par des lettres b, b,,..., communes 3 S, eta T,.

D’autre part, soient @ une lettre de S; b une autre lettre quelconque ap-
partenant a S, : la substitution 2, qui remplace a par b, remplacera les di-
verses lettres de S, telles que a, a’,..., par les diverses lettres de S,, telles
que b, b',...; elle fait donc succéder aux systemes T, T',..., auxquels a, a’, ...
appartiennent respectivement, les systemes T,, T,,... auxquels b, &',... ap-
partiennent.

Remarques. — Si toutes les lettres de T appartenaient 4 S, les deux nou-
velles répartitions en systemes coincideraient évidemment avec les deux qui
sont déja données; et I’on voit par la que chacun des systemes T, T,,... sc-
rait contenu en entier dans quelqu’un des systemes S, S,,....

Si S et T n’avaient qu'une lettre commune, chacun des systemes, dans la
premiere des nouvelles répartitions ci-dessus, serait formé d’une seule
lettre.

Enfin, si les systemes T, T',..., auxquels appartiennent respectivement
les lettres de S, épuisaient la suite T, T,,..., le nouveau systdme résultant
de la réunion de leurs lettres contiendrait toutes les lettres et serait unique.

50. Soient maintenant G un groupe non primitif; E I'ensemble de ses
lettres : parmi les diverses répartitions en systemes dont ses lettres sont
susceptibles (telles, que chaque substitution de G remplace les lettres d’'un
méme systeme par celles d’'un méme systeme) on pourra évidemment en
déterminer un certain nombre

S, 8,...; T,T,...; U U,...;...; X, X,...

choisies de telle sorte :

1° Qu'il n'existe aucune repartition nouvelle en systémes tels, que l'un de
ces nouveaux systémes contienne toutes les lettres de S ;

2° Que S contienne toutes les lettres de T; mais qu'il n’existe aucune nou-
velle répartition en systemes telle, que I’un de ces nouveaux systemes ait loutes
ses lettres contenues dans S et contienne toutes celles de T;

3° Que T contienne U : mais qu'il n’existe aucune nouvelle repartition en

5.
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contient en outre, par construction, le systeme U="U, , ,. Soient a une
lettre de ce dernier systeme, b une lettre du systeme U, g ; G contient une
substitution g qui remplace b par a : cette substitution remplacera U, g,
parU, ,.,, et U, g v par un autre systeme U, , , dont les lettres feyont partie
de 6 que g ne déplace pas; mais b et a appartenant respectivement aux
systemes T, g et T, ,, g remplace ces deux systemes I'un par I'autre : donc
U.,,.. est contenu dans T, ,; donc =1, y=1; donc & contiendra, outre
le systtme U, ,,,, un autre systeme au moins de la suite U, , ;,..., U, ,: -
il ne peut pas les contenir tous, car il contiendrait T, ,=T, et a fortiori
T serait contenu dans 8, contrairement a4 notre hypothése. Mais, d’autre
part, s'il n’en contient que quelques-uns, U,,, ,..., U , 4, On peut opérer
une nouvelle répartition en systtmes dans laquelle I'un des nouveaux sys-
temes soit formé de la réunion de ces systemes U, , ,,..., U, , o commmuns
aGetd T: ce nouveau systeme contiendrait U et serait contenu dans T, ce
qui est contraire a notre hypothese.
Les indices 8, ',... étant tous différents et compris entre 1 et ., le nombre
des systemes U, g v, U, g, y,..., Sera au plus égal a p.. Nous allons prouver,
d’autre part, qu'il re peut étre moindre que p..
En effet on sait qu’il existe une autre répartition en systemes dans la-
quelle I'un des nouveaux systémes sera formé des systemes T, g, T, g,... de
la svite T, , qui ont des lettres communes avec &. Si §, f',... ne reprodui-
saient pas la suite compléte des nombres 1, 2,..., i, ce nouveau systeme, -
qui contient T, serait contenu dans S sans se confondre avec lui, ce qui est
Bdpposé impossible.
" Enfin i ne peut exister aucune répartition en systémes tels, que l'un des

nouveaux systémes, ©, contienne U et soit contenu dans € : car le nombre des
. systemes U, g y,..., dont il est formé, serait inférieur a ., ce dont on vient
de voir I'impossibilité.

On voit de la méme maniére : 1° que U, g ys-.-» U, g, ys... €lant ceux des
systemes U, , , que contient 8, on ne pourra avoir a la fois a =o', B =f';
2° que le nombre des systémes Uqg g, ... est égal a hp.; 3° qu'il n’existe au-
cune nouvelle répartition dans laquelle un des systémes contienne © et soit
contenu dans 8, etc. V

k k k , .
Remarque. — &, TR étant respectivement les nombres de

lettres de E, S, T, U, ..., ceux de E, 8, 6, U,... seront respectivement
kK kK Kk

g =) T3 —geeee

v vu vpd
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51. TaEoriME. — Soient

E, §,.8,..; T, T,...; U U,...;...; X, X,....
E, 8 8,...; € ¢C,...; U, 0...;5...; X, X,...

deux suites de répartitions quelconques satisfaisant aux conditions indiquées
aun® 50;
Sowent k

z—r, %, l—”’;;, ceux de 8, €, v,... : les facteurs [, m, n seront, a [’ ordre pres,

, l%‘, ll_.;;’ %’, les nombres de lettres respectifs de E, S, T, U,..., X;

les mémes que les facteurs ), p, v,....

En effet nous venons de voir qu'on peut trouver une suite de répartitions
en systemes contenant les facteurs A, y, v,... et dans laquelle figure la répar-
tition 8, 8',.... On en déduira ensuite une nouvelle suite de répartitions ol
figureront les répartitions 8, 8',... el G, @,..., les facteurs étant toujours
égaux, a l'ordre prés, A 2, , v, etc. ' :

La proposition ci-dessus montre que on peut classer les groupes non
primitifs d’aprés le nombre et la valeur des facteurs 2, p, v,..., que I'on
pourra appeler les facteurs de non-primitivité du groupe considéré. Le nombre
de ces facteurs, également constant, sera le degré de non-primitivite.

52. Soit maintenant H un groupe transitif quelconque contenu dans G :
chacune de ses substitutions remplacera évidemment les lettres de chacun
des systemes S, §', . .. par celles d’un méme systeme; de méme pour les autres
répartitions en systemes T, T’,...; U, U’,.... Mais il pourra se faire qu’on
puisse déterminer une nouvelle répartition des lettres en systemes 2, ¥',...
tels : 1°que chaque substitution de H remplace les lettres de chacun des sys-
temes 2, ¥',... par celles d’'un méme systeme; 2° que = contienne I’un des sys-
temesE, S, T, U,..., X, par exemple U, et soit contenu dans le précédent, T.

S contenant L{ lettres et T en contenant )i#, 2 en contiendra alors -)—’f’; m,

m étant un diviseur de p.

TaEoREME. — Les choses élant ainsi posées, si H est permutable a toutes les
substitutions de G, et si I'on choisit la repartition =, =,..., de telle sorte que m
soil minimum, p. sera necessairement une puissance exacte de m.

Car désignons par ¢,.,,,, 5 lz4,1. . se-+s tm1.1.... CeUX des systemes de la
suite T, T’,... dont la réunion forme 2; soit¢, ,,  un autre systeme de
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cette suite, non contenu dans 2; G contient, par hypothése, une substitu-
tion g qui ne remplace pas les lettres de chacun des systemes 2, 3'... par
celles d'un méme systeme. Cette substitution remplacera =, %', ... par
d’autres systemes de lettres &, &,... tels, que les letires de chacun dux
soient remplacées par les lettres d’'un méme systeme dans chacune des sub-
stitutions du groupe transformé de H par g, lequel groupe n’est autre que H.

Chacun des systemes 3, 3',... ayant toutes ses leltres contenues dans un
seul des systemes S, §',... que g permute les uns dans les autres, les nou-
veaux systemes &, &',... jouiront de la méme propriété. D’autre part, chacun
des systemes 2, %',... étant formé par la réunion des lettres de m systemes
pris parmi ceux de la suite T, T',... que g remplace les uns par les autres,
chacun des nouveaux systemesG, €', ... jouira de laméme propriété. Désignons
par &, celui de ces nouveaux systemes qui contient les lettres de tr i, 5 les
m— 1 autressystemes qu’il contient, et que I'on peut désigner par¢,,,, ...,
l..m, 1, seront essentiellement différents de ceux que contient 3.

Car si 6, contenait les mémes systemes que 2, tous les systemes €, &,...
coincideraient évidemment avec les systemes =, ¥,..., ce qui n’a pas lieu;
et 8i 6, avait m' systemes seulement communs avec 2, m' étant plus grand
que 1 et plus petit que m, on pourrait (49) opérer dans H une répartition
en systemes dans laquelle I'un des nouveaux systemes serait formé seule-
ment par les m’ systemes communs a Z et a &,, ce qui est contraire a I’hypo-
these d’apres laquelle 7 est choisi minimum.

Les systémes G, ..., G,..., G, seront donc essentiellement différents et con-
tiendront m* systémes de lasuite T,T', ..., et, d’ autre part, ils sont tous contenus
dans le systeme S, qui contient a la fois t, ,, . ,..., tn,,,, . Carce systémé,
contenant une partie des lettres de chacun d’eux, les contiendra toutes.

On peut d’ailleurs (49) opérer dans le groupe H une nouvelle réparti-
tion en systemes O, ©',..., dans laquelle I'un des systemes 8 soit formé de la
réunion des systemes G,,..., G,. Si u = m?, cette répartition se confondra
avec la répartition S, §/,....

Soit au contraire u. > m*; G contiendra une substitution 2 qui ne rem-
place pas les lettres de chacun des systemes 8, ©',... par les lettres d’un
méme systeme; soient g, ¢',... et 7, 7,... les systemes de lettres par lesquels
elle remplace respectivement 2, ¥',... et &, &,...; chacune des substitutions
du groupe transformé de H par 4, lequel est identique &4 H, remplacera les
letires de chacun des systemes o, ¢’,... par celles d’'un méme systeme :
de méme pour les systemes 7, ',.... D’autre part, chacun de ces systemes
¢, ¢',... et 7, v,... aura toutes ses lettres contenues dans I'un des systemes
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qui font respectivement partie de ©, @',...; il contiendra donc 8, ©'.....

Donc p. est au moins égal a m*. On voit de méme que si g > m?, on aura
g = m*, ete.

53. Tatorime. — Un groupe G permutable a un groupe non transityf H
ne peut étre primitif.

Soient en effet a, a,,... les lettres que H permute avec I'une d’elles a;
b, b,,... les lettres que H permute avec une autre lettre b, etc. Chaque sub-
stitution g du systeme G remplace les lettres a, a,,... par un autre systeme
de lettres jouissant de la propriété d’étre permutées ensemble par les sub-
stitutions du groupe transformé de H par g, lequel se confond avec H. Ce
systeme de lettres sera donc I'un des suivants : a, a,,...; b, b,,...;....

D’ailleurs si les systemes a, a,,...; b, b,,...;... n’ont pas tous le méme
nombre de lettres, il est clair que g ne pourra les permuter ensemble, et le
groupe G sera lui-méme intransitif.

Cororraire. — Soient G un groupe quelconque; g, 4, i,... ses substitu-
tions; g I'une quelconque d’entre elles. Ces substitutions transforment évi-
demment les unes dans les autres les substitutions g, A~'gh, i~'gi ¢ elles
sont donc permutables au groupe (g, A~'gh, i~'gi,...). Si donc ce groupe
n’est pas transitif, G ne sera pas primitif,

§ IV. — GrouPeEs coMPOSEs. — FACTEURS DE COMPOSITION.

54. Nous dirons qu'un groupe G est simple, s’il ne contient aucun autre
groupe auquel ses substitutions soient permutables, composé dans le cas
contraire.

Soit G un groupe composé quelconque : on pourra déterminer une suite de
groupes

G H .. LI .. K..,i1,

telle : 1° que chacun des groupes de la suite soit contenu dans le précédent et
permutable a ses substitutions; 2° qu'il ne soit contenu dans aucun groupe
Plus géneral jouissant de cette double propriété; 3° que le dernier groupe de la
suite soit formé de la seule substitution 1.

Car soient H un groupe aussi général que possible parmi ceux qui sont
contenus dans G et permutables 2 ses substitutions; I un groupe aussi gé-
uéral que possible contenu dans H et permutable aux substitutions de G;

6
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K un groupe aussi général que possible, contenu dans I et permutable aux
substitutions de G, etc. Soient, d’autre part, H' un groupe aussi général que
possible parmi ceux qui contiennent I, sont contenus dans H et permutables
aux substitutions de H; H” un groupe aussi général que possible parmi
ceux qui contiennent I, sont contenus dans H' et permutables a ses substi-
tutions, etc. La suite G, H, H', H”,..., I, I',..., K,..., 1, formée des termes
G,H,1,K,..., 1, des termes intercalaires H’, H”,..., des termes analogues
I,... qu'on pourrait insérer entre I et K, etc., jouira évidlemment des pro-

priétés voulues.
N N N N

YA V7 A VYT RNVAR YUY
ordres de ces groupes successifs : les facteurs 2, u, p',..., v, v',... pourront
étre appelés les facteurs de composition du groupe G; leur nombre sera son

degré de composition.

yee- les

Soient respectivement N, ;,

35. TuEOREME. — Si, par un procédé quelconque, on deétermine une suite de
groupes G, 5, §,..., 3,..., 1 jouissant des propriétes indiquées au numero pre-

cedent, et dont les ordres respectifs soient N, ?, %, <+« les facteurs I, m,...

seront, a ['ordre pres, identiques aux facteurs de composition )., p., @', ..., v,

,
Voot

Nous établirons que cette proposition est vraie pour le groupe G si elle
est vraie pour le groupe §; de méme elle sera vraie pour § si elle {'est
pour &, etc., jusqu'a ce qu’on arrive a ’avant-dernier groupe de la suite
G, 5, 5,..., 3,..., qui sera simple, et pour lequel la proposition sera évidente.

Considérons les groupes de la suite G, H, I, K,..., 1. Soit, pour fixer les
idées, K le premier des groupes de cette suite qui soit contenu dans 5 (le
dernier, formé de la seule substitution 1, I’est nécessairement); soient
1, k., k3,..., kaey les diverses substitutions de K, et supposons, pour fixer
les idées, que la suite G, H, H',...,L,I',...,K,..., 1 ne contienne entre G et I
aucun autre terme que ceux que nous y écrivons. Le groupe I contenant K,
ses substitutions, en nombre aw'..., pourront (39) se mettre sous la forme
du tableau suivant :

1, k|| ka—l;

i, ik, Uik,

o—ty ,"u [N

ol 1, {,,..., {y _, sont des substitutions de 5 telles, que deux quelconques
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d’entre elles ne satisfassent a4 aucune relation de la forme

l'h:k, ou l'p“:l'p, k.,,

mais choisies d’ailleurs d’'une maniére quelconque. Si donc on convient de
poser i, =1 et k, =1, les substitutions de I pourront se mettre sous la
forme générale i3£,, ol @ peut prendre successivement les diverses valeurs
0, 1,...,a—1, et 3les valeurs o,..., w'... — 1. De méme les substitutions
de H’ pourront se mettre sous la forme &, igk,, &,..., A,,... étant des sub-
stitutions convenablement choisies, en nombre p’; celles de H pourront se
mettre sous la forme A, A, i3k,, U'indice y variant de zéro a u—1; enfin
celles de G sous la forme g3 A, A, i3 k,, U'indice ¢ variant de zéro a A — 1.

Cela posé, les seules substitutions communes a § et a 1 sont les substitutions K.
En effet, soit K’ le groupe formé par ces substitutions communes : il est
permutable aux substitutions de G; car K’ étant contenu dans] et dans 5, les
transformées de ses substitutions par I'une quelconque des substitutions G,
permutables i la fois a I et & §, appartiendront a la fois a I'eta §, et par
suite & K'. Or le groupe K’ contient les substitutions K et n’en peut contenir
d’autres, K étant par hypothése un groupe aussi général que possible parmi
ceux qui sont contenus dans I et permutables aux substitutions G.

D’autre part, en combinant ensemble les substitutions § et 1, on dott repro-
duire toutes les substitutions de G. En effet les substitutions de G, étant
permutables aux groupes § et I, transformeront en lui-méme le groupe I'
dérivé de leur combinaison. Ce groupe est plus général que 5 : s’il ne con-
tenait pas toutes les substitutions de G, on aurait ainsi un groupe partiel T'

plus général que 5 et auquel les G seraient permutables, ce qui est supposé
impossible.

56. Ces deux points établis, supposons les substitutions § mises sous
la forme gzh A, igk,: si @, 7 et ' ont le méme systéme de valeurs dans
deux de ces substitutions, 8 aura également la méme valeur. Car soient
g by, by ip ko, = So ct g3, hy K, ig ks, =S, ces deux substitutions : § con-
tient la substitution ’

S8 = ki iy ke,
substitution qui fait partie a la fois du groupe § et du groupe I dérivé des

substitutions i et £, et qui par suile appartient nécessairement au groupe K.
6.
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Soit k,, cette substitution; il vient

ip. = I';, Ir., If., Il‘:l"

relation impossible par hypothese, si 8, differe de f3,.

D’autre part, toutes les substitutions de G seront de la forme s,
s désignant une substitution de 5. En effet les substitutions G se réduisent a
celles qui dérivent de I et de 5 (55). Soit i, £, 5, 23, ko, 52, par exemple, I'une
I'elles, s, et s, étant des substitutions de §; elle peut se mettre sous la
forme i &, t5,.5' ka,5;, 8, étant la transformée de s, par 5. Or ig &, i,,
faisant partie du groupe 1, peut se mettre sous la forme &g £y ; £, fait partie
de §; il en est de méme de s, transformée de s, par la substitution i3, per-
mutable 2 §; il en est de méme de %,, et de s, : donc la substitution consi-
dérée est de la forme gs, s étant une substitution de 5.

On conclut de la que § contient une substitution de la forme gsh ki k,,
quel que soit le systeme de valeurs que I’on donne a ¢, ¥, ' et a.

En effet, le nombre des systemes de valeurs des indices ¢, v, 7, a est \up'a.
A chacun d’eux correspond au plus une substitution de 5§, car s’il en existait
deux, elles devraient différer par la valeur de I'indice 3, ce que nous avons
démontré impossible. Si donc il y avait quelque systeme de valeurs de
&, 7, 7', @ anquel ne répondit aucune substitution, le nombre des substitu-
tions de 5 serait inférieur 2 Auyp’a, et par suite celui des substitutions de la
forme Zgs serait inférieur a Aup'avy'.... Ce résultat est absurde, car toutes
les substitutions de G, en nombre N =2Xup'v'...a, se ramenent a cette
forme.

57. Soient maintenant A, ig, = (&,), K is = (k,),..., K, ig, = (K,), ...
celles des substitutions de § pour lesquelles ¢ =0, y=o0, a = 0; soient
de méme A, ig,= (h,),..., thp;= (Ay),... celles de ces substitutions pour
lesquelles & =o0, Y=o, a=o0; enfin goigi=(go)s.-., Zeigt=1(8s)s---
celles de ces substitutions pour lesquelles y =0, y=0, a=o.

Toutes les substitutions de la forme (gs) (h,) (¥,) kx appartiennent évidem-
ment au groupe §; réciproquement toute substitution de 5 sera de cette forme ;
car § ne contient que Jup'a substitutions, et les Aup'a substitutions que
donne cette forme en y faisant varier 2, y, ¥, a sont toutes distinctes. En
effet, soit (gs,) (Ay,) (A7) ka.=(g3,) (hy,) (A7) ka, : remplacant (g,),... par
leurs valeurs, il vient

83, M,.= 2.8 M, , d’ou 88, M, Mrl = &8>
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M, et M, étant des substitutions du groupe H dérivé des substitutions
&, K, i, k. Cette égalité ne peut avoir lieu par hypothese que si ¢, =4d,.
L’égalité admise se réduira ainsi & (hy,) (A ) ks, = (hy,) (A;) ks, et P'on
verra de méme que y, = 7,, puis que ¥, =,, et enfin que ¢, = a,.
On verra de la méme maniére que G, H, H’ sont respectivement formes
des substitutions des formes suivantes :

ip(g&)(,ly)(’l;l) ,l'., ip(hy) (Il.’,;) If., l'p (Il;l) ,f.;

car les substitutions #(4) k., par exemple, font évidemment partie de H’,
sont toutes distinctes entre elles, et leur nombre est égal a celui des substi-
tutions de H'.

Les substitutions désignées primitivement par g, A, A’ ayant actuellement
disparu du calcul, nous supprimerons, pour plus de simplicité, les paren-
theses qui distinguaient jusqu’ici les substitutions (g3), (4y), (&)

On voit maintenant aisément que V'on a entre deux substitutions quel-
conques, igko =S et gyh K .ky=T, prises respectivement dans les deux
groupes 1 et 5, une relation de la forme ST = TSk,..

En effet la substitution S—* T-* ST fait partie du groupe I, car elle est le
produit de deux substitutions, dont 'une S-* fait partie de ce groupe, et
dont I'autre en fait partie également, étant la transformée d’une substitution
de I par une substitution permutable a I. D’autre part, S—' T—* ST peut étre
considérée comme le produit de deux substitutions : 'une T appartenant au
groupe §; I'autre S—' T-'S, transformée d’une substitution de 5 par une sub-
stitution qui lui est permutable. Donc S~ T-' ST appartient simultanément
aleta 5, et parsuite 2 K. Donc S~ T~'ST = £,+, d’out ST = TSk,.

58. Des développements qui précédent nous allons actuellement conclure
la démonstration de notre proposition.

Soient G, §, 1, J', K,..., 1 lasuite des groupes respectivement formés des
substitutions des formes

ingrhy Koy gihylihe, hoKohey Kyhey hey...s

N N N N

H ] - o0
ils ont pour ordresN, w...'w. . A w.ooApS w’...).y.pt”

Nous allons établir : 1° que la suite des facteurs vv'..., 1, 1 ... est, a ’ordre
pres, la méme que la suite des facteurs X, p, p'..., v, ¥', ..., ce qui revient a
prouver que les facteurs v, v/, ... se réduisent & un seul; autrement dit, qu’e/
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n’y a dans la suite G, H, W', I,..., K, ..., 1 aucun groupe I intermediaire
entre | et K; 2° que chacun des groupes G, 5,1, J', K,..., 1 est permutable
a toutes les substitutions du précédent ; 3° qu'il est aussi general que possible
parmi ceux qui jouissent de cette propriete.

1° En premier lieu, i est absurde d’admettre que la suite G, H, H', 1,...,
K,..., 1 contienne un groupe ' intermediaire entre 1 et K. En effet, les substi-
tutions I lui seraient permutables par définition; les substitutions de la
forme g; A, &, le seraient également. Car soit i £, une quelconque des sub-
stitutions de I : sa transformée par g &, A, peut (57) se mettre sous la forme

is ha(isha)~" (gs by )™ Gy hia gy b= is ko ko,

et fera partie de I', qui contient, avec igk,, toutes les substitutions de K.
Les substitutions G, qui dérivent toutes de la combinaison de I avec les sub-
stitutions g3 A, A, seraient donc permutables a I'. K ne serait donc pas aussi
général que possible parmi les groupes contenus dans I et permutables aux
substitutions G, résultat contraire a la loi de construction de la suite G, H,
I, K,..., 1, et partant inadmissible.

2° En second lieu, considérons I'un quelconque des groupes de la nou-
velle suite, J' par exemple : il est permutable aux substitutions du précedent, J .
En effet, ces substitutions résultent de la combinaison des substitutions J’,
évidemment permutables a leur propre groupe, avec les substitutions A,.
Ces dernieres substitutions, faisant partie du groupe H, sont permutables
au groupe H’ formé par les substitutions iy &, £,. On aura donc, quels que
soient 7, 3, v et &, une relation de la forme

h,{_| ip h;l ,f. Il.‘, = ip' /l:; Ifg' »
ou

R iy o B R by by == by, By K,
ou, en remarquant qu’on a une relation de la forme igh, = A igk,, (57),
iy bay B Ry oo hy = iy, I K,
relation qui ne peut subsister que si £ = f3,, et d’ou I'on déduit ensuite
B R bea hy= K, b,

ce qui montre que la transformée de A&, par h, appartient au groupe J'.
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Mais les substitutions de J’ sont toutes de la forme A4, : donc 4, est per-
mutable a ce groupe.
3° En dernier lieu, i/ n’existe aucun groupe plus genéral que J', contenu
dans ] et permutable a ses substitutions; car s’il y en avait un, J”, soient
S, Syy-+es Sps-.. ses substitutions, T une quelconque des substitutions de J :
on aurait, quel que soit m, une relation de la forme 1-'S,, T = S,. Considé-
rons le groupe T, formé par la combinaison de J” avec les substitutions i :
ses substitutions sont de la forme i3S,; car soit par exemple ig, Sy, ig, S,
I'une d’elles, on aura (57)

S.l i’l - i’a S'u k'l ’

ce qui réduit la substitution proposée & ig ig S, ko, Sn,; Mais ¢p, 1g,, étant
une substitution de I, peut se mettre sous la forme iz&,; £, est contenu
dans J' et par suite dans J”, de méme que S, , £.,, S, ce qui réduit la sub-
stitution donnée 2 la forme i3 S,,..

Le groupe T est plus genéral que le groupe H'; car les substitutions de ce
dernier groupe sont de la forme ig 4, £,. Or soit S une substitution de J” qui
ne soit pas contenue dans J’, et qui par suite ne soit pas de la forme A, &, :
elle est de la forme A, A %, , et sera (57) essentiellement différente de toutes
celles de la forme g% 4,; elle ne pourra donc appartenir 3 H' : mais elle
appartient d I' : donc T est plus général que H'.

D’autre part, T est contenu dans H et ne contient qu’'une partie de ses substi-
tutions. En effet, H contient les substitutions i3 et les substitutions A, % 4,
du groupe J, dont les substitutions S, font partie. Soit maintenant T une
substitution de J qui ne soit pas contenue dans J”: elle ne sera pas de la
forme S,,. D’autre part elle sera de la forme hy k k., et par suite ne pourra
pas davantage étre de la forme i3 S,, : elle ne fera donc pas partie de J".

Enfin T est permutable a toutes les substitutions de H. Car soit ig, T 'une de
ces dernieres substitutions, T étant une substitution de J; soit, d’autre part,
i3S,, une quelconque des substitutions de T. S,, et T-! appartenant i 5, et
ig, 4;'1gtg 2 I, on aura (57) des relations de la forme

S. ih —_= l.h S.. k., T iPT‘ ip ip' == ip_ll l'p ip. T ,fg‘.
La transformée (ig, T)~'i3 S, ig, T se réduira donc a la forme
in iy iy, T~ b, Sa kT = i iy iy, T ho, T.T-'Su T. T i, T.

Or cette substitution appartient au groupe I': car ce groupe contient i, et
7g; il contient de méme la substitution T-'S,, T, laquelle, se réduisant 2 S,,,
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mutables a L' (36); mais g~'Hg se réduit a H : donc les substitutions de H
sont permutables a L', ainsi qu'a L; elles le sont donc au groupe formé par
les substitutions communes a4 L et 2 L. Or les K font partie de ces substi-
tutions communes, et il n’en existe pas d’autres, sans quoi l'ordre de L ne
serait pas minimum, comme nous l'avons supposé.

En particulier, les substitutions /,,..., /, ... faisant partie de I et de H,
leurs transformées /..., I, ,... en feront également partie : elles sont donc
permutables a L. Les substitutions du groupe A, obtenu en les combinant
a ce groupe, seront de la forme ../, k3 (37). Ce groupe est contenu dans I,
et permutable aux substitutions de H, car il résulte de la combinaison des
substitutions des deux groupes L, L', tous deux permutables aux substitu-
tions de H.

D’ailleurs les m*n substitutions obtenues par la variation des indices
@', a, 3 sont toutes distinctes; car si 'on avait

lolaby =13 1e, By,
on en déduirait

/;’._l 1=l bk (ldy) .

La substitution /5'/,. serait donc commune aux deux groupes L et L/, et
par suite appartiendrait 2 K; on aurait done

I.’r = [.’ll kﬁr, d'Ol‘] l'r = 1:/ ] l’r k ¢ g — 1" If,
A 8«8 8 v § .

k, transformée de kg par g—*, appartenant a K. Une telle relation ne peut
exister que si @' = o,. On aura alors

l.lfp: l.,lfpl, d’Ol‘l a=a,, ﬁ—"’—'ﬂ..

Donc I contient au moins ?n substitutions. S'il en contient davantage,
G contiendra une substitution g’ non permutable & A. Soient A, X, les
transformées de /,, I, par g’ : le groupe A’, transformé de A par g, aura ses
substitutions de la forme A, X, &g, et sera contenu dans I et permutable aux
substitutions de H. Il est différent de A : donc il ne peut contenir & la fois
toutes les substitutions de L et de L', dont la combinaison constitue A.
Supposons, par exemple, qu’il ne contienne qu’une partie des substitutions
de L : les substitutions K sont communes a L et & A’, et il n’existera pas
Q’autres substitutions communes; car les substitutions H, étant permutables
a L eta A’, seraient permutables au groupe formé par ces substitutions

7
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cominunes, quoique son ordre fut moindre que celui de L, ce qu’on suppose
impossible.

Cela posé. les m®n substitutions de la forme /[, ). X_. ks seront toutes dis-
linctes ct contenues dans I.

On démontre de méme que si I contient d’autres substitutions, il en con-
tient au moins m'n, ele.

§ V. — SYMETRIE DES FONCTIONS RATIONNELLES.
Liaison entre les groupes et les fonctions.

60. Soient F, une fonction rationnelle quelconque de £ lettres a, b, c,...;
F,, Fo, Fg les 1.2.... % fonctions obtenues en y opérant entre ces lettres les
1.2...k substitutions 1, a, 3,... : elles seront, en général, algébriquement
distinctes les unes des autres. Mais si, par suite du choix particulier de la
fonction, la suite F,, F,, Fg,... avait M termes F,, F,,... idefltiques aF,,

clle contiendrait évidemment M termes Fg, Fog,... identiques 2 Fg. Le
1.2...k
-
Les M substitutions 1, ,... qui n’alterent pas la fonction F, forment évi-

demment un groupe, qu’on pourra appeler le groupe de la fonction ; et I'on
pourra dire que la fonction est transitive ou non, suivant que son groupe
sera transitif ou non. Réciproquement, un groupe quelconque H étant donné,
on pourra déterminer une fonction invariable par les substitutions de ce groupe
el variable par toute autre substitution. Car, soient ¢, une fonction quelconque
variable par toute substitution (telle que la suivante: a + 26+ 3¢c+...);
%1» %ar -+ les diverses valeurs qu’elle prend par les substitutions du groupe
1, &,...: le produit ¢, ¢,... jouira de la propriété voulue; car les substi-
tutions 1, «,... permutent ses facteurs entre eux sans changer le produit,
et toute autre substitution f3, remplagant ¢, par un nouveau facteur gg, chan-
gera le produit (*).

nombre des valeurs distinctes de la fonction F serait donc égal a

61. Les dwerses fonctions rationnelles qui ont méme groupe s’ expriment toutes
rationnellement en fonction d’une seule d’entre elles et de fonctions symétriques
ena,b,ec,....

(*) La régle ci-dessus, due a notre illustre Cauchy, a été critiquée par M. Kirkman ( 7%eory of
groups and many valued functions, p. 8o; Manchester, 1861); mais il est aisé de voir que les
objections de ce géomeétre ne sont fondées (ue sur un malentendu.
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Cette proposition, due a Lagrange, est évidemment contenue dans la sui-
vante, que nous allons démontrer :

Les diverses fonctions rationnelles dont les groupes ont en commun, avec un
groupe arbutraire G, les mémes substitutions 1, a, a,,... s'expriment rationnel-
lement en fonction d’une seule d’entre elles et des fonctions invariables par les
substitutions de G.

En effet, les substitutions de G sont les suivantes (39) :

L &, ay...5 By aP, ... ¥, ay, a.f,...;...,

f étant une substitution quelconque prise parmi celles qui n’appartiennent
pas a la suite 1, @, «,,...; 7 une substitution quelconque prise parmi celles
qui n’appartiennent ni i la suite 1, «, «,,..., ni 2 la suite 3, «f8,
«, B,..., ete.

Cela posé, soient ¢,, ¢, deux des fonctions considérées; ¢g,..., ¢g,... ce
qu’elles deviennent par les substitutions f3,...; m un exposant quelconque.
La fonction

¢f¢.+¢;¢,+¢:¢,+...=u->

sera invariable par les substitutions de G. Car soit o une substitution quel-
conque de G; chacune des substitutions o, 8o, yo,..., appartenant a ce
groupe, pourra se mettre sous l'une des formes A, A, Ay,..., A désignant
une des substitutions 1, a, 2,,... (39). D’ailleurs deux de ces suhstitutions
ne peuvent appartenir 2 la méme forme, car si I’on avait, par exemple, les
deux égalités - '

fe=ad, ys=ad,

on en déduirait -,

.3

[T
>

“

.

do—' = 'B=c'y, dou y=—aa'5; '
y serait donc de la forme A3, ce qui n’a pas lieu, par construction.
_Cela posé, ¢ transformera les uns dans les autres les termes ¢7" ¢,, ¢ ¢g,....
Car supposons, pour fixer les idées, que o sbit de la forme A£; elle trans-
formera ¢7" ¢, en @7, ¢,, = @7 ¢5. De méme, si Bz est de la forme Ay, ¢ trans-
formera o7 ¢g en ¢} ¢, = o7 ¢,, etc. .
Posant successivement m = o, 1,..., p. —1, p étant le nombre des sub-
stitutions 1, f3, ¥,..., on aura, pour déterminer ¢,, ¢g,..., les équations

~.
/



52 . LIVRE DEUXIEME.
linéaires
Y+ +... =4
oY+t =1,

F o B = L0,

dont le déterminant étant, comme on sait, égal au produit des différences
des quantités distinctes ¢,, pg, ¢y,..., sera différent de zéro.

On peut obtenir I'expression cherchée de ¢, d’'une maniére simple ainsi
qu'il suit : ¢,, 9g, ¢y,... sont les racines de I'équation du degré p.,

SY)=(Y—o ) (Y=g )(Y—9,)...=0,

dont les coefficients, symétriques en ¢,, ¢g, ¢y,..., sont évidlemment inva-
riables par les substitutions de G. L’équation

f(Y) :Yp—l_*_lp_.‘Yl‘—’-{-...+L=X(Y):o

adinet pour racines g, @y,..., et a pour coefficients des fonctions ration-
nelles de g, et des coefficients de /(Y).

Cela posé, ajoutons les équations linéaires ci-dessus, respectivement mul-
tipliées par Ay, X,,...: les multiplicateurs de ¢g, 9,,... s’annuleront, et,
divisant par le coefficient de ¢,, il viendra

" B e A T e o A 7 Ve o A0 N l(*'-').
T x(%) - )

62. Les fonctions entiéres de k£ lettres sont donc susceptibles d’autant
d’especes de symétries distinctes qu’il y a de groupes différents de substi-
tutions entre ces lettres. Mais si, au lieu de considérer d’'une maniére géné-
rale toutes les fonctions entiéres, on ne voulait examiner que celles qui
satisfont a quelques conditions déterminées, par exemple celles qui sont
(’un degré donné, le nombre des especes de symétrie dont elles sont suscep-
tibles pourrait se trouver réduit. Ce champ de recherches, signalé par
M. Kirkman, est encore viergé. Nous nous bornerons donc sur ce sujet a
quelques breves indications.

Soient F=T + T, +...+ T, une fonction entiére quelconque de a, b,...;
T =maPb?..., T,= m,aP b%... ses différents termes; S, S,,... les substi-
tutions de son groupe : chacune de ces substitutions transforme les uns dans
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les autres les termes T, T,,..., T,. Soient respectivement T, T,,... ceux
de ces termes que S, S,,... transforment en T : chacune de ces substitutions
transformera les termes T, T,,... les uns dans les autres; car supposons que
l'une d’elles, S, transforme T, en U par exemple; S, transformant T, en T,
§*'S,, qui fait partie du groupe (S, S,,...), transformera U en T : donc U
- fait partie de la suite T, T|,....

Cela posé, si les substitutions S, S,,... permutent transitivement entre enx
tous les termes T, T,,..., T,, on dira que la fonction est élémentaire; dans
le cas contraire, elle sera évidemment la somme de plusieurs fonctions élé-
mentaires F,, F,,..., qui seront chacune transformées en elle-méme par les
substitutions S, S,,.... Soient donc respectivement T',, T,... les groupes
de ces fonctions : S, S,,... appartiendront a chacun d’eux. Réciproquement
toute substitution commune 2 ces groupes laissera invariable F,, F, et par
suite leur somme F : elle appartiendra donc au groupe (S, S,,...).

Aiusi la détermination du groupe d’une fonction non élémentaire se ramene
a celle des groupes des fonctions élémentaires qui la composent.

63. Soient T = ma?b?... un terme quelconque d’une fonction élémen-
taire; T'=m'a” b7... un autre terme quelconque. 11 doit dériver de T par
une certaine substitution opérée sur les lettres a, b,...; il faut évidemment,
pour cela, que les coefficients m et m'soient égaux, et que les exposants
P ¢,... soient, a l'ordre pres, égaux ap, q,....

Supposons que parmi les exposants p, g,..., dont le nombre est égal a £,
nombre des lettres a, b,..., il y en ait p égaux a a«, v égaux & f3, elc.,
e, fB,... étant des entiers différents, dont I'un peut étre nul. Remplacons
dans la fonction F=T + T'... le coeflicient 7 par un autre coefficient quel-
conque m,; remplacons de méme les exposants «, f3,..., partout ou ils se
présentent, par d’autres exposants entiers «,, 3,,... qui soient également
différents les uns des autres. Nous obtiendrons une nouvelle fonction F,,
qui sera évidemment élémentaire et aura le méme groupe que F.

Les fonctions en nombre infini, dérivées les unes des autres par un sem-
blable changement, peuvent étre considérées comme constituant une seule
Jamille, dépendant des nombres p, v,....

64. Pour résoudre dans toute sa généralité le probleme de M. Kirkman,
il faudrait maintenant :

1° Deéterminer les diverses familles qui correspondent a chaque systéme donne

de valeurs de p., v,...;



B LIVRE DEUXIEME.

2° Déterminer les diverses famulles qui correspondent a un groupe de substitu-
tions donne. .

La solution de la premicre question parait assez difficile, sauf dans le cas
particulier ou 'on a p=1, v=4k— 1. Elle devient alors extrémement
simple, car on a, en supposant 3 = o, ce qui est permis, '

T=ma* et F=m(a*+b*+...).

Soient a, b,... celles des lettres a, b,..., d, e,... qui entrent dans I'ex-
pression de F; d, e,... les autres. Le groupe de F sera évidemment formé
de 'ensemble des substitutions qui permutent, d’une part, a, b,... entre
elles, et, d’autre part, d, e,... entre elles, et il y aura autant de familles
qu’'il y a de maniéres de répartir les lettres a, b,..., d, e,... en deux sys-
temes.

Un autre cas simple est celui ou les nombres g, v,... sont tous égaux a
I’unité. On a alors

) T=mab?...,

, [%,... élant tous différents. Soient G un groupe quelconque; T, T',... les
divers termes transformés de T par ses substitutions. La fonction T + T'...,
invariable par les substitutions de G, varie évidlemment par toute_autre sub-
stitution : donc elle a pour groupe G. Il existe donc dans ce cas autant de
familles qu’il y a de groupes possibles de substitutions. .

On voit par la qu'a chaque groupe G correspond au moins une famille de
Sfonctions elémentaires. Mais il peut en correspondre plusieurs. Ainsi suppo-
sons que le groupe G contienne toutes les substitutions possibles. 1l corres-
pondra a toutes les familles de fonctions symétriques; mais il existe évidem-
ment une telle famille pour chaque systeme de valeurs de g, v,....

65. St un groupe G, ne contenant pas toutes les substitutions possibles, est
n fois transitif, il n’existera de famille correspondant a la fois a G et a un
systeme de nombres ., v,... que si chacun de ces nombres est inferieur a k— n.

Supposons, en effet, w5k —n. Si la famille cherchée pouvait exister,
soient F une de ses fonctions, T = ma®b®... I'un des termes de F. On peut
supposer que les g exposants égaux a « se réduisent a zéro, et par suite sup-
primer du produit les lettres affectées de ces exposants. Il viendra alors
T == mb®..., le nombre des lettres restantes b,... étant égal a £ — u, et par
suite au plus égal a n. Le groupe G, étant n fois transitif, contient une sub-

stitution au moins qui remplace b,... par £ — p lettres quelconques r,....



DES SUBSTITUTIONS. 55
Cette substitution transformera T en T'=mr®..., et la fonction F=T+T'+...
sera symétrique. Donc, au lieu de correspondre au groupe G, elle corres-
pondra au groupe plus général formé par toutes les substitutions possibles.

" Application géométrique.

66. Des questions qui précedent dépend la solution de divers problemes
de Géométrie. En voici un exemple.

Imaginons des points a, b, ¢, d,... réunis par des droites telles que ab,
ac, bd,... formant ensemble un systeme, continu ou non, que nous appel-
lerons un assemblage de droites, ayant pour sommets les points a, b, c,
d,.... Supposons, pour plus de généralité, que quelques-unes des droites
de I'assemblage puissent étre considérées comme multiples. L’assem-
blage pourra étre représenté symboliquement par la forme quadratique
mab + nac+ pbd +..., dont les termes représentent ses diverses droites,
respectivement affeciées de coefficients m, n, p,... qui indiquent leurs de-
grés de multiplicité.

Deux assemblages A et A’ seront dits pareils, si I'on peut établir entre
leurs sommets une correspondance telle, qu’d chaque droite ab de I'un des
assemblages corresponde dans I’autre asscmblage une droite a’d’, du méme
degré de multiplicité, et joignant ensemble les deux points @', b’ qui corres-
pondent respectivement a a et a b. Dans ce cas, si mab + nac + pbd +...
est la forme représentative de A, ma't'+ na'c + pb'd’'+ ... sera évi-
demment la forme représentative de A’.

Il peut se faire qu'un assemblage soit pareil a lui-méme sous divers
points de vue, ce qui constituera pour lui une sorte de symétrie. Dans ce
cas, A’ se confondra avec A et &', &', ¢/, d',... seront, a 'ordre pres, iden-
liques a a, b, ¢, d,.... De plus, les deux formes mab + nac + pbd +... et
ma'b' + na'c + pb'd’ +..., représentatives du méme assemblage, seront
nécessairement identiques. Donc la substitution qui transforme a, b, c. d,...
enda,bl,c, d,... naltere pas la forme mab + nac + pbd +.... Récipro-
quement, soit S une substitution opérée entre les lettres a, b, ¢, d,... qui
n'altere pas cette forme, et supposons qu’elle remplace a, b, ¢, d,... par @/,
b, ¢, d,.... Sil'on fait correspondre 2 la suite des sommels a, b, ¢, d,...
celle des sommets a', &', ¢, d',..., 'assemblage restera pareil 2 lui-méme.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Le probléme de la symeéirie des assemblages de droites est identique a celu
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de la symeétrie des formes quadratiques ne contenant que les rectangles des
variables.

Nous reviendrons dans une autre occasion sur ce probleme, considéré au
point de vue géométrique.

Le probleme de la symétrie des polyedres, dont nous nous sommes oc-
cupé ailleurs, peut aussi se ramener, quoique moins simplement, a une
forme analytique.

Isomorphisme.

67. Un groupe T est dit isomorphe a un autre groupe G, si I'on peut éta-
blir entre leurs substitutions une correspondance telle : 1° que chaque sub-
stitution de G corresponde 2 une seule substitution de T, et chaque substi-
tution de T a une ou plusieurs substitutions de G; 2° que le produit de deux
substitutions quelconques de G correspounde au produit de leurs correspon-
dantes respectives. :

L’isomorphisme sera dit mériédrique, si plusieurs substitutions de G cor-
respondent 2 une méme substitution de T, koloédrique dauns le cas contraire.

Supposons, pour fixer les idées, que G contienne m substitutions g,,...,
&m correspondantes & une méme substitution y du groupe T. Soient 7’ une
autre substitution quelconque de T, g’ une substitution de G qui lui corres-
ponde : g7'g’ correspondra a y~'7’, et par suite chacune des m substitu-
tions g', 828:'8»---» Gmg1' g’ correspondra a yy~'y’= 7y’. Chaque substi-
tution de T ayant ainsi m correspondantes dans G, I'ordre de T sera m fois
moindre que celui de G.

Le groupe T contient la substitution 1. Soient &,..., A, les substitutions
correspondantes de G : elles forment un groupe auquel toutes les substitu-
tions de G sont pérmutables. Car soient g I'une de ces dernieres, 7y sa cor-
respondante : g='k, g a pour correspondante y=' 1y=1: elle appartient
donc a la suite A,... A,,. o

Si m > 1, le groupe (A,,..., k,) ne peut se réduire a la seule substitu-
tion 1: il sera d’ailleurs moindre que G, si I'on suppose que I' ne se réduise
pas a la seule substitution 1; donc G sera composé. D’oui cette conclusion :
Les groupes composeés ont seuls des isomorphes mériedriques (non exclusive-
ment formés de la substitution 1).

68. ProBLEME. — Déterminer les groupes isomorphes a un groupe donné G.

Le probleme se réduit a déterminer ceux de ces groupes qui sont transi-
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tifs. En effet, soit ' un groupe non transitif isomorphe a G : répartissons
les lettres de T en classes, en groupant ensemble celles que les substitutions
de I permutent entre elles. Soient a, a,,..., b, b,,...,... les diverses classes
ainsi obtenues : chaque substitution de T est évidemment de la forme AB...,
A étant une certaine substitution effectuée entre les lettres a, a,,..., B une
substitution effectuée entre les lettres &, b,,..., etc. Soient donc AB...,
A/ B,...,... les diverses substitutions de T : les diverses substitutions A,
A,... forment évidemment un groupe isomorphe a T, et par suite iso-
morphe 4 G; de méme pour les substitutions B, B,,....

Réciproquement, svient (A, A,,...), (B, B,,...),... des groupes transitifs
quelconques isomorphes 2 G; a, a,,..., b, b,,..., ... les lettres qu’ils con-
tiennent respectivement; g, g,,... les diverses substitutions de G; A, B,...,
A, B,,...,... les substitutions qui leur correspondent respectivement dans
les groupes considérés, Les substitutions AB..., A,B,...,... forment un
groupe non transitif entre les lettres a, ay,..., b, b,,...,..., lequel sera
évidlemment isomorphe 4 G.

69. Cherchons donc les groupes isomorphes a G et transitifs. Nous allons
voir que leur détermination se raméne 2 celle des divers groupes contenus
dans G.

Soient eneffetz, x,,... leslettres que G permute entreelles; H= (4,,..., A,)
un groupe quelconque contenu dans G. Les substitutions de G peuvent toutes
étre mises sous la forme A, 881 ireees 8Bs+-+s &m étant des substitutions con-
venablement choisies, dont la premiére se réduit i 1’unité et dont le nombre m
est égal au rapport des ordres de G et de H (39).

Soient maintenant F, une fonction rationnelle quelconque de z, z,,...,
invariable par les substitutions H; F, ce qu’elle devient par la substitution s.
Les m fonctions F,,..., F,_seront transformées les unes dans les autres par
toute substitution de G. En effet, la substitution A, gg transforme F,P, par
exemple, en Fy, 5 ,,. D'ailleurs gghy gy, appartenant i G, peut étre mise
sous la forme A, ggs, et k.~ n’altére pas la fonction F, : donc F,, sera trans-
formée en F,_, £ = Fap ! ’ .

Chaque substitution de G, effectuée dans les fonctions F,,..., équivaut
ainsi & une certaine substitution effectuée entre ces fonctions. Ces derniéres
substitutions forment évidemment un groupe T, isomorphe 2 G. Ce nouveau
groupe sera transitif, les substitutions g,,..., g. permettant de transfor-
mer F, en I'une quelconque des fonctions F,,..., F,_.

8
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70. Nous allons montrer réciproquement que tout groupe transitif, iso-
morphe A G, est identique 3 I'un de ceux que nous venons de former.

Soient en effet G’ un semblable groupe, entre les lettres y, y,,...; Hle
groupe formé par celles des substitutions de G qui correspondent dans G’ &
la substitution 1; F une fonction de x, #,,..., invariable par les substitu-
tions H et variable par toute autre substitution; F, F,,... les diverses trans-
formées de F par les substitutions G. D’apres le numéro précédent, les sub-
stitutions G, opérées dans F, F,..., équivaudront a des substitutions opérées
entre ces fonctions; soit T le groupe transitif, isomorphe 3 G, formé par
ces derniéres substitutions. Il sera évidemment isomorphe 2 G’, sans mé-
riédrie.

Posons d’autre part F'=ay + a,y,+..., «, «,,... étant des constantes
indéterminées. Soient F', F' ... les transformées toutes distinctes de cette
fonction par les substitutions G’ : les substitutions G’, opérées dans F’, F', ...
équivaudront a des substitutions opérées entre ces fonctions; ces derniéres
substitutions forment un groupe I, transitif, et isomorphe sans mériédrie
a G, et par suitea T.

Cela posé, nous allons établir que les groupes I' et T" sont identiques, sauf
la dénomination des quantités F, F,,... et F', F',... qu'ils permutent res-
pectivement.

71. En premier lieu, chacun de ces deux groupes jouit de la propriété
remarquable que son ordre est égal a son degré. En effet, le nombre m des
quantités F, F,,... est égal a ordre de G divisé par celui de H (69), et par
suite égal a I'ordre de G’ (67). Donc le degré de T est égal a I'ordre de G;
d’ailleurs son ordre est égal a I'ordre de G’, ces deux groupes étant iso-
morphes sans mériédrie. On voit de méme que le degré et 'ordre de I'* sont
tous les deux égaux a 'ordre de G'.

On conclut de la que chaque substitution de 1 (sauf I'unité) deplace toutes
les quanutés F, F,.... Car I' étant transitif, son ordre est égal au produit de
son degré m par le nombre de celles de ses substitutions qui laissent immo-
bile une de ses lettres, telle que F; mais cet ordre se réduit 2 m : donc T
ne contient qu’une substitution qui laisse F immobile, a savoir : I'unité.

Le groupe T ne contient qu’une substitution qui remplace F par une autre
lettre donnée F,. Car s’il en contenait deux, en les combinant ensemble,
on en déduirait une troisieme, différente de I'unité et qui laisserait F im-
nobile.

Enfin, chaque substitution de T a ses cycles formés d’un méme nombre de



DES SUBSTITUTIONS. 59
lettres. Car si deux de ses cycles contenaient respectivement £ et &' lettres,
k' étant < &, sa puissance &’ laisserait des lettres immobiles, sans se réduire
a I'unite.

Le groupe I'’ jouit évidemment des mémes propriétés.

72. Cela posé, soient F, I'une quelconque des quantités F, F,,...; y, celle
des substitutions de T qui la fait succéder a F; v, la substitution correspon-
dante deT’; ¢ une quelconque des quantités F', F',,...; ¢, celle de ces quan-
tités que v, fait succéder i ¢ : les quantités ¢,..., ¢,,... seront identiques,
a 'ordre prés, aux suivantes F’, F',...; et si une substitution quelconque ¢
appartenant a T fait succéder F, a F,, sa correspondante ¢” dans T'’ fera suc-
céder g, a ¢,. En effet, T ne contient qu’une substitution qui fasse succéder
F, 4 F,; mais y; 7, jouit de cette propriété, ainsi que ¢ : donc ¢ = 7,7,
d’ott &' =y, substitution qui fait succéder ¢, 2 g,. Donc les deux
_ groupes T et T’ deviendraient identiques par le simple changement de ¢
en F.

73. Soit pour fixer les idées ¢ =F' = ay + a,y, +.... Les quantités g,
®1,.-. sonttoutes des fonctions linéaires de y, y,,.... Réciproquement, y, y,,...
pourront étre exprimés en fonction linéaire de ¢, ¢,,.... En effet, G’ étant
transitif contient une substitution qui remplace y par y,, quel que soit
I'indice pt : done, parmi les fonctions ¢, ¢,,..., il en existe une au moins de
la forme ay, + ¢, ¢ étant une fonction linéaire de y,..., Yu—1s Yp+1s---. Soit
o* cette fonction : ¢,..., ¢*,... seront liées a y,..., yy,... par des équations
linéaires, dont le déterminant n’est pas nul tant que a, @,,... restent arbi-
traires; car dans le cas ou «,, a,,... seraient tres-petits, ce déterminant se
réduit sensiblement a une puissance de «. Ces équations peuvent donc étre
résolues par rapport aux y.

Soit done y = ¢ + B, 0, +.... Les substitutions de G’ opérées entre
les y équivalent aux substitutions de '’ opérées entre les o. Réciproque-
ment, si I'on fait subir aux ¢ les substitutions de I'’, il est clair que y, y,,...
seront permutés entre eux de la méme maniere qu’ils le seraient par les
substitutions de G'.

Soient maintenant z, z,,... les fonctions formées avec F, F,,..., comme y
Yus--. lesont avec 9, ¢,,...; opérons sur les lettres z, x,... les substitutions
de G, ce qui revient 2 opérer entre lesF,F,,... cellés du groupe T, identique
aT’; il est clair que 3, 3,,... scront permutés entre eux de la méme maniere
quey,y,,... le sont par les substitutions de G’. o

Notre proposition se trouve ainsi établie.
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74%. La notion de I'isomorphisme peut étre souvent utile, 2 cause de la
similitude de propriétés que présentent entre eux les groupes isomorphes.
Ainsi, par exemple, on voit sans peine que deux groupes isomorphes I'un de
I'autre sans mériédrie sont en méme temps simples ou composés, et ont les
mémes facteurs de composition.

On pourra donc dans beaucoup de cas remplacer la considération directe
d’un groupe par celle de quelqu'un de ses isomorphes. Parmi ces iso-
merphes, il en existe toujours un transitif et dont I'ordre égale le degreé
(69-71). On voit par 1a qu’une étude approfondie des groupes de celte sorte
aurait une grande importance.

Des groupes transitifs dont I’ordre égale le degre.

75. TutorkME. — Les groupes transitifs dont I'ordre égale le degre sont
conjoints deux a deux, de telle sorte que chacun d’eux soit formé par !'en-
semble des substitutions echangeables a celles de son conjoint.

Soient en effet G I'un de ces groupes, A I'une des substitutions de G,
(aa’...a™ ') 'un des cycles de A. Parmi les substitutions de G, une seule, B,
fait succéder a a une autre lettre donnée b (71). Soient ¥,..., 5™ les lettres
que B fait respectivement succéder a @,..., a™~'. Si b n’appartient pas a la
suite a, @',..., @™, aucune des lettres ¥,..., b ne lui appartiendra. Car
si 'on avait "= a*, G contiendrait deux substitutions distinctes, B et A*~,
qui remplacent a” par a*, résultat absurde (71).

S'il existe quelque autre lettre ¢ qui ne fasse partie d’aucune des deux
suites a, a',..., a™'; b, ¥',..., b™', G contiendra une seule substitution C
qui remplace a par c; et les lettres ¢, ¢,..., ¢, par lesquelles C remplace
a, a,..., a""*, seront toutes distinctes des précédentes : car si 'on avail
¢*=0b* par exemple, G contiendrait deux substitutions distinctes, C et
A¥~ B, qui remplacent a” par b*, résultat absurde (71). ,

Continuant ainsi, on voit que les lettres se répartissent toutes en systémes
aa,..,.av ' bb,.., " ¢c,.., c™";... contenant chacun m lettres.

Soient maintenant S une substitution de G; ¢” la lettre que S fait succéder
a une autre lettre donnée b*: S remplacera b*+', b¥+2,..., b¥! par ',
..., 't

En effet, les deux substitutions S et B-'A*-*C, remplacant I'une et I'autre
b par ¢", sont nécessairement identiques (71). Or B~ remplace 6*** par
a**?, que A** remplace par a**?, que C remplace par c*+*.
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Cela posé, la substitution ¢ = (aa'a"...) (bb'}"...) (cc'c"...)... est échan-
geable a toutes les substitutions de G. Car ¢S et Sc remplacent toutes depx b*
par la méme lettre c*+*, et la lettre b* est quelconque.

Si I'on prend successivement pour point de départ, a la place du cycle
(ad a’...), les divers cycles des diverses substitutions de G, on formera un
ensemble de substitutions ¢, ¢,..., échangeables a celles de G. Les substi-
tutions dérivées de celles-la forment un groupe T, dont chaque substitution
(sauf I'unité) déplace toutes les lettres. Car si 'une de ces substitutions
laissait @ immobile, en déplacant quelque autre lettre &, il est clair qu’elle
ne pourrajt étre échangeable a celle des substitutions de G qui remplace a
par b. D’autre part, si £ est une lettre quelconque, il existe parmi les sub-
stitutions G un cycle ob a succede a k. Ce cycle se retrouve dans une des
substitutions de T : ce groupe est donc transitif.

D’autre part, toute substitution échangeable a celles de G fera partie de T'.
Car soit P une semblable substitution, laquelle remplace, par exemple,
apar a : elle se confondra avec ¢. Car soit Q la substitution de G qui con-
tient le cycle aa’a’..., et soit £ la lettre par laquelle P remplace @’ : PQ rem-
place @ par a”; QP la remplace par £ : donc £ = a”. On verra de méme que
Premplace a” par a”, etc. : dont P contient le cycle aa'a’....

Mais G renferme en outre une substitution R qui remplace a, ', a’,...
parb, &, b.... Si P remplace b par z, RP remplacera a par x; PR le rem-
place par &' : donc & = x; de méme P remplacera b’ par &”, etc. : donc elle
contiendra le cycle 46'0"...; de méme pour le cycle cc'c”..., ete. : donc P

se réduit a ¢. '

§ VI. — Du GROUPE ALTERNE.

76. Une substitution qui consiste a intervertir deux lettres se nomme
Iransposition.

Une substitution circulaire entre p lettres a, b, c,... est évidemment le
produit des p — 1 transpositions (ab), (ac),... Donc une substitution quel-
conque entre k lettres et contenant n cycles sera le produit de k — n transpost-
lions successives.

T1. TREOREME. — Sotent S, T deuw substitutions qui soient respectivement
le produit de a et de B transpositions. Le nombre des transpositions successives
do{tt le produit donne ST sera pair ou impair, suicant que a+- 3 sera lui-méme
pair ou impair.
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Une substitution quelconque étant un produit de transpositions, il suffira
évidemment d’établir cette proposition quand T est une transposition, au-
quel cas B =1.

Or soit pour fixer les idées S = (abede) (fg). Si T transpose deux lettres
appartenant 3 un méme cycle, telles que a et ¢, on aura

ST = (ab)(cde)(fg),

substitution qui contient un cycle de plus que S et qui, par suite, sera le
produit de @ — 1 transpositions. Si au contraire T transpose deux lettres a, /
appartenant A des cycles différents, ST = (abcdefg) contient un cycle de
moins que S, et sera le produit de @ + 1 transpositions. Dans I'un et I'autre
cas, le nombre des transpositions dont le produit donne ST sera congru a
a + 1 (mod. 2).

78. CoroLLAIRE. — Soit G un groupe quelconque; celles de ses substitu-
tions qui resultent d'un nombre pair de transpositions forment un groupe H.
Car le produit de deux quelconques d’entre elles, résultant d’un nombre
pair de transpositions et faisant partie de G, fera lui-méme partie de H.

Si H ne contient pas la totalité des substitutions de G, il en contient la moitié ;
de plus, il est permutable aux substitutions de G. Car soient S,, S,,... les sub-
stitutions de H, en nombre N; T une substitution de G résultant d’un nombre
impair de transpositions. Les 2N substitutions de la suite S,, S,,..., TS,,
TS,,... sont évidemment distinctes. D’autre part, une substitution quel-
conque de G, telle que U, fait partie de cette suite. Car si U résulte d’un
nombre pair de transpositions, elle fera partie de la suite S,, S,,...; et si elle
résulte d’'un nombre impair de transpositions, T-'U, qui résulte d’un
nombre pair de transpositions, en fera partie : U fera donc partie de la suite
TS,, TS,,....

Enfin U est permutable a H : car, soient respectivement , 3, 7 les nombres
de transpositions desquelles résultent U, S,, U~'S, U, on aura (77)

y=—a+f+a (mod.2)

Donc, f étant pair, 7 le sera également. Donc U~'S, U appartient 2 H. De
méme pour U~'S, U,....

79. Si I'on prend pour G le groupe formé par toutes les substitutions
possibles, on aura les résultats suivants :

Les substitutions qui résultent d’'un nombre pair de transpositions forment
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un groupe, contenant la moitié des substitutions possibles et permutable a toute
substitution.

Ce groupe se nomme le groupe alterné; les fonctions qu'il laisse inva-
riables sont dites alternées. La plus simple d’entre elles est le produit des
différences des lettres a, b, c,....

Tout groupe qui contient le groupe alterné se confond avec lui ou renferme
loutes les substitutions possibles. Car, s’il est plus général que le groupe
alterné, son ordre est un multiple de 'ordre N de ce dernier groupe : il ne
peut donc étre inférieur 2 2N. :

80. Toute substitution circulaire entre trois lettres fait partie du groupe
alterné, par définition. Réciproquement, toute substitution du groupe al-
terné est un produit de substitutions circulaires entre trots lettres. Car la substi-
tution S, = (abcd) (ef ), par exemple, s’obtient en exécutant la substitution
circulaire (abe), puis la substitution (ad)(ef), laquelle est elle-méme le
produit des deux substitutions circulaires (ade) et (eaf ).

81. Si le nombre k des lettres est supérieur a 4, tout groupe auquel toute
substitution est permutable contient le groupe alterné. Car soient F un groupe
auquel toute substitution soit permutable; S une de ses substitutions : cha-
cune des substitutions semblables 2 S, étant la transformée de S par une cer-
taine substitution, appartiendra i F. Nous allons en conclure que F contient
le groupe alterné.

En effet, supposons en premier lien que, parmi les cycles de S, il en existe
un contenant plus de deux Jettres. Soit, par exemple, S = (abe...d) (¢f...)....
Soient «, B, ¢ trois lettres quelconques; 7, ¢, o,... les autres : les substitu-
lions S, = (afy...d) (ep...)... et S, = (Bay...d)(ep...)..., semblables a S,

falsanl partie de F, S, S* en fera également partie; mais cette substitution

se wéduit a la substitution circulaire (af3d") entre les trois lettres arbitraires
2s £,¢. Donc F contient toutes les substitutions circulaires entre trois lettres
€t toute substitution dérivée de celles-la : donc il contient le groupe al-
texr ngé,

Si tous les cycles de S, (ab), (cd), (¢f ),... contiennent au plus deux let-
Ires, soient «, 8, 7, & quatre lettres arburalres, & 9,... les autres: F con-
i€ ndra les deux substitutions S, = () (7) (¢¢)---» Sa = (&y) (BF) (¢)-.., et
Parsuite 2 =S,S,= (ad) (fy). Si £ > 4, soit § une lettre arbitraire autre
queq, B, v, ¢ : F conliendra la substitution 2, = (&) (f37), semblable & Z,

et par suite la substitution 22, = («d%), dans laquelle «, ¢, § sont trois lettres
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différentes quelconques; car le choix de & n’est pas limité par la condition
d’étre différent des lettres arbitraires g et y. Donc, dans ce cas encore, F
contiendra le groupe alterné.

Remarque. — Si k = 4, la proposition ci-dessus se trouve en défaut; car
on vérifie aisément que le groupe d’ordre 4 dérivé de la substitution
S = (ab) (cd) et de ses transformées est permutable a toute substitution.

Théorémes divers.

82. Takorkme. — S un groupe G, n fois transitif, ne contient pas le
groupe alterné, chacune de ses substitutions (sauf I'unité) déplacera plus de
n lettres.

En effet, supposons que G renferme une substitution S qui ne déplace
pas plus de n lettres; il renfermera une substitution T remplagant ces
n lettres par n autres lettres quelconques; il renfermera donc T—'ST,
laquelle est 'une quelconque des substitutions semblables a S. 1l contient
donc le groupe alterné (81).

De ce théoréme, di 2 M. Mathieu, on déduit la proposition plus générale
que voici :

83. TueorkEME. — Si un groupe G, n fois transitif, ne contient pas le
groupe alterné, chacune de ses substitutions (sauf I'unité) déplacera plus de
an — 4 lettres.

Soit, en effet, S = (abc...) (def...) (g...) une substitution de G, laquelle
déplace ¢ lettres, ¢ étant par hypothese << 2n — 3. Soient a, b, c,...,
d, e, /, les n premieres lettres de S, ¢ une lettre quelconque que S ne
déplace pas. Le groupe G, étant n fois transitif, contient une substitution T
qui ne déplace pas a, b, c,..., d, e et qui remplace / par 9. Soient 7,... les
lettres par lesquelles elle remplace g,... : G contiendra la substitution
T-'ST = (abe...) (deg...) (y...), et celle-ci T~' ST.S, qui ne se réduit pas &
I'unité, car elle déplace ¢, et qui ne déplace que les lettres e, g,..., y,...,
Srees &--., dont le nombre 29 — 2n + 3 = ¢’ est inférieur 2 .

De cette substitution on en déduirait une autre contenant g¢” lettres,
q” étant < ¢, etc., et 'on finirait par obtenir une substitution ne déplagant
que n lettres au plus. Donc G contiendra le groupe alterné (82).

CoroLLaire 1. — L'ordre d’un groupe G de degré k, n fois transitif et ne
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contenant pas le groupe alterné, dw:se , m étant le plus grand des
nombres n ou an — 4.

En effet, soit H le groupe formé par toutes les substitutions possibles entre
m lettres; G et H n’ayant aucune substitution semblable, le produit de leurs
ordres divise 1.2...k (40). Mais I'ordre de Hest égal 2 1.2....m. c. Q. F.p.

Cororralre II. — Un groupe G de degreé k, et ne contenant pas le groupe

alterné, ne peut étre plus de q fois transitif, q étant le plus petit des deux
k+4 l:

nombres —— —5;

Car, s"il est n fois transitif, son ordre cst (44) un multiple de
h(hk—1)...(k—n+1).
Mais il divise 2% . Done 1.a...% doit étre divisible par
1.2 m
v.2..m(bk—n—+1)...(k—1)k,

ce qui est absurde, si m > & — n, d’oll > b+ 4, ou>=< -, suivant qu’on
dra m=mn oum= 2n — 4.

La proposition ci-dessus est intéressante, en ce qu’elle établit une sépa-
ration bien tranchée entre le groupe alterné et les autres groupes, le pre-
mier étant £ — 1 fois transitif, tandis que les autres le sont beaucoup moins
de fois.

La limite ¢, que nous venons d'établir pour le degré de transitivité de
tes derniers groupes, est d’ailleurs beaucoup trop élevée des que £ devient
un peu grand. Nous en indiquerons de plus rapprochées au § VIII.

8%. TurorkmMe. — Un groupe G, permutable aux substitutions d'un
gupe n fois transitif H, est au moins n — 1 fois transitif.
Soit, en effet, S = (abc...) ( dq/...)... I'une des substitutions de G. Soient,

pour fixer les idées, a, b, c,..., d, e, f les n premicres letires qui entrent
dans son expression : H, étant n fois transitif, contient une substitution T
Qi laisse immobiles a, b, c,..., d, e, et remplace f par une autre lettre
atbitraire p; G contient la substitution T~*ST = (abc...) (dep...)..., et la sui-
vante = T-' ST = U, laquelle laisse immobiles les n — 2 lettres a, b, c,..., €
¢l remplace / par p. Soit U= (/p...)... : H renferme une substitution V

9



65 LIVRE DEUXIEME.

qui remplace les n lettres a, b, c,..., e, f, p par n letires arbitraires
a, By 7s--+» & @, m; G contiendra V-' UV, qui laisse immobiles n — 2 lettres
arbitraires a, 8, 7,..., € et remplace ¢ par une autre lettre arbitraire n.

Il est maintenant évident que G est transitif; car il contient une substi-
tution qui remplace ¢ par la lettre =, laquelle est absolument quelconque:
car elle n'est nullement déterminée par la condition de différer des lettres
arbitraires «, f3, 7,..., ¢. De méme, le groupe formé par celles des substi- .
tutions de G qui ne déplacent pas « sera transitif; car il contient une sub-
stitution qui ne déplace pas «, et remplace 7 par =, x étant une lettre quel-
conque autre que «. Done G est au moins deux fois transitif, etc. Donc,
enfin, G est au moins n — 1 fois transitif.

85. CororrLaIRe. — Le groupe alterné est simple, st k > 4.

En effet, il est # — 1 fois transitif. S’il conlenait un groupe G non alterné
auquel ses substitutions fussent permutables, ce groupe serait & — 2 fois
transitif; mais il ne peut I'étre plus de ¢ fois (83), ce qui implique contra-
diction si £ > 4.

Si £ = 4, on a vu (81) que le groupe dérivé des transformées de (ab)(cd
est permutable a toutes les substitutions possibles; il le sera a fortiori i
celles du groupe alterné.

86. Un groupe K qui ne contient pas le groupe alterné contient au plus
le niers des substitutions possibles. Car soient S, S,,... ses substitutions en
nombre N, T une substitution circulaire entre trois lettres, qu’il ne contienne
pas [s’il les contenait toutes, il contiendrait le groupe alterné (80)]. Les 3N sub-
stitutions S, S,,..., TS, TS,,..., T*S, T*S,,... sont toutes distinctes; car, si
I'on avait, par exemple, T*S = S,, on en déduirait T=(T*)*= (S, S)?,
et T appartiendrait a K, contre I’hypothese.

87. THEOREME. — St une fonction ¥ de k lettres a, b, c,..., I, m,... est tran-
sttive; st, de plus, considérée comme fonction des kK lettres a, b, c,..., elle est

: ’ . 3 ’ y k ’ . [P
symétrique ou alternée, k' étant > 3 elle sera necessairement symétrique ou

alternée par rapport aux k letires a, b, c,..., I, m,....

En effet, F étant transitive, son groupe G contient une substitution S
qui fait succéder { a a; elle fera succéder a a, b, c,... des lettres {, x,
Ys..., dont le nombre & sera supérieur a celui des lettres /, m,.... Donc
I'une au moins des lettres x, y,... appartient 3 la suite a, b, c,.... Soit, par
exemple, x = ¢ : F sera symétrique ou alternée par rapport 2 a, b, c,..., /.
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Car elle Pest par rapport 2 a, b, c,...: done G contient la substitation
T=(abe), et sa transformée U =S—'TS = (ky). Cela posé, si y ne fait pas
partie de la suite a, b, c,..., soient «, f3 deux lettres quelconques de cette
suite : G contient la substitution V= (afSc), et, par suite, les substitutions
W=V-'UV=(lay), W,=V-2UV?=({By), qui, combinées entre clles et
avec U, donnent les suivantes : {lcx), (&f3), ({«f3). Donc G contient toutes les
substitutions circulaires ternaires entre a, b, c,..., [. La méme conséquence
subsiste, si y fait partie de la suite a, b, c,...: car, soit, dans ce cas, « une
lettre quelconque de cette suite autre que ¢ et y, G renferme la substitu-
tion V=(cya), et la suivante, V-'UV = ({ya). De méme, 3 étant une autre
lettre 'de cette suite, il renfermera la substitution (/«f).
Donc G est alterné par rapport i a, b, c,..., L. On voit de méme qu'il est
alterné par rapport a a, b, c,..., I, m; etec.

§ VII. — Turorimes pE MM. BERTRAND ET SERRET.

88. Le probleme de déiterminer les nombres minima de valeurs que
puisse prendre une fonction de £ lettres, lorsqu'on y permute ces lettres,
offre un grand intérét historique. M. Bertrand a donné a ce sujet, vers 1845,
deux théoremes importants, démontrés depuis de diverses manieres par
Cauchy et par M. Serret. En voici I’énoncé :

1° Toute fonction de k lettres a au moins k valeurs distinctes, st elle n’est
ni symetriqgue ni alternée;

2° Toute fonction de k lettres qui a k valeurs distincles est symctrigue par
rapport a k — 1 lettres.

Chacun de ces théoremes présente une exception :

1° Si k=4, les fonctions dont le groupe dérive des substitutions (ab),
(ed), (ac)(bd), telles que la fonction ab + cd, ne sont ni symétriques ni
alternées, et ont trois valeurs distinctes.

2° Si £ =06, les fonctions dont le groupe dérive des deux substitutions
(abed), (becd) (cdef), telles que celle-ci

(ab + cd + ef ) (ac +- be + fd)(ad + bf + ce)(ae + bd + fc)(af + bc + ed),

non symétriques par rapport 2 cinq lettres, ont six valeurs distinctes.

M. Bertrand a encore démontré le théoreme suivant :

3 Une fonction de k lettres qui a plus de k valeurs en a au moins 2k,
sUk> 7.

9.
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Auquel M. Serret a ajouté le suivant :

4° Une fonction de k lettres qui a plus de 2k valeurs en a au moins l'—(@,
s k>1a.

Ces divers théoremes sont des cas particuliers du suivant, que nous allons
établir.

THeéorEME. — Soit n un entier constant quelconque : les fonctions de
k lettres, symetriques ou alternées par rapport a k — n de ces letires, auront
moins de valeurs distinctes que celles qui ne jouissent pas de cette propriete.

Cette proposition sera parfois en défaut pour les petites valeurs de k; mais
on pourra toujours assigner a k une limite au dela de laquelle elle sera néces-
sairement vraie.

89. En effet, supposons que £ soit un grand nombre. L’ordre du groupe
d’une fonction F symétrique ou alternée par rapport a £ — n lettres est

divisible par 1:2: 'ik —n) (39) : le nonbre des valeurs distinctes de cette

fonction est donc un diviseur de 2k (& —1)...(k — n +1).

90. Considérons maintenant une autre fonction quelconque 3. Si elle
n’est pas transitive par rapport 3 £ — n lettres, le nombre de ses valeurs

LIS Y 5 , .
sera égal & gror——s M, M',... étant respectivement les ordres de groupes

transitifs entre «, «', «”,... lettres, chacun des nombres «, o, «”,... étant
< k — n, et leur somme étant égale a £ (34 et 60). Le nombre de valeurs

1.2,k .
, »~= » expression
I 2...2.1.2....01.2...& ...

(ui atteint évidemment son minimum lorsque les nombres «, «, «”,... se
réduisent a deux, égaux, I'un a2 £ — n —1, l'autre &3 7 +1; ce minimum
k(k—1)...(k—n)
1.2...(n+1)
Fonak—n>aun.2...(n+1).

cherché est donc un multiple de

sera » el sera supérieur a 2k(k —1)...(k—n+1;, si

91. Supposons, au contraire, que la fonclion § soit transitive par rap-
porta £ — v lettres a, b, c,..., v étant au plus égal a n: chacune des sub-
stitutions de son groupe G sera le produit de deux autres, dont 'une A
permute entre elles les letires a, b, c,..., 'autre B permutant entre elles
les v lettres restantes d, e,.... Soient AB, A’B',... ces substitutions. L’ordre
de G est égal au produit de o~ ordre du groupe (A, A',...) par x, ordre du
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groupe partiel formé par celles des substitutions de G qui ne déplacent pas
a, b, c,...(4%). 3G est un diviseur de 1.2...v, et, quant au groupe (A, A',..,),
il est impossible qu’il contienne le groupe H, alterné par rapport a a, b,
c,.... En effet, si cela avait lieu, le nombre des substitutions distinctes A,

. , o 12 (k—y
A’,... du groupe H étant égal 4 ———a-——)
stitutions distinctes B, B',... (lequel est, au maximum, égal 4 la limite finie
1.2...v), G contiendrait au moins deux substitutions AB, A’B’, dans les-
quelles on aurait B=DB’, A et A’ étant deux substitutions différentes du
groupe H : G contiendrait A’'B'(AB)~'= A’A~", ainsi que ses transformées
par les substitutions AB, A'B',..., ou, ¢e qui revient au méme, par les sub-
stitutions A, A’,.... Mais A’A™" et ses transformées appartiennent & H, ct le
groupe I qui en dérive est évidemment permutable aux substitutions de H :
donc il se confond avec H, ce groupe étant simple (85). Donc G contiendrait
le groupe H, et 7 serait alternée par rapport a a, b, c,..., contrairement i
I’hypothese.

Le nombre des valeurs de 7 sera donc un multiple de

ct supérieur a celui des sub-

1.2...k _l.'(lr—l)...(l.‘—v+_l_) o (h—vy

-~ Jr Ty

M.1.2...v 1.2...v Bl

1.2...(k—v)
I

de £ — v lettres, laquelle ne soit ni symétrique ni alternée. Désignons ce

nombre par ¢ (& — v) : & aura plus de valeurs que F si I'on a

étant le nombre de valeurs d’une certaine fonction transitive

g(h—v)>1 2. v2(h—v)h—yv—1).. . h—n+).

92. Cherchons donc une limite inférieure a ce nombre ¢ (& —v ;. Sup-
posons que la fonction F,, dont ¢ (£ — v) représente le nombre de valeurs,
soit p fois (ransitive. Si p est d’'un ordre de grandeur comparable i #,
%, varie par toute substitution qui déplace moins de 2p. — 3 lettres (83);
elle a donc au moins 1.2...(2p. — 4) valeurs distinctes, nombre évidemment
supérieura 1.2...v.2(k —v)...(k — n + 1) lorsque £ ct u sont tous les deux
de grands nombres, ayant entre eux un rapport fini.

Supposons, au contraire, que p soit trés-pelit par rapport a 4. L'ordre
du groupe de &, estégal & (k — v)(A—v —1)...(A—v —n+1)Q, Q étant
I"ordre du groupe ' formé par celles de ses substitutions qui laissent im-
mobiles p lettres, lequel groupe est intransitif par rapport aux 4 — v — u.



70 LIVRE DEUXIEME.
lettres restantes. Le nombre des valeurs distinctes de 7, sera donc

2. (h—v—p)
Q .

Or les £ —v —p. lettres du groupe I' se partagent en systemes tels,
que chaque substitution de T' permulte entre elles les lettres d'un méme
sysleme. Soient respectivement «, «,, «,,... les nombres de lettres de
chaque systeme : Q divise 1.2...2.1.2...2,,... (44). Soit « le plus grand
des nombres a, a,, a,,...; deux cas pourront se présenter :

1° St 2, + 0, +...>n—v, le nombre de valeurs distinctes de 7,

2. —y— ..
12 =v=p) | Lombre dont le minimum
2022 1.2, 0.2 1.2.0.08:4.

est un multiple de -
I

s’obtient évidemment en posant 2, = n — v +1, a; = 0,.... Ce minimum est

(bk—p—v)...(k—p—n)
1.2...(n—v +1)

égal & » nombre supérieur a

1.2 .oy 2(bh—vi (b —n4-1),

k. . .
ket ;ctant tres-grands, par hypothése.

2° Si o, + oty +...2n — v, Qest égal 8 MM'M”... (44), M étant I'ordre du
groupe partiel T', formé par les déplacements que les substitutions de I' font
subir aux « lettres du premier systeme, M’ celui du groupe partiel formé par
les déplacements que celles des substitutions de I' qui ne déplacent pas les
lettres du premicer systeme font subir i celles du second, etc. Le produit
M'M”... est au plus égal & 1.2...%4,.1.2... @,.... Le nombre des valeurs

distinctes de 7, sera donc au moins égal a T
12 (h—y—u, _l.f!...!a'(’:—.‘J—;J.)...(l.'+l,
Ma.o...zo0.20. .20 .. M TR N PE T T

en posant, pour abréger, & - v — - o, —a, —...= K.

Le groupe T'y ne peut contenir toutes les substitutions A, A’,... du
groupe H', alterné par rapport aux letires du premier systeme; car, s'il
en était ainsi, soient AB, A'B',... les substitutions eorrespondantes de T';
B, B',... étant les déplacements que ces substitutions font subir aux autres
lettres. Le nombre des substitutions distinctes A, A’,... serait égal

'
:

t.2. .. . A .. . . . . .
-~ == nombre trés-grand et supéricur a celui des substitutions distinctes

R. B',..., lequel ne peut dépasser la limite finie 1.2...%,.1.2...2,.... Donc &
deux substitutions distinctes de la suite A, A’,... répondrait nécessaire-
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ment une méme substitution de la suite B, B',.... Supposons, par exemple,
qu'on eiit B=B': T' conliendrait la substitution A'B’'(AB)~' = A’A—, la-
quelle ne déplace que les # lettres du premier systeéme. Il contiendrait ses
transformées par' AB, A’B’,... (ou, ce qui revient au méme, par A, A',...),
et les dérivées de ces transformées, lesquelles jouissent évidemment de la
méme propriété. Mais ces dérivées reproduisent tout le groupe (A, A’,...),
ce groupe étant simple (85). Donc 4, serait alternée ou symétrique par
rapport aux &’ lettres du premier systeme.

Cela est impossible; car, ¥ étant plus grand que

" ou symétrique (87), ce qui n’est pas, par hypothese.

k—v
2

» &, serait alternée

93. Supposons maintenant que T', «oit p’ fois transitif. Si w’ est compa-
4
rable a &, % sera au moins égal a 1.2...(2p' — 4), et le nombre des
valeurs distinctes de ¥, sera évidemment supérieur &

1.2...v.2(k—v)...(k—n+1)

Soit, au contraire, p’' trés-petit par rapport & £ : M sera égal a
Kk —1)...(k'—p +1)Q, Q étant 'ordre du groupe intransitif I formé
par celles des substitutions de T', qui laissent immobiles p’ lettres données.
Les £’ — p’ lettres restantes se partagent en systémes, contenant respective-
ment «', a;,... lettres, et tels, que chaque substitution de I’ permute
entre elles les lettres d'un méme systeme. Soit «' le plus grand des nombres
o« ;...

°Sia,+a,+...>n—y—a, — a;—..., le nombre des valeurs de ¢,

4 — — L] ’
est un multiple de 2 Ko Gy W41 G ombre dont
1.2...a 1.2, 0, .0 120012000t

le minimum

(F'—').. (h—p—p—n) (h—v—p)...(k+1)

1200 (R—yv—y—as— .o . 1) 1.2, . @120 Oaenn

(correspondant & I’hypollnése Ay =n—v —a— Q—...+1, 03=0,...) sera
supériour 3 1.2...v.2 (k = v)...(k—n+ 1), &, 1
hypothese.

2° Si, au contraire, &), + ay + ...3R — v — 2, — 2,,..., le nombre de
valeurs de #, sera

!%étant trés-grands, par

(k—v—p)eo b 1) (M=) th” 415 12,0 A"

?
1.2...0. 0.2 0. G, 1.2...0,1.2...2; .. N
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en posant, pour abréger, k"=A'— p'— &) — @, — ..., et N étant Pordre
d’un groupe T, de substitutions entre £” lettres, lequel ne contienne pas le
groupe alterné.

-94. Supposons ce nouveau groupe p.” fois transitif. En répétant les mémes
raisonnements que tout i I'heure, on établira le théoreme énoncé : 1° si p”
est comparable a £; 2° si p” n’élant pas comparable &, I'” étant le groupe
formé par celles des substitutions de T, qui laissent immobiles p” lettres
données, les lettres restantes se partageant en systemes qui contiennent res-
pectivement «”, af, «j,... lettres, el @” étant le plus grand des nombres &,
a;,0%,...,0na

al+ai+...>S>n—v—a,—ay—...—a,—a,—....

Poursuivant ainsi, on arrivera nécessairement a démontrer la proposition
dans tous les cas : car chacune des quantités a + &, +..., &'+ &, + ...,
a"+ aj +...,... est an moins égale a 1, et chacune des quantités n — v,
R—Y— & —Oy—..., R—V — &y — Oy—...— & — &y —...,... Sera moindre
que celle qui la précede. Si donc, quelque loin qu’on prolongeat les opéra-
tions, ces quantités élaient constamment égales ou supérieures aux précé-
dentes, on aurait une infinité de nombres positifs décroissants et inférieurs
a n—y, ce qui est absurde.

95. On trouvera aisément, dans chaque cas particulier, une limite de &
a partir de laquelle le théortme devient vrai. Supposons, par exemple, qu’il
s'agisse des trois théorémes de M. Bertrand. Le nombre des valeurs d’une

. .-.] ’ ” 3
v (44), M, M, M", .. étant -

des diviseurs de 1.2...2, 1.2...a/, 1.2...a",..., et @ + &'+ a"+... étant
égal a k. Le minimum de cette expression est évidemment égal a £ et s’ob-
tienten posantea =4 — 1, 2’'=1, a"=...=o0, et M=1.2...a, ce qui esl
le cas des fonctions symétriques par rapport 3 £ — 1 lettres. Son second

"(_‘__'; D, si k> 5, ce second minimum sera

fonction intransitive de & lettres est égal a

minimum est égal & 24 ou a

2k et correspondra aux fonctions alternées par rapport 2 & — 1 lettres.
Considérons maintenant une fonction p. fois transitive 3, : I'ordre de son
groupe H est égal 2 £(k—1)...(k— p+1)N, N étant I'ordre du groupe
intransitif G formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent que
k — 1. lettres données. Soient a I'une de ces lettres, a, a,,... les lettres en
nombre « que les substitutions de G permutent avec elle; on aura N= MN’,



DES SUBSTITUTIONS. 73
M étant Pordre d’un groupe transitif entre les « lettres a, a,,..., et N’ 'or-
dre du groupe G’ formé par celles des substitutions de G qui laissent immo-
biles a, a,,... (4%). Soient de méme b une autre lettre quelconque, b, b,,...
les lettres en nombre &’ que les substitutions de G’ permutent avec elle;. on
aura N'= M'N", M’ étant I'ordre d’un groupe transitif entre les a’ lettres
b, b,,..., et N" 'ordre du groupe G” formé par celles des substitutions de G
qui ne déplacent pas ces lettres, etc. On aura donc enfin N=MM'M"..., et ¢

1v.2...(k—p)
aura anlgurs.

Or considérons le groupe I obtenu en ‘combinant toutes les substitutions
possibles entre les lettres a, a,,... avec toutes les substitutions possibles
entre les lettres b, b,,..., etc.; il contient évidemment G. D’autre part,soient o
la plus grande des quantités «, «’,... et 8 le plus petit des nombres o et .
Le groupe 1 contient le groupe K formé par toutes les substitutions pos-
sibles entre (3 lettres prises & volonté dans la suite a, a,,...; mais G, ne
contenant aucune substitution qui ne déplace que p lettres (82), n’a aucune
substitution semblable & celles de K. Donc 'ordre de I, 1.2....1.2...2"...
est divisible par le produit 1.2... SN des ordres de G et de K (40). Le nombre

1.2.. (k_#)
-2..,“.|.2..'al . loQ...ﬁ.

D’autre part, il est un multiple de 1.2... (83). Enfin g est au plus égal
a ¥ (83).

des valeurs de ¢, sera donc un multiple de -

96. Discutons ces résultats, en supposant d’abord & > 4.

1°Si @ =1, le nombre des valeurs de &, sera un multiple de 1.2... (k= p):
<e nombre, supérieur 2 24 si £> 6, le sera 4 £ si £=06, 4 moins qu’on
mait g = 3, ce qui donnera le cas d’exception signalé plus haut. Il est supé-
rieur d ksi k=5.

2° Sia =2, chacun des nombres «, o', ... sera égal 3 1 ou 2 2, et le nombre
. e ceux qui sont égaux & 2 est au plus égal au quotient p de £ — p par 2.

< 1.2 (b —
e nombre de valeurs de 4, sera donc au moins égal 2 -—+’L) 1.2...3,

ainsi qu'a 1.2... . Or si k> 7 et si 'on choisit  de telle sorte que la se-

conde limite ne dépasse pas 2, la premiere le dépassera évidemment; si au

contraire £% 7, 'une des deux limites ci-dessus sera supérieure 2 &, sauf le

cas ot I'on aurait £=6 et p.= 3. Mais cette hypothése est absurde; car si H

est trois fois transitif, il ne contient aucune substitution qui déplace moins

de quatre lettres (82); donc «, «,... se réduisent a 'unité.
JSilonadlafoisa>a=k—p—1etp<3, k=p+a+a+..

© 10
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sera au moins égal a u + 3, et le nombre des valeurs de ¥, sera

) 1.2 (k—p—1)

M étant Pordre du groupe J formé par celles des substitutions de H qui ne
deplacent que £ — p —1 lettres a, a,,..., en laissant les autres immobiles.
Or soient d, e deux autres lettres quelconques; #,, considérée comme
fonction de a, a,,.... d, e est simplement transitive, par hypothese. Done
clle n’est pas symétrique ou alternée par rapport a a, a,,...; car si cela
avait lieu, elle le serait par rapport 2 a, a,,..., d, e (87). Donc

g (1:;— p=t=3 (86), et le nombre de valeurs de F, est au moins égal

2 3(k — 2), nombre toujours supérieur a £, et supérieur a 24 si £ > 7.
4 St l'on a2 a>a2a<k—p—1 et p<3, % aura au moins
k—u—1(hk—p) \
2
ricur a 2k si £> 7.
5° Soit enfin « > 2 et w>2, dol B> 2: ¥ aura au moins
(k — @) 1.2... B valeurs, nombre supérieur a 2£.

.2... 3 valeurs, nombre toujours supérieur a £, et supé-

97. Nous avons supposé dans notre démonstration £ > 4. Si £ était égal
2 4 ou plus petit, on construirait trés-facilement le tableau des divers
groupes possibles, et I'on achéverait ainsi de vérifier que le premier théoreme
est vrai, sauf I’exceplion signalée pour £ = 4, ct que le second I’est égale-
ment, sauf pour £=6, ot nous avons trouvé qu’il peut exister des fonctions
trois fois transitives n’ayant que six valeurs. '

Le groupe de ces fonctions ne contient aucune substitution déplagant
moins de quatre lettres (82), et peut se construire par tatonnement sans
aucune difficulté. Nous ne nous y arréterons pas, d’autant plus que nous
retrouverons ce groupe plus loin.

98. Démontrons encore que si & > 12, toute fonction § qui n’est ni syme-
trique ni alternée par rapport a k — 2 lettres a plus de k(k — 1) valeurs. (Cet
¢noncé contient le théoreme de M. Serret.)

Si 7 est intransitive, les £ lettres se partagent en systemes aa,..., bb,...,...
contenant respectivement «, «,... lettres, en groupant ensemble celles que
les substitutions de G, groupe de ¥, permutent entre elles.

Soit a le plus grand des nombres «, @',...; les substitutions de G seront
de la forme AB, A’B,..., A, A’,... étant les déplacements qu’elles font
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subir 4 a, a,,..., B, B,... ceux qu’elles font subir aux autres lettres. Si
aSk— 2, le groupe (A, A’,...) ne peut contenir le groupe I alterné par
rapport 2 a, a,,...: car, si cela avait lieu, les substitutions A, A’,... étant
plus nombreuses que ne peuvent I'étre les substitutions distinctes de la
forme B, B',..., G contiendrait deux substitutions distinctes telles que AB,
A'B’, ol 'on aurait B=1'; il contiendrait A’B'(AB;~' = A’A~"', donl les
transformées par AB, A’B’ reproduiraient tout le groupe I Tce groupe étant
simple (85)]. Donc G contiendrait I, et ¥ serait alternée (ou symétrique)
par rapport a £ — 2 lettres, contre ’hypothése.

Cela posé, et le groupe (A, A’,...) étant d’ailleurs transitif, son ordre M

est inférieur a lz—a“ (95-97) : et le nombre des valeurs de 7, qui est un

2.k —— (44 et 60), sera supérieur a k(k—1).

1.2...a.1.2...a"...
Soit au contraire @ < £ — 2. Le nombre de valeurs de  est un multiple
de 1.2... &k ’ _/f(/r—l)(k—_z_).

[.2....1.2...0a.. .’ “ombre au moins egal a _I—.2.3_ )

multiple de &

Supposons maintenant que ¥ soit p fois transitive. Si u3 ’-; —2ctk>12,

¥ aura au moins 1.2... (22 — 4) valeurs distinctes (83), nombre supérieur
t.2.. (F—p
MM'...
M, M',... étant les ordres de groupes transitifs entre «, o/, ... lettres (avec
la condition @ + &’ + ...=k — ). D’autre part, il sera un multiple de¢
P— 1.2,k —p)

1.2...a.L2...a.

et 2 (95), et 'on voit =ans peine que si @ << 4 — . — 2, on aura constam-
ment P> k(k—1).

Soit au contraire 2% — p. — 2 : le groupe transitif dont I'ordre est M

ne peut étre symétrique ni alterné; car si cela avait licu, on voit, comme

tout & I'heure, que ¥ serait alternée ou symétrique par rapport a « lettres;

ak(k—1).Sip< é — 2, le nombre N des valeurs de & sera

’

1.2... 3, B étant égal au plus petit des deux nombres p.

mais a > Ig: -donc & serait alternée ou symétrique (87), contrairement i

N . » 3 ] . t.2...a
hypothése. Cela posé, d'apres les théoremes de M. Bertrand, —¢—— sera
_ supérieur a a si & surpasse 6, et 2 24 si « surpasse 7, et N, qui est au moins
A s 1.2... , . , . N
égal a —— (B—p).1.2...p, sera évidemment supéricur & k(£ — 1),

méme dans le cas le plus défavorable ot p=1 et a =& — p — 2.

I10.
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§ VIII. — LIMITE DE TRANSITIVITE DES GROUPES NON ALTERNES.

99. Soit G un groupe de degré n+ v qui soit v fois transitif et ne con-
tienne pas le groupe alterné. Deux cas pourront se présenter, suivant que G
contiendra ou non des substitutions déplagant moins de n + 1 lettres.

PremiER cas. — Si G ne contient aucune substitution déplacant moins de
n+ 1 lettres, on pourrait assigner une limite au nombre v, qui représente
son degré de transitivité, en appliquant les théoremes énoncés au n° 46. On
peut également obtenir une autre limite, fondée sur une méthode que nous
allons exposer et qui a I'avantage de s’appliquer a d’autres cas.

Partageons les lettres de G en deux classes, contenant : la premigre, v —1
lettres, x,,..., x,_,; la seconde, n+ 1 lettres, a, a,,..., a,, et soit H le
groupe formé par celles des substitutions de G qui laissent immobiles
Z5..., &y_,. Ce groupe est transitif par rapport aux lettres de la seconde
classe, G étant supposé v fois transitif. D’ailleurs chacune de ses substitu-
tions (sauf 'unité) déplace par hypothese toutes les n + 1 lettres a,..., a,.
C'est donc I'un des groupes étudiés plus haut (71), et son ordre sera égal a
n +1, nombre des positions distinctes ol ses substitutions permeltent d’a-
mener a (44).

Soit maintenant I le groupe formé par celles des substitutions de G qui
remplacent lesx,,..., r,_, les uns par les autres : chacune de ses substitutions
est le produit de deux autres, dont I'une A permute entre eux z,,..., &,
sans déplacer a, ..., a,, 'autre B permutant entre eux a,..., a, sans déplacer
Lyy..os Ty_y. Soient done A’B’, A”B”,... les diverses substitutions de I : leur
nombre est égal a 1.2...(v —1)(n+1). Car les substitutions de G per-
mettent de permuter entre elles d’'une maniere quelconque les lettres ,....,
a,_,, ce qui donne 1.2...(v— 1) formes distinctes pour les substitutions
partielles A, A’,.... A chacune d’elles correspondront n + 1 formes pour la
substitution B, lesquelles s’obtiennent en multipliant I'une d’entre elles par
les n+ 1 substitutions de H (lesquelles sont de la forme B).

Le groupe K formé par les substitutions partielles B', B,... a aussi pour
ordre 1.2...(v —1) (n+1). Car, pour qu'il en fut autrement, il faudrait
que deux de ces substitutions B et B” fussent identiques sans qu’on eut en
meéme temps A’ B’ = A" B". Mais, si cela avait lieu, de ces deux substitutions
on déduirait la suivante A"B"(A’B’)~' = A"A’~', laquelle ferait partie de G
quoique déplacant moins de v lettres, résultat absurde (82).
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Les substitutions de K sont permutables a H. Car, soit H' une des substitu-
tions de H, B—*H’'B’ = (A’B’')~' H'(A’B’) appartient a G et ne déplace pas
Z,,..., @,_,; elle appartient donc a H.

Soit maintenant L le groupe formé par toutes celles des substitutions pos-
sibles entre a,..., a, qui sont permutables a H; il contiendra K; son ordre
est donc divisible par 1.2...(v — 1) (7 +1). Cherchons J’autre part une
limite supérieure 2 ce nombre Q.

100. Soient a, b deux quelconques des leltres a,..., a,; Q est égal au
produit du nombre des systemes de positions distinctes que les substitutions
de L donnent 4 a, b [lequel nombre ne peut surpasser (n+1)n] par le
nombre des substitutions de L qui laissent a et b immobiles (44).

Le groupe H ne contient qu’une substitution S = (abe...) (@'b'c’...)... qui
remplace a par b (71). Soit p son ordre; celles des substitutions de L qui
ne déplacent ni a ni b transformeront évidemment S en elle-méme, et par
suite ne déplaceront aucune des p lettres a, b, c,.... Leur nombre sera ¢gal
au produit du nombre des places distinctes ou elles peuvent amener a’ (le-
quel est au plus égal a n+ 1 — p) par le nombre des substitutions de L qui
laissent immobiles a, b et a'.

Ces derniéres substitutions sont échangeables a la fois a S et a la substi-
tution S’ contenue dans H et qui remplace a par a' : elles sont donc échan-
geables & toutes les subslitutions dérivées de S et de S'. Soit p’ le nombre
de ces dernieres substitutions, lequel est un multiple de p; elles remplacent
respectivement a par p’ lettres toutes distinctes (71). Les substitutions
cherchées, étant échangeables a celles-ci et ne deplacant pas a, ne déplace-
ront aucune de ces lettres.

Si p’< n—+1, soit a” une letire différente de celles-1a : le nombre des
substitutions de L qui laissent immobiles a, b, a’ est égal au produit du
nombre des places distinctes ot elles peuvent amener a’ (n+1—p’ au
plus) par le nombre de celles de ces substitutions qui ne déplacent ni a, 4,
a’ ni a’; celles-ci laissent lmmobllesp lettres, p” élant un multiple de p'.

On continuera ainsi jusqu’a ce qu’on soit amené a chercher les substitu-
tions de L qui laissent immobiles toutes les lettres : celles-ci se réduisent
a la seule substitution 1. L’ordre de L sera donc égal ou inferieur a
(n+t)n(n+1—p)(n+1=p)(R+1—p")., p, p's p’s... étant des
diviseurs de n + 1, dont chacun est un multiple du précédent.

Cet ordre étant divisible par 1.2... (v — 1) (n+ 1), on aura la relation

2 iy—ngr(n+1—p)(n+r1—piin+1—p-)...
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Les facteurs qui entrent dans le second membre de cette expression sont
tous inférieurs a n, sauf le premier, et leur nombre est au plus égal & «,
nombre des facteurs premiers de » + 1; on aura donc I'inégalité

2. (v—1)<<ns.

101. Stconp cas. — Supposons que G contienne des substitutions dépla-
cant moins de n+ 1 leltres, et supposons en outre v > 4; nous allons lui
trouver une limite supérieure. Soit H le groupe formé par celles des substi-
tutions de G qui laissent immobiles v lettres données x,,..., z, et rem-
placent les unes par les autres les n lettres restantes a, . ..., a,. Considéré
par rapport a ces derniéres lettres, H sera intransitif (sans quoi G serait
v+ 1 fois transitif au lieu de I’étre seulement v fois). Les lettres a,,..., a, se
partagent donc en systemes a, a,..., b,b,..., ... tels, que les substitutions
de H permutent exclusivement entre elles les lettres d’'un méme systéme et
les permutent transitivement.

Soit maintenant J le groupe formé par celles des substitutions de G qui
remplacent les lettres x,,..., z, les unes par les autres : ses substitutions
permutent ces lettres entre elles de toutes les maniéres possibles. Soit I le
groupe partiel formé par celles des substitutions de J qui font éprouver a
ces lettres des déplacements équivalant 3 un nombre pair de transpositions.
Les substitutions de 1 peuvent étre représentées par A’ B’, A“"B”,..., A’, A”,. .
étant des substitutions qui permutent entre elles z,,..., z, et B’, B’,... des
substitutions qui permutent entre elles a,, a,,..., b,, b,,...,....

Les substitutions A'B’, A”B",... sont permutables & H: car soit H' une
substitution de H, (A’B’)~* H'(A’B’) appartient 2 G et ne déplace pas z,,...,
x, : elle appartient donc a H.

Chacune des substitutions A’B’, A”B”,... transformant ainsi H en lui-
méme, fera succéder aux lettres de chacun des systemes «, a,..., b,b,...,...,
qui jouissent de la propriété d’étre permutées entre elles par les substitu-
tions de H, d’autres lettres jouissant de cette méme propriété, et par suite
appartenant 3 un méme systeme.

102. Supposons d’abord que parmu ces systémes il en existe un a,a,... tel :
1° que toutes les substitutions de | remplacent ses lettres les unes par les autres ;

2" que toutes celles de ces substitutions qui ne font pas partie de H deplacent
au moins une de ces lettres.

Soient H', H”,... les diverses substitutions de H; A', A",... les déplace-
ments qu’elles font respectivement éprouver aux lettres a,, a,..... Soit
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h=(k, k,...) le groupe formé par ces déplacements; soient de méme &',
b",... les déplacements que les substitutions A’ B’, A”B”,... font respective -
ment éprouver aux mémes lettres.

Il est impossible que h contienne toutes les substitutions qui résultent d’un
nombre pair de transpositions entre les lettres a,, a,,.... En effet, parmi les
substitutions A’, A”,... se trouvent les substitutions circulaires entre trois
quelconques des lettres x,,..., ,. Soit A’ une semblable substitution,
(A’B’)* = A" B’ appartient a I sans appartenir 3 H (A’”? ne se réduisant pas
al'unité), et fait subir aux lettres a,, a,,... le déplacement &2, lequel résulte
évidlemment d’un nombre pair de transpositions, et qui en outre n’appar-
lient pas & A : car si I'on avait par exemple b'> = A’, la substitution
A?B’?H-', laquelle appartient a I sans appartenir a H, ne déplacerait au-
cune des lettres a,, a,,..., contrairement a notre hypothese.

D’ailleurs A est transitif; supposons qu’il le soit v fois, le nombre des
lettres a,, a,,... étant n’ + v’ : deux cas seront i distinguer.

103. 1°: A ne contient aucune substitution qui deplace moins de n' + 1
lettres. Partageons ses lettres en deux classes y,,..., yy_, et a,..., a, con-
tenant respectivement ' —1 et n’ + 1 lettres. Celles des substitutions de A
qui ne déplacent pas y,,..., yy—, forment un groupe g transitif d’ordre n’'+1,
et dont les substitutions g,,..., 8., déplacent toutes les lettres; et le nombre
des substitutions differentes entre les lettres a, ..., ay, qui sont permutables a g,
sera inférieur a (n'+1)n'*, o étant le nombre des facteurs premiers, égaux
ou non, de »'+ 1 (100).

L2 Y (' +1). En effet, soit A’B’

Mais ce nombre est au moins égal a

une substitution quelconque de I; soient z,,..., z,_, les lettres par lesquelles
elle remplace y,...., yy_, : &, élant v’ fois transitif, contient une substitu-
tion A’ qui remplace réciproquement z,,..., zy_, par y,,..., yv—,. Soient H’,
G,,..., Gw,, des substitutions choisies & volonté parmi celles que H contient
et qui font respectivement éprouver aux lettres du systeme considéré les
déplacements %', g,,..., gw+i : les '+ 1 substitutions A'B'H'G,,...,
A’'B'H' Gy, appartiennent a I, laissent immobiles y,,..., yy_, et font
éprouver aux letires a,..., a, des déplacements représentés par 'g,,...,
B gw+is (3 étant le déplacement que A'B'H’ leur fait éprouver.

Soit A”B” une autre substitution de I. telle que A” soit différent de A’;
ou en déduira de la méme maniere n'+ 1 substitutions A"B"H"G,,...,
A”B"H"Gz.,, qui appartiennent a |, laissent immobiles v,,..., yv_,, et font
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éprouver a a,..., a, des déplacements représentés par 3'8,,..., " gu'sss

" étant le déplacement que A”B”H” leur fait éprouver.

1.2...9

Le¢ nombre des substitutions différentes A’, A”,... étant s celui des

1.2...¥%

substitutions B'g,s..., B'8nwis B'81s «os B w1y eSLéGal A 2
clles sont d'ailleurs toutes distinctes; car g,,..., gw., étant différentes,
'g1s-+-+ B'gu+s lc seront évidemment. D’autre part, si I'on avait une égalité
telle que f'g, = g, la substitution

(p'+1):

A'BH'G,(A"B'H"G,)' = A’A"-'B'H' G, (B"H" G,:—,

qui fait partie de I et non de H, ne déplacerait aucune des lettres du systeme

considéré, ce qui est contraire a notre hypothese.

~ 1.2...Y
Enfin les

(n’+ 1) substitutions ci-dessus sont permutables a g.

En effet, soit T le groupe formé par celles des substitutions de H qui ne
déplacent pas y,,..., yy_, : les substitutions A’'B'H'G,,..., A"B"H"Gu.s---
lui sont permutables, car elles transforment évidemment ses substitutions
en substitutions de H, qui ne déplacent pas y,,..., y,_, : donc, & fortiori, les
déplacements 3'g,,..., que A’'B'H’G,,... font subir 4 a,..., ay sont per-
mutables au groupe g des déplacements que T fait subir & ces mémes
lettres.
On a donc, pour limiter v, I'inégalité

1.2,
2

) ,
<n'v,

avee ' < n'+vetn+yv<n, doun<<n—1.

104. 2°: A contient des substitutions déplagant moins de n' + 1 lettres.
Parlageons ses lettres en deux classes Yis--os Yo €t a,, ..., ay_conte-
nant respectivement v’ et n' lettres. Soient I, et H, les groupes formés par
celles des substitutions de I et de H qui ne déplacent aucune des lettres
Viveeor Yoo

Le groupe 1, contient une substitution au moins Jaisant subir aux lettres
Zys..., &, l'un quelconque des deplacements A', A’,.... Car, supposons par
exemple que la substitution A’B’ remplace y,,..., », par z,,..., z,. Le
groupe A, étant v’ fois transitif, contient une substitution A’ qui remplace
réciproquement 3,,..., 3, pary,,..., y,. Soit i’ une des substitutions de H
qui font éprouver aux lettres du systeme considéré le déplacement A’ :
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A’B'H’, ne déplacant plus y,,..., ¥, apparuendra al,, et fera subir aux
lettres x,,..., «, le déplacement A’.

Le groupe H,, n’étant pas transitif par rapport aux lettres a,,..., ay, ne
le sera pas a fortiori par rapport i toutes les lettres autres que z,,..., &,
Yis--+» Yv. Ces lettres se partagent donc en systemes a,a;..., B, fs...y...
tels, que les substitutions de H, permutent exclusivement entre elles les
lettres d’'un méme systeme et les permutent transitivement.

Enfin les substitutions de I, sont permutables a H,; car elles transforment
les substitutions de H, en substitutions qui ne déplacent aucune des lettres
Tipeees Xyy Yiserrs Yv» €L qui par suite font elles-mémes partie de H,. Donc
chacune des substitutions de I, remplacera les lettresd’un systeme par celles
d’'un méme systeme (101).

105. Si parmi ces systemes il en existe un tel : 1° que toutes les substi-
tutions de I, remplacent ses lettres les unes par les autres; 2° que toutes
celles de ces substitutions qui ne font pas partie de H, déplacent au moins
une de ces lettres, on raisonnera sur I, et H, comme sur I et H, et I’on ob-
tiendra une limite analogue 4 celle du n° 103, ou bien I’on sera conduit &
deux nouveaux groupes I,, H, dont les substitutions laissent invariables,
outre y,,..., yv, d’autres lettres z,,..., z»; on pourra raisonner sur ces
nouveaux groupes comme sur les précédents, etc., jusqu’a ce qu’on arrive &
deux groupes 1,, H, tels, qu’en réunissant dans un méme systéme les lettres
que les substitutions de H, permutent entre elles, il n’existe aucun systeme qui
Jouisse de la double propriété : 1° d’avoir toutes ses lettres remplacées exclusi-
vement les unes par les autres dans toutes les substitutions de 1,; 2° d’avoir
au moins une lettre déplacée par toute substitution de 1, autre que celles de H,.

Les systemes se partagent alors en deux catégories : 1° ceux dont les sub-
stitutions de I, permutent les lettres exclusivement entre elles: chacun d’eux
jouira de cette propriété que 'une au moins des substitutions de I, autres
que celles de H, laisse toutes ses lettres immobiles; 2° ceux dont quelqu’une
des substitutions de I, remplace les lettres par celles d’un autre systeme.

106. Cela posé, le groupe 1, résulte de la combinaison de H, avec des sub-
stitutions qui laissent immobiles les lettres de tous les systémes de la premiere
catégorie.

Soient en effet A’B’, A”B, ... les substitutions de 1, A’, A”,... élant les
déplacements qu’elles font subir aux lettres x,,..., @,, lesquels déplace-
ments forment un groupe alterné. Soient S, S,,... les systemes de la pre-

11
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miére catégorie : I, contient par hypothése une substitution A, B, qui laisse
immobiles les lettres de S. Les transformées de A, B, par les substitutions I,,
et plus généralement les substitutions A, B,, A'|B,..., dérivées de ces trans-
formées, jouissent évidemment de la méme propriété.

Le groupe I, = (A'B’, A”B",...) contient le groupe (A,B,, A B|,...), et
ses substitutions lui sont permutables. Done, a fortiors, le groupe (A, A',,...),
formé par les déplacements que A, B,, A'B,,... font subir aux lettres z,,...,
z,, est contenu dans le groupe (A’, A”,...) et permutable a ses substitu-
tions. Mais ce dernier groupe est simple (85). Donc le groupe (A,, A',,...)
contient toutes ses substitutions.

Soit maintenant S, un autre groupe de la premiére catégorie : I, contient
une substitution A’B’ qui laisse immobiles les lettres de S,; parmi les sub-
stitutions du groupe alterné (A’, A”,...)=(A,, A),...) il en existe évidem-
ment qui ne sont pas échangeables 2 A’. Soit A, I'une d’elles: la substitu-
tion (A'B’)~'(A,B,)~'.A’B’. A,B, = A, B, laisse évidlemment immobiles les
lettres de S et de S,, et ne fait pas partie de H,, car elle fait subir aux lettres
Z,,..., x, le déplacement A'~'AT'A’A, = A,, lequel ne se réduit pas a Punité.
Donc I, contient une substitution A, B, non contenue dans H, et qui laisse
immobiles  la fois les lettres de S et de S,. Les transformées de A, B, par les
substitutions de I,, et plus généralement les substitutions A,B,, A,B,...,
dérivées de ces transformées, jouissent de la méme propriété. On voit
comme tout a I’heure que le groupe (A,, A),...) contient toutes les substi-
tutions du groupe (A’, A”,...). :

Soit maintenant S, un autre systeme de la premiere catégorie, on formera
comme tout a I'heure une substitution A,B, contenue dans I, et non con-
tenue dans H,, qui laisse immobiles i la fois les lettres de S, S,, S,. Soient
A, By, A B}, ... les dérivées de ses transformées par les substitutions de I,,
le groupe (4A,, A’;,...) se confondra avec (A’, A”,...). .

S'il existait d’autres systemes de la premitre catégorie, on poursuivrait’
de méme : supposons, pour fixer les idées, qu'ils soient maintenant épuisés.
Soient A’B’ une substitution quelconque de I,, A, celle des substitutions
Ass Ay,... qui se confond avec A’: on pourra poser A’B'= A, B,.C, la sub-
stitution C faisant partie elle-méme de 1, et ne déplagant pas z,,..., z,; ap-
partenant par suite a H,.

Notre proposition se trouve ainsi démontrée. .

107. Il existe necessairement des systémes de seconde catégorie. Car, s'il
en élait autrement, les substitutions A, B,, A,B,,... laisseraient immobiles
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(E, E',...) est isomorphe sans mériédrie au groupe (A,, A’,...) et transitif.
Or soient F, une fonction ‘quelconque de z,,..., z,, F,, F,,... les diverses
valeurs qu’elle prend lorsqu’on y effectue les substitutions (A,, A',,...); nous
avons vu (68 a 73) que chaque substitution du groupe (A,, A',...) équi-
vaut 4 une certaine substitution opérée entre ces fonctions; que I'ensemble
de ces dernieres substitutions forme un groupe isomorphe a (A,, A),...);
enfin qu'il n’existe aucun greupe isomorphe a (A,, A',,...), transitif, et
distinct de ceux qu’on peut obtenir ainsi en faisant varier la fonction F,.
Or le nombre p des fonctions F,, F,,..., lequel représente le degré du

e . . P . 1.2...9 .
groupe ainsi formé, est évidemment égal au nombre ——— des substitu-

tions (A,, A,,...) divisé par le nombre de celles de ces substitutions qui

. . - . o 12000 (v—1)
n’alterent pas F,. Ce dernier nombre sera évidemment égal a ra...v—n

si F, est symétrique ou alternée par rapport a3 v — 1 lettres. Si F, est symé-
trique ou alternée par rapport 4 v — 2 lettres, ce nombre sera égal a

« Te2... —_2 . by e
1.2...(v—2) oud ———2(”——), suivant que F, sera symétrique ou -non

par rapport aux deux lettres restantes. Dans toute autre hypothese, il sera
inférieur &4 1.2...(v — 2); car F, ayant plus de v(v — 1) valeurs dis-
tinctes (98), le nombre total des substitutions qui la laissent invariable

y(yv—

. , . . . A N I .
est inférieur & 1.2... (v — 2). Donc . est au moins égal a ), 2 moins

que F, ne soit symétrique ou alternée par rapport a v — 1 lettres : dans ce
dernier cas, on aura p =v, et si 'on désigne par-F, celle des fonctions F,,
Fy,... qui est symétrique ou alternée par rapport a toutes les lettres sauf ,,
par F, celle qui I'est par rapport a toutes les lettres sauf z,, etc., les sub-
stitutions (A,, A',,...) permuteront évidlemment F,, F,,... entre elles de la
méme maniére que x,, &,,....

110. Cela posé, admettons que les groupes de seconde catégorie for-
ment X classes, dont la premieére contienne p systemes formés chacun de
m lettres, la seconde p, systemes formés chacun de m, lettres, ete. : le
nombre total des lettres contenues dans les groupes de seconde catégorie
est égal & mp + mp, +.... Si v>12, et quon n’ait pas a la fois
v=u=p,=..., 'un des nombres y, 41,,..., p. par exemple, sera au moins

viv—1) .

égal 4 » ¢t, comme n3 ., on aura

y(yz——')in.
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111. Soit, au contraire, v >12 et p = p,=...=v; soit m le plus grand
des nombres m, m,,.... Supposons d’abord qu’il n’existe aucun nombre
premier moindre que v et supérieur a m. Les belles recherches de M. Tché-

. . . . v—1 .
bychef montrent qu'il existe au moins un nombre premier entre —— et v

(SerreT, Algébre supérieure, Section III, Chap. IV) : on aura done

Vv—1
’
2

m>

et par suite
’iy—f—')-<my+ mp,+...<n.

Supposons, au contraire, qu’il existe des nombres premiers moindres
que v et supérieurs a m; soit p le plus petit de ces nombres. Le groupe
(A, A',,...) contient une substitution A, qui permute circulairement
plettres quelconques de la suite z,,..., z,, sans déplacer les autres. Les sys-
ttmes d'une méme classe, en nombre v, étant permutés entre eux par la
substitution A,B, de la méme maniere que x,,...,2,, le sontentre elles(109),
A,B, permutera circulairement entre eux p systemes de chaque classe, en
laissant les autres immobiles.

D’ailleurs, si cette substitution déplace les lettres de quelqu’un des autres
systemes en les permutant entre elles, les cycles formés par ces lettres con-
tiendront respectivement w, o’,... lettres, w, «’,... étant au plus égaux a m,
et par suite étant premiers a p; et, si 'on désigne par p le plus petit mul-
tiple de w, w’,..., la substitution (A, B,)? laissera immobiles les lettres de tous
ces derniers systemes, et par suite ne déplacera que p + pm + pm, + ...
lettres. D’ailleurs le groupe ne peut contenir aucune substitution déplacant
moins de 2v — 3 lettres (83). D’ou la relation

- —2v—3
pii+m+m +...)52v—3, m4+nm—+...3 b

On a d’ailleurs

mu+mp, 4. =(m+m—+...)vn,

et par suite

‘(2y—— 3—1) vZn
p <

N el e e .. Yy L. .n .
Soit d'ailleurs ¢ le nombre premier immédiatement supérieur & —: il sera
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supérieur a m + m, + ..., et par suite au moins égal a p : on aura donc a

Jfortion
2y —3 -
( q —'l) yen.

112. Examinons enfin le cas ol vZ12. Si I'un des nombres m, m,,...
est > 1, on aura

nSmp+mu+...5(m+m+...)v3 2y

Au contraire, si m, m,,... se réduisent tous a 'unité, les substitutions H,
ne déplaceront que les lettres des systemes de la premiere catégorie; mais
chacune d’elles déplace au moins 2v — 3 lettres (83) : donc le nombre
mp + m, 1, + ... des lettres contenues dans I’ensemble des systemes de la
seconde catégorie ne peut dépasser n — av + 3. D'ailleurs, si p est le plus
petit des nombres g, p,,..., on aura

n—ay+3

v —_— — d'out nS(2+m4+m +...)vy—3>a2y
m4+m, +... >(2+m+m ) >y,

All

-

All

méme dans le cas le plus défavorable, ou les nombres m, m,,... se rédui-
raient 4 un seul, lui-méme égal a 1 (v étant > 4, par hypothese).
Dans le cas ou v > 7, on aurait

n33v.
Nous supprimons la démonstration.

113. En récapitnlant les résultats de cette discussion, on obtient le théo-
reme suivant :

TrEorEME. -— Un groupe de substitutions G entre n + v lettres, qui ne
contient pas le groupe alterné, ne peut étre v fois transitif que st Uun des six
svstémes d'inegalites swvantes est satisfait :

{1} o I.2...(v—1<n*

‘e étant le nombre des facteurs premiers, égaux ou non, de n +1);

-*a’ é¢tant le nombre des facteurs premiers de n'+1:
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v(v—1)_
(4) S

=h et vy>12,

(5 _ (”;3))11271 et vy >12

(q étant le nombre premier immédiatement supérieur 2 ';‘),

(6) 2v2n et yv<<i2,

Si v est tres-grand, le cinquieme systgme est celui qui donuera pour n
la plus petite limite, et cette limite tend évidemment vers la valeur asymp-

totique vy/av.
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CHAPITRE IL
DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES.

§ I. — REPRESENTATION ANALYTIQUE DES SUBSTITUTIONS.

114. Soit S une substitution quelconque entre % quantités, que nous
supposerons désignées par une méme lettre /, affectée des indices o, 1,...,
k — 1; si S remplace, en général, la lettre /. par une lettre [, [¢(x) étant

une certaine fonction de 2], on pourra convenir de désigner S par le sym-
bole suivant :

S=|z ¢(x)].

Supposons que S remplace respectivement 4y, Z,,..., h_, par L. l,..., &
(a, B,..., ¢ étant, a ordre pres, identiques 2 o, 1,..., £ — 1) : la fonction
¢ (x) sera assujettie a prendre les valeurs a, §,..., ¢ lorsque z prendra les
valeurs o, 1,..., £ — 1, et ne sera pas aulrement déterminée.

Parmi les fonctions, en nombre infini, qui satisfont a ces conditions, la

plus simple est la fonction entiere du degré £ — 1 que donne la formule
d’interpolation de Lagrange, a savoir :

__aF(x) BF(x) oF(z)
(#)= zF' (o) + (x—1)F (1) +eee ¥ (.l‘—k-i-l)F'(,f—l)’

F(x) désignant le produit z(z —1)...(x — & + 1), et F'(z) sa dérivée.
Mais ce mode de représentation des substitutions présente cet incon-
vénicnt grave que, si I'on fait le produit de deux substitutions

S=|x o(z)] e¢ T=|2z2 Y(z)]|,

ce produit se présente sous la forme

ST= |z $[¢(2)] I,

ot le polynome ¢[¢(x)] ne se réduit plus au d-egré k—1.
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115. Lorsque £ est un nombre premier p, on pourra remédier a ce
défaut. Supposons en effet, ce qui est évidemment licite, que la quantité /,
puisse également étre représentée par [, y élant un entier quelconque
congru a x suivant le module p : on pourra, dans la fonction ¢[¢ ()],
abaisser les exposants au-dessous de p au moyen de la relation z*=ua
(mod. p). Toute substitution pourra donc étre représentée par le sym-
bole | ¢(x) |, ou ¢(x) est un polynome entier du degré p — 1 au plus;
mais, pour qu’un symbole de ce genre représente effectivement une sub-
stitution, il faut évidemment que ¢ (o), ¢(1),..., ¢ (p — 1) soient tous dif-
férents, et soient congrus, a l'ordre prés, aux nombres o, 1,..., p —1.
M. Hermite a démontré, a cet égard, le théoreme suivant :

TakoriME. — Pour que le symbole | x ¢ (x) | représente une substitution, 1l
JSaut et il suffit que la fonction ¢ (x) et ses p — 2 premiéres puissances se re-
duwisent au degré p — 2, lorsque, aprés avotir rabaissé les exposants au-dessous
de p, on y supprime les multiples de p.

En effet, soit | x ¢(x) | une substitution; et soit
[p(2)"=A{"+ A" +. ..+ A" zr—1 (mod. p).

Donnons a x les valeurs o, 1,..., p — 1 et ajoutons les équations obte-
nues; il viendra

S[o(z)]"=pAV"+A"Zx +. ..+ A}':),le"" (mod. p).

Mais on a

2.‘2: .(p——?l)—,—’, 2x’=2x(x+|)—2x=(p_l)’;(p+')—(p—')P,~---

2

Donc 2z,..., ZxP~? sont divisibles par p; il en est de méme de 2 [¢ (x);™, dont
les termes doivent étre, 3 'ordre pres, ceux de Zz™; enfin SzP~'=p — 1;
car P~ est nul si = o, et congru a 1 dans lous les autres cas : donc, en
supprimant les multiples de p, la relation ci-dessus se réduira & A7, =o.

Réciproquement, si tous les coefficients Al),,..., A5 sont congrus &
zéro, 2¢(x),..., = [p(x)]P? le seront également. La congruence qui a pour
racines 9 (0),..., ¢ (p — 1) aura.donc tous ses termes nuls, sauf le premier

et le dernier, et se réduira ainsi a la forme

Zr —aZl=o0 (mod.p).
12
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D’ailleurs ses racines, étant des entiers réels, satisfont 2 la congruence
7P — 7 =o, et, par suite, 2 celle-ci (¢ — 1) Z==0. Donc, si a« différait de
I'unité, ces racines seraient toutes nulles, ce qui est impossible; car ¢ (x),
étant un polynome du degré p — 2, ne peut s’annuler a la fois pour les p
valeurs z =o,..., x = p — 1. Donc @ =1, done ¢ (0),..., ¢ (p —1) sont
respectivement congrus aux p racines, o, 1,..., p — 1 de la congruence

Zp—Z=o0 (mod. p).

116. Le nombre p étant donné, il sera facile, au moyen de ce théoréeme,
de déterminer les diverses fonclions ¢ (x) aptes 4 entrer dans I’expression
d’une substitution.

On facilitera ce calcul par cette remarque évidente que |z ax + 3| est
‘une substitution, pourvu que « ne soit pas nul. Donc, si |z ¢ (z)| est une
substitution, on pourra la multiplier en avant et en arriere par des substi-
tutions de la forme linéaire précédente, de maniére a obtenir la suivante :

S=|z ay(d’z+p)+B| =]z 92(x)]

contenant quatre coefficients indéterminés, dont on pourra profiter pour
simplifier son expression. Supposant, par exemple, &’ = 1, on pourra déter-
miner & de maniere a réduire a 'unité le coetficient de la plus haute puis-
sance de , puis 3’ et 8 de maniere a faire disparaitre le second et le der-
nier terme de la fonction.

Soit, par exemple, p =5 : les fonctions réduites ¢,(x) auront I'une des

trois formes
r, ', x*+ ax (mod. 5).

La seconde ne peut représenter une substitution, car (x*)? = z* contient
un terme en x*. Pour que (2*+ ax)*=2ax'+ (1 + a®)2? (mod. 5) ne
contienne pas de terme en ', il faut qu’on ait @ = o. Si cette condition
est satisfaite, (x* + ax), son carré et son cube ne contiennent aucun terme
enz': donc | x x*| est une substitution.

Les substitutions relatives a3 p = 5 appartiennent donc toutes a I'une des
formes.suivantes : '

|z ax+B|, |z x(z+pP+p]|.

M. Hermite a montré, par un calcul analogue qui n’offre plus aucune
difficulté, que les substitutions relatives 2 p = 7 sont de la forme

|z ap(z+p)+p |,
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%, avant 'une des formes suivantes :

z, 2**x32x, 2Eax,
- x+ ax*+ 3a*x (a quelconque),
x*-+ B2 2+ 36'x (8 non résidu de 7).

117. Si £ était une puissance d’un nombre premier, telle que p”, on
pourrait faire intervenir des considérations analogues aux précédentes en
assignant pour indices a la lettre /, au lieu de nombres entiers récls, des
entiers complexes formés avec une racine d’une congruence irréductible de
degré n. Mais nous préférerons une autre méthode, qui consiste 4 assigner
a I, n indices simultanés, x, y,..., pouvant chacun prendre les p valeurs o,
I,..., p — 1 (mod. p). Une substitution quelconque, remplacant Z,,, .. par
une nouvelle lettre L. ;...\, 4(xy..,..» pourra se mettre sous la forme

| 2,900 @z, 20...), q;(x,y,...),... s

g et ¢ étant des polynomes du degré p — 1 au plus relativement a chacun
des indices =z, y,.... :

Cette méthode pourrait s’étendre, mais non sans complication, au cas
ol k contiendrait plusieurs facteurs premiers différents.

§ II. — GENERALITES SUR LES SUBSTITUTIONS LINEAIRES.
. Origine du groupe linéaire.

118. Soient m et n deux entiers quelconques; 4, , £, .. ,... des lettres
en nombre m", caractérisées par n indices, variables chacun de 0 & m — 1
(mod. m). Désignons par la notation

Ave,..= | 2, 2's... Z4+a, 2'+a,... |,

la substitution qui remplace la lettre dont les indices sont x, «/,... par
celle dont les indices sont x + &, &'+ «,... (mod.m). Les substitutions
de cette forme constituent évidemment un groupe F transitif et ayant pour
ordre m".

119. Cherchons la forme générale des substitutions qui sont permutables

a ce groupe. Soient S 'une d'elles; ¢ (x, ',...), %' (2, 2',...),... les indices

de la lettre qu'elle fait succéder a [, .. . La substitution S'A,, S fera suc-
12.
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céder i la lettre dont les indices sont ¢ (z, 2,...), ¢'(®, &,...),... (mod. m)
celle dont les indices sont o (x+ 1, &',...), ¢'(x + 1, &,...),... (mod. m).
Pour que cette substitution soit I'une de celles de F, telle que A, .. , il fau-
dra évidemment qu’on ait les relations -

o(z41,2,...)=¢(x,2,...)+a, ¢(x+1,2,..)=¢(z,2,...)+a,... (mod.m).
On aura de méme, si A, ,, _estla transformée de A,, _parS,
oz, ' +1,.0)=9(z,2',...) + b, ¢'(z,2'+1,..)=¢'(x,2,...)+ V,... (mod. m).

D’ailleurs ces conditions sont suffisantes pour que S soit permutable a F;
car les transformées par S de chacune des substitutions A, , , A,, ... appar-
tenant a F, il en sera de méme de la transformée de AT, .A;, ...=A,.. .

On déduit des relations ci-dessus, en posant ¢(0, 0,...)=4d, ¢'(0,0,...)=7¢,

o(x,y,...)=ax +bx'+...+ 9, ¢'(z,2,...)=dx+bz'+...+7,..

On a évidemment
S=TAs»,. .,

T étant une substitution qui remplace z, «',... par axr + bx'+.. .,
ax + b'x'+...,... (mod. m). Les substitutions permutables a F s’obtiennent
donc en combinant aux substitutions de F les substitutions de la forme T.
Ces derniéres substitutions, que nous représenterons mdlfferemment par
I'une ou I'autre des deux notations suivantes :

x ax + bx' +..

z dzx+ba'+... |, |z, &... axr+br+...,dx+bx'+...,... |

forment évidemment un groupe, que nous appellerons le groupe linéaire du
degreé m”, et dont nous allons étudier les propriétés.
Ordre du groupe lineaire.
120. Cherchons a déterminer le nombre des substitutions
S=|x2,... ax +bx'+..., dx+ bx'+...|

du groupe linéaire du degré m".
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Nous remarquerons, en premier lieu, que tous les systemes de valeurs
des coefficients a, b,...; @', ¥,...;... ne sont pas admissibles; car, pour
que S représente une substitution, il faut qu’elle améne une lettre quel-
conque, dont les indices sont x,, &|,..., a la place d'une lettre unique et
bien déterminée. Soient x, «,... les indices de cette lettre : ils sont liés

a x,, &,,... par les relations
ax+bxr+...=2, dx+b2+...=2,,... (mod. m).
Les coefficients a, b,...; @', ¥',...;... doivent donc étre tels, que ces rela-

tions déterminent sans difficulté z, o, ..., quels que soient z,, x\,....
D’aprés ce critérium, il est évident que 'expression

B,o=|=x2,. xz4+2,2,..]|

représente une substitution : de méme pour les expressions analogues
By.= | x,2,... 2'+=,...|,..

121. TretorkmE. — Toute substitution linéaire peut se mettre sous la
Jorme 20, © étant une substitution deérivée des substitutions B, ,, By .,...
et 3 une substitution qui laisse tous les indices invariables, sauf le dernier
d’entre eux, qu'elle multiplie par un entier.

Supposons, pour fixer les idées, qu’il y ait trois indices x, &', x”. Soit
S=|z,2,2" axr+bzx'+cx";, dx+ bz +c'z", a’x +b'2'+c"2"| (mod. m)
une substitution linéaire quelconque : a, b, ¢, m ne pourront avoir aucun

diviseur commun; car, s’il y en avait un g, on ne pourrait satisfaire a la

congruence
ax + bx'+ cx"==z, (mod. m)

toutes les fois que x, ne serait pas divisible par p. (2).

Cette condition étant satisfaite, on pourra déterminer une substitution
dérivée de B, - et de ses analogues, et qui remplace x par ax + ba'+ cx”.
En effet, la substitution

4 3 & k A
T= B.r, x' BJ".J‘ B.r'. x B.r,.r' B.r, ar
produira ce résultat, si I'on a

1+ kd+k'd'=a, h+l(1+kd+k'd')=0b, h'=:c (mod.m),
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ou, ce qui revient au méme,

1-+-ho+cd'==a, hz=b—Ila, h'=c (mod. m..

Or, soient d le plus grand commun diviseur de ¢ et de m, d, le résultat
de la division de d par ceux de ses facteurs premiers qui divisent a ou b: si
'on pose / =d,, k sera premier a d. Car soit ¢ un facteur premier de d : s'il
divise d,, il sera premier 2 b et ne divisera pas k. Si, au contraire, ¢ ne
divise pas d,, il divisera un seul des nombres a, b (a, b, ¢, m n’ayant aucun
diviscur commun); il ne divisera donc qu'un seul des deux termes b, d,a et
ne divisera pas leur différence £.

Cela pos¢, m, &, ¢ n'ayant aucun diviseur commun, on pourra déter-
miner (2) des enliers u, u', u” satisfaisant & la relation ‘

mu + k' + cu’ =1,
. et il est clair qu’on satisfera a la congruence

1+ kéd+cd'=a (mod. m)
en posant
d=(a—1)u, d'=(a—1)u".

Cela posé, on aura évidemment S =S,T, S, étant une nouvelle substi-
tution qui laisse « invariable, et qui, par suite, sera de la forme

S, = | », 2, 2" =z, d\x+ b2+ 2" dx+ b2+ 2 .

-

Posons d’ailleurs

T, — B:J',Bﬁ,,-, $:= | z,2',2" =z, bz'+c 2", Vix'+ 2" |;
on aura évidemment
§, =8, T., dou S=S,T.T.
On verra de méme que I'on a
$,=3T,T,,

T, et T, étant des substitutions dérivées de B, ,», B, s, et Z une substitu-
tion de la forme

| z, z', 2 =z, 2, 2" |.

Le théoreme est ainsi démontré.
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122. THEOREME. -~ Pour que l'expression '

S= |z, 2,... ax+bx'+..., dx+ 02 +...,...|

represente une substitution, il faut et il suffit que le déterminant

soit premier a m.

1° Cette condition est necessaire. En effet, mettons la substitution S sous la
forme 6. Son déterminant sera évidemment le produit des délerminants
des substitutions = et 8. Cette derniére substitution, étant le produit de sub-
stitutions analogues a B, /, qui ont toutes 1 pour déterminant, a elle-méme
1 pour déterminant. D’autre part, la substitution

S=|x 2. .., " =z 2. .., x|

a pour déterminant 7. Donc S a pour déterminant r. Mais r est premier a m;
car si r et m avaient un diviseur commun g, il serait impossible de satis-
faire a la congruence

re-N=g"" (mod. m)

lorsque x{"" ne serait pas divisible par p.
2° Cette condition est suffisante. Car si elle est remplie, on pourra (2) sa-
tisfaire au systeme des relations

’

A.z'=dA +dAx'+ A’—dA +'1—Ax’-+— d
_Ex. da it x=%z. ap Xt (mod. m).

équivalent au systeme
axr +bxr' +... =2z, dz+bzx'+...=2,,... (mod. m).

123. TueorkmMe. — L'ordre Q(m") du groupe linéaire de degré m" est
egal a
[m, nlm*~'[m, n —1]m. .. [m, 1],
[ m, o] désignant le nombre de manieres differentes de determiner o nombres
inferieurs a m, et dont le plus grand commun diviseur soit premier a m.

Soient N le nombre des substitutions linéaires 1, R, R’,... qui laissent
Findice x invariable; T une substitution qui le remplace par ax +bx’+... :
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les N substitutions, T, TR, TR’,... remplaceront z par ax + bx’'+ ..., et joui-
ront seules de celte propriété; car soit U une substitution quelconque qui
ait cel effet : T—' U, laissant x invariable, appartiendra a la suite 1, R, R’,...;
donc U appartiendra & la suite T, TR, TR/,....

Les entiers a, b,..., pouvant étre choisis quelconques, pourvu que leur
plus grand commun diviseur soit premier 3 m (121), seront susceptibles de
[m, n] systemes de valeurs; a chacun d’eux correspondent N substitutions :

done
Q(m*)=[m, n]N.

Or les substitutions 1, R, R’,... sont de la forme
| z, 2", 2",... z,dzx+V2+c2"+...,a"xz+b0"2 +c"2"+...,... |

ou les n — 1 coeflicients a’, a”,... sont quelconques, et les coefficients &',
¢,...; ", ¢",...5... tels, que leur déterminant soit premier a m, ce qui peut
se faire de Q (m"~') manieres distinctes : donc

N=m'Q(m*"), dou Q(m")=[m, nlm*'Q(m"),
et par suite -

Q(m*)=[m, nlm—'[m, n —1]m"*Q(m"*) —...
=[m, nlm*~'[m, n —1]m*~...Q(m),

ce qui est la formule du théoreme; car Q(m) est évidemment égal & [m, 1;.
124. Soit m = p’p},..., p, p,,... étant premiers. On calculera aisément

la quantité [m, p]. En effet, il suffira pour cela : 1° de compter les m* sys-
temes de valeurs qu’on peut donner 3 p. nombres inférieurs & m; 2° de dé-

compter tous les systemes de valeurs, en nombre (%)P qui ont le diviseur

m\*®* . . .
commun p, ceux en nombre (IT) qui ont le diviseur commun p,, etc.; 3° de
1

rétablir les systemes de valeurs, en nombre (ﬁ)—)pqui ont a la fois les deux

diviseurs communs p et p, ; car, apres avoir été comptés une fois indament,
ils ont été décomptés deux fois; etc. On trouve ainsi

i =)< (= (= ) -

Remarques. — 11 résulte des formules ci-dessus que, si m = ¢¢’, ¢ et ¢’
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étant deux facteurs premiers entre eux, on aura
[m, p]l=[g, pllg’ p], Qm)=0(g")Q(g").
Soit en particulier m égal A un nombre premier p : [m, p] se réduira i
pt—1, et Q(p") a
(pr—1)p—(p~'—)p*...(p—1)=(p"—1)(p—p)-. . (p"— P"'),

résultat découvert par Galois et démontré par M. Betti. i

Transformation des indices.
125. Soient

A=|=z2,... ax+bx’+..., dxz+ b2 +...,...|

une substitution linéaire entre m" lettres; et soient
0] r=azx+px+..., y’=dz+pz'+...,... (mod. m)

des fonctions linéaires & coefficients entiers de x, x/,..., en nombre égal a
celui de ces indices, et telles, que le déterminant de «, 3,..., «, £,... soit
premier 4 m. A chaque systeme de valeurs des fonctions y, y',... corres-
pondra, en vertu des relations (1), un systeme bien défini de valeurs pour
x,2,....

Au lieu de distinguer les lettres les unes des autres par la variation des
indices x, 2/, ..., on pourra donc les distinguer par la variation de y, y',...
considérés comme des indices indépendants; et la substitution A remplacera
I'un de ces nouveaux indices, tel que y=ax + B’ +..., par

alax +bx'+...)+ Bldx+bx'+...)+...

Si I’on substitue dans cette expression les valeurs de z, «/,... en y, y',...,

00 voit que A remplace I'indice y par une fonction a,y + b, ¥’ +.... De
Mém e pour y',...; de telle sorte qu’on pourra écrire

A=|ry,... ayr+by'+..,d y+by'+...,... |

Lescoefficients a,, b,,. . dépendent des coefficients a, b,... etde «, §,....
Ces derniers coefﬁclents élant en grande partie arbitraires, on pourra se

proposer de les déterminer de manidre a simplifier autant que possnble 'ex-
pression de la substitution A.

13
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126. Nous donnerons le nom de caractéristique de la substitution A a
déterminant

ou K est une quantité arbitraire.

TaeorkME. — Le caracteéristique d’une substitution linéaire r’est altéré pt
aucune transformation d’indices.

1° En effet, supposons d’abord que les nouveaux indices que I'on pren
a la place de z, «/, ... soient les suivants :

r=az, y'=2,...,
A deviendra

!.r:f',--- a(%’.+b]"+...), ga—‘r-l'-b')"—f—...,... )

et le déterminant correspondant sera

.......................

..........

2° Supposons en second lieu que les nouveaux indices soient respecti
ment
r=zxz+px, y=x,...

La substitution A remplacera y, y',... par

(a+Ba)x+(b+pV)x'+...=(a+Ba')y + [b+pb — B(a+ Ba’)]y
dz+br+.. . =dy+(V'—pa)y'+...,....

Le déterminant correspondant est

a+8a —K a
b+ Bl —B(a+Pa’) ¥—Ba—K

. - .

Ajoutons a chaque terme de la seconde ligne horizontale le term
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pondant de la premiére ligne multiplié par la constante 8 (on sait que cela
n'altere en rien la valeur du déterminant) : le déterminant prendra la forme

la+{3a’—K a veu |
b+pb—BK b—K
| e |
Diminuons maintenant chaque terme de la premiére colonne verticale du
terme correspondant de la seconde colonne multiplié par 8 : le déterminant

se réduira 2
a—K a

3° Mais de méme que nous avons démontré (121 ) que toute substitution
linéaire peut s’obtenir en combinant ensemble les substitutions

|z, 2'y... Zz+2,2,...}, |z, 2,... Z,2'+2,...|,...

|z, 2'y...2™" =z, 2',..., re"' |,

de méme on voit que toute transformation d’indices s’obtient en combinant
les suivantes : ‘ ‘

r=x+z,y=2,..; yr=x,y =z'+2,...5...3

r=x,y=2,..., 5" "' =raz",
dont aucune n’altere le caractéristique de A, d’apreés ce que nous venons de

voir.

§ IIl. — FACTEURS DE COMPOSITION DU GROUPE LINEAIRE.
127. ProBLEME. — Trouver les facteurs de composition du groupe linéaire G
de degré m™. ‘
PREMIER cAs. m est divisible par plusieurs facteurs premiers différents.

Posons m = ¢q’, g et ¢’ étant premiers entre eux. Il est clair que les sub-
stitutions linéaires de la forme

S=|=z2,... z+qlax+bz'+.. ), +qlaxz+bzx'+...)...|

forment un groupe H.
13.
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Dailleurs g4’ étant congru a o (mod. m), on obtiendra la méme substitu-
tion en donnant, dans la formule ci-dessus, 2 a, b,..., a,, b,y...,... deux
systemes de valeurs congrus suivant le module ¢'.

L’ordre de Hsera donc égal au nombre des systemes de valeurs de a, b,...,
a,, b,,...,..., incongrus suivant le module ¢’, qui donnent au déterminant
de S une valeur premiere 3 m. Il est d’ailleurs évident que ce déterminant
est congru a 1 (mod. ¢). Donc, pour étre premier a m, il suffira qu'il le
soit a ¢'. '

Or on peut déterminer deux entiers r, 7', tels, que 'on ait

rg+r'q=u;
cela fait, on pourra mettre S sous la forme
|z, 2,... r'qdzx+qlla+r)z+bz'+..)), r'gz'+qlax+(bi+r)z'+...],..|.

On voit maintenant que pour que son déterminant soit premier a ¢/, il faut
et il suffit que le déterminant

a, b +r

a+r b ‘

soit lui-méme premicr 2 ¢’, condition qui se trouve satisfaite par Q(g"*)
systemes de valeurs de a +r, b,..., a,, b, +r,...,..., auxquels correspon-
dent autant de systémes de valeurs pour a, b,..., a,, b,,...,....

De méme les substitutions de la forme

S=|z2,.. z+q(dz+b02"+...), 2+q'(axz+bz2+...), ..|
forment un groupe H’, ayant pour ordre Q(¢").

128. Les substtutions de H sont échangeables a celles de H'; car, formant
les substitutions SS,, S,S, et remarquant que g¢'=o (mod. m), il vient

z z+qlax+bxr'+...)+¢g(adz+bz+...)
88, =88= |2 Z+qlazx+bzx+...)+¢(adzxz+b0x+...)]|

Soient S,,..., Sy,... les diverses substitutions de H; S/,..., S,,... celles
de H' : les substitutions de la forme S, S,. seront toutes distinctes. Car soit

5.5.,=8.8, dou S;'S, =S, S
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et que ce groupe est isomorphe sans mériédrie au groupe linéaire §', de
degré ¢, formé par les substitutions

== |z, 2, @l@+r)z+b3+..], ¢[d3+(b,+r')z'+..],... | (mod.g).

130. La suite des facteurs de composition de G est formée des facteurs de
composition de 5 et de §'.

Soient en effet £, f,,... les facteurs de composition de §: on pourra dé-
terminer une suite de groupes 5, 3, X,... ayant respectivement pour ordre

Q(g™), }.Q(q”‘), # 2(g™),..., et tels : 1° que chacun soit contenu dans le

précédent et permutable i ses substitutions; 2° qu’il ne soit contenu dans
aucun groupe plus général jouissant de cette double propriété.
Soient de méme /7, f, ,... les facteurs de composition de §': on pourra

déterminer une suite de groupes §', &', 3',... ayant respectivement pour
I

ordres Q(q"),f,Q'(q"). f_lj—. 2(g"),... et jouissant d’une double propriété
analogue a la précédente.

Cela posé, soient I, K,... les groupes respectivement formés par la com-
binaison de celles des substitutions de H qui correspondent a celles de 3,
«,... avec les substitutions de H'; I', K',... les groupes formés par celles
des substitutions de H' qui correspondent a celles de &', o¢/,.... Les ordres
respectifs des groupes G, I, K,..., ', I, K',... seront évidemment

.}’_l_ n’_?_ /u’.”’gn,L "), ;, BITEEY
Q(m fQ(m) ff-gkm) (q) j,Q(q) f’f. Q(q)

Mais il est aisé de voir : 1° que chacun de ces groupes est contenu dans le
précédent et permutable a ses substitutions; 2° qu’il n’est contenu dans
aucun groupe plus général jouissant de cette double propriété.

En effet, considérons par exemple le groupe K. Soient S, S, une quel-
conque de ses substitutions; S,S, une substitution quelconque de I : la sub-
stitution (S,S,)~'S, S, .S, S, appartiendra 2 K. En effet, cette substitution
est égale & S;'S,S,.S'S, S, : orS,, S, ont pour correspondantes dans § des
substitutions 2,, 3, qui appartiennent respectivement a 3 et 3 X : 3, sera
donc, par définition, permutable a ce dernier groupe : donc =" 3, 3, appar-
tient & . Sa correspondante S'S, S, appartient donc a K. Il en est de méme
de la substitution S:'S, S, qui appartient 2 H'.

D’autre part, s’il existait un groupe L plus général que K, qui fiat contenu
dans I et permutable a ses substitutions, il est clair que le groupe £ formé
par les correspondantes de ses substitutions serait plus général que 3¢, con-
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133. Cherchons 4 déterminer ces derniers facteurs.

Celles des substitutions de G qui ont pour correspondante 'unité, les-
quelles constituent le groupe M, sont évidemment les suivantes :

T=|z,2,... z+plax+P2+...), Z+pldxz+p2'+..),...| (mod.p),

et chacun des n? coefficients «, B,..., «, ... pouvant prendre toutes les

valeurs possibles entre zéro et p*~'— 1, le nombre de ces substitutions sera
)—1)n?
P

Soient T’, T” deux de ces substitutions, on voit sans peine qu’on a

T =T"T.T,
T, étant une substitution de la forme
T=|z,&,... 2+ p(az+p2'+..), 2+ p'a,z+p 2" +...),...] (mod.p).

On aura de méme, entre une substitution T, de cette derniere forme et une
substitution quelconque T* de la forme T, la relation

T,T"=T"T,.T,
T, étant de la forme

T.=|z,2,... z+pPlaz+5:2 +...), z'+ p*(a, z + f,2'+...0,...] (mod.p*;
On continuera ainsi jusqu’a ce qu’on arrive aux substitutions

z z+p(oaaxr+ .z +...)
Tha= |2 Z+p(ag ,x+ 0,2 +...), | (mod.p),

qui seront échangeables a toutes les substitutions T.

On remarquera enfin que les substitutions de M sont permutables 2 chacun
des groupes M,, M,,... formés respectivement par les substitutions des
formes T,, Ty,.... En effet, I'égalité T,T" =T"T,T,, par exemple, montre

que la transformée de T, par T~ est égale a T, T,, et par suite appartient au
groupe M,.

13%. On déduit aisément de la que les facteurs de composition de M sont
tous égaux a p.

En effet, soient A une substitution de M qui n’appartienne pas a M,.
A’ la premivre de ses puissances successives qui fait partie de M, : les sub-
stitutions de la forme AFT,, oit ¢ <7, sont toutes distinctes ; car d’une re-
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" lation telle que A*T, = A°T, on déduirait A*°=T,T,~', ce qui est im-

possible par hypothese (p et ¢ étant moindres que r), & moins qu'on n’ait
p=o0, &0’ T;=T,. On peut d’ailleurs supposer r premier; car si I'on
avait r =r, r,, r, étant premier, on pourrait choisir a la place de A la sub-
stitution A", dont la puissance r, se réduit a la forme T,. : '
Si M contient quelque substitution qui ne soit pas de la forme AT,
soiefit B I'upe d’elles, B la. premitre de ses puissances qui se ramene & cette
forme : les substitutions de la forme B°A?T,, ou ¢ <s, sont évidemment
toutes distinctes. On peut d’ailleurs supposer s premier Si'M contient
quefque aitre substitution, on continuera de méme jusqu’a ce qu’on en ait
épuisé le nombre. Supposons, pour fixer les idées, que les substitutions de M
soient toutes de la forme B°A?T. Les groupes formés respectivement des

substitutions B*APT,, A°T,, T, ont pour ordres Q = p?-"7", % ‘ ﬁ Donc s

et divisent Q, et par suite se réduisent 2 p. D’ailleurs chacun des groupes
ci-dessus est contenu dans le précédent et permutable a ses substitutions.
Car on a, par. exemple,

B“APTB B—'APB.B—‘T.B;
maig on a une égaiité de la forme
A*B=BA'T,, d'oi B—A*B= \¢T,,
T, appartenant 2 M,. D’autre part, on a une égalilé de la forme
‘ o B-TB=T,
T, appartenant encore 3 M, : donc

B—'A*T,B = AFT,T".

Donc le groupe formé par les substitutions de la forme APT, est permu-
table a B : il I’est d'ailleurs a ses propres substitutions; donc il ’est 4 toutes
les substitutions de la forme B°A°T,.

Donc les facteurs de composition de M sont r=s = p, et les facteurs dc
composition de M,. On voit de méme que les facteurs de composition de M,
sont égaux, les uns a p, les autres a ceux de M,; etc.

135. TroisikME cAs. m est.un nombre premier p.
Soient @, f3,... les facteurs premiers, égaux ou non, dont le produit
14
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donne p — 1; r une racine primitive de la congruence 7~':=—1 (mod. p);
Go. Gag,... les groupes partiels formés par celles des substitutions de G dont
le déterminant est une puissance de r*, r*8,...; enfin G,_, =T celui formé
par les substitutions de déterminant 1.

'Soient ¢ le plus grand commun diviseur de n et de p — 1; &', ... les
facteurs premiers, égaux ou non, dont le produit donne d; 7' une racine
primitive de la congruence r'®*=1(mod. p); H, Hy, Hyg.... les groupes
formés par les substitutions qui multiplient tous les indices par une méme
puissance de 7/, par une méme puissance de r'*, etc.

_Q(pr -

Tutorime. — Les facteurs de composition de G sont a«, f3,...
IP - l‘6

«, ... (@d moins qu’on r'ait p" = 2* ou 3?). -
I est clair que les groupes

G, Goy Gesr- .., T, H, Hy, Moy, .. o1

ont respectivement pour ordre

n n ) p 0 )
Qipy LQpn L)y 8 e 1,
a e

e pis af ’ p—1 «

et que les substitutions de chacun d’eux sont permutables a celles dur sui-
vant. D’ailleurs les nombres a, 3,..., &, §,... étant premiers, on ne peut
intercaler entre G, et G,g, par exemple, aucun nouveau groupe qui soit con-
tenu dans G, et contienne G4 : car son ordre devrait étre a la fois un divi-

sear de (V et un multiple de Qign), ce qui est absurde, 8 étant premier.
Si donc on etablit qu'on ne peut intercaler entre ' et H aucun groupe plus
général que II qui soit contenu dans T et permutable & ses substitutions, le
théoreme sera démontré.

~ Pour établir cette proposition, nous montrerons que st un groupe 1 plus
general que H est contenu dans T et permutable a ses substitutions, il con-

tiendra nécessairement loutes les substitutions de T'.
136. Supposons, pour fixer les idées, n = 3. Soit
S=|z,2,2" ax+bx' +cx", dz+ 0z + 2", a"x + b2+ c"2"|

une substitution de I qui ne fasse pas partie de H et qui, par suite, ne mul-
tiplie pas tous les indices par un méme facteur.
On vérifie sans peine que les substitutions de H sont les seules substitu-
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dice u n’étant pas altéré par T, cette substitution préndra une forme telle
que la suivante: . . L

| z,z',u axr+bzx' +cu, dx+ bz +c'u, u|
1° Si c et ¢’ ne sont pas nuls h la fois, I contiendra la substitution
T-'B,.TB.,.= | x,.z" u z—cu, x'— c'u, u ;,

.

laquelle differe de I'unité. Supposons par exemple que ¢ ne son pas nul;

c
prenons pour indices mdependants _z S=), ¥ — =3, w: T prendra

la forme
|7, 2,6 y+u 3 u| =B,

et, combinée 2 ses transformées par les substitutions de T, reproduira,

comme dans le cas précédent, toutes les substitutions de T.
2° Soit au contraire c=c'=o. La subsntuuon T ne se réduisant pas a

'unité, on ne peut avoir 2 la fois’a =0'==1, a'=b=o0. Soit par exemple
(a—1)ZooubdZo(mod.p): I contient la substitution

T B;‘,,TB,,. =|z,2,u zxz—(a—1)u, ' —bu, u|,
et 'on peut achever le raisonnement comme dans le premier cas.

139. La démonstration ci-dessus s’applique évidemment a tous les cas ou
le nombre des indices surpasse 2; il nous reste & examiner le cas de deux

indices seulement.

Soit donc » = 2, et soit S une substitution de I qui ne multiplie pas les
deux indices par un méme facteur. Il éxiste évidemment une fonction y des
indices z, «’ qu’elle ne muitiplie pas par un facteur constant. Soit y’ la
nouvelle fonction par laquelle S remplace y : prenant y et y’ pour indices
indépendants, S prendra la forme

S=1yry rreo+dr|

et ¢ sera congru & — 1, S ayant 1 pour déterminamt.
1° Si dZo(mod.p), T contient la substitution

T=\|r,r ar, —a'yl,
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et A contiendra ' -
U=T-'ST.8= |y, 5 —ay, —d(i+a")y—ay |

Il «=<»ntiendra donc U2. Or si I'on pose en particulier @ =1 et si I'on rem-
pl=a <€ y par un autre indice z=4dy (ce qui peut se faire si p> 2),
U= go»rend la forme suivante

23,9 2y +z2| =B,
et , <combinée a ses transformées par.les T, reproduit tout le groupe I'.

= Soit au contraire d=0. Si p > 5, on peut choisir « de telle sorte que
«®* = 1 (mod.p); soit B un entier tel que I'on ait

B(x*—1)=1 (mod.p):
I <o ntient la substitution
(B}, UB, U~ ) =B,

lagua elle, combinée A ses transformées par les substitutions de T", reAproduira
encore le groupe I'.
3<  Soit enfin d = o0 et p = 5. Prenons pour indices indépendants

s=ay+y, I=-—2y+y,
S premndrala forme suivante
| 3,2 23, —23 |,
et I contiendra la substitution
S.B; S—' B.,.=B, .,

la s -, —-— .
R A elle, combinée a ses transformées par les substitutions de T, reproduira
¢ &woupe. '

B 1 %0. 1l ne reste plus qu'a examiner ce qui arrive lorsque p" se réduit

2= oui3,
“noél‘. si pt=2?, on, vérifie immédiatement que les substitutions du groupe
e aire G, (.lont Pordre est (2?—1)(2® —2)=6, sont permutab.les au
\o pe partlel_ d’ordre 3 formé par les puissances de la substitution.
> & &', x + o’ |. Les facteurs de composition cherchés sont donc 2 et 3.
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Si p"=3?, on vérifiera de méme: 1° que les substitutions de G, en nombre
(32 —1) (3% — 3) = 48, dérivent des suivantes :

xr ax!

xr x+x'

r —a .
= ’ = H
’ z z—x z' 22|

' x

) ‘xr 2x x x
A: y =

y C:=
z x+x / !

2° que les groupes
G='A,B,C,D,E;, (BCDE, (C,DE), (DE). (E

ont respectivement pour ordre 48, 24, 8, 4, 2; 3° que chacun d’eux est
permutable aux substitutions du précédent. Les facteurs de composition
cherchés seront donc 2, 3, 2, 2, 2.

§ IV. — GROUPES PRIMAIRES.

141. Un groupe T', contenu dans le groupe linéaire du degré m", est dit
primaire, lorsque ses substitutions, combinées au groupe F formé des sub-
stitutions

Ae, =|x, 2y, 2 zT+a, 2 +2,..., 27" +a |,

donnent un groupe primitif.

1l n’existe aucun groupe primaire st m n’est pas un nombre premier. En effet,
soit p un diviseur de m; répartissons les m" lettres considérées en systemes,
en groupant ensemble celles dont les indices, .divisés par w, donnent le
méme systeme de restes. Il est évident que toute substitution linéaire, ainsi
que toute substitution dé F, remplacera les lettres d’un systeme par celles

d’un méme systeme. Le groupe dérivé de ces substitutions n’est donc pas
primitif.

142. Soit maintenant m égal 2 un nombre premier p : on aura ce théo-
reme :

TaEorEME. — Pour que le groupe 1" soit primaire, il faut et il suffit qu’on
ne puisse deéterminer aucun systéme de fonctions distinctes y, y', ... des indices
x, x',..., """, en nombre moindre que ces indices, et jouissant de la propriété
que chaque substitutions de T remplace chacune des fonctions y, y',... par une
Jonction linéaire de y, y',....

Des fonctions y, y’,... sont dites dpstinctes si elles ne sont liées par aucune
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relation linéaire telle que

ry+r'y ' +...=o0 .mod.p)

143. 1° Cette condition est necessaire. En effet, supposons qu'elle ne soit
pas remplie. On pourra prendre y, y',... pour indices indépendants, a la place
d'un pareil nombre d’indices de la suite x, x',..., x"'. Soit en effet
y=-ax + &' +...: 'un au moins des coeflicients &, f3,..., par exemple «,
différera de o (mod. p), et I'on pourra évidemment prendre y, «,..., 2"
pour indices indépendants a la place de x, «/,..., 2*~'. Exprimons y’ en
fonction' de ces nouveaux indices; soit y'=a'y + 'z’ +.... Comme, par
hypothése, y’ et y ne sont liés par aucune relation linéaire, I'un au moins
des coefficicnts f',..., par exemple ', différera de o (mod.p). On pourra

done prendre y, y’,..., "' pour indices indépendants a la place de y,
z,.., "' ete. '
Cela posé, les substitutions de T prendront la forme

Ny ay+by'+..,ady+by +.., ..., @' y+ by e

et celles de F, accroissant évidemment de quantités constantes les quantités
Y, ¥',... fonctions linéaires des indices primitifs, prendront la forme

ly,J-f’...,xn—l J._i_a, ],l_'_al’...’ " 4 ! |_ :

Si maintenant ’on répartit les lettres en systemes, cn groupant ensemble
celles pour lesquelles y, y',... ont le méme systeme de valeurs, il est clair
que chaque substitution de I" ou de F remplacera les letires de chaque sys-
teme par celles d’un néme systeme. Le groupe dérivé de ces substitutions
w'est donc pas primitif.

144. 2° Cette condition est suffisante. Car nous allons démontrer qu’elle
ne saurait étre remplie, dans ’hypothése ol les substitutions de T, combi-
nées avec celles de F, ne formeraient pas un groupe primitif.

Considérons deux lettres quelconques appartenant 3 un méme systeme, et
solent respectivement To, &y, &'yyevr; Lo+ Gge Ty~+ Eyy Lyt &py... les va-
leurs des indices qui les caractérisent : F contient la substitution

Ss= |z, 2",... x+a, 2 +d, 2" +,... |,

qui remplace la premiere de ces lettres par la seconde. Cela posé, la substi-
tution §, remplace une lettre quelconque x,, «,, «7,.. par une lettre
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&, + 24, &+ 0y, &+ ..., laquelle appartiendra nécessairement au”
méme systeme.

En effet, considérons la substitution

oS = |z 2, 2",... .t+x.—z.,x-4-x —x,,x+x ——x,,. |

Elle remplace les deux Ieures Zox xo. x,,.... et .1;0-1-— [ a;o+ ao, a:.,+ ao, ..
respecuvement par x,, Ty o€t By oy, &+ 0y, Ty dgye.., €l
comme les deux premleres lettres appartlennent 2 un méme systeme, il en
est de méme, par hypothese, de celles qui leur succedent:

- Donc F contient des substitutions telles que S, qui ne deplacent pas les sys-
témes et sont différentes de !'unite.

145. Soit

Ss—= |z, 2,2",... XHa 2 +d,z" +do,...|
une de ces substitutions : I'une au moins des constantes «,, o, a},... dif-
fere de o (mod. p); soit par exemple a;% o (mod. p). Prenons pour indices
indépendants, au lieu de z, ', x”,..., les suivants :

[p— 50 ” ” 70

1
]——;.x, x——x, yr=x -—;ﬁx,... (mod. p).

.

La substitution So\prén(lra la forme

S0 = Ly ]"’.,. LY y”, 1,
" et celles de F prendront la fo.rme générale
| Ly 20 r+3, 0 +p, "+ 5, |..

Les puissances de S, ne-déplacent pas les systemes : si F contient une sub-
stitution nouvelle

S =1rysy. r+Ber +B8,r +5.. .|

différente de celles-la et qui ne déplace pas les systemes, la substitution

S8 =109 0" 1+ B T+ B |

ne les déplacera pas non plus, et comme par hypothese elle ne se réduit pas
a I'unité, I'un au moins des coefficients 5, (7, ... sera différent de o (mod. p).
Soit par exemple 5,z o0 (mod.p). Prenons pour indices indépendants, au
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liewa dey,y'’, y",..., les suivants :

1 B,
=y, =y, F=y"—2y,... (mod.p}.
. 6 a . p va ( P

On aura

S,—= | =,2#,3",... 241,2,2",...}, Si=|32,2",... 3 %+1,3,...],
les  =uabstitutions de F prenant la forme
| 2,8, 2",... 249,72 +9,2+y,...|

E.es substitutions de la forme S?S° ne déplacent pas les systemes : si F
co rx £ ient une substitution nouvelle S,, différente de celles-1a, et qui ne les
dé p Eaace pas non plus, on pourra déterminer comme précédemment une
.traa e ssformation d’indices qui mette S,, S,, S, sous les formes suivantes :

Ss=|u w, u,... wt,0,u,. ..|
Ss=|u , u,... u, +1,u,...|

Ss=|u w, u',... u, W, ! +1,...|,
les = uabstitutions de F étant de la forme
| w, o, w',... w~+38, w+d, u" +d",...|.

O continuera ainsi jusqu’a ce qu’on ait épuisé le nombre des substitu-
oM s qui ne déplacent pas les systemes : on atteindra toujours ce résultat
ava mat d’avoir épuisé le nombre total des substitutions de F; car ce groupe,

€lawa & (ransitif, contient des substitutions qui permutent les systemes entre
euxc

B 2§ &. Supposons donc, pour fixer les idées, que les substitutions S,, S,

‘*" b « wars dérivées S7 8%, soient les seules dans F qui ne déplacent pas les sys-
' a € s, et soit

==
UNE=  <guelconque des substitutions de T. Les transformées de S,, S, par 2 ne
doR ~- <«=nt pas déplacer les systemes, et d’autre part elles doivent faire partic
de W7 . ¢lles sont donc de la forme Se Sb. Soient done

= |3 2,3,... fl33,2%,...), f(33,28,...), f(53,3,...), |

3-18,3 = 88, 38,3 =SmSh,

(A= welations, pour étre satisfaites, exigeront, entre autres conditions, les
15
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suivantes : '

Les fonctions f”,... sont donc indépendantes de z et de z’. Donc = rem-
place les indices z”,... par des fonctions de ces seuls indices. Donc la con-
dition indiquée au théoréme n’est pas remplie.

§ V. — FORME CANONIQUE DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES.

147. Soient G un groupe linéaire de degré p* (p étant premier);
A=|z, 2,... ax+bx'+..., dxz+bx+...,...|
Pune de ses substitutions. Proposons-nous de la ramener, par une transfor-

mation d’indices, 2 une forme aussi simple que possible.
A remplace la fonction linéaire -

y=azx-+px +..

par

a(ax + bz’ +... )+ B(adx+ bz +...)+...,
expression qui se réduit 2 Ky si I'on a
(2) a2a+ Pa' +...=Ka, ab+pb +...=Kp,... (mod.p).

Ces relations détermineront sans difficulté les rapports des quantités «, B, ...
si la constante K satisfait 2 la congruence

‘a—K a e
s bV—K ...|=o0 (mod.p).

| e e s sesesse

Cetle congruence, que nous appellerons congruence caracteristique de A,
est du degré n, et peut avoir jusqu’a n solutions différentes, K,. K,,....
K,.—. Soient dans ce cas ay, 34,.--3 @iy Bys...;... les systemes de valeurs cor-
respondantes des a, §,..., on verrait aisément que les fonctions

Yosmax + B2 +..., a4 P+, ...
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sont distinctes. En les prenant pour indices indépendants, on raménerait
1a substitution A A la forme simple

I fn J‘Iy--- ' K.f., K|J‘|,... |

Mais le nombre des racines réelles de la congruence en K peut étre infé-
rieur a2 n: on se trouve donc naturellement conduit, pour généraliser les
résultats, 3 introduire les racines imaginaires dont il a déja été question
au Livre I,

148. Décomposons le premier membre de la congruence en facteurs irré-
ductibles. Soient F un de ces facteurs, /son degré : F étant égalé i o (mod. p)
donnera / racines imaginaires distinctes, K,, K2 =K,,..., Ke'' =K,_,, satis-
faisant toutes a la congruence

K¥=K (mod.p).

A chaque valeur de K, telle que K,, correspondront un ou plusieurs sys-
temes de valeurs pour les rapports des quantités a,, ,,..., en vertu des re-
lations (2). Si ces rapports sont complétement déterminés, les diverses fone-
tions yo=a, 2+, & +...,... correspondantes a la valeur K== K, sont toutes
des multiples de I'une quelconque d’entre elles : mais il peut arriver que le
systeme des relations (2) présente quelque indétermination; méme en ce
cas, il est clair que les diverses fonctions y relatives a cette valeur de K
seront toutes des fonctions linéaires d’un certain nombre d’entre elles, y,,
Y'or--- qui soient distinctes, c’est-a-dire ne soient liées entre elles par aucune
relation linéaire

Yo+ r,yy+...=o (mod.p),

Ty, I'y,... étant des entiers réels ou complexes formés avec I'imaginaire qui a
été introduite.

Les coefficients «,, f8,,... de chacune de ces fonctions étant des fonctions
rationnelles de K,, qui ne sont déterminées que par leurs rapports, on peut
les supposer enticres, et réduites au degré / — 1 au plus au moyen de la
congruence du degré / a laquelle K, satisfait.

149. Soit U, = f(x, «/,..., K,) une fonction linéaire quelconque de z,
', ... dout les coefficients soient des entiers complexes formés avec I'imagi-
naire K,. La substitution A remplacera évidemment U, par une autre fonc-
tion de méme forme V,= ¢(x, x,..., K,). .

15.
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Cela posé, A remplacera chacune des fonctions U, = f(x, &, ..., K;), conju-
guées de U, par les fonctions V, = p(x, «',..., K,), conjuguées de V.

En effet, ordonnons les divers termes de U, et de V, suivant les puissances
de K,, el soient

U=u+uK +...4+w_ . K, Vi=v+0o K +...4+0 K,

Uy Uyyeeey Upyy ¥y Visee.y Vi, etant des fonctions réelles de =, z/,....
Pour que la substitution réelle A remplace U, par V,, il faut évidemment
qu’elle remplace séparément u, u,,... par v, ¢,,.... Donc elle remplacera
Up=u+u K, +...4u K™ par V=0 + 0, K, +...4+ 0, K.

En particulier, les fonctions que A multiplie par K, sont les conjuguces

de celles qu’elle multiplie par K,,. Celles-ci s’exprimant linéairement au moyen
de ¥4, ¥»-.., leurs conjuguées s’exprimeront linéairement au moyen de

Yor Yoreres

150. Les fonctions Yo, ¥'os--e5.23 Ypr Yy s--+3+-- SONE toutes distinctes. Car
supposons qu’en ait entre elles une relation linéaire telle que

(3) ryc+ oy + S,]', + Hyy=o,

Tis Ty, 53, 1y étant des entiers réels ou imaginaires.
La substitution A transformera r,y, +r', ¥, + s, ¥, + 8, ¥, en

K'(r'].' + r’l .‘,rll) -+ K’ $ )‘l + K; t; J';.

Cette expression doit étre identiquement congrue 2 o (mod. p). Si on en re-
tranche le premier membre de la congruence initiale multiplié par K,, il

viendra
(Ki—K))(ryi+ry,)+ (K:— K.) ;). =o.

La substitution A transforme cette congruence en
(Ki—K)Ki(riy+r 7)) +(Ki— Ky))Ks s,y =o.

Si de cette derniere relation on retranche la précédente multipliée par K.,

il vient
(K.— K,)(K;—- KJ)(rlrl-'.r,I.r’l)Eo’

identité qui peut étre mise sous la forme
my +m y' =o,

m,, m,... étant des fonctions de I'imaginaire K,. Remplacant K, par sa con-
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jm g= wmuée K,, ce qui ne trouble pas I'identité, il viendrait

my, y, 3+ m, ¥, =o.

Le = fonctions y,, ¥, ne seraient donc pas distinctes, comme nous I’avons
SUm g posé.

@& 51. Lesfonctions y,, ¥oseee3ee5 Yoo ¥y s---3--. étant distinctes, peuvent
é® w— = prises pour indices indépendants 4 la place d’un nombre égal des in-
d B «<= s primitifs z, 2'...., ™' (143) (°). Cela fait, et m étant le nombre de
ce= == fonctions, la substitution A se trouvera réduite a la forme

P - Ko]’o ' , .

"= K

J - ’ Kl’.I

- gtz +bTam™ P +dTy, Ty, A fTy 4.
e gt gm g Wit e e - dTH T - T L

et gt gmg b et AT e Y e T+

Cette forme est compliquée d’imaginaires; mais il serait facile de les faire
f]i =z paraitre. En effet, groupons ensemble dans I'expression de chacun des
'™ «ices y,, ¥y,.-- les termes qui sont multipliés par la méme puissance
de ,. Soit

f.-=Y.+ KY +...+ K’.-'Yl—u y’.:Y'.—{- K'Y’| +...+ KIO—lY;—l" SR
O xa aura, en changeant K en K,, |
re=Yo+KYi+...+ K'Y, yi=Y+KY +...+K-Y, ...

Les fonctions distinctes ¥y, ¥'5s.ev5.43 Yps Yp »+--3.-. peuvent done s’expri-
ner en fonction d’'un nombre égal de fonctions réelles Y,, Y,,..., Y.y, Y7,
XY ,..., Y. ,...; ces dernieres fonctions seront donc elles-mémes distinctes,

" €t pourront réciproquement s’exprimer en fonction de y,, ¥os--e30e3 Yoo
.

X e se--3... par l'inversion des relations linéaires qui les lient & ces dernitres
Qquantités. Prenons Y,, Y,,...; Yy, Yi,..., Yiy,... pour indices indépen-

(*) Il semble & peine nécessaire de faire remarquer que les indices supérieurs dont plusieurs
Ve tires sont affectées dans ce passage ne sont pas des exposants.
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dants a la place de y,, ¥'4s---3..23 ¥p» Yiseov.... La substitution A, rem-
plagant y,.¥'s....5...3 ¥p» ¥ +---i... par des fonctions de ces seules quantités,
remplacera chacun des nouveaux indices Y,, Y,,.'., Yoo, Yo Y bty Yogsone
par une fonction de Y,, Y,,.... Y,_,, Yo, Y,...., Yi,,... seulement. Elle
remplacera en outre 2™ par la fonction

arz® +br x4 e - 0Y,4-eY 40 Y+,

en désignant par dY,+¢Y, +...+ ' Y,+... ce que devient la quantité
dry,+ €'y, +...+f"y, +... lorsqu’on y substitue pour x4, ¥'5s.ees Yis---
leurs valeursen Y,, Y,,..., Y/,.... Cette fonction doit étre réelle, et comme
les indices =, z™,.,., "', Y,, Y,,..., Y',,... sont tous indépendants les
uns des autres, il faudra que chacun des coefficients a7’ b7,..., ¢, &, ¢,...,
d",... soit réel. On verrait de méme que chacun des coefficients al**,..., cf™
sera nécessairement réel. :

152. Soit A le nombre des fonctions distinctes y,, ¥,.... La substitu-
tion A a pour congruence caractéristique

! a®— K br A i
(K.—‘ K)‘(K.—K)‘ am+! b’l"-i-l_l( ¢+t —o
| a*? b ee. ' —K

D’ailleurs la transformation d’indices n’a pas altéré le premier membre de
celte congruence (126): donc son premier membre était divisible par
(K, — K)* (K, — K)*...=F, et le produit de ses autres facteurs irréduc-
tibles était égal au déterminant '

Car— K br L oem |

. .. i
a! b ... K |

.

X

Soit F* un quelconque de ces facteurs (si le déterminant est encore divisible
par F, nous choisirons de-préférence ce dernier facteur). Soient K',,... les
racines de la congruence F'=o, la substitution

X x™ av'n d - blln Y el <+ .. - L.llu 2t

i

27 @yttt g 4 hrH et e e

o
"

Sz L R Y Y I SR S el LB
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forme suivante :

]‘0) r’.,- e Ko].., K..rlﬁ" ..

_rn J"n“- K'r" K|]"|,-..

Zopen e Kyzo +0 (Yo Yo yuy's..-)

3. K 2, +9(Yos Yore s Yo ¥is-o0) ,
, Kitte + ¢ (Yo ¥ese o y.,(_y’. ooy ZoyennyZigens)

Vos K‘:v‘ +X(7'0’ .T'u- s Y .r'n' » Boy y 1y s Wy )

-

ou, pour plus de netteté, nous avons mis sur une méme ligne les indices
analogues.

153. La réduction ne s'arréte pas la. Supposons en effet, pour fixer les
idées, que les deux facteurs F', F” soient égaux a F, mais que le suivant F”
differe de F. On aura K,=K/,=K, : au contraire, les racines de F"=o
seront essenticllement distinctes de celles de F=o. Remplagons chacun
des indices ¢,,... par un nouvel indice w, de la forme suivante :

We=0+ Pl +...+ Tt + TS+ TN+ T Yo+ TP
il est clair que A remplacera w, par une fonction de la forme
Ko 4 2 (Dos Flare oo Yise ooy Bayevoy Bigenny Upyo. )

Cela posé, il existe une maniere et une seule de choisir les indéterminées
Pus+=+s Toseers Tisenrs Tgs Tgreren Tyseeny de Lelle sorte que la fonction y’ s’éva-
nouisse. En effet, les coefticients respectifs de u,,..., 54,..., z

vr Zyseees Voo
Y'4seees Yis... dans cette fonction ont les formes suivantes : '
(KT—Ki)po+a, (Ki—K,) o +bp,+c, (Ki—K,) o, +dp,+e,...,

et, en les égalant 2 o (mod.p), on déterminera successivement les valeurs
de pye...y Goyeety 0y,... sans impossibilité ni ambiguité, les multiplicateurs
K| — K,, K{—K,,... étant tous différents de o (mod. p).

153. Les nouveaux indices w,,..., ainsi substitués aux v,,..., dépendent

de ¢yiinsy Ugeueny BgpeansBisenss Yoo Yireees Yiseenr qui sont eux-mémes liés
<wx indices primitifs par des relations contenant les deux imaginaires K

0
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placera [w,j,..., [w,],... par des fonctions de [W,],..., [W,],... seule-
ment : mais [w,],..., [w,],... ont évidemment les formes suivantes :

Vo = MONCL.(Xoy ¥ose v oo Pis Xiseov3 Bosevvs Biyenns Usyen)yeony
o MONCL(Xoy Fovev s Fis Fiisevevs Bareoes Biyeony Ugyon)yeeny

et le seul systeme de fonctions de cette forme que A remplace par des expres-
100 dODL Yo, ¥'os-cos ¥is ¥'yse-e3 Bose-rs Byaeni Ug,... aient disparu est celui
des w,,..., w,,.... Donc [w,]...., [w,],... se confondent avec w,..., w,,...,
et par suite (W, j,..., [W,],... avec W,,..., W,,....

Cela posé, la substitution A étant exprimée au moyen des indices indé-
pendants Yo, Yo,.... Yo, Y\ ,..is Zgyooty Zyyins Ugaeois Vouooty Vyyeel, on
pourra obtenir W,,..., W,,... par la méthode des coefficients indéterminés.
Il faudra résoudre pour cela un systeme de relations linéaires a coefficients
réels : les fonctions W,,..., W,,... sont donc réelles; d’autre part, les coef-
ficients des fonctions f/(Vou..., Viyeit)seons fi(Vosres Vy,..n),... sont des
fonctions entiéres de la seule imaginaire K73: donc wo = f(W,,...,W,,...),...,
w,=f,(W,,..., W,,...),... ne contiennent que cette seule imaginaire.

Remarquons en outre que les indices ¢,,..., ¢,,... étant des imaginaires
conjuguées, il en sera de méme des nouveaux indices w,,..., w,,... par les-
quels on les remplace.

155. La substitution A sera ainsi ramenée a la forme

[ Yo .7!"- - Koo KO]"O’ s

I Y- Ky, Ko,
foe Kanat 90 Sore s B S e

- S Kizi+0.(0e Yoo M2 o)se-- ,
e Kttt 3 Yo Jir oo i B B
;‘...’ K,: .‘.v;, ........................................

ou les indices sont répartis en systemes tels, que les indices de chaque
systeme soient remplacés par des fonctions linéaires des indices du méme
systeme : le premier systeme comprenant les indices Yo, ¥'or-ves Yoo ¥'ys -
Zos--+s Byy..0; Ug,... Telatifs au facteur irréductible F; le second comprenant
les indices w,,... relatifs au facteur F”, etc.
Considérons seulement les indices du premier systeme, et remplacons
>
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Zor= - = » Uo,--. par de nouveaux indices

Vel =z+pri+pri+.cheony [U]=t+ 02 +... 41y +1T) 4.y
A wemplace ces nouveaux indices par des fonctions de la forme
B2 )40 (70 Y oreerns Fs Hiveelseeer Ka[t) 4 (Fay Farerns Yoo ¥ iseiss Bogerey Buyeii]yenny

et on pourra profiter des constantes arbitraires p, ¢',..., 7,..., 7, ¥',..., de
maniere 2 faire disparaitre y,, ¥',...., z,,... de ces nouvelles fonctions. On
aura pour cela & résoudre des congruences linéaires des formes suivantes :

(Kb—K,\)p+ a=o, (Ke—K,\)p '+ a'=o,...,
(Ki—K))g+b=0o,..., (Ki—K\)t+cp+d=0, (K.—K,)?+(p+d =o,

qui détermineront sans difficulté p, ¢',..., o,..., puis 7, v',... (K, étant dif-
férent de K, ); d’ailleurs K, a-a',..., b,..., ¢, d, ¢, d',... étant des nombres
complexes formés avec la seule imaginaire K,, il en sera de méme de
Gy 0'yeiey Gyerey Ty Thooo. Les nouveaux indices [z,],..., [%]s-.. sont done
des fonctions des indices primitifs me contenant que I'imaginaire K,. Pre-
nons maintenant pour indices indépendants, a la place de z,,..., u,,..., les
fonctions [z, |,..., [&, |,... respectivement.conjuguées de [z, ],..., [#],... :
A, les remplagant par les fonctions conjuguées de celles par lesquelles elle
remplace [3,]...., (% ],... (149), prendra la forme suivante (en supprimant
les crochets désormais inutiles qui entourent les indices [z, |,..., [i&[,...,
[3y]se--s [44,],... et changeant I'ordre des indices de maniére a grouper
ensemble ceux qui correspondent i la méme racine K,) :

For Yoserr Kooy Koo
Soy Byseee Ko Zo+ @( 20 ¥oreed)s Ko Z'y 4+ @'( 1oy Joreee)seen

......................................................................

......................

On voit que les indices du systeme considéré se partagent ici en [ séries
CONJUGUEES, Vo, ¥yseevs Zusercsllayeesi Yin Jpseees Bisenns Uyyesiinn., TESPECLIVE-
ment correspondantes i chacune des /racines K,, K,,... du facteur irréduc-
tible F.

16.

e, Wyy.o. Kotta+ (20, 2'40in) 2 Fo Yiorens)s Koty (30, 26500 ) 7' (0s Joreee)se
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156. On peut encore opérer une derniere simplification. Remarquons
daps ce but que les diverses fonctions ¢ (z,, z',...), §'(30s gse--)s--- Tela-
tives aux indices u,, u',,... sont essentiellement distinctes. Car si I'on avait
une relation de la forme

rg(3ze, 3, ..)+ 'Y (2 2,,...)+... =0,

A remplacerait la fonction U = ru, + r'u';+... par K, U plus des termes en
Yo» ¥Y'gr.-.. Mais, par hypothese, les fonctions qui jouissent de cette pro-
priété sont celles qui résultent de la combinaison de zy, 5'g,...s Yor Yor---s
ce qui n’a pas lieu pour U. 4 foraord, les fonctions Z,, Z'y,..., définies par
les relations

KeZi==(3, 3,0 ) + 0(Y0r For-ee )y KeZ/y=34(20y 240 .) A (For Foreo)renns

seront distinctes. D’ailleurs A remplace une quelconque de ces fonctions,
telle que Z, par K, Z plus des termes en y,, y',.... Si donc on prend pour
indices indépendants Z,, Z'),.. 2 la place d’'un nombre égal des indices
30...-, la forme générale de la substitution A ne sera pas changée, et u,, &', ...
seront simplement remplacés par K, (4, + Z,), Ko(u, + Z)),....

On pourra ensuite opérer une transformation analogue, remplagant tout
ou partie des indices y,, y',,... par de nouveaux indices Y,, Y',,..., choisis
de telle sorte que A remplace les indices Z,, Z',,..., 35’,... respectivement
par Ko(Zo+ Y,), Ko (Z'y + Y'),....

Continuant cette réduction, on finira par amener A a la forme suivante
‘nous n’écrivons que les indices de la premniere série) :

Y, Y,.... KY., KY,,... ;
Z,Z,, ... Ko(Ze+Yo), Ko(Z\,+Y"),... |
Us, ... Ko(uy + Z,),... H

..... R I IR I 1

ou, ¢n groupant les indices d’une autre mauniere qui fasse mieux ressortir
Ia loi de la substitution,

' Yo; Zav Ueyo l\; ‘—h l\i( Z"" ‘:°)’ K°( e+ Z.)’ T
A= : Y’c. Z'n- .- K, Y,o' Ko Z’0+Y")" te

Les indices de la série se trouvent ainsi partagés en suites distinctes Y,,
Loty 2 X'\ 4o oiiooy que A altere séparément suivant une loi simple.
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P our simplifier de méme 'expression des altérations que A fait subir 2
une Autre série quelconque y,, )',,... conjuguée de celle-la, il suffira de
p r-e m dire pour indices indépendants, & la place de y,, y',..., les fonctions Y,
Z,, Z&£.-. Y,, Z',,...;... conjuguées de Y,, Z,, ty,...; Yoo Z'gy.iion. ¢
A B e s remplacera respectivement par les fonctions K, Y,, K,(Z, + Y¥,),
K,( z& o« + Z,),...;... conjuguées de K, Yo, Ko/Zy +Y,), Ko(uo+ Zo),...5....

1 5 "<. Nous pouvons donc énoncer le théoreme suivant :

T == =®oREME. — Soit

A= |z,2,... ax+bx' +...,dx+bx'+...,... |

une == aribstitution linéaire quelconque a coefficients entiers entre n indices va-
rnaltr Ze«=_s chacunde o ap — 1;
S<> & entF,F,... les facteurs irréductibles de la congruence de degre n

a—K a -
b b—K «o. | =0 (mod.p);

LY = _ . leurs degreés respectifs; m, m', ... leurs degrés de multiplicite ;
) C?'& pourra remplacer les n indices indépendants x, ', ... par d’autres indices
JOUE===ant des propriétés suivantes :
2 :) Ces indices se partagent en systémes correspondants aux divers facteurs
F, &=~ > ... et contenant respéctivement Im, l'm',... indices;
== Soient K,, K,,..., K,_, les racines de la congruence irréductible F==o
(M O <A. p); les Im indices du systéme correspondant a F se partagent en | séries
cO' *~e=spondantes aux racines K,, K,,..., K,_,;

3 Les indices de la premiere serie de ce systeme sont des fonctions lineaires
deS & mdices primitifs, dont les coefficients sont des entiers compledesformes
WS I'imaginaire K, : ils constituent une ou plusieurs suites y,, By Ugyeres
Yo = =, ... (") telles, que A remplace les indices y,, z,, us,... d’une méme
SUt Z = respectivement par K, y,, K, (2o + ¥0)» Ko (Uo + 29)see..;

) 48> Les indices de la r+ 1*™ série sont les Jonctions y,, z,, u,,...;
Yr s> =7 ,...i..., respectivement conjuguées des precédentes, que I’on forme en y

e —

— —_—— —

..
\ \ ) Nous désignons ici par y,, z,,... les indices qui étaient appelés Y,, Z,.... dans le cours
d¢ la Gémonstration (156).
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remplagant K, par K,; A les remplace respectivement par K, y,, K,(3, + y.),
K (u,+ 3.),...5....

Cette forme simple

Yo Boy Unye o s XYoo oo Koyo, Ki(Zo+70), Ko(ta+30),. ... Ko, .
Yosut,. . .. KroK(s+n) K(e+3)...,Ky,..

.........................................................

a laquelle on peut ramener la substitution A par un choix d’indices conve-
nable, sera pour nous sa forme canonigue.

§ VI. — QUESTIONS DIVERSES.

Ordre des substitutions linéaires.

158. ProsLime 1. — Former a priori la puissance A d’une substitution -
donnée A. '

Ramenons la substitution A a sa forme canonique, comme il est indiqué
au théoreme précédent. On voit, par une induction immédiate et facile a
vérifier de proche en proche, que A* est égal a

Yer Zor thoreres Poreen K& 30 Ki(50A ), K",[u.+ Azot %‘—f) r] K:ys ..

Yo B ey Y e KL K (204000), 'K‘,[u.—;—lz, + N ".f_'_)_,.l ]’_._' Ky,,..

>

...................................................................

.

- nf,
et cette“Bubstitution pourra étre aisément exprimée au moyen des indices
primitifs z, &,.... En eflet, y,, 30, toe..., ¥ouoo s ¥ 300 Uysee ey ¥y ueens $0ue e

étant donnés en fonction de x, x/,..., on aura, en renversant ces relations,

’ g
J'Ex(]'., Zos Usy ooy Ygrovoos Yo B4y Uy o oy Yiveon "O"".‘-"

'—. - - " ) - ~
I=X,’(]ly Sey Uey. .-y ].y'-'v )I! Sy Uy .., ]|,..., U.,...),

......................................................

A’ remplacera donc x. «',... respectivement par x K& y,, K4(5,4- 2.%, ...

LR
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L K0, Ky(36+ X¥),...],... : substituant dans ces dernieres fonctions &
laplace de y,, 3,,... leurs valeurs en , /,..., on aura 'expression de la sub-
stitution A rapportée aux indices primitifs z, o, ....

159. ProsriME II. — Trouver I’ordre de la substitution A.

L'ordre de la substitution A est, par définition, la plus petite valeur de X
telle, que A* se réduise a I'unité. Pour que cela ait lieu, il faut qu<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>