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AVERTISSEMENT.

Le premier Chapitre renferme les premiers éléments de la
théorie des fonctions circulaires; le deuxiéme est relatif a la
construction et & 'usage des Tables trigonométriques; les
deux Chapitres suivants contiennent la Trigonométrie propre-
ment dite, c’est-a-dire 'ensemble des principes sur lesquels
repose la résolution des triangles rectilignes ou sphériques.
Ces quatre Chapitres constituent la partie élémentaire de notre
Ouvrage, et les matiéres qui y sont développées comprennent
tout ce qui est exigé des Candidats aux Ecoles spéciales du
Gouvernement. Dans le Chapitre cinquiéme, nous donnons
un complément assez étendu de la Théorie des fonctions cir-
culaires, si utile dans les parties élevées des Mathématiques.
Enfin le sixiéme Chapitre, qui termine I'Ouvrage, est surtout
consacré au développement des solutions trigonométriques
fondées sur 'emploi des séries; ces solutions se rapportent a
différents cas qui se présentent fréquemment dans I’Astro-
nomie et dans la Géodésie, et pour lesquels les méthodes
générales deviennent insuffisantes.
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CHAPITRE PREMIER.
ELEMENTS DE LA THEORIE DES FONCTIONS CIRCULAIRES.

Définition du mot fonction.

1. Lorsque deux grandeurs wariables sont telles, qu’a
chaque valeur de l'une correspond une valeur déterminée
de D’autre, on dit que ces grandeurs sont fornctions 'une de
T’autre. Par exemple, dans un cercle, la circonférence et la
surface sont fonctions du rayon; et, réciproquement, le rayon
est fonction de la circonférence ou de la surface.

La Trigonométrie est fondée sur la théorie de certaines
fonctions qui naissent de la considération du cercle, et que
Pon nomme, pour cette raison, fonctions circulaires. Nous
commencerons par exposer les éléments de cette théorie.

Sur la mesure des longueurs.

2. Soit O (fig. 1) un point fixe d’une ligne 2/x droite ou

courbe, et supposons qu’d partir de ce point O on prenne
’ PP quap P p

Fig. 1.

sur &/ x diverses longueurs OA, OA/; OA”,. . .; ces longueurs,

étant rapportées 4 une méme. unité, seront représentées par

des nombres, et nous donnerons & ces nombres le signe + ou

le signe —, suivant que les longueurs dont ils expriment la
Trig. S. I
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mesure seront portées dans un sens ou dans I’antre. En d’au-
tres termes, les longueurs portées dans un sens (celui qu’on
voudra) seront des quantités positives, les autres seront des
quantitds négutives. :

Si, par exemple, on convient que l¢ sens des longueurs
positives soit celui de Ox indiqué par la fléche, et que les
points A, A’, A” soient respectivement situés i 7, 9, 6 métres
du point O, si en outre on prend le métre pour unité linéaire,
les longueurs OA, OA’, OA’ seront respectivement repré-
sentées par + 7, + 9, — 6. Supposons que a soit la quantité
positive ou négative qui représente ainsi une longuear comptée
sur x'x & partir du point O; le nombre d’unités renfermées
dans cette Jongueur sera +a ou —a, suivant que a sera
positive ou négatlve.

D’aprés cela, sil’on imagine un point mobile partant de O,
et se mouvant tantdt dans un sens, tantét dans I’autre, les di-
verses parties de 2’z décrites par le point mobile seront re-
gardées comme positives ou comme négatives, suivant qu’elles
auront été décrites par un mouvement dans le sens Ox, ou
dans le sens opposé Ox’; et si 'on désigne par a, &, ¢, d, ...
les quantités positives ou négatives qui mesurent les longueurs
déerites successivement par le mobile, par x la quantité qui
représente la distance du point O au point o le mobile s'est
arrété, on aura, dans tous les cas, .

zg=a-+b+ct+d+....

Des arcs de cercle.

3. Dans I’étude que nous entreprenons des fonctions qui
naissent de la considération du cercle, le rayon sera toujours
pris pour unité.

Soit O ( fig. 2) un cercle dont nous représenterons la circon-

férence par am, et le quadrant (quart de circonférence) par ;.

Soient A un paint fixe de la circonférence, M un point mobile
partant de A et se mouvant dans le sens de AB (indiqué
par la fleche) que nous adopterons pour les arcs positifs;

.



CHAPITRE PREMIER. 3

I’arc AM est nul a 'origine du mouvement; il augmente en-
suite, et sa valeur est 2 7 quand le point mobile est revenu au
point de départ. Mais on peut imaginer que le mouvement se

Fig. 2.

TR

continue indéfiniment, en sorte que le point mobile peut dé-
crire un arc composé d’une ou de plusieurs circonférences.
Si le mouvement du point M a lieu dans le sens contraire a
celui que nous avons supposé, I'arc décrit est négatif, mais sa
wvaleur absolue prend tous les états de grandeur a partir de
zéro. Ainsi I'arc de cercle est une quantité susceptible de
prendre toutes les valeurs entre — o et + o .

L’extrémité fixe A de I’arc variable AM sera dite ’origine
de lUarc.

Si « désigne 'un des arcs qui ont une méme extrémité M,
tous les arcs x qui ont cette extrémité seront donnés par la
formule '

=24 + a,
ou k représente un entier indéterminé positif, nul ou négatif;
car deux arcs qui ont méme origine et méme extrémité ne
peuvent évidemment différer que par un multiple de la cir-
conférence.

4. ARrcS COMPLEMENTAIRES ET ARCS SUPPLEMENTAIRES. —
Deux arcs positifs tous deux, ou 'un positif et I'autre négatif,
sont dits complémentaires ou compléments 'un de I'autre,
lorsque leur somme est égale. 2 un quadrant, c'est-a-dire

. \ T
égale i - : »

Deux arcs sont dits supplémentaires ou suppléments I'un
de l'autre, lorsque leur somme est égale a une demi-circonfé-
rence, c’est-3-dire égale a 7.
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Définition des lignes trigonométriques.

5. Menons (fig. 3) par le centre du cercle O deux droites
rectangulaires Ox et Oy, qui coupent la circonférence, la pre-
miére au point A et la seconde au point B; menons ensuite,
par les points A et B, les droites Az et Bu, respectivement

Fig. 3.

¥ >

paralléles 2 Oy et Ox, et dirigées dans le méme sens que
celles-ci : on sait, par un théoréme connu de Géométrie, que
les droites Az et Bu seront tangentes a la circonférence. Pro-
longeons enfin les droites Ox, Oy, Az et Bu suivant O/,
Oy'y Az et B/

Nous prendrons le point A pour origine des arcs, et le sens
des arcs positifs sera celui de 1a direction d’un mobile se mou-
vant de A vers B. En outre, conformément au principe du
n°2, les longueurs prises & partir du point O sur x’ x ou sur
y'y seront positives si elles sont portées dans le sens de Ox
ou de Oy; elles seront, au contraire, négatives si elles sont
portées dans le sens de O’ ou de Oy’. Pareillement, les lon-
gueurs prises sur z' z a partir du point A, ou sur #/u i partir
du point B, seront positives si elles sont comptées dans le sens
de Az oude Bu; elles seront, au contraire, négatives si elles
sont comptées dans le sens de Az’ ou de Bu/'.

Cela posé, désignons par x la quantité positive ou négative
qui représente 'arc variable dont I'extrémité M peut prendre
sur la circonférence toutes les positions possibles; abaissons

y
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MP perpendiculaire sur x’ x, et MQ perpendiculaire sur y'y;
prolongeons le rayon OM qui coupe w'uen Set z'z en T ; me-
nons enfin par le point M la tangente HK qui coupe y'y en H
et ’x en K : la longueur OQ ou son égale MP, prise avec le
signe qui lui convient, est le sinus de I'arc x; les longueurs
AT et OK, prises également avec les signes qui leur convien-
nent, sont la tangente et la sécante de I'arc x.
On peut ainsi poser les définitions suivantes :

Le sinus d’un arc est la quantité positive ou négative qui
mesure la perpendiculaire abaissée de l’extrémité de l’arc
sur le diamétre qui passe par l’origine.

La tangente d’un arc est la quantité positive ou négative
qui mesure la portion de tangente menée par lorigine de
Uarc et terminée au diamétre qui passe par I’ extrémité.

La sécante d’un arc est la quantité positive ou négative qui
mesure la portion du diamétre mené par l'origine, comprise
entre le centre et la tangente a I'extrémité de Uarc.

On nomme cosinus, cotangente et cosécante d'un arc le
sinus, la tangente et la sécante de I’arc complémentaire.

Désignons toujours par x arc variable dont I'extrémité
est M; je dis que si'on considére le point B comme une nou-
velle origine d’arcs, et que le sens des nouveaux arcs positifs

- o o g ®
soit dirigé de B vers A, I'arc - —  aura de méme que x Ie
point M pour extrémité. En effet, puisque B est |’origine de
T y s ’
l’arc‘; — x, on peut, pour décrire cet arc, aller d’abord de B

en A, et, a partir du point A, il restera a décrire I’arc — x, le
sens des arcs positifs étant dirigé de B vers A, oua décrire
I’arc x, en supposant que le sens des arcs positifs soit dirigé
de A vers B. Or de cette maniére on revient évidemment au
point M.

1l résulte de 13 que le cosinus de I'arc x est la longueur MQ
ou son égale OP, prise avec le signe qui lui convient, et que la
cotangente et la cosécante du méme arc sont respectivement
égales aux longueurs BS et OH prises chacune avec le signe
qui lui convient.
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Le sinus, la tangente, la sécante, le cosinus, la cotangente
et la cosécante d’un arc « se représentent par les notations

sinz, tangx, sécx, cosx, cotx, cosécw,

et on les désigne par la dénomination commune de lignes tri-
gonométriques ou de fonctions circulaires.

Fariation des lignes trigonométriques.

6. Nous allons examiner de quelle maniére varient les six
lignes trigonométriques d’un arc x, lorsque cet arc varie de o
a4+ oo etdeoa —oo.

. a \ © . . . s .
Sl X croit de o & -+ ;’ Ies S1X hgnes tl‘lgonometl‘lques

restent positives; sin x croit de o a + 1, en passant par toutes
les valeurs intermédiaires; tangx croit de 0 3 + o, et séex
croitde 14 + o .

Les trois autres lignes vont au contraire en décroissant :
cosx déeroit de 1 a 05 cotx décroit de + o A o, et cosécx
décroit de 4 oo 4 -+ 1. Ainsi, en désignant par e un arc po-
sitif qui décroit de maniére i avoir zéro pour limite, on a

sino = o, oS0 = -|- I,
tango = o, cotlime —= + o,
séco == —- 1, coséclime=—: 4 o,
et
. ®
Sin—- = -1, co$- == 0,
2
. (T ' o
tang lim{ - —¢) == + o0, cot — =—o,
2 2
, 4 [T : , T
sechm(;—-s) == +eo, cosec;: - 1.

. N T, . , ")
Si x croit de + 54+ sinx et cosécx restent positifs,

mais les quatre autres lignes trigonométriques sont négatives,
sinx décroit de + 1 & o; tangx croit de — o« a 0; séex
croit de — o a — 13 cosx décroit de 0 2 — 13 cotxr décroit
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de 0 3 —® et cosécx croitde +— 1 & + oo . AinsiPon a
- © . ©
unghm(;-o-l) —=—m, sé¢hm (;+c> =0,
et
sinx — o, cosg——1,

tang x == 0, cot lim (x —'s) =— o,
sécw ==—1, coséc lim (x — ¢) =+,

* A, LY 3 .
Si x croit de +~=® 4 + -2—", tangx et cotx redeviennemt

positives, mais les quatre autres lignes sont négatives; sinx
décroit de o & — 1 ; tangx croit de o & -4  ; sécx décroit de
—1 4 —o; cosx croit de — 1 i 0; cotx décroit de o 3 0,
et coséc x croit de —© a4 —1. Ainsil'on a

cotlim (e ~+ ¢)=+ R, cosée lim (7 +¢) == —®,
et
1 3x
sip =~ == — 1, cos — =0,
2 2
. 3
tanghm(-?’—;—c):—e—eq. cotT":o,

séo Jim (3’22—.) -, coséc?’-;“:— .

. . 3r, , . .
Si x croit de 5 d27 cosxet sécx deviennent positives,

mais les quatre autres lignes sont négatives; sin x croit de — 1
2 o; tangx croit de — o0 i 0; sécx décroit de + o0 3 -+ 13
cosx croit de o a + 1; cotx décroit de 0 2 — & , et coséex
décroit de — 1 & — oo . Ainsi I'on a

. 3 ... 3
tangllm<f-i—6) ——w®, seclxm(—;-!-:) =+ o,
et
sin a7 — 0, cos 27 = -+ 1,
tang 27 = o, cotlim (2w —¢)=—o00,
g séc2x—+-1, coséc lim (2r — ) == — .

Si l'en fait croitre x de an a 4n,oude 4ma6myou ...,
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les six lignes trigonométriques reprennent périodiquement les
mémes valeurs et dans le méme ordre.

Si x décroit de 0 & — oo , cos x et séc x prennent les mémes
valeurs que quand x croit de o i - = ; les quatre autres lignes
trigonométriques prennent aussi les mémes valeurs absolues
que quand x croit de o & +- oo , mais les signes sont changés.
On vérifie immédiatement ce fait en remarquant que les extré-
mités de deux arcs x et — x égaux et de signes contraires sont
situées du méme co6té de y)” et a des distances égales de xx'.
Ainsi I'on a, quel que soit x,

sin (— z)=—sinz, cos (—— x} = cosx,
tang {— x)-= — tangzx, cot(-— x)=— cotx,
séc (— x) = sécx, coséc (— x ) == — coséc x;

ct, puisque les lignes trigonométriques redeviennent les
mémes quand on ajoute i I’arc un nombre quelconque de cir-
conférences, on aura, quel que soit x, et en désignant par k
un entier positif ou négatif quelconque,

sin (247 + z) =sinz cos(24w + x) = cosx,
tang (24n + z) = tang=, cot (2 x -+ x) — cotw,
séc (2hxw + x)=sécx,  coséc(2&m + x) = cosécz.

7. Soit x un arc quelconque positif ou négatif. Les deux
arcs x ct x -7 sont évidemment terminés aux extrémités
d’un méme diamétre; par conséquent leurs sinus, leurs cosi-
nus, leurs sécantes et leurs cosécantes sont égaux et de signes
contraires, tandis que leurs tangentes et leurs cotangentes sont
égales et de méme signe. On a donc

sin (w -+ 2) = — sinr, cos (w -+ x) = — cosxz,
tang (n <+ r) —tang z, cot(m -+ x) = cotr,
séc(mw + x) = —sécx, coséc(m - x) = — cosécz.

Les fonctions tang x et cot x ne changeant pas quand x aug-
mente de 7, on dit que ces fonctions sont périodiques; = est
Vamplitude de la période on simplement la periode. Les
quatre autres lignes trigonométriques sont également des fonc-
tions périodiques de x, mais leur période est 27; on a vu.ef-
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fectivement que les lignes trigonométriques ne changent pas
quand x augmente d’un multiple de la circonférence. Les
équations précédentes montrent que sinx, cosx, sécx et
coséc x ne font que changer de signe, quand x augmente de la
demi-période =.

Si, dang les équations précédentes, on change x en — , il
vient, en ayant égard aux formules du numéro précédent,

sin (x — z) = sinz, €os (7 — x) = — cosx,
tang ( -- =) -= — tangx, cot (x — x) .= — cotx,
séc (w — x) === — séc z, coséc (r — x) - = cosécx;

d’ou il suit que, si deux arcs sont supplémentaires, leurs sinus
et leurs cosécantes sont égaux et de méme signe, tandis que
leurs cosinus, leurs tangentes, leurs cotangentes et leurs sé-
cantes sont égaux et de signes contraires.

Des deux groupes précédents d’équations on déduit immé-
diatement, en désignant par k un entier positif ou négatif,

sinf[(24 +1;ndzz]=c=sing, cos[(2&+1)x +.z-]:—cosz,
tang (Anxtx) —-i-tangz, cot (krtx)="cotz,
séc[(24 + 1)mtr]= —sécx, .coséc[(al-—k-l)vr*z]_—_;;cosecz.

8. De la discussion du n° 6 il résulte que le sinus et le co-
sinus restent compris entre les limites — 1 et -+ 1; la sécante
et la cosécante prennent toutes les valeurs entre -1 et +- ,
et entre — 1 et — oo ; enfin la tangente et la cotangente pren-
nent toutes les valeurs comprises entre — oo et -~ .

Il est trés-important de remarquer que chacune des lignes
trigonométriques d'un arc x prend toutes les valeurs qu’elle
est susceptible d’acquérir dans la variation indéfinie de x,
lorsqu’on ne fait varier = que dans un intervalle de deux qua-

o e . ™ ki .
drants. Ainsi, quand x varie de — = & —+- 3 le sinus, la tan-

gente, la cotangente et la cosécante prennent toutes les valeurs
dont ces lignes trlgonometnques sont suscepnbles et si x
varie de o & =, le cosinus, la tangente, la cotangente et la sé-
cante prennent aussi toutes les valeurs dont elles sont suscep-
tibles. Enfin, si I'on n’a égard qu’aux valeurs absolues, les six
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lignes trigonbmétriques prennent toutes leurs valeurs quand
I'arc varie de 0 a E, ou de Ei‘n,ou

On a souvent besoin, étant donné un arc x,de trouver I'are
compris entre o et ;’ qui, abstraction faite des signes, a les

mémes lignes trigonométriques que z. Il suffit pour cela de
retrancher de x le plus grand multiple positif ou négatif de la
' demi-circonférence qu'il peut contenir, de maniére que le
reste positif ou négatif +=a soit en valeur absolue moindre

© . . . .
que_; I'arc « aura, en faisant abstraction des signes, les mémes

lignes trigonométriques que .

~_ Des arcs qui corresponde;t a une ligne triganométrigue
onnée.

9. 11 résulte des développements qui précédent qu’a chaque
valeur de l'arc entre —oo et + oo correspond une valeur
unique bien déterminée pour chacune de ses lignes trigo-
nométriques, tandis qu’a une méme valeur donnée de 'une des
lignes trigonométriques correspondent une infinité de valeurs
de P'arc. Il est trés-important de savoir déterminer tous les
arcs qui répondent i une ligne trigonométrique donnée,
lorsque I'on connait I'un de ces arcs; nous allons donner la
solution de cette question. Soient, comme précédemment,
A Yorigine des arcs ; y'y la ligne sur laquelle se portent les
sinus et les cosécantes; x’x celle sur laquelle se portent les
cosinus et les sécantes; 2’z et «/u les lignes sur lesquelles se
portent respectivement les tangentes et les cotangentes,

Sinus ET coskcanTes. — Soit + OQ ou — OQ' un sinus
donné ( fig. 4); menons par le point Q ou (Y une paralléle
2 OA; cette paralléle coupera la circonférence en deux points M
et M ou M” et M”, et il est évident que tout arc qui répond an
sinus donné aura I'un de ces deux points pour extrémité; dési-
gnons par « I'un quelconque de ces arcs; je dis que les arcs «
et T — a auront respectivement pour extrémités M et M/
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ou M” et M”; en effet, supposons, par exemple, que a ait
son extrémité en M : pour décrire I'arc ® — «, on ira d’abord

Fig. 3.
y ]
] T
v v s/ .
»
e \
z K | P P 7 K z
/ e \I /£
M ;
i 5 -
¥y P

de A en A/, en suivant le chemin ABA’; il restera 4 décrire
I’arc — &, ce qui raménera en M/, puisqu’en décrivant +a 3
partir de A on s’arréte en M. Cela posé, tout arc x qui répond
au sinus donné a la méme extrémité que 'un des arcs a
et T — a; on a donc (n°® 3), en désignant par k un entier po-
sitif, nul ou négatif,

r=2kx+a, ou z—3kn+r—a—(2k+1)r—a.

Soit, ‘en second lieu, -+ OH ou — OH' une cosécante don-
née ; si par le point H ou H' on méne deux tangentes i la cir-
conférence, les points de contact M et M’ ou M” et M” seront
les extrémités des arcs qui répondent i la cosécante donnée.
Si donc on désigne par x et « deux quelconques de ces ares,
- on aura comme précédemment

r=2kn+a ou zx—(2hk+1)7—a.

Cosinus ET stcanTms. — Soit + OP ou — OP' un cosinus
donné; menons par le point P ou P une perpendiculaire 2 OA ;
cette perpendiculaire coupera la circonférence en deux points
Met M”ou M’ et M”, et il est évident que tout arc qui répond
au cosinus donné aura I'un de ces deux points pour extré-
mité; désignons par « I'un quelconque de ces arcs. Les arcs «
et —a auront leurs extrémités en M et M” ou en M'et M’;
donc tout arc x qui répond au cosinus donné a la méme ex-
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trémité que I'un des arcs & et —a; on a, par suite,
r =2kt a,
» .
k étant un entier positif, nul ow négatif.

Soit, en second lieu, + OK ou — OK’ une sécante donnée;
si, par le point K ou K', on méne deux tangentes a la circon-
férence, les points de contact M et M” ou M’ et M” seront les
extrémités des arcs qui répondent ala sécante donnée. Si donc
on désigne par x et a deux quelconques de ces arcs, on aura,
comme précédemment,

r=2kr"a.

TANGENTES ET COTANGENTES. — Soit une tangente donnée
+ AT ou — AT ou une cotangente donnée + BS ou — BS';
menons une droite par le centre du cercle et par 'extrémité
de la tangente ou de la cotangente donnée; cette droite cou-
pera la circonférence en deux points M et M” ou M’ et M”, et
il est évident que tout arc qui répond 4 la tangente donnée ou
a la cotangente donnée aura I'un de ces deux points pour ex-
trémité; désignons par o I'un quelconque de ces arcs. Les
arcs « et 7 +- o auront évidemment leurs extrémités en M et M”
ou en M’ et M”; donc tout arc x qui répond i la tangente
donnée ou a la cotangente donnée a la méme extrémité que
P'un des arcs & et © -- «, et I'on a, par conséquent,

z=2kw 4 a, ou x==2km—-m+a=—=(2k-+1)7- a,

ou simplement
x = kr 4 a,
k désignant.un entier positif, nul ou négatif.

Ce qui précéde conduit aux conséquences suivantes :

Pour que deux arcs aient le méme sinus ou la méme cosé-
cante, il faut et il suffit, ou que leur somme soit égale & un
nombreimpair de demi-circonferences, ou que leur différence
soit égale & un nombre pair de demi-circonferences.

Pour que deux arcs aient le méme cosinus ou la méme sé-
cante, il faut et il suffit que leur somme ou leur différence
soit égale & un nombre entier de circonférences.

Pour que deux arcs aient la méme tangente ou la méme
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cotangente, il faut et il suffit que la différence de ces arcs
soit égale & un nombre entier.' de demi-circonférences.

10. Quand on pose
y ==sinz, ou I y-=sécx, ou ...,

on a coutume d’écr:

x —arcsiny, ou : >u x:—arcsécy, ou ...,
c’est-a-dire x = l'a sesty, x=1Uarc dont la
tangente est y, . .. ce qui précéde, on voit que
ces expressions arc ont pas entiérement déter-

minées, car elles admettent une infinité de valeurs pour chaque
valeur de y. Les quatre expressions arc siny, arc tangy, arc
coty, arccesécy deviendront complétement déterminées si
Pon spécifie que leurs valeurs restent constamment comprises

3 ™ . .
entre — — et + pareillement les expressions arccosy

et arcsécy seront déterminées si I'on spécifie que leurs va-
leurs restent constamment comprises entre o et . Avec cette
restriction, les six expressions

arcsiny, arc tangy, arcsécy, arccosy, arccoty, arc cosécy

peuvent étre considérées comme des fonctions de y; elles sont
employdes a ce point de vue dans les partics élevées des
Mathématiques, et on leur a donné le nom de fonctions cir-
culaires inverses. Par opposition, les lignes trigomométriques
sont souvent désignées sous le nom de fonctions circulaires
directes.

Relations entre les lignes trigonomeétrigues
d’un méme arc. '

11. 11 existe entre les six lignes trigonométriques d'un
méme arc cing relations distinctes que nous allons établir.

Soit x ( fig. 5) un arc positif ou négatif dont I'cxtrémité M
est située dans le premier quadrant AB, on a

OM =1,
sinz — MP, tangx — AT, secx — OK,

cosx == OP, cotr = BS, cosécx — OH.

2 - EN LI

? v, .
W T Ma

- e . .
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Cela posé, le triangle OMP donne
I\T‘P2 -+ -(-)F *,Eﬁ’;
les triangles rectangl ’ 1nent aussi

0K.O! OM ;

enfin les triangles semblables TOA et MOP, BOS et MOQ

donnent
TA _MP SB _ MQ
0A 0P’ 0B~ 0Q

Ces cinq égalités peuvent s’écrire de la maniére suivante :

(1) sin’x + cos’x —1,
(2) sécx.cosx =1,
(3) cosécz.sinzr =1,
‘ sin.x
(4) : tangz = ——,
. 08
(5) - cotz = .
sinz

Telles sont les relations que nous voulions obtenir; on peut
en déduire plusieurs autres qu'il importe de remarquer. Ainsi
on tire des équations (4) et (5), par la division,

(6) . cotr = tanga:; .
les équations (2) et (3) donnent aussi
. . |
(7) seCxr — m,
(8) coséez = ——»

sz
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ce qui montre que cotx, sécx et cosécx sont respectivement
les inverses de tangx, cosx et sin x.

Des équations (4) et (5) on déduit
sin® z 1

=

]
cos’x  coslr

l—!—tang’z:l'—i—

cos’z T
1ol —1 4 ——— = —>
sin’z  sin’x
ou, i cause des relations (7) et (8),

(9) . séc?'x — 1 - tang®z,

(10) coséelxr = 1 -+ cot'z.

Ces deux derniéres peuvent étre démontrées directement, car
les triangles rectangles OTA et OSB donnent

——2

—_—3 2 " -2 —2 a2 2
OT = 0K =O0A + AT, OS =OH =O0B --BS,
relations qui ne sont autres que les équations (9) et (10).

12. Pour établir les formules (1), (2), (3), (4) et (5), nous
avons supposé I'extrémité de I'arc x située dans le premier
quadrant ; mais il est aisé de voir que ces formules sont géné-
rales. En effet, quelle que soit la position de I'extrémité M
sur la circonférence, il existe (n° 8) un arc compris entre o et

E, et qui, abstraction faite des signes, a les mémes lignes tri-

gonométriques que x; d’ot il suit que, sil’on n’a égard qu’aux
valeurs absolues des lignes trigonométriques, les relations (1),
(2), (3), (4) et (5) auront toujours lieu. La relation (1), qui
ne contient que les carrés de sinx et de cosx, sera donc vraie
dans tous les cas, et il suffit de constater que les deux membres
de chacune des relatioms (2), (3), (4) et (5) ont toujours le
méme signe. Or on a vu :

1° Que cosx et sécx sont tous deux positifs si I’extrémité
del’arc x est située dans le premier ou dans le quatriéme qua-
drant, et qu’ils sont négatifs dans les deux autres cas;

2° Que sin.x et coséc x sont positifs si ’extrémité de 'arc x
est située dans le premier ou dans le deuxiéme quadrant, et
qu’ils sont négatifs dans les deux autres cas;
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3° Que la tangente et la cotangente de x sont positives $i
Iextrémité de cet arc est dans le premier ou dansle troisiéme
quadrant, auquel cas sinx et cosx sont tous deux positifs oun
tous deux négatifs ; tandis que les mémes lignes trigonomé-
triques sont négatives si l'extrémité de l'arc r est dans le
second ou dans le quatriéme quadrant, auquel cas sinx et
cos x ont des signes contraires.

On conclut de la, et de la régle de la multiplication des
quantités positives et négatives, que les deux membres de cha-
cune des relations (2}, (3), (4}, (3) sont toujours de méme
signe. Par conséquent ces formules subsistent pour toutes les
valeurs de x.

13. Des relations (1), (2), (3), {4), (3) on peut tirer les
valeurs de cinq quelconques des six lignes trigonométriques
en fonction de la sixiéme; on g, par exemple,

B sin.r

1~ . -
cosx — = \VIE— sintx, angr = —— = - ——,
== Vl — sin*x
= TS e '
cote = —_———y Secx == S pmmi——— ey
sm.r = Y1 —siniz
cosécx — ———-
x

Remarquons toutefois que, lorsque 'on connait une ligne
trigonométrique d’un arc x, les autres lignes nz sont pas toutes
déterminées complétement ; ainsi, quand on donne sinx, la
valeur de cosécx est déterminée, mais on ne connait que les
valeurs absolues des quatre autres lignes. La raison en est que,
parmi les arcs dont le sinus est donné, il y en a dont les co-
sinus, tangente, cotangente et sécante sont positifs, et d’autres
pour lesquels les mémes lignes sont négatives.

On a souvent besoin de connaitre sinx et cosx quand on
donne tangx; supposons que la valeur donnée de tangx ait la

- . m
forme fractionnaire -3 on aura

. sinz m
smiar —+ costxr —1, —- = —
cosx n
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d’ot I'on tire
m n

y COSxr — =0

Sin X — ———— A,
V""""" Jm:_*_n:

dans ces deux formules, le radical \/m® -+ n* doit étre pris avec
le méme signe; mais ce signe est indéterminé.

L’arc % étant égal a son complément, cos%r est égal & sin%;
on a donc

tang > =1;
4_ 1

on trouve ensuite, par ce qui précéde,

c_ w5
=3

sinz=cosz

Formules relatives & I’ addition des arcs.

14. Sinvus er cosinus. — Nous nous proposons ici de déter-
miner le sinus et le cosinus de la somme de deux arcs, con-
naissant les sinus et les cosinus de ces arcs.

Désignons par a et b deux arcs positifs ‘dont la somme ne

surpasse paszo Soit (fig. 6) A l'origine des arcs; prenons

Fig. 6.

AM = a et MN = b; on peut considérer I'arc b4 comme ayant
M pour origine et N pour extrémité, et I'on a

a+ b=AN;

menons NQ perpendiculaire sur le rayon OM; NR, QI, MP
Trig. S. )
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perpendiculaires sur OA, et QH paralléle a OA, on aura i
sina =MP, cosa—=—OP,
sinb =NQ, cost = 0Q,
sin (a + 5) = NR = QI -+ NH,
cos(a + b) = OR = OI — QH.
Cela posé, les triangles semblables MPQ et QIO donnent

QI Ol OQ
—op oM’
d’ou I'on tire
__MP.OQ . v OP.OQ
Q= oM =sinacosd, Ol= —oM = cosa cos b.

Les triangles MPO et NQH sont aussi semblables, car ils ont
les cotés perpendiculaires chacun & chacun; on a donc

NH QH NQ
0P T MP~ oM’
d’ou 'on tire
OP.NQ
OM

MP.NQ
oM

NH= =cosasinb, QH— =—sinasinb.

On a, d’aprés cela,
(1) sin (a+b)=sin&cosb ~+ cosasinb,

(2) cos(a + b) = cosacosb — sinasinb.

15. Ces formules (1) et (2) n’ont été démontrées que dans
I'hypothése ou a et b sont deux arcs positifs dont la somme

’ ) , . T . ® ,
n'est pas supérieure & —; mais nous allons prouver qu’elles

s’appliquent i deux accs quelconques a et &.
1° Les formules (1) et (2) subsistent pour toutes les waleurs

de a et de b comprises entre o et =
Cela ayant été établi pour le cas de a + & < 2 ou = E, sup-

posons a + b>£; soient a’ et & les compléments de a et
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de b, on aura @ + &' << ';'; par conséquent,
sin (@’ -+ &')=sina’ cos &' + cosa’ sin &',
cos (@’ + ') =cosa’ cosb’ — sina’ sin &’.
Comme les sinus de deux arcs supplémentaires sont égaux,
tandis que les cosinus sont égaux et de signes contraires, sil’on
remplace a, ¥/ et @ + ' par leurs valeursz —a, ;-—- b et

=« — (a + b), on obtiendra précisément les formules (1) et (2).
2° 8i les formules (1) et (2) s’appliquent & deux arcsaetb,

elles subsistent eﬁcore, quand on ajouteg a l'un des arcs.
Les arcs a et b satisfaisant, par hypothése, aux formules (1)
© ® .
etv (2), posons @ = a -+ Sret remplagons a par a’—;; il
viendra
sin(a’+b— E) —sin (a’ —_ ’-')cosb +cos(a'— E) sin b,
2 2 2
eos(a’-i- b— f) =cos (a’ —_ ’—') cos b — sin (a' — §> sind;
2 : 2 2

or on a, quel que soit x,
. i . =
sm(z——).—._——sm(—-— ):—oos.r,
2 2
® ® N
cos(z——): cos(—— )=51n.t;
2 2

donc les formules précédentes peuvent s’écrire comme il suit :
cos (a’ + b) = cosa’ cosb — sina’ sin b,
sin (@’ + b) = sina’ cosb + cose’ sind,
et I'on voit que ce sont les formules (1) et (2) ot 'on, a mis o
T
ou @ + ~a la place de a.
+;alap d

3° Les formules (1) et (2) subsistent pour toutes les valeurs
positives de a et de b.
Supposons, en effet, que les arcs positifs a et & contiennent.
3.
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respectivement, le premier m, le deuxiéme n quadrants, et
posons

4 T ,
a=m-—+d, b::n;-}-b’,
2

@ et b’ étant chacun moindres qu'un quadrant; on aura

sin (a' + &') = sin a’ cos’ + cosa’sind’,

cos(a' + b’) = cosd’ cosa’ — sina’ sind'.
Or, d’aprés ce qui précéde, ces formules subsisteront si I'on
ajoute successivement m fois g a a' et n fois ;—5 a by donc les

formules (1) et (2) s’appliquent 4 deux arcs positifs quel-
conques a et b.

4° Les formules (1) et (2) subsistent pour des valeurs quel-
congues de a et de b.

Cette proposition étant démontrée dans le cas ou a et b sont
tous deux positifs, supposons que I'un au moins de ces arcs
soit négatif, et désignons par k un entier assez grand pour que
les sommes 2 kn + a =a’, 2 kn + b = &' soient positives; on
aura :
sin(a’ + &') = sina’ cosd’ + cosa’ sin &',
cos(a' + &' )=cosa’ cos b’ — sina’ sinb’;

remplacant @' par 2kw + a, &' par 2 kn + b, et se rappelant
que 'on a, quel que soit x,
sin(2An + z) =sinzx, cos(2iw +x)=cosxz,

on retrouve les formules (1) et (2).

La généralité des formules (1) et (2) est donc complétement
établie; il convient de remarquer que chacune de ces formules
peut se déduire de I'autre en remplagant dans celle-ci @ par

a4+, oubparlv+£-
2 2 . 4
Si dans les formules (1) et (2).on change b en — 4, il vient

(3) sin(a — &) =sina cos b — cosasinb,
4) cos(a— b) =cosacosd +sin asinb.

16. On peut facilement trouver, par ce qui précéde, le sinus
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et le cosinus de la somme d’un nombre quelconque d’arcs,
quand on connait les sinus et les cosinus de ces arcs. Soient,
par exemple, a, b, c trois arcs quelconques; on a

sin (@ =+ b -+ ¢) = sin (@ -+ b) cosc-+ cos (a + b) sinc,
cos({a + b+ c)=cos(a—+ b) cosc — sin (a + b)sinc;

puis, en développant sin (a + &) et cos(a + 5), il vient

sin (@ + b -+ ¢) = sinacos bcos c + sin bcosa cosc
~+ sinc coszcosb — sina sin b sinc,

IR
cos (a -+ b -+ ¢) =cosacosbcosc — cosasinbsinc
—cosb sina sin ¢ — cosc sinasin b.

‘
Connaissant ainsi les formules qui donnent le sinus et le cosi-
nus d’une somme de trois arcs, on pourra obtenir celles qui
donnent le sinus et le cosinus d’une somme de quatre arcs, et
ainsi de suite.

"47. TANGENTES ET COTANGENTES. — Proposons-nous main-
tenant de trouver la tangente ou la cotangente de la somme de
deux arcs, connaissant les tangentes ou les cotangentes de ces
arcs.

Soient a et & deux arcs quelconques, positifs ou négatifs;
on a
sin (e + b) _ sinacos b + cosasin b

cos(a + b) .coSacosb —sinasin b’

tang(a+b)=

et, en divisant les deux termes de cette valeur de tang(a + )
parcosacosh, o '
tanga -+ tang b

Sil’on change b en — & dans cette formule, il vient

__ tanga—tangb .
(6) tang (@ — b) = 1 + tangatangd

Pour avoir cot(a -+ 4) en fonction de cota et cotd, il suffit
de se rappeler que la cotangente d’'un arc est I'inverse de la
tangente de cet arc. Au moyen de cette remarque, on peut

]
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écrire les équations (5) et (6) comme il suit :

cota cots — 1 1+ cota cotd

b —_b) = — .
(a+) cota + coth oot(a b) cotd — cota

On peut aisément, par ce qui précéde, exprimer la tangente
de la somme d’un nombre quelconque d’arcs en fonction des
tangentes de ces arcs. Soient, par exemple, a, b, ¢ trois arcs !
quelconques; on a
tang(a + b) + tangc |

tang(a + & +c)= 1 — tang(a + b)tangc’

tang a - tang b
et, en remplagant tang(a +- &) par sa valeur-l—_m:

il vient

tanga + tangb -+ tangc — tanga tang b tangc

tang(a + b +c) —i= tanga tang b — tanga tangc — tang b tangc

Connaissant ainsi la formule qui donne la tangente d'une
somme de trois arcs, on pourra obtenir celle qui donne la
tangente de la somme de quatre arcs, et ainsi de suite.

Formules importantes déduites des formules relatives
& laddition des arcs.

- 18. Des formules

sin(a <+ b) = sina cosb +- cosa sin b, |
cos(a + b) =cosa cosb — sinasind, ;
sin(a — b) = sina cosb — cosasinb,
cos(a — b) ==cosa cosb -+ sinasinb,

’ . ]
on déduit

sin(a .- ) - sin(a — b) = asina cosb,

) sin(a + b) — sin(a — b) = 2cosa sinb,
cos(a + b) + cos(a — b) —=2acosacosb,
\ cos(a — b) — cos(a + b) = 2asina sind.

*

Soient maintenant

a+b=p, a—b=gq;
on aura

a=2(p+q) b=3(p—2)
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et les formules précédentes deviendront

. . L1 1
sinp -sing =2sm; (p+q)cos;(p—-q),
. . .1 1

sinp — smq:asm;(p—q)cos;(pq-q),

(2) |

1 I
cosp + cosg = 3 cos ~ (p +g) cos — (p—gq),

.1 .1
cosq—cos;::zsm;(p -|~-q)sm;(p—-q).

Ces derniéres formules sont fréquemment employées; elles
servent a exprimer la somme ou la différence de deux sinus
ou de deux cosinus par un produit de sinus ou de cosinus.
. On peut de méme exprimer par un produit la somme oa la
différence d'un sinus et d’un cosinus; en effet, on a

cosp = sing =sin (;—. — p) —=sing,

et, en faisant usage des formules (2),

oosP+sinq=asin(%—?)cos(%—p-:q),
(3) . .
I &2 p-l-q) (1: p—-q)
cosp — sing = 2sin| - —— L Yeos{ - ——2).
| O ane == AP

En divisant deux a deux les formules (2), on obtient les
suivantes, qu’il importe de se rappeler :

sinp +sing _ sinj(p +q)cosi(p—g) _ tangi(p+gq)
sinp —sing  sinj(p—gq)eosi(p+g) tangi(p—g)
sinp +sing _ sinj(p+q) 1
cosp -+ cosq ~ cost(p + q)_.tang,(p +a),
sinp +sing _cosy(p—gq) .,
cosg—cosp ~ sini(p— q)_cot;(p 2),
(4) ( sinp —sing _sini(p—gq) i

| cosp +cosq"—cos;-(p——q)'-tang’(p 2)
sinp —sing _ cos3(p+gq)
cosq—cosp—"sin%(p-%—q)_cm’(P—*-q)’ .
- | cosp+cosqg _ cos3(p + q)cosi(p —q) :
cosg— cosp  siny(p+q)sinj(p—gq)

= cot3(p + g)cot{(p —9q)-
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19. On peut aussi transformer la somme ou la différence
de deux tangentes en un produit de lignes trigonométriques.
On a, en effet,

sina | sinb __ sinacosb = cosasind

tangb — —— —_—
tang a k- tang cosa =+ cosb cosacosd
ou
sin(a == b)
=+ b= 1.
(5) tanga == tang vy
on aurait de méme '
L
(6) cotacotd =— w,-
. sina sin b
(1 cota == tangp = (2 F8),

sina cosb

Voici encore une formule qu’il convient de remarquer.
Multiplions entre elles les deux égalités

sin(e + b)=sinacosb + cosasinb,
sin(a — b) —=sina cosb — cosasinb;
il vient .

sin(a -+ b)sin(a — b) = sin*a cos’d — cos’a sin*b
= (1 — sin*d) sin’a — (1 — sin*a) sin?b
= (1 — cos*a)cos*b — (1 — cos?b)cos?a,
ou '
(8) sin(a -+ b)sin(a — &) =sin*a — sin*®

= cos?*b — cos?a.

20. SoMME DES COSINUS OU DES SINUS D UNE SUITE D’ARCS EN
PROGRESSION ARITHMETIQUE. — Soient les z arcs

a, a+k, a-+2h..., a+(n—1)k

Désignons par i un nombre entier quelconque; on a (n° 18)

2sin£cos(a+ih)=sin (a—l—zl:-llz)-—sin (a+2':lh).

Endonnantsuccessivement a ¢ les valeurs o, 1, 2,...,n—1,
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il vient
i h . ( h) . ( h)
2sln—-cosa —smm{a+—)—sn|{a——)
2 2

2sin-gcos(a+h)=sm( )—sm(a..._b)

nsinz-cos[a+ (n— 1)h]=sin(‘a +2n;— ! Iz) —sin(a + 2": 313) .

Ajoutant ces égalités membre a4 membre et faisant les réduc-
tions, il vient

R
2sm;{cosa+cos(a+h) +cos(a+2k)+...+cos[a—+(n —-t)b]]

. ( an—1 ) . ( h)
=sin{a-+ h)—sinla—-)
2 2

dou

cosa + cos(a + &)+ ...+ cos[a + (n — 1)A]

) ( an— i ) . ( h)
sinfa 4+ ——Ah)—sinfa—-—
——— 2 7’ 2 .

Y

.k
asin —
2

enfin, en transformant le numérateur du second membre en
produit de sinus et cosinus, par les formules du n°® 18, on a

cosa + cos(a + k) + cos(a + 2k)+ ...+ cos[a +(r — 1)A]

. nh n—1
sin— cos
2 2
.k
sin—
2

Si dans cette formule on change a en ; —a,ethen —h,
il vient
sing + sin(a + A) +sin(a +2k)+ ... +sinfa+ (n—1)k]

sing sin(a -+ — h)

sin—
2.
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Les deux formules précédentes donnent des expressions trés-
simples pour la somme des cosinus de 7. arcs en progres-
sion arithmétique, ainsi que pour la somme des sinus de ces
arcs.

Multiplication des arcs.
21. EXPrESSIONS DE Sin 2@ ET DE €OS 24 EN FONCTION DE
sina ov pE cosa. — Si, dans les formules

{ sin(a + b)=sinacosb + cosasinb,

(1)

cos(a + b )= cosacosb -- sina sin b,

on fait 5 = a, il vient

(2)

{ sin 2a — 2sinacosa,

cos2a = cos’a — sin’a.

Ces formules (2) font connaitre les valeurs de sin2a et de
cos 2a en fonction de sina et de cosa. Si I'on veut les expri-
mer en fonction de sina ou de cosa seulement, on devra rem-
placer cosa par \/1 — sin’a, ou sina par \/1 — cos'a; on obtient
ainsi

(3) { sin 2¢ === asina /1 — sin’a =+ 2cosa /1 — cos’a,

cos2a =1 — 2sin’a — 2c0s*a — 1.

Il importe de remarquer que cos2a s’exprime rationnelle-
ment en fonction de cosa ou de sina, tandis que sin2a est
une fonction irrationnelle de sina ou de cosa. 1l résulte de 1a
que, si I'on connait la valeur de sina ou de cosa, cos2a est
entiérement déterminé, tandis que la valeur absolue de sin2a
est seule déterminée. Nous allons donner la raison de ce fait.

Supposons d’abord que la valeur de sina soit connue, et
posons

. sing = b; .
I'arc a est indéterminé, et ses valeurs, en nombre infini, sont
données (n° 9) par les formules - ‘

a=2kr+a, a=(2k-+1)r—a,

ou « désigne un arc déterminé ajant b pour sinus. D;aprés
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cela, les valeurs de sin2a sont données par les formules

sin2a =sin(4kn + 22) —sin2a,
sin2a —sin(44r + 27 — 22)= — sin2a;

et celles de cos2a sont

cos2a = cos(4hn + 2a) = cosaa,
cosaa = cos(§ kx + 27w — 2a) = cos2a.

On voit par la que sin2a est sasceptible de la double valeur
= sin2a, tandis que cos2a n’a que la seule valeur cosaa.
La méme chose a lieu si cest la valeur de cosa qui est

connue. Soit
cosa—b,

et désignons par « un arc déterminé ayant & pour cosinus; les
valeurs de a sont données par la formule

a=—2krta;

par suite, celles de sin2a et de cos2a le sont par les sui-
vantes :
sin2a =sin (fkr = 2a) = tsin2e,

cos2a =cos(fAnt2a) = cos2a;

sin2a a donc deux valeurs égales et de signes contraires, tan-
dis que cos2a n’en a qu’une seule.

22. ExrressioNs DE sin3a ET DE cos3a EN FONCTION DE
sina ov pE cosa. — Si, dans les formules (1), on fait b = 24,

on trouve
sin3a — sinacos2a + cosasin2a,

cos3a =—cosacos2a — sinasinaa;

en remplacant sin2a et cosaa par leurs valeurs tirées des
équations (2), on trouve
()

(4)

sin3a = 3sina cos*a — sin‘a,

cos3a = cos’a — 3 sin?acosa,

formules qui font connaitre sin3a et cos3a en fonction de
sing et de cosa. En remplagant, dans la premiére, cos*a par
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1—sin'ae, et dans la seconde sin*a par 1— cos’a, il vient

in3e— 3sing — Lsin®
(5) sin3a = 3sina — 4sin*a,

cos3a =4 cos’a— 3cosa.

On voit que sin3a et cos3a sont exprimables rationnelle-
ment, le premier en fonction de sina, le second en fonction

de cosa; au contraire, sin3a est une fonction irrationnelle de

cosa, et cos3a une fonction irrationnelle de sina. Il résulte
de 14 que, quand on donne sina, sin3a est enti¢rement déter-
miné, tandis que la valeur absolue de cos3a est seule déter-
minée; au contraire, si 'on donne cosa, cos3a est déterminé,
mais sin3a ne I'est pas. On peut montrer qu’il doit en étre
ainsi, par des considérations analogues a celles dont nous
avons fait usage au n° 21, et qu’il serait superflu de repro-
duire ici.

23. Si I'on connait les valeurs de sin(m — 1)a et de

os(m —1)a en fonction de sina et de cosa, on aura celles

de sinma et de cosma, en posantb = (m —1)a dans les équa-
tions (1), qui deviennent alors

sinma = sinacos(m — 1)a + cosasin (m —1)a,

cosma == cosacos(m — 1)a — sinasin(m —1)a,

et en remplacant sin (m —1)a et cos(m — 1)a par leurs va-
leurs connues. On comprend comment on pourra calculer de
proche en proche, par cette méthode, les valeurs de sin4a et
de cos4a, de sin5a et de eos5a,. .., en fonction de sina et
de cosa. Mais nous ne pousserons pas plus loin les calculs;
nous donnerons d’ailleurs, dans la suite, une méthode générale
pour former directement les valeurs de sinma et de cosma,
quel que soit 'entier m.
[ ]

24. ExpressIONs DE tang2a ET DE tang3a EN FONCTION DE

tanga. — Si, dans la formule

tanga + tangd

- (6) tang(a-l_b):x—tangaumgb’
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on fait b = a, il vient
2tanga

(7) tang2a = o

formule qui fait connaitre tang2a en fonction de tanga.
Si, dans la formule (6), on fait 4 = aa, il vient

tanga +- tang2a

tang3 e = ’
1— tanga tangae

et,en remplacant tangaa par sa valeur tirée de la formule (7),

3tanga — tang’a

tlng3a = T 3tang’a

Généralement, si la valeur de tang(m — 1)a en fonction de
tanga est connue, on aura tangma par la formule

tanga + tang(m —1)a
1— tangatang(m —1)a

On pourra donc calculer successivement les valeurs de
tang4a, tang5a,. .., qui seront toutes exprimées en fonction
rationnelle de tanga. Nous donnerons dans la suite I’expres-
sion générale de tangma en fonction de tanga.

L’expression de cotma en fonction de cota se déduit im-
médiatement de I’expression de tangma en fonction de tanga;
par exemple, en remplacant dans la formule (7) tanga et-

tangma —

1 S
2@ par —. et —— il vient
langaa pa cota ~ cotza’

cot’la — 1
acota

cot2a =

Division des arcs.

L . T T
25. EXPRESSIONS DE $in—a ET DE 0S4 EN FONCTION DE C0S4.
—Ona(n°21)

1 S |
cos’;a—-sm’;a:cosa,

T . o1
'cos';a + s’ ;a.—_l,
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et on tire de la

| 1 cosa S 1— cosa
cos! ga— - ——, SN -@———)
2 2 2 2 .
d'ou
x-f-cosa .1 1— cosa
1) cos-a.___\/ sm;a::t —

1 .1
On voit que les valeurs absolues de cos~a etde sin_asont

déterminées, mais que leurs signes ne le sont pas. On peut
expliquer ce résultat par les considérations que nous avons
déja employées au n° 21. Soient 4 la valeur donnée de cosa,
et « un arc déterminé ayant b pour cosinus; les valeurs de @
pour lesquelles on a cosa = & sont données par la formule

a=2knta;

. 1 o 1
par suite, les valeurs de cos-a et de sin-a le sont par les

suivantes :
1 1 L1 . 1
cos-a=cos(hr:l:—a), sm—a:sm(hri‘.—a)o
2 2 2 2

Or, si I'on prend pour k un nombre pair, ces formules de-
viennent

1 1 .1 . 1
COS —a=co8 —a, 8in —a==:tsin—a;
Py 3 2 2
et si 'on prend pour & un nombre impair, elles deviennent

1 1 | L1
COS—a=— —COS —a, 8in —a=sin-«a;
2 2 2 2

o 1 .

ce qui montre que cos—a est susceptible de la double valeur
I « 1 o I

=+ cos_a, et sin—a de la double valeur = sin-a.

. . . I 1
Si I'arc a est donné, les signes de sin Jaet de cos 5 asont

connus, et 'on peut calculer ces quantités au moyen des for-
mules (1). Veut-on, par exemple, avoir le sinus et le cosinus
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K.

4est—£ (n° 13); les for-

z

8

mules (1) dorneront
’

de I'arc 35 sachant que le cosinus de

cosg—-+>"¥2 sing—= Y2 _ V2
- P -
. 8 2 8 2

. I 1 .
2. ExprEssions pe sm;a ET DE COS; a EN FONCTION DE s1na.

—8i,dans les formules (1), on remplace cosa par =/ 1 —sin’a,
il vient
1 1£y1 —sin’a
O ===
2 2
| 11 —sin’a
il amis /L,
2 2

mais on peut arriver a des résultats plus simples. En effet, des
deux formules

| 1 . 1 Lo
2sin — acos —a —sina, cos’—a-+sin*-a—1I,
2 2 2 2
on déduit, par addition et soustraction,
1 .1 ? .
cos—a-+8sin—a) —1 -+ sina,
2 2
1 .1 \? .
c0s —a@-—sin— a)] =1— sina,
2 2
d'ott
1 L1 —_—
cos—a:—l—sm;a:i\/l+sma,
2 .
1 | —_—
cos;a—-sm;a:i\/l—-sma,

ety par conséquent,

cos-%a::l:é(g/1+sinai V1 —sina),

(2)

sinia:ii(;/:+sina; J1—sina).

Dans ces deux formules, les signes supérieurs ou inférieurs,
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hors des parenthéses ou dans les parenthéses, se correspon-
dent; mais dans chacune d’elles le signe hors des parenthéses

est indépendant de celui qui se trouve dans la parenthése.
L Y
. . 1
On trouve ainsi quatre valeurs pour cos—a et quatre pour

1 . 1 .
in—a; et il est rem able que les valeurs de cos— asoient
S 2% arqu qu 2 €

., .1 .
récisément les mémes que celles de sin —a. Pour expliquer
P qu p pliq

ce résultat, soient 4 la valeur donnée de sina, et a un arc dé-
terminé ayant b pour sinus; les valeurs de a étant données par
les formules

a=2kx +a a=(3k-+1)rm — 2,

I R
les valeurs de cos_a et de sin-a sont

1 1 1 ™ 1
cos—a=cos | kx + —a)y cos—a=—cos|kr+———-a]>
2 2 2 2 2

. I . 1 . I . T 1
sin—a—=sin|(ir 4+ —-a)y sin—a=sinlinr+—-——a])-
2 2 2 2 2
Si I’on prend pour k un nombre pair, ces formules deviennent
T 1 1 T T P
COS ~-a —C0O8 —~x, COS—a—COS | —— —a] — SIn — a,

2 2 2 2 2 2
P R . . [ 4 1  §
Sin —a@ —SsIn — &, sin—a—9S8In { — — — =—=CO0S — a;
2 2 2 2 2 2
et, si I'on prend pour k un nombre impair, elles deviennent
1 1 T 1 N
COS—a——C08S—a, COS—a——COS|———a)|=— — sSin—a,
2 2 2 2 2 2
.1 .1 .1 . [ T o1
Sil-a— —8linl—-a, SIN—@=—=—SlN|{—~——& )= —COS— &,
2 2 2 \2 2 , 2
PR . b § . I
d’ou il suit que cos S aetsin 34 ont chacun les quatre va-

1 L
leurs == cos - &, &= sin — a.
2 a

Si l'arc a est dohné, on sait quels sont les signes de sin -;-a
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1 . .
et de cos —a; on sait aussi quelle est celle des deux quan-

tités qui a la plus grande valeur absolue. Cette considération
permet de déterminer dans chaque cas les signes qu'il faut

prendre dans la formule (2) pour avoir les valeurs de cosi- a

o 1
et de sin—a.
2

I .
27. ExprESSION DE tang —a EN FONCTION DE tanga. — Si,
dans la formule

2 tanga
l—tang’a’

l 3 - .
on remplace a par g, il vient

tangz2a =

atangya

tangga — ————2
"8 1 — tang*}a’

d'ou, en faisant

tange = b, tangéa:z,

(3) x’+§x—x=o;
on tire de la
4) z:—%iv%+n

Pour savoir ce que représentent ces deux racines de I’équa-
tion (3), soit « un arc déterminé ayant 4 pour tangente; les
valeurs de @ seront données par la formule

. a=—ikx 4+ a,

et celles de x par la suivante :
—tang (42 +
z=tang |k -+ ).
Sil'on prend pour k un nombre pair 27, cette formule donne

I I
z._tang(nn+;¢) _tang;a:,
Trig. S. 3
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et, si 'on prend pour k un nombre impair 27 + 1, elle donne
r-—=1ta n1r+£+—l-a —ta R+la = cotla-
= tang 2 2% THRM\;T3%) T 2’

Ve . I I
d’ou il suit que x a les deux valeurs tang -« et — cot -,

dont le produit est égal 3 —1.
Si l'arc @ est donné, il est aisé de déterminer quelle est

celle des deux racines de I’équation (3) qui est égale & tang % a,
car on sait d'avance quel est le signe de cette tangente. Sup-

posons, par exemple, qu'on veuille trouver tangg, sachant
que tang% =1; on fera b =1 dans la formule {4), qui don-
L3 e
nera, parce que tang ] est positive,
, tang%. = —1-+ J_ .
28. On peut exprimer tang i a en fonction de sina et de

cosa par une formule qui est d’'un usage fréquent. On a

1 sinta  2sinfacosia 2 sin’ta
2 cosfa ~  a2cos’fta  2sintacosia

’

et, en se servant des formules établies précédemment, on
trouve

ta X sina I — cosa
—_—a= et < .
"85 1+ cosa sina

En remplagant sina par /1 — cos*a, on a encore

tan la_+ 1 — cosa
852== 1+ cosa
a

29. EQUATION DONT DEPEND cOs 3

QUAND COS@ EST DONNE. —
Si, dans la formule

c0s3a = 4 cos*a — 3 cosa,
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a . .
on remplace a par 3» il vient

cosa.—_licos'g — 3cos§a

ou, en posant

a
cosa = b, cosz =1,
3
P —xr—5=o0.
4 4

Cette équation est du troisiéme degré, et I’Algébre apprend
qu'elle a trois racines réelles. On peut démontrer ce fait
comme il suit : « étant un arc déterminé dont le cosinus est &,
les valeurs de a sont données par la formule

a—=2knta,

et les valeurs de x le sont par la suivante :
& —— CO08 24m e
- 3 *T3)°

ou I'on doit donner a & toutes les valeurs entiéres positives,
nulles ou négatives. Or, quel que soit k, on peut écrire

k=3n-+41i
i étant 'un des nombres o, 1 ou 2; on a donc
2T « 2l o
=cos| 2n —— =) = cos e s I
x S( ® -+ 3 3) ( 3) H
mais les arcs

a 4w 2 2T

3 373 373

ont des cosinus qui sont égaux respectivement (n° 9) a ceux
des arcs

«a o a 4m
3 3ty 3T

donc & a les trois valeurs distinctes
cos 5 CO! .2_‘5 Z 0 _4_“'_ + E
30 @8z +g3) coslgt3)

et ne peut en avoir un plus grand nombre.
3.
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a

3 QUAND sina EST DONNE. —

30. EquaTion DONT DEPEND $in
Si, dans la formule

sin3a — 3 sina — 4 sin*a,

a . . .
on met 3 au lieu de a, il vient
o . a .. a
sina — 3 sin- — 4 sin® -
3 —4sin' 3y
et, en posant
. . a
sina=—26, sin—=—ux,

3

on obtient l’équaﬁon
3 )
P — x4 5 =0o0,
4 4
qui se déduit de celle du n° 29 en changeant b en — &.
Pour savoir ce que représentent les trois racines de cette
équation, soit « un arc déterminé ayant b pour sinus; les va-

leurs de a seront données par les formules
a=2kr+a a=(2k+1)x—a,

et celles de x par les suivantes :

— sin 21'1r+5 a2+ @
=S T 3 y Zx=—S8In 3 w 3

Soit k=3n + i,  étant I'un des nombres o, 1, 2; ces for-
mules deviennent

. 2T « . [2in a
a:=sm(2n1r+-——+—) =sm(-,— +-—),

3 3 3 3
z=sin|2nr - 241, = sin 2i+1 i
= 2nr -+ 3 T '3- = 3 1!—3

Mais les arcs
3r &« ® a« b a

373 373 373

ont respectivement (n° 9) les mémes sinus que les arcs

a 27 & 4w &«
¥ 3Ty 3R
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donc x a les trois valeurs distinctes

ingo (3 +3)s wn(§+5),

et ne peut en avoir un plus grand nombre.

3A". EQUA'non DONT DEPEND tangg QUAND tanga EST DONNEE.

—Si, dans la formule
3 tange — tang'a

tang3ae = 1—3tang_’a

?

on remplace a par go on obtient

a a
3 tang 3~ tang® 3
tanga — ’

1— 3 tang? ‘—;
et, en faisant

a
tanga = b, tangg ==,
il vient
b— 3r—2

. ~1=3z'

ou
z—3bx’—3x+b=—o0.

On voit que le probléme dépend d’une équation du troisiéme
degré. Pour savoir ce que représentent les racines de cette
équation, soit  un arc déterminé ayant & pour tangente; les
valeurs de @ seront données par la formule

a=kr+a,

et celles de x par la formule

kx  a
z=tang(T+-§)o ‘

Posons k=3n--i, i étant I'un des nombres o, 1 ou 2; la
formule précédente devient

i « in a
z=ung(mr+-§ +'§) =tang(-§-+ 3)’

e e ot o—_ 0 S W—— = = "
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d’ou il suit que x a les trois valeurs

g3, g (5+3) wog(3F+3);

et n’en a pas davantage.
Sila valeur donnée de & est infinie, I'équation en x se ré-
duit a I'équation du second degré

3xr*—~1=o0,
. . . 1 1
qui n’a que deux racines, savoir + — et — —-. D’un autre
v3 V3
’ — T . . ’ .
c0té, comme & = ~, les expressions des racines de 1'équation
en x sont
T ane’, 5z
tangzs tango, tang-=;
d’ou il suit que, pour & = « , 'une des racines de cette équa-
tion devient infinie, et que les deux autres se réduisent a
x 5
tang - et tang ?’r On a donc
tang ™ — 5 1
nge = ,/3’ ung e+
. .1 . . a a a
32. En général, sil'on veut obtenir sin—» €os — ou tang —,

connaissant sina, cosa, tanga, on commencera par former
Péquation qui donne sinma, cosma ou tangma en fonction

. . a ..
de sina, de cosa ou de tanga; puis, en mettant — au lieu de
m

a, on aura I’équation dont dépend I'inconnue que I'on cherche.
Cette équation sera, suivant les cas, du degré m ou du degré
am. Nous donnerons dans le Chapitre V tous les développe-
ments que comporte cette importante question ; mais il con-
vient de remarquer, dés a présent, que la détermination de

.. a a m .
sin —» de cos — — 5 4
—» de cos — ou de tang — ne dépend que des équations du
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second degré, si m est une puissance de 2; car, aprés avoir
« 1 I 1 . .
trouvé sin-a, cosa et tang~a en fonction de sina, de

cosa ou de tanga, on pourra, de la méme maniére, trouver
a a

t tang 2, sin = t tang &
43 mg4’51 8,00383 ngs’ .

a

4

sin—, cos

Détermination des lignes trigonométriques

de certains arcs.
L ]

33. On peut calculer les lignes trigonométriques d’une infi-
nité d’arcs compris entre o et 2, par de‘simples extractions
de racines carrées.

i nr .
Des ARCS COMPRIS DANS LA FORMULE = Si I'on part de

l'are ;: on aura, par la méthode des n® 25 et 26, les sinus et

les cosinus des arcs

et l'on pourra en conclure ensuite les sinus et les cosinus de
leurs multiples.
On obtient de cette maniére

cos = =%, sin£=@’
cos ¥ = V2Hy2 in ¥ — Y2a—V2
8 2 8 2
= \/2+V2+\/; . \/2—\/2+-\/;
cos—=4_" YTV g ¥ Y~ " ¥7,
16 2 16 2

eccecsec v R R R N I LR BRI AT A R AR AP PP 9

formule dont la loi est évidente. Ainsi, quels que soient les
entiers m et n, on pourra calculer par de simples extractions

. , . . nr
de racines carrées le sinus et le cosinus de l'arc 5= b par

suite, aussi les autres lignes trigonométriques de cet arc.
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ne . : ®
34. Des ARCS COMPRIS DANS LA FORMUL T Les arcs 3

et ? ont le méime sinus, puisqu’ils sont supplémentaires; on

a donc
sins —sin2 ~ = 2 sin = COS =
3= 3723 T®
et, par suite,
1=2coss;
. - 3’
on tire de la
® 1 0¥ \/
008-3- = ;, 3
® 1 2
ou, comme 3 est le complément de i
cos & = ﬁ, sins — 1.
2 6

En partant de I'arc %, ou obtiendra, par la méthode des

n® 25 et 26, le sinus et le cosinus des arcs

on trouvera, par exemple, par les formules du n® 23,

s V23 L Va3
12 2 12 2

et, par les formules du n° 26,
con =3 (5 +B), s = 1 (B —ya).

On voit que I'on pourra calculer par des extractions de racines

—s quels que

carrées les lignes trigonométriques de larc

‘soient les entiers m et n.
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nx
35. Des ARcs cOMPRIS DANS LA FORMULE m—+ — On a

5.2
zsinf-cos'—'—sing
55— "5
asingﬁcosg—f—sinf‘”—sin:
5 5575

et, en multipliant ces deux formules, il vient

LY.
= COS— =1;

§ cos g cos

mais le premier membre de cette équation est égal au double

de cosg +cos3?' ou de cos-’sE —-oos,'5—”; on a donc

808 % — cos o = 14
5 5 2’
en élevant cette équation au carré et I'ajoutant ensuite avec
la précédente, il vient

5 5
don
e ar 5
sy HosE =3

Connaissant ainsi la somme et la différence des cosinus des

al‘cs’—5t et 353, on a immédiatement les valeurs de ces cosinus,
savoir :
= ., 3r 1+ 5
CO8S - —Ssin— — 1
5 10 4
2 . — 1445
s msin T = 1+,
5 10 4
‘ 2 .
Des valeurs de cos ~ et de cos > on passe tout de suite a celles

5 5
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de sinz 5 et de sin 2% 5 ; on obtient ainsi .

smg =cos%a-":%s/lo-—u/§, |

. 2 1 =
sm%:cos-liozz\/lo+a\/5.

En partant de l'arc -l-";, on obtiendra par les méthodes des
n* 25 et 28 les sinus et les cosinus des arcs
®
2’ 7o
en sorte qu'on peut obtenir par des racines carrées les lignes
trigonométriques de 'arc 3’% quels que soient les entiers
met n.

nr
36. DEs ARCS COMPRIS DANS LA FORMULE 3E 5 Ona

[ 4 _ﬂ' T
576 10
par suite
§in — = sin & COS —— — COS & sin =,
15 6 10 6" 10

6

. . ®
et, en remplagant les sinus et les cosinus des arcs

et — par
. 6% 1P
leurs valeurs trouvées plus haut, il vient

“ ® T . T . T
€08 —: = COS— COS — -} Sin = 8in —»
15 6 10 1

~ I

cos —x = § V|o+n\/§—g(—l+;/3),
cos-l—f,-,:f—VIO+2\/ + g (—l+f

d’ot1 il suit encore qu’on pourra calculer les lignes trigonomé-
triques de I'arc

n . . .
3 5"2,_ par de simples extractions de racines
carrées, et cela quels que soient les entiers m et n
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37. Nous compléterons ce qui précéde en construisant ici
" laTable des sinus et des cosinus des multiples-de I'arc -230--
Nous partirons des formules

8 —14y5
sin — = cos — = —
20 4
sin — = Co %—%Vlo-i-ﬁﬁ.
smé— ::cos-i—:_—_-%\ho—-a\/g,
sms—-—— éf_=1+\/5,
2 20 4

3 » . ® rn
données an numeéro précédent. On aura sin — et cos Y

.. 3n 3x . . an 6=
sin— et cos — en faisant successivement @ =— — et @ = —
20 20 20 20

dans les formules

R | 1 n 1 T
sin—a—=-— {1 +sma ——y1—Ssina
2 2’/ a’/ !

1 1 - 1 )
COS—a=——\1-4sna -+ — y1—sna; .
2 2“ 2~l '

on trouve

” =
sm;;—-cos ::-\/3 V5—4\/5-—v

in2® —cos - =1 Y5 —us
snnzo_coszo_4\/3+;/§+4\[5 V5,

et

. 3 _

sm;;_cos—-_.—‘/5 __J3

sin%_—_co-— s/3+;/'+ s/3—\/5
enfin on a

sin — = cos — —
20 20

5x 52 2
=
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Donc on a, en résumé,

sin-:—o-=00 L. V3+f ZJ5-—-J5

sin%%:coszz ;;-( I+f)
sin%:cosl—:zi-\/ +V5__\/3_
smiig:ws‘j—;’:%m«?.
oy = e = 1A

sin 3% = oos 4 = 2 (1.4 1B),

sin 2% = cos 3% — FV5+VB +3V3— 4B,

sin-g—:-=co 2 _ 4\/10+2\/
sin2E —cos = = —\/3+;/5 +1V5—\/§.
20 20 4 4
A T'aide de ces formules, on peut calculer les sinus et les
cosinus des multiples de I'arc -:—o- avec une approximation aussi

grande que I’on veut.

38. 11 est tout aussi aisé de former la Table des sinus et des

cosinus des multiples de I'arc 6—"5 Neuf de ces arcs sont les

multiples de ;"6 et, par suite, leurs sinus et leurs cosinus con-
stituent la Table que nous venons d’écrire; on trouve encore
parmi les multiples de & les arcs % et —:—'; ainsi que leurs com-
pléments; nous avons obtenu au n° 34 les sinus et les cosinus

de ces arcs. Les seize autres multiples de % comprennent
huit multiples de 3—’:)-, savoir:

x 2w 4® =x

3’ 30’ 3 30’
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et leurs compléments, puis enfin les arcs

x nx  IIT 13

60’ 60’ 60’ 6o

et leurs cox r immédiatement les
sinus et les au moyen de la Table
construite p t le procédé que nous
avons déja « %; il suffit effective-
ment pour ¢ es identiques

® T 6‘" © T™ ©

303 2 6 20 3
o 8r =« VEd
30 20 3° 60 20 3
Ix
60

" 3r

fr _ = 4~ —

30 3 20 3 T 2’
SR = o 13x 1w w,
30 3 200 60 20 3’

on trouve ainsi

. 1 o
sin — =ms%=-§;/3\/xo—2\/§—%(l+;/§),

3o
sin 37 =cos 5 = g Vio+ 2yE — g VB(—1+B),
sin 47 = con X = 2 V3(1-+VB) — g Vio— 2B,
i35 = cos 2% = g VB0 + 2B — g (—1+B)
sin 3% —cos 1 = X\i0+ 245 + 5V3(—1+B),
o3 % = cos 4% = 5 (14 VB) 4 1VBVio— 35,
sin‘g—o"zcos ;——: =éﬁm5+§(—l+ﬁ);

sin—l-4—"=cos é% =A%VI0—2¢§+%\/§(I+¢E).

3o
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(VT VB — LBV VE,
san-gg= LB VE VB (VB VB,

II

Ié—o’::co -1-9—E=é 5+ § (VB—1)V5 + 5,

13 . :
smla.-—?rzoos%.;:a 5-—— _' \/5—[

sin = os g =3 n%m—om,
sin 9% = cos T = £ (VB+1)V5 +yB — 5 (V3—1)V3— 5

sin 25T — cos 1% — L (VB +1)y3 +yB +5(VB—1)V5— VB
sin 2T = cos &= =(VI+1)V5+y5+5 (VE—1)V3— V5.

39. D’aprés la définition du n° 5, le sinus d’un arc compris
entre o et 7 est égal 4 la moitié de la corde qui sous-tend un

arc double. En particulier, le sinus de I'arc ; est la moitié du

¢6té du polygone régulier de 7 cdtés inscrit dans le cercle dont
le rayon est I'unité. Il s’ensuit (n° 33 et suiv.) que les cotés
du carré, de I'hexagone régulier, du triangle équilatéral, du
décagone régulier et du pentagone régulier inscrits, ont res-
pectivement pour valeurs

R L

pareillement les cotés des polygones réguliers inscrits de 15 et
de 30 cotés ont pour valeurs

%\/10+2;f5—-%\/§(-—‘1+\/§),
7V3Vio—2y5— 7 (1+yB).
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On retrouve ainsi les propositions connues de 1a Géométrie
relatives au carré et i 'hexagone régulier. Si le rayon du
cercle est représenté par R et que I'on désigne par D et P
les cotés du décagone et du pentagone réguliers inscrits, les
formules

D __ +\/§’ P_Vio—ay5
R 2

-1 -

R 2
donneront

H 2
D'+ R =P, (D—i—%) =m+(%> .

La premiére de ces formules exprime que le carré du
coté du pentagone régulier inscrit dans un cercle est égal
au carré du cété du décagone régulier inscrit augmenté du
carré du rayon.

La seconde formule montre que, pour obtenir le cété du
décagone régulier inscrit dans un cercle, il suffit de construire
un triangle rectangle dans lequel les cotés de U angle droit
soient égaux, l'un au rayon du cercle, l'autre & la moitié de
cerayon, et de prendre ensuite I’ excés de U hypoténuse de ce
triangle rectangle sur le plus petit cété. La méme formule
peut s’écrire

et elle exprime alors que D est la moyenne proportionnelle
entre R et R — D, c’est-a-dire que le coté du décagone régu-
lier inscrit dans un cercle est égal & la plus grande partie du
rayon divisé en moyenne et extréme raison.

Les formules établies aux n® 33 et suivants conduisent ainsi
naturellement aux constructions que 1’on emploie en Géomé-
trie pour inscrire dans un cercle un hexagone régulier et un
décagone régulier; I'inscription du triangle équilatéral et du
pentagone régulier s’ensuit évidemment. Quant i celle des
polygones réguliers de 15 et de 30 cotés, elle peut s’en déduire
aussi trés-aisément ; I'arc sous-tendu par le c6té du polygone
régulier inscrit de 15 cdtés est effectivement égal a la diffé-
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rence des arcs sous-tendus par les cotés d¢ 'hexagone régulier
et du décagone régulier, ainsi que nous en avons déja fait la
remarque. !

Remarque sur les relations entre diverses lignes
trigonométriques.

40. Les formules relatives a ’addition des arcs et toutes
celles que nous en avons déduites ont lieu quels que soient
les arcs que 'on considére : ce sont, en conséquence, de véri—
tables identités. En outre, ces formules permettent de faire
subir diverses transformations aux expressions qui dépendent
de plusieurs lignes trigonométriques, et de la résulte la pos-
sibilité de former autant de relations identiques que I'on !
voudra. ‘

Par exemple, nous avons trouvé au n° 35

T 27 1
COS — — COS = —

5 5T 2
ou
.om . 3%
I 28— —— 28N —)
10 10
et, en multipliant par cosa, il vient 3
.o . 3w
cosa -~ 2 8l — cosa = 2 Sin— cosa, i
10 10
formule identique qu’on peut écrire comme il suit :
. ™ . ™ . kg
sm(— —a) -+ sin (———a) -+ sin (— +a)
2 10 10
. (31r ) . (31r )
=sin|— —a) +sin(— +a).
I0 10

Considérons en deuxiéme lieu I'expression

(1)

. . . a b ¢
sinag 4+ sind + sinc — 4 cos 5 CoS - cos—s

dans laquelle a, b, ¢ désignent des arcs quelconques. Le dernier
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terme est égal a
a b—c b+c
— 2c08 - | cos - CcoS )
2 2
oua
a+b—c a—b-+c
— 0§ —————— — 0§ —
2 2

—a+b-tec a-+-b--c
S ———————— — CO§ —————— }
2 2

I'expression proposée peut s’écrire, en conséquence, de la ma-
niére suivante :

. . bt+c—a—rx . . a+c—b—=x
sma—i—sm—T -+ smb+sm-——-—2——

a+btc—nm

. . a+b—c—n=m .
<+ |{sme—+4-siB —— 5“1-"_‘2—‘—7

transformant ensuite en produits les sommes contenues

dans chaque parenthése, et remplacant le dernicr terme par

a+b t+c—m a+b+c—rn

asin i cos i » on obtient cette for-

mule

. . . a b c
sina 4+ sind + sinc — 4cos 5085 008 ~

(1)) —a2sin a+b+c—r 3a—b—cam cos 3b—c—a-+=n
= A i §
3c—a—b-+n atb-+e—n
‘ —-cos A —+cos Z ’

qui a lieu identiquement, quels que soient les arcs a, &, c. On
voit que si ces arcs satisfont & la relation

a+b+c=(fn+1)x,

dans laquelle 7 désigne un nombre entier positif, nul ou né-
gatif, on a

. a b c
(3) sina+sinb+smc—-4cos;cos;cos;=o.

4. Pour reconnaitre si une équation algébrique donnée
Trig. S. 4
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entre diverses lignes trigonométriques est identique, le moyen
le plus général consiste & préparer cette relation de maniére
que P'un des arcs indéterminés qu’elle renferme n’y figure que
dans les puissances d’une méme ligne trigonométrique. Sil'on
ordonne ensuite par rapport i la ligne trigonométrique dont il
s’agit, les coefficients des diverses puissances de cette ligne
devront étre nuls, et, én les égalant a zéro, on obtiendra plu-
sieurs relations qui seront identiques et qui contiendront une
indéterminée de moins que la proposée. On pourra opérer de
la méme maniére sur ces derniéres relations, et, en continuant
ainsi, on obtiendra des relations dont I’identité sera évidente
si la proposée est elle-méme identique; mais dans la plupart
des cas on arrive facilement a mettre en évidence I'identité des
formules qu’on a occasion de considérer, en faisant convena-
blement usage des formules fondamentales que nous avons
établies. Ainsi I’'on vérifie immédiatement ’identité de la for-
mule (2) en transformant en sommes les produits contenus
dans chacun des deux membres. Quant i la formule (1), on la
vérifie tout de suite en développant chacun des sinus qu’elle
renferme.

42. Si une équation entre diverses lignes trigonométriques
n’est pas identique, mais qu’elle soit satisfaite en établissant un
certain nombre de relations entre les arcs qui y figurent, on
pourra éliminer un méme nombre d’arcs, et I'on obtiendra une
équation résultante qui devra étre identique. Par exemple, la
relation (3) n’est pas identique, mais elle est satisfaite si les
arcs a, b, ¢ sont assujettis a la relation

(4) a+b+c=(fn+1)n,

ou 7 désigne un nombre entier. Pour vérifier ce fait, il suffira
de remplacer ¢ par (47 + 1) — a — b et de constater I'iden-
tité de la relation résultante

. . . a b . a+b
sma+smb+sm(a+b)-—4cos;cos;sm 5 =0

I'identité devient manifeste en écrivant cette relation comme
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il suit :

. a+b( a—b a-+b a b)
281 cos -+ cos — 2€08 — COS — | = 0.
2 2 . 2 2 2

On voit que la relation (3) est une conséquence de la rela-
tion (4), mais elle est beaucoup plus générale que celle-ci; car,
d’aprés la formule (2), elle est vérifiée, non-seulement par les
valeurs de a, b, ¢ qui.satisfont & 1’équation (4), mais encore
par celles qui satisfont  la relation

3a—b—c—!—1r+ms3b——c—-a+1t
3 7
3c—a—b4+=xn a+bt+c—n
+ cos i cos i —o.

Ce n’est que dans des cas fort rares qu'une équation algé-
brique entre des lignes trigonométriques de plusieurs arcs
peut étre remplacée par une ou plusieurs relations algébriques
entre les arcs eux-mémes. En terminant ce Chapitre, nous
donnerons un exemple dans lequel cette circonstance se pré-
sente.

Considérons la relation

.a . b, ¢
cosa+oosb+cosc:|+4sm;sm—sm-—;
2 2

a+b a—b

si 'on remplace cosa -+ cosb par 2cos cos ——= ou

28 o b < 2@ . ,b s g€
2¢c08* ~cos’ - — asin® _sin’ ~, et cosc par 1 — 2sin® —, la re-

lation proposée devient

. € . a . b\? a b
sin — - Sin — 8in — } — cos? — cos? — — 0,
2 2 2 2 2

ou !
. C a—b . c a-+b
sin — -~ cos Sin — — COS +w——— ) == 0,
2 2 2 2
ou enfin
.a+b+c—n ., —a+btc+nrn
sin sin
i 4
. @—bdc—m . a4 b—
> s 2— "sm + 4c+1t=0’

4
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et, pour que cette relation ait lieu, il faut et il suffit que I'un
quelconque des quatre arcs

at+tb4+c—n=n —at+b+c—n
’ ’
4 4
a—b+c+m a+b—c+nr
9
A §

soit égal a un multiple n % de la demi-circonférence. La rela-
tion proposée équivaut donc au systéme des quatre relations

a+b—+c=(4n-+1)n, —a+b+c;:(4n—|)1r,
a—b+c=(fn—1)m, a+b—c=(fn—1)m

QUESTIONS PROPOSEES.

I. Si I'on représente par S, la somme des tangentes de m arcs a, 6,
¢ ..., k, par S, la somme des produits deux & deux de ces mémes tan-
gentes, par S, la somme de leurs produits trois & trois, etc., enfin par S,
le produit de toutes les tangentes, on a la formule générale

tang(a+b+c—+...+ k)=

on demande d’établir cette formule et d’en conclure I'expression de lang ma
en fonction de tanga.

II. Les mémes choses étant posées que dans la queslion précédente,
ona
sin(@+b-+c+...+k)=(S,—S,+8S,—...)cosa.cosbd...cosk,
cos(@a+b-+c+...~k)=(1—8,+8,—...)cosa.cosb...cosk;

on propose d’établir ces formules et d’en conclure les expressions de
sinma et de cosma en fonction de sina et de cosa.

III. Former Péquation dont dépend cosg quand cosa est donné et celle

dont dépend sing .quand sina est donné. Résoudre ces deux équations

) T T T T
dans les cas ol @ a I'une des valeurs o, , 2308 13 et trouver

dans chacun de ces cas la signification des racines.

IV. La circonférence d’un cercle étant partagée en r parties égales, si
des points de division on abaisse des perpendiculaires sur un diamétre
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quelconque, la somme des perpendiculalres situées d’un cdté du diamétre
sera égale 4 la somme des perpendiculaires situées de I'autre coté.

V. Calculer les ctés des polygones réguliers de 3, 6, 5, 10, 15, 20,
30 cOtés circonscrits au cercle dont le rayon est égal & I'unité.

_ VL. Trouver la relation algébrique entre les arcs a, b, ¢ susceptibles
de satisfaire 4 'une des deux relations

tanga + tangd + tangc — tanga tangd tangc,
cos’a + c0s’b + cos*’c + 2cosa cosbcosc = 1.
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.

CHAPITRE IL -
DES TAB'LES TRIGONOMETRIQUES.

Propositions préliminaires.

43. Pour faire usage’des fonctions circulaires, il faut qu’on
puisse calculer les valeurs des lignes trigonométriques d’un
arc quelconque donné, et réciproquement trouver la valeur
d'un arc quand on connait l'une dé ses lignes trigonométri-
ques. Pour arriver i ce but, il est indispensable d’avoir une
Table qui fasse connaitre les valeurs des lignes trigonométri-
ques correspondant 4 des valeurs successives de I'arc com-

. T . .
prises entre o et_, et dont lintervalle soit suffisamment

petit. Nous allons indiquer par quels procédés on peut con-
struire une pareille Table; on verra ensuite comment, par le
moyen de cette Table, on peut trouver les lignes trigonomé-
triques d’un arc quelconque donné, et réciproquement trouver
le plus petit arc positif correspondant a une ligne trigonomsé-
trique donnée. Mais nous devons d’abord établir quelques
propositions préliminaires indispensables pour l'objet que
nous avons en. vue. ‘

44. Tutoreme I. — Tout arc compris entre o et Z-est plus

grand que son sinus et moindre que sa tangente.

Fig. 7.

Soient ( fig.7) AM = x un arc compris entre 0 et E, MP le
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sinus et AT la tangente de cet arc. Prolongeons MP jusqu’a
sa rencontre en N avec la circonférence, et menons la tan-

. gente TI; on aura

arcMAN>MN et arcAMI < AT 4+ TI.

Or I’arc x est la moitié de MAN ou de AMI, sin.r est la moitié
de MN, et tangx est égale a chacune des lignes AT et TI; on

adonc :
x>sinz et z<tangaz.

. , r, sinz
CorovrrLatre. — Si l'arc x décrott de 549 le rapport —

s'approche indéfiniment de I’ unité.

: sin x .
En effet, & cause de tangx = o’ o peut écrire
xr

Sln .1:
sinx x —_—
< < COSI
ou, en divisant par sinx,
1< — <L

sinx COS.‘L‘

Il suit de la que le rapport I est compris entre l'unité et
sinex

. 1 « e o 2
la fraction oz dont la limite est 'unité pourx =o0; on a
done
sinz

. x
Iim — =1 ou lim—— =—1.
sin x

45. Tutorime II. — L’excés d’un arc compris entre o et
T . .
5 sur son sinus est moindre que le quart et méme que le
sixiéme du cube de l'arc.

Pour démontrer que la différence dont il s’agit est infé-
rieure au quart du cube de I'arc, il suffit de considérer I'iné-
galité

x x
ang >3
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. - z . L2\
. ¢tablieaun® 44; enla multipliant par 2 cos* =2 <l — sin? ;) ’

~

_ on obtient

. e 4 . .' x
snnz>x—xsm’; ou .z-—sm.t<.tsm’;;

. ST N P
mais sin = est inférieur a = et, par conséquent, sin* - est infé-
2 2 2
‘z!

4

rieur 2 —; on a donc, a plus forte raison,

. xs
x — sinx <

4

46. Pour démontrer que la différence x — sinx est infé-

rieure A ‘%:, on peut employer divers procédés; le plus simple

consiste 4 prendre pour point de départ la formule

sin3z = 3sinx — 4sin’r,

’ - . ‘ 1 x
établie au n® 22; en y remplagant x successivement par 30

z d bti
'3—27"" :.,’—”, on obtient , .

x x
3sin = —sinxr=—4{sin’*,
3 4 3

. x . X ..
Z _sins — fsin* =
3sin 3 —sing = 4sin 3
. T . £ . xr
3 — — — 3 -
3sin 37— S0 g = 4 sin’ 3

en ajoutant ces égalités, aprés les avoir multipliées respecti-
vement par 1, 3, 3%,..., 3", il vient -
. X . 4 R 4 .
.3'5“1 '3—,. —Sll’l.l‘=4 (smag +351ﬂ"3—’ 4. ..+ 3 3;)
ou
.
sin —
n
Z.

. W T e . X ., x
— sinz == § (sm’ 5+ 3sind oo+, .+3"“sm’§.)-

x 3 3
) S
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xr

3 tend

Si le nombre entier n augmente indéfiniment, I’arc

vers zéro et le rapport tend vers 'unité; le premier

xz
(3
membre de I'égalité précédente a donc pour limite la diffé-
rence X — sinx, et par conséquent le deuxiéme membre tend
lui-méme vers cette limite. Mais, comme le sinus est inférieur
al'arc, la limite du deuxiéme membre de notre égalité est in-
férieure a celle vers laquelle converge la’ progression géomé-
trique

z» r x|

4 §;+§; +§;+...+'3m H

o o x3 ,
cette derniére limite est égale & 5t 1 on a, en conséquence,
. a
x — sinz < I

47. Les théorémes qui précédent fournisseut ainsi deux li-

. . x* <.
mites, savoir x et £ — = entre lesquelles est compris sinx.

On peut en déduire facilement deux limites entre lesquelles
se trouve compris cos.x; on a, en effet,

< -
COSx — 1 — 28In% —y
2

.z . r x x3 ,
et, comme sin — est compris entre - et = — ——=, on a d’abord
2 2 2 48
: x?
cosx >1 — 2’
puis
x .'l" 2 _’_J .z-‘ 13 2
cosx <1—2l=-— ou 1——+ = —2(-
< (2 4 ) < 2 24 (48) ’
et, i plus forte raison, '
' x?  at
cosz <<t — — + —.
< a 24
. . . ax? x? xt
Ainsi cosx est compris entre 1 — — et 1 — — + —+
2 2 2
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Division de la circonférence.

48. Jusqu'ici nous avons exprimé les arcs par leurs rap-
ports au rayon; mais, dans les applications de la théorie des
fonctions circulaires, il est beaucoup plus commode de les
rapporter & la circonférence. A cet effet, on est convenu de
partager la circonférence entiére du cercle en 360 parties
égales, auxquelles on a donné le nom de degrés, en sorte que la
demi-circonférence renferme 180 degrés, et le quadrant go de-
grés. Chaque degré se subdivise en 6o minutes, et chaque mi-
nute en 6o secondes. Les degrés, minutes et secondes se re-
présentent par °,’, 7; les arcs moindres que 1” s’évaluent en
fraction décimale de la seconde. Ainsi un arc contenant 23 de-
grés 27 minutes 31 secondes et 8 dixiémes de seconde sera
représenté par

‘ 23°27'31”,8.

Si I’on désigne par x la longueur d'un arc, par N le nombre

des degrés contenus dans cet arc, on a 1’égalité 4

qui fera connaitre I'un des nombres x ou N quand I'autre sera
connu. La seconde étant prise pour unité, si I'on demande le
nombre x’ des secondes contenues dans 1'arc x, on se servira

de la formule
x x

1 —_——
(A ) = 648000
Veut-on, par exemple, avoir le nombre des secondes conte-
nues dans I’arc égal & 1, on aura
648000

n

x =
la valeur de = est
= = 3,1415926535 89793 23846. . . ,

et, en poussant le calcul jusqu’aux milliémes de seconde, on

trouve
' = 206264",806 = 57°17' 44",806.
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Construction d’une Table de sinus et de cosinus.

49. Pour avoir les lignes trigonométriques d'un arc quel-
conque, il suffit de connaitre celles des arcs compris entre o et
go degrés. On peut méme se borner aux arcs compris entre o
et 45 degrés, car deux arcs complémentaires, tels que 45° + x
et 45° — x, ont les mémes lignes trigonométriques. En outre,
si les sinus et les cosinus sont connus pour tous les arcs com-
pris entre o et 45 degrés, les quatre autres lignes trigonomé-
triques pourront étre déterminées au moyen de relations que
nous avons établies au n° 11.

Cela posé, nous allons montrer comment on peut construire
une Table des sinus et des cosinus de tous les arcs de 10 en

10 secondes, depuis o jusqu’'a 45 degrés. ,

SiNus ET cosiNus DE L'ARc DE 10 seconpes. — Désignons
par ¢ la longueur de I’arc de 10 secondes; on aura (n° 48)

107 n
s = M = 6780—0’
et I'on trouve, en effectuant la division,
s = 0,000048481368110. ...
On a ensuite (n° 43)

. . &
sine<s et sine>e¢— —;

dailleurs
P
I << 0,00000 00000 00021 ;

on a donc

sin 10” < 0,00004 8481368110,
sin 10” >> 0, 00004 84813 68089.
Ces deux limites de sin 10” ont les douze premiéres décimales

communes, et I’on voit qu'on a, 4 moins d’une demi-unité du
treiziéme ordre décimal,

~

sin 10” == 0,00004 84813 681.
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Calculons maintenant cos 10”; on a (47)

g? I Il
cosc>1—; et cos:<l—;+az,
comme ¢ est < 0,00005 ou < 2—11-0—‘, on a
s 1 .1
24<384.10"<3.l0""

. . . ? , o .
d’ou il suit que 1— 3 est une valeur de cos¢ approchée & moins

d’une demi-unité du dix-huitiéme ordre décimal. Eu se bor-
nant aux treize premiéres décimales, on trouve

cos 10” = 0,99999 99988 248.

80. SiNus ET COSINUS DES ARCS DE 10 EN I0 SECONDES, DE-
PUIS O JUSQU’A 45 pEGRES. — Si, dans les formules

sin(a + b) + sin(a — b) = acosbsina,
cos(a + b)—+cos(a — b) — 2cosbcosa,

on pose a = (m —1) b, il vient

sinmb -= 2 cos b sin (m — 1) b — sin(m — 2) 5,

(1)

cosmb = 2 cosb sin(m — 1) b — cos(m — 2)b.

En prenant 5 =10 et en faisant m = 2, ces formules
donneront les valeurs de sin20” et de cos20”. Et générale-
ment, quand on connaitra les sinus et les cosinus de deux
multiples consécutifs de I'arc & = 10”, les formules (1) feront
connaitre le sinus et le cosinus du multiple suivant. Mais on
peut abréger les calculs en opérant comme il suit : le multi-
plicateur constant 2cosio” differe peu de deux unités; en
posant

2cos10”" =2 — &,

ona
4 = 0,00000 00023 504,
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“et les formules (1) deviennent

[sin mb — sin (m— 1) §] = [sin (m—1) b— sin (m — 2)8]— ksin (m — 1) 5,
[cos mb — eos(m —1)b]=[cos(m — 1) b—cos(m —2) 6] — k cos(m — 1) &.

(2) 1

Ces formules (2) serviront a calculer les différences

(3) s sin mb — sin(m — 1) b,

| cosmb — cos(m —1) b,
au moyen des différences précédentes,

4) sin(m -—1)b —sin(m — 2)b,

cos(m — 1)b —cos(m — 2)b,

qu'on a préalablement calculées, ainsi que sin(m—1) et
cos (m—1)b. Ajoutant ensuite respectivement aux diffé-
rences (3)les valeurs connuesdesin (m —1) b etde cos(m—1)b,
on aura sinmb et cosmb.

Les différences (3) se déduisent facilement des différences
calculées (4); il suffit, en effet, pour cela, de retrancher res-
pectivement de celles-ci les produits ksin(m —1)& et
kcos(m—1)b dont I'un des facteurs est constant, et ces
produits se calculeront assez rapidement, sil’on a eu soin de
former une Table des produits de & par les neuf premiers
nombres.

51. Quelque pénibles que soient les calculs dont nous ve-
nons d’indiquer la marche, on congoit maintenant la possibi-
lité de former la Table des sinus et des cosinus de tous les arcs
de 10 en 10 sefondes depuis o jusqu’'a 45 degrés. Il y a lieu,
toutefois, de rechercher quelle sera sur les divers sinus et co-
sinus calculés 'influence des erreurs qui ne peuvent manquer
de s’accumuler dans le courant des opérations. Nous sommes
partis des valeurs de sin10” et de cos 10” calculées 4 une demi-
unité prés du treiziéme ordre décimal; nous supposerons que
dans tous les calculs subséquents on conserve un nombre p
de décimales; on verra quelle valeur il faut donner & i pour
obtenir I'approximation que I'on désire. Nous désignerons
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généralement par «,, la valeur approchée de sinm.10” ou de
cosm.10" calculée comme on va I'expliquer avec p décimales,

et par a,, -+ ¢, la valeur exacte; aumoyen de cette notation, on
peut écrire comme il suit 'une quelconque des équations (1),

Ap —+ 8m = (2 -_ l')(“n—l -+ “-—l) —_ (¢Q—1+ ‘n—-n)'

Les valeurs a,,_, et a,_, ayant été calculées avec n décimales,
on calculera le produit (2 — k) «,._, aussi avec u décimales et
P’on retranchera «,_, de ce produit approché; la différence
sera «,,. On a donc

a,.=(2— k)a._n — &3 — &my

en désignant par ¢, 1'erreur positive ou négative que I'on com-
met en substituant & (2 — k) «,,_, la valeur approchée de ce

roduit & — prés. Des deux équations précédentes on déduit
P Tor P q P

& — (2_")‘m—l'—‘n—s+ [

mais la quantité ke,_, est trés-petite par rapport i 2¢,.; et
I'on peut la fondre dans {, sans que la limite supérieure de
cette derniére quantité soit altérée d’'une maniére sensible;
ainsi nous pouvons écrire simplement

8 = 26—y — Ep—3 + &m,
ou
6n— Em—t = Om—1 — Em—2 + &m-

Faisant successivement m = 2, 3,...,m, et remarquant que
¢, est nul, puisque aucune erreur n’est commise sur sino et
sur coso, il vient

(¢ — &) =48 + 8,
(‘s’— ‘2)=(‘1—‘|) -+ &,
(e -—'l;)=(£_‘—t,) “+ &

I N N I I e v e s Y

(‘u - 'u—u) = (‘n-—l — tn3) + Gae
Ajoutant toutes ces égalités, il vient

b — Sy =8 + Lo+ G5+, . Cas

~
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chacune des quantités {,, {;,. .. est moindre en valeur abso-
1 . o

lue que > et il en est de méme de leur moyenne arithmé-

tique; en desngnant par §,, cette moyenne arxthmethue, Péqua-
tion précédente devient

‘n — g =8 + (m'— l)oll;
si 'on donne & m les valeurs successives 2, 3,..., m, il vient

8 —eg ==¢ + 0,
& — &, —¢ + 20,;,
g — &= ¢, + 36,,

b — Cay =8 —+ (M — )04,

et, en ajoutant,

em=me 0, 420, +30,+...4(m—1)6p

chacune des quantités 6,, 0.,. .. est momdre que ov’ Qail-
leurs la somme 1 42 +3 . . . + (m—1)est égale & m(”;—r);

donc on a, en faisant abstraction du signe de ¢,

< m(m—t)'

2. lo" 2.10*

Cherchons, d’aprés cela, quelle peut étre I’erreur commise
sur le sinus et le cosinus de I’arc de 45 degrés dont le calcul
termine la série des opérations. L’arc de 45 degrés contenant
16200 fois I'arc de 10 secondes, faisons m = 16200 : I'inégalité
précédente devient

! c,am<'6200 16200 < 16199

2.10% 2 XX 10*

et’on aura, a plus forte raison
) b

1,5

09— l

€16300 <
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Si I'on prend p:== 17, la seconde fraction devient égale a %’gq

etl'on a .
2.5 1T
S16200 < o ou < - -——;

) 410,
ainsi ’erreur commise sur sin 45° ou sur cos 45° sera moindre
que le'quart d’une unité du huitiéme ordre décimal.

Il résulte de ces développements qu’en partant des valeurs
.de sin10” et de cos10” obtenues & une demi-unité prés du
treiziéme ordre décimal, et en calculant avec 17 décimales les
sinus et les cosinus des arcs suivants, on pourra certainement
compter sur 8 décimales exactes jusqu’a 1’entiére terminaison

de la Table.

82. Mais quand il s’agit d’exécuter tant de calculs, il est in-
dispensable de soumettre les résultats obtenus a des vérifica-
tions fréquentes. Aussi, avant de commencer les opérations,
doit-on calculer directement les sinus et les cosinus d’'un cer-
tain nombre d’arcs, afin d’avoir plus tard des termes de com-
paraison en nombre suffisant; par exemple, nous avons donné
(n° 37 et 38) les expressions des sinus et des cosinus des

multiples de 6:5’ c’est-a-dire des arcs de 3 en 3 degrés; il sera

convenable de calculer ces sinus et ces cosinus avec un nombre
suffisant de décimales; si 'intervalle de 3 degrés parait trop
considérable, on pourra le réduire 4 la moitié ou au quart, en
se servant des formules '

oI 1 — Cosa I I + cosa
Sin —a— —9 COS—a=< —_—
2 2 2 2 :

et de celles qui sont relatives a 'addition et 4 la multiplication
des arcs; on pourra ainsi trés-aisément construire une Table
préliminaire trés-exacte contenant les sinus et les cosinus des
multiples de 45 minutes ou 2700 secondes. Cette premiére
Table n’aura pas seulement I'avantage de fournir des moyens
de vérification, mais elle permettra aussi d’obtenir une plus
grande exactitude dans les calculs relatifs a la Table défini-



.

CHAPITRE DRUXIAME. 65

tive, parce que de 2700 en 2700 secondes les sinus et les cosinus
pourront étre connus avec toute la précision que I’on voudra.

Enfin, lorsque la Table entiére est construite, on peut en-
core la vérifier d’autant de maniéres que I'on voudra au moyen
de la formule identique

sin(go® — z) + sin(18° — x) + sin(18° + =)
=sin(54° — z) + sin(54° + z),

établie au n° 40, et au moyen d’autres formules du méme
genre.

Bien qu’on puisse construire la Table entiére par le procédé
du n°® 30, on doit s’arréter dés que 'on est arrivé a I'arc de
30 degrés. Effectivement, lorsqu’on aura calculé les sinus et
les cosinus des arcs de 10 en 10 secondes, depuis zéro jusqu’a
30 degrés, on pourra obtenir les sinus et les cosinus des arcs
compris entre 30 et 45 degrés, par la sifiple soustraction.

En effet, en se rappelant que sin30° = i, on a (n°18)

sin(30" +- z) + sin(30° — x) = cosz,

cos(30° — x) — cos(30° + ) = sinz,
d’oi ’on tire
sin(30® + z) = cosx — sin(30° — z),

cos(30° -+ x) = cos(30* — z) — sinx;

ces formules permettent d’obtenir, par un calcul facile, les si-
nus et les cosinus des arcs au-dessus de 3o dégrés, lorsque I'on
connait les sinus et les cosinus des arcs au-dessous de 3o de-
grés, et leur emploi diminue notablement le travail de la con-
struction de la Table. ’

Le procédé que nous avons exposé est celui qu'ont employé
les savants & qui 'on doit la premiére construction des Tables
de sinus et de cosinus. L’analyse a fourni depuis des méthodes
beaucoup plus expéditives pour, remplir cet objet; ces mé-
thodes consistent dans 1'emploi des dg'ﬁe’rences, et elles re-

Trig. 8. 5
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posent sur les formules qui expriment le sinus et le cosinus en
fonction de I’'arc. Nous établirons ces formules dans le Cha-
pitre V.

Tables des logarithmes des fonctions circulaires.

83. Dans les applications numériques, on opére toujours
par logarithmes : aussi a-t-on bien plutét besoin de connaitre
les logarithmes des sinus, des cosinus, etc., que ces lignes tri-

5 ’ ) ' q 8
gonométriques elles-mémes. Or les sinus et les cosinus des arcs
de 10 en 10 secondes ayant été calculés, on pourra former la

y po
Table de leurs logarithmes. Cette Table une fois construite,

on formera celle des logarithmes des tangentes et des cotan-

gentes au moyen des formules

log tang 2z — log sinz — log cos,

log cotx — log cosxz — log sin.

Quant aux sécantes et aux cosécantes, elles ne sont point
employées; d’ailleurs leurs logarithmes sont égaux et de signes
contraires aux logarithmes des cosinus et des sinus (*).

Les Tables de logarithmes des sinus, cosinus, etc. les plus
usitées sont celles de Callet; nous allons en indiquer la dis-
position et I'usage, mais nous avons auparavant une remarque
unportante a faire. :

Les sinus et les cosinus des arcs de zéro & go degrés, les tan-
gentes des arcs de zéro a 45 degrés, et les cotangentes des arcs
de 45 & go degrés sont inférieurs a 1, en sorte que leurs lo-
garithmes sont négatifs. On a voulu éviter, dans les Tables de
Callet, I'emploi des caractéristiques négatives, qui est pour-
tant préférable, et I'on a ajouté 10 i tous les logarithmes né-
gatifs; il faut donc toujours avoir soin de supprimer ces
10 unités.

(*) On trouvera dans le Chapitre V les formules au moyen desquelles on peut
calculer directement, et avec ’approximation qu’on désire, les logarithmes des
sinus, des cosinus, des tangentes et des cotangentes de tous les arcs.
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- Disposition des Tables de Callet.

54. La premiére de ces Tables contient les logarithmes des
sinus et des tangentes de seconde en seconde pour les cinq
premiers degrés avec sept décimales; mais le sinus ou la tan-
gente d’un arc étant le cosinus ou la cotangente de son com-
plément, cette Table donne aussi les logarithmes des cosinus
et des cotangentes des arcs au-dessus de 85 degrés.

Les degrés sont marqués hors du cadre en haut et en bas de
chaque page; les minutes occupent la premiére et la derniére
ligne, les secondes la premiére et la derniére colonne. Chaque
page a gauche ne contient que des sinus et des cosinus, et
chaque page a droite que des tangentes et des cotangentes, ainsi
qu’on le voit par les titres de ces pages. °

Les Tables suivantes contiennent les logarithmes des smus,
cosinus, tangentes et cotangentes de 10 en 10 secondes pour
tous les degrés du quart de cercle. On y remarque les degrés
écrits hors du cadre en haut et en bas de chaque page. Les
minutes et secondes qu’on y voit a la premiére et i la seconde
colonne se rapportent aux degrés qui sont écrits en haut; les
minutes et secondes qu’on y trouve  la derniére et i 'avant-
derniére colonne se rapportent aux degrés qui sont marqués
au bas de la page.

La troisiéme colonne contient les logarithmes des sinus des
arcs dont les degrés sont indiqués au haut de la page, et dont
les minutes et les secondes sont marquées dans la premiére
et dans la seconde colonne. La troisiéme colonne est intitulée
sinus, maisil faut lire logarithmes des sinus. Il en est de méme
des autres. La quatriéme colonne contient les différences des
logarithmes des sinus, ainsi que son titre I’annonce; chaque
nombre de cette colonne n’est pas dans I'alignement de ceux
de la colonne précédente : ils se trouvent tous descendus
d’'une demi-ligne, et chacun d’eux exprime la différence qu’on
aurait si 'on soustrayait I'un de I'autre les deux logarithmes
entre lesquels il se trouve. Les colonnes cinquiéme et sixiéme
contiennent les logarithmes des cosinus des mémes arcs et

) 5.
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leurs différences; les colonnes septi¢me et huitiéme contien-
nent les logarithmes des tangentes et leurs différences; enfin
la neuviéme colonne contient les logarithmes des cotangentes
des mémes arcs; leurs différences sont les mémes que celles
des logarithmes des tangentes (*) : c¢’est pour cela qu’on a in-
titulé la colonne qui contient ces derniéres différences com-
munes.

Si I'on ne considére que les degrés qui sont a la téte de
chaque page, on croira que les Tables ne s’étendent que jus-
qu’a 45 degrés; mais si 'on observe que chaque colonne a
deux titres; que la colonne marquée par en haut sinus est
marquée par en bas cosinus; que celle qui est intitulée par en
haut cosinus est intitulée par en bas sinus,; qu’il en est de
méme des tangentes et des cotangentes, on verra qu’en con-
sultant les degrés, dinsi que les titres des colonnes qui sont en
bas de chaque page, et les deux derniéres colonnes vers la
droite des mémes pages, on aura les logarithmes des sinus,
cosinus, tangentes ct cotangentes des degrés, minutes et se-
condes depuis 45 degrés jusqu’a go degrés.

Usage des Tables.

55. ProsiiMe I. — Connaissant le nombre des degrés,
minutes et secondes d’un arc moindre que go degrés, trouver
le logarithme du sinus, du cosinus, de la tangente ou de la
cotangente de cet arc.

Premier cas. — Si le nombre donné est composé de degrés,
de minutes et de dizaines de secondes, on cherchera d’abord le
nombre des degrés parmi ceux qui sont écrits en haut ou en
bas des pages; en haut s’il est moindre que 45 degrés, au bas

(&) Car on a
. tang(z~+hk) _ eotx
tangs cot(x -+ k)

et, en prenant les logarithmes,

log tang (x + %) — log tangx == log cot.x — log cot(x + ).
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s'il est plus grand. On suivra la premiére colonne qui va en
croissant de haut en bas, si le nombre des degrés se trouve
en haut de la page, ou la derniére qui va en croissant de bas
en haut, si le nombre des degrés se trouve en bas; on suivra,
dis-je, I'une ou I'autre de ces colonnes dans le sens suivant le-
quel elle croit, jusqu’a ce qu’on rencontre le nombre des mi-
nutes données; on passera dans la colonne des secondes sans
quitter la ligne des minutes trouvées; on suivra dans le méme
sens cette colonne, on y trouvera les dizaines de secondes, et
sur la méme ligne le logarithme du sinus, du cosinus, de la
tangente et de la cotangente que 'on cherche.

Veut-on, par exemple, le logarithme de la tangente de
79°51'40”; 79 degrés se trouvant au bas de la page, on mon-
tera le long de la derniére colonne qui va en croissant de bas
en haut : on trouve 51 minutes dans cette colonne; on passe
a la colonne précédente, qui est celle des dizaines de secondes;
on monte le long de cette colonne, et I'on rencontre 4o se-
condes; sur la méme ligne et dans la colonne marquée par en
bas tangente, on trouve 0,7475657. Clest le logarithme cher-
ché. On a ainsi

log tang (79°51’ f0” ) = 0,7475657.

Veut-on, pour second exemple, le logarithme du sinus de
2°24'50"; 2 degrés se trouvant en haut de la page, on descend
le long de la premiére colonne qui va en croissant de haut en
bas : on trouve 24 minutes dans cette colonne; on passe 4 la
colonne suivante, qui est celle des dizaines de secondes; on des-
cend le long de cette colonne et I'on trouve 5o secondes; sur
la méme ligne et dans la colonne intitulée par en haut sinus,
on trouve 8,6244662. C'est le loganthme cherché, augmenté
de 10 unités. On a ainsi

log sin(2°24' 50" ) = 2,6244662.

Deuxiime cas. — Si le nombre donné contient en outre des
unités de secondes et des fractions de seconde, on commencera
par réduire les fractions de seconde en fraction décimale; on
cherchera ensuite, comme nous venons de I'expliquer, le lo-
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garithme du sinus ou de la tangente de 'arc donné, en faisant
abstraction des unités et des fractions décimales de seconde,
dont nous désignerons I’ensemble par %. On prendra ensuite
la différence A qui existe entre le logarithme trouvé et celui
qui vient immédiatement aprés lui, en allant de haut en bas
. ou de bas en haut, selon la marche que 'on suit; enfin on

ajoutera au logarithme trouvé le nombre A/, déterminé par

l,' . .
equauon
, .
A& ., haA
— = —y dou A= - —,
10 A 10

et I'on aura le logarithme cherché."A’et A expriment ici des

unités du septi¢me ordre décimal: on prendra donc pour &' la
. oy .. A PR .

partie entiére du produit o< ky mais il conviendra d’aug-

menter cette partie entiére d’une unité, si la fraction que I'on
néglige est supérieure  0,5.

Si I'on veut le logarithme du cosinus ou de la cotangente de -

Parc donné, on augmentera d’une dizaine le nombre des se-
condes de I'arc, et, aprés avoir supprimé les unités et les frac-
tions de seconde, on obtiendra un arc qui surpassera ’arc
donné d’une certaine fraction décimale-% de seconde, on cher-
chera le logarithme de son cosinus ou de sa cotangente, et

. ha . , .. s A
P'on ajoutera -5 au résultat, A étant ici la différence qui existe

entre le logarithme trouvé et celui qui le précéde immédiate-
ment en allant de haut en bas ou de bas en haut, suivant la
marche que 1’on suit.

La régle que nous venons d’exposer repose sur le principe
suivant : ' ‘

8i U'on donne successivement & un arc quelconque deux
petits accroissements, les accroissements correspondants du
log sin ou du log cos, etc., sont sensiblement proportionnels
aux accroissements de [’arc.

Ce principe n’est pas rigoureusement exact, mais en I'ap-
pliquant on obtient une approximation suffisante, excepté dans
le cas que nous examinons plus bas. On peut le vérifier au
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moyen des Tables elles-mémes; on reconnait effectivement
que dans une étendue assez grande, sauf au commencement
des Tables, les différences des log sin, ou des log cos, ou, etc.,
sont sensiblement constantes; il s’ensuit que, pour des accrois-
sements égaux donnés a un arc, le logarithme du sinus ou du
cosinus, etc. de cet arc prend des accroissements sensible-
ment égaux.

Nous indiqilerons par des exemples le type du calcul.
1° Trouver le logarithme de sin(49°53'24",3).

Log sin(49°53"20”) = 1,8835459 =177
Pour 4.3 76 17,7 < §,3=176,11

Log sin (49°53’ 24" ,3) = 1,8835535
2° Trouver le logarithme de cos(36°35'36",3).

Log cos(36°35’40") = 1,9046481 A =156
Pour 3,7 58 15,6 < 3,7=57,72

Log cos(36°35' 36" ,3) = 1,9046539

3° Trouver le logarithme de tang(79°51'47",2).

Logtang(79°51'40”)= 0,7475657 A=1215

Pour 7”,2 875 121,5<7,2=2874,80
Logtang(79°51'47",2) = 0,7476532

4° Trouver le logarithme de cot(23°17'22",3).

Log cot(23°17'30”) = 0, 3660313 A A =580

Pour 7", 447 58 < 7,7 = 446,60
Log cot (23° 17’ 22”,3) = 0, 3660760

Troistkme cas. — Si les différences qu’on trouve dans la
Table varient trop, ce qui arrive lorsque I’arc donné est trés-
petit, la méthode précédente ne comporte plus une précision
suffisante; voici comment il faut alors opérer. L’arc donné
étant exprimé en secondes et en fraction décimale de la ‘se-
conde, soient a la partie entiére et 4 la fraction décimale; pour
avoir logsin(a + %) et logtang(a + %), on peut admettre
que le rapport des arcs trés-petits a et a + % est égal au rap-
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port des sinus ou des tangentes deces arcs ; posons donc

sin(a+h) a-+h tangla+h) a-+k
sine = a . ‘tanga a,

?

on aura

log sin (a -+ k) =log sin a + log(a + %) — loga,
logtang(a + &) = log tanga + log(a + k) — loga.

On prendra log sina ou logtanga dans la premiére partie de
la Table, log (@ + %) et loga dans la Table des logarithmes des
nombres, et]’on aura ensuite log sin (@ + %) et log tang(a + %)
par les formules précédentes.

Veut-on, par exemple, le logarithme du sinus 15 de 0°3 29",355;
cet arc réduit en secondes est égal a 207”,355; on a donc
a=207, h=0,355. Le logarithme de sin (3'27") est 3,0015451,
le logarithme de 207,355 est 2,3167145; celui de 207 pris
avec le signe — est 3,6840297; en ajoutant ces trois loga-
rithmes, il vient

log sin(0°3' 29", 355) = 3,0022893.

Si I'on demande le logarithme de la cotangente d’un trés-petit
arc, il faudra chercher le logarithme de la tangente, ainsi qu'il
vient d’¢tre indiqué, puis on changera le signe de ce loga-
rithme.

S’il s’agit du log cos d’un trés-petit arc a + %, on a

log cos(a + k) =logsin(a + k) — log tang(a —+ &),

formule par laquelle on aura logcos(a + &) aprés avoir dé-
terminé comme ci-dessus le log sin et le log tang de a —+ k.
Mais cette formule devient, en vertu des équations écrites
plus haut,

log cos(a -+ %) = log sina — log tang 2 — log cosa;
d’ou il suit que les arcs a + & et a ont leurs log cos sensible-

ment égaux : c’est, du reste, ce que montrent les Tables. Sup-
posons quon demande le log cos de 0°3'25",355; cet arc
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tombe entre 3/20" et 3'30”, arcs dont les cosinus ont le méme
logarithme 1,9999998: on a donc

log cos(0°3'29”,355) ==1,9999998.

56. Prosrime II. — Le logarithme d’un sinus, d’un
cosinus, d’une tangente et d’une cotangente étant donné,
trouver le nombre de degrés, minutes et secondes de l'arc
auguel il appartient.

Premier cas. — On cherchera le logarithme donné dans
'une quélconque des deux colonnes qui ont pour titre la ligne
trigonométrique a I'expression numérique de laquelle le loga-
rithme donné appartient. Si on le trouve parmi ceux qu'elle
contient, on observera a quelle extrémité de la colonne est
le titre qu’on a consulté : si ce titre est en haut, on jettera les
yeux sur la seconde colonne a gauche, et dans I'alignement
du logarithme on trouvera un nombre de dizaines qui expri-
mera les secondes de I’arc cherché. On passera a la premiére
colonne; si I'on y voit un nombre dans le méme alignement,
il sera celui des minutes cherchées, sinon on montera le long
de cette colonne, et le premier nombre qu’on rencontrera sera
celui des minutes; enfin en haut de la page on trouvera hors
du cadre le nombre de degrés demandé. Mais si le titre en
question est au bas, il faut recourir 4 ’avant-derniére colonne
vers la droite, qui donnera de méme les secondes; passer en-
suite 4 la derniére colonne, sur laquelle on trouvera les mi-
nutes cherchées, soit dans la méme ligne, soit en descendant
le long de cette colonne. Enfin on trouvera au bas de la page,
et hors du cadre, le nombre de degrés demandé.

Veut-on, par exemple, le nombre de degrés, minutes et se-
condes de I’arc dont le log sin est 1,3541803 ; on cherchera ce
logarithme dans 'une des deux colonnes qui sont intitulées
sinus, sans s’embarrasser de savoir si ce titre est en haut ou
en bas de la colonne; 'ayant trouvé, on observe que le titre
sinus est en haut de la colonne : on consulte la seconde co-
lonne i gauche, et l'on trouve 50 dans P'alignement de
9,3541803 ; on passe a la premiére colonne, on n’y voit rien
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dans le méme alignement; mais en montant on rencontre 3
dans cette colonne : enfin, en haut de la page et hors du cadre,
on trouve 13 degrés. Le nombre demandé est donc 13°3'50".

Deuxiime cas. — Si le logarithme donné ne se trouve pas

dans les Tables, ce qui est le cas le plus ordinaire, on cher-
chera les deux logarithmes entre lesquels il est compris; on
prendra celui de ces deux logarithmes qui est du c6té du titre
de la colonne dont on a besoin; on le retranchera du loga-
rithme donné, ou 'on en retranchera celui-ci, selon que I'un
sera plus grand ou plus petit que I’autre; on aura ainsi une
différence &/, et, en appelant A la différence tabulaire des
deux logarithmes entre lesquels est compris le logarithme
donné, on déterminera le nombre % par I'équation
’ I
T= I’_‘o, don ko104,
Le nombre & moindre que 10 exprimera les unités de secondes
et fractions de seconde de I’arc cherché. Quant aux degrés,
minutes et dizaines de secondes, onles obtiendra en substituant
au logarithme donné celui de la Table qui en différe de 4/, et
en suivant la marche indiquée dans le cas précédent.

Nous indiquerons par des exemples le type du calcul.

1° Zrouver U'arc dont le log sin est 1,8835535.

Log sinz = 1,8835535
Pour 1,8835459 49°53' 20" A=177
A< 10 760 . 4",29

x=£49°53'24", 29

2° Trouver Uarc dont le log cos est 1,9046539.

Log cosz = 1,9046539 ;
Pour 1,9046637 36°35' 30” A=156
A< 10 980 6”,3

== 36°35' 36", 3
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3° Trouver U'arc dont le log tang est 0,7476532.
Logtangz — 0,7476532

Pour 0,7475657 "79°51' fo” A=1215
A’ <10 8750 7",2

x =19°51'47",2

4° Trouver U'arc dont le log cot est 0,3660760.

Logcotr = 0,3660760
Pour 0,3660892 23"17'20” A =580
A'>< 10 1320 2”,28

xr=23°17' 227,28

TrostiMe cas. — Si les différences des Tables varient trop,
la marche qu’on vient d'indiquer cesse d’étre applicable. Le
cas dont il s’agit se présente lorsqu’on a a déterminer un trés-
petit arc par son log sin ou par son log tang; voici comment il
faut alors opérer. On cherchera dans la premiére partie de la
Table ‘le logarithme qui s'approche le plus du logarithme
donné, et I'on réduira en secondes les degrés et les minutes de
l'arc correspondant; désignons par a le nombre de secondes
ainsi obtenu et par a + & le nombre exact de secondes con-
tenues dans I'arc inconnu; on détermineraa -+ & par l'une
des deux équations ’

log(a + &) = log sin (a + &) — log sin 2 + loga,
log(a + %) = logtang(a + %) — logtanga + loga,

que nous avons déja mentionnées en traitant du probléme in-
verse de celui qui nous occupe.

Veut-on, par exemple, le nombre des degrés, minutes, etc.,
de'arc dont le logarithme du sinus est 3,0022893 ; on trouve
que le logarithme tabulaire qui approche le plus de ce loga-
rithme est 3,0015451 ou — 2,9984549, et ce logarithme ré-
pond a 'arcde 0°3'a7” oude 207 secondes ; le logarithme de 207
est 2,3159703 ; ajoutant ensemble les trois nombres 3,0022893;
2,0984449; 2,3159703, on a pour somme 2,3167145. Ce
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logarithme répond au nombre 207,355; I’arc cherché est donc
207",355, ou 0°3'25",355.

On opére de la méme maniére pour déterminer un trés-
petit arc quand on connait le logarithme de sa cotangente,
puisque ce logarithme est égal et de signe contraire a celui de
la tangente. ) ~

Mais, lorsqu’il s’agit de déterminer un trés-petit arc par le
moyen du logarithme de son cosinus, il est impossible de le
faire avec précision. Veut-on, par exemple, connaitre I'arc
dont le cosinus a pour logarithme 1,9999991, la Table montre
que ce logarithme répond & tout arc compris entre 645" et
7'25"; I'arc demandé ne peut donc étre obtenu qu’avec une
incertitude de 4o secondes.

57. La solution des deux problémes dont nous venons de
nous occuper repose sur 1’égalité approximative

h A’
1 2 _2.
(1) Y
posons
kA od’
(2) A’:-l—‘;i‘e, h:%—-i’:t,

e et ¢ mesureront les erreurs commises en appliquant la for-
mule (1) dans le calcul de A’ (premier probléme) et dans le
calcul de % (deuxiéme probléme). Or on démontre, par des
considérations qui ne peuvent trouver place ici, que e est tou-
jours moindre qu’une unité du septiéme ordre décimal siI’arc
dont on calcule le log sin ou le logtang surpasse une certaine
limite inférieure 4 5 degrés, et que la méme chose a lieu, par
suite, si I’arc dont on calcule le log cos ou le log cot est supé-
rieur 4 85 degrés. L’emploi de la formule (1) est donc légi-
time, entre ces limites, dans la solution du deuxiéme cas du
premier probléme. On démontre aussi que l'erreur ¢ relative
au deuxiéme probléme est plus petite qu'un centiéme de se-
conde, sil’arc que I'on calcule différe de zéro ou de go degrés
d’'une quantité plus grande qu’une certaine limite inférieure
a 1 ; degré, et que cette erreur ¢ devient absolument insen-
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sible si I'arc que I'on calcule s’écarte de quelques degrés des
limites zéro et go degrés; d’'ou il suit que I'emploi de la for-
mule
104’
A

h=

est légitime dans la solution du deuxiéme cas du deuxiéme
probléme entre les limites que nous venons d’indiquer (*).
Mais I'erreur commise dans le calcul de & ne provient pas
seulement de la quantité ¢ que I'on néglige; les logarithmes
dont A et A’ expriment les différences sont affectés d’une cer-
taine erreur; et si cette erreur reste au-dessous d’une demi-
unité du septiéme ordre décimal pour les logarithmes de la
Table, elle peut étre beaucoup plus considérable pour le lo-
garithme donné, qui le plus souvent est le résultat d’opéra-
tions exécutées sur des nombres qui ne sont connus qu’ap-
proximativement. Admettant, par exemple, que I’erreur de &'
soit d’'une unité de 'ordre du dernier chiffre, 'erreur de 4,

(*) Si I'on désigne par M le module des logarithmes vulgaires, et par 6 un
nombre compris entre zéro et 1, on a, d’aprés une formule connue (celle de
Taylor), en prenant la seconde pour unité,

cos.r 6 h*sin*1”
logsin(:c+h)—logsm.t_'\lhmu -M i
Désignons par A la valeur du premier membre pour % = 10, et par A’ la valeur
de ce premier membre pour k& <10; appelons aussi & la valeur que prend 6
pour k= 10 et faisons

k 204’
A'=—A-"'.v_‘:, h=:—-——:!::,

on déduit de la formule précédente

Msin®1” — oY), e (103—0h)hsm
te=Tinz Tasin’z (1034 —0k), = = sinaz— Ghsini” ’

h étant inférieur a 10, la valeur absolue de 10 9 — 64 est aussi inférieure a 10;
on a done .
50Msin®1” 1008in1”

sinfz | ° “sinaz —10sin1”

e<

Au moyen de ces résultats on peut vérifier 1a légitimité de nos assertions, pour
ce qui concerne les log sin et les log cos; on déduit ensuite immédiatement de la
que ces assertions sont vraies aussi & I'égard des log tang.
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en négligeant celle de A, sera 3 10”3 d’ou il suit que la préci-

sion obtenue dans le calcul d'un arc sera d’autant plus grande
que les différences tabulaires seront elles-mémes plus grandes.
Or la différence de deux log tang est la somme des différences
des log sin et des log cos correspondants (*); donc un arc est
toujours mieux déterminé par sa tangente que par son sinus
ou son cosinus. A 45 degrés, point du premier quadrant ou
la tangente donne la plus faible précision, la différence tabu-
laire de ses logarithmes est de 421 unités du septiéme ordre
décimal pour une variation de 10 secondes dans I'arc; d’on
’on conclut qu’une erreur d’une unité du septiéme ordre dans
le logarithme de la tangente correspond alors & une erreur
de 0”,024 dans I'arc. Une méme erreur dans le logarithme
du sinus ou du cosinus correspondrait 4 une erreur double,
c’est-a-dire a 0”,048. Pour des arcs petits, les différences
des log cos sont trés-petites, et, par suite, les différences des
log sin sont 4 peu prés égales aux différences des log tang; il
s’ensuit qu’un petit arc ne saurait étre donné avec précision
par son cosinus, ainsi que cela a déja été dit plus haut; au con-
traire, il est également bien déterminé par son sinus ou par
sa tangente. Concluons de 14 que dans les solutions trigono-
métriques on devra rechercher autant que possible 'emploi
des tangentes et rejeter avec soin I’emploi des cosinus, pour la
détermination des petits arcs.

Procédés pour rendre une formule calculable par
logarithmes.

88. Pour que I'on puisse appliquer immédiatement le cal-
cul des logarithmes 4 la détermination de la valeur d’une ex-

(*) La différence
log tang (z + A) — log tang x

est évidemment la somme des deux différences

log sin (x+ k&) — log sinx,
log cosz — log cos (z + &).
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pression numérique, il est nécessaire que cette expression ne
contienne que des facteurs mondmes; autrement on dit qu’elle
w'est pas calculable par logarithmes. Si une expression ne
contient d’autres facteurs polyndémes que des sommes ou des
différences de deux sinus, ou de deux cosinus, ou de deux tan-
gentes d’arc donnés, on la rendra calculable par logarithmes
en faisant usage des formules du n° 48 : aussi ces formules
sont-elles d'une extréme importance. Mais il existe des pro-
cédés généraux que nous allons indiquer ici, pour rendre cal-
culable par logarithmes une expression qui ne I’est pas.
Considérons d’abord une expression bindme

‘x—a=2>0b,

et supposons qu’on veuille avoir logx; a et b sont des nom-
bres positifs, dont les logarithmes seuls sont donnés. On peut

écrire
b
r—a (1 = —) .
a
Cela posé, déterminons un arc auxiliaire g, tel que I'on ait

tangg — b :

89— *
cet arc ¢, compris entre zéro et go degrés, se calculera par la
formule

'

log tangp —log b — loga.

La valeur de x devient alors

cosgizsing
r—ali*+ta — .
r=a(1-tangg)=a cosy

mais on a

cosg isin?.::cowj:cos(gw— ?)
= 2.c0845°cos (g = 45°) = y2cos(p 3= 45°);
donc
. V2 cos(p == 45°) )

Cose¢
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Cette formule est calculable par logarithmes; on en tire
logz =loga + -;— log 2 + log cos (¢ 5= 45°) — log cosg (*).

La méme méthode s’applique i une expression polynéme quel-
conquea b c*d==...; eneffet, on pourra, par 'emploi
d’un arc auxiliaire, réduire d'une unité le nombre des termes
de I’expression polynéme : avec un second arc auxiliaire, on
diminuera encore ce nombre d’une unité, et 'on pourra con-
tinuer ainsi jusqu’a ce qu’on ait transformé I’expression en un
mondme.

La transformation précédente n’est pas la seule qu’on puisse
employer; nous indiquerons encore la suivante.

On rendra calculable par logarithmes la formule a + 5, ou a

' . b
et b sont des nombres positifs, en posant -= tang®e; car on a

a
cos’e

a+b=a(1 +tang’9):

-~

SiTon a a > b, on rendra la formule @ — & calculable par

logarithmes, en posant 5 = a sin*g; car on a

a— b—=a(1— sin’)=—= acosy.

Résolution de I’équation du deuxiéme degré par le moyen
des Tables trigonométriques.

89. Les deux racines de 'équation du second degré

(1) 2+pr+qg=o

(*) On doit préparer les logarithmes qui sont affectés du signe — dans une
formule de maniére que leur partie décimale soit négative; par exemple, si
le logarithme 3,3554207 est destiné & &tre retranché d’une somme d’autres lo-
garithmes, il faut I'écrire — 2,6445793, en sorte qu’on sera ramené i ajouter
2,6445793; cette maniére d’opérer revient a prendre le complément & 10 du
logarithme et a retrancher 10 de la caractéristique.
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sont données par la formug

(2) x:—.g—f- Ii_.q;

nous supposerons que les coefficients p et ¢ soient des quan-
tités réelles données directement ou par leurs logarithmes.

1° Soit%’ —¢g >0, ce qui est le cas ou les racines sont

réelles et inégales. Si 'on a en méme temps ¢ > o, on posera

P__ V1.

2 sing’

l'arc auxiliaire ¢, compris entre — go et + ga degrés, se cal-
culera par la formule

log (— sing) =log2 + ilogq — logp
si p est positif, et par la formule
log sing —=log2 + {- logg — log(— p)

sip est négatif. La formule (2) devient alors

+
z=\/g (1__c059)’

sing

de sorte qu’en appelant x, et x, les deux racines on aura
- 1 .-
xl:‘/qtanggq, z,:ﬁcot;?,

expressions calculables par logarithmes.
Sil'on a ¢ < 0, on posera

_ V=9,
b

tang g

P

2
l'arc auxiliaire 9, compris entre — go et -- go degrés, se cal-
culera par la formule

log(—l tangg) =log2 + ; log(— ¢q) — logp

Trig. S. © 6
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si p est positif, et par la formule
log tang 9= log 2 -+ ~ log (— ¢) — log(—7)

sip est négatif. La formule (2) devient alars

—— [cospt1
== ()

de sorte qu’en appelant x, et x, les deux racines on aura

—_— 1 —_— ) §
= \/—9‘3“8;?' =:=+~/—90°t;v-

2° Soit%3 — ¢ < o, on pourra poser

p 1

7= Z t-bos’q)’
et I'arc auxiliaire p se déterminera par la formule
logcose =log (=p) — %logq — log2;
la formule (2) devient alors

x:—ei
2

NN

tange y— 1;

la partie réelle des deux racines imaginaires est -——E, etle loga-
rithme du coefficient de y/— 1 est égal a
log(=%=p) + log tangp — log 2.

60. On peut ramener a la résolution d’une équation du
deuxi¢me degré le probléme qui consiste & trouver tous les
arcs x qui satisfont & une équation de la forme

acosz + bsinz —c¢,

ou a, b, ¢ désignent des nombres donnés positifs ou négatifs.
11 suffit, en effet, pour cela d’exprimer sinx et cosx en fonction
d’une méme ligne trigonométrique; mais la question dont il
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s’agit peut étre résolue beaucoup plus simplement de la ma-
ni¢re suivante. Déterminons un arc auxiliaire ¢ compris entre
— go et + go degrds, et tel que l'on ait

tange =

-
?

Q>

en remplacant & par a tango, I’équation proposée devient

.

a(cosz -+ tanggsinz) — c,
ou

Pour que le probléme proposé soit possible, il taut que
C Cosy ’
a

soit compris entre — I et + I, c’est-a-dire que I’on ait

c*cos’y
a1

<1 ou c< a+ b,

Si cette condition est remplie, les Tables feront connaitre un
arc @ compris entre zéro et 180 degrés, et ayant pour cosinus

€ COos . . ’
?. les racines de I'équation proposée seront données en-

suite par la formule

z=£4k.360° -+ gt a,

ou k désigne un entier arbitraire positif, nul ou négatif.

On peut exprimer toutes les racines x en fonction de I'une
quelconque d’entre elles; désignons en effet par x, l'une de
ces racines ; on aura

«—=t (l".350° + 9 — 1),

K étant un entier, et I'expression générale des racines x sera
'x: k.360° + ¢ = (9 — ENE
cette formule équivaut aux deux suivantes :

z = k.360° + r,,
z = £.360° + 29 — z,.
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Résolution de I’équation du troisiéme degré par le moyen
des Tables trigonomeétriques.
61. L’équation générale du troisiéme degré
(1) X? +PX?+ QX +-R=o0
se raméne a la forme

(2) z 4+ px+q=o,

P 3 s1s
en posant X —= — 3 % on peut donc se borner a considérer

I'équation (2), dont les coeflicients seront supposés réels.
Nous avons vu (n° 29) que I'équation

(3) P—=-2z2——— =0

a pour racines
cos %, cos (l 20° - g) y  COS (240’ + %),

si donc on parvient 4 ramener I’équation proposée (2) a la
forme (3), le probléme que nous nous proposons sera résolu.
Posons x == 1z, I'équation (2) devient

_P
(4) SREERE £
et cette équation (4) coincidera avec (3) sil'on détermine la
quantité A et I'arc ¢ de maniére que I'on ait

P _ 3 q __ cosg
PE A O A
équations d’ou 'on tire
q

VE Ty

ces valeurs de 1 et de cosg ne sont réelles que si p est négatif';
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mais, pour qu’elles soient admissibles, il faut encore que la
valeur de cos*¢ soit inférieure 4 1, ce qui exige que 'on ait

‘—]—’+P—=<o ou 4p*+27¢*<o.
4 27

Cette condition entraine p < 0; si elle est satisfaite, 1'identi-
fication des équations (3) et (4) devient possible; alors, I'arcg
ayant été calculé par la formule

les racines x,, x,, xy de'équation proposée (2) seront

= — . .
=2 \/——3~p cos%’, z, = 2\/-—3—”cos (£20°+ %)1

/

—ay/ P o 2).
x,_zv 3 cos(24o +3)

Le cas que nous venons d’examiner est celui ou les racines
del’équation (1) sont réelles et inégales; toutefois deux de ces
racines deviennent égales si I’on a

4p* +279*=o0;

la solution précédente subsiste dans ce cas.

62. Considérons maintenant le cas oul'on a

4p°+279*> o,

et o, par conséquent, I’équation (2) ne peut plus se ramener a
laforme (3) par la transformation dont nous avons fait usage.
Soient d’abord p = o et g == — 1, ’équation (2) devient
23 — 1= 0;
les valeurs de x sont alors les racines cubiques de I'unité;
pour les trouver, remarquons que x®—1 est le produit des

facteurs x — 1 et x* -+ x + 1; en sorte que I'unité a trois ra-
cines cubiques dont 'une est égale a 1, et dont les deux autres
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a et § sont les racines de 1’équation du second degré

x4+ x +1=0;
on trouve

en outre, comme on a
a8 =1, a®=—1, =1,
on couclut que

a—6 et 6—a?

en sorte que chacune des deux racines cubiques imaginaires
de I'unité est le carré de 'autre.
Revenons maintenant au cas général, et distinguons les deux
hypothéses p < oetp > o.
1° Soit p < 0; posons
z = )\ (atangg + bcotyp),

en désignant par a et b deux quantités respectivement égales
aux racines cubiques imaginaires « et € de I'unité ou égales
toutes deux & I'unité; en élevant au cube, il vient

¥ = M*[tang’p + cot®y + 3 (a tangg + b coty)],
et I'on déduit des deux équations précédentes
(5) z* — 32%z — \3(tang®e —+ cot’e) —o.

D’aprés 1a maniére dont cette équation (5) est formée, il est
évident que ses trois racines sont

.

(6) X(tangy + cotg), A(atangy-+ Gcot.y), X (6 tangy + acoty),
et par conséquent I’équation (2) se trouvera résolue si I'on
parvient a I'identifier avec I'équation (5). 1l suffit pour cela,
de déterminer 2 et ¢ de maniére que I’on ait

—3¥=p, —N(tang'e+ cot'y)=gq;

la premiére de ces équations donne

_\/=P
)_\/3,
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et il vient ensuite
—9q
tang®e -~ cot’e — ="
iy 4
(V=)

Pour trouver ¢, nous emploierons un deuxiéme arc auxiliaire

¢, tel que
tangy = tang’e;
il vient alors

tangy + coty = — -4 _,

()

on pourra tirer de cette équation une valeur de ¢ comprise
entre — 45 et + 45 degrés; car 4p* + 274" étant > o, par
hypothése, la valeur précédente de sina{y est comprise entre
—1 et + 13 on trouvera ensuite une valeur de ¢ également
comprise éntre — 45 et + 45 degrés, au moyen de la formule

) tange — :/ m
Les arcs ¢ et § ayant été ainsi calculés, on aura, pour les ra-
cines de I'équation (2), les expressions (6), qui deviennent, en
remplacant « et 6 par leurs valeurs écrites plus haut,

\/:\,,ﬁ (tangg + cotg),

-3 \/:3£(‘3DG? + cotg) =~ V= p (tangy — cote) Y — 1,

ou

/P /=2

3 3

- et 0
sin2¢ sin2¢

=P cotapy=1.

On pourra calculer par les Tables, au moyen de ces formules,

la racine réelle, ainsi que le coefficient de \/— 1 dans les ra-
cines imaginaires .
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2° Soit p > 0; posons
z — )(atango — b cotg),

a et b désignant, comme précédemment, deux quantités
égales respectivement aux racines cubiques imaginaires « et 6
de l'unité, ou égales toutes deux a I'unité; en élevant au cube,
il vient
z* = )*[tang®e — cot*¢ — 3 (a tange — bcotg) ],

d’ou
(7) ¥ + 3\'x — M (tang’¢ — cot'y) = o,
équations dont les racines sont
(8) A(tangp —cotgj, A(xtange — 6cotg), 1(6tange — xcotg).
Pour que I'équation (2) puisse étre identifiée avec 1'équa-
tion (7), il faut et il suffit que I'on ait

33 =p, —N(tang’¢ — cot’y) =gq;

la premiére de ces équations donne
l = “g,
— 9
tang®¢ — cot’yp = — - - e
' P
3
Pour trouver ¢, nous emploierons un deuxiéme arc auxiliaire

¢, tel que I'on ait

et il vient ensuite

| tangy = tang’yp;
il vient alors
tangy — coty = — 2cotady = — - 1 -
\/1:
3
d’ou
cotay — 7
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I'angle ¢ étant connu, on calculera ¢ par la formule

tange = y'tang ¥;

les racines de I’équation (2) seront alors

\/’—’ (tangg — cotg),

— -\/P(tangv cotg) = g(mg? +cotg) y—1,

-—2\/ cot2g et V cotag == sm.;; —1.

On voit que, dans le cas de 4p* + 274* > o, Iéquation pro-
posée (2) a toujours deux racines imaginaires.

ou

63. Exemrre I. — Soit proposé de résoudre I'équation
z— x4 7=o0.

On a ici p = — 7, g == 7; Péquation proposée a deux ra-
cines positives x, et x, et une racine négative x;. On a

/28 /28 o 2\
x,_\/;oosg, :c,_\/-:?cos(24o+3/,
z,:‘/-z—:?cos<t20°+§>’

et
= — 27, ta = ——
cosg — .\/28’ nge — \/27
TYPE DU CALCUL.
Calcul de ¢. Culcul de z,.
log(— tangg)...... T,2843181 28
180°— ... 10%53'367,2 | OB \/ e ee e 0,4850184
f= 56°22'7,9 | logcos £. ... 1,7433876
240° + % == 360° — (63°37'52",1) [logz,.cu.vouuennn... 0,2284060
120° — % = 180° — ( 3°37'52",3) z, =1,69203
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Calcul de z,. Calcul de x,.
log %8 ............ 0,4850184 | log \/gg ............ 0,4850184
log cos (240" + %) .v.. 1,6475280 |log [— cos (no"+ §) ] 1,9991270

logz,.. ............ 0,1325464 |log(—z,)............ 0,4841454
z,=1,35689 x, = — 3,04892

64. Exemrre II. — Soit proposé de résoudre I'équation
2 —6x+6=—o.

On aici p = —6, ¢ = 6; 'équation proposée a une racine
2 . . . . . . x
réelle négative r, et deuxracines imaginaires — ;' Fuy—1.
On a
— V8

r, = ’ u:ngtzq,

" sin2g¢
angy = Viang¥, snay="3, wngay= 8-

TYPE DU CALCUL.

Calcul de . Catrul de ¢.
log tang2y........... 0,4515450 | logtangg............. T,9498283
2y = 70°31'43",6 9 = 41°41'52" 0
Y= 35°15'51",8 29 = 83°23'44",0
Calcul de x,. Calcul de u.
3log8.... ..ol 0,4515450 | Llog6............... 0,3890756
—logsinag........ ,. 0,0028916 | log(— cot2g)......... 1,0636431
log(—a,)eeeeeninnn. 0,4544366 |logu................. 1,4527187
z, = —2,84732 uz = 0,283608.

Les racines sont

—2,8{732 et 1,42366=0,283608 y— 1.

QUESTIONS PROPOSKES.

I. On partage I'arc 2z en » parties égales, et I'on demande : 1° de
déterminer la distance du centre des moyennes distances des points de
division 4 un diamétre quelconque; 2° de prouver qu’a la limite, pour
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n= o, la distance du centre du cercle au centre des moyennes distances
est égale a 5’._';3

II. Démontrer que la différence x — sinz est d’autant plus petite que
x est plus petit.

8
IIl. Démontrer que, si = est compris entre zéro et -, le rapport -E

est la limite vers laquelle converge le produit cos > 2 cosz cosg- .. cos-:-,,;

lorsque V’entier 7~ augmente indéfiniment. Déduire de cette propriété les

. . . z* z? 2
mégalltéssmx>.z-—-6- etoosz<1—;+;{.

IV. Démontrer que, 8i « est compris entre zéro et 1;' yona

tang.r>.1:+x% et x<% tangz-i-;sinx.

V. Démontrer que les rapports —s-lﬂ et ————1;,—'2 décroissent quand
sinz sm(x + k)

T'arc z croit de zéro & =« Aprés avoir établi l’mégahté Fny

dans I'hypothése od x et /4 sont positifs et od x + % est inférieur a g, on

z—sinz _x+h—sin(z+h)

— > s en faisant

pourra démontrer I'inégalité

usage de la formule d’od I'on a conclu I'inégalité z — sinz < %‘, au n° 46.

VI. Démontrer I'inégalité

x —sinx 2\? ) . x
-—1 ou x —sinx
T >( )( ) Z 879,

pour toutes les valeurs de = comprises entre zéro et 1;:
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CHAPITRE IIL

TRIGONOMETRIE RECTILIGNE.

Objet de la Trigonométrie rectiligne.

65. Il y a dans un triangle six éléments a considérer, trois
angles et trois cdtés. Résoudre un triangle, c’est calculer les
valeurs numériques de ses éléments lorsqu’on a des données
suffisantes.

La Trigonometrie rectiligne a pour objet la résolution des
triangles rectilignes.

Les valeurs numériques des longueurs s’obtiennent en rap-
portant ces longueurs & une méme unité : il nous reste a par-
ler de 1a mesure des angles.

Mesure des angles.

66. Soit un angle AOB (fig. 8); décrivons de son sommet
comme centre, avec un rayon quelconque, une circonférence,
Fig. 8.
Bl
B
\
e N
\
Vo
0 RS

et désignons par R et S les nombres d’unités contenues dans le
rayon OA et dans I'arc AB intercepté par les cotés de 'angle.

Le rapport % est indépendant de la grandeur du rayon OA, car

si 'on décrit, du point O comme centre, une autre circonfé-
rence A'B/, et qu'on désigne par R’ et S' les nombres qui me-
surent le rayon OA’ et I'arc intercepté A’B’, on aura, par un
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théoréme connu,
s_¢
R R
Il résulte de la que, si’on pose

0= =)

S
R
le rapport @ ne dépendra que de la grandeur de I’angle AOB;
comme, d’ailleurs, I’angle AOB varie proportionnellement au
nombre @, on peut prendre @ pour sa mesure. Pour S = R
w se réduit a 1; par conséquent w représente le rapport de
I'angle AOB i un certain angle qu’on peut choisir pour unité,
et qui est tel que, si I'on décrit une circonférence de son som-
met comme centre, avec un rayon quelconque, I’arc intercepté
entre ses cOtés est égal au rayon de la circonférence.

La formule S = Rw est trés-fréquemment employée dans
les applications géométriques; elle permet de comparer des
arcs qui appartiennent a des circonférences différentes

Silon prend le rayon OA pour unité linéaire, on aura

R=1 et o==_;

ainsi un angle est mesuré par le méme nombre que l'arc in-
tercepté entre ses cotés sur la circonférence décrite de son
sommet comme centre avec l’unité pour rayon. Par exemple,

' T . s qsppe .
le méme nombre > représentera indifféremment I’angle droit

et le quadrant. C’est pour cette raison que les mots angle et
arc sont souvent employés comme synonymes.

Et comme nous sommes convenus, dans les applications de
la théorie des fonctions circulaires, de représenter les arcs par
les nombres de degrés, minutes, secondes, etc., qu'ils ren-
ferment, ces mémes nombres de degrés représenteront égale-
ment les angles correspondants.

Nous appellerons sinus, cosinus, tangente, cotangente, sé-
cante et cosécante d’un angle, le sinus, le cosipus, la tan-
gente, la cotangente, la sécante et la cosécante de Parc inter-
cepté par les cotés de ’angle sur la circonférence décrile de
son sommet comme centre, avec I'unité pour rayon.
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Nous représenterons toujours par A, B, C les trois angles
d’un triangle, et par a, 3, ¢ les cdtés respectivement opposés;
les angles aigus ou obtus sont nommés angles obligues, et les
triangles dans lesquels aucun angle n’est droit sont dits obli-
quangles.

Relations entre les angles et les cétés d’un triangle
rectangle.

67. Tatonkme. — Dans tout trianglerectangle, chaque cété
de l’angle droit est égal & I hypoténuse multipliée par le si-
nus de U'angle opposé, ou par le cosinus de U'angle adjacent.

Soit ABC (fig. 9) un triangle rectangle en A; du point C

Fig. 9.
B
7
P
C P.N A

comme centre, avec l'unité pour rayon, décrivons |’arcde
cercle MN, et abaissons MP perpendiculaire sur AC : les
triangles semblables ABC et PMC donnent

MP & CP

cM’ a2~ CM’

Qs

On a d’ailleurs

CM =1, MP=—sinC, CP = cosC;

donc ,
c—=asinC, & = acosC.

CoroLratre. — Dans tout triangle rectangle, chaque cété

de I'angle droit est égal & U'autre coté multiplié par la tan- .

gente de l'angle opposé ou par la cotangente de Uangle
adjacent. | .

En effet, soit A I'angle droit; on a, par le théoréme précé-
den® '

c=asinC, b=acosC,
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d’ou, en divisant membre 4 membre,

—=tangC et c— btangC,

(Y

on
¢ = b cotB.

Remarque. — Il ne saurait exister entre les angles et les
cotés d’un triangle rectangle une relation distincte des trois
suivantes :

B + C==go°,
c=asinC, b =acosC;

car §’il y en avait une, en y remplacant c, & et B par leurs va-
leurs a2 sinC, a cosC et go®— C, on aurait une équation non
identique entre a et C, ce qui est absurde. '
En ajoutant les deux derniéres des relations précédentes,
aprés les avoir élevées au carré, on obtient la relation con-

nue
c+ b= at.

Relations entre les angles et les cotés d’un triangle
obliguangle.
68. Trtoreme 1. — Dans tout triangle rectiligne, les cotés

sont proportionnels aux sinus des angles opposés.

Soit ABC (fig. 10) un triangle dans lequel les angles B et C
sont aigus; abaissons du sommet A la perpendiculaire AD sur

Fig. 10.
A

4
|
i
1
1
i
i
1
1
i
1
1
1
1
!

D

B c

la base BC : le point D tombera entre les points B et C, et les
triangles rectangles ABD et ACD donneront (n° 67)

AD =c¢csinB, AD = bsing,
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d’ont
[

inB — & si —— = .
csin sinC ou SnB snc

Si I'un des angles B ou C est obtus ( fig. 11), C par exemple,
le pied de la perpendiculaire AD tombe sur le prolongement

Fig. 11.

de BC, et comme deux angles supplémentaires ont le méme
sinus, les triangles rectangles ABC et ACD donnent encore

AD =csinB= 4 sinC,
d’ou 'on conclut que la formule précédente est générale.

69. On a, d’aprés ce qui préceéde, les trois relations sui-
vantes entre les angles et les cotés d’un triangle :

‘ A+ B + C=180°,
(1) a b ¢

z sinA ~ sinB ~ sinC’
et je dis qu’il ne saurait exister une autre relation distincte de
celles-ci. En effet, on tire des équations (1)

asinB asinC
A—180°—B—C, b— S_ln_(B-l_-——E), c= glll(B—-i-—C'f
cela posé, s’il existait entre les angles et les cotés une rela-
tion distincte des relations (1), en y mettant, au lieu de A,
&, c, les valeurs que nous venons d’écrire, on aurait une équa-
tion non identique entre le c6té a et les deux angles adjacents
B et C, ce qui est absurde.
Mais on peut déduire des équations (1) d’autres relations
importantes qui constituent autant de théorémes; nous com-
mencerons par démontrer directement ces théorémes, et nous
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ferons voir ensuite comment les diverses relations que mous
aurons trouvées peuvent se déduire les unes des autres.

70. Tatorime II. — Dans tout triangle rectiligne, le carré
d’un cété est égal & la somme des carrés des deux autres
cotés, moins le double produit de ces deux autres cétés mul-
tiplié par le cosinus de I’angle qu’ils comprennent.

Soit ABC ( fig. 12) un triangle dans lequel 'angle C est aigu ;

Fig. 12,
A

O —————— D

B [4

abaissons du sommet A la perpendicnlaire AD sur BC; on aura
2=a®+ b* — 2a X< CD;
mais Je triangle rectangle ACD donne (n° 67)

CD.:boosC;

| on adone
¢ —=a?+ b* — aabcosC,

Si I'angle € du triangle est obtus ( fig. 13), on a
cd=a*+ b+ 242 <X CD;

Fig. 13.

|
!.—-—---—w >

B ¢D
le triangle rectangle ACD donne
CD = b cos ABC = & co8(180° — C) = — b cosC;
’ donc on a

¢ =a* + b — 2abcosC,
Trig. S. 2
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comme dans le premier cas. Enfin cette formule a lieu encore
quand C est un angle droit; car, dans ce cas, cosC est nul, et
elle se réduit a c* = a* + 5*.

Le théoréme que nous venons d’établir donne les trois rela-
tions suivantes :

a? = &* 4 ¢* — 2bc cosA,
(2) b* = a* + ¢* — 2ac cosB,
¢ = a® + b*— 2ab cosC,
qui contiennent chacune trois ctés et un angle.
TA. Tatorime IIl. — Dans tout triangle rectiligne, un cété

est égal & la somme des deux autres, mutipliés chacun par
le cosinus de I'angle qu’il forme avec le premier cété.

Soit un triangle ABC (fig. 14); abaissons du sommet Ala

PFig. 4. - Fig. 15.

A

|
Y

Clemmccaccn———

perpendiculaire AD sur BC : on a, si les ‘deux angles B et C

sont aigus,
a = BD + DC,

et sil'un des angles B et C, C par exemple, est obtus ( fig. 15),
a—=BD — DC.

Mais, dans le premier cas, DC = b cosC, et dans le second
DC = b cos(180° — C) = — b cosC; dans les deux cas,
BD =ccosB: doncon a

a = bcosC + ccosB.

Ce théoréme fournit les trois relations

a = b cosC ~+ ¢ cosB,
(3) b = c cosA + acosC,
¢ = a cosB + b cosA,
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72. Pour déduire les équations (3) des équations (2), ajou-
tons les deux premiéres équations (2); il vient, aprés les ré-
ductions,

c=acosB + b cosA.

Cest 'nne des équations (3); on obtiendrait les deux autres
de la méme maniére.

Réciproquement, pour déduire les équations (2) des équa-
tions (3), ajoutons les équations (3), aprés les avoir multi-
pliées respectivement par @, b, — c; il vient '

= a’+ b*— 2abcosC.
C'est 'une des équations (2); on obtiendrait de méme les deux
autres.

Il résulte de 1a que les systémes (2) et (3) sont équivalents;
nous allons indiquer comment on peut déduire 1'un de ces
systémes, (3 ) par exemple, des équations fondamentales (1).

La premiére équation (1) donne

C—=180°— (A + B),
d'on :
sinC — sin(A + B) = sin A cosB +sinB cosA;
si 'on remplace sinA, sinB, sinC par les quantités propor-
tionnelles a, &, c, il vient

¢ — acosB + & cosA.

Cest 'une des équations (3); on obtiendrait de méme les deux
autres.

Je dis enfin que les équations (1) peuvent se déduire des
équations (2) ou (3), si 'on fait,la restriction que la somme
A+ B+ Cn’excéde pas 180 degrés. En effet, on tire de la
premiére des équations (2)

cosA — b+ c—a?
- 2bc ?
. —a' — b —c'+ 2a'b* + aa’c® + 2bc?
sin’A — A 5
par suite, :
Sin'A  —a' — b — '+ 22’5 + 2a'c! + 2B
a T fardrc :

e et -
e . B At &

e mmem—an o e
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. . sin’B
On trouverait évidemment la méme valeur pour —g et pour
sin:
—— car I’expression obtenue pou

on change les cotés a, b, c les uns dans les autres; si donc on
sait que A, B, C sont moindres que 180 degrés, leurs sinus
étant positifs, on peut écrire

sinA __ sinB_ sinC

a - b T ¢

En second lieu, on peut éliminer a, b, ¢ des équations (2) ou
(3), car ces équations sont homogénes; si 'on élimine deux
des trois cotés, le troisiéme disparait aussi, et il vient

cos’A + cos?’B + cos*C + 2 cosA cosBcosC—1—0
ou

(cos A+ cosB cos C)*—=1—cos’ B —cos*C —+cos® B cos*C —sin’Bsin’C,
ou, en extrayant les racines carrées,
cosA — — cosB cosC *=sinB sinC = — cos(B==C);
d’ou
A+B+=C=180>< (24 +1),

k étant un entier. Et si la somme A + B+ C n’excéde pas
180 degrés, on a nécessairement

A+ B+ C=180°.

Autres formules relatives aux triangles obliguangles.

73. En transformant les relations précédentes, on obtient
de nouvelles formules qu’i est utile de connaitre et que nous
allons établir.

Des relations fondamentale

sinA sinB sinC

on déduit

a+b _ sinA~+sinB 2sm,(A+B)cos,(A B)
¢ —  sinC 28in$C cos$C
a—b _sinA—sinB 2cos-(A+B)sm (A—B)

c sinC 2sin$Ccos3C
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ou, i cause de ~ (A +B)= go°-— lc,

a_+_b cosi(A — B) a—b sinj(A—B),
¢ siniC ¢ cosiC '’

(1)

et, en divisant ces équations (1) I'une par I'autre, il vient

a_bcoth.
2

(2) tang = (A —B) = —

Les formules (1) renferment les six éléments, mais la for-

mule (2) ne contient que deux cdtés et les angles.

74. La relation K
a*= b*+ c*— 2beccosA

donne
b+ —at

COSA — Py H

mais on a

cosiA:\/l-’_:OSAa _A_\/l—cos_{’

et, en substituant a cos A sa valeur, il vient

2bc + b+ c*— a’.___ (b+c)p—a
cos—A__\/ 4 bc —\/ 4 bc
\/(a+b+c)(—a+b+c) )
- . 4 bc

sin LA — [2bc — b2 — ¢+ 2* a+(b—c
A= 4bc =V %o
(a+b—c)(a—b+c
4b¢

Par de simples permutations de lettres, on obtiendra des for-
mules semblables pour exprimer les cosinus et les sinus des

angles i Bet i— C. Si donc on fait, pour abréger,

a—+b+c=2p,
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—a+b+4+c=2(p—a),
a—b+c=2(p—b),

a+b—c=2(p—c);

on aura ces deux systémes de formules :

(3)

1, _./plp—a)
cosaA_ be ’
{cosiB rlp—8)

ac

enfin, en diﬁsant chaque formule du groupe (4) par la cor-
respondante du groupe (3), on obtient ce nouveau systéme de

formaules :

(%)

1 —b (p—c
ta A—
ngz p(p—a

{ tang;B—\/ ———(P'_(a)(_}’b_)-c)

_/(p—a)(p—8)
tng S ,C= \/ plp—ec)

, -

Dans toutes ces formules, il faut prendre le radical avec le
) P

signe -+ 3 car les demi-angles d’un triaugle sont inférieurs a

go degrés, et, par suite, leurs lignes trigonométriques sont

positives.
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Expressions de Uaire du triangle et des rayons des cercles
inscrit et circonscrit.

75. Amrepu TriANGLE.— Soituntriangle ABC( fig.16 et17);
L]

Fig. 16. Fig. 17.

L e <

B D

abaissons du sommet A la hauteur AD : on a, en désignant par s
I'aire du triangle,

5=la><AD.
2

Mais le triangle rectangle ADC donne AD = b sinC; on a
donc

1 .
(1) s =~ absinC.

Ainsi l'aire d’un triangle est égale & la moitié du produit de
deux cétés multiplié par le sinus de I’angle compris entre ces
cotés. :
En appliquant cette proposition aux quatre triangles dans
lesquels un quadrilatére peut étre décomposé par le moyen de
ses diagonales, on obtient le résultat suivant :

L'aire d’un quadrilatére quelconque est égale & la moitié
du produit des diagonales multiplié par le sinus de I'angle
gu'elles forment entre elles.

Si dans la formule (1) on remplace & par sa valeur tirée de
'équation

b sinB sinB
: @~ sivA sin(B+C)’
il vient
1 a’sinBsinC
(2) =3 SRR,

2 sin(B + C)



104 TRAITR DR TRIGONGNRTRIE.
Enfin, des équations

sinicz‘/(P—a‘)lép—b c_\/ _—_i),

établies au numéro précédent, on déduit

ve(p—a)(p—b)(p—c)

ab

. .1 1
sinC—=2sin-Ccos-C=2
2 2

et, si 'on remplace sinC par cette valeur, dans la formule (1),
il viendra

(3) s=,/p(p——a)(p—b)(p—6),

formule ou p désigne le demi-périmétre —— atbte,

De cette formule et de celles qu’on a établies au n® 74, on
déduit les résultats suivants, qui méritent d’étre remarqués :

(p—a)lp—8)(p—c) _ &
abc ] pabc

S DU S |
sin —Asin—-Bsin - C—=
2 2 2

pVp(p—a)(p—8)(p—c) _ ps
abe abe

1 1 I
cos— Acos —Bcos— C—= ’
2 2 2

I I 1 §
— Atang — -C=—-
tang 5 ng ~ B tang 2 C IS
76. RAYON DU CERCLE CIRCONSCRIT. — Ayant circonscrit un
cercle au triangle ABC (fig. 18), menons, par le sommet C, le
Fig. 18.

G

D

diamétre CD = 2R, et joignons BD; I’angle en D du triangle
rectangle BCD est égal 4 A ou au supplément de A : on a donc
a

a—2RsinA ou R=— —-«
2sinA
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Multipliant haut et bas par bc, il vient
. abe _ abc . abe .
 2besinA” 4s T fyp(p—a)(p—b,(p—¢)
77. RAYONS DES CERCLES INSCRIT ET EXINSCRITS. — Soitr le
rayon du cercle inscrit; en joignant le centre de ce cercle aux

trois sommets, on décompose le triangle en trois autres ayant
pour hauteur commune r, et pour bases les trois cotés a, b, ¢

i a+b+c
respectivement; on a donc s = r s
sz]"'y et l‘:i_—__-w(P—a)(P-—b)(,)—c).
P P

Si I'on désigne par «, 6, y les rayons des cercles exinscrits
au triangle, c’est-a-dire des cercles qui touchent respective-
ment les cdtés a, b, c et les prolongements des deux autres, il
est aisé de voir que I'on a

5"‘(P—“)“—(P"b) =(p—c)n

d’ott l’on tire _ -
=y P =B p—2),
p—a

o= _\/ —“(P’—"‘),

—a)(P—b)
_c—v———

On peut aussi écrire (n° 74)

. 1 I 1
a:ptang;A, Gzptang;B, 1:ptang;C.

De ces formules on peut en déduire plusieurs autres, parmi
lesquelles on doit remarquer les suivantes :

LI U B |
—=—4 4+
r a« 6 9

s = \/raby,

fR=a+6+9—r
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- Résolution des triangles rectangles.
78. Premier cas. — Etant donnés 'hypoténuse a et un
angle aigu B, calculer I'angle C et les deux cétés b et c.
Les éléments inconnus se détermineront par les formules
C=go°— B, b=asinB, c=acosB.

La premiére fait connaitre immédiatement C, et les deux
autres donnent pour le calcul logarithmique

logb —loga + logsinB, logc —loga -+ logcosB.

79. Druxiime cas. — Etant donnés U'kypoténuse a et un
coté b de Uangle droit, calculer le troisiéme cété c et les
deux angles B et C.

On a, pour déterminer les éléments inconnus,
b
sinB —cosC = P c—a*— P —(a+b)(a—0b).

La détermination directe de I’angle C s’obtient, comme on
voit, par un cosinus, et ainsi elle ne sera point susceptible
d’exactitude, si I’hypoténuse du triangle différe peu de son
c6té, comme cela arrive fréquemment. Dans ce cas, on peut
commencer par calculer ¢, et I'on obtiendra ensuite C par la

formule
. c
tangC —= 3
on aura ainsi, pour le calcul logarithmique,

loge = 2 [log (a + b) + log (a — &)1,

logtangC — logc — logb.
On peut aussi calculer C directement comme il suit. En rem-

placant cosC par sa valeur ; dans les formules

sin1c=\/:°°sc, C—\/’_""’“c
2 2 |+oosC
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il vient

a—b
smC—\/ > 2=V

une quelconque de ces formules donnera I'angle C avec pré-
clslon, mais la seconde est préferable, parce que son emploi
n'exige que les logarithmes qui servent pour le calcul de c.

80. Troisteme cas. — Ktant donnés l'un des cétés b de
Uangle droit et l'un des angles aigus, calculer le second
angle et les deux autres cétés.

Les éléments inconnus se détermineront par les formules

b
B + C=go°, a= = ¢ = bcotB;

les deux derniéres donnent pour le calcul logarithmique
loga — logb — log sinB,
logc — log & + log cotB.

81. QuarrikME cas. — Etant donnés les deux cotés b et ¢
de l'angle droit, calculer Uhypoténuse a et les deux angles
aigus B et C.

On a, pour déterminer les éléments inconnus,
b :
cotC — tangB — py a*= b+ .

Cette derniére formule n’est pas calculable par logarithmes ;
on la rendrait telle en faisant usage d’un angle auxiliaire;
mais cette maniére d’opérer revient i calculer d’abord B par

la formule
logtang B — log & — log ¢, '

et 3 déterminer ensuite a par la formule

b .
a=_o-5 ou loga —logb — logsinB.

82. Exemrre. — On donne
a=58g2 51, b=543g™, 24,

et I’on demande de calculer c, B et C.
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TYPE DU CALCUL.

a—+b=11331,75, a— b= §53,27.

Calcul du cété c. Calcul de Uangle C.
c=y(a+b)(a—b 1 —b
log(a—,—b).‘/.(......).(.. 4,(3542970 angC=¢/a5s"
log(a—2b)........... 2,6563570 | _log(a +b)......... 5,9357030
.................... 6,7106540 | log(a—b).. ......... 2,6563570
loge....ooonininnnnn. 3,3553370 | . ........o.i.l.l. 3,6020600
c=12166%,35 logtangiC........... T,3010300
1C = 11°18'35",26
C =122°3711",52

On a ensuite
B — go° — C = 67°22"48".48.

Résolution d’un triangle rectiligne dans lequel on connait
un cété et deux angles.

83. L’angle inconnu s’obtiendra immédiatement par la for-
mule
A + B+ C=180"
Si a est le c6té donné, on calculera ensuite les cdtés b et ¢ par
les formules

b_asinB c_asinC
T sinA '~ sinA

84. ExemrLe. — On donne . ]
A=81°47"12",5, B=38"12'47",5, C=60°, a—1q012™24,
et I'on demande de calculer les cotés b et ¢, ainsi que la sur-
JSace s du triangle.

-

TYPE DU CALCUL.

Calcul du c6té b. Calcul du cbté c.
p_asinB_ _ asinC_
~ sinA ~ sinA

loga................. 3,8458568 |loga................. 3,8458568
—logsinA........... 0,0044774 | —logsinA........... 0,0044774
logsinB.............. 1,7914024 |logsinC.............. T,9375306
logh.....covvvvnnnn.. 3,6417366 [loge......ciinnnnt 3,7878648

b= 4382™,65 c=6135",71
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Calcul de la surface s.

1 a’¢inBsinC

§= - ———

2 sinA
aloga....ooooiiiiiiiiiiil 7,6917136
logsinB.................o0.t 7,7914024
logsinC.........oevvivvnnnnn. 1,9375306
—logsinA............ ...l 0,0044774
—log2....i.oviviiiiiiiinat, 1,6989700
1 7,1240940

's = 13307420™.

Résolution d’un triangle rectiligne dans lequel on connatt
deux cotés avec U'angle opposé & l'un d’eux.

83. Sia, b et A sont les éléments donnés, on déterminera
successivement les éléments inconnus par les formules

b si inC
sinB=— 2804 A 4B C=180°, c= 250C,
a sinA

Lorsque B différe peu de go degrés, cet angle ne peut étre
déterminé avec exactitude par le moyen de son sinus; dans
ce cas on calcule d’abord le produit 4sinA et I'on obiient
ensuite 1’angle B par la formule

bsinA

tangB = —— =X
8 Y(a+bsinA)(a— bsnA)’

on peut aussi faire usage de la formule _

.

tang(45°+ B i\/a—hbsmA

@ — bsinA’

que ’on obtient en remplacant sinB par sa valeur dans I’équa-
1+ sinB
tion tang (45" + = B \/ —
Cependant ces demléres formules ne peuvent faire connaitre
B avec précision, lorsque cet angle différe trés-peu de go de-
grés et que les données, comme il arrive le plus souvent, ne sont
Pas rigoureusement exactes. Dans ce cas, en effet, une légére
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erreur dans les éléments donnés peut occasionner une erreur
considérable dans I'angle B. ( #oir, Chapitre VI, les Formules
trigonométriques différentielles.)

RemarQuel. — Sil’on a @ > bsinA, et seulement dans ce
cas, les Tables feront connaitre pour B une valeur M < go®°,
mais on pourra prendre aussi B = 180°—M; on aura deux
valeurs correspondantes de C,

C=180°—A—M, C=M—A,

et, par suite, aussi deux valeurs correspondantes de c.

Pour que I'angle M réponde i la question, il faut et il suffit
queA + Msoit < 180 degrés; pareillement, pour que 180° — M
y réponde, il faut et il suffit que M soit >> A. Examinons dans
quel cas ces conditions peuvent étre remplies.

1° Si 'on a A = ou > go degrés, la valeur 180°—M de B
ne peut convenir, et la condition pour que la valeur M donne
une solution du probléme est

M<<180°— A,
ou, comme les deux membres sont moindres que go degrés,
_ sinM <sin(180° — A) om <CsinA,
c’est-a-dire
{:‘:LA- <sinA ou b<la.
On voit que le probléme ne peut avoir qu’une solution, et la
condition pour qu’il en admette une est que le cdté opposé a
I'angle donné soit le plus grand des deux cétés donnés.

2° Sil'on a A < go°, la valeur M de B convient toujours;
mais, pour que ’on puisse prendre aussi B=180°—M, il

faut que I'on ait :
M4,

ou, comme les deux membres sont inférieurs a go degrés,
. ‘sinM > sinA,
c’est-a-dire
bsi
sinA >sinA, ou 6 <L a. _ .

a
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On voit que, dans ce cas, la condition de possibilité est
a> bsinA; si cette condition est remplie, le probléme admet
une ou deux solutions, suivant que le cdté opposé a I’angle
donné est plus grand ou plus petit que I'autre cté donné.

Les résultats qui précédent sont conformes i ceux qu’on
déduit de considérations géométriques que nous croyons inutile
de rappeler ici.

RemanQue II. — Dans la solution précédente, on ne calcule
le c6té ¢ qu’aprés avoir obtenu les angles B et C; or il se peut
que, n’ayant pas besoin des angles B et C, on veuille calculer
directement le cdté c. Pour cela, on peut se servir de la for-
mule

a* = b*+ c* — 2bccosA,
d’ou I’on tire
¢ =bcosA = ya* — b*sin’A;

mais, pour rendre cette formule calculable par logarithmes, il
faut employer un angle auxiliaire, conformément a la méthode
du n° 58, et alors les calculs qu’on doit exécuter sont tout aussi
longs que ceux auxquels conduit I’application de la premiére
méthode. Il y a méme plus : le moyen qui s’offre le plus natu-
rellement pour rendre I'expression de c calculable par loga-
rithmes consiste a poser (n° 58) ~

bsinA . asing
—sing, d’ b= — H
ng, d'od e

car la valeur de ¢ devient alors

__asingcosA s __asin(p=A)
T sinA * =" sinA

et Pon voit que I'angle auxiliaire ¢, dont on s’est servi, est pré-
cisément ’angle B du triangle. Il n’y a donc pas lieu de modi-
fier la solution que nous avons donnée.

86. Exemrre. — On donne
A =127°4744"77, a=2199™,12, b= 251328,
et l'on demande de calculer B, C et c.
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TYPE DU CALCUL.

Calcul de Pangle B.

ginB = bsinA
a
(7N 3,4002409
—loga...........ooiiiiiit §,6577511
logsinA............covniinnnn 1,6686853
logsinB..................... 1,7266773

1l y a deux solutions

B—=32°12"15",23 et ] B=147°47'44".77-

PREMIERE SOLUTION.
B = 32°12’25%a3

Calcul de I’angle C.

C=180°—A—B
A=127°47'44",77
B =32012'15",23
C=120°" 0"
Calcul du c6té c.
o — asinC
~ sinA
loga................. 3,3422489
—logsinA........... 0,3313147
logsinC.............. 1,9375306
loge....ooovvviinnit 3,6110942
¢ = 4084™,08

DEUXIEME SOLUTION.
B=147°47'44",77

Calcul de ’angle C.
C=180"—A—B

A = 27°47'44",77
B =147°47'44",77

C= 4£°24'30",46
Calcul du cbté c.
¢ — asinC
~ sinA
loga................ 3,3422489
—logsinA........... 0,3313147
logsinC.............. 2,8857358
loge..coovvvvnnnnn. 2,5592994
¢ = 362™, 493

Résolution d’un triangle rectiligne dans lequel on connatt
deux cotés avec l'angle compris.

87. Paemikre mérmobe. — Soient a, 'b, C les éléments
donnés. Pour trouver les angles A et B, on peut employer la

formule (2) du n° 73, savoir :

1

a—b 1

cot-C;
2
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cette formule fait connaitre la demi-différence

I
S(A—B)=M.

On a, d’autre part,

(A+B)=go*—-C,

N |-

et 'on déduit de la, par addition et soustraction,
" I
A= 90° _ ; C+M,
B=go°— ~C—M.
2

Les angles A et B étant ainsi connus, on peut calculer ¢ par la
formule '

__asinC

T sinA’?

mais il vaut mieux employer 1'une des formules (1) du n° 73,
savoir :

(a+b)s1n‘C c_(__a—b)ms%C
cost(A—B)’ ° “siny(A—B)’

Cc =

qui exigent seulement la recherche de deux nouveaux loga-
rithmes.

Si les cotés a et b sont donnés par leurs logarithmes, on

peut abréger le calcu] de la fracuon b qui figure dans la

valeur de tang; (A—B). 11 suffit de déterminer un angle
auxiliaire ¢ tel que

tange —

Vlh

car il vient alors
: a—b
oyt tang (¢ — 45°),
et par suite
tang _;. (A—B) =tang(¢ — 45°) cot% C.

Trig. S. 8
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On achévera, comme ci-dessus, le calcul des angles A et B;
mais, pour détermincer ¢, il faudra employer la formule

__asinC
T sinA
Deuxiime uermODE. — On peut résoudre le méme probléme
au moyen des formules

csinA —-asinC,

ccosA = b — acosC,

et I’on obtient ainsi la solution la plus simple, surtout si; comme
cela se présente fréquemment-dans I’Astronomie, a est connu
par son logarithme, tandis que & est donné directement. Des
deux équations précédentes on tire pour le calcul logarith-
mique
log /+=tangA) =loga -+ log sinC — log[== (& — acosC}],
logc == loga + log sinC — log sin A.

Pour avoir log[ == (5 — a cosC) ], on calculera le logarithme
de la valeur absolue de a cosC, on en déduira a cosC, et I'on
aura ensuite, par addition ou soustraction, & — a cosC.
L’angle A étant connu, on obtiendra B par la relation
A + B+ C=180°.

88. Exempre. — Or donne

loga =0,4287591, logd = 0,0008764, C-=178°28'7",62,
et l'on demande de calculer les angles A et B, le coté c et la
surface s.

TYPE DU CALCUL (PREMIERE METHODE).

Calcul de ¢ (tang? = f’_) .

b
loga...............ooiil 0,4287591
logh..oooovineiiiiiiiien. 0,0008764
logtange..........covinaitt, 0,4278827

¢ = 69°31'36", 59
¢ — 45° = 24°31'36", 59
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Calcul des angles A et B.
tang 3 (A — B) = tang(9 — 45°) cot{C.
log tang (@ — 45°)......ounn... T,6592428
logeotiC.....covvvvnennnnt. 0,0880012
logtangi(A—B)............. 1,7472440
$A—=B)eeeiiiiiiii 29°11°44",75
F(A+B)eeeei il 50°45'56°, 19
A =79"57"40", 94
B=21°34"11",44
Calcul du c61é ¢ Calcul de la surface s.
— asinC x:iabt’sinc.
sind loga................ 0,4287591
logg................ 0,4287591 | logb................ 0,0008764
log sinC............. 1,9911445 | logsinC............. T,9911445
—logsinA.......... 0,0067003 | _loga............. 1,6989700
loge......ooooill 0,4266039 | logs................ 0,1197500
¢=2,67057 s=1,3175

TYPE DU CALCUL (DEUXIEME METHODE).

On commence par calculer & dont le logarithme seul est
donné; on trouve b = 1,002020.

Calcul de A.
asinC
tangA = — acosC’
loga................ 0,4287591 |loga................ 0,4287591
log cosC............ 7,3008167 |logsinC............. 1,9911445
logacosC........... T,7295758 —log(b—acosC). .. o,332068;
acosC.............. 0,5365075 [logtangA........... 0,7519723
b—acosC.......... 0,4655125 A= 79°57'40",95

Pour calculer ¢, on opére comme dans la premiére méthode;

) b]
seulement ici on n’a besoin que d’un nouveau logarithme,
celui de sin A.

Résolution d’un triangle rectlltgne dans lequel on donne
les trois cétés.

89. Les formules du n° 70, qui détermiment les angles
A, B, C par les cdtés, ne sont pas calculables par logarithmes ;
8.
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.mais celles du n° 74 que nous en avons déduites le sont et
peuvent étre employées pour le calcul des angles. On doit pré-

férer les formules du troisiéme systéme, savoir :

tang — A—\/(p;(;ipa)_c),

(p—a)(p—c)

1
tang - B —
€3 p(p—8)

mnglczw(p-__g_j(p——b_).,

2

p(p—c)

qui déterminent les angles i A, :—:- B, i C par leurs tangentes.

Remarque. — Pour que le probléme soit possible, il faut et
il suffit que chaque cété soit moindre que la somme des denx
autres; si cette condition n’est pas remplie, I'une des diffé-
rences p — a, p— b, p — ¢ est négative, tandis que les deux

- 1 ‘
autres sont positives : les valeurs de tang ;A" sont donc

alors imaginaires.
90. ExemrrLe. — On donne
b— 438=,265, c¢=613=571,
et U'on demande de calculer les angles A, B, C et la surface s.

a=101",224,

TYPE DU CALCUL. -

p=1ila+b+c) .. 896,530 |logp....... e 2,9427668
P—@ueeiniiiniiiinn.. 175,306 | log(p —a)........... 2,2437968
p—bociiiiiit, 438,265 [log(p —8)........... 2,6417368
P—Ceriiininiiianinnnns 262,959 |log(p—c).vvvnntnn 2,4198881

Calcul de Pangle A.
(p—0)(p—c)
tangiA = \/ (p—b)(P—c),

r(p—a)
log(p—0y........... 2,6417368
log(p—c)eennnnna... 2,4198881
—log(p—a)........ 3,7562032
—logp...ooiiill 3,0572332
.................... 1,8750613
logtangtA........... 1,9375306

+A = 40°53'36", 22
A= 81°47'12",44

Calcul de Pangle B
tang B__ J(p—a)(P__c)

plp—0)
log(p—a).c......... 2,2437968
log(h—c)eunnnn..... 2,4198881
—~log(p—56)........ 3,3582632
—logp..covvninin... 3,0572332
.................... 1,0791813
log tang+B........... 1,5395906

1B = 19° 6'23",77
B =38°12'47",54
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Calcul de 1’angle C. Calcul de la surface s.
) — —_
w%%0=-\/%ﬂ- s=yp(p—a)(p—0b)(p—c).
log(p—a)........... 2,2437968 |logp................. 2,9427668
log(p—6)..c........ 2,6417368 | log(p — a)........... 2,2437968
—log(p—c)euen.... 3,5801119 [log(p—b)eeenn. .. .. 2,6417368
—logp..cooviiii 3,0572332|log(p —c).ernennnn. 2,4198881
.................... 1,5228787(....................10,2481885
logtangiC........... 1,7614393 [logs....cvvviuvinnnn, 5,1240942
$1C=30° s =133074™,23
C = 60° )

Feérification : A + B + C = 180°— 0”,02.

Cas divers ou les données ne sont pas toutes des cotés
ou des angles.

91. Le nombre des problémes qu’on peut se proposer sur
la résolution des triangles est indéfini. Nous présenterons ici
quelques exemples.

Prosrime 1. — Résoudre un triangle, connaissant un
angle C, le coté opposé c et la somme ou la différence des
deux cotés a et b.

L’une des formules (1) du n°® 73, savoir :

a+b cos}(A—B) a—b_sin}(A—B)
¢ sniC ¢ cosiC

. py s . . e 1 :
fait connaitre immédiatement la demi-différence 5 (A —B);

. 1 , o . g
la demi-somme 5 (A~ B) étant connue, on connaitra aussi A

et'B; on achévera ensuite la solution au moyen de celle des
deux formules précédentes qui n’a pas été employée et qui fera
connaitre a — b si a+ & est donné, ou a4 b sicesta—b
qui est donné.

92. Prosiime II. — Résoudre un triangle, connaissant
Uangle B, le coté adjacent a et la somme ou la différence
des deux autres cétés.
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[ ]
En désignant par ap le périmétre a+b-+c,ona(74)

(p—a)(p—c) P—a)(p —b)
tan, ——-—\/ ————, tang— = (
s (p—t) g plp—c)
d’ou
C B _p—a C B_p—b&
tang;tang;_. » et tang;cotz,_])_c

Si la somme b + c est donnée, on connait p et p—a; si cest
la différence 5 — ¢ qui est donnée, on connait p —b et p —c:
donc on pourra, dans 'un et 'autre cas, calculer 'angle C au
moyen des formules précédentes. On achévera ensuite la solu-
tion par la méthode du n° 83, ou plutét par I'une quelconque
des formules qu’on déduit des precedentes en permutant les
lettres A et B, a et .

93. Prosrime III. — Résoudre un triangle, connaissant la
surface s et les angles.

On a (75)

1 _ sinBsinGC oi \/ 2ssinA
s—=-a® - 1) a=—

2 sinA sinBsinC
On calculera les cdtés & et ¢ par des formules analogues.

94. Prosrime IV. — Résoudre un triangle, connaissant le
périmétre et les angles.

Des formules (3) et (4) du n° 74 on déduit

cos-Bcos C——%\/( __b)(___f)-—_lfsm A

d’ou
__ *psiniA
— w1 n?
cos;BcosiC

formule qui servira pour calculer a.

95. Prosrime V. — Résoudre un triangle, connaissant le
rayon r du cercle inscrit et les angles.
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On déduit facilement des formules précédemment données
a rcotlA b cotlB c rcotIC
—a—= — A, —b=r - B, —c= -G;
P 2 p 2 P 2
on calculera p — a, p — b, p— c par ces formules, et 'on en

déduira ensuite les cotés a, b, c.

96. Prosrime VI. — Résoudre un triangle connaissant
Uangle C et les sommes ¢ + a, ¢ + b obtenues en ajoutant
le coté opposé ¢ & chacun des deux autres cotés.

Nous supposerons ¢+ a>c -+ b. Les formules (1) du
n° 73 donnent

‘ (c+a)+ (c+b) cosz(A—B)+ 2singC
) < - sin}C ’
<
( (¢ +a)—(c+b) sinj(A—B)

P T cosiC
d’ou
(2) _sin;(A—B) __[cha)—(ctb) 1.
cos3(A—B)+2sinjC  (c+a)+(c+8b) 2

Cette formule (2) ne renferme que la seule inconnue
T . 212
~(A—B), et l'on pourra la déterminer par le procédé du
n° 60, en calculant un angle auxiliaire ¢ compris entre zéro
et go degrés, au moyen de la formule

(c+a)—(c+1b)

(3) tange — cot~ C.

(c+a)+(c+b) 2

Or, si I'on considére le triangle formé par les cotés ¢ + a,
¢+ b et I'angle compris C, que I'on désigne par A’ I’angle op-
posé au c¢dté ¢ + a, dans ce triangle, et par B''angle qui est

oppesé au cété ¢ + b, la demi-diflérence % (A’—PB) sera pré-
cisément égale a I’angle auxiliaire ¢, d’aprés la formule (2) du
n° 73; on aura donc

A—B _ A+F

PR

:go°—1-C,
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.

d’ou
1 1

(4)  N=ge—jCwy B=(g—1c)—y

Cela posé, I'équation (2) peut s’écrire comme il suit :

siny (A — B) _sinj(A'—B')

cos:(A—B)+ 2sinfC ~ cos!(A'’—B')’

si 'on chasse les dénominateurs, on trouvera simplement
. N SPU P ,
(5) smz:zsm;Csm;(A—B),

en posant, pour abréger,

on a d’ailleurs
A+B A +B
2 2

et I'on conclut des deux équations précédentes

(6) A=A+x B=B—z

On calculera ’angle x par la formule (5), aprés quoi les tor-
mules (6) donneront A et B, puisque A’ et B sont connus.

Pour calculer c, on fera usage de la deuxiéme équation (1),
qui donne

(7)

e [(c+a)— (c+ b)]cos-;-C,
sin(g + )
et 'on aura enfin a et b par les formules
(8) a=(c+a)—c, b=(c+b)—ec.
Le triangle auxiliaire dont nous avons fait usage est tou-
jours possible, quelles que soient les données ¢ + a, ¢ + b, C;

il en résulte que I'équation (5) donnera toujours des valeurs
réelles de x; car on peut lamettre sous la forme

sinx — sinA’ — sinB’,

et 'on voit que son second membre est compris entre zéro et 1.
Cette équation a une racine x eomprise entre zéro et go degrés;
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c’est la seule racine qu1 puxsse convenir i notre probléme, car
B’ étant un angle aigu, a cause de A’>>B', la valeur de B
fournie par la deuxiéme équation (6) ne peut étre positive
que si x est inférieur & go degrés. Mais on voit de plus que le
probléme proposé n’est possible que si la valeur de x com-
prise entre zéro et 90 degrés est inférieure a B, condition que
nous pouvons exprimer par l'inégalité sm:l:<s1nB ou, a
cause de I’équation (8), par

sinA’ < 2sinB’,
et cette derniére inégalité équivaut ellé-méme a la suivante :

(e + a).<2(c + b).

Telle est la condition nécessaire pour que le prob]éme' soit
* possible; je dis d’ailleurs qu’elle est suffisante. En effet, si elle
est satisfaite, les valeurs de A et de B seront positives; de plus,
leur somme sera inférieure a 180 degrés; la valeur de c tirée
de I'équation (7) sera elle-méme positive, et il ‘est évident
que ces valeurs rendront les équations (1) identiques. Cela
posé, supposons que l'on demande de résoudre un triangle
avec les éléments A, B, ¢ que nous venons de calculer; ce
probléme est toujours possible, et, pour le résoudre, on peut
évidemment faire usage des équations (1), desquelles on tirera
nécessairement les valeurs données ¢ + a, ¢ + b.

Remarque. — Sil'on a ¢+ a=c + b, les angles g et x se
réduisent a zéro; on a A = B=— A’=B'. Dans ce cas, la for-
mule (7) ne peut plus servir pour le calcul de c; il faut alors
recourir i la premiére des équations (1), qui donne
.. siniC
c=(c+a) m,
d’on

c—a sinjC—} tang(;C—15° ).
c+a  siniC+ 1 tang({ C+15°)

On aura donc
tang(+C —15°)

c—(l:((«'—!—ﬂ)tang( +l5¢,))

¢ —a sera donné par cette formule; on en déduira ensuitez et c.
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Du quadrilatére inscriptible.

97. Nous croyons devoir encore indiquer ici comment on |
peut calculer les angles, I'aire et les diagonales d'un quadrila- |
tére inscriptible, quand on connait les quatre cotés. ‘

Soit ABCD ( fig. 19) uh quadrilatére inscrit, dont nous re-

Fig. 19.

e
b

_ d\‘.\‘ >r/y7

n\"\\\] .
C

* présenterons les cotés AB, BC, CD, DA par a, &, c, d, les diago-
nales AC et BD par x et y, laire par s, le rayon du cercle cir-
"conscrit par R, et les angles par les lettres qui marquent leurs
sommets. : ,
Les angles B et D étant supplémentaires, leurs cosinus
sont égaux et de signes contraires; on a, par les triangles ABC

et ACD,
(1)

et 'on tire de ces équations, en éliminant x,

xr? = a* + b* — 2ab cosB,
2= 4 dd? - 2.¢d cosB,

(2) cosB — a+b—c—d

: T 2(ab+cd)
Cette formule n’est pas calculable par logarithmes, mais on
peut en déduire une qui le soit. On a

. .1 I 1+ cosB
sin*~B—=—--—3 cos?’-B=———
2 2 2 2

en remplacant cosB par sa valeur, il vient

Sin’lB.:(c-'_d)’_(a_b)’:(_‘—_(z+b+c+d)(a'_b+c+d}’
2 4(ab +cd) 4(ab + cd)
1 _(c+b)2—(c—d):_(a+b—q—i—-d)(a—l—b+c._d).

4(ab+cd) 4(ab + cd)
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Désignons par 2p le périmétre a—+ b+ c -+ d, on aura
a+b+c—d=2(p—d),... et, par suite,

(3) sin - B__ \/(”_““/"‘b) cos-'.B:\/(!’_C)(l’—d).
2

ab 4+ cd

En divisant ces formules (3) I'une par I’autre, on obtient la
suivante :

/(p— a — b
(4) tangiB: g—————-,)_‘c);; d)

qui est calculable par logarithmes. On aura de méme, pour
calculer I'angle A,
1 [ip—a)(p—d)
5 —A=\/"
) tang (P=8)(p—o)
Les angles du quadrilatére étant connus, on aura les diago-
nales par l'une des méthodes du n° 87. Quant a la surface s,

elle est la somme des surfaces des triangles ABC et ADC; on
adonc (n° 75)

s= —;-(ab-}-cd) sinB;

on a d’ailleurs, en multipliant les équations (3) I'une par
lautre, ‘

Vip—a)lp—8)(p—c)(p— d)

sinB =2
ab + cd

donc
(6) s=y(p—ajp—2t)(p—c)(p—4d)

SiI’on suppose que le coté d se réduit a zéro, cette formule
donne celle qui exprime 'aire du triangle en fonction des
trois cotés. :

Sil'on veut calculer directement les diagonales x et y, on
portera dans 1'une des équations (1) la valeur de cosB tirée de
Péquation (2); il vient alors

cd(a? + %) + ab(c* + d?)

2 —
= ab + cd

. (ac+ bd)(ad + bc)
(7) ';"‘ _— ab -|—Cd b
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on aurait de méme

(8)

,_ (ac+ bd)(ab+cd).
- ad+bc ?

mais ces formules (7) et (8) ne sont pas calculables par loga
rithmes.

En multipliant et en divisant les équations (7) et (8) 'une
par l'autre, on a
(9) ’ xy = ac + bd, T M

=" [T ab+dd

formules qui expriment deux théorémes connus de Géométrie.

On peut enfin exprimer le rayon R du cercle ¢circonscrit en
fomction des quatre cotés. On a, en effet (n° 76),

. r

~ 2sinB’
, .
d’ou

(10)

_ \I(uc-.-bd)(ab+cd)(ad+br)
iVp—a)p—b)(p—clp—d)

Opérations sur le terrain.

98. TriancuraTION. — Lorsqu’on veut exécuter avec quel-
que précision le plan d’un terrain, d’une ville, etc., il est in-
dispensable d’appuyer le levé sur une triangulation calculée.
On nomme ainsi I'opération par laquelle on détermine les
valeurs de tous les éléments d’une suite ou d'un réseau de
triangles juxtaposés et rattachant les uns aux autres des points
choisis a volonté sur le terrain. Toutefois, lorsque le terrain
n’est pas parfaitement horizontal, ce qui est le cas le plus or-
dinaire, il faut imaginer que le réseau soit projeté sur un plan
horizontal situé au-dessous; ce sont les éléments de cette pro-
jection, ou, comme l'on dit, du réseau réduit & [’horizon,
qu’il est important de connaitre et que I'on détermine.

Tous les angles des triangles sont mesurés par le moyen
d’un instrument, le graphométre, ou mieux le théodolite,
qui donne les angles tout réduits i 'horizon. Mais yne seule
ligne est mesurée directement A 'aide de-la chaine d’arpen-
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teur ou d’'un appareil de régles; on la nomme la base. Les
autres cotés des triangles sont déterminés par le calcul.

Il est trés-important de choisir avec discernement les points
qui doivent former le réseau trigonométrique, afin de n’avoir
que des triangles avantageux, c’est-a-dire des triangles dont
aucun angle ne soit trop aigu. Il est aisé de voir, en effet,
qu'un point est mal déterminé quand il est donné par I'inter-
section de deux droites faisant entre elles un trés-petit angle,
en ce sens que la plus légére erreur sur la valeur de I'angle
peut produire une erreur considérable relativement a la situa-
tion du point. Voici la marche généralement adoptée pour
trianguler.

Aprés avoir étudié le terrain qu’on se propose de lever, on
choisit un point central O (fig. 20) qui puisse étre apercu de

Fig. 20.

loin, comme la pointe d'un clocher, ou un signal placé sur un
bitiment élevé, ou méme un simple jalon muni d'un signal, si
le terrain est découvert. On choisit ensuite, en deca des limites
du levé, cing ou six points ou plus, A, B,C, D, E, F, desquels
_ on puisse voir le point O, et tels, que les triangles ABO,:
BCO,... soient avantageux. Il importe aussi que I'un des
cotés du polygone ABCDEF, AB par exemple, puisse étre me-
suré directement et pris pour la base.

Le coté AB du polygone étant connu et les sommets ayant
été remarqués a ’aide d’une perche ou d’un signal quelconque,
on stationne successivement en chacun de ces sommets. Au
point A on mesure les angles OAF et OAB, au point B les
angles OBA et OBC,. . ., enfin au dernier sommet F les angles
OFE et OFA. De ces mesures on conclut facilement chacun
des angles en O, qu'il est alors inutile de mesurer directement,
pourvu que les angles observés aient été déterminés avec une
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exactitude suffisante. On s’assurera de cette exactitude en ad-
ditionnant tous les angles observés et en comparant la somme
avec celle des angles du polygone qui est connue d’avance.
(Si le polygone a six cétés, comme celui de la figure, 1a somme
des angles est 180° X 4 ou 720 degrés.) La différence entre
les deux sommes, divisée par le double du nombre des cotés
du polygone, sera I’erreur moyenne des observations. Lorsque
cette erreur moyenne surpasse celle qu'on doit atiendre de
‘I'instrument employé, il faut recommencer I'opération ; dans
le cas contraire, on peut considérer les observations comme
exactes et se dispenser de la mesure directe des angles en O;
mais alors on corrige les angles observés en augmentant ou
en diminuant chacun d’eux de I’erreur moyenne dont nous
venons de parler.

Les mesures une fois prises et corrigées comme il vient
d’étre dit, il reste a faire le calcul des triangles. Le premier

triangle ABO, dans lequel on connait le c5té AB et les angles,
fera connaitre les cotés AO et BO (premier cas des triangles
obliquangles); le deuxiéme triangle BCO, ou l'on connait
maintenant le co1é OB et les angles, fera connaitre BC et CO;
le troisitme CD et DO,..., enfin le dernier FA et AO. I
on a un moyen de vérification des opérations; car la valeur du
coté AO, fournie par le dernier triangle, doit étre la méme
que celle qui est donnée par le premier.

Ce premier résean de triangles constitue ce que ’on nomme
le canevas principal. Tous ses cotés peuvent servir a leur tour
de bases pour relever d’autres points, et, comme ils rayonnent
dans des directions diverses, on pourra toujours s’arranger de
maniére a n’avoir que des triangles avantageux. Ainsi on re-
lévera les points G et H en les rattachant au coté AB, et en
mesurant simplement les angles en A et en B des triangles ABG
et ABH;; on calculera ensuite les c6tés de ces triangles. Pareil-
lement, on relévera les points I et J en les rattachant au coté
CD du polygone principal, et le point K en le rattachant au
coté ED. Enfin les cotés de ces triangles secondaires étant con-
nus, on peut les prendre eux-mémes pour bases; par exemple,
on peut relever le point L en le rattachant au cbté EK.
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Si la nature du terrain ne permettait pas de prendre pour
base I'un des cdtés du polygone principal, on mesurerait
quelque part une base qui piit étre rattachée a 'un de ces
cotés, AB par exemple, par un ou deux triangles au plus. Le
calcul ‘de ces triangles ferait connaitre AB, et 'on continue-
rait 'opération comme si le coté AB avait é1é mesuré direc-
tement. :

Souvent on prend pour polygone principal un simple trian-
gle, et, pour la base, I'un des cotés de ce triangle. Dans ce
cas, on mesure les trois angles directement; si la somme des
angles observés differe de 180 degrés, on prend le tiers de la
difiérence entre cette somme et 180 degrés : c’est 'erreur
moyenne des trois observations. Si cette erreur moyenne est
admissible, on corrige les angles observés comme il a été dit
plus haut, puis on résout le triangle. Les trois cétés une fois
connus, on reléve tous les points que I’on veut connaitre en
les rattachant a I'un des cotés de ce triangle.

Nous allons traiter, en terminant, quelques questions qui
se présentent fréquemment dans ’arpentage et dans le levé des
plans. Dans toutes ces questions, les données sont une base
qu'on peut mesurer avec la chaine, et des angles pour la mesure
desquels on peut employer un simple graphométre.

Problémes de Trigonomeétrie pratigue.

99. ProsLime I. — Zrouver la hauteur d’une tour dont le
pied est accessible et dont la base est sur un terrain a peu
prés horizontal.

Soient ( fig. 21) S le sommet de la tour et SA sa hauteur. On
emploiera un graphométre que I'on disposera en un lieu dont
la distance a la tour ne soit ni trop grande ni trop petite par
rapport i sa hauteur. On placera le limbe verticalement, de
maniére que son plan passe par le sommet de la tour et que
son diamétre soit horizontal. On fera tourner I'alidade jus-
qu'a ce qu’on apercoive, sur le milieu du fil de ses pinnules ou
de sa lunette, le sommet S de la tour, et I'on évaluera I’arc ab
du limbe compris entre le diamétre horizontal et I’alidade; ce
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sera I'angle C du triangle rectangle SCD. On prendra ensuite
sur le terrain, a l'aide d’un fil a4 plomb, la projection B du

Fig. 21.

centre de l'instrument; & partir de ce point B on tracera un
alignement dans la direction du diamétre Ca, et 'on mesu-
rera avec la chaine la distance horizontale BA comptée dans
cette direction, depuis le point B jusqu'a la tour. Comme
CD = BA, on connaitra, dans le triangle rectangle SCD, le
coté CD et I'angle aigu SCD; on pourra donc calculer SD, et
en ajoutant AD ou BC, qui est la hauteur du graphomeétre, on
aura la hauteur cherchée.

100. Prosrime 1. — Zrouver la hauteur d’une tour dont
le pied est inaccessible, mais dont la base est sur un terrain
a peu preés horizontal.

Soit ( fig. 22) ASlahauteur dela tour du pied de laquelle onne
Fig. 22.

peut approcher. On placerale graphométre en un certain lieu B
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et, comme dans le probléme précédent, on disposera le limbe
verticalement, de maniére que son diamétre soit horizontal et
que son plan passe par le sommet S. On dirigera I'alidade de
I’instrument vers le sommet S, et I’on évaluera 1’angle SCD.
On tracera ensuite un alignement BB’ dans la direction du
diamétre horizontal Ca et I'on transportera le graphométre
parallélement 4 lui-méme, de maniére que son centre se trouve
projeté en B'; alors on dirigera de nouveau l'alidade de I'in-
strument vers le point S, et 'on évaluera I’angle SC’D. Enfin
on mesurera avec la chaine la ligne BB’= CC’.
Ces mesures prises, le triangle SCC’ donne

SC _ sinSC'D doi G . BB/SnSCD
BB~ sin(SCD—SCD)’ ~ sin(SC'D — SCD)’
le triangle rectangle SCD donne aussi
SD — SCsinSCD;
donc
SD — BB'sinSCD sinSC'D
= Sn(SCD — SCD)

On calculera SD par la formule

log SD = log BB’ -+ log sinSCD + log SC'D — log sin (SC'D — SCD),

et, en ajoutant ensuite au résultat la hauteur du graphométre,
on aura la hauteur demandée.

101. ProsLime III. — Zrouver la hauteur d’une mon-
tagne.

Soit SH ( fig. 23) la hauteur qu’il faut mesurer. On prendra
deux stations A et B, dont I'une A soit 4 peu prés dans le plan
horizontal du pied de la hauteur SH, et telles qu’on puisse me-
surer aisément avec la chaine la distance eflective des points
A et B. On placera le graphométre a la premiére station, de
maniére que le centre du limbe soit en un point C de la ver-
ticale du point A, et I'on plantera en B un jalon muni d’un
signal D; on aménera le plan du limbe & passer par le point S
et par le signal D; on mesurera alors 'angle SCD en dirigeant

Trig. S. 9
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successivement I'alidade vers le point S et vers le signal D;
puis, sans déplacer le pied de I'instrument, on placera le limbe

Fig. a3.

verticalement, de maniére que son diamétre soit horizontal
et que son plan passe toujours par le point S; on dirigera
I'alidade vers le point S, et I'on évaluera I'angle SCK qu’elle
forme avec le diamétre du limbe. Enfin on transportera l'in-
strument & la seconde station, de maniére que son centre
occupe le point D projeté en B, et 'on plantera au point Ale
jalon qui était en B, puis, en opérant comme précédemment,
on mesurera I’angle SDC.

La base AB = CD ayant été mesurée avec la chaine, comme
il a été dit plus haut, on connaitra le cdté CD et les anglesdu
triangle SCD : ce triangle donne

ABsinSDC
SC= sinCSD

puis le triangle rectangle CSK donne

SK = SCsinSCK ;
donc
AB sinSDC sinSCK
SK=" sin CSD
et

log SK — log AB + log sin SDC +- log sin SCK' — logsin CSD.

On calculera SK par cette formule, et, en ajoutant ensuite au
résultat obtenu la hauteur AC = KH du graphométre, on aura
la hauteur cherchée.
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102. Prosrime IV. — Zrouver la distance d’un point &
un point inaccessible.

Soient C ( fig. 24) le point ou |'observateur peut stationner,
A le point inaccessible et AC la distance demandée.

On mesurera, avec la chaine, une base CD quelconque, a
partir du point C; on mesurera ensuite avec le graphométre
les angles ACD et ADC, desquels on déduira la valeur de
Fangle CAD; enfin on calculera le c6té AC par la formule

L] .
CD sin ADC
AC=—aap

103. Prosrime V. — Trouver la distance de deux points
inaccessibles.

Soient A et B (fig. 24) les deux points inaccessibles dont
on veut déterminer la distance.

On mesurera, avec la chaine, une base CD sur la portion du
terrain ou l’on peut stationner; on mesurera cnsuite avec le
graphométre les cinq angles BDC, ADC, ACD, BCD et ACB.
Alors, dans les triangles ACD et. BCD, ot I'on connaitra le
coté CD et les angles, on pourra calculer les cotés AC et BC.
Cela fait, on connaitra, dans le triangle ACB, I'angle C et les
deux cotés qui le comprennent; on pourra donc calculer le
cdté AB, et la question sera résolue. - ' .



132 TRAITE DE TRIGONOMETRIE.

Voici le moyen le plus simple de diriger le calcul. Nous
désignerons, comme 4 !’ordinaire, par A, B, C les angles du
triangle ABC, et par a, b, ¢ les cotés respectivement opposés;
nous ferons de plus CD = d. Les triangles BCD et ACD don-

nent respectivement

__dsinBDC __dsinADC
~ "sinCBD '~ sinCAD ’
d’ou -
‘log a = logd + log sinBDC — log sinCBD,
log & = logd + log sin ADC — log sin CAD.

Si maintenant ¢ désigne un angle auxiliaire, tel que
tangy = >
g9 = b’

le triangle ABC donnera (87)
tang i (A — B) = tang(p — 45°) oot-;-C.

L’angle ¢ se calculera d’abord par la formule

log tang — loga — log 4,
ou
{ log tang 9 — log sin BDC + log sinCAD
(1) — log sinCBD — log sinADC,

puis on aura ensuite ’angle -;- (A — B) par la formule
(2) logtung-é(A—B)=logtang(7—45°)+logcotic.

Connaissant A — B et A 4- B, on pourra calculer 'angle A,
et U'on aura enfin la distance cherchée au moyen de la for-
mule

__asinC

— TsinA
d’ot 'on déduit

logc = log d + log sinBDC — log sin CBD
~+ log sinC — log sinA.

3)
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RemarQue. — Il est nécessaire, comme nous I’avons dit, de
mesurer directement 1’angle ACB ; car cet angle n’est égal a la
différence des angles ACD et BCD que dans le cas trés-parti-
culier ou les quatre points A, B, C, D sont dans un méme
plan.

104. ProsLime VI. — Par un point accessible sur un ter-
rain uni, tracer une droite paralléle & une droite inaccessible.

Soient ( fig. 25) Cle point accessible et AB la droite inac-

cessible ; on opérera comme dans le probléme précédent, pour

" Fig. 25. '

calculer I'angle CAB. Cet angle étant connu, on disposera un
graphométre en C, de maniére que le diamétre du limbe soit
dirigé vers CA, et I'on fera mouvoir I'alidade jusqu’a ce que
Parc du limbe, compté a partir du diamétre, soit égal au sup-
plément de I’angle CAB; enfin on tracera un alignement, avec
des jalons, dans la direction de I'alidade, et 'on aura la ligne
demandée CE.

105. Prosrime VII. — Prolonger une ligne sur le terrain
au dela d’un obstacle qui empéche de voir la direction de
cette ligne.

Soit (fig. 26) AB la droite dont il s’agit de tracer le prolon-
gement au dela de I'obstacle O. On mesurera, avec la chaine,
la longueur AB; on prendra ensuite une station E, qu’on puisse
apercevoir des points A et B, et de laquelle on puisse voir le
terrain ou doit se trouver le prolongement de AB. Des points
A et B on mesurera les angles A et B du triangle ABE, et I'on
calculera le cdté AE; 4 partir du point E, on tracera un ali-
gnement EF dirigé vers la partie du terrain qui est au dela de
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I'obstacle O. On mesurera 'angle AEF, et, si C désigne le
point de rencontre de I'alignement EF avec AB prolongée, on

Fig. 26.

connaitra, dans le triangle ACE, le c6té AE et les angles : on
pourra donc calculer EC et I'on aura ensuite, avec la chaine,
le point C sur le terrain; puis, tracant un alignement CD qui
fasse avec EC un angle égal au supplément de ACE, on aura
le prolongement cherché.

Si la droite AB était inaccessible, ob se servirait d’une base
auxiliaire menée par le point E, pour mesurer les éléments du
triangle ABE, comme dans le probléme V.

106. Provriwe VIII. — Zvrois points A, B, C ( fig. 27) étant
situes sur un terrain uni et rapportes sur une carte, deter-
maner sur cette carte le point M, d’ou les distances AB et BC
ont été vues sous des angles a et & que I’on a mesures.

Le paint M est 3 lintersection des segments capables des
angles x et &, construits sur AB et BC respectivement ; mais il
s'agit il de rattacher ce paint par des éléments calculés aux
puints deanes A, B, C.
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Soient AB=a, BC=24, et prenons pour inconnues les
angles MAB—=ux et MCB=)y. Les triangles AMB et CMB
donnent

BM = as.,in.r’ BM = b §in_7,
sina sin6

d’ \

ou
asinx  bsiny sinz  bsina
[—— et —_——t
sina sin6 siny  asin@

Soit ¢ un angle auxiliaire, tel que

__bsine_
tange = zsing’
on aura
sinz _
;E = tangy,
d’'ou ) )
sinz — siny __ tangp —1
sinz + siny  tangg + 1
ou (18)

tangj(x —y) _ tangp — tang45°
tangf(z +y) 1 langetang45°

= tang (9 — 45°).

On a d’ailleurs, en désignant par @ I'angle ABC,

I , a+840,
;(x+_r)-—180 -
donc
I + 6+
tang;(x—_r):tang(qa—ﬁ")tang (180°—-a——2—°')-

Au moyen de cette forinu]e, on calculera l’anglei (x —y)et,
commei (x -+ y) est connu, on connaitra aussi les angles x
et y qui déterminent la position du point M.

RemarQue. — Si 'un des facteurs de l'expression de

tang i (x —y) est nul sans que I’autre soit infini, les angles x

et y sont égaux entre eux. Mais si le second facteur est infini,
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I .
le premer est nul et la valeur de tang ;5 (F— y) se présente

o . *
sous la forme 5 On peut vérifier que, dans ce cas, le probléme

est effectivement indéterminé. En effet, pour que le facteur
+ 6 +
tang (180° — f.—?-)
2

soit infini, il faut que I'on ait

a + 8 + o —180°,
ce qui est la condition pour que le quadrilatére ABCM soit
inscriptible; par conséquent, dans le cas que nous comnsidé-

rons, les deux segments capables des angles « et 6, dont l'in-
tersection détermine le point M, coincident. Alors le facteur

b
tang (9 — 45°) est nul; en effet, on a tang ¢ = el sTn%;

. b
mais — et _ﬁ— sont les diamétres des cercles circonscrits

aux triangles ABM et BCM (76), et, puisque ces deux
cercles coincident, on a tangp=r1; par suite p= 45° et

tang (p— 45°)=o.
QUESTIONS PROPOSEES.

I. Quel doit &tre le rayon d'un cercle, pour que la différence entre un
arc de 10 matres et sa corde soit plus petite que 1 millimétre?

IL ’Résoudre un triangle, connaissant la base, la hauteur et la diffé-
rence des angles & la base.

HI. Résoudre un triangle, connaissant les trois hauteurs.
IV. Résoudre un triangle, connaissant les rayons des cercles exinscrits.
V. Calculer I'aire d’un trapéze dont on connait les quatre cdtés.

VI. Construire un triangle équilatéral dont les sommets reposent sur
trois circonférences concentriques, ou sur trois droites paralldles situées
ou non dans un méme plan.

VII. Par un point O, pris sur le prolongement du diamétre AB d’un
cercle ayant C pour centre, on méne une sécante OMM’, et I'on demande

de démontrer que le produit tang—; MCO.tangiM'CO est constant, quelle
que soit la sécante menée par O.
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VIII. Quatre droites OP, OA, OQ, OB, issues d'un méme point, sont

coupées par une sécante PAQB; démontrer que le rapport F% % a une
valeur constante.

IX. Quatre plang OP, OA, OQ, OB, menés par une méme droite O, sont
PA QA

PB’ QB aune

rencontrés par une sécante PAQB; démontrer que le rapport ==
valeur constante.

X. Trouver les surfaces des polygones réguliers de » cotés, inscrit et
circonscrit au cercle de rayon r en fonction de » et r. Déduire de la les
relations connues entre les surfaces des polygones réguliers inscrit et
circonscrit de » et de 27 cités.

XI. Si le triangle ABC est rectangle en A (woir la figure du n° 68), et
que I'on abaisse la perpendiculaire AD sug le coté BC, on a, comme on

AB  BD

sait = On demande si cette relation pem. subsister quand

)y —/—2
+l'angle A n’est pas droit .

XIl. Démontrer que, si les bissectrices de deux angles d’un triangle son
¢gales entre elles, ces deux angles sont. eux-mémes égaux.

-
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CHAPITRE IV.

TRIGONOMETRIE SPHERIQUE.

Objet de la Trigonomeétrie sphérigue.

107. La Trigonométrie sphérique a pour objet la résolution
des triangles sphériques.

Les cotés des triangles sphériques sont généralement éva-
lués, de méme que les angles, en degrés, minutes et secondes;
mais, quand on connait fe nombre des degrés contenus dans
I'un des cétés, on trouve facilement, siI'on en a besoin (48), le
rapport de ce cdté au rayon de la sphére.

Nous ne considérerons que les triangles sphériques dont les
cdtés sont moindres que 180 degrés, en sorte que, si ABC est
un triangle sphérique tracé sur une sphére dont le centre est0,
en joignant ce point O aux trois sommets, on formera un
angle triédre dont les angles plans et les angles diédres seront
respectivement égaux aux cotés et aux angles du triangle sphé-
rique.

Nous désignerons toujours par A, B, C les angles d'un
triangle, et par a, &, ¢ les cotés respectivement opposés.

Relations entre les angles et les c6tés d'un triangle
sphérique.

108. RELATIONS ERTRE LES TROIS COTES ET UN ANGLE. — Soit

Fig. 28.

ABC (fig. 28) un triangle sphérique tracé sur une sphére
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quelconque dont le centre est en O, et dont nous prendrons le
rayon pour unité; nous supposerons que les cdtés b et ¢ soient
moindres chacun que go degrés. Joignons le centre O aux
trois sommets, et menons aux arcs AB, AC les tangentes AD,
AE, qui rencontrent en D et E respectivement les rayons OB
et OC prolongés. On a

AD —tange, OD —sécc, AE—tangb, OE — sécd,

et
DAE —= A, DOE —a.

Cela posé, les triangles rectilignes DAE et DOE donnent

ﬁz:. A_D’+ ﬁ’— 2 AD. AE cosDAE,

_—

E = OD + OE — 20D.OEcosDOE;
en égalant entre elles ces deux valeurs de ﬁ’, il vient

—_—1 —_ —_2 —_—2
2.0D.OE cosDOE = (OD — AD ) + (OE — AE
~+ 2AD.AE cosDAE,

ou .
sécd sécc cosa — 1 + tang b tangc cos A,

ou enfin, en multipliant de part et d’autre par cosb cosc,
cosa = cosb cosc + sinb sinc cosA.

Telle est la relation qui existe entre I'angle A et les trois cdtés.

109. Nous avons supposé les cotés & et ¢ inférieurs a go de-
grés, mais la formule que nous avons obtenue est générale.

En effet, supposons d’abord ¢ > 90°, mais & < go°, et pro-

Fig. 9.
B

e A

longeonsles arcs de grand cercle AB et BC ( fig. 29) jusqu’aleur
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rencontre en B'; si 'on fait AB'= ¢/, CB'=4d/, le triangle AB'C

donnera

cosa’ = cosb cosc + sinbd sinc’ cosB’A C,
car les cdtés ¢’ et b sont moindres que go degrés. Remplacant
a, d et BAC par leurs valeurs 180° — a, 180°—c¢, 180°—A,
et changeant les signes des deux membres, on a

cosa = cosb cosc <+ sinb sinc cos A,
ce qui est la formule obtenue au n° 108.
Supposons maintenant &> 90°, ¢ >>go°, et prolongeons

Fig. 3o.

\

les cotés AB et AC (fig. 30) jusqu’a leur rencontre en A’; si
I'on fait A’C =5/, A’B = ¢/, le triangle A’BC donnera

cosa = cosb’ cosc’ + sind'sinc’ cos A,

et, en remplacant &', ¢’ et A’ par leurs valeurs 180°—35,
180° — ¢, on retrouve la formule

cosa = cosb cosc + sind sinccosA.

Enfin, comme celle-ci a lieu, quelque petits que soient les
compléments de b et de ¢, 4 go degrés, on peut en conclure
qu’elle subsiste encore & la limite, lorsque I'un des ctés b et c,
ou tous deux, deviennent égaux a go degrés.

De la formule qu'on vient d’établir on déduit deux autres
formules semblables par de simples changements de lettres.
On a ainsi les trois équations

cosa — cosd cosc -+ sinb sinc cosA,
(1) - { €osb = cosz cosc -+ sina sinc cosB,
cos¢ == cosa cosb + sina sinb cos C,
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qu’on doit regarder comme les formules fondamentales de la
Trigonométrie sphérique. Il ne saurait exister, en effet, entre
les éléments d’un triangle une relation distincte des précé-
dentes; car, autrement, en éliminant les angles A, B, C a
I'aide des formules (1), on obtiendrait une relation non iden-
tique entre les trois cotés, ce qui est absurde. Mais on peut
des relations (1) déduire plusieurs autres formules qu'il est
indispensable de connaitre, et que nous allons établir.

110. ReraTioNs ENTRE DEUX COTES ET LES ANGLES OPPOSES.
— Pour avoir une relation entre les c6tés a, b et les angles
A, B, il suffit d’éliminer c entre les deux premiéres des équa-
tions (1); cette élimination se fait d’'une maniére trés-simple,
en introduisant dans les équations (1) les sinus des angles A,
B, C ala place des cosinus.

La premiére des équations (1) donne

cosa — cosb cosc
COSA — ——————
sinbsinc
d’ou
sin?b sin*c — (cosa — cosb cosc)?

Sin?A — 1 — cOs’A — . -
sin?b sin’c

(l — cos?b) (1 — cos’c) — (cosa — cosb cosc)?
sin?b sin’c

1 — cos?a — co0s?b — cos?c -+ 2cosa cosh cose
— ]

sin?b sinc

et, par conséquent,

sin’A 1 — cos?’a — costh — cos?c 4 2 ensa cosh cose

sin’a sin’a sin?b sin?c

sin?
Cette valeur de —— ne change pas quand on permute les
sin’a

lettres a, b, c; il en résulte que les équations (1) donneront

la méme valeur pour B 5 €t pour sm’C

; par conséquent I'é-

limination que nous avons en vue se ﬁut d’elle-méme. Enfin,
comme les angles et les cotés d’'un triangle sont moindres
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que 180 degrés, leurs sinus sont positifs, et I'on a
sin A __sinB_sinC
sina _ sinb  sinc’

(2)

formule qui exprime que, dans tout triangle sphérique, les
sinus des angles sont proportionnels aux sinus des cotés
opposés.

111. ReraTiONs ENTRE cINQ ELEMENTS. — On obtient des
relations trés-utiles entre cing éléments en prenant la valeur
du cosinus par rapport auquel est résolue I'une quelconque
des équations (1), et en substituant cette valeur dans les deux
autres équations. Par exemple, si I'on porte, dans la premiére
des formules (1), la valeur de cosc tirée de la troisiéme, il
vient

cosa = cosa cos?’b + sina sinb cos b cosC —+ sin & sinc cosA;

faisant passer dans le premier membre le premier et le
deuxiéme terme du-second membre, remplagant 1 — cos*b
par sin*b et divisant ensuite par sind, il vient

cosa sinb — sina cosbd cosC — sinc cosA,

et I'on obtient cinq autres formules semblables par des permu-
tations de lettres, de sorte qu'on a le systéme suivant :

cosa sinb — sina cos b cosC == sinc cosA,
cos & sina — sinb cosa cosC — sin e cos B,
(3) ) cosbsinc — sind cosc cosA — sina cosB,

cosc sinb — sinc cos b cosA — sina cosC,
cosc sina — sin ¢ cosa cos B — sin & cosC,

cosa sinc — sina cosc cosB — sinb cosA.

Ces six relations sont homogénes par rapport i sina, sinb,
sinc; on peut donc remplacer ces sinus par les sinus propor-
tionnels sin A, sinB, sinC, et 'on obtient ainsi les six nou-
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velles formules suivantes :

cosa sinB — cos® cosC sin A — cosA sinC
cosb sinA — cosa cosC sin B — cosB sinC,
% { cosb sinC — cosc cos A sinB — cosB sinA,

cosc sinB — cosb cosA sin€ — cosC sinA,
cosc sinA — cosa cosB sin C = cosC sinB,

\ cosasinC — cosc cosB sinA — cosA sinB.

112. ReLATIONS ENTRE DEUX COTES, L’ANGLE COMPRIS PAR
cEs cOTES ET L’ANGLE OPPOSE A L'UN D’EUX. — On obtiendra
I'une des relations dont il s’agit en prenant deux des équa-
tions (1) et en éliminant entre elles le coté opposé a 'un des
angles qui y figurent; mais, comme ces deux équations renfer-
ment 4 la fois le cosinus et le sinus du cété en question, on
simplifie le calcul, en faisant usage des formules (2) qui per-
mettent d’éliminer successivement le cosinus et le sinus.

La premiére partie de cette élimination a été effectuée au
n° 4111, et, pour obtenir les relations cherchées, il ne reste plus
qu’'a éliminer le sinus qui figure dans le second membre de
chacune des équations (3) au moyen de celle des formules (2)
qui ne contient que les mémes éléments. Par exemple, si I'on
divise la premiére équation (3) par

sing = ‘sin_c':sin_A_’
. sinC
il vient
cota sind — cosb cosC = cotA sinC;
c'est 'une des équations cherchées, et I'on peut en déduire les
cinq autres par des permutations de lettres. On a ainsi le sys-

cotasind — cotA sinC = cos b cosC,
cotd sina — cotB sinC — cosacosC,
cotd sinc — cotB sinA — cosc cosA,
cotcsinb — cotCsinA = cosd cosA,
cote sina — cotC sinB — cosa cos B,
cotasinc — cotA sinB = cosc cosB.
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113. ReLATIONS ENTRE UN cOTE ET LES TROIS ANGLES. —
On obtiendrait une relation entre a, A, B, C en éliminant
b et c entre les formules fondamentales (1); mais on arrive
beaucoup plus facilement au méme résultat en faisant usage
des formules (4). Ainsi, en éliminant cos b entre les deux pre-
miéres équations (4), on trouve la formule

cosA = — cosB cosC + sinB sinC cosa;

on en déduit deux autres formules semblables par la permu-
tation des lettres, et I'on a ce dernier systéme

‘ cosA = — cosB cosC + sinB sin C cosa,
(6) cosB = — cos A cosC + sinA sinC cos b,
? cos C = — cosA cosB -+ sin A sinB cosc.

RemarQuE." — Les équations (1), (2), (5), (6) ne renfer-
ment chacune que quatre éléments; elles sont au nombre de
quinze, nombrg qui est celui des combinaisons de six lettres
quatre a quatre. N\ '

Du triangle supplémentaire.

114. On sait qu’a chaque triangle sphérique correspond un
second triangle qu'on nomme triangle polaire ou supplémen-
taire. Les sommets de I'un des deux triangles sont respective-
ment les poles des cotés du second, et les angles de chacun
d’eux sont les suppléments des cotés de I’autre.

La considération du triangle supplémentaire est souvent
utile dans la Trigonométrie sphérique. Par exemple, les for-
mules fondamentales (1) du n° 109 ayant été obtenues, si on
les applique au triangle supplémentaire du triangle proposé,
on obtiendra immédiatement les formules (6) du n° 113. 11
suffira effectivement pour cela de remplacer, dans les pre-
miéres formules, a, 5, ¢, A, B, C respectivement par
180°—A, 180°—B, 180°—C, 180°—a, 180°— b, 180°—c.

. Pareillement, on obtient les formules (4) du n® 141 en ap-
pliquant les forntules (3) au triangle supplémentaire. Quant
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aux autres systémes que nous avons obtenus, ils ne conduisent
a aucune formule nouvelle.

Nous présenterons encore ici un exemple des avantages
qu’on peut tirer de la considération du triangle supplémen-
taire.

Désignons par k le rapport constant qui existe entre le sinus
d’un angle d’un triangle sphérique et le sinus du coté opposé.
On a trouvé (110)

2 1 — cos’a — cos*b — cos’c + 2c08a cos b cosc
= 0 . - bl
sin®a sin?b sin?c

relation que I'on peut écrire comme il suit :

2 cosa cosb cosc = {#*— 1) sin?a sin*b sin’c
.+ cos’a (1 — sin?b sin*c ) +- cos?b cos’c;

tous les termes du second membre de cette formule sont posi-
tifs si 'on a

k>1, )
et il en résulte cette proposition :

Tatorime 1. — 8i, dans un triangle sphérique, la valeur
sinA sinB sinC
sina’ sinb sinc
égale a l'unité, les trois cotés sont inférieurs & go degrés, ou
un seul coté est inférieur & go degrés.

commune des rapports

est supérieure ou

Appliquant ce théoréme au trlangle supplémentaire, on
obtient le suivant :

Tatoniue II. — Si, dans un triangle sphérique, la valeur
sinA sin B sinC
sinag’ sinb’ sin

commune des rapports est inférieure ou

égale a 1, les trois angles sont supérieurs a go degrés, ou un
seul angle est supérieur & go degreés.

Formules relatives aux triangles rectangles.

115. Lorsqu’un triangle sphérique n’a qu’un seul angle
droit, le coté opposé s’appelle hypoténuse.
Trig. S. 10
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En faisant I'hypothése A = go degrés dans celles des for-
mules des n® 109, 110, 112 et 113 qui contiennent ’angle A,
on obtient les suivantes, qui sont particuliéres aux triangles
rectangles :

(1) cosa = cosb cosc;

sinb — sina sinB,

(2) o

sinc = sina sinC;

[ tang & — tanga cosC,
tang c — tanga cos B,
] tang & — sin c tang B,
tangc = sin b tang C;

(3)

cosa — cotB cotC,
4) cosB =cos?sinC,
cos C = cosc sinB.

Ces dix formules ne contiennent chacune que trois élé-
ments; leur nombre est précisément celui des combinaisons
de cinq lettres trois a trois.

L’équation (1) exprime que :

Dans un triangle sphérique rectangle, le cosinus de I’ hypo-
ténuse est égal au produit des cosinus des deux autres cotes.

Il en résulte que les cosinus des trois cotés sont positifs, ou
que deux d’entre eux sont négatifs ; par conséquent,

Dans tout triangle spherique rectangle, les trois cotés
sont moindres que go degreés, ou bien un seul de ces cétés est
moindre que go degrés.

Les équations (2) expriment que :

Dans tout triangle sphérique, le sinus de U'un des cétés de
Uangle droit est égal au sinus de I’ hy poténuse multipli¢ par
le sinus de I’angle opposé.

Les deux premiéres équations (3) expriment que :

Dans tout triangle sphérique rectangle, la tangente de
L'un des cotés de I'angle droit est égale & la tangente de
Uhypoténuse multipliée par le cosinus de l'angle adjacent.
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Les deux derniéres équations (3) expriment que :

Dans tout triangle sphérique rectangle, la tangente de
Uun des cétés de U'angle droit est égale au sinus de I’autre
coté multiplié par la tangente de I’angle opposé au premzer
cote.

1l en résulte que la tangente d’un angle oblique est de
méme signe que la tangente du cété opposé; par conséquent,
ce cdté et cet angle sont tous deux plus grands ou tous deux
plus petits que go degrés.

La premiére des équations (4) exprime que :

Dans tout triangle sphérique rectangle, le cosinus de I'hy-
poténuse est égal au produit des cotangentes des deux angles

obligues.
Enfin les deux derniéres équations (4) expriment que :

* Dans tout triangle sphérique rectangle, le cosinus d’un
angle oblique est égal au cosinus du cété opposé multiplié
par le sinus du second angle obligue.

116. Les formules précédentes peuvent étre transformées
en d’autres formules qui sont utiles pour le calcul, et que nous -
allons établir.

La formule (1) donne cosc = Raluki sz’ Om2 d’ailleurs

. + —cmc
—c_
n° l+cosc

cosbh — ensa

T | I

donc

on peut donc a la formule (1) substituer 'une des deux sui-
vantes :

2

1 I I
" \tang-c—+\/mng;(a—b)tang;(a+b).

1 I R I
| tang;b:-}-\/tang;(a—c)tang;(a+c).

10.
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. . - sind
La premiére des formules (2) donne sine = %; on a

d’ailleurs

tang (45°+ ia) =\ /5,

I — sina
donc

1) sinB + sinb tingi{B—+5)
oy lag) =ty /02 FSNO_ A D+ 0)
tang(45 +2a)_—‘/sinB—sinb _\/tang,(B 5)’

on peut donc aux formules (2) substituer la double formule

ot _a_ tang(B+5) tang (C+c)
(6 g (450 1) === \/ i 25 =V mngi 624

Et, comme les formules (2) restent les mémes, I'une quand
on permute les lettres a et B, I'autre quand on permute les
lettres a et C, on a aussi

oy Ip) o /2083 la+b)
smg(“"';l’)_— tang ! (2 —b)'

SR A U tang;(a—;-c).
( "’"5(45 +3c)—*\’ wngt(a—c)

tang b

(7)

La premiére des formules (3) donne cosC = tanga® "
d’ailleurs
C 1 —cosC
) tang 2 + ‘/l + cosC’
donc
tang C + ‘tanga — tangb + i"_‘”__ﬂ
\/umga-q-tangb sin(a + )’

on peut ainsi, aux deux premiéres formules (3 ), substituer les
deux suivantes :

1 /sin (a — b)
(8) tang;C— Vsm(a+b)
sin(a — c)

1
tang-B=+{/ ———-
2 sin (@ —+c¢)

tang b
B; on a

La troisiéme des formules (3) donne sinc =
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d’ailleurs
o, 1\ 1+ sine,
do tang(45 +;C)—:t l-—sinc’
nc
o I tang B + tang b sin(B 4+ 6)_
(45 c v tang B — tangb v sin(B— &)’

on peut donc, aux deux derniéres des formules (3), substituer
les deux suivantes :

1 _ /sin(B + &)
tang(45°+ p c) === m’
o sin(C + b)
tang(45 +3 b) \/ sm((,—b)

La premiére formule (4) se transforme dans la suivante :

(9)

Lo - \/l—cosa

I + cosa

(r0) tang — a_+\/cos

VSinB sinC — cosB cosC

sinB sinC + cosB cosC’

(18°—B—C)_

cos(B—C)

Enfin les deux derniéres formules (4) donnent

b— cosB cose — cosC
87 Gos(gr—C)” *7*° T cos(go"— B)’
d’ou
e =+ (= 5+ 2 w5 52),
(1x)
tang—c_-i-‘/tang —45°+ B+C) (45° B— C)

Et, comme les deux derniéres formules (4) ne changent pas
quand on remplace chacun des éléments 5 et C ou ¢ et B par
le complément de I’autre, on a aussi

tang(45‘+iC) _=:L‘\/ooti(3+b) cot > (B— b),

(12)

cos- (C+¢) oot— (C—c¢).

tang (45° “+ = B)
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Formules relatives aux triangles rectilatéres.

117. Un triangle sphérique est dit rectilatére lorsque I'un
* de ses cotés est égal a go degrés. Le triangle supplémentaire
d’un pareil triangle est évidemment rectangle, et par consé-
quent les formules relatives aux triangles rectilatéres peuvent
se déduire de celles qui se rapportent aux triangles rectangles;
mais ces formules s’obtiennent non moins facilement en fai-
sant @ = go degrés dans celles des formules générales qui con-
tiennent le co6té a. On trouve, en suivant I'une ou I'autre
marche, les dix formules : :

(1) cosA = — cosB cosC;
(2) sinB = sinA sin b,
2
sinC = sinA sinc;
[ tangB = — tangA cosc,
(3) tangC — — tangA cos b,
tang B = sinC tang b,
tang C — sinB tangc;
cosA — — cotb cotc,:
(4) cos b = cosBsinc,

cosc = cosCsinb.

On peut faire subir a ces formules des transformations analo-
gues a celles que nous avons exécutées au n°® 116, a 'occasion
des triangles rectangles; nous reviendrons sur ces transfor-
mations en traitant de la résolution des triangles rectilatéres.

Usage des angles auxiliaires dans la Trigonomeétrie
sphérique.

118. Les formules générales des n® 110, 112 et 143 ne
sont pas calculables par logarithmes; mais on peut les rendre
telles en faisant usage d’'un angle auxiliaire. Effectivement
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chacune de ces formules est de la forme

(1) ' P — M cosa + Nsinz,

a étant un des six éléments, et M, N, P désignant des fonc-
tions mondmes des lignes trigonométriques de trois éléments
autres que «. Si I'on désigne par ¢ un angle auxiliaire tel que

(2) tangy = 1

et si 'on remplace N par M tangg dans la formule (1), celle-ci
deviendra '

(3) Pcosp = M os(z — ¢).

Il résulte de 12 qu’en introduisant le nouvel élément ¢ la for-
mule (1) peut étre remplacée par le systéme des formules (2)
et (3), qui sont I'une et I'autre calculables par logarithmes.

On verra plus loin que l'introduction de cet angle auxi-
liaire ¢ équivaut 4 la décomposition du triangle proposé en
deux triangles rectangles ou en deux triangles rectilatéres, par
le moyen d'un arc de grand cercle mené d’un sommet au coté
opposé.

Formules générales calculables par logarithmes.

119. En transformant et en combinant entre elles les for-
mules générales des n° 109 et suivants, on obtient des for-
mules nouvelles calculables par logarithmes, et qui sont d'un
grand usage dans la solution des problémes de la Trigonomé-
trie sphérique. Nous allons nous occuper ici de cette trans-
formation.

La formule fondamentale

cosa — cosb cosc + sin b sinc cosA

donne
cosa — cosb cosc

COSA — e -
sind sinc
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en portant cette valeur de cosA dans les formules

. T . I — COSA —+ cosA
sm—A:\/——, cos-'—A:\/'————,
2 2 2 2

il vient

sintA— sin b sinc + cos b cosc — cosa cos(b —c) —cosa
2 2sind sinc - 2 sin b sin¢
.a—b+4+c . a+b—c
sin sin
2 2
— 0 . 9
sind sinc

cos L A— cosa — cos b cosc + sind smc cosa— cos(b+¢)
- 2 sin b sinc 2 sinb sinc
.a+b+c ., —a+b+4c

sin sin
N
- sinb sine
Par de simples changements de lettres, on obtiendra des
expressions analogues pour les sinus et pour les cosinus des
I I . z :
angles 3 Bet ;C. En sorte que, si, pour abréger, on désigne

par 2p le périmétre a + b +c, on aura

sin-;-A—_— ‘/sm(p—b)sm(p—c)’

sinb sin¢
(1) / sinln=\/sm(”_.a)s'.n(”—c)a
2 silna smc
T /sm -—a)sm(p—b)
sm2 \/ sina sinb
et
cos Ly sinpsin(p — a)
- sinb sinc
(2) { cos’ B smpsm(p—-bt
2 sina sinc
le_ /simpsin(p—c)
cos3 €= sinz sinb

Enfin, en divisant respectivement les formules (1) par les for-
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mules (2), il vient
ung L \/sm(p— b)sin(p — c)’

sinp sin(p — a)

3 /5 p—a)sin(p—c)
() 1tang ;3= \/ sinpsin(p—b6) ’

__, /sin(p—=a)sin(p—b)
tang;C_ V sinpsin(p—c)

Dans toutes ces formules, le radical doit étre pris positive-
ment, parce que les lignes trigonométriques des angles aigus

I 4 1 o
;A 3 B> 5 C sont positives.

120. Désignons par ¢ I'exces sphérique du triangle ABC,
c’est-a-dire I’angle A + B + G — 180°; les angles du triangle
supplémentaire de ABC seront 180°—a, 180°— 5, 180°— ¢,
tandis que les cotés du méme triangle seront 180°— A,
180° — B, 180°— C; la demi-somme de ces trois c6tés sera

180° — i e. Il résulte de la que, sil’on veut appliquer les for-

mules (1), (2), (3) au triangle supplémentaire de ABC, il
suffira de remplacer A, B, C, a, b, ¢ et p par les suppléments

dea,b,c, A, B, Cet é e. On obtient ainsi les neuf formules

suivantes :
1 sinjesin(A — L¢)
sin 2 2%= sinBsinC
sintesin(B — }¢)
(4) {sin 2 b— \/ sinAsinC
Teonle— sin}esin(C — }¢)
sm 2 ~sinAsnB
1 /sin(B—3¢)sin(C— j¢)
csze= \/ sinBsinC ’
5 LIP sin(A — ¢) sin( C--—c)
(%) ) 0052 sinA sinC
sm A—-s sin B—s).

sinA sinB
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et

L sinlssin{A — }¢)
2=V mE—tgsmCc—1:)

1, sintssin(B — }¢)
(6) ) tang;b._. \/sin(A—gc) sin(C—%c)’
sinj e sin(C — $¢)
sin(A—j¢)sin(B—1e)

1
ktang;c_

121. Formures pe DeLamsre. — Des formules (1) et (2)
on tire

sin(p—&) /[sinpsin(p—c) _sin(p—¥b)
sinc sinesiné ~  sinc

coslAsinlesm({’_a) : /SInp.SIII(!)—c)=Sm(}‘J-—a)cos_l.C’
2 2 sin ¢ sina sind sinc 2

cosiAcoslB——s—mP \/sm(p—a)sm(p—b)z___smpsinlc

1
cos—C,
2

sin-'-Aoos-!-B_—_
2 2

’

2~ sine sina sin & sinc 2
sin—'-Asinlesm(,P—c) \/sm(pfa) stn(p—b)=sm(‘p——c)sin_l_c;
2 2 sinc sina sin & sinc 2
on déduit de la

sinjA cosBtcostAsintB _ sin(p—b)tsin(p— a)’

cos+C sine

costA cosiB=sinjAsiniB _ sinp sin(p—c¢),
siniC - sinc

on a d’ailleurs, en se rappelant que 2p =a + b +c,
sin(p — &) + sin(p —a) =2 sin -;- ccos i (a —b),
sin(p-,—-b)—-sin(p-—-a)—_—zcos-;-csin-;-(a—b),
sinp+sin(p——c):2cos-;-csini(a+b),
sinp —sin(p —c)=2 siniccosi(a-i—b),

. . I I
sln¢ — 2 S —- ¢ Cos — ¢,
2 -2
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et, par conséquent,

sin§(A-+-B)_cosj(a—b)
costC  cosic
sin—;(A——B) sm'(a—-b)
(7) cos; G sinj ¢
7 { cosi(A+B) cosi{a—+b)
sintC 7 cosc
cos%(A-—B) sxnf(a+b)
sin C sintc

) 2

Ces formules renferment les six éléments du triangle : elles
ont été découvertes par Delambre, qui les a fait connaitre en
1807, dans la Connaissance des Temps pour 1809 (p. 443).
Gauss, a qui elles sont quelquefois attribuées, ne les a don-
nées que deux ans plus tard, dans I'ouvrage intitulé : Theoria
motus corporum celestium in sectionibus conicis Solem am-

bientium.

122. FormuLes pe Nerer. — Si l'on divise la premiére des
équations (7) par la troisi¢me, la deuxiéme par la quatriéme,
puis la quatriéme par la troisi¢me et la deuxiéme par la pre-
miére, on obtient les quatre suivantes :

_ si(a—b)
tang (A -- B) cot — C ._S{a——l—b)
. sin$(a — b)
tang — (A B) _-cot;Cs-———m Tasb)

1 coss (A—-B)
2 cos-—(A+B)

T 1 sm'(A B)
—(a— — - —
tang 2 ¢ b) = tang 2 sm (A +B)

tang—;-(a—e-b) tang —

Ces équations (8) sont connues sous le nom de formules de
Néper ; chacune d’elles exprime une relation entre cing élé-
ments d’un trianglé sphérique.
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123. Des formules (7) on tire
cosjc—cosiC _ cosy(a— &) —sinj(A+B)
cosic +costC ™ cost (a —b)+sint(A+B)
sinfC — sinjc __ cost(A —B) —sin}(a + b)
sintC 4+ sinfc ™ cost (A B) +sint(a + b)
cos3C —sinfc  sinj(A —B) — sini(a — b)
costC +sinic  sini(A—B) + sint(a—b)
— sin§C +cosjec  —cosi(A + B)+ cosi(a+ &)
sintC+cosic ~  cost(A+ B)+ cosi(a—+6) )

Si I’on fait, pour abréger,
A4+B=S-+180°, A—B=D,
a+b=s+180° a—b=d,

et qu'on transforme les formules précédentes par le procédé
du n° 18, il viendra

tangc—cta C-tc tan. +dtangs_d
—_— —_— = —_—
TE 8T €% 4

(9) ta C—c COtC+c—tan 3+Dmng3_.])
%7 /A A A A
et
tang (45°+ CZC) cot (45°+ Cz—c) = tangll%foot D_f}-f’
(10) '
tang (45‘+C4 ) (45°+CZC>=——cots—4—{tang§2—_—",

de ces formules (9) et (10) on tire

C— D —D
tang —— A __\/vmg Z tang % tanng; tang‘—‘-‘—’

tangc+c =+ \/tan 544 vang 3= cot =2 cor 22,
F A S T S

(11)

et

tang(45°+—)—+¢—umgn—d D-:d 84 tangs—:;—-fy

tang(45°+ Core :t\/—cotD—iitangl—)%lc t-s—i tanggz——f

(1a)
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Dans la seconde formule (11) et dans la premiére (12) le

c

radical doit étre pris avec le signe -+, parce que les arcs C+

4
et 45° 4+ C—e sont compris entre o et go degrés, et qu’ainsi
A P 9o degl q

leurs tangentes sont positives. Dans les deux autres for-

mules le signe du radical se détermine facilement; en effet,

tang ¢ Z ® a le méme signe que les seconds membres des for-

c

mules (9); pareillement, tang (45° + CZ )ale méme signe

que les seconds membres des formules (10).

Expressions diverses de U excés sphérique.
Formules nouvelles.

124. L’excés sphérique qui mesure, comme on sait, la sur-
face du triangle, est un élément d'une grande importance dans
les applications de la Trigonométrie a la Géodésie. Nous allons
faire connaitre ici diverses formules nouvelles ou figure cet
élément, et qui pourront servir a le calculer dans les diffé-
rents cas que I'on peut avoir a considérer.

Si I'on multiplie entre elles les deux premiéres équations
du systéme (4) du n°® 120, ainsi que les deux premitres du
systéme (3 ), puis que I'on divise les équations résultantes par
la troisiéme équation (5), il viendra

sintasintd  sinie
= - 9
coszc sinC

(1)

1 1 - 1
costacosyh  sin(C— fs)
cosic sinC '’

ajoutant ces deux équations aprés les avoir multipliées res-
pectivement d’abord par cosC et 1, puis par 1 et cosC, il
vient

costacostb +sintasinjbcosC cos Le
cosfc - ’

(2)

sinfasin}d + costacos;&cosC T
8 =cos|C— —-¢)>
cos;c 2
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et, sil’on divise respectivement la premiére et la deuxiéme for-
mule (1) par la premiére et la deuxi¢me formule (2), on aura

tanga tang & sinC

3 tang-— I <+ tang$ atang;bcosC
(3) c—r\ = cotiacotibsinC
tang 2/ 1+ cotiacotybcosC

La premiére des formules (3)'donne I’excés sphérique en fonc-
tion de deux cbtés et de I'angle compris; la premiére formule
de I'un des systémes (1) et (2) fournit aussi une expression de
I'excés sphérique; mais cette expression dépend de quatre élé-
ments. Il faut remarquer que les deux formules (3) ne sont
autre chose que des transformées de la premiére des formules
de Néper, savoir

cost(a— &)

1 1
tang;(A+B)_cot;Cc————os%(a+b),

si, en effet, on remplace-; (A + B) par go°— -;—(C—c), i

vient
1 cos (a =+ b)
(4) tang;(C—c) ‘3118" —(“3)

formule de laquelle on déduit sans difficulté les deux for-
mules (3).

On peut éliminer I’angle C des formules (1) et (2) au moyen
des équations

2 \/sinpsin(p —a)sin(p — b)sin (p —¢)
sina sinb ’

. .1 I
sinC=2sin—-Ccos -C =
2 2

cosc — cosa cosb
cosC=——————3
sina sin

on obtient ainsi

{ \/smpsm(p—a)sm(p—b)sm(p-—c)

2costacostbcosic

. ( ) \/smpsm(p—a)sm(p—-b)sm(p—c)
sin{C— -
2 /- 2sinfasintb cosic

5'
nl-

(8)
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cos’ta —+ cos*L b + cos’ic —1
2 cos$acos; b costc

I
COS — ¢ —
2

(6)

( 1 ) sin*} a + sin*§ b + cds?yc —1
cos{C— —s) = .
asin}asingbcosic

Les formules (5) et (6) donnent des expressions de -;-e et de

I . . - . .
C—- Seen fonction des trois c6tés, mais on peut en obtenir

d’autres beaucoup plus simples.
Au moyen des formules (6) et des relations

.1 1 —cosx ) § I 4+ cosz
Sl —r— —_——9y COS—T— —_—
2 2 2 2

o . I
on peut calculer les sinus et les cosinus des angles - ¢ et

/A

1 C T
;C — - ¢; on obtient ainsi, pour I’angle ¢,

A 4

.1 [sin’jasin’}b — (cosye —cosiacosyb)?

sin— e = : : ; ’
4 4 costacostbcosic

sin 2 o (cos4c+ cost acos'b)’—sm"asm"b
- & =
4 4cos acostb cosic

Les numérateurs des fractions qui figurent sous les radicaux
sont immédiatement décomposables en facteurs, et I'on obtient
les valeurs suivantes :

p.p—a.p—b. p—c

sin = sin sin sin
.1 2 2 2 2
Sin- ¢ = — T : ’
4 costacosibcostc
(7)
—a —b —c
os £ cos? cosl cosZ
1 2 2 2 2
COS - § — .

1 1 1
4 costacosybcosie

On retrouvera la premiére formule (5) en multipliant les
équations (7) I'une par l'autre; en divisant, au contraire, la



160 TRAITE DE TRIGONOMRTRIE.

premiére par la seconde, il vient

p—20b
3 tang P

(8) tang-:—\/tang tangp— tang

formule remarquable, qui est due 4 Simon I’Huilier, de Genéve.

La deuxiéme formule (6) se déduit de la premiére en rem-
plagant dans celle-ci @ et b par leurs suppléments 180° — a,
180°— b, et ¢ par 2C —¢; on peut donc faire ces mémes chan-
gements dans les équations (7) et (8), qui feront connaitre alors

le sinus, le cosinus et la tangente de 'angle -;- C— % e. Or, par

le changement de a et b en 180° — a et 180° — b, les quan-
p—2b
2

. —a ' .
tités P——,— et se changent I'une dans l'autre, tandis

que chacune des quantités 5 et _1’_2—_0 se change dans le com-

plément de I’autre; on peut donc écrire immédiatement les |
valeurs des lignes trigonométriques de I'angle -; C— % g, et
par une simple permutation de lettres on aura également les
lignes trigonométriques des angles -;-A — %e, -;-B — %e. On

trouve, par exemple, en faisant subir i la formule (8) les chan-
gements que nous venons d'indiquer,

P—b p—c

m%(éA—%')z p—z ’

bmgp—atangp

tang(ic—lt) =
»f ang 2 tng 22

On peut résoudre les quatre équations (8) et (9) par rapport
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—C

.y - —b
aux quantites tangfa tangp 2 % tangp pannt) tang £
Ton obtient ainsi

[ B_\/ tang 1:
B2V g A vang (B — v tang G — 10/
tangp—'_az \/tang‘nang(—B——a)tang(~C—-—s)

(w) tang(; A — 1)
_‘/tang !¢ tang 'C—-—-t)tang(,.-\-—»x)
tang (3B — [¢) :
P—c__ l:ang;ttang(;A—7l)tzmg(§B—-:t).

ng” 2=/ tang((C —1¢)

Expressions du rayon du cercle circonscrit et des rayons
des cercles inscrit et exinscrits.

125. Sil’on joint les trois sommets d’un triangle sphérique
au pdle du cercle circonscrit, on déterminera trois triangles
isoscéles qui auront respectivement pour bases les cotés a, b, c.
Désignons par x chacun des angles égaux dans celui de ces
triangles qui a a pour base, par y et z chacun des angles
égaux dans les triangles isoscéles qui ont respectivement pour
bases & et c. Si le pole tombe i I'intérieur du triangle, on
aura

y+z=A, z4+2=B, z+y=QC,
d'ou
x+y+z=i-(A+B+C)=go°+-;-t.

et, par conséquent,

z =9go° — (C—-ic).

Il est aisé de s’assurer que les mémes formules conviennent
Trig. S. 1t



[
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au cas ou le péle n’est pas situé dans I'intérieur du triangle,
pourvu qu’alors on considére comme négative celle des quan-
tités x, y, z qui se rapporte au triangle isoscéle situé tout en-
tier au dehors du triangle donné.

Cela posé, désignons par R le rayon sphérique du cercle
circonscrit au triangle, joignons le pole de ce cercle au som-
met A, et abaissons du méme podle un arc de grand cercle
perpendiculaire sur le c6té ¢; on formera ainsi un triangle
rectangle dans lequel on aura

1
tangR cosz = tang; c,

r

d’ou, en remplagant z par sa valeur go® — (C — is) ’

tangic

(l) 4 mﬂgR’:m’

formule qui donne R en fonction d’un cbté, de I’angle opposé
et de I'excés sphérique.

Si l'on remplace sin (C—i s) par sa valeur tirée de la
deuxiéme des formules (5) du n° 124, il viendra
2sinfasinibsinic

Vsimp sin(p — a)sin(p — b)sin(p —c)

(2) tangR —

Enfin, si I'on substitue a tangi ¢, dans la formule (1), la va-
leur tirée des équations (6) du n® 120, on obtiendra la formule
(3) ysinie

tangR = \/sin(A—'}') sin(B — L) sin(C "‘%‘)’

qui donne I'expression de R en fonction des angles.
La formule (1) contient la démonstration du théoréme sui-
vant, di a Lexell :

Le lieu géométrique des sommets de tous les triangles sphé-
rigues de méme base et de méme surface est une circonfé-
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rence qui passe par les deux points diamétralement opposés
aux extrémites de la base.

Car soient A’B’la base donnée et A’B’C I'un des triangles
pour lesquels I'excés sphérique a une valeur donnée ¢'. Soient
A et Bles points diamétralement opposés & A’ et B’, et e ’excés
sphérique du triangle ABC. Par un théoréme connu en Géomé-
trie, la somme des surfaces des deux triangles ABC et A’B’C
est égale a la surface du fuseau dont I’angle est C; on a donc

¢ +¢=2C, dou ¢=C— —s.

N |-

1
2
Maintenant, si R désigne le rayon du cercle circonscrit au

triangle ABC, on a, par la formule (1),

tangic

0 ’
sinte’

tangR =

et, comme c et ¢ sont constants, R est lui-méme constant, ce
qui démontre le théoréme énoncé.

126. Désignons par r le rayon du cercle inscrit dans un
triangle sphérique. Si Ton joint le pole de ce cercle au
sommet A, et que I'on abaisse une perpendiculaire sur le
c6té b, on formera un triangle sphérique rectangle, dans lequel
b+c—a

P'un des cétés de ’angle droit sera r; I’'autre sera
. I
ou p — a, et I’angle adjacent sera 3 A; on aura donc

tangr =sin(p — a) tang%A,

4 . ,
ou, en remplacant tang — A par sa valeur en fonction des cotés
) plag ang > AP ’

W ungr= /e E P =),

sinp

SiI'on désigne par « 6, y les rayons des cercles exinscrits qui
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touchent respectivement les cotés a, b, c et les prolongements
des deux autres, on trouvera de la méme maniére

sinp sin(p — &) sin(p —¢)

tanga = sin(p — a) ’
(5) ) tange=‘/sinpsing;-(—¢-z_)s;l;(p—c),

sin sm sin(p— &
mgy_\/ pn(p ))(,, ).

Résolution des triangles sphériques rectangles.

127. Un triangle sphérique peut étre birectangle ou méme
trirectangle. Dans le premier cas, deux cdtés sont égaux a
go degrés, et le troisiéme coté est égal a I'angle opposé. Dans
le second cas, les trois cotés sont égaux i go degrés. Les trian-
gles de cette espéce ne peuvent donc donner lieu a aucun pro-
bléme.

La résolution des triangles qui ont un seul angle droit pré-
sente six cas distincts que nous allons traiter, mais nous de-
vons rappeler d’abord une remarque que nous avons faite dans
le Chapitre précédent a 'occasion des triangles rectilignes.

Lorsqu'un cété ou un angle d’un triangle sphérique est
donné par son cosinus, par sa tangente ou par sa cotangente,
sa valeur est déterminée, car ce c6té ou cet angle est compris
entre zéro et 180 degrés; mais, s’il est donné par son sinus, il
n’est pas entiérement déterminé; car  un sinus donné corres-
pondent deux arcs ou deux angles supplémentaires.

Rappelons encore que, si ’angle ou le c6té qu’on veut cal-
culer est donné par son cosinus ou par sa tangente, et que la
valeur de ce cosinus ou de cette tangente soit négative, il faut
calculer a sa place I'angle supplémentaire qui a, au signe prés,
méme cosinus et méme tangente.

128. Premier cas. — Ktant donnés U'hypoténuse a et un
coté b de l'angle droit, calculer le troisiéme c6té c et les deux

angles obliques B et C.
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On peut calculer les éléments inconnus par les formules
suivantes du n° 115 :
sind tangb

cosa .
cosc = ——-; sinB=—, cosC=
cosd sina tanga

Mais il vaut mieux faire usage des formules du n° 116, savoir :

tang-:l;cz + \I/tangi(a—b)mng-;-(a—%-b),

g (5 + 1) = ) BT

tangt(a— b)’
P sin(a — &)
. tang 2 C=~+\/ sa(a+5)

Ces derniéres formules exigent seulement, comme les pré-
cédentes, la recherche de quatre logarithmes pour la détermi-
nation des trois éléments inconnus ; mais elles ont sur celles-ci
P'avantage de donner les inconnues par des tangentes.

Remarque. — Pour que le probléme soit possible, il faut et
il suffit que I’on ait sin 5 < sina; car, si cela a lieu, la valeur
de sinB sera inférieure A 1, et les valeurs de cosc et de cosC
seront comprises entre — 1 et + 1. L’inégalité dont il s’agit
exige que l'on ait 5 < a ou 5>180°—a si a est < go°;
et 5> aou b <180° — a sia est >>go°; sia = go°, I'inéga-
lité sinb < sina a lieu nécessairement. Lorsque la condition
de possibilité est satisfaite, le probléme admet une solution
_unique, bien que I'angle B soit donné par son sinus; car cet
angle doit étre inférieur ou supérieur i go degrés, suivant que
le coté donné b est lui-méme inférieur ou supérieur a go de-
grés. La méme considération permet de fixer le signe avec
lequel il faut prendre le radical qui exprime la valeur de

tang (45" + = B)

129. Deuxiime cas. — Ktant donnés les deux cotés b et ¢
de Uangle droit, calculer I’hypoténuse et les deux angles
obligues B et C.
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On emploiera les formules

tangb __tangc
simc’ 28C= 57

cosa=cosbcosc, tangB—

Si le coté a est mal déterminé par son cosinus, il faudra
commencer par calculer B ou C, et I'on obtiendra ensuite a
par 'une des formules

_ tange _ tangh
tange = osB’ %= oosc
RemarQue. — Le probléme admet toujours une solution

unique.

130. Troisikme cas. — Ktant donnés Uhypoténuse a et
Uangle oblique B, calculer le deuxiéme angle C et les deux
cotés b et ¢ de l'angle droit.

On emploiera les formules

. N cotB
sinb — sina sinB, tangc — tanga cosB, tangC— —-
cosa
Si le coté b est mal déterminé par son sinus, il faudra
commencer par calculer ¢ ou C, et 'on aura ensuite & par
I'une des formules

tang b = sinc tangB, tangé — tanga cosC.

RemarQuE. — Le probléme est toujours possible et il n’ad-
met qu'une solution, car I'inconnue & et I'angle donné B sont
en méme temps inférieurs ou supérieurs a go degrés.

131. QuaTrikme cas. — Etant donnés un cété b de I'angle
droit et l'angle opposé B, calculer les cétés a et c, ainsi que

Uangle C.
On peut employer les formules du n° 115

sina = sinb sinc = tang & sinC = cosB
~— sinB’ = tangB’ " cosb
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" Mais il vaut mieux se servir des formules suivantes dun® 116 :
1 tang+ (B + b)
o . —_— o3\ _ J
ane (’*5 "3 “) == \/tang-;(B %)’
o U \_ 4, /sin(B+ b)
tang (45 +3 c) —_\/sin(B-— 5)’

tang 45°—l-iC):i\/cot-;-(B—i-b)cot-;-(B—b),

qui donnent les trois inconnues par leurs tangentes.

RemarQue. — Chacun des deux précédents systémes de for-
mules peut donner pour chaque inconnue deux valeurs sup-
plémentaires. Il importe donc de savoir déterminer quelles
sont les valeurs qu’il faut prendre ensemble.

D’abord, si 5 =B, on a

sing =sinc=sinC=1, a=c=C=go°,

et le triangle est birectangle. Supposons donc & différent
de B.

1° Si b est < go°, il faut, pour la possibilité du probléme,
que B soit aussi <C go°, et que l'on ait en outre 5 <{B. Sup-
posons cette condition remplie; cosd étant positif, I'équation
cosa = cos b cosc montre que a et ¢ sont en méme temps infé-
rieurs ou supérieurs i go degrés; la méme chose a lieu d’ail-
leurs 4 I'égard de c et de C. Si donc on désigne par a’, ¢’ et C'
les valeurs inférieures & go degrés que les Tables font connaitre
pour a, ¢ et C, on aura les deux solutions

a=a, c=¢c, c=<,

a=180°—a', ¢c=180°—¢, C=180"—C'.

2° Si b est > go°, les conditions de possibilité du probléme
sont B> go° et > B. Supposons qu’elles soient remplies;
cos b étant négatif, I’équation cosa = cosb cosc montre que
a et ¢ sont I'un supérieur et I'autre inférieur a go degrésy et,
comme c et C sont tous deux supérieurs & go degrés, si 'on
désigne toujours par a’, ¢’ et C' les valeurs de a, c et C que les
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Tables font oonnaitre; on aura ces deux solutions :
a—=d, ¢c=180°—¢, C=180°—
a=180"—a', c=/, c=cC.
11 est facile de voir, a priori, qu’en exceptant le cas de 6 =B
le probléme admet deux solutions lorsqu’il est possible. Suppo-
sons, en effet, que le triangle ABC, rectangle en A, satisfasse a
la question (voir la figure du n® 109, p. 139), et prolongeons les
cotés AB et BC jusqu’a leur rencontre en B’; on formera un se-
cond triangle rectangle AB’C qui répondra aussi a la question.

132. CinquikmMe cAs. — Etant donnés le c6té b et Uangle
adjacent C, calculer I'angle B et les deux cétés a et c.

On emploiera les formules

. tang b .
cosB = cosbsinC, tanga = __g_" tangc = sin b tangC.
cosC
Si I’angle B est mal déterminé par son cosinus, il faudra
commencer par calculer a ou c, et 'on aura ensuite B par 'une

des formules
cotB — cosatangC, cotB = sinc cotd.

REMARQUE — Le probléme est toujours possxble et il n’ad-
met qu’une seule solution.

133. SixikmEe cas. — Etant donnés les deu_.z' angles obli-
ques B et C, calculer les trois cétés a, b, c.

On emploiera les formules

cosB cosC
cosa = cotBcotC, cosb::s. ’ =

COSC == ———
in C sin B

du n° 115, ou plutét les suivantes du n° 116 :

cos (180°— B — C)
cos(B — C)

tang —~ b_+\/tang (——45") tang(
tang-c-—+ \/tang (———-—-45°> tang(

qui donnent les inconnues par leurs tangentes.

tang a— 9

—¢ + 45°).

—8 + 45°),
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Remarque. — Pour que le probléme soit possible, il faut et
il suffit : 1° que la somme B+ C soit comprise entre go et
270 degrés; 2° que la différence B — C soit comprise-entre
— 90° et + go°. Lorsque ces conditions sont remplies, les
seconds membres des formules précédentes sont réels et le
" probléme admet une solution unique.

Résolution des triangles sphériques rectilatéres.

134. Bien que la résolution d’un triangle rectilatére puisse
se ramener i celle d’un triangle rectangle, par la considération
du triangle supplémentaire, il n’est pas inutile de présenter
le tableau des formules qui conviennent & chacun des six cas
qu’on peut rencontrer. Nous nous bornerons au surplus  cette
simple indication, les remarques et les discussions auxquelles
donnent lieu les formules étant exactement les mémes que
celles qui ont été développées a I'occasion des triangles rec-
tangles. L’angle opposé au coté égal i go degrés sera toujours
désigné par A.

135. Premier cas. — Etant donnés les angles A et B, cal-
culer I’angle C et les cotés b et ¢.
Les formules 4 employer sont (117)

cosA . sinB __ tangB

$SC=— ——, sinb=—-— cosc =
co cosB’ sinA’ tangA’

mais on peut leur douner la forme suivante, qui est préférable :

mng§c=+ \/mti(A-B)coti(A+B),

S AN tang; (A + B)
m-“‘c"(ﬁql_zb)_'i tangf(A —B)’

T sin(A + B)_
wng =+ \ sm(a—3)

le signe ambigu == de la deuxiéme formule se déterminera par
cette considération que b et B sont en méme temps inférieurs
ou supérieurs a go degrés.
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136. Devxiime cAs. — Ktant donnés les deux angles B
et C, calculer U'angle A et les c6tés b et c.

Les formules 4 employer sont
tangB tangC

cosA =— cosBcosC, tangd— sG>’ @M= F”

Si I'angle A est mal déterminé par son cosinus, il faudra d'a-
bord calculer 4 ou c; on pourra ensuite obtenir A par 'une
des formules

tangC
cosd

tangA — — » tangA ——

cosc
137. Troisiime cas. — Etant donnés Uangle A et le coté b,
calculer le coté c et les deux angles B et C.
Les formules & employer sont

. . . cotd
sinB —sinA sind, tangC — — tangA cosb, tangc:—-(;s—A-

Si I'on veut déterminer B par sa tangente, il faudra commen-
cer par calculer ¢ ou C, et 'on aura ensuite pour calculer B
I'une des formules

tangB —sinC tangb, tangB — — tangA cosc.
138. QuatniemME cAs. — Etant donnés le coté b et Uangle
opposé B, calculer le coté c et les angles A et C.
Les formules 4 employer sont

. ., __sinB __tangB . cosh,
smA.—m, smC_—b, sine = ——=3

on peut les transformer dans les suivantes :

o 1\ tang 1(b + B)
e (#0+58) =2/ cagio— )

o 1o __ sin(b + B)
tang (45 -+ 2C) == sin(b——_-—B)’

tang(45°+§c) i‘/COt-;-(b+B)oot;l;(b—B);
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les deux solutions se déterminent par les considérations dont ’
nous avons fait usage au n° 134.

139. CixquikME cas. — Etant donnés I’angle B et le cété c,
calculer le c6té b et les deux angles A et C.
Les formules i employer sont

cosb — cosBsine, tangA —— t:::ch, tangC — sinB tangc.

Sil'on veut déterminer b par sa tangente, il faudra commencer

ar calculer A ou C, et 'on aura ensuite & par I'une des for-
p ’ P
mules ,

gotdb = — cosA tange, cotb =sinC cotB.

140. Sixiime cas. — Etant donnés les deux cétés b et c,
calculer les trois angles A, B, C.

Les formules relatives a ce cas sont

cosc

cosb
cosA — — cotbcotc, cosB—= —3 cosC= —3
sine sinb

mais il convient de les transformer dans les suivantes :
cos(b —c
ta A
85 + \/003(180"—— b—c)
L —
e e (5w (5

tang i C=+ \/tang (— 45° + é%:) tang (45°— b —c).

Remarque sur la résolution des triangles sphériques
quelconques.

141. Les triangles rectilatéres ne sont pas les seuls dont la
résolution se raméne 2 celle des triangles rectangles ; la méme
chose a lieu encore dans les deux cas suivants :

1° Si parmi les éléments donnés se trouvent deux cdtés
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égaux a et b, ou deux angles égaux A et B, la perpendiculaire
abaissée du sommet C sur le c6té AB partagera le triangle ABC
en deux triangles rectangles égaux dans toutes leurs parties.
On résoudra I'un de ces triangles rectangles ou I'on connait
deux éléments outre ’angle droit, et 'on aura immédiatement
les éléments inconnus du triangle proposé.

2° Si parmi les éléments donnés se trouvent deux cotés a
et b ou deux angles A et B, dont la somme soit égale a 180 de-
grés, en prolongeant les cdtés a et ¢ jusqu’a leur rencontre
en B’, on formera un triangle AB’C dans lequel deux cotés ou
deux angles seront égaux. La résolution du triangle AB’'C se
raméne, comme on 1’a vu, & celle d’un triangle rectangle; elle
entraine d’ailleurs celle du proposé.

La résolution des triangles sphériques en général presenm
six cas; mais trois de ces cas peuvent se ramener aux trois
autres par la considération du triangle supplémentaire, et les
* solutions de deux cas correspondants s’obtiennent par des for-
mules analogues. Il n’y a donc en réalité que trois problémes
distincts.

Résolution d’un triangle sphérique dans lequel on connait |
les trois cotés ou les trois angles.

_ 142. Premiire mETHODE. — Si les trois cdtés sont donnés, |
on peut calculer les angles par les formules (1), (2) ou (3)du
n° 119; on doit préférer les formules (3), savoir :

tang . A_\/sm(p-—b sm(p—-c),
sinp sin(p — a)

1 sin(p — a)sin(p —c)
tang B—\/ sinpsin(p — &)

tang ~ C_\/sm(p—a sin(p —b),

sinp sin(p — ¢)

ou il faut se rappeler que p désigne le demi- périmétre |

a+b+c¢ :
T |
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Si ce sont les angles qui sont donnés, on pourra calculer les
cdtés par les formules (4), (5) ou (6) du n° 120; on doit pré-
férer I'emploi des formules (6), savoir :

tate L o — sin}esin(A — L)
82%= sin(B— <¢)sin(C — 3¢)
‘ I sintesin(B — t¢)
lp— 2 ~ 3
tang 2 sin(A— I sn(C—1e)
N sine sin(C — +¢)
M8 5=V sn(A—te)sn(B—1%)’

ou ¢ désigne I'excés sphérique A + B + C —180°.

RemanQue. — Pour qu’un triangle soit possible avec trois
cotés donnés, il faut et il suffit: 1° que la somme de ces trois
cOtés soit inférieure 4 360 degrés; 2° que chacun des cotés soit
inférieur 4 la somme des deux autres. De méme, pour qu'un
triangle soit possible avec trois angles donnés, il faut et il suf-
fit : 1° que I'excés sphérique qui résulte des angles donnés soit
compris entre zéro et 360 degrés; 2° que chacun des angles
donnés soit supérieur 4 la moitié de I'excés sphérique. Ces
résultats de Géométrie sphérique se déduisent immédiatement
de nos formules.

Lorsque les conditions dont il vient d’¢tre question ne sont
pas toutes remplies, les expressions des tangentes des demi-
angles inconnus ou des demi-cdtés inconnus deviennent ima-
ginaires.

143. Druxiime mérmODE. — Lorsqu’on a besoin de calculer
les trois éléments inconnus, on peut substituer aux formules
précédentes les formules (8), (9) et (10) du n® 124.

L’emploi de ces nouvelles formules n’exige, comme dans la
solution précédente, que la recherche de quatre logarithmes;
et 'on y trouve cet avantage qu’ayant calculé séparément les

o s I 1 1 1
quatre quantités A~—_;c, B— 25 C—;s et—¢, oup, p—a,

p— b, p—c, on a un moyen de vérifier I'exactitude des ré-
sultats obtenus.
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144. Exeurire. — On donne les trois cotes

a=113°2'56",64,
b = 82°39g’' 28", fo,
¢ = 74°54'31",06

et l’on demande de calculer les angles A, B, C.

PREMIERE METHODE.

TYPE DU CALCUL.

p=1tla+b+c). 135°18'28",05 Calcul de I'angle A.
P—@G...ccovnnen 22°l5'3l',.‘l m
P—buenn.. 52°38'59",65 | tangiA = \/_E(i%#n(pgﬁ“
P—Ceuvrinnnnns 60°23'56", 99
. _ logsin(p —b4).... T1,9003361
logsfnp ............ 1,847:394 logsin(p —¢).... T,9392635
logsin (p — a)...... 1,5783980 | _jogsin(p —a).... o0,4216020
logsin(p —b)....... 1,9003361 | _ 1opsinp......... 0,1528606
logsin(p —¢)...... 1,9392635 —_—
. _ 0,4140622
logtangsA......... 0,2070311
A 58°10'1",10
Ao 116° ao’n", 20
Calcul de I’angle B. Calcul de Pangle C.
tang Bin (p—a) sin (p—c) . i, /Em(p=a)sin(p=0],
iB= smp “sinpsin(p—b) tang; C = sinp sin (p—r)

logsin(p — a). ... T1,5783980 logsin(p —a).... T1,5783g80
logsin(p—e¢).... T1,9392635 logsin(p—?).... 1,90033!
—logsin(p—2&).... 0,0996639 | —logsin(p —c).... ©6,0607365

—logsinp......... 0,1528606 | —logsinp......... 0, 1528606
1,7701860 T,6923312

logtangiB......... T,8850930 | logtangiC......... T,846165

Beveiiiiiiiinn.. 37°30'25",80 [ 4C....eiiinrnnnn.. 3503'ag", 58

: SO 75° 0'51%,60 | Covevovvnnnnnnsn, 70°6'5g,16
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DEUXIEME METHODE.
[Emploi des formules (8) et (g) du n° 124.]

TYPE DU CALCUL.

67°39"14",025

] 2SR

ip—a)........ 1n° 7'45% 705
Hp—0b)euun.... 26°19'29", 825
p—€)eenn. .. 30°11'58", 495

logtangip......... 0,3860840
logtang4(p —a) 1,2938583
logtang L (p—b).... T1,6944058
logtang!(p—c).... T1,7649261
1,1392742

logtangie ......... 1,5696371
L 20°21'58",25
L 81°27'53",00

Calcul de Vangle B.

logtang L (p—a).... T1,2938583
logtangi(p —c)....  T,7649261
logcott (p—¥)..... 0,3055942
logeotip.......... 1,6139160
: 2,9782946
logtang({B—4s) ...  T1,4891473
B—te.....ll 17° 827,55
B 37°30'25",80
B 75° o'51",60

Vérification :

logtangip......... 0,3860840
logtang$(p—a).... T,2938583
logtang$(p—b).... 71,6944058
logtang{(p—c)..... T1,7649261
Culcul de Pangle A.

logtang(p—b).... T,6944058
logtang§(p—c¢).... T,7649261
logcoti(p—a)..... 0,7061417
logcotip.......... 1,6139160

1,7793896
logtang(tA—4s)...  T1,8896948
A—te.iann, 37°48'2", 87
. W 58°10'1", 12
. 116°20'2",24

Calcul de ’angle C.

logtang{(p—a).... T1,2938583
logtangt(p—b).... T1,6944058
logeoti(p—oc)..... 0,2350739
logeotip.......... 1,6139160

2,83732540
logtang({C—4¢)....  1,4186270
1C—fe.iiininnn. 14°41'31", 34
$C 35° 3'29", 59
Covvinnniinnnnnnes 70° 6'59",18

Lo (LA — Le) + (4B — L) + (4C — Le) = go°o’ 0", 01;

erreur sur l'ensemble : o',01.
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Resolution d’un triangle sphérique dans lequel on connait
deux cotés avec I'angle compris, ou deux angles avec le
coté compris.

145. Premiire mtrnODE. — Lorsqu’on a besoin de calculer
les trois €léments inconnus, on obtient la solution la plus
simple du probléme au moyen des formules de Néper, savoir :

(1) tansé(A+B)=cot;:;Cz%§:%‘::—8,
e
(3) tang £ (a + ) =tang; o EQ— 1),
%) tang § (« — &) =uang§ ¢ ST RN,

Si les éléments donnés sont a, & et C, on calculera d’abord A
et B au moyen des formules (1) et (2); on calculera ensuite ¢
au moyen de I'une quelconque des formules (3) et (4).

Si, au contraire, les éléments donnés sont A, B et c, on cal-
culera a et b par les formules (3) et (4), et ensuite C par I'une
quelconque des formules (1) et (2).

Remarque I. — Le calcul des éléments inconnus A et Bou
a et b exige la recherche de cinq logarithmes; il faut ensuite
deux nouveaux logarithmes pour obtenir I'inconnue ¢ ou C.

Remanque II. — Les données -étant supposées comprises
entre zéro et 180 degrés, le probléme admet toujours une so-
tion unique.

146. Deuxiime mETHODE. — On peut encore résoudre le
probléme proposé en faisant usage des formules établies aux
n 109 et suivants, et qui permettent de calculer directement
chaque inconnue indépendamment des deux autres.

Si les éléments donnés sont a, &, C, les formules qui déter-
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minent les inconnues sont

cota sind — cotA sinC = cos b cosC,
(1) cotb sina — cotB sinC — cosa cosC,
cosc = cosa cosb -+~ sina sinb cosC.

On calculera, comme il a été dit au n° 118, deux angles
auxiliaires ¢ et-¢'compris entre zéro et 180 degrés, et tels que

(2) tange — tange cosC, tangy — tangb cosC;
les deux premiéres formules (1) deviendront alors

siny tangC

(3) tangA = sin(a——xp).

tang B =

L’un quelconque des angles auxiliaires ¢ et ¢ peut servir pour

le calcul de c; car la troisiéme équation (1) donne, en se ser-
vant des formules (2),

cosa cos(b — qa), cosc — cosb cos(a —¢)
cosg cosy

(4) . cose=

11 peut arriver que le coté ¢ soit mal déterminé par son cosi-
nus ; dans ce cas, on calculera d’abord A ou B et 'on pourra
obtenir ensuite ¢ au moyen de sa tangente; effectivement,
si Pon divise respectivement par les équations (4) les deux
formules

. sina sinC . sind sinC
sinc = —————— et sipc—= ———»
sinA sinB

il viendra, en ayant égard aux formules (2) et (3),

tang (b — )

(5) tangc = oS A

Si les éléments donnés sont A, B, c, les formules qui déter-
.minent les inconnues sont

_ cota sinc — cotA sinB = cosc cosB,
(v bis) cotb sinc — cotBsinA = cosc cosA,

c@8C — — cosA cosB + sinA sinB cosC;
Trig. S. 12
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on calculera deux angles auxiliaires g et § compris entre zéro
et 180 degrés et tels que

(=2 bis) tangp ——tangA cosc, tangy = — tangB cosc,
et les deux premiéres équatiens (1 bis) donneront

sing tange
sin(B—g)’

siny tangc

tangb — — m.

(3 bis) tanga =—

La troisiéme équation (1 bis) donne aussi

\ B— —
cos A cos( ?)’ c0sC = — cosBcos(A y),

bi. = —
(4 bis) cosC cosg cosy

et en combinant ces équations avec les formules

-

. sinc sin A . . sinesinB
snC—=—7"-—y s8inC= ———,
sina sind
il vient enfin
. tang(B — ¢) tang(A — )
b S ta: —_e——% ——_— e .
(5 bis) tangC cosa tangC s

Il faut remarquer que les formules (1 bis), (2 bis), (3 bis),
(4 bis), (5 bis) se déduisent des formules (1), (2), (3), (4),
(5), en remplacant dans celles-ci A, B, C, a, b, c par les sup-
pléments de a, b, ¢, A, B, C et ¢, ¢ par leurs suppléments.
Les deux triangles que nous venons de considérer sont effecti-
vement supplémentaires.

RemarQue. — Quand les éléments donnés sont a, b, C, le
calcul du seul angle A ou B exige la recherche de cinq loga-
rithmes, comme !’emploi de la premiére méthode. Le calcul
du coté ¢ par 'une des formules (4)exige également cing loga-
rithmes; mais, lorsqu’on n’abesoin que de ce seul cdté, la
deuxi¢me méthode doit étre préférée a la premiére. Il en est
de méme quand les éléments donnés sont A, B, c; 'emploi de
la méthode précédente n’offre d’avantages qu’a I'égard de
Pangle C, dans le cas ou 'on ne doit calculer que ce seul
élément.

147. Troisikme mErmopE. — La méthode dont nous allons
parler se rapporte exclusivement au cas ou ’op ne veut cal-
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culer que la seule inconnue ¢ ou C. Dans la solution précé-
dente, on a recours, pour cet objet, 4 I'une des formules (4)
ou (4 bis), qui déterminent 1'élément inconnu par son cosi-
nus. Il peut arriver que cet élément ne puisse étre obtenu de
cette maniére avec précision, et alors il convient d’opérer
comme il suit : -

Si l'ineonnue est c, I'équation qui la détermine peut s’écrire
ainsi :

co§c= cos(a — b) — 2 sinesinb sin’-;— C,

ou

- o1 R
sin? — ¢ = sin’ — (@ — b) + sina sinb sin* - C;
2 2 2
si donc on calcule un angle auxiliaire w tel que
tange = sin3C Vsina sin
g = sint(z— &) ’
on obtiendra ensuite ¢ par la formule

int(a —
sin_l_c=sm,(a b).
2, cosw

Si l'inconnue est C, on a
cosC = — cos(A + B) — 2sinA sinB sin’-;-c

ou

sin? — C cos? — (A+B)+slnAsmBsm'%c

on calculera donc I’angle auxiliaire & par la formule

sintc
cos-}(A-t— B)

tange = V/sinA sinB,

et 'on aura ensuite C par la formule

cosy(A +B)

sin-C=
2 cosw

Remarque. — Cette troisiéme méthode n’exige, comme la
précédente, que cinq logarithmes pour le calcul de ¢ ou de C.

12.
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148. Exemrre. — On donne les cétés a, b et Uangle com-

pris C, savoir :
a=113°2'56",64,

b = 8a° 39’ 28", 40,

C =138°50"13", 609,

et l'on demande de calculer les angles A, B et le coté c.

TYPE DU CALCUL.

tHa=b)......... 15°1144% 12
Ha+b)......... 97°51'12", 52
IC it 69°25’ 6",845

Calcul de L (A +B).

cogi(a—¥b)
1 =cotiC =1 .
tang (A +B) = cot ,Cm%(a_’_b)
logeotiC....... ... T1,5746163
logcosi(a—4)..... T,9845439
—log —cosi(@+6). 0,8644213
log—tangi(A+B).. 0,4235815
$(A+B)........ 110°39'35", 29
Cualcul des angles A et B.
$(A+B) ... 110°39'35",29
HA—B)........ - 5°40'26", 91
Ao, 116°20' 2",20
B 104°59' 8,38
log—cos3(A+B). 1,5475513
logcos (A —B)... T,9978668

logsini(a—¥)...... 1,4184917

logcosi(a—b)..... T,9845439

logsinj(a+6)...... 1,9959074

log—cost(a+b)... T,1355;87

logeotiC.......... 1,5746163
Culcul de + (A —B).

(AR — et L SIRE(@—0)
tang { (A—B) =cot{C Snilasd)
logeotiC.......... 1,5746163
logsint(a—b)..... 1,4184917
—logsini{(a+b)... 0,00§0926
logtangi(A—B) ... 2,g9972006
HA=B)........... 5°40'26", 91

Calcul du cbté c.

L tanol cos;(A-e—B).
tang ic = tang$(a+0b) cos [(A—B)
logsini(@a+8)..... 1,9959074
—log —cosi(a+bd). o0,8644213
log—cos $(A+B).. T,5475513
—logcos{(A—B).. 0,0021332
logtangic......... 0,4100132
fevoiiiiiiininn, 68°44'32",30
Cotiiinniinnnes 137°29' 4,60

Résolution d’un triangle sphérique dans lequel on connait
deux cotés et I’angle opposé & l'un d’eux, ou deux angles
et le coté opposé & l'un d’eux.

149. Premiire mETHODE. — Soient @, bet Aou A, B, ales
éléments donnés. On calculera d’abord I'inconnue B ou & par
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la formule
sinB _ sinb
sSimA _ sina’
et I'on pourra obtenir ensuite la valeur correspondante de C
oude ¢ par le moyen des formules de Néper, savoir :

tan. _I_C_cot}(A+B)cos (e—5) cot-(A-—B)sm (a—b)
8- = cost(a + &) sin}(a —+ b) ’
tan _l_c_tang;(a+b)cos-;-(A+B)_tang%(aa—b)sin}(A+B)
85°= cos: (A — B) = sini(A — B) ’

Pour que le probléme soit possible, il faut d’abord que le
sinus de 1’élément inconnu Bou b soit compris entre zéro et 1;
lorsque cette condition est remplie, il existe pour B ou b deux
valeurs supplémentaires I'une de 1’autre; mais, pour que I'une
de ces valeurs convienne au pg'obléme, il est nécessaire que

1 T .
les valeurs correspondantes de tang 3 C et de tang 5 ¢ soient

positives, ce qui exige que les différences A — B eta — b soient
de méme signe. Si cette condition n’est satisfaite par aucune
des deux valeurs de B ou de 5, le probléme n’admet aucune
solution ; mais, si elle est satisfaite pour I'une de ces valeurs,
il y a nécessairement une solution correspondante. En effet,
A—Beta—b étant de méme signe, on obtiendra pour C et
pour c des valeurs comprises entre zéro et 180 degrés, par le
moyen de deux des formules de Néper; ces valeurs de C et de ¢
seront les mémes que celles qui seraient données par les deux
autres formules de Néper, car celles-ci se déduisent immédia-
tement des deux premiéres en faisant usage de la relation

sinB __sind tang; (A + B) _ tangy (a+b)
sinA ~ sina tangi (A —B) tangi (@ —b)

11 suit de la que les valeurs trouvées pour B ou 4, pour C et
pour ¢, satisfont aux quatre formules de Néper. Si donc on se
propose de résoudre un triangle avec les données a, b, C, pro-
bléme qui est toujours possible, on retrouvera nécessairement
pour les éléments cherchés les valeurs A, B, c.

Les deux cas dont il s’agit ici sont nommés cas douteux des
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triangles sphériques, parce qu'il peut y avoir incertitude a
I'égard de celle des valeurs de B ou de & qui convient au
triangle que P'on doit considérer. Mais, dans les applications,
cette incertitude disparait toujours par un examen attentif des
circonstances du probléme a résoudre.

150. Deuxieme MtraODE. — La méthode précédente ne doit
étre employée que dans le cas ou il s’agit de déterminer I'élé-
ment B ou & avec I'un des deux éléments C et ¢ seulement.
Trois logarithmes sont nécessaires pour le calcul de B ou 5,
et 'espéce de cet élément étant supposée connue, il faut trois
nouveaux logarithmes pour obtenir C ou c.

Lorsqu’on a besoin de calculer les trois inconnues, on déter-
minera I'élément B ou b comme précédemment, et si 'espéce
de cet élément est connue, on pourra obtenir C et ¢ par les
formules (11) et (12) dun® 123, qui exigent seulement la re-
cherche de quatre logarithmes.

Faisant donc

A+B=S-+180°, A—B=D,
a+ b=s+180", a—b=—d,
© puis

—d —
M._tangs_zdt gs4 » N-_—tangs———Z-]—)-tang{—TDa

on aura, par les formules (11) du n° 123,

tangc T czi\/MN, langczc= + \/%,
le radical devant étre pris, dans la premiére formule, avec le
signe des quantités M et N.

On peut employer les formules (12) du n° 123 au lieu des
formules (11); il n’y a aucune raison de préférer les unes
aux autres. Lorsque le probléme proposé admet deux solu-
tions, si I’on a employé les formules (11), comme nous venons
de le faire, pour le calcul de I'un des triangles, les formules (12)
permettront de calculer les éléments du deuxiéme triangle,
sans qu'il y ait besoin, pour cette opération, d’aucun loga-
rithme nouveau.
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Effectivement, désignons par C’ et ¢’ les valeurs de C et ¢
qui se rapportent au deuxiéme triangle; il faudra remplacer,
dans les formules (12) du n° 123, B par 180°—B, ou & par
180° — b, ce qui revient & permuter entre elles les lettres S
et D, ou s et d, suivant que les données du probléme sont a,
b, A, ou A, B, a. Alors si I'on fait, pour abréger,

M’:tangszl)cot«s—z—]?, N':cotszdmng&.z_d,

on aura

/ 4 M

tang (9'4‘_‘J i45°)=i¢hTN, tang(c z‘c +45°) =+ §
Lorsque les données sont a, b, A, il faut prendre les signes
supérieursdans I'un et 'autre membre de la premiére formule,
et le signe du radical de la deuxiéme formule est celui des
quantités M’ et N'. 8i, au contraire, les données sont A, B, a,
il faut prendre les signes inférieurs dans les deux membres
de la premiére formule, et le radical de la seconde formule doit
étre pris avec un signe contraire a celui des quantités M’ et N'.

RemArQUE. — On voit que la solution compléte du pro-
bléme, méme dans le cas ot elle conduit 4 deux triangles qu’on

veut calculer I'un et I’autre, exige seulement I'emploi de sept
logarithmes.

181. Troisikme mEtrrODE. — La solution la plus simple du
probléme qui nous occupe s’obtient par le moyen des trois
formules dans chacune desquelles figurent les données avec
P'une des inconnues. Cette méthode, qui exige le calcul de
deux angles aucxiliaires, est celle qu'il convient d’employer
dans la plupart des cas.

Supposons que les données soient a, b, A les formules qui
déterminent les inconnues sont :

. sinb sinA
‘ snB—= ————»
sina

1 .y
(1) } ? cosa = cos b cosc + sind sinccosA,

cota sinb — cotA sinC = cosb cosC.
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Chacune d’elles permet de calculer directement I'une des
inconnues, et elle fournit en méme temps un critérium pour
reconnaitre si un triangle est possible avec les données. En
effet, ainsi qu’on I'a vu au n° 149, sil’on peut tirer de la pre-
miére formule une valeur de B telle, que A — B soit de méme
signe que a — b, il y aura une solution du probléme corres-
pondant a cette valeur de B. Pareillement, si la deuxiéme for-
mule fournit une valeur de c comprise entre zéro et 180 degrés,
il est évident qu’il y aura une solution du probléme corres-
pondant a cette valeur, car le triangle formé avec les cotés b, ¢
et I'angle A satisfera aux conditions de 1’énoncé. De méme,
enfin, si 'on peut tirer de la troisi¢me formule une valeur de C
comprise entre zéro et 180 degrés, il y aura nécessairement
une solution du probléme correspondant i cette valeur, car
on pourra toujours construire un triangle avec les éléments a,
5, C.

La premiére formule du systéme (1) est calculable par loga-
rithmes; pour obtenircet C, on déterminera deux angles auxi-
liaires ¢ et ) compris entre zéro et 180 degrés, et tels que I'on ait

cotA
cosb

(2) tange — tangbcosA, tangy =

5
les deux derniéres formules (1) donneront alors

cosa cosg

(3) COS(C—?)-_—‘ cosb

» cos(C—$)=cotatangbcosy.
Pour que le probléme proposé soit possible, il faut quela
valeur de sinB soit inférieure a 1, et que les valeurs de
.c0s (¢ — ¢), cos (C — ¢) soient comprises entre —t et +-1; il
est facile de s’assurer que ces conditions sont exprimées par la

seule inégalité

smb sinA <

sina
Si cette inégalité est satisfaite, on pourra calculer, par la pre-
miére formule (1), une valeur M de B comprise entre zéro et
go degrés, et, par les formules (3), des valeurs N et Pdec —¢
et C—¢, comprises entre zéro et 180 degrés. Mais on satisfera
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aussi aux équations en prenant B=180°—M, c—¢=—N,
C—¢=—P; il est aisé de déterminer, dans chaque cas, les
valeurs de B, C, ¢ qu’il faut associer pour obtenir un triangle
répondant a la question. Effectivement, si I’on introduit les

angles auxiliaires ¢ et ¢ dans les formules

cotb sinc — cotBsin A — cosc cosA,
cosB = — cosA cosC —+ sinA sinC cos b,

celles-ci deviennent

cosB
9

CosA

(@) sin(c—g)=sing 5L, sin(C-8 ) =sin}

ce qui montre que les différences c—¢ et C— ¢ sont de
méme signe. On voit aussi, par les formules (4), que, si ces
différences sont positives, les angles A et B sont tous deux infé-
rieurs ou tous deux supérieurs a go degrés, tandis que,sic—¢
et C — ¢ sont négatives, les angles A et B sont, I'un inférieur,
I'autre supérieur a3 go degrés. D’aprés cela, les valeurs de
B, C, ¢ qui doivent étre associées seront

B=M e=¢+N, C=++P,$ .
A °,
B—=180°—M, c=¢9—N, C=4¢—P, siA<go
B—=180"—M, —=¢—+ N, C= P,
180 c=g P+ %siA>go°,
B=M, c=9¢—N, C=¢—P,

et chacune de ces deux combinaisons répondra certainement a
un triangle, a4 meins que la valeur de ¢ ou de C qui y figure
ne soit pas comprise entre zéro et 180 degrés.

Si I'on divise la premiére et la deuxiéme équation (4) res-
pectivement par la premiére et la deuxiéme équation (3), on
trouvera, en ayant égard aux équations (2) et & la premiére
équation (1), '

tB
(5) tang(c — ¢) = tangacosB, tang(C—ap)zz-:;—a,
d’ou
(6) tang (c — ¢) = sinbsinA tang (C — ).

Lorsqu’on a besoin de calculer les trois éléments ineonnus,
q
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et que 'on a obtenu B par la premiére formule (1), on peut
employer avec avantage les formules (5) et (6) pour achever
la résolution du triangle; celles-ci exigent effectivement un
logarithme de moins que les formules (3), et elles déterminent
les différences ¢ — ¢, C — ¢ par leurs tangentes. Pour le cal-
cul, il est permis de regarder ces différences comme positives,
c’est-a-dire comme égales 3 + N et 4 + P respectivement;
mais alors, si I'on prend pour B la valeur M, il faut avoir soin
de changer les signes des seconds membres des formules (5),
quand I'angle A est sypérieur a go degrés.

152. On procédera exactement de la méme maniére, si les
données sont A, B, a. Les formules qui déterminent les incon-
nues sont ici

s . sinB sina
slnb = ——e———y
sinA
(1) cosA — — cosB cosC + sinBsinCcosa,

cotasinc — cotA sinB = cosc cosB.

La premiére formule est calculable par logarithmes; pour
trouver C et ¢, on calculera deux angles auxiliaires ¢, ¢ com-
Pris entre zéro et 180 degrés, et tels que I'on ait

cota .

(2) tangy — — tangBcosa, tangy —— B’

les deux derniéres formules (1) deviendront alors -

__ cosAcosy .
(3) cos(C—Y)=— wosB_ ' S (¢ — 9) == — cot A tang B cos¢.
Si la condition
sinBsina
sinA <1

est satisfaite, la valeur précédente de sinb sera inférieure a 1;
pareillement, les valeurs de cos (C —¢) et de cos(c— @) se-
ront comprises entre — 1 et +-1; les Tables feront donc con-
naitre une valeur M de b comprise entre zéro et go degrés, ainsi
que des valeurs N et Pde ¢ — % et C — ¢, comprises entre zéro
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et 180 degrés; mais on satisfera aussi aux équations en pre-
nant b =180°—M, C—¢ = — P, ¢ — ¢ = — M. L’intro-
duction des angles § et ¢ dans les formules

cotbd sine — cotB sinC = cosa cosC,

©c08b = cosa cosc + sina sinc cos B
donne

(4) sin(C—9$)=—siny tt:nng‘bl’ sin(c — g) = — sing ::;:‘bz;

il s’ensuit que les différences C — ¢ et ¢ — 9 sont de méme
signe; on voit aussi que, si ces différences sont négatives, les
cotés a et b sont I'un et 'autre inférieurs a go degrés ou supé-
rieurs a go degrés; tandis que, si c— ¢ et C —¢ sont positives,
les cotés a et b sont 'un inférieur, 'autre supérieur & go de-
grés. D’aprés cela, les valeurs de 4, C, ¢ qui doivent étre asso-
ciées seront

b—=M, C=J+P, c=9¢+N, . R
b=18°—M, C=¢—P, c=9¢—N, 8 a>90%
et
6=180°—M, C=+¢+P, c=9—+N,
1 A c=g¢g lsia<go°.

b=M, C=¢y—P, c=¢—N,)

Chacune de ces deux solutions cesse d’exister, si la valeur
de C ou de c qui lui correspond n’est pas comprise entre zéro
et 180 degrés.

Des formules (3) et (4) on tire

td
(5) tang(C— ¢)= —tangA cosbd, tang(c—¢)=— z_gs_A
et
(6) tang(C — § ) = ssina sinB tang(c — g),

formules qui faciliteront la résolution du triangle quand le
cdté b aura été déterminé. _

Tontes ces formules sont semblables i celles que nous avons
bbtenues au numéro précédent. On passe des unes aux autres
en remplacant a, 3, ¢, A, B, C, ¢, ¢ par les suppléments de
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A, B, C, a, b, ¢, ¢, ¢; et, en effet, nous n’avons fait autre
chose ici que résoudre le triangle supplémentaire de celui
dont nous nous sommes occupé au n° 151.

153. Quatmiime MErHODE. — L’introduction des angles
auxiliaires ¢ et ¢, dont nous avons fait usage dans la méthode
précédente, équivaut a la décomposition du triangle ABC en
deux triangles rectangles ou en deux triangles rectilatéres
par le moyen d’un arc de grand cercle CD (fig. 31), mené du

Fig. 31.

sommet C au cdté opposé AB. En effet, si I’arc CD fait un angle
droit avec le c6té AB, le triangle rectangle ACD donne

tang AD — tang b cosA, cotACD — cosbtangA;

si, au contraire, ’arc CD est mené de maniére que sa longueur
soit égale 4 un quadrant, le triangle BCD sera rectiligne, et

il donnera

cota
tangBD — — %8B’ tang BCD = — tangB cosa,

d’on il suit que les angles désignés par ¢ et ¢ au n® 151 sont
respectivement égaux & AD et ACD, tandis que les angles dé-
signés par les mémes lettres ¢ et ¢ au n° 152 sont respective-
ment BD et BCD.

La méthode fondée sur la décomposition du triangle pro-
posé en deux triangles rectangles ou rectilatéres, et dont nous
voulons nous occuper ici, ne difféere donc pas au fond de celle
que nous venons de développer; mais il convient de remarquer
qu’on peut éviter I'emploi des sinus et des cosinus dans le
calcul des éléments inconnus.

Supposons, en effet, le cas ou les éléments donnés sont g,
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b, A. Désignons par 0 la perpendiculaire CD abaissée de C
sur AB, on résoudra le triangle rectangle ACD par le moyen
des formules

() tangp = tang b cosA, coty = cosb tangA,
tang — sing tangA — cosy tang b,

aprés quoi le triangle rectangle BCD, dans lequel on connait

I'’hypoténuse a et le cdté 6, fera connaitre les trois éléments

CBD=B ou 180°—B, BD=z=(c—9), BCD==(C—4¥);

on peut appliquer  la résolution du triangle BCD le deuxiéme
systéme de formules qui conviennent au premier cas des
triangles rectangles, et I’on aura ainsi, a cause de I'indétermi-
nation du signe des différences c — ¢, C —¢.

tangi(a +0)
tang;(a —0)’

2

[
tang (45" -+ —; B) ==

(2) ¢ mngi (e — o) =i.-\/tangi(a'— O)tangi(a+o),

s%n(a-—o).

tang 2 (C— )= £ |/ ooy

Pour avoir les formules analogues qui conviennent au cas
ou les données sont A, B, a, il suffit de remplacer, dans les
formules (1) et (2), A, B, G, a, b, ¢, 9, §, 6 par les supplé-
ments de a, b, c, A, B, C, ¢, 9, 0 respectivement.

La solution fournie par cette derniére méthode est évidem-
ment moins simple que la précédente.

184. Exemrre. — On donne les cétés a, b et U'angle A,
opposé au premier cété, savoir :
a=113° 2'56",64,
b= 82°39'28",4o,

A =116°20' 27,20,

et U'on demande de calculer les angles B, C et le cété c.
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TYPE DU CALCUL.
Calcul de Vangle B.

. sinbsinA
sinB= ———.

sina
logsiné............... 1,9964245
— logsina............ 0,0361320
logsinA.............. T,9524164
logsinB ............ 1,9849739
B i 75° 0'51",60 = M
.............. 10§°59' 8%, §0 — 180° — M
Calcwd de Pangle C. Calcul du cbté c.
__cotA _ _ CotM |tange—tangdcos A=sinbsinA tangy,
ung= o5’ a0gP=—m tangN = sinbsin A tangP,
C=9%=P. c=¢=+N.
log—cotA......... 1,6045773|logsind. ............ 1,9965245
—logcoss......... 0,893{g10|logsinA............. 1,9524164
log — tang . ....... o,sssoss3i'°5—°"3'\" --------- 0,3880683
Pornann 10§°28'36%. {{ log —tangp......... 0,5369092
@y ol r W
logeotM........... 1,§276177 Pe-eees 106% 11’4785
—log—cosea....... o.io,‘uosl S T,9964245
logtamgP.. ... ... 1,83{86{3 ! logsinA_ ... .. ... E,ghilﬁ
1 S 3itar3;nas logtangP o T,83¢86¢5
‘logtangN........... 7,783;05
s \ D 659" a9. < o6
C=3=Po i IS&'S\\HS'.&_); ). SR 31°1716% 79

LN v TE034'31",06
ESTEN e ey’ 1.6
Premicre solution :
B= 3 o560, C= s0* 659 .19 = 7{°54 31".06.
Deuxieme solion
By & jo. C=13"30'13".09. c=13j°ag’ {",64.
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Discussion des cas qui peuvent admettre deux solutions.

155. Les deux derniers cas des triangles sphériques sont les
seuls qui puissent admettre deux solutions, et encore ils ne les
admettent pas toujours. Les formules qui se rapportent a ces
deux cas font connaitre le nombre des solutions et elles dé-
terminent sans ambiguité les éléments de chacune d’elles; il
n’est pas cependant sans intérét d’étudier les diverses cir-
constances de ces deux problémes ; mais, parce qu’ils se ra-
ménent immédiatement 1'un & I’autre, ainsi que nous I'avons
déja dit, nous nous bornerons a présenter ici la discussion
du cas ou l'on donne deux cdtés a, b, et I’angle opposé a
I'un d’eux.

Si a="5, on a aussi A=B, et les formules de Néper
donnent

1 T
cot 3 C=tangA cosa, tang 2¢= tanga cosA.

Pour que le probléme soit possible, il faut et il suffit que
tang A et cosa, cosA et tanga aient le méme signe, c’est-a-
dire que A et a soient tous deux inférieurs ou tous deux supé-
rieurs a go degrés. 1l n’y a qu’une seule solution.

Passons au cas général. Il faut, pour que le probléme soit
sin & sinA
sina
est remplie, il y a deux valeurs de B qui satisfont 4 1’équa-
tion sinB = E’% : I'une M est plus petite que go degrés,

l'autre M’ est égale a 180 — M.

Pour que I'une de ces valeurs de B réponde & la question,
il faut et il suffit (n° 149) que A — B et 2 — b aient le méme
signe. Ainsi la condition pour que M réponde i la question est
que A — M soit de méme signe que a — b; de méme, la con-
dition pour que M’ y réponde est que A — M’ soit de méme
signe que a — b.

1° Supposons A < go° et b < go°.

possible, que soit moindre que 1; si cette condition
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sinb sinA .

donne M > A,

et, a plus forte raison, M’ >> A; il y a donc deux solutions.
Si a est > b, on peut avoir

Si a est < b, la formule sinB=

a+ b5<<180° a-+b=180°, a-+ b>180°.

Dans le premier cas, on a 5 <180° — a, sind < sina; alors
M est << A; mais, M’ étant >> A, il n’y a qu’une seule solution.
Densle casde a + 5 =180°, on a b = 180°— a, sinb —=sina;
alors M= A et M’ > A; il n’y a donc aucune solution. Dans
le cas de a + 5 >180° on a 5 >180° —a, sind > sina;
alors M est > A, et, a plus forte raison, M’ > A;iln’ya
donc aucune solution.

2° Supposons A <C go° et b = go°.

La formule B= sms?ns;nA donne encore M > A, et, par
suite, M’ > A, 4 moins que 'on n’ait @ = go°, auquel cas on
aM=A. Il y a donc deux solutions si a est < go°, et il n’y
en a aucune si @ = ou > go°.

3° Supposons A <C go°et &> go°.

Si a est < b, on peut avoir

a+B<180°, a—+b6=180° a-+ b>180".

Dans le premier cas, on a b <180° —a, sinb > sina : alors
Mest > A, et, i plas forte raison, M'est > A; il y a donc
deux solutions. Dansle casde a+4=180° 0on a 6=180—a,
sind =sina: alors M= A, M'>>A; il n'y a donc qu’une
solution. Dans le cas de a+ 5>>180% on a 4 >180° —gq,
sind < sina : alors M est < A; mais comme M’ est > A, ily
a encore une solution.

Si @ est > b, on a sin < sind, puisque a et 5 sont obtus:
alors on a M > A, et, 4 plus forte raison, M'>A; il n’ya
donc aucune solution.

Les hypothéses A = go° et A > go° se discutent de la méme
maniére ; on peut comprendre tous les résultats dans le tableau
suivant : '
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Rl 2
b<goe az:b..... ..o
a<beta+ b<i8o°. .....
a>beta-+ b=—ou>180°.
A<90<b= o,a<b ....................
a=ou>b,...... ... .
a<lbeta+b<180°......
6>go a<beta-+ b=ou>180°.
)a_.ou>b ..........
a=bou<lb.............
b<lgo®la>beta+b<i8o°......
a>beta-+ b—=ou>180°.
e/
A 90“/6’—90"
albou>b.............
a<<b et a+b=ou<180°.
b>qgo°lalbeta+b>180......
a=ou>b..............
a=ou<lb..............
b< go°(a>>b et a-+ b=ou<180°.
a>beta+5>1800......
a—=ou<b..............
b=qgo°
A>go° a>boiiieiiiiiiin.,
a<b et a+ b= ou< i180°.
e PR
a>bo.oiit i,
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deux solutions,
une solution,
une solution,
aucune solution;
deux solutions,

. aucune solation;

deux solutions,
une solution,

. aucune solution;

aucune solution,
une solution,
aucune solution;
une infinité de
solutions,
aucune solution ;
aucune solution,
une solution,
aucune solution ;

aucune solution,
une solution,
deux solutions;
aucune solution,
deux solutions;
aucune solution,
une solution,
une solution,

. deux solutions.

Problémes de Trigonométrie sphérique.

186. Prosrime I. — Calculer le volume d’un parallélépi-
pede oblique, connaissant les longueurs des arétes et les
angles que ces arétes font entre elles.

Soient a, 6, y les trois arétes qui aboutissent i I'un des
Trig. S.

13
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sommets du parallélépipéde. De ce sommet comme centre, avec
un rayon égal a I'unité, décrivons une sphére, qui coupera les
faces déterminées par les arétes € et y, 7 et «, « et 6 suivant un
triangle sphérique. Les cdtés a, b, ¢ de ce triangle seront pré-
cisément les angles plans donnés de I’angle triédre, qui a pour
sommet le centre de la sphére, et les angles A, B, C seront
égaux aux angles di¢dres du méme angle triédre.

La base du parallélépipéde a pour mesure 26 sinc; si donc
H désigne sa hauteur, le volume demandé V sera

= absinec X< H.

Mais si, par le sommet d’oui la hauteur H est abaissée, on méne
une perpendiculaire H' sur I'aréte « et que I'on joigne le pied
de H' i celui de H, cette derniére droite fera avec H' un angle
égal & A, et 'on aura, par des triangles rectangles,
H —<qsinb, H=—H'sinA —ysindsinA;
par conséquent, .
V — aby sind sincsin A.

Or, si l'on fait a +- & + c = 2p, on a (119)

sin{p — b)sin(p — c)
sin b sinc

\/smpsm(p —a)
.-\._.
sinbsinc

et, par conséquent,

sin-.-A:

sinA—mJ sinp sin p —a)sin{p — &) sin(p —c);

donc
V =228y \/sinpsin 'p — a}sin/p — b)sin(p — c);

on peut écrire aussi (110)

V =afy {1 — cus’a — cos?b6 — cos’c + 2 cosa cosb cosc.

ReMarQue. — Si 'on prend le sixiéme de cette expression,
on aura le volume d'un tétraédre en fonction de trois arétes
contigués , &, 7 et des angles a, 3, ¢, que ces arétes font entre

-




CHAPITRE QUATRIRME. 195
elles. De la on peut déduire trés-aisément I’expression du vo-
lume d’un tétraédre en fonction de ses six arétes.

157. Prosrime II. — Réduire un angle & lhorizon.

Supposons qu'un observateur placé au point O (fig. 32) ait
mesuré les angles formés avec la verticale OO’ par les rayons

Fig. 3a2.

visuels OP et OQ dirigés vers deux points fixes P et Q, et qu’il
ait mesuré aussi I'angle POQ formé par ces rayons visuels;
on demande de trouver 'angle P’O’Q’ quiest la prOJectlon de
POQ surle plan horizontal.

Si’on imagine une sphére décrite du point O comme centre,
avec I'unité pour rayon, elle sera coupée par les trois faces de
Iangle tri¢dre en O, suivant un triangle sphérique ABC, dont
les cotés seront précisément les angles observés; tandis que
Pangle P’O’Q’ qu'il faut trouver est égal a 'angle C de ce
triangle sphérique. On est ainsi ramené 4 I'un des cas des trian-
gles sphériques dont nous avons donné la solution au n° 142.

138. Prosiime III. — Etant données les latitudes et les
longitudes de deux points de la surface de la Terre, trouver
la distance de ces deux points.

Soient (fig. 33) P le pole boréal, P’ le péle austral, EGE'
équateuret G le point de ce cercle & partir duquel se comptent
les longitudes. Supposons que GE soit le sens des longitudes
orientales, et GE’ celui des longitudes occidentales. Soient
PACP’ et PBDP’ les méridiens qui passent par les deux
points donnés, dont on connait les latitudes AC, BD, et les
longitudes GC, GD; soit enfin AB 'arc de grand cercle qui

13,



196 TRAITE DE TRIGONOMATRIE.

joint les points A et B. Dans le triangle sphérique PAB, on
connait ’angle P et les deux cotés qui comprennent cet angle.

Fig. 33.

En effet, I'angle P est égal a la différence des longitudes don-
nées, lorsque celles-ci sont toutes deux orientales ou occiden-
tales; et le méme angle P est égal a la somme des longitudes
données ou au complément de cette somme 4 360 degrés, lors-
que I'une des longitudes est orientale et que I'autre est ocei-
dentale. En outre, le c6té PA est égal 4 go°— ou -+ la latitude
du point A, suivant que cette derniére est boréale ou australe;
et, de méme, le c6té PB est égal & go°— ou —+ la latitude du
point B.

Convenons que les longitudes soient positives ou négatives
suivant qu'elles seront orientales ou occidentales, et pareille-
ment que les latitudes soient positives ou négatives suivant
qu’elles seront boréales ou australes. Si I'on désigne par L et
L' les longitudes des points A et B, par X et X' les latitudes des
mémes points, on pourra (146 et 147) calculer le cdté AB==x
par 'une ou l'autre des deux formules

sindsin() +g) 4 sing(d —3)

.1
Co8xr — ———————L,y  SIN — X — =
coso 2" cose

Quand on fait usage de la premiére formule, il faut calculer
préalablement I'angle auxiliaire ¢ par la formule

tangg — cot) cos(L'— L);

si 'on veut au contraire employer I’angle , on le calculera

par la formule
_sint(L—L)

tang =i —_— T C > ’
nge FrYy oy V/cosX cos)
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Supposons I’angle x évalué en degrés, la demi-circonférence
d’un méridien terrestre étant égale a 20000 kilométres; on
aura, pour la longueur de AB en kilométres, ’

AB = z > 1000.
9
1539. ExemrLe. — On demande la distance de Saint-Pé-
tersbourg & Valparaiso, sachant que Uon a :
Pour Saint-Pétersbourg ( Observatoire),
lat. sept. =X = 59°56' 30” . long. orient. = L — 29°58'13”;
Pour Valparaiso (F. S. Ant.),
lat. aust. =)' = — 33°1'55”, long. occid. = L' = — 93°59'22".

Calcul de Pangle auxiliaire ¢. Calcul de la distance x.
tangy = cotlcos(L'—L). cosz = sin}sin(}'+¢)
logeoth............. 1,7624599 cosg
log — cos(L'—L)... T1,3152455 | logsink............. 1,937a751
= logsin(M+¢)....... 1,8067240
log — tangg......... 54 | '8 ? J
° ee 1:07770% | log — cosg... ... 0,0030837
180°—¢g............ 6°49'11" _—
log—cosx......... T,7470828
z 123°57'27"
.......... 13773 kilom.

QUESTIONS PROPOSEES.

I. Démontrer que, si I'on joint les sommets d’un triangle sphérique avec
les milisux des cdtés opposés par des arcs de grand cercle, ces arcs se
couperont en un méme point O. Si « désigne I'arc qui joint le sommet A
au milieu du coté a et que a' et a” soient les parties de = comprises, la
premiére entre le sommet A et le point O, la deuxiéme entre le point O
et le cité a,on a

cosi(b +c)cosi(b—c) sina
b

Co8a = -
cosia sina”

= 2c08ia.

II. Démontrer que les grands cercles menés par les sommets d’'un
triangle sphérique perpendiculairement aux cotés opposés se coupent aux
deux mémes points. Trouver les longueurs des arcs compris entre un de
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leurs points d’intersection et les sommets, ou entre les sommets et es

cdtés opposés.

HI. Résoudre un triangle sphérique rectangle, connaissant l’hypownuse
et le rayon du cercle inscrit.

IV. Réeoudre un triangle sphérique, connaissant un angle, le cbté op-
posé et la somme ou la différence des deux autres cotés.

V. Résoudre un triangle sphérique, connaissant un angle, I'un des cbtés
qui comprennent cet angle et la somme ou la différence des deux autres
cotés.

VI. Si, dans un triangle sphérique, on a

sinA _ sinB _ s8inC _

sing _ snb  sme
deux des trois cdtés sont respectivement égaux aux angles opposés, tan-
dis que le troisiéme cdté est le supplément de I’angle opposé; en ou tre,
la tangente de I'un des arcs 45° + fa, 45° + 1b, 45° + ¢ est égale au
produit des tangentes des deux autres arcs. On propose de démontrer ces
résultats et de résoudre le triangle lorsqu’on connait deux cdtés, ou un
cOté et la somme des deux autres, ou enfin un cdté et la différence des
deux autres cdtés.

VII. Résoudre un triangle sphérique, connaissant les sommes obtenues
en ajoutant chaque angle avec le ¢d1é qui lui est opposé. Si I'on fait, pour
abréger, ’

A+a=180"+2a, B--b=180°+ 26, C+ c=180°+ 2y

et
a+6+7y=a2w,

puis que P’on détermine un angle auxiliaire ¢ compris entre zéro et
180 degrés par la formule

+ 21/C05® C0S (@ — @) C0S (& — 6) C08 (& — 7)
SN sin6 siny ’

tangy =

on pourra calculer ensuite les différences A — @, B— b, C— ¢ par les

formules
tang (A — a) = cota cose,

tang$(B — b) = cot6 cosy,
tang{(C — c) = coty cosy.
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CHAPITRE V.
COMPLEMENT DE LA THEORIE DES FONCTIONS CIRCULAIRES.

Des expressions imaginaires.

160. Conformément 4 I'usage adopté, nous représenterons

par i 'imaginaire \/— 1, et nous appellerons expression ima-
ginaire toute expression de la forme

A -+ Bi,

ou A et B sont des quantltés réelles, positives, nulles ou né-
gatives.

Quand nous saurons d’avance que deux quantités réelles
A’ et B/ sont respectivement égales & deux autres A et B, nous
dirons que les expressions A -+ Bi et A’+ B’Z sont égales.

11 est évident que sil’on a plusieurs égalités de la forme

A+ Bi—=A'"+ B

et qu’on les multiplie membre 4 membre, en opérant comme
si i était une quantité réelle, on obtiendra une égalité dans la-
quelle les coefficients des mémes puissances de i seront égaux;
égalité subsistera donc quand on rabaissera les exposants
de ¢ au-dessous de 2, en faisant usage de Iéquation i*=— 1.

Quelle que soit I'expression imaginaire A + Bi, on peut
toujours trouver une quantité positive p et un arc a tels, que
Ton ait

‘ A=pcosa, B=psina.
En effet, il suffit de prendre _
' p=-+ VA*+ B, ’
A B

08— ——————, Ssina=— —_—
+ A+ B e

puis
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par conséquent, on peut écrire
A+Bi=éwsa -+ ipsina
ou, si I'on veut,
A +Bi=p(cosa + isina).

Quand une expression imaginaire est ainsi ramenée 4 la
forme p (cosa + isina), la quantité positive p est dite son
module; I'arc a est son argument.

Le module d’une expression imaginaire donnée est déter-
miné, mais I'argument ne I'est pas entiérement; car une ex-
pression imaginaire ne change pas quand on ajoute & son ar-
gument ou qu'on en retranche un nombre quelconque de
circonférences.

Les quantités positives et négatives peuvent étre considé-
rées comme des expressions imaginaires dont le module est
égal a leur valeur absolue et dont I'argument est un nombre
pair ou impair de demi-circonférences; car, soit A un nombre
positif, on a, quel que soit I'entier &,

+A=A(cos2kx + isin2knr),
— A=A[cos(2k +1)x + isin(24 +1)x].

Pour que deux expressions imaginaires soient égales, il faut
et il suffit que leurs modules soient égaux, et que leurs ar-
guments différent d’'un multiple de la circonférence. Sup-
posons, en effet, que les expressions p(cosa + isina) et
' (cosa’+ isina’) soient égales; on a

pcosa=p’ cosa’, psina=p'sind,

et, si I'on ajoute ces équations aprés les avoir élevées au carré,
il viendra :
p=p dou p=¢’;

les modules étant égaux, les arcs a et a’ ont méme sinus et
meéme cosinus : donc ils ne peuvent différer, s’ils sont inégaux,
que par un multiple de la circonférence.

Les arguments de deux expressions imaginaires conjuguées,
telles que A + Bi et A — Bi, ont méme cosinus, tandis que
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leurs sinus sont égaux et de signe contraire; la somme de
ces arguments est donc égale a un multiple de la circonfé-

rence.

Opérations sur les expressions imaginaires. — Formule
de Moivre pour un exposant entier et positif.

161. Tatorime. — Le produit de deux expressions imagi-
naires est une expression imaginaire dont le module et I’ar-
gument sont respectivement le produit des modules et la
somme des arguments des facteurs.

Considérons d’abord deux expressions imaginaires
cosa + isina et cosb —+ isind

ayant 'unité pour module. Si I'on effectue leur produit, il
viendra

(cosa + isina) (cosb + isinb)
= cosa cosb + i (sina cosb + cosa sind) + i*sinasinb,
ou, 3 cause de i*=—1,
(cosa + isina)(cosd + isinb)
= (cosa cos b — sinasind) - i (sina cosb + cosa sin b).
Or nous savons que 'on a
cosacosb — sinasind — cos(a + b),
sing cosb + cosasind = sin(a + b);
on peut donc écrire
(cosa + isina) (cosd + isinb) = cos(a + b) + isin(a + b).

Soient maintenant p (cosa + isina), p’(cosb + i sind) deux
expressions imaginaires ayant respectivement pour modules p
etp’;ona
p(cosa + isina) > p’ (cosb + i sinb)
= pp’ X (cosa + isina) (cosd + i sind),
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et, par conséquent,

p(cosa + isina) >< p’ (cosd + i sinb)
= pp’ [cos(a + &) + isin(a + b)].

CoroLrAre 1. — Le quotient de deux expressions imagi-
naires est une expression imaginaire dont le module et Uar-
gument sont respectivement le quotient des modules et la
différence des arguments du dividende et du diviseur.

Car, soient les deux expressions

p(cosa + isina) et p'(cosd + isind);
ona

% [cos(a — b) -+ i sin(a@ — b)] >< p'(cos b - i sinb) = p(cosa + isina),

d’ou
p(cosa+isina) p _ o
7 (cosh  Fsinb) — p [cos(a — b) + isin(a — b)].
Cororraire II. — Le module et I'argument du produit de
tant d’expressions imaginaires que l’on voudra sont égaux
respectivement au produit des modules et & la somme des ar-
guments des facteurs.

En effet, pour multiplier les deux premiers facteurs, on
multiplie leurs modules et 'on ajoute leurs arguments. Pour
multiplier ce produit par le troisiéme facteur, il faut multi-
plier son module par celui du troisiéme facteur, et ajouter
son argument celui de ce troisiéme facteur, et ainsi de suite.

Corovrrare III. — Pour élever une expression imaginaire
@ une puissance entiére et positive de degré m, il faut élever
le module & la puissance m, et multiplier l’argument par m.

Cela résulte immédiatement du corollaire II, en supposant
égales entre elles toutes les expressions imaginaires que I'on y
considére.

Soit, en particulier, cosa -+ i sina une expression imagi-
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naire de module 1; on a
(cosa + isina)* = cosma <+ isinma.

C’est dans cette égalité que consiste la formule de Moivre.

162. Tutorime. — Le module de la somme de deux ex-
pressions imaginaires est compris entre la somme et la diffé-
rence des modules des parties.

En effet, soient les deux expressions imaginaires
p(cosa +-isina), p'(cosa’ + isina’),
et posons
+R(cosA + isinA) =p(cosa + isina) + p’ (cosa’ + isina’);

on aura

RcosA =pcosa + p’ cosa’,

R sin A = psina + p' sina’.
Si 'on ajoute ces égalités aprés les avoir élevées au carré, et
que I’on extraye la racine carrée des deux membres de I'égalité
résultante, il viendra

R=\Vp'+ 2pp’ cos(a—a') +p'%;
on a donc
Revlp+p') ou cp+p's

RZVp—p) ou Zx(p—p)
On déduit de 1a cette proposition plus générale :

CororLLAre. — Le module de la somme d’un nombre quel-
congue d’expressions imaginaires ne peut surpasser la somme
des modules de ces expressions.

Multiplication des arcs.

163. La formule de Moivre donne immédiatement les va-
leurs de cosma et de sinma, en fonction de cosa et de sina.
Si, en effet, on développe le second membre de I'égalité

cosma -+ i sinma = (cosa -+ isina)",
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en ayant soin de rabaisser les exposants de i an-dessous de 2,
au moyen de I'équation i* =—1, il viendra

cosma -~ i sinma

_ [,,,s.,, —mm =) oenra sinta
1.2
+m{m—l)(m—2)(m_'3)cos-—lasinla._,..]
1.2.3.4
[ oomtasing — A=) g
<+ i| —cos™'asina — cos"~lasin'a
" 1.2.3
on a donc
m(m —1) ;
cosma = cos™a — a2 cos™2a sin*a

L m(m—1)(m—2)(m—3)
' 1.2.3.4

cos™‘asin‘ag —. ..,

{1}

sinma — m cos™'a sina — m(m T '2) (; —2) cos™3a sin*a

mm—u1)...!m—§)
1.2.3.4.5

Ces formules donnent les valeurs de cosma et de sinma en
fonction de cosa et de sina. En remplacant successivement
sina par /1 — cos*a et cosa par \/i —sin’a, on obtiendrait
les expressions de cosma et sinma en fonction de cosa ou de
sina seulement; nous ferons connaitre plus loin ces expres-
sions, et nous nous bornerons ici i une remarque essentielle.

Les termes des seconds membres des équations (1) sont tous
du degré m par rapport a sina et cosa; la premiére de ces
équations ne contient que des puissances paires de sina et que
des puissances paires ou impaires de cosa, suivant que m est
Pair ou impair. La seconde équation, au contraire, ne contient
que des puissances impaires de sina, et que des puissances
impaires ou paires de cosa, suivant que m est pair ou impair.
On peut conclure de 1a :

cos"tasin‘a —....

1° Que cosma et a:nm

sont exprimables, en fonction de
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cosa, par des polyndmes entiers et rationnels, le premier du
degré m, le second du degré m — i, et dont tous les termes
ont des degrés de méme parité;

cosma

sinma
2° Que cosma et » si m est pair, ou sinma et <o’

si m est impair, sont expnmables, en fonction de sina, par
des polynémes entiers et rationnels, le premier du degré m,
le second du degré m — 1, et dont tous les termes ont des de-
grés de méme parité.

Si, dansla formule

cosma ~+ isinma — (cosa + isina )™,
on change @ en — a, il vient

cosma — isinma = (cosa — isina)¥;
etl’on tire des deux équations précédentes

(cosa - isina)* - (cosa — isina’™
cosma — ?

2
2 .
(2) . (cosa —+ isina)* — (cosa — isina)"

sinma = Y 3
\ . .

il est souvent utile de prendre sous cette forme les valeurs de
cosma ¢t de sinma.

En divisant la seconde des équations (1) par la premiére, il
vient

. m(m—1)(m—a2
. mcos™""'asina — ( ) )
sinma 1.2.3

cosma m(m— 1)
cos™a — 2

cos™3sin*a - . ..

cos™agsin’a +-. . .

’;lﬂl_a __m(m—1)(m—2)sin‘a
cosa 1.2.3 cos*a
m(m—1)sin’a

T T 1.3 cosa

ou
mtanga— m(m—1)(m—a) — ;)(;n tang'a+ ..
3 =
(3) tangma | mim— )mg, m(m—1) (m—a) (m—3) tang‘a—.. ,

1.2 1.2.3.4
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formule qui fait connaitre tangma en fonction rationnelle de
tanga.
Division des arcs.

164. Supposons d’abord que I'on demande de trouver
a .
cos — =, connaissant cosa = A.
Si dans la premiére des équations (1) du n° 163 on changea
a ’ . a . a
_en —; et que I'on remplace ensuite cos ~»sin —, et cosa

par x, Vi —a%et A, on obtiendra une équation de la forme
(1) f(z) —A=o,

ol f(x) désigne un polyndme du degré m dont tous les termes
ont des degrés de méme parité. Le probléme dépend donc
d’une équation de degré m; c’est ce qu’on peut établir a priori.
Soit « I'un quelconque des arcs qui ont A pour cosinus; les
valeurs de @ seront comprises dans la formule 2kn == «, et 'on
satisfera a I'équation (1) en prenant pour x le cosinus de 'un
quelconque des arcs

2hn a 24« o

h——— —y T —

m m m m

ot k désigne toujours un entier indéterminé. Si 'on donne a
k, dans I'une de ces formules, deux valeurs qui différent d'un
multiple de m, on obtient deux arcs qui différent d’un mul-
tiple de la circonférence et qui ont par conséquent le méme
cosinus; il suffit donc de donner & k, m valeurs consécutives
quelconques o, 1, 2,..., m—1 par exemple. Il est méme
inutile de considérer les deux formules, car si I'on donne a k
une certaine valeur &’ dans la premiére formule, et la valeur
m — k' dans la seconde, on obtient deux arcs dont Ia somme
est égale A am, et qui ont, par suite, le méme cosinus. D’aprés
cela, I'inconnue x n’est susceptible que de m valeurs qui sont
généralement distinctes; ces valeurs sont celles des cosinus
des m arcs
2 a  4r @ 2(m—1)r  «a

%
s o —y T —yeey, T T o
m m m m m m m
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Il convient de remarquer que, si mest un nombrecomposé np,
la résolution de I’équation (1), qui est du degré m, se raméne
immédiatement i la résolution de deux équations, I'une du

degré n et I’autre du degré p. Si, en effet, on pose cos 5 =y,

on aura, pour déterminer r, ume équation de degré p telle
que
Y(x)—r=o,

y étant donné pour une équation de degré n,
o(r)—A=o.

L’équation (1) résulterait d’ailleurs de 1’élimination de y
entre ces deux derniéres. De méme, si 7 était un nombre com-
posé gr, la résolution de I'équation & (y) — A = o se ramé-
nerait i celle de deux équations des degrés g et r; et ainsi de
suite.

165. Supposons, en deuxiéme lieu, que I'on demande de
. a . .
trouver sin ~ =, connaissant sing = A.
Sidans ladeuxiéme des équations (1) dun®163 on changezen
a 9 . . a a .
—» et que I'an remplace ensuite sin —» cos — et sina par x,
m m m

Vi—x*et A, on obtiendra, si m est impair, une équation de
la forme
i J(z)—A=o,

f(x) désignant un polynéme entier et rationnel du degré m
dont tous les termes sont de degrés impairs; on voit que le
probléme dépend d'une équation de degré m. Mais si m est
pair, on obtient une équation de la forme

Vi—a f(x)=A,

ou f(x) désigne un polyndme de degré m — 1 dont tous les
termes sont de degrés impairs. En élevant au carré les deux
membres, il vient

(1 — &) f(x)— A'=0;
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on voit que le probléme dépend d’une équation de degré am.
A la vérité, cette équation peut étre abaissée au degré m en
posant x* = {, parce qu’elle ne contient que des puissances
paires de x. '

On arrive aux mémes conséquences par les considérations
dont nous avons déja fait usage. Si 'on désigne par « le plus
petit arc positif ayant A pour sinus, et par k un entier indé-
terminé, les valeurs des x seront les sinus des arcs

2hr  a (2h+1)7 @
ST, 22T
m m m m

11 suffit de donner a k, m valeurs consécutives, o, 1, 2,...,
m — 1 par exemple; car i deux valeurs de k qui différent d'un
multiple de m répondent, dans chaque formule, deux arcs qui
ont méme sinus. Deux arcs d'une méme formule ne peuvent
avoir méme sinus tant que « reste indéterminé, car la différence
de ces arcs est inférieure a 2, et leur somme, qui dépend dea,
ne peut sc réduire en général & un nombre impair de demi-
circonférences. Voyons si deux arcs, tels que

* 2bn @ (2K +1)nr @
=24

-y — ey

m m m m

peuvent avoir le méme sinus. La différence de ces arcs dépend
de «, et elle ne sera pas en général un multiple de la circon-
férence; leur somme est égale a

ak 1 ak
m

ct elle ne peut étre un multiple de la demi-circonférence si m
est pair : donc, dans ce cas, x est susceptible de 2m valeurs
distinctes. Mais, si m est impair, on peut toujours, queljque soit
le nombre & compris entre 2éro et m, trouver un entier k' com-
pris entre les mémes limites, et tel qu'on ait

ak+akl+1—=m ou 3Im,
c'estd-dire
»n—1 3m—1

ic- ——=% o = — &; .
2
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donc, si m est impair, x n’est susceptible que de m valeurs.
On reconnait aisément que les m arcs de chaque formule ont,
dans le cas de m pair, leurs sinus'égaux deux a deux et de
signes coutraires.

Le probléme dont nous venons de nous occuper donne lien
aux mémes remarques que le précédent; il suffit de les avoir
faites une fois.

166. On verrait de méme que, si I’on donne cosa, la déter
que, 3

A . a ., . c ,
mination de sin - dépend d’une équation du degré am, et que,

. . a , .
sil’on donne sina, celle de cos - dépend d’une équation du
degré m ou du degré 2m, suivant que m est impair ou pair.

2 . . a
Enfin, quand on donne tanga, la détermination de tang —
: m

dépend dans tous les cas d’une équation de degré m.

Résolution de U'équation binéme z" = 1.

.

167. Proposons-nous de trouver les racines de ’équation
bindme

(I) ’ Zm—=1.

Si I’équation proposée admet une racine imaginaire, cette ra-
cine aura pour module 'unité (164, Corollaire III), et elle
sera en conséquence de la forme cosg + i sing. Pour que cette
expression soit effectivement racine, il faut et il suffit que
Ton ait ' '
cosmyp + isinme =1,

c’est-a-dire )

cosme =—1, SiInme=o0,
ou

1Y

k
me=2kn et 9=-2¥-”-.-1-t’

k désignant un entier arbitraire. L’équation (1) est denc satis-
Trig. 8. 14
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faite par toutes les valeurs de z comprises dans la formule

(2) z::cosakﬂ+isin2h'~
m m

Pour que deux valeurs &’ et k” de k correspondent & deux
valeurs égales de z, il faut et il suffit (160) que la différence

2k’ 2k'm
b

des arguments soit un multiple de 27, ou,en

d’autres termes, que k' — k” soit un multiple de m. La for-
mule (2) donne donc m valeurs distinctes de z, et elle n'en
donne pas plus de m; on obtiendra ces valeurs en donnant &
k, m valeurs consécutives quelconques entre — o et -+ @,

Oy 1, 25..., m—1,
par exemple.

L’équation (1) a une ou deux racines réelles, suivant que m
est impair ou pair; les racines imaginaires sont conjuguées
deux a deux. Dans tous les cas, on obtient deux racines con-
Jjuguées en donnant a k deux valeurs complémentaires a m
dans la formule (2); car, en changeant k en m — k, cette for-

mule devient
2im

Z—=CO8§ —— — I8l ——

I1 résulte de 1a que les m racines de I'équation (1) sont aussi
comprises dans la formule

2km . 2km
Z == €08 —— = i sin ——9
m m

.. . m .
owr il suffit de donner a k les valeurs o, 1, 2,..., S sm est

m—1I

pair, et les valeurs o, 1, 2,..., si m est impair. Dans le
premier cas, les deux racines réelles correspondent a k=0
et k= ’;; dans le second cas, la racine réelle correspond
ak=o.

168. Supposons que m soit un nombre impair 27 +1;
Yéquation z™— 1= o peut &tre abaissée au degré n. En effet,
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si 'on divise cette équation par z"(z —1), il viendra

(ez) () v () i

et si I’on pose

1 | .
z+;=.1: et z'-i—z—;-_—_v.,

on trouvera aisément
v. == Iv..'i ‘— V,._,.
Comme on a Vo =2 et V, =, on pourra, en faisant usage de

la formule précédente, exprimer successivement V,, V,,...
en fonction de x; on trouvera ainsi

V= 2x*— 2,
Vs =2 — 3=,
v.=1‘:—4.!"+2,
N

et I'équation proposée se transformera en une équation
9(x)=o,

du degré n. L'expression des racines de la proposée est
2kw .. 2Fkx
Z2==C08 —— -+ ISIn —»
m m

d’ot L'on tire

les racines de I'équation en x sont donc représentées par la
formule

2km
= 2C08 ——»
m

‘dans laquelle on doit donner a k toutes les valeurs 1, a,.. .,
m—1
2

169. ProrRIETES DES RACINES DE L’EQUATION z™=1.—1° Si
Yon fait

2n .. 2w
& = CO08 — -+ I8IN —»
m m
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on a, par la formule de Moivre,

' 2kx . . 24%
&" == cos —— -+ ¢ sin H
m m

par conséquent, les m racines de l'équation z™ = 1 peuvent
étre représentées par

-1

(] ] 2
e, o'y &°,..., &',

c'est-a-dire par les puissances de U'une d’entre elles.

2° Si l'on a m=np, n et p étant deux nombres premiers
entre eux, on obtiendra toutes les racines de z* =1, en mul-
tipliant les n racines de 5" =1 par les p racines de zF = 1.

.sina2kw

. 24k% .
En effet, soit « = cos S “+i une racine de z"7 =1;

n et p étant premiers entre eux, on peut trouver deux entiers §
et 7, tels que
2k 2ax _ 24x
pE+nn=4k ou i+L..—_ —
n P np

et alors on a
akr .2 a .2
a=(cos—i+ism—£'—r)( -1’—'+ism£);
n n p P

d’ou I'on conclut que toute racine de z*7 = 1 est le produit
d’uve racine de z* = 1 par une racine de z¥ = 1 : par consé-
quent les np racines de l’équation z** = 1 sont les produits
que Uon obtient en multipliant les n racines de z" = par
les p racines de zr =1.

3° La résolution algebrigue de U équation z= =1, oit m est
un nombre composé, se raméne a la résolution des équations
de méme forme ayant pour degrés les nombres premiers ou
puissances de nombres premiers qui divisent m.

En eflet, soit m = npgq,... n, p, ¢,... étant des nombres
premiers ou des puissances de nombres premiers inégaux; on
aura les racines de I'équation z*” =1 en multipliant celles de
z*=1 par celles de 3” = 1. Pareillement, on aura les racines
de z*77=1 en multipliant celles de 2*»=1 par celles de z'=1,
et ainsi de suite. D'ou I'on peut conclure que les diverses ra-
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cines de z™ = 1 s’obtiendront toutes en multipliant une racine
de z" =1 par une racine de z” = 1, puis par une racine de
zi=1,.... '

Des polygones réguliers.

170. Concevons une circonférence partagée en m parties
égales, et joignons les points de division consécutifs; on for-
mera le polygone régulier inscrit de m cotés. Si n est un nom-
bre inférieur et premier a m, et que I'on joigne les peints de
division de n en n, ou, ce qui est la méme chose, de m — 2 en
m —n, on ne reviendra au point de départ qu’aprés avoir
passé par tous les sommets, et la figure que 'on aura formée
est ce que 'on nomme un polygone régulier étoilé. Mais si m
et n ont un diviseur commun §, on ne passera que par un

m
nombre T de sommets, et la figure obtenue sera un polygone

régulier de - coiés seulement. On voit, d’aprés cela, qu'il y a

autant de polygones réguliers de m cotés que de nombres pre-
miers a m et inférieurs a la moitié de m.

Le probléme de la division de la circonférence en m'parties
égales se raméne a la résolution algébrique de I'équation bi-
néme

"=1;

car on a vu que les racines de cette équation sont données par
la formule

2kn .. okm
Z2=—COS—— —+ISINn— -e
m m

2,0 k ’ ¢
D’ailleurs % est 'arc sous-tendu par le coté du polygone

obtenu en joignant les points de division de k en k, et I'on
pourra connaitre en conséquence les lignes trigonométriques
de cet arc si I'on sait résoudre I’équation z" =1.

Enfin on a vu que, si 7 est un nombre composé, la résolu-
tion de l'équation z™ =1 se raméne a celle d’équations de
méme forme dont les degrés sont les nombres premiers ou
puissances de nombres premiers qui divisent m; donc le pro-
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bléme de la division de la circonférence en m parties égales est :
susceptible de la méme simplification. . |

Nous allons examiner les cas de la division en trois, en cinq, i
en quinze et en dix-sept parties égales,

174. DivISION DE LA CIRCONFERENCE EN TROIS PARTIES EGALES.

— Elle dépend de I'équation

Otant la racine 1, il vient

B4+ 341==0,

. 1
et, en faisant = 4+ ;=%

x4 1=—0.

. » N 2 L
Laracine — 1 decette équation est 2 cos -3-" (168),0u—2cos 3

« X
ou — asin &3 ona donc

asin= =1.
6

C'est la valeur du coté de 'hexagone régulier inscrit; on en
déduit facilement le cdté du triangle équilatéral.

172, DivisioN DE LA CIRCONFERENCE EX CINQ PARTIES ECALES.

— Elle dépend de I'équation

F—1—"0o0,
S - | - -
Mant la racine 1 et faisant 3+ - = x, il vient
FHr—xr—1=0,
qui a powr racines (163"

ree s, asadl
S =
5 5

N

=
2R —- IV —-
I



CHAPITRE CINQUIENME. 218

On trouve d’ailleurs, en résolvant I'équation, x = —— Y= ! ;t V5;
donc
2Sin-£-=——————t+v5, gsin.?:_—_- l+~/§.
10 2 10 2

Ce sont les valeurs des cotés des décagones réguliers ordinaire
et étoilé; on en déduirait facilement les cbtés des pentagones
réguliers ordinaire et étoilé.

173. DiviSION DE LA CIRCONFERENCE EN QUINZE PARTIES

tcaLes. — Elle dépend de I'équation
. (n) s —1=o0,

de laquelle il faut dter les racines de z*— 1 = o et celles de

(#—1) (z’—l)’

z®— 1= 0; divisant donc cette équation par Py

il vient

(2) 28— -2 B — 34 1==o0.

Enfin, si I'on divise le premier membre par z* et que I’on pose
z+ % =x, il viendra

(3) - 2 — 2 — f2t + fr +1=0;

cette équation a pour racines (168)

20052—", 2cosif, 2cos&-'a 2cosléi,
15 ) 15 15 15
ou
2sin %, 2sinl%, —asint, —asinlor.
3o 30 30 30

Ce sont, en valeur absolue, les cotés des polygones réguliers
ordinaire et étoilé de trente cdtés.

Les quinze racines de I'équation (1) s’obtiennent en multi-
pliant les racines z*— 1= o par celles de z* —1 =0 (169);
on en conclut facilement que les huit racines de 'équation (2)
s’obtiennent en multipliant les deux racinesde z*+z +1=o0
par les quatre racines de z‘—+ z*—+ z*+z+1=0, qu'on
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peut facilement trouver : on connaitra donc ainsi les huit ra-
cines de I'équation (2), et, par suite, celles de I’équation (3).
Des considérations fort simples permettent d’ailleurs de re-
connaitre que I’équation (3) résulte de I’élimination de y entre
les deux équations

£} —yz 4 (y —2)=o0, y*—y—1=o,

¢n sorte que sa résolution est ramenée a celle de deux équa-
tions du second degré.

174. DivisioN DE LA CIRCONFERENCE EN DIX-SEPT PARTIES
tcares. — Elle dépend de I’équation
M —1=o.
Si 'on divise le premier membre par z — 1, et que I'on fasse
ensuite s + :l = x, il viendra
(1) #* + 2 —72% — 62 + 152 +102° —102? — fx +1=0;

nous ferons, pour abréger,

les racines de I'équation (1) seront alors

acosa, 2cosda, 2cos8a, 2acosya,
acosf{a, 2cos5a, acosza, 2cosba.

Pusons

r=acsae +aces8a+-acosf{a -+ acos2a,
Mrzaces3a + acosta +acos5a +2c0s6a;

J¢ dis que », et 1, sont les racines d'une équation du second
degrd & coeflicients entiers. En effet, on voit d’abord par
U'dquation (1) que l'on a

NN T=—1;
chsuite, en multipliant », par v, transformant les produits de
cosinus i saaumes par les formules connues. et ayant égard
Uequation identique s 17 — i’ @ = cosma, on trouve

M T4, 20ER - 20sla — 3csfa - 2cos e
+ 30ve3a — acusT e — 2cos5e + 3c0564)
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et, a cause de I'équation (1),

rry=—4;
¥1 et y, sont donc les racines de I’équation
(2) Y +ry—4=o.

Posons maintenant
u, = 2 cosa + 2 cosfa,
u, —2cos3a + 2cosha,
uy, = 2c0s8a + 2 cos2a,
u, = 2co0s]a + 2 cosba;

on aura d’abord
u—+ u; =y,

Uy -+ U= )15

puis, en mulnphant Uy par u;, u, par u, et en transformant
les produits de cosinus en sommes, on trouvera

uuy = u,u, == 2 cosa + 2¢cos8a -+ 2 cosfa + 2cos2a
+2cos3a + 2cos7a + 2cos5a + 2c0s6a,

et, par conséquent,

uuy——1a,

Uy —=—1.

Il résulte de la que les quantités u, et u,, u, et u, sont respec-
tivement les racines des équations

(3)

Posons enfin

uw—yu—1=o,

u'—y,u—1=o0.

x, = 2 cosa, z, = 2 cosfa,
z,—2cos3a, xs=2cosba,
xy=2cos8a, x,—2cos2a,
r,=2co0s7a, z,=2cosba;
on aura d’abord

Z +xs=w,,

Xy Xy == Uy,

Ty <= X = Uy,

&y =+ Xy = Uy,
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et si 'on transforme les produite x, 2y, XsXs, L3 X1, X425 €n
sommes de cosinus, on trouvera

Xy = Uy,
Xy = U3,
X3y == Uy,
Ty == U,

par conséquent, les quantités x, et x5, x, et x5, xs et Ty, s
ot .1y seront respectivement les racines des équations

| X — U, x +u,—o,

C, —_
(4) x u,.t-l—u,\_-o,
x!— uyx + u, —o,

\ &' — xrx 4+ u,—=o.

Deux quelconques des quantités u,, u,, u,, u, peuvent s’ex-
primer rationnellement I'une par 'autre ; en effet, nous avons
trouvé les deux relations

NNy =— 1, U, —=—1,

ct si l'on forme les produits uyus, u,u,. puis que I'on trans-
torte en sammes les produits de cosinus, on troavera
NNy Ny—— T, W, =N, — N, —1;

de ces frmules combindes avec les précédentes on tire

», -1 n—1 o —1 x,—1
Ny v Ry Tm= s R T ———y &, —
LAl | E Xl | xy—=—1& & T 1

o qui permet 4 'éerire les quations _§° de la maniére saivante :

. x —
F— X - =
x —u

Xe—
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Les équations (3) se déduisent I'une de V'autre par la trans-
position des quantités y, et y,; pareillement, les équations (5)
ne différent entre elles que par celle des racines u qui y figure;
il s’ensuit que la résolution de I'équation (1) est ramenée i
celle des trois équations du deuxiéme degré ’

r’+y—4=o,

yY'—yu—1=o,

® - o
2 — =o0;
u.‘z‘—!-u_‘_l [}

et 'on reproduit effectivement l’équation (1) en éliminant
y et u entre les équations (6), ainsi qu'il est facile de s’en
assurer. Le probléme de la division de la circonférence en dix-
sept parties égales ne dépendant que des équations du deuxiéme
degré, cette division peut étre effectuée avec la régle et le
compas. Nous ne pouvons indiquer ici les principes qui nous
ont guidé dans I’analyse précédente, et nous nous bornerons
a ajouter que ces principes conduisent  cette conséquence re-
marquable : que la circonférence peut étre divisée en n par-
ties égales, avec la régle et le compas, toutes les fois que n
est un nombre premier et que n— 1 est une puissance de 3.
Les plus petits nombres qui satisfont & cette double condition
sont 3, 5, 17, 257, 65537. (P oyez mon Cours d’ Algébre
supérieure, 3° édition, t. II.)

Résolution des équations binémes générales.

175. Proposons-nous maintenant de résoudre I'équation

binéme générale
"—=A + Bi,

ou A et B sont des quantités données positives, nulles ou né-
gatives. En désignant par p et a le module et 'argument de
A + Bi, I'équation proposée devient
(1) 7" = p(cosa + isina).

Posons

(2) z=r(0039+isinq).
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on aura
"= r*»(cosmg + isinmg);
et, pour que la valeur (2) de z satisfasse & I’équation (1), il
faut et il suffit (160) que I’on ait
m=p, my=24ir + a,
d’ou
- __2kn-ta

l':::”;/P, =

m

Les racines de I'équation proposée sont donc données par la
formule

m—- 247 4 a .. 2kt 4a
(3) z_Jp(ws T+zsnnT)a

ou k désigne un entier indéterminé.

Pour que deux valeurs de k correspondent & deux valeurs
égales de z, il faut et il suffit que leur différence soit un mul-
tiple de m; I'équation (3) comprend donc, comme cela doit
étre, m racines distinctes que I'on obtient en donnant i k
m valeurs consécutives quelconques entre — o et + oo,

0, I, 29.009 m—I,
par exemple.
La formule (3) peut s’écrire ainsi :

m"( a . a)( 2k ., 211:)
z="yp{cos — + isin—) {cos —— + isin — ).

m m m m
Ve (cos % ~+ isin %) est I'une des racines de I'équation (1),

24k . . 2kn . . ;
cos —— —+isin —— est I'expression des racines m™ de I'u-

nité; d’ou il suit qu’on obtient les m racines de I’équation (1),
en multipliant 'une d’elles par les m racines m*™* de 1'unité.
D’aprés ce qu'on a vu au n° 167, on peut encore représenter
les racines de I’équation (1) par la formule

k
(4 z="'p(eos-[-‘-+isin—a-) (oos&~iisin3—“)a
m m m m
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e . m .
ou il suffit de donner a k les valeurs o, 1, 2,..., S simest

m—1

pair, et les valeurs o, 1, 2,..., s si m est impair.

Dans le cas particulierouBestnul,on ap=A ou p=—A,
suivant que A est positif ou négatif; on peut prendre a =o
dans le premier cas et @ =« dans le deuxiéme cas. D’aprés
cela, les racines de I'équation

=4+ A
seront données, soit par la formule

(5) z='",/K (cosz—:l£+isin—2££)a

dans laquelle il faut attribuer a k les m valeurs o, 1, 2,...,
m — 1, soit par la formule
2&«)
?
m

2km
6 ="VA 2Ty
6) = VR (o002
ou # suffit de donner a k les valeurs o, 1, 2,..., i;:. si m est

m—1

pair, et les valeurs o, 1, 2,..., » si m est impair.
Les racines de 1’équation
m=—A

seront données par la formule
_m (2h+0)m . (2h+1)n
(7) 2= ,/A[cos——T——+tsm—m—— ’

dans laquelle il faut attribuer a k les valeurs o, 1, 2,...,
m — 1, ou par la formule

\ .
z="yA [cos (é+us isin (24 +1)= ')“],
m m

dans laquelle il suffit de donner a k les valeurs o, 1, 2,...,
m m—1
5 — 1, si m est pair, et les valcurs o, 1, 2,..., — sim

est impair.
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Résalution des équations trinémes.

176. Soit I'équation trindme
(1) 2™+ pz™ -+ q =0,

ou p et ¢ désignent les quantités données; on en tire

2
(2) = —f =+ %- —q,
et l'on est ramené a résoudre deux équations bindmes.
Considérons en particulier le cas o, p et ¢ étant des nombres
réels, on a
p’
T 7 <o,

et soit

2
_§+\/%_q=p(cosa+isina);

I’équation (1) prendra la forme
2™ — 2p2z" cosa + p'=o0,
et I’équation (2) dt;viendra.
7" = p(cosa = isina).

Les racines de 1’équation z" = p (cosa -+ i sina) sont com-
équ. P
prises dans la formule
- 2hkn + a .. 2kw -+ a
2=y p { cos —- isin

L]

d’ailleurs ces racines sont les conjuguées de celles de 1'équa-
tion z™ = p (cosa — i sina): donc les 2m racines de I'équation
proposée sont toutes comprises dans la formule

akw 4+ a

. 2l'n+a)
n———}s
m

\z="{/F(oos s

ou il suffit de prendre, pour k, m nombres entiers consécutifs.
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Formule de Moivre pour un exposant guelconque.
171, L'égalité

. . a . 3 a n
cosa <+ i siha — | cOoS — -+ 8In —
n n

a, .. a . ; . .
montre que €os — -+ ¢ Sin -~ est uneracine n'*¢de cosa - isina;
. ma . . Mma o .
pareillement, cos -, Hisin — est une racine n“" de
n

cosma - i sinma ou de (cosa -+ isina)™: on peut donc écrire

o ot \m m ... m
V(cosa -+ isina}® = cos — a + isin — a,
n n
ou *

L m . m
(cosa + isina) =cos—a+Isin—a.
n

C’est 1a formule de Moivre étendue au cas d’un exposant frac-
. . m . .
tionnaire —; mais il faut remarquer que le second membre ne
n

représente qu’une seule des  valeurs dont le premier est sus-
ceptible. On obtiendra d’ailleurs toutes ces valeurs (173)
en multipliant le second membre de la formule précédente

24k . . 24=m
par cos — ~+ isin —-
n n
La formule de Moivre a lieu encore pour un exposant né-
gatif quelconque — m; en effet, I'équation
(cosa + i sina)™ = cosma -+ i sinma

donne
1 1

(cosa + isina)* ~ cosma + i sinma

— cosma — i sinma,

ou
(cosa + isina)=™ = cos (— ma) + i sin(— ma).
La formule de Moivre montre qu'on peut résoudre algébri-
quement les équations auxquelles conduit le probléme de la
divisign des arcs. En effet, on a

a-+ 2fr L. a4+ 2kt =
-+ 781D

N
cos == y/cosa + isina;
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cette formule exprime que les m valeurs du second membre
sent respectivement égales aux m valeurs que prend le pre-
mier, quand on donne a k les valeurs o, 1, 2,..., (m—1).
En changeant i en — i, on aura

a+ 24w .. a4 2kr
cos — isin

= — "oona ¥ isna

et, par conséquent,

@ +2kr _ "eosa+ isina + "Ycosa — isina
m 2

b

a+ 2w __'Jcosa + isina — 'Jcosa — isina

sIn :
m 2!

Ces formules donnent I’expression algébrique des racines des

3 . a . a
équations dont dépendent cos — et sin —, lorsque cosa ou

sina est donné.

Théorémes de Moivre et de Cotes.

178. Les théorémes de Moivre et de Cotes ont pour objet
une représentation géométrique des diviseurs réels du trinome
z*" = 22" cosa + 1, ou a désigne un angle donné, et du bi-
néme z" 1.

Les deux facteurs linéaires, qui correspondent a4 deux ra-
cines conjuguées de I’équation

2 — 22z cosa +1=0,

sont représentés par

~+ s

( 2kn +a . 21'1f+a) i
z — {cos n .‘
m m

et

b

( 2/x +a ,.2/r1r+a\
2 —-— | COS m - { SIn

le produit y; de ces facteurs est

222 232 s?i”_-_’:_a.*_ !
Yk Co! m LR
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et 'on a identiquement
(1) 2™ —22%C08a8 + 1= (Yo 110+ ¢ Im—t)'-

Changeons a en « + a, et faisons

(24 +!)1r+a
L S
m

y;_’-_—_-z’ — 2208
on aura
(2) 2™ - 227082 + 1=y 7, - - Yt_.)

Cela posé, considérons une circonférence de rayon 1; parta-
geons-la en am parties égales aux points A,, A,, A,,....
A,._i; joignons le centre O a tous ces points, et menons une

ligne OP faisant un angle égal a ;a; avec le premier rayon OA,;

enfin prenons sur cette ligne une longueur quelconque OP=z,
et joignons le point P i tous les points de division. Les trian-
gles OPA,,,_,; et OPA,, _,;_, donnent

—2 2k
PA,, _a—=2z*— 22 cosw—m+?-+ 1,

s &
PA,,,,__,,,_,::;’—2z¢:osﬁ¢2 “+1,

et, par conséquent,
PAsu =k PAsm 2 =Y ;.

11 résulte de 1a que le trinéme z*™ — 22™ cosa + 1 est égal
au carré du produit des distances du point P aux points A,, A,,
A,,..., et que le trindme z*" + 2z™cosa -1 est égal au carré
du produit des distances du méme point P aux points A,, A,,
A,...; Cest dans ces égalités que consiste le théoréme de
Moivre. -

Si I'angle a est nul, le point P est situé sur le rayon OA,,
et les équations (1) et (2) donnent, en extrayant les racines
carrées des deux membres,

f—l:iy.]'l-o'fn—n

N L TS A A
Trig S. 4]
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C’est dans ces égalités que consiste le théoréme de Cotes; on
doit prendre le signe +- ou le signe — dans le second membre
de la premiére formule, suivant que le point P est extérieur
ou intérieur au cercle. ‘

en fonction linéaire des sinus ou des cosinus des multiples

Ezxpressions des puissances du sinus et du cosinus d’un arc 4
de cet arc. |

179. Soient
cosa -+ isina—u, cosa— isina=—

on a
acosa —=u+v, 2isina=—u—v,

et, par suite,
arcos*a = (u+v)*, (2i)*sin"a=(u—v)",

ou, en développant,

(1) 2'005"a=¢l"+-:-l-u"';'-l-"—(:'—z-'—)-u""v’—*—..u
(2) (2i)"8ill“(l=ll"—£u""u+’.‘(n__!2un-’p:__....
1 1.2

€onsidérons d’abord I'équation (1). Si n est pair, le seeond
membre renferme un nombre impair de termes, et, en grou-
pant ensemble les termes également éloignés des extrémes,
on obtient

2" cos*a = (u" +0") -+ ? uy(un—! -+ ‘p—:) +...

n(n—l)...(-E-!—il) .
+ — W (84
l.2...(;-—l) .
+n(n—-l)...(§+l) ue‘,;.
12,00~

Si n est impair, le second membre de I’équation (1) a un
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nombre pair de termes, et, si 'on groupe comme précédem-—
ment les termes également distants des extrémes, il viendra

2" cos*a — (l(" —I—ﬂ.) -+ -’l: up(ul—i_l,_ ‘ﬁ-:)

n—(n;l)-u’v’(u"‘+¢"“)+...
1.2 -
n+3
r(r—1)... + A—1 n—t
—+ ( 2 ) PR (2 +v)

m...(":‘)

D’ailleurs uy = 1 et u™ + v™ = 2cosma; on a donc, si n est
pair,

n
2"~ cos*a = cosna + - cos(n—2)a —+..

n(r—1)... (;-4—2)

-+ cos2a

(3) 4 1.2...(2—1)

n(n—1) ..(2+1)
+ 2 =y
n 2
\ L2...=
2

et, si n est impair,

! 2" ces®a — cosna + -:fcos(n —2)a

n(n—r)

+ cos(n—f)a+..

n(n—-l)...(n+ 3)

2

..a...("-:‘)

Occupons-nous maintenant de I'équation (a). Si n est pair,
le second membre renferme un nombre impair de termes; les
termes également distants des extrémes ont le méme signe, et,

W5,

-+

cosa.
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en les groupant ensemble, on obtient

2"(— ‘)gﬁin"“
n(r—1) W (ur o ot) —

n
— (ur ) — - R—2 n—2
= (u*+¢") lzw(u +¢ )-,*_ —

n(n—l)...(£+2) n  on

= -1
n
1.2...({=——1
2

=+

w e (ut ++2)

-
N
S

ou
n

2"~ (—1)* sin"a

» .
=cosna — cos(n—2)a +

(5) ¢

Si n est impair, le second membre de I'équation (2) ren-
ferme un nombre pair de termes, et les termes également dis-
tants des extrémes sont de signes contraires; en les groupant
ensemble, on a ‘

a"(—1) * isin"a

= (u"—v* —zzw U3 — =2 -l-n———(”_l—2 wo(un—t— o) — ..,
1 1.2

n(n—l)...(n:3) nmt n—1 : -

o u? vt (u—v);
P

=+
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on a d’aillewrs u™ — v* = aisinma, donc

s
2"(—1) * sina

. =sinna — 2 sin(n—2)a + "D in(n — f)a—...
(6)
n+3
n(n—1)...
+ - ( 2 )sina.

x.z...(":‘)

On voit que cos"a s’exprime, dans tous les cas, par une
fonction linéaire des cosinus des multiples de a, et que sin"a
s'exprime pareillement en fonction des cosinus, ou en fonc-
tion des sinus des multiples de I’arc @, suivant que » est pair
ou impair.

Ezxpressions de sinma et de cosma en fonction de sina
ou de cosa.

180. Nous nous proposons ici de transformer sinma et
cosma en un polyndme ordonné suivant les puissances en-
tiéres de sina ou de cosa, ou du moins en un produit formé
par la multiplication d’un semblable polynéme et de cosa ou
sina. ‘ '

La méthode trés-simple dont nous ferons usage est due a

Cauchy; elle repose sur I'égalité

(z+y)(z+y—1)...(x4+y—nr+1)
1.2.3...n

_z(z—1)...(x—n+1) - z(z—1)...(z—n+2)

(1) 1.2.3...n 1.2.3...(r—1) 1
.t(x—l)...(z-—n+3).y(y-—l) +
1.2.3...(rn— 2) 1.2
L2 2= y—r-+2a) rly—1)..(r—n+1)
1 1.2...(A—1)’ 1.2...0

qui a lieu identiquement quels que soient les quantités x et y
et le nombre entier positif 7. Pour établir cette égalité, dans
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le cas ou x et y sont des entiers positifs, égaux ou supérieurs
i n, on peut partir de I'identité
(142 = (14 2) (1 +2)7,
ou
r+'1:_:_'rz+...= (l+?z+....) (l+%z+...).

Si, aprés avoir effectué le produit indiqué dans le second
membre, on écrit que les coefficients de z* sont égaux de part
et d’autre, on obtiendra 1'égalité qu’il s’agit de démontrer.
Cette égalité étant établie pour toutes les valeurs entiéres de
et de y supérieures a n, elle subsiste nécessairement, quelles
que soient x et y. En effet, désignons, pour abréger, par
¢(x,y) et ¢(x, y) les deux membres de I'égalité en question,
et par x, une valeur entiére de x supérieure a n; les poly-
némes ¢ (o, ¥) et ¢ (o, ¥), qui ne contiennent plus que la va-
riable y, sont égaux entre eux pour toutes les valeurs entiéres
de y supérieures & n. Donc on a nécessairement

? (20 y) =¥ (%0 1),

quel que soit y; en d’autres termes, les polyndmes g (x, y)
¢ (x,y) sont égaux, quel que soit y, pour toutes les valeurs
entiéres de x supérieures a n, et 'on conclut évidemment de
la que I'égalité

?(z.7)=¥(=0)

. alieu identiquement pour toutes les valeurs de x et de y.

En remplagant, dans la formule (1), x par ; et y par ‘—g » on

obtient

(z+y)(x+y—2)...(z+y—2n+2)

2.4.6...(2n)
__z(z—2)...(x—2n+12)  z(x—2)...(z—2n+4) ¥
(2) T 2.4.6...(2n) +t 5 46...(2n—2) e
L 2.2 (r—=2)(y—3n+4)  ylr—2a).(r—2n+2)
2 2.4.6...(2r— 2) 2.4.6...(2n)

481. Si, dans les équations (1) du n° 163, on remplace les
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puissances paires de cosa par des puissances entiéres de
1—sin’a, il viendra, pour des valeurs paires de m,

cosma = (1 — sin*a)> — ”‘(”‘ V- sin’a)m—‘—_’sin’a
-+ m(m_lZf:.;.?(m—3) (t—sin’a)ﬂ‘:ésin‘a—. e
sinma = cosa —-(x—sm’a) ’—’una
—_ ”_'Lﬁ-l_._;)..(gu;).(l—sin’a)m_:isin‘a+...],

et, pour des valeurs impaires de m,

) (1— sm’a)m’_'sm’

m—1

wsma:cosa[(x—sin’a)_;— m(m — 1)

I.2

m—5

m(m—1)(m—a2) (m—3) (x sin’a)—’—sin' a—... |,

1.2.3.4

m=—i
. m s
sinma = — (1—sin’a) * sina
m—3

_ m(m—1)(m— 2) (:—-sin"'a)_’--'»inm “+....

1.2.3

Si I'on développe par rapport aux puissances croissantes de
sina les seconds membres de ces formules, abstraction faite
du facteur cosa, on trouvera, pour des valeurs paires de m,

. mfm—x 1\ .
coSma—1— — + — ) sin’a
1 2 2

+m(m-—2)|’(m—-l (m—3) m—1 3 3.

1.3 | 2.4 2 2 24 sin‘a—..
sinma=cosa 2 sina — m(’:‘.; 2) (m;—x + g) sin’a
m(m——z)(m—4)r(m—l)(m—-3) m—1 5§ 5 3., -
1.3.5 | 2.4 atag sin‘a %
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et, pour des valeurs impaires de m,

m—zt[m 1\ .,
cosma—cosa{1— — <+ — }sin’a
2 2 2

(m—1)(m—3)[m(m—2) m3 3.17.
+ 1.3 2.4 +3 -+—]sma— }

1.3

m(m—1)(m—3 [(m—2)(m-—4)
1.3.5 :

. m . mm—1){m—2 3 .
sinma = — sina — + 3 sin’a
1

-+

+m—2_5_ 5.3 infa —
2 +n S| cees

Faisant maintenant usage de la formule (2) du numéro pré-
cédent, on obtient, pour des valeurs paires de m,

" (m4-2)m.m(m— 2)

m.m t} 4
cosma==1— Tz-sm a+ 1 2.3.4 sin‘a
(m+4)(m+-2)m.m(m—2)(m—4§) .
- 1.2.3.4.5.6 S e
) . [m . (m+2)m(m—2) .,
sinma = cosa| — sina — sin’a
I 1.2.3
(m+4)(m+2 m/m—2)(m—§) . .
1.2.3.4.5 sin‘a —. ']'
et, pour des valeurs impaires de m,
cosma = cosa [1—(m+l)——k—'—)sin*a
1.2
L (m+3)(mtr)(n—1)(m—3) . .
| 284 sin a—...],
@ . m (m+1)m(m—1) .,
sinma = — sina — sina
I 1.2.3
(m+3)(m+1)m(m—1)(m—3) .
+ 1.2.3.4.5 Sra ...

Si, dans les formules (1) et (2), on change a en g— a, on
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trouvera, pour des valeurs paires de m,

(—l)?OOSma
. mm_ . (m+3)m.m(m—a2)
_I—Tcosa+ 1.2.3‘4 cos'a
(m+4)(m+2)m.m(m_2)(m_4) .
(3) - 1.2.3.4.5.6 cosfa—+...
(—l)?-'. sinma
= sina [2oosa—(m+’l)’:(3m—a)ws,a
Q) mt)mm—2)m—f)
1.2.3.4.5 cos*a—...

et, pour des valeurs impaires de m,

l (—l)m’_‘smma

—sina [1 (-m—_H)(L-—I—) cos’a

1.2
(m+3)(m+l)(m—1)(m— 3)
“ 2.3 cos‘a—. ..
(—1) ’_lcosma
=" ea— (m+1)m(m—1) cos'a
1 1.2.3
(m+3')(m+l)m(m—l)(m 3) .,
1.2.3.4.5 cosla—. .

Ainsi I'on aura, en particulier,
cos2a — 1 — 2 sin‘a,
cosfa =1 — 8sin’a + 8sin‘a,

cosba — 1 — 18 sin*a + 48 sin‘z — 32 sin‘a,

sin3a = 3 sina — 4 sin’a,
sin5a = 5 sina — 20 sin’a -+ 16 sin‘a,

233
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— cos2a — 1 — 2 cos’a,
— cos3a = 3 cosa — 4 cos*a,
cosfa =1— 8cos’a + 8 cos*a,
cos5a = 5cosa — 20cos*a + 16 cost a,

— cos6a =1 —18 cos’a + 48 cos‘a — 32 cos’a,

182. Les formules précédentes sont ordonnées par rapport
aux puissances ascendantes de cosa ou de sina; on peut les
ordonner par rapport aux puissances descendantes des mémes
quantités, et elles prennent alors une forme nouvelle qui con
vient a la fois au cas de m pair et a celui de m impair.

Posons, pour abréger,

sinma
cosma = Y u,cos™*a, ina =) v, co8™ " lq,

le Signez indiquant la somme des valeurs que prend I'ex-

pression qu'il affecte, quand on donne a n toutes les valeurs
entiéres depuis zéro jusqu’a la plus grande de celles qui rendent
posilif ou nul ’exposant de cos a; les équations (3) et (4) s’ac-
cordent & donner

(@ —nr—1)(m—n—2)...(n+1)
1.2.3...(m—"2nr)

Uy =(—1)"m om—m—t
m—n—1)(m—nr—2)...(n+1)

2!——11!—!.
1.2.3...(m—2n—1)

Oy = (— l)" (

. m—1 m
Mais ces formules supposent n < — i pourn=— dans le

cas de m pair, la valeur de u, doit étre réduite 4 (—1)* d’aprés
la premiére des équations (3); dans le cas de m impair, les
valeurs de u, et de v, se réduisent respectivement, d’aprés les
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m—1 m—z

équations (4), 4 (—1) * met (—1) > pour n=

m—1
2

Si 'on multiplie et que 'on divise par le produit 1.2...n

les expressions précédentes de u, et v,, il viendra

ou -

m(m—n—1)(m—n—2)...(m—2n+1)
1.2...n

u,— (_ l)' zm—u—t,

o (m—n—x)(m—-n—-z)...(m—zn)a

vy = (—1 2t
1.2...n

pourvu que, dans le cas de n =1, on réduise a I'unité le pro-
duit (m —r—1)(m—n—2)...(m —an+1) danslavaleurde
m—1
2
n’est plus nécessaire ; les seconds membres des formules pré-

m—

u,. En adoptant cette nouvelle forme, la restriction 7 <

cédentes se réduisent en effet respectivement a (—1) * m et

(— |)_’_— pour n = m—:—'-, dans le cas de m impair; pareille-
ment la valeur de u, se réduit & (—1)* pour n= %3 dans le

cas de m pair. Les seconds membres de nos formules de-
viennent illusoires pour n = o0; mais, d’aprés les premiéres
expressions de u, et v,, ils doivent étre alors réduits 'un et
Pautre 4 2m~'. On aura, d’aprés cela,

cos ma =2(_l), m(m—n—1) (:"l;-.;:?)’;..(m—an+l) .

. (m—n—1)(m—n—2)...(m—an) . .., —2n—1
si?.f'f=2<-n> e o
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ou

m
cosma = 2™ cos™a — T 2™ cos™?a

L mm—3)
I.2

_m(m—§)(m—5)

1.2.3

m(m 5)(m —6)(m—1)

2.——5 005.—4 a

2™ cos™*ta

®)
s_m_mq — mtcosmig . 2

2"m—3 cos™—3 g
sina

L (m—=3)(m—4)
1.2
_ (m—§)(m—5)(m—6)

1.2.3

4 (m=Y)(m—6)(m—7)(m—8) __, o~
T2.3. 4 2"~ cos™?q—...,

2m—% cos™ta

2"~ cos™"'a

et ces nouvelles formules ont lieu, nous le répétons, quel que
soit 'entier m, pair ou impair.

Si I'on change a en ’—; —a, dans les formules (5), il viendra,

pour des valeurs paires de m,

(-l)zwosma
m(m—3)

. m .
=™ 'gin"g— — 2™ *sin"au+
1 1.2

2™*sin"‘a
_m(m—4)(m—5)

a"'gin™a+...,
1.2.3

6
© { = -rsinma
(=1) cosa

. m
=™ 'sin"'a—

-2 am-3gin™-3g4 (m—gl) (;1!—4) Qm-sginm-54

_(m—4§)(m—5)(m—6)
1.2.3

2™ 'gin" " a+...,

2™ cos™ta —.. ..
1.2.3.4
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[ COSma __l_m(m
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et, pour des valeurs impaires de m,

m-—x
1(—1) » sinma
"2"'"81!1'0-—?2"’8!!"’ +m(’"23),n-sm-4a

__’"""—“)(m—5)3"-’sin"“a+...,

1.2.3
(7) {(_l)m:.mma
cosa
— 9™ gin™'q — —2 2™~3gin"-*q 4 (m—3) (m—4) a™-Sgin"-*q
1 1.2
_(m—4)(m—5)(m—6) ™7 gin™T g 4.
1.2.3

La premiére des formules (5) donne immédiatement 1’ex-
pression de la quantité que nous avons désignée par V, au

n° 168; si, en effet, on pose z = cosa + i sina, on aura
1. 1
z 4+ — —2c08a, 2"- — — 2cosma,
z z*

et, en remplacant acosa par x dans la premiére des for-

mules (5), on trouvera

m(m— 3)
1.2

_ m(m—§)(m—5)

123

1 m
z"+;=.z"——z"—’+ x4

_.,-—4_'_

formule qui se réduira & une 1dent1te si 'on y remplace x par
1
2z + ; .
Développement des fonctions sinx et cosx en séries

ordonnées suivant les puissances croissantes de x.

183. Les formules (1) du n°® 163 peuvent s’écrire de 1a ma-

niére suivante :

)tang a+.. =2 (—wmng"axﬂm

cos®a 13
sinma _ m m...(m—a) m...(m—an) .
cos"a 1 tanga — T1.2.3 at..E] .. (2R4-1) tang™*'a F R,y
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enposant
= PP ) g P (PP ) e
P T (pra) B T o (pg) LAt

les quantités R,, et R,,,, mesurent les erreurs que 'on com-
met quand on .néglige les puissances de tanga supérieures
. . cosma si

a la (27 + 1) dans les valeurs de et de == nous
cos™a cos™a

allons chercher i assigner des limiteg de ces erreurs, en suppo-

. T © .
sant]’arc @ compris entre — 7 et+ 7 et, par suite, tang*a <l 1.
La somme R, se compose d’'un nombre limité de termes qui
sont alternativement positifs et négatifs, quel que soit le signe
de a, et il est clair que les valeurs absolues de ces termes se-
ront constamment décroissantes, si 'on a

(m—p—2)(m—p—3)
(p+3)(p+4)
par conséquent, la valeur de R, sera comprise entre zéro et la
valeur du premier des termes qui entrent dans son expression,
en sorte que I’on aura

tang’a < 1;

m(m—1)...(m—p —1)
1.2...(p+2)

R,=¢ tangr+ia,

en désignant par ¢ une quantité comprise entre zéro et
I'unité. Nous pouvons donc remplacer, dans les équations (1),
R., et R, par les valeurs que prend l’expression précédente
de R,, quand on y fait p =2an et p=a2n-—+1, pourvu ce-
pendant que 1'inégalité de condition écrite plus haut soit véri-
fiée pour p = an, auquel cas elle sera nécessairement satis-
faite pour p = an + 1. D’aprés cela, si I'on pose

ma = x,
que l'on remplace @ par % dans les premiers membres des

formules (1), et m par ; dans les seconds membres, que I'on

‘désigne enfin par § et A les quantités comprises entre zéro et 1
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auxquelles seréduit { pour p=2an et p = an + 1, on aura

I cosz =I_.1:(x—a) (tanga)=+
cos® % 1.2 a
e e) ()
o e
i () e () -
20l (o ane) (o)™
__le(:t- a)...(r— ana— 2a) (tanga)an-ﬂ;

1.2...(2n+4 3)
et I'inégalité de condition deviendra

(z — 2nra — 2a)(z — 2na — 3a) (tanga
e (e <

Supposons maintenant que, n étant un nombre aussi grand
que l'on voudra, mais invariable, on fasse augmenter indéfi-
niment I’entier m, de maniére que le produit ma = x reste

=1,

constant; on aura i la limite non-seulement ¢ =o,
. . x - x’

mais encore cos™— =1. En effet, on a 1—cos = < —; et,

m m am

a plus forte raison,

L eI, 1 I o
oosmeos<,,cos"'ms"<

am? zm"

en ajoutant toutes ces inégalités, il vient

2 2 x3
1 — cos™ — m—- ou —
m< 2m <2m

. z . 2
11 résulte de 13 que cos™ - est compris entre t et 1 — 2:’;, et,

par comséquent, eette quantité se réduit & 'unité quand m est
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infini. D’aprés cela, les équations (2) deviennent a la limite

x! zh Izu+2
CO8T =1— — +,,.0= x0 ,
(3) . 2 1.2...2n 1.2...(27r+12)
sinz = = = +...k= ! A
1 a3 T rac(an-+1) + 1.2...(an+3)’

et I'inégalité de condition se réduit a

Fd

(4) (2 +3)(2n+4

)<l.

Les équations (3), ou 6 et A désignent toujours des fractions
comprises entre zéro et 1, ont lieu pour toutes les valeurs de n
qui satisfont a la condition (4). On voit, en particulier, que, si

. T
X est compris entre zéro et 3 ona

2 '

Bin-r>x—x. cos.z'<x—-—+24

’g’
Supposons maintenant que l'entier n augmente indéfini-
ment ; les fractions

a2 z xrx x
—_—_— T =t e 9
1.2...(2+2) 1 23 2r+42’

Zin+3 x x xr

1.2...(2n+3)=l 2 ‘2n+3

auront pour limite zéro, car ce sont des produits dont les fac-
teurs plus grands que 1 sont en nombre limité, tandis que le
nombre de ceux qui sont inférieurs a 1, et méme i telle ,frac-
tion que I’on voudra, peut devenir plus grand que tout nombre
donné : on peut donc écrire

( x? xt x5
(5) =l s " Ta3.4 1.2.3.6 "
. x x x* x!
I T 123 1.23.45 1.23..9 "

Les seconds membres de ces formules (5) sont des séries
illimitées qui restent convergentes, comme on le voit, pour
toutes les valeurs de x comprises entre — o et + @ ; les
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formules (3) font connaitre les restes de ces séries, c’est-a-dire
les erreurs que I'on commet quand on s’arréte a un terme

quelconque.

184. Les formules (5) fournissent le moyen le plus simple
de calculer le sinus et le cosinus d’un arc donné. Si I'on fait

mew . . ,
r=——et qu’on calcule les coefficients avec vingt-deux-dé-

cimales, on obtiendra les formules suivantes :

C ”f. o°)—-
os(-” )=

1,00000 00000 00000 00000 00

—1,23370 05501 361698273543 ,Z:::
+0,25366 950790104801363 66 ;,”'::
— 0,02086 348076335296087 31 ‘,?c“‘
-+ 0,00091 9260274839 4265802 %.
— 0,00002 52020 42373 06060 55 gl,—.
-+ 0,000000471087477 88181 72 :,ln';
— 0,0000000063 86603 08379 19 :‘—:
+0,00000000006565963114 98 ;—’-:;
— 0,00000 0000000529 44002 o1 :%',:

20
-+ 0,00000 0000000003 43773 92 ;’:',.-

m’!

— 0,0000000000 000000183599 w5

mu

-+ 0,00000 0000000000 000082 1 ey
.

26
m
— 0,00000 00000 00000 00000 03 o

Trig. S.

sin (g : 90"‘) -

1,57079 6326794896 61923 13
—0,64596 4097506246 25365 58 —-
+-0,0796926262 16167 0451205 :,T
—0,00468 1754135318 6881007 -,’?,7
+0,000160441184787 35982 19 Z’;«’
—0,00000 35988 4323521208 53 :—:’,—;
-+ 0,000000056921729 2196793 %1
—0,0000000006 68803 51098 1 1 ;l.';
+ 0,00000 00000 0606693573 11 ;';'-,:,Z
— 0,00000 000000004 377065 47 :T-':
-+ 0,00000 00000 000002571423 -:4

mn
—o,ooooooooooooooooom539;,7

m’l
-+ 0,00000 00000 00000 00000 52 i

16
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Les sinus et les cosinus des arcs depuis zéro jusqu’a 45 de-
grés comprennent les sinus et les cosinus des arcs depuis 45
jusqu’a go degrés; on peut donc toujours supposer ;—" < -:; dans
les formules qui précédent, en sorte que les séries seront telle-
ment convergentes, qu'il n’en faudra jamais calculer qu’un
trés-petit nombre de termes, surtout si I'on n’a pas besoin
d’un grand nombre de décimales.

Si Yon fait successivement — = —, =, 3, b 5

n 10 10 10 10 10O
obtiendra les résultats suivants :
sin g° = cos81° = 0,156434465040231,
sin 18° = cos72° = 0,309016994374947,
sin27° = c0s63° = 0, 453990499739547,
8in 36° — cos54° = 0,587785252292473,
8in45° = cos45° = 0,707106781186548,
sin54° = cos 36° = 0,809016994374947,
p sin63° = cos27° = 0,891006524188368,
sin72° = co818° = 0,951056516295154,
sin81° = cos g° = 0,987688340595138,

lesquels s’accordent avec les formules du n° 37.

Décomposition des fonctions cosx et sinx en un nombre
arbitraire, mais limité, de facteurs.

185. Des formules du n°463 ou de celles du n° 181 il résulte
sinma

m sina cosa

tiéres de sina, qui se réduisent 'une et 1’autre a I'unité pour

sina = o. En outre, la premiére de ces fonctions, qui est du

degré m par rapport a sina, s’annule, ainsi que cesma, pour

les valeurs de @ comprises dans la suite

que, si m est pair, cosma ct sont des fonctions en-

—(m—1)= 3= ™ = 3r (m—1)m
am 2m am 2m am’” 2m

elle est donc divisible par chacun des facteurs bindmes

sin’a sin’a . sin’a
I - ’ ) R 9oy —_—————————y
., T . ,3x . (m—1)m
sin® — 2 — sin? (-———-)
2m 2m am
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et, parce qu’elle se réduit a 1 pour sina = o, elle est précisé-
ment égale au produit de tous ces bindmes.

La seconde fonction est du degré m — 2 par rapport a sina,
et elle s’annule pour les valeurs de a comprises dans la suite

en conséquence, elle est divisible par chacun des facteurs

sin’a sin’a sin’a
T LY A iy oy e
sin® — sin? —— sin? f¥————

2m am 2m

et elle est méme égale au produit de tous ces facteurs.
x . - .
En mettant — au lieu de a, on aura donc, pour les valeurs

paires de m,

. W E L. X L LT
sin® — sin® — sin? —
m m m
cosx={ 1— -— 1— el l—m —m————— |
] ., 37 . . (m—1)=m
sin? — sin? — sin® (n—1)=
2n 2am 2m
m {
o x . g X
sin® — sin® —
. ., X x m m
sinx = m sin — C0S — t— R B B —
m . 93T ., (m—2)7
sin sin? ‘—— =
2m 2m

Par un raisonnement semblable, on obtiendra, pour.des va-
leurs impaires de m,

' 7% ) d e X . g X
sin* = sin* = sin®* =
cos.L== cos x ' m ' m ' m
= = - — e g ——2 ),
m g T . 3% m—2
sin? — sin® —— sin? m—2)7
am am 2m
(3)¢
LT L x LT
sin? — - osin'— sin? —
. . X m m m
sinz=msin—{ 1— 2 1— =) ,_.._(_,)_ .
. 2% . (m—1)7
sin® — sin® — sin? X ——<=
am am 2m
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Si I'on transforme les formules (1) et (2) en faisant usage
de la relation identique

sin?u tang®u
— = =cos’u |1 — ——
sin’e tang?e
on aura, pour les valeurs paires dé m,
x x x
*— tang® — tang® —
CO8 L = CO08™ d 1 tlng m I— ¢ m ceef J— _ﬂ_'_n._ N
= m N ,3_-” tan L (n—1)7
tang’ o g & m
(3){ . .
t.nmg;*i tang® —
. x x m m
sinx=cos" —vmtang = 1———-— Jooof 1——
m m , 2T 2 (—2)m
tang® — tang? *———
am am
et, pour les valeurs impaires de m,
.
s Z 2 % 2 X
X mnﬁ m mns m tang m
cos.r=cos"‘;l 1— p 1— Ix oo 1— _(7;1——-_3)—1; y
tang® — tang* o tang? v
)]
tan(;’ z “ng‘ z
. x x m m
sln.r=0()s";‘-.mtang; [ ————— Jeee 1_-_—.(”' |)
mngs 27 tang’ __’:
am a2m

Décomposition des fonctions cosx et sinx en un nombre
infini de facteurs.

186. Lemme. — Si larc x crott de zéro ’—; s le rapport

sinz tangx
xr

—— diminue et le rapport

augmente; en d’autres

termes, on a

sin(z + &) _sin= ¢ tang(r + h) __ tangx
z+h x z+h > z

si x et k sont positifs et que x + k soit inférieur & E .
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xr—+h
. hcosz’
que 'on développe sin (x + %) et que 'on fasse passer tous
les termes dans le second membre, elle devient

En effet, si 'on multiplie la premiére inégalité pai

1— cosh (tangx sinh
tangx + i

o

h \ h ) >0

et sous cette forme on en reconnait immédiatement I’exacti-
tangr  sinh

-5 Pest égale-

tude, car 1 — cosk est positif et

ment, puisque BOET st > 1, tandis que 5—‘:—" est < 1.

=
sinz . N TI
11 faut remarquer que le rapport —,— continue & décroitre

1. T s ..
quand x croit de 5 A m; car, dans ce cas, le numérateur dimi-

nue, tandis que le dénominateur augmente.

Quant i la deuxiéme des deux inégalités proposées, si 'on
y remplace les tangentes par leurs valcurs en sinus et cosinus,
on lui donne aisément cette forme :

sin’k + 22) sink

el

h+2x h
ce qui a lieu, d’aprés ce qui précéde.

. . » T
CoroLLARE. — Si x et & + ! sont compris entre zéro et 5

ona
sin(z+A) _xr+h _tang{x—+A)
sinz x tangx

1l résulte de 14 que, si I’on désigne par u et v deux arcs quel-

. ™ T
conques compris entre — p et + Z?onaura

+ (x - “i“’”) <= (x _ ’i’) <=+ (: - "'“g"‘),

siny v tang?e

le signe ambigu == indiquant ici qu'il faut prendre la valeur
absolue de la quantité qu’il affecte.
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187. Le corollaire qui précéde va nous donner le moyen de
trouver ce que deviennent les expressions de cosx et de sinx
obtenues au n° 183, lorsque l'entier m devient infini; nous
considérerons, par exemple, les formules (1) et (3), ou m dé-
signe un nombre pair, et nous multiplierons chacune d’elles
par le facteur == 1, en convenant d’employer le signe qui rend
les membres positifs. Le nombre m étant supposé assez grand

x o, , e . T . .
pour que la valeur absolue de — soit inférieurc i — si I'on fait

usage des inégalités
. r x x
sin—<dZ—<zktang —y cos—<1
m < m < > m m <t

ct de celles qui sont fournies par le corollaire du numéro pr;é-
cédent, les formules (1) et (3) du n° 1835 donneront

o) () ()
icosx>i‘.cos"—;:—;- (1— g) (l— g——::) (I—L)’

1
(m—172%
ct

z\ [ x? x?

H 4
ism.r<<_-..t(l— ;) K]—Z—;;) s (l—m)’

i x x? a2\ x?
—=sinr» > == cos” ;-.1:(1— 1—{;) (1—- p ) (1— F——\‘-;).
Or nous avons vu (183) que I'on a

7T
€cos™ — =1 — O,
m
6., étant une ¢fhantité qui s’annule pour m = ; par consé-

quent, si I'on désigne par ¢, et v, des quantités inférieures
a6,, on aura

R i ot
s 2-2) o= ) e
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Si maintenant on fait tendre 'entier m vers I'infini, les quan-
tités e, et 7, tendent vers zéro, et I'on aura a la limite

cos:::(l—é—x’)( 4J’) (l— 4:’ );
9r? 207t
. . x? x? x? .
smx_.z'(:—;:) (I—F> (1—61?‘)'...
Ces formules donnent les valeurs de cosx et de sinx décompo-

sées en un nombre infini de facteurs linéaires ; la périodicité
de ces fonctions y est en évidence.

(2)

188. FormuLE pE WaLL1s. — La premicre des formules pré-
cédentes peut s’écrire ainsi

=+ (-E)(-&)

- T . .
Faisant x = 3 il vient

o) (-8 ()
ou
=. 22446688
2133557797 .

formule remarquable due au géométre Wallis, ct qui donne
la valeur de z comme limite du produit d’'un nombre infini
de fractions, alternativement plus grandes et plus petites que
I'unité.

Décomposition des fonctions tangx et cotx en un nombre

arbitraire, mais limité, de fractions.

189. Si f'(z) désigne la dérivée d’'un polyndéme f(z) de

degré m, et que ay, as,. .., a, soient les m racines de 1’équa-
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tion f(x) = o, on sait que l'on a

Sfz) 1 1 T
f(z) —z—a,+z—-a,+"'+z—a,.’

en outre, si a, el a, sont des quantités imaginaires conjuguées,
et que I'on fasse a, = r (cosa + i sina), a, = r(cosa — i sina),

la somme des deux fractions ’ sera

z2—a, z2—a,

22— 2rcosa
.
4 22— 27z cosa + 1?

Appliquons ce résultat aux deux polynémes z"-+ r™ et
z"— 7™, qui ont I'un et l'autre pour dérivée mz™~!; on
aura (175), pour des valeurs paires de m,

. (m—1)=
27 — 27rCco8— 27 — 27rCO08§ ————
mz™! m + +
gy T . (m—r1)m R
z2'— 27208 — + r 23— 2rz¢08 ——— + 1
m . m
27
2z — 27rCos —
mzm—! 1 1 m -+
=" z4+r z—r ™ n
22— 212 COS — -+ 7?
(m—2)n
22 — 27 COS
m

m—2)m
22— 27rzC08 *——— 412
m
ct, pour des valeurs impaires de m,
m
22z — 2rcos —
mz™! 1 L

zm+’m=z+y+ m Hee
zZ2— 2rzcos — —+ 72
3

(m—2)r
22— 27C08 ————
; m

+ (m—2)n ’

z'— 2rzcos -+ r?
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2%
2% — 27 COS —
mz™—' 1 m .
= T e

M g™ g—7 27
2! — 272 C08 — —+ I?
m

+ (m—1)m )
2’ — 2rz€08 > —- + 7*

Multiplions ces quatre équations par z, et retranchons de
chacune des équations résultantes celle qu'on en déduit en
permutant les lettres z et r; il viendra, pour des valeurs
paires de m,

'

m - =
- rm

" — r® 22— r?
2 —+...

®
2? —272C08— + 77
m

22— 2

“+ 2 ~ ’
(m—)= )
22— 2rzC08 ——— =+ 71
(1) ¢ 2
M o ™ 23472 22—
N =2 -+ 2 “+...
™ — " 2= ? X
22— 27rzc08 — + 7?
m
21— .
+2 ’
(m—2)m
2! — 2732 COS —t— 13
m
et, pour des valeurs impaires de m, .
S i z-—-r+ 2 — 72 +
m = 2
2™ 4" 247 T
3'— 272C08— —+ 1?3
m
22— r?
+2 (m—o)= ’
2'— 273 €08 ———— ~+¢2
(2)
) z-+,.m z+,- z?_'i
m- = -+ 2 -+ ...
N — ™ z2—17 27
2'— 2rz cos — 13
m
22— ;2
+ 2 .
(m—u=
22— 27% 0§ ———— —+ 1?

m



a5o TRAITE DE TRIGONOMETRIE.
Posons

z L. T x L.
2==C08S— - i8IN —y rr=COS— — {Sin —:
m m m

m ’

il viendra, pour des valeurs paires de m,

! a r
i angx — — cot —
m
. x . o
sin? — sin? —
m m
x - = -+t (m = ’
sin? — — sin® — sin?— 2~ __gip? =
am m 2m
(3
2
colr — - -cot— — - cot —
m m m
- - o
sin? — sm?—
m m
| NG g ’
! ., 2R . . (m—2)x sy
: sm! — —sin? — sin*———"— — sin?—
' am m am m

et, pour des valeurs impaires de m,

1 r b ‘J‘
I langr — —tang- - + — cot--
© n » w m
L LT . LT
ant — sin? —
~ m m
—_— —_—— e »
L. = . . Am—a2alg s
amd - — et — n* P —
: RY) »m am
IR
\-d
1 x k) x
T s — — ot —
B = » 52
L - .
€ar — sn? —
\ »~ . -
TS Lo T (=1 ., T
awm? - — st — | — —an® —
am r am m

S I'on introduit des tangentes 3 la place des sinus qui figurent
dans les parenthéses, cn aura encore. pour des valeurs paires
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r
tang? — tang? —
m m
> eI ( )f ’
~ T g
tang’ — — tang? — tang?*-—- tang® —
a2m m
(5)
2 r
cotr — | — cot — — tang — | — —|{cot — -+ tang —
( °m ) ( m m)
xT
tang? — tang® —
m n
P +. 4+ .
tang? 2r tang? z tang? (m—2)= tang? —
am m 2
et, pour des valeurs impaires de m,
! x 2 x x
[ tangr = tang — + — (cot — - tang —)
m m m m
tang?* z tang? z
m m
pas “+...+ ,
tang? P tang? z tang? M —tang? r
°om m S oam m
(6) 1 r x T 2 T T
cotr — —| cot— —+tang — | —tang— — — { cot — +tang —
m m m m m m m
tang? — tang? z
° m m
tang* 27 — tang: = tang' "I ang 2
© 2 m a2m m

Décomposition des fonctions tangx et cotx en un nombre
infini de fractions simples.

190. 1l est facile de trouver cc que deviennent les for-
mules (3) et (4) ou (5) et (6) du numéro précédent, lors-
qu’on y suppose infini 'entier m qu’elles contiennent. Pour
plus de simplicité, nous supposerons d’abord que x est com-

pris entre o et g, et alors toutes les fractions qui figurent
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dans les parenthéses des formules (3), (4), (5), (6) seront
positives. Nous considérerons seulement les formules (3)
et (3), dans lesquelles 7 est un nombre pair, et nous ferons
usage du lemme démontré au n°® 186; on a, d’aprés le corol-
laire de ce lemme,

sine > v tang?e
sin?u — sin?y > tang?u — tang’v

—p?

. P . . ®
S1 u est superieur avet queu et v soient compris entre o et ; .

Au moyen de ces inégalités on déduit des formules (3)
et (5) du n° 189

!

tang— 2.r 2.r
—tamgr > —— CEETIE
T T
m 2 2
. T

() (smz o x
—.t_ cos ; (tangz — tang )
m
a2z 2z
<T~’—+”'+ (m—1)x |2 ’
(—)-—x’ [———-——- —_x?
2 2
ct

sin — /

- cos—[cotx+\x+ —) ng-’;]

m

1 ar 2z
>;_1r”— PR [(m—ﬂ)ﬂ]_1’
(2){
nog ' =
(cot.z—l— —tang’—-)
x m m
m
1 2z
v<;_~7r"—.)’ [(m-—:‘» ]_13"
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Si maintenant on fait tendre I'entier pair m vers I'infini, les
premiers membres des inégalités (1) tendent I'un et I'autre
vers la limite tangx; la somme qui constitue les seconds
membres se réduit donc i une série convergente qui a aussi
pour limite tangx. Pareillement les premiers membres des
inégalités (2) ont I'un et I’autre pour limite cotx, d’ou il suit
encore que la somme contenue dans les seconds membres d=-
vient une série convergente qui a la méme limite cotx. On a
donc

tangx— 2z + - 2x 22
s gr— w\ - (3”), .’+ Ba\s ,+...,
-_) —2 —_) —x — -_—a
(3) 2 2 (2
t _ 1 2x 2z 2r
o = T s (21:/’—-.1:"—(31:)’—.1:’ +een

formules qui peuvent aussi étre écrites de la maniére suivante:

tang x— 1 I + 1 J +
‘ "= = ., 3x 3"+.1: o
—_——r —-—=4.r —_— —
(4)? 2 2
1 ( 1 1 ) ( 1 1 )
cotr —— — —_ —_ —_ —ese
x T—X T4 2% —x 27 +.r

Pour établir les formules (3) et (4) nous avons supposé x
. , © .
compris entre zéro et —; mais comme les seconds membres ne

font que changer de signe, ainsi que les premiers membres,
quand on change x en — x, on voit que les formules ont

. i . T ™
lieu pour les valeurs de x comprises entre — e+ enfin

on reconnait immédiatement que les seconds membres des for-
mules (4) ne changent pas quand on change x en x + 7} ce
sont, en d’autres termes, des fonctions périodiques de x qui
ont la méme période que les premiers membres. Il s’ensuit
que les formules (3) et (4) subsistent pour toutes les valeurs
de x comprises entre — o et + o ; on voit que les fonctions
tangx et cotx sont décomposables en une infinité de frac-
tions simples dont les numérateurs sont égaux a I'unité, et dont
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les dénominateurs sont les binémes du premier degré qui,
égalés a zéro, fournissent les racines des équations

.tangr —®, cotr—x®.

Remarquons en terminant que chacune des deux formiles (3)
ou (4) peut se déduire de I’autre en changeant, dans celle<i,

C T
ren —-—x.
2

Si, aprés avoir divisé par x la premiére des équations (3),
on fait x = o, on obtient la formule

7 1 + LIPS A
B TR Tt
. - 1
pareillement, si I'on retranche = des deux membres de la

deuxiéme équation (3), que I'on divise ensuite par x et que
I'on fasse x = 0, on obtiendra, en faisant usage des for-

mules (5) ,du n° 183,

1r’_1+!+l+ 1 x
6 12 22 5 * 5

et, en divisant par 4,

n? T 1 1 1

BT R E 8

la convergence de ces séries résulte évidemment de 1’analyse
méme qui nous y a conduit.

Décomposition des fonctions cosécx et sécx en un nombre

infini de fractions simples.

191. On a
1

1 I I 1
coséczx = —— = ~tang —x + —cot —x;
sinz ~ 2 2 2 2

I » .
si donc on remplace x par Ped dans les équations (4) du nu-

méro précédent, et qu'on fasse ensuite la demi-samme des
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résultats, on aura
I 1 1 1
-+ — — -
(n-—x 1r+.r) (21r—z 21r+.-r)
+ 1 1 ]
3x —x 3r+=z e

\ . ©
d’ou I'on tire, en changeant x en - —x,
2

cosécx —

8-

(r)

1 1 T 1

sécx — + — +
3 3x
-——-T -t —_——x —_——4-x 1
( ) 2 2 2 2
2 _
+ LU
5 5=
— - —t.r
2 2

Ces formules peuvent encore étre écrites de la maniére sui-
vante :

tow— X 27T 2z 2x
coséer =~ + ——— (2“),_x:+(3“):_x, e
(3) , w . 3x 5=
secxr — —_ -+

O G- G-
- —_a —_— -_x —_— _—T

2 2 2

en faisant £ = o dans la deuxitme équation (3), il vient

LR SO S
i 3+3

1
7
Développement des fonctions tangx et cotx en séries

ordonnées suivant les puissances croissantes de x.

192. Sil'on pose

/ta 'B 2 " + 2x
ngr —R, = ——— ... ’
(E)’_I: [(211—!)7:]’_13
(1) > >
, 1 2z 2z
tr — R —— — ——e— ———
cotx "z w—xt [(n—l)ﬂ]’—z”

les quantités R, et R, tendront vers zéro (n° 190) quand »
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tendra vers I'infini. Or on a, par la division,

t 1 2 3?
——— == 4 — ..
a—z a a* a?
et la série contenue dans le second membre de cette formule
reste convergentc pour toutes les valeurs de z comprises entre
—a et +a; donc les fractions en nombre limité dont se
compose la valeur de tangx — R, seront développables en
séries ordonnées suivant les puissances croissantes de x pour

. L3 T .
toutes les valeurs de x comprises entrc — e+ pareille-

ment, les fractions qui figurent dans la valeur de cotx —R,
seront, a partir de la deuxiéme, développables en séries or-
données suivant les puissances croissantes de x, pour toutes
les valeurs de x comprises entre — x et + 7; on aura, en for-
mant ces développements,

(2)

1 2
cotr —R — - — + ; +Heeot+ x
x ’ (n—1yy
2 1 I I
—_— -+ =%+ ..+ —— | —...
MRS 2! (rn—1)*

Nous avons établi au n° 190 que les séries

I 1 I I I 1
3_’;+STF+"" —-+—+3—:‘;+...

1_3: f &l 2%

sont convergentes pour p=1; donc elles sont, 3 plus forte
raison, convergentes pour 2 >1. Si donc on désigne par S,,
et S,, les limites de ces deux séries et que l'on fasse
S,,=%+ L +...+ ——t—-—7+a,...
LS (2m—up* '
1 1 1 '

SN‘=—11—$+QTF+...+(-—’1.—[)3? +azp'
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a, et o, s’annuleront pour n= oo . Cela posé, on peut

écrire comme il suit les équations (2) :

23 S,
2

tangz—B.:( -

._% (a,i:_r Loa, (9—1;’-.)’-&— . .]’

' 1 a$ 28 28
cotr—R,—=(-——Fz— a3 - L.,
x x? ! «°

al , = , [x\?
+=la;=Fa =) +... ]
=] ‘= ™

Or, sil’on désigne par « la plus grande des quantités ay, ...,
&,, &,,..., les valears absolues des deux sommes

28§, 2’S
T+ —F
1!"

z° +- -——'x’+...)
“6

(3)

2x. 22x\3 , T x\?
(4) a’?+a,(?)+..., a,;+a’,(1—r) +...

seront respectivement moindres que les produits de « par les
valeurs absolues des deux niouvelles sommes

. 3
(5) 2_1_-‘_*_(3-3)’_{_.“, f+(£> -
3 ks T T

Les quantités (5) sont des progressions géométriques qui sont
convergentes, la premiére pour les valeurs de x comprises

. © © .
entre — S et la seconde pour les valeurs de & comprises

entre — 7 et + 7: d’ailleurs « devient nul, ainsi que R, et R,
pour n == 0 ; donc on a a la limite

23S, 23S, 2?S,
tangx = - .l'-i——ﬂTx‘—-i- —"—" 4.,

(6)

I 28 2§ 2§

! LS Tl

z n? = n®

la premiére de ces équations subsiste pour toutes les valeurs
. x r .

de x comprises entre — 3 et 4 3’ la deuxiéme pour les va-

leurs de x comprises entre — 1 et -~ 7.
Trig. §. 17
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On a identiquement
’

w__
Spu =S, — Sw _2M—1g

2 PY 2u?
et si ’on fait

Bl‘ . 1 I 1 I A
g m T m T m )

(7)

on aura

(8) S, — (2 —1)n*B, ' 22r—1 g2t Bt
W — - =

1
- ’ =
2 I.2...2p *T 12...2p

Remplacant, dans les équations (6), S,, et S|, par ces va-
leurs, il vient

K z#—!
( tangx —2?(22— ')B'r_; -&—...+2"\2’"—1)B,,l— =

.2...27
{
(9) ¢ z et
cotr—— — 2B, — —...— 2¥»B, — — ...
x 1.2 1.2...27

La seconde équation (9} prend une forme plus élégante

xT . . . . .
quand on met S au lieu de x; on obtient ainsi

. =
i +By —— ...,

x x a? K
10) 1——-cot——=B,— +B,——— ~+...
(r0) 2T e T |.2.3.4+ 1-2...27

formule qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises
entre — 2T et - 27.

193. Les coefficients By, B,, B,,.. ., qui figurent dans les
formules (g) et (10), se rencontrent dans un grand nombre de
questions d’Analyse; ils sont connus sous le nom de nombres
de Bernoulli. L'équation (7) donne 'expression générale de
ces nombres ; mais cette expression contient la transcen-
dante w et en outre la somme d’une série indéfinie. 11 est
aisé, comme on va le voir, de déterminer successivement les
nombres B,, B,, By,. .., qui sont tous rationnels.

On sait que, si deux séries ordonnées par rapport aux puis-
sances croissantes d’une variable x restent convergentes quand
on réduit tous leurs termes a leurs valeurs absolues, et qu'on
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ordonne par rapport & x le produit de ces deux séries, le ré-
sultat obtenu est lui-méme une série convergente; en outre,
la somme de cette nouvelle série est le produit des sommes
des deux premiéres. Cela posé, on peut déterminer les nom-
bres B, au moyen de la formule (10) en multipliant celle-ci
par 1 — cosx ou par sinx; on a identiquement

x x xr .,
1 — —cot— ) (1—cosz)=1— cosz — —sinz,
2 2 2
x z\ . . x
1 — = cot — ) sinx —=sinz — — (1 + cosz),
2 2 2

. ., z xz .
et si I’on remplace dans ces égalités 1 — 5 oot ~» sinx et cosx

par leurs développements en séries, on trouvera

x? xt
("' +B 34 )(—;—-2—3—4”’)
A xt + x [z x \
—(1—.—5—;.2.3.4 2 1_1.2.3_'_"')'
z? xt x s
(B'TE+B’__——1.2.3.4+"') (7——..2.3+-~-)

(= x3 + x r? xt
—(T—'l.z.fi ) 2\’ 34—1.2.3.4—"')'
Effectuant les produits indiqués dans les premiers membres,
égalant ensuite de part et d’autre les coefficients de x*+* dans

la premiére formule, et ceux de x*"*' dans la deuxiéme, on
obtient

! I I I
°= 2. .(2n+2) 2 1.2...(2n+1)
1 B, ¢ B,
1.2...272 1.2 I.2...(2—2) 1.2.3.4
(11)
: I B,
+ (— 1) +...
1.2...(22—2p 4+ 2) 1.2...2p
+(-—x)’*"'-'—- B.

———
1.2 1.2...2n
17.
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et
! 1 1 1
o= —_—
1.2...(2ar+1) 2 1.2...27
+ 1 B, 1 B, .
(12) 1.2...28—1) 1.2 1.2...(2n—3) 1.2.3.4
12
1 B,
“+ (— 1) +...
1.2...(2n—2p 1) I.2...2p
e (— 1._L;

L 1.2...2n

I'une quelconque de ces formules (11) et (12) déterminera B,
si I'on connait By, B,,...,B,_,; par exemple, la formule (12)
donnera, en faisant n =1, 2, 3....,

3;-—-;-+B.=o,

é—i +§-B.—~B,—_—o.

T I
I TR,

¥ M T 1]
B.:a) B’; 3;“ B;-— g Bg _'3;?
5 6ot )
e BTase BT

La suite des nombres de Bernoulli est d’abord décroissante,
mais & partir de By elle devient indéfiniment croissante. Les
relations (11" et (12) que nous avons obtenues ne sont pas les
seules qui lient entre eux les 7 premiers de ces nombres, quel
que soit n; par exemple, on obtient deux autres relations qu'il
convient de remarquer au moyen des équations | 9). On a effec-
tveent

cutx.sinx — cusx,

tang x.cusx = sinr,
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et, en remplacant les lignes trigonométriques par leurs déve-
loppements en séries, il vient

1 x 3 x?
(——-2’B.—-—-+...)( — -—}-):l————l-,
x 1.2 1.2.3 1.2

2ot — 1B, 5 _= e &
[2(2’ ')B'x.z_‘_"'](' 1.2—&-...)_1 a3+

Si 'on effectue les produits et qu’on égale de part et d’autre
les coeflicients de x** dans la premiére formule et ceux
de x**~* dans la deuxi¢me, on trouvera

I I 1 , B
o= —_ — 22
© L2...27  1l.2...(2r4-1) 1.2...(2—1) 1.2
+ ! R B
(13) 1.2...(22—3) " 1.2.3.4 "
1
(=1 ! 22+ B, ..
: 1.2...(2—2p41) 1.2...2p
+(—l)'12"i7
17 1.2...2n
1 2}(22— 1) B,
o= — —
1.2...(2—1) 1.2...(2r—2) 1.2
2% (2 ®
4] (2R B
: 1.2...(2 —2p) 1.2...2p
27n(22n_l) B.
+(=1r I i.2...2n

Si I'on porte les valeurs de By, B,, B, ..., trouvées précé-
demment, dans les formules (8), on obtient les résultats sui-
vants :

1+ ! +L+L—‘-...=£,-,
22 32 42 * 6
I 1 1 =
l+2‘ I§T+T‘.-P ‘_9—07
T 1 __=*
I+;+—3-;+4. —+. —9T57
LIV S L
8 3 4‘ '9450
I 1 p )
-+ -+ -+ =
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et

l+—l—+-'—-+—'—-+=1—rz,

7 &y 8
l+-i-+-1’+-l—+:1‘7

34 A4 7: w

I 1 1 n®
l+§+'§:+-§:+..—-§—ﬁ-&7
T e L= I

P 5 161280

1 3ix

I+ o5+ =

et 'on voit que généralement les sommes des séries

1 1 T 1 I
l+;;+3—-,;+z;+... et l+3—m+-5—’-+...
nc contiennent dans leur expression, si m est entier, que la
seule transcendante x.
Enfin, en portant ces mémes valeurs des coefficients B dans

les formules (9), on a

2z* 17x

x
Stangx=x+.§.+ 5 3 T
(15)
' cotx —_f__f:_’_r‘._
' =z73 1B op

194. Les formules (6) peuvent étre employées pour la con-
struction des Tables de tangentes ou de cotangentes. Si I'on y

. mx . ,
fait r= — 3 elles deviennent
n

3 5
tang(zgo"):fi-(s,'—n-+s,ﬁ+s.ﬁ+...),
n 3 n n

g n s
m 2 n I (. m 1 m? 1 m®
cot[—go®) == — — (S, — 4+—=8, —+—=85, —+...)-
(ng) x m n(’n g T

NUNRT . m .
Ces formules ne sont applicables que si — est une petite frac-
n

tion, parce que les sommes S,, S4,..., S, S,,... décroissent
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peu rapidement. On aurait obtenu des séries beaucoup plus
commodes pour le calcul, si I'on avait conservé dans les for-

mules (1) du n® 192, sans les développer en séries, les fractions

2T et 2% i pour x = 2= T se réduisent res
(1,): i 1‘1__32’ (IlllPO e n 2

2
mn —1 4mn

pectivement i é el - - Les développements

de ees fonctions sont

x n'—m? n nt n®
1 4mn 1(m m? mt +
3 _—_ (= ,
x fn*— m? ®\z a'n* a2'n

et, si I'on retranche respectivement ces deux équations des
deux précédentes, on aura

—;[S’,—r)—+Z(S'—-1 —_ . ]

séries dont les termes décroissent trés-rapidement. En faisant
le calcul des coefficients avec vingt décimales, on trouve

tang ( ) e Rl ,63661 97723 67581 34307 55
7
-+ 0,29755 67820 59733 g3308 —n— ~+ 0,00019 75800 71520 47731 -::—'-
m® m®
+ 0,01868 86502 77329 82117 P -+ 0,00002 16977 37324 86026 ra
m 1

+ 0,00184 24752 03510 03578 -+ 0,00000 24011 36991 41062 %

ni
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3
-+ 0,00000 02664 13303 42100 ';'"‘—,-

15
~+ 0,00000 00295 86467 68238 g;-

17

+ 0,00000 00032 86788 37940 %
mli

~+ 0,00000 00003 65174 90274 o

2
-+ 0,00000 00000 40754 03828 %

mll
~+ 0,00000 00000 04508 28887 e

25
-+ 0,00000 00000 00500 90831 %

m”
-+ 0,00000 00000 00055 65642 o

29

~+ 0,00000 00000 00006 18404 :—',,-
-

~+ 0,00000 00000 00000 68712 F

ml!
~+ 0,00000 00000 00000 07634 —
? ”33

m*
-+ 0,00000 00000 00000 00848 ey

m
-+ 0,00000 00000 00000 00094 -

. m*
-+ 0,00000 00000 60000 00010 —-

m"
-+ 0,00000 00000 00000 0000 ;"—I

+iiiaeee Cretesearetcareae sas

oot (%’ 90") = 2. 0,63661 97723 67581 34307 55358 534g0 05744 o126

4 mn
4n*— m*

— 0,20528 88894 14508 20154

m
n

i m

— 0,00655 10747 88218 49925 P

3
ml
— 0,00034 50292 55396 77702 =
— 0,00002 02791 06051 55806 '
m
— 0,00000 12366 52717 72267 o
mll
— 0,00000 00764 95881 61606 ey
mll
~— 0,00000 00047 59738 01257 ey
ml!
— 0,00000 00002 96905 16679 ey

ml'l
— 0,00000 00000 18540 68275 o

< 0,31830 98861 83790 67153 8

ml’
— 0,00000 00000 01158 35398 -
ml!
— 0,00000 00000 00072 38498 &

— 0,00000 00000 00004 52372 ';"—:

25

m

— 0,00000 00000 00000 28272 =
mz
— 0,00000 00000 00000 01767 =

2
m
—0,00000000000000000110-’7;
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Développements des fonctions cosécx et sécx en séries
ordonnées suivant les puissances croissantes de x.

195. Si, dans I'équation

, 1 1 1 1
cosecx — —tang —r —+ —cot -z,
2 2 2 2

1 1 .

on remplace tang 5 T et cot—x par leurs développements en
séries, il vient

1 x xn—t
(1) cosécz= — + (2*—2)B; — +...+(a®»—2)B, —— +.=,

x 1.2 1.2...2n
formule qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises
entre — T et + 7.

La fonction sécx est aussi développable en série conver-

e 4 : L] . .
gente ordonnée suivant les puissances croissantes de x, mais

) . ki 1l'
seulement pour les valeurs de r comprises entre — et 3

En eftet, les deux fonctions tangx et cosécx étant dévelop-
pables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes

. T
de x, pour toutes les valeurs de x comprises entre — — et

T . . e 2
+ 5 il en est de méme du produit tangx cosécx ou sécx,

d’aprés un théoréme connu dont nous avons déja fait usage
(193). Comme la fonction sécx ne change pas par le chan-
gement de x en — x; et que cette fonction se réduit a 1 pour
x =0, son développement sera nécessairement de la forme

xt x®

x?
(2) sécz—1~+ C,— +C +4-G

P . _—
1.2 1.2.3.4 "l.2...2n

Pour déterminer les coefficients C,, C,, Cs,. .., multiplions
la formule précédente par

x? rt . xm

cosr—1— — 4+ —— — .4
1.2 1.2.3.4 '
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le produit des premiers membres étant égal a 1, les diverses
puissances de x devront disparaitre dans le produit des seconds
membres. Egalant donc & zéro le coefficient de x**, il viendra

o= 2202 —=Do
1.2
2n(2n—1)...(2n—2p+1)
+(—1)* Cpo+...4+(—1)C,4,

1.2...2p

formule qui déterminera C, quand on connaitra Cy, C,,.. .,
C..,. Faisant successivement =1, 2, 3,. .., il vient

1— (G, =o,
1— i'—§C|""C|=O,
.32
— Qc.+6.5.4.3c,__c’=o'

1.2 1.2.3.4

d'on

C,=1, C=5 C=6I,...;
on voit par les formules précédentes que les coefficients C
sont tous des nombres entiers.

Remplagant les coeflicients B et C par leurs valeurs, les for-
mules (1) et (2) deviennent

vor e 312
6 " 30 15120

Clest ivd Foccasion de faire remarguer qu'on peut obtenir au
woyen de la tormule (1} des relations linéaires nouvelles entre

les comttivients B Par exemple. on a

QX QUS X == COSIC X — AR X;

s Uon remplace les Lignes trigonometriques par lears valeurs
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en séries, qu'on effectue la multiplication indiquée dans le

premier membre et qu’on égale ensuite de part et d’autre les
coefficients de 2?2, on trouvera

1 r 1 2&_

+
1.2...27n  IL.2...(22—1) 1.2...(22—2) 1.2

— (=) ! 234 L —_—
1.2...(2—2p)" 1.2...2p
— (=1 wa Bt
(=1 12 1.2...(22—2)
B, :
—_—e m__ )" .
=(—1r2(2 I)x.n\...zn

Nous avons établi (191) qu’on a, quel que soit x,

cosber— 1 & 22 2z + 2z .
Tz w—x (2x)—a  (3m)—a* B
, ™ 3x T Bg
secxr — —_— -

O &= B

Si, par la division, on développe en séries ordomnées suivant
les puissances croissantes de x les fractions contenues dans les
seconds membres de ces formules, et qu'on identifie les résul-
tats avec les formules (1) et (2), on obtiendra

I 1 1 2—1 ?
I— — 0 — = 4. = B w?== —
PYRE T 4‘7"— T
¥ 1 3 2% —1 7=
1— — = — .= Bynt= —
> TR TR 1.2.3.4 7 730’
(3) ¢ I 1 r 25 —1 31zt
1— = = e = B, ==
: * 3 4 1...6 °" 7 30240’
.................................... N
1 I 1 2M=! — 1
1— — - =
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et
LA 1 + ©
—_—_t = — - ==
3 5 7 4
. 1 + 1 I _ G f_ Fia
B T5 T P T 122 32
4 4 _x v G = b
3BT T T 1234 2% 1536
e, e e ,
— e =G
Juti Bant 7zu+—i T 1.2...2n 2@+

Il faut remarquer que les formules (3) peuvent se déduire
de celles du n® 193, et que la premiére des formules (4) s’est
déja présentée a nous (191).

Des fonctions circulaires de wariables imaginaires.

196. Les développements que nous avons présentés dans
les paragraphes précédents permettent de considérer les fonc-
tions circulaires sous un point de vue beaucoup plus général
que celui sous lequel nous les avons envisagées jusqu’ici. On
voit, effectivement, que, si I'on définit les fonctions sin z et
cos z par le moyen des équations

. z . z* R
sm‘=7—733+,@345““"
(1) L
(COSZ:I—:—!-T‘m‘——...,

on pourra attribuer a la variable z des valeurs imaginaires;
car les séries contenues dans les formules précédentes ne
cessent pas d’étre convergentes, lorsque z désigne une expres-
sion imaginaire. Effectivement, une série dont les termes sont’
imaginaires est dite convergente lorsque les parties réelles de
ses termes forment une série convergente, ainsi que les coeffi-
cients de i. En posant

z = p(cosw + i sinm), A
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les formules (1) deviennent

sinz — pcosu_p’cos?}»_i_." i psin»_p‘sin3u+m ,
I 1.2.3 1 1.2.3

cosz — [ 1— plcos2w + p'cosfo \
_( 1.2 1.2.3.4 7

(__p'sin2e | p'sinfe )
+l( 1.2 1.2.3.4 )’

or les séries

3 2 4§
L S N

1 1.2.3 ’ 1.2 :.2.3.4+

sont convergentes, quelle que soit la quantité positive p; donc
il en est de méme, a plus forte raison, par un théoréme conuu,
des séries qui figurent dans les expressions précédentes de sinz
et de cosz.

Les fonctions tangz, cotz, sécz, cosécz ne sont dévelop-
pables en séries convergentes ordonnées suivant les puis-
sances croissantes de z que dans une étendue trés-limitée,
lorsque z est réelle : aussi ces séries ne sauraient-elles étre
employées pour exprimer la définition générale des fonctions
auxquelles elles se rapportent; mais il est naturel de définir
celles-ci par le moyen des équations

sinz COoSz
tangz — ——» cots — ——
COSz sinz
, , 1
s§€Cz — 9 COSeCz — — .
COS2z sinz

sinz
On voit immédiatement que les rapports.— et —>— ten-

tangz

3
dent vers I'unité lorsque la variable imaginaire z tend vers
zéro.

197. A ce nouveau point de vue, les fonctions circulaires
directes ont-unc liajson remarquable avec les fonctions que
I'on nomme exponentielles; c'est ce que nous allons déve-
lopper.
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Désignons par z une variable réelle ou imaginaire, et po-
sons -

() + 24 a 2 + z +

z3)=—1 - —_— cees

? 1 1.2 1.2.3  1.2.3.4 ’

la série du second membre sera évidemment convergente,

quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de z; en chan-

geant z en z,, on aura de méme
3, =3

2
o,(z.):x+—+—z'—+—l'—+
1 1.2 1.2.3

-
~

T2.3.4

Les séries exprimées par ¢ (z) et ¢ (z,) restant convergentes
quand on réduit z et z, a leurs modules, si on les multiplie
I’une par I'autre et que I'on réunisse en un seul tous les termes
de méme degré en z et z,, on obtiendra, d’aprés un théoréme
connu, une nouvelle série convergente dont la somme sera
égale a ¢ (z) 9(2,). Or, en faisant le produit dont il s’agit, on

trouve que le terme du degré » en z et z, est

n n(n—1) -
" n[z“+-l-z"-"z.+—(——)z"—’zf+...+z';],

1.2

ou

on a donc

et, par suite,
p(z)e(z)e(z). - o(an) =0(z + 5+ 2+ .. +3)

quelles que soient les p quantités z, zy,.... Si ces quantités
sont égales entre elles, la formule précédente se réduit a

[2(2)]F=1g(r2);

donc, si p et v sont deux entiers positifs, on a

[+(=£) ] =tez=r
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et, a causede ¢ (1) (—1) =g (o) =1,

) S

On désigne habituellement par e la valeur de ¢(1), en sorte
quel'on a
3 1 T
e=1+ -+ —+——7+...;
1 1.2 1.2.3
la série par laquelle le nombre e est ainsi défini est trés-con-
vergente, et si 'on pose
1 1
e=I1-+—+—-4+...4
1 1.2 1

I
—1 4R
2...n "

R, sera l'erreur que I'on commettra en s’arrétant au terme
1

- On a évidemment
1.2...n

Ro=— L+ ! +
"Tre..nln+1 (r+1)(n+2) )

et, par suite,

1 I 1 1
Rﬁ<l.2...n[n+1 -+ (7 +1) -+ =, +],

ou

R, << ——— X —3

f.2...n R

donc si, pour calculer e, on néglige tous les termes qui suivent
le (7 + 1)%m, Perreur commise sera moindre que la 7" par-
tie de ce terme; on trouve ainsi

e=12,7182818284 59045. . ..

D’aprés ce Yui précéde, on peut écrire

) -

9 (;) est évidemment positive, ¢ (-—— ?) I'est également a
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() o-8) o=

donc, si z est réelle, la quantité ¢ (z) est égale a celle des va-
leurs de I’expression e*, qui est réelle et positive.

Ce résultat nous conduit naturellement a désigner par
e, quel que soit z, la limite de la série convergente

cause de

2z?

z .
1+ -+ ;5 +...; en sorte que faire la somme de cette

série, c’est élever le nombre e i la puissance z; et, d’aprés
la proposition que nous venons d’établir, la propriété fonda-
mentale de la fonction e* est exprimée par la formule

(2) &.eh — ¢+,

qui a lieu, quelles que soient les quantités z et z,.
Si 'on désigne toujours par i I'imaginaire \/—1, et que
dans ’équation
2? 2
127123

z
(3) et =1+ 1 -+
on remplace z successivement par -~z et par —iz, il viendra
. z? - z ) (2 z3 z*
ef=l1—— a4 — —. ) i -—— - — —...
1.2 1.2.3.4 J T \T T 123 T8 i

) z? z4 2 -4 z3
—i3 -— —_— —_— s — —_— = —_—— _—
“ ~(l ra 1.2.3.4 ) l(l 123 1.5 )’

c’est-a-dire, 4 cause des équations (1),

(4)

on tire de 1a

{ e’* = cosz + isinz,

e—* —cosz — isinz;

eis -+ e—it . eil - c—iz
(5) cosz=— —, s§ing— - — .
2 2i

Si, dans la formule fondamentale (2), on remplace z et z,,
d’abord par iz et iz,, puis par — iz et — iz, on aura

e“'- e'."l = e“(""‘i), e—i" e-i"l — e—i(‘+’l),
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ou, i cause des formules (4),

(cosz + i sinz) (cosz, + isinz,) = cos(z + z,) + ésin(z + z,),
(cosz — isinz) (cosz, — isinz,) = cos(z + z,) — isin(z +z,);

en ajoutant ces deux équations et en les retranchant ensuite
I'une de I'autre, on trouve, aprés avoir effectué les produits
indiqués,
(6)

cos(z + z,) = cosz cosz, — sinz sinz,,
sin(z <+ z,) = sin z cosz, + coszsinz,,

formules qui ont lieu, quelles que soient les quantités réelles
ou imaginaires représentées par z et z,. Il résulte de 1 que
toutes les formules de la Trigonométrie générale que nous
avons déduites de celles qui se rapportent a I’addition des arcs
subsistent sans ancune modification, lorsqu’on substitue aux
arcs des expressions imaginaires.
Si, dans les formules (2) et (6), on remplace z par x et.z,
par iy, il viendra
eErr —et. eV,
cos(x + iy ) =cosz cosiy — sinz siniy,
sin(z + iy ) ==sinz cosiy + cosx siniy;

mais les formules (4) et (5) donnent

; . . . o—ev . .o —eT
(7) ér=cosy + isiny, coszy:——z——, smz_y:z——;——;

on a donc

e+ —e® cosy -+ ie*siny,

cos(z + i )—e]+e~’cbsx ie,—e-,sinx

(8) V= 2 '
. . er+e7v . & —e 7
sm(a: +iy)= — sinx + ¢ — cosxzx.

Ces formules (8) ont lieu, quelles que soient les quantités x
et y réelles ou imaginaires; mais elles sont surtout utiles, pour
ramener a la forme ordinaire des expressions imaginaires les
fonctions e*, cosz et sinz, dans lesquelles z désigne une ex-
pression imaginaire x + iy.

Trig. 8. 18
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() o-8)=r=

donc, si z est réelle, la quantité ¢ (z) est égale a celle des va-
leurs de I’expression e*, qui est réelle et positive.

Ce résultat nous conduit naturellement i désigner par
e, quel que soit z, la limite de la série convergente

cause de

z z? .
-1+ =+ +...; en sorte que faire la somme de cette

série, c’est élever le nombre e i la puissance z; et, d’aprés
la proposition que nous venons d’établir, la propriété fonda-
mentale de la fonction e* est exprimée par la formule

(2) et.eh — erth,

qui a lieu, quelles que soient les quantités z et z,.
Si I'on désigne toujours par ¢ I'imaginaire \—1, et que
dans I’équation

. 2 3
(3) =i
1

1.2 1.2.3

on remplace z successivement par -1z et par —iz, il viendra

- z? z¢ )"J"i z 2 2
=\'T a3 )" 7_1.2.3—'-1...5_"')’

) =2 z! z z3 25
—~i3 --— —_—— e —_—i - - - —_
¢ '_(‘ 1.2 1.2.3.4 ) l(x 1.2.3 " 1.5 ) ?

c’est-a-dire, i cause des équations (1),

(4)

on tire de la

{ e* = cosz + isinz,

e—* — cosz — isinz;

eil -+ e—it . eit S c—iz
(5) cosz2—= —— Sz — —m
2 2!

Si, dans la formule fondamentale (2), on remplace z et z,,
d’abord par iz et iz,, puis par — iz et — iz, on aura

é's, ety — el‘(u—x,), e—is, e—is; — e—l‘(:+x.)’
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ou, & cause des formules (4),

(cosz + isinz) (cosz, + ésinz,) = cos(z + z,) -+ isin(z + z,),
(cosz — isinz) (cosz, — isinz,) = cos(z +3z,) — isin(z + z,);

en ajoutant ces deux équations et en les retranchant ensuite
I'une de I'autre, on trouve, aprés avoir effectué les produits
indiqués,
(6)

cos(z + z,) = cosz cosz, — sinz sinz,,

sin (2 + z,) = sinz cosz, + coszsinz,,

formules qui ont lieu, quelles que soient les quantités réelles
ou imaginaires représentées par z et z,. Il résulte de l1a que
toutes les formules de la Trigonométrie générale que nous
avons déduites de celles qui se rapportent a I’addition des arcs
subsistent sans aucune modification, lorsqu’on substitue aux
arcs des expressions imaginaires.
Si, dans les formules (2) et (6), on remplace z par x et z,
par iy, il viendra
ey —et. e,
cos(x + iy) =cosx cosiy — sinx siniy,
sin(z -+ {y) = sinx cosiy + cosz siniy;

mais les formules (4) et (5) donnent

. . . S — e .. & —eT
(7) €r =cosy + isiny, cosiy = —— ) siniy =i ——-7-w—j3
on a donc
e+ — e* cosy -+ ie*siny,
cos(z +iy) e sz —i L= sinx
= — X — | ————————— S]

(8) 4 2 2 ’

. . e +e7 | .ef —eT

sin(z +iy)= —5— sinz +i{——— cosz.

Ces formules (8) ont lieu, quelles que soient les quantités x
et y réelles ou imaginaires ; mais elles sont surtout utiles, pour
ramener 4 la forme ordinaire des expressions imaginaires les
fonctions e*, cosz et sinz, dans lesquelles z désigne une ex-
pression imaginaire x + iy .

Trig. S. 18
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On a encore, quels que soient x et y,

. sy Sin(z 4 iy)  2sin(x <+ iy)cos(z— iy)
tang (= -+ iy) = cos(z + iy) ~ 2cos(x +iy)cos(z —iy)

sin2zx + sin2iy
= ——
cos2x -+ cos2iy

et, a cause des formules (7),

2sin2z + i(e¥ — e¥)
200522 + (e¥ +€7)

(9) tang(z + iy) =

Dans le cas de & = o, cette derniére formule se réduit a

e —e7

(10) mﬂgly:lm'

198. La fonction exponentielle ¢* posséde une propriété re-
marquable, qui pourrait étre prise pour sa définition, et qui
est exprimée par le théoréme suivant :

Tutorime. — Si l'on désigne par z une quantité donnée,
réelle ou imaginaire, et par m un nombre entier positif, on
aura

. z \"
¢ =lim (l+ ——-) » pour m=—o.
m

Pour démontrer ce théoréme, développons par la formule
du binéme, relative a 'exposant entier et positif, I’expression

z \" s s e o
(1-;- -—) ; on aura, en désignant par n un nombre entier in-
m

férieur 4 m, mais qu'on peut supposer d’ailleurs aussi grand
qu’on le voudra,

/ z z 1\ 2?
(1+-— =14+ (1—=)—+...
m 1 m/u1.

1 2 n—1 z®
+(1——) (1——)---(1— ) +Ra;
m m m 1.2...n

R, désigne la somme des termes, en nombre limité, qui sui-

(1)
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vent le (n +1)*™, et 'on a
1 n—1 z"
R~—("Tn)“'('— m )—‘—..2...,.
n ( n)( n--1)
——= 1——=) (1— )
”m m m
z+

n-1 (r 1) (r+2)

24+...|{.

Nous savons que le module d’un produit est égal au produit
des modules des facteurs, et que le module d’une somme ne
peut surpasser la somme des modules des parties (162) ; donc
le module de R, ne peut éire supérieur a la valeur que prend
le second membre de la formule précédente, lorsqu’on y rem-
place z par son module p. Mais cette valeur, qui est une somme
d’un nombre limité de termes, est évidemment inférieure au

module du produit de (1—-"71)---(1—’1— ')—i—’;parla

m 1.2...
somme de la progression géométrique illimitéa

P ( o Y
—m ) -,
n--1 n-+1)

somme qui est égale a ”_'%—P, si 'on suppose n + 1> p.
R

Le module de R, étant inférieur au module de I’expression

I n—1 z" ‘p
I— — Jesel1— ’
m m I.2...2\r 4+ 1—p

si 'on désigne par 6 une certaine expression imaginaire dont
le module est inférieur a I'unité, on aura

o n A ) )

Supposons maintenant que, le nombre 7 étant invariable, on-
fasse croitre indéfiniment I'entier m; les formules (1) et (2)
donneront, en y faisant m = o ,

2 n

. z\” z 2
_(3) hm(’"’f;) ——l+;+l.2+...+—l—ZT.—’;+Rn;
. zh 0,

.
1.2...n n—i—l—P

.

18,
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L’équation (3) a lieu, quelque grand que soit ; si I'on fait
tendre ce nombre vers I'infini, on voit parla formule (4) que R,
tendra vers zéro, et la formule (3) donnera

. z ] -2 zl
hm(l+-—) =14 - +—+ — ..y
m 1 1.2 1.2.3

. | z\=
lim (t-l-—-) —e'.
m

Remarque. — Le théoréme que nous venons d’établir est
susceptible d’'un énoncé plus général, que I'on peut présenter
comme il suit :

c’est-a-dire

Si m désigne un nombre entier positif, et que z soit une va-
" riable imaginaire fonction de m, qui tende vers la limite z,
quand m tend vers l’infini, on aura

\

. z\™
lim (1—!—;) —e%, pour m=—om.

En effet, les équations (1) et (2) ne cesseront pas d’avoir
lieu si z dépend de m. Sil'on y fait m =, et que I'on dé-
signe par p, le module de z,, c’est-i-dire la limite de p, on

i

9 désignant toujours une expression réelle ou imaginaire dont
le module est inférieur a 1, et, en faisant tendre 7 vers I'infini,

lim (X+ i)m.:' e,
m

199. L’analogie qui existe entre les fonctions circulaires
directes et les exponentielles subsiste naturellement entre les
fonctions circulaires inverses et les logarithmes.

On nomme logarithmenépérien d’une expressxon imaginaire
z=p(cosw +1 smu)) P’exposant de la puissance 4 laguelle il

Sl"

z’l
) 2+ B .n,
1. I.2.
R,

z'; Opo
41— p.

on obtiendra
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faut élever le nombre e pour reproduire p (cosw -+ i sinw). Pour
trouver un tel logarithme, il faut chercher les valeurs réelles
de x et de y susceptibles de satisfaire a 'équation
e+7 —p(cosw —+ isinw),

ou

e*(cosy —+ isiny) = p(cosw -+ i sinw).
Cette équation tient lieu des deux suivantes :

efcosy =—pcosw, e*siny =psinw,

d’oul’on tire

e*—=yp, COSy=— coswm, sin} =sine,

et, par suite,
.r:.-lp, y =+ 2w,

k étant un entier indéterminé. Ainsi I'expression
p(cosw + isinw)

a une infinité de logarithmes népériens qui sont tous donnés
par la formule

1[p(cosw 4 isinw)] =Ip + (0 + 24=)i;
en particulier pour = o et pour ® = ™, on a
1 (P): lp + 24mxi, 1(— 9):]p -+ (2"-{- )mi;

le signe 1(p) est ici employé pour désigner I’ensemble de tous
les logarithmes de Py tandis que 1p désigne scu]ement celui de
ces logarithmes qui est réel.

Lorsque z désigne une expression imaginaire, les notations

arc sinz, arccosz, arctangz, arccotz,.

représentent toute expression imaginaire dont le sinus, ou
le cosinus, ou la tangente, etc., est égal i z; ces expres-
sions sont susceptibles d’une infinilé de valeurs dans le cas
de z imaginaire, comme dans celui de z réel : aussi, pour
pouvoir les admettre comme des fonctions de z, est-il néces-
saire d’ajouter quelque chose a leur définition. Nous ne pour-
riouns entrer dans les détails que comporte cette question sans
sortir des limites que nous nous sommes fixées, et nous ren-
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verrons pour les développements aux ouvrages dans lesquels
Cauchy a traité cette matiére. Nous nous bornerons ici a
indiquer comment on peut déterminer les valeurs des expres-
sions arc sinz, arc cosz,..., lorsque z a une valeur imaginaire
a—+i6. Considérons, par exemple, I'expression arc cos (x-+2€);
si I’on pose
z + iy = arccos(z + i6),
il viendra
a + i6 =cos(z + iy) = gre? ':e_’ cosz — i e——-’_z.c-f sinz;

ou a donc

e+ e & —e 7
(x) ——— 08 =@, ———— sinz—=—2§,
" 2 2

o € a 8
(2) el — —_——— eV — + —
Cosx sinx Ccosx sinx

et, en multipliant,
ol 6?

cos*z  sinz

ou
sin‘z — (1 — o’ — 6*)sin’z — §'=o0. -

On tire de 13, en observant que sin'x doit étre positif,

—_— 2_63 — w3 B2\
Si.nia:zl_—a— +\/(1_41__6) +gz,
2 2

I+ a?4 62 I+ a*+ 6%)\?2
oos’.r:—z-—_. —_— ) — a2
2

a?

= - 3
1+ a2+ 62 T4 a?4 62\?
__“__+\/(:“__) e

2 2

extrayant les racines carrées des deux membres, et remarquant
que cosx doit avoir le signe de a, il vient

puis

(3) cosz= z .

+
[:+a*+6* \/(: +a’+6’)’ J’
— 4+ /) -

2 2
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Si I'on fait, pour abréger,

-3
&, —— arc cos ’

[l—!—a’+8’ ‘/(l+a’+6’)’ ’]
E /(=) —«
2 2
3 6
ro=1 (cos.r. - sin.r,)’

les équations (2) et (3) donneront

z=2krta, y==y,

les signes supérieurs ou inférieurs devant étre pris ensemble,
et k désignant un entier indéterminé; il suit de 1a que'on a

arc cos(a + i6) = 2 k= == (x, - iy,).

Dans le cas particulier de 6 = o, les équations (1) donnent
immédiatement sinx = o0 ou y = o. En prenant y = o, on a
cosr = a, et cette solution ne convient qu’au cas on « est com-
pris entre —1 et +~1. En prenant sinx = 0, on a cosx ==1,
le signe du second membre étant celui de « ; 1a premiére équa-
tion (1) donne alors

& e 7 =—*2a,
d’ou
e=ta+ Ja—1, et y=Il{Fa+ yai—1).
On a donc, si « est compris entre — o et —1,
arc cosa = (24 + 1) + il(—a + V¥ + 1),
et si « est compris entre + 1 et + ©,
arc cosz = 2.kn + il (a 4 \/a—:’-— x),

k désignant toujours un nombre entier positif, nul ou négatif.

Du cosinus et du sinus kyperboliques.

200. Les Tables trigonométriques offrent le moyen de cal-
culer cosx et sinx, quel que soit I'arc réel x; et sil’on avait
d’autres Tables donnant les valeurs de cosix et de sinix pour
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toutes les valeurs réelles de x, on obtiendrait aisément, par
les formules relatives a I’addition des arcs, le cosinus et le
sinus d’une expression imaginaire quelconque x +iy. Des
Tables du genre de celles dont nous venons de parler ont été
construites effectivement; mais, voulant éviter I'emploi des
imaginaires, leurs auteurs ont cru devoir introduire une nota-

tion nouvelle dont nous allons parler.

: 5 . . sinizx
Lorsque la variable x est réelle, les fonctions cosix et -

sont aussi réelles; la premiére est dite le cosinus hyperbolique,
la seconde le sinus hyperbolique de x. On peut représenter
les cosinus hyperboliques et les sinus hyperboliques par les
caractéristiques coshyp, sinhyp, placées devant la variable;
alors on aura

. . sinix
cos hypz = cosiz, sinhypz—=

T 9
l
ou
et =+ . cF—e*
cos hypx = 7, sinhypr = ——-
2 . 2

Le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique d’une va-
riable x sont liés entre eux par la relation

coshyp*z — sinhyp*z =1.

. sinhypx _ coshypx
Les quotients coshyp= et sin hyps

boligue et la cotangente hyperbolique de x, et I'on a

sont dits la tangente hyper-

tang h 7, coth che
= — - 0 X = "
EIPE= e TPE= s

Enfin, quand on pose coshypx=y ou sinhypx =y, ou, etc.,
on écrit aussi x = arc coshypy, ou x=arcsinhypy, ou, etc.;
on a d’apreés cela

arc coshypzr =1(z == V=@ —1),
arc sin hypz = 1(z == /z* + 1),

1, 1+2
arc tang hypz — ;l =
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11 est indispensable d’avoir recours au Calcul différentiel (*)
pour justifier les dénominations dont nous venons de faire
usage.

Les premiéres Tables de cosinus et de sinus hyperboliques
sont dues 4 Lambert; elles ont paru & Berlin en 1770; dans
ces derniéres années, Gudermann en a publié d’autres plus
étendues et de beaucoup préférables i celles de Lambert.

Développement des fonctions log(1 + z) et arctangz en
séries ordonnées, suivant les puissances croissantes de z.

201. La méthode que nous allons employer pour obtenir
les développements en série des fonctions log (1 + z) et
arc tang z suppose la formule du bindme pour un exposant
fractionnaire. Afin de ne rien laisser i désirer a 'égard de la

(*) Si l’on rapporte un cercle dont le rayon est pris pour unité & deux axes
rectangulaires coordonnés, dont1’un, celui des abscisses, passe par ’origine des
arcs, 1’abscisse et I’ordonnée d’un point M de la circonférence seront le cosinus
et le sinus de P’arc compris entre ’axe des abscisses et le point M, ou, si I'on veut,
le cosinus et le sinus du double de I’aire du secteur correspondant a I’arc dont
il vient d’étre question. Et, de méme, si ’on rapporte & ses axes une hyperbole
équilatére dont le demi-axe est pris pour unité, 1’abscisse et I’ordonnée d’un
point M de cette courbe seront le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique
du double de laire du secteur compris entre ’axe des abscisses et le rayon qui
joint le point M au centre de la courbe.

En effet, le demi-axe de I’hyperbole équilatére étant pris pour unité, I'abscisse
&, supposée positive, et 'ordonnée » satisfont a I’équation {*— »* = 1 ; en sorte
que § et » sont nécessairement le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique
d’une certaine variable . On peut donc poser

* » r
E:coshyp::f__:_r., n=sinhypxr = C—,L-;

on déduit de la, par les régles du Calcul différentiel,

dt = ndx, dn= de,
d’ou R
§dn— ndf = (§*— »*) dr,
ou .
dr = §dn — nd§.

On voit par 1a que z est effectivement le double de l'aire du secteur compris
entre I’axe des abscisses positives et le rayon qui joint le centre de la courbe au
point dont les coordonnées sont £ et ».
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théorie que nous présentons dans ce Chapitre, nous commen-
cerons par établir ici cette formule.

FormuLE pu B1ndME. — Désignons par n une quantité réelle
quelconque et par s une quantité réelle ou imaginaire dont le
module soit inférieur i 1; la série

n{n—l)z,_l_ ”(”’_')(”_2)1,3_,_. y
1.2 1.2.3 i

n
1+Tz+

se réduira 4 une somme d’un nombre fini de termes si » est un
entier positif; dans tout autre cas, elle contiendra un nombre
illimité de termes, mais elle sera toujours convergente; car le
module de z étant plus petit que 1, par hypothése, le module

du rapport il b AP (@ =+ 1)%m terme de la série au p*™
P-

restera inférieur 4 une fraction moindre que 1 pour toutes les
valeurs de p supérieures i une certaine limite.

Cela posé; z étant considéré comme constante, et » comme
variable, désignons par ¢(n) la somme de la série; on aura

n(n—r1) 2

n
q(n)::l—*—-l-z—i- +.

et, en changeant » en n,,

n(n,—1)

qa(n.)=1+i:-'z+ 2.

Si I’on multiplie ¢(n) par $(n,), et que I'on ordonne le pro-
duit par rapport 4 z, on trouvera, en faisant usage de la for-
mule (1) du n° 180, que le coefficient de z* est

(r+n)(n4+-n—1)..(A4+n—p+1)
I.2...p

3
d’ou il suit que I'on a

#(n)g(m) =g (r+n),
_et, par suite,

¢(r)o(n)o(n). . .o(rpry) =9+ n +na+. .. nmym),
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R, Ny, Ry,. .., n,_, étant des nombres quelconques. En sup-
posant ces nombres égaux entre eux, on obtient

[¢(n)F =¢(pn).

Il résulte de 1a que, si i et v sont deux entiers positifs, on a

[? (i %)]= [o(== 1)

car chaque membre de cette formule est égal, d’aprés ce qui
précéde, 2 (= p).Oron a

¢(+1)=1+43

pl—1)=1—z4+2"—2+...=—— =(142)Y

donc

par conséquent ¢ (i %) est I'une des valeurs de 1'expression

=%
(14-z) *, et c’est dans ce sens que 'on peut écrire

202. DéveLorrEMENT DE LA FoNcTION log(1—+- z). — Dési-
gnons par z une variable réelle ou imaginaire dont le module
soit inférieur a 1; d’aprés ce qui précéde, si m représente un
entier positif, la série

I l(l ) z? 1 (1 )(l ) 23
I+ —z24 —|——1) — 4 —(— —1}) [— —2 - ..
m m\m 1.2 m\m m 1.2.3

est convergente, et sa puissance m®™ est égale a 1+ z. Si

s u .
donc on désigne par 1 + - la somme de cette éérie, on aura

(1) (l+ ’—I:‘-)-=1+z
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R, est le reste de la série, et I'on a
n-+1
o= (-0 (1= 2) (1= ) s

1 1 I
primt (eim ) (rami)
m m m

o R nra o (n+2/)(n+3)

z:_*__” .

Les coefficients numériques dela somme entre parenthéses sont
tous inférieurs a 1 ; par conséquent, si I’on représente par p le
module de z, le module de la somme dont nous parlons sera

inférieur & 1+ p+p*'+..., C'est-a-dire inférieur & —;
P

- 1a somme elle-méme pourra donc étre représentée par

’
I— o

.
en désignant par 6 une expression imaginaire dont le module
est inférieur a 1. D’aprés cela, 'expression de u sera

. -

/ z ( 1)7.’
U—m—=— 1= — ...

R e
[ e (=) (o) (i) 2

Faisons tendre maintenant ’entier m vers I'infini et dési-
gnons par u, la limite de u. L’équation (1) donnera d’abord,
d’aprés le théoréme démontré au n° 198,

(3) ev=1%3z,

et I'on aura ensuite, par I’équation (2),
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0 désignant toujours une expression imaginaire dont le module
n+1

est inférieur a 1. Enfin, comme tend vers zéro, quand n

n—+1
tend vers I'infini, on aura i la limite, pour n =,

(5) u.=§—-—+——-—+....

D’aprés la formule (3), la quantité u, exprime 'un des lo-
garithmes népériens de 1 + z, et c’est dans ce sens que I'on
peut écrire

z z? 2z’
(6) . l(l+z)=—;—-—2—+——....

- Une quantité positive n’a qu'un seul logarithme réel ; si donc z
se réduit i une quantité réelle == x comprise entre — 1 et 41,
on aura pour les logarithmes réels de 1 + x et de 1 — x,

o
l(x+z)='§ T3

2

{7)

203. Revenons a la formule (6) et posons

‘2 =per= p(c05¢»+ isinw),
|1 +2==re® =r(cos0 + isin@).

(8)

On tire de ces deux équations

rcos§ =1+ pcosw, rsind=psine,

puis
{9) r=+ 1+ 2pcose + ¢,
et
__ I14pcose . . psine ___psine
(r0) cosé = r ’ smev_.. r tango_l+9005m

Les quantités p et w étant données, I'équation (9) détermi-
nera sans ambiguité le module r; quant i I'angle 6, il sera
aussi complétement déterminé par les équations (10), si on
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I’assujettit a rester compris entre les limites — x et + 7. Mais,

parce que le module p de z est inférieur & 1y on voit par
les équations (10) que cos@ est toujours positif, et en consé-

. o o 4
quence I’angle 6 demeurera compris entre les limites — Set

© , o> 3 oy £
-+ 53 cet angle sera donc déterminé sans ambiguité par la

troisiéme équation (10) qui fait connaitre sa tangente.
Cela posé, I'expression générale des logarithmes népériens
de 1+ z est

11 +2)=1(re") =1r +i(0 + 2&x),

k étant un nombre entier ; par conséquent, la formule (6) don-
nera, pour une valeur convenable de k,

Pl 2 pliv 3 piv

]r+i(9+2k1r):f——-P——+-P———....

1 2 3
Le second membre de cette équation s'annule pour p == o; il
en est de méme des quantités 1 et 6; celles-ci sont d’ailleurs
des fonctions continues de p : donc le nombre entier k est né-
cessairement nul, et I'on a

et 2 gtiv 3 gdin

pe e L °

(r1) lr+io= 5 3

Si I'on égale séparément les parties réelles et les coefficients
de i, que I’on remplace en méme temps 7 et 6 parleurs valeurs
tirées des équations (9) et (10), on aura

—_— 2 3
(12) ls/1+2pcoso»—+.-p’= pcosw  plcosze + p'cos3 e —
1 2 3 .
psine  psine  p'sinze  p'sindo _
(13) arctang I+pcose I 2 T 3 ”

et il faut se rappeler que le premier membre de I’équation (13)
doit étre pris entre les limites — ’—; et + g-

Si, dans les formules (12) et (13), on change w en 1 — o,
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il viendra
2cos2w 3cos3e
— — . pCOse pcos2e pcosSoe
(14) 1¥1— 2pcosw +p : o 3 s
psine __psino  p'’cos2w  p'cos3e
(:5) mmx—pcosu_ T T3

Ces formules (12), (13), (14) et (15) sont fréquemment em-
ployées en Astronomie et en Géodésie.

Remarque. — 11 est trés-important de remarquer que la
formule (4) donne I'expression du reste de la série dans la-
quelle se développe 1(i -+ z). Par exemple, si 'on fait n = o
dans cette formule, il vient

0z
l(l-l— z)._ = P’
ou, ce qui revient au méme,
— P
(16) l(l+z)_91_n,

0 désignant toujours une expression imaginaire dont le mo-
dule est inférieur a 1.

204. DEVELOPPEMENT DE L’ARC EN SERIE ORDONNEE SUIVANT
LES PUISSANCES DE LA TANGENTE. — Les séries contenues dans
les formules (13) et (15) sont convergentes, quel que soit @,
pour toutes les valeurs de p inférjeures a 1; si l'on fait, dans
la formule (13),

w=o :, psine =z,
2
il viendra
(1) arcmngzz;—§+-5-—~—+...,

formule qui a lieu pour toutes les valeurs réelles de z com-
prises entre — 1 et + 1. Le premier membre doit étre pris,

-~ . © © o
comme on l'a vu, entre les limites — et +ooet alors il

» - . T ~ .
sera nécessairement compris entre —3 et 4+ i Si I'on pose

z — tangx,




288 TRAITE DE TRIGONOMETRIE.

la formule (17) se transforme dans la suivante

tang? tang®
(18) x=$——?j+ n5g.r_“.,
qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises entre
T et + T
—3 7

On a identiquement

I T
arc tang z +- arc tang — :i;,

o . ~ ©
en prenant les arcs entre les limites — S e+ eten donnant
au second membre le signe de z; d’aprés cela, si 'on change z
T
en dans la formule (1), on aura

1, ! T,
P 3z‘ 52‘-'_..‘.

- (19) arc tangz ==+

Nl

Cette nouvelle formule subsiste pour toutes les valeurs de z
comprises entre — o et — I ou entre —+ I et - o ;-le premier

. . . o . T
membre doit toujours étre pris entre les limites — g et + -
En faisant z — tangx, on obtient

= cot’x cot*r
(20) == — — cotx + —_—— 4.
2 -3 5

formule qui subsiste pour les valeurs de x comprises entre
r ad
4 4 :

Remargue.— L’analyse qui nous a conduit 4 la formule (17)
suppose essentiellement que la valeur absolue de z soit infé-
rieure i 1; mais, comme la série du second membre reste con-
vergente pour les valeurs limites == 1, la formule subsiste pour
ces valeurs. En effet, supposons que == z tendé vers I'unité par
une série de valeurs successives inférieures a 1, les deux
membres de la formule (17) seront égaux pour toutes ces va-
leurs; d’ailleurs chacun d’eux tend vers une limite détermi-
née : donc ces limites sont nécessairement égales.

T ©
——2-et— s ou entre et+;»
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Calcul du rapport de la circonférence au diamétre.

203. En faisant x = 14: dans la formule (18) du numéro pré-

cédent, on obtient

1 I T

il _—7 ! .
[= T3 TE T,
cette série, que nous avons déja rencontrée, converge trés-
lentement, et elle ne peut servir au calcul de =; on peut ob-
tenir, pour cet objet, des séries extrémement convergentes.
Posons, par exemple, avec Euler,

%:a—!—b
et
1
tanga — ;7
on aura
T
- — tan,
tang4 tanga .
tangbp— ——————— — ;
™
I -+ tang-4-tanga

et si I’on remplace a et & par leurs valeurs en séries tirées de

la formule (17) du n°® 204, il viendra

Ay (U L (=1 4L
;= \a 732 TEs 3733 53 )"
On obtient des séries plus convergentes en partant de 'arc a,

1 » ) . . . .
dont la tangente est z; et en opérant comme il suit. Soit

5
’ '
tanga = 3,
on aura

tangag — —2R082 5
ng2a= 1—tang’a 12’
atang2a 120
tangfa = =

T 1—tang'2z 119
Trig. 8. 19
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On voit que 4a différe peu de 7 4, si 'on pose
il viendra

on a donc, en remplacant a et 4 par leurs valeurs en séries,

L ! J T
'—4 TEE T ) " \a3g "33y )
Au moyen de cette formule on trouve sans difficulté cette va-
leur de 7 avec vingt-cinq décimales exactes :

= = 3,14159 26535 89793 23846 26433 8. ..

Euler a donné dans les Mémoires de U’ Académie des
Sciences de Saint- Pétersbourg un grand nombre de séries
du méme genre que la précédente; mais ce que nous avons
dit est suffisant, et nous renverrons les lecteurs curieux de
connaitre ces développements aux ouvrages que nous venons
de citer.

Formules relatives au calcul des logarithmes.

Module des logarithmes wvulgaires.

206. Les formules (7) du n° 202, savoir

subsistent pour toutes les valeurs positives de x inférieures
a 1, et en les retranchant 'une de ’autre on obtient

1

I—x

t+z_2(x +..1,-" x
= T_ 3+3+-00
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- 9’ h .y
Si I'on remplace x par x dans la premiére formule, et par
h

dans la troisi¢me, il viendra

2N+~ £ ]
h A Y5
\ ‘I(N : Iz)__lN+(ﬁ—;ﬁ;+ W_"')’
1
h v s
QI(N+}I)_]N+2[2N+I: + 3(2N-+-Ay + 5@N+A) +"']7

et, en faisant A =1,

I 1 I
l(N+1)=lN+(i Nt Im T ) ,
(2)

| I I
N1 3GNt1f T BENTI) "’]

Ces formules sont employées pour le calcul des logarithmes
népériens; les séries qu’elles renferment sont trés-convergentes
lorsque les rapports -;-, 1% sont de petites fractions.

Si I’on multiplie les formules (1) par le module M des loga-

rithmes vulgaires, on aura

l(N+x)=lN,—i—:;[2

) h A? kR
log(N+h)=logN+M(-ﬁ- —s% T iIn -—...),
h kB
N+% " 3(aN+Ap

hs
+ saR )
Pour que I'on puisse faire usage de ces formules (3), il est
nécessaire de connaitre le module M dont I'expression est

(3) (log(N+ &) =logN + 2M [2

M"—-‘-l—l—-,

et I'on déterminera facilement sa valeur par le moyen des for-
mules (1) ou (2). )

Effectivement la deuxiéme des formules (2) donne, en fai-
sant N=1,

1. a
4) lz=2(%+——3'3,+—5.3,+...);
19,
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la deuxiéme des formules (1) donne ensuite, en faisant
N=8=2%et h=2,

1 T 1
(5) 110—312+2(§+3‘9’+ +...>,

et 'on aura, en conséquence,

LAy ¥ UL RS S Y LIS SR
(6) ﬁ_6(3+3.3=+5.35 .-...)-.—2(9+3.93 +—5’95+...).

Les séries qui figurent dans cette formule sont suffisamment
convergentes; mais on peut en obtenir une infinité d’autres
plus rapidement décroissantes. Par exemple, si I’on fait, dans
la deuxiéme formule (1), N—=4096=21%, =4, N+h=4100,
et, dans la deuxiéme formule (2), N==40==2*><10, il viendra

I 1
l4l —;—21]0—1212‘4—2(;64—9 - W +...),

1 1 I
141:“0_*_212_*—2(5+3.—8:_3+m+"')’

en éliminant 12 et 141 entre ces deux équations et I'équa-
tion (5), on trouve

LY L DS SR S )
M 9 3.9’+5.'9""'

1 1 I

-—'6(-'—4———'—— +...).
2049 = 3.2049°

SiI'on calcule chaque terme de la formule (6) ou de la for-
mule (7) avec vingt-huit décimales, de maniére a pouvoir en

. . I
conserver vingt-cing dans les valeurs de — et de M, on trouvera
M b

& = 2,30258 50929 94045 68401 79914. . .,

M = 0,43429 44819 03251 82965 1128g. . ..

(8)

Le module étant détermix;é, les formules (3) pourront étre
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employées pour le calcul des logarithmes vulgaires; mais nous
renverrons pour les détails a I'instruction placée en téte des

Tables de logarithmes de Callet.

Développements des fonctions cosmx et sinmx en séries
ordonnées suivant les puissances croissantes de sinx.

207. Les formules (1) et (2) du n°® 181, ot m désigne un
nombre entier, donnent les valeurs de cosma et de sinma
exprimées par un polynéme ordonné suivant les puissances
entiéres et ascendantes de sin a, ou par le produit de la mul-
tiplication d’un tel polyndme et de cosa; les formules (1) se
rapportent au cas de m pair et les formules (2) au cas de m
impair. Les seconds membres des formules (1) deviennent
des séries illimitées si m cesse de représenter un nombre pair;
la méme chose a lieu i ’égard des seconds membres des for-
mules (2), lorsque m n’y désigne plus un nombre impair,
mais il est facile de s’assurer que ces séries sont toujours
convergentes. En outre, les calculs que nous avons exécutés
pour établir les formules dont il s’agit, dans I'hypothése de
m pair ou dans celle de m impair, s’appliquent également a
I'hypothése contraire, pourvu que cosa soit positif, condi-
tion qui sera remplie si I'arc a est compris entre les limites

™ T s . .
— e+ 3 la seule différence consiste effectivement en ce

que, dans le cas ol nous nous sommes placés au n° 181, nous
n’avions a développer que des puissances entiéres du binéme
1— sin*a, tandis qu'ici les exposants de ces puissances auront
le dénominateur 2. Mais chacune de ces puissances est, comme
on I'a vu, développable en une série convergente dont les
termes se succédent suivant la méme loi que ceux du déve-
loppement des puissances entiéres; d’ailleurs le nombre des
séries de cetle espéce qu’on doit ajouter est essenticllement
limité, et la formule de réduction du n° 180 est générale; on
arrivera donc nécessairement aux mémes résultats en opérant
de la méme maniére dans le cas de m pair et dans celui de
m impair. Par conséquent les deux systémes de formules (1)
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et (2) du n° 181 peuvent étre employés indifféremment, quel
que soit I'entier m, pourvu que I’arc a reste compris entre les

.« e T ® . -
limites — set+3 On a donc, en réunissant la premiére

formule (1) 4 la deuxiéme formule (2), et en écrivant x au
lieu de a,

m.m . . (m—+2)m.m(m—2)
cosmx=—1— —— sin*xr -

infzx—...,
1.2 1.2.3.4 s
. . -+ —1I) .
(1) smma::ﬂsm.t—(m r)m(.m )sm°.r
I 1.2.3
-+ 3){ —1)/m—3) .
+{m 3)(m+O)m(m—1)'m )sm"".r—....

1.2.3.4.5

pourvu, nous le réPetons, que m soit un nombre entier et que
. . T T
 soit compris entre — ~ et —+- -

Cela posé, je dis que les formules (1) subsistent pour toutes
les valeurs réelles de m, si I'arc x reste compris entre les

. . ~ ™
limites — — et + —-
2 2

En eflet, désignons par ¢ (m) la somme des seconds mem-
bres des formules (1) multipliés respectivement par 1 et — 1
ou i; représentons aussi par ¢ (m,) et ¢ (m —+m;) les résultats
que 'on obtient en remplagant, dans ¢ (m), m par m, et par
m -+ my. Les quantités ¢ (m), ¢(m,), ¢ (m+-m,) étant ordon-
nées par rapport aux puissances croissantes de sin.x seront des
séries toujours convergentes, et cette convergence ne sera pas
altérée si I’on remplace chaque terme par son module; il s’en-
suit que, si I'on multiplie entre elles les séries représentées
par ¢ (m) et ¢(m,), et que I'on ordonne le produit suivant
les puissances croissantes de sinx, on obtiendra une nou-
velle série convergente dont la somme sera ¢ (m) ¢ (m,). Mais,
lorsque m et m, se réduisent a des nombres entiers, on a

(2) p(m)e(m)=¢(m+m),
car, dans ce cas, les équations (1) ont lieu, et ’'on a

9(m) — e""", Q(Iﬁ.)ei"l';
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donc les coefficients des mémes puissances de sinx sont iden-
tiquement égaux de part et d’autre. Ces coefficients sont des
fonctions entiéres de m et de m;, et de ce que leur égalité existe
pour toutes les valeurs entiéres de m et de my, on peut con-
clure que la méme égalité subsiste, quels que soient m et m,;
il suffit effectivement de répéter ici le raisonnement que nous
avons fait au n° 180 & I'occasion d’un cas semblable. L’éga-
lité (2) ayant lieu identiquement, on en conclut

¢e(m)o(m)...9(m-)=9(m=+m~+...+m_,),

quelles que soient les v quantités m, my,..., m,_,, et, dans
le cas ou ces quantités sont égales entre elles, on a

[¢(m)] =g (mv).

Si I'on fait m= &, p étant un nouvel entier, cette égalité
v

[7 (%)] =g¢(p) =€,
donc

. i’'px-+2k=) k k
?(i):e v :cos(:&x+u)+isin(g-x+2 ">’

v ) v v

devient

k désignant un certain nombre entier, qu’on peut supposer
inférieur 2 v. Or ¢ (g) se réduit a 1 pour x=:=0: donc alors
"\

Pentier k est nul; il s’ensuit que I’on a constamment k = o,
car les seconds membres des formules (1) varient d’une ma-

. . ~ ™ . e
niére continue quand x croit de — 3 a -+ 5 Ainsil’'on a

Q(In) —cosmx + i sinmz,

lorsque m est égal & une fraction rationnelle £, et il s’ensuit
v

évidemment que la méme formule a lieu encore si m est un
nombre incommensurable.
On voit d’apreés cela que les formules (1) subsistent quel que

. . ™ ®
soit m, pour toutes les valeurs de x comprises entre — Jet+s
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Développement de la fonction arcsinz en série ordonnée
suivant les puissances entiéres de z.

208. Les formules (1) du numéro précédent peuvent s’écrire
comme il suit :

1—cosmzx
2 ——

m’
stz 2\ st 240 m*\ sin®.r
=sin’z -} 3(1 4) 5 .3.5(1 4)(1 b) e
24 .(2n—2) m? m? sin*x
m_r)(‘“ﬂ"'[“zm] R
sinmx
z
mzx

. 1 . m?\ sin®x
—=sinx - ;(1—m’) —3= - — (1—m?) (x——é-) 5 ...
1.3. (2n——1) . m? sin®+tx
+ 4 Tk an UTm) [I_(gn——lf] o2n—+1

Les seconds membres de ces formules sont des séries con-
vergentes quel que soit m; en outre, dans chacun des termes
de ces séries, le produit des facteurs qui dépendent de m se
réduit a 1 pour m == o, lors méme que le nombre de ces fac-
teurs devient infini, ainsi qu’on le reconnait immédiatement
en se reportant aux formules (1) du n° 187. On a donc pour
m=o

(] - 1n"
2t sinta 3&1__ _{~.‘._{_2.4...(2n -2) sinz .
3 2 3.5...(2—1) n
(1) 1 sindx 1.3...(2n—1) sin™* 'z
Z==sine + — —— -, ..+
2 3 2.4...2n  2n-+1

Ces formules, qui subsistent pour toutes les valeurs de x com-
. © T A Y
prises entre — ~ et + -, font connaitre les développements

de I'arc x et de son carré en séries ordonnées suivant les puis-
sances entiéres de sinx.

On parvient encore aux résultats précédents par les consi-
dérations suivantes. Les premiers membres des formules (1) du
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n° 207 peuvent étre développés en séries ordonnées suivant les
puissances entiéres de m : donc les seconds membres peuvent
I'étre aussi de la méme maniére. Les formules dont il s’agit
étant ainsi préparées, si I’on égale de part et d’autre les coef-
ficients de m et ceux de m?, on retrouvera les équations (1)
que nous venons d’obtenir.

Si I'on remplace x par 1;' — x dans la deuxié¢me formule (1),
il vient

n 1 cos’x 1.3...(2n —1) cos™*'z
(2) x=_—cosxr— -+

3 2.4...2n 2r-+1 T

cette formule (2), qui donne le développement d’un arc en
série ordonnée par rapport aux puissances de son cosinus,
exige que x soit compris entre zéro et

Enfin si I'on remplace x par arc sin z, dans la deuxiéme for-
mule (1), et par arc cosz, dans la formule (2), il viendra

1z 1.3...(2n—1x) !
arcsinz —z-+ — — +...- 4.,
3) 3 2.4...2n 2n-+1
x T 28 1.3...(2n—1) z¥+!
arceosz — — — % — — = —...— 4.
2 23 2.4...2n 2n-41

.

On obtient des résultats numériques qui offrent quelque inté-

rét en faisant == ~, == = == ~ dans les formules (1).

4 7376

Développement des fonctions logsinx et log cosx en séries
ordonnées suivant les puissances ascendantes de x.

209. D’apreés les formules (1) du n°® 187, si ’on désigne les
logarithmes népériens par la caractéristique 1, comme nous
Pavons fait jusqu’ici, et que I’on pose

lcos.r—R,,_l(l-—g)—}— +l[ 47’ ],

2n —1)’

lsinx-—l{;,:l.t—:—l(x——-—- S | l—-—- ’
(r—1)n?

les quantités R, et R), tendront vers zéro quand n tendra vers

(1)
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infini. Or, pour toutes les valeurs de z comprises entre — 1
et +1,0na
z 2z 2
I —2) = — — 4+ — —...;
( ) 1273
donc les logarithmes, en nombre limité, qui figurent dans la
‘premiére équation (1) seront développables en séries ordon-

nées suivant les puissances croissantes de x pour toutes les
- . ©™ ™ -
valeurs de cette variable comprises entre — S+ pareil-

lement les logarithmes qui figurent dans le second membre de
la deuxiéme formule seront développables de la méme ma-
niére pour toutes les valeurs de x comprises entre — w et + x.

Si I'on forme ces développements et que I'on fasse tendre
ensuite » vers I'infini, on obtiendra les valeurs de log cosx et
de logsinx en séries infinies. Or il est aisé de voir que le
calcul qu’il faudra exécuter est de tout point semblable 4 celui
que nous avons développé au n° 192 pour obtenir les séries
qui représentent les valeurs des fonctions tangx et cotx. Le
calcul relatif & — log cosx ou 4 log sin x — log x différe seule-

. . . 1
ment de celui qui se rapporte & tangx ou i cotx — sence

que les exposants de x sont augmentés d’une unité, et que
les coefficients sont divisés par I'exposant de x, circonstance
dont le Calcul différentiel donne la raison. D’aprés cela, on
peut écrire immédiatement les deux formules

2 rm
lcos:::—z(z’—l)-]ﬁi-—...——z”—‘(z"'—r)ﬁ'-———...,
1.2 r1.2..2n
(2) B, = B E
lsinr=lr—2— — —, . —om' = |
1 1.2 n 1.2...2n

By, B,y..., B,,... désignant ici, comme au n° 192, les nom-
bres de Bernoulli. En retranchant la premiére formule de la
deuxiéme, on obtient .

ltangz =1z + 2*(2 — 1)-’; _xiz
B, ™

+2n(2m—1_l -
n 1.2...2n2

3)
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La premiére formule (2) et la formule (3) subsistent pour toutes
. ® .
les valeurs de x comprises entre —g et + s la denxiéme for-

mule (2) peut s’étendre aux valeurs de x comprises entre —
et + 7. Le cas de x négatif n’introduit point d’imaginaires,
car nos formules ne renferment en réalité que les seuls loga-

. sinz , tangz
rithmes 1cosz, 1 ——, 1 8~

» qui restent réels quand x est
négatif.

Si 'on remplace les nombres By, B,,... par les valeurs
que nous avons obtenues au n°® 193, il viendra

leosz=— — — — ————...,

Isinz=lzr— % — —— — — - — ...,

- a3 0zt 62 x5
lmngl—lx-l-?'i—%"*‘mﬂ'....

210. Les formules (2) peuvent étre employées po;lr la con-
struction des Tables des logarithmes des sinus et des cosinus.

Silon y fait x = 'g g, qu’on les multiplie par le module M

des logarithmes vulgaires et qu’on y introduise, au lien des
nombres de Bernoulli, les sommes S ou S’ liées 3 ces nom-

bres par les formules (8) du n® 192, il viendra
m m 1 . m 1_m
logcos(;go”):—M (S,;; -+ 3 Ss F—:— SS.;; —i-'. . .),

. (m ™
log sin (-’—l- go°> ==log S+ logm — logn
1, m? 1, m T, mt
(S S e g S )
la caractéristique log exprimant des logarithmes vulgaires. On
aurait obtenu des séries plus convergentes si I’on avait con-
servé dans les formules (1), sans les réduire en séries, les loga-

b

. p2 z? ., . ,a . . .
rithmes de 1— = et de 1— —;» quantités qui se réduisent ici
T ®
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s m m’ . .
a 1— — et 1— ——; les développements de ces logarithmes
n 4n*

sont
m? m? 1 m' 1 mt
lo —_—— = - — e = — .
g(1 ) M(n_+2n‘—!3”‘+..),
lo l—m’ —M m* 1 m T mt
8 4n2) — g T am 3w )

et, si I'on retranche ces équations respectivement des deux
précédentes, il viendra

m
log cos (; 9o )

=log(n + m) + log(n — m) — 2 logn

I m°
+‘§(S¢—l)'"—h '—.-n..],

m

m? 1
—hl[(s,—l)-’?' +—2—(s‘—l);‘—
log sin [ = go°
g ;90
=log g = -+ logm + log(2n -+ m) -+ log(an — m) — 3logn
, m' T , mt
—M [—-(S - l)———;—-ﬁ—‘ S 1);7+3—.;c‘(su—1);:ﬂ--..]-

Ces deux formules sont trés-commodes pour I'objet que nous
avons en vue; en les retranchant 1'une de I'autre, on aurait la

m_ . -
valeur de log tang — 990°)> que nous nous dispensons d’écrire.

Si Pon calcule les coefficients numériques des formules
précédentes avec vingt décimales, on obtiendra les résultats
suivants :

log cos (;i' 90°) =log(n —m)-+log(rn+m)—2logn

|
— 0,10149 48593 41892 80353 %’7 | —o0,00001 68483 48598 30473 ’—"—
m' m'®
—0,00318 72940 65451 07231 a7 | —©»o00000 14801 93986 89554 ey

12
— 0,00020 94858 00017 41893 - | —©,00000 01365 02272 22565 ;—'—:;
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mﬂ
— 0,00000 00129 81714 73773 o
mw
— 0,00000 00012 61471 15311 e
,n|0
— 0,00000 00001 24567 12069 oy
m”
— 0,00000 00000 12455 gooob =
m!’
~— 0,00000 00000 01258 14224 o

mﬂ
— 0,00000 00000 00128 14304 oy

mu
— 0,00000 00000 00013 14283 ey

m*
— 0,00000 00000 00001 35726 =

m®»

— 0,00000 00000 00000 14062 e

m:ﬂ
— 0,00000 00000 00000 01465 =

m.’“
— 0,00000 00000 00000 00153 ey

36
m

= 000000 00000 00000 00016 oy
e

...........................

logsin (-;':— 90°) = logm +log (27 — m) + log(2n+ m) — 3logn
—+T1,59405 98857 02190 26861

— 0,07002 28266 05901 92014 —
— 0,00111 72664 41661 84613 —-
— 0,00003 92291 46453 91834 —-
—o0 ,;oooo 17292 70798 36059 %’;
— 0,00000 00843 62986 29875 ::%:
— 0,00000 00043 48715 50180 :%z-

14

. om
— 0,00000 00002 31931 214i0 o

N mld
— 0,00000 00000 12659 07465 oy

ﬂl"
— 0,00000 00000 00702 67969 ey

m”
— 9,00000 00000 00039 51077 &

22
m
— ©0,00000 00000 00002 24455 -

m*

— 0,00000 00000 00000 12858 ey
’ me

— 0,00000 00000 00000 00738 =
m:a

— o,oooooooooooooooooo43.;;

30
m
~— 0,00000 000000 0000 00002 IZT
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Deéveloppements en séries ou en produits infinis des
Jonctions circulaires de wariables imaginaires.

211. Les formules qui expriment les fonctions cos x et sinx
par des produits infinis de facteurs linéaires ne sont pas bor-
nées au seul cas ou I'arc x est réel; ces formules subsistent,
au contraire, quel que soit x. Il en est de méme des formules
qui expriment les valeurs des fonctions tangx, cotx, sécwx,
cosécx, décomposées en une infinité de fractions simples.
Enfin les séries ordonnées par rapport aux puissances entiéres
et ascendantes de x, qui représentent les fonctions tang.r,
cotx, sécx, cosécx, dans le cas ot x a une valeur réelle
comprise entre des limites convenables, ne cessent pas de
représenter les mémes fonctions quand x devient imaginaire,
pourva que le module de cette variable reste inférieur a la
limite qu’elle ne doit pas dépasser lorsqu’elle est réelle et
positive.

Nous allons- établir ici ces diverses formules par des dé-
monstrations nouvelles, qui s’appliquent indifféremment} au
cas ou la variable est réelle et au cas ou elle est imaginaire;
ces démonstrations reposent sur le lemme suivant :

Lemme. — Si Uon désigne par o un arc réel compris entre

, ™ . , . ..
zéro et 3’ et par z une variable réelle ou imaginaire dont le

module soit inférieur & a, le module du rapport mg: sera

. ’. 2z
inférieur au module de =

En effet, si 'on pose

Z2—x -l-y,
on aura
mod tang’s _ tang (x -+ iy) tang(x — iy)
tang?a tang®a .
1 &g —e7\? tang'r
_tang'z (e'+e—f> " tangie,
= )

& —e7 ,ta
'+(ef—:Fr nge
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or, le module de z étant, par hypothése, inférieur 4 ¢, on a

. . dapreés le 1 d ° 186 tang?x z?
x*< a, et, d’aprés le lemme du n ,-ta—l;g.,—a<;,0na
d’ailleurs
-72 2
14 “+...
I 1 er—e7\? 1.2.3
— —_—) — 2y 2.
tang’¢<a’ et (cf-l-e‘f) 7 J? A
1+ +.
' 1.2
donc
tang? r? j- 42 ta
mod gz<-'r___,_7 ou mod ngz<modz--
tang’a a? tanga 3

CorovrLAIRE. — Les mémes choses étant posées, si le module

. ’. . * .
p de z est inférieur a ;;:’ on pourra écrire
2

tang’z a0 37’,- tang’z p?
tang*a a’

1 —

= —_— e
’  tang’z — tang’a a?

en représentant par e la base des logarithmes népériens,
par 8 et  des expressions imaginaires dont les modules sont
inférieurs & Uunité.

En effet, d’aprés la formule .(16) dun°®203,0n a

tang?z
2 4 wod 2
modl(x_tangz) tang®a ,
tang’a I — mod tang’z
tang*a

pourvu que le logarithme népérien qui figure dans le premier
membre soit pris de maniére que la valeur absolue du coef-

. .. L3 \
ficient de i soit au-dessous de 3 Or, d’aprés notre lemme, le

second membre de I'inégalité précédente est inférieur 3 la
P’

. o«
fraction

. 2 I
; d’aillewrs, comme nous supposons %;< 3
I— —

a?

cetle fraction est plus petite que 1, et elle augmentera si
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2
I'on ajoute £—, i chacun de ses termes; elle est donc inférieure
2p?
i
. £ e tang?z ,
Le module du logarithme népérien de 1 — mg’z étant
8 x
o fos , 2p? . . 2p?
inférieur 4 —-» ce logarithme est égal au produit de % par
@ e

unc expression imaginaire § dont le module est inférieur a 1;
on a, en conséquence,

tang? 02
1— 8 2 = e’ @

tang’a

En sccond lieu, comme le module d’une somme de deux
parties est au moins égal a la différence des modules des par-

ties (162),0n a

m tang?z
tang?s tang’a
tang’z — tang’s tang’z’
g ° 1 — mod mng
tang’x
et, d’aprés notre lemme, le premier membre de cette inégalité
P’
. . . o 2p?
sera. & plus forte raison, moindre que - et que —.
(4 [ 3
I— —
a?

Si donc on désigne par 3 une expression imaginaire dont le
module est inférieur a 1, on aura

tang’s

th":_— tang®s

212, Les formules relatives a I'addition des arcs s’appliquant
aux arcs imaginaires comme aux arcs réels, toutes les for-
mules qui se deduisent de celles-ci acquiérent la méme gé-
néralité, ainsi que nous en avons déja fait la remarque. 11
sensuit que les formules {1}, (2). 3), ({) du n° 183 sub-
sisteroant §i l'on y remplace I'arc réel x par une expression
imaginaire z d'un module quelconque o. Cela posé, considé-
rous les formules (3, ol m Jeésigne un nombre pair; dési-

ol
— a8 .
e
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gnons par n un nombre pair quelconque, assez grand cepen-

dant pour que — soit supérieur a p\/2, et prenons m>n; on
pourra écrire

b4 z
: ng g
cosz—cos™ —| 1 — 11— 3;
2 T —_
tangzm tang’am
tang® —
ol e ) et
2m
(1) '
z
sinz—oos"zmta udl [ t‘“‘g’;
— " ng —tang’gl
tangs =
X 11— — —m— (l‘— "..n),
. tan'(n_2)"
| & om
en posant
mngl_z_ mngi_f_
t—ea=| - — - )
3 Sl Kl M1
tang 2m tang 2m
2 2 1 2
tang® — tang® ~
I—Ngp=1— I—
mg:ﬂ tang’(m—z)“
am

D’aprés le corollaire du lemme établi plus haut, les loga-
rithmes népériens des expressions 1

G
pour valeurs

Vim,n ont
_ 89’ 9u+t 9n+a Ot
W) = | v P sy (,,,T)]
l(l _— ﬂn,u)—- 815 [ 9'.”

(n+2)’+ +Zm—2
Trig. S.

20
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en désignant par 0,, 0,,,,... des expressions imaginaires
dont les modules sont inférieurs & 1. Or les modules des
sommes entre crochets sont inférieurs aux sommes des mo-
dules de letrs parties; ils seront donc respectivement infé-
rieurs aux sommes S,,, et S, des séries infinies

s s Se= o + 71— +
(mray T(mrdr T T E T ey

su+| =

dont la convergence a été établie précédemment. On awra,
par suite, en désignant par A, et 1,,, des expressions imagi-
naires dont les modules sont inférieurs i 1,

e — e%‘!;, Mt Bt
m,n —— ,
() .
= Ma5n
I — mn=—¢€ .

Supposons maintenant que, I’entier » restant constant, on

z
tang —

fasse tendre m vers l'infini; le produit mtangi ou z

m
se réduira 4 z pour m = oo ; pareillement les rapports de deux
tangentes qui figurent dans les formules (1) auront les mémes
limites que les rapports des arcs correspondants; enfin le fac-

-
2sin? 2

z 2m . .
teur cos™ — ==\ 1— ——— | se réduira i 'unité, comme

dans le cas de z réel, d’aprés la proposition démontrée au
n° 198 ( Remarque). Si donc on désigne par ¢, et n, les limites
de ¢, et de 0, ., les formules (1) deviendront, pour m =,

(3) sinz:z(r—%)(x—fi—,)--- !—KE—%—);’; (r—m),
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et I'on aura ensuite, par les formules (2),

8¢

: (—e _e;;h-nsn-n
'R — ,
(4) '
: 8t
I—n,—=e"™ x.s..‘

».41 €t ), désignant toujours des expressions imaginaires dont
les modules sont inférieurs i 1.

Mais les sommes S, et S, ne sont autre chose que les restes
des séries convergentes

4

1 I 1 I 1
F+32+§;+..., -2_’+Z;+§;+”.;

ces restes tendent vers zéro quand »n augmente indéfiniment ;

on a donc
8§ =—0, 7n,—0, pour n”»—X.

Par conséquent, si 'on fait tendre n vers l'infini, les for-
mules (3) deviendront a la limite

s coéz:(x— 4??) (x-——g—::-) (1.—. 2@122)...,

( sinz=z<1—§> (l—— eri,) (I_E_)z;:—’)“.;

et, en remplagant z par iz, dans ces formules (5), on aura

(6) ‘Q;:—(x+é’—§)(x+£;)(l+%)....
|45l 3) (o ) (i)

Si I'on pose z=ux - iy, les premiers membres des for-
mules (6) se réduiront respectivement a

(5)

ef+e—* ef—e~* ef—e™* e +e*

cosy +i - siny, — o8y -+ i—z—— siny,

d’ou il suit que ces expressions sont décomposables en un

20.
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produit d’une infinité de facteurs linéaires, et la méme chose
a lieu en conséquence a I’égard des carrés de leurs modules,
carrés qui ont respectivement pour valeurs

1 e”+e—2‘+cosz 1 (e + e cos 2
2 2 7) 3 Py 7))

Les formules (6) prennent une forme plus simple quand on

. ®3 . -
écrit S au lieu de z; on trouve ainsi

‘e_;—‘:e—_z— :(I_H,)(H__;j) (H,:_;)...,
eT:_: s =(1+-§) (H_'%) (H_;_;)

213. Les formules (3), (4), (5) et (6) du n° 189 subsistent
quand on remplace I’arc réel x par une variable imaginaire z
d’un module p quelconque. Si donc on choisit, comme précé-

. nr . , o N
demment, un nombre pair n tel que -, soit supérieur a p J;,

et que 'on prenne ensuite pour 7z un nombre pair supérieur
a n, les formules (5) du numéro cité donneront

/ 2 2 z z
tangz = tang; + (cot’-;‘- + tang-;n—)
g::_;  tang'>
> . ) - J(r—1)7 .3 Heaa |
tang’— —tang’ — fan tang’—
m am m
(l) 1 22 2
cotz= (.—. cot— — tan —-) — —(cot—-+tang—>
m m
z 3
tang’; tang’; .
x n :_E_“nu, “+. mg;(” 2)“_ Tz Nen |
8 am °m am tang m
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en posant
2
tang® — tang® —
Sm,n — +...+ ’
(n + 1) z ( )7
2 2 __ 2
tang tang m tang pg tang o
tang? % tang’ Z
Nm,n— +-..+ (m-——z)ﬂ'm z'
7 il 2177 T tapgr —
A tang ng’ tang am tang’ po
D’aprés le corollaire du n° 211, on peut écrire
_ 8 p’ 2 0nis | Om—1
b= (n+1)’+(n+3)’ "+(m—1)’]’

n.,,.—BP LML N I
w | (n4a) (m—a)

6,y 0,41 étant des expressions imaginaires dont les modules
sont inféricurs 4 1. En reproduisant ici sans modification le
raisonnement dont nous avons fait usage au n°212, on parvient
a mettre ces valeurs de ¢, , et de 7, , sous la forme suivante :

8:' 82

(2) Em,n — —')n+l Su+lv Nm,n — —")‘ Su’
n? w2

S, et S,,; ayant la méme signification qu’au numéro précé-
dent, et ,, ., désignant encore des expressions imaginaires
dont les modules sont inférieurs a 1.

Le nombre n restant constant, si I'on fait tendre m vers
I'infini, les formules (1) donneront, en désignant par ¢, et v,
les limites de ¢, , et 7, ,,

2z

tangz — TN ...+ c,,,
N T e

I 22
cotz_.——————-—- .o
2

Y . - lin
7l — 2 [(n—2 ] z
z‘l




310 TRAITE DE TRIGONOMETRIE.
et I'on aura toujours par les formules (2)

8p? 8p?
(4) € — "f: l..,.. S,....., n.=?P-lu Su-

Si maintenant on fait tendre le nombre r vers 'infini, les
quantités ¢, et n, tendront vers zéro, et I'on aura, 4 la limite,

[ 2z 22
\tangz_—_ -+ 3n -+ .0y

2 2
TN 2T\ g2
2 2

22 22

wl— 22 (2m)— 22

(5)

' cotz —

v

o

De ces formules on peut déduire, comme nous I’avons fait au
n° 191, dans le cas de z réelle, les deux autres formules

COSéCZ— I + 22 22 + 2z
2 n? — 22 (2“)1_2': (3“):_31 st

6)s ™ 3x 5z
sécz — - —_ ~+ — e,

G- G- ()=

qui ont lieu en conséquence, ainsi que les formules (5), pour
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z.

Si 'on remplace z par iz, les formules (5) et (6) prennent
la forme suivante :

let— e—3 232 b¥4
e+ e = (E)z+z’ + (i’.’)zq.z! kR
2 2
ede 1, 2z 25
e —e—* 3 w+2z (27) 43 ”
(7)€ 2 _1_ 22 + 2z _ 2z ...
et —e—* z = 4 2? (211')’-—1'-2’ (311')’+ 2? ’
2 ' n 3x 5x

= — -+ —
e+ e* (£>:_‘-_z’ (3_")’.4.3’ (ﬁ)a-*_z,
2 2 2
214. La méthode dont nous avons fait usage au n° 192 pour

obtenir les développements des fonctions tangx et cotx en
séries ordonnées suivant les puissances entiéres et ascen-
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dantes de x consiste dans une simple transformation des for-
mules (5); celles-ci ayant lieu quelle que soit la variable x,
les raisonnements du n® 192 s’appliquent sans modification
au cas d’'une variable imaginaire. Ainsi I'on a les deux for-
mules : .
‘ tangz — 2?(2? — l)B.;j"—2 + 24 (2 — I)B,-l.—:.%z -+

Z—1

m(om __ .
(8)4 +2n( l)B"l.z...(zn—l)zrz
= R P _mp P .
cotz= 2 2B'1.2 2B"l.z...(zrz—-l)zrz o

qui subsistent, la premiére pour les valeurs de z dont le mo-

dule est inférieur a -;5 et la seconde pour les valeurs de z dont
. prs \ z

le module est inférieur 4 7. En changeant z en 5 dans la

deuxiéme formule, on obtient, comme au n° 192,

z z z? z¢ z"
—ZeotZ =B, — e +...+By—
(9) 3 %t B'|.2+B’l.2.3.4+ 2. en

1
T eeee

Dans ces formules (8) et (9), By, B,,... désignent, comme
précédemment, les nombres de Bernoulli. Par le changement
de z en iz, les formules (8) deviennent

et —e* z 22 :
8‘3_——4-_8__‘;:22(22_1)Bl;.—2_2‘(2‘—I)B"_———].2.3.4+“'
m z)»—l
™ m __ —_
+(— 1)t 2 (2 ‘)B"l.z...zn_*_"" .
(10)
e+e* 1 I . 2?
e—e= —z T¥BTS 2B’|.2.3._4+""
z}n—l
— n—1 520 —_— .
+(—a B'l.2...2n+""

la formule (g) devient, par le méme changement,

n

2 2z

—+e 2
=1+B= =B

AT

[

(11)

“+ ..

SR
i
)

|

win
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mais le premier membre de cette formule (r1) est égal a

z }4 -
—— -+ =3 on peut donc écrire
e —1 2 P T

B,z -

I 1 B,z B,z
1.2...270

(12) e._l—;+;—rz—m+...+(_!)n—l

formule dont on fait un fréqueﬁt usage en Analyse et qui sub-
siste pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur
aam.

Enfin I'analyse développée au n° 193 s’applique aussi, sans

modification, au cas d'un arc imaginaire, et I'on a

. 1 z zin—t
cosécz = — + (22—2)B, — ...+ (2" — 2) B, ———— +...,
z 1.2 1.2...27
(‘3) z2 c z‘ z’l
sécz—=1+C— +C,—;—; oo+ G —m— 4.,
‘1.2 ,1-2.3'44; Coan

Cy, C,, . . . désignant ici les mémes nombres qu’au n°® 193.
La premiére des formules (13) exige que le module de z soit

. . oL ® , . W T
inférieur a 7, et la seconde que ce module soit inférieur a >

En changeant z en iz, ces formiiles deviennent

/ 2 I z
ﬁ;_—; —-(2’—2)B|;T;+...
1
— m__
,+( (2 2)B"|.2...2n+' ’
(14) 2 §
P
ere— 1 T2 1.2.3.4
z:n
+(—1)*Cp———— +..
I1.2...2R
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CHAPITRE VI

DE LA RESOLUTION DES TRIANGLES PAR LA VOIE DES SERIES
ET DES FORMULES TRIGONOMETRIQUES DIFFERENTIELLES.

Sur la maniére d’exprimer les angles dans le calcul.

215. Les méthodes que nous avons exposées dans les Cha-
pitres III et IV, pour la solution des divers problémes de la Tri-
gonométrie rectiligne ou sphérique, ne laissent rien 4 désirer
sous le rapport de la rigueur; mais il est des cas on il peut
étre plus simple et plus avantageux de substituer des pro-
cédés particiliers aux méthodes générales, soit pour abréger
les calculs, soit pour obtenir des résultats plus précis et plus
indépendants de I’erreur des Tables. Nous nous proposons,
dans ce Chapitre, d’examiner les cas les plus importants; les
solutions que nous présenterons reposent toutes sur I’emploi
des séries.

216. Les angles sont exprimés dans le calcul, soit par les
degrés, minutes et secondes qu’ils contiennent, soit par les lon-
gueurs absolues des arcs qui les mesurent, ces arcs étant pris
dans le cercle dont le rayon est 1. On a souvent besoin, dans
les applications de la Trigonométrie, de passer de I'une de
ces expressions i I’autre ; nous allons indiquer ici la maniére
dont on effectue habituellement cette transformation.

Soient x la longueur d’un arc qui mesure un certain angle,
et x' le nombre entier ou fractionnaire de secondes contenues
dans cet angle; il est clair que x est égal a x’ fois I’arc de 17,

etl'on a
z—=2x'> arc1”;

mais, comme 'arc de 17 différe de son sinus d’'une quantité
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plus petite qu’une unité du quatorziéme ordre décimal, il est
permis dans les applications de substituer ce sinus a I'arc, et
Pon écrit
x=2a'sin1” ou .1:’:—-,—'57-
sin 1
Supposons, d’aprés cela, que dans une formule figure un
angle x évalué en parties du rayon; si I'on veut faire que cet
angle soit évalué en secondes, il faudra remplacer x par x’sin1”,
ou simplement par x sin1” en supprimant ’accent. Au con-
traire, si ’angle x se trouve évalué en secondes et qu’on veuille
faire qu’il soit évalué en parties du rayon, il faudra rempla-

xr
cer xr par s—iTlT;'

Tableau des formules qui expriment les développements
des fonctions circulaires en séries.

217. Nous rassemblons ici celles des formules établies dans
le Chapitre précédent, dont I'usage est le plus fréquent dans
les solutions trigonométriques. On a en premier lieu les six
formules suivantes :

" a x8
sinzg —x — — + — —
* 6 120 ?
x x*°
COST—=1 — — + — — ——
2 24 720 ?

z +
ERMET

cot x A 2z
- o — e ——— —
3 45 ob5 ’
x? baxt Gl.z“
sécxr =1 +o e
24 720
cosée l+.1:+7.z’+ 312 4+
== et 4. ..,
! x 6 360 15120

qui donnent les lignes trigonométriques de x en fonction de
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cet arc, et en deuxiéme lieu les deux formules

\

o sing 4 SOT | 3sintz
(),(_16 G
2 {

$
'.t._tang.t-—-—ﬂg.—x tan5g.z-_.“,

qui font connaitre I'arc x en fonction de son sinus ou de sa
tangente. '

Dans les formules (1) et (2), Iarc x est évalué en parties du
rayon; si Uon veut qu’il soit exprimé en secondes, il faut
écrire xsin 17 au lieu de x.

218. Nous avons vu au n° 203 que, siles quantités 6 et r sont
définies par deux équations de la forme

(3) tange._—_ﬂ, r= 1+ 2pcose + p?

l+pc,08u

on peut calculer I'angle 6 et le logaritﬁme népérien de r par
les formules

psine  p’sin2e + p*sin3w

ezx 2 3

s e g

2 2
__pcose  plcos2e + p*cos3w
2 3

—— ..y

qui seront d’autant plus convergentes que p sera plus petit, et
qui subsistent tant que p est inférieur a 1. Pour le calcul il
faut multiplier la seconde formule par le module M des loga-
rithmes vulgaires; il faut en outre remplacer 6 par 6sin1’,
dans la premiére formule, ce qui revient a diviser le second
membre par sin 1”; alors, tant qu'on doit se borner 2 un petit
nombre de termes, il est permis d’écrire sina”, sin3’,.. ., au
lieu de 2 sin1”, 3sin1”,..., et 'on a ainsi

0— psmu p’sin2e  p'sin3e
sint” sin 2” sin3” ’

(4)

{
. pcose p*cos2w p’cosSu _
( logp__?\r(( - - "3 )
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Si I'on change  en 180° — , les formules (3) deviennent

(5) mng0=—92~—~, r=y1— 2pcosw + p?,

l—'pCOSﬁ)

et, en faisant le méme changement dans les formules (4), on
aura, pour calculer les valeurs de 6 et de logr,

‘ 0 — psine 4 p’sin2w  p*sin3e

6 sin 1” snz” | sm3’
(logr:—M(Poi’su-i-P’cc;“O-}—P'c?;3°’+...).

Enfin on a trés-fréquemment I'occasion de calculer un
angle x déterminé par une équation de la forme

+m

(7) tang x = =

tanga,

ot la quantité donnée m est supposée comprise entre — 1 et
+1.0na

tangz — tanga

tang (= —a) = I -+ tangzx tanga’

et, en remplacant tangx par sa valeur tirée de I'équation pro-
posée, il vient

équation semblable i la premiére équation (5); on aura donc,
en appliquant la premiére formule (6),
R o

Cette derniére formule a été établie directement par Lagrange
dans les Mémoires de I’ Académie de Berlin pour 1776.

Des triangles rectilignes dans lesquels deux angles
sont trés-petits.

219. Prosrime I. — Résoudre un triangle rectiligne, con-
naissant le coté c et les angles A et B supposés trés-aigus.




CHAPITRE SIXIEME. ' 317
Les angles A et B étant trés-aigus, on peut prendre
sinA=A— < A%, sinB=B— . B*
- 6’ - 6’
sinC=sin(A +B)—A +B— —(A+B)'

csinA csinB

les formules a = ——» b = o deviennent alors
sinC sinC
— cA 1—1A?
T A+Bi1—3i(A+B)
cA 1 1
= — = A? = LI SO
A+B(l 3 )[1+6(A+B)+ ],
b— (._'B l——--A’ .
TA+¥B1—i(A+B)

:AC_;_AB (x—gB’) [1+6(A+B)’+ ]

effectuant les calculs indiqués et négligeant partout les termes
du quatriéme degré en A et B, il vient

a—

cA 2AB + B? b— cB A2+ 2AB
A+B 6 T A+B 6 ’
d’ou
a+b—c:=lc.AB;
2

ces valeurs sont exactes aux termes prés du quatriéme ordre
en A et B. Les angles A et B étant donnés en secondes, il faut
écrire pour le calcul

cA ( 2AB + B? )
I+ ——~——sin’1

~AX+B 6
__ ¢cB A*4-2AB .\
b"A+B( 6 s"”)’

chacune des parties de 2 et de b devra se calculer séparément
par logarithmes.
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220. Proerémz II. — Résoudre un triangle rectiligne,
connaissant deux cétés a et b avec I’angle compris C sup-
posé trés-obtus.

Posons C = 180°— 0, I’angle 0 sera trés-petit. On a
G=a*+ b+ 2ab cosh;

6 . op e
mettant 1 — — au lieu de cosf, il vient

\ b :
c=(a+b)—abs® et c=(a-+b) [1-— (a——ar-T); 9’] ;
développant par la formule du binéme et négligeant les termes

en § d’ordres supérieurs au troisiéme, il vient
. 1 ab

— - 2
(1) e=a+b—I 20

Calculons maintenant A; on a

sinA=ZsinC=2 sinf;
[4 (4
. 6 ..
remplagant ¢ par la valeur (1) et sinf par § — 5’ il vient

. a 0 I ab —t
san_m(G—-e-) [l—; me’] H
développant par la formule du bindme et négligeant les termes

du quatri¢me degré en 6, il vient

DA — ab a*+ b*—ab 0]
WME=2Fel'T T(avoy 6)
' mais, ’angle C étant trés-obtus, A est trés-petit, et 'on peut
prendre

ns

A —sinA + Sln__A.
6

Substituant, dans cette formule, la valeur précédente de sin A,
il vient

(2) A ab [l+b(a—b) 62

a+b («+8y 6]
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valeur exacte aux termes prés du quatriéme ordre en §; on
trouverait de méme

' %o a(a—b) @
Pour le calcul, il faut, dans les formules (1), (2), (3), mettre
6sin1”, A sin1”, Bsin1” au lieu de 6, A, B; il vient alors

1 ab
c—a-+b— -
2 a-+

af [ * b(a—2b) 0'sin?1”
a+b (a+0p 6 [
__ be a(a— b) 6*sin*1”
—a+b[—(a+b)* 6

A 6*sin?1”

A=

Résolution d’un triangle rectiligne dans lequel on connatt
deux cotés et I'angle compris.

221. Soient a et b les cotés donnés, C I'angle compris, et

supposons a < b. La solution qui va suivre se rapporte au
. a . . » ’

cas o - est trés-petit, cas qui se présente fréquemment dans

I’ Astronomie.
Pour déterminer c et A, on a les deux formules

csinA —=asinC, ccosA = b — acosC,
d’ot I’on tire

EsmC
tangA — —— ——\/x——z-cosc+

I—Zcosc

appliquant ici les formules (6) du n°® 248, on obtient
A2 ﬂg a sin2C a sin3C -+

: bsin1” = b sin2” @ & sin3”

a* cos2C  a* cos3C 4
B 2 TH 3 ) ;

loge =logb — M (b cosC +

quant i I'angle B, on le calculera par la formule
B—180°— A —C.
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Cas d’un triangle sphérique rectangle dans lequel l'un des
angles obliques est tres-petit.

222. On donne U'hypoténuse a d’un triangle sphérique
rectangle, avec 'angle oblique B supposé trés-aigu, et Uon
demande de calculer le cété c.

On a
(1) tange = cosB tanga,
d’ou

tangc — 1 — tang*iB
al 1+tang"Btang ;

appliquant la formule (8) du n° 218, on obtient

. . 1 _ sin2a sinfa
= a — tang? — -
(2) ¢c=a tanngs 7 -+ tang' — Bsmz

L’équation (1) ne change pas quand on change a en go°®— ¢
et ¢ en go°— a; donc la formule (2) ne cessera pas d’étre
exacte si 'on y fait le méme changement ; elle devient alors

a = c + tan, B——+ ‘lBSin—Lic-;- 5
- g siner TR S P gy v
cette nouvelle formule donne I’hypoténuse @, quand on con-
nait le cté c et I’angle B.

Cas d’un triangle sphérique dans lequel deux cdtés différent
peu d’un quadrant.

223. Etant donnés les trois c6tés d’un triangle sphérique,
calculer U'un des angles dans Uhypothése ou les cétés qui
comprennent cet angle difféerent peu d’un quadrant.

Soient b et c les cotés qui different peu du quadrant; I’angle
A qu’il s’agit de calculer différe peu de a : si donc on pose

b4+c=180°+2p, b-—c=2q, A=a-+ =z,
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les quantités p, g et x seront trés-petites. La formule
cosa — cosb cosc + sinbd sinc cos A

donne
2Cc0sa - 0052,7 —C0S2 q

€os2p + €0s2¢

cos(a +z)=

et
cosa — cos(a + )
a) __(1—cosa) (1 — cos2p) — (1 =+ cosa) (1 — cos2q)
- cos2p - €0s2g

On voit que, si I'on considére p et g comme des quantités
du premier ordre, x sera du second ordre; et, si I'on veut
négliger les quantités du quatriéme ordre, il faudra remplacer
cos2p par 1—2p*, cosag par 1— 2¢* dans le numérateur
du second membre de la formule (1), et réduire ces cosinus a
I'unité dans le dénominateur du méme second membre; en
outre, le premier membre sera x sina, au méme degré d’ap-
proximation. La formule (1) devient, d’aprés cela,

‘2) = ’tang-’-a—q’cot—l-a'
N 14 22 2%
mais il faut écrire, pour le calcul,
I . ” 2 1 : "
(3) zr—=pltang -asin1’ — g cot - asint”.
2

Cette formule (3) peut étre employée avec avantage dans
les calculs géodésiques pour effectuer la réduction des angles
4 I'horizon; elle est plus expéditive et elle exige des Tables
moins étendues que la formule du premier cas des triangles
sphériques; cependant, lorsque les angles p et ¢ surpassent
1 ou 2 degrés, il est plus sir d’employer la méthode générale. Il
est facile d’estimer 'erreur que 'on commet en faisant usage
de la formule (3). Reprenons a cet effet la formule (1), qui est
rigoureuse, et poussons I'approximation jusqu’aux termes du

sixiéme ordre exclusivement; le premier membre devra étre
o s . x?
réduit 3 xsina + S cosa; a I'égard du second membre, on

Trig. S. 2
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] 240
remplacera cosap et cosag par 1—2p*+ —3[ et1—agt+ g
dans le numérateur, mais on réduira ces cosinus & 1— 2p* et

1 — 24" dans le dénominateur. On aura donc

&
wngla(r—F)—cza(e=F) .o
- — ) T3 sma
Remplagant — (P: 7 par 1+ p*+ ¢*, ce qui est permis,

et x* par la valeur tirée de la formule (2), il viendra

—p’mng a—q’cot—a—i-p (5 tang a+—tnng’—a)

4
—q' (-5—cot a-+ 4cot'—a)——p’q (cotia—tang—;a).

. L’erreur que I'on commet en employant la formule (3) est
donc égale a

5 1 T I
‘sin*1” | — tang— @ + - tang®’ —a
p (12 €2 4 3’2
. 5 1 I I
—q‘sm'l”(——cot—a+—cot’—a)
12 2 4 2
-—-Ip’q’sin’x” oot-{a—tangla
2 2 2 )’

ct il est facile de I'estimer par la considération du plus grand
des termes contenus dans I’expression précédente.

Résolution d’un triangle sphérique dans lequel on connait
deux cotés et I'angle compris.

224. Premiire soLuTiON. — Soient a et b les cotés donnés,
CTangle donné. On a, par les formules de Néper,

A—B 1 -+ tangtacotid I
ta 0° — = 2 -
ng(g T ) 1— tang tacotid tang 2 G
A+ B 1 —tangjatang i b 1
ta; L O, — 2 2 —_
ng(go 2 ) 1+mng§atang§btmgzc'
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et, en appliquant la formule (8) du n°® 218, il vient

1
L = —go*+~C
2 90 2 +

! .tangta sinC
tang+b sin1”
tang®ia sinaC
tang’td sina” = "'

(1)

La premiére série est convergente si a est <5} mais, pour que
oy e . . 1 I
la seconde le soit, il faut quel’'on ait tang S @ lang ;.b <1 o0m

a+ b<180°.
Pour calculer ¢, on a cosc = cosa cosd -+ sina sind cosC,
d’ot I'on déduit aisément

| . ¢ 1 | S
Siff? — ¢ = sif*.— a ¢0s® — b - ‘0es* —-a sin® —b
2 2 2 Y 2
R 1 . S |

— 2.8in —a cos — b >< cos — a sin — b cosC,
a 2 2 2

] 1 ) § . .1 P
cos? — ¢ = cos® — a cos? — + sin’— asin* — b
2 2 2 2 2

1 1 N S ¢
- 2c08 — a cos — b >< sin — a sin — b casC.
2 2 2 2

On voit par ces équations que sin Jeest le troisiéme cdté d’un
. e . o I I
triangle rectiligne dont les autres cétés seraient sin Sacos b,

-1 . I . . 1
cos - a sin— b etl'angle compris C. Pareillement, cos Scest le
troisiéme coté d’um triangle rectiligne dont les auntres cotés
. 1 I o 1 « 1 ’ .
seraient cos ~a cos - b, sin sasin-b et I'angle compris

180° — C. Appliquant donc ici le résultat trouvé au n° 221,

N

ax.
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on aura
.1 T
logsin--¢ —log {cos—a sin— &
2 2 2

—M tang-'— acot’ b cosC+ - tzlngzl acol’-‘-booszC+...\ .
, 2 2 2 2 2 .
(2) 1 1 1
logcos;c: log cos—a cos-z-b

. +M(tangé atang-;— bcosC— % tang=-;'- a tang’é bcos2C+ > s

et, en retranchant ces formules 'une de 'autre, on obtiendrait

la valeur de logtang ;c.

225. DeuxikME soLuTioN. — La solution trés-élégante que
nous venons de présenter est due i Lagrange; les formules
auxquelles elle conduit ne sont pas sous une forme qui per-
‘mette d’évaluer facilement les éléments inconnus, lorsque I'un
des cotés donnés est trés-petit par rapport a 'autre. Il est né-
cessaire d’en obtenir d’autres qui procédent suivant les puis-
sances de ce cdté, et c’est a quoi l'on parvient trés-aisément
de la maniére suivante.

D’abord, si 'on ajoute les équations (1) et qu’on les re-
tranche ensuite I'une de I'autre, il viendra

. 2sinC tan "o 2sin2C cotd et
~ sinbsnt” 83%" Snbsm1” 83
28in3C(1 + 4 cot*d) 1
- 3sinbsin1” tang“;a-}-.'..,
2sinC cotd 1 sin2C(1-+-2cot*b) 1
— o ___ — —_ R S 2
B=180"—C s’ m83 ¢ sint” tang’ 2 @
sin3C cotd (3 t2b
— 2smIn o ( ;{—ico )tang"la+....
3sin1 2

Si I'on suppose que le coté a soit trés-petit, et que I'on
puisse négliger les puissances de a supérieures a la troisi¢me,
on aura

1 P | S
tang - a == ~ asin1” + — a*sin*1";
2 2 24
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1 , . ,
en portant cette valeur de tang ;@ dans les équations précé-

dentes, et en négligeant partout la quatriéme puissance de a,
on trouve

' i th
, A— agm—qa’sml smCeosCfo——
sin b sinb

+ a*sin*1” —I-sinCcos’C———l—*"4mt’b—l CF-qt’—b

3 sind 3 in &

(3) B:180°—C——asinCcotb—-;-a’sin|"sinCcosC(l—,-200t’b)
°
— a?sin?1” [asmCoos’Ccotb(3 4eot?d)

— %sinC cotb(1 -+ 2cot’b)].

Pour calculer c, nous emplowrons I'une des formules de
Delambre, savoir :

LT .1 sm (C——B)
sm;(c-—-b)_.sm; cos S

ou

180°—B —C
2

B-—C)
2

On voit que, pour calculer le second membre au méme degré
d’approximation que A et B, il suffira de conserver les termes
cn a* dans les deux derniers facteurs. On a

T I R Y P
sin— (¢ — 6) == sin - a séc - A {sinC sin
2 2 2

LI | S 1 .
sin—a = —asin1” — —— a*sin*1”
2 2 48

et les équations (3) donnent ensuite, en négligeant a°,

sin?C
sin*b

L1 T .. 1 .
séc—A =1+ = A?sin’1" =1+ - a?sin*1” ’
2 8 8

°— B —
'_&)__—B——c- — Y asinCcotd + L atsin1” sinC cusC(1+-2cot?d),

2 2 4
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sirr ”L:lif = % asim” sinCootd

-+ %a’ sin’1” sinC cosC(1 —- acot?d),

180°—~B—C
co§ — ——

=1 — ~atsin®1” sin*C.cot?b.
2 8

Au moyen de ces formules, la valeur précédente de
sin—;(c—l)) devient

L1 L T .
sin (¢e—b)=— ;aunl”cosc + Z.a’sm’ 1”7 sin?C cotb

+ '116 @ sin*1)’ [cosC sin?C(1+ fcot?d) + -écosC] ;

enfin I'on a
l(c-—- b)sin1” = sin = (c — b) + 1 sind (¢ — &)
2 T 6 2 ’
et I'on trouve de cette maniére, en négligeant toujours la qua-
tri¢me puissance de ‘a,

4)

’c:b—aco&(ﬂ-{- %a’sim”sin’Ccotb

~+ a*sin*1” cosCsin?C (6

+ 1cot’b) .

2

Les formules (3) et (4) sont surtout avantageuses dans le
cas ou I'on peut négliger Ia traisiéme puissance de a.

Résolution d’un triangle sphérique dont les cétés
sont trés-petits.

228. Legendre a fait connaitre un bean théoréme par lequel
on raméne a la résolution d’un triangle rectiligne celle d'un
triangle sphérique dont les cotés sont trés-petits par rapport
au rayonr de la sphére. Ce théoréme, trés-intéressant en lui-
méme et fort utile dans les opérations géodésiques, peut étre
énoncé de la maniére suivante :
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Etant donné un triangle sphérique dont les cotés sont
trés-petits par rapport au rayon R de la sphére, si I’on con-
struit un triangle rectiligne qui ait les mémes cétés que ceux
du triangle sphérique, les surfaces des deux triangles seront

’ Y (3] R
égales, aux termes prés du.deuxiéme ordre par rapport & ]’

et les angles du triangle sphérigue seront égaux & ceux du
triangle rectiligne, augmentés du tiers de l'excés sphérique,
aux termes prés du quatriéme ordre.

Pour démontrer ce théoréme, désignons par R le rayon de
la sphére, et par a, b, ¢ les cotés du triangle spiérique rap-
portés a une unité de longueur arbitraire; par A, B, C,
comme 4 I'ordinaire, les angles opposés. Le triangle sphérique
semblable au proposé, et qui serait. construit sur la sphére de

, b
rayon 1, a pour cdtés =» +» —» et Pon a, par suite, en posant

R°R’R
a+4-b+e¢=2ap,
sm smp;c sinﬁsi’np;a
sin — A:\/ —F——————— COS - A— ———T—c;
sm—smi- sin g sing
on a d’ailleurs
P _P_ P . p—a_p—a (p—a)P
SIRTR R T TR R 6R*
]
p—b p—b (p—b) p—c__p—c_(p—c¥
SRR T Ter T TRTT R T eRe T
. _ b b3 + in c__c e +
MRTRBR > METR TR

ey . .1
Si I'on porte ces valeurs dans les expressions de sin 3 A et

¥ .y .
de cos S A, que l'on néglige les termes du quatriéme ordre par
7/

rapport 4 —I'i’ que I'on remarque enfin qu’a ce degré d’approxi-
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mation on a

] b 4 ¢
Fre  'T TR’
'~ 6w
il viendra
P—28)(p—c) plp—a)
sm A v - )( ) T’

p(p—a) (p—b)(p—c)
COs — A_-\/ VI_T,

ou, en extrayant la racine carrée du deuxiéme facteur par la
formule dy, binéme,

' /lp=b)lp—a [ , plp—a)

‘sm A__v be I - 6Rr
/p(p—a) —b)(p—¢)

""” b [ 6R? J“

Considérons maintenant le triangle rectiligne qui a pour
cotés a, b, c; soient A’, B’, C’ les angles respectivement op-
posés a ces cotés et S’ la surface du méme triangle. On aura

!

\ sinlA’——- v/.(]’_-_b__)_(l’—c)’
2 be
(2) _
; cos—'-A': M,
\ 2 bc

et si 'on forme les produits
. ) 4 ) 4 R
sin— Acos—A’', cos—Asin—A4A’, 0
2 2 2 2

puis qu’on les retranche I'un de I’autre, il viendra, aprés ré-
ductions,

Vplp—a)(p—0b)(p—c) 1S
6Rs bR”

sin — (A A)=

(*) La méthode que nous suivons ici permet de passer immédiatement des
formules de la Trigonométrie sphérique & celles de la Trigonométrie rectiligne.
Par exemple, les formules (1), qui ne sont exactes qu’aux termes prés du 4® ordre
en Tl(’ deviendront rigoureuses a la limite pour R =, et elles se réduiront
alors aux formules correspondantes de la Tri

métrie rectiligne.
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cnfin on a, au méme degré d’approximation,

T , .1 v S
- —_ = — (A —AV—- —
2(A A%) smz(A J=E R
ou
1 &
=A+ - —.
A +3R’

On a, par conséquent, les trois farmules

s’
—_ A’
A——A+3R‘,
. s’
(5,‘ ’ B:B’+3st
s’
—_— !
;C_CTB—‘RZ’

ou les angles A, B,. .. sont exprimés par les longueurs des
arcs qui les mesurent dans la circonférence de rayon 1. En
ajoutant ces équations et en remarquant que A'-- B'-+- C'==m,
on obtient
SI
A+B—4C=n—+ o

Or, sil’on désigne par S la surface du triangle sphérique, par
e 'excés sphérique évalué de la méme maniére que les an-

gles A, B,C,ona

'A+B+C—1r=s= l—f;',
done
(%) s=8,

) . T S
aux termes prés du deuxiéme ordre en q e les équations (3)

deviennent alors
€

g A=A 3‘,
(5) ::B’+§,
? C:C'-*—%y

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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227. On peut, en suivant la méme marehe, pousser les ap-

proximations aussi loin que I'on veut; par exemple, si I’on

. .y s I
tient compte des termes du quatriéme ordre par rapport a R’

mais qu’on néglige les termes du sixiéme ordre, on obtiendra
sans difficulté

TA=A 4+ 7
10sin A’ sinB’sinC

: ( s )’sinr’ sin’B’ + sin*C’ — 2 sin’A’
3 =

B—B4 &4+ ¢ 1sin , Sin?C’ + sin?A’ — 2 sin?B’
- 3 3 10sin A’ sinB' sinC’
P e\*. ,sin’A’+ sin’B'— 2sin’C’

Coelr3z+ (d) 10sinA’ sinB'sinC’  ’

en méme temps on trowvera, aux termes prés du quatriéme

ordre,

s=5[1s S’ sin?A’ + sin?B’ + sin*C’
- R?  12sinA’sinB’sinC’

228. Voici maintenant comment on peut faire usage du
théoréme de Legendre.

1° On donne les trois cotés a, b, c du triangle sphérique.

On calculera les angles A’, B’, C/ et la surface §' du triangle
U
rectiligne qui a pour cdtés a, b, ¢ ; on en conclura e = K;S—bl-n—;w
et les formules (5) donneront ensuite A, B, C.

2° On donne les deux cotés a, b, c et I’angle compris C.

. s S .
OnaS'= é ab sinC’; mais, & causede C'=C — IR’ sinC’
ne différe de sinC que par des termes de I’ordre de %, et, par
suite, on peut prendre

1 1 ab sinC
S'=-absinC et e=-— —-

2 =L R snr”
On calculera ¢ par cette formule, et alors la troisiéme équa-
tion (5) fera connaitre C’; on résoudra le triangle rectiligne
dans lequel on connait les éléments a, b et C’: on aura ainsi
¢, A’ et B'; les équations (5) feront connaitre ensuite A et B.
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3° On donne:les deux angles A, B et ls. c6té compris-c.
On a

,__ ¢ sinA”sinB/
~ zsin(A’+ B’)’
mais an peut prendre
g ¢* sinAsinB et e S sinA sinB.
~ 2 sin{A+B) ~ 2R?sin(A+ B)sin1”’

¢ étant connu, on aura A’ et Bf par les formules (5. ; la ques-
tion sera ramenée alors i résoudre un triangle rectiligne avec
les données A', B/ et c: :

4° On donne les deux cotés a, b et U'angle A.

Ona -

§ = % ah Sn(A’+ B');

mais on peut. prendre

@b sin{A + B)

l . . &
§'= Zabsin(A+B), doi ¢= 5 —-—;

I'angle B n’est pas donné, mais, n’ayant en vue que la déter-
mination de ¢, on peut le calculer par la formule approchée

14
sinB = —sinA. ¢ étant connu, on aura A’ par la premiére

formule (5), et 1a question sera ramenée i résoudre un triangle
rectiligne avec les dounées a, & et A’; les formules (5) donne-
ront ensuite B et C.

5° On donne les denu:'angles-A et B et le cdté a.
On peut calculer ¢ par la formule

a® sinBsin(A + B),

§ == — T
2R* smAsntr’

3

on aura ensuite A’ et B’ par les formules (5), et la question -
sera ramenée i résoudre: un triangle rectiligne avec les don-
nées A', B’ et a.

229. Le théoréme de Legendre peut encore étre appliqué a
la résolution d’un triangle sphérique dans lequel deux cétés
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différent peu de 180 degrés, car cn prolongeant ces cdtés jus-
qu’a leur nouvelle rencontre on forme un second triangle
sphérique dont les cotés sont trés-petits. On résoudra ce second
triangle oti 'on connaitra toujours trois éléments, et ’on ob-
tiendra ensuite aisément les éléments du premier triangle.

Enfin le méme théoréme peut aussi étre employé pour la
résolution d’un triangle sphérique dans lequel deux angles sont
trés-aigus; car, dans ce cas, le triangle supplémentaire a deux
cotés qui différent peu de 180 degrés.

Formules trigonométriques différentielles.

230. La résolution d'un triangle rectiligne ou sphérique
ayant é1é effectuée, on a souvent besoin de connaitre les va-
riations que subissent les éléments calculés, lorsque les don-
nées éprouvent elles-mémes certaines variations. Nous sup-
poserons que ces variations des données soient assez petites
pour qu’on puisse les traiter comme des différentielles infini-
ment petites, c’est-a-dire pour qu’on puisse négliger dans le
calcul leurs produits et leurs puissances; on peut alors, en fai-
sant usage des régles du Calcul différentiel, calculer les varia
tions correspondantes des autres éléments par des formules
trés-simples, et se dispenser ainsi de reprendre la résolution
du triangle avec les données nouvelles.

TriANGLES RECTILIGNES. — Les formules fondamentales de
la Trigonométrie rectiligne sont

loga — log sinA = log & — log sinB — logc — log sinC,
A -+ B -~ C=180°.

Supposons que trois des éléments, parmi lesquels se trouve
au moins un cété, recoivent des accroissements trés-petits, les
autres éléments prendront des accroissements correspondants;
nous désignerons tous ces accroissements par la caractéris-
tique J, et alors les équations précédentes donneront

—a—a- . COtASA = 6é — cotBdB — if — cotCdC,
a b c

0A B 4-¢C=o.
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Au moyen de ces équations on pourra‘calculer trois des va-
riations da, ..., en supposant les trois autres connues, pourva
cependant que parmi celles-ci se trouve la variation d’un
c6té; il ne faut pas oublier que, pour le calcul, il faut écrire
dA sin1”, 0Bsin1”, dCsin1”, au lieu de ¢A, ¢B, oC.

Si I'on donne 6a et les variations des angles, on aura pour
calculer 05 et 6c,

b — — 8a -~ bsin1”(cotBdB — cotAdA),
dc = — Ja ~+ ¢8in1”(cotCdC — cotAdA}.

2 :

Si I’on donne da, 05 et 0A, on aura

| op— _ (08B o, tangB ,, . B,
asini bsin1” tang A
(2) 8C:--—- 3A—8B’
do s L _gq o€ § 36 — c tangB sin1” 3A.
\ cosB cos

Si I’on donne da, 35, 0C, on aura

! dc ==: cosBda + cosAdb +- asinBsin1”dC,

\/3) 8A prowd —SI.E—B-l; aa —_— SIPAI} 86 _ aC(ISBac’
csini csinl - c

\ 6B'——JdA — dC.

Enfin, si'on donne da, 95 et dc, on aura pour calculer JA

1 cosC cosB
(4) dA = — 98— — i, b — T w96
csinB sin1 csinBsin1” csinBsin1

et 'on obtiendrait, par des changements de letires, deux au-
tres formules semblables pour calculer dB et ¢C.

231. TriancLEs spaERIQUES. — Nous emploierons, comme
dans ce qui précéde, la caractéristique J pour désigner les
variations des éléments. La formule

cosa — cos b cosc -+ sinb sinc cosA
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donne

sinada — (cosc sinb —sinc cosb.cos A) 3b
~- (cosbsinc — sind cosceosA )dc
-+ sinbsincsinA-dA,
ou, en faisant usage des formules (3) du n° 111,
(5) 82 — cosC3b + cosBdc -+ sincsinBdA.

An moyen de cette formule, on obtient, par la considération
du triangle supplémentaire,

(6) dA —— coscdB — cos b3C —+ sinc sinBda.
La formule
log sinA — log sina —log sinB — log sin&

donne ensuite

(7) cotAdA — cotada — cotB3B — cotb 3b.
Enfin la formule

cota sinb — cotA sinC — cos b cosC

donne
sinC . .
Gk JA — (cotA cosC -— cosb sinC) 8C
sina
sn'a = fa + (cotz cos - sinbcosC)db —=o,

et, en multipliant par sinA,

(8) ﬂJA+oosBBC-—E——aa—l—cotcsmcab_o
sin sina

Au moyen des formules (3), (6), (7), (8) et de celles qu’on
en déduit par les permutations des lettres, on pourra expri-
mer la variation de I'un quelconque des six éléments d’un
triangle sphérique en fonction des variations de trois quel-
conques des cinq autres.

Considérons, par exemple, le cas oit I'on donne les deux
cdtés a, b et I'angle C qu'ils comprennent, cas qui est celui
qui se présente le plus fréquemment dans 1’Astronomie. On
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aura les valegré suivantes des variations dc, 0A, OB des €lé-

ments ipconaus :
<

d¢c — cosB da -+ cosA 36 + sinb sinA JC,

aa =8 s, _ cotcsinags — SOSBsnA 50
sic sinC
. - Sin A si
0B — — cotcsinB da -+ — Aab— oos. sinB éC.
sinc sinC

- ]

11 importe l¢ plus souvent, dans le cas que nous considé-
rons, que les variations dc et A soient exprimées en fonction
des €léments &, ¢ et A; on peut cependant laisser sina en
facteur dans les coefficients de da; il faut alors employer les
formules suivantes, qui se déduisent facilement de celles que
nous venons d’écrire :

fo=—-— (cos® sine — sin b cosccosA ) da
sina

-+ cosAédb + sinb sinAdC,

= x_ M da — sinA cotCdb
sina sinc

— (cosb — sin b cotc cosA ) dC.

232. Sil'on suppose que les variations des données soient
précisément les erreurs dont ces données sont affectées, les
formules précédentes feront connaitre les erreurs correspon-
dantes des éléments calculés; aussi ces formules peuvent-elles
étre employées pour apprécier le degré de précision qu'il est
possible d’atteindre dans les résultats des calculs trigonomé-
triques exécutés d’aprés des données inexactes.

Les calculs d’une triangulation consistent, comme on a vu
(Chapitre IIT), dans la résolution d’une série de triangles ou
'on connait un coté et les angles; appliquons les formules (1)
a l'un de ces triangles supposés rectilignes. L’erreur relative

da , , , . . ,
, - du c6té donné se porte tout entiére sur chacun des cotés

calculés b et.c, et ceux-ci sont en outre affectés de 'erreur
des angles. On_ voit par les formules (1) qu'une erreur
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donnée commise sur I'un des angles aura d’autant moins d'in-
fluence que cet angle différera de moins de go degrés et que
Perreur dont il s’agitn’aura aucun effet sil’angle correspondant
est précisément égal a go degrés. Mais, comme les angles d’un
triangle rectiligne ne peuvent étre tous trois égaux a go degrés,
on voit que le cas le plus favorable sera celui on les trois angles
seront égaux a Go degrés; aussi, dans la pratique du levé des
plans, considére-t-on les triangles équilatéraux comme les plus
avantageux, et 'on n’admet jamais de triangles ou 'un des
angles soit au-dessous de 3o degrés.

Les formules différentielles relatives aux triangles sphéri-
ques sont fréquemment employées en Astronomie. Elles sont
surtout utiles dans les questions qui se rapportent aux effets
de la précession, de la nutation et de I’aberration sur les po-
sitions apparentes des astres.

FIN.

baris. — fauprimerte de GAUTHIER-VILLARS, quai dos Augusting, 55,















