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Le Traité d'Analyse que je publie aujourd'hui est destiné

aux personnes qui, n'ayant pas le moyen de consulter un

grand nombre d'Ouvrages, ont le désir d'acquérir des con-

naissances étendues en Mathématiques. Il contient, outre le

développement des matières exigées des candidats à la licence,

le résumé des principaux résultats acquis à la Science.

Je n'ai pas la prétention de croire que la lecture d'un ou-

vrage unique puisse remplacer l'étude laborieuse des Mé-

moires des grands maîtres de la Science; mais enfin il est

souvent difficile de se procurer ces Mémoires, et je pense

que l'on ne m'en voudra pas, si j'ai essayé de faire connaître

une partie des trésors qu'ils renferment.

Le P^ Volume contient une théorie élémentaire des séries,

le Calcul différentiel et ses applications analytiques.

Les principes de ce calcul y sont exposés, je crois, avec

toute la rigueur qu'on est en droit d'exiger. Je suis parvenu

à ce résultat en prenant pour base du Calcul différentiel le

fameux théorème de Rolle, tel qu'il a été énoncé par M. O.

Bonnet et la formule de Taylor qui en découle immédiate-

ment.

Les applications sont relatives à la théorie des formes, à

l'élimination et à la recherche des maxima. Bien que la

théorie des formes ne soit pas exigée des candidats à la li-
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cence, elle pourra être lue avec fruit par eux et être considé-

rée comme un bon exercice sur le changement de variables.

J'ai donné sur l'élimination des développements qui trou-

veront leur application plus tard, et je me suis permis d'ex-

poser mes propres recherclies sur ce sujet, parce qu'elles

-jettent, je crois, un jour nouveau sur cette théorie restée un

peu obscure jusqu'ici, et qu'elles ont d'ailleurs été entreprises

précisément en vue de cet Ouvrage.

Le IP Volume contiendra des applications géométriques

des théories exposées dans le premier, à savoir la théorie des

tangentes et des plans tangents, des enveloppes, de la cour-

bure, et du contact en général. La théorie des lignes tracées

sur les surfaces est renvoyée au Calcul intégral, où elle sera

traitée plus à foiid que dans la plupart des autres Traités

d'Analyse. ;Les derniers Chapitres de ce Volume sont consa-

crés à une théorie sommaire des points singuliers et des

asymptotes; l'étude plus approfondie de cette question sera

faite après les théories de Cauchy sur les fonctions des va-

riables imaginaires, en prenant pour guide les travaux récents

de MM. Halphen, Nôther, etc.
*J^Vtv'61fîiuv

Le IIP Volume traite du calcul des intégrales indéfi-

nies et définies, des intégrales des différentielles à plusieurs

variables et des intégrales multiples.

On voudra bien remarquer combien je me suis efîbrcé d'être

rigoureux dans cette partie du Calcul intégral, avec quelle cir-

conspection j'ai fait usage des règles de la diff'érentiation

sous le signe f et des lois de la continuité. k

Les applications analytiques sont relatives à la théorie gé-

nérale des fonctions et de leurs développements en séries;

elles résument une des plus belles parties de l'œuvre de Cau-

chy et de ses disciples. J'ai essayé de restituer à cet illustre

géomètre une part que l'on a essayé de lui ravir dans ces

derniers temps. En particulier, j'ai exposé une méthode qui



PRÉFACE. IX

lui est due pour le développement des fonctions en séries

trigonométriques, fondée sur le calcul des résidus, qui est

tout aussi rigoureuse que celle de Dirichlet et qui entre bien

plus profondément au cœur de la question.

Un Chapitre est consacré à l'interpolation des fonctions nu-

mériques; on y trouve une théorie très développée des fonc-

tions eulériennes, le calcul des dérivées à indices quelconques

et les éléments du calcul inverse des intégrales définies, le

développement en fractions continues et la théorie des fonc-

tions de Legendre, qui sera d'ailleurs reprise à un autre point

de vue dans le Volume suivant.

Le Volume se termine par l'étude des fonctions algébriques

ou, si l'on veut, des courbes algébriques; on y trouvera la

théorie des points singuliers, dont j'ai parlé plus haut, et

celle de la transformation des courbes planes.

Le IV*^ Volume est consacré aux équations différentielles

ordinaires, il contient deux démonstrations rigoureuses de ce

principe : que tout système d'équations différentielles ordi-

naires admet une intégrale. La discussion approfondie de ces

démonstrations conduit, d'après Gauchy, à une théorie com-

plète des solutions singulières. Avant de parler des méthodes

connues d'intégration, j'ai pensé qu'il serait bon d'exposer la

théorie des fonctions elliptiques et abéliennes, qui inter-

viennent de^plus en plus dans la théorie des équations diffé-

rentielles. La théorie des fonctions elliptiques est exposée

d'après les méthodes de Gauchy, celle des fonctions abéliennes

en suivant de très près le fameux Mémoire de Riemann et en

faisant usage de son plan multiple, sans toutefois faire inler-

'venir le principe de Dirichlet. Parmi les appHcations de la

théorie des fonctions elliptiques, on voudra bien remarquer

une exposition assez simple des propriétés des cubiques planes

et des biquadratiques gauches; enfin une belle démonstration

du théorème de Poncelet sur les polygones inscrits et circon-
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scrits aux coniques due à M. Hermite. Le Volume se termine

par la recherche des maxima des intégrales simples.

Le Y^ Volume renferme la théorie des équations aux déri-

vées partielles, la théorie des lignes tracées sur les surfaces et

des coordonnées curvilignes, la théorie des complexes, enfin

quelques mots sur la variation des intégrales multiples. La

théorie des équations du premier ordre et des équations aux

différentielles totales y est exposée en détail et avec rigueur;

mais la théorie des équations à plusieurs inconnues et des

ordres supérieurs, sur laquelle on ne connaît que fort peu de

chose, laisse à désirer sous ce point de vue^ ainsi j'ai sou-

vent différentié, sous le signe y, des expressions qu'il n'était

pas permis de traiter de cette façon; j'ai aussi admis, comme

un postulatum, le principe de Dirichlet. Il m'a semblé que

les démonstrations que l'on a essayé de donner de ce principe

étaient trop compliquées et pas tout à fait rigoureuses. Les

applications géométriques roulent sur la théorie des lignes

de courbure, des lignes asymptotiques, des lignes géodésiques

et, en général, des lignes que l'on peut tracer sur une surface.

La théorie des coordonnées curvilignes et des surfaces ortho-

gonales y est exposée avec détail ainsi que la théorie des

complexes.

Le VP et dernier Volume contient quelques théories

détachées qui trouveraient difficilement leur place dans le

corps même de l'Ouvrage et dont il serait trop long de faire

l'énumération.

A la fin de presque tous les Chapitres, j'ai eu soin de pla-

cer des exercices ou des notes, pour la plupart du temps ex-

traites des œuvres des maîtres de la Science et destinés à

éclairer ou à compléter les matières exposées dans le texte.

Dans cet Ouvrage, on trouvera peu de figures, peu de dé-

veloppements relatifs à la Géométrie pure ; c'est avant tout un

Traité d'Analyse et, si l'on y rencontre de la Géométrie, c'est
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qu'elle vient compléter et élucider l'Analyse. D'ailleurs la

Géométrie a des méthodes qui lui sont propres, et elle doit

être étudiée dans des Traités spéciaux. On comprendra donc

pourquoi je me suis si peu étendu sur l'homographie et sur

les autres méthodes de transformation des figures; le dévelop-

pement de ces belles théories doit surtout faire l'objet des

Traités de Géométrie pure.

Enfin, pour faire comprendre dans quel esprit est écrit ce

Traité d'Analyse, qu'il suffise de dire que l'auteur est un

ardent disciple de Cauchy, de ce géomètre incomparable dont

Abel disait qu'il avait puisé toutes ses connaissances dans ses

écrits. « Un tel aveu, dit O. Terquem, est le meilleur des

panégyriques. »

Je dois remercier, en terminant, mon excellent ami M. E.

Lucas, professeur de Mathématiques spéciales au lycée Saint-

Louis, qui a bien voulu me prêter son précieux et bienveil-

lant concours pour la correction des épreuves.
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CALCUL DIFFERENTIEL.

APPLICATIONS ANALYTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES.

CHAPITRE I

INTIIODUGTION.

I. — Des fonctions.

Autrefois on appelaitfonctions cVune quantité les diverses

puissances de cette quantité, puis on a étendu le mot de

fonction à toutes les expressions analytiques que l'on peut

former avec cette quantité; voici la définition plus précise

qui semble adoptée aujourd'hui et que nous adopterons dans

ce qui va suivre :

Deux cjuantités sont fonctions Vune de l'autre quand,

l'une d'elles restant constante, l'autre reste constante

aussi. « ... v^
/ ^

Cette définition c/zniiprend celle de la constante : c'est là

un inconvénient de peu d'importance, car il sera toujours facile

L. — Traité d'Analyse, I. i
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de préciser dans chaque cas particulier; il est, d'ailleurs, le

plus souvent utile de considérer le cas où la fonction devient

une constante.

Une c[uantité / sera dite fonction de plusieurs autres

x,y, z-, ... quand, celles-ci restant constantes, /restera con-

stante aussi; on voit donc que, si/est fonction de.x^y^z, ...,

elle sera fonction de chacune de ces variables en particulier,

prise isolément, les autres restant constantes.

De là résulte que notre définition du mol fonction com-

prend celle des fonctions analytiques que Ton considérait

autrefois et celle de toutes les autres fonctions, telles que les

fonctions empiriques dont la forme n'est donnée cjue par des

phénomènes naturels.

IL - Continuité des fonctions.

Nous dirons qu'une fonction/(x) est continue pourx' = a

quand, étant donnée une quantité positive quelconque s, aussi

petite que l'on voudra du reste, il existera une quantité posi-

tive H telle que, h étant moindre en valeur absolue que H,

f{^a-^li) ait une valeur unique et bien déterminée, et que

l'on ait

val. abs. [/(a -i^ h) /(a)] < -^

quelle que soit d'ailleurs la valeur attribuée à h.

Une fonction, \lx par exemple, peut avoir pour chaque

valeur de x plusieurs valeurs et cependant être continue, s'il

est possible de séparer ces valeurs de telle sorte que l'accrois-

sement Il donné à x entraîne toujours sans ambiguïté un

accroissement, et un seul, bien déterminé pour la fonction.

Thi':orî:me I. — Si une fonction f(^x) est continue pour
toutes les valeurs de x comprises entre a et Z>, si de plus

f{a) etfi^b) sont de signes contraires, il existera une valeur

a de X, comprise entre a et 6, telle que Von ait f[y,) ==: o.

Pour le démontrer, désignons par /z un nombre entier quel-
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conque plus grand que i, posons = Ji et formons la

suite

f{a),f{a^:-h),f{a-r-ih\ . . . . f{a -^IT^ih), f{b).

Si l'un des termes de cette suite était nul, le théorème

serait démontré; si aucun d'eux n'est nul, il en existera deux

consécutifs au moins qui seront de signes contraires, puisque

le premier et le dernier sont de signes contraires; appelons

ces termes /(a,) et/(6,), posons —
' ^ = A, et considé-

rons la nouvelle suite

si aucun des termes de cette suite n'est nul, auquel cas le

théorème serait démontré, il existera deux termes consécutifs

/{a^) Gl /[b.j) de signes contraires; posant-^ — ^AojOn

considérera la nouvelle suite

En continuant ainsi, on formera deux séries de nombres

rt, «I , a.2, . . . , «m, ... elb, bi, b^^ . • • , b,n, . . . , les premiers

croissants, les seconds décroissants, ou plutôt tels que

a :' ai :'.[ ^2 _ . . . , b:lbi-^b^l....

En général, f{a,n) elf(b„i) sont de signes contraires et

/ \ 7
b ~ a

(I) ^--«-==-^.7-^

or les nombres a,u vont en croissant sans dépasser b : ils ont

donc une limite a. Les nombres b„i, ont de même une limite ,3 ;

or, en vertu de (i), bm — (^im tend vers zéro quand m aug-

mente indéfiniment : donc

\imb/,i — \ima,ji,= o ou a :::= |j.

Ceci posé, considérons/(a); a„i et b„i différant de a d'aussi

peu que l'on veut, on pourra prendre en valeur absolue

/(^) -/(«.O < h Ry-) - f{bn.) < s;
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or, zéro étant compris entre /(«,„) elf(b,„)^ on aura alors, a

fortioT'i,

/(a)-o<£ ou /(a)<s.

Mais une quantité fixe /(a) qui peut être rendue moindre que

£, quelque petit qu'il soit, est nulle : donc, etc. c. q. f. d.

On conclut de là cet autre théorème :

Théoiœme II. •— Une fonction f{x) continue entre les

limites a et b nepeutpasser de la valeur f{a) à la valeur

f{b) sans passer par toutes les valeurs intermédiaires.

Supposons en effet /(a) << [^<C/(^)5 si l'on considère la

fonction y'(^) — ij., cette fonction sera évidemment continue

pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b. Donc,

f{a) — \k étant négatif, f{b) — [j. positif, f{x) — \k passera

par zéro pour une valeur de x comprise entre a et ^, onf{x)
deviendra égal à |jl. c. q. f. d.

La réciproque de ce théorème n'est pas vraie ; une fonc-

tion qui ne saurait passer de la valeur /(a) à la valeur/(/;)

sans passer par toutes les valeurs intermédiaires n'est pas pour

cela continue :sin-7 par exemple, ne peut passer de — i à

-'r I sans passer par toutes les valeurs interuiédiaires, et ce-

pendant cette fonction est discontinue pour ^ =:= o ; et non pas

parce qu'elle est indéterminée pour x =z o, car, comme elle

n'est pas définie pour cette valeur de x, on peut lui assigner

pour ^ = o la valeur zéro, et considérer une fonction f{x)

égale à sin - ? excepté pour :r = o, et égale à zéro pour ^ = o.

Une pareille fonction /(^) n'est pas continue, parce que/(h)y

quelque petit que soit h, ne peut pas rester moindre qu'une

quantité arbitraire £. Toutefois on peut dire que :

Théorilme III. — Si une fonction f{x) croissante {ou

décroissante) cjuand x varie de a à b ne peut pas passa-

de f{ci) à f{b) sans passer par toutes les i^aleurs intermé-

diaires, elle est continue dans cet intervalle, pourvu quelle

ait une valeur déterminée pour charpie valeur de x.
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En effet, soit a<^^c<^b\ je dis que l'on peut choisir H
assez petit pour que, h étant moindre en valeur absolue que

H, on ait en valeur absolue

(f) f{c^--h)-f{c)<z,

£ étant une quantité donnée quelconque. En effet, si l'on ne

pouvait pas satisfaire à cette inégalité pour une certaine valeur

donnée de £, c'est que f{x) ne pourrait pas passer par les

valeurs comprises entre /(c) ety("c)-i-£, car f{x), étant

croissant avec x^ ne pourrait pas passer par ces valeurs pour

.r<^c ni pour ^^ c; puisque, /((? + A) étant plus grand que

/(c) 4- £ ou égal à f{c) -f- £, pour des valeurs de x plus

grandes que c -^ h
, f(x) ser3i encore plus grand : donc on

devra pouvoir satisfaire à (i) et f{x) sera continu.

Ainsi, par exemple, si a^ o, ^ variant de o à oo
,
^"^ croît,

et, comme on peut toujours prendre x'^ = [x, [j. étant positif,

on peut en conclure que ^*est continu pour les valeurs posi-

tives de x^ car x* a d'ailleurs une valeur déterminée pour

chaque valeur de x.

/M/..- r •-

Remarque. — Sif(x) est continupour toutes les valeurs

de X voisines de c, la limite de f{c -^ Ji) quand Ji tendra

vers zéro, ou de f(^x) quand x tendra vers c, seraf[c). En
effet, /(:r) étant continu pour x = c, f(c -\- fi) — /(c) peut

être rendu moindre que s; donc

lim[/(c-h/0— /(c)] ^ o on Vimf(c -\- h) =f{c).

Ceci permet de démontrer très simplement que la somme
ou le produit de plusieurs fonctions continues est continu,

que le quotient ou la différence de deux fonctions continues

est continu, que si/(w, r) est fonction continue de u et de ç,

u et V étant fonctions continues de x^fcsl aussi fonction con-

tinue de X.

Démontrons seulement cette dernière proposition, qui ré-

sume les autres :

Changeons x enx -\- h, u deviendra u -i- y. cl v deviendra
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(^+p; a et [3 tendront vers zéro, d'après notre remarque,

pour h= o; mais, / étant continu par rapport à u et r,

f{u H- a, V -H p) différera très peu de/(?/, (^ H- p), lequel dif-

fère aussi très peu de/(?^, p) : donc f(u -4- a, r + P) a pour

limite f(u^ç) quand a et [3 tendent vers zéro, c'est-à-dire

quand X tend vers zéro. Cela revient à dire que /(;/, r) esl

continu par rapport à ^.

J'ai développé ces démonstrations dans mou Traité cVAl-

gèbre, mais je crois devoir les reproduire dans cette Introduc-

tion, qui est faite pour combler les lacunes qui existent

généralement dans les Traités d'Algèbre, rédigés conformé-

ment aux programmes officiels. ^«'"-- /-

III. — Continuité des fonctions imaginaires (i).

Nous appellerons, avec Cauchy, fonction cVune variable

imaginaire x -\-y \i — i toute expression de la forme

où X et Y sont fonctions de x etj)'. Plus tard nous restrein-

drons la généralité de cette définition : nous dirons que la

fonction X + Y y/— i est continue si X et Y sont des fonc-

tions continues de x et de y. 11 en résulte que, si

/(^H-jr\/— i) est fonction continue de x ^y sj— i, on

devra pouvoir prendre H et R assez petits pour que, h et k

étant moindres en valeur absolue que H et K, on ait

mod \f{x -h h -^7^^- /""O — /(.r -; y v/~7)] < s,

(') Je préviens le lecteur que, pour moi, \'— i n'est pas une quantité qui

élevée au carré donne — i, et je ne conviens pas de faire usage de ce signe

\/— I en vertu de la généralité de Z'yl/^eôre. Plusieurs théories i/'e* rigou-

reuses des imaginaires ont été données par Cauchy. On peut, par exemple,

considérer les égalités entre imaginaires comme des congruences relatives

au module i^ + i. (Voir mon Algèbre.)
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car cette inégalité revient à

mod[X(;r-!- A, j-f- A) — X{x, y)
u_ /ir7Y(^-;- h, y -I- A-) - /^^ ^(^,7)] < s;

or, X et Y étant continues, les différences qui sont entre

les crochets peuvent être rendues moindres que - : donc le

module de leur somme sera moindre que £. La réciproque est

évidente, car le module d'une imaginaire ne peut être très

petit que si chacune de ses parties est très petite.

Il est clair aussi que, si une fonction est continue, son ai

gument et son module sont continus, et vice versa.

IV. — Sur la représentation géométrique des imaginaires.

Une imaginaire x-\-y^'— i ou x-{-yi peut être repré-

sentée par le point qui, par rapport à deux axes rectangulaires

fixes, a pour coordonnées x etj", elvice versa, tout point de

coordonnées x^ y peut servir à représenter géométriquement

l'imaginaire x -^^ y \l— i. Gauchy appelle l'imaginaire

x-'-r-y s/—\

Vafjixe du point (^, y).

Quand nous dirons que le ^o\nl x -\-y \j
— i décrit une

courbe G, il faudra entendre par là que le point (^,jk) qui a

pour affixe l'imaginaire x -i-y \/— i décrit cette courbe.

Posons

ce -i-y •/— I — / (cosO -f- / - I sin6 )

ou bien, ce qui revient au même,

a? — rcosO, j'— rsin6.

/' et 9 seront le module et l'argument dex-hy \^— i
;
ce seront

aussi les coordonnées polaires du point {x,y); r et 8 pour-

ront comme xely servir à représenter l'imaginairex 4- r
\J
— i

.

Ainsi une imaginaire pourra être représentée par une droite



CHAPITRE I.

égale à son module, faisant avec un axe fixe un angle égal

à son argument. L'avantage de ce mode de représentation

résulte du théorème suivant:

La somme de plusieurs imaginaires est représentée par
la résultante des droites qui représentent ces imaginaires.

En effet, soient

x-^y /- -
1 , x' H~ y' /" - r , x" ^- y" s/~\ , ...

des imaginaires
;

(^_^_ a;'^. ^"_^. . . ) _^ (^ H^y _i_y' _^.. . . )
^ZZi

leur somme; x,y sont les projections sur les axes de coor-

données de la droite /• qui représente oc-^y\J— i, ...;

donc X -\- x^ -{-
x^' -^ . . . est la somme des projections des

droites qui représentent les imaginaires en question sur l'axe

des X : c'est ]a projection de leur résultante sur cet axe;

y -\-y^y^ ' . . serait la projection de la même résultante

sur l'axe des^', ce qui démontre le théorème.

Corollaire. — Le module d'une somme est moindre que

la somme des modules de ses parties.

Notions sur les infiniment petits. - Nouvelle définition

de la continuité.

Nous appellerons quantité infinimentpetite ou. infiniment

petit toute quantité vauiable ayant pour limite zéro.

Nous appellerons quantité infinie toute quantité variable

que l'on pourra prendre plus grande que toute quantité

donnée.

Nous avons souligné à dessein le mot variable. Il n'y a pas

de quantité fixe infinie ou infiniment petite; zéro n'est pas

infiniment petit, parce que zéro est fixe.

On fait usage des mots que nous venons de définir pour
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abréger le langage et pour simplifier certaines locutions. Par

exemple :

1° On dit que - est infini pour jc = o ou cjuand x tend

vers zéro : c'est une manière abrégée d'énoncer ce fait, que -

croît au delà de toute limite et peut être pris plus grand cju'une

quantité donnée quelconque quand x s'approche de zéro suffi-

samment. On dit aussi que - est infiniment grand quand x

est infiniment petit.

2" On dira que x-^ x^^ . . . sont infiniment petits en même
temps que x, au lieu de dire c^ue x-, x^^ . . . ont pour limite

zéro quand x a lui-même pour limite zéro.

3' 11 est absurde de dire que deux droites parallèles se

rencontrent à l'infini : deux droites parallèles ne se rencon-

trent pas du tout. De pareilles locutions échappent parfois, je

dirai même sont emploj^ées assez volontiers pour abréger le

langage; nous les emploierons le plus tard possible et seule-

ment quand le lecteur sera familiarisé avec la notion infini-

tésimale. Voici maintenant à quel propos on peut dire que

deux parallèles se rencontrent à l'infini.

Je suppose que D soit une droite fixe; si autour d'un

point A pris en dehors de D on fait tourner une droite D' de

manière à lui faire faire avec D un angle a de plus en plus

petit, le point d'intersection de D et D' s'éloignera indéfini-

ment du point A; sa distance au point A est donc infinie

quand Vangle a est infiniment petit.

On dit alors que les deux droites devenues parallèles se

rencontrent à V infini.

En acceptant les définitions que nous venons de donner,

on peut dire qu'une fonction continue est une fonction qui

prend toujours un accroissement infiniment petit c[uand on

donne à sa variable un accroissement infiniment petit cjiiel-

concjue.

Cette nouvelle définition a seulement sur celle que nous

avons donnée plus haut l'avantage de la concision; mais il ne

faut pas oublier, pour l'exactitude, de dire c{ue l'accroisse-
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ment de la variable est un infiniment petit quelconque : ce

qui veut dire que l'accroissement de la fonction tend vers

zéro, de quelque manière que l'on fasse tendre vers zéro

l'accroissement correspondant de la variable.

Ces définitions conviennent aux quantités imaginaires

comme aux quantités réelles; disons seulement qu'une quan-

tité imaginaire est infinie quand son module est infini et

qu'elle est infiniment petite quand son module est infiniment

petit.

Rappelons, en terminant cette Introduction, un principe

sur lequel nous avons fréquemment l'occasion de nous

appuyer.

Lorsquhuie quantité variable croit, sans dépasser une

quantitéfixe, elle a une limite égale ou inférieure à cette

quantité fixe.

Quand une quantité variable décroît, sans devenir infé-

rieure à une quantité fixç, elle a une limite égale ou

supérieure à cette quantité fiixe.
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CHAPITRE IL

THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES.

I. — Définitions.

On appelle série une suite illimitée de ternies qui se for-

ment et se suivent d'après une loi déterminée. On appelle

encore les séries suites infinies.

Une série est convergente quand la somme de ses n pre-

miers termes tend vers une limite déterminée, lorsque n

augmente indéfiniment, en suivant du reste une loi quel-

conque; cette limite est ce que l'on appelle la valeur de la

série ou la somme de ses termes.

Une série qui n'est pas convergente est appelée divergente.

La série

(«0— ai)-i-(ai— a,)-:-(a2— a3)-h(a3— a4)-!-...-!-(a;,_i — a;,)4-...,

dans laquelle a,i désigne un nombre qui a pour limite zéro,

lorsque n augmente indéfiniment, est convergente, car la

somme de ses n premiers termes est ao — a,;, et cette quan-

tité a pour limite ao pour /?== oo .

Au contraire, la série

h I — I -- I

est divergente, car la somme de ses n premiers termes est

alternativement zéro et i ; elle ne tend par conséquent pas

vers une limite déterminée lorsque n croît d'une manière

quelconque.

On comprend difficilement comment d'illustres analystes

ont pu écrire des formules telles que

(A) -H I — I H- I — 1 --... = -
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(Leibivitz, Lettre à Christian Wolff. — Euler, Institu-

tiones Calculi differeiitialis et integralis, Pars posterior,

Gap. I, etc.).

Une série divergente ne saurait représenter-- En effet,

quelle idée peut-on se faire d'une somme composée d'un

nombre illimité de parties? En toute rigueur, on n'a pas

môme le droit d'écrire

(i) ao =(ao — ai)-^(ai-- a,)-i- . .. +(a,i— a„+i)-h ...

lorsque
7.,i tend vers zéro, c'est-à-dire lorsque la série est

convergente. On le fait cependant, mais seulement en vertu

d'une convention cjui consiste à séparer une série conver-

gente de la limite vers laquelle tend la somme de ses termes

par le signe =. Ainsi la formule ( i ) est une manière abrégée

d'écrire

ao = iim[(ao— a^j-i-. ..-f- (a/^ — a„-^i)] pour ai = oo .

La formule (A) est donc absurde, puisque la limite de la

somme de ses n premiers termes n'existe pas : cette limite

n'est donc pas égale à -•

II. — Théorèmes sur la convergence.

Théorème I. — Pour quUine série soit convergente, li

faut que ses termes diminuent indéfiniment jusqu^à zéro.

En effet, soit la série

Wo -r- Wi -i- ?^2 -- lH-\- . . . -\- Un-^

Soit, en général, s,i la somme des n premiers termes ; on a

( ï ) ^/i+l — ^n = Ufi.

Si l'on suppose la série proposée convergente et si l'on désigne

sa valeur par 5, on aura

lim^/i — .y;
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donc

lim^/i+i — \im s,i = \im(s,i+i --s,i) = o.

Donc, en vertu de ( i
),

lim u,i — o.

Remarque I. — La démonstration que nous venons d'em-

ployer, comme du reste toutes celles que nous emploierons

dans l'exposition de ces principes, est basée sur le calcul des

limites; elle précise le sens que nous devons attribuer à la

locution diminuer indéfiniment. Quand nous disons que u^

doit diminuer indéfiniment, nous devons entendre par là que

cette quantité, réelle ou imaginaire, doit avoir zéro pour

limite, rien de plus : ainsi Un peut tendre comme on veut

vers zéro ; il n'est nullement nécessaire, par exemple, que

Ton ait

Un > U,i-^\ > Uji^i >' ....

Remarque II. — On aurait également pu écrire les équa-

tions suivantes :

lim5/,4-y, r^ s.

\\Vi\S,i =^ s\

d'où, retranchant la deuxième de la première,

lim Ua -'- Un+l -'' U,iJ^=i - ...-;- lln^p-i — O ,

ce qui conduit à ce résultat :

Pour qu'une série soit convergente^ il faut que la somme

des p termes qui suivent le /z'^^^^ ait pour limite zéro

quand n augmente indéfiniment, quel que soit du reste p.

Remarque III. — Il existe des séries dans lesquelles u,-,

peut tendre vers zéro sans que la série à laquelle appartient

ce terme soit convergente^ par exemple, considérons la série

suivante, appelée série harmonique :

I T I I I

'1 '6 4 ^
'

'^
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Il est facile de s'assurer que cette série est divergente, car, si

l'on prend n termes après le /^'^'"*^, la somme

I I T

/l -r 1 il-\- •}. '1 II

est plus grande que ;— répété n fois, c'est-à-dire qnc-- Si

donc on groupe les termes de la série harmonique ainsi qu'il

suit :

I I

on voit que la somme de ses in premiers termes est plus

grande que - répété autant de fois cjue l'on veut. En prenant ii

suffisamment grand, la somme de ces iii premiers termes

croit donc au delà de toute limite; donc la série est diver-

gente, c. Q. F. D.

Il arrive souvent que l'on rend une série convergente par

un simple cliangement des signes de quelques-uns de ses

termes. Ainsi la série

Il I
I

T \

A 3 \ '
' ' ^ n "'^ n -- 1

'

'

est convergente. En général :

TnÉORiiME IL — Si dans une série les termes sont, ù par-

tir de Vun d'eux, indéfiniment déeroissants jusqu'à zéro

et alternativement positifs et négatifs, cette série est con-

vergente

.

En effet, considérons la série

Ui ~v U=> -- ... -1- Uti — Un^\. "i" ^^/i4-2— . . . —i Uii^pZ:::. Un^p^^ __...,

dans laquelle les termes sont indéfiniment décroissants et

alternativement positifs et négatifs à partir de Un-

Appelons, en général, 8/;^ la somme des m premiers termes

de la série. Si nous remarquons que les termes vont con-

stamment en diminuant, les quantités

Un — i^/i+lj l('ii+t — i^/i+35 • • • 1 Uii+ip — ^^/i-f 2/J-l-l



THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES.

seront toutes positives, et, par conséquent,

Ul^TIVERSITY

i5

les quantités — u,i^i + W/^+o? • • ^
—^f

seront toutes négatives, et, par suite,

n+2p- 1 //+2pi

Or

^/J-+-2 ^ ^/i+4 ^-" ^/i ^ ^«4-2/>

>n+lp hi+lp—i "'^ u,

Donc S/i^op est plus grand que ^n^ip-\^ et, à cause de la

suite d'inégalités (i), plus grand que S/^+i. Ainsi donc une

somme quelconque comprise dans la suite S/^_i_2, S/^.^./,, S/^+o-- ..S

est plus grande que S /i+l 7
en résulte que ces sommes,

Tif

allant constamment en décroissant et restant supérieures à

>„+,, qui es t fixe, ont uue limite S. Or on a

^ii^ip U/i-^^p-^i Sa-

Faisons croître/? indéfiniment; le premier membre de cette

égalité a pour limite S, car u,i^.2p+i a pour limite zéro;

donc S,i^2p+\ a pour limite S également; donc, de quelque

manière que croisse l'entier /?z, S„i, a une limite, ce qui revient

à dire que la série proposée est convergente.

Corollaire. — On voit que, la valeur de la série étant

comprise entre S„ et S/^^,, l'erreur commise en prenant S

pour valeur de la série est moindre en valeur absolue que

Théorème III. — Quand une séi-ie à termes positifs a

ses termes respectivement plus petits que ceux cVune autre

série également à termes positifs, et de plus convergente,

la première série est aussi convergente.

Soient, en effet,

(I) ih lll -h II2 -r

la série convergente donnée (on représente ordinairement

une série convergente en séparant la somme d'un certain
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nombre de termes de sa valeur par le signe = et en suppri-

mant le mot Uni) et

{O.) Vq-\- Vi-\- V.^-^ ...-^~ V-i H- . . .

l'autre série. Soient Sn la somme des n premiers termes de la

série (i), t,i la somme des n premiers de la série (2); comme

^0 <C it^di ^'1 "< U\-! ' ' ' y ^n<C ii/ii on a évidemment

^/i '^ ^n >

donc, a fortiori,

tn < S-

Or, n croissant, t,i croît, mais t^ reste constamment inférieur

à 5; donc, en vertu d'un principe énoncé page 10, tn a une

limite; donc la série (2) est convergente. c. q. f. d.

Théouème IV. — Une série à termes positifs et négatifs

est convergente lorsque la série des valeurs absolues de ses

ternies est convergente.

En effet, considérons à part les séries des termes positifs

et des termes négatifs pris dans l'ordre dans lequel ils se

succèdent dans la série proposée.

Soient

( I ) «0 -^
<^l " CLl --- • • • -r- a/ H- . . .

la série des termes positifs et

(2) - 60 --- ^1-- .. . --6/, ^- . .

.

celle des termes négatifs pris chacun en valeur absolue.

Soient Xi la somme des i premiers termes de la série (i),

jKà- la somme des A' premiers termes de la série (2), et Sn la

somme des n premiers termes de la série proposée. Nous

pouvons toujours supposer que a^^ a, , . .
. , ai soient les termes

positifs de Sn, et &o? ^i? • • • ? ^a les termes négatifs; alors on

a, en appelant s\^ la somme des n premiers termes de la série

proposée rendus positifs,

(3) s'n^-Xi-.-yi,,

(4) s.i r^^ Xi—yi,.
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L'équation (3) montre que s\^ est plus grand que Xi et quej^yv-

donc, a fortiori, la limite de 5)^, qui par hypothèse existe,

est supérieure à xi et à jka. Or xt elyk sont des nombres crois-

sant avec i et A", mais constamment inférieurs à la limite

de s\^\ donc ils ont une limite chacun, donc les séries (i) et

(2) sont convergentes. L'équation (4) montre que sa a une

limite égale à la difïerence des limites de Xi et j^a, c'est-à-dire

que la série proposée est convergente et a une valeur égale à

la difïerence des valeurs des séries de ses termes positifs et

de ses termes négatifs.

Théopœme V. — Quand une série ne perd pas sa. conver-

gence lorsque l'on rend tous ses ternies positifs, on peut,

sans altérer sa valeur, intervertir l'ordre de ses ternies.

En effet, considérons d'abord une série convergente à

termes positifs :

( 1
)

s ^^ Uq-t- Ui-x- Uo-^ . . . -r- II,IL -h . . . .

Intervertissons l'ordre de ses termes, et soit

la nouvelle série obtenue après ce changement. Soient s\^ la

somme des n premiers termes de la série (2), sm la somme
des ni premiers termes de la série proposée; on pourra tou-

jours choisir ni de telle sorte que tous les termes de s\^ soient

contenus dans les /7i premiers termes de la série (i). On aura

alors

s'n'Lsni et s'n<i\hi\Si,i ou < 5.

Nous voyons par là :

i"" Que la série (2) est convergente, puisque à)^ croit avec n

sans dépasser 5;

2"^ Que la valeur s' =. \\ïxis\^ de la série (2) ne saurait sur-

passer s. Or on démontrerait de la même manière que la

valeurs de la série (i) ne saurait surpasser 5^; donc on doit avoir

s = s',

donc la série (i) n'a pas changé de valeur. c. q. f. d.

L. — Traité d'Analyse, I. a
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Supposons actuellement la série

( 1 )
5 = «0 -r- Wi -h W2 -^ • . • -^- «

-:
— - •

à termes c^uelconques.

Soient

(3) a^-\- ai-\~ a-i-^- . ..-^ai-h . .

.

la série de ses termes positifs pris dans le même ordre que

dans la série (i), .

(4) ^>0+^l-l--..^-^A + -..

la série de ses termes négatifs également pris dans l'ordre où

ils se trouvent dans l'équation ( i ). Supposons que la série (i)

conserve sa convergence quand on rend ses termes positifs.

Les séries (3) et (4) sont convergentes, et, si x ciy désignent

les valeurs respectives de ces séries, on a

(5) s = .v— r.

Cela posé, changeons l'ordre des termes de la s'rie (i); la

série de ses termes positifs sera encore la série (3), à l'ordre

des termes près. Or cette série est à termes positifs; donc

elle conserve sa valeur. Même observation pour la série des

termes négatifs et pour la série des valeurs absolues des termes

de la série (i). Il en résulte, d'après le théorème IV, que la

valeur de la série ( i ) transformée est encore x — y\ donc la

série ( i ) ne change pas de valeur quand on change l'ordre de

ses termes. c. q. f. d.

Remauque. — Toute cette démonstration repose sur l'éga-

lité (5); donc, lorsque x ou. y n'existeront pas, c'est-à-dire

quand, dans la série proposée, les termes positifs et négatifs

ne formeront pas des séries convergentes, la démonstration

précédente tombera en défaut. Il est facile, du reste, de donner

un exemple dans lequel on voit une série changer de valeur

quand on change l'ordre de ses termes.

Considérons, par exemple, la série convergente

I I I I
_i_ 1 ,_ 1^ 1 -~ T ^
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Remarquons que la série des valeurs absolues de ses termes

est identique avec la série harmonique qui est divergente.

En changeant simplement l'ordre des termes, on a la

nouvelle série

^

''

1 4
"^

3 G 8 '
" ' 2 71 — I l\n — 1 4 '^ '

* '
*

Je dis que la valeur de cette série est la moitié de la valeur

delà série (i). En effet, soit

J^ ^
'~

2 4^3 6 8 '

'* '2/1— I 4^— 2 4/1*

La valeur de la nouvelle série est la limite de/(/i) pour ^= a:
;

or on peut écrire

4 /î — 2 ^n
ou encore

/(«)=£ .^'-H^i-. ..-:-- i
'' ^ ' 2 \ 2 3 111 1 2/1

Pour n r=: c^ , la quantité entre crochets tend vers la valeur de

la série ( i ) : ainsi la limite de/(w) ou la valeur de la série (2)

est la moitié de la valeur de la série (i); il est donc bien

prouvé que l'on n'a pas toujours le droit de changer l'ordre

des termes d'une série.

Jusqu'ici nous n'avons guère parlé que de séries à termes

réels ; mais on fait un fréquent usage en Analyse de séries à

termes imaginaires.

Une série à termes imaginaires peut se mettre sous la

forme

j
4- (^^2 + ^2 si— 1) -r- . . . + {un "^ Vn /^^) +

Cette série sera convergente si les deux séries

(2 ) Wo --'^ Wi -;- W2 M- . . . H- Un H- . . . ,

(3) (^0+ ^1 H- ^2 + • • • + Vil -:-...,

formées des parties réelles et des coefficients de y^i dans

tous ses termes, sont toutes deux convergentes.
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En effet, soient Sn la somma des n premiers termes de la

série ( i ), a-/^ etT/^ les sommes des n premiers termes des séries

(2) et (3); on a

Sa == C7;i -4- T

En passant aux limites et en désignant par t et t les valeurs

des séries (2) et (4), on voit que

lim s,i
— a -i- T V — i;

donc la série (i) est convergente. c. q. f. d.

Remarque. — Il est clair que, si l'une des séries (2) ou (3)

eût été divergente, la série ( i ) l'eût été pareillement.

Théorème VI. — Bans une série à termes unaginaires,

si la série des modules des différents termes est conver-

gente, cette série est elle-même convergente et Von peut,

sans altérer sa convergence, intervertir Vordre des termes.

En effet, considérons la série (i). Les séries de ses termes

réels et des coefficients de \J
— i sont convergentes indépen-

damment des signes de leurs termes, car ceux-ci sont respec-

tivement plus petits que ceux de la série des modules qui est

à termes positifs. On peut doue changer l'ordre des termes

de ces séries sans en altérer la valeur, ce qui revient à dire

({Lie l'on peut changer l'ordre des termes de la série proposée

elle-même. ^' Q- ^- ^•

Une série qui ne perd pas sa convergence quand on réduit

ses termes à leurs modules, et dont on peut altérer l'ordre

des termes sans changer sa valeur, est dite absolument con-

vergente.

III. — Règles de convergence.

On connaît un grand nombre de règles permettant de

reconnaître si une série donnée est convergente; mais un petit

nombre de caractères suffisent dans la plupart des cas, et

nous allons les faire connaître.
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Théotième I. — Toute progression géométrique dont la

raison est un nombre réelou imaginaire de module moindre

que I est une série convergente.

En effet, une telle progression peut se mettre sous la forme

(i) a -' ax -!- ax"'- -\- ... -i- ax^^ :
- ....

Or, quel que soit x^ la somme des n + i premiers termes est

égale à

a ou a —
X \ j X 1 — X

Si le modale de x est moindre que i, ^"+^ tend vers zéro,

et la somme des n premiers termes tend vers la limite finie

pour /i = ce . La série (i) est donc convergente, ce qu'il

fallait démontrer, et Ton a

<^ = a -^ ax -^- ax- -\-
. . . -i- a^" -î- . . . .

I — X

Si Ton remplace x par ^ en supposant mod - <^ i , on a '

a— z a a- a"

et, en faisant a = -•.

1 \ z z""- ^«

a — z a a^ a^ a'^-^

cette formule, qui nous sera utile plus tard, a lieu pour toutes

les valeurs de z et de a, telles que mod s <^ mod a.

Théorème II. — Si, dans une série à termes positifs

( I
) i^i M- W2 -;-

. • •
-'- u.i 4- ï^.,4-1 -i- . . .

,

le rapport -^^ dhtn terme au précédent tend vers une
Un

limite inférieure à l'unité ou reste constamment inférieur

à un nombre (J.fixe moindre que i, cette série est conver-

gente.

Observons tout d'abord que, la limite de -^^étantmoindre
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qne riinilé, -^^ finira, ^^oiir des valeurs suffisamment grandes

de n, par différer de sa limite de moins que cette limite ne

diffère de l'unité et, par suite, —^^' finira par rester moindre

qu'un nombre a fixe, moindre lui-même que l'unité; ainsi

nous n'avons besoin de démontrer le théorème que pour le

cas où l'on a, pour n suffisamment grand,

de là on tire

Un+\< y. Un,

et de même
^^«+2'-^ ^W«-+-l> ^^rt+3'C ^î*«+2; . . • •

On tire de ces formules

u,i^\ < 3C ii„, u„+^ <^ a2 ii„, z^„+3 < au,/,

La série considérée a donc ses termes respectivement moindres

que les termes de la progression géométrique

dont la raison a est moindre que t et qui, par suite, est con-

vergente; la série proposée elle-même est donc convergente.

Corollaire. — Si dans une série à termes quelconques la

limite du rapport dhin terme au précédent a un module

moindre que l'unité, ou si le rapport dhin terme au pré-

cédent conserve un module moindre qu un nombre a fixe

moindre que i, cette série est convergente.

Car la série formée des modules de ses termes est conver-

gente, en vertu du théorème précédent (p. 21).
t

Remarque I. — Si le rapport -^^ tendait vers une limite
Un

supérieure à V unité ou restait, àpartir d'un certain terme,

supérieur à V unité, la série serait divergente , car les

termes iraient en augmentant.
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Remarouk il — Si la limite ^^^^^ était l'unité, -^^ n'étant

pas constamment supérieur à i, on ne pourrait plus rien affir-

mer relativement à la convergence delà série, et il faudrait avoir

recours à d'autres caractères pour décider si la série proposée

est convergente ou divergente.

Remarque III. — Il est facile d'évaluer une limite de l'erreuv

commise quand, pour calculer la valeur de la série (i), on se

borne à faire la somme des /i premiers termes. En effet, cette

erreur est

or Un+\ <C^"^'Un, ifn-2<C^'^^n^ • • • ^ d'après ce que l'on a vu :

donc l'erreur est moindre que la valeur de la progression

ou que

1 — %

Théorîîmr III. — Si Von a deux séries à termes positifs,

l'une convergente

(0 5 = «0 -f- «1 -^ «2 -^ • • • -i- Cln -f- a/i+i H- . . .

et Vautre

(2) ^'O -^ ^1 -i- . . . M- bn -^ bn+i H- . . .
,

telle que le rapport d'un ternie précédent -^~ soit con-
flit

staninient inférieur au rapport correspondant -^^ dans la

première, cette dernière est convergente.

En effet, la série (i) étant convergente, la suivante le sera

aussi (
'

) :

c?o H <ïi H «2 -h . . .
-1 Cl,i H Ctn-\-l —-....

«0 «0 «0 «;)

(') Si l'on éprouvait quelques doutes à cet égard, ils seraient levés par le

théorème II du paragraphe suivant, théorème qui pourrait trouver sa place

ici.
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Celte série peut s'écrire ainsi :

Mais la série (2) peut se mettre sous la forme

or cetle série a, en vertu de notre lijpotlièse, ses termes res-

pectivement moindres que ceux de la série (3), qui est con-

vergente; donc la série (2) est elle-même convergente.

c. Q. F. D.

Il est facile de déduire de là le théorème précédent.

TnÉorvÈME IV. — La série

I I T I
,

I

(0 7^ "^ ^ ''"' P "^ "^
7Ï/^-

^"
(TT^^Tj^

"^
'

"

est convergente ou divergente selon que k est plus grand

ou plus petit que i.

En effet, supposons d'abord k plus grand que i
;
la série

précédente peut s'écrire, en groupant les termes (ce qui

n'altère pas la convergence ou la divergence de la série, puis-

qu'elle a ses termes positifs), de la manière suivante :

(^)

Si l'on suppose A" > i, le terme général de la nouvelle série

est moindre que -^.répété 1" fois, c'est-à-dire moindre que

—î— ; les termes de cette série sont donc moindres que ceux

de la progression géométrique décroissante

-I- . . .
-4-

elle est par conséquent convergente.
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Si au contraire /:<< i, alors la série (2) a ses termes plus

grands respectivement que ceux de la série harmonique; elle

est donc divergente dans ce cas.

Dans la série (i), le rapport d un terme au précédent est

de la forme

n

si k est plus grand que i, celte quantité est évidemment

moindre que j- On peut donc énoncer le théorème sui-

vant (<) :

I -î-

11

Théorème V. — Si dans une série le rapport cVun terme

au précédent, ayant pour limite V unité, peut se mettre

sous laforme —— ? et si ny. tend vers une limite k plus

grande que i, cette série sera convergente.

Les règles de convergence que nous venons de donner suf-

fîsentdanslaplupartdescas ; nous donnerons dans les exercices

quelques règles nouvelles, en laissant au lecteur le soin de les

démontrer.

Applications. — 1° Cherchons si la série

3 5' „ n2 — I

J 10 ?l^-\-l

est convergente. On a ici, pour l'expression du rapport d'un

terme au précédent,

(^i -h 1)2 — I n- -'- I

( /l -i- I )2 -- I fV^— I

x:

pour 7? == 00 , la limite de cette expression est œ. Donc la

série est convergente si modx << i , divergente si mod^ >> i
;

enfin, si mod^= i, elle est encore divergente, parce que les

(') Raabe et Duhamel l'ont trouve à peu près en même temps.
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modules des termes ont pour limite i et par suite ne tendent

pas vers zéro.

1° Cherchons si la séri^

I _4 ^
1 6

est convero^ente. Le rapport d'un terme au précédent a pour

expression générale ;

—

^ ^ (/i - 1 y^—
Cette expression peut s'écrire

expression générale ^

: ? dont la limite est i.^ ^ (/i- 1 y^— (^/i -i- i)

n^ — ii

En multipliant ^"^— par /i, on obtient une quantité dont la

limite, pour n r - co , est 2. Donc la série est convergente.

IV. - Des calculs que l'on peut effectuer sur les séries.

Thilorème I. — Si Von considère les séries conver-

gentes
A r— ao •
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Théorème II. — Si la série

s — Uq H- lli -'-... -r- U,i — . . .

est convergente et a pour valeur s,

a Uq -;- aui -^-
. . . h- a u,i -^

. .

.

sera convergente et aura pour valeur as.

En effet,

> {au)^-a > u-

Donc, si n augmente indéfiniment, 7^ {au) a une limite

égale à a lim\ u ou k as. c. q. f. d.

Théorème III. — Si la série

s = ?«o
"- U\ -'- II2 -^

. . . -t- Un -^ . .

est convergente et a tous ses termes positifs, si de plus

aQ, «,, .. ., a,i, . . . sont des nombres positifs qui ne crois-

sent pas au delà de toute limite,

«0 ^^0 -" «1 Ui -i- «2 W2 -t- . . . -T- «« U,i -- ...

sera convergente.

En effet, en désignant par A un nombre plus grand que

<7,, «2, .. ., a,2, .. ., cette série a ses termes respectivement

plus petits que ceux de la série convergente

ks — A uq -:- A Ui -V ...-[- A i^,i -^ ...

,

qui est aussi à termes positifs.

Abel a démontré que le. théorème précédent était encore

vrai pour une série convergente quelconque si les nombres a^,

«,, ...,«2) ••• allaient constamment en décroissant; en effet,

dans cette hypothèse, en posant

( I ) Ï^O H- î^l -J- . • . -^ Un =- Sn,

(2) UQUo-i- aiUi --.. .-h anUn = in,

on a les relations suivantes :

Uo=^ Sq, îij = 5i — ^0, ..., Uii^= Sn — Sn-i- ...,
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et par conséquent, en portant ces valeurs dans l'équation (2),

in = «0*0 -- «1 (-ÎJ— ^o )--••• -^ <^,i{S:i~- Sa-{),

' ce que l'on peut écrire ainsi :

(3) ta ^ («0 — <^l) 5o
-- («1 —«2)^1 -"•

. ."- CLaSa-

Dans cette égalité, les coefficients de ^o, 5,, ... sont tous

positifs, car ao, ^i, .. . vont en décroissant; mais, si désigne

une moyenne entre les quantités ^o, 5|, . . . , 5,/, on aura

t,i — [(^0 - aJ -• - (ai — a,) -'-
• • •

-- <^/«] ^ «o^.

Or, 7z augmentant indéfiniment, conserve une valeur finie;

donc tu conserve une valeur finie. Supposons alors ^o, .Ç| , . . .
,

Sii^ . . . positifs (s'il n'en était pas ainsi, on augmenterait

convenablement î/o)î ^n croît, en vertu de l'équation (3),

avec 71, sans devenir infini : il a donc une limite; par suite,

la série (2) est convergente. c. o. F. n.

TnÉorvPiMF. IV. — Si les séries

( I )
• s — Uo'Ui^ :~ U-l ' ... - ^- U,i "^-

. . .
,

(2) t -^- Vj— Çi H- Vj, -i- ... -- Vn -^ . . .

sojit absolument convergentes, c^est-à-dire si la série des

modules de leurs termes est convergente (p. 20), la série

dont le terme général est

est convergente et a pour valeur- st.

1^ Supposons d'abord les séries (i) et (2) à termes posi-

tifs; nous aurons

(3)
"y U V r :r^^ V iV -:- Ui X ç,.,

-- M, {Vn-\ - - Vn) —

1)1

Considérons maintenant le produit V ii 2^ ^ ' ^^^ terme

de ce produit dans lequel la somme des indices est la plus
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grande est im. Si donc ini est moindre que /i + i , ou si m
est le plus grand entier contenu dans —

\

—
-, tous les termes

de 2^ ^^ Zj ^ ^^ trouvent compris dans 7 w. On a donc

> w :: > Il

Or, en vertu de l'égalité (3),

> ip < 7 II y V.

Mais, si l'on suppose que m et n augmentent indéfiniment,

X « >^ ^ et 7 uy^ V tendront tous deux vers st. Alors

V^" • •
1

7 (V, qui reste compris constamment entre ces deux pro-

duits, tendra aussi vers la limite st. Le théorèuie qui nous

occupe est donc démontré pour le cas où les séries (i) et (2)

sont à termes positifs.

2" Supposons que les séries ( i ),(2) à termes réels ne perdent

pas leur convergence quand on rend leurs termes positifs.

Considérons d'abord les termes des séries (i)et(2)en valeur

absolue. Tout ce qui dans l'égalité (3) suit > tv a pour li-

lite zéro, car 7 a y (^ et 7 w ont même limite, d'àprès

ce que nous venons de voir tout à l'heure. Il en sera encore

de même a fortiori c\w.d.\i(\. on aura rendu aux termes des séries

(i) et (2) leurs signes respectifs. Par conséquent, si dans

l'égalité (3) nous supposons que n augmente indéfiniment,

il vient, en passant aux limites,

st = lini1:-
ce qui démontre que le théorème est encore applicable dans

le cas où les séries ne perdent pas leur convergence quand

on rend leurs ternies positifs.
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3° Considérons enfin le cas où les séries (i) et (2) seraient à

termes imaginaires. Nous supposerons les séries des modules

de leurs termes convergentes, et nous poserons en général

Un = p,i (cos a,i -^ /" I sin a„)

,

t^« = ^/i (cos j3„ -I- v^'— 1 sin 3,;).

Alors, en vertu de ce que nous avons démontré dans le pre-

mier cas, la différence

aura pour limite z6ro; il en sera de même a fortiori de la

quantité

pi (cos ai -1- /— I sin ai) qa\cos 1,1 -i- \'— i sina/i)

-+-(/'2 COS a2-'- v^^ I sina2) [g/t-i(cos a^^-i -+- /— i siiia/i_i)

+ g„(cosa,i -h /— I sina„)]

qui n'est autre chose que U\V-^-\- U2(^Vn-\-\- ^n) -r-— L'é-

galité (3), en passant aux limites, fournira donc encore

st^=^ 2, ^^'5 ^^ 1^ théorème est encore vrai dans ce dernier

cas.

V. — Sur un théorème de Cauchy.

Presque tous les théorèmes que nous avons établis direc-

tement sur les séries sont la conséquence immédiate du

théorème suivant de Cauchy :

Pour quUine série soit convergente^ ilfaut et il suffit que

la somme des p termes qui suivent le n^^me tende vers zéro

quand n et p augmentent indéfiniment, quelle que soit la

manière dont on fait croître ces deux nombres.

Toute la démonstration que nous allons faire repose sur le
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sens que l'on attribue à ces mots « quelle que soit la manière

dont on fait croître n et p » ; nous allons Fexpliquer. Soit

Ui H- «2+ • . • + Un H- . . . ^- Un^p+ • • •

une série; nous avons déjà prouvé que, si l'on appelle s,i la

somme des n premiers termes, s,i_^p— Sn tend vers zéro,

quel que soit/?, quand ji augmente indéfiniment si la série

est convergente; ce qu'il faut prouver, c'est que :

S'il est possible de trouver des nombres n el p tels que, v

étant supérieur ou égal à /i, iz supérieur ou égal kp, on ait,

quels que soient d'ailleurs v et t:,

(l) mod(5,,+T: — 5,J<£,

£ étant une quantité donnée fixe, aussi petite que l'on voudra,

la série est convergente.

La formule (i) revient à celle-ci

8 désignant une quantité de module moindre que i. Sup-

posons £<^i; t: peut être pris assez grand pour que, quel

que soit tJ, on ait de même

0' désignant une quantité de module moindre que 1,7:'^ peut

être pris assez grand pour que

et ainsi de suite. Ajoutons ces formules, nous aurons

La différence entre s^ et la somme 5^^^+^_^ ,
d'un nombre

consécutif de termes de la série aussi grand que l'on vent est

donc représentée par une série convergente 83 -\- ^' e- -{- . . .
,

puisque les modules de ses termes sont moindres que les

termes de la progression £ + £- + ..., qui est convergente.

Cela revient à dire que, en faisant croître l'indice n d'une

certaine façon, la somme s,i tend vers une limite fixe s. Je
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dis que, de quelque manière que croisse cet indice, la limite

sera toujours la même. En effet, supposons ii et ii' assez

grands; mod(6'/^,— s,i), par hypothèse, peut être rendu moindre

que s; en d'autres termes, on peut poser

or Sa a une limite s et l'on peut poser en même temps

Sa-^ S -^O's,

8' ajant un module moindre que i ; donc

Sa' diffère donc de s d'aussi près que l'on veut : donc enfin la

série proposée est convergente.

VI. — Séries uniformément convergentes.

i

Une série

u^ -i- lli -F . . . -h W,j-4- . . . -t- Ua+p-^ . .

.

dont les différents termes sont fonctions de x^ y^ z, ... est

dite uiiiforinémeiit convergente entre des limites données de

ces variables, s'il est possible de prendre n assez grand,

mais fixe, de telle sorte que, quelles que soient les valeurs

données à ^,7, ^, ... entre les limites en question, on ait

toujours, quel que soit /^,

mod \ ui< £,

z étant une quantité fixe quelconque et N désignant une

quantité égale ou supérieure à n.

La série

H- a? -r- x'^ -4- . . . H- ^«+ . . .

est uniformément convergente pour les valeurs de x dont le

module est inférieur à a<^i ; car, pour rendre
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il suffit de prendre
Xrt-Hl

mocl < î.

I — X

On satisfait à celte formule en prenant

a«+> ^ loiî(s— as)<£ ou /? H- I < —'—, -—
•)

1—

a

loga

ce qui détermine pour n une valeur indépendante de x.

Au contraire, la série

x{e-^—ie-^-^)-^x{-}.e-^-^—Ze-^-^)-\-. ..

-I- ^( ne-"^ — n + 1 e^'^+i^^) H- . .

.

est convergente quel que soit .r, puisque la somme de ses n

premiers termes es tjfe"-^— (/i + i)^e~^"+*^-^, qui, pour /i ^=^^^

a pour limite xe~^ \
mais elle n'est pas uniformément conver-

gente pour les valeurs de x voisines de zéro, puisque, pour

satisfaire à la formule

il faudrait prendre

et que les valeurs de n susceptibles de satisfaire à cette

inégalité dépendent de x et croissent quand ^r tend vers zéro.

VII. — Théorème d'Abel.

Théorème I. — Soient cp,(^), cpo(^), . . ., (f„(x), . . . des

Jonctions continues de x, pour toutes les valeurs de cette

variable contenues dans une aire A. Supposons que, pour
ces vcdeurs de x, la série

soit uniformément convergente; la valeurY[x)de la série

sera continuepour toutes les valeurs de x en question.

En effet, posons

^/i (>)-+- «?/i+l(^) -r- ... = i\{x)\

L. — Traité d'Analyse, I. 3
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on aura

et, en donnant à x un accroissement A, tel que le point x ~r- h

soit, comme x^ à l'intérieur de l'aire de A,

F(^-l- h)= ^{x-^ h)^ R(.r-|- A).

De ces formules, on tire

F(x-i-/i) — ¥{x) = ^(x+h) — ^(x)-\-l\{x-{-h) — R{x);

or, la série (i) étant uniformément convergente, on peut, quel

que soit x, satisfaire à la formule

moclR(a7)< £

au moyen d'une môme valeur de n; on aura donc aussi pour

cette valeur
modR(^ + /0<-

et, par suite,

(2) mod[R(^H-/0 — R(^)]<2£.

71 ayant été ainsi choisi, on pourra, puisque cp,, cp^^, . . .
, '^,^_^

sont des fonctions continues en nombre limité et que, par

suite, leur somme ^{x) est continue, satisfaire à la formule

(3) moà[^\>{x -^ h) — ^{x)]< z,

pour toutes les valeurs de h dont le module sera inférieur à

une quantité H. En observant que le module d'une somme

est moindre que la somme des modules de ses parties et en

ajoutant (2) et (3), on voit que l'on aura, pour toutes les

valeurs de h suffisamment voisines de zéro,

mod['\,{x -^ h) — '\>{x) -{- ]\{x -\- h) — Rix)]< 3 z

OU
mocl[F(2^4-A) — F(^)]<3£;

or 3s est, comme e, une quantité aussi petite que l'on veut;

donc la valeur F(^) de la série (i) est continue.

TnÉoiviiME II. — Toute série ordonnée suivant les puis-

sances croissantes de x^ telle que

(1) «o-t- a^x -\- a-iX'-^- . . . + anX'^->r . . .

,
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dans laquelle a^^ a^, a.^-, • - • so/it indépendants dex^ est

uniformément convergente pour tous les points inté-

rieurs à un cercle décrit de Vorigine comme centre ; elle

est divergente pour tous les points extérieurs.

Ce cercle, dont le rayon peut être nul ou infini, a été appelé

par Gauchy le cercle de convergence de la série ; son rayon

est le rayon de convergence.

Pour démontrer ce théorème, désignons par po, p^ p2, . . .

,

p„, . . . les modules de ao, a^^a.y-, - . . ,««, . .. et par rie module

de x; supposons que, le module de x ayant une valeur R, la

série (i) soit convergente : je dis qu'elle sera encore conver-

gente pour tout module r de x, tel que /•<<R.

En effet, la série

* "^ R "^
K2

""
• • • " R^ "^

• • '

progression géométrique dont la raison -^ est moindre que i,

est une série convergente, qui ne perd pas sa convergence

quand on multiplie ses termes par po, p< R, P2R-, . . . , nombres

qui ne croissent pas indéfiniment, puisque ces quantités sont

les modules des termes de la série (i), convergente par hy-

pothèse pour une certaine valeur de r, dont le module est

R. La série

est donc convergente; or c'est la série des modules des

termes de (i) pour /'<;R; cette série (i) est donc elle-même

convergente pour r<;R.

On démontrerait de même que, si la série (1) était diver-

gente pour une valeur R du module r de x, elle serait

encore divergente pour 7'>>R. Si donc on donne à x des

modules croissants, il arrivera un moment où la série cessera

d'être convergente; tous les points intérieurs au cercle du

rayon R décrit de l'origine comme centre rendront la série

convergente; tous les points extérieurs la rendront diver-

gente. C. Q. F. D.
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Je dis maintenant que la série est uniformément conver-

gente à l'intérieur du cercle de convergence ou, plus exacte-

ment, à l'intérieur d'un cercle de rayon R moindre que le

rayon de convergence d'une quantité fixe X, aussi petite que

l'on voudra du reste.

En effet, on a

?"'" - ?'-' '""' -'- < '^'

( k7.
+ ïï^ ^-

• •

)
'

M désignant la plus grande des quantités p,t^", p//+i R"+' , . . .

,

qui est finie d'après ce que nous avons déjà observé. Cette

formule donne successivement

On aura donc

si l'on prend

R — A

1^

La valeur de n que l'on déduit de là est indépendante de

œ; donc la série est bien uniformément convergente.

C. Q. F. D.

Théouème d'Abel. — Toute série ordonnée suivant les

puissances croissantes de x représente une fonction con-

tinue de X à V intérieur de son cercle de convergence.

Une pareille série est, en effet, uniformément convergente

à l'intérieur de son cercle de convergence.

Exemples. — i" La série

I -f- 37 -f- a-— i" . . . -}- :r« -;•-...

a pour rayon de convergence i ; elle représente une fonction
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continue quand mod^r <^ i , el en efTet elle est égale à

2" La série

X X- X"

I 1.2 ' ' 1 . -2 . 3 . . . /i '
' '

'

que nous étudierons plus loin, est convergente quel que soit J',

car le rapport du (/i -f- i)""'' terme au précédent est-, qui

tend vers zéro quand n croît indéfiniment; le ravon de conver-

gence est infini et la fonction représentée par la série est

toujours continue.

3" La série

I -h a? -f- I . '2 a"2 -u . . .
_:_

I . 2 . 3 . . . n ,r" --...,

toujours divergente, excepté pour ^rz= o, a un rayon de con-

vergence nul; elle ne représente rien.

Vin. — Théorème général sur les séries.

On sait que deux polynômes entiers en x^ égaux quel que

soit Xj ont leurs coefficients égaux; on peut généraliser c(î

théorème comme il suit :

Théorème. — Si Von a pour toutes les valeurs de x dont

le module est moindre qu'une quantité finie, ou même seu-

lement pour les valeurs réelles de x moindres qu^une

quantité finie y

(l) «o+^i^H- «2^^H----H-«^rt^'^+ --- = 60-+- ^1^7 -f-...-f- 6/ia-«-4-...,

«05 <^\-, ' ' • 1 1^0, ^1? • • • désignant des quantités indépen-

dantes de X, on aura

ao=bo, ai = bi, .... a,, = ^>„,

En effet, si l'on fait x = o dans la formule (i), on

trouve «0 = 60 ; supprimant de part et d'autre «o et 60, qui

sont égaux, et divisant par x, on a

«1 -I- «2^ -f- «3^'^-H • • . = ^1 -T- b^x -{- b^x^-i- . . .

.
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Cette formule a lieu pour les mêmes valeurs de x que (i),

excepté peut-être pour ^=o; mais, en vertu du théorème

d'Abel, les deux membres sont fonctions continues de x\

pour ^ n= G, elles convergent vers les limites a^ et ^,. Donc,

comme ces deux membres restent toujours égaux, leurs

limites r/, et h^ sont égales. Supprimant a^ et h\ de part et

d'autre et divisant par x^ on a

d'où l'on conclura encore «o = ^2? et ainsi de suite.

IX. — Développement d'une fonction rationnelle en série.

Commençons par chercher le développement d'une expres-

sion de la forme ^> m désisfnant un entier positif et a
{x — a)"^ ^ '

et X des quantités quelconques. Si le module de x est plus

grand que celui de a, on a

(I)
I a «2 a"'

X X~ X'

' En effet, le second membre de cette formule est une pro-

gression géométrique décroissante dont le premier terme

est - et la raison -: la limite de la somme de ses termes est
X X

, . I I I

bien ou •

X a X— a
I

X

Cela posé, je dis que l'on a

I I m a m(m-^\) a"-

(^_a)^«~^ ^ X"' i x"^+^ 1.2 x"'+-^

m(m -h i) . . .(m -^ n — i) a'^
"*

I . 2 . 3 . . . 72 x'»+« " *
'

en d'autres termes, la formule du binôme s'applique encore

au cas où l'exposant est négatif, pourvu que le module de a

soit moindre que celui de x. Pour démontrer cette for-
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mule (2), nous allons vérifier que, si elle a lieu pour une

valeur de /?^, elle aura encore lieu pour la valeur supérieure

d'une unité, et, comme elle a lieu pour m = i, elle sera géné-

rale.

D'abord, je dis que le dernier membre de la formule (2)

est une série convergente. En effet, l'expression du rapport

d'un terme au précédent est

i a m — i \a
h I

X \ n X

pour /i = O) . cette quantité tend vers -• Si donc mod - -< i

ou si mod rt<mod^, la série sera convergente. Nous suppo-

serons donc modrt<mod.r;en multipliant le dernier membre

de la formule (2) par x— <7, il devient

lin \ ^ [m(7?i-hi) in\ a-

rm(m-!-i) ... (w -h 71 — i) m{m-\-\). . .{m-'r- n —i)l a'^

ou
( m — \)ni «2

(m — \)m , . .{jn-\- n — 9, ) a"-

T . 9. . 3 . , . /i
+

Cette quantité, par hypothèse, est égale à ——

—

rjj^zi'^ ^^

formule (2) est donc démontrée.

La Jormule du binôme a donc encore lieu pour les

valeurs entières et négatives de l'exposant.

Cela posé, considérons une fonction rationnelle de .r ; on

pourra la décomposer en un polynôme entier E(^) et en une

suite de fractions simples de la forme Si donc moàx
^ {x — a)'"-

est supérieur à chacune des quantités mod a, les fractions

A
; — se développeront en série suivant les puissances
{x— a)"^ ^^ ^

de - et la fonction rationnelle se développera elle-même de
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cette façon, mais le développement contiendra des termes

entiers en x si le polynôme E(^) n'est pas nul.

Si le module de x n'est pas supérieur au module de toutes

les quantités a, on observera que, si mod^<mod<^, on aura

I _ (— i)^^^ _
,
/ ^ ^^ ^ m{m-^\) x-

{x — ay"- (a — xy" \a"i i a"'^^ i.'i a"^-^'^
'

et alors le développement de la fonction rationnelle aura lieu

en une double série ordonnée suivant les puissances de x

et de -•
X

Enfin, si le module de x est moindre que celui de toutes

les quantités <2, il est clair que la fonction rationnelle sera

développable suivant les puissances croissantes de x seule-

ment.

X. — Séries récurrentes.

On appelle séries récurrentes des séries ordonnées suivant

les puissances d'une même variable et telles qu'il existe, à

partir d'un certain moment, une même relation linéaire entre

les coefficients des divers termes consécutifs de la série; cette

relation^, ou plutôt les coefficients de cette relation, forment

ce que l'on appelle Véchelle de relation de la série.

Théorème. — Le développement d^une fraction ration-

nelle est récurrent.

En effet, supposons le développement effectué suivant les

puissances croissantes de la variable; le théorème, s'il est

vrai dans ce cas, le sera encore dans le cas où le développe-

ment aurait lieu suivant les puissances décroissantes, car un

développement qui a lieu suivant les puissances décroissantes

de la variable x peut être censé avoir lieu suivant les puis-

sances croissantes de la variable -•
X

Considérons la fraction rationnelle ,^, ,
? dans laquelle
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f{x) ctF(^) désignent des polynômes entiers en x\ suppo-

sons que F(^) n'ait pas de racines nulles : cela ne nuit en rien

àlacénéralité, car "V^-t—7 peut se mettre sous la forme suivante :

^ ^ x">- x"^-^ X o{x)

E(x) désignant un polynôme entier, si F(^) contient x en

iacteur; alors o{x) est de degré supérieur kf^{x) et ne con-

tiendra plus X en facteur.

Soient donc

y— I

et

f(x)
(1) ^f—f-==a^'^aiX-^...-r-a,,x"-^....

1 {X
)

les/?, les q et les a désignant des constantes. Si x est assez

petit, la série (i), d'après ce que Ton a vu, sera convergente

et l'on pourra obtenir «0 5^1 7 ••• soit par la méthode des coef-

ficients indéterminés, soit par la division, dont les règles ont

été précisément établies par la méthode des coefficients indé-

terminés.

Nous emploierons la méthode des coefficients indéterminés

et, chassant le dénominateur dans (i), puis remplaçant F(^)

eif(x) par leurs expressions, nous aurons

/ = (qo-^ qix-^ .. .-^ qi)^xl^){ao-+- aix-^ ...-{- anX'i -h .. .).

Effectuons le produit indiqué et égalons de part et d'autre

les coefficients de ^'^j x, x-, x^^ . . . , nous aurons

Pi = qo^2-'- qi<^i'~ q-iCio,

r^ tD A .^
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Ces formules déterminent successivement ao, «1,^0, ... ; la

formule (3) est récbclle de relation. Ou voit que, si /i>>[x— i,

cette formule est une relation linéaire et homogène entre les

coefficients de [ji + i termes consécutifs de la série.

Réciproquement, si la relation (3) a lieu entre les termes

de la série

«0 -f- «I -27 +...+ «« ^" -i- ...
,

supposée convergente, celle-ci est le développement d'une

fonction rationnelle. En effet, l'équation (3) peut s'écrire

on a de même

a„+i.r«+i+ -4^ anX'^'-\-. .
.-- ~i^, rt„_îj.4i^"-:J-+' = o,

In ajoutant toutes ces formules, on a

oc =0 »

X'
n n — i n-ll

OU

— -^^ (a„ x'^ H- «„__! :c«-i) — . . . = o
;

on en conclut

^ P •

II

P et Q désignant deux fonctions rationnelles de x. Donc :

Théorème II. — Toute série récurrente est le développe-

ment cVunefonction rationnelle de x.
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XI. — Théorème d'Eisenstein.

Soient ciij des entiers; posons

Xo = «00 -4- «01 ^ + «02 ^^ ~- •
. . H- «0[j. ^"^j

Xi = «10 -J- «ii^-t- «12^^ -r-. . .+ «lîJ.a7^S

et supposons que l'inconnue j^' de l'équation

(0 j/"X;„-h7'«-'X,„_i + ...^h7Xi-f-Xo = o

soit développable en série de la forme

(2) J = ^10-t- ^11-^^- hi^x^ -!-...+ hxiX^ -\- . . . ;

on aura

/ j-2 = ^20 4- 621 X -h Z>22-2:2 -4- . . .
-'- èo/-^:/ + . . .

,

(2) ! 7^ = ^30^-^31-27+ 532^2_u.. ^^h^iXil -t-. . .

,

d'ailleurs

62/ = ^10^1/ + ^il^l/-l +• ••^^- ^l/^IO,

l ^3f = àiob^i-^ àn^ii-i -^- .+ biib.20,

(5) ,

'

Les valeurs (2) dej, j-, . . . étant portées dans l'équation (i),

celle-ci doit être satisfaite identiquement. Ainsi, quel que

soit X,

(Clmo-^ciml^-^' " )(^m0+ ^ml^H"- • • )

-+-(«m-10+ «,n-ll.^+.- .X^/»-10+ bm-uX-{-.. .)+•• •

+ «00+ «01 ^ -f- . . . = o
;

on doit donc avoir

«m0^m0+ «m-10^m-10+ - • •+ <^00 = *^i

(«/«O b„ii-V- Cl„i-i b,no) H--. • . t- «01 = <>»

(4)
'

{a,nobm[K-^' . •+ «/«;xèmo) + - . •+ «0[X= o.

(«/«O b,n\l-hl-+- • ' --r- (.Xm\xbm\ ) -f- . • .+ O = O,

(5)
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En vertu des équations (3), h-^i sera fonction de btQ, bu, ...

/>(/ et ne contiendra pas ^i^r+i, ^i,;+i, ... : donc ^s^sera fonc-

tion des mêmes quantités et ne contiendra pas non plus ^,^/_^,,

Les ti. équations (4) pourront donc servir à calculer

b\\i bs2i • • • ' b^^. Je suppose que ces nombres soient ration-

nels, ainsi que 6|o, que l'on peut calculer directement : c'est

la valeur dejr pour ^ = o.

La première équation (5) fournira b^^j^^ ^ le coefficient de

cette quantité ne pourra provenir que des termes

Or, en n'écrivant dans />, , j^^, , b2, [x+i ? • • • ^i^e les termes con-

tenant Z>^^p_,_^, on a, en vertu de (3),

En portant ces valeurs dans(6j, on voit que cette expres-

sion sera de la forme

P^i,!x+i-;-Q,

P désignant un polynôme entier en ^lo à coefficients entiers

et indépendant du nombre tji. Il résulte delà que bi,y^^i sera de

la forme

bi a-+-i
I'

on aura de même
_ f(b^^, ^,3 , bijx+\)

/désignant une fonction entière à coefficients entiers. Les

seuls facteurs premio's qui pourront entrer en dénominateur

dans Z>a? où /:>[ji, sont faciles à déterminer. P est un poly-

nôme en biQ du degré m; en multipliant donc par la puis-

sance m""'"'^ du dénominateur de ^,o; on pourra mettre b^^[J.^^

sous la forme

F(bii, bi2, ..-, bi^)
b\,n.+i = n

—— •
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B. désignant un entier et F une fonction entière à coefficients

entiers, ^t,!j.+2 sera de la forme

Supposons bi-2i ^13? • • • réduits à leur plus simple expres-

sion; les seuls facteurs premiers qui entrent dans le déno-

minateur de b\,p.+ \ seront ceux qui entrent dans les dénomi-

nateurs de ^12, ^13, . • • (que nous supposerons réduits à leur

plus simple expression) et dans R,il en sera de même de Z^, ^^,^2?

^i,!X4-3- On a donc le théorème suivant :

Si l'on considère une série

b^)-\- byx --- b^x- -^ . . .^ b,iX'^ --...,

dans laquelle h^^b^^bn^ ... sont desfractions réduites à leur

plus simple expression, elle ne pourra pas être le dévelop-

pement d'une raciney ci'une érjuation algébrique en x ety
à coefficients entiers si les dénominateurs de ^o, ^i? ^/n •••

ne contiennent pas un nombre limité de facteurs premiers.

Ce beau théorème mettra en évidence le caractère trans-

cendant d'une foule de fonctions.

XII. — Développements en série de e^, sin^- et cosx.

Cherchons la limite de
(

i -f- —
j

quand m croît indéfini-

ment en passant par des valeurs entières; la connaissance de

cette limite nous sera utile dans un très grand nombre de cir-

constances. On a

X m (m— I ) x-
I -I ) =1 -:- m i :

?n I . -1 nv\ m )
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or on sait que, a, [î, v, . . . étant positifs, et tels que

a + p + Y + ...<i,ona

(i_a)(i-p)(i-Y)---<i-(« + P + T + ---);

on peut donc écrire

(i — a)(i — p) ... = i—e(a-f- P. + ...),

8 désignant un nombre compris entre o et i . Prenons a = - ,

fj 1 3
p = —y y = —, . . . , nous aurons

\ /« / \ /7i / \ ?n / 1m

0//._i étant un nombre compris entre o et i ; la formule (i)

s'écrira alors

I H =14-(-0 I I .
'2 *

'

1 . -2 . 3 . . . /?i

2m L I i.2.3...n 1.2... m— -2 J

La suite écrite sur la première ligne tend vers la valeur

de la série convergente

X X' X"

^ ^ I 1.2 I . 2 . 3 ... 71

quand m augmente indéfiniment. La suite écrite entre crochets

a un module inférieur à la valeur de la série convergente

/• /

1 1.2 1 . 2 . . . /i

OÙ /• est le module de x', d'ailleurs — tend vers zéro. On a
X
2 m

donc

en particulier,

lim ( 1 -i- — = e.
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en appelant c la valeur de la série convergente

I 1 I

I 1.2 \ .1 .Z ... Il
'

que l'on trouve égale à 2, 718281828459043- . • .

Je dis que ( i H \ a encore pour limite e quand m croîl

en passant par des valeurs quelconques. En effet, soient n

et 71 + I deux entiers comprenant ni supposé positif; on a

\ nj \ m] \ 7Z-M/

On peut écrire cette formule ainsi :

les membres extrêmes ont pour limite e quand /?? = 00
; donc

1 I H ) a aussi pour limite e.

Enfin, en appelant m un nombre négatif, il est facile de

voir que la limite de
(

i H \ est encore e quand m croîl

indéfiniment. En effet, posons ni = — n^ nous aurons

lim I H = liiii 1 — lim

= lim ( 1 H )
= lim ( i H ) ( 1 h

\ n — 1/ \ n — 1/ \ 71 —

On a, en supposant x réel,

s = lim ( I H ) = limm

or rien n'empêche de poser — = -; a croîtra indéfiniment

avec m et l'on aura

s = lim (-S7^=--
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Vinsi on a, en vertu de (2),

(3) e^= i-H
I 1.2 I . '2 . 3 . . . /i

Supposons maintenant x imaginaire et remplaçons-le

par X H- J'y/— 1 5
on aura, en vertu de (2),

(4)lim I

j/-
m J I i.'2

Calculons le premier membre ; cherchons d'abord son module :

m

liai ( I(
imx -\- x'^ -\- y-

2
. =Iim (i-^-

\_\ '^^

1 , . 'nnx-\- x'^-r- y^
ou, en désignant - pa

Cherchons maintenant son argument; l'argument de

X -^ y v — 1

est compris entre son sinus et sa tangente, c'est-à-dire entr

l'argument de

compris entre

y \ m) m^

,

x-\-y^—v
ni

et

y m fois plus grand, sera

y
et

v/(-0'-S I -r
Ul
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qui tendent tous deux vers^^ pour m = co . On a donc

lim( I H- -

—

'—
-j = c-^{cosy -^^— i sinj), /

c'est-à-dirC; en vertu de (4),

e^(cosj+ /

—

I sinjKJ-- 1 -f-
-^-^ -h ^ ^—

^

'— +. . .;

en particulier, si l'on prend ^ == o,

/— . yj— r r- r'^J—

i

cosr + y/— I sinr = i -^- ^—'—- h. . .
;•^ -^

. j \.'i 1.2.3

t, en égalant les parties réelles et les coefficients de \l—

COSJ' =1
1.2 1.2.3.4 1 . 2 . 3

.
J • 6 .

5

r Jsinj = •- —
I 1.2.3 1.2.3.4.5

Ces formules, toujours convergentes, donnent les développe-

ments de cos^^ et sinj^ en série.

XIII. — Généralisation de la fonction exponentielle

et des fonctions circulaires.

La fonction définie par la série toujours convergente

(I)
I 1.2 I , 2 . 3 . . . /i

est égale à e^ quand x est réel; il est tout naturel de la

représenter par le symbole e^ quand x est imaginaire : c'est

ce que nous ferons; nous aurons alors, en changeant x

^^x-^ry\^^^l,

I 1.2

L. — Traité d'Analyse, I.
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si l'on compare cette formule avec la formule (3) du para-

graphe précédent, on voit que

(2) e-^+y^-^ = e^{cosy-^i/—isïny):

de cette formule on peut déduire toutes les propriétés des

exponentielles : ainsi, par exemple, on a

QX+yV-i^x'+yW-i — eJ:(cosjK + /— I sinj) e-^' ( cosj' -h /— i sinj')

— e'^+*^'cos(jK H-y -H y/— i sin/ H-/.')?

c'est-à-dire, quels que soient z et z\

On aurait de même

e~- : e'-' = e---, ( e=)'" = e'"-,

Les formules démontrées au paragraphe précédent, pour

le cas où X est réel,

(^)

(5)

^2
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formules importantes et qu'il faut retenir. Ces formules

pourraient servir de définition aux fonctions cosj; et sin^r,

quel que soit x\ il est facile d'en déduire la formule

d'addition des arcs : ainsi

^(.r-i-v)v'— !_:_ g— (j7-f-j)v/—

1

COS(.27-4-/) = '

^

eoc^~^ _+_ e-x^~ eyV~_^ e-j^~
2 '2

•2\/— l -2^— I

= C0SJ7 cosj'— sin j7siiijK.

On démontrerait de même les formules

sin(a7 -i-jk) = sin.27 cosjK -T- sinjK cos^,

qui se trouvent établies même pour les valeurs imaginaires

de X ely.

La fonction a^, peu usitée, se définira par le moyen de

l'équation
dX ^^ gx log a

^

La fonction tang^ se définira par cette autre formule

tansra; = ;^ cos^

cotx, cosécx se définiront au moyen des relations

I ,1,1
cota? = —

j coscc^ = -;— j sec^ = •

tang;2? smx cosx

XIV. — Origine purement analytique des sinus et des cosinus.

Comme plus haut, prenons pour définition de la fonc-

tion e-^la formule suivante, vraie pour les valeurs réelles de x,

I 1.2 ni
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on en déduit immédiatement

cos hcc = cos X y/— i , sinha^ = - sin.ry/— i,

/— I

cosh^ = I

^2 ,x'->

5» ].'2.3.\

sinli^ = 07 -h —-7 -I- -—
• -h . . .

,

3 ! !

^2
COS^ =1 r

'2 !
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8 désignant un nombre inférieur à i puisque, en posant

COSCC = I 7

1

l'erreur est moindre que ^—', mais cela suppose les termes

de la série décroissants à partir de — .,
^

; il suffit pour rem-

plir cette condition que ^ soit inférieur ou égal à 2; or, pour

X = 2, la formule (4) donne

cosir= I — 2 H- —-.

24

cos^ est donc négatif pour x ^= i\ pour ^ = o, il est positif :

donc, entre o et 2, l'équation cos^ = o a une racine au

moins. Soit - la plus petite racine positive de cosx = o; on

aura

cos— = cos =0.
2 2

On a ensuite, en vertu de la relation cos-^ -}- siii^^ = i,

• '^ _i_ • / '^
sin - = ± I, sin

mais, de ^ = o à ^— -j cosjt reste positif; sin^, d'abord

positif, ne saurait passer par zéro, puisque sin^^+ cos^.-c^i,

et par suite ne saurait changer de signe : donc

. T. . T.

sin-=-i-i, sin =

—

I.

2 2

Il est facile de prouver que sin^r et cos^ ont pour pé-

riode 2 71, c'est-à-dire que

cos(27r + ^)= cos^, sin(2T:-}- a:-) = sina:-.

On a en effet

cos(^+j) = cosa^cosj — sin:r sinj-;

donc, faisant j'= ^

cosi .r H- -
) = — sin^;
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on aurait d'une façon analogue

donc, en changeant ^ en ^

= cosa? :

1

cos{x + 7î) = — sin f 37 + -
j
= — cos:r,

sin(/r -i- t:) = — sin^c;

changeant ^ en jt + tt, on a

COS ( ^ -{- 2 Tt ) = COS 37,

sin(iP+ 2Tr) = sina".

Le nombre tz reste à calculer; on verra plus loin comment

on peut le développer en série.

Nous retrouvons ainsi toute la Trigonométrie, en la généra-

lisant, et nous voyons, ce qui est important, que les fonctions

circulaires ont une origine purement analytique qui rend

leur théorie indépendante du postulatum d'Euclide et des

autres postulata de la Géométrie.

XV. — Des logarithmes en général.

Toute imaginaire peut être mise sous la forme

r(cosO-4-v/

—

I sinO),

r désignant le module et 8 l'argument; mais cosB h- y/— i sinO

est égal à e^^~^ : donc toute imaginaire peut se mettre aussi

sous la forme

et même sous la for],ne

e'og' e ou e •

On voit donc qu'il existe un nombre u = log/' + y/— i tel

que e" soit un nombre donné, /'(cosG+\/

—

isinG); ce
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nombre u est ce que nous appellerons le logarithme de

r(cosO H-/— I sinO).

Ainsi le logarithme cVaiie imaginaire est Vimaginaire
qu'il faut prendre pour exposant de e pour reproduire

rimaginaire donnée.

Le logarithme de l'imaginaire ;'(cosQ+^— i sinS) étant

iogr -h Q y/— I , on peut dire que :

Le logarithme d'une imaginaire est égal au loga-

rithme de son module, augmenté de son argument mul-
tiplié par sj— I .

Ce logarithme a donc une infinité de valeurs, puisque

l'argument est lui-même susceptible d'une infinité de valeurs.

Par exemple, le logarithme de la quantité réelle et positive

r^ dont l'argument est 2 A-, sera

log/-H- ikiz\l— ï,

log/' désignant le logarithme ordinaire de /'.

logi = 2A:7rv/— r, log— 1 ==('2/^4- 1)11/^,

4/.+1 .log/— 1=^
; TC;

Quel que soit a, on définit «^ par l'équation

il est clair alors que l'on a

((ix\in —- (^Qx\ciZ(i\ni -- g/Hx loger ^:rza,"^^.

On n'a pas éprouvé jusqu'ici le besoin de définir les loga-

rithmes imaginaires dans une autre base que e.

Il va sans dire que l'on a, comme dans le cas où x et j^ sont

réels,

log5^ + log7 = log(^+j),

00
\o^x— logj' = Iog-,
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ces formules découlant de

e^ eï = e^-i-r.

XVI. — Fonctions circulaires et hyperboliques inverses.

Les fonctions inverses de sin^, sinli^, cos^, cosli^, ...

sontdésignéespararcsin^, arcsinh^, arc cos^, arccosli^,....

Ces fonctions inverses peuvent toutes s'exprimer au moyen
des logarithmes; par exemple, si l'on fait

on en tire

ou

d'où

et, par suite,

arc smjT = u.

X = sin u =

.iwJ-i _
y^ e«v'-i ^ ^ _ i

_ , ^ o^

log {x /^^^ ± s/ \—x'-^),

ce qui peut encore s'écrire

u = - J_^ log (x± s/'x^^^i ) -H 'i]î±l r..

y/— I
'^

On trouve ainsi les formules suivantes :

arc sin^= log(.r± \J~x'^— i ) 4- ' "^ ^

tt,

y/ — I 2

arccosx= —= log {x àz /x^— i ),/— I

a,-c tang x = -1= log l±^fEl =-^ logi±liL ĴZ^.
'2 y/ — I I — x\J— I 'i\J— I \ -r-x-

arc sin h 37 = log (^ dz / i -h ^;2
) ^

arc cosh^ = log (.2:± \J x''-— i );

arc tang h 37= - los ——

—
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XVII. — Digression sur la nature des exponentielles.

Le théorème d'Eisenstein, démontré page 43, montre que e^,

sin.r, cos.rne peuvent être racines d'une équation algébrique

de la forme f{x,y) ^ o,/ désignant un polynôme à coeffi-

cients entiers : ce sont donc bien des fonctions transcendantes

et il en est alors de même des fonctions tang^, arcsin^,

sinh;r, ..., car les fonctions ^-^^ sin^, cos^, développées

suivant les puissances de x, se composent de termes dont

les coefficients sont des fractions irréductibles qui contien-

nent en dénominateur une infinité de nombres premiers.

Une faudrait pas conclure de là que e^ ne peut pas être un

nombre rationnel pour des valeurs particulières de x. Nous

verrons plus tard que e^, quand x est entier, et que t:, tJ^ ne

sauraient être commensurables
;
pour le moment, bornons-

nous à démontrer l'incommensurabilité de e. On a

I 1 . 2 . 3 . . . /?i

si e était commensurable, on pourrait le supposer égal à une

fraction - ayant ses deux termes p, q entiers et premiers

entre eux; on en conclurait

q I 1 ,2.3. . . q

et, en multipliant par \ .i. . .q^

I I

1.2.3(7— l)/>=1.2.3...7 -1 . . . 4-- H H .
, X 7 ;

c + .

ce qui peut s'écrire

(7 — I.)(7H-2)

E désignant un entier; or je vais prouver que le second

membre de cette formule est moindre que i. Cette formule
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sera donc absurde et e ne pourra pas affecter la forme - :

il sera donc incommensurable. On a en effet

I I ^ I I 1

-H.

ou
I< -. C.Q.F. D.

On prouve d'une façon analogue que e ne peut être racine

d'une équation du second degré à coefficients entiers.

XVIII. — Quelques théorèmes concernant les séries doubles.

On appelle sé/^ies doubles une suite indéfinie de termes

que l'on peut supposer rangés de la façon suivante.

A chacune de ces quantités attribuons deux indices, en

sorte que l'une quelconque d'entre elles puisse être repré-

sentée par uij : on pourra alors regarder i et y comme deux

coordonnées et l'on supposera la quantité Uij écrite sur le

point du plan avant pour coordonnées les nombres entiers

i et y.

Une série double

\ -f- Uio + Un -+- U12 -h . . . -i- ifm -!- . . .

(0
^

est dite convergente lorsque, ayant décrit un contour quel-

conque coupant l'axe des x et l'axe des y^ la somme des

termes de la série contenue à l'intérieur de ce contour tend

vers une limite déterminée toujours la même, quelle que

soit la manière dont le contour se déforme, lorsque ce con-

tour s'éloigne indéfiniment de l'origine. Cette limite est la

valeur de la série.
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Théorème I. — Pour que la série (i) soit convergente^

il faut que utj tende vers zéro quand i etj croissent indé-

finiment.

Théorème II. — Si une série double à termes positifs

est convergente, toute série à termes égaux ou plus petits

respectivement et positifs est convergente aussi.

Théorème III. — Si aij désigne le module de uij et si la

série dont le terme général est aij est convergente, celle

dont le terme général est Uij est convergente aussi.

Théorème IV. — Une série double à termes positifs ne

change pas de valeur quand on intervertit Vordre de ses

termes.

Théorème V. — // en est de même pour une série quel-

conque, lorsque la série des modules de ses termes est con-

Théorème VI. — La série double dont le terme général

est x^j"j X et y désignant des nombres moindres que i,

ou dont le module est moindre cjue i, est convergente.

En effet, si l'on fait la somme des termes contenus dans un

rectangle contenant m termes dans une rangée horizontale

et n termes dans une rangée verticale, on trouve

I y y'^"^ x"^ yx"^ jîi-ïx'ii

I
— X I — X

*'*
I — X I X I

— X
'*'

I X

ou

[ y'^ x'"^ y" x"^

quand mel n croissent indéfiniment, cette somme se réduit à

—;^j-
~— Si X ety sont positifs, la somme en question a

toujours même limite, quel que soit le contour dans lequel
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on emprisonne les termes de la série; donc la limite est la

même quand x el y sont imaginaires.

Théouème VII. — Si la somme des termes d'ime série

double tend vers une limite déterminée, les termes pris

dans la somme étant contenus dans un contour c qui

f^randit indéfiniment en tout sens, en suivant une loi

déterminée, la série sera convergente pourvu qu^elle soit

à termes positifs.

En effet, la somme des termes contenus dans un contour

c' différent de c peut toujours être supposée contenue dans un

contour c suffisamment grand. Soient 5 la somme des termes

relatifs au contour c, s' la somme des termes relatifs au con-

tour c' : on aura 5'<< 5; or s, par hypothèse, a une limite S :

donc 5' << S ; donc s^ croissant avec c' a une limite S' ^ S ; on

verrait de môme que S ^S'; donc S = S'. c. q.f. d.

Il résulte des théories précédentes que, pour évaluer la

valeur d'une série double telle que (i), on peut la consi-

dérer comme la limite de la somme des termes contenus

dans un rectangle dont la hauteur serait infinie et dont la

hase irait en croissant indéfiniment, ou dont la base serait

d'abord infinie et dont la hauteur irait en croissant indéfini-

ment (en appelant base la dimension horizonlale et hau-

teur la dimension verticale). Ainsi la valeur de la série (i)

supposée convergente peut s'écrire à volonté

1=- Q /l = {) n =:

l
— 00 II! =x> //l = 00
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XIX. — Application destinée à faire comprendre l'utilité de la

théorie des séries doubles.

En évaluant la série double convergente

i.'i 1.1. ô ni

(,) , ]
""^ ï! ^ 3T -•^1^

3(2m y^mn

'il Tll

de deux manières, on trouve l'identité

/ (e^' — i) + (ga-:' _,)_+__,.4. ^ea«_ j)_|__

{1) \ a f a2 I a'i

f
=

1 -I- ... H h
^

i — a £ . 'i, I — a2 1 . 2 ... /i I — 3c'^

Pourquoi la série (i) est-elle convergente? Pourquoi la

forniule (2) a-t-elle lieu? Son premier membre est-il conver-

gent? Voici la réponse à ces questions :

1° Le second membre de (2) est convergent, parce que le

rapport d'un terme au précédent a pour limite zéro; 2*^ la

série double (2) est convergente, parce que la série formée

par les modules de ses termes est convergente; et, en effet,

les termes réduits à leurs modules forment une série conver-

gente, puisqu'on peut trouver une limite à la somme des

termes compris dans des contours rectangulaires ;
3° la série

(i) étant convergente, on peut la sommer en prenant les

termes compris dans des rectangles de bases infinies, ce qui

fournit le premier membre de (2).
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EXERCICES ET NOTES.

1. La série Uq -^ Ui-r- . . . -r- u,i^ . . . est convergente lorsque la

limite de (mod w"^)'* est moindre que i quand n croît indéfiniment,

ou quand cette quantité reste constamment moindre qu'une quantité

finie moindre que i. {Voir une démonstration de ce théorème

Gh. XIII, § V.)

2. Supposons que, dans la série u^ -\- Ui -{-... -- Un, on ait

z/,,+1 _ n'^ ^- A n)'-'^ -+- B n'-^-^ . . .

si la première des quantités A — a, B — b, ... qui ne s'annule pas

est positive, la série est divergente; la série est convergente ou diver-

gente suivant que A — a-\- i est négatif ou positif. (Gauss.)

3. La série Uq-^
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Quand m n'est pas entier, le premier membre est une série dont on
demande les conditions de convergence.

8. Étudier les conditions de convergence de la série

m m (m —^ i ) ^,__^,n(m-,)(,n—,)^^^_
1 I .

'2 1.2.3

9. Calculer à —- près la valeur de la série
lo' '

III I

22 ^ 3^^ 4* ^ • • •
' n" '

"•'
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CHAPITRE m.

THEORIE DES DERIVEES.

I. — Définition de la dérivée.

Quand une fonction /(j;) est continue, raccroissementquc

prend cette fonction f[x -\- Ji) —f [x) est infiniment petit

avec raccioissement correspondant h de sa variable, et en

général, comme nous le verrons, la limite du rapport de ces

deux accroissements infiniment petits est fini. On lui donne

le nom de dérivée de la fonction f(^x).

Ainsi la dérivée d'une fonctiony(^) est la limite du rapport

de l'accroissement que prend la fonction à l'accroissement

correspondant de la variable quand ce dernier tend vers zéro.

La dérivée d'une fonction de x^ fi-^), est en général une

autre fonction de x^ que l'on désigne pas f {oc). Quand une

fonction de x est représentée par une seule lettre^', sa dé-

rivée est représentée par y'

.

Il est difficile, peut-être impossible, de prouver que toute

fonction continue admet une dérivée; quoi qu'il en soit,

nous admeltrons dans ce qui va suivre que les fonctions sur

lesquelles nous raisonnerons ont des dérivées. Nous prou-

verons d'ailleurs, en montrant comment on peut les calculer,

que la plupart des fonctions que l'on rencontre en Analyse ont

des dérivées. En résumé, s\f{x) désigne une fonction, /'(j;)

sa dérivée, on a par définition

f{x) == Inn -

j^

,

pour A rrz O.

!.. — Traité d'Analyse, I. 5
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De là on déduit

£ désignant une quantité qui tend vers zéro avec A, ou

(0 /(^-l-A)-/(^)-A/(:r)-i-As,

formule fréquemment employée.

S'il n'est pas prouvé que toute fonction continue a une

dérivée, il est bien clair, au contraire, que toute fonction

cpii admet une dérivée finie est continue : c'est ce que montre

la formule (i) ; on voit en effet que, si l'on y suppose h infi-

niment petit, f(^x-\-Ji) — f{^) Gst infiniment petit. Ainsi,

quand une fonction a une dérivée finie, à un accroissement

infiniment petit quelconque de la variable correspond un

accroissement infiniment petit de la fonction, ce qui veut

dire que cette fonction est continue.

Le mot dérivée etla notation que nous avons adoptée pour

représenter la dérivée sont de Lagrange, mais, au fond, l'idée

de dérivée remonte à Leibnitz et à Newton. Nous ferons bientôt

connaître la notation de Leibnitz. La notation de Newton n'est

plus employée aujourd'hui; il représentait la dérivée àey re-

lative à X par "K- Gaucliy a souvent employé la notation D.rj)'.

II. — Dérivée d'une somme, d'une différence, d'un produit,

d'un quotient.

Déiuyée d'tjise somme algébrique. — Soient u^ r, w^ . . ,

des fonctions de x\ a,b, c, . . . des constantes ; si u' , v'

,

tv', . . . désignent les dérivées de u, r, (v, . . . , la dérivée de

y = au -î- bç -h c(P -S- . .

.

sera
y = au -;- bç' -f- cw' -{-....

En effet, appelons Ax (A désignant non plus une quantité,
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mais bien les mots accroissement de) un accroissement infi-

niment petit donné à x^ et soient Az^, Ac, . .
.

, ^y les accroisse-

ments que prennent alors u^ v^ (v. . . . , r ; on aura, en chan-

geant, dans l'égalité j' z::r. au -{- bv -^ C(V, ^ en ^ + Ajt,

y -^ ù^y = a {u ^ Lu) ^ b{v -^ ù^v) -[- . .:

d'où, par soustraction,

by — a Aw -t- b L.V - . . .

et

AjK Lu Ap

A:p Aa? ' Lx

. 1 T • 1 Ar Ai^ , ,^ . .

or, pourA^== o, les limites de -~y - > ••• sont par dennition

les dérivées r', u' ^ v' On a donc, en passant aux limites,

y' =^ au' + bv' - cw' — c. q. F. D.

Corollaire 1. — La dérivée d'une somme u-^v-\-w-\- . . .

est la somme if! -\- v' -\-w' -y. . . des dérivées de ses parties.

Corollaire IL — La dérivée d'une différence u — v

est la dlff'érence u'— v' des dérivées de ses termes.

Le raisonnement fait plus haut suppose le nombre des fonc-

llons u, V, \v. . . . limité, car on s'est appuyé sur ce que la

1- • 1 1 A^: 1 Lv ' • , ^ y ^

limite de la somme a \- b h • • • était eeale a la somme
àx ùi,X

^

des limites de ses parties, ce qui n'est vrai que si le nombre

des parties est limité; on verra que :

La dérivée d'une série ne s'obtient pas toujours en

prenant la dérivée de cJiacjue terme.

Déuivéi-: d'uiX produit. — Considérons un produit

y = m-^v...

de plusieurs fonctions u, v, ... ayantpour dérivées u\ v\ ^v' , —
Si l'on change ^ en :r -|- Ax, u^ r, . . • ,

j)' prendront des ac-

croissements Aw, Ac, . . ., Aj' et se changeront en u + Aw,

V -\- ^v, . . . , et l'on aura

j- -1- AjK = ( w -':- At<) ( p ;
- A(^ ) . . .

,
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et, par soustraction^

Aj' = {u -\- ^u)(^> -i- \v). . . — uçw. . .

ou, en développant,

A/ — A iiçw -1- ... -1- A viiv -1- . . . -^ £2,

Q désignant des ternies contenant au moins deux des facteurs

A?/, A(^' On en tire

\y
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dérivée de au est au' , ce qui s'accorde avec ce que l'on a vu

plus haut.

DitnivKE d'un quotient. — Soit r = - le quotient de deux

fonctions u^ v qni ont des dérivées u' ^ v' \ soit Lx un accrois-

sement donné à la variable x, et i^y, au, Ac les accroisse-

ments correspondants deji', u, c; on aura

m

Ax \ t' - i- Ay ^ / Aa7 ( p - • iv )v

^ •
^ ^ J \ ' Ar A?^ At^

j f ,en taisant tendre A,r vers zéro, r— ?
—- ' — tendent vers y , u ,

' A.r \x Ix ^ 7 ^

ç\ et la formule précédente devient

, _ vu' — uç'

ainsi est la dérivée de -•

Application. — La dérivée de - est :? celle de —
est — = — mx~^^^'^ ; donc : la dérivée de x^^ pour

X

entier et négatif est nix^'^.

III. — Dérivée d'une fonction de fonction.

Si y est fonction de u, que u soit fonction de p, ... et

que {V soit fonction de x, on dira que r est fonction de

fonction de x.

Supposons que Aj^, Az^, Ar, . . . soient les accroissements

que prennent j', u^ c, . . . quand x croît de la quantité infini-

ment petite Ar; on a

AjK A7 Am Ap

A^ " Aw A^» A^

Si l'on passe aux limites, -^ s?ra la dérivée de y prise par

I Au
I

rapport a u, que nous représenterons par y^^; — sera la
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dérivée de u prise par rapport à v : nous l'appellerons

enfin —- sera \>\.. On a donc

y ou y^ r-7,^ ii^v^.

Applications. — i° Soit j = (^- — i )^
; f sera le produit

dej^^,_i par la dérivée de ^- — i ou 3 (j;- — i )- 'ix.

2" On a évidemment j'^. — i ; or r^— j'^^j. : donc

y'x'Xy^^ \ ou 7^. r= -- .

IV. — Dérivées de quelques fonctions simples.

Détiivée de logvC. — La dérivée de logx est la limite vei

laquelle tend, pour/«= o,

10^(^7 ^^ /i)—l0g^ II/ ^' \ , / hV'

^-~ loiï I -!-
/A/'

or la limite de f i
;
-

j este : donc la dérivée cherchée est

loer e^ ou -•

Corollaire. — La dérivée de log?^, u étant fonction de x^

sera, d'après le théorème des fonctions de fonctions démontré

au paragraphe précédent, — ; cette quantité s'appelle la déri-

vée logarithmique de w.

Dérivée de a^ . — Posons

nous aurons
y ^^ a-

logjK~-^loga ou X
loiia

^ a une dérivée par rapport à r; en d'autres termes.
Ly
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a une limite : donc -^ a nne limite aussi ety a une dérivée.

En prenant alors les dérivées des deux membres de l'équa-

tion précédente, on a

y — y log a =rz a-^ log a.

Coi^ollaire. — En prenant a = e, on a y' :— e^ : ainsi la

dérivée de e^ est e^, celle de e" est e"w'.

Dérivée de x^K — Supposons x positif (j:^''^ n'aurait d'ail-

leurs aucun sens si m était incommensurable et ^ négatif);

on a

et, par suite, la dérivée de x"' est celle de e'"''^-^ ou e"^''"'' —

ou iiix^^ \ comme on l'a vu, dans le cas où ni est entier.

Si X est négatif, on fera x ^=. —- x^ \ alors

La dérivée de x"^ est celle de (— i )"'^''« ou

(— i)'» /?i:c''«-i (
- i) ou m{— I )'»-! .r''"-i ou mx»^-^.

Corollaire. — La dérivée de u"^ est ?nu"^'~^u'^ celle de

///

—

'

I
— -1 1, 1 /

—

.7 r , -\ u'

V u —- a"^ est — «"' > celle de v/« =^ it- est - ^^';^ - ou — ~.

V. — Dérivées des fonctions circulaires.

Dérivée de sin.r, — La dérivée de sin j; est la limite,

pour h = o, de

sin(^ H- h) — sin^

ou de
/ h\ . h .h
\ X -A sin - SHi —
_\ 2^/ 2 _ 'i

X COS ( *A/ —|— —
J 0114 ^^ OXIl , .V
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Le rapport d'un sinus à son arc, quand cet arc - tend vers

zéro, a pour limite l'unité; la limite de l'expression précé-

dente est donc cos^r : ainsi la dérivée de sinjc est cosx.

- — X ou cos (
- — œ]j multipliée par la dérivée de x ou

— i;la dérivée cherchée est donc — cos ( x
j
ou — sin.r.

On peut y arriver en cherchant la limite de

Y [cos(a^ H- h) — coscp].

Dérivée de tang^. — C'est la dérivée du quotient

Dérivée de cos^. — On a cos.^- = sin ( - — œ ) et par suite,

en vertu du théorème des fonctions de fonctions, la dérivée

de cos^ sera la dérivée de sin
(
- — x) prise par rapport à

cosa?

ou
cos;r cos a? -f- sin a? sin 3"

cos=^^
ou

Dérivée de sec^. — L> est celle de —;— ou —7-.' *

COS ^' cos "* »x/

Dérivée de arcsin j:. — Si l'on pose

y — arc sin a?,

on a
x = sinj»^,

et, par suite, en prenant la dérivée des deux membres,

1 = cos/./;

donc
I d- T ± [

7 COS7 y/i — sin2j /i — 372

jK'est de même signe que cosj%* il n'y aura donc aucun doute

sur le signe à adopter dans les différents cas.

Dérivée de arccos.r. — On a

t:

arc cos iT 4- arcjsinrr = -;
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donc
dérivée arc cosa7 -h dérivée arc s\nx = o.

La dérivée de arc cos^ est donc zn - •

^i — u-'

Dérivée de arctang^. — Posons

y = arctanga", d'où x — tangjKi

en prenant les dérivées des deux membres, on a

r' ' ,
ï ï

I = ^
ou r = cos^r — —

1 -i tang^j I -H x^

Nous avons admis que les dérivées de arcsin.r, arctang^

existaient; on peut le prouver ainsi : en posant^r = arcsin^,

on a ^ = sinjr, et, sinj' ayant une dérivée? — a une limite :

donc -r— a une limite aussi, qui est l'inAcrse de la première;

car à tout accroissement de jc correspond un et un seul

accroissement de r, et vice versa.

VI. — Théorème de Rolle (*)•

Lorsque la fonction J{x) est finie et continue entre les

limites a et b de sa variable, et qu^elle a une dérivéef [x)

toujours unique et finie dans cet intervalle, cette dérivée

passepar zéro pour une valeur c de x comprise entre a et b

si Von a f[a) = o, f{b) = o.

En effet, la fonction /{x) s'annulant pour x = o, x = b,

si nous supposons a<^b^ nous pourrons l'aire trois hypo-

thèses :
!"• ou bien,/(^) reste nul : alors/^(.r) = o et le

théorème est démontré; 2° ou bien f{x) cesse d'être nul

quand x croît à partir de a, et croît avec x\ mais, f{x) deve-

nant de nouveau nul pour x =^ b^'\\ faut que/(^) décroisse :

(') Ce théorème a été énoncé pour la première fois, sous cette forme pré-

cise, par M. O. Bonnet, mais on peut en faire remonter l'origine à Uolle.



74 CHAPITRE III.

il passe donc par un maximum au moins pour une valeur c

de x\ '^'' ou bien/(x), cessant de s'annuler pour des valeurs

de X supérieures à «, décroît et devient négatif; mais, comme
il doit s'annuler pour x^=h,\\ faut qu'il passe par un minimum
au moins, pour une valeur de x comprise entre « et h.

Ainsi/'(.27) doitpasser par un maximum ou par un minimum
pour une valeur c de ^ telle cpie a<ic <C^ b. Le caractère

commun au maximum et au minimum est que, pour A très

petit,

/(c-:-A)_/(c) et /(C'-/0^AC)

soient de mêmes signes : donc

Il — Il

sont de signes contraires
; or, ces deux expressions ayant par

hypothèse la même limite /'(c), qui est unique et finie, il

faut que cette limite soit zéro : donc

/'(c) ^= O. c. Q. F. D.

Corollaire I. — Si l'on a J\a) -^ o, /(^) = o, /(c) = o,

a<ib <^c^ si la fonction f et sa dérivée sont continues

quand x varie de a à c et sif\x) existe et est bien déter-

miné dans cet intervalle, on aura

d désignant un nombre compris entre a et c; de même, si

ronaj\a)= o,f{b)-=:o,f{c)=o,f{d)--:r^o,a<b<c<:d,
si f[x)^ f'i^x), f"{x) sont finis et continus entre les limites

a et c/, on aura
f"{e) = o,

e' étant compris entre a et c\ et ainsi de suite.

En eOet, supposons/(rt) r=z o,/(6) == o^f{c) = o; en appe-

lant a' et b' des quantités convenablement choisies entre a

et h et entre b et c, on aura, par le théorème de Rolle,

/(«')-o, f{b') = o,

et par suite, encore, en vertu du théorème de Rolle,
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c^ désignant un nombre compris entre a' et b' on, ce qui est

la même chose, entre a et c, etc—
c. Q. F. n.

Corollaire IL — Supposons que, f{-Tc) restant continu,

ainsi que ses n premières dérivées, quand x varie entre x^

et X, la [n + i)''"'' dérivée existe et reste finie et bien déter-

minée. Soient rt,, «2? ' ' ) «^'f/z+o -^ <^lcs nombres compris

entre ces limites, \ une moyenne entre ces nombres; on aura,

si f{x) s'annule pour x = a,, a,, • • • , «//-i-t,

fn+l ( j:
)

/(^)^.(^-aO(^-«2)...(-r-«.-.i)7—-'^ —rr,--

En effet, posons

(i) f(x) r^ (37 -- «i). . . (37— a;,+i)e(x);

la fonction de ,3 .

f(z) -(z- ai){z - a,) ...(z — a,,^^i)&{j')

s'annulera pour z = Ui, cii, • • • ^ (f/i+\ et ;: = j;; donc sa déri-

vée (/i+ iH"»<'^ s'annulera pour une valeur ; de ^ comprise

entre la plus grande et la plus petite des quantités «,, rto, • • .
,

ct^/i+i et X', or cette dérivée est

/"+i(^) — I.2.3.. . (>i-;- i) e(37)

On a donc

fn+i i'r) — x ,..i.3 . . . (/i -;- I ) 0(>) -= o,

d'où

e .r)..^ -,
——

i .jt. s . . . ( Ji i
)

Portant cette valeur de S{x) dans la formule (i), on a préci-

sément la formule qu'il fallait établir.

VII. — Formule de Taylor.

Nous allons maintenant établir une formule qui est, on peut

le dire, la pierre fondamentale sur laquelle est édifié tout le

Calcul différentiel et intégral 5 cette formvde, qui porte le nom
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àe formule de Taylor, a été l'objet de travaux nombreux;
elle a été successivement perfectionnée par d'illustres géo-

mètres, tels que d'Alembert, Lagrange, Caucliv.

La démonstration que nous allons en donner est due en

principe à M. Hommersham-Cox
; elle a été simplitiée par

M. Rouché, qui a combiné la démonstration de M. Hom-
mersham-Cox avec une démonstration antérieure de Gaucliv

;

enfin le théorème de RoUe, tel que l'a exposé M. Bonnet, est

venu apporter à la démonstration de M. Rouché une perfection

telle qu'il est peu probable que Ton arrive à rien de plus

net et de plus précis dans la suite.

Lorsque la fonction/(^) est entière et de degré n— i, on a

/(;r-- h)=f{x) -r hf'{x) -r !^-
f" {x) ^ . . .

1.2

i .l.S . . . ( Il \ }

Il est naturel de poser, quand y" est quelconque

/"-i(^).

fiœ - h) =.f{x) -.-hf(x) -;-...+ ^'"\
^

f"-^(x)-i- R,

et de chercher une expression simple de R qui satisfasse à

cette équation. R existe, car R n'est autre chose que

f{x~r-h)--Ax)-/lJ\x)~
^.,/"^^l__ ^^

/"''(^y,

il faut toutefois que, f'{x)., . . . , f"
'^ (a-) existent.

Nous supposerons que, ûo variant âe x à. jr -^ /i,la fonction

/(:;) ait des dérivées f'{z-), . . ., /"{z); nous supposerons

seulement que /"(^) existe entre les limites en question :

alors /''-<(:;), /""-{z), ..., f'{z), f{z) seront continus.

Posant, ce qui est permis, R=PA', i désignant un entier

positif, nous aurons

(I) Ax + h) -f(x)-hf(x)-. . .- _-i^__/«-i(:r)PA' = o.

Faisons alors

X -{- h = X, Il = X — Xf
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nous pourrons écrire, au Heu de ( i
),

I

fn-\{^x) — V{\ — xy
1.3. . . (/^ — i)

Maintenant considérons la fonction de

/(X)-/(^)-^-^/'(»-
I

1 .2 . . . (n — I )

fn~Hz)-v{\-zy,

dans laquelle P désigne toujours la fonction de x et Ji ou

. de .r et X définie par l'équation (2); cette fonction de z s'an-

nule pour s = X; évidemment elle s'annule aussi, en vertu

de (2), pour 5 = x. Comme elle a une dérivée, puisquey''~^(^)

a une dérivée, par hypothèse, quand z varie de ^ à x + A = X,

cette dérivée s'annulera pour une valeur de z comprise entre

^et ^-j-A; or cette dérivée est, comme il est facile de

s'en assurer,

^^ f"{z)-Vi{\-zy-K
i.'i.'S . . .{n — I )

'

En désignant par ^ + QA, B étant compris entre o et i, la

valeur de z pour laquelle cette dérivée s'annule, on aura

1.2.3 .. .(/i— 1 ;
^ '

en remarquant que X =^ ^ + A ; on tire de là

(
, .

. _ 6 yi-f h^-ifn ( T -' - h ^

i.i.i.ô....{n— ])

et, en portant cette valeur de P dans la formule (i), on a

finalement

/{x + h) =:/ix) H- hf(x) -i-. . .-;- ,^.,^~/'''~^^__,/''''(^)

/n^' + OA).
L . \ . 1 . j . . . { n — \

)
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Cette formule a été démontrée pour la première fois sous

cette forme par MM. Schlomilch et Roche. Le dernier terme
est ce que l'on appelle le reste ; si l'on fait i= i et i = n. on
a les deux formules suivantes, dont la première est due à

Gaucliy; la seconde, qui est la plus utile, est due à Lagrange :

[fiT -h h) =fÇT) - hf(x) -;- ... H ^^7'
^f"-' (^)

l 1.2. . . (n — I)-^ ^
-"

1 /(X -^- h) =f(^^) -:- hfi^)-^.. .H- '^"IL /„-.(^,

( 4 ) /
I . 2 . J . . . (n — 1

)

1.2.3

VIII. — Quelques théorèmes déduits de la formule de Taylor.

La formule de Taylor, comme nous le verrons, est fonda-

mentale en Analyse; nous allons d'abord en déduire le théo-

rème de Rolle. Si l'on fait, dans cette formule,

/(.r-:-/0 =./(.^) :-A/(.r) -;^ ^/"(^)+. . .
_. ^''l /.(.r+ e/i),

1.2 I .2.3. . ./J'
'^

n z:^ i^ elle devient

(1) /(^-;-A)-/(^)4-A/(^-;-e/^).

Sous cette forme, elle est fréquemment employée; elle

montre bien que, ûf{x + A) et f{x) sont nuls, f'{x + 8 A)

est nul ^ donc, quand une fonction s'annule pour deux valeurs

de sa variable, en restant continue dans l'intervalle compris,

sa dérivée s'annule pour la valeur intermédiaire ^r -}- GA.

Mais cette remarque ne constitue évidemment pas une

démonstration du théorème de Rolle ou plutôt de M. O. Bon-

net, sur lequel nous nous sommes appuyé pour établir le

théorème de Taylor : elle a j^our but seulement de montrer

que la formule (i) est l'expression même, sous une forme

condensée, du théorème de M. O. Bonnet.



THÉORIE DES DÉRIVÉES. 79

Théorème. — Si une fonction continue reste constante

entre les limites Xq etX de sa variable, sa dérivée est nulle ;

réciproquement, si la, dérivée cVune fonction reste nulle

entre les limites x^ et X, cettefonction reste constante dans

Vintervalle en question.

Si, en effet, une fonction est constante, sa dérivée, comme
l'on sait, est nulle ; il reste à démontrer la réciproque. Soient

donc ^ et x -\- li deux valeurs comprises entre .Ty et X; on

aura

Or, f'{x) étant nul quand x varie de ^o ^ X.,/'(^ + QA)

sera nul, car x-^^Ji est compris entre ^ et x -\- h et, par

suite, entre ^o et X. On aura donc

f{x-\-h)^f{x).

La formule trouvée ayant lieu, quels que soient x et //,

pourvu que ^ et :r -|- A soient compris entre x^ et X, il faut

en conclure que/(.r), dans cet intervalle, reste constant.

G. Q. F. D.

On déduit de là cet autre théorème, très important :

Théop.ème. — Deux fonctions o[x), ^{x), avant même
dérivée et restant continues, nepeuvent{tant cju^elles restent

continues) différer r une de Vautre cjue par une constante.

En effet, si l'on a

la fonction cp(^) — ^(•^)j dont la dérivée est o' {x) — <]>'(^)

ou zéro, est constante : ainsi

0(57) ^ i];(a7) = const.

ou

et il résulte de là que, si l'on connaît une solution o(^x) de

l'équation

y=Y{x),

toutes les autres seront de la forme

y = cp(x) -f- const.



8o CHAPITRE III.

TuÉouÈME. — Lne fonction est croissante ou décrois-

sante pour une valeur x de sa variable, suivant cjue pour
cette valeur sa dérivée est positive ou négative.

En effet, la formule

f{x-^h)~f{x) = hf\x + ^h)

montre que le signe de/(^-|-A)— f{jc) est celui de/'(^+ GA)

quand Ji est positif; si donc on observe qu'une fonction /(x)
est croissante quand, pour des valeurs de Ii suffisamment

petites, on a

f{x-^h)-f{x)>o,

cette inégalité continuant à être satisfaite pour des valeurs

de Ji moindres, on voit que/(^) sera croissant si/'(jc -f- 9 A)
est positif; mais/^(.r + 9 A) est peu différent de/'(^); donc,

s\f'{x) est positif, il en sera de même de/'(x -h 9 A), clf(x)

sera croissant.

On verrait de même que /(^) est décroissant pour les

valeurs de x qui rendent /'(^) négatif.

La démonstration précédente suppose /'(^) continu, mais

elle démontre que, dans ce cas, ûf [x) = o, la fonction est

croissante ou décroissante suivant que/'(î H-x), £ étant très

petit (s = 9 A), est positif ou négatif.

Le théorème précédent est encore vrai C|uandy'(^) est dis-

continu, mais on ne peut plus aCiirmer que, sif\x) = o, /(x)

sera croissant ou décroissant suivant que/^(^ + î) sera positif

ou négatif. Voici comment on peut établir le théorème quand

f {x) est discontinu : on a

f{X-.^h)-f{x)=.h[f'{x)^^:~zl

£ étant un infiniment petit; cela résulte de la définition même
de la dérivée. ^\f\x) n'est pas nul, on peut prendre £ assez

petit pour que f'{x) -t- £ soit de même signe que /'(.^), et

alors on voit que J\x -f- li) — /(-p) a le signe de f'{^) pour

des valeurs positives de A : ce qui démontre le théorème.
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IX. — Dérivée d'une fonction composée.

Si u^ ^i ^, • • • sont des fonctions de ^, toute fonction

telle que f(u, ^i tv, •• •) est dite une fonction composée

de X. Cherchons la dérivée d'une pareille fonction.

Donnons à x l'accroissement A^, supposons que u, v, w
aient des dérivées; ces fonctions prendront des accroisse-

ments Aw, A^', A(^v et la dérivée de / sera la limite de

A/ _ /( u -V- t^u, V H- At», w -i- Lw )—/( u, V, w)

Or on peut écrire cette formule

IA/*

I-^ = —- [/( M -f- Am, p h- Ap, w + Awp )—/( u, v-\~\v, w -\- Atv )j

^^^ \ "^Â^ f^-^^"' ç; + Ap, (^ + A(^)—/(î^, P, w' + A(v)]

Gomme f{x) désigne une fonction possédant une dérivée,

on a (p. 78)
f{x -f- h) =f{x) + hf'{x H- e A)

ou
f{x^h)~f{x) = hf{x-^-^h).

Si l'on suppose li = A.r, on aura

f{x + A:r) —/{ce) = A^/'(^ + A^),

9 désignantun nombre compris entre o et i. Remplaçons dans

cette formule x par u el f(x) par f(u, p + A(^, (v + Afv);

nous aurons

f{u-\- Aw, (^ + A(^, w -f- Aw) —/(w, (^ + At», tv + \w)

pourvu que, laissant v Qi w constants, /(?^, ç^ w) ait une dé-

rivée/',^ relative à u. On aurait de même, en appelant Q' et ^"

L. — Traité d'Analyse, I. 6
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des nombres compris entre o et i,

/( W, V -r- ^V, W -;- Aw ) —/( U, V, W -- A(P)

— \vf'^,{u, ^-r-6'Ap, w ~- b,w),

f(u, ç, (V -I- \w)—/{u, V, w) =. \w/l{u, V, w ^.- 0"A(p),

f'v Gt/lv désignant les dérivées de /relatives a v ei (V que l'on

suppose exister. La formule (i) devient alors

A:r A:r-^"^
' ' ^

Ac+ ^-;^/^("' ^^-1-^'-^^, t^^-hA(t^)

Atv ^„

Si donc/'^, /^, /'^^ sont continus par rapport à u, v, tv,

on aura, en faisant A^ = o,

lim --^ ou dérivée de/^ n'f'aiih v, ^v)-\- v'f^,{u, v, w)-\- w'f[^{u, v, w).

C'est dans cette formule que consiste le théorème des fonc-

tions composées. On en conclut que la dérivée d'une fonc-

tion composée est égale à la somme des résultats obtenus

en multipliant les dérivées de cette Jonction, relatives à

chaque fonction composante, par la dérivée de cette

fonction composante.

Application. — Cherchons la dérivée de u" , u et v dési-

gnant des fonctions de x. Cette fonction est composée de u

et ^ : la dérivée relative à u est ^^w''"', celle relative à v est

a^\(d^u\ la dérivée cherchée est donc

En particulier, la dérivée de œ^ est

La dérivée de .r^-^''^ est

La dérivée de :r^"g^ est
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X. — Sur quelques fonctions dont on peut calculer la dérivée

d'ordre n en fonction du nombre n.

La dérivée /i''^^'"'' de x"^eslm (ni— i ) . . . (/n— /i-}- i)^"*~",

celle de a-^ est a-^ (\oga)'^, celle de e"-^" est «"e"-^, celle de

log^ est^ — (— i) n-i

La dérivée /i'''''^de u-\-i^— w-^...es\ u^"^+ ç^"^— w^"^-\-. . .

.

Voici maintenant une l'ormule due à Leibnitz et qui permet

de former la dérivée /^'""^ d'un produit : si l'on différentie

j.'-= ?^p plusieurs fois de suite, on trouve

y = uv' -f- vu'

,

y" = iw" -r- '1 U V' -'- u" V,

y — iw"'-~- 3 II' ç"-^ 3 II" v' -î- ii"'v,

ce qui fait soupçonner la formule générale

( I )
j(«) = wp(«^ -}- G/, II' (^(«-1^ -- G 2 u" ç^n-2)

-f- . . . 4- iiin) ç^

G/'^, G);, . . . désignant les nombres de combinaisons de 7i objets

pris I à 1 , 2 à 2, ... ; en sorte que l'on a, symboliquement,

les exposants de u et (^ devant être changés en indices de déri-

vations après le développement de (u -f- i^)"- par la formule

du binôme. Pour démontrer cette formule, il suffît de prou-

ver que_, si elle a lieu pour la dérivée a^'""*^, elle a encore lieu

pour la dérivée (/z + i^'""^; car elle est vraie pour les trois

premières dérivées, comme on le vérifie directement.

Admettant la formule (i), si nous prenons la dérivée des

deux membres, nous trouvons

yia^l) ^ m;'jl+l) _i_ d u (^(«^ -I- G 2 II" i>'''~^^ -h

or, par la théorie des combinaisons, on a

Q-!-i-G^^j, GA+G^=G;I,,, ...;



84 CHAPITRE m.

donc

ce qui démontre la formule de Leibnitz.

La dérivée n^'^^^deuçivesl, symboliquement, (?^+ t^H- wy"\

et cette formule se déduit de celle de Leibnitz comme le déve-

loppement de {a-{- b -\- cY se déduit de [a + bY, ....

La dérivée n}""^^^ de - se calcule comme celle d'un produit

u -, quand on sait trouver les dérivées de -, et nous ver-

rons tout à l'heure comment on peut parfois trouver la

dérivée n'"^™^ de -.
V

X. — Dérivée /i"™*' d'une fonction de fonction.

Considérons une fonction de fonctions = cp(z/) de j::, m dé-

signant une fonction de x^ et proposons-nous de calculer la

dérivée 71}''^^ de ^(w), que nous appellerons z^"K On a

z' = ^' {u)u\

z'"= o'" {u)u'^-\- o"(u)3 u' II" -+- o'{u) u'",

et il est évident que l'on a

( I ) Z^=An cp(«'( W) -h A„_i cp«-l( W) + . . . M- A2 cp"( U)-^ Al o'{ II),

Aj, Aa, ..., An désignant des quantités qui ne dépendent

que de la fonction u et de ses dérivées. Pour déterminer ces

coefficients, on peut supposer que l'on donne à la fonc-

tion o des formes particulières; en faisant successivement

çp(f^) = u^ u'-^ u^^ . . . , u", on A

(a2)(«) = Ai2M -f-A2.2.I,

(w3)(«) = Al 3 w2 +A2.3.2W+ A33.2.1,

(a'»)(^) = Ainw"-i4- A2/i(n — i)if«-2+... -^ Ann{n — i).. .1.1.
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Si l'on pose alors A^- = ^^ ;, on obtient

u^^^ =Bi,

(U^yn) =3BiW2_|-3B2Ï^+B3,

( U^yn) = _ Bi w'^ H B2 W«-l -\- . ..-i-Bn.

Pour résoudre ces équations, écrivons-les ainsi :

?z(«^= Bi,

(w2)(«)=B2-T-G^B,M,

(2) / (^^3y«)=.B3+GJB2^^ + G:5Bl^^^

(w'y«^ = B,-hG;B/_iw + ...4-Gr*BiW'-i,

)

or nous avons

Gi-G?G^+G,^G5-...±GÎGl = o,

G/ — G^- G3 + G/ G 4— . . .zp Gj- G/ = o,

Ci - or Gi^i + Gr^G/^2- • . .± Gï Gi = o,

pour le prouver, observons que lay^''™^ formule a pour premier

membre

1.2. 3...

y

i.-2...(yH-i) I

_^ if( t— l). ..{i—j — i) (y 4- l)f./ + 1)

1.2... (y +2) 1.2

OU bien

i{ t — i)...(g— y + i) r t—

y

^

(t— /)(t—y— i) T

1.2. 3. ..y L I î-2 "*J

la partie entre crochets est (i — i)' J\ l'équation en question

est donc bien vérifiée. Les formules (2), multipliées respec-

tivement par C^-, G^^, —^Gj-, ..., et ajoutées, donnent

alors
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il reste à remplacer A/ par —^-^—. dans (i); mais on peu!

écrire -^soiis une autre lormc, savoir

le signe D'^' voulant dire dérivée d'ordre n par rapport à u^

et l'indice u = a. indiquant que l'on doit faire a rz= u dans le

résultat. On a donc

h^'-<{-
et, par suite.

D" ^ - - I

2.0...(/i — I) Va /a= ,/

Telle est la formule qui donne la dérivée d'une fonction

de fonction.

Si l'on fait, par exemple, u = e'^, on a

Or

u \' l' . ^, , . , . e '-1^^

et, si u = e^,

D'(- — i) = l.e'.r_G}(t — i)' ^—:--

Pour a = z^, on a simplement

D'Y--iy =iV_G;(î-[y--C/(f'— 2)'-...;
\ a / ,, =. a

de sorte que

pnXrrjll ( pX\ . „ ,

2.3. . ./l

1.2.0. ..(n — Ij

Cette formule est de Herscliel.
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XI. — Dérivée n'''""" d'une fonction rationnelle.

La dérivée /i'*'™'' d'un polynôme est la somme des dérivées
^ièmes^ que l'ou Sait prendre, de chacun de ses termes. Pour

prendre la dérivée /z'
"^'^ d'\ine fraction rationnelle, on peut la

A

décomposer en éléments simples, de la forme r— ou
'- '^ ' {x — a)"^

A(x — «)"'", dont on connaît les dérivées /z'^"'"'^'.

Mais on peut aussi procéder autrement. Soit une fraction

rationnelle r = -, dans laquelle u et (^ désignent des poly-
u

V

nomes entiers en .2; ; on aura

Si Ton prend n fois de suite les dérivées des deux membres,

au moyen de la formule de Leibnitz, on aura

si, dans cette formule, on fait/? = i , 2, 3, . . .,/?., on obtiendra

n équations du premier degré, à fi inconnues jk'>J^'\ • • 'yy"y

que l'on pourra résoudre et qui feront connaître y^^ sous forme

d'un quotient de deux déterminants.

Un artifice analogue permet de calculer la dérivée /i''""-

d'une expression de la forme j)' = d /-, où v désigne un poly-

nôme entier. En effet, on en tire

vy^ = I

et, en différentiant,

v'
y^- ~- -lyy' ç ^^ o

OU
v'y H- iy' V — o.

En différentiant n fois, par la formule de Leibnitz, puis en

faisant /? =: 1, 2, . . . , ;i, on a des équations du premier degré

pour calculer y', 9'".
. . . .y".
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XII. — Formule de Maclaurin et ses applications.

Si, dans la formule de Taylor,

f(,x + h)=f{x) + A/(ar) - . . .+
^^^^^ ^^

/-(^) + R,

où l'on a

1.2. . .(/l-f- l)''
^ ^

OU

R:= ^-
l A+î(^-!-eA),

on remplace x par zéro et li par ^, on obtient la formule dite

de Maclaurin

/(:r)=/(o) + ^/'(o)+ ...+ 7-;7:7;7,/no) + R,

1.2.3. . .n ^

Cette formule peut servir à développer quelques fonctions en

série; mais, malheureusement, la discussion du reste, qu'il

est nécessaire de faire, est très difficile, si ce n'est pour des

fonctions très simples, dont le développement est toujours

plus facile à obtenir par d'autres moyens qui ont l'avantage

de démontrer les résultats pour les valeurs imaginaires de la

variable. Nous allons appliquer la formule de Maclaurin aux

fonctions l(\ -\- x)^ e-^, sina:, cos^, (i + .r)",mais il ne faudra

voir dans nos résultats que des exercices, ou plutôt des véri-

fications de la formule de Tavlor, et non de véritables dé-

monstrations.

Développemeint de e-^, sin^, cos^. — Si, dans la formule

/(^)=Ao) + ;r/'(o)+ ...+
-!"

f-{o)
1 . Z • O . • • /(-

1.2. ..(/l + l)-^ ^
"
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on remplace f{oc) successivement par e^, sin^r, cos^', on

trouve

X x^ x^ e'-^.r«
6^ = I H h

sina7 = ic —
1.1 i .'i.i. . . n i.2.3...(nH-i)

x^ x^ ,
cos6a7.^-"+i

COS^ = I

1.2.3 1.2.3.4.5 I.2.3,..(2/Z-hl)

x^ x'* ,
COS^X.X^"'

1.2 1.2.3.4 1.2.3. ..2/1

Dans chacune de ces formules, le dernier terme ou, si l'on

veut, le reste, tend vers zéro quand n croît indéfiniment
;
pour

/i = 00 , on a alors les séries

X x"^

COSiP = I

smx = .r —

1.2 1 . 2 . 3 . . . /i

x^ x'* , x^"

1.2 1.2.3.4 2/i!

1.2.3 (2/14-1)!

Développement de (i + ^)^. — Le développement de

(i 4- œy est déjà plus difficile à obtenir. Si l'on fait

dans la formule

/(:r)=/(o) + ^/'(o) + ...+
77^7377:7^

/"(o)

1 . 2 . 3 . . . /i

comme on a

f{x) z=z(i-{-xy. ../«(a7) = (i + a7)«-«a(a — i). ..{a — n -^ i),

il en résulte

a a(a~^-\) a( a -^ \). . .(a -^ 7i — i)
(l-{-Xy = IH X -^ ^ -X^--h. . .H ;e

-^'^
I 1.2 I . 2 . 3 ... Al

H ^ ^(i-i- a? )«-«-!«( a — i). . .(a — n).
1 . 2 . 3 . . . /i ^

^ ^ ^
'

Nous allons prouver que, si x est compris entre — i et + i,

le reste tend vers zéro, en sorte que, pour ces valeurs, on aura

/ . a a(a — i) , a{a^i)...(a— /iH- 1)

I I.'^ 1.2.3... /l
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Pour les autres valeurs de x^ la série qui forme le second

membre est divergente ; il n'y a donc pas lieu de discuter pour

ce cas la forme du reste. Ce reste peut s'écrire, au signe près,

Si l'on néglige le facteur fini ax{\ + 8.2:)^^', le produit des

autres facteurs sera

Si X est positif, chaque facteur entre crochets finit par deve-

nir notablement moindre que 1 ;
si ^ est négatif, il en est de

^ 1 , X — 0^ 1 . ir' '- 0.r'
même, car, en changeant ^ en — x\ i—-devient —-,- -,

quantité encore notablement moindre que 1. Le reste tend

donc bien vers zéro.

Développement de log(i + x). — Si Ton suppose x com-

pris entre — i et + i, on trouve, en appliquant la même for-

mule que tout à l'heure,

, .r^ x"^ œ>
loi;- ( I -!- ^j — X h - -

2 6 à

XIII. — Développement de arctang^.

Les applications que nous ferons de la formule de Tajlor

au développement en séries s'arrêteront à la fonction

arctang.r. Les applications qui précèdent ont été faites pour

nous conformer à un usage reçu ; celle qui va suivre a pour

but de faire connaître un artifice de calcul. Soit y = tang^.

On a

y

si l'on différentie Ji fois, on a

y(n^^) ^ L _^)" I . 2 . 3 . . . n r ,

'.—

^

-. F^-N—: •

2v/—

1

L(^-v'— 0"-^' {x-\-s/-iy^'\
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Posons

nous aurons

ou

ou, par la formule de Moivre,

y[n-^\) ^ (-^,)«/î! sin(/? ^- 1)0 sin"+iei;

donc, pour ^ = o, '^ = - 5

J = O, y' =.. I
, y -~^ O, j'" r^ — I . '2, J'^ =--.0, J^ :::= I .2 . 3 . 4, ...

et, par suite, en appliquant la première forme de la formule

de Maclaurin^ e! en appelant 'j» un nombre moindre que i,

arc \.^x\"X ~ X h- . . .
"^ : ::-": .r2"^' '-

.

3 'in — i -1 n ;
-

1

Quand X est compris entre — i et +1, le reste tend

manifestement vers zéro; quand x est plus grand que i en

valeur absolue, iln'v a pas lieu de faire une discussion, la série

qui constitue le second membre étant divergente; on a donc,

tant qne x reste compris entre — i et -f- i,

X'^ X"-
arc XdiW^x = x -! ....

XIV. — De la formule de Taylor considérée comme formule

d'approximation.

La formule de Taylor n'a jamais servi à découvrir un nou-

veau développement en série ; elle est impuissante à donner

tous ceux qui sont déjà connus, mais elle a une grande
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importance analytique, comme on le verra dans la suite ; nous

nous bornerons ici à montrer comment on peut l'utiliser

dans les calculs d'approximation.

Supposons que l'on veuille résoudre l'équation

/(^)==o,

et que l'on en connaisse une solution approchée a. En
posant X := a-\- h^ on aura

f{a-\-h) = o

ou bien

/(a)-H hf'{a)-^ — /"(« + 6/i)= o.

n déduit de là
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OU, en appelant A la différence tabulaire

^

/(.r + /0=/(:r)-+-AA;

on commet ainsi une erreur qu'il est facile d'évaluer.

En effet, on a exactement

f{x-^h)=^f{x)^hf\x-^-^h\

/(^ + 0-/(^)=A=/'(:r+6'),

B et 0' étant tous deux compris entre o et i.

On a donc posé

f{x + A) = /(^)+ A A =/(^)+ hf\x 4- 0'),

au lieu de

f{x -\- h)= f{x)-\- hf\x -^^h)\

par suite, Terreur est

A[/'(^+6A)-/'(^+6')].

Application. — Supposons qu'il s'agisse d'une Table de

logarithmes, l'erreur commise pour calculer log(^ + A),

quand on se donne ^, est

(0'-6A);

ou
Aloge

{x-^Th){x-^^')

Q' — 0/i est moindre que Tunité : donc l'erreur sera moindre

que
Aloere \o^^e

p— ou —^•

Poiii- un nombre (\y^ cinq cliiffres, elle n'atteint j)as le

dlxicjiie.

cintre application. — S'il s'agit d'une Table de loga-

rithins-sinus, l'erreur commise dansle calcul de log"sin (.r + /i),

l'unité étant l'arc de lo secondes, sera

Mogel ( .1 (^+ OA)— cot/i(a7+ 6')]
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OU
Mos:esin(0'— O/O

cos(j7 -T- 6/i)cos(a-' -h 6')

elle est moindre que

(arc 10 )-,
cos2(a:' -;- 10 )

c'est-à-dire tout à fait négligeable pour des arcs nioindj

que 88°.

EXERCICES ET NOTES.

1. Le lecteur peut prendre une fonction analytique au hasard et

en chercher la dérivée. Pour contrôler le résultat, il suffit de donner

à cette fonction une autre forme; en cherchant sa dérivée sous sa

nouvelle forme, on doit trouver des résultats identiques. Par exemple,

on a

gcosx— g vi-siir-^
X'^ X{l X){l -r- X)

2. Trouver la dérivée de loga^, la dérivée seconde de loglog^, la

dérivée troisième de loglog log\r, en général la dérivée /i"'"*' de log^a-;,

on désignant log logirpar logjd?, loglog2^ par logs^,

3. ^Montrer que la dérivée de F(x) pour .r : ^r, ou F'(.r), est la

. ^ F(.r)-Ffa)
limite de — pour x ~- a.

X — a

\. Trouver la /i"'"" dérivée de arc sin x.

On observe que la première dérivée est

_.v „ 1. _J
{i—x"^) ^ ou (i

—

x) "^{l'.-x) -;

en appliquant la règle deLeibnitz à ce produit, on a le résultat cherché.

5. Trouver la /i"'"" dérivée de log(^-';- \J \.
- -x-).

6. Trouver la n"""' dérivée de en le mettant sous les deux
1 — X-

formes (i — x)-^ {i -i-.r)-^et
2 [( i — x)-^ -i- ( i -h x)-^\\ identifier les

deux résultats.
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7. Démontrer que l'équation

o,

où m est entier, a toutes ses racines réelles.

8. Si, dans un certain intervalle, on a

peut-on quelquefois en conclure

F(^)>/(^)?

9. Toutes les dérivées de e~x^ sont nulles pour x = o; en conclure

que cette fonction ne peut pas être développée suivant les puissances

«roissantes de a^.

10. La fonction ^2 (^g^— e~^) croît-elle ou décroît-elle quand x croît

à partir de zéro?

Jl. Si l'on difl'érentie ii fois de suite par la règle de Leibnitz les

deux mend^res de l'identité suivante ^«+*=: .v^x^, on trouve la for-

mule suivante, dite hlnôine de Vanderinonde :

{a-\- h){a- b— i). . .{a--b— n-^- i)

-~a{a— i) . . .{a— n -;- i )

-'x-C]ia{a — i). . .(a— n—i)b

-^Cla{a~~\) . a— n-^3)b(b— i)

G'i désignant le nombre des combinaisons de in objets pris i d i.

12. On a identiquement

^a+ h^c..-^..^l _ ^axb x^

.

En diflférentiant n fois de suite et en appliquant la règle de Leib-

nitz, on généralise la formule précédente de Vandermonde.

13. Appliquer la formule de Maclaurin au développement de l'arc

sinâ7, et dire entre quelles limites ce développement représentera la

fonction arcsina?.

.
, ^ 1 , ™ . , . sin/za-

,

14. Un démontre en Irmonometrie que cos/tiP, —: sont des° ^
sina;

fonctions entières de cos:r quand le nombre ii est entier; on propose

d'appliquer la formule de Maclaurin à la recherche des coefficients

de ces polynômes.

k
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15. Démontrer la formule

D«-i(i — x^)"'~^ —{— i)'^-! _l'_i_^ii1j fein(n arc 008 37).

(Jacobi.)

(^2_,) 2 .. ,1
16. —^^

-,

— -D"(a72— 1) 2 3^ cos(narccos^). (Jacobi.)
1.3. . .(2Al-f- 1)

^

17. Dans la formule de Taylor,

f{x + h) = f{x)+ hfXx)-^ . . .+ _-|^/«(^ + eA),

la quantité est de la forme h- £, £ désii^nant une quantité infi-

niment petite en même temps que A; mais cela suppose l'existence

de la (n-!- i)"™^ dérivée de /. En supposant l'existence des déri-

vées suivantes de /, on propose de montrer que s est de la forme

AA -f- /i2B +. . . ; A, B, ... sont des fonctions que l'on propose de

calculer. (On ne demande que les valeurs des premières quantités et

non leur expression générale.)

18. On a

/(:r+/0 = /(^)-f-A/'(^-i-^^).

aux termes du troisième ordre près par rapport à h.
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CHAPITRE IV.

DIFFÉRENCES DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

I. — Différences des fonctions d'une seule variahle.

Soit f{x) une fonction de x. Si nous donnons à x l'ac-

croissement ^x, f{oc) prendra l'accroissement A/, égal à

f(x-}-Ax)— f{^), auquel on donne le nom de différence

première de f{x). Cette différence première est une nouvelle

fonction de x, et, si l'on y change x en x -^ ^x, elle subira

un accroissement AA/(^), que l'on représente aussi par

A-/(^), et que l'on appelle la différence seconde àef{x). La

différence ^\-f[x) de àL^{x) s'appelle la différence troi-

sième def{x) et se représente par /^^f(x), et ainsi de suite.

Cherchons, par exemple, les différences successives de a^;

en posant Ax = A, nous aurons

et, en général,

Les différences successives des autres fonctions sont plus diffi-

ciles à former. Considérons cependant la fonction A^'", où A
est une constante; nous aurons

la formule du binôme donnera le résultat, qui d'ailleurs n'a

rien d'intéressant. Nous ne formerons donc pas l'expression

générale de à.'^Kx^, mais nous ferons une remarque impoi-

tante au sujet de cette expression et, plus généralement, au

L. — Traité d'Analyse, 1. 7
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sujet de A"F(^), en désignant par F(:r) un polynôme de

degré m an x. Posons

nous aurons

AF(;r)== A(^-;- A)'"-- Àa?'"^- B(:r-;- /i)'«-i-- B;r'«-i^-

Si l'on développe chaque parenthèse par la formule du hinôme,

il est clair que l'on trouve un polynôme de degré m — i et

que le terme du degré le plus élevé dans ce polynôme

eslAm.r"*~^A; donc

Si l'on prend la différence de AF(j;), ou A-F(jr), le terme de

degré le plus élevé dans le résultat s'ohtiendra en multipliant

le terme de degré le plu.^ élevé dans AF(^) par m — i et A;

on aura donc

A2F(^)- A/n(m — i)a7^-»A'-;~...,

A3F(^)r-^ km{m — i){m — i)x'n-^ h^ -r-

L^¥{x)--~- Xm{m-\){m- i). . .(m — n -h i)x'"-«A« -r- . . .
,

et, en particulier, si n = m,

A'«F(:r): . Xni{m- i). ..3.2.1 A'«.

Ainsi la différence m^'""^ d'une fonction entière de degré m est

égale à une constante, et, par suite, les différences d'un ordre

plus élevé sont nulles.

Quoique les formules suivantes soient peu employées, nous

les signalerons, parce qu'elles peuvent avoir quelque utiHté,

^uv :^{u- \u)(i>-- \v)— uv ^ ut^v - vti.u~' Aw Ap,

L{u--zv) " Aw::: Ap,

u u - ^u u v\u — mAp
A

V P -; Ap V v{v -i- Ap)

on les retrouvera le plus souvent quand on en aura hesoin,

sans qu'il soit nécessaire de les retenir.
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Parfois la variable x peut recevoir des accroissements

A, A', K' ^ . . . successifs inégaux. Pour ne citer qu'un exemple,

considérons la fonction a^\ nous aurons

II. — Formules servant à calculer A«/ en fonction de /(^•),

/(a? H- A), f{x-^ ih), . . ., et formules inverses.

Soit une fonction /(^) quelconque. Posons

Nous aurons

(2) A/o=/i-/o, A/,-/2-/i, A/2=/3-/2, ...;

nous obtiendrons ensuite

(3) AVo= A/i-A/o, A2/,==A/2-A/„ AV5-A/3-A/2, ...,

puis

(0 A3/o=AVi-AVo, ••;

si, dans (!i), on remplace A/< et A/q par leurs valeurs (2),

on a

et, de mêmC;

AVl-/3-'V2+/l.

La formule (4), à l'aide de celle-ci, devient

Si l'on examine attentivement les formules donnant ^Jq,

^^/o, A^/07 on ne tardera pas à soupçonner la formule

(5) A'«/o - fm - (^]nf,n-i H- ClJ,^^. -... :h f„

OÙ G^,p G,-,^, . . . représentent les coefficicnls du développe-
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menl de {a-^x)"^. Admettons la formule (5) pour toutes

les valeurs entières de m inférieures à une certaine limite, et

démontrons qu'elle subsiste en changeantm en jn-{-i. Gomme

elle a lieu pour 7?i = i , 2,3, elle sera générale. La formule (5)^

appliquée à la fonction f^[a:) = f{x + A)? donne

et, en soustrayant (5) de cette nouvelle formule, on a

c'est-à-dire, en vertu des formules connues qui ont lieu entre

les quantités C"^,

cette formule n'est autre que (5), où 7?i a été changé en 77i -\- i

.

La formule (5) est donc générale.

Corollai?'e. — Il est bon d'observer que la formule (5),

que l'on peut écrire symboliquement

A'"/ = (/-0"S

en changeant les exposants de / en indices, aurait encore

lieu si l'on avait

c'est-à-dire si les accroissements successifs h, h', A", . . .

donnés à x étaient inégaux.

On peut obtenir une formule inverse; en effet, on a, par

les formules (a),

(6) /i=/o-;-A/o, /2-/i-^A/i, ...

et, par les formules (3),

(7) A/i^A/o-i-A'/o, A/,= A/i-f-A2/i

Si, dans la seconde formule (6), on remplace/, et A/, par
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leurs valeurs, tirées de la première formule (6) et de la

première formule (^), on a

/, =/o-^2A/o-^A2/o•

On vérifie sans peine que

/3=/o4-3A/o+3AVo-A3/o,

et l'on est tenté de poser

fm = /o+ G;„ A/o -- Gî, A2/o+ . . . + A'^Vo-,

on vérifie cette formule comme la formule ('j5), en observant

que, si elle est vraie, on a encore

d'où

A+1 = /o H- A/o - Gl, ( A/o -. AVo )+ Gf, ( A-2/o + A^o )+ • • •

et, en vertu des propriétés du symbole C^^,

fm-¥\ ~/o -+- G/,,+ 1 A/o -f- G,;j+i A2/0-4-. ...

On a donc, symboliquement,

/,,=(! -f-A)-/o,

pourvu que, après avoir développé (i + A)'" par la formule

du binôme, on ne regarde plus A" comme une quantité, mais

comme un symbole de dilférentiation.

III. — Examen du cas où la différence de la variable tend

vers zéro.

Considérons une fonction f{oc)^ finie et continue, ainsi

que ses n premières dérivées, quand sa variable reste com-

prise entre x et x-\-nh. Supposons en outre que sa

(tz -|- i^'^^'^ dérivée soit bien déterminée ou que sa /z^""^^ dérivée

soit continue. On aura, en posant Ax = A,

i^nf{x)=.f{x+ nh)- G,l/(^+7r^A) 4- Gl/(^ -1- /T=^ /i)H- . . . ±/(^).
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Si l'on développe chaque terme par la formule de Taylor,
on a

A«/(:r)=i

-Ci
-h Cl

f{x) -!- n f{oo) 71^
A«

H-Gl(/i-2)«

^•^cr ,« A«+'R,.,

Dans cette formule, Ro, R<, . . . sont de la forme /«+' (X
multiplié par un facteur numérique; X est un nombre com
pris entre ^ et ^ -4- nh. Par exemple, Rq est égal à

Cette formule s'écrit, en appelant R la somme R,

AV(^) = (A«^o)o/(^)H-(A«xi)o-/(:r)

Ri

(A«^'^)o
Jv^

f"{x)-'\- RA«-

Dans celte formule, (A'^")o représente la différence i^^'-^'' àex'^

quand on suppose jr = o et A^ = i, ainsi que cela résulte de

la formule (5) du paragraphe précédent. (A'.r")o sera donc nul,

comme on l'a vu, pour i < /?, et égal à i.i.?>. . .n A,r" pour

i= ji ou, comme A^ = i , à i . 2 . 3 . . . /i. La formule précé-

dente devient alors

si l'on divise par A'', on a

fin J \ J '

et, quand on fait tendre h vers zéro, on voit que, si f'^^^ {x)

A'^ f(x\
existe, ou si f'^(x) est continu, la limite de —r^— - pour

t^x = o est f"(^x).
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IV. — Formules d'interpolation de Newton et de Lagrange.

Interpoler, c'est trouver une fonction qui prenne des valeurs

données pour des valeurs correspondantes données de sa va-

riable. Le problème de l'interpolation est donc indéterminé.

Lagrange s'est proposé de résoudre le problème de l'interpo-

lation en assujettissant la fonction interpolatrice àêtre entière

et de degré inférieur d'une unité au nombre des couples de

valeurs simultanées données de la fonction et de la variable. Sa

formule, donnée dans les Eléments, est

(I) .. . y JX^ /(^) .

•^^
^ ^x— Xi ¥'{xi)'

Xq, x^, ..., x,i sont les valeurs données de la variable, et

/(xq), . . ., f{Xfi) les valeurs correspondantes données de

/{x)
; et l'on a

F(^) ."= {x— xq)(x — xi) . . . {x — x,i).

On peut vérifier la formule (i) en observant que : i° le second

membre est bien de degré /?, F(^) étant un polynôme de

degré n + i divisible par (x —-Xi); 2" si l'on fait x = Xy,, le

second membre, qui peut s'écrire

{x—X^^...{x^Xi^^{T~-Xi^x)...{x~Xn)
f, .

X^) . . , {Xi~-Xi-i){Xi—Xi+i) . . . {Xi—Xa)'

devient précisément f[xy_)\ d'ailleurs la formule (i) peut

s'obtenir en décomposant ''. en fractions simples; et f(x)
r [x)

est déterminé en se donnant seulement /{xq), /(^,), . . .,

Jl est facile de calculer l'erreur commise quand, à une

fonction quelconque /(^), on substitue l'expression

y f(x,-) F_(x)_

Jmd P'{Xi) X — Xi
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fournie par la formule de Lagrange, comme si elle était en-

tière. En effet, la quantité

s'annule pour x =^ Xq, Xi, . . . ^ x^', elle est donc de la forme

(x~Xo){:r-~- Xi) . . . {x — Xa)
.'1.3. . .{n-T- i)

X désignant une moyenne entre x, Xq, Xi, . . .
^ Xn- Or, o(^)

étant la somme de/(j;) et d'une fonction entière de degré /i,

sa dérivée n -\- 1^""^ se réduira à/''+'(^) ; on aura donc (p. -jj)

jy ) jUW{^Xi)x—Xi ^ ^ [.•2.3...(/l+ I)

Avant Lagrange, Newton avait fait connaître une formule

d'interpolation fondée sur la théorie des différences, mais qui

suppose essentiellement que les valeurs données de la variable

soient en progression arithmétique.

Reprenons la formule démontrée au § II,

Si l'on y fait 71 = 0, i, 2, 3, . . . , on trouve

fo—fo,

f,
:--= /o -f- A/o,

/2=/o--2A/o+A2/o,

Donc le second membre de (i) se réduit de lui-même à

/o? /o '••ijn pour /z= o, I, 2, ..., /î, c'est-à-dire pour les

valeurs de la variable, x^ x -\- h^ x ^ 1 h, . .., x -\r- nh.

Si donc on pose

X -h nh = A, /i = —,— j

h
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la formule (i) deviendra

X — X X — X— A X — .X — ih ^, ., ^

-^ -Â rh 3A
— ^'/(^) + ••'

et le second membre de cette formule deviendra f{x) pour

X = ^, f[x -\- h) pour X = X 4- A, f{x~^ih) pour

X ^ ^ -]- 2/i, .... Ce second membre, limité à /z + i pre-

miers termes, sera donc une fonction entière de X, de degré n,

se réduisant à des valeurs arbitraires /o, /<, . . . ^f,i pour des

valeurs de X en progression arithmétique. Cette formule est

celle de Newton. Nous allons nous y arrêter. Posons

X-^ Lf{x) (X — x){X^-x — h) A2/(^)
/(X)-/(^)

h i.'i /i2

(2) ; _ (X—t) ...(x~x— n — i/i) l'\f(x)

ï 1 . 2 . 3 . . . /i h"-

j
_ (X—x).. . (X — x~nh)P

I

~
1.2.3. . . {n— i)h''+^

'

et considérons la fonction de z

z — x A/" {z~ xMz— x — h^ . . .{z— x~n~\h) A«/
1 h ' '

'

1 . 2 . 3 ... Ai 7l'i

(z — x)(z — X — h) . . . (z — X— nh) P

I . 2 . 3 . . . ( /i - - 1 )
/i«+l

/(^)-/(^)

Cette fonction s'annule pour ^ = X et pour z = x, x -^ h^

. . ., X -{- nh', sa dérivée (n + i)i'"^« doit donc s'annuler pour

une valeur moyenne entre X, ^, ^ -f- A, . . .
, x -h nh. Donc

. . . i.2.3...(n--i) P
^^ ^"^ - -i7i:37:.T^-7) A-^i ^ "'

et, par suite,

La formule (2) donne alors

1 /•^X^_/•/.^-^-•^V(^)_^ (X -.r)...(X- ^-Ai-i/i)AV(^)

I

_^ (X-.)...(X-^-nA)
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z désignant une moyenne entre x,.t -\-/i. . . ., X. Si, dans cette

formule ainsi complétée, on fait h ^= o, en tenant compte de

la relation liniy^ ==z f'^(^x)^ on retrouve (ce qui devait être) la

formule de tajlor

Présentée sous la forme (3), la formule de Newton devient

une identité, et convient à toutes les fonctions continues ad-

mettant 71 dérivées continues ou une (/? + i^ine dérivée bien

déterminée.

V. — Formule de Newton généralisée.

Posons

(i) ^-y(ai, «oj,
a^ — «0

2) '^^ a
~''^^'''^'''^-

d-i — Cl\

puis

(3)
•^^^'--IZ^^^-i.-V -^/(«2, «1, «oN

a-i - - «0

puis

«3 -- ao

Nous aurons évidemment

(4) /(«l)^/(«o)-!-(^«i —«0 )/(«!, «o)'

(5) /(a2) r^/(aO-H («2 - «l)/(«2, «i).

Si l'on remplace /(a,) par sa valeur (4) el /(a-y, aC) pf

sa valeur (2), on aura

-i-(a2 — «i)[(«2 — «o)/(«2, «1, «0)— /(«IJ «o)]i
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c'est-à-dire

On est ainsi condnit à soupçonner la formule

(6)
(

-!-(«;,— ai)(a,,— ao)/(a2, «1, «0)

que l'on vérifie d'ailleurs sans peine. Posons

'

(.r — «0 ) • . . (^ — a;i-i)/(a,„ ^,,_i , . . . , «0 )

La fonction de :;

s'annulera : i*' pour z^=^x^ en vertu de la formule (7);
2° pour^=rrt(j, (7, , ..., <7/i_|, en vertu de la formule (6).

Sa (/i + i^-me J(irivée sera donc nulle pour une valeur \ de ^,

moyenne entre 3, «o, «1, .. .. Donc

/«+i(^)_P.i..2.3...(,ï_H 1)^0.

Tirant P de là pour le porter dans (7), on a

(^- -ao)(^ -ai) . .. (.r-^g;;) ^„^w^x
1.2.3.

.

.(ai-- ij ^ ^^^'

Cette formule d'interpolation est due à Ampère. A. la forme

près, du reste, elle ne diffère pas de la formule connue de La-

grange.

Vî. — Autres formules d'interpolation.

Soient /o,/,, ...,//^les valeurs de la fonction interpolatrice

pour les valeurs correspondantes ^o>-^i ^ ..., ^/z de la variable .r.
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Bvdissmne {Journal de Liouçilie, i''^ série, t. II) a fait connaître

la formule suivante :

OÙ F(^) désigne le produit {x — ^o) {^ — ^\) • • • (^ — J^^n)-,

et où Ao, A,, A2, . . . désignent des quantités arbitraires. On

peut l'écrire

Ao/o(^— ^0)-^ -4- Ai/i(^ — .2-1)-^^ .. .

^

•^^ ^ Ao(^ — ^o)~^ -~ Ai(^ — j7o)"^ --• • •

Voici une formule trigonométrique :

sin(^ — ^i)sin(^ — .T',) . . . smix— .r,,)

•^ ^ /~~*/v
'^-' sin(iCo- • ^i)sin(a:'o

—

x^) . . . su\{xq — x,i)

_i_ f( \
^^" ^^ ' -3"o)sin(x--a-.2) . . . s in (a; — a-,,)

' "^ ^ ^'^ sin(a7i — Xo)s\n{xi — ^2) . . . sin(xi — x,i)

On pourrait, par les méthodes suivies plus haut, trouver

une limite de l'erreur commise en appliquant ces formules.

Formule d'interpolation de Cauchy.

La formule d'interpolation de Cauchy a pour but de faire

connaître une fraction rationnelle dont le numérateur soit de

degré m , le dénominateur de degré /z, et qui, pour m-^- n-\- i

valeurs données «o? <^i?- • •? <^m+« de la variable x^ prenne

/n + /2 H- I valeurs données également.

Soit/(^)la fonction cherchée. Posons

^{x)= {x — ao){x — ai). . .(x— an),

^{x)—- {x— an+i){x — an+2)- . -i^ — am+n)'

La fonction

f(ao)f(ai) ...f(an) ...
^{ao)^{ai)...^ia„) ^^J

(0

1
/(ao) .../(a„) ^(a,-) ?(^)

4.(ao) •. . 4^(«/0 /(«^O {x— ai)^'{ai)
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s'annule pour x = «,;+< , «v^+o i • • • , cinj^m \ ^^ plus, son dénomi-

nateur, abstraction faite du facteur' ,; \—T7 V'
commun

au numérateur, est précisément égal a Y(\^ ^^ vertu de la

formule de Lagrange, pour ^ := a^, «i, ••., cin\ donc, enfin,

cette expression (i) se réduit à /(^) pour ^ = «0, <^m •••5 ^n

et à. zéro pour x = <^«+i , <^rt_|.2 , • • • , ctn-^m-

Soient N le numérateur, D le dénominateur de l'expres-

sion (1); effectuons dans N et D toutes les permutations dont

les indices o, 1 , 2, 3, ...,/??+ /i sont susceptibles ; soient N,

,

N2, ...,N{jL les diverses valeurs de N, et Di, Do, ..., D(x celles

de D; on aura

Di-i-D2^... -D

En effet, faisons, par exemple, ^ = a^ dans l'expression pré-

cédente. Le numérateur se réduira au produit de /(«o) par

une somme de termes de la forme

^{a,)...^{aa) ^(«o)
''^'''

4;(ai)...^(a,,)'

quant au dénominateur, il se réduit, pour x' = ao)à une

somme de termes de la même forme, puisque l'expression ^
se réduit à /(«o) pour x = a^^ si N^- ne se réduit pas à zéro.

VIL — Expression des dérivées en fonction des différences

et vice versa.

Étant d;)nnées les di'rlvées d'une fonction /(.r), on peut

calculer A«/par la formule de Taylor. Nous avons trouvé, en

cherchant la limite de -— ^

On peut écrire, dans cette formule, un nombre de termes
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aussi grand que l'on voudra, et le dernier sera d'une forme

particulière à laquelle il est inutile de nous arrêter. Mais on
peut se proposer la question inverse : connaissant

f{œ), A/(:r), Ay(:r), ...,

calculer /(^),/''(^), Voici comment Lagrange arrive

au résultat par une induction très curieuse : posons la for-

mule symbolique

d'où, supprimant/ comme s'il était un véritable facteur,

et, par des calculs tout aussi peu rigoureux,

A-f-i -e'^^, AD = log(i^i-A).

Appliquant à log(i + A) la formule de Taylor, on a

/\2 \3
AD := A ----H ...

2 3

et, multipliant par/,

AD/ ou hf\x) ^ A/- I AV-- I A3/- ....

Quoique ces calculs soient tout à fait dépourvus de sens, le

résultat est très voisin de l'exactitude. Et, en elTet, nous

avons vu que l'on avait

fiX) =/(.) -H -^ A/^ -j^ -^--- AV-;-. .

.

I 2 ;i -I- I
-^ ^ ^ ^ '

lirons de la /r—~ -^ ^-^, nous auronsX — X

X — x ^
'ih -^

2
•••./ U>

Faisant alors X = ^, il vient

(0 A/'(^) = A/-U=/+ ...±iAV^P^^^^^ /^'^UO.
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^ désignant un nombre compris entrer et ^ -\- (n — i)A. On
aurait d'une façon analogue le développement de Ji- f"{x),

mais il serait plus complicjué.

Quand on interpole, on peut faire usage de la formule (i)

pour calculer la dérivée de la fonction interpolatrice; mais,

comme/"+^(^) est inconnu, il est difficile de faire usage du

dernier terme; alors, le plus souvent, on calcule dans le

second membre un nombre de termes assez grand pour que les

suivants paraissent négligeables. Sans doute, ce procédé est

inexact, mais, à défaut de connaissances précises sur la nature

de la fonction empirique que l'on étudie, on choisit les hypo-

thèses les plus plausibles, et il faut dire que la formule ( i
)

fournit généralement des résultats pratiquement suffisants,

si Ji est petit.

VIII. — Application du calcul des différences à la construction

des Tables numériques.

Je suppose que l'on veuille dresser une table des diverses

valeurs de la fonction x'*
,
pour des valeurs de x en progression

arithmétique dont la raison soit A.r.

On peut éviter de longs calculs comme il suit : on observe

que A^^' est constant, que les valeurs de L^ x'* seront con-

nues dès que l'on connaîtra l'une d'elles ; il suffira, en effet, d'y

ajouter (ou d'en retrancher) successivement la différence

constante A''^''. Ayant formé les valeurs de A^^'', il suffira,

pour former celles dcA-^'', de connaître l'une d'elles. On aura

alors

L-'{x-r-^xy^ A^^''-^ A-^^'S . . .;

ayant formé les valeurs de A^^*, il suffira d'avoir une des

valeursdeA^^ pour posséder toutes les autres; enfin, pour avoir

toutes les valeurs de a:^, il suffira d'en posséder une seule.

Ainsi, par de simples additions ou soustractions, on se pro-

cui^era toutes les valeurs de ^', connaissant une valeur de x
et les valeurs de ses diff'érences.
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Dans le Tableau ci-dessous, on a supposé A^ := i , et l'on a

formé, au moyen de la méthode exposée, les quatrièmes puis-

sances de 4? 5, 6. On a calculé directement o'*, i^, 2^ et 3'*

que l'on a inscrits dans la colonne intitulée x'' ; dans la colonne

intitulée A, on a inscrit Ao% A i % A 2*
;
dans la colonne A^, on

a inscrit A-o'', A-
1

'' ; on a inscrit, dans la suivante, A^o'*.

Toutes ces différences ont été calculées au moyen des quatre

premières valeurs o, i, i6, 8i de ^^ Quant à A''o, on l'a

calculé directement; il est égal à 1.2.3.4-

X
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considérées comme nulles, au point de vue du calcul numé-

rique; 1° ou bien parce cjue Ton a des procédés pour calculer

directement les différences d'un certain ordre.

Dans les Tables de logarithmes, par exemple, les différences

premières restent longtemps constantes; les différences se-

condes sont donc, au point de vue numérique, nulles, c'est-

à-dire négligeables.

IX. — Application à la construction des Tables de logarithmes.

La formule de Taylor nous a permis de développer la fonc-

tion log(i + x) en série; on a trouvé (p. qo)

T^ T^ cr'*log(,+,.)=x---+y---^...;

en changeant ^ en — x, on a

, , . .r2 x^ x'^
Iog(.-x)= -.^----_--...,

d'où, par soustraction.

Si l'on remplace x par ? on trouve

x-\-\ r T T
"1

^ X L^^+I 3(227+1)5 ^*"J

Cette formule suppose que l'on a affaire à des logarithmes

népériens; en posant alors

logvu]ge = M=i= r^~~^ ^ logio
on a

et, cette fois, les logarithmes sont pris dans la base lo. Cette

L. — Traité d'Analyse. 8
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formule donne donc les différences tabulaires au moyen d'une

série d'autant plus convergente que x est plus grand.

De la formule précédente, on tire, en changeante en jc — i,

log^-log(^-,) = 2M(^-^+-^^-^^~ +...),

et, par soustraction,

log(a; -H I ) — 2log^ -f- log (07 — I ) = - 4 M
(^ -^/_ ^

H- . . .
j

•

Cette formule fait connaître les différences secondes : elle est

encore bien plus convergente que la première. Nous montre-

rons seulement l'usage que l'on peut faire de la formule (i). Il

faut d'abord calculer le module. Supposant alors M = i
,
pour

commencer, on a

(2) lognép(^+i)-logncp^=2(^^-^— +...).

et, en faisant e = i,

lognép2 =--2^- + 3-^3 + 573^
-^•-

•

)
'

Ayant calculé lognép2 au moyen de cette formule, on en

déduira lognépS en triplant; en faisante = 8 dans la formule

(2), on en déduira lognépp; puis, en faisant e = 9, on aura

lognépio et par suite M. Ce calcul une fois effectué, avec

une exactitude suffisante, on fera successivement e = 1000,

e= looi, . . . dans la formule (i); des séries très convergentes

fourniront alors les différences tabulaires d'où l'on déduira

les logarithmes des nombres, car on sait que logiooo = 3.

Comme on a calculé directement log2 et logg, on pourra

en déduire log4, 8, i^, • • • J«g5> 10,20, . . - ,
log3,9, 27, • • •'

log6, 12,. . ., ce qui fournira des vérifications de temps en

temps.
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X. — Construction des Tables de sinus.

On a proposé de calculer directement les tables de loga-

rithmes de sinus au moyen de certains développements en

série dont il sera question plus loin. Mais nous pensons que

l'emploi des méthodes plus élémentaires est au moins aussi

rapide.

Pour construire une table de sinus et cosinus naturels, on

fait usage des formules de Simpson, démontrées dans les élé-

ments de Trigonométrie, etque nous transcrivons de nouveau :

[sin (m. -t- i) — sin mh] — [sin mh — sin (m — i )A] = — 2A: sininh,

k désignant la quantité très petite i — cos A = 2sin^ ^ A.

Cette formule, en y faisant A = Lx, mh = x^ peut s'écrire

On a, de même,

A2 sin(a? — A;27) = — ik sina7.

A2 cos(a7 — Lx) = — ikdo^x.

Les formules de Simpson font donc connaître, en définitive,

les différences secondes des fonctions sin^, ç,o^x.

Pour dresser une table de sinus, par exemple, on formera

un tableau analogue à celui qui est figuré ci-dessous :

Arcs.
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intitulée A, on inscrit A sino, ou, ce qui est la même chose,

la valeur de sin/i; dans la colonne intitulée A^, on inscrit

d'abord — ik sin/i = A^ sino, que l'on peut calculer, puisque

l'on connaît 2 /{• et sinA. Connaissant A sino et A- sino, on a,

par une simple addition algébrique ou par une soustraction

arithmétique, AsinA, que l'on inscrit, puis sin2A, que l'on

obtient en ajoutant sinA avec AsinA que l'on vient de cal-

culer; connaissant sin2A, on calcule

— ik sin 2A = A2 sinA,

et ainsi de suite.

Il reste à montrer comment on calcule sin A, A, et comment

on se ménage des vérifications : sinA se calcule au moyen de

la série

et A" = ( I •— cos A) au moyen de la suivante :

1 — cos A
1.2 1.2.3.4

ces séries ont été données page 49- On pourra calculer

c[uelques sinus, soit au moyen de la série (i), soit au moyen

de la suivante :

. / A2 h'* \

sin (a -r A) — sin a i
—

1
-— — . . .

^ ^

\ 1.2 1.2.3.4 /

-f- cos a ( h — -f- . . . ] 1

\ 1.2.3 /

quand on connaîtra sin a et cos a.

II. — Application de la théorie des différences à la résolution

des équations.

On peut faire usage du calcul des différences pour sub-

stituer des nombres équidistants à la place de x dans la fonc-
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tien f[x). Si la fonction f{x) est entière, les différences

d'un ordre égal au degré de f{x) seront constantes, ainsi que

nous l'avons montré, et l'on peut en profiter pour calculer

plus facilement f{oc)^f{x -i- h),f(x -^ 2 A), . . . qu'en fai-

sant un calcul direct. Nous avons observé que, si la quantité

h était petite, les différences d'un ordre plus ou moins élevé

devenaient constantes, numériquement, même pour des

fonctions transcendantes. Le calcul rapide des quantités/(^),

f(x -j- /i), . . . ,
par la méthode des différences, peut alors ré-

véler, dans un certain intervalle tel que /(^) et /(x -{- h)
soient de signes contraires, la présence d'une racine de

/{x) = o.

Il y a plus : en supposant f{x) el/(x -\-h) de signes con-

traires, et en appelant ^ + £ la valeur de la racine, de telle

sorte que/(:r -h s) = o, on aura à peu près

Cela résulte de la formule de Newton

/(^) =/o -f- ""^^ Vo- --=p "1-^ AVo-^-. -,

quand on y fait f{x) = o, /o =/(^), x — Xq=^ t, et que

l'on néglige les termes dépendant de A^, A% ....

Quand on a découvert un intervalle, h = A^, comprenant

une racine de f{x) = o, on peut diviser de nouveau cet inter-

valle et calculer les valeurs de /(^),/(^-{- h'),f{x-^ 2 A'), . .
.

,

h' désignant une nouvelle différence de x moindre que h.

Posons

h = S.X, h' — Sa?,

f{x + Lx) - f{x) .^ A/, f{x - ^x)- /(^) = 8/,

A/(.r + A^) -t,f{x) ^ A2/, m^-r-^x)-Zf{x) = Pf,

Nous allons montrer comment on peut calculer 8/, B^y*, ... en

fonction de A/, Ay, ....
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La formule d'interpolation de Newton donne

n{n — !J.)(^ — 2[J.)

Donc
1 . 2 . 3 . [J.'*

-^

Si A-> I, ù^n=^ o; si A-> 2, ô^/i r= o et ^^n(n — |i.)r= o, . . .

.

Pour n= o^ on tire de là

•^
(JL I . 2 . [X2 ^

Voici des formules toutes calculées, pour le cas où [i. = 10 :

S/= 0,1 A/— 0,045 A2/-^ 0,0285 A3/— 0,0206625 A^Z-v. . .,

82y = 0,01 A2/— 0,009 A3/-H 0,007725 A^/— . .
.

,

§3^3= 0,001 A3/— o,ooi35 A^ w-^. ..,

8^/= 0,0001 A*/— ....

Ces formules seront en général suffisantes pour tous les

besoins de la pratique.
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CHAPITRE V.

THÉORIE DES DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS

D'UNE SEULE VARIABLE.

I. — Sur les divers ordres d'infiniment petits.

Nous avons appelé infiniment petit toute quantité va-

riable ayant pour limite zéro, et quantité infinie toute quantité

variable susceptible de prendre des valeurs aussi grandes que

l'on veut.

Pour la commodité du langage, nous distinguerons plu-

sieurs espèces d'infiniment petits. Une variable a ayant été

prise pour infiniment petit principal, nous appellerons in-

finiment petit du premier oindre toute variable ^ telle que
3 . . .

la limite de - soit finie et différente de zéro quand a tend vers

zéro.

3
En général, si, a tendant vers zéro, la limite de ^^ est finie

et différente de zéro, on dira que p est d'ordre n.

En appelant donc coune quantité finie et différente de zéro,

et p un infiniment petit d'ordre /i, on aura

liml

ou

£ désignant une quantité infiniment petite; il en résulte

a"£ est un infiniment petit d'ordre supérieur à /?, car —

^
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tend vers zéro. Ainsi, la forme générale d'un infiniment petit

d'ordre n est toa" -4- un terme d'ordre supérieur à /^.

Quand on parle d'un infiniment petit d'ordre supérieur à /?,

on ne veut pas toujours dire que l'ordre de cet infiniment

petit soit déterminé et puisse être évalué numériquement;

on veut dire seulement que le quotient de cet infiniment petit

par a'^ est nul à la limite. Cette remarque est importante,

car il y a des infiniment petits auxquels on ne peut assigner

aucun ordre, mais que l'on peut toutefois considérer comme
étant d'un ordre supérieur à d'autres d'un ordre déterminé.

Prenons, par exemple, a pour infiniment petit du premier

ordre
;
a (loga)~^ ne sera d'aucun ordre : en effet, nous savons

(]o2ra)-^ , ... 11,que —2_— ne tend vers aucune limite quand a tend vers zéro,

quelle que soit la valeur attribuée à [Ji, et cependant a (loga)~*

est d'ordre supérieur à l'unité.

La considération des divers ordres d'infiniment petits est

extrêmement utile en Analyse; elle permet de simplifier des

calculs qui seraient sans cela fort longs. Le principe sur

lequel reposent ces simplifications peut s'énoncer comme il

suit :

Lorsque Von cherche la limite du rapport de deux infi-

niment petits, on peut, sans erreur dans le résultat, rem-

placer ces infiniment petits par d'autres, pourvu que la

limite du rapport de ceux que Von supprime à ceux qu'on

leur substitue soit V unité.

En effet, supposons que lim— =: i, lim ^,
:= i. Je dis que

l'on aura

En effet,

,. a a

lim^ = lim ( tt, —, -^ ) == HniTr; Hm -; lim — = lim-
3

"
V[i' a' ,3/

"~
1^' a' [3 \i'

C. Q. F. D.

Mais on peut énoncer le principe précédent sous une autre

forme, souvent plus utile dans les] applications. A cet effet,

observons deux choses :
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i" Si la limite du rapport -, est Vunité ^ a. différera de a!

d'une quantité infiniment petite d'ordre supérieurpar rap-

port à oLCt p.

En effet, h

tité Infiniment petite £, et l'on a

En effet, la limite de — étant i, — difî'ère de i d'une quan-

a

CL

d'où Ton tire

a — a' --f- a' t.

La difî'érence entre a et a' est donc a'e, quantité d'ordre supé-

rieur à a ou a', puisque le rapport de cette quantité à c/J est e,

qui, par hypothèse, tend vers zéro. c. q. f. d.

2° Si la différence entre deux infiniment petits a et a!

est d'ordre supérieurpar rapport à chacun d'eux, la limite

CL

du rapport — est i

.

En eff'et, soit (o la diff'érence entre a et a'; on aura

d'où
a _ w
a'

"~ "^ a'

Or, co étant d'ordre supéiieur à a', par définition lini - = o.

L'équation précédente devient donc, en passant aux limites,

lim—,
r:= I.

a

c. Q. F. D.

Du théorème démontré tout à l'heure et des deux remarques

précédentes découle le principe suivant :

PniNciPE FONDAMENTAL. — On ji'altère pas la limite du
rapport de deux infinimentpetits , en négligeant dans l'ex-

pression de chacun d'eux des infiniment petits d'ordre

supérieur.

En eff'et, cela revient à remplacer les infiniment petits
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par d'autres dont la limite du rapport à ceux-ci tend vers

l'unité.

Afin de bien faire comprendre le sens et le mode d'applica-

tion de ce théorème fondamental, nous en ferons usage pour

trouver la limite du rapport

X — x'^

pour X ^= o.

Nous remarquerons à cet effet que, sin ^ différant de x
3

d'une quantité moindre que -y-? c'est-à-dire du troisième ordre

par rapport à^, on peut remplacer sin x par x\ de même, au

dénominateur, on peut négliger x-^ qui est du second ordre

par rapport à ^ ; la limite à trouver est alors celle de -

ou 1 .

En général, si l'on veut trouver la limite du rapport de deux

polynômes en x pour ^= o, il n'y aura besoin que de consi-

dérer les termes des degrés les moins élevés, les autres termes

étant, par définition même, des termes d'ordre supérieur, et

par suite négligeables.

\^Analyse infinitésimale consiste dans l'application des

principes que nous venons d'établir et surtout du principe

fondamental cjue nous avons énoncé en dernier lieu.

II. — Définition des différentielles.

Soient/(^) une fonction de x possédant une dérivée /'(x),

et Lx un accroissement infiniment petit donné à sa variable.

On a

ou bien, en appelant s une quantité infiniment petite avec A^,
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el, en chassant le dénominateur,

f{x H- Lx) — f{x) —f'{x)bkX-^ tù^x

OU enfin

E2 désignant un infiniment petit d'ordre supérieur à A^,

puisque E2 = £ A^, et que —^ = e a pour limite zéro par

hypothèse. En général, f'{x) est fini ; donc f'{x) ^x et

A/(^) sont des infiniment petits du premier ordre qui ne

difî'èrent entre eux que par un infiniment petit d'ordre supé-

rieur Eo.

En vertu de notre principe fondamental, toutes les fois

qu'il s'agira de trouver une limite de rapport dont l'un des

termes sera A/(^) ouf'(x) ^x, on pourra substituer l'une

de ces quantités à l'autre sans qu'il en résulte d'erreur dans

le résultat final.

Ordinairement le calcul de /'(x) ^x est plus simple que

celui de A/, en sorte qu'il est avantageux de le substituer à

celui de Af. L'importance de cette substitution est telle, que

l'on a éprouvé le besoin de donner un nom à cette quantité

J'{x) A^; on l'appelle la différentielle dc/(^).

Ainsi, la différentielle d'une fonction d'une variable est

le produit de la dérivée de cette fonction par l'accroissement

arbitraire de sa variable.

Cette définition de la difi'érentielle ne suppose pas l'ac-

croissement de la variable infiniment petit; ainsi la diff'éren-

tielle d'une fonction n'est pas nécessairement infiniment

petite, bien qu'il y ait le plus souvent intérêt à la consi-

dérer comme telle. On représente la difî'érentielle de la fonc-

tion y par df\ ainsi l'on a

df=f'{x)^x.

On voit donc que la difî'érentielle df difî'ère en général de

l'accroissement A/, mais par une quantité du second ordre.

Si, cependant, on avait f'(^x)^ i ou y'(^) = ^ -|- c, la for-

OP THK
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mule précédente donnerait

df = ^x ^ A/.

En particulier, si l'on prend f{x) = x^ et, par suite,

f'{x) = I, la formule qui définit df^ à savoir df-=f\x) A^,

donnera
dx = b^x.

Ainsi, Vaccroissement ou la différence et la différen-

tielle de la variable indépendante sont égaux.

La formule

qui sert de définition à la différentielle de/, pourra donc

s'écrire

dfr-^fdx.

d'où l'on tire

Ainsi, la dérivée dhtne fonction est rigoureusement le

quotient de la différentielle de cette fonction par la diffé-

rentielle de sa variable. Nous adopterons le plus souvent

la notation -^ pour représenter la dérivée de /. On sentira

plus tard toute la supériorité de cette notation, due à Leib-

nitz, sur celle de Lagrange, qui est celle que l'on emploie

dans les éléments {voir, à cet égard, le paragraphe relatif au

changement de variable).

La différentielle df e?,i une fonction de ^ ; à ce titre, elle

possédera elle-même une différentielle (si elle a une dérivée);

cette différentielle, d.df, se représente par d'-f. La différen-

tielle de d-f se représente par d^f^ ... ; et df, d-f, d^f^ . .

.

sont àiieslQs différentielles première, seconde, troisième,. .

.

de/. Soit

df^fdx-,

pour avoir d,df ou d-f, il faudra prendre la dérivée de

df ou de fdx., et multipher le résultat par dx. Or, dx,
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accroissement arbitraire Aj7 de x^ est indépendant de x ou,

si l'on veut, est constant quand ^ varie ; la dérivée de /'<i.r est

donc f"dx et sa différentielle /^'<ij;. dx ou /''(ij;-. Ainsi

(2) d^/^f'dx^,

d'où l'on tire

d^f
ce qui nous autorise à adopter la notation —^^ pour repré-

senter la dérivée seconde de/.

Pour avoir d.d'^f ou la différentielle troisième d^f de/, il

faudra différentier /'^<ij;-, qui est égal à d-f; pour cela, on

en prendra la dérivée, /^^<i^-, et on la multipliera par dx^

ce qui donnera
d-^f^f"ix)dx\

et ainsi de suite. En général, on aura

dnf
d^f=f^^^(x)dx^ ou -^ =/^«^(^),

ce qui nous autorisera dorénavant à employer la notation

~j^ pour représenter la /zi^™^ dérivée de /

III. — Remarques au sujet de la formule de Taylor.

Reprenons la formule de Taylor, et écrivons-la ainsi :

Elle ne suppose pas la dérivée n'^'™'', /"(^), continue dans

l'intervalle qui sépare :r de :?; + A ;
elle suppose simplement

que cette dérivée existe.

Supposons maintenant que/'^(.3;) soit continu; alors on a

£ désignant une quantité inlitiiment petite avec h ou a for-
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tiori avec OA; on pourra donc écrire la formule (i) ainsi :

E„,, désisfnant —, c'est-à-dire une quantité d'ordre su-

périeur à n quand on suppose h infiniment petit. E„_^|, telle

est la forme que l'on peut donner au reste dans la formule de

Tajlor, quand la dernière dérivée employée est continue.

Maintenant, supposons h = Ax; nous aurons

/(^ + A)-/(:r) = A/(^).

La formule (2) pourra alors s'écrire

A'r'2 Â'}?'î

1 .2.3...n

Or on a, par définition,

f\x) S.X ^f{x)dx = df,

f"{x) A^2 ^f" (^) dx^ ^ d^f^

f"'{x) A^« =f'i(x) dx" = d'^f.

La formule précédente devient alors

(3) A/= d/-^ J- dy+ -1-3 rfy+. . .+ ^-^ rf»/^ E„«,

E/i^_, désignant un infiniment petit d'ordre supérieur à^/z,

quand on suppose A^ = dx infiniment petit du premier ordre.

Cette formule suppose la continuité de f'^{x) quand la

variable reste comprise entre ^ et ^ 4- dx.

La formule de Taylor est souvent employée sous les

formes (2) et (3).

IV. — Comparaison des différences et des différentielles.

Nous avons vu que

lim —L = f'i(x).
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On peut écrire cette formule ainsi :

e désignant une quantité infiniment petite avec A^ = dx.

Remplaçons ^x par dx et/" par son égal
-^—J;

nous aurons

Ay _ d>\f

dx"- dx"-

ou bien, en appelant ^n-\.\ l'infîniment petit d'ordre supé-

rieur à n qui est le produit zdx'^^

Cette formule montre que la différence n^^^^ dhme fonc-

tion est égale à sa différentielle n^^^^, à un infiniment petit

près d'ordre supérieur au n^^^^. Les quantités d'^f et A"/

sont d'ordre n\ elles pourront donc se substituer l'une à

l'autre dans la recherche de la limite d'un rapport. On a

d'ailleurs

hm v^^. = I .

V. — Remarques sur le Calcul différentiel. — Son avantage

sur le calcul des dérivées.

La différentielle d'une fonction étant le produit de sa

dérivée par la différentielle de la variable, on aura

d.x'"- — m^'"-i dx,

d\o^x = - dxloge,

de^ ^ e^ dx,

Il est bon de noter les formules

d (u±v zhw) = du± dvzh dw

,

d ( uçw )
— vw du-i- inv dv -f- uv dw.

, w vdu— u dv
d- =
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Ces formules se démontrent en observant que, si l'on divise

/ 1 . • . ' du dv , 11,-,
par dx^ les quantités -r-^ -t-, . . . représentent les dérivées

u, ^, . . . , et qu'alors elles expriment les règles de la déri-

vation des sommes, des produits, des quotients.

Ainsi, par exemple, la formule

dérivée de {uvw) — vwu' -r- uwv' H- iivw'

s'écrit, avec la notation différentielle { u :=^ -^
'

\ dx

d(uçw) du dv dw—^— '- z= çw — u. mx; y iiç _^,
dx dx dx dx

et, en chassant le dénominateur dx^ on a la deuxième formule.

Notons encore, pour la discuter, la formule

du du dv dw
dx dv dw dx

qui est relative à la dérivation des fonctions de fonctions.

Au fond, elle est une identité, mais on pourrait craindre

du , . ^ . 1 1 . • r 1 ' ^ ' '

que -j- n exprimât point Ja denvee de u considère comme

fonction de v, parce que v n'est pas variable indépendante;

mais, quel que soit le choix de la variable indépendante, il

est facile de constater que les rapports des diverses différen-

tielles ne sont pas altérés ; en d'autres termes :

Théorème. — Quand on prend pour variable indépen-

dante une fonction quelconque de Vancienne variable, les

différentielles des fonctions quelconques de Vancienne

variable ne changent pas de valeur si Vune quelconcjue

d^entre elles conserve une valeur fixe.

En effet, appelons dyU, dyV les différentielles de u et v

quand jK = F(.r) est pris pour variable indépendante, et dxU^

djcV les différentielles de u et v relatives à \x. On aura

Donc
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et si dxX = dyX = dx, on obtiendra, en particulier, en fai-

sant r --= a\

dcU dyU
, ,—j— = -V7 ou d^u = dyU.

C. Q. F. D.

Ainsi, il n'y a pas à proprement parler de variable indé-

pendante, et df se trouve être une quantité qui ne dépend

pas du choix de la variable indépendante, tandis que f varie

suivant que ^ ou ^ sont variables indépendantes; c'est là

un des avantages de la notation différentielle; il y en a

beaucoup d'autres.

On peut d'ailleurs donner des différentielles une défini-

tion tout à fait indépendante du choix de la variable, et dire

que : quand des quantités u, v, «', ..., x varient simultané-

ment, leurs différentielles sont des quantités finies pro-

portionnelles aux accroissements infiniment petits simul-

tanés de ces quantités u, v, (^,

On verra plus loin, au contraire, que le choix de la va-

riable indépendante influe sur la valeur des différentielles

d'ordre supérieur au premier.

A tout théorème sur les dérivées correspond un théorème

sur les différentielles, provenant de ce que la dérivée et la

différentielle sont égales à un facteur près, qui est l'accrois-

sement arbitraire de la variable. Ainsi :

Lorsqu'une fonction est constante, sa différentielle est

nulle. Lorsqu'une fonction a sa différentielle nulle et

quelle est continue, elle est constante ; etc—

V. — Sur un mode de raisonnement employé dans l'Analyse

infinitésimale.

f

Lorsque l'on cherche à établir une relation entre diverses

différentielles, on peut toujours négliger les infiniment petits

d'ordre supérieur (et, par suite, onaura toujours des équations

homogènes en considérant la lettre d comme une quantité

L. — Traité d'Analyse, I. 9
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et d-j cP, ... comme ses puissances); le résultat final sera

exact.

Une démonstration est nécessaire, non seulement pour

établir ce fait, mais encore pour bien en faire saisir le sens.

Je suppose qu'ayant cherché à établir une relation entre

des différentielles on soit parvenu au résultat suivant :

(i) A d'-y -h B dx'~ ^ G dz'- = o,

où A, B, C désignent des quantités indépendantes de dx.

Tous les termes étant du même ordre, par suite de l'omission

des termes d'ordre supérieur au second, ce résultat (i) n'est

pas établi en toute rigueur; cependant je dis qu'il est exact;

en effet, s'il était inexact, il suffirait d'ajouter l'ensemble des

termes w d'ordre supérieur au second que l'on a négligés et

l'on aurait exactement

A d-^y -;- B i/x2 + G t/^2 _|_ to = o.

Divisons cette formule par dx-, nous aurons

4^:Z_}_B ^cl— Y^- — =0
dcc^ ' \dx J ' dx-

Or, quel que soit dx^ on a ^^ = y, / _1
j

:= ^'^
;
donc

A/'-f-B+ G^---- -V- = o,
'dx^

résultat exact, quelque soit<i^; mais, pour d'^ ==: o, ^-^ tend

vers zéro et l'on a exactement

A/'-uB-i-Gy = o;

ou en multipliant par dx-^ que nous supposons quelconque,

A^2^ -f- Bd/.r2 -^r B J^2 = o.

Celte formule est donc exacte, et w est rigoureusement nul.

Ce résultat cessera d'être paradoxal, si l'on se rappelle

que, quels que soient dx^ dy, dz, ..., d'-x^ d'-y, d-z^ ...,

leurs rapports sont déterminés et que les relations entre

dx^'dy^ ..., devant avoir lieu quelque soit «i^, les termes de
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même degré par rapport à dx^ ou de même ordre, doivent

être nuls séparément. Il suffit donc d'écrire les termes d'ordre

le moins élevé, qui sont en général les plus faciles à calculer.

Le degré d'un terme ou son ordre est indiqué par le nombre

des opérations effectuées avec c/, quand une formule ne con-

tient que des différentielles et pas d'autres infiniment petits;

il faut donc que les formules d'Analyse infinitésimale soient

homogènes en d^ comme si cette caractéristique était une

quantité ayant pour puissances <:/-, d^ ^ ....

Un exemple va nous permettre d'éclaircir ces considé-

rations.

Problème. — Un puits cylindrique est plein d'eau ; on

paye af l'extraction dupremier mètre deprofondeurd'eau,
combien payera-t-on l'extraction de l'eau sur x mètres

de hauteur?

Soit dp l'accroissement du prix p clierclié quand la pro-

fondeur à extraire croît de dx (je devrais dire : soit A/? l'ac-

croissement du prix quand x croît de dx = A^r; je néglige

donc la différence entre A/? et dp, qui est d'ordre supérieur

à dp). Ce prix est égal à la hauteur dx enlevée, multipliée

par la hauteur x à laquelle elle est transportée, et par un

facteur R qui représente la somme que l'on paye pour élever

le poids de i*" de hauteur d'eau à i"^de hauteur, soit Kxdx.
(Ici encore, je commets une erreur; la hauteur à laquelle on

transporte la quantité dx n'est pas x ^ mais le prix à payer esl

compris entre les prix qu'il faudrait payer si toute l'épaisseur

dx était à la distance x ou à la distance x -H dx de l'ouver-

ture du puits ; ces deux prix étant K x dx et K(x H- dx) dx
ne diffèrent que par le terme du second ordre K dx- : l'erreur

commise sur ¥^x dx est donc d'ordre supérieur au premier.)

On a donc

(a) dp = Kxdx.

Cette formule est rigoureuse, bien que notre raisonne-

ment en apparence ne le soit pas. D'après ce que nous avons
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dit tout à l'heure, appelant w l'ensemble des termes du second

ordre négligés, on a

dp = Krr dx H- w ou -^ = K -\- -j-^ dx dx

Faisant dx := o, on a p' = }Lx
;
puis, multipliant par dx sup-

posé différent de zéro, on reproduit la formule (a) qui esl

exacte. En vertu de cette formule p et— ont mêmes dif-

férentielles dp et Kxdx; elles sont donc égales à une con-

stante près c; donc

(3) p = K h c.

On déterminera c en faisant ^ = i , alors p = a el

K
(ï) ''"^T'^''-

Si l'on veut déterminer à la fois R et c, on fera ^ = o et l'on

devra avoir /? = o, car un travail nul ne doit pas être payé,

et l'on aura

(0)
• o=--c.

Les formules (j^), (y), (o) donnent

K
a = — et p = ax'.

•1
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CHAPITRE VI.

DÉRIVÉES, DIFFÉRENCES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS

DE PLUSIEURS VARIABLES.

I. — Sur le calcul des expressions symboliques.

On a déjà vu que l'on pouvait représenter par une lettre

un symbole d'opération. Ainsi l'opération qui a pour but de

prendre la dérivée de cp et de la multiplier par A se représente

par <icp, . . . Quand on applique deux, trois fois de suite

l'opération d^ on l'indique en attachant rex])Osant 2, 3, ...

à la lettre d. Cette règle est générale
;
pour donner un exemple

de cette façon de procéder, convenons de représenter par le

symbole P l'opération consistant à multiplier par^ la dérivée

de la quantité placée après le signe P; nous aurons

^^'^(-^--^(-â)

par exemple,

Vx>'^ = mx^^\ P2a7'« = m2^'«, . . . , P«^'" = nV^x'^K

Un symbole P est distrihuiif quand on a

(i) V(^a-^h)=Va^Vh.

Ainsi, en représentant par D le symbole de la dérivation, en

sorte que Dcp =: cp', on a

D(a + ^>)=D(a)+D(è),

A(<2 -f- 6) = Aa + A^,

d{a -\- h) — da -^ dh
\

D, A, <i sont des symboles distributifs.
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Les symboles distributifs sont les plus importants et nous

allons suivre les conséquences de la formule (i).

i" D^abord on a

F{a-^b-+-c)= P(«H-6)+Pc = Pa4-P^>^-Pc,

et ainsi de suite. Donc, en général,

(2) PSa = SPa.

2" Les symboles P-, P-^, ... sont distributifs ; on les

appelle puissances deV.

En effet, on a

P(a + ^^)== Pa + P^;

donc
P''{a-\-b)=V{Va-{-Vb)=V.Va-^V,Vb,

c'est-à-dire

p2(a+6)= P2a4-P2^.

On verrait de même que P^, P*, ... sont distributifs.

3*^ En appelant A une constante numérique, on a

V.ka = k.Va.

En effet, si A est entier, on a

P.Aa=:P(a-}-a-T-...4-a)= Pa -i- Pa, . . = APa.

SiA est de la forme —? on observera que

donc

et, par suite,

gP- = Pa;

P^ = lPa,

vP^ = ^Va.
q q

Cette proposition étant vraie, quels que soientyj) et ^, est vraie

pour les valeurs incommensurables de A.

4" On a

V{a-b)=Va — Vb,
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car on en déduit

P{a — b)-\-Pb = Pa,

ce qui est exact, et de celle-ci on déduit la précédente.

5° On en conclut

P ( A a =h B ^> ± . . . ) = A P a ± BP ^> dr . . .

.

On appelle somme de plusieurs symboles d'opérations

P, Q, R, et l'on représente par P 4- Q + R le symbole dé-

fini par la formule

ea = Pa^- Qa4- R«.

En général, le symbole 0, défini par la formule

0a =r APaL:zBQ«± GRa,

se représente par AP zh BQ ±: GR; de sorte que l'on a, par

définition,

(APH-BQ)a = APa -BQa.

6« Lorsque P, Q, R, . . . sont distributifs, AP ±: BQ di GR
Cest également.

En effet :

(APiizBQ±GR)(a-h^'):= AP(aH- b )±B(l{a -^ b)±CK{a -^ b)

= APa H- hFb± BQa i BQ6 ±:. .

.

= (APz:=BQ±GR)a-r-(AP±BQ±GR)6.

On appelle produit de plusieurs opérations le résultat

obtenu en effectuant successivement ces opérations. Ainsi

l'opération 0, définie par l'équation

0a = PQR...a,

est le produit des opérations P, Q, R, .... On représente cetle

opération par le symbole PQR, . . . , dans lequel il faut bien

se garder d'intervertir les facteurs; dans la suite, pour expri-

mer que deux opérations sont équivalentes, nous les sépare-

rons par ce signe =. Ainsi i= P -+- Q voudra dire que, quel

que soit /, on a 0/= (P + Q)/= P/+ Q/.
Deux symboles P, Q sont commutatifs quand on a

PQ/=QP/.
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^° Si P et Q sont commutatifs, on peut écrire dans un
ordre arbitraire les symboles P e^ Q répétés dans un ordre

donné.

Par exemple, considérons l'opération

. . . PQ . . ./,

dans laquelle les points remplacent les lettres P, Q écrites

dans un ordre quelconque. Je dis que

...PQ.../==...QP.../,

les deux membres ne différant que par les opérations écrites.

En effet, on a

PQ.../-QP.../,

car P et Q sont commutatifs ; répétant sur les deux membres
de cette identité les mêmes opérations, on obtient des résultats

identiques ;

...PQ.../ = ...QP.../;

puisque l'on peut intervertir l'ordre de deux opérations con-

sécutives quelconques, on peut écrire toutes les opérations

dans tel ordre que l'on veut. La même démonstration s'appli-

querait au théorème suivant :

8° Si P, Q, R, . . . sont commutatifs, deux à deux, onpeut

effectuer ces opérations successives dans un ordre quel-

conque.

9° Si V etÇl sont commutatifs, il en est de même de V'^et

deQ^.

io° Sil*, Q,R, . . . sont distributifs, le produit PQR . . .

le sera aussi, ^z^<? P, Q, R, . . . soient ou non commutatifs

deux à deux.

En effet,

^{a-\~b) =-- R«-i- Rb.

Mais, Q étant distributif, on a

qh(a-\-b) = Q(R«-i-R6) = QRa+QR6,
puis

PQR(a -f 6) = P(QRa -^ QR6) = PQRa + PQR6.

G. Q. r. D.
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1 1° La puissance m}^^^ du symbole (P + Q + R) sejorme

absolument comme siV^ Q, R étaient de véritables quan-

tités. Ainsi

pourvu que P, Q, R, ... soient commutatifs.

En effet, on a

(P + Q)2/=(P-+-Q)(P-+-Q)/
ou

(P + Q)V= (P + Q)(P/+ Q/) - P(P/+ Q/) + Q(P/+ Q/)

= P^/+PQ/+QP/+QV
= PV+-2PQ/-+-QV;

car PQ =1 QP, par hypothèse. Posons, pour simplifier,

P + Q = 0, et admettons la formule

comme démontrée; effectuons sur le premier membre l'opé-

ration © et sur le second les deuîL opérations successives P

et Q, puis ajoutons les résultats; nous aurons, en observant

que P et Q sont commutatifs,

^'i^^f= P«-i/H- G.;P«Q/-h C' P"-iQ2/-f-. .

.

-f-P«Q/-i-G,iP«-iQV+---

ou, en vertu des propriétés connues du symbole C„^,

e.+i/= p/^-M/4- c;,^,p-Q/-. c;^i p«-iQ2/-i--.
. •

La loi étant démontrée pour l'indice n l'est donc pour l'in-

dice /? + i; or elle est établie pour les indices 1,2; donc elle

est générale. Soit maintenant

0/=P/+Q/+R/;

on aura, en posant ©1/= P/ + Q/5

n\
0"/=-- 0rV+ Gi0-iR/+ . • • +

jX!^
^'^RV-

ou

«"/=24:«"^'-^'
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et, remplaçant 0^- par sa valeur ^-^p^P^QP /,

C. Q. F. D.

Remarques au sujet des dérivées des fonctions de plusieurs

variables.

Considérons une fonction de plusieurs variables x^ y, z,

savoiry(^, jK, z)- Cette fonction devient fonction de x seul,

quand, laissant y et z constants, on fait varier .r . A ce point de

vue, elle peut être différentice une, deux, trois, ... fois, et nous
,, . , df d'^f d^f ..,

représenterons ses dérivées par -^ ? -7^? -~^ — Chacune
^ ^ dx dx'^ dx^

de ces fonctions, y4' par exemple, dépendra en général de .r,

de jK et de ^; si on laisse ^ et ^ constants, elle sera fonction

de JK et l'on pourra, par exemple, en prendre la dérivée [j fois

de suite. On écrira le résultat ainsi -, r-z] cette fonction
dx"^ dy^

dépend encore en général de x, y^ z. On peut en prendre

la dérivée y fois de suite par rapport à ^ ; on aura alors

^'^^"'/
• - r • j % . ^ -1

~J~^^7rVdV P^^^ '^ suite par rapport a ^, ce qui cion-

nera z —5, et ainsi de suite. L-ette notation se sim-
dx^dy^dxidz^

plifîe un peu en ayant égard au théorème suivant :

Théorème. — Une dérivée ne change pas de valeur

quand on intervertit l'ordre des dérivations relatives à

chaque variable.

Démontrons d'abord le théorème pour le cas où Ton n'inter-

vertit que l'ordre de deux dérivations successives. 'Soïif{x,y)

une fonction de plusieurs variables, dans laquelle on ne met

en évidence que les variables x eiy. Soit

df
f
_df d\f _ d^f

d~x' J'~~Ty' J''-dx^' -^''"dy'

d\f , _ d^f
.

/12 — ~JzrJ7, ' /'dx dy dydx^
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il s'agit de prouver que /<2 = f^i- Si A et k sont deux: valeurs

infiniment petites de même ordre, on a, par la formule de

Tajlor,

/(^-i-A,7-^ /0=:/(^,7 + /0 -H ¥i(-r,j-T- AO -^^/n(^,r+ ^)4-E3,

E;5 désignant un terme d'ordre supérieur au second. Dévelop-

pons/(^, j)^ + fx), fi {x, y H- k), fn (^, JK + A") suivant les

puissances de A; nous aurons, en appelant toujours E3, E'!^, ...

des termes d'ordre supérieur au second,

I f{x H- h, y H- k) =f{x, y) -- k/^ii^, y) + j^ f^i{x, y) 4- E'3

,.
]

+ A/i(^,7)+ AA/i2(a-,7)-f-E';t

\ --E3.

En commençant par écrire

f[x -i- h,y -f- k) = f{x -\- h, y) ^ kf.{oo -1- A, j)

^- Y-^/22(^-t-A,7) + e,

puis en développant /(^ -f- h^y)^f2{x-\-h,y),j22{x -\-Ji^y)

suivant les puissances de A, on trouve

f{x^ h, y + k) = /(^,7) -+- /i/i {x,y)-,- ^/ii(^,7) -^- e'

+ A/2 (^,7)4- A A /21 (^, 7) + ^"

/>:2

-r- C.

Si l'on compare cette formule avec (i), on a

fx^kh =/2i kh + w,

co désignant un ensemble de termes d'ordre supérieur au se-

cond. Divisant par AA, on a alors

Et, comme ^-rtend vers zéro pour A = o, A = o, il reste

/2I =/l2»

ce qu'il fallait démontrer.
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Tl est clair que ce théorème cesserait d'être exact, si l'une

des dérivées secondes de/(.r, y) n'était pas continue, la for-

mule de Taylor, sur laquelle nous avons fondé noLre démon-

stration, cessant elle-même d'avoir lieu.

En suivant une méthode employée en Arithmétique pour

démontrer que la valeur d'un produit ne dépend pas de l'ordre

de ses facteurs, on prouvera que, ayant le droit d'intervertir

l'ordre de deux dérivations successives, on peut intervertir

aussi l'ordre des dérivations d'une façon arbitraire.

Cela posé, pour représenter une dérivée d'ordre supérieur

prise relativement à plusieurs variables, on pourra se borner à

indiquer le nombre total des dérivations relatives à chaque

variable. C'est ainsi que l'on écrira, par exemple,

-j-—5—^ au lieu de -—^—ji—7- ?

dU-xdydz dx dy dz dx

Remarque. — Les symboles -r-' -t~^ -j- sont commutatifs

etdistributifs. On a donné le nom de àèv\\ées partielles à ces

dérivées prises successivement par rapport aux diverses va-

riables en laissant les autres constantes, pour les distinguer

de ce que l'on appelle une dérivée totale.

Supposons que, dans/(^,jKj ^)i les variables x, y, z ces-

sent d'être indépendantes, et que y et z soient fonctions de x
;

d'après le théorème des fonctions composées, la dérivée de/

relative à x^ que nous appellerons dérivée totale relative à x^

sera donnée par la formule

dx dy dx ' dz dx

Cette dérivée, d'après nos notations, devrait être représentée

df . ., . ^ . . ,, , • •.
par

~J-;
mais il y aurait confusion si 1 on écrivait

dr
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posé plusieurs moyens d'obvier à cet inconvénient. L'un d'eux

consiste à envelopper d'une parenthèse les dérivées partielles
;

l'autre, qui paraît plus généralement répandu, consiste à

changer dans les dérivées partielles la forme du d. La formule

précédente s'écrira alors

iL-_
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composées, et en. faisant, pour abréger, x -\- Jit ^= a^

y -1- la = b,z -i- lt = c,

' ^ ^ dr ùa ôb de '

ainsi l'opération -7- est équivalente à

r}a ' ôb ôc

On aura donc

et pour t=o^

O«(0)=UA^/4_:W4)'/.

Nous aurons donc, en substituant cette valeur dans la for-

mule de Maclaurin

' ^ ^ '
^ ^ ^ ^ ^ 1.2'^^ 1 . 2 . . . /i + I

'
^

l'égalité suivante :

/(^ 4- A^,j + A#, z-^ It)

I , 2 . . . /i \ rte ()/ ôzj ^

+
,...3. !(«+.; [''ôwéuT) -•-] ""'^(^ + /,7

,

. .

.

. ;

et, si l'on fait /= i

,

/(^ + A, j + Â^, ^ -:- = f{x,y, z) -i-^ / A— + A-^ -;-...
) /-|-^

Le reste est écrit sous une forme abrégée qui se comprend

facilement : après avoir fait l'opération

n -\- \)\ \ dx f)y
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on remplace x par ^ + OA, j- par j^^ + QA", et ^ par z -h 0/. La

formule précédente suppose cp(^) continue, ainsi que ses /i pre-

mières dérivées, quand t varie de o à i . La (/^ + i^ ™« dérivée

doit être bien déterminée : ceci revient à supposer /(^,r, z)

finie et continue, ainsi que ses n premières dérivées, quand

les variables restent comprises entre ^ et ^ -f- h, y ely + k,

zeiz -\- l. Les {ii -j- iy'^™<^s dérivées doivent exister et être bien

déterminées ; si l'on ne sait rien sur les (/^ -f- ly^'"^*^^ dérivées,

le reste affectera la forme E/^^i d'un infiniment petit d'ordre

supérieur à n par rapport à A, A, / supposés de même ordre.

On remarquera surtout la formule

M- kf. (^ H- A, 7 H- BA-, z-\-^ l),

-i- //a {x -T- 6 A, y 4- 6/j, ^ -h /),

oû/i(.r, r, ^),/o(x,j,^),/3(j::,7, ^)désignent,poursimpli-

fier ^ ^ ^1.
' ùx dy ùz

IV. — Différences des fonctions de plusieurs variables.

Considérons une fonction de plusieurs variables que nous

supposons, pour fixer les idées, au nombre de deux. Soit

cette fonction ; si Ton donne à ^r et j^ des accroissements

simultanés t^x^ Ajk, cette fonction varie d'une quantité que

l'on appelle la différence de cette fonction ; on la désigne

par A/. Nous poserons

/o =/(^,7).

/i =f{^-^^x,y^\y\

f% =f(x-i-2lx,y-^-2\y),

fa=f(.x-^n^x,y-\- n\y)\

nous aurons alors
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A/est, en général, fonction de ^ etjv', et l'on pose AA/= A^/;

A^/ s'appelle la différence seconde de /, et l'on a

AVo = A/i-A/o, A2/i = A/,-Vi, ..-,

et ainsi de suite; les formules auxquelles on est conduit sont

identiques à celles que l'on rencontre pour le cas où la fonc-

tion/ne dépend que d'une seule variable, et il est inutile,

d'après ce qui précède, de donner une nouvelle démonstra-

tion des formules

/'/«=/„-
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on verra sans peine que la symétrie de ce résultat entraîne

la formule

ce qui est la propriété fondamentale des symboles commu-
tatifs. Posons, pour abréger,

nous aurons

et, en prenant [3 fois de suite la différence relative à y^

Si l'on désigne par S^ l'opération qui a pour but d'ajouter A^'

à la première variable figurant sous le signe y*, et par Sy-

l'opération qui a pour but d'ajouter ^,y à la seconde variable,

en sorte que

^rjij = //-f-I
) y > '^yfij ^^ fi JJ+iy

on pourra écrire

les signes S^ et S^ étant évidemment commutatifs et distri-

bu tifs, on aura

^xfoo = ( S.c — i)*/oo

ou, si l'on veut,

a:^,, = (s,-i)%

et par suite, en général,

Al.A^...Al = (S,-i)«(S,.-i)?...(S,-i)T.

On peut résoudre la question inverse et trouver f/j en fonc-

tion des différences de/. On a en effet

et par suite

/,;,- = (n-A^y(i-f-A^y/oo,

et en général

S^S^ . . . Si =.(14- A^y(i + A^y. . . (r + A,)^.

L. — Traité d'Analyse, I. lo
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Nous ferons observer que l'on peut déduire de là une formule

d'interpolation analogue à celle de Newton et que l'on pour-

rait même appeler formule de Newton généralisée ; cette

formule serait

/(X,Y)=:/(^,j)4-...--GiG^/(^-l-.-Ax,7+yA7)-i-...,

dans laquelle il faudrait remplacer a par —-—
- et ^ par

Enfin, en terminant, nous ferons observer que la limite de

A* A^/oo divisé par A^^Ajk^ est la dérivée ^ A • On pourrait

démontrer cette proposition directement à l'aide du théorème

de Taj'lor, mais on peut aussi observer que, Lx et Ajk étant

tout à fait indépendants, on peut les faire tendre succes-

sivement vers zéro; on a donc

,. A«.A^,/- r^AV
,hm -—^rt^. = T—.-r^ pour S.X = o,

et, faisant tendre Aj' vers zéro, on a la formule qu'il s'agis-

sait d'établir. Mais cette démonstration est peut-être moins

rigoureuse.

V. — Formules d'interpolation pour les fonctions de plusieurs

variables.

Nous avons observé, au paragraphe précédent, que la for-

mule qui donne la différence d'une fonction de plusieurs

variables en fonction de ses différences peut servir à géné-

raliser la formule de New^ton. La formule de Lagrange peut

être également généralisée comme il suit.

Soit, pour fixer les idées, /(^, y) une fonction de deux

variables; la formule de Lagrange donne

(I) /(^:7) = 2 /(-^'-'^^ff

(x — xx)...i X — Xi^x ){x — .r/+-i )

xi). ..{ Xi — Xi-i ){Xi— ^7+1 ) • •
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, désignant des valeurs arbitraires de ^;

cette formule approchée devient exacte si /est une fonction

entière par rapport à ^ de degré /i; or on a

/ N ^/ \ V //^ .. ^ (r —ji)---(.r—jy-OCr— jy+O-. -

(.) /(-.7) = 2, /(-'-'^v) 5r_^,)...(/y-7,^.){7y-r/«;...'
y-1

formule exacte si /est entier et de degré n par rapport à >'.

Si l'on combine les équations (i) et (2), on trouve

i = n + l J — n+i

X ^-^^ ~ J^' '

•
• • ^y —rj-i)(r —.rj^i )

•
•

•

(Jy —JU- • • (JV — Jy-i )(JV — Jy4-i )• • •

'

et l'on voit facilement comment on pourrait encore généra-

liser. Si l'on pose

{ce — Xi)(x — X.2). . . (x — Xn^i)— '-p(.r),

(7 — Ji )(J —72)... (j- — J'/i-hi ) = -1(7).

on peut écrire ainsi qu'il suit la formule précédente :

/(^.7 =221 -^^""'^'^^'^'W) fl^ 5^ 7^.

'

ou
/(.r,r) -^ ^ fi^h.yj) T t

K7 i .^ .4d cp (x/ )
(^ iyj ) X — Xi y —yj

Les deux membres de cette équation sont développables sui-

vant les puissances de x et j)^; en égalant de part et d'autre

les coefficients de — 1 on trouve
xy

^, ^ V -A -^0 7/)
^c.'(^,)'y(7y)'

Si/ est de degré moindre que n, la quantité to est nulle.

VI. — Dif érentielles totales.

On appelle différentielle totale, ou simplement diffé-

rentielle d'une fonction de plusieurs variables, la somme des
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produits obtenus en multipliant la dérivée de la fonction par

rapport à chaque variable par un accroissement arbitraire

donné à cette variable.

Soit, par exemple, /(.r, y, z) une fonction de trois va-

riables^, j^, z] la différentielle totale de/, que l'on représente

par df^ sera définie par l'équation

^ ' '' dx ()y " ôz

A^, Ajr, As désignant trois accroissements arbitraires et in-

dépendants donnés k x,y^ z respectivement. Si l'on prenait

tour à tour/= x^ f =zy ^ f :=. 3, la formule (c) donnerait, en

observant que — est égal à i, que -r- est égal à zéro, etc.,

dx = \x^ dy =- Ar, dz = \z,

ce qui nous autorise à écrire l'équation (i), qui sert de défini-

tion à dfj ainsi :

df = --;- dx H- ^ dy + -^ dz.
•^ dx ôy -^ ôz

Si, comme on le fait toujours, à moins de prévenir expressé-

ment du contraire, on suppose les accroissements dx ^= A^,

<i^ = Aj', ... des variables de même ordre infinitésimal,

on pourra énoncer le théorème suivant ;

Théorème fondamejntal. — Uaccroissement que subit

une fonction de plusieurs variables, quand on donne des

accroissements de même ordre à ses variables, est, aux

infiniment petits d^ordre supérieur près, égal à sa diffé-

rentielle, et par suite, dans une limite de rapport, Vac-
croissement d'une fonction peut être remplacé par sa dif-

férentielle sans changer le résultat.

En effet, si l'on désigne par/(j:', jr, z) une fonction de x^

y^ Zj on aura par la formule de Taylor

A/ ou f{x ^^x,y-^ A7, :; 4- A^) — /(^, y, z)

[df ^ ùf ^ df
^— ' ^ Aa; -4-

-f- Ar -f- i- A^
dx dy ^ dz
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E2 désignant un infiniment petit d'ordre supérieur au premier.

Cette formule peut s'écrire

ce qui démontre le théorème.

La différentielle df d'une fonction de plusieurs variables

/(^, 1', z) est une fonction de x^ y^ z\ elle possède, à ce titre,

elle-même une différentielle totale que l'on désigne par d'^f\

cette différentielle d'-f^ à son tour, possède une différentielle

totale que l'on désigne par d^f^ et ainsi de suite

Calculons la différentielle totale seconde d'-f de /; on a

le symbole

•^ dx dy ^ âz

-^ dx -r- -— dv -\—^ dz,
Ox ôy " oz

somme des symboles --dx, -T-d)\ -^dz-, est commutatif et
^ dx ^ àf ^ ^ àz '

distributif comme ceux-ci; on peut donc écrire

et en général

ô , à
(3) d'f=[^dx^-d,^-s_--dzj/.

Je n'ai pas besoin de rappeler que l'équation (2) développée

donnera

d' f = -~ dx^- — 2 -T dx dv -î- -v^„ dv-
•^ ôx^ àxOy • dy^ "^

-t- 1 —^— dx dz -^ 2 ,
•• dv dz -1- -^ dz^',

Ox âz (ly (Jz
" oz-

fjrmule que l'on peut vériQer directement sans faire usage

du calcul des symboles, et dans laquelle il ne faut pas perdre

de vue que x^ jr, z sont des variables essentiellement indé-

pendantes, caractérisées par ce fait que dx=^ A.r, dy^=^ Ay, ...

sont, chacun en particulier, tout à fait arbitraires et par

s-iite indépendants des variables x^ y, z elles-mêmes.

Tl résulte de là une notation très commode pour écrire la
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formule de Taylor ;/(j:^ -\- dx,y -\- dy^ z -^ dz)— ji^x^y^ z)

étant représenté par A/, on a symboliquement

"" ox <^y (^z

' / ^ 7 <^ 7 à
, Y-H y- <:/^ -i- — 6// + —- t/a /

H-

727377."^ (^^^^^^ ;;r^^^^ .;.^^-^ /+E.^,,

c'est-à-dire

E/;^, désignant un terme d'ordre supérieur à 7i.

On a vu que

d'où l'on conclut que A'J.A^ peut être substitué, dans les li-

mites de rapport, à -^-^^dx"" dy' \ mais ce théorème a beau-

coup moins d'importance que celui-ci :

Théorème. — Les quantités d'^f et ^^^f sont égales, à des

ternies près d^ordre supérieur à n

La différence et la différentielle totale d'une fonction

peuvent donc se substituer l'une à l'autre dans les calculs de

limites de rapports. Pour le prouver, observons que

A"/ =/„ - Gi/,_i + g;1/„_2 - ...
;

en développant chaque terme par la formule de Taylor, mise

sous la forme

on a

a/=^V+-'Vh- —-*/.-..

- C]ln- i)d/- Cl,
^''~^^'

d^f- . .

.

+ v.ii^n-1)^ df+ Cl ^^^^f:-^ ^V-i- . .

.
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Les coefficients de dj^ d-f^ . . . sont nuls, celui de d'^f e?>i

égal à l'unité, comme on l'a vu plus haut (p. 102); on a donc

^n+\ étant un infiniment petit d'ordre supérieur à n.

C. Q. F. D.

VII. — Calcul des différentielles partielles.

La différentielle totale d'une somme est égale à la somme
des différentielles totales de ses parties et, plus généralement,

nu -\- b^ -\- c^v ^ . . . , rt, b, c désignant des constantes, a

pour différentielle totale

a du -i- b dç -+- c dw -f- . . ,

.

En effet, pour prendre la différentielle totale de

au + èp + c(v -;-. . .,

il faudra prendre ses dérivées relatives aux variables indépen-

dantes et les multiplier par les différentielles de ces variables,

puis ajouter. Ainsi, x^ y^ ^, . . . désignant les variables dont

u,, (^, . . . sont fonctions,

dy-\-...,rj (mi 1 - /)(? .. ! - ^ —
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De même, on a

d{ uvw . . . ) = uw . . . dii-h mv . . . dv -

ou

d{ iiv^v . . .) _ du dv dw
uvw ... u V w

en effet, on a

d( uvw ) = -^- dx H ^ dy
^ ' ôx dy ^

OU

dimnv)^ (.„....g-H«.v....^+... ]d.r

du dv

dy ' ' ' ^y
^ [vw . . . ^ -1- uw ... ^ + . . . \dy

du j du -= vw ...{-— dx -h -— dv + . .

\ dx dy "

-+- uw ...{—- dx -{- —- dy-\-.
\ du dy "^

c'est-à-dire

d{u.v .w . . .) = vw . . . du -^ uw . . . dv -- uv . . . dw

On verrait de même que

, u V du — u dv
d- —

:,

V v^

On a aussi

d(f{u) = o'{u)du,

do(u, v) = --^ du-\- -^ dv,
' ^ ' ^ du dv

en eff'et,

1 d^ du do dv \ ,

i^ "> ^ ~ \du dx dv dx "']

do du do dv \ ,

du dy dv dy )

OU

do{u,v)—-^du^-^ dv."^
' ^ du dv
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VIII. — Principes fondamentaux pour l'application du Calcul

différentiel.

Lorsque Von veut établir une relation quelconque entre

des différentielles, on peut toujours négliger, vis-à-vis des

termes d'ordre le moins élevé, les termes d'ordre supé-

rieur, pourvu que les termes conservés ne contiennent pas

d'autres infiniment petits que des différentielles

.

En effet, supposons que, en négligeant des infiniment petits

(lu second ordie, on soit parvenu à des formules telles que

Ps.dii -^Vtdv -\~ Q^ dw -h . . . = o
;

cette formule étant vraie aux termes du second ordre près, la

[-igoureusc

A du ~ B c/(^ -:- C dw -h ... -f- s — o,

£ désignant un terme du second ordre ; et l'on pourra écrire,

en divisant par dx^

du dv e _
dx dx ' * • •

(^Ij^

du^ dv, . . . , dx étant de même ordre, soit

,. du, , ,. d^> ,

lim-7— — a, nm-f- = V , ....
dx dx

Quelques-unes de ces limites sont arbitraires, mais, par cela

même, on peut les supposer finies, en supposant, par exemple,

que l'on assujettisse momentanément toutes les variables

indépendantes à recevoir des accroissements égaux à dx^

tandis que -y~ tend vers zéro : si bien que, pour dx =: o, on a

A u' — B v' -r- C w' -'-... — o,

d'où
Au' dx -{- Bç' dx -;- G w' dx --

. . . = o
;

mais u' dx, v' dx., w' dx, . . . sont rigoureusement égaux kdu,

dv^ dw^ . . . , car u! est égal à -7-? que dx soit infiniment petit
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OU fini : on a donc

Adii ^Bd^^ -{- Cdiv -i~ .. .
~ o.

Cette égalité était donc rigoureuse.

o. F. n.

Si la quantité Q , -H Q2 + ^3 4- • • • + ^m + £ <?-5^ d'ordre

/?i-j-i, Q^, Qo, ..., ùm étant respectivement d'ordre 1,

2, ... ni^et z d'ordre m -f- i, ^f Q,, Q^^ • • • '^^ contiennent

d'autres infiniment petits que des différentielles et sont

homogènes par rapport à la lettre d, on a.

12i = o, il, = o, ..., <>,„=- o.

En effet, d'après ce que nous venons de voir, on aura

Q, = o aux termes du second ordre près, et par suite on aura

rigoureusement Q, = o; donc on aura 00 = aux termes du

troisième ordre près, et par suite rigoureusement Q2 = o-

En continuant ce raisonnement, on voit que Ton aura sépa-

rément

Ces principes sont fondamentaux dans les applications

analytiques ou géométriques du Calcul différentiel.

IX. — Remarques au sujet des différentielles totales

des différents ordres.

Soient X et y deux variables indépendantes ; on a par

définition

df = -— dx -\- -— dy
\

quand x el y deviennent fonctions de t. la relation précé-

dente a encore lieu, en vertu du théorème des fonctions com-

posées ; seulement df, dx^ dy n'ont plus le même sens. Ceci

s'explique : dans les deux cas, on représente par <i/ l'accrois-

sement que prend / quand ^ et jk prennent des accroisse-

ments dx^ dy^ et la seule différence est que, dans l'un des cas,
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dx^ dy sont indépendants l'un de l'autre, et que dans l'autre

cas -~- est égal à '—> les dérivées étant prises par rapport à t\

les termes du second ordre sont, bien entendu, négligés.

Mais d^fne reste plus le même quand dx el dy sont indé-

pendants, ou quand ils sont liés l'un à l'autre. En effet, dans

le cas où dx^ dy sont indépendants l'un et l'autre, ils sont

arbitraires et considérés comme constants; mais, s'ils sont

Ibnctlons d'une même variable, ils doivent subir la différen-

liation relative à cette variable, ainsi l'on a

d-f= —-^ dx^- -- 9.
—-—- dx dy -^ -- „ dy

si ^ et j^ sont indépendants, et, dans le cas contraire,

,/./^^d^^^jlîL drdy -:- '^ dy'- --^ '^ d'-cc -. % d'-y
;

-^
()x'^ Oxôy -^ ()y^ ^ Ox <)y ^

si x était variable indépendante, (P-x serait nul, et le terme

-^ a- X disparaîtrait.

X. — Des fonctions dont la différentielle est nulle.

Lorsque la différentielle totale dhine fonction est nulle,

cette fonction est constante^ et cela pour tout Vintervalle

oit la différentielle reste nulle, pourvu toutefois que la

fonction ne soit pas discontinue.

En effet, soit / une fonction des variables x, y, ^i ... ; si

l'on a df= o, on aura aussi

~ dx -{- -~^ dy -h -,- dz-^. . .— o,
()x ôy ^ ôz

et, dx^ dy, dz^ . . . étant indépendants, il faudra que l'on

ait

/ N àf df ôf
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or la dérivée ^ est prise en resrardant y et z comme des con-

stantes; la formule —= o nous montre alors que/est indé-

pendant de œ, mais il peut contenir jk et ^, qui y sont regardés

comme des constantes; l'équation

a donc pour conséquence

f z= fonction de r, z, . . . mais non de x.

Mais, quand à celte formule -r^ = o on adjoint les autres for-

mules ( I ), on voit quey est indépendant non seulement de ^,

mais de j', ^, . . . ^ donc / n'est pas à proprement parler

fonction de ses variables : c'est une constante.

EXERCICES ET NOTES.

J. On a

irÈc)
x"t ^ F (m).

F désignant un symbole de fonction entière.

2. Former

On supposera ^{x) quelconque; on verra que le résultat est de la

forme Acp'(a7)4- Bcp"(^)-!-. . .; on déterminera ensuite A, B, ..., en

ï'à\?,d.nl o{x)= e^^ on ^{x) — X, x"', . . ., x"K

3. Former
cl 1 \'«

, ,

\dx X J

A. On a

-— [x I II a ••• [x—, n + i ]':j{x) — x'i —; „ •

dx\ dx )\ dx ) \ dx 1^^ ' dx'

(BooLi:, Phll. Transact.; 1844.)
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5. ^^ et *ï» désignant des fonctions entières, on a

( Bronwin, Cambridge and Dublin math. Journal; 1848.

6. Soit

[ d d d\
•

\ dx -^ dy dz j

on a, pour une fonction homogène u de degré m,

P u — mu^ P'2 u = m{m — i)u, ....

7. Considérons une fonction /de n variables x^, x-j, . . ., Xn', sup-

posons que l'on ait

<:/«+ 1/ = 6/«/( A 1 6?^i + A 2 <5?^2 -f- . . . -f- A „ r/.r,i ),

c'est-à-dire que â?"+i/ soit divisible par d"/; démontrer que d^^+^f,

dn+-^f\ . . . seront aussi divisibles par d'^f.

(Darbolx, Bulletin; i88'2.)
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CHAPITRE VIL

DES DÉTERMINANTS FONCTIONNELS ET DES FONCTIONS

IMPLICITES.

Préliminaires.

Considérons le déterminant

r/,1
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dérivées de ce même déterminant prises par rapport à ses

éléments.

Théorème I. — On a

âQ ()8 de (
o si i ^ j,

dajy daji daja { & si i = j ;

de ()Q ()& ( o si î ^ j,
an h aoi ;- . . .-H a.ii = l

daij ôa-ij ôanj
(
Q si i==j.

Théorème II. ^ O/i a

()2e (^20

daijdaki ôanda/^j

En effet, le premier membre représente le déterminant

mineur obtenu en effaçant les lignes d'ordre i et k et les

colonnes d'ordre y et /; le second également, et cela au signe

près. Or, en échangeant dans les colonnes d'ordre y et /, c(;

aetermman t change de siene ; -r

—

—r— > dans ces circonstances,^ ^ ùaij oaki

est rempJace par ^,— : ces deux déterminants sont donc
^ ^ ùan ôa/,j

de signes contraires.

Théorème III. — On a

<r- (-) _ t)2e _
ôaijôa/.j ' ùaij dan

'

car 6 contient au premier degré seulement les éléments d'une

même ligne ou d'une même colonne; ciijakj ne peut donc

entrer dans la formation de 0.

II. — Déterminant du système adjoint.

Conservons les notations précédentes, et posons

daij
>

avec les quantités a/y on peut former un nouveau déterminant

Il-^diana



l6o CHAPITRE Yll.

dont les éléments forment le système adjoint du système des

éléments atj de 0.

Si l'on fait le produit 0H, ou

(I)
«21 «22

«1//

«2//

«/Il «/i2 • • • '^nii

en ayant égard à la formule

on trouve pour produit

e o

o

ail ^12

^21 ^22

^rtl <^«2

«2«

O SI t ^y,

e si i = y,

e«;

donc OH = 0", ou

Considérons en second lieu le produit

an «12 ... «i/i

H «21 «22

«/a «/r2

«2«

I o

6^21 '^22

a,ii a ni

o

«2/i

effectuant et remplaçant H par 0'^ <, on a

e«-

donc

«11



DÉTERMINANTS FONCTIONNELS ET FONCTIONS I3IPLICITES.

effectuant et remplaçant H par 0''~<, on a

i6i

0«-i d^Q

daii dai

ail

«12

o

OU bilen

a,!

o

^2

«31

«32

e

âaii oai2

«11

«21

On aurait de même

02

«11

«21

«31

«/il

««2

O

«12

«22

«12

«22

«32

«11 «21

«22

Qn-

«13

«23

«33

(^«11 ()a22^<^33

et ainsi de suite.

Ces formules en contieunent d'autres plus générales. En
effet, si nous considérons par exemple la dernière, et si nous
plaçons les lignes d'ordre i, k, p respectivement au premier,

au second, au troisième rang, les colonnes d'ordre y, /, q au
premier, au second, au troisième rang, 6 n'aura pas changé
de valeur, et si l'on applique à la nouvelle forme de la for-

mule précédente, on aura

02
d^%

ôaijàakidapd

on aura de même

«A/-

«iV

«/./

{a)

et

01
^2
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III. — Digression sur les déterminants gauches.

M. Cavley a donné le nom de déterminants gauches aux
déterminants de la forme •

«11 «12 . . . axa

«21 «2 2 • • • «2//

ani Cln') . . . anu

dans lesquels on a aij=^ — aji^au-- o. Les déterminants

gauches jouissent d'une propriété curieuse :

Tout déterminant gauche de degré impair est nul, ei

tout déterminant gauche de degré pair est un carré

parfait.

Pour le démontrer, nous nous appuierons sur la formule

(0
(^2 d% d& (m âQ

dannàcL,i-i,n-\ àa,i,n àa,i-i,n-i àa,i-i^,i ôa,i,n-\

obtenue ne faisant iz=:z j = n et k = 1= n — i dans la for-

mule (a) du paragraphe précédent; si nous admettons que le

théorème soit démontré pour des déterminants de degré

moindre que /?, il est facile alors de voir qu'il a lieu pour les

déterminants d'ordre n. En effet , ? si n est pair,
c/«„„c/«„_i,„_i ^

est un déterminant gauche d ordre pair qui est un carre,

est un déterminant gauche d'ordre impair qui est nul; alors,

en observant que

r)B

àcin-l,n àan,n-l

la formule (i) donne

(PS f)fi

donc doit être un carré parfait.
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Si le déterminant gauche est de degré impair, il contient les

termes «la, ci2^, • • -, <^/2X et «an <^p2? • • • ? <^X«j qui se détrui-

sent parce qu'ils sont égaux et de signes contraires s'ils ne

sont pas nuls.

Il reste donc à vérifier que, pour n ^= 2, le déterminant

est un carré parfait, parce qu'il le sera encore pour/i = 4>

n=:6, .... Or on a, pour /i ^^ i
,

pour 71 = 2.

pour n = 3

pou]

= 0;
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fonctions [ow jacobien) \e déterminant

(1)

dont les éléments sont leurs dérivées, et on le représente par

la notation

dui

dx.
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l'élément appartenant à la t'''™° ligne et à la y'"^'"*^ colonne du

produit sera

à^,
'^' ^' ^ àx,

'=^^ -^^ + • • • + dï; '^' ^'"

c'est-à-dire djUi\ le produit est donc le déterminant du sys-

tème des différentielles ou des accroissements des fonctions
;

d'où l'on conclut le théorème énoncé.

Le théorème de M. Bertrand a un grand nombre de corol-

laires importants qui ont été démontrés directement par

Jacobi ou par Cauchy. Mais, en les déduisant du théorème

de M. Bertrand, on développe plus clairement les analogies

des déterminants fonctionnels avec les dérivées. Voici, par

exemple, comment il permet de généraliser le théorème des

fonctions de fonctions.

Soient u^ , u^^ . . . , Ua des fonctions de y ^ ,
jko, • • • , jV'«, et

yiiyo-i • ' • , yn des fonctions de x^, x^^ . . ., Xn\ on pourra

considérer u^ , lu^ . . . , Up comme fonctions composées de ^,

,

•^2? ' • ' ^ ocn^ et il est clair que l'on aura

d{x^,x^, .. .,x„) à{yi,y2, • ',yn) (^(^1,^2, .. .,^«)'

en particulier, si l'on sl u^ = x^^ Uo ^= X2, . . . , on voit que

d( xi,X2, ...,Xn) àjyu.n, '^.r?i) ^
^

à{yi,y2, -"jyn) ^(^1,^2, ...,^«j

théorème analogue à celui qui est compris dans la formule

dx dy _
dy dx '

et qui devient évident par l'emploi de la notation différen-

tielle.

On peut également donner une généralisation du théorème

des fonctions composées ou même de la différentielle totale.

Considérons, en effet, ji fonctions u^^ Uo, . • . , Un de 7n va-

riables indépendantes ^1, ^o^ • • • ^ ^«0 1g nombre n des fonc-
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lions étant supposé moindre que le nombre m des variables;

donnons aux variables n systèmes d'accroissements infini-

ment petits. Soient <i(^, ^x^, ...^Xn), d[x.2^x^, ..., x,ij^^ ), ...

les déterminants que l'on peut former avec ces systèmes

d'accroissements; soit d[u^, u^, • • • , Ua) le déterminant du

système d'accroissements que prennent les fonctions dans ces

circonstances. Gomme l'on a

, dU; , du-, , dU; ,

dui = -— dx^ -h -— dx^ -J-
. . . -H -T— dx,i^

oxi dx^ ox,i

quels que soient <^^< , àx-i, ...^dx,i, la quantité <i(?^,, u-y, ..., Un)

sera une somme de produits de déterminants formés avec les

accroissements dx et avec les dérivées —-, en sorte que

le signe ^^ ^^ rapportant aux indices a, [B, . . . ,)..

Si, en particulier, X|, .To, . . . ,Xm étaient des fonctions de

Il variables i^<, ^o? • • • 7 ^/o on aurait

d{Uulh, . . . ,Un) _ yç à(Ui, Uj, . . . ,Un) d{Xr^, . ..,x\)

d{ti, ti, ...,ta)
~ ^(J{x^,xf^, .' ,x\) d{tu h, . . .,^«)'

théorème analogue à celui des fonctions composées.

Remarque. — Si l'on avait supposé 7n<Cn^ on aurait eu

d{u\-, U2-) • • • » if-n) = o; nous retrouverons ce résultat sous une

autre forme : il exprime que, si les fonctions Ui, . . . , u,i de

^,,^27 • • • 7 ta peuvent être exprimées au moyen de m << n

variables Xi , ...,^„j, leur déterminant est nul. En d'autres

termes, si les fonctions u^, . . . , Ua ne sont pas indépendantes,

c'est-à-dire peuvent s'exprimer les unes en fonction des

autres, leur déterminant sera nul.
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V. — Reconnaître si des fonctions sont indépendantes les unes

des autres.

Quand deux fonctions de plusieurs variables z^, et 11.2 ont

leurs dérivées proportionnelles, ou, ce qui revient au même,

satisfont à une relation de la forme

dui — kdu^,

elles dépendent l'une de l'autre; en d'autres termes, u^ peut

s'exprimer en fonction de 11.2. seul; et en effet, du^ et du.2 sont

nuls en même temps : u^ et u^ sont donc constants en même
temps, et par suite sont fonctions l'un de l'autre; la réci-

proque est évidente.

Si l'on considère maintenant un nombre quelconque de

fonctions u^, U21 • • •
i Uni pour que ces fonctions ne soient

pas distinctes, c'est-à-dire pour qu'un certain nombre d'entre

elles soient fonctions des autres, il faut et il suffit qu'il existe

des identités de la forme

A"i duy -r- k^ duj, -T- . . . - kn.dii,i = o.

n est bien clair, en effet, i" que toute relation

o{Ui,U2, . . ., Un) = O

différentiée donnera un résultat de cette forme; 2° qu'une

relation de cette forme ayant lieu, du^, par exemple, sera

nul quand du2^ • • • , du^ le seront, et par suite «< sera con-

stant quand U2, . • • , «// le seront; en d'autres termes, u^ sera

fonction de Wo, • • • ? if^n-

Plus généralement : La condition nécessaire et suffisante

pour cjuHl existe m, relations entre desfonctions u^ , u^-, • • •

,

Un^ c'est qu'il existe m relations linéaires et homogènes

entre les différentielles de ces fonctions.

En effet, s'il existe m relations telles que

^i{ux,Ui,...,u,i)='0, F.2 = o, F,„ = o,
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on aura, entre t/wj, (iwo, . . . , les m relations linéaires et ho-

-7—r aux -T- -— au2 4" ... -h -— clit,i — o,
du^ ôu.-> du,,

mo2:enes

d¥,n
,

()¥,„
-7— ciiii -.—;— aiu
OUi âU2 du,

du,i = o ;

réciproquement, s'il existe /?z relations linéaires et homo-

gènes entre du^^diu, . . ., dun, telles que

Il dlli H- ^2 du^ -'"
• . . -t- ^/i dun — o,

«1, ...,/,,..., //, désignant des quantités quelconques, on

pourra de ces équations tirer du^-, du^, . . . , dum en fonctions

linéaires et homogènes de dum^x, • • • , dun^ et Ton voit que

dus^ . . . , <iw„i seront nuls si dum^\ , • • • , <3?'^« le sont; donc

, u„ le sont : donc enfin

Il y

Urr, serontconstants si u m-\-\ •)

Um seront fonctions de uw+n Un-

Ce raisonnement suppose, bien entendu, les relations ho-

mogènes données, telles que l'on puisse en tirer m différen-

tielles en fonction des autres.

On peut encore reconnaître s'il existe des relations entre

des fonctions données, au moyen des théorèmes suivants, au

iond identiques au précédent :

Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante

pour qu'entre n fonctions u^^ u^_, . . . , u,i des variables x^,

X2, . . . , Xfi il existe m relations distinctes, est que le déter-

minant



DÉTERMINANTS FONCTIONNELS ET FONCTIONS IMPLICITES. 169

soit identiquement nul, ainsi que tous ses mineursjusquUi

ceux de Vordre m — i inclusivement

.

En effet, si entre ?^i, ?/o, . . ., Ua il existe m relations,

m de ces quantités resteront constantes quand les n — m
autres seront rendues constantes; donc m des équations

dui = o, du2 ^ o, . . • , dun — o

seront des conséquences des n — /?z autres; en d'autres termes,

ces n équations se réduiront à n — 77i distinctes; or elles

peuvent s'écrire

du-, , dux , àu'} ,

/ ^^ y
3— "^1 + -T" <^^2 + . .

.+ -—
" da^fi = o,

du,, ÙUa du.,

ÂZr docx + —- 6/^2 +. . .+ T^ dx,, = o
;

OXi 0X2 OXfi

pour qu'elles se réduisent à n — /??. distinctes, il faut que le

déterminant
d(ui, u^, . . ,, u„)

â{xi,X2, . . , x,i)
D

soit nul, ainsi que ses mineurs jusqu'à l'ordre m — i inclusi-

vement. Ainsi, en particulier, s'il n'existe qu'une relation

entre les u, on devra avoir D = o seulement.

Réciproquement, si D est nul, ainsi que les mineurs jusqu'à

ceux de l'ordre m — i inclusivement, les équations (a) se

réduiront à /i — m distinctes; en d'autres termes, 7n des

équations dui -~ o, du^ = o, ... seront des conséquences

des autres, et par suite, m — n des quantités u restant con-

stantes, les 771 autres restent constantes aussi et sont des fonc-

tions de celles-ci. c. q. f. d.

Théorème II. — La co7idition 7iécessai7^e et suffisa7ite

pou7^ qu^ e7it7^e 77i fo7ictions de 7i va7dables, m éta7it plus

petit que 7i, il existe U7ie 7^elatio7i au 77ioi7is eixtj^e ces fo7ic-

tio7is, c'est que tous les déte/i7ii7ia7ils fo7ictionnels de ces
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fonctions par rapport à m quelconques des variables

soient nuls.

Soient, en effet, m fonctions ^1,^0, . . . , Um des n > m va-

riables^, , ^2) . . ' ,Xn\ on devra avoir entre les différentielles

du\^ du2^ ' • • une relation telle que

Al clui -^ A2 du^ -^ . . . -f- X„i diini — o,

ou

quels que soient dx^^dx^, ... ; donc

dx^

Al '-^
Ox,
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été Utilisée par lui dans une circonstance importante. Voici

comment on y parvient :

Soient Ui, ii^^ ..., Un i^ i'onctions des variables ^,, ^^g, ...^Xn

indépendantes; imaginons que Ton ait exprimé w, en l'onc-

tion de ^1, .^2, . . . , Xa't Ui en fonction de u^^ x^, jts, . . . , Xn\

u-:i en fonction de 11^,1121 x-^. . . . , Xn^ etc. ; enfin u,i en fonc-

tion de U\tU2: • • -^ u,i-\-)Xa\ nous représenterons par un d
les dérivées prises dans les hypothèses dont nous venons de

parler, en réservant le d pour représenter les dérivées prises

en regardant x<^^ x^^ . . . , Xn comme seules variables indépen-

dantes.
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^7 y est le produit de deux autres

dux
—j— o o ... o
dai

dui du=,
-1— zr^ o

. . o

du\ dur,

(XX II ŒX II

du 7

dXn

I
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1 r • r àf p df r 11 '

ainsi que ses dérivées ^= yj , y- =:y^, / équation

supposée satisfaite pour' x ^—- Xq, y^-.yQ, définira une

fonction y implicite de x^ qui, pour x '~=^ Xq, sera continue

et aura une dérivée bien déterminée pourvu quef2{xQ^ jo)

ne soit pas nul.
,

En effet, soit k une quantité très petite et positive; on

aura

/(27o, 70 + J^ =-/(^o,ro)+ ^/2(^o,7o -^ 0/c),

9 désignant un nombre compris entre o et i, et, comme

fi^o^yo) est nul par hj'pothèse, on aura

/(^o,7o -^ k) --r= /:/2(^j,7o -r- ^k),

de même
/(^o, Jo — /o -' "- ^;/2(-2?o,ro— 07c)

;

si k est assez petit, /2{xo^ yo-i-^k) et f^i^o^ fo — ^'^)

seront de mêmes signes que /..{xq^ j^'o), qui n'est pas nul;

donc, en vertu des deux formules précédentes, /(xq^ jKo + k)

elf(Xi),yo — A) seront de signes contraires. Mais on peut

maintenant prendre h assez petit pour que /{xq + A, yo — k)

soit de même signe que/(^07j'o— ^)i et quey'(^o+A,JKo-+-A)

soit de même signe ([uef(xo^y'o -f- A); alors/(^o+^^jJKo— A)

et /(.ro -h /i, JKo + A") seront de signes contraires, et il y
aura une valeur ki, comprise entre H- A" et — A:, telle que

donc, à un accroissement h suffisamment petit h de x cor-

respondra un accroissement aussi petit que l'on voudra dey.

Gela posé, en admettant, ce qui est permis maintenant, que

h et A" soient infiniment petits, on aura

/{a^o-^ à, yo-^k)^^ o,

ou, en observant que /(^07^o) = o en vertu de la formule

de Taylor,

A/i(^o-+- ^h, yo-h 6A)h- A/2(^o + O/ïj/o-h 6A) = o.
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On lire de là

h ~ /2(^o4-eA, y^-\-^ky

faisant tendre h et k vers zéro, si /^{xQ^y'Q) n'est pas nul,

on a

ce qui démontre le théorème énoncé.

Remauque. — On aurait pu arriver plus directement au

résultat précédent si l'on avait su à l'avance que y avait une

dérivée; il suffisait pour cela d'observer que l'équation

f(x,j')= o

a lieu identiquement quand y y est remplacé par sa valeur

en X déduile de cette équation même qui sert à le définir; en

dilTérentiant alors cette équation identique et en considérant/

comme fonction composée de x et )', on a

dx ' dy dx '

d'où l'on tire

dy_ _ àf df
^

dx dx ' dy^

ce qui s'accorde avec le résultat obtenu tout à l'heure.

INous n avons pas a examiner ce qui arrive quand y- ou

/2{xo,Xo) est nul, parce que -^ ne saurait être nul qu'acci-

dentellement; si en effet -^ était toujours nul,/ ne contien-

drait pasjK, et/= o ne saurait définir une fonction de j>^;

y df l'A • 1 / » 1 • • 11
cas ou -— == o doit être considère comme un cas limite, etl (

ôy '

peut dire quej^' a alors une dérivée infinie.
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IX. — Dérivées et différentielles des fonctions implicites définies

par plusieurs équations.

Théorisme. — Soient ^{x,y^^ . ..,^'„),y (^, j,, ..., r„), ...,

^\)[x,r\, .... yn) n fonctions continues de x^y^^y^^ --'-yn

dans le voisinage des valeurs particulières des variables

X z= x^
^ y^ =y% • • -^ yii '^y'a-i ^f^i^^^^ ^^^^ leurs dérivées re-

latives à ces variables; les équations supposées satisfaites

pour x=^ x^, y^ ^=-y\^ ...,

définissent desfonctionsy ^ ,
jo? • • •

7 J'u implicites, nicds con-

tinues de x^ possédant des dérivées bien déterminées

pourvu que Von n^ait pas

r)( o,y , . . . . 'h)

Pour démontrer ce théorème, déjà établi dans le cas d'une

seule équation, nous admettrons qu'il a lieu pour n— i fonc-

tions définies par n — i équations, et nous retendrons au

cas où l'on considère ?i fonctions définies par n équations.

Si alors des n — i dernières équations (1) on tirejK2?JK3, •••? JK//

pour les porter dans = 0,0 deviendra une fonction continue

de X possédant une dérivée, puisque l'on a admis que

y2i y'i-i •••^ .Yn tirés de n — i équations étaient fonctions

continues de x^ et pour la même raison deyi ; de plus, ces

fonctions possèdent des dérivées.

En considérant l'équation cp ^ o à ce point de vue, la fonc-

tion o sera fonction composée de x et de jk, et l'on en dé-

duira la dérivée de y, par le procédé indiqué au paragraphe

précédent, c'est-à-dire que l'on différentiera
çp
= o, et l'on aura

\dxj ' \dyj dx
~^'

les parenthèses indiquant qu'il s'agit de dérivées totalesprises
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en faisant varier jto
5 JK3, .... La dérivée -^ ne pourrait ces-

ser d'exister que si l'on avait
(
y^ )

= o; or on a

(ào\ __ ào do dv2 do ây^i ào dvn
.

mais les équations -^ == o,. . ., 6 = o différentiées par rapport

à yi donnent

on tire de la, en éliminant ^—5

Wi/ d{yi,yo_,...,yn) ' ^(72, ...,7/j'

donc (-T^ 1 ne saurait être nul, sans quoi le déterminant fonc-

tionnel suivant serait nul, ce qui est contraire à nos hypo-

thèses.

Quoi qu'il en soit, ce déterminant pourra être accidentel-

lement nul, et -~ sera alors infini, ou indéterminé.
dx

L'existence de la dérivée étant établie, on la trouvera comme

il suit : on différentiera les équations (1), en considérant

cp, y, . . ., 6 comme des fonctions composées de œ identique-

ment nulles, et alors on aura

M dx JKi
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on en déduit les valeurs de ^, -J-
^ ...; ainsi l'on a, par

exemple,

^y ()(.ri,j2,.-.,7//) ' ^(ji'Js, •..,7«)*

En différcnliant encore les équations (2), on introduirait

les quantités d'^}\, àP-y-i^ • . ., d'^Jn et l'on aurait n nouvelles

équations pour déterminer ces différentielles en fonction de

djK, dy., ..., dy,\ etc.

X. — Caractère des solutions multiples.

Considérons un système d'équations

entre w inconnues, contenantun paramètre variable t\ suppo-

sons ces équations satisfaites pour^^ = Ç,, ^^ = ?.>, .. ., ^ =t.
Quand on changera t en t -h 0^, ^„ I2, - • - deviendront

il + oxi
, ?2 + 0-^2 ? • . • , et l'on aura

OU, en vertu de la formule de Taylor,

£ désignant des termes du second ordre. Si l'on divise par S/

et si l'on fait ot = o, ces équations fourniront les dérivées

x\
,

.r'^, ... de ^1, X2, ... relatives à t pour ^ = t, cl, en po-

sant

on aura

Ut, 't J

Cela n'aura plus lieu si A = o. Supposons donc que A = o

!>• — Traité d'Analyse, I. 12
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sans autre condition; en multipliant (2) par —j— , en faisant

«= I, 2, 3, ... et ajoutant les résultats, on a

<3) f|(^^-^.)--^(^^^-^^

1° En général, le coefficient de ot est différent de zéro;

alors ùt est du même ordre que les carrés et les produits de

ùXi, oœ.2, . . •; l'équation (3) peut remplacer l'une des équa-

tions (2); de 71 — I de ces équations on pourra tirer 8^2?

8^3, ..., ^Xn en fonction de ^x^, et, en portant ces valeurs

dans (3), cette équation, en négligeant les termes du troisième

ordre, fera connaître deux petites valeurs de 8^<, en fonction

de 8^, ou plutôt deux valeurs des rapports -—= pour ot ^= o;
\/ot

donc, quand on aura A = o, deux solutions des équations (i)

seront venues en général se confondre en une seule, ou en

une solution double des équations (i).

2° Le coefficient de ht dans (3) pourra être nul; tout se

passera comme auparavant, à cela près que les ùx seront de

l'ordre de ùt.

Maintenant, si A est nul ainsi que ses mineurs du premier

ordre, on pourra des n — 2 premières équations (2) tirer

8^3, hxft, . . . , 8^/i en fonction de 8^< et 8^0? en les consi-

dérant comme équations du premier degré, et porter leurs

valeurs dans les équations obtenues en ajoutant (2) après les

avoir multipliées par les déterminants mineurs du second ordre

de A qui éliminent les 8^. Les rapports

seront alors racines d'équations que l'on pourra, pour de très

petites valeurs de 8f, réduire au second degré. En continuant

le raisonnement, on voit que A = o est l'indice que plusieurs

solutions sont venues se confondre '. ily a solution multiple.

C'est ce qui explique pourquoi la méthode des fonctions

implicites tombe en défaut.
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XI. — Sur les déterminants des fonctions implicites.

Considérons les équations

/l = 0, /2 = 0, ..., fn = 0,

entre les variables j',,jKo, . . . ,
j'„ et^,, ^o? . . . , ^/z ; au lieu de

calculer séparément les j-^ ? on peut se proposer de calculer le

déterminant

Pour y parvenir, on différentie l'équation yf= o par rap-

port à X, et l'on a
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Celte formule a pour but de fournir les éléments du calcul

d'une racine de l'équation

(i) z =x-\-tf{z),

dans laquelle z est l'inconnue. Pour trouver la racine z, on

peut la développer par la formule de Taylor, en la considé-

rant comme une fonction implicite de t. On a

(2)
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pour la valeur de chacun des deux membres de la formule

précédente. En appliquant cette remarque à l'équation (4),

on a

dr-z _ d
~dï^

~ dt

En différentiant de nouveau, on a

d^z _ d d \ ,^, ^ d,

dt^ dx dt

dx^Y ^ dx\
et enfin

Pour ^ = o, cette formule devient

fin rr rln—X

La formule de Tajlor donne alors

(6). = .H-./(.)+-f--^[/Hx)]+^^[/3(.)]-.,..;

bien entendu, cette formule doit être complétée par le reste

fil /7«— 1 r /7-"i

.'2.. .Ti dx^-^ Y ^ ' dt\

OÙ l'on doit remplacer t par 9^. Quoi qu'il en soit, il ne sera

pas nécessaire en général de calculer ce reste, et, si t est petit,

on pourra faire usage des termes de la formule (6), sauf à

vérifier que l'équation (i) est satisfaite.

Si l'on appliquait la méthode d'approximation de Newton
à l'équation (i), en prenant x pour première valeur approchée

1
•

1
• tfix)ae ^, on aurait pour terme de correction— .,; ,

?ou, ensup-

posant t très petit,
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1. Si Ton pose

EXERCICES ET NOTES.

^1 = coscpi,

x^ = sincpi coscp2,

iPg = sincpi sincp2 coscog,

1

x,i = sincpi sinc32 . . . sino/j-i cosco/^,

2. Si l'on a

Xi

sin^cpi sin«-icp2 . . sin2cp/j_i sincp,;.

«1 -I- Al a^-h Al

Xx x^

(Jacobi.)

X,

a,i 4- Xi

X n

ai -4- Xo <^i -;- X2 *
' *

' aa+ X5

a?! •2^;/

«1 -^ X/i ' «22 -i- X;,
' .' ' '

a,., 4- \,i.

d{xi,x.2, . . . ,X/,) A A

d(X,,X2, ...,X,,)

A désignant le produit des différences que l'on peut former avec les

quantités a, A le produit des différences que l'on peut former avec

les quantités X, et P le produit des quantités ai -+- Xy.

3. Si l'on pose

^ = as cos'ji sin6, jk = ^£ sin»]^ sin6, ^ = c£cos0,

on a

d{x,y,z)

4. Si l'on

(^(£,6,^)

Xi X2

dxx dx=i

abcz sin6.

dx,i

d^-'^Xx d'i-^x^ ... d"'-'^Xn
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on a nécessairement, entre cci, X2, . . ., ^„, une relation de la forme

«1, «2) • ' -1 citi désignant des constantes.

5. Trouver les dérivées des fonctions jki 5 /s? ••• données par les

formules

1/2 _i_ 1/2 _i_ _i t2 — 0-2

6. Trouver les dérivées de 7 et ^ données par les formules

yz + ^,v =, or,

^ -h7 + ô = I .
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CHAPITRE VIII.

DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES.

LEURS DÉRIVÉES ET LEURS DIFFÉRENTIELLES.

I. — Définition précise d'une fonction de variable imaginaire.

Soient ^z=^-f- ry— i une variable imaginaire, X et Y
deux fonctions de x ^ly\ X4- Y \j

— i sera une fonction de

x-\-y\J— i; toutefois, on ne considère en Analyse que les

fonctions ayant une dérivée bien déterminée. Gauchy ap-

pelait ces fonctions monogènes. Pour que la fonction

X-j-Yy/

—

I admette une dérivée bien déterminée, il faut

que les fonctions X et Y satisfassent à certaines conditions

que nous allons chercher.

La dérivée de X + Y y/— 1 est la limite du rapport de

l'accroissement de X + Y y/— i à raccroissement correspon-

dant dx -\- dy ^— i de sa variable, quand dx et dy tendent

vers zéro. La dérivée cherchée peut donc se mettre sous la

forme

lim -—= pour dx=^o, df = o.

dx -^ dy \J
— I

Si l'on néglige des termes du second ordre, on trouve pour

cette limite

/ '

dx -^ dy sj ~~\

ou

-^ dx -\- -^ dy -\- v/— I { -^ dx-^ -— dy
dx ây -^ \âx ^J

dx + dy Y — I

dv
Cette dérivée dépend du rapport -j- et par suite elle est indé
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terminée en général. Pour qu'elle ne soit pas indéterminée,

ou pour qu'elle ne dépende plus du rapport —-? il faut et il

suffît que

ou que l'on ait à la fois en égalant les parties réelles et les

coefficients de v/— i

d\ _âY aX __àY
dx dy

'

dy dx

Telles sont les relations nécessaires et suffisantes pour que

X-j-Yy/

—

I ait une dérivée; dans ce cas, d'ailleurs, la

dérivée est égale à l'une quelconque des deux expressions

^X / dY fôY I f)Y\
,

plus généralement la dérivée est égale à

^X , dY , / (dY . àY .

-— dx -\- ^~ dv + \J— I \
-^ dx ^ -— dy

dx ôy -^ " \dx Cr

dx -f- dy /— I

quel que soit le rapport -~-
• On peut donc supposer j^ et x

fonctions de t et dire que la dérivée est égale à

dX , d\ , , (dY , dY

dx ^r V àx dy ^

x' 4- j' /— 1

x' el y désignant les dérivées de x eiy relatives à ^, ce que

l'on peut écrire

dX dY ,-—

dt
'^ dt^~ ^

x' -\- y' sj—

1

II. — Calcul de quelques dérivées.

Les règles données pour prendre les dérivées d'une somme
d'un produit, d'un quotient d'une puissance, d'une fonction
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de fonction, quand la variable est réelle, s'appliquent au cas

où la variable est imaginaire; les démonstrations que nous

avons données ne supposent nullement la variable réelle : elles

supposent seulement que les dérivées des fonctions sur les-

quelles on raisonne existent, à l'exception de la dérivée

cherchée.

Nous aurons à revenir sur la dérivée des fonctions com-

posées et sur celle des fonctions e^, sin^, cos^r et log^.

On a

cx-hyv'-i — e^{cosy 4- y/— i sinj),

d.e^+yv'-i. — [g^(^cosj-i-/— I sin7)o?:rH-e'^(— sinj+\/

—

icosj-)df]

on a donc, quel que soit -^>

QX+y\ — \ .

dx 4- dy y/— 1

Donc la dérivée de e-^est e^ lors môme que x est imaginaire.

On a

\<d^\x -^y si— i) = log s/x- -T-y--^ arctang -
\J
—

1

,

, , / / \ Xdx -\-ydy xdy — y dx ,d\o^{x^ysJ—\)= -^—^ H -^ '-
. V— i

_ \dx -^ dy \/— I ) {x
—y s/— \) _dx ^ dy sj— i

.

d \o^{x^y sT^x) _^ .^^^._„^_, ^^ dy

dx -\- dy

^ d\Q>^\x^y\l—\) -7, 1 ^ dy ^ idonc -^
! est indépendant de -^ et a pour valeui

X -^y \J
— I

Pour trouver la dérivée de cos^, on observe que

çx^r^x _i_ Q—x^-\
cos;r = '

:

par suite,

dcosx e^^~^ — e-^^'~ ,

-d^= ï v/_,=_sm^.
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On trouverait d'une façon analogue la dérivée de sin^, de

tang^, ... qui sont monogènes. On en déduira facilement

celles des fonctions inverses, arcsin^, arccos.2^, ....

Quoique la fonction a^ soit peu usitée, si l'on veut en

prendre la dérivée, on l'écrira sous la forme e-^'"s« et sa dé-

rivée sera logae-^^^^^ ou a^loga.

La dérivée de x^^ se déduit immédiatement de celle de

logx, comme dans le cas oij la variable x est réelle.

Avant de chercher la dérivée d'une fonction composée,

nous reprendrons la formule de Taylor et nous essayerons

de la démontrer pour le cas où la variable est imaginaire.

III. — Formule de Taylor.

La formule de Taylor s'applique aux fonctions de va-

riables imaginaires, lorsqu'on les suppose nionogènes. Soit

X + Y
\J
— I une fonction monogène; sa dérivée

d{x-\-ys/—\)

étant indépendante du rapport -—
> peut être remplacée par

^/(X+ Yy/^)
^
dx + dy y/^^

dt
'

dt
'

t désignant un paramètre quelconque, dont ^ et jk seront

des fonctions arbitraires; si l'on prend t=^x^ on a pour

dérivée

Ox dx

Il est facile de voir que cette dérivée est encore monogène ;

en effet, on a identiquement

àx\()x /
~~

àj\ ôx

ôf\Ox)~ Ox\Ox J^
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ce dont on s assure en remplaçant^ par son eeral -- et^ " dx ^ ^ ày
àX ^Y ., , , , ., Il,-,
-j- par —

T~;^ ^^ resuite de la que les dérivées successives

d'une fonction monogène sont toutes uniques et bien dé-

terminées.

Cela posé, observons encore que, si l'on veut prendre la

dérivée de/(^) = /(^+ J'y/— i) = X -\- \\/~ i par rapport

à un paramètre t dont œ et y soient fonctions, on aura

dt~~ dt ~ d{x-^y^/^) dt

OU

dt -^ ^^ di

Gela posé, proposons-nous de développer la fonction f(^z)

suivant les puissances ascendantes de z. Posons z = re^^~^

et

/(^)=cp(r) + 4.(r)v/=T.

Les fonctions cp et ^ pouvant d'ailleurs contenir 8, que nous
ne mettons pas en évidence pour ne pas compliquer l'écriture,

nous aurons

(/(^)=9(o)+ro'(o) + ...+ Ç^ on{lr)
\ l .2.0 . . ./l ' ^

(0 \

/=^[i>(o)+ 7'«^'(o)+ . . .+ -^—7-, '^"('^r)

A et [/.désignant des nombres compris entre o et i. Cette

formule suppose seulement l'existence des /i premières déri-

vées de/(^) pour ^ = o et dans le voisinage de cette valeur.

Or, on a

(2) < cp"(,^)_i_ /ir7a/'(,-) =y"(,,^ov/rr^e26v'^

>"(/•) — V^^^4'"(^) = /"(/'f-J^-i)e"0v/-i;
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portant ces valeurs dans (i), on a

ce qui peut s'écrire

/(.) = /(o)+ ./'(o)+ .
. .+ ^^^^3£l_^/«-.(o)

1.2.3...^

Cela posé, soit R,, la plus grande valeur que puisse prendre

le module de/''(^) ou de f'^(z)enW~ (ce qui est la même
chose) quand le module de z varie de o à r, soit

on aura, en vertu de (2),

donc
cp'i(/')= pcos(a-j-n6),

t|;'^(r)= psin(a + Ai6);

donc

cp«(|r)£R„, 4>«(r)<R„,

et par suite aussi

donc enfin

v/[cp«(Xr)]24-[4;«([xr)]2 ou mod [cp''(Xr)+ v/~4;«([jLr)] <R„ y/â,

et la formule (3) peut s'écrire

1 .2.3. . .n

^n désignant le module maximum de /'^(z) quand le module

de la variable reste inférieur ou égal à celui de ^ et s désignant

une imaginaire dont le module est au plus égal à i.
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Posons /(^)= F(^ + z) el la formule (4) donnera

1 . 2 . J . . . ( /i — I
)

'

1 . 2 . . . . /l

^n désignant le module maximum de F(^ + ^) quand la

variable z conserve un module inférieur à celui qu'elle prend

dans la formule précédente, ou, si l'on veut,

R„ désignant le module maximum de F'^ quand la va-

riable z reste dans un cercle décrit du point x comme
centre avec le module de z pour rayon.

En particulier, on a

(5) ¥{x-\- z)=¥{x)-^zK,^\/l•

'^\ donc F'{z) est nul dans un cercle décrit du point x
comme centre avec un ravon quelconque, R) sera nul et

F(^ + z) sera égal à F(^), ce que l'on savait. Mais, récipro-

quement,

Si la dérivée F'{z) d^unefonction est nulle à Vintérieur

d'un cercle décrit dupoint x comme centre avec un rayon

r, la fonction F (3) sera constante dans ce cercle.

En effet, R, sera nul et la formule (a) donnera

F(^ + ^) = F(^);

il résulte de là que deux fonctions monogènes qui à Vinté-

rieur d'un contour donné ont la même dérivée ne peuvent

différer que par une constante, puisque leur différence a

sa dérivée toujours nulle.

La formule de Taylor une fois établie et réduite à

ses deux premiers termes permettra de retrouver la valeur

de la dérivée d'une fonction composée dans le cas où la

variable est imaginaire. Il n'y a rien à changer à la démons-

tration que l'on a faite en supposant la variable réelle, et il
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faut toujours supposer que les dérivées des fonctions com-

posantes sont bien déterminées.

Il reste à examiner les dérivées des fonctions implicites.

Soit z^ X -\-ysJ— 1 et z^ = X -h Y y/— i une fonction de

z définie par l'équation

Cette équation équivaut à deux équations telles que

(I)

où l'on a

de (i) Ton tire

cp(a7,j)-,X,Y)=o,

^ __ r)(cp, ^) ,
^(cp, ^)

dx ~ d{x,\) ' d(X,Y)'

dX __ ^(cp, ^) d(^, 4;) .

dy- d(X,j)- a(X,Y)'

mais, si la fonction/ est monogène par rapport à « et à z.

on a

â^""^' ^"c»Y' ^~ ô\' dx~ dy'

donc
^(cp, (|^) f)cp ()(]; ()cp (96 _()<]; ^ _ f>]^ ^
a(^, Y)

""
()^ ^ ~ JY 5^ ~ ^ (>X ô\ dy

_ d{^, cp) ^ ^(?, 4^)
.

c90',X) " ô{X,yy

donc enfin

^^ - ^.
dx ~ dy

On verrait de même que

^ - _ ^.
(>K ~ dx'

La fonction X + y/— i Y est donc monogène. L'existence de

sa dérivée étant établie, on la trouvera comme dans le cas où

la variable est réelle, lorsque l'on sait que la dérivée existe.
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IV. — Différentielles des fonctions de variables imaginaires.

La différentielle d'une variable imaginaire sera le produit

de la dérivée de cette fonction par l'accroissement ou diffé-

rentielle de sa variable. La définition de la dérivée d'une

fonction imaginaire ayant été bien précisée, il ne peut y
avoir aucune difficulté pour concevoir la notion des dérivées

et des différentielles des différents ordres non plus que la

notion de différentielle totale.

r>. — Traite d'Analyse, I.
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CHANGEMENT DE VARIABLES.

I. — Changement de variable dans les fonctions d'une seule variable

indépendante.

Le problème appelé changement de variable a pour but,

étant donnée une expression contenant des fonctions, leurs

variables et leurs dérivées, de calculer la même expression à

l'aide de nouvelles fonctions, de nouvelles variables et des

dérivées de ces nouvelles fonctions, les nouvelles fonctions

et les nouvelles variables étant liées aux anciennes par le

moyen d'un nombre suffisant d'équations données.

On a souvent besoin de résoudre ce problème en Géométrie

quand, ayant Texpression d'une ligne en coordonnées rectan-

gulaires, par exemple, on veut en obtenir l'expression dans

un autre système de coordonnées rectilignes ou polaires. Mais

le Calcul intégral surtout nous fournira de nombreux exem-

ples de changement de variable.

Nous considérerons d'abord le cas où il n'existe qu'une seule

variable indépendante. Dans ce cas, nous allons voir que l'on

peut calculer les dérivées des anciennes fonctions à l'aide

des nouvelles, sans qu'il soit nécessaire de connaître les rela-

tions qui lient les fonctions à leurs variables, de sorte qu'il

suffira d'avoir l'expression des anciennes fonctions et des

anciennes variables en fonction des nouvelles.

Poui- résoudre la question qui nous occupe, désignons

par X l'ancienne variable et par y l'ancienne fonction (ou

Tune des anciennes fonctions)^ laissons la nouvelle variable

indéterminée, afin de nous réserver la faculté de la choisir à

la fin du calcul, et désignons-la par t\ représentons par un d
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une différentielle prise en regardant t comme variable indé-

pendante, en réservant le d pour le cas où x est la variable

indépendante.

Je dis que Pon aura

dy ^dy
dx dx

Cette proposition a déjà été établie, mais, en raison de son

importance, nous la démontrerons de nouveau.

On a

y' y^f

Or r' :
y' est ée^al à'^-f-rJ le numérateur et le dénominateur

de cette fraction sont respectivement égaux à dj' et dx; on

a donc bien

^^ dx~ dx

Mais on n'a pas

dx"*- dx-
'

en effet, pour calculer —f—,i différentions par rapport à x les

deux membres de (2); la dérivée du premier membre est

égale
^-f^->

celle du second s'obtiendra en prenant sa dé-

rivée relative à ^ et en la multipliant par -j-, et cela en vertu

du théorème des fonctions de fonctions; ainsi

ôy

d^ _ \dxj dt_

' dx'- Ot dx'

mais on a (p. 69), d'après la règle de la différentiation d'un

quotient,

) { ^y\ à^yàx — d^xdj'

^

dx 1 àx'^

de plus, en vertu de (2), -7- = —; donc (3) devient

diy ^ ô'^yàx — d^xôy âf

'dx^
~

àtâx^ 'âx^
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OU, réductions faites,

(Py _^ d'^ydx — d'^xdy

Pour obtenir -v^j on différentiera le premier membre de

cette nouvelle équation par rapport à ^; il faudra alors diffé-

rentier aussi le second par rapport à x^ ou, ce qui revient au

A r 1 • T 1 , 1 dt dt
même, par rapport a t^ en multipliant le résultat par — = —

;

on aura ainsi

dx — d'^xdy
.{^211

(Py \ âx^ j ùt

dx^ dt dx

OU, réductions faites,

d^y ô^y dx'*— ô^y d^ x dx^— 3 dx^ d^x d^y -h 3 dx^ d- x^ dy dt

dx^ dx*^ dt dx

c'est-à-dire

d^y _ d\y dx^ — d^y d^- x dx —'idxd^ x d^y -\-3d^-x^ dy
^ ^ ^ ~dx^

~
dx~^

L'expression de -j-^ s'obtiendrait en différentiant encore par

rapport à ^, et ainsi de suite.

Les formules (2), (4), (5) résolvent le problème que nous

avions en vue, car -—, -t^j • • • sont calculés en fonction de
dx dx^

dx, ()/, d^x, à^y, ..., lesquels s'exprimeront en fonction

des nouvelles variables quand on connaîtrai ct^ en fonction

de ces variables.

Pour bien faire comprendre l'esprit de la méthode, nous

l'appliquerons à un exemple : supposons que l'on ait

(6) x=u-^v, y = u—v,

et que l'oji désire calculer -7^ et -rr en fonction de -r- et de^ dx dx'^ d^

-T-^) on déduira de (6)

dx = du -\- dç, dy = du — dv,

d^x=zd^u-\- d^ V, d^-y = d^- u — d^ v.
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Les formules (2) et (4) donneront

dy du — dv
(7) dx du -\- dv

d^y (()2 u — d^- v)(du + di>)— (d^- u + d°^v){du — dv)

dx- {du-hdv)-^

OU

, d^y _ d^ u dç — d- ç du
^ ^ 'dx^ ^ {du-hdvf

Jusqu'ici la variable indépendante t est restée indéterminée
;

si l'on veut que ç soit variable indépendante, on fera,

dans (^) et (8), d'^ç = o^ et l'on aura (il ne faut pas oublier que

la variable indépendante est celle pour laquelle la différen-

tielle est constante, et la différentielle seconde nulle)

dy
dx
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ne peut pas exister isolément et représenter, quelle que soit

la variable indépendante, une seule et même quantité. En
effet, si l'on suppose x variable indépendante, cette expres-

1 . d^ydx d'Y . i, , , , . , ,

sion devient "i
^
= ^^; si 1 on change alors de variable et

si l'on reprend l'ancienne variable indépendante arbitraire,

d^ y dx — d'^x dy . ^ . , .

on trouve — j-^ —
? qui ne peut pas être identique avec

l'expression proposée ; celle-ci ne saurait donc exister pour

une variable indépendante quelconque.

De là un moyen de vérifier les calculs, analogue à celui

que fournit la loi de l'homogénéité en Géométrie; on voit en

effet que, si aucune variable de la question que l'on traite

n'a été prise pour variable indépendante, les formules affec-

teront une forme spéciale, telle que, quand on y fera d'^x^

d} x^ . . . =z o, par exemple, on devra retomber sur ces for-

mules en faisant le changement de variable le plus général.

Cherchons encore ce que devient l'expression

(9) R = ^^.
que l'on rencontre fréquemment en Géométrie, etoùj^^ := y-?

y" =z --4 7 quand on y fait

(10) ^ = 7'cosO, r = rsin6,

et que l'on prend 8 pour variable indépendante; il faut alors

supposer d^^-=:^ o.

Pour faire le changement de variable, on doit d'abord

exprimer jk' et j^^' au moyen des différentielles dx,dy^d-x^

d-y prises par rapport à une variable indépendante quel-

conque, qui sera plus tard 8; les formules (2) et (4) donnent

, _ dy „ d'^y dx— r/2 x dy
dx^ " dx^

et nous écrivons le d en italique parce qu'il n'y a plus de

confusion possible : R devient alors

(n) R= '^-^-*')=
d'^y dx — d^ X dy
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Les formules (lo) donnent, en supposant d-^ = o,

dx = dr cosO — rsin6<:/0,

df = dr sinO -4- r cosO d^,

d'^x = d"^ r cos^ — 2 dr <:/0 si n — r cos d^^

,

r/2^ = ^2^sinO 4-2^/-rfOcosO— r sinOc/02;

et, en portant ces valeurs dans (i i), on trouve

R
(f/r2-f-r2f/02)'2

— r dh'd% -f- '2 dr ^ d{) -h r^ <r/03

Nous ferons ce calcul d^une manière plus simple dans la

théorie géométrique de la courbure.

II. — Du changement des variables indépendantes dans une fonction

de plusieurs variables.

Le problème à résoudre est celui-ci :

Etant données la fonction de x^, x.^, . , .^ Xn^

U ==/(>!, .r., . . ., Xa)

et une suite de relations, telles que

(1) 9(-^l, -2-2, . . . , -T.i] Vu Vi, ..., Yn ) = O,

permettant de calculer les x en fonction des y, ou lesyen
fonction des x, relations au nombre de n, on pourra con-

sidérer u comme une fonction desy et poser

on propose de calculer les dérivées de u relatives aux va-

riables x^, x.,^ . . . , Xn en fonction des dérivées de u rela-

tives aux variables y\,J'->, • • -, V/i-

Nous dénoterons les premières dérivées (relatives à^, . . . ^x„)

avec la caractéristique d', nous dénoterons les autres (rela-

tives àjKi ,J^2, • • •
j J'/i) avec la caractéristique <i; cette manière

de distinguer les deux espèces de dérivées est tout à fait néces-
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saire quand, pai^mi les variables t, il y en a qui figurent dans

, . , . ^ du du'
Ja suite ^1, ^2? •• «5 ^/o ^t nous verrons bientôt que -T- et -7-

sont en général distincts.

Gela posé, on peut regarder 11 comme une fonction com-

posée de Xi ',
en effet, z^ = F(ri,ro, ...^Vn) etjo JK25 •••7jK«

sont fonctions de œ^, X2, . . ., x^ et en particulier de xi; si

donc on différentie u comme une fonction composée, en lais-

sant les X constants, à l'exception de Xi, on aura

> . du du ây-i du dy^ du dy^

dxi dyx Oxi dy^ dxi '

*
* * dyn àxi '.

Cette formule résout la question pour le premier ordre ;
-7—

est calculé en fonction de -r- ' •••' -1—
> car les dérivées

dyi dyn,

'p-'> 3^ ' • • • se déduisent des relations (1).
OXi OXi ^ '

Il y a parfois avantage à procéder différemment. En consi-

dérant M = F(^i, . . .^Xn) comme fonction composée dejKo

on a

du du dxx du dx^

dji dxi dyi dx2 dyi

Si l'on faitf= 152,3, ...,/z, on a n équations du pre-

mier degré en -— ?
-— ? • • - que l'on pourra résoudre par rap-

port à ces inconnues. Cette méthode sera avantageuse quand

les X seront donnés explicitement en fonction des^'. La pre-

mière méthode, au contraire, devra être préférée quand les

y seront donnés en fonction des x.

Je passe maintenant au calcul des dérivées -

—

-— en fonc-^ dxi dxj

tion des dérivées -,—7—- Rei)renons la formule (2)
dyidyj ' ^ '

du_^du_dy^^
^

du dyn

dxi d/i dxi ' '
' ' dyn dxi

Chaque terme du second membre peut être considéré comme
une fonction soit simple, soit composée, de Xj par les jk; en

différentiant alors par rapport à Xj et en écrivant, pour plus
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de clarté, dans le second membre, sur une même ligne, les

dérivées de chaque terme de (2), nous aurons

d^-u _ d^ Il o>7i o>7i _^ ^ d^ Il dy^ dy^ du d^fi

dxidx'j
~ dyï dx'i'ùx'j dyxdjn 'àxi dxj dy^ dxiàxj

-\-

d-u dy,i âyi ^ d^u dy,i dy^ du^ d-yn
~

dyn dyi 'dxi dxj ' " '
' dy% dxi âxj dy^ àxi àxj

Cette formule résout la question pour le second ordre, et

les dérivées -—^ se déduiront des formules (i). On pourrait

aussi suivre une méthode analogue à la seconde, que nous

avons donnée pour le premier ordre. Nous ne pousserons pas

plus loin cette théorie qui, pour les ordres suivants, donne-

rait des formules de plus en plus compliquées. Passons aux

applications.

III. — Première application des théories précédentes.

Les fonctions isotropes de Cauchy.

Pour bien faire comprendre les théories exposées au para-

graphe précédent, nous ne saurions mieux faire que de les

appliquer à une théorie développée par Gauchj à propos de

ses travaux sur les vibrations de l'éther (^Nouveaux Exer-

cices).

Cauchy appelle fonction isotrope une expression qui ne

change ni de forme ni de valeur, quand on fait une trans-

formation de coordonnées en passant d'axes rectangulaires à

d'autres axes également rectangulaires, sans changer d'ori-

gine. Les formules de transformation en question sont

(0

Entre les neuf cosinus a, h, C] a' , h\ d \ a" , b" ^ c" , il existe

des relations bien connues dont nous ferons usage, mais qu'il

est inutile d'écrire.

x= a\ ^ br^ -+- c^,
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Cela posé, considérons l'expression

^- /ôuy /duY /du\

que Lamé appelle le paramètre différentiel du premier

ordre de la fonction u de x,y, z; il est facile de voir que

cette fonction est isotrope. Faisons, en effet, le changement

de variable (i), nous aurons

()u dit dq, du dr^ du dl^

dx d\ dx '

d-ri dx '

d'C^ dx'

mais des formules (i), résolues par rapport à ç, Tj, t^, on tire

d'r

S



CHANGEMENT DE VARIABLES. 203

l'heure; à cet effet, les formules (3) donnant t- ' ~r ' t"' cal-
' ' ^ ^ dx dy dz

culons Y^y et, pour cela, différentions la première de ces

formules (3) par rapport à x\ nous aurons

d-^u _ VdHi dl^ (fiu_ d'i\ d^ ^] r "1 r 1

1 •
1 de dri dt ^ 1 7

OU bien, en remplaçant y ' y-^' t^ par leurs valeurs a, b^ c,
(fUy OÛC OJC

d^-u d'^u ,^d'^u d^u , d^- u f)2 u , d'^u
a^ -—r H- 62 —— -f- c2 ——- -^ ibc -—^—h 2 CCI -—

r

\-iab
dx'^ dx'^ dy'^ dz'^ dydz dzdx dxdy

Les valeurs de -—r? -r-v s'en déduisent en accentuant une
dy'^ dz^

fois et deux fois les lettres a^ b, c. En ajoutant les formules

ainsi obtenues avec celle-ci et en ayant égard aux relations

a-+ a'-+ a"-= I , ab -\- a' U -\- d'V ^=^ o ^ . . . , on trouve

c)2 U d' Il d- u
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IV. — Changement de variable dans le cas où l'on change à la fois

les fonctions et les variables indépendantes.

Le problème du changement de variable considéré dans

toute sa généralité peut s'énoncer ainsi :

Etant données m -j- n relations

(0 /l=0, /2=0, ..., /,,,+„ =0,

entre m fonctions y^ •, Xit •-•, ym de n variables x^^ X2, . .
.

,

x,i, et m autres Jonctions r, ,, t,2, . . ., r^m de n nouvelles

variables S,, ^2? •••, i«, calculer les dérivées des y par
rapport aux x en fonction des dérivées des r^ prises par

rapport aux ^, et vice versa.

Ce problème, comme on va le voir, peut se résoudre sans

qu'il soit nécessaire de connaître les relations qui lient les

y aux X. Au fond, il coïncide avec un problème déjà résolu,

celui qui a pour but de faire connaître les dérivées d'une

fonction implicite. En effet, les équations (i) peuvent être

considérées comme définissant ni -f- n fonctions implicites de

^<, ^2, • • ., ^n, savoir ^,, l.., . . ., H/^et j,, jo, • • •yj'my les t]

étant des fonctions des Ç dont on peut supposer les dérivées

données. Ce que l'on veut, ce sont les dérivées àes y\ ce sont

les seules que l'on calculera; il faudra éliminer celles des \.

Ainsi comprise, la question est résolue par ce qui a été dit

plus haut; on différentiera les m -h n équations (i) par rap-

port à x^, X2, . . ., Xn et l'on obtiendra, en particulier, en

différentiant y"/= o par rapport à Xj,

àfi

On aura {ni-\-n)n équations pareilles à celle-ci, donnant

les mn quantités^ et les n- quantités -y^', ces n'^ quantités

n'ont pas besoin d'être calculées : on pourra les éliminer, et
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l'on aura les résultats en fonction des dérivées des -rj et des

dérivées partielles des /dont on pourra éliminer les x et les j^

au moyen des formules (i).

Si l'on différentie de nouveau les équations (2) par rapport

à Xi, x-2, . • ., >^«, on introduit les dérivées secondes des r,

par rapport aux ^, et l'on peut calculer les dérivées secondes

des \ et des y par rapport aux .x\ comme on n'a pas besoin

des dérivées des ^, on les éliminera pour ne calculer que celles

desjK, et ainsi de suite.

Le changement de variables, dans le cas général, conduit

à des calculs parfois inextricables; il convient de n'en user

que lorsque l'on y est contraint. Nous allons nous borner à

traiter deux exemples très simples pour faire bien saisir l'es-

prit de la méthode.

1° Etant données les équations

!x = a^-i-b'ri-^ct,

1 1 1 ir ' r dz dz fPz â^z
calculer les derwees p = —, ^ = — , r = -— , s

dx ^ dy dx^ dxdy

t^ —— cji fonction des derwees p'= -f? q' =: -^, r z=i —^,

s' =z -T^-y^ ^ = yi? on suppose qu il existe entre les quan-

tités a, b^ c, ... les relations qui lient entre eux les neuj

cosinus dhine transformation de coordonnées.

Différentions les équations données (3) par rapporta \ et r,,

en considérant z comme fonction composée de \ et t] par x
etj^; nous aurons

(4)

àx
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,1- . dx dy dx dy -,

SI, entre ces six équations, on élimine -rr ? -t^> -t-? — dont on
' -17

à\ d\ ôr^ ÔT^

n'a pas besoin, on trouve

ap'-hbq'-^c a'p'^ b'
q'

-^.-
c'

(5) P = -TT-l 7T—, 7/' Ç = —ir-1 JjT-, U'
^ '

' ap-\-hq-^c ^ a p -\- b q -\-

c

Passons au calcul des dérivées secondes. La règle générale

nous apprend qu'il faut différentier une seconde fois les for-

mules (3), ce qui fournit neuf équations nouvelles. On obser-

vera qu'on les a déjà différentiées une fois, ce qui a fourni les

formules (4); il suffira donc de différentier celles-ci par rap-

port à ^ et T, , ce qui, en apparence, fournit douze équations;

mais il faut remarquer qu'une même équation peut être fournie

d'^x
deux fois; ainsi celle qui a pour premier membre ——^ peut

être obtenue en différentiant par rapport à y; celle qui a pour

premier membre -^j ou par rapport à \ celle qui a pour pre-

1 dx
mier membre ^-

•

Entre les neuf équations distinctes c\\\e l'on obtient en dif-

férentiant (4), et qui introduiront les inconnues nouvelles /-,

d'^-x d^x d^x d^y à- y d^y

nières et l'on aura r, 5, t en fonction de r\ s', t'

.

Mais, au lieu de recourir aux équations (4), on peut dif-

férentier les équations (5), qui en sont des conséquences et

. , dx
dont les quantités -T^ 7 ••• ontété éliminées, ce qui n'introduira

Ô"^ X
pas les inconnues nouvelles -p^ ? • • • ; le calcul sera ainsi un

peu plus simple et l'on aura, en différentiant par rapport à ^,

la première équation (5),

S, t, -^-7 -,
—-zj ^^? -Tzr-y ^^7 -r^j OU éliminera les six der

dx ày (ab"— ba"){r'q'— s'p')-^ r'{ac"— ca")-- s'(bc"— cb"

^ 'â^~ {a"p' -1- b" q' H- c" )-

OU bien, en ayant égard aux relations b' c" — c'
b"

h"c-cb"=a\\..,

dx dy c'is'p'— r' q') — s'
a'

-\- ?-'
b'

p _t_ g -11- ::^:^ i . ± i ,

d^ ' d^ {à'p -\-b" q'
-\- c"f
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el de même, en différenliant par rapport à r,,

dx dy _ c'it'p' — s'q') — t' a — s h'

dr, dr^ ( a"
p

' -^ h" q' -^ c" f

On peut se contenter de différentier une fois la seconde

équation (5); toutefois, en différenliant par rapport à $ et à r^,

on trouve

dx dy _ c{r'
q' — s'p')-\-s'a — j^'

h

^~dl
"^

'di

~
^a"p'-^b"q'-^c"f

'

dx dy ci sa'— tp')-[-t'a — s'

b

g _]_ i ^ z=. - - •

()r^ âr^ {a"p' -^ b" q' -^ c" y- '

trois de ces quatre formules donneront /•, s, t quand on v

, , dx dy dx dy , , , ..

aura remplace --c, -^; —-, ~ par leurs valeurs (4 )•^
dl d\ dr^ dr^ ^ ^^

^

Remarque. — On aurait pu diriger les calculs autrement

et différentier les équations (3) par rapport à ^ et à r, ce

qui aurait donné

dx dx Y dx ^ dx I

.!• .
r d\ d\ d-f, dr

en elimmant entre ces équations -^y —, —i? —' , on aurait eu
^ dx dy dx dy

des relations entre />, q^ p', q' qui auraient permis de cal-

culer deux de ces quantités en fonction des deux autres.

En différentiant une seconde fois par rapport à œ et r, on

aurait trouvé d'autres relations donnant /•, 5, t en fonction

àep', q\ r',s', t\

2" Etant données les relations

f X — r sinO cost!;,

(6)
I

r = /-sinOsin-;,

{ z = r cosO,

qui permettent de transformer les coordonnées ordinaires

x^y, z d'un point en coordonnées polaires /', 9, 6, on pro-

pose de calculer les dérivées ~ = p, —=g, —^^z-' dx ^ ^ dy ^ ' dr-
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_: 5, ^ z= ^, . ... en fonction de t\ Q, ^ et de -^y

Conformément à la méthode que nous venons d'exposer,

différentions (6) par rapport à B et ^ ;
nous aurons

-j- = sin6cos'^ + rcosOcost]/,

— = —- sin6 cosu; — r sinO sm6,

()y dr . r. . . A •
I

-^ = -— sinO sinç; -i- rcosO sin^,

ùv dr . f, . . -A I-^ = —- sin6 sin-i; -i- r siny COS7,

()^ ^y dr ^ . r.

on tire de là, en ébmmant ^' "J^' ^ ^^ ^' ^^^ valeurs sui-

vantes de/> et <7 ;

D^ = 7-^ sin e cos cos <]; — r ^ siii <]; — r'^ sin2 cos ^,

X)q = r-^'sinOcosOsini^ + r -^ cos^ — r^ sin2ô sin<];,

\ -' d^ (J'Y

où

Pour obtenir les dérivées secondes de z, on peut différentier

les équations (7) par rapport à 9 et 'h; les premiers membres

deviennent
()D ^/ dx dy
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en y remplaçant^, jr, -r|r et -jr- par leurs valeurs (3), et />,

q par leurs valeurs (7), on aura des équations permettant

de calculer r, 5, ^ ('). Il y aura, si l'on veut, une équation

rentrant dans celle-ci en différentiant la seconde formule (4)

par rapport à r.

Il serait difficile de choisir des applications plus simples

du cas où l'on change à la fois la fonction et les variables

indépendantes. On voit que les calculs, théoriquement fort

simples, conduisent à des résultats compliqués dès que l'on

dépasse le premier ordre; aussi le changement de variable

doit-il être évité quand cela est possible.

V. — Autre méthode pour le changement de variable.

On a proposé une autre méthode pour le changement de

variable; elle ne diffère pas au fond de celle que nous venons

d'indiquer, mais elle présente quelquefois des avantages dans

les applications.

Elle consiste à identifier deux expressions de la différen-

tielle de la fonction que l'on soumet au changement de

variable.

Supposons, pour fixer les idées, que l'on veuille calculer

les dérivées —- ?
-— en fonction des dérivées -^, -~: x, y, z

ôx ôy àr d'fi
' '^ '

étant liés à ^, r,
, Ç par trois équations.

On écrira d'abord

( I ) dz — - dx H- -^ <iy
;dx dy -^

d'un autre côté, on a aussi

d.^-^^dr

dz
('2) =(
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Si, dans (i), on remplace dx et dy par leurs valeurs, on a

dz (dx ., dx , àx \
,

dz Idy
, ^7^.^_^^7^r\,

dz Xldx dx d-Q\ ,,
,

(dx dx dix , ]

identifiant cette valeur de dz avec (2), on a

dz dz dl, _ dz \ dx d_x d^'A d^Vdy dy d^l

'di'^'d^^di-d^ldï''^ di: d^j'^dyldi'^ dt: d^]

dz djdl_dzVd_x_^dxd^l^ dz Vdy ^ày d^l

d^^'^dtdr^'^dxldri ' 'd^dri] ' dy Idri

~^
'd^ dr, ]

'

d'où l'on tire || et ^ ou |, |? en fonction les uns des

autres.

La même méthode s'applique aux dérivées secondes : on

peut calculer d-z de deux manières. Ainsi

mais

Ces deux expressions peuvent se ramener toutes deux à la

forme

et, en les identifiant, on a des équations d'où l'on pourra

'i-
S-, %, g en fonction de ^, g, ^, ou .ice

versa, —
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VI. — Quelques changements de variables effectués au moyen
d'artifices particuliers.

Trajnsfoiimatioiv de Legendre. — On pose

u^px-^qy — z,

^ ôx' "^ - dy' '
-

dx-^' '-ôx^y' ^=4^'

et Von demande de calculer p, q^ /•, s, t en prenant pour
fonction u et pour variables />, q.

On a

du = p dx -^qdy — dz~ xdp-^y dq

OU, en vertu de dz =z p dx -^ q dy^

du = X dp ~~y dq\
on en déduit

Des formules

on tire

donc

du duX =z ~, y =
Op ^ dq

dp = r dx ~ s dy,

dq = s dx -^ t dy,

^^^tdp^sdq rdq~sdp
_

rt — s' ' rt~si '

dx
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donc

r =

CHAPITRE IX.



CHANGEAIENT DE VARIABLES. 2x3

Il est facile de voir que l'on n'a pas aij btj = i ; mais,

entre les atj et les bij, il existe une série de relations que

nous allons faire connaître. On peut considérer jk/ comme
fonction desyni puisqu'il est fonction des x et que ceux-ci sont

fonction des y. Le théorème des fonctions composées donne

ôjj Oxi Oyj ôXi ôyj dxn Oyj

Si / -^i et si i =/,

dyi _ dyj dx^
,_ dyt dx^

_^ __ dyj^ dx^
^

()yi
~

âxi ôyi ' âx^ dyt dXn dyi
'

ces formules peuvent s'écrire

(2) an bij :- a/2 b-ij . . . -h «/„ b,ij ^

On a, d'une façon analogue,

( 3 ) bji au -.- br2 ay -^ . . .
-- 6/,^ anj =

(o si î .7),

(i si i----.y).

si i ^y,

1 si f = y.

Telles sont les relations qui lient les dérivées des j' aux déri-

vées des x; nous poserons

P = 2 zh «12 «22 . . . «««, Q = 2 zh 611 622 .. . bnn,

et nous aurons PQ = i ; ceia résulte de la formule

à(yuy2 , . . . ,yn) à(Xi,X.2, . . .,Xn) _
d{xi,X2,...,Xa] à{yi,y2, ...,yn)

~

Les formules précédentes ont été données pour la pre-

mière fois par Gauchy. Nous supposerons, dans ce qui va

suivre,

( 4 ) an aji ~ «,-2 «y2 -f- . . . -^ a/,i aj^ = o ( pour i ^j ),

(5) aJi -h af^ H-. . .— ail =z hf.

Ce cas se présente souvent dans les applications; on a alors

(6) P^^h\hl...hJ,
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D'un autre côté,

(7)
'

'
dy,i — a,iidxx -- a,ii dx^ -!-...+ a,m dx,i ;

/ dxi = b^idyi-\~ b^^^dy^^^.
. .-^bxndfn,

(8) '

l dxn =b„i dfi — bnidy^ -+-•..— ^« « <^7«

•

Si, pour abréger, on pose

ai = «1 1 Pi -h «21^2+ •.•-!- «/il P/o

aa = ai2pi-f-«22P2H--- .+ «/i2?/o

a« = ai„3i+ a2/ip2-f-- . .+ ««/i?«j

on constate qu'en vertu de (4) et (5) on a

(lo) a? + al + ...-^ai= /.???+ Al?^H-...+ A,lp,V,

mais de (9) on tire

A^ [^1= aiiai4- ai2a2+ . . .-T- ai«a,i

hl [32 = «21 ai + «22 2^2+ • • •+ <^2/i a«,

Portant ces valeurs dans (10), on trouve

a?+a|-i-...+ af,= — («naj + «laaaH-. . .)^

+ TT («2iai+«22a2+ - ..)^-^--"
Ao

ce qui donne, en égalant de part et d'autre les coefficients

des mêmes puissances et des mêmes produits des a,

(11) aii aij - f- a^i a^j -{-...-!- ani o^nj " o,

I , I 9
,

ï

(12) Tï^'^u-'-j^^^l'-^-' •-- -^«"/= I

si alors on multiplie la première équation (7) par -^ a^, la

ni

seconde par — «2^ ... et si l'on ajoute, on a
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€t, en comparant cette formule avec (8),

<i3) 71 = ^'7 ou aji=hjbij.
j

Les équations (4) et (5) donnent

<i4)
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Calculons maintenant Aoj^'jj,
; nous avons

i- ij

ou, en vertu de (i3),

ou, en vertu de (2) et (3),

V^ àhl hiu I dO

1 ^fdQ 'H ^j. àQ db.j

ij

2

_ 2 ^^
V

La formule (20) devient alors, en la multipliant par Q,

OU

Q^^»=2U7^'''fQ

ou enfin

Application. — Supposons que l'on veuille calculer

Si l'on pose
X = r sinO costj;,

y ^ r sin6 sin-^,

z = j' cos6,
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on constate que l'on a

ùx dx dy dy dz dz

Or 0^
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Nous allons d'abord montrer comment on peut résoudre

les équations (i) par rapport à ^i, x-^^ ... ; à cet effet, obser-

vons que l'équation en \

a: -.- A a:. -- A

peut être considérée comme ayant pour racines ).,, Xo, . . .,

A//, et toutes ces racines sont réelles et séparées par les

nombres

— 00, — al, — al, ..., — a% et -h co

.

Pour s'en convaincre, il suffît de supposer, comme nous

l'avons fait,

«1 > «2 > «3 > . • • > ^n,

et de substituer successivement dans le premier membre de

l'équation (2), à la place de X, les valeurs

où £ est très petit. On trouve alors que ce premier membre

prend respectivement les signes suivants :

et, comme il est continu quand "X varie de — 00 à — a^, de

— aj à — <2^, . . . , de — a,^^ à + 00 , le fait que nous avions

avancé se trouve démontré.

Faisons a^^-\-\=z u; l'équation (2) deviendra

a?! xl" H ^ ï +..._! = 0,
u u -x~ al— a :

ou, en chassant les dénominateurs,

w( u -:- a\ — a\){^u-^ a\— a\). .

.

— x\{u -^ a\ — a\){u — a\— a\). .

.

~ x\u{^u -\- a\ — a\) . . \u -T a\— ci\)= o;

le produit u^, 11-2, . . ., Un des racines est

± x\{al — a\){al — a\) . . .;
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donc, en remplaçant Wj, «25 • • • par leurs valeurs,

±(af + Xi)(a^ H- X2). .

.
(a? + X„) ^ 5?? («5 — «?) («3 - «^i )• • • »

d'où

{al — ai) {ai— al)... {al — al)'

< '^

)

\,^ {al-^-l,)(al^^'-l,).. (g^-^XJ
^

Si l'on retranche les formules (i) membre à membre, on

trouve

al H- Xj al H- Xo,

ou, réduisant au même dénominateur les termes en œ-^ et

supprimant le facteur commun X< — X^o?

{al -^ II) {al -^l^) ' (a2--Xi)(a^ — X2) '

Des formules (3) on tire, en prenant les dérivées logarith-

miques,
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on aura

dx^Y

Calculons ~^; on a, en vertu de (5),

j i r cc^i ^ ^ ^ ~|

Si l'on pose

I ^-^ ^ -. . . - w()o,
aJ + X «^-HA ^

on voit que

x^
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OU

(8) ^=«=2^Q^'' -1;»-.
du dQh]

âli

Dans cette formule Q et hi sont fournis par la formule (6);

on peut la simplifier en supposant \i fonction de a/ seul. On a

A2 w

ou

si donc Ty^ Q/i^" ne contenait pas )./, on aurait simplement

or Q^hj est égal à

ou, en vertu de (6), à

^tl I— " * "^

^/n^ >'"+«') n^^-'— ^A-)

il suffit donc de prendre

(10)
^^^'- sl{).i-^a\){:).i-r^a\),.\\i-^al)

IX. — Sur le théorème des fonctions homogènes.

Soit f{x^^ x-i-, ••-, oc,i) une fonction homogène et de

degré m des variables ^< , .r^, . . . , .r,^
;
par définition, on doit

avoir, quel que soit t,
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Si l'on différentie cette équation par rapport à ^, on ai

(^)
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nons pour nouvelles variables

X^ X:i X,i

nous aurons, en désignant par un d les dérivées relatives aux

nouvelles variables,

_ iL ^^
dyn x\

'
àf _
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verrons plus loin qu'elles peuvent être satisfaites identique-

ment quand on y remplace /par une fonction non homogène

des variables ^<, x^^ . . ., Xw

NOTES ET EXERCICES.

1. Voici des formules extraites des Éléments de Calcul infini-

tésimal de Duhamel, et qui servent à transformer les coordon-

nées rectangulaires en coordonnées polaires. Soient u une fonction

de x^y^ z el z =^ r cos6, y — rsin% sin<^, x = r sin6 cos(|; ; on trouve

du
dx

du
dy

du
di

d^u d^u „ .
<^2^, f^os^B sinil; coso d'^u 9,\nAi co'?,<^

1- = —,—^sin^O sin J; cosd;+ -y^- — -rr— —,
'

• ., a
dxdy dr^' ^ ^ d^- r' d^^ f^'- sin^^i

d'^ u sin 6 cosO sin tli cosd/ d'^ u cos^^I; — sin^^j;

du
dr
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-r~^ — -^-^ sin2 cos2(L -^ —
^

1
.

sinô cos6 cos2(i» d^ii d^ u sind/cost];— '2 -,

—

.^ — 1

1

drd^ d^dr r

d'^d^ rotang 6 ' dr r

^du . /siny^--j2sin2ecos2J;\ «??/. sin (l cosj;

-,-„- ^ -T-T sin2 6 sin2<L ~ — —- cos2 6 sin2<L -^ — ._.'--
dy^ dr'- ^ r^- d^^ ^ d^^ r2sin2 6

d^u sin6 cos6 sin2(li d^ u sînJ;cos<!;

d^dr r d'^dr r

jPu sint];cos<]; <iw cosS6 sin2(!; -f- cos2 4;

~^ ^ 6/6"^ TnângT "^ d? r

+ -,7r COS 6 f
' ~~—^ 1 _ o _^ . r ,

d^ V '''sin6 / t/tj; r2sin

^^ - î^ g A Q^^?/sin2 6 d^u sin6cos6 du ^'m^^

dz^ ~
dr^-

^^^-" " ^62 r2 ~ ^ 6^6^ " T ~^ "^ ^ ~1^
du sin 6 cns6

^ ^' ^6 ;^^ *

En faisant dans ces formules 6 = -', on obtient les formules rela-

tives au changement des coordonnées rectangulaires en coordonnées
polaires dans le plan; r est alors le rayon vecteur et ^ l'angle polaire.

Par suite, elles permettent aussi de passer des coordonnées ordi-
naires aux coordonnées semi-polaires.

2. Voici deux manières de transformer la quantité

d'^'ii r)^u d'^u

^" ^
'd^2

'''
(Ç^

~^ dp
*

Si l'on pose 37 = rcost]; sin6, jk= rsin4>sin6, ^ = rcos6, on a, [x dési-

gnant cos 6,

A2 u 1 ^?!iZ^^ ^ ^^^ ^ <^ \ au
r dr'-

(T l^')]

En faisant tang - = eP, on a

^^" =
7- ^^7^+[~^l—> [;MA ^ rn7.)

(GAUCV.)'àJ^^
~^

\ ^7 ') [â^^
~^

dp

3. Le changement de variable suivant est souvent employé :

1

L. — Traité d'Analyse, I.



226
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THÉORIE DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES.

I. — Définitions.

Une des plus belles applications que l'on ait faites du chan-

gement de variables est la théorie des substitutions linéaires.

On dit que l'on fait une substitution linéaire quand aux

variables ^1,^2? • • • ,.^« on en substitue d'autresjKi ,^^27 • • -^yn

liées à celles-ci par des équations linéaires et homogènes.

Ainsi, en posant

/ ^1 = Tii7i-^Yi2r2-^-...-i-Ti«7«,

Yio Yi2î • • • désignant des quantités indépendantes des x et

des jK, on fait une substitution linéaire ; les formules suivantes,

d'où l'on déduit x^, X2, - o . . x,i^ deviennent (après que l'on

en a déduit x^^ x^-, • • • , Xn) ce que l'on appelle la substitu-

tion inverse

fi — Tu ^1 -(- Y21 ^2 ^ .
•

.
^- Y2« ^n,

7« = Y j /i 37, + Y2/i a7,i+ . . . ^ Y«« •^/i-

Le déterminant ^^l'-^ii Y22 • • • ynu est ce que l'on appelle

le module ou le déterminant de la substitution (i). Quand
ce déterminant est i, on dit que la substitution est unimo-

dulaire.

La substitution (i) est orthogonale quand, appliquée à

la fonction jtJ -f- ^^ -4- • . . + x'^^ , elle la transforme en
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La substitution (i), appliquée à x'^ -i- xl -^ . . . ^ œ^^

donne

(2) 2(T/i7i + T/2j2-^...+ T/«7«)^

ou

cette expression devant être identique à yj4-j>^2 + • • "t-JK

on a, pour [Ji <v,

(3) {
'

et, si l'on effectue le carré du déterminant ^^- Yii • • • y««7

on le trouve, en vertu de ces formules (3), égal à -r i 5 donc :

Le module d'une substitution ortJiogonale est égal à

± I.

On peut résoudre les équations (1) par rapport à jTi,

J'-ii ' ' ^fn'' il suffit pour cela d'avoir égard aux relations (3) ;

si l'on multiplie la première par y^,, la seconde par yoi? etc.,

et si l'on ajoute, on trouve

ji = Yii a^i -4- Y21 ^2 -+-
• • •+ Y/M ^«,

On pourra joindre aux formules (3) les suivantes :

(4)

pour [Ji.<v, qui résultent de ce que la substitution précédente

est orthogonale comme ( i ).

Voici une méthode indiquée par M. Brioschi pour former

des substitutions orthogonales.
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Considérons les deux systèmes d'équations

! <^21 ^1 ~^ ^22 ^2"^ • •
~'^ ^2/1 ^11^^ ^2?

J > ' 1

\ Clni Xi -\- dnï 372 -T- . . . -f- <2/i,i X^ = W^',

«1 1 ^\ -^ «21 ^2 -^ • • .
-'- ^/M ^ft =^ ^I,

, «12 ;ri — «22 -^2^ • • • -r^ <5f«2 ^11 -' ^2 j

«Ire-^^i -t- a=i,iX=i-r- . . .-H Cl,in ^11 = ^«j

et supposons a^v^ i , rt/y^= ~'^ji\ multiplions les équations (i)

par c/, , Ci2y . . . , c//i et ajoutons-les ; nous aurons

Xi (C/i «11 -- C,-2 «21 + • . - C,v, «,ji )
J

H- 372 (C/i «12 -f- C/2 «22 -1- • • •
-^ Cin ««2) / = C/1 ^1 -f- C/2 ^2+ . . • H- Ci„ M^.

Le premier membre de cette équation se réduira à P/, si

l'on pose

C/i «/y -— C/2 «2y ^ . . . -f- Ci/i Clfij = «y/ ^^ ^«"y

ou

C/l «ly -^ C/2 «2y + . . . -^ ( C/t -V I ) «^y -h ... 4- C^Vi «/^y = O.

On déduit de là les valeurs des aj

_ I r aA ô^ ()A 1
c/y — -r 1 ^liH—J ciii'r-' • '-T- -—

- a,ii j

A làaji ôaj2 ôcijn, J

A désignant le déterminant des quantités aij. Cela posé,

multiplions les équations (2) par d^, d.^i^ ..., dai\ nous

aurons

•2?l(«ll«?i/-- ay^__cU_i-^ . ' • Cl\n dni) -h. .
.— clxiVi -h cl2iVi-\- . . .— dniVn,

et, pour que le second membre se réduise à Ui^ il suffît que

"1/ «yi -r- cl^i Œji -h ... -I- Ci,Il cijn ^^ «/y ;

on en conclut

•' A \ d^iy (ya2y /
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par suite dji = c/y, et Ton a

V^ = Cil IH -r- Ci^U2-r-. . .-^ Cui U,i,

^2 = C21 Wi -^ C22 i^sH-- •
•-!- C2/J M,i,

;

^« = Cn\ Ui -'- C„2 W2 + . . . ^ C„„ i«/i,

i/i = Cil ^r-^- C21 P2 -^- • --^c^i Pi,

ï^«= Ci„Pi -I- C2,i(^2 +• • --^ CnnVn-

Ces formules ayant lieu simultanément, il est facile de voir

que les substitutions qu'elles représentent sont orthogonales,

ce que l'on vérifie en formant c^ ^i + Coi <^2 + • • • au moyen

du premier système, et en observant que l'on doit avoir iden-

tiquement u^ etc.

Voici une application de ces formules : posons

au = I, «12 = V, «13 = {J.,

«21 -- — ''j ^22 = I5 <^23 =^ ^)

^31 = 1^7 ^32 ^^ — ^1 ^33 ^^15

nous aurons

I

l V — [X

A=
i

— V I X =^ I-I-X24- [Ji2H-v2,

i fi.
-X

ensuite

Cil C21-- [J-Cai^^ I,

— VCii C21 -+ Xc3i ^= V,

[i.CiiXc2iH- Cai:^ [J.,

d'où l'on tire

ClI = 1^(1 + X2 - IJ.2— V2), C21 = |(X!X -!- V), C31 =
I
(Xv - (i.),

C,2==|(X(JL-V), C22 = ^(H-!J.2-V2-X2), C32 = | ( [^ V -+- X ),

«^1
i
= |(XV 4- IX), 023 = |(^V -n C33 = |(I+ V2-. X2_ ÎX2).

Ces formules ont été données par O. Rodrigues, qui les a

trouvées par une tout autre voie; elles servent, comme les
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formules d'Euler, à la transformation des coordonnées, mais

les neuf cosinus sont ainsi rationnellement exprimés par le

moyen des trois paramètres X, [x, v.

Si l'on appelle Q l'angle dont il faut faire tourner, pour

l'amener sur le second, le premier système d'axes autour d'une

droite faisant avec les anciens ou les nouveaux axes les

angles a, ^, y, Rodrigues a montré que l'on avait

X = tangi6cosa, [j.
— tang|6 cos[3, v — tangi6 cosy-

( Voir le Journal de Liouville, t. V, i"^*^ Série).

II. — Application des substitutions linéaires 'aux fonctions

homogènes du premier degré.

Le but des substitutions linéaires est la simplification des

fonctions; en Géométrie analytique, les transformations de

coordonnées sont des]|sLibstitutions linéaires.

Lorsque l'on fait subir une substitution linéaire à une fonc-

tion telle que

on peut, et cela d'une infinité de manières (c'est-à-dire au

moyen d'une infinité de substitutions), la ramener à la forme

donnée
[j-i ri + 1-^272 + •••+ (j-/ij«-

De même, étant données n fonctions linéaires



232 CHAPITRE X.

elles deviendront respectivement

OÙ l'on a posé, pour abréger,

(l) l^ij
~ ^/i Tly -+" ^^/2 72/ -^

. • . 4- X/„
Y/,y.

Si donc on se donne p.,^, ^/2, • • •
, [f-in à l'avance, on aura

n équations entre les n- quantités y/y pour déterminer ces

quantités
;

si l'on se donne tous les iJ-^y, on aura ainsi 7i- re-

lations entre les y^y; donc :

On peut toujours ramener simultanément n fonctions

homogènes dupremier degréà d'autres, données à l'avance,

au moyen d'une substitution linéaire, et cela d'une seule

manière.

Il y a pourtant une exception à cette règle; en effet, lesy^y

ne sauraient recevoir des valeurs bien déterminées si le déter-

minant \:h )^^^ }^22« • • \in était nul, mais alors il existerait

des relations linéaires entre les coefficients \ij, et les fonctions

considérées ne seraient pas distinctes, ce qui est d'accord

avec le théorème (p. i68).

Nous remarquerons enfin que, en vertu de (i), le détermi-

nant des fonctions données est égal à celui des transformées,

multiplié par le déterminant de la substitution. Ce théorème

sera généralisé.

III. — Application des théories précédentes aux fonctions homogènes

du second degré.

Les fonctions homogènes du second degré jouent un rôle

important dans un grand nombre de questions d'Analyse, et

en particulier dans la théorie des maxima que nous allons

bientôt étudier.

Une fonction homogène du second degré en ^<, ^2? • • - >^//
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peut être représentée par le symbole ^/^ij -^i^ji où l'on sup-

pose aijr-r^ aji] ainsi on a pour le eas de deux variables, par

exemple,

/ aij XiXj — «11 a?2 -f- 2 «12^1 ^2 -f- Cl^i^l-

Théouème I. — Toute fonction homogène du second de-

gré à n variables est une somme de n carrés positifs^ néga-

tifs ou nuls (' ).

Si l'on pose, en effet,

2, Ctij Xi Xj --
( Yl 1 ^1 - Y 1 2 ^2 -^ • • • i- Yl n oca Y

--( Y2I Xy -^
Y22 a?2 -^ . . . — Y2« OCnY

^ ' -, n(n ^- \) ,
. ,1 1 pr» •

on obtiendra -^ -équations en égalant les coeibcients

de ^^, ^, ^0, . . . ; ces équations permettront de calculer d'une

infinité de manières les quantités y/y en nombre n-.

Pour effectuer la décomposition, on peut procéder comme
il suit : on a

2,aijXiXj ^- -—(ail 371 -h «12 372 -+-... ^«^l«^rt)2^/l,A^ ail

fi désignant un polynôme homogène du second degré qui

ne contient plus Xi] en opérant sur /, comme on a opéré

sur ^ciijXiXj, on peut le décomposer en un carré contenant

les variables x^^ x^, . . . , x,i et en une fonction /o du second

degré ne contenant plus x^ ni x^t et ainsi de suite. \ rt/y^j^ry

se trouve ainsi décomposée en n carrés, dont le premier peut

contenir toutes les variables, le second toutes les variables

excepté ^1, le troisième toutes les variables excepté.^;!, ^o? etc.

Cette méthode tombe en défaut quand a^ < =^ «22= . . . =^ o,

mais alors on pose

2j^ij00iXj =z - - («12 372 -r- «13373-+-. . .^ «i„37,,)
.<AHi «12

X («2i37i-+- «23373^-. . .— «2«^,i)--/l,

(') Un carré négatif est un carré précédé du signe —

.
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/i désignant un polynôme du second degré ne contenant ni

^i ni x^; en appelant X et Y les fonctions linéaires

ai^x^— . .
.-- ai,iX,i, et «21^1 — • • •^- «2«^«,

(\ Y\2 /x Y\2
j
— (

—— j et que la fonction

^jXijXjXj^ dans le cas où a,, ^^ ao2= . . . = cinn-^ O5 peut

se décomposer en deux carrés et en une fonction du second

degré, ne contenant plus x^ et x-i, à laquelle on pourra

appliquer l'une ou l'autre des méthodes que nous venons

d'indiquer.

Théorème II. — Loi de l'inertie. -De quelque manière

que Von décompose la fonction réelle ^ciij^i^j^' f ^^

une somme de carrés indépendants, on trouve toujours le

même nombre de carrés positifs, négatifs ou nuls.

Pour démontrer ce théorème, nous observerons que, si l'on

considère deux groupes de fonctions linéaires et homogènes

de x^^ ^25 • • •• ^n indépendantes, savoir Xi, Xo, . . ., X/,

et Y<, Yo, - . ., Yy, telles que i'>J, les fonctions Xi, X2,

. . . , X^- ne sauraient s'annuler toutes identiquement quand

on suppose Yi=^Y2= '=^Yj= o. En effet, les fonctions

Y^, Y2, . . ., Yy étant indépendantes, on pourra calculerai,

X2, . . . , ^y en fonction de Yi , Y2, . . . , Yy et de Xj^i , ...,x,i

et, par suite, on pourra exprimer sous forme linéaire et ho-

mogène X<, X2, . . . , X/ en fonction de Yi, Y2, . • • , Yy,

^j+\, • ^ x„. Soit, par exemple,

X/, = Xi Yi -T- X2 Y2 +...-+- X/ Y/ -{- (J.1 Xi+i ^ (J.2^/+2 -H . . . -i- [i-n-i^n,

les \ et les |Ji désignant des constantes. Si les X s'annulaient,

en supposant les Y nuls, on aurait i équations de la forme

qui, ayant lieu quels que soient ^z+i, ^i+2? -> ^n-, donne-

raient |JL, -— o, [jL2^^o, ..., jJ^/2_i-=o, et par suite les X
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pourraient s'exprimer au moyen des Y, qui sont en nombre

moindre que les X : les X ne seraient donc pas distincts.

Gela posé, soient Ui, Uo, . . . , U^-, Y^, Vo, . . . , Vy, Xi,

Xo, . . . , X/f, Yj, Yo, . . . , Yi des fonctions linéaires et ho-

mogènes de ^1, X.2, . . . , JOn telles que les U et les V soient

distincts, ainsi que les X et les Y; on aura nécessairement

i -{-j Sn^ k -^- ISn. Je dis que l'on ne pourra avoir à la fois

^aijXiXj - V\---^ \]\^.-.. .
-. \]\-\\- \l- ...^^ V},

OU, quels que soient x^, x^-, • • . , ^«,

U5-Ul-...--U?-V?-...-V^ = X?-i-...
(0

X|-Y?-.., --Y^„

si l'on n'a pas i-- k,j --- L En effet, supposons que l'on puisse

avoir
i<k;

on aurait aussi

(2) i^^i.^k-^l\

mais si l'on suppose U^ Uo, . . . , U/ et Y,, Yo, . . - , Y/ nuls,

les quantités X,, Xo, . . ., X/f, Y^, . • ., Y/ qui sont indé-

pendantes et en nombre supérieur ne s'évanouissent pas

identiquement, c'est cependant ce qui aurait lieu en vertu de la

formule (i) qui donnerait

et qui ne pourrait avoir lieu que si tous les X étaient nuls.

Cette démonstration est de Jacobi {Œuvres mathéma-
tiques, t. III, p. 32), et c'est M. Sylvester qui a donné au

théorème précédent le nom de loi de U inertie.

IV. — Transformation d'une fonction du second degré en général.

En général, on peut transformer une fonction du second

degré en une autre donnée a priori au moyen d'une substi-

tution linéaire, et cela d'une infinité de manières.
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En effet, si sur la fonction \ aijXiXj à n variables, ren-

fermant —- coefficients, on effectue une substitution li-

néaire, on la transformera en une autre ^ ^ijytyj^ ^^ écrire

que les bij ont des valeurs données, c'est écrire ——7 rela-

tions entre les coefficients y^y de la substitution au nombre

de n- ; or, on a toujours, pour /z >> i,

2

Ainsi deux fonctions homogènes du second degré peuvent

toujours être transformées l'une dans l'autre au moyen d'une

substitution linéaire.

Mais cette propriété n'appartient plus aux fonctions ho-

mogènes du troisième degré, qui renferment —^^—

—

—

coefficients, quand elles sont à n variables, et ordinairement

—^ — > 7l2.
5

Il y a donc une infinité de manières de ramener une fonction

7^ aijXiXj à la formejK^+JK^+ • • •+j>''2> c'est-à-dire à une

somme de carrés par exemple, mais ce nombre de manières

est fini et même, le plus souvent, égal à i quand on veut que

la substitution soit orthogonale.

V.— Réduction d'un polynôme du second degré à une somme de carrés

par le moyen d'une substitution orthogonale.

Considérons le polynôme homogène et du second degré

2 aijXiXj^f{x^,X.2, . . .,Xa)^f.

Si nous effectuons la substitution orthogonale
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o pour [JL ;^ V,
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OÙ

( TiîJ- Tiv -- T2[;. Y2V -i- . . . H- Y«jx T«v = O,

^'^^
.,2 _, 2 ^ ^2 .__j

( iltX l2[Jl • •
•

Jnll — ^>

la fonction /prendra la forme

et, si l'on fait

(3) 2 ^'VT'H-T/v

on aura simplement

(4) /^.A,j?-A2ji-h...-hA„7«.

La fonction y sera donc décomposable en une somme de

carrés, s'il est possible de trouver des quantités y^y satisfai-

sant aux équations (2) et (3).

Nous ferons, dans ce qui va suivre,

or les formules (3), pour [J^ <v, peuvent s'écrire

Tl[J.(<^iri'lvH-<^12T2V^^- • • )-HY2[J(,{«2lTlV+ <^22Y2V-^ . . . ) -h . . . = O

OU bien

T1!J./i(T1V,T2V, . . . )
-^ T2[x/2(Yiv,T2V, . . . )-h . . . = O.

Comparant cette formule avec la seconde des formules (2), el

observant que l'on peuty faire varier jjl en laissant v fixe, on a

fi (yiv
^
Y2V. . • • ) .A (^iv, Y2V . • • ) _

Si nous égalons cette suite de rapports à une indéter-

minée 5v, nous obtenons les équations suivantes, auxquelles

nous adjoignons la première formule (2) :

/ («M— 5v) Yiv+ «12Y2V+ .. .-f- «i/iY"v= o,

l a2iYiv-+- («22— •yv)Y2v+ .
. .-i-«2«Y«v= o,

(^)

<^nl Ylv -r- ^1/12 Y2V -f- • . . -f- ( dn/i— -^V ) Y«V = O

,

2,2. 2

Yiv "^ Yav -T-
. • . -r- Yhv — ' •
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L'élimination de^iv, yav? • • • entre les /^ premières équations,

en posant

ail — * ^12

CI2
1 j ^22— ^

«2/i

F(0,

Cl fil, Cl,ii . . . aun— s
j

donne

F(5v)=o;

Sy est donc racine de l'équation ¥{s) = o, que l'on appelle

ordinairement Véquation en s.

s^ une fois connu, les formules (5), ou plutôt n d'entre

elles, feront connaître yj,^, yav? • • •
;
or, l'équation F (5) =^ o est

du degré n et admet n racines 5, , ^o, • . • >, •^// ; chacune de ces

racines fera connaître un groupe de n quantités y/y, et le pro-

blème sera résolu.

Si l'on multiplie la première équation (0) par yj^, la se-

conde par y,^, ... et si l'on ajoute, on trouve, en ayant égard

à la dernière,

ou, en vertu de (3),

A[x— 5v = o ou Av = s'v;

on a donc, en vertu de (4),

Snyl'

VI. — Discussion des résultats précédents.

L'équation en 5 a toutes ses racines réelles; voici la dé-

monstration que Lagrange donne de cette proposition dans

sa Mécanique analytique (c'est la première qui ait été

donnée; c'est aussi la plus simple).

Soient yijj,, ygjj-, ... ce que deviennent y^^, yav? • • • quand

on remplace dans (5) 5^ par s^] multiplions la première for-
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mule (5) par y^jj,, la seconde par y^^^ ; ... la n''"''' par y„jj, et

ajoutons; nous aurons

( 6 ) ^ a,-j Y/^ Yyv— ^v ( Yi [i. Yi V+ . . . H- T/zjjl y«v ) = o.

Nous obtiendrions de même, en changeant ti, en v etv en [jl,

(7) ^ «';T/(xT7v — *[j. (Ti[xYiv-+-. .
.
-^ T/7[xY«v) = o.

Si l'équation F(s) = o avait des racines imaginaires (en

supposant les aij réels, bien entendu), on pourrait supposer

que s^ et ^v sont deux racines conjuguées, et par suite iné-

gales
;

les deux formules (6) et (7) exigeraient alors que

l'on eût

Yi[jlYiv-^ Y2[Ji.T2v+ - • • + Y/2u,Y«v — o,

c'est-à-dire que la somme des carrés des modules de yj^,

yav, ... fût nulle, ou que ces modules eux-mêmes fussent

nuls, ce qui est absurde puisque, le déterminant F(s) étant

nul, on peut supposer que les quantités yj,^, yav, ... ne sont

pas toutes nulles; d'ailleurs la somme de leurs carrés est

égale à i

.

Mais l'équation F(s):=o peut avoir des racines égales;

pour reconnaître qu'il peut en être ainsi, formons ^; on a

dF_ âF f)F d¥

et, pour que F(5) =z o ait une racine double, il faut et il

suffit que l'on ait à la fois F :r- 0,-^ = 0. Cette dernière

condition peut s'écrire, en introduisant le facteur -,
,

cW rW rW ô¥

Or on a (p. 161)

à{an~- s)â{aii— s) d{aii~- s) à{a/i~ s) \da

F y
^7'
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d'où Ton conclut que, si F = o,

âV àF _ / àF y
à (ail — s) da/i— s \àaii/

La formule (8) devient alors

(9)
r àF y .

/ '-'^ y ,
/ ^F

d'où l'on conclut que, si F := o a une racine double, tous

les mineurs de F sont nuls, et réciproquement d'ailleurs, car

alors ^'{s) sera nul.

Je dis que, en général, si F (s) a une racine d'ordre de

multiplicité h, tous les mineurs d'ordre A — i de F(s) seront

nuls. En effet :

1^ Les mineurs du premier ordre sont divisibles par

(5— s'Y'^. si F(5) est lui-même divisible par (s— s')^. Ce

théorème est vrai pour A z^ i ; admettons qu'il ait lieu pour

la valeur h — i de l'exposant de s — s'; alors F(5), admet-

tant le facteur (s — s')^^ admettra le facteur [s — s')^'^ a

fortiori, et ses mineurs le facteur [s — s'Y~-\ le premier

membre de (9) admettra le facteur [s — s')-^~^^ car c'est le

^produit de ^' [s) par un mineur de F(5); mais, par suite, il

admet nécessairement le facteur [s — s')-^~-, et chaque mi-

neur considéré admet le facteur (s — s')^~^

.

c. Q. F. D.

2^ Désignons, pour abréger, -— par a/y et considérons la

formule identique (p. 161)

Fh-2
àaijdaki . • . àapq

'iq ^kq • • • '^pq

Le second membre admet (A — i)- fois le facteur s — s^

\

or F'^~2 l'admet A (/i — 2 ) fois : donc un mineur d'ordre h — i

l'admet (A — xf-— h{li — 2) = ! fois. c. q. f. d.

Maintenant revenons à notre substitution. Si l'équation

F (5)= o n'a pas de racines multiples, elle sera réelle et elle

a/,y . . . a^,y

a/,/
• • • ^pi
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existera en effet, les mineurs de F étant différents de zéro ; les

équations (5), ou plutôt Ji — i d'entre elles, fourniront, pour

les rapports des quantités y^,^, des valeurs réelles.

Si l'équation F = o a une racine double, les rapports des

v.,^ seront indéterminés parce que les mineurs de F seront

nuls, mais alors un des rapports y,,; : Vo,^, . . . pourra être

choisi arbitrairement, et la substitution, réduisant F à une

somme de carrés, sera possible d'une infinité de manières.

L'indétermination serait plus grande encore si F avait une

racine d'un ordre de multiplicité plus élevé.

Corollaire. — Si l'on veut savoir en combien de carrés

positifs, négatifs ou nuls le polynôme/ est décomposable, il

suffît de former l'équation en 5, F = o, et, comme elle a

toutes ses racines réelles, le théorème de Descartes montre

que /contiendra autant de carrés positifs que F == o a de va-

riations, et autant de carrés négatifs que F(— 5) = o a

de variations. Le terme constant de l'équation en s est ce

que l'on appelle le discriminant de/.

Voici maintenant les applications immédiates de cette

théorie :

1® Si nous observons que le terme constant de l'éqiîation

en s est le discriminant de la fonction/, nous pouvons dire

que :

Pour qiihine fonction du second degré homogène de

n variables puisse se réduire à une fonction de moins de

n variables^ ilfaut cjueson discriminant soit nul.

En particulier, pour qu'une fonction homogène du second

degré à trois variables soit un produit de deux facteurs, il faut

que son discriminant soit nul.

2" Pour qu une fonction du deuxième degré homogène
soit un produit de deux facteurs réels linéaires, c'est-

à-dire une différence de deux carrés, ilfaut que Véquation
en s n'ait cjue deux racines différentes de zéro, l'une po-

sitive. Vautre négative.

3° Pour qu'une fonction du second degré homogène soit

L. — Traité d'Analyse, I. 16
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lin carré parfait, il faut que toutes les racines de Véqua-

tion en s soient nulles^ sauf une.

4'' Pour quhuie fonction du second degré homogène con-

ser^^e toujours le même signe, il faut que Véquation en s

n'ait que des variations, ou bien que sa transformée en

— s n'ait que des viariations ; cette condition est suffisante :

dans le premier cas, la fonction reste toujours positive ;

dans le second, elle reste toujours négati^'e, etc.

Celle dernière conclusion esl siirloiit utile dans la ih'orie

des maxima.

VII. — Réduction simultanée de deux fonctions du second degré

à des sommes de carrés.

Deux polynômes du second degré 2.^fij ^i ^^j "=/ ^t

^ bij Xi Xj ^= g peuvent toujours être ramenés par une

même substitution à une somme de carrés.

En effet, par une première substitution orthogonale, on

peut ramener / à la forme s^y] -\- So J'o + • • • + ^"yn ^
^^ ê

prend alors une forme telle que ^^Cij J'iJ'j; si l'on fait

ensuite la substitution

on aura

f=zi-^zl-^...-]~zf„ .s" =^ d,j Zi Zj.

Une dernière substitution orthogonale laissera à/ sa forme,

tout en ramenant^' à une somme de carrés; /et g seront

alors tous deux des sommes de carrés.

Maintenant la possibilité de la réduction est établie ; il ne

peut y avoir exception à la règle que si 5,,5o, . . . sont nuls,

et alors on peut opérer sur g comme on a opéré sur/, sinon

f el g ont leurs discriminants nuls et sont des sommes de

moins de n carrés. Dans ce cas, on peut encore réduire /et g
à des sommes de carrés, en observant que, ces fonctions
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étant des fonctions de moins de n variables, on peut rai-

sonner sur ces fonctions en mettant les variables distinctes

en évidence.

Pour effectuer la réduction simultanée des deux formes à

des sommes de carrés, on procède comme il suit.

Par la substitution

(0

^i =- TiiJi -+- T1272

/et g deviennent respectivement

pourvu que Ton pose

(2) y«/yT'V-T/v

(3) ^^ij^ilV-lN -^

o pour [Ji.fv,

A[j, pour |j. = V
;

o pour [A^v,

Bj;^ pour [jL = V.

Pour détermiaer les y/y, on remarquera que, si [^-<v, ces

relations peuvent s'écrire

TlH- /l (ïlVj 72V, ..•*-- Y2!J. /*2 (Tiv, Y2V, •

Ti[J. ^i(Tiv, T2V, ...)-" Y2;x ^2(Tiv, T2V, .

d'où l'on tire

8\ gl
'"

ga

En égalant ces rapports à )., on a

( («11 — X^ii)Yiv ^^ («12— >^^-'l2)T2/

)-:~

= o,

= 0;

(î) («21— ^^^2i)Yiv -i- («22 — ^-^22)727+ . . . = O,

CCS équations donneront, en éliminant les y,,^,

«H— X^ii «,o

—

^^h).t ... «1//— ^^^i/i

«21 — X^21 «22 '*>^22 '•• «2« ^^^2«

\b,i\ an^ — lbni À^..//
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L'équation A = o a n racines qui, mises à la place de \

dans (i), feront connaître les rapports de n systèmes des

quantités y/yet par suite feront connaître la substitution dont

on a besoin.

Des équations (4) on tire, en multipliant la première

par Vj,^, la seconde par yg,^, etc., et en ajoutant,

^ ^ij ^{'V Ty V— ^2 ^/y T^v Y; V -= O,

c'est-à-dire

Av = XBv.

Comme jusqu'ici les rapports des y^,^ sont seuls déterminés,

on peut achever de déterminer ces quantités en se donnant

A A-
B,, Bo, . . . , et alors ^7 ^^ ... seront les racines de A r:^ o;

ces racines ne sont pas nécessairement réelles.

[jjA
VIII. — Discussion de la théorie précédente.

Pour que les calculs mie nous venons d'esquisser con-

uisent à des résultats admissibles, il faut :

1° Que l'équation A ^ o ait effectivement /? racines;

2" Que les racines de cette équation, mises à la place de \

dans (4), fournissent des valeurs bien déterminées pour

les y^sj ou au moins compatibles;

S'' Que les quantités g (ji^, y^^u • = '? T«!J-) "^ soient pas

nulles, car alors les quantités Bjj^ qui leur sont égales ne

pourraient pas être choisies arbitrairement; à la vérité, cela

n'empêcherait pas de réduire f el g k des sommes de carrés,

mais les fonctions transformées ne seraient pas équivalentes

aux proposées, puisqu'elles contiendraient moins de n va-

riables
;

4" Il faut encore que la transformation (i) soit ce que

j'appellerai réversible, c'est-à-dire que son déterminant F

soil différent de zéro, afin que les y puissent se calculer en

fonction des x et que les formes primitives de /et g soient
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équivalentes à leurs transformées et que celles-ci puissent

réciproquement reproduire les premières.

Nous supposerons le discriminant de g différent de zéro;

alors A= o aura bien n racines égales ou inégales; s'il n'en

était pas ainsi, on opérerait sur y comme on opère sur g^ et

vice versa; si le discriminant de y était nul aussi, les. fonc-

tions f el g Yie seraient ni l'une ni l'autre des fonctions de

n variables, et, pour faire les calculs, on opérerait sur les fonc-

tions/et^ réduites à moins de /i variables. Ainsi l'on pourra

supposer le discriminant de g différent de zéro. Gela posé :

Théot\ème. — Si Véquation A = o admet pour racine

simple \^ les mineurs de A pour cette valeur de \ ne seront

pas tous nuls, et g{yiy, y2V5 • • •) = ^v sera différent de

zéro; si A = o admet \ pour racine double, il pourra se

faille que les mineurs de A ne soient pas tous nuls, mais

on aura g (vj,, y^v? . ..) = \\= o.

Tous les mineurs de A n'étant pas nuls, supposons -r—

différent de zéro, de (4) on tirera ^-^ cTî^wi ^ '
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Or ô?M^ n'est pas nul
; car, en différen liant xV^o deux fois, on a

ûÀv -f- 2 > ~-Y~ 1— ^''^v o«/,/ H- > —-— oaij 0«/,/ = o,

formule dans laquelle le second terme est nul, et d'où l'on

tire, en général, pour oX,^, deux valeurs différentes de zéro : la

d^ X
formule (c) nous montre donc que g n'est pas nul si -y^^

n'est pas nul, c'est-à-dire si \^ n'est pas racine triple de A = o.

On verrait, en continuant cette discussion, que g ou B,^

pourra toujours être pris arbitrairement si X^, étant racine

d'ordre de multiplicité A de A =: o, tous les mineurs d'ordre

h -4- I de A sont nuls. Le contraire aura lieu si tous ces

mineurs ne sont pas nuls.

Voici maintenant les conséquences à tirer de là :

i^ Si l'équation A = o a toutes ses racines inégales, les

équations (4) fourniront des valeurs bien déterminées des y/y

pour lesquelles les B,; ne seront pas nuls, et la transforma-

tion (i) sera réversible; c'est ce que prouvent les formules (2)

et (3), en vertu desquelles

^i(Tiir;i2. • •r[\n) ^2(711, T12, ...,Ti/0

^l(ï21, T22, • • • , T2/O ^^2(721, T22, • . • . Ï2«) B,B2...B„,

2" Si l'équation A = o a une racine double, on ne pourra

pas, en général, ramener/ et ^- simultanément à des sommes

de carrés par une substitution linéaire réversible, la valeur

correspondante de g étant nulle.

3" Si cependant l'équation A = o avait une racine double,

tous les mineurs de A étant nuls, les équations (4) donne-

raient pour les quantités y une infinité de valeurs admissibles,

les rapports de ces quantités étant déterminées dès g^e l'on

se donne l'un d'eux ; les valeurs correspondantes de g ou

de B ne seraient pas nulles et la réduction à une somme de

carrés pourrait encore s'effectuer au moyen d'une substitu-

tion réversible, etc.
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IX. — Invariants et covariants.

Les fonctions entières et homogènes portent souvent le nom
àe Jormes; ces formes sont quadratiques, cubiques, etc.,

quand elles sont du deuxième, du troisième degré, etc. Elles

sont binaires, ternaires, quaternaires, etc., quand elles

sont à 2, 3, 4, • • • variables.

Soient «n, a^2i ••• les coefficients d'une forme

soient ^21 , <r^oo, . . . ceux d'une seconde forme/,, etc. Si nous

effectuons une substitution linéaire, les fonctions /i,/2, • • .

deviendront des fonctions de j'< , rs, • . . , r,,, et si a/y désigne

le coefficient de ^^ j;^ ... x\ dans /, nous représenterons

par bij le coefficient de j^ J? • • •
y]i dans la fonction en

laquelle se transformera//. Cela posé, si l'on a

ç(^ii, ^12, ..., ho^, b,2, ... ; vi, 72, "',r.'i)

= Y^'o{ayi, «12, .... «215 «22, • .. ; ^1, ^2^ • -, ^n),

r^ désignant une puissance du déterminant de la substitu-

tion, on dira que la fonction o est un coçariant des fonc-

tions/,/,, ...,/„.

Si l'on a seulement

^{bn, ^12, • . ., boi, b.22, .. .)^ r^'o{aii, ci^^, .. ., «21, «22, • • -),

la fonction cp ne contenant pas Xi, x.y, • • . , ^n, on dira que cp

est un invariant des formes f\,f2, • • •
? //«•

Voici quelques exemples d'invariants et de covariants :

Théorème I. — Le déterminantfonctionnel de plusieurs

fonctions est un covariant de ces fonctions.

En effet, soient /, /o, ..., /« des fonctions de ^,,

x-i-i ..., x,i'i effectuons la substitution

(0

^1 = Yii7i + ïi2 72 + ...-+- Ti«J'/o

^2 = Y21 Jl + T22 72 -t- • • •+ ^[inj/i,
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nous aurons ^^— = Y/,;, or

c'est-à-dire

Le déterminant fonctionnel sera donc, en général, un cova-

riant; cependant, si les fonctions /,, /o? • • -, fn étaient du

premier degré, les variables .r,, ^o, . . . , ,r„ nV seraient plus

contenues, et il deviendrait un invariant.

Théorème II. — Le liessien d'une fonction est un cova-

riant de celte fonction, qui se trouve multiplié par le

carré du module de la substitution à laquelle on soumet

ses variables.

Soit, en effet, /une fonction de x^, x^, • ., x,i\ soient

EL
âxi

f\-)f'ii • • • , fn ses dérivées -—7 • • -7 -—-^ et es, , cso, .... o,.

ses dérivées -^ , • • , ~ après que Ton a effectué la substi-

lution ( I
) ;

on a

^(ji,72, .••,.r«) d(/i,/2, ...,.^) â{Xi,x^_,...,Xn) à{fi,...,y,,)'

Le premier membre est le liessien de / relatif à j',,

y2j '-^yn, appelons-le H^; le second facteur du second

membre est le hessien H^ de / relatif aux variables x, le

dernier facteur est le déterminant F; on a donc

^(/u/2, ••-,/«)

Or

?2= ^ =/iTi2+/2T22+ ...+ AT«2,
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yy/, et par suite la formule (2) devient

Hv-= II. 12.

Le hessien est donc bien, en général, un covariant; toutefois,

si /était du second degré, le hessien se réduirait à une con-

stante que l'on appelle quelquefois le discriminant de la

fonction du second degré f et qui serait un invariant de

cette fonction.

Ainsi, par exemple, le hessien de la fonction

est égal à

B2— AG:

2 BjK^ H- 1 ^'xz -1- 2W xy

le hessien de la forme

Ax2_.u A>2_t_

est le déterminant

Voici de nouveaux exemples de covariants.

A
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En effet, on a, en effectuant la subsLitiition (i) du para-

;raphe précédent,

Si dans les formules ( i ) on accentue les x et les jk, on en

tire

T r , ()r
, dv , '>r 1

AL ^Ul'^ ^^22 '^;,v2j

donc

)
/'

Or, dans le second membre, le coefficient de ^^ x[,: est éeal à

c'est-à-dire à l'unité. Le coefficient de -.—- a\ est égal à
dxt

\ âV

2-r ''!"'5^-

c'est-à-dire à zéro; on a donc rig:oureusement

et le premier émanant d'une forme est un co variant absol

de cette forme.

Il est bien clair que, si l'on répète sur la fonction

2^^
' an

l'opération P, elle restera encore invariable par la substitu-
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tion. Mais on peul donner de ce théorème une démonstration

plus simple : on a

f{xi + t .r\ , x.-h fr',, r„ h- / .r'„)

(m— ijl
"^ / V 1- - ' «/

Soit ^ la fonction transformée de/ par la substitution (i);

on aura

_ i>,;,-i^^^. ^,„^o.Q/^ ...,r'«);{m— I )

or on a

et, par suite,

Les coefficients de t^ dans les développements des deux

membres de cette équation devant être égaux, on aura

ce qui démontre le théorème énoncé.

Remarque. — // est bon d^ohserver que Von a, à un

facteur numérique près,

Ces deux expressions sont les termes de degré h en x^^

x\, ... ou de degrés m — li en x^, x^, . • . du développe-

ment par la formule de Taylor de la fonction

Nous trouverons plus loin une interprétation géométrique

remarquable de la théorie des émanants.

Théorème. — Le Jiessien dhuie fonction n^est autre chose

que le discriminant de son second émanant.
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En effet, le second émanant de/est

dont le discriminant relatif aux variables Xi est

2.53

d\f d\f

dxiidx^ ôx,idxi

c'est-à-dire le hessien de/.

ôxx âx,i

dxl

XI. — Contrevariants et divariants.

Des variables x\, x'.,^ . . . , x\^Qix^^ x.^^ . . . , x,i^ qui doivent

être transformées par la même substitution, sont dites cogré-

dientes; au contraire, si ces variables devaient être transfor-

mées, les unes par une substitution, les autres par la substi-

tution inverse, on dirait qu'elles sont contragrédientes. Je

rappelle que les substitutions

(0

et

( OCn^ Y/m7i^Y/^2 72

f Ji ^ G
1 1 .r

I
- h Gi2 ^2 - - ... -H Cl „ X,,

\ y il
— ^Mi ^'i t- G/i2 x-i- \-

.

. . -h \-i,iii J^'ii

sont dites inverses l'une de l'autre quand on a, en i^énéral,

Pour donner un exemple du cas où, dans une même ques-

tion, il peut se présenter des variables contragrédientes, con-

sidérons une forme linéaire

ai Xi -i~ a.i X,
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Il n'est pas difficile de s'assurer que, si l'on applique aux va-

riables x^ , ^2, . . . , ^/^ la substitulion ( i ), les coefficients a^

,

a.2, . • , ««, considérés comme des variables^ subiront la sub-

stitution inverse ; et, en efi'et, la substitution ( i ) transfonne la

fonction linéaire en question dans cette autre

«i(Tii7i- 712 72+ ... )-- «2(7-21 ri + 72272 4-...^+ .. - = 0,

de sorte que, en appelant b^^hy, » . , , b,i les coefficients dey^
,

^27 • • •> yni c'esl-à-dire de la nouvelle forme, on a

bi ^ Yi 1 ai -^-
Y2 1 «2 -"

• •
.
-+- 7« 1 «/n

b-2 =^ 712 <^i -'- 722 «2-T- .
. •

'^ 7«2 an,

les variables Xi, X21 . . . , ^/^ et a,, «o? ..-,«« sont donc trans-

foi niées par des substitutions inverses : elles sont ce que nous

avons appelé des variables conlragrédienles

.

Maintenant, soient ^<, x-^^ • - .. Xn-, et x\^ x:.,^ . . ., x\^ des

variables contragrédientes ; soient «, et! , a!' , ... les coefficients

de certaines formes pouvant renfermer, outre les variables x^ ,

x.,, . . ., Xn-) les variables contragrédientes x\^ x'.,, . . ., x\^.

Appliquons à ces formes une même substitution linéaire

transformant x^^ x^, • • • euyi.y^^ ... et x\, x'.,, ... (par

la substitution inverse) en y\^ y[,, ... ; soient Z>, b', b" les

nouveaux coefficients de ces formes ; soient enfin F le détermi-

nant de la substitution que l'on a effectui'e sur les variables

^1, X2, . • . , X/t., (1) un exposant quelconque. Si l'on a

o' {a, a' , . . .\ x^^Xi, ... ; a- 'j, ^'2, . . .)

=--Y^oX^, h ...:j„72, ...;7n7'2. •••).

on dira que c^ est un divanant ou un covariant mixte, si

la fonction cp ne renfermait pas les variables x^^ x^-, •
• , x,i,

elle porterait le nom de contrevariant.

On verra bientôt qu'il existe un grand nombre de diva-

riants; en voici un qui appartient à toutes les formes : c est

l'cxjiression

• —V
. .—. X II Xn — y XiX ^.X-iX.
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En effet,

mais, les variables x' étant transformées par la substitution

inverse, on a

Tip-^l + T2!i.a?2 ^-...— ^(/^IJ^n = jjx ;

donc enfin

et l'expression ^^X/x'^ est bien un divariant de toutes les

formes.

XII. — Des évectants.

M. Svlvester a donné le nom (Vévectants à des contreva-

riants que l'on obtient comme il suit :

Soit/(^i,^o, ...) une forme ayant pour coefficients «, a', ...

et de degré m\ soient Ç|, ^o, ... des variables contragré-

dientes, g{yi, y-n . . . )
la fonction transformée par une sub-

stitution de déterminant F, et r,,, r^^, ... les variables

contragrédientes avec ^4, >'2j •••• Considérons la fonction

suivante, où ). est une constante arbitraire,

(') /--X(^içi-:-r,b^l-...)'^

par la substitution, elle deviendra, en observant que

est un contrevariant,

(2) ^--X(7i^i : j,Yi2-: ...y".

Soit C5(<^, rt', et!' , . . .) un invariant de /; on aura

o{b, b' b", . . .)== I"'^cp(a a' a"
, ...),

et, en remplaçant les coefficients a, a' , ... et 6, b\ ... par
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ceux des formes (i) et (2),

Les coefficients des mêmes puissances de \ sont égaux; ainsi

les coefficients de \^^ \, 1-, . . . dans o(a + \^"^-\-. . .) sont

des contrevariants, le coefficient de V est le t^""® éjectant

de /relatif à l'invariant cp.

XIII. — Recherche des invariants.

Théorè;me. — Le nombre des invariants dhine ou de

plusieurs formes est nécessairement limité (il s'agit, bien

entendu, d'invariants distincts, c'est-à-dire tels qu'aucun

d'eux ne soit fonction des autres).

En effet, soient x^^ x.,^ . . ., x,i les anciennes variables;

a, a\ ... les anciens coefficients d'une ou plusieurs formes;

JKi, J^'2 7
' • •

1 fa les nouvelles variables ; b^ h' , ... les nouveaux

coefficients; A le déterminant de la substitution. Sicp(a, a' ,

.

. .),

'^{a, a', . . .) sont des invariants, on aura

/ o(a, a', . . .) = ^^o{b, b\ . . .),

(l) ^(«, «, ...) = aH(^, //, ...),

L'élimination de A donnera des relations telles que

( *(«, a , . . .,b, ly , . . . ) — o,

or il ne peut exister qu'un nombre limité de relations entre

les coefficients a, a' , . . . , 6, b\ . . . obtenues en éliminant

les coefficients de la substitution entre les relations qui

donnent les b en fonction des a\ donc le nombre des rela-

tions (2) est limité, et par suite aussi celui des relations (1);

donc, etc. c. q. f. d.

Une forme quadratique ne peut avoir qu'un seul invariant

qui est son discriminant; car toute fonction quadratique
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peut se transformer dans une autre donnée à l'avance; donc

il ne saurait exister de relations entre les coefficients de la

proposée et de la transformée : c'est ce dont on s'assure aisé-

ment en faisant effectivement la substitution et en égalant à

des arbitraires les coefficients de la transformée. Soit n le

nombre des variables, celui des coefficients est
'—'

\ on

j n{n^\) ,
. ^ , • 1,, • 1

aura donc ; équations a écrire pour déterminer les

n- coefficients de la transformation : or n? est toujours supé-

, n(n -!-t) n^ n ^
rieur a -^ ^

1— ? car n<^n-.
2 22

On verrait de même qu'une forme cubique binaire n'a

qu'un seul invariant.

Quand on connaît les invariants d^ une forme de degré

n, on peut trouver les invariants de plusieurs formes de

même degré.

En effet, soientcp(^^, ... ; a^^a^^ . . •), ^(^i, ..;«', ,«!,, • • •),

0(:ri, x-^t ... ; d\ , «1, . . .), ... des formes d'ordre n ; con-

sidérons la forme unique

cp -T- )vi{; 4- [JlO -h . . .

.

Soitn(<7,, «27 . . .) un invariant de la forme c:); alors

n ( «1 -h \a\ -I- [JL à[ -4 ... ; «2 -r- X a 2 -r- [jl a'^ H- . . . )

sera un invariant de o + \'l h- p.B + . . . . En appelant alors

b^, b.2, ••.; ^', , b[,, ... les coefficients des formes trans-

formées, on aura

A désignant le déterminant de la substitution. Cette formule

devant subsister, quels que soient X, [i., v, . . . , les coefficients

de 'ÏJ i^xJ y^ ... doivent être égaux. Soient u et /^^ v ces

coefficients; on aura u = ^^ v : donc u est un invariant des

formes cp, <];, B, ....

Le nombre des invariants d'une forme z> est égal au plus

au nombre des relations qui peuvent exister entre les coeffi-

L. — Traité d'Analyse, I. i-
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cients de cp et de sa transformée, augmenté de i. Soient donc

m le degré de cp, n le nombre de ses variables ; le nombre de

ses coefficients sera

{m ^ \){ni -^- }.) . . .(m -\- n — r ) ^

1^273" '.

( n — v)
''

on pourra donc écrire un pareil nombre d'équations en éga-

lant les coefficients de la transformée à des nombres 6
1

, 6o, . . .

.

Or les coefficients de la substitution sont au nombre de n- :

donc il existe

(m + i)(m -+- 2). . .(m + Al — i)
^

relations entre les coefficients de es et de sa transformée, et

par suite

(w -4- I ) ( /?i -+- 9. ) . . . (m -!- n - - r )

1 .2.3. . .(^ — i)

— /l^-M

invariants. Ce nombre se réduit à i quand le nombre (i) est

négatif, mais c'est là une limite supérieure.

On trouverait de même une limite supérieure du nombre

des invariants de plusieurs formes du même degré.

XIV. — Méthodes générales pour former des invariants, des cova-

riants, des contrevariants et des divariants.

Théorème fondamental. — Soit /{x^^x^, . . . , Xn) une

fonction homogène de degré quelconque ; si Von effectue la

substitution

(I)

/ ^1 = 7ii7i + 712J2H- • . .H-7i/^j«,

1 ^2 = 721 J2+ 722724--- • - + 72// J/O

les dérivées def prises par rapport à ji ,
jo, • • . , fn sont

transformées par la substitution inverse.
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Gela résulte immédiatement des formules générales pour le

changement de variable indépendante; on a en effet

àf
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L'expression
<r^f <r^f <Pf

fournit un invariant

En appliquant le symbole ol...ai...Xi...j^..A à un

divariant, on en déduirait un nouveau divariant (ou un con-

trevariant si les variables ^ disparaissaient d'elles-mêmes).

Théorème II. — Connaissant un invariant dUine forme

quelconque, on en déduit un covariant pour une forme de

degré plus élevé.

En effet, soit cp (...«/... ) un invariant d'une forme/ de

degré jn\ formons l'émanant d'ordre m d'une fonction quel-

onque F, et soitc

^ ôxi
''

dxi

cet émanant. Considérons dans cet émanant ^'^ ,j;'^, . . . comme

les variables d'une forme, et formons l'invariant cp (...«/... )

pour cette forme; le résultat sera un covariant de la forme F.

Exemple. — L'expression a;, — «n «22 est l'invariant de

axvx\ ;- 2 «12 ^1-^2- - «22-272 '

donc

\dxyùx^_l ôxi dx.2

sera un covariant de F.

De même un covariant pour une forme de degré élevé peut

devenir un simple invariant pour une autre forme de degré

moindre.

Formons le discriminant de l'émanant

/ , .)F , ')F y-
X, hX^ - - -r-. . . J

\ ^ Oxi àx.2 /

et nous avons le hessien de F, ainsi qu'on l'a déjà observé.
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XV. — Invariants des formes quadratiques.

Nous avons déjà remarqué qu'une forme quadratique n'avaÎ!

qu'un invariant, à savoir son discriminant ou hessien.

Si l'on considère deux formes quadratiques

f = '^aijXiXj et ^ l^ij^i^j ^ ^'

les coefficients des transformées s'exprimeront à l'aide des

coefficients des proposées et des n- coefficients da la substi-

tution, ce qui fournira

n{n -^ I ) — 11^ -- n

relations possibles entre les anciens et les nouveaux coeffi-

cients; le nombre des invariants est donc au plus n~\- i. On
les trouvera par la règle donnée (p. 258) et l'on formera le dis-

criminant de/"— A^; les coefficients de ).^, \^\-^. .
.,\'^~\\"

seront les invariants cherchés. On peut remarquer que ce

sont les coefficients de l'équation qui nous a servi à réduire

fa g simultanément à des sommes de carrés.

Un raisonnement analogue donnerait les invariants d'un

plus grand nombre de formes.

Une substitution orthogonale n'altérant pas la fonction

x'\-\- x\-\- . . .^r oc'^^ii si Ton considère l'expression

2'

l'équation en 5 qui sert à YdimQ\iQY2,^ij^i^j ^ une somme de

carrés aura pour coefficients des invariants àfiSj^ij-^i^j^ ï'ela-

tifs à toute substitution orthogonale, si je puis m'exprimer

ainsi, c'est-à-dire que ces coefficients ne changeront pas quand

^.(^lijOCiXj subira une transformation orthogonale. Cette pro-

priété est précieuse et nous en ferons l'application à la
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recherche des paramètres d'un paraboloïde donné par son

équation

{a)
\

^ -^

(
-^iB"xy -^ iCtx -h 2G' tj- -- 'iC" tz -i- Dr-= o.

On simplifie cette équation au moyen de deux substitutions

successives équivalentes à la substitution unique de déter-

minant I :

.X — a x' -\- b y + c z'+ 'xt'

,

y — a' x' + b'r'+ c'
z' -^ p^',

z = a x' -t- b"y'+ c"z + y t'

,

t ^ o x' -^- o y -^o z -\- \.t'\

a, b, c^a\. . . sont les neuf cosinus bien connus dont le déter-

minant est i; a, 3, y sont les coordonnées de la nouvelle

origine. Soit

{b) sx'--\- s'y- -T-'i(lz — o

l'équation simplifiée du paraboloïde; sqIs' sont, comme l'on

sait, les racines de l'équation en 5; quant à Q, on l'obtiendra

en écrivant que le discriminant n'a pas changé.

En appelant donc A l'ancien discriminant, celui du premier

membre de (a), et observant que celui du premier membre
de {b) est — Çï^ss',

Q2^.,'^_A, d'où (^=i/'^.

XVI. — Contrevariants et divariants des formes du second degré.

Soity= ^a/y^^-^y une fonction homogène du second de-

gré; si l'on pose

^^
1 dx,-^'' 2 ôx^ ~ ^^'

•
• • ' 1 ~dx„

- ^"'

on aura ainsi une substitution linéaire. Si on la fait subir à la

fonction/, on obtiendra une fonction C3 (^i , ?2) • • •) que l'on

appelle avec Gauss \di fonction adjointe de f. Nous verrons

bientôt que cette fonction est un contrevariant.
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Nous allons apprendre à former la fonction adjointe. De

( I ) on tire

qui n'est autre chose que l'expression pure et simple du

théorème des fonctions homogènes : pour obtenir la fonction

adjointe, il suffira d'éliminer^, , x-i^ . . , ^ x,i entre (i) et (2), où

l'on remplacera /par cp. Or le système (i) peut s'écrire

(3)
<^21 ^1 "î- <^22 ^2 h,

y Clm or y
-\- Clni x^ -i—

et la résultante est

djin^ Il — Ç«;

(3 his)

Cl\\ Cl[2

<221 <^22

«1« ^1

«2« ^2

Cf-nl ^«2 • • • Cl,ifi c^ii

\\ Ç2 ... \a ?

On a donc, en appelant Aie discriminant de la fonctiony.

(4) Acp =

«11 «12

^21 ^22

CljiX Clni

y y
Çi Ç2

^2/i

C^iiii

ou bien encore

(5)

Des formules (3) on peut tirer la substitution

(6)

^1 = ail çi + ^ia >i

^2 = 3t21 Çl H- 5(22 ;2

^ i!7;, = a„i ^1 -^ a,,2 ^2 — . • • + 3(„„ ^..i,

et alors la formule (5) peut encore s^écrire

(7) ?=2-yl-^y



264 CHAPITRE X.

Théouème I. — Lorsque le discriminant L def s^annule,

la fonction adjointe o est un carré parfait.

Il V a là une sorte de paradoxe; en effet, o et /étant iden-

tiques, on peut se demander comment, y n'étant pas nécessai-

rement un carré, o doit en être un; mais il faut alors consi-

dérer cp comme défini non plus par Péquation {'])-, mais bien

par l'équation (5), où A'^ lui-même sera la fonction adjointe.

Ainsi, dorénavant, c'est l'expression \-—^ ?o ^y c[^ic nous

appellerons la fonction adjointe.

Si / est un carré parfait, l'équation en 5 a ;? — i racines

nulles ; donc, pour 5 = o, tous les mineurs du premier membre

de l'équation en .9 doivent être nuls jusqu'à l'ordre n — 2.

Maintenant on sait que l'on a

a2A ^A d^ d^ d\

Oaij àau àaij ôaj^i dan ^(^kj

comme A est nul par hypothèse, on voit que tous les mineurs

du second degré du discriminant de^-

—

\i\j sont nuls;

Acp est donc bien un carré parfait. c. q. f. d.

Théorème II. — La fonction adjointe Acp est un contre-

variant.

En effet, la fonction adjointe peut s'obtenir, ainsi qu'on le

voit à l'inspection de la formule (3), en égalant à zéro le dis-

criminant de

© = > atj Xi Xj -f- 2 Xn^\ ( ^1 ;i -- ^2 \ï -'-... -H OC,i\n -;- ^«4-1 7

Effectuons la substitution

^1 = Tu 71 + T1272 + •••-!- Ti«7/M

,gx , ^2 =T2l7lH-T22j2 + .--+T2«7//,

j 1
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et la substitution inverse

,
1Qrt= Yl«Çl'^" Ï2«Ç2 • •

•' - Y««?«'

La fonction deviendra

2j^u'^iiyj désignant ce que devient^ a/y^^- ^y par la substi-

tution (8). La fonction adjointe de^^^fy-j'/ry s'obtient pré-

cisément en égalant à o le discriminant de H; or H = ©F-,

en appelant r le déterminant de la substitution (8) : il en ré-

sulte que les valeurs de es tirées de = o ou de H = o sont

égales : donc enfin la fonction adjointe cp ou Acp est un contre-

variant dey.

Si/= o cstTéquation d'une conique ou d'une surface du

second degré, . . . , o = o, es désignant la fonction adjointe,

est l'équation de la polaire réciproque de /= o prise par

l'apport au cercle ou à la sphère imaginaire

Théorème IIL — Appelons g =^ A'.i la fonction adjointe

de f\ la fonction adjointe de g sera /A'' "^.

Nous avons trouvé

^^^^==I]^l^.^^-^^-I]^'-^-''-'^-

si l'on appelle D le déterminant ^zz a, , a^o. . '^nin la fonc-

tion h adjointe àe g sera

et l'on aura

= «n Çl + a/2 Ç2+ • . . + '^in la-
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C'est précisément la valeur de Xi tirée de (6); on a donc

mais, en résolvant les équations (6), on aurait

, _ I rJD I ^D

Comparant les formules avec (2), il vient

I aD ^D T^

on a donc

A = Dy aij Xi xj = D / = A«-i/.

C. Q. F. D.

Il résulte de là que, si ^<, jTo, x^ sont les coordonnées

d'un point, les figures /=: o et g = o jouiront d'une certaine

réciprocité Tune par rapport à l'autre. Ce mode de dépen-

dance sera étudié plus tard.

XVII. — Sur les combinants.

On appelle combinant de n formes homogènes à fi va-

riables

fliai,a\ ...,Xi, ...,Xn), /2(«2,«'-, ...,^1, _...,x,i), ...fu,

où les a représentent les coefficients et les x les variables, une

fonction qui jouit de la propriété de se reproduire par la sub-

stitution

Fi — ^n /i-i- ^12 /!-- ' •+ ^m/n,

F2 = «21 /l + «22 /o -4- • . .
-+- a2/^ fn,

F/,= a,n J\ + CC,i2f-2 --;-...+ ^nnfn

,

à un facteur près, égal à une puissance du déterminant

«ll2C22- • '^/Ul
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delà substitution, tout en étant un covariant de ces formes.

Ainsi, si l'on considère une substitution

une fonction K sera un combinant, si l'on a à la fois

K{a,a', ..., X„ ...) = A^K(6,^>', ..., a,, . . . ).

Le déterminant d'un système de fonctions, le hessien d'une

fonction sont des combinants.

XVIII — Sur une propriété générale des formes.

Théorème. — Toutes les fois qu'une proposition relative

à des polynômes homogènes ne comprend pas dans son

énoncé uniquement des covariants ou des invariants,

on peut toujours en déduire uneproposition plus générale

dont elle n^est qu'un casparticulier et cjui, dans son énoncé,

ne renferme cjue des invariants ou des covariants.

En effet, supposons que la propriété en question résulte

d'une ou de plusieurs équations simultanées (et il ne saurait

être question ici d'autres propriétés), ces équations contien-

dront des variables x et les coefficients a de certaines formes
;

soit

(i) F(^i, ..., a, ...)^f{x,, ..., a, ...)

l'une d'elles. Si nous effectuons une substitution linéaire,

elle deviendra

{'i) Fi(^;, ..., a', ...)=/i(^',, ...,«' ...),

a' et x' désignant les nouveaux coefficients et les nouvelles

variables. Si la substitution linéaire effectuée a tous ses coef-

ficients indépendants, une nouvelle substitution ne modifiera

pas la relation F^ = f\, en ce sens qu'elle aura précisément
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la même généralité que cette équation; les deux membres

de (2.) seront donc des covariants ou des invariants, et les

formules (2) constituent la traduction algébrique du théo-

rème général dont les équations (i) sont le cas particulier,

car on reviendra de la formule (2) à (i) en faisant des hypo-

thèses particulières sur les coefficients delà transformation et

sur les coefficients a!

.

Cette méthode de généralisation des théorèmes d'Algèbre

a été tout d'abord usitée en Géométrie par le général Ponce-

let, et c'est ainsi que des propriétés du cercle on a pu déduire

une foule de propriétés des coniques en mettant le cercle en

perspective. Nous verrons plus loin que mettre une figure

en perspective; cela revient à appliquer à son équation une

substitution linéaire.

Il est bien clair qu'une proposition qui dans son énoncé

ne contient que des covariants ne peut plus être généralisée

par une transformation linéaire.

D'après ce qui précède, on voit que le but de la théorie

des substitutions linéaires est de généraliser les propriétés des

polynômes, et la connaissance des invariants et des covariants

fournit leurs propriétés les plus générales et aussi les plus

simples.

Il serait donc très important de connaître tous les inva-

riants et les covariants d'un système de formes, car ce serait

connaître les propriétés générales de ces formes : nous allons

procéder à cette recherche.

XIX. — Démonstration d'un lemme important.

Considérons n ^ z lignes de n éléments chacune, savoir

(I)

«1, «2, ••, «,n

\ i\i iii . . . , in-
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Avec toutes ces lignes on pourra former Gf,^ s déterminants
;

tous ces déterminants mis à la place de 6 dans les équations

dont le type est

et qui sont au nombre de 7î{n — i), satisfont identiquement

à ces équations, comme on le constate facilement à l'aide

d'une propriété fondamentale des déterminants. Réciproque-

ment, nous allons prouver que les équations (2) ne peuvent

avoir pour solution qu'une fonction de ces déterminants.

Nous décomposerons la démonstration de ce théorème en

trois parties :

1° Si e est négatif, c'est-à-dire si le tableau (i) na pas

n lignes y les équations (-2) n'ont pas de solution^ fonction

des a, 6, ... /.

2" Si £ = o, elles ont une solution fonction du détermi-

nant des éléments (i).

3° Si le théorème est vraipour s = £1, il sera encore vrai

pour £ 1= £, -t- I.

i" Si £ est négatif, le nombre des dérivées de 8 qui entrent

dans le groupe suivant :

-- ai-h -r- O1 + . . .= o,

ôat àbi

de àf)
a.

2

(3) ' ôai ' ôbi
-T-^.+

h„-

est moindre que n, c'est-à-dire est au plus égal au nombre

de ces équations ; il faut donc supposer

ùâr'''
^^''

ce qui montre que ne saurait contenir les éléments du ta-

bleau (i). (Nous supposons, bien entendu, qu'il n'existe
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aucune relation entre les éléments de ce tableau.) Ainsi la

première partie de notre théorème est démontrée.

2" Supposons £ ^=1 u, et soit P le déterminant des éléments

du tableau (1). Prenons P comme variable à la place de ai\

nous aurons, en désignant par un <^les dérivées prises dans le

nouveau système de variables,

d^
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que (4), d'où l'on conclut que ©ne contient ni cij ni bj ni Cj^...\

en d'autres termes, quand on prend pour variable P et tous

les éléments du tableau (i) à l'exception de «/, ne contient

que P et est une fonction arbitraire de P. La seconde partie

de notre théorème est donc démontrée.

3° Supposons le théorème démontré pour le cas où le

tableau (i) possède n -{- ^^ lignes, et supposons qu'il en pos-

sède actuellement 7i + £, + i . Je dis d'abord que, si l'on prend

n -r I lignes dans le tableau (i) et qu'avec ces n + i lignes

on forme les déterminants Po, P3, . . . , V,i^\ qui ne renferment

pas la deuxième, la troisième, . . ., la /i^'™^ ligne, on pourra

calculer les a en fonction de Po, P3, . . • , P«+i; il suffit pour

cela de prouver que, si l'on pose, en appelant l\^ L^ • • • , fn

la (/i-|- i)^'"^ ligne du tableau (i).

R =

«0 «1 • • • f^a
I

f>Q ^1 ... f>n
j

/o l\ . . - lu \

les équations

seront compatibles, ou, si l'on veut, comme elles sont du pre-

mier degré en a^^a^, .... elles n'auront pas leur détermi-

nant nul. Jl suffit pour cela de considérer un cas particulier,

celui où l'on aurait

Ci = o, Co = I , C3 = o, . . . , c,i = o,

les équations (5) prennent alors la forme

ai = 1*2, «2 = ï^35 • • • •

Ainsi, s'il n'existe aucune relation entre les éléments du

tableau (i), on pourra prendre pour variables à la place de

«1 , «2) • • • , (^f/i ces déterminants P2, P3, . . . , P«+i

.
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Désignons par un d les dérivées quand les P2, . . . , P«^i , les

/;, les c, . . . sont variables indépendantes; on aura

d<è _ de (}P.2 de dPg

Oai dP^ dai dP^ dat
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variables contragrédientes, toutes même [voir p. 253), pou-

vant être les coefficients de formes linéaires, telles que

Soit 0(a^ , «25 • • • j ^1 7 ^12) • • • 7 ^\i ^-11 • • •) un contreva-

riant de ces formes; si l'on effectue la substitution unimodu-

la ire

•X
I

-— tX-
1 ~i A *X 2 . *^ 2 — *) ? • • • î *^ /i — ^ fi 9

on aura

7i=7i + ^^7-2» 72=72» •••» 7«=7a^;

«j = «1, a.j,^= a^-^ ^^a^, a-^-= a-^, ...,

^1 = ^1, ^2 = ^2 + À ^1, ^'3 = ^>3, . . .

,

c'i = Ci, c'2 = C2 + Xci, c'a r= C3, ...,

les lettres accentuées désignant ce que deviennent les lettres

non accentuées après la transformation.

On aura ensuite

6(ai, «2, . • • j «^ij ^2j . • .) = ©(<^n <^2J • • -j ^1? •^'2? • • •)

ou bien

0(ai, a,, ..., Xx, ^2j •..)=®(<^i5 <3r2+X<2i, ..., x^— Ix^, x-i, ...).

Egalons les coefficients de \ dans les deux membres, après

avoir développé le second membre par la formule de Tajlor;

nous aurons

de ()Q= ai- \-..
àa.y
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Introduisons, s'il le faut, assez de variables contragrédientes

pour que le nombre des fonctions linéaires

A^.
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les covarianls identiques qui sonl les déterminants formés

avec les variables cogrédientes, mais ces covarianls sont fonc-

tions des formes et des déterminants des variables contra-

grédientes.

Les invariants et les covariants étant des cas particuliers

des contrevariants, on voit que moins de n formes à n va-

riables et du premier degré n'ont pas d'invariant. Plus de n

formes linéaires à n variables ont pour invariants les déter-

minants que l'on peut former avec leurs coefficients, et en

général leurs fonctions. Les covariants en contiennent outre

les formes elles-mêmes.

XXL — Recherche des covariants et des contrevariants

des formes quelconques.

Thf.orème L — Tout contrevai'ianl dUiiie ou de plusieurs

formes peut être considéré comme un contrevariant de

plusieurs formes dans lequel les coefficients des nouvelles

formes n^entrent qu au premier degré, contrevariant dans

lequel on suppose certaines formes égales après coup.

Soit, en effet, cp(a, r/, «", . . .) un contrevariant d'une forme

ayant pour coefficients a, a' , a!' , ... ; soient h^ b' , b" , . . . les

coefficients d'une autre forme de même degré m. La quantité

da da da

sera un contrevariant des deux formes, car

cp(a --h X6, a' ^Ib', . . .)

est un contrevariant des deux formes, quel que soit A; le

coefficient de \, qui n'est autre chose que l'expression (i),

est donc aussi un contrevariant des deux formes; or le nou-

veau contrevariant (i) ne contient plus les a qu'à un degré

inférieur à m d'une unité, appelons-le cp,„_<. Soient encore c,

c', c", ... les coefficients d'une nouvelle forme d'ordre tn.
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La quantité

ôa da' Oa

sera un contrevariant ne contenant plus «, a' , ci!' ^ . . . qu au

degré m — 2, appelons-le 'f,„_o, et ainsi de suite; cp, ne con-

tiendra plus les a, les b, les c, . . . qu'au premier degré et

l'on aura, en faisant a = Z> = c = . . . , en vertu du théorème

des fonctions homogènes,

^,n-i-r.mo, cp ,^^„2 ^(m — l) »,„_!, ..., Oi=2Cp2,

et par suite

oi^ m(m — 1 ) . . . '2 . I cp
;

'j< est donc égal, à un facteur numérique près, au contreva-

riant donné, quand on y suppose a = b ^= c = . . . ,
et il con-

tient les a, les b, les c, ... au premier degré seulement.

c. Q. F. D.

Théorème II. — Quand un contrevariant de plusieurs

formes ne contient les coefficients de ces formes qu'au

premier degré, on peut le considérer comme un contreva-

riant de plusieurs formes linéaires.

Soit «///,... un coefficient de l'une des formes

^i\j\k\

(le telle sorte que, si l'on fait

la forme se réduise à {a^x^-\- a.x.Ar . . .^- ctnXnY', soit

'^{ciijk...-, . . .) un contrevariant; soit Y le déterminant d'une

substitution qui changera aijk... en ^/yA...: on a^ï^î^

oiaijk..., ...)=^^'^{bijk ).

Si, en particulier, on considère la forme

laquelle devient après la transformation

( 6i7i -r- 6272 -^- . .
. -^ '^//7/0"S
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il est clair que l'on aura

cp(a';aia^.., ..:)^r^-^o{b\bU^ );

le contrevariant considéré peut donc être considéré comme

dérivant d'une forme linéaire, dans lequel on remplacerait les

produits tels que a\aial . . . par ai^j^h...- Réciproquement,

si l'on connaît un contrevariant o[a\ai . . .) de plusieurs

formes linéaires, on peut en déduire un contrevariant d'une

forme de degré égal au degré de ce contrevariant en rempla-

çant a\ «^ . . . par oij^,,,. En effet, la substitution qui change

aijk,.. en bijh... change ai en bi, cij en hj, ....

Cette même substitution, changeant

cp(a';a{...) en P'>o (Z^^ è{ . . . ^

changera
cp( a/y/,...) en r"^o(^/y/. . . .;.

Des deux théorèmes précédents il résulte qu'il suffît de

considérer les contrevariants des formes linéaires pour en

déduire tous les contrevariants des autres formes.

XXII. — Méthode de M. Cayley.

C'est M. Aronhold qui a ramené la recherche des contre-

variants à ceux des formes linéaires, mais M. Cayley {Cam-
bridge and Dublin inatJieniatical Journal, t. \\ Journal

de Crelle, t. 30) avait antérieurement fait connaître une

méthode qui donnait tous les contrevariants; il est facile de

déduire cette méthode de ce qui précède. Soient

«1 Xi -- «2 ^i '-'- ...-+- Cl II Xn ,

h^Xi - boX2-\- . .
.-^ b,iX;i,

,/ /./

des formes linéaires, et

un contrevariant de ces formes; si l'on v suppose
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on obtiendra un contrevariant de formes de degré plus élevé

et l'on pourra même après coup supposer a = ^ = . . .

.

Avant de faire cette hypothèse a = Z^ = . . . , désignons par/
la forme qui a pour coefficients «/y..., par g celle qui a pour

coefficients 6^/..., etc.; on a évidemment, à un facteur numé-
rique près,

a;; = :
=-: î

•^•"
ùx\ dx{ ...

en sorte que le contrevariant (i) pourra s'écrire

^(<yf dJf dkff d' ,q- \

\dx\ dx{^ ôx{ dx'{ J

à la condition de remplacer les produits, tels que

par
dx\ dx{ . .

.

à'f àJf

ôx\ doc^^

Ainsi, pour former les contrevariants, on peut dans les

contrevariants des formes linéaires remplacer les coeffi-

cients de ces formes par les symboles y^? y^-? •••? à la

condition de remplacer les puissances de ces symboles et

leurs produits par des dérivées d'ordre supérieur.

Or les contrevariants des formes linéaires sont des fonctions

des formes et des déterminants de ces formes; en considérant

les variables contragrédientes comme des coefficients de

formes linéaires, les contrevariants des formes /, g^ ...

pourront donc être représentés comme des fonctions de

déterminants, tels que

iL K. ,., EL
'

dXi ÔTi '
' ' ÔXa

d^ àg_ àg

âxi 0X2 '
' ' àxn

Qn

OÙ Ç,, ^2, q,i sont des variables contragrédientes. Les

fonctions ainsi obtenues ne contiendront les coefficients de /,
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^•, ... qu'au premier degré; mais, en prenan
t
/=«•=: . . .,

on aura des contrevariants plus généraux après coup.

Si l'on s'attache plus spécialement à la formation des inva-

riants, on devra former exclusivement des fonctions des dé-

terminants, tels que
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rences ne changent pas, il faut et il suffît que les racines aug-

mentent d'une même quantité. L'invariant restant constant

en même temps que les différences des racines est donc une

fonction de ces différences.

Faisons maintenant la substitution

cr — \x -^ [xy, y — Vx -+- ^^'y,

ce qui revient à faire dans/(^') = o

\x' -^ \xy' \x' -r- \x'

IX y X'.

l'invariant est multiplié par (lu/— jj.)/)'^. Une racine x^ de-

vient \, ! '

,
y la différence x, — x^y devient

À ^7^+ [JL

"kx'i-hix Xx'.^-^ix _ (lix ^V ix)(x\ ^2)^
V x\ -i- [jt,' V x'., -T- [x' {!' x\ -T- [ji' ){!' x'.,-+- [x'

)'

pour qu'une somme de produits des différences des racines

ne soit multipliée que par un facteur, il est nécessaire qu'une

racine entre un même nombre de fois dans chaque terme.

Il résulte de là que l'invariant le plus simple d'une forme

binaire est son discriminant, c'est-à-dire le produit des

carrés des différences de toutes ses racines.

Si l'on considère la forme/(^, jr), le discriminant de cette

forme est le premier membre de la résultante des deux équa-

tions
df df

o,

àf

En égalant le discriminant à zéro, on exprime que/= o a

une racine double ou que/(.'r,jK) a deux facteurs linéaires

égaux. Or, en égalant à zéro le produit des carrés des diffé-

rences des racines ou le dernier terme de l'équation aux carrés
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des différences, on obtient la même condition ; le discriminant

est donc le dernier terme de l'équation aux carrés des diffé-

rences : c'est évidemment le plus simple invariant.

Théorème II. — Tout covariant d'une forme binaire

est une somme de produits de différences des racines et de x

i ou -\ dans lescjuels toutes les racines entrent un même

nombre de fois (démonstration analogue).

Voici maintenant un moyen de former des invariants, qui

s'appliquerait aux fonctions de plus de deux variables, mais

qui conduirait pour ces fonctions à des calculs très compliqués.

Soit n le degré d'une forme binaire /(^, y) et soit \k le

degré d'un invariant cjue l'on se propose de calculer. Un
invariant, étant une somme de produits des différences des

racines, homogène par rapport à ces racines, aura tous ses

termes de même poids.

Faisons la substitution x ^= y\ y = x' \ cette substitution^

de module — i , a pour effet de changer le coefficient at de la

forme en ««_, ; en appelant alors a, [3, . . . les indices d'un

terme de l'invariant, on doit avoir

aH-[3-4-... = n — % -r- Il — ^--...

OU, en appelant/? le poids de l'invariant, à savoir a + |^ -j- . . .

,

p := [xn —p ou pj — \ \xn.

Le produit ]xn doit donc être pair; donc :

Une forme de degré impair nUipcLS d'invariant de degré

impair.

Le poids de l'invariant étant connu, sa partie littérale est

déterminée; il ne reste plus qu'à calculer ses coefficients, ce

qui se fera au moyen d'équations que nous allons faire con-

naître.

Soit V l'invariant cherché, il ne doit pas changer quand on

remplace x par x -\-yùx ; donc, en appelant oaQ,ùa^ , 0^2, . . .
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les variations que subissent alors les coefficients <2o, a^^ . .
.

,

de la forme, on doit avoir oV = o ou

c/^o <^ci\ àa=>_
'

d'un autre côté, la forme elle-même est devenue

a^{x-^y<-jxy^-\- - «1 (^ --7 oj^ )"-!-: cu{.v -^- ylxy^-'^ -\- . ..

ou

-^ ( «0 Y ^i- ''- ^ «I >' ox -^ a.> )-;...
;

1.2 ^ '^ "^ -/ '

donc

et par suite on a, en remplaçant dans (i) oa^^ o«,,. . . par

ces valeurs,

, ,
à\ d\ ÔY

oai oa.2 ua^

On trouve de même

ÙW ÔY
(3) a,i- 2- <2„_, -^ . . .

rrz o.
âa,i-.i Oaa-2

Pour montrer l'usage que Ton peut faire de ces formules,

cherchons l'invariant biquadratique d'une forme cubique.

Ici /z n^ 3, jji = 4? 7^ = 6> l'invariant cherché V est de la

forme

^' = ka^aj^-- Y^a\a^)\- G<23<2^ -- D a\a\-\- Ea^rti «i^a-

L'application de la formule (2) donne

3G-h2E=--o, 2Dr;-6B :-3E . o, E^rGArr^o, îD-h3G = o;

d'où l'on tire, en posant E= ^ 6,

Ar^i, B = 4, G ==4, D = — 3;

l'invariant cherché est donc

al al -^ 4 <^l ao -7- ^ a^ a\— ^aja^ — 6 «o <^2 «1 «3 :

c'est, comme on peut s'en assurer^ le discriminant de la forme.
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Celte méthode est applicable aux covariants et aux inva-

l'iants de toutes les formes et même de plusieurs formes

simultanées, mais elle se complique. On a songé à l'employer

pour la détermination de la résultante de plusieurs équations
;

on peut en voir des exemples dans la Théorie générale de

l'élimination (' ) du chevalier Faà de Bruno.

EXERCICES ET NOTES.

1. Les invariants des formes binaires jouent un rôle important dans

la théorie des équations; les invariants d'une forme /(^r-jjK) sont,

comme on l'a vu, les fonctions des différences des racines de l'équa-

tion /(^)==o. Parmi ces fonctions, il faut distinguer le dernier

terme de l'équation aux carrés des différences, qui peut se mettre

sous la forme

/(ai)/(a2).../'(a.),

où ai, a-î, . . . sont les racines de f{.x) -~- o, et enrore sous la forme

s,,

•^2/i

ésignant les sommes ^^o, ^a, ^ a'^, ... Ce résultat

s'obtient en faisant le carré du déterminant

I
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2. Une forme binaire de degré ii a autant de covariants du degré

/?, par rapport à ses coefficients, qu'une forme binaire du degré/» a

de covariants du degré n par rapport à ses coefficients (loi de réci-

procité de M. Hermite).

„ ini ').iii{ini — 1 )

I I .'2

I 2 771 ( 2 /?l — I )...(/??-

•1 l .1. 5 . . .lu

est un invariant de

2m „ , „

4. a^bn -- b^ai, {a^ba-i ~bia,i-i)

H ^— {a^ba-i — bian-i)—- •

est un invariant des formes

fl
. 7 f^ 7 .

«0^" -i <2i57«-lj>' -4-. . ., boX" -' 6|a7«-l J --. . .

quand n est impair.

est un covariant de

«0 ^^ -i- 3 «1 372j -i- 3 «2 arK^ _i- a^r^ .

N.-B. — Voir le Traité d'Algèbre supérieure de M. Svlmon (* ), et

les Leçons sur la Géométrie par M. Glebsch, recueillies et com-

plétées par LixDEMANN et traduites par Adolphe Bexoist ('^).

6. Soient/1,/2,. . .,fn+i des fonctions homogènes et de même degré

des variables Xi, ^2, . . . , ^/i et cpi, cp2, ..., o,i-^-i les déterminants

fonctionnels que l'on peut former avec n de ces fonctions.

Démontrer que/i,/2> ••-ifa-^i sont proportionnels aux détermi-

nants fonctionnels que l'on peut former avec n des fonctions

cpi, cp2, . . ., 'f/i+i et prouver que l'on a

i» = rt + 1

OXn OXy ÔXy OXny

(') -In-S; i885, Paris, Gauthier-Villars. .
'

(^) Trois volumes grand in-8; 1879-1880-188,3. Paris, Gaulhier-Villars.
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On s'appuie sur les relations



CHAPITRE XL

SUR L'ÉLiMlNATION.

I. — Définitions.

Eliminer x^y^z, ... entre un certain nombre d'équations,

c'est, dans l'acception la plus large du mot, trouver une ou

plusieurs équations qui soient des conséquences nécessaires

des équations proposées et qui ne contiennent plus.r, >', z, . .

,

Cette définition peut être transformée : cousidérons les

équations

(l
) Cpi = - O, O-i -O, .... ^/,4-i

~ o,

dans lesquelles cp,, cp^, . . ., cp,/^, désignent des fonctions de

x^^ x.y, . • , x,i' Supposons que l'on ait pu former une con-

séquence nécessaire R = o de ces équations, ne contenanl

plus Xij X2-, • • • , x,i. R = o étant conséquence nécessaire

des équations (i) ne pourra avoir lieu que si c 's équations sont

satisfaites en même temps, c'est-à-dire que si elles ont au

moins une solution commune, et elle aura lieu dès que

ces équations auront une solution commuue.

Ainsi éliminer X\^ x.2, ••- entre des équations données,

c'est trouver la condition nécessaire et suffisante pour que

ces équations aient au moins une solution commune.

La condition nécessaire et suffisante, R = o, pour que les

équations (i) aient une solulion commune, est ce que l'on

appelle la résultante des équations (i).

On ne possède aucune règle générale pour trouver la résuly

tante de deux ou plusieurs équations transcendantes. Il est

souvent fort difficile de déterminer la résultante de plusieurs

équations algébriques qui n'affectent pas la forme entière.



SL'H L ÉLIMINATION. 287

Lorsque l'on veut éliminer ^i, ^o, . . . , x^ entre des équa-

tions telles que(i), où cp,, c^^^ • • •? 'f//+i désignent des poly-

nômes entiers, on se propose généralement de déterminer la

résultante R= o,de telle sorte que R soit un polynôme entier

par rapport aux coefficients de c^,, cso, ... et de degré mini-

mum par rapport à ces coefficients. R est alors déterminé,

comme nous le verrons, à un facteur numérique près. Nous

déterminerons même ce facteur numérique, et alors le poly-

nôme R sera ce que nous appellerons le résultant ou

Véliminant des fonctions cp,, cp^, ..., '^n+\ par rapport à

II. — Coefficients, arguments, poids, etc.

Si nous considérons un polynôme quelconque entier

en x^^ x-i. . . ., x,i^ ses termes se composeront en général de

deux groupes de facteurs; les uns contiendront les variables

x,, x-i^ .. ., les autres en seront indépendants. Le groupe

de facteurs indépendants de .r,, x-^^ . . . dans un terme sera

le coefficient du terme, l'autre groupe en sera Vargument.

Ainsi, dans le terme laxy, l'argument est xy et ia est le

coefficient.

Etant donné un polynôme entier, nous le rendrons spuvent

homogène ; pour cela, nous introduirons dans chaque terme

un facteur fictif qui sera une puissance de t, que nous suppo-

serons égal à i; cette puissance de t sera choisie de telle sorte

que le degré du terme qui lui est relatif devienne égal au

degré du polynôme dont il fait partie. La variable t sera tou-

jours supposée faire partie du coefficient et non de l'argument

du terme auquel elle a été adjointe.

Cela posé, nous appellerons poids d'un terme le degré de

ce terme par rapport à la variable t\ par exemple, dans le

polynôme
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qui, rendu homogène, devient

aif^ est de poids i, ai est de poids i.

Le poids d'une fonction quelconque des coefficients de

plusieurs polynômes sera le degré de cette fonction par rap-

port à la variable fictive t. Ainsi, par exemple, si Ton consi-

dère les polynômes de degrés in et n >

^ao;..r'XJz^ et ^b^j/^x^^Jz^^',

la fonction

sera de poids

m — ( i -^ j -^ k) -t- •-> n — i(p -h g -i- r),

et ainsi de suite.

Théorï;me. — Les solutions (quand elles en ont) des

équations entières en x>^^ x-^^ . . . , x,i

(l) Oj— O, '-Û2=0, ..., cp«=0

sont des fonctions de poids égala i.

En effet, supposons que x^=^ a^, x^^ a2, . • . , x,, = a^

soit une solution des équations (i); changeons la variable

fictive t qui donne le poids en kt; un coefficient P des équa-

tions (i) de poids p deviendra P/r^, mais, dans ces circon-

stances, les équations seront satisfaites en posant

cPi — kai, x-i = Âaoj • • •
'

les solutions sont donc des fonctions homogènes de t du

degré i : leur poids est clone i.

Il résulte de là que, si une fonction des solutions peut

s'exprimer rationnellement au moyen des coefficients des

polynômes cp, son poids sera égal à s;m degré pris par rapport

aux solutions qui entrent dans son expression.

Cette remarque est de la plus haute importance dans ce
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qui va suivre, et nous dispensera de faire un certain nombre
de démonstrations directes qui présentent généralement des

difficultés.

III. — Fonctions symétriques des racines d'une équation.

On appellefonction symétrique de quantités a,, as, ..., a,,,

une fonction qui ne change pas de valeur quand on permute
ces lettres d'une façon quelconque.

Pour former les fonctions symétriques des racines d'une

équation, on forme d'abord les sommes des puissances sem-

blables des racines, et voici comment :

Soit

(1) ^{^)= aoX"'-i- a^xm-^-i-...-^ a,n= o

une équation du degré m, a, , a^, . . . , a,,, ses racines
; on aura

cp(^)= «0(37 — ai)(a? — aa) ... (37 — a^^),

ou, en prenant les dérivées logarithmiques des deuxmembres,

gx)
\ __ I ^ I

çp(a7) ~ .r — ai ^— a, **' ' x — ol,,,'

eveloppons '
.. en série ordounce suivant les puis-

sances de -, et soit**' + —+... ce développement; déve-

loppons également le second membre de la même façon, en

observant que

1 _ ï
,

3^/ «/
,

X— %i X ^ X- ' 373
"^

' ' " '

nous aurons

Sq Sy So, m Ea Sa2

X X^ X^ X x^ x^

et, en égalant de part et d'autre les coefficients des méincî

puissances de —,
' X

5o=/n — \aO, .çj = > a, 52=\^a2, ....

L. — Traité d'Analyse, I. iq
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Donc : la somme des puissances i^^^^ des racines d\ine

écjuation cp(^) = o est le coefficient de —j^^ dans le déve-

loppement de ^^Y' ordonné suivant les puissances de -•

On verrait de même que la somme des puissances— i''"^^^

des racines est le coefficient de x'-^^ dans le développement

de î_^ ordonné suivant les puissances croissantes de x

(quand il n'y a pas de racine nulle).

Plus généralement, soient /(^) une fonction entière quel-

conque et E(^) un polynôme entier en x convenablement

choisi ;
on a

cp(;r)
-^^-^^ ^cp'(a)(^-a)'

le coefficient de - dans le second membre développé suivant

les puissances de - ^^t > ^77—.; donc

1° La sommet -rr^ est le coefficient de - dans le dé-

veloppement de ^^y^ ordonné suivant les puissances de -•

2° Si le polynôme f{x) est de degré m — 2 au plus, le

coefficient de - dans ^^^ sera nul ^ donc, f{x) désignant un

polynôme de degré m — i au plus et cp(^) an polynôme de

degré m, a une cjuelconque des racines de cp(.r) = o, on a

2-o'(a)-°'

et, en particulier,

V^ I \? * V ^'"'^ _

et

Z^zjrz\ — "-0 »

— ^-1
cp'(a)

rt,) désignant le coeffiicient de x^ dans '^{x).

Ce dernier théorème est d'Euler.
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3*^ Si l'on suppose /(x) = o'(a:)F[x), F (œ) désignant

un polynôme quelconque, on voit que 2^^ {^) sera le coef-

1 o'(x)¥(x) .

flcient de - dans le développement de ——-,
——^ suivant les

puissances de -•

Ce dernier théorème aura encore lieu quand
'f
(x) = o aura

(les racines multiples, pourvu que, si a est une racine d'ordre

de multiplicité i^ on fasse figurer i fois le terme F (a) dans

7 F(a); et cela, en vertu de la continuité des racines par

rapport aux coefficients.

Les sommes 5o, S\. ... pourront se calculer ainsi, soit par

une simple division, soit par la méthode des coefficients indé-

terminés; 5o, 5,, ... sont respectivement de poids o, i , 2, . . .

et entiers par rapport aux coefficients «,, a^, . . . mais non

par rapport à aQ.

En général, on a, en appelant toujours a,, a.o, . . . les ra-

cines de Z) (.r) = o,

E ol\ x'.

2.i;^ai...4-,ai-2^ï"'

,''+' J

1 -^tl

-1<

11 résulte de là que, quand on aura formé les fonctions

7^ (x.[ ou Sq, s^, So, . V . , on pourra former les fonctions symé-

triques de la forme ^ a^ 7/^ ;
quand on aura formé celles-ci,

on saura former celles de la forme ^ cil\ a^aj . . . , et ainsi de

suite
;
on saura donc former les fonctions symétriques entières

quelconques des racines d'une équation algébrique. D'après

la manière dont nous avons procédé, on voit que :

Toutefonction symétrique rationnelle des racines d'une
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équation algébrique s^exprime rationnellement au moyen

des coefficients de l'équation;

et même :

Toute fonction symétrique entière des racines d\ine

équation est une fonction entière des coefficients divisés

par le coeffiicient de la plus haute puissance de x dans

réquation.

Si l'on divise ^' {x) par o [x) en ordonnant le quotient

suivant les puissances ascendantes de -? le coefficient du pre-

mier terme est m, celui du second est ^5 celui du troisième
«0

est I
—

)
— 2 — j etc., et l'on voit facilement que ces coeffî-

cients ont des degrés croissants d'une unité par rapport à

«1, «27 •••; donc, en général, si est de degré i, entier par

rapport aux coefficients a,, a.,^ . . ., mais son dénominateur

est a\. D'après la manière dont on forme une fonction symé-

trique, on voit que :

Toute fonction symétrique entière des racines dhuie

équation de degré B par rapport à ces racines sera une

fonction rationnelle des coefficients dont le numérateur

sera de degré au plus par rapport aux coefficients et de

poids 0, et dont le dénominateur sera la puissance 3 du

coefficient du terme de degré le plus élevé dans Uéquation.

Le nombre est un maximum, pour le degré du numérateur

bien entendu; en effet, par exemple, le produit des racines

de (3 = o est—^; le numérateur est du premier degré, bien que

le produit des racines soit de degré m.

IV. — Résultante de deux équations.

Nous allons montrer comment on peut trouver la résul-

tante de-deux équations algébri([ues de la forme
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c3 et '^ désignant deux polynômes entiers en ^ que nous sup-

poserons des degrés m et p. Nous supposerons aussi que cp

et à contiennent un paramètre z^ de sorte que cp et ^ seront,

si l'on veut, des polynômes entiers en x et z de degrés m
et p. Soient a,, ao, . . . , a^^ les racines de cp (^) = o ; la résul-

tante pourra se mettre sous la forme

(2) <];(a,)'H«2)...^(a,„)-o.

Cette équation exprime, en effet, qu'une au moins des

racines de cp ::=: o appartient à tj; = o. La résultante peut évi-

demment aussi se présenter sous la forme

(3) cp(.30?(p2)...?(.3,.) = o,

|3,, jSo, . . . désignant les racines de à = o, ou même sous la

forme

(ai - ?i). . . (a,, - 30(a, - %). . . (a,„- p^- • • = o

OU

et l'on voit que le premier membre de cette dernière équation

est, à un facteur indépendant de z près, égal aux premiers

membres de (2) et (3). D'ailleurs le premier membre de (2)

est symétrique en a, , . . . , c/.,n, et par suite rationnel par rap-

port aux coefficients de o et 'h.

Le degré de ^(a,) par rapport à z est /?, car tous les

termes sont du même degré/» par rapport aux variables ^ et ^;

(Xi étant de degré i , d'après ce que l'on a vu § II, il en ré-

sulte que le premier membre de (i) est au plus du degré mp
par rapport à z. Ainsi :

Théorème. — Le degré de la résultante de deux équa-

tions de degrés m et p est égal, au plus, au produit mp des

degrés de ces équations.

L'ex])érience montre que la résultante peut atteindre le

degré /??/>, et que, par conséquent; elle l'atteint effectivement

dans le cas le plus général.
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Transformation de la résultante.

Supposons ao = ] et considérons le polynôme du second

degré en ^o, ?i, - --, ^m-i

« Q=i:,>)Vôô<--^5
a2^,-^...+ a''^-i^,,,_i)-,

le signe N^s'étendant à toutes les racines a de
'f
(^) == o.

Le discriminant de ce polynôme Q relativement aux V!

riables ^ est égal au discriminant relatif aux variables

(2)

qui estTT ,. ,
.-— multiplié par le carré du déterminant de^ Xlcp (a)6(aj ^ i

la substitution (2)

I a.

/Il -^111

mais ce déterminant est égal au produit des différences que

l'on peut former avec a,, a^, . . ,, a^/^. Pour évaluer ce pro-

duit, on observera que

et, en faisant ^ = ai,

(ai — a2)(ai-— ag).. .(aj— a,,;) = cp'(ai);

le déterminant en question a donc pour carré ncp'(a), et le

discriminant de la fonction O est „ , ,
? c'est-à-dire l'inverse^ n '];(a)

du premier membre de la résultante des équations (p = o,

'i; = o.
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Posons maintenant

(3)

- T7- =^1-^ >,.T7T-—,^—

l ÔKl _ _^ CL' U

et prenons pour nouvelles variables Xq, Xi, . . . , ^i, ... La

résolution de ces équations par rapport aux u se fera comme

il suit :

Appelons Xo, ^H, • - -, X/i_i les coefficients de l'équation

^^ = o qui admet toutes les racines decp(:r)= o excepté a/,
iC CLi

multiplions les équations (3) respectivement par ).o, ^m, • • •

et ajoutons-les ; nous aurons

Ao^^o + Al ^1 -u
. .

. -h A,/j_i T/n-i ^- Ui ,
,

,

o(cc)
maiis ).û+>*^i 3^/ -!-••• + X/z-1 o^r ' ^^^ ^^ ^"^ devient

pour jc = a/, c'est-à-dire 'f'(a/); quant au premier membre

de 1 équation précédente, on peut 1 écrire -i-—-, en conve-

nant de remplacer les exposants de x par des indices dans le

développement de ce polynôme. On a alors

(4) ^^-ITa--^^^^-)
"-"''

et l'équation devient

^ '"
jLdo'{cLi) [.27 — a/

J

OU encore

En convenant de faire x'-=: xi^ cette formule peut s'écrire

^^^ ^~2-^7(^) ~^'-:r \x-^i x'-a.)^
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mais on a (p. 291), en supposant /?< m,

la formule (5) devient alors

La fonction Q peut donc s'obtenir en faisant ^'=^''=x/
dans le développement de

^(j7)^(cr') —^(,T')o(T)

x' X

Appelons I le discriminant de Q par rapport aux ^, J son
discriminant par rapport aux u^ le déterminant de la sub-
stitution (3); on aura

J-ia2 ou 1= i;

mais J est égal à ^^-,^-1^^ quant à ^, il est égal à

on a donc

cp (a)'J>(a)

rj^2(a)cp'(a);

I = n<j;(a).

De là cette conclusion :

La résultante des équations '^ = o, '} = o est le discrimi-

nant du polynôme du second degré obtenu en remplaçant
X' et x'' par Xi dans le développement de Vexpression

^{x)o{x'\ ~ '^{x)^{x')

x' X

L'analyse extrêmement remarquable qui précède est due à

M. Hermite. Auparavant Bézout, Cauchyet M. Cayley avaient

indiqué des moyens équivalents pour trouver la résultante,

mais il paraissait difficile de montrer directement l'identité

de leurs résultantes avec l'équation II^(a)=: o.
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Nous nous bornerons ici à exposer la méthode de M. Cayley,

les autres étant exposées dans les Traités élémentaires d'Al-

gèbre.

VI. — Méthode de M. Cayley. — Recherche de la racine commune.

Conservons les notations des paragraphes précédents.

Théorème. — Si (d(x)=o et >li(x)=o ont une racine

commune x' ^ il existera des polynômes des degrés p — i

et m — I, à savoir \ et ix, tels que Von ait identiquement

(i) Xcp -H ij(.i|; = o
;

réciproquement, si Videntité précédente a lieu, les poly-

nômes \ et ^ étant de degrés p — i et m — i , cp = o e^ (]> = o

auront une racine commune.

En effet,

'1/ = o, et l'on peut écrire cette identité

'^ ' X — X '^ X — X

ce qui démontre la première partie du théorème.

Réciproquement, si (i) est une identité, en y faisante = x\

il faudra, en supposant '|/(:r') = o, que )/>p = o; donc )/^ = o

admet les racines de ^ = o, et X = o ne peut les admettre

toutes, puisqu'il est de degré inférieur à (^ = o; donc es = o

admet au moins une racine de 'i> == o ; donc les équations

Y»
= o, 'i; = o ont une racine commune.

Gela posé, puisque (2) doit être une identité, en égalant à

zéro les coefficients des arguments x^ ^ x^ x-, . . . ,
^"^~^, on

aura m équations (E) auxquelles satisfera la solution com-
mune^'; le déterminant égalé à zéro de ces équations (E) du

premier degré en x^^^x^x-^ . . . sera la résultante cherchée.
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On peut le voir en s'appujant sur le tliéorème de M. Her-

inite. car le déterminant en question est évidemment le discri-

minant de la fonction du second degré représentée symbolique-

ment par le premier membre de (2), les équations (E) n'étant

autre chose que les dérivées partielles de cette fonction.

Mais on peut le voir directement, en observant que si le

déterminant de (E) est nul, les équations (E) ont une solution

commune; elles ont alors lieu en même temps. Si on les mul-

tiplie par ^'^, x^ X-, ... et si on les ajoute, on retombe sur

l'équation (2) ou (3), qui n'a lieu que si les équations cp = o,

'il = o ont une solution commune.

La solution commune et ses puissances seront les solutions

des équations du premier degré (E) qui se réduisent à m — i

distinctes.

VII. — Résolution de deux équations à deux inconnues.

Nous avons vu comment on formait la résultante des deux

équations

(]) o {x, z) :-^ o, 'h{.T, z) —- o;

cette résultante sera de la forme R(^) = o, R désignant un

polynôme de degré ?np, possédant en général mp racines. Si

R est de degré mp — a, nous dirons que la résultante a a

racines infinies (^); chacune des racines de la résultante sub-

stituée dans les équations (E) dont il a élé question tout à

l'heure fournira une solution des équations proposées (i); par

conséquent, Jes équations (1) auront en g'néral mp solutions;

ces solutions pourront d'ailleurs être en totalité ou en partie

infinies.

Cependant, si les mineurs du déterminant R(^) étaient

tous nuls, les équations (E) se réduiraient à /?i — 2 distinctes,

etréliminationde.2:% ^'',
. ..,x"^~^ conduirait à une équation

(•) Je rappelle que, quand dans une équation algébrique les a premiers

coefficienls tendent vers o, a racines augmentent indéfiniment.
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(lu second degré en^; il faudrait alors adjoindre deux valeurs

en ^ à la valeur correspondante de z. Il est facile de voir que,

dans ce cas, cette valeur de z est racine double de R =: o
;

en effet, en appelant e, e', ... les éléments de R, on a

r)R _ ^ r)R àe
_

. 'dz
" ~ Â^'dë'dz'

mais ~-~ est un mineur de ^, nul par hypotbèse • on a donc

--— = o et ;: est bien racine double de R == o.
àz

Si tous les mineurs du second ordre de R étaient nuls, les

équations (E) se réduiraient à m — 3 distinctes, l'élimination

de x'' , x''\ . . .,
^'"~^ fournirait une équation en x du troi-

sième degré; trois valeurs de x devraient être adjointes à la

valeur correspondante de ::, qui serait alors racine triple de

R = o. En effet, non seulement on aurait —- =r o, mais
dz

^2R _ Y / ^' K ^ de' _ ÙK d'^e\

dz~ Âmi \ àe de' àz dz de dz- /

()2R ^ ()R ^ , . , ,

et, comme -,——, et -— sont des mmeurs des deux premiers
de de de '

ordres de R, on aurait —- =: o, etc.
dz-

On peut donc dire qu'en comptant pour deux les solutions

doubles, pour trois les solutions triples, etc. :

Deux équations des degrés m et p ont mp solutionsfinies

ou infinies, lorsque leur résultante n^estpas identiquement

nulle.

Quand la résultante est identiquement nulle, les équations

ont, quel que soit;;, une solution commune; leurs premiers

membres ont un diviseur commun rationnel : ce cas ne se pré-

sentera donc jamais quand les équations n'auront pas de

diviseur commun rationnel.

On appelle fonctions symétriques des solutions de plu-

sieurs équations une fonction de ces solutions, qui ne change

pas de valeur quand on permute les éléments correspondants
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de deux solutions. Ainsi, si a, p;a', [B^; ... sont les solutions

des deux équations (i),

seront des fonctions symétriques des solutions en question.

Puisque [3, p', . . . s'expriment rationnellement au moyen
de a, a', ... : Toute fonction symétrique des solutions sera

une fonction syniétricjue des a, et par suite une fonction

syniétricjue des racines de la résultante de (i) ei (2); elle

s'exprimera donc rationnellement au moyen des coeffi-

cients de la résultante, c^est-à-dire au moyen des coeffi-

cients de (i) et (2).

VIII. — Théorème de Bézout.

Dans son Ouvrage sur la théorie des équations, devenu

aujourd'hui fort rare, Bézout a fait connaître le théorème

suivant :

1° La résultante provenant de Vélimination de n — i

inconnues entre n équations algébricjues de degrés /?z,,

/«2> • • • j f^^n an inconnuespeut être mise sous laforme dhtne

équation entière par rapport à Vinconnue non éliminée^

et cette résultante est au plus du degré /?z, m^ . . . /?i„;

elle est précisément de ce degré^ s'il n'existe aucune rela-

tion entre les coefficients des équations proposées,

2*^ Un système de n équations à n inconnues des degrés

/?i<, /?Z2, . . ., nin a précisément 7?z, m.^ . . . m,i solutions,

s'il n'existe aucune relation entre les coefficients de ces

équations.

Ce théorème a dû être soupçonné, bien avant d'être dé-

montré
;

il est de ceux dont la démonstration peut sans incon-

vénient se faire synthétiquemeot.

Il a été démontré pour le cas où /z = 2 ; nous allons admettre

qu'il a lieu pour 2, 3, . . ., n équations, et nous vérifierons

qu'il a lieu pour n + i équations.
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Lemme I. — Si
ail, ^12, ^m,

«21, «22, ..., «2/^

..., ••, •••, •••

sont les solutions des n équations

(1) cpi(^l, a-,, ..., Xa) =0, cp2=0, ..., 'frt=0,

/« résultante des équations {i) et

(2) F (371, 372, . .., Xa) = O

pourra se présenter sous la forme

F(a,i, ai2. ..., ai,,)F(a2i, «22, - • -, «2/0.. •= o

OU, si Von veut,

(3) nF(a/i, a/2, ..., «/«) = o.

En effet, l'équation (3) exprime que l'une des solutions au

moins du système (i) annule la fonction F, en d'autres termes

que les équations (i) et (2) ont une solution commune.

Lemme II. — Les fonctions symétriques et rationnelles

des solutions de {i) s^expriment rationnellement au moyen

des coefficients de ces équations.

Appelons R le premier membre de la résultante des équa-

tions (i) provenant de l'élimination de ^^, x-i^ ..., x„.^{.

faisons ensuite varier deux coefficients a et b de cp,, par

exemple, ceux de ^', ^{ . . . , et de ^f ^J . . . , et exprimons

que la résultante ne change pas, non plus que x^ , x.^. . . , Xu-

L'équation cp, = o deviendra

( 4 ) çpi -T- x\ x{. .. la -r x\x\ ...06 = 0;

mais la résultante R= o devient alors, aux termes du second

ordre près,

^ ' da 00

Si la résultante doit rester inaltérée, on aura

d\\ . r)K ,.

ôa db
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mais, si l'on observe que dans (4) 'fi
est nul, il viendra

De ces deux ccjuations on t ire

(6) '^:^M--'^^:<^ôa' ' - ôb

Ces équations et leurs analogues feront connaître tous les

arguments x\ x-!, . . ., rationnellement, en fonction des coef-

iicients de Pt, c'est-à-dire de es,, '^o, • • • <^^i de Xn. (On voit

cjue, par exemple, pour calculer ^,, on pourra supposer que

a et b sont dans Oy les coefficients de ^J ^^ • • • ^^ ^^ -^i; ^^

aura alors

_ ÔK d\\

""'ôb'-ôa'

11 résulte de là que toute fonction symétrique rationnelle des

solutions de (i), peut être considérée comme une fonction

symétrique rationnelle des racines de R = o et pourra s'expri-

mer rationnellement avec les coefficients de (i). c. q. f. d.

Cette conclusion suppose bien entendu que nos équations

(i) sont tout à fait générales, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de

relations entre leurs coefficients. Nos raisonnements tombc-

raient en deiaut s\ -— el -ry étaient nuls; mais -— = o serait
ôa ôb ôa

une relation entre les coefficients de(i), cas que nous excluons

parce que nous n'avons pas besoin de le considérer.

(^uoi qu il en soit, si — et —j- étaient nuls, re(|uation (a)

pourrait être remplacée par

•1 \ôa^ ôaôb

et l'écjuation

ôa'^ ^ i
- ,)aôb '

remplacerait, pour le calcul des arguments, l'équation illiiso

ôb-^'^
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mais cette remarque est inutile pour rol)jet que nous avons

en vue.

Lemme III. — Si les équations (i) contiennent des para-

mètres z, z' ^ z", . . . et conservent leurs degrés nii, nio, - . .

en tenant compte dans Vévaluation de ces degrés des

paramètres z^ z\ z" , . . . , toute fonction symétrique entière

de leurs solutions sera entière par rapport à 5, z^ , z'^ ^ ....

En effet, R contient x,i et ^, z' ^ ... sous forme entière au

dee:ré Wm. Le coefficient de x]}-"^ ne contient nas

donc les fonctions symétriques entières des solutions de (i),

qui sont des fonctions symétriques entières des racines de

R = o, seront entières en z^ z', ... ; elles pourront toutefois

contenir en dénominateur les coefficients des termes des

degrés les plus élevés, de o,, çj,, ....

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour

aborder la démonstration du théorème de Bézout.

Supposons qu'il s'agisse d'éliminer ^,, .To, • . ., x,i entre

les équations (i) et (2); nous supposerons que les équations

( [) et (2) contiennent un paramètre z sous forme entière et

conservent leurs degrés en tenant compte de ce paramètre ^,

dans l'évaluation de leurs degrés. En vertu du lemme \, la

résultante cherchée pourra être présentée sous la forme

riF(^/i' ^/2, • . ., ^^in) --^ o.

Mais le premier membre de cette équation est une fonction

sjmétricjue entière des solutions des équations (i) : il sera

donc entier et rationnel en z; or le poids de F eslp, p dési-

gnant le degré de l'équation (2) en j^i, x->-) . . . ^ Xn-, z. Le

|)oids de flF, ou son degré en z, sera donc pWm^ ce qui

démontre le théorème de Bézout, ou du moins ce qui prouve

({ue le degré de la résultante ne dépassera pas/>IlA??, car cer-

taines réductions pourraient s'opérer dans les calculs et faire

évanouir le coefficient de la plus haute puissance de z.

On peut montrer sur un cas particulier que la résultante
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est de degré pUm et, par conséquent, qu'elle ne peut pas

être de degré inférieur dans le cas général. Considérons en

effet les équations

5

(/,l^l+ /l2^2— . • '-^ hn^i^) ' . • {lp\Xi^. . .— Ipn+l-Z) = O.

Des premières on déduira 11/?^ systèmes de valeurs pourri,

X2, . . . , x,i proportionnelles à z el que l'on pourra considérer

comme tout à fait quelconques
;
la résultante effectuée, comme

il a été expliqué, aura pour premier membre le produit de
j^pllm

pg^j. ^^J^Q quantité constante différente de zéro si l'on

choisit convenablement les //y.

IX. — Sur l'équivalence des polynômes.

Soient cp,,cpo, . . . ,^//des polynômes entiers enx^,J0.21 - - - j^«

des degrés respectifs m^^ m^, . • ., m,i. Nous dirons que deux

polynômes F et /sont équivalents par rapport aux dwiseurs

cp,, cp^, . . .; cp,;, quand il existera des polynômes entiers A,,

Ao, . . . , Xai en ^1 , ^o, . . . , x,i, tels que l'on ait identiquement

(l) F = XiOi-;-X2'f2 + .- .+ '^^a^a^f-

Un polynôme / sera dit réduit par rapport aux diviseurs

cp,, cp2, . . ., cp,; et par rapport aux variables ^,, ^o, . . .^ Xu

(prises dans cet ordre, si m^, ^^2, . . • , nin ne sont pas égaux)

quand il ne contiendra pas de termes divisibles par xf^^

•^2 "> • ' • 1 '^ ,1" •

Réduire un polynôme, c'est trouver son équivalent réduit.

Nous ne tarderons pas à voir qu'en général il n'existe

qu'une manière de réduire un polynôme donné : cette pro-

position, toutefois, est sujette à des exceptions.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que les polynômes

cp contiennent des variables z, z' ^ ... qui entrent dans chaque

terme à un degré égal au poids de ce terme.

I
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Théorème. — Le nombre des termes cVun polynôme

réduitpar rapport aux fonctions o,, cp2, . . . est Mm.

En effet,

(n-^i + ^;">^0(i + ^2 + .
.

• + <"^-^)
. . .(] X'-n-^)

est un polynôme réduit dont tous les coefficients sont égaux

à I ; le nombre de ses termes s'obtiendra donc en faisant

x^-=^ x.2=^ ' ' . = ^„^ I , ce qui donnera Um. C'est le nombre

des termes d'un polynôme réduit quelconque.

X. — Démonstration d'un lemme.

Soient
an, ai2,

«21, «22,

, «1//;

, «2«;

les solutions des équations

(2) ^1=0, Cp2:=0,

soit (p. i64)

5«= o

B(Xl, X2, ..., ^,;)
<^(?i. ?2 y«).

(y^a?!, X.2, . . . , X,i)

soit de plus

I an ai2

I «21 a22 .

^11 *12

W.-l „ /«,-l

Bans ce déterminant la i^"^^ ligne a pour éléments les

arguments d'un polynôme réduit en OLit^ a^^^ • • •? ^in', on

aura

(3) A2.= GnD(ai, a2, ..., a„),

G désignant une quantité indépendante de z^ z\ ....

En effet, A changeant de signe quand on échange deux de

ses lignes, A- sera une fonction symétrique des solutions de

(2) : ce sera donc une fonction entière des z\ le second membre
de (3) est aussi une fonction entière des z. Or ce second

L. — Traité d'Analyse, I. 20
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membre s'annule dès que les équations (2) ont une solution

double, tout comme le premier membre A-, mais le second

membre ne s'annule qiie lorsque les équations (2) ont une

solution multiple. Donc l'équation (3) a lieu pour une valeur

de G qui est un polynôme entier en z^ z , ... ; si les deux

membres de (3) étaient de même degré en z^ z' ^ . . . , Oserait

alors indépendant des z.

Soit ôvle nombre des termes de degré v dans un polynôme

réduit; le degré de A par rapport aux a, et par suite par rap-

port aux z, sera SvSv; or 8v est le coefficient de T dans

v8v est le coefficient de r~^ dans la dérivée de cette expres-

sion T, et enfin Sv8v est la valeur que prend -^ pour ^ = i
;

cette valeur est

mi(mi — i) m^{m^,— i)—— m=im^ . . . nin H m^m^ . . . m-n -f- . .
.

,

le degré de A- est donc

|nm(Sm — n):

ITm (Sm — n).

Or le degré de IlD est le degré de D multiplié par Ilm,

c'est-à-dire précisément

( Sm — n)nm.

A- et IlD sont donc de même degré, et l'on a bien

A2= GIID,

O désignant une quantité indépendante des z, c'est-à-dire de

poids zéro. c. q. f. d.

XI. — Résolution de quelques problèmes sur les polynômes réduits.

Problî-mk I. — Calculer la valeur d'un polynôme réduit^

connaissant les valeurs qu'il prend quand cp,, cp2, . . ., cp„

sont nuls à la fois.
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Soit Fi la valeur que doit prendre ce polynôme réduit quand

on suppose Xi = a/j, X2 = a/^^ . . . , ^/^ = a/„ ; si l'on appelle

Fo le polynôme lui-même, on aura

F2 = ^0 -- .^1 «21 ^- ^2 «22 — . . . ,

^05 g'ii ' ' • étant des coefficients indéterminés. On déduit

de là, pour Fq, une expression qui a A pour dénominateur;

par suite, Fo existera et sera bien déterminé quand A sera

différent de zéro, c'est-à-dire quand G et IID seront différents

de zéro.

Si l'on appelle cp,, cpo, . . ., 'J/ le groupe des fonctions o

d'un même degré M,; ç^^+i, '^^.1.2, •••
, ^y le groupe des

fonctions o d'un même degré M2, ..., et si l'on suppose

M, << Mo << M3 << . . . , on pourra former plusieurs polynômes

réduits nuls, en même temps que cp^, cp2, . - ., cp,^, si l'un des

déterminants obtenus en prenant les coefficients des puis-

sances M'f'"^'* de Xi , .To, . .
.

, Xi dans cp, , cp^, . .
.

, cp/, ou des puis-

sances Mif""^^ de Xi^i ,
. . . , .ry dans cp^^, , • . • , fy . . . , est nul.

Considérons en effet le premier groupe, et posons

/ cpi= O1+ Ah^Mi-!- Ai2^M,-i-.. ,,

(«) -,

( ^i = 0/ -t- A/, .r Ali -:^ A,i 37 Ml -f- ...

,

8|, Q25 ••• étant des polynômes réduits; si le déterminant

^±:AhA22 ••• est nul, il y aura une relation linéaire

entre Q| — cp,, O2 —
'f^^

• • • '^elle que

«i(Oi — ?i) -«2(02—^2) ••• =0;

et «1 Bi+ «2^2 4- • . . + rt^B/ sera un polynôme réduit équi-

valent à zéro; or zéro est déjà un polynôme équivalent à zéro,

donc A doit s'annuler si le déterminant en question s'annule.

Si le déterminant ^^~ A, , Aoo • • • n'est pas nul, posons

(4) i
'f,v.-0,,.-;-B,.^;';T-B„x;^,.
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tirons des équations {a) les valeurs de x^,'', x^l' , . .
. ,

par suite

de tous les arguments divisibles par ces quantités sous forme

réduite, en les multipliant par x^^ x.^, . . ., x,i-, puis par x\^

x\x.2, . . ., xji-, etc., substituons-les dans les formules (b)
;

on voit que, si

7. — B11B2-2 . .

.

est nul, on obtiendra encore un polynôme réduit équivalent

à zéro et non identiquement nul, sinon on aura les équiva-

lents réduits de ^7+,, . . ., et ainsi de suite

Remarque. — Si aucun des déterminants ^d= A,, . . .,

N^ ±: Bh , ... n'est nul, on pourra^ des identités (a), (b), . . ,

déduire tous les arguments divisibles par x^l , x^l'- , . .
.

,

•^îî" en fonction linéaire des autres à des multiples des

diviseurs près, on pourra donc calculer un équivalent

réduit à tout argument divisible par Vun des termes x^^\

x\^ ^ c'est-à-dire à tout polynôme entier.

Il pourra toutefois arriver que Von soit arrêté dans les

calculs parce que d'autres déterminants s'annulent, mais

on ne sera jamais arrêté quand ^. ne sera pas nul.

Théorème I. — Si la quantité A est différente de zéro,

il n'existera qu'un polynôme réduit prenant Um valeurs

données pour les Wm systèmes de valeurs de x^, x^, ...

qui satisfont aux équations (2).

Théorème IL — L'équivalent réduit d'un polynôme

donné F est bien déterminé quand le déterminant A est

différent de zéro, ce que nous supposerons dorénavant.

En effet, l'équivalent réduit du polynôme F est égal à F, et

par suite donné, pour les systèmes de valeurs de ^, , ^o, . . . qui

annulent cp,, cp^, . . . , cp,^ ;
d'ailleurs on pourra déterminer cet

équivalent réduit par la méthode des coefficien ts indéterminés.

Si l'équivalent réduitfd'un polynômeF est bien déter-

fniné en général, il n'en est pas de même des polynômes
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}.,, )^o, ... qui rendent identique la formule

Pour s'en convaincre, il suffit d'observer qu'il existe une

infinité de polynômes (Jii, ;jlo, ... satisfaisant à l'identité

(c) [J.J 'pi + [X,
'f»2

--
• . . + [J-/i

'f
/< = O,

et qu'alors, X,, Xo, ... satisfaisant à l'identité précédente^

)., -I- txi, Ao H- [J.O, ... y satisferont aussi.

Pour satisfaire à l'identité (c), il suffit de prendre

[J-i = cm Ti " ^/2 'fa -h ... -f- aia cp/i

et de choisir

an = o, «/y =^ — aji,

quels que soient les indices i et y.

Problème II. — Trouver un polynôme réduit qui admette

toutes les solutions des équations (2), excepté la solution

Le polynôme

/i =

a/i, ai2, . . .

I Xi x%

I agi a22

que l'on obtient en remplaçant a^ , ^,0, ... par x^ , ^25 * • •

dans A, admet les solutions de (2), excepté aj,, a,2, ...; le

polynôme/aj obtenu en remplaçant a2i, 01.22, • • • par ^<, Xo, ...

dans A, admet les solutions de (2), excepté aoi, aoo, ••., et

ainsi de suite.

Voici une autre solution :

Il existe une infinité de systèmes de polynômes P/ytels que

l'on ait identiquement pour tous les indices i

Oi{Xi, X2, ..., Xn) — cp/(ai, a2, ..., ce.,)

- Pa(^i- a,) + P/2 (re-

considérons le polynôme

Pli P21

P12 P22

a2)H-.. i in\^n '^n)-

\ =

Pl« P2.

Pm
p«?

^ nn
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si nous supposons que a,, a^, . . ., a,^ soit une solution (]e

(2), il s'annulera pour toute autre solution des équations (2),

car, en ajoutant toutes les lignes respectivement multipliées

par cT, — a), ^2 — ^2? • • . , on forme une ligne dont les élé-

ments sont

c'est-à-dire nuls. Enfin, pour cT, = aj, x-y = ao, . . . , P/y dc-

Vient —-j et par suite le polynôme en question se réduit a

Il n'est donc pas nul si a,, a^, . . . n'est pas une solution

multiple de (2), ce que nous supposerons.

Si alors on réduit le polynôme V suivant les diviseurs

cpi, cpo, . . ., cp/^, on aura la solution du problème proposé,

car le polynôme réduit équivalent à V est égal à V pour les

valeurs de ^,, ^o, . . . égales aux termes d'une solution des

équations (2). On pourra même réduire V par rapport aux

diviseurs cp, (a/,, a/^, . . .), 'f2(a/,, a/o, . . .),

Remarque. — On pourra prendre

Py2 =

^jn

x^ — a/1

o/ ( g/i , .To , . . . , X,, ) — Oj ( g/^ , g/. , ..., x,,)

Xi— g/a

j

^/('^•i, 5f/5. •••, -^/z) — 9/(«/i, ^^5. •••, a/»)

ce choix est avantageux, le calcul nécessaire pour opérer la

réduction portant sur un nombre relativement petit d'argu-

ments.

XII. — Calcul de la résultante de plusieurs équations.

Conservons les notations adoptées aux paragraphes précé-

dents, changeons seulement le numérotage des formules et
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proposons-nous d'éliminer ^, , x-,, . . . , Xn entre les équations

(l) <Pl=0, (p2 — O, ..., <p«==0,

{1) F = o,

dans lesquelles cp,, cp2, ..., F sont des fonctions de ^, , ^2, • • -^

Xn, z entières et de degrés m,, mo, . . ., nin, p\ à cet effet,

posons

V.
i

(4) ^</= ^00...+ an^io...+ a/2Çi)i... + . ..;

z^/ est un polynôme linéaire et homogène par rapport aux ?,

dont les coefficients sont les arguments d'un polynôme réduit

en a/,, a,o, . . . par rapportào, (a,-,, a/o, ••), ^2{^i\, •-), - - -
-,

en sorte que le déterminant de la substitution (4) qui permet

de calculer les u en fonction des \ est précisément celui que

nous avons appelé A et que nous supposons différent de zéro.

Le discriminant de Q par rapport aux \ est égal au discri-

minant relatif aux u^ à savoir J3!pT) multiplié par le carré

A-= nGD delà substitution (4), c'est-à-dire à ^r^- Changeons

de variables et posons

I c)Q_ _ _ ^ Uj gf 1 y.%_...

Commençons par résoudre les équations (5); à cet effet,

appelons //(^i, ^2, - - • -, ^n) un polynôme réduit, admettant

les solutions de (i), excepté la solution a/, , a/2, ... ;
alors, en

multipliant les équations (5) par les coefficients de ce poly-

nôme et les ajoutant, on trouve

(6) fi{Xu^2, . • .,-27„)
F(a,-i, ...)D(^/i, •••)

formule oli//(^,, X2, - . •) est la représentation symbolique

d'un polynôme en Xpç_,, que l'on obtient en remplaçant,

dans fi{xi, X2. . . . ), x^ x?^ . . . par Xpq . Quant à

//(a^, a/2, . .), il est égal à A, à un facteur indépendant de <3

près.
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Si l'on remplace, dans Q, ui par sa valeur tirée de (6), on a

en convenant de faire dans le développement du second

membre œ^œ?^. . , = a^a^. . . = Xpq._. Pour calculer le nou-

veau discriminant de Q par rapport aux Xpq , désignons-le

par S; le discriminant ^^rr relatif aux u est égal au discri-

minant 8, multiplié par le carré du déterminant de la substi-

tution donnant les x en fonction des u [formule (5)]. Ainsi

11 FD ^ (IIFD)^

ou, réductions faites,

= nF(a/i, g/2, •••)^ = "iGr*

Le discriminant de Q égalé à zéro sera donc la résultante

cherchée.

La formule (7) peut s'écrire d'une manière un peu plus

commode pour les applications. On peut prendre pour /^ la

valeur du polynôme suivant, pourvu que l'on convienne de

le réduire,

Pli r*2i • • • r*«i

(8) /.=
p r> p
• 1 « ' 2 « • • • ^ nn

Alors //(a/1, a/2, • • •) sera égal à D(a/,, a/2, . . .) et l'on aura

fi{xux,_, . ..)//( g,, g-i, . ..)

i)('^/i, 3^/2, . .., ^in)
(9) Q-^FCaa,...)

Désignons simplement par /(
' ^' 2,-.-\ ^^ ^^^ devient

\ ^1? ^2) • • •/

fi{Xi^ X21 . .

.)
quand on y remplace a/i , a/2, ... par a,, «2, . . .,

et par / (
^'

°'^' "
j le résultat obtenu en permutant dans

^^X \^ X2 . . . . /

fi^ii -^2, . • .) les lettres Xi et a,, ^2 et aa, ....

Le polynôme Q, avant d'y supposer

"1 ^2 • • • — -^pq,... — ^1^2'
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est un polynôme réduit qui, pour ^< r= a,
,

, ^2= ^t2j ••*»

devient égalàF(a,,, a, 2, • • •)/< (^m ^-25 • • •)' pc>iir ^<2= 2^21,

^2= 0^22, . .
. ,

il devient égal à F(x2i, a22, •••)/2(^i > ^25 •••)

Ces conditions, d'après ce qu'on a vu (p. 3o6), le déter-

minent complètement. Or l'équivalent réduit de

F(,r„^,,...,:v„)f(l"'j'---'l'')
\ ./

j , ^2 5 ' • • 1
-^ Il /

jouit de la même propriété; on peut donc dire que Q est égal

au polynôme précédent réduit, dans lequel on suppose

nr.P nr'l _ .,P r/^ _ ^

et l'on verrait de même que Q est aussi égal à

,ri, .r2, . . . , x,i
F(ai, a2, a,j)/

\ 2Ci, a2, . .., a,,

avec les mêmes restrictions. Pour la commodité des calculs,

on fera bien de prendre

cp/(a,, ^2, •• .,.2-;,) — cp/(ai, a,, . ..,.r„)
ri2 — ^

;

la réduction sera partiellement effectuée à l'avance. Ainsi :

La résultante d'un système, tel que (i), (2), peut être

présentée sous la forme d'un discriminant de fonctions du
second degré homogènes égalé à zéro.

XIII. — Nouvelle manière de former la résultante. — Résolution

d'un système d'équations algébriques.

Théorème. — Si les équations (i), (2) ont une solution

commune ai, ao, ..., a^^, il existera des polynômes )^i,

).2 ,
• .

. A/^ 5
^^ d(^s degrés \x — m^^^-— ''^2 » • • • en x^^x^^ - » -^Xn
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respectivement, p. désignant ni^^ m^-\- . . . -|- jn^ -\- p — n

tels que Von ait identiquement

En effet, si l'on considère les fonctions es et F mises sous

les formes suivantes (cp^-, F sont nuls pour ^, z=z a,, . . .)

(n)
P«4-l,l(^l — 3tl)+P«+l,2';^2— a2)-H...+ P«+l,/i(.

le polynôme

e =

^1 ^2

Pu P21

Pi -Y Pa/i /i+i,«

est de la forme du premier membre de (10); d'ailleurs © se

réduit à zéro, car, en ajoutant à la première toutes les lignes

après avoir multiplié la seconde par — (^4 — a, ), la suivante

par — (xo — ao ), etc., on obtient à la place de cette première

ligne une ligne composée d'éléments nuls en vertu de (11).

G. Q. F. D.

En réduisant ce polynôme © avec les diviseurs ^i{oOi, . . .),

^2(^1, . . •)' ?n(^\i • . .) et cp<(a,, ao, . . .), Oo(a,, a^, . . .),

on obtiendra un nouveau polynôme encore identiquement

nul. Jl est clair que l'on aura le même polynôme identique-

ment nul ©< en réduisant le produit

Pli P21
• • • P«i

I

P«l P«2

Gela posé, en égalant à zéro les coefficients des arguments

.r\œ{^ .... on aura îlm équations (E) du premier degré par

rapport aux arguments a,' a{, . . . , dont la résultante ou dont

le déterminant égalé à zéro sera la résultante cherchée; car le

déterminant en question n'est autre chose que le discrimi-

nant de la fonction du second degré que nous avons appelée

Q au paragraphe précédent.
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Les équations ( E) fon t alors connaître les argumen ts a', , a^ , . .

.

et en particulier les éléments a,, a^, . . ., oLh de la solution

commune, laquelle^ en général, aura ses éléments rationnels

par rapport à ;:.

De là découle la résolution des équations (0, (2) par rap-

port à x^^ x-i, . . ., Xi,^ z\ la résultante fera connaître les

valeurs de l'inconnue z^ et les équations (E) les valeurs cor-

respondantes des autres inconnues.

A chaque racine finie ou infinie delà résultante R =r o dont

le premier membre R est le déterminant desn/?i équations (E)

qui se réduisent, en vertu de R = o^ à ^/?^ — i distinctes,

correspond une solution de (i ), (s^); à moins que les mineurs

de R ne soient nuls, auquel ca*s les équations (E)se réduisent

à Vim — 2 distinctes, entre lesquelles on peut éliminer tous

les arguments, excepté a, et a;^ ; une équation du second

degré fera ainsi connaître a, et l'on aura en général deux va-

leurs de a, , et deux systèmes de solutions. R ^n o a alors une

racine double, ce dont on s'assure en appelant e un élément R,

et l'on a

^ Y ^ £^ .

1
• ^^^

. ^
'i^

y T>comme les mineurs -—
- sont nuls, on a -7- = o, et rv. = o a

06 ^ dz ^

bien une racine double.

Sans qu'il soit nécessaire de beaucoup insister sur cette

discussion, après celle qui a été faite à propos de deux équa-

tions, on voit que :

Si la résultante R = o ne se réduit pas à une identité, le

système (1), (:>) aura pW ni solutions finies ou infinies^

simples ou multiples parfois indéterminées.

Dans le cas où les polynômes cj, , o^^ • • • seraient tels qu'ils

ne pussent pas servir à réduire le polynôme F, on modifierait

les coefficients de cp,, cp27 • • • pour obtenir la résultante, et,

dans la résultante trouvée, on ferait tendre les coefficients

altérés vers leurs valeurs primitives.

Examinons maintenant le cas intéressant où la résultante
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est identique, où R est identiquement nul. Dans ce cas, à

chaque valeur de z correspond une solution du système (i),

(2); ces solutions forment une suite continue (une courbe,

si cp, = o, (ûo = o, F = o sont les équations de trois surfaces).

Mais, s'il existe des valeurs de z annulant tous les mineurs

de R, il existera, indépendamment de la solution générale

dont il a été question, une solution dite singulière provenant

de ce qu'une équation du second degré donne alors les valeurs

qu'il faut adjoindre à z pour avoir la solution complète

de (i)et (2).

Il pourra arriver que les mineurs de R soient identiquement

nuls, il y aura en quelque sorte une double solution continue,

et si, pour certaines valeurs particulières de z, les mineurs du

second ordre de R sont nuls, il y aura encore une solution

singulière correspondante.

Lorsque trois hyperboloïdes ontune génératrice commune,

cette génératrice représente la solution générale de leurs

équations; les points, où les cubiques gauches qui sont leurs

intersections se coupent, constituent une solution singulière-

Lorsque la résultante est identique^ les valeurs de x^,

x-if . . . , -3 qui satisfont aux équations (i), [t.) et qui ne

constituent pas une solution singulière^ satisfont aussi à

Véquation
éi, ?^ ^„.

En effet, si x^ , x.,, . • • , ^ est une solution, non singulière,

x^ -{- ùx^^ . . . , z -\-ùz sera encore solution pour des valeurs

infiniment petites de oxt, ..., oz, en sorte que l'on aura

cp, 4- 3cp, = o, . . . , et ocp, = 0, . . . , ou

-^ OXi-\-..,-^ —- oz = o,
OXi ôz

-,— <jXi-\-

.

. .-f- — 0^ — 0,
dxx Oz

formules qui entraînent l'équation (A).
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Il est peut-être bon de rappeler que si les fonctions cj et F
ne sont pas distinctes, la formule (A) est identique comme la

résultante elle-même.

XIV. — Sur les polynômes multiplicateurs.

Les équations (E), dont il a été question au paragraphe

précédent et dont le déterminant égalé à zéro fournit la résul-

tante, s'obtiennent en égalant à zéro les coefficients des

x\,x/^, . .
.

, dans un polynôme de la forme

A,, Xo? • ' • ) ^Vi désignant des fonctions entières de Xx^ j^^-,

. . . , x,i, a,, a^, . . ., oLfi et cp^, cp^, . . . , F des fonctions de a^,

ci..^,. . .^ cHfi] les premiers membres de (E) sont donc de la même
forme, mais les X ne contiennent plus les a", le déterminant

des équations (E) qui s'obtient en combinant linéairement

les premiers membres de ces équations est lui-même de cette

forme. Il résulte de là que :

Théorème. — Étant données des fonctions cp,, 02, . . .,

cp,2, F entières en x^, x^, ..., x,,, il existe toujours des

polynômes X|, X^:, . .
. , Xo ^^) f<^^^ <J^^^ l<^ somme

R — Xi cpi - h X2 cp., -^- . . . -h X„ çp„ H- X F

soit indépendante de x^ , x^i^ . . . , Xn, et tels que R =^ o soit

la résultante c/e (i), (2).

Ces polynômes \ portent le nom àepolynômes multiplica-

teurs ; leur existence a été signalée par Bézout. D'après la

remarque faite (p. Sog), ces polynômes n'ont pas de valeur

bien déterminée, et il y a une infinité de systèmes de multi-

plicateurs capables de fournir la résultante.

Toutefois la valeur réduite de chacun d'eux, par rapport

aux fonctions
'f

1, cp^, . . ., F dont il n'est pas le multiplica-

teur, est bien déterminée, car cp, par exemple est connu et

égal à —pour toutes les valeurs qui annulent cp^, cp;;^ . . . , F.
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Il est facile de trouver des polynômes 1] , )/„, . .
.

, )/, tels que

X', cpi -h X'^ cp, -r- . • + Ki ?« -!^ X' F ^ S

ne contienne plus ^,, x.., . . . , .r,/, mais contienne z; comme
alors S s'annule quand (i), (2) ont lieu à la fois, S est nul

quand R l'est; donc S est divisible par R et, si par hasard le

degré de S était/? Il /?z, S — o serait la résultante de (i) et (2).

Si l'on ne prenait pas la précaution de réduire le polynôme
que nous avons appelé 6 avant d'en prendre le discriminant,

on obtiendrait un polynôme S qui, égalé à zéro, ne donnerait

pas toujours la résultante, mais le produit de cette résultante

par un facteur étranger.

D'après ce que l'on a vu (p. 3i3), on peut toujours sup-

poser )., de degré ^2+ ms + . . . + m,^ -^ p — n par rapport

à ^,, x.y, . . . , r,;
;
de même )w pourra être supposé de degré

7?^^ -j- /7Z3 + . . . 4- /:> — /i ; malheureusement cette considéra-

tion ne suffit pas pour déterminer ces polynômes \.

XV. — Cas où la résultante a des solutions infinies ; estimation

de son degré.

La résultante de n équations générales des degrés jn^,

m.2j . . . , m,i est de degré /Ui m., . . . m„, mais ce degré peut

s'abaisser et ne peut s'abaisser que si la résultante a des solu-

tions infinies.

En thèse générale, pour estimer a priori le degré de la

résultante d'un système d'équations, il suffira de retrancher

du produit des degrés de ces équations le nombre des solutions

dans lesquelles la variable non éliminée peut être infinie.

L'estimation a priori du degré de la résultante dépend donc

jusqu'à un certain point de la solution de cette question :

Trouver les solutions infinies dUin système d'équations,

et, par solutions infinies, nous entendons celles dont un ou

plusieurs éléments sont infinis.

Prenons d'abord ime seule équation de degré m
(l) o{.X^,Xi, . ... Xn)^ o
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rendue homogène, et cherchons l'ensemble des valeurs in-

finies de Xt, Xi. . . -, Xn-{, ce que nous appellerons le do-

maine de U infini. A cet eflfet, considérons Téquation

(2) ai Xi -T- «2^2 ^-• . .H- «/i^« = o.

Si nous éliminons Xn entre (i) et (2), nous obtiendrons la

condition pour qu'il existe une relation linéaire entre

Xi, X2^ ...^Xn-{' Effectuons l'élimination, nous trouvons

c?(^i,X2, .. ., ^„-i, j
= o,

maintenant, si nous supposons que «,, a-i, • • ., cin-{ tendent

vers zéro, l'équation résultante se réduira à

(3) çpfiPi, a?.2, . .., ^/i-i, 0)= o.

Or supposerai, «2, . . ., ««_) infiniment petits, c'est sup-

poserai , X2, . . . , infiniment grands; le domaine de Uinfini,

si je puis m'exprimer ainsi, est donc donné par (3), c'est-

à-dire par l'équation proposée dans laquelle on a remplacé^,/

par o, ou dans laquelle on n'a conservé que les termes du degré

le plus élevé.

Pour reconnaître si des équations ont des solutions com-

munes infinies, il faudra donc les réduire à leurs termes du

degré le plus élevé et chercher si, ainsi réduites, elles ont des

solutions communes autres que^i = 0, ^^2=0, ..., Xn-\ =0,
c'est-à-dire telles que les rapports x^ \ x^', . » '. Xn-\ soient

finis, quelques-uns d'entre eux d'ailleurs pouvant être nuls.

XVI. — Calcul des fonctions symétriques. — Formules de Jacobi.

Soient

(0 cpir=0, Cp2=0, ..., Cp„=0

n équations algébriques des degrés m,, m^i . . . , m,i par rap-

port aux variables x^^ x,^ . .
, , x,i\ soient

an, ai2, ..., ^m
CL21, 01.02, • • • 1 '^in
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leurs solutions, et

(2) Xi(iPi)=^0, X2{x2) = o, ..., X„(^,i) = o

les résultantes de ces équations provenant respectivement

de l'élimination de a^o, ^3^ • • • ? ^n, de ^i, x^, . . . , û^n, • • • ;

soient )v/y des multiplicateurs, tels que

-;- A2/i cp„ zr^ X2,,3^ ; ^21 CP1-I-X22CP2-+-. . .

soient encore

A(^l, ^72, . . . , ^„) ==^^- ^11^^22 • • . ^rt/O

Théouème I. — A s'annule pour tous les systèmes de

valeurs de x^^ x^, . . .^ x,i qui annulent Xi, Xo, ..., X,/

sans annuler toutes les quantités cp,, cpg, . . ., cp/^.

Théorème II. — On a

(4) D(a/i, a/2, . . ., a/„)A(a,-i, a/2, . . ., a/,,) = X;(a/,)X'2 (a.-a). . . X;,(a/„).

En effet, si l'on différentie (3 , on a

Jo^'^'^-'-~^~d^'^^^ ^'' d^j
-^--'"^ ^'^'à^j -

i
X'.sij = k,

et, en faisant x^ -- a/^ , ^o = a/o, . .
.

,

da/y dy.ij dy.ij
(
X/,{cci/,)sij -^ k,

ce qui démontre le théorème, en vertu de la règle de la mul-

tiplication des déterminants.

TnÉoRiiME III. — La fonction symétrique

^^^ ^D(a/i, a/2, ..., ^in)
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est le coefficient de dans le développement de

FA
Xi X2 . . . Xrt

En effet, dans le développement de '

. , le terme en -
jyx) X

a pourcoeffîcientN ——-7 a désignant une racine de/(a) = o^

il en résulte que, dans le développement de

f{Xx, 37.2, . .,, X,i)

Xj X2 . . . X,i

le coefficient de sera
OC \ ^2 • • • *^/i

^.^•" X'(g/i)X\ay2)... X'(gAvi)*

Prenons /= FA, F désignant un polynôme quelconque; le

coefficient de dans ,, .. —tf- sera
XxX^_. . .Xa XiX, . . . X„

'^ '^ F( g/1, g,-,, . , . ) Afa/i, g/^, . . .)

2d2d"' X\g/i)...X'(g/,„)
^'

OU, en vertu du théorème I,

'v^ F( x,-i, g/,, . . .).V(g/i, g,-2, . . .)

^ X'(g/i).. . X;j(g,-„)

le signet s'étendant, non plus à toutes les valeurs des a/y,

mais aux valeurs simultanées constituant une solution com-

mune aux équations ( i ). Remplaçons le dénominateur de

l'expression précédente par sa valeur tirée de (4); elle de-

viendra l'expression (5). c. q. f. d.

Si l'on suppose F r= D'|, on a le théorème suivant :

TuÉoivÈME IV. — La fonction symétrique

^^{^iU a/2, ..., '^in)

est le coefficient de dans le développement de
•^^ Xi X-i . . . x,i ^ ^

Xi X2 . . . X„

L. — Traite d'Analyse, 1. 21
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Théorème V, dit de Jacobi. — Si F est un polynôme de

degré Inférieur ciSrn — n^ degré de D, on a

^D(aa, a,-2, ...)
~^*

En effet, cette fonction symétrique est le coefficient de
r j FA— — dans —^— ; or, si l'on appelle B le deerré de F,

le degré de "kij étant Um — mj, celui de A sera

^ ( n m — /Uj) = nU m — > /n,

celui de FA sera o -{- nUm — ^/?î, celui de X4 Xo . . . X„

sera nïlm: le coefficient de sera donc zéro, si l'on a
XiX2...Xn

ô — /ill/n — \/?z< nUm ~ n

ou si

c'est-à-dire si le degré de F est moindre que celui de D.

C. Q. F. D.

Ce résultat a été établi d'abord par Jacobi dans le Jour-

nal de Crelle, t. XIV, puis par Gauchy à l'aide du calcul des

résidus. Enfin Liouville Fa rencontré incidemment dans ses

recherches sur l'élimination (voir son JowA'/za/, t. VI, i"^*^ série.)

La démonstration que nous venons d'en donner est au fond

celle de Gauchy.

XVII. — Théorème de M. Enrico Betti.

M. Betti a fait connaître, dans les Annales de Tortollnl

pour l'année i858, une formule qui permet de calculer une

fonction symétrique quelconque des solutions de plusieurs

équations. Nous allons d'abord l'exposer pour le cas d'une

seule équation.

J



SUR l'élimination. 323

Soit m (ti, ^27 • • • 1 ^n)^^ produit des carrés des différences

des quantités 1^^1-2, • . -, tn\ soit cp(^) == o une équation ayant

pour racines a^, ao, . . . , a,;. Considérons l'expression

(p(?i)cp(^2)... cp(^„)Tn(ai, a,, ..., a„)
'

abstraction faite de sa partie entière, cette expression est

égale à

et à

OU enfin à

i,j..
(.ti—^i){h—^j)' ..{ta—'Xk) Tn(ai, a.,, ..., a^t)

Or le numérateur de la quantité placée sous le signe /^ est

égal à zéro ou à son dénominateur selon que a/, ay, . . . , a;^ ne

sont pas ou sont tous différents; il en résulte que l'expres-

sion (i) a pour partie fractionnaire

. . ^^ 1

le signe > s'étendant à toutes les valeurs des a qui, dans une

même fraction, sont différentes. Or, dans le développement de

l'expression (2), les coefficients des arguments r^ t~^ • - - t~^

sont précisément toutes les fonctions symétriques simples des

racines a,, aa, ...; donc :

Théoeîîme I. — Toutes les /onctions symétriques simples

des racines de (^ = o sont les coefficients des divers argu-

ments fl^ r/, . . . dans le développement de Vexpression (i).

Voici maintenant le théorème de M. Enrico Betti :

Théorème II. — Soient cp^, cp2, . • . des polynômes entiers

en oc

\

, oC'2'i • • • 5 'X^n ^t

(3) çpi = o, cp2 = o, ..,, cp„=o
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des équations algébriques admettant les a solutions

ail, 2Ci2, . . . , «!„,

^21) 2C.22,
• . • 5

3C2//)

^'[Xl j ^[X2? • • • 1 ^[X« ?

X,, X2, . . ., X„ les résultantes provenant de Vélimination

de toutes les variables, moins x^, de toutes les variables

moins x^^ etc. ; A(^< , ^2? . • ., Xn) le déterminant des multi-

plicateurs quifournissent les résultanteslL^ , X2, . .
.

, X„ = o^

enfin D(^^, ^o, • • -^ ^n) ^<? déterminant fonctionnel de

cpi, cp2, . . ., 0,1 et ^(-^'15 ^25 • ' •> ^'0 ^^ produit AD. Z^/

i = [X .<; = rt

p _ T-| 6( ^/l, <f/2, . . • • tin) yT T^jtxs-, t^s, • • • • ^[X.O

~"ll Xi(f/i;X2(^/2)- • .X/^^,-,j) llrniai.ç, a,,,, . . ., <Xns)'

développée suivant les puissances et les produits des quan-

tités t~^ , aura pour coefficients les diverses fonctions symé-

triques simples des solutions des équations (3).

Rappelons qu'en vertu des théorèmes I et II du paragraphe

précédent on a

6(a/i, a/2, . .., a/„) = o ou = X'i(a/i) X2(ai2). . . X'„(a,-„),

suivant que toutes les valeurs de ^ sont différentes ou sont les

mêmes; par suite,

/ = [X .V = Il

~11 \i(^/i; X2(^/2)- ..Il ^(«Ls-, «2.^- • . -, ajj,^)'

i = \ .V= 1

ou, en négligeant un polynôme entier,

p _ y-r '^ __i T |-T Tn( y.js, ^/,s, ^/s)
^~ li^tii— ^ij ti%— ^ik A J- TU (^ ai^, a25, . . . ,

a^)
; =

1

s-\

ou enfin

/?, g, u^ V désignant quatre entiers différents, ce qui démontre
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le théorème énoncé. Le théorème de M. Betti ne rend pas

pratique le calcul des fonctions symétriques et l'on ne trou-

vera sans doute jamais un moyen de rendre ce calcul pratique,

mais il met en lumière un théorème de M. Schlâtli : c'est

que toutes les fonctions symétriques entières des solutions

des équations (3) contiennent seulement en dénominateur les

coefficients des premiers termes des résultantes Xi, X2, ...,X//.

Ainsi la fonction symétrique

V a^ 1 ai 2 . . . af,, X a^ ^ a^a . . . af^ x . . .

,

coefficient de ,.^, ,

-: dans G, contiendra en dénominateur
^1 1 *' \% • • •

le facteur

Aj A^J . . . Afi ,

Al, A2, . . . désignant les coefficients de x^, x^, . . . dans les

polynômes X<, X2, . . • , X,^. On peut toujours faire en sorte

que Al = A2 = . . . ^ A,i, en rendant les résultantes entières

par rapport aux coefficients. Ainsi la fonction symétrique

considérée devient entière en la multipliant par A^'+^-/- .

La résidtante des équations (3) et F = o, mise sous la

forme nF(a/i, a/2, . . .) = o, deviendra donc entière en la

multipliant par une puissance du coefficient de la plus haute

puissance de la variable non éliminée dans l'une des résul-

tantes X,, X2, . • . , X/;.

XVIII. — Remarque importante sur les solutions communes

à plusieurs équations.

Si, dans la formule de Jacobi démontrée au paragraphe XI,

on fait F{x) = i , ^,, X2, . . . , on trouve

_ (n-i-i)(n'^ 1).. . (n-i- h)

^ ~ ~
][T^~3"7T/i ^

'*

relations entre les solutions communes aux équations cp, = o,

(') Ce nombre est égal au nombre des termes d'un polynôme du degré

/i à /i variables.
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cp2 = o, . . . , (^/i =: o, /i étant inférieur d'une unité au degré de

, dans ces relations entrerontlesv= > ^ ^ ^^ -

^^ 1 . 2 . 3 . . . m^

coefficients de cp^ , cp2, . . . , cp,;. Le degré de D est'V m/ — n
;

donc h z=y nii — n — i , donc

( n -J- I ) ( 71 -i- 2 ) . . .

( / p^i

\ m/— n — I
j

!

En général, jx est plus grand que v, de sorte qu'entre les

équations fournies par le théorème de Jacobi on pourra éli-

miner les coefficients de cp<, o^^ . . ., cp,^, et l'on voit qu'il

existera des relations indépendantes des coefficients entre les

solutions de cp^ = o, cp2 = o, ... ; donc :

On ne peut pas choisir arbitrairement les solutions dfun

système adéquations algébriques à plusieurs inconnues.

XIX. — Propriétés de la résultante.

Considérons n équations à n inconnues des degrés /W),

m2, . . . , /^rt, savoir :

i cpi {Xi, ^2, .••, ^n) = O,

)
?2(^1' ^2^ ••-, ^n) =0,

^'^

I

soit

R = o

la résultante provenant de l'élimination de x^, X2-, ,^//- t

Supposons

—^y bij_^_ x^x^ .

.
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faisons varier les coefficients a/y. . et a^^.. de ùaij .,
^cipq,., et

exprimons que dans ces conditions R ne varie pas. On aura

àai

et, si l'on veut que les solutions ne varient pas non plus, on

aura

à^
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leurs coefficients, est irréductible pcu^ rapport à ces coefû-

cients (*).

En effet, si cette résultante n'était pas irréductible, elle

serait de la forme R =. PQ = o, P et Q désignant des pol}^-

nômes entiers par rapport aux coefficients a, 6, c, . . . des

équations proposées. Or R =:= o établit, entre les coefficients

en question, une relation qui permet de regarder l'un d'eux,

a, comme fonction des autres; si Ton considère les équations

P= G, Q z= o, elles sont satisfaites par certains systèmes de

valeurs de a^ o^ c^ . . . , et, pour ces systèmes, .y ? — , . . . ont

deux valeurs, savoir celles que l'on peut tirer de P =Tr o et

celles que l'on peut tirer de Q = o. En différentiant R = o,

la règle des fonctions implicites donnera

ôb ôb ' ôa Oc (Je ' ôa^

,^ da da • . • w • ^ •^ c ^R
rour que -, , -- , ••• soient indéterminés, il faut que -—?

^ db (Je
'

^ da

-—
5 • • • soient nuls, ce qui établit des relations entre les quan-

tités a, ^, c, .... Si donc les équations proposées sont telles

qu'il n'existe pas de relations entre leurs coefficients, la

' u .
• • 1 *•! 1 /j' -11 ^R dR

résultante sera irréductible d ailleurs — =0,-77=0, ...
\ da ' ôb ^

ne sauraient être des identités, sans quoi R ne dépendrait

pas des coefficients des équations proposées)*

Puisque la résultante est irréductible quand il n'existe pas

de relations entre les coefficients a, Z>, c, . . ., on pourra

toujours supposer que l'on ait mis cette résultante sous forme

entière en la multipliant par un facteur, fonction des coeffi-

cients de poids nul, tel que cette résultante mise sous forme

entière ne soit pas décomposable. Le premier membre sera

alors parfaitement déterminé, à un facteur près indépendant

de tous les coefficients.

(') Je crois devoir rappeler qu'une équation R^ — oest irréductible par
rapport à des quantités a, b, c,. . . quand un premier membre n'admet pas

(le diviseur rationnel en x, a, b, c, ....
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Considérons maintenant n équations homogènes par rap-

port aux inconnues x^^ ^o? • • • ? -^«i savoir :

et supposons-les des degrés ni^^ m^^ • -, '^n« Si l'on élimine

^2j ^3 5 • ' 1 ^ni on trouve une résultante de la forme entière

si l'on élimine toutes les inconnues, moins x^^ on obtient

R2 étant, comme R,, entier par rapport aux coefficients de

cp'4, cp2, . . . et irréductible, etc..

Je dis que l'on peut supposer Ri = Ro. En effet, l'équa-

tion R^ = o exprime que les équations (i) ont une solution

commune dans laquelle x^ n'est pas nul, et R2= o exprime

que les mêmes équations ont une solution commune dans

laquelle x-i n'est pas nul. Si l'on suppose qu'il n'existe pas

de relations entre les coefficients de (i), ces équations n'auront

pas de solutions pour lesquelles ^,, x^^- - • seraient nuls,

puisque l'on rejette celles dans lesquelles on aurait soit x^ = o,

soit ^2=05 Ri et Ro sont donc égaux, à un facteur numé-

rique près.

On appellera éliminant ou résultant des fonctions homo-

gènes C54, 02? • • • > ^n le premier membre de l'équation ré-

sultante, mis sous forme entière, des équations cp, =0
Çp2=: o, . . ., Cp,^= o, abstraction faite du facteur .r, '", ou

^p'*, ou, etc.

Le résultant est donc bien déterminé, à un facteur près

indépendant des coefficients de cpi, cpo, . • • •

Théorème II. — Soient cpi, cp2, - . . , 0,1 desfonctions homo-

gènes de Xi, Xo-! . . . ,Xa des degrés m^ , m-y, . . . , /?^« ;
soient

8<, Ô21 • • • > ^n des fonctions homogènes de jki, y^^ • • •
^

>'//

et toutes de degrés. Si Von fait, dans cp^, (^2? • • • 5

Xi = 61(71,72, ...,7«),

^2^ 02(71' 72. •••, Yn),
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ces fonctions deviendront de nouvelles /onctions <]><, ^o, • • •

'^,1 de y^^ y^^ ' •
, Jn ^t, si Von appelle R ie résultant de

cp,, cpo,. . ., o„, s celui de ^L,, (J^o?- • •? ^n^ r celui de B,,

S = R>^"-' rnm.

En effet, les solutions de ^{;< = o, ^2= o, . . .
, ^„= o com-

prennent :

i'* Les solutions des équations

dans lesquelles a,, cl2^ - • ^ ^n désignent une solution de

C2, = 0, cp2= o,. . . lorsque les coefficients sont liés par la

relation R=o; ces solutions sont au nombre de 5""^ Dm et

par suite le résultant S contiendra en facteur R^"~*.

2" Les solutions de 8< = o, 83=: o, . . . , 0;^=: o qui entrent

en facteurs dans ces équations aux degrés sm^^ 5/^2, . . . , sm^ ;

le résultant s devra donc s'annuler en même temps que /' et

avoir les solutions de r à un degré de multiplicité égal à

m^ m2 ' = Um.

Corollaire L — Les résultants de plusieurs formes sont

des invariants de ces formes, et, si dans les formes cp<,

cp2, . .
.

, cp^, on effectue une substitution linéaire, leur résul-

tant se trouvera multiplié par Y^^^, T désignant le déter-

minant de la substitution.

Théorème IIL — Le résultant de plusieursformes est un

combinant de ces formes.

En effet, si l'on pose

le résultant de ^,, J>2, • • -, ^n peut s'obtenir en observant

qu'il peut être considéré comme le résultant des formes trans-
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formées des formes linéaires

(<^) ' 721^1-^722^2 •.. Y2«-//.

par la substitution non linéaire ^, = o,, ^2=92? • •; le

résultant de ^,, 'h-., - - sera donc, en vertu du théorème II,

égal au résultant T des formes linéaires (a), élevé à la puis-

sance s — i^ degré maximum des formes cp et multiplié par le

résultant de ces formes ; en d'autres termes, si l'on appelle

R le résultant des formes cp, S celui des formes ^, T le déter-

minant de la substitution (a), on a

S =. Rr^"-'.

XXI. — Discriminants.

On appelle discriminant d'une fonction homogène le

résultant de ses dérivées prises par rapport à chacune de ses

variables.

On appelle racines singulières d'une forme les systèmes de

valeurs des variables qui annulent à la fois la forme et toutes

ses dérivées, ou, pour éviter un pléonasme, qui annulent ses

dérivées.

Lorsque le discriminant d'une fonction cp est nul, l'équation

cp = o, qui permet de considérer Tune des variables comme
fonction des autres, donne pour les dérivées partielles de

cette variable des valeurs indéterminées.

Lorsque le discriminant est identiquement nul, il y a toute

une suite de valeurs des variables pour lesquelles les dérivées

partielles de l'une d'elles sont indéterminées, et vice versa

d'ailleurs.

Théorème L — Le discriminant dhine fonction est un

invariant de cette fonction.
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En effet, considérons la fonction homogène C3(,r,, ^27 •• •? •^/^)

de degré m. Si l'on effectue la substitution

> ^2 = T2i7i - T2272 -'-•••-! Y2«7«,

on aura

/ d'if _ dr^ d(f d<^

donc, en appelant F le déterminant de la substitution, le

résultant des seconds membres de (i) sera F^'^^"^^""* multiplié

par le discriminant A de cp. Si ensuite on effectue la substi-

tution sur les dérivées -^-^ ? -— ? • • • ? le nouveau résultant relatif

aux ^ sera égal à l'ancien AF^^~'^"~' multiplié par F^'^~^^",

de sorte que, D désignant le nouveau discriminant, on aura

Pour m = 2, on a D = AF-, ce qui s'accorde avec ce que l'on

savait déjà sur les discriminants des fonctions du second

degré.

Théorème II. — Lorsque le discriminant dhine Jornie

s^annule, les dérivées du discriminant par rapport aux

coefficients de la forme sont proportionnelles aux dérivées

de la forme prises par rapport aux mêmes coefficients.

En effet, soit A le discriminant d'une forme co ; faisant varier

les coefficients <7, 6, ... de cette forme et les variables ^4,

X2, ... de telle sorte que A ne varie pas, on a

(I) o=--oa-H^^c6+...;

mais on a aussi, en appelant cp<, (p2, . . . , 0,1 les dérivées —- ?

~>* • • et en observant que x^ + ùx^ , ^0+ o<^2, • • • doivent
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vérifier les équations cp, + 8cp, =: o, cpo + O'^^ = o,

^©1
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où l'on a

d{x^,X-2, . . ., Xn)

Supposons d'abord les degrésdes équations (i) quelconques

et respectivement égaux à tu^^ m^, . . ., nin] on pourra, en

vertu du théorème des fonctions homogènes (p. 221}, écrire

ces équations ainsi qu'il suit :

do\ (^coi d(ù,

axi 0x2 àx,i

(2) l do2 ào.-> do2
"^ -^Xi-]--^ X2-i-.. .— -^ Xn= 7712^2= o,
âxi 0x2 àx,i

^

les valeurs de ^<, ^21 • • •
?
qui satisfont à ces équations, sa-

tisfont donc aussi à

Maintenant, si mi == mo = . . . = m,i= m^ on déduira de (2)

^^ ^^
Aa7i = m

|_
• âxi ôxi J

L dx2 0X2 J

et, en général.

on en tire

[aA dA ~I

"^^
(^Xy ^à^'^ àxj ^d^i'^'-'

*

^^ r r) ()A d'-Pi ^A
Xi -r— z= ni -

'

Si i= J, il faudra ajouter A au premier membre. Si l'on

suppose que l'on remplace Xt , œo, • • • par les solutions de (i),

en tout cas que isoit égal à y ou différent dey, on a

Pf^cpi ()A

L ^^i

^dxi I ()^/ , c)cpi (^a7y
â(f2

dxi
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or le second membre de cette équation est égal à zéro ou à A,

c'est-à-dire toujours égal à zéro, donc

à^j
'-= ^' ^- ^' ^- ^-

Ce théorème suppose que la solution commune ne se rap-

porte pas aux valeurs nulles de ^< , ^o, . . . , sans quoi il serait

évident; d'ailleurs la démonstration précédente ne s'applique

pas à ce cas.

Si le système (i) se réduit à trois équations de second degré,

les équations

?1=0, ^•2==0, Cp3=0

et les trois équations

à^ _ àl _ d\ _

seront du second degré; en éliminant û^'~^,xl, x\^x^x>2_^x^x-:^^

x^.Xz, on aura sous forme de déterminant ia résultante des

équations proposées.

XXIII. — Sur une élimination remarquable.

Proposons-nous d'éliminer Xi, .r^, . . . . Xn entre les équa-

tions

et

[
Cil :ri-'- Ci2 ^2-" •••- Ci,i Xn—Q-,

. . 1 C21 ^1-^ C22 a-2-- . .
. -4 C2« x,i--o,

\

A cet effet, écrivons l'équation (i) sous la forme

/os àf df

multiplions la première équation (2) par l, , la seconde par



SUR l'élimination. 33;

lo, . . . , et ajoutons avec (3), puis égalons à zéro les coeffi-

cients de ^,, ^o, ...
;
nous aurons

EL .

df

Cil Xi -^ C21 X2 -T- . . . H- C,i_i 1 X,i_i = O,

dX'^
-t- C12X1 -;- 022X3-!-. . .-!- Ca-\ 2Xrt-i = o,

Si, entre ces équations et (2), on élimine^!, ...^x,i,^^\, ...^\n-\^

en remplaçant
àf àf

àxi dx,i

aiiXi H- «12372-

on a

«11 «12

«21 «22

^nl Ctnl

Cil C12

«1«

et' lin

Ci,.

par leurs valeurs

-|- . . .
—.- Cùi,iX/i,

Cil C21

C12 C22

Cm C2n.

o o

Crt— 1 2

Cii—\,n

O

Cn-\n Cn~ln • • • Ca-in O O ... O

Ce résultat a été obtenu par Hesse.

XXIV. — Principe de correspondance.

Le principe de correspondance, nettement énoncé pour la

première fois parChasles, consiste en ce que :

Si sur une droite D on a deux séries de points Xi , Xo, . .
.

,

et Yi, Y2, ..., tels qu^à chaque point X correspondent

n points Y et qu'à chaquepointY correspondent f7i points^,

le nombre des points X coïncidant avec leurs correspon-

dants Y est m -h n (pourvu que cette correspondance des

points Xet Y s'exprime au moyen d'une équation algébrique"*.

Nous appellerons les points X coïncidant avec leurs cor-

respondants des coïncidences.

La démonstration du principe en question est fort simple.

Soient ^,, X2j ... les abscisses des points X,, X^, ...,

L. — Traité d'Analyse, I. 22
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comptés sur la droite D à partir d'un point fixe O de cette

droite
; J'i , J^2 » • • • celles des points Y, , Yo, . • . ; l'abscisse x

d'un point quelconque X et l'abscisse y d'un point quel-

conque Y seront liées entre elles par une équation

(i) /(^;j)=o

de degré m en x et n en j'; les coïncidences seront données

en prenant ^=jr, et par suite leurs abscisses seront racines

de l'équation /(^, ^) = o. Si l'équation (i) est complète,

f(t, t) sera de degré m -i- n^ ce qui démontre le théorème.

Voici une autre démonstration du même principe donnée

par M. Zeuthen.

Soit G un point de la droite D où n'ait pas lieu une coïn-

cidence; par ce point menons une droite quelconque et pre-

nons deux points fixes A, B sur cette droite, joignons ces

Fig. ..

JJl

< I\ /

points à deux points correspondants X, Y; le lieu des points

M de rencontre de AX et BY sera une certaine courbe que

nous allons étudier et que nous appellerons la courbe (M).

La courbe (M) rencontre AM en n points, en général situés

à distance finie, distincts du point A; mais la courbe (M) a en

outre au point A un point d'ordre m, car, le point G étant

considéré comme un point Y, m droites AX correspondront

à BG et seront d'ailleurs autant de tangentes à la courbe M.

Ainsi la courbe M est de degré m-^- n, elle a en A un point

d'ordre /n et en B un point d'ordre n.

Le principe de correspondance découle de là, car les coïn-

cidences sont les points où le lieu M coupe la droite D.
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Le principe de correspondance peut être généralisé comme

il suit :

Sipar lui point passe une série de droites U, V, et qu'à

chaque droite U correspondent m droites V, cjuUi chaque

droite V correspondent n droites V, le nombre des droites U
coïncidant avec leurs correspondantes V (ou coïncidences)

sera m -i- n.

Ghasles a fait une application du principe de correspon-

dance à la recherche du nombre des intersections de deux

courbes situées à distance finie (Comptes rendus de l'Aca-

démie des Sciences^ i855).

Considérons deux courbes d'ordres /n et n : soient G et D
ces courbes; prenons deux points fixes A, 13 dans leur plan,

mais hors de ces courbes. Par A faisons passer une droite AX,

Fig. 2.

elle rencontrera G en m points a; joignons B aux points a;

les droites ainsi menées au nombre de m couperont D en

mn points p.

En joignant A aux points p, on aura mn droites AY cor-

respondant à AX ; réciproquement, à chaque droite AY cor-

respondent mn droites AX.
Lorsque les courbes G, D ont un point commun (a, p), la

droite AaX coïncide avec une droite AY|3; mais deux droites

AX, AY peuvent coïncider sans cela : c'est ce qui arrivera

quand on considérera la sécante AB, car mn droites coïn-

cidentes sont confondues avec AB; il en résulte que, si AB
ne passe pas par des points communs aux deux courbes, ce

que l'on peut supposer, G et D auront mn points communs,

situés en général à distance finie.
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EXERCICES ET NOTES.

1 . Nous désignons, pour abréger, par {pq') le déterminant pq'— qp'

.

Cela posé, la résultante de

ax' -^ bx -^ c — o^

a' x'^-r- h' X -'- c' = o

est

La résultante de

est

La résultante de

{ab') iad)
j

(ac') {bc'
) I

( ax"^ -4- 6a?2 -h ca7 -4- c? — 0,

( o! X"^ -r b' X'^
-^r d X -r-

d' -= Ç>

{ab') (ac') (ad')

(ac') { dd' )
-ï~ ( bc' ) (bd')

(ad') {bd') {cd')

est

( ax'* -\- bx^ --1- cx'^ -^ dx — e = o,

( a' x' --- b' x^ -^ c'
x'^ -~~ d'X - e' — o

{ab'

)

{ac') {ad') {ae )

{ac )
{ad' )-{-{bc') {ae') '\- ibd') {bé

)

{ad') {ae' ) -^ {bd'

)

{be') -\- {cd' ) {ce')

{ae') {be'

)

{ce') {de')

2. Le discriminant de l'équation

ax^-\- 4^^^ H- ^cx''-- \dx -^ e = o

a été mis par M. Gayley sous la forme

i6(I3— 27J2).

\ = ae — ê^bd- 3c^, J = ace -\- ibcd — ad'*-— eb'^-- c».

3. On a
f/>^— b'

a — b

cette formule peut s'écrire

a'« b'"
I

\ a b

I I
I

'
I I

= a'«~^ ^- ba'^-"^ h- . . . -i-
6'«-
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On la sféncralise

a"^
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les déterminants obtenus en prenant quatre colonnes dans le tableau

suivant soient nuls :

i

"'
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CHAPITRE XII.

RÉSOLUTION DES QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM.

I. — Règle générale pour trouver les maxima et les minima

des fonctions explicites.

On dit qu'une fonction d'une ou de plusieurs variables

f{x^y^ z^ . . .) passe par un maximum pour un certain sys-

tème de valeurs des variables x^y^ z, .... quand pour ce

système de valeurs on a

/(^ -^ h,y-r-k,z -;-- l, . . .)<f{x, J, ^, . . .),

quels que soient les signes de li, k^ l, .... pourvu que ces

quantités soient inférieures en valeur absolue à une quantité

finie, aussi petite que l'on voudra, du reste. Si l'on avait au

contraire, pour les valeurs de h, /:,... que l'on vient de

définir,

f(x -T- /i, 7 -i- k, z-\-l, . . .) >/(^, y,z, , . .),

on dirait que /passe par un minimum pour le système des

valeurs de x^y^ z^ ... fournissant cette relation.

Si l'on remplace h par dx^ k par dy, . . . , on pourra dire

que/" passe par un maximum (ou un minimum) quand

f{x-^^dx,y-^ dy, ...)—f{x,y, ...)=-- ^f

conserve, quels que soient les signes de dx, dy, ..., le

signe + (ou le signe — ).

En résumé, pour savoir si f[x, y, s, . . .) passe par un
maximum ou un minimum, il faut étudier les variations de

signe de A/, quand on fait varier dx, dy, ....
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La formule de Taylor donne (en la supposant applicable)

(i) A/^4/--E2,

E,„ désignant en général un terme d'ordre supérieur km — i

.

Le terme df du premier ordre donne son signe au second

membre de (i), et par suite à A/, car on peut écrire

a 1"»m 1 r» 1 1m 1

1

4/

V
Or ^ a pour limite o pour dx = o, dy = o, ... ; donc, si

F. / F ^'

dx, dj, . . . sont assez petits, i -\~ -j sera positif et dj'( i -f- -,>

ou df ~r Eo aura le signe de df. D'ailleurs

df^-^d:o-^.-'itdy-^...
-^ dx ôy ^

change de signe avec dx, dy, ... ; donc, si l'on n'a pas iden-

tiquement df ^= o, A/ changera de signe avec dx, dy, . . .

et y ne sera ni maximum, ni minimum; donc :

Théotième J. — Pour qu^une fonction f passe par un
maximum ou un minimum, il faut que la différentielle

dfpasse par la valeur o.

Mais cette condition n'est pas suffisante, et, si df =^ o, on a

(2) A/'=U^/-E3;

et, pour que le signe de A/ soit indépendant de dx^ dy, . .
.

,

il faut que d'-f, qui donne son signe à Ay, ait lui-même un signe

indépendant de ceux de dx, dy, ....

Ily aura maximum si d-f reste négatif, minimum dans

le cas contraire.

Si d-f s'annule, quels que soient dx^ dy, . . . , on posera

Le signe de Ay sera celui de d"^f', or ce signe change avec

ceux de dx, dy, . . . , car d^fasi un polynôme homogène du
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troisième degré en dx,, dy , .... Donc il n'y aura ni maxi-

mum ni ]iiinimum, à moins que d^f so\i nul, quels que soient

dx^ dy, ... ; il faudrait alors poser

•^ 1.2.J.4 -^

et ainsi de suite.

En résumé, pour qu'une fonction f passe par un maxi-

mum ou un minimum, il faut que sa différentielle pre-

mière soit nulle; il faut, en outre, (jue la première diffé-

rentielle, qui n'est pas nulle, quels que soient dx^ dy, . . . ,

soit d'ordre pair, et qu'elle conserve toujours le signe —
pour qu'il y ait maximum et le signe + pour qu'ily ait

minimum.

Passons aux applications :

1° La fonction f ne contient qu'une seule variable œ.

Ses différentielles sont alors égales à ses dérivées, aux facteurs

dx^ dx-^ dx^^ . . . près, et l'on peut dire que :

Une fonction d'une variable passe par un maximum
{ou un minimum) quand, la première dérivée s'annulant,

la première de celles qui ne s'annulent pas est d'ordre

pair, négative (^ou positive). Cette condition est nécessaire

et suffisante (pourvu toutefois que cette fonction soit déve-

loppable par la formule de Taylor).

2" La fonction f contient plusieurs variables indépen-

dantes ^,/,x?, . . . ; alors, 6// devant être nul, quels que soient

dx, dy, . . . , comme l'on a

af ='IL,.r -- If dy -:-...,
•^ ()x ()y

•1 p n • , , àf df
li laut que 1 on ait séparément --^ = o, -r^ =^ o, ....^ r ôx ^ ôy

^

h.in?>\, pour qu une fonction de plusieurs variables in-

dépendantes soit maxima ou minima, ilfaut que ses déri-

vées partielles du premier ordre soient nulles.

Mais il faut aussi que d'-f conserve son signe, quels que

soient dx, dy, . . ., et que ce signe soit 4- dans le cas du
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minimum, — dans le cas du maximum ; or d'^f est un poly-

nôme du second degré, de la forme

dans lequel on a posé, pour abréger,

dx r- ^1, dy --=--
Ç.2, • • •

et

dx dy
- «12,

Pour savoir si ce polynôme est susceptible de changer de

signe, on le décomposera en une somme de carrés.

Si tous les carrés sont positifs, <i-/ sera toujours positif et

il j aura minimum; si tous les carrés sont négatifs, il y aura

maximum; enfin, si parmi ces carrés il y en a de signes op-

posés, (^ypourra changer de signe, et il n'y aura ni maximum,
ni minimum.

Quand d-f est identiquement nul, la discussion paraît

beaucoup plus difficile, mais on n'a jamais besoin de la

pousser aussi loin.

Pour reconnaître le signe de d'^f^ il n'est pas besoin de dé-

composer \^aij^i\j en carrés; on peut former l'équation

{voir p. 2.38 et suiv.)

(4)

«11

«21

«;n

s aj2

«22— s

«,7Î

«I7i

«2/i
O,

dont le premier membre est le discriminant de

'^iAiij~s(V,-'-ii-~...^^,).

Cette équation a toutes ses racines réelles, on peut lui ap-

pliquer la règle des signes de Descartes. Le nombre des carrés

positifs et négatifs dans lesquels 2j^^J^^^J P^^^'- ^^ décom-

poser est égal au nombre de ses racines positives et néga-

tives, et par suite :
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Pour que / soit minimum, il suffit que Véquation (4)

n'ait que des variations, et, pour que f soit minimum^ il

suffit quelle n'ait que des permanences.

Si Uéquation {^) a des variations et des permanences,

f n'est ni maximum ni minimum.

IL — Quelques exemples de détermination de maxima
et de minima.

Problème I. — Trouver dans le plan le plus court che-

min d'un point A à un point B en passant par une droite

donnée, les deux points K et ^ étant situés d'un même
côté de la droite.

Prenons pour axe des x la droite donnée et une droite per-

pendiculaire pour axe des j^. Soient a et p les coordonnées

du point A, celles du point B pourront être représentées par

a + /et q, l désignant la distance des points A et B comptée

parallèlement à l'axe des x. Le chemin cherché se compose

d'une ligne brisée sur l'axe des x; soit a 4- ^ l'abscisse du

point où le plus court chemin cherché rencontre l'axe des x,

la quantité à rendre minima est

(i) s/p^^-.-x'^-^-sJq'^^-'^l— x)'^.

Pour trouver le minimum de cette expression, égalons sa

dérivée, par rapport à ^, à zéro; nous aurons

, , X l — X
(2)

Sans qu'il soit nécessaire de tirer x de cette équation, on

voit que les deux droites dont se compose le chemin cherché

font avec la droite donnée (l'axe des x) des angles dont les

cosinus sont égaux, et par suite :

Le plus court chemin cherché est brisé de telle façon

que ses deux partiesfont des angles égaux avec la droite

donnée.
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La dérivée seconde de l'expression (i) est

(j02-h.r2;)i: [^2_^.(/_^.2)J2

c'est-à-dire positive; la valeur de x tirée de (2) fournira

donc bien, comme on devait s'y attendre, un minimum [à

la vérité, l'équation (2) fournira deux valeurs de x, quand

on aura fait évanouir les radicaux, mais il ne s'agit que delà

valeur pour laquelle Jes radicaux sont positifs, et pour laquelle

a<^x <^a-\- l^ si l'on suppose, par exemple, a et />>o].

Problème II. — Trouver un point tel que la somme des

carrés de ses distances à des points fixes soit un minimum.

Soient X., y^ z les coordonnées du point cherché, xi, j/, z-i

celles de l'un des points donnés, prises par rapport à trois

axes rectangulaires quelconques; la quantité à rendre mi-

nima est

(I) ^[(^-- ^0^-^17 -7/)'-- (^ --/)'];

en égalant ses dérivées partielles à zéro, on a

^(x~Xi)^-o, V(7-7/)--o, ^(z~Zf)--o

et, en appelant n le nombre des points donnés dans l'espace,

^^«2-^'' y-'-nZ.y" '-^nZé"'

le point demandé x, y, z n'est autre chose, comme l'on voit,

que le point que Ton appelle en Géométrie le centre des

moyennes distances, et en Mécanique le centre de gravité du

système des points en question.

Quoiqu'il soit évident que nous sommes en présence d'un

minimum^, nous allons le vérifier par Texamen de la différen-

tielle seconde de la fonction (i); cette différentielle est

On voit qu'elle est essentiellement positive, puisqu'elle est
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la somme de trois carrés, et la solution trouvée correspond

bien, comme nous l'avons observé, à un minimum.

Problème III. — Trouver le polygone d^aire maxima

que Von peut former avec des côtés donnés.

Soient Al , A2, A3, . .
.

, A„ les sommets successifs du poly-

gone; A,A2= «1, AoAg^^^o, ..., A«Air=a„ les côtés

donnés; 7^, ro, . . ., r^^^ les diagonales Ai A3, A, A.,,, . . .,

A, A«_<. Si l'on se rappelle que l'aire d'un triangle dont les

côtés sont a, Z>, c est donnée par la formule

'aire à rendre maxima sera
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lesquelles expriment que les angles AjAoA.j et A, A-, A3

sont supplémentaires, ainsi que AiAsA, et AiAjA/,, ...;

donc le cercle qui passe par AiAsAg passe par A,, par

A5, ...
;
donc enfin le polygone maximum a tous ses som-

mets sur un même cercle, il est inscriptihle.

C. Q. F. D.

III. — Sur le maximum des fonctions de plusieurs variables

liées entre elles.

Il peut arriver cjue l'on demande le maximum ou le mini-

mum d'une fonction de plusieurs variables liées entre elles

par des équations non résolues; il est même parfois élégant

d'introduire dans une question de maximum des variables

auxiliaires liées aux variables principales. Pour trouver le

maximum ou le minimum, on égalera toujours la différentielle

de la fonction que l'on veut rendre maxima ou minima à zéro.

En effet, une fonction/de plusieurs variables ^,, ^2? • • • 7 ^n-,

liées entre elles par k équations, telles que

\ flX^U ^2, • • -, Xn]^- O,

est au fond une fonction de n— k de ces variables qui pour-

ront être considérées comme indépendantes, les autres ^,,

X'2.-, ..., Xk^ par exemple, étant des fonctions de celles-ci

données par les équations (i). La différentielle totale de f
prise par rapport à ces variables, à savoir

doit donc être nulle pour que /soit maximum ou minimum

c. Q. F. D.

Les variables ^a+j, ^a+2« • • étant indépendantes, dx^^^^
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dxh^2i • ' • sont arbitraires, et les conditions du maximum
ou du minimum sont

Uyt-+-i ^ o, U^-^2 ^ o, . . . , U„ ^ O.

Pour calculer les expressions U^+i , Uk+'n ^ • » ou, ce qui

revient au même, la difFérentielle de / par rapport aux va-

riables indépendantes, on différentiera / par rapport à toutes

les variables, ce qui donnera

(2 ) df — ^^ dxi -- --^ o?,r, -[-... -'- -r— dxa-
ùxx dx^ " dxti

On différentiera aussi les équations (i), ce qui donnera

jzr doc, - — dx,^ -'-..,-- ^ dx„ - o,
UX \ OX 2 OX fi

(3) { df. à/,, àf.^ ,

Oxi ÔX2 ' dx,i

De (3) on tirera dx,^ dxj^ . • , dxu et, en portant leurs

valeurs dans (2), on aura df sous la forme

Ua4-1 dXk^^ ~r . . . - U„ dxn

.

Au fond, cette méthode revient à égaler à zéro la différen-

tielle de / prise par rapport à toutes les variables, c'est-à-

dire à poser

( 4 ) -r— dx\ -- --— dX', — . . .
-- —^- dx„ — o,

dxx dx._
"

dx,i

à éliminer entre (3) et (4) dx,, dx^^ . . . , dx^ et à égaler à o

les coefficients des différentielles restantes dxk^i, . . . , dx,i-

On peut diriger les calculs d'une façon élégante en em-

ployant la méthode des multiplicateurs de Bézout.

Multiplions les équations (3) respectivement par les indé-

terminées l^, Xo, . . ., \k et ajoutons-les à l'équation (4).

On pourra déterminer ces quantités \ par la condition que

les coefficients de dx^, dx2^ • . . , dxk soient nuls : l'élimina-

tion de ces quantités sera alors faite; en égalant à zéro les
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coefficients de dx^j^^. ..., dxa^ on aura les conditions du

maximum ou du minimum. On obtient ainsi les équations

<9r,
'^
dxx

( 5

)

/ ^^2
'

^ ^^2
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on remplacerait alors la formule (2) par celle-ci

obtenue en différentiant (6), et en n'écrivant pas le terme

-^ df, nul en vertu de la règle qui prescrit d'égaler df h. zéro.

IV. — Applications des théories précédentes.

Problème I. — Trouver le parallélépipède rectangle

maximum inscriptible dans un ellipsoïde.

Soit

, ,
x^ r^ z^-

l'équation de l'ellipsoïde; le volume à rendre maximum est,

à un facteur constant près, xyz\ on posera donc

( 2, ) yz dx -\~ xz dy -f- xy dz = o;

en différentiant (i), on a

. -

,

X dx dy dz

multipliant (3) par )., ajoutant avec (2) et égalant à zéro les

coefficients de dx.^ dy ^ dz., on a .

\x \y \z

l'élimination de \ donne

a'^yz _ h'^xz c*-xy

x y z
ou bien

«2 _ ^2 _ C2

^ ~ 7 2 — ;^2
'

c'est-à-dire

a _^h _ c

X ~ y ~ z'

ce qui prouve que les côtés sont proportionnels aux axes de

L. — Traité d'Analyse, I. 23
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l'ellipsoïde et que les sommets sont situés sur les diagonales

du parallélépipède circonscrit à l'ellipsoïde ayant pour côtés

les axes.

Reprenons le problème traité pins haut :

Problème II. — Trouver le plus court chemin d'un

point A à un point B en rencontrant une droite située dans

le même plan cjue ces points.

Soient/? et q les distances respectives de A et B à la droite,

/ la distance des deux points comptée parallèlement à la

droite, enfin x ei y les distances du point où le plus court

chemin se brise aux pieds des perpendiculaires abaissées de

A et B sur la droite; on a

(i) x-^y=l,

et la quantité à rendre minima est

DifFérentions (i)et égalons à zéro la différentielle de la quan-

tité à rendre minima; nous aurons

,
X dx Y dy

dx -\- ay = o, —— -\—f=-:r:=z= = o;

multiplions la première équation par \, ajoutons avec la

seconde et égalons à zéro les coefficients de dx et dy\ nous

aurons
• X _ r ^ ^

d'où \ se trouve éliminé.

Cette méthode, plus élégante que celle que nous avons

employée plus haut, conduit aux mêmes conclusions (p. 347).

Problème III. — De tous les polygones isopérimètres

d'un même nombre de côtés, quel est le plus grand?

Pour résoudre cette question, désignons par A,, A2, ...,

Xn les sommets du polygone.

Soient a^ = Ai Ao, «2 = A2A3, . ,
.

, ai-= A/A/+i ses côtés

successifs.
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Soient /'3 =: A, A3, T', = A, A/,, ... ses diagonales issues

de Ai.

Soient s. l'aire du triangle A< Ao A3 , 53 celle de A, A3 A4 , ...

.

L'aire à rendre maxima est

on a d'ailleurs la condition

M «1+ <^2 + - . .-f- <^/i= const.

Pour résoudre k question, il faudra égaler à zéro les diffé-

rentielles de (i) et de (2), ce qui donnera

et

(ibis) y^^ o

Ajoutons ces équations après avoir multiplié la seconde
par )., et égalons à zéro les coefficients de dr^ et dai] nous
aurons

\ Si

— o,

(3) ^

"' *'-i

or

^i — af— rf^j =: _ 2 cos Ai A/+i Xiatri^^,

Si = 2 a/ Ti+i sin Aj A/4-1 A/

et, par suite,

r; — af— r/4., = — 4cotAiA,+iA/, ...;

les formules (3) peuvent donc s'écrire

cotAiA/+i A/H- cotAiÂ/^iA/= o,

X — 4 a/ cotA^Ai Ai-Hi = o.
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La première de ces formules montre que le quadrilatère

Ai A/.., A^A/+, est inscriptible : le polygone lui-même l'est

donc aussi; la seconde montre que l'on a

a/colAi-Ai A/-H1 — «i-icot A/_i Al Ai = . . .;

si l'on joint le centre du cercle circonscrit aux sommets du

polygone, les demi-angles aux centres ainsi formés étant dési-

gnés par toj, (1)2, . . . , w/, la formule précédente donnera

«i «2 «3

tangtoj tangW2 tangtoa

c'est-à-dire que les distances du centre du polygone aux

divers côtés seront égales. Il faut pour cela que les côtés

du polygone demandé soient égaux; ce polygone est donc

régulier.

Problème IV. — De tous les polygones de même aire et

cVun même nombre de côtés, trouver celui dont le péri-

mètre est le plus petit.

Les équations de ce problème sont les mêmes que celles

du problème précédent; en effet, au lieu de rendre minima

l'expression (j), il faudra la supposer constante et rendre

minima la somme <2< 4- «2+ • •+ <^« î
dans l'un et l'autre

cas, on devra égaler à zéro les différentielles de ces deux

expressions, ce qui fournira dans l'un et l'autre cas les équa-

tions (i bis) et [ibis)^ après quoi on appliquera comme plus

haut la méthode des multiplicateurs et l'on sera conduit aux

mêmes calculs que dans le problème précédent; on verra

donc, comme précédemment, que le polygone cherché doit

être régulier.

La démonstration géométrique des résultats auxquels nous

venons d'arriver ne présente aucune difficulté : on la trou-

vera tout au long dans le Traité de Géométrie de Legendre

revu par Blanchet et dans celui de MM. Rouché et de Gom-

berousse.
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V. — Digression sur la plus courte distance de deux droites.

On peut résoudre par la théorie des maxima diverses

questions élémentaires, dont la solution a déjà été donnée

autrement.

Proposons-nous, par exemple, de trouver la plus courte

distance de deux droites. Soient a, 6, c les cosinus directeurs

de la première, a' ^ h\ c' ceux de la seconde; soient ^oiJKo? ^o

les coordonnées d'un point fixe de la première, x^ y^ z les

coordonnées d'un autre point variable pris sur cette même
droite ; soient x'^, y^^, z'^ un point fixe de la seconde droite,

x', y^ z' un point variable de cette droite ;
soient p la distance

des points ^, j', z et ^or yoi ^07 p^ celle des jpoints x'^y, z'

On aura

x= a)o-{- ap, x' = x'q -^ a' p'

,

7 = 7o-l-6p, /=jo-4-6'p',

^ = ^o4-Cp, z' =^ Z'(^ -r- c' p'

.

La quantité à rendre minima est le carré p^ de la distance

des points x, y, z et x'^ y'^ z\ à savoir

ou, en vertu des formules précédentes,

(i) /?2 = (x -f- ap — a'p')2-^(Y -f- hp — b'p'f^{Z -t- cp — c'p'y,
'

équation dans laquelle on a posé, pour abréger,

En égalant à zéro les dérivées de/?- relatives à p et p', on a

o=(X + ap — a'p')a+ (Y-f-6p — b'p')b -i-{Z -{- cp — c' p')c
,

o = (X H- ap — a'p' ) a'+ ( Y -i- bp b'p')b'-i-(Z -\~ cp — c' p')c';

en observant que a2-f-6-4-c- est égal à i eique aa'-\-bb' -{- ce'
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est égal au cosinus de l'angle co des deux droites, on a

aX -j- è Y H- cZ -^ p — p'cosco = o

et de même

a'X -t- b'Y -f- c'Z -+- pcosto — p' = o.

Ces formules donnent p et p^, et par suite (i) donne p^ •

mais, pour calculer />2^ jj ya^t mieux observer que des for-

mules ( 2) on tire

X-f-ap — a' p' _ Y -+- bp — h' p' _ Z-\- cp — c'
p'

bd— cb' ca!— ad ~ ab'— ba'

et l'on peut écrire à la suite

^^(X-4-ap-a'p')2 ^{bd - cb'){\-^ ap - a' p')

= et aussi = — .

^^{bd~cb')^ ^{bd-cb'r-

Comme ^a(bc'— cb') el^ a' {bd— cb') sont nuls, les

formules précédentes peuvent s'écrire, en tenant compte

de(.),

X-f-gp — a'p' _ Y -h bp ~ b'p' _ Z-^cpH-c'p'
bd— cb' ca'— ad ab'— ba'

^
^X{bd-cb')

y^^{bd~cb'y ^{bd-cb'f^

d'où l'on peut déduire p et p' et directement

^X{bd-cb')
p = ,

\/^(bd-cb')^

ou bien encore

_ (xo— x'q) ( bd— cb') -I- (70— y'qY ca'— ad) -f- (^p— ^^X ab'—ba')

[{bd— cb')^ -h (ad— ca')^ -^ (ab'— ba')^\~
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VI. — Digression relative aux axes de l'ellipsoïde.

Chercher les axes de l'ellipsoïde

c'est calculer les rayons vecteurs p maximum ou minimum de

cet ellipsoïde; on posera

(2) x=pa, y=-pb, z-=pc,

(3) a2+62-r-c2 = I.

Si l'on porte les valeurs (2) de ^, y, z dans (1), on aura

et l'on est conduit à chercher le maximum et le minimum de

A «2 _|_ B 62 -I- A" c2 -V 2 B ^c + 2 B' ac + 2 B"ab.

En égalant sa différentielle à zéro, on a

(5) da{ka ^- B"b -h B'c)-^db{B"a ^ Mb -\- Bc)

-+- é/c ( B'a -+- B è + A" c ) = o
;

la formule (3) différentiée donne

a da -^ b db -^ c de = o'^

en l'ajoutant à (5), après l'avoir multipliée par s et en égalant

à zéro les coefficients de da^ db, de, on a

( (A ~-s)a -+- B"b -\- B'c = o,

(6) < B"« + (A' -5)6-+- Bc r^ o,

( B' a -,-Bb -^{k"~ s)c = o.

L'élimination de s fera connaître les valeurs de a, 6, c pour
TT

lesquelles il y a maximum ou minimum. Mais la quantité —

ou, en vertu de [/\) ^ Ka^ -{- h! a"^ -^ . . . à rendre maxima peut

se déduire des formules (6); il suffit de les ajouter après

avoir multiplié la première par a, la deuxième par b^ la troi-
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sième par c, ce qui donne

H
, H—: — S = O OU p2= —

Il résulte de là que les axes sont donnés par la formule

bien connue

A —

B" A'

B'

n

r-H

VII. — Axes de la section plane d'un ellipsoïde.

Nous montrerons encore comment la théorie des maxima
peut conduire à trouver les axes de la section faite par le

plan

(I)

(^)

dans la surface

(3) A^2 4_ A>2 _|_ A" ^2 _^ ^Byz-:^ -iB'xz -\- iB"xy = H

ou

Considérons dans la section un rayon vecteur p faisant avec

les axes des angles ayant pour cosinus a^ b, C, on aura

OU

(4)

(5)

(6)

H
p'^ =

f{a, b, c)

la -\- mb -4- TIC = o,

a2_|-è2_^ c2 = I.

Si l'on égale dfk zéro pour en avoir le maximum, il viendra

(7) - ~ da-^.— -^f db ^,— -- de — o:
1 Oa 1 ob '2 oc
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mais (5) et (6) donneront

/ da -h m dh -^ ndc ^^ o,

ada-^ bdb-^- cdc—-o,

et, en appliquant à ces formules et à (7) la méthode des

multiplicateurs, on obtiendra

(8)

2 àa

2 âb

1 il
'2 de

^ Im ^ [xb = 0,

+ ln -t- |jLC = o.

Si l'on multiplie la première par a, la seconde par Z>, la troi-

sième par c, et si on les ajoute en observant que/ est homo-

gène et du second degré, on aura (p. 221)

/{a, b, c)-^ l{la-^ mb ^ ne) -1- [x(«2^_ b^-\-c^) — o,

OU, en vertu de (4), (j), (6),

II

r

Les formules (8) deviennent alors

II
A — :^

) a -r- ir ^> -f- B' c -f- À / -- o,
p''^ 1

V>"a^ ( k'— -
] b-^.- Bc^lm^o,

\ p-'J

/ II ^

B' a -{- B b -^
[
k"— — \ c-i-ln = o,

P /

et, en éliminant a, 6, c, 7^ entre ces formules et (5), on

obtient

(9)

A-
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L'élimination de X seul fournirait d'ailleurs des équations

donnant «, 6, c.
TT

On voit que l'équation (9) est du second degré en — ; les
r

deux valeurs de
p que l'on en déduira seront les demi-axes

cherchés de la section.

Si l'on veut trouver les sections circulaires, il faudra écrire

que l'équation (9) à des racines égales. Nous retrouverons

cette question plus loin sous une autre forme, et nous verrons

un moyen simple d'exprimer la condition en question.

VIII. — Digression sur une propriété des polynômes du second degré.

Soit

> aijXiXj-\- > aiXi-+-a

un polynôme du second degré non homogène à n variables
;

il sera maximum ou minimum :

i« Si l'on a

l «11 Xi -\~ «12 372 -+-... -^ «lw37«-r- «1 ~ O,

^>
j

:
•

\ a,ii ^1 -i- CLnl^ï -h- ... H- Clnn^n'^f^n — O,

c'est-à-dire, en désignant par A le déterminant

/
I / ^A ^A

A \ dan ^««1

I / ^A ')\

A \ âani 0(1,1,1

2° Si la différentielle seconde de ce polynôme reste toujours

positive ou négative, c'est-à-dire si > atjXiXj est décompo-

sable en une somme de carrés de même signe.

Ainsi un polynôme du second degré n'est pas toujours

susceptible d'un maximum ou d'un minimum.
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Pour trouver le maximum ou le minimum, on peut aussi

décomposer le polynôme en carrés après avoir remplacé

2,<^i^i P^r ^^aiXiX et a par aœ^, et en supposant ensuite

x = i. Si alors on s'est arrangé de telle sorte que le premier

carré contienne toutes les variables, le second toutes les

variables moins une, etc., et que le dernier soit constant, en

égalant chaque carré à zéro, excepté le dernier, ce dernier

carré sera le maximum ou le minimum cherché, et les équa-

tions écrites fourniront successivement toutes les variables
;

mais cela suppose toujours que tous les carrés soient de

même signe.

Il est intéressant de calculer la valeur du maximum ou du

minimum M quand il existe. A cet effet, il faut porter les

valeurs (2) de x^^ x^, ^ - - dans le polynôme du second degré

dont on cherche le maximum ou le minimum; en d'autres

termes, il faut éliminer x^^ Xo, . . ^ x,j entre (i) et

M = N <2/y ^/ ^y 4- ^aiXi'T-a.

Si l'on rend ces équations homogènes, comme il a été dit,

en remplaçant > ciiXt par ^^aiXjX^ apar ax^ et MparM^^,

si enfin on pose

\ cf/y Xi Xj -f- > «/ XiX -\- ax^-— M x"^ — /,

le calcul se réduira à éliminer x, x^^ x^^ . . . ^ Xa entre

. 'V àf
•^ = ^' â^^^' •••' ^=^-

Or/= G peut s'écrire

df df df

oxi ox^ âx

ou, en vertu des équations précédentes,

âx '
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il faut donc éliminer Xi, X2, . . . ^ x,i et x entre

àf àf ùf
ôx axi OXii

ce qui donne

a — M <2i «2

«1 «11 «12 ... aui
o.

a^ a,Il a,12, . . . a,m \

Si donc on appelle D le discriminant 2^~ aa^ ari - • ci,

on aura

IX. — Réflexions au sujet des théories précédentes.

Tout ce que nous avons dit au sujet de la recherche des

maxima et des minima des fonctions suppose que l'on peut

leur appliquer la formule de Taylor (réduite à ses premiers

termes) pour des valeurs des variables voisines du maximum
ou du minimum. Il ne faudra donc pas s'étonner que quelques

maxima ou minima échappent à nos théories, et il y aura

toujours lieu d'examiner si les valeurs de x^ y, z, . . ., qui

rendent/( ^, j>^, z, • - . ), ou l'une de ses dérivées premières

discontinue, infinie, ou indéterminée, ne rendraient pas en

même temps /" maximum ou minimum.

Nous allons montrer, par quelques exemples devenus clas-

siques, l'importance de la remarque précédente.

Problème I. — Trouver le maximum et le minimum du

carré de la distance d^un point à un cercle.

Prenons pour axes de coordonnées deux diamètres rec-

tangulaires du cercle et le point donné sur l'axe des x\

soient / son abscisse et R le ravon du cercle. La distance



MAXIMA ET MINIMA. 365

d'un point [x, y) du cercle au point donné a pour carré

ou bien, en remplaçant jk^ par R- — x-^

La dérivée de cette quantité étant — 2/, elle ne saurait

s'annuler et l'on en conclut, açec l'ciison, que la fonction

/^4-K^ — 2/^ n'a pas de maximum ni de minimum. Mais

cette fonction n'est pas identique avec celle dont nous cher-

chons le maximum. En effet, la distance du point donné à

un point du cercle n'existe qu'autant que x est compris

entre — R et + R, de sorte que la fonction à rendre maxima

est discontinue : quand x varie de — R à -h R, elle est égale

à R- ^- /2^ 2 /^
;
quand x varie en dehors de ces limites, elle

n'existe plus. Il y a donc lieu de se demander si k x =:^ — R
et à ^ = + R ne correspondrait pas un maximum ou un

minimum.

D'ailleurs, à proprement parler, ^= — R, ^ = -+-R ne

fournissent pas de véritables maxima ou minima, en ce

sens que, si l'on fait R^-^- /-— 2 /.r = ^(^ , on ne peut pas

dire cp(R + /i) — ^(R) est indépendant du signe de Ji,

puisque h ne peut être que négatif. Quoi qu'il en soit, il est

commode de considérer ^{x) comme étant maximum pour

j; = R quand cp(R + /i) — <^(R) est négatif, quelles que

soient les valeurs que l'on a le droit de donner à A, pourvu

quelles soient assez petites.

Voici une autre question assez curieuse proposée par

M. J. Rertrand et résolue par lui dans le Journal de Liou-

ville (i*^^ série, t. VIII, p. i56).

Problème II. — Etant donnés trois points dans unplan,

on demande de trouver dans ce plan un point tel que la

somme de ses distances aux trois points donnés soit un

minimum.

A priori, ce problème admet une ou des solutions. Soient
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.Xijji, oc^^y-ii «^3> y^ les coordonnées des points donnés,

^,j celles du point cherché; la quantité à rendre minima sera

En égalant ses dérivées partielles à zéro, on a

V^ X — Xy

(2
y-^' . = 0.

sl^x — ^i)'2-+-(7--ji)2

Si l'on appelle a<, ao, aa les angles que les distances du

point cherché aux points donnés font avec l'axe des x^ on a,

au lieu des formules précédentes,

cos ai + cos a2+ cos aa — o,

sin ai -^ sin ao-h sin a^ = o.

Eliminons l'angle a3, nous aurons

9, -'- 2(cosaiCOsa2H- sin ai sina.2) = r,

ou
2[i -h cosfai— ao)] = I,

OU
4cos2-|(ai— ag) = I,

OU enfin

cos|-(ai— a2) = \.

Cette équation exprime que la moitié de l'angle O que

font les distances du point cherché aux points x^y^ et x^yi

a pour cosinus \. Cet angle est par suite égal à -; on a donc

Il est facile d'en conclure que le point cherché est à l'inter-

section de trois segments capables de l'angle -;r- décrits sur

les côtés du triangle fermé par les trois points donnés. Ces

segments se couperont en général car les équations (1)

admettent en général, une solution (d'ailleurs, la somme

des angles, tels que O, faisant ensemble 3 -„- ou 27r, il existe
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en général un point O, tel que, si on le joint aux sommets

d'un triangle, les droites ainsi menées font entre elles des

angles égaux quand deux segments se coupent).

Toutefois, pour que deux des segments en question se

coupent, il faut, comme il est facile de le voir géométri-

quement, que chaque angle du triangle soit inférieur à -^,

de sorte que les méthodes régulières ne font connaître la

solution que dans ce cas. Mais, si l'on considère les dérivées

(i) et (2) de la quantité à rendre minima, on voit immédia-

tement qu'elles deviennent indéterminées pour ^ = ^^ et

jK=JKi, ou pour X =^ x-ji y ^=^27 ou enfin pour x = x^^

jK=j'3.Je dis qu'elles sont réellement indéterminées; en

effet, on a

x^

hiBnyr\/{x— Xi)^-^-{y~ji)-^

et, pour X =zz Xi, y ^=yi, cette expression est indéterminée,

car le rapport / -^^ est arbitraire, ^ et jk étant tout à fait

indépendants l'un de l'autre.

Il y a alors lieu de se demander si les points donnés ne

répondraient pas au minimum cherché, et, comme le pro-

blème a évidemment une solution, c'est le sommet corres-

pondant à l'angle obtus du triangle des trois points qui

répond à la question. M. J. Bertrand donne d'ailleurs une

preuve élémentaire directe de cette assertion. Nous laissons

au lecteur le soin de la chercher.

EXERCICES ET NOTES.

1. Le plus petit polygone d'un nombre de côtés donnés, circon-

scrit à un cercle, est régulier.

2. Le plus grand polygone d'un nombre de côtés donnés, inscrit

dans un cercle, est régulier.



368 CHAPITRE XII.

3. De tous les polygones d'un même nombre de côtés et de même
périmètre, le plus grand est régulier.

4. Le maximum de x^y^zT, si x-i-y-^-z est constant, a lieu

quand

lors même que a, [3, y ne sont pas entiers.

5. Trouver un point tel que la somme des carrés de ses distancet»

à des plans fixes, ou à des droites fixes, soit minimum. Le point

cherché est le centre de gravité des pieds des perpendiculaires

abaissées de ce point (cherché) sur les plans ou les droites.

6. Trouver un point tel que le produit de ses distances aux faces

d'un tétraèdre soit un minimum (c'est le centre de gravité du

tétraèdre).

7. Trouver un point tel que le produit de ses distances aux arêtes

d'un tétraèdre soit un minimum (employer des coordonnées tétraé-

driques).

8. Le triangle d'aire maxima, ayant ses sommets sur les côtés d'un

triangle donné, a en apparence pour sommets les milieux des côtés

de ce triangle.

9. Le tétraèdre de volume maximum, ayant ses sommets sur les

faces d'un tétraèdre donné, a en apparence pour sommets les centres

de gravité des faces du second tétraèdre. Mais ce ne sont pas là de

véritables maxima.

JO. Le triangle de périmètre minimum, ayant ses sommets sur les

côtés d'un triangle donné, a ses sommets aux pieds des hauteurs de

ce triangle.

11. Inscrire un triangle maximum dans l'ellipse (il y a une infinité

de solutions), ou un tétraèdre maximum dans l'ellipsoïde.

12. Circonscrire un triangle minimum à l'ellipse.

13. Circonscrire une ellipse minima à un triangle.

14. Par un point donné on propose de faire passer un plan qui

détache dans un trièdre trirectangle un tétraèdre de volume minimum.
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15. Par un point intérieur à un paraboloïde elliptique, on demande

de faire passer un plan qui détache un segment de volume minimum.

16. Par une droite donnée on demande de faire passer un plan qui

coupe un ellipsoïde suivant une section d'aire maxima.

17. Étant donné un segment de paraboloïde elliptique terminé par

un plan perpendiculaire à l'axe, on demande d'inscrire dans ce seg-

ment un parallélépipède de volume maximum. Ce parallélépipède est

supposé rectangle et droit, ses côtés sont parallèles aux axes de

l'ellipse qui sert de base au segment et à l'axe du paraboloïde.

18. De tous les tétraèdres ayant des bases superposables et même
hauteur, quel est celui dont la surface totale est la plus petite?

19. Plusieurs fonctions symétriques de x, y, z, ... restant con-

stantes, une autre fonction symétrique dex, y, z, ... est maxima ou

minima quand les variables x, y, z, ... sont égales entre elles.

(Gauchy.)

L. — Traite d'Analyse, I. 24
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CHAPITRE XI

CHAPITRE XIII.

SUR LES VALEURS DES FONCTIONS QUI SE PRÉSENTENT
SOUS UNE FORME SINGULIÈRE.

I. — Préliminaires.

Si une fonction /(^) est mal déterminée pour ^ = a, je

conviendrai d'appeler /(a) la limite vers laquelle tend/(^)

quand x tend vers a. Pour effectuer cette détermination, on

a souvent fait usage d'une formule que nous allons établir et

qui peut être utile dans bien des circonstances.

Soient/(^) etF(^) deux fonctions d'une variable, aux-

quelles nous supposons que l'on puisse appliquer le théorème

de Taylor. Posons

nous en concluons

y(a -^ /i)— P F(a -4- A) = o

ou, par la formule de Taylor,

/(a)- PF(«j-^^A[/ (;«)-- PF'ia;]-!-...

H ^^^ [/'^(a-.-6A)— Pr«(a-4-eA)] = o;

tirant P de cette équation et ayant égard à (i), on a

* ^ F(a)--/iF'(a}-+-— F"(aj-(-...H ~ VHa-r-^h)
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Le développement direct du numérateur et du dénomina-

teur n'aurait pas permis de supposer à 9 des valeurs égales dans

ces deux termes.

II. — Valeur d'une fonction d'une variable qui se présente

sous la forme - •

o

f(x')
Quand une fonction est de la forme ^^^^^^ son numérateur

et son dénominateur peuvent s'annuler à la fois pour ^ = a;

sa valeur pour x =^ a est la limite vers laquelle elle con-

verge quand x tend vers la valeur a pour laquelle on a

à la fois /(a) = 0, F(a) = o. Le moyen le plus sûr de trou-

ver cette limite est de remplacer /(,r) et ¥ {x) par des déve-

loppements en série, développements qui mettent en évidence

certains facteurs convergeant vers zéro pour .r = a, que l'on

peut supprimer au numérateur et au dénominateur. On a,

par exemple,

/ .r3 '2 ' ^2 2

. , \
X r --...) I 5 + . . .

sin^.r \ T.'>, .3 / \ x.i.ô )

:r^ X* I

1.2 1.2.3.4 I •
'-^ 1.2.3.

donc, pour ^ = o,

,. sin2.r
lim = 2.

On a voulu régulariser ce procédé; malheureusement la

règle, dite de Ullospital, que nous allons faire connaître, ne

saurait être appliquée sans précaution aux expressions de

la forme -? et la précaution à prendre consiste précisément à

vérifier si certains développements sont possibles.

La formule démontrée au paragraphe précédent peut se

réduire à

fia^h) _ fia) - h fi a-^(i/i)

F(a-f-A)
"~ F(a)T A F\a-i- 6Aj*
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Supposons que l'on ait f{a) := o, F(rt) ^ o ; il viendra

F (> -+- A )
~ "r(^+170

*

Si l'on fait tendre h vers zéro, le premier membre a la

fix)même limite que w —, pour x = a, le second a la même li-^ Y{x) ^ '

mite que -^—.r pour x ^= a\ donc

Ilm ^p^— = lim '~r-,—, :

b{x) ^ {^)

par suite, si 'j^,
—-est une quantité connue, bien déterminée,

on aura la limite de wr— en prenant le rapport des dérivées

de ses termes pour x =^ a; si ^ - se présentait lui-même

sous la forme -:> on lui appliquerait la règle que nous venons

de trouver, et ainsi de suite. Telle est la règle de L'HospitaL

Gomme on le voit, l'aj^plication de cette règle suppose

f(x) et F(^) développables par la formule de Taylor. Il

faudra donc, avant de l'appliquer, examiner si les développe-

ments de /(^) et de F (:r) en série sont possibles: alors à quoi

bon la règle? En second lieu, il arrive souvent que/'(^),

f"{x)^ ..., F'(^), ¥"[x), ... sont tous nuls et la règle

tombe encore en défaut. Dans ce cas, en ayant recours à

d'autres développements que ceux qui sont fournis par la for-

mule de Taylor, on a souvent la solution rapide de la ques-

tion. Ainsi, par exemple,
1^

__

{x — aY'

est évidemment égal à \/ia pour x = «, ainsi qu'on peut le

voir en mettant x^ — a^ sous la forme {x-+-a){x — a);

l'application de la règle de L'Hospital donne

1 1

,. x(x^-— «2) 2 ^(^ — a)
lim — —^ — Iim

_i ~ 1 '

\{X — a) 2 37(572— «2)2
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mais le second membre est encore - pour x = a, el l'on com-
o ^

prend qu'il en sera toujours de même indéfiniment.

Considérons encore l'expression

X

On voit facilement que, pour x =^ o, cette expression a

pour limite l'unité, car elle se décompose en

X X I

sin^ sinjî? x'

or-;— ayant pour limite i, et cos - étant touiours com-

pris entre — i et + i , la limite de notre expression est bien i

.

La règle de L'Hospital conduit à chercher la limite de

I — IX cos sin -XX I
'- ou de I — sin -

j

cosa? X

qui est tout à fait arbitraire entre les limites o et 2.

Il est assez curieux de voir que, dans certains Cours, on

applique la règle de L'Hospital en faisant ces remarques, et

qu'on cherche à donner une nouvelle démonstration de la

règle pour le cas où a = 00 . Voici cette démonstration :

f(x) X /

lim ;;^ ;—s f pour a? = 00 ) = lim—7—^ pour x = o;

amsi

,. f(x) ,.
-^ \x)\ x-^)

pour a? = 00 lim^;^; = lim ;
——

;

poui.r = o

ou

¥{x) h\x)

x^J

pour X = 00

Appliquons, comme on le fait dans quelques livres clas-

siques, la règle de L'Hospital à la recherche de la limite



374 CHAPITRE XIII.

de ^3^ pour ^ = co
, m désignant un entier > o ; nous avons

lim = lim

en changeant m en m — i, m — 2, . . ., nous trouverons,

pour m entrer,

lim lime^^ 1 .2.3. . ./?i = o.

Ce résultat est exact, mais le raisonnement qui y conduit ne

Test pas; en effet, reconstituons, pour notre exemple particu-

lier, la démonstration de la règle : nous serons conduits à cher-

cher la limite de — pour ^ = o; mais nous ne sommes pas

en droit d'appliquer à cet exemple la formule démontrée

au paragraphe précédent, cette formule supposant elle-même

que l'on peut appliquer à e "^ le théorème de Taylor. On a

au contraire très simplement

07-'" ~ e-^
~~

x^'
^ x~"' -^ x-"^ ^^-T-. . .

'

1 -+- ^ H h . . .

1.2

est donc l'inverse de
x~"'-

1 . '2 . 3 ... a

Qui croît indéfiniment avec x ; donc la limite de -— est zéro.

et ce fait est prouvé pour les valeurs fractionnaires ou in-

commensurables de in.

III. — Vraie valeur des fonctions qui se présentent

sous la forme—
00

Si, pour X = rt, f{x) et F(.^) sont infinis, la fraction

prend la forme ; il est facile de ramener ce cas d'indéter-^ 00
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mination à celui que nous venons d'examiner, en écrivant la

fonction -^ —- sous la forme suivante

I

et en lui appliquant la règle de L'Hospital, qui donne

d'où Ton conclut, en supposant lim:^^^— finie et différente
' ^^ Fia?;

de o,

lim _ ,
- = lim •

F(^) F'(x)

pt;h nul 1

F{T)
Lorsque ir—^ est nul, on tourne encore la difficulté en cher-

chant la limite de ^^
-^ qui est A; on applique la

règle à cette fraction et l'on trouve

f'(cc)-i-kF'(x)

¥\x) '

donc ^— est bien ésal à o comme ^— -
•

F {^x) ^ r {X)

Nous ne ferons pas d'applications de cette règle, mais

nous résoudrons quelques questions dont l'importance sera

mise en évidence un peu plus loin.

Théorème I. — La limite de —^ pour x =^ oo
,
quand

/'z >> I, est toujours infinie.

En effet, on a

I 1.2

a étant supérieur à i , log a est positif ; donc, dans le dévelop-
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pement de a^, les ternies croissen t indéfiniment et il s'en trouve

de supérieurs à x"'^^ . Si l'on divise ces termes par œ"", on ob-

tient encore un résultat indéfiniment croissant avec œ; donc

la limite de —- pour ^ == 00 est infinie.

Corollaire. — La limite de ,, --, pour ^ = 00 , est in-

finie, ce dont on se convainc aisément en remplaçant z

par e^.

Théorème II. — La limite de -~^? m étant positif, est

nulle pour jr = o.

En effet, posant x = e«, on a à chercher la limite de

u
pour t^ — — 00

OU de
u

e nui, PO»ï' ^ = =^

cette limite est zéro, car celle de est infinie, comme on

l'a vu.

IV. — De quelques autres cas d'indétermination apparente.

Les expressions qui se présentent sous la forme o x 00
,

telles que le produit /(^) ¥{x) dont les facteurs sont l'un nul

et l'autre infini pour ^ := a, se ramènent aux cas précédents

en les écrivant ainsi

[/(

Exemple. — Lim^'^log.r pour .2: ==: o est égal à la limite

—zi^^ j c'est-à-dire à zéro si m > o.

Lesexpressionsdelaforme oc — oc , telles que/(^)— F(^),
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dans lesquelles on a f{a) —= co
, F( a) = oo , se ramènent aux

formes - comme il suit :

/(.)--F,.;^/(.,[,-^^;^;]

F (^)
Si, après avoir calculé la limite de -> — » on trouve une limite

différente de l'unité, on en conclut que/f^r)— F(^) est infini
;

sinon on est ramené à une expression de la forme o x oo .

Les expressions qui se présentent sous la forme i°°, o^

et qui proviennent d'une expression telle que [F(\r)]/^-^^ se

ramènent à des expressions plus simples en prenant leurs

logarithmes.

V. — Théorème de Cauchy.

Nous ne pouvons passer sous silence un théorème remar-

quable de Cauchy, à cause de son importance dans la théorie

des suites.

TnÉORi^ME. — Si, pour des valeurs croissantes de x,

,. . f(x) ,

converge vers une certaine limite, convers'eravers la

même limite, et Von est sur qu'il converge vers une limite

unique.

En effet, soit / la limite de fix -^- i) — f{^) ;
quand x sera

assez grand, on pourra écrire

Lorsque^ croîtra, £ ne dépassera pas une quantité donnée a,

si petite que l'on voudra; on peut donc écrire

f{x-^i)-fix)^l±t,

f{x-^i)-f{x^^^)^l±t',
>

f{x-^-n)-/{x-^n--i)=l-Jzz^n-v^
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î, £', e'\ . . . étant moindres que a; si l'on ajoute ces équa-

tions, on trouve

f(x -t- n) ~/(x)— ni -y £

et

V
n 71

• est moindre en valeur absolue que a; désignons-le par w :

nous aurons

J\x — n) —f{x) — {l -y- iù)n

OU

f{x—n) f{x^ _ / ---

w

X - 71 X -r- 71 X r- 71

f(x)On peut toujours prendre n assez grand pour que • ^--

soit moindre qu'une quantité donnée et, par suite, sa limite

pour n=zco est zéro; quant à la limite de —-— 5 elle est

l'unité; donc, en passant aux limites, on a

,. f{x^7l) jlim "^--^ = / pour /i -- 00
,X -T~ n ^

ou, ce qui revient au même,

Jim-^^ = Un\f(x -T- I ) —/(^) pour ^ = 00 .

Corollaire I. — Remplaçons f{x) par logc5(^); nous

aurons

lim \oç,\^(x)^^ — lim lo": -^—

ou bien

Corollaire IL — Considérons la série

cp ( 1 ) -f - cp ( 2 ) -f- cp ( 3 ) -f- . . . -I- ç> (;27 ) H- . . .
;
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on sait qu'elle est convergente quand

lim-^-^ < I.

On en conclut qu'elle est également convergente lorsque

i
limcp(a;)'^" < I ;

ce qui peut d'ailleurs se démontrer directement.

Corollaire III. — Si, pour des valeurs croissantes de oc,

f{x 4- 1) — /(•^) est infini, ^- — le sera aussi. En raisonnant

f{x -^n) —f(or)
n

comme précédemment, on prouvera que '^—— peut

être pris plus grand qi

dépasse toute limite.

A -1 1 • r 1 r fix-'r-n)
être pris plus grand que toute quantité donnée et que -

1. On a

pour X ^ co .

2. On a

pour m ~ ce

3. On a

pour m —- co

EXERCICES ET NOTES.

1

, . (i-^x) "'— e e
lim =

,

X •!

(i -'--xY— e -'

lim == —- e

X ^ "^ _^
lim i cos -"^ \ — e ?-'

/ X "^^ '

(
cos -7^^

j

lim cos'" — = I

4. L'expression \/ ^ _i- y ;r -h /a? -f- . . . a-t-elle une limite quand le

•mbre des radicaux augm
on demande de la calculer.

nombre des radicaux augmente indéfiniment? Si cette limite existe
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5. Construire les courbes ayant pour équations

\osx
^ X

y ^ x-^ -\- X,

6. Trouver, quand elle existe, la limite de x^

7. Considérons une série de la forme

I T T

si Ton a, pour m = oo

o ( m)
lim m ^ > I

,

cp ( m )

la série est convergente; si au contraire cette limite est plus petite

que I, la série est divergente. Si cette limite est i, on considérera

l'expression

m -^— —I log

et, suivant que sa limite sera > i ou < i, la série sera convergente ou

divergente; si la limite est i, on considérera l'expression

m ^
\

"\' — I log m — i[ log log m.1 log m — I >

AuGusTus DE Morgan.)

8. La série, dont le terme général est -. est convergente si, pour

•- a une limite difFérente de zéro et si cp (n) — o n'a pas de

racines entières. (Grolous.)

" = =°'rf^

9. La série dont le terme général est —— est convergente si A^ cp (/i)

est constante ou croissante (A/^ — i ). (Emile Lemoine.)
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NOTES.

NOTE I.

Pendant longtemps on a admis sans démonstration qu(3

toute fonction continue a une dérivée; et, par le fait,

bien que cette proposition ne soit pas évidente, elle doit être

considérée comme le postulatum fondamental de la Méca-

nique, de la Physique mathématique et de toute application

des Sciences mathématiques (^).

Ampère et Duhamel ont essayé de prouver que les fonc-

tions continues ont des dérivées, mais leurs démonstrations

prouvent seulement que ces dérivées ne peuvent être toujours

nulles ou toujours infinies, rien de plus. Longtemps on a cru

établir, dans les Cours, l'existence de la dérivée, en montrant

que l'ordonnée d'une courbe continue avait pour dérivée, par

rapport à l'abscisse, le coefficient angulaire de la tangente;

mais il est clair qu'un fait purement analytique doit pouvoir

s'établir indépendamment de toute considération géomé-

trique, et, aujourd'hui, on est encore sans preuve irréfutable

de l'existence de la dérivée des fonctions continues.

Il y a plus, Hanckel, en 18^0, a essayé de former de toutes

pièces des fonctions continues n'admettant pas de dérivées
;

la fonction représentée par la série suivante serait dans ce cas :

sinaîa? sin3!^ sinn!;r

I 2! (n — i)!

Ces théories ont été réfutées par M. Gilbert (^Bulletin de

VAcadémie des Sciences de Belgique, 1'^ série, t. XXXV)
;

(') On se figure difficilement ce que serait une courbe sans tangentes,

un mouvement sans vitesse, un cours d'eau sans débit, etc.
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mais M. Darboux {Annales de UEcole Normale, i^ série,

t. IV et VIII) a repris la question et a cru devoir donner

raison à M. Hanckel. La question, à notre avis, est encore

dans le domaine de la métaphysique; quoi qu'il en soit, nous

avons eu soin, dans ce Traité, de toujours démontrer l'exis-

tence des dérivées que nous cherchions; nous ne nous

sommes abstenu d'observer cette règle que dans des cas fort

simples, quand il s'est agi par exemple des fonctions inverses,

(. . 1 Ar !• • A.77

en taisant remarquer que, quand — a une limite, -— en a une

aussi. Toutefois, pour ne laisser aucun nuage dans l'esprit du

lecteur, nous allons montrer dans cette Note comment on

peut trouver directement la dérivée d'un quotient de deux

fonctions ^/etpde^etla dérivée de arc sin^.

Dérivée de -• — On a

et, en passant aux limites,

7/\' vu' UV'

V
^

Dérivée de arc sin^. — On a, en supposant ^x = h,

A arc sina? arc sinf^ -i- h) — arc sin.^

A^
"

h

a rc s i n [(\2: - /i ) v/ r — t^— x \/ 1 — ( .r -h h )^\=
A

'

(3t, en passant aux limites et observant que le rapport d'un

arc à son sinus a pour limite i,

,, ,. (/r-^-h)y/\ — .x2 — .-r v/t — (,r— A)'^
(arcsin^) = lim t

( .r -^- /?,';V I — .-rS ) _ .^2 [ I — (.77 -4- /i )2 1

lim — —
.

-, 1

l{x -t- h) /i — x'^-\- X \/ 1
— {.r -i- h)^ \h
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c'est-à-dire, réductions faites,

(arcsina?) = ——

—

—-

On trouverait d'une façon analogue la dérivée de are tang^.

NOTE IL

Le théorème de M. 0. Bonnet, que l'on appelle souvent

théorème de Rolle et que nous avons démontré (p. ^3), repose

sur un principe que nous avons admis, parce qu'il ne nous

était pas venu à l'esprit qu'on pût le contester; l'objet de

cette Note est de démontrer ce principe, qui peut s'énoncer

comme il suit :

Si une fonction f{xj, continue quand x varie entre a,

et b^a (y compris ces limites, bien entendu), s^annule

pour x^= a et x=.b, sans rester constamment nulle, elle

passe dans Vintervalle a, b par un maximum ou par un

minimum^ c'est-à-dire par une valeur f{c), c désignant

un nombre compris entre a et Z?, telle que, h étant moindre

quhine quantité suffisamment petite, les quantités

fic^h)~f{c) et fie -h) -fie)

soient toujours de même signe.

Supposons, pour fixer les idées, que, x croissant à partir

de a, f{x) prenne des valeurs positives; il est incontestable

que/(^) étant continu ne croîtra pas au delà de toute limite,

et qu'il existera une valeur m positive, que f{x) ne pourra

pas dépasser, telle toutefois que f{x) pourra dépasser toute

valeur m — e moindre ; la question est de savoir s'il existe

une valeur c de x^ telle que l'on ait

f{c)= m.

Or, sif(x) peut s'approcher autant qu'on le veut de m, c'est

que f{x) tend vers la limite m, quand x tend vers une cer-
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taine valeur c, et je dis que l'on a précisément f{c) = m.

En effet, f{x) doit avoir une valeur bien déterminée pour

x=^c, sans quoi il serait discontinu pour x=^c\ ensuite,

celte valeur ne peut être que m; car, si elle différait de m,

f{x) n'aurait pas pour limite m pour ^r = c, et ne serait pas

continu pour cette valeur de x.

La formule de Taylor, comme nous l'avons vu, peut être

appliquée lors même que l'on ne serait pas certain que la der-

nière dérivée employée pour former le reste est continue. Gela

résulte du théorème de M. Bonnet; toutefois la formule de

Taylor appliquée au développement àe f(x ~^h, y -\- k^ . . . ),

lorsque les dérivées employées pour former le reste ne sont

pas continues, doit affecter la forme suivante, où o << 9 << i

,

T r rJn+i 1

o \^ifi^'^ht,y-^kt, ...) ,

i.2.3...^/i-T-i) fc^^''"^^ J^-6

qui peut n'être pas tout à fait celle qui est explicitement

donnée page 142, parce que la formule qui donne la dérivée

d'une fonction composée suppose les dérivées partielles de

cette fonction continues. Mais le reste est toujours d'ordre

ji + I (p. 81 et 82), et c'est là l'essentiel.

FIN DU TOME PREMIER.
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Lignes
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21
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8

2

2
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22

Au lieu du

2d ~dâ~. ^'^i

VX -r- \i.y'

{a^a^~ a1)x^

'^x"x<^
db 12

A,
,
a? M, h A, ^ a? M,

A.,a;M^-h a/^^M^

B ^"2
^S^-^i+ l

égal à F

Pm
Pi.

Pm P„>

3 — nUm
\'
Um
m

degrés

résultant s

s — I

^dx
âx^

"^^^

n droites V

minima
b'9'

+ B6^

A'a^
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^
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^^^;

a\)x^
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.

1^2
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^.

P.. P..
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\ y^ l >U439AY USE
??^-

RETURN.TQDESK FROM WHICH BORROWED
ASTRONOMY, MATHfM*ticS-

STATISTIG LIBRARY
This book is due on the last date stamped below, or

on the date to which renewed.
Renewed boo^suafe subject to immédiate recall.

^1 m





n*^

f.'^^-it^


