
v^*



LIBRA.RY
OF THE

UNIVERSITY OF CALIFORNIA.

%eceived <L/^^m^ ^ ^^gS^ -

''/Ô9^^ ClmsNo.^ccessio)] No.



•^%wd>













TRAITÉ

D'ANALYSE



1
5-221 PARIS. — IMI'RIMEIUI-: GALTHIER-VILLARS ET FILS;

Ouai des Grands-Aususlins, 5.').



TRAITÉ

D'ANALYSE

H. LAURENT,
EXAMINATKLK D ADMISSION A L ÉCOLE POLYTECHNIOf E.

i.e calcul de Loibnltz l'a mené dans dos
païs jusqu'Ici inconnus; et il y a fait des
découvertes qui font I étonnoinent des plus

habiles mathématiciens de l'Europe.

De L'IiosPiTAL, Calcul des
infiniment petits.

TOME VE

CALCUL INTÉGRAL.

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES.

PARIS,

GAUTHIER-VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES

DU BUREAU DES LONGITUDES, DE l/ÉCOLE POLYTECHNIQUE,
Quai des Grands-Augustins, ùj.

1890
Tous droits résarvés.)



yz'^^'^



TRAITÉ

D'ANALYSE.

CALCUL INTÉGRAL.

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

CHAPITRE I.

ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE.

L — Préliminaires.

On appelle équations aux dérivées partielles (^^X. quelque-

fois, dans les anciens auleurs, équations aux différences par-

tielles^ celles dans lesquelles les inconnues sont des fonctions

de plusieurs variables indépendantes, ces équations pouvant

contenir : i" les variables, 2° les fonctions inconnues, 3° les

dérivées partielles des fonctions inconnues.

L'ordre d'une équation aux dérivées partielles est m quand

il j entre au moins une dérivée d'ordre m d'une fonction

inconnue, sans qu'il y entre de dérivée d'un ordre plus élevé.

Les solutions d'une équation ou de plusieurs équations

simultanées aux dérivées partielles portent le nom à^inté-

grales de cette ou de ces équations.

L. — Traité d'Analyse, VI. i
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Les intégrales peuvent être données sous forme implicite

ou sous forme explicite. La solution la plus générale d'une

équation ou d'un système d'équations aux dérivées partielles

porte le nom d'intégrale générale.

Les équations aux dérivées partielles portent aussi le nom
à''équations différentielles ; quand il peut en résulter quelque

confusion, les équations différentielles qui ne renferment pas

de dérivées partielles, et qui sont celles que nous avons étu-

diées jusqu'à présent, portent alors le nom d'équations diffé-

rentielles ordinaires.

La théorie des équations aux dérivées partielles comprend,

dans l'état actuel de la Science, deux parties bien tranchées :

la première partie est relative à la théorie des équations du

premier ordre aune seule fonction inconnue; cette partie est

pour ainsi dire un complément de la théorie des équations

différentielles ordinaires à plusieurs inconnues : c'est une des

théories les plus parfaites du Calcul intégral^ la seconde

partie, au contraire, est presque entièrement à faire, elle est

encore actuellement hérissée de paradoxes et de difficultés. On
sait intégrer les équations du premier ordre à une inconnue,

en ce sens qu'on peut ramener leur résolution à l'intégration

d'équations différentielles ordinaires ou à la résolution de

questions encore moins compliquées. C'est à peine si l'on sait

intégrer quelques équations fort simples d'ordre supérieur.

Nous nous occuperons donc spécialement, et tout d'abord,

des équations du premier ordre, et en particulier des équa-

tions linéaires.

Une équation est linéaire quand les dérivées des fonctions

inconnues j entrent seulement au premier degré.

II. — Méthode de Lagrange pour l'intégration des équations

linéaires du premier ordre.

La théorie des équations linéaires du premier ordre est due

à Lagrange \^Mémoires de l'Académie de Berlin, 1779, et
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Fonctions analytiques (
^ )]• Cette théorie a été reprise depuis

par Jacobi (t. l^^Wl à\i Journal de Crelle^ Dilucidationes,

p. i84). Désignons par x^ x^, ^o, . . . , .r„ des variables indé-

pendantes et par u une fonction inconnue de ces variables :

si nous faisons

, ^
du du du

• et si nous désignons par Xq, X^, ..., X,; des fonctions

connues de u, x^ x^^ ..., ^«, toute équation linéaire du

premier ordre et aux dérivées partielles sera de la forme

(2) Xo + Xi/?,-f-X2/>2-|-. ..-HX„7?„ r= ^^y

Voici de quelle manière Lagrange procède pour intégrer

cette équation : il observe que l'on doit avoir

,
du j du

,
du

,du = -— dxi - ... -I- -— dx/i -+- -— dx,
dxi dx,i dx

c'est-à-dire, en vertu de (i) et (2),

du = pi d^i H-. . -~- Pli dr ,1
-4- ( Xq -h Xi/?i -f- . . .

-+- ^„Pn)dx,

ce que l'on peut écrire

du — Xo <^a7 = /?] {dxi + Xi dx)

-h />2 ( dx^ -h X2 <ia-- ) -T- . . . H- pn ( dx,i H- X,i dx).

Or, si l'on établit entre les variables w, ^, , -^u, '^/n ^ les

relations

\

dxx 4- Xi û?.r — 0, . . . , dx,i -
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Les équations (3), (4) sont des équations différentielles que

l'on peut intégrer : soient 0L^, ao, . . ., a,;, [B les constantes

introduites par l'intégration, et soient

(5) «1=?!, «2 = <?2, ..., P = i^

les intégrales du système. Ces formules (5) auront lieu en

même temps, ou l'une sera une conséquence des autres si (2)

a lieu; donc ^I; est constant, en vertu de (2), si cp,, (p2, ... sont

constants; donc, en vertu de (2), ^ est une fonction de cp,^

02, • • • ; donc l'intégrale de (2) est

F(4^, cpi, cp2, ..., 9n) =0,

F désignant une fonction arbitraire.

Nous allons retrouver ce résultat par la méthode de Jacobi

que nous allons exposer.

III. — Méthode de Jacobi pour l'intégration des équations

linéaires et homogènes.

Jacobi étudie tout d'abord les équations linéaires et homo-

gènes du premier ordre, par rapport aux dérivées de la fonc-

tion inconnue, dans le cas où la fonction inconnue elle-même

ne ligure pas dans l'équation.

La méthode de Jacobi repose sur les deux théorèmes sui-

vants :

Théorème L — Pour que cp = c, cp désignant une fonc-

tion de X, œ^, ^To, . . ., x,i et c une constante ai^bitraire,

soit une intégrale des équations différentielles ordinaires

dx dx^ dxn

où X, X, , X2, . • . , X;î sont des fonctions données de x^ x^,

X21 • • • , oCn^ il faut que cp soit une intégrale de l'équation
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aux dérivées partielles

^ du ^ du „ du

c'est-à-dire que Von ait identiquement (quels que soient x,

x^, X2-, . .
.

, ^/i) (t. V, p. i5)

do do do
(.bis) X^^X,g^^...+ X„--_-=o.

En effet, dire que cp = c est une intégrale de (i), c'est dire

qu'il existe n équations dont cp = c fait partie, à savoir

(3) cp 1= C, Oi = Ci, ..., On-i = Cn-i;

Cl, Co, ..., Cn-i désignant des constantes arbitraires telles

que, si l'on en tire ^,, X2-, . - • , ^« en fonction de x et de c,

Ci, C2, . . . , c,t_i pour porter leurs valeurs dans (i), ces équa-

tions soient satisfaites identiquement, c'est-à-dire quels que

soient ^, Ci , Co, ...
: c,i-i •

Tirons donc Xi, X2-, ... et dXi, dx^, ... de (3) pour les

porter dans (i) : nous devrons avoir des identités. A cet effet,

différentions les formules (3) pour obtenir dx^, dx^-, ... et

nous aurons

(4)

Au lieu de tirer dxi^, dx^-, ... de là pour les porter dans (i),

ce qui revient à éliminer dx^^ dx^^ . . . , on peut remplacer

dx^ dx^, dx^t . . ., dans (4), pai" les quantités proportion-

nelles X, X^, Xo, . . . , tirées de (i), ce qui donne

do
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Ces formules, d'après ce que nous avons dit, doivent devenir

identiques quand on y remplace x^^ ^o, . . ., x,i par leurs

valeurs en ^, c, c<, . . . , c„_, tirées de (3). Or on peut dis-

poser de c, c<, C2, . . , Cn-\ (puisqu'ils sont arbitraires), de

telle sorte que ^,, œ^^ . - .,Xn tirés de (3) aient des valeurs

données quelconques
; si donc les formules (5) ont lieu quels

que soient :r, c, Ci, Co, .. , c„_i , elles auront lieu aussi quels

que soient x^ Xf, X2, • • • , x,i; elles constituent donc déjà un

système d'identités avant que l'on ait remplacé Xi^ Xo^ . . .

par leurs valeurs tirées de (3). Ainsi la formule (2 bis)^ en

particulier, est identique. c. q. f. d.

Théorème II. — Réciproquement
,
pour que cp soit une

intégrale de (2), il faut que o = c soit une intégrale des

équations (i).

En effet, si cp est une intégrale de (2), il faut que Ton ait

identiquement

do do do

mais, si cette formule est identique, en y remplaçant X,

Xi, ... par les valeurs proportionnelles dx^ dx^^ ...,

tirées de (i), on aura une conséquence nécessaire des équa-

tions (i), à savoir

do do do
—^ dx + -r-'- dxx -h ... H—--^- dx„ — o
dx dxi dx,i

OU

do

ainsi, quand la formule (2 bis) est identique, on a d(f = o

ou cp = const.; mais dire que cp = const. est une consé-

quence de (i), c'est dire que c'est une intégrale de (1).

c. Q. F. D.

Ainsi :

Pour que cp soit une intégrale de (2), ilfaut et il suffit

que cp = const. soit une intégrale de (i).
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Remarql i:. — Si les constantes c n'étaient pas arbitraires,

notre raisonnement perdrait toute sa force : ainsi, si, par

exemple,

' 3 bis) ? ~ o, 01 = 0, . . . , cÇi -— o

constituait une solution particulière des équations (i), on

ourait bien encore

ôx ' ' ^
d.r^

..... Il

^^^^

mais non plus identiquement, et seulement pour les valeurs

de ^,, X2, . . . ^ Xn tirées de (3 bis).

Proposons-nous maintenant d'intégrer l'équation aux déri-

vées partielles (2)

du du ^r au

D'après les théorèmes que nous venons de démontrer, on

aura des solutions de cette équation en prenant pour u les

fonctions ce qui, égalées à des constantes, constituent des inté-

grales du système (i)

dx _ dxx _ _ dxn

et l'on ne pourra avoir d'intégrales u de (2) qu'en prenant

des fonctions qui, égalées à des constantes, constituent des

intégrales de (i). Or, si

Cl, C2, . . ., Cn désignant des constantes arbitraires, consti-

tuent l'intégrale complète du système (i), la fonction la plus

générale susceptible de rester constante en vertu de ces équa-

tions (i) sera une fonction arbitraire de (p< , cpo, . • - . '^n ;
donc

une fonction F(cp, , (p^, . . . , ^n) arbitraire de cp,, cp2, . . . , cp^^

sera la solution la plus générale de (2). Nous allons établir

cette proposition d'une autre manière.
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Théorème III. — Loi'sque Von connaît i solutions ou
intégrales de Véquation

on peut toujours en trouve/- a — i autres, au moyen d^une

équation de même espèce contenant i variables de moins.

En effet, soient cp<, cp2, . .
. , cp^ des solutions de (i) : pre-

nons-les pour variables à la place de ^,, x^^ . . . , ^/ et dési-

gnons par un d les dérivées partielles prises en regardant

^, cp< . . . . , cp/, Xij^^ , . . . ^ Xn comme variables indépendantes;

les formules relatives au changement de variables seront

du _ du à'^] du ào2 du ào,,,
|

dxi doi dxi do^ dx^ ' ' '

d'f,i âxx

du _ du àoi du à^.2 du ào,i

àx.i doi dx2 do2 àx^ ' ' ' don dx^

du __ du du à(Di du à-o^ du ào^

dxi+x dxi^i
~^

(icpi âxi-^i doi âxi^ i

•
. •

. ^^^^ âxi^^
'

?

du _ du du dc^i du ^^2 du d(fn

dx dx ' doi ôx '

d/o-i dx '
' '

do,i dx

Portant ces valeurs dans (i) ou multipliant ces équations

respectivement par Xi, X2, . . ., X„, X, en ayant égard à

ce que cpi, cpo, ... sont solutions de (i), c'est-à-dire à ce

que l'on a

/ d^x do A doi

, ,
X -^ - Xi /- - . . .- X„ -- ^ o,

(2) ' dx dxi <)x,i

on trouve

du „ du „ du
'"^^

dxi^x
"^

" dx,i dx

telle est l'équation plus simple à laquelle satisfait la fonc-

tion u. L'intégrale la plus générale de cette équation doit

contenir cp<, cp27 • • •
7 ^i d'une manière arbitraire.
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Corollaire. — Supposons que l'on connaisse n intégrales

cpi , cp2, . . . , cp^j de l'équation (i), en les prenant pour variables

à la place àe x^, x.2, . . ., x,i : d'après ce que l'on vient de

voir, l'équation (i) se réduira à la forme

,^ du du
X -7— = o ou —- = o,
dx dx

puisqu'il ne saurait exister de relation X = o entre x^^

Xi-, . • -, Xa-i X. On en conclut que w, exprimé en fonction

de Xj ^1,^25 • • •? ^n-, ne contient pas x\ donc u est fonc-

tion de cp4, cp2, . . ., ^n seuls. Et il est facile de constater

qu'une fonction arbitraire de <pi, cp2, . . . , cp„ est une solution

de (i); en effet, soit w = F(cp^, . . . , cp^^) une telle fonction;

on aura

dx âfi dx 0^2. àx '
' '

â(f,i dx

dm _ dbj d(^i dm d^2 dm d(^,i

dxi (icpi dxi d^i dxi '
' '

d^,i dxi

en multipliant ces équations respectivement par X, X4,

X2, . . . , X„ et en ajoutant, on a, en ayant égard à (2) ou à

ce que cp,, cp2, ... sont solutions de (i),

X — ' X -^^-
' ^ X -^ —

dx ~^
^ dxi

~^'
' '

' " ^Xn,
~ '

(1) est donc solution de (i), et, par suite, la solution la plus

générale de (i) est une fonction de cp^, cp2, . . . , cp^^.

c. Q. F. D.

IV. — Applications diverses.

Trouver une surface dont la normale rencontre une
droite fixe.

Soient x^y^^z les coordonnées d'un point de la surface dont

l'équation sera cp(^, j^, s) = o : sa normale pourra être repré-

OF TRK
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sentée par les équations

X = X -+
p

d(Ji d(D d(D

dx ày ' dz

la droite donnée par les suivantes

en exprimant que ces droites se rencontrent, on a

X — xo a
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OU bien, en intégrant,

OLT -^ '^jy -i-
Y-^ = const.,

{x — or^f -^ [y — jo)^-^(s — -30)-== const.

Telles sont les intégrales du système (2) : ce sont des inté-

grales de l'équation (i), et l'intégrale la plus générale de cette

équation est

En égalant cette solution à zéro, on a l'équation de la surface

cherchée

F[aa7 -t- (3/ -^ yz, {x - - x.Y + (j -ji'o)^ -^ (> - ^0)-] - o :

c'est l'équation d'une surface de révolution.

V. — Intégration des équations linéaires quelconques

du premier ordre à une seule fonction inconnue.

Soient^ une fonction inconnue des variables x^ , ^o, -- -, x,i

et X, X< , X2, . •
. , X,i des fonctions des variables ^, , ^o? • • •

7

x,i et de la fonction inconnue x.

^ dx ôx ôx

sera la forme la plus générale que puisse affecter une équa-

tion linéaire aux dérivées partielles du premier ordre à une

inconnue. Cette équation possède, comme on va le voir, des

intégrales de la forme

(2) a)i(x, X^, X^_, . . ., Xa)= c,

où c désigne une constante arbitraire. La méthode que nous

allons exposer laisse échapper les solutions qui ne contiennent

pas de constante arbitraire et que Ton a appelées singulières ;

mais elle permet, au contraire, de trouver les intégrales de la

forme (2).

Si l'équation (i) admet une solution telle que (2), x tiré
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de (2) rendra (i) identique, c'est-à-dire y satisfera quels que

soient ^j, ^2? • • • , •'^n et la constante arbitraire c.

De (2) on tire, parla règle des fonctions implicites,

h- \ ^^ — ^^^
•
^^' ^^ — ^'^^

'
^^^

dxi âxi ' dx dxi dx-i
' dx

^
' " '

'

portons ces valeurs dans (1), il viendra

c>9i doi doi (9cî),

(3) X -i^ + Xi -^ -4- X2 ;^ -...-- X„ -'--=. o,
dx dxi dx2 àXfi

et cette équation, qui ne contient pas encore explicitement c,

deviendra identique quand on y aura remplacé x par sa valeur

tirée de (2). Mais, c étant arbitraire et (3), ayant lieu quel que

soit c, quand œ y est remplacé par sa valeur tirée de (2), aura

encore lieu quand à la place de c on mettra une fonction

arbitraire de ^i, ^07 • • -5 •'^n- Gela revient à dire que (3) a

lieu quels que soient ûOf , X2, . . . , ^„ et aussi quel que soit x,

avant que l'on ait remplacé cette fonction par sa valeur déduite

de (2); mais, si (3) est identique, cpi est une intégrale de

l'équation homogène

do do do do
(4 ) X y'- -^ Xi —'- - X2 v^ -^

. . . — X,i —^ = o,
dx dxi dx-2 dx,i

que l'on sait intégrer; on obtiendra donc des solutions de (i)

en égalant à des constantes arbitraires des intégrales de (4)-

Or les intégrales de

dx dxy _ dxi _ _ dxn,

X Xi X2 Xrt

sont des intégrales de (3) égalées à des constantes; c'est donc

parmi les intégrales de (5) qu'il faudra chercher celles de (1).

Réciproquement, toute intégrale de (5) ^^-=0 est telle

que cp, rend la formule (3) identique; si donc de cp^ = c on

tire x^ les dérivées de x seront données par les formules ( 2 bis)
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et, si l'on divise la formule (3) par -j—j elle donnera, en vertu

de (2 bis),

dx dx dx

dx ^ ^ dxi '
'

'
'^

dx,i

l'équation (1) sera donc satisfaite pour la valeur de a: tirée de

la formule (2). Ainsi, en résumé :

Toute intégrale des équations (5) est une intégrale de

l'équation (1), et toute intégrale de (i) de la forme cp^ = c est

une intégrale de (5).

Soient donc

©1 = const. = Cl, cp2 = const. = C2, ..., cp„ = const. = c^

les intégrales du sjstème(5);

«î>(cpi, cp2, .. ., On)= const.,

où est une fonction arbitraire de cpi, çp2, . . -, ^,1, sera la

forme la plus générale d'une intégrale de (i) renfermant une

constante arbitraire, que l'on peut d'ailleurs remplacer par

zéro sans nuire à la généralité, puisque, <ï> étant arbitraire,

cette fonction pourra être censée renfermer la constante en

question.

Ainsi, abstraction faite des solutions singulières, poui^ inté-

grer Véquation (i), on intégrera le système (5), puis on

égalera à zéro une fonction arbitraire des fonctions qui

restent constantes en vertu des intégrales de (5).

Autrement dit : on posera

*(Ci, C2, . .., c„) = o,

c^, C2^ ... désignant les constantes arbitraires qui entrent

dans l'intégrale générale de (5), et Von éliminera c^,

C2, . . . , c„ entre cette équation et celles qui constituent

Vintégrale générale de (5).

Supposons qu'il s'agisse d'intégrer l'équation

du du du
X h r -T \- z -~ = mu,
dx -^ dy ôz
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m désignant une constante : on formera les équations

dx
X
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linéaire et aux dérivées partielles; on l'intégrera en posant

dx dy dz

X — a y — b z — c

dont les intégrales sont, en appelant a et p des constantes,

X— a=^cL{z — c), y — ^ = ^(^ — c).

L'intégrale de (i) s'obtiendra en éliminant a et [3 entre ces

deux équations et

4>(a, ^)^-o,

ce qui donnera

^[ X — a y — h\
* — ,

^ =-0,
\^ — c z — c I

4> étant arbitraire. Cette équation est celle d'un cône quel-

conque.

Cylindres. — En exprimant que le plan tangent d'une

surface reste parallèle à une droite de direction a, 6, i, on a

(i) pa^ qb — \:

l'intégration de cette équation dépend de celle des équations

dx _ dy _ dz

a b 1

dont X — az = const., y — bz ^= const. sont les intégrales

générales. L'intégrale de l'équation (i) sera donc

fi>(x — az,y — bz)=o.

Cette équation est celle d'un cylindre quelconque ayant ses

génératrices parallèles à la direction a, 6, i.

Conoïdes. — px ^ qv = o est l'équation d'une surface

dont la projection sur le plan des xy du rayon vecteur est

perpendiculaire à la trace du plan tangent; l'intégration de

cette équation dépend de celles des équations

dx _ dy _ dz

X y o
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qui ont pour intégrales ~ = const., z =^ const. ^ donc l'équa-

tion ordinaire de la surface en question est z = <ï>( —

<ï> étant une fonction arbitraire.

Surface de révolution. — Exprimons que la normale à

une surface rencontre la droite

X — a?o _ Y — jo
a b

La normale a pour équations

X — X Y — y Z ~ z
= P

la condition cherchée s'obtiendra en éliminant p et p' entre

les équations

Xq^ ap — X ^pp',

jKo^-^p =y^qp',
Zo-^ cp = z— p';

ce qui donne
Xq — X a p

70 — y b q

Zo—Z C —1
ou

(I)
p[c{y — y^) — b{z — zq)]-^ q[a{z — zq) — c{x — xç,)]

= b(x~Xo) — a{y—yo).

Pour intégrer cette équation, on écrira les équations ordi

naires

dx
c{y —yo)—b{z — z^)

_ dy dz

a{z —z^))—cix — Xo) b{x — Xo)— a{y —y^)
(x — Xo)dx-h(y—yo)dy-^{z — Zo)dz

o

a dx -h b dy -f- c dz
?

o
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qui s'intègrent immédiatement et donnent

{x — x^^y -\- {y — y^Y- -h (z — z-qY' r= const.,

a X -i- by -{- cz = consl.;

on en conclut que l'intégrale générale de l'équation (i) est

^[{x — XoY -h (y — yoY ^ (^ — -o)-, ax-hby-^cz] = o,

4> désignant une fonction arbitraire. On reconnaît l'équation

générale des surfaces de révolution, ce que l'on vérifie d'ail-

leurs bien facilement, en observant que les plans parallèles

à aûo -4- by -{- cz = o coupent la surface suivant des cercles

situés dans des plans ax-\-by-\-cz=:h et sur des sphères

(x — xoY -^ (7 — yoY -^ (^ — ^oY -- ^(/i).

VII. - Remarque au sujet des équations que l'on vient d'intégrer.

On a vu que la solution d'une équation linéaire aux déri-

vées partielles homogènes était de la forme /(^i , . •
. , o,i_^)

;

cp^, cp2, . . . étant des solutions particulières de cette équa-

tion; il est facile de prouver que, réciproquement, toute fonc-

tion de ^< , ^2î • • • 7 ^«j susceptible d'être ramenée à la forme

/(cpi, cpoi •••7 ^n-i)-, satisfait à une équation linéaire aux

dérivées partielles.

En effet, soit

on aura

du _ df à^ df_ à'o,^ àf don_^

dxx c^cpi àxx à^i dx\ ' '

t)'f/i— 1 àxi

àii_ _ à/^ (^9i df_ à^ àf ^0//-i,

dxa t)cpi dXa (^Cp2 àx,i àOii-x ^^n '

i) f A r

d'où l'on conclura par l'élimination des dérivées ~- , - ,
——

,

d{Xi, 379, Xs, . . ., Xn)

équation linéaire et homogène en u et qui exprime que u est

L — Traité d'Anxlyse, VI. 2



CHAPITRE

une fonction de cp^, cpo, . . . , o,l_^ ; on peut déjà soupçonner,

d'après cela, l'existence d'un facteur capable de ramener à la

forme (i) toute équation aux dérivées partielles linéaire et

homogène.

La solution d'une équation linéaire quelconque est donnée

par une équation de la forme

(^) F(c?i, cp2, . . ., cp,j) = o,

ou Cp,, Cp2. sont des fonctions données de la fonction u

et de ses variables Xi X 25 Xfi' Réciproquement, toute

équation telle que (2) conduit par l'élimination de F à une

équation linéaire aux dérivées partielles. En effet, différen-

tions (2), nous aurons

(9oi \àxi
~^ du j

d¥ /ào,i don

(hn \ dxi -dï,P'

d^\ \dx,i du
'

dY /d^n
^

doa _
"^

(>cp„ \dx,i
'^ du P '^ '

~~ '

Pa désignant les dérivées partielles de u par rap-

dF d¥
Pi, P2, -,

port kx,,x„ . . ., ^,,
.^^

.

^^^
. .

^^^^^_^
.

^^^

entre les équations précédentes, on trouve

^. ,, ,1- . d¥ d¥
x„. C51 1 on élimine ^— ? -r

—

dox doi

dxi
"^ du ^'
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VIII. — Sur une manière de déterminer les fonctions arbitraires.

Théorème fondamental. — Considérons les équations

différen tie lies

dx dx\ dx'i dx„

X Xi X2 X,i

Supposons qu'on les ait intégrées de telle sorte que, pour

^ = <2, les variables Xs-, x^^ . . . ^ Xn se réduisent respective-

ment à <2i , «25 • • • ? <^n' Si Von pose alors

I «1

a/ = fi{ai^i, at+i, • • • , «« )>

e^ si entre ces équations et les intégrales de {i) on élimine

«1, «2? • • • , <^/27 0^ obtiendra i équations d'oii l'on pourra

tirer x^, X2, . . • , -^i en fonction de Xij^^ , . . . ^ Xn et de x.

Quand on fera x = a dans ces relations, on trouvera

i^l

= /l (^i+l? ^/+2) - • • j ^n)j

^2 =/2(^/-M> ^j+2? • • • ' ^n)t

En effet, les équations intégrales de (1), résolues par rapport

à a^, «2, . . . , an-) peuvent se représenter ainsi

(i) ai = ^i{a, xi, x^, . . ., x,i, x), «2 = 4^2, •••, ««==4^/1.

Si l'on y fait ^ = a, on doit avoir

ai= ^i(a, ai, a^, . . ., an, a), «3 = 4^2, •.-, a„ — t|^«.

Ces équations ont lieu quels que soient a^, «2, . . ., ««, qui

sont par hypothèse des constantes arbitraires; donc elles

auront encore lieu quand on y remplacera ai. «2, . . ., a«

par x^ , Xo, - . . , ^/i ; on aura donc

(5) xi= ^i(a, xi, X2, .. ., Xn, a), 372 = ^^2, ..-, ^« = <i^,i.
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Maintenant, si l'on élimine ^i, «21 • • •
5 <^« entre (2) et les

intégrales (4) de (i), on aura

t};2(«, i*?l, ^2, ••-, ^7i, ^)=/2[^/+l(«^, -^1, ^2, . • .,^«, -27), i];/+2,
• • •],

mais, si l'on fait x =: a^ on a, en vertu de (5),

^1 =/l (^/+l? ^/+2? • • • ? ^w)? • • • > ^2 =/2(^/-i-l? ^i+25 • • • • ^njj - • • ?

ce qu'il fallait prouver.

Le théorème précédent, dû à Cauchj, est fréquemment

appliqué dans la théorie des équations aux dérivées par-

tielles, et nous allons en faire une application à la recherche

d'une fonction satisfaisant à l'équation

et se réduisant pour Xfi = a,i à une fonction x donnée par la

formule

Pour intégrer l'équation (6), on intègre d'abord le système (i),

puis on observe que toute relation entre les constantes d'inté-

gration est une intégrale de (6), quand on y suppose les con-

stantes remplacées par leurs valeurs déduites des intégrales

de (i). Il en résulte que, si l'on pose

F(a, ai, «2? . • -, ««-1) = 0,

l'élimination des a fournira une intégrale de (6) qui, en vertu

de notre théorème fondamental, se réduira à

Y{x, xi^ Xi, . . ., a7„_i) = o,

pour Xn =^ Clfi'

Application. — Trouver un cône ayant pour sommet le

point a, 6, c et passant par une courbe yz=z(^(^x) située

dans le plan z = Zq.



ÉQUATIOiNS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 21

L'équation difFérentielle des cônes, ajant pour sommet

(2, 6, c, est

z-c=p{x-a)-r-q{y-b), P ^J^^ ^ "" ^'

'

Pour intégrer cette équation, on forme le système

dx _ dy dz

X — a y — b z — c

dont les intégrales sont

z^ — c

y — h^{y^-h)^-;

jKo et Xq désignant les valeurs de j- et ^ pour z = Zq. Si l'on

pose

ro = ?(^o),

l'élimination de Xq et jKq entre cette équation et les deux pré-

cédentes donnera la solution

6 H-(^_ 6) ^"-^^ = cp L + c^-a) £i:^l

.

X, — c *L z — c
:\

IX. — Sur les multiplicateurs des équations aux dérivées partielles.

Théorème I. — Soit

une expression dans laquelle Xi, Xo, . . . , X„ sont des

fonctions de x^
, x^, . . .^ Xn\ il existe au moins un facteur

[i-, tel que ^Kprenjie la forme

d{Xi, X-i, . . ., Xa)

d^un déterminant fonctionnel, quel que soit f.
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En effet, soient f^^f^, • • • , fn-\ des solutions distinctes

de l'équation R = o, on aura

= o,

de là on tire

^' d(^2, ^3, ....^/i)
"" à{x^,Xi, ...,Xa)

et, en appelant ]ir^ la valeur de ces rapports égaux,

^ , ()(/,, A, ..,/.-i)
(^(a-2, 373, . . ., .'r„_i)

' à^Xx, .Ts, . . ., x,^)

l'expression de R devient alors

' c)(a7i, :r2, . . . , a7/i )

^

d'où l'on conclut qu'il existe un facteur p. capable de trans-

former [jiR en un déterminant fonctionnel.

Théorème II. — // existe une infinité de facteurs [x.

En effet, si

^^ ^ à{f^fuU ••,fn-i)
^^

d{Xi, X2, . . . , ^n)

et si F(/,,/2, . . .,/«_0 désigne une fonction arbitraire de

fi, A, . . ',fu-\, P^F sera encore un facteur. Pour s'en con-

vaincre, il suffit d'observer que F peut se mettre sous la

forme
^(cpi, Cp2, . . ., ?«-l).

~"
à{fu A, - -y fn-l)

car on peut se donner cp^, o,, . . • , On^i et l'équation précé-
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dente aux dérivées partielles donne cp,
; on peut encore écrire

on a donc

1^ . p. . 1\ = —
C'(<27i, .372 5 ^3 5 • • • ) '^n)

Lemme. — Si l'expression

K — Al h A, -T h. . .-h Ara -—

-

est un déterminant fonctionnel, on a

()Xi (^Xs
^

(?Xra _
dxy dx2 '

' '

àx,i

En effet, on a alors

et, en supposant

^ ~ :^7 Â
'

on a

OXi
'

OXi OXi

dxi dxi ^ df

et, par suite,

(9a7i da72 (^a^ra
~ 2d\ . df àfk

'^
. àf df,, ) dxidxi

Or le coefficient de ,
•

''

représente un mineur du second
OXi ÔXi ^

ordre de R, diminué de lui-même (t. I, p. i65); donc

à^\ ^ , , ^^ = o ( M

(') La quantité -~ + -^ +. . .+ -7-^ est ce que 1 on peut appeler un
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Théorème III. — Tous les multiplicateurs [jl, tels que

[i. Al H A, -—
dx,,

IX R

soit un déterminant fonctionnel exacty sont les solutions

de Véquation

(I)
^(^X,) ^(-i.X,)

^X^ Ox^. dXa

En vertu du lemme précédent, il est clair cjue, si [jiR est

un déterminant fonctionnel, l'équation (i) doit avoir lieu;

reste à prouver que toute solution de cette équation est un

multiplicateur.

Soit \ une solution de cette équation et Iv un multiplica-

invariant de l'équation X,
Ou

dx,

du

dx„
0. En général, si Ton con-

sidère le déterminant
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leur, on aura

âxi dx-i
• •

•

^^^^

De ces deux équations on tire par soustraction

Xi h Xa -— -i- . . . + X„ —- = o,
axx àx^ ox,i

ce qui prouve que v est une solution de l'équation Rzrro-

mais, XvR étant un déterminant de la forme

Av K = -7
à{xi, Xi, Xs, . ., x,i)

si l'on pose R = o, on voit que toute solution de cette équa-

tion doit être une fonction de fi, f2-, • • • , f,/-\ ;
donc

On pourra donc écrire, en appelant cp,, cp2, . . . des fonctions

de/n/2, .. .,

et

ou

XR
(^(/, ?1, ?2, .-, ?«-i) à(f,/u ...,/„-i)

à{/,fi,A, ^',fn-l) à{Xi, X2, ...,^n)

XR =
^(^1, ^2, •• ., ^n-l)'

donc )^ est un multiplicateur, donc enfin toutes les solutions [x

de l'équation (i) sont des multiplicateurs, capables de rendre

[jlR un déterminant fonctionnel exact quel que soit/.

En particulier^ si

aXi àX2_^ àXn _
dxx dx2 ' ' dx,i

'
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X est un multiplicateur et R est un déterminant fonc-

tionnel quel que soit f.

Théorème IV. — Si \k etv sont deux multiplicateurs de

Vexpression

capables de la transformer en un déterminantfonctionnel^

- sera une solution de R= o.
V

En effet, de

a(vXi) ()(vX,) ()(vX;0

dxi ' dx^ '

'

àx,i

o.

o,

en multipliant la première par v, la seconde par pi, on tire

par soustraction

^ f dix âv \ ^ / d[x rh \

ou, divisant par v-,

Xi-^— H-... + X„
dXi " dxn

ce qui établit le théorème.

X. — Principe du dernier multiplicateur.

Jacobi, à qui nous devons la théorie du multiplicateur des

équations aux dérivées partielles, a fait une application

remarquable de cette théorie à la recherche de la dernière

intégrale d'une équation aux dérivées partielles ou d'un

système d'équations ordinaires, dont on connaît toutes les

autres.
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La théorie que nous venons d'exposer se trouve déve-

loppée dans le Journal de Crelle, t. 27, dans les Mathe-

matische fFer/re et dans les Vorlesungen ûber Dynamik àe

Jacobi^ mais la théorie suivante est extraite d'une Note de

Jacobi, qui a paru au tome X du Journal de Liouville

(i*^^ série) : nous avons toutefois simplifié un peu le calcul

de l'illustre auteur.

Lemme. — Soient M un multiplicateur de Véquation aux

dérivées partielles

,^ du „ du „ du

ace
u^ une solution de cette équation; on a vu que la connais

sancede l'intégrale u^ permettait, en prenant u^ à lapl

de Xn pour variable, de ramener Véquation (i) « laforme

, . .. du ^ du „ du
(2) Xi -j ^ X2 -. h ... H X,,- 1

= o

;

la quantité M^=M: '^ est un multiplicateur de cette

dernière équation.

En effet, M étant un multiplicateur, on a

— H ; +...-+- — =0
dXi ôx^ ox,i

ou, remplaçantM par Ml ^—

y

dXi
'

•
• •^ OXa ) àXn \ d-Ti dx

a

àx,, àXn

Si l'on difrérentie(i) par rapport à ^;ï, en y supposant u — u^

on a

d dux d dui, _ _ âiM <^ _ àui^ àX^ _
^ ôxl dx^i

"^ ' ^ d^ âx^i
~^

àxy ôxa àx^ àx,,

o.
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l'équation précédente s'écrit alors

Maintenant changeons de variables, et, au lieu de ^,, j^oj •

,

Xji^ prenons x^^ x^, . . . , U\\ nous aurons

c)M,Xi _ f/MiXi ^MiXi (^wi

d:Pi clxi dux dxi

j

dMj Xn _ 6/MïX^^
Ox/i dui ôxii

(^Xj c^Xi t)?ii

La formule (3) devient alors

<iMiXi fZM,X„^,\ c»wi

<iXi
• •

•

dXa-\ ] àXn

\ diLx dxi
"^''

<3fffj dx,i) dx,i

MW/c)mi <:/Xi <9mi <:/X5

\dxi^ dui dx2 dui / àxa

ou, divisant par -— et développant —^ > ——.—
f/M,Xi ^x\I,X„_i ^ d^\

dxi ' *
*

dxn~\ <^w

le coefficient de -~ est nul, puisque u^ est solution de (i);

il reste donc

dmÇL, _^ dm, X, _ 6/MiX,,_i _

ce qui prouve que Mj est bien un multiplicateur de l'équa-

tion (2), comme nous l'avions annoncé.

Voici maintenant l'usage que l'on peut faire de ce théorème :

supposons que l'on se donne l'équation (1) ou le système
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équivalent d'équations ordinaires

dxx _ dx^_ _ _ dxn,

Xi X2 X„

quand on en connaîtra une intégrale, on la transformera dans

.l'équation (2) ou dans le système équivalent

dxy _ dx^ _ _ dxn-x

Xi X2 X„_i

où Xn doit y être remplacé par sa valeur tirée de l'intégrale

connue Wi = const. En opérant sur l'équation (2), on fera

disparaître de cette équation une nouvelle variable, et ainsi

de suite. Supposons que l'on connaisse toutes les intégrales

de (i) moins une, on la ramènera ainsi de proche en proche à

la forme

14) -3— XiH--— X2 = o,
dx^ dx2

'

équivalente à l'équation

dxi dxi

Al X2
OU

(5) Xa^/.^!— Xi<^a72 = o.

Si M désigne le multiplicateur de l'équation (i), les multi-

plicateurs successifs des équations simplifiées seront

àux Oui dui du^

O^n àXn^i dx,j, âXa-i

Ut^ u^^ ... désignant les intégrales de(i). Le multiplicateur

de l'équation (4) sera

M
àui dui àu„-2

~

dXn dXn-i àX2

et l'on aura

dxi àx2
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ui sera donc le facteur d'intégrabilité de l'équation (5); d'où

il résulte que :

Si l'on connaît un multiplicateur de Véquation (i) et

toutes ses intégrales moins une, cette dernière s'obtiendra

toujours au moyen d'une simple quadrature.

XI. — Application du principe du dernier multiplicateur.

1° Quand on aura

dxi dx2 '
' '

àXfi
'

on appliquera avec succès la méthode du dernier multiplica-

teur, car ce dernier multiplicateur pourra être pris égal à

l'unité.

2" Supposons que l'on donne une équation de la forme

la connaissance d'une seule intégrale suffira pour en trouver

une seconde; en effet, l'équation précédente revient aux

suivantes
dy'

^,, _ dy

OU bien

dx
~
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et M = I j satisfait : il en résulte que, si l'on connaît une

intégrale de l'équation proposée i/ = const., en tirant de

cette intégrale la valeur de y'^ l'expression

sera une différentielle exacte, et la solution complète de

l'expression proposée sera

u = const.

(y'dx — dy) —- = const.

W
Nous ferons plus loin une application remarquable du

principe du dernier multiplicateur.

Remarque. — Rappelons-nous que, étant donné un sys-

tème d'équations ordinaires du premier ordre de la forme

Pi dx^ + P2 dxc^, -^ . . . 4- p„ dxa = o,

il existe des multiplicateurs qui, appliqués aux premiers

membres, font de la somme de ces premiers membres une

différentielle exacte. Ceci revient à dire que, si l'on con-

sidère les équations

(0
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soit une différentielle exacte; ou enfin qu'il existe des mul-

tiplicateurs jji,, [JLo, . . . , \)^n satisfaisant à la relation

et tels que
[J-l -h [Xj -^ . . . — [Xa ^ O

[jii dxi [J.9 dxi

Xi X, x„

soit une différentielle exacte. En effet, [i.< :=).2+ ^3 4----+ ^«

et [Jio = — ^21 1^3 = — ^3j .. -, et il existe même n — i pareils

systèmes de multiplicateurs; soient donc

(2^)

^//„

Xi A2 X/i
^A-

/h, /s, . . . , fn seront les intégrales du système (i) ou de

l'équation aux dérivées partielles

(3) X i^+x -^
' dxi " ^ dxi

^"£--

Les formules (2) montrent que l'on a

dxj Xj '

si donc on appelle |ji le multiplicateur du premier membre

de (3), c'est-à-dire si l'on a

^ X,r
Of
dxi

' X ^^^àf\_ d(f,fu ...,/„)

on aura aussi

<-^&^- x„
àXn

à{Xi, a?2, .
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àf àf
et, en égalant les coefficients de

(J.X1X2 .. . X„

(JXi dX2

\^%Jl

relation remarquable entre les multiplicateurs [j. et li.

XII. — Complément des théories précédentes.

Je suppose que l'on ait

(I)
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ajoutons-les; nous aurons

„ du,- diif diii
Xi -r HA,- h...-|-X„- — O,

dxi dx^ âxn

ce qui prouve que Ui, U2, ... sont des solutions de l'équa-

tion linéaire

... au du ^ au

Soient donc Wi , (02, . . • , tO/^_, , /i— i solutions indépendantes

de celte équation; u^, 11-2^ . . . , iin-i pourront s'exprimer en

fonction de to, , Wo, . . . , cO//_, , et l'on aura

d{ Ml, Ui, . . . , U,i-\ ) _ <^( Mj, W.2, . . . , Un-\) à(tOi, . . . , OJ„_i )

d{x2, X:i, ...,x,i) d{tOi, M.,, ...,a),j_i) ()(^.,, ...,^-«)

ce qui permet d'écrire, au lieu de (3),

d(ui, Uo, . . ., M„_i) .
(^(W|

Al ,

~ ^ ' '
(^(;ri, . . ., Xn)

Si nous faisons abstraction du premier membre de cette suite

d'égalités, et si nous désignons par B,, B2, ... les détermi-

nants qui dans (5) servent de dénominateurs à X,, X2, . . .

,

nous aurons

ii.
J Wl, COq,

à{xi^ Xi, 373, . . ., Xji)

— tJi H r 1)2 -T-. .

âxi àx2



ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 35

alors, en vertu de (i), le dernier membre de ces égalités sera

nul et l'on aura

y tOy.

d(Xi, X.2, .. ., x,i)

X X
et ^j 15^' • • • seront fonctions de w,, Wo, .... tO//_i ; le déter-

^ 0(11], lU, . . ., Un-\) 1 1 1 rminant -z-,
= —^ pourra donc se calculer en tonc-

tion de cl)|, lOo, . . . , to,;_, . On pourra satisfaire à(5)ouà(3)

en choisissant u>, . . . , Ui>^\ arbitrairement, et l'on aura, en

appelant H la suite des rapports (5), l'équation linéaire

d{U], u,, . . ., u„^i) _ ,

à{<.Oi, 0J2 w,i__i)
~

pour calculer u^^ on peut prendre i/2 = wo, - . . , u,t_i = W/2_i,

et alors il viendra

ÔU]
z^i = / II<fa)i -f- fonct.(a)2, ..., cO/,_i),

et le problème sera résolu. Si Wo, (03, ... se réduisent pour

Xi = x^^ à des fonctions données de Xoj ^3, . • . , ^«, il en sera

de même de leurs égaux W2, u^y . • « et t^, pour (d< = to" se

réduira à une fonction donnée de t02, ...,tO/^_^.

XIII. — Théorème sur les multiplicateurs.

Soient F une /onction de x^^ x^i . . -, x,i et de ol; ^t,

X2, . . ., X,/ des fonctions de Xi, x-i-, . . ., Xa pouvant aussi

renfermer le paramètre a. Si, pour une valeur poj^ti-

culière de et., ou si, quel que soit a, on a

âoi \ ôxx dx<i
"^

' • *

i)x,^ ) dxi ôx '
' '

âx,i âx

(^)



36 CHAPITRE I.

pour une forme de la fonction cp(F), ta quantité cp(F)
^^

,

sera un multiplicateur de Véquation

= O.
(3) ^'d^+'^^d^+---^""5ï;

En effet, l'équalion (2) étant développée donne

/dF dX, dF dX„\_

ou, en ver lu de (i),

ce qui peut s'écrire

ce qui prouve bien que cp(F) ^ est un multiplicateur.

EXERCICES ET NOTES.

1, Intégrer l'équation

du. -

^'^

„ du
-{-(a"x-i- h"y + ^ -^ ) ^ — ^'

où rt, 6, . . . désignent des constantes.

2. Intégrer l'équation suivante, où o est une fonction quelconque

dz dz àz ,
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et prouver qu'elle représente toutes les surfaces réglées à plan direc-

teur.

3. Inléffrer

y Âz — ^ïïz)(^-^7) = ^(-2^— r)-ôy ùx j

4. Les équations

, _ dx
, _ dy

, dz
"" ~~di' ^ ^dt' '''^ di'

dx' _ )xx dy' _ [xy dz' \xz

~dt ~ ~ 1^' ~dt ~ ^ 1^' Tît
^~ 1^'

où (Jt. est une constante et oii r^ = x^ -}- y^ -\- z'^ , ont pour intégrales

y' z — z'y = a, z' x — x'z — b^ x'y —y'z=c,

x' (xx' -^ yy' -h zz')— x{x''^ -}-y'^^ -{- z'^)-{- ^ = a,

y (^a^a;' -^yy' -i- zz') —y ( x"- -i- y- -{- z'^) -^ ^ = ?,

z' ( xx' -h yy'^ zz' )— z (x'^ + y'^ + ^'2)4- ^ = v;

mais ces équations ne sont pas distinctes et se réduisent à cinq. On
propose d'appliquer à l'intégration du système en question le principe

du dernier multiplicateur.

5. Prouver que la sphère est la seule surface dans laquelle le plan

tangent soit normal au rayon vecteur issu d'un point fixe.

6. Trouver l'équation générale des surfaces dans lesquelles la nor-

male est perpendiculaire au rayon vecteur issu d'un point fixe.

7. Soient/i,/2> '•',fn-\-,fn des fonctions données de a7i,.r2, . •.,.^«1

trouver une fonction u, telle que l'on ait

OyX]^ X^t • . . > ^n— \ •> ^n)

et montrer que la question peut être résolue au moyen d'une qua-

drature.

8. Trouver l'équation des surfaces, telles que la longueur de la

normale comptée à partir du point d'incidence jusqu'au plan des xy
soit égale à la distance de l'origine au pied de la normale sur le plan

des xy.
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CHAPITRE IL

THÉORIE DES ÉQUATIONS QUELCONQUES AUX DÉRIVÉES
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE A UNE INCONNUE.

I. — Classification des solutions d'une équation aux dérivées

partielles du premier ordre.

Il sera bientôt démontré qu'une équation aux dérivées par-

tielles du premier ordre

dans laquelle E désigne une fonction quelconque de la fonc-

tion inconnue w, de ses variables .r,, ^21 • -^ ^,i et de ses

1 , . , du Ou. , , . .

dérivées /?, = -— 7 - - . p,i = —— , admet une solution qui,

pour Xn = ^l, ^^it
étant une constante arbitraire, se réduit à

une fonction arbitraire des autres variables x^ , X2, . • • , ^«_i

.

Une pareille solution porte le nom d'intégrale générale.

Toute solution qui se déduit de l'intégrale générale, en par-

ticularisant la forme de la fonction arbitraire dont dépend

cette intégrale, porte le nom à^ intégrale particulière.

Toute solution qui n'est pas l'intégrale générale ou une

intégrale particulière est une intégrale singulière.

Toute solution renfermant n constantes arbitraires, c'est-

à-dire un nombre de constantes arbitraires égal au nombre

de variables dont la fonction inconnue u dépend, a reçu de

Lagrange le nom àHntégrale complète.

Par extension, on a donné le nom ai'intégrale générale,

à^intégrale particulière, àHntégrale singulière^ àHnté-

grale complète, à une équation entre la fonction inconnue

et ses variables, d'où l'on peut tirer par de simples opérations
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algébriques, c'est-à-dire sans effectuer d'intégrations, une

intégrale générale, particulière, singulière ou complète.

Ainsi, par exemple, si l'équation

F(u, xu x., . . ., Xn, ai, ao, . .., a,,) = o,

dans laquelle «<, <22, . • . sont des constantes arbitraires, défi-

nit une valeur de u satisfaisant à E = o, quels que soient Xf,

^2i • • -5 X/i et <2i, a2, . . ., a,i, on dira que cette équation

F = o est une intégrale complète de l'équation Er=o.
Disons enfin que k constantes arbitraires ne doivent être

considérées comme distinctes, que si, pour ^^ = ^J, ...

Xn = xl, elles permettent de choisir arbitrairement u et

k — I dérivées de cette fonction.

II. — Des intégrales complètes.

Considérons une équation aux dérivées partielles du pre-

mier ordre
E=o.

Entre la fonction inconnue u, les n variables Xi^ X21 . . .

,

Xfi dont elle dépend, et ses dérivées y?, =: ,— ? . >
, p,^ z= -—-

.

OX^ OX/i

Une intégrale complète de cette équation, étant une intégrale

contenant n constantes arbitraires, se présentera générale-

ment sous la forme

(l) F(m, Xy, Xi, . . ., Xa, «1, a^ . . ., aa) —o,

a^, a.2i ^ . . , Œil désignant des constantes arbitraires. Dans ce

qui va suivre nous ferons d'abord abstraction du cas où les

dérivées de F, ou celles de u relatives à ^i, . . . ^ x,i seraient

infinies ou indéterminées.

Théorème I. — Si entre Uintégrale complète (i) et ses

dérivées totales

\dxj
d¥ d¥ f d¥ \ / d¥

ôx,-^p^d^=''^ i^;^^' ••" 1^)=^'
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on élimine a,, «o, • • -, cin^ on trouve Véquation proposée

E = o.

En effet, dire que (i) est une intégrale complète de E =o,
c'est dire que, si l'on en tire u et ses dérivées p^ p-ii - - ••, Pn
pour les porter dans E = o, cette équation se trouve satis-

faite identiquement; en d'autres termes, si l'on tire u, /?i,

/j»2, ...,/),, de

pour les porter dans E = o, cette équation est satisfaite iden-

tiquement, c'est-à-dire quels que soient x^, x^, . . . , ;r„ et

cii^ a2^ . . . , a,i. Or E = o ne contient pas les a ; donc E = o

a lieu en même temps que (A); c'est une conséquence néces-

saire des équations (A), ne contenant plus a^, «27 • • • , (^n'y

c'est donc la résultante provenant de l'élimination de «<,

«2, . . . entre les équations (A). c. q. f. d.

Mais E = o ne sera la résultante des équations (A) qu'au-

tant que les constantes a seront distinctes, c'est-à-dire telles

que ces équations aient effectivement une résultante unique;

s'il n'en était pas ainsi, on ne considérerait pas F = o comme
une intégrale complète.

Théorème II. — Quand on connaît une intégrale com-

plète d'une équation aux dérivées partielles du premier

ordre, on peut toujours en déduire, par la méthode de

la variation des constantes, la solution la plus générale.

En effet, en choisissant convenablement <2i , «2? • • • ? ^m on

pourra toujours faire en sorte que l'équation (i) fournisse

pour u une fonction donnée à l'avance /* de x^^ x^^ . . . , x,i\

il suffira pour cela de poser

F(;ri, Xi, . . ., Xa, «1, «2, •• -, Cln, f) = 0,

et de se donner à volonté a^, a^, • • • , ««_i : l'équation précé-

dente fera alors connaître an-

Proposons-nous alors de satisfaire à l'équation aux dérivées
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partielles proposée en choisissant convenablement «< , a^^ . .
.

,

au-, et en les regardant non plus comme des constantes, mais

comme des fonctions de x^^ œ^, . . ., x^', on tire de la for-

mule (i), en la difFérentiant à ce point de vue, par rapport à

X t ^ X -2 ^ , , . » X 1/

,

ÔF dF dF

dxi du ' day
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a^, a.2i . . . sont des constantes et Ton retrouve la solution

complète d'où l'on était parti.

1^ On peut supposer

d¥ d¥ d¥
(5) — = o, -— = o, . . . , = o;

aa^ âa.2 (Ja,i

ces n équations, quand elles sont compatibles, déterminent

des systèmes de valeurs de a^, ^o, . . ., an satisfaisant à la

question : on obtient donc une intégrale ordinairement 5m^M-

lière en éliminant a^^ a2i . . . ^ a,i entre (i) et (5).

Ti/r • -1 1 1-1 d¥ d¥ d¥
Mais il n est pas besoin de supposer que t— ?

-— ? • • • > 3

—

soient tous nuls, pour satisfaire aux équations (4) : on peut

supposer

le déterminant du système (4) étant nul, ces équations (4)

rentrent alors plus ou moins les unes dans les autres, et

d'ailleurs la formule (6) montre que l'on doit supposer des

relations entre les a.

Supposons d'abord

(7) aa= o{au a-i, . . , a,i-].)\

1 aF j , 1 , d¥
^

â¥ do
alors -^- devra être remplace par -r h -^—- t^j que nous

désignerons, pour abréger, par f —
j ; les formules (4) devien-

dront alors

/ ôF \ dai / dF \ dan-\ _
\ôai) dx^ "' \da,i-\l dx^

'

et l'on y satisfera en posant

(«) (S-"' (£)--
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Les équations (7) et (8) feront alors connaître a^, a.2, . . .
.,
a,i

et, en éliminant ces paramétres entre (7), (8) et (i), on aura

la solution dite générale renfermant la fonction arbitraire o.

L'élimination ne pourra ordinairement qu'être indiquée.

On peut aussi supposer plus d'une relation entre les fonc-

tions a et faire

, ai).9 «„= o,j\a^, ^2, ..
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Si, dans la même équation proposée, on substitue à la place

de u et de ses dérivées W, -^— > • • ? on a aussi une identité,

d'où l'on tire évidemment

^W . /„, fAV dSS^*^™ • y

ôx,i \ dxi oxii-

mais, comme l'on suppose V = W, on voit que, les formules

(lo) ayant lieu, il faut que l'on ait aussi

^^^[
<)Tn \ùxj'

Maintenant dilFérentions l'égalité W == V; nous aurons

OX^
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les intégrales du système

dx _ dxi _ dx,i

l'intégrale générale de {a) sera

OU tout au moins peut-on affirmer que ce sera une des inté-

grales de l'équation (a); il en résulte que

{b) «iÇi -T- «2'f2 + - • •+ «/i?/i — i = o' OU F = o,

<2<, <22, . . ,, a,i désignant des constantes arbitraires, est une

solution complète. Or les solutions singulières s'obtiennent

en déterminant a^ , «25 . • • , au moyen des équations -— := o,

dY . • r • 1 1-— =0, . . . ,
qui ne sauraient lournir de valeurs pour «j,

«25 . . . , vu qu'elles ne contiennnent pas ces variables.

Il est facile de s'assurer aussi que les solutions complètes

de la forme [h) appartiennent exclusivement aux équations

linéaires, et, en effet, en éliminant a^^ a^^ ... entre (h) et

ses dérivées

do\ à(o=> \ dx I ôoa d'S)=,

âx ùx ) axi \ ôxi 0x2

ôox doi \ dx [ âoi do^

1 V àxi

dx dx ] ox=i \ 0x2 ox-i

on a une relation linéaire en ^-> -r— > ••• (IjAgrange, Mé-
OXi 0x2 ^

m ires de Berlin, 1772-1774)-

Nous ferons observer, en terminant, que, si l'on donne une

équation, telle que (i),

(i) F(a, Xi, Xi, . .., Xa] ai, a^, ... a,i) = o,

en éliminant les constantes a<, a^^ . • ., a,; entre cette équation

et celles que l'on obtient en la différentiant par rapport à^,,

^2, • • -j^/iCt eny considérant ?^ comme fonction àex^, ... ^Xn-,
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on obtiendra une équation différentielle du premier ordre

E = o, dont (i) sera une solution complète, mais qui aura

une solution plus générale que Ton pourra déduire de (i).

III. — Remarques au sujet des théories précédentes.

Nos conclusions sont subordonnées à l'existence d'une

solution complète, et dans ce paragraphe nous admettrons,

non seulement l'existence d'une solution complète, mais, ce

qui sera bientôt prouvé, l'existence d'une solution générale

se réduisant à une fonction arbitraire de ^,, ^o, - - - , oc,i-\

pour j:„ = ^,^. Mais nos raisonnements supposent essentiel-

lement les dérivées dont nous avons fait usage finies et bien

déterminées; il est bon d'observer que, en supposant les p
infinis ou mal déterminés, nos conclusions pourraient tomber

en défaut, et des solutions singulières pourraient s'introduire à

la suite d'hypothèses telles que -~ =00, -— = go, . . .; les

équations linéaires elles-mêmes ne sont pas exemptes de

pareilles solutions, que l'on peut appeler intégrales singu-

lières de seconde espèce, en réservant le nom à^ intégrales

singulières de première espèce aux intégrales régulièrement

déduites des solutions complètes, comme il a été dit plus haut.

Il est clair que, quand on connaît une intégrale générale,

on peut, et cela d'une infinité de manières, en déduire une

intégrale complète, en particularisant la forme de la fonction

arbitraire dont elle dépend.

Toute intégrale particulière contenant moins de con-

stantes arbitraires qu'une intégrale complète peut se

déduire d'une certaine intégrale complète en donnant

des valeurs particulières à des constantes de cette inté-

grale complète.

En effet, toute intégrale particulière se déduit de l'inté-

grale générale 0, en particularisant la forme de cette dernière
;
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si dans 8 on suppose Xn = x\ par exemple, cette fonction se

réduira à 0^, en sorte que 9 est la forme particulière que

prend © quand on veut que, pour Xn^^x\^ cette solution

générale se réduise à 8^. Soient a, p, . . . , y des constantes

dont le nombre ajouté au nombre des constantes contenues

dans 8 fasse n] la fonction 0, déterminée de manière à se

réduire à

60+cp,

pour Xn == J?:JÎ, cp désignant une fonction nulle, par exemple,

pour a, = o, ^2= 0? • • • j sera une intégrale complète dont 8

sera un cas particulier, celui où a == o, '^ = o, ....

Nous allons maintenant essayer de reconnaître si une inté-

grale donnée est particulière ou singulière. La méthode que

nous allons indiquer est loin d'être rigoureuse, mais elle

permettra d'affirmer, dans certains cas, qu'une solution

donnée est particulière en faisant découvrir l'intégrale géné-

rale.

Si une solution

U = %{Xi, Xç,, . . ., Xn)

est particulière, on la déduira d'une intégrale complète, telle

que

TtTi. , TIT2, . . . pouvant contenir les constantes arbitraires, en

faisant a< = «2 = • • • = o, en sorte que l'on aura

T? ( a ^^ àwx \
Hfa^i, x,, . . ., x,i, ^i -4- «iTTri-f-. . ., ^1 h «1 h-. . ., ... =0,

\ OX
y

OXy j

OU par Ja formule de Taylor, si elle est applicable,

(A)
\

/ dE âm, dE
a.> ( T]^^ — -H —-^ h..

au oxi dp
y

ÔXn
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termes du premier ordre en a^^ «o, • . . sont nuls; donc

r)E dr^i dE drst dE

ou oxi dp y ôx^ dp.2

pour que les fonctions rn existent, ces équations aux déri-

vées partielles linéaires devront être compatibles; cela aura

généralement lieu, et il faudra en outre que les équations

obtenues en égalant à zéro les coefficients des termes d'ordre

supérieur en ^4, «2, . . . dans (A) aient lieu également.

IV. — Application des principes précédents.

Il y a une foule de cas dans lesquels on peut deviner une

intégrale complète : considérons, par exemple, l'équation

(0 Pn=Api,P2, ...,/?„-i);

on y satisfait évidemment en posant

(2) u—Uo = aiXi^a2X2-^...-{-an-.iXn-i-^T„f(ai, ...,a,i-i),

iio, ai, 612, • • -7 a,i_i désignant des constantes; c'est la solu-

tion complète de l'équation (i). Si l'on prend la dérivée par

rapport à Uq, on a i = o ; il n'y a donc pas de solution singu-

lière. Remplaçons alors Uq par
'f
(a,, . . ., a,i_i) : nous aurons

(3) u = aiXi-h. ..-ha,i^iXa-i-hTaf(ai, . . ., a/,)4-ç(ai, . . ., a„),

et «1, «2? • - • , a/i_i se calculeront par les formules dérivées

de celle-ci par rapport à <2,, «o, • • • , <^/;_i

àf ào
^l-hX,,--^ -{- -^ =0,

dcix Oai

(4) { àf ào

l
^2 + ^/i T^ + -r-^ =0,

Considérons encore l'équation

z=px-\-qy-\-f{p, q),
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analogue à l'équation de Glairaut où p = -y, q = ~-

(i) z = ax-\-by-\-f{a,b);

est évidemment une intégrale complète. Cette équation repré-

sente un plan, la solution générale s'obtiendra en éliminante

entre (i) et sa dérivée

^ oa do

relative à a, en y considérant h comme fonction de a. La

solution générale représentera donc une infinité de surfaces

développables qui dépendent de la forme adoptée pour b.

Enfin l'on obtiendra une solution singulière en différentiant

(i) successivement par rapport k a el b et en éliminant ces

variables entre (i) et ses dérivées, ce qui fournit une surface

ayant pour plan tangent le plan représenté par (i).

En résumé, (i) est l'équation du plan tangent d'une surface

en fonction de ses coefficients directeurs, et si l'on veut, il

en est de même de l'équation proposée. La solution singu-

lière, la plus importante, est l'équation de la surface en ques-

tion, et la solution la plus générale est représentée par toutes

les développables circonscrites à la surface en question,

puisque ces développables sont des enveloppes quelconques

du plan tangent à cette surface.

L'équation

dans laquelle H désigne une constante, s'intègre assez faci-

lement comme il suit. Posons

a, désignant une constante arbitraire, cette équation peut

être considérée comme aux dérivées ordinaires, et l'on peut

supposer que l'on en ait tiré

L. — Traité d'Analyse, VI, 4
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Téquation (i) deviendra alors

(•2) MP2, Xl)-^'--'^fti{Pn, OCn)=\\ — ax.

Posant encore

<72 désignant une nouvelle constante arbitraire, on en tirera

pour u une valeur telle que i/o =
'f2('^2)»

et la formule (2)

donnera

/3(/>3, OCz)'^...-^-fn{pn, ^«) = II — «i — «2 ;

enfin l'on aura u,j = OfiÇxu), en désignant par Ufi la fonction

qui satisfait à /„(/)/;, x„) = H — a, — «2 — ... — cin-i- Con-

sidérons maintenant la fonction

• ii = ï^i -I- i^2 H-. • --T- W/i-i- const.

Si dans (i) on porte cette valeur de u, comme Uo^ - > • , Ur ne

contiennent pas x^, p^ se réduira à -f-^\f{Pi^ ^i) se réduira

à rt,, etc., et l'équation (i) sera satisfaite.

L'équation

fiipi, ^i)-^^i{Pu ^i)Mp-2, ^2)= H

se résoudrait d'une façon analogue.

V. — Application géométrique.

Problème. — Trouver une surface dont les normales

rencontrent une courbe fixe.

Soient a, j^, y les coordonnées d'un point de la courbe

fixe et x^ y^ z les coordonnées d'un point de la surface dont11 o ^ dz dz
la normale passe en a, p, y; en posant —=/),-—= ^^r, on a

^ — a +/?(^ — y) = o,

r — P + ^(^ — ï) = o.
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a et ^ désignant des fonctions données de y; ces deux équa-

tions équivalent au fond à une équation unique aux dérivées

partielles dont on a une solution en posant

R désignant une constante ainsi que y et, par suite, ainsi que

a et [3. Cette équation constitue une solution complète de

la question
; en supposant R fonction de y et en éliminant y

entre cette équation et

(2) (^-a)a'+ (jK-[3)p'^(^~Y)==RR',

on aura la solution générale du problème. L'ensemble des

deux équations (i), (2) représente l'enveloppe d'une sphère

dont le centre décrit une courbe donnée. En supposant

R = const., on a une surface canal.

VI. — Quelques équations intégrées par Euler.

Considérons l'équation

(1) z=pq,

OÙ
dz ÙZ

P =

On

f' =
~ôx' '^ èy

dz ^=^ p dx -T- q dy

ou bien, en vertu de (i),

dz — — dx '- q dy ;

on en déduit

dy = dx ^ d[-\— —^ dx -\ dq
q q' \ql q^ q^ ^

on en tire

d[r-^^j - - ^^- dx-^^^ dq =
^^
{-dx-^dq\
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donc

par suite, F désignant une fonction arbitraire,

(2) y—^^Y{</ — x),

donc

donc

«^(r- ^ )
= 'P'{q — oc)d{q — x),

(3) ^^^¥'{q-x).

En éliminant q entre (2) et (3), on a la solution; mais ceci a

besoin d'être vérifié, car on ne saurait afiirnier que F soit

arbitraire. Considérons les équations

,4=F'(a_..),

et cherchons à quelle équation différentielle satisfaite quand

on élimine a. A cet effet, considérons a comme défini par la

seconde équation; on aura, en différentiant la première,

p z doL

OL a2 dx
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Considérons encore l'équation œy =^ pq : si l'on pose

on a

ou

£ = i- = .,
37 q

dz — p dx -^ q dy = vxdx + ^ dy^

\ 2 2 P / \ 2 2 PV

donc

2(^^ 2

L'élimination de v entre ces équations donnera l'intégrale

cherchée.

VII. — Forme simple à laquelle on peut toujours ramener
une équation aux dérivées partielles du premier ordre.

Etant donnée une équation aux dérivées partielles du pre-

mier ordre

(0 /(^l, ^2, •• -, Xn, X; Pu p%, .. .,/)„) = 0,

dans laquelle x est la fonction inconnue, et/>i,/?2, --', pu
sont les dérivées relatives aux variables x^^ X2, . . . , x„^ on
peut toujours la remplacer par une autre qui ne renferme
plus explicitement la fonction inconnue x, mais seulement
ses dérivées.

Première méthode, — On désignera par

(^) 0{X, Xi, X2, ..., Xa)= C
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une intégrale de (i) renfermant une constante arbitraire c; on

en déduira

si l'on tire /?,, yOo, • • . de là pour les porter dans (i), on

aura

/ do do do do \

(3) /(^„ ^„ . . ., ^„, X, - j^ : ^, -
j^^- -^, . . .j =o;

cette formule, par définition même du mot intégrale, doit

être une identité, si l'on y suppose œ remplacé par sa valeur

déduite de (2). En d'autres termes, elle a lieu quel que soit c,

et, par suite, en remplaçant c par une fonction arbitraire;

cela revient à dire qu'elle a lieu quel que soit œ, et, par suite,

elle est actuellement identique. Or cette équation (3) est une

équation aux dérivées partielles par rapport à o, qui ne

contient pas cp autrement que par ses dérivées. Quand cp sera

connu (et nous apprendrons à le calculer) en l'égalant à une

constante, on aura une intégrale de (i).

Cette méthode déjà exposée à propos des équations li-

néaires a l'inconvénient (bien faible il est vrai) de laisser

échapper les solutions qui ne renferment pas de constante

contrairement à notre hypothèse. [Dilucidationes (Ci elle,

i. 23).]

Deuxième méthode. — Jacobi a présenté une autre

méthode qui n'est pas soumise au même inconvénient. Voici

en quoi elle consiste. [A^opa methodus {OEuvres de Jacobi)

et Vorlesungen ueber Dynamik.\

Posons

(4) u — tX, X = - u,

l désignant une nouvelle variable, nous aurons

dx I du du _
^^^ dx]=P'=~t'd^i' dï-""'^
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donc X et ses dérivées s'exprimeront en fonction des dérivées

de la fonction ?^, et l'équation (i) prendra la forme

J du \ du I du \

11 est clair cjué toute solution de l'équation (i) peut être

représentée par - et satisfera à (6); mais, comme M. Bertrand

l'a observé, la réciproque n'aura pas lieu et toute solution de

(6) ne satisfera pas à (i) quand on l'aura divisée par t, ce

dont on peut se rendre compte en observant que, pour satis-

faire à (i), - doit être indépendant de t. Si d'ailleurs - est

indépendant de /, il satisfera à (i).

On a répondu à l'objection, fort juste d'ailleurs, de

M, Bertrand. Soit

(7)
• u = 6(a7i, 572, ..., ocn, oc, t)

une solution de l'équation (6) : dire que z^ = B est une solu-

tion de (6), c'est dire que l'on a identiquement

c'est-à-dire quels que soient x^, x^-, . .
.

, ^« et t. Cette rela-

tion, ayant lieu quel que soit t^ aura encore lieu si, à la place

de ^, on met une fonction quelconque des autres variables ou

même une constante arbitraire; elle aura donc lieu, en parti-

culier, si l'on suppose t défini par l'équation

(8) —- z= X ou ~--=X\'
dt dt

'

ceci revient à dire que si de (7) on lire «, après y avoir rem-

placé t par sa valeur tirée de (8), cette valeur de u satisfera

encore à (6), ou, ce qui revient au même, en remplaçant^

par x^ à

^/ \ du i du \
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r)l'-^

Mais - — est alors égal à -^-~- etc., et l'équation (i) est

satisfaite; donc, en résumé, étant connue une intégrale (7)
de (6), pour en déduire une de (i), on déterminera t par

l'équation (8). Si l'intégrale de (6) se présente sous la forme

on éliminera t entre cette équation et

dF dF
A- +OU

après avoir remplacé u par tcc.

du dt

VIII. — Intégration d'une équation aux dérivées partielles

quelconque du premier ordre.

Nous pouvons, comme nous l'avons vu au paragraphe pré-

cédent, faire disparaître d'une équation aux dérivées par-

tielles la fonction inconnue elle-même : cela fait, nous pou-

vons supposer l'équation résolue par rapport à l'une des

dérivées; ainsi une équation aux dérivées partielles du pre-

mier ordre pourra toujours se ramener à la forme

(1) ^ = f{^, ^U ^2, • .-, ^n;Pu P2, '-', pn),

U désignant la fonction inconnue des variables œ, x^^

X2^ . . • , x,i, et /?< , /?2, • . -
, Pn ses dérivées relatives à x^i

^2? ' : «^«; alors /sera une fonction quelconque de x, x^,

x^i • . • , x„^ ps , P21 ' - '1 Pn ne contenant pas u.

L'équation (i) sera intégrée si l'on peut découvrir pour

p^^ p^, . .
. , /?/i et w des fonctions telles que l'expression

(2) p^dxi-\-p^__dx^-^. . .^ Pn,dx,i-^fdx

soit une différentielle exacte; l'intégrale de cette différen-

tielle sera alors la fonction u.

Pour résoudre le problème qui nous occupe, changeons de

variables, et, désignant par ai, ocs, .••, ^-n des fonctions
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actuellement indéterminées de ^<, Xo^ ...^x,i et x, consi-

dérons X,, ^2? ' ' •
-! ^n comme fonctions de x et de a,,

ao, ..., a,^. Ces quantités seront nos nouvelles variables.

Demander que l'expression (p.) soit une différentielle exacte,

c'est demander que l'on ait à la fois

du dxi dx^

dx - P' dx ^P' dx
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On voit par là que les formules (2) et (3) seront satisfaites

toutes deux, si l'on prend

(7) ôi«o,^^o 3^0 _!__ _^^o 5^0

et si l'on annule la quantité placée sous le signe f dans la

formule précédente (6), u se calculant d'ailleurs par la formule

(5). Or on pourra annuler la quantité placée sous le signe /

dans (6), en posant séparément égal à zéro le coefficient de

chaque différentielle ùx^, ôjto, . . ., 8/>i, o/?2, . • .; on aura

ainsi le système suivant d'équations dites canoniques :

dx^^ -f- -— dx = o, dpi — -:/— dx = o,
dpi

'
' ' dxi

'

dx^ -h -.— dx = o, dp2 f— d^ = o,
dp 2 dx

OU encore

d^^_ àf_ dpi ^ df_

dx dpx dx âxi

(8) { dxi _ _ àf^ dp^ _ df_

dx dp.

2

dx dx2

Adjoignons à ces équations la formule (3) qui donne du :

supposons ces équations intégrées; les constantes d'inté-

gration seront des fonctions â?<? a, , ao, . . . , cl,i ; nous suppo-

serons Vintégration effectuée de telle sorte que pour x= .^"

on ait x^-=^ x\^ X2^ x\, . .



ÉQUATIONS QUELCONQUES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. Sq

on aura u et cela sous une forme telle qu'elle se réduira

à TÂ5(Xi, x.y, . ^ . ^ Xn) pour X ^= X^

.

En effet, en posant les formules (9) et en éliminant ^"J,

^5, . . , , /7j, /J>^, . . . , i^*', on sait que l'on obtient pour u, p^

,

P'ii • • '1 Pu des fonctions qui pour œ = x^ se réduisent à

Tïï(^< , X2, . . • , x,i) et à ses dérivées (p. 19). En second lieu,

les fonctions u, p^^ . . ., pn ainsi déterminées satisfont au

système (8), (3), bien entendu, puisque ce sont des intégrales

de ce système, et comme, en vertu de (9), on a

(7) 0,^0 ==^0 5^o_^..._^^o5^o^

la formule (6) se réduit à

c'est-à-dire à (4); or (9) est une conséquence de (3) déjà véri-

fiée, donc (3) et (4) sont aussi vérifiées; en d'autres termes,

l'équation (i) est intégrée.

Plus généralement, intégrons le système (8), (3) de

manière que pour x = x^ on ait xi = x^
, pi = p*-

,
u = u^,

posons
ÎU = Wi^Xi , 5?j-_(.| , • • • 7 ^nj)

Q _ àr^ _ ^^
P^^dxf ••' ^"~ dx%'

entre les équations et les intégrales de (8), (3), éliminons

Ps, p.,, ..., u\ p\, p\, '-'^P'n -^/^^^.^ ...,^«, J^ous

avons encore une intégrale de {\), moins générale que la

précédente, mais qui se réduira à w (^/, xij^^ , • - • , x^) pour
rp /y» rf» /y>^ /y» , /y> *'

v*y %A^ ^ %Ay \ %Aj - ^ • • • . %Aj i . ^ »X^ / _ J •

Si entre les intégrales de (8), (3) on élimine /?J, . . .,

/>" et /?<, /?2i • • -7 Pm l^ résultante fera connaître u en

fonction de ^", ^S, . . . , ^", u^ et de x^^ x^-, • • . , x„ ; ce sera

une solution complète de ([) renfermant les constantes
^0

Pour le voir, il suffit de supposer
/?*J
= a,, . . . ,

yr?"^ = a,;
;

ùx\ = 0, . . . , 0^" r= o ; l'équation
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.

est satisfaite et les intégrales de (8) et (3) feront alors con-

naître a^ les X et les p en fonction des /;" = a; l'élimination

de ces p^ = ol fera alors connaître u et les /?, ou a seul si

l'on élimine aussi les p en fonction des arbitraires ^*^, ... et

Malheureusement ce dernier procédé est illusoire dans des

cas très nombreux, par exemple, toutes les fois que l'équa-

tion
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Il faudra poser

dx _ dy _^ dp _ dq

q p o o ~ '

on en déduira

, (/>=/?".. q^q\ x = x^-^q\t — u),

Si l'on pose

11 = 1 ^poqodf,^ iio^

àw dm

on aura a, en éliminant /><^ et q^^ /?, q^ x'^ ei y^ entre

u = 3p^q^{t— to)-}-w(xQ,yo),

dm „ dm
p- =

et les formules (i).

^ dx^ -' ây^

X. — Premier perfe' "nement apporté à la méthode précédente.

On peut ir ,
' er l'équation

(0 /yP{a^l,^^.,'--,^n;Pl,P2,'-..Pn) = 0,

dans laquelle F est fonction des variables ^,, .To, . . .; x,i et

des dérivées de la fonction inconnue u de ces variables

du du du

lorsque a n'y entre pas. sans avoir besoin de la résoudre

d'abord par rapport à l'une des dérivées.

En effet, supposons théoriquement l'équation (i) résolue

par rapport à/?,/ et mise sous la forme

(2) Pn=f(^1,^2, • .•,^«;/>l,/?2, . . ,Pn-l)'
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On intégrera cette équation : i° en posant les équations

dpi, _ àf_ dxi ^ _ ^f_

dx,i dxi dxa àpi

(3) \

^=«-1

du = ^ jo/ dxi^ fdxii ;

2° en les intégrant de telle sorte que, pour Xn=^oc^,ii ^" ^^^

Xi=^ x^^, pi=^p% u= u^; ^^ entre les intégrales et

(4) U^=T^{XI ..,,X%_,), A-=^l)'

on éliminera «o,ji;", ..., .r;;_,,/?", . .
. , />;;_p /?, ,/?2, ...,/>«-i,

et la résultante fera connaître u. Le théorème des fonctions

implicites permet de tirer de (i) les dérivées -y-j -— ou -^y

-^ en les portant dans (3), les formules peuvent s'écrire

dpj _ ^.àV^ dxi _àF^, àF

dx,i
~ dxi '

dp,i dxn dpi ' dp^

du = ^^Pi dxi -{- p,i dx,i ;

mais, pn étant censé tiré de (i), il faut adjoindre (i) à ces

équations qui peuvent s'écrire

- dpi _ — dp2 _ _ — dpn _ ^1

\àxj
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fournit une équation rentrant dans les autres, en vertu de

l'équation dF = o, ou

âF
,

dF
,

dF ^ dF ^

-T— ClTi -{-... -T~ 3— dXn -\- -^- dpi-^-. .
.-\~ dpa ~ O,

ÔXi âcCn àpi opa

que l'on obtient en ajoutant les numérateurs et les dénomi-

nateurs des rapports (5) multipliés par des facteurs évidents.

Ainsi : Pour intégrer L'équation (i), on formera les

équations (5), on les intégrera de telle sorte que pour

x II — Il
on aie jc \ — «^ i >

^x o — ^^ .> ^ * * * 7 "^ // \ — "^ n—\ >

/.»,=/?", . . . , pii^\ =y[?JJ_^, u = u^ ^ en se servant de F = o

pour éliminer pn [et en observant que le système (5) est

surabondant] ; après quoi on éliminera entre les inté-

grales et

_ ^ _ ^^ _ ^^

les ^**, u^, les p^ et les p. La résultante fournira alors

pour u une fonction qui pour Xn =^ x\ se réduira à une

fonction tu(^i , ^^2, • . . , x,i_^) des autres variables.

XL — Second perfectionnement de la méthode précédente.

Considérons maintenant une équation aux dérivées par-

tielles quelconque, pouvant contenir la fonction inconnue.

Soit

cette équation, dans laquelle F est une fonction donnée de

la fonction inconnue ^, de ses variables X\, x.,^ . . ., Xn^ et

des dérivées />,= g, ...,p„=-^^.
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Pour intégrer l'équation (i), nous poserons

I

u — tx ou X = - u,
t

'

du dx I du

Tt"^"^' d^i^P'^ldxr

cette équation deviendra

, . T- / du i du i du \

Si nous j3arvenons alors à intégrer cette nouvelle équation, de

telle sorte que sa solution soit de la forme tœ, x ne contenant

pas t^ X sera l'intégrale de l'équation (i) : c'est ce que nous

allons essayer de faire (p. 54). A. cet effet, posons, pour

, , du du ,,, .,.,,.
abréger, — = <y, — r== ^^•; i équation (i) s écrira

(3) Ff a?!, x^, ..,, Xn\q,- ^ i , . . . , j ^«j = o.

Posons encore

^F_x. ^-x ^^-P-

pour intégrer (3), il faudra poser, d'après le paragraphe pré-

cédent,

/ F=o,

tdxx tdx,i dt tdu

Pi • P« X Pi^,+...-+-P„^„+^^X'

et Tune de ces équations est une conséquence des autres;

F = o seule doit être forcément conservée. Il faut intégrer

ces équations de telle sorte que pourri =:= ^J on ait ^2^ -^2 ' •• • '

Xn = ^JJ, u = u^j <^2 ^= '/î? • ' 'T Ç/i = Çni i= ^^'-i
après quoi

l'on posera
' uO = -m(xl ...,^0),

(5) o_:^
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et l'on éliminera les q^ les q^\ les x^ et u^ . Je dis que l'on

peut faire en sorte que u = tx, x étant indépendant de t.

En effet, changeons de variable et posons pour intégrer le

système (4)
qL= tpi\

ce système deviendra

F =o,

— dpi — dpn — dq

Xi-\-piX
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que l'on peut appeler^, si Ton remplace l'arbitraire u^ par — ;

on ser aconduit à la règle suivante :

Pour intégrer Véquation

F(^l, ^To, .. ., Xn, X, p^^ p^, .. .,pn) =0,

/orniez les équations

F3.0,

dpi dp,i dx

_ dxx _ _ dx,i

intégrez-les de telle sorte que les constantes d^intégration

soient des valeurs particulières x\, , . .
^ p\, ... des varia-

bles, puis, entre les intégrales et les équations suivantes

oii rïï est une fonction arbitraire

X^ = V5{XI, ..., Xf^), pQ= ^,

éliminez les /?, les p^ ^ les x^ vous aurez Vintégrale géné-

rale cherchée. E lie se réduira àw{x2, . . • , x,^pour X\ =^x\.

Tel est le résultat auquel Gauchj était parvenu en 1819,

mais par une voie un peu différente que nous indiquerons

plus loin.

XII. — Étude des équations canoniques. Théorème de Jacobi.

Nous avons vu que l'intégration de l'équation aux dérivées

partielles

(1) -7- =/(pi,/'2, ••.,/>«; ^j ^i> ^2, •••) ^rt)
]

I

se ramenait à l'intégration des équations
|

dxi df dpi ùf I
<^) -dx-^ipr""^ -h-^r'' I
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Ces équations (qui sont celles du mouvement en Mécanique),

ont reçu le nom d'équations canoniques ; elles jouissent de

propriétés curieuses dont l'étude fera l'objet de ce para-

graphe et des suivants.

Première propriété : Théorème de Jacobi. — Quand
on connaît une intégrale complète u de l'équation aux

dérivées partielles, (i) renfermant les n constantes arbi-

traires a,, cL.y, . . ., a// [outre celle qui doit y entrer sous

forme additive)^ on peut en déduire Les intégrales des

équations canoniques (2), ces intégrales sont

3)
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OU bien, en vertu de (i) et (3),

dxi
da = _fdx^'^pi-£dx,

«fw = \ - — 007^ dx -^-2, Y" ^Pi dx -i-^, ^Pi ~T^ ^^ + ZuP^ ^ ^^''

Comparant cette formule avec (5) et (6), on a

Celte formule a lieu quels que soient les '^Xi et les 8/>/, car

8a,, 8a2, ...; ôj^i, 3^25 ••• sont arbitraires; il en résulte

que les coefficients de ^Xi et ^pi sont nuls, ce qui fournit les

équations canoniques; donc, etc. c. q. f. d.

Corollaire. — Considérons Véquation

OLi 11 est une constante arbitraire : si Von en connaît une

solution renfermant n — i arbitraires a,, a2, . . ., a/,_, et

A, les intégrales des équations

(8)
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Les théorèmes de Jacobi ne sont pas seulement curieux,

ils ont rendu d'immenses services à la Science. Les équa-

tions du mouvement en Mécanique se ramènent le plus sou-

vent à la forme canonique, et, dans un grand nombre de cas,

l'équation aux dérivées partielles est plus facile à intégrer

que les équations canoniques qui lui correspondent. Pour

faire une application du théorème de Jacobi, considérons les

équations canoniques

dx dy



70 CHAPITRE II.

et les intégrales des équations données seront

du
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Si l'on suppose les équations canoniques satisfaites etS;^^ = o,

on aura

(1) 8?i — \/?ox — /^/>o 8370,

d'où l'on déduira, comme conséquences des équations cano-

niques, si les ô^ et les ox^ sont arbitraires,

du _ du _ ^

et par suite, ces équations sont les intégrales des équations

canoniques. Mais, s'il existe des relations entre les x et les

x^ ^ c'est-à-dire s'il existe des intégrales des équations cano-

niques ne contenant pas les/> ni lesyy'^, cette conclusion sera

inexacte; on peut tourner la difficulté. Soient, par exemple,

4^1(^1, ^2, •
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niques; ces intégrales jointes à ({>4 = o, t];2= o, ... consti-

tueront le système complet de ces intégrales.

XIV. — Sur une application du théorème de Jacobi.

Le théorème de Jacobi permet, étant donnée une intégrale

complète de l'équation

d'en déduire une intégrale se réduisant pour x =^ x^ di une

fonction donnée de x^^ x^, . . ., x,i. En effet, de cette inté-

grale complète on déduit, comme on l'a vu, au mojen de

simples différentiations, les intégrales des équations cano-

niques d'où l'on déduit l'intégrale demandée de l'équa-

tion (i).

Il est clair que cette conclusion est exacte lors même que

la solution complète ne donne pas explicitement u : eu effet,

si elle se présente sous la forme

F(m, Xi, . . . , «1, , . .) = o,

les équations (3) et (4) du paragraphe précédent qui font

connaître les intégrales des équations canoniques seront

remplacées par les suivantes

ù¥

dx.
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OU, ce qui revient au même,

dxi àpi àpi dxi
"^

âx2 dp^ dp^ dx^

L'intégration des équations canoniques

(2) ^=^ — ÈL, 'lEi^^ÊL
dx dpi

'

dx dxi

peut se ramener à celle de l'équation aux dérivées partielles

suivantes, où o désigne la fonction inconnue,

()cp _ àf à'^ df à^ df à^ df ^>f

dx âxi dpi âpi âxi dx^ dp^ dp^ âx^

c'est-à-dire, en vertu des notations (i),

(3) ^-^ = (/'T);

si donc a est une intégrale des équations (2), on aura

et, si cette intégrale ne contient pas x, on aura (/, a) = o.

Cette formule est un cas particulier d'un théorème remar-

quable dû à Poisson et que nous allons démontrer.

Dans la suite nous emploierons la locution « Vinté-

grale a » au lieu de « Vintégrale a = const. » pour abréger

le langage.

Théorème de Donkin. — Si Von pose

(4) (P, T) = «' (ï, «)-^, («, P)=c,

on aura

(5) (a, «) + (^, è)_u(.^, c) = o;

en effet l'on a

(a,a)-^(^,6) + (Y,c)

= V (^ àa^ ^ â^ da\_^^/ â'^ âb d^ ôb \

jLd\dxi ~dpi ôpi dxi) ' ^V^ ôpi~ âpi dxi)^"
'
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OU, en remplaçant «, 6, c par leurs valeurs (i),

V [
'^"^ A v/-^'^ A _ ^ ^^ '\^ L '^'^^ ^/^z^ \ à:rj ôpj dpj Jxj )

dpi dxi^ySxj dpj "dpj dxj)\

H-

^\dxi dxjdpi dpj ôxi dxj dpidpj dxt dpiàpj Jxj

dxi dpj dpidxj dpi dxtdxj âpj

doc d^ d-^ Y âa d^^ dy da d'^ O'-y \

dpi dxj dpjdxi àpi dxtdpj dxj àpi dpj dxiàxj/'^

Or il est facile de s'assurer que tous les termes de cette

expression se détruisent deux à deux. Prenons, par exemple,

, ^
r)2a d3 ^Y .,

1 I w 1 .

le terme -^—^— -^ -^; il entrera dans le développement de
àpiàpj âxi âxj- i 1

(p, b) et dans celui de (y, c); dans le premier développement

—^ sera positif, dans le second c^^'"* '^'^ -^

sera négatif; nos deux termes se détruiront donc.

le coefficient de —- sera positif, dans le second celui de ,

àxi ' ' àx,

c. Q. F. D.

Théorème de Poissoiv. — Soient à et ^ deux intégrales

des équations canoniques ou de (3), on aura (si aucune

d'elles n'est égale à/)

Si l'on pose

(7) (a, p) = c,

on aura, par le théorème de Donkin,

[a, (3,/)] + [3,(/, a)J-f-[/, (a, p)]^o

ou, en vertu de (6) et (7),
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OU

ce que l'on peut écrire

ou encore

-((3,a) + (/,c) = o

ce qui montre que c est une solution de (3) (pouvant se

réduire à une constante déterminée ou une intégrale des

équations canoniques) : on en conclut le théorème de Poisson,

Si la quantité a était précisément la fonction f, quoique

f= const. soit une intégrale des équations canoniques, on

n'aurait pas -y- = (/, c), {^-if) serait cependant nul si la fonc-

tion a ne contenait pas x explicitement; on a, en effet,

et

(/, ^^) = o,

si a ne contient pas x explicitement.

Mais, avant de formuler le théorème de Poisson, observons :

1° que la quantité c = (a, ^) peut très bien se réduire à une

constante proprement dite et satisfaire à l'équation (3) qui

admet de telles solutions; pour cette raison, (a, p) ou c ne

devra pas être considérée comme faisant connaître une inté-

grale nouvelle.

2" La quantité (a, [3)=c pourra très bien n'être qu'une

fonction de a, p ou d'intégrales déjà connues. Ainsi, pour la

double raison que nous venons de donner, le théorème de

Poisson n'aura pas l'importance que Jacobi paraissait lui



76 CHAPITRE II.

attribuer. Quoi qu'il en soit, le théorème de Poisson pourra

être utile, fournir même des intégrales nouvelles, et n'en est

pas moins un des plus beaux théorèmes du Calcul intégral.

Nous l'énoncerons de la façon suivante :

S17. et ^ sont deux intégrales des équations canoniques,

l'expression (ol^ p) se réduira à une constante quand on

cherchera à l'exprimer en fonction de x seul.

Quand les équations canoniques sont celles du mouvement,

l'expression (a, p) ne varie pas avec le temps.

La démonstration qu'on vient de lire n'est pas celle de

Poisson, et, avant que Donkin ait fait connaître son théorème,

Cauchj' avait déjà donné une démonstration très simple du

théorème de Poisson.

XVI. — Théorèmes de Lagrange et de Cauchy;

nouvelle démonstration du théorème de Poisson.

Reprenons les équations canoniques

doH_^_àf_^ clpi,^dj_^
^ ' dx dpi' dx dxi'

si nous appelons a<, a^, . . ., (x-^n les constantes qui entrent

dans les intégrales de ces équations, on pourra considérer

les a comme fonctions des x et des /», ou les p et les x comme

fonctions des a. Nous poserons alors avec Lagrange

]i.= n

M
alors on aura

(3) [a,-, a,]=o;

nous ferons toujours avec Poisson

(4) (a
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et nous aurons

(5) (a/, a/) = o.

Théorème de Lagrange. — Les quantités [a/^ ay] sont

constantes, c^est-à-dire indépendantes de x.

En effet, en considérant /comme fonction des a, on a

^ ^ y /_^ àxk dl_dpj^

da.1 ^ÊÀ \ dx/c doci
"^

âp/,- ày.i

OU, en vertu de (i),

âf _ "^ / dpfc dx/,- dxk <^Pk\ .

01.1 ^ai \ dx d'Xi dx doLi

on en déduit, en différentiant par rapport à ay

à\f ^ y/ à^xu

àxk _ç

âoci docj dx doLi dy.j dx j

d'^Xk dpi- à^p/,- dx],

d-XidiXi ^^ydcLidy.! dx

"^ 1 dxfc à dpk àpk à dxk\

Permutons dans cette formule les lettres i et y, puis sous-

trayons-en la nouvelle formule ainsi obtenue; nous aurons,

1 , à dpu d dpk
en observant que -r f- = -,—^5 • • • ?

* d'Xi dx dx oa.;

i:(ë
Tj^ _d_dpk __ dpk _d^ dxk \

dxj d'Xi dx dxj /

__y fàxk d^ àpk _ dpj^ d^ dxk \

^d. \ ôxj dx dxi dxj dx âxi /

ce qui peut s'écrire

— j^^ V /^ ^]e^ _ ^^ ^^
dx Jmd \ dxi dxj dxj dxi J

OU, en vertu de (2),

^
r 1
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c'est-à-dire

(
a/, ocyj = const. C. Q. F. D.

Théorème de Cauchy . — On a

(a/, ai)[ay, ai]

(a/, a2)[ay, a,] -+-...+ (a,-, a,i)[ay, a,j] = I SI l=J,
o si i'^y.

En effet on a, d'après les» formules suivantes, démontrées

lans la théorie du changement de variables (p. 21 3, t. I)

.

/ o - ^ -^ -f-^ — ^ -^'^ —"
^ ^ '

doci dp., 01=1 àp.)
'

•••"^
^3j^^ ^p^

o

on a aussi

(
a,-, ai

) -^ 1^ (^:r/, dp;, dp;, dxk )
'

dix.; dy.0, dx; da^
(a/, ^2 ) ^^ C>^/:

^^i?/: (^/>A- <^^/t

Multiplions la première de ces équations par -~ , la seconde

par -^j • • . et ajoutons : nous aurons, en vertu de (6),

on aurait de même

dx^ dx^, ddi

Multiplions la première de ces formules par -j-^ , la seconde

par -~; retranchons, faisons dans l'équation résultante
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= 1, 2, 3, .. , n et ajoutons les résultats; nous aurons

dxi âccj dx-i doLj '"' ' dp^ da.j dp^ àocj
'"''

c'est-à-dire

I SI l^J,
o si î^y.

C. o. F. D.

Théorème de Poisson. — Le théorème de Poisson est un

corollaire des théorèmes de Lagrange et de Cauchj; en effet,

si les [a/, ay] sont constants, d'après les formules de Cauchy,

les (a/, ay) le seront aussi. D'ailleurs, le déterminant des

équations de Cauchy ne peut être nul; en effet, si l'on appelle

D le déterminant des quantités [a/, ay] et A celui des quan-

tités (a^, ay), les équations de Cauchy montrent que l'on a

(en vertu de la règle connue pour la multiplication des

déterminants)
DA = 1;

donc ni D ni A ne sont nuls identiquement.

C'est en vue d'étahlir le théorème de Poisson que Cauchy

avait démontré ses formules, et cela dès i83i, dans un

Mémoire lithographie tiré à un très pelit nombre d'exem-

plaires. C'est dans ce Mémoire qu'il a mis, avant Hamilton,

les équations de la Dynamique sous la forme canonique,

improprement appelée Jiamiltonienne.

XVII. — Application du principe du dernier multiplicateur.

Le principe du dernier multiplicateur s'applique très bien

aux équations canoniques

dx dxi dpi _
I I or \ i àf\

àxij\àp)
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OU à l'équation aux dérivées partielles

du ^ / du df du ôf
dx Jmd \ dpi dxi dxi dpi

o;

le multiplicateur M de cette équation est donné par la

formule

dx ^à dpi \ dxi j ^ dxi \ dpi

et Ton voit immédiatement qu'en prenant M = i , on satisfait

à cette équation :

Donc, quand on connaît toutes les intégrales, moins

une, d'un système d'équations canoniques, la dernière

peut toujours s'obtenir par des quadratures,

nouvelle propriété des équations canoniques sur laquelle

Jacobi a attiré souvent l'attention des géomètres, et qui a été

découverte par lui.

Remarque. — Si la fonction y* ne contient pas x^ il suffira

de connaître toutes les intégrales qui ne contiennent pas x
moins une, pour avoir cette intégrale; ainsi dans ce cas, il

suffira de connaître toutes les intégrales moins deux, pour

avoir ces deux dernières.

XVIII. — Constantes canoniques de Jacobi.

Nous avons fait observer que le théorème de Poisson ne

fournissait pas toujours une intégrale nouvelle; nous allons

faire connaître un exemple remarquable de constantes qui,

combinées ensemble, ne fournissent pas d'intégrales nou-

velles.

Théorème I. — Soit u une fonction de x^^ x^-, . . . , x,i et
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de II constantes arbitraires a,, a,, . .
.

, a^^ : si Von pose

on pourra calculer les quantités a et ^ en fonction des p
et des X ou, vice versa, les p et les x en fonction des a et

des j8; si Von désigne par un d les dérivéesprises par rap-

port aux variables p, x et par un 6 celles qui sont prises

par rapport aux variables ol, ^, on aura pour le change-

ment de variables les formules suivantes

I dcf-i _ opj d^ ^ opj

\ dxj oS/ dxj ~ $a/
^''^

' ^ ^ dO. ^
à da.1 ox

i

a^i ox ;

dpj ^9,. dpj ^oc/

on obtient ces équations en différentiant les formules (i) par

rapport aux Xi et aux />/ et par rapport aux a et aux [^ et en

éliminant les dérivées secondes de la fonction u. Si, dans la

première des formules (i), on suppose i = i, 2, 3, . . . , et que

l'on différentie les formules ainsi obtenues par rapport à Xfç

avec la caractéristique d, on trouve

axy ôxk

(3) {' dUi

ôx^ dxk

(T-u da^ ô'^u
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En différentiant avec la caractéristique o les dernières l'or

mules (i) par rapport à a^;. et |Bv, on trouve

d'^u d-ii 0^1
,

d^u oxçi _

(5) { d-^ii d^-ii ùxi d^- u ùXj
^

â^'U oxi fPu oa-2
,

à'^u 0^3

o?

. = o,

dy.^dx^ 3pv àoL^dx^_^ ^,^
' da^dx-^^ 8p^
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Si l'on considère les intégrales des équations canoniques,

dxj _ _ df dpi ^ àf
dx ^

àpi dx dxi

il est facile de démontrer que, si l'on appelle x\ et p\ les

valeurs de xi et pi pour x = x^ ^ les constantes x\ et/?,- seront

canoniques. Soit par exemple

si l'on fait ^ = .sCo, on a

(9) pf^o{x%xl, ...,x\p\,pl, ...)

et cette formule est identique; on a donc

De (8), on tire

àpi

àp'i

-3— _ Cp/,^( 371, .2*2, . . . j,

et pour X = x^

^p.^i,-(A,^h---)

1 / \ ^^Pi
ou, en vertu de (9), -j— = i

de même

et, par suite,

dx'l dp\

dXi opj

{xlx])=:o, {pî,p]) = o, {xhp])^o, {xlp^) = ^.

XIX. — Méthode de la variation des constantes.

On a souvent besoin en Astronomie de résoudre le pro-

blème suivant :

Les in équations canoniques

(,)
^' = _ _^, ^Pl ^ EL

' dx ôpi^ dx (Jxi
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étant intégrées rigoureusement, onpropose d'intégrer, au
moins approximativement, les équations

(2)
dxi



S6

or
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XX. — Théorème de M. Bertrand.

M. Bertrand a montré que, étant donnée une intégrale

([uelconqiie a, des équations canoniques, il en existait tou-

jours 272 — I autres aa, as, . . . , ao,/ donnant les relations

(ai,a2)=i et (ai,a/) = o pour «:' > 2.

La démonstration de ce théorème repose sur les suivants,

également dus à M. Bertrand :

Théorème I. — Si les intégrales a/, ay sont telles que

(a/, ay) soit fonction de olï et ay, il existera une intégrale y
fonction de a.i, a.j, telle que (a/, y) r= i

.

En effet

mais, y étant fonction de a/ et ay, on aura

ou

(^'' ï)"" .).-(^'' ^y)-

Si l'on veut que (a/, y) = [, il suffira de résoudre l'équation

où (a/, ay) est donné en fonction de a/ et de ay.

Théorème II. — Jl existe toujours une intégrale [3 qui,

combinée avec Vintégrale donnée a,, fournit la relation

En effet, soient a2, ag, , .
. , a^,? des intégrales distinctes, on

devra avoir

(».„.,)=2
dxi dpi dpi dxi
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et si l'on avait, en outre.

l î(i
,

^^-) — 2d\ dxi àpi dpi dxi )
'

et, par suite, ,,
^°^^' ^-' '"' '^^"^

: = o, puisque toutes les
' ^ d{Xu 072, ..., pi,p2, ...) ^

dérivées de a, ne sauraient être nulles, les fonctions a,,

«2, • • •? ^2/2 ne seraient pas alors distinctes.

Théorème III. — Étant donnée Vintégrale a,, // en

existera toujours une autre p, telle que

(ai, ?)=.!.

En efïet, soit a2 une intégrale distincte de a,, et soit (a,, a^)

une nouvelle intégrale que nous appellerons a3
;
soit (a,, à;t)

une nouvelle intégrale que nous appellerons a,,, etc.; a,,

a2 . . . , a^f ne sauraient être indéfiniment de nouvelles inté-

grales, et nous supposerons a^=7n(a,, a2, . . ., ^k-^)- Soit

n(a, ,7-2, . . . , a^_0 une fonction de a, , a..,, . . . , aA_< , on a

(«1, ^)- 2d\d^i dpi 'dpi dxi)

"~ 2^ \dxi \ùcf.^ ùpi

an
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Cette équation fera connaître II, qui est l'expression de l'in-

tégrale cherchée.

Théorjzme IV. — Etant donnée une intégrale a,, // en

existe toujours in—\ autres a^, a^, ..., ao/^, telles que

l'on ait

(f) (ai, a.,) = I, (ai,a3) = o, (ai,ai)=o, ..., (a,,a2«)=o.

En effet, il en existe toujours une ao^ telle que

(ai, a.2)= I.

S'il n'existe pas d'intégrale [i donnant (a,
, ^j = o, il en exis-

tera une ^ donnant (a, [^)^o; posons alors (ai, p)=[^';

nous aurons
(ai, a.2-!3) = (ai, a,)-(a„ ,3);

comme (a, , ao) = i , il faut en conclure que (a,
, ^) ou p' est

différent de un, sans quoi (a,, a^ — [^) serait nul et il exis-

terait une intégrale àg = ao — p, telle que (a,, a;5)=:o. Posons

alors (a,
, p)= ^', (a,

,
?') = |3", . . . ,

(a,
,
jî*-') = ?S I^*

''«-

signant une fonction des intégrales précédentes.

On aura, en appelant y une fonction de ai, |5, P', . . -,

ou

si l'on remplaçait (a,, y) par zéro, on aurait alors une équa-

tion fournissant une valeur de y, telle que (a,
, y) = o^ il J a

plus, je dis que l'on peut satisfaire à toutes les formules (i).

En effet, étant donnée une intégrale telle que [cl^, P)^o, on

arrivera encore à l'équation (2), et l'on posera
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Il faut prouver que y tiré de là sera une intégrale nouvelle.

S'il n'en était pas ainsi, y serait fonction / des intégrales

déjà trouvées et satisfaisant aux relations (2), et l'on aurait

(a,
, /)= o, ce qui établirait une relation entre a, et ces inté-

grales; ces dernières ne seraient donc pas distinctes.

On voit par là que le théorème de Poisson peut fort bien,

par la nature du problème que l'on veut traiter, ne fournir

aucune intégrale nouvelle, quand on clierclie à en faire des

applications.

Le théorème de M. Bertrand permettra souvent de trouver

une intégrale des équations canoniques quand on en con-

naîtra déjà une; c'est ce que l'on verra plus loin, dans rex|)0-

sition d'une méthode d'intégration due à Jacobi.

XXI. — Sur une méthode propre à exprimer les conditions

d'intégrabilité d'une expression différentielle.

Je suppose que les quantités /><, p.21 . -, pn soient liées

aux quantités jt,, X21 • • -, Xn par des équations de la forme

f[x^, Xi, ..., Xn\ Px, Pi, .. ., Pn)= CL,

a désignant une constante pouvant être bien déterminée ou

arbitraire : soient

(l) fi^Cly, f2= Cl,. ..., fa=Cln

ces équations. Cherchons à quelles conditions doivent satis-

faire les premiers membres de ces équations, pour que

l'expression

{2) pxdXi-\-pidX2^. , .-\- pndXn

soit une différentiel le exacte (').

(' ) On comprend toute l'importance d'une pareille recherche : si la

question était convenablement résolue, l'équation f^—a^ aux dérivées

partielles du premier ordre serait également résolue, parce que, alors, les

autres équations (i) feraient connaître /»,, /^^i •••?ct l'expression (2) inté-
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On sait que les conditions d'inlégrabilité de l'expres-

sion (2), mises sous forme explicite, sont de la forme

et cette équation, ayant lieu pour toutes les valeurs différentes

1 . . -1 . 1- -, n(n — i) ,

de i et y moindres que /^ + i , tient lieu de équations.

Différentions par rapport à Xi deux des équations (i), que

nous désignerons par/jj,= a^^fy=^ a^ : nous aurons

dxi âpi dxi dp 2 dxi ' '

dpn. àxt

dxi âpi àxi dp^ dxi ' ' ' '

dp,i dxi

Multiplions la première pary-^? la seconde par—^5 et retran-

chons : nous aurons

l \àpi àpidxi dpi dpi dxi dxi \dp\ dpt dpt dpi

dxi \âpi dpi dpi àp',

si l'on fait successivement « = i , 2, 3, . . . , /î et si l'on ajoute

les résultats obtenus, on a, en observant que les coefficients

de y^ et de -T^ sout égaux et de signes contraires et en ayant

égard à la formule (3),

dxi dpi âpi dxi
i

ou, d'après la notation de Poisson (p. 72),

(5) (,/,.,/v) = o.

grée ferait connaître la fonction u qui a pour dérivées /?,, p,, ... et qui

satisfait kf^ = a; mais la question qui nous occupe touche encore à d'autres

théories très importantes.
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D'ailleurs, si l'on pose

_ dpi dpj

Féqualion obtenue en ajoutant les formules (4) pourra

s'écrire, abstraction faite des réductions auxquelles donne

lieu la relation (3) oiipij= o,

/ ^d' 'Xâpi dpj dpi ôpj

et l'on voit que, réciproquement, si les {/^, fy) sont nuls, il

faudra en conclure /? /y = o ; mais cette conclusion n'est pas

rigoureuse, et il resterait à prouver que le déterminant des

coefficients/^/y dans (6) n'est pas nul : c'est ce que fait Jacobi

dans ses Leçons de Dynamique (p. 255 ). Nous préférons cal-

culer directement les pij en fonction des (/p^, /v), comme il

suit.

Soient n et II' deux fonctions pouvant contenir, outre les

variables x, /?, les quantités a fonctions des p et des x^ sous

forme explicite ; nous aurons

'"''^2(S£
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Supposons que TI et II' soient les valeurs de p,- et ps déduites

des équations (i) : on aura

(n,n') = (^.,,.)=g-g=/'v;

or n, n' s'exprimeront simplement en fonction des x et des

a-, donc ils ne contiendront pas les p explicitement et, par

suite, la formule (-) deviendra

_ Y* / ^n du' du. dU'\
P'^' ~ 2d [d^ d^y~d^,d^)^''^''''^

OU mieux

_ ^ fdpr dps dps dpr\ . .

telles sont les valeurs des différences pr^s exprimées à l'aide

des quantités (/jj,, /v) : on voit donc que les formules (5)

entraînent les formules (3) et peuvent les remplacer.

Revenons maintenant aux formules (i). Nous avons dit que

les constantes a,, «21 •••? ^n pouvaient être ou des con-

stantes déterminées, nulles par exemple; ou des constantes

arbitraires. Ces deux cas doivent être soigneusement distin-

gués. En effet, si les constantes a ne sont pas arbitraires, les

formules [f^, y,^) = o n'auront lieu que si les formules (i)

servent à déterminer les p, tandis que si les quantités a sont

arbitraires, les formules (f^,fy)=o auront lieu quels que

soient les a, et par suite quand on remplacera ces a par des

fonctions arbitraires des x : c'est-à-dire que ces formules

(/{^' /v) = o seront des identités.

' Remarque. — Les équations (/p., f^) = o ne sont pas abso-

lument nécessaires pour que l'expression (i) soit une diffé-

rentielle exacte, bien qu'elles soient satisfaites quand cette

expression est une différentielle exacte; je m'explique ;

Supposons, par exemple, les a arbitraires; si l'on pose, en

général,

(/(Xi /v) =/[XVj
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le théorème de Donkin (p. r'd) donnera

(/[xv, Jl)+ (fvl, /[x)+ (Ai;., /v) = O.

Supposons que l'on ait/),jj = o, /)v = o; on déduira de cette

équation

(/(xv,/>J = o.

Considérons cette équation comme une équation aux dérivées

partielles définissant /^^\ on pourra l'intégrer de manière

que, pour Xi = x^l, l'inconnue f^^y se réduise à zéro, quels que

soient Xo-, • • . , ^n, . . .
^ pn ' alors /(XV sera nul identiquement.

Il résulte de là que, si/o, /i3, ... ?/<,« sont nuls, quels que

soient ^,, Xoj • . . ,^«,/?i, . . . , pn, les équations/zy = o seront

aussi identiquement satisfaites si elles le sont pour Xi =x^^.

En définitive, pour pouvoir affirmer que (i) est une difl'éren-

tielle exacte, il suffit de savoir que

(fuA),(fuj3),-" (fufn) sont nuls identiquement

(A, fi), ' (A,fn) pour xi = xl

ifn-ufn)

.... X,i—\ = Xn_^.

XXII. — Théorème de Liouville.

Si Von connaît n Intégrales des équations canoniques

en nombre m

/,) ^^ = — ÈL, ^ ^ EL
^ ' dx dpi' dx èxi

et si ces intégrales a,, ao, . . . , cLn satisfont aux relations

(2) («o ^-j)= 0,

qui sont au nombre de —--—^^ on pourra toujours

achever V intégration au moyen de simples quadratures.
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En effet, les équations (2) expriment que les valeurs des p
déduites des intégrales connues rendent l'expression

P\dxx-\-pïdx^_-^. . .-^ Piidxa

une différentielle exacte du. Or, si l'on considère l'équation

aux dérivées partielles

(3) /(^, ...,^„^„ ...) = /,,

et que, à la place de v, on j substitue la fonction

u^ l (/?! dx^ +...+/?„ dxn ),

on aura

APu Pi, ...,xi,x,, ...)= /t,

ce qui est une identité que l'on déduit des formules (i) en

multipliant la première par dpi, la seconde par da^i, en les

retranchant, en ajoutant les résultats et en intégrant.

Ainsi les valeurs des /> tirées de (2) fournissent une fonc-

tion Il renfermant 7i constantes arbitraires a,, a.., ..., a,,

outre celles que l'on peut toujours introduire par simple

addition, et cette fonction a satisfait à (3). En vertu du théo-

rème de Jacobi (p. 66), les intégrales des équations cano-

niques seront donc

a désignant une nouvelle constante; de plus, les constantes

d'intégration seront canoniques. (Nous supposons que, parmi

nos /i constantes a, figure l'intégrale toujours connue/= h.)

Ee théorème de Liouville fournit donc un exemple du cas

dans lequel l'intégration d'une équation aux dérivées par-

tielles précédera celle d'un système canonique. Le théorème

^" - 3
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de Liouville trouve son application dans les deux problèmes

les plus importants de l'Astronomie, à savoir l'étude du mou-

vement des planètes et l'étude du mouvement d'un corps

solide qui présente un point fixe.

XXIII. — Réduction d'un système quelconque à la forme

canonique.

La forme canonique peut être donnée, comme Ta fait voir

Liouville, à un système quelconque d'équations différentielles.

Considérons, par exemple, le système

, ^ j dxi dx^ dxn
(1) 6/x =---.:.-—-=... == - ~ ,

Al A2 A/i

dans lequel X,, X2, ... désignent des fonctions (\q x^^

œ.y^ . . . , -x'//, X. Posons

V = x\ Xi -h .r 2 X2 -i- . . . + x',i Xn,

et définissons les variables x\, . . . , x',^ au moyen des équa-

tions

dx ~ dxi^ dx ()x2

dx'„
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de la Société philomatliicjue. Nous désignerons la fonction

inconnue par u, les variables dont elle dépend par x^ x^,

X.2, . . . , X/f, et nous poserons

f)u au au

Dans ce qui va suivre, nous écrirons toujours SV/ au lieu de
f=:rt

^y i- Ceci posé, soit

/=i

(•) /-o

l'équation à intégrer, / désignant une fonction de //, x^ ^,,

X.>, . . ., Xn] p, Pi, P2, • . -, Pn', posons

ôx ^ ' dxi au

p _ àf _ df
1 _ —

-

,

. . . , I
i
— -.— ? • • • •

dp dpi

Soit T)u la différentielle totale de n quand x^ x^^ x-_>^ ...

sont variables indépendantes, Tix, T>x^ , D-To, . . . des accrois-

sements arbitraires donnés à x^ Xi, X21 .... Intégrer l'équa-

tion (i), c'est, en définitive, trouver pour 11, p, pi^ p.,, . • -'sPn

des fonctions de x, ^,, X2-, . , . , x„ qui satisfassent à l'équa-

tion

(2) D« = /? D.r -H ^y>/ 1).^/,

<{ui résume celles-ci :

, , . . du du Ou
(^*">

s-r=^' à^=p" ' ô^rP'"

p étant déduit de (i) en fonction de x, x^, . . . , u] pi, . . .

,

p„. Si a,, ao, ..., a,/ désignent des fonctions quelconques

L. — Traite d'Analyse, VI. ^
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de ^1, X2, . . . , ^//, .^, ces équations (2) ou {ibis) seront

équivalentes à celles-ci :

du \^ dxi .

j
-

la parenthèse indiquant que a,, a^, . • . , y.ni ^ sont variables

indépendantes. Si l'on désigne par un d les différentielles

relatives à x quand ai , ao, ... restent constantes et par un

les différentielles totales relatives aux a, x restant constant,

les équations précédentes pourront être remplacées par

( 3 )
du ^ p dx -\- 2,Pi ^^i^

(4) ^U ^ ^piOXi.

Il faudra alors satisfaire à ces deux équations sans oublier

que p doit être supposé tiré de (i) et exprimé en fonction de

x^ x^^ X2^ . . . , u; Pi, P'2, ...,/;„. C'est à ce dernier point

de vue que nous allons considérer la question.

Des formules (3) et (4) on tire, en différentiant la première

avec la caractéristique ù et la seconde avec la caractéristique

d, les formules suivantes

du = o/> dx -1- ^ 8/?/ dxi -[- ^.Pi ^ dx,-,

dou= \ dp / 0^/ +V /? ,• dxi

.

Soustrayant membre à membre, on a

^ o = op dx -h ^ opi dxi— \ dpi oxi
;

remplaçant dans celte formule op par sa valeur tirée de (i)

différentiée, à savoir

Xi ^Xi -i- X2 8^2 -T- • • • -^^ [J ou - i- P 0/> + Pi Opi -h 1*2 ^7*2 -i- . . . -^ O,
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on a

0= — p (Xi 5.2^1 + . . .4- X„o^rt4- U oii-\- Fiopi-h. ..)dx

-^^ ^Pi dXi—^ Clpi Ixi

ou bien

2, ( P dxi — P/ c/j:') o/>/ — \] "^u dx — 2,iy dpi -f- X/ J:r) o^^- = o

OU enfin, en remplaçant mi par /^/)^q^^-,

(5) V (P (ij-/— P/<ij7)o/?,— V(P â?/?,- + ^idx-^-^}pidx)'hxi = o.

Cette équation est une conséquence de (3) et (4); on peut y
satisfaire en prenant

.,. (Ix^ _ dxx^ _ _ dxn _ — <i/?] _ _ — dpn
^'^ P ~ Pi i\r~x,-^u/>i x„+Ui>„^

on satisfera à la fois à (5) et à (2) en écrivant à la suite de

ces rapports égaux le rapport

du
/>P + 2/);P,

On pourra même, pour la symétrie, écrire à la suite

— dp

X + U/?'

car, en vertu de (1), on a

(7) V dp ^^Vidpt-^\dx -^^Xidxi-\-\]du = o,

et de (6) on déduit que chacun des rapports qui entrent dans

cette formule est, en vertu de (7), égal à ^^^; nous écri-

rons donc le système (6) ainsi, en nous rappelant qu'il con-
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lient un membre qui n'est pas nécessaire,

dx dxx dp _ ^P\ _ _^^'

^^^p-1^- ••• x + u^ x,+ L>. •
^.p^^v.p^

Ceci posé, l'équation (3) donne

/ i^pdx -^2^pidxiIl = u^

l'indice o placé en haut d'une lettre indiquant que l'on }' a

fait^ = ^o; cette équation où u^^ est arbitraire est équiva-

lente à (3). On en tire

oii^ou^-^ i Up dx -^V opi dxi H-^ Pi dxi
j

ou, en intégrant par parties,

l ^u = ou^-{~^piOXi~^p'!ox'l

-^ f hpdx-h^opi dxi —2 oxi dpÀ .

\ .r'o

Si :
1° l'on choisit les /?» et u^ de telle sorte que

(lo) oi/"=^/?^ô^?;

'>/' si ensuite on remplace op par sa valeur tirée de (i)

V P,- opi -f- "V X J
0^^- -T- U a \

,

(9)

et dxi, dpi par leurs valeurs tirées de (8), l'équation (())

devient

Zu=^Pioxi-J j^
Uu-S^piixrjdx;

d'où l'on tire

\
(oi. -^pilx-^ -- - p {^U -"^Pi
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OU

- f'^clx
(il) ow— V/?/ox/=e ^xa ^ hud— ^Sp^ox^].

Si donc réquation (lo) est satisfaite, (4) le sera aussi. D'ail-

leurs les équations (8), supposées satisfaites, contiennent

implicitement l'équation (3).

En résumé, pour résoudre le problème qui nous occupe,

il suffit : i" de satisfaire aux équations (8) (surabondantes);

ces équations différentielles ordinaires contiendront dans

leurs intégrales des constantes arbitraires qui sont fonctions

des a; 2° il faudra ensuite choisir ces constantes de manière

à satisfaire à(io), et, pour cela, si l'on prend pour constantes

d'intégration x\^ xl^ . . .
; /^J, /jU, . . . , ?^**, il suffira de poser

(12)

Les valeurs de /^i et de u seront, ainsi que celles de xi^ connues

en fonction des x^^ et de ^; éliminons les ^J*, et nous aurons

les/>/ et u en fonction des x\ enfin, en éliminant les/?, nous

aurons u.

Ainsi, pour intégrer réquation (i), il suffit de former
les équations (8), de les intégrer en prenant pour con-

stantes d'intégration les valeurs des variables poui-

X ^= x^ ^ de poser les équations (12), oit m est une fonction

arbitraire^ et d^éliminer entre (xi) et les intégrales de (S)

les constantes x^, /?) et les p.

En vertu du théorème (p. 19), la solution ainsi trouvée

se réduit à Tn(Xi
? «^25 - - -, ^n) pour x = x^.

Il est presque inutile, après ce qui a été dit (p. 09), de

faire observer que l'on peut obtenir d'autres solutions moins

générales, en faisant entrer dans la fonction arbitraire m un

moins grand nombre de variables.

uO = m(a:\, xl, ....
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Enfin, on peut encore obtenir une solution complète, en

éliminant entre les intégrales de (8) les quantités/?*^ et p.

XXV. — Discussion de la méthode de Cauchy.

M. Bertrand a observé que la méthode de Gauclij tombait

en défaut quand pour x ^= x^ on avait — — = oo, parce

qu'alors la formule (i i) ne permet plus, pour x = Xq, d'en

conclure

OU — y^PiOXi = oir— y Pi oxi ;

mais ce cas singulier ne se présentera que pour des formes

particulières de la fonction m. Au reste, on évitera cette dif-

ficulté en faisant disparaître, comme on l'a indiqué (p. 53),

la fonction inconnue de l'équation et en appliquante l'équa-

tion transformée la méthode exposée § IX. M. Serret a étudié

ce cas particulier, dans les Notes placées à la fin de la dernière

édition du Calcul différentiel et intégral de Lacroix et

dans son propre Traité. (Foi/- aussi Comptes rendus , t. LUI,

et les Annales de VÉcole Normale, t. III.)

La méthode qui fournit l'intégrale complète et qui consiste

à éliminer les p^ en les assimilant aux a peut tomber en

défaut; c'est ce qui arrivera, s'il est impossible de calculer

les Xi en fonction des p^ et de x^ et alors on ne pourra

évidemment pas faire l'élimination de ces quantités yn" entre

les intégrales de (8).

Mais, si cette méthode ne permet plus de trouver une

intégrale complète, il est clair que l'on pourra trouver une

infinité d'autres intégrales complètes en particularisant la

forme de la fonction tit, dont on fait usage pour trouver la

solution générale; on pourra, par exemple, prendre



ÉQUATIONS QUELCONQUES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. Io3

XXVI. — Interprétation géométrique.

Si on lit le Mémoire d'Ampère sur les équations aux

dérivées partielles, on se convaincra que Cauchy, qui s'était

inspiré de ce Mémoire, a dû découvrir sa méthode en suivant

la marche que nous allons indiquer. Nous conserverons les

notations et le numérotage des formules des deux paragraphes

précédents.

Si l'on considère w, x, Xi, ... comme coordonnées d'un

point de l'hyperespace
; p, Pi, ... comme les coefficients

directeurs d'un plan passant par ce point, toutes ces variables

constitueront un élément de l'hyperespace.

Intégrer l'équation (i), c'est trouver une surface S dont le

plan tangent en u, x, x^^ ... ait des coefficients directeurs

P-) P\i P'i^ ... satisfaisant à (i). Dw, D^, \)x^^ . . . désignant

les composantes d'un déplacement efFectué sur la surface,

l'équation (2) aura lieu.

On peut essayer de construire la surface S au moyen de

génératrices que nous appellerons caractéi'istiques : ces

caractéristiques seront fournies par l'intersection de la sur-

face S avec d'autres surfaces variables, le long desquelles

nous supposerons a,, ao, . . . , a,; constantes. Nous représen-

terons par un ô, comme plus haut, un déplacement effectué

sur la surface S en laissant x constant; au contraire, le d
représentera un déplacement effectué sur la caractéristique,

X seul variant, puisque l'on se déplace sur les surfaces S,

et y.i = const., ao = const., ... ; alors les formules (3) et (4)

auront lieu et l'on en déduira la relation (5) comme plus haut.

Les équations (8) sont alors les équations différentielles de

la caractéristique, ou plutôt ce sont des équations auxquelles

doivent satisfaire les déplacements du^ dx, dx^^ . . . pour se

trouver sur la surface S, et les différentielles <://?, dp^^ ...

pour être celles des coefficients d'un plan tangent en w, x,

Xi, .... Éliminer les constantes d'intégration et les p entre
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les équations (12) et les intégrales des équations des caracté-

ristiques, c'est trouver une surface S, lieu convenablement

défini de ces caractéristiques.

Il résulte de là que, si une intégrale contient un élément

d'une caractéristique, elle contient cette caractéristique tout

entière.
'

Deux intégrales différentes se rencontrent suivant une

caractéristique si elles ont en commun un élément de cette

caractéristique, et de plus elles se touchent suivant cette

caractéristique, ce qui justifie le nom de caractéristique.

Enfin une intégrale complète détermine une surface dont

l'enveloppe est l'intégrale générale.

XXVII. — Application des théories précédentes à la résolution

des problèmes de Dynamique.

Nous avons vu que Lagrange avait mis les équations du

mouvement sous la forme (t. V, p. BqS)

^'^ dtWi~~ Wi" ^'^""^

lorsque les qi n'étaient liés par aucune relation. Dans presque

tous les problèmes que fournit l'étude des phénomènes natu-

rels Qi 8^1 + Q2 0^2 4- - . • est une différentielle exacte (')

8U, en sorte que Q/Cst de la forme -r— et ne contient pas le

temps ^; (1) peut alors s'écrire

dt dq'i ôqt
~

dqi

Si l'on pose alors -r-y =piel si l'on observe que T est homo-

gène et du second degré en q\, q'.y^ • . . ,
puisqu'il l'est en x\,

(') Toute question de Mécanique dans laquelle le principe des forces

vives n'a pas lieu est une question qui ne saurait émaner de l'interpré-

tation rigoureuse d'un fait naturel.
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jk', , ^1 1 • • • ) et que x\ ,y\^ z\^ ... sont des fonctions linéaires

et liomogènes de q\ ,
^'.,, . . . , car

ÔXy 0X2 "

on aura

p»gn

ou

2T =pig\^p2q'2-^-

Faisant alors varier toutes les variables, on a

on, comme Pi= -—,
^ agi

ÔT

Cette équation montre que, si l'on prend les/?/ à la place des

f/i pour variables et si l'on conserve les c/i, on a

(3)
\àgi)~ àqi

en écrivant momentanément dans des parenthèses les dérivées

relatives aux nouvelles variables. La formule (2) donne alors

(O
dpi ( dT \ d\]

dt \'^qi/ àqt^

SI 1 on observe que U ne contient pas les p, on pourra écrire
^)U ( à\}\ ^

Jq-^' \ù^)' ^^s^coï^cle formule (3) et la formule (4 )devien-



]o6
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sera une intégrale de (6), et les intégrales des équations

(5) du mouvement seront

as
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méthode de Jacobi et nous intégrerons d'abord Téquatlon

aux dérivées partielles

()u _ I Iff^i^Y ï /ôuy I /'^^^Vl ,
:^

^'^'^
~ôï

~'~
^ \\Tr) "^

T^- \ô^) '^ r^cos2() \^) y r'

On intégrera cette équation en posant

(3) Ui— y.t -h II,

a désignant une constante; on aura alors, en supposant que i/i

ne contienne pas ^,

^"^ "^ '-* 7 " [17) '^
7^ \(W) ~^ ?^ol^ \ô'^ )

Posons maintenant, en appelant |j une constante,

(4) Wl=P'^-+-M2,

i(.> ne contenant pas ^, nous aurons

2JJL__ p _ /^V if'^Y-
^"^ ""

r r^ cos^O ~ V ^^'' )
'^ ^ \ 0^ J '

nous pouvons décomposer ainsi cette équation

et l'on y satisfera en prenant

'7^^
~

^^ '^ ['00' )
-""'

et Y égal à une constante; on a alors
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Ces formules (3) et (4) donnent alors

les intégrales des équations (i) sont alors, en négligeant R,,

du du ^ du

ôx d'à dy '

a,, pi, y, désignant de nouvelles constantes. Lorsque Ton

ne veut plus négliger R,, les équations intégrales sont encore

(5), mais a, ^, v, a,, |^,, y, doivent être calculés au mojen

des formules (p.



IIO CHAPITRE II.

4. Trouver des surfaces dans lesquelles la normale est toujours

tangente à un cylindre de révolution.

5. Trouver des surfaces dans lesquelles les normales soient tan-

gentes à une même sphère.

6. En appelant A, B, G, A', B', G' des constantes et a, ^ des fonc-

tions inconnues, on propose d'intégrer les équations simultanées

A
^^^'^' ^^

-^ B ^^^^' ^'"^

-^ r '^^^^' ^'^ —

^, d(u, y) ^, ô(u, ç ) ^_ ^^,
()(u, ç)

7. Intégrer

(){y,z) d{z, x) à{x,y)

du Ou du
^^:z OTYZ.

ôx Oy ()z

8. Toute équation aux dérivées partielles du premier ordre dans

laquelle les variables n'entrent que sous une forme linéaire peut, au

moyen d'un changement de variable, être remplacée par une équation

linéaire. Il suffit pour cela de prendre les dérivées de la fonction

inconnue pour nouvelles variables.

9. Démontrer que, si a, ^, y, o sont des intégrales des équations

canoniques, on a

^Ô(Xi, Xj, Pi, Pj)
'

M). Si les variables aj, «2? •••? ^-n t;t ^i, ^21 •••? ?« satisfont aux

rcïlations

( ai, l^i ) = f ( CCI, i'y ) = o, ( a/, ccj )==(>, ( ^/, ^j ) = o,

et si la fonction f(x, Xi, x.^, . .
.

, x,i, Pi,p2, • • -, Pa) peut s'exprimer

en fonction de aj, . . ., ix,i, ,^1, • • -, [^«j o" aura

d^ _ _ à^i
d'^i _ à£

dx ù^i' dx ùoLi

(BouR, sa Thèse.)

N. D. — La Mécanique céleste de M. Resal, 2" édition, renferme un

grand nombre d'applications des méthodes développées dans ce Gha-

pitre. — Gonsulter surtout les Vorlesungen ueber Dynamik de

Jacobi. Voir aussi la Mécanique céleste de M. Tisserand.
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11. Trouver une surface dans laquelle la portion de normale com-

prise entre le point d'incidence et un plan fixe soit constante.

12. Trouver les surfaces dont la normale rencontre un cercle

fixe.

13. Intégrer l'équation obtenue en égalant le hessien d'une fonc-

tion à zéro.
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CHAPITRE III.

ÉQUATIOKS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES
ET ÉQUATIONS SIMULTANÉES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES.

I. — Définitions.

Si Ton considère un système d'équations différentielles

ordinaires simultanées, il pourra arriver qu'un certain

nombre de ces équations, à elles seules, et sans qu'il soit

nécessaire de considérer les autres équations, permettent

d'écrire des intégrales du système. S'il arrive que sur nt

équations données entre m fonctions inconnues, il s'en

trouve n << m, telles que l'on puisse en déduire n intégrales

du système, on dit que ces n équations constituent un sys-

tème à'équations aux différentielles totales.

Pour que n équations forment un système d'équations aux

différentielles totales, il suffit évidemment qu'il existe des

systèmes de facteurs qui, appliqués à ces équations, fassent de

leurs premiers membres, quand on les ajoute, des différen-

tielles exactes. Cette condition est d'ailleurs nécessaire, du

moins tant que les différentielles ne dépassent pas le premier

ordre, ce que nous supposerons.

En effet, considérons les équations

/ Pi dxx -H P2 dx^_ -I- ...— V„i dx,ji = o,

(0 '

( Ridxi-i- Rç^dx^-^. . .-]- R,ndx„i = o

au nombre de Ai < m. Si, à elles seules, elles permelteiil

d'écrire n intégrales du système, d'ailleurs quelconque, dojil
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elles peuvent être censées faire partie, on pourra écrire ces

intégrales sous la forme

i'i) cpi(^i, X.2, .. ., û:,n)= Cl;

et, en tirant n des variables x^ , œ-^^ ... en fonction des autres,

pour les porter dans (i), on devra avoir des identités satis-

faites, quels que soient les autres x, et quelles que soient les

constantes c, , c^? • • • ; or de (2) on tire

-7— cixi -h . . .+ -,—
- dx„i — o,

\ dxi ^ ùx
axi -r . . . -T- ax,

tirons de là dx\, dx-2. .
, dxn en fonction de dXn^K-, - . .

dxm^ et portons-les dans (1), ce qui revient à les éliminer

entre (i) et (3), les résultantes seront des identités, si l'on y
suppose ^,, ^2? • -^ ^n déduits de (2), c'est-à-dire quels que

soient Xaj^\ , • • • , oc,n et c, , . . . , Cn\ mais Ci , Co, . . .
^ d étant

arbitraires, il en est de même àe x^, x^, . . . , x^^ si bien que,

les résultantes ne contenant pas C|, c^-, ... c,i. on peut dire

qu'elles ont lieu, quels que soient ^,, x-^-, ..., Xa et

Xn^^, ..., Xni. Les systèmes (i) et (3) rentrent alors l'un

dans l'autre, (3) sont des combinaisons de (i), d'où résulte,

comme Ton voit, l'existence des facteurs dont nous avons

parlé.

Les équations (i) peuvent être envisagées à un point de

vue un peu différent, et leurs intégrales montrent que l'on

peut considérer n des variables x comme fonctions des autres.

Désignons par u^, u.y^ . . . , Un ces variables et par ^,, .To, . . .

,

Xi les variables dont elles dépendent : le système (i) pourra

se présenter sous la forme

duy = \]^idxi -r- X12 dx^ -!-...-+- X.iidxi,

du2 = X21 dxi -h X22 dx2 -T- . . . -i- X^idxi,

Traité d'Analyse, VI.
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et, à ce point de vue, sera équivalent aux systèmes

Xn



ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 1x5

Ceci posé, pour que le système (i) soit inlégrable, il faut

que, z^,, U2^ . • • étant exprimés en fonction de x^^ x^, . . ., x,i^

les seconds membres soient des différentielles exactes; il faut

donc que l'on ait, en général,

dXij dX/^.

c'est-
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III. — Intégration d'un système d'équations

aux différentielles totales.

Nous venons de voir que, si les équations (i) sont satisfaites,

pour des valeurs de u^ , U2, • - • , Um renfermant m constantes

arbitraires, les équations (2) sont identiques ; nous allons

démontrer que, réciproquement, si les équations (2) sont

identiques, ces équations sont complètement intégrables,

c'est-à-dire qu'elles admettent pour solutions des fonctions

U\^ u>, . • . , Um de x^j X2, ^ . . , Xfi renfermant m constantes

arbitraires. Nous verrons toutefois que ces conditions (2) ne

sont pas tout à fait nécessaires, en ce sens qu'elles sont satis-

faites identiquement quand elles le sont pour certaines valeurs

des variables : c'est ce que nous allons établir.

Commençons par déterminer les fonctions u^, iiy-, • . • , Um

au moven des équations différentielles ordinaires

(3) dui — Xiidxi, dui — ^t\dxx, ..., du,n = ^m\dxy\

en regardant ^07 ^3? • • . , ^/« comme des constantes; l'inté-

gration introduira alors m constantes que l'on supposera

fonctions de ^2> ^a» • • • 5 ^/^• Écrivons ainsi les équations (3) :

t-y 1 . du^ du^_ du,„
^^^''^ lï^,''' ^^ -" "" ^^^^'"^'

et différentions-les par rapport à xi\ nous aurons

d'^Un _ à\px àXpi dux àXpi du,n

dxidxi~~ àxi diix dxi^'" dum dxt^

formule où l'on doit supposer /? = i , 2, 3, . . . , /?i ; elle peut

s'écrire

f/2 Up

dxx dxi
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OU, en vertu de l'identité (2), qu'il suffît de supposer satis-

faite pour /i= I,

'^Up __ dXpi /dui \ dXpi /du,„

^idxi dui \dxi ^ ^
/ '* àu„i\ dxi

d'^Ut

dx\

,
dXpi dXpi

_

,
dXpi

âXi OUi OU,n

ou, enfin, en vertu des formules (3 bis)^

d'^Up _ dXpi f dui V \ ,
,

àXpi/du,n^ _ ^^1 /dui^ _ ^ _
dxidxi dii[ \dxi "

'V '

'*'"^
du„i\dxi

dXpi dXpi du^
_

^

dXpi du,n

dxi dui dxi '
' '

àu,fi dx^

Cette formule peut se mettre sous la forme

d (dup ^ \ _ ^X,,i Idui _ Y \ <^^p\ (dum _ \

dxx \dxi '
^'^
)

~~
àiii \dxi ^

/ '* àu„i \dxi ^
mi

j
>

cette équation en fournit ni quand on y suppose/? = i , 2, . . .,

m et le svstème ainsi obtenu est à m inconnues

du.[ dui du,

dxi " ^" dxi ^'' ''*' dxi
(4 ) -::,- Xi/, -j-^ — X2J, . .

.
, —7- X„ii.

Intégrons-le en prenant ces inconnues nulles pour x^ = x^
]

elles seront toujours nulles, en vertu des propriétés connues

des intégrales d'un système linéaire et homogène (qui sont

linéaires et homogènes par rapport aux constantes d'intégra-

tion).

En résumé, si les conditions (2) sont satisfaites pour/: = i

et si les expressions (4) sont nulles pour x^ = .rj, les équa-

tions (i) seront intégrables; cela revient à dire que, si les

équations (2) sont satisfaites pour k = i et si le système

1' dul =X% dx-i -+-... ^X^,^ dXfi,

(^) •
'

l ^,,0 VO ^y. _i_ _4_ VO ^^

est intégrable, l'indice o indiquant que l'on doit faire .r, = x^

le système (i) l'est aussi. Ce dernier système sera intégrable
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si les conditions (2) sont satisfaites en supposant k ^= 2, pour

x^ = .x\ seulement, et si

(6) '

duV

est intégrable, le double indice o indiquant que l'on doit

faire ^^ ^ xj, ^o = ^2' ^^ ainsi de suite. Pour que le système

(i) soit intégrable, il n'est donc pas absolument nécessaire

que l'on sache que les formules (2) ont lieu identiquement,

ce qui n'empêchera pas finalement ces équations d'être iden-

tiques si le système (i) est complètement intégrable.

Quand on sait que le système (i) est complètement inté-

grable, la démonstration qui précède montre comment on

trouve son intégrale; w^ U2, •*.., Um sont donnés par les

intégrales des équations (3 bis)^ dans lesquelles les constantes

d'intégration doivent être choisies de telle sorte que les équa-

tions (5) aient lieu. Comme on peut prendre
ï/J, ul, . . .

pour constantes d'intégration, on peut dire que les constantes

sont déterminées par le système (5); pour l'intégrer, on for-

mera le système

^"-1 _ VO '^ — YO ^» — XO

et l'on déterminera les constantes d'intégration au moyen du

système

^..00 (7//00 du^'^
YOO ^^2 _V0Q «^m _Y0

dx. - '-'' dx^
^'2^' ••'

dx,

u^^ ul^ , ... étant les constantes d'intégration du système

précédent, et ainsi de suite.

IV. — Simplification des calculs.

M. JVIayer a observé que, si, en faisante, == x\, les quantités

X/y pour y ^ 2 étaient nulles, les équations (5) se réduiraient
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à c/wj = 0, dii^., = 0, . . . , en sorte que ces équations donne-

raient immédiatement

t^o _ çonst., îi^ := const., ...;

et, dans ce cas particulier, l'intégration des équations (i) se

ramène à l'intégration d'un seul système d'équations diffé-

rentielles ordinaires; or, par un changement de variables très

simple, on peut obtenir des équations satisfaisant à la condi-

tion en question.

Posons, en effet,

aj et rt^- désignant des constantes et /"/une fonction de n nou-

velles variables a,, ao, - . .; a,/. Les fonctions f\ifi-, . .
-, fm

devront, bien entendu, être distinctes. Alors les équations (i)

se changeront en

dui — Yii c/a, -r- Y, 2 d'Xi -h. ". ,h- Y^ chn,

du,n = Y /,iidy.i -T- Y„i2 da^^ -r- . . . h- Y /,ifi, dcc,i ;

on aura

dot.\

mais alors, pour a, =^aj, les Y^ ne seront pas nuls, mais les Y/y

le seront, pourvu que les fonctions/, arbitraires d'ailleurs, ne

soient pas infinies dans ces circonstances.

La manière la plus simple, en général, de choisir les fonc-

tions/" consiste à poser

^] — ai, xi = ai-'r- (oci— ajja/.

V. — Application à un exemple.

Proposons-nous d'intégrer

( I
) ^2 ^3 dXi -i- Xi ^3 dx2 — 2 Xi 372 «^'^273 = O,



I20 CHAPITRE III.

on peut s'assurer que les conditions d'intégrabilité sont satis-

faites. Pour effectuer l'intégration, on posera

Xi x-i dx'i — 2 x^ Xi dx^ — o

OU

on en conclura

{^)

En marquant de l'indice o les valeurs initiales des variables,

puis faisant dans (i) ^o = -^î!, on aura

dx^x^^xl — "^.XxX^y dxl — o,

d'où

dx^^ _ dxi

el, par suite,

.ri (xlY

dxi

x^
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Pour qu'il existe une solution renfermant m constantes arbi-

traires, il faut que les relations

^ âxj dXi ' ^ \ ôii^^
^ ^'^ (iwa

soient satisfaites quels que soient les u et les x. Mais il n'est

pas nécessaire qu'il en soit ainsi pour que les équations (i)

aient des solutions ne renfermant pas de constantes ou

renfermant moins de m constantes; si, en effet, ces équa-

tions (2) (^voir p. 1

1

5 ), étaient toutes satisfaites pour certaines

valeurs de «^, u^^ - . . , Um (ce que l'on pourra vérifier), il y
aurait lieu de chercher si, par hasard, ces valeurs de w<,

f/o, • -^ Um^Q seraient pas des intégrales des équations (i);

cette vérification ne présentera d'ailleurs aucune difficulté.

Les solutions que l'on peut trouver ainsi sont ce que l'on

appelle des intégrales singulières.

La théorie des équations simultanées aux différences

totales a été exposée d'une autre manière par M. Mayer

{Bulletin des Se. matJiém., septembre 1876). Bouquet

démontre les conditions nécessaires et suffisantes d'intégra-

bilité complète par les séries [Bulletin des Se. matJiêm.,

septembre 1876). Voir aussi Méiiay, Précis d'Analyse.

VIL — Classification des solutions des équations simultanées

aux dérivées partielles à une inconnue.

Si l'on écrit au hasard plusieurs équations aux dérivées

partielles entre une seule fonction inconnue u, les variables

, 1 , . , du du
cT,, .^2, • • . , x« et les dérivées », = -— ?

.
. -, /?,i = -— , ces

équations ne seront pas en général compatibles; toutefois,

on conçoit qu'une même fonction u puisse quelquefois satis-

faire à plusieurs équations, sans toutefois que ces équations

soient algébriquement identiques.



122 CHAPITRE II r.

Nous dirons que plusieurs équations aux dérivées par-

tielles

(1) /l = 0, /2 = 0, ..., fm =

forment un svstème complètement intégrable, on même
simplement un système iiitégrahle, s'il existe une fonction a

satisfaisante toutes les équations (i) et renfermant n— m -f- i

constantes arbitraires; n désignant le nombre des variables

X, , ^2 5 . - . , ^// et m le nombre des équations du système.

Lorsqu'un système tel que (i) admet une intégrale com-

plète

{•i) Fi^u, Xx, x-i, . . ., Xn, a^, a^_, . . ., a^) — o^

a<, «2, •••7 <^'|j, désignant ]},^n — m -\- \ constantes arbi-

traires, on peut reproduire le système (i) en éliminant les a

entre (2) et ses dérivées

(3)

car «, />,, /j>2, . • ., Pu tirés de (2) et (3) doivent rendre (i)

identique; les équations (i) sont donc des conséquences de

(2) et (3) ne contenant pas les a; ce sont donc les résul-

tantes provenant de l'élimination des a entre (2) et (3).

c. Q. F. n.

Pour qu'une solution puisse être considérée comme com-

plète, il faut que les constantes a soient distinctes, c'est-à-

dire que les formules (i) soient les résultantes uniques de (2)

et (3).

La méthode de la variation des constantes de Lagrange,

exposée à propos d'une seule équation, permet de généra-

liser une solution complète et d'en déduire : i" une inté-

grale dite générale se réduisant pour x, = ?,, ^o = ^2? • • • ^

x^_„ = ^^_,i à une fonction arbitraire des autres variables x;

2" d'autres moins générales et que l'on doit considérer

comme sinf^'ulières.o

dF dF



ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 123

Mais les équations (i) peuvent encore admettre des solu-

tions singaltè/^es, sans posséder d'intégrale complète, comme
nous le verrons dans la suite. Il existe des conditions qui

expriment que les équations (i) possèdent une intégrale com-

plète; nous les appellerons conditions d'intégrabilitê com-

plète ou, tout simplement, pour abréger le langage, condi-

tions d^intégrabilité du système (i).

VIII. — Théorèmes sur les équations aux différentielles totales

et les équations simultanées aux dérivées partielles.

Considérons un système d'équations aux différentielles

totales

, , ' du^ — X21 <ia?] -i- X.-)2 <5?^2 -T-. . .-h X<),i6/j7,j,^
\

'

^ du,n = X,„i <:/a7i -i- X„j2 dx^_ + . . . -i- X,„„ dx,i.

Supposons ce système intégrable (et par là nous entendons

qu'il admet une solution renfermant m constantes arbi-

traires)
; soit

(2) cp = a

une intégrale de ce système, cp désignant une fonction des

u et des ^ et a désignant une constante arbitraire. Dire que

o =z 7. est une intégrale de (i), c'est admettre que l'on peut

adjoindre à (2) /n — i antres équations, cp,=a,, ...,

Om-\ = ^m^\-, telles que les valeurs de u^, u^, • • -, Um, tirées

de là et portées dans (1), rendent ces équations identiques

quels que soient^,, x.^ . . . , ^„ et a, a,, . . . , a„,_i, et l'on

peut même ajouter, quelles que soient les fonctions de ^i,

^2, . . . que l'on mette à la place de a, a,, . . ., a^i_,.

Ceci revient à dire que les valeurs de ?^,, «o, . . . tirées

de (2) et de ses analogues rendent identiques les équations

(3) g=X,,.
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Différentions donc (2) et ses analogues, pour en tirer les -7—^

nous aurons

/ d^'^ do dux (^o chu _^
à'o rtu„j _

\ ôxi ' âui dxx ôiu dxi
'^••"

'

(^j^^^^ drjf,^
'

(-») '

^'f
ào du^ do du^_ ào dun,

âx2 ' àui dx^ ' du2 dx^ "'~^ ôu,n dx^ '

si l'on tire les -^ de là pour les porter dans (3), les équations

ne seront peut-être pas identiques ; mais elles le deviendront,

si l'on suppose les u remplacés par leurs valeurs tirées de (2)

et de ses analogues : alors il faut qu'elles soient identiques

avant cette substitution aux u de leurs valeurs tirées de (2),

puisque, les a étant arbitraires, on peut supposer les rela-

tions (3) satisfaites quels que soient les u. Ceci revient à

dire que l'élimination des -^ entre (3) et (4) fournit des
dxj

identités : or l'élimination peut se faire en remplaçant dans (4)

-j-^ par X/y; on a donc les identités

(5)

do do do ^ do
-—- -f- -—^ X11+ ~- X21-4-. . .-^ ~- ^„n ~ o,
dxi dui du^ du,n

do do do do

ôx,i dui OU2 du,,,

donc toute intégrale z> = a du système (i
)
fournit une inté-

grale o commune aux équations dérivées paitielles simul-

tanées (4).

Réciproquement : toute intégrale commune aux équa-

tions (5) égalée à une constante arbitraire fournit une

intégrale du système (i).

En effet, les formules (5) étant identiques, en les combinant

avec (3), on aura des équations (4) identiques à (3) ou équi-

valentes à (3); or, les équations (4) ayant lieu, on a <icp = o;
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donc cp =. const. est une conséquence de (3) ou, ce qui revient

au même, de (i). c. q. f. d.

Il résulte de là que, quand on saura trouver ni solutions

communes aux équations (5) ou, ce qui revient au même, une

solution renfermant m constantes arbitraires, outre celle que

l'on peut toujours ajouter à une solution quelconque, ce qui

constitue une intégrale complète quand on les combine linéai-

rement, on pourra intégrer le système (i) et que,^;^^^ versa,

sachant et pouvant intégrer le système (i), son intégrale la

plus générale F (es, zt^, . . . , 'Om-\) = const. fournira l'intégrale

Ja plus générale F(o, C5^ , cp^, . . . , Ojn-\ ) commune aux équa-

tions (5).

Les conditions d'intégrabilité complète d'un système, tel

que (5), sont, comme l'on voit, les mêmes que les conditions

d'intégrabilité du système (i).

IX. - Intégration des équations simultanées aux dérivées partielles.

Considérons d'abord le système suivant d'équations simul-

tanées aux dérivées partielles, mais à une seule fonction

inconnue u,

du _ ôti _ du. _

f\if2^ ' ' - ifm désignant des fonctions données des variables

i^i, t,^ . . . , t,n^ Xi, X2-) . . . , ^/i et des dérivées p,, /?o, . . . , p^
de la fonction u prises respectivement par rapport à x^-,

.To, . , . , Xn\ nous supposerons que/'i,/^, . . . ,/,;i ne contien-

nent pas la fonction inconnue u elle-même.

Si le système considéré (i) admet une solution, on devra

avoir

(2) du =pidXi-^. . .-^padXa-i-fidti-^. . .-v-fniClt,n.

Supposons que l'on change de variables et qu'à x,, Xo, . . .

,

XnOï\ substitue de nouvelles variables, fonctions de .r< ,^2 , • • • »

Xa^ ti^ t.2i . • . , Cm et que je désignerai par a,, a^, , . . , a/^. Si
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l'on convient de désigner par un d les difFérenlielles totales

prises en faisant varier les t et en laissant les a constants, et

par un o les différentielles prises en faisant varier les a et en

laissant les ^constants, la condition (2) pourra être remplacée

par les deux équations

( 3 ) du = />i dxi H- />2 dx^ -h . . . -\-padx,i -\- fxdt]_-\- . . . -^fm dtni,

(4) ôw =^/>i o:ri+/)2Sa72 H-. . . -t-/>/jO^„,

où duj dx^, . . . n'ont plus le même sens que dans (2). Si la

solution existe, elle sera donnée en intégrant la formule (3),

et l'on aura, en désignant par c une fonction des a, à laquelle

se réduit u pour ^^ c= a,, to^^ a.^^ . . . , ^w = <^m^

(3 bis) -

j (pidxi-^. . .^f^dti-i-. ..),

l'intégrale étant prise par rapport aux t en laissant les a

constants, de manière à s'annuler pour ^^ = <2j , . . . , ^^^ = <7,„.

Cette formule différentiée avec la caractéristique donne

ou = oc -r-
I (o/?i dxi -H pi dxi+ , . .+ S/i dti

ou encore, en appelant th/ et ?/ les valeurs de pi et Xi pour

t
{ ^ 1 » ^2 —• ^2 y • • *

?

Oii = OC -i- piOXi +. . .-+- p,iOXn— TTTi 0^1 — . . . — rx^n^^n

( o/?i <ia?i — dpi oxi H- ... -t- 0/1 «i^i -f- 0/2 <:/^2 • . • )'/'

on aura évidemment satisfait aux formules (3) et (4) si l'on

pose

(5) oc = TTTiO^l -t- 7IT2 0;2 H- •• --T- ^/iOç«5

et si l'on peut égaler à zéro la quantité placée sous le signe

/ Nous pouvons annuler cette quantité en annulant séparé-

ment les coefficients des op et des ox. On obtient ainsi un
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système d'équations aux différentielles totales que voici :

(6)

dx,= f' dt,+ f dt,:.
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Quand on connaît une intégrale complète d\in système

d'équatiGns simultanées, tel que (i), la méthode deLagrange

exposée pour le cas d'une seule équation permet de trouver

la solution commune la plus générale, laquelle renferme une

fonction arbitraire.

Réciproquemeivt, si l'on connaît une solution Y com-

mune aux équations (i) renfeiniant n constantes arbi-

traires il, ioj • • -, kny abstraction faite de celle cjue l'on

peut toujours ajouter à V, le système (6), (3) sera inté-

grable.

En effet, posons

r)V dV ON

(8)

ùx,-P'' dx\~P'-' •••'
'ùxl'-^P'"'

TU,, nr^, • . . désignant des constantes arbitraires; je dis que

ce seront les intégrales du système (6). Pour le prouver,

représentons par un d une différentielle prise en faisant

seulement varier les /, et par un o une différentielle prise en

faisant varier seulement les m et les i; nous aurons

Cl\ = — - <2if 1 -r- -— dt^-\- . . .-V -:— cix ^ -v clx^ -f- . . .

dt\ àt^ '
. àxi Ox^

OU bien, en vertu de (i) et (8),

dV = fi dti -h /2 dt^ -1- . . .-r-pi dXi -r- p2 dx^ -r- . . .
,

d'où l'on tire

(9) dy ^\^ofdt -T-^7>o dx -f-^o/j dx.

D'un autre côté, on a

ou, en vertu de (8),
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d'où

Cette équation retranchée de (9) donne

o =^ 0/ f/^ -f- \ 0/? dx — 7 dpZx\

or, les Si et les ôm étant arbitraires, il en sera de même des

0/? et des 8^. On pourra donc égaler leurs coefficients à zéro,

après avoir développé les o/. On trouve alors les équations

(6); donc (8) sont les intégrales de (6). c. q. f. d.

L'équation

du =2^P ^^ ^/J^^

est alors intégrable
; car, en vertu de (i) et (8), elle se réduit à

du = y -—- dx -f- y — dt:

donc l'intégrabilité du système (i) entraîne celle des équa-

tions (6) et (8) et vice versa.

Tout système d'équations simultanées aux dérivées par-

tielles à une seule fonction inconnue peut se ramener à la

forme (1). En effet, on peut d'abord faire disparaître la fonc-

tion inconnue elle-même par l'emploi de l'un des procédés

indiqués par Jacobi(p. 53) pour le cas d'une seule équation,

et résoudre ensuite le système proposé par rapport aux déri-

, du j. du p o •
/ 1 • • •! 1

vees —- z=i f^ -— =11 f^ . . . . Î5I cette resolution est impossible

ou si même elle paraît incommode, on pourra se dispenser de

I r • 11 1
. , ôf, ùf. df^ df,

le taire en calculant les quantités -—, --^^ • • •? -:— ? -f^ , • • •

^ ÔXi 0x2 opi ôpi

par la méthode des fonctions implicites et en substituant

leurs valeurs dans les équations (6); mais alors à ces équa-

tions (6) et à l'équation (3) il faudra adjoindre les équations

proposées qui servent à définir les /, lesquels / entreront

dans les équations auxiliaires (6) modifiées comme il vient

d'être dit.

L. — Traité d'Analyse, VT. 9
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X. — Conditions d'intégrabilité d'un système d'équations

simultanées aux dérivées partielles.

D'après ce que l'on a vu au paragraphe précédenl, les

conditions d'intégrabilité d'un système, tel que

du du du _

doivent être les mêmes que les conditions d'intégrabilité du

système d'équations aux différentielles totales que l'on pour-

rait appeler canonique

àpi dpi àpi

dp.

2

dp 2
dp^

W
^ ^ dxi dxi dxi

/m

dp. ^ '/^ dt,+ 1^ dt, + ... -h^ dt,n

,

^ - dx. dx^ dx2

(3) du = ^fdt-^^pdx.

Or les conditions d'intégrabilité du système (i) sont

d'-fj ^ y d\fj dfk __\ à\fj df^

dpidtk
' 2d dpi dp y, dx^, J^ dpidx^ dp^

"
dpidtj

'^ JU dpidpu. dx^, 2Là dptdx^ dp^'

et d'autres équations analogues obtenues en changeant pi en

Xi. Cette formule et ses analogues, en posant

JU\dp^. dx^, dx^ dp^J
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deviennent

(4)

et, par suite, pour que les équations ('2) soient intégrables,

il faut et il suffit que les expressions

iÙ. _ '^^"'^-
/ /• /• ^

soient indépendantes des x et des p. Maintenant, pour que,

en outre, (3) ou

^'« = V(/^-/„g-y,,g-...)rfV=o

soit intégrable, il faut que

Ôtj \ Opi ' dp^_ I Àmà Ôpu. V Op^ ) ÙX,
[^

Ces équations peuvent s'écrire

[X
'

- ^p^é ^^'' ^'' "" '^^" ^"'
' ^^^ ¥; '•^^' ^"^ =

"

et, en vertu des relations (4),

telles sont les conditions d'intégrabilité complète du sys-

tème (i).
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On peut trouver les conditions d'intégrabilité d'un système

de n équations aux dérivées partielles du premier ordre, sans

pour cela avoir besoin de le résoudre par rapport à m déri-

vées. En effet, si l'on suppose ^, = ^„^,, ..., t,n=^ x,iJ^m^

du du
. • n f •*

[X— /« -1- n

l'équation (5) pourra être remplacée par la suivante

(6) (fj,fk) = o,

le symbole (//, /a) n'ayant plus le même sens que dans

l'équation (5); on peut d'ailleurs écrire (6) ainsi

(6 bis) {Pn^j, Pn-^k) =0,

Pn+j^ Pn+k étant tirés des équations proposées en fonction

des x^ des t et des autres p. Supposons que les équations

données soient de la forme

( Fi (/?i, /?2) • • ) Pm+ni X\i ^25 • • • ? ^m+n) = Oj

^'^^

\
F2-0,, ..., F,„ = o;

on a, en général, en appelant a, [3 des fonctions deF<, . .. ,F

_^/()a d^ d^ c)[^

V-

__^ / doi d¥^ dl_ dVj _ d^ d¥^ _^^ ^F/X
^ 2d\dF'idpn dFj dxy^ dl^i dx^ dFj dp^J

^^ I doL d^ dcc d'^ \

=2à[dW-,drj-di^-dFj^^^^^^-^-

Supposons que l'on prenne a = F^, p = F/ et que les variables

F soient précisément/?/,+i
, [)„+•>, - • ', cette formule deviendra

X^ d(F/„ F/)
,

.

-ii" 0{^Pn+ij Pn+j )

donc les formules (6) entraînent les suivantes :

(8) (F/., F/) = o.

'
1

*- nn
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Réciproquement, les formules (8) entraînent (6); car, en pre-

nant pour a, p deux des quantités Pn+h on a

c'est-à-dire, si les formules (8) ont lieu,

ainsi, pour que le système

(9) 1^ = 0, F2 = o, ..., F,„ = o,

dans lequel F^, Fo, ... désignent des fonctions de .r,,

X2, ' • ' , Xu et de p^=^ — ,
•

. - , y?,^ = -— , soit intégrahle

complètement, ilfaut et il suffit que (F/, Fy) =^o en tenant

compte de (g).

XI. — Intégration d'un système qui ne possède

pas de solution complète.

L'intégration d'un système qui ne possède pas de solu-

tion complète a été ramené par Bour [XXXIX^ Cahier du

Journal de l'Ecole Polytechnique {Mémoires sur les

équations différentielles du premier et du second ordre)]

à l'intégration d'un nouveau système possédant une telle solu-

tion.

Soient

(i) Fi = o, F2 = o, ..., F,,, = o

les équations à intégrer :

1° Si les équations (F/, Fy) = o sont identiques, ou le

deviennent en vertu de (i), on appliquera aux équations (i),

complètement intégrables, la mélhode exposée plus haut,

ou toute autre méthode permettant de calculer l'intégrale

complète qui existe.



l34 CHAPITRE ni.

';>^ Si les conditions (F/, Fy) = o ne sont pas satisfaites et

si l'on a, par exemple,

les équations n'ont pas de solution commune. En effet, si

cette solution existait, on devrait pouvoir adjoindre à ( i ) de

nouvelles équations ¥,,1^^ = <>, . . . , F,/ = o, telles que l'on ait

précisément
(F,-, Fy)==:0

pour toutes les valeurs de i et y moindres que /i + i , et d'où

l'on puisse tirer les p.

3" 11 pourra se faire que l'on ait

(F/, Fy)= •|/y(y,, ^-2, . .., ^n, Pi, Pi, ...,/?«)•

Dans ce cas, il faudra voir si les équations

(F,, F/)^o

jointes aux équations (i) peuvent former un système se rédui-

sant au plus à n équations distinctes, et dans ce cas, voir si

ces équations satisfont aux conditions d'intégrabilité. Si les

équations (i) et (F^, Fy) = o forment un système de plus de n

équations distinctes, le système (i) n'admet pas de solution.

S'il forme un système de ii ou de moins de n équations, il

pourra se présenter deux cas : i" ou les conditions d'intégra-

bilité sont satisfaites pour le nouveau système et sa solution

complète sera solution de (i
) ;

2° ou les conditions en question

ne sont pas satisfaites, et alors il faudra traiter le nouveau

système comme le système (i), et l'on finira par décider, en

continuant ainsi, s'il y a ou s'il n'y a pas de solution commune
aux équations (i).

XII. - Problème de Pfaff.

Pfaff a fait connaître, en i8i4, dans les Mémoiresde l^Aca-

démie de Berlin^ une méthode pour l'intégration d'une équa-

tion aux différentielles totales, qui a une grande importance
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parce qu'elle a été le point de départ des travaux de Jacobl

sur les équations aux dérivées partielles ; nous allons l'exposer.

Le problème de Pfaff consiste, étant donnée Véquation aux

différentielles totales

(i) Xi dxi -'v X, dx^ -.- ...-!- X,j dxa — o,

dans laquelle X,, Xo, . . . , X,; sont fonctions de x^^X2j ••.,

Xn^ à la remplacerpar une autre renfermant une variable

de moins.

Un changement de variable consistant à remplacer ^,,

X2^ • . . par des fonctions jti, y-i^ • •, JK« de ces variables

transforme cette équation en une autre de la forme

Yi dyi -,- Y2 r/72 r . . . i- ^adfn -= O,

où Y^, Y2, . . . sont fonctions de jKi» JK25 • • • î mais on ne peut

pas demander que Y, = o et que Yo, Y3, . . ., Y ,1 ne contien-

nent plus y, ; en effet, pour résoudre ce problème, il faudrait

poser

Yj -- o, = o, .... — o,
Oy,

'

c^Ki
'

et ces équations ne sauraient en général avoir de solutions

laissant jKi 1JK2' • • -lyn variables.

Mais on arrive au but que l'on se propose en supposant

Y, = o et en faisant en sorte (\v\g y^ n'entre qu'en facteur

dans Y2, . . ., Y,/ ; nous sommes ainsi conduits à clierclier la

solution du problème suivant :

Etant donnée l^expression différentielle suivante, dans

laquelle la notation d\] ne représente pas nécessairement

une différentielle exacte,

<iU =^ X| dxi -h X2 clx^ -i- . , . -f- X,, dx,i

,

on propose de la transforme/- en

dU = Yi4>',-;- Y26//2 + . . --H "^ndfn,
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les quantités ¥<, Y2, . . . satisfaisant aux conditions

(2) Yi = o, Y2-Z2N, ..., Y„ = Z„N,

Z2, . . .^2j„ ne contenant pas y^

Les équations (2) peuvent être remplacées par les suivantes

( 2 bis) —~— = —-j^—- =.. .= h, Yi = o

en désignant par h la quantité /" -- Dans la suite, nous

désignerons par un d une différentielle relative à y^, les

variables yo? • • .,JK« restant constantes, et par un ô une diffé-

rentielle prise en faisant varier j^o? • • 'O'i' roais en laissant j^<

constant, et nous poserons

( 3

)

8U — Xi oxi ^- X2 o:p2 -^ • • •
-+- X„ ^Tn,

(4) dU = Xidxi-h- X^dx^-^. . .1- Xndxn.

Nous déduirons de là

doJJ = ^^dXiOXi-i- > Xiùdxi,

8 f/U =- y ôX,- dxi -f-y X/ 5 dxi

et, par suite,

8^U - 6/oU -= y (ôX,-f/:r/— ^X,-oj^/),

ou bien, en développant oX/ et <iX/,

— -T— dxi + -r— dx^ -\-. . . ] ox/
,

\âxi âxfi j J

ce que l'on peut écrire

En posant
dXi âXf

-7 -s dXi
J.

.

dx=>
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cette formule devient

(5) èdU -^- dùV =^^aijdxioa;j]

on trouverait, d'une façon analogue,

odU-dùV ::=^ hij dyi ùyj,

ha =-- o, b,j = ^ bji = _i — ^ ,

et, comme dj\_, . . , , dy,j, oy^ sont nuls, on a seulement

8 ^U - ^oU --. y b,j dy, ùyj,

et Y^ étant nul, ^iy= — -~-
-, et même, en vertu de {ibis),

hi^j = — /^ Yy, en sorte que

(6) ld\}~dlV>=~^h\jdy,lyj.

Or Yy est le coefficient de dyj dans c/U, et

d\i = Xi dxx -^ . . . ^ X„ dx,^

-T- Al h ... H- X,i -— ]dy
I
-{-...;

on a donc

i

la formule (6) devient alors

et, en vertu de (5),

^a,-jdx,è:rj ^ - hdy,^^yj(^X, ^ -4- ^\ !!^^^ • • • -^/«
-

—

ou
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Egalons les coefficients des quantités oj^<, of^, . . . , oy,,, il

viendra

-: r- . . . -r- \,i
—

) - O,

Or l'équation Yi = o peut s'écrire

et, comme on a

\ a/y <:/:p/ <;/^y = < )

,

l'équation précédente pourra se mettre sous la même forme

que les équations (7),

(7/«-., ;^«,vrf.v g- + /,./>•, (x, g +. . .-Hx„ g-^) = o.

I^e sjstème (7), (7 ^/.ç) entraîne les équations suivantes

/ ail cIti -4- «12 d^2 -+- • . ~r- ai„ dcr,i — Xi A <^/i = o,

1 a^i <:/a7i --h «99 dx^ -^. . .— aifi dx,i ~ X, h dji — o,

'^
)••

"

\ a fil dXi -r- a,i2 dx^ h- ... -h a,m dxa - r- X ,1 h dy^ — o
;

car il est linéaire et homogène par rapport aux premiers

membres de ces équations. Ce sont les équations (8) qui,

comme nous allons le voir, fournissent la solution du pro-

blème de Pfaff.

XIII. — Examen des divers cas du problème de Pfaff.

PuEMiKu CAS : Le déterminant ^^± cincu.» -. - a,i,i n'est

pas nul. — Alors n est nécessairement pair, car le déter-

minant en question est gauche et symétrique (t. I, p. 162).

Dans ce cas, les équations (8) peuvent être résolues par rap-
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port à c/^,, dx^^ . . ., clxn- Prenons alors h=. i, les équa-

tions (8) pourront être intégrées, de telle sorte que n — i

équations résolues par rapport aux. constantes d'intégration

ne contiennent pas jk<; une seule intégrale contiendra alors

cette variable. Prenons lo, JKs, • • • , JK« égaux aux valeurs des

constantes qui ne contiennent pas jKo et tirons jk< de la /i''"'"'

intégrale
; il sera déterminé à une constante près : je dis qu'en

choisissant ainsi /z, y,, jks, • • -, yn^ le problème de PfafF

sera résolu.

En effet, multiplions les équations (8) par ^iX^^ ox.,^ • . .

,

oj*;,^ respectivement, et ajoutons-les : nous aurons successive-

ment

7^ a,-j dxj oxi ,- A U dy^ — o.

2'atjdxi ùXj — A oU dyy,

à cause de «/y= — «y/, c'est-à-dire

^(d $L — od\:)~^ h oU dy,

ou bien

^ bij dyt oyj =^ /i ( Y, 0^1 -T- . . . -f- Y„ oy,, ) dy^ ;

en égalant alors les coefficients de o/i
,
q/o? • . • , on a

!^ii dy^ -:- 6i2 ^<r2 -^. . .^- hxa dya ^ hX^ dy^,

b,n dyi -t- ^,,2 ^-(r2 -^ . . . -t- '^«w t/x/i = AY„ dyi.

Or on a supposé jo, Ja, •••, J« constants; donc dj'o,

dy-i, . . . sont nuls, et les dernières équations deviennent, en

remplaçant 6^» ^^m ••• pSiV leurs valeurs o, -,— — ^?
_ — _— , . ,

.

,

c{/i dyi
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c'est-à-dire

O — II,
;,

— s — • • • — 'i — -, }

le problème de PfafF est donc résolu.

On peut im peu simplifier les calculs en intégrant les

équations (8), de telle sorte que pourj^i =.XÎ, on ait ^i ^=x],

.^2 = ^S, . . • ;
alors on a

Y - y "^-"^i -^ X "^^^
-+-1 ,• = Al -\- A.9 --— H- . . .

,

dyi dyi

er, par suite, comme j)7=^J* excepté pour ? = i^ on a

Y,. = X,^^^...^X„^,^,

Faisons, dans cette formule, ^^3=^J, x^^^ x\^ .... nous

aurons
Y.-X?,

XJ- désignant ce que devient X^- pour ^< ^= x\, X2^= xl^ . . .

,

en sorte que l'on a

Deuxiîîme cas : Le déteniiinant^, — f^
\ \ ^22- • .a,inestnul,

— C'est le cas où n est impair : le problème de Pfaff n'est

pkis possible, mais on peut dans ce cas résoudre un autre

|)roblème qui peut avoir son utilité, ainsi qu'on le verra au

paragraphe suivant. Intégrons, en effet, les équations (8) en

prenant A = o ; ces équations se réduisent à zz — i , distinctes

en général, et l'on peut prendre les constantes d'intégration

égales à ^27 y-^i • • •? ya- Supposer h nul, c'est supposer N
indépendant de y^ ; les équations (9), que l'on déduit de (8),

se réduisent alors à

On j)eut poser

'ôy'x~ dy-2~ '
*

' ' ôy^ ày^

^fi àyi
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les formules précédentes deviendront alors

et les fonctions Z^, . . . , Z/^ seront indépendantes àe y^\ d{]

prendra alors la forme

d\J = —^ ^/i -T- -^ c/72 -^ • • .
-^ ^2 <^72 -i- . • -+- Z„ 6/7„

fjl t;/2

ou

(10) Cl\j = d'^ ^- Z2 <^J2 + . . . -r- Z„ (5(/,i,

Z2,Z3, ... ne contenant pasj^,. Si toutefois la fonction ^ ne

contenait pas7^^, on aurait seulement

(11) c/U = Z2 6/72 -1-.
. .-r-'Z'a dy,i

Z!, , . . . , Z'/^ ne contenant toujours pas 74.

Troisième cas : Le déterminant 2^~ '^^h<^22 • • • (^f^im est

nul ainsi que tous ses mineurs JusquUï ceux d^ un certain

ordre. — On peut toujours prendre h = o, mais les équa-

tions (8) sont en nombre inférieur à n — i; on pourra

prendre toutes les constantes d'intégration distinctes égales

à des j'; les autres jk seront choisis arbitrairement, et, en rai-

sonnant comme dans le cas précédent, on voit que dU affec-

tera encore l'une des formes (10) ou (11).

XIV. — Application du problème de Pfaff à l'intégration

des équations aux dérivées partielles.

De ce qui vient d'être établi aux paragraphes précédents,

il résulte que ^expression différentielle

( A ) X 1 dxi -r X2 dx-i — . . . -T- X /i dxii
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est réductible à L'une des trois formes

(a) yd^idy^i-^...-\-\ndyn),

(b) Y2 6//2 -H . . . -h Y„ dy,„

{c) dyy-\-\^_df^_-\-. . .-^Y^dyn]

ces formes sont susceptibles d'une réduction ultérieure; les

formes (<:/), (b) contiennent une différentielle de moins que

la forme primitive. Je dis que l'on peut aussi faire disparaître

une différentielle de la forme (c) : en effet, la forme

est réductible à un des trois types

{d) z^{Z^dz-i^...^Z,idza),

(e) Zidzi-\-...-^Z,idzn,

if) dz2-^Zidz^-^-...-\-Zadza.

Si dans (c) on remplace Yo dy^ -\- . . . -I- Y,^ dfa par l'expres-

sion [d) ou (e), il est clair que l'on fait disparaître une

différentielle ; si on la remplace par l'expression (/) en posant

dz2 -\- dy^ = du, nous voyons que l'on fait encore disparaître

une différentielle. En opérant sur les formes réduites,

comme sur (A), il est clair que l'on peut encore faire dispa-

raître une différentielle, et ainsi de suite.

Considérons maintenant l'équation aux différentielles

totales obtenues en annulant l'expression (A)

X 1 dxi -+- Xg dcr.2 -i- . . . h- X,, dT,i = o
;

on pourra faire successivement disparaître de cette équation

p variables et la ramener à la forme

Yy;+i dyj>^i -i- Yp-^2 dyp+2 + ... 4- Y/, dfn = o,

et Ton y satisfera en supposant jK/j+m yp+2j - - •
-, fn égales à

des constantes; de là, comme on voit, plusieurs moyens de

satisfaire à une équation aux différentielles totales, en se

plaçant à un point de vue difféient de celui où nous nous
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sommes placés jusqu'ici, puisque cette fois nous admettons

que l'on a le droit de considérer plusieurs variables comme
fonctions des autres.

J'arrive maintenant à la conclusion de toute cette théorie

qui est l'intégration de l'équation auK dérivées partielles

du ..

{Vi.) — ^f{u, Xu ^2, . '^/n f, Pi, P2, ' •, Pn),

dans laquelle u désigne la fonction inconnue des variables Xt ,

^ , 1 j ' ' au du
. . , Xm t cl Pi, p.2^ . . . , p,i les dérivées ^— j -r— , • • •

,

uX\ uX%

Cette équation sera intégrée si l'on trouve des quan-

X 2, ' ' ' ") '^11 ^ ^ ^^ P i •) P i"!

du

ÔXa

tités u^^ p^, . . ., p,i, satisfaisant à l'équation aux différen

tielles totales

(i3) pxdxi p,idx,i -^rf dt — du H- o <://? 1
-+-...-!- o dp,i = o.

Faisons disparaître une différentielle du premier membre
de (i3) en appliquant les principes exposés aux paragraphes

précédents; les équations (8) se réduisent dans le cas actuel à

(i4)

de /dx,
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ait x^ = x% . . . , Pi = p% Il — u^i l'équation (i3) deviendra^

en vertu de la remarque faite p. i4o,

p\dx\ -T- . . .-^pfi dx% = du^,

à laquelle on satisfera en prenant u^ = tïï(^", x^, . . . , x^^)^

rn désignant une fonction arbitraire, et/;" = —-^- Alors pour
ax.

intégrer l'équation (12), il faudra donc éliminer hdyi des

équations (14)7 intégrer les équations résultantes en prenant

•^n ' ' • ^ P% • • • 7
'^** pour constantes d'intégration et rem-

placer ces constantes par leurs valeurs dans

U<^ = T,ixl ...,X%), P'.= —^ ••••

Cette méthode, comme on peut s'en convaincre, est identique

avec celle de Cauchy. PfafF n'avait pas pensé à prendre

^", . . -, yoj, . . ., 11^ pour constantes d'intégration; aussi ses

calculs étaient-ils beaucoup plus compliqués, et il était obligé

d'appliquer plusieurs fois sa méthode pour faire disparaître

successivement toutes les variables t, ^^, Xo, ..., Xn- Le

perfectionnement à la méthode de Pfaff, que nous venons

d'exposer, est dû à M. Darboux (Bulletin des Sciences

mathéniatiq lies
j
janvier 1882).

PfalTa exposé sa méthode dans un Mémoire intitulé : Metho-

dus generalis œqiiationes dlfferentiariun partiaj-iun, nec

non œqiiationes differentiales vulgares, utrascjue prinii

ordinis inter cjiiotcunicjue variahiles complète integrandi

(Acad. de Berlin i8i4).

Gauss {OElivres complètes) et Jacobi [Crelle, t. 2, cl Jour-

nal de Liouville, t. III, i''' série) ont successivement essayé

de perfectionner la méthode de Pfaff.

M. Cayley a indiqué un moyen simple pour résoudre les

équations (8) par rapporta <i^i, (^^2? • • • {Journal de Crelie,

t. 57); cette méthode de Cayley est exposée et développée

dans le Traité de Baitzer sur les déterminants (traduit par

IloLiel).
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XV. — Méthode de Jacobi.

Considérons l'équation aux dérivées partielles

(i) f{pi,P2, — /»«; a^i, ^2, . .., a-,,) = //,

dans laquelle/?! ,p2, • • • ^Pn désignent les dérivées de la fonc-

tion inconnue u par rapport aux variables j;,, x.2, . • •, ^n-

Nous supposons que u n'entre pas dans/; quant à h, ce sera

une constante arbitraire.

Intégrer l'équation (i), c'est trouver pour/;»,, p.j^ . . . . p,i

des fonctions de Xi, x^-, • • -, Xa rendant intégrable l'équa-

tion

du = pi dxx -h ... 4- pa dx,i

et satisfaisant à (i), ce qui permettra de calculer u.

JNous supposerons le problème résolu : alors on devra avoir

et l'on pourra supposer que les fonctions p soient données

par des équations renfermant des constantes arbitraires au

nombre de n^ y compris l'équation (i). Si l'on suppose ces

équations résolues par rapport à ces constantes, que nous

appellerons A, Ai, A^, • • • , A«_i, on pourra les présenter sous

les formes suivantes; nous y adjoignons (i) :

(3) f=h, fy^h,, f, = h,, ..., .A-i-A.-,.

Or, pour que les relations (2) aient lieu, il faut et il suffit,

comme on sait, que l'on ait identiquement (p. 90)

i(/,/l) = 0, (/, /2)-0, .... (/, A-i)-0,
(/l,/2) = 0, .... (/i, /,,„i) = f>,

'"I

La question est donc ramenée à satisfaire à ces équations

simultanées aux dérivées partielles, et il semble que l'on ait

L, — Traité d'Analyse, VI 10
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compliqué la question. Mais les équations (4) sont linéaires

et d'une forme qui les rend éminemment propres à l'intégra-

tion, comme nous allons le voir.

Si h n'est pas arbitraire, il faudra remplacer dans (4), pour

qu'elles soient identiques, Tuu des p par sa valeur tirée de (i ).

Si l'équation proposée ne renferme que deux variables, le

système (4) se réduit à la seule équation (/, y,) = o ou

()Xi dp
Y (Jpi ôxx ' c)x^ Op=i ôp^ dx=i

Pour l'intégrer, on écrira les équations

lp\ dp.y _ dxy _ dx=i

àpï\ôxxl \àx^j \<)p\)

et il suffira d'en connaître une seule intégrale pour résoudre

la question; en combinant cette intégrale avec l'équation

proposée, on en déduira/?, et/?2 ; en intégrant/?, dx^ -^ p^dx^,-,

on aura immédiatement une intégrale complète de l'équation

proposée. Les équations (a) sont les équations canoniques,

ou elles deviennent de telles équations en égalant la suite des

rapports («) à dx. L'intégration de l'équationy= o est donc

plus simple que celle des équations canoniques correspon-

<lantes, puisqu'il suffit de connaître une intégrale de ces équa-

tions distinctes dey:= h pour résoudre cette équation (c'est

du reste ce que fournit le tJiéorènie de Liouville).

Le cas où l'équation /'r= A dépend de deux variables est

donc résolu : passons au cas général.

Commençons par calculer la fonction y, ; il faudra pour cela

résoudre l'équation aux dérivées partielles (/,/,)=: o ou

j^ \ ÔXi Ôpi Ôpi ÔXi )

ou les équations différentielles ordinaires

dp\ _ dp=, _ _ _ dx
^ _ ^ dx^^ _

\OxJ \Ooc,.J \>)pj \,)pj
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OU, ce qui revient au même, en introduisant une variable

auxiliaire x^ les équations canoniques

(5) ^hi = — ÈL, ^Ipa^èL.
dx dpi dx àxi

Une intégrale quelconque de ces équations canoniques ne

contenant pas x et renfermant une constante arbitraire h^

fournira une équation/, ^ h^ qui sera Tune de nos équations

(3), ou, si l'on veut, la valeur delà constante h^ tirée de l'inté-

grale en question des équations (5) fera connaître une fonc-

tion / satisfaisant à l'équation (/, /) = o.

La fonction /"o doit satisfaire aux deux équations

(6) (/,/2) = o, (/.,.A) = o.

Si l'on connaît une seconde solution cp des équations (5), elle

donnera (/, '-p)= o, et, si elle donnait (/, cp) = o, on pourrait

prendre /2= cp. Dans ce cas, on aurait satisfait aux équa-

tions (6), et, dans le cas particulier où / ne dépendrait que

de trois variables, l'équation /= h serait intégrée par les

équations/= A, f^r^hs-, f-2
^^ h^. Le théorème de Liouville

permettrait d'ailleurs d'achever dans ce cas l'intégration des

équations canoniques.

Mais, en général, on n'aura pas (/, , cp) = o, mais bien

(/l: ?) = ?1' (/l' ?1 )
="

'f2, . . • , (/l, ?A-l) = ?A-,

'-p,, cp2, . . ., (^k désignant de nouvelles intégrales et ^^ une

constante ou une fonction des intégrales déjà obtenues; on

peut alors chercher parmi les fonctions de /, /, cp, tp,, . . .,

cp/f_, une expression y*o qui satisfasse à (^fy^ f2)^=0. On a, en

effet,

^J'^J-'^- Zdyxi\df dpi '

ôf, dpi do ôpi-

ou

(/.-/t)=(/.,/)^^-(/.,/.)5;7;

-(/.,.)f
-.-(/.,

?.-.)4J;
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Pour cela, on choisira une intégrale des équations canoniques

satisfaisant aux deux premières, ce que l'on est censé avoir

fait^ en appelant
<J>

cette intégrale, on posera ({;^ = ('}, /g),

('1, <]>i) = '^2-, • • •? puis on cherchera, comme tout à l'heure,

une fonction de <]>,, tl^o, • • • satisfaisant à(/2,/3) — o, et ainsi

de suite.

Il est bon d'observer que l'équation (7 ) s'intègre en posant

d^ _d^\ _ _ d'^k-\ _

ou

do doi d^k-\

ou encore

formule 011 Ton a remplacé f el f\ (qui n'interviennent pas

par leurs différentielles) par les constantes h et A,.

XVI. — Application.

i'* Proposons-nous d'intégrer l'équation

(l) PÎ-^Pl -H/>i-f-^f H-^l-i-^l =

on posera les équations

dxi dx^i dXf, dpi dp^ _ dp

Px p-2 Ps ^'i ^i ^3

d'où l'on tire les trois intégrales

pl-i-xl = ai, pl-\-xl=a2, pi -^^1 = ^3,

rt, , rto, a^ désignant des constantes. L'équation (1) et l'équa-

tion p'^ -\- x] = ai serviront déjà à calculer/?,, /?o, p^ ;
il nous

faut une troisième équation
;
pour cela, prenant/?^ -l- xl = a^,
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nous observons que (a,, 61.2)-= o; il en résulte que l'on peut

poser

p\ z- <7j — x-y,

pi = «2 XJ.

Ces équations font connaître />,, p.^, p^ et, par suite, sont les

intégrales du problème.

XVII. — Perfectionnements de la méthode de Jacobi.

Jacobi, dans ses Vorlesunge/i ilber Dynamik, a présenté

sa méthode sous une forme plus simple que dans les para-

graphes précédents. Supposons l'équation proposée /= //

résolue par rapport à p^ et mise sons la forme

(i) />!— 911(^1, ...,/', /^a, •..) =0,

l'équation/, =: ^^ sera déterminée par l'équation aux dérivées

partielles

(2) (y?,— cpH,/i) = o.

La fonction /, une fois calculée, on pourra mettre /, -= //,

sous la forme

et, en remplaçant p2 par cette valeur dans (i), cette équation

prendra la forme

(4) /?1— ^12(^1, • • ., Il, Ih, P3, . . .)==0

et ne contiendra plus p-j ; on aura d'ailleurs

{Pl—^12, 7^2 — »22) = 0,

puisque le système (3), (4), identique à f= A, /, — //,, esl

intégrable. On déterminera ensuite y'o parles équations

(Pl— ?I2, /2) = O, (/>2 — ?22, A) = O
;

par la méthode exposée plus haut, /^ une fois connu, on
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résoudra y^2 = /' 2 P^^'
rapport à p^ et l'on j)ortera la valeur

de /?3 trouvée dans (3) et (4), et ainsi de suite. Les systèmes

ordinaires que l'on sera ainsi conduit à intégrer seront de plus

en plus simples.

XVIII. — Règle à suivre pour intégrer une équation

aux dérivées partielles du premier ordre.

Soit

(I) / = o

une équation aux dérivées partielles du premier ordre entre

les variables x^^ x^^ . . ., Xn et les dérivées />i , />2, • • •-, Pn
de la fonction inconnue u. Si la méthode de Cauchy lui est

applicable, il faut la préférer à toute autre comme étant la

plus expéditive ; mais il peut arriver que le S3Stème d'équa-

tions à intégrer dans Inapplication de cette méthode présente

des difficultés rebutant le calculateur. Voici alors ce qu'il

convient de faire.

Je suppose que, par un moyen quelconque, on soit parvenu

à se procurer des intégrales de l'équation (i), c'est-à-dire des

équations

renfermant des constantes arbitraires et concourant avec (i)

à former un système faisant connaître une partie des déri-

vées/? : on peut chercher à compléter le système (i), (2), de

manière à connaître tous les /?, comme on l'a fait par la

méthode de Jacobi, et voici comment il faudra .procéder.

Observons que le système (i), (2) doit être complètement

intégrable, c'est-à-dire que l'on doit avoir

(3) (/(x,/v)-o,

et cela même identiquement dès que Ton aura remplacé une

seule des quantités p par sa valeur tirée de (i), puisque lu,

/i2, ... sont des constantes arbitraires; si nous voulons

trouver une nouvelle équation //,^_, = li/^^x à adjoindre au
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système (i), (2), il faudra qu'elle satisfasse aux formules

analogues à (3)

(4) (/,//cHl )=-<), (/,,/a.+ i) = o, ..., (/^., //,^,) = 0,

et ce sera suffisant pour obtenir un nouveau s^ stènie complè-

tement intégrable. Ces équations (4) sont linéaires et homo-
gènes : elles peuvent être remplacées par un système d'équa-

tions aux différentielles totales, et ce système lui-même par

un système d'équations ordinaires E, mais beaucoup plus

simple que le système primitif de Gauchy, vu qu'il contient

moins de variables
; il suffira d'ailleurs de connaître une inté-

grale du système (4) ou des équations aux différentielles

totales équivalentes.

On pourra ainsi adjoindre au système (i), (2) une série

d'équations de même forme et obtenir assez d'équations pour

calculer les p. J'ajoute que, si l'on pouvait intégrer complète-

ment le système formé de (i), (2) et/A^, = A^^,, on aurait

immédiatement la solution complète cherchée.

Enfin, je dis que l'on peut diriger les calculs de telle sorte

que les équations E, que nous n'avons pas écrites, soient

canoniques, ce qui peut faciliter encore les calculs à cause

des propriétés remarquables de ce genre d'équations. Résol-

vons, en effet, les équations (i), (2) par rapport à p^ ,
/>o, . . .

,

/?^_^, et mettons-les sous la forme

cp,, cpo, ... ne contenant plus /;,, /;o, . . . , Pk^r^ ?
représen-

tons/;^.^, par F; les équations (4) deviendront

(/?! — Cpi, F)=:0, ^/^2 — ?2, F') = 0,

ou bien, en supposant que de F on ait éliminé/;,, /^o, • . -,

/?A+M à l'aide de (5),

r)F ()F do^ d¥ ^'fi _
ôxx àp/i^-1 àxjf^-2 Oa"/,.+.2 àp^-^-'i

âF âF àoo ÔF t^92
, _

ÔX2 àp/^.+2 O^A'^2 OX/,.^2 àpk^2
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Ce sj'slème fournit les équations aux dlfTérentielles totales

— dxfcj^'ï = —*— dxi -!- —'

—

dx-i -4- . . .

,

^//?A+2 = ~— dx^ -^ —^ dXo
ôxk^^_ Oxk+i

et les équations E, dont nous pariions tout à l'heure, sont

dxi àpjc-^^ dxi Ox/^^i

Ces équations sont bien de la forme canonique : tel est le

perfectionnement considérable apporté par M. Mayer à la

méthode de Jacobi.

XIX. — Sur certaines conditions d'intégrabilité.

Soient /i, /^j ..., //^ des fonctions de ;^, />,, /jo, ...,/?//,

x^^ x.^^ . . . ^ x,i el ht, h.2, . - . , h,i des constantes déterminées

ou arbitraires. Proposons-nous de trouver les conditions que

doivent remplir les fonctions/ pour que, des équations

on tire, pour p^^ p^, . . ., /)«, des valeurs fonctions de u^

j:,, . . ., Xni telles que l'équation aux différentielles totales

( *2
) du = /»! dxx -+-/>2 dx^ -f- . . .-T- p,i dx,i

soit complètement intégrable (nous avons résolu p. 90 cette

question dans le cas où les /ne contiennent pas u).

L'équation (2) sera complètement intégrable si l'on a

(3)

ou

dpj_ ^ dpj^

dxj dxi

ôxj du^ •' dxi du ^"
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en désignant, pour abréger, par la notation -j- la quantité

DifFérentions l'équation f^^=^li^^ par rapport à Xi\ nous

aurons

/,, ^/"u. àf^^ dp^ àf^^ dpn
(4 ) ^ ^ i- . . .

4- --^- -f— = o

;

axi opi axi apa axi

àf df df
, .en représentant -^ [- p,- -— par -;— , on aura de même

' ôxi ^ ^ au ^ dxi

Multiplions (4) par—^ et (5) par — --^' et ajoutons-les; faisons

dans le résultat obtenu « =:= i , 2, . . . , /i et ajoutons toutes les

équations ainsi formées : on aura, en vertu de (3),

dU àfv dfy ^/p.\

^ \ dxi dp
==0,

dxi âpi

résultat que nous écrirons encore, pour abréger,

(6) (/[j., /v) = o;

telles sont les conditions au nombre de -—; auxquelles

doivent satisfaire les fonctions /pour que l'équation (2) soit

complètement intégrable.

Ptéciproquement, je dis que, si les équations (6) ont lieu,

l'équation (2) sera complètement intégrable. En effet, si l'on

pose
dpi dpi

dxj dxi
Pi.ij

A f

et si l'on ajoute les équations (4) et (5) multipliées par^,
A f

)' P"^^ qu'on somme les résultats par rapport à /, on



ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. J 55

trouve

en écrivant -7-^ -— ^ au lieu de -v— -^Ji ^, a cause de
()/?; épi dpj ôpi dpj ôpi

la relation



l56 CHAPITRE III.

Remarque II. — Les équations (/jj,, fy)=zo ne sont pas

toutes nécessaires pour que l'équation (2) soit intégrable, en

ce sens cju'elles sont satisfaites forcément quand d'autres con-

ditions plus simples le sont : c'est ce que nous allons établir.

On a identiquement

(fl, /h-v) ^- (/[X, /va) --
(fy, fl^) = 0,

quand on pose

(,/[Xj Jv) ~ Jypj-

Ce théorème, qui est la généralisation de celui de Donkin, se

démontre de la même manière, en remplaçant les expressions

symboliques parleurs développements. Supposons alors que

l'on ait

(8) /l2 = 0, /l-î=0, ..., f\n = 0\

on aura

(/n /23 ) -1- (/a , /i3 ) + (.A, /21 ) = o

et, en vertu de (8),

(/i,/23) = o;

/23 est donc une solution de l'équation aux dérivées partielles,

linéaire, homogène,

où V est la fonction inconnue. Si l'on assujettit V à rester

constant pour.r, = .rj, Vsera constant, quel que soit^, ; donc,

si/23 est nul pour x^ =^ ^", il sera nul quels que soient x^,

X.2, ..-, x,i. Ainsi, si les relations (8) ont lieu quels que

soient ^,, Xo? • • • . x,i et si l'on a pour x^^ x^^, quels que

soient ^2, -^a? • • • : -^/o

(9) /23=0, /2V = 0, ..., fin = 0,

ces relations (9) auront encore lieu quels que soient Xi,

Xo) .... x,i ^ ....
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On peut donc dire que, pour que l'équation (9.) soit inté-

grable, il suffit que

/i2=o, /i3 = o, /i/i = o quels que soient 371, 572, ..., a?/,
;

/23=0, /24 = f2n-0
quels que soient 372, x-^, . . .^ Xn

/si =^ o, , fzn = o
pOUVXi^X^l, X2=xl,

quels que soient 373, 37^, ...,x„,-

7

//i-i,« = o pour x^=.x\, ..., a7„_i = ^o_i quel que soit a-,^.

XX. — Nouvel exposé de la méthode de Jacobi.

Proposons-nous d'intégrer l'équation

(1) /=o-

On pourra trouver une intégrale en déterminant des fonctions

/m/2,/î, • • -, fn-i, telles que /?,, /;,, . . ., pn tirées de (i)

et (2),

(2) /l=0, /2=0, ..., /„_i=0,

rendent
du = Pi dxi -f- . . . -7- /»« dx,i

intégrable ;
or /o, /a, . . . doivent pour cela satisfaire aux

équations

(3) (/,/i) = o, {f,A) = o, ..., (/,/«-i) = o;

.^. U/l,/2)--0, ..., (/i,/,,_i) = 0.

Nous allons diriger les calculs de manière à retrouver la

méthode de Gauchj : à cet effet, nous intégrerons les équa-

tions (;^) de manière que, pour Xi = x^l, ^^pdx soit une

différentielle exacte; les équations (3) et les suivantes seront

alors satisfaites.
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qui se réduiront aux dérivées de tit; 2" les/? et les u seront

déterminés de manière à satisfaire à (i) et à rendre

2.pdx = du.

On retrouve ainsi la méthode de Cauchj.

XXI. — Intégration de deux équations linéaires.

Liouville a découvert un théorème qui se déduit bien faci-

lement de ce qui précède, et qui peut d'ailleurs se démontrer

directement; ce théorème, utilisé parBour et par Jacobi, peut

servir à l'intégration des équations aux dérivées partielles.

Soient

A(/)=A,f H-A.f +...~A,.^/,

A,, A.j, . . ., B,, Bo, . . ., /désignant des fonctions de ^^,

X.2, . . -, J^/i', A et B des s^^mboles opératoires définis par les

équations précédentes ; considérons les équations aux dérivées

partielles linéaires

(I) A(/) = o,

(•-0 B(/) = o.

La condition d'intégrabilité de ces équations est

: y pJÀ(/) ÔB(f) dAjf) r)B(f) l ^ ^
j^ \ ôxi dpi ôpi dxi J

'

èf
Pi désignant; pour abréger, -— • En effectuant les calculs, on

trouve

Si l'on tire />, et /?2, par exemple, de (i) et (2) pour les

porter dans cette équation, elle devra être identique-, mais il
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est clair que, si ceUe équation (3) est identique, c'est-à-dire

que si l'on a identiquement

(4)

les équations A(/)= o, B(/) = o auront une solution com-
mune, et il en sera de même de A(/)=: const., B(/)— const.

Il est facile de voir que, quand les relations (4) sont satis-

faites, et c'est en cela que consiste le théorème de Liouville,

on a

AB(/)=BA(/).

En effet,

ou

^^ ' ^ ' dXidXj"^Zd ' dXi dXj'

on a de même

B A(/) ^ y B, A,^- -^y B,
^^'- 1^

;

donc, en vertu de (4),

B :,/)-AB(/)==o
ou

AB(/)==BA(/);

réciproquement, cette relation entraîne

quels que soient /?,, /^o, • • • o^i les relations (4). Les for-

mules (i) et (2) ont alors une solution commune.
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Voici maintenant l'usage que l'on peut faire de ce théo-

rème.

Supposons que l'on connaisse une solution de A(/)= o,

et soit /*< cette solution; comme A(y,)=o, on aura aussi

BA(/O=oou AB(/,) = o; donc :

i" Ou B(y<) est une nouvelle solution de A(y')=: o;

2° Ou B(/i) est une constante égale à o, et alors/', est

aussi une solution de B(y") = o
;

3" Ou bien B(/, ) est une fonction de /", , ou une constante

différente de zéro.

Les deux premières liypotlièses conduisent à des résultats

dont l'utilité est incontestable. Plaçons-nous dans la première

nypothèse, et soit B(/,) = /.; alors B(/,) ou A B2(/, ) = o;

donc :

i" Ou B-(/<) est une nouvelle solution de A(/)= o;

2" Ou bien B-(/, ) = o, et alors B/, ou/o est une solution

commune à (i) et (2);

3" OnpeutavoirBH/,) = F(/M/2).
En supposant que la première hvpotbèse soit réalisée,

B-(/,) pourra être une nouvelle solution de A(/)= o, ou

B-(y,) est une solution commune à (i) et (2), etc.

Maintenant observons que la solution la plus générale

de (i) est une fonction F(/,
,
/o? • • •. fn^\) de Ji — i solu-

tions particulières /i, . . . , fn-\'i donc, si l'on ne tombe pas

sur une constante, B^(y, ) dans le cas le plus défavorable sera

une fonction de /,, /*2? • • -7 //, ces quantités désignant des

intégrales de (i). Prenons pour variables /<, f2y ..., fi cl

.2^/+!, o^i^o^ • • -5 -^u] voyons ce que devient dans cette hypo-

thèse l'équation B(/)= o. On a, en désignant par un d les

dérivées prises par rapport aux nouvelles variables,

¥
Ô.V,
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donc

B(/) = o = B,..,^f£+B,...^|:£-+...

Or la solution commune à B(/) et A(/)^ o peut être déter-

, df df '

^ ,minee en supposant -7-^— =^ o, -j^— = o? . - . , et alors on a

pour la déterminer l'équation B/= o, qui se réduit à

OU

Lorsque B/i est une constante différente de zéro ou une

fonction de /"i , cette méthode tombe en défaut, parce que

l'équation précédente devient

mais alors, si l'on connaît une seconde solution /"o de A/= o,

Jacobi a montré que l'on pouvait encore tirer parti de cette

circonstance en cherchant une solution de B(/) = o, fonction

de/i et/"2 seuls; on a

en supposant B(/< ) = t^, (/, ) et B(/2) ^ ^^{f^i)-

L'équation précédente peut s'intégrer par les quadratures,

en intégrant les équations

df, df.

alors on a la solution commune à (1) et (2

.. fili^ fi
J ^1 J ^



ÉQUATIONS ALX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. l63

Remarque. — L'intégration d'une équation aux dérivées

partielles

(0 A(/)=.o

est évidemment simplifiée quand on sait qu'elle a une solution

commune avec une autre équation

(2) B(/) = o-,

or une équation, telle que (2), sera connue toutes les fois qu'en

changeant Xi en ^, -|- sB, , ^2 en ^o 4- ^Bo, . . . , £ désignant

un infiniment petit, la fonction

dans laquelle se change/*, satisfera encore à (i), parce que,

alors, on aura

A[/4-eB(/)]=^o

et, par conséquent,

AB(/) = o;

mais, A(/) étant nul, on aura BA(/) =: o et, par conséquent,

AB(/) = BA(/), et les équations (i) et (2) auront une solu-

tion commune.

La substitution x^ -\- sB, , ^^2 + sBo, • • . est ce que l'on

appelle une substitution infinitésimale; il suffit, comme
l'on voit, d'en connaître une pour simplifier l'intégration de

l'équation A(/) = o.

XXII. — Transformation des équations aux dérivées partielles.

Soient c^, a, , a,, . . . , aL,i, [^i, [^2, . . ., p„ des quantités liées

entre elles par la relation

ôv
qui exprime que p/= -—

• Proposons-nous de substituer aux
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variables a, ,3, v d'aulres variables ;<, j:, ,
js^. • • , /^i , /^2« •• •'

telles que récjuation (i) se transforme en

( 2 ) du—pidxi-^- p-i dxt -A-. . .-^ pa dx,i ,

ou de telle sorte que l'on ait

(3) {dv~ pit/a, — . .. - ^adin)= M{du—pidxi — .. .—padxa),

M désignant un facteur quelconque. En clTectuant le change-

ment de variable, cotte formule devienl

Ou ''"^I,jh'''"-'-^¥'/''"

it, en identifiant,

au ' ' ()u
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Ceci posé, supposons que

(7) V = o

soit Je résultat de l'élimination de p<^ , /?2, • • -, Pn-i i^i ? • • •> ^n

entre les équations qui lient les x^ /?, u aux a, p, v^ en diffé-

ren liant cette équation, on a les formules suivantes :

ô\ o\ ùv ^. d\ doL/, _
dxi ' dv âxi ' .^ ày./,- ôxi

ôY dv "^ d\ ôoL/,-

ôv dp,-
"^

Jmà d^j- dpi

De ces équations, on tire

C'Y ù\ f^('ai,a. a.,) t^(t^, «i. «//

)

dv (te/ ()(/?!,/?.,, ...,/?„) c/(^/,/>i, ...,/>„)

el, en remplaçant .x/ par «,

()V àS <)(a|, a.2, . . . , a„ ) ^
r)(p, a,, . . . , a„ )

(^c ~ du à{px,pi.,...,pa) ' à(u,pi, ...,p,i)'

en divisant ces formules membre à membre, on a

_ / d\ y\\r à(v,'x^, ...,oc.,)
_ (^(r, a,, a2, ..., a,,)

^~\dXi ' du) YàyXi, pi, ...,pn) ' à{u,pi,p.2, .. .,pn)

c'est-à-dire, en vertu de (6),

ou enfin

âxi 'du

d\ d\'

et de même
dxi ^ du

d\ o dN

0%i dv

On peut donc énoncer le théorème suivant :

Théorème. — Soif V une fonction quelconque de u^ j",,

x-i, . . ., Xn\ Vy a,, a^^ . . .^ rj.ii si Von pose :

d\ dV d\ ^ d\

dr/ ' du dai ' dt^
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ces formules pennetLroiit de calculer les quantilés m, x^^

X21 ... 1 x,ii P\, P2^ • • •
? P/i ^f^ fonction de v^ , a, , . . . , a,/,

p, , poj • • •
5 i^« ; ^^j -^^ ^^o/i a

dit

on dura aussi

On le vérifie aisémenl comme il siiil : difl'éren lions V = o,

nous aurons

V^ (J\
,

o\ v^ ou , 'V ^> 7 o\ \^ av ,

.^d O.ri Ou Âmà ÙXi Mmà OOLi ÙV Ami ÔOLi

ou, en vertu de (8),

"^i^"- S)"^""-'- d^2("'- £)''^' ="•

il resuite de Ja que, si /:>/= ,- quel que soit i, on aura

p/= -— quel que soit i.
' Oii ^ ^

Celte théorie tomberait en défaut si les déterminants

(a)
Oipi, ...,pn) (>(Jij, ..., [i„)

étaient nuls. Alors les formules de transformation ne contien-

draient pas les/?, elles ne contiendraient pas non plus les ,8.

De là deux sortes de formules pour le cbangemenl de

variables :

i" Les transformations ponctuelles, dans lesquelles on

donne directement ç^ a,, ..., 'x,i en fonction de u^ .r,,

X2f • » • 5 X/i seuJs ^

2" Les transformations de contact^ pour lesquelles, les

déterminants (<7) n'étant pas nuls, les quantités c, a,,

a2, . .
.

, a,/ sont liées à ?/, ^,, . .
. , x,i par des formules où

entrent les p et les jîi.
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XXIII. — Méthode d'intégration de M. Sophus Lie.

Considérons le système d'équations aux dérivées partielles

simultanées

au _ du _ „ du _

dans lequel /"<
, f.,^ ..., fm désignent des fonctions des

variables x^, x^, . • -, Xn, ^i, ^o, . . ., tm et des dérivées /:>i

,

/?2, • • •• p,n de la fonction inconnue u^ par rapport à j;,,

(2) u= V -\- 0(^1, Xo, . . ., x,i, il, fo, tm, ^1, «0, . . ., a;j),

et supposons que, v, ai , ao, . . . , a^^ désignant des constantes,

u soit une intégrale de la première équation (i) en y sup-

posant t2, ^3, . . . , t„i constants. Prenons l'équation (2) pour

former une transformation de contact; en d'autres termes

(voii^ le paragraphe précédent), posons, outre l'équation (;>.),

les suivantes

les équations (1) deviendront, en substituant les variables (^,

a,, y..2, . . ., y.„, [^,, [3., . . .
, ,3,/ à //, ^,, . . .. .r,,,/>,, . . .

, /;«,

/',, /2, ... désignant des fonctions de a,, ao, .... [ii(,

^o, . . . , ^1, ^2? • • • " t^iw Mais la première de ces équations

doit être satisfaite en supposant v indépendant de t^ et se

réduire à — = o. Pour que les équations (4) aient une solu-

tion commune, il faut alors que la variable t^ ait disparu de

ces équations. Si donc la variable t^ entre encore explicite-

ment dans les équations transformées, celles-ci n'ont pas de

solution commune; si la variable t\ a disparu, on est ramené
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.

à intégrer le nouveau système (4) qui contient une variabl

/, de moins et une équation ^ — o dont on peut faire abstrac

lion. Telle est en substance la méthode de M. Lie.

EXERCICES ET NOTES.

1. Etant donné un système d'équations ordinaires (que l'on peut

toujours supposer du premier ordre), reconnaître s'il a des solutions

communes avec un autre système, et, dans le cas où il en est ainsi,

en profiter pour simplifier l'intégration de ce système.

2. Intégrer le système suivant qui admet une intégrale complète :

dx {y'z"—z'y')^cly {z'x"^ x'z")-^ dz {x'y"— y'z") ^ o.

dx' {y" z — z"y )^dy' {z"x ~-x"z) - :- dz'
(x"y — y" .r ) =:= o

.

dx"(yz' ~zy') -\- dy" [zx' ~ xz') -^ dz'\xy' — yx) = o.

(On peut observer qu'en ajoutant ces équations on obtienl une
combinaison intégrable.)

3. Trouver la condition pour que l'équation

„ du du ^, au
Pi -^ 1- l 2 T 1-, . .-f- Va T- = o.

âxi âx-î ôx,i

où Pi, P2, ... sont des fonctions de Xy, .r,, ..., admette une inté-

grale homogène, une intégrale complète homogène.

4. Intégrer le système

du —{3u'i-iQ,v)dx-i'{'2u-{-iii-') dy,

dv —{u-{-iv)dx-\-{ u -\- V ) dy.

(Proposé au Concours de Licence, à la Faculté de Paris, novembre
ï88i.)

T). Intégrer

yz^ dx -;- xz'-^ dy -\- (x-y- — xyz- ) dz — o.

6. Intégrei-

dx(y- — z- — ixy -t- 'ixz )
-+- dy (z- — x- — -lyz -h 'ixy)

— dz{x- —y- — '2ZX -^ lyz )
— o.
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7. Etant données deux équations entre .r, y, z et deux constantes

arbitraires a, 0,

cp(.r, r, z, a, 6) = o ) ( "i^i-r, j, z)= a,

l
ou }

'h{x, y, z, a, b)^o ) I W(x, y, z) =z b,

on peut supposer que x, y, z soient les coordonnées d'un point; ces

équations représentent alors un système de courbes; par chaque

point de l'espace il passe une de ces courbes. On deniande de trouver

les conditions pour que ces courbes soient normales à une même
surface, et de trouver cette surface quand elle existe.

8. Iilxiste-t-il des surfaces dans lesquelles le plan tangent soit

constamment normal an rayon vecteur issu d'un point fixe?
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CHAPITRE IV.

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR
ET ÉQUATIONS SIMULTANÉES.

I. — Préliminaires.

Si, comme nous l'avons vu, la théorie des équations aux

dérivées partielles à une inconnue est une des parties les

mieux faites du Calcul intégral, Ja théorie des équations

d'ordre supérieur est tout entière à édifier. On ne sait

presque rien sur ces équations : le nombre de celles que l'on

sait intégrer est fort restreint; encore n'en a-t-on, la plupart

du temps, que des solutions imparfaites sous forme d'inté-

grales définies qui souvent n'ont pas de sens précis. Peut-

être même ne connaîtra-t-on jamais la forme des solutions

de ces équations.

11 est vrai que, comme nous allons le voir, Gauchy a mis

hors de doute l'existence des solutions dans des circonstances

déterminées : il a prouvé que les solutions, pour une valeur

])articulière d'une des variables, se réduisaient, ainsi que leurs

premières dérivées, à des fonctions arbitraires; mais on ne

voit pas s'il doit entrer forcément des fonctions arbitraires

dans les solutions, bien que ces solutions dépendent de

fonctions arbitraires; d'ailleurs, l'idée de fonctionnalité dans

ces questions prend une acception vague qui rend leur étude

très obscure; on nous pardonnera donc si nous nous dépar-

tissons dans ce Chapitre de notre rigueur habituelle.

II. — Théorème de Cauchy.

Cauchj a démontré, pour la première fois, que tout système
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d'équations aux dérivées partielles contenant autant d'in-

connues que d'équations admettait une solution. {Comptes

rendus, 2^ semestre 18.42, p. 85; i"'" semestre i843, p. 469
et 484.)

Occupons-nous d'abord des équations dans lesquelles les

dérivées des fonctions inconnues n'entrent que sous la forme

linéaire, et considérons un pareil système résolu par rapport

aux dérivées des fonctions inconnues prises par rapport à

une même variable t. Nous allons prouver que :

x^^x^t ' • ' • x,i^t désignant des variables indépendantes,

«, ç^, w, . . désignant des fonctions de ces variables, R,

K', . . - , A,, A',, . . . , B,, B'^, ... représentant des fonc-

tions de x^^x^^ •••7^7 W5 ^^ '^^i • - • 5
on peut trouver pour u,

V, \v^ ... des fonctions satisfaisant aux équations

! du ^, , du . au ^ àv ,^ ôç- = K -[- Al h A2 -^ h. . . I- B, h B, -....
\ at axi ox-i oxx àx^

(i)
• dv

, ,, du ., au ,,, ôv ,^, ôv

/ (Jt oxi ax-, oxi ' ()x=>

et se réduisant pour t = Z** à des constantes données u^^,

Pour établir ce théorème, supposons d'abord que les

fonctions u^ ç^ w, . . . satisfaisant aux conditions énoncées

existent et soient développables par la formule de Taylor;

on aura

^ ^
^ \Ot/o 1.2 \0f^J,

l'indice o placé en haut ou en bas d'une lettre ou d'une paren-

thèse indiquant que l'on doit y supposer t = /".

Les relations (2) étant supposées exactes, il en résulte que,

u^. ç^, ... étant des constantes, les dérivées ^— » —-, -••
' '

' Oxi ôxi
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sont nulles pour t =1 t^ : alors les formules (1) donneront

(^' mr^^' m.--'' mr^" -
Ko, Ky, . . . désignant les valeurs de K, K.', . . . [)our / = /".

Différentions les équations (i) : nous aurons

à^H _ âK âK du àK âv

d'il d-

u

du fùS^x ()\\ du

dxyôt ' dx-iôt dxi \ ât ' du df

i fdK^ d\y du \

\ \dt '''
"du dt '"/

si alors on suppose / = /•', il vient

a 2 U \

Pour avoir les dérivées (
-—r ) ^ • •• ^ on difïérentiera les équa-

\dxldi/^, «

tions (i) par rapport à .r,, x^^ ... et l'on aura

d^-u dK dK du , d\u . d^ u
+ - -~

-f- ..." i- A 1 -—^ -h Â2
dxidt dxi du dxi dx'f

' dx^dx^

du /dAi d\x du \

dxi \ dxi du dxi '
' '

/

et, [)ar suite,

/ dU( \ / dK\ / d'-u \ / ^;K \

dx'^)l ) '^ y'dx'^ )
0'

\dxidt/(,^ \dri/o'

la formule (4) devient alors

Calculons ( --rr ) ; il faudra encoi^e différentier de nouveau les

é([uations (i) par ra[)[)orl à / et par rapport à ./,, x^, • • •<
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Xn-, |)uis on fera t^=zi^. On calculera ainsi successivement

loules les dérivées

ces dérivées seront des sommes de termes de la ibrme

/ rn^ d^2 ô^ d^ âJ

âvY
'" ^^

a,, ao, ...,-:, p, y, . . . désignant des nombres entiers et G
et I^ deux des quantités

K, A,. A2, ..., 13,, B,, ...,

K', a;, a;. . ., B'i, B'2, ...,

K", A';, a^, ..., b;, b;

Jl est lacile de calculer une limite supérieure des modules de

foules ces dérivées. En effet, on sait que l'on a (p. 5, t. TV)

-
' ' -ff ^•/- . . . (("l'^i^'y ... i'^

x'\, .c.,, . . .
, u\ i^' , . . . , t' désiguant des quantités positives

telles que Xi, x.y, . . .
, u^ ç<, . . .

^ t recevant des accroisse-

ments de modules moindres que ces quantités, ]j conserve nn

module tout au plus égal à A.

On pourra donc calculer une limite supérieure des mo-

dules des divers termes des séries (2), ce qui va nous per-

mettre de prouver qu'elles sont convergentes.

Considérons d'abord le cas où l'on aurait

A, = \,=..
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les équations (i) se réduisent à

du. du âç âç

, , . . du ^)i*
'

V
' ùxa ' dr, '

• •
' ^)x.

'

dx=,
(i bis) -" - = — — ' - ' -

àt dt XiX^ . . . uv . . . t

11 est lacile de trouver une intégrale de ces équations, il suffit

pour cela de prendre d'abord

et de déterminer B au moyen de l'équation linéaire aux déri-

vées partielles

X .
X., . . . ( „« + ) , .« + , . . . ( î^"- = A f + jx A^ + ;. ^dt \ ' àxi ' dx^2.

OÙ [i. désigne le nombre des fonctions u^ r, Pour intégrer

cette équation, on commencera par intégrer les équations

ordinaires

[X ;j. xix<i . . . ( z^o -h )

L'une des intéarales est

(5) log^-~ r (rl'-;xO)(x« !J.0)...(;iO-^6)...f/0:

c'est aussi une intégrale de l'équation aux dérivées partielles,

intégrale qui s'évanouit ])Our L =.- i^\ Si nous désignons par

y(8) le second membre de cette équation (5), nous pourrons

la mettre sous la forme

(G) /r:=^,e/(0) OU ^ — /O ==^O(e/(0)_i);

de cette équation on déduira des valeurs de «, c, . . . satis-

faisant à (i bis) et se réduisant k u^ , v^ , . . .
^
pour t = t^. Or,

en vertu de la formule (6), 9 est développable en série ordon-

née suivant les puissances croissantes de t — t^ ; tant que cette

variable l— t^ restera comprise à l'intérieur d'un cercle dé-

crit de l'origine comme centre ne contenant pas de racine

multiple de l'équation ((3), cette équation ne peut avoir de
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racine multiple que si/'(Q)=:0, c'est-à-dire que si 9 est égal

à l'une des quantités -'?•••
5 — u^ , — r^, . . . . Or, si l'on sup-

pose t très voisin de t^,/^^) sera très voisin de zéro; si donc

aucune des quantités -^^ •-•? — u^\ — v^, ... n'est nulle

pour t=tl, B, pour des valeurs de / voisines de t^, sera

développable suivant les puissances entières de ^— ^^, et cela

à l'intérieur d'un cercle dont on pourrait, si l'on voulait, cal-

culer le rayon.

Il en résulte que les solutions Ufs v^, ... des équations

(i bis), qui se réduisent pour t = t^ k u^^ v^ , . .
. ,
pourront se

développer en séries ordonnées suivant les puissances ascen-

dantes de ^ — t^ . Ces développements pourront s'efFectuer

par la formule de Taylor, comme on l'a fait pour les solutions

du système (i) supposées développables^ mais chaque terme

du développement de u^, ou de ç^,, . .
.

, aura pour coefficient

le module maximum du terme correspondant dans le déve-

loppement de «, r, . . . , supposé possible. Donc les séries (2)

sont convergentes entre les limites des variables pour les-

quelles A, B, ... ne prennent pas le module maximum xV.

Reste à prouver que les formules (2) résolvent bien les équa-

tions (i); c'est ce que l'on établira comme il suit :

Différentions (2), nous aurons

du f du\ ,
./à^H'\ àv

or (-^-) n'est autre chose que le second membre de la pre-

mière formule (i) où Ton a fait t =z t^
; (tt) ^^^^^ autre

chose que sa dérivée relative à C dans laquelle on a fait

t= t^^ ... ; donc les seconds membres des formules précé-

dentes sont les développements en série des seconds membres

de (i) : ces équations sont donc satisfaites.
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III. — Complément et discussion des théories précédentes.

Il est prouvé que, pour des valeurs de t voisines de t^, les

équations (i) admettent une solution u, v, . . . , les fonctions

u^ r, ... se réduisant à des constantes u^, ç^ , . . . pourvu

que /^5 ^^, cTÎÎ, . . . , a^^ ... ne soient pas nuls; mais il est

facile de voir que ces conclusions subsistent encore si t^ = o,

j;*J
r= o, ^^ = o, . . . , u^=:o, ... ; il suffit pour cela de faire

subir aux formules (i) un changement de variables consistant

à augmenter w, c^, . . . . ^, , .^2, . . . , ^, ... de quantités con-

stantes.

Maintenant nous allons prouver que l'on peut toujours

intégrer les équations (i), de telle sorte que, pour t = t^, u,

(', ... se réduisent à des fonctions données de Jt*,, x-y^ • •

,

Xat à savoir cp, •-!>,...

.

Posons

pour i^^i^^ u^ V, ... devant se réduire à o, '];, ..., U,

V, ... se réduiront dans la même hypothèse aux constantes

//", r", ...
;
quant aux équations (i) elles deviendront
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mais les fonctions w, c, . . . n'en exisleront pas moins pour

toutes les valeurs des variables pour lesquelles cette circon-

stance exceptionnelle ne se présentera pas.

Les équations (i) ne possèdent qii' une seule intégrale

dé\'eloppable en série ordonnée suivant les puissances de

t — t^, telle que u^ v, . . . se réduisent pour t =i t^ à des

fonctions données ©, 6, . . . de x^, .^o, . . ., x,i.

Si, outre l'intégrale w, v^ ... jouissant des propriétés

énoncées, le système possédait une seconde intégrale jouis-

sant des mêmes propriétés, on pourrait représenter cette

nouvelle intégrale par u -\- z, v -\-'r^^ ...
;
les fonctions £, r,, ...

devraient alors s'annuler pour t =: t^. Si alors, dans (i), on

remplace u par « -f- £, p par p 4- r,, . . .
, on aura, en marquant

par un A les accroissements que subissent alors les diverses

fonctions qui entrent dans ces formules,

dit ôz
* i . / <)^' àz

dt dt
^
( du dz \

Si l'on fait alors usage des formules (i), puis si l'on développe

AA,, AAo, . . . suivant les puissances de s, de y,. . . . , on aura

';?=AKH-AA,-^+(A.-HiA,)/^^-^...

^"'
'^==AK',^AA',f .-(A;^AA;)-/i^.....

Or, si l'on suppose £ etr, développés par la formule de Ta^lor

'f;^'
>

[)uisque s et ri sont nuls pour ^ = t^\ on voit que tous les

termes du second membre de la première formule (B) seront

infiniment petits de l'ordre a au moins, tandis que le premier

membre sera de l'ordre a — i : ce résultat absurde montre que

£, Tj, ... sont identiquement nuls. c. q. r. n.

L. — Traité d'Analyse, VI. 12
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Remarque. — Il peut arriver que des équations aux dérivées

partielles linéaires, bien que distinctes au point de vue algé-

brique, ne puissent pas, comme nous l'avons supposé, être

résolues par rapport aux dérivées des fonctions inconnues

prises par rapport à une même variable; nos conclusions

tomberont alors en défaut : ainsi le système

du dv du ()v _

ne peut avoir pour solutions cjue u -{- v = consl. Plus géné-

ralement, les équations

AL
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même variable : il pourra se présenter sous la forme

, . du r)v dw ,

<> d7=î' Tt='^' -01=^' •
M, ç, (P, . . . désignant les fonctions inconnues, ^,, œ.,, . . .

,

x,i, t^ les variables et cp, y, 'h, ... des fonctions de ^,,

x^, . . ., Xn, t et de/?,, 7^2, • • ., ^., ^2, • • ',J\,r., . . . , en

posant pour abréger

dv dw
^' dxi ùxi*

''

ùxi

Intégrer le système (i), cela revient à trouver des fonctions

w, r, . . . , /?i, qt^ . . . telles que l'on ait

/ du = pi dxi -^ . . .-r- p,i dx,i -f- odt,

( '2

)

dv — qi dx^ -\-- --i- qn dx,i -{- y dt,

pour cela, il suffit de calculer p^ , y?2? • • • , Qk^ ^27 • • • de telle

sorte que les seconds membres (2) soient des différenlielles

exactes; les valeurs de w, v^ ... seront alors fournies par

des quadratures.

Pour qu'il en soit ainsi (p. 202, l. III), on a vu qu'il suf-

fisait que l'on eût :

]" Quels que soient ^,, Xo, . . . , ^,

ôpi _ ( d'^ \ __ à'S) "^ do dp/,- '^ ôo àqi-

M^ ùpk ôxi X^ ôqj^ dXidt \àxiJ dxi .Âmi ùpi; dXi MU ùqi
k h

Ùt \àXiJ ÙXj Jmd dpk ÔXi~^ Jmd ôqi: dXi

2* Que Pi, p.;>i •••, p,i fussent les dérivées d'une même
ionction de x^, x.j, • • -, x,i pour une valeur de t^ particulière

de t\ que q^, qi-, • -, qa fussent les dérivées d'une même
fonction de x^^ x^^, . .

.
, x,i pour la même valeur t^ de t^ etc.

C'est ce à quoi l'on parviendra si, considérant les équa-

tions (3) comme linéaires aux dérivées partielles par rapport
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^ Pm p-ij • ' •) (Jm (Ji^ • y
on les intègre de telle sorte que,

pour t = t^, on ait

Pi
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on lire u^ v, w et leurs dérivées pour les porter dans (i), ces

formules (i) deviendront des identités, c'est-à-dire seront

satisfaites quels que soient ^,, x.,^ ..., Xn, ci^ b, c. Ceci

revient à dire que, si des formules (3) on tire les valeurs des

du âv div 1 1 / \ 1 .
• .1-—-? -T— 5

-— pour les porter dans (i), les équations résultantes

seront identiques quand on remplacera u^ c', w par leurs

valeurs tirées de (2); mais elles sont identiques sans qu'il

soit besoin de faire cette dernière substitution, car on peut

toujours choisir <2, Z>, c de manière à faire acquérir à ^^, r, w
des valeurs arbitraires, et, comme elles ont lieu quels que

soient <2, 6, c, elles ont aussi lieu quels que soient u^ v^ w.

Ainsi les fonctions F, G, H, si elles existent, satisferont

aux équations différentielles obtenues en remplaçant dans (i)

du àv àw . . r ' ^ i'y\ --—
^
-—

-)
—- par leurs valeurs tirées de ( ), a savoir

ÔXi àxi ÔXi ^ '

<4)

ou



102 CHAPITRE IV.

qui sont identiques, se transforment dans les équations (i),

qui alors sont identiquement satisfaites.

Les équations (i) ont donc aussi une intégrale générale;

car, si l'on fait ^, = ^J, on peut faire en sorte que F, G, H
deviennent des fonctions données de x^^ ^3, . . . , Xn-, if, r, (v,

et, par suite, on peut faire en sorte que, pour x = x^l, les

équations (2) fournissent pour u, ç^ iv des valeurs données

fonctions de ^27 ^•^, • • • , ^n- c. o. f. d.

VI. — Équations aux dérivées partielles d'ordre supérieur.

Les équations d'ordre supérieur au premier, aux dérivées

partielles, se ramènent facilement à des équations du premier

ordre et, par suite, sont intégrables. Pour ne pas compliquer

les choses, nous considérerons une seule équation à une seule

inconnue u

I du du d^-u \
<f(^«,x„^,. ...,^,j-, ...,^, ...j=o;

il est bien clair que l'on peut remplacer l'intégration de cette

équation par celle des suivantes

W, ^1, X2, . . .
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VII. — Méthode de Cauchy pour l'intégration des équations

linéaires à coefficients constants.

Soient u^ v, (v, ... des fonctions inconnues des variables

/, Xj y^ G, ... et L, JM, N, . . . des fonctions linéaires homo-

gènes et à coefficients constants de u, c, w et de leurs dérivées

en nombre fini, relatives à t^ oc^r, ...
; soient enfin

des fonctions données de x, y, ..., t\ nous allons montrer

comment Cauchy a intégré les équations linéaires et à coeffi-

cients constants {Exercices d'Analyse et de Physicjue ma-

thématique, t. I, p. 76)

. /
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les formules (i) pourront alors s'écrire

s[.(u,v,.,.,-,-...,../^T....,^iy,...)-/a,...,o]^o,

et les formules (3) donneront les solutions des équations (i)

si l'on détermine U, V, W, ... au moyen des équations

linéaires ordinaires

L(u,v....,^J4,....u./^....,'|^,...)-va,..,o=o,

dans lesquelles t est seule variable indépendante. Supposons

que l'on intègre, par exemple, par la méthode de Gauchy

(y). 296, t. V); les équations (4) de telle sorte que, pour t = Iq,

U^ V, ... se réduisent à des fonctions données u^, <^*^, ... de

ç, -fi, C, . . .
;
que leurs dérivées -—

?y • • • se réduisent aussi a

des fonctions données (si c'est possible) pour t = t^^ . . ., les

valeurs de u, ç, . . . données par les équations (3) jouiront de

la double propriété :
1" de satisfaire aux formules (1); 2" de se

réduire, ainsi que leurs dérivées relatives à ^, à des fonctions

données de x,y, z, . . ..

VIII. - Application a 1 équation ^~ = a'-
(
-— + -^^ 4-

-j^ j
•

Proposons-nous d'intégrer l'équation

que l'on rencontre dans la théorie de la chaleur. Il faudra
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1)0 ser

et Intégrer l'équation

d'où l'on tire

(0- désignant pour abréger a- -h p- H- y' ^^ /(Ïj '^i- î) dési-

gnant une fonction arbitraire; on aura alors

-flLflf
/-Trv, ^

,
^ ^u ,.r,. .drxdld^jdr, d^(dt

1 7t -2 TT

et ?^ se réduira k /\x,y^ z) pour t = Ôq. On peut écrire cette

solution sous la forme

da d\ d'^ dr, djdX^

et même sous la forme

I

if^ ^
I f yy y re-''-^^'('-'"'cosa(;^-~ Ocos|3(j— rJcosY(^ —

O

V '2- '2 7r '2 7Ï

Or on a (p. iGo, t. llf)

en faisant usage de cette formule, (i) devient

e-'i-'J.--ii-U) cos oc {ç — x) doc = ^-^==^ e ^t'-/«';

' —Al -ri, l)e M^-'o»^^r/-^r/Ç,

\/iTza{t — t^)Y
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en posant pour abréger /'- = (ç — Jo)- + {'fi —y)' + (î — ^)'
»

on simplifie un peu celte valeur de u en posant

et l'on a

"=./77; XI
-/(x -f- '2X sll-t^, . . .)e-(>-+F^+^^''^X r/;jL ^v.

IX. - Intégration de ^-^ = «^(^^- + -^-, + ^^

En appliquant la méthode de Caucliy, on a

J '^ ^

et U est déterminé par l'équation

rf..
- -H^'-P»-T^)U,

d'où l'on tire

U = F(ç, Tj, ^cosap^ H /(ç, Tj, Qsinap/.

En posant pour abréger

la valeur de u se représente donc sous la forme

/ r r , , ,^ , ,
,-- doL de dâ dr\ dy d^

et se réduit à F(^,y, ^) pour ^ — o; sa dérivée relative à /

se réduit dans les mêmes conditions à/(^, y, z).

Occupons-nous d'abord de la seconde intégrale et consi-
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? dàrons a, 3, r; x, y^ z et ^, r^, u comme des coordonnées :

posons

^ = ^ -I- r cos']; sin 0, yj
— j/ -f- /- sirn]; sinO, ^ = ^-h/-cosO;

f
/', 0, 'h seront les coordonnées polaires du point ^, rj, (J. Pre-

nons pour nouvel axe des z la droite qui joint les points

x,j^ z et ç, 7,, Ç, et posons

a = p cos<I;'sinO', [3 = p sin»];' sinO', Y==pcosO';

p, B', 'V seront les coordonnées polaires du point a, p, y. La

seconde intégrale, qui figure dans la formule (i), prendra la

forme

/^oo /^'-^ /^TC /^"^ ^271 x-»2TC

f ô-j / / / / / ;
/(^--rcos^sine, ...)

»-'Jo 'A. -^0 '^0 -^. Jq

X — sin a p ^ e/pcosO'v'=l p2 ,.2 gi^ 0' sin6 ^p c/r <:/6 cW cW d'h
;

l'intégration peut être effectuée par rapport à Q' et par rapport

à 'V; on a alors

—r I I I I f(x -\~ r cos<li sin^j . . .)

X sin a p ? sin p r - sin Ô <ip <^r <iO d'b

ou bien

-^ /(^^- /'cos(Lsin6, . . .)
^ Jo ^0 '-'0 -^0

X [cosp(«^ — r) — cosp(a^ -h r)] - s'mb dp dr d^ d'^

ou bien encore, en supposant l'intégrale suivante finie,

.7r^2 / /
/ /

/(a-4-rcos4;sinO, ...)

X cosp(rt^ — r) - sinO <:/p dr c/ô c^J;,
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c'est-à-dire, en vertu de la formule de Fourier,

tt: / / /(^ -T- «^ cos<]> sinO, jK -h a/ sin']/ sinO, ^ -f- a^ cosO)^ sin ^0 d'h.

Dès lors, il est facile de voir que la formule (i) peut se mettre

sous la forme

u
4

— — I / /(a? + a; costl» siii6, j^ + a^ sin<|> sinO, ^ + a^ cos6)^ sinO <:/0 <i'^

Cette transformation de la valeur de u a été effectuée par

Poisson (^Nouveaux Mémoires de VAeadémie des Sciences,

t. IIIV

. ,. . , ,,. . 'Pu âHt (Pu
X. — Application a 1 équation h ~— -h -—- — o.^^ ^ OX' Oy'^ àz^

Proposons-nous d'intégrer l'équation

ô^ii d^u d'il _
'ùx^i'^ ~ôy^^ ôz^ " ^'

de telle sorte que la fonction u prenne des valeurs données

sur les faces d'un parallélépipède donné. Soieat x=^zh a^

y = ± 6, ^ = ib c les équations des faces de ce parallélépi-

pède : nous poserons

les limites de l'intégrale étant infinies; jious aurons alors à

déterminer cp par l'équation

d^o

on aura donc

-^-(a2+p2),p^o;

Q = Ae-v^a-^+li-^-f- Be--v/j'-^+[:i\
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Délerminons A et B, de telle sorte que, pour 3 = dz c, on ait

^=/i(^) '^.) o^O'^i^, 'fi); il faudra que

donc

À<
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et la fonction C2 aurait toujours été déterminée de la même
façon. Les développements en série sont souvent emplo^'és

en Physique mathématique.

XI. — Sur lequation y^ -^ kq -y- = »•

L'équation

d^-u du
(')

. d^ + '^d^^"

est célèbre : elle se ramène à la forme linéaire à coefficients

constants en posant

on a alors

d'^ If du

nous l'intégrerons par séries et nous poserons

a — -i-oo

a= — 00

Nous aurons alors

et l'on satisfera à l'équation (2) en posant

do
—7^ -r- a^co ^ o,
dt

c'est-à-dire

cp = G e-'^'-'
;

on aura alors

u=^ r_L Ce-^'i+^^^-'^^^'-'dl
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C désignant une fonclion arbitraire de ^ et de a. Si l'on rem-

place t par — |log^, on aura l'intégrale de (i)

ou encore

si l'on fait G = — ^-î on trouve
4a

c'est-à-dire (p. 354, t- IV)

u = ~ W
'1

XII. — Sur une sorte de paradoxe.

Considérons l'équation très simple

du d- u

(jji peut l'intégrer de deux manières par la méthode de

Gauchy, et faire dépendre sa solution de l'intégration d'une

équation ordinaire du premier ordre en t, ou du second ordre

en X. Dans le premier cas^ la solution renfermera une fonc-

tion arbitraire de x\ dans le second, elle renfermera deux

fonctions arbitraires de ^ : il y a là une sorte de paradoxe qui

se présentera évidemment dans un grand nombre d'autres cas

et que l'on peut, sinon faire disparaître, au moins expliquer

en partie au moyen du raisonnement suivant dû à Poisson.

Essayons de développer la fonction u qui satisfait à

l'équation (i) en série, par la formule de Maclaurin. En
ordonnant d'abord par rapport aux puissances de t et en



192 CHAPITRE IV.

prenant a arbitrairement et égal à o[x) pour ^ = o, on aura

et, par suitC;

au contraire, si l'on se donne u et — respectivement égaux

à 'h{l) et -/{t) pour ^ = o, on a



ÉQUATIONS d'ordre SUPÉRIEUR. 198

Ce calcul, à notre avis, n'explique pas complètement le

paradoxe, parce que rien ne prouve que (2) et (3) soient

les intégrales les plus générales de ( i ) : rien ne prouve non

plus que la méthode de Gauchy fournisse l'intégrale la plus

générale de cette équation; d'ailleurs, les conditions de con-

vergence imposées aux séries (9,) et (3) ne permettent pas

de considérer o, y, 'l comme des fonctions tout à fait arbi-

traires; des conditions analogues sont imposées aux fonctions

en apparence arbitraires qui entrent dans les intégrales de

Cauchy. Quoi qu'il en soit, il plane un nuage sur la théorie

qui nous occupe, et il est bon de le signaler, bien qu'il ne

nous soit pas possible de le dissiper.

XIII. — Intégration d'un système à plusieurs inconnues.

Désignons par w, ç, w trois fonctions inconnues de œ^

jr, ^, t, et par A, B, A', . . . des symboles opératoires définis

par des équations, telles que

d- u ,
^2 u ,,

â^ Il , d- u

dx- ôy- dz^ ôydz

d'-n , ù'^it „ d^-u . d^-ii
cil a", —-— -\- ihi

ôx'- ' dv^ ' c)52 ' àyâ.

<2, 6, a', . . . , a,, . . . désignant des constantes, en sorte que

Au désignera une fonction linéaire des dérivées secondes

de u^ prises par rapport à ^, JK, ^, mais non par rapport à t.

Les équations

d'^ii_ =Au -hB'V-hB'w,

(1) f 4^ = B"f^ 4- AV -4- B w,
1 Oi'^ôt'-

se rencontrent dans les questions les plus importantes de la

L. — Traité d'Analyse, VI. i3
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Physique mathématique : alors x^ y, z désignent les coor-

données d'un point de l'espace et t le temps; quant à w, ç,

w, ces quantités peuvent, suivant les cas, avoir des significa-

tions diverses.

Pour intégrer les équations (i), nous suivrons la méthode

de Gauchy, et, posant en général

^/(^,r, z, f)

ii^Î fffff f •^*'^^' ^" ^'
/)ev'-i[(|-^)oc+(-o-j)3+.^-z)y] ^/J da dr, d'^ ci^ d,

nous désignerons par w<, ^<, w^ des fonctions de \, Tj, Ç, /, et

nous ferons

"=S"" "=8"" "'=S"'''

alors nous aurons

^ ~ O df^
'

d^ ^i^'dF' 'dt^~~Odt\'

En désignant par P, P', P'', Q, QS Q" les quantités

que l'on obtient en remplaçant dans A?^, B«, . . . , les dérivées

relatives à x-, y-, ^-, yz^ . . . par a-, p-, y-, |3y, . . . , et si

l'on porte ces valeurs dans (i), ces équations deviendront



ÉQUATIONS d'ordre SUPÉRIKUH. IqS

et l'on y satisfera en déterminant Ui, (^i, iVi au moyen des

équations

dUii

(2)
df^

dp
1 =Q'«i-f-Q(;i + P"«',.

Nous allons intégrer ces équations de telle sorte que, pour

^ = 0, z/|, V\ et w^ se réduisent respectivement à o(^, r,, Ç),

X(?' '^7 ?)' ?(^' '^i'
et que leurs dérivées ~^, ^, -^- se

réduisent alors à cp', y', ^^ Alors S//,, S(^i, Stv, satisferont

à (i) et se réduiront dans les mêmes circonstances à

d{x,y,z), f{x,y,z), ^\x,y,z),

et cela en vertu de la formule de Fourier.

Conformément à la règle donnée par Caucliy (t. V, p. 296),

on posera

F(.):

W>1
C^ F(5)

P - 52 Q" q;

Q" P'— 5-2 Q
Q' Q P" — s'-

et Q,, 825 ^3 seront déterminés par les équations

ei(P — 52)M-02Q"+ 03Q'= XF(5),

OlQ'^02(P'— 52)-i-03Q r=. ÎJlF(5),

Oj Q' ^ 62 Q + 03(P" - 52) = V F(5),

en sorte que l'on aura

^F

b\s)
Vl^ Wi

\, [JL, V désignant trois fonctions linéaires arbitraires de 5 dont
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nous allons disposer pour satisfaire aux conditions iiiitiales.

Pour ; = o, on a

,. /, ÔF d¥ dF

0\ dV ' dQ" dqj F {s)

diii _ p/. ÔF ^ !^^\^1_.
dt ~ ^y'dv'^'^ oq;""^' àç^) Fks)'

r (5) est du sixième degré, -p du quatrième et -—,5 —^ du

second, ces deux derniers polynômes ne fourniront pas de

terme au résidu. Si l'on remplace alors \ par dis -i- n et w,

au
L ,.ov rr'par cp, —— par cp , on trouve

P ^F T

o = ,) ms -

(^ 'JP F (5)

P ^F 1

de sorte que

_ p 6'-^^f.Ç':)-^-'^') r)F

'''-^e.'^F(7)^" r)P

ou, remplaçant ".p par/(5), qui sera du quatrième degré sans

termes de degré impair,

ou

et, par suite,

u=- ^^. ffjfjff'^^ '^"^ '^^' "^'^ '^^ '''' '^'

F(.)

('et (V se calculent de la même façon; on peut simplifier cette

solution. Considérons, en effet, a, [^, y comme des coordon-
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nées rectangulaires
;
soient alors r la distance du point a, ^, y

à l'origine, a, b, c les cosinus directeurs du rayon r, et posons

a = r<2 = r cosi]; sinO,

p = rZ> = r sinil; sin6,

Y
— rc = r cosO.

Soient a', 6', c' et a'', 6", c" six cosinus directeurs de droites

formant avec /^ trois directions rectangulaires : posons

^ = a^'-f- a!r{ -\- a"Ç',

t= c^'h- c'r/-!- c"C;

posons enfin

5 = a r y/— i

et observons que les coefficients P, F, P'', Q, Q', Q'^ con-

tiennent a, [3, Y au second degré sous forme homogène, e»

sorte que

F(a/V—^) et /(a/V^)

peuvent se mettre sous les formes

;.3F(crv/=^) et rV/(a/=T);

la formule (3) deviendra

d7u = — —^ ffff ff fr-drsïn^d% d^ d^ dr,' r/^',

r2F(Œ/-i) -^^

/i désignant, pour abréger, la quantité,

ax -^ by -^ cz =1 X co?,^ sin6 -h jk siin]; sin6 -{- s cos6.

Si Ton effectue les intégrations relatives à'/)' et Ç', en appelant

^{^) et ^'{l!) les intégrales de o{^ , r/, Ç') et cp'(^',T/, Ç% on
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a cette valeur plus simple de a,

(2
^-T^ f f fffdr sin rfO d'\> d'r' r drs

ce qui peut encore s'écrire

^.= -'- ^, fffffdrsïn^d^d^d^.'d.er^^l'-^^^oo îZl^V^)

+/^4 fffffdrsin^dOd^ d^d.er^~^^^-'^-^t) îl̂ ^ v/-])
,^ {'iT.)'*dtJ J J J J ^^

alXav/-i)

Cette fois la formule de Fourier permet de faire l'intégra-

tion par rapport à /'et Ç'; mais, comme ;* ne varie que de oàoo,

on prendra pour limites

—

zo et +c/d en divisant le résultat

par 2, ce qui donne

Il = 4mA — crO/(c7v/— i)^—,^,fffsm%d^d^da , ^

^ r 7 -r / / / sui â?6 (id; rtfj —

^

, ,^

On trouverait des valeurs analogues pour ç et w, les limites

pour B et tj> sont o et tt, o et 27c.

XIV. — Intégration d'un système d'équations linéaires

et à coefficients variables.

La méthode de Lagrange s'applique très bien au système

suivant considéré par Jacobi,

X ^-^ -^ X ~i + -f- X -^-^ = u
'
dCPi

'

^ dX2 • • •
'

«
^_27/j

'
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dans lequel X,, Xo, • • • , Ui, Uo, • • • sont des fonctions quel-

conques des variables Xi^ x.y, • . • , ^n et des fonctions incon-

nues i/i, U2, . .
.

, u,n. En efiet, remplaçons ^ par/>,7 : nous

aurons

<) ;
-•••

f Xi/?,«i -h X2/?/«2 +• • • "T~ X,j/>/;2re ^ U/,i ,

or on a

dui — pwdxi -l-/?i2<r/^2 -+-. . .-h/?i«<:/^«,

»

C^^«/// = i^ml dXy -hpmi «^^^2 H- • • --r-pmn dxa-

Si l'on tire /J»n , /^2n • • •
^ />/»« de là pour les porter dans (i),

ces formules deviennent

X^{dui — Pii dx=i — . . .— p\ndx,i)

(^)
\

'

1 Xi ( dllni—pnn dx^_— . . .-—pnin dx ,i)

\ -\-{^iPnii -f- . . .
-!- y^nPmn — ^m)dxi = O.

Si nous égalons à zéro les coefficients des pij, nous obtenons

les relations

(3) Xi^:r2 = X2r/:ri, Xidxi= X:idxi, ..., XidXn = XndXi,

et les équations (2) se réduisent à

(4) [Jidxi=zXidLii, ..., l],ndxi—Xidu,n,

en sorte que, si entre les x on établit les relations (3), les rela-

tions (4) devront avoir lieu si les fonctions a satisfont aux

équations proposées (i). Or les équations (3) et (4) peuvent

s'écrire

y , 7 s
dxi dxc, dx,i dux du,n

Soient

(5) «1=051, «2 =
'f2j

•••1 am+/i-i= <?/«+«-!>

leurs intégrales, a,, ao, ..., désignant des constantes et cp,,
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cpo, .-., des fonctions des u et des x\ jn de ces équations

devront être des conséquences des autres; par suite, si l'on

établit ru relations arbitraires entre les fonctions o, ces m
relations permettront de calculer u^, 11-2, • • • • Hm et seront les

intégrales du système proposé.

Jacobi arrive au même résultat par des considérations diffé-

rentes.

Supposons que l'on ait intégré les équations (4), de telle

sorte que pour ^, = ^J on ait ^o = x"!!, •••, Ua^=^u\^

11-2^= ul, ...; on pourra mettre leurs intégrales (5) sous les

formes

(6)

$1, ^2 désignant des fonctions de ^,, cTo, ..., n^, 11-2, •••r

et de ^J, ^!!, . . . , w'J, u^^ Si l'on fait alors

I u^^ = wi (xl ..., xf,),

7) '

( U„i ^=- TJ5 iii\X .,, ...,Xfi^),

et si entre (6) et (7) on élimine ^^î ^3^ • • • > ^l^ '^ï? • • • ^ "/l?

on aura (p. 19 ) des équations qui fourniront pour w,,

^2? • • • 5 Um des fonctions de ^1, X2, . . . ^ x,i se réduisant res-

pectivement à m<(^2j -^3j •••? •^«)5 ^2(-^:25 •••? -^z?)? '--y

pour ^1 = ^J, et qui, d'après ce que l'on vient de dire, seront

des intégrales des équations proposées (i).

Nous allons faire une application importante de la théorie

qui précède.

XV. — Nouvelle méthode pour l'intégration d'une seule équation.

Les équations du paragraphe précédent se présentent dans

une circonstance importante. Je suppose que l'on veuille

intégrer l'équation du premier ordre

(l) -^^f{X,Xi,X^,...,Xn\pi,Pi,...,Pa),
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OÙ / est une fonction de ^, x^^ . . ., x,i et de /:>,

du ^ , , . • 1,
/^2 = ^ ' • • • • Intégrer cette équation revient, comme on la

déjà dit, à intégrer l'équation aux différentielles totales

(
"^

) du = />i clx^ + />2 clr^_ -r-. . .-^f dx,

après Favoir rendue intégrable par un choix convenable de

P\, P2^ ...,/?/;; or le second membre de cette équation (2)

(p. 202, t. III) sera une différentielle exacte si l'on a

(3)
ôx

iL
dxi

dp,

âx OXo (Jx \ dx,i )

et si, de plus, pour x = x*^,

pi dx^ -t- p^dx.^ PndXa

est une différentielle exacte dm\ or les équations (3) peuvent

s écrire

âx âxi dp y dx\

(4)

}1L ^JL"

àpn àxx

àpji

\ dx dXa dpi dXa

df_ d^
dpa dxii

ces équations déterminent />,, p.,. . .
, , p^.

le manière que, pour x = x^^ on aitEn les intégrant d(

P\
cm

dxy P" = ô^,'

les quantités /?,, /j>o, . . . seront les dérivées partielles de la

fonction cherchée w, et l'on aura -p- z= -p ; donc les fonc-
dxj dxi

tions p satisfont aussi au système déduit de (4) par ce chan-

gement, à savoir

dp
y
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lequel, d'après le paragraphe précédent, s'intégrera en posant

dx — dxy _ _ dpx _ _ dp,,

Opi ÔXy ()x,i

En intégrant ces équations de telle sorte que pour jr = x^ on

ait Xi= x^-, pi = p^^ et en éliminant les x^ et les p^ entre les

intégrales ainsi obtenues et les équations

les/? étant connus, on aura

u = Tn-{-
I

{p^dxx-\-... r p,i dxa -fdt) ;

on retrouve ainsi de la façon la plus simple la règle donnée

par Cauclij.

XVI. — Équations de Laplace.

La méthode de Laplace, exposée dans VHistoire de VAca-
démie des Sciences^ Ï7787 s'applique aux équations de la

r . ^ ùz dz d'^z
lorme suivante, ou p :=. — ? a := --•> s ^= -7-^-'

' ôx ^ uy ôxOf

(1) s-^Pp^Qq-\-Zz^M,

P, Q, Z, M désignant des fonctions de x et y seuls. Si l'on

suppose jr constant, cette équation pourra s'écrire

dq -{-V dz -\- {Çiq -\- Zz — n)dx ^ o;

elle pourra s'intégrer comme une équation aux différences

totales si l'on a

(.) |_z + PQ = o,
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et son intégrale sera une intégrale première de (i), si l'on

considère la constante d'intégration comme fonction arbitraire

de j/. On obtiendrait de même une intégrale première conte-

nant une fonction arbitraire de x si l'on avait

(3) ^_Z + PQ^o.

Nous désignerons par A et B respectivement les premiers

membres de (2) et (3); ainsi nous aurons

(4) A^^-Z-f-PQ, B=^-Z + PQ.
dx ^'

ôy

Supposons maintenant A^o, B^o : posons

(5) u = q-^Vz;

on aura

^ = e-/P<v fueSi'^ydy.

Portons cette valeur dans (i); nous aurons, tous calculs faits,

en observant que, en vertu de (5), s -\- Vp n'est autre chose

^ ôx ^ dx''

du

ôx

ou

X
^"'"^'*'^' (^ + Q w - m) - fue^'^^'h-dy = o.

Différenlions par rapport k y el supprimons le facteur e-^^''^;

nous aurons

A \oxdy ày dy Oy

P aA I \/dii „
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Nous poserons

(6) ', , ôQ . ç,/^._là^

l'équation à laquelle satisfait a devient alors

elle est de même forme que (i). Si les conditions d'intégrabi-

lité s'y appliquent, on pourra l'intégrer et, par suite, intégrer

(i); posons alors

nous aurons

âx dy ùx Oy

OU

(8) l àxdy

{ Bi== A;

les formules (8) montrent que B, n'est pas nul, mais A,

peut l'être; dans ce cas, l'équation (i) est intégrable. Si A<

n'est pas nul, on opérera sur l'équation (7) comme sur (i), et

ainsi de suite.

L'inconvénient de la méthode de Laplace est de conduire

à des calculs fort longs, sans donner la certitude que l'on

ne finira pas par trouver des conditions d'intégrabilité satis-

faites.

Si l'on applique la méthode de Laplace à l'équation
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il est facile de voir qu'elle sera inlégrable, si l'une des quan-

tilés ).o, ^H, "^^2. • • -7 définies par les équations suivantes, est

nulle :

A, = Al -^-^ j ^^3 — ^^'.

ôxôy
' Oxdy

XVII. — Équations linéaires plus générales.

L'équation linéaire

(i) A-— + 2B-—— -T- C —^ -+- D == o,
^ ^ Ox^ Ox ôy Oy'-

dans laquelle A, B, C désignent des fonctions quelconques

de X et r, et dans laquelle D est une fonction linéaire de s, de

/i z= — et de r/ = -7^ à coefficients fonction de x et r, se
^ dx ^ oy

ramène facilement au type de Laplace étudié au paragraphe

précédent.

En effet, si, à la place de x et y, on prend deux nouvelles

variables \ et r^, en laissant indéterminées les relations qui

lient ^, J, i, *^i,
on aura

ùz _ùz i\ àz ôr^

Ox ~ 0^ Ox Or^ Ox

Oz _0z 0^, 0_z Or^

Oy '^^ ^y ^""Q ^y

7^ ""
"J^ \0x) ^ ^

0^ Ot, ÔxÔx'^ ~0r^-^ \0x) "^
O'ç Ox^

"^
Or, Ox'^

'

0-^z _ ô'-z ê^ O'i O'-z
l

0\ Ori ^ ^^ \ ^^ ^II

Oxdy ~ J^Q^ ôx ôy '^
Of&i] yôx Oy

'^ Ox Oy J Or^^ Ox Oy

Oz O^-l Oz 0^-r^

"^
0^ Ox Oy t)T, Ox Oy

J/2 ~ "JÏ2 [ôy) ^ ^'

Oc, Or, 'ôy'ôy^ Or{' \0y )
'^

0^ Oy^
~^

Or, Oy'^
'
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17 t ^ 1 j d'Z â^z â^z âz dz , , .En portant ces valeurs de ^, 5^, ^, ^, - clans (,),

et en détermiiicmt ^ et r^ au moyen des équations

\dx / dx dy
~^

'

àx dy \ày

_

(^) A(^)V'.B^^ + g(^)'::=0

l'équation (i) se transformera en une autre de même forme,

mais ne contenant plus ^^? -t-^? c est-a-dire en une équation

du genre de celles qui ont été étudiées par Laplace. \ et r,

satisfont à la même équation

\ôx / âx dy

qui ordinairement se décompose en deux autres linéaires et

du premier ordre; si ces équations sont distinctes, leurs solu-

tions pourront être prises pour ^ etT] , sinon les solutions d'une

même équation linéaire^, étant fonctions l'une de l'autre, ne

pourront être prises comme variables : la méthode tombera

en défaut, mais on pourra toujours faire disparaître deux

dérivées secondes, en prenant pour ^ une solution de (2) et

pour 7, une solution de

A -- —^ -i- -, ^ -^ ^ —^ -~- 9. B + G -^ —^ :^ o,
ax ox \ox dy ox Oy

/

ay ay

après avoir déterminé ^. Mais cette dernière équation est

satisfaite, quel que soit ;, quand B- = AG. En effet, en sup-

posant A = rt-, G = 0-, elle se réduit alors à

dx ^y/\ ^^ ^y

en sorte que l'on pourra choisir 'r\ arbitrairement

XVIII. — Application.

Gonsidérons, par exemple, l'équation

dx'^
"^

' dxdy dy'^
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dans laquelle nous supposerons A, B, G constants : si l'on fait

a, p, a', P' désignant des constantes, l'équation transformée

devient

(2) ( M-2(Aaa'+Ba3'-f-Ba'3 + G33')4^

cette équation se réduit à

_d^z_ _

qui a pour intégrale

/et F désignant des fonctions arbitraires. Si l'on pose

(3) Aa2-i-2Ba,3-f-Cp2=.o, A a'2 -4- 2Ba\3'4- G
i3'2
= o,

équations d'où l'on tire les rapports ^y ^? en sorte que l'iu-

tégrale générale de (i) prend la forme

(4) ^=/(a.r+.3j^)+F(a'^4-p.».

a : ^ et a' : [6' devant satisfaire à (3) sont racines d'une même
équation du second degré

A i*2 _j_ 2 B t« -r- G = 0,

et l'on prendra pour ^ et >,7 les racines de cette équation.

Lorsque ces racines sont égales, c'est-à-dire quand

B2 — AG = o,

la formule (4) ne contient plus deux fonctions ^arbitraires,
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mais cette formule ne donne plus la solution de la question

L'équation (i) est de la forme

et l'équation ('a) transformée de la forme

(a a -I- 6 ;3
)2 -^ + y. (a a + h ,3) (a a'+ ô 3') -—- 4- {a a' -r b |B'j2 :,_ ., = o.

Si Ton détermine alors a et ^ au moyen de la relation

ccx -+ b'^ =0,
il viendra

d'où l'on tire

/et F désignant deux fonctions arbitraires, et par suite

OÙ l'on peut remj)lacer a et [^ par ^ et — «.

Cette méthode est applicable à l'équation

tr-z à-^z

(jue l'on rencontre dans les questions les plus importantes de

la Physique mathématique; mais nous intégrerons cette équa-

tion à l'aide d'un autre procédé, afin de varier les méthodes.

L'équation

ô'-z , ù'-z

exprime que

^ dy + a2 ^ dx = dO
Ox "^

ôy

est la différentielle exacte d'une certaine fonction 8 de x et r;

d'un autre côté, on a

ôz j àz ^
^—- dy ^- —- dx — dz

;dy -^ <jx
'
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le ces deux équations on tire

^0 .^aclz . {dy -4- adx) (^-£
- « ^ )

^

,n 7 / T , . / àz dz
cm adz ^ {dv — adx) i

-" — a -—
)

^ \ ôx dy I

ce qui prouve que -H «^ est fonction de y -\- ax et que

— az est fonction de j^ — ax (T. 1, p. 167); en appelant

alors y et F des fonctions arbitraires, on a

d'où l'on tire

M- «5 rr^f{y-\-ax),

- az = ¥ {y — ax)

~ [/(y -- ax)~-F(y - ax)].

formule équivalente à

^ = '^(y -+- ^^)~^ ^(y — ax),

'f
et J> désignant des fonctions arbitraires : telle est l'intégrale

cherchée.

Remarquï:. — On voit que, pour intégrer une équation

linéaire homogène et à coefficients constants ne renfermant

que des dérivées d'un même ordre, telle que

A -—
- -f- B --^nr^ -^ G -—-- 4- D -—

„ =0,
ox^ âx^ dy dx dy'^ dy^ '

par exemple, il suffit de poser

w^ r^{x^-ccy);

l'équation à intégrer devient alors, en supprimant le facteur

A-i-Ba + Ca^-i- Da3=.o,

ce qui fournit trois valeurs de a; on voit donc que, si l'on

appelle a,, aa, aj les racines de cette équation, l'expression

Il z= (5,(07 4- a,7) -f- cû2(iP -h :c2y) -+- ^^{x -h oc^y)

L. — Traité d'Analyse, VI. 14
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satisfera encore à l'équation proposée, cp^, cpo, cpg désignant

trois fonctions arbitraires que l'on pourra choisir de telle

du &^u , ,

sorte que, pour jK=yo5 '^5 -f> -j-^ prennent des valeurs

données.

XIX. — Équations de Monge et d'Ampère.

Désignons par ^ une fonction inconnue de x etj)', par/?,

,1 j' • ' dz dz d^z â^z â^z ,, Q.
</, r, s, t les dérivées ^, ^^, j^_, ^-^-, ^. Monge, en 1784

[Histoire de l'Académie des Sciences)^ a essajé d'intégrer

les équations de la forme

R, S, T désignant des fonctions de x, jr, z, p, q; il y est

parvenu dans quelques cas simples. Ampère (Journal de

l'École Polytechnique, XVIP et XVIIP Cahier, 1820),

modifiant l'analyse de Monge, a étudié les équations plus

générales de la forme

(i) Rr-i-2S5-i-T<-i-M(r^ — 52)-i-N = o,

R, S, T, M, N désignant toujours des fonctions de x,j, z,

/>, q. Bour a beaucoup éclairci les travaux d'Ampère et de

Monge (t. XXII du Journal de l'École Polytechnique).

Voici une méthode fort simple que M. Bertrand a exposée

dans ses Leçons à l'Ecole Polytechnique, et qui permet d'in-

tégrer Téquation ( i ) dans le cas où elle possède ce que Ton

appelle une intégrale intermédiaire ; c'est d'ailleurs le seul

cas dans lequel Monge, Ampère et Bour ont réussi à intégrer

cette équation ( i ).

Nous dirons que

(2) /-a,

/ désignant une fonction de ^, JK, ^i P^ q el a une constante

arbitraire, est une intégrale intermédiaire de (i) si la

valeur la plus générale de z tirée de (2) satisfait à (i).
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Supposons qu'une intégrale intermédiaire, telle que (2),

existe; on la trouvera comme il suit : imaginons que Ton ait

intégré l'équation (i) d'une manière générale; en différen-

tiant cette intégrale générale par rapport à x et jk, on aura

six équations (A) d'où l'on pourra tirer ^, />, g, r, 5, t en fonc-

tion de X, y, a. Si l'on porte ces valeurs dans ( i ), cette

formule sera identiquement satisfaite, c'esl-à-dire satisfaite

quels que soient x, y, a et la forme de la fonction arbitraire

d'intégration dont dépend 5, et que nous supposons contenir

trois constantes arbitraires a^, «2, «3 distinctes de a.

Des six équations (A) éliminons les quatre constantes : il

restera deux équations d'où l'on pourra tirer r, s en fonction

de t. p, q, z^ X, y. Si l'on porte leurs valeurs dans ( i ), on

obtiendra encore une identité en ^, />, q^ z^ ^ly-i ^^ effet, la

formule ainsi obtenue sera identique en a, «<, «o, «3, x, y
quand on y remplacera t^ z^ /?, q par leurs valeurs; donc

elle est actuellement identique, puisque l'on peut choisir les

a de manière à faire acquérir à ^, z, /?, q des valeurs données

arbitrairement. Or l'équation (2), différentiée par rapport à

X et y, fournit précisément deux des équations obtenues en

éliminant les a entre les équations (A); si donc on tire /• et s

de ces équations pour les porter dans ( i ), on aura une iden-

tité. Posons

4/\ _ 4/ „ àf
\dœ)dx ) dx dz

dy ) dy ^ dz'

en différentiant (2), on a

(3)
dx ) dp âq '

'

dy ) dp dq

Tirant r et s de là pour les porter dans (i), on a un résultat

de la forme

P + Q/=o;



212 CHAPITRE IV.

celte formule étant identique, on doit avoir

ou, en remplaçant P et Q par leurs valeurs,

^'[àq\àj) dp[da:)\

(4)
.-i)i-(-i)'-"(ir-

dp ôq
" \dp)"(D'-'Sçij'MS

Voilà deux équations auxquelles devra satisfaire la fonc-

tion / s'il existe une intégrale intermédiaire.

Si M était nul, on pourrait aussi procéder en éliminant /

et ^ ou 5 et i entre (i) et (3); il faudrait éliminer s et t,

si -^ était nul, et alors /ne contiendrait pas/?. M. Bertrand,

dans les exemples qu'il traite dans son Cours, élimine r et t.

La question peut être considérée comme résolue, puisque,

pour trouver l'intégrale intermédiaire, quand elle existe, il

suffit d'intégrer deux équations (4) simultanées du premier

ordre à une seule fonction inconnue.

Les équations (4) peuvent se simplifier : en éliminant

\-(-)y on trouve

et, en posant

G = S' — RT + MN,

le système (4) peut être remplacé par

m'5ï;-^5^"-"^^=^^^'^3ï="'

"^ (M©.(S...)|-|
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OÙ il ne faut pas oublier de remplacer
( j-) et (

-f-j
par

df df df df
^

^+/.--etpar^+.y/^.

Remarque. — l^renons les équations (5) avec le signe 4-

devant le radical y/G, soit y*i une solution commune
;
prenons-

les avec le signe — , soit/o l'ne solution commune, on aura

(f)-(^-^«) dp dq

Ml . •
I

• f • • àf=, df') df\
ultiplions ces équations respectivement par -— ? ~^, —
df, .

P 1 P
— -T— et ajoutons, nous aurons

M
\\dx ) dp \ôx ) dp \dy ) dq \dy } ^dq \' '

si donc M n'est pas nul, p el q tirés de/i = a^ et de f.>
:= a>2

feront de pdx -\- qdy une différentielle exacte dz^ et z sera

donné par l'équation aux différentielles totales

dz — p dx -^ q dy.

Appliquons ces considérations à l'équation

(û5) rq"^- — 'xspq -i- tp'^- = o.

Supposons qu'il existe une intégrale intermédiaire

on aura

\dx j dp ' dq '

df\ df df
dy 1 dp dq
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Entre ces équations et («) éliminons r et t, nous aurons

'%-
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est celle des surfaces développables; pour l'intégrer, nous en

chercherons une intégrale intermédiaire; cette intégrale, si

elle existe, satisfera aux équations

dF dF

àF dF

ây ^ dz

On satisfait à la fois à ces deux équations en prenant F fonc-

tion de /> et ^ seuls ;
ainsi

/(/?, q)^ const.

ou même

est une intégrale intermédiaire de Téquation proposée : il ne

reste plus qu'à intégrer une équation du premier ordre, ce que

l'on sait faire.

XXI. — Imperfections du Calcul intégral. Un moyen d'y remédier.

Les considérations développées dans ce Chapitre contien-

nent à peu près ce que l'on sait de plus général sur les équa-

tions aux dérivées partielles d'ordre supérieur ou sur les

équations simultanées : elles sont évidemment un aveu d'im-

puissance. Il y aurait un moyen de remédier à cette impuis-

sance; ce moyen, bien imparfait, pourrait rendre et a même
rendu déjà de grands services. Il consisterait à former un

grand nombre d'équations difierentielles en partant de leur

intégrale générale choisie arbitrairement : cette intégrale

pourrait contenir des fonctions arbitraires; en éliminant ces

fonctions arbitraires entre l'équation en question et ses dé-

rivées, on trouverait une équation différentielle, et l'on

essayerait de démontrer après coup qu'elle a pour intégrale

générale l'équation qui a servi de point de départ.

On aurait de la sorte un catalogue d'équations que l'on
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saurait intégrer, et qui pourrait souvent suppléer à l'insuffi-

sance des véritables méthodes de recherche.

Nous allons donner quelques exemples de formation

d'équations différentielles.

XXII. — Équation des surfaces gauches à plan directeur.

Les surfaces gauches à plan directeur sont engendrées par

une droite

^ --
Y, inx -\- ny — \,

parallèle à un plan fixe que nous prenons pour plan des xy,

l'équation de la surface s'obtiendra en supposant deux rela-

tions faisant connaître m et n en fonction de y; si donc on

suppose //i = 'j( g), /^r=z '!(;), l'équation de la surface sera

(0
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et, en faisant usage de (2) pour éliminer cp et 6,

rq'^- — 'ispq -^- tp- — o :

telle est l'équation des surfaces réglées dont le plan directeur

est le plan des xy. On peut parvenir à cette équation d'une

autre manière. Si l'on différentie ( i ) en laissant :j constant,

on a

o{z)dx -:- '^{z)dy — o;

mais alors on a

(3) or~ pdx-^- qdy.

L'élimination de dx et de dy donne

(4) qo{z) -p'^{z)^o\

dilFérentiant encore en laissant ::; constant, on a

( sdx -- tdy)o{z) —irdx -'- .'idy)'\i{z) — o;

en éliminant de là dx : dy et o{oc) : 'h(z) au moyen de (3)

et (4), on retrouve l'équation

(5) /-q^-- 'ispq ~ tp^-^-o.

11 est facile de démontrer que l'intégrale générale de cette

équation (5) est fournie par l'équation (i). On tire, en effet,

de(.)
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dans (6) qui, intégrée deux fois, donne

Tï5(z-) et n(:;j désignant deux fonctions arbitraires. Cette for-

mule représente évidemment la même surface que (i).

Si l'on ne voulait pas prendre le plan des xy pour plan

directeur, on mettrait les équations de la génératrice sous la

forme
ax -r- by H- cz ~ h,

m X -4- ny — i
;

a, b^ c seraient alors des constantes données et m, n seraient

fonctions de A; l'équation de la surface serait

X ci{ax -^ by -- cz) '- y<^{ax -i- by -h cz) = i

.

En difïérentiant cette équation et laissant ax -f- by -\- cz

constant, on a

(7) ^dx \-^dy ^o,

( 8 ) adx ~\- b dy -r c dz — o,

( 9

)

p dx -' qdy — dz = o
;

l'élimination de dx^ dy^ dz donne

a^ bo -h c(/?d' — <^cp) — o.

En différentiant encore et laissant ax 4- by -j- cz constant,

on a

^ (
/• dx r- s dy ) — cp ( .s dx -\- tdy ) = o

ou, en éliminant cp et ^ à l'aide de (7),

/' dx"^ -t- x s dx dy 1- t dy^- — o
;

enfin, en éliminant dx^ dy, dz à l'aide de (8) et (9), on a

{cp I- <?)2r2 ___ 'xs{a -f- cp){b -h cq)-t- t{b -h cqy~ — o.
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XXIII. — Surfaces gauches à directrice rectiligne.

Nous prendrons l'axe des z pour directrice : les équalions

de la génératrice seront

mx -f- ny ^- o,

ax -\- by -^ cz -+- /i — o
;

la dernière peut être résolue par rapport à z et mise sous la

forme

en tenant compte de la première; a et j^ sont des fonctions

de — ou de —-, en sorte que l'équation des surfaces régulées

ajant l'axe des z pour directrice est

cp et <h désignant des fonctions arbitraires. Pour trouver

l'équation aux dérivées partielles provenant de l'élimination

de cp et ^, différentions cette équation en laissant ^ constant :

X
nous aurons

(2) pdx -v q dy ^- 4*
( )

^^> y dx - - xdy = o
;

l'élimination de dœ et de dy donne

( 3 ) px -r- qy — ^ cp / -
I

;

difterentions encore dans les mêmes hypothèses : nous aurons

(4) pdx A- qdy -\- x{rdx -\- sdy ) -\~y{sdx -r- tdy )
— o

(
— 1 dx.

En éliminant <:/^, «()/, cp
(
—

)
entre (2), (3), (4), on trouve

(5) rx^ -t- '28xy — ty'^ — o :
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c'est l'équation aux dérivées partielles des surfaces gauches

à directrice rectiligne. Pour démontrer que son intégrale

générale est donnée par la formule (r), il suffît de changer

de variable, et de prendre pour nouvelles variables ^ et -;7.'. preiiuic uuur uuuvciics vciiiciuics ^ et

elle devient alors

d-z

et, ])ar suite, on en tire

mais un pareil changement de variable ne peut être indiqué

que parce que l'on soupçonne la forme de l'intégrale générale

de l'équation (5).

XXIV. — Sur les fonctions homogènes.

On sait qu'une fonction homogène u de degré m des

variables x,y^ z satisfait à l'équation

[ x^ I- Y^ h z^ •

, ) ôx^ ' -^ ây- dz-

'
1 d^ii d'-u d'-u

I
-^ lyz -

—

!- 1ZT -—

;

h 'iccy -—- = in{ni -—\)ir,

\

-^ ôy Oz ôz Ox ^ ôx ôy

(juelle est l'intégrale générale de cette équation?

Pour répondre à cette question, posons

, ^ du du du
^ ' dx ^ ôy dz

on déduira de là, en vertu de (i),

dv dv dv
X '- y -.—^ -S -7-

Ox -^ dy dz

( du du du \- m{m-i)u~{m-x)[x - +y ^+^'^)^

dç dv dv
,

dx -^ dy dz
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la fonction ç est donc ime fonction homogène de degré

— {r)i — i) et la fonction u sera donnée par l'intégration

de (2). Gomme un nombre quelconque peut se mettre sous

la forme m{7n — i), on voit que l'on pourra intégrer l'équa-

tion (i) quand le second membre sera remplacé par o ou par

au, a désignant une constante quelconque.

EXERCICES ET NOTES.

Dans tous les exercices suivants, z sera une fonction de x et de j,

dz âz d^z ô^z cnz
et l'on aura/. = j^, q - ^ '

'' == ^, ' ^ - J^' ^ = -^-^^ '^ ^^
'^

so nt des fonctions arbitraires.

1

.

pq^ zs

a pour intégrale
z^ o(^)'i;(j^).

i2. S--^f{z)pq

a pour intégrale

(HOPPE, Arckives de Grunert^ 1878.)

3. p^fi -^- sy

a pour intégrale

z = ^(x-)-\-yo'(x).

l. z =^ s -\- qy

a pour intégrale

z = o'{x)-hy^{oc).

5. sp— rq =0

a pour intégrale

z = '.[x-^f(y)\.

{). rx^-r-isxy -\- ty- -r px -^ qy — Ji^'Z
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a pour intégrale

, y
^^ x/ y

L Jr)

7. •^(jK^ — a72)H-(/-

—

t)xy~T-py — qx — Q

a pour intégrale

8. s{x--^-y'^) — {r-]-t)xy —py — qx = o

a pour intégrale

z = o{x^-{-y^-)'^'\>{xy).

9. q^ r — ipqs -i- p'^t — o

est l'équation des surfaces réglées à plan directeur (le plan desxy).

JO. rx'^ -î- 1 SX/ -r- ty^ — o

est l'équation des surfaces réglées dont la génératrice rencontre

l'axe des z.

M. px-\-qy^-^z-~-sxy

a pour intégrale

z = x^{y)^y^(^x).

12. p^t —ispq ^ q'^t— ^ — ^ =o
V X

a pour intégrale

x'^o{z)^ y'^'^{z)=-- I.

13. rqx -\~ s{qy —px) — tpy=-o

a pour intégrale

^[xo{z),yo{z)] = o.

14. Désignons par le symbole A(cp) l'expression

A(cp)
ôy âz X -i- z ôy x -\~ y âz

/ N r W -k T 77? 1
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et par A2(cp), ^^(o), ... les expressions A[A(cp)], A[A2(cp)],. .
.

.

l'équation

d^ji V i du \ du T du^
dxdydz'^ Yiy— z)'^ ~dx {x-i-zy^ dy

~~
(^ + jÔ^ di J

~~ *^

a pour intégrale générale

u = A'«(cp)-+- A'«()(_)-f- A''i(i|;),

<p, ji 4^ désignant des fonctions arbitraires de y et z.

(Moutard.)
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CHAPITRE V.

DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES FINIES.

I. — Définitions.
i

Ou appelle équations aux différences finies celles qui ont

lieu entre une ou plusieurs fonctions inconnues d'une même

variable x et leurs différences finies.

Une équation aux différences finies est d'ordre n, quand

l'ordre de la plus haute difïerence qu'elle contient est préci-

sément n.

On peut toujours supposer la différence A^ de la variable x

égale à un : en effet, si elle était égale à //, en changeant x

en -. l'accroissement A:; de ^, correspondant à l'accroisse-
h

ment A^ -— h de x^ serait égal à un.

Une équation aux différences finies peut être envisagée à

deux points de vue différents : considérons, pour fixer les

idées, l'équation
\y :.^ xy ;

on peut se proposer de trouver une fonction 7 ^/(^) con-

tinue, telle que l'on ait, quel que soit x^

ou bien, on peut simplement se proposer de trouver une

fonction numérique, telle que pour des valeurs de x en pro-

gression arithmétique, par exemple
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on ait

Nous nous placerons successivement à ces deux points de

vue. Nous appellerons intégrales les solutions des équations

aux différences finies.

II. — Sur l'existence des intégrales.

Considérons un système quelconque d'équations aux diffé-

rences entre les fonctions y, z^ u^ ç. On peut toujours

ramener ce système à un nouveau système du premier ordre;

il suffit pour cela, si, par exemple, les équations sont du

second ordre, de poser

les différences secondes A-y, A-^, . . . seront alors remplacées

par des différences premières Ajk', A^', ....

Ceci posé, considérons un système de n équations aux dif-

férences entre ?i fonctions inconnues JK^^^ y^~\ • • •
, JK^"^ et

la variable .r, du premier ordre; en les résolvant par rapport

à Aj^^'^, AjK^-^, . . . , elles pourront se mettre sous la forme

Donnons-nous arbitrairement jr^' S JK^^ ••• pour^^^o^et
soient j^'q^', y^^\ . . . ces valeurs arbitraires : si l'on suppose

A^ = I et si l'on désigne par y^^\ y^'^\ ... les valeurs de
j-(i)^ j^Ci)^

. , , pour ^ = jt^o + I = ^, , . . , , les équations (i)

donneront

et feront connaître jk'/\ jr','', ... ; elles donneront aussi

et feront connaître jk!,*\ yî,-', . . . , c'est-à-dire toute la série

L. — Traité d'Analyse, VI. i5
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des valeurs des inconnues correspondant aux. valeurs x,,,

Xo±\, x^i±:'2, ... de X.

Donc :

1° Si l'on désire seulement des valeurs de JK^'^ J'^'^ •••

correspondant à des valeurs de x en progression arithmé-

tique, les équations (i) admettront, en général, une solution

renfermant les arbitraires j^J,'\ jKo"\ • • • •

2" Si l'on désire des fonctionsj^^^^, JK^"^ ... de .r satisfaisant

à (i), quelque soit ^, on pourra se donner arbitrairement j-^'^,

y^^\ . . . pour les valeurs de x comprises entre Xq el Xi)-{- \\

les autres valeurs s'en déduiront.

Quand on aura résolu les équations (i) en se plaçant au

premier point de vue, il sera facile de les résoudre en se pla-

çant au second : en effet, on pourra désigner par
j/J^^jj-jj-*, non

plus les valeurs de y^*\ y^-\ . . . ,
pour x = Xq, mais bien

des fonctions arbitraires entre les limites Xq el Xq -\- i
\
y^*\

par exemple, sera alors de la forme

V[.r, 77T, (./'), 777, (.r'j, . . .],

x' étant égal d x — i si j? est compris entre Xq-\- i et j;,, -t- '*-^

à X — 2 si X est compris entre Xq -\- 2 et Xq-\- j, ... : ceci

revient à dire que 7^'^ est de la forme

V[.f\ 7T7, (./•), M,(.r ), . . .],

TTj,, TTî^, ... désignant des fonctions périodiques arbitraires

ayant pour période commune l'unité.

Ainsi, en se plaçant au second point de vue, on obtient les

mêmes résultats qu'en se plaçant au premier^ seulement les

constantes arbitraires de l'intégrale sont remplacées par des

fonctions périodiques arbitraires.

Nous raisonnerons dorénavant en nous plaçant au premier

point de vue.

III. — Intégrales directes et indirectes.

Quand on cherche à intégrer un système d'équations anx

diflPérences finies, par la méthode indiquée au paragraphe
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précédent, il se présente le plus souvent une singularité sur

laquelle nous allons maintenant nous arrêter. Nous avons

supposé tacitement que les quantités Ay^^\ ^y^'^\ • • • étaient

bien déterminées, ce qui n'aura lieu, en général, que si Ay^'^

^y^-\ . . . entrent au premier degré dans les équations pro-

posées. Il importe d'examiner le cas où Ajk^'\ ^y^'\ - • •

seraient fournies par des équations quelconques. Pour ne pas

compliquer les choses, nous nous bornerons à considérer

l'équation

d'où l'on tire

^y= — /r;

en appliquant la méthode exposée tout à l'heure, on a, en

choisissant arbitrairement ro?

-^70 = ± /jo, ji = yo ='^ /yl,

et )', a deux valeurs; on a eiisuite

etjK2 a quatre valeurs; j/3 en aurait huit, et ainsi de suite. La

fonction y^c est donc mal déterminée. Cette remarque était

nécessaire pour faire comprendre les résultats auxquels nous

allons arriver et faire prévoir toutes les difficultés que l'on

doit rencontrer dans l'intégration des équations aux diffé-

rences finies.

Supposons que l'on ait trouvé une solution de l'équation

(0 f(Ar^ y^ -^0= o,

et que cette solution renferme une constante arbitraire (i :

soit

(2) 'i{^,y, a) = o

cette solution ; on aura

(3) o{x -h \x, y -i- \y, a)= o^

et, en éliminant a entre (2) et (3), on devra trouver Fécpia-
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lion (i), puisque Ajk tiré de (2) ou de (2) et (3) doit avoir la

même valeur que Ay tiré de (i) ; si donc, au lieu de supposer

a constant, on le suppose fonction de x, mais tel que

cp(^ -+- Aa:, y -\- A/, a -h Aa) — cp (^ 4- Aa?, y -f- A^, a) = 0,

ou simplement tel que, quels que soient jr etjK? on ait

cp(^, jK; <2 + Aa)— cp(a7, j, a)= o,

l'équation (2) sera encore une intégrale de (i). Or l'équation

précédente, qui détermine a, est elle-même aux différences et

comporte une grande indétermination. On ne pourra donc

pas dire que (2) est l'intégrale générale de (i). On a impro-

prement appelé intégrales indirectes celles que l'on obtient

ainsi, et, en effet, si l'on partait d'une intégrale indirecte, on

pourrait fort bien retomber sur l'intégrale directe en lui appli-

quant le procédé dont nous venons de parler.

IV. — Intégrales aux différences.

L'équation aux différences la plus simple est de la forme

(I) A7=/(^)A^,

/(:r) étant une fonction donnée de x, et il est naturel de

représenter sa solution par la notation \^/"(.^)A^; d'ailleurs,

on a, en faisantjK =yo pour x ^= x^^^

J2 = JKi + A71 = jo -H /(^o ) A^ -T- /(.Ti ) A^

et, en général,

7a: = ro-i-Aa7[/(^o)+,/('2:'l)+ -..+ /(^)J,

en sorte que

Le problème qui consiste à intégrer l'équation (1) ou à cal-
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Ciller une fonction, connaissant sa différence, n'est donc autre

que celui de la sommation des suites: nous avons donné dans

le courant de cet Ouvrage plusieurs exemples de sommations

de suites; nous n'avons rien de particulier à ajouter ici sur

ce sujet.

V. — Intégration des équations linéaires.

Considérons d'abord une équation linéaire et du premier

ordre. Une pareille équation est de la forme

Aj4-PjK=Q;
on l'intègre en posant

y = iiç, ^y = uà.v -h V \u + AmAp;

elle devient alors

ï« At» H- p Am ^- Aw Ap -i- P MP = Q.

Décomposons-la dans les deux suivantes

u\ç -+- P iw = o,

v\u -+- AwAp = Q,
d'où l'on tire

(i) ^v = — Fç, Aw

il reste à calculer ç, et une sommation donnera

Pour intégrer (i), nous poserons ç = e^ : nous aurons alors

d'où l'on tire

eA< = ,_p, A^ = log(i — P)
et, par suite,

^ = Vlog(i — P), (;=:e-iog(i-P)= n(i — P).

La question est ainsi résolue.
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VI. — Méthode des fonctions génératrices.

Laplace dit que /(/) est la fonction génératrice de cp(^)

quand '^{x) est le coefficient de P" dans le développement

de/(^) suivant les puissances de t. De même f{t\^ l^^ • • •)

sera la fonction génératrice de cp(^,, x.i-^ - •), si C5 est le

coefficient de if', if-, ... dans le développement de/(i< , t.,, ...)

suivant ks puissances de i,, io? • • •• Nous allons montrer sur

un exemple l'emploi de la méthode des fonctions génératrices

pour l'intégration des équations aux différences.

Considérons l'équation suivante, où n est variable indépen-

dante,

(l) ( 2 Al M- l)xyn — ( n -:- I )JK«+1 — «JK«-i -- O,

et appelons /la fonction génératrice de y,/, en sorte que

/ = JKo -^- J'i f + Vi i'^ -^ . . .
-+- ^,k^« -'-

. .
.

,

on aura

dft

-^f
= Xi + -^ ( /i -^ l)jK«+i /"--...,

.

df
it -~ X = ityxoc -\' H- 2 « ^r/,/ /" -f- . . .

,

xf = YqX -^ —
- xyn t" -^

On tire de ces formules

df ^ dft df

c'est-à-dire

{i) -^ {i - itx -^ t'^) — {x ~ t)f =^ - xyo-^yot

.

On peut supposer j/o = o ; en appelant alors c une constante,

on trouve
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Cl, en achevant rintégration de (2), on aurait une fonction

génératrice plus générale; pour avoir j,;, il suffira de déve-

lopper/ suivant les puissances de L et de prendre le coeffi-

cient de f^. On voit que les fonctions Xn de Legendre sont

des intégrales de l'équation proposée.

Lorsque l'équation proposée est homogène et à coefficients

constants, on peut la présenter sous la forme

( 3 ) Ao7/i -+- Ai7«4-i -4- . . . -T- ^mj-ni^n = « ;

la fonction génératrice de y^ est alors une fonction ration-

nelle; car la recherche àe y,i revient à la recherche du terme

général d'une série récurrente dont l'échelle de relation est Aq,

A,, . . ., A,„, problème que l'on a appris à résoudre au Cha-

pitre TI du P'' Volume de cet Ouvrage, sans même avoir

recours aux procédés du Calcul différentiel.

On peut encore intégrer l'équation (3), en posant

y -_ c^»
;

l'équation (3) devient alors

Ao -^ A, 6-^ -^ . . . -^ A ,;, e'«^ = o
;

cette équation fait connaître m valeurs e^i, <?^-, ... de e^, et,

en appelant c,, Co, . • . des constantes, on a, pour l'expression

générale de l'intégrale cherchée,

Cl e^i" -h c-iC'^-^" -^.
. .

.

La plupart des artifices qui réussissent pour les équations

différentielles linéaires réussissent aussi quand on les applique

aux équations aux différences linéaires, ce qui nous dispense

d'insister davantage sur ce sujet.

Disons seulement en terminant que, lorsque l'on connaît la

solution générale y de l'équation

Aor + A1A7-;-.. .-4- A,„A'«r =0,

et une solution particulière z de

Ao7 + Al AjK + . . .+ A,„ A'"j =f{x),
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la solution la plus générale de cette dernière équation esly-\-z.

Disons enfin que la méthode de la variation des constantes

peut aussi servir à intégrer la dernière équation.

VII. — Équations aux différences partielles.

On rencontre souvent des équations dans lesquelles les

inconnues sont des fonctions de plusieurs variables, et qui

renferment, outre ces fonctions et leurs variables, les diffé-

rences partielles (finies) de ces fonctions relatives aux

variables. Le calcul des probabilités fournit de nombreux

exemples de pareilles équations : on leur donne le nom
d'équations aux différences partielles.

Considérons un système de n équations aux différences

partielles du premier ordre, c'est-à-dire dans lesquelles les

différences des fonctions inconnues ne dépassent pas le

premier ordre : soient u, v^ . . . , «^ les fonctions inconnues,

X, y^ z, ... les variables; A^z^, ^yii . . . désigneront les dif-

férences de u relatives respectivement à ^ en laissanty, s, . . -

constants, à y en laissant x el z^ ... constants, etc.

On peut supposer que le système donné ait été mis sous

la forme

/ \j:U= fj(u, V, . ..\ X, y, Z, ...\ t^yll ...),

(i)
\ \:^v r- J\{u,v. . . . ; .27, jK, ^, .. . ; AyW . . .),

les équations du système ayant été résolues par rapport à

A^rW, Aj;(^, ..., LxW. Si alors on se donne, pour x =^ Xq^

yz=yQ^ ... les valeurs Uq, Cq, . . . , Wq de u^ ç, . .
. , w et de

leurs différences relatives èi y, :, ••., les équations (i)

feront connaître Awq, Ac^o? •••? et par suite Ui, ^i, ... et

leurs différences relatives à y, z , . .; quand on aura calculé

ces quantités, les mêmes équations (i) feront connaître 112^

V2-, . . . , et ainsi de suite.

Si l'on se propose de calculer u, i^, . . . , w seulement pour
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des valeurs entières de x,y, z, .... on voit que la solution

renfermera les arbitraires Uq, c^oj - • j ^o el^yiio, ày^o, . . .

,

A^Wo? ^z^o • ' • • Si l'on veut satisfaire aux équations propo-

sées, quels que soient x, y, z, . . . /û est clair que les solutions

renfermeront des fonctions arbitraires entre des limites de œ

différant entre elles de A^, fonctions périodiques par rap-

port à la variable x admettant la période Ax. On voit que

l'indétermination serait encore plus grande si l'on avait à

considérer les équations d'un ordre supérieur au premier.

Il est clair qu'indépendamment de la solution générale

mise en évidence, des solutions singulières peuvent se pré-

senter comme dans le cas des équations aux différences ordi-

naires.

VIII. — Équations linéaires.

Lagrange (t. IV de ses Œuvres) et Laplace [Calcul des

Probabilités) ont donné divers moyens pour intégrer les

équations linéaires ; ces moyens ne permettent pas toujours

de bien déterminer dans chaque cas particulier les fonctions

arbitraires de manière à satisfaire aux problèmes que l'on veut

résoudre. La méthode que Cauchy a indiquée pour les équa-

tions aux dérivées partielles semble s'appliquer assez bien

aux équations aux différences partielles. Bornons-nous à

l'équation très simple

OÙ p el q sont constants et à laquelle Lagrange a été conduit

en cherchant la solution d'une question tirée du Calcul des

Probabilités.

Lagrange pose

et il trouve que, quels que soient a et <7, pourvu qu'ils soient

constants, on satisfait à l'équation en prenant ^ — —-—

;

mais il n'eût sans doute pas pu résoudre la question en assu-
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jettissant //.c,j à prendre pour j' = une valeur donnée ("onc-

tion de œ.

Si nous posons, au contraire,

l'équation (i) sera satisfaite en posant

pAI y)^qAl y - «) - ^-^'^/(^ 7 -- = o;

cette équation est aux différences ordinaires : on j satisfait en

prenant

/(S.,r,^A(—-^—V'-,

\e'~^x^-\-^ qj

A étant une fonction arbitraire de ;, et l'on a alors

et, pour j'=^o, on aura w^,j = A(^). L'emploi des séries

aurait également réussi à donner la solution de la question.

La meilleure manière d'étudier la question de l'intégration

des équations aux différences partielles est de lire avec soin

le Calcul des Probabilités de Laplace ; le Calcul des Proba-

bilités fait surgir à chaque instant des questions qui se rédui-

sent à l'intégration d'équations aux différences finies, ordi-

naires ou partielles.

On peut aussi consulter un Mémoire de Cauclij, intitulé :

Mémoire sur l'application du calcul des résidus à la solu-

tion des problèmes de Physique mathématique, 1827.

IX. — Équations aux différences mêlées.

On rencontre, en Physique mathématique, des équations

dans lesquelles les inconnues sont des fonctions d'une ou de

plusieurs variables : ces équations contiennent, outre ces
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fonctions et leurs variables, à la fois les différences et les

dérivées des fonctions inconnues; on a donné à ces équations

le nom d'équations aux différences mêlées.

Pour intégrer de pareilles équations, ce qu'il y a de mieux

à faire est souvent de développer les différences par la for-

mule de Taylor; ces équations deviennent alors différen-

tielles d'ordre infini
; on les traite alors comme on peut : c'est

avouer que l'on ne sait rien ou presque rien sur ces équations.

Cependant, quand elles sont linéaires, on parvient à en trou-

ver des solutions, en leur appliquant les méthodes qui ont

déjà réussi pour les équations aux différences finies et aux

dérivées partielles.

Considérons, par exemple, l'équation

on

A« désignant la différence totale de a relative aux \ariables

.r, r, et A désignant une constante, on posera

(-2) U = -^^ r r r A'V'"ila(.r-^)^-^(y-r.ncp ^a d\ d?j dr^,

'^ désignant une fonction de /, q et y,; si l'on porte celte

valeur dans (i), on a

en sorte que l'on satisfera à ([) en déterminant '^ par l'équa-

tion

dt

(0 désignant e'^'^'^^^^^^^y'^ — i ; si alors on intègre cette équa-

tion de telle sorte que pour ^ = o on ait o -^^.Y (%^ r,), en

vertu de la formule de Fourier, l'équation (p.) donnera une

valeur de ^^ égale à F (^, j^) pour ^ = o et de plus satisfaisant
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à l'équation (i). Il est clair que l'on aurait pu essayer de

satisfaire à (i), en la mettant sous la forme

du . f au ^ du
^ \

ôt \ùx ôy -^
I

et en l'intégrant comme une équation aux dérivées partielles

d'ordre fini.
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CHAPITRE VI.

ÉQUATIONS FONCTIONNELLES.

I. — Préliminaires.

On a donné le nom adéquations fonctionnelles à des

équations qui expriment une propriété d'une ou de plusieurs

fonctions qu'il s'agit alors de déterminer : telle est, par

exemple, l'équation

(j) cp(a7)-hcp(7)= cp(^-l-j^),

dans laquelle cp est une fonction dont il faut déterminer la

forme. Il est clair qu'il est tout à fait impossible de donner

des règles générales pour la résolution de pareilles équations,

et tout ce que nous pouvons faire à leur égard, c'est de faire

un choix d'exemples et de les traiter. D'ailleurs le sujet que

nous allons entamer n'est pas nouveau pour le lecteur, et

l'équation (i), par exemple, est résolue dans un certain

nombre d'Ouvrages d'Algèbre. Le problème qui a pour but

de trouver une fonction o satisfaisant aux équations

qui définissent les fonctions doublement périodiques, a été

traité tout au long dans notre [V*" volume.

IL — Exemples d'équations fonctionnelles.

Considérons l'équation



>-38 CHAPITRE VI.

et proposons-nous de déterminer la fonction cp qui satisfait à

cette formule, quels que soient x et y.

A cet effet, différentions (i) successivement par rapport

d X ei y : nous aurons

cp'(;r~j)=o'(^)'f (7),

?'(^-^7) = 'f(^)'f'(r);

on en conclut

cp(a?)
~ o{y)'

Cette formule ajantlieu, quels que soient x ely, on a

a désignant une constante, et, par suite, à une constante près,

logcp(^) = «^,

JNotre raisonnement suppose ''^{x) continue, et nous n'avons

trouvé que les fonctions continues possédant une dérivée

satisfaisant à (i).

La même méthode s'applique aux équations

Considérons les deux équations simultanées

{
'h{x -^ y ) ^^ o{x)<h{y)-^ 'h{x)<9{y),

et proposons-nous de trouver les fonctions continues o et 'J/

qui rendent ces formules identiques en x et en y.

A cet effet, multiplions la seconde par y/— i et ajoutons-la

à la première : nous aurons

'^{x-^y)-^\r^^{oc-^y)=^[^{x)-\-/^'^{x)][o{y)-\-s/~^^{y)]y

et, en posant

o(^)-f-v/=^'}(^)=ll(^),
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il viendra

on en conelut

ou

(f (lésignanl une constante; on aurait de même, en appelant ù

une autre constante,

d'où

s/'-

formules qui donnent cp(:r)= cos^, 'i>(j;)z= sinx, quand on

prend a = y/— i , b =^ — sj— i

.

Plus généralement, soit f{x^ y) une fonction donnée de x
et y : proposons-nous de trouver une fonction 'h, telle que

l'on ait

(a) •H/(-^,j)]-'M-^)-'M7)-

l^osons, pour abréger, /(^, j/) = /•
: on devra avoir

et alors, en difiérentiant successivement par rapport à x et

à y, on a

d où 1 on tire

ou

' ^ dy ^ ^^ ^ ùx

ôr
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et

/

SI

pour que la fonction ^ existe, il faudra qu'après avoir effectué

les opérations dans le second membre, y disparaisse. S'il n'est

pas possible de disposer de la constante d'intégration, de telle

sorte que y disparaisse, l'équation [a) est impossible. Pour

bien faire comprendre cette méthode, supposons

f{x,y) = xy\

l'équation [b) donnera

^(^)= ^'{y) 1 •^dx=y']^'(y)\o^cx,

c désignant une constante ou une fonction àe y^ y ào\l dis-

paraître de ce second membre : cela ne peut se faire que

y^\y) ^^ ^ ^^'^'^ indépendants dey. Or, en posant

y (|''(j^) — const. = a,

on en déduit

^{y)= alogc'y

et, par suite,

(L(^) = a logea:-.

III. — Problème résolu par Abel.

Trouver des fonctions o, '},/, telles que l^on ait

(i) ?(^)-+-?(7:)=-4'[^/(7)+7/(-2^)]-

Posons

(-2) r/(7)+r/(^)=^,

l'équation propos^'c devient

(3) ?(^) + ?(7) = ^('-)
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et, en difïeren liant par rapport à x et à j^,

et, par suite, en éliminant '}'(/'),

' ôy '
^^ ' àx

OU, en remplaçant /• par sa valeur (2),

(4) ?'(^)[^/'(7)+/(^)] = 'f'(j)[7/'(-r)+/(j)].

Cette formule, devant être identique, subsiste pour^=r o et

donne
o'(x)[x/'(o)^fix)]=o'(o)/(o), ,

?'(7)[7/'(o)+/(7)] = cp'(o)/(o);

d'où l'on tire

I

cp'(^
?'(o)/(o)

? (y)
rf\o)-^f{yy

portant ces valeurs dans (4); on a

[7/'(o)+/(7)][^/'(7)+/(^)] = [:r/'(o)+ /(:r)][j/'(:r)+/(j^)J,

équation qui ne renferme plus que la fonction /. Si Ton

effectue les calculs, on trouve, en divisant par^j//'(o),

^ ^^^"^
7/'(o) rr~"

"-^ ^^"^ "~^7>) ^'

chacun des membres de cette formule est alors constant et,

en appelant a sa valeur, on a

'^'J"(^)f{o)-r^/{a;)/'(x)-f'{o)f(j-):=axf'(o),

équation différentielle qui détermine/(^)
; remplaçant cff'(o)

par a,/'(o) par 9j elf(x) par y, elle devient

dy

L. — Traité d'Analyse, VI. 16
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Pour intégrer cette équation liomogène, on pose

il vient alors

ou

cette équation fait connaître z == '^-^} on en déduit
'f'(^)

an

moyen de (5) et par suite 'l.

IV. — Autre équation résolue par Abel.

L'équation fonctionnelle

(1)
' ?(^)-H' -?[/(^)J'

dans laquelle /(^) est de forme donnée et dans laquelle '^{x)

est à déterminer, a, comme nous le verrons, une grande impor-

tance dans la théorie qui nous occupe. Abel propose de la

résoudre comme il suit (M '- il pose

(2) ^ = d;(7), /(x)='{/(j-i-i);

l'équation (i) devient alors

on a donc

et, par suite,

?[^(j)J = r + x(j).

•/{y) désignant une fonction périodique ayant pour période i
;

cette équation revient à la suivante

^_Ax) désignant la fonction inverse de 'h{x), qu'il s'agit de

(') Il serait intéressant de savoir à la suite de quelles recherches Abel a

été conduit à la considération de cette équation.
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calculer; or les équations (2) donnent

4'(r--0 = /[4^(7)]-

(^est une équation aux différences, qu'il faudra intégrer pour

avoir <}0') et par suite cp(^).

Si le problème en question n'est pas ainsi complètement

résolu, au moins voit-on qu'il admet une et même une infinité

de solu-tions, puisqu'il est ramené à une équation aux diffé-

rences, dans laquelle la différence de la fonction inconnue est

donnée sans ambiguïté.

V. — Problème de Babbage.

Soient, pour abréger,

cp,(^)r.= cp[cp(>)l, cp3(.r)= cp[cp,(a-)|,

o„(^)= Q[cp„_i(a7)];

on propose de déterminer la fonction cp, de telle sorte que
l'on ait

Premier cas. — Si /? = i, on a

et la solution de l'équation (i) est précisément la variable x
elle-même.

Deuxième cas. — Proposons-nous maintenant de résoudre

l'équation

On devra avoir

et, par suite,

37 = ©2(37) = cp4(^)=^ cpo(.r) = .. .,
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et il sera naturel de poser

^_i(x) sera alors la fonction inverse de <*>(^)- Pour satisfaire

à l'équatioQ

il suffira de lier x à
'f
(x) par une relation

F[x, 'f(a7)] = o,

telle que F(^, y) soit symétrique en x el y.

Supposons, par exemple,

o{x)-\-x — a = o ou (o{x) = a — x;

on aura

Oi{x) = a -;- {x — a) = x.

Si l'on prend

':)ix)x — a ou oix)—--,

on aura

(i,(^) = « :
" = ^, ....

On peut encore résoudre ce problème comme il suit : Pour

simplifier l'écriture, nous écrirons y\^-) ^^ ^'^^ ^^
'f

[']^(-^)]-

Alors désignons par/(^) owfx une solution particulière de

o^^ix) — x;

une solution plus générale sera, eu appelant 'h une fonction

arbitraire,

^{x)=^-^f'h{x).

En efTet, on aura

^^-,M{X)

par exemple, en prenant /(j;) = a"* — j^, m, a désignant des
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constantes, ^^i [a"^— 'K-^)] ^^^^ ^^^ nouvelle solution de la

question.

Cas général. — Soient f[x) une solution particulière de

l'équation

et '}(^) une fonction arbitraire : on aura une solution plus

g^énérale en prenant

en effet,

par suite,

?3(^)=^-l/3'|'(^),

Il reste à trouver des solutions particulières de l'équa-

tion (i) : à cet effet, posons

. ^ ax -^ b
, , a-iX-^-hi

Cp ( ir ) = -,
Y, , eDi{x) = ~ jj ,

' a X -\-

b

. ^ ' (i.x-\-bi

car ^i(^) sera comme o(^x) une fonction rationnelle dont le

numérateur et le dénominateur seront du premier degré.

Nous aurons

ajx -i- bj ^
\_ a'iX -1- b'i

' _ {aai -^ bài)x -^ abi-\- bb'i
^''^

,aiX-r~bi {a' ai^- b' a'i)x -\- a' bi-\- b' b'i'
et —

'i
77 -\—

aix + bi

donc

(2) a/H-i — aa,- -h ba]^

(3) a'i^y^ a' at-^- b' a'i,

(4) ^/^-l = abi H- 66;-,

(5) , b'i-^i — a bi -\- b' b].

Soit 1 une indéterminée : de (2) et (3), on tire

ai-^-x -\- X a^-+i = a/ ( a + X a' ) -+• a^- ( 6 + X è'
),
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en sorte que si l'on assujettit l'indéterminée A à satisfaire à

l'équation

b -^ Ib' — \{a -r-\a' )

OU

(6) A^a'-f- X(« — //)— ^ = o,

l'équation précédente deviendra

a/+i -+- X a'i+i = ( ai -\- À «7/ )( « ^ ^' ^ )i

et l'on aura de même

hi^^ H- A b\^^ = ( bi -^r A b'i){a + X a' ) ;

en remplaçant ). par les deux racines, a, et Ao? de l'équa-

tion (6) et «-f- j par /i, on trouve

<2/i -f- X 1 a^j — (' a -+- Xi a' )'^

^
«« — X.2 a\^ ^--{a-^ l,

a'
)«,

"'^

j
6,^^-X,è;, -.(«^- X,a')«X,,

\ è„ -i- X, 6),,
—

( a + X, a' )« Xg

,

ce qui permet de calculer «„, <7^^, b,i, b\^. Mais poursuivons

notre but, qui est de trouver une fraction telle que

anOr-\- b ,i _
a\i X -T- b'„

ou que

a,i X -\- bii~ a'n x"^ -\- b'^ x ;

il faudra poser

cin—b'n, b,i = o, a'„,~o

ou, en vertu de (n),

a,i=:( a -+ X,a')",

a,i — (a -' A-ya')'^;

ces deux équations donnent

a-\-'kia' ={a-\-\^_a')e "

ou bien, en divisant par e n et remplaçant A< et Xvo par
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leurs valeurs tirées de (6)

, . KTZ I /"TT TT ^ '^

( a -T- 6> ) sin— v/— j
— i/( 6 — a)-* h- la 6 cos—

;

ce qui peut encore s'écrire

ou enfin

(a -f- 6')2 -^ /^{a' b — b' a) cos^ -^ = o.

Telle est la relation à laquelle sont assujettis les coefficients

a^ b, a', b' . Si l'on suppose, ce qui est permis, ab'— ba' ^=^ \

(car, si ab'— ha' était uni, o(^x) ne serait plus variable), on

aura

« -f- ^'= 2 cos -^ j ab'— ba' ^= \\

II

a et rt' seront arbitraires; quant à J) et b' , ils se déduiront

de là

b — — a -\- 1 cos— J

n

«2 — 2« cos hl

6= -, ,

<^t le problème que nous avions en vue se trouve résolu.

(Babbage, Recueil d' exemples de Vapplication du Calcul

aux différences finies, par Herschel, 1820).

VI. — Interpolation des fonctions itératives.

Les recherches de Babbage ont été l'origine de la théorie

des fonctions itératives. On appelle itérative de degré k de

•i>(^) une fonction ']>/f(^) définie parles équations
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on définit ^o{x) par l'équation

on désigne par ^_^(x) l'inverse de 'i>(^), en sorte que

on aura d'ailleurs par définition

Considérons maintenant la fonction cp, qu'Abel a appris à

déterminer, définie par l'équation

OU

(1) 4^(^)-cp_,[i-.-cp(;r)];

nous définirons le symbole '^k{^) par la formule

(2) <|;A(^)-=?-i[A- + cp(:r)J.

11 est facile de voir que l'on a

en effet

4; A-']^/(^) = ?-l [/»• + ? 4^/(^)1

et, par suite, en remplaçant 'i;^(^) par sa valeur cp_i [/+
'f (.^)],

4>A. 4^/(07) ^- cp_i [A- + / -^ cp(^)] = ^k+i{x) = '^i^k{x)\

ainsi se trouve interpolée la fonction itérative ^k-, comme l'a

fait voir M. Korkine [Bulletin des Sciences mathéma-

tiques, septembre 1882).

M. Farkas [Journal des Mathématiques pures et appli-

quées, 3^ série, t. X) s'occupe de la convergence de la fonc-

tion ^k[x) pour k =^cc.
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VIL — Solution du problème d'Abel.

Nous allons reprendre le problème d'Abel qui a pour but

la résolution de l'équation fonctionnelle

o ^{cr) — I -f- ç(ir),

dans laquelle 'l{x) est une fonction donnée, et ^(^) une

fonction à déterminer. La solution donnée par Abel a l'in-

convénient de dépendre de l'intégration d'une équation aux

différences aussi difficile à traiter que le problème que l'on

veut résoudre, et nous allons essayer de procéder autrement.

Désignons par9(s) une fonction synectique à l'intérieur d'un

contour fermé simple C, et supposons que les quantités

zr-^Hz), z, = ^z,)=^,{z), z, = ^z,)=^,(z), ... ten-

dent, quel que soit 5, vers la limite Ç située à l'intérieur de G
;

pourvu que le point ;: soit lui-même intérieur à G, il est facile

de voir que l'on aura à la fois

La première formule est évidente, puisque^/, elh(zn) ont même
limite t; quant à la seconde on la démontrera en considérant

l'expression

( ' ) —

:

?
— '

dont la limite pour n = ce ou z,i =-- Ç est B'(^). Si B'(t^) pou-

vait avoir un module supérieur à l'unité, le rapport précédent

finirait, pour des valeurs suffisamment grandes de n, par avoir

un module supérieur à i, et alors la formule (i) donnerait

mod[0(^„)-0(Ç)]>mod(2,,-O
OU

et les nombres z,i, ^//+o • • • ne pourraient pas tendre vers Ç.

Réciproquement, si l'on a

e(o-ç=o
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et si la fonction ^{z) reste synectique aux environs du point "Ç
;

si de plus on a modQ'('Q<< i , il existera un cercle décrit

autour de Ç comme centre, tel que, z étant intérieur à ce

cercle, on ait bien B/^(^)= t.

En effet, z étant voisin de Ç, on a

ou bien

en désignant par P la quantité | 9''(^) + . . . . Or on peut tou-

jours supposer z assez voisin de Ç pour que (z — Ç)P reste

. . , , ,, 1 6(5) — 0(0 ,.«,, ,

aussi voisin de zéro que 1 on veut : alors -r-^ diiiere de

f)'(Ç) d'aussi peu que l'on veut et, comme modQ'(t^)<< i , on voit

que le module de ^{z) — ^{K)j pour des valeurs de z suffi-

samment voisines de Ç, est moindre que celui de ^ — s; donc

enfin, quand z est assez voisin de ^, les quantités 5, B("),

^U(z), . . . convergent vers Ç.

Théorème. — L'expression

o«(^)-r

|0'(^)J«

Icfid vers une limite délerminée quand n croit indéfini-

ment, pourvu que B(^), ô, {z)^ ^i{z), . . . tendent eux-mêmes

vers une limite ^ qiti ne soit pas un point singulier pour

la fonctionnez), quelque soit z à U intérieur d'un contour

Cj contenant Ç.

En effet, en posant

on a

ou bien
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et, en divisant par B//_, (z) — "Ç ou C//_, — !^,

r^~^.-0'(:)"...---0'(O[«-;-3.i.

Cliangeons nenn — i , /i — 2, . . ., et multiplions les formules

ainsi obtenues : nous aurons

ou enfin

= (^-0n(i-4-£).

Or la série î, + C2 + • • • + ^« H- • • • est convergente ; car on a

.,,^ ,
. . . , et le rapport —^ diffère peu de

- y
-~ ^ qui a un module inférieur à i

.

Ainsi l'expression

|6'(0J''

a une limite finie pour /i = 30 : désignons-la par ']>(-:); on a

identiquement

c'est-à-dire, en faisant /? = ce,

Prenons les logarithmes des deux membres : nous aurons

log4;(^)=-IogO'(0+Iog'H(5)
OU

loge'(C) iog8'(o
'

faisant
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on tombe sur l'équalion d'Abel

H-Cp(5)r=rcp6(3),

dont la solution est

, ' ^ ou hinloîr-rTTT -,— . \02i) (Z).
log0'(O ° [9(0]''

Cette solution a été donnée par M. Kœnigs, dans les Annales

de VEcole Normale de 1884, et dans le Bulletin des

Sciences mathématiques de décembre i883.

VIII. — Problème de Gergonne.

Gergonne, dans ses annales, t. XII, propose le problème

suivant résolu par Tedenat dans le même Volume ;

Trouver une courbe dans laquelle la normale soit égale

à Vordonnée qui rencontre l'axe des x au même point.

Soit^- =
'f
(•^) l'équation de la courbe cherchée

;

est l'expression de la normale, C5(^)cp'(^) celle de la sous-

normale et cp[',p(^)cp'(x)-|- .r] celle de l'ordonnée qui doit

être égale à la normale; l'équation du problème est alors

Posons

o{x)^\x) — ^\x)
;

l'équation précédente deviendra

OU encore
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Pour intégrer cette équation, nous commencerons par la

différentier, ce qui donnera

ou

On déduit de là une première solution simple

<V\x)-hi = 0,

^{x)= k-\-Bx— —;

d'où l'équation de la courbe cherchée

y^ = 1 A -i- 2 B 5" — X- :

c'est celle d'un cercle. Examinons maintenant l'autre solu-

tion donnée par la formule

y{x)—'y\'h'{x)-^x\=^o

ou, en posant '}'(^) ^= Q(^),

(i) 0(^)== o[e(^)+.2^|.

Tedenat observe que l'on obtient une solution de cette

équation en prenant Q(^) = o, 'y(^)= o, 'h{x)=^a et, par

suite, jK-= 2a, ce qui fournit deux droites parallèles. Pour

les voir, il suffît de prendre la fonction Q ' des deux membres

de (,).

IX. — Usage des dérivées à indices quelconques.

Abel a rencontré l'équation suivante dans la solution d'un

problème de Mécanique

r\f'{x)dx
o( a) — I

Voici la solution très simple que l'on peut donner de cette

équation, dans laquelle f{jc) est une fonction à déterminer
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et 11 un nombre compris entre zéro et un. Multiplions les

deux membres par -.=i^\ nous aurons
•2 71 y/— I

r(n)cp (ff)_ r( n) r'\f'{x)dx

el en observant que

/'

'0

on a

Jo («^— ^ )'' ~ t{n)sinnT. j da>^ '

['équation à résoudre devient alors

a)r(/i) sin/îTT j"d"f(a

OU enfin

d-"o(a) r(/i)sinnr

^«2-"
/(«).
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CHAPITRE VII.

DES FONCTIONS HARMONIQUES.

I. — Préliminaires.

On sait fort peu de choses sur les équations aux dérivées

partielles d'ordre supérieur. Il est probable que la plupart

de ces équations aux dérivées partielles définissent un mode
d'existence de la quantité qui ne peut être représenté par

les signes ordinaires de l'Analyse. Si l'on considère, par

exemple, l'équation très simple

Ù^-U _ (Pi/

on l'intègre facilement, comme on l'a vu, quand a est posillf,

et l'on a

mais, si a est négatif, cette dernière formule ne fait plus con-

naître la solution générale, car le symbole y (j^ + .r y'^— ij

n'a plus de sens en général, et nous fixerons au contraire son

sens au moyen de l'équation

comme on le verra dans la suite. Le but des recherches que

nous allons entreprendre sera l'étude des fonctions réelles

satisfaisant aux équations de la forme

d'^ u d^- u d'- Il _
ôxf âx'l '

' ' dx% '
'
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surtout dans le cas où
n = 7..

Nous appellerons.yb/îc^fo/i harmonique de deux variables x
et y, à l'intérieur d'un contour fermé ou d'une aire limitée par

un ou plusieurs contours fermés, une fonction finie et con-

tinue, ainsi que ses dérivées premières et secondes pour toutes

les valeurs de x ety représentant les coordonnées d'un point

de cette aire et satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles

d^ Il ()2 II

-T-—- -f- -—— = G OU Ao W = O.

Plus généralement, une fonction de ^,, x-,, . ..^ x,i sera

dite harmonique dans un domaine D, lorsqu'elle sera finie

et continue, ainsi que ses dérivées premières et secondes, en

tout point de ce domaine et qu'elle satisfera à l'équation sui-

vante dans ce domaine

à'^u à^ii d^'ii

II. — Théorème de Green.

Le théorème de Green dans le cas particulier des fonctions

de deux variables consiste dans la formule

du ôv du dv \ , ,—

•

i

-7— dx dy
ôx ùx dy dy /

du

d.

= — / i u \^ dx dy — / '^ y <^^*>

dont la signification va être indiquée.

u et V sont des fonctions continues de x et y, ainsi que leurs

dérivées premières et secondes dans une aire A limitée par

un contour simple ou multiple dont l'arc élémentaire est

représenté par ds\ les intégrales doubles sont relatives à tous

( i) < — —
I I

V l-,ii dx dy —
I
V ^ ds
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les points de l'aire A, les intégrales simples sont relatives aux

contours limites de cette aire, elles sont prises en cheminant

dans le sens direct (l'aire à ffauche). Enfin -r~ , -— sont des^ ' an an

dérivées prises dans la direction de la normale intérieure à

l'élément ds; le sens précis de cette locution va résulter des

considérations suivantes.

Considérons l'intégrale

r r I du ôv Ou t)p\
, ,

et intégrons, par parties, le premier terme; nous aurons

L'intégrale double qui figure au second membre est relative

du

dx
à l'aire A; quant à l'intégrale simple, la valeur v -—, qui figure

sous le signe / , doit être remplacée par

\ Ox-Ji \ Ox J , \ ôxj^ '

l'indice placé au bas de chaque parenthèse indiquant que

l'on doit remplacer x par les valeurs x^, x.^. • • •
,
qu'il prend

sur le contour de l'aire A, aux points où la droite jk = const.

vient couper ce contour. L'intégrale / v — dy devra donc

être prise en faisant varier le point xy sur le contour de

Taire A et en le faisant marcher dans le sens direct. On
aurait de même

mais l'intégrale simple devra être prise le long du contour A
en cheminant cette fois dans le sens rétrograde. Si l'on ajoute

L. — Trallé d'Analyse, VI. i-^
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les formules (>-) et (o), on aura alors, en prenant les deux

intégrales simples dans le sens direct,

(4)
I J \dx dx ôy ôyl

Or, si Ton observe qu'en appelant n la direction de la normale

intérieure au contour x, y, on a

dy ! \ ^^
cos(n, a?):^ — —

?

cos(w, J)=^J.

et, si Ton pose
du _ du dx du dy

~dn~^ àx dn ' dy lin

dx et dy représentant les variations que prennent x et y
quand le point ^, j se déplace de dn sur la normale intérieure

à ds, on voit que ^ et ^ seront respectivement égaux à

_ ^-^^ et -^? en sorte que l'on aura
ds ds ^

du du dy
,

dii doc^

'dn
~~ dxds "^ dy ds

et la formule (4) deviendra

ffi^.^ ^^ + - ^-^\dxdy - - A ^ ds--ffvl,udxdy;
J J \dx dx dy dyl -^ J dn J J

ce qui démontre le théorème de Green, dont l'équation (4)

est une autre expression moins condensée.

CoivoLLAiiiE 1. — Lorsque les fonctions u et v sont harmo-

niques dans Taire A, A.wet Ao(^ sont nuls, et la formule (i)

donne

(6) /("^'-"Ë)^'

formule qui nous sera utile plus tard.

= o,
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(Corollaire II. — Supposons u^=^ v et Ja fonction u har-

monique à l'intérieur de Faire A : Ja formule (i) deviendra

Si donc la fonction harmonique dans l'aire A est nulle sur le

contour de cette aire, l'intégrale qui figure au second membre

est nulle, et l'on a

ce qui ne peut avoir lieu que si dans l'aire A on a

du du
-— = o, =0, u ~ const.,
ôx dy

et comme u est nul sur le contour, ii est identiquement nul;

donc :

Si une fonction harmonique dans une aire A est nulle

tout le long du contour de cette aire, elle est nulle aussi

en tous les poiitts de cette aire.

Corollaire III. — // ne peut exister qu'une seule fonc-

tion harmonique à Vintérieur d'une aire A prenant sur le

contour de cette aire des valeurs données.

En effet, s'il pouvait exister deux fonctions u^ et Wo harmo-

niques dans l'aire A et prenant les mêmes valeurs sur le con-

tour limitant cette aire, la différence u^ — Wo, qui est évidem-

ment harmonique, serait nulle sur le contour de l'aire et par

suite nulle à l'intérieur de A : ainsi z^i = «^2- c. q. f. d.

Rien ne prouve qu'il existe une fonction harmonique dans

l'aire A prenant sur le contour de cette aire des valeurs don-

nées, au moins jusqu'à présent; tout ce que l'on peut affir-

mer, c'est qu'il n'y en a qu'une au plus. Rien ne prouve non

plus qu'il n'y a qu'une fonction u satisfaisant à l'équation

Aoii^o, et prenant des valeurs données sur un contour

donné, mais il n'y en a qu'une qui soit liarmonique, c'(^st-



26o ClIAPITUK VII.

à-dire finie et continue, ainsi que ses dérivées dans l'aire

limitée par le contour. Ces remarques sont importantes pour

ce qui va suivre.

III. — Énoncé du principe de Dirichlet.

Riemann a étajé une théorie des fonctions de variables

imaginaires sur un postulatum qu'il a appelé principe de

Dirichlet et qui au fond revient à ceci :

Il existe une fonction liarmonique à l'intérieur crime

aire A et prenant des valeurs données sur le contour de

cette aire.

INous démontrerons ce principe dans les paragraphes sui-

vants; lliemann le déduisait du postulatum suivant, énoncé

par Dirichlet :

Il existe une fonction u qui, parmi toutes celles qui sur

le contour de l'aire A prennent des valeurs données et

restent finies et continues, ainsi que leufs dérivées pre-

mières et secondes, rend l'intégrale

,//[(ë)-*(l)']-*
niinima.

Nous ne montrerons pas ici l'éqiiivaleuce de ces deux prin-

cipes; elle sera établie plus loin d'une façon plus générale.

Il est bien facile d'établir qu'il existe une fonction har-

monique à l'intérieur d'un cercle de rayon R décrit de l'ori-

gine comme centre, prenant sur la circonférence de ce cercle

des valeurs données, pourvu que ces valeurs ne présentent

pas une infinité de discontinuités non plus qu'une infinité de

maxima, et enfin pourvu que parmi ces valeurs il n'y en

ait point qui soient infinies. En effet, si une fonction de x et

y est donnée le long du cercle en question, elle est sur ce

cercle fonction de l'angle polaire défini par les équations

œ = R cosO, 7 = R sinO;
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elle est par suite développable par la formule de Fourier,

c'est-à-dire que sur la circonférence de rayon R elle est de la

forme

ao -^ «1 cosO -{- «2 COS2O — . . .-h 61 sinO -T- ^2 sinaO -^ . . . ;

si alors on désigne par /* le rayon vecteur d'un point {jo,y)

intérieur au cercle de rayon R, on aura / << R, et, si l'on con-

sidère la fonction de /• et Q ou de ^ et r

<•) '

'r .[ Î
i u = ao-i- Cil -- cos6 -^ «2 rn: cosaO -h. . .

-h a^ -rr sinO -+- «2 -ôTï sinaO -h. . .;

cette fonction u sera finie et continue à l'intérieur du cercle

de rayon R, la série qui figure dans (i) étant uniformément

convergente; de plus elle sera harmonique : en effet, il est

facile de voir qu'une quelconque des fonctions

r'^ cos/iO, r« sin /zO

est harmonique. Ces fonctions peuvent, en effet, se metlre sous

les formes

•2

et

(x-\-y^''--\)"'— (.^— jy/— ')"

a /— I

et il estfacile de constater que {-^ --y \^— i )" et (j;

—

y y — i)"'

satisfont tous deux à l'équation aux dérivées partielles

à~ Il d'^ Il

C'est eu partant de là que nous parviendrons à démontrer

le principe de Dirichlet dans toute sa généralité. Quand nous

dirons qu'une fonction peut prendre des valeurs arbitraires

sur un contour, il faudra toujours sous-entendre que ces

valeurs sont soumises à une certaine continuité analogue à

celle des fonctions développables en séries trigonométriques.
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IV. — Problème de la représentation conforme.

La démonstration du principe de Dirichlet est intimement

liée à la démonstration de la possibilité de la résolution d'un

problème dit de la représentation conforme et qui s'énonce

ainsi :

Etant données deux aires A et h! ^ déterminer une fonc-

tion monodrome et monogène z'= f(z)^ telle qu'à un point

z de l'aire A elle fasse correspondre un point z' de l'aire

A! et un seul, et vice versa, les points des contours limitant

A et h! étant censés, 'à ce point de vue, fcdre partie inté-

grante des aires en question.

Dans la représentation conforme, les points correspondants

décrivent des figures qui, dans leurs dimensions infiniment

petites, sont semblables (t. V, p. 98); on voit aussi que, si ^ et

z' sont des points intérieurs aux aires A et A', on n'aura jamais

. dz' . dz . .
1

ni -j- = o, ni --^ = o ; sans quoi, si, par exemple, on avait

—— = o, l'équation dz=zf(^z) aurait une racine double et

deux points z correspondraieut dans l'aire à un point z^

.

Le problème de la représentation conforme peut être ramené

au suivant : Représenter une aire donnée sur le demi-plan

situé au-dessus de l'axe des x. En effet, si l'on sait repré-

senter l'aire A sur l'aire A' et sur Taire A'', il est bien évident

que l'on saura par cela même représenter A' sur A'^

V. — Représentation conforme d'un polygone sur un demi-plan.

La représentation d'un polygone sur la portion de plan

située au-dessus de l'axe des x va résulter de la discussion de

la formule suivante, où nous supposerons

Z(,<a<b <c<...<l,

0) z'=^ria-z)^-^{b^zp~^...(l~z)->^~^dz,
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^0, ^^7 ^5 . . ., l sont des constantes quelconques réelles; a,

p, . . ., X sont des nombres positifs satisfaisant à la relation

n désignant le nombre des quantités «, b, . . . ou a, [B, ....

i" La/onction z' de z est syiiectiquepour toute la portion

de plan située au-dessus de Vaxe des x.

En effet, les seuls points critiques de s' sont les points

z =: a^ 6, . . ., / situés sur l'axe des x.

2"" La Jonction z de z' est synectique à V intérieur d^ un

polygone ayant pour sommets les points a', Z>', . . . qui sont

les valeurs de z' pour z := a^ b^ . . .

.

En effet de (i) on tire

^^ ={a- zy-M, h -zy-'^ . .
. , ( z - -3)' --\

et cette équation différentielle définit une fonction synectique

de :;' autour de tout point pour lequel le second membre de

cette équation reste synectique; z restera donc synectique à

l'intérieur du polygone ayant pour sommets a! ^ b' , c', ... si,

comme nous le supposerons, les côtés de ce polygone ne se

coupent pas.

3" Quand le point z décrit Vaxe des x^ le point z' décrit

le périmètre du polygone fermé a' b' c' . . . l' dont les angles

sont a-, j3t:, . . ., X-.

En effet, quand z <<«, -î' est réel; il décrit une portion de

l'axe des x et pour :: = a il se trouve en a' sur l'axe des x. Si

z franchit le point «, z' devient imaginaire; mais son argu-

ment reste constant et égal k iz(y.— i) jusqu'à ce que l'on ait

:; = ^ et z'= 6'; il décrit donc la droite qui joint a' b'
. De

même, quand z varie de ^ à c, z' décrit la droite b' c qui fait

l'angle 7:(a — 14- |j — i) avec l'axe des x, et ainsi de suite

^

les angles successifs du polygone sont donc 7:a, T.p^ ... ; ce
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polygone se ferme d'ailleurs en vertu de l'hypothèse contenue

dans la formule (2).

4" Quand le point z se meut au-dessus de l'axe des x, le

point z' se meut à U intéiieur du polygone a' b' c' . . .
/'.

En effet, si z est imaginaire, mettons l'intégrale (1) sous la

forme

ou encore

z' r-. b'-\- f'(a -^b- re6v'=T)^-i (__ ,.^0v-i)3--i

do

x{c — b~ re^J^"--0''~' . . . e^^^-^dr,

OU enfin

z'^ b'-\- e7rv-r(p-i)+0i;5^-:T r (^a~b — reOv-ï)^-i
, , . r^-^dr.

Supposons /' très petit et, le point z devant être au-dessus

de l'axe des x^ 9 compris entre o et -rz. Quand varie à partir

de zéro, l'intégrale qui figure dans la formule précédente

reçoit un accroissement très petit et son argument varie très

peu; le facteur exponentiel qui multiplie l'intégrale varie

sensiblement et son argument croît proportionnellement à 6,

en sorte que le point z' pénètre dans le polygone a' b' c'
. . ..

Ainsi, lorsque le point z pris dans le voisinage d'un point

(<2, b, c, ...) s'élève au-dessus de l'axe des x^ le point ::'

pénètre à l'intérieur du polygone a'b'c'...] maintenant, z

restant au-dessus de l'axe des x, je dis que z' ne pourra plus

sortir du polygone en question. En effet, s'il pouvait en sortir,

il traverserait l'un des côtés et z traverserait l'axe des x^ car

à une valeur de z' ne correspond qu'une valeur de z.

•V^ Quand le point z' se meut dans lepolygone a' b' c' .. ,

le point z reste au-dessus de Vaxe des x.

En effet, si le point z pouvait passer dans la région située
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au-dessous de l'axe des x^ il traverserait cet axe et le point

z' traverserait le périmètre du polygone a' b' c'—
()'* Reprenons la forniale (i) \ je dis que l'on peut choi-

sir Zq, a, b, . . . , l; y., '^j . . . ,'/^,de telle sorte que le polygone

a' b'c'... soit égala un polygone donné.

En effet, pour z^=Zq^ le points' est à l'origine, et, pour

z '.:= a, z' rz::^ rt', le poïnt a' est sur l'axe des x^ le côté l' a' est

dirigé suivant l'axe des x] les parties réelles des intégrales

Jf
dm, j d(M, .... / d'o,

dans lesquelles dLù désigne la différentielle qui entre dans

l'intégrale qui figure dans la formule (i), sont les projections

des côtés du polygone a' b'c'..., sur l'axe des x] en se don-

nant ces projections et les angles 7:a, -|3, ... du polygone,

ce dernier sera déterminé et le polygone a' b' c' ... sera aussi

déterminé de forme par les équations

proj.a'Z>'— / d(M, proj.^'c'— / c/w, ....

dont les premiers membres sont

a'6'cos(i — a)T, &'c'cos(i — a -!- i - - [^)7r, . ..

7" Enfin je dis que l'on peut opérer la représentation

conforme d'un polygone quelconque sur le demi-plan situé

au-dessus de l'axe des x.

11 suffît, en effet, pour cela de faire usage de la formule

2"=. A^'-i-B --^ A f {a~z)o^'i{b- z)?-K..dz-^B,

A et B désignant des constantes.

Si l'on suppose A de la forme cos'J -h \/— [ sincs, le point

^"s'obtiendra en transportante' dans la direction argB d'une
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longueur égale àmociB et en faisant tourner le point ainsi

obtenu d'un angle cp autour de l'origine; la formule

permettra donc de présenter sur le demi-plan des y positifs

un polygone obtenu en imprimant à a'b' c' ... une translation

et une rotation arbitraires, ce qui établit la possibilité de la

représentation conforme d'un polygone quelconque sur le

demi-plan situé au-dessus de l'axe des x.

VI. — Représentation conforme d'un demi-plan sur un cercle.

Si l'on pose

z = ~K /— 7 -r- re^ '- 1, ^' - - R v^-T -- -^^ e^ ^-^,

ce qui donne

mod (^ -T- R s/-~i) mod [z' -^ R \/~ i ) ^ 2 R^,

quand le point z se mouvra dans un cercle de rayon K décrit

de l'origine comme centre, le point z' décrira toute la partie

du plan située au-dessus de l'axe des x ; il est facile de voir en

effet que les points z et ;:;' sont transformés l'un de l'autre par

rayons vecteurs réciproques; le pôle de la transformation est

le point — Ry/ — i, et le module est 2R-; le cercle se trans-

forme en l'axe des x et les points intérieurs au cercle don-

nent des points situés au-dessus de cet axe. Cela établit la

possibilité de la représentation d'un polygone sur un cercle.

La méthode que nous avons indiquée pour la représenta-

tion d'un polygone sur le demi-plan des j^ positifs a l'incon-

vénient d'être svnthétique : la formule qui conduit à cette

représentation a été donnée analytiquementpar M. Schwarz,

{Crelle, t. 70) ; mais la démonstration de M. Schwarz, repro-

duite en français dans les Leçons sur la tliéorie des surfaces

de M. Darboux (p. 1^0 et suiv.), suppose que la représenta-

tion est possible. La vérification que nous avons faite était
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absolument nécessaire pour l'objet que nous avons en vue;

c'est pour éviter les longueurs que nous avons snpprimé la

démonstration analytique de M. Schvvarz.

VII. — Fonctions harmoniques dans un polygone.

Supposons que Ton saclie déterminer une fonction liarmo-

niqne à l'intérieur d'un contour A et, prenant sur ce contour

des valeurs données, désignons par S la substitution qui

permet d'établir une représentation conforme de Faire A sur

une autre aire B (si cette représentation est possible); cette

substitution imaginaire peut être remplacée par deux autres

réelles, permettant de faire correspondre à un point (^',jk') de

A un point (x^y) de B.

Gela posé, supposons que l'on désire une fonction harmo-

nique u de {x, y) à l'intéiieur de B et se réduisant à U sur

le contour même de B.

Par hypothèse, en posant

x^o{x\y), y = ^{x',y),

l'aire B se transforme dans l'aire A, point par point. La fonc-

tion [J se transforme en U'; par hypothèse aussi, on peut

déterminer une fonction harmonique u' à l'intérieur de A et

devenant U' sur le contour de A; il y a donc une fonction u

dans laquelle se transforme a' qui prend la valeur U sur le

contour B. Je dis cjue cette fonction est harmonique à l'inté-

rieur de B; en effet, on a

ou

ôx
~~
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observe ensuite que (p. 98, L V) ^.x' ^. o, \,y' =-- o, on aura

à^V/â.r^Y /ôx"

nm^(M]
mais les coefficients de ,-^ et -^ sont é-^aux en vertu des

ôx - ôy '^ ^

nnules (p. 98, t. V)
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fonction de Grcen la fonction égale à log- sur le contour S

et harmonique à l'intérieur de ce contour. L'existence de la

fonction de Green n'est établie jusqu'ici que pour des con-

tours polygonaux; mais il est clair que ces contours peuvent

être tels que l'aire qu'ils circonscrivent se recouvre elle-même

plusieurs fois.

Cherchons à établir l'existence de la fonction de Green

pour un contour quelconque S et un point intérieur O. A
cet efl'et, construisons des polygones P<, P.2, . . - , P« entière-

ment intérieurs à la courbe S, mais tendant à se confondre

avec cette courbe et tels que P^ soit intérieur à P^, V> à

P3, .... On peut supposer le point O intérieur à tous ces

polvgones et construire pour chacun d'eux une fonction de

Green. Soient G< la fonction de Green relative à Pi , Go la fonc-

tion de Green relative à Po, ....

(La fonction de Green G, relative à un contour S, est tou-

jours moindre que log-; en efTet, la fonction G — log- est

nulle sur le contour S; elle est très grande et négative autour

du point O; si donc elle pouvait être positive dans l'intérieur

de S, il y aurait dans l'intérieur de S une courbe fermée S^ le

long de laquelle on aurait G = o, ce qui est absurde, car G
étant harmonique ne saurait être nulle le long des contours

S, S', sans être nulle dans l'aire comprise entre ces contours.)

Je dis que l'on aura G, >> Go > G3 >> . . . > G/^. En effet, sur

Po, la fonction Go —• log- est nulle; elle est négative à l'inté-

rieur de P2 et par conséquent sur P< où G< — log- est nul;

donc Go — Gi est négatif sur P^ ; il ne peut plus devenir nul

à l'intérieur de Pi , sans quoi entre deux contours il serait tou-

jours nul : donc Go — G, reste négatif; ainsi l'on a bien

Gj>G,>G3>....

Considérons alors la série

(i) G =Gi-(G2-GO-f-(G3-G2)-H...-^(G„^i-G,)--...;
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elle est convergente, car elle est à ternies positifs, et la somme
de ses n premiers termes est G/^, qui ne croît pas indéfiniment,

puisqu'il reste inférieur à G^. Nous allons prouver que G,, a

pour limite log- lorsqu'on s'approche du contour S. Consi-

dérons un polygone II voisin de S, mais extérieur à S : soitK

la fonction de Green relative à ce polygone; K sera moindre

que G et différera de G,; d'aussi peu que l'on voudra, en sorle

que
G„>G>K;

mais G,i et K diffèrent sur le contour S d'aussi peu que l'on

veut de log-; donc, a fortiori, G différera d'aussi peu que l'on

veut de I02- sur ce contour, donc sur ce contour G = los-*
^ r

' ^ r

D'ailleurs la série (i) uniformément convergente qui définit G
est une fonction harmonique.

IX. - Sur une propriété remarquable des fonctions de Green.

Soit Gj la fonction de Green égale à

log — = lc>g—

sur le contour S, et ij-j, la fonction de Gieen égale à (

log

—

' —=—== = log—

sur le même contour, x^
, y^ et x.>, }'•> désignant des points

Intérieurs à ce contour : on aura

En effet, considérons un contour S' voisin de S et intérieur à

S, le long duquel on ait

Gi— log— = a,
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a étant une quantité très petite : entourons les points ^i, jKi

et ^2, y.2 de cercles de rayons très petits R, et R^ ;
enfin appli-

quons le théorème de Green aux fonctions

r ^*Gi — log ce,

f
1

M = G2 — log—

,

et à l'aire limitée par S' et par les deux cercles K^ et R^ ; nous

aurons, en observant que u et v sont harmoniques,

r r/du d^y du ôv \ , , C au

J J \ àx dx ôy âyj
-^ J On

Dans cette formule, l'intégrale simple est prise à la fois le

long- de S' dans le sens direct et le long des cercles R, et R^

dans le sens rétrograde; le long de S', v est égal à zéro; l'in-

tégrale simple en question se réduit à

I.

.(G,-log^)-27r .

( G, — lo-- — a )
— ^^- Ri d^

\ "ri / d/i

9.r. , , 0( G. — logy
I Gi-lo---a )

^- R,^6
V

^ ^ f\ J On

La première intégrale est nulle pour R, = o, car /•, = R,;

la seconde se réduit à

>A Gi(:ï-2,72)-( log^H

dlog-
car ——= = ,-; on verrait de même que l'intégrale double

qui figure dans (i) est

et, comme (log-^j = (log— ) > les deux membres de cette
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formule désignant le logarithme de l'inverse de la distance

des points x^^ y^ et ^o, jo^ on en conclut

Gl(^2, J2)= G-2(^i, 7l)-

C. Q. F. D.

X. — Fonction harmonique prenant des valeurs données

sur un contour donné.

Soit u une fonction harmonique de x ety dans un contour

fermé S; soit U la valeur que prend cette fonction sur le

contour lui-même : il est facile d'exprimer u au mojen de U,

en sorte qu'il suffît de connaître u sur le contour S pour

pouvoir le calculer pour toutes les valeurs de x^ y répondant

à un point intérieur.

En effet, appelons /• la distance du point (^, y') à un point

(«, h)\ supposons le point (^, y) fixe et le point («, Z>; variable:

appliquons alors le théorème de Green aux fonctions «(a, /;)

et log- en prenant pour aire celle qui est limitée par le con-

tour S et un petit cercle de rayon R décrit autour du point

(x, j/) comme centre; nous aurons

(^
dWz-

on
- as — / lo"- — as ^ o,

J ^ r on

les intégrales étant prises dans le sens positif sur le contour S,

et dans le sens négatif sur la circonférence du rayon R.

J^e long de la circonférence du cercle, la première intégrale

est égale à
2 7r

r «(ïï)'^^^'

et, quand R est infiniment petit, cette intégrale se réduit à

'iT^ui^x
^ y)\ la seconde intégrale se réduit à
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elle est nulle pour R = o et l'on a, par suite.

d lo^-
r \ du , ,

On ^r On

l'intégrale étant prise le long du contour S, et mieux

,J \ On "^ r On

r désigne alors la distance de Télément ds qui a pour coor-
données a, h au point intérieur {x,y). Soit g la fonction de

Green qui sur le contour S se réduit à log-, si l'on applique le

théorème de Green aux fonctions u et g, mais, pour un con-
tour S' très voisin de S et intérieur à S, on a

/ On On

U' et G' désignant les valeurs de u et g sur le contour S'; en
combinant cette équation avec (i), on a

(2) 1-iL :=-- U -_-^ ds - fv ^ ds'^- Q,J On J On

Q désignant la quantité

a = -~- G ds — --- log- ds.
J On J an ^r

Si l'on fait converger le contour S' vers S, G' tend vers lo^

et Q tend vers o; la formule (•>.) devient alors

yOlog-
U —-^ - lim fv ^^'

ds'.
On J On

L. - Trailé d'Analyse, VI. ,3
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XI. — Principe de Dirichlet.

La formule (3) permet, quand elle existe, de construire

une fonction harmonique dans un contour donné S, quand

on se donne les valeurs de cette fonction sur ce contour. Il y
a lieu de se demander si cette formule (3) qui peut servir à la

définition d'une fonction u, quand on se donne U, ne défini-

rait pas en tout cas une fonction harmonique à l'intérieur de

S, prenant sur ce contour les valeurs données U, auquel cas

le principe de Dirichlet se trouverait démontré.

Ainsi, pour démontrer le principe de Dirichlet, il suffît de

montrer que la fonction u donnée par l'équation

(i) 2 71 a

est harmonique dans l'aire limitée par S et converge vers U,

quand le point (^, y) converge vers un point du contour S.

Occupons-nous d'abord de l'intégrale

f.
d log-
—-— ds,
On

et cherchons la valeur qu'elle prend quand le point (^,Jk) con-

verge vers le point (X, Y) situé sur le contour S. A cet effet,

partageons le contour S en deux parties, l'une infiniment

petite. S,, contenant le point (X, Y), et l'autre, S — S< : la por-

tion de l'intégrale relative à S - Si est finie; nous la repré-

senterons par P; l'autre relative à Si peut se mettre sous la

forme

/

()loir- ()lo2f- \ ^ / 7

U<:/ arc tan;
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le champ de l'intégrale étant Infiniment petit. Si l'on suppose

U continu, la valeur de cette intégrale sera

y—

h

"-/ cl arc tan:

€n appelant Ux la valeur de U en (X, Y): quant à

d a rc taiiir >/'

c'est l'angle sous lequel on voit du point {oc. y) l'arc Si. Si le

point (X, Y) est un point ordinaire du contour S, cet angle sera

égal à TT. Si (X, Y) est un point où les tangentes font un angle

a, l'intégrale en question sera 2tc — a, de sorte que l'intégrale

relative à Si sera tïUx ; en résumé, on a pour ^ =:^ X, j^ = Y,

(2) / U——-^5- P-T-TZU-'On
Occupons-nous maintenant de l'intégrale

V = / U' ^,5; ds.
on

Cette intégrale est prise le long d'un contour S' intérieur à S et

infiniment voisin de S : nous supposerons S' parallèle à S, et

le point (a', b') de S'aura pour correspondantfle point (a, h) de

S, en sorte que o= -^" • La fonction V est harmonique dans

S et dans S'. Il pourrait y avoir doute à cet égard dans le cas oCi

le point (.r, y) se trouverait sur le contour S ; mais, en vertu

du théorème démontré § IX, on peut remplacer G' qui est rela-

tive à un point de S, par la fonction de Green relative à un

point de S'. Calculons maintenant la valeur de V : à cet eff'et,

partageons le contour S' en deux, l'un S', correspondant au

contour que nous avons appelé S, tout à l'heure, et lautre

S'— Si; l'intégrale V, prise le long de S'— S<, sera égale à

P; il reste alors à évakier l'intégrale
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le long de l'arc S'^. Or, le point (x, j) coïncidant avec X, Y,

on peut remplacer G' parlog- j et l'on a

V, = / U' ds'.

En transformant cette intégrale, on trouve, par un calcul

analogue à celai que nous avons fait tout à l'iieure,

Y — b'
Vj — / U'<iarc tang—

-

ou
Y-b'

<iarc tang-
;

L'intégrale estTangle sous lequel on voit de X, Y l'arc S'^; elle

est donc égale à — tt si le point X, Y est ordinaire et à a s'il

est anguleux; ainsi, en général, \^~ — '^Ux, par suite à la

limite

V - II}' ^— 6/5 - P — ttUx.
J C/i

De cette formule, de (i) et (2) on tire, pour ^ = X, j = Y,

u — 27:Ux,

ce qui démontre le principe de Dirichlet.

Il est bien difficile de dire à qui nous devons la démonstra-

tion du principe de Dirichlet, un grand nombre de géomètres

ayant apporté des éléments à cette démonstration. La démon-

stration que nous venons de présenter est en grande partie

extraite de l'Ouvrage de M. Harnack : Die Gruiidlage de?'

Théorie des logaritlimischen Polentiales, qui a réellement

achevé la démonstration. -

XII. — Complément des théories précédentes.

On peut donner plus d'extension au principe de Dirichlet;

ainsi :

Il existe une et une seule fonction harmonique à V inté-
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rieur d^ une aire limitée par plusieurs contours (polya-

delpJie) etprenant des valeurs déterminées sur les contours

limitateurs [pourvu cjue ces valeurs n aient qu un nombre
limité de discontinuités ou de maxima et de minima, et

ne deviennent pas infinies).

Considérons, par exemple, l'aire ci-conlre limitée par nn

contonr «Ay/ extérieur et deux contours intérieurs bcd^ f^^^i'i

on la transformera en une aire à un seul contour (monadelphe)

au moyen de deux coupures ah ^l fg^ le contour unique

Fie. I.

sera abcdaefghifjka. La fonction u^ harmonique dans la

nouvelle aire, prenant sur l'ancien contour la valeur U et

sur les coupures ab^ ^/la valeur \^, que nous laisserons indé-

terminée pour un instant, sera donnée par la formule

log- ,— ds
On ^r du

V — Io£r- -^
I ds,

On ^ r on '

formule dans laquelle /'désigne toujours la distance du point

x^y k l'élément ds et dans laquelle la première intégrale est

relative au contour primitif, et la seconde aux coupures.

Mais la fonction V étant arbitraire, on peut supposer

qu'elle prend des valeurs égales sur les deux bords de chaque

coupure, ainsi que le rapport —; il reste alors

^ 1^»"
UT \

(•) 27:^^ / \ U—-^'-log- ^-^ 1^5.
On ° r On /



2-8 CHAPITRE VII.

Telle est l'expression de la fonction harmonique dans l'aire

donnée et prenant la valeur U sur les limites de cette aire. En
réalité, la fonction V n'est pas arbitraire, parce que u doit être

continu
;
mais elle n'a heureusement pas besoin d'être connue,

puisqu'elle disparaît; sa valeur peut d'ailleurs être censée

tirée de (i).

Nous ferons observer encore que le principe de Dirichlet

se trouve établi pour des aires quelconques situées sur des

surfaces de Riemann
; car, dans la représentation conforme

d'un polvgone sur un demi-plan, nous n'avons pas supposé

explicitement que les aires balayées par un côté du polygone

donné pour passer sur le côté suivant n'avaient pas déjà été

balayées par les côtés précédents.

XIII. — Conséquences du principe de Dirichlet.

Théorisme I. — Une fonction X -i- Y^/— i synectiqae de

X -\-y \J
— I -, à l'intérieur d'une aire A limitée par un seul

contour, est bien déterminée quand on se donne la partie

réelle X sur le contour de l'aire A et la valeur du coeffi-

cient Y de y — I en un point intérieur œ^, jto d^ l'aire.

En effet, on a (t. III, p. iiZ)
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l'aire A, prenant sur le contour de cette aire des valeurs

données (comme il a été expliqué); X étant déterminé, les

équations (i) montrent que

ai =z -~— dx -^ -— cly — ^^ dx -r- -r— dy.
dx dy "^

ôy àx "^

Intégrant la différentielle exacte [en vertu de (i)]

âX ^ dX ,

.— dx -+- -— dy,
dy dx -^

on aura Y à une constante près, qui sera déterminée, si l'on

se donne la valeur de Y pour une valeur particulière de

^ -^y \'— I ou si l'on se donne Y pour x = Xi^, y = J'o \ ^
et Y ainsi déterminés, X + Y y/— i sera une fonction sj'nec-

tique àe X -~ y\ — i dans l'aire A, X prendra des valeurs

données sur le contour de A, Y prendra une valeur donnée

en un point donné de cette aire.

Théorème JI. — Il existe une et une seule fonction

X4-Yy/— 1, monodrome et monogène dans une aire A
limitée par un contour simple, dont la partie réelle X
prend des valeurs données sur le contour, dont le coeffi-

cient de y — I pi-end une valeur donnée en un point donné

de l'aire A et qui admet en des points donnés de l'aire A
des discontinuités données.

Soient a,, «o, • • ^ ^^/^ les points critiques de la fonction,

donnés par hypothèse dans l'aire A; nous nous donnerons les

discontinuités de la fonction en «, , «o, - . . , a,/ en disant, par

exemple, que X+ Yv :rT_[^^ii^ + ^^^^ -H...] n'est

plus ni infini ni indéterminé en a/; A/,, A/s, • • - désignant

des constantes en nombre fini ou infini.

J.a fonction

X H- Y /rrr-y r^j- ^ _^j ^-
. . .1

^ ^Ix - ai {x -- aj)2 J
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sera alors synectique dans l'aire A et bien déterminée,

puisque, X prenant des valeurs données sur le contour de A,

sa partie réelle prendra aussi sur ce contour des valeurs bien

déterminées et que le coefficient de y/ — i sera donné en un

point de l'aire ; X + Y ^/— i sera donc lui-même bien déter-

miné.
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CHAPITRE VIII.

VARIATION DES INTÉGRALES MULTIPLES.

I. — Préliminaires.

Nous avons vu que la recherche des maxima des intégrales

simples était hérissée de difficultés. Celle des maxima des

intégrales multiples est encore bien plus compliquée, vu

qu'elle conduit à l'intégration d'équations aux dérivées par-

tielles d'ordre supérieur.

Pour étudier les variations que subit une intégrale multiple

quand on change la forme des fonctions soumises à l'intégra-

tion, nous supposerons que les fonctions des variables d'in-

tégration contiennent, outre ces variables, des paramètres a,

,

a2, ... dont les accroissements produiront les changements

de forme des fonctions en question et, par suite, les variations

de l'intégrale proposée.

Les différentielles totales relatives aux paramètres ai,

a^, ... seront représentées parla caractéristique o et porte-

ront le nom de variations; les difFérenti elles relatives aux

variables d'intégration seront toujours représentées avec la

caractéristique d.

L'étude préalable que nous allons entreprendre doit être

considérée comme la recherche de l'expression de la diffé-

rentielle d'une intégrale multiple; pour y parvenir, nous

allons résoudre successivement plusieurs questions.

II. — Différentiation sous le signe /

.

Pour différenticr par rapport aux paramètres a une inté-
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grale, on observe que, F désignant une fonction de x^y^ z,

a, , 7.2. . . . , on a

I
¥ dx = l ¥ox— f oFdx

par suite

I
F dx dy ^ j 0x1 F d^ — / dx / F dy

OU

f ' f^'Fdxdy = ô^ T '

F d^j — /* '^^7/ F oj

-i- 1 / oF<^j:'<j(/;

on a de même

/ / j F dx dy dz -=
j ox

j j
F dy dz

J.T, ^ro -^^0 /^„ ^ru -^^0

— / C^^ / OJ' I F (i-3

-^ / rf^ / dy j F oz

.__ r '

f'' f 'oFdxdydz,
^JCo ^J„ ^-0

et ainsi de suite.

Une expression, telle que

peut se mettre sous la forme
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on aura donc

—- dx
ôx

~
/ àx"^^^ J^ ^ dx

dx

àF . .„— ùx — or
dx

En général, une expression contenant des signes d'intégra-

tion et de substitution mélangés pourra se remplacer par une

intégrale multiple, que l'on saura par suite différentier par

rapport aux paramètres a.

III. — Intégration par parties.

L'expression

f f f u-^dxdjdz
^.ro ^jo ^~» ÔX

peut être transformée de manière que v n'y figure plus par

sa dérivée; en effet, on a

ôx
l l uvdydz

j u j- dy dz, on a

r^' r" ^^ 7 ^ ^ r^'' r" ^ ^ /^' ^r r" ^
/ / u -— dy dz — — / / uv dy dz ~ l -f- 1 uv dz
J

n

~o .; -I) • y^
-
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et en intégrant de Xq à cc^

J j. j. ^ ix
^-^ ^r ^^ == / y f uv ^y dz

•' J -'

IV. — Variation d'une intégrale double.

Nous supposerons qu'il s'agisse de faire varier l'intégrale

F désignant une fonction de la fonction ^ de ^ etjK et/?, q^
dz dz d^-z d^-z d^-z

ôx dy ôx'^ (Jx dy'' dy'^

^ 1 , • ^ uz uz wz u^z O^Z J.J „
/', S, t désignant:^, , , -^-^ -^—^, -^-^- Nous ferons

^-Y ^-Y ^-7 ^l'-P
\0X oy ôz dp

àq
^' ôr ds ôt

nous aurons alors

ùu ^ \ OX j F dy -^
I

dx
I

F o

^ f
'

f 'dxdyiZoz-^Pop^Qoq-^R^r-i-Sos^To

Si Ton intègre alors par parties une fois les termes en op et
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8^, deux fois les termes en ùr, os, ot, on trouve

C[i OX ÔX'^ (JX ôx

ôx ) ôx ^y \
^

dx

Ox
^^^/:r(-s-i)--/:x;»s

-h / / F or <y^ -I- / / F 057 cly

La variation d'une intégrale triple contenant les dérivées

secondes d'une fonction u de x^y, z est extrêmement com-

pliquée.

V. — Maxima et minima des intégrales multiples.

Ce que nous venons de dire suffît pour montrer que la

variation d'une intégrale multiple portant sur une fonction F
de u, ^, (V, . . . , fonctions des variables a:^ y, z, ... de ces

variables elles-mêmes et des dérivées de w, (^, pp, . .
. , se com-

posera :

i" D'une intégrale sans signes de substitution ne conte-

nant que les variations 8w, ùç, ùw, . . . , sous forme linéaire;

2" D'intégrales mêlées à des signes de substitution conte-

nant les variations om, ov^ . . . , et leurs dérivées, avec les

valeurs de ô^, S/, ....

Aux limites les coefficients de o«, 0(^, . . . , dans la pre-

mière intégrale seront nuls si l'on veut que la variation de
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l'intégrale soit nulle; sans quoi, comme ou, ùç>^ ..., sont

arbitraires, on pourrait les choisir de signes contraires ou de

mêmes signes que leurs multiplicateurs, annuler leurs valeurs

aux limites, ainsi que les autres variations, et donner par suite

à la variation de Tintégrale une valeur différente de zéro.

Il résulte de là que, pour rendre une intégrale multiple

maxima ou minima, comme on doit évidemment annuler sa

variation, il faudra d'abord annuler les coefficients de ^u,

oç, . .
.

, dans l'intégrale qui ne contient pas de substitutions,

et annuler ensuite tous les coefficients des variations arbi-

traires.

Pour faire comprendre l'esprit de cette méthode, dont le

principe est dû à Sarrus [Recherches sur le calcul des

variations [Mémoires des savants étrangers, t. X, t848];

nous en ferons quelques applications.

VI. — Surface à aire minima.

Problème. — De toutes les surfaces que l'on peut faire

passer par un contour donné, trouver celle dont Vaire est

la plus petite.

L'intégrale à rendre minima, en appelant z l'ordonnée de

la surface, x^ y ses deux autres coordonnées et en posant,

conformément à l'usage,

dz dz
p =

est ICI

l' = ù^' 'J ày

w = / j ^i-r-p~ -T q^ dx dy,

et, le contour par lequel doit passer la surface étant donné,

on aura simplement à appliquer la formule (p. 285)
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ce qui donnera

par suite, l'équation différentielle de la surface cherchée, sera

(0
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OU encore

sinO

tang6
dx{e'T''^''^— e-'\'^~^) — dj{e'\'^'-"^— e-'\'^-~^) /—

i

En prenant alors ^ = x -f-y \ — i, ^'= x —y \^'— i, ces for-

mules se simplifient et donnent

^"^''Z,^' = d'ç e-^ ^~^ - dX e^^ V- r

sinU

tango ' ^ '

JNous poserons

7] = tanglee'K-i, r/ ^ tang^Oe-']^^-'^, r^r/ z= tang2-|0;

ces formules deviendront alors

du\J— I (I -t- tjy/) = TjV/ç — Y) <:/;',

dzix — TQTj' ) — r/ d\ -h T; <i;'

;

et en posant

^ = -5 -h w y/— I
, C' = -5 — i^ V^— ^

)

on aura

dV, — 'f\f\ dX^ — 2 7] c/ç'

;

on tire de là

2 ^? = -, — -r, ^î; ,

(4) ,,,

d\ et <i;' devant être des différentielles exactes, on a

C'Y) Tj dTj _ Y,

OU

(^7) _ 1 dr/ (^7)' _ I f^7)
_
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on en tire

dri d'(\ _^ I r>/] drj

Comme T,r/=rtang2lQ^ qui n'est pas égal à un, on a ~^~ =o;
donc 7, est fonction de 'Q et -/l'est fonction de r,. Ainsi

C = 2/(r/), r--=2/(-0;

on tire de là

(5) --=/(-0+/'(V),

puis (4) devient

dx -h 6(7 /— I = -- -j-, dr — Y) -^ ch
,

r, dt] dr; '

'

on bien

(6)

Les formules (5) et (6) font connaître x, y, : au mo>en

des deux paramètres r^ — tang;- e'V-" et r/=: tang-- e~'W^

.

Si l'on suppose
-fj =a', ^ =z a, a et a' désignant des con-

IX = a' i logr/— ^ j
^ a( logr, — —

)
const.,

const.

On peut clioisir nulles les constantes d'intégration, cela ne
fait que transformer les coordonnées.

L. — Traité d'Analyse, VI. ,n
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On obtient une solution plus intéressante en prenant

/(r^)=alogri, /'(t;)= a'iog t/
;

alors

z — alogTj 4- a'iogr/,

a! a , ,

~ '^/'
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Ainsi, parmi les surfaces à aire minima on iroiwe la

caténoide ou surface engendrée par la réi'olution d^ une

chaînette autour de sa base.

Si dans (7) on fait a = o, on trouve des expressions de la

forme suivante pour x^y^ z :

z = ni'h,

X = /'cos(<!> — />),

y = rsm('^~ p);

r elp désignant des constantes, on peut prendre /7 = o, ce qui

revient à faire tourner l'axe des œ et l'axe des j' d'un angle /; ;

l'élimination de r et de à donne alors

y
z —- m arc tan «r

--

ou en coordonnées semi-polaires z = ni(x). C'est l'équation

de riiélicoïde gauche ou surface de la vis à fdet carré.

On a beaucoup écrit sur les surfaces à aire minima, et

' • '
' '^' ^'

dl'intégration de leur équation a exercé la sagacité d'un gran

nombre de géomètres, parmi lesquels nous citerons : Mong
(Géométrie analvtique) qui paraît être le premier qui se soit

occupé de la question; sa solution a une forme symbolique

qui la rend impropre aux applications; M. O. Bonnet qui a

donné une méthode analogue à celle que nous venons de déve-

lopper, plus directe peut-être, mais moins simple; Riemann,

MM. Catalan, Soplius Lie, Enneper, J. Serret, etc.; enfin,

récemment, M. Ribaucour a publié, sur le sujet qui nous

occupe, un Mémoire étendu couronné par l'Académie de Bel-

gique, et sur lequel nous aurons l'occasion de revenir. Nous

donnerons dans le tome VII une autre méthode pour parvenir

à l'équation de la surface minima, qui nous permettra de

trouver toutes les surfaces minima algébriques.

M. Michael Roberts (t. XV du Journal de Liouville)

donne les équations suivantes pour les équations d'une sur-
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face minima :

X \/— I = cosX -\- COS (X,

k'y y/— I = sin )^ -H sin |jl,

k' Z = /y/l — X-^sill^l rfX -h / y/I— A-2 COS^ {X C/[A.

Ces formules se réduisent facilement aux fonctions ellip-

tiques, et, si Ton pose sinl= sn?^, sin tj. = sn(^, on a

VII. — Surface minima limitant un volume donné.

La recherche de la surface minima limitant un volume

donné revient à la recherche du minimum de l'intégrale

sachant que

j j zdxcly

est constant, ou bien au minimum absolu de

Faisons varier cette intégrale : nous aurons

-^ _ C C (y-^ ^— — -^ ^ IzdxcJv

'1 _ P ^lAlzdx

Ixdy,

F désignant pour abréger la quantité placée sous le sigre

d'intégration dans (i).



VARIATION. DES INTÉGRALES MULTIPLES. 2^3

Quelles que soient les conditions aux limites, l'équation

différentielle de la surface minima sera

\ désignant une constante; cette équation peut s'écrire

elle exprime que la courbure movenne de la surface clierchée

est constante : son intégration complète n'a pas encore été

effectuée.

VIII. — Principe de Dirichlet.

Si l'on admet, avec Dirichlet et avec Riemann, qu'il existe

une fonction a capable de rendre l'iotégrale

minima, cette intégrale étant prise à l'intérieur d'un volume

donné W, et de prendre sur la surface qui limite ce volume

des valeurs données, tout en restant finie ainsi que ses déri-

vées à l'intérieur de W, il est facile de prouver que cette

fonction est harmonique (p. 206), c'est-à-dire qu'elle satisfait

à l'équation

Ô- U <92 II Ô- IL

-\—;
-î H—r-T — <^ ou Ao i« = O.

ôx- ôy- ôz'^

En effet de (i) on tire

-N^r r r r ( àii r^ Ou Ou ^ du du ^ âa\ ^

et, en intégrant par parties en observant que o« = o à la

surface,

et le minimum aura bien lieu pour AoW = o.



294 cil A PITRE YIII.

Le principe de Diriclilet admis, il en résulte quil existe

une fonction harmonique à l'intérieur d'un volume donné
prenant sur la suiface qui limite ce volume des valeurs

données.

Il n'en existe qu'une. En effet, s'il en existait deux, on

pourrait les représenter par u et par ?^ + (o, et il est clair

que l'on aurait

A2?f = o, Aof ?^ -h w) = o, A2a) = o,

et (0 serait nul sur la surface limitant le volume donné AV.

Ceci posé, le théorème de Green démontré (t. III, p. i8())

donne

Rf , ô^-co Ô^tO O'^M , , , ,

^/Z'" S ''^ '''
-^ff'' ^ ^'-^ <'-' ^ //" T. '^^ ^y

-///[ê)'-(S)'-(S)']-*-
Le premier membre de cette formule est nul, to est nul sur la

surface qui limite W; on a donc

ce qui ne peut avoir lieu que si

ÔM do) dio

ou que si (o est constant. Or il est nul sur la surface qui

limite W; donc il est identiquement nul et u est la seule

fonction harmonique dans l'intérieur de AV, prenant des

valeurs données sur la surface qui limite ce volume.

IX. — Application du principe de Dirichlet.

Le principe de Dirichlet a de nombreuses applications à

la Physique mathématique : nous indiquerons seulement ici
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une seule application relative au changement de variables.

Supposons que l'on désire substituer dans TéquaLion

d'^u dHi d'^ii .

^ '
àx^' Oy- ôz^'

aux variables ^, JK, ^ de nouvelles variables a, [i, y : on obser-

vera que (1) exprime que l'intégrale

(2) j j l \iudx dy dz,

où A, « = (--^)'-i-(-^ j^+^-^Vest nulle; alors, au lieu de

faire le changement de variable dans A^z^, on le fera dans

A, u et l'on exprimera que l'intégrale (2) est nulle, en faisant

usage des nouvelles variables.

Le calcul est fort simple quand on a, entre les anciennes

et les nouvelles variables, les relations

dx dx ' dy ôy ôz dz

^ ' ^ dx ôx dy ôy dz dz

d^( doL d^( doL dy doc _
dx dx ' dy dy ' dz dz

et, par suite

Si l'on pose alors

l'expression (2) devient

en l'égalant à zéro et en effectuant l'opération 0, on trouve
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Si, par exemple, le changement de variables consiste en une

transformation de coordonnées rectangulaires en coordonnées

polaires et si l'on a

a? = r sin 6 cos(];, jk = ^' sinO sin J>, ^ = /'C0s6,

on a

D = /'SsinO,

et la formule (4) devient

ou

, , ^ d'^u du d^u ^ du i d^ u
^ ^ Or- ôr à^^ O^i sin^O d'\i-

X. — Sur les fonctions sphériques.

La fonction u = [{œ — œ'y -\- {y —y'y- -h {z— z-'y-]'-

satisfait, comme il est facile de le voir, à l'équation Ao ?^ ^ o
;

la vérification de ce fait ne présente aucune difficulté. Si l'on

pose

^ = 7-sin6 cos<]>, j = r sinô sin'l, ^ = rcos6,

x' = /^' sin^'cos'li', j' = /-'sinO'sitt^^', ^'=r'cosO',

on aura
1

()) îf = [r2_2rr'(cosô cosO'-F sinO sinO'cos»^ — 'I') -i- '"'"]

et n satisfera à l'équation (a) du paragraphe précédent, à

savoir

ôUi du ù'^u . du I d'^u

^ ^ c)/-2 di' d02 dO sin2 dY-

et la fonction 11 tirée de (i) satisfera à l'équation (2). Suppo-

sons r = i, /•'<i; u se développera en série convergente

comme il suit :

(3) ï^ = Po-T-Pir'4-P2/''2 + ...-^r/,./'''»-l--..,
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P,i désignant ce que devient le polynôme X/^ de Legendre

(t. V, p. 187) quand on y remplace x par

cosO cos6'-f- sin6 sinO' cos((|' — ^').

Tirant u de (3) pour le porter dans (2), en observant que le

coefiicient de /''"^ doit être nul dans la résultante, on a

P„i est une fonction entière de sinBcos-i;, sinQsin'i; et cosO;

mais ce n'est pas la seule fonction entière de ces quantités

satisfaisant à l'équation

ônj .ou I t)2u
^

c'O-^ c'O sin-0 O'I-

On appelle /o/^c^/o/^ sphérique du degré /?i toute fonction

homogène, entière et de degré m des quantités

cosO, sinO cos'i;, sinO sin'];

satisfaisant à l'équation (5). V^ est une fonction sphérique

du degré m.

Il existe 2 /?z H- i fonctions sphériques distinctes de de-

gré m. En effet, une fonction sphérique de degré m est une

fonction homogène de x,r^ s, dans laquelle on suppose r= i

,

et qui satisfait à Ao ?^ = o. Si l'on écrit qu'une fonction sem-

blable satisfait à A^ ;^ = o, on aura à égaler à zéro les coeffi-

cients d'une fonction homogène de degré ju — 2, ce qui don-

im — \)m, . (jji — i)(?n—i) ^^ . ,

nera équations entre ^ coerlicients la

fonction sphérique ne contiendra donc plus que

(m l) m -^ ( 771 -h \) ( 7)1 -'r- l) = 1 771 I

2

coefficients arbitraires. Il est bon d'observer que, si

a2-f- ^2-1- I = o, {ax-r- '^Jf -i- Z)'"'

satisfait à Ao ?^ = o et (a sinO cos'i; H- ^ sin 8 sin -i; H- cosO)"'
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est une fonction sphérique du degré ;??. Une somme de im-^ \

semblables fonctions sera la fonction sphérique la plus géné-

rale.

XI. — Propriétés des fonctions sphériques.

Rappelons que le théorème de Green (t. IJI, p. 189) con-

duit à la formule

{a)

1 r r r [ à^ "^^f- dv du dv du\
, , ,

\ ^ff' s ^^ '^' -^Jf' % ^^" ^^^
-^SJ' s ^^" ^y

si l'on a A2 z< = o. L'intégrale triple est relative à un volumeW
limité par une surface S et les intégrales doubles sont rela-

tives à cette surface S ; la fonction i' est d'ailleurs quelconque

{^u et v^ bien entendu, sont finies et continues, ainsi que leurs

dérivées premières et secondes dans le volume W).
Désignons par a, p, y les angles que la normale extérieure

à la surface S en x^ y, z fait avec les axes de coordonnées.

Soit dn un déplacement effectué dans le sens de celte nor-

male; on aura

du
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Y„i désignant une fonction sphérique d'ordre /?i ; nous aurons

du du

On or

D'un autre côte, soit

V = [h — 2/v'(cosO cosO' -}- sinO sinO' cos6 — ^') -^ i''-\
"*

donc

t)p ()p Po '>,r^ (m -M)/"" ,.= -— — -rPi— ...— P
dn Or r- r^ r'"-^'^

la formule (Z>), en observant que

devient
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XII. — Développement en série de fonctions sphériques.

Si une fonction /(O, 'i>) est cléveloppable en nné suite

limitée ou illimitée de fonctions sphériques, on aura

si nous multiplions les deux membres de cette formule par

P/, sinB d^ d'il et si nous intégrons de o à t: par rapport à de

o à 271 par rapport à à, nous aurons, en vertu de (lo) et(i i),

d'où, en changeant 9 en Q', 'h en -V et vice versa,

Quant à V,i il est évidemment symétrique en 0, B' et 6, 'l'

.

Ainsi, quand/(8, d;)est développable en une suite de fonctions

sphériques, il ne l'est que d'une seule manière.

Si, dans la formule

dx/( 37 ) = Xo / Xo/( x)dx-^...-^
^.n-A-\

^^^
I

y^^j(j.
-^

démontrée p. 197, t. V, on fait x = cosy, et, si Ton désigne

])ar T,i ce que devient alors X,^, on a

ou, en remplaçant/(cos y) par cp(v) et y par y' sous le signe /
,

faisant enfin ^' = o et observant que \n pour "' = o est égal à
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X,i pour X = ij c'est-à-dire est égal à un, on a

00 ^

(12) o(o)=y^^ /""r;.?(T')5in--' </•-.

Soient maintenant y et -V deux, coordonnées sphériques, et

F(y, à') une fonction ayant, en chaque point y, 6' de la sphère

de rayon un, une valeur bien déterminée : alors F(o, 'V) aura

une valeur bien déterminée, indépendante de -V; car o et 'V

sont les coordonnées du pôle nord de la splière, et 'V y est

indéterminé. Posons

et appliquons à cette fonction la formule (i^); nous aurons

Le premier membre de cette équation est indépendant de 6':

sa valeur est donc F(o, 'V), où 'V est arbitraire, et, en dési-

gnant par dy l'élément de surface sphérique dà' s\nY cir'
,
la

formule précédente revient à celle-ci

00

F(o, ^')=21^7^//^^'^^^''' '''^'^^'

l'intégrale double élant étendue à toute la surface de la

sphère. Cette formule peut s'écrire autrement : soit N le pôle

nord de la sphère, M un point quelconque de coordonnées

y', 'V. Soient F^ la valeur de F au point M; X/;(^) la fonction

de Legendre ; on pourra l'écrire

Changeons de coordonnées et prenons un nouveau pôle o :

soient 9, à les coordonnées du pôle N dans le nouveau sjslème
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(Je coordonnées, et 8', 'V celles de M; on a

Ff6, J;) =y^^^^ f f X„[cosOcosO'+sinOsinO'cos(d;-4;')]^ 4- Jo ^0

X F(0', ^')sm^'dO'd'Y

ou, d'après la définition même de la fonction V,,^

4

C'est la formule que nous voulions établir; elle est due à

Laplace ;
la première démonstration rigoureuse que l'on en ait

donnée est de Lejeune-Dirichlet (^Crelie, t. 4).

„,^^ , ,, d-u ù^u d^iL
XIII. — Intégration de lequation ^-- -+- —— + ^— — o^ ^ dx- dy^ ôz-

dans quelques cas particuliers.

Nous allons nous proposer d'intégrer l'équation

d'^K. d^ii ù^'U _

de manière que la fonction u prenne des valeurs données en

chaque point d'une sphère de rayon R dont nous mettrons le

centre à l'origine.

Soient /', G, 6 les coordonnées polaires du point [x, y, z)\

Y ,1 désignant une fonction sphérique, r'^Y,i sera une solution

de l'équation proposée, et, en désignant par A,, Ao, . . . des

constantes,

Ao Yo + Al ;'Yi -f . .

.

-I- A„ r'^ Y,, + . .

.

ou simplement

Yo+^Yi-i-...+ ^^Y,+...

sera encore une solution de l'équation proposée; il ne reste
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plus qu'à déterminer Yo, Yi, ..., de telle sorte que, quand on

fera /• = R, la suite précédente, ou

Yo -i- Yi -f- . . . -h Y,j -f- . .
.

,

se réduise à une fonction donnée /(B, 'i;); pour cela il suffit

de prendre, en vertu de la formule établie au paragraphe

précédent^

2 TC .-,71

Y,= ^^'^f I
P„/(0',.y)sin6V/6V/^'.

La solution cherchée est donc

Cette solution remarquable est de Laplace, et c'est la seule

qui reste finie à l'intérieur de la sphère.

XIV. — Quelques lemmes.

Avant de faire une dernière application des principes

exposés dans ce Livre, nous allons établir une formule qui

va nous être utile.

Un point dans l'espace peut être déterminé par l'intersec-

tion de trois surfaces homofocales du second degré (p. 821,

t. II) :

"^' .1-2 _fl_ _

.r2 r2 ^2

«2 H- V b^ -+- y
' c2-j-v

Quand on se donne les paramètres \, ix, v, les surfaces pré-

cédentes sont déterminées et elles fournissent un point

{x,y, 5); réciproquement, quand on se donne .r, y, z, )., a, v

sont déterminées; aussi 1, |i., v jouent le rôle de coordonnées
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et peuvent servir à déterminer un point dans l'espace : ce

sont les coordonnées elliptiques de ce point.

On a d'ailleurs trouvé (p. SaS, t. Il),

( C2 -f- >0(C2 -4- [J.)(c2 H- V )

(c- — a'){c- — b')

Si l'on forme la cjuantité

^.-(S)
ùXv- ùX\-

on trouve

A, A

Aiv =

4 Ta



VARIATION DES INTÉGRALES MULTIPLES. 005

Nous pouvons alors former avec les variables )v, jx, v l'équa-

tion Ao?^ = o ouFéqiialion (4) du § IX (p. 296), qui devient ici

d [. - / /ÏX) âul

ou

2

Posons

t)a I ()3 I ()y t

nous aurons

• ()2,, Vdll ,j-y--] dUt
,

du fil)

et l'équation précédente pourra s'écrire

tl-- ^0 -j^ +(v - X)^ +(X- ;.)— =0.

Nous aurons encore besoin plus loin de savoir faire le chan-

gement de variable suivant

a- -4- X ^^ -t- X c- 4- À

£p2 j,-2 ^2

a- -i- ;jt. b'^ -r- [J. c^ -T- ij.
'

ce sont les équations de trois surfaces orthogonales. On en

lire

/T^^^XK^^^TÏ,
V (:a2_^2)(a2_c2)'

V (C2— a2)(c2— ^2^*

Traité d'Analyse, VI.
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Calculons d'abord dx'' + ^y- 4- ^-- : nous aurons

<:Z.r dr d\
9 . ^:: o -1- ^ -t-

X r rt-^-f- A a'-\- [X

lar suite

Posant

on a

(a2 4-X)2 ' (6 P ' Z>-

Pv>^

_ / j^ (p — )0(p — tjt)

= A
/(>0

A est une constante par rapport à p
que l'on détermine en

observant que, si Ton multiplie par p la quantité sous le signe

^
, elle se réduit pour p = œ à r^ ;

donc A = r'- et l'on a alors

Op

, r2(X _m) ;.2(,j._X)

/i{dx^-i-dj^-r-dz^)=^dr^-^dl^-j-^-^+dlJ.--j^jj-:

Al /• = I , Al X = —

D
;'2 ). — |j.

IfM
Al [i. = -7-: ^ »

4 v//(>0/(i-^)

L'équation (Ao^^ == o) devient

ou bien encore

-v/7ûi)^,[v/7ôi)^:]=o.
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Les calculs que nous venons de faire seraient inextricables

si l'on n'employait pas l'artifice que nous venons d'indiquer.

XV. — Problème de Lamé.

Lamé s'est proposé d'intégrer l'équation

d^ u (Y' Il d- IL

^ ^ dx^ df^ dz^

de manière q ue la fonction u prenne sur la surface de l'ellipsoïde

^2 y2 ^2

a- -h V b' -i- V c2 -h V

des valeurs données et reste finie et continue, ainsi que ses

dérivées à l'intérieur de cette surface.

Changeons de variables et prenons des coordonnées ellip-

tiques (voir p. 3o3), définies par les équations

x^

a- -+- A h'"- -t- X C'-\-X
'

(a) /
-— h -~f- 1

— = I,

.^2 7^2 -2

\ a^-\- V
'

62-i- V c^H- V

L'équation (i) pourra s'écrire

O'^'U I ù^'-u I d'^'ii I

'd^- (A-[^)(X-V) "^^ (jJ.-X)(|J.-r^ "^^ (V-X)(V-{JL)

ou encore

._- . , ()2;^ ^ d^ii . . ()2J^

(3) (l^-')d^+(''-'0^+(X-|.)^=o,

en posant, pour abréger,

I c)a _ T

(4) ^
^-

àlJ- y/(j^_f.a2)({J.-f-62)(|J.-f-c2)

^'^ /(v 4-a^)(v -f-62^(v -f-c2)'
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et c'est l'équation (3) maintenant qu'il faut intégrer, de telle

sorte que, pour v = o, u se réduise à une fonction donnée

F().,a)ou/(a, P).

Essayons de satisfaire à l'équation (3) en posant

w = LMN,

L étant fonction de A ou de a seul, M étant fonction de [j.

seul et N fonction de v seul; on aura

cette équation sera satisfaite en prenant

(5) ^j-^=(^^!^+^OM,

et ces trois équations détermineront les fonctions L, M, N :

nous supposerons g et h constants.

Occupons-nous spécialement d'une de ces équations, d

première par exemple; on a

c)2L _ d /dL dik

formule où

X = a^-\-b^-\-c\ B = 62c2-i-c2a2 + a2^2, C = a''-b'-c\

et la première équation devient

(C) S/a)+iJ/'(>-)-M,->H-/o=o,

où l'on a fait

/(X) = (X + a2)(X-i-62)(X + c2).

e la
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XVI. — Fonctions de Lamé.

Reprenons l'équation (6) du paragraphe précédent

(6) ^^/(X)+^^/'(X)-L(^^X + A) = o

et cherchons la forme qu'il faudrait donner à g et à A pour

faire acquérir à cette équation des solutions entières en )..

Supposons que n désigne le degré du polynôme L : le premier

membre de(6) sera de degré 71+ i
;
pour que cette équation soit

satisfaite, il faudra d'abord que les termes en V^+* soient nuls,

ce qui exige que

où g = — -' Remplaçons g par cette valeur dans (6) et

employons maintenant le d pour désigner les dérivées ; \ étant

dorénavant seule variable indépendante, cette équation (6)

deviendra

Si Ton pose alors

L = X« + «1 X"-i+ . . .+ a/i

et si l'on égale à zéro les coeflicients des diverses puissances

de X, on aura n -{- i équations, dont la première, identique,

servirait à déterminer g et dont les autres servent à calculer

a^, a.2^ . . . , a,i et Ji sans ambiguïté. Les polynômes L, que

nous venons de définir, sont ce que l'on appelle les polynômes

de Lamé.

Nous désignerons par Li, Lo, • - -, ^n les polynômes de

Lamé correspondant aux valeurs i, 2, ..., n au. nombre

entier n et par A,, Ao, . . . , Jia les valeurs correspondantes de

Ji\ nous aurons alors les formules

dh^
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Multiplions la première par L/„, la seconde par L,^ et retran-

chons : nous aurons

Vn(in^\)—m{im-{-i). "1

— ^m ^n
]

A + /l,i— /i„i = o,

ce que l'on peut écrire en divisant par \/fÇk)

1[v/7(X)(l„,^-.4^)]

= vm L ^ "~ '"J

Intégrons maintenant entre deux limites qui soient racines

de/Çk)= o : nous aurons

/
L/» L;, r n(-2n-^i) __ m{im +t) 1 -s ,-s

v/7(>ÔL '^
'^

J

J //(>0

Changeons dans cette formule X en pi ou en v; nous aurons

r MfnMn r ^(2/l-4-T) /?? ( 2 m -f- l)1

J v/7(7)L '^ ^ J'"'
'^

4-
/ —===(A,i— /i,„)â?(j. = o;

en multipliant en croix ces deux formules après avoir fait

passer les seconds termes dans le second memhre, il vient

( 8)

,

Ç r 7;;;
":""/

- (X - (J.) 6^X 6/|x = o.

Cette propriété des fonctions de Lamé permet d'intégrer

l'équation (i) ou (3); en effet, posons
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B„i désignant une constante ; cette valeur de u satisfait, quelles

que soient les constantes B, à l'équation (3) pourvu que le

second membre se compose d'un nombre limité de termes ou

soit convergent. Si l'on veut que la fonction u se réduise à

une fonction donnée F (1, [jl) de Xet [j. pourv = o, c'est-à-dire

sur la surface de l'ellipsoïde

^2 yt ^2
_1_ *- 1- . =1^ I

a- ' b- c^
'

il faudra déterminer les B de telle sorte que l'on ait

F(X, |ji)=^B„,L,,,M,,,N,,,(o).

Tout se réduit donc à développer la fonction F(a, [j.) sous la

forme \^A„iL,„M;„. Or, si l'on pose

P (\ , a ) = \ A ;„ L „i Mm
m = 1

et si l'on intègre les deux membres de cette formule après

ravoir multipliée par —
.
\-(

'''"

0^ — 'J^dldu.. il vient, en

vertu de (8),

// v//(>0/(i-)

A„ r r ,.-::'?— o^ - '^)di dix,

d'où l'on tire A,;i et, par suite, Bni= tv~tH*

Cette solution est évidemment très élégante; mais elle

repose sur une hypothèse, à savoir la possibilité du dévelop-

pement d'une fonction arbitraire de 'k et [x suivant les pro-

duits des fonctions L et M. Nous allons essayer de démontrer

la possibilité de ce développement.

Si cette possibilité est établie, la solution précédente sera

la seule qui reste finie à l'intérieur de l'ellipsoïde, en vertu

du principe de Dirichlet.
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XVII. — Complément de la théorie précédente.

Reprenons la formule (7) qui sert à définir la fonction L,

à savoir

et que l'on peut écrire

on aura de même

on déduit de ces deux formules

D'un autre côté, si dans l'équation Ao z^ =: o on effectue le

changement de variable donné par les formules

372 _(_j2 _|_ ^2 := f.2^

a-+À ù'-i-A c'^-h-X

^2 y2 -2

on trouve (p. So-)
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Posons dans cette formule u = r-'^Y ^ Y désignant une fonc-

tion de \ et [7. seuls, on aura

I

Y(X-i.)
"^^-"^'

>-

Cette équation est identique à (9); donc la fonction LM satis-

fait à cette équation (io)j mais cette équation (10) est préci-

sément l'équation à laquelle satisfait la fonction Ym de

Laplace. En effet, l'équation (10) est l'équation A^?^, dans

laquelle, à la place de x^ jr, ^, on a mis r, )v, [Ji ou, si l'on veut,

celle que l'on obtiendrait en remplaçant x^y^ z par r, 9, tL,

puis 9, 'h par A, [jl; (i i) est donc bien l'équation d'une fonction

de Laplace d'indice pair. Si donc LM est entier en

cosO, siinlisinO, cosd^sinO,

toute fonction de \, ;jl sera développable en série de fonc-

tions LM et les hypothèses du paragraphe précédent sur la

possibilité du développement que nous avons employé seront

justifiées; or LM est une fonction entière de degré pair de

\ et [i. et, comme on a

a')
X — r cos ù sin \) — r\ / -—

-^ -n^n^ Tn '
'2 — C-)

LM sera aussi une fonction entière de cos9, sin9sin'i>,

et sin9cos'|i. Ainsi se trouve justifiée la belle analyse de

Lamé.

XVIII. — Surfaces isothermes.

Si l'on considère une fonction u satisfaisant à l'équation

, . Ù-li ()2 U Ô- U
(l) ——: H -— H r—- =0 OU Ao ?/ = O

ÔX' ôy- Oz'

et si l'on égale cette fonction à une constante s, on obtient une

famille de surfaces que, pour des raisons tirées de la Physique,
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on appelle surfaces isothermes ; £ est alors \q paramètre tJier-

mométrique de la famille. Voici quelques exemples de sur-

faces isothermes algébriques simples

ayz -\- bxz -\- cxy = z.

Considérons une équation de la forme

(2) f{^,y, -, a) = o,

et cherchons la condition pour qu'elle représente une famille

de surfaces isothermes.

Il faut alors qu'une certaine fonction s de la valeur de a

tirée de (2) satisfasse à l'équation A^s == o. Or on a
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dans cette formule et prenons des coordonnées elliptiques;

pour cela, reportons-nous à la formule (21) du tome I,

p. 216; l'équation à intégrer deviendra, en adoptant les nota-

tions des paragraphes précédents,

8//(X)/(!x)/(v)

-:^)(!^-v)(v-X) ^.-o^=a^L^^-(.-v)i4^^^^
''''

(àuy f(i)

ou bien

= 1f(«)[(.-o/(X)(|)V...].

On voit que cette équation est satisfaite en prenant u égal à

une fonction de X seul, de [i seul ou de v seul, en sorte que

les surfaces du second degré homofocales constituent des

surfaces isothermes, ce que l'on peut vérifier directement.

On connaît un grand nombre de cylindres isothermes :

les cylindres droits qui ont pour bases sur le plan des xy

les courbes X = o, Y = o telles que X + Yy/— i soit une

fonction monogène de x -^y \J
— i, par exemple, sont des

cyhndres isothermes. Les cylindres qui ont pour base les

courbes d'égal module d'une fonction monogène sont égale-

ment isothermes. Ainsi les cylindres qui ont pour bases des

lemniscates homofocales sont isothermes.

XIX. — Variation d'une intégrale triple.

Nous terminerons ces considérations sur le calcul des

variations par la recherche de la fonction u capable de

rendre minima l'intégrale triple

-fff\/VrJ ^r£)-V-f.) dxdyd..,
/ âuV^ /du
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étendue à tous les points intérieurs à une certaine surface S,

et de prendre des valeurs données sur cette surface.

On a

'sxr C r r ï f du :^ du du ^ du du ^ du\ ^
• oV = / / /

—-=. %— h ^- -T \- -- ù -—
]
dx dy clzJJJ s/^u\àoo dx dy dy dz dz ]

"^

et, en intégrant par parties,

JJJ ''^^

L^*^ \/-^^^ ''^

d f \ du

ày \J^i ^y ^TïS^^)]^"^'^^'-

on aura la condition du minimum en égalant le coefficient

de ou à zéro, ce qui donne

I (d^'-u d~u d'^-u

~^X~d^-^'d^''^~ôz^'

-i^u) l r/^y à"' if- ^^ff- au d'-u _^ 1

L\c)^/ dx'^ dy dz dydz "j

OU bien

, - d^'uV/duY /duY~\ du du d"-

u

Si l'on se reporte à la page 438 du tome II, on voit que, pour

exprimer que la surface /= const. a ses deux rajons de

courbure égaux et de signes contraires, il faut poser

dQ dQ d<d _

formule où désigne le liessien de / bordé avec /<, f-^, f:\.

Cette équation développée donne

c'est-à-dire, à la notation près, l'équation (i), ce qui montre

que si la fonction u n'est pas une constante, quels que soient

^,y, z, en l'égalant à une constante arbitraire, on obtiendra

l'équation d'une surface ayant ses deux rayons de courbure

en chaque point égaux et de signes contraires.
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Pour déterminer la fonction u^ il faudra intégrer l'équa-

tion (i), de manière que u prenne des valeurs données sur la

surface S.

XX. — Variation de quelques intégrales multiples.

Problème I. — Trom-er le maximum ou le minimum

de rintégrale suivante, oit u est invariable aux limites

du du

^'JJ- Xi -7

—

du \ '"

Xa -T U 1 dX]^ dx.-> . . . dx,i.
dx„ )

On

oV^/J...m(x,g^...-.)'""(^.sg+...--8.)./^....

et, en intégrant par parties et en désignan

du du

par H,

_|_(.,^H^^^-)^n-'] dxy . . .

on obtient le maximum ou le minimum cherché, en annulant

le coefficient de o?^, ce qui donne

d^'-u

(,,H-i)II-- + (m-<)H--2^'-^^-^="
ou

du \ V^ '^-'/-

() ^i:-£^-"hi: ' ^ Oxidxj

(dans l'équation précédente, il est clair que sous le signe ^
les coefficients des xtxj ou i>^j doivent être censés doublés).

L'équation (i) est facile à intégrer : si, en elTet, on pose

-^ilt-L z=z — a et si l'on désigne par (j^ en général une fonction
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homogène de degré k des variables ^i , ^2> • • . , ^ d'ailleurs

arbitraire, on aura

(Jellet, Calcul des variations.)

ProblÎlme il — Trouver le maximum ou le minimum
de l'intégrale

\=JJr'nda[oLF,ib, c)-hSF2(c, a)-r-YF3(«, b)l

dans laquelle r est le rayon vecteur dhtne surface le long

de laquelle on intègre; d^ est Vélément de surface; <2, 6, c

les cosinus directeurs du rayon r et a, jB, y les cosinus direc-

teurs de la normale. Les fonctions F^, F2, F3 sont suppo-

sées liomogènes. La surface est assujettie àpasserpar une

courbe fermée fixe

.

Si l'on pose p = --, q = ~, en appelante, j', z\es coor-

données d'un point de la surface cherchée, on aura

c'est-à-dire en observant que F<, Fo, F3 sont homogènes,

n désignant un nombre égal à m ou différent de m suivant

les cas, on a alors

oV= f fnr'^-^ z oz{p¥i-~ q F^ — Fi)dxdy

-h / / r'M o/?Fi+ '^qFci -\-p —— oz -^ q -j^ oz \ dxdy.

En intégrant par parties et en égalant à zéro le coefficient
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de ù.z sous le signe / / ? on trouve

/ dFi dF,\ d ^ ^ ^ à ^ ^ ^

en développant les calculs indiqués le premier membre se

réduit à zéro. On tombe sur une identité; cela prouve que

notre intégrale est indépendante de la forme de la surface

passant par la courbe donnée : elle n'est pas par conséquent

susceptible de maximum ou de minimum.

Un cas particulier de la proposition que nous venons de

trouver est celui d'une surface fermée : alors on trouve que

//'

ou que

//l

EXERCICES ET NOTES.

1. Toute fonction harmonique dans un certain domaine est déve-

loppable dans ce domaine en une série de la forme

t^O -i- ï^l -h î<2 H- • • • -+- ï^/i + .
. •

,

lia désignant une fonction harmonique entière, homogène et de

degré n. (Le théorème de Gauchy est un cas particulier de celui-ci.)

2. La thèse de M. Riquier contient une théorie très complète de

la théorie des fonctions harmoniques à un nombre quelconque de

variables. Un Mémoire de M. Poincaré {American Journal of Ma-
tJieniatics, vol. XII, n° 3) contient une théorie des équations que

l'on rencontre en Physique mathématique et qui sont analogues

à A2 w = o.

3. S'appuyer sur le résultat obtenu § XVII pour trouver, en coor-

données polaires ou semi-polaires, l'équation aux dérivées partielles

de la surface minima.
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4. Trouver la surface qui, passant par une courbe donnée, rend

rintégrale

/ / ^P'^ -^ cf-dx dy

minima,/? et q désignant toujours tt' j-*

5. Si l'on applique la formule de Lagrangc à l'équation

u

on trouve

-^[(--fy+(r+Ty-'^]=''

I I ()'«^-«(^2_+_ -jr2_ ,)

'"" m\n\ 'i."'+" dx"'ôy"'
'

les polynômes V^mn satisfont à l'équation

()^t „ du , ., >
.— 3^ Zy —- -\-{m-^ ji){m-h n-i-2)u = o;

ôx "^ ôy

le polynôme V/y^/^, défini par l'équation

{v — iax — 'iby-\-a'^-\- b'-)-^ = ^a'«^'^ ¥,»«,

satisfait à la même équation dont on a ainsi un grand nombre de

solutions. Elle n'a pas d'intégrale intermédiaire : on a

j
j^nui^pq dx dy = o,

I j ynui^p<i dxdy^ o,

/ / ^ma^miidxdy
(m -\- n)\

m -h /i -h I niliil

Les intégrales sont prises dans le domaine défini par

-2;2_^j2_i<o. (Hermite.)

6. Les \},nn se calculent en fonction linéaire des ¥,„„ et vice versa

(exercice précédent); généraliser.
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CHAPITRE IX.

TRANSFORMATION DES FIGURES DANS L'ESPACE.

I. — Homographie.

Soient '^(œ'^y, z'), /(^^ y' y ^'), à(x'^y^ z') trois fonc-

tions des coordonnées rectangulaires ou obliques d'un point

M'; X, y^ z les coordonnées d'un point M. Si l'on pose

(i) x^o{x\y\ z'), y ^--jX^'.f, ^'), z-:=^{x\y\ z'^,

lorsque le point W (^x'
, y', z') décrira une certaine figure F',

le point M décrira une autre figure correspondante F. Ces

figures F et F' sont transformées l'une de Faiitre par les for-

mules (i). Nous ne ferons pas la théorie générale delà trans-

formation des figures, et nous nous bornerons à l'étude de

quelques cas simples.

On dit que les deux points M(.r, y^ z) et M.' {x\ y', z'

)

engendrent des figures homographiques quand on a entre

les coordonnées des points M et M', des relations de la forme

(-2)
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ront se mettre sous la forme

i-^^ ^ - -L - ± - 1
K^) X'

~
Y' Z'

~ T'

X.', Y', Z', T' désignant respectivement les fonctions linéaires

ax'-^ bv'-h cz'-^ dt', . . . , a"x'-^ b"y' -r- d" z' ^r d'" t'
. Les

formules (3) peuvent être résolues par rapport à oc'
^
y' , s', l'

et se transforment en

x' y' z' f
(4) X-T=Z-T'

X, Y, Z, T désignant des fonctions linéaires de x^ y^ z^ t

homogènes.

Il est clair que, si ^, y, ^, ^, au lieu de désigner, ainsi que

x\y' ^ z' , t\ des coordonnées homogènes, désignaient des coor-

données tétraédriques, les formules (3) ou (4) seraient encore

des formules de transformation homographiques ; et, en effet,

x^y^ z, t seraient des fonctions linéaires de trois coordonnées

ordinaires ^, r,, Ç-, X', Y', Z' seraient également fonctions

linéaires de trois coordonnées ordinaires ?', r/, Ç', et il est

clair que l'on en déduit pour ^, Tj, Ç des valeurs qui sont des

fonctions rationnelles de 5^r/, XJ^ dont les numérateurs et les

dénominateurs sont du premier degré.

La formule
X _ y _ z _ t

y^ - X ~~
Z' T'

peut s'interpréter en disant que, pour construire une figure

homographique d'une figure donnée, on peut rapporter la

première figure F à un tétraèdre de référence et construire

une figure F', qui, par rapport à un autre tétraèdre différent

du premier, aurait les mêmes coordonnées que F par rap-

port au premier tétraèdre.

Voici maintenant les propriétés essentielles des figures

homographiques \

i" Les points à l'infini dans La Jigure F ont pour cor-

respondants des points de la figure ¥' situés dans un même
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plan {quipeut dans certains cas être le plan de l' infini).

2° Une transformation Jioniographique n^altère pas le

degré dUine ligne ou dhuie surface.

3" A quatre points en ligne droite de l'une des figures

correspondent quatre points en ligne droite de Vautre et

dont le rapport anharmonique est le même.

La démonstration est analogue à celle qui a été donnée en

Géométrie plane.

4" A deux points infiniment voisins d'une des figures

correspondent deux points infiniment voisins de l'autre.

5'* Une transformation homograpJiique n'altère pas

l'ordre du contact des lignes et des surfaces, non plus

que leurs singularités.

6° Une transformation Jiomographique n'altère pas la

classe d'une ligne ou d'une surface.

II. - De l'homologie.

Si l'on pose

x' y' z'

(!) ^ = ë. r=^. -- = -ë'

f) désignant une fonction linéaire de x'^y', z\ les points œ,

y, z- et x'
, y , z' décriront des figures homologiques. L'ho-

mologie est donc un cas particulier de l'homographie; le plan

= o de la figure x'
., y, z' a pour correspondant le plan de

l'infini dans la figure x^y^ z. Quant aux points situés dans

le plan = i, ils se correspondent à eux-mêmes, puisque

pour ^rr: I on di X ^= x'
^ y =^ y' , z = z'. Le point .r'= o,

y'zzzo, :;'=o se correspond d'ailleurs à lui-même aussi; il

n'y a du reste que ces points qui se correspondent à eux-

mêmes, comme nous le constaterons tout à l'heure, en indi-

quant la construction géométrique des figures homolo-

giques.

Le plan 6 -- i est le plan d'/iomologie, l'origine qui se

correspond à elle-même est le centre d'/iomologie.
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L'étude des figures homographiques ne se ramène pas à

celle des figures homologiques, comme cela a lieu en Géo-

métrie plane, ainsi qu'il est facile de le constater en déplaçant

l'une des figures et en essayant de la faire coïncider avec une

homologique de la seconde : on s'aperçoit ainsi que l'on n'a

pas assez de paramètres à sa disposition pour efl'ectuer la

coïncidence.

Les formules de l'homologie (i) peuvent s'écrire

X y z

elles montrent (\\\un point et son correspondant sont en

ligne droite avec le centre d'homologie.

Une droite et la droite Iioniologicjue rencontrent le plan

d^hojnologie au même point.

Un plan et son Jiomologique rencontrent le plan cVho-

mologie suivant une même droite.

Soient M un point (:r, y^ z)^ et JVL son correspondant

(^', y\ z'). Soient O le centre d'homologie, I le point où

OMJVL rencontre le plan d'iiomologie ;
soient N un point diffé-

rent de M, et N' son correspondant. Le rapport anliarmonique

des points O, M, I, N est égal à celui de leurs correspondants

O, M', I, N'; on a donc

MO
.
NO _ ÎVrO

.
iVO _ ^

mT • W ~ lîT • NI ""
'

\ désignant une constante; donc on peut définir une figure

homologique d'une figure donnée, par rapport à un centre O
et un plan, une figure dont les points correspondent à ceux

de la figure donnée, de telle sorte que, M étant un point de

la figure donnée, M' son correspondant, on ait, en appelant 1

le point oii MO rencontre le plan,

MO . ivro _ .

"Ml • MI ~ '

). désignant une constante. Si le plan en question a pour
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équation z = /l el si le point O est pris pour origine, on a

cr y z ^ z — h

x' y' z' z'— h

L'homographie et l'homologie ont permis à Poncelet et à

Chasles de généraliser un grand nombre de propriétés de la

sphère et d'en déduire des propriétés des surfaces du second

ordre que l'on peut considérer comme des transformées de la

sphère; mais, pour l'étude de ces transformations, nous ren-

verrons aux Ouvrages de ces auteurs ou aux Traités spéciaux

de Géométrie.

III. — Figures corrélatives.

Considérons les formules

ax' -\-by -^ cz'-\- d
a"'x'-^b"'y^c"'z'-^d"

a' x' -^ b'y'-r- c'
z'

-i- d'

a" a?' -h b" y' -^ c" z' -^ d"

a"'x'-\-b"'y'^^c"'z'-\-d""

et supposons que x'
^ y, z' représentent, non plus les coor-

données d'un point, mais les coordonnées d'un plan, quand

le point .r , r, z décrira un lieu d'un certain degré sur le plan,

œ'^ y, z' enveloppera une surface de la classe /7z, de sorte

que les formules précédentes établiront entre deux figures

un certain mode de correspondance que l'on a appelé corré-

lation et sur lequel nous ne nous arrêterons pas autrement

que pour signaler les figures polaires réciproques comme cas

particulier des figures corrélatives (voif^ t. II, p. 279).

Proposons-nous, par exemple, étant données les coordon-

nées d'un point (.r,jK,^) d'une surface, de calculer les coordon-

nées du point correspondant de la transformée par polaires

réciproques. Soit

(r) ?(^, J, ^, =
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l'équatioii de la surface que Ton transforme, /:= o désignant

la surface du second ordre transformatrice; le plan tangent

à (i) au point (^, y, z) a pour équation

d(ù do ()o ôo
X -- 4- Y -*- 4- Z -^ + T -- - o;

ox ôy <)z Ot

son pôle ^1 , jKi , ^i est donné par les formules

df ^
do _ df ,

do _ àf ^
ào _ df ^

do

dxy ' dx dji ' dy ~ dz^ ' dz ~ dt^ ' dt
'

Si, par exemple, /= x'\ -\-

y

\ ' ^ \

ocx Jl ^1 I



NOTES,

NOTE SUR LA MÉTHODE D'AMPEUE.

La méthode que nous avons indiquée pour intégrer l'équa-

tion (p. 210)

Rr-f-Ss—Tt~M{rt — s-^) ^ N :r. o

et que nous avons développée pour le cas où M^o est tout à

fait générale : elle s'appliquerait à des équations de la forme

(1) F(/-, s, t, p, q, 2, X, y) --^o,

mais elle conduit alors à des calculs inextricables. Ainsi^ en

admettant l'existence d'une intégrale intermédiaire

/(.r, 7, z, p, q),^^ a,

on aurait, comme dans le texte,

ôx]
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NOTE SUR LES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES.

Supposons que l'on donne les équations différentielles

d'une famille de courbes, à savoir

, , dx dy dz

OÙ X, Y, Z désignent des fonctions de x^ j)', z. Les intégrales

des équations (i) renferment deux constantes arbitraires et,

par suite, les équations (i) représentent des courbes, telles

qu'il en passe une par un point quelconque de 1 espace, ou

du moins, il en passe un nombre fini ou infini ne formant

pas une surface. Proposons-nous de trouver des surfaces

normales en chacun de leurs points aux courbes repré-

sentées par la formule (i).

Soit ox, oy, oz un déplacement effectué sur la surface nor-

male, si elle existe; on devra avoir

dx ox -'- dy oy -^ dzoz — o

et, par suite, en vertu de (i),

X o:r -j- Y oj H- Y 8^ = o.

Cette équation, que l'on peut aussi écrire, en remplaçant le o

par un d^

{ '1 ) X dx -t- Y dy — Zdz — o,

est aux différentielles totales; on en conclut: i" que la surface

normale cherchée n'existe pas toujours; '>." que, pour que

cette surface existe, il faudra que Ton ait

^'^ ^[Jz-0y)^^[ô^--<rz)^'ijy-ô^)=''^

3" si cette relation a lieu identiquement, il existera une infi-

nité de surfaces orthogonales à notre système de courbes :

ces surfaces fourniront une famille représentée par l'intégrale

complète de (2); 4^ enfin, si la valeur de z tirée de (3) satis-



fait à (2), il y aura un nombre limité ou illimité de surfaces

normales aux courbes (i), mais ne remplissant pas tout l'es-

pace.

Au contraire, quand on se donne une famille de surfaces,

cette famille a une équation aux dilTérentielles totales, telle

que (2), et, par suite, il existe des trajectoires orthogonales

ayant (i) pour équations différentielles.

Clierclions, par exemple, les trajectoires orthogonales de la

sphère

(4) z'^-{-{a; — acosiùY^ -{ (y - <2 sincp)^ r= «2,

qui enveloppe un tore avec un trou inliniment petit. Quand

on fait varier cp, a restant constant, l'équation aux différen-

tielles de la surface est

{x — a coso) dx -\~(y — a sm^f) d/y ^ z dz ~ o,

OÙ cp doit être remplacé par sa valeur tirée de ( /{
) ou de

(5) 372 -f- j^2 _|_ -2 — 2(^37 coscp -f- aajK sino.

Les équations différentielles des trajectoires sont

dx dy dz

X — acoso y — rtsincp z

Les formules (5), (()) s'intègrent en posant

X -- /" cosO, y -= r sinO;

elles deviennent alors

(7) /'^ -h ^2 -- '2c;/' cos(0 — o),

c/z-cosO /'siiiOr/O ^//-sinO 1- ;• cosO ^/O _ c/j

rcosO — c/coso /siiiO — asincp z

et les dernières donnent lieu aux suivantes

dr rdO dz

r — acos(6 — cpj asin(0 — o)

L. — Traité d'Analyse, VI.
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OU, on ayant égard à (7 ),

ir dr _ 1 7-2 6/0 _ dz
^

'----- \/^a-^r^"-{r-^^~^z'^)^ ^'

on lire de là

•1 r z dr -; (52 — r- ) dz — o,

équation homogène (|iii a pour intégrale

9, log- —^^ -f-
^^- — log -- ^ o;

on tire de là /• en l'onction de z^ et B s'obtient en fonction de

z au moyen d'une quadrature.

Considérons un point matériel en mouvement : soient J',^

,

z ses coordonnées ; m, r, w les composantes de la vitesse de ce

point à l'époque t. S'il arrive que u, <', (v puissent s'exprimer

en fonction de ^,y, z, de telle sorte que u dx -\- ç cly + w dz

soit une différentielle exacte c/cp, ou le devienne par l'appli-

cation d'un facteur :

i" L'équation cp = const. représentera une famille de sur-

faces;

2" Les équations des trajectoires seront

dx dy _ dz

et les trajectoires du mobile compatibles avec les circonstances

initiales pour lesquelles 11 dx -\- v dy -f- iv dz est, à un facteur

près, une différentielle exacte, seront toutes normales aux

surfaces de la famille cp r= const.

Or les équations du mouvement sont de la forme

du
dt

~'
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1

fonction des forces, de poser

donc il existera des intégrales

/'— consl.,
fi;-
— const., h — const.,

donnant lien an\ formules

(/, ^) -^ o, ( ,^, h ) ^ o, ( h, f) :.. O,

et par conséquent rendant u dx + v dy -r- w dz différentielle

exacte; il suffit pour cela que /*, g^ h fassent partie d'un sys-

tème canonique. Gela aura lieu, en particulier, si f, «•, h sont

les valeurs de x^ y, z pour t= t^, puisque l'on sait que les

valeurs initiales des variables sont des constantes canoniques.

On peut donc dire que, si un point matériel part d'une

position fixe avec des vitesses initiales variables en direction,

mais toujours sollicité par les mêmes forces provenant de

l'attraction de centres fixes agissant suivant des fonctions d^

la distance, ce point décrira dans ces circonstances des tra-

jectoires normales à des familles de surfaces.

F[N DL TOMIÎ SIXIEME.
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