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INTRODUCTION.

Il ne faut pas avoir fait de longues et profondes

observations, pour avoir remarqué que Thomme

qui vient communiquer au public le résultat de ses

méditations, est exposé à rencontrer deux puissants

obstacles ; Tincrédulité d'abord, qui nie la réalité

ou du moins Fimporlance des nouvelles décou-

vertes, et plus tard cette espèce d'antagonisme, dont

les causes variées sont peut-être difficiles à appré-

cier à leur juste valeur, mais dont l'effet certain est

^ de revendiquer aux profits des morts cette part de

mérite qu'un travail utile devrait assurer aux vi-

vants.

Certes, il est naturel que les hommes accueillent

avec quelque méfiance les idées nouvelles , il est

même nécessaire que ces idées ne soient exami-

nées par eux qu'avec une sage réserve, avec cette

disposition d'esprit que commande la prudence du

doute.

Mais on aurait peine à comprendre, si une expé-

A

s.
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rience de tous les jours ne formait notre convic-

tion à cet égard, que des hommes d'un mérite in-

contestable, sans avoir même pris connaissance

des principes annoncés et de leurs conséquences

,

ne veuillent pas croire à leur réalité
;
que ces hom-

mes, se renfermant dans une opposition systéma-

tique, proclament avant tout examen, avant tout

débat, qu'ils ne sauraient avoir foi dans les nouvel-

les doctrines , et que, dans la science exacte par

excellence , substituant à la méthode logique les

inspirations de quelques préjugés, ils répondent à

des convictions mathématiquement formulées par

une négation.

A cet égard je puis joindre ma propre expérience

à Texpérience du passé , car dans les tentatives que

j'ai faites pour répandre les idées exposées dans

cet ouvrage, le premier obstacle que je viens de si-

gnaler ne m'a point fait défaut.

En sera-t-il de même du second écueil ? et , s'il

est donné à ce travail d'obtenir d'honorables suf-

frages, quelques uns ne voudront-ils pas attribuer

le mérite des idées qu'il renferme à d'autres qu'à

moi ? ce serait se faire illusion que de ne pas s'at-
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tendre à un semblable résultat. Mais, à ce sujets

qu^il me soit permis de présenter quelques obser-

vations.

A qui doit- on attribuer la propriété réelle d^une

idée ? est-ce à celui qui en aura parlé en termes

plus ou moins vagues, sans en connaître toute re-

tendue, peut-être même sans Favoir soumise à

quelques épreuves de raisonnement ou d^expé-

rience ? ou à celui qui, Fexaminant sous toutes ses

faces, Fétudiant dans tous ses détails, comprenant

toutes les nécessités de son existence, toutes les

conditions de son développement , toute la fécon-

dité de ses applications, Faura fait pénétrer dans la

science, elle et ses conséquences, appuyée sur des

raisonnements incontestables, généralisée autant

que sa nature aura pu le permettre , sanctionnée

par les épreuves concluantes de Fexpérience, for-

mulée enfin selon les exigences d^une vraie théorie?

La réponse à cette question ne saurait être dou-

teuse ; car s^il suffisait d^avoir prononcé quelques

mots au sujet d^une doctrine ou d^un principe, pour

recueillir tout le mérite de leur découverte, il fau-

drait renoncer ici bas au puissant mobile de Fému-
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lation, à ce légitime désir d^illustration qui porte

rhomme vers Fétude et la méditation, à cette pas-

sion honorable qui Fentraîne incessamment vers la

recherche de la vérité.

Qu^on ne m^objecte donc pas, pour m'enlever

tout mérite, que plusieurs, avant moi, se sont oc -

cupés des objets traités dans cet ouvrage, et que

déjà quelques œuvres ont été produites sur ces

matières. Que, par exemple, des essais d'interpré-

tation des expressions imaginaires ont été tentés et

que le fait capital sur lequel cette interprétation

s^appuye, celui par lequel on établit qu^en géomé-

trie le signe V^— i représente la perpendicularité,

que ce fait, dis-je, a depuis longtemps été signalé à

Tattention des géomètres.

La réponse à ces observations est facile. Il s'agit

bien moins en effet de ce principe en lui-même,

que des moyens de conviction qu'il a fallu décou-

vrir pour le faire admettre enfin au nombre des vé-

rités mathématiques ; il s'agit moins d'avoir entrevu

une liaison entre le signe de l'imaginaire et la per-

pendicularité, ce qui rattache à l'algèbre la science

géométrique seulement
,
que d'avoir démontré
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qu'une liaison de même genre pouvait exister

pour d'autres quantités que les longueurs , et s'ap-

pliquer à d'autres études que celles des lignes et

des angles.

Mais peut-être en cette circonstance aurai-je

quelque chose de plus concluant à ajouter. N'est-il

pas arrivé en effet que tout ce qui a été écrit sur ce

sujet ne peut être considéré que comme une pré-

somption et même comme une présomption d'au-

tant moins admissible que les raisonnements sur

lesquels on s'est appuyé portent tous à faux (1 ) ?

Aussi ne faut-il pas s'étonner que depuis l'époque

où ces tentatives sont venues fixer l'attention des

géomètres elles ont été vouées à la stérilité, qu'elles

n'ont dissipé aucun doute, et que ne corrigeant rien

dans le passé, elles ont été inhabiles à produire

quelque chose pour l'avenir.

Peut-être aussi m'objectera-t-on que des esprits

supérieurs ont déjà fait sentir à plusieurs reprises

combien il est indispensable d'introduire dans l'é-

(1) Le chapitre qualrième de cet ouvrage contient la réfutation

des théories émises à ce sujet.
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îude de la science cette distinction qui fait Tobjet du

chapitre premier de cet ouvrage, et en vertu de la-

quelle on doit soigneusement éviter de confondre

le nombre qui est employé comme indice de Topé-

ration de compter, avec le nombre qui sert de signe

représentatif de la grandeur des quantités.

A Dieu ne plaise que je me refuse à reconnaître

la vérité d^une telle assertion. Bien loin de là
,
je

déclare ici que , si j'ai pris quelque confiance dans

le mérite de cet écrit, c'est parce que les vues qu'il

renferme et les conséquences qui s'en déduisent

sont entièrement conformes à ces mêmes indica-

tions auxquelles je fais ici allusion.

M. Poinsot, car ce nom, lorsqu'on s'occupe de la

philosophie des sciences mathématiques , se pré-

sente toujours le premier à la pensée, M. Poinsot,

dont je cite souvent les paroles dans cet ouvrage, a

depuis longtemps fixé l'attention des géomètres sur

l'importante distinction que je viens de rappeler,

mais il ajoute que les éléments de cette théorie

neuve et profonde nous sont à peine connus.

Dans une lecture récente faite à l'Académie des
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sciences (voir page 38), il a renouvelé ses tentatives

pour démontrer les inconvénients qui résultent de

Toubli ou de l'omission de la distinction dont il est

ici question.

»

Mais cette lecture du savant académicien, dont on

ne saurait contester le mérite et Timportance sous

le point de vue critique , ne réunit pas à beaucoup

près les mêmes qualités au point de vue de Torga-

nisation et de la véritable constitution des doctrines

scientifiques.

A ce sujet, qu''il me soit permis de présenter quel-

ques observations qui ont déjà reçu de la publicité,

mais auxquelles on ne saurait contester de trouver

ici leur place naturelle.

Si les réflexions de M. Poinsot, ai-je dit , sont

susceptibles d^être admises au point de vue théo-

rique, et c'est ce qui ne saurait être raisonnablement

contesté , il s'en faut cependant qu'on puisse les

considérer comme un moyen de réalisation pra-

tique. L'auteur a remarqué une lacune, et il la si-

gnale ; il a entrevu quelques relations entre deux
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branches des mathématiques et il les indique; mais

il ne nous dit pas comment cette lacune pourra être

comblée ; comment ceux qui se livreront à l'avenir

à rétude des mathématiques éviteront Fécueil qu'il

signale ; comment la science des nombres , telle

qu'il la conçoit, passera dans l'enseignement; com-

ment enfin on évitera de la confondre avec celle

des grandeurs, et par quels moyens on la distin-

guera de celle-ci , non seulement sous le point de

vue absolu , mais aussi sous ce point de vue relatif

qui conduit à la considération des grandeurs que

nous nommons positives et négatives , et que se-

rait-ce sij'ajoutais imaginaires ? enun mot,M . Poin-

sot prouve sans réplique que nous avons tort, mais

il ne nous fait rien connaître , ce me semble, de cet

état futur dans lequel nous devons nous constituer

pour avoir raison.

Je prendrai pour preuve de la vérité de ces as-

sertions la tentative qu'il a faite pour donner une

explication philosophique de l'existence nécessaire

des n racines d'une équation du /z*"*"" degré; je

crains fort que , sans explications ultérieures , les

géoniètres ne soient plutôt disposés à douter en-
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core comme doutait d^Alembert
,

qu'à accueillir

sans réserves les raisons par lesquelles M. Poinsot

cherche à établir que cette multiplicité est dans la

nature des choses.

Voici les motifs de cette opinion :

Il arrive très souvent que les racines des équa-

tions sont imaginaires , et il ne faut pas perdre de

vue que pour tout algébriste la forme imaginaire

ne se comprend pas, ne s'explique pas, ne s'inter-

prète pas : c^est un mystère. Or
,
j'admets avec

M. Poinsot que, dans une question , Féquation ob-

tenue ne renferme rien des imperfections de l'é-

noncé
, qu'elle est , en un mot , la question même

parfaitement posée ; toujours restera-t-il fort diffi-

cile, sinon impossible de concevoir comment une

question, quelquefois très simple, très compréhen-

sible dans le langage ordinaire , dans l'énoncé de

laquelle tout sera clair ; comment , dis-je , cette

question, transformée en langage algébrique, finira

par vous conduire, d'une part à des réponses aussi

claires, aussi faciles à comprendre que son énoncé;

mais
, d'autre part, à des réponses obscures, mys-

térieuses, que nous sommes obligés de considérer
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comme n^ayant rien de réel , en un mot, à des ré-

ponses imaginaires. Eh bien ! tant que vous n^aurez

pas fait comprendre à mon esprit en quoi peut

consister cette singularité de Falgèbre qui trans-

forme une expression , c^est à dire une idée réelle

en une idée imaginaire , il me sera impossible de

voir clair à cette multiplicité de réponses faites à

une même question; je continuerai de Faccepter

comme un fait algébrique^ mais je ne saurais y

voir une conséquence nécessaire de la nature des

choses, ^explication de cette singularité dont je

parle ici , et par suite Tinterprétation des ex-

pressions imaginaires , telle est la véritable so-

] illion philosophique de la question traitée par

M. Poinsot.

Qu^on me permette de montrer par un exemple

fort simple combien les réflexions que je viens de

présenter ont de portée, combien leur application

aux questions les plus simples est de nature à

jeter du doute sur quelques principes réputés inat-

taquables.

Si on demande le côté du quarré dont la surface

est S; cette question conduira à une équation du
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second degré, de laquelle on déduira pour valeur du

côté demandé les deux expressions (1 )

+ vs; — x/s.

La question présente donc deux solutions. En ver-

tu des principes admis en algèbre, il faut accepter

comme une nécessité ces deux solutions, elles sont

toutes deux réalisables par les procédés géométri-

ques; enfin elles sont toutes deux réelles.

Si on demande maintenant le côté du cube dont le

volume est V -, cette question conduira à une équa-

tion du troisième degré, de laquelle on déduira pour

valeur du côté demandé les trois expressions.

dont une seule est réelle.

Or, laissant de côté les considérations d^analyse

pure, pour sonder la question en elle-même, ne

(1) J'agis et je calcule selon les méthodes ordinaires de l'algèbre

,

selon les usages généralement adoptés ; car, dans les questions que je

traite ici, je n'accepte point pour mon compte cette double interpré-

tation. Je renvoie à ce sujet aux objections que je présente dans le

chapitre IV, et aux explications plus détaillées sur le calcul des signes

qui seront produites dans la deuxième partie de cet ouvrage.
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paraîtra-t-il pas bien surprenant que, lorsqu^il sV
git de construire un quarré égal à une surface don-

née, il y ait deux lignes réelles qui résolvent la

question Pet que, lorsqu^il s^agit de former un cube

contenant un volume déterminé, il n'y ait plus

qu'une solution réelle? cette circonstance ne pa-

raîtra-t-elle pas plus surprenante encore lorsqu'on

remarquera que la seconde question, celle du cube,

emporte implicitement la solution de la première
;

car demander le côté d'un cube dont V est le vo-

lume, n'est-ce pas demander aussi le côté d'un

quarré dont y/y^ est la surface, lequel quarré n'est

autre chose que la base du cube demandé? Ainsi,

pour construire ce quarré, il y aura deux solutions

réelles, el pour achever le cube dont ce quarré peut

être considéré comme le commencement , il n'y a

plus qu'une solution possible ? A la place de ces

deux solutions dont le sens est accessible à notre

raison, dont la réalisation géométrique est facile ,

nous en trouvons trois dont une seule pourra être

pratiquée, et dont les deux autres sont une impos-

sibilité pour notre raison ; dans quelle confusion ne

tombons-nous pas ?

Et cependant ces deux questions rentrent l'une
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dans Tautre. Sous le point de vue géométrique ou

concret, la liaison qui les enchaine Fune à l'autre

est simple , évidente , réalisable et parconséquent

bien réelle; comment se pourra-t-il donc faire

que leur traduction en langage algébrique, rende

cette liaison imaginaire? comment les combinai-

sons analytiques peuvent-elles chasser une réponse

bien réelle qui, dès à présent, semble parfaitement

acquise à la question, pour lui substituer, non plus

une, mais deux réponses dont Finterprétation ne

saurait être faite. En présence de ces faits, il faut

s'humilier, et reconnaître que des explications nous

manquent encore à ce sujet, et que ce qu'on en-

seigne dans nos livres sur les exposants ne consti-

tue point tout ce qu'il en faut savoir.

Concluons donc que la véritable philosophie ne

saurait éclairer de son flambeau les incertitudes

mathématiques qu'à la condition de trouver les

rapports, les liens qui unissent le réel à Fimagi-

naire, qu'à cet égard, l'analyse pure et simple qui

se borne à considérer les faits isolés, sans avoir

pour but de les relier, est frappée de stérilité et

d'impuissance, et commençons déjà à reconnaî-

tre la vérité de cette maxime, neuve aujourd'hui,
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et qui demain sera vulgaire, qu'on ne doitpas trou*-

vermoins d'enseignements dans la véritable philo-

sophie de la science que dans les formules algé-

briques.

Cette critique des travaux qui ont été produits

jusqu'à ce jour peut servir d'introduction aux ma-

tières contenues dans cet écrit, car la recherche de

ce qui manque aux œuvres des géomètres qui

m'ont précédé , tant sous le rapport de la rigueur

des raisonnements
,
que sous celui de la généralité

des vues, forme en réalité le caractère spécial de

cet ouvrage.

J'ajouterai maintenant quelques mots sur Tordre

et la nature des objets qui sont développés dans

cette première partie.

Dans le chapitre premier
,

je présente l'exposé

de mes idées sur les principes qui régissent la re-

présentation des quantités dans la science du

calcul, tant sous le rapport de leur grandeur
,
que

sous celui de leur ordre, de leur mode d'existence

ou d'action. J'insiste sur cette considération que

cette représentation est complexe
,
qu'elle se com-
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pose d'un nombre d'abord, puis d'une quantité de

la même espèce que celle dont on s'occupe et qu'on

prend pour terme de comparaison entre toutes

celles de celte même espèce
;
je montre l'inconvé-

nient qu'il y a d'appeler unité cette quantité prise

pour terme de comparaison, et, pour éviter toute

confusion, je propose de l'appeler module.

Cela fait, je remarque que la représentation des

quantités étant complexe, ce ne sera pas avoir tout

fait que d'examiner si les opérations de calcul aux-

quelles pourra être soumise l'expression d'une quan-

tité, pourront s'exécuter sur le nombre qui figure

dans cette expression
;
j'ajoute que pour être par-

faitement éclairé à ce sujet, il faudra aussi examiner

siles opérations, incompréhensibles sur le nombre,

nepourront pas être parfaitement comprises et pra-

tiquées sur le module ^ remarque aussi simple que

naturelle , dont l'oubli a fait naître tant d'incerli-

tudes dans la science , mais dont l'application doit

éclaîrcir mille difficultés et anéantir presque tous

les doutes.

Ces premières réflexions montrent que, puisque

les nombres et les modules ont chacun une part



XX

dans la représentation des quantités, il est indispen-

sable, pour obtenir une interprétation rationnelle et

infaillible des expressions algébriques, d^étudier in-

dividuellement les propriétés des nombres, et celles

des modules. Tels sont les objets des chapitres

deuxième et troisième.

Dans le deuxième, je suppose que le nombre est

essentiellement et uniquement destiné à repré-

senter Fopération de compter, et qu'yen conséquence

on le considère en faisant abstraction de toute

espèce de quantité. J^essaye de donner une défini-

tion du nombre envisagé sous ce point de vue unique

de pluralité , et je prouve Finsuffisance , ou pour

mieux dire, l'absence totale de définition du nombre

considéré dans ce sens , dans les divers écrits qui

traitent de la science du calcul.

Puis, examinant les opérations fondamentales de

Farithmétique disposées par groupes d'opérations

directes et inverses, je montre, en m'occupant de

Faddition et de la soustraction, comment les idées

de positif et négatif ont pu s'introduire en arithmé-

tique , et se combiner avec Fidée de nombre; je

critique quelques assertions depuis longtemps ac-
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créditées sur ce sujet ; et je conclus que dans le do-

maine abstrait , tel que je l'entends et que je l'ai

défini, le nombre négatif est une impossibilité.

En parlant de la multiplication et de la division,

après avoir insisté sur la véritable nature des fac-

teurs dans une multiplication, je combats les erreurs

émises au sujet de la définition de cette opération
;

et j^établis qu^au point de vue où je me trouve

placé, dans ce chapitre, je dois considérer le nom-

bre fractionnaire comme un nouveau cas d^impos-

sibilité. Enfin, en traitant de l'élévation aux puis-

sances et de Fextraction des racines, je présente

quelques considérations sur la nature de la double

question qui se présente, lorsqu^à Faide de chaque

opération inverse, on veut revenir aux éléments

de Topération directe qui lui correspond. Ces

considérations conduisent à cette conséquence

quMl faut admettre deux espèces très distinctes

d*'expressions négatives , fractionnaires , et irra-

tionnelles , la première espèce se rapportant aux

nombres sur lesquels on opère , la seconde aux

nombres opérateurs. Enfin
,
j^arrive à cette con-

iséquence que les nombres irrationnels sont en-

core , comme dans les cas précédents , des indices

d^impossibilité.

B.
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Dans le troisième chapitre, j'étudie les modules^

leurs modifications, leurs transformations. J'appli-

que ces études aux longueurs, mais le lecteur com-

prendra aisément que toutes les observations, tous

les raisonnements que j'ai produits, pourront s'ap-

pliquer à toutes les quantités qui jouiront de pro-

priétés analogues à celles des longueurs ; car c'est

uniquement sur Vexistence générale de ces pro-

priétés^ et non sur Vexistence indi^dduelle de la

longueur^ que reposent les bases de toutes les dé-

monstrations.

Je fais voir que parce que la longueur jouit de

cette propriété, que l'esprit peut la concevoir indé-

finiment divisée, l'existence d'une expression frac-

tionnaire dans l'étude des longueurs n'impliquera

ni contradiction, ni impossibilité; qu'à la vérité,

la division continuera d'être impraticable sur le

nombre qui figure dans l'expression , mais qu'on

pourra l'exécuter sur le module et réaliser ainsi

la solution obtenue.

Je fais voir encore que, parce que les longueurs

jouissent de cette propriété que dans certaines fi-

gures de géométrie, les rapports qui les lient l'une à
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l'autre sont exprimés par des nombres irrationnels,

il arrivera ici , comme dans le cas précédent
,
que

Fexistence de la forme irrationnelle dans l'étude

des longueurs n^impliquera ni contradiction ni im-

possibilité; qu'à la vérité Fextraction delà racinecon-

tinuera d'être impraticable sur le nombre qui figure

dans Texpression; mais qu'on pourra l'exécuter

sur le module , et réaliser ainsi la solution obtenue.

Passant à des considérations d'un autre ordre,

j'étudie ce qui doit advenir dans les calculs lors-

que rinfini ou zéro se manifestent.

J'insiste sur ce point qu'il ne faut pas confondre

les expressions infini et zéro avec celles infiniment

grand et infiniment petit ; car celles-ci sont essen-

tiellement et uniquement concrètes , c'est à dire

applicables à des quantités seulement, tandis que

les premières peuvent à la fois s'appliquer et aux

quantités et aux opérations abstraites de la science

du calcul. Je dis quel sens il faut attacher aux pre-

mières, et en étudiant la même question pour les

secondes, j'arrive à cette conséquence que , dans

l'étude des quantités, les considérations d'infini-

ment grand et d'infiniment petit n'impliqueront
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cessaire que la direction perpendiculaire le soit par

le facteur y/— 1; ce qui contient en principe Fin-

terprétation des expressions imaginaires
;
j^ajoute

enfin, que dans un sens général il faut dire :

« Lorsque une espèce de quantité possédera

» entre les deux états contraires qu'on appelle po~

» sitif et négatif , un troisième état intermédiaire ,

)> et lorsque ce troisième état sera tel que , si après

» avoir fait pour Fobtenir certaines opérations sur

» Félat positif, il arrive qu'en répétant sur cet état

)) intermédiaire les mêmes opérations et dans le

» même ordre, on passe à Fétat négatif, ce troisième

» état, dis-je, devra être caractérisé dans Falgèbre

)) par le facteur V— 1 . )>

Enfin, la considération du cas où deux directions

font entre elles un angle quelconque a conduit à

cette conséquence que Fune d'elles étant carac-

térisée par le facteur + 1 , l'autre devra l'être dans

le calcul par le facteur cos a + y/— 1 sin « ; ce qui

complète Finterprétation de la forme imaginaire

dans les considérations concrètes.

On peut donc dire que les études contenues dans
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les deuxième et troisième chapitres embrassent tout

ce qui est relatif à la représentation des quantités
;

aussi , verra-t-on que toutes les expressions con-

nues en algèbre passeront dans cet examen sous

nos yeux et recevront successivement leur véri-

table signification.

Nous sommes donc maintenant en possession

des matériaux nécessaires pour constituer, sous le

point de vue le plus simple, le plus naturel, le plus

logique , renseignement mathématique. Or, chose .

remarquable, et bien digne d^étre méditée, c^est

que pour établir cette constitution dans tout ce

qu^elle a de plus complet , il nous a suffi d'interro-

ger notre raison sur les conséquences des principes

les plus élémentaires de la science, ceux de la re-

présentation des quantités dans le calcul. Considé-

ration tellement simple en apparence
,
que c'est

sans doute à cette simplicité même qu'il faut attri-

buer Foubli dans lequel on Ta délaissée, et telle-

ment féconde en réalité, qu'à peine est-on entré

dans cette voie, on est conduit sans effort et pres-

que instantanément vers les régions les plus

élevées de l'analyse mathématique , vers les

formes algébriques les moins comprises jusqu'à ce
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jour. Aussi de quel étonneinenl notre esprit ne

reste-t-il pas frappé, lorsque, faisant un retour sur

lui-même, il vient à reconnaître combien peu il fallait

faire d^efforts pour soulever le voile qui recouvre

tant d'obscurités, combien peu il fallait de science

pour comprendre et expliquer ce dont les savants

n'ont pu ni posséder Fintelligence , ni produire

l'interprétation

.

Mais je ne pouvais terminer ce sujet sans prêter

une attention sérieuse à Fexamen d'une théorie

présentée il y a déjà plusieurs années , sur l'inter-

prétation géométrique desexpressiovs imaginaires,

et sans donner quelques applications des principes

exposés dans les chapitres précédents.

Dans le quatrième chapitre, je combats la théorie

des imaginaires produite par plusieurs géomètres
;

je montre le vice des démonstrations présentées
;

je rectifie les erreurs et je reconstitue les principes

de cette théorie au point de vue algébrique. Dans

cet examen
,
je suis conduit à exprimer des doutes

qui viennent corroborer ceux dont j'ai dit un mot

dans le cours de cette introduction, au sujet du cal-

cul des signes.
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Enfin , clans le cinquième chapitre
,
je présente

quelques applications des principes précédemment

établis.

A regard de ces applications, je devais en pro-

duire un assez grand nombre pour donner dès à

présent une idée du mécanisme à Taide duquel

les enseignements de la théorie développée dans

cet ouvrage devront être compris et utilisés

dans la pratique. Mais , une fois ce but rempli

,

tout ce qu^en ce moment j^aurais écrit de plus

aurait pu être considéré à bon droit comme

une fatigante répétition. La deuxième section du

cinquième chapitre est surtout destinée à donner

une idée de ce mécanisme.

Mais il importait en même temps de montrer que

la nouvelle théorie, plus ou moins simple que Fan-

cienne dans ses procédés de recherches, possédait

incontestablement sur celle-ci le précieux avantage

d^agrandir
,
pour les expressions algébriques , le

champ de la réalité ; de donner à ces expressions

,

qu'ion a réputées imaginaires dans le domaine de

fabstraction, et à finterprétation desquelles on n'a

pu opposer jusqu^à présent qu^une fin de non rece-
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voir ; de leur donner, dis-je, dans Tétude des faits

naturels , une existence réelle , une forme déter-

minée, une signification précise, également acces-

sible à nos sens et à notre raison. Tel est le carac-

tère des applications traitées dans la première sec-

tion du dernier chapitre.

Au reste , les applications qu^on peut faire des

principes exposés dans le cours de cet ouvrage sont

si nombreuses , si générales qu'il n^ a pas une

branche de la science du calcul sur laquelle on ne

puisse les pratiquer; et si je voulais pousser plus

loin cet examen , ce serait une véritable réforme

de toutes les méthodes d'exposition que je serais

conduit à développer ici; mais ce n'est point là

l'objet que j'ai eu en vue dans la première partie

de cet ouvrage, objet qui ne saurait, d'ailleurs,

être convenablement traité sans quelques inter-

médiaires.

En effet, il ne suffit pas d'avoir trouvé une voie

nouvelle, pour en conclure immédiatement qu'elle

sera préférable à l'ancienne ; il faut , avant tout se

reporter en arrière, parcourir de nouveau cette

ancienne voie, en examiner tous les détails , en si-
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gnaler tous les vices.Ce n'est qu'après cette rechei-

che qu'il sera possible de faire un choix rationnel,

et d'apprécier avec justesse tous les avantages que

les procédés nouveaux doivent offrir, tant pour

l'exposition de ce qu'on sait déjà
,
que pour la dé-

couverte de ce qui nous reste à apprendre; c'est

ce que nous nous appliquerons à faire dans la

deuxième partie de cet ouvrage.

Mais , avant de mettre au jour les nombreuses

conséquences auxquelles m'ont conduit toutes ces

investigations
,

qu'il me soit permis de m'arréter

un instant, car l'esprit de l'homme n'est pas infati-

gable. Aussi bien j'éprouve le besoin d'être éclairé

sur l'importance de ce premier travail, sur la part

de mérite qui doit lui être attribuée ; or , en cette

matière, j'appelle autant la critique que la louange,

car si celle-ci n'est un puissant mobile pour créer,

la première est une œuvre essentielle de perfec-

tionnement.





ETUDES PHILOSOPHIQUES

SCB

LA SCIENCE DU CALCUL,

Les résultats transcendants du calcul sont, comme
(ouïes les abstractions de l'entendement, des

signes généraux dont on ne peut connaître la vé-

ritable étendue qu'en remontant par l'analyse

métaphysique aux idées élémentaires qui y
ont conduit, ce qui présente souvent de grandes

difficultés; car l'esprit humain en éprouve moins

encore à se porter en avant qu'à se replier sur

lui-même.

(Laplace, Théorie analytique des

probabilités.)

CHAPITRE PRËMIEiS.

DE LA NÉCESSITÉ D'ÉTABLIR UNE DISTINCTION TRANCHÉE DANS L'ÉTUDK
DES NOMBRES, SUIVANT QU'ILS SONT EMPLOYÉS COMME INDICES DE L'OPK-
RATION DE COMPTER, OU COMME SIGNES REPRÉSENTATIFS DE LA GRANDEL 51

DES QUANTITÉS.

— Doutes et objections dans la science du calcul.

S'il est vrai que la science du calcul^ sous le point

de\ue logique, doit être placée au premier rang de

toutes les sciences ; si chaque pas qu'on fait dans son

étude est appuyé sur les règles sévères d'un raison-

nement toujours rigoureux; si, en un mot, l'expres-

sion vérité mathématique est devenue, dans le langage

1



ordinaire^ le symbole de tout principe sur lequel il

n'est plus permis de contester, ne doit-il pas paraî-

tre bien étrange que le doute soit parvenu à s'intro-

duire dans des doctrines en apparence inattaquables?

N'esl-il pas surprenant que la controverse puisse

non seulement s'établir, mais même être permise

,

sur des théories édifiées selon toutes les exigences du

vrai?

Que de pareilles hésitations eussent tenu les es-

prits en suspens au moment où Tune des branches

du calcul prenait naissance, on le concevrait. Les

premiers pas que les hommes font pour découvrir la

vérité sont souvent des erreurs, et même en mathé-

matiques, la sanction de l'expérience n'a pas été inu-

tile pour confirmer l'exactitude de certains résul-

tats (1) . Mais lorsque l'esprit humain est en possession

depuis tant d'années de principes réputés vrais,

lorsque cette expérience dont je viens de parler n'est

plus celle d'un jour, lorsque tant d'applications ont

proclamé la vérité de ces principes, il semble qu'un

(1) On peut, (lit Laplace, considérer les passages du positif au né-

gatif, du réel à l'imaginaire, comme un moyen de découverte pareil

à l'induction et à l'analogie employées depuis lon^gtemps par les

géomètres, d'abord avec une extrême réserve , ensuite avec une en-

tière confiance, un grand nombre d'exemples en ayant justifié rem-

ploi. Cependant il est toujours nécessaire de confirmer par des dé-

monstrations directes les résultats obtenus par ces divers moyens.

( Théorie analytique des probabilités, introduction, pagexxxiv
,

3'' édition.)



(Joule doit élre aussitôt délruitque formé, qu'une dis-

cussion peut naître, mais qu'elle ne saurait avoir de

durée.

— A quelles causes faut-il attribuer ces incertitudes ?

Y aurait- il donc à ces limites plus reculées de la

science, vers lesquelles les investigations des géo-

mètres sont maintenant dirigées, quelque mystère

caché ? et devons-nous attendre sa révélation , avant

qu'une salutaire clarté réduise à leur juste valeur les

objections soulevées au nom de la science ?

Ou bien faut-il chercher la cause de tous ces doutes

dans quelque principe inconnu ou tombé dans l'ou-

bli, dans quelque principe dont la véritable portée

détournée de sa signification primitive a été mal à

propos ou trop étendue ou trop restreinte ?

Quant à moi, je serais disposé à croire que c'est à

ce dernier motif qu'il faut ^'arrêter ; en effet les rè-

gles du raisonnement ne sauraient changer les prin-

cipes; or, s'il est reconnu qu'on n'a pas failli aux

lois de la logique, si les conséquences ont été rigou-

reusement déduites, et néanmoins si ces conséquen-

ces paraissent douteuses, il faudra bien que le doute

vienne du point de départ. Ce ne sera donc qu'en se

reportant vers lui qu'il pourra nous être permis de

découvrir la cause des contradictions observées.

Or, qu'on le remarque bien, n'est-ce pas au mo-

ment même où les expressions fractionnaires et né-



gatives se manifestent que les incertitudes viennent

assiéger notre esprit, ou que du moins un certain

manque de précision se fait sentir ? n'est-ce pas

lorsque nous commençons à faire usage de ces mêmes

expressions fractionnaires ou négatives dans Téléva-

tion aux [)uissances et l'extraction des racines que

deux expressions fort éloignées de tout ce qui rap-

pelle des idées précises viennent trouver place dans

le langage des sciences exactes (1)? n'est-ce point

enfin , dès les commencements de l'exposition du

calcul différentiel et intégral, que les considérations

d'infiniment grand et d'infiniment petit appelées en

aide pour compléter l'étude des grandeurs, devien-

nentunvéritableécueil pourbeaucoup d'intelligences,

une cause de dégoût et de répulsion peut-être pour

la science des grandeurs , et une source intarissable

d'objections qui, pour être mises de côté, n'en sont

pas moins réelles ?

Cependant, au milieu de toutes ces incertitudes,

Tesprit humain marche toujours; et, si malgré ces

entraves il est parvenu à de grandes et belles révé-

lations^ si sur le nombre des résultais obienus (juel-

ques uns seulement sontsujets à controverse, combien

de progrès n'aurait-il pas réalisés, et jusqu'à quelles

bornes n'aurait-il pas étendu le champ de la science,

si une vive lumière avait constamment dirigé sa

(1) \' a-l-il en cfiel iieiulei)liis nnlilogiquc que îe mot irrationnel,

riei» de iiioiiis exaci qucleinoi imaginaire.
^

»



niarclie et éclairé les objets soumis à ses investiga-

tions ?

— Moyen proposé pour les résoudre.

Ces pensées, comme on voit, nous reportent

ï))oins sur les théories détaillées dont s'occupe la

science des grandeurs que sur la philosophie géné-

rale de cette science. Car, au point où nous en

sommes^ c'est rarement un artifice de calcul qui se

dérobera longtemps à nos recherches; ce qui nous

manque plutôt, c'est une loi générale qui créera

peut-être plus à elle seule par son simple énoncé,

que ne pourrait le faire un volume de formules.

Or, si je ne me suis pas fait illusion dans les

études vers lesquelles m'ont conduit toutes ces pen-

sées, si les résultats auxquels je suis parvenu sont la

véritable expression de ce qui est, cette loi générale

est simple comme toutes les lois naturelles et elle se

résume en ces mots : « Toutes les fois que dans une

»({nestion de la science du calcul vous n'aurez pas

» rintelligenco d'une opération à faire sur une qnan-

»> tité, ne perdez pas de vue que ïexpression d'une

H quantité doit se composer de deux choses; un

)) nombre d'abord, et puis uneautre quantité de même
» espèce qu'elle qu'on prend pour terme de comparai-

V son. Cela posé, recherchez si l'opérationdont vousne

«comprenez pas le sens sur le nombre, ne pourrait

» pas être parfaitement compriseet pratiquée sur cette

« quantité que vous avez prise pour terme de corn-



)) paraison, et qui , pour être sous-^entendue , n'eu

» est pas moins subsistante dans l'expression de la

» quantité.» Le résultat de cette recherche deviendra

pour vous l'explication de beaucoup de difficultés,

l'éclaircissement de presque tous les doutes.

C'est à l'exposition de cette loi que cet ouvrage est

consacré: si je ne me suis point abusé sur le degré

d'importance qu'il faut lui attribuer^ et sur l'utilité des

résultats auxquels elle m'a conduit, cette exposition

deviendra, je l'espère, une confirmation incontes-

table de la vérité proclamée en tête de ces études,

qu'on ne trouve pas moins d'enseignements dans la

véritable philosophie de la science que dans les for-

mules algébriques.

— Représentation des quantités dans la science du

calcul.

Pour peu qu'on réfléchisse à la manière dont on

peut parvenir à représenter les quantités, on ne tarde

pas à reconnaître qu'il faut d'avance en choisir une,

dans chaque espèce, destinée à servir de terme de

comparaison entre toutes celles de la même espèce
;

que, cela fait, on doit chercher combien de fois celle

qu'on a ainsi choisie doit être répétée pour obtenir

celle dont on veut avoir l'expression
;
qu'enfin, quand

ce nombre de fois a été déterminé, on peut dire que

la quantité dont il s'agit est exprimée par celle qu'on

a prise pour terme de comparaison, répétée autant

de fois que l'indique le nombre en question.
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— Deux espèces d'unité.

Cette quantité, prise pour terme de comparaison

entre toutes celles d'une même espèce, est ordinai-

rement appelée unité
-^
mais on voit que, dans ce cas,

le mot unité doit avoir un sens tout différent de celui

qu'on lui attribue lorsqu'on s'en sert pour représenter

l'opération de prendre une chose une fois; dans ce

dernier cas, le mot unité a une signification complè-

tement abstraite^ il sert à désigner le premier degré

de la série des nombres, c'est le commencement do

l'échelle de pluralité.

Dans l'autre cas, au contraire^ ce qu'on appelle

unité, rentre complètement dans le domaine concret,

c'est, si l'on veut, un type, un échantillon, de la

quantité dont on s'occupe, avec toutes les qualités

qui dépendent de sa nature; par exemple, avec

toutes les propriétés optiques, si c'est un rayon de

lumière; dynamiques, si c'est une force; géométri-

ques, si c'est une longueur; etc.

— Inconvénients de radoption de ces deux unités.

Or, n'est-il pas évident qu'employer ainsi le même

mot pour exprimer deux idées si différentes Tune de

l'autre, c'est s'exposer à des méprises? on répondra

peut-être qu'on sera toujours en garde contre ces

méprises en ne perdant pas de vue la distinction qui

vient d'être faite. Mais sera-t-on bien sûr de ne perdre

jamais de vue cette distinction, dans. l'usage qu'on
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fera de ces deux expressions? Les mots dans le lan-

gage de la science, comme dans le langage ordinaire,

ont une grande influence sur nos idées, et nous nous

laissons malgré nous diriger par celte influence, à

tel point que nous finissons par tomber dans le faux,

tout en gardant l'intime conviction que nous ne nous

sommes pas écartés du vrai.

Et, pour montrer, dès le début de ces observa-

tions, que ce que je n'ai voulu présenter d'abord que

comme hypothétique, n'est que trop réel, il me suf-

fira de rappeler que cette question, y a-t-il quelque

chose au dessous de l'unité'^, a été un grave sujet de

controverse. Or, sans nous engager dés à présent

dans son examen, ne paraît-il pas évident que si le

mot unité avait été seulement réservé pour signifier,

sous le point de vue abstrait^ le premier degré de

l'échelle de pluralité, il ne serait peut-être jamais

venu à la pensée de personne ni de proposer cette

question^, ni de supposer qu'elle valût la peine d'être

sérieusement discutée.

— Définition du module.

Mais si le double usage contre lequel je m'élève a

pu être , s'il a été réellement , une source d'erreurs

,

faisons maintenant ce qu'on aurait dû faire dès l'ori-

gine, convenons de réserver exclusivement le mot

unité, pour exprimer celui des nombres abstraits

qui est repiésentatif de l'opération qui consiste à
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prendre une chose une fois, et d'appeler module d'une

espèce de quantités, celle de ces quantités qu'on est

convenu de prendre pour terme de comparaison

entre toutes les autres de !a même espèce.

Il résulte de là que si je désigne, pour une même

espèce de quantités, le module par p^ et si je trouve

que ce module doit être répété «^ fois pour former

une de ces quantités, a^ fois pour en former une

autre, a^ fois pour en obtenir une troisième, et ainsi

de suite, ces diverses quantités seront représentées

par les expressions suivantes

a,p, a„a, a^fxsrv

— Les nombres , sous le point de vue abstrait , ne

peuvent être qu'entiers.

Or, on voit clairement, d'après ces conventions,

que les nombres a ^ a , «., qui expriment un nombre

de fois, ne peuvent être que des nombres entiers, et

que, pour comprendre ce que pourraient être

a^, a , a^ fractionnaires ou négatifs, il faudrait, avant

tout, savoir aussi ce que peut être l'opération de ré-

péter quelque chose un nombre de fois fractionnaire

ou négatif; mais il est évident que ce qui peut résul-

ter pour notre esprit du simple énoncé d'une pareille

opération, c^est une idée d'impossibilité, et pas

antre chose.

Le nombre, en effet, exprime l'impression que
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produit sur nous la perception des objets en tant

que, dépouillés de toutes leurs propriétés, nous vou-

lons simplement préciser combien de fois il faudrait^

par exemple, faire un certain signe, répéter un

certain bruit, tracer un certain caractère, pour qu'il

y eût autant de ces signes, de ces bruits^ de ces ca-

ractères, qu'il y a d'objets. Or, de même que ce serait

incompréhensible de faire un quart de signe, ou un

quart de bruit, de même le nombre, sous le point de

vue où nous le considérons ici, ne peut être qu'en-

tier, et dès l'instant qu'un nombre est fractionnaire,

on peut affirmer qu'il est concret (1).

C'est au reste ce qu'on comprend tout de suite

quand on applique le nombre à compter des objets

qui ont une signification purement intellectuelle.

Aînsî^ tandis que je comprendrai très bien ce qu'est

la moitié d'un corps qui a la forme d'une boule^ ce

serait exprimer une impossibilité que de dire que,

dans une urne dans laquelle on dépose des boules

pour exprimer des votes, il y a eu sept boules et

demie.

Ainsi, on le voit, il est de l'essence des nombres

de n'être par eux-mêmes qu'entiers, c'est la seule

idée que nous puissions avoir d'eux au début de la

science; et, tant qu'on ne voudra pas sortir du do-

(1 ) Je ne fais ici qu'esquisser, en passant , ce sujet ; on le trouvera

traité avec tous les détails convenables dans le second chapitre.
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maine de rabstractioii, notre iatelligence se refusera

à les considérer sous un autre point de vue, quels

(lue soient les efforts de raisonnement qu'on voudrait

tenter pour changer nos idées à cet égard.

S'ensuivra-t-il cependant qu'il y aurait absurdité

ou du moins superfluité à étudier les propriétés des

nombres considérés sous le point de vue négatif,

fractionnaire, irrationnel et même imaginaire?

Question importante, qui soulève une immense

discussion, et dont la réponse, eu égard à l'état ac-

tuel de nos idées sur la science du calcul, a fourni la

matière tout entière de cet ouvrage.

Or, avant de procéder à la recherche de la solu-

tion de cette question, je ferai la remarque suivante :

s'il était possil)le à l'homme, lorsqu'il veut raison-

ner sur des abstractions seulement, de se dépouiller

complètement de ce qu'il sait sur les quantités con-

crètes, je n'hésite pas à direqu'audébutde la science,

il n'aurait pas même songé à étudier les nombres sous

les divers points de vue que je viens d'énumérer. Si

l'idée d'une pareille étude s'était présentée à lui, il

l'aurait rejetée comme une absurdité, comme un éga-

rement de son intelligence ; et comment en effet se

livrer raisonnablement à une étude dont le point de

départ aurait été une impossibilité pour notre enten-

dement? Gomment établir un corps de doctrine dont

il n'aurait pas été permis à notre raison ni de com-

prendre ni de définir la base?

Aussi, les géomètres qui, dans l'examen d'une
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question, se sont pour la première fois trouvés en

présence d'un résultat négatif, ont-ils fait acte de

haute philosophie en refusant de comprendre un

semblable résultat, en ne voyant dans sa manifesta-

tion qu'une contradiction choquante, en donnant

enfin le nom de fausse solution à celle qui venait

ainsi donner un démenti aux idées si claires, si net-

tes, si précises, qu'ils avaient sur la nature des nom-

bres*

— Les quantUés pourraient - elles être considérées

sous le point de vue fractionnaire , négatif, irrationnel ou

imaginaire ?

C'est ici que la loi générale dont j'ai fait con-

naître Ténoncé, pourra être utilement appelée à notre

secours; adressons-nous donc cette question:

Si notre raison se refuse à nous donner une ex-

plication claire des nombres abstraits négatifs, frac-

tionnaires, irrationnels et à plus forte raison imagi-

naires, si au contraire elle nous défend de pouvoir

les considérer sous ces points de vue, en sera-t-il de

même des quantités?

Distinction bien simple et bien facile, dira-t-on
;

que tout le monde a pu saisir et a peut-être saisie

avant moi 5 distinction que la solution de toute ques-

tion a fait naître et méditer. Mais , répondrai-je , si

cette distinction dans chaque cas particulier vous

était si utiles si elle jetait de si vives lumières sur
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l'interprétation des résultats obtenus, pourquoi ne

ferait-elle pas, d'une manière générale et pour l'en-

semble de la science, ce que vous lui demandiez seu-

lement pour quelques uns de ses détails? pourquoi

ne serait-elle pas comme un phare dont la clarté s'é-

tendrait à d'immenses distances et dans toutes les

directions?

Je ne ferai donc ici, si l'on veut, que ce que d'au-

tres ont fait avant moi, mais je ferai pour tout ei

tout d'un coup ce qui n'a été tenté que par parties

et à reprises différentes : à ce compte, ce travail pour-

rait n'être considéré par certains esprits que comme

la généralisation, la transformation en corps de doc-

trine de plusieurs éléments isolés; mais quelque pe-

tite que soit la part qu'on voudra^ me faire, il me res-

tera du moins la conviction que , môme sous ce

point de vue, ce travail manque à la science.

Revenant maintenant à la distinction dont je viens

de faire connaître l'énoncé, c'est à dire au point de

savoir s'il est permis à notre raison de concevoir

ce que peuvent être des quantités négatives fraction-

naires, irrationnelles ou imaginaires, la première

remarque que je ferai c'est qu'ainsi posée, la ques-

tion acquiert une immense généralité, puisque, pour

y répondre convenablement, il faudrait faire d'abord

une étude des propriétés résultant de la nature do

chaque espèce de quantité.
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— Conséquences d'une réponse affirmalive à la question

précédente.

Mais, laissant de côté, pour un instant, cet aspect

général de la question , supposons qu'il y ait des

quantités susceptibles de revêtir certains états cor-

respondant à ce que nous désignons maintenant en

algèbre par les expressions négatives fractionnai-

res^ etc., etc. J'en conclurai, par cela même, que

pour le module de cette sorte de quantités, qui, en

définitive, n'est aussi qu'une quantité de même es-

pèce, on pourra pareillement concevoir ce que si-

gnifient les états négatif, fractionnaire, irrationnel et

imaginaire; s'il en est ainsi , dans l'expression ap.

d'une quelconque de ces quantités^ il deviendra tou-

jours possible de donner l'interprétation de ces di-

vers états, et, quoique cette interprétation ne se

puisse pas faire sur le nombre abstrait ol, elle s'exé-

cutera pour l'expression a/x à cause du module ^ sur

lequel elle produira son effet.

On le voit donc, dans le passage du domaine ab-

strait au domaine concret, il y aura des expressions

incompréhensibles dans le premier cas, qui pourront

dans le second, devenir d'un entendement très facile.

Par ces considérations, aucun trouble n'est apporté

à la nature des choses, le nombre reste toujours avec

les propriétés exclusivement attachées à son essence;

c'est le module seul qui se modifie, si toutefois il est

permis à sa nature de recevoir ces modifications.



Peut-être devrais-je maintenant entrer dans quel-

ques détails et montrer comment s'effectuent ces mo-

difications dans les modules des mêmes quantités;

mais je crois qu'il sera mieux de poursuivre pour

un instant encore le cours des généralités, afin que

cet exposé présente par sa forme une image de Ten-

semble dans lequel sont comprises toutes les idées

dont il est le développement.

— Les modifications que le module d'une même quan-

tité doit subir pour représenter cette quantité sous divers

états ne seraient-elles pas algébriques?

Après avoir supposé qu'il existe des quantités pour

lesquelles on peut très bien concevoir différents états,

différents modes d'existence ou d'action; et après

avoir reconnu que, dans ces diverses circonstances,

le module de ces quantités devra recevoir certaines

modifications, pour que l'expression de la quantité

représente ces divers états , on peut s'adresser la

question suivante : les modifications du module dont

il vient d'être parlé, ne seraient-elles pas susceptibles

d'être exprimées à l'aide de certains signes d'opéra-

tions algébriques? Par ce moyen, l'effet de ces mo-

difications ne serait-il pas susceptible de passer de

lui-même et à tout jamais dans les calculs, sans que,

pendant toute leur durée, nous fussions sans cesse

obligés d'étudier après coup les résultats de cet effet

sur chaque nouvelle expression obtenue?
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Si, par exemple, !a quaiuilé doiu on s'occupe est

une force, et si «p est Je module des forces, si ^\ (p",

©'", etc., sont le module 9 modifié suivant les exigences

des divers états de la force, des divers modes d'ac-^

lion suivant lesquels elle peut agir, ne serait-il pas pos-

sible que cp', (^\ cp", ne fussent autre chose que (p traité

suivant quelqu'une des opérations dont il vient d'é-

tre parlé, comme par exemple, — 9 ou ^ ou ^ y m ou

® yj

-

1, etc. ? Or^ sans nous arrêter, pour le moment,

à ce qu'il y a réellement de plausible dans une sem-

blable supposition, admettons qu'elle soit vraie, et

voyons à quelles conséquences elle nous conduira.

— Conséquences qui résulteraient de cette supposition

si elle était vraie,

11 est facile de voir que, dans le premier cas, celui

où j'aurai laissé au module modifié les formes cp', ^",

cp"...., il est évident, dis-je^ qu'après avoir écrit al-

gébriquement les conditions de la question
,
pour

que l'expression de ces conditions fût homogène , il

faudrait que chacun de ses termes fût composé d'un

nombre et d'un des modules
(f,

(^',
(f\

cp". Or, dans

l'état d'incertitude où je serais sur les relations qui

lient entre eux ces divers modules , il me serait im-

possible d'aller plus avant dans la solution de la

question. Mais s'il est reconnu que ces relations
,

jusqu'à présent ignorées, sont susceptibles d'être

algébriquement représentées , ainsi que je viens de
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\e supposer loul h l'heure, alors je remplacerai, dans

l'expression des conditions du problème , les modu-

les^', cp", 9"..., par leurs équivalents— çp, £, çp/~ietc.,

et, dès ce moment, la solution de la question aura

fait un grand pas.

En effet, par une conception de l'esprit justifiée

d'ailleurs à posteriori parle raisonnement, je pourrai

transporter, sur le nombre qui accompagne le mo-

dule Q, les opérations algébriques dont il est frappé

dans chaque terme, et dépouiller ensuite pour un

instant le nombre de ce module. Par ce moyen
, je

n'aurai plus qu'une série de nombres liés entre eux

par des indices d'opération
;
j'effectuerai autant que

possible ces opérations , d'après les règles algébri-

ques et arithmétiques connues, et je parviendrai

ainsi à un résultat que je joindrai au module tp, afin

d'avoir l'expression de la quantité cherchée. Si ce

résultat numérique est précédé du signe moins , ce

sera un indice que le module véritable est—9 et non

(p, et qu'en conséquence la question ne peut être sa-

tisfaite que par l'état négatif de la quantité
; si ce ré-

sultat numérique est frappé du signe y/^^, ce sera

un indice que le véritable module est cp \/-~^i au lieu

de 9 , et qu'en conséquence la question ne peut

être satisfaite que par l'état iniaginaire de la quan-

tité, etc.

On voit donc ce qu'il y aurait d'important dans ce

fait (qui n'est encore qu'une supposition) ([ue les

2
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modules ^, cp', /..., qui répondent aux divers étals

d'une même quantité, reçussent, pour exprimer ces

états, des modifications susceptibles d'être expri-

mées à l'aide de cp et d'expressions algébriques; il

serait alors permis de faire abstraction du module cp

,

de transporter sur les nombres qui l'accompagnent

les signes d'opérations dont il est affecté ; d'effectuer

ensuite ces opérations sur ces nombres; et puis, en

réunissant le résultat obtenu au module 9 , on au-

rait l'expression de la quantité cherchée qui serait

négative, fractionnaire irrationnelle, ou imaginaire,

suivant que le résultat numérique obtenu se trou-

verait, à sa dernière limite de réduction, et au

moment où on le réunit au module cp , frappé du

signe de la soustraction de la division ou d'une ex-

traction de racine impossible.

— Vétude des nombres sous le point de vue négatifs

fractionnairey irrationnel ou imaginaire^ est-elle inutile ?

D'après les conséquences que nous venons d'é-^

numérer, on voit aisément que, sous l'empire de

la précédente supposition , la réponse à la ques-

tion que nous nous étions adressée devient simple et

facile :

Y a-t-il absurdité ou superfluité à étudier les pro-

priétés d(s nombres sous le point de vue négatif,

fractionnaire, irrationnel ou imaginaire?

Non, sans doute, en restant dans la supposition

précédente, il n'y aurait ni absurdité ni superfluité
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à faire celle étude; il y aurait au contraire grande

utilité, puisque cette étude , une fois faite sur les

nombres, se trouverait par cela même effectuée sur

toutes les quantités dont les divers états peuvent être

figurés par les signes négatif, divisif , irrationnel ou

imaginaire.

Or, en envisageant sous ce point de vue la question
-,

on voit combien il serait puéril, dans cette branche

purement abstraite de la science du calcul,de vouloir

expliquer l'intelligence d'aucun résultat; aussi> tout

ce qu'on a tenté dans ce genre jusqu'à ce jour est

resté sans objet. Faites abstraitement des calculs en

vous conformant aux règles posées; combinez de

toutes les manières possibles les signes des opéra-

tions, les nombres opérateurs, et ceux sur lesquels

vous opérez ; un jour viendra où les résultats obte-

nus, et dont le sens est resté incompris, recevront

dans les applications aux questions concrètes une

interprétation facile; c'est là tout ce que vous pouvez

espérer, tout ce qu'il est permis à l'homme de com-

prendre.

— Expose des recherches à faire sur les modules.

Que nous reste-t-il donc à faire maintenant? à

passer en revue les propriétés diverses des quantités

de chaque espèce, et à voir parnu* celles de ces quan-

tités qui sont susceptibles d'être considérées sous di-

vers états comment les modules représentatifs de ces

états seront exprimés.



- 20 -
Or, ici, je n'ai pas besoin de me livrer à une étude

fort détaillée de ces diverses espèces de quantités.

En effet, ce que j'aurai dit et démontré pour une

espèce, s'appliquera à toute autre qui, comme celle-

là, sera susceptible par sa nature de modifications

semblables aux siennes.

A cet égard, et en nous mettant au point de vue où

nous permet de nous placer l'état actuel des connais-

sances mathématiques, le choix de l'espèce de quan-

tité sur lequel nous pratiquerons nos recherches ne

saurait être douteux, cette quantité sera la longueur
-^

mais on ne perdra pas de vue que ce que nous dirons

d'elle et de ses divers états s'appliquera à toute autre

(juantité susceptible de recevoir tout ou partie des

changements d'état dont elle est elle-même douée.

Que si, après avoir épuisé l'examen de toutes les

modifications dont la longueur est susceptible, et

avoir reconnu à quelles formes algébriques elles cor-

respondent , il restait encore quelqu'une de ces

formes inexpliquées, il faudrait en conclure, non pas

que ces formes sont imr.ginaires, mais que nous igno-

rons encore à quelle quantité et à quel état varié de

cette quantité elles correspondent.

Que si, au contraire, nous trouvions qu'il y a pour

la longueur quelques uns de ses états variés qui ré-

clament pour être exprimés plus encore qu'une

forme ordinaire d'opération algébrique, pour lesquels

il faut faire usage de nombres traités par des opéra-

rions autres que celles qui constituent les éléments
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delà science (l),ces nouveaux nombres, ces nouvelles

Tormes, ces nouvelles opérations devraient passer à

tout jamais dans la partie abstraite de la science du

calcul, non seulement parce qu'elles sont indispen-

sables pour satisfaire à tous les cas que la considéra-

tion des longueurs peut offrir, mais encore parce

qu'il peut y avoir dans la nature d'autres quantités

que les longueurs, déjà étudiées ou susceptibles de

l'ôlre un jour, qui, possédant des états variés ana-

logues aux siens, auraient besoin, pour être expri-

mées, de ces formes et de ces opérations nouvelles.

— Les recherches sur les modules doivent être précé-

dées de l'étude des nombres considérés sous le point de vue

abstrait.

Les recherches dont je viens de tracer le plan,

trouveraient donc ici leur place naturelle, et l'on

verra plus tard que les résultats auxquelles elles con-

duisent confirment en tout point les hypothèses ad-

mises dans le présent chapitre. Toutefois, les consi-

dérations suivantes me déterminent à ne présenter

leur exposition que dans le chapitre troisième.

Puisque les quantités ont toujours pour expression

un nombre et un module, ne convient-il pas, si Ton

(l) Par exemple , les fonctions qui dépendent de la considération

des angles (voir à ce sujet les réflexions remarquables de M. Poinsot,

citées à la fin du chapitre 3).
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\eut être parfaitement fixé sur la représentation des

(juantilés, d'étudier, non seulement ce qui conc'^rne

îe module, mais encore ce qui peut avoir trait au

nombre séparé de ce module, c'est à dire considéré

isolément sous le point de vue qu'on est convenu

d'appeler arithmétique ou abstrait. Il me semble

qu'il est nécessaire, pour arriver à une connaissance

parfaite de la représentation dont il s'agit ici, qu'il

est indispensable, pour savoir interprêter à coup sûr

l'expression d'une quantité, de connaître à fond les

deux éléments constitutifs de cette représentation,

d'être bien fixé sur le rôle que chacun doit jouer dans

l'expression qui est le résultat de leur combinaison,

de savoir ce qui pourra ou devra être pratiqué 3ur

chacun d'eux pour réaliser, soit les conditions des

problêmes soitleurs solutions. Noussommes donc con-

duits, à la suite de ces considérations, à nous livrer

à l'étude préalable des nombres considérés seulement

comme servant à représenter l'opération de compter,

et indépendamment de toute acception concrète.

Au reste, cette étude, dont la nécessité nous fait

une loi, est loin d'être aride et fatigante. Nous y trou -

verons l'occasion de réformer quelques erreurs, de

connaître sous son véritable jour la nature des opé-

rations arithmétiques qui constituent les éléments de

la science du calcul^ et d'asseoir enfin sur des bases

solides la distinction qui doit exister entre l'abstrait

et le concret. Ces divers objets feront la matière du

chapitre suivant.
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Quant à Tétude des modules, de leurs modifica-

tions, de leur usage dans les sciences mathéma-

tiques, nous en ferons Texposé dans le chapitre

troisième.



CHAPITRE II.

DES ISOMBRES ET D£S OPERATIONS ARITHMÉTIQUES , SOCS LE POLXT
DE VUE ABSTRAIT.

SECTION PREMIERE.

De la véritable nature da nombre abstrait.

— Impossibilité de trouver une définition du nombre

négatifs fractionnaire^ irrationnel et imaginaire, au

point de vue abstrait.

Lorsque l'on considère les nombres comme n'ex-

primant autre chose que les résultats qu*on obtient

en exécutant Topération de compter; lorsqu'on veut

que les nombres restent ainsi dans le domaine ab-

strait, et qu'on ne se sert plus d'eux comme moyen

de représenter les quantités ; lorsqu'en un mot on les

dépouille de toute espèce de considération qui les

rattache, directement ou indirectement, à des idées

concrètes, il est alors de l'essence du nombre de ne

pouvoir être intelligible pour nous que tout autant

qu'il est entier, et, dans ce cas, dire qu'un nombre

est négatif, fractionnaire, irrationnel ou imaginaire,

c'est exprimer un non sens, puisqu'alors il n'est plus

possible à notre entendement de concevoir ce que ce

pourrait être que de compter négativement, fraction-

nairement, irrationnellement ou imaginairement.
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Et en effet, si sous ce point de vue on essayait de

chercher une définition nette, précise et générale du

nombre négatif, fractionnaire, irrationnel ou imagi-

naire, cette définition, pour être logique, devrait dé-

pendre seulement de la nature et des propriétés du

nombre telles que nous venons de les faire connaître
;

il suit de là qu'il n'existerait aucune des applica-

tions qu'on pourrait faire de l'opération de compter

aux diverses choses créées dont la compréhension ne

fût accessible à notre raison.

Mais rien de plus simple que de faire voir qu'il

n'en saurait être ainsi, et cela, parce que dans cette

série de choses créées, sur lesquelles nous pouvons

établir des supputations, il en existe pour lesquelles

nous savons à priori que les répéter négativement,

fractionnairement, etc., ce serait une absurdité. Enef-

fet, remarquons à ce sujet qu'il r/en est pas de même
des difficultés que notre esprit rencontre pour éta-

blir la généralité d'un principe, et de celles qu'il faut

vaincre pour prouver au contraire que celte généra-

lité n'a pas lieu. Dans le premier cas, on doit mon-

trer qu'il n'existe aucune circonstance pour laquelle

le principe ne puisse pas se vérifier, ce qui exige

quelquefois une série très nombreuse et même infi-

nie de recherches, et dans le second, il est seulement

nécessaire d'avoir prouvé, pour une seule circon-

stance, fimpossibilité d'appliquer ce principe, pour

en conclure que celui-ci n'est pas général.

Cela posé, si fon prétendait avoir trouvé la défi-
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nîtîon dont je viens de parler, il suffirait, pour mon-

trer que cette assertion est fausse, de faire voir un

seul cas dans lequel l'application de cette définition

sera rationnellement impossible, un seul cas dans

lequel cette application aurait pour objet de rendre

compréhensible , ce que notre raison se refuse évi-

demment et à priori à pouvoir considérer comme

tel.

En cet état de choses , si Ton se demande ce que

peut être une maison répétée moins une fois , une

vie répétée moins trois fois, ce que c'est qu'un quart

de vote, un dixième d'homme^ etc., on se hâtera de

répondre que tout cela est évidemment inintelligible

pour notre raison , et que quels que soient les efforts

qu'on voudra tenter, les mots qu'on voudra employer,

les raisonnements dont on voudra faire usage, il sera

impossible de faire passer ces expressions dans le

domaine des choses compréhensibles. Tel serait ce-

pendant le résultat de la définition dont il s'agit si

on parvenait à la trouver; cela seul suffit donc pour

montrer l'impossibilité qu'une pareille définition

existe et l'inutilité des tentatives auxquelles on pour-

rait se livrer pour la découvrir.

— Ces divers élats du nombre abstrait correspondent

à des impossibilités.

D'ailleurs avant qu'on puisse définir ce que devrait

être un nombre négatif, fractionnaire, irrationnel

ou imaginaire, c'est à dire ce qui doit résulter pour
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notre esprit, l'impression que doit laisser dans notre

entendement l'idée de nombre, telle que nous l'a-

vons fait connaître au début de ce chapitre, jointe

à ridée que renferment; ces quatre expressions, il

faut tout au moins s'entendre sur la valeur de ces

dernières et savoir avant tout ce que doivent signifier

ces mots. Or, si en nous livrant à cette recherche,

nous trouvons que, tant qu'on ne sort pas du do-

maine abstrait, chacune de ces expressions ne sert

qu'à qualifier des opérations impossibles, des opéra-

tions de telle ou de telle autre espèce, il est vrai , mais

impraticables dans tous les cas; s^il en est ainsi, dis-

je, que pourrai~je voir autre chose dans ces expres-

sions nombre négatif, nombre fractionnaire , etc., que

ridée de nombre rendue elle-même impossible par

l'addition de ces quatre qualificatifs devenus le sym-

bole de tout autant d'impossibilités.

Et maintenant cherchons de quelle manière ces

divers mots ont pu apparaître et s'introduire pour

la première fois dans le langage de la science.

— Véritable définition du nombre abstrait.

Pour cela il faut avant tout reconnaître quelle doit

être l'étendue de la science des nombres, lorsqu'on

réserve à cette expression la signification que nous

lui avons donnée au commencement de ce chapitre
,

c'est-à-dire lorsque le nombre ne sert pas à autre

chose qu'à exprimer les résultats de l'opération de

compter; nous ne pourrons nous bien éclairer sur
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les questions qui nous occupent, que lorsque nous

connaîtrons la véritable portée de la science des

nombres sous ce point de vue.

A cet égard je définis les nombres ainsi qu il

suit :

Ce sont les symboles écrits ou parlés à Taide des-

quels nous exprimons les diverses perceptions que

fait naître dans notre esprit l'idée de pluralité. Ce

sont des signes destinés à préciser, soit pour nous-

mêmes soit pour les autres, à quel degré de l'échelle

de pluralité correspond une collection quelconque de

choses, soit semblables, soit différentes.

Compter ce sera faire toute opération qui pourra

être nécessaire pour déterminer la valeur du nombre

à l'aide duquel ces diverses collections devront être

désignées.

On me demandera peut-être ce qu'il faut enten-

dre par le mot pluralité; à cette question je répondrai

que l'idée renfermée dans cette expression est heu-

reusement aussi facile à concevoir que difficile à dé-

finir. Il ne faut pas avoir longtemps réfléchi sur le

rôle qu'est destiné à remplir une définition
,
pour

reconnaître qu'il est impossible de tout définir. Dé-

finir une idée, c'est la faire comprendre à Taide

d'autres idées déjà connues; mais qui ne voit dès

lors qu'en parcourant la chaîne des définitions aux-

quelles une idée quelconque donnera lieu , qui ne

voit, dis-je, qu'on remontera nécessairement à un pre-

mier chaînon , à une idée primitive , à une idée
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mère , de laquelle toutes les autres dériveront , et

qui, par conséquent, ne pourra plus être conçue

,

expliquée, définie par le secours d'aucune autre

idée, mais par le seul témoignage de nos sens. Or,

puisqu'en résumé, définir c'est faire comprendre,

que vous importe que vous compreniez à Taide d'une

paraphrase, ou par le moyen de celte conviction in-

térieure, de ce témoignage irrécusable qui naît de

l'application de nos sens et de notre pensée aux di-

verses créations du monde matériel et du monde

moral ? Serez -vous mieux convaincu parce qu'on

vous aura dit quelques mots
,
que lorsque vous au-

rez appliqué vos facultés physi(iues et intellectuelles

à la connaissance des faits naturels ? Non^ sans doute,

car cette application n'est pas celle d'un jour : elle

commence avec l'homme, elle marche et s'étend

avec son existence. Or, comment douter des ensei-

gnements qu'une semblable étude constate^ et pour-

quoi ne les accepterions-nous pas comme de vérita-

bles définitions ? Ne sommes- nous pas obligés de

reconnaître que notre esprit ne les admet point

par un vain caprice, mais parce qu'ils sont indis-

pensables pour expliquer comment tous les elfets

qu'il observe incessamment autour de lui sont

réellement tels qu'ils lui apparaissent ?

Ces enseignements, au coniraire, ne sont-ils pas

plus positifs que nos définitions ordinaires ? car si

ces dernières dépendent des combinaisons de notre

esprit qui n'est point infaillible, les autres n'ont
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d'autre base que les lois immuables de la nature

elle-même?

Qu'on me pardonne cette digression sur an sujet

qui, s'il ne rentre pas entièrement dans les matières

qui font l'objet de cet ouvrage, ne lui est pas cepen-

dant complètement étranger au point de vue philoso-

phique sous lequel je l'envisage , et sur lequel

d'ailleurs des explications précises ne sont pas à dé-

daigner.

Revenant maintenant à Fidée que le mot pluralité

représente, rien de plus simple que de comprendre

comment elle s'introduit en nous. La vue^ le tou-

cher, l'ouïe, tous nos sens, en un mot, concourent

à nous donner l'avis de l'existence des diverses choses

créées ; nos besoins nous conduisent ensuite à faire

un examen approfondi des propriétés inhérentes à

l'existence de ces choses: de là l'origine des sciences.

Mais sans nous arrêter à l'examen approfondi de la

forme, de la couleur, de la nature de chacune des

œuvres de la création, nous remarquons comme un

premier fait qu'un être quel qu'il soit qui viendra

frapper nos sens, n'est pas seul dans la nature : à

côté de lui nous en observerons un autre semblable

ou différent, puis encore un autre, puis encore un

de plus et ainsi de suite ^ sans que rien limite cette

faculté d'admettre sans cesse de nouveaux objets

avec les premiers 5 or, c'est par celte même faculté

qui nous est donnée par la nature de percevoir plus

d'une chose à la fois
, que nous arrive l'idée de la
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pluralité, idée qui comme toutes les autres, reçoit

ensuite plus ou moins de développement, suivant les

dispositions naturelles de l'individu, suivant ses étu-

des plus ou moins persévérantes sur les conséquences

de cette idée première.

Or^ que pourrait-on exiger de plus , au sujet de

ridée de pluralité, que de faire voir, ainsi que nous

venons de le pratiquer, à quelle faculté de notre or-

ganisation elle se rapporte, et par quels symptômes

elle se révèle ? Si cette expérience de tous les jours,

de tous les instants 5 si ces observations, compagnes

inséparables de tous les actes de notre vie, étaient

impropres à nous convaincre, quels seraient donc les

mots qui seraient capables de détruire une incrédu-

lité que le témoignage sans cesse renouvelé de tous

nos sens ne saurait ébranler ?

Si on se reporte maintenant à l'explication précé-

dente du mot nombre , il me paraît évident , qu'en

appréciant sainement la condition des choses créées

sous le point de vue de la pluralité, en les examinai)

i

uniquement sous ce point de vue et dépouillées de

toutes les autres propriétés dépendant de leur nature

particulière^ il me paraît évident, dis-je, que tels

doivent être les caractères, la définition, les usages

du nombre; et si, par exemple, on supposait que les

objets comptés sont essentiellement différents les

uns des autres ,
que ces objets ne sont nullement

susceptibles d'être comparés , c'est à dire qu'ils ne

jouissent pas de la propriété qu'un quelconque d'entre
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eux peut être Téquivalent de lonl ou portie d'un au-

tre, dans ce cas, dis-je, il serait impossible d'assi-

gner au nombre d'autres fondions que celles qui

résultent de la définition précédente.

— Des différents usages du nombre dans l'état actuel

de nos idées j et de la nécessité de les distinguer nettement

les uns des autres.

Mais parce que dans certaines circonstances , et

précisément dans (telles où l'usage des nombres

présente les applications les plus importantes, les

objets sur lesquels s'effectue l'opération de compter

sont tous d'une nature semblable^ parce qu'alors il

arrive souvent que ces objets sont comparables ,

c'est à dire qu'il y en a un dans leur espèce à l'aide

duquel tous les autres de la même espèce peuvent

être conçus et représentés, parce qu'enfin en faisant

dans ce cas l'opération de compter , on s'est aperçu

que le résultat obtenu pouvait, non seulement don-

ner une idée du nombre des choses comptées, mais

aussi de la grandeur qu'il faudrait donner à une chose

de la même espèce pour qu'elle représentât à elle

seule toutes les autres prises ensemble, à cause de

toutes ces circonstances, dis-je, les hommes ont été

induits à attribuer aux nombres d'autres fonctions

que celles que nous venons de mentionner, et il est

arrivé à la suite de tout cela que le nombre a servi

non seulement à compter des quantités mais à devenir

le signe représentatif de la grandeur des quantités.
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Ovy tandis q ue la première propriété, celle de comp-

ter les quantités, n'exigeait, ni dans les formes primi-

tives données aux nombres, ni dans les règles à l'aide

desquelles on les désigne ou on les combine entre eux,

aucune modification, aux principes de numération et

de calcul mis en usage, on n'a pas lardé à s'aperce-

voir que ces mêmes principes devenaient insuffisants

lorsqu'on voulait se servir des nombres comme re-

présentatifs des grandeurs des quantités; par suite

on a fait subir à ces principes des modifications , des

extensions (1) plus ou moins importantes, qui ont

passé dans Tétude de la science et qui sont à tout ja-

mais restées dans son domaine.

Plus lard, on a remarqué que pour compléter l'é-

lude des quantités , il ne suffisait pas d'avoir trouvé

les moyens d'exprimer leurs grandeurs , on a vu

qu'une même quantité était susceptible, sans changer

de nature, d'être considérée sous différents points

de vue , d'être étudiée par rapport à tel ou tel autre

mode d'existence, ou d'action; et l'esprit humain s'é-

lant mis en quête pour exprimer encore à l'aide des

nombres et des signes d'opération ces divers états

,

il en est résulté de nouvelles modifications (2) à ces

principes primitifs de la science du calcul^ et de là a

découlé un troisième point de vue sous lequel on a

(1) Par exemple la multiplication et la division des fractions.

(2) C'est à ceci que se rapportent les règles des signes pour les

quantités dilGS isolées.

3
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envisagé les nombres , un troisième usage auquel ils

ont été employés.

Je montrerai plus loin que ce terme n'a pas été le

dernier et que les recherches mathématiques ont

donné une plus grande extension encore au rôle que

jouent les nombres dans la science du calcul (1); mais

quanta présent, ces nouvelles explications ne sont pas

nécessaires pour ce que je me propose de dire ^et elles

exigeraient pour être suffisamment détaillées des déve-

loppements qui sortiraient du domaine des éléments.

En se bornant donc à mes précédentes remarques,

on voit maintenant que dans la partie de la science

du calcul que nous désignons sous le nom à'algèbre^

et telle qu'elle se trouve constituée en fait par les

écrits des auteurs, les nombres peuvent figurer sous

trois points de vue différents.

1^ Comme symboles représentatifs de l'opération

de compter.

2^ Comme signes indicatifs de la grandeur des

quantités.

3^ Comme caractères de tel ou tel mode d'exi-

stence ou d'action des quantités.

Or, dans l'état actuel des choses, on n'a pas assez

distingué, je crois, les uns des autres ces divers

usages auxquels les nombres sont destinés, et cela

lient, à mon avis, à ce que ces usages ne se sont pas

(1) Je veux parler ici des calculs diiïéreuliel et iutégral dans lesquels

on passe d'une espèce de quantité à une autre : d'une ligne à un

point, d'une courbe à un angle, d'une force à une vitesse, etc.
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inlrodiiits tout frunconpdans la science basés sur des

théories faites, conçues et méditées à l'avance, mais

qu'au contraire ils y ont pris place peu à peu, au gré

des divers géomètres qui se sont occupés d'études

mathématiques , et suivant l'exigence de chaque

question particulière dont on cherchait la solution.

Toutes ces considérations ne formant point en con-

séquence un corps de doctrine assis sur des bases,

non seulement approfondies^ mais môme bien con-

nues, il n'est pas étonnant qu'il ait pu y avoir con-

fusion entre ces trois objets très distincts auxquels

les nombres ont été appliqués, et qu'ainsi on en soit

venu à se demander comment il se fait que certaines

propriétés des nombres qui ne sont pas fausses

dans certains cas , cessent d'être vraies ou intelligi-

bles dans d'autres.

Or, maintenant on aperçoit, à l'aide des ré-

iïexions qui précèdent, un moyen naturel d'expli-

quer toutes ces contradictions, c'est que, comme par

le fait, on a, dans la pratique, employé le nombre à

trois usages différents , il n'y aura rien de surpre-

nant à ce que telle propriété du nombre qui ressor-

tira de l'un de ces usages, ne puisse plus lui être

appliquée lorsque son usage^ cessant d'être le même,

sera remplacé par un des deux autres.

Ainsi, dans toutes les discussions qui se sont éle-

vées à ce sujet , on a eu à la fois tort et raison
,

mais on n'a pu s'entendre faute d'avoir remarqué

que dans la pratique on a peu à peu dérogé à la
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définition primitive du nombre et qu'on a appelé

de ce nom une cljose très différente de la première.

Pour éviter donc toute confusion, on doit, dans l'é-

tat actuel des choses , distinguer trois espèces de

nombres, de sorte qu'avant de répondre à toute

question générale qui pourra être faite sur les pro-

priétés des nombres, il faudra avant tout s'expliquer

et s'entendre sur l'espèce particulière du nombre

dont on veut parler.

— Examen des définitions du mot nombre , données

par les auteurs cCéléments.

Je m'étais d'abord proposé de passer en revue les

diverses définitions du nombre données par les auteurs

d'éléments et de montrer successivement ce que cha-

cune d'elles offre d'incomplet; mais, lorsque j'ai voulu

passer à l'exécution de ce projet
,
je n'ai pas tardé

à reconnaître que je tomberais dans une série de ré-

pétitions qui seraient à la fois fatigantes et inutiles;

en effet , dans l'examen auquel je me suis livré de ces

définitions diverses, j'ai reconnu que, sauf quelques

légères différences de rédaction
_, elles sont toutes

semblables au fond. Est-ce parce que les auteurs se

sont mutuellement copiés les uns les autres? ou cela

tient-il à ce que cette définition est la seule qui

existe dans notre système d'enseignement ? On est

fort tenté d'admettre cette dernière supposition ,

lorsqu'on remarque qu'il n'y a pas un seul des au-

teurs dont je parle qui . avant de définir le nombre,
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ne définisse la quantité : d'où il faudrait conclure

qu'ils n'attribuent de prime abord d'autre fonction

au nombre que celle de représenter les grandeurs des

(|nantités. Que si dans la suite ils traitent avec les

nombres quelques questions indépendantes de la con-

sidération des grandeurs , c'est comme par un effet du

hasard et sans qu'ik se doutent eux-mêmes que, dans

cette occurrence, ils font du nombre un usage autre

que celui qui est indiqué par leur définition.

A cet égard, et dans le silence absolu qu'ont gardé

tous ces auteurs sur la distinction qu'il me semblait

si nécessaire d'établir entre le nombre servant à

compter et le nombre destiné à représenter les quan-

tités, entre le nombre qui compte l'ordre et la situa-

tion des choses et le nombre qui mesure les gran-

deurs, j'ai longtemps hésité , je me suis tenu en

défiance de moi-même, je me suis souvent demandé

si je ne m'abandonnais pas à quelque illusion. Mais

enfin , en réfléchissant de nouveau et plus profon-

dément sur ce sujet, mes doutes ont successivement

disparu , mes irrésolutions se sont fixées , il m'a

semblé que j'étais dans le chemin de la vérité. Depuis

celte époque, j'ai pu me convaincre que cette dis-

tinction qui m'avait paru nécessaire , indispensable

,

avait été nettement formulée il y a déjà plusieurs an-

nées par un géomètre de notre époque, et qu'elle avait

été sanctionnée dans la phrase suivante , avec toute

l'autorité des titres scientifiques les moins contestés :

« Nous avons repris et continué toutes ces recher-
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» ches qui sont liées entre elles de la manière la plus

»> intime, et qui ont en général pour objet la théorie

i de Cordre et de la situation des choses , sans aucune

» considération de la grandeur, théorie neuve et pro-

M fonde dont les éléments nous sont à peine connus,

» mais qu'on doit regarder comme le premier fon-

» dément de l'algèbre et la source naturelle des

» principales propriétés des nombres. » ( Mé-

moire de M. Poinsot , tome XIV des Mémoires de

l'Institut.)

Depuis cette époque^ M. Poinsot a été plus expli-

cite encore ; dans une lecture faite à l'Académie

des Sciences le 10 mai 184=1 , il s'exprime en ces

termes :

« On définît ordinairement les mathématiques la

» science des grandeurs en général , ou la science des

» quantités y c'est à dire au fond la science des rap-

» ports; c'est la définition ia plus générale qu'on ait

^) donnée jusqu'ici du mot mathématiques. Mais

,

» quoique celte définition paraisse embrasser la

» science tout entière, il me semble qu'elle n'en

» donne encore une idée ni assez profonde ni assez

•) étendue; les mathénia tiques ne sont pas seulement

» la science des rapports, je veux dire que l'esprit

» n'y a pas uniquement en vue la proportion ou la

)) mesure , il faut encore considérer le nombre en lui-

» même , l'ordre et îa situation des choses , sans au-

*> cune idée de leurs rapports? ni des distances plus

» ou moin^ grandes qui les séparent. Si Ton parcourt
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»> lesdifférentespartiesdes mathématiques,on y trouve

•) partout ces deux objets de nos spéculations. »

Or, n'y a-t-il pas lieu de s'étonner que depuis

vingt-trois ans que cette vérité a été proclamée, il ne

se soit pas trouvé un auteur d'éléments qui ait songé

i\ consacrer ce qu'elle a d'utile , sinon dans ses divers

détails, du moins dans sa base , dans la définition du

mot nombre?

Loin de là , ce mot est toujours resté ce qu'il était

auparavant, sa définition a toujours eu pour objet la

grandeur des quantités. A la vérité^ ces auteurs dis-

tinguent ou croient du moins distinguer deux espèces

de nombres , le nombre concret et le nombre abstrait,

le premier servant , disent-ils , à représenter les

quantités dont le nom, l'espèce, sont connus; le

second remplissant le même but, mais pour toutes

les espèces , sans désignation particulière d'aucune
;

singulier degré d'abstraction que celui qui consiste

à mettre de côté un nom^ une appellation; mais ainsi

ils restent donc toujours impuissants devant ce degré

d^abstraction , autrement important , autrement pro-

fond
,
qui y éloignant des objets comptés toutes leurs

propriétés physiques , mécaniques, géométriques,

matérielles en un mot , les considère sous le rapport

de leur ordre, de leur situation et de leur nombre,

et, comme le dit le géomètre que je viens de citer,

sans aucune coMÎdératîon de la grandeur.

Tel est l'état de confusion dans lequel la science

mathématique se trouve de nos jours, au début même
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de son exposition (1); le mécanisme du calcul, la

manipulation des chiffres, des lettres et des signes,

voilà seulement ce qu'on enseigne aux élèves; et en

fait d'analyse, ce n'est point celle de la philosophie ,

mais uniquement celle des procédés algébriq ues qu'on

rencontre dans nos ouvrages d'enseignement,

SECTION II.

Etades sur l'Addition et la Sonstractlon.

— De l'introduction du positif et du négatif en

arithmétique.

Après avoir montré comment il est nécessaire,

dans l'état actuel de la science, de considérer plu-

sieurs espèces de nombres, revenons maintenant à

la définition primitive que nous avor.ô donnée de ce

mot, et supposons que le nombre est seulement des-

tiné à représenter l'opération de compter ; ce sera

donc toujours un nombre de fois.

Cherchons dans ce cas s'il y a des nombres néga-

tifs, et tâchons d'expliquer ce que pourraient êlre de

pareils nombres.

Dans le langage ordinaire , nous sommes convenus

d'employer les mots oui et non , affirmation et néga-

(1) A ce sujet je ne puis m'empêcher de citer la définition suivante

que je trouve dans un ouvrage d'algèbre, adopté par l'université, et

qui, en 1828 était parvenu à sa 5^ édition : on appelle nombre absolu

un nombre tel qu'on le considère en arithmétique.
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lion , affirmatif et négatif ,
pour exprimer deux idées

complètement oppose'es Tune à l'autre, et telles que

ce que l'une a pu faire naître dans notre esprit se

trouve complètement détruit par l'autre; en sorte que

l'existence simultanée de ces deux idées, leur réunion

immédiate laisse nos facultés intellectuelles dans le

même état de nuilïié que si elles restaient inertes , et

que notre pensée, après cette double opération , se

retrouve la même qu'auparavant.

Or, comme en arithmétique l'addition et la sous-

traction sont deux opérations inverses l'une de l'autre,

dans le sens même où nous l'entendons ici
,
puisque

à l'aide do la seconde vous annuliez dans un nombre

ce que vous lui avez ajouté pai' le moyen de la pre-

mière, l'usage a pu s'intî^oduire d'attacher l'idée du

oui et du non^ de Taffirmatif et du négatif, aux signes

représentatifs de ces deux opérations. Seulement il

est arrivé ici ce qui se présente en maintes rencontres

lorsqu'on fait des applications analogues, c'est que

Tune de ces deux expressions n'a pas été conservée,

et qu'on l'a remplacée par une autre équivalente; de

sorte qu'au lieu de dire affirmatif, on a dit positif.

Ainsi le signe de l'addition désigné d'abord par

/9/ms, a été appelé signe positifs et le signe de la sous-

traction désigné d'abord par moins a été appelé signe

négatif.

Telle est, si je ne me trompe, l'introduction la

plus naturelle des mots positif et négatif dans le

langage de la science ; c'est ainsi qu'on peut suppo-
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ser que, pour la première fois, les idées que ces mots

représentent ont été combinées avec celle du nom-

bre. Mais, qu'on le remarque bien, ce n'est pas le

nombre que ces mots sont venus frapper et modi-

fier, ce n'est pas à l'idée de nombre qu'ils ont ajouté

un qualificatif, c'est à des opérations faites ou à faire

sur les Jiombres qu'ils s'appliquent, c'est à désigner

tel ou tel autre usage qu'on fera du nombre, qu'ils

sont uniquement destinés, et quant au nombre en

lui-même, ils ne disent sur sa nature rien déplus,

rien de moins que ce qu'on en savait déjà.

— Les mots positif et négatif ne peuvent avoir

qu'une valeur de reiation.

Remarquons en second lieu que, par eux-mêmes

et considérés isolément , les mots positif et négatif

n'ont aucune valeur absolue, et ce n'est que par la

comparaison qu'on peut établir de l'un à l'autre

qu'ils prennent, soit dans le langage ordinaire, soit

dans le langage arithmétique , une signification. En

effet, puisque le oui et le non sont destinés à repré-

senter des idées opposées l'une à l'autre , dans le

sens où nous l'avons expliqué ci-dessus, tout ce qui

en résultera^ c'est qu'après avoir caractérisé l'une de

ces idées par l'affirmative, il faudra appliquer à l'au-

tre la négative; mais comme rien n'oblige à faire

choix po;ir cela de l'une plutôt que de l'autre de

ces deux idées inverses , il s'ensuivra que, suivant la

volonté du calculateur, ce qui a été considéré comme
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positif par les uns pourra être considéré comme né-

gatif par les autres^ et toutefois, cette diversité dans

les choix n'amènera aucune confusion, pourvu qu'on

soit bien prévenu à l'avance sur la nature de celle

des deux idées, des deux opérations inverses l'une

de l'autre, qu'on est convenu d'appeler positive.

Au reste, c'est ce qu'on comprend aisément pour

peu qu'on réfléchisse qu'il n'est pas de question qui

ne puisse être posée de deux manières, et de telle

sorte que, pour exprimer le même fait, il faudra
,

suivant la tournure donnée à la phrase chargée de

faire la demande, répondre tantôt oui et tantôt non,

bien que dans les deux cas la chose qu'on veut

énoncer reste invariable. Par exemple, s'il s'agit d'ex-

primer l'idée que l'action de marcher doit cesser,

vous répondrez non, lorsqu'on vous demandera s'il

faut cotîtinuer de marcher, vous répondrez oui lors-

qu'on demandera s'il faut s'arrêter.

En résumé, nous voyons jusqu'à présent : Que les

mots positif et négatif ne peuvent avoir de significa-

tion absolue :

Qu'ils ont seulement une signification relative qui

sert en général à exprimer l'opposition dans deux

idées inverses l'une de l'autre,

Et qu'à ce litre ils n'ont pu raisonnablement s'in-

troduire dans la science iiriLhmétique que pour dési-

gner des opéra tionsopposées, comme le sont l'addition

et la soustraction.

Poursuivons maintenant ces explications et voyons
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comment, des opérations, les idées de positif et né-

gatifont pu passer aux nombres.

— Des nombres abstraits positifs et négatifs.

Or, puisque Ton est convenu de dire que le signe

de l'addition est positif, et que celui de la soustrac-

tion est négatif, il semble que je ne serai entraîné à

commettre aucune erreur, si je dis que tout nombre

qui doit être ajouté est positif, et que tout nombre

qui doit être retranché est négatif. Il est évident, en

effet, que loin d'entraîner des méprises , cette con-

vention pourra, au CMitraire, être de quelque utilité

dans la pratique , et en la mettant en œuvre , on ne

fait d'ailleurs qu'énoncer une chose déjà stipulée

d'avance, puisque tout nombre à ajouter doit être

frappé du signe de l'addition que l'on est convenu

d'appeler positif, et tout nombre à retrancher doit

être marqué du signe de la soustraction qui est ap-

pelé négatif.

Ainsi, pourvu qu'explicitement ou implicitement,

il soit entendu qu'on aura une addition ou une sous-

traction à faire, il est facile de concevoir jusqu'à

présent ce que peut être un nombre abstrait positif

ou négatif.

Mais en serait-il de même si toute considération

d'addition ou de soustraction était supprimée, et s'il

fallait , indépendamment de toute idée sur ces opé~

rations , concevoir encore les nombres positifs ou

négatifs? Non^ sans doute, et pour s'en rendre
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compte, il n'y a qu'à supposer que clans chaque ques-

tion on exécute ces opérations , sinon en entier, du

moins autant que possible. Par ce moyen , on se dé-

barrasse des considérations qui se rattachent à ces

opérations, on pratique à leur sujet tout ce que la

question a demandé; or, lorsque, cela fait, on se trouve

encore en présence d'un nombre qui doit être réputé

négatif, et pour lequel cependant il n'y a plus de

soustraction ni à faire ni à concevoir, on reconnaît

que l'existence d'un pareil nombre est un véritable

mystère, et qu'il est impossiblede faire un pas de plus

pour donner de cette existence une explication ra-

tionnelle.

Ainsi lorsque je trouverai écrit — 14, j'entendrai

par là que le nombre 14 doit être soustrait d'un autre

nombre; si, d'après la question proposée, ce der-

nier nombre est 19 , le résultat de la soustraction

sera 5. Si le nombre duquel il faut retrancher 14 est

lui-même égala 14, le résultat de la soustraction sera

zéro. Mais toutes les fois que le nombre auquel il fau-

dra ôter 14 sera plus petit que 14, alors l'opéra-

tion deviendra incompréhensible et inexécutable.

Supposons, par exemple
,
que ce nombre est égal à

9; pour que ce que l'on demande fût complètement

exécuté , il faudrait que l'on pût au nombre 9 ôter

le nombre 14; or pour cela que faut-il faire? il faut

chercher quel est le degré de l'échelle de pluralité

auquel on parvient en ôtant du degré 9 de celte

échelle, le degré 14. Mais, si un pareil degré existait,



il est évident qu'en l'ajoutant à \â on devrait repro-

duire 9 , conséquence absurde
,
parce que 9 est plus

petit que 14 et qu'un degré quelconque , augmenté

d'un autre degré, doit toujours donner un degré

plus élevé que le premier.

il m'est donc impossible d^ôter 14 à 9; tout ce

que je pourrais faire , ce serait de décomposer 14 en

deux parties, 9 et 5, et ce serait bien la même chose

d'ôter 14 à 9 , ou bien d'ôter à ce dernier 9 et 5,

condition dont je donnerais l'empreinte à 9 et à 5 ,

en les écrivant d'après nos précédentes conventions,

— 9 et — 5 ; or , maintenant je puis bien à 9 ôter la

première des deux parties en lesquelles j'ai décom-

posé 14
,

j'aurai alors 9 — 9^ qui donne zéro pour

résultat ; mais je n'aurai fait ainsi qu'une partie de

ce qu'on demandait, car le problème consistait à

soustraire 14 tout entier à 9 et non point une partie

seulement de 14. Si donc je voulais que le problème

fût complètement résolu, il faudrait maintenant ôter

encore 5 , opération représentée par — 5 ; mais à

quoi faut-il l'ôter? ce n'est plus à 9 ,
puisqu'on a

déjà fait disparaître le 9 par la première soustraction,

et qu'ensuite il ne reste plus rien ; c'est donc à zéro.

Or, qu'est-ce qu'ôter 5 à zéro? ou ce qui est la même

chose, qu'est-ce que — 5 ou — 5?

Tout ceci devient maintenant incompréhensible,

inexécutable, et l'on voit que la seule manière de

pouvoir expliquer par des mots ce que c'est que ce

— 5 , comment du moins son existence arithmé-



~ 47 —
tique se révèle , n'est autre chose , comme nous

l'avions déjà annoncé
,
que l'expression d'une im-

possibilité.

Il est donc superflu, dans cette partie purement

abstraite de la science du calcul , de pousser plus

avant la perpétration du nombre précédé du signo

négatif; ce que nous avons dit de ce dernier mot est

tout ce qu'il est permis d'en dire en arithmétique, et la

dernière conséquence à laquelle nous arrivons, c'est

que tout nombre négatif, c'est à dire tout nombre

précédé du signe moins, lorsqu'il n'y a plus de sous-

traction dans laquelle il doit être mis en jeu , et

lorsque ce nombre est abstrait à la manière dont nous

l'avons expliqué^ demeure pour notre intelligence

l'indice d'un non sens, d^une impossibilité.

Or , ce que je viens de dire du nombre négatif, je

le dirai tout aussi bien du nombre positif, c'est à

dire du nombre à ajouter; car que peut signifier 4-5

considéré isolément , indépendamment de toute idée

d'addition; il ne faut pas se rejeter sur cette consi-

dération qu'une addition est toujours possible, quel

que soit le nombre à ajouter, et qu'en conséquence

on pourra toujours savoir ce que signifie + 5 ; sans

doute une addition est toujours possible quand on a

les éléments dont elle se compose, mais quand il

faut faire une addition et qu'on n'a qu'un seul élé-

ment de cette opération , il est complètement impos-

sible de savoir ce qui doit advenir. Or + 5 signide

d'une part que 5 devra être ajouté , d'autre part vous
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dites que vous considérez 4. 5 isolément sans aucune

idée d'addition ;
vous vous mettez donc en contra-

diction avec vous-même en écrivant par le signe + et

énonçant par le mot plus ou positifque le nombre 5

est soumis à une certaine opération , et disant ensuite

que vous voulez le considérer isolément, indépen-

damment de ton le opération ; et voilà pourquoi mon

esprit se refuse tout aussi bien à comprendre ce que

peut être un nombre positif qui ne doit pas être

ajouté, qu'un nombre négatif qui ne doit pas ou ne

peut pas être soustrait.

Ainsi , on le voit , dans la partie de la science du

calcul où Ton considère les nombres comme repré-

sentant uniquement les divers degrés de l'échelle de

pluralité, un nombre négatif n'est autre chose qu'un

nombre précédé du signe de la soustraction
,
qu'un

nombre qu'il faut soustraire; or, il arrivera deux cas

où la soustraction sera possible, et alors l'existence,

la manifestation d'un nombre négatifdans une ques-

tion n'implique pas contradiction , ou bien îa sous-

traction sera impossible, et, dans ce cas, cette contra-

diction, cette impossibilité, deviendront manifestes,

parce qu'après avoir effectué la soustraction autant

que possible , après avoir fait , à cet égard , tout ce

que le problème disait de faire , lorsqu'on un mot il

n'y aura plus de soustraction possible d'après l'état

de la question , il faudrait cependant
,
pour rendre

compréhensible le résultat obtenu, qu'on pût encore

soustraire.
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— Examen de cette assertion , que tout nombre ab-

strait est essentiellement positif.

Je n'abandonnerai pas ce sujet, sans faire une re-

marque sur cette assertion contenue dans beaucoup

d'ouvrages, que tout nombre abstrait est essentielle-

ment entier et positif; les dernières observations que

je viens de faire sont déjà de nature à prouver que

la dernière partie de celte assertion est au moins fort

incertaine ; mais examinons-la avec plus de détails.

Nul doute que tout nombre abstrait ne soit entier,

et tant qu'on n'aura pas expliqué ce que c'est qu'une >

demie, un tiers^ un quart de fois, il ne sera pas pos-

sible de comprendre ce que pourrait être un nombre

abstrait fractionnaire.

Mais je ne vois point en aucune manière que tout

nombre abstrait soii essentiellement positif, et je ne

sais pourquoi on voudrait prétendre qu'il doit être

plutôt positif que négatif. Et d'abord ne perdons pas

de vue que les expressions positif et négatif n'ont

qu'une valeur de relation l'une par rapport à l'autre,

que l'on s'en sert seulement pour caractériser l'op-

position qui existe entre deux idées, deux opérations,

deux faits contradictoires s'entredétruisant mutuel-

lement. A ce compte , comme je l'ai déjà fait obser-

ver , chacune de ces idées , chacune de ces deux

opérations peut être arbitrairement appelée positive

ou négative, pourvu qu'on réserve pour leurs inverses

celle des deux expressions dont on n'aura pas fait

d'abord usage. Cela posé, on ne saurait comprendre

4
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comment on voudrait faire exception pour les nom-

bres, et pourquoi on dirait qu'ils sont plutôt positifs

que négatifs. Par eux-mêmes , les nombres ne sont

pas plus l'un que l'autre , et pour peu qu'on réflé-

chisse à la manière dont on a été conduit à appli-

quer aux nombres les qualifications de positif et de

négatif, on se convaincra facilemenr de celte vérité.

En effet , nombre positif ne peut signifier autre

chose que nombre précédé du signe de l'addition,

c'est à dire nombre à ajouter , et nombre négatif

voudra dire nombre à retrancher. Or , n'est-il pas

évident que si j'étais convenu d'appeler négatif le

signe de l'addition , et positif celui de la soustrac-

tion, comme j'en étais, certes, bien le maître; n'est-

il pas évident, dis-je, qu'il aurait fallu dire alors que

tout nombre abstrait est essentiellement négatif? et

voilà l'assertion précédente changée du tout au

tout. Mais ceci ne concerne que la forme
;
quant au

fond nous voyons que , si en se servant du mot po-

sitif les écrivains dont je parle ont voulu réellement

dire nombre à ajouter , ils se sont tout aussi fort

trompés dans ce cas que dans le premier. Et pour-

quoi donc le nombre abstrait est-il plus susceptible

d'être ajouté que retranché? Où donc se trouve

écrit ce privilège de l'addition sur la soustraction ?

Pourquoi les nombres seraient-ils admis d'emblée

aux honneurs de l'une de ces opérations, et frappés

d'un signe de réprobation par rapport à l'autre? Et

non certes il n'en est point ainsi, le nombre est à la
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fois appelé à fonctionner comme additif et comme

sousiractif. Est-ce parce que vous trouvez i'empioi

du nombre dans le second cas comme plus borné

que dans le premier, que vous êtes plus disposé à

l'appeler positif? Si telle est votre pensée , dites-le;

nous serons prévenus ainsi du motif qui vous dirige;

mais^ dans ce cas , écartez cette expression essen-

tiellement positif
,
qui dit plus , à coup sûr , que ce

que vous êtes autorisé à dire.

— L'usage du nombre négatif n'est pas plus borné

que celui du nombre positif.

D'ailleurs
,
prenez garde de ne pas tomber dans

une nouvelle erreur , en disant que l'emploi du

nombre agissant comme soustractif, est plus borné

que celui du nombre considéré sous le point de vue

additif.

Si une soustraction impossible n'était pas une

véritable réponse faite à une question proposée , il

en pourrait être ainsi ; mais une pareille soustrac-

tion est tout aussi bien une réponse à une question

que peut l'être le résultat d'une addition ou d'une

soustraction effectuées. Dans un cas , nous appre-

nons que la question proposée n'est pas possible
;

dans l'autre
,
qu'elle l'est. Vous ajouterez peut-être

que lorsque la question est possible, vous savez de plus

ce qu'il faut faire pour en connaître la solution
;
je

réponds, à cet égards que, sous ce rapport, le pre-

mier cas n'est pas plus stérile que le second , et que

la soustraction impossible , tout en vous apprenant
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l'impossibilité du problème , vous montre en même

temps ce qu'il faudrait faire sur les données, pour

que ces données cessassent d'exprimer une impos-

sibilité. Vous savez ainsi de combien la question

s'écarte de la limite du possible , comme avant vous

saviez ce qu'il fallait faire de l'autre côté de cette li-

mite, dans le champ du possible, pour la résoudre.

Ce n'est point ici le lieu de développer plus longue-

ment cette assertion , mais il ne faut pas avoir péné-

tré bien avant dans l'étude de l'algèbre pour être

convaincu de sa vérité ; or, à l'aide de cette remarque,

il devient fort embarrassant de se prononcer sur la

question de savoir si l'usage des nombres négatifs

ou à soustraire est plus borué que celui des nombres

positifs ou à ajouter. Quant à moi, je ne sais si je

dois m'étonner davantage quand je trouve dans la

science les moyens de résoudre une question , ou

bien quand la science m'indique qu'une question

est impossible , et que , redressant mes erreurs ou

éclairant mon ignorance sur l'état de cette question,

elle me montre d'elle-même comment je dois ré-

former son énoncé pour faire disparaître ces impos-

sibilités.

— Réponse à quelques sophismes.

Que si épuisant toutes les arguties d'une école qui

n'est pas dans le vrai , on voulait se jeter sur un nou-

veau terrain et dire que tout nombre ajouté avec

zéro ne cesse pas d'être lui-même
,
qu'ainsi on peut
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toujours considérer un nombre comme étant le ré-

sultat de son addition avec zéro, ou du moins comme

pouvant être ajouté à zéro ; si on concluait de là qu'il

y a toujours une addition qui peut être ou faite ou

conçue pour tout nombre quelconque, et que dès îors

on est suffisamment autorisé à dire que le nombre est

essentiellement positif, je répondrais qu en admet-

tant que ce soit faire une addition que d'ajouter zéro

à un nombre, cette propriété du nombre n'est pas

tellement caractéristique , tellement inhérente à sa

nature , tellement distinctive de son essence, qu'on

puisse dire, même en se plaçant sur ce terrain, que

le nombre est essentiellement positif; tous les objets

créés, au contraire, tousies êtres possibles, soit dans le

monde physique, soit dans le monde moral, jouissent

de cette propriété, comme le nombre, que si on ne

leur ajoute rien, ils ne cessent pas d'être eux-mêmes.

Ce n'est donc pas une propriété essentielle seulement

au nombre, c'est une propriété commune à tout, ap-

plicable à tout 5 et d'ailleurs sortons de ces pitoya-

bles arguties sous lesquelles nous nous réfugions,

lorsque ce n'est pas dans le fond des choses que nous

cherchons à voir clair , et que nous nous arrêtons

seulement à la forme. Est-ce bien réellement faire

une addition que d'ajouter zéro? est-ce faire quelque ,

chose que de ne rien ajouter ? Dans le langage

arithmétique tel que nous l'étudions ici, zéro ne

peut être que l'indice du néant; et ne voit-on pas

alors que faire l'addition de rien , c^est au fond ne
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rien faire du tout

;
qu'on ne joue en raisonnant ainsi

que sur les termes , et que ce qui en résulte seule-

ment , c'est l'habitude d'étudier la science par des

sophismes , et de n'en développer les principes que

par des moyens complètement étrangers à son

essence.

Enfin , si on disait que tous les nombres peuvent

être considérés comme formés par le premier d'entre

eux, appelé unité, ajouté successivement à lui-même,

et que, sous ce point de vue, tous les nombres étant

les résultats d'additions peuvent être appelés posi-

tifs, je répondrais d'abord que le premier tort de

cette interprétation est de déplacer la question. Car

le nombre positif n'est pas celui qui résulte d'une

addition faite, mais celui qui doit être mis en usage

dans une addition à faire ^ et certes il n'en faudrait

pas davantage pour montrer qu'eu égard à l'objet

qui nous occupe une semblable interprétation n'a

aucune portée; mais comme ies erreurs commises sur

ces particularités de la science des nombres ont été

fort répétées, j'ajouterai quelques mots sur cette for-

mation des nombres. Je ne conteste pas qu'elle soit

possible; et même commode, mais je crois qu'elle est

loin de devoir être considérée comme essentielle,

c'est à dire qu"elle n'est pas teile que sans elle les

nombres ne puissent pas être compris.

En effet, si pour cette formation l'unité et l'addi-

tion constituent un moyen commode, ce n'est point

un moyen dont on ne puisse se passer, cette consi-
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dération facilite sans doute la perception des nombres,

mais elle n'est pas indispensable pour faire naître

dans notre esprit l'idée de pluralité qui, ce me sem-

ble, est préexistante à celle d'addition ou de sous-

traction. Ne pourrais-je pas, pour former les nom-

bres compris entre les deux limites 1 et A, dire qu'ils

dérivent tous de A par la soustraction successive de

l'unité? La seule différence entre ces deux procédés,

c'est qu'au lieu de prendre la limite la plus petite
,

je prends la plus grande. Je ne disconviens pas que

la vôtre soit plus commode; mais ce qu'il s'agit d'é-

tablir, c'est qu'elle est essentielle , fondée sur la na-

ture , dépendant de l'essence du nombre. Or, votre

point de départ est-il plus essentiel, plus naturel que

le mien? Le nombre 1 est-il plus dans la nature que

le nombre A? On serait fort en peine, je crois, d'éta-

blir un pareil principe, et la pluralité me semble au

contraire répandue partout à profusion. N'y a-t-il

donc qu'une seule étoile dans le ciel et un seul grain

de sable dans l'Océan ? un arbre se compose- t-il

d'une seule feuille et la mer d'une seule goutte

d'eau,

On le voit donc
,
quelques efforts que l'on fasse,

on arrive toujours à celte conclusion, qu'il n'est pas

possible d'appuyer sur une base solide cette asser-

tion que le nombre est essentiellement positif.

— Résumé.

En résumé, il me paraît résulter de la discussion



-• 56 -
à laquelle je viens de me livrer : Que, sous le point de

vue où j*ai annoncé en commençant que je considé-

rais les nombres, il n'est pas possible d'admettre

,

dans le langage arithmétique proprement dit, ou pour

mieux dire abstrait, que les mots positif ou négatif

puissent s'appliquer à autre chose qu'aux deux opé-

rations inverses, Taddition et la soustraction;

Que par les expressions , nombre positif, nombre

négatif, on ne peut entendre autre chose que nombre

à ajouter, nombre à retrancher;

Qu'il y a contradiction à vouloir comprendre iso-

lément et indépendamment de toute opération d'ad-

dition ou de soustraction ce que peut être un nombre

positif ou négatif, puisque dès l'instant que vous

joignez les mots positif ou négatif au mot nombre,

ou bien les signes + et — aux caractères qui servent

à représenter les nombres , vous exprimez par cela

même que vous ne considérez plus ceux-ci isolé-

ment, mais au contraire comme devant être mis en

jeu dans une addition ou une soustraction
;

Que le signe — qui précède un nombre signale

nécessairement un cas d'impossibilité, mais seulement

alors que toutes les opérations à faire , d'après l'é-

noncé de la question, sont consommées
;

Enfin, que la seule chose qui résulte pour les

nombres de leur essence, c'est qu'ils sont entiers;

mais qu'il n'est pas plus logique de dire qu'ils sont

essentiellement positifs, que de vouloir leur refuser

la |)ropriété de représenter jamais quelque chose de
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possible lorsqu'ils sont négatifs : que sous ce point de

vue, dans chaque question particulier^, il y aura

lieu de se livrer à un examen préalable, pour savoir

quelle est celle de ces deux qualifications qu'il faut

attribuer aux nombres qui figureront dans cette

question.

SECTION III.

Etudes sur la Multiplication et sur la Division.

— Préambule.

On vient de lire, dans la section précédente, les

considérations auxquelles nous a conduit l'examen

attentif des deux premières opérations de l'arithmé-

tique, nous voyons que l'addition tant qu'elle figurera

seule dans les opérations h faire pour résoudre une

question, sera un indice que cette question est pos-

sible.

Que si au contraire une question n'est pas possible,

cette circonstance sera révélée par la présence, dans

les calculs, d'une soustraction impossible à effectuer

dans son entier, par la permanence après tout calcul,

d'un nombre affecté du signe — d'un nombre né-

gatif.

Or, nous allons voir que pour les autres groupes

d'opérations, il en sera encore de même et que les

divers caractères d'impossibilité que peuvent revêtir

encore les problèmes arithmétiques seront révélés.



- 58 —
comme le précédent, par une de ces opérations de-

venue impossible.

—De la multiplication et de la nature de ses facteurs.

Si je suppose qu'on ajoute plusieurs nombres Tun

à l'autre et si ces nombres sont tous égaux entre eux,

je tomberai sur un cas particulier de l'addition qu'on

est convenu de désigner par un nom particulier et

qu'on considère comme une opération nouvelle; mais

en réalité il n'y a ici de nouveau que le nom et le

procédé employé pour obtenir le résultat; quant au

fond, c'est toujours une addition qu'on exécute.

Dans le cas dont je parle, cette addition reçoit le

nom de multiplication; le nombre ajouté s'appelle

multiplicande^ le nombre de fois que le multiplicande

a été ajouté s'appelle multiplicateur, et le résultat ob-

tenu, au lieu de conserver le nom de somme, s'ap-

pelle proc/wi^; on dit encore du multiplicande et du

multiplicateur que chacun d'eux est facteur du pro-

duit.

Or, comme dans l'addition, considérée sous son

point de vue général, les nombres ajoutés sont et ne

peuvent toujours être qu'en nombre entier, il s'en-

suit que dans la multiplication, le multiplicateur sera

constamment et nécessairement entier ; il ne repré-

sentera jamais qu'un certain nombre de fois, ce sera

un nombre abstrait tel que nous l'avons défini en

commençant. On voit donc qu'en remontant à la vé-

ritable origine de la multiplication, il est impossible
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de comprendre et d'admettre que le multiplicateur

soit autre chose qu'entier, il est également impossible

de comprendre et d'admettre que ce nombre puisse

être concret, c'est à dire qu'il représente une quan-

tité quelle qu'elle soit j ce nombre, en un mot, est et

ne peut être qu'un nombre de fois.

Quant au multiplicande , rien ne s'oppose à ce

qu'il soit concret; en effet on peut se proposer d'a-

jouter ensemble plusieurs quantités, et comme^ dans

la science du calcul, les quantités sont représentées

par des nombres, on peut supposer que le multipli-

cande est un de ces nombres destinés à représenter

les quantités. On voit qu'ici j'admets comme démon-

trée la proposition que les quantités peuvent être

représentées par des nombres ; si je devais m'appe-

santir plus longuement sur cette matière , ce serait

ici le cas d'entrer dans tous les développements

qu'exige la théorie de cette représentation , c'est ce

que j'ai fait dans le troisième chapitre de cet ou-

vrage; mais pour le moment et pour ce que j'ai en

vue, je puis supposer que le multiplicande est abstrait

comme le multiplicaieur, et que ces deux nombres,

dans ce qui va suivre, ne sont jamais autre chose que

certains degrés de l'échelle de pluralité.

Il suit évidemment de ces considérations que, dans

la supposition où nous nous plaçons que le multi-

plicande est abstrait et par conséquent entier (le

multiplicateur devant toujours l'être d'après sa na-

ture), le produit de toute multiplication ne peut être
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qu'un nombre entier. Mais la proposition inverse

n'est pas vraie, et tout nombre entier n'est pas le

produit d'une multiplication, du moins si l'on admet

que l'unité ne multiplie pas^ c'est à dire que ce n'est

pas répéter que de prendre une fois j à ce sujet, qu'on

me pern/ette de présenter quelques observations.

— Vexpression IN x 1 n'est pas une multiplication.

Il semblera peut-être puéril de se livrer à une dis-

cussion sérieuse au sujet d'une semblable question,

et il en serait réellement ainsi si, avant tout, on avait

cherché à introduire dans l'exposition de la science

des explications puisées dans le domaine de la véri-

table philosophie; mais en cette occasion, comme en

beaucoup d'autres, on s'est trop souvent éloigné de

cette voie raisonnable pour entrer dans le champ

des arguties scholastiques. Sans doute, dans l'esprit

des hommes sensés, la plupart des idées que je com-

bats ici n'ont pu prendre racine; mais pour quelques

intelligences qui savent mettre du naturel et de la

précision dans leurs raisonnements , combien n'en

trouve-t-on pas qui semblent prendre à cœur de re-

chercher dans leurs démonstrations, la bizarrerie

des moyens, la subtilité des motifs? C'est malheu-

reusement ce qu'on rencontre dans la plupart des ou-

vrages d'enseignement : or, comme en composant cet

écrit, il m'a paru propre par sa nature à faire sentir

la nécessité d'une réforme dans le plan des livres élé^

mentaires, on me pardonnera d'avoir insisté sur quel-
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ques détails qui contribueront peut-être à rendre plus

facile à Favenir l'étude des sciences mathénaatiques.

Je reviens à mon sujet.

Et d'abord, si l'on cherche à se rendre compte du

sens que l'on doit attacher aux mots multiplier, répé-

ter, on ne tardera pas à reconnaître que la seule dé-

finition raisonnable que l'on puisse leur attribuer_,

c'est qu'ils entraînent l'idée de pluralité quant à la

chose multipliée ou répétée, et qu'en conséquence

cette idée n'est pas satisfaite tant que cette chose

n'est pas prise au moins deux fois. Sous ce point de

vue^ les analystes ont parfaitement raison tant au

fond que dans la forme lorsqu'ils disent que l'unité

ne multiplie pas^ et par conséquent ils pèchent et se

servent d'une expression vicieuse quand ils disent

multiplier par im; car, en ce qui concerne cet objet,

ce n'est plus faire une multiplication que de multi-

plier par un, puisque l'idée de multiplicité, de piu-

ralilé, mise en avant par le mot multiplier
^ se ivou\e k

l'instant détruite par celle de Vunité, et qu'il y a en-

tre elles incompatibilité complète.

Au reste, nous avons en ceci un contrôle irrécusable

et d'une application générale, soit pour cette diffi-

culté, soit pour toute autre relative à la multiplica-

tion. C'est de remonter à l'origine de cette opération

qui, comme nous l'avons dit, est l'addition. Rappe-

lons-nous donc que la multiplication est une addition

dans laquelle tous les nombres ajoutés sont égaux

entre eux.



— 62 -
11 résulte forcément de cette définition que toutes

les fois qu'une prétendue multiplication ne se ré-

soudra pas, en définitive, en une addition, on aura

eu tort de qualifier cette opération du titre de mul-

tiplication; or, pour qu'il y ait addition, il faut in-

dispensablement que deux nombres au moins, soit

égaux soit inégaux, aient été mis en jeu. Donc, pren-

dre un nombre seul, prendre un nombre une fois^

ce n'est pas faire une addition, et par conséquent ce

ne sera pas davantage faire une multiplication. Ainsi,

de quelque côté qu'on examine la question, on en

revient toujours à reconnaître que N étant un nom-

bre quelconque, on doit refuser le nom de multipli-

cation à toute opération écrite sous la forme N X 1

.

Ce que nous disons ici du multiplicateur 1, a la

plus grande analogie avec ce que nous avons déjà

dit de l'addition d'un nombre avec zéro, et nous

avons en effet constaté que l'on doit refuser le nom

d'addition à toute opération écrite sous la forme

N + 0, puisque cette forme indique en réalité qu'il

ne faut rien ajouter. Or, cette analogie nous con-

duit à une remarque que je ne crois pas devoir pas-

ser sous silence; c'est que les deux expressions

N X i et N + sont réellement égales entre elles,

puisque chacune exprime qu'il faut prendre le nom-

bre N et ne plus lui rien faire du tout.

Nous pourrons donc écrire :

N X 1 = N 4- 0.
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Or, cette relation prouve une fois encore que N X 4

ne saurait être une multiplication ; car, si malgré

tout ce que j'ai déjà dit pour prouver que N +
n'est pas une addition, on persistait à vouloir trou-

ver dans cette expression le caractère de cette opé-

ration^du moins devrait-on convenir que les nombres

ajoutés N et ne sont pas égaux entre eux et que

par conséquent cette expression, si on veut qu'elle

soit une addition, ne peut être à coup sûr une multi-

plication.

Ainsi les deux formes N X i, N + ne représen-

tent point d'opération à exécuter sur N; ce sont, au

contraire, deux indices qui se manifesteront dans le

calcul toutes les fois que, d'après l'état d'une ques-

tion, il n'y aura rien à faire sur le nombre N pour la

résoudre.

D'après ces remarques, on voit qu'on a agi philo-

sophiquement, en réservant la dénomination de nom-

bres premiers à tous ceux qui ne sont pas le produit

de la multiplication de deux autres, en effet, tous les

nombres, excepté ceux-là, peuvent être considérés

comme dérivant d'autres nombres, comme une con-

séquence de l'existence de ces autres nombres, com-

me secondaires par rapport à eux, condition qui

n'existe pas pour ceux qui sont premiers.

— L'expression N X n est pas une multiplication.

Un cas non moins remarquable que celui que
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nous venons de traiter, est celui dans lequel le mul-

tiplicateur est zéro.

Examinons donc ce que peut signifier N X 0.

Il est évident que cela indique que le nombre N

ne doit pas être pris du tout et qu'en conséquence

la seule signification raisonnable que puisse avoir

l'expression ci-dessus est zéro.

Mais cela peut-il être considéré comme une mul-

tiplication? non, sans doute, car si déjà prendre une

chose une fois n'est pas multiplier, à plus forte rai-

son ne pas prendre du tout cette chose ne le sera-t-il

pas.

Au reste d'après la remarque précédemment faite,

pour que N X fût une multiplication, il faudrait

qu'il existât une addition dans laquelle entrerait N

et dont la somme fût nulle, ce qui est évidemment

impossible; de toutes les opérations que nous avons

examinées jusqu'à présent, la soustraction suivante

N — N serait la seule qui, ne mettant en usage que

N, donnerait le même résultat que N X 0, de sorte

que nous pouvons écrire :

N XO=N— N.

Ce sont les deux indices qui se présenteront dans le

calcul toutes les fois que, pour résoudre une ques-

tion qui présuppose l'existence du nombre N, il fau-

dra au contraire anéantir ce même nombre, pour ob-

tenir la solution de ceite question.
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A l'aide de ces observations , on ne perdra pas

de vue que si , conformément à l'usage adopté,

on continue de dire que N x 'l ^t N x sont des

multiplications, ce ne peut être que par une exten-

sion qu'on s'est permise , et qui ne se rattache qu'à

la forme sous laquelle ces deux expressions se pré-

sentent; mais qu'au fond il n'est pas exact d'en agir

ainsi , et que par conséquent toute loi générale dé-

montrée pour la multiplication ne pourra pas être

appliquée sans réserve à ces deux expressions.

— Fausse application de la loi de l'invariabilité du

produit.

Cependant^ si on se reporte à cette propriété dont

jouit le produit de toute multiplication , que ce pro

duit ne change pas quand on change l'ordre des fac-

teurs , on serait tenté de raisonner ainsi qu'il suit :

Les expressions N X 4 et N X , en vertu de la loi

citée , sont la même chose que 1 X N et X N.

Or 1 X N exprime que i est répété N fois , c'est

donc une véritable addition dans laquelle les nom-

bres ajoutés sont tous égaux entre eux; donc 1 X N
est une multiplication. De même X N exprime que

est répété N fois , c'est donc encore une addition

dans laquelle les nombres ajoutés sont tous égaux

entre eux , d'où il suit que X N est une multiplica-

tion. Dans l'un et dans l'autre cas (si du moins on

persiste à admettre que + + +.... puisse être

réputé une addition) , les conséquences du raisonne-
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ment sont justes, mais que prouvent ces conséquen-

ces? il faut bien le remarquer, elles prouvent seule-

ment que 1 X N etO X N sont des multiplications,

et non pas que N X 1 et N X le sont à leur tour.

En effet , la loi dont on fait usage n'est applicable

que lorsque , en changeant Tordre des deux facteurs,

l'opération indiquée reste toujours une multiplica-

tion, et que l'on ne sait pas d'avance que l'une de ces

opérations cesse d'en être une. Or c'est ce qui n'ar-

rive pas pour N X 1 et N X , puisque alors nous

avons établi à priori que ces deux opérations ne sau-

raient, d'après la définition adoptée , être une mul-

tiplication , de sorte que l'on applique la loi de l'in-

variabilité du produit à un cas pour lequel il est

évident qu'elle n'est pas applicable.

Gela ne veut pas dire que N x 1 w'est pas égal à

I X N > et que N X ne l'est pas à X N , il est au

contraire facile de prouver à priori que ces expres-

sions sont égales entre elles. Mais , de ce que cette

égalité existe , il ne s'ensuit pas que les opérations

qu'il faut faire pour les réaliser l'une et l'autre sont

semblables , et c'est là simplement ce que j'avais en

vue de prouver.

Cette remarque montre, d'une part, combien

dans la science du calcul , il importe de discuter

tous les cas et d'examiner toutes les exceptions , sous

peine de tomber dans le faux; d'autre part, elle in-

dique, et cette observation avait, je crois, échappé

jusqu'à présent, que les démonstrations, tant an-
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ciennes que futures , de l'invariabilité du produit,

lorsqu'on change l'ordre des facteurs , doivent se

trouver en défaut, dès l'instant que l'un des fac-

teurs est inférieur à 2.

— Doutes et difficultés introduites dans la science du

calcul au sujet de la définition de la multiplication.

La définition que j'ai donnée de la multiplication

n'a pas été adoptée par tous les auteurs d'éléments

,

ce n'est pas qu'elle ne soit très claire et très simple
,

et qu'on ne puisse en déduire toutes les propriétés

de cette opération ; c'est même la seule qui soit réel-

lement admissible au point de vue où nous nous

sommes placé , c'est à dire lorsqu'on suppose qu'on

ne doit opérer que sur des nombres abstraits, sur des

nombres qui , directement ou indirectement , ne se

rattachent à aucune idée concrète, ce qui, selon

moi , exclut de prime abord les nombres fraction-

naires , du moins sous le point de vue théorique.

Cette différence dans la manière de procéder tient

à ce que ces auteurs ont , à mon avis, donné au do-

maine abstrait beaucoup plus d'extension qu'il n'en

a réellement; ils ont considéré les nombres qu'on

appelle fractionnaires comme faisant partie de ce do-

maine, tandis que je prouverai que l'existence de pa-

reils nombres est incompréhensible si on ne la ratta-

che pas à des idées concrètes , que lorsque
, pour la

première fois , cette existence se révèle dans le calcul

des nombres, elle est l'indice d'une impossibilité , et
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cela parce que Vunité, tant qu'elle ne sert qu'a

compter, tant qu'elle ne représente pas une quan-

lité, en un mot tant qu'elle n'est pas concrète, est

de sa nature indivisible, et qu'il n'est pas alors pos-

sible à notre esprit de comprendre ce que pourrait

être une fraction quelconque de cette unité de nu-

mération.

Or, l'étude des fractions ayant été ainsi jointe par

les géomètres à celle des nombres , on n'a pas tardé

à s'apercevoir que ce qu'on a par la suite appelé

multiplication des fractions ne pouvait être renfermé

dans la définition que j'ai donnée de cette opération,

et on s'est évertué à trouver une définition qui pût

convenir à tous les cas. A-t-on réellement atteint le

but qu'on s'était proposé? et en agissant ainsi n'a-

t-on pas surchargé la science d'une fâcheuse com-

plication? c'est ce que je vais maintenant examiner,

« La multiplication d'un nombre par un autre
,

)) disent ces auteurs, est une opération par laquelle

» on compose un troisième nombre avec le premier,

» comme le second est composé avec l'unité. »

Pour peu que l'on examine avec soin cette défini-

tion, on ne tardera pas, je crois, à reconnaître qu'elle

ne fait autre chose qu'indiquer comment devra se

trouver composé le produit, mais elle est certaine-

ment dépouillée du véritable caractère d'une bonne

définition, puisque non seulement elle ne dit rien,

mais même elle ne fait rien pressentir des moyens

qu'il faudra employer pour obtenir ce produit.
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Car, si vous voulez qu'avec un nombre j'en com-

pose un autre, et s'il faut que cette composition soit

analogue à celle d'un troisième nombre avec Funité,

il faut tout au moins que vous nous fassiez connaître

avec tous les détails convenables comment les nom-

bres se composent avec l'unité. Or, dans le domaine

purement abstrait^ les nombres étant toujours entiers

peuvent être considérés comme formés par l'addition

successive de l'unité; vous ajouterez donc, pour for-

mer le produit, autant de fois le multiplicande qu'il

a fallu ajouter de fois l'unité pour former le multipli-

cateur, et alors vous retombez littéralement sur la

définition que j'ai donnée de la multiplication, avec

cette seule différence qu'au mot composer j'ai sub-

stitué celui contenir^ ce qui est infiniment plus clair

et ce qui conduit naturellement à la série des opéra-

tions qu'il faut faire pour exécuter l'opération dé-

finie.

Ainsi, sous le point de vue abstrait, tel que je le

considère, et en s'arrêtant aux limites que j'ai tra-

cées, la définition de la multiplication donnée par les

auteurs dont je parle, est certainement moins claire

et moins explicative que celle que j'ai fait connaître.

Mais^ dira-t-on si sous ce point de vue, cette défi-

nition paraît en effet entachée de quelques inconvé-

nients, de combien ne l'emporte-t-elle pas sur l'autre

par sa généralité ?

Cette proposition peut paraître vraie au premier

abord , et surtout pour ceux qui ayant déjà étudié la
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science, ont pu, depuis longtemps, méditer sur la

nature de chaque opération; pour ceux-là, dis-je,

cette nouvelle définition de la multiplication offre

un résumé court et facile de tout ce qui, jusqu'à ce

jour, a reçu le nom de multiplication. Mais pour

rélève qui commence, pour celui qui veut étudier

pour la première fois la science du calcul, pour ce-

lui qui, ne sachant rien , a besoin de marcher pro-

gressivement dans cette étude, cette généralité qui

,

à vos yeux, fait le mérite de votre définition, va de-

venir une source d'incertitudes, d'erreurs, peut-être

même une cause insurmontable de dégoût.

Si , en effet , il paraît rationnel à tous les esprits

d'établir une séparation tranchée , dans la science

qui nous occupe, entre ce qui est abstrait et ce qui

est concret, si, comme je le prouverai bientôt^ le

mélange de ces deux branches de la science en a

obscurci l'intelligence et souvent arrêté les progrès ;

on restera convaincu que^ quant à présent, c'est à

dire au commencement des études, la définition que

je critique doit être rejetée. Je viens de montrer en

effet que dans le domaine abstrait , tel que je l'en-

tends et que je l'ai défini, elle dit moins bien que la

définition que j'ai présentée.

Si nous sortons de ce domaine, c'est à dire du cas

où les nombres sont entiers, et si nous avons à opé-

rer sur des nombres fractionnaires , il faudra que

nous commencions par expliquer comment un nom-

bre fractionnaire se compose avec l'unité; or, la
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question étant mise sur ce terrain, vous reconnaîtrez

que vous ne pouvez plus faire un pas sans sortir de

la voie où vous vous proposiez de rester, sans recou-

rir aux considérations concrètes ; alors, celte unité

que vous avez considérée jusqu'à présent, cette unité

que j'appelle unité de numération, qui est le premier

degré de Téchelle de pluralité^ cette unité, dis-je,

devient insuffisante, et vous êtes obligé de donner

cette dénomination à toutes les quantités susceptibles

d'être représentées par des nombres 5 or, de cette

représentation des quantités par les nombres, qu'en

dites-vous en arithmétique ? de cette représentation

qui est la base de toutes les applications de la science

du calcul, qui exerce sa portée sur tout, et sans la-

quelle l'étude des quantités n'existe plus
,
qu'en

faites-vous connaître au début de la science ? à peine

quelques éléments, et le plus souvent rien.

Et cependant, quelle immense différence n'existe-

t-il pas entre l'unité de numération, et l'unité repré-

sentative d'une quantité, entre l'unité invariable et

indivisible, et celle dont la valeur varie au choix de

chacun, dont rien ne limite la grandeur ou la peti-

tesse. Or, sans cette importante distinction , votre

définition n'est plus qu'un chaos ; et quand pourrez

vous en faire comprendre toute la portée, si ce n'est

après que vous aurez suflisamment parlé et des nom-

bres abstraits et des nombres concrets^ c'est à dire

après que votre initiation dans les secrets delà science

aura été si non consommée, du moins entreprise et
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réalisée en partie; cette définition peut donc, comme

je le disais tout à l'heure , être acceptée comme un

résumé utile pour Thomme qui sait; mais elle doit

être rejetée comme un obstacle pour celui qui veut

apprendre.

Et d'ailleurs, en l'acceptant de prime abord, dans

quel dédale ne jelte-t-elle pas relativement à la na-

ture du multiplicateur? En effet , en remontant à la

véritable source de la multiplication, nous avons re-

connu que de multiplicateur ne pouvait être autre

chose qu'un certain nombre de fois
,
qu'il était im-

possible de supposer qu'il représentât autre chose

qu'un degré de l'échelle de pluralité
,
que le multi-

plicateur^ en un mot, ne pouvait être concret.

Or , si ce multiplicateur est une fraction , cette

fraction ne sera intelligible que tout autant que

l'unité à laquelle on la rapporte représentera une

quantité, la composition de cette fraction sera donc

concrète comme Tunité de laquelle elle dérive; voilà

donc une multiplication dont le multiplicateur n'est

plus abstrait (i).

(1) Voici comment s'exprime à ce sujet M. Lacroix dans ses Essais

sur rEnseignement, 1805, p. 260 et 261.

« Une difficulté sur laquelle la plupart des auteurs ont glissé trop

» légèrement , c'est l'application aux nombres fractionnaires , des

» définitions de la multiplication et de la division relatives aux nom-
» bres entiers. Il y a ici un passage très remarquable d'une accep-

» tion donnée aux mots multiplier et diviser , d'après le cas le plus

» simple de l'idée qu'ils expriment, à une acception générale
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El vous pensez que de semblables conlradiclions

ne méritent pas d'être profondément étudiées et

soigneusement éclaircies; vous pensez que quelques

lignes suffisent pour lever le voile qui recouvre tant

d'obscurités ? Quant à moi ,
plus je réfléchis sur ces

mativères, moins je m'étonne que tant d'intelligences

soient rebelles pour les études mathématiques; qui

sait si ce n'est pas parmi les esprits qui se sont re-

butés après quelques essais, qu'on doit chercher les

plus logiques d'entre tous? Et quel est celui qui

oserait dire que parmi ceux qui ont cultivé avec

succès la science, il s'en trouverait un seul qui, pen-

dant un temps assez long , n'a pas été obligé d'ad-

mettre comme des vérités prouvées ce qui n'était en-

core pour lui que verba magistri? Qui sait enfin si,

jusqu'à la fin de leur carrière, nos plus grands géo-

mètres n'ont pas été plutôt persuadés que convaincus

de la vérité de certains principes passés en force de

chose jugée.

Tant que dans la science on continuera d'affirmer

que tout nombre abstrait est essentiellement positif,

» dans laquelle on enveloppe des cas nouveaux qui ne se lient aux

)) premiers que par de simples analogies, l'indication de ces analo-
» gies semble même exiger la considération des nombres concrets

» On ne saurait , sans se rendre coupable d'inexactitude dans la

» marche du raisonnement, passer sous silence une extension d'idées

» aussi importante. Elle exige même une nouvelle définition des

î) termes qui puisse s'y prêter , et dont les conséquences mènent aux

» modifications que doit subir le calcul, pour s'appliquer à des cas

» qui semblent entièrement opposés.



~ 74 —
Tant qu'on ne proclamera pas en principe que

tout nombre fractionnaire est concrets

Tant que Ton continuera de faire journellement

usage sans en donner l'explication de quantités ou

d'expressions imaginaires , \ous ne serez jamais en

droit de donner tort à ceux qui refusent de com-

prendre , dans son ensemble , votre exposé des prin-

cipes de la science.

Après cette digression, qui, pour un instant, nous

a reporté malgré nous sur la considération des

nombres fractionnaires, rentrons dans l'objet spécial

qui nous occupe et continuons nos observations sur

la multiplication et la division des nombres entiers.

— Résumé des observations relatives à la multipli-

cation.

En faisant le résumé des observations que nous

avons présentées sur la nature de la multiplication,

nous trouvons :

Que, comme il est de l'essence de la plus grande

partie des choses créées de pouvoir être répétées,

nous pouvons dès à présent prévoir que, dans l'ap-

plication qu'on pourra faire de la multiplication, le

multiplicande pourra être concret et fractionnaire.

Mais que, dans tous les cas, le multiplicateur sera

abstrait et entier.

Que lorsque les deux facteurs sont supposés

abstraits et entiers, le produit est toujours un nom-

bre entier.
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Mais que tout nombre entier n'est pas un produit,

et nous avons ajouté que tout nombre entier qui

n'est pas produit de deux autres différents de lui et

de l'unité, est appelé premier.

— Le l'opération inverse de la muUiplication et

des deux questions distinctes auxquelles elle donne

naissance.

Cela posé, après avoir ainsi considéré les nombres

comme servant à en composer d^autres par voie de

multiplication, on peut se proposer de résoudre le

problème inverse, c'est à dire étant donné un nom-

bre, reconnaître s'il est ou s'il n'est pas le produit de

deux autres, et, dans le cas où la réponse est affir-

mative , déterminer la valeur de ces deux autres

nombres; c'est dans cette question que prend nais-

sance l'opération appelée division.

Mais, en abordant cette opération nouvelle sous ce

point de vue, elle prend un degré de généralité qui

la fait sortir du cadre que je me suis tracé ; elle

elle ne soulève rien moins que l'importante question

de la détermination des nombres premiers qui , jus-

qu'à ce jour, n'a été résolue que par tâtonnements

et par l'exécution d'une série de divisions.

Mais, pour faire disparaître de cette question celte

généralité dont je ne veux pa^ m'occuper pour le

moment, je supposerai que l'on sait à l'avance que

le nombre proposé est réellement le produit de la

multiplication de deux autres nombres
,
que l'un de
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l'autre.

Je ne m*arrêterai pas ici sur les procédés décrits

en arithmétique pour résoudre cette question, car ce

n'est pas sous le point de vue pratique que je consi-

dère , dans cet ouvrage, les opérations du calcul,

c'est plutôt dans leur essence et relativement à leur

véritable signification théorique que j'en fais l'étude.

Or, lorsque les deux facteurs sont abstraits, à la ma-

nière dont je l'ai expliqué, comme dans ce cas le

produit ne change pas, quel qu'ait été l'ordre des fac-

teurs, il s'ensuit que ce sera toujours la même nature

d'opération à laquelle il faudra se livrer, soit pour re-

chercher le multiplicande à l'aide du produit et du

multiplicateur , soit pour déterminer ce dernier à

l'aidedu multiplicande et du produit. Numériquement

parlant; l'une de ces deux divisions n'a pas un carac-

tère distinct de l'autre, il y a identité parfaite entre

leur objet , les moyens employés et les résultats.

Mais si l'on suppose que la chose répétée, le mul-

tiplicande , au lieu d'être un nombre abstrait , ex-

prime un être concret, une quantité, alors il va sans

dire que le produit, qui n'est autre chose que cette

même quantité répétée plusieurs fois , sera un être

concret de la même espèce que le multiplicande.

Donc, si l'on donne le produit et le multiplicande, et

s'il s'agit d'obtenir le multiplicateur , le résultat à

trouver sera un nombre abstrait ^ un nombre de fois,

et si au contraire on donne le produit et le mullipli-



caleur, la chose cherchée sera un nombre concret,

une quantité de môme nature que le produit.

Ainsi, tandis que dans le cas précédent, le nombre

cherché était toujours abstrait^ dans celui-ci il sera

tantôt abstrait, tantôt concret; d'où il suit que,

toutes les fois que l'on entrera dans le domaine con-

cret, il faudra distinguer deux classes de divisions

,

suivant qu'il s'agira de déterminer à l'aide du produit

et de l'un des facteurs, soit le multiplicande, soit le

mulliplicateur.

Ceci montre que si, sous le point de vue numérique,

la loi de l'invariabilité du produit eu égard à l'ordre

des facteurs doit être admise comme vraie, il n'en est

plus de même dans les applications de la multipli-

cation aux questions concrètes , alors pour n'appor-

ter aucun trouble à l'état des questions proposées

,

pour ne pas changer l'intelligence de ces questions et

ne pas se tromper soi-même sur celle qu'il faut attri-

buer aux réponses obtenues^ on peut bien intervertir

les facteurs quant à leur valeur numérique ; mais on ne

saurait en agir de même relativement à leur nature

qui n'est pas transmutable d'un facteur à l'autre.

Après cette courte digression sur le domaine con-

cret, rentrons dans Tobjet spécial de ce chapitre et

revenons à la division des nombres abstraits.

— Au point de vue abstrait les expressions fraction-

naires sont le symbole d'une impossibilité

.

Comme il n'est pas donné à l'homme de saisir dans
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leur ensemble, et pour ainsi dire à première vue

,

les rapports que les choses peuvent avoir entre elles,

il s'ensuit que parmi toutes les questions qui peu-

vent se présenter au sujet de la détermination de ces

rapports, il y en aura dont la solution sera possible,

(juoiqu'elle ne paraisse pas évidente; d'autres au con-

traire pourront au premier abord ne pas paraître

impossibles , mais à la suite d'un examen plus pro-

longé et plus approfondi on reconnaîtra qu'elles sont

insolubles.

Par exemple, si on demande de déterminer numé-

riquement le rapport qui existe entre les nombres

27 7 et 1, ou, en d'autres termes, combien de fois

277 contient exactement 21 , on ne saura pas , au

premier abord, si la question proposée est possible

ou non ; mais si on vient à reconnaître que 277 est

un nombre premier , on en conclura tout de suite

que la question proposée est impossible , et que ni

21, ni tout autre nombre, ne pourra être contenu un

nombre exact de fois dans 277.

Cependant si je veux exécuter, du moins autant

que possible, ^opération proposée, je trouverai qu'en

divisant 277 par 21, j'ai pour quotient 13, et pour

reste 4.

Or, si je disais que le quotient demandé ou le rap-

port entre 277 et 21 est représenté par 13, je com-

mettrais une erreur
,
puisque 13 ne serait quotient

d'une division par 21 que pour le nombre 273, et
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qu'on demande ce même quotient pour le nom-

bre 277.

Pour compléter la solution de la question pro-

posée, qui consiste à savoir combien de fois 277 con-

tient 21, on pourrait raisonner comme il suit :

Puisque 277 est la même chose que 273 + 4 , il

faudra que je divise 273 + 4 par 21, ce qui s'écrit

273 -4- à
ainsi — . Rien de plus facile que d'exé-

cuter la première partie de cette opération , et nous

avons déjà dit qu'on trouve 13 pour résultat ; reste

donc^ pour achever tout ce qu'on a à faire, à diviser

4par 21,ou à effectuer l'opération représentée par— ,

qu'on énonce en disant quatre vingt-unièmes. Or,

lous les nombres dont il s'agit ici étant abstraits

,

c'est à dire étant des degrés de l'échelle de plura-

lité, il faudrait pour exécuter l'opération représentée

4
par -—j y trouver un de ces degrés qui, répété vingt

et une fois, donnât pour résultat le degré 4. Mais il

est évident qu'en réduisant le problème à ces termes,

la chose qu'on cherche est impossible à trouver,

puisque 21 étant déjà plus grand que 4, à plus forte

raison le produit 21 par un autre nombre le sera-t-il

aussi.

ïl est donc vrai , comme nous l'avons énoncé au

commencement de ce chapitre
,
que lorsque dans la

partie abstraite de la science du calcul l'existence des
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nombres dits fractionnaires se révèle pour la pre-

mière fois , elle ne se manifeste pas autrement que

comme une véritable impossibilité , elle est l'indice

que la question qui y a conduit est insoluble, du

moins sous le point de vue abstrait , et qu'il n'y a

aucune opération de calcul et aucun nombre qui

puisse y satisfaire, dans le sens où elle a été proposée.

Mais ,
qu'on le remarque bien

,
je n'étends pas

cette impossibilité au delà du domaine abstrait ; car

tout ce qui vient d'être dit ne prouve rien de plus

qu^abstraitement parlant, et sous l'empire des con-

ditions de problème telles qu'elles ont été posées ,
il

est impossible de comprendre l'existence d'un nom-

bre fractionnaire.

SECTION IV.

Etudes sur l'élévation aux puissances et l'extraction des racines.

— De l'élévation aux puissances et de l'extraction

des racines,

La nature des développements qui précèdent , et

les détails avec lesquels nous les avons traités , nous

permettront d'exposer avec plus de brièveté ce qui est

relatif à l'élévation aux puissances et à l'extraction

des racines.

On sait qu'on donne le nom d'élévation aux puis-

sances à une série de multiplications dans lesquelles

tous les facteurs sont égaux ; le facteur employé esl

le nombre qu'on élève à la puissance, et on dit de lui
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qu'il en est la racine ; le nombre de fois que ce fac-

teur est mis en usage, s'appelle le degré de la puis-

sance, enfin h puissance est le résultat ou produit

définitif obtenu.

L'opération inverse à celle que nous venons de

définir a reçu le nom d'extraction des racines , elle

consiste à revenir d'une puissance dont on connaît

le degré, au facteur ou à la racine qui a servi à la

former.

Mais il est évident que cette question n'est pas la

seule qu'on puisse s'adresser lorsque l'on veut re-

monter des puissances à leur racine 5 ne peut-on pas,

en eifet, supposer que la puissance et la racine sont

connues, et qu'il s'agit de déterminer le degré? Ainsi,

dans ce cas, comme dans celui de la soustraction et

de la division , il faut reconnaître que deux genres

différents de problème peuvent être proposés lors-

qu'on veut revenir , à l'aide de l'opération inverse,

aux éléments de l'opération directe.

Mais entre ces trois cas la similitude n'est pas par-

faite, et en passant de l'un à l'autre , on trouve des

différences qui sont trop importantes pour être pas-

sées sous silence.

— Remarque sur ta nature de la double question qui

se présente lorsque à l'aide de chaque opération inverse

on veut revenir aux éléments de l'opération directe qui

lui correspond.

En général, trois nombres quelconques étant re-

6
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présentés par a, b^ c, cherchons par quel genre de

relation ils seront liés, pour que le troisième c soit

le résultat des deux premiers traités par les diverses

opérations arithmétiques dont nous venons de parler.

Le cas le plus simple est celui de l'addition; il est

évident que, dans ce cas , la relation cherchée doit

être a + ^ = c. Si maintenant on veut revenir de c à

l'un des deux nombres a ei b, on aura deux cas à

examiner , et les valeurs cherchées seront données

par les formules a = c — b , b = c — a.

Mais il est évident que dans chacun de ces deux

cas, la nature de l'opération à faire pour obtenir

soit a soit b sera identiquement la même , et
,

sauf les chiffres qui varieront , les procédés de cal-

cul seront complètement semblables dans les deux

circonstances.

J'ajouterai même au sujet de cette parfaite simi-

litude, qu'elle s'observera toujours, soit que les nom-

bres ajoutés soient purement abstraits, soit qu'on les

suppose concrets ^ et cela parce que dans l'addition,

les nombres mis en jeu et le résultat obtenu sont

constamment de la même espèce , les uns par rap-

port aux autres ; car il n'est pas possible d'admettre

dans cette opération comme dans les suivantes
,
que

la nature de quelques uns de ces nombres est ab-

straite en même temps que celle des nombres restant

serait concrète.

Ainsi, les deux problèmes auxquels conduit l'opé-

ration inverse de l'addition, jouissent, dans leur es-
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sence, d'une identité parfaite, non seulement quant

au procédé de calcul qu'il faut employer pour les

résoudre , mais encore quant au sens dans lequel il

faut interpréter la nature des résultats obtenus dans

les deux cas.

Passons à la multiplication; pour cette opération,

la relation cherchée sera a b =c. Si dans ce cas

,

comme dans le précédent, on veut remonter de c à

l'un des deux nombres a et b, on aura encore deux

cas à examiner, et les valeurs cherchées seront don-

c c
nées par les formules a = —, ^ =— Or , on sait

* b a

qu'encore ici la nature de l'opération à faire pour

obtenir soit a, soit b, sera la môme pour ces deux

nombres ,
que la valeur des chilfres variera seule,

mais que le procédé restera uniforme.

Mais ici il n'est plus possible d'ajouter^ comme

nous l'avons fait pour l'addition, que cette similitude

s'étendra également au sens dans lequel il faudra in-

terpréter la nature des résultats obtenus dans les

deux cas; il continuera bien d'en être ainsi, tant

qu'on restera dans le domaine abstrait, alors dans

chacun de ces cas la nature du résultat sera abstraite

et identique; mais, lorsqu'on passera au domaine

concret, cette identité d'interprétation disparaîtra,

puisque la nature du résultat sera concrète, s'il s'a-

git de déterminer le multiplicande, et abstraite tou-

tes les fois qu'on aura recherché la valeur du multi-

plicateur.
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Yoilà donc, entre ces deux preniières opérations

de l'arithniétique et leurs inverses^ une différence

qu'il est important de ne pas perdre de vue, et l'on

peut remarquer en outre que, tandis que dans les

deux problèmes inverses de l'addition, l'identité dans

les procédés numériques est évidente d'elle-même,

il n'en est plus ainsi pour la multiplication, car ce

n'est qu'en vertu de la loi de l'invariabilité du pro-

duit que cette identité est démontrée, et cette loi est

certainement bien loin d'être évidente par elle-même.

Ainsi, à mesure que l'on avance davantage dans l'é-

tude des opérations arithmétiques, on reconnaît non

seulement que les propositions sont moins évidentes^

mais que des dissemblances remarquables commen-

cent à se manifester. Or, ces observations se confir-

ment et deviennent encore plus dignes d'attention^

lorsqu'on passe à l'opération qui nous reste à examiner.

En effet , dans l'élévation aux puissances, la re-

lation entre a, b et c, est de la forme a^ == c,

Ovy si je veux avoir a à l'aide de b et de c, je l'ob-

tiendrai avec la formule a = }/c , mais ici il ne se-

rait plus vrai de dire, comme dans les cas précédents,

que la nature des procédés arithmétiques qui don-

nent a à l'aide de c et ^ est la même que celle des

procédés qu'il faut employer pour avoir 6 avec c et a;

de sorte qu'il serait complètement faux d'écrire, en

suivant l'analogie, b=zy/c ; on sait en effet que dans

ce cas, la valeur de b est égale au rapport des deux
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logarithmes de c et de a, et qu'ainsi c'est de la for-

mule b = r-^- qu'il faut alors faire usage,
log.a^ °

Cette uniformité dans les procédés numériques,

qui s'était maintenue pour l'addition et la multipli-

cation, disparaît donc complètement pour l'élévation

aux puissances. Quant à la nature des résultats, au

sens dans lequel il faut les interpréter, il est évident

que, tant qu'on reste dans le domaine abstrait, les

résultats seront abstraits, soit qu'on veuille obtenir

a à l'aide de c et de 6, soit qu'on cherche b par le

moyen de c et de a. Mais lorsqu'on passe au domaine

concret, il arrive ici quelque chose d'analogue à ce

que nous avons dit pour la multiplication , c'est que,

le degré de la puissance ne pouvant évidemment être

qu'abstrait, la nature du résultat sera concrète lors-

qu'on voudra déterminer o, et cette nature sera tou-

jours abstraite, q-uand il s'agira de la détermination

de 6.

— Remarque importante sur le cas où on suppose que

le nombre qu ilfaut élever à une puissance est concret.

Au reste, le cas dont nous nous occupons, lorsque

a est concret, présente une véritable difficulté et

exige, pour être parfaitement compris, des explica-

tions très détaillées dont, à mon grand étonnement,

je n'ai trouvé aucune trace dans les ouvrages d'arith-

métique et d'algèbre. Il serait impossible^ tant que

nous n'aurons pas exposé la théorie de la représen-
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tatîon des quantités par les nombres et les signes al-

gébriques, de comprendre dans leur ensemble les

explications que j'annonce ici , mais je peux en

quelques mots en faire comprendre la portée.

Si a est un nombre abstrait^ les multiplications

successives de a par a, de a' par a, de a^ par a, se

feront sans aucune difficulté, parce que la nature du

multiplicateur, qui doit être toujours abstraite, ne

cessera pas de conserver cette propriété; mais si on

dit que a est concret, il est impossible, sans une ex-

plication préalable^ que je sache ce que ce peut être

que de faire usage d'un multiplicateur concret. Dans

!a multiplication ordinaire, les deux facteurs étant

différents et indépendants l'un de l'autre, rien ne

s'oppose à ce que Tun d'eux soit concret, car cela

n'entraîne rien de forcé relativement à la nature de

l'autre qu'on peut toujours supposer abstrait; mais,

dans l'élévation aux puissances, il n'en est point

ainsi, tous les fôcteurs étant les mêmes, dire que

l'un d'eux est concret, c'est sinon affirmer, du moins

faire supposer qu'ils le sont tous, et par conséquent

il restera à ce sujet des doutes fondés dans notre es-

prit; il sera donc indispensable de présenter des ex-

plications préalables sur ce cas particulier, et de faire

connaître dans quel sens on entend qu'il faudra alors

pratiquer l'opération des puissances. En ce moment

je ne m'étendrai pas davantage sur ce sujet, dont j'ai

seulement voulu faire pressentir l'importance et que

je reprendrai plus tard pour le traiter avec tous les
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détails nécessaires. J'ai seulement besoin crajoiiter à

C(^t égard qu'en présentant les observations que j'an-

nonce sur cet objet, je ne négligerai pas d'examiner en

d(Hail ce qui se rapportée la multiplicité des racines

d'une même puissance, j'analyserai la cause pre-

mière à laquelle il faut attribuer cette multiplicité,

et j'en déduirai immédiatement une explication aussi

simple que satisfaisante de la présence des n racines

dans une équation du w*'""" degré.

— Au point de vue abstrait les expressions irration-

nelles sont le symbole d'une impossibilité.

Revenons maintenant aux deux problèmes auxquels

donne lieu l'opération inverse de la formation des

puissances, et nous y trouverons encore, comme dans

les opérations précédentes, de nouveaux cas d'impos-

sibilité.

li suffit d'exécuter les diverses puissances des pre-

miers nombres de la suite naturelle, pour reconnaître

que celles qui sont du même degré sont séparées

par des intervalles d'autant plus grands que leurs

racines ïe sont elles-mêmes davantage, et que le de-

gré est plus élevé. C'est là un résultat d'expérience

qu'il est très facile de constater.

Cela posé^ supposons qu'il s'agit du degré m et

appelons N et N' les deux puissances de deux nom-

bres consécutifs quelconques ?2 et ^z -f d.

Si lN"est un nombre compris entre N et N', et si on

demande quelle est la racine du degré m de N", il est
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évident qu'il ne sera pas possible de répondre à cette

question. Il faudrait, en effet, pour la résoudre,

trouver un nombre entier qui, employé m fois comme

facteur, donnât N". Or, ce nombre doit être supérieur

à w, puisque n^ est égal à N, c'est à dire moindre que

N"; et en même temps il doit être inférieur à n +1
puisque (« + !)"* donne pour résultat N', c'est à dire

quelque chose de plus grand que N".

La question proposée est donc insoluble, au point
m,

de vue abstrait, d'où il suit que l'expression v^'

est un indice d'impossibilité ; c'est à l'expression d'un

pareil nombre qu'on donne le nom de nombre irra-

tionnel.

Mais, puisque nous avons remarqué que les deux

problèmes inverses de l'élévation aux puissances ne

correspondent pas l'un à l'autre, même sous le point

de vue des procédés numériques, il est évident qu'il

ne suffit pas d'avoir examiné un seul de ces pro-

blèmes, pour connaître tous les cas d'impossibilité

auxquels peut donner lieu l'opération inverse des

puissances.

L'on peut, avons-nous dit, se proposer aussi de

déterminer le degré à l'aide de la puissance et de la

racine
,
par exemple on peut demander à quel degré

il faut élever n pour avoir N".

Or, si je fais l'élévation de n aux diverses puis-

sances dont les degrés sont marqués par la suite na-

turelle des nombres, comme.
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n\ w% ?23, n*",....,

il sera facile de se convaincre que deux de ces ré-

sultats consécutifs quelconques différent entre eux

d'un nombre d'unités qui va sans cesse en augmen-

tant avec le degré employé. En général pour les de-

grés m et m+1 , cette différence est égale à n'^ {n—1).

Cela posé, admettons que N" est compris entre rT

et nr+\ il n'est pas nécessaire d'entrer dans de longs

détails pour prouver que, dans cette hypothèse, la

question proposée est impossible; car le degré cher-

ché doit être en même temps supérieur à m et in-

férieur à m+1, c'est à dire que, pour résoudre le

problème, il faudrait prendre n plus de m fois comme

facteur et moins de m+ 1 fois, condition à laquelle

on ne saurait satisfaire et d'où nous concluons que

V . Jog N'
. . ,. „.

1 expression r-— est un nouvel indice d impossi-
log n ^

bililé , toutes les fois que N" n'est pas une puissance de n.

On donne encore le nom de nombre irration-

nel à celui qui est représenté en algèbre par l'ex-

pression précédente.

— // y a deux sortes très distinctes de nombres irra-

tionnels^ fractionnaires et négatifs.

Mais on voit qu'il importe de distinguer deux

sortes de nombres irrationnels, même sous le point

de vue des procédés numériques, et en ne sortant

pas du domaine abstrait. L'un se manifeste lorsqu'on
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cherche le nombre qu'il faut élever à une puissance

déterminée pour obtenir un résultat connu d'a-

vance
;

L'autre, lorsqu'on cherche le degré de la puis-

sance à laquelle il faut élever un nombre donné pour

obtenir également un résultat connu d'avance.

Or, comme dans ce dernier cas ce qu'on cherche

est toujours abstrait, tandis que dans le premier on

peut supposer que le nombre cherché est concret,

nous caractériserons à l'avenir ces deux cas d'irra-

tionnalité , en réservant pour le premier la déno-

mination de nombre irrationnel concret, et pour le

second celle de nombre irrationnel abstrait.

Au reste, qu'on ne s'y trompe pas, et nos études

Ultérieures confirmeront plus amplenjent cette vé-

rité , la même distinction existe pour les nombres

fractionnaires ; mais
,
parce que sous le point de vue

numérique les deux opérations inverses de la mul-

tiplication sont identiques , on a été sans doute moins

disposé à s'en préoccupe;\ Mais au fond il est évi-

dent que lorsqu'on se propose de revenir au mulii-

plicaieur , le nombre fractionnaire obtenu ne peut

dans ce cas être qu'abstrait , tandis que lorsqu'on se

propose de revenir au multiplicande, le nombre

fractionnaire obtenu peut être concret. Il en est de

même des nombres négatifs, car dans une addition

les nombres ajoutés peuvent être supposés ou ab-

straits ou concrets. Dans ces deux derniers cas, et

sous ^e point de vue numérique, cette distinction
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est illusoire, et c'est peut-être par ce motif, je le

répète
,
qu'elle a passé inaperçue ; mais il n'en est

pas de même en ce qui concerne la compréhension,

l'intelligence des résultats obtenus , et le sens qu'il

faut leur attacher , car, si plus tard il est démontré

qu'un nombre concret^ c'est à dire qu'une quantité

négative, fractionnaire, irrationnelle, imaginaire,

est très compréhensible , il s'ensuivra que dans le

passage du domaine abstrait au domaine concret

,

on diminuera d'autant le nombre des impossibilités

jusqu'à présent constatées ;, et , à l'aide de cette ob-

servation, l'importance de la distinction dont je parle

paraît dans tout son jour.

— Des expressions imaginaires.

L'impossibilité d'extraire d'un nombre quelcon-

que une racine d'un degré déterminé , donne nais-

sance
, comme nous venons de le faire voir^ à la con-

sidération des nombres irrationnels; c'est encore au

sujet de Textraction des racines que se révèle la ma-

nifestation des nombres imaginaires; mais il serait

difficile en arithmétique de faire comprendre non

seulement toute la portée de cette expression analy-

tique, mais même de donner de sa simple manifes-

tation une explication satisfaisante, et cela, parce

que cette manifestation est une conséquence de la

règle dite des signes en algèbre
, question qui est

tout à fait étrangère à la science arithmétique.

J'ai déjà fait comprendre dans ce qui précède ,
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que dans i'opéraiion désignée sous le nom d^éléva-

lion aux puissances, il se présentait de prime abord

une véritable difficulté, lorsqu'on supposait que la

racine représentait un nombre concret; cette difficulté

tient à ce que dans l'élévation aux puissances, comme

dans toute multiplication , il n'est pas possible qu'il

y ait plus d'un facteur concret, et dès lors, sans

explication préalable, on ne peut concevoir ce qui

doit advenir, sinon sous le point de vue numérique,

du moins sous le point de vue rationnel , de la suppo-

sition d'une racine concrète. J'ai ajouté que j'envi-

sagerais plus tard cette question , et je puis dès à

présent annoncer qu'on ne sera pas peu surpris des

conséquences auxquelles elle nous conduira , et du

nombre d'erreurs que cet examen est appelé à re-

dresser. Or, tant que ces explications n'auront pas

été données, il sera à peu près impossible de s'expli-

quer avec quelque clarté sur la nature des expres-

sions irrationnelles et sur celle des imaginaires
;

je

dois donc m'en tenir au simple fait de leur existence,

et à ce sujet je me contenterai de dire que l'on donne

le nom d'imaginaire à toute expression dans laquelle

il est écrit qu'il faut extraire une racine de degré pair

d'un nombre négatif-, le symbole le plus simple d'un

nombre imaginaire est donc v/^HT, et l'on sait que tout

ce qu'il y a sérieux dans les difficultés que suscite

l'explication rationnelle des imaginaires , consiste à

donner le mot de l'énigme dont cette expression y/— i

est l'image.



— 93 —
— Observations finales

,

Telles sont les principales observations élémen-

taires dont m'a paru susceptible le sujet que je \iens

de traiter dans ce chapitre, j'en ai dit assez, je pense,

pour faire comprendre:

1° La nécessité qu'il y a de considérer le nombre,

non pas seulement comme servant à représenter les

quantités, mais comme destiné à supputation de l'or-

dre et de la situation des choses, indépendamment

de leur grandeur;

2° Le vrai sens qu'il faut attacher aux opérations

principales de la science arithmétique , lorsque les

nombres sont seulement employés sous ce dernier

point de vue, c^est à dire comme les indices de l'uni-

que idée de pluralité
;

S"* Enfin , l'impuissance où l'on est d'attacher

,

toujours sous le même point de vue, un sens rai-

sonnable aux nombres négatifs, fractionnaires, irra-

tionnels et imaginaires, et la nécessité de considérer

ces divers nombres, lorsqu'ils se manifestent dans

l'examen d'une question, comme l'expression arith-

métique de l'impossibih'té de résoudre cette question

dans le sens où elle a été énopcée.

Ce chapitre est consacré à établir la véritable na-

ture du nombre sous le point de vue abstrait de la

pluralité; et je crois que, considérée dans son en-

semble, cette partie de la science arithmétique avait,

jusqu'à ce jour, été complètement négligée dans nos

ouvrages d'enseignement.
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Celte première base étant ainsi posée, je vais,

dans ce qui suivra, exposer les divers principes sur

lesquels repose l'emploi du nombre pour la repré-

sentation, soit des grandeurs des quantités , soit de

leur état, de leur situation, de leurs différents modes

d'existence ou d'action. On verra comment, pour

remplir ces différents buts, le nombre se combine

avec les divers signes d'opérations, et on concevra en-

suite que, dans ce second usage du nombre, la forme

finale obtenue pour les diverses représentations

dont je viens de parler, est toujours complexe ; or
,

c'est parce que cet état complexe n'avait pas été

suffisamment reconnu et expliqué
,
que l'interpréta-

tion pbilosophique, générale et universelle, je ne di-

rai pas des nombres, mais des expressions négatives ,

fractionnaires , irrationnelles et imaginaires , est

restée jusqu'à ce jour ou insuffisante ou impossible.



CHAPITRE III.

ÉTTJDES SUR LES MODULES.

Je dois rappeler au début de ce chapitre , que les

études qui en font l'objet, bien que spéciah'sées dans

leur forme et appliquées aux longueurs, sont suscep-

tibles d'être généralisées et de s'adapter à toutes les

quantités. C'est ce qui ressort dès à présent des ob-

servations qui terminent le chapitre premier, et ce qui

par la suite sera plus amplement confirmé.

SECTION PREMIÈRE.

De la longueur et de ses différents états sous le point de vue de

grandeur ou de petitesse.

— Manière d'exprimer les longueurs.

Dans ce qui va suivre, je conviendrai de désigner

par A le module de la quantité désignée sous le nom

de longueur.

M

Afin de traiter d'abord le cas le plus simple et de

n'introduire dans la question aucune complication,

je supposerai expressément que toutes les longueurs

dont je vais m'occuper sont comptées sur la ligne
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AM à partir du point A. Je passerai ensuite de ce

cas particulier à Texamen des cas plus généraux.

Si ayant pris,, à partir du point A, sur AM, une

longueur AB, j'ai besoin d'exprimer cette longueur,

je porterai sur AB, à partir du point A, le module

des longueurs 1, et si a est le nombre de fois qu'il a

fallu répéter ce module, en le portant bout à bout,

pour arriver au point B, je dirai que l'expression

al est la représentation algébrique de la longueur

AB; en effet , toute autre longueur, partant du point

A, et prise sur AM, aurait une expression différente

de la précédente, de sorte que, par ce procédé, il est

impossible qu'il reste dans l'esprit aucun doute sur

la véritable longueur qu'on a voulu représenter.

Si , à l'inverse, Texpression al élait donnée, et si

on voulait figurer géométriquement la longueur à

laquelle elle correspond , on porterait, à partir de

A, le module 1 sur AM autant de fois que l'indique a;

on aboutirait , après avoir ainsi opéré, à un point B,

et on dirait que la longueur AB est la longueur de-

mandée.

— Modifications que doit éprouver le module pour ex-

primer toutes les longueurs possibles.

Tant que le module 1 peut être contenu un nombre

exact de fois dans la longueur AB, ce procédé qui

est fort simple ne présente aucune difficulté
jf

B' B
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Mais si après avoir porté sur AM le module A, comme

nous venons de l'expliquer, un nombre de fois égal

à a , il arrive que le point B', auquel on parvient,

est distant de B d'une quantité moindre que }.,

alors il devient impossible de représenter la longueur

AB à l'aide du procédé que nous venons de faire

connaître.

Mais il se présente facilement à Tesprit un moyen

prompt de lever la difficulté qui nous arrête ; en effet,

c'est une propriété inhérente à la nature même de la

(juantilédont nous nous occupons, que l'esprit puisse

la concevoir fractionnée en tantde parties qu'on vou-

dra, et rien ne limite le degré de petitesse que notre

imagination peut attribuer à ces diverses parties; or il

résulte de cette propriété que si nous supposons que

le module choisi, au lieu d'être la longueur A, de-

vient une longueur de plus en plus petite^ nous

pourrons enfin en trouver une qui soit contenue un

nombre exact de fois dans AB ; de sorte que si a et

y représentent ce nombre et cette longueur, l'expres-

sion de AB sera a 1',

Que si on prétendait que quelque petit que fût A',

on ne pourra jamais parvenir à lui donner une valeur

telle qu'il fût contenu un nombre exact de fois dans

AB, on pourrait répondre que du moins à mesure

que A' diminuerait, on diminuerait également la pre-

mière différence obtenue B' B, et comme B' B est tou-

jours plus petit que A', à la diminution duquel il n'y

a pas de limite, il n'y en aurait pas non plus à celle

7
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de celte différence, qui deviendra ainsi aussi petite

qu'on pourra le désirer.

— Cette modification est algébrique.

Or, pour arriver à cette diminution successive du

module, la nature de la quantité dont je m'occupe

me permet de supposer que les nouveaux modules ,

que je substitue au premier, ne sont autre chose

que celui-ci divisé en un certain nombre de parties

égales , et les procédés géométriques connus indi-

quent en effet la manière dont il faut s'y prendre

pour effectuer cette division et connaître la nouvelle

longueur qui en est le résultat. Cela posé, si m est le

nombre de parties en lesquelles on aura divisé X et si

1' est une de ces parties, il est évident que j'aurai

régalité 1' =-
; voilà donc le premier exemple d'une

relation algébrique qui lie entre eux les modules

d'une même quantité considérée sous deux états dif-

férents; voilà une première vérification qui prouve

que la supposition que nous avons faite est en effet

susceptible de recevoir des applications dans l'examen

des questions concrètes.

— Application à l'ancien système de mesures des

longueurs.

Il ne sera pas inutile de présenter comme appli-

cation de ce que nous venons de dire, l'ancien
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système de mesures dont on faisait usage pour les

longueurs.

On vient de voir que si Ton voulait à l'aide d'un

seul module avoir l'expression de toutes les longueurs,

il faudrait prendre pour le module 1 la plus pelile

de toutes les longueurs connues; mais outre qu'il

serait peut-être fort difficile de s'entendre à ce sujet

,

il est évident que ce moyen fort simple sous le point

de vue théorique , serait fort compliqué dans ses ré-

sultats, puisque alors il faudrait, soit dans le langage,

soit dans l'écriture ordinaire, employer beaucoup de

mots ou de caractères pour exprimer les longueurs.

Cet inconvénient très {^rave a dti faire recourir à

d'autres procédés; et voici celui auquel on s'est ar-

rêté. Après avoir adopté pour les longueurs un pre-

mier module, on s'est servi de ce module pour me-

surer toutes les longueurs dont l'expression n'en-

traînait pas pour les besoins ordinaires des nombres

trop compliqués.

Puis, pour exprimer les longueurs plus grandes

que celles-ci , on a adopté un module plus grand

que le premier , et pour exprimer les longueurs

moindres, on a fait usage d'un module plus petit.

C'est ainsi que dans l'ancien système, on avait

pour les longueurs , la lieue , la toise , le pied , le

pouce, la ligne, le point.

Or, en partant du point figuré par le module \,

tous les autres dérivaient de celui-ci de la manière

suivante :



-< 100 —
Pour ia ligne, le module. . 1^ = ]2 1

Pour le pouce A = 141 X

Pour le pied \ = 1728 /.^

Pour la toise \= 10368 lo

Pour la lieue A = 20736000 1
s o

Et l'on voit que, par ce procédé, si le modèle \ re-

présentait la plus petite des longueurs connues, on

exprimerait facilement toutes les longueurs à l'aide

des nombres abstraits et de 1
,

Mais si, dans une question^ je prévois que l'un

de ces modules , le pied par exemple
,
pourra être

suffisant. Je pourrai me borner à faire usage de

X^ seulement.

Toutefois si en mesurant une longueur, je trouve

qu'elle contient 1^ un nombre de fois égal à a^ plus

quelque chose plus petit que \^ je pourrai pour me

rendre compte de la valeur de ce reste , porter sur

lui le module d'une dimension moindre A
,
qui sera

par exemple contenue b fois; puis , si cela n'est pas

suffisant , si on a encore un reste , on fera usage du

module 1^ , et enfin de celui \ ;
par ce moyen , la

longueur dont il s'agit aura pour expression :

On voit donc par là que si , dans les recherches

qu'on effectue dans la science du calcul . on avait

constamment conservé les modules, l'idée des nom-

bres fractionnaires ne se serait pas présentée à l'es-

prit, et leur emploi n'aurait pas été nécessaire. Mais,
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à tort ou à raison, c'est le contraire qu'on a fait, les

modules ont toujours été négligés , et on n'a gardé

que les nombres. Or, ce parti étant une fois adopté,

on a remarqué que le module \ est douze fois plus

grand que le module 1 , et par conséquent celui-ci

12 fois moindre que 1 ; donc , à la place de \^ on

pourra écrire la douzième partie de \ , ce que l'on

est convenu de représenter ainsi -^ j et alors, met-

tant -jy à la place de \, les deux premières par-

ties de la longueur proposée peuvent s'écrire

En continuant de la même manière , on verra

que l'expression entière sera modifiée de la manière

suivante :

a\ + b —f- + c -^ + d
12 IM ' 1728

Mais, ce qu'il est important de bien remarquer,

c'est que ce ne sont pas les nonibres abstraits a^ b^

Cy (f, qui se trouvent modifiés par ces considérations,

ce sont toujours et seulement les modules, et c'est

sur 1 que toutes les divisions indiquées devront être

faites. Telle est la seule conséquence immédiate qu'il

soit possible de déduire des raisonnements qui pré-

cèdent.

Puis , comme en étudiant les règles du calcul on



— 102 —
a trouve qu'il y avait certains moyens d'opérer sur

a, b, c, c/, avec les nombres 12, 144, 1728, tels que

dans la pratique on obtient le même résultat que si,

avec ces mêmes nombres, on avait opéré sur les mo-

dules, on a été conduit à supprimer ce module et à

faire porter sur les nombres les opérations auxquelles

le module devait être soumis.

Mais en théorie, on le voit^ ce n'est pas le nombre

qui doit être modifié, c'est toujours le module; et ce

ne peut-être que celui-ci qu'il faut avoir en vue , car

tans lui l'idée de quantité disparaît , et le nombre

ne reste plus que comme le symbole d'une opéra-

lion de l'esprit.

— Interprétation des expressions fractionnaires des

quantités.

Si donc à l'avenir, en traitant une question dont

la solution doit être une longueur, je trouve que X

étant le module qu'on a adopté, cette longueur doit

avoir pour expression -- X, ce résultat ne sera plus

pour moi une impossibilité, je lui donnerai tout de

suite une signification précise, en supposant que,

pour trouver la longueur donnée, ce n'est point 1

qu'il faut répéter un nombre de fois égal à -r^ ce qui

serait incompréhensible, mais qu'il faut commencer

par diviser A en un nombre de parties égales à 6 , et
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que la longueur cherchée s'obtiendra en répétant a

fois une de ces parties, considérée comme module.

Et c'est ainsi que notre grande loi générale com-

mence à se vérifier : « Toutes les fois qu'une opéra-

T> lion sera incompréhensible sur le nombre abstrait

)'qui figure dans l'expression d'une quantité, exami-

)) nez si vous ne pourrez pas la concevoir et l'effectuer

» sur le module. » Or^ dans le cas qui nous occupe,

si a ne contient pas b un nombre exact de fois, l'o-

pération — devient incompréhensible; mais alors, en

effectuant la division par b sur le module A, cette

même opération se conçoit et s'explique, et à l'aide

de cette interprétation, l'expression - 1 reçoit une si-

gnification claire et précise, sans que notre esprit

soit forcé d'admettre à priori l'existence des nombres

fractionnaires.

— Conséquences de cette interprétation pour la théo-

rie des nombres fractionnaires.

Mais une fois que tout ce qu'il y a de raisonnable

el de juste dans l'explication ci-dessus a été reconnu,

et qu'on a ainsi parfaitement compris la véritable

portée de l'expression - 1 ou de toute autre sembla-

ble, lorsqu'en un mot , on ne peut plus commettre

d'erreurs à ce sujet, alors se présentera la question

de rechercher si, débarrassant pour un instant les
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expressions du module 1, on ne peut pas effectuer sur

la partie nunaérique de ces expressions considérées

isolément et indépendamment de tout module, cer-

taines opérations arithmétiques , de telle manière

qu'on puisse préparer ainsi à l'avance des collections

de résultats. On n'aura plus ensuite qu'à joindre ces

résultats aux divers modules des quantités, sur les-

quelles des questions auront été proposées, pour

connaître la solution de ces mêmes questions.

Or, rien ne s'oppose à cette conception de l'esprit

de dépouiller les expressions des quantités, de leurs

modules , et ne conservant que les parties numéri-

ques ou algébriques de ces mômes expressions ,

d'exécuter entre celles-ci toutes les combinaisons que

les règles du calcul autoriseront, soit en faisant chan-

ger à volonté les valeurs de ces parties numériques,

soit en modifiant de toutes les manières possibles les

signes des opérations qui les lieront les uns aux au-

tres.

— Importance d*une discussion préalahle sur la loi

de l'homogénéité dans te passage de l*abstrait au con-

cret.

Mais lorsque, de ces résultats purement abstraits,

on voudra passer à des applications sur des quanti-

tés concrètes, il y aura avant tout une discussion

préalable à établir; car il faudra que le module soit

restitué de telle manière que Ton voie bien claire-
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ment que les divers termes dont se composera le ré-

sultat final, sont homogènes, c'est à dire qu'ils sont

tous des expressions de quantités de même espèce

que celle dont on s'occupe; sans cela, ce résultat

final ne serait plus compréhensible. Il faudra en un

mot, un résultat purement algébrique étant donné,

faire précéder ses applications aux quantités concrè-

tes, d'une discussion destinée à bien établira quelles

conditions et de quelle manière il faut entendre ce

qiie dit ce résultat, pour que, dans les applications,

il reste d'accord avec la loi de l'homogénéité.

Or, on verra plus loin que, faute d'avoir suffisam-

ment porté l'attention sur ce point délicat du passage

l'abstrait au concret, beaucoup de difficultés et de

doutes se sont introduits dans la science du calcul,

notamment en ce qui concerne la représentation gé-

nérale des courbes par des équations.

Cette digression m'a éloigné pour un instant de

l'objet actuel de mes recherches; mais il était diffi-

cile de ne pas en parler au moment où elle ressortait

pour ainsi dire d'elle-même du sujet que je traitais ,

et d^ailleurs toutes ces remarques, une fois faites, ne

feront que simplifier l'exposition et l'intelligence de

ce qui nous reste à dire.

On voit donc maintenant comment la considération

des nombres fractionnaires s'introduit dans la science

du calcul, et à quelles considérations on pourra,

après avoir étudié leurs combinaisons sous le point
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de vue abstrait , faire Tapplication des résultats ob-

tenus aux questions concrètes.

— Digression sur cette question : Y a-t-il quelque

chose de plus petit que 1 ?

Si maintenant je nie reporte à celte question dont

j'ai donné l'énoncé dans le chapitre premier : Y a-

t-il quelque chose de plus petit que un? peut-être

trouvera-ton qu'il est moins difficile de la résoudre

que de comprendre comment on a pu la proposer.

Et d'abord , dans la nature , il n'y a rien de grand,

rien de petit.

« Ces mots (1) ne peuvent pas s'entendre dans un

)) sens tout à fait absolu, et si quelquefois nous sem-

» blonsles employer ainsi, c'est qu'alors il y a tou-

» jours quelquecomparaison sous entendue. Ainsi, par

» exemple, lorsque nous disons d'un arbre qu'il est

» grand ou petit, nous le comparons implicitement

» à la moyenne stature des arbres au dessus ou au

)> dessous de laquelle nous entendons exprimer qu'il

» se trouve , et nous ne pouvons nous exprimer ainsi

» que parce que la hauteur des arbres a deux limites

» extrêmes qui même ne se trouvent pas fort distan-

» tes l'une de l'autre; mais il ne saurait plus en être

» de même à l'égard d'objets dont la grandeur ou la

» petitesse n'ont point de limites nécessaires , et celui

» qui, par exemple, demanderait qu'on lui traçât

(1) Annales de Mathématiques y tome XXI; page 325.



— 107 —
» une ligne droite de grandeur ordinaire , ferait une

» question dont l'ineptie serait manifeste pour tout

» le monde.

» Nous ne connaissons donc des grandeurs que les

)) rapports qui existent entre elles , et c'est aussi tout

w ce qu'il nous est possible d'en faire connaître à

» autrui. En vain tenterait-on de torturer la langue,

« d'y introduire des mots ou des tours nouveaux

,

» jamais on ne parviendrait à lui faire exprimer une

» grandeur indépendamment de quelque autre gran-

)) deur de sa nature. »

Or, si dans nn sens absolu il n'y a rien de grand,

rien de petit
,
que signifiera cette question : Y a-t-il

quelque chose de plus petit que un ?

Ou ce quelque chose ne sera pas de la même na-

ture que un , et dans ce cas , la question serait ab-

surde, puisque l'on ne peut comparer des objets

hétérogènes;

Ou bien ce quelque chose sera de la même nature

que un, et alors il faut s'entendre d'abord sur ce

que vous appelez un.

Or , si ce un est abstrait, si c'est ce que nous som-

mes convenus d'appeler unité , si cette unité est le

premier terme de la série des nombres^ il est évident

qu'il ne peut dans ce cas y avoir rien , c'est à dire

d'autre terme de cette série
,
qui soit plus petit que 1;

en vain voudrait-on subtiliser sur celte question et

faire un appel aux nombres fractionnaires , nous

répondrions , à l'aide des idées qui précèdent
,
que
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les nombres fractionnaires sont des êtres de con-

vention^ n'ayant par eux-mêmes aucune significa-

tion^ impliquant au contraire un non sens pour la

raison , non susceptibles de représenter quoi que ce

soit, tant qu'on reste dans le domaine de l'abstrac-

tion , et n'ayant pour notre intelligence quelque va-

leur que lorsque nous en rattachons l'origine et l'u-

sage aux considérations concrètes.

Si, au contraire, l'unité dont il est question est

concrète et représente par conséquent une grandeur,

je répondrai que toute grandeur moindre que celle-

là sera, sous ce point de vue, quelque chose de plus

petit que un.

Si, au lieu d'appeler unités ces diverses quantités

qu'on prend pour terme de comparaison entre toutes

les quantités de même espèce, on leur avait donné

un autre nom , ainsi que nous l'avons fait, on n'au-

rait pas été amené à considérer des unités de plusieurs

sortes , suivant chacjue nature de quantité, et même

plusieurs unités dans la môme espèce j on aurait

surtout évité de confondre l'unité abstraite, l'unité

numérique et immuable, avec les unités concrètes

,

qui sont tout à fait de convention , variables par con-

séquent suivant la volonté de chacun , et qui ne peu-

vent pas être conçues sans que l'espèce de la quantité

dont ou s'occupe soit définie.

— Des longueurs irrationnelles.

Nous avons suffisamment développé dans le cha-
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pitre deuxième les circonstances qui se rattachent à

la manifestation des nombres irrationnels, et nous

avons montré que l'existence de pareils nombres

,

dans le domaine abstrait , ne pouvait être comprise
;

que , dans ce cas , leur manifestation était l'indice

d'une impossibilité , et qu'en conséquence toute

question, dont la solution dépend d'un nombre irra-

tionnel , doit être considérée comme contenant né-

cessairement dans son énoncé une ou plusieurs in-

compatibilités.

Mais si le nombre , considéré en lui-même, ne

peut nous conduire à l'explication de l'irralionnalité,

s'ensuivra-t-il que nous serons condamnés à tout

jamais à rester dans l'ignorance à cet égard, et que^

dans les applications de la science du calcul aux

questions concrètes, nous devrons continuer de con-

sidérer comme insolubles toutes celles qui condui-

ront à des expressions contenant l'indication déra-

cines impossibles à extraire ? En un mot, ne pour-

rait-on pas , dans la pratique , réaliser et produire

des longueurs dont l'expression arithmétique est ir-

rationnelle? le lecteur a répondu d'avance par l'affir-

mative à cette question , et déjà sans doute la pro-

priété fondamentale du triangle rectangle s'est pré-

sentée à son esprit.

C'est qu'en effet il est de l'essence de la longueur,

c'est une propriété inhérente à sa nature , non seu-

lement de pouvoir être divisée en tant de parties

q u'on voudra, mais encore d'être constituée, à l'aide
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de certaines figures , de cerlaines opérations géomé-

triques^ dans un état d'augmentation ou de diminu-

tion correspondant exactement à celui qui est figuré

par un signe radical. L'interprétation de l'irrationnel

sur les longueurs se pourra donc faire , non pas à

cause du nombre abstrait sur lequel l'extraction de

la racine continuera d'être impossible, mais à cause

du module sur lequel cette extraction pourra s'exé-

cuter , sinon arithmétiquement , du moins par des

procédés géométriques équivalents.

Passons à uuvcxemple , et supposons qu'on veut

résoudre la question suivante : Des arbres sont plan-

tés en forme de quarré , l'on a compté le nombre

d'arbres dont se compose un des côtés de ce quarré,

et on l'a trouvé égal à a; on a deux quarrés pareils,

et on voudrait avec les arbres qu'ils contiennent tous

deux et en les employant tous faire un seul quarré
;

on demande combien il faudra placer d'arbres sur le

côté de ce nouveau quarré ?

Si on désigne par x ce nombre, la condition du

problème sera évidemment exprimée par l'équation

suivante :

de laquelle on déduit

X z=za^2.

La nature de cette solution nous apprend qu'il

n'y a aucun nombre possible d'arbres qui puisse

satisfaire à la question proposée, la présence du fac-
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leur irrationnel v^2 est , comme nous l'avons suffi-

samment expliqué, un indice de l'impossibilité de

résoudre cette question; et quelles que soient nos

études sur la nature de l'objet concret dont nous

nous occupons , un arbre , nous ne trouverons dans

cet objet aucune propriété à l'aide de laquelle l'opé-

ration ^2, impraticable sur le nombre qui figure

dans l'expression précédente
,
pourra être réalisée

sur le module que le nombre est censé accompagner.

11 nous est donc impossible de parvenir , dans ce cas,

à une interprétation quelconque d'un semblable

résultat.

Admettons maintenant que la question proposée

soit la suivante :

On a deuxquarrés égaux ayant la longueur a pour

côté , on demande de faire un troisième quarré tel

que la surface soit égale à la somme de deux autres;

quelle sera la longueur du côté de ce quarré?

Si nous désignons , comme précédemment
,
par x

la longueur inconnue du côté du quarrédemandé^on

devra encore avoir, comme précédemment , la con-

dition.

de laquelle on tire

X =1 a yj%

D'après la nature de cette solution, je pourrais être

conduit de prime abord à considérer la question
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proposée comme impossible ; mais , en y réfléchis-

sant (lavanlage, et à l'aide des principes exposés

dans les chapitres précédents , nous pourrons rai-

sonner ainsi qu'il suit :

Comment le nombre a se trouve-t-il introduit dans

la question? Parce que ayant choisi un certain mo-

dule 1 pour la mesure des longueurs, j'ai trouvé que

le côté des deux quarrés donnés contient ce module

un nombre de fois égal à a, de sorte qu'en réalité la

véritable représentation de la longueur de ce côté est

al] par une conséquence toute naturelle de cette

observation ,
je dirai que la véritable représentation

de la longueur x doit être a yjl 1, c'est à dire que

pour réalisera; il faudraitrépéter le module primitif À

un nombre de fois représenté par a y/2. Or, cette

opération, nous l'avons dit, est impossible à faire en

nombres ; c'est donc ici le cas de tenter , en vertil

de notre loi générale, si nous ne pourrions pas exé-

cuter sur le module ce que nous ne pouvons conce-

voir pour le nombre.

Pour cela
, je remarque que ce n'est pas le nom-

bre a qui introduit dans la question quelque diffi-

culté, c'est seulement au facteur -y/^ qu'il faut rap-

porter la cause de l'impossibilité qui se manifeste
;

recherchons, donc, puisque «^^2 ne peut être ni

conçu ni pratiqué, recherchons, dis-je , s'il en sera

de même de 1 ^2. Or^, je vois tout de suite que si

1^2 exprime une longueur réalisable
,
je pourrai
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par cela même réaliser aussi a y/llAl suffira pour

cela de répéter a fois, non plus la longueur 1, mais

bien la longueur }.y/2. Telle est bien rapplicalion

pour ce cas de notre loi générale en vertu de la-

quelle nous avons dit que dans les considérations de

la science du calcul aux questions (îoncrètes

,

lorsqu'une expression algébrique se présente avec

quelques indications d'opérations impossibles à exé-

cuter sur les nombres, il faut examiner si ces mêmes

opérations ne sont pas exécutables sur le module, si

la nature de ce module ne permet pas ou de les con-

cevoir ou de les pratiquer, ce qui peut ainsi conduire

à une interprétation aussi raisonnable qu'utile du

résultat obtenu.

Notre examen poussé jusqu'à ce point et ramené à

la question de savoir si, à l'aide de 1, la longueur

A y/ 2 est réalisable, ne présente plus désormais au-

cune difficulté; nous savons en effet à priori que si

nous formons un triangle rectangle dont les deux

côtés de l'angle droit sont égaux à A, l'hypoténuse

de ce triangle rectangle sera telle que sa longueur,

par rapport à A, devra être exprimée par 1 y/2. La

conséquence de cette observation c'est que, par rap-

port aux longueurs, la solution figurée par le ré-

sultat a v^2 ne présente plus d'impossibilité, die

s'explique facilement et conduit immédiatement à la

connaissance de la longueur demandée.

8
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Si au lieu de a >J^ on avait eu a ^/S, a V l, a V^,

on aurait, par des procédés semblables, construit les

diverses longueurs 1 y^S, A y/ 4, X y/ 5 ... En effet, se

servant de l'hypoténuse du triangle précédent pour

côté de Tangle droit d'un nouveau triangle rectangle

dont l'autre côté serait À, l'hypoténuse de ce second

triangleserait A yjz
;
puisprenantXv/3 pour l'un des

côtés de l'angle droit d'un troisième triangle rectangle

dont l'autre côté serait X,on aurait une troisième hypo-

ténuse dont la longueur serait A y^ï, et ainsi de

suite; de sorte que ce procédé continué indéfinimeni

réaliserait toutes les longueurs dont l'expression gé-

nérale est / y/w; c'est à dire que ce procédé donne

l'interprétation de toutes les longueurs dont l'ex-

pression contient un nombre irrationnel du second

degré.

Ce n'est point ici le lieu d'entrer dans de longs

détails pour montrer sur quelles nouvelles considé-

rations géométriques il faudrait s'appuyer pour réali-

ser les longueurs irrationnelles des degrés plusélevés

que le deuxième , car ce n'est point l'élude de la

géométrie que nous faisons ici : nous pourrons prou-

ver, par la suite, comment les expressions irration-

nelles du degré n se réalisent géométriquement par

la division d'un arc en un nombre n de parties.

Quoi qu'il en soit, il s'agit moins ici de connaître ces

procédés pour tous les cas possibles des nombres ir-

rationnels, que d'avoir moniré, pour un seul de ces
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cas, que la conception de la forme irrationnelle,

d'impossible qu'elle est dans le domaine abstrait, et

sous le point do vue de la pluralité, devient explica-

ble et très compréhensible quand on passe au do-

maine concret, et quand, par exemple, on l'applique

aux longueurs.

Concluons donc que l'examen que nous venons de

faire prouve que rien n'est plus facile que de réaliser

les longueurs y 2) V'^* V'^, v^B,.-. c'est à dire toutes

celles qui sont exprimées par des irrationnels du

second degré, et cela, parce que les procédés de ia

géométrie ordinaire nous montrent que les rapports

entre les longueurs qui entrent dans certaines figures

doivent, d'après les principes de cette science, être

exprimées par y/2 , y/S, \J k, >/5,.... or, ceci indi-

que suffisamment, qu'en supposant qu'on fût encore

dans l'impossibilité de réaliser, par des figures géo-

métriques, des longueurs dont les rapports auraient

pour expression des irrationnels d'un degré quelcon-

que; ceci indique, dis-je, non pas que la conception

d'une longueur pareille sera impossible, mais seule-

ment que sa réalisation sera subordonnée à ia décou-

verte ultérieure de quelque propriété géométrique

qui fera intervenir une expression irrationnelle de

ce degré dans le rapport de deux longueurs.

TNous sommes donc de nouveau ramenés à cette

vérité fondamentale que ce n'est que par l'étude

complète des propriétés qui sont inhérentes aux
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choses créées que nous serons en mesure, d'une?

part, d'interpréter le sens dans lequel doivent être

entendus les résultats fournis par la science du cal-

cul, et d'autre part, de réaliser dans la pratique, au

moyen des modules des quantités et des opérations

et des nombres avec lesquels ces modules se combi-

nent, les solutions indiquées parées résultats. C'est

donc avec vérité que nous avons pu affirmer au dé-

but de cet ouvrage que le moyen le plus sûr de faire

disparaître les doutes et les incertitudes mathémati-

ques^ consiste à rechercher si les opérations, (ju'on

ne peut ni concevoir, ni pratiquer sur les nombres,

sont compréhensibles et exécutables sur les mo-

dules.

— Du zéro et de rinfini sous le point de vue abs-

trait.

Nous allons maintenant passer à des considérations

d'une grande importance , et qu'on peut considérer

comme la clef du calcul infinitésimal. Je veux parler

du sens qu'il faut attacher dans la science du calcul

aux expressions zéro et infini. Ici encore nous distin-

guerons le cas où l'on reste dans le domaine de

l'abstraction et celui où Ton aborde les questions

concrètes.

Et d'abord, sous le point de vue abstrait, c'est à

dire en ne mettant en jeu que la considération des

nombres ^ il est évident que zéro ne peut représenter

autre chose qu'un pur néant. En effet, dès l'instant
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abstraites, c'est que vous avez pour un instant mis

de côté toutes les quantités , et qu'elles sont pour

vous comme si elles n'existaient pas. Que peut-il donc

alors rester dans voire esprit? rien autre chose que

l'idée de compter; or, le zéro vient encore détruire

cette dernière idée elle-même, de telle sorte que vous

ne vous occupez d'aucune quantité , vous ne vous

occupez pas davantage de l'opération de compter;

donc , en ce qui concerne la science du calcul
,
qui

n'a pônr objet que ces deux choses, zéro est et ne

peut être que l'indice du néant.

Que sera Tinfini, sous ie point de vue abstrait?

L'infini représentera à notre esprit l'opération de

compter rendue impossible pour nous à cause de

son immensité ; l'infini sera un nombre qu'il ne nous

sera jamais possible d'atteindre ,
quelque loin que

nous prolongions l'action de répéter une chose , et

si l'infini se présente comme réponse à une question

proposée , ce sera une preuve manifeste qu'il y a

impossibilité de satisfaire à cette question.

Ainsi , dans le domaine abstrait , zéro représentera

l'anéantissement de l'opération qui consiste à comp-

ter, et l'infini exprimera que cette opération est ren-

due impossible à réaliser dans son entier.

Ce sont les deux limites entre lesquelles se trou-

vent placées toutes les opérations exécutables de la

science du calcul sur les nombres.
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— Du zéro et de l'infini sous le point de vue concret.

Passons aux questions concrètes, et voyons ce que

sera d'abord Vexpression d' une (\u2inlilé rendue nulle

ou infinie, et puis une quantité nulle, une quantité

infiniment petite, une quantité infiniment grande.

Occupons-nous en premier lieu du cas où il s'agît

de rendre nulle ou infinie l'expression d'une quan-

tité.

Pour nous en rendre un compte exact, il faut re-

venir à notre première observation qui consiste à ne

pas perdre de vue qu'une quantité est toujours ex-

primée par un nombre et un module. Si donc cette

quantité est une longueur et si / est le module des

longueurs, on pourra représenter cette longueur

par al.

Or, si pour satisfaire à une question je trouve

(jue l'expression al d'une longueur doit être égale à

zéro, je pourrai facilement remplir cette condition

en supposant que le nombre a est zéro, c'est à dire

en supposant que le module A, quel qu'il soit, ne

doit pas être du tout pris.

Mais il faut bien remarquer que cela n'entraîne

pas l'anéantissement du module qui reste toujours

teî qu'il a pu paraître convenable de le prendre, de

sorte que quoique a 1 doive être nul, l'idée de lon-

gueur ne disparaît pas. Et c'est qu'en réalité la ques-

tion pourrait toujours être satisfaite môme en con-

servant 1 et en en faisant usage. Supposons, par

exemple, que la question proposée soit celle-ci.
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Quel chemin faut-il faire pour se retrouver au

point de départ? Je pourrai bien satisfaire à celle

question en ne prenant pas du tout A; mais je pour-

rais également y satisfaire en prenant hl et puis re-

venant sur mes pas d'une nouvelle quantité égale à

ùl, et certes alors, quel qu'eût été A, la question se-

rait résolue, non seulement sans qu'il eût été néces-

saire d'anéantir le module 1, mais au contraire, quoi-

que j'aie fait usage de ce module, et quelle que soit

la valeur linéaire que je lui aurai attribuée. Ainsi il

ne faudrait pas dire que lorsque oA est nul, c'est le

point de départ serd qui résout la question; cette ques-

tion est au contraire résolue par une infinité de lon-

gueurs différentes. Quand j'aurai parlé de l'inter-

prétation des quantités négatives, la nuance que je

cherche à faire comprendre sera bien plus facile à

saisir; mais je pense que pour le moment on la

trouvera suffisamment intelligible.

Au reste, pour rendre ceci encore plus clair, on

n'a qu'à supposer que le point de départ est sur une

circonférence de cercle, et que l'on demande quel

chemin il faut faire sur cette circonférence pour se

retrouver à ce point de départ. Si a est l'arc que je

conviens de prendre pour module des arcs, et si b est

le nombre de fois qu'il faut répéter cet arc pour sa-

tisfaire au problème, il est évident que non seule-

ment le problème sera résolu en admettant que b est

nul, c'est à dire qu'on ne fait pas usage de a , mais

môme en prenant a lel qu'on voudra et en le répé-



— 120 —
U\ni lui et ses divisions, tel nonibre de fois que ceîa

pourra être nécessaire pour reproduire une ou plu-

sieurs fois la circonférence entière.

En un mot on peut^ sans qu'il soit nécessaire pour

cela de supposer que le module des longueurs est

anéanti, en faisant au contraire usage de ce module
,

quel qu'il soit, satisfaire à des questions dont la so-

lution exige queVexpressiond' une longueursoit nulle;

et pour obtenir la solution de ces questions, il faut,

ou ne faire aucune opération sur le module, ou bien

faire avec le module choisi une série d'opérations

compatibles avec les qualités inhérentes à la nature

de ce module, et telles que leur effet se détruise mu-

tuellement.

Ce que je viens de dire pour le cas où Texpression

d'une longueur est nulle, je le répéterai également

pour le cas où cette expression doit être infinie.

11 est évident que dans ce cas je n'ai pas plus be-

soin de supposer que le module des longueurs devient

infini
,
que je n'avais besoin auparavant d'admettre

que ce module était nuL Je puis supposer au con-

traire que ce module a une longueur finie quelcon-

que; mais pour résoudre le problème il faudra

répéter ce module un nombre infini de fois, ce qui ré-

pond, comme je l'ai déjà fait observer, à une impos-

sibilité.

Ainsi, lorsque dans l'examen d' une question on sait

seulement que l'expression d'une longueur doit être ou
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nulle ou infinie

, cela ne préjuge rien sur le module,

cela ne veut pas dire qu'il n'y a pas de module de

longueur, ou qu'il n'y a qu'un module infini qui ré-

solve la question ; mais cela peut s'interpréter en-

core en disant que dans le premier cas, les opéra-

tions à faire sur le module doivent se détruire

mutuellemefit, et que dans le second elles sont en

nombre infini.

— Dés longueurs infiniment grandes et infiniment pe-

tites.

MaiS;, si tels sont les résultats auxquels nous par-

venons lorsque nous nous trouvons en présence

d'une longueurdont Vexpression est nulle ou infinie,

ces résultats sont totalement différents lorsque la

question est retournée , et qu'on demande ce qu'il

faut faire à l'expression d'une longueur pour que

cette longueur soit infiniment petite ou infiniment

grande.

Et cela tient à ce que zéro n'est pas synonyme

d'infiniment petit, pas plus qu'infini n'est synonyme

d'infiniment grand.

Les mots infiniment petit et infiniment grand ne

peuvent se concevoir qu'appliqués à une quantité-^

les mots zéro et infini, au contraire, peuvent très bien

s'entendre d'une ou plusieurs opérations , dont les

effets se détruisent ou dont il est impossible d'obte-

nir la fin ; aussi a-t-on vu que la condition que Cex-

pression d'une quantité, soit zéro ou infinie, ne pré-
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juge rien sur le module. Mais , lorsque je dis que je

veux qu'une longueur soit infinimenl petite, ou infi-

niment grande , alors je précise , de manière à ne

pouvoir s'y méprendre, que c'est sur l'idée de lon-

gueur elle-même que portent les conditions auxquelles

il faut satisfaire, quelles que soient d'ailleurs les opé-

rations auxquelles cette longueur pourrait être

soumise.

Or, c'est parce qu'on a confondu entre elles les

expressions que je viens d'essayer de différencier,

que de nombreuses incertitudes se sont encore glis-

sées dans la science du calcul; tantôt le signe du

zéro ou de l'infini doit frapper sur le nombre, tantôt

ce signe doit frapper sur le module, et comme cette

distinction n'a pas été nettement établie, soit parce

que par elle-même elle ne s'est pas suffisamment pré-

senlée à l'esprit , soit parce que dans l'habitude où

l'on est de négliger la considération des modules ,

on ne voit guère dans le calcul (|ue des nombres , il

en est résulté qu'on n'a pas toujours pu raisonner

d'une manière certaine sur la véritable nature des ré-

sultats obtenus.

Rappelons ici les principes que nous avons déjà

eu occasion de faire connaître : « Il n'y a dans la

»> nature rien de grand, rien de petit, et ces mots ne

» peuvent s'entendre dans un sens tout à fait ab-

)> solu. Nous ne connaissons des quantités que des

» rapports, et quels que soient nos efforts nous ne

» parviendrons jamais à exprimer une grandeur quelle
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» qu'elle soit, indépendammettt de quelque autre gran^

•> deur de sa nature. »

S'il en est ainsi, et c'est ce que personne ne sau-

rait contester, que peuvent donc signifier ces expres-

sions, longueur i/î^immen^ petite, longueur infiniment

grande, avec le caractère exclusif et absolu dont elles

portent Tempreinte?

Tant qu'on parlera d'une longueur plus grande

ou plus petite qu'une autre, je pourrai supposer que

le module restant invariable, quelque petit qu'il soit

d'ailleurs, le transport du module sur une longueur

a dû être répété plus ou moins de fois pour l'obtenir;

mais toujours faudra-t-il au moins faire ce transport

une fois, et alors la longueur sera très petite, si l'on

veut, mais elle ne sera pas infiniment petite?

De môme, si le module est très grand, et quelque

grand qu'il soit d'ailleurs, si le nombre de fois qu'on

le transporte est très souvent répété , la longueur

pourra être très grande^ mais on aura beau renou-

veller cette répétitionjamàis on n'arrivera à une lon-

gueur infiniment grande ; au point de vue mathéma-

tique on n'aura point ainsi réalisé une pareille

longueur.

Cela nous apprend donc que ce ne pourra jamais

être à l'aide d'un certain état du module des lon-

gueurs, et de certaines opérations à faire sur ce mo-
dule, que nous pourrons arrivera hréalisation d'une

longueur infiniment petite ou infiniment grande.

Si donc il y a, en géométrie, quelque chose qui
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gueur infiniment grande, cette chose n'étant pas

susceptible d'être exprimée avec le module des lon-

gueurs, il faudra nécessairement que, pour passer de

l'une à l'autre de ces expressions, il y ait changement

de module , disparition du module des longueurs,

et substitution d'un nouveau module à celui-là.

Peut-être
,
pour un grand nombre d'espèces de

quantités, serait-on embarrassé de dire dans quelles

considérations doivent nous jeter ces passages d'un

module à un autre; c'est dans tous les cas une étude

à faire pour chaque espèce, et il y a lieu de penser

qu'il en ressortira quelquefois des considérations

dignes d'être méditées. Mais, pour la longueur, la

solution de cette question est facile et se présente

pour ainsi dire d'elle-même
;
qui ne voit en effet que

lorsque le module de la longueur diminue de plus en

plus, et que nous arrivons à ce terme où il faut le

considérer comme nul, c'est qu'alors le point géomé-

trique se présente pour se substituer à lui, et que nous

sommes ainsi autorisés à dire non pas qu'il existe

des longueurs infiniment petites, ce qui est impos-

sible, mais que la constitution des êtres géométriques et

leur dépendance mutuelle est telle qu'il nous est per-

mis de considérer le point comme une longueur infini-

mcntpetite, et que s'appuyer sur une semblable con-

sidération dans nos raisonnements, c'est suivre pas

à pas l'ordre dans lequel a procédé la nature dans ses

créations.
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Et d'autre part, puisque, quelque grand que soit

le module, une longueur infiniment grande ne pour-

rait jamais être réalisée par la répétition de ce mo-

dule, il n'y aura moyen de donner quelque intei-

li[jence à cette expression qu'en supposant que c'est

le module lui-même de la longueur qui se transforme

et revêt le caractère d'être infiniment grand; or à

quelle considération géométrique une telle supposi-

tion nous conduit-elle? Ici je répéterai encore com-

me précédemment qu'il existe sans doute plusieurs

espèces de quantités pour lesquelles il serait difficile

de se rendre compte des effets d'une semblable trans-

formation; mais pour la longueur ces effete d.^vien-

nent évidents, et si son module devient infi limont

grand, c'est qu'alors on passe à la considération de

la droite, envisagée dans toute son étendue comme

direction indéfinie. En effet, cette quantité, sous ce

point de vue, ne s'arrête jamais , et il n'est pas de.

longueur qui puisse en compléter la définition.

Certes, je ne doute pas que ces conséquences

ne soient admises par tout le monde, car les algé-

bristes font un usage journalier de ces vérités. Mais

il serait difficile de ne pas reconnaître que la consi-

dération des modules, c'est à dire de la nature de la

quantité elle-même, pouvait seule conduire fesprità

la démonstration immédiate de cette loi fondamen-

tale de la géométrie.

Pourquoi, jusqu'à ce jour, est- on resté dans le

doute à cet égard ? Parce que, dans nos calculs, nous
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avons voulu tout reporter au nombre, habitués que

nous sommes à ne considérer que lui dans les ex«

pressions algébriques, et n'ayant pas suffisamment

apprécié le rôle que les considérations concrètes

doivent jouer dans ces expressions; il en est résulté

que lorsque nos raisonnements nous ont conduits à

ces limites extrêmes où les quantités cessent d'exi-

ster^ nous n'avons su lire dans l'expression algébri-

que do ces quantités que l'évaluation numérique de

zéro et de l'infini, ce qui, sous ce môme point de vue

numérique, ne laissait dans notre esprit^ sinon dans

la pratique^ du moins en théorie, que l'idée absolue

du néant ou de l'impossible. Or^ ce que les considé-

rations concrètes nous apprennent, c'est que cette

idée de néant ou d'impossibilité, qui est, en effet, une

conséquence nécessaire des suppositions extrêmes

dans lesquelles on se place, au lieu d'être admise

sous un point de vue absolu ne doit l'être que relative-

ment à Tespèce de quantité dont on s'occupe 5 ainsi il

y aura bien diminution jusqu'à séro, ou accroisse-

ment jusqu'à Vhijim de la quantité; mais au lieu de

traduire exclusivement ces circonstances par les mots

néant et impossible, et pour voir clairement tout ce

qu'elles sont susceptibles d'exprimer, au point de

vue des raisonnements qui nous y ont conduits, il

faudra s'enquérir si à la quantité supposée infini-

ment petite ne vient pas naturellement se substituer

la considération de quelque autre quantité, et s'il
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n'en est pas de même pour le cas où on suppose que

la quantité devient infiniment grande.

Cela n'exclut pas, sans doute, les cas où le néant

absolu et rimpossibilité absolue seraient les seules

conséquences raisonnables de l'infiniment petit ou

de rinfîniment grand; mais cela fait voir que ces cas

ne sont pas les seuls qui puissent exister, et que là

où le nombre abstrait est insuffisant à nous indiquer

par lui-même une solution, les considérations con-

crètes pourront quelquefois nous en révéler une ou

plusieurs. Enfin cela nous apprend que dans l'étude

des relations qui lient entre elles les diverses œu-

vres de la création les considérations infinitésimales

doivent être un puissant moyen de découverte. Il y a

un siècle et demi que cette vérité trouve tous les

jours une nouvelle confirmation dans nos calculs.

Mais jusqu'à présent on n'avait pas montré ce me

semble à priori et en général qu'elle est une consé-

quence fort simple des lois constitutives qui, dans la

nature, régissent entre elles les choses que nous vou-

lons soumettre à nos spéculations.

— De la transformation de certains modules les uns

dans les autres et des infiniment petits de divers ordres.

Si maintenant je me reporte à ces considéra-

tions sur les infiniment petils qui hérissent de diffi-

cultés l'introduction au calcul différentiel, je crois

qu'on trouvera dans ce qui précède un premier
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éclaircissemeni à quelques unes de ces difficultés. Si

on demande, par exemple , s'il existe des quantités

infiniment petites , on n'hésitera pas à répondre

qu'une quantité peut devenir très petite, mais qu'elle

ne saurait, en restant toujours quantité de môme es-

pèce, ûexenk infiniment petite; ainsi, l'on aura tort

si l'on dit qu'une longueur, un temps, une force,

peuvent par eux-mêmes, et en restant toujours lon-

gueur, temps ou force, devenir infiniment petits et à

plus forte raison infiniment petits du 1*'', du 2^,

du 3^, etc., ordre.

Mais on aura raison si l'on dit qu'il y a, dans la

nature^ des quantités dont la constitution, dont l'es-

sence est telle que, par rapporta d'autres quantités^ elles

peuvent être réputées infiniment petites du 1^', du 2%

du 3*^ ordre.

Ainsi , nous venons de le voir, le point par rapport

à la longueur est un infiniment petit, comme la lon-

gueur par rapport à la ligne droite indéfinie est elle-

même un infiniment petit; or, il est facile de voir,

sans entrer à ce sujet dans de nouveaux développe-

ments, que la droite indéfinie est elle-même infini-

ment petite par rapport au plan indéfini, et qu'enfin

celui-ci est infiniment petit par rapport à Fespace.

D'où il suit qu'en descendant féchelle, et en allant

de l'espace au point , nous passons par une série

d'infiniment petits de divers ordres , les uns par

rapport aux autres.

De semblables analogies existeront , si non en to-
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lalilé, du moins en partie

,
pour d'autres classes de

quantités, et il sera possible de concevoir
,
par rap-

port à ces quantités, Tinfiniment petit etrinfiniment

grand.

Ainsi, si je considère Tintensilé g de la pesanteur

à la surface de la terre, et si je la compare à l'action

attractive moléculaire dont elle est la résultante
,

cette dernière sera infiniment petite par rapport à g,

La pression que communiquerait cette force g à

un point matériel, sera l'infiniment petit delà pres-

sion g^ou du poids qu'elle donne à un corps de volume

fini.

Au reste, dans la suite de cet ouvrage, ce que ces

derniers exemples pourraient encore offrir de vague,

sera complètement précisé; mais quant à présent je

les ai joints aux précédents pour faire mieux com-

prendre que ce n'est que par le changement de mo-

dule qu'il est permis à notre intelligence de conce-

voir les infiniment petits et leurs différents ordres.

Tant qu'on reste dans la considération d'une seule et

même quantité , il ne peut y avoir ni d'infiniment

grand, ni d'infiniment petit. Il y a seulement zéro et

l'infini^ c'est à dire des opérations qui se détruisent

quant à leur effet, ou qui n'ont pas de fin, d'une part

négation de longueur^ de l'autre impossibilité d'en

créer une j mais lorsque vous consentez à sortir du

domaine de la longueur , lors(|ue vous cherchez ce

qu'il pourrait y avoir à sa place^ soit en détruisant le

module, soit en lui donnant une longueur infinie,

9
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alors vous trouvez des êtres géométriques qui vien-

nent pour ainsi dire d'eux-mêmes se substituer à la

longueur éliminée et qui sont susceptibles de revêtir

d'une forme intelligible les résultats d'une semblable

supposition.

En un mot , s'il n'est point donné à l'homme d'a-

voir la conscience de l'infini absolu, il lui est cepen-

dant permis de réaliser, soit dans ses conceptions,

soit dans ses œuvres , l'infini relatif. Quand on étu-

die avec quelques détails la nature dans ses effets,

on ne tarde pas à reconnaître qu'il est bien peu de

ces effets entre lesquels l'infini ne se trouve point

placé. C'est le moyen presque exclusif que la nature

emploie pour produire , et c'est sans doute ce qui

nous laisse si ignorants sur le mécanisme des pro-

cédés qu'elle met en usage. Mais cela ne nous empê-

che pas d'apprécier les résultats de ces procédés, de

bien connaître, soit à l'aide de notre raison , soit à

l'aide de nos sens , les propriétés dont ils jouis-

sent, et par conséquent de pouvoir, en plusieurs cir-

constances , affirmer qu'en partant d'un résultat

donné, et lui appliquant la considération de f infini,

nous serons nécessairement conduits à tel autre ré-

sultat prévu d'avance.

Pour le moment, je ne pousserai pas plus loin mes

observations sur ce sujet; mais je ne puis cependant

m'empêcher défaire une remarque importante.

C'est qu'il ressort de ces développements ,
que la

science du calcul aura certainement plus d'étendue
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que nous n'étions d'abord disposés à lui en attribuer.

Jusqu'à présent , en effet, nos investigations nous

avaient fait penser qu'elle n'était susceptible de com-

parer entre elles que les quantités de même espèce,

et tel est le but de l'algèbre.

Mais puisqu'il est possible, par une conception de

l'esprit, de passer dans certains cas d'une espèce à

l'autre, nous pouvons nous demander si cette science

ne posséderait pas quelques ressources pour effectuer

ce passage ,
pourvu toutefois qu'il y ait entre les

espèces pour lesquelles il a lieu , une liaison à l'aide

de laquelle notre esprit pourra être guidé dans la

manière d'opérer cette transformation.

— Conséquences relatives aux méthodes d'exposi-

tion des principes du calcul différentiel et intégral.

Or, ce qui n'est encore qu'un doute , ce qui reste

pour le moment à l'état de question , sera bientôt

résolu, et l'on verra que c'est là l'objet essentiel du

calcul différentiel el intégral. Seulement comme

Jusqu'à ce jour on s'était peu occupé des modules, et

que la considération de leur transformation les uns

dans les autres n'avait pas été suffisamment appro-

fondie, il en est résulté qu'on n'a pu faire un pas

dans cette partie de la science , sans avoir recours à

ce qui, dans l'état actuel des idées, est l'équivalent

de ces transformations, c'est à dire à la considération

d'une même quantité , devenant ou infiniment

grande ou infiniment petite. Telle est l'origine de
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toutes les obscurités qui régnent encore dans l'ex-

position du calcul infinitésimal , obscurités qui dis-

paraîtront complètement , et seront remplacées par

une méthode d'exposition aussi claire que facile, lors-

qu'on remettra dans la question ce qui doit y figu-

rer en effet, la transformation des modules.

Mais avant d'aborder celte partie de la science,

continuons Texamen des différents états que peut

prendre une longueur.

SECTION II.

De la longueur et de ses différents états sous le point de vue
de la direction.

— Enoncé général de la question.

En considérant la longueur sous le point de vue

de sa grandeur ou de sa petitesse , nous sommes

parvenus, je crois, à obtenir quelques idées claires

sur la nature des quantités fractionnaires et irration-

nelles, et sur celle des quantités qui, les unes par rap-

port aux autres^ peuvent être réputées infiniment pe-

tites ou infiniment grandes. Nous avons vu ensuite

comment, à l'aide de ces idées^ on pouvait sinon com-

prendre, du moins admettre l'existence des nombres

fractionnaires et irrationnels, et les soumettre, dans

cet état, aux calculs algébriques. Nous verrons plus

tard ce que deviennent, dans ces mêmes calculs , les

considérations d'infiniment grand et infiniment petit.

Maintenant dépouillons, pour un instant, la Ion-
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gueur de sa propriété d'être plus ou moins grande,

et ne la considérons que dans sa propriété d'être

appliquée sur la direction de telle ou telle autre

droite.

Mais, pour aller toujours du simple au composé,

imaginons d'abord que nous ne sortons pas d'un

même plan, et, afin de mieux préciser la question,

supposons qu'ayant tracé sur ce plan une ligne in-

définie MN, je prends sur cette ligne un point 0;

puis, par ce point 0, je fais passer une série de li-

gnes droites OP, OQ, OR, OS...

Or, une longueur quelconque OA étant donnée,

je puis concevoir que cette longueur est portée, à

partir du point 0, soit sur la direction ON, soit sur

la direction OP, soit sur celle OQ, soit enfin sur

toute autre passant par le point ; de là résultent

évidemment une infinité de divers modes d'existence

de la longueur OA, en vertu desquels modes, celte

longueur pourra jouir de propriétés diverses , sui-
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vant qu'elle sera portée sur des directions différentes

les unes des autres.

Cela posé, si j'ai fait choix d'un certain module /

pour la longueur OA comptée sur ON en allant de

vers N, et si je veux distinguer celle-ci des autres

longueurs OA portées sur ces autres directions, je

devrai faire usage, pour ces dernières, de nouveaux

modules X, }.\ >/",... etc.

La question importante qu'il faudra maintenant

résoudre sera de savoir si ces nouveaux modules

À', T; r,... peuvent, ainsi que nous l'avons laissé

présumer, être exprimés à l'aide du module primitif

A, modifié par quelque signe d'opération ou d'ex-

pression algébrique.

— Examen du cas particulier des deux modes d'exi-

stence de la longueur opposés l'un à l'autre.

Mais avant de nous occuper de la solution de ce

problème sous un point de vue aussi général, res-

treignons-en l'énoncé, et bornons-nous, pour le mo-

ment, à rechercher quel genre de modifications de-

vrait éprouver le module A, pour qu'ainsi modifié,

il devînt propre à représenter en algèbre, non plus

les longueurs OA portées sur MN à partir du

point et allant vers N, mais celles qui, portées sur

la même ligne MN, à partir du même point 0, se di-

rigeraient vers M.

Le problème se trouve donc, comme on voit, res-

treint au cas particulier où les deux directions qu'on
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éludiesont sur la même droite, mais opposées Tun

à l'autre.

Afin de nous bien diriger dans le mode d'investi-

gation que nous devons suivre pour résoudre cette

question, procédons â la discussion qui doit précé-

der la solution de toute question^ c'est à dire à l'exa-

men des propriétés dont jouissent les données.

^0 A C N

Lorsque je ne m'occupe que des longueurs qui

partant du point sont toutes dirigées vers ON, je

ne tarde pas à reconnaître que deux quelconques

de ces longueurs OA et OB étant données, si je les

ajoute l'une à l'autre, par exemple OB avec OA, en

appliquant le point de OB sur le point A, j'arri-

verai ainsi à un nouveau point C, et j'obtiendrai une

troisième longueur OC plus grande que chacune des

deux autres et égale à leur somme.

Ce que je viens de dire pour les longueurs diri-

gées vers ON et comparées entre elles, je pourrai le

dire également pour les longueurs OA et OB,

B g^

M
,

A Û^

dirigées vers OM, et comparées entre elles comme
les premières

; de sorte que ces observj lions sont

communes aux deux cas.
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-— Expression de la loi qui régit l'opposition dans le

mode d'existence.

Mais il n'en est plus de même lorsque je veux com-

parer les longueurs de la première catégorie avec

celles de la deuxième, et alors on remarque que les

résultats auxquels on parvient sont essentiellement

différents de celui que nous venons de constater.

M ©CBN
En effet, si on suppose que Tune des deux lon-

gueurs précédentes OB est de la première catégorie,

et par conséquent dirigée vers ON , et si l'autre lon-

gueur OA est de la deuxième et dirigée vers OM, lors-

que je transporterai OA. sur OB, de manière à faire

coïncider, comme précédemment, le point avec le

point B, alors le point A au lieu de venir occuper la

position C, primitivement placée après le point B, à

une distance plus éloignée du point de départ que

OB; ce point A, dis-je^ viendra, en vertu de la direc-

tion imprimée à OA, se placer en G entre et B à une

distance du point de départ bien moindre que OB,

de sorte que le résultat de cette opération sera de

ne laisser subsister de OB que la partie OG.

Et par conséquent, si les deux longueurs OA et

OB avaient été égales, le point G serait venu se placer

au point 0,
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Tel est donc le caractère distinctif que les deux .

directions que nous considérons attachent aux lon-

gueurs qui s'appliquent sur elles, c'est que lorsque

deux de ces quantités sont égales quant à leur lon-

gueur, et qu'on les ajoute l'une à l'autre en laissant à

chacune le cachet de sa direction et le sens dans lequel

elle doit marcher en vertu de cette direction, on doit,

après cette addition, se retrouver à l'origine, c'est à

dire au point de départ de la première longueur, ce

qui exige que l'expression des opérations ainsi faites

soit zéro.

Telle est la loi générale à laquelle doivent obéir les

données du problème.

Or, si 1 est le module des longueurs de la première

catégorie, si l' est celui des longueurs de la deuxième,

une longueur quelconque dirigée vers N aura pour

expression al et une longueur quelconque dirigée

vers OM sera exprimée par bX.

Mais je ferai la remarque, que si entre les deux

modules X et X il existe une différence, il existe aussi

quelque chose de commun ; en effet ces deux mo-

dules qui diffèrent quant à la direction, expriment

l'un et l'autre une longueur : or^ sous ce dernier

point de vue, rien ne s'oppose à ce que j'admette

que les deux longueurs qu'ils représentent ont la

même valeur absolue et que leur différence^ désignée

jusqu'à présent dans récriture par l'accentuation du

second, tient seulement à ce que celui-ci a une direc-

tion inverse du premier.
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S'il en est ainsi, et si les modules ont égalité de

longueur, il est évident que lorsque deux longueurs

seront égales et inverses Tune de l'autre, si Tune est

représentée par al, l'autre le sera par aX, puisque le

résultat de l'opération du transport de ces modules

(le nombre a) sur les lignes à exprimer, sera le même,

soit qu'on marche de gauche à droite, soit qu'on se

dirige de droite à gauche.

Cela posé, traduisons maintenant en algèbre la

condition à laquelle doivent satisfaire les données du

problème; pour cela il faudra écrire que si Pon

ajoute k la longueur al la longueur aï avec le carac-

lère de direction que l'accentuation est destiné à re-

présenter, on doit avoir pour résultat zéro, c'est à

dire

alJ^aï =0,

Je pourrai donc à l'avenir faire entrer en considé-

ration dans les mêmes calculs les deux quantités 1 et

l'y pourvu que je ne perde pas de vue que toutes les

fois que je trouverai la somme al + al', je devrai à

sa place mettre zéro.

— Modification à faire subir au module primitif des

longueurs, pour que ce module exprime des longueurs op-

posées aux premières.

Mais, on le voit, si Ton n'introduisait rien de nou-

veau dans la question, et si on s'arrêtait à ce point,

il ne pourrait pas être permis, dans l'écriture algé-
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brique ordinaire, de supprimer les modules À et l'ei

de ne considérer que les nombres qui avec eux com-

plètent l'expression des quantités ; il faudrait, pour

prévenir les erreurs^ conserver toujours ces modules;

par ce moyen, nous saurons constamment que al

ajouté à aX doit faire zéro et non pas 2a, comme nous

serions, non seulement tentés, mais même obligés de

l'écrire, si les modules ne figuraient plus dans les

calculs.

Présentement, pour bien saisir ce que j*ai à dire,

supposons que pour un instant on se dépouille de

tout ce qu'on a appris sur les quantités positives et

négatives et qu'on se mette dans Thumble position de

l'écolier qui commence l'algèbre et qui sait tout sim-

plement que le signe + veut dire ajouter et le signe

— retrancher.

Dans cet état, le principe précédent, la loi con-

crète (si je puis m'exprimer ainsi) qui représente les

deux modes d'existence opposés de la longueur, cette

loi , dis-je, figurée par la formule al-{-aX=0^ sera

inexplicable par la théorie du calcul; car à Taidedes

idées développées dans cette théorie, jamais par voie

d'addition on ne pourra avoir un résultat nul.

La question étant ainsi posée, et la difficulté bien

reconnue, je pourrai faire la remarque suivante; c'est

que, puisque en considérant les choses sous le point

de vue concret, on doit, en ajoutant les deux expres-

sions al et aX, avoir zéro, je pourrai algébriquement

obtenir ce résultat, si avant tout calcul et après avoir



— 140 —
reconnu Topposition entre ces deux expressions, je

montre par avance et à Taide d'une préparation faite

sur le module }/, que ce module, égal d'ailleurs à 1

quant à la signification de la longueur, doit être con-

stamment soMS^rai7 au lieu d'être ajouté; or j'indique-

rai facilement cela en faisant précéder le module /

du signe de la soustraction et employant ainsi — 1 au

lieu de l'.

Par ce moyen je satisfais à toutes les exigences de

la question.

D'abord j'établis une distinction nette et tranchée

entre les deux modules, et c'était une première con-

dition qu'il fallait remplir ; en outre, cette distinction

a Tavantage de laisser voir que les deux modules ont

une même longueur, puisque c'est le même caractère

qui les représente, et enfin, cette distinction est telle,

qu'à l'avenir, dans tous les calculs arithmétiques

qu'il faudra faire simultanément sur les deux lon-

gueurs qui ont un mode d'existence opposé^ la condi-

tion al+al'= se trouvera toujours satisfaite d'elle-

même, puisque alors aX se change en — 1 répété

a fois, ou— aA, et qu'ainsi cette condition devient une

véritable identité.

Nous pouvons donc nous résumer et dire que toutes

les fois que des quantités de même espèce doivent

être considérées dans une même question comme

ayant les deux modes d'existence opposés, on pourra

leur donner le même module; sauf que pour l'une

d'elles, on fera précéder le module du signe de la
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soustraction, afin d'indiquer que si Ton veut appli-

quer les régies ordinaires du calcula ces quantités,

il faut toujours soustraire, au lieu d'ajouter, les

quantités frappées de ce signe.

— Interprétation des expressions négatives.

Voilà donc une seconde application de notre loi

générale, à l'aide de laquelle nous apprenons que les

expressions négatives ne représentent autre chose

que le mode d'existence d'une quantité opposé à celui

qu'on avait d'abord considéré. Voilà une seconde vé-

rification de cette supposition, que nous avons mise

en avant au commencement de cet ouvrage, que les

modifications que le module primitif d'une quantité

doit éprouver pour représenter celte même quantité

sous di vers états^ sont susceptibles d'être exprimées à

l'aide de ce module accompagné de quelque signe ou

expression algébrique, et qu'ainsi l'effet de ces modi-

fications est susceptible d'entrer dès l'abord dans

l'expression algébrique des conditions d' un problème.

Qu'il mesoit permis de m'arrêter uninstantsurquel-

ques considérations relatives aux quantités positives

et négatives; au point de vue où je me trouve placé,

tous les faits isolés de la science du calcul, ceux qui

semblent le plus indépendants les uns des autres,

m'apparaissent réunis entre eux par un lien si intime,

que les rapprochements entre les principes théori-

ques et les faits naturels se présentent en foule dans

notre discours.
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Le point sur lequel je désire insister plus particu-

lièrement en ce moment, c'est que la nature des dé-

veloppements qu'on vient de lire sur les longueurs

positives et négatives est telle que tous nos raisonne-

ments, bien appliqués aux longueurs , sont généraux

et susceptibles de s'appliquer à toutes les quantités

dans lesquelles on aura reconnu les deux modes

d'existence opposés. Or, pour parler d'une manière

générale , nous dirons à ce sujet que l'opposition

dans le mode d'existence entre deux quantités se re-

connaît au caractère suivant : c'est que, «deux quan--

» tités entre lesquelles cette opposition existe

,

» s'anéantissent, relativement à l'un des effets qu'el-

» les peuvent produire et qu'on étudie actuellement,

» par leur réuunion
,
par leur addition matérielle

» et physique, lorsque d'ailleurs ces quantités consi-

» dérées isolément ont la même valeur absolue. »

Ainsi : parce que le mouvement qu'un poids placé

dans le plateau d'une balance communique à cet

instrument, autour d'un point fixe, est anéanti par

Vaddition d'un poids égal au premier placé dans

l'autre plateau, je dirai que les modes d'existence

ou d'action de ces deux poids sont opposés l'un à

l'autre.

Parce que les phénomènes électriques produits

par un corps qui possède une certaine quantité d'é-

lectricité vitrée, s'anéantissent et disparaissent com-

plètement lorsqu'on ajoute à ce corps une quantité

égale de fluide résineux
, je dirai que les deux modes
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d'existence ou d'action de ces deux fluides sont op-

posés i'un à l'autre.

Parce que, dans le phénomène des interférences
,

la clarté produite par un rayon lumineux se trouve

,

sur certaines bandes , anéantie par Vaddition d'un

rayon lumineux venant de la même source que le

premier, et qui lui est par conséquent égal, je dirai

que les deux modes d'existence ou d'action de ces

deux rayons sont opposés Tun à l'autre.

De sorte que l'on voit successivement découler

d'un même principe, et se rattacher à un même point

de départ, i'exislence de toutes ces quantités qui
,

dans les diverses branches des mathématiques appli-

quées, ont dû ou devront un jour être considérées

sous les points de vue positif et négatif.

Mais ici se présente une considération digne de

tout notre intérêt.

Il est évident à priori , et nous avons eu soin de le

mentionner dans la définition qui précède, que ce ne

sont pas les quantités elles-mêmes qui doivent s'a-

néantir et disparaître par leur réunion , mais que ce

sont les effets qu'elles sont susceptibles de faire naître

et dont on fait actuellement l'étude, qui cessent d'être

produits.

Ainsi, relativement aux longueurs et à leurs di-

rections , ce ne sont pas les longueurs proprement

dites, les chemins qu'elles représentent qui ont dis-

paru; mais ce sont les effets du déplacement, par

rapport au point de départ, qui se sont compensés^
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un mobile qui aurait suivi les deux longueurs aurait

réellement marché, mais cette marche, relativement

au point de départ, n'aurait rien produit.

De même , les deux poids qu'on place dans les

plateaux de la balance ne s'anéantissent pas comme

poids, et sous ce rapport, au contraire^ ils agissent

de toute leur énergie sur le point d'appui qui sup-

porte l'instrument; mais , relativement au mouve-

ment que chacun d'eux isolément imprimerait au

fléau, leur réunion, leur existence simultanée dans

la balance a pour objet de produire le repos.

De sorte que, dans le premier cas, sous le point

de vue du déplacement définitif, les deux longueurs

peuvent être considérées comme si elles n'avaient

pas existé, tandis que , sous le point de vue du che-

min parcouru, il faut tenir compte de l'une et de

l'autre.

Dans le second cas, sous le point du vue du mou-

vement du fléau de la balance, l'instrument est abso-

lument dans la même situation que s'il n'y avait pas

de poids; tandis que, sous le point de vue de la sta-

bilité, de la résistance du point d'appui, de la pres-

sion qu'il supporte, il faut reconnaître que ce point

est soumis à la fois à l'action des deux poids.

Au reste, cette observation
,
que ce sont les effets

et non les quantités elles-mêmes qui se détruisent

,

semble vulgaire en apparence, et cependant, appli-

quée au phénomène d'optique que je viens d'indi-

quer, elle vient confirmer ce que nous savons au-
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lumineux.

En effet, il est évident de prime abord qu'un rayon

lumineux ne saurait être immatériel; mais si ce

rayon est matériel suivant le mode de l'émission,

c'est à dire si ce sont des corpuscules qui produisent

la vision par la série non interrompue de leurs chocs,

on ne comprendra jamais que ces corpuscules, quelle

que soit leur forme, quels que soient leurs mouve-

ments giratoires, puissent, en venant frapper un

objet toujours dans le même sens, anéantir ou même
diminuer les effets des chocs qu'ils engendrent, ces

efïeîs, au contraire, s'ajouteront toujours. Ceci nous

amène donc à penser qu^il faut que la substance qui

produit la vision, tout en restant incessamment sub-

sistante, se meuve de telle manière que, dans le phé-

nomène des interférences, les déplacements qu'elle

peut communiquer à la rétine, se détruisent; dès

lors nous arrivons tout de suite à celte conséquence

que, dans un même instant, les rayons qui produi-

sent le phénomène doivent solliciter l'organe de la

vision, l'un dans une certaine direction, l'autre dans

une direction opposée; par ce moyen, la rétine res-

tera en repos, et il n'y aura pas de vision. Or, il n'en

faut pas davantage au physicien pour lui faire entre-

voir les mouvements vibratoires d'un cjorps élastique,

et le conduire sur la voie de la théorie des ondula-

tions.

En suivant- cette analogie pour ies phénomènes

10
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électriques , on ne dira pas que ce que nous appe-

lons fluide vitré et fluide résineux s'anéantissent par

leur addition
,
par leur réunion sur un même corps,

mais on sera conduit à penser que ce que nous ap-

pelons électricité vitrée n^est autre chose que le dé-

veloppement d'une force qui , relativement à celle qui

se développe par l'électricité résineuse, a un mode

d'existence complètement opposé
5
quoique d'ailleurs

ces forces soient égales et produisent les mêmes

effets lorsqu'elles agissent isolément sur des corps

qui sont inertes par rapport à elles.

Sont-ce des vitesses de l'éther égales et contraires ?

ou bien des variations égales de dilatation et de con-

densation de l'éther par rapport à un certain état de

densité de ce fluide qui serait particulier à chaque

corps , et dont l'équilibre serait sans cesse rompu

par l'action des agents extérieurs? ou enfin d'autres

modes, d'autres états physiques, peut-être encore

inconnus
,
par lesquels on peut ou on pourra con-

cevoir plus lard que des forces égales et contraires

se développent dans un fluide élastique? C'est ce que

l'état actuel de nos connaissances sur l'électricité

ne permet point de déterminer. Mais, du moins,

l'existence de ces deux forces égales et contraires,

quel que puisse êtreleur modedegénération me paraît

incontestablement démontrée
,
parce que le phéno-

mène fondamental de l'électricité satisfait complète-

ment à la loi générale qui régit l'opposition dans le

mode d'existence.
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Je n'abandonnerai point ce sujel , sans consigner

encore ici en quelques mois une observation dont les

développements ultérieurs me paraissent devoir exer-

cer une influence incontestable sur les applications

de la science du calcul à l'étude des lois et des faits

naturels.

Si nous nous reportons à l'exemple cité de la ba-

lance sollicitée par deux poids égaux, et si, pour plus

de simplicité , nous substituons à cette balance une

poulie sur la gorge de laquelle passe un cordon dont

les deux bouts portent les poids en question, reff"et

de ce système sera que tel , dans les calculs et les

raisonnements à intervenir, nous devrons r
l'un de

ces poids étant considéré comme positif;, considérer

l'autre comme négatif, mais toujours eu égard à l'ap-

pareil sur lequel ils agissent.

Cet appareil réalise donc physiquement l'opéra-

tion de calcul appelée soustraction , et il est évident

qu'ici l'objet physique que nous appelons poulie rem-

place le signe algébrique. — Cette observation fort

naturelle , au sujet d'un appareil si simple , vient à

l'appui de celte pensée , à laquelle de plus amples

développements sont réservés dans la suite de cet

ouvrage , que les opérations du calcul doivent être

les représentants des lois des relations physiques,

sous l'influence desquelles naissent, se développent,

et agissent les quantités.

Cette observation nous montre également qu'il

n'est pas aussi peu mathématique qu'on pourrait le
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croire au premier abord défaire entrer des considé-

rations de liaison pliysicjue dans les questions d'ana-

lyse; enfin, elle nous conduit, par la voie réciproque, à

cette conclusion qu'à leur tour les Ibrmuies algé-

briques pourront être réalisées pliysiciuement par

des appareils, par des machines, et c'est ce (jui déjà

a été tenté pour quelques unes. Mais il est impor-

tant de faire remarquer ici, que tandis que la science

arithmétique n'offre que des moyens très bornés,

pour exécuter les calculs indiqués dans les formules,

il n'en est pas de même des procédés que la nature

met à notre disposition et qui peuvent varier à l'in-

fini. Pour en donner un exemple fort simple
,
je ci-

terai ladivision qui, dans les moufïles, est opérée par

une série de soustractions , et dont le résultat s'ob-

tient tout d'un coup par le plan incliné.

Ces considérations agrandissent le cadre des re-

cherches auxquelles l'esprit humain peut se livrer ,

pour substituer aux calculs des procédés physiques.

11 suffît , en effet , d'avoir remarqué que les mêmes

formes algébriques sont susceptibles de s'appli(juer

à l'étude des longueurs^ des poids , de la lumière,

de l'électricité, etc., pour en conclureque ce ne sont

pas seulement les appareils dynamiques qui sont

susceptibles d'exécuter des calculs, mais qu'il n'est

peut-être pas une seule branche des sciences hu-

maines qui ne puisse un jour en cette matière ap-

porter à l'homme sa part d'utilité. N'est-il pas arrivé,

par exemple, que là où les procédés ordinaires de la
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géométrie et de l'aréométrie deviennent insuffisants

ponr faire connaître avec exactitude la mince épais-

seur de certaines lames et des différences de densité

dans les gaz qu'on pourrait réputer infinitésimales,

n'esl-il pas arrivé, dis-je, que des procédés optiques

sont venus se substituer aux premiers , et ont fait

apporter dans les déterminations obtenues une pré-

cision presrjue égale à celle que le calcul aurait pu

fournir luî-môme?

— Observations sur le passage de cette première par

tie de nos études à la suivante.

Jusqu'à présent les considérations que j'ai présen-

tées ont pu ne paraître douées que d'un intérêt se-

condaire, parce que, bien qu'elles apportent plus de

netteté et de précision dans certaines doctrines
,

comme ces doctrines étaient déjà connues et appli-

quées tous les jours, elles n'ont pu révéler rien de

nouveau
; il n'en sera pas de môme de ce qui va sui-

vre, et l'intérêt de curiosité que les hommes attachent

à la révélation de tout ce qui a été jusqu'à ce jour

mystérieux ou incompris fera peut-être attacher plus

de prix à cette seconde partie de notre travail.

Toutefois, tant est grande la force du préjugé dans

tous les esprits, on ne sera pas peu surpris d'ap-

prendre qu'à l'origine^ ce que j'ai d'abord découvert,

ce qui m'a offert le plus de facilité, c'est l'interpré-

tation des expressions imaginaires; que c'est après

ce premier pas que j'ai été conduit à l'interprétation
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des expressions négatives, puis des expressions frac-

tionnaires et irrationnelles, et enfin à celle des ex-

' pressions infiniment grandes et infiniment petites.

Et quoique maintenant l'intelligence de mes idées

ait pu devenir plus claire et plus simple pour tous,

par le résultat même de mes observations
,
peut-être

y aura-t-il des personnes qui m'accorderont plus fa-

cilement de considérer les modules et leurs modifi-

cations pour l'interprétation des expressions ima-

ginaires, et aussi pour celles des quantités infiniment

petites et infiniment grandes
,
qu'elles ne seraient

disposées à le faire pour l'interprétation des expres-

sions négatives et à plus forte raison fractionnaires,

prétendant qu'on sait très bien depuis longtemps ce

que sont ces dernières
,
pour lesquelles par consé-

<|uent il n'y a rien à changer.

Or , cette tendance que j'exprime ici et dont je

crains les effets chez quelques uns, j'ai eu aussi à la

combattre en moi-même; car j'avais, comme tout le

monde, les mêmes préjugés contre lesquels mes pre-

miers doutes n'ont pu que faiblement lutter. Aussi

,

ne me suis-je enfin déterminé à les sacrifier que

lorsque la vérité m'a semblé s'expli(}uer avec des ac-

cents tellement puissants, tellement irrésistibles, que

conserver plus longtemps de l'hésitation eût été vou-

loir rester sciemment dans l'erreur.

Si donc j'avais été le maître de donner à mon tra-

vail tel mode d'exposition que j'aurais voulu ^ je

n'aurais pas hésité à expliquer d'abord ce que j'ai à
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dire de nouveau sur les expressions imaginaire^; en-

trant alors dans un champ qui jusqu'à ce jour a été

si peu exploité, j'aurais pu faire suivre au lecteur le

chemin que j'aurais voulu, et comme il n'en résultait

pour lui aucune contrariété d'habitudes, il n'aurait

pas hésité à marcher avec moi dans la routequej'aurais

tracée. Mais si ce mode d'exposition devait me pré-

senter quelques avantages, il aurait eu pour la chose

elle-même de grands inconvénients, et par consé-

quent j'ai dû y renoncer; j'ai donc commencé par

prendre le rôle de réformateur
,
qui est hérissé de

difficultés, au lieu de celui de novateur^ qui n'est pas

à beaucoup près aussi embarrassant.

Ces remarques pourront servir à excuser quelques

longueurs dans les parties qu'on vient de lire. Si les

idées que je présente sont généralement adoptées

comme vraies, leur exposition dans peu de temps se

fera à l'aide de quelques lignes seulement, et beau-

coup de choses pourront être supprimées de cet

écrit ; mais dans le moment présent, ces choses m'ont

paru sinon indispensables du moins très utiles pour

faire admettre ces idées nouvelles.

— Examen du cas particulier des deux modes d'exis-

tence de la longueur perpendiculaire l'un à l'autre.

La marche à suivre dans cette étude, comme dans

les études précédentes, consistera à reconnaître le

caractère distinctif des deux états dont nous nous oc-

cupons, celui qui les distingue de tous les autres états,
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en un mol, il faudra trouver l'énoncé algébrique, si

toutefois il existe de la perpendiculariié.

M "S

Or, si est toujours le point de départ de toutes

les longueurs que nous considérons, et si OA ou a A

est une longueur située sur ON , il faudra pour ob-

tenir celte même longueur sur OP perpendiculaire

à ON, exécuter d'abord certaines opérations géo-

métriques, à l'aide desquelles OP se trouvera tracé

comme direction, et puis porter sur OP le module 1 un

nombre de fois égal à a.

Cela posé, il s'agit de savoir s'il n'y aurait pas une

modification de 1 que je représenterai par 1' qui fût

telle que a}/ exprimât que la longueur OA doit être

considérée comme existant sur la perpendiculaire

OP, au lieu d'exister sur ON; c'est à dire
,
pour en

revenir à une idée déjà plusieurs fois exprimée dans

cet ouvrage, n'y aurait il pas une opération algébri-

que qui serait le représentant de l'opération géomé-

trique à l'aide de laquelle on passe d'un état primitif

de direction à l'état perpendiculaire?

Dans l'état d'incertitude où je me trouve encore
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à ce sujet, je pourrais affecler pour celte représen-

tation, telle que je viens de la définir, un signe quel-

conque dont je fn^pperais 1, et, par ce moyen, j'au-

rais différencié les premières longueurs situées sur

ON, de celles qui sont situées sur OP.

Mais, sous le point de vue algébrique , ce moyen

n'aurait pas avancé la question, puisque sur ce signe

arbitraire ainsi choisi
,
je ne pourrais effectuer au-

cune opération.

La science du calcul n'aura donc rien à gagner à

ce que nous proposons de faire, si la modification

dont il s'agit n'est pas de nature algébrique; or, il

ne dépend pas de nous qu'il en soit ou qu'il n'en

soit pas ainsi. Cette propriété est inhérente à la na-

ture des choses, elle a été créé avec elles , et ce

qui nous reste à faire, c'est de trouver un moyen

d'investigation propre à nous faire connaître la ^vé-

rité sur ce fait.

Mais s'il est possible que le nouveau module X ne

soit autre chose que A modifié algébriquement, nous

pouvons toujours admettre que ce modificateur al-

gébrique est un certain facteur inconnu p, et écrire

par conséquent que X =zlp , restera maintenant à

découvrir ce que peut-être p.

Cela posé, marchons plus avant dans notre inves-

tigation.

— Recherche de la loi de la perpendîcularité

,

Or, je remarque que c'est le propre de la perpen-
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dicularilé, et que ce caractère n'appartient qu'à elle,

que si maintenant je fais sur OP , et dans le même
ordre^ les mêmes opérations que j'ai d'abord faites

sur ON, je retomberai exactement sur la direction

OM, opposée à ON.

Voilà donc un fait, une relation géométrique, qui

lie entre elles ces trois directions; tel est le principe

géométrique de la perpendicularité. Voyons ce qu'en

dira l'algèbre.

Mais si la multiplication du module primitif A, ap-

partenant à une direction qui peut d'ailleurs être

quelconque; si, dis-je, la multiplication de ce mo-

dule par p doit avoir pour objet d'exprimer que la

direction n'est plus considérée sur la ligne primiti-

vement choisie, mais sur la perpendiculaire à cette

ligne, il s'en stiit qu'en continuant de rester soumis

aux prescriptions de ce principe, et en l'appliquant

au nouveau module Ip , c'est à dire à la direction OP,

et par conséquent en multipliant ce module par p, ce

qui donnera Ip^ , on obtiendra le module des lon-

gueurs perpendiculaires à OP, lesquelles résultent

du renouvellement sur OP des mêmes opérations

qu'on avait faites sur ON, et pratiquées exactement

dans le même ordre. Or, géométriquement, cela me
fait retomber sur OM; mais déjà j'ai prouvé que le

module des longueurs qui sont situées sur OM doit,

relativement au module 1 , être représenté par— 1
;

donc enfin la loi de la perpendicularité exige qu'on

ait — A= If , et comme cela doit avoir lieu quel
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que soit le module X qu'on aura choisi , l'on en dé-

duira qu'il faut que p soit égal à ±- \/— 1.

Quant au double signe, nous l'avons introduit

pour ne pas déroger aux habitudes ordinaires {\) . Mais

il est évident que se bornant au cas particulier qui

nous occupe, comme nous savons d'avance que nous

n'avons pas introduit ;dans la question le facteur p

avec le signe de la soustraction, ce n'est que -f >/— 1

,

ou ^— i qui peut être sa valeur.

Mais comme c'est le propre de la nature du rai-

sonnement que nous avons employé de nous faire

parvenir au même résultat final— yl= Ip^, soit que

nous eussions employé p avec le signe moins ou avec

le signe plus, il n'est pas étonnant que la solution

obtenue se présente avec ces deux signes.

(1) Ce qu'il y a de remarquable , et celte vérité sera suffisamment

confirmée dans la deuxième partie de cet ouvrage , c'est que la règle

ordinaire des signes pour les monômes n'est rationnellement appli-

cable qu'au cas qui nous occupe , à la considération des directions,

et nullement à la grandeur des quantités ; et comme cette distinction,

sous le point de vue théorique, n'a jamais été nettement exprimée il

en est résulté qu'à cet égard toutes nos méthodes d'exposition man-
quent de précision ; on verra, dans le chapitre suivant, que nous se-

rons conduits à une conclusion du même genre. Quelques auteurs

d'éléments ont reconnu l'insuffisance des démonstrations ordinaires

de la règle des signes pour ce qu'on appelle les quantités isolées, et

en cela ils ont fait preuve de bon jugement. En fait, la règle des

signes n'est applicable qu'aux directions ; c'est une inutilité quand

ce n'est pas un vice, de vouloir la généraliser, et de continuer de

l'appliquer dans les questions où la considération des grandeurs est

seule mise enjeu.
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D'ailleurs il est facile de voir à quoi correspond le

second signe; ce que nous savons déjà sur les deux

modesd'existenceopposéssuffirait pour nous faire voir

à priori, que si IV—i est le module des longueurs

situées sur OP ,
— A y'— 1 doit être celui des lon-

gueurs opposées à celles-là, et par conséquent si-

tuées sur OQ; prolongement de la perpendiculaire

au dessous de MN. Mais le raisonnement direct con-

duit aussi à ce résultat; en effet, si, comme nous l'a-

vons indiqué, p représente l'ensemble des opérations

géométriques qu'il faut faire pour avoir OP, il est

évident qu'en donnant à ces opérations un mode

d'existence ou d'action inverse du précédent, par

rapport à la ligne ON, j'aurai OQ. Or, puisque c'est

un mode inverse du premier, il devra être représenté

par — p, le premier l'étant par p; d'où il suit que le

module relatif à OQ sera — Ip
,
puis répétant sur OQ

les mêmes opérations — p, que j'ai faites sur ON,

j'aurai pour module de la nouvelle direction ob-

tenue — pX— "^p onlp^ , mais cette nouvelle di-

rection est OM dont le module est — A, par suite on

aura comme précédemment — l=:lp^, et comme je

sais que p a été employé dans le raisonnement avec

le signe —, j'en déduirai p= — >/— 1 , ce qui

montre de nouveau que le module des longueurs

comptées sur OQ doit être — y^— 1.

Voilà donc, si je ne me trompe, le problème que

nous nous étions proposé, complètement résolu, et
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cette solution vient encore confirmer notre loi géné-

rale, que, dans la science du calcul^ les formes ou

expressions algébriques incompréhensibles sur les

nombres abstraits sont quelquefois susceptibles de

recevoir une interprétation claireet précise lorsqu'on

passe à la considérai ion des quantités concrètes.

— Exposé de la méthode d'investigation qui m*a con-

duit pour la première fois à la représentation algébrique

de la loi de la perpendicularité.

J'ai dit qu'au début de mes recherches sur le su-

jet trailé dans ce mémoire, c^est l'interprétation des

expressions imaginaires qui s'est d'abord montrée

à moi; il semble toutefois, d'après la démonstration

qu'on vient de lire, que cette démonstration n'est

qu^ine conséquence de la loi générale énoncée, et

que par conséquent l'interprétation des expressions

imaginaires n'a pu être révélée qu'après la décou-

verte de cette loi ; et de plus, comme dans cette dé-

monstration je m'appuie sur ce qui a été déjà dé-

montré au sujet des quantités négatives, on en pour-

rait conclure, contrairement à ce que j'ai annoncé,

que ce qui est relatif à l'interprétation de ces der-

nières quantités a dû précéder l'interprétation des

imaginaires.

Tout cela serait vrai, si la démonstration que je

viens de donner était réellement celle qui m'a con-

duit à cette interprétation, et si, au contraire, elle

n'était pas venue après coup; mais ce n'est qu'après
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avoir longtemps médité sur les conséquences de cette

première découverte que l'importance, de la consi-

dération des modules m'a été démontrée, et que Té-

nonce de la loi générale que j'ai fait connaître s'est

présenté à mon esprit ;
il est résulté de tout cela un

ensemble de considérations se rattachant toutes à un

principe général, duquel , postérieurement, je suis

parvenu à faire tout dériver. Mais ce n'est point ainsi

que j'ai procédé à l'origine, et comme ce sujet a une

importance incontestable^ je crois qu'il ne sera pas

inutile d'exposer ici comment, sans les considéra-

tions qui se rattachent à la loi des modules, j'étais

parvenu^ à l'origine, à découvrir la signification du

signe v^^.

Voici ce qu'au mois d'avril 1839 j'écrivais à ce

sujet :

« Je suppose que je me propose d'examiner ce

qui aura lieu dans l'angle droit AOB pour toutes

les directions qu'une ligne, passant par le point 0,

pourra prendre dans cet angle.

» Imaginons qu'une ligne, que je désignerai par o,

soit appliquée sur OA, à partir du point 0, et que
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sans cesser d'avoir son point de départ en 0, elU^

s'élève au dessus de OA, et prenne ainsi toutes les

positions possibles entre OA et OB.

» Cette ligne, quant à sa longueur, sera toujours

représentée algébriquement par a, mais comment

donner une idée de ses diverses positions? Tel est !o

problème que je me propose de résoudre.

» Or, soit OC une de ces positions; je remarque

que, si j'abaisse du point C une perpendiculaire CP,

je remarque, disje, que si on me donnait OP et CP,

il me serait très facile d'avoir le point C, et par con-

séquent de connaître OC, non seulement de longueur,

mais encore de position par rapport au point et à

la ligne OA.

» Pour cela, il faudrait, à partir du point 0, sur

OA, porter la longueur OP, élever en Psur OA une

perpendiculaire, et prendre sur cette per^)endicula-

rité, à partir de son pied, la distance PC; ce procédé

conduirait au point C et ne donnerait jamais que le

point G.

» Or, tout cela est-il écrivable algébriquement?

c'est à dire, tout cela peut-il être écrit avec les seuls

signes de l'algèbre, et peut-on ensuite, sur l'expres-

sion ainsi obtenue de la longueur a et de sa direc-

tion^ exécuter les opérations algébriques ordinaires

sans cesser d'avoir des résultats exacts?

» Cette question semble, au premier abord, devoir

être résolue par la négative.
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» Si, en effet, je voulais, pour exprimer ces opé-

rations' gconaélriques qui me donnent le point C,

écrire que OC est égal à OP 4- PC, j'arriverais bien

avec celte expression au point P sur la ligne OA;

mais, parvenu à ce point, rien ne m'indiquerait, dans

l'expression ci-dessus, que PC doit être porté per-

pendiculairement à OA ; en conséquence, je ne pour-

rais que l'ajouter à OP^ à la suite du point P, et j'ar-

riverais ainsi à une longueur OC, posée sur OA^ qui

ne serait nullement la même que celle que je veux

représenter , soit pour ce qui concerne la longueur,

soit pour ce (jui concerne la position.

» Toutefois je pourrai faire la remarque, que si

j'attachais à la quantité PC un signe particulier

destiné à indiquer que la direction de PC doit être

perpendiculaire à OA, je remarque, dis-je, qu'à

l'aide de ce signe l'expression OP + PC prendrait le

caractère que je veux lui imprimer et qu'ainsi elle

serait le représentant fidèle des opérations géo-

métriques qu'il faut exécuter pour arriver de en G.

» Si ,
par exemple

,
j'adopte pour ce signe la

figure
I
alors l'expression OP X PC devient

OP + PG~|

Ce qui veut dire que PC doit être porté, à partir

du point P, non plus sur la ligne OA, dans le prolon-

gement de OP, mais perpendiculairement à OA.

» Voilà sans doute une convention qu'il est bien

permis de faire et dont on pourra se servir dans les
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recherches géométriques

i
mais , si 6 et c sont les

longueurs de OP et de PC^, l'expression

ne représentera plus rien d'algébrique ^ puisque nous

ne savons aucunement ce que peut être en algèbre

le signe
| ; dès lors comment appliquer à une quan-

tité affectée de ce signe les considérations de cette

science ?

)) Ainsi, en convenant d'affecter un indice particu-

lier à la perpendicularité, nous pouvons bien peindre

aux yeux , dans l'écriture ordinaire, cette direction

particulière d'une ligne par rapport à un autre; mais

nous restons dans l'impuissance d'appliquer à ces

représentations les procédés des calculs algébriques.

)* Or, voyons si en poussant plus loin nos investi-

gations, nous ne pourrons pas parvenir à réaliser ce

qui n'est encore qu'un désir.

» Je vois d'abord que la direction que j'ai prise

pour la ligne OC étant arbitraire , je pourrai repré-

senter toutes ces directions à l'aide des longueurs b

et c et du signe de la perpendicularité. Ce dernier

signe étant donc suffisant pour tout exprimer, occu^

pons-nous uniquement de sa recherche.

)) Mais ,
pour connaître entre tous les symboles

celui qui sera le plus convenable , il convient, avant

tout , de bien connaître la loi du principe dont on

veut que ce symbole soit le représentant.

11
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» Etudions donc la loi fondamentale de la perpen-

dicularilé.

fi

» Pour cela, soit pris à partir du point une lon-

gueur A aboutissant en P , soit élevé en P une per-

pendiculaire PC dont la longueur est p, et soit élevé

en C sur CP une perpendiculaire CD qui coupe

OB en D.

» Il est connu en géométrie qu'en exécutant cette

figure (fangle en étant d'ailleurs droit) , les deux

longueurs CD et DO sont respectivement égales à OP
et PC ou à A et p; et non seulement ces faits sont des

conséquences de la perpendicularilé , mais ils en

sont l'indice exclusif, de sorte que toute autre direc-

tion que celle de la perpendicularité ne donnerait pas

à la fois CD = A et DO = fx.

» Cette figure exprime donc la loi fondamentale

de la perpendicularité; or, voyons comment nous

pourrons la représenter.

»Et d'abord PC ou ^j. étant perpendiculaire à OA,

on le représentera d'après nos conventions par yi
\



— 163 —
» CD étant lui-même perpendiculaire à PC qui est

représenté par p |
il faudra d'après nos conventions

couvrir CD ou 1 de deux fois le signe de la perpen-

dicuîarité et alors CD sera représenté par /
||

Mais après avoir ajouté ensemble par voie de per-

pendicularitéles trois longueurs OP, PC, CD, il arrive

géométriquement que j'atteins le point D auquel je

serais directement parvenu en prenant la longueur

perpendiculaire OD ou p.
]

Nous pouvons donc dire d*après cela que la loi

physique du principe de la peipendicularité exige

qu'on ait algébriquement.

A + fTl + ^
I

= n
ou bien puisque fJTl figure dans les deux membres,

1+1

» Mais celte loi exprimée par une équation dans

laquelle les signes algébriques + et = sont combinés

avec un signe conventionnel qui jusqu'à présent ne

représente pas une opération de calcul; cette loi, dis-

je, reste incompréhensible en algèbre et ne repré-

sente pas des opérations algébriquement exécutables

sur 1.

» Or, c'est surtout cette dernière propriété que

nous voudrions lui faire acquérir; pour cela ce qui se

présente de plus naturel à l'esprit, c'est de se de-

mander s'il n'existe pas un facteur algébrique qui
,
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multipliant une longueur quelconque A, peut lui faire

jouer un rôle tel que l'expression de celte longueur

ainsi modifiée substituée dans la loi écrite de la per-

pendicularité, fasse de cette loi une formule algébri-

quement vraie, c'est à dire une identité.

)> Or si p est ce facteur ,T| sera représenté par

Ap et x|I par If.'

» La loi de la perpendicularilé sera donc

A + Ap2 =
ou X (1 + p2) =
et comme 1 ne saurait être nul puisqu'il est quelcon-

que, on aura

i+p' =
d'où

p = ±L \/— 1.

V Donc il y a une expression algébrique, et cette

expression est V— 1 qui fait que la loi en question

cesse de rester dans le domaine des indices conven-

tionnels, et rentre ainsi dans le domaine de l'algèbre.

)) C'est à dire qu'il y a une opération algébrique

qui n'est autre chose que la représentation dans le

calcul de l'opération qui consiste en géométrie à

élever une perpendiculaire sur une ligne.

« De même qu'il y a en algèbre des opérations

qui remplacent celles par lesquelles on ajoute ou on

retranche sur une même ligne une longueur à une

autre , de même qu'il y a aussi en algèbre une opé-

ration qui exprime celle qu'on exécute en géométrie
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iorsqu'on porte plusieurs fois à la suite l'une de

l'autre la même longueur. »

Voilà par quel moyen je suis parvenu à m'assurer

pour la première fois que yj— i était algébriquement

l'indice de la perpendicularité géométrique. Or, on

voit que, dans cette démonstration, la considération

des modules ne figure pas; on voit aussi que je n'a-

vais eu aucun besoin de considérer dans les quantités

les deux modes d'existence opposés. Mais ce pro-

cédé
,
quoique rigoureux en lui-même , est loin , à

mes yeux, d'être aussi philosophique que celui que

j'ai exposé d'abord
,
parce que celui-ci ne devient

plus qu'un cas particulier d'une méthode générale

et féconde de laquelle doit ressortir non seulement

ce qui est relatif à un mode particulier d'existence

d'une même quantité , mais en outre ce qui se rap-

porte à l'ensemble général de tous les modes d'exis-

tence possibles, et c'est ce que nous allons continuer

de développer.

— Examen du cas particulier des deux modes d'exis-

tence de la longueur faisant l'un avec l'autre un angle

quelconque, etc.

Dans ce nouvel examen , comme dans ceux qui

l'ont précédé, nous commencerons par étudier les

diverses relations géométriques qui existent entre les

données de la question , et il ne nous restera qu'à

examiner ensuite si l'algèbre nous donne les moyens

d'exprimer analytiquement ces mêmes relations.
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Cela posé , soit OA la direction que nous prenons

pour point de départ , et soit OB une direction qui

fait avec la précédente un angle a.

Si, d'un point quelconque, P, de la direction OB,

nous abaissons une perpendiculaire PP' sur OA , ce

sera un fait géométrique patent, que les deux lignes

OP' et P'P ajoutées ensemble , en ayant égard tant à

leurs longueurs quà leurs directions , conduiront an

point P, comme on y serait arrivé en suivant la lon-

gueur OP, sur la direction OB.

Or, nous savons déjà que pour avoir égard à la

direction perpendiculaire de P'P sur OA, il faut que

Texpression de la longueur P'P soit accompagnée du

facteur algébrique y^— 1 ;, de sorte que le chemin

OP'P a pour expression analytique

0P' + P'Pv/"-^"!.

Ecrivons donc que cette expression est égale à celle

qui doit représenter la distance ou longueur OP
prise sur OB.

Dans Tétat d'incertitude où nous nous trouvons

sur la forme analytique qui doit servir à représenter
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la (Jireclion OB , relalivemenl à celle OA , nous ad-

mettrons ,
pour un instant , ainsi que nous l'avons

pratiqué dans les recherches précédentes, que cette

forme consiste en un certain facteur inconnu
,
que

nous représenterons par p, et, en conséquence , OP

sera représenté tant en longueur qu'en direction par

le produit algébrique OP X p.

Nous devrons donc avoir en vertu des précédentes "

remarques

OP X p = OP' + P'P V'

—
"1

équation de laquelle nous tirerons

OP' . P'P ,

Telle est la valeur de p, telle est donc la forme de

l'expression analytique qu'on peut appeler le coeffi-

cient de direction d'une ligne faisant un angle a

avec OA.

Or , il est évident que rationnellement, puisque

cette forme doit , dons les recherches algébriques,

représenter la direction de la ligne OB; il est évident,

dis-je, qu'elle doit convenir à tous les points de cette

ligne, et
,
par conséquent , ne pas dépendre de la

considération particulière de l'un de ses points P.

Tel est^ en effet, le caractère propre à l'expression

ci-dessus, car si le point P y figure, ce n'est qu'en

apparence. C'est , en effet , une vérité géométrique,

dépendant de la nature de la ligne droite et de l'an-
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OP PP

gle, que les rapports —— et—— restent invariables,

quel que soit le point P qu'il aura plu de prendre

sur OB, de telle sorte qu'en représentant, comme on

est dans l'usage de le faire, les valeurs constantes de

ces rapports par cos a et sin a , il vient définiti-

vement

p = cos a -I- v^
— 1 . sin a.

forme sous laquelle Tindépendance de la valeur de p,

par rapport au point P, ou à tout autre de la direc-

tion OB, est rendue manifeste.

Il est donc bien démontré maintenant que les di-

rections des droites, les unes par rapport aux autres,

ont une expression analyti(|ue ; de telle sorte qu'à

l'aide de celte expression , on pourra soumettre ces

directions au calcul , avec les mêmes facilités qu'on

y soumet les longueurs représentées par les nombres.

L'on voit encore qu'on pourra dans ces calculs ,

comme cela se pratique en géométrie , faire à la fois

sur les longueurs et les directions toutes sortes de

recherches, puisque l'expression multiple

r (cos oc -j- V— 1 sin a)

désigne simultanément une ligne dont la longueur

est r, et qui fait un angle a avec la direction prise

pour point de départ.

Arrêtons-nous maintenant quelques instants sur

les faits remarquables qui ressortent des principes

que nous venons d'établir.
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— Logarithmes circulaires.

Les recherches analytiques, faites depuis Euler,

ont confirmé l'identité qui existe entre les deux ex-

pressions e"'^~\ et cos a + v/— 1 sin a. Mais

maintenant que nous savons que Tune de ces expres-

sions, cos a+v'— 1 sin a, représente en géométrie

la direction d'une ligne faisant avec celle prise pour

point de départ, un angle a , maintenant^ dis-je, l'é-

galité suivante :

cos (X + y/—! sin a = 6°"^""^

qui, jusqu'à ce jour, n^a été autre chose qu'une es-

pèce de symbole, devient une extension toute natu-

relle des enseignements fournis par la théorie loga-

rithmique.

En effet, qu'est-ce que le logarithme d'une quantité?

Au point de vue le plus général, c'est le rang qu'oc-

cuperait, d'après sa grandeur, cette quantité dans

une progression où toutes les quantités de même
espèce se trouveraient disposées suivant l'ordre de

leur développement. Or, si, par analogie, nous vou-

lons faire l'application de cette idée première aux

directions, nous reconnaîtrons que leur développe-

ment forme, autour, d^un point fixe, une série em-

brassant la circonférence entière qui s'étend autour

de ce point. De sorte qu'ayant pris une d'entre elles

pour point de départ, le rang de chacune des autres
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pourra être compté par l'arc de circonférence qu'elle

intercepte à partir de la première, en d'autres termes

par Tangle qu'elles forment entre elles. Nous pour-

rons donc poser en principe, d'après la remarque

précédente, que l'angle est le logarithme de la direc-

tion; et voilà pourquoi l'analyse, dans sa rigoureuse

logique, confirmant d'avance cette vérité, et alors

que les géomètres ne savaient point encore que

cos a + Y — ï sin a est l'expression analytique de^

directions; l'analyse, dis-je, avait égalé cette expres-

sion à une exponentielle de l'angle.

Je serais entraîné trop loin, si je voulais suivre cette

pensée dans tous ses développements, car elle n'est

rien moins que le germe des logarithmes qu'on pour-

rait appeler circulaires, et elle nous reporterait vers

les plus importantes questions de la théorie des

nombres sur lesquels elle jette une clarté inattendue.

— Application à la théorie des nombres.

Quelques mots seulement pour faire sentir l'im-

portance de cette dernière assertion.

Si un nombre X est premier avec a, et si on divise

successivement tous les multiples de X compris entre

X et (a— 1) X, parle nombre a, on aura constam-

ment un reste; or ces restes marcheront en progres-

sion par différence, mais celte progression sera cir-

culaire, et voici ce qu'il faut entendre par là. On di-

visera une circonférence par a points de division, et

on mettra successivement sur ces points tous les
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nombres depuis 1 jusqu'à a iuclusivement. Gela fait

pour compter tout le long de la circonférence en

progression par différence, il faut toujours fran-

chir le même nombre de divisions. Si, par exemple,

on prend pour ce nombre la valeur du reste fourni

par la première division - et qu'on en fasse usage

à partir du point marqué a, on tombera ainsi suc-

cessivement et dans l'ordre où ils se sont présentés,

sur les divers restes obtenus.

Mais il est évident que les points de division de la

circonférence peuvent, pour cet objet, être remplacés

par les directions des rayons qui aboutissent à ces

points, et de cette simple observation résulte bien

clairement qu'il y aura analogie complèteentre l'ordre

successif de ces directions et celui des résidus. Nous

voilà donc encore conduits, par des considérations

d'un ordre tout à fait élémentaire, à ce genre d'ana-

logie remarquable, signalée par M. Poinsot (1), entre

les résidus produits par les racines primitives d'un

nombre, et les n racines de l'équation binôme qui,

comme on sait, ne sont autre chose que des expres-

sions de la forme cos a + y'— 1 sin a, c^est à dire

des directions. Il est donc facile d'entrevoir dès à pré-

sent que toute la théorie des résidus, dans l'étude

des nombres, est intimement liée à celle des direc-

(l) Mémoires de l'Institut, tome XIV et dernier, années J813,

1814 et 1815, page 386; et Mémoires de l'Académie royale des

Sciences, années 1819 et 1820, page 100.
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lions, et qu'en conséquence toute propriété dont

jouiront ces dernières pourra être immédiatement

appliquée aux premiers. De là un mode d'investiga-

tion qui conduit de prime abord à la constatation de

plusieurs vérités. Mais c'est un objet sur lequel je

ne saurais ici m'arrêter plus longtemps.

— Généralité des principes précédents et interpréta-

tion des expressions imaginaires.

Ce que j'ai déjà dit au sujet des quantités positives

et négatives, me dispensera d'insister ici longuement

sur ce point que les raisonnements qu'on vient de

lire, bien qu'appliqués aux longueurs sont suscepti-

bles de s'étendre à toutes les quantités qui, comme

les longueurs, ont des modes d'existence définis par

des conditions analogues. Ainsi nous dirons, dans un

sens général : « Lorsqu'une espèce de quantité pos-

» sèdera entre les deux états contraires qu'on appelle

)• positif et négatif, un troisième état intermédiaire,

» et lorsque ce troisième état sera tel que, si après

» avoir fait, pour l'obtenir, certaines opérations

» sur l'état positif, il arrive qu'en répétant sur cet

» état intermédiaire les mômes opérations et dans le

» même ordre, on passe à l'état négatif, ce troisième

» état, dis-je, devra être représenté dans l'algèbre

» par l'expression y/— 1. »

On comprend ainsi toute la généralité de nos prin-

cipes , et on voit que ce n'est pas une interprétation

seulement géométrique des expressions imaginaires



-^- 173 ~
que je donne dans cet ouvrage, mais une interpréta-

tion de ces expressions pour toutes les quantités dont

les divers modes d'existence sont définis par des con-

ditions analogues à celles qui régissent entre elles les

directions. A ce point de vue, ce travail se distingue de

ces quelques essais qui ont été produits sur cette ma-

tière, et dontje montrerai l'insuffisance dans le chapi-

tre suivant. Il n'est point le résultat d'une coïncidence

observée, peut-être par hasard, entre une figure de

géométrie et quelques expressions algébriques
; mais

il ressort de cette pensée aussi féconde qu'elle est

simple^ que ce qui est lié par nature, pourrait aussi

fêtre dans certains cas par le calcul, et que ce qui

est lié de la même manière devra sans doute avoir

pour expression analytique les mêmes symboles d'o-

pération.

— Des quantités positives et négatives
,
par rapport

aux imaginaires , et du passage du réel à l'imaginaire.

Quand il s'est agi , sur une même droite, de con-

sidérer des directions opposées , les géomètres ont

vu d'abord et prouvé ensuite l'intervention nécessaire

des signes + et — , mais ils ne sont pas allés au delà.

En adoptant
,
pour la représentation analytique des

courbes, les coordonnées rectangulaires, ils ont af-

fecté le facteur +1 aux abscisses positives et le fac-

teur —-1 aux abscisses négatives , parce qu'ils ont

aperçu qu'il y a entre ces deux directions opposées

une relation obligée. Quant aux ordonnées ; ils les
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ont aussi reliées entre elles par une relation du même
genre. Mais, entre les ordonnées et les abscisses, ils

n'ont rien vu de commun que l'équation môme de ia

courbe, c'est à dire la fonction qui lie la grandeur

de l'ordonnée à celle de l'abscisse.

Aussi les quantités positives et négatives forment-

elles une classe à part et tout à fait distincte des quan-

tités imaginaires; jusqu'à ce jour, on a si peu vu

dans les unes et dans les autres des membres d'une

même famiile, que les premières sont rangées dans

la classe des choses réelles , tandis que les secondes

appartiennent à un monde réputé imaginaire.

Le calcul cependant, logicien rigoureux, ensei-

gnait qu'entre + 1 , — 1 et cos a -f- V— 1 sin « , il

devait exister une liaison forcée, puisque les deux pre-

mières expressions ne sont que des cas particuliers

de la troisième; mais cette circonstance , loin d'éclai-

rer la question, l'obscurcissait encore, et le passage

du réel à l'imaginaire, employé comme un puissant

auxiliaire dans les recherches purement analytiques,

est resté pour notre intelligence, et sous le point de

vue philosophique, une circonstance incomprise.

Le passage suivant de Laplace donne une idée de

l'élat d'incertitude qui règne dans les esprits à cet

égard :

« Une remarque importante , dit- il, qui tient à la

V grande généralité de l'analyse , et qui permet

» d'étendre cette méthode (celle qui donne à la fois

» la fonction comprise sous le signe intégral et les
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» limites de rintégration)aux formules^ et aux équa-

)) lions aux différences que la théorie des probabilités

» présente le plus lréquen)ment , est que les séries

« auxquelles on parvient, en supposant réelles et po-

» sitives les limites des intégrales définies , ont éga-

» lement lieu dans le cas où l'équation qui détermine

» ces limites, n'a que des racines négatives et ima-

» ginaires. Ces passages du positif au négatif, et du

» réel à Timaginaire, dont j'ai le premier fait usage
,

» m'ont conduit encore aux valeurs de plusieurs in-

w légrales définies singulières
,
que j'ai ensuite dé-

» montrées directement. On peut donc considérer

)) ces passages comme un moyen de découverte,

» pareil à l'induction et à l'analogie , employées de-

» puis longtemps par les géomètres, d'abord avec

•> une grande réserve^ ensuite avec une entière con-

)) fiance; un grand nombre d'exemple en ayant jus-

)) lifié remploi. Cependant il est toujours nécessaire

» de confirmer par des démonstrations directes , les

» résultats obtenus par ces divers moyens. » (Théorie

analytique des Probabilités y introduction
,
page 34

,

troisième édition.)

On voit donc que ces passages du réel à l'imagi-

naire , que Laplace déclare avoir employés pour la

première fois , et dont les géomètres actuels font un

fréquent usage, sont des moyens dedécouverte fondés,

non sur une théorie positive et rationnelle , mais seu-

lement sur la sanction de fexpérience. Aussi Laplace

ne les considère-t-il nullement comme emportant
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avec eux leur justification , car , dit-il, H est toujours

nécessaire de confirmer par des démonstrations directes

les résultats obtenus par ces divers moyens.

Mais actuellement que nous avons prouvé que l'ex-

pression cos a+ V—\ sin a n'est autre chose que

celle d'une direction, et que les relations qui (existent

entre les directions positives, négatives, perpendi-

culaires et angulaires sont, pour ainsi dire , le ré-

sultat d'un coup d/'œil jeté sur une figure de géomé-

trie, la liaison qui existe entre + 1,-1, V— i
,

et cos (X + \/— 1 sin a se trouve par cela même éta-

blie , non plus seulement comme une conséquence

purement analytique , mais comme une nécessité que

le raisonnement constate à priori et qui est indépen-

dante de toute vérification de calcul.

On conçoit aussi , avec la plus grande facilité, que

le passage mystérieux du réel à l'imaginaire va devenir

une des plus simples conceptions mathématiques

,

et qu'il n'y faudra voir autre chose que le simple

changement de la ligne, de Taxe, de la direction pri-

mitivement prise pour point de départ de la supputa-

tion des directions; ou, pour parler plus générale-

ment, ce sera, pour Tespèce de quantité dont on

s'occupe, le passage d'un mode d'existence ou d'ac-

tion, pris pour point de départ des calculs à un

mode différent.

Nous pouvons donc répéter avec raison que la seule

relation que les géomètres ont vue entre les abscisses

et les ordonnées d'une courbe , c'est la fonction qui
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lie la grandeur de Tune à celle de raiilre. Cependant

puisque indépendamment de la forme particulière

de la courbe, et avant tout calcul, ils se trouvaient

obligés, par l'état même des choses , de faire la dis-

tinction du positif et du négalif^ n'était-il pas naturel

de remarquer que la direction positive ou négative

étant donnée , la position perpendiculaire était par

cela même irrévocablement fixée , et cela indépen-

damment de toute autre donnée numérique. Il y

avait donc lieu de penser qu'il devait exister une re-

lation algébrique entre les unes et les autres.

C

On s'est contenté de dire , si j'appelle -h 1 h direc-

tion OA, je suis obligé d'appeler — 1 la direction OB.

Mais pourquoi s'arrêter en chemin et ne pas se de-

mander comment on appellerait la direction OC
,

laquelle , OA étant donné , n'est pas moins irrévoca-

blement iïxée queOB.

Voilà donc des considérations fort simples qui

,

comme on voit, nous conduisent directement au

but ; et en vérité
,
plus on réfléchit sur cet objet

,

plus on éprouve de peine à comprendre com-

ment un fait si clair, si rationnel, dont la véri-

table expression mathématique a été entrevue

par des géomètres distingués , a pu rester si long-

temps dans le doute. C'est, à mon avis
,
parce que

nous nous sommes plutôt appliqués à rechercher des

12
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effets qu'à étudier les causes, parce qu'enfin nous

n'avons pas été suffisamment pénétrés de cette vé-

rité, que « les résultats transcendants du calcul sont,

» comme toutes les abstractions de Tentendement^

» des signes généraux dont on ne peut connaître la

» véritable étendue qu'en remontant par l'analyse

» métaphysique aux idées qui y ont conduit. »

Maintenant, pour terminer ce chapitre, donnons

une idée des conséquences qui ressortent des prin-

cipes exposés, relativement à Tétude complète des

quantités par le calcul.

— De la nécessité d'admettre désormais en algèbre

deux systèmes de numération : l'un appelé quantitatif,

l'autre ordinal.

Il résulte des principes exposés dans le présent

chapitre une analogie trop remarquable entre la me-

sure des longueurs et celle des directions, entre les

expressions à l'aide desquelles les unes et les autres

sont représentées dans la science du calcul, pour que

je ne traite pas ici cet objet avec quelques détails.

Si 1 est le module qu'on convient d'adopter pour

les longueurs , les diverses longueurs qu'on pourra

produire, avec ce module restant entier , seront ex-

primées par

X, 2X, 3X, àl, pi,

Si a est un angle convenu d'avance pour compter

une série de directions , toutes les directions qu'on
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pourra produire , avec cet angle restant entier , so

ront exprimées par

COS a y/— 1 Sin a

cos 'i a + y/— ï sin 2 a

COS 3 a + y— 1 sin 3 a

cos p a + v— 1 sin p a

Si on divise le module a des longueurs en un

nombre quelconque n de parties égales , les di-

verses longueurs qu'on pourra produire , avec une

fraction exacte de dénominateur n de ce module,

seront

1 -.21,3^, pi
(1)n n n n ^

Si on divise Tare a qui sert à compter les direc-

tions en un nombre quelconque n de parties égales,

les diverses directions qu'on obtiendra, avec une frac-

tion exacte de dénominateur n de cet arc , seront :

a . . a
cos - -| J -^\ sin -

cos 2—h \/ i sin 2 -

cos 3 —h ^ 1 sm 3 -
n ^ n

cos p—f- J i sin p -

(2)
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Or, de même que les expressions (i), en y faisant

-=z:A'^reviennenlàlaformeprimitiveA',2X',3A',...p>^',

(le même aussi les expressions (2) en y faisant -= a',

reprennent la forme primitive ci-dessus.

De sorte que si, commue on le pratique d'habitude

dans les calculs, on peut dire, en négligeant la con-

sidération de !a grandeur du module, que toutes les

longueurs peuvent être désignées par la suite des

nombres

1,2,3, 4,....p,

de même aussi, en négligeant la considération de re-

tendue de Tare, toutes les directions peuvent être dé-

signées par la suite des expressions

cos 1 + v'--—î ^^" ^

cos 2 4- ^ ZTî sin 2

cos 3 + yj— 1 sin 3

cos p + V— 1 sinp

Nous voilà donc amenés à celte conséquence, que

dans la théorie de l'algèbre, ce n'est pas un seul sy-

stème de numération qu'il faut avoir en vue, qu'il

est indispensable, si on veut donner à cette science

toute l'extension qu'elle comporte, d'avoir égard à

deux systèmes, l'un figuré par la série des nombres

réels i, 2, 3, etc., pour représenter les grandeurs,

xcs intensités dos quantités; l'autre figuré par la sé~
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rie des expressions, ou si Ton veutdes nombres ima-

ginaires,

<î0s 1 + v^
— 1 sin i

cos 2
-f. v^— 1 sin 2

cos 3 -f y^— 1 sin 3

pour représenter leur ordre, leur situation, leurs

différents modes d'existence ou d'action; le premier,

qui pourrait être appelé système de numération quan-

titative, le second système de numération ordinale.

Or, comme je le disais tout à l'heure, ce n'est pas

seulement de la numération quantitative que désor-

mais l'algèbre aura à s'occuper; en démontrant,

comme nous venons de le faire, qu'il existe des ex-

pressions algébriques à l'aide desquelles on peut

compter Tordre ou la situation des choses, nous

avons, par cela même, établi l'incontestable néces-

sité de faire marcher l'étude de la numération or-

dinale à l'égal de celle de la numération quantita-

tive, et ainsi nous avons solidement appuyé sur sa base,

et nous sommes en mesure de suivre dans ses développe-

ments^ cette théorie entrevue et signalée par M. Poin-

sot, il y a vingt-trois ans, cette théorie de l'ordre et

de la situation des choses, sans aucune considération de

la grandeur.

Nous arrivons donc à la confirmation la plus élé-

mentaire et la plus éclatante à la fois do ces vérités
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philosophiques, que je m'eslime heureux de pouvoir

reproduire en terminant ce chapitre, et (jui ont été

proclamées en ces termes par Tiliustre géomètre que

je viens de citer (1) :

« La théorie des angles n'appartient pas seulement

» à la géométrie, comme on pourrait le croire d'à-

» bord 5 mais c'est encore une partie essentielle de

I) l'analyse mathématique. Ces quantités remarqua-

» blés, ou plutôt ces rapports auxquels la géométrie

» donne naissance, et qu'on nomme des angles, se

» présentent en algèbre d'une manière aussi natu-

» relie et aussi nécessaire que les exposants ou les

» logarithmes, par leurs propriétés toutes sembla-

» blés , elles en sont même inséparables. Car si la

» division du logarithme en parties égales répond

» à l'extraction de la racine d'une quantité réelle, la

» division de Tangle en parties égales répond de

» même à l'extraction de la racine d'une quantité

» imaginaire. Or , ces quantités réelles , et celles

» qu'on nomme imaginaires , se présentent éga-

» lement toutes deux dans nos transformations

^ analytiques ; elles se mêlent
,
pour ainsi dire , à

» tous nos calculs, et c'est même dans cette combi-

w naison de symboles réels et imaginaires que con-

» sistenl la nature propre et le caractère distinctif de

» l'algèbre. On voit donc que cette science
,
pour

(1) Recherches sur l'analyse des sections angulaires, 1825, pages

ai suiv.
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y rexéculion actuelle des opérations qu'elle indique,

» exige à la fois la considération des angles et celles

» des logarithmes.

» Je ne présente, en passant, ces réflexions (jue

» dans rintérêt de la philosophie de la science, par-

» tie trop négligée par la plupart des auteurs, et

» peut-être la plus digne d'être cultivée, car nos for-

» mules et nos théorèmes les plus remarquables sont

)> bien moins utiles et moins précieux en eux-

» mêmes, que cette sorte de métaphysique qui les

» éclaire et les domine, et qui seule peut rendre à

j> l'esprit de nouvelles forces quand il faut se con-

» duire et s'avancer plus loin dans les sciences. »

Après avoir lu ces profondes pensées , tombées

depuis si longtemps dans le domaine de la publicité,

et cependant si peu comprises jusqu'à ce jour, ne

sommes-nous pas en droit de croire que dans le

genre de recherches contenues dans cet ouvrage, et

que nous soumettons aujourd'hui à l'examen des

géomètres , nous nous trouvons sans aucun doute

piacésur le chemin de la vérité. Comment pourrait-

il rester dans notre esprit quelque hésitation, alors

qu'il ressort de nos études cette conséquence immé-

diate, que la double considération des grandeurs des

quantités et de leur attribut ordinal exige un double

système de numération; alors que nous trouvons que

les symboles constitutifs de ces deux systèmes sont

ces mêmes expressions réelles et imaginaires qui
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viennent incessamment se mêler à tous nos calculs
j

alors enfin que nous lisons, mot pour mot , dans

toutes nos conséquences , ces mêmes vérités philo-

sophiques que je viens de transcrire.

J'ai donc la confiance que si quelques erreurs de

détail ont pu m'échapper, elles me seront facilement

pardonnées; car j'espère qu'avant tout les géomètres

s'attacheront à voir dans cet ouvrage, le plan de

mes recherches sur la philosophie de la science.

Ces études sur la métaphysique du calcul, recom-

mandées à si juste titre par M. Poinsot, emportent,

ce me semble , avec elles la démonstration de leur

utilité; enfin, la nature des conséquences auxquelles

elles m'ont déjà conduit, et que je développerai dans

la suite, montrera qu'elles doivent être d'un puissant

secours dans l'application de la science mathéma-

tique à l'étude de la philosophie naturelle.



CHAPITRE IV.

EXAMEN D'UNE THÉORIE AYANT POUR BUT L'INTERPRÉTATION
GÉOMÉTRIQUE DES SYMBOLES IMAGINAIRES.

— Objet de ce chapitre.

Des géomètres distingués ont fait quelques tenta-

tives pour donner une interprétation, si non univer-

selle, du moins géométrique des symboles imaginai-

res. Leur travail a été produit depuis assez longtemps,

et cependant ce travail n'a conduit à aucune consé-

quence importante; il n'a corrigé aucune erreur, et

dans le très petit nombre de nos savants qui en ont

pris connaissance, il n'y en a pas un seul peut-être

qui voulût en accepter les principes comme incon-

testables.

Personne cependant
,
jusqu'à ce jour, n'a prouvé

que ces principes sont faux
,
personne n^a indiqué

sur quel point les raisonnements employés doivent

être rectifiés ; aussi suis-je fort disposé à admettre

que si je ne prenais l'initiative , on ne manquerait

pas d'opposer ce travail au mien, et de dire que

d'autres m'ont précédé dans ce genre de recher-

ches. Je vais montrer que ce reproche porterait

complètement à faux. Car, chose remarquable, si les

faits consignés dans les mémoires dont je parle sont
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exacts, si les conséquences auxquelles parviennent

les auteurs sont l'expression de vérités incontestables,

rien n'est plus faux que les raisonnements à Taide

desquels on a cru établir ces vérités; de sorte qu'il a

rallu,dans Texamen que j'ai fait de ce travail, recon-

naître que la fin était bonne, bien que les moyens fus-

sent mauvais, et que des raisonnements basés sur des

erreurs n'ont pas empêché la vérité de se faire jour.

Cette critique, au point de vue philosophique^

aura donc un double intérêt, celui d'effacer quelques

taches dans la science du calcul^ et celui de montrer

comment, dans les combinaisons de l'esprit humain,

l'erreur peut être mise enjeu, de manière à produire

la vérité. Enfin , les matières traitées dans ce chapi-

tre, tout en paraissant s'appliquer à une spécialité,

ne seront pas cependant contenues dans un cadre

tellement étroit qu'elles ne puissent nous fournir

encore une importante collection d'enseignements

utiles.

— Historique,

11 y a douze ans environ que, m'étant occupé de

quelques recherches de géométrie, à l'occasion des

Annales de mathématiques publiées par M. Gergonne,

je fus conduit à lire deux mémoires de MM. Français

et Argand , sur l'interprétation géométrique des

symboles imaginaires.

Ces deux géomètres arrivaient l'un et l'autre à

cette conclusion fort remarquable que le signe >/— 4
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est un signe de position, à l'aide duquel on doit ca-

ractériser les directions des droites perpendiculaires

à une droite donnée.

Ces publications furent faites vers la fin de Tannée

4813, elles sont insérées dans le tome IV des anna-

les. Dans le même volume on lit une note deîVI. La-

croix, ainsi conçue :

« Dans la première partie des Transactions philo-

» sophiques de 1806, page 23, je trouve un mémoire

» écrit en français par M. Buée^ communiqué à la

» société royale de Londres par M. Williams Mor-

» gan , et dont le sujet est le même que celui des

» mémoires de MM. Français et Argand. L'auteur

» prétend (pie ^— 1 n'est pas le signe d'une opéra-

» tion arithmétique, ou d'une opération purement

» géométrique : c'est un signe de perpendicularité^

» c^est un signe purement descriptif , un signe qui

»' indique la direction d'une ligne, abstraction faite

» de sa longueur (ce sont les expressions de l'au-

» teur). »

Des trois géomètres que nous venons de citer,

deux seulement peuvent être considérés comme les

inventeurs de cette idée nouvelle ; en effet, à la suite

de son mémoire, M. François s'exprime ainsi :

r- Je dois, au surplus, à la justice, de déclarer que

» le fond de ces idées nouvelles ne m'appartient pas.

» Je l'ai trouvé dans une lettre de M. Legendre à feu

» mon frére^ dans laquelle ce grand géomètre lui

» fait part (comme d'une chose qui lui a été commu-
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>» niquée et comme objet de pure curiosité) du fond

»> de mes définitions deuxième et troisième , de mon
» théorème premier et du corollaire trois de mon
» théorème deuxième. »

Et plus loin (page 225).

« Je viens de recevoir à Tinstant le mémoire de

» M. Argand que j'ai lu avec autant d'intérêt que

» d'empressement, il ne m'a pas été difficile d'y re-

» connaître le développement des idés contenues

» dans la lettre de M. Legendre à feu mon frère, et il

» n*y a pas le moindre doute que Ton ne doive à

» M. Argand la première idée de représenter géomé-

» triquement les quantités imaginaires. »

Quant à la question de savoir lequel des deux en-

tre MM. Argand et Buée doit avoir la priorité, il est

fort difficile de la résoudre, car c'est dans la même

année 1806 que, d'une part, M. Argand a fait impri-

mer son essai sur une manière de représenter les

quantités imaginaires dans les constructions géomé

triques, et que, de l'autre, M. Buée a fait paraître son

mémoire dans les Transactions philosophiques.

M. Legendre avait dans le temps examiné le ma-

nuscrit de M. Argand , et c'est là la source de la

communication mentionnée par M. Français.

Quoi qu'il en soit, l'exposition de ces nouvelles

idées est absolument la même dans les écrits de ces

trois géomètres , il suffit donc
,
pour en avoir une

complète connaissance , d'en étudier un seul ; sous
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ce rapport, celui de M. Français nous paraît devoir

obtenir la préférence.

A la date du 23 novenibre 1813, M. Servois adressa

au rédacteur des Annales une lettre contenant une

critique des mémoires de MM. Français et Argand
;

dans cette lettre M. Servois expose les motifs qui ne

lui permettent pas d'admettre comme exactes les dé-

monstrations de ces géomètres; mais le but de

M. Servois en attaquant ces idées nouvelles, n'est

point de l«s qualifier d'inutiles et même d'erronées,

mais seulement de leur faire acquérir ce qui leur

manque encore sous le rapport de l'évidence et de la

fécondité.

Je reviendrai plus lard sur cette lettre, la critique

qu'elle contient est la seule que je connaisse sur ce

sujet.

—
- Les géomètres paraissent disposés à admettre

comme vrai lefond de cette théorie.

Quant au rédacteur des Annales , il paraît plus

bienveillant que ne l'est M. Servois dans sa lettre; et

dans la discussion qui s'est élevée à ce sujet, il ap-

puie par des considérations très spécieuses les asser-

tions de MM. Français et Argand; en principe, il

paraît disposée à adopter comme vraie l'idée d'appli-

quer le signe ^ — 4 à représenter la perpendicularité,

et comme preuve de cette assertion je transcris Tob-

servation dont il a accompagné la noie citée de

M. Lacroix.
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»> En publiant cette note, il est bien loin de notre

» pensée de chercher à enlever à M. Argand la pro-

» priété de ses idées; son idée principale, je veux

» dire celle qui consiste à considérer V— 1 comme

» un signe de perpendicularité, est d'ailleurs si sim-

» pie et si naturelle
,
que loin d'être surpris qu'elle

» se soit présentée aussi à M. Buée , on a lieu de

» s'étonner au contraire qu'elle ait tant tardé à

» éclore, et qu'elle ne se soit pas offerte à la pensée

» d'un plus grand nombre de géomètres. »

A l'appui de cette même opinion, je citerai en-

core ia note dont M. Gergonne a fait suivre le mé-

moire de M. Français.

« Il y a environ deux ans , dit-il
,
qu'écrivant à

» M. de Maizières, au sujet de son mémoire inséré à

» la page 368 du premier volume des Annales, je lui

» mandais qu'on avait peut-être tort de vouloir com-

» prendre toutes les grandeurs numériques dans une

)> simple série , et que par leur nature elles sem-

» blaient devoir former une table à double entrée

» qui, bornée aux seuls nombres entiers, pourrait

» avoir la figure suivante :

-2+V—1, -1+ 2V/—1, 2V/--1, l+2v/— 1, 2+2\/-l.

-2 , - 1 ,0,1 ,2

_2_2 \/^ _i—2v/— T, —2v/^^l—2\/^h7 2—2v/^
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)> Or y il suit de celte figure que , déjà comme

» M. Français, je supposais les nombres delà forme

» n V— 4 situés dans une ligne perpendiculaire à

» celle qui renferme les nombres de la forme m; et

» que, comme lui encore, je représentais les nom-

V bres étrangers à ces deux lignes par la somme de

» leurs projections sur Tune et sur Tautre.

» Le même, M. de Maizières, au sujet de quelques

)) difficultés que j'avais opposées au mémoire que je

» viens de citer^ me mandait dès le mois d'avril 181 1 :

» Ce que j avance ici sur les imaginaires est une idée

" hardie queje suis bien aise de jeter en avant, et dont^

» j'en suis sur, vous aurez déjà reconnu l'exactitude ;

» et un peu plus loin : Ce paradoxe cessera d'en être

» MW, lorsque j'aurai prouvé que les imaginaires du se-

» cond degre\ et par conséquent de tous les degrés^ sont

» tout aussi peu imaginaires que les quantités négatives

» ou les imaginaires du premier degré; et que nous

» sommes à l'égard des uns dans la situation où étaient

)) nos algébris tes du dix-septième siècle à l'égard des

)) autres. »

)) En rappelant ces circonstances , continue

» M. Gergonne , il est certes loin de ma pensée de

» chercher à dépouiller M. Français, non plus que le

)) géomètre dont il a si bien su mettre les indica -

» tiens à profit, de la propriété de leurs idées ; mais

)> je veux montrer que ces idées ne sont point telle-

» ment étranges que le fond n'en ait pu germer dans

» plusieurs têtes à la fois. *
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Il est donc constaté par ce qui précède, que

M. Servois, le plus opposant de tous les géomètres

cités, tout en faisant des objections contre les mé-

thodes de MM. Français et Argand , ne considère

point cependant leurs idées ou comme inutiles ou

comme erronées; il est constaté que ces idées sont

venues à l'esprit de plusieurs géomètres distingués^

MM. Français, Argand, Buée, de Maizières; que

M. Legendre paraît leur avoir donné quelque assen-

timent; qu'enfin M. Gergonne les adopte complète-

ment, qu'il s'étonne même qu'elles aient tant tardé

à éclore et qu'elles ne se soient pas offertes à la pen-

sée d'un plus grand nombre de géomètres. Peut-être

pourrions-nous à cette liste ajouter les noms de la

plupart des lecteurs des Annales.

— L'exactitude de la théorie quant à la forme est

généralement mise en doute»

Voilà pour ce qui concerne le fond, mais en est-il de

même de la forme , suivant laquelle ces idées sont

présentées, de la dialectique à l'aide de laquelle on

veut les faire admettre comme des vérités mathéma-

tiques? Ici nous sommes loin de trouver la même

unanimité. En effet, M. Legendre, dans la lettre

citée^ présente la chose comme un objet du pure cu-

riosité^ le travail que M. de Maizières avait annoncé

sur l'interprétation des imaginaires n'a pas été pro-

duit, M. Servois, assez facile sur le fond, s'élève avec

force contre les démonstrations à l'aide de considé-
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rations, sur lesquelles je reviendrai tout à l'heure.

M. Français, mis en demeure par M. Servois , resle

sans ressources personnelles, il ne réplique guère que

ce que M. Gergonne avait déjà répliqué pour lui, et

je prouverai bientôt l'insuffisance de celte réponse.

M. Argand lui-même est peut-être moins convaincu

que M. Français, et, à cet égard, il est important de

citer ses propres paroles. Je souligne celles sur les-

quelles je désire que l'attention du lecteur se fixe plus

particulièrement.

« La théorie dont nous venons de donner un

n aperçu peut être considérée sous un point de vue

» propre à écarter ce qu'elle peut présenter d!obscur

w et qui semble en être le but principal^ savoir : d'établir

» des notions nouvelles sur les quantités imaginaires. En

» effet,mettant de côté la question, si ces notions sont

» vraies ou fausses , on peut se borner à considérer

)> cette théorie comme un moyen de recherches,

» n'adopter les lignes en direction que comme si-

» gnes des quantités réelles ou imaginaires, et ne

» voir dans l'usage que nous en avons fait que le

* simple emploi d'une notation particulière; il suffit,

» pour cela , de commencer par démontrer , au

» moyen des premiers théorèmesde la trigonométrie,

» les règles de multiplication et d'addition don-

» nées plus haut, les applications iront de suite, et

» il ne restera plus à examiner que la question de

» didactique ^ si l'emploi de cette notation peut être

» avantageux ; s'il peut ouvrir des chemins plus

13



» courts et plus faciles pour démontrer certaines

» vérités. C/est ce que le fait seul peut décider, »

On le voit donc , la foi de M. Argand, dans le but

principal de cette théorie , est loin d'être inébran-

lable , il ledit lui-n)ême , relativement à ce but, tout

n'est peut-être pas très clair , et la question de sa-

voir si les notions nouvelles sont vraies ou fausses

reste dans le doute.

Enfin, M. Gergonne
, qui

, plus que tous les

autres^ paraît disposé à la propagation de la nouvelle

doctrine
,
qui n'hésite pas à en accepter le fond

comme vrai , s'exprime en ces termes dans la note

qui termine le mémoire de M. Français :

« Il faudra , sans doute , faire beaucoup encore

» pour parer à toutes les objections, pour éclaircir

» toutes les difficultés ,
pour dissiper tous les nuages

,

>» pour étendre et perfectionner la nouvelle théorie

» et en rendre bien évidents Cesprîty le but et les

» avantages] mais on ne peut espérer ces résultats

» que du temps et des efforts réunis de tous ceux

)> qui voudront bien ne pas rejeter cette théorie avec

« dédain sans l'avoir sérieusement examinée. »

Ces remarques parlent assez haut et prouvent

clairement que si M. Gergonne ne formule pas de

grief direct contre la théorie nouvelle, il est loin, ce-

pendant, de la trouver irréprochable; il y a des diffi-

cultés à éclaircir, des nuages à dissiper, ilfaut enrendre

bien évidents l'esprit, le but et les avantages.

Je pcîjse donc que de tout ce que je viens de dire,
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on peut conclure qu'au moment où cette théorie a

paru, elle a séduit l'esprit des géomètres par sa nou-

veauté, son originalité , et surtout par la perspective

des conséquences remarquables qu'elle faisait entre-

voir, mais qu'en même temps tous se sont accordés

à regarder comme insuffisante la base sur laquelle

on s'est appuyé pour la faire admettre au nombre des

vérités mathématiques; en un mot on a douté.

Or, depuis cette époque, le doute s'est-il dissipé?

de nouvelles explications sont-elles venues éclairer

les difficultés déjà énoncées ou conçues ? il faut bien

reconnaître quMl n'en est rien, et un silence de vingt-

sept ans nous ferait croire, au contraire, que les mé-

ditations des géomètres sur une question si remar-

quable , loin de dissiper les incertitudes , et de ré-

soudre les objections^ leur ont peut-être donné plus

de force aujourd'hui qu'elles en avaient à l'origine.

Du moins, je crois être en droit de conclure que tout

le monde doute encore.

— Examen de cette théorie dans le mémoire de

M. Français ^

Livrons-nous donc à un sérieux examen de la

théorie de M. Français, étudions toutes ses défini-

tions, tous ses théorèmes^ et tâchons dans ce genre

de recherches très délicates , où le raisonnemen

semble incessamment entraîné vers le sophisme, tâ-

chons, dis-je , de bien saisir au passage les points li-

tigieux, et de montrer sous quel point de vue quel-



qnes uns de ses raisonnements donnent prise à là

critique.

— Définitions.

M. Français, d'accord avec tout le monde, appelle

rapport de grandeur le rapport numérique entre les

grandeurs de deux droites , et rapport de position

l'inclinaison des deux droites l'une vers l'autre, ou

l'angle qu'elles font entre elles.

Lorsqu'on ne s'occupe que de la grandeur d'une

droite, on représente, dit-il, cette grandeur par une

simple lettre a, b, c^ etc.

Mais, pour indiquer la grandeur et la position

d'une droite
,
j'affecterai , dit M. Français, la lettre

destinée à désigner sa valeur absolue, d'un indice ex-

primant l'angle que fait cette droite avec une droite

fixe et indéfinie prise arbitrairement. Ainsi a^, 63,

c^, représentent des droites dont les gran-

deurs absolues sont a b c et qui font respecti-

vement avec la droite fixe des angles a, /3,y

M. Français ajoute ensuite qu'il dit de quatre

droites, qu'elles sont en proportion de grandeur et

de position, lorsque entre les deux premières il y a

même rapport de grandeur et de position qu'entre

les deux dernières; d'où il suit , en adoptant les no-

tations de M. Français, que l'expression «« ! ^P."
' c^ \ ds^

exige qu'on ait à la fois
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Passant aux proportions de grandeur et de position

continues, il conclut que pour qu'une droite 63 soit

à la fois moyenne proportionnelle de grandeur et de

position entre a^ et Cv il faut qu'on ait ^= yac

et /3 == 7 (a -f y) en sorte que ^3 partage en deux

parties égales l'angle formé par les droites a^^, c^.

Jusqu'à présent, on le voit, il s'agit d'une notation

commode pour le genre de recherches que se pro-

pose M. Français, et de définitions dont chaque au-

teur est toujours le maître, et qui rentrent d'ailleurs

dans un ordre d'idées admis par tous les géomètres.

— M. Français attribue à ses définitions plus d!étendue

quelles n'en comportent.

Mais ces prémisses posées, nous arrivons aux pre-

mières déductions, et c'est ici que notre critique va

commencer.

Voici comment s'exprime M. Français.

*( Notation 2. Nous pouvons maintenant séparer

» dans la notation ce qui est relatif à la grandeur

» absolue d'une droite de ce qui est relatif à sa

»> position. »

Le mot séparer, lorsqu'il s'applique à des expres-

sions algébriques, présente un tel vague dans son

interprétation, qu'il est impossible de lui attacher

une idée fixe, précise, immuable, et qu'il est difficile

de se rendre compte du véritable sens que l'auteur

lui-même a voulu lui donner.
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Et d'abord, d'après les définitions de l'auleur, lors-

qu'il s'agit de comparer entre elles et simultanément

les grandeurs et les directions, la séparation de ce

qui est relatif à la grandeur et de ce qui est relatif

à la position, est facile, évidente; elle résulte des con-

ditions définies : ainsi, dans le rapport collectif de

^a à b^, je sais très bien que ce qui est relatif à la

grandeur sera le quotient ordinaire - , et que ce

qui est relatif à la position doit être la différence

a ~ /3; la séparation se trouve ainsi complètement

effectué. Nous avons vu également comment , dans

l'expression que M. Français appelle proportion de

grandeur et de position, ce que cette expression

offre d'abord de collectif, se sépare en deux propor-

tions, l'une par quotient, applicable seulement à la

grandeur, l'autre par différence ne concernant que

la position.

Mais, ce n'est pas dans le rapport, ce n'est pas

dans la proportion, c'est dans la notation même,

dans «a considéré isolément, que M. Français se pro-

pose de séparer ce qui est relatif à la grandeur de ce

qui est relatif à la position. Or, s'il ne définit pas

d'avance ce qu'il entend par le mot séparer, nous

pouvons nous en rendre compte par ses opérations

subséquentes; à cet égard voici comment procède

M. Français, « d'abord on a, dit-il, par la première

» notation, «o= a; io= 1 ; et ensuite on a par la

» définition deuxième, i : i^: : a : a^^.
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Or ces deux assertions sont inadmissibles el je nie

qu'elles résultent, la première de la notation 1, la

seconde de la définition 2.

Que dit en effet la première notation? Je copie en-

core une fois textuellement. « Nous représenterons

» ici la grandeur absolue d'une droite par une simple

» lettre a, b,.,. et pour indiquer à la fois la grandeur

» et la position d'une droite, nous affecterons la

» lettre destinée à désigner sa valeur absolue d'un

^) indice exprimant l'angle qu'elle fait avec une droite

» fixe. »

De ces paroles on ne peut évidemment tirer que la

conclusion suivante relativement à l'équation a^= a,

à savoir : que dans cette équation a^ représente une

longueur a prise sur la droite ûxe qui sert de point

de départ pour mesurer les angles, c'est incontesta-

[)lement ce qu'indique l'indice 0; et que a du second

membre exprime une longueur a dont la position

n'est pas exprimée, et qui, par conséquent, peut-

être quelconque ; en d'autres termes, M. Français est

tombé ici dans cette erreur vers laquelle, si on n'y

prend garde, on se laisse facilement entraîner, que

écrire zéro est la même chose que ne rien écrire, que

ne pas faire de chemin est la même chose que se re-

trouver au point de départ, etc., etc.

Mais lorsque vous avez pour objet de vous occu-

per essentiellement des rapports déposition, et d'en

donner la mesure, que signifie donc l'expression de

Tégalité entre une longueur dirigée suivant une droite
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et la même longueur dont la direction reste indéter-

minée. Car remarquons bien que, dès l'instant que

dans une relation algébrique vous mettez en jeu des

droites dirigées à l'aide de votre notation complexe,

il faudra toujours que de cette relation j'en déduise

deux autres; c'est là le propre de votre définition

première. Or de 00= je déduirai bien, quant aux

longueurs, a= «; mais quant aux directions, qu'en

pouvez-vous conclure? Non seulement vous n'en

pouvez rien tirer sous le point de vue intellectuel,

mais même sous celui de l'écriture, vous n'avez pas

une forme à présenter aux yeux.

Ces objections gardent toute leur force lorsqu'on

les applique à la seconde assertion :

4 : ia.*: «^ : «a

el ici l'argumentation est encore plus directe; en

effet, vous avez dit : <( Pour avoir proportion de gran-

» deur et de position entre quatre droites, il faut qu'il

» y ait entre les deux premières même rapport de

)> grandeur et même rapport de position qu'entre les

j> deux dernières. »

D'où je dois conclure que si je suis dans l'impos-

sibilité d'exprimer ces deux rapports , je ne me
trouve plus dans le cas relatif au genre de propor-

tion que vous avez défini.

Or, si, de la relation précédente, je puis déduire

la proportion de granieur

i ', i y, a ] a
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je me trouve, relativement à la proportion de position,

dans l'embarras que j'ai précédemment signalé, je ne

peux pas même lui donner par l'écriture une forme

vraie ou fausse. Pour raisonner juste, il aurait fallu,

avant tout, présenter la proportion ainsi qu'il suit :

*o
I

*^<^ Il do l Cla.

Dans cet état elle est incontestable ; mais atta-

chons-nous bien à l'observation qui va suivre, car

elle est d'une importance capitale.

Parce que, sous les conditions de la définition 4,

vous pouvez attacher un sens raisonnable à la pro-

portion générale

cette définition n'autorise point indéfiniment Tu-

sage que vous pouvez faire des opérations de l'arith-

métique et de l'algèbre aux quatre expressions

«aj ^3, c^, d^', tout ce qui en résulte, c'est que la

forme ci-dessus remplacera, comme moyen d'écri-

ture, les deux relations

à c

1 = 1 --/3 = 7-^

mais elle ne vous autorise nullement à dire, par

exemple^ que

et à lier ainsi les doubles symboles a^, ^p,-* P^r
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des signes d'opérations déduits des propriétés de la

progression par quotient; car l'expression

(^x ; h'. '. ^v ! d^

nest pas une progression géométrique seulement,

mais, et il ne faut pas le perdre de vue, cette ex-

pression est à la fois une progression par quotient

et une progression par différence.

Il vous a plu de faire intervenir dans la chose dé-

finie une expression déjà usitée en algèbre, il vous

a plu d'écrire votre définition sous une forme qui,

dans cette science, jouit de certaines propriétés^ et

vous en êtes venu, sans vous douter même de votre

méprise, à appliquer aux termes et à l'objet défini

les propriétés de cette forme; or, en cela vous avez

eu tort, et il en résulte que vous vous êtes exposé^

comme cela vous est arrivé, à tout préjuger, et à

donner des démonstrations spécieuses dans la forme,

mais vicieuses au fond.

Supposez, par exemple, qu'au lieu d'employer la

forme des progressions par quotient, j'eusse employé

celle des progressions par différence, et que j'eusse

écrit

Ox - /?3 ;
c^ , d^

j'en aurais machinalement déduit non plus

d^ = ,

mais (/^ = bo -f c\ — a^^

Or, personne ne contestera que l'on avait égale-
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ment le droit de représenler Teosemble des deox

proportions aussi bien par la forme caractêrisliqiie

de Tone, que par la forme caracléristiqae de l'aatre;

ou pour mieux dire^ tout le monde sera d'avis qu*em-

ployer Tune on Faatre de ces formes esl un lort,

car elle préjuge des propriétés que p»ar cela seul on

a cru applicables, et qui, ainsi, ont été gratuitement

admises sans démonstration. Maintenant que lob-

ser?ation en est faite, et qu'on peut préfoir que le

mémoire de M. Français est an sophisme, on com-

prend que c'est précisément à l'abri de cette forme

et des propriétés ordinaires qui lui sont inhérentes,

que le sophisme s'est glissé, et il semble s*j être lena

tellement caché, que jusqu'à ce jour il esl resté ina-

Sans doute, on peut, sans de grands inconTénienls,

donner à Texpression a^
: ^ ; : c-r : rf? le nom de

proportion. Mais remcirquons bien que le mot pro-

portion, pris isiDlement, s'appliquant aux deux gen-

I es de proportion p^ar différence et par quotient, il est

indispensable, lorsqu'on pmrle de qnalre nombres

qui sont en proportion, de spécifier de qud genre de

proportion il s'agit; or, poor celte troisième e^ièoe

de proportion que vous créez, î! en s^a de nêm^
et comme les opérations que vous ferei sur ces quatre

nombres, lorsque la proportion sera par quotient,

seront 1res différentes de œlles que voos pourrîei

pratiquer sur eux, lorsque ces BomlN^es serom en

progression par différence, de même les nooTeUes
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opérations qui pourront être faites sur les quatre nom-

bres; ou, pour mieux dire, sur les quatre indices qui

constituent votre troisième espèce de progression,

pourront être d'un genre complètement différent de

celles qui sont applicables aux deux cas précé-

dents.

Si, pour donner, par une seule expression, une

idée du rapport complexe de grandeur et de position

on avait écrit ;

«a 63 c^ d$

alors on aurait commencé à s'enquérir très probable-

ment de quelles propriétés pouvait jouir une sem-

blable réunion des quatre indices ««> ^3» ^"y^ ^^t

on se serait demandé si on pouvait appliquer à ces

indices, avec la double représentation qui leur est at-

tribuée, une opération quelconque de l'arithmétique,

et on aurait, je crois , éprouvé beaucoup d'embarras

à résoudre la question. Il est possible , sur a, 6 , c,d

séparées , d'appliquer les opérations exprimées dans

T^= ^ et celles qui en dépendent; il est également

possible d'agir séparément sur a, /3, y, (J et de leur

appliquer les opérations indiquées dans a— /3=y — ^

et celles qui en dépendent , mais, avant d'appliquer

sur «a une opération quelconque , il faudrait avoir

défini ce que peut être dans ce cas une semblable

opération , et c'est la difficulté qui se présentera tou-

jours, lorsqu'on employera en algèbre un signe

pour représenter , non une opération de l'arithmé-
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lique, non une quantité, mais une convention.

Tant que la relation qui peut exister entre les

procédés du calcul et l'ordre de faits auquel s'ap-

plique cette convention, n'aura pas été soumise

à de sérieuses investigations , il sera impossible de

conclure. Or , il ne faudra pas chercher la relation

dont je parle dans quelques artifices de calcul, dans

le jeu de quelques formules, dans le rapprochement

peu fondé de quelques résultats plutôt algébriques

que rationnels; ce serait s'engagei." dans une voie peu

satisfaisante pour Tesprit et trop féconde en écueils.

Mais il faudra la déduire de la nature même de cet

ordre de faits, de son essence comparée directement

avec celle des opérations diverses dont se compose

la science du calcul , de l'analogie complète qui peut

exister entre les divers résultats produits par cet

ordre de faits sur les quantités auxquelles il s'appli-

que, et ceux que les opérations du calcul produisent

à leur tour sur les nombres qui représentent ces

quantités. Si dans cette comparaison , on trouve

une analogie complète entre les résultats naturels et

les résultats calculés, alors, mais alors seulement,

on sera en droit de conclure que, sous le point de

vue de l'algèbre , les opérations qui ont produit ces

résultats numériques sont l'équivalent des circon-

stances ^ des opérations naturelles , sous l'influence

desquelles arrivent les faits représentés par ces nom-

bres ; dès ce moment , le signe conventionnel pourra

être remplacé par une opération de calcul.
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Telle est la véritable marche philosophique qu'il

faut suivre toutes les fois qu^on veut savoir s'il existe

quelque relation, quelque aîïa=ii>|ie entre un certain

ordre de faits et les diverses opérations dont se com-

pose la langue générale^ connue sous le nom d'al-

gèbre j, à l'aide de laquelle nous exprimons les r,'ip-

porls que les choses, soit de même espèce, soit d'es-

pèces différentes, peuvent avoir entre elles.

Mais je reprendrai plus tard et avec plus de détails

ce sujet important, je reviens maintenant au mé-

moire de M. Français.

De ce qui précède on doit conclure :

i * Qu'il est impossible de donner un sens à l'égalité

2° Qu'il est pareillement impossible de donner un

sens à l'expression 1 : la : : a : «a.

3** Enfin, qu'alors même (|ue cette dernière expres-

sion pourrait être considérée comme représentant

une proportion collective de grandeur et de position
,

suivant les idées de M. Français, on ne trouve rien

dans le raisonnement de l'auteur qui autorise à ap-

pliquer aux termes de celte proportion collective,

telle ou telle autre opération de calcul. Or, déduire

de l'expression précédente la relation «*=«. 1*, c'est

supposer que les règles de la progression géomé-

trique s'appliquent à la progression collective ce qui

n'a pas été démontré; d'où il suit que Tédifice tout

entier de M. Français tombe avec sa base»

Peut-être trouvera-t-on maintenant qu'il n'est pas
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nécessaire de poursuivre plus longuement notre cri-

tique , et que ce que nous venons de dire est bien

suffisant pour faire complètement rejeter la théorie

de M. Français; mais comme ces erreurs ne sont pas

les seules qui existent dans cet ouvrage , et qu'une

discussion ne peut être que fort utile sur des sujets

qui, comme celui-ci , tiennent à la métaphysique de

la science; comme de semblables discussions sont

toujours la source d'utiles révélations, et répandent

par conséquent de salutaires clartés sur l'institution

des doctrines scientifiques, je crois
, par ces motifs,

devoir donner à cette critique de nouveaux dévelop-

pements.

— Théorème premier de M. Français.

Après avoir montré comment M. Français a donné

à ses définitions une plus grande extension qu'elles

n'en comportent, passons à ses théorèmes et livrons-

nous surtout à un examen approfondi du premier.

M. Français , dans ce théorème , se propose de

démontrer que les quantités imaginaires delà forme

± a V— 1 représentent en géométrie de positioi>

des perpendiculaires à l'axe des abscisses.

Or , toute la force de son raisonnement s'appuie

sur celte considération que la quantité ^ a V— i

est une moyenne proportionnelle de grandeur et de

position entre + a et — a,

A l'appui de cetteassertion, non seulement M. Fran-

çais ne présente aucune preuve directe, mais même
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aucune considération plus ou moins plausible

,
plus

ou moins éloignée; c/est un fait que, sans cloute,

M. Français considère comme suflisamment établi
,

et, en ceci, comme je le ferai voir tout à l'heure , il

est du moins conséquent avec sa définition première,

prise avec toute la latitude que , dans sa méprise, il

a cru pouvoir lui attribuer.

— Critique et erreur de M, Servais au sujet de ce

théorème

.

C'est principalement contre cette assertion que

porte la critique de M. Servois. Mais M. Servois ne

montre pas en quoi cette assertion ne saurait être

admise , il se borne à faire remarquer qu'elle n'est

pas démontrée; citons, à ce sujet , les expressions

de ce géomètre. « La démonstration du premier

» théorème de M. Français est, à mon avis, tout à

» fait insuffisante et incomplète. En effet , cette

» proposition
, qui en fait la base , la quantité

» dzaV— 1 est une moyenne proportionnelle de gran-

di deur et déposition entre + a et — «, équivaut à ces

» deux-ci, dont une (=t a \/— 1 moyenne de gran-

» deur entre + a et — «) est évidente , et dont

» l'autre (±: a V— i ? moyenne de position entre

„ + a et — a) n'est pas prouvée, et renferme pré-

» cisément le théorème dont il s'agit, j»

Ici , nous aurons à la fois à condamner et le cri-

tique et l'auteur. On a quelque peine à concevoir

comment M. Servois a pu trouver évident que la
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quantité ±i a V/— î est une moyenne de grandeur

entre + a et — a.

Qu'est-ce que + a, qu'est-ce que — a? Ce ne sont

pas deux quantités considérées sous le point de vue

seulement de leur grandeur; car, s'il en était ainsi,

comme les grandeurs exprimées sont égales, il fau-

drait dire que chacune de ces quantités représente

la même chose, et qu'entre les deux expressions + a

et — a il y a égalité, ce qui n'est pas.

Mais + a et — a sont deux longueurs égales dont

les deux directions sont inverses l'une de l'autre,

c'est évidemment ce qu'expriment les deux signes

4- et —

.

Il est dès lors incontestable que lorsque je multiplie

+ a par— a, j'ai égard, non seulement à la grandeur

a de chacune des deux lignes, mais encore aux signes

+ et — qui accompagnent l'expression de cette gran-

deur, c'est à dire aux directions; il faut donc , par

suite de cette observation , reconnaître que le pro-

duit obtenu conservera une empreinte de ces deux

directions, qu'en conséquence ce produit, dans son

ensemble , ne saurait être seulement fonction de la

grandeur , et qu'enfin sa racine quarrée sera affectée

de quelque indice provenant de ce que les signes

de direction ont été mis en jeu dans les diverses

opérations qui ont produit le résultat final. On ne

saurait se refuser à admettre de telles conséquences,

et c'est avec beaucoup de sens que M. Gergonne se

demande comment i: a V— 1 pourrait être moyenne

14
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de grandeur entre + a cl — a. Comment un être de

raison , un être imaginaire pourrait être dit moyen

entre deux grandeurs effectives.

Gela posé , revenons à l'assertion de M. Français,

et lâchons de suppléer au silence de M. Servoisi^^^-

— Raisonnement de M. Gergonne à l^appui du tliéo^

rème premier.

Voici comment M. Gergonne essaie de faire con-

cevoir la vérité du théorème premier de la théorie des

imaginaires :

« La moyenne proportionnelle de grandeur entre

» + a et — a n'est et ne saurait être que a , car

» lorsqu'on parle uniquement de grandeur , on doit

» faire abstraction des signes, et y'a a = a. Mais

» lorsqu'on prend pour la moyenne dz a v^— 1 , on

i) annonce par là même qu'on a eu égard aux posi-

» lions inverses de + a et — a , la moyenne doit

» donc alors conserver l'empreinte de cette consi-

)) dération; elle est donc par le fait même une

» moyenne de position aussi bien que de gran-

» deur. >

On voit que le genre de considérations sur lequel

s'appuie M. Gergonne, est exactement de la même

nature que celui dont j'ai fait usage pour signaler et

combattre l'erreur de M. Servois; toute la discussion

est donc maintenant portée sur ce point : parce qu'en

employant + a et — a , le résultat doit conserver

l'empreinte de la considération des directions, s'en-
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suit-il que de cela seul il resuite que cette empreinte est

telle que la moyenne obtenue soit à la fois une moyenne

de grandeur et une moyenne de direction. Tel est le vé-

ritable point à discuter , el je crains bien que tout le

monde prévoye, dès ce moment, que
,
posée en ces

termes, la difficulté, au lieu d*être résolue , n'a éié

que reculée.

--^Réfutation de ce raisonnement déduit de l'influence

des signes.

En effet si une pareille tbèse pouvait être vraie, si

des raisonnements aussi vagues, des expressions aussi

peu mathématiques, pouvaient passer en force de

chose jugée, i! faudrait à coup sûr refuser à la science

du calcul la qualification de science exacte , il fau-

drait à la certitude mathématique substituer une

probabilité fort incertaine.

Supposons un instant que le raisonnement que je

viens de faire connaître soit fondé , et appliquons-le

à quelques considérations de calcul ; on ne sera pas

peu surpris des conséquences auxquelles il va nous

conduire.

Par exemple :

La moyenne par différence entre les longueurs a et

by est incontestablement égale à -i—

C'est le résultat auquel on parvient quand on ne

s'occupe que de grandeurs; mais si je suppose que

la direction a est inverse de la direction de 6, j'ex-
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primerai cette circonstance en faisant précéder les

nombres aeib des signes — et +, de sorte que dans

ce cas la moyenne cherchée sera—~

—

Or, pourrions-nous dire^ en reproduisant textuel-

lement le raisonnement de MM. Gergonne et Fran-

çais, comme on a eu égard aux positions inverses de

— a et de + b, la moyenne doit alors conserver

Tempreinte de cette considération, elle est donc par

le fait même une moyenne par différence de position

aussi bien que de grandeur.

Et, parce que le résultat final ^ *"

, sera al-

ternativement frappé du signe + et du signe —,
suivant que b sera plus grand ou plus petit que a,

et qu'il ne peut pas d'ailleurs être affecté d'un autre

signe, il s'en suit que la moyenne de position entre

les deux directions inverses caractérisées par -|- et —

,

doit toujours se confondre avec la ligne même sur

laquelle les deux directions sont comptées, et qu'elle

pourra alternativement coïncider, soit avec la direc-

tion directe, soit avec la direction inverse de celte

ligne^ mais jamais avec la direction perpendiculaire

comme cependant cela devrait être.

Telles sont les singulières conséquences auxquelles

nous conduirait la théorie des empreintes, qu'on me

passe cette expression, si elle pouvait être adoptée

comme vraie.

Poursuivons :
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Il est connu que si a représente une longueur, la

surface du quarré construit sur cette longueur aura

pour expression a^; cela posé, opérons successive-

ment sur les deux droites + a et — a égales en gran-

deur, mais dirigées en sens inverse Tune de Tautre,

le quarré de la première s'obtiendra en multipliant

4- a par+ a, et d'après les règles connues ce quarré

sera+ «2
; le quarré de la seconde s'obtiendra en mul-

tipliant — a par — a : or d'après les règles connues

le quarré sera encore comme précédemment + a*.

Cela posé, d'après les idées de MM. Gergonne et

Français il faudrait dire : « En ayant égard aux po-

» sitions inverses de + a et de — a, le résultat doit

* conserver l'empreinte de cette considération, ce ré*

» sultat indique donc par le fait même la position du

M quarré construit aussi bien que sa grandeur. »

Or ici évidemment la règle se trouve en défaut,

car dans le cas actuel grandeur et position, tout dans

le calcul est égal de part et d'autre.

£t cependant en réalitéi dans l'exécution pratique»
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il est de toute évidence que la position du quarré

construit sur OA' est très différente de celle du quarré

construit sur OA ; car ces quarrés OABP , OA'B'P

sont, non pas superposés, comme cela devrait avoir

lieu si leur position était la même, mais juxtaposés,

ce qui est très différent.

A la vérité on pourrait dire que si OABP est le

quarré représenté par (+ a) x (+ «), puisque OA et

OP sont les directions positives des axes, il n'en est

pas ainsi de OA'B'P qui ne saurait être le quarré re-

présenté par (

—

a) X (— «), mais bien celui figuré

par (—- a) X (+ «)5 or, ce dernier quarré étant — a%

il en ressort une distinction manifeste entre les deux

cas, l'un ayant le signe + et l'autre le signe —

.

Mais à cette manière de raisonner se présente une

objection grave et bien propre à nous montrer com-

l)ien la théorie que je critique, poussée dans ses

conséquences, nous conduirait loin des idées reçues.

En effet, cette explication ne tendrait à rien moins

qu'à faire considérer l'expression (— a) X (+ «)

comme un quarré , ce qui^ sous le point de vue al-

gébrique est inadmissible j en effet, en algèbre la

condition essentielle pour qu'une expression soit

réputée quarrée, c'est que les deux facteurs qui doi-

vent la produire soient complètement les mêmes

,

tant sous le rapport numérique que sous celui des

signes, et cette condition est tellement indispensable

dans l'état actuel delà science, elle est considérée

comme tellement fondamentale^ qu'ayant conduit
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dans ses conséquences, a nn genre d'expression in-

compris, à des quantités inintelligibles, qualifiées d'i-

maginaires, les algébristes ont mieux aimé s'humi-

lier devant ces formes mystérieuses et reconnaître

leur existence conirpe légale, s'il est permis de s'ex-

primer ainsi, plutôt que de déroger au principe posé

dans la définition du quarré. En ce point les algé-

bristes ont- ils eu tort, ont-ils eu raison ? ou bien leur

a-t-il manqué seulement déposer quelquedistinction?

C'est ce que je n'ai point à examiner ici ; mais tou-

jours est-il que leur manière d'agir est passée en

principe dans la doctrine actuelle de l'algèbre.

Or, !es conséquences de l'interprétation précé-

dente, c'est à dire de l'application des idées de

M. Français et Gergonne, étant formellement con-

traires à ce principe^, j'en conclus qu'il est impossible

dans l'état actuel de nos idées sur l'algèbre d'admet-

tre cette interprétation comme vraie.

D'ailleurs, attaquons plus directement la question,

car sous toutes ses faces il est facile de la com-

battre. Si vous ne voulez pas, dirons-nous , recon-

naître le quarré OA'B'P comme le représentant de

(— a) X (— a) , il faudra nécessairement admettre

que ce quarré est figuré par OA'CQ
,
puisque pour

celui-ci et relativement au quarré OABP , on a à la

fois OA' = — a et OQ --- — a.

Or, bien loin d'arriver par ce moyen à un quarré

superposé au premier et ayant même position que

lui, nous obtenons un troisième quarré dont la posi-
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tion est bien plus éloignée encore de celle du premier,

que ne Tétait la position du second.

Ainsi, de quelque côté qu'on envisage la question,

il est impossible, en lui appliquant les idées de

M. Gergonne et Français, d'en tirer une conséquence

raisonnable, d'en déduire un résultat algébrique

conforme aux résultats des opérations géométriques;

car le résultat algébrique, soit qu'on employé + a

,

soit qu'on employé — a , reste toujours frappé du

signe +, tandis que la construction géométrique

conduit à deux quarrés, dont les positions respec-

tives, d'après toutes les idées reçues , doivent être

considérées comme inverses l'une de l'autre et par

conséquent caractérisées par les signes opposés

+ et —

.

— Doutes et objections au sujet de la règle des ti-

gnes en algèbre.

Au reste, les objections que je présente ici n'atta-

quent pas seulement le mémoire de M. Français,

elles étendent leur portée sur un des points les plus

délicats des doctrines algébriques , sur les quantités

négatives isolées et sur la fameuse règle des signes

qu'on croit peut être avoir démontré par des argu-

ments incontestables, et contre laquelle le sujet que

je viens de traiter forme évidemment une sérieuse

objection. N'est-il pas évident, en effet, que puis-

que , sous le point de vue algébrique les quarrés
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( + a ) X (+ a) et (— a) X (— «)> sont exactement

les mêmes, tant par rapporta la grandeur, que par

rapport aux signes , on devrait en conclure que les

quarrés géométriques correspondants doivent avoir

même surface et même position ? Or , si Fexpérience

prouve qu'il n'en est point ainsi, qu'il y a bien éga-

lité de surface , mais qu'il n'y a pas coïncidence de

position, il en faudra conclure , ou que la règle des

signes n'est pas exacte, ou que, du moins, elle n'est

pas toujours applicable.

En adoptant cette dernière supposition
,
qui est la

moins excentrique, il faudrait dire : le quarré de— a

est égal à + a\ comme le quarré de + a, non parce

que — multiplié par — donne +, mais parce que,

lorsqu'il s'agit de surface , il faut faire abstraction

des signes , ou pour mieux dire des directions , et

s'occuper exclusivement des longueurs. Et d'ailleurs

la démonstration géométrique à l'aide de laquelle

vous enseignez à déterminer la surface d'un quarré

construit sur une ligne, s'appuye-t-elle par quelque

considération directe ou indirecte sur la position de

cette ligne , et vous conduit-elle à quelque consé-

quence sur l'influence que cette position peut avoir

sur celle du quarré? Nullement; sous ce rapport,

cette démonstration est muette , et non seulement

elle est muelte, mais je dirai que son esprit est

plutôt contraire que favorable à une semblable con-

séquence : ne donnez donc pas à celte proposition en

algèbre plus d'extension que sa définition géomé-
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iriqne , c'est h dire sa véritable base , ne vous auto-

rise à en admettre.

-r- Résumé de cette discussion .

Je répéterai encore ce que j'ai dit tout à l'heure.

Ce n'est point ici le lieu de traiter à fond l'importante

question (|ue je soulève, mais il était nécessaire d'en

dire assez pour montrer que dans cette matière le

doute pouvait être permis, pour faire voir combien

il était raisonnable de supposer que, même dans les

propositions généralement admises par tous les

algébristes, il y avait lieu de ne pas appliquer sans

réserve la règle des signes à toutes les circonstances

du calcul.

Or, en ceci, nous avons attaqué et combattu la

proposition de M. Français, non point d'une manière

indirecte, non point dans quelques détails de forme,

mais dans son essence ^ dans son principe , dans la

partie où cette proposition tend , si non à fausser la

métaphysique de la rè^le des signes, du moins à en

abuser.

Je puis donc maintenant dire à M. Français :

Je prouve que votre raisonnement, appliqué terme

pour terme à des propositions autres que la vôtre

,

conduit à des conséquences contraires à vos propres

déductions et aux principes admis dan^ les doctrines

algébriques. Donc ce genre de raisonnement ne

saurait s'appliquer à tous les cas , et dès lors il de-

vient évident qu'avant de vous en servir vous
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deviez donner la preuve, que vous y étiez suffîsam-

ïnent autorisé.

Je fais plus, je montre que dans les cas où l'on en

fait ordinairement usage, dans ceux où son emploi

n'a paru, jusqu'à ce jour, sujet à aucune contesta-

tion , la règle ordinaire des signes appliquée aux

qualités isolées , conduit à des résultats algébri-

ques qui ne coïncident pas toujours avec les résul-

tats géométriques dont ils devraient être les repré-

sentants. Or, toute l'économie de votre démonstra-

tion porte sur une application de la règle des signes

à des quantités isolées représentant des quantités

géométriques, il est donc impossible de ne pas con-

sidérer comme problématiques les conséquences

déduites d'un pareil genre de démonstration.

Je crois donc que l'on reste maintenant convaincu

que la démonstration du théorème premier de

M. Français est encore à faire, et que sa théorie des

imaginaires repose sur une base que nous venons de

détruire.

— Nouvelle réfutation du théorème premier de

M, Français sous le point de vue de saforme ûlgé-

brique.

Peut-être pourrais-je borner ici mes observations

critiques sur ce sujet
; mais qu'il me soit permis

d'examiner encore sous un nouveau point de vue le

théorème premier de M. Français, non parce qu'il

me paraît nécessaire d'entrer daris de nouveaux dé-
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tails pour redresser les erreurs de ce géomètre,

mais parce que ce nouvel examen nous mettra sur

la voie de ce qu'il peut y avoir à faire pour donnera

sa théorie des imaginaires ce qui lui manque sous

le point de vue de la justification.

Voici ces nouvelles observations :

En vertu du théorème premier de M. Français, la

quantité a V— 1 doit être moyenne proportionnelle

de grandeur et de position entre + a et— a.

J'écris donc d'après ce géomètre

+ a: a VZIT : : a VZI\ : — a

Or, que dit la définition première^ car c'est tou-

jours là qu'il faut en revenir pour se rendre un

compte exact de toute proportion collective de gran-

deur et de position; elle dit qu'une semblable pro-

portion est l'équivalent de deux autres, l'une par

quotient relative aux grandeurs, l'autre par diffé-

rence relative aux positions.

Cela posé, puisque les signes +, —, V — i sont

,

tant d'après les idées reçues que d'après celles de

M. Français, les caractères algébriques des direc-

tions, il n'y a qu'à les faire disparaître, et il faudra

qu'alors il y ait proportion par quotient entre les let-

tres qui restent et qui n'expriment plus que les

grandeurs; c'est ce qui arrive^ puisqu'on a

a: a: : a : a

Passons à la seconde épreuve, et recherchons no-
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tre progression par différence, pour cela, il faut, an

contraire , faire disparaître les grandeurs et ne

laisser que les signes ; alors on a les quatre sym~

boles

+ 1, + v/^::î, + V=l, - 1

et il faudrait, d'après la définition première de

M. Français, qu'on eût

+ 1 .+v/=T : +v/=^. -i

ou i — yzrî= v^3rï + i

ce qui n'est pas.

Il nous est donc impossible dans la proportion

collective de M. Français, de retrouver à la fois les

deux proportions par quotient et par différence, qui,

d'après sa définition première, doivent la constituer.

Mais si, reconnaissant que yj^\ ne peut satis-

faire à la progression par différence ci-dessus, nous

appelons x l'expression inconnue qui doit la vérifier,

nous poserons pour déterminer x

-\- \ , X ix , — 1

Or, de cette relation
,

je déduis ^=0, d'où il

faudrait conclure que la question est insoluble.

Tel est le dernier mot de la proposition de

M. Français, lorsqu'on pousse jusqu'au bout les con-

séquences qu'on en peut déduire 5 nouvelle preuve

de l'insuffisance de la théorie des imaginaires.
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— Les propositions de M. Français manquent de jus-

tification, mais peut'être ne sont-elles pas fausses.

C'est à l'aide des considérations qu'on vient de

lire que j'ai reconnu depuis longtemps que la théo-

rie de M. Français était inadmissible. Le silence que

tous les lecteurs des Annales ont gardé sur cette

théorie, la stérilité à laquelle elle a été vouée depuis

le jour où elle a été produite, bien que ses principes

parussent si féconds, me font croire qu'il n'est pas

un géomètre qui se soit cru suffisamment autorisé à

l'admettre, et expliquent pourquoi elle a été ainsi

délaissée.

Mais si dans l'étude des sciences il est important

de signaler les erreurs, de les combattre et de les dé-

truire, i! ne l'est pas moins de rechercher si à la

place de ces erreurs, on ne pourrait pas substituer

quelque vérité; or, remarquons que dans le cas ac-

tuel nous avons bien montré que M. Français a

donné à ses définitions plus d'extension qu'elles n'eu

comportent, qu'il a admis comme évidente une pro-

position qui ne l'est pas. Mais cela ne prouve pas qu'au

fond cette extension n'existe pas , cela ne prouve

pas que la proposition non démontrée n'est pas vraie.

Nous pouvons considérer MM. Français et Gergonne

comme ayant obéi à une sorte d'instinct, comme

ayant préjugé les résultats obtenus, mais l'instinct,

et surtout celui des hommes détalent, ne trompe pas

toujours, et tous les préjugés ne sont pas des er-

reurs.
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— Quelques réflexions sur la métaphysique de la

science du calcul.

H y a cinq ans environ qu'ayant été ramené par

un travail dont je m'occupais sur les logarithmes,

aux considérations des quantités négatives et positi-

ves à celtes des infiniment petits, en un mot à tons

ces objets qui touchent de si près à la philosophie de

la science et qui ont entre eux une si grande con-

nexion, je fus conduit à revoir de nouveau le mémoire

de M. Français; et réfléchissant une seconde fois sur

les objections que l'on vient de lire, je reconnus qu'il

y avait peu à faire pour donnera ce travail une partie

de ce que demandait M. Servois, c'est à dire le com-

plément qui lui manque, sous le rapport de l'évidence.

Mais en ce qui concernait la fécondité, la tâche me

paraissait loin d'être remplie; et je ne pouvais croire

que ce que j'avais fait était suffisant pour étendre

et perfectionner la nouvelle théorie, dans le sens où

paraissait fentendre M. Gergonne, pour en rendre

bien évidents l'esprit, le but et les avantages. J'a-

vais bien, si l'on veut, résolu la question sous le

point de vue algébrique , mais cela ne me suffisait

pas , car j'en voulais voir le fond autrement qu'à

travers les symboles du calcul.

Ces pensées devinrent la source de nombreuses ré-

flexions sur la représentation des quantités à l'aide

des formes algébriques; je commençai à reconnaître

d'abord quelques abus, ou, si l'on veut, quelques

emplois non justifiés des divers signes d'opération
,
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ensuite, il me parut que ces mêmes signes, dont on

avait fait abus dans certaines circonstances, pou-

vaient être avantageusement employés dans d'autres

cas où on les avait délaissés; plus tard, il me sembla

nécessaire d'établir une distinction nette et précise

entre les divers éléments qui figurent dans toute ex-

pression algébrique. De là est résultée la classifica-

tion de ces éléments en deux espèces, suivant qu'ils

servent à désigner des grandeurs, ou qu'ils repré-

sentent des opérations du calcul
;
puis vint cette

pensée féconde que de même que les premiers élé-

ments, les nombres représentent en algèbre la gran-

deur des quantités, de même les signes d'opération

algébrique pourraient bien être les représentants

des opérations à l'aide desquelles la nature établit les

quantités, dans tel ou tel état, dans tel ou tel ordre,

et cela indépendamment de leur grandeur; pensée

fort simple, sans doute, et qu'on serait tenté décon-

sidérer comme oiseuse, mais qui, je n'hésite pas à le

dire, est le véritable lien qui unit la philosophie na-

turelle à la science du calcul, le véritable intermé-

diaire qui transforme les lois du monde créé en for-

mules algébriques toujours compréhensibles, le

passage indispensable à l'aide duquel notre raison

parvient, sans commettre d'erreurs, à mettre les pro-

blèmes naturels en équation.

Mais l'exposition complète de ces doctrines me

faisait évidemment sortir des bornes d'une simple ré-

futation
;
je ne pouvais les y placer comme un épisode^
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leur importance, aii contraire, les faisait devenir su-

jet principal , et aujourd'hui leur ensemble a com-

posé tout cet ouvrage. Mais je me hâte de rentrer

dans mon sujet.

— Rectification de la théorie des imaginaires.

Maintenant il me reste à faire connaître le com-

plément que j'ai annoncé , et à l'aide duquel le tra-

vail de M. Français peut, sinon sous le point de vue

philosophique , du moins sous le point de vue de

l'algèbre, être admis comme exact.

Voici donc la série de raisonnements qui me pa-

rait propre à donner à la théorie des imaginaires un

caractère vraiment mathématique.

On a dû remarquer que ce qu'on peut reprocher

à M. Français, c'est d'avoir tacitement admis en pre-

mier lieu que la proportion collective de grandeur et

de position pouvait s'écrire :

Ga :b^: : c^: d^

c'est à dire sous la forme des progressions par quo-

tient, et, en second lieu, que par cela môme, elle

pouvait jouir de toutes les propriétés de ce genre de

progression.

C'est évidemment ainsi qu'il en a agi en posant

l'équation «à ^= «• la- C'est encore ainsi qu'il en a

agi en disant que a y/— 1 est moyenne proportion-

nelle de grandeur et de position entre + a et — a.

Cette idée ressortant évidemment de notre cri-

15

I
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lique, suivons-la un instant dans ses conséquences.

Comme les indices conventionnels adoptés pour

représenter les diverses circonstances d'un certain

ordre défaits, n'autorisent point (tant qu'ils restent

à l'état de convention) l'usage des opérations du cal-

cul, on peut se demander si à la place de a», ^3, etc.,

on ne pourrait pas substituer une expression algé-

brique , telle que les règles ordinaires de la propor-

tion par quotient, fussent applicables à la proportion

collective de M. Français

Pour éclairer cette question, supposons un instant

qu'elle soit possible , et désignons par conséquent

cette expression inconnue dans laquelle cet a doivent

figurer par /(«,«); il est inutile d'insister plus lon-

guement pour faire voir que la fonction / étant

indépendante de la valeur particulière de a et «, cette

fonction sera la même pour l'expression de toute

droite dirigée, et qu'en conséquence la forme assi-

gnée par M. Français deviendra

(1).... /(fl,a):/(&,/3)::/(c,y):/(rf,a)

et il faudra déterminer la fonction/ de telle manière

que les deux équations de condition primitive

a: b ::c : d

a , (S : y . $

aient toujours lieu et puissent se déduire l'une et

l'autre de l'expression (i) , et cela en conservant



— 227 —
d'ailleurs leur indépendance , c'est à dire de telle

sorte que les valeurs de «, b^ c, d n'influent en rien

sur celles de a, /3, y, ^^ et réciproquement , car c'est

précisément là la condition qui existe entre les don-

nées de la question.

Cela posé , il ne faut pas réfléchir longtemps sur

ce sujet pour reconnaître, de prime abord, que si la

fonction / (a, a) est de la forme a F (a), on satisfait

déjà à la moitié du problème; en effet, la proportion

précédente deviendra

aF(a) : ^F(/3)::cF (y):(/F(^)

Or, si la nature des données et celle de la forme F

autorisent cette proportion, on en déduira :

6. F (/3)
~ d.¥ {à)

^^

et comme d'ailleurs les mêmes données disent d'a-

vance qu'on doit avoir séparément la proportion de

CL C
grandeur — = —, il s'ensuit que la relation (i) se

réduira seulement à

F>)_F_(y)
F (/3)

- F {à)

C'est à dire que la première proportion du pro-

blème subsistera telle quelle, et que la seconde , de

proportion par différence qu'elle était , deviendra

proportion par quotient.
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— La direction d'une droite a pour expression algé-

brique la fonction logarithmique.

Il reste donc à examiner maintenant quelle doit

être la forme de la fonction F pour que la propor-

tion par différence

a . /3 : y .(J

puisse être légitimement remplacée par la proportion

par quotient

F (a): F(/3) : : F (7) :F (^)

Or, énoncer une semblable question, c'est en

donner la solution ; il est évident , en effet, que cet

énoncé n'est autre chose que l'exposé de la propriété

fondamentale de la fonction logarithmique.

Appelant donc 2 la base inconnue du système de

logarithmes dont il peut être ici question, nous au-

rons

F (a)= s^'-

et alors la proportion collective de M. Français

s'écrira sous la forme

az"" : bz^ :: czt : dz^.

Or , maintenant il devient évident que s'il est vrai

que a, A, c, (/, sont en proportion par quotient, et

a
, (^, y y ^,en proportion par différence, on pourra

appliquer à la proportion collective ci-dessus les

règles de la proportion par quotient ; en effet , en

suivant ces règles il vient

a ce — IS _c y — $
~ z — ~ z
b d
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ce qui, en vertu des deux conditions

a c ^ .

^.^ . et «-/3=:y-a,

est incontestable.

— Détermination de la base de ce système de toga -

rithmes.

Que reste-t-ii donc à Hiire maintenant? Adéter*

miner la \aleur de la base 2; et comme cette déter-

mination est indépendante des grandeurs, nous pour

rons supprimer celles-ci et considérer la proportion

s* : z^ : : zt : s'^'.

Cela posé, pour déterminer s , il suffira d'examiner

un cas particulier; pour cela, admettons que a est

nul et (^égal à tt, c'est à dire que les deux positions

z"^ et z^ sont sur la droite prise pour point départ

,

mais inverses Tune de Taulre, et supposons qu'on

veut chercher entre elles une moyenne ; nous sa-

vons d'avance que cette moyenne sera la perpen-

diculaire à la droite précédente, de sorte qu'en

vertu de ce qui précède, son expression algébrique

devra être 2' . D'ailleurs, parce que la forme géné-

rale 2°^ autorise l'application des règles de calcul qui

régissent les proportions par quotient, il s'ensuit

qu'en désignant para; l'expression analytique de la

direction moyenne cherchée, on devra avoir

2^ ' X y, X *, 2^

d'où
*

X = y^2° i^
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et par conséquent, puisque nous savons d'avance que

X est égal kz' , nous pourrons écrire,

Telle est l'équation de condition de laquelle je dé-

duirai la valeur de z. Il semble , au premier abord ,

que cette équation ne saurait rien apprendre , et

qu'elle est une identité toujours satisfaite quel que

soit z. En effet, so z^ est la même chose que 2°+^ ou 2\

et la racine quarrée de cette quantité étants * Féqua-

tion précédente donne identiquement

Mais si tel est le résultat auquel on parvient en con-

sidérant cette condition en elle-même et en dehors

de tout autre point de vue algébrique , il n'en est plus

ainsi, à beaucoup près , lorsqu'on essaye de combiner

la série d'idées nouvelles, dont la notation z* est le

représentant, avec certains principes acquis à la

science, et sanctionnés par une expérience de tous

les jours. En effet, on sait et on prouve à priori que

dans les considérations qui se rattachent à l'étude des

directions, et à cause des relations obligées qui exis-

tent entre elles, on sait, dis-je , que pour avoir égard

à l'état direct et inverse que peut prendre une même
longueur, il faut désigner l'un de ces états par+ a et

l'autre par — a, ou plutôt afin de faire voir que les si-

gnes + et — n'affectent pas la grandeur, mais seule-



^ 231 —
ment la direction par a, (-|- 1), et par a. (— i). Cela

posé^nousnoustrouvonsainsiobligés d'admettre qu'il

doit y avoir identité complète entre les expressions

+ 1 et s° qui représentent algébriquement la position

directe, et entre — 1 et zw qui représentent algébri-

quement la position inverse.

Il est manifeste que c'est le seul moyen d'éviter

ultérieurement des contradictions dans les diverses

recherches algébriques auxquelles on pourra se livrer.

Or, de ces analogies on conclura que le produit

so z^ est égal à — 1, et que la racine de ce produit

n'est autre chose que y^— 1; en sorte que la précé-

dente équation se transforme ainsi qu'il suit

22 = ^^—1

Or , sous cette nouvelle forme , cette équation

n'est plus une identité, elle est le germe d'une théorie

féconde à l'aide de laquelle la science du calcul va con-

quérir un système complet de numération pour les

directions^ comme elle en possède un pour les gran-

deurs, et c'est ce que j'ai suffisamment développé à

la fin du chapitre précédent.

Quant à la valeur de z déduite de l'équation

z 2 _ v/—

i

elle ne dépend plus que d'un calcul fort court.En effet,

si dans la formule connue

—r . X V-— i
cos x+ V — lsina;=:e
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on fait ^ =z: ~ il viendra
2

^^ \/— \

Comparant donc cette équation avec Téquation en, s on

en déduit immédiatement

e :=: z a ou z =z e

Telle est !a valeur de la base du système de loga-

rithmes à Taide duquel on supputera les directions.

Certes, aux yeux de beaucoup de géomètres, ces

principes de la théorie des imaginaires paraîtront, je

Pespère, établis d'une manière incontestable, et peut-

êtie n'en demanderont-ils pas davantage; quant à

moi j'ai été plus exigeant. Sans doute, cette im-

portante vérité que ^— 1 est un signe de perpendi-

cularité , ressort suffisamment des détails qu'on

vient de lire; mais elle ne me paraît point, par ce

procédé, prochainement déduite des premières no-

tions de la géométrie ; elle réside plutôt dans des con-

sidérations d'algèbre, qui^ à la vérité, ne permettent

point le doute , mais dont l'analogie avec les consi-

dérations correspondantes de géométrie n'est point

toujours immédiate. On a vu dans le chapitre troi-

sième avec quelle simplicité j'arrive à la même con~

séquence à l'aide de mes principes sur la représenta-

tion des quantités ; si je montre une prédilection

marquée pour la démonstration que je rappelle ici,
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c'est qu'elle possède à mes yeux le grand mérite

d'être essentiellement philosophique, car elle se dé-

duit immédiatement de la définition même de la per-

pendicularilé géométrique. Mais c'est un objet sur

lequel les explications développées dans le chapitre

troisième nous dispensent de nous appesantir plus

longuement.

Il me reste maintenant à donner une idée de l'uti-

lité des principes exposés dans cet ouvrage, sous le

point de vue de leur fécondité dans le domaine des

applications; c'est ce que je vais faire dans le chapitre

suivant.



CMAPITRC: V.

APPLICATIONS DES DOCTRINES EXPOSÉES DANS LES CHAPITRES PRÉCÉDENTS
A LA THÉORIE DES FONCTIONS CIRCULAIRES ET A LA GÉOMÉTRIE.

— Objet de ce chapitre.

Dans le chapitre troisième de cet ouvrage, j*ai

démontré cette proposition capitale que si on prend

une certaine droite pour point de départ de la me-

sure des angles^ et si une nouvelle droite fait avec

elle un angle a, la direction de la seconde par rap-

port à la première sera caractérisée algébriquement

et distinguée de la direction de toute autre par

l'expression

cos ce +y^— 1. sin oc.

Je n'ignore pas que ce fait tout nouveau pourra

de prime abord trouver dans les esprits quelque

opposition; depuis si longtemps qu'on fait usage

de ces formes algébriques, comment se fait-il, dira-

t-on, qu'on n'a point songé à une semblable inter-

prétation? comment admettre que tant de savants

célèbres qui , dans le cours de leurs investigations,

ont sans cesse mis en œuvre les expressions imagi-

naires, n'ont pas entrevu une propriété si générale

et si féconde
,
qu'elle embrasse à elle seule toute la
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trigonométrie actuelle, et une bonne moitié de l^étude

de la géométrie?

Ces objections ^ il y a longtemps que je me les

suis adressées à moi-même, car si le fait analytique

dont il s'agit ici, se présente d'abord à Fespritdes

lecteurscomme un moyen de donner à des expressions

mystérieuses jusqu'à ce jour^ une signification claire

et facile, on ne tarde pas à reconnaître, en méditant

plus profondément sur ce sujet, que le même fait,

s'il est mathématiquement établi , ne tend à rien

moins qu'à imprimer une face toute nouvelle aux mé-

thodes d'enseignement adoptées jusqu'^à ce jour. Un

tel degré d'importance, on le conçoit aisément, ne me

permettait pas d'entrer dans cette voie nouvelle

sans avoir mûrement réfléchi sur le fait en lui-même,

sans l'avoir contrôlé , non seulement par l'épreuve

du raisonnement, mais encore par celle de l'expé-

rience; car, ainsi que je l'ai dit au commencement de

cet ouvrage, même en mathématiques, la sanction de

l'expérience est souvent d'un grand poids pour con-

firmer l'exactitude de certains résultats.

On a pu voir , dans ce qui précède ,
par quelle

suite de conséquences rationnelles je suis parvenu à

l'interprétation que je donne des expressions imagi-

naires. Passons maintenant à l'épreuve de l'expé-

rience, entrons dans le domaine des applications.

On ne me fera pas un reproche sans doute de ne

pas m'être assujéti, dans ce qui va suivre, à cet ordre

didactique qui convient à un ouvrage d'enseigne-
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meiil. Dans cet écrit rnon but n'est point d'exposer

avec tous les détails nécessaires pour des élèves, par

quels procédés les principes exposés ci-dessus s'ap-

pliquent à l'étude de la science. Je veux seulement

montrer aux hommes qui déjà possèdent la connais-

sance des doctrines scientifiques, comment ces prin-

cipes sont propres à expliquer une classe de faits qui,

jusqu^à ce jour, était restée incomprise, et comment

ils ouvrent une nouvelle méthode de recherches aux

études mathématiques.

J'entre maintenant en matière.

SECTION PREMIÈRE.

Application h la théorie des fonctions circalaires.

— On vérifie par Inexpérience que l'expression

cos a 4- yj— 1 sin <x
,

est en effet susceptible d'êlre adoptée en algèbre, comme

la représentation de la direction déterminée par l'angle a.

La première chose à faire sera de voir si, en effet,

l'expression algébrique

cos a.-\' >J
— 1 siw a

convient par les variations diverses de a, aux va-

riations géométriques que ces changements de l'an-

gle a apportent dans la direction primitive.

Etd'abord^ supposons que l'angle a change de si-

gne, c'est à dire qu'il est compté clans un sens op-
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posé, reiativemcnl à la ligne qui sort de point de

déparr.

Si nous répétons pour ce cas ce que nous avons dit

pour le premier, si nous reproduisons , dans celte

circonstance, les mêmes développements à l'aide des-

quels nous avons déterminé le coefficient de direc-

tion de la ligne qui fait avec celle de départ l'angle

primitif a, nous reconnaîtrons que le seul cdange-

ment à introduire sera le sens dans lequel on a mené

la perpendiculaire, ce qui conduit à substituer

— V --"i à V—i >

le coefficient de direction relatif à l'angle — a, doit

donc être

co^ a —V— 1 sin ce.

C'est, en effet, le résultat qu'on obtient lorsque,

dans l'expression générale,

cos oL -{ V ' \ sïn (X,

on remplace a par — a; celte expression prend alors

la forme

cos (
— a) -f \/— 4 sin (

—

a).

Or , d'après les notions les plus élémentaires de

trigonométrie, on a

cos (— a)= COS a et s'm ( — a) =— sinoi.

Substituant donc ces valeurs dans l'expression ci-

dessus, elle devient comme précédemment

cos (/- — V— 4 sin a.
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Si l'angle a augmente d'un nombre entier quel-

conque de circonférences , la direction restera évi-

demment la même , il faut donc que son expression

analytique ne change pas. Or, en algèbre un nombre

w de circonférences est représenté par 2m: , le coef-

ficient de direction devient donc dans ce cas

cos (a -f 2 wtt) 4. y/— 1 siw (a+ 2 wtt)

expression qui est exactement la même que

cos a +\/— 4 sin a.

Si oc augmente d'une demi-circonférence , la ô}'

rection nouvelle est l'inverse de la précédente, il faut

donc que les deux expressions

cos a 4- V — 1 Sin CL

et cos [a +TrW V— 1 sin \ol + ttJ

ne diffèrent que par le signe.

C'est, en effet, ce qui résulte des relations trigo-

nométriques connues.

Si CL augmente d'un quart de circonférence, la nou-

velle direction sera perpendiculaire à la première.

Or, les coefficients de ces deux directions sont res-

pectivement

cos Cf. H- V— \ sina,

t cos (« + 2) + V/— 1 «^w l^cL + -^

Mais puisque nous avons démontré que le fait géo-

métrique de la perpendicularité d'une direction sur

une autre, s'exprime en algèbre par le facteur V^ i,
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il faudra que le second coefficient ne soit autre chose

que le premier multiplié par V^i, et qu'en consé-

quence on ait Féquation

{cos a 4- V— i sin a) V~ 1 =

cos (« + ^) +V^^ sin (ce + 1^

ou bien

C05 a. V— i — sin a =.

cos Ça + -^ + y/ITî sin (oc + |)

Or cette relation estexacte de tout point, puisqu'il

est connu qu'on a

cos
(
a + ô ) ^^ — sin a

et sin ( <3£ + -
j = cos a

Si la quantité ajoutée à a est, non plus une circon-

férence entière ou une demie ou un quart, mais un

angle quelconque jS , voici comment en vertu de nos

principes nous devrons raisonner.

Les coefficients des deux directions qu'on consi-

dère sont respectivement

cos CL -j-y^ — i siw a, et cos (a+jS) +\/—• 1 sin (a+/3)

Mais puisque nous avons démontré que le fait

géométrique en vertu duquel une direction est dis-
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tante d'une autre d'un angle /3, s'exprime en algèbre

par le facteur

cas jS + V— i sin /3, i

il faudra que le second coefficient ne soit autre chose

(juele premier multiplié par

cos jS 4- v"— 1 sin [5

et qu'en conséquence on ait l'équation

cos (a+jS) + \/— i sin («+/5) =
(cos a+ \/—- 1 sm a) (cos /3 + \/— 1 sin (S),

conséquence qui est pleinement justifiée par les

vérités bien connues de la trigonométrie en vertu

desquelles on a
^

cos (a^jS) =z cos a cos [S — sin a sin (^
'

sin {oc-\'p) = cos a sin /3 _}_ sin a cos /5.

En continuant un raisonnement tout semblable à

celui-là,' nos principes nous conduisent à ce résultat,

cos (a+jS-hy+^-f...) + v^— I sin (a-f/3_|-y-f^4....)

zm [cos a + \/— i sin a) (cos /3 + V^— i sin /3)

(cos y + x/Z-'isiny) {cos ù+ V— \ sin d)..,

formule féconde à l'aide de laquelle on détermine le

sinus et le cosinus de la somm^ de plusieurs arcs à

Taide des sinus et des cosinus de ces arcs.

Dans le cas particulier où tous les angles a, fS, y, (J,

que je suppose en nombre n, deviennent égaux

entre eux, cette relation se transforme en la suivante
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€0S ncc+V— 1 sîn nix= {cos a. + V— 1 un cCf ,

Nos principes nous conduisent donc encore à des

conséquences algébriques depuis longtemps recon-

nues comme vraies.

Poursuivons :

— Traduction géométrique de l'égalité

{cos OL+V—1 sin ay+ {cosoi—V—1 sin a)"=2 cos na.

Si dans l'équation précédente on change le signe

de a, elle deviendra

{cos a—V—- 1 sin a)"= cos na—V— 1 sin na.

et si on ajoute ensemble ces deux expressions, on

trouvera pour résultat

(cos oL+V— Isma)" +{coscx.—V— isin a)'*=2 cos na.

Jusqu'à ce jour la vérité algébrique exprimée par

cette équation est uniquement restée comme un fait

analytique incontestable, et non seulement on n'en a

pas fait la traduction géométrique, mais il est proba-

ble qu'on ne s'est jamais demandé s'il y avait lieu à la

faire et en quoi elle pouvait consister. On va voir

d'après mes principes qu'elle n'est que la reproduc-

tion en algèbre d'une figure de géométrie fort simple.

16
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Qu'est-ce d'abord que

(cos ce + y^— i sin a)" ?

Cela représente , en géométrie, la direction ON à

laquelle on parvient après avoir pris sur la circonfé-

rence OA dont le rayon est Tunilé , n fois l'arc a à

partir de la ligne de base OA.

Donc, si je change le signe de a , auquel cas l'ex-

pression devient

(cos a — y/— 1 sin u)"

,

cela revient à prendre en dessous de OA le même

angle a «n même nombre de fois , ce qui conduit

géométriquement à la direction ON' complètement

symétrique à ON par rapport à OA.

Cela posé, d'après la formule , il faut, à la droite

dirigée ON, ajouter !a droite dirigée ON
;
pour cela,

il faut mener à la suite de la première, au point N,

une ligne parallèle à la seconde ON', par exemple NP,

et prendre NP= ON'; or, il est bien connu en géo-

métrie qu'en opérant ainsi on arrive à un point P

situé sur la ligpe AB. H faut donc
,
pour qu'il y ait
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accord entre la formule algébrique et les opérations

géométriques, qu'on ait OP = 2 cos na, ce qui est de

toute évidence. Voilà donc une des formules les

plus importantes de la théorie des fonctions circu-

laires qui , d'après nos principes, n'est plus que la

traduction d'une figure fort simple de géométrie.

— Traduction géométrique de Cégalité

(cos a + v^— 1 sin ay — (cos a — %/— j sin a)" :=

2 ^— 1 mn n a.

Si au lieu d'ajouter les deux précédentes expres-

sions on les retranche , il faudra, à la suite de la di-

rection ON, reproduire , non plus la direction ON
dans le sens qui lui appartient de vers N' , mais

en sens contraire, ce qui géométriquement se réduit

à mener NQ égal et parallèle à N'O, ou pour mieux

dire à son prolongement ON". Or, il est connu qu'en

opérant ainsi , on arrive, comme dislance et comme
direction , à un point Q situé sur la ligne OC per-

pendiculaire à la direction OA prise pour point de

départ , ce qui, en vertu de nos principes , doit s'ex-

primer algébriquement par OQ v'~ 4. El comme il

est connu que OQ est égal à 2 sin ncx. , il s'ensuit

qu'on doit avoir :

{cos a -H y'— 1 sin af — {cos c/. — y^— i sin «)«=
2 y/— i sin na.

Cette dernière équation, fort usitée dans la théorie
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des fonctions circulaires, est donc, comme la précé-

dente , la traduction algébrique d'une figure très

simple de géométrie.

— Traduction géométrique de l'égalité.

{cos IX + y/— 1 sin a)" {cos a — V— l sin à)n z= i.

Nous avons prouvé que le coefficient de la direction

qui fait avec la ligne de base un angle a est le facteur

cos a + V— 1 sin oc,

il s'en suit que par contre si on divise l'expression

analytique de la direction de la base qui est 1, par le

facteur

cos a + V—1 mi ai
,

on devra avoir pour résultat la direction déterminée

par un angle a égal au précédent , mais situé au des-

sous de la base , direction dont nous avons dit que

Texpression est

cos OL— \/— 1 %\n oL^

Il faut donc qu'on ait,

* .
.— =z cos oc — V — 1 Sin a

cos ÛC+ V — 4 sin a

d'où

{cos a — V—i sin a) {cos oc -f \/--i sin oc) = i^

et généralement

{cos oc + V^Tsin oc) " {cos u — V— 1 sin «)• = i.
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formules doQt la vérité est bien connue en al-

gèbre.

— Explication géométrique des expressions

V—\, V—\, \/— 1, v/- 1, etc.

La forme de raisonnement que j*ai mise en usage

pour parvenir à la recherche du facteur de la per-

pendicularité rapportée aux deux directions extrêmes

+ 1 et '— 1 entre lesquelles elle est symétriquement

placée, peut s'appliquer mot pour mot à la recher-

che de l'expression de toute direction symétrique-

ment placée entre deux autres.

^A

Par exemple, soit décrit le quart de cercle PA, si

nous partageons l'angle droit POA en deux parties

égales, nous aurons une direction OM, soit p le

facteur de cette direction par rapport à OA ; si main-

tenant de OM je veux passer à OP, je devrai encore

faire usage du facteur de direction p , ce qui pro-

duira p% et, puisque cela fait, j'arrive précisément

à la direction perpendiculaire OP, il s'en suit que je

devrai avoir

p2=v/— 1, d'oùp=;\/—

1
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et en faisant des raisonnements analogues^ on arri-

vera à cette conséquence que les expressions algé-

briques
4 6 8

V—i, V—i, V/— i,etc.

représentent les directions des lignes qui divisent

l'angle droit en 2,3,4,5^ etc. , parties égales , et

qu'en général les expressions algébriques

V/— 1, V— 1, V— 1, V— ^etc.

représentent les directions des lignes qui divisent la

demi-circonférence en 2 , 3 ,^ , 5 , 6 , 7, etc. parties

égales.

— Explication géométrique des ri racines n'""^'* de

l'unité.

Enfin, si au lieu de s'occuper de la demi-circon-

férence, on s'occupe de la circonférence entière^ et

qu'on la conçoive divisée en 2, 3, 4, 5, 6, et, en gé-

néral, en n parties égales, le coefficient de direction

de la première ligne divisoire étant p, le coefficient

de direction de la dernière n sera p"
; mais cette der-

nière est précisément la ligne de base, de sorte qu'on

devra avoir ;/ = 1 d'où pz=:\/i.

Or, ceci nous montre^ et les résultats algébriques

connus confirment pleinement cette indication, qu'il

n'est pas du tout indifférent, dans tous les cas, de

substituer

VT à \/T et à 1.
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«

\/l s'applique à la direction de la ligne qui dirige
m

en 71 parties la circonférence, et Vl à celle de la

ligne qui la divise en m parties égales, choses qui

dans la nature sont essentiellement distinctes les unes

des autres^ et qui devront par conséquent Têtre éga-

lement dans le calcul.

Mais, comme lorsqu'on nous a demandé de diviser

la circonférence en n parties égales, le procédé que

nous avons employé se borne à écrire qu'au bout de

n répétitions d'un certain angle a. le long de la cir-

conférence , nous arrivons à la ligne de départ.

Comme aussi si nous avions pris l'angle 2a au lieu

de a, et si nous l'avions répété n fois, nous serions

évidemment arrivés à la même ligne de départ
;

comme encore si nous avions pris l'angle 3a et si

nous l'avions répété n fois, nous serions encore ar-

rivés à la même ligne de départ, et ainsi de suite

jusqu'à l'angle wa, il s'en suit que ce que nous avons

écrit doit également convenir à ces différents cas

,

d'où nous devons forcément conclure que de notre

équation de relation il faut nécessairement dé-

duire n valeurs diiférentes de p , ce qui nous conduit

à cette conséquence qu'il doit exister n racines /i^"™^*

de l'unité. C'est encore un fait qui est complètement

admis en algèbre.

Enfin, parce que les valeurs de p répondent,

d'après noire théorie , aux coefficients de direction

des lignes qui sont déterminées par les angles a* ^x^
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3a, etc., parce que nous avons prouvé que ces coeffi-

cients sont de la forme

cos a + V— 4 sin a

cos 2<x + V— 1 un 2a.

2 TT
et, parce qu'enfin, dans le cas actuel a est égal à —

,

il s'en suit que les valeurs de p et par conséquent les

n racines de F unité , doivent être de la forme

2 TT
^

2 TT

n n

co$2 l-V— l sm2
n n

cos (n — 1) __![ -f \/ i sin (n—1) ~
n n

2?: 27:
cos n — 4- V— 4 sin n —

Vérité depuis longtemps consacrée dans la science

algébrique.

Ce serait peut-être ici le cas de faire remarquer

comment toutes les propriétés des racines n^^^^ de

l'unité ressortent de nos principes ; mais comme c'est

dans l'algèbre qu'on s'occupe spécialement de la ré-

solution de l'équation a;"= 1^ j'entrerai dans de plus

grands détails à ce sujet, lorsque, dans la seconde

partie de cet ouvrage, je m'occuperai de l'applica-

tion de mes principes à celte branche de la science

du calcul.
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Je pourrais sans peine donner plus d'extension en-

core à ces citations, mais je ne fais point ici un

traité spécial de la matière, et je crois que ce qui

précède est bien suffisant pour montrer et la vérité

et la fécondité de nos principes.

SECTION II.

Applications à la géométrie élémentaire.

— Détails préliminaires sur la manière de repré-

senter en algèbre les droites et leurs directions.

Nous venons de voir dans ce qui précède à quelles

conséquences importantes nous a conduit le principe

par lequel nous avons appris à représenter en algè-

bre les directions des droites. Combinons mainte-

nant les longueurs avec les directions et nous allons

arriver à des conséquences non moins dignes de re-

marque.

Soit menée par le point une ligne droite, OM
faisant un angle Q avec la ligne de base OA ; et soit

pris sur la ligne OM un point P. Si
,
pour abréger,

je représente par r la distance OP, la droite OP, tant
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en grandeur qu'en direction , sera représentée dans

le calcul par Texpression

r (cas 9 -f-
V— 1 sin 0).

C'est ce qui a été prouvé dans le chapitre III.

Cela posé, si dans celte expression où S est constant,

on suppose que r devient variable depuis zéro jusqu'à

rinfîni, l'expression ci-dessus représentera toutes les

longueurs dont l'existence est possible, dirigées sui-

vant 6. Cette expression pourra donc aussi être em-

ployée pour exprimer tous les points de la droite

indélinie OM, et il est évident qu'on ne pourra l'ap-

pliquer qu'aux seuls points de cette droite.

Quant à la portion de cette droite située au dessous

du point et dans son prolongement, gardons-nous

de dire qu'elle s'obtiendra par la supposition de r

négatif; car ne perdons pas de vue que r n'exprime

qu'une longueur et rien de plus, la seule chose qui

peut devenir négative , la seule qui soit susceptible

d'une existence directe et inverse, c'est la direction ,

ainsi l'expression

•— r {cos 9 + V— 1 sin 9)

s'appliquera à la ligne OP prolongée au delà du point

0, et il est bien entendu que le signe — ne frappe

pas r, mais

{cos 9 + ^J"^^ sin 9).

Si la ligne dont on s'occupe ne passe point par le

point O, voici comment, en partant de l'origine, nous

pourrons aboutir à un quelconque de ses points P.
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Désignant par B la position du point où elle coupe

la ligne de base OA, appelant d la distance OB et r

celle BP, enfin appelant S l'angle qu'elle fait avec la

ligne de base, on verra que le chemin OB, tant en

longueur qu'en direction est représenté par (/, que le

chemin BP tant en longueur qu'en direction est re-

présenté par

r (cos Q +V^ sin Q)

et qu'en conséquence la somme de ces deux chemins

qui fixe irrévocablement la position du point P aura

pour expression

d -f r {cos S -f V— i sin B)

Si maintenant on suppose que r devient variable

depuis zéro jusqu'à l'infini, l'expression ci-dessus re-

présentera tous les chemins dont l'existence est pos-

sible pour aller de à un point quelconque de la

droite BP, en suivant d'abord la partie commune OB.

C'est à dire que l'expression ci-dessus dans laquelle

r est variable peut être employée pour exprimer tous

les points de la droite BP rapportés au point et à

la b'gne OA.

Je remarquerai encore que quant à la portion de

la droite BP, située dans son prolongement au delà
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du point B, elle sera représentée par la supposition

que dans l'expression précédente , le second terme

devient négatif, ce qui donne

d — r (cos Q + V—i sin 9)

Mais il reste toujours entendu que le signe — doit

être attribué au coefficient de direction, et ne peut

jamais donner lieu à aucune interprétation, relative-

ment à r.

Si je rédigeais un traité complet sur cette matière,

il existe encore grand nombre de détails préliminai-

res sur lesquels je devrais insister, mais j'écris en ce

moment non pour des élèves qui doivent tout ap-

prendre, mais pour des lecteurs qui se fami-

liarisent promptement avec ce genre de matières, et

pour lesquels on peut supprimer quelques dévelop-

pements.

— Relations entre une droite et sa perpendiculaire.

Reprenons le cas d'une ligne qui passe par l'ori-

gine, et dont l'expression analytique est

r (cos B -h V— 1 sin 9),

Proposons-nous de trouver l'expression analytique

de la ligne qui, passant par l'origine, lui est perpen-

diculaire. Si /désigne la distance d'un point quel-

conque de cette ligne à l'origine^ et 9' l'angleq u'elle

fait avec la ligne de base, son expression sera

r' (cos 9' + \/— i sin 9')
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Or, parce qu'elle est perpendiculaire à la précé-

dente, il faudra que son coefficient de direction ne

soit autre chose que celui de la ligne donnée, multi-

plié par \/— 1; on aura donc pour l'expression ana-

lytique de la perpendiculaire

r' V—i {cos B + V— 1 sin B).

Si, au lieu de niener la perpendiculaire par Tori-

gine, on la faisait passer par un point de la droite

donnée distant du point de la quantité a, l'expres-

sion analytique de la perpendiculaire serait évidem-

ment

a {cos B+ V—1 sin B) + r V—l (cos ô+\/—1 sin B)

ou bien

(a + r' \/— 1) {cos B -f y— 1 sin 6)

dans laquelle tout est constant, excepté r'.

Si on désigne par x la distance inconnue, comptée

à partir de l'origine où cette perpendiculaire vient

couper la ligne de base, et par y la valeur de r' qui

correspond à cette intersection, on devra avoir

{ a+ y V—i) {cos B + V— \ sin B) =x',

égalant de part et d'autre le réel et l'imaginaire ;, il

viendra les deux relations

a cos B — y sinQz=zx

a sin B -^ y cos 0=0
On tire de la deuxième

y =. — a tang B
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ce qui apprend que cette valeur de y doit être comp-

tée sur la direction de la perpendiculaire qui marche

en dessous de la ligne donnée.

En substituant cette valeur dans la première, on

en tire

1
X

cos &

Ce sont bien là les valeurs que l'on trouve par les

procédés ordinaires de la géométrie analytique.

— Intersection de deux droites.

Passons à d'autres questions :

Soit toujours OA notre ligne de base , soient deux

droites quelconques OP, BP passant l'une par l'ori-

gine et l'autre par un point B distant de cette ori-

gine de la quantité OB= d, leurs expressions analy-

tiques seront

r (cos 9 + V—ï sin B),

d -I-
?-' (cas 9' + V— 1 sin &')

Proposons-nous de déterminer les longueurs OP et

BP que détermine leur intersection. Si on appelle x
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et y ces longueurs, il faudra écrire que le chemin

X {cos S + V^\ sin B)

est égal au chemin

d + y {cos B' + V— 4 sïn B').

Posant donc cette équation , et puis égalant de

part et d'autre le réel et l'imaginaire, il viendra

X cos B z=zd -\-y cos B'

X sin B z=z y sin B',

Et l'on trouve, en résolvant ces équations, les va-

leurs suivantes :

sin B

X =z d

sin (B — B')

sin B'

sin (B ~ B')

Ce sont les valeurs ordinaires fournies par les pro-

cédés connus de l'algèbre.

— Formules fondamentales de la trigonométrie des

triangles.

Au reste, si dans le triangle ci-dessus OBP on pose

successivement

OB=a, BP = 6, PO=c
OPB=A, POB=B, PBO = G

si on remarque qu'alors

A = Ô~0' queB=:0 et = 71 — B'
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les deux équations de condition ci-dessus vont

devenir

c cos B=:a — b cos G

c sin B= b sin C

Ce sont les formules fondamentales de la trigono-

métrie pour la résolution des triangles rectilignes.

— Principesfondamentaux de la théorie générale des

polygones.

Si une droite fait avec la ligne de départ un angle 6^ ,

son coefficient de direction sera

cos 6, + V— 1 sin 9

Si une seconde droite coupe celle-ci, suivant un angle

9 , son coefficient de direction rapporté à la ligne de

base sera

{cas Q^ + V— 1 sin 9^) (cos 9^ + V— 1 sin 9J

ou

^0^ (^. + K) + ^^^ «^^ (^ + K)

Si une troisième droite coupe la précédente sous un

angle 9^ , son coffiecient de direction par rapport

à la ligne de base sera

( cos 9^ + V^^ sin 9J (cos 9^ + \A^4 sin 9^)

(cos 9 + V^i sin 9 )

OU

cos (9^ + 0,+ 0,)+ V—1 sin {9^ + 9^+ 9)

Enfin, si on continue ainsi jusqu'à une n*"® droite, le
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coefficient de direction de cette n^""*^ droite, toujours

rapportée à la ligne de base aura pour expression

{cos 9, + V— 1 sin 9) {cos B^ + V—X sin S)

{cosB^-\-V^^ sîne^)

ou plus simplement

eo^(Ô, + ô + ....+0,)+ V/-lsin(9^ + 9^+ ....+ e,.)

Or, si Ton suppose que la dernière droite se con-

fond avec la direction positive de la ligne de base
;,

l'expression analytique de cette direction étant + i,

on aura

(cosS, + 0^., . +0„)+ V— 1 sm (9, +a+ . . . + 0„)=+^

d'où on déduira

^ +9^+9^ + .... '\-B,= 2kn
k étant un nombre entier.

Quant à fa valeur de k il est évident qu'elle sera

égale au nombre de fois qu'on aura fait de tours com-

plets, en exécutant la construction précédente.

\

Cela posé, si on jette les yeux sur la figure ci-dessus

17
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qui représente un polygone, et si on suppose que la

direction de l'un des côtés de ce polygone AB est

prise pour point de départ , il est facile de voir que

les angles successifs 0^,6^, 03, que les côtés font entre

eux, sont ce qu'on appelle en géométrie les angles

extérieurs du polygone, et on conclura de la formule

précédente que dans le cas de la figure ci-dessus, la

somme des angles extérieurs est égale à une circon-

férence ou quatre angles droits , d'où il suit que la

somme des angles intérieurs est égale à autant de fois

deux angles droits qu'il y a de côtés moins deux. Ce

sont les théorèmes fondamentaux de la théorie des

polygones.

Si l'on suppose que tous les angles B^, 9^, S^....Q^,

sont égaux entre eux , les angles intérieurs le seront

pareillement; or, dans ce cas, l'équation de condition

deviendra

nBi=2lin, cest a dire, 9,=

Ce qui conduit à plusieurs valeurs de 9,, et Ton voit

tout de suite que les directions correspondantes à ces

valeurs de l'angle B^ auront précisément pour expres-

sions algébriques les n racines n^"^®* de l'unité.

De là , on conclura que le problème qui consiste

à construire uu polygone de n sommets ayant tous ses

angles égaux, est susceptible de n solutions, fait con-

staté depuis longtemps par les élégants théorèmes

de M. Poinsot sur les polygones réguliers.
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Imaginons maintenant que a,, a^ ,a^.., fl„_j,a„ sont

respectivement les longueurs des côtés du polygone

correspondant aux angles extérieurs Ôj , B^,
9^^ Q„,

Il est évident que si on part du point B en suivant le

polygone pour retourner au point B, il faudra que

la somme des divers chemins ainsi parcourus soit

nulle; ce qui conduit à la relation suivante :

a^ (cas B^ 4. V—1 sin B^)

+ a, [cos (S, + B^) -f V^i sin {9^ + B^)
]

+ a. [cos (B^ + S, + e,) + V—l sin (9^ +B.^+ 9^) ]

+
+a„[cos{9^+9,+...+B„)j^V'^sin(B,+B,^+„.+9„)]

Condition de laquelle , en ayant égard à la relation

e, + 9, + + B„z=<2kn,

on tire les deux suivantes :

a, cos 9^ + a^ cos {9^ + Ô^) + a^ cos (9^ + 9^+ 9^)

+ + an-i cos (9i + Ô, + Ô5 + Ô«_i)=:a«

a^ sin 9^-{'a^sin {9^ + B^)-{-a^ sin (9i + 9^ +9^)

+ ......+ a._i sin{9, + 92+ + e„_,)= 0.

Ce qui veut dire :

1° Que la somme des projections des côtés d'un

polygone sur la direction de l'un d'entre eux est égale

de signe contraire à la longueur du côté sur lequel

on projette.
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2* Que la somme des projections des côtés d'un

polygone sur une direction perpendiculaire à celle

d'un quelconque de ses côtés, est nulle.

Plus généralement , si les directions au lieu d'être

rapporfées à un des côtés du polygone sont rappor-

tées à une ligne quelconque , appelant 9 l'angle que

celle ligne fait avec le côté qu'on avait d'abord pris

pour base, il faudra ,pour passer du cas précédent à

celui-ci, midtiplier tous les coefficients de direction par

cosc^-^ V—1 sin <p. Les équations ci-dessus recevront

dans ce cas des modifications que je me dispenserai

de transcrire, mais desquelles on déduira sans peine

que la somme des projections descôtés d'un polygone

sur une droite quelconque est constamment nulle.

Je rappelle ici que je ne rédige point en ce mo-

ment un traité complet sur la matière, et qu'en con-

séquence je ne dois pas suivre dans leurs dernières

ramifications les divers résultats auxquels je parviens,

il doit me suffire pour l'objet que j'ai en vue de con-

stater, d'une part la fécondité de ces résultats, et de

l'autre leur coïncidence avec les vérités déjà connues.

— Du Cercle.

Ce qui précède sera, je crois, suffisant pour mon-

trer comment les principes que j'ai démontrés s'ap-

pliquent aux longueurs et aux directions rectilignes.

Passons maintenant au cercle.

Si on prend pour origine le centre du cercle, la

ligne de base sera un de ses diamètres, de sorte que
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r élant la grandeur du rayon, un quelconque des

points du cercle aura pour expression

r(cos Q + V^sînS).

Ainsi, en supposant 9 variable et r constant dans

cette expression , elle représentera un point quel-

conque de la circonférence , si on supposait à la fois

9 variable de zéro à 2 tt et r de zéro à r. Cette expres-

sion serait celle d'un point quelconque de la surface

du cercle.

— De la tangente au cercle,

La tangente en un point d^un cercle étant perpen-

diculaire à la direction du rayon qui passe par ce

point , il s'ensuit que le coefficient de direction de

cette tangente sera égal au produit du coefficient de

direction du rayon par it \/— i.

Ainsi
,
pour le rayon déterminé par Tangle 0, le

coefficient de direction de la tangente sera

:±: {cos S + V— \ sin S) V—i

Désignant par p la distance variable du point R à
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un point quelconque T de celte tangente, on trouve

que la position de ce point T sera déterminée par

OR -f RT ou

r{cos B + v/^^1 sin Ô) ^ p (cos B + V'^^i sin B)y/—T,

qui peut aussi s'écrire

(r ±: p V— 1) [cou B + V— 4 sin B)

[e signe + répondant à la portion de la tangente si-

tuée au dessus de OR et le signe — à celle située au

dessous.

Proposons-nous maintenant de déterminer la di-

stance inconnue OM à laquelle cette tangente coupe

la ligne de base, et la longueur RM comprise entre la

même ligne de base et le point de contact.

Soit fait pour abréger OM := a; , RM =
j/

, et

laissons de côté la considération du double signe =t

que le coefficient de direction reproduit d'ailleurs de

lui-même.

La condition du problème est que les chemins

géométriques OR et RM ajoutés ensemble avec leurs

directions sont l'équivalent du chemin OM.

Ceci donne immédiatement la relation

(r + î/ V— 1) (cos B + V— 1 sin B)=zx

Développant et égalant séparément à zéro ce qui

est réel et ce qui est imaginaire , il vient les deux

équations



— 263 —
r cos S '— y sin B =z x

Tsin 0+ î/ cos =:

on tire immédiatement de la seconde

i/—-~r tango

Ainsi tant que le point R sera pris sur le premier

quart de la circonférence
,
pour lequel tang B est

constamment positif , la valeur de ij sera négative,

c'est à dire que la tangente coupera la ligne de base

au dessous de OR; mettant cette valeur de y dans la

première équation, on trouve

r (cos 9 + r =::x , d ou x:=
cos Q cosQ

Ce sont les valeurs ordinaires d^ x eidey.

— Intersection de deux circonférences.

Passons à la considération simultanée de deux cir-

conférences.

Nous prendrons pour ligne de base la ligne des

centres et pour origine le centre de l'un des deux

cercles; il suit de laque si r est le rayon decelui-ci,

son expression analytique sera

r, (cos 6^ -j- V^^isinS^)

Quant à Tautre, si r^ est son rayon , et si d est la

distance des centres, son expression sera

d + r^ (cos 9^ 4- V— 1 sin 62)

Cherchons leur point d'intersection; il faudra pour
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l'obtenir égaler Tune à l'autre ces deux expressions,

ce qui donnera

r, (cos Q^+ y/^^ sin B^)^=d ^r^ {cos B , + Voisin ÔJ

équation de laquelle on tire

r cos = of 4- r cos B

r sin B =: r sin B112 2

ei au moyen de ces deux-ci on déterminera B^ et B

Pour y parvenir, faisons la somme de leurs quarrés^

il vient

r^z= d^+ 2 dr cos B _l r ^

« 2 a T^ 2 :

donc

cos B =z ^—^-f^^2dr
2

ei par suite

cos 0. = ^ *
27_r__

2d r

Les angles 0^ et B^ étant donnés par leurs cossinus, on

en conclut que le problème a toujours deux solutions,

et Ton voit que ces deux solutions seront symétriques,

par rapport à la ligne des centres. En conséquence

la ligne qui joint les deux points d'intersection est

perpendiculaire à la ligne des centres.

Je ne m'arrêterai point à discuter ces valeurs, celte

étude rentre dans un mode d'investigation mis tous

les jours en usage, et ce que je dois surtout montrer

ici, c'est comment nos principes s'appliquent à la re-

cherche des vérités géométriques et quelle voie nou-

velle ils ouvrent pour les découvrir; à ce sujet la
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discussion qui va suivre m'a paru digne de quelque

intérêt.

Propriété fondamentale des axes radicaux.

Soit un cercle dont le centre est en C et dont CO
est un diamètre ; on a élevé sur ce diamètre une per-

pendiculaire 01 indéfiniment prolongée, et par un

pointquelconqueSdecetteperpendiculaireonamené

une tangente au cercle, on demande la longueur ST

de cette tangente ?

Soit pris pour ligne de base le diamètre CO et

pour origine son point d'intersection avec la per-

pendiculaire.

Soient faits pour abréger CT= r et angle ACT=: 9 :

d'après nos principes il faudra que la somme des

chemins OC + CT + TS soit égale au chemin OS. Or,

le chemin CT a pour expression

r(cos 0+ V^^ sinô)
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le chemin TS qui est perpendiculaire à CI aura pour

expression

ÏS (cos 0-(-\/Z7î sin 9) V/ITï;

enfin le chemin OS ou OI+ IS sera exprimé par

(oi + is)\/z:ï.

Ecrivons maintenant l'égalité ci-dessus mention-

née, il viendra

OC+r[cosS+V—-ismQ)+i:S{cosB+V--\sine)V^^

= (01 + 18) V^^,
De là on déduit les deux relations suivantes

01 + IS= r sin 9 -{-TS cos S

~OC=r C0S9—TS sin B.

Pour obtenir TS, prenons la somme des quarrés,

il viendra

(0I + IS>+0"c'=r + Ts'.

Développant le premier membre, remarquant que

oi' + oc'

est égal à r% supprimant alors cette dernière quantité

dans les deux membres, on trouvera définitivement

TS^= lS(IS-î.20I)=ISX SG.

Cette valeur de TS est donc indépendante du

rayon du cercle, et tant que IS et SG resteront les

mêmes, la longueur de la tangente ne changera pas;

de là on conclura que si par les mêmes points I et G

on fait passer tant de circonférences qu'on voudra,
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toutes les tangentes menées d'un même point S de la

ligne I G à ces diverses circonférences seront égales

entre elles.

— Propriété des sécantes menées par un point exté-

rieur,

A cette première conclusion nous pouvons en

ajouter une seconde : en effet , on peut remarquer

que non seulement TS ne dépend pas de r, mais qu'il

est également indépendant de ; delà il résulte que

ce que nous avons dit de la droite passant par S et

coupant la circonférence en I et G, on pourrait le dire

également de toute autre droite passant par S et cou-

pant la circonférence en des points!' et G'; en prenant

le diamètre perpendiculaire à cette ligne pour ligne

de base, et leur intersection pour origine, on serait

parvenu à la relation

TS = l'S X SG'

d'où résultent les théorèmes connus en géométrie

sur les sécantes au cercle menées par un point exté-

rieur.

— Tangente commune à deux circonférences.
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Soient G et c les centres des deux circonférences,

R et r leurs rayons, T et r, les points de contact de

la tangente commune avec chaque circonférence,

enfin S l'intersection de la tangente commune avec

la ligne des centres.

Nous savons que puisque Tt est une tangente, les

deux rayons et et GT lui seront perpendiculaires, de

sorte que relativement à la direction Tf, les direc-

tions r et R auront pour valeur V^—1
;
quant au che-

min cC, en désignant par B Fangle CST, sa direction

par rapport à celle de rT sera exprimée par

cosQ+ \/—~îsinB,

Cela posé écrivons que le chemin tc+ cC est égal

au chemin tT + TC^ cela conduit immédiatement à

l'équation suivante dans laquelle d représente la di-

slance des centres :

rV~~î + d (cos9 + V/~T«m0) =iT + R\/—1,

et on en déduit les deux suivantes

tT = dcosQ

R — r = dsin 9

desquelles on tire sur le champ

___2 R—

r

f T =z d^ — (R — rf et tang = ;

Nous avons ici implicitement supposé que les direc-

tions de r et R marchent dans le même sens, ce qui

répond à la tangente extérieure
;
pour la tangente
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intérieure, il suffit de changer le signe dery^— 1 ^

il viendra donc

tT = d' (R + rf, tang = -j=.^±L==

Je pourrais, comme on voit, multiplier ces cita-

tions, mais les exemples que je viens de traiter sont

bien suffisants pour donner une idée de la généralité

et du mode d'application de nos principes.

J'ajouterai seulement, pour terminer cet objel,

quelques détails sur la détermination de l'expression

algébrique des sections coniques.

— Expression algéhrique de l'ellipse.

On sait que l'ellipse jouit de cette propriété que

si de ses deux foyers on mène des rayons vecteurs à

un même point de la courbe, la somme de ces rayons

vecteurs sera constante; cherchons d'après cette pro-

priété son expression.

Soient F et F' les deux foyers , appelons d la di-

stance qui les sépare^ prenons pour origine le poini

F et pour ligne de base la ligne F F'.

Si P est un point quelconque de la courbe , si

on appelle rie rayon vecteur FP, et B l'angle qu'il fait
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avec la ligne de base, le point P sera déterminé par

l'expression

r (^cos 9 -f V 4 sin S)

Mais en cet état, cette expression n'apprend rien de

particulier; il faut y remplacer l'indication générale

du rayon r, par une valeur particulière qui indique

comment, dans la courbe dont nous nous occupons,

r varie avec S. Pour cela^ écrivons, en vertu de nos

principes les données de la question :

Soit mené au point P le second rayon vecteur F' P

que pour abréger j'appellerai r , et enfin appelons 6'

l'angle qu'il fait avec la ligne de base.

11 faudra que le chemin géométrique FF'+ F'P,

soit égal au chemin FP, nous écrirons donc

r {cos O+V^^^ smB)zz=:d+ r' (cas S' ^Vlll[sin 6)

Or, comme la somme r -i- r' est constante, eYi ap-

pelant s cette constante, il viendra r =zs —r^ et

nous pourrons ainsi remplacer la précédente équa-

tion par la suivante :

r (cos S 4. VUl" sin 9)

z=:d+ (s—r) (co5 9' + V/Zrï .siw 9')

De là^ en égalant séparément le réel au réel et l'ima-

ginaire à l'imaginaire, il viendra

(s— r) cos 9' =2 r cas 9 — d

{s—r) sin 9' =:r sin 9

Faisant la somme des quarrés, on trouve toutes réduc-

tions faites :

(s—rY = r—2 dr cos S + d^
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Développant le premier membre, supprimant départ

et d'autre !a quantité commune r^ et résolvant l'é-

quation par rapport à r, on obtient

s'- (P

^ ~" 2 {s — d cos Q)

L'expression générale d'un point quelconque de l'el-

lipse sera donc

s'—d'
ci-/ j m ((^os 9 -f V— i sin S)
2 (s— d cos 9)

^ ^

— Expression algébrique de rhijperbole.

Nous ne répéterons pas les calculs à l'aide desquels

nous déterminerions l'expression analytique de l'hy-

perbole, ces calculs sont en tout semblables aux précé-

dents, il suffît au lieu de supposer constante la somme

des deux rayons vecteurs, d'écrire que c'est leur dif-

férence; de sorte qu'en appelant f cette constante, il

faudra remplacer la condition r +r' =zs par r—r= f,

c'est à dire qu'au lieu de r' =:s — r on mettra

rim r— t-, on voit d'après cela que pour connaître

le résultat cherché, il suffira de changer le signe de r

et de remplacer + s par— t, cela donne immédia-

tement

_ t' ^d'
^ ^ {t -{• d cos S)

D'où il suit que l'expression analytique d'un point

quelconque de l'hyperbole sera

f - (f
•

2~{^^d^s-6) ^''' ^ +V/-1 sin B)
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-- Expression algébrique de la parabole.

Enfin, pour la parabole, nous la déterminerons

en vertu de cette propriété que chacun de ses points

est à égale distance d'un point fixe et d'une droite

fixe donnés.

Soit F le point donné, et AB la droite donnée ; du

point F abaissons sur AB une perpendiculaire FD,

et prenons le point D pour origine et la droite FD
pour ligne de base , d'après la propriété que nous

venons d'énoncer , il faudra que si du point P on mène
1** Le rayon vecteur FP; 2° La perpendiculaire PE,

on ait PE= PF.

Cela posé , désignons par r la longueur com-

mune de PF et PE , et par 9 l'angle de PF avec

la ligne de base , et écrivons que le chemin

DF + FP est égal au chemin DE+ EP. Nous au-
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rons, en désignant par d la distance connue DF , et

par y la hauteur inconnue DE

d+ r(cosô + V'— Isinô) =?/>/— 1 +r

d*où résulteront les deux équations suivantes:

d +rcos 0=:r

r sin =
j/

qui donnent immédiatement.

d c/ sin 9

?/=
1 — cos ^ 1 — cos 9

en conséquence, l'expression algébrique de la para-

bole sera

— Conclusion,

Je pourrais pousser plus loin encore ce genre d'in-

vestigations , car il est indistinctement applicable à

toutes les considérations de géométrie ; mais le lec-

teur jugera que les détails dans lesquels je viens

d'entrer sont plus que suffisants pour montrer que

le but que je m'étais proposé est atteint. La confor-

mité des résultats que j'obtiens par ce nouveau mode

d'investigation auquel mes recherches m'ont conduit,

avec les résultats déjà obtenus par les procédés ordi-

nairement mis en usage, prouve d'une manière incon-

testable que mes nouvelles doctrines sont l'expression

de la vérité , et que les considérations auxquelles je

18
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me suis livré, soit pour la recherche soit pour l'éta-

blissement de ces doctrines, sont une juste apprécia-

lion des rapports qui doivent exister entre les faits

naturels et la langue algébrique.

On vient de voir
,
par la série d'applications que

j'ai présentée dans ce chapitre , la portée que ces

doctrines doivent exercer sur l'enseignement de la

théorie des fonctions circulaires qui jusqu'à ce jour

n'a été qu'abstraite et analytique et que j'espère avoir

fait passer à tout jamais dans le domaine concret.

On a vu également comment ces doctrines créent une

voie féconde pour toutes les recherches de géomé-

trie 5 en voilà donc assez maintenant pour que leur

importance puisse être appréciée
, pour que cette

grande classification de la science du calcul en deux

parties bien distinctes, l'une s'appliquant à la sup-

putation de la grandeur; l'autre à celle de l'ordre et

de la situation des choses, soit enfin introduite dans

le domaine de l'enseignement ^ non plus comme un

accident , et comme utile seulement dans quelques

cas isolés, mais comme base principale, comme exer-

çant une influence nécessaire, indispensable dans la

discussion de toutes les questions que la science du

calcul est appelée à résoudre.

— Travaux ultérieurs,

No|re tâche est cependant loin d'être remplie ; car

si nous avons découvert l'interprétation d'un genre

d'expressions incomprises jusqu'à ce jour , si nous
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avons montré que ces expressions doivent devenir

entre les mains des géomètres un instrument pré-

cieux pour toutes leurs recherches, il nous reste en-

core à faire voir que ces considérations nouvelles, qui

s'appliquent non seulement aux longueurs et à leurs

directions, mais à toutes les quantités , sont la con-

damnation de quelques doctrines passées en force de

chose jugée, et que, dans l'algèbre proprement dite,

elles sont appelées à la fois à éclairer ce qu'il y a d'ob-

scur, à détruire ce qu'il y a de faux ; il nous reste aussi

à montrer comment elles donnent à la métaphysique

du calcul infinitésimal cette clarté qui lui manque,

cette précision qu'on a tant cherchée, mais qu'on n'a

pu encore obtenir ; à développer enfin les grands avan-

tages qu'elles apportent dans toutes les applications

de la science du calcul à l'étude des faits naturels.

L'exposition de ces nouvelles recherches forme la

matière de la seconde partie de cet ouvrage.





TABLE DES MATIÈRES.

Introduction. v

CHAPITRE PREMIER.

De la nécessité d'établir une distinction tranchée dans l'étude des nombres,

suivant qu'ils sont employés comme indices de l'opération de compter,

ou comme signes représentatifs de la grandeur des quantités.

Pages.

Doutes et objections dans la science (lu calcul 1

A quelles causes faut-il attribuer ces incertitudes 3

Moyen proposé pour les résoudre 5

Représent;;tion des quantités dans la science du calcul. . . 6

Deux espèces d'unité 7

Inconvénients de l'adoption de ces deux d'unités ibid.

Définition du module 8

Les nombres sous le point de vue abstrait ne peuvent être

qu'entiers , 9

Les quantités pourraient-elles être considérées sous le point

de vue fractionnaire négatif^ irrationnel, ou imaginaire? 12

Conséquence d'une réponse affirmative à la question précé-

dente 14

Les modifications que le module d'une même quantité doit

subir, pour représenter cette quantité sous divers états

,

ne seraient-elles pas algébriques? 15

Conséquences qui résulteraient de cette supposition si elle

était vraie 16

L'étude des nombres sous le point de vue négatif, fraction-

naire, irrationnel ou imaginaire est-elle inutile? .... 18

Exposé des recherches à faire sur les modules 19

Les recherches sur les modules doivent être précédées de

l'élude des nombres considérés sous le point de vue ab-

strait !21



— 278

CHAPITRE II.

Des nombres et des opérations arithmétiques , sous le point de rue

abstrait.

Section première. — De la véritable nature du nombre abstrait =

Impossibilité de trouver une définition du nombre négatif,

fractionnaire, irrationnel et imaginaire, au point de vue

abstrait 24

Ces divers états du nombre abstrait correspondent à des ira-

possibilités 26

Véritable définition du nombre abstrait 27

Des différents usages du nombre dans l'état actuel de nos

idées et de la nécessité de les distinguer nettement les uns

des autres 32

Examen des définitions du mot nombre données par les au-

teurs d'éléments 36

Section deuxième. — Eludes sur l'addition et sur la soustraction.

De l'introduction du positif et du négatif en arithmétique . 40

Les mots positif et négatif ne peuvent avoir qu'une valeur de

relation 42

Des nombres abstraits positifs et négatifs 44

Examen de cette assertion que tout nombre abstrait est es-

sentiellement positif 49

L'usage du nombre négatif n'est pas plus borné que celui du

nombre positif 51

Réponse à quelques sophismes 52

Résumé 55

Section troisième. — Etudes sur la multiplication et sur la division.

Préambule 57

De la multiplication et de la nature de ses facteurs 58

L'expression iN X 1 n'est pas une multiplication 60

L'expression N X n'est pas une multiplication 63

Fausse application delà loi de l'invariabilité du produit , . 65



— 279 -
Doutes et difficultés introduits dans la science du calcul au

sujet de la définition de la multiplication 67

Résumé des observations relatives à la multiplication . . . 74

De l'opération inverse de ia multiplication et des deux (lues-

tions distinctes auxquelles elle donne naissance 7eS

Au point de vue abstrait les expressions fractionnaires sont

le symbole d'une impossibilité. 77

Section quatrième. — Eludes sur l'élévation aux puissances et l'extraction

des racines.

De l'élévation aux puissances et de l'extraction des racines . 80

Remarque sur la nature de la double question qui se pré-

sente lorsque à l'aide de chaque opération inverse, on

veut revenir aux éléments de l'opération directe qui lui

correspond 8f

Remarque importante sur le cas où on suppose que le nom-

bre qu'il faut élever à une puissance est concret 85

Au point de vue abstrait, les expressions irrationnelles sont

le symbole d'une impossibilité 87

11 y a deux sortes très distinctes de nombres irrationnels,

fractionnaires et négatifs 89

Des expressions imaginaires 91

Observations finales 93

CHAPITRE 111.

Etudes sur les modules.

Section première. — De la longueur et de ses différents états, sous le

point de vue de grandeur ou de petitesse.

Manière d'exprimer les longueurs 95

Modifications que doit éprouver le module pour exprimer

toutes les longueurs possibles 96

Cette modification est algébrique 9S

Application à l'ancien système de mesures des longueurs . ibid.

Interprétation des expressions fractionnaires des quantités lOï



— 280 -
Conséquences de celle interprélation pour la Ihéorie des

nombres fractionnaires 1015

Irnporlance d'une discussion préalable sur la loi de l'homo-

généité dans le passage de l'abstrait au concret 104

Disgression sur cette question : y a-t-il quelque chose de

pîus petit que îf?i ? 106

Des longueurs irrationnelles 108

Du zéro et de l'infini sous le point de vue abstrait. . , . . 116

Du zéro et de l'infini sous le point de vue concret 118

Des longueurs infiniment grandes et infiniment petites . . 121

De la transformation de certains modules les uns dans les

autres, et des infiniment petits de divers ordres . . . . 127

Conséquences relatives aux méthodes d'exposition des cal-

culs différentiel et intégral 131

Section deuxième. — De la longueur et de ses différents états , sous

le point de vue de la direction.

Enoncé général de la question 132

Examen du cas particulier des deux modes d'existence de la

longueur opposés l'un à l'autre 134

Expression de la loi qui régit l'opposition dans le mode

d'existence 136

Modification à faire subir au module primitif des longueurs

pour que ce module exprime des longueurs opposées aux

premières 138

Interprétation des expressions négatives 141

Observation sur le passage de cette première partie de nos

études à la suivante 149

Examen du cas particulier des deux modes d'existence de la

longueur perpendiculaires l'un à l'autre 161

Recherche de la loi de la perpendicularilé 153

Exposé de la méthode d'investigation qui m'a conduit, pour

la première fois, à la représentation algébrique de la loi

de la perpendicularilé 157

Examen du cas particulier des deux modes d'existence de

la longueur faisant l'un avec l'autre un angle quel-



— 281 —
conque a , 165

Logarithmes circulaires 169

Application à la théorie des nombres 170

Généralité des principes précédents et interprétation des

expressions imaginaires 172

Des quantités positives et négatives par rapport aux imagi-

naires, et du passage du réel à l'imaginaire 173

De la nécessité d'admettre désormais en algèbre deux sys-

tèmes de numération : l'un appelé quantitatif, l'autre

ordinal 178

CHAPITRE IV.

Examen d'une théorie ayant pour but l'interprétation géométrique

des symboles imaginaires.

Objet de ce chapitre 185

Historique • 186

Les géomètres paraissent disposés à admettre comme vrai le

fond de cette théorie 189

L'exactitude de la théorie, quant à la forme, est générale-

ment mise en doute 192

Examen de cette théorie dans le Mémoire de M. Français. . . 196

Définition 196

M. Français donne à ses définitions plus d'étendue qu'elles

n'en comportent ^97

Théorème premier de M. Français 207

Critique et erreur de M. Servois au sujet de ce théorème . . 208

Raisonnement de M. Gergonne à l'appui du théorème pre-

mier • 210

Réfutation de ce raisonnement déduit de l'influence des

signes 211

Doutes et objections au sujet de la règle des signes en

algèbre 2J6

Résumé de cette discussion 218

Nouvelle réfutation du théorème premier de M. Français

sous le point de vue de sa forme algébrique 219



- 282 —
Les propositions de M. Français manquent de justification,

mais peut-être ne sont-elles pas fausses ? 222

Quelques réflexions sur la métaphysique de la science du

calcul , , . . . , 223

Rectification de la théorie des imaginaires 225

La direction d'une droite a pour expression algébrique la

fonction logarithmique 228

Détermination de la base de ce système de logarithmes. . . 229

CHAPITRE V.

Âpphcalions des doctrines exposées dans les chapitres précédents à la

théorie des fonctions circulaires et à la géométrie.

Objet de ce chapitre * 234

Section première. — Application à la théorie des fonctions circulaires.

On vérifie par l'expérience que l'expression

cos a X v^

—

isinoLj est en effet susceptible d'être adop-

tée en algèbre comme la représentation de la direction

déterminée par l'angle a 236

Traduction géométrique de l'égalité

{C08 a + \/^Csin af + {COS a — x/— 1 siïl «)«= 2 COS fld. 24

1

Traduction géométrique de l'égalité

{cos a + V/--Ï Si^ * Y—{cos a—v/-^ sin a}''=2 y/—\ siïl ncL, 243

Traduction géométrique de l'égalité

{cos a + V— 1 sin a)« {COS a.— V— 1 sin a)'» = 1 244

Explication géométrique des expressions

5_ 4 5

v/~i,\/^l, >/— 1, v/ -1> etc 245

Explication géométrique des n racines /*èmes de l'unité. . . 246

Section deuxième. — Applications à la géométrie élémentaire.

Détails préliminaires sur la manière de représenter en

algèbre les droites et leurs directions 249

Relations entre une droite et sa perpendiculaire 252



— 283 —
Intersection de deux droites 254

Formules fondamentales de la trigométrie des triangles . . 255

Principes fondamentaux de la théorie générale des poly-

gones 256

Du cercle 260

De la tangente au cercle 261

Intersection de deux circonférences 263

Propriété fondamentale des axes radicaux 265

Propriété des sécantes menées par un point extérieur . . . 267

Tangente commune à deux circonférences . ibid.

Expression algébrique de l'ellipse 269

Expression algébrique de l'hyperbole 271

Expression algébrique de la parabole ...... .... 272

Conclusion 273

Travaux ultérieurs 274

FIN





o û <î

9- -2^

.3 .3

19 O

< Q

E ô ^'"-
o e ''' <« •

•- ^
OJ

o o ô o *

^ l2

£. en «= ^î") r

t; «^' c ?
bD

S -5
*>> 3

tfi 2: n
a.K*-

S^o ^? 12 «
;_ «v

Ste -S « CQ O Q <î

•s '3

^ O Q <3

.50 .,

~ X ^

f« t/) r;

« s '"j

s-
•o J =7"

p ^:^

«ex
^ 2

tlC-o

c o
0; «

c .^
o r^
=« *i
W rv O

«; o 4>

a; S:

r «i

i I

O

«« d. S_ d.

^ O Q <

3 j2

4 c o
2i

o oj o j

:5- ^. 5,

^ O û <i

'3- >3-

^ s

5 — H
«
M

'§
c
CL

i s

E o

. « Q < ^ O O <

^^ê^

o c2 ..-\^
b

fl V û.

c^ 3 c ~S i2

o '1

O)

C
3

^ V

-3 «ij «ic/^ c2
3

« -VO

O c
re £ Cï
C Ô '^ ^fi

s
o
c^ o t" '-H c/)

c — »> C
M S f S ;2

^ o

^ d

'5 ^5

fc o

C/5

-H

PS

»^ sW X







H^ ^'^^smât^m Sl,, » c

\

Date Due S

^-.-mb^ 1w \

-X-*
^ "^^O- ; ^

^•:^
\
1

^..

%.
%,.

/

Wêl

)i^^fÀ

im̂
i.iy

^^M L. B. CAT. ^ O. 1137 "~™~f

^=>V,

è^^J-,



fM*PS^"

QA3Û3,V3
scni

va.,es,
.3 .5002 00208 5970

Etudes philosophiques sur la science du

MatEu



é^>^^%

^t:

? n-^
i é >^--'


