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Ueher die Functionaldeterminanten™)

von

C. G. J. Jacobi,

ord. Prof. d. Math. zu Kdnigsberg.

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik. Bd. 22. S.319—352,

1.

In der vorhergehenden Abhandlung!) habe ich die vor-
ztiglichsten Eigenschaften der Determinanten dargelegt, die zh
einem beliebigen Systeme von Elementen gehéren. In dieser
Abhandlung werde ich voraussetzen, die Elemente der Deter-
minante seien die partiellen Differentiale eines Systems von
Functionen von eben so vielen Verinderlichen, nach diesen
Verinderlichen genommen. Solche Determinanten spielen be-
kanntlich in der ganzen Analysis eine wichtige Rolle, ja sie
treten bei verschiedemen Untersuchungen iiber Systeme von
Functionen mehrerer Verinderlichen an die Stelle des Diffe-
rentialquotienten einer Function einer Verinderlichen. Eine
vortreffliche Erliuterung hierfiir geben verschiedene Theoreme,
die ich bei andern Gelegenheiten in Betreff dieser Determi-
nanten aufgestellt habe?). Es diirfte daher vielleicht zweck-
missig sein, solchen Determinanten eine besondere Benennung zu
geben und sie als Functionaldeterminanten zu bezeichnen.

Eben so wie wir die Eigenschaften der Functionaldeter-

minanten aus den bekannten Eigenschaften der algebraischen

* Was ich aus der Theorie der linearen Gleichungen und der
algebraischen Determinanten als bekannt voraussetze, findet man
in der vorhergehenden Abhandlung »Ueber die Determinantens«
bewiesen; auf diese beziehen sich die Paragraphen, welche ich mit
Sternchen bezeichnet habe.

1%
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4 C. G. J. Jacobi.

Determinanten herleiten werden, eben so kdnnten umgekehrt
die Eigenschaften der algebraischen Determinanten ans den
Eigenschaften der Functionaldeterminanten erschlossen werden
Nimmt man n#mlich an, dass

f’ﬂ’fi’ "'7f'l

lineare Functionen der Ver#nderlichen

. zl xll x!’ "'7‘Tn
sind, also

Jr =z + apz, + ajz, + -+ + Mz, ,
8o wird
und esg lisst sich daher die Determinante, die zu einem be-
liebigen Systeme von Elementen a” gehdrt ansehen als die
Determinante, die zu einem Systeme partieller Differentiale

U

ba',-

gohdrt oder als eine Functionaldeterminante.

[320] (396) Bevor ich jedoch zu dem eigentlichen Gegen-
stande komme, werde ich einige Bemerkungen iiber die Be-
zeichnung der partiellen Differentiale vorausschicken. Und da
in dieser Abhandlung wiederholt von Functionen die Rede ist,
die von einander abhingig oder nicht von einander abhingig
sind, schien es angebracht, auch hiertiber einige elementare
Auseinandersetzungen hinzuzufiigen.

2.

" Um die partiellen Differentiale von den gewdhnlichen zn
unterscheiden oder von demen, wo alle verinderlichen Grdssen
als Functionen einer einzigen Ver#inderlichen angesehen wer-
den, pflegen Ewler und andre die partiellen Differentiale in
Klammern einzuschliessen. Da jedoch eine Anh#ufung von
Klammern fir das Lesen und das Schreiben recht listig ist,
habe ich es vorgezogen, durch die Charakteristik

d
gewdhnliche Differentiale und durch die Charakteristik
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partielle Differentiale zu bezeichnen. Trifff man diese Ueber-
einkunft, so ist ein Irrthum ausgeschlossen. Ist also f eine
Function von 2 und y, so werde ich schreiben

) 3
ﬁ=£m+£@w

Wenn eine Function nur eine Verinderliche enthilt, so
darf man in gleicher Weise die Charakteristik ¢ oder d be-
nutzen.

Dieselbe Unterscheidung darf man auch bei der Bezeich-
nung von Integrationen benutzen, so dass die Ausdriicke

Jfe, y)dz, [fz, y)dz

verschiedene Bedeutung haben; in jenem wird nimlich y und
daher auch f(z, y) als Function von z angesehen, in diesem
hat man die Integration allein nach =z auszufthren und Y
wihrend der Integration als Constante aufzufassen.

Lagrange hat andre Bezeichnungen vorgeschlagen, die
man nicht selten mit Vortheil anwenden kann. Ist nimlich f
eine Function mehrerer Verinderlichen z, y, z, so bezeichnet
S’ das totale Differential, das heisst den Ausdruck

f= of f

oz

+y+

hierin sind 2’, ¥/, 2’ die Diﬁ'erentlale von z, y, z nach der
Verinderlichen, die man als die unabhingige gewihlt hat.
Dagegen bezeichnet er partielle Differentiale, indem er hin-
ter das Zeichen f' die Ver#inderliche schreibt, nach der die
partielle Differentiation vorzunehmen ist, wihrend die tbrigen
als Constanten gelten, so dass
, 9 ) 0 , 9
re=Z ro=¢, ra=%

[821] (397) Handelt es sich nur um Functionen von zwei
Vertinderlichen, so bezeichnet er durch kleine Striche itber und
unter der Zeile, wie oft die Function nach jeder von belden
Verinderlichen zu differentiiren ist, sodass zum Beispiel f7,,
dasselbe bedeutet wie

of

3z 3y



6 C. G. J. Jacobi.

Die Bezeichnung von Lagrange versagt, wenn man bei
einer Function von drei oder mehr Ver#inderlichen hdhere als
erste Differentiale darzustellen hat; freilich kommen solche
Differentiale in der Théorie des fonctions nicht vor4).

Damit das partielle Differential einer Function, die von
mehreren Verinderlichen abhingt, bestimmt ist, gentigt nicht
die Angabe der zu differentiirenden Function und der Ver-
#nderlichen, nach der zu differentiiren ist, man muss vielmehr
ausserdem angeben, welches die Grﬁssen sind, die wihrend
der Differentiation constant bleiben. Es sei nimlich S eine
Function von z, z,, ..., z,. Man nehme » Functionen c«,,
@,, ..., w, dieser Veriinderlichen beliebig an und fasse f als
Function der Versinderlichen 2, w,, ®,, ..., w, auf. Dann
sind, wemn z,, z,, ..., z, constant bleiben, w,, w,, ..., @,
bei verinderlichem z keine Constanten mehr, und es sind auch
. nicht, wenn w,, w,, ..., @, constant bleiben, 2,, z,, ..., z,

ebenfalls constant. Der Ausdruck g‘é wird nun ganz ver-

schiedene Werthe anzeigen, je nachdem diese oder jene Grissen
wihrend der Differentiation constant sind.

Es werde zum Beispiel in einer Function f der beiden
Versinderlichen z und y eine beliebige Function # von z und y
an Stelle von y als zweite unabhiingige Veranderhche eingefiihrt.
Dann wird das Differential, das vorher

of
ox
war, jetzt
3f ¥ du
T TREY:
of

sein, sodass dasselbe Zeichen 3z 82 verschiedene Werthe

bezeichnet, je nach dem % oder u constant bleibt, wihrend
f nach z differentiirt wird.

Ich werde daher in dieser und in andern Abhandlungen,
80 oft partielle Differentiale gebraucht werden, durch die Aus-
sage: f sei eine Function der Verﬁnderhchen Zy Xy oeey Ty,
nicht nur anzeigen, dass f von diesen Verunderhchen abhanvt
dass es also constant bleibt,"wenn diese constant bleiben, und
sich #ndert, wenn diese sich #ndern — das wilrde in gleicher
Weise gelten, wenn an Stelle von z, z,, ..., %, irgend welche
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andre Ver#nderliche w, w,, ..., w,, Functionen davon, als
unabhingige Ver#nderliche eingeftihrt wiirden, — wenn ich
vielmehr sage, f sei eine Function der Verdnderlichen
Z, £,y ++.y Ty, 80 willich dadurch verstanden wissen:
es soll, wenn diese Function partiell differentiirt
wird, die Differentiation so angestellt werden, dass
von diesen Ver#nderlichen immer nur eine sich
#ndert, wihrend alle dibrigen constant bleiben.
[322] Eben so muss, wenn die Formeln von jeder Zwei-
deutigkeit frei sein sollen, bei der Bezeichnung nicht nur
angezeigt werden, nach welcher Verdnderlichen differentiirt
wird, (398) sondern auch das ganze System der unabhingigen
Versnderlichen, deren Function partiell differentiirt werden
soll, damit man durch die Bezeichnung auch die Grossen er-
kennt, die wihrend der Differentiation constant bleiben.
Und das ist um so mehr nothwendig, als sich nicht vermeiden
l#sst, dass bei derselben Rechnung, ja sogar bei einer und
derselben Formel, partielle Differentiale vorkommen, die sich
auf verschiedene Systeme unabhiingiger Verinderlichen be-
ziehen, zum Beispiel in dem oben aufgestellten Ausdrucke

v Af b

3z ' du dz’

in dem f als Function von = und «, w dagegen als Function
von z und y anzusehen ist; in diesen Ausdruck ging nimlich

:{—; ilber, wenn % an Stelle von y als unabhiingige Verinder-
liche eingeftihrt wird. Wenn man aber bei der abhingigen
Veriinderlichen die unabhingigen Veriinderlichen hinzuschreibt,
auf die sich die partiellen Differentiationen beziehen, so lisst
sich jener Ausdruck durch folgende Formel darstellen, die von
jeder Zweideutigkeit frei ist:

bf Z, ) hf(.’l: v bf(x7 u) A du(z,y) 3)
Rz dz -+ du oz

Freilich wiirde die Bezeichnung, die bei der vorhergehenden
Gleichung angewandt wurde, und eben so alle andern, die
man erdenken kdnnte, um partielle Differentiale durch die blosse
Art der Bezeichnung vollstindig zu bestimmen, bei allgemei-
neren Untersuchungen und bei verwickelteren Formeln sehr
beschwerlich ausfallen, ja gar nicht durchzufithren sein, denn
bei einer grésseren Anzahl der unabhingigen Ver#nderlichen
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und bei mehreren Gliedern kdnnte es sich ereigmen, dass eine
Formel, die man durch eine einzige Zeile darstellen kanm,
eine ganze Seite in Anspruch nihme. Gewiss muss man den
grossten Werth auf eine Bezeichnung legen, die alle Zweideutig-
keit beseitigt und die Formeln ohne jede miindliche Eri4uterung
an und fiir sich deutlich und verstindlich macht. Wo es jedoch
ohne allzugrossen Nachtheil mdglich war, glaubte ich mich in
dem vorliegenden Falle wegen dieser ungeheuren und un-
vermeidlichen Weitschweifigkeit mit der Bezeichnung der Diffe-
rentiale begntigen zu dtirfen, die auf die Angabe der unabhiin-
gigen Verinderlichen verzichtet.

Es dirfte auch nicht vorkommen, dass ein verstindiger
Leser, der die Rechnungen aufmerksam verfolgt, dartiber ‘in
Unsicherheit gerith, auf welches System unabhingiger Verin-
derlichen die einzelnen partiellen Differentiale bezogen werden.
Indessen werde ich, wo es angebracht erscheint, damit man
zwei Systeme partieller Differentiale, die verschiedenen Systemen
von Verinderlichen entsprechen, leichter unterscheiden kann,
das eine von beiden, wie Euler es zu thun pflegt, in Klammern
einschliessen.

(323) 3.

Ist irgend eine Gleichung zwischen mehreren Grdssen vor-
gelegt, so lisst sich eine jede dieser Grdssen durch die tibrigen
bestimmen, es sei denn, dass die Gleichung identisch besteht.
(399) Identisch nenne ich eine Gleichung, in der alle Glieder
sich gegenseitig zerstéren und die mithin zur Bestimmung einer
Grosse untauglich ist. Entnimmt man aus der vorgelegten
Gleichung den Werth einer Grisse und setzt diesen Werth in
der vorgelegten Gleichung fiir die Grdsse ein, so ergiebt sich
eine identische Gleichung oder wir nennen vielmehr diesen
Werth der Grdsse einen der Gleichung entnommenen oder die
Gleichung befriedigenden, wenn er, fiir die Grosse eingesetzt,
die Gleichung zu einer identischen macht. Weil die Diffe-
rentiation von Null wiederum Null und daher die Differentiation
von sich gegenseitig zerstdrenden Gliedern wiederum sich
gegenseitig zerstdrende Glieder ergiebt, so folgt, dass durch
die Differentiation einer identischen Gleichung nach irgend
einer Grosse wiederum eine identische Gleichung entsteht.

Ich nenne Gleichungen unabhingig vomn einander,
wenn keine von selbst identiseh besteht oder mit Hilfe der
itbrigen zu einer identischen gemacht werden kann.
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Vorgelegt seien zwischen den Grossen z, z,, ..., z, die

Gleichungen

u=0, uy =0, ..., 4y, =0,
Aus der Gleichung # = 0 entnehme man den Werth einer ge-
wissen Grosse z, die dann durch z,, z, u. s. w. ausgedrtickt
ist, und setze ihn in die tibrigen Gleichungen u, = 0, %, = 0
u. 8. W. ein. Darauf entnehme man aus der Gleichung », = 0
den Werth einer zweiten Grosse z, , die dann durch z,, z, u.s. w.
ausgedritckt ist, und setze ihn in den fir # gefundenen Aus-
druck und in die ibrigen Gleichungen %, = 0 wu. s. w. ein,
u.s. w. u. 8. w. Fihrt man in dieser Weise fort, so werden
durch die Gleichungen

(1) u=0, u,=0, ..., up=20 .
die Werthe von z, z,, ..., z; durch die Werthe der fibrigen

Grossen ., , Ty, U. 8. W. ausgedriickt sein, und die itbrigen
Gleichungen

(2) Uy = 0, Uy =10, ..., U =10

werden allein zp,,, Z;,, U. 8. W. enthalten oder es werden
die Grossen z, z,, ..., & aus ihnen eliminirt sein.

Wenn es fir keinen Werth von %, der kleiner als m ist,
eintritt, dass vermdge der Substitution der den Gleichungen (1)
entnommenen Werthe von z, z, , ..., z; eine der Gleichungen
(2) identisch besteht, so konnen mittelst der vorstehenden
Methode eben so viele Grdssen, als Gleichungen vorgelegt
sind, bestimmt oder durch die tibrigen Grossen ausgedriickt
werden. ) .

Wenn es dagegen fiir einen gewissen Werth von % ein-
tritt, dass vermdge der Substitution der dem Gleichungen (1)
entnommenen Werthe von z, z,, ..., ; eine der tbrigen
Gleichungen %;,, =0, %}, , = 0 u.s. w. identisch besteht,
so kann diese identische Gleichung nicht zur Bestimmung
einer Grosse durch die itbrigen benutzt werden, [324) und es
kdnnen mithin in diesem Falle nicht eben so viele Grssen,
als Gleichungen vorgelegt sind, durch die tibrigen ausgedrtickt
werden. Deshalb sind die vorgelegten Gleichungen un-
abhingig von einander oder sie sind es nicht, je
nach dem mit ihrer Hillfe von den Groéssen, zwischen
denen sie bestehen, eben so viele oder nicht eben so
viele durch die ibrigen ausgedriickt werden (400)
koénnen.
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Dagegen ist es ganz und gar unmoglich, mittelst der vor-
gelegten Gleichungen eine gréssere Anzahl von Grdssen zu
bestimmen, als die Anzahl der Gleichungen betrigt. Mithin
muss die Anzahl der Unbekannten, die von einander unab-
hingige Gleichungen enthalten, die Anzahl der Gleichungen
entweder erreichen oder sie iberschreiten und kann niemals
geringer als diese sein.

Werden die Werthe von Grossen, die man aus eben so
vielen Gleichungen ermittelt hat, wiederum in diese Glei-
chungen eingesetzt, so mtissen identische Gleichungen heraus-
kommen.

Sind von einander unabhingige Gleichungen vorgelegt, so
darf man die Grossen, die mit Hiilfe dieser Gleichungen durch
die tibrigen bestimmt werden sollen, nicht immer willkiirlich
auswihlen. Kommen etwa zwei Grdssen # und z, in allen
vorgelegten Gleichungen nur additiv verbunden vor, so lisst
sich nur z 4 z,, aber nicht das einzelne z oder z, durch die
tibrigen Grossen ausdriicken.

Kann man durch die Glelchungen u=20, u, =0,
Uy, = 0 die Grossen z, z,, ..., z,, bestimmen oder durch
die tibrigen Grdssen a:m +1 U 8. w. ausdriicken, so ldsst sich
aus diesen Gleichungen keine Gleichung herleiten, die zwischen
Znarr Tomaey ++-y Ty allein besteht oder aus der gleichzeitig
alle Grdssen z, xl, .-y Ty, eliminirt sind. Man konnte nim-
lich vermdge ciner solchen Gleichung eine der Grossen z,,,,,
Zmeq U. 8. W., etwa z,,,,, durch die ilbrigen z,,, u. s w.
ausdriicken, und es wiirden daher mittelst . + 1 Gleichungen
m —+ 2 Grossen z, z,, ..., Z,,,, durch die tbrigen z,,,
u. s. w. bestimmt werden, was unmdoglich ist.

Kann man dagegen aus den von einander unabhingigen
Gleichungen

u=0, =0, ..., 4, =10
nicht alle z, z,, ..., z, bestimmen, so lisst sich aus diesen
Gleichungen immer eine andre herleiten, die zwischen z,,,,,
Zmes U. 8. w. allein besteht oder aus der gleichzeitig alle
z, %, ..., Z,, eliminirt sind. Bestimmen wir n#mlich fir
einen Werth von £, der kleiner als 7 ist, aus den Gleichungen

u=0, u,=20, .. yu=20

die Grossen z, z,, ..., z; und setzen ihre Werthe in die
Gleichungen
Upey =0, U g =20, ..., Up, =10



Ueber die Functionaldeterminanten. 11

ein, 80 wird nur dann durch diese Gleichungen keine weitere

der Grossen zy,,, Ty, q, .- ., L, bestimmt, wenn diese Grossen -

vermdge der Substitution aus den Gleichungen u;,, = 0 u.s.w.
ganz und gar verschwinden oder wenn Gleichungen ausschliess-
lich zwischen den z,,,,, Z,,,, U. 8. W. hervorgehen.

[325] Wenn m -+ 1 unabhiingige Gleichungen zwischen
n -+ 1 Unbekannten vorgelegt sind, so kann, wie wir im
Vorhergehenden sahen, nicht nur keine der vorgelegten Glei-
chungen mit Hiilfe der tibrigen zu einer identischen gemacht
werden, sondern es konnen auch aus der Zahl der Unbekann-
ten, und zwar im allgemeinen auf verschiedene Arten, n — m
Unbekannte ausgew#hlt werden, zwischen denen keine Glei-
chung besteht, die sich aus den vorgelegten Gleichungen ab-
leiten liesse. Werden durch die Gleichungen v = 0, », = 0,
veey U =0 eben so viele Grossen z, z,, ..., Z,,, die sie
enthalten, bestimmt, so sage ich, sie seien in Bezug auf
diese Groéssen unabhiingig von einander.

(401) 4.

Ganz #hnliche 8itze gelten fiir Functionen, die unabhingig
von einander sind. Funetionen mehrerer Versinderlichen nenne
ich unabhéngig von einander, wenn keine von ihnen
eine Constante ist oder durch die ibrigen ausgedrtickt werden
kann oder, was dasselbe ist, wenn zwischen diesen Funectionen
allein keine von der Versinderlichen freie Gleichung besteht,
die durch Substitution der Aunsdriicke der Functionen zu einer
identischen wird.

Wenn zwischen den vorgelegten Functionen eine oder meh-
rere Gleichungen dieser Art besteben, so kdnnen eben so viele
Functionen durch die tibrigen bestimmt werden, und zwischen
diesen besteht dann keine weitere Gleichung. Sind mithin
vorgelegte Functionen nicht unabhingig von einander, so
werden darunter gewisse Functionen unabhingig von einander
sein und die tbrigen werden sich durch diese ausdriicken
lassen. Sind die Functionen f, f,, ..., f, nicht unabhingig
von einander, sind dagegen die Functionen f,, f,, ..., fu
unabhiingig von einander, so ist f eine Fuuction von f,, f,,
very Jn- Wenn ndmlich die Functionen f,, f,, ..., f, unab-
hiingig von einander sind, so kann die Gleichung, die zwischen
allen Functionen f, f,, ..., f,, besteht, nicht von der Fune-
tion f frei sein, und daher wird f durch diese Gleichung als
Function der ﬁbngen Jis far oo+ fn bestimmt,



12 C. G. J. Jacobi.

Wenn Functionen der Verinderlichen z, z, ..., 7, ausser
diesen noch andere Grossen @, @,, @, u. 8. w. enthalten, so
werde ich sagen: die Functionen seien in Bezug auf die
Gréssen z, z,, ..., £, unabhiingig von einander, wenn zwi-
schen den Funetionen allein und den Gr(issen a,a,a, u.s. W
keine Gleichung besteht.

Wenn man statt mehrerer Functionen nur eine Function
einer Ver#nderlichen hat, so kommt der Fall, dass die Func-
tionen nicht unabh#ngig von einander sind, auf dem zuriick,
dass die Function eine Constante ist. Wenn n#mlich nur eine
Function vorgelegt ist, so wird sie vermdge der Gleichung,
die zwischen den vorgelegten Functionen besteht, gleich einer
Constanten.

Es seien f, f,, f, u. 8. w. von einander unabhiingige Fune-
tionen der Ver#nderlichen z, z,, ..., z,, und es sei z eine
der Verinderlichen, die in f enthalten ist. Dann kann man
z dureh f und die tibrigen Verinderlichen z,, z,, ..., 7, aus-
driicken. Setzt man diesen Ausdruck von z in die Functionen
Juor fs u.os. w. ein, so wird f, ausser f noch gewisse von den
Verinderlichen z,, #,, ..., z, enthalten; sonst wiirde ndmlich
f, allein durch f* ausgedriickt werden, [326] und das ist gegen
unsere Voraussetzung, dass die Functionen f, f, u. s. w. unab-
hiingig von einander sind. Es sei z, eine der Verinderlichen, die
f, ausser f enthilt. Dann kann man 2, durch £, f,, z,, %5 ..., z,
ausdriicken. Setzt man diesen Ausdruck in die vorher gefundenen
Ausdriicke von z, f,, f; u.s.w. ein, so werden auch diese Grossen
durch £, f,, z,, Z,, ..., #, ausgedriickt. Jetzt wird f, wiederum
gewisse von den Veranderhchen Zy, T4, ..., T, enthalten, denn
nach der Voraussetzung ldsst sich f2 nicht durch /, f1 allein
ansdriicken. Mithin kann man wiederum eine der Veridnderlichen
Z,, &y, ..., Z, durch die iibrigen und durch £, £, , f, ansdriicken.

Fahren wir in dieser Weise fort, so werden, wenn irgend
welche von einander unabhingige Functionen gegeben sind,
eben so viele von den Verinderlichen, die sie enthalten, durch
die tibrigen und (402) durch diese Functionen bestimmt. Dass
nicht mehr von den Verinderlichen z u. s. w. durch die tibrigen
und durch die f u.s. w. ausgedriickt werden konnen, erhellt
daraus, dass durch m 4~ 1 Gleichungen .

If (y )y ..oy Ty) = w

fl (377 1) "0y Zn)‘= Wy,

(1)
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nicht mehr als m <~ 1 Grossen bestimmt werden. Man kénnte
auch nicht, wenn ausser den von einander unabhingigen Func-
tionen f, f,, ..., fin andre f,, ., u. s. w. gegeben wiren,
die sich dureh f, f,, ..., fi, allein ausdricken lassen, mehr
als m 4 1 Veriinderliche durch die tbrigen £, f,, ..., fi,
Smas 0. 8. w. ausdriicken, da nimlich f,,,, u. s. w. allein
darch £, f,, ..., fm ausgedriickt werden, so kiime das auf
dasselbe heraus, als ob man mehr als m 4+ 1 Verdinderliche
durch die dibrigen und durch m + 1 Functionen f, f,, ..., fm
ausdriicken solite.

Wir sehen also: es lassen sich, je nach dem die gegebenen
Functionen mehrerer Verinderlichen unabhiingig von einander
oder nicht unabhingig sind, eben so viele oder nicht eben
so viele der Ver#inderlichen durch die tibrigen und durch
diese Functionen ausdricken oder es sind umgekehrt Func-
tionen unabhingig von einander oder nicht unabhingig, je
nach dem man eben so viele oder nicht eben so viele der
Verinderlichen durch die tibrigen und durch die vorgelegten
Functionen ausdriicken kann. Als Corollar ergiebt sich, dass
die Anzahl der von einander unabh#ngigen Functionen die
Anzahl der Verinderlichen, die sie enthalten, nicht tibertreffen
kann.

Ist die Anzahl der von einander unabhingigen Functionen
kleiner als die Anzahl der Verinderlichen, die sie enthalten,
80 kann man zwar eben so viele Verinderliche durch die
ibrigen und durch die vorgelegten Functionen bestimmen, darf
jedoch diese Ver#inderlichen nicht immer willkiirlich auswihlen.
Wenn etwa die beiden Verinderlichen z und z, in den vor-
gelegten Functionen nur in der binomischen Verbindung z 4 z,
anzutreffen sind, so ist es augenscheinlich unmdglich, z und z,,
jedes einzeln fiir sich, durch diese Functionen und durch die
tibrigen Verdnderlichen auszudricken.

8o oft z, z,, ..., #,, sich durch die itbrigen z,,,, u.s. w.
und die Functionen f, f,, ..., f;, ausdriicken lassen, kann
zwischen den Grossen

f;.fu ceey fm: Tmery -y Tn

[827] keine Gleichung bestehen, die durch die Substitution
der Ausdriicke der Functionen f, f,, ..., f,, zu einer iden-
tischen wird. Sonst kénnte man n#mlich mit Htlfe dieser
Gleichung auch noch eine der Verinderlichen z,,,,, z,.,,
u. 8. w., etwa z,,,,, durch die Grdssen f, £, ..., fin: Zmses



14 C. G. J. Jacobi.

Zpmeyy -y Tn ausdricken, und es wiirden daher durch die
vorgelegten m - 1 Gleichungen (1) m -4 2 Grossen z, z,,

. -+y Typyy, bestimmt werden, was unmdglich ist.
Wenn umgekehrt zwischen den von einander unabhingigen
F unctionen f, f,, ..., f, und den Ver#nderlichen =z,_,,,
Zyn+rr -+ Tn keine Gleichung besteht, die durch die Sub-

gtitution der Ausdrticke der Functionen f, f,, ..., fij zu
eiwer identischen wird, kann man z, 2, ..., z, durch die
G rossen

(403) f".fw '-'7fm7'7'm+|,l'm_;_,, ceey Zy

ausdricken. Wir sahen ndmlich in dem vorhergehenden Para-
graphen, dass die Unbekannten =z, z,, ..., z,, wenn sie
durch die Gleichungen (1) nicht bestimmt werden, unter allen
Umsténden aus den Gleichungen (1) eliminirt werden kdnnen.
Hierdurch wilrde aber eine Gleichung zwischen w, w,, ..., w,,,
Tt Tmaey -+ In oderﬁﬂ, "'rfm7 Tm+ir Tmagy o2y Tn
hervorgehen, und das widerspricht der Voraussetzung, die wir
gemacht haben.

Wenn m - | von einander unabhingige Functionen von
n -+ 1 Verinderlichen gegeben sind, so folgt aus dem Vorher-
gehenden, dass nicht nur zwischen diesen Functionen allein
kgine Gleichung besteht, sondern dass es auch immer unter
den 7z 4 1 Verdnderlichen # — m giebt, zwischen denen und
den vorgelegten Functionen keine Gleichung besteht oder dass
picht nur keine der von einander unabhingigen Functionen
durch die ilbrigen Functionen, sondern auch nicht durch jene
n — m Veréinderlichen ausgedriickt werden kann.

Die m -+ 1 von einander unabhiingigen Functionen, durch
die in Verbindung mit den ibrigen Verinderlichen dic gleiche
Anzahl von Gréssen =z, z,, ..., z, ausgedricki werden
kanp, darf man nach der oben vorgeschlagenen Benennung
als Functionen bezeichnen, die in Bezug auf die Ver-
#nderlichen z, z,, ..., 7, unabhiingig von einander sind,
denn zwischen ihnen kann keine von diesen Verinderlichen
freie Gleichung bestehen. Man kann die gegebemen Func-
tionen an BStelle der Verinderlichen, in Bezug auf die sie
unabhingig sind, als unabhingige Verinderliche nehmen und
als solche in andre Functionen einfithren; es geschieht das,
indem diese Verinderlichen durch die Functionen und die an-
dern Ver#inderlichen, welche die Functionen enthalten, aus-
gedrtickt werden.



Ueber die Functionaldeterminanten. 15

5.
Sind die » 4+ 1 Functionen

ﬁfl? "‘7fﬂ

von eben so vielen Versinderlicken 2, z,, ..., 7, vorgelegt,
so bilde man die partiellen Differentiale aller dieser Functionen
nach allen Veriinderlichen. Es entstehen so die (# -+ 1)* Grdssen

bzk
(328] Die Determinante, die zu dem Systeme dieser Grdssen

gehort:
~+ ¥ U VY

T Tz dz, Oz,

nenne ich die Functionaldeterminante oder genauer
die Determinante, die zu den Funectionen f, f,, ..., f, der
Ver#inderlichen z, z,, ..., 7, gehdrt oder die in Bezug auf
die Versinderlichen z, z,, ..., 7, gebildete Determinante der
Functionen f, f,, ..., f»%. Hat man nimlich mehrere Sy-
steme von Verinderlichen und nimmt bald das eine, bald das
andre fiir die unabhiingigen Verinderlichen, so muss man
sorgfiltiz (404) angeben, in Bezug auf welche Verinderliche
die Functionen differentiirt oder die Functionaldeterminante
gebildet werden soll. Hat man nur eine Function, so geht
die Functionaldeterminante in den Differentialquotienten der
Function tiber7).

Im allgemeinen ist der Grad der Determinante (4*) eben
8o gross wie die Anzahl der Functionen. So oft jedoch meh- -
rere der gegebenen Functionen den Verinderlichen gleich sind,
vermindert sich der Grad der Determinante. Ist zum Beispiel

fm+| = Ty fm+2 = Tmaer o) fn= Zn)
so wird die vorher angegebene Functionaldeterminante gleich
YRV
0r oz, 32y,

Wenn alle vorgelegten Functionen der Reihe nach gleich
den einzelnen Veridnderlichen sind, so wird die vorliegende
Determinante gleich der Einheit. Wenn die Functionen

fm+l7fm+!) "'7fﬂr



16 C. G. J. Jacobi.

beliebige Func‘tlonen VOO Zypyyy Zypnggs +ovr Zp sind, die z,
Zy, ..., Ty, nicht enthalten, so wird die vorliegende Deter-

minante
ERTUL VY SR
0z 6xl 0z,
—_ b.f bfl bfm . X+ bj;n+: afrn+fz a.fn .

=>=5z dz, ¥y ey OTmye 0y

Das alles folgt aus den Sitzen, die ich (5*) bewiesen
0]

a0 die Stelle von

L4

bxk

habe, wenn man nur a

setzt.
. 6.

An der Schwelle der Untersuchungen tiber die Functional-
determinanten tritt uns folgender Lehrsatz entgegen:

Die Determinante von Functionen, die nicht un-
abhingig von einander sind, verschwindet, und
Functionen, deren Determinante verschwindet, sind
nicht unabhingig von einander.

Wir wollen zuerst beweisen, dass die Determinante von
Functionen, die nicht unabhingig von einander sind, ver-
schwindet.

Es seien f, f,, ..., f, nicht unabhiingig von einander,
es bestehe vielmehr zwischen ihnen die Gleichung

H(.f) Jo vor Sa) =,07
[829] die zu einer identischen wird, wenn man fir £, f,, ..., fy,
die Ausdriicke in den Verinderlichen z, z,, ..., #, einsetzt,
denen sie gleich sind. Differentiirt man die vorhergehende
Gleichung nach den einzelnen Veriinderlichen, so erhilt man
folgendes System von Gleichungen:

0= AL o M
(405) 0 'a‘f“’? afi'i- - o,
___bf 3T | df, af,, M
M P Y L PR AL TR YA
_df AT df, 3 yfy
=3z, O Tog, of T Tz, 3
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Diese » 4+ 1 Gleichungen lassen sich ansehen als ein System
linearer Gleichungen zwischen der gleichen Anzahl von Un-
bekannten

I 3T AT

AN
bei dem die constanten Glieder gleich Null sind. Bei einem
solchen Systeme muss bekanntlich (7*) die Determinante ver-
schwinden, falls nicht etwa alle Unbekannten gleichzeitig ver-
schwinden. Es konnen aber nicht alle Grdssen %}‘— . 8. W.
gleichzeitig verschwinden, denn das wiirde bedeuten, dass IT

von allen f] f,, ..., f,, frei wire. So oft also die Functionen
Sy fu> +++s Jo nicht unabhiingig von einander sind, muss

"—!—g..bf‘.. .a__f_;'.=0

= Tz vz, dz,

werden. Und das war zu beweisen.

7.

Etwas umstindlicher gestaltet sich der strenge Beweis der
Umkehrung, dass die Functionen nicht unabhiingig von ein-
ander sind, so oft die Determinante verschwindet. Ich werde
diesen Beweis in der Art fithren, dass ich zunichst zeige, wenn
das so eben ausgesprochene Theorem ftir 2 Functionen richtig
ist, muss es auch fir » -~ 1 Functionen richtig sein. Mithin
wird der Lehrsatz fiir eine beliebige Anzahl von Functionen
gelten, sobald er fur zwei Functionen erhirtet ist.

Wir wollen mit

A, 4,, ..., 4,

die Ausdriicke bezeichnen, die man in der Determinante

T Tz g, 3z,
der Reihe nach mit

o of 3

0z’ dz,’ " vz,

multiplicirt findet. [330] (408) Dann hat man die identischen
Gleichungen (6*):
Ostwald's Klassiker. 78. 2
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O of.  a bf bf of
~4 W % Yn
(1) S=32 dz, =z, e AT At +bz,,A'“
bf« .bfi. o,
0=z At At Ty, A

Wir wollen annehmen, dass die Functionen f,, f,, ..., f,
anabhiingig von einander sind; sind sie es nimlich mcht 80
gilt bereits, was wir beweisen wollen, dass die vorgelegten
Functionen ni_cht unabhingig von einander sind. Man kann
nun # von den Verinderlichen z, z,, ..., %,, etwa z,, z,,
.oy Ty, Gurch z und f,, f,, ..., f,, ausdriicken, so dass
Jis Sy +ooy Ju in Bezug aut z,, z,, ..., z, unabhingig von
einander sind (siehe §. 4).

Fihrt man diese Ausdriicke von z,, z,, ..., Z, in die
Function f ein, so wird f eine Function der Veriinderlichen

z, fui, far ooy Su-

Die partiellen Differentiale in Bezug auf diese Verinder-
lichen wollen wir in Klammern einschliessen. Dann wird

3 _ () o (3f) . Vs ( bfe (bf ¥
dz (bx + (bfl) + YA + + of ] dz?
und ferner, wenn ¢ irgend einen der Indices 1, 2, ..., n be-

zeichnet:
(bj,) bfi (af,) af,+ +(afn) aaj;':

Setzt man diese Ausdriicke in ( 1) ein, so erkennt man,
dass die Ausdriicke, die der Reibe nach mit

67)> G7) - 67)

maltiplicirt sind, wegen der Formeln (2) identisch verschwinden.
Mithin ergiebt sich die bemerkenswerthe Formel:

s+ M %z(f

0z dz,  dz, or
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oder
@ =X M Va () MO M
dz ¥z, Oz, 0z dz, Oz, 0z,

Verschwindet also die Determinante auf der linken Seite,

3 f)

80 muss entweder (—-
oz

sV M ey,

dz, dz, Oz,

oder die Determinante

verschwinden.

+ (407) Wir setzen voraus, dass die Behauptung fur 2 Func-
tionen gilt oder dass » anctlonen nicht unabhingig von ein-
ander sind, wenn ihre Determinante verschwindet. Mithin
wiirden, wenn die vorhergehende Determinante A verschwénde,
die Functionen f,, f,, ..., fn in Bezug auf z,, z,, ..., 7,
nicht unabhingig von elnander sein, und das widerspricht der
Voraussetzung, die wir gemacht haben. [331] Folglich muss

der andre Factor ( e ) verschwinden, und hieraus folgt, dass

S allein durch f,, f;, ..., f, ohne die Verinderliche z aus-
gedriickt werden kann. Mithin sind die Functionen SrSorerSn
nicht unabhiingig von einander, was zu beweisen war.

Nachdem wir die Behauptung ftir » 4+ 1 Funectionen be-
wiesen haben, sobald sie ftir » Functionen gilt, wird sie all~
gemein gelten, sobald sie fir zwei Functionen erh#rtet ist.
Das geschleht folgendermaassen

Es seien f und f, Functionen von z und z,, deren De-
terminante verschwindet, oder es sei identisch

M MM,

0z Oz, dz, 0z

Nun ist f, entweder eine Constante oder enthili wenig-
stens eine der beiden Verinderlichen, etwa z,, und dann lisst
sich z, durch 2 und f, ausdricken. Setzt man diesen Aus-
druck in f ein, so wird

?f ( +(bf Afy

3 AR
of _ of) o,
dz, df,) vz’

¥
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mithin
0= M Y U P_Jﬁ).?’_Jl.
dxr 0z, dz; A 0z oz,
Der zweite Factor g% verschwindet picht, da wir voraus-
1

setzen, dass f, gerade z,’ enthalten soll, mithin ist

(5=

oder die Function f, ausgedriickt durch z und f,, wird frei
von X, und ist eine Function von f, allein. Hiermit ist dar-
gethan: So oft die Identitit

VU,

0z dx, dz, Oz

besteht, ist entweder f, eine Constante oder f eine Function
von f,, und es sind also die Functionen f, f, nicht unab-
hiingig von einander. Und das war zu beweisen.

Aus dem Lehrsatze, dass die Determinante von Functionen,
die nicht unabhingig von einander sind, verschwindet, folgt,
dass Functionen, deren Determinante nicht verschwindet, un-~
abhiingig von einander sind. (408) Aus dem Lehrsatze, dass
Functionen, deren Determinante verschwindet, nicht unabhingig
von einander sind, folgt, dass die Determinante von Funectio-
nen, die unabhiingig von einander sind, nicht verschwindet (€).

" Hitte man nur eine Function, so wiirden die im Vorher-
gehenden bewiesenen Lehrsitze darauf zuriickkommen, dass
eine Function constant ist oder nicht constant ist, je nach
dem ihr Differential verschwindet oder nicht verschwindet.
Umgekehrt lehrt das Vorhergehende, dass dieser Lehrsatz auf
Systeme von Functionen mehrerer [332] Verinderlichen aus-
gedehnt werden kann, wenn an die Stelle der Bedingung, dass
die Function constant sein soll, die Bedingung gesetzt wird,
dass die Functionen nicht unabhéingig von einander sein sollen,
und wenn ferner an die Stelle des Differentials die Functional-
determinante gesetzt wird.

8.
Es mogen f, f,, ..., fn von einander unabbingige Func-
tionen der Verinderlichen z, z,, ..., z, bezeichnen, und es

sei folgendes System linearer Gleichungen vorgelegt:
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9

afr_l__ f ...+-a:x—f7'”=8, .
n

M,_&_.ﬁr +...+-6—‘Z‘-r"=s|,

(1) LY Y dz,

4 s e s e e s s s s s e s e s e e s e e e e = s

oder auch dieses:

ft+bf4t +"°+9&tn=“;

oz
f bfn A, _
(2) A
3f4 L e,
t+bznt + - +mtn—"n

Die Losung dieser Gleichungen ist immer mdglich und be-
stimmt. Es werden niimlich nach der bekannten Theorie der
linearen Gleichungen lineare Gleichungen nur dann unmdglich
oder unzureichend zur Bestimmung der Unbekannten, wenn
ihre Determinante verschwindet (7*). Dass jedoch die Deter-
minante der Gleichungen (1) oder (2):

s U Ve

dz dz, Oz

sobald die Functionen f, f,, ..., fy unabhéingig von einander
sind, nicht verschwindet, habe ich in dem vorhergehenden
Paragraphen bewiesen.

(409) Die Losung der Gleichungen (1) oder (2) ergiebt
sich durch folgendes Verfahren. Da f, f,, ..., f, unabhingig
von einander sind, lassen sich z, z, u. 8. w. durch f, £, u.s.w.
ausdricken. Setzt man diese Aunsdriicke in irgend eine andre
Function ¢ von z, z, u. s. w. ein, so geht sie in eine Func-
tion von f, f, u.s. w. tiber, und es ist das partielle Differential
von ¢ nach der Grosse fj:

dp d¢ ¥z d¢ dz g bz,,,
3) = el ket | ki
) e de 3 Tae i T T e W
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[838] Mithin ergiebt sich, wenn ¢ = f; gesetzt wird, je
nach dem % gleich ¢ oder 4 von ¢ verschieden ist:

of; ¥z, 3 vz,

(4) az'af,"' o, T +bz:, of;
U 3z | ¥y da Vi ¥,
ax’afk""ax, Y AR Y Y/

Wenn man in dem Ausdrucke, der z; durch f, f, u. s. w.
darstellt, fir f, f, u.s. w. die vorgelegten Ausdriicke ein-
setzt, so wird er identisch gleich zj;. Mithin erhilt man
durch Differentiation dieses Ausdruckes nach z; oder nach
einer andern Veriinderlichen z; die Einheit oder Nichts, oder
es wird:

b:vk bf b.’tk bﬁ a@k.afn

) |V °?+6J". T T b;k
doy, ¥ Az af 3z Ay _
F 34 T v T T v

Multiplicirt man (1j der Reihe nach mit

dap O3y
o T W
und addirt, so wird mit Htilfe der Gleichungen (5):
bxk bxh bx,‘
(6) = fs+ bf, 4+ +af
Multiplicirt man (2) der Reihe nach mit
o1 T T
und addirt, so wird mit Htilfe der Gleichungen (4):
; Az,
(7) t= f +afu.+ by Ak

Diese Formeln liefern folgende Lehrsitze:

(410) L Sind f, f,, ..., fn von einander unabhingige Func-
tionen der Verﬁ.nderlwhen Z, &y ..., Ty, und wird
folgendes System linearer Gleichungen vorgelegt:
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bfr_l_ ._f._r‘+....+ir”=s"

a r+—6 l_r‘_'_.. +bnr" s"
ofn 0fn 3fn
vy —|——b |r‘+ +a”rn'—sm

80 ist ihre Losung immer moglich und bestimmt, und
-zwar .sind .die .Werthe der Unbekannten:

334
[334] r °J’ﬁ +bfs‘+ +af
4 n
9 9 d
) ) 0

II. Bind f, f,, ..., f, von einander unabhanglge Fune-
tionen der Verﬁnderhchen Ty Zyy ...y Ty, und wird
folgendes System linearer Glelchungen vorgelegt:

bft+af‘t+ +bf"t =u,

ft__l__a.f‘lt_'_ +afnt—u“

oz,

.......................

ft_'_af,t + - +af,,t = tty,

oz,

80 ist ibre Losung immer méglich und bestimmt, und
zwar sind die Werthe der Unbekannten:

0z oz, dz,
t b—f:u—‘-T‘f. ‘—l— . + bf u,,,
oz or 0z,
b= —mu+ —Fu + -+ —2u
Y of, of
0z 0z oz
SRR Y o ofu "
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Aus diesen Lehrsitzen ergeben sich die Folgerungen:

III. 8ind f, f,, ..., f, von einander unabhingige Func-
tionen der Verdnderlichen =z, z,, ..., z,, so folgt
aus den Gleichungen

411 ) 3
(a11) Lyl k=0,
a‘f‘r'l":flr.‘i_ +%1’” 0,

1

d d
%r+‘f ry+ +%r,, 0

mit Nothwendigkeit
r=20,7r,=0, .., 7r,=0.

IV. 8ind £, f,, ..., fu von einander unabhingige Func-

tionen der Verinderlichen z, z,, ..., z,, so folgt
aus den Gleichungen
3
| 0, f,,
bxl.t_i—mt’_i_' b“ﬁt_o
ft+Qﬁt+- +Qﬁt—0

oz, dz, ! dz, "

mit Nothwendigkeit
t=0,2¢=0, ..., tp=0.

Wenn wir in dem Lehrsatze I. oder II. die vorgelegten
und die gelosten linearen Gleichungen genauer betrachten, so
erkennen wir, dass die einen aus den andern hervorgehen,
indem die Unbekannten 7 oder ¢ mit den constanten Gliedern

f.-

s oder » und gleichzeitig die Dlﬁ‘erentlalquotlenten <=t mit

den Differentialquotienten :—;,k vertauscht werden. Da.s hefert
eine bequeme Regel fiir die 'AuflOsung solcher linearen Glei-
chungen.
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Gleichzeitig zeigen die vorhergehenden Formeln, wie man
die Differentialquotienten ba_;_ aus den Dlﬁ'erentlalquotlenten 'f'
erhalt. Vergleicht man nimlich die vorhergehenden Formeln
mit denen, welche die hekannten algebraischen Algorithmen
fir die Auflﬁsung der linearen Gleichungen ergeben, so wird,
wenn man die Determinante

R=s+ L. M. U

Tz 9z, oz,

bildet:
O.Z‘k R
(8) . R - _f‘ af ?
bxk

(412) oder es wird R - —67 gleich dem Aggregate der Glieder,
das man in der Determinante R mit 3o 4 multiplicirt findet;
Tk

es wird mithin zum Beispiel

dz _ o df,
. P e e Ak W A BNl (3
(©) B df dz, dz, Oz,

9.

Mit Hiilfe der Formel (8) des vorhergehenden Paragraphen
kann man einen fiir die Berechnung geeigneten Ausdruck der
partiellen Differentiale einer Functionaldeterminante erhalten,
den wir anfithren wollen.

Handelt es sich darum, R pach irgend einer Grosse @ zu
differentiiren, die eine der Ver#nderlichen z, 2, u. s. w.
oder irgend eine andre Grdsse ist, welche die Func-
tionen [386] f, f, u. s. w. enthalten, so wird

3R _ 3R ¥f; .
da _‘b—a‘f"- dadzy’
bxk

unter dem Zeichen I sind den beiden Indices ¢ und % alle

Werthe 0, 1, 2, ..., 2z zu ertheilen. Diese Formel geht mit-

telst (8) des vorhergehenden Paragraphen in folgende iber:
e = 25, b:ck b
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Nun ist aber b f;
*f; afi ¥f;, vz, ba
S&‘az'a”‘f,.“‘aaaz,' YA T +aaax,,’32— 3

und es ergiebt sich mithin die Formel

W 2o
d logR ba ba
1 e R o
L T 7
dlog R ,
Um zu erhalten, hat man also von den vorgelegten

da
Ausdriicken f, f,, ..., f, einen jeden f; nach @ zu diffe-
rentiiren, das Differential durch f, f,, ..., f, auszudricken
und diesen Ausdruck nach f; zu differentiiren: das Aggregat
aller dieser » -+ 1 Differentiale ist gleich
dlog R 9.
da
Wie ich in §. 11 der Abhandlung iber die Determi-
nanten bewiesen habe, wird, wenn man die

—_ ¥ v (n
R_‘.___aaae n),

;ﬁ)

day ')
setzt,
(413) S+ 44]. A<m>—- R™ S & glmen)glmes)  gn)
Bei der Annahme
o= i
d bxk
wird nach (8) des vorhergehenden Paragraphen
i dz
A( i) p2Yk,
of;

Setzt man diese Werthe ein und dividirt .mit R™, so geht
die vorstehende Formel ilber in diese:

(2) s+ 92 0z oz, . 0z, =4 Yme LY . bfnm-z . ?ﬁ .
bf afl bfm bxm-n brmm LEM
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Aus dieser Formel ergeben sich viele andre, wenn man
die Indices der z oder der f permutirt.

Setzt man m == n, so ergiebt sich an dem angegebenen
Orte die Formel :

St A4]... . AM=Rr.

(337) Mithin geht in diesem Falle (2) in folgende Formel
iiber: :

oder

(8) It r...—2 =

Hat man eine Function f einer Versinderlichen » und drickt
umgekehrt # durch f aus, so hat das Differential von x nach
f den reciproken Werth des Differentials der Function f nach
. In #bnlicher Weise lehrt die vorstehende Formel: Hat
man 7 -+ 1 Functionen f) f,, ..., f,, von eben so vielen Ver-
#nderlichen z, z,, ..., 2, und drickt umgekehrt z, 2,, ..., z,
durch f, f,, ..., fn aus, so hat die Functionaldeterminante
von z, z,, ..., Z, in Bezug auf f, f,, ..., f,, den reciproken
Werth der Functionaldeterminante von f, f,, ..., f, in Bezug
auf z, z,, ..., Z,.

10.

Das Vorhergehende lehrt, wie man die Functionaldeterminante
erhiilt, wenn nicht die expliciten Ausdriicke der Functionen,
sondern umgekehrt die Variabeln dargestellt durch die Func-
tionen gegeben sind. Diese Aufgabe ist ein besonderer Fall
der allgemeineren, die Functionaldeterminante zu finden, (414)
wenn die Functionen durch Gleichungen zwischen den Func-
tionen und den vorgelegten Verinderlichen definirt sind oder
wenn die Functionen implicite gegeben werden.

Es mogen die Functionen f, f,, ..., f, von z,2,, ..., Z,
darch folgende Gleichungen zwischen allen diesen 2 7 4 2
Grossen definirt werden

F=0,F,=0,F,=0,..., F, =0.

n
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Setzt man die durch z, z,, ..., z, dargesteliten Ausdrticke
der Functionen f, f,,...., f,, ein, die aus diesen Gleichungen
hervorgehen, so wird jede der Gleichungen

F=0

zu einer Identitit, und differentiirt man diese Gleichung nach
einer beliebigen Verinderlichen zy, so ergiebt sich

) o= 35 AF A ¥ 3 e,

dzp bf LE bf; bx af,, d0zy,
Wir wollen
3F, o Ym_ m
(2) bfm—am’ 3z = a’-

setzen. [388] Es sei ferner
e o®) 4 ofd) af") + o4 oW aF) = ¢f),
Dann folgt aus (1):

(3) c;:)=——a_1?".

bzk
Nun hat man die bekannte Formel (13%*):

Sktee[dj M=% caalal--aV. “+aa’ 7o al®,

Mithin kommt durch Substitution von 2) und (3):

bF AF, d F,
Lo S N it SNl
#) =1) ¥z 2z, 0z,

s W 3, o A A e

STV, 3z vz, =z,
Diese Formel liefert als Werth der gesuchten Functional-
determinante

L OF 3F, F,
3f df, 3, Sl PRk v P

L. N e e % Znyy

R e e VY T A
- TV A

Wird eine Function f einer Verinderlichen # durch eine

Gleichung F(f )
y ) =
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definirt, so erhilt man das Differential der Function f nach
der Verinderlichen z, wenn man (415) die Differentiale von
F pach f und z durch einander dividirt und das negative
Vorzeichen vorsetzt. Auf ganz dhnliche Art ist, wie die Formel
(5) lehrt, die Determinante der Functionen f, f,, ..., f, in
Bezug auf die Verdnderlichen z, z,, ..., 2,, wenn die Fune-
tionen f, f,, ..., fn der Verinderlichen 2z, z,, ..., 2, durch
die Gleichungen

F=0,F,=0, .., F,=0

definirt werden, gleich dem Quotienten der Determinanten von
F, F,, ..., F, in Bezug auf f, f,, ..., f, und in Bezug auf
Z, Z,y ..., Z,, Wobei das Zeichen - oder — vorzusetzen ist,
je nach dem die Anzahl der f, f, u.s. w. gerade oder un-
gerade ist.

Aus der allgemeinen Formel (5) folgt die in dem vorher-
gehenden Paragraphen bewiesene als Corollar. Wir haben
némlich den Lehrsatz gefunden: S8ind zwischen z, xl, ceey Ty,
Sy fir ooy Sy die Gleichungen F =0, F, =0, ..., F, =10
gegeben und driickt man f, £, ..., fn durch x x,, veey X,
aus, 'so wird
L OF 3F, F,

v —— . soe
I_L .b_fl=(_1)n+4 0z dx dzy
Tz 0z oz, s+ OF VF, bFn
T bﬁ 3

Mithin muss, wemn z, z,, ..., &, durch f, fao™., f, aus-
gedrtickt werden, nach eben diesem Lehrsatze

< 3F 3F, F,

0z dx dz ‘—v'a_f"'v

(839] I . 2= 1+ A -
B30 2=y ah T TV SO F OE, F,

und das zeigte ich in dem vorhergehenden Paragraphen.



30 C. G. J. Jacobi.

11.

Wir wollen annehmen, dass die Fanctionen f, f,, ..., f,
nicht unmittelbar durch die Ver#nderlichen z, z,, ..., z,,
sondern durch Functionen dieser Verinderlichen

Py Pry Pay -0y Pp

gegeben werden. Es sei

i of; 04
) =i, PP

(416) Setzt man
off = a®a® 4 alPa® 4. 4 e

_Mide Wi, i g
dp dz,  dp, dzy gy Oz
so ist also

@ . =,

bxk

)

In der Abhandlung tiber Determinanten §. 13 flg.
haben wir gefunden: Es ist fiir p <n:

(3) E—'_—ccd’c;'...cg")= 0,
fir p = n:
(4) SE ot .cW=3 +aalel...c”. 3 = aald]...d™,

fir p > n:

n)— )~ + ’ ) . v ’ (n)
(5) S*xeelcy...c= S{a +ea o 002 + a G Gy
wo das Zeichen & sich auf simmtliche Combinationen bezieht,

bei denen fiir die Indices m, m’, ..., m(™ n 4 1 verschie-
dene Indices aus der Reihe 0, 1, 2, ..., p genommen wer-
den. Setzt man fiir die Elemente

ay a5, o

die partiellen Differentiale (1) und (2) ein, so erhiilt man aus
diesen drei Formeln (3), (4), (5) folgende drei Lehrsitze:
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[340] . Lehrsatz L

Die Determinante von Functionen, die alle durch eine
kleinere Anzahl von Functionen ausgedriickt werden kon-
nen, verschwindet.

Dieser Lehrsatz bestitigt, was wir oben bewiesen haben;
80 oft man n#mlich vorgelegte Functionen durch eine kleinere
Anzahl andrer Grdssen ausdriicken kann, sind die Functionen
nicht unabhingig von einander (§. 4), es verschwindet aber
die Determinante von Functionen, die nicht unabhingig von
~ einander sind (§. 6).

Lehrsatz II.

Es seien f, f,, ..., f, Functionen der Grdssen ¢,
Pyy vy Pp, die 1hrerse1ts Functionen der Grdssen z,
Z,, ..., &, sind, sodass f, f,, ..., f, auch als Func-
tionen von =z, z,, ..., 7, anvesehen werden kdnnen.
Dann ist die Determmante dleser Functionen gleich dem
Producte der Determinante der Functionen f, f,, ..., fy
in Bezug auf ¢, ¢, ..., @, und der Determinante der
Functionen (417) ¢, (p,, .oy @y in Bezug auf z, z,,
veny Ty, oder es wird

L A

St ee

bx 0z, Oz,
-—;E+M bf4 M@V—!—Mb&m

g dp, dp, T dz Dz, =z,
Dieser Lehrsatz entspricht durchaus dem Lehrsatze, in den
er fir » = 0 tibergeht: Ist f eine Function von y und y
eine Function von z, so wird

df _df dy

dz  dy dz’

und die Einfachheit der Formel wird gar nicht vermindert,
wenn man die Differentiale durch Functionaldeterminanten

ersetzt.
Lehrsatz IIIL

Es seien f, f,, ..., f, Functionen der Grossen ¢,
@y, -++, Pp, die selbst Functionen der Verinderlichen
z,%,,..., %, sind, und p grosser als ». Man bilde das
Product der belden Determinanten
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und alle #hnlichen Producte fir irgend » 41 der p + 1
Functionen ¢, @,, ..., ¢y. Dann ist die Summe aller
dieser Producte gleich der Determinante der Functionen
SoSiy ooy Sn in Bezug auf z, z,, ..., z,, oder es wird

s+ ¥ Yn

0z dz, oz,

=S{ LU M M 5 9 390 A0

dp 3, e, dz vz, dz,)

[841] Dieser Lehrsatz entspricht dem Lehrsatze, dass man
das Differential einer Function von mehreren Grossen erhilt,
indem man die Differentiale der Function nach den einzelnen
Grissen der Reibe nach mit den Differentialen der einzelnen
Grossen multiplicirt und alle Producte addirt.

Aus dem Lehrsatze II. ergiebt sich als Corollar der fol-
gende, in dem ich an die Stelle von ¢ das Element y ge-
setzt habe:

Lehrsatz IV.

Es seien f, f,, ..., f, Functionen der Grdssen y,

Yiy ooey Yy Driickt man f, £, ..., fp und 4,9, ..., ¥,
durch andre Grossen :

: ) Ty Zyy ouny Ty
aus, so ist

(418) Dieser Lehrsatz entspncht dem Lehrsatze, dass es bei
dem Ausdrucke Zf gleichgiiltig ist, welches die Verinderliche

ist, nach der differentiirt wird, oder dass man, wenn f und y
durch eine andre Ver#nderliche z ausgedrickt werden:

af
df _dz
dy — dy

dzx
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erhilt. Wenn man in dem Lehrsatze IV. f =z, f, = z,,
Jn = %, setzt, kommt man wieder auf die Formel (3) §. 9.

12,

Aus den Lehrsitzen des vorhergehenden Paragraphen er-
hélt man weitere Lehrsitze, die angemerkt zu werden ver-
.dienen.

Setzen wir in dem Lehrsatze II. des vorhergehenden
"Paragraphen .
' =2, Py =2y «-v) Py = Ty,
so wird nach §. 5:

30 300 3 < 3Pmas OPmas 2%,

0z 0z, oz, 0Ty 0Ty 0z,

Mithin zeigt der Lehrsatz II.: Werden in der Functional-

determinante
' V + bf b‘f' 1 %

dz dz, 0z,

st.att Zmars Tmisay -ovr Zn andre Functionen der unabhiin-
gigen Verinderlichen 2z, z,, ..., z,:

(Pm-i-lY (pm+'27 A ] (p‘”
[342] als unabhingige Verinderliche eingeftthrt, so wird

s+ U

0z dz, Oz,

(1) =3 + ﬂ‘ . b.fl b.ﬁm b.fm-u afm+fz a_f_n

32 32, 32y 3Pmer 3Pmes  OPn
xzibﬂ"ﬂwﬂm

0Zmer 0Ty 32y

Fihrt man nur statt der einen Ver3nderlichen z, eine andre
Verinderliche ¢ ein, so wird

(2) bf afg h.in b(l’ v-;-af bfl...—afn-‘.%.

bx oz, dz, oz, 0z dz, 0Zy_y O
Wird ausserdem in der Formel (1):

Pmst =Jmar Pmes=Smrar -y Pn=, 2
Ostwald’s Klassiker. 78. 3
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gesetzt, (419) so wird nach §. 5:

c e Y U Vnes Ve Va
ax bxl axﬂl b(pm+| a(pm-'-! b¢n
s Y

T Az oz, dz,,

Hieraus folgt der besonders bemerkenswerthe Lehrsatz: Wer-
den in den Functionen f, f,, ..., fi, statt der Verinderlichen

Tmass zm-l-ar."') Zn die .Grﬁssen .fm_+n fm-&-s’ "'7fn éin-
geftihrt, so wird die Functionaldeterminante

®) LV VRV
dz dz, Oz,
- °f.°_Ji...?’fm.v+°fm+a Umer. Y.
Tz da,  dzy, ATy O0Zp,e Oz,

Bei dieser Formel ist wohl zu beachten, dass die erste der
beiden mit einander multiplicirten Determinanten in Bezug
auf z,z,, ..., Zp, Frnass fomans - - o) Jn gebildet ist, wihrend
in der zweiten f,, ., fines s f,,, als Functionen der Ver-
4nderlichen z, z,, ..., z, angesehen werden.

Aus der vorhergehenden Formel folgt fiir m == 0:

4) V-}_aj bj‘l afn (bf)v_;_b./l afi afﬂ.

bz'g”'m oz 0z, 0z, Oz,

{
die Klammern sollen andeuten, dass f als Function von z,
Jis Sor oo __fn”) angesehen wird. Diese Formel habe ich
schon oben in §. 7 bewiesen.

8ind die Functionen ¢, ., QPmigs c++) Pn VOR T, Tyy oovy Ty
gegeben, und driickt man z,,,,, Z,4s, ..., 7, durch z, z,,

vy Zimy Pmats Pmasr -7 Pn U8, so wird nach §. 9 (3):

v_;_b(pm-u Omeg  OPn _ i
s OTmes dz, o 0fmyy O%mas . 0z,

0Pmet OPmas OPn

In dieser Formel sind bei der Bildung der Functionaldeter-
minanten die Gréssen z, z,, ..., z,, als Constanten anzu-
sehen. Substituirt man die vorstehende Formel (343 in (1),
so folgt: Werden die Functionen f, f,, ..., f, von z, z,,
..y Z, und eben 80 7., Tyiey ..., T, ausgedrickt durch
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Zy Tyy ooy Ty Pieds Pmaesr <0y Py
so wird

o TR
oz dzx, 0z,
s WV Vn Ve Vmes,
3z 3z, 8Ty dPmes TPmag O¢n

€ 4 b zm-u b zin-#-i b ‘Zn

¢« —F e, ..

T T 3 mes VPmas ‘Tq;n
(420, Ferner folgt aus (3): Werden

f’fl? coor Jmy Tmars Tmasy oo Zn

durch die Grossen

z’ xl’ MRS ) xm7fm+nfm+u""fn
ausgedriickt, so wird :
_‘5;4_—6-1‘ M I
3f d3fy  Ufa dz dz, 0y,
(6) Y W Y
0z dz, O, s+ 0Zmay  O%may 0%y

b.f“”l'O-l bfm+| m
Die Formeln (5) und (6) lassen sich auch aus dem Lehr-

satze IV, des vorhergehenden Paragraphen ableiten, indem man
Z, Z,, ..., Z, an die Stelle von y, y,, ..., y, und @, ,

Pnsss -y Py oder fmﬂ,lfmﬂ, ..+, S an die Stelle von
Tyt Tmagy « -+ Tp s0tztis),

13.

Unter der Annahme, dass die Functionen f, f,, ..., f,
von z, z,, ..., Z, durch # 4 m -}- 1 Gleichungen

F=0,F =0,..., F,,=0

zwischen .den Grdssen z, z,, ..., Z,, f, fi, -, Ju und
den andern Grgssen

fn+nfn+u -”7fn+m’

bestimmt werden, soll wiederum die Functionaldeterminante

s
Tz dz, 0z,
ermittelt werden.

3%
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Aus den Gleichungen
Fn+4=07 Fowy=0, ..., Fyop=0

wollen wir die Werthe von f,,,, fu+s) - -+ Snem entnehmen
und sie in die Functionen F', F,, .. F einsetzen; F'=0,
F, =0, ..., F,=0 werden dann Glelchungen allein zwie
schen den Grossen

x x "°7sz7.fn"'7fn'

Bestimmt man mit Htllfe dieser Gleichungen f, f,, ..., f,,
als Functionen von «, z,, ..., z,, so wird nach (5) §. 10:

(844] VF 3F, F,

(1) 2—_{:6-_}‘.‘.0_""....%=(__1)ﬂ+4 0z dz, da,
dz dz, =z, _‘_bF.bI‘ bF

TN

(421) Multipliciren wir den Zihler und den Nenner des
Bruches auf der rechten Seite mit

= _bFn-H . 6Fru-fz .. 0Fp4m
LY £ bfn-ﬂ Vpam ' )

so ist nach (3) in ‘dem vorhergehenden Paragraphen

s 0 OB F, Wy Vs 3 Fnn

0z dz, . 02y i Vfnaa O nem
— s M F, o 3y ey am
dz bz‘ dz, 3fner Vfnas  Vnam '’
L OF F, 3Fyp
N Yem
WF, F, bFn.H . ban—g 0F,  m

.R.”—Qf—.n.‘_bfna-l hfn+z afn-u-;;,

wofern man auf der linken Seite der vorstehenden Gleichungen
F, F, ..., F,, , wieder als die Functionen aller Grossen
I fur ooy Soamy %, %, ..., Z, ansieht, als die sie ge-
geben sind.

Substituirt man die vorstehenden Formeln in (1), so er-
giebt sich der gesuchte Ausdruck:

b
s

H-
<IN
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AF OF, 3, 3y, 3Fpsy Fpun
=(—1)n+ 30z 3z, 3%y 3funss dfnas  Vnam .
S 0F 38, g
bf b-f A bf n+m
Diese Formel lehrt, wie man die Determinante von Functionen
findet, die auf irgend eine Art implicite gegeben sind.

Wird die Function f der einen Ver#nderlichen z durch
m - 1 Gleichungen

F=0, Fi=0,..., F,=0

zwischen den Grdssen z, f, f,, ..., fyu bestimmt, so ist
s+ MF A, ?F, | 2 F,
o) A IR VAR VAR Y Y
dz -ibF 3F, JF, VE,
of dfy ¥fs  dfm
Vergleicht man diese Formel mit der allgemeinen (2), so er-
kennt man, dass auch hier zwischen dem ersten Differential
einer Function einer Verinderlichen und der Determinante

eines Systems mehrerer Verinderlichen vollstindiges Entspre-
chen stattfindet.

[345) (422) 14.

Ich werde jetzt einen Lehrsatz beweisen, der besonders
bemerkenswerth ist und der in Verbindung mit der Formel (2)
des vorhergehenden Paragraphen die Berechnung der Funmc-
tionaldeterminanten erheblich erleichtert. Wir wollen n#m-
lich annehmen, dass zwischen den Gréssen z, z,,
..., 7, eben so0 viele Gleichungen

f=a1fl=al7 "'afn=an

gegeben sind, in denen «, «, u. s. w. Constanten be-
deuten. Dann bebaupte ich: Die Determinante
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dndert ihren Werth nicht, wenn die Functionen f,
Sis +++, Jfu die verschiedenen Ver#nderungen erlei-
den, die sie vermdge der vorgelegten Gleichungen
erleiden k8nnen, jedoch mit der Beschrinkung, dass
bei der Aenderung der Function f; die Gleichungen
f=e, fi=a, ..., fy=ua; nicht angewandt werden
diirfen 14).

Wir wollen den vorhergehenden Lehrsatz zunichst fiir den
Fall beweisen, dass nur die eine Funmction f vermdge der
zwischen 2, 2,, ..., x, bestehenden Gleichungen:

Si=o, fi=ay, oo, fu=ay
eine Aenderung erleidet.
Nehmen wir also an, vermége der Gleichungen

(1) fi=a, fi=0y ..., fa=20a,

werde

(2) f=(P,

so ist zu beweisen, dass vermoge derselben Gleichungen

(3) V—l-af U 0 Vfn 5409, 3 3 A
dz 0z, dz, Oz, Az dz, oz, Oz,

wird. Die Function ¢p wird ausser den Verinderlichen z, z,,
..., z, die Constanten «,, ¢, ..., ¢, enthalten und zwar
so, dass ¢ genau in die vorgelegte Function f iibergeht, wenn
man ftr e,, «,, ..., «, die Functionen f,, f,, n
wieder einsetat.  Mithin bestehen vermdge der Glelchungen (1)
die Gleichungen:

of bt;v dp ¥y , dp ¥f, g 3dfy
T +ba, +ba, T +ba,, 3z’
o bfp ¢ M b_(r_bf, 3¢ 3w
(4) =, bx,+ba4 bx,+aa, bx,+ +ba.n z,’
M Pﬂ Eﬂgli E(E.af9+ + bf".
¥z, dz, o, dz, Jda, Oz, ba.,, dz,

0z,
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so gewinnt man folgenden Ausdruck:

S0 Ve V0 o VLAV Ve
Tz dz, dz, oz, ' da, ~— oz oz, dz, 2z,
TPV VA VAV
da, dz Oz, dz, Oz,
0P~ ¥n 30 s V.
o,
Da jedoch die einzelnen Determinanten, mit demen die ein- -
zelnen Factoren
3¢ 9 39
da, T 3y’ T day,

multiplicirt sind, identisch verschwinden, so wird

LUV Ve <4 30 0 A A

bz dz, dz, dz, dz vz, 6.1' 0z,

Setzt man nimlich in den Differentialen

00 2% 39
oz’ vz, T Ay,
fir «,, o, ..., ¢, wieder die Functionen f,, f,, ..., fy

ein, so geht die Determinante auf der rechten Seite identisch
in die Determinante auf der linken Seite tiber.

Nunmehr soll auch f, geindert werden, und zwar moge
bei Benutzung der Gleichungen

fi=a'z7f3=“3) “'afn=an

sich ergeben:

fl =@y
Dann beweist man auf dieselbe Art, dass
‘,+b(p afi bfen_bfn b(p.yp,!.a_f;....b_f_’ﬂ
0z 3z, dz, 0z, 0r oz, 0z, Oz,

und mithin auch

s YUV Va0 30 3 M,

dz dz, dz, Oz,  dz 3z, dz, =z,
wird. ‘
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Fihrt man in dieser Art fort, so folgt allgemein: Vermége
der Gleichungen

f;'+l=ai+1)ﬁ+i=a"+i’ e Ja=ay

424) werde
(424) Ji=o;.

Dann wird vermdge der Gleichungen
f=o, fi=ao,, ..., fu=0u,
(5) s+ VU ¥ < 09 30 39w

T ¥z, bz, T 3z oz, dz,
(347] Setzt man nimlich in allen
3¢
bzk

fir die Constanten ¢, «,, @,, ..., @, wiedernm die Func-
tionen f, f,, fy, -.., fn ein, so geht die eine Functional-
determinante identisch in die andre iiber.

(Zusatz aus der Abhandlung: Theoria novi multi-
plicatoris systemati aequationum differentialium
vulgarium applicandi (1844).]

(887.*%) Bei der Anwendung dieses Lehrsatzes hat man die
Funectionen f, f,, ..., f, oder die Gleichungen f=20, f,=0, ...,
Jfu=10 in eine lbest:immi;e Reihenfolge zu bringen und zwar der-
gestalt, dass eine jede Gleichung f;= 0 mittelst der folgenden
Gleichungen eine bequeme Form annehmen kann, und dass zu-
gleich die partiellen Differentiale der Function f; mdglichst ein-
tach ausfallen.

Dieses Verfahren kann man sogar beliebig oft wiederholen,
indem man zundichst die geeigneten %mgestaltungen bei einer be-
stimmten Reihenfolge der Functionen und Gleichungen vornimmt,
darauf die Functionen anders und immer wieder anders an-
ordnet und bei jeder neuen Anordnung die passenden Aenderungen
oder Eliminationen vornimmt. Wie man aber auch die vorgelegten
Functionen f, £, u:s. w. mittelst dieser verschiedenen Anordnungen
und Eliminationen indern mag, so erhilt man dadurch doch nicht
die Aenderungen der Functionen, die sich ergeben ktnnen, wenn
man, um eine jede Function umzugestalten, ohne Riicksicht auf
die Reihenfolge der Functionen gleichzeitig alle » Gleichungen
anwendet, die entstehen, indem alle fibrigen Functionen gleich

*) Im Folgenden schreibt Jacobi f, f,, ..., f, statt f—a,
Ji— @y, ..., fu— e¢,. Anmerkung des Herausgebers.
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Null gesetzt werden. Denn bei dem Lehrsatze gab es nur eine
der » + 1 Functionen, bei deren Umgestaltung » Gleichungen an-
gewandt werden durften; ausser dieser gab es nur eine, bei deren
Umgestaltung » — 1 Gleichungen angewandt werden durften, und
go fort. Bringt man die Functionen in eine andre und andre
Reihenfolge und wendet bei jeder neuen Anordnung den Lehrsatz
an, 80 kann man zwar bewirken, dass eine jede Function [338] einmal
mit Hillfe von » Gleichungen umgestaltet wird, der Unterschied
besteht aber darin, dass bei diesem Verfahren die Gleichungen,
die bei der Umgestaltung anzuwenden sind, nicht mehr erhalten
werden, indem man die vorgelegten Functionen gleich
Null setzt, sondern Functionen, die schon ihrerseits
unmgestaltet sind.

Wird etwa f durch die Gleichung f, = 0 in @ verwandelt, und
darauf f, durch die Gleichung ¢ =0 in ¢, so kann ¢, nicht
dieselben Formen anpehmen, in die man f, verwandeln kann,
wenn man die vorgelegte Function f gleich Null setzt. Bezeichnen
wir nimlich, was erlaubt ist, den allgemeinen Werth der Funection,
in die f durch die Gleichung f, = 0 verwandelt werden kann, mit

p=f+4f

und eben so den allgemeinen Werth der Function, in die f; durch
die Gleichung ¢ = 0 verwandelt wird, mit

oy=fitup=(1+ruf + uf,
go ist diese Function verschieden von der Function

S+ uf,

in die f, durch die Gleichung f = 0 verwandelt wird. Die Deter-
minante der Functionen ¢ und ¢, ist dieselbe wie die der vor-
gelegten Functionen, die Determinanten der Functionen f+ f,,
f1+ wuf ist jedoch davon durchans verschieden, sie ist niémlic
die Determinante der Functionen f und f;, multiplicirt mit dem
Factor 1 — A u.

Setzt man allgemein
@i =207+ 101+ - + 401,
80 beweist man mittelst der Eigenschaften der Determinanten:
Bestehen die Gleichungen

i f=0,fi=0,.., fa=0,
80 ist

blp b(p, a‘pn -~ roan (n) bf ofl bf,,
DS e AR SRR R Y v R R

Mithin hat man als die allgemeine Bedingung, dass die Determi-
nanten der Functionen f, f,, ..., f, und @, @,, ..., ¢, einander
gleich werden:

DA =1.
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Indem man den oben dargelegten Lehrsatz wiederholt auf an-
dre und andre Anordnungen der Functionen anwendet, leitet man
unzihlig viele Systeme von Gréssen

2@
k
her, die dieser Bedingung Genlige leisten15).

(347 (424) < 15,

Ist die Anzahl der Verinderlichen, welche die Functionen
/s fis +++y fp enthalten, grosser als die Anzahl der Func-
tionen, und sind diese Functionen nicht unabhingig von ein-
ander, so sind sie auch in Bezug auf beliebige # 4~ 1 der
Verinderlichen nicht unabhingig von einander. Denn die
Gleichung, die zwischen den Functionen besteht, enthilt ausser-
dem tberhaupt keine Verinderliche und ist daher auch von
jenen » -+ 1 beliebigen Verinderlichen frei. Aus dem, was
in §. 6 und den folgenden bewiesen wurde, folgt daher: Sind
die Functionen f, f,, ..., f, der Verinderlichen z, z,, ...
Zy.4qn Dicht unabhiinvxg von einander, so verschwinden alle
ihre Determinanten in Bezng auf beheblge n-+ ldern—+4+m-4-1
Veranderlichen z, z,, ..., 2,,,,. Es gilt aber auch die Um-
kehrung: Verschwinden alle diese Determinanten, so sind die
vorgelegten Functionen nicht unabhingig von einander oder es
besteht zwischen ihnen eine Gleichung, die von allen 2 4 m + 1
Verdnderlichen 2, z,, ..., z,,,, frei ist.

Um diesen Lehrsatz zu beweisen, zeigen wir wiederum,
dass er fiir » 4+ 1 Functionen richtig ist, sobald er fir »
Functionen gilt, und das gentigt, um den Lehrsatz allgemein
zu beweisen, denn fir eine Function besteht er. Filr eine
Function lautet er ndmlich so: Eine Function f der Versinder-
lichen z, z,, ..., 2,,,, ist eine Constante, wenn ihre par-
tiellen Differentiale

of O of

) ’ c?
0z’ dz, 0T pem

simmtlich verschwinden.

Wir wollen annehmen, dass die Functionen LSy oo Sz
unabhiingig von einander sind; wéren nimlich die Functionen
fi i, -y fn_, nicht unabhﬁngig von einander, so wirde
bereits (425) das stattfinden, was wir zu beweisen vorhaben.
Da nach der Voraussetzung die Behauptung fiir » Functionen
richtig ist, konnen die Determinanten der Functionen f, f,,

.+y Jnu—y in Bezug auf » Verinderliche aus der Zahl der
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Z, Z,, ..., Tyyqp Dicht simmtlich verschwinden, sonst wiren
ndmlich nach diesem Lehrsatze die Funectionen £, f,, ..., f,_,
nicht unabhiingig von einander. Es sei also

B2 M A Vs

0z dz, bx,,_‘

[348] eine nicht verschwindende Determinante. Aus allen De-
terminanten der Functionen f, f,, ..., f,, Wollen wir diejenigen
auswihlen, bei denen z, z,, ..., z,_, unter den n 4 1 Grdssen
vorkommen, in Bezug auf welche die Functionaldeterminante
gebildet wird, das heisst die Determinanten

M Mo s s Ay Vam |
—bx 3z, dz,_, 0z, 0z dz, dr,_, 0Zpy,
s+ W Yo Ve
dz dz, dry_, dzp,,’

s U Yo Y

T T ¥z 3z, ¥y, 3Tnem

8tatt =, z,, ..., z,_, fithren wir f, f,, f,,_, als unabhingige
Veridnderliche ein. Dann verwandeln sich nach dem, was in
§. 7 bewiesen wurde, die vorhergehenden Determinanten in die
Ausdricke

B(%), B(;’f"), B(bbf") . (bf” );

Tyt Tnas LE

durch die Klammern deute iech an, dass die zu differentiirende
Function durch

f"fl7 "'7.f‘71—l7 xﬂ? xna-n ety xfn-c-m

ausgedriickt ist. Verschwinden aber diese Ausdrilcke, ohne
dass B verschwindet, so muss

M) o, () o, ooy (o) o

0z, 0Zp 4y 0Ty em

sein, mithin wird £, nur f, f,, ..., fn_, in sich schliessen,
es werden also die Functionen f, f‘, .-y fn nicht unabhingig
von einander sein, und das war zu beweisen.

Im Vorhergehenden haben wir bewiesen: Verschwinden
die m + 1 Determinanten
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_afn-a bfn ‘._'_bf bfa . b.fn—a. 0fn

3z,_, oz, 3z 3z, Zp—, O%ny,

~+ A Vo U

ory - IT B e e o AN

dz dx, 0xy_, 3Zpom’

H

4
3
o I\

und ist gleichzeitig die Determinante B oder

+ ¥ U Yy

bx or, 0zy,_,

‘.r

von Null verschieden, (426) so ist f,, eine Function von
Jy Sus ooy Sy Ist aber f, eine Function von f, f,, ...,
Jn—1, 80 verschwmden, wie wir am Anfange dieses Paragraphen
gesehen haben, die Determinanten der Functionen f, f,, ...
Jn in Bezug auf beliebige # 4+ 1 von den Grdssen z, z,, ...,
Zpeme Die Anzahl dleser Determinanten ist

mt+m<1)int+m.--(m+1 (n+m+1) (n+m) (n+2)
1:.2.3.-+(m+41) - 1.2-3.

Alle diese Determinanten miissen also verschwinden, sobald
jene m 4 1 Determinanten verschwinden, wofern nur die De-
terminante B nicht verschwindet.

(849] 16.

Damit man besser erkennt, wie jene

1-2:.3.---(n+m-+1)
1.'_'...'n.1.2...(n+1)

Determinanten mit einander verkntipft sind, die alle ver-
schwinden mtlssen, sobald gewisse m 4 1 von ihnen ver-
schwinden, fiige ich folgende Formeln hinzu.

Wir wollen neue willkiirliche Functionen

j.ﬂ+l7 fn+s7 A fn+m

der Verunderlichen Z, 2,y ..., Tpap bilden und

(1) 54_—6-_’4‘.%...%.__6&“ (,(t)

setzen; in dieser Formel sollen die beiden Indices ¢ und %
die Werthe
0, 1,2, ..., m
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annehmen. Fihrt man die Verdnderlichen f, f,, ..., f,_, statt
der 2, z,, ..., #,_, ein, 8o wird, wie wir in dem vorher-
gehenden Paragraphen sahen:

(2), o) = B(Lexi),

. Tn+k
wofern wiederum

B=V+bf b‘f‘a‘f&

0z oz, 0xy,_,
gesetzt wird.
Aus (2) folgt:

S bbby B = B +(%)(Lfftﬂ)...(iﬁ'¢m)w).

IACEN AT ENR 0Zpn4m
Nun folgt aber aus der Formel (3) § 12 fir den vorliegen-

den Fall:
v._;_af bfl .,,bfna-m
3z 0z, VZp.py

=§t(%).(af"+i)... af”*-m).z—i—gf.%...%
0z, Oz, Tz dz, dzy,_,
(427) mithin ist

(8) S£bb,8]-- b(m) B™. ‘,_'_bf bf« L fnam .
0z dz, 0%y e

)
nm

Diese Formel erweist sich bei Untersuchungen tiber Determi-
nanten vielfach als nitzlich.
Wir wollen

_ﬂgz)z_zi Mb_f_i_ 3f i . o f; afc+1__.bfn—4

oz 3z,  dz;, a37n+k 0Zipy  O0Zp_y

getzen oder es moége — ,8(‘) aus der Determinante
"—|—bf bfl . 3fn_s
oz dzr, dz,_,
hervorgehen, indem man fiir die Differentiale nach z; die

Differentiale nach =z,,; [350] einsetzt; ﬂg) ist also das

IAggregat der Glieder, die in dem Ausdrucke b,?) mit

bfn-m'
O.T"
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multiplicirt sind. Hieraus folgt, dass das Aggregat, das in
der Determinante

356 .- M

_6173. bfn+1 .. afn-o-m

0z dx, 0z,

mit

multiplicirt ist, gleich
SEpp- - B
ist. Nun ist aber das Aggregat der Glieder, die in der De-

terminante
s 3 Vo nem
0z dz, 0Ty em
=(—l)"('m"")2'i Bf L bfl ”.bfn—n .%“.bfrwm*)
bxm-ﬁ 0Zmyy OZnym 0% RN

mit demselben Factor
%_ Of s I 3 nem
bz Oz, 0z,
(428) multiplicirt sind, gleich
(_ 1)n(m+|)3:|__ 6f . afl - afn—« .
0%y O0Tmag 0Zpom

Vergleicht man die Glieder, die mit diesem Factor multiplicirt
sind, so erhiilt man also ams (3):

@) Sl B
=(__ l)"(""’")B’”Ei»b‘f bf4 - bfn—a .

Tt OZpas LE

Wir haben mithin folgenden Lehrsatz:

*) Das Vorzeichen (— 1)*(+1) wird durch folgende Ueberlegung
bestimmt. Verwandelt man 0,1, 2, ..., p ins,; ¢ 41,..., p, 0,
1,...,¢—1, so ist die Permutation positiv, wenn p gerade ist; ixg
aber p ungerade, so ist die Permutation ¢, ¢4+ 1,...,p,0,1,...,
¢ — 1 positiv oder negativ, je nach dem ¢ gerade oder ungerade
ist. Mithin ist die zweite Permutation aligemein positiv oder nega-
tiv, je nach dem ¢p gerade oder ungerade ist. Siehe die Abhand-
lung iiber Determinanten. i



Ueber die Funectionaldeterminanten. 47

Aus der Determinante

Bsx¥ M 3

0r dz, 0z, _,

mdgen (m -+ 1)* andre Determinanten hergeleitet werden,
indem man fiir jedes der Differentiale nach z, z,, ---, 2,
der Reihe nach die Differentiale nach

Zns Tnars *° ) Tnem

" einsetzt. Dann ist die Determinante dieser (m - 1)
Grossen gleich dem Auadrucke

(___ 1)”('”'“)B'"E - hbfu . b.fl_-- .. bfn-—l .
0Zmay OTpmye 0Znsm

[851] In der Formel (3) wollen wir die Glieder vergleichen,
die mit dem Factor

3fnss . Ofnee ... Ufnam
oz 0z, 0T,

multiplicirt sind. In dem Awusdrucke:
bgci) s+ Y bf bfl Ofnr fnsi

dz oz, 0%p_, O0Zp,.x
wird das Aggregat der Glieder, die mit
bf n+i

hE 1
maultiplicirt sind:

v+af bfl. Vis ¥fimy i 3fn ﬂ(ﬂ—l)

0z 0z, 0Z;_y 0Znp,p 0Z; OZy_,

Mithin wird auf der linken Seite der Formel (3) das
Aggregat der Glieder, die mit dem betrachteten Factor multi-

plicirt sind:
08,65 e B
(429, In der Determinante
bf bfa - bfm»—m ¢

oz bx, 0%y 4m

=(— )'"("‘H)“—l- bf _af_f_...ﬁn.,..%.ifﬂ...iﬁum

0y, 0y, 0%y OZ 0z, 0%y

-1—-
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wird das Aggregat der Glieder, die mit demselben Factor
multiplicirt sind:

(__ l)m(nﬁ)z__p_._gf_. bfl .. bfn
)

T 0Ty, 0Znem

Mithin ergiebt sich aus (3) durch Vergleichung der Glieder,

die mit
P_f.i':i . bf& e M’.f@
ox oz, 0y,
multiplicirt sind:
(5) SEbB B BV
= (— 1)m+) pm X + i’i _bf_l_ . _b‘f,_,*
: 0Ty Ty L

Auf dieselbe Art erhalt man allgemein

(6) SEBY, BB - B
mxprse_ O W Ymin
Top—ivr O%im—iss 0Zpem

in dieser Formel ist das Zeichen == durch (— 1)"("*+1) oder
durch (— 1)™(®*1) zu ersetzen, je nach dem ¢ gerade oder
ungerade ist.

Die m 4 1 Determinanten, deren Verschwinden in dem
vorhergehenden Paragraphen angenommen wurde, sind bei
der hier angewandten Bezeichnungsweise

by by, byy -y b -
Die einzelnen Glieder der Determinante
ST NN i

[852] sind mit je einer dieser Grdssen multiplicirt, wir wollen
daher setzen:

N+ bF“g" s"}”*”:lb—{—llb,-i—""i'l-nbn'

Die Grossen ﬂg), und daher auch die Factoren 4, sind

von den Differentialen der Fungtion f, vollstindig frei. Ferner
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enth#lt von allen b, b,, ---, &, einzig und allein 3; das
Differential
fn
LE
und zwar mit B multiplicirt. Mithin wird in der vorher-
fa_

gehenden Determinante das Aggregat der mit multi-

Y
plicirten Glieder 4, B. sk
(430) Setzen wir daher
x4 bf afi bfn
bxm 0y 0Zmyn

=5z, + Y T e 3pam
wo u;, das Aggregat der Glieder in der vorstehenden Deter-
minante bezeichnet, die mit —ifL multiplicirt sind, so folgt

n+k

aus (5): '
kB = (— )™ By,
und es ist daher

SEopBy e Y '

=(— l)m(nﬂ)Bm_"{F‘b by A by} -
Mithin geht (5) tiber in:

(7) b Ay by A py by At by
AN VI
3 Vg 0% an

Die Verinderlichen, in Bezug auf welche die Determinante

x4+ bf 6f4 3.fn

a“"'m RE hE
gebildet wird, sind #-—m von den z, z,, -+, z,_, —
ich habe dafir gerade
Zmy Tmaty <0y Ty
genommen — und ausserdem 72 - 1 neue Verinderliche
Tny Tners o9 Toam -

Ist m =mn, so sind, die Verinderlichen, in Bezug auf welche
Ostwald's Klassiker. 78. . 4

o amtm—
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die Determinante auf der rechten Seite gebildet wird, alle
.neu, nimlich
Tny Tpary oooy Tan -

Mithin lehrt die Formel (7), wie aus den Determinanten
der Functionen f, f,, ..., f, durch Multiplication mit geeigneten
Factoren und Addition die Determinante derselben Functionen
hervorgeht, die in Bezug auf beliebige Verinderliche ge-
bildet ist, und zwar mit B multiplicirt. Hieraus erhellt deut-
lich der in dem vorhergehenden Paragraphen bewiesene Satz,
dass alle jene Determinanten gleichzeitig verschwinden, wenn
alle b; verschwinden und B nicht verschwindet.

[853] Auf der rechten Seite der Gleichung (7) fehlen ganz
und gar die Differentiale

n 3 .. O

’ ) ? )
0z ' dx, 3%y

die auch in keiner der Grossen u;, wohl aber in allen Grossen
b, b,, ..., by, vorkommen. (431) In der Determinante

s+ ¥ U Ynoo W

by=2= =
k 0 0z, Vxy_, O0Zpyp
. ., U N .
ist das Aggregat der mit Sz multiplicirten Glieder

x4 M M Ve
T 0Tpp 0z, Oz, 07y,
Mithin ergiebt sich aus (7) folgender Lehrsatz:

Ist y; diejenige Determinante der Functionen f, f,,
«.vy fu-1, die in der Determinante

s+ Y Y

0y 0Zmyy  OZmyn

mit S multiplicirt ist, so wird fir m = n:
n+k

e W W
o dm, vz, vz,  dzy_,
oy s M M e
VT T dape, 0z, Yz, da,_,

+u 3+ f .%.sz.”_—-_bfn_4=0
T 0%pm 0% 3%y 4 37y
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Ist m = n, so sind in dieser identischen Gleichung je
zwei mit einander multiplicirte Determinanten der Functionen
fy Jus <++s fnu—s 80 beschaffen, dass die eine in Bezug auf
Zpy Tpry -1 Tngm gebxldet ist, unter Weglassung einer die-
ser Grdssen die andre in Bezug auf diese weggelassene und
die andern Verinderlichen iy Tgy vovy Tp_y-

17.

Wir wollen in den Formeln (1) und (3) des vorhergehenden
Paragraphen z» — 1 setzen. Setzen wir

; of s of

0 34 it = L
®) b 3z dxpy,’ B oz’
so folgt

@ Sx8s-pm=pms=¥ % Vm

C— e T

Wir wollen ferner voraussetzen, dass x als Funection von z,,
Z4, ..., Z, durch die Gleichung

f=0
bestimmt sei. (432) Dann ist
of of  dx
(3) 34 + 3z 3pes =0

[354] und daher i .
b(g‘)= M bf‘+l _ bf . bji-H
0z Oxp,, Ok, oz
bf{bft+| + a.ft'+1 .. b_.’l? }

3z \ 0z, dz 3Ty,

Deuten wir durch Klammern an, dass in einer zu differen-
tiirenden Function fiir = sein Werth dargestellt durch =z,
Z4, ..., T, eingesetzt worden ist, so wird

(?’[w) Wi | Yier | 32

0 Zpyy axk+| oz 0Zpyy
und daher
(4) ) — M (lm_) .
dz\oz ka1 )
Mithin folgt aus (2), wenn man mit B™ dividirt und gleichzeitig

4*

et
ae
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m4+1=n
setzt:
5 L (bﬁ)(bfa)...(b_fﬁ)=;+M.M...Lf_&.
dzx LEA dr, T dz dx; daz,
Setzen wir .
s VY
0z dz, Oz,
of o KA of
=Aye T A, T AT T T A
go wird nach
R VR Y/
T dr dax, dz, ,
dof dz dz dz |
_SE{A——A"E_A"S}:_ . "‘"'E}’

und hieraus gewinnt man die bemerkenswerthe Formel:

" <+ (bf.) (25 (afn)
bx, 0y,
bx ox
= A — .A4 b ,A.2 ax’— -—-A”.b_mn_’

A=v+6f. YA

...

dz, o0z, dr,

wo

ist, wihrend die .4; aus A entstehen, indem man die Diffe-
rentiale nach z; durch die Differentiale nach z ersetat.

Die Formel (6) zihlt zu den ausgezeichneten Entdeckungen
des berithmten Lagrange'?).

Um aus der Formel (2, die Formel (6) herzuleiten, war
s, wie ich noch bemerken mdchte, nicht nothwendig, wie ich
gethan habe, das Bestehen der Gleichung f = 0 anzu-
nehmen, denn in der identischen Glelchung ist f (433)
eine beliebige Function, mithin darf man in der Formel (2)
auch fir die of

dpy,
o
dr

0
willktirliche Grdssen setzen, also auch die Grdssen 3z .
27
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[355] Wir wollen

ofi
el 4
setzen, Setzen wir noch
) o) = aafizD— oV,

so folgt aus (1) und (2):

(8 S =58b...5M =03+ aala]...alr)9).

Da in dieser Formel die a{" beliebige Grdssen bezeichnen
dirfen, wollen wir
6u'-!-l

axk‘u

setzen, wo «, %,, ..., %, beliebige Functionen der Verénder-
lichen

i)

: i+1‘_
a( )_ui-H) Ao =

Tyy Tgy ooy Ty

bezeichnen. Dann wird
u

) - 3 41
i)—-u Qujy - du —_. Y
it bxk«u\ azk+i

0Zpyy
Folglich liefert die Formel (8), wenn wieder
m-+1=mn

gesetzt wird, den Lehrsatz:

Bezeichnen u, u,, ..., #, Functionen von z,, z,, ..., z,,
und setzt man

© % Uy,

2
=9, 2=9, ..., 2 =02
w 1 u 2y 71& n»
8o wird
9) s 00 00 ¥ 1o O duy By,
. dwy dzy,  dx, wt! 0z, dz, =z,
Setzt man fir «, w,, ..., %,:

tu, tu, ..., tu,,

wo auch ¢ eine beliebige Function bezeichnet, so bleiben



54 C. G. J. Jacobi.

©,, Uy, ..., 0, unverindert. Mithin lehrt der vorstehende
Lehrsatz, dass die Determinante

by .
S*u dz, dz, oz,’

wenn fu, fw, u.s. w. an die Btelle von u, %, u. 8. w. gesetzt
wird, (434) allein die Veri#inderung erfihrt, dass sie mit
dem Factor ¢"*' multiplicirt wird, genau so, als ob ¢ eine
Constante wire. Diese Bemerkung habe ich schon vor lin-
gerer Zeit bei emer andern Gelegenheit gemacht19).

18.

Man erhilt die einfachste Darstellung einer Functional-
determinante, bei der sie nimlich auf ein einziges Glied zu-
rickgefihrt wird, wenn man die Functionen in eine be-
stimmte Reihenfolge bringt, und dann eine jede bei den fol-
genden statt einer der unabhiingigen Ver#nderlichen einfiihrt.
Es kommt das auf die schrittweise Elimination heraus, durch
die ein System mehrerer Gleichungen so umgestaltet wird, dass
man der Reihe nach [356] die Werthe der einzelnen Unbe-
kannten aus den einzelnen Gleichungen entnehmen kann.

Zum Beispiel sei zwischen den Unbekannten z, z,, ..., 2,
das System der Gleichungen

f=a1f|=an '”>fn=an

gegeben. Man driicke vermdge der ersten Gleichung den
Werth von z durch die ilbrigen Unbekannten aus und setze
ihn in die iibrigen Gleichungen ein. Darauf entnehme man
aus der zweiten Gleichung, die nunmebr zwischen 2,, «,, ...,
z, allein besteht, den Werth von z, ausgedriickt durch z,,
Zy, .., Z, und setze ihn in die ubrigen Gleichungen ein,
und so fort. Durch dieses Verfahren wird das System der
vorhergehenden Gleichungen so umgestaltet, dass f,, allein z,,;
Sy allein z,, z,_,; fu_, allein z,, z,_,, &, _, enthilt u. 8. w.
Mithin wird durch die letzte Gleichung z, bestimmt. Setzt
man diesen Werth in die vorletzte Gleichung ein, so enthilt
sie nur noch z,_, und liefert daher den Werth von z,_,,
und so fort. .

Sind die - Gleichungen auf die beschriebene Art um-
gestaltet, so enthdit die Function f; ausser

Ty T

417 xn
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noch die Grossen A
Q) Qyy oeey Oy

Setzt man fiir diesp Grossen wieder

f7 f\7 "'7.f‘i—l

ein, so wird f; eine Function von
So Sy oo Sicor iy Zigyy ony T
Ich werde das dadurch bezeichnen, dass ich statt f;:
fi (.f) fn '-;7.fi—n Ziy Tiaar -0 IL',,)

schreibe. Ist f; durch diese Grossen dargestellt, so werde ich
die partiellen Differentiale in Klammern schliessen, um diese
Differentiale von den Differentialen derselben Function zu
untérscheiden, wenn sie durch z, z,, ..., z, dargestellt ist.

Bei diesen Festsetzungen werden f, f,, ..., f, als Func-
tionen von z, z,, ..., z, durch folgendes System von Glei-
chungen gegeben:

488] O0=F =f —f (z, 2,, ..., 24),
’ 0=Fl=fl~fl(f7 Zyy ZTgy -"77"7&)1
0=F;=fe—.f2(f7 Jiy %oy 2y ooy 7y),

0=Fy=fo—fulfs Sis -5 Jomir %a);

das sind z 4+ 1 Gleichungen zwischen den Versnderlichen
x? z|7 R ) xﬂ’f’fl7 '°'7.fn*)'
[857] Nach (5) § 10 wird:
s 3P AF, RF,
(1) _\;ivb‘f.a_fi...%=(_ N 0 3z, 3%,
v de, 2z, SLOFAF O,
o A U
Von den Functionen F, F,, ..., F, enthilt einzig und allein
F, die Grdsse f,, mithin verschwinden alle
JF F, - dF,,
M’ Wn’ T W
¥) Dass ich dasselbe Zeichen f; flir die Veriinderliche und die

Function benutze, wird nicht zweideutig sein, weil dem Functions-
zeichen die GrYssen beigefiigt sind, welche die Function enthiilt.




56 . C. G. J. Jacobi.

und es wird
bF VF, . bF (\,+6F o F, ) bF,,_, 9&,
TR M Y AEYREY SN A YA

Von allen Functionen F, F,, ..., F,_, enthilt einzig und

allein F, _, die Grosse f,_,, mithin wird ,

4 OFF, OF,_, _( L OF bF OF,_, | 3 F_,
a— bf afl a.f‘n—l af afl bfn—-z bfn—q ’
also

_.-'-bF 0F, F,
AU .
_(2 OF 0F, F,_,\ 3F,_, 3¥F,
bfl bf""‘i bfn—'l bfn
So fortfahrend gelangt man endlich zu der Formel:
OF 0F, F, F 3F, F,

I+t . el 4
b.f bfi bfn bj bfl bfn’

und da
LA _b,_,
of S ofn

ist, so ergiebt sich

L OF JF, )V,
2 — N
® REVAEY AR S
(486) Da ferner von allen Functionen F, F,, ..., F, einzig
und allein F' die Grdsse z enthilt, von allen F,, F,, ...,
F,_, einzig und allein F, die Grdsse z, u. s. w., so erhilt
man durch eine dhnliche Ueberlegung:
< O0F ?F, 0F, J3F 3F 3F,

— e . — e e e . —_—

dr oz, bxn oz bx dz,
Es ist aber
OF, _ (df;
v = (o)
mithin

(3) Eig_b_ﬁ_"ﬂ:(_ )"4-1 bf) (bf,) M’l)

0z] \dz, Az,

Setzt man die Formeln (2] und (3) in (1) ein, so ergiebt
sich die bemerkenswerthe Formel:
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(4) s+ ¥ Y bfn_(_al). PL)(%)

T3z 3z, 3z, \z] Wz) \bz,

Auf der linken Seite dieser Gleichung hat man sich die
Function f; durch z, z,, ..., z, dargestellt zu denken, auf der
rechten Seite soll die Function f; durch f, f,, ..., fi_,,
Ziy Ziypqy -+ T, ausgedriickt sein?20), ‘

(358) 19.

Auf dem Theoreme, das ich in dem vorhergehenden Para-
graphen bewiesen habe, beruhen die allgemeinen Formeln,
die man fiir die Transformation mehrfacher Integrale anzu-
wenden pflegt.

Vorgelegt sei das mehrfache Integral

‘[Uafbfl Y

wo U eine gegebeme Function von f, f,, ..., f, bedeutet.
Die Integration wird in der allgemeinsten Art so vollzogen,
dass man der Reihe nach die Integration nach einer Veri#nder-
lichen ausfuhrt, wihrend die ibrigen Verinderlichen als Con-
stanten angesehen werden, und zwar so, dass auch die Grenzen
der Integration Functionen der iibrigen Verinderlichen sind.
Integrirt man etwa zuerst nach f,, so sind die Grenzen
Functionen von f, f,, ..., fu—,. Das Integral, das man so
findet, wird wieder und zwar nach f,_, integrirt, und die
Grenzen der Integration sind Functionen von f, £, ..., f,
und so fort, bis alle Integrationen ausgeftihrt sind.
' Ftir diese mehrfachen Integrale gilt ein Theorem, das in
dieser Theorie als Princip angesehen werden muss, dass nim-
lich die Reihenfolge der Integrationen, wenn nur die Function
U innerhalb der Integrationsgrenzem niemals unendlich wird,
in beliebiger Art verindert werden kann, sodass es gleich-
glltig ist, in Bezng auf welche Verinderliche die erste Inte-
gration stattfindet, in Bezug auf welche die zweite, und so
fort, wenn nur die Grenzen der neuen Integrationenm richtig
bestimmt werden. Dieses (437) Princip ist an sich einleuch-
tend, wenn der Werth des mehrfachen Integrales als Grenze
einer endlichen Summe bei bestindig abnehmenden Intervallen
definirt wird2!).

Mit Hulfe dieses Principes ld#sst sich sofort die Frage

-
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beantworten, welcher Ausdruck unter dem Zeichen der mehr-
fachen Integration fir das Element

O of - W

zu setzen ist, wenn statt der Verinderlichen f, f,, ..., fo
andre Ver#inderliche eingefilhrt werden.

Die erste Integration geschehe nach f,. Fiur diese Ver-
#nderliche werde eine andre z, eingefithrt, indem festgesetzt
wird, dass f, irgend eine Function von z, ist, welche die
Gréssen f, f,, ..., fn_, enthalten kann, die bei dieser ersten
Integration als Constanten angesehen werden. An die Stelle
des Differentiales df, hat man, wenn die Integration nach z,
auszufithren ist, den gleichbedentenden Ausdruck

(bf n) 6

0z,

zu setzen, sodass das vorgelegte mehrfache Integral gleich
dem folgenden ist:

[v :%).bfbf, e A, M2

Nunmehr #ndern wir die Reihenfolge der Integrationen
und fithren die erste Integration nicht nach z,, sondern nach
Sn—, aus. Statt f,,_, fihren wir wieder eine andre Ver-
gnderliche z,_, ein, indem wir festsetzen, dass f,_, irgend
eine Function von z,_, ist, [359] die auch die tibrigen Grossen
fy fiy ooy fu_er Z, enthalten darf, die bei dieser ersten In-
tegration als Constanten angesehen werden. Dann wird das
vorgelegte Integral

Jo g%)af'aﬁ e 3 uy 370 Vs
:j/'U(?f"——')(bf") SF U o 8y 325 0T, -

dx,_,/\z,

Abermals werde die Reihenfolge der Integrationen gedindert,
und die erste Integration nicht nach z,_,, sondern nach f,_,
angestellt, wofiir eine neue Verinderliche z,_, eingefiihrt wird.
Indem so immer nach der Einfithrung einer neuen Verinder-
lichen die Reihenfolge der Integrationen geiindert, und statt
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der Verinderlichen, nach der die erste Integration auszu-
fithren ist, eine neue Ver#nderliche eingefithrt wird, gelangt
man endlich zu folgendem Ausdrucke fir das transformirte
Integral:

iz (gi)(afl) %f)bxbxl---bz”

In dem transformirten Ausdrucke ist f;, eine Function von

.f?fu sy fn—u Zny fernerfn—4 (438) von f: fu "'vfn—n
Z,_,, Z, und allgemein f; von f, f,, ..., fi_,, &, Zi .,
..y %, sodass die letzte Function f alle neuen Verinder-
lichen z, z,, ..., z, enthilt. Setzt man aber den Ausdruck
von f in f, ein, die Ausdriicke von f und f, in f,, die Aus-
driicke von f, f, und f, in f,, und so fort, so werden f, £,
«.v, Jfn simmtlich Functionen von z, z,, ..., z,, und die
Determinante dieser Functionen

s+ M
0z oz, o,

ist nach dem Theoreme, das in dem vorhergehenden Paragraphen
bewiesen wurde, gleich dem Producte

oz bxn
Setzen wir jetzt fur dleses Product in dem transformirten
mehrfachen Integrale die Determinante, so erhalten wir

3f 2 d )
fUafaf,.-.afn:-fU. (2 ibl;. £~~~S}%)bszl-~-bxn,

und das ist die allgemeine Formel fiir die Transformation
eines mehrfachen Integrales. [Euler und Lagrange haben
diese Formel fiir zwei und drei Verinderliche ungefihr zu
derselben Zeit gefunden, jemer indessen ein wenig frither22).

Auch diese Formel lisst in ausgezeichneter Weise die
Analogie zwischen dem Differential und der Funectionaldeter-
minante erkennen.
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Jacobi’'s Abhandlung De determinantibus funectio-
nalibus, die hier in deutscher Uebertragung nen heraus-
gegeben wird, ist 1841 in Crelle’s Journal erschienen (Bd. 22.
8. 319—352, wieder abgedruckt in den Ges. Werken, Bd. III.
8. 393—438). Sie folgt dort unmittelbar der Abhandlung
De formatione et proprietatibus determinantium,
die den Inhalt des vorhergehenden Bindchens der Klassiker
bildet. Hat diese Abhandlung bewirkt, dass die Determinanten,
diese Algebra iiber der Algebra, wie Sylvester einmal sich aus-
drickte, zu einem unentbehrlichen Werkzeuge der Mathema-
tiker wurden, so- handelte es sich in jener um eine Anwendung
der Determinanten von solcher Fruchtbarkeit, dass es wohl
kein Gebiet der hoheren Analysis giebt, in dem man der
»Jacobi’schen Determinante« nicht begegnet.

Es ist von hohem Interesse zu verfolgen, wie der Begriff
der Functionaldeterminante sich allmihlich entwickelt hat. Be-
stimmte, concrete Aufgaben fihrten auch hier zu den h&ch-
sten Abstractionen. FEuler hatte 1744 in der Methodus
inveniendi etc. das Problem behandelt, die Rotationskérper
zu bestimmen, welche bei gegebenem Volumen die kleinste
Oberfliche besitzen. Indem er diese Aufgabe dahin verall-
gemeinerte, man solle tiberhaupt die Gestalt der Korper finden,
die bei gegebenem Volumen die kleinste Oberfliche besitzen,
wurde er auf die Transformation von Doppelintegralen gefithrt
und gelangte so in einer vor dem Jahre 1762 verfassten, aber
erst 1770 verdffentlichten Abhandlung za der Bildung, die wir
jetzt als die Determinante eines Systems von zwei Functionen
zweier Variabeln bezeichnen. Bald darauf, 1775, wurde La-
grange durch eine Aufgabe der Potentialtheorie, die Bestimmung
der Krifte, die ein gravitirendes Ellipsoid ausiibt, dazu ver-
anlasst, in entsprechender Weise die allgemeine Transformation
der dreifachen Integrale zu erledigen.



Anmerkungen. 61

Auch bei Jacob? bilden den Ausgangspunkt Untersuchungen
tiber mehrfache Integrale, zu denen er durch Gauss’ klassische
Abhandlung iber den Einfluss eines stdrenden Planeten vom
Jahre 1818 veranlasst wurde. Die merkwirdige Umformung
eines einfachen Integrales, die Gauss dort angegeben hatte,
konnte Jacobi, der ihren Zusammenhang mit dem Probleme
der Hauptaxen der Flichen zweiter Ordnung durchschaute, auf
gewisse zweifache Integrale ausdehnen, und er gelangte nun
durch eine Reibe von Untersuchungen, die in den Jahren 1827
bis 1833 in Crelle’s Journal erschienen sind, dazu, die ent-
sprechenden Umformungen n-facher Integrale auf Grund der
simultanen Transformation von zwei quadratischen Formen
in # 4+ 1 Verinderlichen auf die eleganteste Weise zu er-
ledigen.

Wahrend Jacob: in diesen Abhandlungen den Nachdruck
. auf die Umformung von mehrfachen Integralen legt und die
zahlreichen 8#itze tiber Determinanten nur als Mittel zu seinem
Zwecke entwickelt, hat er bald darauf die allgemeine Be-
deutung dieses Algorithmns erkannt und ihn in seinen Ab-
handlungen vom Jahre 1841 zu einer selbstindigen Theorie
ausgestaltet.

Das von ihm geschaffene Instrument der Functionaldeter-
minanten hat Jacobr selbst bei seinen Untersuchungen tiber
die partiellen Differentialgleichungen mit dem schénsten Er-
folge benutzt. Damit war jedoch seine Verwendbarkeit durch-
aus nicht erschopft. Jacobi hat es noch erlebt, wie wesent-
lich mit Hilfe der Functionaldeterminanten Boole, Cayley
und Sylvester, Eisenstein und Aronhold eine neue Disciplin
der Algebra, die Lehre von den Invarianten und Covarianten
der Formen, ausbildeten, und parallel damit ging die Verwer-
thung der »Jacobi'schen Determinante« fir die algebraische
Geometrie; es gentige hier Hesse und Clebsch zu nennen.

. Aber die Abhandlung iiber die Functionaldeterminanten
hat noch weiter gewirkt. Mit ihr beginnen die wichtigen
Untersuchungen, die in neuerer Zeit sich an »Systeme von
Functionen mehrerer Verdnderlichen< gekniipft haben. Es
kommt hierbei eine Auffassung der Functionaldeterminanten in
Betracht, die Jucob: sicher bekannt war, wenn er sie auch
nicht ausdriicklich ausgesprochen hat. Sie ist bedingt durch die
Deutung der Ver#nderlichen z,, z,, ..., z, als Coordinaten der
Punkte einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit.
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Gekannt hat Jacob: diese Deutung. Das bezengen die
von Clebsch herausgegebenen Vorlesungen iiber Dynamik, die
Jacodt im Winter 1842/43° zu Konigsberg i. Pr. gehalten
hat. Hier heisst es (Zweite Ausgabe. Berlin 1884. 8. 205):

»Giebt man dem Begriffe der lebendigen Kraft

(@ + 2 + 2?)
eines sich frei bewegenden Punktes mit der Masse 1 eine
Ausdehnung auf 2z Dimensionen und setzt
T=§@+ o+ o + o)
W 8. W.«

Wenn Jacob: die Beziehung der Functionaldeterminanten
zu einer 7n-dimensionalen Geometrie in seiner Abhandlung nicht
erwihnt, erklirt sich das wohl daraus, dass er mit seinen
Zeitgenossen solchen Bpeculationen keinen erheblichen Werth
beilegte. Eine Ausnahme hiervon machte Gauss, auf den auch
das Wort »Mannigfaltigkeit« zurtickzugehen scheint (Werke,
Bd. II. 8.178: Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimensionen
[1831]). Das zeigt eine interessante Aeusserung von Gauss,
die Sartorius von Waltershausen (Gauss zum Gedichtniss,
Leipzig 1856, 8. 81) mitgetheilt hat: er habe gewisse Probleme
zurtickgelegt, die er in einem hoheren Zustande geometrisch
zu behandeln gedfichte, und es wird bestiitigt durch eine
Stelle in den Beitrigen zur Theorie der algebraischen
Gleichungen vom Jahre 1849, Am Ende des §. 5 dieser
Abhandlung sagt Gauss:

»Ich werde die Beweisflhrung in einer der Geometrie der
Lage entnommenen Einkleidung darstellen, weil jene dadurch
die grosste Anschaulichkeit und Einfachheit gewinnt. Im
Grunde gehort aber der eigentliche Inhalt der ganzen Argu-
mentation einem hohern, von Riumlichem unabhingigen Ge-
biete der allgemeinen abstracten Grossenlehre an, dessen Gegen-
stand die nach der Stetigkeit zusammenhingenden Grossen-
Combinationen sind, einem Gebiete, welches zur Zeit noch .
wenig angebauet ist, und in welchem man sich auch nicht
bewegen kann ohne eine von riumlichen Bildern entlehnte
Sprache. «

Ein genialer Versuch auf diesem Gebiete, den Gauss viel-
leicht im Auge hatte, als er diese Zeilen schrieb, lag damals
bereits vor: Grassmann's erste Ausdehnungslehre vom Jahre
1844. Aber er blieb unbeachtet. Ein allgemeines Interesse
far die Lehre von den n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten
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erwachte erst, als 1867 Riemann’s Habilitationsvorlesung vom
Jahre 1854: Ueber die Hypothesen, welche der Geo-
metrie zu Grunde liegen verdffentlicht wurde, und die
Wirkung, die Riemann’s Ideen ausitbten, war um so intensiver,
als die Entwickelung der neueren Mathematik immer mehr
zu der Betrachtung von Systemen beliebig vieler Grossen ge-
filhrt hatte, und so, vor Allem durch Jacobd:'s algebraische
Arbeiten, neben dem noch Cauchy zu nennen ist, der Boden
fiar solche Anschauungsweisen geschaffen war.

In rascher Folge erschienen nun (1867—1869) die be-
kannten Arbeiten von Helmholtz, Christoffel, Lipschitz, Bel-
trami und Kronecker, und bald darauf zeigten Klein und
Lie, welch’ hohen Werth die n-fach ausgedehnten Mannig-
faltigkeiten als methodische Hulfsmittel besitzen; es geniige
hier hinzuweisen auf die Schriften: F. Klein, Vergleichende
Betrachtungen iiber neuere geometrische Forsc/mngen Pro-
gramm, Erlangen 1872, wieder abgedruckt Mathematische
Annalen, Bd. 43. 1893) 8. 63—100 und 8. Lie, Geometrie
der Berabrungstraanormationen. Bd. I. Leipzig 1896, wo
besonders die werthvollen geschichtlichen Bemerkungen 8. 274
und 275 sowie 8. 519 bis 521 zu beachten sind.

Die Fruchtbarkeit dieses Gedankens hat in den verschie-
densten Gebieten der neueren Mathematik sich aufs schonste
bewdahrt. Bei allen diesen Untersuchungen waren Jacobi’s
Functionaldeterminanten von grundlegender Bedeutung, und
8o haben sich die Wirkungen seiner klassischen Abhandlung
De determinantibus functionalibus bis in die neueste
Zeit hinein erstreckt.

Zum Schluss mdgen noch einige Bemerkungen iber die
vorliegende neue Ausgabe der Jacobs schen Abhandlung Platz
finden. - Der Uebersetzung ist die Originalabhandlung in Crelle’s
Journal zu Grunde gelegt, von der die Gesammelten Werke
(Bd. IIL. Berlin 1884, 8. 393—438) einen wortgetreuen Ab-
druck geben. Eine genaue Priifung hat gezeigt, dass in diesem
Texte verschiedene stdrende Druckfehler vorhanden sind, und
dass auch einige Versehen Jacobd¢'s, besonders in §. 14, der
Verbesserung bedéirfen. Siimmtliche hierdurch erforderten
Abweichungen von dem Originale findet man in den folgen-
den Anmerkungen angegeben und, wo es nothwendig schien,
begrtindet. Ausserdem enthalten die Anmerkungen einige
Ergiinzungen zu der Litteratur, die Jacod: angefithrt hat; bei



64 Anmerkungen.

der Abfassung dieser Anmerkungen ist mir Baltzer's bekanntes
Werk: Theorie und Anwendung der Determinanten
(5. Aufl. Leipzig 1881) mehrfach von Nutzen gewesen.

Wie es bei diesen Ausgaben tiblich ist, sind die Seiten-
zahlen der Originalabhandlungen dem Texte beigefiigt worden.
Da die Gesammelten Werke sehr verbreitet sind, glaubte
ich, sie ebenfalls beriicksichtigen zu sollen; zur Untarschei—
dung sind diese Seitenzahlen in runde Klammern eingeschlossen
worden.

1) Zu 8. 3. Jacobi bezieht sich auf die Abhandlung:
De formatione et proprietatibus determinantium, die
in dem zweiundzwanzigsten Bande von Crelle’'s Journal der Ab-
handlung: De determinantibus functionalibus unmittel-
bar vorausgeht; wiederabgedruckt ist sie in den Gesammelten
Werken, Bd. IIL 8. 355—392 und in deutscher Uebertragung
neu herausgegeben in Ostwald’s Klassikern der exacten Wissen-
schaften Nr. 77,

2) Zu S. 3. Hauptsichlich kommt hier in Betracht die
Abhandlung: De binis quibuslibet functionibus homo-
geneis secundi ordinis ete., Crelle's Journal, Bd. 12.
8. 1—69 (1833), Ges. Werke, Bd. IIL. 8. 191—268.

3) Zu 8. 5. Die hier aufgestellte Regel fiir die Anwen-
dung der Symbole
d,

hat Jacobi in den Dilucidationes de aequationum -
differentialium vulgarinm ete. (Crelle’s Journal, Bd. 23.
8. 4, Ges. Werke, Bd. IV. 8. 152) noch einmal wiederholt
und spiiter stets befolgt. Die meisten Mathematiker haben
seitdem diese sehr zweckmissige Schreibweise angewandt.
Neben ihr findet man jedoch nicht selten, besonders bei
franzosischen Awutoren, eine andre, die auf Cawuchy zuriick-
geht, der .

D,f statt —b—f—

schreibt. Mﬂﬂ,%[g&) (k)

Die Regel, die Jacob: aufstellte, konnte nur als die Fixi-
rung eines bereits bestehenden Gebrauches gelten. Sie war
zum Beispiel schon im 18. Jahrhundert von Legendre vorge-
schlagen und angewandt worden, der in seiner Abhandlung:
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Sur la maniére de distingner les maxima des minima dans le
calcul des variations (Histoire de I’Académie avec les Mémoires
de Mathématiques et de Physique. Année 1786. Paris 1788.
8. 8) sich folgendermaassen H#ussert: »Um jede Zweidentigkeit

. S ., 00 .
zu vermeiden, bezeichne ich mit 3z den Coéfficienten von dz
z

in dem Differentiale von » und mit %:— das vollstindige Diffe-

rential von v getheilt durch dz«, Man vergl. auch HZigel,
Math. Worterbueh. Bd. I. 8. 891.

4) Zu 8. 6. Théorie des fonctions analytiques. Paris
1797. (Oeuvres. t. IX. 8. 143.) Der Mangel der Bezeich-
nungsweise von Lagrange, den Jacobi erwihnt, ldsst sich
leicht beseitigen, indem man mehrfache Indices benutzt und
zum Beispiel

ba+ﬂ+;/ f
. dz% 3y’ 0z Fasy
setzt.,

5) Zu 8. 7. Auch diese Bezeichnungsweise ist zweideutig,
indem das Zeichen f(&, %) in zwei verschiedenen Bedeutungen
gebraucht wird, demn f(z,y) ist eine andre Function von
z und y als f(z, %) von 2 und w.

6) Zu S. 15. Cauchy nennt diese Bildungen, zu deren
Studium er durch Jacobs’s Arbeit veranlasst wurde, fonctions
différentielles alternées (Exercices d’Analyse et de Phy-
sique mathématique. t. II. Paris 1841. 8. 141). Sylvester
(Philosophical Transactions, t. 143, London, 1853. 8. 476)
nannte sie Jacobians und schrieb daftir

J(fs Sos oo Sa)s

auch Cayley bediente sich dieser Benennung (Crelle’s Journal,
Bd. 52. 1856. 8. 276; Math. Papers, Vol. IV. 8. 30.}.

7) Zu 8. 15. Bertrand ist in seinem lesenswerthen Mé-
moire sur le déterminant d’un systéme de fonctions
(Journal de Mathématiques pures et appliquées. t. XVIL
Année 1851. 8. 212—227) dieser Analogie weiter nachge-
gangen und hat ihren Grund darin gefunden, dass die Func-

tionaldeterminante
s+ 30 Y U
Tz, 0z, dz,
Ostwald's Klassiker, 78. ‘ 5
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als Grenzwerth des Quotienten
*df, - dyfydpfp: SEdx, - dyz, - dy 2,
definirt werden kann; dabei ist

dife —°f"dz.+§f"dz,+ +bf"d

zu setzen. Von dieser Definition ausgehend giebt Bertrand
nene, elegante Beweise filr die meisten Lehrsitze, die Jacobs
im Folgenden entwickelt.

Um die Analogie mit dem Differentialquotienten auch .

#nsserlich hervortreten zu lassen, verwendete Domkin (Philo-
sophical Transactions, London 1854. 8. 72) die seitdem viel-
fach benutzte Bezeichnung:

v.;_afa o, bf 3(fys Say - ;fn)

dz, dz, dz, (2, Ty, ..., Ty)

Ausserordentlich einfach gestaltet sich die Theorie der
Functionaldeterminanten bei Benutzung der Methoden Grass-
mann's. Setzt man

ez, +ez, 4+ - +ezx, ==z,
efi+ efe+ o +enfu =1\,
V”’_b_‘f‘_ Bf, a.fn (df

so wird

man vergleiche die Bemerkung Grassmann’s in der Aus-
dehnungslehre. Berlin 1862, Nr. 441. (Gesammelte math.
und phys. Werke, Bd. I. Theil II. 8. 298.) Eine ausfiihr-
liche Darstellung gab Scoff, Theory of determinants and
their application. Cambridge 1880. 8. 138.

8) Zu 8. 20. Einen Beweis, bei dem der Schluss von
auf n 4 1 vermieden wird, hat Berfrand angedeutet (a. a. O.
8. 214); wenn man ihn streng durchfithren will, fillt er jedoch
ziemlich umstindlich aus. Einen sehr elegantcn Beweis des
Satzes, dass das Verschwinden der Functionaldeterminante

f 47 °°* f n)
0 (xu ceey Zy)
die nothwendlge und hmrelchende Bedingung fir das Be-
stehen einer Relation
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i, "',’f”) =0

ist, theilte mir Herr Professor M. Hamburger in Berlin mit:
3L Es sei II(f,, ..., f,)=0. Dann folgt aus dem Be-
stehen der Gleichungen

ML,
bfi bzk
unmittelbar, dass

MT 3f, _

+oe 3w 3z

b(.f‘l! hR | fﬂ) =0
. zy, -.vy Zy)
sein muss.
II. Es sei umgekehrt

1 »fn

b(xu °"7$n) 0

dann giebt es stets mindestens ein System von Grossen a,.
@y, ..., a,, die erstens nicht simmtlich verschwinden und zwei-
tens den Gleichungen

LI +a bf,_l_ +a,,°—f-*‘=f(r"“‘\¢

% bz *dz, LY o
bf, bfs Vo—"""" v
R

.....................

gentigen. Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach
mit dz,, dz,, ..., dz, und addirt, so erhilt man

a df, +a,dfy + - +a,df, =0,

‘and hieraus folgt, wenn etwa die Grdssen q,, a,, ..., a, (r=n)
von Null verschieden sind, wihrend a,,,, @,.,, ..., a, ver-
sechwinden, die Gleichung

Qp_
dfr———dfa ,dfs_""’— ;‘dfr-—n

die unmittelbar zeigi, dass f,. eine Function ven f,, f,, ...

r—, allein ist.« f/gz.o,( ﬂ_.u. 1898, f.ys7

5%

*),9// /m...hﬁ ﬂ.,l, Ayivtr =0, - Ayz CW,4 y/ln-C(].

il ahxﬁmw Fifu o it bt indep



68 Anmerkungen,

Kronecker hat gegen den vorhergehenden Lehrsatz den
Einwand erhoben, »dass es Beziehungen zwischen Grossen
giebt, welche durch Beziehungen zu andern Gréssen ver-
mittelt sind, und bei deren Definition eine solche Vermittelung
unvermeidlich ist« (Bemerkungen zur Determinantentheorie.
Journal fiir Mathematik, Bd. 72. 1869. 8. 156. Werke. Bd. L.
8. 244) und eine andre Formulirung vorgeschlagen. Man ver-
gleiche dazu die Ausfahrungen in Kronecker’s Vorlesungen. iiber
die Theorie der einfachen und der vielfachen Integrale, heraus-
gegeben von E. Netto, Leipzig 1894. 8. 235—236.

9) Zu S. 26. Die Formel (1) steht in engem Zusammen-
hange mit der merkwiirdigen Identitiit:

04,
bx dz,

aA,.
+M'+ -+ ;

vergl. Jacobt’s Abhandlung: Theoria novi multlphcatoris syste-
mati aequationum differentialium vulgarium applicandi (Crelle’s
Journal, Bd. 27. 1844. 8. 203. Ges. Werke, Bd. IV. 8. 323).

10) Zu 8. 27. Moebius hat die Gleichung (3) filr » = 2
angegeben (Uber eine allgemeine Art der Affinitdt geo-
metrischer Figurea, Crelle’s Journal, Bd. 12. 1834. 8. 116).
Andre Beweise der allgemeinen Formel findet man bei Cauchy
und Bertrand.

11) Zu S. 28. Andre Beweise der Formel (5) gaben
Bertrand und Kromecker (Werke. Bd. I. 8. 240).

12) Zu S. 34. In dem Originale und in dem Abdrucke
steht irrthiimlich

Sy 2y Zgy ooy Ty

z, fis Jas oo Jne

13) Zu S. 35. Btatt foup,, fmess -+ -2 Sn mUSS es heissen

Pmarr Pmasy <y Pn BIVE Jmais fmass oo S

denn sonst wilrde man nur die Formel (6), nicht auch die
Formel (5), erhalten.

14) Zu 8. 38. In dem §. 14 mussten verschiedene Aende-
rungen vorgenommen werden. Jacod: hatte niimlich geglaubt,
sein Lehrsatz gelte, wenn f; durch alle Functionen f, f,, ..., fp
ansser f; selbst umgestaltet wird. In der Abhandlung: Theoria
novi multiplicatoris systemati aequationum differentialium vul-
garium applicapdi (Crelle’s Journal, Bd. 27. 1844 8. 216—217,

statt



