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Avant-Propos

Ce livre s’adresse à des étudiants scientifiques d’un cursus Licence uti-
lisant les Mathématiques comme outil de calcul, que ce soit dans le
cadre de sciences générales pour l’ingénieur ou dans des disciplines
spécifiques. C’est pourquoi l’on y présente de nombreux exemples d’ap-
plications dans des domaines variés, comme la Physique, les Sciences
de la Vie, l’Économie ou la théorie du contrôle.

Les étudiants en Mathématiques, en Mathématiques appliquées ou en
Informatique pourront aussi y découvrir des techniques de calcul, des
exemples de modélisation et des problématiques que leur programme
théorique ne laisse pas le temps d’explorer suffisamment.

Le livre se partage à peu près équitablement entre l’algèbre et l’analyse.
S’agissant des méthodes numériques et des algorithmes présentés, le
choix, nécessairement très sévère, s’est porté sur les plus courants et tient
compte de l’efficacité, de la généralité et de la simplicité de mise en œuvre.

Dans le cours, les notions acquises dans une classe de Terminale scien-
tifique sont supposées connues. Afin de développer des applications
suffisamment riches tout en restant à un niveau élémentaire, de nom-
breux résultats ont été admis, parfois avec un commentaire explicatif
ou heuristique appelé justification. Le terme démonstration est réservé à
une argumentation complète sur le plan mathématique.

Les exercices sont des applications utiles et directes du cours. Il sont
très généralement calculatoires, de sorte qu’on doit les faire à l’aide
d’une calculatrice ou d’un logiciel de calcul scientifique. Quelques rares
exercices apportent un petit complément théorique qu’il faut considé-
rer comme un résultat à connaître. Le signe @ indique que l’on trouvera
une solution ou des indications dans les « Compléments en ligne » à
l’adresse http://www.dunod.com.

Je remercie mes collègues de différentes disciplines qui ont bien voulu
m’éclairer en répondant à mes questions et notamment Jacqueline con-
cernant la problématique des Statistiques et des Probabilités. Merci à
Eric pour son soutien technique et ses idées originales et à Michèle pour
la marmotte.
Merci à Christian qui a relu le texte avec acuité : ses remarques perti-
nentes sont à l’origine de nombreuses améliorations. Un grand merci à
Alberto qui, avec talent et gentillesse, a assuré un gros travail de mise
en page et la réalisation finale de toutes les figures.

Et surtout, merci à Dominique.
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Chapitre 1

Ensembles,
nombres et fonctions

1. Langage et notations pour utiliser les ensembles
En Mathématiques, on définit souvent des collections d’objets appelées ensembles. Voici
les notions générales et les expressions couramment employées lorsqu’on considère
des ensembles.

1.1 Éléments et parties d'un ensemble
Éléments d'un ensemble. En général, on désigne un ensemble par une lettre. Si par

exemple E désigne un ensemble, alors chaque objet a de la collection E s’appelle
un élément de E : on dit que a appartient à E et l’on exprime cette propriété en
écrivant a ∈ E . Le signe ∈ est le symbole d’appartenance. Des ensembles sont
égaux s’ils ont les mêmes éléments.

Parties d'un ensemble. Supposons que E est un ensemble. On appelle partie de E
un ensemble formé de certains éléments de E . Une partie de E est donc un en-
semble A ayant la propriété suivante : tout élément de A est aussi un élément de E .
Pour exprimer que l’ensemble A est une partie de l’ensemble E , on dit aussi que A
est inclus dans E , ce que l’on note A⊂E . Le signe d’inclusion ⊂ ne s’écrit qu’entre
deux ensembles et ne doit pas être confondu avec le signe d’appartenance ∈.
Pour montrer que des ensembles E et F sont égaux, il faut vérifier que l’on a les
deux inclusions E ⊂ F et F ⊂ E .

Propriété caractéristique d'une partie. Supposons que l’on ait défini pour chaque
élément x de E une propriété P (x) qui peut être satisfaite ou non. L’ensemble
des éléments x ∈ E qui satisfont la propriété P (x) est une partie de E que l’on
note {x ∈E | P (x)}, ce qui se lit “l’ensemble des éléments x appartenant à E tels
que P (x)”. Si l’on pose A = {x ∈ E | P (x)}, la propriété P s’appelle la propriété
caractéristique de A.
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Exemple 1. Notons E l’ensemble des nombres entiers compris entre −5/2 et
11/3. Les nombres 2 et 3 appartiennent à l’ensemble E , alors que −3 n’y appartient
pas : on a donc les relations 2 ∈ E et −3 �∈ E . Les éléments de l’ensemble E sont
exactement les nombres −2, −1, 0, 1, 2 et 3 : pour exprimer cela, on écrit la liste
des éléments entre accolades, sous la forme E = {−2,−1, 0, 1, 2, 3}.

Exemple 2. Un nombre entier positif ou nul s’appelle un entier naturel et l’ensemble
de tous les entiers naturels se note N. Par exemple, 168/6 ∈ N, 168/9 n’est pas un

entier naturel et pour tout entier n�1, le nombre (1+
√

5)n+(1−
√

5)n appartient à N.

Exemple 3. Un nombre entier positif ou négatif ou nul, s’appelle un entier rela-
tif et l’ensemble des entiers relatifs se note Z. On a donc N = {x ∈ Z | x � 0} et
{x ∈ Z | 0 < x2 < 16} = {−3,−2,−1, 1, 2, 3}. L’ensemble E de l’exemple 1 est une
partie de Z et l’on a E = {x ∈ Z | 0 � x + 2 � 5}.

Définition
Soient E et F des ensembles. La donnée d’un élément x appartenant à E et d’un
élément y appartenant à F s’appelle un couple et se note (x, y) ; la règle d’égalité
est : (x, y) = (x′, y′) si et seulement si x = x′ et y = y′ . L’ensemble de ces couples
se note E × F et s’appelle le produit cartésien des ensembles E et F .

Exemples 4. On utilise souvent des couples de nombres.

® Les couples (1,2) et (2,1) sont deux éléments différents appartenant à l’ensemble
N × N.

® L’ensemble des nombres réels se note R. Les couples (x, y) de nombres réels sont
les éléments de l’ensemble R × R = R2 . Dans un plan muni d’axes, tout point est
repéré par le couple (x, y) de ses coordonnées.
On définit de même les triplets (x, y, z) de nombres réels : leur ensemble se note
R3 . Si l’on se donne un repère de l’espace, chaque point possède trois coordonnées :
les triplets de nombres réels permettent de repérer les points de l’espace.

® Voici des ensembles de couples de nombres réels : la figure de gauche représente
le graphe d’une fonction f , celle de droite l’intérieur d’une ellipse (voir page 22).

{(x, y) ∈ R
2 | y = f(x

x

)}

y = f(x)

{(x, y

y

) ∈ R
2 | |x

x

| � 3 , |y| � 1} {(x, y) ∈ R
2 | x2 + 4y2 � 4}

(3, 1)

(−3,−1)

y

x
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1.2 Opérations sur les parties d'un ensemble
Intersection de parties. Soient A et B des parties d’un ensemble E . Les éléments

de E qui appartiennent à la fois à A et à B forment une partie de E appelée
intersection de A et B et notée A∩B . On a donc A∩B = {x∈E | x ∈ A et x ∈ B}
et aussi les relations d’inclusion A ∩ B ⊂ A et A ∩ B ⊂ B .
Si aucun élément de E n’appartient à l’intersection de A et B , on dit que la partie
A ∩ B est vide et l’on écrit A ∩ B = ∅. Le symbole ∅ désigne l’ensemble qui n’a
aucun élément.

Réunion de parties. A et B étant des parties de E , l’ensemble des éléments de E

qui appartiennent à A ou à B est une partie de E appelée réunion de A et B et
notée A ∪ B . On a les inclusions A ⊂ A ∪ B et B ⊂ A ∪ B .

Complémentaire d'une partie. Si A est une partie de E , l’ensemble des éléments
de E qui n’appartiennent pas à A s’appelle le complémentaire de A et se note
E \ A. On a les relations A ∪ (E \ A) = E et A ∩ (E \ A) = ∅.

Exemple 5. Donnons-nous deux points distincts P et Q dans

P

Q

I

RD

H
H ′

(P
QR)

l’espace euclidien et considérons l’ensemble H des points
de l’espace qui sont équidistants de P et Q : c’est le
plan passant par le milieu I du segment PQ et
perpendiculaire à la droite (PQ). Le plan
H s’appelle le plan médiateur de PQ. Soit
R un autre point de l’espace différent de P

et de Q et soit H ′ le plan médiateur de QR. Si
les points P, Q, R ne sont pas alignés, l’intersection
des plans H et H ′ est une droite D perpendiculaire
au plan (PQR). Cette droite coupe le plan (PQR) en un point équidistant de P , Q

et R, c’est-à-dire au centre du cercle circonscrit au triangle PQR. Si les points P,Q,R

sont alignés, les plans H et H ′ sont parallèles et H ∩ H ′ est l’ensemble vide.

Exemple 6. D ′

D

Dans un plan euclidien, donnons-nous deux
droites sécantes D et D′ . L’ensemble des points du plan
équidistants de D et D′ est la réunion des deux bissectrices
de l’angle formé par D et D′ .

2. Les nombres
On exprime souvent un nombre par son écriture décimale. Pour un nombre entier
ou décimal, il n’y a qu’un nombre fini de chiffres, alors qu’un nombre réel possède
en général une écriture décimale illimitée.
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2.1 Écriture d'un entier naturel
Les chiffres d’un entier naturel représentent les unités dans l’échelle 1, 10, 102, . . .

des puissances positives de 10 : par exemple, pour l’entier a = 234, on a a =
4 + 3 × 10 + 2 × 102 .
Voici comment retrouver les chiffres d’un entier par des opérations arithmétiques.

– Puisque a = 4+23×10, le chiffre des unités est le reste de la division de a par 10.
– L’entier a − 4 étant multiple de 10, posons a − 4 = 10a1 , donc a1 = (a − 4)/10 =
23 = 3 + 2 × 10 ; le chiffre des dizaines est le reste de la division de a1 par 10.

– L’entier a1−3 est multiple de 10 et en posant a1−3=10a2 , il vient a2=(a1−3)/10=2
qui est le chiffre des centaines.

Pour écrire un algorithme de calcul des chiffres d’un entier a > 0, introduisons une
variable x qui prendra successivement les valeurs a,a1, a2, . . . et une variable c dont
les valeurs seront les chiffres de a ; la liste L des chiffres sera composée en écrivant
de droite à gauche.

Algorithme de calcul des chiffres
initialisation : (L ← liste vide) (a ← un entier positif) (x ← a) (b ← 10)
boucle : tant que x �= 0 :

c ← reste de la division de x par b

x ← quotient de x − c par b

L ← c, L (on ajoute le chiffre c en tête de la liste L)

Si au lieu de 10, on choisit pour b un entier naturel quelconque supérieur ou égal
à 2, cet algorithme calcule les chiffres de l’écriture de l’entier a en base b, c’est-à-dire
les entiers c0, c1, . . . , cn tels que

0 � ci < b et a = c0 + c1 × b + c2 × b2 + · · · + cn × bn .

La base 2 est commode, car il n’y figure que les chiffres 0 et 1. On a par exemple

13 = 1 + 22 + 23 et 34 = 2 + 25

donc, en base 2, ces nombres s’écrivent : 13 = [1101] et 34 = [100010].

2.2 Les entiers relatifs
Un entier relatif est un entier positif ou négatif ou nul. Dans l’ensemble Z des entiers
relatifs, on peut donc ajouter, soustraire et multiplier.

Division euclidienne. Une autre opération essentielle qu’on peut effectuer avec
des entiers relatifs, c’est la division avec reste, encore appelée division euclidienne.
Rappelons la définition de la division par un entier b > 0.
Écrivons dans l’ordre les multiples entiers de b :

. . . , −2b , −b , 0 , b , 2b , . . . , qb , . . . où q ∈ Z.
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Il est clair que tout entier relatif a est compris entre deux multiples consécutifs de
b ; précisément, il y a un unique entier q ∈ Z tel que

qb � a < (q + 1)b = qb + b .

On a alors a − qb � 0 et a − qb < b, donc en posant r = a − qb, il vient

a = qb + r , où 0 � r < b.

L’entier q s’appelle le quotient de la division euclidienne de a par b et l’entier r

s’appelle le reste de la division. Le reste est toujours un entier positif ou nul et
strictement inférieur au diviseur b. Pour que l’entier a soit multiple de b, il faut et
il suffit que le reste de la division de a par b soit nul.

Exemple. Étant donné un entier n > 0, cherchons le reste rn de la division de 3n

par 8. Pour les premières valeurs de n, la division de 3n par 8 s’écrit :

si n = 1 : 3 = 0 × 8 + 3, donc r1 = 3 ;
si n = 2 : 32 = 9 = 1 × 8 + 1, donc r2 = 1 ;
si n = 3 : 33 = 3 × 32 = 3(1 × 8 + 1) = 3 × 8 + 3, donc r3 = 3.

Il semble que les restes prennent successivement les valeurs 3 et 1. Pour vérifier
cela, il suffit de montrer que l’on a rn+2 = rn pour tout n.
La division euclidienne de 3n par 8 s’écrit 3n = 8qn + rn , où qn désigne le quotient.
Multiplions cette égalité par 32 ; il vient

3n+2 = 323n = 32(8qn) + 32rn = 8(32qn) + 8rn + rn = 8(32qn + rn) + rn .

On en déduit que rn est aussi le reste de la division de 3n+2 par 8, donc on a
l’égalité rn+2 = rn . Puisque r1 = 3 et r2 = 1, on en déduit que rn = 3 si n est impair
et que rn = 1 si n est pair.

2.3 Les nombres décimaux
Un nombre décimal est le produit d’un entier relatif et d’une puissance de 10. Par
exemple, 12 × 10−3 = 0,012, 1234 × 10−1 = 123,4 et (−3) × 102 = −300 sont des
nombres décimaux. Pour avoir les chiffres d’un nombre décimal a10p , où a est un
entier, il suffit de décaler les chiffres de a de p places vers la gauche si l’entier p est
positif, vers la droite si p est négatif. L’écriture décimale d’un nombre décimal ne
comporte donc qu’un nombre fini de chiffres ; ce sont les unités dans l’échelle des
puissances positives ou négatives de 10. Ainsi par exemple

308705 × 10−4 = 30,8705 = 3 × 10 + 8 × 10−1 + 7 × 10−2 + 5 × 10−4 .

Un nombre décimal positif est la somme de sa partie entière et d’un nombre décimal
a tel que 0 � a < 1, donc l’écriture décimale de a est de la forme a = 0, c1c2 · · · cn .
Puisque 10a = c1, c2 · · · cn , la première décimale c1 est la partie entière du nombre
a1 = 10a. Si l’on pose a2 = 10a− c1 , alors c2 est la partie entière de 10a2 . On calcule
ainsi de proche en proche les décimales selon l’algorithme suivant :
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Algorithme de calcul des décimales
initialisation : (L ← liste vide) (a ← un nombre décimal tel que 0 < a < 1) (x ← a)
boucle : tant que x �= 0 :

c ← partie entière de 10x

x ← 10x − c

L ← L, c (on ajoute le chiffre c à la liste L)

L'ordre sur les décimaux. Considérons des nombres décimaux a = 0, c1 · · ·cp et
a′ = 0, c′1 · · · c′p compris strictement entre 0 et 1 (on a écrit le même nombre de
décimales en ajoutant éventuellement des zéros). Supposons que a et a′ diffèrent
seulement à partir de la k-ième décimale, les décimales précédentes étant égales ;
alors on a : a < a′ si et seulement si ck < c′k . Par exemple, on a

0,01 = 0,01000 < 0,12339 = 0,12339000 < 0,12339001 < 0,123392 < 0,123400 .

Si deux nombres décimaux ont des parties entières différentes, le plus grand est celui
qui a la plus grande partie entière.

Densité des nombres décimaux. Si a est un nombre décimal, alors pour tout
entier naturel n, le nombre a′ = a + 10−n est décimal. En choisissant n assez grand,
l’écart a′ −a=10−n peut être rendu aussi petit que l’on veut. Il y a donc des nombres
décimaux différents de a et aussi près qu’on veut de a.

2.4 Les nombres réels
Une définition des nombres réels
Un nombre réel est de manière naturelle une limite de nombres décimaux. Soit
a[1], a[2], . . . , a[n], . . . des nombres décimaux positifs ; leurs écritures décimales sont
de la forme

a[1] = e[1], c1[1]c2[1] · · · cp[1] · · ·
a[2] = e[2], c1[2]c2[2] · · · cp[2] · · ·

. . . . . .

a[n] = e[n], c1[n]c2[n] · · · cp[n] · · ·
L’entier naturel e[n] est la partie entière de a[n] et les chiffres c1[n], c2[n], . . . sont les
décimales de a[n] ; on a terminé chaque écriture par des points de suspension pour
éviter de préciser le nombre de chiffres, mais chacun des nombres a[n] n’a qu’un
nombre fini de décimales non nulles.
Supposons que la suite des nombres a[1],a[2],. . .,a[n],. . . est décroissante, c’est-à-dire
que l’on a a[n] � a[n + 1] > 0 pour tout n.
Les parties entières vérifient donc e[1]� e[2]� · · ·� e[n] · · · ; puisque les e[n] sont des
entiers naturels, la suite e[1],e[2], . . . ,e[n], . . . finit par stationner à une valeur e, c’est-
à-dire que pour tout entier n supérieur ou égal un certain rang N0 , on a e[n]=e. Pour
n � N0 , on a e[n+1] = e[n] et a[n] � a[n+1], donc les premières décimales vérifient
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c1[n] � c1[n+1] pour tout n � N0 . En prenant la première décimale de chaque terme,
on obtient après le rang N0 une suite décroissante d’entiers naturels : après un certain
rang N1 , la suite des entiers c1[n] est donc stationnaire à une valeur c1 . Ainsi on a

a[N0] = e, c1[N0]c2[N0] · · · cp[N0] · · ·
...

...

a[N1] = e, c1c2[N1] · · · cp[N1] · · ·
...

...
...

a[n] = e, c1c2[n] · · · cp[n] · · ·
autrement dit a[n] = e, c1c2[n] · · · cp[n] · · · pour tout n � N1 .
Pour n � N1 , l’inégalité a[n] � a[n + 1] implique de même, pour les deuxièmes déci-
males, que l’on a c2[n]� c2[n+1] ; il y a donc un rang N2 après lequel les deuxièmes
décimales gardent la même valeur c2 .
D’une manière générale, pour tout entier naturel p, il existe un rang Np après lequel les
p premières décimales restent fixes : pour tout n�Np , on a a[n]=e,c1c2 · · ·cpcp+1[n]· · ·,
où les chiffres c1, c2, . . . , cp ne dépendent plus de n pourvu que n � Np .
Pour tout entier p � 1, on définit ainsi un chiffre cp et l’on est conduit à convenir
que l’écriture e, c1c2 · · · cp · · · représente un nombre c, bien que cette écriture puisse
présenter une infinité de chiffres non nuls. Le nombre c n’est pas décimal en général,
mais les nombres décimaux a[n] approchent c de mieux en mieux : en effet, pour
n � Np , les deux nombres décimaux a[n] et e, c1c2 · · · cp ont mêmes p premières
décimales, donc l’écart a[n]− c est moindre que 10−p ; puisque le nombre 10−p peut
être rendu aussi petit qu’on veut en choisissant p assez grand, on dit que la suite
des nombres a[n] a pour limite c, ce qu’on écrit sous la forme

lim
(
a[n]

)
= c

Par définition, les nombres ainsi obtenus comme limite d’une suite décroissante de
nombres décimaux positifs sont les nombres réels positifs ou nuls. Un nombre réel
possède en général une infinité de décimales non nulles : on dit que son écriture
décimale est illimitée.

Exemple. Posons a[1] = 2/10 et définissons une suite en posant

a[n + 1] =
(
a[n]

)2 + (1/10) pour tout n � 1.

Le nombre a[1] est décimal et comme la somme et le produit de deux décimaux
sont décimaux, tous les nombres a[n] sont décimaux.
Montrons que la suite des a[n] est décroissante, c’est-à-dire que l’on a a[n+1] < a[n]
pour tout entier n�1. Nous raisonnons par récurrence. Puisque a[2]=(2/10)2+1/10=
0,14, on a bien a[2] < a[1]. Supposons que n est un entier tel que a[n + 1] < a[n].
Puisque les nombres a[n] sont tous positifs, il vient (a[n + 1])2 < (a[n])2 donc
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a[n+2] = (a[n + 1])2 +1/10 < (a[n])2 + 1/10 = a[n+1]. D’après le principe de récur-
rence, on en déduit que l’inégalité a[n+1]<a[n] est vraie quel que soit l’entier n�1.

a[1] = 0, 2
a[2] = 0,14 4 0 0 0 0 0 0 0
a[3] = 0,119 6 0 0 0 0 0 0
a[4] = 0,114 3 0 4 1 6 0 0
a[5] = 0,113 0 6 5 4 4 0 9
a[6] = 0,11278 3 7 9 3 9
a[7] = 0,11272 0 1 8 4 1
a[8] = 0,112705 8 3 9 9
a[9] = 0,112702 6 0 6 3

a[10] = 0,1127018 7 7 4
a[11] = 0,1127017 1 3 1
a[12] = 0,11270167 6 0
a[13] = 0,112701667 0
a[14] = 0,1127016650
a[15] = 0,1127016655
a[16] = 0,1127016654

La liste ci-contre donne les premières valeurs approchées des
nombres a(n) : la limite des a[n] est le nombre réel c dont
les premières décimales sont 0,112701665 · · · On peut calcu-
ler algébriquement le nombre c : en effet, faisons tendre n

vers l’infini dans l’égalité a[n+1]=(a[n])2+(1/10) ; puisque
a[n] tend vers c, (a[n])2 tend vers c2 et comme a[n + 1]
tend vers c, on obtient

c = c2 + 1/10
ou encore c2 − c + 1/10 = 0. L’équation du second degré
x2−x+1/10 a pour discriminant 1−(4/10)=3/5 et pour ra-
cines les nombres réels (1/2)(1+

√
3/5) et (1/2)(1−

√
3/5).

Puisqu’on a les inégalités

0 < c < 1/2 < (1/2)(1+
√

3/5) ,

on en déduit c=(1/2)(1−
√

3/5)= 5−
√

15
10

. On peut montrer

que
√

15 n’est pas un nombre décimal, par suite le nombre c n’est pas décimal.

Propriétés des nombres réels
L’ensemble des nombres réels se note R. Rappelons que l’on peut faire la somme, la
différence et le produit de deux nombres réels ; on peut aussi diviser par un nombre
réel non nul, ce qui a pour conséquence la règle :

si a et b sont des nombres réels tels que ab = 0, alors a = 0 ou b = 0.

L'ordre sur les nombres réels. La comparaison entre deux nombres réels se
définit comme pour les nombres décimaux : par exemple, si des nombres réels
c = 0, c1c2 · · ·ck−1ck · · · et c′ = 0, c1c2 · · ·ck−1c

′
k · · · ne diffèrent qu’à partir de la k-ième

décimale, alors : c<c′ si et seulement si ck<c′k . On a aussi la définition plus algébrique :

c < c′ si et seulement si c′ − c > 0.

Si a est un nombre réel, il existe des nombres réels différents de a et aussi près
qu’on veut de a, par exemple les nombres a + 10−n pour n assez grand. Rappelons
quelques définitions :

Définitions
® La partie entière d’un nombre réel a est l’entier (positif ou négatif) noté E(a),

tel que E(a) � a < E(a) + 1.

® Soient a et b des nombres réels tels que a < b. L’intervalle ouvert ]a, b[ est l’en-
semble des nombres réels x tels que a < x < b. L’intervalle fermé [a, b], appelé
aussi segment, est l’ensemble des nombres réels x tels que a � x � b.
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® Si a et b sont des nombres réels, on définit de manière analogue les intervalles
]a, b], [a, b[, ]a,+∞[, [a,+∞[, ]−∞, b[, ]−∞, b] et l’on pose ]−∞,+∞[ = R.

Voici les principales règles de calcul sur les inégalités entre nombres réels :

a < b si et seulement si a + x < b + x

si a < b et a′ � b′, alors a + a′ < b + b′

si x > 0, alors on a : a < b si et seulement si ax < bx

si x < 0, alors on a : a < b si et seulement si bx < ax

pour des nombres a et b de même signe, on a : a < b si et seulement si 1/b < 1/a.

2.5 Les nombres rationnels
On appelle nombre rationnel le résultat de la division d’un nombre entier par un (autre)
nombre entier non nul. Tout nombre décimal est rationnel, mais le nombre rationnel
4/3 = 1,33 · · ·3 · · · n’est pas décimal puisqu’il a une infinité de décimales non nulles.
L’ensemble des nombres rationnels se note Q. On a donc les inclusions d’ensembles

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R .

On a souvent besoin d’approcher un nombre réel positif par des nombres rationnels. Si
l’écriture décimale d’un nombre réel positif a est e,c1c2 · · ·cn · · ·, alors en ne retenant
que les k premières décimales, on obtient des nombres décimaux a[k] = e, c1c2 · · · ck

vérifiant a[k] � a < a[k] + 10−k : chaque nombre décimal a[k] approche a à 10−k

près. Posons uk = 10k(0, c1c2 · · · ck) = c1c2 · · · ck . Le nombre uk est un entier et l’on

a a[k] = e + 0, c1c2 · · ·ck = 10ke + uk

10k
. L’approximation décimale à 10−k près est donc

en général une fraction dont le dénominateur est 10k .

Meilleure approximation d'un nombre réel par des rationnels
Décrivons, sans la justifier, une méthode pour trouver des nombres rationnels à petits
dénominateurs qui approchent rapidement un nombre réel a > 0. On suppose a non
rationnel.
Posons a0 = E(a). Puisque a n’est pas entier, le nombre a− a0 n’est pas nul et l’on
peut définir un nombre x1 en posant a = a0 + 1

x1

. Puisqu’on a 0 < a−a0 < 1, il vient

x1 > 1. Le nombre x1 n’est pas entier, sinon a serait rationnel comme somme d’un
entier et d’un rationnel. En posant a1 = E(x1), on a donc 0 < x1 −a1 < 1 et l’on peut
définir un nombre x2 > 1 tel que x1 = a1 + 1

x2

. On continue ainsi, selon l’algorithme :

a = a0 + 1
x1

, où a0 = E(a)

x1 = a1 + 1
x2

, où a1 = E(x1)

. . . . . .

xn = an + 1
xn+1

, où an = E(xn)

Chapitre 1 – ENSEMBLES, NOMBRES ET FONCTIONS – 9



Les deux premières lignes donnent a= a0 + 1
x1

= a0 + 1
a1 + 1

x2

et l’on obtient ensuite

les expressions suivantes, appelées développement de a en fractions continuées :

a = a0 + 1
a1 + 1

a2 + 1
x3

, a = a0 + 1
a1 + 1

a2 + 1
a3 + 1

x4

Les nombres ai sont des entiers positifs et les xi sont des nombres réels plus grand
que 1. Tronquons ces expressions en posant

b0 = a0 , b1 = a0 + 1
a1

, b2 = a0 + 1
a1 + 1

a2

, · · ·

Les nombres b0, b1, b2, . . . sont rationnels, car la somme et le produit de deux ra-
tionnels est rationnel et l’inverse d’un rationnel non nul est rationnel. On démontre
que la suite des nombres bn a pour limite a. Posons bn =

pn

qn

, où pn et qn sont des

entiers. Ces fractions ont une propriété remarquable : parmi les fractions
p

q
telles

que q � qn , la fraction bn =
pn

qn

est la plus proche de a. En ce sens, les rationnels
pn

qn

constituent la meilleure approximation du nombre a par des fractions. Ce qualificatif

exprime que l’approximation est bonne bien que le dénominateur soit petit.

Exemple 1. Pour le nombre π , on a les égalités :

π = 3 + 1
x1

, où x1 = 7,06251330593104576979300515255 · · ·

x1 = 7 + 1
x2

, où x2 = 15,9965944066857198889230604100 · · ·

x2 = 15 + 1
x3

, où x3 = 1,00341723101337260346414717001 · · ·

x3 = 1 + 1
x4

, où x4 = 292,634591014395472378544147738 · · ·

d’où les meilleures approximations rationnelles de π :

b0 = 3

b1 = 3+ 1
7

= 22
7

� 3,142 · · · (les deux premières décimales sont celles de π)

b2 = 3+ 1
7+ 1

15

= 3+ 15
106

= 333
106

� 3,14150 · · · (quatre décimales exactes)

b3 = 3+ 1
7+ 1

15+1
1

= 3+ 16
113

= 355
113

� 3,1415929 · · · (six décimales exactes).
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Exemple 2. En acoustique, on appelle intervalle entre deux sons le rapport de leurs

fréquences : si des fréquences f1, f
′
1, f2, f

′
2 vérifient f1/f ′

1 = f2/f ′
2 , alors entre les sons

de fréquences f1 et f ′
1 , l’oreille perçoit le même intervalle qu’entre les sons de fré-

quences f2 et f ′
2 . Une note de musique de fréquence f s’accompagne d’harmoniques

de fréquences 2f,3f, . . . et les notes de fréquences f et 2f sont perçues comme “les

mêmes”, jouées avec un écart d’une octave. L’intervalle entre les fréquences 2f et 3f

s’appelle une quinte. Pour créer une gamme, c’est-à-dire pour découper les octaves en

intervalles dont les multiples permettent suffisamment d’accords avec les quintes, on

est amené à chercher de petits entiers naturels p et q tels que p quintes valent à peu

près q octaves. Cette condition signifie que (3/2)p est peu différent de 2q , ou encore

que le rapport 2p+q/3p est proche de 1. En prenant le logarithme, cela se traduit par :

(p + q) ln 2 peu différent de p ln 3, ou encore ln 3
ln 2

peu différent de la fraction
p + q

p
.

Cherchons donc les premières bonnes approximations rationnelles du nombre ln 3
ln 2

.

ln 3
ln 2

= 1,58496250072115618145373894394 · · · = 1 + (1/x1)

x1 = 1,70951129135145477697619026217 · · · = 1 + (1/x2)

x2 = 1,40942083965320900458240433081 · · · = 1 + (1/x3)

x3 = 2,44247459618085927548717403238 · · · = 2 + (1/x4)

x4 = 2,26001675267082453593127612260 · · · = 2 + (1/x5)

x5 = 3,84590604154639953522819708395 · · · = 3 + (1/x6) , où x6 > 1

d’où les approximations suivantes de ln 3
ln 2

:

b3 = 1 + 1
1 + 1

1 + 1
2

= 8
5

, b4 = 1 + 1
1 + 1

1 + 1
2 + 1

2

= 19
12

et b5 = 65
41

.

Avec l’approximation 8
5

, on obtient une gamme où cinq quintes sont équivalentes à

trois octaves. Si f0 est la fréquence de base d’une octave, on montre que les notes

successives ont pour fréquence f0 , f1 = 9
8
f0 , f2 = 4

3
f0 , f3 = 3

2
f0 , f4 = 16

9
f0 : il y a

donc cinq notes par octave. Entre deux sons successifs, il n’y a que deux intervalles

possibles, car f1/f0 = f3/f2 = 2f0/f4 = 9/8 et f2/f1 = f4/f3 = 32/27 ; ces notes cor-

respondent à peu près aux touches noires du piano.

Avec l’approximation 19
12

, on obtient une gamme chromatique, plus riche, où douze

quintes valent sept octaves ; elle contient douze notes.
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3. Les fonctions
3.1 Notion générale de fonction

Soient E et F des ensembles. Une application ou une fonction de E dans F est une
règle qui permet d’associer à chaque élément x ∈ E un élément parfaitement dé-
terminé de F . Il est souvent utile de nommer la fonction : lorsqu’on a défini une
fonction f de E dans F , on note f(x) l’élément de F associé à x par la fonction
et l’on dit que f(x) est l’image de x par la fonction f . La fonction elle-même se
note f : E → F ou encore x → f(x) ; l’ensemble E s’appelle l’ensemble de départ ou
le domaine de définition de f ; l’ensemble F est l’ensemble d’arrivée de f .

Égalité de deux fonctions. Des fonctions f et g sont égales si et seulement si
elles ont le même ensemble de départ, le même ensemble d’arrivée et si l’on a
f(x) = g(x) pour tout x appartenant à l’ensemble de départ.

Fonction constante. Une fonction f : E → F est constante si l’on a f(x) = f(y)
pour tous éléments x et y appartenant à E ; il revient au même de dire qu’il existe
un élément b ∈ F tel que f(x) = b quel que soit x ∈ E .

Exemples
1)

u

1 2

1

v
/ f+(u)

f−(u)

Supposons que des variables réelles u et v sont liées par la relation u2 + 4v2 = 1.
Si l’on calcule v en fonction de u, on obtient
la formule v = ± 1

2

√
1 − u2 , valable pour les va-

leurs de u telles que −1 � u � 1. Cela permet
de définir deux fonctions exprimant v au moyen
de u : la fonction f+ : [−1, 1] → R définie par
f+(u) = 1

2

√
1 − u2 et la fonction f− : [−1, 1] → R

définie par f−(u) = − 1
2

√
1 − u2 . Mais la relation

u2 + 4v2 = 1 ne définit pas v comme fonction de u, car à une valeur de u

appartenant à ]−1, 1[ correspond deux valeurs opposées de v .
2) Notons P la pression, V le volume et T la température absolue d’une masse

gazeuse donnée. En première approximation, le rapport PV
T

reste égal à une

constante k . Cette relation permet de définir plusieurs fonctions.

® Si le volume V reste constant, la pression est fonction de la température selon
la loi T →P (T ) définie par P (T ) = (k/V )T . Les quantités P (T ) et T sont alors
proportionnelles : on dit que la fonction P est linéaire.

® À température constante, la pression est fonction du volume : cela définit une

fonction p :V → kT
V

. Les quantités p(V ) et V sont inversement proportionnelles.

® La température est fonction à la fois du volume et de la pression, ce qui dé-

finit la fonction de deux variables T : (P, V ) → PV
k

; les quantités P et V
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sont des nombres réels positifs, donc la fonction T est définie sur l’ensemble
]0,+∞[×]0,+∞[ des couples de nombres réels positifs.

Définition
Soit f :E→F une application. Si A est une partie de l’ensemble de départ E , l’en-
semble des éléments de F de la forme f(x), où x parcourt la partie A, s’appelle
l’image de la partie A et se note f(A). L’image de l’ensemble de départ, c’est-à-dire
l’ensemble f(E) de tous les éléments de la forme f(x), s’appelle l’image de f .

L’image d’une partie de l’ensemble de départ est une partie de l’ensemble d’arrivée.
Il ne faut pas confondre

® l’image d’un élément x : c’est l’élément f(x) appartenant à l’ensemble d’arrivée,

® l’image d’une partie A : c’est une partie de l’ensemble d’arrivée.

Exemples

® Si f : R → R est la fonction x → x2 , alors f
(
[2, 3[

)
= [4, 9[, f

(
[−2, 3]

)
= [0, 9] et

pour tout nombre a � 0, on a f
(
[a, +∞[

)
= [0, +∞[ (figure 1). L’image de f est

l’intervalle [0,+∞[.

® L’image de la fonction sinus est le segment [−1, 1]. Puisque sinus a pour pé-
riode 2π , on obtient toute l’image en prenant seulement les valeurs sin x quand
x parcourt un intervalle de longueur 2π : pour tout nombre réel a, on a donc

sin
(
[a, a+2π[

)
= [−1, 1].

® La figure 2 montre le graphe de la fonction u : R → R qui à x associe x3 − 3x :
l’image par u de [−1, 1] est [−2, 2] et l’image de l’application u est R.

® Définissons une fonction g : R2 → R2 en posant g(x,y) = (x2 + 1, ey). Les nombres
de la forme x2 + 1 sont tous les nombres supérieurs ou égaux à 1 ; les nombres
qui peuvent s’écrire ey sont les nombres strictement positifs : l’image de g est
donc la partie [1,+∞[×]0,+∞[ de R2 (figure 3).

f

2 31

4

9

−2−3 x

figure 1

2

1

−2

−1 x

figure 2

1

g(R2)

x

y

figure 3
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Composée de deux fonctions. Soit f : E → F une fonction et soit g : F → G

une fonction définie sur l’ensemble F d’arrivée de f . Pour tout x∈E , on a f(x)∈F ,
donc g

(
f(x)

)
est un élément bien défini de l’ensemble G. L’association x → g

(
f(x)

)
est donc une fonction de E dans G.

Définition
La fonction de E dans G qui à tout x ∈ E associe l’élément g

(
f(x)

)
s’appelle la

composée des fonctions f et g et se note g ◦ f : E → G.

Si l’on a encore une fonction h : G → H , les composées

h ◦ (g ◦ f) : E
g◦f
�� G

h
�� H et (h ◦ g) ◦ f : E

f
�� F

h◦g
�� H

sont des fonctions de E dans H . Comme on a l’égalité (h ◦ g) ◦ f(x) = h ◦ (g ◦ f)(x)
pour tout x, les fonctions (h ◦ g) ◦ f et h ◦ (g ◦ f) sont égales et l’on omet les
parenthèses en écrivant simplement h ◦ g ◦ f cette composée.

Exemples
1) Supposons qu’une quantité w dépende du temps et de la distance à un point O .

Choisissons un repère orthonormé (O;
→
i,

→
j,

→
k) d’origine O . Cela définit une fonction

w : (x,y,z,t) →w(x,y,z,t), où t est la variable temps et x,y,z les coordonnées spa-
tiales. Comme w ne dépend que de t et de la distance r(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2

au point O , posons f(r, t) = w(x, y, z, t) : la fonction f n’a que deux variables et
w est la composée w = f ◦ g , avec g(x, y, z, t) = (

√
x2 + y2 + z2, t) :

R3 × R
g→ R × R

(x, y, z, t) → (
√

x2 + y2 + z2, t)
R × R

f→ R
(r, t) → f(r, t)

2) Posons f(x,y)=
xy

x2 + y2
, où x et y sont des nombres réels strictement positifs : cela

définit une fonction f : E → R, où E = ]0,+∞[×]0,+∞[. En divisant numérateur

et dénominateur par y2 , il vient f(x, y) =
x/y

(x/y)2 + 1
= t

t2 + 1
, où t = x/y . Ainsi

les valeurs f(x, y) ne dépendent que du rapport x/y . Si l’on définit la fonction
u : ]0, +∞[ → R en posant u(t) = t

t2 + 1
, alors on a f(x, y) = u(x/y), autrement

dit f est la composée f = u ◦ g , où g : E → ]0,+∞[ est définie par g(x, y) = x/y .
Quand les valeurs ϕ(x,y) d’une fonction ne dépendent que du rapport x/y (comme
c’est le cas pour f ), on dit que la fonction ϕ est homogène.

3) Définissons des fonctions de R dans R en posant f(x) = x2 et g(x) = x + 1 :
on a g

(
f(x)

)
= x2 + 1 et f

(
g(x)

)
= (x + 1)2 , donc f ◦ g �= g ◦ f . Dans le cas où

les composées f ◦ g et g ◦ f sont toutes les deux définies, on voit qu’en général,
l’ordre de composition compte.

Rappelons les définitions relatives aux fonctions monotones.
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Définitions
Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur une partie de l’ensemble R.

® f est croissante si, pour tous nombres x et y appartenant à l’ensemble de départ
et vérifiant x � y , on a f(x) � f(y) ;

® f strictement croissante si, pour tous nombres x et y appartenant à l’ensemble
de départ et vérifiant x < y , on a f(x) < f(y).

® On définit de même une fonction décroissante et une fonction strictement décrois-
sante.

La composée de deux fonctions croissantes est croissante, de même que la compo-
sée de deux fonctions décroissantes. Si l’on compose une fonction croissante et une
fonction décroissante, on obtient une fonction décroissante.

3.2 Transformation et itération
Une fonction f : E → E s’appelle une transformation de E .
Si f est une transformation de E , alors pour tout élément x0 de E , l’élément
x1 = f(x0) appartient encore à E et l’on peut définir les éléments x2 = f(x1),
x3 = f(x2), etc. On forme ainsi les itérés x1,x2, . . . ,xn, . . . de x0 par la transformation
f : ils sont définis de proche en proche par la relation

pour tout entier n � 0 , xn+1 = f(xn).

La transformation x0 → xn est réalisée par la fonction composée f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois

, que
l’on note fn : E → E .

Définition
Si f : E → E est une transformation, un élément x ∈ E tel que f(x) = x s’appelle
un point fixe de f .

Si x est un point fixe de f , tous les itérés de x sont égaux à x.

Exemple 1. Reprenons les nombres an définis (exemple page 7) par les relations
a0 = 2/10 et an+1 = a2

n +(1/10) pour tout entier n � 0. En posant f(x) = x2 +(1/10),
on obtient une fonction f : ]0, +∞[ → ]0, +∞[ et les nombres an sont les itérés par
f du nombre 2/10.

a0a1

a1

a2

a2a3 x

1/10

y
=

f(
x)

y
=

x
Les points fixes de f sont par définition les nombres
positifs solutions de l’équation x2 +(1/10)=x. Puisque
les solutions (1/2)(1+

√
3/5) et (1/2)(1−

√
3/5) sont

des nombres positifs, ce sont les deux points fixes de
f . Dans l’exemple, nous avions observé que les itérés
de a0 tendent vers l’un des points fixes de f .
La figure ci-contre montre la courbe d’équation y=f(x)
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et la droite d’équation y=x sur l’intervalle [0,2/10]. On y a construit une ligne brisée
formée de segments alternativement horizontaux et verticaux, de la manière suivante :

® le segment vertical le plus à droite est à l’abscisse a0 = 2/10, donc coupe le graphe
de f au point d’ordonnée f(a0) = a1 ;

® le segment horizontal qui suit est à l’ordonnée a1 , valeur qu’on reporte sur l’axe
des abscisses en passant par la bissectrice y = x : on a visiblement a1 < a0 ;

® le segment vertical d’abscisse a1 coupe le graphe de f au point d’ordonnée
f(a1) = a2 ; reportons cette valeur a2 sur l’axe des abscisses comme on l’a fait
pour a1 : on observe que a2 < a1 .

Cette construction permet de visualiser sur l’axe des x l’évolution des itérés de
a0 : la suite des nombres an est décroissante et sa limite est l’abscisse � du point
d’intersection de la courbe et de la bissectrice y = x. On a bien l’égalité � = f(�)
qui traduit que � est un point fixe de f . Le seul point fixe de f inférieur à a0 est
(1/2)(1−

√
3/5), par conséquent � = (1/2)(1−

√
3/5).

Exemple 2. Soient a et b des nombres réels et soit f : R → R la fonction définie
par f(x) = ax + b.
Si a = 1 et b = 0, on a f(x) = x pour tout x, donc tous les nombres réels sont des
points fixes de f . Si a = 1 et b �= 0, on a f(x) = x + b donc il n’y a aucun point fixe.
Supposons a �= 1 . Un nombre x est point fixe de f si et seulement si ax + b = x,
ce qui équivaut à (1 − a)x = b. L’unique point fixe est donc ω = b/(1 − a).
On a f(x) − f(ω) = ax + b − (aω + b) = a(x − ω) et puisque f(ω) = ω , il vient

f(x) − ω = a(x − ω) pour tout x.

Donnons-nous un nombre réel x0 et exprimons les itérés x1 = ax0 + b , x2 =
ax1+b , . . . , xn=axn−1+b de x0 . On a x1−ω=a(x0−ω), x2−ω=a(x1−ω)=a2(x0−ω)
et en général

xn − ω = an(x0 − ω) pour tout entier n � 1,

formule qui s’écrit encore

xn = anx0 + ω(1 − an) = anx0 + b
1 − an

1 − a
.

Exemple 3. Dans des conditions stables, deux espèces A et B de bactéries vivent
en symbiose à des concentrations moyennes a et b. On déplace l’équilibre en aug-
mentant de 18% la concentration de A et de 12% celle de B, puis on mesure chaque
jour l’écart à la moyenne des concentrations de chaque espèce. Au bout de n jours,
l’écart pour la bactérie A, en pourcentage de a, vaut xn et pour la bactérie B, il vaut
yn . Après modélisation, on est conduit à la loi d’évolution suivante :{

xn+1 = (1/5)(3xn − 6yn)
yn+1 = (1/5)(2xn + 3yn)

avec x0 = 0,18 et y0 = 0,12 d’après nos conditions initiales.
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Les couples (xn, yn) sont les itérés de (x0, y0) par la fonction f : R2 →R2 définie par

f(x, y) = (X, Y ) , où X = 1
5

(3x − 6y) et Y = 1
5

(2x + 3y) .

x

0,1

0,1

y
M1

M2

M3

M4
M5

M0

x0

y0

R
2 f

f

f

f

f

On vérifie facilement que le seul point fixe
de f est (0, 0) : cela veut dire que les con-
centrations de A et B ne peuvent rester en
équilibre que pour les valeurs a et b.
Le graphique ci-contre montre les points
M0=(x0,y0),M1=(x1,y1),. . .,M30=(x30,y30) :
ils se situent sur une courbe en spirale qui
entoure l’origine et s’en rapproche, xn et yn

pouvant prendre des valeurs positives ou
négatives. Observons la distance à l’origine
d’un point Mn : elle n’est pas décroissante
mais semble cependant tendre vers 0, ce qui
indique que Mn tend vers l’origine quand
n tend vers l’infini.
Pour mesurer l’éloignement à l’origine d’un point (x, y), nous allons utiliser une
fonction δ(x,y) = x2 + ey2 , où e > 0. Si d est un nombre positif, les points (x,y) tels
que δ(x,y) = d, c’est-à-dire la courbe d’équation x2 + ey2 = d, est une ellipse centrée
à l’origine (exemple 1 page 22). Les points (x,y) tels que δ(x,y) � d sont à l’intérieur
de l’ellipse et plus d est petit, plus ces points sont proches de l’origine : δ(x,y) peut
donc servir à mesurer l’éloignement à l’origine. Remarquons que si l’on choisit e = 1,
δ(x, y) est le carré de la distance à l’origine et les ellipses sont des cercles.
Comparons les nombres δ(X, Y ) et δ(x, y).

δ(X, Y )−δ(x, y) = X2+eY 2−x2−ey2 = 1
25

(
(3x−6y)2 + e(2x+3y)2−25x2−25ey2)

= 1
25

(
4(e − 4)x2 + 12(−3 + e)xy + 4(9 − 4e)y2) .

Choisissons e = 3. Il vient

δ(X, Y ) − δ(x, y) = 1
25

(
−4x2 − 12y2) = − 4

25
(x2 + 3y2) = − 4

25
δ(x, y) ,

d’où δ(X, Y ) = 21
25

δ(x, y) = 0,84 δ(x, y) et finalement

δ(xn+1, yn+1) = (0,84) δ(xn, yn) pour tout n.

La suite des nombres δ(xn, yn) est géométrique, de premier terme δ(x0, y0) =
δ(0,18 , 0,12) = 0,0756 et de raison 0,84, de sorte que

δ(xn, yn) = (0,84)n δ(x0, y0) pour tout n.

Puisque le nombre 0,84 est strictement inférieur à 1, les puissances (0,84)n tendent
vers 0 et δ(xn,yn) aussi. Remarquons que l’on a |x|�

√
x2 + 3y2 et |y|�

√
x2 + 3y2 ,

donc |xn| �
√

δ(xn, yn) et |yn| �
√

δ(xn, yn). Il s’ensuit que les nombres xn et yn

tendent vers 0.
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Les concentrations des bactéries A et B reviennent donc vers les valeurs d’équilibre
a et b en fluctuant autour de cet équilibre. On peut estimer la vitesse de retour vers
l’équilibre en cherchant n pour que |xn| et |yn| soient, par exemple, inférieurs à 10−2 :
il suffit pour cela que l’on ait δ(xn, yn) � 10−4 , ou encore (0,84)n × 0,0756 � 10−4 .
En prenant le logarithme, cette inégalité devient n ln(0,84) + ln(0,0756) � −4 ln(10)

c’est-à-dire n � 4 ln(10) + ln(0,0756)
− ln(0,84)

= 38,01 · · ·, d’où n � 39.

Exemple 4. Dans un secteur de production, on diminue chaque année de 20%
la pollution produite, mais parallèlement le coût énergétique présente une variation
relative 0,25− 0,6/r , où r est le rapport coût sur pollution, mesuré à l’aide d’unités
convenables. À une certaine date, on mesure une pollution annuelle p0 et un coût
correspondant c0 . Comment évolueront la pollution produite et le coût en énergie ?

Notons pn la pollution produite pendant la n-ième année et cn le coût énergétique.

Le taux
pn+1 − pn

pn

est égal à −0,2. Si l’on note rn le rapport cn/pn , alors le taux

cn+1 − cn

cn

est égal à 0,25 − 0,6/rn .

Exprimons le couple (pn+1, cn+1) au moyen de (pn, cn). L’égalité
pn+1 − pn

pn

= −0,2

conduit à pn+1 = 0,8pn et puisqu’on a
cn+1 − cn

cn

= 0,25− 0,6(pn/cn), il vient cn+1 =

1,25cn − 0,6pn . On a donc le système d’égalités{
pn+1 = 0,8pn

cn+1 = 1,25cn − 0,6pn

Si l’on définit la fonction f :R2→R2 en posant f(p,c)=(0,8p , 1,25c−0,6p), ces égalités
expriment que les couples (pn,cn) sont les itérés du couple (p0,c0) par la fonction f .
D’après la première égalité, pn suit une progression géométrique : on a donc

(1) pn = (0,8)np0 .

En divisant membre à membre les égalités du système, il vient

rn+1 =
cn+1

pn+1
=

1,25cn

0,8pn
− 0,6pn

0,8pn
=

12,5
8

rn − 0,6
0,8

= 25
16

rn − 3
4

.

Les nombres rn s’obtiennent en itérant la fonction r → (25/16)r − (3/4) ; comme
dans l’exemple 2, on a donc

rn = (25/16)nr0 − (3/4)
(25/16)n − 1

9/16
= (25/16)nr0 − (4/3)

[
(25/16)n−1

]
.

Multiplions par pn=(0,8)np0 en remarquant que l’on a 0,8×(25/16)=0,05×25=1,25 :

(2) cn = (1,25)nc0 − (4/3)
[
(1,25)n−(0,8)n

]
p0 .

Sur la figure ci-après, nous avons représenté les points de coordonnées (pn, cn) pour
les premières valeurs de n, avec différentes données initiales p0 et c0 .
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c

p0 p

240

180

Pour calculer l’équation de la courbe où se trou-

vent les points (pn, cn), éliminons n entre les

expressions données en (1) et (2). On a (0,8)n =
pn/p0 et comme 1,25×0,8 = 1, il vient (1,25)n =
p0/pn . D’où

cn=
p0

pn
c0− 4

3

[
p0

pn
− pn

p0

]
p0=

p0

pn

[
c0 − 4

3
p0

]
+ 4

3
pn

(3cn − 4pn)pn = (3c0 − 4p0)p0 .

Ainsi la quantité (3cn − 4pn)pn reste constante

au cours de l’itération, autrement dit les points

(pn,cn) sont sur la courbe d’équation (3c−4p)p=
k , où k = (3c0 − 4p0)p0 . En prenant p comme

variable, il vient c(p) = (1/3)(4p + k/p), la fonc-

tion c étant définie sur ]0, +∞[. La dérivée est

c′(p) = (1/3)(4 − k/p2).

Premier cas : 3c0 > 4p0 . On a alors k>0, la dérivée s’annule si 4p2=k , c’est-à-dire

si p =
√

k/2, d’où le tableau de variations :

p 0
√

k/2 + ∞
c(p) ↘ ↗

Puisque la pollution diminue chaque année, la courbe est parcourue dans le sens

des abscisses décroissantes et la pollution tend vers 0. En supposant p0 >
√

k/2,

c’est-à-dire 4p0 > 3c0/2, le coût commence par diminuer jusqu’à la valeur mi-

nimum c(
√

k/2), puis augmente et tend vers l’infini. Si n est l’entier tel que

pn+1 �
√

k/2 < pn , le coût minimum est obtenu la (n+1)-ième année.

Deuxième cas : 3c0 < 4p0 . La constante k est négative, la dérivée c′(p) est stricte-

ment positive et la fonction p → c(p) est strictement croissante. Quand p tend vers

0, c(p) tend vers −∞ et quand p tend vers +∞, c(p) tend vers +∞. Puisque la

courbe est parcourue dans le sens des abscisses décroissantes, on atteint ainsi un

point où c=0, ce qui est irréaliste car le coût énergétique est une quantité positive.

Troisième cas : 3c0 = 4p0 . Les valeurs de c0 et de p0 étant le résultat de mesures,

l’égalité 3c0 = 4p0 n’est sûrement pas réalisée exactement : il s’agit d’un cas li-

mite. D’un point de vue mathématique, on a alors c(p) = (4/3)p : la courbe est la

demi-droite de pente 4/3 passant par l’origine. Le rapport cn/pn reste égal à 4/3
et les points de coordonnées (pn,cn) tendent vers l’origine quand n tend vers +∞.
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3.3 Notion d'antécédent, application bijective

Définition
Soit f : E →F une application. Si b est un élément de F , alors tout élément x∈E

tel que f(x) = b s’appelle un antécédent de b par l’application f .

® Si b est un élément de l’ensemble d’arrivée, résoudre l’équation f(x) = b, c’est
chercher tous les antécédents de b.

® Pour qu’un élément b ∈ F ait au moins un antécédent par f , il faut et il suffit
que b appartienne à l’image de f .

Exemples
1) Considérons la fonction valeur absolue x → |x|. Si b est un nombre réel strictement

positif, alors l’équation |x| = b possède deux solutions b et −b, donc b a deux
antécédents. Un nombre strictement négatif n’a pas d’antécédent. Le nombre 0 a
pour seul antécédent 0.

2) Donnons-nous un nombre réel b et étudions l’équation sin x = b. Si |b| > 1, cette
équation n’a pas de solution, car pour tout nombre réel x, on a −1 � sin x � 1 ;
un nombre de valeur absolue strictement supérieure à 1 n’a donc pas d’antécé-
dent par la fonction sinus. Supposons |b| � 1 ; alors il existe un (unique) nombre
a ∈ [−π/2, π/2] tel que sin a = b. On a les équivalences

sinx = b ⇐⇒ sinx = sin a ⇐⇒ (x = a + 2kπ ou x = π − a + 2kπ), où k ∈ Z .

Tout nombre b ∈ [−1, 1] a donc une infinité d’antécédents par la fonction sinus.
3) Pour tout nombre réel b ∈ [−1, 1], l’équation sinx = b possède une seule solution

dans l’intervalle [−π/2, π/2]. Si l’on définit la fonction s : [−π/2, π/2] → [−1,1] en
posant s(x) = sin x, alors tout élément de l’intervalle [−1, 1] possède un unique
antécédent par s.

4) Un exemple arithmétique. Si b est un entier donné, quelles sont les façons de
l’écrire sous la forme 5x + 7y avec x et y des entiers relatifs ?
Définissons la fonction g :Z×Z→Z en posant g(x,y)=5x+7y . Pour tout entier b∈Z,
on a g(3b,−2b)=5×3b+7×(−2b)=b, donc le couple (3b,−2b) est un antécédent de
b. Cherchons les autres antécédents de b. Ce sont les couples (x,y) d’entiers vérifiant

5x + 7y = b ⇐⇒ 5x + 7y = 5(3b) + 7(−2b) ⇐⇒ 5(x − 3b) = −7(y + 2b) .

L’entier 5(x − 3b) est multiple de 7 (car y + 2b est entier). Puisque 7 et 5 sont
premiers entre eux, on en déduit que l’entier x− 3b est multiple de 7. On a donc
x− 3b = 7k , où k ∈ Z. Il vient 5(x− 3b) = 5× 7k = 7(−y− 2b), d’où 5k =−y− 2b.
Finalement, les antécédents de b sont les couples (3b + 7k,−2b− 5k), où k est un
entier relatif quelconque. Ce sont les couples (x, y) d’entiers tels que b = 5x + 7y .

Pour une fonction définie sur une partie de R et à valeurs réelles, l’étude du sens
de variation renseigne sur le nombre d’antécédents d’un élément.
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Proposition. Soit f : I → R une fonction, où I est une partie. Si f est strictement
monotone, alors tout nombre réel a au plus un antécédent par f .

Démonstration. Supposons par exemple que f est strictement croissante sur I . Soit b un
nombre réel. Faisons l’hypothèse que b a un antécédent a∈I . Soit x un élément de I tel que x<a ;
puisque f est strictement croissante, on a f(x)<f(a)= b, donc f(x) n’est pas égal à b, donc x

n’est pas un antécédent de b. De même, si x>a, alors f(x)>f(a)=b et x n’est pas un antécédent
de b. Le seul antécédent de b est donc a. Tout nombre réel a donc zéro ou un antécédent par f . �

Partition définie par une application
Soit f : E → F une application. Pour tout élément b ∈ F , notons A(b) l’ensemble
des antécédents de b par f : on a donc

A(b) = {x ∈ E | f(x) = b} .

Voici des propriétés générales de ces parties A(b) de E .
a) La réunion de toutes les parties A(b) est l’ensemble E .

En effet, si a est un élément quelconque de E , alors a est un antécédent de l’élément
b = f(a), donc a appartient à A(b).

b) Si b et b′ sont deux éléments différents appartenant à F , alors l’intersection A(b)∩A(b′)
ne contient aucun élément.

Supposons en effet que b et b′ sont des éléments de F et qu’il existe au moins un
élément x ∈ A(b) ∩ A(b′) ; puisque x ∈ A(b), on a f(x) = b et puisque x ∈ A(b′), on
a de même f(x) = b′ ; on en déduit b = b′ . Par conséquent, si b �= b′ , il n’y a aucun
élément dans l’intersection A(b) ∩ A(b′).

Certaines parties A(b) peuvent ne contenir aucun élément ; si l’on supprime ces
parties vides, on obtient une partition de l’ensemble E , c’est-à-dire par définition, des
parties non vides, deux à deux disjointes et dont la réunion est l’ensemble E .

Définition
Supposons que f est une application à valeurs réelles définie sur une partie de
R2 ou de R3 . Pour tout nombre réel k , l’ensemble A(k) s’appelle la ligne ou la
surface de niveau k de l’application f .

figure 1 figure 2 figure 3 figure 4

Sur la carte topographique d’une
région montagneuse, les lignes de
niveau joignent les points qui sont
à la même altitude : par exemple,
à proximité d’un col, les lignes de
niveau ont l’allure typique repré-
sentée figure 4 ; les figures 1, 2 et 3
montrent les coupes de terrain cor-
respondantes. Sur une carte marine, les lignes de sonde sont les lignes de niveau pour
la fonction profondeur.
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Exemple 1. y

x0

r

r
M ′

m

M2/

C

construction de l'ellipse
x2 + 4y2 = r2

y

x

des lignes de niveau de f

Pour tout (x, y) ∈ R2 , posons f(x, y) =
x2 +4y2 . Pour cette fonction, la ligne de niveau k a pour
équation x2 +4y2 = k . Si k < 0, A(k) est l’ensemble vide.
L’ensemble A(0) est réduit au point (0, 0). Supposons
k=r2 , où r>0, et notons C le cercle de centre (0,0) et de
rayon r . On a les équivalences (x,y)∈A(k)⇐⇒x2+(2y)2=
r2 ⇐⇒ (x, 2y) ∈ C .
Notons M le point de coordonnées (x,y), M ′ le point de
coordonnées (x,2y) et m le point de coordonnées (x,0).
Comme M est le milieu de mM ′ , on en déduit une cons-
truction de la courbe A(k) : faire parcourir à M ′ le cercle
C et prendre les milieux des segments mM ′ , où m est
le projeté de M ′ sur l’axe des abscisses. La courbe A(k)
est une ellipse de centre O et d’axes Ox,Oy ; on dit que
C est son cercle directeur. Pour des valeurs différentes
de k , ces ellipses sont disjointes et quand k parcourt
[0,+∞[, la réunion des A(k) est le plan tout entier.

Exemple 2. La fonction f : R2 → R définie par f(x, y) = x2 − 4y2 a pour ligne de
niveau k la courbe d’équation x2 − 4y2 = k . Si k = 0, on obtient la réunion des deux
droites d’équation x + 2y = 0 et x − 2y = 0, car x2 − 4y2 = (x + 2y)(x − 2y).
Supposons k �= 0 et choisissons un repère centré à l’origine O dont les axes OX et
OY sont portés par les droites d’équation x + 2y = 0 et x− 2y = 0. L’équation de la
ligne de niveau dans ce repère devient XY = c, où c est une constante qui dépend
de k et de l’unité de longueur sur les axes : la courbe est donc une hyperbole
d’asymptotes les axes OX et OY ; les branches sont situées dans des quarts de plans
opposés qui dépendent du signe de k .

x

x + 2y = 0

x− 2y
= 0

X

Y

k < 0

O

y

x

x + 2y = 0

x− 2y
= 0

X

Y

k > 0

O

Application bijective

Définition
On dit qu’une application f : E → F est bijective, ou que f est une bijection, si
tout élément de F possède exactement un antécédent. Pour tout y ∈ F , l’unique
antécédent de y se note f−1(y).
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Les deux propriétés caractéristiques d’une bijection f : E → F sont donc :

i) si x et x′ sont des éléments de E tels que f(x) = f(x′), alors x = x′ ;
ii) tout élément de F s’écrit f(x) pour un certain élément x ∈ E .

Supposons que l’application f : E → F est bijective. À tout élément y ∈ F , asso-
cions l’unique antécédent de y : on définit ainsi une application de F vers E notée
f−1 : F → E .

Définition
Si f : E → F est une bijection, l’application de F vers E qui à tout y ∈ F associe
f−1(y) s’appelle la bijection réciproque de f et se note f−1 : F → E .

Si f est une bijection, alors par définition,

pour tout y ∈ F , on a f
(
f−1(y)

)
= y ,

et puisque tout élément x ∈ E est antécédent de f(x), on a

pour tout x ∈ E , f−1(f(x)
)

= x.

On en déduit que si f est une bijection, alors l’application f−1 est bijective et la
bijection réciproque de f−1 est f .

Définition
Si E est un ensemble, l’application identité de E est la transformation de E qui à
tout x ∈ E associe x lui-même. On note idE l’application identité de E .

Par définition, si l’on compose une bijection f et sa bijection réciproque, on obtient
l’identité ; précisément, si f : E → F est une bijection, alors on a

f−1 ◦ f = idE : E
f
�� F

f−1
�� E et f ◦ f−1 = idF : F

f−1
�� E

f
�� F

Exemples
1) La fonction sinus définit une bijection [−π/2,π/2]→ [−1,1] (exemples (2) et (3) page

20). De même, pour tout nombre y ∈ [−1,1], il existe un unique nombre x ∈ [0, π]
tel que cos x = y . La fonction cosinus définit donc une bijection [0, π] → [−1, 1].

2) La fonction exponentielle prend des valeurs strictement positives et définit une
bijection exp : R → ]0, +∞[. La bijection réciproque est par définition la fonction
logarithme ln :]0, +∞[ → R, de sorte que l’on a ln = exp−1 et exp = ln−1 .

3)

p <0 p 0 p < 0=

xxx

yyy
Soient p un nombre réel et la fonction
f :R→R définie par f(x)=x3+px. La
dérivée est 3x2 + p, donc f est stric-
tement croissante si p � 0 ; de plus,
f(x) tend vers +∞ quand x tend
vers +∞, vers −∞ quand x tend
vers −∞ et f est continue. On en
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déduit que f est bijective si p � 0.
Comme on ne sait pas résoudre en x l’équation x3 +px=y , il n’y a pas de formule
générale pour exprimer f−1(y).
Dans le cas p < 0, la fonction est décroissante sur [

√
−p/3,

√
−p/3] et croissante

ailleurs, donc f n’est pas bijective.
La pente de la tangente à l’origine est toujours p.

4)

x

y

1

graphe de x �→ h(x)

Montrons que la fonction h :]0, +∞[ → R définie par h(x) = x− 1
x

est bijec-

tive. Nous devons vérifier que pour tout nombre réel y ,
l’équation x− 1

x
= y a exactement une solution x dans

l’intervalle ]0,+∞[. L’équation s’écrit x2 − 1 = yx ou en-
core x2 −yx−1 = 0, et les deux racines sont y±

√
y2 + 4.

Il y a une seule racine appartenant à l’ensemble de départ
]0, +∞[, c’est y +

√
y2 + 4. Donc h est bien une bijec-

tion et la bijection réciproque est définie par la formule
h−1(y) = y +

√
y2 + 4, pour tout y ∈ R.

3.4 Changement de référentiel
Soit f : E → E une transformation d’un ensemble E . Supposons qu’on dispose d’un
ensemble E ′ et d’une bijection u : E → E ′ .
Pour tout élément x ∈ E , posons x′ = u(x). On a donc x = u−1(x′).
Si x et y sont des éléments de E , la relation y = f(x) définit entre les éléments
x′ = u(x) et y′ = u(y) une relation de la forme y′ = f ′(x′) : précisément, nous avons

y′ = u(y) = u
(
f(x)

)
= u ◦ f(x) = u ◦ f

(
u−1(x′)

)
, pour tout x′ ∈ E ′ .

En posant f ′ = u ◦ f ◦ u−1 : E ′ → E′ , on a ainsi l’équivalence

y = f(x) ⇐⇒ y′ = f ′(x′) .

Définition
Nous dirons que la bijection u : E → E ′ est un changement de référentiel ou un
changement de coordonnées et que la transformation f ′ = u ◦ f ◦ u−1 : E ′ → E′ est
transportée de f par le changement de référentiel u.

E

u

��

f
�� E

u

��

E ′
f ′
�� E ′

x
�

u

��

� f
�� y
�

u

��

x′ �
f ′
�� y′

Par un changement de référentiel convenable, la transformation f ′ peut être plus
simple à étudier que la transformation f . Voici des propriétés générales d’un chan-
gement de référentiel.
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Proposition. Soit x0 ∈ E . Posons x′
0 = u(x0).

i) Les itérés x1 = f(x0), . . . , xk = f(xk−1), . . . de x0 par f ont pour image par u les
itérés x′

1 = f(x′
0), . . . , x

′
k = f(x′

k−1), . . . de x′
0 par f ′ .

ii) L’élément x0 est point fixe de f si et seulement si x′
0 est point fixe de f ′ : autrement

dit, les points fixes de f ′ sont les images par u des points fixes de f .

Démonstration. Posons x′
k = u(xk) pour tout entier k � 0. Raisonnons par récurrence

pour montrer que l’on a x′
k = f ′(x′

k−1) pour tout entier k � 1. Puisque x1 = f(x0), il vient
x′

1 = u(x1) = u ◦ f(x0) = u ◦ f
(
u−1(x′

0)
)

= f ′(x′
0). Supposons que k est un entier au moins

égal à 1 tel que x′
k = f ′(x′

k−1). Puisque xk+1 = f(xk), on a x′
k+1 = u(xk+1) = u ◦ f(xk) =

u ◦ f
(
u−1(x′

k)
)

= f ′(xk), d’où (i). L’élément x0 est point fixe de f si et seulement si x1 = x0 .
Puisque u est une bijection, cette égalité équivaut à u(x1) = u(x0), c’est-à-dire à x′

1 = x′
0 , et

cette dernière relation signifie que x′
0 est point fixe de f ′ . �

Exemple 1. Posons R∗
+ = ]0, +∞[ et considérons la transformation f : R∗

+ → R∗
+

définie par f(x) = axr , où a est un nombre positif donné et r un nombre rationnel.
Changeons de référentiel au moyen de la fonction logarithme ln : R∗

+ → R qui est
bien une bijection. Pour tout x ∈ R∗

+ , posons y = f(x), x′ = lnx et y′ = lny . Il vient

y = axr et y′ = ln y = ln(axr) = r lnx + ln a = rx′ + ln a

d’après les propriétés de la fonction logarithme (page 267). La fonction g qui à x′

associe y′ est donc simplement la fonction x′ → rx′ + b, où b = ln a.

PV = a
ln P + ln V = ln a

ln P P

ln V V

ln a

Dans la pratique, ce changement de référentiel s’utilise souvent dans les conditions
suivantes : une série de mesures portant sur deux variables x et y semble indi-
quer qu’il y a entre x et y une
relation du type y = axr , mais ni
r , ni a ne sont connus. On con-
vertit les mesures x1, y1 , x2, y2, . . .
dans l’échelle logarithmique et l’on
marque les points de coordonnées
(ln x1, ln y1), (ln x2, ln y2), . . . Sup-
posons que ces points soient à peu
près alignés sur une droite ; si r est la pente de la droite et si b est son ordonnée à
l’origine, alors lnx et lny sont liés par la relation lny = r lnx + b, donc on a y = ebxr .

Exemple 2.

D

m′

M ′

O′

m

M

O

α

−α

Soient O un point du plan euclidien P et
r la rotation de centre O et d’angle α. Pour tout point
m, posons M = r(m).
Soit D une droite et soient m′ , M ′ , O′ les symétriques de
m, M , O par rapport à D . Puisque l’angle de la rotation

r est α, on a ̂−−−−−−→
Om,

−−−−−−−→
OM =α et comme les angles ̂−−−−−−→

Om,
−−−−−−−→
OM

et ̂−−−−−−−−→
O′m′,

−−−−−−−−−→
O′M ′ sont opposés, il vient ̂−−−−−−−−→

O′m′,
−−−−−−−−−→
O′M ′ = −α.

Le point M ′ se déduit ainsi de m′ par la rotation r′ de
centre O′ et d’angle −α.
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Notons s la symétrie orthogonale par rapport à D . Par le changement de référentiel
s, la rotation r est transportée en la rotation r′ .
On a m=s(m′) et M =r(m), donc il vient M ′=s(M)=s◦r(m)=s◦r◦s(m′). Puisque
l’application m′ →M ′ est la rotation r′ , on en déduit l’égalité de fonctions s◦r◦s=r′ .
Dans le cas particulier où O ∈ D , on a O = O′ et donc r′ = r−1 .

Exemple 3. Donnons-nous des nombres réels a, b et p et définissons une trans-
formation f : R2 → R2 en posant

(1) f(x, y) = (x′, y′) , où x′ = ax et y′ = by + px2 .

Pour tout (x, y) ∈ R2 , posons u(x, y) = (X, Y ), où

(2) X = x et Y = y + sx2

s étant un nombre réel que nous choisirons plus loin. Cela définit une application
(x, y) → u(x, y) de R2 dans R2 . Puisqu’on a

(3) x = X et y = Y − sx2 = Y − sX2 ,

l’application u est bijective. Pour transformer f par le changement de référentiel u,
nous devons exprimer (X ′, Y ′) = u(x′, y′) au moyen de (X,Y ). D’après la définition
de u donnée en (2), on a

X ′ = x′ et Y ′ = y′ + sx′2 .

Exprimons x′ et y′ au moyen de x et y en utilisant (1) et (3) :

X ′ = x′ = ax = aX , car X = x,

Y ′ = by + px2 + sx′2 = b(Y − sX2) + pX2 + s(aX)2 = bY +
[
p − s(b−a2)

]
X2

Rappelons que nous avons le choix du nombre s : si l’on peut prendre s de manière
à annuler le terme en X2 dans l’expression de Y ′ , alors la relation entre (X, Y ) et
(X ′, Y ′) sera très simple.

L’équation p − s(b−a2) = 0 a pour solution s =
p

b−a2
pourvu que b �= a2 , condition

qui dépend de la fonction f .
Supposons b �= a2 . Alors en choisissant pour s la valeur calculée ci-dessus, on obtient
les relations linéaires

(4) X ′ = aX et Y ′ = bY .

qui expriment la transformation f dans les « nouvelles coordonnées » X et Y . Par
le changement de référentiel u, f est transportée en f ′ : (X, Y ) → (aX, bY ) dont
l’expression est plus simple que celle de f . On a l’égalité de fonctions f ′ =u◦f ◦u−1 .
Il est significatif que les nombres a et b, coefficients de x et de y dans les expres-
sions (1), se retrouvent comme coefficients de X et de Y dans (4) : l’explication
sera donnée page 389.
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3.5 Groupes de transformations
Rappelons qu’une transformation d’un ensemble E est une application de E dans
E . Les transformations bijectives sont particulièrement utiles.

Exemples
® Dans l’espace euclidien, une symétrie par rapport à un plan ou une rotation autour

d’une droite sont des transformations bijectives.
® Soit F l’ensemble des fonctions de R dans R et soit a un nombre réel. Pour toute

fonction f : R → R, définissons la fonction fa : R → R en posant fa(x) = f(x + a)
pour tout x ∈ R. L’application f → fa est une transformation de F . Remarquons
que si g = fa , alors g(x−a) = f(x) pour tout x, donc g(−a) = f : la transformation
f → fa est donc bijective, la bijection réciproque étant g → g(−a) .

Mettons en évidence les propriétés générales des transformations bijectives d’un
ensemble E . Rappelons que l’on note idE l’application identité de E : c’est une
transformation bijective de E .

A) Pour toute transformation f de E , on a f ◦ idE = idE ◦f = f .
B) Si f est une transformation bijective de E , la transformation réciproque f−1

permet « d’inverser » f : si x et y sont des éléments de E , on a l’équivalence
y = f(x) ⇐⇒ x = f−1(y). Pour tout x ∈ E , on a f

(
f−1(x)

)
= x et f−1

(
f(x)

)
= x,

ce qui se traduit par les égalités entre transformations :

f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = idE .

C) On peut toujours composer deux transformations de E . Si f et g sont des trans-
formations bijectives de E , leur composée g ◦ f est une transformation bijective
de E et la transformation réciproque de g ◦ f est f−1 ◦ g−1 : pour tout x ∈ E , on
a en effet les égalités

(f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = f−1 ◦ (g−1 ◦ g) ◦ f = f−1 ◦ idE ◦f = f−1 ◦ f = idE .
f−→ g−→E E E←−

f−1
←−
g−1

Proposition. Soient f , g , h des transformations bijectives d’un ensemble E .

i) Pour tout entier n � 1, la transformation réciproque de fn est (fn)−1 = (f−1)n .
ii) On a les équivalences :

a) f = g ⇐⇒ f ◦ h = g ◦ h ⇐⇒ h ◦ f = h ◦ g .
b) f = g ⇐⇒ f ◦ g−1 = idE ⇐⇒ f−1 ◦ g = idE .

Démonstration. La propriété (i) est vraie si n = 1. On a aussi f2 = f ◦ f et donc (f2)−1 =
f−1 ◦ f−1 = (f−1)2 d’après ce qui précède. La formule générale se démontre en raisonnant
par récurrence.
Si f = g , alors en composant à droite par la transformation h, on obtient f ◦ h = g ◦ h. Réci-
proquement, supposons f ◦ h = g ◦ h. En composant à droite par la transformation h−1 , nous
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obtenons f ◦h ◦h−1 = g ◦h ◦h−1 ; puisque h ◦h−1 = idE , il vient f ◦ idE = g ◦ idE , c’est-à-dire
f = g . On montre de même l’équivalence f = g ⇐⇒ h ◦ f = h ◦ g , d’où (a).
En choisissant h = g−1 , on obtient f = g ⇐⇒ f ◦ g−1 = g ◦ g−1 ⇐⇒ f ◦ g−1 = idE . De même,
avec h = f−1 , on a f = g ⇐⇒ f−1 ◦ f = f−1 ◦ g ⇐⇒ idE = f−1 ◦ g . �

Notation. Soit f une transformation bijective d’un ensemble E . Si n est un entier
positif, la transformation (fn)−1 = (f−1)n se note f−n . On a défini ainsi fp pour
tout entier p positif ou négatif. De plus, on pose f 0 = idE .
Avec cette notation, on vérifie facilement la règle de calcul :

fp ◦ fq = fp+q quels que soient les entiers p ∈ Z et q ∈ Z.

Définition
Soit E un ensemble et soit T un ensemble de transformations bijectives de E . On
dit que T est un groupe de transformations de E si l’on a les trois propriétés suivantes :

i) la transformation idE appartient à T ;

ii) si f et g appartiennent à T , la composée g ◦ f appartient à T ;

iii) si f appartient à T , la transformation f−1 appartient à T . La transformation
f−1 s’appelle aussi l’inverse de f .

Soient T un groupe de transformations et f ∈ T . Pour tout entier n � 1, fn appar-
tient à T , donc la transformation (fn)−1 = f−n appartient aussi à T . Puisque f 0 est
la transformation identité, on a f 0 ∈ T . On en déduit que fp appartient à T quel
que soit l’entier p ∈ Z.
L’ensemble de toutes les transformations bijectives de E est un groupe de transfor-
mations. Voici d’autres exemples.

Exemple 1. Soit O un point du plan euclidien P . L’ensemble des rotations de
centre O est un groupe de transformations du plan.

En effet, l’identité de P est la rotation d’angle nul, la composée de deux rotations de
centre O est une rotation de centre O et si r est la rotation de centre O et d’angle α,
la transformation réciproque de r est la rotation de centre O et d’angle −α.

Exemple 2. Soit f une transformation bijective d’un ensemble E . L’ensemble des
transformations fn , où n parcourt Z, est un groupe de transformations ; on dit que
c’est le groupe engendré par f .

Exemple 3.

r r2 r3 r4 r5

π/3 2π/3 π 4π/3 5π/3

Soient O un point du plan euclidien P et r la rotation de centre O

et d’angle π/3. Soit T le groupe engendré par
r , c’est-à-dire que T est l’ensemble des rotations
rn , où n∈Z. Le tableau ci-contre indique l’angle
des rotations r, r2, r3, r4 et r5 :
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Puisqu’on a 6(π/3) = 2π , la rotation r6 est d’angle nul, donc r6 = idP . On en déduit
r7 = r◦r6 = r , r8 = r2 et aussi r5 = r6 ◦r−1 = r−1 . Plus généralement, si n est un entier
de signe quelconque, on a rn+6 = rn ◦ r6 = rn . Le groupe engendré par r ne contient
donc que les six rotations rk , où 0 � k � 5, de sorte qu’on a T = {idP ,r,r2,r3,r4,r5}.
Voici le tableau des inverses des éléments de T :

f idP r r2 r3 r4 r5

f−1 idP r5 r4 r3 r2 r

® On a (r2)3 = r6 = idP , donc (r2)n+3 = r2n+6 = r2n =(r2)n pour tout entier n∈Z ; le
groupe engendré par r2 est donc seulement formé des trois rotations (r2)0 = idP ,
r2 et (r2)2 = r4 ; les transformations r2 et r4 sont inverses l’une de l’autre.

® Puisque (r3)2 est l’identité, on en déduit de même que le groupe engendré par
r3 est l’ensemble à deux éléments {idP , r3}. La transformation r3 est son propre
inverse ; d’ailleurs, l’angle de la rotation r3 étant égal à π , r3 est la symétrie par
rapport au centre O .

23

4

5 6

1

23

4

5 6

1

r−1

r
r2

r2

r2

La figure de gauche montre les itérés par r

du point 1, numérotés de 2 à 6 : la rotation
r les déplace circulairement.

A 1 2 3 4 5 6
r(A) 2 3 4 5 6 1

Par la rotation r2 , les points 1, 3, 5 sont déplacés circulairement et les points 2, 4, 6 aussi.

A 1 3 5 2 4 6
r2(A) 3 5 1 4 6 2

A 1 4 2 5 3 6
r3(A) 4 1 5 2 6 3

Exemple 4. Soit a un nombre réel. Pour tout nombre réel t, définissons la
transformation ft de R2 en posant

ft(x, y) =
(
etax, eta(y + tx)

)
, pour tout (x, y) ∈ R2 .

On a f0(x, y) = (x, y) pour tout (x, y), donc f0 est la transformation identité de R2 .
Posons (X, Y ) = ft(x, y), c’est-à-dire X = etax et Y = eta(y + tx).
Si t′ est un nombre réel, il vient Y + t′X = eta(y + tx) + t′etax = eta

(
y + (t′ + t)x

)
et

(ft′ ◦ ft)(x, y) = ft′(X, Y ) =
(
et′aX , et′a(Y + t′X)

)
=

(
et′aetax , et′aeta

(
y + (t′ + t)x

))
=

(
e(t′+t)ax , e(t′+t)a(

y + (t′ + t)x
))

= ft′+t(x, y) .

On a donc l’égalité ft′ ◦ ft = ft′+t . Cela montre que la composée de deux trans-
formations du type ft est du même type. En choisissant t′ = −t, il vient l’égalité
f−t◦ft=f0=idR2 : ainsi chaque transformation ft est une bijection et l’on a (ft)−1=f−t .
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L’ensemble des transformations ft , où t parcourt R, est donc un groupe de trans-
formations de R2 . Remarquons que l’on a ft′ ◦ ft = ft ◦ ft′ , car t′ + t = t + t′ : on
peut donc composer les transformations ft dans l’ordre qu’on veut.
Puisqu’on a toujours ft(0, 0) = (0, 0), le point (0, 0) est laissé fixe par toutes les
transformations ft .
Soit (p, q) un point de R2 différent de (0, 0). Quand t varie, les points (xt, yt) =
ft(p,q)=

(
peta,(q+pt)eta

)
décrivent une courbe passant par (p,q), car (p,q)=f0(p,q).

Supposons par exemple a > 0. Quand t tend vers −∞, les deux coordonnées xt et
yt tendent vers 0, car lim

t→−∞
eta = lim

t→−∞
teta = 0 : cela veut dire que le point (xt, yt)

tend vers l’origine quand t tend vers −∞. Quand t tend vers +∞, les valeurs
absolues des coordonnées xt et yt tendent vers l’infini.

x

y

Sur la figure ci-contre, nous avons représenté quelques-unes de ces courbes ; la flèche
indique le sens de parcours quand t augmente. Si l’on
suppose que t est le temps, le point M = (xt, yt) de

la courbe a pour vitesse à l’instant t le vecteur dM
dt

=(
dx
dt

,
dy

dt

)
=

(
d
dt

[peta], d
dt

[
(q + pt)eta

])
. Il vient donc(

dx
dt

,
dy

dt

)
=

(
apeta , aeta(q + pt)+ peta

)
= (ax,ay +x)

Ainsi le mouvement de M est régi par le système

d’équations différentielles
{

ẋ = ax
ẏ = ay + x

, où ẋ et ẏ

désignent comme d’habitude la dérivée par rapport au
temps. Remarquons que le vecteur vitesse du point M ne dépend que des coordonnées
de M . Les équations différentielles de ce type seront traitées au chapitre 16.

Exercices
1@ . Un exemple de suite périodique. Pour tout entier n�1, notons rn le reste de la division

euclidienne de 2n par 15.

a) Calculer r1 , r2 , r3 et r4 , puis montrer que l’on a rn+4 = rn pour tout n.

b) En déduire la valeur de rn , quel que soit l’entier n � 1.

2@ . Meilleure approximation de
√

2 par des fractions

a) Montrer que la partie entière de
√

2 est égale à 1.

b) Montrer que l’on a
√

2 = 1 + 1
1 +

√
2

et 1 +
√

2 = 2 + 1
1 +

√
2

.

c) En déduire les quatre premières fractions de la meilleure approximation de
√

2.
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d) On dispose de deux pendules simples, constitués chacun d’une masse
suspendue à l’extrémité d’un fil non pesant ; pour de petites oscillations,
la période est proportionnelle à la racine carrée de la longueur du fil.
La longueur de l’un des pendules est double de l’autre. En position de
départ, les pendules sont écartés de leur position d’équilibre d’un même
petit angle, puis on les lâche au même instant.
(i) Montrer que les pendules ne reviendront jamais exactement dans la configuration
de départ.
(ii) On observe qu’après sept oscillations complètes du petit pendule, les deux
pendules sont presque dans la position de départ. Expliquer pourquoi.
(ii) Ces retours simultanés presque à la position de départ se reproduisent avec une
précision croissante après n1, n2, n3, . . . oscillations complètes du petit pendule.
Calculer les entiers n1 , n2 et n3 .

3@ . Itération affine. Soient a et b des nombres réels et soit f : R → R la fonction définie
par f(x) = ax + b. Donnons-nous un nombre x0 et notons xn les itérés de x0 par
f : ils sont définis par la relation xn+1 = f(xn), pour tout entier n � 0.

a) Montrer que si |a| < 1, la suite (xn) a pour limite le point fixe ω de f .

b) On suppose x0 �= ω et |a| > 1. Montrer que le rapport xn/an tend vers x0 − ω
quand n tend vers l’infini. En déduire que |xn| tend vers +∞.

4. On place un capital c à un taux d’intérêt i ; le montant de la prime versée annuellement
est b. Posons r = 1 + i et notons cn la somme disponible après n années.
Montrer que l’on a cn+1 = rcn + b. En déduire que cn = crn + (b/i)(rn − 1).

5@ . Un modèle d'offre et de demande. Dans certains secteurs économiques (comme l’agri-
culture), le prix p des biens pendant une période est fonction de la quantité q de
biens consommés et la production Q pendant cette période est fonction du prix p′

pratiqué pendant la période précédente. Supposons qu’en utilisant des unités con-
venables, ces fonctions sont assez bien représentées par les formules p = 80− (1/2)q
et Q = (1/3)p′ + 20 (remarquer que p est fonction décroissante de q et que Q est
fonction croissante de p′ ). Supposons aussi que l’équilibre q = Q est réalisé. Notons
pn et qn le prix et la consommation pendant la n-ième période.

a) Montrer qu’on a la relation pn+1 = 70 − (1/6)pn . En déduire l’égalité pn =
(20 − q0/2)(−1/6)n + 60. Vers quelle limite tendent les prix ?

b) On suppose q0 = 20. Pour visualiser l’évolution des prix, dessiner, dans un re-
père du plan, les points de coordonnées (n, pn), pour 0 � n � 6. Observer que la
fluctuation s’amortit.

6. Soient p un nombre réel et f : R→R la fonction définie par f(x)=x3−px, où p> 0.

a) Étudier les variations de f et dessiner le graphe.

b) Si b est un nombre réel, déterminer le nombre d’antécédents de b par f (discuter
selon les valeurs b et de p).
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7@ . a) Montrer que les fonctions t → t− sint et t → t−cost sont des bijections strictement
croissantes de R dans R (utiliser la dérivée).

b) Supposons que deux quantités réelles x et y sont reliées par la relation
x + y = sin x + cos y . Montrer que y est fonction strictement décroissante de
x. En déduire que l’équation 2x = sin x + cos x a au plus une solution.

c) Montrer que l’équation 2x=sinx+cosx a exactement une solution, comprise entre
π/6 et π/4 (étudier la fonction 2x−sinx−cosx sur l’ensemble R : elle est croissante).

8@ . Des lignes de niveau sonore. Sur un terrain plan, on pose des amplificateurs a1 et
a2 en des points A1 et A2 distants de 20m. Pour chacun de ces amplificateurs,
l’intensité sonore reçue en un point est inversement proportionnelle au carré de la
distance à l’amplificateur.
Quelle est la courbe formée des points où l’intensité reçue de a1 est k fois l’inten-
sité reçue de a2 , k étant un nombre positif donné ? Comment évolue cette courbe
lorsque k devient grand ?

Choisir un repère orthonormé d’origine le milieu de (A1, A2), avec l’axe des x porté
par la droite A1A2 . Si k �= 1, l’équation trouvée est de la forme x2 + y2 − 2ux + v = 0
et la courbe est un cercle centré en un point de la droite A1A2 ; si k = 1, la solution
est la médiatrice de (A1, A2).

9. Pour chacune des fonctions f : R2 → R suivantes, représenter sur un même dessin
les lignes de niveau indiquées :

a) f(x, y) = x2y2, niveaux 0, 1 et 4 b) f(x, y) = |x|+|y|, niveaux 0, 1 et 2
c) f(x, y) = |y−1|+x, niveaux −1, 0, 1 d) f(x, y) = |y−1|+x2, niveaux 0, 1, 2

10@ . Utilisation d'un changement de référentiel

Pour tout x � 0, posons u(x) = x
1 + x

et f(x) = x2

1 + 2x
.

a) Montrer que la fonction u est une bijection de [0,+∞[ sur [0, 1[.

b) Montrer que f est une transformation de l’intervalle [0,+∞[.

c) Soit g : [0,1[ → [0,1[ la fonction transportée de f par le changement de référentiel
u. Montrer que l’on a g(x′) = x′2 pour tout x′ ∈ [0, 1[.

d) Quelle est la limite des itérés par g d’un nombre x′
0 ∈ [0, 1[ ? Quelle est la limite

des itérés par f d’un nombre x0 � 0 ?

e) Montrer que f est une transformation bijective de l’intervalle [0,+∞[. Quelle est
la limite des itérés de x0 par f−1 ?

11. Effet « zoom ». On a fait dessiner, par un ordinateur, le graphe d’une fonction f sur
l’intervalle [−a, a] (où a > 0). Cette fonction est telle que f(0) = 0. On veut faire
subir au dessin un effet « zoom » d’un facteur k > 1 en centrant l’opération sur l’ori-
gine. Cela revient à changer de référentiel au moyen de la bijection x → kx. Quelle
fonction doit-on demander à l’ordinateur de dessiner pour obtenir le résultat ?
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12. Reprenons l’exemple 4 page 29 dans le cas a = 1. Étant donné un point (x0, y0),
nous avons dessiné (pour a = 1) la courbe C décrite par les points de coordonnées
xt = etx0 , yt = et(y0 + tx0) quand t varie. On se propose, dans cet exercice, de
justifier l’allure de la courbe. Pour simplifier, supposons x0 = 1.

a) Montrer qu’un point (x, y) est sur la courbe C si et seulement si l’on a x > 0 et
y = y0x + x lnx.

b) Étudier la fonction x → y0x + x ln x. Représenter sur un même dessin le graphe
de cette fonction pour les valeurs y0 = 0, y0 = 1, y0 = −1.

13@ . Un groupe de transformations géométriques. Soit P le plan euclidien muni d’un repère
orthonormé (O;

→
i,

→
j). On note t la translation de vecteur

→
i et s la symétrie par

rapport à l’axe des ordonnées. Si a ∈ R, notons Da la droite parallèle à l’axe des
ordonnées et passant par le point (a, 0).

a) Pour tout point M de coordonnées (x, y), calculer les coordonnées des points
t(M) et s(M).

b) Montrer que s ◦ s est l’identité, que t ◦ s est la symétrie par rapport à la droite
D1/2 et que t2 ◦ s est la symétrie par rapport à la droite D1 .

c) Montrer que l’on a s ◦ t = t−1 ◦ s.

d) En déduire les relations s◦tp =t−p◦s pour tout entier p∈Z et (s◦tp)◦(s◦tq)= tq−p

pour tous entiers p et q .

e) En déduire que l’ensemble T = {tp | p ∈ Z} ∪ {s ◦ tp | p ∈ Z} est un groupe de
transformations du plan. Vérifier que T contient les symétries par rapport aux
droites Dp et Dp/2 , quel que soit l’entier p ∈ Z.

1 2−1

t

D1/2

s

le groupe T génère une frise
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Chapitre 2

Nombres complexes
et polynômes

1. Les nombres complexes
Ajoutons à l’ensemble des nombres réels un symbole i et étendons à cet ensemble les

opérations somme et produit : on forme ainsi les expressions r0+r1i+r2i
2+· · ·+rpip ,

où les coefficients rk sont des nombres réels. La somme et le produit de deux telles

expressions est de la même forme.

Convenons que le symbole i vérifie la relation i 2 = −1.

L’ensemble des expressions r0 + r1 i +r2 i 2 + · · · + rp i p , muni de la somme et du

produit, se note C et s’appelle l’ensemble des nombres complexes. La relation i 2 = −1
permet de simplifier l’expression d’un nombre complexe : on a i 3 = (i 2) i = − i et

i4 =(−1)2 =1, donc par exemple 1−2i+3i3+4i5 =1−2i+3(−i)+4i=1−i. Plus gé-

néralement, pour tout entier n�0, on a i2n =(i2)n =(−1)n et i2n+1 =(i2n)i=(−1)ni.

Il s’ensuit que tout élément de C s’écrit a + b i, avec a et b des nombres réels.

1.1 Règles de calcul sur les nombres complexes
Voici les règles concernant les expressions a + b i, où a et b sont des nombres réels.

i) (a+bi)+(a′+b′ i)=(a+a′)+(b+b′)i et (a+bi)(a′+b′ i)=(aa′ −bb′)+(ab′+ba′)i.

ii) On a l’équivalence a + b i = 0 ⇐⇒ (a = 0 et b = 0).

Démontrons le sens direct de (ii). Supposons que a et b sont des nombres réels tels que

a+ bi = 0, ou encore a =−bi. En élevant au carré, on obtient a2 = (−bi)2 = b2 i2 =−b2 .

Mais puisque a et b sont des nombres réels, a2 est positif ou nul et −b2 est négatif ou

nul, donc a = b = 0.
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Définitions
Soit z = a + b i un nombre complexe, où a et b sont des nombres réels.

® Le nombre a, appelé partie réelle de z , se note Re(z) ; le nombre b, appelé
partie imaginaire de z , se note Im(z).

® Le conjugué de z est le nombre complexe z = a − b i. Le module de z est le
nombre réel positif ou nul |z| =

√
a2 + b2 .

On a les relations : 2 Re(z) = z + z , 2 i Im(z) = z − z , |z| = |z | , zz = |z|2
les équivalences : ( |z| = 0 ⇐⇒ z = 0 ) , ( z ∈ R ⇐⇒ z = z )
et les inégalités : |Re(z)| � |z| et |Im(z)| � |z|.

Pour montrer ces inégalités, il suffit de remarquer que si z = a + b i, alors a2 � a2 + b2

donc |a| �
√

a2 + b2 , et de même |b| �
√

a2 + b2 .

Si z est un nombre réel, le module de z est simplement la valeur absolue.

Inverse d'un nombre complexe non nul. Si z est un nombre complexe non
nul, le module de z est un nombre réel non nul ; en divisant par |z|2 l’égalité

zz = |z|2 , on obtient z

[
1

|z|2
z

]
= 1 : cela signifie que le nombre complexe 1

|z|2
z est

l’inverse de z pour la multiplication.

Si z=a+bi est un nombre complexe non nul, l’inverse de z pour la multi-

plication est le nombre complexe z−1 = 1
z

= z

|z|2
= a

a2 + b2 − b

a2 + b2 i.

Calculs sur le conjugué et le module. Pour tous nombres complexes z et z′ , on a

i) z + z′ = z + z′ , zz′ = z z′ et si z �= 0,
(

z′

z

)
= z′

z
.

ii) |zz′| = |z||z′| et si z �= 0,
∣∣∣ z′

z

∣∣∣ =
|z′|
|z| .

iii) |z + z′| � |z| + |z′| (inégalité triangulaire)

Démonstration
i) Si z =a+bi et z′ =a′ +b′ i, alors z + z′ =a+a′−bi−b′ i= z + z′ et z z′ =(a−bi)(a′−b′ i)=

(aa′−bb′)− (ab′+ba′) i = zz′ . Pour la troisième égalité, il suffit de montrer que pour z �= 0,

le conjugué de 1
z

est 1
z

, ce qui résulte de la formule 1
a + b i

= a
a2 + b2

− b
a2 + b2

i.

ii) Puisque |z|2 = zz et |z′|2 = z′z′ , il vient

(|z||z′|)2 = |z|2|z′|2 = zzz′z′ = (zz′)(z z′) = (zz′)(zz′) = |zz′|2 .

Si z �= 0, alors on a 1 = |1| =
∣∣∣z 1

z

∣∣∣ = |z|
∣∣∣ 1
z

∣∣∣, donc
∣∣∣ 1
z

∣∣∣ = 1
|z| .

iii) On a
|z+z′|2 = (z+z′)(z+z′) = zz + zz′ + z′z + z′z′

= |z|2 + 2 Re(zz′) + |z′|2 , car zz′ = zz′.

36 – LES NOMBRES COMPLEXES



Par suite,

|z + z′|2 � |z|2 + 2 |Re(zz′)| + |z′|2 car pour tout nombre réel x, on a x � |x|
� |z|2 + 2|z||z′| + |z′|2 car |Re(zz′)| � |zz′| = |z||z′| = |z||z′|
� (|z| + |z′|)2 .

Puisque le module est un nombre réel positif ou nul, on en déduit l’inégalité triangulaire
en prenant les racines carrées. �

Exemple. Supposons qu’un nombre complexe z vérifie l’inégalité |z − a|< a, où a
est un nombre réel strictement positif. Puisque Re(a) = a, on a alors |Re(z)− a| =
|Re(z − a)| � |z − a| < a, ou encore −a < Re(z)− a < a : cela implique Re(z) > 0.

Argument d'un nombre complexe. Rappelons la propriété suivante :

si a et b sont des nombres réels tels que a2 + b2 = 1, il existe
un unique nombre réel t ∈ [0,2π[ tel que a = cos t et b = sin t.

Puisqu’un nombre complexe de module 1 s’écrit a + b i, où a et b sont des nombres
réels vérifiant a2 + b2 = 1, on en déduit que tout nombre complexe de module 1 est
de la forme cos t + i sin t.
Si z est un nombre complexe non nul, le nombre z

|z| est de module 1, donc s’écrit
z
|z| = cos t + i sin t, où t ∈ [0, 2π[.

Définition
Tout nombre complexe z �= 0 s’écrit de manière unique z = |z|(cos t + i sin t), où
t ∈ [0, 2π[. Le nombre t s’appelle l’argument de z et se note Arg(z).

® Des nombres complexes non nuls sont égaux si et seulement s’ils ont même module
et même argument.

® Soit z un nombre complexe non nul. Le nombre z est réel positif si et seulement
si Arg(z) = 0. Le nombre z est réel négatif si et seulement si Arg(z) = π .

Formules de Moivre. Pour tous nombres réels t et t′ , on a

i)
(
cos t + i sin t

)(
cos t′ + i sin t′

)
= cos(t + t′) + i sin(t + t′).

ii)
(
cos t + i sin t

)−1 = cos t − i sin t.

iii)
(
cos t + i sin t

)n = cos nt + i sinnt, pour tout entier n ∈ Z.

Démonstration. La première égalité est une transcription des formules de trigonométrie
cos(t+ t′) = cos tcos t′ − sin tsin t′ et sin(t+ t′) = sin tcos t′ +cos tsin t′ . Le nombre cos t+ isin t
étant de module 1, son inverse est égal à son conjugué cos t− i sin t. La troisième formule se
démontre par récurrence pour n � 1 en utilisant (i) ; on en déduit la formule pour n < 0 en
appliquant (ii) et les relations cos(−nt) = cos(nt) et sin(−nt) = − sin(nt). �

Pour pratiquer la dernière formule de Moivre, on utilise le développement de (a+b)n

par la formule du binôme de Newton (page 61).
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Argument d'un produit ou d'un quotient. Si des nombres complexes non nuls
z et z′ ont pour argument t et t′ , alors

® le produit zz′ a pour argument t + t′ modulo 2π ,
® le quotient z

z′ a pour argument t − t′ modulo 2π .

1.2 Exponentielle d'un nombre complexe
Pour tout nombre réel x, on sait définir l’exponentielle de x, notée expx ou encore
ex . On a e0 = 1, ex > 0 et exex′

= ex+x′
pour tous nombres réels x, x′ .

Définition
Si z = x + y i est un nombre complexe, où x et y sont réels, le nombre complexe
exp z = (expx)(cos y + i sin y) s’appelle l’exponentielle de z ; on le note aussi ez .

Cette notation est justifiée, car si z est un nombre réel x, alors sa partie imaginaire
y est nulle, on a cos y + i sin y = 1 et exp z est égal à l’exponentielle réelle de x.
D’après la définition, on a pour tous nombres réels x et y , les relations

® eiy = cos y + i sin y , ex+iy = ex eiy

® cos y = Re(eiy) = 1
2
(eiy + e− iy) , sin y = Im(eiy) = 1

2 i
(eiy − e− iy)

® eiπ/2 = i , eiπ = −1 , e2 iπ = 1.
® ei(y+π) = −eiy , ei(y+2π)) = eiy

Exemples. On a 1 + i =
√

2 eiπ/4 ,
√

3 + i = 2eiπ/6 et 1 + i
√

3 = 2eiπ/3 .

Propriétés de l'exponentielle
1) Pour tous nombres complexes z et z′ , on a ezez′

= ez+z′
.

2) Pour tout nombre complexe z , on a ez=ez , |ez|=eRe(z) et Arg(ez)=Im(z) modulo 2π .

3) Pour tous nombres complexes z et z′ , on a l’équivalence ez′
=ez ⇐⇒ z′=z+2kπi, où k∈Z.

Démonstration
1) En posant z = x + i y et z′ = x′ + i y′ , où x, y, x′, y′ sont réels, il vient

ezez′
= (expx)(cos y + i sin y)(expx′)(cos y′ + i sin y′)

= (expx)(expx′)(cos y + i sin y)(cos y′ + i sin y′)

= exp(x + x′)
[
cos(y + y′) + i sin(y + y′)

]
= ez+z′

, d’après la formule de Moivre.

2) Posons z = x + i y , où x = Re(z) et y = Im(z). On a l’égalité

ei y = cos y + i sin y = cos y − i sin y = e− i y

et puisque ez = exei y , il vient ez = exei y = exei y = exe− i y = ex−i y = ez .
On a aussi |ei y|= |cosy + i siny|= 1, donc |ez|=

∣∣exei y|= |ex||ei y|= ex , car ex est positif.
Par définition, Arg(ez) = Arg(ei y) est égal à y modulo 2π .

3) Supposons que u est un nombre complexe tel que eu = 1 et posons u = a + b i, où a et b
sont des nombres réels. On a 1 = |eu| = ea , donc a = 0 car la fonction exponentielle réelle
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est une bijection de R dans ]0, +∞[. On a aussi Arg(1) = 0 et Arg(eu) = b modulo 2π ,
donc b est de la forme 2kπ , où k ∈ Z. Il s’ensuit u = b i = 2kπ i. Réciproquement, pour tout
entier k , on a e2kπ i = cos(2kπ) + i sin(2kπ) = 1. Cela montre que les nombres complexes
u tels que eu = 1 sont ceux de la forme 2kπ i, où k est un entier relatif.
Soient maintenant des nombres complexes z et z′ . D’après (i), on a l’équivalence ez′

=
ez ⇐⇒ ez′−z = e0 = 1. D’après ce qui précède, cela équivaut à z′ − z = 2kπ i, où k ∈ Z. �

Proposition. Si x et y sont des nombres réels, alors |eix − eiy| = 2| sin x − y

2
|.

Démonstration. Nous avons ei x−ei y =ei y(ei(x−y)−1) donc |ei x−ei y|=|ei y||ei(x−y)−1|=
|ei(x−y) − 1| car ei y est de module 1. Posons θ = x − y . Par définition du module, il vient

|ei θ − 1|2 = (ei θ − 1)(ei θ − 1) = (ei θ − 1)(e− i θ − 1)

= ei θe− i θ − (ei θ + e− i θ) + 1

= 1 − 2 Re(ei θ) + 1 = 2 − 2 cos θ .

Puisque 1 − cos θ = 2 sin2 θ
2

, on obtient |ei θ − 1|2 = 4 sin2 θ
2

, d’où le résultat en prenant les

racines carrées. �

1.3 Utilisation géométrique des nombres complexes
Donnons-nous un repère orthonormé (O;

→
i,

→
j) du plan euclidien.

Si z est un nombre complexe, le point de coordonnées (a,b) s’appelle le point d’affixe
z (dans le repère). Le nombre z peut donc se représenter par un point du plan.
Si P ′ est le point de coordonnées (a′, b′), l’affixe de P ′ est le nombre z′ = a′ + b′ i

et le vecteur
−−−−−−−→
PP ′ est représenté par le nombre complexe z′ − z = (a′ − a) + (b′ − b) i.

Distance. La distance PP ′ est égale à
√

(a′ − a)2 + (b′ − b)2=|z′−z|. En particulier,
la distance OP est égale au module de z .

Angle polaire.
P

|z| cos t

|z| sin t

t

U

→
i

→
j

O

Soit P un point du plan différent de
l’origine. Si z est l’affixe de P , les coordonnées de P sont
(|z|cost,|z|sint), où t=Argz . Soit U le point de coordon-

nées (cost,sint). L’angle de vecteurs
→̂
i,

−−−−−→
OU a pour mesure

t. On a
−−−−−→
OP = |z|

−−−−−→
OU et |z|>0, donc

→̂
i,

−−−−−→
OP =

→̂
i,

−−−−−→
OU . L’angle

→̂
i,

−−−−−→
OP s’appelle l’angle polaire de P . L’angle polaire d’un

point d’affixe z �= 0 a donc pour mesure Arg z .

Coordonnées polaires. Puisqu’un nombre complexe non nul est déterminé par
son module et son argument, tout point M du plan, différent de l’origine, est déter-

miné par la distance OM et l’angle polaire
→̂
i,

−−−−−−−→
OM . Soit θ∈ [0,2π[ la mesure de l’angle

polaire et soit r=OM : les nombres r,θ s’appellent les coordonnées polaires du point M .
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Angle de vecteurs. Soient A,P,Q des points du plan tels que P �= A et Q �= A.

Les vecteurs non nuls
−−−−−→
AP et

−−−−−→
AQ forment l’angle ̂−−−−−→

AP,
−−−−−→
AQ =

(
→̂
i,

−−−−−→
AQ

)
−

(
→̂
i,

−−−−−→
AP

)
.

Notons p l’affixe du point P et q l’affixe du point Q. Comme le vecteur
−−−−−→
AP est

représenté par le nombre complexe p − a, l’angle
→̂
i,

−−−−−→
AP a pour mesure l’argument

de p − a ; de même, l’angle
→̂
i,

−−−−−→
AQ a pour mesure l’argument de q − a. Donc l’angle

̂−−−−−→
AP,

−−−−−→
AQ a pour mesure Arg(q − a) − Arg(p − a) = Arg

(
q − a

p − a

)
.

O →
i

→
j Q(q)

P(p)

A(a)

(q − a)

(p − a)

ei(y+θ)

ei y

rayon 1

θ/2

θ/2

La figure de droite montre l’aspect géométrique de l’égalité |ei(y+θ) − eiy| = 2| sin θ
2
|,

pour y et θ réels.

Produit scalaire. Si
−→
U =a

→
i+b

→
j et

−−−→
U ′=a′→i+b′

→
j sont des vecteurs du plan, leur pro-

duit scalaire
−→
U ·

−−−→
U ′ est le nombre aa′+bb′ . On a (a + b i)(a′+b′ i)=(a−bi)(a′+b′ i)=

aa′ + bb′ + (ab′ − ba′) i, donc
−→
U ·

−−−→

U ′ = Re(zz′), où z représente le vecteur
−→
U et z′ le vecteur

−−−→

U ′ .

Exemples de transformations du plan
Les glissements. Étudions la transformation f : C → C définie par f(z) = z + u,
où u est un nombre réel non nul.

Si M est un point d’affixe z =x+yi, avec x et y des nombres réels, le point M ′ d’af-
fixe z =x−yi est symétrique de M par rapport à l’axe des abscisses. Soit M ′′ le point

d’affixe f(z)= z +u. Le vecteur
−−−−−−−−−−−−→
M ′M ′′ a pour affixe f(z)−z =u et puisque u est réel,

on a
−−−−−−−−−−−−→
M ′M ′′ =u

→
i. La transformation du plan définie par M →M ′′ est donc la compo-

sée t ◦ s de la translation t de vecteur u
→
i et de la symétrie orthogonale s par rapport

à l’axe Ox des abscisses : une telle transformation s’appelle un glissement d’axe Ox.

On a
f ◦ f(z) = f(z + u) = z + u + u

= z + u + u = z + 2u , car u est réel.
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Le point d’affixe f ◦ f(z) se déduit donc du point d’affixe z par la translation de
vecteur 2u

→
i.

M

M ′ M ′′

s

t

figure 1 figure 2

La figure 1 montre quelques itérés par le glissement f . Les glissements permettent
de réaliser des frises, comme on le voit sur la figure 2 et dans l’exercice 13 page 33.

Les similitudes. Soient a un nombre complexe non nul, b un nombre complexe
et f : C → C la fonction définie par f(z) = az + b.
Soit z un nombre complexe ; notons M le point d’affixe z et M ′ le point d’affixe f(z).

® Si a = 1, on a f(z) − z = b, donc
−−−−−−−−−−→
MM ′ =

−−−−−→
OB , où B est le point d’affixe b. Le

vecteur
−−−−−−−−−−→
MM ′ est fixe, donc la transformation du plan M → M ′ est la translation

de vecteur
−−−−−→
OB . Si b �= 0, il n’y a aucun point fixe ; si b = 0, alors M ′ = M et la

transformation est l’identité du plan.

®

α = Arg(a)

ΩM ′
M ′ = |a|ΩM

M

Ω

Supposons a �= 1. Un nombre z est point fixe de f si et seulement si az + b = z ,
ce qui équivaut à (1 − a)z = b. L’unique point fixe de f est donc ω = b/(1 − a).
En faisant avec des nombres complexes les mêmes calculs que dans l’exemple 2
page 16, on obtient l’égalité

(∗) f(z) − ω = a(z − ω) , pour tout z ∈ C.

Notons Ω le point d’affixe ω . La distance ΩM est
égale à |z −ω|, de même ΩM ′ = |f(z)−ω|. D’après
(∗), on a |f(z) − ω| = |a(z − ω)| = |a||z − ω|, donc

ΩM ′ = |a|ΩM .

α

Ω

R

R

L’angle de vecteurs ̂−−−−−−−→
ΩM,

−−−−−−−−→
ΩM ′ a pour mesure

Arg
(

f(z) − ω

z − ω

)
= Arg(a) .

Cela signifie que M ′ est l’image de M par la simili-
tude de centre Ω, de rapport |a| et d’angle Arg(a).
Remarquons que si a est un nombre réel, f est une
homothétie de rapport a. Si a n’est pas réel et si
|a| = 1, alors f est une rotation de centre Ω.
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Itération par une similitude. Exprimons les itérés z1=az0+b , z2=az1+b , . . . , zn=
azn−1 + b d’un nombre z0 . D’après (∗), on a z1 −ω = a(z0 −ω), z2 −ω = a(z1 −ω)
et en général zn − ω = a(zn−1 − ω). On en déduit

zn − ω = an(z0 − ω) pour tout entier n � 1,

et comme ω = b
1 − a

, il vient zn = anz0 + ω(1 − an) = anz0 + b
1 − an

1 − a
.

Exemple.

M0 M1

M3

M4

M5

M6

M7M8

i
ω α

α

M2

La figure ci-contre montre les itérés du point M0 d’affixe 1 par la

similitude z → 2 + i

2
z + 1 − i

2
; le centre est le point d’affixe

ω = 1 − i
2

1
1 − (1 + i /2)

= 1 − i
2

2
− i

= 1 + i ,

le rapport est
∣∣∣ 2 + i

2

∣∣∣ =
√

5
2

et l’angle est

α = Arg
( 2 + i

2

)
= Arg

(
1 + (i /2)

)
.

Puisque la partie réelle et la partie imaginaire de 1 + (i/2)
sont positives, on a 0<α<π/2 ; la tangente d’un argument
est le rapport partie imaginaire sur partie réelle, donc tg(α) = 1/2, ce qui donne
pour α environ 26,565 degrés.

Le groupe des similitudes
Si a est un nombre complexe non nul et si b est un nombre complexe quelconque,
notons fa,b : C → C l’application définie par fa,b(z) = az + b. Pour tous nombres
complexes z et z′ , on a l’équivalence

(∗) z′ = az + b ⇐⇒ z = 1
a

z′ − b
a

donc l’application fa,b est une transformation bijective de l’ensemble C.
Soit T l’ensemble des applications fa,b , où a �= 0.
Nous allons montrer que l’ensemble T est un groupe de transformations de C. Pour
cela, vérifions les trois propriétés de la définition donnée page 28.

® On a f1,0(z) = z quel que soit z , donc f1,0 = idC : la transformation idC appartient
donc à T .

® Composons les transformations fa,b et fc,d , où a et c sont non nuls : pour tout
nombre complexe z , il vient(

fa,b ◦ fc,d

)
(z) = fa,b(cz + d) = a(cz + d) + b = (ac)z + ad + b .

Puisque ac n’est pas nul, la composée fa,b ◦ fc,d = fac,ad+b appartient à T .

® D’après l’équivalence (∗), la transformation réciproque de fa,b est z′ → 1
a
z′ − b

a
=

f1/a,−b/a(z′), donc on a f−1
a,b = f1/a,−b/a . Cela montre que la transformation f−1

a,b

appartient aussi à T .
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L’ensemble T est donc un groupe de transformations de C. Nous avons montré
précédemment que les transformations du plan euclidien représentées par les appli-
cations fa,b sont les similitudes. L’ensemble des similitudes du plan euclidien est
donc aussi un groupe de transformations.

2. Fonctions polynômes
2.1 Définitions et propriétés générales

Définitions
Un polynôme est une expression P =p0+p1z+p2z

2+· · ·+pnzn , où p0,p1,. . .pn sont
des nombres réels ou complexes. Les nombres pi sont les coefficients de P . Si le coef-
ficient pn n’est pas nul, l’entier n s’appelle le degré de P et se note degP . La fonction
P :C→C définie par P (z)=p0+p1z+p2z

2+· · ·+pnzn est appelée fonction polynôme.

® La valeur P (0) = p0 est le terme constant du polynôme.
® Une somme, un produit ou une composée de polynômes est un polynôme.
® Le produit d’un polynôme de degré p et d’un polynôme de degré q est un

polynôme de degré p + q . Le polynôme nul n’a pas de degré.
® Il s’ensuit qu’un produit de polynômes n’est nul que si l’un des facteurs est nul.
® On peut aussi dériver un polynôme, en appliquant les règles valables pour une

fonction d’une variable réelle. Ainsi, la dérivée du polynôme zk est kzk−1 , où l’on
convient (pour k = 1) que l’on a z0 = 1. Nous ferons toujours cette convention
dans les calculs.

Définition
La dérivée du polynôme P = p0 + p1z + p2z

2 + · · · + pnzn est le polynôme P ′ =
p1+2p2z+· · ·+npnzn−1 si n�1. Si n=0, le polynôme P est constant et l’on a P ′=0.

On définit de proche en proche les dérivées successives de P : la dérivée seconde
notée P ′′ et pour tout entier k � 3, la dérivée k-ième, notée P (k) .

Exemples
® Si P = zn , la dérivée k-ième de P est

P (k) =

{
n(n − 1) · · · (n − k + 1)zn−k = n!

k!
zn−k si 0 � k � n

0 si k > n

® Supposons P =p0 +p1z+p2z
2 +p3z

3 . On a p0 =P (0) et P ′=p1 +2p2z+3p3z
2 , donc

p1 = P ′(0). En dérivant à nouveau, il vient P ′′ = 2p2 + 3× 2p3z , donc 2p2 = P ′′(0),
puis P (3) = 3 × 2p3 , donc 6p3 = P (3)(0).

® Plus généralement, pour un polynôme P = p0 + p1z + · · ·+ pnzn de degré n, on a
les relations k!pk = P (k)(0) pour tout entier k tel que 0 � k � n. Les coefficients de
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P s’expriment donc au moyen des dérivées en 0 par les formules : pk =
P (k)(0)

k!
.

On a ainsi l’égalité

P = P (0) +
P ′(0)

1!
z +

P ′′(0)
2!

z2 + · · · + P (k)(0)
k!

zk + · · · + P (n)(0)
n!

zn

Formule de Taylor pour les polynômes. Si P est un polynôme de degré n, alors
pour tout nombre complexe a, on a

P =P (a)+
P ′(a)

1!
(z−a)+

P ′′(a)
2!

(z−a)2+· · ·+ P (k)(a)
k!

(z−a)k+· · ·+ P (n)(a)
n!

(z−a)n .

Démonstration. Nous venons de voir que la formule est vraie si a = 0. Dans le cas géné-
ral, définissons un polynôme Q en posant Q(z) = P (z + a). D’après les règles de dérivation,
on a Q′(z) = P ′(z + a), d’où Q(k)(z) = P (k)(z + a) pour tout entier k � 1. On en déduit
Q(0) = P (a), Q(k)(0) = P (k)(a) et il vient

Q(z) = Q(0) +
Q′(0)

1!
z +

Q′′(0)
2!

z2 + · · · + Q(k)(0)
k!

zk + · · · + Q(n)(0)
n!

zn

= P (a) +
P ′(a)

1!
z +

P ′′(a)
2!

z2 + · · · + P (k)(a)
k!

zk + · · · + P (n)(a)
n!

zn .

Remplaçons z par z − a ; puisque Q(z − a) = P (z), on obtient la formule annoncée. �

2.2 Racines d'un polynôme

Définition
Soit P un polynôme. Un nombre complexe a tel que P (a) = 0 s’appelle une racine
de P . Si P (a) = P ′(a) = 0, on dit que a est racine multiple de P .

Exemples
® Les nombres i et − i sont racines du polynôme z2 + 1.

® Posons j = −1
2

+
√

3
2

i. On a j2 = −1
2

−
√

3
2

i= j , d’où j+j2 = j+ j =2Re(j)=−1.

Il vient donc la relation 1 + j + j2 = 0. Cela signifie que j est racine du polynôme
z2 + z + 1 ; l’autre racine est j , car 1 + j + j 2 = 1 + j + j2 = 1 + (−1) = 0.

Proposition. Soit P un polynôme à coefficients réels.

® Pour tout nombre complexe z , on a P (z) = P (z).
® Si a est racine de P , alors a est racine de P .

Démonstration. Soit P = p0 + p1z + · · ·+ pnzn un polynôme dont les coefficients p0, . . . , pn

sont tous réels. On a

P (z) = p0 + p1z + · · · + pnzn = p0 + p1z + · · · + pnzn

= p0 + p1z + · · · + pnzn car pizi = pizi et pi = pi

= p0 + p1z + · · · + pnz n car zi = z i.

= P (z) .

44 – FONCTIONS POLYNÔMES



Si a est racine de P , alors on a P (a) = 0, donc aussi P (a) = 0 et par suite P (a) = 0. �

Proposition. Soit P un polynôme.

® Un nombre a est racine de P si et seulement s’il existe un polynôme Q tel que P=(z−a)Q.

® Un nombre a est racine multiple de P si et seulement s’il existe un polynôme R tel que
P = (z − a)2R.

Démonstration. Si Q existe, alors P (a) = (a − a)Q(a) = 0, donc a est racine de P . Réci-
proquement, supposons P (a) = 0. D’après la formule de Taylor, nous avons

P = P (a) + P ′(a)(z − a) +
P ′′(a)

2!
(z − a)2 + · · · + P (n)(a)

n!
(z − a)n

= (z − a)

[
P ′(a) +

P ′′(a)
2!

(z − a) + · · · + P (n)(a)
n!

(z − a)n−1

]
expression qui est bien de la forme (z − a)Q, où Q est un polynôme.
Supposons que P = (z − a)2R, où R est un polynôme. En dérivant, on obtient P ′ =
2(z − a)R + (z − a)2R′ , donc P ′(a) = 0. Réciproquement, supposons P (a) = P ′(a) = 0. Alors

le premier terme de la formule de Taylor est
P ′′(a)

2!
(z − a)2 et (z − a)2 est en facteur dans

l’expression de P . �

Exemple. Posons P =z3−3z+a, où a est un nombre réel. Les racines de P ′=3z2−3
sont ±1 et l’on a P (1) = −2 + a, P (−1) = 2 + a : le polynôme P n’a donc une
racine multiple que si a = ±2.
Pour étudier les racines de P , nous avons représenté ci-dessous les graphes des
fonctions x → x3 − 3x + a lorsque a prend les valeurs 0, 1, 2 et 3.

x3−3xy=

1

2

x

y

−2

−1

figure 1

3

1
1

3

x

y

x −3

−1−1

1xy +=

figure 2

x3−3

−1−2

2

1

2

4

x

x

y

y

+=

figure 3

1

1

5

x

y

x3−3 3xy +=

−1

figure 4

® Si a∈ ]−2,2[, on voit que le graphe de la fonction x → x3 − 3x+a coupe l’axe des
abscisses en trois points : le polynôme P a donc trois racines réelles (figures 1 et
2). En ces points, le graphe n’est pas tangent à l’axe des abscisses, ce qui traduit
le fait que les racines sont simples, c’est-à-dire non multiples.

® Si a = 2, le graphe est tangent à l’axe au point d’abscisse 1 : cela correspond aux
égalités P (1)=P ′(1)=0, donc 1 est racine double de P (figure 3). La factorisation
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P = z3 − 3z + 2 = (z − 1)2(z + 2) montre que l’autre racine est −2. De même, si
a = −2, alors P (−1) = P ′(−1) = 0 et −1 est racine double de P .

® Supposons a > 2. La fonction x →P (x) ne coupe l’axe des abscisses qu’en un seul
point xa <−2 : le polynôme P n’a qu’une racine réelle (figure 4). On a une factori-
sation P =(z−xa)(z2+pz+q), où p et q sont réels car P est à coefficients réels. Les
autres racines de P sont donc celles du trinôme z2+pz+q : celles-ci sont nécessaire-
ment non réelles et conjuguées l’une de l’autre. Les trois racines de P sont simples.

Exemple. Soit n un entier au moins égal à 2 et soit a ∈ C. Le polynôme zn − an

a pour racine a, donc se factorise par z − a. Par exemple, on a les égalités

z2 − a2 = (z − a)(z + a) et z3 − a3 = (z − a)(z2 + az + a2)

Voici la formule générale pour factoriser zn − an par z − a :

(∗) zn − an = (z − a)(zn−1 + zn−2a + · · · + zn−kak−1 + · · · + zan−2 + an−1)

La formule est évidente si a = 0. Démontrons-la d’abord pour a = 1. Si z est un nombre
complexe, on a

z(zn−1 + zn−2 + · · · + z + 1) = zn + zn−1 + · · · + z

1(zn−1 + zn−2 + · · · + z + 1) = zn−1 + · · · + z + 1

donc en soustrayant (z−1)(zn−1 +zn−2 + · · ·+z +1)= zn −1. Dans le cas d’un nombre
complexe a �= 0 quelconque, en remplaçant z par z/a dans l’égalité ci-dessus, on ob-

tient
[ z
a − 1

] [
zn−1

an−1
+ zn−2

an−2
+ · · · + z

a + 1
]

= zn

an − 1, d’où l’égalité (∗) en multipliant

chaque membre par an .

Remarque
L’égalité (z − 1)(1 + z + · · · + zn−1) = zn − 1 s’écrit encore

1 + z + · · · + zn−1 = 1 − zn

1 − z
, si z �= 1.

C’est la formule qui exprime la somme des n premiers termes de la progression
géométrique de premier terme 1 et de raison z �= 1.

Corollaire. Un polynôme de degré n possède au plus n racines.

Démonstration. Supposons que les nombres a1, . . . , ap sont des racines deux à deux diffé-
rentes du polynôme P . D’après la proposition, il y a un polynôme Q1 tel que P = (z−a1)Q1 .
On a 0 = P (a2) = (a2 − a1)Q1(a2) et a2 − a1 �= 0, donc Q1(a2) = 0. En appliquant la propo-
sition à Q1 , il vient Q1 = (z − a2)Q2 , donc P = (z − a1)(z − a2)Q2 , où Q2 est un polynôme.
On a Q2(a3) = 0, car (a3 − a1)(a3 − a2) �= 0. En continuant ainsi, on obtient une factorisation
P = (z − a1)(z − a2) · · · (z − ap)Qp . Puisque le degré d’un produit est la somme des degrés,
on en déduit deg P = p + deg Qp � p. �

Un polynôme de degré n peut avoir moins de n racines : ainsi par exemple, le po-
lynôme (z − a)4 est de degré 4 et sa seule racine est a. Voici le résultat fondamental
concernant les racines d’un polynôme.
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Théorème de D'Alember t-Gauss. Tout polynôme P de degré n � 1 s’écrit

P = a(z − u1)n1 (z − u2)n2 · · · (z − uk)nk ,

avec a �=0, des nombres complexes u1,. . .,uk deux à deux différents et des entiers n1,. . .,nk

au moins égaux à 1. On a n1+n2+ · · ·+nk = n et les racines de P sont u1, . . . , uk .

Ce théorème, que nous admettons, affirme notamment qu’un polynôme P non cons-
tant possède toujours des racines dans C et que P est un produit de polynômes
z − ui de degré 1, chacun des facteurs pouvant être répété plusieurs fois. L’entier ni

s’appelle la multiplicité de la racine ui . Si ni = 1, on dit que ui est racine simple de P .

Racines n -ièmes de l'unité. Soit n un entier au moins égal à 2.
Pour tout entier k tel que 0 � k � n − 1, posons uk = e(2kπ/n) i . D’après la formule
de Moivre, on a

(uk)n =
[
cos(2kπ/n) + i sin(2kπ/n)

]n = cos(2kπ) + i sin(2kπ) = 1 ,

donc les n nombres complexes u0, . . . , un−1 sont racines du polynôme zn − 1. Le
polynôme zn − 1 étant de degré n, il n’a pas d’autre racine, d’où la factorisation

zn − 1 = (z − 1)
(
z − e

2π
n i

) (
z − e2 2π

n i
)
· · ·

(
z − e(n−1) 2π

n i
)

.

Les nombres uk = e(2kπ/n) i s’appellent les racines n-ièmes de l’unité. Remarquons que
l’on a l’égalité uk = (u1)k , avec la convention habituelle (u1)0 = 1.

Exemples
® Les racines carrées de l’unité sont 1 et −1. Les racines quatrièmes de l’unité sont les

solutions de l’équation z4−1=(z2−1)(z2+1)=0 : ce sont les nombres 1, −1, i, −i.
® Les racines cubiques de l’unité sont les racines du polynôme z3−1=(z−1)(z2+z+1),

c’est-à-dire nombres 1, j = e2 iπ/3 = −1
2

+ i

√
3

2
et j2 = e4 iπ/3 = j = −1

2
− i

√
3

2
.

jj

j

+ 1

hexagone
régulier

pentagone
régulier

Puisqu’on a |uk|=1, les points P0, . . . ,Pn−1 d’af-
fixes u0,. . .,un−1 sont sur le cercle de centre O et
de rayon 1. De plus, pour k =1,2, . . . ,n−1, on a
uk =(u1)k =u1uk−1 , donc l’argument de uk/uk−1

vaut toujours Arg(u1)=2π/n. Cela veut dire que

les angles ̂−−−−−−−→
OP0,

−−−−−−−→
OP1 , ̂−−−−−−−→

OP1,
−−−−−−−→
OP2 , etc, ont tous la

même mesure 2π/n, autrement dit les points
P0, . . . ,Pn−1 partagent le cercle en n arcs égaux.
Les points P0, . . . , Pn−1 sont donc les sommets
d’un polygone régulier à n cotés centré à l’ori-
gine. Les figures montrent le polygone obtenu
avec les racines 6-ièmes de l’unité (hexagone) et
celui correspondant aux racines 5-ièmes (pentagone).
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Racines n -ièmes d'un nombre complexe. Soit a un nombre complexe non
nul. Le module |a| est réel et strictement positif. Puisque la fonction x → xn est une
bijection de [0,+∞[ dans [0,+∞[, le nombre réel n

√
|a| existe. Posons α = Arg a et

zk = n
√
|a| e

α
n i e

2kπ
n i pour k entier tel que 0 � k � n− 1. Les nombres e

2kπ
n i étant

racines n-ièmes de l’unité, on a

(zk)n =
(

n
√
|a|

)n (
e

α
n i

)n

= |a|eα i = a

donc z0,. . .,zn−1 sont les n racines du polynôme zn−a. On en déduit la factorisation

zn − a = (z − z0) · · · (z − zn−1) .

Proposition. Soit a un nombre complexe non nul. Les racines n-ièmes de a sont les

nombres complexes de module n
√
|a| et d’argument

Arg a
n + 2kπ

n , où k = 0, 1, . . . , n − 1.

Un nombre non nul, réel ou complexe, possède donc n racines n-ièmes. Remar-

quons que l’on a z0 = n
√
|a| e

α
n i et donc zk = z0 e

2kπ
n i : les racines n-ièmes de a

s’obtiennent en multipliant z0 par les racines n-ièmes de l’unité.
Les racines carrées d’un nombre complexe non nul sont deux nombres opposés.

2.3 Calcul des valeurs d'une fonction polynôme
Soit P = pnzn + pn−1z

n−1 + · · ·+ p1z + p0 un polynôme non nul et soit u un nombre
complexe. Pour obtenir la valeur P (u), on peut calculer de proche en proche les
puissances de u, retenir ces valeurs et en faire la combinaison selon les coefficients du
polynôme. Voici un algorithme plus rapide : pour un polynôme p3z

3 +p2z
2 +p1z +p0

par exemple, on calcule successivement les nombres

a2 = p3u + p2 , a1 = a2u + p1 et a0 = a1u + p0

de sorte qu’on a a0 = a1u + p0 = (a2u + p1)u + p0

= a2u
2 + p1u + p0

= (p3u + p2)u2 + p1u + p0

= p3u
3 + p2u

2 + p1u + p0 = P (u) .

Voici l’algorithme général, appelé méthode de Hörner :

initialisation : (n← degP ) (pour i de 0 à degP , p[i]← coefficient de zi ) (a← p[n])
(u ← un nombre complexe)

boucle : tant que n > 0, faire
a ← au + p[n − 1]
n ← n − 1

fin : la valeur de a est P (u).
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2.4 Division euclidienne des polynômes
Nous avons montré qu’un nombre complexe a est racine d’un polynôme A si et
seulement si A est multiple du polynôme z − a. Plus généralement, si A et B sont
des polynômes, on peut se demander si A est multiple de B , c’est-à-dire s’il existe
un polynôme Q tel que A = BQ et si oui, comment calculer le quotient Q.
Étant donnés des polynômes A et B , le polynôme A n’est en général pas multiple de
B , mais on peut trouver, parmi les multiples de B , celui qui diffère de A par un poly-
nôme de plus petit degré possible. En appelant BQ ce multiple, on aura précisément

deg(BQ) = deg A et deg(A − BQ) < deg B si A �= BQ.

Exactement comme pour les entiers (voir page 4), on dispose sur les polynômes
d’une division avec reste : le reste de la division du polynôme A par le polynôme
B doit être, pour ce qui est du degré, « plus petit » que B .

Théorème. Soit A un polynôme et soit B un polynôme non nul. Il existe des polynômes
Q et R uniques tels que A = BQ + R et ( R = 0 ou deg R < deg B ). Le polynôme
R s’appelle le reste de la division de A par B et Q est le quotient. Le polynôme A est
multiple de B si et seulement si le reste de la division de A par B est nul.

Calculer le quotient Q et le reste R, c’est effectuer la division euclidienne de A par B .
On a A=BQ si et seulement si R=0. Cela veut dire que le polynôme A est multiple
du polynôme B si et seulement si le reste de la division de A par B est nul. La
division est donc un outil pour savoir si un polynôme se factorise par un autre.
Montrons sur des exemples comment se pratique la division.

Exemple 1. Posons A = 2z4 + z3 − 3z + 5 et B = z2 + 1. En ajoutant (ou en re-
tranchant) à A un multiple de B , on cherche à transformer A en un polynôme
A1 de degré plus petit que 4. Visiblement, si l’on retranche à A le polynôme
2z2B = 2z4 + 2z2 , le terme 2z4 disparaît de A et l’on obtient le polynôme

A1 = A − 2z2B = z3 − 2z2 − 3z + 5

qui est de degré 3 < deg A. Continuons ainsi : en retranchant à A1 le polynôme
zB = z3 + z , on obtient

A2 = A1 − zB = −2z2 − 4z + 5.

On forme enfin le polynôme

R = A2 + 2B = −2z2 − 4z + 5 + (2z2 + 2) = −4z + 7

qui est de degré 1 < deg B . Par conséquent, le reste de la division de A par B est
R = −4z + 7. Pour calculer le quotient, exprimons A au moyen de A1 , puis de A2

et R : il vient

A = 2z2B + A1 = 2z2B + zB + A2 = 2z2B + zB − 2B + R = (2z2 + z − 2)B + R.

Le quotient est Q = 2z2 + z − 2 et l’on a bien l’égalité de division A = BQ + R.
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Dans la pratique, on conduit les calculs comme pour une division ordinaire entre
nombres, en écrivant au fur et à mesure les quotients partiels sous le diviseur.

Exemple 2. Calculons le quotient et le reste de la division de z5+z4+z3+8z2+9z+8
par z3 + 8.
On écrit

z5 + z4 + z3 + 8z2 + 9z + 8 z3 + 8

−z5 − 8z2 z2 + z + 1
z4 + z3 + 9z + 8
−z4 − 8z

z3 + z + 8
−z3 − 8

z

Le quotient z2+z+1 apparaît sous le diviseur, le reste est z et l’on a l’égalité de division

z5 + z4 + z3 + 8z2 + 9z + 8 = (z3 + 8)(z2 + z + 1) + z .

Exemple 3. Factorisons le polynôme P = −z4 + 2z3 − 5z2 + 8z − 4 en produit de
facteurs de degré 1.
On a P (1) = 0, donc 1 est racine de P . Par suite, P est multiple de z − 1. En
effectuant la division de P par z − 1, on obtient

P = (z − 1)(−z3 + z2 − 4z + 4) = −(z − 1)(z3 − z2 + 4z − 4)

= −(z − 1)
[
z2(z − 1) + 4(z − 1)

]
= −(z − 1)2(z2 + 4) .

Les racines de z2 + 4 sont 2 i et −2 i, donc P = −(z − 1)2(z − 2 i)(z + 2 i).

Division par z − a . Si P est un polynôme et a un nombre, le reste de la division
de P par z − a est P (a).

En effet, d’après la formule de Taylor pour les polynômes, il existe un polynôme Q tel
que P = P (a) + (z − a)Q, ou encore P = (z − a)Q + P (a).

Polynômes étrangers

Définition
Si des polynômes non nuls A et B n’ont pas de racine commune (réelle ou
complexe), ont dit qu’ils sont étrangers.

Exemple. Si a et b sont des nombres complexes différents, les polynômes (z − a)n

et (z − b)p sont étrangers, quels que soient les entiers positifs n et p.

Proposition. Des polynômes A et B sont étrangers si et seulement s’il existe des
polynômes U et V tels que AU + BV = 1.
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Démonstration. Une racine commune à A et B est aussi racine de AU+BV : si AU+BV =1,
les polynômes A et B sont donc étrangers. Réciproquement, supposons A et B étrangers,
deg B � deg A et raisonnons par récurrence sur le degré de B . Si deg B = 0, alors B est
une constante b non nulle et l’on a 0A + (1/b)B = 1. Supposons deg B � 1 et effectuons la
division euclidienne de A par B : A = BQ + R, où le reste est R. D’après cette relation,
toute racine commune à B et R est racine commune à A et B , donc B et R n’ont pas de
racine commune. De plus, R n’est pas nul, sinon A serait multiple de B et les racines de B
seraient racines de A. Ainsi B et R sont étrangers. Puisqu’on a deg R < deg B , l’hypothèse
de récurrence assure qu’il existe des polynômes U et V tels que BU + RV = 1. Il vient alors
AV = BQV + RV = BQV + 1 − BU = B(QV − U) + 1, d’où AV + B(U − QV ) = 1. �

2.5 Rappels sur l'équation du second degré
Une équation du second degré est une équation de la forme

z2 + pz + q = 0, où p et q sont des nombres réels ou complexes.

Pour résoudre l’équation, on remarque que z2 + pz est le début du développement

de
[
z + (p/2)

]2
. Précisément, on a z2 + pz =

[
z + (p/2)

]2 − p2/4, d’où

z2 + pz + q =
[
z + (p/2)

]2 − p2/4 + q =
[
z + (p/2)

]2 − p2 − 4q

4
.

Posons Δ = p2 − 4q : c’est le discriminant du polynôme z2 + pz + q .

Premier cas : Δ �= 0. Il existe alors deux nombres complexes δ et −δ tels que
δ2 = (−δ)2 = Δ. On a

z2 + pz + q =
(
z +

p

2

)2
−

(
δ
2

)2
=

(
z +

p

2
− δ

2

) (
z +

p

2
+ δ

2

)
Les racines de z2 +pz+q sont donc les deux nombres z1 =− p

2
+ δ

2
et z2 =− p

2
− δ

2
.

Second cas : Δ = 0. L’équation s’écrit
[
z + (p/2)

]2 = 0. Il n’y a qu’une solution :
z1 = −p/2 = z2 .

Dans tous les cas, on a la factorisation z2 + pz + q = (z − z1)(z − z2). Puisque
(z − z1)(z − z2) = z2 − (z1 + z2)z + z1z2 , on en déduit les égalités

p = −(z1 + z2) et q = z1z2

qui expriment la somme et le produit des racines au moyen des coefficients de
l’équation.

Cas où les coefficients sont réels. Supposons que les coefficients p et q sont
des nombres réels. Le discriminant Δ = p2 − 4q de l’équation est alors un nombre
réel. L’égalité

x2 + px + q =
[
x + (p/2)

]2 − Δ/4

montre que lorsque x décrit l’ensemble des nombres réels, le minimum de x2 +px+q
est obtenu pour la valeur −p/2 de la variable et que ce minimum vaut −Δ/4.
Il est facile de déterminer le signe de x2 + px + q :
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® Si Δ < 0, on a x2 + px + q =
[
x + (p/2)

]2 − Δ/4 � −Δ/4 > 0 pour tout x réel.

® Si Δ=0, on a x2+px+q=
[
x+(p/2)

]2�0, la valeur 0 étant obtenue lorsque x=−p/2.
® Supposons Δ > 0. L’équation a deux racines réelles x1, x2 et l’on a la factorisation

x2 + px + q = (x − x1)(x − x2). Si x est strictement compris entre x1 et x2 , alors
x2+px+q<0. Si x est en dehors de l’intervalle d’extrémités x1,x2 , alors x2+px+q>0.
Le produit des racines est q : si q < 0, les racines sont de signes contraires ; si
q > 0, les racines sont de même signe, celui de leur somme −p.

Exemple. On dispose d’une peinture dont deux composants a et b s’oxydent len-
tement à l’air. Après une série de mesures, on constate que si a et b sont présents
en quantité x et y , alors au bout d’un an, les quantités sont

x′ = y − kx et y′ = ky − x,

où k est un paramètre positif qu’on peut faire varier en incorporant des produits
additifs. Afin de stabiliser la peinture, on souhaite que la proportion entre les deux
substances oxydables a et b ne varie pas. Cela est-il possible ?
La proportion initiale entre les quantités de a et de b est le rapport x/y . On doit
donc chercher s’il existe des valeurs x et y telles que x/y = x′/y′ .
Posons t=x/y et t′ =x′/y′ . On a x′ =y−kx=y(1−kt) et y′ =ky−x=y(k− t), donc

t′ = 1 − kt

k − t
. L’égalité t = t′ s’écrit t = 1 − kt

k − t
, c’est-à-dire t(k − t) = 1− kt ou encore

(∗) t2 − 2kt + 1 = 0 .

Cette équation du second degré a pour discriminant Δ = 4(k2 − 1).

® Si 0 � k < 1, l’équation (∗) n’a pas de solution réelle : pour ces valeurs du
paramètre k , la proportion entre les produits a et b ne reste pas constante.

® Supposons k�1. L’équation a pour solutions t1=k−
√

k2 − 1 et t2=k+
√

k2 − 1. Les
nombres t1 et t2 sont positifs, car leur produit est 1 et leur somme 2k > 0. Puisque
y′ =y(k− t), le nombre t doit vérifier l’inégalité k− t>0. On a k− t1 =

√
k2 − 1�0

et k − t2 = −
√

k2 − 1 � 0, donc la seule possibilité est k > 1 et t = t1 .

® Supposons k>1 et posons t=k−
√

k2 − 1. En partant de quantités positives x et y

vérifiant x=ty , on obtient y′=y(k−t)>0 et aussi x′=ty′>0 : au cours de la première
année, la proportion entre a et b est restée fixe : nécessairement, elle le restera ensuite.

Comment les quantités x et y ont-elles varié en un an ? On a

y′ = y(k − t) = y
√

k2 − 1

x′ = ty′ = ty
√

k2 − 1 = x
√

k2 − 1

donc les quantités x et y ont été multipliées par le même facteur
√

k2 − 1.
Puisque les valeurs x et y n’ont pu que diminuer au cours du temps, c’est que l’on
a
√

k2 − 1 < 1, donc 1 < k <
√

2.

52 – FONCTIONS POLYNÔMES



Exercices

1@ . Les transformations homographiques. On ajoute à l’ensemble C des nombres complexes
un élément ∞ qui n’est pas un nombre et l’on note C = C∪{∞} l’ensemble obtenu.
Soient u, v, c, d des nombres complexes tels que c �= 0 et v �= 0 et soit f : C → C
l’application définie en posant

f(z) = u + v
cz + d

si z ∈ C \ {−d/c} , f(−d/c) = ∞ et f(∞) = u.

a) Montrer que f est une transformation bijective de C .

b) Montrer que l’application f possède deux points fixes si et seulement si
(d + uc)2 + 4cv �= 0.
On suppose désormais que f possède deux points fixes p et q et l’on définit
l’application ϕ : C → C en posant

ϕ(z) =
z − p

z − q
si z ∈ C \ {q} , ϕ(q) = ∞ et ϕ(∞) = 1.

c) Montrer que ϕ est une bijection.

d) Transportons f par le changement de référentiel ϕ : on obtient une transformation

g de C . Montrer qu’en posant K =
cq + d

cp + d
, on a

g(∞) = ∞ et g(z) = Kz pour tout z ∈ C.

2@ . Une itération homographique. Soit I = ]1/2, +∞[. Pour tout nombre x ∈ I , on pose

f(x) = 4x − 1
2x + 1

.

a) Déterminer des nombres u et v tels que f(x) = u + v
2x + 1

pour tout x ∈ I .

b) Montrer que f définit une transformation de l’intervalle I et déterminer le point
fixe de cette transformation.

c) Montrer que pour tout x ∈ I , on a
f(x) − 1

f(x) − 1/2
= 2

3
x − 1

x − 1/2
.

d) Soit x0 ∈ I et soient x1, . . . , xn, . . . les itérés de x0 par l’application f . Montrer

que pour tout entier n � 1, on a
xn − 1

xn − 1/2
=

(
2
3

)n x0 − 1
x0 − 1/2

.

e) Quelle est la limite de xn quand n tend vers l’infini ?

Dans les deux exercices suivants, on pourra utiliser la formule du binôme de Newton qui
figure page 61.

3. Utilisation de la formule de Moivre
a) Exprimer cos 2a au moyen de cos a et de sin a. Faire de même pour sin 2a.

b) Montrer que tan 2a = 2 tan a

1 − tan2 a
et tan 3a = 3 tan a − tan3 a

1 − 3 tan2 a
.

c) Démontrer les égalités cos 3a = 4 cos3 a − 3 cos a et sin 3a = 3 sin a − 4 sin3 a.
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4@ . Mesures du pentagone régulier

a) Démontrer l’identité cos 5a = cos5 a − 10 cos3 a sin2 a + 5 cos a sin4 a en utilisant la
formule de Moivre. En déduire que les nombres cos(2π/5) et cos(4π/5) sont
racines du polynôme P = 16z5 − 20z3 + 5z − 1.

b) Montrer que P = (z − 1)(4z2 + 2z − 1)2 . En déduire cos(2π/5) =
√

5−1
4

.

c) Montrer que le coté du pentagone régulier inscrit dans un cercle de rayon R a

pour longueur R

√
5 −

√
5

2
. Pour une construction géométrique du pentagone, voir

à la fin des exercices.

d) Montrer que cos(π/5) =
√

5+1
4

(utiliser la valeur connue de cos(2π/5)).

5@ . a) Soient a, b, c des nombres complexes de module 1 tels que a + b + c = 0.
(i) Montrer que l’on a 1 + 2 Re(ab) = 0.
(ii) En déduire que l’argument de b/a est égal à 2π/3 ou à 4π/3.

b) Soient →
u, →

v et −→
w des vecteurs du plan euclidien. On suppose que ces vecteurs

sont de même module non nul et que leur somme est nulle. Montrer qu’entre
deux de ces vecteurs, l’angle mesure 120 degrés.

6.

E

Cet exercice est une application du précédent. On considère le dispositif méca-
nique ci-contre formé de trois poulies et de fils où sont
suspendues des masses égales.

a) Montrer qu’au point d’équilibre E , les tensions sur tous
les fils ont le même module.

b) En déduire l’angle au point E entre les directions des fils.

c) On rappelle que si P , Q, R sont trois points d’un cercle

de centre O , « l’angle inscrit » ̂PQ, PR vaut, à 180 de-

grés près, la moitié de « l’angle au centre » ÔQ, OR. En déduire une construction
géométrique du point d’équilibre E .

7. Pavage hexagonal. On se place dans le plan euclidien muni d’un repère orthonormé.
Soit P l’hexagone régulier inscrit dans le cercle de rayon 1 centré à l’origine et
ayant deux cotés parallèles à l’axe Ox.

a) Quelles sont les affixes des sommets de P ? Quelle est la longueur
du coté de P ?

b) Soit P ′ l’image de P par la translation de vecteur d’affixe 3 et soit
P ′′ l’image de P par la translation de vecteur d’affixe u=1+eiπ/3 .
Montrer que P ′′ a un coté en commun avec chacun des hexagones
P et P ′ .
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c) Pour tous entiers relatifs k et n, notons Pk,n l’image de P par la translation du
vecteur d’affixe k i+nu.
(i) Quels sont les couples (k, n) correspondant à des hexagones Pk,n ayant avec
P un coté en commun ?
(ii) Montrer que les intérieurs des hexagones Pk,n forment un pavage du plan. Quelle
est la distance entre les centres de deux hexagones ayant un coté en commun ?

8@ . Expression d'une symétrie à l'aide des nombres complexes. On se place dans le plan eu-
clidien muni d’un repère orthonormé. Soit D une droite passant par l’origine O et
soit a l’affixe d’un vecteur directeur de D . Pour tout z ∈ C, on pose s(z) = az/a

et si M est un point d’affixe z , on note M ′ le point d’affixe s(z).

a) Montrer que si M ∈ D , alors M ′ = M .

b) Montrer que le vecteur d’affixe a i est orthogonal à D .

c) Montrer que si le vecteur
−−−−−−−→
OM est orthogonal à D , alors

−−−−−−−−→
OM ′ est orthogonal à D .

d) En déduire que M ′ est le symétrique de M par rapport à D .

9@ . Polynôme de degré 3 ayant une racine multiple. Soit le polynôme P = z3 + pz + q , où
p et q sont des nombres réels ou complexes.

a) On suppose que P a une racine multiple a. Démontrer les égalités a2 = −p/3 et
a(−p/3) + ap + q = 0. En déduire que l’on a 4p3 + 27q2 = 0.

b) Supposons 4p3 + 27q2 = 0.
(i) Soit a une racine carrée de −p/3. Montrer que q/2=±a3 et que P (a)= q−2a3 .
(ii) En déduire que a ou −a est racine multiple de P .

10. Factorisations de polynômes

a) Soit le polynôme P = 4z4 − 12z3 + 17z2 − 24z + 18. Effectuer la division de P par
le polynôme z2 + 2. En déduire les racines de P .

b) Montrer que 1 et −1 sont racines multiples du polynôme Q=3z5+z4−6z3−2z2+3z+1.
Trouver toutes les racines de Q.

c) Trouver un polynôme R de degré inférieur ou égal à 2 tel que z4−5z3+5z2+3z+7−R

soit multiple du polynôme (z − 3)2 .

11. Soient p et q des nombres réels. Notons z1 et z2 les solutions de l’équation
z2 + pz + q = 0. Montrer que z1 et z2 sont de parties réelles strictement négatives si
et seulement si p et q sont strictement positifs (on distinguera le cas où les racines
sont réelles du cas où elles ne le sont pas).

12@ . Fonctions du second degré à deux variables. Soient p et q des nombres réels et soit
f : R2 → R la fonction définie par f(x, y) = x2 + 2pxy + qy2 .

a) On suppose p2 < q . Montrer que f(x, y) est strictement positif si x ou si y n’est
pas nul. Quelle est la valeur minimum de la fonction f ?
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b) On suppose p2 > q . Montrer qu’il y a deux nombres réels u et v différents tels
que f(x, y) = (x + uy)(x + vy) pour tout (x, y). En déduire que f(x, y) ne garde
pas un signe fixe.

c) On suppose f(x, y) = x2 − xy − 2y2 .
(i) Décomposer f(x, y) en produit de facteurs comme en (b), en calculant les
nombres u et v .
(ii) Définir un repère (O;

→
i′,

−→
j′) du plan euclidien R2 dont les axes ont pour équation

x + uy = 0 et x + vy = 0. Quelle est l’équation d’une ligne de niveau de f dans
ce nouveau repère ?

(iii) Dessiner sur un même dessin les lignes de niveau −1, 0, 1 et 2 de la fonction f .

13@ . Effet multiplicateur en Économie. Quand des acteurs économiques (particuliers, collec-
tivités ou entreprises) disposent d’une somme d’argent, ils en dépensent une partie
auprès des autres et épargnent (ou capitalisent) le reste. Supposons qu’une poli-
tique de baisse d’impôts ou le financement de grands travaux, par exemple, mette
à disposition des acteurs économiques une somme d’argent S . Supposons aussi que
lorsqu’ils disposent d’une somme d’argent, les acteurs en redépensent tous la même
fraction c, où 0 < c < 1 ; le nombre c s’appelle la proportion marginale à consommer.
Notons Sn le cumul des sommes utilisées en consommation après n transactions.

Calculer Sn et montrer que lim
n→+∞

Sn = S
1−c

. Le coefficient k = 1
1−c

s’appelle le

coefficient multiplicateur. Combien vaut k lorsque les acteurs redépensent 75% de la
somme à disposition ? Quel est l’intérêt économique d’un tel processus ?

Construction d'un pentagone régulier inscrit dans un cercle

UU ′
O H K

V P

ω

® UU ′ est un diamètre, OV est un rayon perpendiculaire
® ω est le milieu de OU ′

® K est défini par ωK = ωV

® H est le milieu de OK

® HP est perpendiculaire à OU .

Alors l’angle ̂−−−−−→
OU,

−−−−−→
OP vaut 2π

5
, OH = cos 2π

5
et

UP est le côté du pentagone régulier.
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Chapitre 3

Dénombrement,
permutations, graphes

1. Ensembles finis
1.1 Définition et propriétés

Un ensemble E est fini s’il possède un nombre fini d’éléments.

Si E est un ensemble fini ayant au moins un élément, alors en numérotant ses éléments
à partir de 1, on obtient E={a1,a2,. . .,an}. L’entier n est le nombre d’éléments de E .

Il y a en général plusieurs façons de numéroter les éléments de E , mais le nombre
d’éléments ne dépend pas de la numérotation choisie. On convient que l’ensemble vide
est fini et que son nombre d’éléments est zéro.

Notation : Notons |E| le nombre d’éléments de l’ensemble fini E .

Des ensembles finis E et F ont le même nombre d’éléments si et seulement
s’il existe une application bijective de E dans F .

Voici des propriétés très simples concernant les parties d’un ensemble fini.

Proposition. Soit E un ensemble fini à n éléments.

® Toute partie de E est finie et possède au plus n éléments.

® Si A est une partie de E et si A possède n éléments, alors A = E .

Proposition. Si A et B sont des parties finies d’un ensemble, alors la partie A∪B est
finie et l’on a

|A ∪ B| + |A ∩ B| = |A| + |B| .
Démonstration. Si l’intersection A∩B est vide, le nombre d’éléments de A∪B est |A|+ |B|
et la formule est vraie. Dans le cas général, les parties A et B \ (A∩B) sont disjointes et leur
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réunion est A∪B ; on a donc |A∪B| = |A|+ |B \ (A∩B)|. Les parties A∩B et B \ (A∩B)
sont disjointes et leur réunion est B , donc on a |B \(A∩B)|= |B|−|A∩B|, d’où la formule. �

Proposition. Soient E et F des ensembles finis.

® Le nombre de couples (x,y) tels que x∈E et y∈F est |E||F | : on a donc |E×F |=|E||F |.
® Le nombre d’applications de E dans F est |F ||E| .

Démonstration. Posons n = |E| et p = |F |. Il y a n façons de choisir un élément de l’en-
semble E et pour chacun de ces choix, il y a p façons de choisir un élément de l’ensemble F .
Il y a donc np couples (x,y) tels que x ∈E et y ∈ F . Pour définir une application f : E → F ,
il faut, pour chaque élément x ∈ E , choisir son image f(x) parmi les éléments de F : pour
chaque élément de E , il y a donc p choix possibles. Puisque E possède n éléments, il y a
p × p × · · · × p︸ ︷︷ ︸

n facteurs

= pn choix pour définir une application de E dans F . �

Dans un ensemble fini, il y a évidemment un nombre fini de parties : par exemple,
l’ensemble {a, b, c} a pour parties ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c} et {a, b, c}.

Corollaire. Dans un ensemble à n éléments, il y a 2n parties.

Démonstration. Soit E un ensemble à n éléments et soit P l’ensemble des parties de E .
Nous allons établir une bijection entre P et l’ensemble F des applications de E dans {0,1}.

Puisqu’il y a
∣∣{0, 1}

∣∣|E|
= 2n éléments dans l’ensemble F , cela démontrera le corollaire.

À toute partie A de E , associons la fonction cA : E → {0, 1} définie en posant cA(x) = 1 si
x ∈ A, cA(x) = 0 si x �∈ A. La fonction cA s’appelle la fonction caractéristique de la partie A.
À toute fonction f : E → {0,1}, associons la partie Xf de E formée des éléments x ∈ E tels
que f(x) = 1.
La fonction caractéristique de la partie Xf est f et si A est une partie de E , alors la partie
associée à la fonction cA est A. L’application A → cA est donc une bijection de P dans F
et l’application f → Xf est la bijection réciproque. �

1.2 Applications entre ensembles finis
Soient E et F des ensembles finis et f : E → F une application.
Rappelons que l’image de l’application f est l’ensemble, noté f(E), des éléments
f(x), où x parcourt E . Les éléments f(x) ne sont pas nécessairement tous diffé-
rents (si f est une application constante, ils sont tous égaux), mais en tous cas, leur
nombre est inférieur ou égal au nombre d’éléments de E . On a donc

∣∣f(E)
∣∣ � |E|.

De plus, f(E) étant une partie de F , on a
∣∣f(E)

∣∣ � |F |.
Résumons ces propriétés :

® Le nombre d’éléments dans l’image de f est inférieur ou égal à |E| et à |F |.
® On a f(E) = F si et seulement si

∣∣f(E)
∣∣ = |F |.

En particulier, si E a strictement moins d’éléments que F , il existe au moins un
élément de F qui n’a pas d’antécédent par f .
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Proposition. Soient E et F = {b1 . . . , bn} des ensembles finis et soit f : E → F une
application. Pour chaque entier i ∈ {1, . . . , n}, soit Ai l’ensemble des antécédents de bi .
Alors on a |A1| + · · · + |An| = |E|.
Démonstration. On sait (page 21) que les parties Ai et Aj n’ont pas d’élément en commun
si i �= j et que la réunion des parties Ai est l’ensemble E tout entier. Le nombre d’éléments
de E est donc la somme |A1| + · · · + |An|. �

Voici des propriétés importantes concernant les applications entre des ensembles finis
ayant le même nombre d’éléments.

Proposition. Soient E et F des ensembles finis ayant le même nombre d’éléments et
soit f : E → F une application.

i) L’application f est une bijection si et seulement si
∣∣f(E)

∣∣ = |F |.
ii) L’application f est une bijection si et seulement si tout élément de F a au plus un

antécédent par f .

Démonstration. Si f est une bijection, alors par définition, on a f(E) = F et tout élément
de F a exactement un antécédent par f .
Posons F = {b1, . . . , bn} et pour tout entier i compris entre 1 et n, notons Ai l’ensemble des
antécédents de bi . D’après la proposition précédente, on a |E| = |A1| + · · · + |An| et comme
|E| = n par hypothèse, il vient

(∗)
(
|A1| − 1

)
+ · · · +

(
|An| − 1

)
= |A1| + · · · + |An| − n = |E| − n = 0

Supposons que f(E) et F ont le même nombre d’éléments. On a donc f(E) = F , car f(E)
est une partie de F . Puisque tout élément de f(E) possède par définition un antécédent par
f , on en déduit que tout élément de F possède au moins un antécédent, autrement dit nous
avons |Ai| � 1 pour tout i. Chacun des entiers |Ai| − 1 est positif ou nul, leur somme est
nulle d’après (∗), donc on a |Ai| − 1 = 0 pour tout i : chaque partie Ai possède donc un et
un seul élément. Cela veut dire que chaque élément de F a un et un seul antécédent, donc
l’application f est bijective. Nous avons ainsi démontré la propriété (i).
Supposons maintenant que chaque partie Ai possède au plus un élément, donc |Ai| � 1 pour
tout i. Les entiers |Ai| − 1 sont négatifs ou nuls, leur somme est nulle d’après (∗), donc ils
sont tous nuls. Ainsi l’on a |Ai| = 1 pour tout i et l’on conclut comme précédemment que f

est une bijection, ce qui démontre (ii). �

Principe des tiroirs. Soient E et F des ensembles finis et soit f :E→F une application.
Si |E|>|F |, alors il existe des éléments a et a′ appartenant à E tels que a �=a′ et f(a)=f(a′).

Démonstration. Reprenons les notations introduites dans la démonstration précédente et
supposons |E| > |F |. On a donc |A1| + · · · + |An| = |E| > n. Puisque les nombres |Ai| sont
des entiers positifs ou nuls, on en déduit que l’un au moins est strictement supérieur à 1.
Soit i tel que |Ai| > 1. Alors il existe dans Ai au moins deux éléments a et a′ différents et
l’on a f(a) = bi , f(a′) = bi , donc f(a) = f(a′). �

Cette propriété s’appelle le principe des tiroirs, car lorsqu’on range plus de n objets
dans n tiroirs, l’un des tiroirs doit contenir au moins deux objets.
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1.3 Des dénombrements utiles
Si des ensembles finis E et F ont le même nombre d’éléments, on sait qu’il existe
des applications bijectives de E dans F . Calculons le nombre de ces bijections.

Proposition. Si E et F sont des ensembles finis ayant le même nombre n d’éléments,
il y a n! applications bijectives de E dans F .

Démonstration. Posons E = {a1, . . . , an} et F = {b1, . . . , bn}. Pour définir une bijection de
f : E → F , on peut choisir l’élément f(a1) arbitrairement dans F ; l’élément f(a2) doit être
différent de f(a1), ce qui laisse n−1 possibilités ; ensuite, il reste n−2 possibilités pour choisir
f(a2), et en général n−k possibilités pour choisir f(ak). Finalement, il y a n(n−1) · · · 2 · 1
possibilités pour définir une bijection de E dans F . �

Quand on se donne un ensemble fini E sous la forme E={a1,. . .,an}, les éléments de
E ont été ordonnés : il y a un premier élément a1 , un deuxième a2 , etc. Si l’on change la
numérotation, les éléments de E sont les mêmes, mais l’ordre est différent. Numéroter
les éléments de E , c’est établir une bijection de l’ensemble {1,2,. . .,n} dans E . D’après
la proposition précédente, il y a donc n! façons de numéroter les éléments de E .

Nombre de p -arrangements
Définition
Soit E un ensemble fini à n éléments et soit p un entier tel que 1 � p � n. Un
p-arrangement d’éléments de E est une suite (a1, a2, . . . , ap) de p éléments de E

deux à deux différents.

Pour définir un p-arrangement (a1, a2, . . . , ap) d’un ensemble E à n éléments, il y
a n façons de choisir a1 , n−1 façons de choisir a2 (car a2 doit être différent de a1 ),
etc, donc finalement n(n−1) · · · (n−p+1) façons de choisir les éléments a1, . . . , ap .

Proposition. Soit E un ensemble à n éléments. Si p est un entier tel que 1 � p � n,

le nombre de p-arrangements de E est n(n−1) · · · (n−p+1) = n!
(n−p)!

.

Si E est un ensemble à n éléments, un n-arrangement de E est une bijection de
{1, 2, . . . , n} dans E : on retrouve ainsi qu’il y a n! bijections entre deux ensembles à
n éléments. Ainsi, on a l’égalité 0! = 1.

Nombre de parties à p éléments

Proposition. Soit E un ensemble à n éléments. Si p est un entier tel que 0 � p � n,

le nombre de parties de E ayant p éléments est n!
p!(n−p)!

.

Démonstration. Il n’y a qu’une partie à zéro éléments : la partie vide ; le résultat est donc
vrai si p = 0, car par convention, 0! = 1. Supposons p � 1. Soit A une partie de E ayant p

éléments. Les p-arrangements de E formés avec les éléments de A sont définis en se donnant
une bijection de {1, 2, . . . , p} dans A. Il y a p! bijections de {1, 2, . . . , p} dans A, donc il y a
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p! p-arrangements formés avec les éléments de A. Comme le nombre de p-arrangements de

E est n!
(n−p)!

, on en déduit qu’il y a 1
p!

n!
(n−p)!

parties de E à p éléments. �

Définition
Soit n un entier positif ou nul et soit p un entier relatif. Si 0�p�n, l’entier n!

p!(n−p)!
s’appelle un nombre binomial et se note

(
n
p

)
. Si p < 0 ou si p > n, on pose

(
n
p

)
= 0.

® On a
(
n
0

)
=

(
n
n

)
= 1 et

(
n
1

)
=

(
n

n−1

)
= n, car dans un ensemble E à n éléments,

l’unique partie à 0 éléments est l’ensemble vide, l’unique partie à n éléments est
E lui-même et il y a n parties à 1 élément.

® On a
(
n
p

)
=

(
n

n−p

)
: en effet, si à toute partie A de E on associe son complémentaire

E \A, on réalise une bijection entre les parties à p éléments et les parties à n− p

éléments.

Nous avons montré dans le premier paragraphe qu’un ensemble à n éléments possède
2n parties. On a donc l’égalité(

n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · · +

(
n

n−1

)
+

(
n

n

)
= 2n

Voici une importante propriété des coefficients binomiaux ; elle se vérifie par simple
calcul à partir de la définition.

Proposition. Pour tous entiers n � 1 et p ∈ Z, on a
(
n
p

)
=

(
n−1

p

)
+

(
n−1
p−1

)
.

Formule du binôme de Newton. Soient a et b des nombres réels ou complexes,
ou bien des polynômes à coefficients réels ou complexes. Pour tout entier n� 2, on a l’égalité

(a+ b)n = an +
(

n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

k

)
an−kbk + · · ·+

(
n

n−1

)
abn−1 + bn .

® Pour n=2, on retrouve la formule connue (a+ b)2 = a2 +
(2
1

)
ab+ b2 = a2 +2ab+ b2 .

® On a
(3
1

)
=

(3
2

)
= 3, d’où (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 , formule qu’il est bon de

connaître.
® On a de même

(4
1

)
=

(4
3

)
=4 et

(4
2

)
= 4 × 3

2
=6, donc (a+b)4=a4+4a3b+6a2b2+4ab3+b4 .

Démonstration. Développons le produit (a + b)n = (a + b)(a + b) · · · (a + b)︸ ︷︷ ︸
n facteurs

en une somme

de termes. Un terme quelconque du développement s’obtient en choisissant, dans chaque fac-
teur (a + b), l’un des nombres a ou b et en faisant le produit : si l’on choisit le terme a dans
k des facteurs, on obtient le terme akbn−k dans le développement. Pour tout entier k compris
entre 0 et n, il y a

(
n
k

)
façons de choisir k facteurs parmi n, donc

(
n
k

)
termes akbn−k dans

le développement de (a + b)n . Le produit (a + b)n est donc égal à la somme des
(

n
k

)
akbn−k ,

où k parcourt les entiers compris entre 0 et n. Si k = 0, on a
(

n
k

)
akbn−k =

(
n
0

)
a0bn = bn ,
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car
(

n
0

)
= 1 et a0 = 1 ; si k = n, alors

(
n
k

)
akbn−k =

(
n
n

)
anb0 = an , car

(
n
n

)
= 1 ; dans le cas

général, on a
(

n
k

)
akbn−k =

(
n

n−k

)
akbn−k , d’où la formule. �

Corollaire. Soient n et p des entiers tels que 1 � p � n. Il y a
(
n
p

)
applications

strictement croissantes de {1, . . . , p} dans {1, . . . , n}.

Démonstration. Si u est une application strictement croissante de {1, . . . ,p} dans {1, . . . ,n},
on a u(1) < u(2) < · · · < u(p), donc les éléments u(1), . . . , u(p) sont deux à deux différents
et l’ensemble {u(1), . . . , u(p)} est une partie à p éléments de {1, . . . , n}.
Notons S l’ensemble des applications strictement croissantes de {1, . . . , p} dans {1, . . . , n} et
P l’ensemble des parties à p éléments de {1, . . . ,n}. À toute application strictement croissante
u : {1, . . . ,p}→ {1, . . . ,n}, associons la partie {u(1), . . . ,u(p)}. On définit ainsi une application
f : S → P . Montrons que f est une bijection, ce qui prouvera le corollaire.
Soit U une partie à p éléments de {1, . . . , n}. Rangeons les éléments de U dans l’ordre crois-
sant : on obtient U = {u1, . . . ,up}, où les entiers ui vérifient 1 � u1 < · · ·< up � n. Définissons
l’application u : {1, . . . , p} → {1, . . . , n} en posant u(i) = ui si 1 � i � p. L’application u est
strictement croissante et {u(1), . . . , u(p)} = U , autrement dit u est un antécédent de U par f .
Supposons que v est un (autre) antécédent de U . On a v ∈ S , donc v : {1, . . . , p}→ {1, . . . , n}
est une application strictement croissante ; de plus, on a f(v) = U , donc {v(1), . . . , v(p)} =
U = {u(1), . . . ,u(p)}. Puisque v est strictement croissante, on a v(1) < · · ·< v(p). On en déduit
les égalités v(1) = u(1), . . . , v(p) = u(p), donc v = u.
Par l’application f :S→P , tout élément de P possède exactement un antécédent. L’application
f est donc bijective. �

Nombre d'applications croissantes
Dans ce paragraphe, p est un entier au moins égal à 1 et n est un entier positif ou nul.
Considérons les inéquations suivantes

(1) x1 + x2 + · · · + xp � n , xi ∈ N , xi � 1

(2) x1 + x2 + · · · + xp � n , xi ∈ N

où l’inconnue est une suite (x1, . . . , xp) d’entiers positifs ou nuls pour (2), d’entiers
strictement positifs pour (1).
Voici deux interprétations utiles pour les solutions de ces inéquations.

A) Il y a une bijection entre les solutions de (2) et les applications croissantes
de {1, . . . , p} dans {0, 1, . . . , n}.

Si s = (x1, . . . , xp) est une solution de (2), on définit l’application

us : {1, . . . , p} → {0, 1, . . . , n}
en posant us(k) = x1 + · · · + xk si 1 � k � p. Puisque les entiers xk sont positifs ou
nuls, l’application us est croissante.
Réciproquement, supposons que v est une application croissante de {1, . . . , p} dans
{0,1, . . . ,n} ; posons x1 = v(1) et xk = v(k)− v(k−1) pour 2 � k � p ; par hypothèse,
on a x1 � 0 et xk = v(k) − v(k − 1) � 0 pour 2 � k � p, donc (x1, . . . , xp) est une
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suite d’entiers positifs ou nuls ; pour tout entier k tel que 1 � k � p, on a

x1 + · · · + xk = v(1) +
(
v(2) − v(1)

)
+ · · · +

(
v(k) − v(k − 1)

)
= v(k) � n .

La suite s = (x1, . . . , xp) est donc une solution de (2) et l’on a v = us .

B) Il y a une bijection entre les solutions de l’inéquation (1) et les applications
strictement croissantes {1, . . . , p} → {1, . . . , n}.

Remarquons que toute solution de (1) est aussi une solution de (2). Supposons que
s=(x1,. . .,xp) est une solution de (1). Puisque les entiers xk sont tous au moins égaux
à 1, on a n � x1 + · · ·+xp � p, donc n � p � 1. L’application us est strictement crois-
sante et comme on a us(1) = x1 � 1, us prend ses valeurs dans l’ensemble {1, . . . ,n}.
Réciproquement, si us prend ses valeurs dans {1, . . . ,n} et est strictement croissante,
alors on a x1 = us(1) � 1 et xk = us(k) − us(k−1) � 1 pour tout entier k compris
entre 2 et p.

Proposition
i) L’inéquation (1) possède

(
n
p

)
solutions.

ii) L’inéquation (2) possède
(
p+n

p

)
solutions.

iii) Si n � 1, le nombre d’applications croissantes de {1, . . . ,p} dans {1, . . . ,n} est
(
p+n−1

p

)
.

Démonstration. On sait qu’il y a
(

n
p

)
applications strictement croissantes de {1, . . . ,p} dans

{1, . . . , n}, donc l’inéquation (1) possède
(

n
p

)
solutions.

On peut facilement passer d’une solution de (1) à une solution de (2) et vice-versa :
si (x1, . . . , xp) est une suite d’entiers, posons yi = 1 + xi pour 1 � i � p. On a alors
y1 + · · · + yp = p + (x1 + · · · + xp), d’où l’équivalence

x1 + · · · + xp � n et xi � 0 pour tout i

⇐⇒ y1 + · · · + yp � p + n et yi � 1 pour tout i.

Les solutions de l’inéquation (2) sont donc en bijection avec les solutions de l’inéquation
y1 + · · · + yp � p + n telles que yi � 1 pour tout i. C’est une inéquation du type (1) (où n

est remplacé par p + n) : d’après (i), il y a donc
(

p+n
p

)
solutions à l’inéquation (2).

Ainsi le nombre d’applications croissantes de {1, . . . , p} dans {0, . . . , n} est aussi
(

p+n
p

)
.

Puisque {0, . . . , n} possède n+1 éléments, le nombre d’applications croissantes de {1, . . . , p}
dans {1, . . . , n} est

(
p+(n−1)

p

)
. �

Exemples
® Les triplets (x, y, z) d’entiers tels que x � 1, y � 1, z � 1 et x + y + z � 5 sont :

(1, 1, 3), (1, 3, 1), (3, 1, 1), (2, 2, 1), (2, 1, 2), (1, 2, 2) pour lesquels x + y + z = 5,

(1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1) pour lesquels x + y + z = 4,

et (1, 1, 1) pour lequel x + y + z = 3.

Il y en a au total
(5
3

)
= 5 × 4

2
= 10.

® Les applications croissantes de {1,2,3} dans {1,2} sont : l’application c1 constante
de valeur 1, définie par c1(1) = c1(2) = c1(3) = 1 ; l’application c2 constante de
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valeur 2 ; l’application c3 définie par c3(1) = c3(2) = 1 et c3(3) = 2 ; et l’application
c4 définie par c4(1)=1 et c4(2)= c4(3)=2. Leur nombre est bien

(3+2−1
3

)
=

(4
3

)
=4.

Corollaire. Soient n et p des entiers au moins égaux à 1.

i) L’équation x1 + · · · + xp = n, où xi ∈ N et xi � 1, possède
(
n−1
p−1

)
solutions.

ii) L’équation x1 + · · · + xp = n, où xi ∈ N, possède
(
p+n−1

p−1

)
solutions.

Démonstration. Si x1, . . . , xp sont des entiers, on a l’équivalence

x1 + · · · + xp = n ⇐⇒
(
x1 + · · · + xp � n et x1 + · · · + xp > n − 1

)
.

Le nombre de solutions de l’équation x1 + · · · + xp = n, où xi ∈ N et xi � 1, est donc(
n
p

)
−

(
n−1

p

)
=

(
n−1
p−1

)
. De même, le nombre de solutions de l’équation x1 + · · · + xp = n, où

xi ∈ N, est
(

p+n
p

)
−

(
p+n−1

p

)
=

(
p+n−1

p−1

)
. �

Exemple. Pour organiser un jeu publicitaire dans un centre commercial, on prépare
p lots différents. En plus du lot, chaque gagnant se verra offrir au moins deux bons
d’achat. On dispose de n bons d’achat, tous du même montant. Combien y a-t-il de
façons de répartir tous les bons entre les lots ?
Numérotons les lots de 1 à p et notons xi le nombre de bons d’achat donnés avec le
lot numéro i. Les bons étant tous les mêmes, une répartition est déterminée par les
entiers x1, x2, . . . , xp . Puisque tous les bons sont utilisés, la somme des xi est égale
à n. Le nombre cherché est donc le nombre de solutions (x1, . . . , xp) de l’équation
x1 + · · · + xp = n telles que xi � 2 pour tout i.
En posant yi =xi−2, l’équation x1+· · ·+xp =n est équivalente à y1+· · ·+yp =n−2p,
où les yi sont des entiers positifs ou nuls. Si n < 2p, il n’y a pas de solution. Si
n � 2p, le nombre de solutions est

(
p+(n−2p)−1

p−1

)
=

(
n−p−1

p−1

)
.

Applications
Nombre de rangements de n objets dans p boîtes

Numérotons les boîtes de 1 à p et notons xi le nombre d’objets dans la i-ième
boîte. En ne tenant compte que du nombre d’objets dans chaque boîte, les solutions
sont les suites (x1, . . . , xp) d’entiers positifs ou nuls tels que x1 + · · ·+ xp = n. Le
nombre de possibilités est donc

(
p+n−1

p−1

)
.

Combinaisons avec répétitions
Étant donné un ensemble E à n éléments, une p-combinaison avec répétitions de ces
n éléments est un ensemble à p éléments formé de clones d’éléments de E .
Si par exemple E={a,b,c,d,e,f}, alors a,a,c,d,d,d,f représente une 7-combinaison
avec répétitions des 6 éléments de E . De même, u,u,u,v,v est une 5-combinaison
avec répétitions des deux éléments u et v .
Une p combinaison avec répétitions des n éléments a1, . . . , an est déterminée par
le nombre de fois qu’y figure chacun des élément a1, . . . , an : si a1 est répété x1

fois, si a2 est répété x2 fois et ak , xk fois, alors x1 + x2 + · · · + xn = p. Il y a
donc autant de p combinaisons avec répétitions de n éléments que de solutions
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de l’équation x1 + x2 + · · · + xn = p, où les xi sont entiers positifs ou nuls. Le
nombre de p combinaisons avec répétitions de n éléments est

(
n+p−1

n−1

)
.

C’est aussi le nombre de rangements de n objets dans p boîtes.
Nombre de chemins sur un quadrillage

0 1

1

0

2

3

4

5

6

7

8

2 3 4 5 6 7 8 9

P1

P2 P3

P4

A

Repérons les points du plan par leurs coordonnées dans un repère (O;
→
i,

→
j) et

considérons le quadrillage formé des droites paral-
lèles aux axes. Appelons chemin issu de O toute suite
P0 = O,P1, . . . ,Pm de points tels que, pour tout k , le
vecteur

−−−−−−−−−−−−−−→
PkPk+1 est égal à

→
i ou à

→
j . Les coordonnées

des points Pk sont donc des entiers positifs ou nuls.
La suite O,P1, . . . , Pm définit une ligne brisée portée
par le quadrillage.
Un chemin issu de O est parfaitement déterminé
quand on connaît, pour tout k , le nombre xk de seg-
ments unité verticaux situés à l’abscisse k .
Par exemple, le chemin de O à A représenté sur la figure correspond à la suite

x0 = x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = x5 = 0, x6 = 2, x7 = 1, x8 = 0, x9 = 2 .

Soit A le point de coordonnées (p, q), où p et q sont des entiers positifs ou nuls.
Pour qu’un chemin issu de O ait le point A comme extrémité, il faut et il suffit que
l’on ait x0 + x1 + · · ·+ xp = q . Les chemins issus de O et d’extrémité A sont donc
en bijection avec les solutions de l’équation x0 + · · ·+xp = q , où xk ∈N. D’après le

corollaire précédent, il y a
((p+1)+q−1

(p+1)−1

)
=

(
p+q

p

)
chemins issus de O et d’extrémité A.

Applications ayant pour image leur ensemble d'arrivée
Soient E et F des ensembles finis. Pour qu’il existe une application f : E → F telle
que f(E) = F , il faut que le nombre d’éléments de E soit supérieur ou égal au
nombre d’éléments de F (voir page 58).
Réciproquement, si l’on a |E|� |F |, il est facile de construire une application f :E→F

telle que f(E) = F : par exemple, si E = {a1, . . . , ap}, F = {b1, . . . , bn} et p � n, on
peut poser f(ai) = bi si 1 � i � n et f(ai) = bn si n < i � p.
Supposons désormais |E| � |F | et comptons le nombre d’applications de E dans F

dont l’image f(E) est l’ensemble d’arrivée F tout entier :

une telle application permet de parcourir tous les éléments y = f(x) de
l’ensemble d’arrivée en faisant varier x dans l’ensemble de départ.

On dit que c’est une application surjective.

Préliminaire. Si A est un ensemble fini non vide, il y a autant de parties de A ayant
un nombre pair d’éléments que de parties de A ayant un nombre impair d’éléments.

Démonstration. L’ensemble A étant par hypothèse non vide, on peut choisir un élément
a ∈ A. Posons B = A \ {a}. Les parties de A qui ne contiennent pas a sont les parties de
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B . Les parties de A contenant a sont de la forme Y = X ∪ {a}, où X est une partie de B ;
puisque a �∈ X , le nombre d’éléments de Y est 1 + |X|.
Notons pB le nombre de parties de B ayant un nombre pair d’éléments et iB le nombre
de parties de B ayant un nombre impair d’éléments. Une partie de A ayant un nombre pair
d’éléments est ou bien une partie de B , ou bien de la forme X ∪ {a}, où X est une partie
de B ayant un nombre impair d’éléments. On en déduit qu’il y a pB + iB parties de A ayant
un nombre pair d’éléments. De même, il y a iB + pB parties de A ayant un nombre impair
d’éléments. Le résultat s’ensuit. �

Si A est l’ensemble vide, la seule partie de A est A lui-même : il n’y a pas de parties
de A ayant un nombre impair d’éléments et il y a une seule partie dont le nombre
d’éléments est pair (en fait égal à 0).

Proposition. Soient E un ensemble à p éléments et F un ensemble à n éléments, où
p � n � 0. Le nombre d’applications f : E → F telles que f(E) = F est

np −
(

n

1

)
(n−1)p +

(
n

2

)
(n−2)p + · · · + (−1)k

(
n

k

)
(n−k)p + · · · + (−1)n−1

(
n

n−1

)
.

On peut aussi calculer ces nombres de proche en proche : voir l’exercice 8 en fin de chapitre.

Démonstration. Pour tout ensemble A, posons dA =
∑

X⊂A (−1)|X| , le signe
∑

X⊂A vou-
lant dire que l’on effectue la sommation sur toutes les parties X de l’ensemble A. Si X est
une partie de A, alors (−1)|X| = 1 si le nombre d’éléments de X est pair et (−1)|X| = −1
si le nombre d’éléments de X est impair. D’après le résultat préliminaire, on a donc dA = 0
si A est non vide. Si A est l’ensemble vide, alors dA = (−1)0 = 1. Pour une application
f : E → F , on a donc dF\f(E) = 1 si f(E) = F et dF\f(E) = 0 sinon. Notons S l’ensemble
des applications f : E → F telles que f(E) = F . En notant F E l’ensemble des applications
de E dans F , nous venons de montrer que le nombre d’éléments de S est

|S| =
∑

f∈F E

dF\f(E) =
∑

f∈F E

∑
X⊂F\f(E)

(−1)|X|

Si f : E → F est une application et si X est une partie de F , on a l’équivalence

X ⊂ F \ f(E) ⇐⇒ f(E) ⊂ F \ X .

La seconde propriété signifie que f est une application de E dans F \ X . Il vient donc

|S| =
∑

X⊂F

∑
f∈(F\X)E

(−1)|X| =
∑

X⊂F

(−1)|X||F \ X|p

car il y a |F \X|p applications de E dans F \X . Pour tout entier k tel que 0 � k � n, posons

sk =
∑

X⊂F
|X|=k

(−1)k|F \ X|p = (−1)k
∑

X⊂F
|X|=k

|F \ X|p ,

de sorte que l’on a |S| =
∑

0�k�n sk . Si X est une partie de F à k éléments, F \X possède

n−k éléments, et comme il y a
(

n
k

)
parties de F à k éléments, il vient sk = (−1)k

(
n
k

)
(n−k)p .

On en déduit S =
∑

0�k�n (−1)k
(

n
k

)
(n−k)p qui est la formule annoncée. �
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Exemple
® Sur les 34 = 81 applications de {1,2,3,4} dans {1,2,3}, il y en a 34 − 3× 24 + 3 =

81 − 3 × 16 + 3 = 36 dont l’image est l’ensemble {1, 2, 3}.
® Si n = p, les applications f de E dans F telles que f(E) = F sont les bijections :

on sait qu’il y en a n! .

1.4 Probabilité binomiale et loi des grands nombres
Supposons qu’au cours d’épreuves indépendantes, un événement se produit avec la
probabilité p (p est un nombre réel tel que 0 � p � 1).
Numérotons les épreuves de 1 à n et donnons-nous une partie A à k éléments
de l’ensemble {1, 2, . . . , n}. Pour que l’événement se produise exactement quand le
numéro de l’épreuve est dans A, la probabilité est pk(1 − p)n−k . Comme il y a

(
n
k

)
parties à k éléments, on en déduit que la probabilité pour que l’événement se produise
exactement k fois en n épreuves est

k

n = 10, p = 0,4

k

n = 10, p = 0,8

P (k) =
(

n

k

)
pk(1 − p)n−k .

Pour n et p fixés, les points de coordonnées(
k,P (k)

)
se trouvent sur une courbe en forme

de cloche.
Par définition des probabilités P (k), on a bien
sûr P (0)+P (1)+ · · ·+P (n)=1, égalité qui n’est autre que l’identité

[
p+(1−p)

]n=1.
Notons X la variable aléatoire : nombre de fois que l’événement se produit en n
épreuves.

L'espérance. L’espérance de X est le nombre E=0P (0)+1P (1)+2P (2)+· · ·+nP (n).
Intuitivement, l’espérance est le nombre de succès auquel on peut s’attendre au cours
des n épreuves.

Puisqu’on a k
(

n
k

)
=n

(
n−1
k−1

)
, il vient E=

n∑
k=0

k
(

n
k

)
pk(1−p)n−k=np

n∑
k=1

(
n−1
k−1

)
pk−1(1−p)n−k.

D’après la formule du binôme, on a
n∑

k=1

(
n−1
k−1

)
pk−1(1−p)n−k=

[
1+(1−p)

]n−1
=1, d’où

E = np

C’est pour l’entier k le plus proche de E que P (k) est maximum (voir les courbes
ci-dessus).

La variance. La variance de X est le nombre V =
n∑

k=0

(k − E)2P (k), autrement dit

l’espérance de la variable aléatoire (X −E)2 (carré de l’écart à l’espérance). Comme
indice de dispersion des résultats, on choisit souvent l’écart-type σ =

√
V . Montrons
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que l’on a
V = np(1 − p)

En utilisant l’identité k2 = k(k− 1)+ k , il vient (k−np)2 = k(k− 1)+ (1− 2np)k +n2p2

et en posant s =
n∑

k=2

k(k − 1)P (k), on obtient V = s+(1−2np)E +n2p2 = s+np−n2p2 .

Puisque k(k − 1)
(

n
k

)
= n(n − 1)

(
n−2
k−2

)
, on a s = n(n − 1)p2

n∑
k=2

(
n−2
k−2

)
pk−2(1 − p)n−k ;

comme la somme vaut
[
p + (1−p)

]n−2
= 1 d’après la formule du binôme, on trouve

finalement V = n(n − 1)p2 + np − n2p2 = −np2 + np = np(1 − p).

Exemple. La désintégration d’une substance radioactive est régie par la loi sui-
vante : s’il y a N atomes au départ, la probabilité pour que n d’entre eux se
désintègrent pendant l’intervalle de temps [0, t] est

(
N
n

)
(1 − e−λt)ne−λt(N−n) , où la

constante de désintégration λ est un nombre positif caractéristique de la substance.
Il s’agit donc d’une loi binomiale de probabilité e−λt .
Supposons qu’on a la probabilité c de détecter une désintégration (c dépend de
la position du compteur par rapport au matériel radioactif). Sur n désintégrations
produites, la probabilité d’en détecter k est

(
n
k

)
ck(1 − c)n−k .

Soit X la variable aléatoire : nombre de désintégrations observées pendant l’intervalle
de temps [0, t]. La probabilité pour que ce nombre soit k est

P (X = k) =
N∑

n=k

(
N
n

)
(1 − e−λt)ne−λt(N−n)

(
n
k

)
ck(1 − c)n−k

Comme on a
(
N
n

)(
n
k

)
=

(
N
k

)(
N−k
n−k

)
, il vient

P (X = k) =
(
N
k

)
ck(1 − e−λt)k

∑N
n=k

(
N−k
n−k

)
(1 − e−λt)n−k(1 − c)n−keλt(n−k)e−λt(N−k)

=
(
N
k

)
ck(1 − e−λt)ke−λt(N−k) ∑N−k

i=0

(
N−k

i

)
(1 − e−λt)i(1 − c)i(eλt)i

(on a sorti de la somme des facteurs qui ne dépendent pas de n et l’on a fait le chan-
gement d’indice i = n−k). En posant a = (1− e−λt)(1− c)eλt =−1+ eλt + c(1− eλt),
la somme s’écrit (formule du binôme)

N−k∑
i=0

(
N−k

i

)
ai = (1 + a)N−k =

[
eλt + c(1 − eλt)

]N−k
.

On a ainsi

P (X = k) =
(
N
k

)
ck(1 − e−λt)k(e−λt)N−k

[
eλt + c(1 − eλt)

]N−k

=
(
N
k

)
ck(1 − e−λt)k

[
1 − c(1 − e−λt)

]N−k =
(
N
k

)
rk(1 − r)N−k ,

où r = c(1− e−λt). La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de probabilité
r : pendant l’intervalle de temps [0, t], on peut espérer détecter E(t) = Nc(1− e−λt)
désintégrations ; en mesurant un rapport E(t2)/E(t1), il est possible de calculer la
constante de désintégration λ caractéristique de la substance radioactive.
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Si t est assez petit, alors 1− e−λt ∼ λt donc r ∼ cλt ; dans ce cas, tout se passe comme
si la constante de désintégration était cλ et qu’on pouvait observer la totalité des
désintégrations.

La loi des grands nombres
Répétons un grand nombre d’épreuves indépendantes pour un événement se pro-
duisant avec la probabilité p. Pour un nombre d’épreuves n fixé, la fréquence
d’apparition de l’événement est une variable aléatoire : si l’événement s’est produit
k fois, sa fréquence est fn = k/n.
Si ε est un nombre entre 0 et 1, on note P

[
|fn−p| < ε

]
la probabilité pour que fn

soit comprise entre p − ε et p + ε.
La loi des grands nombres affirme que

P
[
|fn−p| < ε

]
tend vers 1 quand n tend vers l’infini.

Pour rendre plus précise cette affirmation, donnons-nous un nombre δ entre 0 et 1
et cherchons à partir de quelle valeur de n on aura l’inégalité P

[
|fn−p|< ε

]
> 1− δ .

Par définition, la probabilité P
[
|fn−p|<ε

]
est la somme an =

∑
|k/n−p|<ε

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k .

En posant bn =
∑

|k/n−p|�ε

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k , il vient an + bn = 1. D’après la définition

de la variance, on a aussi np(1 − p) = V �
∑

|k/n−p|�ε

|k − np|2
(

n
k

)
pk(1 − p)n−k ; dans la

somme, chaque facteur |k − np| = n|k/n − p| est supérieur ou égal à nε, donc

np(1 − p) � n2ε2
∑

|k/n−p|�ε

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k = n2ε2bn = n2ε2(1 − an) .

On en déduit an � 1 − p(1−p)
nε2

. Pour tout entier n supérieur à
p(1−p)

δε2
, on a

p(1−p)
nε2

< δ ,
donc an > 1−δ .
Puisqu’on a 0 < p < 1, le produit p(1−p) ne peut dépasser 1/4 qui est le maximum

de la fonction x(1−x) quand x parcourt l’intervalle [0, 1]. Si l’on prend n > 1
4δε2

, on

aura aussi n >
p(1−p)

δε2
et par conséquent P

[
|fn−p| < ε

]
> 1−δ .

1.5 Espérance et variance d'une variable aléatoire discrète
Rappelons la définition générale de l’espérance et de la variance d’une variable
aléatoire définie sur un ensemble fini d’événements.

Définitions
Soit Y une variable aléatoire prenant les valeurs y1, y2, . . . , yn . Notons pi la pro-
babilité pour que Y prenne la valeur yi , probabilité qu’on note aussi P (Y = yi).

® L’espérance de Y est le nombre E(Y ) =
∑n

i=1 yi pi .
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® La variance de Y est l’espérance de la variable aléatoire
[
Y −E(Y )

]2
, c’est-à-dire

le nombre V (Y ) =
∑n

i=1 (yi − m)2pi , où m = E(Y ). Le nombre
√

V (Y ) est
l’écart-type.

Propriétés de l'espérance et de la variance. Soient Y et Z des variables aléa-
toires prenant au plus un nombre fini de valeurs et soient a, b des nombres.

i) E(aY + bZ) = aE(Y ) + bE(Z)

ii) V (Y ) = E(Y 2) −
[
E(Y )

]2

iii) V (aY + b) = a2V (Y ).

Démonstration. En notant Ω l’ensemble des événements, l’espérance de Y est par définition
E(Y ) =

∑
ω∈Ω Y (ω)P (ω), où P (ω)est la probabilité de l’événement ω . On a donc

E(aY +bZ)=
∑
ω∈Ω

[
aY (ω) + bZ(ω)

]
P (ω)=a

∑
ω∈Ω

Y (ω)P (ω)+b
∑
ω∈Ω

Z(ω)P (ω)=aE(Y )+bE(Z)

En posant m = E(Y ), on a (Y − m)2 = Y 2 − 2mY + m2 et en prenant l’espérance, il vient
V (Y ) = E

[
(Y −m)2

]
= E(Y 2)−2mE(Y )+m2 = E(Y 2)−m2 , ce qui est l’égalité (ii). Enfin, on

a E(aY +b)=am+b et (aY +b)−E(aY +b)=a(Y −m), d’où V (aY +b)=E
[
(a2(Y −m)2

]
=

a2E
[
(Y − m)2

]
= a2V (Y ). �

2. Permutations
Nous allons étudier plus précisément les transformations bijectives d’un ensemble fini.

Définition
Une transformation bijective d’un ensemble fini E s’appelle une permutation de E .
On note S (E) l’ensemble des permutations de E et si n est un entier au moins
égal à 2, on note Sn l’ensemble des permutations de {1,2, . . . , n}. L’ensemble Sn

est un groupe de transformations appelé groupe des permutations.

Nous avons montré page 60 que si E possède n éléments, alors le groupe S (E)
possède n! éléments.
Pour étudier les permutations d’un ensemble E à n éléments, il suffit évidemment
de considérer les permutations de l’ensemble {1, . . . , n}. Supposons donc désormais
E ={1,. . .,n}, où n�2, et commençons par étudier les permutations les plus simples.

2.1 Les cycles
Soient p un entier tel que 2� p�n et a1,a2, . . . ,ap des entiers deux à deux différents
appartenant à l’ensemble E={1,. . .,n}. Définissons une permutation c de E en posant

c(ai) = ai+1 si 1 � i � p − 1 , c(ap) = a1 et c(k) = k si k �∈ {a1, . . . , ap}.
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Par définition, la transformation c permute circulairement les entiers a1, . . . , ap :

c : a1 → a2 → · · · → ap−1 → ap → a1

et laisse fixe tous les autres entiers.

Définitions
La permutation c définie ci-dessus s’appelle un p-cycle et se note c=(a1 a2 · · · ap).
L’ensemble {a1, . . . , ap} est le support du cycle c et l’entier p est la longueur du
cycle. Un 2-cycle s’appelle une transposition.

Exemples 1
® Soient a et b deux éléments différents de {1, 2, . . . , n}. La transposition c = (a b)

échange les entiers a et b en laissant fixes tous les autres entiers. On a c2=c◦c=idE .
La transposition (b a) échange aussi les entiers a et b en laissant fixes les autres,
donc on a (a b) = (b a).

® La permutation c=(3 2 5) est un 3-cycle de S6 : il est défini par c(1)=1, c(2)=5,
c(3)=2, c(4)=4, c(5)=3 et c(6)=6. Remarquons que l’on a aussi c=(2 5 3)=(5 3 2).
Puisqu’on a c2(3)=c◦c(3)=c(2)=5, c2(2)=c(5)=3, c2(5)=c(3)=2, la permutation
c2 est déterminée par

c2 : 3 → 5 → 2 → 3 et c2(k) = k si k ∈ {1, 4, 6} ;

cela montre que c2 est le 3-cycle (3 5 2).
On a aussi c3(3) = c(5) = 3, c3(2) = c(3) = 2, c3(5) = c(2) = 5 et c3(k) = k si
k ∈ {1,4,6}, donc c3 = idE . Cette égalité s’écrit c ◦ c2 = idE , donc il vient c−1 = c2 .

Exemple 2. L’inverse du p-cycle (a1 a2 · · · ap) est le p-cycle (ap · · · a2 a1).

Soit c = (a1 a2 · · · ap) un p-cycle. Les itérés de a1 par c sont successivement
a2, . . . , ap, a1, a2, . . . et plus précisément, nous avons ci(a1) = ai+1 pour 1 � i � p− 1
et cp(a1) = a1 . Si k est un entier compris entre 1 et p, alors ak = ck−1(a1), donc

cp(ak) = cp ◦ ck−1(a1) = cp+k−1(a1) = ck−1 ◦ cp(a1) = ck−1(a1) = ak .

Ainsi la permutation cp laisse fixe les entiers ak , et comme elle laisse fixe les autres
entiers, on en déduit que cp est l’identité. Il s’ensuit c−1 = cp−1 = (ap · · · a2 a1).

Proposition. Si c = (a1 a2 · · · ap) est un p-cycle appartenant à Sn , alors cp = idE

et p est le plus petit entier k > 0 tel que ck = idE .

Composés de permutations
Notation. Si s et s′ sont des permutations de E , la composée s◦s′ se note simplement
ss′ .
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Exemple 3. Dans le groupe S6 , posons s = (2 3 4) et s′ = (1 2). La composée
ss′ est déterminée par

ss′ :

⎧⎪⎨⎪⎩
1 s′
−→ 2 s−→ 3

3 s′
−→ 3 s−→ 4

4 s′
−→ 4 s−→ 2

2 s′
−→ 1 s−→ 1

et ss′(k) = k si k �∈ {1, 2, 3, 4}.

On a donc ss′ = (1 3 4 2).

Exemple 4. Soit c = (a1 a2 · · · ap) un p-cycle appartenant à Sn et soit s une per-
mutation de {1,2, . . . , n}. Montrons que la permutation sc(s−1) est égale au p-cycle(
s(a1) s(a2) · · · s(ap)

)
.

La permutation c′ = sc(s−1) se déduit de c par le changement de référentiel s (page
24). Elle est définie par les relations

c′
(
s(ai)

)
= s

(
c(ai)

)
=

{
s(ai+1) si 1 � i < p

s(a1) si i = p,

donc c′ permute circulairement les entiers s(a1), s(a2), . . . , s(ap) et laisse fixe les autres.

Remarque
Soit s une permutation de E . L’opération qui transforme une permutation f de E en
sfs−1 est un changement de référentiel très utilisé dans les calculs. On a notamment
la propriété suivante :

si f et g sont des permutations de E , alors s(fg)s−1 = (sfs−1)(sgs−1).

En effet, on a (sfs−1)(sgs−1) = sf(s−1s)gs−1 = sf idE gs−1 = s(fg)s−1 .

En général, pour calculer le composé ss′ de deux permutations, il faut tenir compte
de l’ordre des facteurs : pour tout élément i, on obtient (ss′)(i) = s ◦ s′(i) en trans-
formant d’abord i par s′ , puis en appliquant s. Voici un cas important où l’ordre
des facteurs n’a pas d’importance.

Proposition. Si c1 et c2 sont des cycles dont les supports n’ont aucun élément en
commun, alors c1c2 = c2c1 .

Démonstration. Posons c1 = (a1 a2 · · · ap). D’après l’exemple 4, nous avons l’égalité
c2c1c

−1
2 =

(
c2(a1) c2(a2) . . . c2(ap)

)
. Par hypothèse, aucun des ai n’est dans le support de c2 ,

donc c2(ai)=ai . Il vient donc c2c1c
−1
2 = c1 , d’où c2c1 = c1c2 en composant à droite avec c2 . �

2.2 Décomposition en cycles
Soit s une permutation de E = {1, 2, . . . , n} et soit a0 ∈ E .
Pour tout entier i�0, posons ai=si(a0), de sorte que les itérés de a0 sont a0,a1,a2,. . ..
Puisque ces itérés appartiennent à l’ensemble fini {1,2, . . . ,n}, on peut trouver deux
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entiers i et j tels que ai = aj et i < j . Puisque ai = si(a0) et aj = sj(a0), on a
si(a0) = sj(a0), donc a0 = s−i

(
sj(a0)

)
= sj−i(a0) et j − i > 0.

On en déduit qu’il existe un plus petit entier p > 0 tel que ap = a0 . Si p = 1, alors
s(a0) = a0 et a0 est un point fixe de s.
Supposons p � 2. Les p premiers itérés de a0 sont a0, a1, . . . , ap−1 , et comme on a
ap = a0 , il vient ap+i = sp+i(a0) = si

(
sp(a0)

)
= si(ap) = si(a0) = ai pour tout entier i.

La suite a0,a1,a2, . . . des itérés de a0 est donc périodique de période p. La permuta-
tion s transforme les entiers a0, a1, . . . , ap−1 en envoyant chacun des p− 1 premiers
sur le suivant et en envoyant ap−1 sur ap = a0 . Les entiers a0, . . . , ap−1 sont donc
transformés par s exactement comme par le p-cycle (a0 a1 · · · ap−1).
Remarquons que si l’on itère a0 par s−1 , on obtient successivement ap−1, . . . , a1, a0 :
l’ensemble iter(a) = {a0, a1, . . . , ap−1} des itérés de a0 est donc aussi l’ensemble de
tous les éléments sk(a0), où k parcourt Z.

Exemple.
i s(i)
1 3
2 6
3 8
4 2
5 5
6 4
7 1
8 7
9 10
10 9

Soit s la permutation de {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} définie par
le tableau ci-contre.
Dans les graphiques ci-dessous, les flèches permettent de visualiser les
itérés d’un élément :

® les itérés de 1 sont 1, s(1) = 3, s(3) = 8 et s(8) = 7 ;
® les itérés de 2 sont : 2, s(2) = 6 et s(6) = 4 ;
® les éléments 9 et 10 sont échangés ;
® on a s(5) = 5, autrement dit 5 est un point fixe de s.

cycle (1 3 8 7) cycle (2 6 4) transposition (9 10)

9 101 3 7 8 2 4 6

Reprenons le cas général d’une permutation s de E . Nous avons montré que l’ensemble
des itérés d’un élément a ∈ E est aussi iter(a) = {sk(a) | k ∈ Z}.
Si b ∈ E , on a l’équivalence b = sk(a) ⇐⇒ a = s−k(b) : b est donc un itéré de a si et
seulement si a est un itéré de b. Si b est un itéré de a, alors tout itéré de b est un itéré
de a et réciproquement, donc les éléments a et b ont même ensemble d’itérés.
On en déduit que si des ensembles iter(a) et iter(a′) ont en commun un élément x,
alors ces ensembles sont égaux. En effet, x étant un itéré de a, on a iter(x) = iter(a),
et de même on a iter(x) = iter(a′) ; il s’ensuit iter(a) = iter(a′).
Les différents ensembles iter(a), iter(b), . . . sont donc des parties de E deux à deux
disjointes et leur réunion est E .

Rappelons ce que nous avons montré avant l’exemple : si un élément a possède q ité-
rés, où q�2, alors pour tout u∈ iter(a), on a iter(a)={u,s(u),. . .,sq−1(u)} et tous les
éléments de iter(a) sont transformés par s selon le q-cycle c =

(
u s(u) · · · sq−1(u)

)
.

Théorème. Soit s une permutation de E différente de l’identité.

® Il existe des cycles c1, . . . , cm , dont les supports sont des parties deux à deux disjointes
et tels que s = c1c2 · · · cm .
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® Le plus petit entier r>0 tel que sr =idE est le ppcm des longueurs des cycles c1,. . .,cm .

Comme les supports des cycles ci sont des parties deux à deux disjointes, on peut
composer ces cycles dans l’ordre qu’on veut (proposition page 72).

Il s’ensuit que l’on a sk = ck
1 ck

2 · · · ck
m pour tout entier k .

Démonstration. Les éléments de E se répartissent en les parties C1 = iter(a1), C2 =
iter(a2), . . . ,Cm = iter(am) deux à deux disjointes. Quand on itère s, tous les éléments de Ck

décrivent un même cycle ck de support Ck . Soit x∈Ck . On a donc ck(x)= s(x) et ck(x)∈Ck .
Pour tout j �= k , ni x, ni ck(x) n’appartiennent à Cj , donc cj(x) = x et cjck(x) = ck(x). Il
vient donc c1c2 · · · cm(x) = ck(x) = s(x). Cette égalité étant vraie pour tout x ∈ Ck et pour
tout k , elle est vraie quel que soit x ∈ E .

Si x est un élément de Ck , il revient au même d’itérer x par s ou par ck , donc sr(x) = cr
k(x)

pour tout entier r . Pour que l’on ait sr(x)=x quel que soit x∈Ck , il faut et il suffit que r soit
multiple de la longueur de ck . Pour que l’on ait sr(x) = x quel que soit x ∈ E , une condition
nécessaire et suffisante est donc que r soit multiple du ppcm des longueurs des cycles ck . �

Exemple. La permutation s de l’exemple précédent se décompose en trois cycles : le
4-cycle (1 3 8 7), le 3-cycle (2 6 4) et le 2-cycle (9 10). On a s=(1 3 8 7)(2 6 4)(9 10).
Le plus petit entier r tel que sr = id est r = ppcm(4, 3, 2) = 12.

Algorithme de décomposition en cycles
Soit s une permutation de {1,2, . . . , n}. On suppose s différent de l’identité. L’algo-
rithme suivant produit la liste L des cycles composant s. Un cycle (a0 a1 · · · ap)
est représenté par la liste [a0, . . . , ap]. On commence par chercher le cycle décrit par
les itérés de 1 en marquant chacun des entiers obtenus ; puis on cherche les itérés
du plus petit entier non marqué et l’on continue ainsi jusqu’à ce que tous les entiers
soient marqués. On calcule chaque fois le nombre � d’itérés, car si l’on trouve un
point fixe de s, on le supprime puisqu’il ne produit pas de cycle.

initialisations : (L, C ← listes vides) (m[i] = 0 pour tout i tel que 1 � i � n)
les entiers marqués seront les entiers i tels que m(i) = 1.

a) u ← min{i | 1 � i � n et m[i] = 0} ;

b) C ← C, u (on ajoute u à la liste C ) ; m[u] ← 1 ; � ← 1 ; v ← s(u) ;

c) tant que v �= u :

C ← C, v (on ajoute v à la liste C ) ; m[v] ← 1 ; � ← � + 1 ; v ← s(v) ;

d) si � � 2, L ← L, C (on ajoute la liste C à la liste L) ;

e) aller en a).

À la fin de l’algorithme, on obtient une liste L de listes C1, C2, . . . La permutation
s est la composée des cycles représentés par les listes Ci .
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Groupe engendré par une permutation
Soit s une permutation de l’ensemble E ={1,2,. . .,n}, différente de l’identité. Rappe-
lons que l’ensemble T ={sk |k∈Z} est un groupe de transformations de E (page 28).
D’après le théorème, il y a un plus petit entier r > 0 tel que sr = idE . Il s’ensuit que
les transformations idE = s0, s, . . . , sr−1 sont deux à deux différentes et que sr+j = sj

pour tout entier j . On a donc simplement T = {idE , s, . . . , sr−1} et le groupe T

possède r éléments.
Soient si et sj des éléments de T , donc sisj = si+j . En appelant k le reste de la divi-
sion de i+ j par r , il vient i+ j = rq +k et sisj = srq+k =(sr)qsk =(idE)qsk = sk , où
k est compris entre 0 et r . Cela permet de calculer dans le groupe T . On détermine
r au moyen de la décomposition en cycles et du théorème précédent.

Exemples
® Pour la permutation s de l’exemple page 73, on a T = {si | 0 � i � 11} (avec la

convention s0 = idE ).

® Supposons que s est un p-cycle (a1 a2 . . . ap). Alors on a T = {idE , s, · · · , sp−1}.
Dans le groupe T engendré par s, les règles de calcul sont les mêmes que dans
le groupe engendré par une rotation d’angle 2π/p (exemple 3 page 28).

2.3 Puissance d'un cycle
Les permutations les plus utilisées en pratique sont les cycles. En particulier, on est
souvent amené à étudier les puissances ck d’un cycle c.
Rappelons que si p et q sont des entiers positifs, on a la relation

ppcm(p, q) × pgcd(p, q) = pq

Proposition. Soient c un p-cycle et k un entier strictement positif et non multiple de p.
Posons d = pgcd(p,k). La permutation ck est composée de d cycles, tous de même longueur
p/d. Pour que ck soit un cycle, il faut et il suffit que p et k soient premiers entre eux.

Démonstration. Posons c=(a0 a1 · · · ap) et s=ck . Soit x∈{a0,. . .,ap}. Le cycle des itérés de x

par s a pour longueur le plus petit entier m>0 tel que sm(x)=x, c’est-à-dire ckm(x)=x. Puisque
c est un p-cycle, l’égalité ci(x)=x se produit si et seulement si i est multiple de p. On en déduit

sm(x) = x ⇐⇒ ckm(x) = x ⇐⇒ km est multiple de p

⇐⇒ km est multiple de p et de k

⇐⇒ km est multiple de ppcm(p, k) =
pk

d
⇐⇒ m est multiple de

p

d
.

Ainsi, lorsqu’on décompose ck en cycles, tous les cycles obtenus ont même longueur p/d ; il
y a donc d cycles. Pour que ck soit un cycle, il faut et il suffit que d = 1, c’est-à-dire que p

et k soient premiers entre eux. �
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Exemples

® Soit le 12-cycle c = (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12). On a c12 = id, donc c11 = c−1 ,

c2 = (1 3 5 7 9 11)(2 4 6 8 10 12) et c10 = (c2)−1

c3 = (1 4 7 10)(2 5 8 11)(3 6 9 12) et c9 = (c3)−1

c4 = (1 5 9)(2 6 10)(3 7 11)(4 8 12) et c8 = (c4)−1

c5 = (1 6 11 4 9 2 7 12 5 10 3 8) et c7 = (c5)−1

c6 = (1 7)(2 8)(3 9)(4 10)(5 11)(6 12) .

Les entiers positifs compris entre 1 et 12 et premiers à 12 sont 1, 5, 7 et 11 :
si k un entier compris entre 1 et 11, la permutation ck n’est un cycle que si
k ∈ {1,5,7,11}. Si k est l’un des entiers 2, 3, 4, 6, 8, 9 ou 10, la permutation ck

se décompose en deux, trois, quatre ou six cycles de longueur 6, 4, 3 ou 2.

® Soit p un nombre premier, c’est-à-dire que p est un entier au moins égal à 2 dont les
seuls diviseurs positifs sont 1 et p. Si c est un p-cycle, alors pour tout entier k non
multiple de p, ck est un p-cycle. En effet, 1 est le seul diviseur commun à p et k .

2.4 Le rôle des transpositions
Rappelons qu’une transposition est par définition un 2-cycle (a b).

a) Si des éléments sont écrits dans un ordre, on peut en échanger deux quelconques par une
succession d’échanges entre éléments consécutifs.
Par exemple, pour échanger 1 et 4 dans la succession 1, 2, 3, 4, nous pouvons
effectuer les échanges suivants :

échange 1 2 3 4
(1 2) 2 1 3 4
(1 3) 2 3 1 4
(1 4) 2 3 4 1
(4 3) 2 4 3 1
(4 2) 4 2 3 1

On a l’égalité (1 4) = (4 2)(4 3)(1 4)(1 3)(1 2) et dans cette composée, chaque
transposition échange deux éléments qui étaient consécutifs.

b) Tout cycle est un composé de transpositions.
On a en effet l’égalité (a1 a2 · · · ap) = (a1 a2)(a2 a3) · · · (ap−1 ap).

Nous avons montré que toute permutation est une composée de cycles (l’identité
étant égale à la composée τ τ , où τ est une transposition quelconque). On en déduit :

Proposition. Toute permutation est une composée de transpositions.
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Puisqu’une transposition peut toujours se réaliser par échanges d’éléments consécu-
tifs, il en va de même pour une permutation quelconque. Voici une méthode de tri
fondée sur cette propriété.

Le tri à bulles
On dispose de données a1, a2, . . . , an deux à deux comparables que l’on veut classer
par exemple par ordre croissant ; ces données peuvent être des nombres, ou encore
des chaînes de caractères qu’on classera selon leur longueur.
Notons a ≺ b la propriété « a est plus petit ou égal à b ». Cette relation doit être une
relation d’ordre, c’est-à-dire que l’on a :

a ≺ a , (a ≺ b et b ≺ c) =⇒ a ≺ c , (a ≺ b et b ≺ a) =⇒ a = b.

Initialement, les données sont présentées en désordre dans une liste ou un tableau.

Principe du tri à bulles. Il consiste à parcourir la liste en commençant par la fin
et en effectuant un échange à chaque fois que l’on trouve deux éléments successifs
qui ne sont pas dans le bon ordre.

Exemple. La liste à trier est [12, 15, 7, 5, 9, 2].

12

15

7

5

9

2

2

9

2

5

2

7

2

15

2

12

2

12

15

7

5

9

5

7

5

15

5

12

2

5

12

15

7

9

7

15

7

12

2

5

7

12

15

9

9

15

9

12

2

5

7

9

12

15
←→

←→ ←→

←→

←→

←→

←→

←→

←→

←→

←→

←→

étape 1 étape 2 étape 3 étape 4 étape 5

étape 1 : le nombre 2 étant le plus petit, il est successivement échangé avec tous
les éléments de la liste.

étape 2 : le nombre 5 est échangé successivement avec 7, 15 et 12 qui sont supérieurs.
étape 3 : on échange 7 avec 15, puis avec 12.
étape 4 : maintenant, 15 précède 9, donc on les échange, puis on échange 9 et

l’élément 12 qui le précède.
étape 5 : il n’y a plus d’échange possible, donc la liste est triée selon l’ordre croissant.

Cet algorithme doit son nom au fait que les éléments « les plus légers remontent » vers
le haut de la liste, comme des bulles de gaz dans un liquide. S’il y a n données à trier,
le nombre d’échanges à effectuer est au maximum n−1 à la première étape, n−2 à la
deuxième, etc ; le nombre maximum d’échanges est donc 1+2+· · ·+(n−1)=n(n−1)/2.
Puisqu’un échange a ↔ b se réalise par une succession (c ← a), (a ← b), (b ← c) de
trois affectations, il faut au plus 3n(n−1)/2 opérations pour trier n données.
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Algorithme du tri à bulles
initialisations : tableau de données D[i] 1 � i � n à trier selon l’ordre croissant ; i← 1 ;

tant que i < n, faire :

i) pour j de n à i + 1 : si D[j] < D[j − 1], échanger D[j] et D[j − 1] ;

ii) i ← i + 1.

3. Graphes
Définitions
Un graphe est la donnée d’un ensemble S , fini et non vide, de sommets et d’un
ensemble A d’arcs : un arc est une paire {a, b} de sommets. Si {a, b} est un arc,
on dit que les sommets a et b sont adjacents ou joints par un arc et l’on note

︷ ︷
a, b

ou
︷ ︷
b, a l’arc joignant ces sommets.

a

b

c

d
e

figure 1

On peut visualiser un graphe par un dessin : les sommets sont représentés par des
points et si deux sommets sont adjacents, on les relie par une ligne.
Ci-contre le graphe de sommets S = {a,b,c,d,e} ayant pour arcs︷ ︷
a, b ,

︷ ︷
a, c ,

︷ ︷
b, c ,

︷ ︷
c, d ,

︷ ︷
d, e ,

︷ ︷
b, d . Les sommets b et c sont adjacents,

de même que c et d, mais les sommets a et d ne le sont pas,
c et e non plus.

Exemple. Les liaisons aériennes assurées par une compagnie définissent un graphe :
les sommets représentent les villes desservies et deux sommets sont adjacents s’il y
a une liaison entre les villes correspondantes.

Le degré d’un sommet est le nombre d’arcs passant par ce sommet. Puisque chaque
arc passe par exactement deux sommets, la somme des degrés vaut deux fois le
nombre d’arcs.

Définitions
Soit G un graphe.

® Un chemin est une suite s1,s2,. . .,sn de sommets adjacents deux à deux différents ;
le premier sommet est l’origine du chemin et le dernier est l’extrémité.

® Le graphe G est connexe si deux sommets différents peuvent toujours être reliés
par un chemin.

® Soit s1, s2, . . . , sn un chemin. Si n � 3 et si sn est adjacent à s1 , on dit que
(s1, s2, . . . , sn, s1) est un cycle.

Exemple. Dans le graphe de la figure 1, (a,b,c,d,e) et (a,b,d,c) sont des chemins,
(a, c, d, b, a) est un cycle ; le graphe est connexe.
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Définition
Un arbre est un graphe connexe qui n’a pas de cycle.

les arbres à six sommets

Caractérisation d'un arbre. Soit G un graphe ayant n sommets. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) G est un arbre ;
ii) pour tous sommets a,b différents, il existe un unique chemin d’origine a et d’extrémité b ;
iii) G est connexe et possède n−1 arcs.

Démonstration.

a bu v

C1

C2

Il suffit de raisonner dans le cas n � 3. Supposons que G est un arbre. Alors G est connexe
donc entre deux sommets a et b différents, il existe au
moins un chemin d’origine a et d’extrémité b ; supposons
qu’il existe deux tels chemins C1 et C2 ; considérons le
premier sommet u de C1 qui est aussi sur C2 mais dont le
successeur sur C1 n’est pas sur C2 (u existe car C1 �= C2 ).
Soit v le sommet suivant sur C1 qui soit aussi sur C2 . Les
parties de C1 et C2 entre u et v forment alors un cycle, contrairement à l’hypothèse que G
est un arbre.
Cela montre que (i) implique (ii). Réciproquement, si G possède la propriété (ii), il est évidemment
connexe et sans cycle. On a donc équivalence entre (i) et (ii).

Pour démontrer que (i) implique (iii), raisonnons par récurrence sur le nombre de sommets. On
peut trouver dans G un chemin s1, s2, . . . , sn de longueur maximum. Supposons que a est
un sommet adjacent à sn ; si a était différent de tous les si , on pourrait prolonger le chemin
en ajoutant a ; si a était l’un des sommets s1, . . . , sn−2 , le graphe contiendrait un cycle ; le
seul sommet adjacent à sn est donc sn−1 . En supprimant le sommet sn et l’arc

︷ ︷
sn−1, sn , on

obtient un graphe G′ ayant n−1 sommets et p−1 arcs, où p est le nombre d’arcs de G. Le
graphe G′ n’a pas de cycle et est encore connexe, donc G′ est un arbre. Par hypothèse de
récurrence, G′ possède n−2 arcs, donc on a l’égalité p−1 = n−2, ou encore p = n−1.

Il reste à montrer que (iii) implique (i). On raisonne à nouveau par récurrence sur le nombre
de sommets. Supposons que G est connexe et possède n− 1 arcs. Puisque G est connexe, les
sommets ont des degrés d1, . . . , dn strictement positifs. L’égalité d1 + d2 + · · ·+ dn = 2(n− 1)
montre que les degrés ne peuvent pas être tous strictement supérieurs à 1, donc il existe au
moins un sommet a de degré 1. En supprimant de G le sommet a et l’unique arc qui y
passe, on obtient un graphe G′ ayant n−1 sommets et n−2 arcs. Ce graphe G′ est encore
connexe, il a un arc de moins que le nombre de sommets, donc c’est un arbre, par hypothèse
de récurrence. Un éventuel cycle de G doit passer par a, ce qui n’est pas possible car le degré
de a est égal à 1. Le graphe G n’a donc pas de cycle. �

On a souvent besoin de pondérer les arcs : par exemple, si les arcs d’un graphe
représentent des liaisons aériennes, on pourra attribuer à chaque arc le temps ou le
coût de transport correspondant.
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Définition
Un graphe est pondéré si l’on a associé à chaque arc

︷ ︷
a, b un nombre réel w(a, b)

appelé le poids de l’arc. Le poids d’un chemin, ou d’un graphe, est la somme des
poids des arcs qui le composent.

Nous allons présenter trois problèmes classiques et leur algorithme de résolution.

3.1 Arbre de recouvrement de poids minimal

Exemple.

p1 p2 p3 p4 p5

p2 5
p3 3 4
p4 7 1 8
p5 10 6 2 7
p6 2 5 6 4 3

À̀ partir d’une localité p1 déjà raccordée au réseau du gaz, on veut
alimenter les localités p2, p3, . . . , p6 . Le plan de distri-
bution doit minimiser la longueur de conduite à poser.
Ci-contre le tableau des distances entre localités.
Formons le graphe G de sommets 1, . . . , 6 où deux
sommets quelconques sont toujours joints par un arc.
L’arc joignant i et j est pondéré par la distance di,j

des localités pi et pj .
Un plan de distribution sera représenté par un sous-
graphe T ayant les propriétés suivantes :

a) T doit contenir tous les sommets 1, 2, . . . , 6 ;

b) T n’a pas de cycle et entre deux sommets, il doit exister un chemin : autrement
dit, T est un arbre ;

c) parmi les arbres ayant les propriétés précédentes, T doit être de poids minimal.

Un sous-graphe T ayant les propriétés (a) et (b) s’appelle un arbre de recouvrement de G.
On va construire un arbre de recouvrement de poids minimal en sélectionnant au
fur et à mesure ses sommets et ses arcs.

I) Choisissons dans G un arc de poids minimal : l’arc
︷ ︷
2, 4 , de poids 1, convient.

Les sommets 2 et 4, avec l’arc qui les joint, forment un arbre T1 .

II) Considérons tous les arcs joignant l’un des sommets 2 ou 4 à un sommet qui n’est pas
dans T1 , c’est-à-dire les arcs

︷ ︷
1, 2 ,

︷ ︷
1, 4 ,

︷ ︷
3, 2 ,

︷ ︷
3, 4 ,

︷ ︷
5, 2 ,

︷ ︷
5, 4 ,

︷ ︷
6, 2 et

︷ ︷
6, 4 . Les poids sont

d1,2 d1,4 d3,2 d3,4 d5,2 d5,4 d6,2 d6,4

5 7 4 8 6 7 5 4

Parmi ces arcs, l’arc
︷ ︷
3, 2 est de poids minimal d3,2 = 4. On l’ajoute à T1 pour

former l’arbre T2 de sommets {2, 4, 3} ayant pour arcs
︷ ︷
4, 2 et

︷ ︷
2, 3 .

III) Recommençons comme à l’étape précédente : voici les poids des arcs joignant l’un
des sommets de T2 à un sommet qui n’est pas dans T2 , c’est-à-dire à 1, 5 ou 6 :

d1,2 d1,3 d1,4 d5,2 d5,3 d5,4 d6,2 d6,3 d6,4

5 3 7 6 2 7 5 6 4
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Le poids minimal est obtenu pour l’arc
︷ ︷
5, 3 de poids 2 : en ajoutant cet arc à T2 ,

on obtient l’arbre T3 qui a pour sommets 4, 2, 3, 5.
IV) Continuons de même : voici les poids des arcs joignant un sommet de T3 à l’un

des sommets 1 ou 6 :

d1,2 d1,3 d1,4 d1,5 d6,2 d6,3 d6,4 d6,5

5 3 7 10 5 6 4 3

Comme arc de poids minimal, choisissons l’arc
︷ ︷
1, 3 de poids 3. En ajoutant cet

arc à T3 , on obtient l’arbre T4 de sommets 4, 2, 3, 5, 1.
V)

TT3T2
4

2

5

3

4

2

5

3

4

2

3 1

4

(1)

(2)
(3)

(4)

(2)

Il reste à sélectionner un arc de poids
minimal parmi ceux qui joignent le som-
met 6 à un autre. C’est l’arc

︷ ︷
6, 1 , de

poids 2, qui convient : en l’ajoutant à
T4 , on obtient un arbre T solution :
il contient tous les sommets et est de
poids minimal 12.

Dans cet exemple, nous aurions pu, en II, choisir l’arc
︷ ︷
4, 6 ; cela aurait conduit à l’un

des arbres T ′ ou T ′′ différents de T mais de même poids total 12.

T ′ T ′′
22

4 46

1

3

5 1

6

35

(1) (1)(3)

(2)

(2) (2)

(2)

(4) (4)

(3)

Construction d'un arbre de recouvrement de poids minimal
Soit G un graphe pondéré connexe. En numérotant les sommets de G, on peut sup-
poser que l’ensemble des sommets est P = {1, 2, . . . , n}. Si i et j sont des sommets
adjacents, notons di,j le poids de l’arc

︷ ︷
i, j . Les sommets de l’arbre en construction

seront placés dans un ensemble S et les arcs dans un ensemble A. Le symbole ∞
désigne un nombre strictement supérieur à tous les poids des arcs de G.

Étape 1. Sélectionner dans G un arc de poids minimal ; si cet arc joint les sommets

a et b, on pose S = {a, b} et A =
{︷ ︷

a, b
}

.

Étape 2. Pour tout i ∈ P \ S ,

® s’il existe un arc joignant i à un sommet de S , trouver un sommet ki ∈ S tel
que di,ki

= min
j∈S

(di,j). Poser αi = di,ki
.

® s’il n’y a pas d’arc entre i et un sommet de S , poser αi = ∞.
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Étape 3. Trouver i∗ tel que αi∗ = min
j∈P \S

(αj). Poser

S ← S ∪ {i∗} et A ← A ∪
{︷ ︷

i∗, ki∗

}
.

Si l’ensemble S possède n éléments, alors l’arbre ayant pour arcs les éléments de
A est un arbre de recouvrement de poids minimal et l’algorithme est terminé.

Étape 4. Pour tout sommet i∈P \S adjacent dans G à i∗ et tel que di,i∗ <αi , poser

αi ← di,i∗ et ki ← i∗ ,

puis retourner à l’étape 3.

Remarque
À l’étape 2, on a introduit le nombre αi dont la valeur est le plus petit poids d’un arc
reliant le sommet i∈P \S à l’un des sommets de S . Cela permet de diminuer le nombre
de comparaisons ultérieures entre poids. En effet, dans l’exemple précédent, la compa-
raison entre les poids d1,2 et d1,4 se fait en (II) : à l’issue de cette opération, on sait que le
plus petit des deux poids est d1,2 ; en posant α1=d1,2=5, il suffira, en (III), de comparer
les nombres d1,3 et α1 ; la valeur k1=2 indique que c’est l’arc

︷ ︷
1, 2 qui a le plus petit des

deux poids. On a de même k3=2, α3=d3,2=4, k5=2, α5=d5,2=2, k6=4 et α6=d6,4=4.
Quand on ajoute à S un nouveau sommet s, on peut être amené ensuite à considérer
un arc

︷ ︷
i, s de poids inférieur à la valeur αi : c’est pourquoi, dans l’étape 4, on

donne dans ce cas à αi la valeur di,s avant de retourner à l’étape 3.

Exemples d'application. La recherche d’un arbre de recouvrement de poids
minimal se rencontre dans de nombreux problèmes. Nous avons déjà mentionné l’or-
ganisation d’un service de distribution (courrier, marchandises, information) ; voici
deux autres exemples.

® En Biologie, on cherche à construire des arbres phylogéniques : ces arbres décrivent
les relations de parenté entre les organismes d’un groupe sélectionné et permettent
de faire des hypothèses en théorie de l’évolution.
On choisit un ensemble de caractères morphologiques ou génétiques et l’on forme
un graphe pondéré : les sommets représentent les organismes considérés et le
poids d’un arc entre deux organismes reflète l’écart entre leurs caractères, par
exemple au moyen d’un indice fondé sur la fréquence et la stabilité de certaines
mutations génétiques. Si l’on suppose que l’évolution des organismes se fait le
plus probablement au moindre coût génétique, alors un arbre de recouvrement de
poids minimal renseigne sur l’ordre dans lequel les mutations ont pu se produire.

® La Robotique conçoit des automates électro-mécaniques programmables pour des
tâches spécifiques. Leur fonctionnement se modélise aisément par un graphe : un
sommet représente un état de l’automate et un arc est une transition directe entre
deux états. Pour pondérer les arcs, on peut utiliser par exemple la durée de la
transition ou l’énergie consommée.
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Une bonne programmation de l’automate doit lui permettre de passer au moindre
coût d’un état quelconque à un autre. Chaque arbre de recouvrement de poids
minimal apporte donc une réponse raisonnable à cette demande d’optimisation.

3.2 Chemin de poids minimum d'un sommet à un autre
Dans un graphe où la pondération des arcs représente par exemple des distances
ou des durées d’exécution de tâches, il est naturel de chercher les chemins les plus
courts possibles entre sommets.

Par exemple, en Linguistique, on définit des notions de proximité lexicale entre langues
d’un groupe donné. Si l’on forme un graphe dont les sommets représentent les langues
considérées et dont les arcs sont pondérés par la proximité, un chemin de poids minimal
entre deux sommets décrit les étapes d’une influence linguistique possible.

Exemple. Voici une table des temps de transport routier entre cinq localités
A, B, C, D, E (l’unité est le quart d’heure) ; la durée d’un trajet n’est pas forcément
le même dans un sens ou dans l’autre (à cause de la topographie, par exemple) ; le
signe ∞ indique qu’il n’y a pas de liaison directe entre les localités.

A B C D E

A 0 4 1 ∞ 6
B 5 0 3 6 2
C 1 1 0 4 4
D ∞ 2 10 0 9
E 1 1 3 7 0

Représentons ces données par un graphe à cinq sommets correspondant aux localités
A,B,C,D,E ; pour simplifier, nous numérotons dans cet ordre les sommets de 1 à 5.
Pour chaque paire de sommets i,j , il y a un arc muni de deux poids : le poids d(i,j)
est le temps de transport de i vers j et le poids d(j, i) est le temps de transport de
j vers i ; on donne au signe ∞ une très grande valeur, par exemple 1000.
Formons le tableau

D0 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 4 1 1000 6
5 0 3 6 2
1 1 0 4 4

1000 2 10 0 9
1 1 3 7 0

⎤⎥⎥⎥⎦
Si i et j sont des entiers entre 1 et 5, on note D0

i,j le nombre situé à l’intersection
de la i-ième ligne et de la j -ième colonne. Par exemple, D0

2,4 = 6.
On va aussi utiliser des tableaux P à cinq lignes et cinq colonnes : le nombre Pi,j ,
situé à l’intersection de la i-ième ligne et de la j -ième colonne de P , sera le numéro
du sommet qui suit le sommet i dans un plus court chemin de i vers j déjà découvert.
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Initialement, on choisit simplement le chemin (i, j) comme plus court chemin ; en
notant P 0 le premier tableau, on a donc P 0

i,j = j et

P 0 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

⎤⎥⎥⎥⎦
Mais pour aller par exemple de 5 à 3, il vaut mieux passer par le sommet 1, car on
a D0

5,1 + D0
1,3 = 1 + 1 < 3 = D0

5,3 . On va systématiquement comparer la durée d’un
trajet direct à celle d’un trajet passant par le sommet 1.

I) Formons un tableau D1 contenant les durées des plus courts chemins passant
éventuellement par le sommet 1. On pose donc

D1
i,j =

{
D0

i,1 + D0
1,j si D0

i,1 + D0
1,j < D0

i,j

D0
i,j sinon

Si l’on a trouvé que le chemin (i, 1, j) est plus rapide que (i, j), il faut modifier
le tableau P en posant Pi,j = 1. On définit donc un tableau P 1 tel que

P 1
i,j =

{
1 si D0

i,1 + D0
1,j < D0

i,j

j sinon

Nous avons remarqué que le chemin (5, 1, 3) a un poids 2 inférieur au poids de
(5, 3), donc on pose D1

5,3 = 2 et P 1
5,3 = 1. On vérifie qu’aucun autre chemin ne

peut être raccourci en passant par le sommet 1. Il vient donc

D1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 4 1 1000 6
5 0 3 6 2
1 1 0 4 4

1000 2 10 0 9
1 1 2 7 0

⎤⎥⎥⎥⎦ P 1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
1 2 3 4 5
1 2 1 4 5

⎤⎥⎥⎥⎦
II) On cherche maintenant le plus court chemin de i vers j passant éventuellement

par les sommets 1 et 2. Pour cela, on recommence les opérations précédentes en
comparant D1

i,j et D1
i,2 + D1

2,j et en retenant le chemin le plus court. Voici les
améliorations possibles :

D1
1,2 + D1

2,4 = 4 + 6 = 10 < 1000 = D1
1,4

D1
4,2 + D1

2,1 = 2 + 5 = 7 < 1000 = D1
4,1

D1
3,2 + D1

2,5 = 1 + 2 = 3 < 4 = D1
3,5

D1
4,2 + D1

2,1 = 2 + 5 = 7 < 1000 = D1
4,1

D1
4,2 + D1

2,3 = 2 + 3 = 5 < 10 = D1
4,3

D1
4,2 + D1

2,5 = 2 + 2 = 4 < 9 = D1
4,5
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On pose donc

D2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 4 1 10 6
5 0 3 6 2
1 1 0 4 3
7 2 5 0 4
1 1 2 7 0

⎤⎥⎥⎥⎦ P 2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 2 3 2 5
1 2 3 4 5
1 2 3 4 2
2 2 2 4 2
1 2 1 4 5

⎤⎥⎥⎥⎦ .

III) On compare maintenant D2
i,j et D2

i,3 + D2
3,j . On a

D2
1,3 + D2

3,2 = 1 + 1 = 2 < 4 = D2
1,2

D2
1,3 + D2

3,4 = 1 + 4 = 5 < 10 = D2
1,4

D2
2,3 + D2

3,1 = 3 + 1 = 4 < 5 = D2
2,1

D2
4,3 + D2

3,1 = 5 + 1 = 6 < 7 = D2
4,1

D2
5,3 + D2

3,4 = 2 + 4 = 6 < 7 = D2
5,4

et D2
i,3 + D2

3,j � D2
i,j dans les autres cas, donc

D3 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 2 1 5 4
4 0 3 6 2
1 1 0 4 3
6 2 5 0 4
1 1 2 6 0

⎤⎥⎥⎥⎦ P 3 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 3 3 3 3
3 2 3 4 5
1 2 3 4 2
2 2 2 4 2
1 2 1 1 5

⎤⎥⎥⎥⎦ .

IV) Regardons si on peut raccourcir les chemins en les faisant passer par le sommet
4. On a D3

i,4 + D3
4,j � D3

i,j pour tous i, j , donc

D4 = D3 et P 4 = P 3 .

V) Il reste à considérer le passage éventuel par le sommet 5. On a

D4
2,5 + D4

5,1 = 2 + 1 = 3 < 4 = D4
2,1

D4
4,5 + D4

5,1 = 4 + 1 = 5 < 6 = D4
4,1

et D4
i,5 + D4

5,j � D4
i,j dans les autres cas, d’où

D5 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 2 1 5 4
3 0 3 6 2
1 1 0 4 3
5 2 5 0 4
1 1 2 6 0

⎤⎥⎥⎥⎦ P 5 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 3 3 3 3
5 2 3 4 5
1 2 3 4 2
2 2 2 4 2
1 2 1 1 5

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Dans le tableau D5 , le nombre D5
i,j est la durée d’un plus court chemin de i vers

j . Pour trouver un tel chemin, on utilise le tableau P 5 , car P 5
i,j est le sommet qui

suit i dans un plus court chemin de i vers j .
Cherchons par exemple un plus court chemin de 4 vers 3 : on a P 5

4,3 = 2 donc le

chemin commence par les sommets 4,2 ; le sommet suivant est P 5
2,3 = 3, donc (4,2,3)

est un plus court chemin pour aller de 4 vers 3 ; sa durée est D5
4,3 = 5.
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De même, pour trouver un plus court chemin allant de 1 à 5, on observe que
P 5

1,5 = 3, donc le chemin commence par 1, 3 ; les sommets suivants sont P 5
3,5 = 2,

puis P 5
2,5 = 5 ; il s’agit donc du chemin (1, 3, 2, 5) de poids D5

1,5 = 4.

Algorithme de recherche d'un chemin de poids minimum
On numérote de 1 à n les sommets du graphe et l’on suppose que pour chaque arc︷ ︷
i, j , on a défini un poids di,j pour le chemin (i, j) et un poids dj,i pour le chemin
(j, i). S’il n’y a pas d’arc entre les sommets i et j , on définit ces nombres en leur
donnant une valeur très grande par rapport aux poids.

Étape 1. On construit les tableaux D et P à n lignes et n colonnes en posant Di,j =
di,j et Pi,j=j pour 1�i�n et 1�j�n (i est l’indice de la ligne, j celui de la colonne).

Étape 2. Pour k de 1 à n, exécuter la tâche suivante :

pour i de 1 à n, pour j de 1 à n,
si Di,k + Dk,j < Di,j , alors

(
Di,j ← Di,k + Dk,j et Pi,j ← Pi,k

)
.

Après exécution de cet algorithme, Di,j est le poids minimum d’un chemin de i vers
j . Les sommets successifs d’un tel chemin sont i, i1 = Pi,j , i2 = Pi1,j , etc. Mis à part
le point de départ i, ces sommets se lisent en parcourant dans un ordre convenable
la j -ième colonne de P .

3.3 Le problème du flot maximum
Exemple.

a b

c d

ts
(1)

(1)

(2)

(3)(3)

(4)

(4)(4)

(5)

figure 1

À partir d’une station de pompage située en s, un réseau de conduites per-
met d’acheminer du pétrole en des lieux a, b, c, d et t. Ci-dessous le plan du réseau.
La flèche indique le sens d’écoulement dans chaque conduite et le chiffre entre
parenthèses indique la capacité de la conduite,
c’est-à-dire le débit maximum, en barils par heure.
On obtient un graphe dont les arcs représentent
les conduites. Mais chaque arc possède une ori-
gine et une extrémité, donc nous désignons les
arcs par des couples : (s, a), (s, c), (c, a), (a, b),
(c, d), (c, b), (b, d), (b, t) et (d, t).
Le graphe est dit orienté.
On veut faire transiter de s à t le plus de pétrole possible en réglant convenablement
le débit dans chaque conduite. Un régime d’écoulement est déterminé par

® le débit F assuré par la station de pompage s,

® la capacité de chaque conduite (u, v)
® la quantité de pétrole f(u, v) qui transite en une heure dans la conduite (u, v).

La quantité pompée en s étant d’abord envoyée vers a et c, on a

f(s, a) + f(s, c) = F
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En un point donné du réseau, il y a toujours autant de pétrole qui arrive que de
pétrole qui part : cette loi de conservation se traduit par

f(s, a) + f(c, a) = f(a, b) , f(s, c) = f(c, a) + f(c, b) + f(c, d)
f(a, b) + f(c, b) = f(b, d) + f(b, t) , f(d, t) = f(c, d) + f(b, d)

et puisque tout le pétrole arrive en t, on aura aussi

f(b, t) + f(d, t) = F

Il s’agit de trouver les flux f(u, v) pour que F soit maximum, sachant que, dans
chaque conduite, le flux ne peut excéder la capacité. Voici la formulation du problème :

Trouver les f(u, v) rendant F maximum, sachant que l’on a

f(s, a) + f(s, c) = f(b, t) + f(d, t) = F

f(s, a) + f(c, a) − f(a, b) = 0
f(s, c) − f(c, a) − f(c, b) − f(c, d) = 0
f(a, b) + f(c, b) − f(b, d) − f(b, t) = 0

f(c, d) + f(b, d) − f(d, t) = 0

0 � f(s, a) � 3 , 0 � f(a, b) � 4 , 0 � f(b, t) � 3
0 � f(s, c) � 4 , 0 � f(c, d) � 2 , 0 � f(d, t) � 4
0 � f(c, a) � 5 , 0 � f(c, b) � 1 , 0 � f(b, d) � 1

Énoncé du problème général
Soit G un graphe orienté et connexe.

® On suppose qu’il existe un unique sommet s, appelé source, où n’arrive aucun arc
et qu’il existe un unique sommet t, appelé terminal, d’où ne part aucun arc.

® À chaque arc (u, v) est associé un nombre c(u, v) � 0, appelé capacité de l’arc ; s’il
n’y a pas d’arc entre deux sommets u et v , on pose c(u, v) = 0.

® Un flot est la donnée pour chaque arc (u, v) d’un nombre f(u, v) � 0 satisfaisant
les conditions :

i) f(u, v) � c(u, v) pour tout arc (u, v).
ii) Si a est un sommet différent de s et de t, alors

∑
arc (v,a)f(v, a)=

∑
arc (a,u)f(a, u).

La condition (ii) exprime la loi de conservation : en tout sommet différent de la
source et du terminal, le flux entrant est égal au flux sortant.

® La valeur d’un flot f est la quantité val(f)=
∑

arc (s,u)f(s, u), somme des flux issus de
la source. Il résulte de la loi de conservation que l’on a aussi val(f)=

∑
arc (v,t)f(v, t).

La valeur d’un flot ne peut pas excéder la somme des capacités des arcs aboutissant
au terminal, ni celle des arcs issus de la source.
Problème : trouver sur G un flot dont la valeur est la plus grande possible.
Un tel flot s’appelle un flot maximum.

La recherche d’un flot maximum se rencontre dans la plupart des questions relatives
aux réseaux de distribution, notamment en télécommunication.
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Exemple. Reprenons le graphe de l’exemple présenté en introduction. Sur la figure
suivante, nous indiquons à coté de chaque arc un couple capacité, flux : pour l’arc
(s, a), on a ainsi c(s, a) = 3 et f(s, a) = 2. C’est un exemple de flot ; sa valeur est
val(f) = f(s, a) + f(s, b) = 4 = f(b, t) + f(d, t).

a b

c d

ts (1, 0)
(1, 1)

(2, 1)

(3, 2) (3, 3)

(4, 1)(4, 2)

(4, 2)

(5, 0) figure 2

Procédé d'augmentation d'un flot
Supposons que f est un flot (par exemple f(u, v) = 0 pour tout arc (u, v)).
Rappelons qu’un chemin de G est une suite de sommets adjacents deux à deux dif-
férents. Dans un chemin de G, il y a en général des arcs parcourus dans le sens de
leur orientation et des arcs parcourus dans l’autre sens ; les premiers sont dits directs,
les autres sont indirects. Par exemple, dans le cas du graphe de la figure 1, le chemin
(s,a, b, c,d, t) a pour arcs directs (s,a), (a,b), (c,d) et (d, t) et l’arc (c, b) est indirect.
Supposons que γ est un chemin de s vers t dont tous les arcs sont directs et vérifient
f(u, v) < c(u, v). Si p est le minimum des différences c(u, v) − f(u, v) le long de γ ,
on peut augmenter le flot de la valeur p sur tous les arcs du chemin, car la loi de
conservation sera encore satisfaite après cette opération.
Par exemple, sur la figure 2, on peut augmenter le flot de 1 le long du chemin
(s, c, a, b, d, t) ; le résultat est montré figure 3.

a b

c d

ts (1, 1)
(1, 1)

(2, 1)

(3, 2) (3, 3)

(4, 2)(4, 3)

(4, 3)

(5, 1) figure 3

Plus généralement, nous dirons qu’un chemin est non saturé si l’on a f(u,v) < c(u,v)
pour tous les arcs directs et f(u, v) > 0 pour tous les arcs indirects.
Supposons que γ est un chemin non saturé de s vers t. Pour tout arc α de γ , on pose

p(α) =
{

c(α) − f(α) si α est direct
f(α) si α est indirect.

On définit
p(γ) = min

arc α de γ
{p(α)}
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qui est un nombre strictement positif puisque γ est non saturé. Pour chaque arc du
graphe, on pose

f̂(α) = f(α) + p(γ) si α est un arc direct de γ

f̂(α) = f(α) − p(γ) si α est un arc indirect de γ

f̂(α) = f(α) si α n’est pas un arc de γ.

On vérifie facilement que f̂ est encore un flot et que l’on a val(f̂) = val(f) + p(γ).

Puisque p(γ) est strictement positif, on a val(f̂) > val(f).

Pour le flot f de la figure 3, le chemin γ = (s,a,b,c,d, t) est non saturé : en effet, sur
les arcs directs, le flot est strictement inférieur à la capacité et sur l’arc indirect (c, b),
le flot est strictement positif. On a p(s, a) = p(a, b) = p(c, b) = p(c, d) = 1, p(d, t) = 2,
donc p(γ) = 1. On peut donc augmenter le flot de 1 sur les arcs directs (s,a), (a, b),

(c, d) et (d, t) et le diminuer de 1 sur (c, b) : on obtient le flot f̂ de la figure 4.

a b

c d

ts (1, 1)
(1, 0)

(2, 2)

(3, 3) (3, 3)

(4, 3)(4, 3)

(4, 4)

(5, 1) figure 4

Recherche de chemins non saturés
Pour chercher des chemins non saturés, on utilise un procédé de marquage successif
des sommets du graphe. Voici la règle du marquage.

® La source s reçoit pour marque (−,∞), où le signe ∞ représente un nombre très
grand par rapport aux capacités des arcs du graphe.

® Supposons que le sommet u a été marqué et que v est un sommet non marqué
adjacent à u.

marquage en avant : si l’arc orienté est (u, v) et si f(u, v) < c(u, v), on donne à
v la marque (u+, pv), où pv = min {pu, c(u, v) − f(u, v)}.

marquage en arrière : si l’arc orienté est (v, u) et si f(v, u) > 0, on donne à v

la marque (u−, pv), où pv = min {pu, f(v, u)}.

Quand un sommet v a été marqué, on peut remonter jusqu’à la source les prédéces-
seurs de v dans le marquage : en effet, si la marque de v contient u+ ou u− , c’est que
le marquage de u a immédiatement précédé celui de v . Cela détermine un chemin
(s = a0, a1, a2, . . . , ak = v) où ai+1 a été marqué à partir de ai . Par construction, la
marque pv est strictement positive. Si v=t, on a obtenu un chemin non saturé de s à t.

Chapitre 3 – DÉNOMBREMENT, PERMUTATIONS, GRAPHES – 89



Méthode de recherche d'un flot maximum
Dans une première phase, on marque les sommets successivement en partant de la
source s. Cette phase se termine lorsque le terminal t reçoit une marque ou bien
lorsqu’aucun sommet ne peut plus recevoir de marque.
Si t a été marqué, on a trouvé un chemin γ non saturé de s à t :

® on augmente alors le flot de la quantité p(γ), minimum des marques pv , où v

parcourt les sommets de γ : on a donc simplement p(γ) = pt .

® On supprime ensuite toutes les marques sauf celle de s, puis on recommence le
marquage.

® S’il n’y a plus de sommet à marquer et si t n’a pas été marqué, le flot est maxi-
mum, du moins dans le cas où les capacités ont des valeurs entières : dans ce cas
en effet, le flot augmente, à partir du flot nul, par valeurs entières, donc la valeur
des flots successifs finit par être stationnaire.

Algorithme du flot maximum. On suppose que les capacités sont des entiers
positifs ou nuls.

I) Trouver un flot dans le graphe G (on peut prendre f(α) = 0 pour tout arc α) et
donner à s la marque (−,∞).

II) Marquer les sommets successivement jusqu’à ce que t soit marqué ou bien qu’il
n’y ait plus de sommet marquable. Si t est marqué, aller en (III) ; sinon aller en (V).

III) Poser v = t et p = pt . Tant que v �= s faire :

i) si la marque de v contient u+ , alors f(u, v) ← f(u, v) + p ;

ii) si la marque de v contient u− , alors f(v, u) ← f(v, u) − p ;

iii) v ← u.

IV) Supprimer toutes les marques sauf celle de s et aller en (II).

V) Fin de l’algorithme : le flot est maximum.

Exemple. Appliquons l’algorithme à l’exemple précédent. Le graphe est celui de
la figure 1 reproduite ci-dessous

a b

c d

ts (1, 0)
(1, 0)

(2, 0)

(3, 0) (3, 0)

(4, 0)(4, 0)

(4, 0)

(5, 0)

On marque la source s par (−,∞) et l’on part du flot nul.

a) On peut marquer successivement les sommets c, a, b et t (phase II) :
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® marquage de c à partir de s : la capacité de (s, c) est 4 et f(s, c) = 0, donc
pc = min{∞, 4 − 0} = 4 et c reçoit la marque (s+, 4) ;

® marquage de a à partir de c : la capacité de (c, a) est 5, f(c, a) = 0, donc
pa = min{pc, 5 − 0} = 4 et a reçoit la marque (c+, 4) ;

® marquage de b à partir de a : pb = min{pa, c(a, b) − f(a, b)} = 4, donc b reçoit
la marque (a+, 4) ;

® marquage de t à partir de b : on a pt = min{pb, c(b, t)− f(b, t)} = min{4,3} = 3
donc t reçoit la marque (b+, 3).

Augmentons le flot de la quantité pt = 3 sur le chemin (s, c, a, b, t) : il vient
f(b, t) = f(a, b) = f(c,a) = f(s, c) = 3 (phase III) et supprimons toutes les marques
sauf celle de s. On a obtenu le flot de la figure 5.

a b

c d

ts (1, 0)
(1, 0)

(2, 0)

(3, 0) (3, 3)

(4, 0)(4, 3)

(4, 3)

(5, 3) figure 5

b) Marquons successivement les sommets c, b, d, t.

® marquage de c : la capacité de (s, c) est 4, donc pc = min{∞, 4} = 4 et c est
marqué (s+, 4) ;

® marquage de b à partir de c : la capacité de (c,b) est 1, donc pb =min{pc,1}=1
et b est marqué (c+, 1) ;

® marquage de d à partir de b : la capacité de (b,d) est 1, donc pd =min{pb,1}=1,
et d est marqué (b+, 1) ;

® marquage de t à partir de d : la capacité de (d,t) est 4, donc pt =min{pd,4}=1
et t est marqué (d+, 1).

On augmente le flot de 1 sur le chemin (s, c, b, d, t), en posant f(d, t) = f(b, d) =
f(c, b) = 1 et f(s, c) = 3 + 1 = 4 puis on supprime toutes les marques sauf celle
de s. Le flot obtenu est montré figure 6.

a b

c d

ts (1, 1)
(1, 1)

(2, 0)

(3, 0) (3, 3)

(4, 1)(4, 4)

(4, 3)

(5, 3) figure 6
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c) Sur l’arc (s, c), le flot est égal à la capacité, donc on ne peut pas marquer c à
partir de s.

® Le sommet a est marquable : pa = c(s, a)− f(s, a) = 3, donc a reçoit la marque
(s+, 3). On peut alors marquer b, mais ensuite ni d ni t ne sont marquables,
car sur les arcs (b, d) et (b, t), le flot est égal à la capacité.

® À partir de a, on peut marquer c (marquage en arrière), car le flot de c vers
a est positif. On obtient pc = min{pa, 3} = 3 et c reçoit la marque (a−, 3).

® On peut maintenant marquer successivement d et t : le sommet d est marqué
(c+, 2) et pour t, on a pt = min{pd, c(d, t) − f(d, t)} = min{2, 4 − 1} = 2, donc
la marque de t est (d+, 2).

Le chemin parcouru au cours du marquage est (s, a, c, d, t) ; sur les arcs directs
(d, t), (c, d) et (s, a), on augmente le flot de pt = 2 et sur l’arc indirect (c, a), on
diminue le flot de 2. On obtient le flot figure 7.

a b

c d

ts (1, 1)
(1, 1)

(2, 2)

(3, 2) (3, 3)

(4, 3)(4, 4)

(4, 3)

(5, 1) figure 7

d) Sur l’arc (s, c), le flot est égal à la capacité, donc on ne peut pas marquer c à
partir de s. Le sommet a peut être marqué, car c(s, a) − f(c, a) = 3 − 2 = 1 > 0.
On peut aussi marquer b et c à partir de a. Mais sur les arcs (b, t), (b,d) et (c,d),
le flot est égal à la capacité : il sera donc impossible de marquer t. Les phases II,
III, IV de l’algorithme sont exécutées, donc le flot obtenu est maximum (figure 7).
La valeur du flot maximum est val(f) = f(s, a) + f(s, c) = 2 + 4 = 6.

En faisant d’autres choix pour les marquages, on peut obtenir d’autres flots maximum
de même valeur, comme ceux de la figure 8.

a b

c d

ts (1, 1)
(1, 1)

(2, 2)

(3, 2) (3, 3)

(4, 3)(4, 3)

(4, 3)

(5, 0)

a b

c d

ts (1, 1)
(1, 0)

(2, 2)

(3, 2) (3, 3)

(4, 3)(4, 4)

(4, 4)

(5, 2)

figure 8
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Flot maximum et coupure minimum
Revenons au problème général et formulons quelques définitions.
Une coupure de G est une partition de l’ensemble des sommets en deux parties S,S ′

telles que s ∈ S et t ∈ S′ ; les parties S et S ′ sont donc disjointes et leur réunion
est l’ensemble de tous les sommets.

® La capacité d’une coupure (S, S′) est le nombre C(S, S ′) =
∑

arc (u,u′)
u∈S , u′∈S′

c(u, u′),

® son flot est le nombre F (S, S ′) =
∑

arc (u,u′)
u∈S , u′∈S′

f(u, u′).

On définit de même le nombre F (S′, S).

Exemple. Pour l’un des flots représentés figure 8, prenons comme coupure
S = {s,a,b,c} et S ′ = {d,t}. Les arcs orientés ayant leur origine dans S et leur extré-
mité dans S ′ sont (c,d), (b,d) et (b, t), donc la capacité est C(S,S′) = 2 + 1 + 3 = 6 ;
le flot de cette coupure est aussi F (S,S′) = 2 + 1 + 3 = 6 et l’on a F (S′, S) = 0, car
il n’y a aucun arc d’origine d ou t ayant son extrémité dans S .

Proposition. Pour tout flot f et pour toute coupure (S, S ′), on a

val(f) = F (S, S ′) − F (S′, S) .

Démonstration. Pour tout sommet u ∈ S , on a∑
v

f(u, v) −
∑

v

f(v, u) =
{

val(f) si u = s

0 si u ∈ S \ {s}

car f est un flot. En ajoutant ces égalités pour les différents sommets de S , il vient∑
u∈S

∑
v

f(u, v) −
∑
u∈S

∑
v

f(v, u) = val(f) .

Si u et v sont deux sommets de S , les termes f(u, v) et −f(u, v) apparaissent exactement
une fois dans chaque somme, donc se détruisent. Après simplification, on obtient l’égalité∑

u∈S

∑
v∈S′

f(u, v) −
∑
u∈S

∑
v∈S′

f(v, u) = val(f) ,

c’est-à-dire F (S, S′) − F (S′, S) = val(f). �

Corollaire. Soient f un flot et (S, S ′) une coupure de G.

i) On a val(f) � F (S, S′).
ii) Si val(f) = C(S,S′), alors le flot f est maximum et (S,S′) est une coupure de capacité

minimum.

Démonstration. On a val(f) = F (S,S′)−F (S′, S) � F (S,S′), car F (S′, S) � 0. Soit f∗ un
flot maximum et (S∗, S′∗) une coupure de capacité minimum. D’après (i), on a

val(f∗) � F (S∗, S′∗) � C(S∗, S′∗) , d’où
val(f) � val(f∗) � C(S∗, S′∗) � C(S, S′) .

Supposons val(f) = C(S,S′). Il s’ensuit val(f) = val(f∗) = C(S∗, S′∗) = C(S,S′), donc f est
un flot maximum et (S, S′) est une coupure de capacité minimum. �
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Pour justifier l’algorithme, il reste à montrer que si un flot à capacités entières ne
présente pas de chemin non saturé de s à t, alors ce flot est maximum.

Proposition. Un flot à capacités entières est maximum si et seulement s’il n’y a pas de
chemin non saturé de s à t.

Démonstration. S’il y a un chemin non saturé de s à t pour le flot f , le procédé d’aug-
mentation conduit à un flot f∗ de valeur strictement supérieure : le flot f n’est donc pas
maximum. Réciproquement, supposons que pour le flot f , il n’y a pas de chemin non saturé
de s à t. Soit S l’ensemble des sommets qu’on peut atteindre à partir de s par un chemin non
saturé. On a s ∈ S , et par hypothèse t �∈ S . En notant S′ l’ensemble des sommets qui ne sont
pas dans S , on définit donc une coupure (S, S′). Soit (u, v) un arc tel que u ∈ S et v ∈ S′ .
Par définition de S , il existe un chemin γ non saturé de s à u. Si l’on ajoute l’arc (u, v) à
ce chemin, on obtient un chemin saturé, car v �∈ S . On a donc f(u, v) = c(u, v). De même, si
(w, z) est un arc tel que w ∈ S′ et z ∈ S , on a f(w, z) = 0. Il s’ensuit F (S, S′) = C(S, S′) et
F (S′,S) = 0. Par suite val(f) = F (S,S′)−F (S′,S) = C(S,S′). D’après le corollaire précédent,
f est un flot maximum et (S, S′) est une coupure de capacité minimum. �

Puisque l’algorithme se termine lorsqu’il n’y a plus de chemin non saturé de s à
t, on en déduit qu’il fournit un flot maximum. D’après la seconde partie de la
démonstration ci-dessus, on a le théorème suivant.

Théorème du flot maximum. Si les capacités sont entières, la valeur du flot maxi-
mum est égale à la plus petite des capacités des coupures.

Remarques
® On a supposé que les capacités sont des entiers positifs ou nuls afin d’assurer que

l’algorithme se termine. Cette restriction est sans importance dans les applications,
car en choisissant des unités convenables pour les capacités, on peut toujours se
ramener à ce cas.

® La longueur de l’algorithme est conditionnée par la taille des capacités : le temps
d’exécution peut donc être grand, même pour un graphe ayant peu d’arcs (exercice
14). Pour augmenter sensiblement l’efficacité de l’algorithme, il faut, dans la phase
de marquage, chercher systématiquement un chemin non saturé de s à t ayant le
moins d’arcs possible.

Généralisations
Voici deux généralisations au problème du flot maximum.

Graphe ayant plusieurs sources ou plusieurs terminaux
On conserve les hypothèses générales faites sur G page 87, mais on ne suppose plus
l’unicité de la source et du terminal. Au contraire, il peut y avoir des sommets s1,. . .,sp

où n’arrive aucun arc (ce sont les sources) et des sommets t1,. . .,tq d’où ne part aucun
arc (ce sont les terminaux). On définit un flot de la même façon, la loi de conservation
devant être vérifiée en chaque sommet différent d’une source ou d’un terminal.
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La valeur d’un flot f est le nombre val(f)=
∑

1�i�pvali(f), où vali(f)=
∑

arc (si,u)f(si, u)
est la somme des flux issus de la source si .
On a aussi val(f) =

∑
1�j�q

∑
arc (v,tj) f(v, tj), d’après la loi de conservation.

Pour trouver un flot maximum sur G, nous allons nous ramener au cas d’une seule
source et d’un seul terminal. Pour cela, on définit un graphe orienté G′ de la manière
suivante :

® on ajoute à G deux sommets σ et τ ,

® pour chaque source si , on ajoute un arc (σ, si) et pour chaque terminal tj , on
ajoute un arc (tj , τ).

Le graphe G′ a pour unique source σ et pour unique terminal τ . Définissons des
capacités très grandes sur les arcs qui ont été ajoutés et gardons les capacités sur les
arcs de G. Tout flot sur G′ définit un flot sur G ; réciproquement, si f est un flot
sur G, on définit un flot f ′ sur G′ en posant f ′(α) = f(α) si α est un arc de G,
f ′(σ, si) = vali(f) et f ′(tj , τ) =

∑
arc (v,tj) f(v, tj).

Les flots f et f ′ ayant même valeur, il suffit d’appliquer à G′ l’algorithme de
recherche d’un flot maximum : on obtiendra ainsi un flot maximum sur G.

σ τ

s1

s2

sp

t1

t2

tq

les graphes
G et G′

Flot à double contraintes
Dans les applications, on doit parfois munir chaque arc α d’une capacité minimum
m(α) � 0 et d’une capacité maximum M(α). Un flot f est dit admissible si l’on
a m(α) � f(α) � M(α) pour tout arc α. Si tous les m(α) sont nuls, le flot nul
est admissible et l’algorithme fournit un flot admissible maximum. Mais si certains
nombres m(α) sont strictement positifs, le flot nul n’est pas admissible.

® Si l’on a trouvé un flot f admissible, alors on peut pratiquer l’algorithme du flot
maximum en partant de ce flot f . On obtient ainsi un flot admissible maximum.

®

s

b

t

a

[0, 2]

[1, 2]

[2, 4] [3, 5]

[4, 5]

En général, la question se pose de trouver un flot admis-
sible ; un tel flot n’existe d’ailleurs pas toujours. Dans le
graphe ci-dessous, nous avons indiqué à coté de chaque
arc, l’intervalle [m,M ] pour un flot admissible : on vérifie
facilement qu’il n’existe pas de flot admissible.

Dans l’exercice 16, on présente une méthode pour chercher
un flot admissible.

Chapitre 3 – DÉNOMBREMENT, PERMUTATIONS, GRAPHES – 95



Exercices

1@ . Un photocopieur est mis à la disposition de n personnes (n�200). Chaque utilisateur
possède un code personnel à quatre chiffres permettant d’activer le photocopieur.

a) Combien y a-t-il de codes possibles ? Combien sont actifs ?

b) Le nombre d’essais pour rentrer un code est limité à trois. On rentre un code
au hasard ; s’il n’est pas bon, on en rentre un deuxième et éventuellement un
troisième. Quelle est la probabilité p pour qu’on active ainsi le photocopieur ? (on
pourra chercher la probabilité q =1−p pour que les trois essais soient infructueux).

c) Posons x=10−4n. Montrer que l’on a 3x(1−x)�p� 3x

1 − 2 10−4
. On veut que la pro-

babilité p reste inférieure à 5% : estimer le nombre d’utilisateurs à ne pas dépasser.

2. Un événement se produit avec la probabilité 0,25. On veut réaliser une suite
d’épreuves indépendantes où l’on a neuf chances sur dix que l’événement se pro-
duise entre vingt et trente fois sur cent. Combien d’épreuves suffit-il de faire ?

3@ . Estimation asymptotique d'un indice de dispersion. Pour quantifier la dispersion d’une
variable aléatoire X , il est naturel de prendre l’espérance d de la variable aléatoire
|X − E| (bien qu’on préfère plutôt choisir l’écart-type qui se comporte mieux dans
les calculs). Supposons que X est le nombre de fois qu’un événement de proba-
bilité p se produit au cours d’une suite de n épreuves indépendantes, autrement
dit, X suit une loi binomiale : la probabilité que l’événement survienne k fois en
n épreuves est P (k) =

(
n
k

)
pk(1 − p)n−k . On suppose n = 2N et p = 1/2.

a) Montrer que l’on a d =
∑n

k=0|k−N |P (k) et que l’écart-type de X est σ =
√

N/2.

b) En admettant l’égalité
∑N

k=0(N−k)
(2N

k

)
= N

2

(2N
N

)
, démontrer que d = N

22N

(2N)!

(N !)2
.

c) Quand N tend vers l’infini, on a N !∼NNe−N
√

2πN (formule de Stirling). Montrer
que d/σ tend vers

√
2/π quand N tend vers l’infini.

4. On repère les points de l’espace par des coordonnées cartésiennes. Les points à co-
ordonnées entières sont les sommets de parallélépipèdes à arêtes parallèles aux axes.
Comme pour un quadrillage dans le plan, considérons les chemins formés d’arêtes
orientées dans le sens des coordonnées croissantes. Si p, q , r sont des entiers positifs,

montrer qu’il y a
(p + q + r)!

p! q! r!
chemins joignant l’origine au point de coordonnées

(p, q, r).

5@ . Soient n, a, b des entiers positifs ou nuls. On cherche le nombre N de solutions (x,y,z)
de l’équation x+ y + z = n, où x, y , z sont des entiers positifs vérifiant 1 � x � a et
1�y � b. On pose S ={(x,y,z) | x, y, z entiers, x � 1, y � 1, z � 1, x + y + z = n},

A = {(x, y, z) ∈ S | x > a}, B = {(x, y, z) ∈ S | y > b} .
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a) Montrer que N est le nombre d’éléments de l’ensemble A′ ∩B′ , où A′ = S \A et
B′ = S \ B .

b) Montrer que |A′ ∩ B′| = |S| − |A| − |B| + |A ∩ B|.
c) Montrer que |A| est le nombre de solutions (u,y,z) de l’équation u+y+z =n−a,

où u, y, z sont des entiers strictement positifs (s’inspirer de l’exemple page 64).
En déduire |A| =

(
n−a−1

2

)
.

d) Montrer de même que l’on a |B| =
(
n−b−1

2

)
et |A ∩ B| =

(
n−a−b−1

2

)
. En déduire la

valeur de N .

6. Un vacancier veut envoyer des cartes postales à quatre personnes. Il achète sept
cartes différentes. De combien de façons peut-il toutes les expédier ?

7@ . Pour tout entier n � 1, posons En = {1, 2, . . . , n}.

a) Soit f : En+1 → En une application. Montrer que si f(En+1) = En , il existe un
unique élément b ∈ En ayant deux antécédents.

b) En déduire qu’il y a n!
n(n+1)

2
applications de En+1 dans En ayant pour image En .

8. Autre calcul du nombre d'applications ayant pour image leur ensemble d'arrivée (page 66).
Soient p et n des entiers positifs tels que p � n. Si U est un ensemble à p éléments
et si V est un ensemble à n éléments, on note s(p, n) le nombre d’applications
h : U → V telles que h(U) = V . On pose Ep = {1, 2, . . . , p} et En = {1, 2, . . . , n}.

a) Soit B une partie de En . Montrer que si B possède k éléments, il y a s(p, k)
applications f : Ep → En telles que f(Ep) = B .

b) En déduire l’égalité np =
∑n

k=1

(
n
k

)
s(p, k).

c) Expliquer comment cette égalité permet de calculer les nombres s(p, k) de proche
en proche.

9. Nombre de partitions d'un ensemble. Soit E un ensemble à p éléments et soit n un en-
tier tel que 1�n� p. Une n-partition de E est la donnée de n parties A1,A2, . . . ,An

de E formant une partition de E : cela signifie que les parties Ai sont non vides,
deux à deux disjointes et que leur réunion est E .

a) Expliquer comment une application f :E→{1,2,. . .,n} telle que f(E)={1,2,. . .,n}
détermine une n-partition de E : considérer les parties Ai = {x ∈ E | f(x) = i}.

b) Montrer qu’il y a autant de n-partitions de E que d’applications f :E→{1,2,. . .,n}
telles que f(E) = {1, 2, . . . , n}.

10@ . Étude d'une permutation

a) Décomposer en cycles à supports disjoints la permutation s suivante :

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
s(i) 9 12 8 1 4 3 2 10 5 11 6 7
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b) Quel est le plus petit entier r � 1 tel que sr soit l’application identité ?

c) Calculer explicitement la bijection s100 (faire la division euclidienne de 100 par r).

11@ . Calculs dans le groupe des permutations de six objets

a) Combien y a-t-il de permutations d’un ensemble à six éléments ?

b) Pour une permutation de l’ensemble E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, quelles sont les possi-
bilités de décomposition en cycles à supports disjoints ? En déduire que si s est
une permutation de l’ensemble E , alors s12 est égale à l’identité ou à s2 .

12.

α β ε γ μ

β 5,6 0
ε 6,1 2,4 0
γ 5,9 2,7 2 0
μ 7,5 7,6 7,7 7,6 0
ζ 4 6,4 6 6 8

Une utilisation des graphes en Biologie. L’étude de l’évolution moléculaire conduit à
définir des écarts entre certaines séquences d’ADN. Les distances entre ces séquences
permettent de faire des hypothèses sur l’ordre dans le-
quel s’effectuent les duplications de gènes. Voici une
table des distances entre six séquences impliquées dans
la synthèse de protéines fixatrices d’oxygène.

a) Trouver un arbre de longueur minimum reliant ces
séquences.

b) Calculer la longueur d’un plus court chemin entre
deux séquences données.

13. Soit G un graphe orienté connexe ayant une source, un terminal et une capacité
pour chaque arc. On suppose qu’il existe un cycle C = (u0, u1, . . . , up−1, u0) que l’on
peut parcourir en respectant l’orientation des arcs.

a) Montrer que les sommets s et t ne sont pas dans le cycle C .

b) Soit f un flot sur G et soit k un nombre inférieur aux valeurs c(α) − f(α), où
α sont les arcs du cycle C . Pour chaque arc α de G, posons f ′(α) = f(α) si α

n’est pas un arc de C et f ′(α) = f(α) + k sinon. Montrer que f ′ est un flot sur
G et que l’on a val(f ′) = val(f).

14.

s

b

t

a

(m)(m)

(m)(m)

(1)

Considérons le graphe orienté ci-contre, où la capacité de
chaque arc est indiquée entre parenthèses. Le nombre m est
un entier, s est la source et t est le terminal.

a) On part du flot nul et l’on pratique l’algorithme du flot
maximum en utilisant, lors du marquage, alternativement
les chemins γ1 = (s, a, b, t) et γ2 = (s, b, a, t). De combien
augmente la valeur du flot à chaque étape ?

b) Montrer qu’il faut 2m augmentations du flot pour obtenir un flot maximum.

15@ . Recherche d'un flot maximum. Pour le graphe orienté ci-dessous, les chiffres entre pa-
renthèses indiquent la capacité des arcs. Trouver le flot maximum pouvant transiter
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de la source s vers le terminal t.

(2)(2)

(2) (1)

(3)

(3)(4)

(1)

(5)

(7)

(6)

(4)

a

s t

b

c d

e

16. Recherche d'un flot admissible dans le cas de doubles contraintes. Soit G un graphe
orienté vérifiant les hypothèses faites page 87. Pour chaque arc α de G, on note
m(α) la capacité minimum de l’arc et M(α) sa capacité maximum, en supposant
0 � m(α) � M(α). Soit G∗ le graphe orienté obtenu de la manière suivante :

® on ajoute à G deux sommets s∗ et t∗ ;

® pour chaque arc α=(u,v) de G, on ajoute un arc α′ =(s∗,v) et un arc α′′ =(u,t∗) ;

® on définit les capacités sur G∗ en posant, pour tout arc α = (u, v) de G :

c(α′) =
∑
z∈G

m(z, v) , c(α′′) =
∑
z∈G

m(u, z) et c(α) = M(α) − m(α) ;

® on ajoute un arc (t, s) de « capacité infinie ».

s∗ γ′

γ

γ

′′

β

β

′′
s

a

b

t t∗

α′′
α

u

v
α′

β′
schéma de définition
du graphe G∗

a) Vérifier que G∗ est un graphe orienté ayant pour seule source s∗ et pour seul
terminal t∗ .
Un flot f ∗ sur G∗ est dit saturant si l’on a f ∗(α′) = c(α′) pour tout arc α de G.

b) Montrer qu’un flot saturant est un flot maximum sur G∗ .
On suppose désormais que f ∗ est un flot saturant sur G∗ . Pour tout arc α de G,
on pose f(α) = f ∗(α) + m(α).

c) Montrer que l’on a m(α) � f(α) � M(α) pour tout arc α de G.

d) Montrer l’égalité
∑

arc α de G f ∗(α′) =
∑

arc α de G f ∗(α) =
∑

arc α de G m(α).

e) En déduire que pour tout arc α de G, on a f ∗(α′′) = c(α′′).

f) Soit u un sommet de G différent de s et de t. Montrer que l’on a∑
arc (y,u) de G f(y, u) =

∑
arc (u,z) de G f(u, z) .

g) En déduire que f est un flot admissible sur G.
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h)

s

b

t

a

[0, 2]

[1, 4]

[0, 2] [3, 4]

[4, 5]Pour le graphe G suivant, représenter le graphe G∗ , trou-
ver un flot saturant f ∗ sur G∗ et calculer le flot admissible
f . Le flot f est-il maximum ? Quelle est la valeur d’un
flot maximum sur G ?
Voici une méthode pour rechercher un flot admissible sur
G ou pour montrer qu’il n’en existe pas :

® trouver un flot maximum f ∗ sur G∗ , en utilisant par exemple l’algorithme du
flot maximum ;

® si f ∗ est saturant, alors le flot f défini comme ci-dessus est un flot admissible
sur G ;

® si f ∗ n’est pas saturant, on peut montrer qu’il n’existe pas de flot admissible
sur G.
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Chapitre 4

Équations
linéaires et vecteurs

1. Vecteurs et combinaisons linéaires
1.1 Les espaces vectoriels Rp et Cp

Rappelons que Rp est l’ensemble des p-uplets (x1, x2, . . . , xp) de nombres réels ; de
même, Cp désigne l’ensemble des p-uplets de nombres complexes. Nous désignons
par la lettre K l’ensemble R ou C.

® Un élément de Kp s’appelle un vecteur à p coordonnées et, pour cette raison,
l’ensemble Kp s’appelle un espace vectoriel.

® Le vecteur (0,0, . . . ,0), dont toutes les coordonnées sont nulles, s’appelle le vecteur
nul et se note simplement 0.

® Les éléments de K s’appellent des scalaires : ce sont des nombres.

Notation. Un vecteur (x1, . . . , xp) est souvent noté

⎡⎢⎢⎣
x1
x2
...

xp

⎤⎥⎥⎦ et appelé alors une
matrice-colonne.

Opérations sur les vecteurs de Kp

Définitions
Soient u = (x1, x2, . . . , xp) et v = (y1, y2, . . . , yp) des vecteurs de Kp .

® La somme des vecteurs u et v est le vecteur u+v =(x1 +y1,x2 +y2, . . . ,xp +yp).
Sous forme de matrices-colonne, cela s’écrit⎡⎢⎢⎣

x1
x2
...

xp

⎤⎥⎥⎦ +

⎡⎢⎢⎣
y1
y2
...

yp

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
x1 + y1
x2 + y2

...
xp + yp

⎤⎥⎥⎦ .
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® Si a est un nombre de K, le produit du vecteur u par le scalaire a est le vecteur
au = (ax1, ax2, . . . , axp), ou encore

a

⎡⎢⎢⎣
x1
x2
...

xp

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
ax1
ax2

...
axp

⎤⎥⎥⎦ .

® Soient u1, u2, . . . , un des vecteurs de Kp . Une combinaison linéaire des vecteurs
u1,u2,. . .,un est un vecteur de la forme a1u1 +a2u2 + · · ·+anun , où a1,a2,. . .,an

sont des scalaires.

® Si u est un vecteur non nul et a un scalaire, le vecteur au est dit colinéaire à u.

Si a, b sont des scalaires et u, v des vecteurs de Kp , alors on a

au + bu = (a + b)u et a(u + v) = au + av .

Exemple 1. Posons u = (2,1,−1), v = (3,1,−2) et w = (0,1,2). Si x,y, z sont des
nombres réels, la combinaison linéaire xu + yv + zw s’écrit matriciellement

x

[
2
1

−1

]
+ y

[
3
1

−2

]
+ z

[
0
1
2

]
=

[
2x
x

−x

]
+

[
3y
y

−2y

]
+

[
0
z

2z

]
=

[
2x + 3y

x + y + z
−x − 2y + 2z

]
.

Exemple 2.
A

B

C

Dans le plan euclidien R2 , les points A = (1, 0), B =
(−1/2,

√
3/2) et C=(−1/2,−

√
3/2) sont les sommets d’un triangle équi-

latéral centré à l’origine O : la somme
−−−−−→
OA+

−−−−−→
OB+

−−−−−→
OC est le vecteur nul.

Définition
Pour tout indice i compris entre 1 et p, notons ei le vecteur de Kp dont toutes
les coordonnées sont nulles sauf celle d’indice i qui vaut 1 : on a

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0) , e2 = (0, 1, 0, . . . , 0) , . . . , ep = (0, 0, . . . , 0, 1)

et matriciellement : E1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1
0
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎦ , E2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0
1
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎦ , . . . ,Ep =

⎡⎢⎢⎢⎣
0
0
...
0
1

⎤⎥⎥⎥⎦.

Les vecteurs e1,e2, . . . ,ep s’appellent les vecteurs canoniques.

Pour tout vecteur (x1, . . . , xp) ∈ Kp , on a⎡⎢⎢⎣
x1
x2
...

xp

⎤⎥⎥⎦ = x1

⎡⎢⎣
1
0
...
0

⎤⎥⎦ + x2

⎡⎢⎣
0
1
...
0

⎤⎥⎦ + · · · + xp

⎡⎢⎣
0
0
...
1

⎤⎥⎦ = x1E1 + x2E2 + · · · + xpEp .

Tout vecteur de Kp s’écrit donc de manière unique comme combinaison linéaire des
vecteurs canoniques.
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1.2 Sous-espaces vectoriels de Kp

Définition
Soit V une partie de Kp . On dit que V est un sous-espace vectoriel de Kp si

i) le vecteur nul appartient à V ,

ii) pour tous vecteurs u et v appartenant à V , on a u + v ∈ V et au ∈ V quel que
soit le scalaire a ∈ K.

Exemples
® Soit D l’ensemble des (x, y) ∈ R2 tels que 3x − 2y = 0.

D

x

y
3

2

Le vecteur nul (0, 0) appartient à D . Supposons que les vecteurs
u=(x,y) et u′=(x′,y′) appartiennent à D , donc 3x−2y=0=3x′−2y′ .
On a 3(x+x′)−2(y+y′)=(3x−2y)+(3x′−2y′)=0, donc u+u′∈D .
De même, pour tout a ∈ R, on a 3(ax)− 2(ay) = a(3x− 2y) = 0,
donc au ∈ D .

L’ensemble D est donc un sous-espace vectoriel de R2 . Géométriquement, D est
la droite passant par l’origine et dirigée par le vecteur (2, 3).

® Soient r un nombre réel et P = {(x, y, z) ∈ R3 | 3x − 2y + rz = 0}.

Supposons que les vecteurs u=(x,y,z) et u′ =(x′,y′,z′) appartiennent à P . On a
3(x+x′)−2(y+y′)+r(z+z′)=(3x−2y+rz)+(3x′−2y′+rz′)=0 et, pour tout a∈R,
3(ax)−2(ay)+r(az)=a(3x−2y+rz)=0, donc u+u′ et au appartiennent à P .

Puisque le vecteur nul appartient à P , P est un sous-espace vectoriel de R3 : c’est
le plan passant par l’origine et orthogonal au vecteur (3,−2, r) ; le plan P coupe
le plan des x, y (d’équation z = 0) selon la droite D précédente.

® Soient u1,u2,. . .,un des vecteurs de Kp et soit V l’ensemble de toutes les combinai-
sons linéaires des vecteurs u1,u2,. . .,un : alors V est un sous-espace vectoriel de Kp .

En effet, le vecteur nul est égal à la combinaison linéaire 0u1+0u2+· · ·+0un , donc ap-
partient à V . Soient u=x1u1+· · ·+xnun et v=y1u1+· · ·+ynun des vecteurs de V . On
a u+v=(x1 +y1)u1 + · · ·+(xn +yn)un , donc u+v est un vecteur de V . De même, on
a au=(ax1)u1+· · ·+(axn)un , donc pour tout scalaire a, le vecteur au appartient à V .

Définition
Soient u1, u2, . . . , un des vecteurs de Kp . L’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires des vecteurs u1, u2, . . . , un est un sous-espace vectoriel de Kp appelé le
sous-espace vectoriel engendré par u1, . . . , un .

1.3 Équations linéaires
On a souvent besoin de savoir si un vecteur b∈Kp est combinaison linéaire de vecteurs
u1, u2, . . . , un donnés et si oui, de calculer les coefficients d’une telle combinaison.
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Définition
Soient u1, u2, . . . , un des vecteurs de Kp et soit b ∈ Kp . Trouver tous les nombres
x1, x2, . . . , xn tels que x1u1 + x2u2 + · · ·+ xnun = b s’appelle résoudre l’équation li-
néaire x1u1 +x2u2 + · · ·+xnun = b. Une solution de l’équation est donc un élément
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn .

Supposons que u1, u2, . . . , un sont des vecteurs de Kp . Pour désigner en général les
coordonnées de ces vecteurs, on utilise des lettres munies de deux indices, en posant

ui =

⎡⎢⎢⎣
a1i
a2i

...
api

⎤⎥⎥⎦ pour i = 1, 2, . . . , n .

Le premier indice est le numéro de la coordonnée, le second est le numéro du vecteur.
Pour tous scalaires x1,. . .,xn , la combinaison linéaire x1u1+x2u2+· · ·+xnun est égale à

x1

⎡⎢⎢⎣
a11
a21

...
ap1

⎤⎥⎥⎦ + x2

⎡⎢⎢⎣
a12
a22

...
ap2

⎤⎥⎥⎦ + · · · + xn

⎡⎢⎢⎣
a1n
a2n

...
apn

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn

...
ap1x1 + ap2x2 + · · · + apnxn

⎤⎥⎥⎦ .

Si b=(b1,b2, . . . ,bp), résoudre l’équation linéaire x1u1 +x2u2 + · · ·+xnun = b consiste
donc à calculer les (x1, . . . , xn) ∈ Kn vérifiant les équations numériques

(S)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
ap1x1 + ap2x2 + · · · + apnxn = bp

Un tel ensemble d’équations s’appelle un système linéaire de p équations à n inconnues.
Les vecteurs u1, . . . , un sont les vecteurs-colonne du système.

Le vecteur b s’appelle le second membre du système.

Exemple. i1
i2

i3
i4

i5

r1 r2

r4 r3

r5

E

A

B

Considérons le circuit électrique ci-contre, du type
« pont de Wheatstone ». Les résistances ont pour valeurs (en ohm)
r1,r2,r3,r4,r5 et E est un générateur. On a choisi un sens de par-
cours sur chaque portion du circuit, de sorte que les intensités
i1, i2, i3, i4, i5 sont des grandeurs algébriques. L’intensité dans le
circuit principal est i1+i4 = i2+i3 , en vertu de la loi des courants
dérivés et l’on a de même i4 = i3 + i5 , i2 = i1 + i5 . D’après la loi
d’Ohm, la différence de potentiel entre les points A et B est r5i5=r1i1−r4i4=r3i3−r2i2

et la différence de potentiel aux bornes du générateur est e = r1i1 + r2i2 = r3i3 + r4i4 .
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Les intensités sont donc solutions du système linéaire :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r1i1 + r2i2 = e

r3i3 + r4i4 = e

r1i1 − r4i4 − r5i5 = 0
r2i2 − r3i3 + r5i5 = 0
i1 − i2 − i3 + i4 = 0

i3 − i4 + i5 = 0
i1 − i2 + i5 = 0

Système homogène
Si le second membre b est le vecteur nul, on dit que le système linéaire (ou que
l’équation linéaire correspondante) est homogène.
Soit x1u1 + x2u2 + · · · + xnun = 0 une équation linéaire homogène. Le vecteur nul
x1 = x2 = · · · = xn = 0 est évidemment solution. Si (x1, x2, . . . , xn) et (x′

1, x
′
2, . . . , x

′
n)

sont solutions, alors on a

(x1+x′
1)u1+(x2+x′

2)u2+ · · ·+(xn+x′
n)un =

= (x1u1+x2u2+ · · ·+xnun)+(x′
1u1+x′

2u2+ · · ·+x′
nun) = 0

et pour tout scalaire a,

(ax1)u1 + (ax2)u2 + · · · + (axn)un = a(x1u1 + x2u2 + · · · + xnun) = 0 .

La somme de deux solutions est donc une solution et le produit d’une solution par
un scalaire est une solution.

Proposition. L’ensemble des solutions d’un système linéaire homogène à n inconnues
est un sous-espace vectoriel de Kn .

1.4 Vecteurs indépendants et bases

Définition
Soient u1, . . . , un des vecteurs de Kp . Si l’équation linéaire x1u1 + · · · + xnun = 0
a pour seule solution x1 = x2 = · · · = xn = 0, on dit que les vecteurs u1, u2, . . . , un

sont indépendants.

D’après cette définition, des vecteurs sont indépendants si aucun d’entre eux n’est
combinaison linéaire des autres.

Théorème. Soient u1,u2,. . .,un,v des vecteurs de Kp . Si u1,u2,. . .,un sont indépendants
et si u1,u2,. . .,un,v ne le sont pas, alors v est combinaison linéaire des vecteurs u1,u2,. . .,un .

Démonstration. Puisque les vecteurs u1,u2, . . . ,un,v ne sont pas indépendants, il existe une
relation linéaire x1u1 +x2u2 + · · ·+xnun +yv =0 où les scalaires x1, . . . ,xn,y ne sont pas tous
nuls. Si l’on a y = 0, alors il vient x1u1 + x2u2 + · · ·+ xnun = 0, donc x1 = x2 = · · · = xn = 0
car les vecteurs u1, u2, . . . , un sont indépendants ; dans ce cas, tous les scalaires x1, . . . , xn, y
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sont nuls et cela est contraire à ce qu’on a supposé. On en déduit que y �= 0. De l’égalité
de départ, on tire alors v = −(x1/y)u1 − (x2/y)u2 − · · · − (xn/y)un et le vecteur v est bien
combinaison linéaire de u1, . . . , un . �

Théorème. Soient u1,u2, . . . ,un des vecteurs de Kp . Supposons qu’il existe des scalaires
xi et yi tels que x1u1 + x2u2 + · · · + xnun = y1u1 + y2u2 + · · · + ynun . Si les vecteurs
u1, u2, . . . , un sont indépendants, alors xi = yi pour tout i.

Démonstration. D’après les règles de calcul sur les vecteurs, on a

0=(x1u1+x2u2+· · ·+xnun)−(y1u1+y2u2+· · ·+ynun)=(x1−y1)u1+(x2−y2)u2+· · ·+(xn−yn)un

Si les vecteurs u1, u2, . . . , un sont indépendants, alors par définition x1 − y1 = x2 − y2 = · · · =
xn − yn = 0, donc xi = yi pour tout i. �

Définition
Soient u1,u2, . . . ,un des vecteurs de Kp et soit V le sous-espace vectoriel engendré
par ces vecteurs. Si u1, u2 . . . , un sont indépendants, on dit qu’ils forment une base
de V .

D’après les théorèmes qu’on vient de montrer, on a ainsi la propriété suivante.

Des vecteurs u1, u2, . . . , un de Kp forment une base de V si et seulement si tout
vecteur de V s’écrit de manière unique comme combinaison linéaire de u1,u2,. . .,un .

Proposition. Soient u1, u2, . . . , un des vecteurs appartenant à V . Ces vecteurs forment
une base de V si et seulement si l’application (x1,x2, · · · ,xn) → x1u1 +x2u2 + · · ·+xnun

de Kn dans V est une bijection.

Exemple. Les vecteurs canoniques e1, . . . ,ep de Kp forment une base de Kp .

En effet, tout vecteur x=(x1,. . .,xp) appartenant à Kp s’écrit x1e1+x2e2+· · ·+xpep=x.
Tout vecteur de Kp s’écrit donc de manière unique comme combinaison des vecteurs
canoniques.

Définition
La base de Kp formée des vecteurs canoniques e1, e2, . . . , ep s’appelle la base
canonique de Kp .

Exemple. Résolvons l’équation linéaire x1u1 + x2u2 = b, où u1 , u2 et b sont les
vecteurs de R2 définis par u1 = (1, 1), u2 = (−2,−3) et b = (b1, b2).

On a x1

[
1
1

]
+x2

[−2
−3

]
=

[
x1 − 2x2
x1 − 3x2

]
, donc l’équation s’écrit sous la forme du système

linéaire {
x1 − 2x2 = b1

x1 − 3x2 = b2
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De la première équation, on tire x1 = b1 + 2x2 et en reportant dans la deuxième
équation, on obtient (b1 + 2x2) − 3x2 = −x2 + b1 = b2 , d’où les équivalences{

x1 − 2x2 = b1

x1 − 3x2 = b2
⇐⇒

{
x1 = b1 + 2x2

x2 = b1 − b2
⇐⇒

{
x1 = b1 + 2(b1 − b2)
x2 = b1 − b2

Il y a une unique solution (x1, x2) = (3b1 − 2b2, b1 − b2). x1u1

u1

x2u2

u2

b

La seule façon d’exprimer le vecteur b comme combinaison
linéaire des vecteurs u1, u2 consiste donc à écrire

(3b1 − 2b2)u1 + (b1 − b2)u2 = b .

Les vecteurs u1,u2 forment une base de R2 . Si b=(0,0), l’équation
est homogène et a pour unique solution x1 = x2 = 0.

2. Résolution des équations linéaires
2.1 Méthode de Gauss : pratique et exemples

Considérons le système d’équations

(S)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1 (eq1)
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2 (eq2)

...
...

ap1x1 + ap2x2 + · · · + apnxn = bp (eqp)

Si le coefficient a11 n’est pas nul, on peut tirer x1 de la première équation :

x1 = b1 − (a12/a11)x2 − (a13/a11)x3 − · · · − (a1n/a11)xn .

En reportant cette expression de x1 dans les autres équations, on obtient un système
où ne figurent plus que les n−1 inconnues x2, . . . , xn . La méthode de Gauss consiste
à répéter cette opération successivement sur les inconnues restantes. C’est ainsi que
nous avons procédé dans l’exemple précédent.

Pratiquement, on transforme le système (S) en un système équivalent (c’est-à-dire
ayant les mêmes solutions) au moyen d’opérations sur les équations du système.

Opérations permises
opération 1 : changer l’ordre des équations ;

opération 2 : multiplier une équation eqi par un scalaire a non nul, c’est-à-dire
remplacer eqi par eq′

i = a eqi , où a �= 0.

opération 3 : ajouter à une équation eqi un multiple quelconque d’une autre, c’est-à-
dire remplacer eqi par eq′

i =eqi+a eqj , où i �= j et où a est un scalaire quelconque.

Ces mêmes opérations permettent de retrouver les équations de départ : en effet,

® si eq′
i = a eqi , où a est un scalaire non nul, alors eqi = (1/a) eq′

i ;

® si eq′
i = eqi +a eqj , où i �= j , alors eqi = eq′

i −a eqj .
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Lorsqu’on effectue ces opérations, le système d’équations est donc bien transformé
en un système qui a les mêmes solutions.

Exemple 1. Soit le système d’équations (S)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 + 2x2 − x3 = b1 (eq1)

2x1 + 5x2 + x3 = b2 (eq2)
x1 + 4x2 + 5x3 = b3 (eq3)
x1 + x2 − 3x3 = b4 (eq4)

Pour éliminer l’inconnue x1 dans les équations eq2 , eq3 et eq4 , formons les équations⎧⎨⎩
eq′

2 = eq2 −2 eq1 : x2 + 3x3 = b2 − 2b1

eq′
3 = eq3 − eq1 : 2x2 + 6x3 = b3 − b1

eq′
4 = eq4 − eq1 : − x2 − 2x3 = b4 − b1

On obtient le système équivalent :

(S) ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 + 2x2 − x3 = b1 (eq1)

x2 + 3x3 = b2 − 2b1 (eq′
2)

2x2 + 6x3 = b3 − b1 (eq′
3)

− x2 − 2x3 = b4 − b1 (eq′
4)

Éliminons maintenant x2 dans les deux dernières équations en formant les équations
eq′′

3 = eq′
3 −2 eq′

2 et eq′′
4 = eq′

4 + eq′
2 . Il vient

(S) ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 + 2x2 − x3 = b1 (eq1)

x2 + 3x3 = b2 − 2b1 (eq′
2)

x3 = −3b1 + b2 + b4 (eq′′
4)

0 = 3b1 − 2b2 + b3 (eq′′
3)

Premier cas : 3b1 − 2b2 + b3 �= 0 . Le système (S) n’a pas de solution, car l’égalité
(eq′′

3) n’est pas satisfaite.
Second cas : 3b1 − 2b2 + b3 = 0 . Le système se réduit aux trois équations (eq1),

(eq′
2), (eq′′

4). La dernière donne x3 , puis on tire x2 de la seconde et enfin x1 de
la première :

(S)⇐⇒

⎧⎨⎩
x1=−2x2+x3+b1

x2=b2−2b1−3x3

x3=−3b1+b2+b4

⇐⇒

⎧⎨⎩
x1=−2x2+x3+b1

x2=7b1−2b2−3b4

x3=−3b1+b2+b4

⇐⇒

⎧⎨⎩
x1=−16b1+5b2+7b4

x2=7b1−2b2−3b4

x3=−3b1+b2+b4

et dans ce cas, le système a une unique solution.

Si la condition 3b1 − 2b2 − b3 = 0 est satisfaite, le système a une unique solution ;
sinon, il n’a pas de solution.

Exemple 2. Modifions le système d’équations de l’exemple précédent en suppri-
mant la dernière équation et en posant b1 = b2 =1, b3 =−1 : l’égalité 3b1−2b2 +b3 =0
est ainsi satisfaite. Ce système s’écrit

(S)

⎧⎨⎩
x1 + 2x2 − x3 = 1 (eq1)

2x1 + 5x2 + x3 = 1 (eq2)
x1 + 4x2 + 5x3 = −1 (eq3)
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En faisant les mêmes opérations que précédemment, il vient les équivalences

(S) ⇐⇒
{

x1+2x2−x3 = 1 (eq1)
x2+3x3 = −1 (eq′

2)
⇐⇒

{
x1 = 1 − 2x2 + x3

x2 = −1 − 3x3
⇐⇒

{
x1 = 3 + 7x3

x2 = −1 − 3x3

Si l’on donne à x3 n’importe quelle valeur t, on obtient les solutions[
x1
x2
x3

]
=

[
3 + 7t
−1 − 3t

t

]
=

[
3

−1
0

]
+ t

[
7

−3
1

]
A des valeurs de t différentes correspondent des solutions différentes : le système
(S) possède donc une infinité de solutions. Si l’on représente (x1, x2, x3) par un
point de l’espace R3 , les solutions décrivent la droite passant par le point (3,−1, 0)
et de vecteur directeur (7,−3, 1).

Exemple 3. Soit le système linéaire homogène (S)
{

2x1 − x2 + x3 − x4 = 0 (eq1)
3x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 0 (eq2)

où les inconnues sont les nombres réels x1, x2, x3, x4 .
En remplaçant eq2 par 2eq2−3eq1 , l’inconnue x1 disparaît dans la deuxième équation
et (S) est équivalent à{

2x1−x2+x3−x4 = 0 (eq1)
x2+3x3−x4 = 0 (2 eq2 −3 eq1))

⇐⇒
{

2x1 = x2−x3+x4

x2 = −3x3+x4
⇐⇒

{
x1 = −2x3+x4

x2 = −3x3+x4⎡⎣x1
x2
x3
x4

⎤⎦ =

⎡⎣−2x3 + x4
−3x3 + x4

x3
x4

⎤⎦ = x3

⎡⎣−2
−3

1
0

⎤⎦ + x4

⎡⎣ 1
1
0
1

⎤⎦
On peut donner à x3 et x4 des valeurs réelles arbitraires : les solutions de (S) sont donc⎡⎣x1

x2
x3
x4

⎤⎦ = t

⎡⎣−2
−3

1
0

⎤⎦ + t′

⎡⎣ 1
1
0
1

⎤⎦, où t et t′ sont des nombres quelconques.

Posons u = (−2,−3,1,0) et u′ = (1,1,0,1). Les solutions sont toutes les combinaisons
linéaires de u et u′ , autrement dit l’ensemble des solutions est le sous-espace vectoriel
V de R4 engendré par les vecteurs u, u′ . Les deux dernières coordonnées du vecteur
tu + t′u′ sont t et t′ ; si l’on suppose que tu + t′u′ = 0, alors t = 0 et t′ = 0. Cela
montre que les vecteurs u et u′ sont indépendants. Les vecteurs u et u′ forment donc
une base du sous-espace vectoriel V . Le système possède une infinité de solutions.

Remarque
La méthode de Gauss n’est pas une bonne méthode numérique pour résoudre des
systèmes linéaires de grande taille : elle nécessite beaucoup d’opérations et le résultat
est trop sensible aux erreurs d’arrondi. Nous présenterons au chapitre 8 quelques
méthodes de résolution numérique plus efficaces.
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2.2 Résolution des systèmes linéaires
Reprenons le système de p équations à n inconnues

(S)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1 (eq1)
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2 (eq2)

...
...

ap1x1 + ap2x2 + · · · + apnxn = bp (eqp)

Échelonnement du système. Supposons que dans (S), l’un des coefficients de
x1 n’est pas nul (sinon, l’inconnue x1 n’apparaît pas et le système n’a que les
n−1 inconnues x2, . . . , xn ). En plaçant en première position l’une des équations où
apparaît x1 , on peut supposer a11 �= 0.

Comme on l’a vu, la méthode de Gauss consiste à faire les opérations qui éliminent
x1 dans les équations eq2, . . . , eqp , et à continuer successivement l’élimination des
inconnues qui restent.

À chaque étape, on a éliminé au moins une inconnue dans les dernières équations ;
cela peut produire certaines équations où ne figure plus d’inconnue, comme dans
l’exemple 1.

En réordonnant éventuellement les équations en cours de calcul, on trouve, comme
dans les exemples précédents, un système (S ′) équivalent à (S) et de la forme :

(S′)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 + a′
12x2 + a′

13x3 + · · · + a′
1nxn = b′1 (eq′

1)
xi2 + a′

2 i2+1xi2+1 + · · · + a′
2nxn = b′2 (eq′

2)
xi3 + a′

3 i3+1xi3+1 + · · · + a′
3nxn = b′3 (eq′

3)
. . .

...
...

xir
+ a′

r ir+1xir+1 + · · · + a′
r nxn = b′r (eq′

r)
0 = b′r+1(eq

′
r+1)

...
...

0 = b′p (eq′
p)

Un tel système est dit en échelons. Voici les caractéristiques d’un système en échelons.

i) Dans les r premières équations, les inconnues de tête x1, xi2 , xi3 , . . . , xir
ont leurs

indices strictement croissants : 1 = i1 < i2 < i3 < · · · < ir � n.

ii) Chaque inconnue de tête a pour coefficient 1 : on obtient cela en divisant une équa-
tion αxk +αk+1xk+1 + · · ·+αnxn = β par le coefficient α �= 0 de l’inconnue de tête.

iii) Le nombre r d’équations contenant des inconnues est bien sûr inférieur ou égal
à n et à p.

Nous verrons bientôt que ce nombre r d’inconnues de tête ne dépend que du système
(S) et non pas de la manière dont on s’y est pris pour l’échelonner.
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Définitions
® Le nombre r s’appelle le rang du système (S) ou de l’équation linéaire.

® Si l’on a r < p, les p − r dernières égalités (celles dont le premier membre est
nul) s’appellent les égalités de compatibilité.

Puisque les systèmes (S) et (S′) ont les mêmes solutions, on en déduit :

Si l’une des égalités de compatibilité n’est pas satisfaite, alors le système n’a pas de solution.

Compte-tenu du déroulement de la méthode de Gauss, on a les propriétés suivantes.

® Le rang d’un système linéaire ne dépend pas du second membre.
® Le second membre de (S ′) ne dépend que du second membre de (S).
® Si le système est homogène (son second membre est nul), alors toutes les égalités de

compatibilité sont satisfaites : en effet, chaque nombre b′i s’obtient en faisant des com-
binaisons linéaires de b1,. . .,br ; si tous les bi sont nuls, il en va donc de même des b′i .

Fin de la résolution. Supposons que l’on a r = p (il n’y a pas d’égalité de com-
patibilité) ou bien que toutes les égalités de compatibilité sont satisfaites : dans ces
cas, le système se réduit aux r premières équations.
On poursuit alors la résolution en exprimant, dans les r premières équations, les in-
connues de tête en fonction des autres ; pour simplifier, supposons que les inconnues
de tête sont x1, x2, . . . , xr (il suffit de rénuméroter les inconnues pour qu’il en soit
ainsi). Le système (S′) s’écrit alors sous la forme

(S∗)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 = b∗1 − a∗

12x2 − · · · · · · − a∗
1nxn

x2 = b∗2 − a∗
23x3 − · · · − a∗

2nxn

...
. . .

...
xr = b∗r − a∗

r r+1xr+1 − · · · − a∗
rnxn

Il est maintenant facile d’exprimer chacune des inconnues x1, . . . , xr au moyen de
xr+1, . . . , xn :

– on reporte l’expression de xr dans l’avant dernière équation, ce qui donne xr−1

en fonction de xr+1, . . . , xn ,
– puis on opère par reports successifs dans les expressions de xr−2, . . . , x1 .

Distinguons deux cas.

Premier cas : r = n . Alors la dernière équation s’écrit xn = b∗n et de proche en
proche, on calcule la valeur de xn−1, . . . , x1 . Le système possède dans ce cas une
unique solution.

Second cas : r < n . Après report des inconnues xr+1, . . . , xn , le système s’écrit :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 = β1 + γ1 r+1xr+1 + γ1 r+2xr+2 + . . . + γ1nxn

x2 = β2 + γ2 r+1xr+1 + γ2 r+2xr+2 + . . . + γ2nxn

...
...

xr = βr + γr r+1xr+1 + γr r+2xr+2 + . . . + γrnxn
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ou encore⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
...

xr

xr+1
xr+2

...
xn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1
...

βr

0
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ xr+1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ1 r+1
...

γr r+1

1
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ xr+2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ1 r+2
...

γr r+2

0
1
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ · · · + xn

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ1n
...

γrn

0
0
...
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Posons x=(x1, . . . ,xn), w =(β1, . . . ,βr,0, . . . ,0) et notons wr+1, . . . ,wn les vecteurs
en facteur des inconnues xr+1, . . . , xn . On a donc

x = w + xr+1wr+1 + · · · + xnwn .

® On obtient les solutions du système en donnant des valeurs arbitraires aux in-
connues xr+1, . . . , xn . Les solutions x s’obtiennent donc en ajoutant le vecteur
w à n’importe quelle combinaison linéaire des n−r vecteurs wr+1, . . . , wn . Le
système possède une infinité de solutions.

® Les vecteurs wr+1, . . . , wn sont indépendants : en effet, si tr+1, . . . , tn sont des
scalaires, les n−r dernières coordonnées du vecteur tr+1wr+1 + · · ·+ tnwn sont
tr+1, . . . , tn ; si l’on a tr+1wr+1 + · · ·+ tnwn = 0, il vient donc tr+1 = · · ·= tn = 0.

Conclusion : Les solutions s’écrivent de manière unique

x = w + tr+1wr+1 + · · · + tnwn , où tr+1, . . . , tn sont des scalaires quelconques.

Les nombres tr+1, . . . , tn s’appellent les paramètres des solutions.

Cas d'un système homogène. Si le système (S) est homogène (b = 0), les
nombres b∗i sont tous nuls, donc w = 0. L’ensemble des solutions est le sous-espace
vectoriel V de Kp engendré par les vecteurs wr+1, . . . , wn ; puisque ces vecteurs
sont indépendants, ils forment une base de V .

Équations d'un sous-espace vectoriel
Soit V le sous-espace vectoriel de Kp engendré par des vecteurs u1, u2, . . . , un . Un
vecteur y appartient à V si et seulement si l’équation linéaire

(∗) x1u1 + x2u2 + · · · + xnun = y

a au moins une solution, ce qui a lieu si et seulement si les égalités de compatibilités
sont satisfaites : ces égalités constituent donc des équations du sous-espace vectoriel V .

Exemple. Soit V le sous-espace vectoriel de R4 engendré par les vecteurs u1 =
(1,1,2,1), u2 = (−1,1,1,0), u3 = (1,1,2,1). Un vecteur (y1, y2, y3, y4) ∈ R4 est combi-
naison linéaire de u1, u2, u3 si et seulement si le système linéaire suivant a au moins
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une solution : ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 − x2 + x3 = y1 (eq1)
x1 + x2 + x3 = y2 (eq2)

2x1 + x2 + 2x3 = y3 (eq3)
x1 + x3 = y4 (eq4)

On a les systèmes équivalents :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 − x2 + x3 = y1 (eq1)

2x2 = −y1 + y2 (eq′2)=(eq2)−(eq1)

3x2 = −2y1 + y3 (eq′3)=(eq3)−2(eq1)

x2 = −y1 + y4 (eq′4)=(eq4)−(eq1)

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 − x2 + x3 = y1 (eq1)

2x2 = −y1 + y2 (eq′2)

0 = −2(−2y1 + y3) + 3(−y1 + y2) −2(eq′3)+3(eq′2)

0 = −2(−y1 + y4) + (−y1 + y2) −2(eq′4)+(eq′2)

Pour qu’il y ait une solution (x1, x2, x3), il faut et il suffit que les égalités de
compatibilité soient satisfaites. Le sous-espace vectoriel V a donc pour équations{

y1 + 3y2 − 2y3 = 0
y1 + y2 − 2y4 = 0

.

® Par exemple, le vecteur (5,1,4,3) appartient à V et (0,4,6,1) n’y appartient pas.
® Soient v1 = (0, 1, 1, 0) et v2 = (1, 1,−1, 1). Quelles sont les combinaisons de

v1 et v2 qui appartiennent à V ? Les coordonnées d’un vecteur y combinai-

son de v1 et v2 sont de la forme

⎡⎣ y1
y2
y3
y4

⎤⎦ = t

⎡⎣ 0
1
1
0

⎤⎦ + t′

⎡⎣ 1
1

−1
1

⎤⎦ =

⎡⎣ t′

t + t′

t − t′

t′

⎤⎦. On a

y1 +3y2−2y3 = t′ +3(t+ t′)−2(t− t′)= t+6t′ et y1 +y2−2y4 = t′ +(t+ t′)−2t′ = t.
Le vecteur y appartient à V si et seulement si l’on a t + 6t′ = t = 0, c’est-à-dire
si et seulement si t = t′ = 0. Par conséquent, une combinaison linéaire de v1 et v2

n’appartient à V que si c’est le vecteur nul.

2.3 Les résultats généraux
La méthode de Gauss donne les principaux renseignement sur les solutions d’un
système linéaire.

Résultats 1. Supposons que le système linéaire (S) possède p équations, n inconnues
et que son rang est r � 1.

a) Si r < n et s’il y a au moins une solution, alors il y a une infinité de solutions.
b) Si p < n et s’il y a au moins une solution, alors il y a une infinité de solutions.
c) Si l’on a r = p < n, alors le système possède une infinité de solutions.

Concernant les systèmes homogènes, on a les résultats suivants.
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Résultats 2. Supposons que le système linéaire (S) est homogène.

a) Si r < n, l’ensemble des solutions du système est un sous-espace vectoriel de Kn ayant
une base formée de n−r vecteurs.

b) Le système a une unique solution si et seulement si r = n et dans ce cas, la solution est
le vecteur nul.

c) Si p < n, le système a une infinité de solutions.

La proposition suivante concerne le cas important des systèmes linéaires ayant autant
d’équations que d’inconnues (p = n). Sous forme vectorielle, un tel système s’écrit

x1u1 + · · · + xnun = b, où u1, . . . , un et b sont des vecteurs de Kn .

Résultat 3. Soient u1, . . . , un des vecteurs de Kn . Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) le rang du système linéaire x1u1 + · · · + xnun = 0 est égal à n ;

b) les vecteurs u1, . . . , un sont indépendants ;

c) quel que soit le vecteur b ∈ Kn , l’équation linéaire x1u1 + · · ·+ xnun = b a une unique
solution ;

d) l’application (x1, . . . , xn) → x1u1 + · · · + xnun de Kn dans Kn est bijective.

Démonstrations des résultats. Nous utilisons la discussion et les notations du paragraphe
précédent, pages 111-112.

1. S’il y a au moins une solution, c’est que les éventuelles égalités de compatibilité sont satis-
faites. Si de plus r < n, alors on est dans le second cas et il y a une infinité de solutions ;
si p < n, alors on a r < n, car r � p : cela montre (b). Si r = p < n, il n’y a pas d’égalité
de compatibilité et l’on est encore dans le second cas.

2. Puisque le système est homogène, les égalités de compatibilité sont toutes satisfaites. Si
r < n, on est dans le second cas et nous savons que le vecteur w est nul. Les solutions sont
donc les combinaisons linéaires des n−r vecteurs indépendants wr+1, . . . , wn . Puisqu’on a
toujours r � n, on en déduit que si le système n’a qu’une solution, alors r = n. Réciproque-
ment, si r = n, alors on est dans le premier cas et il y a donc une unique solution qui est
nécessairement le vecteur nul. Nous avons ainsi montré les propriétés (a) et (b). La propriété
(c) résulte de (a) : en effet, on a toujours r � p, donc si p < n, alors on a r < n.

3. Les vecteurs u1, . . . ,un sont indépendants si et seulement si l’équation x1u1 + · · ·+xnun =0
a pour seule solution x1 = · · · = xn = 0. D’après le résultat 2 (b), cela équivaut à dire que
le rang de cette équation linéaire est n, d’où l’équivalence entre (a) et (b).
Soit b∈Kn . Les systèmes linéaires x1u1 + · · ·+xnun = b et x1u1 + · · ·+xnun = 0 on même
rang. Si les vecteurs u1, . . . ,un sont indépendants, le système linéaire x1u1 + · · ·+xnun = b

a donc pour rang n. On est alors dans le premier cas et le système a une unique solution.
Réciproquement, si le système linéaire x1u1 + · · · + xnun = b a une unique solution, alors
d’après le résultat 1 (a), l’inégalité r < n n’est pas vraie ; puisqu’on a r � n, il s’ensuit r = n.
Nous avons ainsi montré l’équivalence entre (a) et (c).
Les propriétés (c) et (d) sont équivalentes par définition d’une application bijective. �
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3. Dimension d'un sous-espace vectoriel
3.1 Définition de la dimension

Voici une conséquence très importante du résultat 3 précédent.

Proposition. Soient u1, . . . , um des vecteurs indépendants appartenant à Kp . Suppo-
sons que v1, . . . , vq sont des vecteurs de Kp et que chaque vi est combinaison linéaire de
u1, . . . , um . Si q > m, les vecteurs v1, . . . , vq ne sont pas indépendants.

Démonstration. Par hypothèse, chaque vecteur vi s’écrit vi = a1iu1 + a2iu2 + · · ·+ amium ,
où les aji sont des scalaires. Soient x1, . . . , xq des scalaires et soit e = x1v1 + · · · + xqvq .
On a xivi = xia1iu1 + xia2iu2 + · · · + xiamium , donc le coefficient de u1 dans la combi-
naison linéaire e est a11x1 + a12x2 + · · · + a1qxq . De même, le coefficient de ui dans e est
ai1x1 + ai2x2 + · · · + aiqxq . Supposons e = 0. Puisque u1, . . . , um sont indépendants, il vient⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · · + a1qxq = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2qxq = 0

...
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amqxq = 0
Si q > m, ce système a plus d’inconnues que d’équations et comme il est homogène, il a une
infinité de solutions (résultat 2 (c)). L’équation linéaire x1v1 + · · · + xqvq = 0 n’a pas que la
solution nulle, donc les vecteurs v1, . . . , vq ne sont pas indépendants. �

Corollaire. Si v1, . . . , vq sont des vecteurs indépendants de Kp , alors on a q � p.

Démonstration. Tout vecteur de Kp est combinaison linéaire des vecteurs canoniques
e1, . . . , ep qui sont indépendants. Chaque vecteur vi est donc combinaison de e1, . . . , ep .
Si l’on a q > p, alors d’après la proposition précédente, les vecteurs v1, . . . , vq ne sont pas
indépendants. Si les vecteurs v1, . . . , vq sont indépendants, c’est donc que l’on a q � p. �

Théorème. Tout sous-espace vectoriel de Kp possède des bases.

Démonstration. Soit V un sous-espace vectoriel de Kp . D’après le corollaire précédent, toute
partie de Kp formée de vecteurs indépendants possède au plus p éléments. Choisissons une par-
tie {u1,u2,. . .,ud} de V formée de vecteurs indépendants et ayant le plus grand nombre possible
d’éléments. Soit v∈V . Si v est l’un des vecteurs ui , alors v est combinaison linéaire de u1,. . .,ud .
Supposons que v est différent de tous les ui . Alors l’ensemble {u1,u2, . . . ,ud,v} possède d+1
éléments, donc les vecteurs u1,u2,. . .,ud,v ne sont pas indépendants. D’après le théorème page
105, v est combinaison linéaire de u1,u2,. . .,ud . Ainsi tout vecteur de V est combinaison linéaire
de u1,. . .,ud . Puisque ces vecteurs sont indépendants, ils forment par définition une base de V . �

Proposition. Soit V un sous-espace vectoriel de Kp . Toutes les bases de V ont le même
nombre d’éléments.

Démonstration. Supposons que les vecteurs u1, . . . , um forment une base de V et que les
vecteurs v1,. . .,vq forment aussi une base de V . Chaque vecteur vi appartient à V , donc est com-
binaison linéaire des vecteurs indépendants u1,. . .,um . Si l’on avait q>m, alors d’après la propo-
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sition précédente, les vecteurs v1,. . .,vq ne seraient pas indépendants. On a donc q�m. En échan-
geant le rôle des bases dans ce raisonnement, on montre de même que l’on a m�q , d’où m=q . �

Définition
Si V est un sous-espace vectoriel de Kp , le nombre d’éléments d’une base de V

s’appelle la dimension de V et se note dimV .

Voici des conséquences immédiates de la définition.

a) Puisque la base canonique de Kp possède p éléments, on a dim Kp = p.

b) Si V est un sous-espace vectoriel de Kp , alors dimV � p.

En effet, une base de V étant formée de vecteurs indépendants, le nombre de ces
vecteurs n’excède pas p.

c) Si un système linéaire homogène à n inconnues est de rang r<n, l’ensemble des so-
lutions est un sous-espace vectoriel de dimension n−r (résultats 2, page 114). Deux
systèmes linéaires homogènes qui ont les mêmes solutions ont donc le même rang.

d) Soit V un sous-espace vectoriel de Kp . Si dimV =d<p, alors tout système d’équa-
tions définissant V est de rang p−d. Un système minimal d’équations définissant
V possède donc p−d équations.

3.2 Droites, plans, hyperplans
® Un sous-espace vectoriel de dimension 1 s’appelle une droite ; un sous-espace

vectoriel de dimension 2 s’appelle un plan.

® Un sous-espace vectoriel de Kp de dimension p−1 s’appelle un hyperplan de Kp .

Un hyperplan de Kp est donc défini par une seule équation (car p − (p−1) = 1).

Exemples

® Si a, b, c, d sont des nombres réels non tous nuls, le sous-espace vectoriel de R4

d’équation ax + by + cz + dt = 0 est un hyperplan de R4 .

® Si a,b,c sont des scalaires non tous nuls, le sous-espace vectoriel de R3 d’équation
ax + by + cz = 0 est un plan.
Par exemple, le plan d’équation x−2z =0 a pour base les vecteurs (2,0,1),(0,1,0).

® Pour une droite de R3 , le nombre minimal d’équations est 3−1 = 2 : une droite
de R3 est définie par deux équations non proportionnelles.

® Le sous-espace vectoriel de R3 d’équations
{

x − y + z = 0
2x + y − z = 0

est la droite de vec-

teur directeur (0, 1, 1) ; c’est l’intersection du plan d’équation x − y + z = 0 et du
plan d’équation 2x + y − z = 0.
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Sous-espaces affines de R3

Définition
Soit V un sous-espace vectoriel de R3 . Si A est un point de R3 , le sous-espace affine
passant par A et de direction V est l’ensemble des points M ∈R3 tels que

−−−−−−−→
AM ∈ V .

® Supposons par exemple que V est le plan d’équation ax + by + cz = 0 et que les
coordonnées de A sont (x0, y0, z0). Le plan affine passant par A et de direction
V a pour équation a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0.

® Soit u = (p, q, r) un vecteur non nul. La droite affine passant par (x0, y0, z0) et de
vecteur directeur u est l’ensemble des points (x0,y0,z0)+ t(p,q,r), où t parcourt R.

Plans en feuillets. Soient P et P ′ deux plans affines de R3 , sécants selon
une droite D . Les équations de ces plans sont (P ) : ax + by + cz + d = 0 ,
(P ′) : a′x + b′y + c′z + d′ = 0.
Cherchons la condition pour qu’un plan Π d’équation ux+vy+wz +h=0 contienne
la droite D .

R
3

D

Π P ′

R
3

P

La droite D est l’ensemble des solutions du système linéaire

(1)
{

ax + by + cz = −d

a′x + b′y + c′z = −d′

qui est par hypothèse de rang 2.

L’intersection Π ∩ D a donc pour équations

(2)

⎧⎨⎩
ax + by + cz = −d

a′x + b′y + c′z = −d′

ux + vy + wz = −h

Supposons que le plan Π contient la droite D . Alors les sys-
tèmes (1) et (2) ont les mêmes solutions, donc le système (2)
est aussi de rang 2. On en déduit que, par la méthode de Gauss, la troisième équation se
transforme en une égalité de compatibilité de la forme 0=λ(−d)+λ′(−d′)+μ(−h). Cette
égalité est satisfaite puisque (2) a des solutions. Il vient donc pour tout (x, y, z) ∈ R3 :

λ(ax + by + cz + d) + λ′(a′x + b′y + c′z + d′) + μ(ux + vy + wz + h) = 0

On a μ �= 0, car les équations de P et P ′ ne sont pas proportionnelles. Par conséquent,

ux + vy + wz + h = −(λ/μ)(ax + by + cz + d) − (λ′/μ)(a′x + b′y + c′z + d′) ,

autrement dit : l’équation de Π est combinaison des équations de P et de P ′ .
Réciproquement, supposons que l’équation de Π est combinaison des équations de P et
de P ′ . Tout point de D satisfait à la fois l’équation de P et celle de P ′ , donc satisfait
l’équation de Π : tout point de D est donc aussi dans Π.

Résumons : si P et P ′ sont des plans de R3 sécants selon une droite, les plans conte-
nant cette droite sont ceux dont l’équation est combinaison des équations de P et de P ′ .
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3.3 Recherche d'une base
Vecteurs en échelons

Définition
Soit u1, u2, . . . , un une suite de vecteurs de Kp . On dit que la suite est échelonnée
si ces vecteurs sont tous non nuls et si, pour tout i = 2,3, . . . , n, la première coor-
donnée non nulle de ui est d’indice strictement supérieur à l’indice de la première
coordonnée non nulle de ui−1 .

Exemple. Voici une suite échelonnée de vecteurs de R5 :

u1 =

⎡⎢⎢⎣
2
a2
a3
a4
a5

⎤⎥⎥⎦ , u2 =

⎡⎢⎢⎣
0
7
b3
b4
b5

⎤⎥⎥⎦ , u3 =

⎡⎢⎢⎣
0
0
0
1
c5

⎤⎥⎥⎦ , u4 =

⎡⎢⎢⎣
0
0
0
0
3

⎤⎥⎥⎦
L’équation linéaire x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4 = 0 s’écrit⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

2x1 = 0
a2x1 + 7x2 = 0
a3x1 + b3x2 = 0

a4x1 + b4x2 + x3 = 0
a5x1 + b5x2 + c5x3 + 3x4 = 0

La première équation donne x1 = 0, puis la deuxième s’écrit a2 × 0 + 7x2 = 0, donc
x2 = 0 ; la troisième équation est satisfaite, de la quatrième on tire x3 = 0, et enfin
la dernière équation s’écrit 3x4 = 0, donc x4 = 0. L’équation linéaire a pour seule
solution x1 = x2 = x3 = x4 = 0, donc les vecteurs u1, u2, u3, u4 sont indépendants.

Ce raisonnement pouvant s’appliquer à une suite échelonnée quelconque, on a la
proposition suivante.

Proposition. Des vecteurs échelonnés sont indépendants.

Recherche d'une base
Dans ce paragraphe, V est le sous-espace vectoriel de Kp engendré par des vecteurs
u1, u2, . . . , un .
On peut effectuer sur les vecteurs u1, . . . , un les mêmes opérations que celles que
l’on pratique sur les équations au cours de la méthode de Gauss.

opération (a) : changer l’ordre des vecteurs ;

opération (b) : multiplier un vecteur par un scalaire a �= 0 ;

opération (c) : ajouter à l’un des vecteurs un multiple d’un autre, c’est-à-dire rem-
placer ui par u′

i = ui + auj , où i �= j et où a est un scalaire quelconque.

Puisqu’on a ui = u′
i − auj , l’opération (c) permet de retrouver ui à partir de u′

i .
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Proposition. Si l’on applique les opérations précédentes aux vecteurs u1, . . . , un , on
obtient des vecteurs qui engendrent le même sous-espace vectoriel V .

Démonstration. Posons u′
1 = u1 + bu2 , où b est un scalaire quelconque. Le vecteur u′

1 est
combinaison linéaire de u1 et u2 , donc u′

1 appartient à V . Il s’ensuit que toute combinaison
linéaire des vecteurs u′

1, u2, . . . , un est dans V . De même, u1 est combinaison linéaire de u′
1

et u2 donc tout vecteur de V est combinaison linéaire de u′
1, u2, . . . un . �

Nous allons voir que par les opérations (a), (b) et (c), on peut transformer les vecteurs
u1, . . . , un en une suite échelonnée.

Considérons un vecteur u =

⎡⎣ a1
...

ap

⎤⎦ et supposons que sa k-ième coordonnée ak est

non nulle. Si v =

⎡⎣ b1
...
bp

⎤⎦ est un vecteur quelconque, le vecteur v′ =v−(bk/ak)u a pour

k-ième coordonnée bk − (bk/ak)ak = 0 et s’obtient à partir de u,v par l’opération (c).
Supposons par exemple que la première coordonnée de u1 n’est pas nulle. En ajou-
tant à chacun des vecteurs u2, . . . , un un multiple convenable de u1 , on peut ainsi
obtenir des vecteurs u′

2, . . . ,u
′
n dont la première coordonnée est nulle. En poursuivant

ces opérations, on formera des vecteurs en échelon.

Exemple. Échelonnons la suite de vecteurs

u1 =

⎡⎣ 2
0
1
3

⎤⎦ , u2 =

⎡⎣ 3
−1

1
4

⎤⎦ , u3 =

⎡⎣ 1
1
1
2

⎤⎦ , u4 =

⎡⎣−2
4
1
1

⎤⎦
Étape 1. En ajoutant 3u1 à −2u2 (opérations (b) et (c)), on obtient le vecteur u′

2 =

⎡⎣ 0
2
1
1

⎤⎦
dont la première coordonnée est nulle ; de même, en posant u′

3 = 2u3 − u1 et
u′

4 = u4 + u1 , il vient

u1 =

⎡⎣ 2
0
1
3

⎤⎦ , u′
2 =

⎡⎣ 0
2
1
1

⎤⎦ , u′
3 =

⎡⎣ 0
2
1
1

⎤⎦ , u′
4 =

⎡⎣ 0
4
2
4

⎤⎦
Étape 2. Soustrayons u′

2 à u′
3 et 2u′

2 à u′
4 : on trouve la suite de vecteurs

u1 =

⎡⎣ 2
0
1
3

⎤⎦ , u′
2 =

⎡⎣ 0
2
1
1

⎤⎦ , u′′
3 = u′

3 − u′
2 =

⎡⎣ 0
0
0
0

⎤⎦ , u′′
4 = u′

4 − 2u′
2 =

⎡⎣ 0
0
0
2

⎤⎦
et les vecteurs u1, u

′
2, u

′′
4 sont échelonnés.

Soit V le sous-espace vectoriel de R4 engendré par u1,u2,u3,u4 . D’après la proposition,
V est aussi engendré par u1, u

′
2, u

′′
3 , u

′′
4 , c’est-à-dire par u1, u

′
2, u

′′
4 puisque u′′

3 = 0.
Les trois vecteurs u1, u

′
2, u

′′
4 étant échelonnés, ils sont indépendants : les vecteurs

u1, u
′
2, u

′′
4 forment donc une base de V . Par conséquent, on a dimV = 3.
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Résumé des méthodes pour trouver une base
Soit V un sous-espace vectoriel.

® Si l’on connaît des vecteurs u1, u2, . . . , un qui engendrent V , alors en échelon-
nant ces vecteurs, on obtient une base de V . On trouvera au plus n vecteurs en
échelons, donc la dimension de V est inférieure ou égale à n.

® Si V est l’ensemble des solutions d’un système linéaire homogène à n inconnues,
on résout ce système par la méthode de Gauss : si le système est de rang r , les
solutions s’expriment de manière unique comme combinaison de n−r vecteurs
indépendants qui forment donc une base de V : dimV = n−r .

3.4 Propriétés de la dimension
Propriétés 1. Soit V un sous-espace vectoriel de Kp .

a) Si V est engendré par n vecteurs, alors dimV � n.
b) Si u1, u2, . . . , uq sont des vecteurs indépendants appartenant à V , alors q � dimV .
c) Supposons que V est contenu dans un sous-espace vectoriel W de Kp . Alors on a

dimV � dimW et de plus, on a V = W si et seulement si dimV = dim W .

Démonstration. Posons d = dimV et soit e1, e2, . . . , ed une base de V .

(a) Si l’on échelonne une suite de n vecteurs qui engendrent V , on obtient une base formée
d’au plus n vecteurs en échelons, donc la dimension de V est inférieure ou égale à n.
(b) Chaque vecteur ui est combinaison des vecteurs indépendants e1,. . .,ed . Si l’on avait q>d,
alors d’après la proposition page 115, les vecteurs u1, . . . , uq ne seraient pas indépendants.
Par conséquent, on a q � d.
(c) Les vecteurs e1, . . . , ed appartiennent à V donc à W , et ils sont indépendants. D’après
la propriété (b), on a donc d � dimW . Supposons d = dimW et montrons que tout vecteur
u ∈ W appartient à V : puisqu’on a aussi V ⊂ W , cela impliquera l’égalité V = W . Rai-
sonnons par l’absurde en supposant qu’il existe un vecteur w ∈ W tel que w �∈ V . Alors les
vecteurs e1,e2, . . . ,ed,w sont deux à deux différents, donc leur nombre est 1+d=1+dimW .
Puisqu’ils appartiennent au sous-espace W de dimension d, ils ne sont pas indépendants
(d’après (b)). On en déduit (théorème page 105) que w est combinaison linéaire de e1, . . . ,ed ,
ce qui est contraire à l’hypothèse. �

Propriétés 2. Soit V un sous-espace vectoriel de Kp de dimension d.

a) Si u1,u2,. . .,ud sont des vecteurs indépendants appartenant à V , ils forment une base de V .
b) Si u1, u2, . . . , ud sont des vecteurs qui engendrent V , ils forment une base de V .

Démonstration. Soit V ′ le sous-espace vectoriel engendré par u1, u2, . . . , ud . Puisque les
vecteurs ui appartiennent à V , tout vecteur de V ′ est un vecteur de V , autrement dit on a
l’inclusion V ′ ⊂ V . Si les vecteurs u1, u2, . . . , ud sont indépendants, ils forment une base de
V ′ , donc on a dimV ′ = d, c’est-à-dire dimV ′ = dimV . D’après la propriété 1(c), on en déduit
V = V ′ . Donc u1, u2, . . . , ud est une base de V .
Supposons maintenant que les vecteurs u1,u2, . . . ,ud engendrent V . S’ils ne sont pas indépen-
dants, l’un d’eux, ud par exemple, est combinaison linéaire des autres. Alors V est engendré
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par les vecteurs u1, u2, . . . , ud−1 . Par la propriété 1(a), on en déduit dimV � d− 1, ce qui est
une contradiction. Ce raisonnement montre que les vecteurs u1, u2, . . . , ud sont indépendants.
Puisqu’ils engendrent V , ils forment une base de V . �

Propriété 3. Si V est le sous-espace vectoriel de Kp engendré par des vecteurs
u1, u2, . . . , un , la dimension de V est égale au rang de l’équation linéaire
x1u1 + x2u2 + · · · + xnun = 0.

Démonstration. Notons r le rang de l’équation. Si r = n, cette équation homogène a pour
unique solution x1 = · · · = xn = 0 (résultat 2 page 114), donc les vecteurs u1, u2, . . . , un sont
indépendants et l’on a bien dimV = n = r .
Supposons maintenant 1 � r < n. Supposons que, par la méthode de Gauss, on commence
par éliminer x1 dans la deuxième équation du système. On obtient une équation linéaire
x1ũ1 + x2ũ2 + · · ·+ xnũn = 0, où l’on est passé d’un vecteur ui quelconque au vecteur ũi en
faisant sur les coordonnées la même opération :

si u=

⎡⎢⎢⎣
a1

a2

...
ap

⎤⎥⎥⎦ est l’un des vecteurs ui , le vecteur ũ correspondant est de la forme

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
a1

a2+ta1

a3

...
ap

⎤⎥⎥⎥⎥⎦,

et le scalaire t, choisi pour que la deuxième coordonnée de ũ1 soit nulle, est le même pour
tous les vecteurs ui . Si l’on applique cette opération à un vecteur quelconque de Kp , cela
définit une transformation u → ũ de Kp . Le transformé de αu est αũ, le transformé de
u + v est ũ + ṽ et le transformé du vecteur nul est le vecteur nul.

Pour simplifier, supposons que la méthode de Gauss appliquée à l’équation

x1u1+x2u2+ · · ·+xnun = 0

conduise au système linéaire équivalent

(S′)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x1 + a′

12x2 + a′
13x3 + · · · + a′

1rxr + a′
1 r+1xr+1 + · · · + a′

1nxn = 0
x2 + a′

23x3 + · · · + a′
2rxr + a′

2 r+1xr+1 + · · · + a′
2nxn = 0

...
...

...
xr + a′

r r+1xr+1 + · · · + a′
rnxn = 0

(le système étant homogène, les égalités de compatibilité sont satisfaites.) Ce système s’écrit
aussi x1u

′
1 + x2u

′
2 + · · · + xnu′

n = 0, où

u′
1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
0
...
0
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, u′

2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a′
12

1
0
...
0
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, . . . , u′

r =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a′
1r

a′
2r

...
1
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, u′

r+1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a′
1 r+1

a′
2 r+1

...
a′

r r+1

0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, . . . , u′

n =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a′
1n

a′
2n

...
a′

rn

0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
On passe des ui aux u′

i par des opérations du même type que pour la transformation u → ũ ;
précisément, on effectue la même suite d’opérations sur tous les vecteurs, une opération
élémentaire étant l’une des suivantes :
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i) changer l’ordre des coordonnées,

ii) multiplier une coordonnée par un scalaire non nul,

iii) ajouter à l’une des coordonnées un multiple d’une autre coordonnée.

Pour tout vecteur u∈Kp , notons u′ le vecteur obtenu après cette suite d’opérations : cela défi-
nit une transformation u → u′ de Kp . Le transformé de au est au′ , le transformé de u + v est
u′ +v′ et le transformé du vecteur nul est le vecteur nul. De plus, on peut retrouver u à partir
de u′ par une suite d’opérations du même type, donc la transformation u → u′ est bijective.
Montrons que les vecteurs u1, u2, . . . , ur sont indépendants. Supposons qu’on a une rela-
tion y1u1 + y2u2 + · · · + yrur = 0 ; alors en transformant chaque membre de l’égalité, il vient
y1u

′
1 + y2u

′
2 + · · · + yru

′
r = 0 ; les vecteurs u′

1, u
′
2, . . . , u

′
r étant visiblement indépendants (ils

sont échelonnés par le bas), les scalaires y1, y2, . . . , yr sont tous nuls.

Montrons que pour r + 1 � k � n, le vecteur uk est combinaison linéaire de u1, u2, . . . , ur .
Le système d’équations aux inconnues t1, t2, . . . , tr :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

t1 + a′
12t2 + a′

13t3 + · · · + a′
1rtr = a′

1k

t2 + a′
23t3 + · · · + a′

2rtr = a′
2k

. . .
...

...
tr = a′

rk

possède r équations, r inconnues et est de rang r , donc il a une unique solution (t1,t2, . . . ,tr).
On a, dans Kr , l’égalité de vecteurs

t1

⎡⎢⎢⎢⎣
1
0
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎦ + t2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
a′
12

1
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ + · · · + tr

⎡⎢⎢⎣
a′
1r

a′
2r

...
1

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
a′
1k

a′
2k

...
a′

rk

⎤⎥⎥⎦
et comme les p − r dernières coordonnées des vecteurs u′

i sont nulles, on a aussi

t1u
′
1 + t2u

′
2 + · · · + tru

′
r = u′

k .

Puisque la transformation u → u′ est une bijection, on en déduit t1u1 + t2u2 + · · ·+ trur = uk :
chaque uk est donc combinaison de u1, . . . , ur . Ainsi le sous-espace vectoriel V engendré
par u1, u2, . . . , un est aussi engendré par les vecteurs indépendants u1, . . . , ur , donc V est de
dimension r . �

4. Un exemple d'application

f1 f2 f3 f4

M 40 30 10 20
M ′ 10 30 10 50

Dans l’un de ses secteurs de production, une entreprise fabrique quatre sortes de fils
synthétiques f1, f2, f3, f4 , essentiellement à partir de deux
matières premières M et M ′ . Dans le tableau ci-contre, les
chiffres indiquent le pourcentage de M et le pourcentage
de M ′ rentrant dans la composition de chaque fil.
Notons qi le nombre d’unités de fil fi produit chaque jour. Une production journalière
est ainsi caractérisée par le vecteur (q1,q2,q3,q4). Cherchons les vecteurs de production
qu’on peut obtenir à partir de quantités x et y des matières premières M et M ′ .
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Les équations. Le fil f1 utilise 40% de M et 10% de M ′ , donc le nombre d’uni-
tés de fil f1 produite est q1 = (4/10)x + (1/10)y . En raisonnant de même pour les
autres fils, on obtient les égalités :

(S)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(4/10)x + (1/10)y = q1

(3/10)x + (3/10)y = q2

(1/10)x + (1/10)y = q3

(2/10)x + (5/10)y = q4

Ce système d’équations est équivalent à :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(4/10)x+(1/10)y=q1

(9/10)y=4q2−3q1

(3/10)y=4q3−q1

(9/10)y=2q4−q1

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(4/10)x+(1/10)y=q1

(9/10)y=4q2−3q1

0=3(4q3−q1)−(4q2−3q1)
0=(2q4−q1)−(4q2−3q1)

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(4/10)x+(1/10)1y=q1

(9/10)y=4q2−3q1

0=3q3−q2

0=2q1−4q2 +2q4

⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(4/10)x=q1−(4/9)q2 +(1/3)q1

(9/10)y=4q2−3q1

0=3q3−q2

0=q1−2q2 +q4

c’est-à-dire à : (S′)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(1/10)x = (3q1 − q2)/9
(9/10)y = 4q2 − 3q1

0 = 3q3 − q2

0 = q1 − 2q2 + q4

Les quantités x, y , q1 , q2 , q3 et q4 devant être positives ou nulles, les conditions de
production sont :

(C)
{

3q1 � q2 � 0
4q2 � 3q1 � 0

(C ′)
{

3q3 = q2

q4 = 2q2 − q1
et q4 � 0.

D’après (C ′), q1 et q2 déterminent q3 et q4 . Si les conditions (C) sont satisfaites,
alors 2q2 � (3/2)q1 et l’on a bien q4 = 2q2 − q1 � (3/2)q1 − q1 = (1/2)q1 � 0.

Un vecteur de production est donc déterminé par q1 et q2 , pourvu que ces quantités
vérifient (C). Les variables q1 et q2 sont des variables de contrôle. Pour des valeurs
données de q1 et q2 , les quantités x et y de matières premières nécessaires à la
production se calculent au moyen des deux premières égalités de (S′).

® Le vecteur de production (q1, q2, q3, q4) = (3, 3, 1, 4) est irréalisable, car la seconde
égalité de (C ′) n’est pas satisfaite.

® Le vecteur (q1,q2,q3,q4)=(3,3,1,3) s’obtient avec les quantités de matières premières
x = 20/3 et y = 10/3.

Représentation graphique.

q1

q2

q 2
3q

1
=

q 2
=

(3
/4

)q 1

Sur le graphique ci-contre,
on a porté q1 en abscisse, q2 en ordonnée, et l’on a repré-
senté la droite d’équation q2 −3q1 = 0 et la droite d’équation
4q2 − 3q1 = 0. La partie grisée représente les couples (q1, q2)
possibles.
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Une contrainte supplémentaire.

A

B

q 2
=

3q
1

q2
=(1/

2)q1+
3/2

q 2
=

(3
/4

)q 1

O

q2

q1

Pour des raisons commerciales, l’entreprise

veut limiter à trois unités la production du fil f4 . On doit donc avoir 2q2−q1 = q4 �3,

c’est-à-dire q2�(1/2)q1+3/2. En ajoutant au gra-

phique la droite d’équation 2q2 − q1 = 3, on voit

que les couples (q1, q2) possibles sont mainte-

nant dans le triangle OAB représenté ci-contre.

Les coordonnées du point A sont déterminées

par les équations q2 = 3q1 = (1/2)q1 + 3/2, d’où

(5/2)q1 = 3/2, q1 = 3/5 et q2 = 9/5. Les co-

ordonnées du point B sont données par q2 =

(3/4)q1=(1/2)q1+3/2, donc (1/4)q1=3/2, q1=6

et q2 = 9/2.

A : (3/5, 9/5) , B : (6, 9/2)

Un problème d'optimisation. On demande en plus à l’entreprise de fournir un

fil composite f constitué avec f2 , f3 et f4 et comportant 50% de f4 . Il est décidé de

consacrer à cette production la moitié de la quantité q3 et un tiers de q4 . Le béné-

fice attendu concerne principalement la quantité du fil f2 rentrant dans la nouvelle

fabrication : l’entreprise cherche donc à rendre maximum cette quantité. Comment

doit-elle ajuster les variables de contrôle q1 et q2 ?

Notons q la quantité de fil f2 utilisée dans la nouvelle fabrication. On doit avoir

l’égalité
q4

3
=

q3

2
+ q donc il s’agit de rendre maximum la quantité

q =
q4

3
− q3

2
.

Exprimons q en fonction des variables de contrôle q1 et q2 . D’après (C ′), il vient

2q4 − 3q3 = 2(2q2 − q1) − q2 = 3q2 − 2q1 , donc

(1) 6q = 3q2 − 2q1 .

Rappelons que les variables q1 et q2 satisfont aux inégalités :

(2)
{

(3/4)q1 � q2 � 3q1

q2 � (1/2)q1 + 3/2

qui expriment que le point de coordonnées (q1, q2) est dans le triangle OAB .

Dans le repère des variables (q1, q2), dessinons les droites d’équation 3q2 − 2q1 = a,

où a est un nombre quelconque. Ces droites ayant toutes la même pente 2/3, elles
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sont parallèles ; l’ordonnée à l’origine (obtenue pour q1 = 0) est a/3.

2

1

1 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4,5

4

q2 q2

q1q1

3q2
− 2q1

=
6

3q2
− 2q1

=
a

3q2
− 2q1

=
0

q 2
=

3q
1

q2
=

(2/
3)q

1
+

7/
5

q2
= (1/

2)q1
+ 3/2

q 2
=

(3
/4

)q 1

O O

A

B

a/3

La droite d’équation 3q2 − 2q1 = 6q est l’une de ces droites et elle doit contenir des
points du triangle OAB . La pente 2/3 étant comprise entre la pente de AB (qui vaut
1/2) et celle de OA (qui vaut 3), c’est pour la droite passant par A que q est maximum.
Cherchons l’équation de cette droite. Les coordonnées de A sont (3/5, 9/5), donc
6q = 3(9/5)− 2(3/5) = 7(3/5) et q = 7/10. L’équation de la droite optimum est donc
3q2 − 2q1 = 6(7/10), ou encore q2 = (2/3)q1 + 7/5. Pour assurer cette production, il
faut que q1 = 3/5 et que q2 = 9/5. Il vient alors q3 = q2/3 = 3/5 et q4 = 2q2 − q1 = 3.
Les quantités utilisées pour fabriquer le fil f sont

® pour f4 : q4/3 = 1,
® pour f3 : q3/2 = 3/10,
® pour f2 : q = 7/10. La proportion de fil f2 consacrée à la production de f est

q

q2

= 7
10

5
9

= 7
18

, soit un peu plus de 38, 8%.

Exercices

1. On considère le système d’équations du pont de Wheatstone, page 104.

a) Montrer que l’intensité i5 est nulle si et seulement si r1r3 = r2r4 .

b) On suppose r1 = r3 = r4 = 2Ω et r2 = 1Ω. Calculer les intensités (en ampère) en
fonction de e (exprimé en volt) et de r5 . On suppose e = 12V et l’on fait varier
r5 d’une valeur très petite à une valeur très grande. Entre quelles bornes varie
l’intensité dans le générateur ?

2@ . On cherche une courbe polynomiale x → P (x) de degré au plus 3 passant
au point A1 = (x1, y1) avec une pente p1 et au point A2 = (x2, y2) avec une
pente p2 (on suppose x1 �= x2 ). Cherchons le polynôme P sous la forme
P (x)=a

[
(x−x1)2(x−x2)+(x−x1)(x−x2)2)

]
+b(x−x1)(x−x2)+c(x−x1)+d(x−x2),

où a, b, c, d sont des coefficients à calculer.

a) Écrire les quatre équations vérifiées par a, b, c, d.
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b) Exprimer a, b, c, d au moyen de x1, x2, y1, y2, p1, p2 .

c) On suppose x1 = y1 = 0, p1 = 5, x2 = 3, y2 = 2 et p2 = 0. Dessiner la courbe
d’équation y = P (x) sur l’intervalle [x1, x2].

3. Résoudre le système d’équations linéaires
{

2x + y + z − t = 1
3x − y − z + t = 1

4. Résoudre le système d’équations linéaires

⎧⎨⎩
x1 − x2 + x3 − x4 = a

x1 + x2 + x3 + x4 = b

x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = c

5@ . On considère le système d’équations linéaires

⎧⎨⎩
x1 + x3 + 4x4 + 4x5 = a

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 + 2x5 = b

x1 + 2x2 + mx3 = c

a) Quel est le rang du système ? (discuter selon la valeur de m)

b) Pour quels nombres m ce système possède-t-il des solutions quels que soient a,b,c ?

c) Résoudre le système en discutant selon les valeurs de a, b, c, m.

6@ . Soit V le sous-espace vectoriel de R4 défini par les équations (S)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y + z + t = 0

x − y + z − t = 0
x − 2y − 2t = 0

x + 2z = 0

a) Trouver un système d’équations définissant V et comportant le nombre minimum
d’équations. Quel est le rang du système (S) ?

b) Trouver une base de V . Quelle est la dimension de V ?

7@ . Trouver une base du sous-espace vectoriel de R4 engendré par les vecteurs (0,1,2,1),
(1,−1, 1,−1), (a, 0, 3, 0), (1, 1, 5, 1) (discuter selon les valeurs de a).

8@ . Posons u = (0,1,2,3) et v = (3,2,1,0). Soit V l’ensemble des vecteurs (x,y,z, t)∈R4

de la forme au + bv , où a et b parcourent les nombres réels.

a) Montrer que V est un sous-espace vectoriel de R4 . Quelle est sa dimension ?

b) Trouver des équations de V .

9@ . Soit D la droite affine de R3 d’équations
{

x − y + 2z = 1
x + y + z = 1

. Trouver l’équation du

plan affine contenant D et passant par le point de coordonnées (a, a, a).

10@ . Soit V le plan vectoriel de R3 ayant pour base (1,1,1),(1,0,2). Quelle est l’équation
du plan affine passant par le point A = (1, 2, 1) et de direction V ?
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11@ . Un exemple de systèmes à solutions positives. Considérons un système de n équations
linéaires à n inconnues, de la forme⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a11x1 − a12x2 − a13x3 − · · · − a1nxn = b1

− a21x1 + a22x2 − a23x3 − · · · − a2nxn = b2
...

...
...

− an1x1 − an2x2 − · · · − an n−1xn−1 + annxn = bn

Faisons les deux hypothèses suivantes :

1) les nombres aij et les nombres bi sont tous positifs ou nuls (ainsi les coefficients
diagonaux sont positifs, les autres sont négatifs et le second membre est positif) ;

2) pour tout i = 1, 2, . . . n, on a aii >
∑
j �=i

aij .

Un tel système est à diagonale strictement dominante. Le but de l’exercice est de mon-
trer que si (x1, x2, . . . , xn) est solution, les nombres xi sont tous positifs ou nuls.
Nous verrons aussi page 250 qu’un système vérifiant (1) et (2) possède une unique
solution.

a) On suppose n = 2. Montrer qu’il y a une unique solution (x1, x2) et que l’on a
x1 � 0 et x2 � 0.

b) On suppose n = 3. Soit (x1, x2, x3) une solution. Supposons par exemple que le
plus grand des nombres |x1|, |x2|, |x3| est |x2|, donc on a |x2| � |x1| et |x2| � |x3|.
(i) Montrer que |a21x1 + a23x3| � a22|x2| ; en déduire que −a21x1 + a22x2 − a23x3 a
le signe de a22x2 et que x2 est positif ou nul.

(ii) Montrer que l’on a
{

a11x1 − a13x3 � 0
− a31x1 + a33x3 � 0

. En utilisant le résultat (a), en déduire

que x1 et x3 sont positifs ou nuls.
(iii) Expliquer pourquoi le résultat est vrai quelle que soit la disposition des nombres
|x1|, |x2|, |x3|.

c) Expliquer le raisonnement par récurrence qui permet de démontrer le résultat pour
un système de n équations.
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Chapitre 5

Matrices
et déterminants

1. Matrices
Rappelons que K désigne l’ensemble des nombres réels ou l’ensemble des nombres
complexes.

1.1 Définitions et opérations sur les matrices

Définition
Un tableau formé de nombres appartenant à K s’appelle une matrice à coefficients
dans K.

Voici une matrice A à deux lignes et trois colonnes et une matrice B à deux lignes
et deux colonnes :

A =
[

a ax a2

by b y

]
B =

[
u t
1 1/u

]
L’ensemble des matrices à p lignes et n colonnes se note Mp,n(K). Une matrice ayant
autant de lignes que de colonnes est dite carrée ; l’ensemble des matrices carrées à n
lignes et n colonnes se note simplement Mn(K).

Une matrice-ligne est une matrice à une seule ligne, comme [ a1 a2 · · · an ] ; l’ensemble
des matrices-ligne à n colonnes est donc M1,n(K).

Nous avons déjà rencontré les matrices-colonne

⎡⎣ a1
...

ap

⎤⎦ à p lignes : ce sont les éléments
de Mp,1(K).

Si u = (a1, a2, . . . , ap) est un vecteur de Kp , alors en disposant les coordonnées de u en

colonne, on obtient la matrice-colonne

⎡⎣ a1

...
ap

⎤⎦ ; en disposant les coordonnées en ligne,

on obtient la matrice-ligne [ a1 · · · ap ]. C’est pourquoi on dit aussi « vecteur-colonne »
au lieu de « matrice-colonne », et « vecteur-ligne » au lieu de « matrice-ligne ».
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Pour définir une matrice générale à p lignes et n colonnes, on utilise deux indices
pour les coefficients :

A =

⎡⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

. . .
...

ap1 ap2 · · · apn

⎤⎥⎥⎦
Le premier indice est le numéro de la ligne, le second est le numéro de la colonne.
La matrice ci-dessus se note aussi A = [aij ].

Lignes et colonnes d'une matrice

® Si j est l’indice d’une colonne, la matrice-colonne Aj =

⎡⎢⎢⎣
a1j
a2j

...
apj

⎤⎥⎥⎦ s’appelle la j -ème co-

lonne de A. Pour mettre en évidence les colonnes de A, on note A=[ A1 A2 · · · An ].
® De même, si i est l’indice d’une ligne, la matrice-ligne Li = [ ai1 ai2 · · · ain ]

s’appelle la i-ème ligne de A et l’on pourra noter A =

⎡⎢⎢⎣
L1
L2
...

Lp

⎤⎥⎥⎦.

® Une matrice [a] qui n’a qu’une seule ligne et qu’une seule colonne est identifiée
au scalaire a.

Définition
Si A = [aij ] est une matrice carrée, les coefficients aii s’appellent les coefficients dia-
gonaux de A. Une matrice carrée dont tous les coefficients non diagonaux sont nuls
s’appelle une matrice diagonale. On note diag(a1, a2, . . . , an) la matrice diagonale
dont les coefficients diagonaux sont a1, . . . , an .

Ainsi par exemple, on a diag(a, b, c) =

[
a 0 0
0 b 0
0 0 c

]
.

Produit d'une matrice par un scalaire
Pour multiplier une matrice A par un nombre t, on multiplie tous les coefficients
par t : si A = [aij ], on a donc tA = [taij ].

Somme de deux matrices
Soient A = [aij ] et B = [bij ] des matrices de même taille. On définit la matrice A+B

en ajoutant coefficient par coefficient, autrement dit le coefficient d’indices i, j dans
la matrice A + B est aij + bij . La matrice A + B est de même taille que A et B .
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Ces deux opérations permettent de définir des combinaisons linéaires de matrices de

même taille.

Définition
Soient A1,A2, . . . ,Ak des matrices à p lignes et n colonnes. Une combinaison linéaire
des matrices A1, A2, . . . , Ak est une matrice de la forme

t1A1 + t2A2 + · · · + tkAk ,

où t1,t2, . . . ,tk sont des scalaires. C’est encore une matrice à p lignes et n colonnes.

Pour des matrices-colonnes à p lignes, on retrouve la notion de combinaison linéaire

de vecteurs de Kp .

Exemple. On a 2
[
a b 0
0 b′ c′

]
− 3

[
0 v w
u′ v′ 0

]
=

[
2a 2b − 3v −3w

−3u′ 2b′ − 3v′ 2c′

]
.

Transposée d'une matrice

Définitions
® La transposée de la matrice-colonne A =

⎡⎣ a1
...

ap

⎤⎦ est la matrice-ligne [ a1 · · · ap ]
et se note tA.

® Soit A une matrice ayant n colonnes A1,A2, . . . ,An . La matrice transposée de A,
notée tA, est la matrice dont les lignes sont tA1,

tA2, . . . ,
tAn .

Exemple. La transposée de la matrice A =
[

a b c
a′ b′ c′

]
est la matrice tA =

[
a a′

b b′

c c′

]
.

Si A ∈ Mp,n(K), alors tA ∈ Mn,p(K). Pour tous indices i et j , le coefficient situé en

i-ème ligne, j -ème colonne de A se trouve en j -ème ligne, i-ème colonne de tA. Si

A = [aij ], on a donc tA = [aji] et l’égalité t(tA) = A.

Si A est une matrice carrée, tA s’obtient en faisant une symétrie par rapport à la

diagonale de A (c’est-à-dire la droite constituée des coefficients diagonaux).

Lorsqu’on a l’égalité A = tA, on dit que la matrice A est symétrique.

Produit de matrices
Si A et B sont des matrices, le produit AB est défini seulement à la condition que

le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B .

Procédons par étapes pour définir le produit matriciel AB . L’opération de base est

le produit d’une ligne par une colonne.
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A est une matrice-ligne et B est une matrice-colonne

Supposons A = [ a1 a2 · · · an ] et B =

⎡⎢⎢⎣
b1
b2
...

bn

⎤⎥⎥⎦ (ces matrices ayant le même nombre

n de coefficients). On pose

AB = [ a1 a2 · · · an ]

⎡⎢⎢⎣
b1
b2
...

bn

⎤⎥⎥⎦ = a1b1 + a2b2 + · · · + anbn .

A est quelconque et B est une matrice-colonne

Supposons que A = [aij ] possède p lignes et n colonnes et que B =

⎡⎢⎢⎣
b1
b2
...

bn

⎤⎥⎥⎦ a n

lignes. Pour tout indice i compris entre 1 et p, notons Li la i-ème ligne de A. Le

produit matriciel LiB est bien défini et vaut

LiB = ai1b1 + ai2b2 + · · · + ainbn .

On définit le produit AB de la manière suivante.

La matrice produit AB =

⎡⎣ L1
...

Lp

⎤⎦B est la matrice-colonne

⎡⎢⎢⎣
L1B
L2B

...
LpB

⎤⎥⎥⎦ .

Le produit AB a autant de lignes que A.

A possède n colonnes et B possède n lignes

Appelons C1, C2, · · · , Cq les colonnes de B . Pour tout indice j compris entre 1 et

q , le produit matriciel ACj est bien défini : c’est une matrice-colonne ayant autant

de lignes que A.

Définition
Le produit AB = A [ C1 · · · Cq ] est la matrice [ AC1 AC2 · · · ACq ]. Le produit
AB a autant de colonnes que B et autant de lignes que A.

Si A ∈ Mp,n(K) et si B ∈ Mn,q(K), alors le produit AB appartient à Mp,q(K).

Exemples

® Le produit [ a b c ]

[
1
2
3

]
= [a + 2b + 3c] s’identifie au scalaire a + 2b + 3c ∈ K.
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® Le produit M=
[

a b c
a′ b′ c′

][ x
y
z

]
est la matrice-colonne

[
m11
m21

]
, avec m11=[ a b c ]

[
x
y
z

]
=

ax+ by + cz et m21 = [ a′ b′ c′ ]

[
x
y
z

]
= a′x+ b′y + c′z . On a donc

[
a b c
a′ b′ c′

][
x
y
z

]
=[

ax + by + cz
a′x + b′y + c′z

]
.

® Posons A =

[
1 2
1 −1

−1 1

]
, B =

[
x
y

]
et C =

[
x z
y t

]
. Il vient

AB =

[
x + 2y
x − y

−x + y

]
et AC =

[
1 2
1 −1

−1 1

] [
x z
y t

]
=

[
x + 2y z + 2t
x − y z − t

−x + y −z + t

]
,

mais les produit BA et CA ne sont pas définis.

Produit de matrices carrées de même taille. Pour toutes matrices carrées A

et B à n lignes et n colonnes, le produit AB est défini et c’est une matrice carrée

à n lignes et n colonnes. On a par exemple
[
a 1
0 a

] [
b c
0 b

]
=

[
ab ac + b
0 ab

]
.

Voici une proposition simple et commode qui résulte immédiatement de la définition
du produit matriciel.

Proposition. Soit A une matrice à p lignes et n colonnes. Si les colonnes de

A sont A1, A2, . . . , An , alors pour tout vecteur-colonne X =

⎡⎢⎣
x1
x2
...

xn

⎤⎥⎦, on a AX =
x1A1 + x2A2 + · · · + xnAn .

Sélection d'une colonne ou d'une ligne. Rappelons que pour tout j∈{1,. . .,n},
on note ej le vecteur canonique de Kn dont tous les coefficients sont nuls sauf le
j -ème qui vaut 1 et que Ej désigne le vecteur-colonne correspondant (voir page
102). D’après la proposition précédente,

si A est une matrice à p lignes et n colonnes, alors pour tout j∈{1,2,. . .,n},
le produit AEj est la j -ème colonne de A.

De même, si i est un indice entre 1 et p, la matrice tEi est une matrice-ligne et le
produit (tEi)A est la i-ème ligne de A.
Dans une matrice, on peut donc sélectionner la colonne j en multipliant à droite par
Ej et l’on peut sélectionner la ligne i en multipliant à gauche par tEi .

Définition
Pour tout entier n�1, on note In =

⎡⎢⎣
1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · 1

⎤⎥⎦ la matrice diagonale diag(1,1,. . .,1)

à n lignes et n colonnes. Cette matrice s’appelle la matrice unité de Mn(K).
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Corollaire. Si A est une matrice à p lignes et n colonnes, alors on a AIn=A et IpA=A.

Démonstration. La j -ème colonne de In est Ej ∈ Mn,1(K), donc par définition du produit
de matrices, on a AIn = [AE1 AE2 · · · AEn ]. Puisque AEj est la j -ième colonne de A,
les matrices AIn et A ont les mêmes colonnes. On montre de même l’égalité IpA = A en
remarquant que les lignes de Ip sont les matrices tEi . �

1.2 Règles du calcul matriciel
On calcule évidemment sur les combinaisons linéaires de matrices comme sur les
combinaisons linéaires de vecteurs. Concernant le produit de matrices, on a les règles
suivantes.

I) A(B + C) = AB + AC et (A + B)C = AC + BC .

II) Si λ ∈ K, alors A(λB) = λAB = (λA)B .

III) A(BC) = (AB)C et cette matrice se note simplement ABC .

IV) t(AB) = (tB)(tA).

® Il résulte des propriétés (I) et (II) que si A ∈ Mp,n(K) et si B1,B2, . . . ,Bk sont des
matrices de Mn,q(K), alors pour tous scalaires x1, x2, . . . , xk , on a dans Mp,q(K)
l’égalité de matrices

A(x1B1 + x2B2 + · · · + xkBk) = x1AB1 + x2AB2 + · · · + xkABk .

® La matrice de Mp,n(K) dont tous les coefficients sont nuls s’appelle la matrice nulle
et se note simplement 0. Pour toute matrice A∈ Mp,n(K), on a A+0 = 0+A = A

et si l’on multiplie une matrice par la matrice nulle, on obtient la matrice nulle.

Produit de matrices carrées. Le produit de deux matrices carrées de même
taille est une matrice carrée de même taille : le produit de matrices est donc une
opération dans l’ensemble Mn(K).
Si A est une matrice carrée de taille n, on peut définir son carré AA = A2 , son cube
AA2 = A3 et de proche en proche, pour tout entier k � 2, sa puissance k-ème Ak ,
en posant Ak = AAk−1 . De plus, on pose A1 = A et A0 = In .

Polynôme en une matrice. Soit P =akzk+ak−1z
k−1+· · ·+a1z+a0 un polynôme

à coefficients dans K. Pour toute matrice A ∈ Mn(K), on définit la matrice

P (A) = akAk + ak−1A
k−1 + · · · + a1A + a0In

qui appartient à Mn(K).

Particularités du produit matriciel
Nous avons vu que le produit de deux matrices n’est défini que si le nombre de
colonnes de la première est égal au nombre de lignes de la seconde. Voici d’autres
particularités du produit matriciel.
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L'ordre des facteurs compte. Soient A∈Mp,n(K) et B∈Mn,p(K). Le produit AB est
défini : c’est une matrice carrée de taille p ; et le produit BA est défini : c’est une matrice
carrée de taille n. Si p �= n, les matrices AB et BA ne sont évidemment pas égales.
Mais même en supposant que A et B sont des matrices carrées (p = n), le produit
AB n’est en général pas égal à BA : le produit des matrices n’est pas commutatif.

Exemple. Posons A =
[
1 1
1 1

]
et B =

[
1 1

−1 −1

]
. On a

AB =
[
1 1
1 1

] [
1 1

−1 −1

]
=

[
0 0
0 0

]
et BA =

[
1 1

−1 −1

] [
1 1
1 1

]
=

[
2 2

−2 −2

]
.

En fin de paragraphe, nous mentionnons les principaux cas particuliers où l’ordre
des facteurs ne compte pas.

Un produit de facteurs non nuls peut être nul. Autrement dit, si A et B sont des
matrices, on peut avoir A �= 0, B �= 0 et AB = 0. Par exemple, les matrices A et B de
l’exemple précédent sont toutes deux non nulles et le produit AB est la matrice nulle.

Comme autre exemple, prenons la matrice N =
[
0 1
0 0

]
: on a N 2 =

[
0 1
0 0

][
0 1
0 0

]
= 0.

Dans une égalité, on ne peut pas toujours simplifier par un facteur non nul.
C’est une conséquence de ce qui précède : supposons que A et B sont des matrices
non nulles telles que AB = 0, c’est-à-dire AB = 0B ; si l’on pouvait simplifier par
B dans cette égalité, alors on aurait A = 0, ce qui n’est pas vrai.

Exemple. Posons A =
[
1 1
1 1

]
et B =

[
2 1

−1 0

]
. On a AB =

[
1 1
1 1

][
2 1

−1 0

]
=

[
1 1
1 1

]
,

donc AB = A. Cette égalité s’écrit AB = AI2 , mais B n’est pas égal à I2 : on ne
peut pas simplifier par A.

Nous verrons bientôt une condition permettant de faire ces simplifications.

Matrices qui commutent. Si des matrices carrées A et B de Mn(K) vérifient
AB = BA, on dit qu’elles commutent. Voici des exemples de matrices qui commutent.

® Pour des matrices diagonales, on a l’égalité

diag(a1, . . . , an) diag(b1, . . . , bn) = diag(a1b1, . . . , anbn) .

Il s’ensuit que si D et D′ sont des matrices diagonales, alors DD′ = D′D .
® Pour tout scalaire λ, la matrice λIn = diag(λ, λ, . . . , λ) commute avec toute autre

matrice carrée A de taille n.

En effet, puisque AIn =InA=A, on a A(λIn)=λ(AIn)=λA et (λIn)A=λ(InA)=λA,
d’après les règles de calcul.

® Une matrice A∈Mn(K) commute évidemment avec toutes ses puissances Ak , donc
aussi avec une matrice P (A), où P est un polynôme à coefficients dans K. On en dé-
duit que si P et Q sont des polynômes, alors les matrices P (A) et Q(A) commutent.
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® Concernant la somme et le produit, les règles de calcul pour les polynômes en la
matrice A sont les mêmes que pour les polynômes. On en déduit que pour tous
polynômes P et Q, on a P (A)Q(A) = (PQ)(A), où PQ est le polynôme produit.

Ainsi par exemple, si P = (2z − 1)k et si A ∈ Mn(K), alors P (A) = (2A − In)k .

Pour des matrices qui commutent, on a aussi la formule du binôme comme pour les
nombres.

Formule du binôme de Newton. Soient A et B des matrices carrées de même
taille. Si les matrices A et B commutent, alors pour tout entier k � 2, on a

(A + B)k = Ak +
(

k

1

)
Ak−1B + · · · +

(
k

i

)
Ak−iBi + · · · +

(
k

k−1

)
ABk−1 + Bk

1.3 Matrices et systèmes linéaires
Considérons le système linéaire⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...
ap1x1 + ap2x2 + · · · + apnxn = bp

aux n inconnues x1, . . . , xn . La matrice du système est par définition la matrice des
coefficients du premier membre, c’est-à-dire

A =

⎡⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

ap1 a22 · · · apn

⎤⎥⎥⎦

Posons X =

⎡⎢⎣
x1
x2
...

xn

⎤⎥⎦ et B =

⎡⎢⎢⎣
b1
b2
...
bp

⎤⎥⎥⎦. Alors d’après la proposition page 133, le système

s’écrit simplement
AX = B .

Formulons dans le cadre des matrices quelques-uns des résultats obtenus au chapitre
précédent. Commençons par un résultat simple et fondamental.

Proposition. Si X0 est une solution du système linéaire AX = B , alors les solutions
sont les vecteurs X = X0 + U , où U est solution du système linéaire AX = 0.

Démonstration. Supposons AX0=B . Pour tout vecteur-colonne X∈Kn , on a les équivalences

AX = B ⇐⇒ AX = AX0 ⇐⇒ AX − AX0 = 0

⇐⇒ A(X − X0) = 0 ⇐⇒ X = X0 + U , où U vérifie AU = 0. �
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Rappelons que les solutions du système linéaire AX = 0 forment un sous-espace
vectoriel de Kn de dimension n − r , où r est le rang du système (page 116).

Définition
Soit A une matrice à p lignes et n colonnes. Le rang du système linéaire AX = 0
s’appelle le rang de A et se note rg A.

Lorsqu’on résout un système linéaire par la méthode de Gauss, on pratique sur les co-
efficients des équations les opérations qui permettent d’échelonner les vecteurs-ligne
de la matrice du système. À la fin, on obtient r vecteurs-ligne indépendants, où r

est le rang du système. Puisque r vecteurs indépendants engendrent un sous-espace
vectoriel de dimension r , on en déduit :

le rang d’une matrice est la dimension du sous-espace vectoriel
engendré par les vecteurs-ligne.

D’après la propriété 3 page 121, on a aussi le théorème fondamental suivant.

Théorème. Le rang d’une matrice à p lignes est la dimension du sous-espace vectoriel
de Kp engendré par les vecteurs-colonne.

Conséquence : pour calculer le rang d’une matrice, on peut échelonner les
vecteurs-ligne ou bien échelonner les vecteurs-colonne.

1.4 Matrices inversibles
Proposition. Soit A une matrice carrée de taille n. Pour toute matrice carrée C de
taille n, on a l’équivalence CA = In ⇐⇒ AC = In . De plus, s’il existe une telle matrice
C , elle est unique.

Démonstration. Supposons que C est une matrice carrée de taille n telle que CA=In . Si X

est un vecteur-colonne de Kn tel que AX=0, alors il vient X=InX=(CA)X=C(AX)=C0=0.
L’équation AX = 0 a donc pour seule solution le vecteur nul. D’après le résultat 2 (b) page 114,
cela veut dire que le rang de A est égal à n. Pour tout vecteur-colonne U ∈ Kn , l’équation
AX = U a donc une unique solution, d’après le résultat 3 (c) page 114. Cette solution vérifie
X = (CA)X = C(AX) = CU : l’unique solution de l’équation AX = U est le vecteur CU .
On a donc A(CU) = U , ou encore (AC)U = U , quel que soit le vecteur-colonne U ∈ Kn .

Prenons pour U le i-ème vecteur canonique Ei . On sait que le produit (AC)Ei est la i-ème
colonne de AC (page 133). Puisque (AC)Ei = Ei , les colonnes de AC sont les Ei , donc
AC = In . Cela démontre l’implication CA = In =⇒ AC = In .

Réciproquement, supposons que C est une matrice carrée de taille n telle que AC = In . En
intervertissant les rôles de A et C dans le raisonnement précédent, on en déduit CA = In .

Il reste à montrer que si l’on a CA=AC=In , alors C est unique. Supposons que D est une (autre)
matrice carrée vérifiant DA=AD=In . Alors il vient D=DIn =D(AC)=(DA)C =InC =C . �
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Définition
Soit A une matrice carrée de taille n. On dit que A est inversible s’il existe une
matrice carrée C telle que CA = In (ou s’il existe une matrice carrée C telle que
AC = In ). La matrice C se note A−1 et s’appelle l’inverse de A.

Si A ∈ Mn(K) est une matrice inversible, on a donc les égalités AA−1 = A−1A = In .
Il s’ensuit que l’inverse de la matrice A−1 est A : on a (A−1)−1 = A.

Proposition. Soit A une matrice carrée de taille n.

i) Si la matrice A est inversible, alors pour tout vecteur-colonne U ∈Kn , l’équation AX =U

a pour unique solution X = A−1U .

ii) La matrice A est inversible si et seulement si rg A = n.

iii) La matrice A est inversible si et seulement si l’équation AX = 0 a pour seule solution
le vecteur nul.

Démonstration. Supposons que A est inversible. Soient X et U des vecteurs-colonne de
Kn . Si AX = U , alors il vient X = InX = (A−1A)X = A−1(AX) = A−1U . Réciproquement,
si X = A−1U , alors AX = AA−1U = InU = U , d’où (i). Il s’ensuit que si A est inversible,
alors l’équation AX = 0 a pour seule solution X = A−10 = 0. D’après les résultats du chapitre
précédent, le rang de A est n.
Supposons réciproquement que rg A = n. Alors pour tout vecteur colonne U ∈ Kn , l’équation
AX = U a une unique solution (résultat 3 (c) page 114). Il y a donc des vecteurs-colonne Ci

tels que ACi = Ei . Soit C = [C1 C2 · · · Cn ] la matrice carrée de colonnes C1,C2, . . . ,Cn . Par
définition du produit de matrices, les colonnes de AC sont AC1, AC2, . . . , ACn , c’est-à-dire
E1, E2, . . . , En : on a donc AC = In et d’après la proposition précédente, la matrice A est
inversible, d’inverse C . Cela montre (ii). Enfin, on sait que le rang de A est n si et seulement
si l’équation AX = 0 a pour seule solution X = 0, d’où (iii). �

Connaître l’inverse d’une matrice inversible A permet de résoudre tous les systèmes
linéaires AX = U , quel que soit le vecteur-colonne U .

Propriétés des matrices inversibles
Soient A, B, C des matrices carrées de même taille.

i) Supposons A inversible. Si AB = AC , ou si BA = CA, alors B = C : on peut
simplifier par une matrice inversible.

ii) Si A et B sont des matrices inversibles, alors la matrice produit AB est inversible
et (AB)−1 = B−1A−1 .

iii) Si A est inversible, alors tA est inversible et l’on a (tA)−1 = t(A−1).

Démonstration. Supposons A inversible et de taille n. Si AB = AC , alors en multipliant à
gauche par la matrice A−1 , il vient A−1AB =A−1AC , c’est-à-dire B =C puisque A−1A= In .
Si A et B sont inversibles, alors (B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1InB = B−1B = In ,
d’où (ii). On a aussi t(A−1)tA = t(AA−1) = tIn = In , ce qui montre (iii). �
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En particulier, si une matrice symétrique est inversible, son inverse est symétrique.

Exemples de matrices inversibles

Pour la matrice A=

[
a p q
0 b r
0 0 c

]
, l’équation linéaire AX =0 s’écrit

⎧⎨⎩
ax + py + qz = 0

by + rz = 0
cz = 0

.

® Supposons que les coefficients diagonaux a, b, c sont tous différents de 0. La der-

nière équation donne z = 0 ; la deuxième s’écrit alors by = 0, donc y = 0 et la

première s’écrit ax = 0, donc x = 0. On en déduit que la matrice A est inversible.

® Si par exemple b = 0, alors dans la résolution, peut choisir y quelconque : il y a

donc d’autres solutions que le vecteur nul. Il s’ensuit que la matrice A n’est pas

inversible. De même, si c = 0 ou si a = 0, la matrice n’est pas inversible.

Définition
Une matrice carrée est dite triangulaire (supérieure) si tous les coefficients situés
strictement en-dessous de la diagonale sont égaux à 0.

Comme dans l’exemple ci-dessus, on démontre le résultat suivant.

Proposition. Une matrice carrée triangulaire est inversible si et seulement si ses coeffi-

cients diagonaux sont tous différents de 0. L’inverse d’une matrice triangulaire supérieure

(ou inférieure) est triangulaire supérieure (ou inférieure).

Exemple. La matrice A =

⎡⎣ 1 0 0 0
2 x 0 0
a 4 x 0
0 3 b y

⎤⎦ est inversible si et seulement si xy �= 0.

D’après la proposition, une matrice diagonale diag(a1, a2, . . . , an) est inversible si et

seulement si les ai sont tous différents de 0 ; dans ce cas, on a[
diag(a1, a2, . . . , an)

]−1 = diag(1/a1, 1/a2, . . . , 1/an) .

Calcul de l'inverse d'une matrice
Pour calculer l’inverse d’une matrice inversible A, on résout le système linéaire

A

⎡⎣ x1
...

xn

⎤⎦ =

⎡⎣ u1
...

un

⎤⎦, où les coefficients u1, . . . , un sont des lettres : puisque la solution

est X = A−1U , les coefficients de A−1 sont ceux qui expriment les xi au moyen de

u1, . . . , un .
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Exemple. Calculons l’inverse de la matrice A =

[
1 0 0
1 1 0
3 2 2

]
. On résout le système

linéaire AX , où U =

[
u
v
w

]
:⎧⎨⎩

x = u

x + y = v

3x + 2y + 2z = w

⇐⇒

⎧⎨⎩
x = u

y = −u + v

2z = −3u − 2(−u + v) + w

⇐⇒

⎧⎨⎩
x = u

y = −u + v

2z = −u − 2v + w

⇐⇒
[

x
y
z

]
=

[
1 0 0

−1 1 0
−1/2 −1 1/2

] [
u
v
w

]

On a donc A−1 =

[
1 0 0

−1 1 0
−1/2 −1 1/2

]
.

Remarque
Dans les applications, où les matrices peuvent être de grande taille, on évite en
général de calculer l’inverse (voir le chapitre 8 pour des méthodes numériques de
résolution de systèmes).

1.5 Le groupe affine
Soit A une matrice carrée de taille n et soit B un vecteur-colonne de Rn . La
transformation de Rn définie par X → AX + B s’appelle une transformation affine.

Exemple. L’application f : R2 → R2 définie par f(x, y) = (x + 2y + 1,3x + 4y + 2)

est la transformation affine de R2 telle que
[
x
y

]
→

[
1 2
3 4

] [
x
y

]
+

[
1
2

]
.

Propriétés des transformations affines
® La composée de deux transformations affines de Rn est une transformation affine.

Si f est la transformation X →AX+B et si g est la transformation X →CX+D , la com-
posée g◦f est définie par (g◦f)(X)=g(AX+B)=C(AX+B)+D=(CA)X+(CB+D).

® La transformation affine X → AX + B est bijective si et seulement si la matrice A est
inversible. Dans ce cas, la transformation réciproque est Y → A−1Y − A−1B .

En effet, pour tout vecteur Y ∈ Rn , l’équation AX + B = Y est équivalente à
AX = Y −B . Pour que cette équation ait une unique solution quel que soit le vecteur
Y , il faut et il suffit que la matrice A soit inversible ; dans ce cas, la solution est
X = A−1(Y − B) = A−1Y − A−1B .

En choisissant A = In et B = 0, on obtient comme transformation affine l’application
X → X , c’est-à-dire l’identité de Rn .
Si les transformations affines f et g définies par f(X) = AX +B et g(X) = CX +D
sont bijectives, la composée g◦f est bijective et définie par X → (CA)X +(CB+D) :
la matrice CA, produit de deux matrices inversibles, est inversible.
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Ces propriétés montrent que les transformations affines bijectives de Rn forment un
groupe de transformations. Ce groupe s’appelle le groupe affine.

Transformations linéaires. Considérons seulement les transformations de Rn

de la forme X →AX , où A est une matrice inversible. On dit que ce sont des trans-
formations linéaires. La composée de deux transformations linéaires de Rn est une
transformation linéaire et la transformation réciproque de X → AX est Y → A−1Y .
Les transformations de la forme X → AX , où A est une matrice inversible, forment
donc aussi un groupe de transformations de Rn .

1.6 Exemple d'application : un intégrateur numérique
Le problème. Pour repérer le déplacement d’une pièce en mouvement sur un
axe, on l’équipe d’un accéléromètre à inertie permettant de mesurer son accélération
pendant l’intervalle de temps [0, T ]. Les mesures ont lieu à intervalles réguliers,
c’est-à-dire aux instants t1 = T/n, t2 = 2T/n, . . ., tn−1 = (n−1)T/n, tn = T . Soit γi

l’accélération mesurée à l’instant ti .
La position de la pièce sur son axe est déterminée à tout instant t par son abscisse
x(t). On dispose ainsi des nombres x′′(ti) = γi et l’on cherche l’allure de la fonction
t → x(t). Il s’agit donc « d’intégrer deux fois » la fonction t → x′′(t) dont on ne
connaît que les valeurs aux instants ti .

Approximation de la dérivée seconde. Soit f une fonction deux fois déri-
vable sur un intervalle. Pour tout t∈]a,b[, on a la formule de Taylor-Young (page 301)

f(t + h) − f(t) = hf ′(t) + h2

2
f ′′(t) + o(h2)

où o(h2) désigne une quantité négligeable devant h2 quand h tend vers 0. En
remplaçant h par −h, il vient

f(t − h) − f(t) = −hf ′(t) + h2

2
f ′′(t) + o(h2)

et en ajoutant ces deux égalités, on obtient

f(t − h) − 2f(t) + f(t + h) = h2f ′′(t) + o(h2) .

Ainsi le rapport
f(t − h) − 2f(t) + f(t + h)

h2
tend vers f ′′(t) quand h tend vers 0.

Pour h assez petit, le nombre 1
h2

[
f(t−h) − 2f(t) + f(t+h)

]
est donc une bonne

approximation de f ′′(t).

Un procédé d'intégration numérique. Utilisons cette approximation pour éva-
luer les x(ti). Prenons h = T/n. Si n est assez grand, alors pour i = 1, 2, . . . , n − 1,
le nombre

x(ti−h) − 2x(ti) + x(ti+h) = x(ti−1) − 2x(ti) + x(ti+1)
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est très proche de h2x′′(ti) = h2γi . On aura donc une bonne approximation des
xi = x(ti) en résolvant les égalités

(S)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x0 − 2x1 + x2 = h2γ1

x1 − 2x2 + x3 = h2γ2

x2 − 2x3 + x4 = h2γ3
...

...
xn−2 − 2xn−1 + xn = h2γn−1

Détermination des solutions. Une fonction f n’est pas déterminée par sa déri-
vée seconde : en effet, si a et b sont des nombres quelconques, la fonction t → g(t) =
f(t)+at+b a pour dérivée seconde g′′=f ′′ . Pour déterminer g , on peut fixer sa valeur
en deux points : si l’on connaît g(u) et g(v), où u �=v , les égalités au+b=g(u)−f(u)
et av + b = g(v) − f(v) permettent en effet de calculer les nombres a et b.
Dans notre cas, donnons-nous les valeurs x0 = x(0) et xn = x(T ) aux bords de
l’intervalle [0, T ]. Pour n = 6, le système d’équations s’écrit

(S)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
− 2x1 + x2 = h2γ1 − x0

x1 − 2x2 + x3 = h2γ2

x2 − 2x3 + x4 = h2γ3

x3 − 2x4 + x5 = h2γ4

x4 − 2x5 = h2γ5 − x6

Résolution. La matrice du système est A =

⎡⎢⎢⎣
−2 1 0 0 0

1 −2 1 0 0
0 1 −2 1 0
0 0 1 −2 1
0 0 0 1 −2

⎤⎥⎥⎦. Ses coefficients

non nuls sont concentrés sur la diagonale et de part et d’autre de celle-ci ; de plus,
parallèlement à la diagonale, les coefficients sont égaux. Une telle matrice est dite
tridiagonale. Calculons l’inverse de A en résolvant le système⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

− 2x1 + x2 = u1

x1 − 2x2 + x3 = u2

x2 − 2x3 + x4 = u3

x3 − 2x4 + x5 = u4

x4 − 2x5 = u5

En multipliant par 5 la première équation, par 4 la deuxième, etc, et en ajoutant
toutes les équations, les inconnues x2,x3,x4,x5 s’éliminent et l’on obtient simplement

−6x1 = 5u1 + 4u2 + 3u3 + 2u4 + u5 .

De même, en multipliant la dernière équation par 5, l’avant-dernière par 4, etc, et
en ajoutant, il vient

−6x5 = u1 + 2u2 + 3u3 + 4u4 + 5u5 .

142 – MATRICES



En reportant dans la première et dans la dernière équation, on en tire x2 et x4 :

−3x2 = −3u1 − 6x1 = 2u1 + 4u2 + 3u3 + 2u4 + u5

−3x4 = −3u5 − 6x5 = u1 + 2u2 + 3u3 + 4u4 + 2u5

−6x3 = 3u3 − 3x2 − 3x4 = 3u1 + 6u2 + 9u3 + 6u4 + 3u5 .

L’inverse de la matrice A est donc A−1 = − 1
6

⎡⎢⎢⎣
5 4 3 2 1
4 8 6 4 2
3 6 9 6 3
2 4 6 8 4
1 2 3 4 5

⎤⎥⎥⎦.

Un exemple numérique. On fait cinq mesures d’accélération, une toute les vingt
secondes : ces mesures sont donc effectuées aux instants ti = 20i, où i = 1, . . . ,5. On
a h = 20, n = 6 et T = nh = 120. Voici les valeurs mesurées (γi est en ms−2 ) :

ti 20 40 60 80 100
γi × 103 2,44 1,20 −0,03 −1,27 −2,51

Si les positions initiales et finales (exprimées en mètre) sont x(0) = x0 = 0 et
x(T ) = x6 = 1, alors les valeurs approchées x1, x2, . . . , x5 sont données par⎡⎢⎢⎣

x1
x2
x3
x4
x5

⎤⎥⎥⎦ = A−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
h2γ1 − 0
h2γ2
h2γ3
h2γ4
h2γ5 − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
−0, 63
−0, 27

0, 56
1, 38
1, 69

⎤⎥⎥⎦
La figure 1 ci-dessous montre la ligne polygonale des points (ti,xi) pour i=0,2,. . .,6.
Sur la figure 2, on propose une courbe t →x(t) deux fois dérivable ayant la même allure.
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Cas général. Pour n quelconque, la matrice du système (S) est

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−2 1 0 0 · · · 0

1 −2 1 0 · · · 0
0 1 −2 1 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · 1 −2 1
0 · · · 0 1 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
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Cette matrice est symétrique et tridiagonale. On vérifie facilement que l’inverse de A

est la matrice symétrique dont le coefficient en position i-ème ligne, j -ème colonne

est − 1
n + 1

i(n + 1 − j) si i � j et − 1
n + 1

j(n + 1 − i) si i > j .

2. Déterminants
Nous allons présenter la notion de déterminant d’une matrice carrée : c’est un outil
théorique puissant, notamment pour caractériser les matrices inversibles.

2.1 Déterminant d'une matrice carrée de taille 1, 2 ou 3
Définitions
® Le déterminant d’une matrice [a] de taille 1 est le scalaire a.

® Le déterminant de la matrice A =
[
a b
c d

]
est le nombre ad − bc. On le note

det A ou

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣.

On a l’égalité
[
a b
c d

] [
d −b

−c a

]
=

[
ad − bc 0

0 −bc + ad

]
= (ad − bc)I2 = (det A)I2 . Il

s’ensuit que si det A n’est pas nul, alors la matrice A est inversible et[
a b
c d

]−1
= 1

ad − bc

[
d −b

−c a

]
On a det I2 = 1 et les propriétés immédiates suivantes.

i) Si les colonnes de la matrice A sont égales, alors le déterminant est nul.

ii) Le déterminant est additif par rapport à chaque vecteur-colonne :∣∣∣∣ a + a′ b
c + c′ d

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ a′ b
c′ d

∣∣∣∣ et

∣∣∣∣ a b + b′

c d + d′

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ a b′

c d′

∣∣∣∣.

iii) Si l’on multiplie une colonne par un scalaire λ, alors le déterminant est multiplié

par λ : en effet, on a

∣∣∣∣ λa b
λc d

∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a λb
c λd

∣∣∣∣.

Définition
Le déterminant de la matrice A =

[
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
est le nombre

det A =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ − a12

∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
Dans cette expression, les coefficients de A en facteur des déterminants sont ceux de
la première ligne : on dit qu’on a développé le déterminant selon la première ligne.
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Pour avoir le déterminant de taille 2 associé dans la formule à un coefficient c de
la première ligne,

® on supprime dans A la première ligne et la colonne de c

® et l’on prend le déterminant formé des quatre coefficients restants.

Noter l’alternance des signes.

Exemples
® On a∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
2 −1 x

−1 x 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 ×
∣∣∣∣−1 x

x 1

∣∣∣∣ − 2 ×
∣∣∣∣ 2 x
−1 1

∣∣∣∣ − 1 ×
∣∣∣∣ 2 −1
−1 x

∣∣∣∣
= (−1 − x2) − 2 × (2 + x) − (2x − 1)

= −1 − x2 − 4 − 2x − 2x + 1 = −(x2 + 4x + 4) = −(x + 2)2 .

® Pour une matrice triangulaire inférieure, il vient

∣∣∣∣∣∣
a 0 0
x b 0
y z c

∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣ b 0
z c

∣∣∣∣ = abc, produit

des coefficients diagonaux. En particulier, det I3 = 1.

Les déterminants de taille 3 possèdent encore les propriétés mises en évidence
dans le cas de la taille 2. Notons A1, A2, A3 les vecteurs-colonne de la matrice et
det(A1, A2, A3) le déterminant.

i) Si deux colonnes sont égales, alors le déterminant est nul : par exemple, si

A1 = A2 , alors le déterminant

∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ est nul, on a

∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ et

comme a11 = a12 , il vient det A = 0.

ii) Le déterminant est additif par rapport à chaque vecteur-colonne : cela veut dire
que l’on a det(A1 + A′

1, A2, A3) = det(A1, A2, A3) + det(A′
1, A2, A3) et de même

pour det(A1, A2 + A′
2, A3) et det(A1, A2, A3 + A′

3).

iii) Si l’on multiplie une colonne par un scalaire λ, alors le déterminant est multiplié
par λ : det(λA1,A2,A3) = det(A1, λA2,A3) = det(A1,A2, λA3) = λdet(A1,A2,A3).

2.2 Déterminant d'une matrice carrée de taille n
On définit le déterminant d’une matrice carrée de taille n au moyen du déterminant
des matrices de taille n−1, comme on l’a fait dans le cas n = 3.

Définition
Soit A une matrice carrée de taille n. Pour tous indices i et j , le cofacteur Δij

est le déterminant de taille n−1 obtenu en supprimant la i-ème ligne et la j -ème
colonne de A.
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® Pour la matrice A =
[
a b
c d

]
, on a Δ11 = d, Δ12 = c, Δ21 = b et Δ22 = a.

® Pour une matrice A = [Aij ] de taille 3, on a Δ11 =
∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣, Δ12 =
∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ et

Δ13 =
∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣. Par définition du déterminant de A, il vient donc

det A = a11Δ11 − a12Δ12 + a13Δ13 .

Définition
Le déterminant d’une matrice carrée A = [aij ] de taille n est le nombre

det A = a11Δ11 − a12Δ12 + · · · + (−1)1+ja1jΔ1j + · · · + (−1)1+na1nΔ1n .

Cette expression s’appelle le développement du déterminant selon la première ligne.

Propriétés relatives aux colonnes
En raisonnant par récurrence sur la taille du déterminant, on démontre en utilisant
la définition que det In = 1 et qu’un déterminant de taille n possède encore les trois
propriétés précédentes. Formulons ces propriétés dans ce cadre général, en notant
A1, A2, . . . , An les colonnes de la matrice.

Propriété 1. Si deux colonnes de la matrice sont égales, alors le déterminant est nul.
Propriété 2. Le déterminant est additif par rapport à chaque vecteur-colonne :

det(A1, . . . , Aj+A′
j , . . . , An) = det(A1, . . . , Aj , . . . , An) + det(A1, . . . , A

′
j , . . . , An) .

Propriété 3. Si l’on multiplie une colonne par λ, le déterminant est multiplié par λ :

det(A1, . . . , λAj , . . . , An) = λdet(A1, . . . , Aj , . . . , An) .

Voici une conséquence de la propriété 3 :

Propriété 3*. Si une colonne est nulle, le déterminant est nul.

En effet, si l’on multiplie une colonne nulle par 0, elle ne change pas, mais le
déterminant est multiplié par 0.

On en déduit aussi les propriétés suivantes.

Propriété 4. Si l’on permute deux colonnes de la matrice, le déterminant est changé
de signe.

Considérons le déterminant d=det(A1+A2,A1+A2,A3,. . .,An). Puisque les deux pre-
mières colonnes sont égales, on a d=0 (propriété 1). En utilisant la propriété 2, il vient

d = det(A1, A1+A2, A3, . . . , An) + det(A2, A1+A2, A3, . . . , An)

= det(A1, A1, A3, . . . , An) + det(A1, A2, A3, . . . , An)

+ det(A2, A1, A3, . . . , An) + det(A2, A2, A3, . . . , An)

= 0 + det(A1, A2, A3, . . . , An) + det(A2, A1, A3, . . . , An) + 0 d’après 1 ,

d’où 0 = det(A1, A2, . . . , An) + det(A2, A1, . . . , An).

Propriété 5.
® Si une colonne est combinaison linéaire des autres, le déterminant est nul.
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® Si l’on ajoute à une colonne une combinaison linéaire des autres, le déterminant
garde la même valeur.

En effet, si U = λ2A2 + · · ·+ λnAn est une combinaison linéaire de A2, . . . ,An , on a
det(U,A2, . . . , An) = λ2 det(A2, A2, . . . , An) + · · ·+ λn det(An, A2, . . . , An−1, An) = 0
car au second membre, chaque déterminant a deux colonnes égales. On en déduit

det(A1+U,A2,. . .,An)=det(A1,A2,. . .,An)+det(U,A2,. . .,An)=det(A1,A2,. . .,An).

Propriétés relatives aux lignes
Nous allons montrer que le déterminant possède, par rapport aux lignes, les mêmes
propriétés que ci-dessus.

Propriété 1'. Si deux lignes de la matrice sont égales, alors le déterminant est nul.
Propriété 2'. Le déterminant est additif par rapport à chaque vecteur-ligne.
Propriété 3'. Si l’on multiplie une ligne par λ, le déterminant est multiplié par λ.

Démonstration. On vérifie immédiatement que ces propriétés sont vraies pour un déter-
minant de taille 2. Raisonnons par récurrence sur la taille du déterminant. Supposons que
les propriétés 1', 2' et 3' sont vraies pour les déterminants de taille n−1 et considérons une
matrice A de taille n, de vecteurs-lignes L1, L2, . . . , Ln .

A =

⎡⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1n

L2

...
Ln

⎤⎥⎥⎦
Si l’on multiplie la première ligne par λ, alors dans le développement selon la première ligne

det A = a11Δ11 − a12Δ12 + · · · + (−1)1+jΔ1j + · · · + (−1)1+nΔ1n ,

les Δ1j sont inchangés, donc le déterminant est multiplié par λ. Si l’on multiplie une autre
ligne par λ, alors dans chaque Δ1j une ligne est multiplié par λ, donc Δ1j est multiplié par λ
par hypothèse de récurrence : le déterminant de A est donc aussi multiplié par λ. En raisonnant
comme pour les colonnes, il s’ensuit que si une ligne est nulle, alors le déterminant est nul.
De même, il est clair que le déterminant est additif par rapport à la première ligne ; par hypothèse
de récurrence, les Δ1j sont additifs par rapport aux lignes, donc aussi le déterminant de A.
Si deux lignes sont égales parmi les lignes numéro 2,3, . . . ,n, alors chaque Δ1j possède deux
lignes égales, donc est nul : il s’ensuit que le déterminant de A est nul. Supposons maintenant
que la ligne L1 est égale à la ligne Lk , où k � 2. Si cette ligne est nulle, le déterminant est
nul d’après le développement selon la première ligne. Supposons que dans la ligne L1 = Lk ,
le premier coefficient non nul est a1m , donc

L1 = [ 0 · · · 0 a1m · · · a1n ] = Lk .

Pour tout j � m + 1, remplaçons la colonne Aj par la combinaison A′
j = Aj − (a1j/a1m)Am ,

ce qui ne change pas le déterminant d’après la propriété 5. Sur les lignes 1 et k , le coefficient
de A′

j est a1j − (a1j/a1m)a1m = 0, donc

det A = det(A1, . . . , Am, A′
m+1, . . . , A

′
n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · · · 0 a1m 0 · · · 0

∗
0 · · · 0 a1m 0 · · · 0

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Développons par rapport à la première ligne : il vient det A = (−1)1+ma1mΔ1m et dans le
déterminant Δ1m , la ligne numéro k−1 est nulle (elle est en position k dans A). Nous avons
remarqué ci-dessus que cela implique Δ1m = 0, donc det A = 0. �

Comme pour les colonnes, on en déduit les propriétés suivantes.

Propriété 3'*. Si une ligne est nulle, le déterminant est nul.

Propriété 4'. Si l’on permute deux lignes de la matrice, le déterminant est changé
de signe.

Propriété 5'. Si l’on ajoute à une ligne une combinaison linéaire des autres, le
déterminant garde la même valeur.

2.3 Les théorèmes fondamentaux
Proposition. Si f est une fonction de Mn(K) dans K possédant les propriétés 1, 2 et
3, alors pour toute matrice M ∈ Mn(K), on a f(M) = f(In) det(tM).

Justification. Expliquons cela pour n = 3. Supposons que f : M3(K) → K est une fonction
possédant les propriétés 1, 2 et 3, donc aussi la propriété 4. Pour j =1,2,3, notons (a1j ,a2j ,a3j)
les coordonnées du vecteur-colonne Aj de la matrice A. On a Aj = a1jE1 + a2jE2 + a3jE3 ,
où les Ei sont les vecteurs canoniques de K3 . D’après la propriété 2, il vient

f(E1, A2, A3) = f(E1, A2, a13E1) + f(E1, A2, a23E2) + f(E1, A2, a33E3)

= a13f(E1, A2, E1) + a23f(E1, A2, E2) + a33f(E1, A2, E3), grâce à 3,

= a23f(E1, A2, E2) + a33f(E1, A2, E3), car f(E1, A2, E1) = 0.

f(E1, A2, E2) = a12f(E1, E1, E2) + a22f(E1, E2, E2) + a32f(E1, E3, E2)

= a32f(E1, E3, E2) = −a32f(E1, E2, E3), d’après 1 et 4.

De même, on a f(E1, A2, E3) = a22f(E1, E2, E3) d’où

f(E1, A2, A3) = (−a23a32 + a33a22)f(E1, E2, E3) .

On obtient de la même manière
f(E2, A2, A3) = (−a12a33 + a13a32)f(E1, E2, E3)

f(E3, A2, A3) = (a12a23 − a13a22)f(E1, E2, E3)
et il vient

f(A1, A2, A3) = f(a11E1 + a21E2 + a31E3, A2, A3)

= a11f(E1, A2, A3) + a21f(E2, A2, A3) + a31f(E3, A2, A3) , d’où

f(A1,A2,A3)=
[
a11(a33a22−a23a32)−a21(a12a33−a13a32)+a31(a12a23−a13a22)

]
f(E1,E2,E3).

Le crochet est égal à

a11

∣∣∣ a22 a32

a23 a33

∣∣∣ − a21

∣∣∣ a12 a32

a13 a33

∣∣∣ + a31

∣∣∣ a12 a22

a13 a23

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣ = det(tM)

par définition du développement de tM selon sa première ligne.
La fonction f est donc parfaitement déterminée par le nombre f(E1,E2,E3)= f(I3). Si l’on a
f(I3) = 1, alors f(M) = det(tM) quelle que soit M . Dans le cas général, posons a = f(I3). Si
a �=0, alors la fonction g:M →(1/a)f(M) possède les propriétés 1, 2 et 3 et g(I3)=(1/a)f(I3)=1,
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donc g(M) = det(tM) et dans ce cas, on a bien f(M) = ag(M) = adet(tM). Si a = 0, alors
la fonction f est nulle et l’on a encore f(M) = adet(tM) pour tout M . �

On en déduit de nouvelles et importantes propriétés du déterminant.

Proposition. Pour toutes matrices carrées de taille n, on a det(tA) = det A et
det(AB) = (detA)(detB).

Démonstration. Pour toute matrice M ∈Mn(K), posons f(M)=det(AM). Par définition du
produit de matrices, on a f(M)=det(AM1,. . .,AMn), où M1,. . .,Mn sont les vecteurs-colonne
de M et cela montre que f possède les propriétés 1, 2 et 3. Puisque f(In)=det(AIn)=detA, on
déduit de la précédente proposition que l’on a det(AM)=f(M)=(detA)(dettM) pour tout M .
En particulier, pour A=In , il vient detM =(detIn)(dettM)=dettM , ce qui est la première pro-
priété. On en déduit alors l’égalité det(AM)=(detA)(dettM)=(detA)(detM), pour tout M . �

Montrons que le déterminant permet de caractériser les matrices inversibles.

Proposition. Une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est

non nul. Si A est une matrice inversible, alors det(A−1) = 1
det A

·

Démonstration. Soit A∈Mn(K). Si A est inversible, alors (detA)(detA−1) = det(AA−1) =
det In = 1, donc le nombre det A n’est pas nul et det(A−1) est l’inverse de det A. Suppo-
sons que la matrice A n’est pas inversible. Alors rg A est strictement inférieur à n, donc les
vecteurs-colonne de A ne sont pas indépendants (proposition page 138 et théorème page 137).
Il s’ensuit qu’au moins l’un des vecteurs-colonne est combinaison linéaire des autres, donc le
déterminant de A est nul, d’après la propriété 5. �

Exemple. La matrice

[
1 2 −1
2 −1 x

−1 x 1

]
de l’exemple page 145 est inversible si et

seulement si x �= −2.

Développement selon une ligne ou une colonne
Le déterminant a été défini par son développement selon la première ligne. Mais échan-

geons par exemple la première et la deuxième ligne dans la matrice A=

[
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
.

On obtient A′ =

[
a21 a22 a23
a11 a12 a13
a31 a32 a33

]
et en développant le déterminant de A′ selon la pre-

mière ligne, il vient detA′ = a21Δ21 − a22Δ22 + a23Δ23 , où les Δij sont les cofacteurs
pour la matrice A. Puisque det A = −det A′ , on a le développement

det A = −a21Δ21 + a22Δ22 − a23Δ23 .

Plus généralement, on peut développer un déterminant selon une ligne i quelconque,
par la formule

det[aij ] = (−1)i+1ai1Δi1 + (−1)i+2ai2Δi2 + · · · + (−1)i+nainΔin .
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Puisque transposer la matrice ne change pas le déterminant, on peut aussi développer

selon une colonne j , avec la formule

det[aij ] = (−1)1+ja1jΔ1j + (−1)2+ja2jΔ2j + · · · + (−1)n+janjΔnj .

Les signes qu’il faut affecter aux coefficients le long de la ligne ou de la colonne

choisie pour développer sont donnés par le tableau :

+ − + − · · ·
− + − + · · ·
+ − + − · · ·
...

...
...

...

Le premier signe en haut à gauche est + et l’on garnit le tableau en changeant de

signe chaque fois qu’on passe à la colonne ou à la ligne suivante.

2.4 Calcul d'un déterminant
Le déterminant garde la même valeur si l’on ajoute à un vecteur-colonne, ou à un

vecteur-ligne, une combinaison linéaire des autres. Par cette opération, on peut faire

apparaître des zéros sur une même ligne ou sur une même colonne, comme lorsqu’on

échelonne des vecteurs. Quand on a obtenu une ligne ou une colonne contenant peu

de coefficients non nuls, on peut raisonnablement développer le déterminant selon

cette ligne ou cette colonne.

Exemple. Calculons le déterminant d =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2−x 1 2 −1

1 1
2
−x 1 − 1

2
2 1 2−x −1
−1 − 1

2
−1 1

2
−x

∣∣∣∣∣∣∣∣.

Soustrayons la troisième colonne à la première, puis ajoutons la quatrième à la seconde :

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 1 2 −1

0 1
2
−x 1 − 1

2
x 1 2−x −1
0 − 1

2
−1 1

2
−x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 0 2 −1

0 −x 1 − 1
2

x 0 2−x −1
0 −x −1 1

2
−x

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ajoutons la première ligne à la troisième :

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 0 2 −1

0 −x 1 − 1
2

0 0 4−x −2
0 −x −1 1

2
−x

∣∣∣∣∣∣∣∣
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En développant selon la première colonne, il vient d = −x

∣∣∣∣∣∣∣
−x 1 − 1

2
0 4−x −2

−x −1 1
2
−x

∣∣∣∣∣∣∣. Dans le

déterminant de taille 3, soustrayons la première ligne de la troisième :

d = −x

∣∣∣∣∣∣
−x 1 − 1

2
0 4−x −2
0 −2 1−x

∣∣∣∣∣∣
Développons selon la première colonne :

d = (−x)(−x)
∣∣∣∣ 4−x −2
−2 1−x

∣∣∣∣ = x2[(4− x)(1− x)− (−2)(−2)
]
= x2(x2 − x) = x3(x− 1) .

Proposition
i) Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des coefficients diagonaux.

ii) Si A et B sont des matrices carrées de taille n et p, une matrice carrée de taille n + p

de la forme

⎡⎣ A C

0 B

⎤⎦ a pour déterminant (detA)(detB).

Démonstration. Si A = [aij ] est une matrice triangulaire inférieure, le développement selon
la première ligne est det M = a11Δ11 , et Δ11 est un déterminant triangulaire inférieur ayant
pour coefficients diagonaux a22, . . . , ann . On en déduit (i) en raisonnant par récurrence.

Soit B∈Mp(K) et C∈Mn,p(K). Pour toute matrice M∈Mn(K), posons f(M)=

∣∣∣∣∣∣
M C

0 B

∣∣∣∣∣∣.

La fonction f possède les propriétés 1, 2 et 3 (par rapport aux colonnes de M ). De plus, en

développant le déterminant

∣∣∣∣∣∣
In C

0 B

∣∣∣∣∣∣ selon la première colonne, il vient f(In) = det B .

D’après la proposition page 148, on en déduit f(M) = f(In) det M = (det B)(det M) pour
tout M . D’où le résultat en choisissant M = A. �

2.5 Polynôme caractéristique d'une matrice carrée

Définition
Soit A une matrice carrée de taille n. Pour tout nombre z ∈ K, on pose CA(z) =
det(A−zIn). La fonction z →CA(z) est un polynôme de degré n, appelé polynôme
caractéristique de A.

Exemple. Si A =
[
a b
c d

]
, alors det(A − zI2) =

∣∣∣∣ a − z b
c d − z

∣∣∣∣ = (a − z)(d − z) − bc

et il vient CA(z) = z2 − (a + d)z + (ad − bc).

® Le polynôme caractéristique est de degré n et son terme constant est CA(0)=detA.
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® On a CA = (−1)nzn + (−1)n−1(trA)zn−1 + · · · + detA, où trA est la somme des
coefficients diagonaux de A. Le nombre trA s’appelle la trace de A.

® Les matrices A et tA ont même polynôme caractéristique : en effet, tA − zIn =
t(A − zIn) et deux matrices transposées ont même déterminant.

Voici une propriété importante du polynôme caractéristique. Rappelons que si
P = akzk + · · · + a1z + a0 est un polynôme, on a défini (page 134) la matrice P (A)
en posant P (A) = akAk + · · · + a1A + a0In .

Théorème de Cayley-Hamilton. Pour toute matrice carrée A, la matrice CA(A)
est nulle.

Démonstration. Posons A = [aij ], donc A− zIn =

⎡⎢⎢⎣
a11 − z a12 · · · a1n

a21 a22 − z · · · a2n

...
...

an1 an2 · · · ann − z

⎤⎥⎥⎦. Posons

Dj(z) = (−1)1+jΔ1j , où les Δij sont les cofacteurs de A− zIn . Alors Dj(z) est un polynôme
et par définition du polynôme caractéristique de A, on a

(1) CA(z) = (a11 − z)D1(z) + a12D2(z) + · · · + a1kDk(z) + · · · + a1nDn(z)

Remplaçons la première ligne par la k-ème, où k � 2 : les cofacteurs Δ1j sont inchangés,
mais le déterminant obtenu est nul, car il a deux lignes égales :

(2) 0 = ak1D1(z) + ak2D2(z) + · · · + (akk − z)Dk(z) + · · · + aknDn(z)

En notant Aj la j -ème colonne de A, on a AEj =Aj =a1jE1+a2jE2+· · ·+ajjEj +· · ·+anjEn

ou encore

(3) 0 = a1jE1 + a2jE2 + · · · + (ajjIn − A)Ej + · · · + anjEn

Écrivons ces égalités pour j = 1, 2, . . . , n puis multiplions la première par la matrice D1(A),
la deuxième par D2(A), la j -ème par Dj(A) et la n-ième par Dn(A) :

D1(A)× 0 = (a11In − A)E1 + a21E2 + · · · + an1En

D2(A)× 0 = a12E1 + (a22In − A)E2 + · · · + an2En

. . . . . . . . .
Dn(A)× 0 = a1nE1 + a2nE2 + · · · + (annIn − A)En

En ajoutant ces égalités en colonne, on obtient l’égalité matricielle

(4) 0 = M1E1 + M2E2 + · · · + MnEn

où Mk = D1(A)ak1 + D2(A)ak2 + · · · + Dk(A)(akkIn − A) + · · · + Dn(A)akn .
Posons Pk(z) = ak1D1(z) + ak2D2(z) + · · · + (akk − z)Dk(z) + · · · + aknDn(z).
Le polynôme Pk vérifie Pk(A) = Mk , car A et Dk(A) commutent. D’après (1), on a P1 = CA

et d’après (2), il vient Pk = 0 pour tout k = 2, . . . , n. L’égalité (4) s’écrit donc

0 = P1(A)E1 + P2(A)E2 + · · · + Pn(A)En = CA(A)E1 .

Cela veut dire que la première colonne de la matrice CA(A) est nulle. Pour montrer que la
i-ième colonne de CA(A) est nulle, on remplace, dans la matrice A− zIn , la i-ème ligne par
la k-ième, où k �= i, et l’on suit le même raisonnement. �

Exemple. Pour une matrice de taille 2, le théorème de Cayley-Hamilton affirme
que l’on a A2 − (trA)A + (detA)I2 = 0. Cette identité se vérifie directement.
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2.6 Applications des déterminants

Caractérisation des bases de Kp

Des vecteurs u1, u2, . . . , up de Kp forment une base de Kp si et seulement s’ils sont
indépendants (propriété 2, page 120), c’est-à-dire si et seulement si la matrice de
colonnes u1, . . . , up est inversible. On a donc l’équivalence suivante.

Des vecteurs u1,u2,. . .,up forment est une base de Kp si et seulement si det(u1,u2,. . .,up) �=0.

Équation d'un hyperplan
Soit H l’hyperplan de Kp engendré par les p−1 vecteurs indépendants u1,u2,. . .,up−1 .
Cela veut dire qu’un vecteur X appartient à H si et seulement s’il est combinaison
linéaire des ui . D’après le théorème page 105, cette condition signifie que les vecteurs
u1, u2, . . . , up−1, X ne sont pas indépendants. On a donc l’équivalence :

X ∈ H ⇐⇒ det(u1, u2, . . . , up−1, X) = 0

Il suffit de poser X = (x1, . . . , xp) et de développer le déterminant pour avoir
l’équation de H sous la forme a1x1 + · · · + apxp = 0.

Équation d'un plan affine de R3 . Soient A, B, C trois points de R3 non ali-
gnés et soit P le plan affine passant par A, B et C . Un point M appartient à P si

et seulement si le vecteur
−−−−−−−→
CM est combinaison linéaire des vecteurs indépendants

−−−−−→
AB et

−−−−−→
BC . En notant (a1, a2, a3) les coordonnées de A et (b1, b2, b3) celles de B ,

une équation de P est donc ∣∣∣∣∣∣
b1−a1 c1−b1 x−c1
b2−a2 c2−b2 y−c2
b3−a3 c3−b3 z−c3

∣∣∣∣∣∣ = 0

Estimation du rang d'une matrice
Soit A une matrice à p lignes et n colonnes. Supposons que r est un entier infé-
rieur ou égal à p et n et que la matrice U formée des r premières lignes et des r

premières colonnes de A a son déterminant non nul :

A =
[

U ∗
∗ ∗

]
et det U �= 0.

Par hypothèse, il n’y a aucune relation linéaire entre les colonnes de U , donc a fortiori
il n’y en a aucune entre les r premières colonnes de A. Les r premières colonnes
de A sont donc indépendantes et par suite, on a rg A � r .

Plus généralement, si en sélectionnant r lignes et r colonnes de A, on peut former
une matrice de déterminant non nul, alors le rang de A est supérieur ou égal à r .
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Élimination polynomiale

On a parfois besoin de savoir si deux polynômes ont une racine complexe commune.

Nous allons voir que les déterminants permettent d’exprimer cette propriété par une

relation entre les coefficients des polynômes : cela est utile, car on ne sait pas, en

général, calculer les racines des polynômes.

Soient A et B des polynômes non constants à coefficients réels ou complexes.

® Supposons que A et B ont une racine commune a ∈ C. On a donc A = (z − a)P et

B=(z−a)Q, où P et Q sont des polynômes. Il vient QA−PB=Q(z−a)P−P (z−a)Q=0,

donc QA = PB , avec deg P = (deg A) − 1 et deg Q = (deg B) − 1.

® Supposons que A et B n’ont pas de racine commune, c’est-à-dire sont étrangers.

D’après la proposition page 50, il existe des polynômes U et V tels que AU + BV = 1.

Supposons que P et Q sont des polynômes non nuls tels que QA = PB . On a

P = P (AU +BV ) = PAU +PBV = PAU + QAV = A(PU + QV ), donc degP � degA.

Puisque deg A + deg Q = deg B + deg P , il s’ensuit deg Q � deg B .

Ce raisonnement montre que les polynômes A et B ont une racine commune dans

C si et seulement s’il existe des polynômes non nuls P et Q tels que QA = PB ,

deg P < deg A et deg Q < deg B .

Posons A = apz
p + ap−1z

p−1 + · · ·+ a1z + a0 et B = bqz
q + bq−1z

q−1 + · · ·+ b1z + b0 ,

où les coefficients ap et bq sont différents de 0.

Un polynôme Q de degré strictement inférieur à q est une somme de monômes βiz
i

où 0�i�q−1, donc QA=
∑q−1

i=0 βiz
iA. De même, si degP <p, alors PB=

∑p−1
j=0γjz

jB .

Les polynômes QA et PB sont de degré inférieur ou égal à p + q − 1.

À tout polynôme T = t0 +t1z+ · · ·+tp+q−1z
p+q−1 , associons le vecteur des coefficients

v(T ) = (t0, t1, . . . , tp+q−1). On a donc v(T ) ∈ Cp+q .

Écrivons en ligne les vecteurs associés aux polynômes A, zA, . . . , zq−1A :

v(A) : a0 a1 a2 · · · ap 0 0 · · · 0
v(zA) : 0 a0 a1 · · · ap−1 ap 0 · · · 0

· · · · · ·
v(zq−1A) : 0 · · · 0 a0 a1 a2 · · · ap−1 ap

Dans cette disposition, les coefficients de A sont décalés d’un rang à chaque ligne ;

il y a q lignes et p + q colonnes.
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En faisant de même avec les p polynômes B, zB, . . . , zp−1B et en superposant les
deux tableaux, on obtient la matrice carrée de taille p + q⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a0 a1 a2 · · · ap 0 · · · 0
0 a0 a1 · · · ap−1 ap 0 · · · 0
0 0 a0 a1 · · · ap−1 ap 0 · · · 0
...

...
0 · · · 0 a0 a1 · · · ap−1 ap

b0 b1 b2 · · · · · · bq 0 · · · 0
0 b0 b1 · · · · · · bq−1 bq 0 · · · 0
...

...
0 · · · 0 b0 b1 · · · · · · bq−1 bq

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Le déterminant R(A,B) de cette matrice s’appelle le résultant des polynômes A et B .

S’il existe des polynômes non nuls P et Q tels que QA = PB , deg P < deg A et
deg Q < deg B , alors avec les notations précédentes, on obtient

v(QA) =
q−1∑
i=0

βiv(ziA) = v(PB) =
p−1∑
j=0

γjv(zjB)

L’égalité v(QA) − v(PB) = 0 est une relation linéaire entre les vecteurs-lignes de la
matrice, donc le résultant est nul. Réciproquement, s’il existe une combinaison linéaire∑q−1

i=0 βiv(ziA) −
∑p−1

j=0 γjv(zjB) = 0 à coefficients non tous nuls, alors les polynômes

Q =
∑q−1

i=0 βiz
i et P =

∑p−1
j=0 γjz

j sont non nuls et vérifient v(QA) = v(PB), donc
QA = PB . On a ainsi la proposition suivante.

Proposition. Des polynômes non constants A et B ont une racine complexe commune
si et seulement si leur résultant R(A, B) est nul.

Si l’on peut éliminer la variable z entre les deux équations A(z) = 0 et B(z) = 0,
on obtient une condition équivalente à R(A, B) = 0.

Exemple. Considérons un circuit électrique composé d’une résistance ρ, d’une in-
ductance L et d’une capacité C montées en série. L’intensité en régime libre est

une fonction ι =
dq

dt
du temps, où la charge q(t) de la capacité satisfait l’équation

différentielle L
d2q

dt2
+ ρ

dq

dt
+

q

C
= 0 (voir au chapitre 15).

Si les racines du polynôme A=Lz2 +ρz+1/C sont les nombres complexes r±ωi, où
ω �= 0, les solutions sont q(t) = aert cos(ωt + φ) et l’intensité présente des oscillations
amorties (car r = −ρ/2L est négatif). Si le polynôme A possède deux racines réelles
λ et μ, les solutions sont q(t) = aeλt + beμt : le régime est apériodique et l’intensité
tend encore vers 0 quand t tend vers l’infini, car λ et μ sont négatifs (page 52).
La condition pour que deux circuits oscillants aient un régime commun est R(A,B)=0,
où A et B sont les polynômes associés aux équations différentielles. En posant
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B = L′z2 + ρ′z + 1/C ′ , il vient

R(A, B) =

∣∣∣∣∣∣∣
1/C ρ L 0
0 1/C ρ L

1/C ′ ρ′ L′ 0
0 1/C ′ ρ′ L′

∣∣∣∣∣∣∣
et la condition est

( 1
L′C′ −

1
LC

)2 + 1
LL′

( ρ′

C
− ρ

C′

)( ρ

L
− ρ′

L′

)
= 0.

Exercices

1. Montrer que si r �=±1, l’inverse de la matrice A =

⎡⎣ 1 r r2 r3

r 1 r r2

r2 r 1 r
r3 r2 r 1

⎤⎦ est la matrice A−1=

1
r2−1

⎡⎣−1 r 0 0
r −r2−1 r 0
0 r −r2−1 r
0 0 r −1

⎤⎦. En déduire l’inverse de B =

⎡⎣ 1 −2 0 0
−2 5 −2 0

0 −2 5 −2
0 0 −2 1

⎤⎦.

2@ . a) Calculer le déterminant de la matrice A =

[
b 1 a
1 a 1
a 1 b

]
. Montrer que si a = b, ce

déterminant est nul. Mettre en facteur a − b dans l’expression de det A.

b) Calculer le rang de la matrice A en fonction des valeurs de a et de b.

3. Soit L une matrice-ligne à n colonnes et C une matrice-colonne à n lignes. Montrer
que si L ou C n’est pas nulle, la matrice produit CL (qui est carrée de taille n)
est de rang 1.

4. On considère un système linéaire AX = K , où A est une matrice et K une matrice-
colonne non nulle. Supposons que X1 et X2 sont des solutions. Comment faut-il
choisir les nombres a1 et a2 pour que a1X1 + a2X2 soit solution ?

5. Matrices de Pauli. En Mécanique quantique, on utilise les matrices de Pauli. Ce sont
les matrices à coefficients complexes définies par

σx =
[
0 1
1 0

]
, σy =

[
0 − i
i 0

]
, σz =

[
1 0
0 −1

]
a) Montrer que ces matrices ont pour déterminant −1 et pour trace 0.

b) Montrer que l’on a σ2
x = σ2

y = σ2
z = I2 , σxσy =−σyσx = iσz et σxσy −σyσx = 2iσz .

c) Démontrer l’égalité σxσyσz = i I2 .

d) Soit M=
[
a b
c d

]
. Trouver des nombres p,qx,qy,qz tels que M=pI2+qxσx+qyσy+qzσz .

Vérifier que l’on a p = (1/2) tr(M), qx = (1/2) tr(Mσx), qy = (1/2) tr(Mσy) et
qz = (1/2) tr(Mσz).

e) Les matrices de Pauli ont toutes le même polynôme caractéristique : calculer ce
polynôme.
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6@ . Tableaux d'achats-ventes. On considère une économie en système fermé, formée de n

secteurs d’activité S1, . . . , Sn . Notons xi le volume des ventes du secteur Si et xi,j

la part de ces ventes utilisée en achat par le secteur Sj , où j �= i. L’équilibre du
secteur S1 s’écrit donc x1,2 + x1,3 + · · · + x1,n = x1 .

a) Faisons l’hypothèse (raisonnable) que le montant des biens fournis par le secteur
Si au secteur Sj est proportionnel à la production-vente de Sj : cela se traduit
par l’existence d’un coefficient constant ai,j tel que xi,j = ai,jxj . Posons pour
simplifier ai,i = 0 et notons A la matrice carrée de taille n : A = [ai,j ]. Posons

M = In − A et X =

⎡⎣ x1
...

xn

⎤⎦. Montrer que l’on a MX = 0.

b) Notons p1, . . . , pn les prix des produits des différents secteurs. En supposant qu’il
n’y a pas de profit, le prix de vente d’une unité du secteur S1 est égal à la somme
des prix d’achats auprès des autres secteurs, ce qui s’écrit p1 =p2a2,1 + · · ·+pnan,1 .
Notons P = [ p1 p2 · · · pn ] la matrice-ligne des prix. Montrer que l’on a PM = 0.

c) On suppose n=3, a1,2=1/5, a1,3=2/3, a2,1=3/5, a2,3=8/15, a3,1=1/3, a3,2=2/3.
(i) Calculer le déterminant et le rang de M .
(ii) Résoudre l’équation linéaire MX = 0 et calculer les valeurs relatives x2/x1 et
x3/x1 .

(iii) Résoudre l’équation linéaire PM = 0 (où l’inconnue est le vecteur-ligne P ) et
calculer les valeurs relatives p2/p1 et p3/p1 .

7@ . Équilibre de la consommation. Considérons une économie ayant trois secteurs d’acti-
vité S1, S2, S3 produisant des quantités de biens x1, x2, x3 . Comme dans l’exercice
précédent, la fraction de xi utilisée par le secteur Sj est ai,jxj , où (pour i �= j ),
ai,j est un coefficient caractéristique de cette économie. Notons y1 la demande des
consommateurs pour le produit du secteur S1 , y2 la demande concernant S2 et y3

la demande concernant S3 .

a) Écrire les équations qui expriment l’équilibre entre production et consommation
dans chacun des secteurs.

b) On suppose a1,2 = 1/4, a1,3 = 1/2, a2,1 = 1/5, a2,3 = 1/2, a3,1 = 2/5 et a3,2 = 3/4.

Écrire ces équations sous la forme MX = Y , où X =

[
x1
x2
x3

]
et Y =

[
y1
y2
y3

]
.

c) Montrer que la matrice M est inversible et calculer x1,x2,x3 au moyen de y1,y2,y3 .

d) On suppose que la demande des consommateurs pour le produit du secteur S1

augmente d’une unité. Pour répondre à cette demande, de combien faudra-t-il
augmenter les productions dans chaque secteur ?
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8. Un déterminant de matrice antisymétrique. Montrer la formule∣∣∣∣∣∣∣
0 x y z

−x 0 t u
−y −t 0 v
−z −u −v 0

∣∣∣∣∣∣∣ = (xv − yu + zt)2

9. Soit le polynôme P = z3 + z2 + az + 9, où a est un nombre réel ou complexe.

a) Montrer que le résultant des polynômes P et P ′ est (4a + 39)(a2 − 10a + 57).

b) Pour quelles valeurs de a le polynôme P a-t-il une racine multiple ?

c) Trouver toutes les racines de P dans le cas a = −39/4.

10@ . Calculer les quatre valeurs du nombre complexe q pour lesquelles le système d’équa-

tions
{

2z3 + q = 0
z2 + qz + 1 = 0 a une solution au moins. Résoudre le système pour ces

valeurs de q .

11. Approche numérique d'une équation différentielle. Considérons l’équation différentielle
d’Airy (∗) y′′(t) + ty(t) = 0 (utilisée en Physique) et tâchons d’approximer les so-
lutions y(t). Faisons les calculs sur l’intervalle [−2,5] en des points ti régulièrement
espacés d’une quantité h > 0.

a) Montrer que l’on peut approcher les valeurs y(ti) par des nombres yi vérifiant
les équations yi−1 − 2yi + yi+1 + h2tiyi = 0.

b) Intéressons-nous à la seule solution y(t) de (∗) qui passe par l’origine avec une
dérivée a, donc y(0) = 0 et y′(0) = a. Choisissons la subdivision de manière que
0 est l’un des points ti : il y a un indice p tel que tp = yp = 0. Montrer que dans
notre approximation, la condition y′(0) = a peut s’exprimer par yp+1 −yp−1 = 2ah.

c) Écrire les huit équations obtenues en choisissant h=1 et les points ti=i pour −2�i�
5. En déduire que les valeurs approchées yi de y(ti) vérifient y0=0, y1=2a+y−1 et⎡⎢⎢⎢⎣

1 −3 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 1 2 1

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

y−2
y−1
y2
y3
y4
y5

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
0

−2a
2a

−2a
0
0

⎤⎥⎥⎥⎦
d)

t

y(t)

−2 51

1

Résoudre les équations précédentes. Dans le cas a = 1, des-
siner la ligne brisée passant par les points (ti, yi).
Ci-contre le graphe de la solution t → y(t) sur l’intervalle
[−2, 5], pour a = 1.

12@ . Posons q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 , A =
[

a b/2
b/2 c

]
et P =

[
p −uc
ua p+ub

]
, où a, b, c, p, u

sont des nombres réels.

a) Montrer que l’on a (tP )AP = (p2 + bup + acu2)A.
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b) Montrer que pour tout vecteur-colonne X =
[
x
y

]
, on a (tX)AX = ax2 + bxy + cy2 .

c) On considère la transformation linéaire définie par X ′ = PX . En utilisant la ques-

tion précédente, montrer que si l’on pose X =
[
x
y

]
et X ′ =

[
x′

y′

]
, alors on a

q(x′, y′) = (p2 + bup + acu2)q(x, y).

d) On suppose désormais a = 3 et b = c = −2. Calculer le nombre p2 + bup + acu2

pour u = 3 et p = 11. En déduire l’identité q(x′, y′) = q(x, y).

e) Montrer que les itérés d’un vecteur
[
x0
y0

]
par la transformation X → PX sont les

vecteurs
[
xn
yn

]
définis par les formules xn+1 = 11xn + 6yn , yn+1 = 9xn + 5yn .

Montrer que si l’on pose (x0, y0) = (2, 1) ou bien (x0, y0) = (4, 3), alors xn et yn

sont des entiers solutions de l’équation 3x2 − 2xy − 2y2 = 6.

f) Étudions la courbe (C) d’équation q(x,y)=6 au moyen d’un changement de repère.
(i) Calculer les racines t1 et t2 de l’équation q(t, 1) = 0 et montrer que l’on a
q(x, y) = 3(x − t1y)(x − t2y).
(ii) Montrer que les vecteurs U1 = (t1, 1) et U2 = (t2, 1) forment une base de R2

et que si l’on note (X, Y ) les coordonnées d’un point de R2 dans cette base, la
courbe (C) a pour équation XY = −9/14. En déduire que (C) est une hyperbole
dont les asymptotes sont portées par les vecteurs U1 , U2 . Dessiner la courbe (C).

D’après la question (d), la transformation linéaire X → PX envoie les points de (C)
dans des points de (C) : les itérés d’un point de (C) sont tous sur (C).

13@ . L'inverse d'une matrice est un polynôme en la matrice. Posons M =

[
1 1 −1
1 −2 2

−1 2 1

]
.

a) Calculer le polynôme caractéristique de M . Déduire du théorème de Cayley-
Hamilton que l’on a M(M 2 − 9I3) + 9I3 = 0 et M−1 = I3 − (1/9)M 2 .

b) Montrer que pour tout nombre z , on a M 3 − zI3 = 9
[
M − (1+z/9)I3

]
. En déduire

que le polynôme caractéristique de M 3 est 93CM (1+z/9), où CM est le polynôme
caractéristique de M .
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Chapitre 6

Espaces vectoriels
et applications linéaires

1. Espaces vectoriels
Au chapitre 4, nous avons utilisé les combinaisons linéaires de vecteurs de Kn . Voici
d’autres exemples où l’on définit de manière naturelle la somme et le produit par
un nombre.

Exemples
a) Soit I une partie de R. Si f et g sont des fonctions de I dans R,

® la somme f + g : I → R est la fonction t → f(t) + g(t) ;
® pour tout nombre réel λ, le produit λf : I → R est la fonction t → λf(t).

b) Si E est un ensemble quelconque et si f et g sont des fonctions de E dans K,
ou bien de E dans Kp , on définit de même la somme f + g et le produit λf par
un nombre appartenant à K.
Ainsi, la somme de deux suites (un) et (vn) est la suite de terme général un + vn

et pour λ réel (ou complexe), le produit par λ de la suite (un) est la suite de
terme général λun .

c) Si A et B sont des matrices à p lignes et n colonnes, leur somme A + B et le
produit λA par un scalaire sont des matrices à p lignes et n colonnes.

d) La somme de deux polynômes à coefficients dans K est un polynôme à coefficients
dans K, de même que le produit d’un polynôme par un scalaire de K. Dans l’en-
semble P(K) des polynômes à coefficients dans K, on dispose donc d’une addition
et du produit par un scalaire.
Soit d un entier positif et soit Pd(K) l’ensemble des polynômes de la forme
adz

d + ad−1z
d−1 + · · · + a1z + a0 : ce sont les polynômes de degré au plus d et

le polynôme nul. Le degré d’une somme de polynômes est inférieur ou égal au
maximum des degrés, et le degré d’un polynôme ne change pas quand on le
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multiplie par un scalaire non nul ; dans l’ensemble Pd(K), on a donc encore les
opérations d’addition et de produit par un scalaire.

Dans ces exemples, les règles de calcul concernant la somme et le produit par un
scalaire sont celles qu’on pratique dans l’espace vectoriel Kp . Énonçons-les dans le
cas général d’un ensemble V d’éléments appelés vecteurs.

i) Il existe un vecteur nul 0 tel que u + 0 = 0 + u = u pour tout vecteur u ∈ V .

ii) On a u + v = v + u et u + (v + w) = (u + v) + w pour tous vecteurs u, v, w ∈ V .

iii) Pour tout vecteur u ∈ V , il existe un vecteur opposé, noté −u, tel que u + (−u) =
(−u) + u = 0.

iv) Pour tous vecteurs u, v ∈ V et pour tous scalaires λ, μ ∈ K, on a

λ(u + v) = λu + λv , (λ + μ)u = λu + μu , λ(μu) = (λμ)u , 1 u = u .

Un ensemble V muni d’opérations ayant ces propriétés s’appelle un K-espace vectoriel.
On démontre facilement que dans un K-espace vectoriel V , on a aussi les relations

(−1)u = −u , 0 u = 0 , λ0 = 0

et l’équivalence λu = 0 ⇐⇒ (λ = 0 ou u = 0).
Dans un K-espace vectoriel, on définit les combinaisons linéaires de vecteurs et les
notions de vecteurs indépendants, de vecteurs qui engendrent et de base comme
nous l’avons fait dans Kp .

Définitions
Soit V un K-espace vectoriel et soient u1, . . . , un des vecteurs appartenant à V .

® Un vecteur λ1u1+λ2u2+· · ·+λnun s’appelle une combinaison linéaire des vecteurs
u1, . . . , un .

® Les vecteurs u1, . . . , un sont indépendants si l’équation linéaire
x1u1 + x2u2 + · · · + xnun = 0 n’a que la solution x1 = x2 = · · · = xn = 0.

® Si tout vecteur de V est combinaison linéaire des vecteurs u1 . . . ,un , on dit que
u1, . . . , un engendrent V .

® Les vecteurs u1, . . . , un forment une base de V si, pour tout vecteur v ∈ V ,
l’équation linéaire x1u1 + x2u2 + · · · + xnun = v possède une unique solution.

Des vecteurs u1, . . . , un de l’espace vectoriel V forment une base de V

si et seulement s’ils engendrent V et sont indépendants.

Définition
Soit V un K-espace vectoriel et soit W une partie de V . On dit que W est un
sous-espace vectoriel de V si le vecteur nul appartient à W et si toute combinaison
linéaire d’éléments de W appartient à W .
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Si W est un sous-espace vectoriel de V , alors W , muni des mêmes opérations que
V , est un K-espace vectoriel. Voici des exemples d’espaces vectoriels.

Des espaces vectoriels de fonctions
a) Étant donné un ensemble E , l’ensemble de toutes les applications de E dans K

est un K-espace vectoriel, le vecteur nul étant la fonction 0 : E → K définie par
0(x) = 0 quel que soit x ∈ E .

b) Prenons E = [a, b] (avec a < b) et posons fn(x) = xn pour tout entier n � 0
(pour n = 0, on a par convention f0(x) = x0 = 1). La combinaison linéaire g =
λnfn+λn−1fn−1+ · · ·+λ1f1+λ0f0 est la fonction définie par

g(x) = λnxn + λn−1x
n−1 + · · · + λ1x + λ0 , pour tout x ∈ [a, b].

Puisque g est une fonction polynôme, elle n’est nulle que si tous ses coefficients
sont nuls. Dans l’espace vectoriel des applications de [a, b] dans R, les vecteurs
f0, f1, . . . , fn sont donc indépendants. Comme cela est vrai quel que soit n, on
peut trouver, dans cet espace, des familles de vecteurs indépendants comportant
autant d’éléments que l’on veut.

c) L’ensemble des suites (un) à termes réels est un R-espace vectoriel. Une combi-
naison linéaire de suites qui tendent vers 0 tend vers 0 : l’ensemble des suites
réelles qui tendent vers 0 est donc un sous-espace vectoriel.

d) Si f, g : R → R sont des fonctions dérivables, leur somme t → f(t) + g(t) est dé-
rivable ainsi que la fonction t → λf(t) : les fonctions dérivables forment donc un
sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des fonctions de R dans R.

Des espaces vectoriels de polynômes
® L’ensemble P(K) des polynômes à coefficients dans K est un K-espace vectoriel.

En faisant des combinaisons linéaires d’un nombre fini de polynômes, on n’ob-
tiendra pas de polynômes de degré supérieur au plus grand degré des polynômes
employés : l’espace vectoriel des polynômes ne peut donc pas être engendré par
un nombre fini de vecteurs.

® Donnons-nous un entier d positif ou nul. Les polynômes de degré au plus d

sont de la forme a0 + a1z + · · · + adz
d : avec le polynôme nul, ils constituent un

sous-espace vectoriel de P(K), noté Pd(K). Les d+1 polynômes 1,z,. . . ,zd forment
une base de Pd(K).

Des espaces vectoriels de matrices
a) L’ensemble Mp,n(K) des matrices à p lignes, n colonnes et à coefficients dans K est

un espace vectoriel. Le vecteur nul est la matrice dont tous les coefficients sont nuls.
Considérons les matrices Ei,j dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui en po-

sition i,j qui vaut 1. Par exemple, pour p=n=2, on a E1,2 =
[
0 1
0 0

]
, E2,2 =

[
0 0
0 1

]
et xE1,1 + yE1,2 + zE2,1 + tE2,2 =

[
x y
z t

]
.
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Plus généralement, les np matrices Ei,j forment une base (dite canonique) de
l’espace vectoriel Mp,n(K), car pour toute matrice A = [aij ], on a A =

∑
i,j aijEi,j .

b) La somme de deux matrices carrées symétriques est symétrique et si l’on multi-
plie une matrice symétrique par un scalaire, elle reste symétrique. L’ensemble des
matrices symétriques de taille n est donc un sous-espace vectoriel de Mn(K).

Pour n=2, la matrice symétrique générale s’écrit
[
x y
y t

]
=x

[
1 0
0 0

]
+y

[
0 1
1 0

]
+t

[
0 0
0 1

]
:

les trois matrices E1,1,E1,2 +E2,1,E2,2 forment donc une base de l’espace vectoriel
des matrices symétriques de taille 2.
Plus généralement, l’espace vectoriel des matrices symétriques de taille n a pour
base les matrices Ei,i et Ej,k + Ek,j pour 1 � i � n et 1 � j < k � n ; cette base

comporte n +
n(n−1)

2
=

n(n+1)
2

éléments.

1.1 Bases et dimension
Les résultats que nous avons démontrés dans l’espace vectoriel Kp restent vrais dans
un K-espace vectoriel possédant une base e1, . . . , ep . Voici un théorème permettant
de construire des bases.

Théorème de la base incomplète. Soit V un K-espace vectoriel engendré par un
nombre fini de vecteurs v1, . . . ,vq et soient e1, . . . ,en des vecteurs indépendants appartenant
à V . Alors il existe une base de V de la forme e1, . . . , en,f1, . . . ,fk , où les fi sont certains
des vecteurs v1, . . . , vq .

Corollaire. Tout espace vectoriel engendré par un nombre fini de vecteurs possède une base.

Démonstration du théorème. Si chacun des vecteurs vj est combinaison linéaire de e1 ,
e2, . . . , en , alors tout vecteur de V est combinaison de e1, e2, . . . , en , car il est combinaison
des vj : dans ce cas, e1, e2, . . . , en est une base de V . Supposons que certains vecteurs
vj ne sont pas combinaison linéaire de e1, . . . , en et complétons e1, e2, . . . , en avec le plus
grand nombre possible de vecteurs f1, . . . , fk pris parmi les vj et de telle manière que
e1, . . . , en, f1, . . . , fk restent indépendants. Si vj est un vecteur non sélectionné, alors par cons-
truction, e1, . . . , en, f1, . . . , fk, vj ne sont pas indépendants, donc vj est combinaison linéaire
de e1, . . . , en, f1, . . . , fk . Tous les vecteurs vj sont donc combinaison de e1, . . . , en, f1, . . . , fk

et comme ci-dessus, on en déduit que les vecteurs e1, . . . , en, f1, . . . , fk engendrent V . Comme
ces vecteurs sont indépendants, ils forment une base de V . �

Propriétés des bases. Nous les avons déjà énoncées dans le cadre de l’espace
vectoriel Kp ; les démonstrations sont les mêmes, en utilisant une base quelconque
de V au lieu de la base canonique de Kp (chapitre 4, paragraphe 3).

Soit V un K-espace vectoriel engendré par un nombre fini de vecteurs.

1) Toutes les bases de V ont le même nombre d’éléments. Ce nombre s’appelle la
dimension de V et se note dimV .
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2) Supposons que V est engendré par n vecteurs. Alors on a dim V � n et si
dimV = n, alors ces vecteurs forment une base de V .

3) Supposons que u1, u2, . . . , uq sont des vecteurs indépendants appartenant à V .
Alors on a dimV � q et si q = dimV , alors ces vecteurs forment une base de V .

4) Si W est un sous-espace vectoriel de V , alors dimW �dimV et l’on a l’équivalence
W = V ⇐⇒ dimW = dim V .

Si un espace vectoriel est engendré par un nombre fini de vecteurs, on dit qu’il est
de dimension finie.

Exemples.
® Les polynômes 1, z, . . . , zn forment une base de l’espace vectoriel Pn(K) des

polynômes de degré inférieur ou égal à n : on a donc dim Pn(K) = n+1.
® Les np matrices canoniques Ei,j forment une base de l’espace vectoriel Mp,n(K),

donc dim Mp,n(K) = np.

1.2 Coordonnées d'un vecteur dans une base
Soient V un K-espace vectoriel et (e1, e2, . . . , ep) une base de V .
Tout vecteur x∈V s’écrit de manière unique sous la forme x=x1e1+x2e2+· · ·+xpep ,
où les xi sont des scalaires de K.

Définition
Les nombres x1, x2, . . . , xp s’appellent les coordonnées du vecteur x dans la base
(e1, e2, . . . , ep).

À tout x ∈ V , associons le vecteur-colonne X =

⎡⎢⎢⎣
x1
x2
...

xp

⎤⎥⎥⎦ formé des coordonnées de x

dans la base (e1, e2, . . . , ep). On a X ∈ Kp .
Soient x et y des vecteurs appartenant à V .

® Si x a pour coordonnées X et si y a pour coordonnées Y , alors x + y a pour
coordonnées X + Y .

® Pour tout scalaire λ, le vecteur λx a pour coordonnées λX .

Les calculs dans l’espace vectoriel V se traduisent donc sur les coordonnées par les
mêmes calculs dans Kp . On en déduit les propriétés suivantes.

Propriété 1. Des vecteurs u1, u2, . . . , uq de V sont indépendants si et seulement si
leurs vecteurs de coordonnées X1, X2, . . . , Xq sont indépendants dans Kp .

Propriété 2. Des vecteurs u1,u2,. . .,un engendrent V si et seulement si leurs vecteurs
de coordonnées X1, X2, . . . , Xn engendrent Kp .

Propriété 3. Soient u1, u2, . . . , up des vecteurs appartenant à V , de coordonnées
X1,X2, . . . ,Xp . Les vecteurs u1, u2, . . . , up forment une base de V si et seulement
si la matrice carrée de colonnes X1, X2, . . . , Xp est de rang p, c’est-à-dire si et
seulement si det(X1, X2, . . . , Xp) �= 0.
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Changement de base
Supposons que B = (e1, e2, . . . , ep) et B ′ = (e′1, e

′
2, . . . , e

′
p) sont des bases de V .

Définition
Écrivons en colonne les coordonnées de e′1, e

′
2, . . . , e

′
p dans la base B . On obtient

une matrice carrée de taille p, appelée la matrice de passage de la base B à la base B ′ .

Proposition. Soient u un vecteur appartenant à V , X = (x1, x2, . . . , xp) ses coordon-
nées dans la base B et X ′ = (x′

1, x
′
2, . . . , x

′
p) ses coordonnées dans la base B ′ . On a

X = PX ′ , où P est la matrice de passage de la base B à la base B ′ .

Démonstration. Dans la base B ′ =(e′1,e
′
2, . . . ,e

′
p), le vecteur-colonne des coordonnées de e′i

est Ei , le i-ème vecteur canonique de Kp . On sait que le produit PEi est la i-ème colonne de
P . Par définition de la matrice de passage, PEi est donc le vecteur-colonne des coordonnées
de e′i dans la base B . Puisque u = x′

1e
′
1 + · · · + x′

pe′p , les coordonnées de u dans la base B

sont x′
1PE1 + · · · + x′

pPEp = P (x′
1E1 + · · · + x′

pEp) = PX ′ . �

Une matrice de passage est toujours inversible : si P est la matrice de passage de
B à B ′ , alors P−1 est la matrice de passage de B ′ à B .

Exemple. Les vecteurs e′1 = (1,−1, 2), e′2 = (1, 0, 1), e′3 = (2, 1,−1) forment une

base de R3 , car le déterminant

∣∣∣∣∣∣
1 1 2

−1 0 1
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −2 est différent de 0. La matrice de

passage de la base canonique de R3 à la base B ′ =(e′1,e
′
2,e

′
3) étant P =

[
1 1 2

−1 0 1
2 1 −1

]
,

les coordonnées d’un vecteur (x, y, z) ∈ R3 dans la base B ′ sont données par le
vecteur-colonne X ′ tel que X = PX ′ , c’est-à-dire X ′ = P−1X . On a[

x
y
z

]
= P

[
x′

y′

z′

]
⇐⇒

⎧⎨⎩
x′ + y′ + 2z′ = x

− x′ + z′ = y

2x′ + y′ − z′ = z

⇐⇒

⎧⎨⎩
x′ + y′ + 2z′ = x

y′ + 3z′ = x + y

− y′ − 5z′ = −2x + z

⇐⇒

⎧⎨⎩
x′ + y′ + 2z′ = x

y′ + 3z′ = x + y

2z′ = x − y − z

⇐⇒

⎧⎨⎩
2x′ = x − 3y − z

2y′ = −x + 5y + 3z

2z′ = x − y − z

On a donc (x, y, z) = 1
2
(x − 3y − z)e′1 + 1

2
(−x + 5y + 3z)e′2 + 1

2
(x − y − z)e′3 .

Remarque
Quand on connaît les coordonnées d’un vecteur dans une base, pour calculer ses
coordonnées dans une nouvelle base, il faut inverser la matrice de passage.
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2. Applications linéaires
Soit M une matrice à p lignes et n colonnes. Pour tout vecteur-colonne X∈Kn , le pro-
duit MX est un vecteur-colonne de Kp . D’après les propriétés du produit de matrices,
on a les formules suivantes, pour tous vecteurs-colonne X,X ′∈Kn et pour tout scalaire
λ∈K : M(X+X ′)=MX+MX ′ et M(λX)=λMX . En notant f :Kn→Kp l’application
X → MX , ces relations s’écrivent f(X + X ′) = f(X) + f(X ′) et f(λX) = λf(X).

Définition
Soient V et V ′ des K-espaces vectoriels et soit f : V → V ′ une application. On
dit que f est une application linéaire si pour tous vecteurs u, v ∈ V et pour tout
scalaire λ ∈ K, on a f(u + v) = f(u) + f(v) et f(λu) = λf(u).

Propriétés des applications linéaires
1) Si f est une application linéaire de V dans V ′ , alors pour toute combinaison

linéaire de vecteurs de V , on a

f(λ1u1 + λ2u2 + · · · + λkuk) = λ1f(u1) + λ2f(u2) + · · · + λkf(uk) .

L’image par f d’une combinaison des ui est la combinaison correspondante des f(ui).

2) Supposons que B = (e1, . . . , en) est une base de V . Une application linéaire
f : V → V ′ est entièrement déterminée par les vecteurs v′1 = f(e1), . . . , v′n = f(en)
de V ′ : si un vecteur x ∈ V a pour coordonnées x1, . . . , xn dans la base B , on
a en effet f(x) = x1v

′
1 + · · · + xnv′n .

3) Si f : V → V ′ est une application linéaire, alors f(0) = 0.

En effet, si u est un vecteur quelconque de V , 0 u = 0 est le vecteur nul de V et
f(0) = f(0 u) = 0 f(u) = 0 est le vecteur nul de V ′ .

Une application linéaire de V dans lui-même s’appelle une transformation linéaire de V .

Exemples
® Si M est une matrice à p lignes et n colonnes, l’application X → MX est une

application linéaire de Kn dans Kp .

® L’application qui à tout polynôme associe son polynôme dérivé est une appli-
cation linéaire Pn(K) → Pn−1(K). La multiplication par un polynôme A fixé est
l’application linéaire P(K) → P(K) définie par P → AP , pour tout P ∈ P(K).

® Donnons-nous une fonction continue ω :R→R et pour toute fonction t →y(t) deux
fois dérivable sur R, posons D(y) = y′′ + ωy , où ωy désigne la fonction produit
t →ω(t)y(t). Si y et z sont des fonctions deux fois dérivables, on a (y+z)′′ =y′′+z′′

et ω(y+z) = ωy+ωz , donc D(y+z) = D(y)+D(z) ; de même, D(λy) = λD(y) pour
tout λ ∈ R.
En notant V l’espace vectoriel des fonctions de R dans R et W le sous-espace
vectoriel des fonctions deux fois dérivables, l’application D:W→V est donc linéaire.
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® Soit V l’espace vectoriel des fonctions continues sur le segment [a, b] et soit
ϕ : [a,b]→R une fonction donnée. D’après les propriétés de linéarité de l’intégrale,

l’application f →
∫ b

a
f(t)ϕ(t) dt est une application linéaire de V dans R.

Une rotation. Posons Mθ =
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
. La transformation linéaire de R2 définie

par X → MθX est la rotation de centre l’origine et d’angle θ .

Posons
[
x
y

]
= X et

[
x′

y′

]
= MθX =

[
x cos θ − y sin θ
x sin θ + y cos θ

]
. En introduisant les nombres

complexes z = x + i y et z′ = x′ + i y′ , il vient en effet

z′ = x(cos θ + i sin θ) + i y(cos θ + i sin θ) = (x + i y)ei θ = zei θ .

On sait que cette formule traduit, sur les affixes des points, la rotation de centre
l’origine et d’angle θ (page 41).

Une projection. Soit P un plan vectoriel de R3 . Choisissons une base (e1, e2) de P

et un vecteur e3 n’appartenant pas à P .

P e1

e2

e3
Soit p la projection sur le plan P dans la direction e3 .
On a p(e1) = e1 , p(e2) = e2 et p(e3) = 0. Puisque p est une
transformation linéaire, cela détermine le projeté d’un vecteur
quelconque : pour tout vecteur xe1 +ye2 + ze3 de R3 , on a en
effet p(xe1 + ye2 + ze3) = xp(e1)+ yp(e2)+ zp(e3) = xe1 + ye2 .

2.1 Matrice d'une application linéaire
Soient V et V ′ des K-espaces vectoriels de dimension n = dim V et p = dim V ′ .
Donnons-nous une base B =(e1,e2,. . .,en) de V et une base B ′=(e′1,e

′
2,. . .,e

′
p) de V ′ .

Soit f : V → V ′ une application linéaire.
Formons la matrice M dont la j -ème colonne est constituée des coordonnées de f(ej)
dans la base B ′ . Si f(ej)=a1je

′
1+a2je

′
2+· · ·+apje

′
p pour tout j=1,2,. . .,n, on obtient

M =

f(e1) f(e2) · · · f(en)⎡⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

ap1 ap2 · · · apn

⎤⎥⎥⎦
e′1
e′2
...

e′p

Définition
La matrice M s’appelle la matrice de l’application linéaire f dans les bases B et B ′ .
Si V =V ′ et B =B ′ , on dit simplement que M est la matrice de f dans la base B .

Soit v un vecteur appartenant à V , de coordonnées X =

⎡⎣ x1

...
xn

⎤⎦ dans la base B . Puisque

v=x1e1+ · · ·+xnen , on a l’égalité f(v)=x1f(e1)+x2f(e2)+ · · ·+xnf(en) dans l’espace
vectoriel V ′ . Prenons les coordonnées de chaque membre dans la base B ′ , en notant Y le
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vecteur-colonne des coordonnées de f(v). Par définition de la matrice M de f , les coor-
données de f(ej) forment la j -ième colonne de M ; en appelant Mj cette colonne, il vient

Y =x1M1+x2M2 ···+xnMn=x1ME1+x2ME2+···+xnMEn , car Mj =MEj

=M(x1E1+x2E2+···+xnEn)=MX.

Proposition. Soit M la matrice d’une application linéaire f : V → V ′ dans des bases
B et B ′ . Si le vecteur v ∈ V a pour coordonnées X dans la base B , alors f(v) a pour
coordonnées MX dans la base B ′ .

Sur les coordonnées des vecteurs, l’application f se traduit par
l’application X → MX de Kn dans Kp .

Soit f une transformation linéaire de V et soit ϕ : V → Kn la bijection qui à tout
vecteur v ∈ V associe ses coordonnées X dans une base B . Notons L : Kn → Kn la
transformation X → MX , où M est la matrice de f dans B . On obtient L à partir de
f par le changement de référentiel ϕ (page 24), autrement dit : ϕ ◦ f ◦ ϕ−1 = L.

V

ϕ

��

f
�� V

ϕ

��

Kn
L
�� Kn

v
�

ϕ

��

� f
�� f(v)
�

ϕ

��

X
� �� MX

Exemple. Soit a un nombre réel. Pour tout polynôme P (z), posons f(P )=zP ′′+aP .
Si P est de degré n, alors zP ′′ est de degré n−2+1 = n−1, donc f(P ) est de degré
n si a �= 0, de degré n−1 si a = 0. On définit ainsi une application f : Pn → Pn et
comme la dérivation est une opération linéaire, f est linéaire.
Supposons n = 3 et calculons la matrice de f dans la base (1, z, z2, z3) de l’espace
vectoriel P3 . On a f(1) = a, f(z) = az , f(z2) = 2z + az2 et f(z3) = 6z2 + az3 .

La matrice de f dans la base (1, z, z2, z3) est donc

⎡⎣ a 0 0 0
0 a 2 0
0 0 a 6
0 0 0 a

⎤⎦.

Remarques
Si V est un K-espace vectoriel de dimension n, alors

® toute transformation linéaire de V a une matrice carrée de taille n ;
® dans n’importe quelle base de V , la matrice de la transformation identité est la

matrice unité In .

2.2 Calcul sur les applications linéaires
Soient V et V ′ des K-espaces vectoriels. Les propriétés suivantes sont immédiates.

® Si f et g sont des applications linéaires de V dans V ′ , la somme f+g :v →f(v)+g(v)
est une application linéaire de V dans V ′ , de même que l’application λf :v →λf(v).

® La composée de deux applications linéaires est linéaire.
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® Si f est une application linéaire bijective, la bijection réciproque est une application
linéaire.

Supposons maintenant que B est une base de V et B ′ une base de V ′ .

Proposition. Soient f et g des applications linéaires de V dans V ′ , de matrices M et
N dans les bases B et B ′ .

i) L’application linéaire f + g a pour matrice M + N et λf a pour matrice λM .

ii) Supposons dim V = dim V ′ . L’application f est bijective si et seulement si la matrice
M est inversible et dans ce cas, la matrice de f−1 dans les bases B ′ et B est M−1 .

Démonstration. La propriété (i) est évidente. Supposons dimV = dimV ′ = n. Pour tous vec-
teurs v ∈ V et v′ ∈ V ′ , la relation v′ = f(v) équivaut à X ′ = MX , où X est le vecteur-colonne
des coordonnées de v dans B et X ′ celui des coordonnées de v′ dans B ′ . L’application f est
donc bijective si et seulement si l’application X → MX de Kn dans Kn est bijective. D’après
la proposition page 138, on en déduit que f est bijective si et seulement si M est inversible.
Dans ce cas, on a les équivalences v = f−1(v′)⇐⇒ v′ = f(v)⇐⇒X ′ = MX ⇐⇒X = M−1X ′ ,
donc la matrice de f−1 dans les bases B ′ et B est M−1 . �

Proposition. Soient f, g : V → V des transformations linéaires de V . Si f et g ont
pour matrice M et N dans la base B , alors f ◦ g a pour matrice MN dans la base B .

Démonstration. Posons n = dim V . Soient v ∈ V et X ∈ Kn le vecteur-colonne des coor-
données de v dans la base B . Les coordonnées de g(v) sont données par le vecteur-colonne
Y = NX et les coordonnées de f ◦ g(v) = f

(
g(v)

)
sont données par Z = MY . Puisque

Z = M(NX) = (MN)X , la matrice de g ◦ f dans la base B est MN . �

Exemples
® Dans R2 , la rotation de centre l’origine et d’angle θ est X → M(θ)X , où

M(θ) =
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
. Si l’on compose cette rotation avec une rotation de

même centre et d’angle θ′ , on obtient la rotation d’angle θ′ + θ . Par conséquent
M(θ′)M(θ) = M(θ′ + θ). On en déduit que pour tout entier n � 1, on a(

M(θ)
)n = M(nθ) et

(
M(θ)

)−1 = M(−θ) = t
(
M(θ)

)
.

® Soit P un plan vectoriel de R3 , de base (e1, e2), et soit e3 un vecteur orthogonal à
P : si P a pour équation ax+ by + cz = 0, le vecteur e3 = (a,b,c) convient. Notons
p : R3 → R3 la projection orthogonale sur P , donc p(xe1 + ye2 + ze3) = xe1 + ye2

(figure page 168). La matrice de p dans la base (e1, e2, e3) est M =

[
1 0 0
0 1 0
0 0 0

]
.

Puisque p ◦ p = p, on en déduit M 2 = M .

Changement de base
Soient B et B ′ des bases du même espace vectoriel V de dimension n et soit
P ∈ Mn(K) la matrice de passage de B à B ′ (définition page 166).
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Formule de changement de base. Soit f : V → V une transformation linéaire. Si
M est la matrice de f dans la base B , la matrice de f dans la base B ′ est P−1MP .

Démonstration. Tout vecteur v ∈ V a des coordonnées X dans la base B , des coordonnées
X ′ dans la base B ′ et l’on a X = PX ′ . Notons Y les coordonnées de f(v) dans la base
B et Y ′ les coordonnées de f(v) dans B ′ de sorte qu’on a aussi Y = PY ′ . Puisque M

est la matrice de f dans la base B , on a Y = MX et il vient Y ′ = P−1Y = P−1(MX) =
(P−1M)(PX ′) = (P−1MP )X ′ . La matrice de f dans la base B ′ est donc P−1MP . �

Un changement de base s’exprime par un changement de coordonnées (page 24) :

par le changement de coordonnées X ′ =P−1X , la transformation
X → MX de Kn devient X ′ → (P−1MP )X ′ .

Polynôme caractéristique d'une transformation linéaire
Soit f :V →V une transformation linéaire, de matrices M et M ′ dans les bases B et B ′ .

Rappelons que nous avons défini le polynôme caractéristique de M (page 151) : c’est
le polynôme CM (z) = det(M − zIn). Puisque M ′ = P−1MP , où P est la matrice de
passage de B à B ′ , on a M ′ −zIn =P−1MP −P−1zInP =P−1(M −zIn)P . Comme
le déterminant d’un produit de matrices est le produit des déterminants, on en déduit

CM ′ = det(M ′ − zIn) = det
[
P−1(M − zIn)P

]
= det(P−1) det(M − zIn) detP

= det(M − zIn) det(P−1) det P = CM (z) , car det(P−1) = (det P )−1.

Si des matrices représentent la même transformation linéaire dans des
bases différentes, elles ont le même polynôme caractéristique.

Le polynôme CM ne dépend donc que de la transformation f .

Définition
Si la transformation f a pour matrice M dans une base de V , le polynôme CM

s’appelle le polynôme caractéristique de f et se note Cf .

Pour calculer le polynôme caractéristique d’une transformation f , on peut utiliser la
matrice de f dans n’importe quelle base.

Conséquence. Comme le polynôme caractéristique ne dépend que de f , chacun
de ses coefficients ne dépend que de f . Puisqu’on a

CM (z) = (−1)nzn + (−1)n−1(trM)zn−1 + · · · + a1z + det M ,

on en déduit que

® le déterminant de M ne dépend que de f : on pose det f = det M .

® la trace de M ne dépend que de f : on pose tr f = tr M .
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2.3 Noyau et image d'une application linéaire
Soient V et V ′ des K-espaces vectoriels et f : V → V ′ une application linéaire.

® L’ensemble N = {u ∈ V | f(u) = 0} est un sous-espace vectoriel de V .

Le vecteur nul de V appartient à N , car f(0) = 0. De plus, si u et v appartiennent à
N , on a f(u+v)= f(u)+f(v)=0+0=0 et pour tout λ∈K, f(λu)=λf(u)=λ0=0,
donc u + v et λu appartiennent à N .

® Soit W un sous-espace vectoriel de V . L’ensemble f(W ) des vecteurs f(w), où
w parcourt W , est un sous-espace vectoriel de V ′ .

En effet, si v′
1 et v′

2 sont des vecteurs de la forme v′
1 = f(w1) et v′

2 = f(w2), alors
w1 + w2 ∈ W et v′

1 + v′
2 = f(w1 + w2) est bien image par f d’un vecteur de W ; de

même, λw1 appartient à W et λv′
1 = f(λw1).

Définitions
Soit f : V → V ′ une application linéaire.

® Le sous-espace vectoriel de V formé des vecteurs v ∈ V tels que f(v) = 0
s’appelle le noyau de f et se note Ker f .

® L’image de l’application f , c’est-à-dire l’ensemble f(V ), est un sous-espace
vectoriel de V ′ noté Im f .

Lorsque les espaces vectoriels sont de dimension finie, le calcul matriciel permet de
trouver les vecteurs du noyau et de l’image : on utilise pour cela la proposition
suivante.

Proposition. Supposons que B et B ′ sont des bases de V et V ′ . Soit f : V → V ′ une
application linéaire et soit M la matrice de f dans ces bases.

® Un vecteur v ∈ V est dans Ker f si et seulement si ses coordonnées X sont solution
du système linéaire MX = 0.

® Un vecteur v′ ∈ V ′ est dans Im f si et seulement si ses coordonnées sont combinaison
linéaire des vecteurs-colonne de M .

Corollaire. Supposons V et V ′ de dimension finie. On a les égalités :

i) dim Ker f = dimV − rg M ;
ii) dim Im f = rg M ;
iii) dim Ker f + dim Im f = dimV (formule de la dimension)

Démonstration. Les solutions de l’équation MX = 0 forment un sous-espace vectoriel de
dimension n−r , où n=dimV et r=rgM (résultat 2 page 114). D’après les propriétés page 165,
ce sous-espace vectoriel a la même dimension que le noyau de f , d’où (i). Posons dimV ′ = p.
Par définition de la matrice de f , la dimension de Im f est celle du sous-espace vectoriel de
Kp engendré par les colonnes de M . D’après le théorème page 137, cette dimension est égale
au rang de M , ce qui montre (ii). L’égalité (iii) résulte immédiatement de (i) et (ii). �
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Corollaire. Soient V et V ′ des espaces vectoriels tels que dim V = dim V ′ et soit
f : V → V ′ une application linéaire.

® f est bijective si et seulement si Ker f = {0}.

® On a les équivalences : f est bijective ⇐⇒ Im f = V ′ ⇐⇒ dim(Im f) = dim V ′ .

Démonstration. Choisissons des bases de V et V ′ et soit M la matrice de f . Puisque
dim V = dim V ′ = n, la matrice M est carrée de taille n. D’après une proposition page 170,
l’application linéaire f est bijective si et seulement si M est inversible. Utilisons la proposi-
tion page 138 : M est inversible si et seulement si le système linéaire MX = 0 a pour seule
solution X = 0, ce qui équivaut à Kerf = {0}. D’après la même proposition, M est inversible
si et seulement si rg M = n, ce qui équivaut à dim(Im f) = dim V ′ , ou encore à Im f = V ′

puisque Im f est un sous-espace vectoriel de V ′ (propriété (4) page 165). �

3. Diagonalisation
Dans ce paragraphe,

® V est un K-espace vectoriel de dimension n et (e1, e2, . . . , en) est une base de V ;

® f est une transformation linéaire de V et M est la matrice de f dans la base
(e1, e2, . . . , en).

Définitions
Un vecteur v non nul tel que f(v) est colinéaire à v s’appelle un vecteur propre de
f . Si v est un vecteur propre, le scalaire λ∈K tel que f(v) = λv s’appelle la valeur
propre associée. On dit aussi que v est vecteur propre pour la valeur propre λ.

Exemple.

f(av) (1/2)av

av

f(av + bw

av + bw

)

f(bw) (3/2)bw

bw

x

yPour la transformation de R2 définie par
f(x, y) = (x − y/2,−x/2 + y) :

® on a f(1,1) = (1/2)(1,1), donc le vecteur v = (1,1)
est vecteur propre pour la valeur propre 1/2 ;

® le vecteur w = (1,−1) est propre pour la valeur
propre 3/2, car f(w) = (3/2)w .

La droite dirigée par v est transformée en elle-même,
de même que la droite dirigée par w .

Exemples
® Si r : R2 → R2 est une rotation de centre l’origine et d’angle θ ∈ [0, 2π[ et si v est

un vecteur non nul, l’angle v̂, r(v) a pour mesure θ : une rotation d’angle différent
de 0 et de π n’a donc pas de vecteur propre.

® Soit p : R3 → R3 la projection orthogonale sur un plan vectoriel P (figure page
168). Pour tout vecteur v ∈ P , on a p(v) = v : tout vecteur non nul du plan P est
donc vecteur propre de p, avec 1 comme valeur propre. Soit u un vecteur non
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nul et orthogonal à P ; alors p(u) est le vecteur nul, donc p(u) = 0u : le vecteur
u est vecteur propre pour la valeur propre 0.

® D’une manière générale, les éventuels vecteurs non nuls de Kerf sont les vecteurs
propres de f pour la valeur propre 0.

Supposons que λ est une valeur propre de f . Pour tout x∈V , posons g(x)=f(x)−λx,
ce qui définit la transformation linéaire g = f − λ idV . Par hypothèse, il existe un
vecteur propre v tel que f(v) = λv , donc g(v) = 0. Le vecteur v est non nul et
appartient au noyau de g : d’après le dernier corollaire du paragraphe précédent,
l’application g n’est donc pas bijective.
Réciproquement, si λ est un scalaire et si la transformation f − λ idV n’est pas
bijective, il existe un vecteur v non nul dans le noyau de f − λ idV . On a alors
0 = (f − λ idV )(v) = f(v)− λv , donc f(v) = λv et λ est une valeur propre. Puisque
la matrice de f − λ idV est M − λIn , on en déduit :

un scalaire λ ∈ K est une valeur propre de f si et
seulement si la matrice M − λIn n’est pas inversible.

Rappelons que, par définition, le polynôme caractéristique de f est Cf (z)=det(M−zIn)
(page 171). Puisque la matrice M−λIn est inversible si et seulement si son déterminant
est non nul, on a la proposition suivante.

Proposition. Les valeurs propres de f sont les nombres λ ∈ K qui sont racines du
polynôme caractéristique de f .

Le polynôme caractéristique de f étant de degré n, f possède au plus n valeurs
propres.

Remarques
® Si M est une matrice triangulaire, les valeurs propres de f sont les nombres situés

sur la diagonale de M .

En effet, si M = [mij ] est triangulaire, alors M − zIn aussi, donc det(M − zIn) est
le produit (m11 − z)(m22 − z) · · · (mnn − z) des termes diagonaux.

® Si t est un scalaire, la matrice M − tIn est inversible sauf pour un nombre fini
de valeurs exceptionnelles de t, constituées précisément des racines du polynôme
caractéristique de M .

® Si toutes les racines du polynôme caractéristique de M sont dans K, la somme
des valeurs propres de M est égale à la trace de M .

Si ces racines sont λ1, . . . ,λn , alors (−1)nCM =(z−λ1) · · ·(z−λn) (page 171). Puisque
le coefficient de zn−1 est − trM , il vient − trM = −λ1−λ2− · · ·−λn .
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Exemple 1. Reprenons la transformation f de R2 de matrice M =
[

1 −1/2
−1/2 1

]
(exemple page 173). On a

det(M−zI2) =
∣∣∣∣ 1−z −1/2
−1/2 1−z

∣∣∣∣ = z2−2z + 3
4

=
(
z− 1

2

) (
z− 3

2

)
Les valeurs propres de f sont 1/2 et 3/2. Pour calculer, par exemple, les vecteurs

propres pour la valeur propre 1/2, on résout le système linéaire
(
M− 1

2
I2

)
X = 0 :

les solutions sont les vecteurs t(1, 1).

Exemple 2. Posons Mθ=
[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
, où 0�θ<2π . Le polynôme caractéristique

de M est

CM = det(A − zI2) =
∣∣∣∣ cos θ − z − sin θ

sin θ cos θ − z

∣∣∣∣ = (cos θ − z)2 + sin2 θ .

® Supposons θ différent de 0 et de π , c’est-à-dire sinθ �=0. Alors CM n’a pas de racine
réelle, ce qui correspond au fait que la rotation d’angle θ n’a pas de vecteur propre.

® Supposons θ = 0. On a M0 = I2 , le polynôme caractéristique est (1 − z)2 et la
transformation de R2 définie par X → M0X est l’identité : tout vecteur non nul
de R2 est propre pour la valeur propre 1.

® Supposons θ = π . On a Mπ = −I2 , le polynôme caractéristique est (1 + z)2 et la
transformation de R2 définie par X → MπX est − idR2 : c’est la symétrie par
rapport à l’origine. Tout vecteur non nul de R2 est propre pour la valeur propre −1.

® Soit f : C2 → C2 la transformation définie par X → MθX . Puisqu’on a CM =
z2−(2cosθ)z+1=(z−ei θ)(z−e− i θ), les valeurs propres de f sont ei θ et e− i θ . On a

Mθ

[
1
i

]
=

[
cos θ − i sin θ
sin θ + i cos θ

]
= e− i θ

[
1
i

]
et Mθ

[
1

− i

]
= ei θ

[
1

− i

]
donc

[
1

− i

]
est vecteur propre de f pour la valeur propre ei θ et le vecteur

conjugué
[
1
i

]
est propre pour la valeur propre conjuguée e− i θ .

Étude des vecteurs propres

Proposition. Supposons que λ1, λ2, . . . , λk sont des valeurs propres deux à deux diffé-
rentes. Si u1,u2,. . .,uk sont des vecteurs propres pour ces valeurs propres, alors u1,u2,. . .,uk

sont indépendants.

Démonstration. Si k = 1, la propriété est vraie car u1 est un vecteur non nul. Raisonnons
par récurrence en supposant que la propriété est vraie pour k − 1 vecteurs. Supposons que
les vecteurs u1, u2, . . . , uk satisfont la relation

(1) x1u1 + x2u2 + · · · + xkuk = 0 .

Par hypothèse, on a f(ui) = λiui , donc en appliquant f à l’égalité (1), il vient

(2) x1λ1u1 + x2λ2u2 + · · · + xkλkuk = 0 .
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Multiplions (1) par λk et soustrayons à (2) :

x1(λ1 − λk)u1 + x2(λ2 − λk)u2 + · · · + xk−1(λk−1 − λk)uk−1 = 0 .

Les vecteurs u1, . . . , uk−1 sont indépendants. D’après l’hypothèse de récurrence, on a donc
xi(λi − λk) = 0 pour tout i = 1, . . . , k − 1. Puisque λi �= λk , on en déduit xi = 0 pour tout
i = 1, . . . , k− 1. L’égalité (1) devient xkuk = 0, d’où xk = 0, car uk n’est pas le vecteur nul. �

Définition
Soit λ une valeur propre de f . Le noyau de la transformation f − λ idV s’appelle
le sous-espace propre pour la valeur propre λ et se note V (λ).

Un vecteur v est dans V (λ) si et seulement si f(v) − λv = 0 : les vecteurs propres
de f pour la valeur propre λ sont exactement les vecteurs non nuls appartenant à
V (λ). Un sous-espace propre contient donc des vecteurs non nuls.

Notation. Si λ est une valeur propre de f , notons m(λ) la multiplicité de λ
comme racine du polynôme caractéristique de f (page 47). Si λ est racine simple du
polynôme caractéristique, on dit que c’est une valeur propre simple.

Proposition. Pour toute valeur propre λ de f , on a dimV (λ) � m(λ).

Démonstration. Soient v1,v2,. . .,vd une base de V (λ). Si d=n, alors V (λ)=V : dans ce cas,
tous les vecteurs non nuls de V sont propres avec λ pour valeur propre ; on a alors f = λ idV ,
Cf (z)=(λ−z)n et la multiplicité de λ est n. Supposons maintenant d<n. D’après le théorème
de la base incomplète (page 164), il existe une base de V de la forme (v1, . . . ,vd,wd+1, . . . ,wn).
Puisqu’on a f(vi) = λvi pour i = 1, . . . , d, la matrice de f dans cette base est de la forme

M ′ =

[
λId ∗
0 N

]
, où N est une matrice carrée de taille n − d.

On a M ′ − zIn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(λ−z)Id ∗

0 N−zIn−d

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ et d’après la proposition page 151, il vient

Cf (z) = det(M ′ − zIn) = det
[
(λ−z)Id

]
det(N − zIn−d) = (λ − z)d det(N − zIn−d) .

La racine λ de Cf a donc une multiplicité au moins égale à d. �

Transformation diagonalisable

Proposition. Pour que la matrice de f dans une base soit diagonale, il faut et il suffit
que les vecteurs de cette base soient tous propres. Dans ce cas, le j -ème coefficient diagonal
est la valeur propre associée au j -ème vecteur de base.

Démonstration. Supposons que, dans la base (u1, u2, . . . , un), la matrice de f est la ma-
trice diagonale diag(λ1, λ2, . . . , λn). Puisque la j -ème colonne de cette matrice est λjEj , on
a f(uj) = λjuj , donc les vecteurs de la base sont propres. Réciproquement, supposons que
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les vecteurs de base u1, u2, . . . , un sont propres, avec valeurs propres associées λ1, λ2, . . . , λn .
On a f(uj) = λjuj , donc la j -ème colonne de la matrice de f dans cette base est λjEj : la
matrice de f est donc diag(λ1, λ2, . . . , λn). �

Définition
La transformation linéaire f est diagonalisable s’il existe une base de V dans laquelle
la matrice de f est diagonale. Une matrice M ∈ Mn(K) est dite diagonalisable si
la transformation X → MX de Kn est diagonalisable.

Une transformation linéaire f est diagonalisable si et seulement s’il existe
une base de V formée de vecteurs propres de f .

Exemple. Soient M =

[
1 1 3
0 2 3
0 0 1

]
et f : R3 → R3 la transformation X → MX .

Le polynôme caractéristique de f est Cf =

∣∣∣∣∣∣
1 − z 1 3

0 2 − z 3
0 0 1 − z

∣∣∣∣∣∣ = (1 − z)2(2 − z). Il

y a deux valeurs propres : les nombres 1 et 2.

i) Puisque la première colonne de M est E1 , on a ME1 = E1 donc le vecteur E1

est propre pour la valeur propre 1.

ii) On a M − I3 =

[
0 1 3
0 1 3
0 0 0

]
et le vecteur U2 =

[
0
3

−1

]
est solution du système linéaire

(M − I3)X = 0. On a MU2 = U2 , donc U2 est propre pour la valeur propre 1.

iii) On a M−2I3 =

[
−1 1 3

0 0 3
0 0 −1

]
et le vecteur U3 =

[
1
1
0

]
est solution du système linéaire

(M − 2I3)X = 0. On a MU3 = 2U3 , donc U3 est propre pour la valeur propre 2.

Les vecteurs E1, U2, U3 étant indépendants, ils forment une base de R3 . La trans-
formation f est donc diagonalisable et dans la base (E1,U2,U3), la matrice de f est[

1 0 0
0 1 0
0 0 2

]
= diag(1, 1, 2).

Critère de diagonalisation. Pour que f soit diagonalisable, il faut et il suffit que
le polynôme caractéristique de f ait toutes ses racines dans K et que pour toute racine λ

de Cf , on ait dimV (λ) = m(λ).

Démonstration. Supposons que le polynôme caractéristique a toutes ses racines λ1, . . . , λk

dans K, donc Cf =(λ1−z)m(λ1)(λ2−z)m(λ2)· · ·(λk−z)m(λk) . Choisissons une base Bi du sous-
espace propre V (λi) et soit B la réunion de ces bases. Une combinaison linéaire de vecteurs de
B est de la forme v1+v2+ · · ·+vk , où vi est combinaison des vecteurs de Bi , donc vi∈V (λi).
Supposons v1+v2+· · ·+vk =0. Puisqu’un vecteur non nul de V (λi) est un vecteur propre pour
λi , on en déduit que tous les vecteurs vi sont nuls, en utilisant la proposition page 175. Il s’en-
suit que dans l’expression de vi comme combinaison des vecteurs de Bi , tous les coefficients
sont nuls, car les vecteurs de Bi sont indépendants. Ainsi les vecteurs de B sont indépendants.
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Après ce préliminaire, montrons que la condition est suffisante. Supposons λi∈K et dimV (λi)=
m(λi) pour tout i. Chaque base Bi possède m(λi) vecteurs, donc le nombre de vecteurs de
B est m(λ1) + · · · + m(λk) = deg Cf = n. Puisque les vecteurs de B sont indépendants, B
est une base de V formée de vecteurs propres.
Montrons que la condition est nécessaire. Supposons f diagonalisable. La matrice de f dans
une base B de vecteurs propres est de la forme D = diag(d1,d2, . . . ,dn), où di ∈K. Comme on
a Cf = det(D− zIn) = (d1 − z)(d2 − z) · · ·(dn − z), toutes les racines de Cf sont dans K, donc
sont des valeurs propres. Comme dans le préliminaire, appelons λ1, . . . , λk les différentes va-
leurs propres. Dans la base B , regroupons les vecteurs propres relatifs à λi et appelons Bi la
partie obtenue. En notant ni le nombre d’éléments de Bi , on a donc n1 +n2 + · · ·+nk = n, le
nombre d’éléments de B . Les vecteurs de Bi sont indépendants et sont propres pour λi , donc
ni � dimV (λi). Puisqu’on a dimV (λi) � m(λi) d’après une précédente proposition, il vient

n = n1 + n2 + · · · + nk � m(λ1) + m(λ2) + · · · + m(λk) = n

ce qui implique ni = m(λi) pour tout i. Il s’ensuit dimV (λi) = m(λi). �

Corollaire. Si f possède n valeurs valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.

Démonstration. L’hypothèse signifie que le polynôme caractéristique a n racines distinctes
appartenant à K, donc ces racines sont simples : pour toute valeur propre λ, on a m(λ) = 1,
donc aussi dimV (λ) � 1. Comme un sous-espace propre n’est pas nul, on en déduit que V (λ)
est de dimension 1. D’après le critère de diagonalisation, f est diagonalisable. �

Exemple. Soient a ∈ R, M =
[

1 a
−a 2

]
et f : R2 → R2 la transformation X → MX .

Le polynôme caractéristique de M est

CM =
∣∣∣∣ 1−z a
−a 2−z

∣∣∣∣ = (1 − z)(2 − z) + a2 = z2 − 3z + 2 + a2 ,

de discriminant Δ = 9 − 4(2 + a2) = 1 − 4a2 = (1 − 2a)(1 + 2a). Si |a| > 1/2, le dis-
criminant est négatif, les racines de CM ne sont pas réelles, donc f n’est pas
diagonalisable. Supposons |a| � 1/2.

Premier cas : |a| < 1/2 . Le discriminant est positif, le polynôme caractéristique
a deux racines réelles distinctes, donc il y a deux valeurs propres distinctes
λ = (1/2)(3+

√
1 − 4a2) et μ = (1/2)(3−

√
1 − 4a2) : la transformation f est donc

diagonalisable.
Un vecteur propre pour la valeur propre λ est une solution du système d’équa-
tions (M − λI2)X = 0. Ce système est de rang 1 car son déterminant est nul : il
suffit donc de résoudre une seule équation du système pour trouver X . En posant

X =
[
x
y

]
, il vient

(M − λI2)X = 0 ⇐⇒
[
1−λ a
−a 2−λ

] [
x
y

]
=

[
0
0

]
⇐⇒ (1−λ)x + ay = 0

et le vecteur U1 =
[

a
λ−1

]
est propre pour la valeur propre λ. De même, le vecteur

U2 =
[

a
μ−1

]
est propre pour μ. Dans la base (U1,U2), la matrice de f est diag(λ,μ).
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Deuxième cas : a = 1/2 . Le discriminant Δ est nul et le polynôme

CM = z2 − 3z + (3/2)2 = (z − 3/2)2

a une racine double 3/2. Il n’y a qu’une valeur propre λ = 3/2, de multiplicité 2.
Les vecteurs propres sont les solutions non nulles de l’équation

(M−(3/2)I2)X=0⇔
[
−1/2 1/2
−1/2 1/2

][
x
y

]
=

[
0
0

]
⇔−x+y=0⇔

[
x
y

]
=t

[
1
1

]
, où t∈R.

L’ensemble des solutions, c’est-à-dire le sous-espace propre V (3/2), est de dimen-

sion 1, engendré par le vecteur propre
[
1
1

]
. D’après le critère de diagonalisation,

f n’est pas diagonalisable.

Troisième cas : a = −1/2 . La matrice est la transposée de la précédente, donc le
polynôme caractéristique est le même. Le sous-espace propre V (3/2) est encore

de dimension 1, engendré par le vecteur propre
[

1
−1

]
. Comme ci-dessus, on en

déduit que f n’est pas diagonalisable.

4. Trigonalisation
Comme on vient de le voir, une transformation linéaire n’est pas toujours diagona-
lisable, même si les racines du polynôme caractéristique appartiennent toutes à K.
Dans ce paragraphe, V est un K-espace vectoriel de dimension n.

Un exemple. Soit f une transformation de V . Supposons que, dans une certaine
base, la matrice M de f est triangulaire à coefficients diagonaux tous égaux :

M =

⎡⎢⎣
a
0 a ∗
...

. . .
0 · · · a

⎤⎥⎦ , où a ∈ K.

Le polynôme caractéristique de f est (a − z)n , la seule racine est a, de multiplicité
n, donc a est la seule valeur propre de f .

D’après le critère, f est diagonalisable si et seulement si dimV (a) = n, c’est-à-dire si
et seulement si V (a) = V . Cette condition signifie que pour tout vecteur u ∈ V , on a
f(u)=au, autrement dit f =aidV (ou encore, si a �=0, f est l’homothétie de rapport a).

Nous avons ainsi montré que f n’est diagonalisable que si c’est la transformation
u → au, c’est-à-dire si M est la matrice diagonale aIn .

Étudions plus précisément le type de transformation linéaire présenté dans cet
exemple. Nous continuons à utiliser les notations du paragraphe précédent.
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Cas où f a pour seule valeur propre 0
Posons N0 = {0}, N1 = Ker f , N2 = Ker(f ◦ f) et en général

Nk = Ker(fk) pour tout entier k � 1,

où f 2 est la transformation f ◦ f et fk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
k fois

.

Les Nk sont des noyaux de transformations linéaires de V , donc des sous-espaces
vectoriels de V . Voici des propriétés de ces sous-espaces.

i) On a Ker f = V (0) = N1 ⊂ N2 ⊂ · · · ⊂ Nk ⊂ Nk+1 ⊂ · · · ⊂ Nn = V .

ii) Si k � 1, alors pour tout vecteur u ∈ Nk , on a f(u) ∈ Nk−1 .

Démonstration. Par définition, N1 = Kerf = Ker(f − 0 idV ) est le sous-espace propre V (0)
pour la valeur propre 0. On a supposé que 0 est la seule valeur propre de f , donc le polynôme

caractéristique de f est Cf = (−1)nzn . D’après le théorème de Cayley-Hamilton (page 152),

on en déduit que pour tout vecteur u ∈ V , on a 0 = Cf (f)(u) = (−1)nfn(u), donc fn(u) = 0.

Ainsi tout vecteur de V appartient à Nn , autrement dit Nn = V .

Montrons que les sous-espaces Nk sont emboîtés. Soient k � 0 et u ∈ Nk . On a fk+1 = f ◦ fk

et fk+1(u) = f
(
fk(u)

)
= f(0) = 0, car fk(u) = 0. Tout vecteur u de Nk appartient donc au

noyau de fk+1 qui est Nk+1 . Cela démontre l’inclusion Nk ⊂ Nk+1 .

Montrons la dernière propriété. Soit k�1 et u∈Nk . On a fk−1◦f=fk , donc fk−1
(
f(u)

)
=fk(u) ;

puisque fk(u)=0, il vient fk−1
(
f(u)

)
=0, autrement dit le vecteur f(u) appartient à Nk−1 . �

Construction d'une base adaptée aux Nk

Construisons une base de V dont les premiers vecteurs sont dans Ker f = N1 , les
suivants dans N2 , etc, les derniers dans Nn = V . Nous dirons qu’une telle base de
V est adaptée aux sous-espaces emboîtés Nk .

Pour cela, on choisit une base de V (0) = Kerf ; si l’on a dim(Kerf) < dimN2 , on
complète en une base de N2 , grâce au théorème de la base incomplète ; ensuite,
si dimN2 < dimN3 , on complète en une base de N3 , et l’on continue ainsi jusqu’à
obtenir une base de Nn = V .

Soit (u1,u2, . . . ,un) une base de V adaptée aux noyaux Nk . Si le sous-espace propre
V (0) est de dimension d, alors u1, . . . , ud forment une base de V (0) et f(ui) = 0
pour 1 � i � d.

Soit up un vecteur de la base tel que p > d. Il y a un plus petit indice k tel que
up ∈ Nk . Par construction d’une base adaptée, les vecteurs de Nk−1 sont combinai-
son linéaire de vecteurs ui tels que i < p. Or nous savons (propriété (ii)) que f(up)
appartient à Nk−1 , donc f(up) est combinaison linéaire de u1, . . . , up−1 .

180 – TRIGONALISATION



Il s’ensuit que la matrice T de f dans la base (u1, u2, . . . , un) est triangulaire
supérieure, de la forme

T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 · · · 0
...

. . .
... ∗

0 · · · 0
...

...
. . .

0 · · · 0 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Les d premières colonnes sont nulles et les coefficients diagonaux sont tous égaux à
0. Puisqu’on a Ker(fn) = Nn = V , la transformation fn est nulle, donc Tn = 0.

Cas où f a une seule valeur propre λ

Posons g =f −λidV . Si f a pour matrice M dans une base de V , alors pour tout sca-
laire t∈K, la transformation g− t idV = f − (λ+ t) idV a pour matrice M − (λ+ t)In .
Puisque λ est la seule valeur propre de f , cette matrice est inversible sauf pour
t = 0 : la seule valeur propre de g est donc 0. D’après l’étude précédente, il existe
une base de V dans laquelle g a pour matrice T . Comme on a f = g + λ idV , la
matrice de f dans cette base est T + λIn , de la forme

T (λ) =

⎡⎢⎢⎢⎣
λId ∗

0
λ ∗

. . .
λ

⎤⎥⎥⎥⎦
Cette matrice est triangulaire supérieure à coefficients diagonaux tous égaux à λ.

Cas général
Supposons que le polynôme caractéristique de f a toutes ses racines dans K et
décomposons-le en produit de facteurs

Cf = (λ1 − z)m(λ1)(λ2 − z)m(λ2) · · · (λk − z)m(λk)

où les λi sont les différentes valeurs propres.

On démontre que si Bi est une base de Ker
[
(f − λi idV )m(λi)

]
, alors la réunion des

Bi est une base de V . La matrice de f dans cette base est constituée de k matrices
carrées de taille m(λ1), . . . ,m(λk) placées en diagonale. En choisissant pour Bi une
base adaptée aux noyaux

Ker(f − λi idV ) ⊂ Ker
[
(f − λi idV )2] ⊂ · · · ⊂ Ker

[
(f − λi idV )m(λi)

]
,

ces matrices seront de la forme T (λi). Énonçons ce résultat que nous admettons.
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Proposition. Si le polynôme caractéristique de f a toutes ses racines λ1, . . . ,λk dans K,
il existe une base de V dans laquelle la matrice de f a une forme « triangulaire par blocs »

diag(T1, T2, . . . , Tk) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
T1

T2 0

0
. . .

Tk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
où Ti = T (λi) est une matrice carrée triangulaire supérieure de taille m(λi) dont les
coefficients diagonaux sont tous égaux à λi .

La matrice ci-dessus est triangulaire. En conséquence, la proposition affirme que si
les racines du polynôme caractéristique de f sont toutes dans K, il y a une base dans
laquelle la matrice de f est triangulaire, les coefficients diagonaux étant constitués
des valeurs propres répétées autant de fois que leur multiplicité.

Remarque
On peut toujours trigonaliser une matrice à coefficients réels avec des valeurs propres
et des vecteurs propres complexes.

5. Applications
5.1 Calcul des puissances d'une matrice

Pour étudier les itérés d’une transformation linéaire, on a souvent besoin de calculer
explicitement la puissance p-ième d’une matrice carrée. Voici les principaux exemples
où l’on peut effectuer ce calcul de façon assez simple.

La matrice est diagonale
Si D = diag(t1, t2, . . . , tn), alors Dp = diag(tp1 , t

p
2 , . . . , t

p
n) pour tout entier p � 1.

La matrice est triangulaire et les coefficients diagonaux sont tous nuls

Si la matrice est triangulaire supérieure de taille n, elle est de la forme T = .

On a TE1 = 0 et pour tout i = 2, . . . , n, la i-ème colonne TEi est combinaison
linéaire de E1, E2, . . . , Ei−1 . Ainsi, TE2 est colinéaire à E1 et plus généralement
T i−1Ei est colinéaire à E1 , donc T iEi = 0. A fortiori, on a TnEi = 0 et comme cela
est vrai quel que soit i, il vient Tn = 0. Par conséquent, on a T p = 0 si p � n, et
les seules puissances à calculer sont T 2, . . . , Tn−1 .

Une matrice carrée non nulle dont une puissance est nulle s’appelle une matrice nil-
potente. Une matrice triangulaire n’ayant que des zéros sur la diagonale est nilpotente.
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La matrice est triangulaire à coefficients diagonaux tous égaux

Il s’agit par exemple d’une matrice T = . On a T = λIn +N , où N est trian-

gulaire supérieure à coefficients diagonaux tous nuls. D’après ce qu’on vient de voir,
on a Np =0 si p�n. Pour calculer T p , utilisons la formule du binôme de Newton, ce
qui est licite car la matrice λIn commute avec n’importe quelle matrice de Mn(K) :

(∗) T p = (λIn + N)p = λpIn +
(

p

1

)
λp−1N + · · · +

(
p

k

)
λp−kNk + · · · + Np

Dans cette égalité, les seuls termes éventuellement non nuls sont relatifs aux puissances
de N inférieures à n : quel que soit p, il y a donc au plus n termes non nuls.

La matrice est triangulaire par blocs
La forme est T = diag(T1, T2, . . . , Tk), où les matrices Ti sont triangulaires et occu-
pent des blocs de lignes et de colonnes disjoints les uns des autres, comme dans la
proposition page 182. D’après la règle du produit matriciel, on a alors

T p = diag(T p
1 , T p

2 , . . . , T p
k ) pour tout entier p � 1.

Méthode de calcul des puissances
On veut calculer les puissances d’une matrice A. Supposons qu’on dispose d’une ma-
trice inversible P et qu’on sache calculer les puissances de la matrice B =P−1AP . En
multipliant cette égalité à gauche par P et à droite par P−1 , il vient A=PBP−1 . Par
suite, A2 = PBP−1PBP−1 = PB2P−1 et plus généralement Ap = PBpP−1 pour tout
entier p�1. Connaissant Bp , on en déduit Ap en calculant un produit de trois matrices.

Pour calculer les puissances de A, on peut chercher une base B de Kn dans laquelle la
matrice de la transformation X →AX est diagonale ou à défaut triangulaire par blocs.

En prenant pour P la matrice de passage de la base canonique à la base B , la ma-
trice de X →AX dans la base B est B =P−1AP , d’après la formule de changement
de base. On aura donc Ap = PBpP−1 pour tout entier p � 1.

Exemple : suite vérifiant une relation de récurrence linéaire. Soient a et
b des nombres de K et soit (up) une suite telle que up+2 = aup+1 + bup pour tout
entier p � 0.
Posons vp = up+1 . On a vp+1 = up+2 = avp + bup , donc[

up+1
vp+1

]
=

[
vp

bup + avp

]
=

[
0 1
b a

] [
up
vp

]
ou encore

Xp+1 = AXp , avec Xp =
[
up
vp

]
et A =

[
0 1
b a

]
.

On en déduit Xp = ApX0 . Pour calculer les nombres up , il suffit donc d’expliciter
la matrice Ap et de se donner les valeurs initiales u0 et u1 = v0 .
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Faisons ce calcul pour a = 6 et b = −9.

Trigonalisation de A . Le polynôme caractéristique de A est

∣∣∣∣−z 1
−9 6−z

∣∣∣∣=z2−6z+9=

(z − 3)2 . La seule valeur propre est 3, racine double du polynôme caractéristique.
Puisque A n’est pas la matrice 3I2 , on en déduit que A n’est pas diagonalisable
(exemple page 179). Pour trouver un vecteur propre, on résout le système linéaire :

(A − 3I2)X = 0 ⇐⇒
{
−3x + y = 0
−9x + 3y = 0

⇐⇒ y = 3x

donc U1 =
[
1
3

]
est vecteur propre. Complétons ce vecteur en une base de R2 en

posant U2 =
[
0
1

]
. On a (A − 3I2)U2 =

[
1
3

]
= U1 , donc AU2 = U1 + 3U2 . Puisque

AU1 = 3U1 , la matrice de X → AX dans la base (U1, U2) est T =
[
3 1
0 3

]
. La ma-

trice de passage de la base canonique à la base (U1, U2) a pour colonnes U1, U2 ,

c’est donc la matrice P =
[
1 0
3 1

]
, d’inverse P−1 =

[
1 0

−3 1

]
. D’après la formule du

changement de base, on a l’égalité matricielle T = P−1AP , ou encore A = PTP−1 .

Calcul des puissances de A . On a T = 3I2 + N , où la matrice N =
[
0 1
0 0

]
vérifie

N 2 = 0. Pour tout entier p � 1, il vient donc

T p = (3I2 + N)p = 3pI2 + p3p−1N =
[

3p p3p−1

0 3p

]
Puisque Ap = PT pP−1 , on obtient finalement

Ap =
[
1 0
3 1

] [
3p p3p−1

0 3p

] [
1 0

−3 1

]
=

[
(1 − p)3p p3p−1

−p3p+1 (1 + p)3p

]
.

Étude de la suite (up) . Revenons à la suite (up) : puisque
[
up
vp

]
=Ap

[
u0
u1

]
, il vient

up = (1 − p)3pu0 + p3p−1u1 pour tout entier p � 1.

® Le quotient
up

p3p−1
= u1 + 3

1 − p

p
u0 a pour limite u1 − 3u0 : on en déduit que si

u1 �= 3u0 , alors up est équivalent à (u1 − 3u0)p3p−1 quand p tend vers l’infini.

® Si u1 =3u0 , le vecteur initial X0 =
[
u0
u1

]
est colinéaire au vecteur propre U1 , donc

ApX0 =3pX0 et up =3pu0 (ce qui se vérifie aussi sur l’expression générale de up ).

Nous présenterons dans le paragraphe suivant d’autres exemples de calculs d’une
puissance de matrice.

5.2 Étude d'itérations linéaires
Soit A une matrice carrée de taille n. Étant donné un vecteur X0 ∈ Kn , les itérés
de X0 par la transformation X → AX sont les vecteurs X1 = AX0, X2 = AX1 =
A2X0, . . . , Xp = AXp−1 = ApX0, . . .
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Dans le cas particulier où X0 est un vecteur propre pour la valeur propre λ, on a
simplement X1 = λX0,X2 = λAX0 = λ2X0, . . . ,Xp = λpX0 . Si |λ| < 1, alors λp tend
vers 0 quand p tend vers l’infini et les Xp tendent vers le vecteur nul.
Voici un résultat général.

Proposition. Soit A ∈ Mn(K). Si toutes les racines du polynôme caractéristique de A

sont de module strictement inférieur à 1, alors Ap tend vers 0 quand p tend vers l’infini.

Démonstration. Supposons d’abord que A = λI +N , où N est triangulaire avec coefficients
diagonaux tous nuls. Le nombre λ est donc valeur propre de A. Puisque Nn = 0, la formule
(∗) page 183 s’écrit pour tout p � n :

Ap = λpIn +
(

p

1

)
λp−1N + · · · +

(
p

k

)
λp−kNk + · · · +

(
p

n − 1

)
λp−n+1Nn−1 .

Si λ = 0, alors Ap = 0 pour p � n, donc Ap tend vers 0. Supposons λ �= 0. On a
(

p
k

)
=

1
k!

p(p−1) · · ·(p−k+1)� pk , donc
∣∣(p

k

)
λp−k

∣∣� |λ|−kpk|λ|p . Quand p tend vers l’infini, on sait

que, pour k fixé, pk|λ|p tend vers 0, car on a supposé |λ| < 1 : les coefficients de la matrice(
p
k

)
λp−kNk ont donc pour limite 0 quand p tend vers l’infini. Pour tout p � n, Ap est une

somme de n matrices qui tendent vers 0, donc Ap tend vers 0 quand p tend vers l’infini.
Supposons maintenant que A est constituée de blocs diagonaux λi + Ni de la forme qu’on
vient de traiter. Les λi sont des valeurs propres et Ap s’obtient en élevant chaque bloc à la
puissance p. Puisque dans Ap , chaque bloc diagonal tend vers 0 quand p tend vers l’infini,
il en va de même de Ap .
Dans le cas général, trigonalisons A sur C : on obtient une matrice P ∈ Mn(C) et une ma-
trice T triangulaire par blocs telles que Ap = PT pP−1 quel que soit l’entier p � 1. On vient
de montrer que T p tend vers 0 quand p tend vers l’infini. Chaque coefficient du produit
PT pP−1 est une combinaison linéaire, à coefficients indépendants de p, des coefficients de
T p : les coefficients de Ap tendent donc vers 0 quand p tend vers l’infini. �

Corollaire. Soient A ∈ Mn(K) et B un vecteur-colonne de Kn .

® Si 1 n’est pas racine du polynôme caractéristique de A, la transformation X → AX + B

a un unique point fixe W = (In − A)−1B .

® Supposons que le polynôme caractéristique de A a toutes ses racines de module strictement
inférieur à 1. Alors toute suite (Xp) telle que Xp+1 = AXp + B a pour limite le point
fixe W tel que W = AW + B .

Démonstration. Un vecteur X∈Kn est point fixe si et seulement si AX+B=X , ce qui s’écrit
(In −A)X = B . Si 1 n’est pas racine du polynôme caractéristique de A, la matrice In −A est
inversible, donc l’équation a pour seule solution X =(In−A)−1B . Supposons que le polynôme
caractéristique de A a toutes ses racines de module strictement inférieur à 1. En particulier, 1
n’est pas racine, donc il existe un unique point fixe W , tel que AW + B = W . Soit (Xp) une
suite telle que Xp+1 = AXp + B . On a Xp+1 − W = (AXp + B) − (AW + B) = A(Xp − W ),
donc Xp −W = Ap(X0 −W ) pour tout entier p � 1. Quand p tend vers l’infini, Ap tend vers
0 d’après la proposition précédente, donc Xp tend vers W . �
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Itération dans R2

Soit A ∈ M2(R) et soit f : R2 → R2 la transformation X → AX .

Exemple 1. Supposons que le polynôme caractéristique de A a deux racines
complexes distinctes. Ce polynôme étant à coefficients réels, les deux racines sont
conjuguées : notons-les λ = a + b i et λ = a − b i, où b �= 0.

Soit U ∈ C2 un vecteur propre pour la valeur propre λ. Puisque A est à coefficients
réels, on a AU = AU = λU = λU , donc U est vecteur propre pour λ .

Posons U = U1 + iU2 , où U1 et U2 sont des vecteurs à coefficients réels.

Les vecteurs U1 et U2 forment une base de R2 .

On a en effet U =U1−iU2 , 2U1=U +U et 2iU2=U−U ; si x et y sont des nombres réels
tels que xU1+yU2=0, alors 0=2xU1+2yU2=x(U+U )−yi(U−U )=(x−yi)U+(x+yi)U .
Puisque λ �= λ , les vecteurs propres U et U sont indépendants dans C2 , donc x+y i=0
et x = y = 0.

Pour étudier les itérés d’un vecteur par f , utilisons les coordonnées dans la base
(U1,U2). On a AU1 +iAU2 =AU =λU =(a+bi)(U1 +iU2)=aU1−bU2 +i(bU1 +aU2),
d’où en séparant parties réelle et imaginaire AU1 = aU1 − bU2 et AU2 = bU1 + aU2 .

La matrice de f dans la base (U1, U2) est donc B =
[

a b
−b a

]
.

Il faut maintenant calculer Bp . Posons r =
√

a2 + b2 ; puisque b �= 0, on a r > 0 et
il existe un nombre θ ∈ [0, 2π[ tel que a = r cos θ et b = r sin θ . Il vient B = rM(θ),

avec M(θ) =
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
, et par suite (exemple page 170)

Bp = rp

[
cos pθ sin pθ

− sin pθ cos pθ

]
.

Notons (α,β) les coordonnées d’un vecteur quelconque dans la base (U1, U2) : on a

ainsi
[
x
y

]
=P

[
α
β

]
, où la matrice de passage P a pour colonnes U1,U2 . Donnons-nous

un vecteur initial X0 = α0U1 + β0U2 et notons Xp = αpU1 + βpU2 les itérés de X0

par la transformation X → AX . Pour tout entier p � 1, on a
[

αp

βp

]
= Bp

[
α0
β0

]
.

Si l’on pose
[

α′

β′

]
= B

[
α
β

]
=

[
rα cos θ + rβ sin θ

−rα sin θ + rα cos θ

]
, alors on a

(∗) α′2 + β′2 = r2(α2 + β2)

Pour tout nombre réel k > 0, la courbe Ek formée des points (x, y) ∈ R2 dont les
coordonnées α, β vérifient α2 + β2 = k2 est une ellipse centrée à l’origine. D’après
(∗), tout point X ∈ Ek est transformé en un point AX ∈ Erk .
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Sur la figure ci-dessous, nous avons représenté les axes de coordonnées α et β ,
dirigés par U1 et U2 , et nous avons supposé r < 1.

α

β

X

Ek

AXErk

x

y

x

y

X0

r < 1
Les itérés de X0 sont sur une spirale qui tend vers l’origine si
r <1, qui s’en écarte si r >1. Noter que l’angle des vecteurs X,AX

n’est pas θ en général.
Nous avons déjà rencontré une trajectoire de cette forme page 17,
dans un exemple d’itération.

Exemple 2. Supposons que le polynôme caractéristique de A a deux racines réelles
λ, μ.
Il y a une base (U, V ) de vecteurs propres associés et tout point X ∈ R2 a des
coordonnées α, β dans cette base : si X = αU + βV , alors AX a pour coordonnées[
λ 0
0 μ

][
α
β

]
=

[
λα
μβ

]
dans la base (U,V ) et les itérés d’un point initial X0=α0U+β0V ont

pour coordonnées
[

αp

βp

]
=

[
λ 0
0 μ

]p [
α
β

]
=

[
λpα0
μpβ0

]
. Pour trouver une équation de la

courbe où se trouvent ces points, éliminons p entre les égalités
{

αp = λpα0

βp = μpβ0
. Pour sim-

plifier, supposons λ et μ strictement positifs et plaçons nous dans le cas général α0 �=0,
β0 �=0, λ �=1 et μ �=1. On peut tirer p de la première égalité et porter dans la seconde :

λp =
αp

α0
, p = (lnλ)−1 ln

(
αp

α0

)
, ln

(
βp

β0

)
= p lnμ =

lnμ

lnλ
ln

(
αp

α0

)
βp

β0
=

(
αp

α0

)r

, où l’on a posé r =
lnμ

lnλ
.

tr

t

r = 1
r >1

0 <r<1

tr

t

0<r

Pour des valeurs α0 et β0 positives, les itérés
se situent sur la courbe d’équation β = kαr ,
où k =β0/αr

0 ; l’exposant r ne dépend que des
valeurs propres. Les figures ci-contre montrent
l’allure de la fonction puissance t → tr selon
les valeurs du nombre r .
Si l’on change le signe de α0 , alors αp change de signe, de même pour β0 et βp : cela
fournit des courbes symétriques par rapport aux axes. Les figures ci-après montrent
le comportement des itérés selon les valeurs propres de A : les droites correspondent
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aux directions propres et les flèches indiquent le sens de parcours.

α

β

x

y

0 < λ < μ < 1

α

β

x

y

0 < λ < 1 < μ

Dans le cas 0 < λ < μ < 1, les itérés tendent bien vers l’origine. On peut voir ces
mêmes trajectoires d’itération page 19.

5.3 Suite de transitions probabilistes
Considérons un phénomène aléatoire pouvant prendre un nombre fini d’états, les
changements d’états se faisant successivement. Numérotons les états de 1 à k , appe-
lons X0 le numéro de l’état initial et Xn le numéro de l’état après n changements.
À la variable aléatoire Xn , associons le vecteur

Z(n) =

⎡⎢⎢⎣
p(Xn = 1)
p(Xn = 2)

...
p(Xn = k)

⎤⎥⎥⎦,

où p(Xn=i) est la probabilité pour qu’on soit dans l’état i après n changements d’état.

Faisons l'hypothèse suivante : la probabilité pour passer de l’état j à l’état i reste
constante, c’est-à-dire ne dépend pas de n.

Pour tous entiers i, j compris entre 1 et k , notons pij la probabilité de transiter de
l’état j à l’état i. On a donc pij = p(Xn+1 = i | Xn = j), probabilité conditionnelle
pour que Xn+1 = i sachant que Xn = j .

On définit la matrice de transitions en posant M = [pij ], où comme d’habitude le
second indice est celui de la colonne.

Par définition d’une probabilité conditionnelle, on a

p(Xn+1 = i)=pi1p(Xn =1)+pi2p(Xn =2)+ · · ·+pikp(Xn =k)=[ pi1 pi2 · · · pik ]Z(n),

autrement dit pour tout entier n � 1, on a Z(n + 1) = MZ(n).

Si l’état initial porte le numéro X0 = j , alors Z(n) = MnEj ,
où Ej est le j -ème vecteur canonique de Rk .
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Exemple. Dans une population exposée à une maladie transmissible non mortelle,
distinguons trois catégories : les malades, les individus qui sont infectés mais ne
développent pas la maladie et ceux qui restent sains. Une étude statistique montre que

– sur 100 individus sains, 30 tombent malades la semaine suivante, 20 deviennent
simplement infectés et 50 restent sains ;

– sur 100 individus infectés, 70 développent la maladie dans la semaine ; de plus,
un individu infecté ne redevient pas sain immédiatement, faute de soins ;

– sur 100 malades, 40 restent infectés la semaine suivante et 35 sont guéris.

Formons la matrice de transitions (les changements d’état étant hebdomadaires) : la
première colonne correspond aux transitions depuis l’état « malade » (M), la deuxième
depuis l’état « infecté » (I) et la troisième depuis l’état « sain » (S).
Les coefficients de la première colonne sont donc : la probabilité p11 = 0,25 de rester
à l’état (M), la probabilité p21 = 0,4 de passer de l’état (M) à l’état (I) et la probabilité
p31 = 0,35 de passer (M) à (S).
De même, nous écrivons dans la deuxième colonne les probabilités p12 , p22 et p32 de
passer de l’état (I) aux états (M), (I), (S), et dans la troisième colonne les probabilités

de transition de (S) vers (M), (I), (S). On obtient M =

⎡⎣ 0,25 0,70 0,30
0,40 0,30 0,20
0,35 0 0,50

⎤⎦.

Dans chaque colonne, la somme des coefficients vaut évidemment 1.

Propriétés d'une matrice de transitions
Soit M = [pij ] une matrice de transitions de taille k .

Propriété 1. Les coefficients de M sont positifs ou nuls et dans chaque colonne, la
somme des coefficients vaut 1.

En effet, les coefficients de la j -ième colonne sont les différentes probabilités de
transition depuis l’état j : leur somme est donc 1.

Cela veut dire que si tU est le vecteur-ligne dont tous les coefficients sont égaux à 1,
on a (tU)M = tU , ou encore en transposant (tM)U = U . Ainsi 1 est valeur propre
de tM , donc de M , car des matrices transposées ont même polynôme caractéristique
(page 152). Énonçons cette propriété.

Propriété 2. La transformation X → MX a pour valeur propre 1.

Propriété 3. Les valeurs propres de M sont de valeur absolue inférieure ou égale à 1.

Soit λ une valeur propre de M . Puisque tM et M ont mêmes valeurs propres, λ est
valeur propre de tM , donc il existe un vecteur-colonne non nul V tel que (tM)V =λV ,
ou encore, en transposant, (tV )M = λtV . Notons v1, v2, . . . , vk les coordonnées de V

et soit vq une coordonnée de plus grande valeur absolue, donc |vj | � |vq| quel que
soit j = 1, 2, . . . , k . Posons [w1 w2 · · · wk ] = (tV )M . On a pour tout j

|wj | = |v1p1j + v2p2j + · · · + vkpkj | � |v1|p1j + |v2|p2j + · · · + |vk|pkj

� |vq|p1j + |vq|p2j + · · · + |vq|pkj = |vq| .
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Puisqu’on a par hypothèse wj=λvj pour tout j , il vient |λ||vq|=|λvq|=|wq|�|vq|. Or vq

n’est pas nul, car V n’est pas le vecteur nul. Donc |λ|�1, ce qui démontre la propriété (3).

Étude d'une suite de transitions
Supposons pour simplifier que 1 est valeur propre simple de M , que −1 n’est pas
valeur propre et que M est diagonalisable. Notons V un vecteur propre de M pour
la valeur propre 1.

D’après ces hypothèses, la matrice de X → MX dans une base convenable de vecteurs
propres est de la forme D = diag(1,λ2, . . . ,λk), avec |λi|<1 pour tout i�2. En appelant
Q la matrice des vecteurs propres, on a M = QDQ−1 et donc Mn = QDnQ−1 . Quand
n tend vers l’infini, λn

i tend vers 0, donc Dn tend vers Δ = diag(1, 0, . . . , 0) et QDn

tend vers QΔ. La première colonne de QΔ est la première colonne de Q, c’est-à-dire le
vecteur propre V , et les autres colonnes sont nulles. Il s’ensuit que Mn =QDnQ−1 tend
vers la matrice QΔQ−1 = [V 0 · · · 0 ] Q−1 dont toutes les colonnes sont colinéaires à
V . Puisque Mn est une matrice de transitions, la somme des coefficients d’une colonne
quelconque vaut 1. On en déduit :

la limite de Mn est la matrice dont toutes les colonnes sont égales à
(1/s)V , où s la somme des coefficients de V .

Reprenons la matrice de transitions de l’exemple précédent.
Le polynôme caractéristique de M est (1/200)(z−1)(200z2 −10z−17) et les valeurs
propres sont 1, (1/40)(1±

√
137), ces deux dernières valeurs valant à peu près 0,317

et −0,267. À partir de n = 5, les deux premières décimales des coefficients de Mn

restent stables : à 10−2 près, on obtient

lim
n→+∞

(Mn) =

[
0,40 0,40 0,40
0,31 0,31 0,31
0,28 0,28 0,28

]
Qu’un individu soit à l’origine malade, infecté ou sain, la probabilité pour qu’au
bout de six semaines il soit encore malade est d’environ 0,4, la probabilité pour qu’il
soit seulement infecté est d’environ 0,31 et la probabilité pour qu’il soit sain est d’un
peu plus de 0,28. La colonne V de la matrice limn→+∞ Mn est vecteur propre de
M pour la valeur propre 1 : on a MV = V . Cela veut dire que la répartition 40%
de malades, 31% d’infectés et 29% de sains reste stable au cours du temps. Ce que
l’on a montré, c’est que quelles que soient les proportions initiales de sujets malades,
infectés ou sains, la population évolue probablement vers cette répartition stable.

5.4 Itérations affines commandables
On rencontre souvent des transformations de Rn de la forme X → AX + V , où la
matrice A ∈ Mn(R) est constante et où V est un vecteur de Rn dont on peut faire
varier les coordonnées.
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Supposons que les coordonnées de V dépendent linéairement de m paramètres réels

u1,u2, . . . ,um : nous dirons que le vecteur U =

⎡⎣ u1
...

um

⎤⎦ est le vecteur de contrôle. Notre

hypothèse est que V dépend du vecteur de contrôle par une relation de la forme
V = BU , où B est une matrice à n lignes et m colonnes. La transformation s’écrit

X → AX + BU

et s’appelle un système linéaire contrôlé. Si l’on choisit successivement U0,U1,U2,. . .,Uk−1

comme vecteurs de contrôle, un vecteur initial X0 est transformé en

X1 = AX0 + BU0 , X2 = AX1 + BU1 , . . . , Xk = AXk−1 + BUk−1 .

Voici l’une des questions qui se pose à propos de la suite des vecteurs Xk :

à partir d’un vecteur initial quelconque, peut-on atteindre un vecteur
objectif donné à l’avance en choisissant convenablement les commandes ?

Définition
Le système linéaire contrôlé X → AX + BU est commandable si pour tous vecteurs
X0 et Xf appartenant à Rn , il existe dans Rm une suite finie de commandes
U0, U1, . . . , Uk−1 telle que Xk = Xf .

Si l’on part du vecteur X0 , on obtient X1 = AX0 + BU0 , X2 = A2X0 + ABU0 + BU1

et en général :

(∗) Xk = AkX0 + Ak−1BU0 + Ak−2BU1 + · · · + ABUk−2 + BUk−1

Définition
La matrice de commandabilité est la matrice C = [An−1B An−2B · · · AB B ] ob-
tenue en juxtaposant les colonnes des n matrices An−1B, An−2B, . . . , AB, B . La
matrice C possède n lignes et nm colonnes.

Critère de commandabilité. Le système linéaire contrôlé X → AX + BU est com-
mandable si et seulement si sa matrice de commandabilité est de rang n.

Cette propriété signifie que les lignes de la matrice C sont indépendantes, ou que
parmi les nm colonnes de C , on peut en trouver n indépendantes.
Pour démontrer le critère, nous avons besoin d’un résultat préliminaire général sur
les matrices carrées.

Lemme. Soit A∈Mn(K). Pour tout entier k � 0, la matrice Ak est combinaison linéaire
des matrices In, A, A2, . . . , An−1 .

Démonstration. D’après le théorème de Cayley-Hamilton (page 152), il existe des nombres
λi tels que An + λ1A

n−1 + · · · + λn−1A + λnIn = 0 : la matrice An est donc combinaison
linéaire de In, A, . . . , An−1 . Si une matrice Ak est combinaison linéaire de In, A, . . . , An−1 ,
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disons Ak = α0In + α1A+, · · · + αn−1A
n−1 , alors en multipliant par A, on obtient Ak+1 =

α0A + α1A
2+, · · · + αn−1A

n ; puisque An est combinaison de In, A, . . . , An−1 , on en déduit
que Ak+1 est aussi combinaison linéaire de In,A, . . . ,An−1 . Cela démontre le résultat, d’après
le principe de récurrence. �

Démonstration du critère. Considérons la matrice Ck = [Ak−1B Ak−2B · · · AB B ] à
km colonnes. D’après le lemme, les matrices Ak−1B, . . . , AB, B sont combinaisons linéaires
de An−1B, . . . , AB, B . On en déduit que si k � n, les matrices Ck et Cn ont même rang.
Supposons le système commandable. Tout vecteur X ∈Rn peut être atteint à partir du vecteur
nul : pour un certain entier p, on a donc d’après (∗)

X = Ap−1BU0 + Ap−2BU1 + · · · + ABUp−2 + BUp−1 = CpU∗ , où U∗ =

⎡⎢⎢⎣
U0

U1

...
Up−1

⎤⎥⎥⎦.

Le vecteur U∗ possède pm coordonnées. En prenant pour X les vecteurs canoniques de
Rn et pour k le plus grand des entiers n et p correspondants, on obtient une matrice Ck

dont les colonnes engendrent Rn , donc de rang n. D’après le résultat indiqué en début de
démonstration, on en déduit que la matrice C = Cn est aussi de rang n.
Réciproquement, supposons que la matrice de commandabilité C est de rang n et soient
X0,Xf des vecteurs de Rn . Le vecteur Xf −AnX0 est combinaison linéaire des colonnes de
C , donc s’écrit Xf −AnX0 = An−1BU0 + An−2BU1 + · · ·+ ABUn−2 + BUn−1 pour certains
vecteurs U0,U1, . . . ,Un−1 de Rm . Si l’on prend le vecteur X0 comme vecteur initial, on obtient
Xn = Xf d’après (∗). Le système est donc commandable. �

Exemple. Considérons un oscillateur régi par l’équation différentielle

(e) ẍ = −ω2x + u ,

où comme d’habitude, ẋ désigne la dérivée par rapport au temps et ẍ la dérivée se-
conde. Supposons u constant sur un intervalle de temps [t0, t0 +T [. Alors la fonction
constante u/ω2 est solution. Si t∗ est entre t0 et t0+T , il y a une unique solution ayant,
à cet instant t∗ , un état x∗ et une vitesse ẋ∗ données : cette solution est définie par

x(t) = (x∗ − u/ω2) cos
[
ω(t − t∗)

]
+ (ẋ∗/ω) sin

[
ω(t − t∗)

]
+ u/ω2

Discrétisation de l'équation différentielle (e) . Donnons-nous x0 et ẋ0 à
l’instant t0 = 0 et choisissons une durée T > 0. Servons-nous de u comme commande
en prenant u = u0 sur l’intervalle de temps [0, T [, u = u1 sur [T, 2T [, u = uk−1 sur
[(k−1)T,kT [ : à l’instant kT , x se trouve alors dans un état xk avec une vitesse ẋk .
En fixant u = uk pendant l’intervalle de temps [kT, kT + T [, la solution pour
kT � t � kT + T est

x(t) = (xk − uk/ω2) cos
[
ω(t−kT )

]
+ (ẋk/ω) sin

[
ω(t−kT )

]
+ uk/ω2 .

L’état à l’instant t = kT+T = (k+1)T est donc

xk+1 = (xk − uk/ω2) cos(ωT ) + (ẋk/ω) sin(ωT ) + uk/ω2

et la vitesse est donnée par

ẋk+1 = ẋ(kT+T ) = −ω(xk − uk/ω2) sin(ωT ) + ẋk cos(ωT ) .
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En réunissant état et vitesse en un vecteur de R2 , on obtient les égalités matricielles[
xk+1
ẋk+1

]
=

[
cos ωT (1/ω) sin ωT

−ω sin ωT cos ωT

] [
xk−uk/ω2

ẋk

]
+

[
uk/ω2

0

]
=

[
cos ωT (1/ω) sin ωT

−ω sin ωT cos ωT

] [
xk
ẋk

]
+ (1/ω2)

[
1− cos ωT
ω sin ωT

]
uk

Posons Xk=
[
xk
ẋk

]
, A=

[
cos ωT (1/ω) sin ωT

−ω sinωT cos ωT

]
et B=(1/ω2)

[
1− cos ωT
ω sinωT

]
. Il vient

(d) Xk+1 = AXk + Buk

où u0, u1, . . . , uk est la suite des commandes.
Le système linéaire à contrôle numérique X → AX + Bu s’appelle le discrétisé de
l’équation différentielle (e) à la période d’échantillonnage T .
Dans cet exemple, le vecteur de commande est un scalaire et la matrice B n’a qu’une
seule colonne. Remarquons que si ωT est un multiple entier de 2π , alors B est
nulle et la commande u n’agit pas : il est clair que, dans ce cas, le système n’est
pas commandable.

Étude de la commandabilité. La matrice de commandabilité C = [AB B ] pos-
sède deux lignes et deux colonnes. On a

AB = (1/ω2)
[

(cos ωT )(1− cos ωT ) + (sinωT )2

(cos ωT )(ω sinωT ) + ω(sinωT )(cos ωT−1)

]
= (cos ωT )B + (1/ω2)(sinωT )

[
sinωT

ω(cos ωT−1)

]
et d’après la linéarité du déterminant par rapport aux vecteurs-colonne, il vient

det C = det(AB, B) = (cos ωT ) det(B, B) + (1/ω4)(sinωT )
∣∣∣∣ sin ωT 1− cos ωT
ω(cos ωT−1) ω sinωT

∣∣∣∣
= (1/ω3)(sinωT )

∣∣∣∣ sinωT 1 − cos ωT
cos ωT − 1 sinωT

∣∣∣∣ , car det(B, B) = 0.

det C = (1/ω3)(sinωT )
[
(sinωT )2 + (1 − cos ωT )2] = (2/ω3)(sinωT )(1 − cos ωT )

Ce déterminant est nul si et seulement si ωT = nπ , où n est un entier.
D’après le critère de commandabilité, on en déduit que le système linéaire contrôlé
(d) est commandable si et seulement si la période d’échantillonnage T n’est pas un
multiple entier de la demi-période π/ω de l’oscillateur (e).
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Exercices

1@ . Polynômes prenant des valeurs entières sur les entiers

a) On considère des polynômes P0, P1, . . . , Pn tels que Pi est de degré i. Montrer
que ces polynômes sont indépendants.

b) Montrer que tout polynôme P de degré au plus n s’écrit de manière unique

P (z)=a0+a1
z
1!

+a2
z(z−1)

2!
+· · ·+an

z(z−1) · · · (z−n + 1)
n!

, où les ai sont des nombres.

c) On suppose que dans l’expression ci-dessus, tous les coefficients ai sont des entiers
relatifs. Montrer que si q est un nombre entier quelconque, alors P (q) est entier.

2@ . Calcul des sommes 1q + 2q + · · · + kq . Notons Pn l’espace vectoriel des polynômes
à coefficients réels et de degré au plus n (donc dim Pn = n + 1).

a) Montrer que si P est un polynôme de degré k , alors le polynôme P (z)−P (z−1)
est de degré au plus k − 1. Dans la suite, on considère l’application f : Pn → Pn

qui à tout polynôme P (z) associe le polynôme P (z) − P (z − 1).

b) Montrer que l’application f est linéaire.

c) Montrer que le noyau de f est constitué des polynômes constants. En déduire que
l’image de f est constituée des polynômes de degré au plus n − 1.

d) Soit q un entier tel que 0 < q � n−1. Montrer qu’il existe un unique polynôme Pq

de degré q +1 tel que Pq(z)−Pq(z− 1) = zq et Pq(0) = 0. Calculer les polynômes
P1, P2, P3 .

e) Montrer que pour tout entier k � 1, on a 1q + 2q + · · · + kq = Pq(k).

3@ . Posons A =
[
a b
c d

]
, où b �= 0.

a) Montrer que les vecteurs propres de A sont les solutions (x, y) non nulles de
l’équation cx2 +(d−a)xy−by2 =0. En déduire que les pentes des vecteurs propres
réels sont solutions de l’équation bt2 − (d − a)t − c = 0.

b) On suppose que tous les coefficients de la matrice sont des nombres positifs ou nuls.
(i) Montrer que les valeurs propres sont réelles et qu’au moins l’une d’elles est
positive ou nulle.
(ii) Montrer qu’il existe un vecteur propre de pente positive ou nulle et à coordonnées
positives ou nulles.

Pour une matrice carrée de taille quelconque à coefficients positifs ou nuls, il existe
au moins un vecteur propre à coordonnées positives ou nulles, associé à la valeur
propre de plus grand module (théorème de Perron-Frobenius).

4@ . On considère la matrice M =

⎡⎣ a b c d
0 1 0 0
0 0 −1 0
p q r s

⎤⎦.
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a) Trouver deux valeurs propres réelles. Factoriser le polynôme caractéristique en
produit de deux polynômes de degré 2.

b) On suppose a=−s=3, p=5 et d=−1. Calculer les valeurs propres et les vecteurs
propres de M . Montrer que M est diagonalisable. (il y a quatre valeurs propres)

5@ . Ces matrices sont diagonalisables : pourquoi ? (les nombres t,a, b, c,x,y,θ sont réels)[
et et − 1 et − e−t

0 1 1 − e−t

0 0 e−t

]
;

[
1 a b
0 2 + x2 c
0 0 −2 − y2

]
;

[
0 1 ei θ

1 0 i
e− i θ − i 0

]
.

6@ . Soit M = (1/2)

[
5 1 −2
1 5 −2
0 0 4

]
.

a) Quelles sont les valeurs propres des matrices M et Mt = M − tI3 , où t∈R ? Pour
quelles valeurs de t les matrices (Mt)n tendent-elles vers 0 quand n tend vers
l’infini ?

b) Posons A = M5/2 , B =

[
a
b
c

]
et U =

[
x
y
z

]
. Calculer la limite des itérés du vecteur

U par la transformation X → AX + B .

7@ . Recherche d'un régime stationnaire. On se place dans des conditions expérimentales où
des particules peuvent occuper cinq états e1,. . .,e5 . Les états e4 et e5 sont stables. Toute
particule occupant l’état e1 ou e3 bascule dans l’un des états e2 , e4 ou e5 de manière
équiprobable ; de même pour une particule dans l’état e2 vers les états e1 , e3 ou e4 .

a) Dessiner un graphe où les sommets symbolisent les états et les arcs les changements
d’état. Quelle est la matrice M de transition ?

b) Montrer que M 2 =

⎡⎣ U 0

P I2

⎤⎦, où U est une matrice carrée de taille 3 et P une

matrice à deux lignes et trois colonnes. Montrer par récurrence que pour tout entier

n � 1, on a M 2n =

⎡⎣ Un 0

Pn I2

⎤⎦, où Un =

[
un 0 un
0 2un 0
un 0 un

]
, Pn =

[
an bn an
cn dn cn

]
et

un+1 = 2
9
un , an+1 = 8

9
un +an , bn+1 = 10

9
un +bn , cn+1 = 2

3
un +cn , dn+1 = 4

9
un +dn .

c) Calculer un et sn = u1 + u2 + · · · + un−1 . En déduire l’expression des coefficients
an , bn , cn et dn en fonction de n.

d) Montrer que les matrices M 2n ont pour limite la matrice

M∞ =

⎡⎢⎢⎢⎣ 0 0

4/7 5/7 4/7
3/7 2/7 3/7 I2

⎤⎥⎥⎥⎦ .
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Observer que les vecteurs-colonne de M∞ sont des vecteurs propres de M pour
la valeur propre 1. En déduire que l’on a lim

n→+∞
(M 2n+1) = MM∞ = M∞ et donc

M∞ = lim
n→+∞

(Mn).

e) On part d’une situation initiale où toutes les particules occupent de manière équi-
probables les états e1 , e2 , e3 . Montrer qu’après un grand nombre de changements
d’état, les particules occupent presque toutes les états e4 et e5 , dont 62% dans
l’état e4 et 38% dans l’état e5 .

8. Quelques règles sur les valeurs propres. Soit M une matrice carrée de taille n.

a) Soient λ1, . . . , λp les valeurs propres de M . Montrer que si a est un scalaire,
les valeurs propres de aM sont les nombres aλi et que les valeurs propres de
M + aIn sont les λi + a.

b) Montrer que si λ est valeur propre de M , alors pour tout entier positif q , λq est va-
leur propre de Mq . En déduire qu’une matrice nilpotente n’a que la valeur propre 0.

9@ . Matrice presque triangulaire. Soit M une matrice carrée de la forme

où les coefficients b1, . . . , bn−1 , situés juste sous la diagonale, sont tous non nuls.

a) Montrer que le rang de M est n ou n− 1 (considérer la sous-matrice obtenue en
supprimant la première ligne et la dernière colonne).

b) En déduire que les sous-espaces propres de M sont de dimension 1 (appliquer
(a) à la matrice M − λIn ).

10@ . Une suite de variables aléatoires binomiales. Une éprouvette contient trois bactéries,
dont une de type A et deux de type B. On les laisse se reproduire en très grand
nombre, la proportion de bactéries de chaque type restant inchangée. On prélève
alors trois bactéries au hasard que l’on met en culture dans une autre éprouvette. On
répète plusieurs fois ces opérations et l’on veut étudier le nombre Xn de bactéries
de type A dans l’échantillon qui a été prélevé dans la (n−1)-ième culture (la culture
initiale porte le numéro 0).

a) Montrer que la probabilité pour qu’on ait prélevé h bactéries de type A dans
l’éprouvette initiale est P (X1=h) =

(3
h

)
(1/3)h(2/3)3−h , où h vaut 0, 1, 2 ou 3.

b) Soit k l’un des entiers 0,1,2 ou 3. Montrer que la probabilité pour que Xn+1 = k

sachant que Xn = h est
(3
k

)
(h/3)k(1 − h/3)3−k . En déduire l’égalité

P (Xn+1=k) =
3∑

h=0

(3
k

)
(h/3)k(1 − h/3)3−kP (Xn=h) .

196 – EXERCICES



c) Notons Un le vecteur-colonne de R4 de coordonnées P (Xn=0), P (Xn=1),

P (Xn=2), P (Xn=3). Montrer que l’on a Un+1 = AUn , où A =

⎡⎢⎣ 1 8/27 1/27 0
0 4/9 2/9 0
0 2/9 4/9 0
0 1/27 8/27 1

⎤⎥⎦.

d) Soit V = [ 0 1 2 3 ]. Calculer V A. Montrer que l’espérance de Xn est V Un . Mon-
trer que cette espérance ne dépend pas de n et qu’en moyenne, on prélève toujours
une seule bactérie de type A.

e) Montrer que les vecteurs canoniques E1 et E4 sont vecteurs propres de A. Cal-
culer toutes les valeurs propres de A et les vecteurs propres associés. En déduire
que A est diagonalisable.

f) Montrer que l’on a Un = AnU0 . Quel est le vecteur U0 ? Calculer An . En déduire
que la loi de Xn est donnée par

P (Xn=0) = 2
3
− 1

2

(
2
3

)n

− 1
6

(
2
9

)n

, P (Xn=1) = 1
2

[(
2
3

)n

+
(

2
9

)n]
P (Xn=2) = 1

2

[(
2
3

)n

−
(

2
9

)n]
, P (Xn=3) = 1

3
− 1

2

(
2
3

)n

+ 1
6

(
2
9

)n

g) On note Fn la proportion de bactéries de type A dans l’éprouvette numéro n.
Montrer que Fn = Xn/3. En déduire les probabilités pour que Fn soit égal à 0,
à 1/3, à 2/3, à 1. Montrer qu’il y a une probabilité 1/3 pour qu’après un grand
nombre de prélèvements, il n’y ait que des bactéries de type A dans l’éprouvette.

11@ . Un exemple de système contrôlé. En Biologie, de nombreux transferts de substances
sont régis par la loi d’action de masse : par unité de temps, la quantité de sub-
stance passant d’un compartiment tissulaire c vers un autre est proportionnelle à la
quantité présente dans c.
Considérons une substance qui diffuse dans trois compartiments tissulaires. En
notant x, y, z les quantités de substance dans chaque compartiment, on suppose

que l’évolution journalière du vecteur X =

[
x
y
z

]
est donnée par X ′ − X = MX ,

où M =

[−0,8 0,4 0,4
0,3 −1 0,7
0,5 0,4 −0,9

]
(les coefficients de M déterminent les diffusions entre

les trois compartiments). On mesure les quantités initiales x0, y0, z0 et l’on note

Xn =

[
xn
yn
zn

]
le vecteur-quantité au bout de n jours.

a) Calculer la matrice A telle que Xn+1 = AXn . Quels sont ses valeurs propres et
ses vecteurs propres ?

b) Quelle sont les limites des quantités xn, yn, zn quand n devient grand ?

c) On peut intervenir chaque jour sur les quantités x,y, z en effectuant des injections
médicamenteuses : chaque injection a pour effet d’augmenter x d’une certaine
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quantité u qu’on peut choisir, de diminuer y d’autant et d’augmenter z de ku,
où k est un coefficient constant.
(i) Le paramètre u sert de variable de contrôle. Montrer que ce système linéaire

contrôlé s’écrit X → AX + Bu, où B =

[
1

−1
k

]
.

(ii) Calculer la matrice de commandabilité et montrer que si k = 1, le système n’est
pas commandable.

(iii) Calculer les deux autres valeurs de k pour lesquelles le système n’est pas
commandable.

(iv) Le coefficient k vaut 0,1 et l’on a x0 = 0,17, y0 = 1,42, z0 = 0,88. Quelles
quantités u0 , u1 , u2 faut-il utiliser pour obtenir x3 = 1,2, y3 = 0,6, z3 = 0,9 ?

12. Si G est un graphe de sommets {s1, s2, . . . , sn}, sa matrice d’incidence est la matrice
M = [mij ] carrée de taille n définie par : mij = 1 si les sommets si et sj sont
adjacents, mij = 0 sinon.
Si k est un entier positif, un parcours de longueur k dans G est une suite de
k sommets adjacents ; notons mij(k) le coefficient en position i-ème ligne, j -ème
colonne dans la matrice Mk .

a) Quelle est la matrice d’incidence du graphe (g) ci-contre ?

s1

s2s3

s4

graphe (g)

b) Pour un graphe général, montrer que mij(2) = mi1m1j + mi2m2j + · · ·+ minmnj .
En déduire que mij(2) est le nombre de parcours de longueur 2 du sommet si

au sommet sj .

c) Montrer que mij(k) est le nombre de parcours de longueur k du sommet si au
sommet sj (raisonner par récurrence).

d) Notons A la matrice d’incidence du graphe (g).

(i) Montrer que An est de la forme

⎡⎣ an bn bn an
bn xn yn bn
bn yn xn bn
an bn bn an

⎤⎦, où an+1=2bn et bn+1=bn+4bn−1 .

(ii) De combien de façons peut-on aller de s1 à s2 en six pas ? De s4 à s4 en sept
pas ? De s2 à s4 en sept pas ?
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Chapitre 7

Espace hermitien,
espace euclidien

Nous allons définir dans un cadre assez général les notions de vecteurs orthogonaux et

de distance. Rappelons que dans l’espace vectoriel R3 , le produit scalaire des vecteurs

u=(x,y,z) et u′=(x′,y′,z′) est défini par u·u′=xx′+yy′+zz′ et que la norme euclidienne

de u est le nombre
√

u · u =
√

x2 + y2 + z2 . Les propriétés du produit scalaire sont

® la symétrie : u · u′ = u′ · u ;

® la linéarité par rapport à chaque vecteur : on a en effet

(u1 + u2) · u′ = u1 · u′ + u2 · u′

(λu) · u′ = λ(u · u′) pour tout λ ∈ R

ce qui assure, par symétrie, la linéarité par rapport au deuxième vecteur ;

® la positivité : u · u > 0 si u n’est pas le vecteur nul.

Certaines applications se traitent de manière naturelle dans un C-espace vectoriel :

c’est pourquoi nous formulerons les définitions dans le cadre général d’un K-espace

vectoriel, où K désigne R ou C.

1. Produit hermitien et produit scalaire
Dans ce paragraphe, V est un K-espace vectoriel. Si z est un élément de K, z désigne

le conjugué de z : on a donc z=z⇐⇒z∈R ; rappelons que le module de z , c’est-à-dire

la valeur absolue si z est réel, est le nombre réel positif ou nul |z| tel que |z|2 = zz .
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Définitions
Un produit hermitien sur V est la donnée pour tous vecteurs u et u′ appartenant
à V , d’un nombre u · u′ ∈ K, avec les propriétés suivantes :

i) « symétrie hermitienne » : u · u′ = u′ · u
ii) linéarité par rapport au premier vecteur :

(u1 + u2) · u′ = u1 · u′ + u2 · u′

(λu) · u′ = λ(u · u′) pour tout λ ∈ K

iii) « semi-linéarité » par rapport au second vecteur :

u · (u′
1 + u′

2) = u · u′
1 + u · u′

2 et u · (λu′) = λ(u · u′) pour tout λ ∈ K,

formules qui résultent de (i) et (ii)

iv) positivité : u·u est un nombre réel strictement positif si u n’est pas le vecteur nul.

Le nombre réel
√

u · u s’appelle la norme hermitienne de u et se note ‖u‖.
Si K = R, alors u · u′ est un nombre réel ; on dit que u · u′ est un produit scalaire
et que ‖u‖ est la norme euclidienne.

En faisant λ = 0 dans (ii) et (iii), on obtient u · 0 = 0 · u = 0 pour tout vecteur u.

Définitions
Un C-espace vectoriel muni d’un produit hermitien s’appelle un espace hermitien.
Un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire s’appelle un espace euclidien.

L'espace hermitien Cn . On définit un produit hermitien sur Cn en posant,
pour tous vecteurs u = (z1, z2, . . . , zn) et u′ = (z′1, z

′
2, . . . , z

′
n) appartenant à Cn ,

u · u′ = z1z′1 + z2z′2 + · · · + znz′n

Les propriétés de symétrie hermitienne et de linéarité par rapport au premier vecteur
sont vérifiées ; de plus, le nombre

u · u = z1z1 + z2z2 + · · · + znzn = |z1|2 + |z2|2 + · · · + |zn|2

est strictement positif si les zi ne sont pas tous nuls.

Nous dirons que Cn , muni de ce produit hermitien, est l’espace hermitien Cn usuel.

Pour des vecteurs-colonne U et U ′ appartenant à Cn , on a l’expression matricielle

U · U ′ = [ z1 z2 · · · zn ]

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
z′1
z′2
...

z′n

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = (tU)U ′ ,

où U ′ s’obtient en conjuguant les coefficients de U ′ .
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L'espace euclidien Rn . Dans l’espace vectoriel Rn , la même formule

u · u′ = x1x
′
1 + x2x

′
2 + · · · + xnx′

n si u = (x1, x2, . . . , xn) et u′ = (x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n)

définit un produit scalaire : on dit que Rn , muni de ce produit scalaire, est l’espace
euclidien Rn usuel ; la norme de u est ‖u‖ = (x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n)1/2 .
Pour des vecteurs-colonne U et U ′ de Rn , le produit scalaire usuel s’écrit

U · U ′ = (tU)U ′ = (tU ′)U .

® On a ‖u−u′‖2 = (x1 −x′
1)

2 + · · ·+(xn −x′
n)2 , donc |xi −x′

i|� ‖u−u′‖ pour tout i.

® Il s’ensuit que si les vecteurs u et u′ sont tels que ‖u − u′‖ < ε, alors leurs co-
ordonnées diffèrent au plus de ε. La norme de u − u′ est donc une mesure de
l’écart entre les vecteurs u et u′ .

L’espace euclidien R3 est l’espace de la géométrie euclidienne ordinaire.

Exemples

® Dans l’espace euclidien R2 , la norme d’un vecteur (a,b) est
√

a2 + b2 : les vecteurs
de norme 1 sont donc de la forme (cos θ, sin θ) (figure 1).

® Dans l’espace euclidien R3 , un vecteur (a,b,c) est de norme 1 si l’on a a2+b2+c2=1,
donc a2 + b2 = cos2 ϕ et c = sin ϕ : les vecteurs de norme 1 sont de la forme
(cos θ cos ϕ, sin θ cos ϕ, sin ϕ), où ϕ est entre −π/2 et π/2.

x

y

cos θ

sin θ

θ

figure 1

c

a

b

x

y

z

=
ϕ

sinϕ

θ

figure 2

Définissons maintenant la notion de vecteurs orthogonaux.

Définition
Soient u et v des vecteurs d’un espace hermitien ou euclidien. On dit que u et v

sont orthogonaux si u · v = 0.

® Le vecteur nul est orthogonal à tous les vecteurs de V .

® Il n’y a que le vecteur nul qui est orthogonal à lui-même : en effet, d’après la
positivité du produit hermitien, l’égalité u · u = 0 implique u = 0.

® Si un vecteur u est orthogonal à des vecteurs v1,v2, . . . ,vk , il est orthogonal à toute
combinaison linéaire de v1, v2, . . . , vk , d’après la linéarité du produit hermitien.
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Produits scalaires dans R2

Pour tous vecteurs X =
[
x
y

]
et X ′ =

[
x′

y′

]
de R2 , posons

X · X ′ = pxx′ + q(xy′ + x′y) + ryy′ , où p, q, r sont des nombres réels donnés.

Cette expression est symétrique en X , X ′ , autrement dit X · X ′ = X ′ · X ; de plus,
les valeurs dépendent linéairement du couple (x,y), donc pour X ′ fixé, l’application
X → X ·X ′ est linéaire. Pour que X ·X ′ définisse un produit scalaire, il faut encore
que l’expression X · X = px2 + 2qxy + ry2 ne prenne que des valeurs strictement
positives, sauf si x = y = 0. Cela exige que ni x, ni y ne soit en facteur, donc p et
r doivent être différents de 0. Puisqu’on a alors

px2 + 2qxy + ry2 = p

[(
x +

q

p
y
)2 +

rp − q2

p2 y2
]

X ·X sera strictement positif pour tout X �= 0 si et seulement si p > 0 et rp− q2 > 0,
c’est-à-dire si p > 0 et si le discriminant q2 − rp de px2 + 2qxy + ry2 est négatif.

Supposons p > 0 et q2 − rp < 0 .
L’expression X · X ′ est alors un produit scalaire sur R2 . On a

pxx′ + q(xy′ + x′y) + ryy′ = x(px′ + qy′) + y(qx′ + ry′) = [x y ]
[

px′ + qy′

qx′ + ry′

]
,

donc
X · X ′ = [x y ]

[
p q
q r

] [
x′

y′

]
.

La matrice A =
[
p q
q r

]
est symétrique ; son déterminant pr − q2 est par hypothèse

non nul, donc A est inversible.

Norme d'un vecteur. Par définition, on a ‖X‖ =
√

X · X =
√

px2 + 2qxy + ry2 .

Soit M le point de coordonnées (x, y). Pour que le vecteur
−−−−−−−→
OM soit de norme 1,

il faut et il suffit que M soit sur la courbe d’équation px2 + 2qxy + ry2 = 1 : cette
courbe est une ellipse centrée à l’origine (page 219).

Vecteurs orthogonaux à un vecteur non nul (a, b) donné. L’orthogonalité des

vecteurs (x,y) et (a,b) s’exprime par 0= [x y ]
[
p q
q r

][
a
b

]
=x(pa+qb)+y(qa+rb).

La matrice A est inversible et le vecteur (a,b) est supposé non nul, donc le vecteur

A
[
a
b

]
=

[
pa + qb
qa + rb

]
n’est pas nul non plus. L’équation x(pa+qb)+y(qa+rb)=0 re-

présente donc une droite vectorielle du plan : c’est la droite vectorielle orthogonale
au vecteur (a, b) pour notre produit scalaire.

Exemple. Prenons A =
[
p 0
0 r

]
, où p et r sont des nombres strictement positifs. La

matrice A définit le produit scalaire X · X ′ = pxx′ + ryy′ .
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® Les points M = (x, y) tels que ‖
−−−−−−−→
OM ‖ = 1 sont ceux de l’ellipse d’équation

px2 + ry2 = 1, qu’on peut paramétrer en posant x = cos θ√
p

et y = sin θ√
r

, pour

0 � θ < 2π . Les axes de l’ellipse sont les axes de coordonnées.

® Soient (a, b) et (a′, b′) des vecteurs non nuls. Si a et a′ sont différents de 0, ces
vecteurs ont des pentes t = b/a et t′ = b′/a′ . La condition pour que (a,b) et (a′, b′)
soient orthogonaux est paa′ + rbb′ = 0, ou encore tt′ =−p/r . Si a = 0, la condition
d’orthogonalité est b′ = 0 : tout vecteur de l’axe des abscisses est donc orthogonal

x

y

v

u

v′

u′

O

M

à tout vecteur de l’axe des ordonnées (les axes de coordonnées sont orthogonaux
à la fois pour le produit scalaire usuel et pour le produit scalaire pxx′ + qyy′ ).
La figure montre l’ellipse d’équation x2 + 4y2 = k2 ,
où k �= 0. Les vecteurs v et v′ sont orthogonaux et de
norme k pour le produit scalaire X ·X ′ = xx′ + 4yy′ .
Si M est un point de l’ellipse, la direction orthogonale

à
−−−−−−−→
OM est celle de la tangente en M à l’ellipse.

1.1 Calculs dans un espace hermitien
Proposition. Soient u et v des vecteurs d’un espace hermitien V .

i) ‖u + v‖2 = ‖u‖2 + 2 Re(u · v) + ‖v‖2 .

ii) ‖u + v‖2 + ‖u − v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2) (formule de la médiane).

iii) Si u et v sont orthogonaux, alors ‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 (théorème de Pythagore).

iv) Pour tout scalaire λ, on a ‖λu‖ = |λ|‖u‖.

Démonstration. Pour montrer la première égalité, développons ‖u + v‖2 = (u + v) · (u + v)
en utilisant la définition du produit hermitien. Il vient

(u + v) · (u + v) = u · (u + v) + v · (u + v) = u · u + u · v + v · u + v · v par linéarité

= ‖u‖2 + u · v + u · v + ‖v‖2 car v · u = u · v
= ‖u‖2 + 2 Re(u · v) + ‖v‖2 .

La seconde formule s’en déduit, car u · (−v) = −(u · v). Si u et v sont orthogonaux, alors
u ·v =0 et la troisième formule n’est autre que (i). Enfin, on a (λu) · (λu)=λλ(u ·u), c’est-à-dire
‖λu‖2 = |λ|2‖u‖2 , d’où (iv) puisque norme et module sont des réels positifs ou nuls. �

Remarque
Dans un espace euclidien, l’égalité (i) s’écrit simplement ‖u+v‖2 =‖u‖2 +2u ·v+‖v‖2 ,
car le produit scalaire est un nombre réel.

Interprétation géométrique

® L’égalité (ii) s’appelle la formule de la médiane car elle possède une interprétation
simple en géométrie :
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A

I
B C

u v

u+v =2
−→
AI

u−v

si A, B, C sont des points de l’espace euclidien usuel et si I
est le milieu de B,C , alors

AB2 + AC2 = 2AI2 + (1/2)BC2 .

En posant u =
−−→
AB et v =

−−→
AC , on a en effet u + v = 2

−→
AI ,

u − v =
−−→
CB , AB = ‖u‖, AC = ‖v‖ et d’après (ii), il vient

(2AI)2 + CB2 = 2(AB2 + AC2).

® La formule (iii) généralise le théorème de Pythagore : en effet,
si le triangle ABC est rectangle en A, les vecteurs

−−−−−→
BA et

−−−−−→
AC sont orthogonaux

et puisque
−−−−−→
BA +

−−−−−→
AC =

−−−−−→
BC , l’égalité (iii) s’écrit BA2 + AC2 = BC2 .

Inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour tous vecteurs u,v de V , on a |u·v|�‖u‖‖v‖.
Si u et v sont non nuls et si on a l’égalité, alors u et v sont colinéaires.

Démonstration. Si u · v = 0, l’inégalité est vraie. Supposons u · v �= 0. Soit z le nombre
complexe tel que z(u ·v) = |u ·v| ; ce nombre z est donc de module 1 et vérifie (zu) ·v = |u ·v|.
Pour tout nombre réel t, on a

‖zu + tv‖2 = ‖zu‖2 + 2 Re(zu · tv) + ‖tv‖2

= ‖u‖2 + 2t Re(zu · v) + t2‖v‖2 car t est réel et ‖zu‖ = |z|‖u‖ = ‖u‖.

= ‖u‖2 + 2t|u · v| + t2‖v‖2 par définition de z.

La fonction t → t2‖v‖2 + 2t|u · v| + ‖u‖2 ne prend que des valeurs positives ou nulles, donc
le discriminant réduit |u · v|2 − ‖u‖2 ‖v‖2 est négatif ou nul, d’où l’inégalité |u · v| � ‖u‖ ‖v‖.
Considérons le vecteur w = ‖v‖2u − (u · v)v . On a

‖w‖2 = ‖v‖4‖ ‖u‖2 − 2 Re
(
‖v‖2u · (u · v)v

)
+ |u · v|2‖v‖2

= ‖v‖4 ‖u‖2 − 2 Re
(
‖v‖2(u · v)(u · v)

)
+ |u · v|2‖v‖2

= ‖v‖4 ‖u‖2 − 2‖v‖2|u · v|2 + |u · v|2‖v‖2 = ‖v‖2
(
‖u‖2‖v‖2 − |u · v|2

)
.

Supposons qu’on a l’égalité |u ·v|= ‖u‖‖v‖. Alors il vient ‖w‖2 =0, donc w =0 et les vecteurs
u et v sont colinéaires. �

Propriétés de la norme. Pour tous vecteurs u et v appartenant à V et pour tout
scalaire λ ∈ K, on a

i) ‖u‖ � 0 et l’équivalence (‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0)
ii) ‖λu‖ = |λ|‖u‖
iii) ‖u + v‖ � ‖u‖ + ‖v‖ (inégalité triangulaire).

Démonstration. Nous avons déjà remarqué les propriétés (i) et (ii). Montrons l’inégalité (iii).
On a ‖u+v‖2 = ‖u‖2 +‖v‖2 +2Re(u ·v). La partie réelle d’un nombre complexe est inférieure
ou égale au module, donc il vient

‖u + v‖2 � ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2|u · v| � ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2‖u‖ ‖v‖
d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. On a ainsi ‖u + v‖2 � (‖u‖ + ‖v‖)2 , d’où le résultat. �

La norme d’un vecteur u mesure l’écart entre u et le vecteur nul ; la norme du
vecteur u − v est une distance entre u et v .
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1.2 Base orthonormée
Dans un espace hermitien, les combinaisons linéaires de vecteurs deux à deux
orthogonaux conduisent à des calculs plus simples.

Proposition.
® Si u1,u2,. . .,un sont des vecteurs de V deux à deux orthogonaux, alors ‖u1+u2+· · ·+un‖2=

‖u1‖2 + ‖u2‖2 + · · · + ‖un‖2 (formule de Pythagore).
® Des vecteurs non nuls et deux à deux orthogonaux sont indépendants.

Démonstration. La première propriété se démontre par récurrence sur le nombre de vecteurs,
en utilisant le théorème de Pythagore (page 203). Supposons que les vecteurs u1, . . . , un sont
deux à deux orthogonaux et tous non nuls, et soient xi des scalaires. Pour tout p = 1,2, · · · ,n,
on a par linéarité

(x1u1 + x2u2 + · · · + xnun) · up = x1(u1 · up) + x2(u2 · up) + · · · + xn(un · up) = xp(up · up)

car ui · up = 0 si i �= p. Si x1u1 + x2u2 + · · · + xnun = 0, alors xp(up · up) = 0. On en déduit
xp = 0, car, up n’étant pas le vecteur nul, on a up · up �= 0. �

Supposons que V est de dimension finie.

Définition
Une base e1, e2, . . . , en de V est dite orthonormée si les vecteurs ei sont deux à
deux orthogonaux et de norme 1.

D’après la proposition, pour que des vecteurs e1, e2, . . . , en forment une base orthonor-
mée d’un espace hermitien V de dimension n, il faut et il suffit qu’ils appartiennent à
V , qu’ils soient deux à deux orthogonaux et tous de norme 1.

Exemples
® La base canonique de Rn est une base orthonormée pour le produit scalaire usuel.

® Les vecteurs
[
cos θ
sin θ

]
,
[− sin θ

cos θ

]
forment une base orthonormée de l’espace euclidien

R2 .

® Les vecteurs e1 =

[
cos θ cos ϕ
sin θ cos ϕ

sin ϕ

]
, e2 =

[
cos θ sinϕ
sin θ sin ϕ
− cos ϕ

]
, e3 =

[
− sin θ

cos θ
0

]
forment une

base orthonormée de R3 .

Remarque
Si e est un vecteur non nul de V , le vecteur e′ =(1/‖e‖)e est de norme 1, car d’après
les propriétés de la norme, on a ‖e′‖= (1/‖e‖)‖e‖= 1. Si des vecteurs sont non nuls
et deux à deux orthogonaux, alors en les divisant par leur norme, on obtient des
vecteurs deux à deux orthogonaux et de norme 1.

Proposition. Si e1, e2, . . . , en est une base orthonormée de V , alors pour tout vecteur
v ∈ V , on a v = (v · e1)e1 + (v · e2)e2 + · · · + (v · en)en .
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Démonstration. Soient x1, x2, . . . , xn les coordonnées de v dans la base e1, e2, . . . , en , de
sorte que v = x1e1 + x2e2 + · · · + xnen . Pour tout p = 1, 2, . . . , n, on a

v · ep = (x1e1) · ep + (x2e2) · ep + · · ·+ (xnen) · ep = x1(e1 · ep) + x2(e2 · ep) + · · ·+ xn(en · ep)

Puisque ei · ep = 0 pour i �= p, il vient v · ep = xp(ep · ep) = xp , car ep · ep = 1. �

Les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée s’obtiennent donc sim-
plement en calculant les produits hermitiens avec les vecteurs de la base. Il est
également aisé de calculer le produit hermitien de deux vecteurs dont on connaît les
coordonnées dans une base orthonormée.

Proposition. Si des vecteurs u et u′ ont pour coordonnées (x1,x2,. . .,xn) et (x′
1,x

′
2,. . .,x

′
n)

dans une base orthonormée de V , alors

u · u′ = x1x′
1 + x2x′

2 + · · · + xnx′
n et ‖u‖2 = |x1|2 + |x2|2 + · · · + |xn|2 .

Démonstration. Notons e1,e2,. . .en la base orthonormée considérée. On a ei ·u′=u′ · ei =x′
i ,

d’après la proposition précédente. Puisque u = x1e1 + · · · + xnen , on en déduit par linéarité
la formule pour le produit hermitien u · u′ . �

Construction de bases orthonormées
Voici un moyen d’obtenir une base orthonormée à partir d’une base quelconque de
l’espace vectoriel V . Cette méthode s’appelle l’algorithme de Gram-Schmidt.
Supposons par exemple V de dimension 3 et soit v1, v2, v3 une base de V .

Étape 1. On pose e1 = 1
‖v1‖

v1 , ce qui est possible car le vecteur v1 n’est pas nul.

Le vecteur e1 est de norme 1.
Étape 2.

λe1 vv 2

v1 e1

e2

Dans le plan engendré par v1, v2 , on considère un vecteur v = λe1 + v2 et
l’on cherche le scalaire λ pour que v soit orthogonal à e1 . La
condition s’écrit

0 = v · e1 = (λe1 + v2) · e1

= λe1 · e1 + v2 · e1 = λ + v2 · e1 car e1 · e1 = 1
Il vient λ = −v2 · e1 d’où v = −(v2 · e1)e1 + v2 .
Puisque v1 et v2 sont indépendants, e1 et v2 le sont aussi, donc
v n’est pas nul. On pose alors e2= 1

‖v‖ v : ainsi e2 est de norme 1 et orthogonal à e1 .

Étape 3. On cherche ensuite un vecteur w =λ1e1 +λ2e2 +v3 orthogonal à e1 et à e2 :

0 = w · e1 = λ1e1 · e1 + λ2e2 · e1 + v3 · e1 = λ1 + v3 · e1 car e2 · e1 = 0 et e1 · e1 = 1

0 = w · e2 = λ1e1 · e2 + λ2e2 · e2 + v3 · e2 = λ2 + v3 · e2 car e1 · e2 = 0 et e2 · e2 = 1
Le vecteur w = −(v3 · e1)e1 − (v3 · e2)e2 + v3 , est donc orthogonal à e1 et à e2 .
Puisque v3 n’est pas combinaison linéaire de v1 et v2 , il n’est pas non plus combi-
naison linéaire de e1 et e2 , donc w n’est pas nul. On pose e3 = 1

‖w‖w : le vecteur

e3 est de norme 1 et orthogonal à e1 et e2 .

Les vecteurs e1, e2, e3 forment ainsi une base orthonormée de V .
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Cet algorithme montre que : tout espace hermitien de dimension finie possède des bases
orthonormées.

1.3 Un exemple d'espace hermitien
Notons V l’ensemble des fonctions continues sur [0, T ] et à valeurs dans C. La
somme de deux fonctions continues est continue, ainsi que le produit d’une fonction
continue par un nombre, donc V est un C-espace vectoriel.
Définissons le produit hermitien des fonctions en posant

f · g = 1
T

∫ T

0
f(t)g(t) dt , pour toutes fonctions f et g appartenant à V .

Vérifions que les propriétés du produit hermitien sont bien satisfaites.
Rappelons que pour intégrer une fonction à valeurs complexes, on intègre sa partie

réelle et sa partie imaginaire. Il s’ensuit que l’on a
∫ T

0
f(t) dt =

∫ T

0
f(t) dt.

® f ·g= 1
T

∫ T

0
f(t)g(t) dt= 1

T

∫ T

0
g(t)f(t) dt= 1

T

∫ T

0
g(t)f(t) dt=g · f , d’où la symétrie

hermitienne.
® D’après la linéarité de l’intégrale, on a (λf) ·g =λ(f ·g) et (f1 +f2) ·g =f1 ·g+f2 ·g .

® f ·f = 1
T

∫ T

0
f(t)f(t) dt= 1

T

∫ T

0
|f(t)|2 dt est un nombre réel positif ou nul. Comme la

fonction x → |f(x)|2 est continue et positive ou nulle sur [0,T ], cette intégrale n’est
nulle que si |f(x)|=0 pour tout x, c’est-à-dire si f est la fonction nulle (page 288).

La norme d’une fonction f ∈ V est ‖f‖ =
(

1
T

∫ T

0
|f(t)|2 dt

)1/2
et l’inégalité de

Cauchy-Schwarz s’écrit (en multipliant par T )

(∗)
∣∣ ∫ T

0
f(t)g(t) dt

∣∣ �
(∫ T

0
|f(t)|2 dt

)1/2 (∫ T

0
|g(t)|2 dt

)1/2

Une famille de vecteurs orthogonaux. Posons ω = 2π/T . Pour tout entier
n ∈ Z, définissons la fonction en : R → C par la formule

en(x) = en iωx , pour tout x ∈ R.

Ces fonctions en sont continues et comme on a n iω(x + T ) = n iωx + 2πn i, il vient
en(x + T ) = en(x) : les fonctions en sont donc périodiques de période T .

Si n �= 0, il s’ensuit
∫ T

0
en iωt dt = 1

n i ω

[
en iωt

]T

0 = 0. Puisque e0(x) = 1, il vient∫ T

0 en(t) dt = 0 si n �= 0 et 1
T

∫ T

0 e0(t) dt = 1

Remarquons les formules ep(x) = e−p iωx = e−p(x) et en(x)ep(x) = en iωxep iωx =
en+p(x). On en déduit que pour tous entiers relatifs n et p, on a∫ T

0
en(t)ep(t) dt =

∫ T

0
en(t)e−p(t) dt =

∫ T

0
en−p(t) dt
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donc

en · ep =
{

0 si n �= p

1 si n = p

Dans l’espace V , les vecteurs en sont deux à deux orthogonaux et de norme 1. En
particulier, pour tout entier k � 1, les vecteurs e0, e1, . . . , ek sont indépendants, donc
l’espace vectoriel V n’est pas de dimension finie.

Le produit hermitien qu’on vient de définir joue un rôle important lorsqu’on veut
approcher un signal périodique par des fonctions trigonométriques (voir page 549).

1.4 Sous-espace orthogonaux et projections

Définition
Soit W un sous-espace vectoriel d’un espace hermitien V . On dit qu’un vecteur
u ∈ V est orthogonal à W s’il est orthogonal à tous les vecteurs de W .

Le vecteur nul est toujours orthogonal à W . Si u et u′ sont des vecteurs orthogonaux à
W , alors on a u ·w=0=u′ ·w pour tout w∈W , donc aussi (λu) ·w=0 et (u+u′) ·w=0 :
les vecteurs λu et u + u′ sont donc orthogonaux à W . Ainsi l’ensemble des vecteurs
de V qui sont orthogonaux à W est un sous-espace vectoriel de V .

Définition
Soit W un sous-espace vectoriel de V . Le sous-espace vectoriel de V formé des
vecteurs orthogonaux à W s’appelle l’orthogonal de W et se note W⊥ .

Proposition. Les sous-espaces W et W⊥ n’ont en commun que le vecteur nul.

En effet, si u est dans W⊥ , il est orthogonal à tous les vecteurs de W ; si de plus
u ∈ W , alors u est en particulier orthogonal à u, donc u est le vecteur nul.

Attention : lorsque W n’est pas de dimension finie, W⊥ peut être réduit au vecteur
nul (exercice 11).

Projection sur un sous-espace de dimension finie
Supposons que W est un sous-espace de dimension finie de V .

Il existe donc une base orthonormée e1, e2, . . . , en de W . Soit u ∈ V et soit
u′ = (u · e1)e1 + (u · e2)e2 + · · · + (u · en)en . Le vecteur u′ appartient à W , ses coor-
données dans la base e1, e2, . . . , en sont les u · ei , donc u′ · ei = u · ei d’après une
proposition page 205. Il s’ensuit (u − u′) · ei = 0 pour tout i, donc u − u′ est ortho-
gonal aux vecteurs e1, e2, . . . , en . Comme tout vecteur de W est combinaison linéaire
de e1, e2, . . . , en , le vecteur u − u′ est orthogonal à W , autrement dit u − u′ ∈ W⊥ .
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Théorème de la projection. Soit W un sous-espace vectoriel de dimension finie de V .

® Pour tout vecteur u∈V , il existe un unique vecteur pW (u)∈W tel que u−pW (u)∈W⊥ .
Le vecteur pW (u) s’appelle le projeté orthogonal de u sur W .

® Si e1, e2, . . . , en est une base orthonormée de W , alors

pW (u) = (u · e1)e1 + (u · e2)e2 + · · · + (u · en)en

® L’application pW : V → W est linéaire et s’appelle la projection orthogonale sur W .

® Si u est un vecteur de V , alors

i) ‖u‖2 = ‖pW (u)‖2 + ‖u − pW (u)‖2

ii) u ∈ W ⇐⇒ pW (u) = u et u ∈ W⊥ ⇐⇒ pW (u) = 0
iii) pour tout vecteur w ∈ W , on a ‖u − w‖ � ‖u − pW (u)‖.

Démonstration.

pW (u)

pW (u)

u

u −
W

W

⊥

Nous avons montré ci-dessus que si e1,e2, . . . ,en est une base orthonormée
de W , alors en posant

pW (u) = u′ = (u · e1)e1 + (u · e2)e2 + · · · + (u · en)en ,

on a u′ ∈ W et u − u′ ∈ W⊥ .
Montrons l’unicité du projeté orthogonal. Supposons que u′′

est aussi un vecteur de W tel que u− u′′ ∈ W⊥ . Le vecteur
(u − u′′) − (u − u′) appartient à W⊥ et u′ − u′′ appartient
à W ; puisqu’on a (u − u′′) − (u − u′) = u′ − u′′ , ce vecteur
appartient à W et à W⊥ , donc il est nul. D’après l’expression ci-dessus de pW (u) dans une
base orthonormée de W , l’application u → pW (u) est linéaire.
La propriété (i) est une application du théorème de Pythagore. Montrons (ii) : si u ∈ W , alors
par définition du projeté orthogonal, on a u = pW (u) car 0 = u − u est dans W⊥ ; récipro-
quement, si u = pW (u), alors u ∈ W , car pW (u) ∈ W ; si u ∈ W⊥ , alors u − 0 ∈ W⊥ , donc
pW (u) = 0 ; réciproquement, si pW (u) = 0, alors u − pW (u) = u est dans W⊥ .
Soit u∈V et w∈W . Puisque u−pW (u)∈W⊥ et pW (u)−w∈W , ces vecteurs sont orthogonaux.
D’après le théorème de Pythagore, il vient

‖u−w‖2 = ‖
(
u− pW (u)

)
+

(
pW (u)−w

)
‖2 = ‖u− pW (u)‖2 + ‖pW (u)−w‖2 � ‖u− pW (u)‖2 .

�

Voici la signification de la propriété (iii) : si l’on cherche à approcher un vecteur de u∈ V

par un vecteur de W , la meilleure approximation en norme est le projeté orthogonal pW (u).

Cas d'un espace V de dimension finie

Proposition. Si l’espace hermitien V est de dimension finie, alors pour tout sous-espace
vectoriel W de V , on a dimW + dim(W⊥) = dimV et (W⊥)⊥ = W .

Démonstration. La projection orthogonale pW :V →W est une application linéaire d’image W

et de noyau W⊥ . D’après la formule de la dimension (page 172), on a donc dimW +dim(W⊥)=
dimV . En appliquant cette égalité à W⊥ , il vient dim

((
W⊥)⊥)

= dimV −dim(W⊥) = dimW .

Tout vecteur de W est orthogonal à tout vecteur de W⊥ , donc on a l’inclusion W ⊂
(
W⊥)⊥

.

D’après la propriété (4) page 165, on en déduit l’égalité W =
(
W⊥)⊥

. �
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Hyperplans d'un espace euclidien de dimension finie.

h V

H= h⊥

Supposons que V

est un espace euclidien de dimension n.

® Si h est un vecteur non nul de V , l’ensemble des vecteurs de
V orthogonaux à h est un hyperplan de V , appelé hyperplan
orthogonal à h et noté h⊥ .

® Pour tout hyperplan H de V , il existe un vecteur h �= 0 tel
que H = h⊥ .

® Soit B une base orthonormée de V . Un sous-espace H de V est un hyperplan si et
seulement s’il a dans B une équation de la forme a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0, où
les scalaires ai ne sont pas tous nuls. Dans ce cas, H est l’orthogonal du vecteur de
coordonnées (a1, a2, . . . , an).

Démonstration. Si h est un vecteur non nul de V , le sous-espace engendré par h est de
dimension 1, donc h⊥ est de dimension n−1. Réciproquement, si H est un sous-espace de di-
mension n−1, alors H⊥ est de dimension 1 : en choisissant un vecteur non nul h∈H⊥ , on a donc

h⊥=
(
H⊥)⊥=H . Soient (a1,a2,. . .,an) les coordonnées de h dans la base B . Un vecteur x de co-

ordonnées (x1,x2,. . .,xn) est orthogonal à h si et seulement si a1x1+a2x2+· · ·+anxn=h·x=0. �

Par le théorème de la projection, il est très simple de calculer le projeté d’un vecteur
sur un sous-espace W dont on connaît une base orthonormée. On peut cependant
avoir besoin d’exprimer le vecteur projeté au moyen d’une base quelconque de W .
Avant d’établir une telle formule, démontrons un résultat préliminaire.

Proposition. Soit A une matrice réelle à n lignes et p colonnes. Si p � n et si les
colonnes de A sont indépendantes, alors la matrice (tA)A est carrée de taille p et inversible.

Démonstration. Supposons que X ∈ Rp est un vecteur-colonne tel que (tA A)X = 0. En
multipliant à gauche par la matrice-ligne tX , il vient 0=(tXtA)(AX)= t(AX)(AX)=‖AX‖2 ,
où la norme est la norme euclidienne dans Rn . On a donc AX = 0. Puisque les colonnes de
A sont indépendantes, on en déduit X = 0. Cela montre que l’équation linéaire (tAA)X = 0
a pour seule solution X = 0 : la matrice carrée tA A est donc inversible. �

Proposition. Soient u1, u2, . . . , up des vecteurs indépendants appartenant à Rn et soit
W le sous-espace vectoriel de Rn engendré par u1,u2, . . . ,up . Soit A la matrice ayant pour
colonnes les coordonnées de u1,u2,. . .,up . Alors pour tout vecteur-colonne X∈Rn , le projeté

orthogonal de X sur W est pW (X) = y1u1 + · · · + ypup , où

⎡⎣ y1
...

yp

⎤⎦ = (tA A)−1(tA)X .

® Cette formule donne les coordonnées du projeté orthogonal dans la base u1,u2,. . .,up

de W .
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® Si A1,A2, . . . ,Ap sont les colonnes de A, les coordonnées de pW (X) dans la base

canonique sont y1A1 + y2A2 + · · · + ypAp = A

⎡⎣ y1
...

yp

⎤⎦.

La projection pW : Rn → Rn a pour matrice A(tA A)−1(tA)
dans la base canonique de Rn .

Démonstration de la proposition. Tout vecteur X ∈ Rn se décompose en X = X ′ +X ′′ ,
où X ′ ∈W et X ′′ ∈W⊥ . En notant Ai les colonnes de A, les coefficients de la matrice-colonne
(tA)X ′′ sont les produits scalaires (tAi)X ′′ = ui ·X ′′ qui sont nuls puisque X ′′ est orthogonal
à tous les vecteurs de W . Il vient donc (tAA)−1(tA)X = (tAA)−1(tA)X ′ + (tAA)−1(tA)X ′′ =
(tA A)−1(tA)X ′ . Puisque X ′ ∈ W , on a X ′ = y1A1 + y2A2 + · · · + ypAp = AY , où Y est la
matrice-colonne des coefficients yi . Alors (tAA)−1(tA)X ′ = (tAA)−1(tAA)Y = IpY = Y , d’où
le résultat puisque X ′ = pW (X) par définition du projeté orthogonal. �

1.5 Une application : la méthode des moindres carrés
Le problème. Supposons qu’une quantité réelle y dépende d’un paramètre x et
qu’on dispose de n mesures y1, y2, . . . , yn correspondant à des valeurs x1, x2, . . . , xn

du paramètre ; on suppose n � 2 et que les xi ne sont pas tous égaux.
Il s’agit de trouver une relation de la forme y = ax + b qui approxime le mieux la
relation entre les xi et les yi : précisément, on cherche à déterminer a et b pour que

la somme des écarts
[
yi − (axi + b)

]2
soit la plus petite possible.

y

x

yi

xi

axi + b

y= ax+b

La droite d’équation y = ax + b sera celle qui s’écarte glo-
balement le moins des points (xi, yi) ; on l’appelle la droite
de régression.
La droite de régression permet de calculer pour tout x une
valeur raisonnable de y : on peut ainsi faire des extrapola-
tions.
Pour déterminer la droite de régression, nous utiliserons le théorème de projection
dans l’espace euclidien usuel Rn .

Résolution
Notons X le vecteur-colonne de Rn de coefficients (x1, x2, . . . , xn), Y le vecteur-
colonne de coefficients (y1, y2, . . . , yn) et U le vecteur-colonne de Rn dont toutes les
coordonnées sont égales à 1.
Pour tous nombres a et b, les yi−axi−b sont les coordonnées du vecteur Y −aX−bU

et la somme des (yi−axi− b)2 est égale à ‖Y −aX − bU‖2 . Quand a et b parcourent
les nombres réels, le vecteur aX + bU parcourt le sous-espace vectoriel W de Rn

engendré par X et U . Puisque les nombres xi ne sont pas tous égaux, les vecteurs
X et U ne sont pas colinéaires, donc ils forment une base de W.
D’après la propriété (iii) du théorème de projection, la norme ‖Y − aX − bU‖ sera
minimum si aX + bU est la projection orthogonale de Y sur W.
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Soit A = [X U ] la matrice à n lignes dont les deux colonnes sont X et U . D’après
la proposition précédente, le projeté orthogonal de Y sur W est A(tA A)−1(tA Y ).

® La matrice tA A est carrée de taille 2 : on a

tA A =
[

tX
tU

]
[X U ] =

[
tXX tXU
tUX tUU

]
=

[
‖X‖2 X · U
U · X ‖U‖2

]
.

Le produit scalaire X · U est la somme sx = x1 + x2 + · · · + xn et ‖U‖2 = n. En
posant sx2 = x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n = ‖X‖2 , il vient donc

(tA A)−1 =
[
sx2 sx
sx n

]−1
= 1

nsx2 − s2
x

[
n −sx

−sx sx2

]
® On a tA Y =

[ tX
tU

]
Y =

[ tX Y
tU Y

]
=

[
sxy
sy

]
, où sxy = x1y1 + x2y2 + · · · + xnyn et

sy = y1 + y2 + · · · + yn .

Il vient (tAA)−1(tAY ) = 1
nsx2 − s2

x

[
n −sx

−sx sx2

][
sxy
sy

]
= 1

nsx2 − s2
x

[
nsxy − sxsy

sx2sy − sxsxy

]
.

En posant

a =
nsxy − sxsy

nsx2 − s2
x

et b =
sx2sy − sxsxy

nsx2 − s2
x

,

on obtient pW(Y ) = A
[
a
b

]
= aX + bU .

La droite de régression a donc pour équation y = ax + b.
y

x
1

1

2

2

3

3

4 5

Par exemple, pour les données du tableau suivant,

xi 0,3 0,8 1,1 1,6 2,3 2,6 3,0 3,4 4,1 4,5
yi 1,2 1,5 1,2 1,9 1,3 2,4 2,0 2,5 2,1 2,0

la droite de régression a pour équation y = 0,24x + 1,23.

Généralisation. La méthode précédente s’applique aussi bien lorsque les données
yi dépendent de plusieurs paramètres x, x′, . . .. Par exemple dans le cas de deux
paramètres, on considère dans l’espace R3 les points Mi = (xi, x

′
i, yi) et il s’agit de

trouver un plan affine P minimisant la somme des d(Mi, P )2 , où d(M, P ) est la
distance du point M au plan P .

R
3

M

x

x′

y

P

H

M ′

α

Si H est le projeté orthogonal de M sur P et si M ′ est le
projeté de M dans la direction de l’axe des y , alors on a
MH =d(M,P )=MM ′|cosα|, où α est l’écart angulaire entre
la normale à P et l’axe des y . Il revient donc au même de
minimiser la somme des M ′

iMi
2 .

Si l’équation du plan P est y = ax+a′x′ + b, alors M ′
i a pour

coordonnées (xi,x
′
i,axi+a′x′

i+b) et M ′
iMi=|yi−axi−a′x′

i−b|.
On cherche donc des nombres a, a′, b rendant minimum la
somme des (yi − axi − a′x′

i − b)2 .
Supposons que le nombre des données est n � 3 et notons
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X , X ′ et Y les vecteurs de Rn de coordonnées (xi), (x′
i) et (yi). En appelant

encore U le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales à 1, la somme des
(yi − axi − a′x′

i − b)2 est ‖Y − aX − a′X ′ − bU‖2 : on projette donc orthogonalement
Y sur le sous-espace W de Rn engendré par X, X ′, U ; en général, ces vecteurs
sont indépendants et W est de dimension 3. Pour effectuer les calculs, on utilise la
formule de la proposition précédente.

2. Matrices unitaires, matrices hermitiennes
Dans ce paragraphe, V est un espace hermitien de dimension n.

Notations. Si X est un vecteur-colonne de Kn , on note X le vecteur obtenu en
conjuguant tous les coefficients de X . De même, si A est une matrice, A est la
matrice ayant pour coefficients les conjugués des coefficients de A.
Par définition de la transposée et du produit matriciel, on a

t(A) = tA , AB = AB et donc, si A est inversible, A−1 = (A)−1 .

Expression du produit hermitien dans une base orthonormée
Si e1, e2, . . . , en est une base orthonormée de V et si u et u′ sont des vecteurs de
V , alors d’après la proposition page 206, on a u · u′ = (tU)U ′ , où U et U ′ sont les
vecteurs-colonne des coordonnées de u et u′ dans cette base.

2.1 Caractérisation matricielle d'une base orthonormée
Donnons-nous une base orthonormée B de V .
Soient u1, u2, . . . , un des vecteurs, U1, U2, . . . , Un les vecteurs-colonne de leurs coor-
données dans la base B et U la matrice ayant U1, U2, . . . , Un pour colonnes.
Puisque B est orthonormée, on a ui · uj = (tUi)Uj et par définition du produit
matriciel, ce nombre est le coefficient situé en i-ème ligne et j -ème colonne dans la
matrice (tU)U .
Pour que les vecteurs u1, u2, . . . , un forment une base orthonormée de V , il faut et
il suffit que l’on ait (tUi)Uj = 0 si i �= j et (tUi)Ui = 1 pour tous i et j , autrement
dit que l’on ait (tU)U = In .

Définitions
Une matrice U∈Mn(C) telle que (tU)U =In est dite unitaire. Une matrice U∈Mn(R)
telle que (tU)U = In est dite orthogonale. On note U(n) l’ensemble des matrices
unitaires de Mn(C) et O(n) l’ensemble des matrices orthogonales de Mn(R).

Proposition. Soit B une base orthonormée de V . Pour que des vecteurs u1, u2, . . . , un

de V forment une base orthonormée de V , il faut et il suffit que la matrice des coordonnées
des ui dans la base B soit unitaire si K = C, orthogonale si K = R.
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Une matrice de Mn(C) est unitaire si et seulement si ses colonnes forment une base
orthonormée de Cn ; une matrice de Mn(R) est orthogonale si et seulement si ses
colonnes forment une base orthonormée de Rn .

Exemples
® Chacune des matrices

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
,

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
et

[
1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

]
est

orthogonale.

® Si α et β sont des nombres complexes, les vecteurs
[
α
β

]
et

[
−β

α

]
sont orthogo-

naux dans l’espace hermitien usuel C2 . Il s’ensuit que si |α|2 + |β|2 = 1, alors la

matrice
[

α −β
β α

]
est unitaire.

® Une matrice est orthogonale si et seulement si elle est unitaire et à coefficients réels.

Propriétés des matrices unitaires ou orthogonales
i) Toute matrice P unitaire (ou orthogonale) est inversible et P−1 est unitaire (ou orthogo-

nale). On a P−1 = tP si P est unitaire, P−1 = tP si P est orthogonale : pour inverser
une matrice orthogonale, il suffit de la transposer.

ii) Le produit de deux matrices unitaires (ou orthogonales) est unitaire (ou orthogonale).
iii) Le déterminant d’une matrice unitaire est un nombre complexe de module 1.

Le déterminant d’une matrice orthogonale est égal à ±1.

Démonstration. Si P est une matrice carrée, on a (tP )P = In ⇐⇒ (tP )P = In = In : une
matrice P est donc unitaire si et seulement si P−1 = tP ; posons alors Q = P−1 : puisque
Q = tP , on a tQ = P = Q−1 , donc Q est unitaire et nous avons montré (i).
Si P et Q sont des matrices unitaires, alors t(PQ)PQ = tQ tP P Q = tQInQ = tQQ = In ,
donc PQ est unitaire, d’où (ii).
Pour toute matrice carrée P à coefficients complexes, on a det P = det P , donc det

(
(tP )P

)
=

(det tP )(det P ) = (detP )(det P ) = |detP |2 . Si P est une matrice unitaire, il vient 1 = detIn =
det

(
(tP )P

)
= | det P |2 . Si de plus P est à coefficients réels, son déterminant est un nombre

réel et l’égalité |det P |2 = 1 implique det P = ±1. �

2.2 Isométries d'un espace euclidien de dimension finie
Dans l’espace euclidien usuel de dimension 3, les rotations et les symétries sont des
transformations qui conservent la distance : si f est une telle transformation, on a∥∥f

( −−−−−→
AB

)∥∥ = ‖
−−−−−→
AB ‖ pour tous points A et B , autrement dit f ne change pas la

norme des vecteurs. Ces transformations seront étudiées à la fin du chapitre, mais
nous présentons maintenant leurs propriétés générales.
Dans ce paragraphe, V est un espace euclidien de dimension n.

Définition
Une transformation linéaire f : V → V est une isométrie de V si ‖f(u)‖= ‖u‖ pour
tout vecteur u ∈ V .
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Propriétés d'une isométrie. Si f : V → V est une isométrie, alors

i) pour tous vecteurs u et v de V , on a f(u) ·f(v)=u ·v (conservation du produit scalaire) ;
ii) f est une bijection et f−1 est une isométrie.

Démonstration. Pour tous vecteurs u et v , on a 2(u · v) = ‖u + v‖2 −‖u‖2 −‖v‖2 . Si f est
une isométrie, alors

2 f(u) · f(v) = ‖f(u) + f(v)‖2 − ‖f(u)‖2 − ‖f(v)‖2 = ‖f(u + v)‖2 − ‖f(u)‖2 − ‖f(v)‖2

= ‖u + v‖2 − ‖u‖2 − ‖v‖2 = 2u · v .

Si f(u)=0, alors il vient 0=‖f(u)‖=‖u‖, donc u=0 : cela montre que le noyau de f est réduit
au vecteur nul, donc la transformation linéaire f est bijective, d’après un corollaire page 173. �

Caractérisation d'une isométrie. Pour qu’une transformation linéaire f : V → V
soit une isométrie, il faut et il suffit que la matrice de f dans une base orthonormée soit
une matrice orthogonale.

Démonstration. Soit A la matrice de f dans une base orthonormée (e1, e2, . . . , en) de V .
Notons Ai la i-ème colonne de A : elle est formée des coordonnées de f(ei).
Supposons que f est une isométrie. Puisque ei et ej sont orthogonaux pour i �= j , f(ei) et
f(ej) le sont aussi, ce qui se traduit par (tAi)Aj = 0 ; puisque ei est de norme 1, f(ei) aussi,
donc (tAi)Ai = 1. Ces relations signifient que A est une matrice orthogonale. Réciproquement,
si A est orthogonale, alors pour tout vecteur u de coordonnées X , on a u · u = (tX)X et
f(u) · f(u) = t(AX)(AX) = (tX)(tA)AX = (tX)InX = (tX)X , d’où ‖f(u)‖2 = ‖u‖2 . �

Groupe des isométries de V. La composée de deux isométries est une isomé-
trie, l’application identité est une isométrie et si f est une isométrie, alors f−1 aussi.
Les isométries de V forment donc un groupe de transformations.

2.3 Diagonalisation des matrices hermitiennes

Définition
Une matrice M ∈ Mn(C) telle que tM = M s’appelle une matrice hermitienne.

Une matrice à coefficients réels est hermitienne si et seulement si elle est symétrique.

Exemple. Toute matrice hermitienne de taille 2 est de la forme[
x a − b i

a + b i y

]
=

x + y

2
I2 +

x − y

2

[
1 0
0 −1

]
+ a

[
0 1
1 0

]
+ b

[
0 − i
i 0

]
,

où x, y, a, b sont des nombres réels. Les matrices hermitiennes
[
1 0
0 −1

]
,

[
0 1
1 0

]
et[

0 − i
i 0

]
s’appellent les matrices de Pauli (exercice 5, page 156).

Proposition. Si M ∈ Mn(C) est une matrice hermitienne et si U est une matrice
unitaire de taille n, alors U−1MU est hermitienne. Si S ∈ Mn(R) est symétrique et si P
est une matrice orthogonale de taille n, alors P−1SP est symétrique.
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Démonstration. On a t(U−1MU)=(tU)(tM)(tU−1)= U−1M U car tU =U−1 et tM = M .
Il vient t(U−1MU) = U−1MU , donc U−1MU est hermitienne. �

Valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice hermitienne
® Les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont des nombres réels. Des vecteurs propres

associés à deux valeurs propres différentes sont orthogonaux dans Cn .
® Pour une matrice symétrique réelle, des vecteurs propres associés à deux valeurs propres

différentes sont orthogonaux dans Rn .

Démonstration. Soit M une matrice hermitienne de taille n et soient X , Y des vecteurs
propres associés à des valeurs propres λ et μ. On a MX = λX , MY = μY et donc

(tX)(tM)Y = t(MX)Y = t(λX)Y = λt(XY ) = λ(X · Y )

(tX)MY = (tX)MY = (tX)μY = (tX)μY = μ(tX)Y = μ(X · Y ) .

Puisque tM = M , on en déduit l’égalité λ(X · Y ) = μ(X · Y ), ou encore (λ − μ)X · Y = 0.
Choisissons X = Y , donc λ = μ : il vient (μ − μ)‖X‖2 , donc μ = μ , car ‖X‖ n’est pas nul.
Supposons λ �= μ : alors λ − μ = λ − μ �= 0, donc X · Y = 0. �

Voici un résultat fondamental, ainsi que son corollaire.

Diagonalisation des matrices hermitiennes. Si M est une matrice hermitienne
de taille n, il existe une matrice unitaire U telle que U−1MU est diagonale à coefficients
réels. En particulier, M est diagonalisable sur C et les colonnes de U forment une base
orthonormée de Cn formée de vecteurs propres pour la transformation X → MX .

Démonstration. Remarquons que le résultat est évident pour une matrice de taille 1 et mon-
trons la première affirmation par récurrence sur la taille de la matrice. Soient λ une valeur propre
de M et e∈Cn un vecteur propre pour λ, choisi de manière que ‖e‖=1. Soit W le sous-espace
vectoriel de Cn orthogonal à e. Puisque W est de dimension n−1, il existe une base orthonor-
mée (w2,. . .,wn) de W et les vecteurs e,w2,. . .,wn forment alors une base orthonormée de Cn .
Puisque f(e) = λe, la transformation f : X →MX a, dans cette base, une matrice de la forme

A =
[
λ ∗
0 M ′

]
, où M ′ est une matrice carrée de taille n−1. La matrice Q formée des vecteurs-

colonne e,w2,. . .,wn est unitaire et d’après la formule du changement de base, on a A=Q−1MQ.
D’après la première proposition de ce paragraphe, A est une matrice hermitienne, ce qui im-
plique à la fois que sa première ligne est [λ 0 · · · 0 ] et que M ′ est hermitienne. Par hypothèse
de récurrence, il existe donc une matrice R′ unitaire de taille n−1 telle que R′−1M ′R′ est dia-

gonale. Posons R=
[ 1 0
0 R′

]
. La matrice R a ses vecteurs-colonne deux à deux orthogonaux et de

norme 1, donc R est unitaire et R−1=
[ 1 0
0 R′−1

]
. D’après les règles du produit matriciel, il vient

R−1AR =
[ 1 0
0 R′−1

] [
λ 0
0 M ′

] [ 1 0
0 R′

]
=

[
λ 0
0 R′−1M ′R

]
=

[
λ 0
0 D′

]
où D′ est diagonale. On a R−1AR=R−1Q−1MQR=(QR)−1M(QR). Puisque les matrices Q
et R sont unitaires, il en va de même de leur produit U =QR. En posant D′ = diag(λ2, . . . ,λn)
et λ1 =λ, on a donc U−1MU = diag(λ1, . . . ,λn). Puisque U−1MU est diagonale, les vecteurs-
colonne de U sont vecteurs propres de la transformation X →MX : en effet, si Ui est le i-ème
vecteur-colonne de U , alors MUi =MUEi =U diag(λ1,· · ·,λn)Ei =U(λiEi)=λiUEi =λiUi . �
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Si S est une matrice symétrique à coefficients réels, elle est hermitienne, donc ses
valeurs propres sont réelles ; puisque S est réelle, ses vecteurs propres le sont aussi,
d’où la propriété suivante.

Diagonalisation des matrices symétriques réelles. Si S est une matrice sy-
métrique réelle de taille n, il existe une matrice orthogonale P telle que P−1SP est
diagonale. En particulier, S est diagonalisable sur R et les colonnes de P forment une base
orthonormée de Rn formée de vecteurs propres pour la transformation X → SX de Rn .

Exemple. La matrice S =

[
3 0 1
0 3 1
1 1 2

]
est symétrique à coefficients réels, de polynôme

caractéristique det(S − zI3) = (1 − z)(3 − z)(4 − z).

® Le vecteur (1, 1,−2) est propre pour la valeur propre 1 et de norme
√

6,

® le vecteur (1,−1, 0) est propre pour la valeur propre 3 et de norme
√

2,

® le vecteur (1, 1, 1) est propre pour la valeur propre 4 et de norme
√

3.

Ces vecteurs sont deux à deux orthogonaux dans R3 , donc les vecteurs

E1 = 1√
6

[
1
1

−2

]
, E2 = 1√

2

[
1

−1
0

]
, E3 = 1√

3

[
1
1
1

]
forment une base orthonormée deR3 . En mettant E1, E2, E3 en colonnes, on obtient

la matrice orthogonale P = 1
6

⎡⎣ √
6 3

√
2 2

√
3√

6 −3
√

2 2
√

3
−2

√
6 0 2

√
3

⎤⎦ telle que P−1SP =

[
1 0 0
0 3 0
0 0 4

]
.

Dans les applications, on considère souvent les produits scalaires mutuels de vecteurs
M1,M2, . . . ,Mp de Rn en formant la matrice dont le coefficient en position (i, j) est
le produit scalaire Mi · Mj = (tMi)Mj . En appelant M = [M1 . . . Mp ] la matrice
de taille (n, p) ayant pour colonnes M1, . . . , Mp , on obtient ainsi la matrice carrée
[Mi·Mj ] = (tM)M , de taille p. Rappelons (page 210) que si M1, . . . , Mp sont des
vecteurs indépendants, la matrice (tM)M est inversible.

Proposition. Soit M ∈ Mn,p(R).

® La matrice (tM)M est symétrique et ses valeurs propres sont des nombres réels positifs
ou nuls.

® Supposons que M est une matrice carrée. Alors M est inversible si et seulement si les
valeurs propres de (tM)M sont toutes strictement positives.

Démonstration. La matrice A = (tM)M est carrée de taille p et la transposée de A est
(tM)t(tM)= (tM)M =A, donc A est symétrique. D’après le corollaire précédent, il existe une
matrice orthogonale P telle que P−1AP =D=diag(λ1,λ2,. . .,λp), où les λi son réels. Puisque
P−1 = tP , il vient D = (tP )AP = (tP )(tM)MP = t(MP )(MP ) et pour tout vecteur-colonne
X ∈ Rp , on a X ·DX = (tX)DX = (tX)t(MP )MPX = t(MPX)MPX = ‖MPX‖2 � 0. En
prenant pour X le vecteur canonique Ei , on obtient DEi = λiEi et λi = Ei · DEi � 0.
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Supposons que M est une matrice carrée. On a detA = (det tM)(detM) = (detM)2 . Puisque
det A = det D est le produit des λi , le déterminant de M est non nul si et seulement si les
λi sont tous non nuls. �

Construction de produits scalaires
Soit S ∈ Mn(R). Pour tous vecteurs-colonne X et X ′ appartenant à Rn , le produit
(tX)SX ′ du vecteur-ligne tX par le vecteur-colonne SX ′ est une matrice de taille
1, c’est-à-dire un nombre réel ; une telle matrice est évidemment égale à sa transpo-
sée, donc (tX)SX ′ = t

(
(tX)SX ′) = (tX ′)(tS)X . Si l’on suppose en outre que S est

symétrique, alors il vient (tX)SX ′ = (tX ′)SX .

Puisque le nombre (tX)SX ′ dépend linéairement de X et de X ′ , l’application
(X, X ′) → (tX)SX ′ définira un produit scalaire sur Rn si l’on a la propriété de
positivité : (tX)SX > 0 pour tout vecteur X �= 0.

Définition
Une matrice S symétrique à coefficients réels est dite définie positive si (tX)SX > 0
pour tout vecteur-colonne X �= 0.

Proposition. Soit S une matrice symétrique à coefficients réels et de taille n.

a) Si r est la plus petite valeur propre de S et R la plus grande, alors pour tout vecteur

X =

⎡⎣ x1
...

xn

⎤⎦, on a r
∑n

i=1 x2
i � (tX)SX � R

∑n
i=1 x2

i .

b) La matrice S est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
strictement positives. Dans ce cas, (X,X ′) → (tX)SX ′ est un produit scalaire sur Rn .

Démonstration. D’après le corollaire précédent, il existe une matrice orthogonale P et une
matrice diagonale D=diag(λ1,λ2,. . .,λn) telle que P−1SP =D . Soit X∈Rn un vecteur-colonne.
Puisque P est inversible, il y a un vecteur Y tel que X=PY et l’on a (tX)SX=(tY )(tP )SPY =
(tY )P−1SPY car P est orthogonale. Il vient (tX)SX = (tY )DY = λ1y

2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny2

n .
Puisqu’on a r�λi�R pour tout i, on en déduit r

∑n
i=1y2

i �(tX)SX�R
∑n

i=1y2
i . De plus, X et

Y ont la même norme euclidienne, car la matrice P est orthogonale, donc
∑n

i=1 y2
i =

∑n
i=1 x2

i .
Si toutes les valeurs propres λi sont strictement positives, alors il vient 0 < r‖X‖2 � (tX)SX

pour X �= 0 : ainsi la matrice S est définie positive et l’expression (tX)SX ′ définit un produit
scalaire sur Rn . Réciproquement, s’il existe k tel que λk � 0, alors pour le vecteur canonique
Y = Ek , on a (tY )DY = λky2

k � 0, donc (tX)SX � 0 si X = PEk . �

Remarque
Dans la proposition, l’inégalité de gauche est une égalité si X est un vecteur propre
pour la plus petite valeur propre de S ; celle de droite est une égalité si X est un
vecteur propre pour la plus grande valeur propre.
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Exemple 1. Cherchons à quelle condition la matrice symétrique réelle S=
[
p q
q r

]
est

définie positive. Le polynôme caractéristique est
∣∣p − z q

q r − z

∣∣=z2−(p+r)z+pr−q2 .

Les racines sont positives si et seulement si leur produit pr− q2 et leur somme p+ r

sont positifs. Ces conditions sont équivalentes à pr− q2 > 0 et p > 0, car pr > q2 � 0
implique que p et r sont de même signe, donc du signe de leur somme. On re-
trouve ainsi les conditions qui ont permis, page 202, de construire un produit scalaire

xx′ + q(xy′ + x′y) + ryy′ = [x y ]
[
p q
q r

] [
x′

y′

]
sur R2 .

Exemple 2 : étude d'une ellipse. Soit E la courbe d’équation 5x2+4xy+2y2=9.
On a

5x2 + 4xy + 2y2 = [x y ]
[
5 2
2 2

] [
x
y

]
.

La matrice S =
[
5 2
2 2

]
est symétrique, son polynôme caractéristique est z2 − 7z +6 =

(z − 1)(z − 6), ses valeurs propres sont strictement positives, donc S est définie po-
sitive. Le vecteur (1,−2) est propre pour la valeur propre 1 et le vecteur orthogonal
(2, 1) est propre pour la valeur propre 6. Les vecteurs

E1 = 1√
5

[
1

−2

]
et E2 = 1√

5

[
2
1

]
forment une base orthonormée de vecteurs propres de S . Si P est la matrice ortho-
gonale de colonnes E1,E2 , les coordonnées dans (E1,E2) d’un vecteur X ∈ R2 sont
données par le vecteur-colonne U tel que X = PU . On a

5x2 + 4xy + 2y2 = tXSX = t(PU)SPU = (tU)(tP )SPU , où U =
[
u
v

]
,

= (tU)P−1SPU , car tP = P−1,

= (tU)
[
1 0
0 6

]
U = u2 + 6v2 .

1

1E

u

y

x

v

E1

E2

L’équation de E dans la base orthonormée (E1, E2) est donc
simplement

u2 + 6v2 = 9 (équation réduite)

Ainsi E est une ellipse d’axes dirigés par les vecteurs E1 et E2 . Pour
un point de l’ellipse, on a −3 � u � 3 et −(1/2)

√
6 � v � (1/2)

√
6 :

le petit axe, dirigé par E2 , a pour longueur
√

6 et le grand axe a
pour longueur 6.

Exemple 3 : un ellipsoïde. Reprenons la matrice symétrique S =

[
3 0 1
0 3 1
1 1 2

]
étu-

diée page 217. Soit K un nombre positif et EK la surface d’équation

3x2 + 3y2 + 2z2 + 2xz + 2yz = K2 .
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On a 3x2 + 3y2 + 2z2 + 2xz + 2yz = tXSX , pour tout X =

[
x
y
z

]
.

Pour étudier la surface, plaçons-nous dans la base orthonormée (E1, E2, E3) formée
des vecteurs propres de S . Les coordonnées de X dans cette base sont données par
le vecteur-colonne U tel que X = PU , où P est la matrice de changement de base,
c’est-à-dire la matrice de colonnes E1, E2, E3 . Il vient

(tX)SX = t(PU)SPU = (tU)(tP )SPU = (tU)P−1SPU , car tP = P−1

= (tU)

[
1 0 0
0 3 0
0 0 4

]
U = u2 + 3v2 + 4w2 , où U =

[
u
v
w

]
.

Dans la base orthonormée (E1, E2, E3), l’équation de EK est donc simplement

u2 + 3v2 + 4w2 = K2 (équation réduite)

Si l’on coupe la surface par le plan des coordonnées u,v (en faisant w =0), on obtient
l’ellipse d’équation u2 +3v2 = K2 : elle est centrée à l’origine et ses axes sont les axes
des coordonnées u et v . De même, l’intersection de la surface avec les autres plans de
coordonnées sont des ellipses ayant pour axes les directions des coordonnées u, v ou
w . Ainsi la surface est un ellipsoïde d’axes dirigés par E1,E2,E3 . Pour les points de
EK qui sont sur les axes, on a −K �u�K , −K/

√
3�v�K/

√
3 et −K/2�w�K/2 :

le plus grand axe de l’ellipsoïde, porté par u, a pour longueur 2K ; l’axe porté par
v a pour longueur 2K/

√
3 et le plus petit axe, porté par w , a pour longueur K .

z

x

y

E

u

v

w

On doit parfois comparer deux produits scalaires : voici comment calculer la valeur
extrême que peut prendre leur rapport.

Proposition. Soient A et B des matrices de même taille n, symétriques définies posi-

tives. Pour tout vecteur-colonne non nul X ∈ Rn , on a
(tX)AX

(tX)BX
� λ, où λ est la plus

grande valeur propre de B−1A.

Démonstration. Il existe une matrice inversible C telle que B = (tC)C (exercice 5 page
238). Pour tout vecteur X ∈ Rn , on a donc (tX)BX = (tX)(tC)CX = (tY )Y , où Y = CX .
Puisque X = C−1Y , il vient, si Y �= 0,

(tX)AX

(tX)BX
=

(tY )(tC−1)AC−1Y

(tY )Y
=

(tY )SY

(tY )Y
, où S = (tC−1)AC−1 .
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La matrice S est symétrique. On a CB−1 = C(C−1tC−1) = tC−1 , donc CB−1A = tC−1A et
S = C(B−1A)C−1 . Les matrices B−1A et S ont même polynôme caractéristique (page 171),
donc λ est aussi la plus grande valeur propre de S . D’après la proposition précédente, on a
(tY )SY

(tY )Y
� λ pour tout Y �= 0 et donc

(tX)AX

(tX)BX
� λ pour tout X �= 0. �

3. Géométrie euclidienne
Soit E un espace euclidien de dimension 3.

Si M et M ′ sont des points de E , leur distance est par définition ‖
−−−−−−−−−−→
MM ′ ‖.

3.1 Projections et symétries
Considérons dans E une droite affine D passant par un point A et dirigée par un
vecteur non nul →

n. Soit P le plan orthogonal à →
n passant par A.

Puisque le vecteur →
u = 1

‖→
n ‖

→
n est de norme 1, la projection orthogonale d’un vec-

teur →
v sur la droite vectorielle engendrée par →

n est p(→
v) = (→

v · →
u)→

u = 1
‖→n‖2

(→
v · →

n)→
n,

d’après le théorème de la projection page 209. La projection de →
v sur le plan vectoriel

orthogonal à →
n est →

v − p(→
v), d’où le résultat suivant :

→
u

→
n

M

E
D

M ′ A

K H

P

Pour tout point M ∈ E ,

® le projeté de M sur D est le point H défini par
−−−−−−→
AH =

−−−−−−−→
AM · →

n

‖ →
n ‖2

→
n,

® le projeté de M sur P est le point K défini par
−−−−−−→
AK =

−−−−−−−→
AM −

−−−−−−→
AH .

® le symétrique de M par rapport à P est le point

M ′ tel que
−−−−−−−−→
AM ′ =

−−−−−−−→
AM − 2

−−−−−−→
AH .

Distance à un plan. Soit P un plan affine de E .

® Si P est le plan passant par un point A et orthogonal au vecteur →
n �= 0, la distance de

M à P est

∣∣ −−−−−−−→
AM · →

n
∣∣

‖ →
n ‖ .

® Si le plan P a pour équation ax+by+cz+d=0 dans un repère orthonormé de E et si M

a pour coordonnées (xM ,yM ,zM ), la distance de M à P est
|axM + byM + czM + d|√

a2 + b2 + c2
.

Démonstration. Avec les notations précédentes, la distance de M à P est AH = ‖
−−→
AH ‖ =∣∣−−→

AM·→n
∣∣

‖→n‖2
‖→

n ‖ =
∣∣−−→
AM·→n

∣∣
‖→n‖

, d’où la première formule. Si P a pour équation ax + by + cz + d = 0

dans un repère orthonormé de E , alors le vecteur →
n de coordonnées (a, b, c) est or-

thogonal à P et si le point A ∈ P a pour coordonnées (xA, yA, zA), on a
−−→
AM ·→n =
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(xM − xA)a + (yM − yA)b + (zM − zA)c = xMa + yMb + zMc + d, car d = −axA − bxA − cxA .

La distance de M à P est donc

∣∣−−→
AM·→n

∣∣
‖→n‖

=
|axM + byM + czMc + d|

√
a2 + b2 + c2

. �

Symétrie par rapport à un plan. Donnons-nous un plan P par son équation
ax+by+cz+d=0 dans un repère orthonormé de E , où nous supposons a2+b2+c2=1
(on dit que l’équation est « normale »). Le vecteur →

n de coordonnées (a, b, c) est
orthogonal à P et de norme 1. Soit M un point de coordonnées (x, y, z). Si A est
un point de P , le symétrique M ′ de M est défini par

(∗)
−−−−−−−−→

AM ′ =
−−−−−−−→
AM − 2

−−−−−−→
AH =

−−−−−−−→
AM − 2(

−−−−−−−→
AM · →

n)→
n

On a aussi (voir la figure précédente)
−−−−−−−−→
AM ′ =

−−−−−−→
AK −

−−−−−−→
AH et

−−−−−−−→
AM =

−−−−−−→
AK +

−−−−−−→
AH , donc

‖
−−−−−−−−→
AM ′ ‖ = ‖

−−−−−−−→
AM ‖, car les vecteurs

−−−−−−→
AK et

−−−−−−→
AH sont orthogonaux.

Si (p, q, r) sont les coordonnées de
−−−−−−−→
AM , alors d’après (∗), celles de

−−−−−−−−→
AM ′ sont[

p
q
r

]
−2(ap+bq+cr)

[
a
b
c

]
=

⎡⎣ (1−2a2)p−2abq−2acr
−2abp + (1−2b2)q−2bcr
−2acp−2bcq + (1−2c2)r

⎤⎦=

[
1−2a2 −2ab −2ac
−2ab 1−2b2 −2bc
−2ac −2bc 1−2c2

][
p
q
r

]

Prenons pour A le point de coordonnées (−da,−db,−dc) qui est bien dans P ,
puisque ses coordonnées en vérifient l’équation. Les coordonnées (x,y,z) et (x′,y′,z′)
de M et M ′ sont reliées par la relation[

x′ + da
y′ + db
z′ + dc

]
=

[
1−2a2 −2ab −2ac
−2ab 1−2b2 −2bc
−2ac −2bc 1−2c2

] [
x + da
y + db
z + dc

]
= S

[
x + da
y + db
z + dc

]

Cas d'un plan passant par l'origine. On a alors d = 0 et P est un plan vec-
toriel. La symétrie orthogonale par rapport à P est une transformation linéaire s

de E . Le calcul ci-dessus montre que sa matrice S dans une base orthonormée est

symétrique. En appelant O l’origine, on a s(
−−−−−−−→
OM) =

−−−−−−−−→
OM ′ et ‖

−−−−−−−−→
OM ′ ‖ = ‖

−−−−−−−→
OM ‖ : s

est donc une isométrie et la matrice S est aussi orthogonale.

On a s(→
n) =−→

n et pour tout vecteur →
v ∈ P , on a s(→

v) = →
v : les vecteurs propres de s

pour la valeur propre 1 sont les vecteurs de P et le vecteur →
n est propre pour la valeur

propre −1. Si l’on choisit une base quelconque (→e,
→
f) de P , la matrice de s dans la base

(→e,
→
f,

→
n) est donc

[
1 0 0
0 1 0
0 0 −1

]
. Sur cette matrice, on voit que le déterminant de s est −1 :

toute matrice d’une symétrie par rapport à un plan est donc aussi de déterminant −1.

3.2 Produit vectoriel
Dans ce paragraphe, on se donne une base orthonormée B = (e1, e2, e3) de E .
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Bases orthonormées directes
Soient u1,u2,u3 des vecteurs de E et U1,U2,U3 leurs vecteurs-colonne de coordonnées
dans la base B .
Les vecteurs u1,u2,u3 forment une base orthonormée si et seulement si la matrice U =
[U1 U2 U3 ] est orthogonale. Comme une matrice orthogonale a pour déterminant 1 ou
−1, il y a deux sortes de bases : celles pour lesquelles detU =1 et celles où detU =−1.

Définition
Si U est une matrice orthogonale de déterminant 1, on dit que la base orthonormée
(u1, u2, u3) de E est directe (relativement à la base B ).

Si l’on se donne deux vecteurs u1 et u2 orthogonaux et de norme 1, il y a deux
vecteurs u3 et u′

3 = −u3 de norme 1 et orthogonaux à u1 et u2 : en effet, les vec-
teurs orthogonaux au plan engendré par u1 et u2 forment une droite. Puisqu’on
a det(U1, U2,−U3) = − det(U1, U2, U3), l’une des bases orthonormée (u1, u2, u3) ou
(u1, u2,−u3) est directe et l’autre ne l’est pas.

e1

e2
e3

v1

v2

v3

u2

u1

u3

Dans l’espace euclidien usuel, on dispose de la base canonique comme base B de
référence. Voici un moyen mécanique pour caractériser les bases
orthonormées directes (u1, u2, u3) : le vecteur u3 a le sens de dé-
placement d’un tire-bouchon posé sur l’axe dirigé par u3 et que l’on
tourne en allant de u1 vers u2 .
Dans la figure, prenons (e1, e2, e3) comme base de référence :
alors (u1, u2, u3) est directe et les bases (u2, u1, u3) et (v1, v2, v3) sont indirectes.

Définition du produit vectoriel
Rappelons que (e1, e2, e3) est une base orthonormée de E .
Soient u = pe1 + qe2 + re3 , u′ = p′e1 + q′e2 + r′e3 et U , U ′ les vecteurs-colonne de R3

correspondants. Pour tout vecteur w = xe1 + ye2 + ze3 , de vecteur-colonne W , on a

det(U, U ′, W ) =

∣∣∣∣∣∣
p p′ x
q q′ y
r r′ z

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ q q′

r r′

∣∣∣∣ x −
∣∣∣∣ p p′

r r′

∣∣∣∣ y +
∣∣∣∣ p p′

q q′

∣∣∣∣ z .

Définition
Le vecteur

∣∣∣∣ q q′

r r′

∣∣∣∣ e1 −
∣∣∣∣ p p′

r r′

∣∣∣∣ e2 +
∣∣∣∣ p p′

q q′

∣∣∣∣ e3 s’appelle le produit vectoriel de u et u′

et se note u ∧ u′ .

Pour les vecteurs de la base B , on a ainsi : e1 ∧ e2 = e3 , e2 ∧ e3 = e1 et e3 ∧ e1 = e2 .
Puisque la base B est orthonormée, l’expression ci-dessus de det(U, U ′, W ) est le
produit scalaire des vecteurs u ∧ u′ et w .

(u∧ u′) ·w = det(U,U ′,W ) pour tous vecteurs u, v,w de
coordonnées U, V, W dans une base orthonormée.
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Propriétés du produit vectoriel. Soient u et u′ des vecteurs de E .

i) Le produit vectoriel est antisymétrique et linéaire par rapport à chaque variable :

u ∧ u′ = −(u′ ∧ u)
(u1 + u2) ∧ u′ = u1 ∧ u′ + u2 ∧ u′ et (λu) ∧ u′ = λ(u ∧ u′)
u ∧ (u′

1 + u′
2) = u ∧ u′

1 + u ∧ u′
2 et u ∧ (λu′

1) = λ(u ∧ u′
1).

ii) Le vecteur u ∧ u′ est orthogonal à u et à u′ .
iii) u ∧ u′ est nul si et seulement si les vecteurs u et u′ sont colinéaires.
iv) Dans toute base orthonormée directe, les coordonnées de u∧u′ sont données par la formule

de la définition.
v) Si u et u′ sont orthogonaux et de norme 1, alors (u,u′,u∧u′) est une base orthonormée

directe de E .

Démonstration. Les propriétés (i) se voient sur la définition du produit vectoriel en utili-
sant la linéarité et l’antisymétrie des déterminants. On a (u∧ u′) · u = det(U,U ′, U) = 0, donc
u ∧ u′ est orthogonal à u ; de même, u ∧ u′ est orthogonal à u′ . En appliquant la formule
u∧ u′ = −u′ ∧ u à u = u′ , on obtient u∧ u = 0. On en déduit que si u et u′ sont colinéaires,
alors u∧u′ est nul. Si u et u′ sont indépendants, on peut trouver un vecteur w tel que u,u′,w

soit une base de E (théorème de la base incomplète) ; alors (u ∧ u′) · w = det(U,U ′,W ) n’est
pas nul, donc u ∧ u′ n’est pas le vecteur nul.
Soit B1 une base orthonormée directe de E . La matrice de changement de base de B
vers B1 est une matrice P orthogonale. Avec les notations précédentes, les coordonnées de
u, u′, w dans la base B1 sont les vecteurs-colonne U1, U

′
1, W1 tels que U = PU1 , U ′ = PU ′

1 ,
W =PW1 . On a l’égalité matricielle [U U ′ W ]= [PU1 PU ′

1 PW1 ]=P [U1 U ′
1 W1 ]. Comme

le déterminant d’un produit de matrices est le produit des déterminants, on en déduit
det(U, U ′, W ) = (det P ) det(U1, U

′
1, W1) = det(U1, U

′
1, W1), car la base B1 étant directe, le

déterminant de P vaut 1. Si l’on prend pour w les vecteurs de B , ces déterminants sont les
coordonnées de u∧u′ dans B et B1 respectivement : les coordonnées du vecteur u∧u′ sont
donc données par les mêmes formules, que l’on calcule dans la base B ou dans la base B1 .
Il reste à montrer la dernière affirmation. Supposons u et u′ orthogonaux et de norme 1. Soit
w le vecteur tel que B ′ = (u, u′, w) est une base orthonormée directe. Dans cette base, les
coordonnées de u sont (1, 0, 0), celles de u′ sont (0, 1, 0), donc celles u ∧ u′ sont (0, 0, 1) :
c’est donc que l’on a u ∧ u′ = w . �

Produit mixte. Un déterminant d’ordre 3 ne change pas si l’on permute circulaire-
ment ses colonnes : en effet, une permutation circulaire des trois colonnes se compose
de deux échanges et pour chaque échange, le déterminant change de signe. Puisque
le produit scalaire (u1 ∧u2) ·u3 est le déterminant des coordonnées de u1,u2,u3 dans
une base orthonormée, on en déduit les égalités

(u1 ∧ u2) · u3 = (u3 ∧ u1) · u2 = (u2 ∧ u3) · u1

Le nombre (u1 ∧ u2) · u3 s’appelle le produit mixte des vecteurs u1, u2, u3 .

Formulaire
(1) ‖u ∧ v‖2 + (u · v)2 = ‖u‖2 ‖v‖2 .
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(2) u ∧ (v ∧ w) = (u · w)v − (u · v)w (formule du double produit vectoriel)

Démonstration de (1). Si u et v sont colinéaires, alors u∧ v est nul et la première formule
est le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Supposons u et v orthogonaux et
non nuls et posons u = ‖u‖f1 , v = ‖v‖f2 . Puisque f1 et f2 sont orthogonaux et de norme
1, on peut choisir un vecteur f3 tel que B ′ = (f1, f2, f3) soit une base orthonormée di-
recte de E . Les coordonnées de u et v dans cette base sont (‖u‖, 0, 0) et (0, ‖v‖, 0), donc

u ∧ v =
∣∣∣∣ ‖u‖ 0

0 ‖v‖

∣∣∣∣ f3 = ‖u‖ ‖v‖f3 . Le produit scalaire u · v étant nul, la formule (1) est vraie

dans ce cas. Dans le cas général de deux vecteurs u et v indépendants, il y a un nombre
réel λ tel que v′ = v − λu soit orthogonal à u (procédé de Gram-Schmidt, page 206). On a
u∧v′=u∧v−u∧(λu)=u∧v , ‖v‖2=‖v′+λu‖2=‖v′‖2+λ2‖u‖2 et u·v=u·v′+λ‖u‖2=λ‖u‖2 , donc

‖u ∧ v‖2 = ‖u ∧ v′‖2 = ‖u‖2 ‖v′‖2 , car v′ est orthogonal à u

= ‖u‖2
(
‖v‖2 − λ2‖u‖2

)
= ‖u‖2 ‖v‖2 − (u · v)2 .

�

La première formule permet de calculer la norme d’un produit vectoriel. Si u et v
sont des vecteurs non nuls, alors d’après cette formule, il existe un unique nombre
réel θ ∈ [0, π] tel que ‖u ∧ v‖ = ‖u‖ ‖v‖ sin θ et u · v = ‖u‖ ‖v‖ cos θ .

Définition
Le nombre θ ∈ [0,π] tel que ‖u∧ v‖= ‖u‖‖v‖ sinθ et u · v = ‖u‖‖v‖cosθ s’appelle
l’écart angulaire des vecteurs u et v .

Exemples d'utilisation du produit vectoriel

Aire d'un parallélogramme

A B

C
H

(P )

Soient A,B,C trois points non alignés d’un plan eucli-
dien inclus dans E . Construisons le parallélogramme
(P ) sur ces trois points.

Projetons C en H sur la droite orthogonale à
−−→
AB

menée par A. L’aire de (P ) est le produit des longueurs AB AH .
Puisque les vecteurs

−−→
AB et

−−→
AH sont orthogonaux, on a ‖

−−→
AB ‖‖

−−→
AH ‖ = ‖

−−→
AB ∧

−−→
AH ‖.

Or
−−→
AB ∧

−−→
AH =

−−→
AB ∧

−−→
AC +

−−→
AB ∧

−−→
CH et

−−→
AB ∧

−−→
CH = 0 car

−−→
CH est colinéaire à

−−→
AB .

On en déduit que

l’aire du parallélogramme (P ) est ‖
−−−−−→
AB ∧

−−−−−→
AC ‖.

Volume d'un parallélépipède

A B

C

D
K
→
u

(P )

(Π)Soit (Π) le parallélépipède construit avec le paral-
lélogramme (P ) et le point D de l’espace.

Projetons D en K sur la droite passant par A et
orthogonale au plan de (P ) ; choisissons un vec-
teur directeur →

u de cette droite tel que ‖→
u ‖ = 1.

Les vecteurs
−−→
AB ∧

−−→
AC et →

u, tous deux orthogonaux au plan ABC , sont colinéaires : on
a

−−→
AB ∧

−−→
AC = λ

→
u, donc |λ|= ‖

−−→
AB ∧

−−→
AC ‖ est l’aire du parallélogramme (P ). Pour avoir
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le volume du parallélépipède, il faut multiplier l’aire du parallélogramme par la hauteur

AK . Puisque AK =
∣∣ −−→
AD ·→u

∣∣, ce volume est
∣∣λ∣∣AK =

∣∣λ→
u ·

−−→
AD

∣∣ =
∣∣( −−→

AB ∧
−−→
AC) ·

−−→
AD

∣∣.

Si U−−−−→
AB

, U−−−−→
AC

et U−−−−→
AD

sont les vecteurs-colonne des coordonnées de
−−−−−→
AB ,

−−−−−→
AC ,

−−−−−−→
AD

dans une base orthonormée, on a donc

volume de (Π) =
∣∣( −−−−−→

AB ∧
−−−−−→
AC) ·

−−−−−−→
AD

∣∣ =
∣∣ det(U−−−−→

AB
, U−−−−→

AC
, U−−−−→

AD
)
∣∣.

On en déduit une autre expression de la distance d’un point D à un plan :

distance de D au plan (ABC) =

∣∣ det(U−−−−→
AB

, U−−−−→
AC

, U−−−−→
AD

)
∣∣

‖
−−−−−→
AB ∧

−−−−−→
AC ‖

.

Mouvement de rotation autour d'un axe
Si −→

w ∈ E est un vecteur de norme 1, on peut trouver des vecteurs →
u et →

v tels que
(→
u,

→
v,

−→
w) est une base orthonormée directe de E .

En effet, si P est le plan orthogonal à →
w , alors pour toute base orthonormée (→u,

→
v) de P , →

u∧→
v

est de norme 1 et colinéaire à →
w , donc on a →

u∧→
v=±→

w . Puisque →
u∧→

v=−→
v∧→

u, il suffit de mettre
les vecteurs dans le bon ordre pour obtenir une base orthonormée (→u,

→
v) de P telle que →

u∧→
v=→

w .

P

→

→

u
→v

ΩD

O VM

M

Soit D la droite vectorielle engendrée par −→
w . La donnée du couple (→

u,
→
v) définit un

sens de rotation autour de D : celui qui amène →
u sur →

v .
Pour repérer le sens d’un mouvement de rotation autour
de D , il suffit donc de se donner le vecteur −→

w .
Le vecteur rotation du mouvement est par définition le

vecteur
−→
Ω = ω

−→
w , où ω > 0 est la vitesse angulaire ; le

vecteur
−→
Ω contient toutes les informations sur le mouve-

ment : son sens indique à la fois l’axe et le sens de rotation, sa norme ω donne la
vitesse de rotation.
Soit M un point de E en rotation autour de D et soit O un point de D .

® Le vecteur vitesse de M est
−−−−−→
VM =

−→
Ω ∧

−−−−−−−→
OM ;

® si M est un point pesant de masse m, le moment cinétique de M en O est le
vecteur −−−−→

σO =
−−−−−−−→
OM ∧ m

−−−−−→
VM .

Choisissons un repère orthonormé (O;
→
i,

→
j,

→
k) d’origine O , appelons (p, q, r) les co-

ordonnées de
−→
Ω et (x, y, z) celles de

−−−−−−−→
OM . Les coordonnées du vecteur

−−−−−→
VM sont

vx = qz − ry , vy = rx − pz , vz = py − qx et les coordonnées de −−−−→
σO sont⎡⎣ m(yvz − zvy)

m(zvx − xvz)
m(xvy − yvx)

⎤⎦ =

⎡⎣ m(y2 + z2)p − (mxy)q − (mxz)r
−(mxy)p + m(x2 + z2)q − (myz)r
−(mxz)p − (myz)q + m(x2 + y2)r

⎤⎦
=

⎡⎣m(y2 + z2) −mxy −mxz
−mxy m(x2 + z2) −myz
−mxz −myz m(x2 + y2)

⎤⎦[
p
q
r

]

226 – GÉOMÉTRIE EUCLIDIENNE



Pour un solide (S) en rotation autour de l’axe fixe D , les coordonnées du moment
cinétique au point O (dans un repère d’origine O) sont donc données par[

Ixx −Ixy −Ixz

−Iyx Iyy −Iyz

−Izx −Izy Izz

] [
p
q
r

]
= J(O)

[
p
q
r

]
, où

Ixx =
∫∫∫

S

(y2 + z2) dm , Iyy =
∫∫∫

S

(x2 + z2) dm , Izz =
∫∫∫

S

(x2 + y2) dm

Ixy = Iyx =
∫∫∫

S

xy dm , Ixz = Izx =
∫∫∫

S

xz dm , Iyz = Izy =
∫∫∫

S

yz dm

dm étant l’élément de masse infinitésimale placé au point (x, y, z).

La matrice J(O) est la matrice d’inertie de (S) au point O : elle ne dépend que du
solide (S) et du point O . Cette matrice permet de calculer le moment cinétique en O

d’un mouvement de rotation de autour de n’importe quel axe passant par O .
D’après l’égalité ci-dessus, le moment cinétique n’est dans la direction de l’axe que si le
vecteur rotation est un vecteur propre de la matrice d’inertie. Puisque la matrice J(O)
est symétrique, il existe une base orthonormée de vecteurs propres : un axe ayant pour
direction l’un de ces vecteurs s’appelle un axe principal d’inertie du solide au point O .
Les composantes du moment cinétique qui sont transverses à l’axe de rotation sont nui-
sibles aux grandes vitesses : c’est pourquoi on essaye d’équilibrer les pièces en rotation
rapide pour que l’axe de rotation soit un axe principal d’inertie.
Pour étudier un mouvement de rotation, on a besoin d’un principe de mécanique, le
« théorème du moment cinétique », valable quand le repère et le point O sont fixes :

la dérivée
d

−→
σO

dt
du moment cinétique par rapport au temps est égal à MO=

∫
S

( −−−→
OM ∧

→
F

)
,

moment en O des forces extérieures
→
F appliquées au solide.

Exemple.

P

O

→
i

→
j

a−(a/b)y

b−(b/a)x

x

y

Considérons une plaque homogène P en forme de triangle rectangle

en O . Choisissons un repère orthonormé (O;
→
i,

→
j,

→
k) d’origine O , les vecteurs

→
i et

→
j

étant portés par les petits côtés de la plaque ; le vecteur
→
k

est orthogonal au plan de la plaque. Calculons la matrice
d’inertie de la plaque au point O .

En tout point de la plaque, la coordonnée z est nulle,

donc Ixz = Iyz = 0 et l’on a simplement Ixx =
∫∫

P
y2 dm,

Iyy =
∫∫

P
x2 dm et Izz = Iyy + Ixx .

Notons a et b les longueurs des petits côtés de la plaque
et m sa masse. Pour y fixé entre 0 et b, l’abscisse x d’un
point de la plaque varie entre 0 et a − (a/b)y , donc

Ixx = m

∫ b

0
y2

(∫ a−(a/b)y

0
dx

)
dy = m

∫ b

0
y2

(
a− ay

b

)
dy = m

(
a b3

3
− a

b
b4

4

)
= mab3

12
.
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Pour calculer Iyy , il suffit d’échanger les rôles de a et b : Iyy = ma3b
12

. Enfin, on a

Ixy = m

∫ b

0
y

(∫ a−(a/b)y

0
x dx

)
dy = m

∫ b

0
y 1

2

(
a− ay

b

)2
dy = ma2b2

24
,

et Izz = Iyy + Ixx =
mab(a2 + b2)

12
.

La matrice d’inertie en O est donc J(O) = mab
24

[
2b2 −ab 0
−ab 2a2 0

0 0 2a2 + 2b2

]
. Le vecteur

→
k

est propre, ainsi que les vecteurs du plan xOy de pente (1/τ)
(
τ 2 − 1 ±

√
1 − τ 2 + τ 4

)
,

où τ = b/a : ce sont les directions, deux à deux orthogonales, des axes principaux
d’inertie au point O . Si la plaque est isocèle (τ = 1), la bissectrice issue de O est
axe de symétrie : c’est bien un axe principal d’inertie.

3.3 Rotations

E

P

M

H
D

K

O
→
v

→
n

θ

M ′

Dans l’espace euclidien E , donnons-nous un repère orthonormé (O;
→
i,

→
j,

→
k) d’origine

O et une droite D passant par O , dirigée par le vecteur uni-
taire →

n = a
→
i +b

→
j +c

→
k (donc a2 + b2 + c2 = 1).

Pour tout point M ∈E , notons H le projeté de M sur D et K

le projeté de M sur le plan orthogonal à D et passant par O .
Le vecteur →

v = →
n ∧

−−−−−−→
OK est orthogonal à →

n et à
−−−−−−→
OK . Comme

on a ‖ →
v ‖ = ‖ →

n ‖ ‖
−−−−−−→
OK ‖ = ‖

−−−−−−→
OK ‖, la rotation d’axe D et

d’angle π/2 transforme
−−−−−−→
OK en →

v .

Il s’ensuit que la rotation r d’axe D et d’angle θ transforme
−−−−−−→
OK en (cosθ)

−−−−−−→
OK+(sinθ)→

v .
En posant M ′ = r(M), on a donc

(∗)
−−−−−−−−→

OM ′ =
−−−−−−→
OH + (cos θ)

−−−−−−→
OK +(sin θ) →

v .

Notons (x,y,z) les coordonnées de M dans le repère (O;
→
i,

→
j,

→
k) et posons X =

[
x
y
z

]
.

® Les coordonnées de
−−−−−−→
OH = (

−−−−−−−→
OM · →

n)→
n sont

(ax + by + cz)

[
a
b
c

]
=

[
a2 ab ac
ba b2 bc
ca cb c2

] [
x
y
z

]
= PDX .

® Les coordonnées de
−−−−−−→
OK =

−−−−−−−→
OM −

−−−−−−→
OH sont[

x
y
z

]
− PD

[
x
y
z

]
= (I3 − PD)X .

® Puisque
−−−−−−→
OH est colinéaire à →

n, on a →
n ∧

−−−−−−→
OH = 0, donc →

v = →
n ∧

−−−−−−→
OK = →

n ∧
−−−−−−−→
OM

et les coordonnées de →
v sont[
bz − cy
cx − az
ay − bx

]
=

[
0 −c b
c 0 −a

−b a 0

] [
x
y
z

]
= V X .
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D’après la relation (∗), les coordonnées X ′ du point M ′ = r(M) sont données par

X ′ =
[
PD + (cos θ)(I3 − PD) + (sin θ) V

]
X ,

autrement dit la matrice de la rotation r dans le repère (O;
→
i,

→
j,

→
k) est

R =

[
a2 ab ac
ba b2 bc
ca cb c2

]
+ (cos θ)

[
1 − a2 −ab −ac
−ba 1 − b2 −bc
−ca −cb 1 − c2

]
+ (sin θ)

[
0 −c b
c 0 −a

−b a 0

]
.

Puisqu’on a ‖
−−−−−−−−→
OM ′ ‖ = ‖

−−−−−−−→
OM ‖, la matrice R est orthogonale.

Si la rotation r est d’axe
→
k , alors (a, b, c) = (0, 0, 1) et la matrice est simplement

A(θ) =

[
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

]
. On voit ainsi que le déterminant de r est égal à 1, donc

toute matrice de rotation est de déterminant 1.

Axe et angle d'une rotation. Soit r une rotation de l’espace et soit R sa matrice
dans un repère orthonormé dont l’origine est sur l’axe de rotation.

® La rotation laisse fixe les vecteurs de l’axe : tout vecteur de l’axe est donc un
vecteur propre de r pour la valeur propre 1.

® Puisque les matrices R et A(θ) représentent toutes eux la rotation r , ces matrices
ont la même trace, donc 1 + 2 cos θ = tr R. Connaissant une matrice de rotation
R, on en déduit ainsi immédiatement le cosinus de l’angle.

4. Application à l'analyse de données
On dispose de données numériques sur des entités appelées individus : un individu
peut être une catégorie socio-professionnelle, une ville, un magasin, etc. Les données
portent sur une même liste de caractères communs à tous les individus.

Exemple.

A B C

R1 5,7 9,5 4,1
R2 6,1 8,2 3,5
R3 7,0 7,9 2,9

Voici un tableau des prix pratiqués en euro pour les trois mêmes articles
A, B, C dans trois régions différentes R1, R2, R3 .
Les individus sont ici les régions. La première colonne du ta-
bleau est réservée au premier caractère : elle est formée des prix
pratiqués pour l’article A dans les différentes régions. Chaque
colonne du tableau est ainsi relative à un caractère : une colonne
est un vecteur-caractère.

Supposons qu’il y a p caractères et n individus avec n > p. Comme dans l’exemple,
formons la matrice des données.

® Chaque colonne correspond à un caractère : la i-ième colonne est formée des
valeurs du i-ème caractère chez les différents individus. Les vecteurs-colonnes
C1, C2, . . . , Cp , ou vecteurs-caractères, sont dans l’espace Rn .
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® Chaque ligne correspond à un individu : les vecteurs-ligne sont de la forme
tX1,

tX2, . . . ,
tXn , où X1,X2, . . . ,Xn sont des vecteurs de l’espace Rp . Ces vecteurs

X1, . . . , Xn sont les vecteurs-individu.

C1 C2 · · · Cp

X1
X2

...
Xn

⎡⎢⎢⎣
x11 x12 · · · x1p
x21 x22 · · · x2p

...
...

...
xn1 xn2 · · · xnp

⎤⎥⎥⎦ = [C1 C2 · · · Cp ] =

⎡⎢⎢⎣
tX1
tX2

...
tXn

⎤⎥⎥⎦
Représentons chaque vecteur-individu par un point dans Rp : on obtient un nuage
d’individus formé de n points. L’analyse de données se propose d’étudier la forme
de ce nuage pour en déduire des corrélations entre caractères et découvrir des
groupes d’individus dont les caractères s’opposent ou se ressemblent.

Préparation des données. Afin de réaliser une étude globale, on introduit la
valeur moyenne de chaque caractère et l’on s’intéresse aux écarts à ce caractère
moyen. De plus, pour pouvoir comparer des données dont la dispersion dépend des
unités employées, on opère également une normalisation sur les écarts à la moyenne.
Ainsi, on commence par faire subir aux données deux opérations de régularisation.

Centrage
Pour chaque vecteur-caractère Ck∈Rn , notons mk la moyenne de ses coordonnées :
mk = 1

n
(x1k+x2k+ · · ·+xnk), et définissons le caractère centré Ck en posant :

Ck =

⎡⎢⎣
x1k−mk
x2k−mk

...
xnk−mk

⎤⎥⎦
Puisque

∑n
i=1 (xik−mk) = (

∑n
i=1 xik) − n mk = 0, la somme des coordonnées de

Ck est nulle.
Normalisation

On définit la variance var(Ck) et l’écart-type σk (voir page 70) :

var(Ck) = 1
n
‖Ck‖2 = 1

n

n∑
i=1

(xik−mk)2 et σk =
√

var(Ck) , pour k = 1, 2, . . . , p.

Le caractère centré et normalisé est Dk = 1√
n σk

Ck = 1
‖Ck‖

Ck .

En posant yik = xik−mk√
n σk

pour 1�i�n et 1�k�p, la nouvelle matrice des données est

M =

D1 D2 · · · Dp⎡⎢⎢⎣
y11 y12 · · · y1p
y21 y22 · · · y2p

...
...

...
yn1 yn2 · · · ynp

⎤⎥⎥⎦
tY1
tY2

...
tYn
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Considérons les vecteurs-individus Y1, . . . , Yn . Pour tout k , leurs coordonnées d’in-

dice k constituent la k-ième colonne de M et comme les caractères sont centrés, on

a y1k + y2k + · · · + ynk = 0. Ainsi Y1 + Y2 + · · · + Yn = 0, autrement dit :

le nuage des individus Y1, . . . , Yn a pour centre de gravité l’origine.

1

1

un nuage dans le plan

0.4

0.4

le nuage centré

1

1

nuage centré
après normalisation

Nous considérons maintenant le nuage des individus Y1, . . . , Yn dans l’espace Rp .

Projection du nuage des individus
Si par exemple chacun des deux premiers caractères est à peu près le même pour tous

les individus, tout le nuage d’individus se projette à peu près en un même point dans

le plan des deux premières coordonnées de Rp : moins le nuage est dispersé dans un

plan de caractères, plus les individus se ressemblent pour les caractères considérés.

R
p

O

Yi

c1

c2

cp

Ŷi
P

On cherche à projeter orthogonalement le nuage sur un plan P

de Rp de manière à perdre le moins d’information possible sur la

forme du nuage. Appelons Ŷi le projeté de Yi . Selon la méthode

des moindres carrés, il s’agit de trouver P pour que la somme∑n
i=1 ‖Yi − Ŷi‖2 soit minimale.

D’après le théorème de Pythagore, on a ‖Yi‖2=‖Ŷi‖2+‖Yi−Ŷi‖2 : il

revient donc au même de rendre maximum la somme s=
∑p

i=1‖Ŷi‖2 ,

c’est-à-dire la dispersion des projetés.

La matrice des covariances. Soit U un vecteur-colonne unitaire dans Rp . Pour

tout vecteur Y ∈ Rp , le projeté orthogonal de Y sur la droite engendrée par U est

p(Y ) = (Y ·U)U et l’on a ‖p(Y )‖ = |Y ·U |. Puisque Y ·U = (tY )U = (tU)Y , il vient

(∗) s =
n∑

i=1

|Yi · U |2 =
n∑

i=1

(tU)Yi(tYi)U = (tU)
( n∑

i=1

Yi(tYi)
)
U

Puisque Yi est un vecteur-colonne de Rp , la matrice Yi
tYi est carrée de taille p.

Par exemple, dans le cas de deux caractères et de trois individus tY = [ y1 y2 ],
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tZ = [ z1 z2 ] et tT = [ t1 t2 ], on a M =

[
y1 y2
z1 z2
t1 t2

]
et

Y (tY ) + Z(tZ) + T (tT ) =
[
y1
y2

]
[ y1 y2 ] +

[
z1
z2

]
[ z1 z2 ] +

[
t1
t2

]
[ t1 t2 ]

=
[

y2
1+z2

1+t21 y1y2+z1z2+t1t2
y2y1+z2z1+t2t1 y2

2+z2
2+t22

]
= (tM)M

Dans la matrice (tM)M , le coefficient en position i-ème ligne, j -ième colonne est
(tDi)Dj , c’est-à-dire le produit scalaire dans Rn des vecteurs-caractères Di et Dj .

Définition
Si M est la matrice des données centrées et normalisées, la matrice C = (tM)M
s’appelle la matrice des covariances. Elle est carrée de taille p et symétrique.

® Dans la matrice des covariances, tous les coefficients sont compris entre −1 et 1
et tous les coefficients diagonaux sont égaux à 1.

® Les valeurs propres de C sont positives ou nulles et leur somme est égale à p.

En effet, les coefficients de C sont les produits scalaires (tDi)Dj . Un produit scalaire
est inférieur ou égal au produit des normes et les vecteurs Di sont de norme 1, donc
les coefficients de C sont compris entre −1 et 1 ; pour les coefficients diagonaux, on a
(tDi)Di = ‖Di‖2 = 1. D’après la proposition page 217, les valeurs propres de C sont
des réels positifs ou nuls. Leur somme est la trace de C qui, d’après ce qui précède,
vaut p (page 174).

Le produit scalaire de deux vecteurs de norme 1 s’interprète comme une corrélation
entre ces vecteurs : c’est pourquoi l’on dit aussi que C est la matrice des corrélations.

Composantes principales
D’après (∗), on a s = (tU) C U et puisque C est une matrice symétrique, la somme
s est maximum lorsqu’on choisit pour U un vecteur propre associé à la plus grande
valeur propre de C (proposition page 218 et la remarque qui la suit).
Une telle direction U s’appelle une composante principale pour les données : si l’on
projette le nuage d’individus sur la droite engendrée par U , la dispersion des points
projetés reflète au mieux celle du nuage d’individus.
Considérons les deux plus grandes valeurs propres λ et μ de C et supposons λ>μ.
Soient U et V des vecteurs propres associés. Puisque la matrice des covariances est
symétrique, U et V sont orthogonaux dans Rp . En projetant le nuage d’individus
sur le plan P engendré par U et V , on obtient un nuage plan qui ressemble au
nuage initial du point de vue des positions relatives des individus.
Cette transformation du nuage s’appelle l’analyse en composantes principales. Le plan
P s’appelle le premier plan factoriel. Il reste à calculer les projections des vecteurs-
individus sur ce plan P .
Choisissons les vecteurs propres U et V de norme 1, de sorte que (U, V ) est une
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base orthonormée de P . Le projeté sur P d’un vecteur Y ∈ Rp est Ŷ = aU + bV , où
a = Y · U = (tY )U et b = Y · V = (tY )V . Formons la matrice [U V ] qui a p lignes
et deux colonnes. Il vient

M [ U V ] =

⎡⎢⎢⎣
tY1
tY2

...
tYn

⎤⎥⎥⎦ [U V ] =

⎡⎢⎢⎢⎣
(tY1)U (tY1)V
(tY2)U (tY2)V

...
...

(tYn)U (tYn)V

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
a1 b1
a2 b2
...

...
an bn

⎤⎥⎥⎦
Dans la base (U, V ), l’individu-projeté Ŷi a pour coordonnées (ai, bi).

La i-ième ligne de la matrice M [ U V ] est formée des coordonnées du projeté du
i-ième individu dans la base orthonormée (U, V ) du premier plan factoriel.

Interprétation de la représentation
Dans le premier plan factoriel, les projetés Ŷ1, Ŷ2, . . . Ŷn des individus forment un
nuage : l’analyse de données consiste à découvrir des ressemblances ou des oppositions
entre individus en observant la disposition de leurs projetés dans le plan factoriel.

Qualité de la représentation

® Pour que la représentation plane soit exploitable, les valeurs propres λ et μ re-
latives aux composantes principales doivent être assez grandes par rapport à la
somme p des valeurs propres : autrement dit, les poids λ/p et μ/p doivent être
suffisamment grands.

® Des individus très éloignés peuvent avoir des projetés voisins. C’est pourquoi l’on
introduit, pour chaque individu, un indice de qualité de sa représentation en pro-

jection. La qualité de représentation d’un individu Yi est ‖Ŷi‖2/‖Yi‖ = (cosθ)2 , où θ

est l’écart angulaire entre le vecteur Yi et son projeté dans le plan de représentation.

Si un individu a une qualité de représentation proche de 1, il est proche du plan
de représentation et sa distance à l’origine est à peu près la même dans le nuage
projeté et dans le nuage initial. De même, la distance entre deux points projetés ne
traduit bien leur distance réelle que si leur qualité de représentation est assez grande.
Puisque la dissemblance entre deux individus Yi et Yj se mesure par leur distance
euclidienne ‖Yi−Yj‖, la ressemblance ou la dissemblance entre individus de bonne
qualité se lit dans le premier plan factoriel.

® Chacun des vecteurs U et V s’interprète comme une combinaisons de caractères :
si par exemple les coordonnées de U sont [u1, u2, . . . , up], ce vecteur représente
un « caractère fictif » ayant un taux de corrélation u1 avec le premier caractère, u2

avec le deuxième, uk avec le k-ième. Un des objectifs de l’analyse est d’interpréter
U et V au moyen des caractères définis initialement.
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B(0,3)

A(0,85)

C(0,68)

D(0,92)

E(0,9)

F1

F2

U

V

O

premier plan factoriel

La figure ci-contre montre dans le pan U,V les projetés de quelques individus ; le nombre
entre parenthèses est la qualité de représentation. Les points A,D,E sont de bonne qualité :
leur distance à l’origine et leurs distances mutuelles tra-
duisent fidèlement celles des individus correspondants.
L’individu qui se projette en A a un profil voisin de
U et celui qui se projette en E a un profil voisin de
V . L’individu qui se projette en D est composé de −U

à 64% et de V à 36%. La projection C , de qualité
moyenne, n’est guère significative en l’absence d’autres
renseignements. Il en va de même pour le point B qui,
bien que très proche de l’axe V , est de mauvaise qualité.

Projection des caractères : le second plan factoriel
Rappelons que les vecteurs U et V sont des vecteurs propres de norme 1 associés aux
deux plus grandes valeurs propres λ et μ de la matrice des covariances C , avec λ>μ.
Chaque ligne de M est un profil des p caractères. Le caractère fictif U ∈ Rp est
déterminé par les produits scalaires avec ces n profils, c’est-à-dire par le vecteur
MU de coordonnées [a1, a2, · · · , an]. On a

‖MU‖2 = t(MU)(MU) = (tU)(tM)MU = (tU) C U = (tU)λU = λ‖U‖2 = λ

donc ‖MU‖ =
√

λ et de même ‖MV ‖ =
√

μ. Posons

F = 1√
λ

MU et G = 1√
μ

MV .

Les vecteurs F et G appartiennent à Rn et sont de norme 1. Montrons qu’ils sont
orthogonaux. On a en effet√

λμ(tF )G = t(MU)(MV ) = (tU)(tM)MV = (tU) C V = (tU)μV = μ(tU)V = 0 ,

car U et V sont orthogonaux.
Le plan engendré par les vecteurs F et G s’appelle le second plan factoriel. Les vec-
teurs (F, G) forment une base orthonormée du second plan factoriel.
Pour analyser les caractères D1, . . . , Dp , projetons-les dans le second plan factoriel.
Le projeté D′

k de Dk a pour coordonnées dans la base (F, G) les produits scalaires(
(tDk)F ,(tDk)G

)
, c’est-à-dire la k-ième ligne de la matrice (tM)[F G ] qui a p lignes

et deux colonnes. On a (tM)F = 1√
λ

(tM)MU= 1√
λ

λU=
√

λU , d’où le résultat suivant.

Si U =

⎡⎣ u1
...

up

⎤⎦ et V =

⎡⎣ v1
...

vp

⎤⎦, le vecteur-caractère Dk se projette au point D′
k

de coordonnées (
√

λ uk,
√

μ vk) dans la base (F, G).
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G

second plan factoriel

Puisque Dk a pour norme 1, on a ‖D′
k‖�1. Dans le second plan factoriel, D′

1,. . .,D
′
p

forment ainsi un nuage de points, tous situés à une dis-
tance au plus 1 de l’origine.

Dans le second plan factoriel, les projetés des ca-
ractères sont confinés dans le disque de rayon 1
centré à l’origine.

La qualité de représentation d’un caractère Dk se me-
sure par la distance de D′

k à l’origine : en effet, on a
‖D′

k‖2 + ‖Dk−D′
k‖2 = ‖Dk‖2 = 1, donc si ‖D′

k‖ est peu
inférieur à 1, alors ‖Dk −D′

k‖ est petit et D′
k est proche

de Dk .
Des projections groupées et situées près du bord du disque
traduisent des caractères bien corrélés : c’est pourquoi le cercle unité s’appelle le cercle
des corrélations. En repérant des groupes de points proches du cercle des corrélations,
on découvre des oppositions et des corrélations positives entre les caractères initiaux.

L’analyse en composantes principales utilise conjointement les représentations dans cha-
cun des plans factoriels. Il importe de ne pas confondre ces deux représentations qui
ne se situent pas dans le même espace : il s’agit de Rp pour le premier, de Rn pour
le second. Mais on doit croiser les informations tirées de chaque représentation.

Exemple. On considère des données sociologiques et électorales recueillies dans
dix-huit villes françaises à l’occasion des élections municipales de mars 2001 : le
tableau des données figure en annexe, page 578. Il y a huit caractères :

poptop est la population totale,
popetr est la population étrangère,
logsoc est le parc de logement social,
chomage est le taux de chomage (d’après l’INSEE),
txhab est le montant de la taxe d’habitation,
revenu est le revenu annuel moyen par habitant (sur la base des revenus en 1998),
votants est le nombre de votants au premier tour,
maj est le pourcentage obtenu par la liste majoritaire.

Les autres tableaux donnent la moyenne des caractères, leur écart-type, la matrice
des covariances, les valeurs propres, leur poids, les coordonnées des projections des
villes dans le premier plan factoriel et leur qualité de représentation.
Le deux plus grandes valeurs propres ont pour poids respectif 45% et 30% environ :
le premier plan factoriel a ainsi un poids d’environ 75%, ce qui justifie une analyse
sur les deux premières composantes principales. La figure 1 ci-dessous montre les
projections des villes dans le premier plan factoriel.
Dans le second plan factoriel (figure 2), les caractères bien représentés sont ceux qui
sont assez proches du cercle des corrélations : c’est le cas du revenu, de la population
totale, de la population étrangère, du parc de logement social, du nombre de votants
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et du pourcentage obtenu par la liste majoritaire.
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Analyse succincte
a) Dans le second plan factoriel, l’axe F se qualifie par une opposition entre le revenu

d’une part et le groupe de caractères population totale, population étrangère et

nombre de votants, d’autre part. Le caractère logement social est le seul à qualifier

correctement l’axe G : il s’oppose au revenu qui est assez bien corrélé à ce second axe.

b) Dans le premier plan factoriel, la seule ville bien représentée sur l’axe U est Mar-

seille. Amiens et Evry sont bien représentées sur l’axe V .

Marseille et Toulouse se caractérisent par une forte population totale et étrangère,

par contraste avec Boulogne et Neuilly qui sont des villes à fort revenus (ces

quatre villes ont de bonnes qualités de représentation, supérieures à 0,9).

Evry et Amiens se caractérisent par un important parc de logement social : elles

contribuent fortement à la qualification de l’axe V .

Pour une analyse plus signifiante, il faut davantage de données.

Exercices
1. Une application de la méthode des moindres carrés. Une substance diffuse à travers une

membrane selon la loi d’action de masse : la quantité non diffusée au temps t s’écrit

y(t) = y0e
−kt , où y0 est la quantité initiale et k un coefficient positif. Le temps t est

compté en heures. On veut estimer la quantité y0 et le coefficient k . On laisse s’éta-

blir la diffusion pendant une heure et, pendant l’heure suivante, on mesure toutes

les six minutes la quantité de substance non diffusée ; ces mesures s’effectuent donc

aux instants t0 = 1, t1 = 1+0,1, t2 = 1+0,2, . . . , t9 = 1+0,9, t10 = 2.
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Voici les résultats, yi désignant la mesure de y(ti) :

ti 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2
yi 0,41 0,39 0,34 0,30 0,27 0,21 0,20 0,18 0,17 0,15 0,13

Puisque lny(t)=−kt+lny0 , on cherche la droite de régression
pour les points (ti, ln yi). Montrer que l’on trouve k = 1,17
et y0 = 1,36. Au bout de combien de minutes la moitié de
la substance avait-elle diffusé ? La figure ci-contre montre
les points mesurés et la courbe y(t) sur l’intervalle [1, 2].

2.

0 1

1

−1 0,5
graphe de f

Exemple d'approximation polynomiale. On veut approcher par
des polynômes de degré au plus 2 la fonction f dont le
graphe est représenté ci-contre.
Précisément, on cherche un polynôme P (x)=a+bx+cx2 qui

rend minimum l’intégrale I(Q)=
∫ 1

−1

[
f(t) − Q(t)

]2
dt quand

Q parcourt les polynômes de degré au plus 2. Pour cela,
considérons l’espace vectoriel des fonctions continues sur [−1, 1] muni du produit

scalaire u · v =
∫ 1

−1
u(t)v(t) dt et le sous-espace W engendré par les polynômes 1,x,x2 .

a) Calculer f(x) pour −1 � x � 1/2 et pour 1/2 � x � 1.

b) Au moyen de la méthode de Gram-Schmidt appliqué aux polynômes 1, x, x2 ,
trouver des polynômes q0, q1, q2 de degrés respectifs 0, 1, 2 formant une base
orthonormée de W .

c) Montrer que P est le projeté orthogonal de f sur W et calculer les coordonnées de P

dans la base (q0,q1,q2). Que vaut la distance d(f,W )=
[∫ 1

−1

[
f(t) − P (t)

]2
dt

]1/2
de

f au sous-espace W ? Sur un même dessin, représenter le graphe de f et celui de P .

On trouve P = (1/64)(17 − 16t + 45t2) et d(f, W ) =
√

38/32 < 2/10.

3@ . Dans l’exemple page 219, l’ellipsoïde EK a pour équation 3x2+3y2+2z2+2xz+2yz=
K2 , ou encore u2 +3v2 +4w2 = K2 en utilisant les coordonnées u,v,w dans les axes
orthonormés de EK . Si r est un nombre positif, on note Br la boule de centre l’ori-
gine et de rayon r : un point de coordonnées (x, y, z) est dans Br si et seulement
si x2 + y2 + z2 � r2 .

a) Montrer que dans les coordonnées u, v,w , l’équation de Br est u2 + v2 + w2 � r2 .

b) Montrer que pour tous nombres u, v, w , on a u2 + v2 + w2 � u2 + 3v2 + 4w2 �
4(u2 + v2 + w2) et que les cas d’égalité sont possibles.

c) En déduire que BK/2 est la plus grande boule centrée à l’origine et contenue à
l’intérieur de EK et que BK la plus petite boule contenant EK .

4@ . Dessiner une ellipse. On pose f(x, y) = 6x2 + 4xy + 9y2 .

a) Écrire la matrice symétrique S telle que f(x, y) = (tX)SX pour tout X =
[
x
y

]
.
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b) Trouver les axes de l’ellipse E d’équation 6x2 + 4xy + 9y2 = 40 : ils sont dirigés
par les vecteurs propres de la matrice S .

c) Calculer des vecteurs E1 et E2 formant une base orthonormée de vecteurs propres
de S (le vecteur E1 étant relatif à la plus petite des deux valeurs propres). Mon-
trer que dans le repère d’origine O = (0, 0) et d’axes E1, E2 , l’ellipse E a pour
équation 5u2 + 10v2 = 40. Dessiner cette ellipse en faisant figurer les axes Ox,Oy

et les vecteurs E1, E2 .

d) En s’inspirant de l’exercice précédent, montrer que

i) le maximum de x2 + y2 lorsque 6x2 + 4xy + 9y2 � 40 est égal à 8,
ii) le maximum de 6x2 + 4xy + 9y2 lorsque x2 + y2 � k2 est égal à 10k2 .

5@ . Produits scalaires généraux. Soit S une matrice à coefficients réels, symétrique et
définie positive.

a) Montrer qu’il existe une matrice diagonale Δ à coefficients diagonaux strictement
positifs et une matrice orthogonale P telle que S = P−1Δ2P .

b) On pose M = ΔP . Montrer que la matrice M est inversible et que S = (tM)M .

c) Montrer que le produit scalaire (tX)SX ′ est le produit scalaire euclidien usuel
des vecteurs MX et MX ′ .

6. Soient a, b, c, d des nombres réels tels que a2 + b2 + c2 + d2 = 1. Montrer que la

matrice

⎡⎣ a −b c −d
b a −d −c
c −d −a b
d c b a

⎤⎦ est orthogonale.

7. Une pyramide orthocentrique. Dans l’espace euclidien R3 , on considère les points
A = (1, 0,−

√
2/4), B = (−1/2,

√
3/2,−

√
2/4), C = (−1/2,−

√
3/2,−

√
2/4) et D =

(0, 0, 3
√

2/4).

a) Montrer que ces points sont les sommets d’une pyramide régulière (c’est-à-dire
un tétraèdre ayant toutes ses arêtes de la même longueur). Montrer que cette
pyramide est centrée à l’origine.

b) Quel est l’écart angulaire entre deux arêtes passant par un même sommet ?

c) Montrer que des arêtes opposées (comme AB et CD) sont orthogonales.

8@ . Rotations et symétries. Dans l’espace euclidien de dimension 3, on choisit un repère
orthonormé (O;

→
i,

→
j,

→
k).

a) Trouver la matrice de la rotation d’axe (1, 1, 1) et d’angle θ . Que devient cette
matrice lorsque θ = 2π/3 ?

b) Quel est le symétrique du point de coordonnées (u, v, w) par rapport au plan
d’équation x − y + 2z = 0 ?

c) Quel est le symétrique du point de coordonnées (u, v, w) par rapport au plan
d’équation x − y + 2z = 1 ?

238 – EXERCICES



9. Soit M une matrice à coefficients réels, à n lignes et p colonnes. On suppose n � p

et que M est de rang p.

a) Montrer que les matrices (tM)M et M(tM) sont carrées et symétriques, de taille
respective p et n. Montrer que (tM)M est inversible (considérer la matrice formée
des p premières lignes de M ).

b) Soit U un vecteur propre de (tM)M pour la valeur propre λ. Montrer que
MU �= 0 et que MU est un vecteur propre de M(tM) pour la valeur propre λ.

10@ . Mouvement apparent pendant une rotation

A

M
I

→
v

ω
→
k

En un point A d’une voie ferrée en courbe, le centre de courbure est en I ; pour
un observateur situé dans le train, au passage en A, les
points du paysage ont un mouvement apparent de point
fixe I . Supposons que le paysage est dans le plan de la voie
ferrée et soit

→
k un vecteur de norme 1 orthogonal à ce plan :

la vitesse apparente d’un point M est ω
→
k∧

−−−−−→
IM , avec ω =V/IA

et V la vitesse linéaire du train en A. Sur la figure, →
v est le vecteur vitesse du train en A.

Montrer que les points M qui semblent se diriger vers l’observateur sont situés sur
un cercle de diamètre IA (sur une photographie prise vers l’intérieur de la courbe,
ces points seront les plus nets).

11. Un exemple de sous-espace dont l'orthogonal est réduit au vecteur nul
Soit V l’espace vectoriel des fonctions x → f(x) continues par morceaux sur [0,+∞[ et
négligeables à l’infini devant 1/x. Si f et g sont de telles fonctions, le produit f(x)g(x) est

négligeable à l’infini devant 1/x2 , donc l’intégrale généralisée f ·g=
∫ +∞

0
f(t)g(t) dt existe

(page 325). Cela définit un produit scalaire sur V . Considérons le sous-espace W des
fonctions qui valent 0 pour x assez grand : par exemple, pour tout nombre a strictement
positif, la fonction Ca qui vaut 1 pour 0�x�a et 0 pour x>a, est un élément de W . Pour
toute fonction f∈V , la fonction produit fCa qui à x associe f(x)Ca(x), appartient à W .

a) Montrer qu’il existe des éléments de V qui n’appartiennent pas à W .

b) Montrer que si f ∈ V , alors f · (fCa) =
∫ a

0
f(t)2 dt pour tout a > 0.

c) En déduire que si f est un élément de V orthogonal à W , alors f est la fonction nulle.
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Chapitre 8

Des méthodes
numériques

1. Norme et conditionnement d'une matrice
Dans ce chapitre, nous utilisons la norme euclidienne usuelle dans les espaces Rn .

1.1 Norme d'une matrice
On a souvent besoin de savoir dans quelle mesure une application linéaire modifie
les normes des vecteurs.

® Prenons par exemple l’application linéaire de Rp dans R qui à tout vecteur X ∈Rp

associe le produit scalaire C · X par un vecteur-colonne C ∈ Rp donné. D’après
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |C · X| � ‖C‖ ‖X‖ et l’égalité a lieu si C et
X sont colinéaires. Lorsque X parcourt les vecteurs non nuls de Rp , les rapports
|C · X|
‖X‖ ont donc pour valeur maximum ‖C‖.

® Soit A une matrice à coefficients réels ayant n lignes et p colonnes. Notons
C1, C2, . . . , Cn les matrices-ligne de A. Si X est un vecteur de Rp , le i-ème coef-

ficient du vecteur AX ∈ Rn est le produit scalaire Ci · X , donc AX =

⎡⎢⎢⎣
C1·X
C2·X

...
Cn·X

⎤⎥⎥⎦.

En notant de la même manière la norme euclidienne dans Rn et dans Rp , il vient

‖AX‖2 = (C1·X)2 +(C2·X)2 + · · ·+(Cn·X)2 �
(
‖C1‖2 +‖C2‖2 + · · ·+‖Cn‖2)‖X‖2 .

Quand X parcourt les vecteurs non nuls de Rp , les rapports
‖AX‖2

‖X‖2
restent donc

inférieurs ou égaux au nombre
(
N(A)

)2 = ‖C1‖2 + ‖C2‖2 + · · ·+ ‖Cn‖2 =
∑

i,j a2
ij

égal à la somme des carrés des coefficients de A.
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Un rapport ‖AX‖/‖X‖ reste inchangé quand on remplace X par λX : on obtient
donc tous ces nombres en faisant seulement parcourir à X les vecteurs de norme 1.
Posons ϕ(X) = ‖AX‖/‖X‖ pour X appartenant à la sphère S = {X ∈ Rp | ‖X‖ = 1}.
La fonction ϕ est continue et S est un domaine compact (page 362), donc ϕ atteint son
maximum en un point de S .

Définition
Soit A une matrice à p colonnes. La norme de la matrice A, notée ‖A‖, est le plus

grand des nombres
‖AX‖
‖X‖ , quand X parcourt les vecteurs non nuls de Rp .

L’emploi du mot « norme » pour ce nombre se justifie par les propriétés (b), (c) et (d)
ci-dessous.

Propriétés de la norme d'une matrice. Soit A ∈ Mn,p(R).

a) Pour tout vecteur X ∈ Rp , on a ‖AX‖ � ‖A‖ ‖X‖.
b) ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0.
c) ‖λA‖ = |λ|‖A‖ pour tout nombre réel λ.
d) Si A′ ∈ Mn,p(R), alors ‖A + A′‖ � ‖A‖ + ‖A′‖.
e) Si B ∈ Mp,q(R), alors ‖AB‖ � ‖A‖ ‖B‖.

Démonstration. Par définition de la norme de A, on a
‖AX‖
‖X‖ � ‖A‖ pour tout vecteur non

nul X∈Rp , d’où l’inégalité (a). On en déduit que si ‖A‖=0, alors AX =0 pour tout X , donc la
matrice A est nulle ; réciproquement, si A=0, alors ‖AX‖=‖0‖=0 pour tout X . Si λ∈R, alors
‖(λA)X‖

‖X‖ = |λ| ‖AX‖
‖X‖ , d’où (c). D’après l’inégalité triangulaire (page 204), on a ‖(A+A′)X‖=

‖AX + A′X‖ � ‖AX‖ + ‖A′X‖. On en déduit ‖(A + A′)X‖ � (‖A‖ + ‖A′‖)‖X‖ ; pour tout

vecteur X �=0, le nombre
‖(A + A′)X‖

‖X‖ est donc inférieur ou égal à ‖A‖+‖A′‖, d’où (d). Si B

est une matrice réelle à p lignes et q colonnes, alors pour tout X ∈Rq , on a ‖BX‖� ‖B‖‖X‖
et ‖A(BX)‖� ‖A‖‖BX‖, donc ‖(AB)X‖= ‖A(BX)‖� ‖A‖‖B‖‖X‖, ce qui démontre (e). �

Calculer la norme d’une matrice est rarement commode. Le plus souvent, on se
contente d’une majoration ou d’une estimation numérique. Voici des exceptions où
le calcul de la norme est cependant très simple.

Exemples
1) Si A est une matrice-ligne, ‖A‖ est simplement la norme de A considérée comme

un vecteur (voir l’exemple au début du paragraphe).
2) Supposons que la matrice A est orthogonale de taille n. Dans ce cas, la transforma-

tion X →AX de Rn est une isométrie et ‖AX‖=‖X‖ pour tout X , donc ‖A‖=1.
3) Prenons une matrice diagonale D=diag(d1,d2,. . .,dn). Si X est un vecteur-colonne

de coordonnées (x1,x2, . . . ,xn), les coordonnées de DX sont (d1x1,d2x2, . . . ,dnxn)
et ‖DX‖2 = d2

1x
2
1 + d2

2x
2
2 + · · · + d2

nx2
n . Posons m = max

(
|d1|, |d2|, . . . , |dn|

)
. On a
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‖DX‖2 � m2x2
1 + m2x2

2 + · · · + m2x2
n = m2‖X‖2 . Les nombres

‖DX‖
‖X‖ , où X �= 0,

sont tous inférieurs ou égaux à m, donc aussi le plus grand d’entre eux qui est
‖D‖. Le nombre m est l’un des |di| : supposons m = |dk|. Pour le vecteur cano-
nique Ek , on a ‖Ek‖ = 1, DEk = dkEk , donc ‖DEk‖ = |dk|. Ainsi |dk| est le
plus grand des quotients ‖DX‖/‖X‖, autrement dit

‖diag(d1, d2, . . . , dn)‖ = max
(
|d1|, |d2|, . . . , |dn|

)
Pour une matrice générale, on a les résultats suivants.

Proposition. Soit A une matrice à coefficients réels.

® La norme de A est la racine carrée de la plus grande valeur propre de la matrice (tA)A.

® Si A possède p colonnes, on a l’encadrement N(A)/
√

p � ‖A‖ � N(A), où
(
N(A)

)2

est la somme des carrés des coefficients de A.

Démonstration. Supposons que A possède p colonnes. Pour tout X ∈ Rp , on a ‖AX‖2 =
t(AX)(AX)=(tX)(tA)AX . La matrice S=(tA)A est carrée de taille p, symétrique et ses valeurs
propres sont des nombres réels positifs ou nuls (proposition page 217). Soit R la plus grande
valeur propre de S . D’après la proposition page 218 et la remarque qui la suit, on a ‖AX‖2 =
(tX)SX � R‖X‖2 et l’égalité est obtenue quand X est un vecteur propre de S pour la valeur
propre R. Quand X parcourt les vecteurs non nuls de Rp , les rapports ‖AX‖/‖X‖ ont donc
pour maximum

√
R. Nous avons déjà démontré en introduction l’inégalité ‖A‖�N(A). La i-ème

colonne Ai de A est AEi , où Ei est le i-ème vecteur canonique, donc ‖Ai‖=‖AEi‖�‖A‖‖Ei‖=
‖A‖, car Ei est de norme 1. En élevant au carré et en ajoutant ces inégalités pour i=1,2,. . .,p,

on obtient p‖A‖2 �‖A1‖2+‖A2‖2+ · · ·+‖Ap‖2 =
(
N(A)

)2
, d’où l’inégalité ‖A‖�N(A)/

√
p. �

Calcul numérique de la norme d'une matrice

Première méthode. Pour avoir une estimation de la norme d’une matrice A à
n lignes et p colonnes,

® on génère des vecteurs X ∈ Rp au hasard,

® on calcule Y = AX et le rapport r =
‖Y ‖
‖X‖ ,

® et l’on prend le plus grand de ces nombres r comme valeur approchée de ‖A‖.

Si l’on a pris suffisamment de vecteurs X et s’ils sont assez dispersés, r est une
bonne approximation par défaut de la norme de A.

Seconde méthode. Si p n’est pas trop grand, on peut aussi calculer le polynôme
caractéristique f(x) de la matrice (tA)A et chercher une valeur approchée de la plus
grande racine λmax de f ; on a alors une valeur approchée de ‖A‖ =

√
λmax .

Puisque le polynôme f a toutes ses racines réelles, la méthode de Newton est tout
à fait adaptée au calcul de la plus grande racine (voir pages 307 et 309).
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Rappelons que la suite de Newton est définie par son premier terme x0 et la

relation xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

. Si l’on choisit x0 plus grand que λmax , par exemple

x0 =
(
N(A)

)2
, alors xn tend rapidement vers λmax par valeurs supérieures.

La méthode de Hörner (page 48) permet un calcul efficace des nombres f(xn) et
f ′(xn).

Exemple. Soit A =

⎡⎢⎢⎣
−14,2 13,8 17,4 10,0
−8,6 18,8 17,0 16,0

−19,0 12,2 −19,4 12,2
9,8 10,0 12,4 12,6
4,4 0,4 10,8 −4,8

⎤⎥⎥⎦.

a) Posons x0 =3311>
(
N(A)

)2
. Dans la suite de Newton pour le polynôme caractéris-

tique de (tA)A, le terme x8 = 2049,8363 . . . approche la plus grande racine à 10−5

près. En prenant la racine carrée, on obtient ‖A‖ � 45,275118, valeur approchée
par excès à 10−7 près.

b) Voici les résultats obtenus avec la première méthode. La première ligne du ta-
bleau indique le nombre de vecteurs X ∈ R4 générés au hasard et la deuxième
ligne donne r = max (‖AX‖/‖X‖), valeur approchée par défaut de ‖A‖ ; dans la
troisième ligne, on a calculé l’erreur relative (‖A‖ − r)/‖A‖.

nombre d’essais 10 25 40 55 70 85 100
valeur approchée de ‖A‖ 39,06 44,14 43,36 43,54 43,95 44,24 44,39

erreur relative 0,13 0,02 0,04 0,04 0,03 0,02 0,02

1.2 Conditionnement d'une matrice
La résolution de certaines équations linéaires AX =B présente des difficultés inatten-
dues : de petites variations sur les coefficients du vecteur B produisent de grandes
variations sur la solution X . Cela est très gênant, car dans la pratique numérique,
les coefficients de B , et même de A, ne sont en général connus que de manière
approchée. Ce type d’erreur s’ajoutant aux inévitables arrondis commis pendant la
résolution, la solution calculée n’est plus fiable.

Exemple (d’après R.S. Wilson). Posons

A =

⎡⎣ 10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10

⎤⎦ , B =

⎡⎣ 32
23
33
31

⎤⎦ et dB =

⎡⎣ 0,1
−0,1

0,1
−0,1

⎤⎦.

® La solution de l’équation linéaire AX = B est X =

⎡⎣ 1
1
1
1

⎤⎦,

® et si l’on pose A(X + dX) = B + dB , on obtient dX =

⎡⎣ 9,2
−12,6

4,5
−1,1

⎤⎦.
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La petite variation relative vB =
‖dB‖
‖B‖ qui vaut environ 3,3.10−3 provoque dans

la solution une variation relative vX =
‖dX‖
‖X‖ d’environ 8,2, soit un taux vX/vB

supérieur à 2450.

Donnons-nous une matrice carrée A inversible de taille n et un vecteur-colonne
B ∈ Rn . Soit X la solution de l’équation linéaire AX = B . Modifions B en B + dB ,
où dB ∈ Rn : la solution devient X + dX , telle que A(X + dX) = B + dB .
On a A(dX) = dB , donc dX = A−1(dB) et ‖dX‖ � ‖A−1‖‖dB‖. En multipliant par
l’inégalité ‖B‖ � ‖A‖‖X‖, il vient ‖B‖‖dX‖ � ‖A‖‖A−1‖‖X‖‖dB‖, d’où

‖dX‖
‖X‖ � ‖A‖‖A−1‖ ‖dB‖

‖B‖
Définition
Soit A une matrice carrée inversible de taille n. Le nombre ‖A‖‖A−1‖ s’appelle
le conditionnement de A et se note cond(A).

® Pour une matrice diagonale inversible D = diag(d1, d2, . . . , dn), le conditionnement

est le quotient cond(D) =
max |di|
min |di|

.

® Puisque In=A(A−1), il vient 1=‖In‖=‖A(A−1)‖�‖A‖‖A−1‖ d’après les propriétés
de la norme. Le conditionnement est donc toujours supérieur ou égal à 1.

® On a l’égalité cond(A) = cond(A−1).

Proposition. Soit A une matrice inversible de taille n et soient B et dB des vecteurs-

colonne de Rn . Si AX = B et A(X + dX) = B + dB , alors
‖dX‖
‖X‖ � cond(A)

‖dB‖
‖B‖ .

Calcul du conditionnement
On peut calculer les normes ‖A‖ et ‖A−1‖ comme au précédent paragraphe. Dans
l’exemple précédent, on trouve ainsi que le conditionnement vaut environ 2984

(valeur compatible avec les rapports
‖dX‖
‖X‖ et

‖dB‖
‖B‖ obtenus).

On a aussi la formule suivante.

Proposition. Soient λmax la plus grande valeur propre de la matrice (tA)A et λmin la
plus petite. Alors cond(A) =

√
λmax/λmin .

Démonstration. Posons S = (tA)A et rappelons que toutes les valeurs propres de S sont
strictement positives, car A est inversible (proposition page 217). Pour toute matrice inver-
sible P de taille n, la matrice P−1SP a mêmes valeurs propres que S . En choisissant
P = tA, cela montre que λmin est la plus petite valeur propre de P−1SP = A tA. Les valeurs
propres de l’inverse d’une matrice sont les inverses des valeurs propres de cette matrice, donc
1/λmin est la plus grande valeur propre de (A tA)−1 = t(A−1)(A−1). Par conséquent, on a
‖A−1‖ =

√
1/λmin . Puisque ‖A‖ =

√
λmax , le résultat s’ensuit. �
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Soit f le polynôme caractéristique de (tA)A. L’équation f(1/x) = 0 a pour solutions
les inverses des racines de f et 1/λmin est la plus grande de ces solutions. Posons
g(x)=xnf(1/x), où n=degf est la taille de la matrice (tA)A ; alors g est un polynôme
de degré n et l’on peut calculer 1/λmin en appliquant la méthode de Newton à g .

Estimation pratique. La formule de la proposition est valable pour toutes les per-
turbations dB du second membre, notamment celles qui provoquent la plus grande
variation sur la solution X ; mais dans la pratique, un vecteur dB au hasard ne
provoquera que des variations dX nettement inférieures au maximum prévu par le
conditionnement. On se contente donc souvent d’estimer numériquement un coeffi-

cient C(A) tel que l’inégalité
‖dX‖
‖X‖ � C(A)

‖dB‖
‖B‖ soit valable pour suffisamment de

second membres B et suffisamment de perturbations dB prises au hasard :

® on génère un assez grand nombre de vecteurs B et dB au hasard,

® on résout les équations AX = B et A(X + dX) = B + dB ,

® on prend comme valeur de C(A) le plus grand des nombres
‖dX‖
‖X‖

[
‖dB‖
‖B‖

]−1

.

Le nombre C(A) est en général bien inférieur au conditionnement, mais, en pratique,
il n’est pas déraisonnable de l’utiliser pour des calculs d’erreurs.

2. Résolution d'équations linéaires
Dans ce paragraphe, on considère des équations linéaires AX = B , où A est une
matrice inversible de taille n à coefficients réels ou complexes.

2.1 Factorisation LU
Lorsque la matrice A est triangulaire, l’équation linéaire AX = B se résout facile-
ment : si par exemple A est triangulaire inférieure, la première équation fournit x1 ,
première coordonnée de la solution X = (x1, x2, . . . , xn), puis en reportant dans la
deuxième équation, on obtient x2 et ainsi de suite ; si A est triangulaire supérieure,
il faut commencer par la dernière équation et remonter jusqu’à la première.
Prenons une matrice A produit de matrices triangulaires, par exemple A = LU , où
L est triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure. Puisque A est inversible,
L et U le sont aussi : en effet, detA = (detL)(detU) est non nul, donc L et U ont
des déterminants non nuls. Si C est le vecteur tel que LC = B , alors on a

AX = B ⇐⇒ LUX = LC ⇐⇒ UX = C , car L est inversible.

La résolution de l’équation AX =B peut donc s’opérer en deux étapes plus simples :

® résolution de l’équation triangulaire LC = B ,

® puis résolution de l’équation triangulaire UX = C .
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Nous allons montrer que moyennant une hypothèse souvent satisfaite, on peut
calculer efficacement des matrices L et U telle que A = LU .

Recherche de la factorisation
On dit qu’une matrice A possède une factorisation LU s’il existe une matrice L

triangulaire inférieure à coefficients diagonaux tous égaux à 1 et une matrice U trian-
gulaire supérieure, telles que A = LU (l’appellation « LU » vient de l’anglais « lower
triangular » et « upper triangular »).

Notation : Si M est une matrice carrée d’ordre n et si k est un entier tel que

1 � k � n, notons M (k) la matrice carrée de taille k formée avec les k premières
lignes et les k premières colonnes de M .

Ainsi par exemple, pour L =

[
1 0 0
�21 1 0
�31 �32 1

]
et U =

[
u11 u12 u13
0 u22 u23
0 0 u33

]
, on a

L(1) = [ 1 ] U (1) = [u11 ] L(1)U (1) = [u11 ] = (LU)(1)

L(2) =
[

1 0
�21 1

]
U (2) =

[
u11 u12
0 u22

]
L(2)U (2) =

[
u11 u12

�21u11 �21u12 + u22

]
= (LU)(2)

et plus généralement, pour des matrices L et U de taille quelconque, on a L(k)U (k) =
(LU)(k) .

Si A = LU , alors L et U sont inversibles (car A est inversible), donc leurs coefficients
diagonaux sont tous non nuls. Par suite, les matrices L(k) et U (k) sont inversibles et

le déterminant de A(k) = (LU)(k) = L(k)U (k) est non nul. Pour que la matrice A se

factorise en LU , il faut donc que les déterminants des matrices A(k) soient tous non
nuls. La proposition suivante affirme que cette condition est aussi suffisante.

Proposition. Soit A une matrice inversible. Si toutes les matrices A(k) ont un détermi-
nant non nul, alors A possède une factorisation LU unique.

Démonstration. Décomposons A sous la forme A=
[
A′ P
Q a

]
, où A′ est carrée de taille n−1,

P est une matrice-colonne à n−1 lignes, Q est une matrice-ligne à n−1 colonnes et a ∈ R.

Cherchons aussi L et U sous la forme L=
[
L′ 0
X 1

]
et U =

[
U ′ Y
0 u

]
. L’égalité LU =A équivaut à

L′U ′=A′ , L′Y =P , XU ′=Q et XY +u=a. Pour montrer l’existence de L et U , raisonnons par
récurrence sur la taille de la matrice A. Les matrices A′(1)=A(1),A′(2)=A(2),. . .,A′(n−1)=A(n−1)

ayant leur déterminant non nul, la décomposition A′ = L′U ′ existe par hypothèse de récur-
rence. Les équations L′Y = P et XU ′ = Q ont une solution car L′ et U ′ sont inversibles et

l’on pose u = a−XY : cela définit les matrices L et U . Si A = L̃Ũ est une (autre) factorisation

LU, alors la matrice L−1L̃ = UŨ−1 est triangulaire supérieure et triangulaire inférieure avec

des 1 sur la diagonale, donc L−1L̃ = UŨ−1 = In et L̃ = L, Ũ = U . �
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Pratique des calculs
On calcule les matrices L(k) et U (k) de proche en proche, jusqu’à L=L(n) et U =U (n) :

® L(1) = [ 1 ] et U (1) = A(1) ;

® Si l’on a calculé L(k) et U (k) , on pose comme dans la démonstration précédente :

L(k+1) =
[

L(k) 0
X 1

]
, U (k+1) =

[
U (k) Y
0 u

]
et A(k+1) =

[
A(k) P
Q a

]
,

avec a et u des scalaires ; on calcule alors la matrice-colonne X et la matrice-ligne
Y en résolvant les équations L(k)Y = P , XU (k) = Q, puis on obtient le scalaire u

au moyen de l’égalité XY + u = a.

Pour calculer L et U lorsque A est de grande taille n, le nombre d’opérations à
effectuer (additions, multiplications et divisions) est de l’ordre de n3 .

2.2 Méthode de relaxation
Au lieu de résoudre algébriquement l’équation linéaire AX = B , on peut chercher
à approcher la solution par des vecteurs X(0), X(1), . . . , X(k), . . . qui tendent vers la
solution. Voici une méthode couramment pratiquée pour construire une telle suite.
Hypothèse générale : la matrice A=[aij ] est inversible et ses coefficients diagonaux
aii sont tous non nuls.
On note b1, b2, . . . , bn les coordonnées du vecteur B .

Construction des vecteurs X(k)

Pour définir une méthode de relaxation, on se donne un nombre ω tel que 0 < ω < 2.

® On choisit un vecteur initial X(0) .

® On passe de X(k) = (x(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n ) à X(k+1) = (x(k+1)

1 , x
(k+1)
2 , . . . , x

(k+1)
n ) en

appliquant la formule suivante pour i = 1, 2, . . . , n :

(1) x
(k+1)
i = x

(k)
i + ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i

aijx
(k)
j

)
où l’on convient que si i = 1, le signe

∑i−1
j=1 donne comme résultat 0.

Par cette formule, on calcule successivement x
(k+1)
1 ,x

(k+1)
2 ,. . .,x

(k+1)
n , connaissant X(k) .

Supposons que les vecteurs X(k) tendent vers une limite X quand k tend vers l’infini.
Pour chaque valeur fixée de i, on peut passer à la limite dans l’égalité (1) : en notant

x1,x2,. . .,xn les coordonnées de la limite X , on obtient xi =xi+ ω
aii

(
bi−

∑n
j=1aijxj

)
,

donc 0 = bi −
∑n

j=1 aijxj ; puisque la somme est la i-ième coordonnée de AX , on
a B = AX . Cela montre que

si les vecteurs X(k) ont une limite, cette limite est la solution de l’équation AX = B .
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Algorithme de passage de X(k) à X(k+1)

La programmation est très simple :

initialisation : [x1, x2, . . . , xn] ← X(k)

boucle : pour i de 1 à n, faire⎡⎢⎣ s ← 0
pour j de 1 à n, faire s ← s + aijxj

r ← bi − s
xi ← xi + ωr/aii

fin : X(k+1) ← [x1, x2, . . . , xn]

Test d'arrêt
Pour tout k , on calcule le « résidu » r(k) = B − AX(k) et l’on s’arrête si

‖r(k)‖
‖B‖ < ε , où ε est une précision choisie.

Notons e(k) = X − X(k) l’erreur commise en s’arrêtant à la k-ième itération.
On a AX = B et AX(k) = B − r(k) , donc Ae(k) = AX − AX(k) = r(k) et ‖e(k)‖ =
‖A−1r(k)‖ � ‖A−1‖‖r(k)‖.
Après un test d’arrêt positif, on a ‖e(k)‖�ε‖A−1‖‖B‖�ε‖A−1‖‖A‖‖X‖. Pour l’erreur
relative, il vient donc la majoration

‖e(k)‖
‖X‖ � ε cond(A)

La matrice d'itération
Nous allons voir que les vecteurs X(k) sont les itérés de X(0) par une transformation
affine de la forme X → LωX + K , où Lω est une certaine matrice ne dépendant
que de A et de ω . Décomposons la matrice A en trois matrices D , E , F :

® la matrice D est la matrice diagonale diag(a11,a22, . . . ,ann) formée des coefficients
diagonaux de A (supposés tous non nuls) ;

® la matrice (−E) est la partie triangulaire strictement en dessous de la diagonale ;

® la matrice (−F ) est la partie triangulaire strictement au dessus de la diagonale.

A =

⎡⎢⎣ . . . −F
D

−E
. . .

⎤⎥⎦
La formule (1) s’écrit X(k+1) = X(k) +ωD−1

[
B +EX(k+1) + (F −D)X(k)

]
, ou encore

(In − ωD−1E)X(k+1) =
[
(1 − ω)In + ωD−1F

]
X(k) + ωD−1B
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En posant

L=D−1E=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
−a21

a22

. . . 0

−a31

a33

−a32

a33

. . .

...
. . .

−an1

ann

−an2

ann
· · · −an n−1

ann
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
et U=D−1F=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −a12

a11

−a13

a11
· · · −a1n

a11

. . . −a23

a22
· · · −a2n

a22

. . .
...

0
. . . −an−1 n

an−1 n−1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

il vient (In − ωL)X(k+1) =
[
(1 − ω)In + ωU

]
X(k) + ωD−1B . La matrice triangulaire

In −ωL est inversible, car ses coefficients diagonaux sont tous égaux à 1. On a donc

X(k+1) = (In − ωL)−1[(1 − ω)In + ωU
]
X(k) + ω(In − ωL)−1D−1B

et en posant Lω =(In−ωL)−1
[
(1−ω)In +ωU

]
et K =ω(In−ωL)−1D−1B , on obtient

(2) X(k+1) = LωX(k) + K , pour tout entier k � 0.

La solution de l’équation linéaire AX = B est le point fixe de cette transformation.
D’après le corollaire page 185, on en déduit :

pour que la suite de X(k) converge quel que soit le vecteur initial X0 ,
il faut et il suffit que la matrice d’itération Lω ait toutes ses valeurs
propres (réelles ou complexes) de module strictement inférieur à 1.

On a (In − ωL)Lω = (1 − ω)In + ωU et la matrice triangulaire In − ωL a pour déter-
minant 1, donc det Lω = det

[
(1 − ω)In + ωU

]
= (1 − ω)n . On sait que le déterminant

d’une matrice est le produit de toutes les valeurs propres réelles ou complexes. Si les
valeurs propres de Lω sont de module inférieur à 1, alors en faisant leur produit, il
vient |1−ω|n < 1, donc |1−ω| < 1 ; puisque nous avons pris ω réel, cela implique que
ω est strictement compris entre 0 et 2. La condition 0 < ω < 2 est nécessaire pour que

la méthode de relaxation converge quel que soit le vecteur initial X0 .

Des conditions suffisantes de convergence
Dans les applications, la matrice A est souvent bien particulière, par exemple symé-
trique ou tridiagonale (voir page 142) ; il est également fréquent que les coefficients
diagonaux soient prépondérants au sens de la définition suivante.

Définition
Une matrice carrée A = [aij ] est à diagonale strictement dominante si le module de
chaque coefficient diagonal est strictement supérieur à la somme des modules des
autres coefficients situés sur la même ligne : pour tout i, |aii| >

∑
j �=i |aij |.

Proposition. Toute matrice carrée à diagonale strictement dominante est inversible.

Démonstration. Soit A=[aij ] une matrice carrée de taille n à diagonale strictement dominante
et soit X un vecteur-colonne non nul, de coefficients x1, x2, . . . , xn . Choisissons un coefficient
xq de module maximum : |xq|� |xj | pour tout j . Puisque X n’est pas le vecteur nul, xq est non
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nul. Le coefficient d’indice q du vecteur Y = AX est yq =
∑n

j=1 aqjxj = aqqxq +
∑

j �=q aqjxj .
Puisque le module d’une somme est inférieur ou égal à la somme des modules, on a∣∣∣∑j �=q aqjxj

∣∣∣ �
∑

j �=q |aqj ||xj | � |xq|
∑

j �=q |aqj | < |xq||aqq| et la dernière inégalité est stricte

car A est à diagonale strictement dominante et |xq| �= 0. On en déduit que yq n’est pas nul.
Ainsi, pour tout vecteur X �= 0, on a AX �= 0 : la matrice A est donc inversible. �

Proposition. La méthode de relaxation converge dans chacun des cas suivants :

a) la matrice A est à diagonale strictement dominante et 0 < ω < 1 ;
b) la matrice A est symétrique définie positive et 0 < ω < 2.

Démonstration. On a (In − ωL)Lω = (1 − ω)In + ωU , donc

(In − ωL)(Lω − zIn) = (1 − ω − z)In + ωU + zωL

et comme In − ωL a pour déterminant 1, le polynôme caractéristique de Lω est

P (z) = det(Lω − zIn) = det
[
(1 − ω − z)In + ωU + zωL

]
Supposons 0 < ω < 1 et soit z un nombre complexe tel que |z| � 1. Puisque 0 < 1−ω < 1, on
a 1−ω − z �= 0, donc P (z) = (1−ω − z)n det(In + bU + aL), où l’on a posé a = zω

1 − ω − z
et

b= ω
1 − ω − z

. D’autre part, l’inégalité |z|(1−ω)�1−ω s’écrit |z|ω � |z|−(1−ω) et comme on

a |1−ω−z|� |z|−(1−ω)>0 d’après l’inégalité triangulaire, on en déduit |a|= |zω|
|1 − ω − z| �1.

Puisque ω � |zω|, il vient |b| � |a| � 1. Supposons que A est à diagonale strictement do-
minante. Alors In + U + L est à diagonale strictement dominante (voir les matrices U et L
page 250) ; la matrice In + bU + aL s’obtient en multipliant les coefficients non diagonaux
par des nombres de module au plus 1, donc In + bU + aL est aussi à diagonale strictement
dominante : ainsi cette matrice est inversible, donc de déterminant non nul. Finalement, si
|z|� 1, alors P (z) �= 0. Cela montre que les valeurs propres de la matrice Lω sont de module
strictement inférieur à 1, donc la méthode de relaxation converge.
Supposons maintenant A symétrique définie positive et 0 < ω < 2. Posons pour simplifier

B = Lω et M = 1
ω

D−E . La matrice triangulaire M est inversible et un calcul simple montre

que l’on a M(In −B) = A, ou encore B = In −M−1A. En utilisant l’égalité tA = A, on vérifie
en outre la relation suivante :

(∗) A − (tB)AB = (In − tB)(M + tM − A)(In − B)

Puisque A est symétrique, on a tE=F , tM= 1
ω

D−F et M+tM−A= 2
ω

D−E−F−A= 2 − ω
ω

D ,

car A+E +F =D . Les coefficients de D sont les produits (tEi)AEi , donc ils sont strictement

positifs puisque A est définie positive. Il s’ensuit que la matrice diagonale Δ= 2 − ω
ω

D est dé-

finie positive, car on a 0<ω<2. Soit λ une valeur propre de B et X un vecteur propre associé
(puisque A est symétrique, λ est un nombre réel). On a BX = λX et (In −B)X = (1− λ)X .
En multipliant les différents termes de (∗) à gauche par tX et à droite par X , on obtient
(tX)(tB)ABX = λ2(tX)AX et (tX)(In − tB)Δ(In − B)X = (1 − λ)2(tX)ΔX , d’où

(1 − λ2)(tX)AX = (1 − λ)2(tX)ΔX .

Remarquons que λ ne peut pas être égal à 1 : sinon on aurait X = BX = X − M−1AX ,
donc M−1AX = 0, ce qui n’est pas possible car X est non nul et les matrices M−1 et A
sont inversibles. Ainsi on a (1− λ)2 > 0, (tX)ΔX > 0 et (tX)AX > 0, donc aussi 1− λ2 > 0,
c’est-à-dire −1 < λ < 1. �
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2.3 Résolution numérique d'une équation de Poisson
Le problème. On considère une plaque en équilibre thermique : en tout point, la
température u n’est fonction que des coordonnées (x,y) de ce point. La plaque est con-
venablement isolée sur ses deux faces de sorte que la conduction s’exerce dans son plan.

Le flux de chaleur est proportionnel à la section traversée, au gradient de température(
∂u
∂x

, ∂u
∂y

)
et à la conductivité c, qu’on suppose uniforme.

x0x0 + δx

y0

y0

+ δy e

Exprimons l’équilibre thermique d’un petit volume découpé dans la plaque.

® La face en x0 a pour surface e δy , où e est l’épaisseur
(constante) de la plaque. Le flux rentrant par cette face est

donc −ce δy ∂u
∂x

(x0, y0), le signe moins venant de ce que

le flux de chaleur se fait dans le sens des températures
décroissantes.

® Le flux sortant par la face en x0 + δx est de même

−ce δy ∂u
∂x

(x0 + δx, y0).

En négligeant (δx)2 , il vient ∂u
∂x

(x0 + δx, y0) = ∂u
∂x

(x0, y0) + ∂
∂x

(
∂u
∂x

)
δx. Le flux qui

traverse le volume dans la direction x est donc

−ce δy
[

∂u
∂x

−
(

∂u
∂x

+ ∂

∂x

(
∂u
∂x

)
δx

)]
= ce δxδy ∂2u

∂x2

la dérivée seconde étant prise en (x0, y0). De même, dans la direction y , le flux est

ce δyδx ∂2u

∂y2 . Puisque l’équilibre thermique est supposé atteint, le flux total à travers

l’élément est nul :

ce δxδy

(
∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2

)
= 0

d’où l’équation de Poisson

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0 .

Pour simplifier, nous avons supposé idéalement que la plaque n’échangeait pas de
chaleur avec l’extérieur. Dans le cas général où l’on a une distribution de chaleur
f(x, y) en tout point de la plaque (réalisée par exemple en insérant un circuit
chauffant ou réfrigérant), l’état d’équilibre se traduit par l’égalité

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = f

et le problème est de calculer la fonction u connaissant son laplacien Δu = f ; pour
déterminer la solution, il faut imposer les valeurs de u aux bords de la plaque.
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Discrétisation. Utilisons l’approximation de la dérivée seconde présentée page
141 : pour une fonction numérique (x, y) → u(x, y), le nombre

1
h2

[
u(x − h, y) − 2u(x, y) + u(x + h, y)

]
est une bonne approximation de ∂2u

∂x2
(x, y) si h est assez petit. En tout point (x, y),

on peut donc approcher ∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
par

(∗) 1
h2

[
u(x−h, y) − 2u(x, y) + u(x+h, y)

]
+ 1

k2

[
u(x, y−k) − 2u(x, y) + u(x, y+k)

]
à la condition que h et k soient assez petits.

u = T

u = 0

u
=

T

u
=

0

A D

B C

u11 u12 u13

u21 u22 u23

u31 u32 u33

Supposons que la plaque est un carré ABCD de côté � et plaçons-nous dans des
conditions théoriques où l’on maintient une tempé-
rature constante de zéro degré sur les côtés AB et
AD , et une température T sur BC et CD , sauf aux
points B et D où la température n’est pas définie.
Subdivisons la plaque en seize carrés de côtés �/4,
ce qui fait apparaître neuf points intérieurs qu’on nu-
mérote comme sur la figure par les couples (i, j), où
1 � i � 3 et 1 � j � 3. Nous allons estimer la tempé-
rature uij en chacun de ces points, sous l’hypothèse
d’un état stationnaire.
Les solutions doivent a priori présenter une symétrie par rapport à la diagonale AC .

Au point (1, 1), ∂2u

∂x2
est approché par (1/h2)(0 − 2u11 + u12),

∂2u

∂y2
est approché par (1/k2)(u21 − 2u11 + T ).

Puisqu’on a ici h = k = �/4, l’égalité de Poisson ∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
= 0 donne

0 + T + u12 + u21 − 4u11 = 0 .

Procédons de même pour les autres points (i, j) ; en les ordonnant par balayage des
lignes, on obtient le système linéaire carré :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 4u11 + u12 + u21 = − T

u11 − 4u12 + u13 + u22 = − T

u12 − 4u13 + u23 = − 2T

u11 − 4u21 + u22 + u31 = 0
u12 + u21 − 4u22 + u23 + u32 = 0

u13 + u22 − 4u23 + u33 = − T

u21 − 4u31 + u32 = 0
u22 + u31 − 4u32 + u33 = 0

u23 + u32 − 4u33 = − T
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de matrice

S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−4 1 0 1 0 0 0 0 0
1 −4 1 0 1 0 0 0 0
0 1 −4 0 0 1 0 0 0
1 0 0 −4 1 0 1 0 0
0 1 0 1 −4 1 0 1 0
0 0 1 0 1 −4 0 0 1
0 0 0 1 0 0 −4 1 0
0 0 0 0 1 0 1 −4 1
0 0 0 0 0 1 0 1 −4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

[
M I3 0
I3 M I3
0 I3 M

]
, où M =

[
−4 1 0

1 −4 1
0 1 −4

]

et où 0 représente la matrice carrée nulle de taille 3. Le premier membre du système

s’écrit aussi

[
M I3 0
I3 M I3
0 I3 M

][
U1
U2
U3

]
, en posant U1 =

[
u11
u12
u13

]
, U2 =

[
u21
u22
u23

]
et U3 =

[
u31
u32
u33

]
.

Remarquons que la taille de la plaque et ses propriétés thermiques n’interviennent
pas dans le système (invariance d’échelle).
La matrice S est à diagonale strictement dominante ; elle est aussi symétrique et
comme les coefficients diagonaux de −S sont strictement positifs, −S est définie
positive (exercice 3). Observons que la matrice M est tridiagonale.
Avec la méthode de relaxation pour ω = 0,8 et en prenant le vecteur initial dont
toutes les coordonnées valent 0,5T , on obtient en quatre itérations la solution

u11=u22=u33=0,5T , u12=u23=0,714T , u21=u32=0,285T , u13=0,857T , u31=0,142T

avec une erreur relative inférieure à un centième.

Généralité de la méthode. Dans les applications, on utilise une subdivision
beaucoup plus fine et la matrice du système est de grande taille. Supposons qu’il
y a n2 points dans la subdivision ; ordonnons-les en parcourant ligne par ligne (ou
colonne par colonne) ; en utilisant l’approximation (∗) du laplacien, on obtient la
matrice carrée de taille n2

S =

⎡⎢⎢⎢⎣
M In
In M In 0

. . .
. . .

. . .
0 In M In

In M

⎤⎥⎥⎥⎦ , où M =

⎡⎢⎢⎢⎣
b a
a b a 0

. . .
. . .

. . .
0 a b a

a b

⎤⎥⎥⎥⎦, a = 1
h2 , b = − 2

h2 − 2
k2 .

La matrice S est toujours symétrique à diagonale strictement dominante et −S

est définie positive. La méthode de relaxation est donc appropriée pour résoudre
numériquement une équation de Poisson.

Quand le domaine est moins régulier, on le subdivise par des triangles pour mieux
épouser son bord.

Remarque
De nombreuses équations aux dérivées partielles font intervenir, comme l’équation
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de Poisson, le laplacien de u défini, dans le cas d’une fonction de deux variables

cartésiennes, par Δu = ∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
. L’opération u → Δu est linéaire.

Par exemple, pour étudier les vibrations d’une membrane ou la surface d’un liquide en
mouvement dans un bassin, on est amené à résoudre l’équation Δu=−k2u : les solu-
tions u sont des vecteurs propres de l’opérateur laplacien (voir l’exercice 11 page 573).
En utilisant la méthode de discrétisation précédente, on est conduit au système linéaire
SU = −k2U et à calculer les valeurs propres de S .

3. Calcul de valeurs propres
Si A est une matrice carrée de grande taille, calculer son déterminant est très coûteux
en nombre d’opérations : passer par le polynôme caractéristique n’est donc pas toujours
numériquement efficace pour trouver les valeurs propres. De plus, on n’obtient en gé-

néral qu’une valeur approchée λ̃ de la valeur propre, de sorte que l’équation linéaire

AX = λ̃X n’a pour solution que le vecteur nul : utiliser ce système pour le calcul d’un
vecteur propre présente de sérieuses difficultés. Voici une méthode itérative qui, lors-
qu’elle converge, produit des vecteurs Xk ayant pour limite un vecteur propre de A.

Un exemple. Soit la matrice A =
[
1 7
0 10

]
, de valeurs propres 1 et 10. Posons

Y0 =
[
1
2

]
, X0 = 1

‖Y0‖
Y0 et appliquons l’algorithme suivant :

pour k de 1 à p, faire

{
(i) Yk ← AXk−1

(ii) Xk ← 1
‖Yk‖

Yk

Pour p = 4, on obtient le vecteur X4 de coordonnées (0,6139... , 0,7893...) et les
coordonnées de AX4 sont (6,139... , 7,893...) ; ainsi AX4 est peu différent de 10X4 ,
autrement dit le vecteur X4 est à peu près propre pour la valeur propre 10. Pour
des valeurs de p plus grandes, la précision s’améliore.

Explication. Les vecteurs Xk sont obtenus en itérant X0 par la transformation

W →AW et en divisant chaque fois par la norme. On a Ak =
[ 1 ak

0 10k

]
, avec ak =

7 10k − 1
9

, et il vient Wk=AkX0= 1√
5
AkY0= 1√

5

[ 1 + 2ak

2.10k

]
. Posons

[
uk
vk

]
=Wk . Alors

vk

vk−1

=10 et comme ak tend vers l’infini, on a lim uk

uk−1

=lim ak

ak−1

=lim 10k − 1
10k−1 − 1

=10.

Ainsi le rapport des coefficients entre Wk et Wk−1 tend vers 10 quand k tend vers

l’infini. Puisque Xk = Wk

‖Wk‖
, on passe aussi à peu près de Xk−1 à Xk en multi-

pliant par 10, lorsque k est assez grand. Si les Xk tendent vers un vecteur X , on a
donc AX = 10X , autrement dit X est un vecteur propre pour la valeur propre 10.
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En calculant les formules générales pour les coefficients de Xk , on voit facilement

que limXk est colinéaire au vecteur V =
[
7
9

]
qui est propre pour la valeur propre

10 (exercice 5).

Hypothèses
Dans la suite, A est une matrice carrée non nulle de taille n à coefficients réels (pour
une matrice complexe, voir la fin de la remarque page 257).

a) On suppose que l’une des valeurs propres de A, disons λ, est de module strictement
supérieur aux autres et que λ est valeur propre simple.

b) X0 est un vecteur ayant, dans une base de trigonalisation, une coordonnée non
nulle relativement au vecteur propre associé à λ.

L’hypothèse (a) implique que λ est réel : en effet, puisque A est à coefficients réels, le
nombre conjugué λ est une valeur propre de même module que λ, donc λ n’est pas
différent de λ.

Proposition. Définissons les vecteurs Yk et Xk en posant Yk =AXk−1 et Xk = 1
‖Yk‖

Yk

pour k � 1. Alors

i) les nombres ‖Yk‖ tendent vers |λ|,
ii) les vecteurs εkXk tendent vers un vecteur propre pour λ, où ε=1 si λ>0 et ε=−1 si λ<0.

Démonstration. Traitons d’abord le cas d’une matrice de la forme B =
[
λ 0
0 T

]
, où T est de

taille n−1 et triangulaire ; les coefficients diagonaux λ2,. . .,λn de T sont des valeurs propres de
B autres que λ. Par hypothèse, on a |λ|> |λi|, donc λ n’est pas nul et les coefficients diagonaux
de la matrice λ−1T sont de module strictement inférieur à 1 : il s’ensuit que (λ−1T )k tend vers

0 quand k tend vers l’infini (proposition page 185). Écrivons les vecteurs sous la forme
[

u
V

]
,

où u est un nombre et V un vecteur à n−1 coordonnées. Si U0 =
[
u0

V0

]
, les vecteurs Uk =BkU0

sont donnés par Uk =
[

λk 0
0 T k

] [
u0

V0

]
=

[
λku0

T kV0

]
= λkU ′

k , avec U ′
k =

[
u0

(λ−1T )kV0

]
. En uti-

lisant une norme ‖ ‖∗ quelconque, il vient ‖Uk‖∗ = |λ|k‖U ′
k‖∗ . Les vecteurs U ′

k tendent vers[
u0

0

]
=u0E1 et ‖U ′

k‖∗ tend vers ‖u0E1‖∗ = |u0|‖E1‖∗ , car une norme est continue. En posant

Zk= 1
‖Uk‖∗

Uk= λk

|λ|k
1

‖U ′
k‖∗

U ′
k et ε= λ

|λ| , on voit que εkZk= 1
‖U ′

k‖∗
U ′

k tend vers
u0

|u0|‖E1‖∗
E1

pourvu que u0 ne soit pas nul. Puisque E1 est un vecteur propre associé à λ, la propriété (ii)
est vraie dans le cas de notre matrice B particulière et pour une norme quelconque. De plus,

BZk = 1
‖Uk‖∗

Uk+1 = 1
|λ|k‖U ′

k‖∗
λk+1U ′

k+1 et ‖BZk‖∗ = |λ|
‖U ′

k+1‖∗
‖U ′

k‖∗
tend vers |λ|, d’où (i).

Dans le cas général, il existe une base de Cn dans laquelle la transformation f : X → AX

a une matrice B de la forme précédente (page 182) et si P est la matrice de passage, alors
Bk = P−1AkP pour tout entier k � 0. Soient W0 ∈ Rn et U0 tel que W0 = PU0 . Les itérés
Wk = AkW0 et les itérés Uk = BkU0 sont reliés par la relation Wk = PUk . Un vecteur propre
associé à λ est la première colonne de P : si l’on suppose que W0 a une coordonnée non
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nulle sur ce vecteur propre, alors la première coordonnée de U0 est non nulle. Appliquons la
première partie de la démonstration en choisissant la norme ‖X‖∗=‖PX‖ qui provient du pro-
duit scalaire (PX ′) · (PY ′). Les vecteurs εk 1

‖Uk‖∗
Uk tendent vers un vecteur αE1 (où α �=0),

donc les vecteurs Xk = 1
‖Wk‖

Wk = 1
‖PUk‖

PUk = 1
‖Uk‖∗

PUk = P

[
1

‖Uk‖∗
Uk

]
tendent vers

αPE1 : ce vecteur est colinéaire à la première colonne de P , donc c’est un vecteur propre de

f pour la valeur propre λ. On a AXk = 1
‖Wk‖

Wk+1 = 1
‖PUk‖

PUk+1 = 1
‖Uk‖∗

PUk+1 =PBZk

donc ‖AXk‖ = ‖BZk‖∗ : d’après ce qui précède, ‖AXk‖ tend vers |λ|. �

Remarques sur la convergence
® Appelons λ,λ2, . . . ,λq les valeurs propres de A, où |λ| > |λi| pour tout i. D’après

la démonstration, la convergence est d’autant plus rapide que les rapports |λ|/|λi|
sont grands.

Pour augmenter ces rapports et donc la vitesse de convergence, on peut être amené à
appliquer la méthode à la matrice A′=A−αIn , où α est convenablement choisi ; en ajou-
tant α à une valeur propre de A′ , on obtient une valeur propre de A (voir exercice 6).

® Quel que soit le signe de λ, les vecteurs X2k tendent vers un vecteur propre
associé à λ.

® Si A est une matrice à coefficients complexes vérifiant les hypothèses que nous
avons faites pour la proposition, alors (i) reste vrai et si λ a pour argument θ , les
vecteurs (e− ikθ)Xk tendent vers un vecteur propre associé à λ.

Calcul de la valeur propre de plus petit module. Soit A une matrice inver-
sible ayant une valeur propre simple μ de plus petit module. Aucune valeur propre
de A n’est nulle, les valeurs propres de A−1 sont les inverses des valeurs propres
de A, donc 1/μ est la valeur propre de plus grand module de A−1 . On peut ainsi
calculer une approximation de μ en appliquant la méthode à la matrice A−1 .

Exemple. Soit la matrice symétrique A = 1
150

⎡⎣ 172 −161 −154 −237
−161 743 477 256
−154 477 368 79
−237 256 79 37

⎤⎦. En pre-

nant pour X0 le vecteur dont toutes les coordonnées valent 1, on obtient ‖Y5‖ =
7,999996 . . . et les coordonnées de X5 sont à peu près (−0,258 , 0,774 , 0,516 , 0,258) :
en fait, la plus grande valeur propre est λ = 8 et V = (−1, 3, 2, 1) est un vecteur
propre associé ; les deux vecteurs (1/‖V ‖)V et X5 sont de norme 1 et leur écart est
de norme inférieure à 1,6 10−4 .
En appliquant la méthode à A−1 , on trouve que la valeur propre de A de plus petite
valeur absolue est μ = 1/2, avec vecteur propre W = (1, 2,−3, 1).
Puisque la matrice A est symétrique, les vecteurs propres relatifs à des valeurs
propres différentes de λ et μ sont dans le plan orthogonal aux vecteurs V et W

(énoncé page 216). Choisissons deux vecteurs formant une base de ce plan, par
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exemple U =

⎡⎣ 13
1
5
0

⎤⎦ et U ′ =

⎡⎣ 13
−9

7
26

⎤⎦. Si P est la matrice de colonnes V,W,U,U ′ , alors

on a P−1AP =
[
D 0
0 M

]
, où D =

[ 8 0
0 1/2

]
et M = 1

130

[
168 −108
−81 −129

]
. Les autres va-

leurs propres de A sont celles de la matrice M ; elles sont faciles à calculer puisque
le polynôme caractéristique de M est de degré 2 : on trouve 3/2 et −6/5.

Exercices

1@ . Conditionnement d'une matrice symétrique définie positive. Soit S une matrice symé-
trique définie positive. Montrer que le conditionnement de S est égal à vmax/vmin ,
où vmax est la plus grande valeur propre de S et vmin la plus petite (appliquer la
proposition page 245).

2@ . Localisation des valeurs propres. Soit A = [aij ] une matrice carrée de taille n et soit
λ ∈ C une valeur propre de A.

a) Soit u = (u1, u2, . . . , un) un vecteur propre relatif à λ et soit k un indice tel que
|uk| � |ui| pour tout i. Montrer que l’on a |λ − akk| �

∑
j �=k |akj |.

b) Si a est un nombre complexe et r un nombre réel positif, posons D(a, r) =
{z ∈ C | |z−a|� r} : c’est le disque de rayon r centré au point d’affixe a. Montrer
que les valeurs propres de A sont dans la réunion des disques D

(
app,

∑
j �=p |apj |

)
.

c) En déduire l’inégalité |λ| � max
k

( n∑
j=1

|akj |
)

.

3@ . Des matrices sympathiques. Soit A = [aij ] une matrice carrée de taille n à diagonale
strictement dominante et à coefficient diagonaux tous strictement positifs.

a) Soit λ une valeur propre complexe de A. En utilisant l’inégalité obtenue en (a) de
l’exercice précédent, montrer que la partie réelle de λ est strictement positive.

b) Montrer que si de plus A est symétrique et à coefficients réels, alors A est définie
positive.

4. Montrer qu’une matrice carrée A à diagonale strictement dominante possède une dé-
composition LU (remarquer que les matrices A(k) sont aussi à diagonale strictement
dominante et appliquer une proposition page 250).

5. Reprenons la matrice A =
[
1 7
0 10

]
de l’exemple page 255 et les vecteurs Xk définis

par X0 = 1√
5

[
1
2

]
et Xk+1 = 1

‖AXk‖
AXk . Calculer les coefficients de Xk pour tout

k � 1 et la limite des vecteurs Xk .
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6@ . Une méthode itérative pour résoudre certaines équations linéaires. Soient A une matrice
carrée de taille n et B un vecteur-colonne de Kn . On considère le système d’équations
linéaires (S) : AX = B .

a) Soit a un nombre non nul. Montrer que X est solution de (S) si et seulement X

est point fixe de la transformation affine T : Z → (In − aA)Z + aB .

On en déduit une technique pour résoudre (S) : chercher un nombre a tel que la
matrice In −aA ait toutes ses valeurs propres de module strictement inférieur à 1.
S’il en est ainsi, alors pour tout vecteur initial X0 , les itérés X1 = T (X0), . . . ,Xp =
T (Xp−1), . . . ont pour limite la solution de (S) (corollaire page 185).

b) Supposons que toutes les valeurs propres de A sont réelles et comprises entre les

nombres positifs u et v (où u < v). Posons a = 2
v + u

. Montrer que les valeurs

propres de la matrice M = In − aA sont de valeur absolue inférieure à v − u

v + u
< 1

(les valeurs propres de M sont les nombres 1−λa, où λ est valeur propre de A).

c) Application. On prend A =

⎡⎢⎢⎢⎣
3 1/2 0 0 0

1/2 3 1/3 0 0
0 1/3 3 1/3 0
0 0 1/3 3 1/2
0 0 0 1/2 3

⎤⎥⎥⎥⎦.

(i) Montrer que les valeurs propres de A sont réelles et comprises entre u = 2,15
et v = 3,84 (utiliser l’exercice 2.b)). Calculer a.

(ii) Considérons les itérés X1 = T (X0), . . . ,Xp+1 = T (Xp), . . . d’un vecteur X0 ∈ R5 .
Posons Bp = AXp et notons δp = ‖X − Xp‖ l’erreur commise en remplaçant
la solution X de (S) par son approximation Xp . Montrer que l’on a
δp � cond(A)‖B−Bp‖‖Xp‖/‖Bp‖.

(iii) Montrer que le conditionnement de A est inférieur ou égal à v/u (remarquer
que la matrice A est symétrique ; en utilisant (i), montrer qu’elle est définie positive
et appliquer l’exercice (1).

(iv) Écrire un algorithme permettant de calculer avec une précision ε donnée, les
coordonnées du vecteur X solution de AX = B .

(v) Supposons B = (1,0,2,0,1). Montrer que si l’on prend X0 = 0, les coordonnées
de X sont celles de X4 à 0,002 près.
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Chapitre 9

Limites, dérivées,
intégrales

1. Rappels sur les limites
1.1 Limite d'une suite

Au chapitre 1, nous avons expliqué pourquoi, dans une suite décroissante de nombres
positifs, les décimales de ces nombres se stabilisent (page 6). On a la même propriété
pour une suite décroissante et minorée par un nombre quelconque, ou pour une
suite croissante majorée. Rappelons quelques définitions :

– Une suite (un) est croissante si l’on a un+1 � un pour tout n.
– Une suite (un) est majorée s’il existe un nombre M supérieur ou égal à tous les

termes de la suite, c’est-à-dire que l’on a un � M pour tout n.
Une suite (un) est minorée s’il existe un nombre m tel que m � un pour tout n.

– Une suite (un) est convergente si elle a une limite finie � : cela veut dire que pour
tout nombre ε > 0, tous les termes un sont, après un certain rang, compris entre
� − ε et � + ε.

Énonçons les propriétés essentielles des suites monotones.

® Soit (un) une suite croissante de nombres réels. Si (un) est majorée, elle est convergente ;
si (un) n’est pas majorée, alors un tend vers +∞.

® Soit (un) une suite décroissante de nombres réels. Si (un) est minorée, elle est convergente ;
si (un) n’est pas minorée, alors un tend vers −∞.

Suites adjacentes
Des suites (an) et (bn) sont dites adjacentes si

i) (an) est croissante et (bn) est décroissante,
ii) an � bn pour tout n,
iii) bn − an tend vers 0.
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Dans ce cas, la suite (an) est majorée par b0 , la suite (bn) est minorée par a0 , donc la
suite (an) a une limite � et la suite (bn) a une limite �′ ; d’après les théorèmes sur les
limites, la suite (bn − an) a pour limite �′ − � et comme par hypothèse bn − an tend
vers 0, on en déduit � = �′ ; la suite (an) étant croissante, � est supérieur ou égal à
tous les an et de même, �′ est inférieur ou égal à tous les bp .

Des suites adjacentes (an) et (bn) ont la même
limite � et l’on a an � � � bp pour tous n et p.

Puisque l’écart entre an et bn tend vers 0, ces nombres permettent d’encadrer la
limite � avec la précision qu’on veut.

Suites itératives
Nous avons déjà rencontré des suites (un) formées des itérés d’un nombre initial u0

par une transformation f : on a par définition

un+1 = f(un), pour tout n � 0.

Faisons deux hypothèses sur la fonction f .

Hypothèse (a) : f a un point fixe p, c’est-à-dire tel que f(p) = p.

Pour visualiser le comportement des un , on peut procéder comme page 15 : sur un
même dessin, représentons le graphe de y=f(x) et la droite d’équation y=x ; ces deux
graphes se coupent donc au point A = (p, p). Construisons une ligne brisée comme
ci-dessous, en joignant successivement les points (u0,u1), (u1,u1), (u1,u2), (u2,u2), etc :

y
y=

x

x

y=
f(

x)

u0u1

u1

u

p

p 2

figure 1

y
y=

x

x

y=f(x)

u0u1

u1

u

p

p 2

figure 2

Hypothèse (b) :
y

A

y=
x

x

y=
f(x)p

p

y=
kx

y=
kx

−

figure 3

Au voisinage du point A, le graphe
de f reste dans le cône (partie grisée de la figure 3)
formé de deux droites sécantes en A de pente ±k ,
où k est un nombre tel que 0 < k < 1.

Si M = (x, y) est un point du cône, la pente du seg-
ment AM est comprise entre −k et k , autrement dit
|y − p| � k|x − p|.
Si x est l’abscisse d’un point du cône, alors le point(
x,f(x)

)
est dans le cône et donc

∣∣f(x)− p
∣∣ � k|x− p|.

Puisque k < 1, il en résulte que f(x) est plus proche
de p que x ; en particulier, f(x) est aussi l’abscisse d’un point du cône.
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Définition
Si les hypothèses (a) et (b) sont vérifiées, on dit que f est contractante au voisinage
du point fixe A. Le nombre k < 1 s’appelle le coefficient de contraction.

Si la valeur initiale u0 de la suite est l’abscisse d’un point du cône, alors le point
M0 = (u0, u1) est dans le cône, donc aussi le point M1 = (u1, u2) et de proche en
proche, tous les points Mn = (un, un+1) sont dans le cône. On a donc

|un+1 − p| � k|un − p|, pour tout n � 0
Il s’ensuit

(∗) |un − p| � k|un−1 − p| � k2|un−2 − p| � · · · � kn|u0 − p|
Puisqu’on a supposé 0 < k < 1, kn tend vers 0 quand n tend vers l’infini, donc
|un − p| tend vers 0, autrement dit un tend vers p.

Si f est contractante au voisinage du point fixe p et si u0 est assez proche
de p, alors la suite définie par un+1 = f(un) a pour limite p.

On dit que le point fixe p est attractif. Les inégalités (∗) montrent que la convergence
est d’autant plus rapide que le coefficient de contraction k est plus petit.

Exemple. Une pompe de volume v permet d’envoyer de l’air dans une enceinte de
volume V par un tuyau d’alimentation de petit volume u. On suppose que la com-
pression est isotherme. Quelle est la pression dans l’enceinte après n coups de pompe ?

v

V

u

P0

La pompe est à la pression extérieure P0 qui est aussi la pres-
sion initiale dans l’enceinte. Supposons qu’on a obtenu une
pression P dans l’enceinte et donnons un coup de pompe. La
valve s’ouvre lorsque la pompe exerce une pression P , le vo-
lume d’air dans celle-ci étant passé de v à une valeur v1 < v .
Le produit de la pression par le volume est constant, donc
P0(v +u) = P (v1 +u). Quand le piston arrive en fin de course,
le volume v1+u+V a été comprimé en u+V et la pression
dans l’enceinte et le tuyau prend la valeur P ′ telle que P (v1 + u + V ) = P ′(V + u).
Ainsi on a P ′(V + u) = P (v1 + u) + PV = P0(v + u) + PV . En notant Pn la pression
dans l’enceinte après n coups de pompe, il vient la relation

Pn+1 = V
V + u

Pn + v + u
V + u

P0

® La fonction affine f : x → V
V + u

x + v + u

V + u
P0 a un point fixe p :

p = V
V + u

p + v + u
V + u

P0 , d’où p = v + u
u

P0 .

® Le graphe de f est la droite de pente k = V
V + u

< 1 passant par le point (p, p) :

l’hypothèse (b) est donc satisfaite.
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On en déduit que Pn tend vers la pression limite v + u

u
P0 , valeur d’autant plus

grande que le volume u du raccord est petit.

1.2 Limite d'une fonction
On a les mêmes propriétés que pour les suites. Rappelons qu’une fonction f à va-
leurs réelles est majorée s’il existe un nombre M tel que f(x) � M pour tout x. Une
fonction f est minorée s’il existe un nombre m tel que f(x) � m pour tout x.
Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a, b[ ; a et b sont des nombres ou bien
l’un des symboles −∞ ou +∞.

– Si f est croissante et majorée, alors f(x) a une limite finie quand x tend vers b ;
si f est croissante et non majorée, alors lim

x→b
f(x) = +∞.

– Si f est croissante et minorée, alors f(x) a une limite finie quand x tend vers a ;
si f est croissante et non minorée, alors lim

x→a
f(x) = −∞.

Une fonction décroissante minorée a une limite finie quand x tend vers b ; si f est
décroissante non minorée, alors f(x) tend vers −∞ quand x tend vers b.
Voici les propriétés générales du calcul des limites ; nous les formulons pour les
fonctions, mais elles sont valables aussi bien pour des suites de nombres. x0 désigne
un nombre ou bien l’un des symboles +∞ ou −∞.
Supposons que f(x) et g(x) ont une limite finie quand x tend vers x0 .

® lim
x→x0

[
f(x) + g(x)

]
= lim

x→x0
f(x)+ lim

x→x0
g(x) et lim

x→x0

[
f(x)g(x)

]
=

[
lim

x→x0
f(x)

][
lim

x→x0
g(x)

]
® Si lim

x→x0
g(x) �= 0, alors lim

x→x0

f(x)
g(x)

=
lim

x→x0
f(x)

lim
x→x0

g(x)
.

® Si f(x) tend vers +∞ ou vers −∞ quand x tend vers x0 , alors lim
x→x0

1
f(x)

= 0.

2. Ordres de grandeur
On a souvent besoin de comparer les ordres de grandeur de deux quantités qui
tendent simultanément vers 0 ou vers l’infini. Dans ce but, nous allons définir la
notion de quantité négligeable devant une autre et de quantités équivalentes.
Chacune des fonctions x, x2 ou xn tend vers 0 quand x tend vers 0, mais avec des
ordres de grandeur différents : par exemple, pour x proche de 0, xn+1 est très petit
devant xn puisque xn+1/xn=x tend vers 0. Ces fonctions puissances servent d’échelle
de comparaison pour mesurer l’ordre de grandeur d’une quantité qui tend vers 0.

2.1 Exemples
Posons f(x) = tanx− sinx. Puisque sinx et tanx tendent vers 0 quand x tend vers
0, il en va de même de leur différence f(x). Pour comparer f(x) aux quantités x, x2 ,
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x3 pour de petites valeurs de x, formons les rapports
f(x)

x
,

f(x)

x2
,

f(x)

x3
et calculons

leurs valeurs pour x = 10−1, 10−2, 10−3, 10−4 avec une précision relative de 1/1000.

x 10−1 10−2 10−3 10−4

f(x)
x 5,01.10−3 5.10−5 5.10−7 5.10−9

f(x)
x2 5,01.10−2 5.10−3 5.10−4 5.10−5

f(x)
x3 0,501 0,5 0,5 0,5

f(x)
x4 5,01 50 500 5000

Les deux premières lignes du tableau montrent que pour x petit, f(x) est négligeable

devant x et devant x2 ; la troisième ligne indique que
f(x)

x3
semble tendre vers 1/2 :

cela veut dire que pour x assez petit, f(x) est de l’ordre de grandeur de (1/2)x3 :
on dit que les quantités f(x) et (1/2)x3 sont des infiniments petits équivalents.
Faisons des calculs analogues pour la différence g(x) = tanx− (sinx)2 qui tend aussi
vers 0 quand x tend vers 0.

x 10−1 10−2 10−3 10−4

g(x)
x 0,903 0,990 0,999 0,9999

g(x)
x2 9,03 99,0 999 9999

Cette fois,
g(x)
x

semble tendre vers 1, donc g(x) est de l’ordre de x quand x tend

vers 0 : on dit que g(x) est un infiniment petit équivalent à x.

2.2 Infiniments petits, infiniments grands
Soient u et v des fonctions définies sur un même intervalle I et soit a un nombre
appartenant à I ou bien une extrémité de I (éventuellement +∞ ou −∞)

Définitions

® Si
u(x)
v(x)

tend vers 0 quand x tend vers a, on dit que u(x) est infiniment petit, ou né-

gligeable, devant devant v(x) quand x tend vers a, ce que l’on note u(x) �
x→a

v(x).

On dit aussi que v(x) est infiniment grand devant u(x), ce qui se note v(x) �
x→a

u(x).

® Si
u(x)
v(x)

tend vers 1 quand x tend vers a, on dit que u(x) et v(x) sont équivalents

quand x tend vers a, ce qui se note u(x) ∼
x→a

v(x).
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Propriétés de ces relations
1) u(x) �

x→a
1 si et seulement si u(x) tend vers 0 quand x tend vers a.

2) Si u(x) ∼
x→a

v(x) et si v(x) a une limite (éventuellement infinie) quand x tend vers a,

alors u(x) a la même limite.

3) Si � est un nombre non nul, alors u(x) ∼
x→a

� si et seulement si u(x) tend vers � quand

x tend vers a.

4) Si u(x) ∼
x→a

v(x), alors u(x) et v(x) ont le même signe pour x assez proche de a.

5) u(x) ∼
x→a

v(x) si et seulement si
[
u(x)−v(x)

]
�

x→a
v(x).

6) Si u(x) �
x→a

v(x) et si v(x) �
x→a

w(x), alors u(x) �
x→a

w(x).

7) Si u(x) ∼
x→a

v(x) et si v(x) ∼
x→a

w(x), alors u(x) ∼
x→a

w(x).

Si u(x) ∼
x→a

v(x) et si v(x) �
x→a

w(x), alors u(x) �
x→a

w(x)

8) Si u(x) ∼
x→a

v(x) et si w(x) ∼
x→a

h(x), alors u(x)w(x) ∼
x→a

v(x)h(x).

Si u(x) ∼
x→a

v(x) et si w(x) �
x→a

h(x), alors u(x)w(x) �
x→a

v(x)h(x).

Démonstration. La propriété u(x) �
x→a

1 veut dire que u(x)=
u(x)

1
tend vers 0 quand x tend

vers a. Supposons u(x) ∼
x→a

v(x). On a u(x)=
u(x)
v(x)

v(x) et lim
x→a

u(x)
v(x)

=1, donc u(x) et v(x) ont la

même limite, ce qui montre (2). La propriété (3) vient de ce que si � �=0, u(x) tend vers � si et seule-

ment si
u(x)

�
tend vers 1. Si u(x) et v(x) sont équivalents quand x tend vers a, u(x)/v(x) tend

vers 1 ; alors pour x assez proche de a, le rapport u(x)/v(x) est positif, donc u(x) et v(x) sont

de même signe. Montrons (5) : puisque
u(x) − v(x)

v(x)
=

u(x)
v(x)

−1, le rapport
u(x)
v(x)

tend vers 1 si et

seulement si
u(x) − v(x)

v(x)
tend vers 0. La propriété (6) affirme simplement que si chacun des rap-

ports
u(x)
v(x)

et
v(x)
w(x)

tend vers 0, leur produit
u(x)
w(x)

tend vers 0. Les quatre dernières propriétés

se démontrent de même en utilisant que la limite d’un produit est égale au produit des limites. �

Exemples
® On a (tanx− sinx) �

x→0
x2 et (tanx− sinx) ∼

x→0
(1/2)x3 .

®
[
tanx−(sinx)2

]
∼

x→0
x.

® Puisque x3 �
x→0

x2 , la propriété (5) montre que x2 + x3 ∼
x→0

x2 .

De même, x2 +(tanx−sinx) ∼
x→0

x2 , car tanx−sinx est infiniment petit devant x2 .

® On sait que sinx
x

et tanx
x

tendent vers 1 quand x tend vers 0, donc sin x ∼
x→0

x

et tan x ∼
x→0

x. Cependant, la différence tan x − sin x, infiniment petite devant x,

n’est pas équivalente à x.
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® On a x �
x→+∞

x2 et
√

x �
x→+∞

x.

En effet, x/x2 = 1/x et
√

x/x = 1/
√

x tendent vers 0 quand x tend vers +∞.

Proposition. Soit une fonction polynôme P (x) = apx
p + ap+1x

p+1 + · · ·+ anxn , avec
p � n, ap �= 0 et an �= 0. Alors on a P (x) ∼

x→0
apx

p et P (x) ∼
x→±∞

anxn .

2.3 Fonctions usuelles
Les fonctions puissances
Soit n un entier strictement positif.

® La fonction puissance x →xn est définie sur R et l’on a lim
x→0

xn =0, lim
x→+∞

xn =+∞.

® Rappelons que si x �= 0, on pose x−n = 1/xn : la fonction x → x−n est définie sur
R \ {0}. On a lim

x→0+
(x−n) = +∞ et lim

x→+∞
(x−n) = 0.

Les fonctions racines
La fonction racine n-ième, notée x → n

√
x ou x → x1/n , est définie sur [0,+∞[. Par

définition, on a les relations ( n
√

x)n = x = n
√

xn , ce qui veut dire que les fonctions
x → n

√
x et x → xn sont des bijections réciproques sur [0,+∞[.

Les limites aux bornes de l’intervalle sont lim
x→0+

n
√

x = 0 et lim
x→+∞

n
√

x = +∞.

x2x4

x

x

y

1

1

x
x3x5

x

y

1

1

x1/2

x

x

11

1

/3

x1/3

x

y

La fonction logarithme
La fonction logarithme, notée x → ln x, est définie sur ]0, +∞[. Elle est croissante
et non majorée, donc lim

x→+∞
lnx = +∞. Quand x tend vers 0 par valeurs positives,

1/x tend vers l’infini, donc lnx = − ln(1/x) tend vers −∞.

Propriétés du logarithme
a) ln 1 = 0 , (lnx > 0 ⇐⇒ x > 1) , (lnx < 0 ⇐⇒ 0 < x < 1), ln e = 1.
b) ln(xy) = lnx + ln y , ln(xn) = n lnx et ln(x1/n) = (1/n) ln x.
c) ln′(x) = 1/x.
d) lim

x→+∞
lnx
x

= 0 et lim
x→0+

(x lnx) = 0.
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La dernière propriété reste vraie si on élève lnx ou x à des puissances positives :

si p et r sont des exposants positifs, alors (lnx)p �
x→+∞

xr et xr(lnx)p �
x→0+

1

En effet, u(x) = lnx

xr/p
=

p
r

ln(xr/p)

xr/p
=

p
r

ln y
y , où y = xr/p tend vers l’infini avec x ;

puisque
ln y
y tend vers 0, u(x) aussi. Quand x tend vers 0 par valeurs positives,

z = 1/x tend vers +∞, donc (lnz)p/zr tend vers 0 d’après ce qu’on vient de montrer ;

comme on a ln z = | lnx|, il vient (ln z)p/zr = xr| lnx|p , donc lim
x→0

[
xr(lnx)p

]
= 0.

La fonction exponentielle
La fonction exponentielle, notée x → expx ou x → ex , est définie sur R. C’est la bijec-

tion réciproque du logarithme, donc on a ln(expx) = x pour tout x et exp(lnx) = x

pour tout x > 0. La fonction exponentielle est croissante et non majorée, donc

lim
x→+∞

ex = +∞. Puisque e−x = 1/ex , on en déduit lim
x→−∞

ex = 0.

Propriétés de l'exponentielle. On les montre en prenant le logarithme.

a) e0 = 1 , (ex > 1 ⇐⇒ x > 0) , (0 < ex < 1 ⇐⇒ x < 0).

b) ex+y = exey , enx = (ex)n et ex/n = (ex)1/n .

c) exp′(x) = expx.

d) Pour tout r > 0, on a lim
x→+∞

(ex/xr) = +∞ et lim
x→−∞

(
|x|rex

)
= 0.

On en déduit que pour tout entier n, on a xn �
x→+∞

ex et e−x �
x→+∞

1/xn .

x

y

1

1 e

ln x

x

y

1

1

e

e

x

Fonctions hyperboliques
On pose : ch x = ex + e−x

2
: c’est la fonction cosinus hyperbolique,

sh x = ex−e−x

2
: c’est la fonction sinus hyperbolique.

® La fonction ch est paire et la fonction sh est impaire.

® On a (ch x)2 − (sh x)2 = 1 , ch′ x = sh x et sh′ x = ch x pour tout x.
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x

y

1
sh′

ch

graphe du
cosinus hyperbolique

ch′

x

1

1

sh
y

graphe du
sinus hyperbolique

Fonctions puissances généralisées
Si n est un entier, on a xn = exp(n ln x) pour tout x > 0. L’expression exp(n ln x)
a encore un sens si l’on remplace l’entier n par n’importe quel nombre réel α : cela
permet de formuler la définition suivante de la puissance α-ième d’un nombre x> 0.

Définition
Soit α un nombre réel. Pour tout x > 0, on pose xα = exp(α ln x). La fonction
x → xα s’appelle une fonction puissance.

Comme avec des exposants entiers, on a les règles de calcul :

pour x > 0 et y > 0, (xy)α = xαyα , xα+β = xαxβ , (xα)β = xαβ et x0 = 1.

Voici une propriété utile dont la vérification est immédiate.

Si u(x) et v(x) sont positifs et si u(x) ∼
x→a

v(x), alors
[
u(x)

]α ∼
x→a

[
v(x)

]α
.

2.4 Échelles de comparaison
Une échelle de comparaison quand x tend vers +∞
On a toujours xr/xs = xr−s ; si r < s, l’exposant r−s est négatif, donc xr/xs tend
vers 0 quand x tend vers l’infini :

si r < s, alors xr �
x→+∞

xs .

Puisqu’on a xr �
x→+∞

ex et lnx �
x→+∞

xr pour r>0, on en déduit le classement suivant.

Quand x → + ∞ : lnx � x1/n � · · · � x1/2 � x � x2 � · · · � xn � ex

Toutes ces quantités sont infiniment grandes quand x tend vers +∞, mais chacune
est infiniment petite devant la suivante.
En prenant les inverses, on obtient une échelle d’infiniments petits, c’est-à-dire de
quantités tendant vers 0 quand x tend vers +∞.

Quand x → + ∞ : e−x � 1
xn � · · · � 1

x2 � 1
x

� 1√
x

� · · · � 1
n
√

x
� 1

lnx
� 1
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Une échelle de comparaison quand x tend vers 0
Si r > s, xr/xs = xr−s tend vers 0 quand x tend vers 0, donc xr est infiniment petit
devant xs . Nous avons montré que xr lnx tend toujours vers 0 quand x tend vers
0, donc xr est infiniment petit devant 1/ lnx. On en déduit une échelle d’infiniments
petits quand x tend vers 0 par valeurs positives.

Quand x → 0 : · · · � x3 � x2 � x � x1/2 � x1/3 � · · · � x1/n � 1
lnx

� 1

En prenant les inverses, on obtient une échelle d’infiniments grands, c’est-à-dire de
quantités tendant vers +∞ quand x tend vers 0 par valeurs positives.

Quand x → 0 : 1 � | lnx| � 1
x1/n

� · · · � 1√
x

� 1
x

� 1
x2 � 1

x3 � · · ·

Exemple. Quel est l’ordre de grandeur de [x3−9x + 10]1/2 quand x tend vers 2 ?
On a x3−9x+10=(x−2)(x2+2x−5) et lim

x→2
(x2+2x−5)=3, donc (x3−9x+10) ∼

x→2
3(x−2).

On en déduit
[
x3−9x + 10

]1/2 ∼
x→2
x>2

√
3
√

x−2.

Définition
Soit f une fonction. Si l’on a f(x) ∼

x→a
u(x−a), où u une fonction de comparaison

en 0, ou un produit de telles fonctions, on dit que u(x−a) est la partie principale
de f(x) quand x tend vers a. De même, si f(x) ∼

x→+∞
v(x), alors v(x) est la

partie principale de f(x) quand x tend vers +∞.

Croissance exponentielle et factorielle pour les suites
Soit a un nombre réel tel que a > 1.

® an tend vers +∞ quand n tend vers +∞ et pour tout nombre α, on a an �
n→+∞

nα .

En effet, puisque ln a > 0, an = en ln a est infiniment grand devant toute puissance de

n, quand n tend vers +∞.

Nous allons montrer n! est infiniment grand devant an quand n tend vers +∞ et
donner un équivalent utile de n! .

® Pour tout nombre a > 1, on a n! �
n→+∞

an

® formule de Stirling : n! ∼
n→+∞

nn e−n
√

2πn

Choisissons un entier N > 2a. Pour tout entier n = N + p, on a

an

n!
= aN

N !
a

N + 1
a

N + 2
· · · a

N + p
.

Chacun des rapports a
N + i

est inférieur à a
N

< 1
2 , donc an

n!
< aN

N !
1
2p . Quand n tend

vers l’infini, p aussi, donc 1/2p tend vers 0 et an/n! également.
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3. La dérivée
3.1 Définition de la dérivée

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit a un nombre qui est dans I

ou bien qui est une extrémité de I .

Définition
Si le rapport

f(x) − f(a)
x − a

a une limite finie quand x tend vers a, cette limite

s’appelle la dérivée de f en a et se note f ′(a).

x

y
f(x)

f(a)
A

x

f(xy )=

a

MSur le graphe de f , plaçons le point A d’abscisse a

et un point M d’abscisse x �= a. Le segment de droite

AM a pour pente
f(x) − f(a)

x − a
. La dérivée de f en a, si

elle existe, est par définition la limite des pentes de ces
segments AM quand le point M du graphe tend vers A.

Le nombre f ′(a) est la pente de la tangente en A au graphe de f .

L’équation de la tangente en A est : y − f(a) = f ′(a)(x − a).

La différence f(x)− f(a) est l’accroissement des valeurs de la fonction entre a et x :
la dérivée en a permet ainsi de comparer, du point de vue de l’ordre de grandeur,
l’accroissement de la fonction et l’accroissement de la variable au voisinage de a.

Si f ′(a) �= 0, alors
[
f(x) − f(a)

]
∼

x→a
f ′(a)(x − a).

Exemple. Calculons la partie principale de f(x) =
(sinx)2

1−e−ax
quand x tend vers 0

(a est un nombre différent de 0).
On a sinx ∼

x→0
x et comme la dérivée en 0 de 1−e−ax est a, il vient 1−e−ax ∼

x→0
ax.

On en déduit que f(x) est équivalent à x2

ax
= x

a
quand x tend vers 0.

Proposition. Pour qu’un nombre k soit la dérivée de f en a, il faut et il suffit que
l’on puisse écrire f(x) = f(a) + k(x − a) + ϕ(x), où ϕ(x) �

x→a
(x − a).

Démonstration. On a en effet
f(x) − f(a)

x − a
− k =

ϕ(x)
x − a

, donc
f(x) − f(a)

x − a
tend vers k

quand x tend vers a si et seulement si
ϕ(x)
x − a

tend vers 0. �

Approximation affine en un point
Supposons que f est une fonction dérivable en a. Par définition, on a donc

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + ϕ(x) , où ϕ(x) �
x→a

(x − a).
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Pour des valeurs de x assez proches de a, la fonction affine x → f(a) + f ′(a)(x− a)
est une approximation de la fonction f à condition de considérer comme négligeable
la différence ϕ(x) infiniment petite devant x − a.

Définition
L’application affine Ta : x → f(a) + f ′(a)(x − a) s’appelle l’approximation affine de
f au point a.

x

y
f(x)

f(a)

xa

R

Q

P

Le graphe de Ta a pour équation y =f(a)+f ′(a)(x−a) :
le graphe de l’approximation affine de f au
point a est la tangente en a au graphe de f .

® Sur la figure, l’ordonnée de P est f(a), celle de Q est
Ta(x), donc PQ = f ′(a)(x−a).

® La distance QR est négligeable devant |x−a| pour x

assez proche de a.

3.2 Calcul des dérivées
Rappelons les règles pour calculer une dérivée ainsi que les dérivées à connaître.

® (u + v)′ = u′ + v′ , (uv)′ = u′v + uv′ ,
(

u
v

)′
= u′v − uv′

v2
.

® dérivée d'une composée : (f ◦ u)′(x) = f ′[u(x)
]
u′(x).

® exp′(x) = expx et ln′(x) = 1/x.
® La dérivée de la fonction x → xα est αxα−1 pour tout x > 0.

® sin′(x) = cos x, cos′(x) = − sin x et tan′(x) = 1 + (tanx)2 = 1
(cos x)2

.

Vérifions que la fonction f(x)=xα se dérive bien comme une fonction puissance entière.
Par définition, on a f(x) = exp

[
u(x)

]
, où u(x) = α ln x. D’après la règle pour dériver

une composée, il vient donc

f ′(x)=exp′[u(x)
]
u′(x)=exp

[
u(x)

]α
x =αexp

[
αlnx

]
exp

[
−lnx

]
=αexp

[
(α−1)lnx

]
=αxα−1.

Exemples d'approximations affines
Dans les formules ci-dessous, ϕ(x) désigne des quantités infiniment petites devant
x quand x tend vers 0, autrement dit ϕ(x) �

x→0
x.

® (1 + x)α = 1 + αx + ϕ(x) pour tout nombre α positif ou négatif,
® ex = 1 + x + ϕ(x) et ln(1 + x) = x + ϕ(x)
® sinx = x + ϕ(x) , cos x = 1 + ϕ(x) et tanx = x + ϕ(x).

En effet, les fonctions ex , ln(1+x), sinx et tanx ont pour dérivée 1 en x = 0, la dérivée
en 0 de (1 + x)α est α et cos′(0) = − sin 0 = 0.

® Pour u assez petit, le sinus d’un angle de u degrés est équivalent à π
180

u.
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Exemple. Considérons un carré de côté a qu’on déforme en un rectangle en

allongeant très légèrement deux côtés opposés : comment varie la diagonale ?

a

a

xLa diagonale du carré est
√

a2 + a2 = a
√

2 et celle du rectangle est

f(x) =
√

a2 + x2 en appelant x la longueur du grand côté du rec-

tangle. On a f ′(x) = x√
a2 + x2

, donc l’approximation affine de f en

a est f(a) + f ′(a)(x−a) =
√

2a2 + a√
2a2

(x−a) = a
√

2 + x−a√
2

. Pour un

petit allongement �=x−a du côté, la diagonale du carré s’allongera d’environ �/
√

2.

3.3 Comportement d'une fonction au voisinage d'un point
Une fonction f a un maximum local au point a si pour tout x assez proche de a,

f(x) est inférieur ou égal à f(a). De même, f a un minimum local en a si l’on a

f(x) � f(a) pour tout x assez proche de a.

Proposition. Si f est dérivable en a et si f a un maximum ou un minimum local en

a, alors f ′(a) = 0.

x

y

La proposition signifie qu’en un point où f a un maximum ou

un minimum local, la tangente est horizontale, à condition que

f soit dérivable en ce point.

Démonstration. Si f ′(a) �= 0, on sait que f(x)− f(a) a le signe de f ′(a)(x− a) pour tout

x assez proche de a. Puisque x− a change de signe en a, c’est que la différence f(x)− f(a)

ne garde pas un signe constant autour de a. Cela montre que si f ′(a) �= 0, alors f n’a pas

d’extremum local en a. �

La condition f ′(a) = 0 n’entraîne pas que f a un maximum ou un minimum local :

ainsi la dérivée de x → x3 est nulle en x = 0, mais cette fonction n’a pas d’extremum

en 0 comme le montre le graphe page 267.

Formulons encore deux propriétés utiles.

® Si f ′(a) = 0, alors
[
f(x) − f(a)

]
�

x→a
(x − a).

® Si lim
x→a

f(x) − f(a)
x − a

= ±∞, alors
∣∣f(x) − f(a)

∣∣ �
x→a

|x − a|.
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Exemples. Voici trois fonctions u, v , w qui tendent vers 0 quand x tend vers 0
mais qui se comportent bien différemment au voisinage de 0 :

xx

y y

x

y

u(x) =
√

x v(x) = 2x − x3 w(x) = x2

graphes de u, v et w

® La fonction u(x) =
√

x n’est pas dérivable en 0, car le rapport
√

x/x = 1/
√

x tend

vers +∞ quand x tend vers 0 par valeurs positives : on a u(x) �
x→0+

x, autrement

dit, au voisinage de l’origine, l’accroissement de la fonction est infiniment grand

devant celui de la variable. Intuitivement, la pente de la tangente à l’origine est

infinie, ce qui signifie qu’à l’origine, le graphe est tangent à l’axe des ordonnées.

® Pour la fonction v(x) = 2x − x3 , la tangente à l’origine a pour pente v′(0) = 2 :

on a donc v(x) ∼
x→0

2x.

® En 0, la fonction w(x) = x2 a pour dérivée w′(0) = 0 : le graphe de w est tangent

à l’axe des abscisses. On a w(x) �
x→0

x et quand x tend vers 0, l’accroissement de

la fonction est infiniment petit devant celui de la variable.

Un comportement comme celui de u ou de w ne se produit qu’en des points exception-

nels : lorsqu’une courbe dérivable coupe l’axe des abscisses, il y a en général au point

d’intersection une tangente de pente finie non nulle.

Par exemple, perturbons un peu les fonctions u et w en leur soustrayant un petit nombre

ε > 0. Les graphes des fonctions uε(x) = u(x) − ε et wε(x) = w(x) − ε s’obtiennent à

partir des graphes ci-dessus en remontant de ε l’axe des abscisses.

xx

y y

x

y
uε

y =
√

x − ε

vε

y = 2x − x3 − ε

wε

y = x2 − ε

T

TT

graphes de uε, vε et wε

Cette fois, le graphe de uε coupe l’axe des abscisses en un point à tangente T de pente

finie non nulle et il en va de même pour le graphe de wε . Cette propriété était vraie

pour v et elle reste vraie pour vε(x) = v(x) − ε.
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Exemples. Voici les graphes de la fonction (sinx)2 et de la fonction sin(x2) :

y = (sin x)2 x

y

y = sin(x2)
x

y

® Puisque (sin x)2 a pour dérivée 2 sin x cos x, le graphe de (sin x)2 est tangent à
l’axe des x en tout point kπ , où le sinus s’annule. Le maximum est atteint aux
points (π/2)+kπ , où sin x = ±1. La fonction est périodique de période π , car

sin(x+π) = − sinx, donc
(
sin(x+π)

)2 = (sin x)2 .

® Pour le graphe de sin(x2), on a sin(x2) ∼ x2 quand x tend vers 0, d’où la forme
parabolique au voisinage de l’origine. Les oscillations sont de plus en plus rapides
au fur et à mesure qu’on s’éloigne de l’origine : en effet, sin(x2) s’annule aux
points xk = ±

√
kπ , où k ∈ N, et entre deux zéros consécutifs, l’écart

|xk+1 − xk| =
√

(k+1)π −
√

kπ = π√
(k+1)π +

√
kπ

décroît en tendant vers 0.

3.4 Graphes du carré et de la racine carrée d'une fonction
Supposons qu’on connaisse le graphe d’une fonction dérivable f et qu’on veuille

dessiner rapidement l’allure des fonctions
√

f(x) et
[
f(x)

]2
.

Le domaine de définition de
√

f(x) est formé des nombres x tels que f(x) � 0 : ils
correspondent aux points du graphe de f situés au dessus de l’axe des abscisses.

Règles à suivre pour dessiner ces graphes

1) Les fonctions
√

f(x) et
[
f(x)

]2
s’annulent exactement aux mêmes points que f .

2) Sur tout intervalle où f est positif ou nul, les fonctions
√

f(x) et
[
f(x)

]2
varient dans

le même sens que f .

Si par exemple on a 0 � f(x) < f(y), alors
√

f(x) <
√

f(y) et
[
f(x)

]2
<

[
f(y)

]2
.

3) Sur un intervalle où f(x) � 0, les variations de
[
f(x)

]2
sont opposées à celles de f .

4) Si le graphe de f coupe l’axe des abscisses avec une tangente de pente non nulle, alors
en ce point le graphe de

√
f(x) a une tangente verticale.

5) Si le graphe de f coupe l’axe des abscisses avec une tangente non verticale, alors en ce

point, le graphe de
[
f(x)

]2
est tangent à l’axe des abscisses.

En notant a ce point, on a f(a) = 0 et si par exemple f ′(a) > 0, f(x) est positif pour
x > a assez voisin de a :

√
f(x) est donc défini sur un petit intervalle J = ]a, v[.

Pour x ∈ J , on a

√
f(x)

x−a
= 1√

f(x)

f(x)
x−a

. On en déduit que si le rapport
f(x)
x−a

a une limite non nulle quand x tend vers a, alors

√
f(x)

x−a
tend vers l’infini, car
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lim
x→a

1/
√

f(x) = +∞ : cela veut dire que le graphe de
√

f(x) a une tangente verticale

en a. La dérivée de
[
f(x)

]2
au point a est 2f(a)f ′(a) = 0 puisque f(a) = 0 : le

graphe de
[
f(x)

]2
est donc tangent en a à l’axe des abscisses.

x

y

x

y

x

y

a

b c a b c a b c

f(x)
√

f(x) f(x)2

6) Si f(x) �
x→+∞

x2 , alors quand x tend vers +∞, le graphe de
√

f(x) a pour direction

asymptotique l’axe des abscisses.

Il suffit de remarquer que si f(x)/x2 tend vers 0 quand x tend vers +∞, alors√
f(x)/x =

√
f(x)/x2 tend aussi vers 0.

7) Si f(x) �
x→+∞

√
x, alors quand x tend vers +∞, le graphe de

[
f(x)

]2
a pour direction

asymptotique l’axe des ordonnées.

Remarque
Si le graphe de f est tangent à l’axe des abscisses en un point a, on ne peut rien en dé-
duire sur le comportement de

√
f(x) au voisinage de a. Ainsi les fonctions f1(x)=x2 ,

f2(x) = 4x2 et f3(x) = 4x4 sont tangentes à l’axe des x à l’origine, mais en ce point

®
√

f1(x) = |x| a deux demi-tangentes de pente 1 et −1 ;

®
√

f2(x) = 2|x| a deux-demi tangentes de pente 2 et −2 ;

®
√

f3(x) = 2x2 est tangente à l’axe des x.

x

y

x

y

x

y

x

y

f1, f2, f3

allure de

√
f1

√
f2

√
f3

Un exemple. Dessinons la courbe d’équation y2 = 0,7 + cos x, où −π � x � π .

Posons f(x)=0,7+cosx. Puisque l’équation de la courbe est y=±
√

f(x), commençons

par dessiner le graphe de la fonction
√

f(x) =
√

0,7 + cos x entre −π et π .

y

x
αα−

graphe de f(x)

Il y a un nombre α ∈ ]0, π[ tel que cosα = −0,7 (α est peu différent de 2,34). On a
f(±α) = 0. Puisqu’on a cos x > cos α si −α < x < α, f prend
des valeurs positives ou nulles sur [−α,α] : c’est l’intervalle de
définition de

√
f(x).

Sur [0,α], f décroît de 1,7 à 0 ; comme f est paire, on en déduit
qu’elle est croissante sur [−α, 0].
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®

xα

y

α−
graphe de

√
f(x)

Quand x va de −α à 0,
√

f(x) croît de 0 à
√

1,7 ; quand x

va de 0 à α,
√

f(x) décroît de
√

1,7 à 0.

® On a f ′(x) = − sin x donc au point α, le graphe de f a une
tangente de pente − sinα �= 0. Par conséquent,

√
f(x) a une

tangente verticale en α, et de même en −α.

x

y

α

Pour dessiner la courbe d’équation y2 = 0,7 + cosx entre −π et
π , il suffit de compléter le graphe de

√
f(x) par symétrie par

rapport à l’axe des abscisses. On trouve ainsi une courbe fermée
et symétrique par rapport à chacun des axes.

3.5 Les fonctions trigonométriques réciproques
La fonction Arc sinus
La fonction x → sin x définit une bijection croissante [−π/2, π/2] → [−1, 1] : pour
tout nombre y ∈ [−1,1], il existe un unique nombre x∈ [−π/2,π/2] tel que y = sinx.

Définition
Pour tout y ∈ [−1,1], on note Arc siny le nombre x∈ [−π/2,π/2] tel que y = sinx ;
ce nombre s’appelle l’Arc sinus de y . La fonction y → Arc sin y est une bijection
croissante et impaire de [−1, 1] sur [−π/2, π/2].

On a Arc sin0 = 0, Arc sin 1
2

= π
6

, Arc sin
√

2
2

= π
4

, Arc sin
√

3
2

= π
3

et Arc sin1 = π
2

.

Pour dériver f(y) = Arc sin y , écrivons que pour tout y ∈ ]−1, 1[, on a l’identité
sin

(
f(y)

)
= y et dérivons en appliquant la règle pour une fonction composée. Il vient[

cos
(
f(y)

)]
f ′(y) = 1. Puisqu’on a supposé y strictement compris entre −1 et 1, le

nombre x = f(y) est dans l’intervalle ouvert ]−π/2, π/2[, donc cos x > 0. Ainsi on a
cos x =

√
1 − (sinx)2 =

√
1 − y2 , car sinx = y , et il vient

Arc sin′(y) = 1√
1 − y2

, pour tout y ∈ ]−1, 1[.

La fonction Arc tangente
La fonction x → tanx définit une bijection croissante ]−π/2,π/2[→ ]−∞,+∞[ : pour
tout nombre réel y , il existe un unique nombre x ∈ ]−π/2, π/2[ tel que y = tan x.

Définition
Pour tout y ∈ R, on note Arc tan y le nombre x ∈ ]−π/2, π/2[ tel que y = tanx ;
ce nombre s’appelle l’Arc tangente de y . La fonction y →Arc tany est une bijection
croissante et impaire de R sur ]−π/2, π/2[.

On a Arc tan 0 = 0, Arc tan 1 = π/4 et lim
x→+∞

(Arc tanx) = π/2.
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Pour dériver g(y) = Arc tany , écrivons que pour tout y , on a tan
(
g(y)

)
= y : on obtient[

tan′(g(y)
)]

g′(y) = 1. Posons x = g(y), de sorte que tanx = y . On a

tan′(x) = 1 + (tanx)2 = 1 + y2 ,
d’où (1 + y2)g′(y) = 1.

Arc tan′(y) = 1
1 + y2 , pour tout y ∈ R.

x

x

y

Arc sin

1

π/2

−1

−π/2

x

x

y

Arc

π/2

−π/2

tan

3.6 La différentielle
Supposons que f est une fonction dérivable en a. Par définition, l’accroissement
f(x) − f(a) est alors approché par f ′(a)(x − a), avec une erreur infiniment petite
devant x−a.

Définition
La différentielle en a de la fonction y = f(x) est la fonction linéaire t → f ′(a) t. On
note dx la variable et dy la valeur de la différentielle, de sorte qu’on a dy=f ′(a)dx.

La dérivée de f au point a se note aussi
dy

dx
= f ′(a).

Si l’on donne à la variable dx une valeur numérique assez petite δx, alors δy=f ′(a)δx
est une bonne approximation de l’accroissement f(a + δx) − f(a) des valeurs de la
fonction. Traduisons le calcul des dérivées en un calcul des différentielles.
Soient y = f(x) et z = g(x) des fonctions dérivables d’une même variable x.

Somme : d(y + z) = dy + dz .
Produit par une constante : Si k est une constante, alors d(ky) = k dy .
Produit : d(yz) = (dy)z + y(dz).

Quotient : Aux points où z �= 0, d
[

y

z

]
=

dy

z
− y

z2
dz .

Composée : Si v = g(y) et y = f(x), alors dv = g′(y)dy = g′(y)f ′(x)dx, ou encore

dv
dx

= dv
dy

dy

dx
(règle de différentiation en chaîne)

C’est la formule pour dériver la fonction composée g ◦ f : dv
dx

= (g ◦ f)′(x) = g′(y)f ′(x).

Fonctions réciproques l'une de l'autre : Si des quantités x et y sont fonctions ré-
ciproques l’une de l’autre, leurs dérivées en des points qui se correspondent sont

inverses l’une de l’autre : dx
dy

=
[

dy

dx

]−1
.
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Exemple.

M

AO

d

r

θ ϕ
m

Un point mobile M décrit un cercle de centre O et de rayon r . On le filme
depuis un point fixe A situé à une distance d > r

de O . Quelle relation différentielle y a-t-il entre

l’angle θ= ̂−−−−−→
OA,

−−−−−−−→
OM qui repère la position de M et

l’angle ϕ= ̂−−−−−→
AO,

−−−−−−−→
AM que fait la caméra avec

−−−−−→
AO ?

Notons m la projection de M sur OA. On a Om=
rcosθ , et mM=rsinθ donc tanϕ= mM

Am
= r sin θ

d − r cos θ
.

L’angle ϕ est maximum quand AM est tangent
au cercle, pour une valeur ϕmax telle que sin(ϕmax) = r

d
. En posant a = r/d, il vient

tanϕ = a sin θ
1 − a cos θ

Les angles ϕ et θ sont des fonctions du temps qu’on suppose dérivables.

– La différentielle de tanϕ est (1 + tan2 ϕ) dϕ,

– et la différentielle de sin θ
1 − a cos θ

est
cos θ dθ(1 − a cos θ) − sin θ(a sin θ dθ)

(1 − a cos θ)2
, donc

(1) (1 + tan2 ϕ) dϕ = a
cos θ − a

(1 − a cos θ)2 dθ

On en déduit que la dérivée de la fonction θ →ϕ(θ) est
dϕ

dθ
= a

1 + tan2 ϕ

cos θ − a

(1 − a cos θ)2
.

L’angle θ est une fonction θ(t) du temps. En divisant par dt dans (1) et en notant

comme d’habitude ϕ̇ =
dϕ

dt
et θ̇ = dθ

dt
les dérivées par rapport au temps, on obtient

(1 + tan2 ϕ)ϕ̇(t) = a
cos θ − a

(1 − a cos θ)2 θ̇(t)

Par exemple, pour θ = 0, l’angle ϕ est nul et à cet instant, on a l’égalité ϕ̇ = a
1−a

θ̇ .

Quand ϕ = ϕmax , on a θ = π
2
− ϕmax , donc cos θ = sin(ϕmax) = a et ϕ̇ = 0.

Dérivée logarithmique
Définition
Soit f une fonction dérivable à valeurs strictement positives. La dérivée logarithmique

de f est la dérivée de la fonction x → ln
(
f(x)

)
, c’est-à-dire

f ′(x)
f(x)

.

En posant z=f(x), la différentielle de lnz est dz
z

et l’on a les règles de calcul suivantes.

Produit par une constante : Si k est une constante, alors
d(ky)
ky

=
dy

y
.

Produit de fonctions : Si p = yz , alors
dp

p
=

dy

y
+ dz

z
.
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Quotient de fonctions : Si q =
y

z
, alors

dq

q
=

dy

y
− dz

z
.

Puissance d'une fonction : Si u = yα , alors du
u

= α
dy

y
.

Ces formules s’obtiennent en dérivant dans les relations ln(ky)=lnk+lny , ln(yz)=lny+lnz ,

ln
y
z = lny − lnz et ln(yα) = α lny . De même, si p = yz , alors dp = (dy)z + y(dz), donc

dp
p =

(dy)z + y(dz)
yz =

dy
y + dz

z .

Exemple. On mesure le volume d’une sphère avec une erreur relative d’au plus
10%. Comment estimer l’erreur que l’on commet en calculant le rayon r0 ?

Le volume d’une sphère de rayon r est v = (4/3)πr3 . On a dv
v

=
d(r3)

r3
= 3 dr

r
, donc

dr
r

= 1
3

dv
v

. Si dv
v

vaut au plus 1/10, l’erreur relative sur le rayon est de l’ordre de

1/30. Il vient donc
|r − r0|

r0

� 1
30

ou encore 29
30

r0 � r � 31
30

r0 .

Coefficient d'élasticité. Supposons que des quantités x et y varient en fonction
d’un paramètre en ayant des ordres de grandeur très différents : dans ce cas, la

mesure de la dérivée
dy

dx
n’a pas grand sens.

Mais si l’on considère des variations relatives
δy

y
et δx

x
, ces rapports ne sont pas

affectés par un changement d’échelle du type x →Kx ou y →Ky . Il en va de même

des dérivées logarithmiques
dy

y
et dx

x
, appelées élasticités de y et de x. Pour étudier

l’effet produit sur y par une variation de x, on définit le coefficient d’élasticité de y

par rapport à x en posant :

ey/x =
dy/y

dx/x
=

( dy

dx

)(
x
y

)
Par exemple, dans un marché de consommation, la quantité y demandée pour un bien
donné dépend du prix p de ce bien. Certains modèles économiques proposent entre p

et y une relation de la forme y = Apn , où A est une constante positive et n un entier

positif ou négatif. On a alors
dy
y = n

dp
p et ey/p =

dy/y

dp/p
= n. Le coefficient d’élasticité

est constant et vaut toujours n : on dit que la relation entre p et y est isoélastique.

Dans la plupart des cas, ce coefficient d’élasticité ey/p est négatif : en effet, une dimi-
nution du prix augmente en général la demande, de sorte que la fonction p → y est
décroissante ; pour une fonction puissance y = pn , cela veut dire que l’exposant n est
négatif (on dit que le bien est typique). Cependant, certains biens de luxe (qualifiés
d’atypiques) ont un coefficient d’élasticité positif.
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4. Fonctions continues
Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un intervalle I et soit a ∈ I . Pour

être certain qu’en prenant des valeurs de plus en plus proches de a, on obtient des

valeurs qui tendent vers f(a), il n’y a pas besoin que la fonction soit dérivable : il

suffit que f(x) ait pour limite f(a) quand x tend vers a.

Définition
La fonction f est continue en a si lim

x→a
f(x) = f(a). Si f est continue en tout point

de I , on dit que f est continue sur I .

La fonction f est continue en a si pour tout nombre ε > 0, il existe un intervalle

[x0 − α, x0 + α], avec α > 0, sur lequel f ne prend que des valeurs comprises entre

f(a) − ε et f(a) + ε.

La propriété de continuité ne permet cependant pas de comparer les ordres de grandeur

des écarts |f(x) − f(a)| et |x − a| pour x proche de a.

Exemple. Définissons une fonction f en posant

f(x) = 2x − x2 si 0 � x � 1 et f(x) = 1
10x − 9

si x > 1.

Cette fonction est continue en 1 : en effet, on a lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(2x−x2) = 1 et

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

1
10x−9

= 1, donc la limite à gauche est égale à la limite à droite, la

valeur commune étant f(1) = 1.

® Pour h<0, on a f(1+h)=2(1+h)−(1+h)2=1−h2 , donc le rapport
f(1+h) − f(1)

h
=

−h2

h
tend vers 0 quand h tend vers 0 par valeurs négatives : la dérivée à gauche

en 1 vaut 0, de sorte que l’accroissement f(1+h)− f(1) est négligeable devant h

quand h tend vers 0 par valeurs négatives.

® Pour h>0, on a f(1+h)= 1
10(1+h)−9

=[1+10h]−1 =1−10h+ϕ(h), où ϕ(h) �
h→0+

h :

la dérivée à droite en 1 vaut donc −10 et quand h tend vers 0 par valeurs

positives, on a f(1+h) − f(1) ∼ −10h.

x

y

1

1

Puisque la dérivée à gauche en 1 n’est pas égale à la dérivée à

droite, la fonction f n’est pas dérivable en 1. Le graphe possède

deux demi-tangente au point (1, 1), l’une de pente 0, l’autre de

pente −10. Selon le signe de h, les quantités
[
f(1+h)−f(1)

]
/h

ont des ordres de grandeur très différents.
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Propriétés des fonctions continues

a) Si des fonctions f et g sont continues en a, leur somme x → f(x) + g(x) et leur

produit x → f(x)g(x) sont continus en a. Si de plus g(a) �= 0, le quotient x → f(x)
g(x)

est continue en a.

b) Supposons que f est une fonction ayant pour limite a quand x tend vers x0 . Si g est
continue en a, alors g

(
f(x)

)
tend vers g(a) quand x tend vers x0 .

c) Si une suite (un) a pour limite a et si g est continue en a, alors g(un) tend vers g(a).

Supposons que f est une fonction continue en x0 et que g est une fonction continue
en a = f(x0). Alors f(x) tend vers a = f(x0) quand x tend vers x0 , donc (propriété
(b)), g

(
f(x)

)
tend vers g(a) = g

(
f(x0)

)
quand x tend vers x0 . Cela veut dire que la

composée x → (g ◦ f)(x) est continue en x0 .

En particulier, si f et g sont continues en tout point et si la composée g ◦ f est
définie, alors g ◦ f est continue en tout point.

La composée de deux fonctions continues est continue.

Proposition. Une fonction dérivable en a est continue en a.

Démonstration. Si f est une fonction dérivable en a, alors f(x)−f(a)=f ′(a)(x−a)+ϕ(x),

où la fonction ε(x) =
ϕ(x)
x − a

tend vers 0 quand x tend vers a. Le produit (x− a)ε(x) = ϕ(x)

tend vers 0 quand x tend vers a, de même que f ′(a)(x − a), donc aussi f(x) − f(a) : cela
veut dire que l’on a lim

x→a
f(x) = f(a). �

Fonctions continues sur un intervalle
Les fonctions qui sont continues sur tout un intervalle ont des propriétés fondamen-
tales qu’on utilise constamment. Rappelons-les sans démonstration.

Théorème des valeurs intermédiaires. Soit f une fonction à valeurs réelles con-
tinue sur l’intervalle I . Si a et b sont des éléments de I et si k est un nombre compris
entre f(a) et f(b), il existe un nombre c compris entre a et b tel que f(c) = k .

Application. Soit f une fonction à valeurs réelles continue sur un intervalle I . Si a

et b sont des éléments de I tels que f(a) et f(b) sont de signes contraires, il existe un
nombre c ∈ ]a, b[ tel que f(c) = 0.

C’est un énoncé utile pour montrer qu’une équation f(x) = 0 possède au moins une
solution.

Pour le démontrer, on applique simplement le théorème des valeurs intermédiaires en
choisissant la valeur k = 0 qui, par hypothèse, est bien comprise entre f(a) et f(b).
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Exemple. Voici un tableau de quelques valeurs pour les fonctions x →x2 et x →(3/2)x

(rappelons qu’on a posé ax =exp(x lna) si a est un nombre strictement positif). Puis-

qu’on a (3/2)x= 3x

2x , il n’est pas difficile de calculer ces valeurs lorsque x est un entier.

x 0 1 2 12 13
x2 0 1 4 144 169

(3/2)x 1 1,5 2,25 129,7 194,6

Les fonctions x2 et (3/2)x sont toutes deux continues sur l’intervalle [0,+∞[.
Pour x=1, on a x2 < (3/2)x et pour x=2, on a x2 > (3/2)x . La différence x2−(3/2)x

change de signe entre 1 et 2 et c’est une fonction continue sur [0, +∞[. D’après
l’application du théorème des valeurs intermédiaires, il y a donc un nombre α∈ ]1,2[
tel que α2 = (3/2)α .
Pour x = 12, on a x2 > (3/2)x et pour x = 13, on a x2 < (3/2)x . A nouveau, la diffé-
rence x2 − (3/2)x change de signe entre 12 et 13, donc il y a un nombre β ∈ ]12,13[
tel que β2 = (3/2)β .
Ainsi l’équation x2 = (3/2)x possède au moins les deux solutions α et β ; en étudiant
plus précisément ces fonctions, on peut montrer qu’il n’y a pas d’autres solutions.

Corollaire. Tout polynôme à coefficients réels et de degré impair possède au moins une
racine réelle.

Démonstration. Soit P un polynôme à coefficients réels et de degré n impair. Si le co-
efficient dominant est par exemple positif, alors lim

x→+∞
P (x) = +∞ et lim

x→−∞
P (x) = −∞. Il

s’ensuit que P (x) est positif pour des valeurs de x positives assez grandes et que P (x) est
négatif pour des valeurs négatives de x assez grandes en valeur absolue. Puisque la fonction
x → P (x) est continue sur R, l’équation P (x) = 0 possède au moins une solution dans R. �

Fonction continue monotone. Une fonction continue et strictement monotone sur
un intervalle I définit une bijection de I sur l’intervalle image f(I) et la bijection réciproque
est continue.

Fonction continue sur un segment. Soit f une fonction continue sur un segment
[a, b].

a) Quand x parcourt [a, b], les valeurs f(x) ont un maximum et un minimum : il existe
des éléments u et v de [a, b] tels que, pour tout x ∈ [a, b], on a f(u) � f(x) � f(v).
Le nombre m = f(u) est le minimum de f , le nombre M = f(v) est le maximum.

b) Étant donné un nombre ε>0, on peut partager le segment [a,b] en sous-intervalles de lon-
gueurs assez petites pour que sur chacun d’eux, la variation des valeurs de f n’excède pas ε.

® Sur un intervalle qui n’est pas un segment, une fonction, même continue, n’atteint
pas nécessairement un maximum : par exemple, la fonction x → x2 sur [0, 1[ n’atteint
pas son maximum sur [0, 1[ (figure 1).
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® Si une fonction n’est pas continue en un point d’un segment, elle n’a pas forcément non
plus de maximum sur ce segment : par exemple, en désignant par E(x) la partie entière
du nombre x, la fonction x → x−E(x) n’atteint pas son maximum sur [0, 1] (figure 2).

1

1

0

figure 1

1

1

0

figure 2

La propriété (b) s’appelle la continuité uniforme. Elle exprime que si l’on se donne
ε > 0, alors il existe α > 0 tel que, pour tous x et y dans [a, b] vérifiant |x− y| � α,
on a |f(x) − f(y)| � ε.
Une fonction continue sur un intervalle I qui n’est pas un segment n’a pas forcément
la propriété de continuité uniforme.

Par exemple, pour la fonction f : R → R définie par f(x) = x2 , les valeurs xn = n et
yn =xn +1/n sont très proches lorsque n est assez grand, mais les valeurs f(xn)=n2 et
f(yn)=(n+1/n)2 diffèrent toujours de f(yn)−f(xn)=(n+1/n)2−n2 =2+(1/n)2 >2.

5. L'intégrale
5.1 Définition de l'intégrale

Il s’agit de mesurer l’aire comprise entre le graphe d’une fonction et l’axe des x, sur
un segment donné I = [a, b].

v1
v2

v3

�1 �2 �3
a b

figure 1

Pour cette question, les fonctions les plus simples sont les « fonctions en escalier » :
elles sont constantes sur des sous-intervalles formant une partition de I (figure 1).
Si la fonction v prend les valeurs v1, v2, . . . , vp sur ces intervalles, l’intégrale de v

est par définition le nombre

I(v) = v1�1 + v2�2 + · · · + vp�p

où �1, . . . ,�p sont les longueurs des intervalles.
Dans l’intégrale, chaque aire de rectangle est
comptée avec le signe de vi : positivement si
vi est positif, négativement sinon. L’intégrale
est donc une aire algébrique.

u1

u2

u3v1

v2

v3

�1 �2 �3 �4 �5
a b

f

figure 2

Pour définir l’intégrale d’une fonction f plus
générale, on l’encadre par des fonctions en es-
calier u et v prenant des valeurs u1, . . . , up et
v1, . . . ,vp sur des sous-intervalles : sur la figure
2, l’aire A sous le graphe de f satisfait ainsi
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l’encadrement

I(u) = u1�1 + u2�2 + u3�3 + u4�4 + u5�5 � A � v1�1 + v2�2 + v3�3 + v4�4 + v5�5 = I(v)

Si l’on peut construire des encadrements de plus en plus précis, de manière que
I(v) − I(u) tende vers 0, on prendra comme définition de l’intégrale de f la limite
commune des nombres I(u) et I(v).

Définition
Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur le segment [a, b]. On dit que f

est intégrable si pour tout nombre ε > 0, il existe des fonctions en escalier u et v

telles que u(x) � f(x) � v(x) pour tout x ∈ [a, b] et I(v) − I(u) � ε.

Toute fonction intégrable est à la fois majorée et minorée.

Théorème. Une fonction monotone sur un segment est intégrable.

Démonstration. Partageons le segment [a,b] en n parties égales de longueur � = (b−a)/n :

I1 = [a, a1] , I2 = [a1, a2] , . . . , In = [an−1, b] ,

où a1 = a + �, a2 = a + 2�, . . . , an−1 = a + (n− 1)� ; posons de plus a0 = a et an = b. Si f est
une fonction croissante sur [a, b], définissons des fonctions en escalier u et v comme suit :

u(x) = f(ai) et v(x) = f(ai+1) , si x ∈ [ai, ai+1[ et 0 � i � n − 1

x

y

a ba1 a2 a3 a4

u

v
f

Pour tout x dans l’intervalle [ai, ai+1[, on a u(x) = f(ai) �
f(x) � f(ai+1) = v(x), car f est croissante : les fonctions u et v

encadrent donc f . Par définition, les intégrales de u et de v sont
I(u) = f(a0)� + f(a1)� + · · · f(an−1)�

I(v) = f(a1)� + . . . + f(an−1)� + f(an)� ,
donc

I(v)−I(u)=f(an)�−f(a0)�=
[
f(b)−f(a)

]
�=

[
f(b)−f(a)

] b − a
n

·

Puisque b − a
n

tend vers 0 quand n tend vers l’infini, on a ainsi construit des fonctions en

escalier u et v qui encadrent f et telles que I(v) − I(u) soit aussi petit qu’on veut. �

Théorème. Une fonction continue sur un segment est intégrable.

Démonstration. En utilisant la propriété (b) énoncée page 283, nous allons construire pour
tout nombre ε>0, des fonctions en escalier u et v telles que u(x)�f �v(x) et I(v)−I(u)� ε.

– On partage le segment [a, b] en n sous-segments I1, . . . , In sur chacun desquels f varie
d’au plus ε/(b−a) ;

– Puisque f est continue sur le segment Ik , elle a un maximum sur Ik : on prend ce maxi-
mum comme valeur de v(x) pour x ∈ Ik (extrémité droite exclue). De même, on définit u

en lui donnant sur Ik la valeur minimum de f sur Ik .

Pour tout x∈ Ik , on a u(x)� f(x)� v(x) et comme les valeurs f(x) varient d’au plus ε/(b−a)
sur Ik , on a v(x) − u(x) � ε/(b−a) quel que soit x. En notant �1, . . . , �n les longueurs des
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segments I1, . . . , In , il vient

I(v) − I(u) � ε
b − a

�1 + · · · + ε
b − a

�n = ε
b − a

(�1 + · · · + �n) = ε
b − a

(b − a) = ε .

�

Existence de l'intégrale. Si une fonction f : [a, b] → R est intégrable, il existe un
unique nombre I(f), appelé l’intégrale de f , tel que I(u)�I(f)�I(v) pour toutes fonctions

en escalier u et v vérifiant u(x) � f(x) � v(x). L’intégrale de f se note
∫ b

a
f(t) dt.

Nous admettons l’existence de l’intégrale. On peut aussi montrer que les fonctions en
escalier obtenues en subdivisant [a, b] en sous-intervalles de plus en plus petits ont
leur intégrale qui tend vers l’intégrale de f (pour une fonction f monotone ou con-
tinue, cela ressort des démonstrations ci-dessus.) Intuitivement, l’intégrale de f sur
[a, b] est bien l’aire algébrique comprise entre l’axe des abscisses et le graphe de f .

x

y

a b

f(x)

x x+dx

Le signe
∫

évoque la lettre S , initiale de « somme » et la

notation
∫ b

a
f(t) dt suggère qu’il faut penser l’intégrale

comme la limite d’une somme de quantités infiniment
petites δy = f(x)δx : on imagine que δy est l’aire d’un
rectangle de hauteur f(x) et de base infiniment petite δx.

Raisonnement par infiniments petits. En Physique, on raisonne souvent en
décomposant une quantité en une « somme d’infiniments petits » : cela conduit
finalement à exprimer cette quantité sous la forme d’une intégrale.

Exemple. La pression exercée sur un objet immergé dans un fluide à la profondeur
h est P = ρh, où ρ est la masse volumique du fluide. Cherchons la force exercée
sur une plaque verticale immergée.

y0

y

y

y

1

O

δy {

L(y)

h(y)

Choisissons un axe vertical Oy et considérons dans la
plaque une tranche horizontale de hauteur infiniment pe-
tite δy située à la profondeur h ; sa longueur L est fonction
de y . Sur cette tranche d’aire Lδy , le fluide exerce une
force horizontale d’intensité PLδy = ρhLδy . On en déduit
que la force exercée sur la plaque a pour intensité

F =
∫ y1

y0

ρh(y)L(y) dy

où y0 et y1 sont les valeurs de y à la base et au sommet de la plaque.

y0

y

y

y

1

O

h(y)

L(y)H

L0

L1

Supposons par exemple qu’un canal est fermé par une
vanne coulissante en forme de trapèze. Dirigeons l’axe Oy
vers le haut et prenons son origine à la surface de l’eau.
La profondeur est donc h(y) =−y . Notons L0 la longueur
de la base inférieure de la plaque, L1 la longueur du coté
supérieur et H la hauteur. Entre y0 et y1 , L(y) varie proportionnellement :
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L(y) − L0

L1 − L0
=

y − y0

y1 − y0
=

y − y0

H

d’où L(y)=L0+ L1 − L0

H
(y−y0)= L1 − L0

H
y+L0−

L1 − L0

H
y0 . Il vient, puisque ρ=1 :

F =
∫ y1

y0

−yL(y) dy =
∫ y1

y0

[
−L1 − L0

H
y2 − L0y1 − L1y0

H
y

]
dy

5.2 Propriétés de l'intégrale
Elles résultent des propriétés de l’intégrale d’une fonction en escalier.

Supposons que u est une fonction en escalier, constante sur les intervalles d’extrémités
a = a0 < a1 < · · · < an−1 < an = b.
Pour tout nombre réel λ, la fonction λu : x → λu(x) est constante sur ces mêmes
intervalles, donc est en escalier, et l’on a I(λu) = λI(u).
Soit u′ une fonction en escalier constante sur les intervalles d’extrémités a<a′

1<· · ·<a′
p−1<b.

En mettant ensemble les points ai et a′
i , on définit un partage de [a, b] en intervalles

sur lesquels u et u′ sont constantes : les fonctions u + u′ et uu′ sont alors constantes
sur ces intervalles. Remarquons que l’on a I(u + u′) = I(u) + I(u′) et que si u est une
fonction en escalier positive ou nulle, alors I(u) est un nombre positif ou nul.
En passant à la limite quand la longueur des intervalles tend vers 0, on obtient les
propriétés suivantes.

a) Si f est intégrable sur [a, b], alors pour tout nombre λ, la fonction x → λf(x) est

intégrable et l’on a
∫ b

a
λf(t) dt = λ

∫ b

a
f(t) dt.

b) Si f et g sont intégrables sur [a, b], alors la fonction x → f(x) + g(x) est intégrable

et l’on a
∫ b

a

[
f(t)+g(t)

]
dt =

∫ b

a
f(t) dt +

∫ b

a
g(t) dt.

c) Si f(x) � 0 pour tout x, alors
∫ b

a
f(t) dt � 0.

d) Si f et g sont intégrables sur [a, b], leur produit x → f(x)g(x) est intégrable.

Les deux premières propriétés signifient que l’ensemble des fonctions intégrables sur

[a, b] est un espace vectoriel et que l’application f →
∫ b

a
f(t) dt est une application

linéaire.
La propriété (c) affirme que l’intégrale d’une fonction positive ou nulle est positive
ou nulle. Si f et g sont intégrables et si f � g , alors la fonction f−g est positive
ou nulle, donc son intégrale aussi :

si f(x) � g(x) pour tout x ∈ [a, b], alors
∫ b

a

f(t) dt �
∫ b

a

g(t) dt.

Si f est intégrable sur [a, b], elle est intégrable sur tout segment [c, d] inclus dans
[a, b]. On pose :∫ c

d

f(t) dt = −
∫ d

c

f(t) dt et
∫ c

c

f(t) dt = 0 pour tous nombres c et d dans [a, b].
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Pour tous nombres x, y, z dans [a, b], on a alors l’égalité :∫ y

x

f(t) dt +
∫ z

y

f(t) dt =
∫ z

x

f(t) dt (relation de Chasles)

Inégalité fondamentale. Si f est une fonction intégrable sur [a, b], alors∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ �
∫ b

a

|f(t)| dt

Démonstration. Puisqu’on a −|f(x)|�f(x)�|f(x)| pour tout x, il vient en effet −
∫ b

a
|f(t)| dt=∫ b

a
−|f(t)| dt �

∫ b

a
f(t) dt �

∫ b

a
|f(t)| dt. �

Proposition. Soit f une fonction continue et positive ou nulle sur le segment [a, b]. Si∫ b

a
f(t) dt = 0, alors f(x) = 0 quel que soit x ∈ [a, b].

Démonstration. Raisonnons par l’absurde en supposant que f prend en un point c ∈ [a, b]
une valeur f(c)>0. Puisque f est continue en c, il y a un intervalle autour de c où les valeurs
de f sont supérieures à un nombre m > 0. En appelant u et v les extrémités de cet intervalle,

on a
∫ b

a
f(t) dt �

∫ v

u
f(t) dt, car f est positive ou nulle, d’où

∫ b

a
f(t) dt � (v−u)m > 0, ce qui

est une contradiction. �

Intégrale fonction de la borne supérieure

Proposition. Si f est une fonction intégrable sur [a,b], alors la fonction x →
∫ x

a
f(t) dt

est continue sur [a, b].

Démonstration. Posons en effet F (x) =
∫ x

a
f(t) dt. Si x0 ∈ [a, b], alors d’après la relation de

Chasles, on a
∫ x

a
f(t) dt=

∫ x0

a
f(t) dt+

∫ x

x0
f(t) dt, ou encore F (x)=F (x0)+

∫ x

x0
f(t) dt. Puisque

f est majorée et minorée, il existe un nombre M tel que |f(x)|�M pour tout x. D’après l’iné-

galité fondamentale, il vient
∣∣F (x)− F (x0)

∣∣ �
∣∣∣∣∫ x

x0
|f(t)| dt

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∫ x

x0
M dt

∣∣∣∣ = M |x− x0|. Quand

x tend vers x0 , |x − x0| tend vers 0 et donc F (x) tend vers F (x0). �

Exemple. Prenons la fonction en escalier définie sur [−1,1] par f(x)=1 si −1�x�0

et f(x) = −1 si 0 < x � 1. Posons F (x) =
∫ x

−1
f(t) dt.

® Si x ∈ [−1, 0] : alors f(t) = 1 sur l’intervalle [−1, x], donc F (x) =
∫ x

−1
1 dt = x+1.

® Si x∈ ]0,1] : alors f(t)=−1 sur l’intervalle ]0,x], donc
∫ x

0
f(t) dt=

∫ x

0
(−1) dt=−x

et F (x) =
∫ 0

−1
f(t) dt +

∫ x

0
f(t) dt = F (0) − x = 1 − x.
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la fonction f

la fonction F

x

y

1−1x

y

1

−1

−1

La fonction f n’est pas continue en 0, mais F est continue sur [−1, 1].

Voici une proposition permettant, pour des fonctions positives, d’intégrer un infini-
ment petit ou un équivalent.

Proposition. Soient u et v des fonctions intégrables sur [a, b] et soit x0 ∈ [a, b].
Supposons v(x) > 0 pour tout x �= x0 .

® Si u(x) �
x→x0

v(x), alors
(∫ x

x0
u(t) dt

)
�

x→x0

(∫ x

x0
v(t) dt

)
.

® Si u(x) ∼
x→x0

v(x), alors
(∫ x

x0
u(t) dt

)
∼

x→x0

(∫ x

x0
v(t) dt

)
.

Démonstration. Supposons u(x) infiniment petit devant v(x) quand x tend vers x0 .

Alors ϕ(x) =
u(x)
v(x)

tend vers 0 et u(x) = v(x) ϕ(x). Étant donné un nombre ε > 0, on a

|ϕ(x)| � ε pour tout x assez proche de x0 , donc aussi |u(x)| � εv(x), car v(x) est positif.

Pour de tels x, il vient

∣∣∣∣∫ x

x0
u(t) dt

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∫ x

x0
|u(t)| dt

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∫ x

x0
εv(t) dt

∣∣∣∣ = ε

∣∣∣∣∫ x

x0
v(t) dt

∣∣∣∣ et le rapport(∫ x

x0
u(t) dt

) / (∫ x

x0
v(t) dt

)
est en valeur absolue inférieur à ε.

Supposons u(x) équivalent à v(x) quand x tend vers x0 , donc
[
u(x)−v(x)

]
�

x→x0
v(x). D’après

ce qu’on vient de montrer, on a
∫ x

x0

[
u(t)−v(t)

]
dt �

x→x0

∫ x

x0
v(t) dt, ou encore[∫ x

x0

u(t) dt −
∫ x

x0

v(t) dt

]
�

x→x0

∫ x

x0

v(t) dt .

Ainsi,
∫ x

x0
u(t) dt est équivalent à

∫ x

x0
v(t) dt quand x tend vers x0 . �

5.3 Moyenne d'une fonction
Définition
Si f est une fonction intégrable sur [a, b], le nombre 1

b − a

∫ b

a
f(t) dt s’appelle la

moyenne de f sur [a, b].

Proposition. Soit f une fonction continue sur [a, b] et soit w une fonction intégrable
à valeurs positives ou nulles et d’intégrale strictement positive. Alors il existe un nombre
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c ∈ [a, b] tel que ∫ b

a

w(t)f(t) dt = f(c)
∫ b

a

w(t) dt

Démonstration. Soit m le minimum de f sur [a, b] et M son maximum. Pour tout
t ∈ [a, b], on a m � f(t) � M , donc aussi mw(t) � f(t)w(t) � Mw(t), car w(t) est posi-

tif ou nul. En intégrant, on obtient m
∫ b

a
w(t) dt �

∫ b

a
w(t)f(t) dt � M

∫ b

a
w(t) dt. Le nombre(∫ b

a
w(t)f(t) dt

)/(∫ b

a
w(t) dt

)
est entre m et M , donc est égal à une certaine valeur f(c)

de la fonction f , d’après le théorème des valeurs intermédiaires. �

En choisissant w(t) = 1 pour tout t, on obtient le résultat suivant.

Formule de la moyenne. Si f est une fonction continue sur [a,b], il existe c∈ [a,b]

tel que
∫ b

a
f(t) dt = (b − a)f(c).

Pour une fonction continue, la moyenne 1
b − a

∫ b

a
f(t) dt est donc l’une des valeurs

de la fonction.

Moyenne d'une fonction monotone
Supposons que f est une fonction monotone sur [a,b] et partageons [a,b] en n segments
de même longueur h=(b−a)/n, donc d’extrémités a=a0,a1=a+h,a2=a+2h,. . .,an−1=

a+(n−1)h,an=b. Nous avons montré page 285 que b − a

n

[
f(a0)+f(a1)+· · ·+f(an−1)

]
tend vers

∫ b

a
f(t) dt quand n tend vers l’infini.

Quand n tend vers l’infini, 1
n

[
f(a0)+f(a1)+ · · ·+f(an−1)

]
tend vers 1

b−a

∫ b

a

f(t) dt.

Si l’on fait la moyenne des valeurs de f en des points régulièrement répartis dans
[a, b], on obtient des nombres qui tendent vers la moyenne de f quand le nombre
de points tend vers l’infini.

5.4 Primitives
Si une fonction f est intégrable, la fonction F (x)=

∫ x

a
f(t) dt est continue (proposition

page 288). Nous allons voir que si f est continue, alors F (x) est dérivable.
Rappelons que, par définition, une primitive de f est une fonction Φ dérivable telle
que Φ′ = f .

Théorème fondamental. Si f est une fonction continue sur un intervalle I et si a∈I ,

alors la fonction F (x)=
∫ x

a
f(t) dt est une primitive de f : on a F ′(x)=f(x) pour tout x∈I .
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Démonstration. Donnons-nous x0 ∈ I et posons y0 =f(x0). Puisque f(x)=y0 +
(
f(x)−y0

)
,

on a

F (x) − F (x0) =
∫ x

x0

f(t) dt =
∫ x

x0

y0 dt +
∫ x

x0

(
f(t)−y0

)
dt = y0(x−x0) +

∫ x

x0

(
f(t)−y0

)
dt

Posons u(x) =
∫ x

x0

(
f(t)−y0

)
dt. Étant donné un nombre ε > 0, on sait que pour tout t assez

proche de x0 , on a |f(t)−y0| � ε, donc pour x proche de x0 , il vient

|u(x)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

(
f(t)−y0

)
dt

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∫ x

x0

|f(t)−y0| dt

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∫ x

x0

ε dt

∣∣∣∣ = |x−x0|ε

Ainsi u(x) est infiniment petit devant |x−x0| quand x tend vers x0 . Puisque F (x) =
F (x0)+y0(x−x0)+u(x), cela signifie d’après la proposition page 271, que l’on a F ′(x0)=y0 . �

Ce théorème affirme que toute fonction continue sur un intervalle possède une
primitive.

Rappel. Si F est une primitive de f sur un intervalle, les autres primitives de f sont
les fonctions F (x) + c, où c est une constante quelconque.

Nous verrons en effet au début du prochain chapitre que si l’on a F ′(x)−G′(x) = 0 en
tout point x d’un intervalle, alors la fonction F−G est constante sur cet intervalle.

Exemple. Reprenons la fonction F de l’exemple page 288 et calculons U(x) =∫ x

−1
F (t) dt pour x ∈ [−1, 1].

Puisque F est continue sur [−1, 1], on sait que la fonction U est une primitive de
F : on a U ′(x) = F (x) pour tout x ∈ ]−1, 1[.
Pour x∈ [−1,0], on a F (x) = x+1, donc U(x) = x2/2+x+ c, où c est une constante.
Par définition de U , on a U(−1) = 0, donc 1/2−1+c = 0 et c = 1/2 :

U(x) = x2

2
+ x + 1

2
, pour tout x ∈ [−1, 0].

Supposons x∈ [0,1]. Alors U(x) = U(0)+
∫ x

0
F (t) dt = 1/2+

∫ x

0
(−t+1) dt. L’intégrale

vaut −x2/2 + x + d et elle est nulle pour x = 0, donc d = 0. Par suite

U(x) = −x2

2
+ x + 1

2
, pour tout x ∈ [0, 1].

graphe de F

x

y

1−1

graphe de U

x

y

1

1

−1

Nous voyons que lorsqu’on intègre une fonction, on la rend plus régulière : la
fonction F n’est pas dérivable en 0, mais la fonction U est dérivable.
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Intégrale d'une fonction paire ou impaire. Soit f une fonction continue sur

[−a, a]. Posons F (x) =
∫ x

0
f(t) dt, pour tout x ∈ [−a, a].

® Si la fonction f est paire, alors∫ −x

0
f(t) dt = −

∫ x

0
f(t) dt et

∫ x

−x

f(t) dt = 2
∫ x

0
f(t) dt , pour tout x ∈ [−a, a].

® Si f est impaire, alors∫ −x

0
f(t) dt =

∫ x

0
f(t) dt et

∫ x

−x

f(t) dt = 0 , pour tout x ∈ [−a, a].

Posons en effet F (x)=
∫ x

0
f(t) dt. La dérivée de F (−x) est −F ′(−x)=−f(−x), car F ′=f .

Si f est paire, alors d
dx

[
F (−x)

]
=−f(−x) =−f(x) = d

dx

[
−F (x)

]
. Les fonctions F (−x)

et −F (x) ont la même dérivée et prennent en x = 0 la même valeur 0, donc elles sont

égales. D’après la relation de Chasles, il vient alors
∫ x

−x
f(t) dt=

∫ 0

−x
f(t) dt+

∫ x

0
f(t) dt=

−F (−x) + F (x) = 2F (x). On raisonne de même si f est impaire : dans ce cas, les

fonctions F (−x) et F (x) ont même dérivée et coïncident en 0, donc elles sont égales.

Exercices

1@ . À chaque graphe d’une fonction f ci-dessous, associer le graphe de la dérivée f ′ .

graphe de la fonction f :

x

y

(a)
x

y

(b)
x

y

(c)
x

y

(d)

graphe de la dérivée f ′ :

x

y

(1)

x

y

(2)

x
y

(3)
x

y

(4)

2@ . À chaque graphe d’une fonction f ci-dessous, associer le graphe du carré de f et

de la racine carrée de f .
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graphe de f(x) :

x

y

(a)

x

y

(b)

x

y

(c)
x

y

(d)

graphe de
[
f(x)

]2
:

x

y

(1)
x

y

(2)
x

y

(3)
x

y

(4)

graphe de
√

f(x) :

x

y

(i)
x

y

(ii)
x

y

(iii)
x

y

(iv)

3. Application de la formule de Stirling. Montrer que le coefficient binomial
(2n

n

)
est

équivalent à 1√
π

4n

√
n

quand n tend vers l’infini.

4@ . Étude d'un point fixe

a) Représenter sur un même dessin les graphes des fonctions x, e−(1/2)x , e−x et e−2x .
Étant donné un nombre réel a � 0, quel est le signe de e−ax−x pour x très
grand ? Quel est le signe pour x < 0 ? Montrer que, pour tout a � 0, la fonction
f(x) = e−ax a un unique point fixe ; on note s(a) ce point fixe.

b) Que vaut s(0) ? Montrer que l’on a e−ax−x > 0 si 0 � x < s(a) et e−ax−x < 0
si x > s(a). Montrer que si 0 < a < b, alors e−as(b)−s(b) > 0. En déduire que la
fonction a → s(a) est décroissante. Montrer que s(a) tend vers 0 quand a tend
vers +∞ (raisonner par l’absurde en supposant que la limite est un nombre � > 0
et en utilisant l’égalité as(a) = − ln s(a)).

c) Montrer que la fonction t → ts(t) est croissante et que l’on a s(t) �
t→+∞

1/t (utiliser

le résultat précédent). Dessiner l’allure de la fonction t → s(t).

d) Admettons que la fonction s est dérivable. En utilisant l’égalité s(t) = e−ts(t) ,

montrer que la fonction s(t) est solution de l’équation différentielle y′ = − y2

1 + ty
.
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5@ . Somme de plusieurs fonctions périodiques. On dit qu’une fonction f est périodique (de
période T �= 0) si l’on a f(x+T ) = f(x) quel que soit x ∈ R.

a) Soit f une fonction périodique de période T et dérivable. Montrer que f ′ est
périodique de période T . Montrer que la fonction 1+ cos x est périodique, mais
qu’elle n’a aucune primitive périodique.

b) Posons f(x)= asinαx+ bsinβx, où a,b,α,β sont des nombres réels tous non nuls.
Nous allons voir que f ne peut être périodique que si β/α est un nombre rationnel.
(i) Supposons que f est périodique de période T . En considérant f ′′ , montrer que{

a sinαT + b sinβT = 0
aα2 sinαT + bβ2 sinβT = 0 . Montrer que si α �=±β , alors sinαT = sinβT = 0.

En déduire qu’il existe des entiers n et k tels que β/α = n/k .

(ii) Montrer que si β/α = n/k , avec n et k entiers, alors f a pour période 2πk
α

.

c) Montrer que la fonction sin
(

x
2
+ϕ

)
+sin(

√
3x) n’est pas périodique (en procédant

comme ci-dessus, montrer que si cette fonction avait une période T , alors on

aurait sin
(

T
2

+ϕ
)

= sinϕ, puis en déduire une contradiction).

d) Soit q un entier positif. La fonction 2sin3x+sin 2x
3
−cos x

q
est périodique : quelle est

sa période ? (la réponse n’est pas la même selon que q est multiple de 3, ou non).

6. À la distance r du centre d’une artère de rayon R, la vitesse du sang est v=c(R2−r2),
où c est une constante. Quand on administre une substance par voie intraveineuse, l’ar-

tère se dilate légèrement, à un rythme constant ρ= dR
dt

. De combien varie la vitesse du

sang à la distance r du centre ? (c=3,2.103 cm−1s−1 , R=0,5 cm et ρ=5.10−3 cm s−1 )

7@ . Utilisation de la différentielle logarithmique. Un ballon sphérique en matière élastique,
rempli d’air, subit simultanément une variation relative de pression de 5% et une
variation relative de température de 2%. On suppose que l’air suit la loi P V γ/T =
constante, où P est la pression, V le volume, T la température absolue et où γ =1,4.
Quelle est la variation relative du diamètre du ballon ?

8. Au cours d’un trajet sur autoroute, un automobiliste a parcouru 200 km en deux
heures (avec des arrêts éventuels). On mesure le temps t en heures et l’on note f(t)
le nombre de kilomètres parcourus depuis le départ. Posons g(t) = f(t + 1) − f(t)
pour 0 � t � 1.

a) Montrer que g(t) est positif ou nul et que g(0) + g(1) = 200. En déduire que la
fonction g(t) − 100 ne garde pas un signe constant.

b) Montrer qu’il existe une durée d’une heure pendant laquelle l’automobiliste a
parcouru exactement 100 km.
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9@ . Comparaison d'ordres de grandeur

a) Comparer les ordres de grandeur des fonctions
√

x et (lnx)3 quand x tend vers
+∞ et en déduire la partie principale de

√
x + (lnx)3 .

b) Comparer les ordres de grandeur des fonctions xe−x , e−x/x et e−x2
quand x tend

vers +∞.

c) Montrer que
∫ x

0
t[1 + cos t]α dt est équivalent à 2α−1x2 quand x tend vers 0.

d) Montrer que lnx

x4+3x2−2x3−4x+2
a pour partie principale 1

3(x−1)
quand x tend

vers 1.

10. a) Justifier les formules suivantes :

(i)

∫ a

−a

(
et−e−t

)
(sin t)2 dt = 0 (ii)

∫ π/4

0

[
1 + (cos t)4]et dt � (5/4)(eπ/4−1)

b) Dessiner le graphe de la fonction
√

1−x3 entre 0 et 1. En déduire que si 0<a<b<1,

alors
∫ b

a

√
1−t3 dt � b−a

2

[√
1−a3 +

√
1−b3

]
.
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Chapitre 10

Utilisation de la
dérivée et de l'intégrale

1. Étude des variations d'une fonction
La dérivée f ′(a) d’une fonction f en un point a est le taux de proportionnalité entre
les infiniments petits f(x)−f(a) et x−a, quand x tend vers a : la dérivée en a ne
fait intervenir que les valeurs f(x) pour x voisin de a.
Nous allons voir que si f a une dérivée en tout point d’un intervalle I , les nombres

f ′(x) donnent un contrôle sur tous les taux d’accroissement
f(b)−f(a)

b−a
, quels que

soient a et b dans I .

xbca

y
=

f(b) − f(a)

b − a
f ′(c)

La tangente en c
est parallèle à la corde

Théorème des accroissements finis. Soit f une fonction dérivable
sur un intervalle I . Pour tous nombres a et b dans I , il existe un nombre
c strictement compris entre a et b tel que f(b)−f(a) = (b−a)f ′(c).

Démonstration. Posons k =
f(b) − f(a)

b − a
et ϕ(x) = k(x − a) + f(a).

Les fonctions f et ϕ sont continues, donc aussi leur différence u(x) =
f(x)− ϕ(x). D’après les propriétés des fonctions continues sur un seg-
ment, il y a un nombre c entre a et b où u(x) atteint son maximum
(page 283). On sait qu’en ce point c, la tangente au graphe de u est horizontale, donc
u′(c) = f ′(c) − ϕ′(c) = 0. Puisque ϕ′(x) = k , il vient f ′(c) = k . �

Une première conséquence du théorème, c’est qu’au moyen de la dérivée, on peut
caractériser les fonctions constantes, les fonctions croissantes et les fonctions décrois-
santes.

Caractérisation des fonctions constantes. Si f ′(x) = 0 pour tout x ∈ I , alors f est
constante.

Caractérisation des fonctions monotones
® Si f ′(x)�0 pour tout x∈I , alors f est croissante sur I . Si f ′(x)>0 sauf peut-être

pour un nombre fini de valeurs de x, alors f est strictement croissante sur I .
® De même, si f ′(x) � 0 pour tout x ∈ I , f est décroissante sur I .
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Application aux primitives
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit x0 ∈ I .

® Si F est une primitive de f , alors F (x) − F (x0) =
∫ x

x0
f(t) dt.

® Toute primitive de f s’écrit F (x) =
∫ x

x0
f(t) dt + c, où c est une constante.

On sait que la fonction U(x) =
∫ x

x0
f(t) dt est une primitive de f telle que U(x0) = 0. Si

F est une autre primitive de f , alors U ′ = f = F ′ , U ′ −F ′ = 0, donc la fonction U −F
est constante. Comme cette fonction prend en x0 la valeur U(x0) − F (x0) = −F (x0),
on en déduit U(x) = F (x) − F (x0) pour tout x ∈ I .

Notation. On notera simplement
∫

f(t) dt une primitive de f . On écrit alors par
exemple sinx =

∫
cos t dt : c’est une égalité de fonctions à constante près.

Les primitives suivantes s’obtiennent par dérivation, en vérifiant simplement que dans
chaque cas, la dérivée du second membre est égale à la fonction sous le signe intégrale.

Primitives usuelles∫
tα dt = 1

α + 1
xα+1 , si α �= −1

∫
dt

at + b
= 1

a
ln |ax + b|∫

eat dt = 1
a

eax

∫
ln t dt = x lnx − x∫

cos(at) dt = 1
a

sin(ax)
∫

sin(at) dt = − 1
a

cos(ax)∫
dt

cos2 t
= tanx

∫
dt

sin2 t
= − 1

tanx∫
dt

a2 + t2
= 1

a
Arc tan x

a

∫
dt

a2 − t2
= 1

2a
ln

∣∣∣∣ a + x
a − x

∣∣∣∣∫
dt√

a2 + t2
= ln

(
x +

√
a2 + x2

) ∫
dt√

a2 − t2
= Arc sin x

a∫
dt√

t2 − a2
= ln

∣∣x +
√

x2 − a2
∣∣

L'inégalité des accroissements finis
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I . Appliquons le théorème des ac-
croissements finis entre des nombres x et y de I et prenons les valeurs absolues : on
obtient

∣∣f(x)−f(y)
∣∣= |x−y|

∣∣f ′(z)
∣∣, où z est un certain nombre compris entre x et y .

Proposition. Supposons qu’on a la majoration |f ′(t)| � M pour tout t ∈ I . Alors pour
tous nombres x et y dans I , on a

∣∣f(x) − f(y)
∣∣ � M |x − y|.

Cette majoration très importante s’appelle l’inégalité des accroissements finis.
Si l’on connaît un majorant de la fonction t → |f ′(t)| sur un segment, l’inégalité
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des accroissements finis permet de calculer un encadrement pour les valeurs de la
fonction f sur ce segment.

Exemple. Le dispositif ci-dessous montre un disque mobile autour d’un axe
horizontal en O . Le point T , à la verticale de O , est relié à un ressort R par un fil AT .
Au point B situé à l’horizontale de O , on laisse pendre une masse m. La roue tourne

alors d’un angle θ , le ressort s’allonge de AA′=x et le fil s’enroule le long de l’arc
︷ ︷
TT ′ .

O O
B

B

m
m

′

C ′r

d
θ

θ

R R

A
A

T TA′
x

T ′

Notons r le rayon de la roue et d la distance OB . À l’équilibre, le point d’attache

du poids est en B′ et le vecteur
−−−−−−−→
OB′ fait l’angle θ avec l’horizontale.

Le poids
−→
P appliqué en B′ a pour valeur mg et le ressort exerce en T une force

de rappel
−→
F horizontale d’intensité kx, où k est le coefficient de dureté du ressort.

À l’équilibre, les moments de
−→
P et

−→
F ont la même valeur numérique :

® le moment de
−→
F est F × OT = kx × r

® le moment de
−→
P est P × OC ′ = P × OB′ cos θ = mg × d cos θ .

La distance x est égale à la longueur de l’arc
︷ ︷
TT ′ , donc x = rθ . La condition

d’équilibre s’écrit kxr = kr2θ = mgd cos θ , c’est-à-dire

(1) θ =
mgd

kr2 cos θ

Puisqu’il existe évidemment une position d’équilibre, l’équation (1) a une solution

θe . On peut le démontrer en introduisant la fonction continue u(θ) =
mgd

kr2
cos θ − θ .

La valeur u(0) = mgd/kr2 est positive et u(π/2) = −π/2 < 0 : d’après le théorème
des valeurs intermédiaires, l’équation (1) a au moins une solution entre 0 et π/2.
La fonction θ → cos θ étant strictement décroissante sur [0, π/2], u est strictement
décroissante entre 0 et π/2, donc la solution θe est unique.

Posons K =
mgd

kr2
et f(θ)=K cosθ . Puisque f(θe)=θe , la solution θe est un point fixe

de la fonction f . On a f ′(θ) = −K sinθ ,
∣∣f ′(θ)

∣∣ � K et l’inégalité des accroissements
finis pour la fonction f entre θ et θe s’écrit :

(2)
∣∣f(θ) − f(θe)

∣∣ � K|θ − θe|
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Supposons K < 1 . Alors la fonction f est contractante au voisinage du point fixe
θe (page 262) : le coefficient de contraction est K et le cône de contraction s’étend sur
tout l’intervalle [0,π/2]. Dans ces conditions, on sait que le point fixe est attractif : la
suite (un) des itérés d’un point quelconque u0 ∈ [0, π/2] a pour limite le point fixe.
Pour calculer une valeur approchée de θe , il suffit de choisir un nombre initial u0

entre 0 et π/2 et de calculer successivement les nombres un définis par un+1 =f(un) :
puisque un tend vers θe , on obtiendra, pour n assez grand, des valeurs approchées
de la solution.

2. Développements limités
2.1 Approximation à l'ordre n

Si une fonction dérivable f vérifie f(a) = f ′(a) = 0, alors quand x tend vers a, f(x)
est infiniment petit devant x−a. Plus généralement, pour une fonction f ayant des
dérivées successives f ′, f ′′, f (3), . . . , f (n) , où f (n) désigne la dérivée n-ième de f , on
a le résultat suivant.

Proposition. Si f(a) = f ′(a) = f ′′(a) = · · · = f (n)(a) = 0, alors f(x) �
x→a

(x−a)n .

Démonstration. Appliquons le théorème des accroissements finis entre a et x :
on a f(x) = f(x) − f(a) = (x − a)f ′(x1) avec x1 entre a et x, donc

(1)
∣∣f(x)

∣∣ � |x − a|
∣∣f ′(x1)

∣∣ et |x1−a| � |x−a|
Appliquons le théorème pour f ′ entre a et x1 : on a f ′(x1) = f ′(x1)−f ′(a) = (x1 −a)f ′′(x2),
où x2 est entre a et x1 , donc entre a et x, et par suite

(2)
∣∣f ′(x1)

∣∣ � |x − a|
∣∣f ′′(x2)

∣∣ et |x2−a| � |x−a|
Poursuivons ainsi jusqu’à la dérivée (n−2)-ième :
on a f (n−2)(xn−2) = f (n−2)(xn−2)− f (n−2)(a) = (xn−2 − a)f (n−1)(xn−1), où xn−1 est entre
a et xn−2 , donc entre a et x, et il vient

(n−1)
∣∣f (n−2)(xn−2)

∣∣ � |x − a|
∣∣f (n−1)(xn−1)

∣∣ et |xn−1−a| � |x−a|
En mettant bout à bout ces n−1 inégalités, on obtient∣∣f(x)

∣∣ � |x − a|
∣∣f ′(x1)

∣∣ � |x − a|2
∣∣f ′′(x2)

∣∣ � · · · � |x − a|n−1
∣∣f (n−1)(xn−1)

∣∣
Divisons par |x − a|n (qui est positif) :∣∣∣∣ f(x)

(x − a)n

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣ f (n−1)(xn−1)

x − a

∣∣∣∣∣ =

∣∣f (n−1)(xn−1) − f (n−1)(a)
∣∣

|x − a| �
∣∣f (n−1)(xn−1) − f (n−1)(a)

∣∣
|xn−1 − a|

Quand x tend vers a, xn−1 tend vers a et le rapport de droite tend par définition vers∣∣f (n)(a)
∣∣ = 0. Le rapport

f(x)
(x−a)n a donc pour limite 0 quand x tend vers a. �

Définissons un polynôme P qui a les mêmes dérivées que f au point a jusqu’à

l’ordre n : on sait que si P = p0 + p1(x − a) + · · · + pn(x − a)n , alors pk =
P (k)(a)

k!
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pour tout entier k � 0 (si k = 0, on convient que P (0) = P ). En posant

P (x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x − a) +

f ′′(a)
2!

(x − a)2 + · · · + f (n)(a)
n!

(x − a)n

on obtient donc un polynôme tel que P (a)=f(a),P ′(a)=f ′(a), . . . ,P (n)(a)=f (n)(a).
Le polynôme P est le seul polynôme de degré inférieur ou égal à n ayant au point a les
mêmes dérivées que f jusqu’à l’ordre n.
Pour la fonction u(x) = f(x) − P (x), on aura alors u(a) = u′(a) = · · · = u(n)(a) = 0
et d’après le résultat précédent,

[
f(x)−P (x)

]
�

x→a
(x−a)n .

La formule de Taylor-Young. Pour une fonction f ayant des dérivées jusqu’à l’ordre
n, on a

f(x) = f(a)+
f ′(a)

1!
(x−a)+

f ′′(a)
2!

(x−a)2+ · · ·+ f (n)(a)
n!

(x−a)n+ϕ(x) ,

où ϕ(x) �
x→a

(x−a)n.
Définition
Le polynôme P (x) = f(a)+

f ′(a)
1!

(x−a)+
f ′′(a)

2!
(x−a)2+ · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n s’ap-

pelle le développement limité ou l’approximation à l’ordre n de f au point a.

D’après la formule de Taylor-Young, l’approximation à l’ordre n est unique.
À l’ordre 1, le développement limité au point a est f(a) + f ′(a)(x − a) : c’est
l’approximation affine de f au point a (page 272).

2.2 Calcul des développements limités
Notation petit o : Supposons que n est un entier positif. Toute quantité qui est
infiniment petite devant (x−a)n quand x tend vers a, se note o

[
(x−a)n

]
, ce qui se

lit « petit o de (x−a)n ».
Ainsi par exemple, on a x3 = o(x2) (infiniments petits quand x tend vers 0) et
(x−a)2 = o(x−a) (infiniments petits quand x tend vers a).
On peut calculer les développements limités au moyen de la formule de Young, mais
au prix de plusieurs dérivations. Voici un premier outil de calcul bien commode.

Intégration d'un développement limité. Supposons que le développement limité
à l’ordre n de f en a est f(x) = p0 + p1(x−a) + · · · + pn(x−a)n + o

[
(x−a)n

]
.

Si F est une primitive de f , alors

F (x) = F (a) + p0(x−a) +
p1

2
(x−a)2 + · · · + pn

n + 1
(x−a)n+1 + o

[
(x−a)n+1] .

Démonstration. Supposons pour simplifier a=0, de sorte que f(x)=p0+p1x+· · ·+pnxn+o(xn).
Si F est une primitive de f , alors

F (x) = F (0) +
∫ x

0

f(t) dt = F (0) + p0x +
p1

2
x2 + · · · + pn

n + 1
xn+1 +

∫ x

0

o(tn) dt
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On sait qu’en intégrant de 0 à x une fonction de t qui est négligeable devant tn quand t tend

vers 0, on obtient, quand x tend vers 0, une quantité négligeable devant
∫ x

0
tn dt = xn+1

n + 1
(page 289), donc

∫ x

0
o(tn) dt = o(xn+1). �

Mis à part l’intégration, on peut ajouter ou multiplier des développements limités
au même point et au même ordre.

Quelques développements limités usuels au point 0

1) À l’ordre 1, on a l’approximation affine ex = 1 + x + o(x). En intégrant, on en

déduit ex − e0 =
∫ x

0
et dt =

∫ x

0
(1 + t) dt + o(x2) = x + 1

2
x2 + o(x2), c’est-à-dire

ex = 1 + x + 1
2

x2 + o(x2)

En intégrant à nouveau, il vient de même ex − 1 =
∫ x

0

(
1 + t + 1

2
t2

)
dt + o(x3),

ou encore
ex = 1 + x + 1

2
x2 + 1

2 · 3 x3 + o(x3)

Si l’on continue à intégrer, on obtient les développements à des ordres plus élevés.

2) Pour n entier positif, écrivons l’identité 1−xn+1

1−x
= 1 + x + · · · + xn sous la forme

1
1−x

= 1 + x + · · · + xn + xn+1

1−x

Quand x tend vers 0, 1
1−x

tend vers 1, donc xn+1

1−x
= o(xn). On en déduit que

le développement limité de 1
1−x

à l’ordre n en 0 est :

1
1−x

= 1 + x + · · · + xn + o(xn)

En changeant x en −x, puis x en x2 , on trouve

1
1+x

= 1 − x + x2 − · · · + (−1)nxn + o(xn)

1
1+x2 = 1 − x2 + x4 − · · · + (−1)nx2n + o(x2n+1)

Dans le dernier développement, on a gagné un ordre, car on sait que tous les termes
sont d’exposant pair.

3) Intégrons le développement 1
1−x

= 1 + x + · · · + xn−1 + o(xn−1).

Puisque
∫ x

0
dt

1−t
= − ln(1−x), il vient

ln(1−x) = −x − 1
2

x2 − 1
3

x3 − · · · − 1
n

xn + o(xn)

4) On a 1
1+x2

= 1 − x2 + o(x3), donc Arc tanx = x − 1
3
x3 + o(x4).
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5) On sait que sin x = x + o(x). Puisque
∫ x

0
sin t dt = 1 − cos x, on a 1 − cos x =

1
2
x2 +o(x2), c’est-à-dire cosx=1− 1

2
x2 +o(x2). En intégrant à nouveau, on obtient

sin x = x − 1
6
x3 + o(x3) et en poursuivant ainsi, on trouve les développements à

des ordres supérieurs.
6) Cherchons le développement limité de

√
1−x en 0 à l’ordre 3 : la dérivée de

√
1−x

est − 1
2
√

1−x
, elle vaut −1/2 en x = 0, donc le développement cherché s’écrit

√
1−x = 1 − 1

2
x + ax2 + bx3 + o(x3)

Élevons au carré en négligeant les termes infiniment petits devant x3 :

1−x = 1+2
(
− 1

2
x
)
+

(
1
2

)2
x2+2ax2+2

(
− 1

2
x
)
(ax2)+2bx3 + o(x3)

= 1 − x +
(
2a + 1

4

)
x2 + (2b − a)x3 + o(x3)

Puisque le développement limité est unique, les parties polynômes sont les mêmes,
donc 2a + 1

4
= 2b − a = 0, ce qui donne a = − 1

8
, b = − 1

16
et

√
1−x = 1 − 1

2
x − 1

8
x2 − 1

16
x3 + o(x3)

Principaux développements en 0
1

1 − x
= 1 + x + · · · + xn + o(xn)

ex = 1 + x + 1
2!

x2 + · · · + 1
n!

xn + o(xn)

ln(1 + x) = x − 1
2

x2 + 1
3

x3 + o(x3)

sinx = x − 1
6

x3 + o(x4), cos x = 1 − 1
2

x2 + o(x3), tanx = x + 1
3

x3 + o(x4)

Arc sinx = x + 1
6

x3 + o(x4), Arc tanx = x − 1
3

x3 + o(x4)

(1 − x)1/2 = 1 − 1
2

x − 1
8

x2 + o(x2), (1 − x)−1/2 = 1 + 1
2

x + 3
8

x2 + o(x2)

Pratique des développements limités
Pour calculer un développement limité p0 + p1(x−a) + · · · + pn(x−a)n + o

[
(x−a)n

]
au point a, il est commode de se ramener au point 0 en posant X = x − a.

Exemples
a) Cherchons le développement limité de 1

x
en un point a �= 0. On pose X = x − a

et l’on calcule le développement limité de 1
a+X

au point X = 0. À l’ordre 2 par

exemple, il vient

1
a+X

= 1
a

1
1+X/a

= 1
a

[
1 − X

a
+ X2

a2 + o(X2)
]

= 1
a
− X

a2 + X2

a3 + o(X2)
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1
x

= 1
a
− 1

a2 (x − a) + 1
a3 (x − a)2 + o

[
(x − a)2]

b) Pour trouver le développement de cos x à l’ordre 2 au point x = π/3, posons
X = x − π/3 et développons cos(π/3 + X) au point X = 0 à l’ordre 2. Puisque
cos π/3 = 1/2 et sinπ/3 =

√
3/2, il vient

cos(π/3 + X) = 1
2

cos X −
√

3
2

sin X

= 1
2

[
1− 1

2
X2

]
−

√
3

2
X + o(X2)

= 1
2
−

√
3

2
X − 1

4
X2 + o(X2)

cos x = 1
2
−

√
3

2
(x−π/3) − 1

4
(x−π/3)2 + o

[
(x−π/3)2]

Somme. On peut évidemment ajouter ou soustraire deux développements limités
au même point et l’ordre du résultat est le plus petit des ordres employés.
Par exemple, au point 0, on a

sinx = x − 1
6

x3 + 1
120

x5 + o(x6) et tanx = x + 1
3

x3 + o(x3)

donc tan x − sin x =
(

1
3
+ 1

6

)
x3 + o(x3) = 1

2
x3 + o(x3). C’est le résultat qu’indique

le tableau de valeurs page 265.

Produit. Pour trouver le développement à l’ordre n au point 0 d’un produit
f(x)g(x), on écrit les développements limités de f(x) et g(x) à ce même ordre n et
l’on multiplie les parties polynômes en négligeant les puissances de x supérieures à
n. Par exemple, on a

ex = 1 + x + 1
2

x2 + 1
6

x3 + o(x3) et cos x = 1 − 1
2

x2 + o(x3)

ex cos x =
[
1+x+1

2
x2+ 1

6
x3

] [
1− 1

2
x2

]
+o(x3) (produit des parties polynômes)

= 1+x+1
2

x2+ 1
6

x3+[1 + x]
[
− 1

2
x2

]
+o(x3) (suppression des ordres > 3)

= 1+x− 1
3

x3+o(x3)

Composé. Supposons que z = g(y) et y = f(x) ont des développements limités
z =Q(y)+o(yn) et y =P (x)+o(xn) au point 0 et que l’on a f(0)=0. Cette dernière
condition se traduit par le fait que le terme constant du polynôme P est nul. Pour
obtenir le développement de z = g

(
f(x)

)
à l’ordre n au point 0, on remplace y par

P (x) dans le polynôme Q(y) en négligeant les puissances de x supérieures à n.

Cherchons par exemple le développement à l’ordre 3 de z =
√

cos x au point 0.
On pose y = cosx− 1, donc z =

√
cos x =

√
1 + y , et l’on a bien y = 0 quand x = 0.

y = − 1
2

x2 + o(x3) et z = 1 + 1
2

y − 1
8

y2 + o(y2)
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Puisque y2 ∼
x→0

1
4
x4 , on a y2 = o(x3), donc aussi o(y2) = o(x3). En remplaçant dans

le développement de z , on obtient
√

cos x = z = 1 + 1
2

(
− 1

2
x2

)
+ o(x3) = 1 − 1

4
x2 + o(x3)

Recherche d'une partie principale et calcul de limites

Quand x tend vers une valeur a . Si l’on a un développement limité de f(x)
en un point a, alors f(x) est équivalent au premier terme non nul de ce dévelop-
pement.

En effet, si le premier terme est pk(x−a)k , alors f(x) − pk(x−a)k est une somme de
fonctions négligeables devant (x−a)k .

Quand x tend vers l'infini. On prend t = 1
x

comme variable : alors f(x) est

une fonction g(t) et l’on calcule le développement limité de g(t) quand t tend vers
0 par valeurs positives si x tend vers +∞, par valeurs négatives si x tend vers −∞.

Exemples
a) Quelle est la partie principale de f(x)=

√
x3−ax−

√
x3−bx quand x tend vers +∞ ?

Supposons a �= b, sinon f(x) = 0. Quand x tend vers +∞, la partie prépondérante
de

√
x3−ax est

√
x3 = x

√
x : on met donc x

√
x en facteur, d’où

f(x) = x
√

x
[√

1 − a/x2 −
√

1 − b/x2
]

= x
√

x u(x)

En posant x = 1/t et en utilisant les développements limités de
√

1+t2 et de√
1−t2 en 0 (tableau page 303), il vient

u(x)=
√

1−at2−
√

1−bt2 =
(
1− at2

2
)
−

(
1− bt2

2
)
+o(t2)= b−a

2
t2 +o(t2) ∼

t→0

b−a
2

t2

f(x) ∼
x→+∞

x
√

x
b−a

2x2 = b−a

2
√

x

On en déduit lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

b−a

2
√

x
= 0.

b) Cherchons la partie principale de f(x) = 1
sinx

− 1
x

quand x tend vers 0. On a

f(x) = x − sinx

x sinx
et l’on sait que (x− sinx) ∼

x→0
x3

6
. On en déduit f(x) ∼

x→0

x3/6
x sinx

=
x
6

x
sinx

∼
x→0

x
6

, car sinx ∼
x→0

x. En conséquence, f(x) tend vers 0 quand x tend vers 0.

Exemple. Pour un certain cocktail de médicaments, on sait que la quantité q de
produit actif dans le tissu cible se stabilise puis décroît en fonction du temps selon
une loi de diffusion de la forme q(t) = ae−αt + be−βt , où β > α > 0.
Un des problèmes en Biométrie consiste à estimer les constantes positives a, α, b et
β en effectuant des mesures de q(t).
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Quand t devient grand, be−βt est infiniment petit devant ae−αt : en effet, e−βt

e−αt
=e(α−β)t

tend vers 0 quand t tend vers +∞, car nous avons supposé α−β < 0. On a donc
q(t) ∼

t→+∞
ae−αt . Puisque q(t)=ae−αt

[
1+(b/a)e(α−β)t

]
, il vient en prenant le logarithme

ln q(t) = −αt + ln a + ln
[
1 + u(t)

]
, où u(t) = (b/a)e(α−β)t .

Comme u(t) tend vers 0 quand t tend vers plus l’infini, ln
[
1 + u(t)

]
aussi, et

ln q(t) ∼
t→+∞

(−αt + ln a).

Après un certain délai qui dépend de l’ordre de grandeur (connu) des coefficients,
lnq(t) se comporte comme la fonction affine −αt+lna. Pour calculer une estimation
de −α et de ln a, on effectue des mesures de q1, q2, . . . à des instants t1, t2, . . . et
l’on cherche la fonction affine qui approxime le mieux la relation entre les ti et les
qi = q(ti) : la solution est la droite de régression (page 211).
Après qu’on ait ainsi déterminé les nombres α et ln a (donc aussi le coefficient a),
on considère

r(t) = q(t) − ae−αt = be−βt , ln r(t) = −βt + ln b

et les mesures ti , ln ri = ln
(
qi−ae−αti

)
. En calculant la droite de régression relative

à ces données, on obtient les nombres −β et ln b (voir l’exercice 4).

Application à l'étude d'une fonction au voisinage d'un point
Soit f une fonction continue ayant au point a un développement limité à l’ordre 2 :

f(x) = p0 + p1(x−a) + p2(x−a)2 + o
[
(x−a)2]

Proposition
a) On a p0 = f(a) et p1 = f ′(a).
b) L’équation de la tangente en a est y = p0 + p1(x − a).
c) Au voisinage de a, la courbe est au-dessus de sa tangente en a si p2>0, en-dessous si p2<0.

x

f(x

y

)

xa

M

T

Le membre de droite tend vers p0 quand x tend vers a ; comme la fonction est
continue en a, f(x) tend vers f(a), donc p0 = f(a).
On a alors

(
f(x)−f(a)

)
∼

x→a
p1(x − a) et par défini-

tion, f ′(a) = p1 . L’équation de la tangente est donc bien
y = p0 + p1(x− a). Soient M et T les points d’abscisse x

sur le graphe de f et sur la tangente en a. Si p2 �= 0, on a
TM = f(x)− y ∼

x→a
p2(x− a)2 . Pour x voisin de a, TM

a donc le signe de p2(x − a)2 , c’est-à-dire celui de p2 .

Si f est deux fois dérivable, on sait qu’en tout point a, le coefficient p2 du
développement limité est 1

2
f ′′(a). On en déduit :

Si f ′′(x) > 0 pour tout x, alors en tout point, le graphe de f est au dessus de sa tangente.

Si f ′′(x) < 0 pour tout x, alors en tout point, le graphe de f est en dessous de sa tangente.
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Majoration de l'erreur dans l'approximation affine
Pour une fonction deux fois dérivable, on a une égalité des accroissements finis à
l’ordre 2 :

f(x) = f(a) + (x−a)f ′(a) +
(x−a)2

2
f ′′(c), où c est entre a et x.

L’erreur commise en x quand on remplace f(x) par son approximation affine au point a

est moindre que M
|x − a|2

2
, où M est un majorant de

∣∣f ′′(t)
∣∣ quand t décrit l’intervalle

d’extrémités a et x.

En effet, sur la figure précédente, on a TM =
∣∣f(x) − y

∣∣ =
(x−a)2

2
∣∣f ′′(c)

∣∣.

3. Résolution d'équations par la méthode de Newton
Dans les applications, on rencontre le plus souvent des équations qu’on ne sait pas
résoudre de façon exacte. Il faut alors disposer de méthodes permettant de trouver
une bonne valeur approchée de la solution. La méthode de Newton est l’une des plus
employées pour résoudre une équation f(x) = 0 lorsque la fonction est suffisamment
régulière.
Précisément, supposons que f a une dérivée seconde continue et que f ′(x) �= 0 sur
l’intervalle où l’on cherche la solution.

Principe de la méthode. On considère la fonction N(x) = x− f(x)
f ′(x)

et la suite

itérative xn+1 = N(xn), c’est-à-dire

xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

, où x0 est une valeur initiale donnée.

Un nombre s est solution de l’équation f(x) = 0 si et seulement si N(s) = s, autre-
ment dit : les solutions de f(x) = 0 sont les points fixes de N . Si la suite (xn) a une
limite, cette limite est un point fixe de N , donc une solution de l’équation f(x) = 0.

On a N ′(x) = 1 − f ′(x)2 − f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
=

f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
, donc N ′(s) = 0 car f(s) = 0.

Pour x voisin de s, |N ′(x)| sera voisin de 0 et en tout cas inférieur à un nombre
positif K < 1. D’après l’inégalité des accroissements finis, on aura donc

|xn+1 − s| =
∣∣N(xn) − N(s)

∣∣ � K|xn − s|
pour xn assez proche de s. Ainsi la fonction N est contractante au voisinage du
point fixe s. Le point fixe est attractif et la suite (xn) tend vers s (page 263).
Mais puisque N ′(s) = 0, le coefficient K est d’autant plus petit que xn est proche
de s, donc le point fixe est très attractif et la suite (xn) converge très rapidement
vers s : c’est cela qui fait l’intérêt de la méthode de Newton.
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Interprétation géométrique.

x

y

f

x0x1x2

Au point initial x0 , la tangente au graphe de f a
pour équation y=f(x0)+f ′(x0)(x−x0). Puisque f ′(x0) �=0,
cette tangente coupe l’axe des abscisses au point x tel que

0=f(x0)+f ′(x0)(x−x0), c’est-à-dire en x1 =x0−
f(x0)
f ′(x0)

=

N(x0).
On voit maintenant comment construire les itérés xn :

la tangente au graphe de f au point d’abscisse
xn coupe l’axe des abscisses en xn+1 .

Exemple. Soit f(x) = 4x3 − 11x2 + 15x− 14. On a f(1) = −6 < 0 et f(2) = 4 > 0,
donc l’équation f(x) = 0 possède une solution s entre 1 et 2, d’après le théorème
des valeurs intermédiaires.
Prenons x0 = 2,5 comme valeur initiale. Le tableau ci-dessous montre les premières
valeurs xn de la suite de Newton. Il est visible que cette suite a pour limite 1,75 et,
dans cet exemple, on a effectivement f(1,75) = 0 : le nombre s = 1,75 est solution
exacte de l’équation.

n xn en décimales exactes

0 2,500000000000000000000000000 0,75 0

1 2,007142857142857142857142857 0,20 0

2 1,791552915934118533759009012 0,04 1

3 1,751265118850405510535778693 10−3 2

4 1,750001206860097353452187869 10−6 5

5 1,750000000001099252866066046 10−12 11

6 1,750000000000000000000000912 10−24 24

Le nombre en est l’erreur commise en remplaçant s par xn , autrement dit en =xn−s
(on ne connaît bien sûr de en que des valeurs approchées).
Dans le tableau, on voit qu’en passant de xn à xn+1 , le nombre de décimales exactes
est au moins doublé, de sorte que la convergence est très rapide. Nous allons voir que
c’est une propriété générale des termes xn de la suite de Newton, pour n assez grand.

Proposition. Posons en = xn − s. Quand n tend vers l’infini,
en+1

e2
n

tend vers
f ′′(s)
2f ′(s)

.

Démonstration. On a N ′(x)=
f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
et puisque f(s)=0, f(x)=f ′(s)(x−s)+o(x−s).

Quand x tend vers s, f ′(x) tend vers f ′(s) �= 0, f ′′(x) tend vers f ′′(s), donc N ′(x) =
f ′(s)(x − s)f ′′(s)

f ′(s)2
+ (x − s) o(x − s). En intégrant, on obtient N(x) − s = N(x) − N(s) =
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1
2

f ′′(s)
f ′(s)

(x−s)2 +o
[
(x−s)2

]
, d’où lim

x→s

N(x) − s

(x − s)2
=

f ′′(s)
2f ′(s)

. On a N(xn) =xn+1 et limxn = s,

donc
xn+1 − s

(xn − s)2
tend vers

f ′′(s)
2f ′(s)

. �

Pour fixer les idées, supposons que
∣∣f ′′(s)/2f ′(s)

∣∣ est de l’ordre de l’unité. À partir du

rang n tel que |en| soit de l’ordre de 10−1 , |en+1| sera de l’ordre de (10−1)2 = 10−2 ,

|en+2| de l’ordre de (10−2)2 = 10−4 , et ainsi de suite : à partir de ce rang n, le nombre

de décimales exactes est en principe doublé quand on passe de xn à xn+1 .

Remarque
Dans la méthode du point fixe pour une fonction contractante, nous avons montré

que l’erreur diminue comme kn , où k < 1 est le coefficient de contraction de la

fonction au voisinage du point fixe (page 263) ; si par exemple k est de l’ordre de

1/10, on finit seulement par gagner une décimale à chaque itération. On voit que la

suite de Newton converge beaucoup plus rapidement.

Précautions d'emploi. Il est important de choisir une valeur initiale x0 suffi-

samment proche de la solution, faute de quoi la suite peut tendre vers l’infini, ou

générer un cycle, ou devenir erratique.

x1

x2
x0

x3

x

s

4

x5

x

y

f

x′
0x′′

0x′′
1 x′′

2

On commence donc en général par estimer grossièrement la solution, afin de prendre

x0 pas trop différent de s.

Cependant, supposons par exemple que pour x > s, on a f(x) > 0 et f ′ strictement

croissante, comme sur la figure page 308 (la condition f ′ croissante se traduit par le

fait que le graphe est au dessus de ses tangentes). Pour toute valeur initiale x0 > s, on

a alors s < x1 < x0 , donc aussi s < x2 < x1 et ainsi de suite : la suite (xn) est décrois-

sante, minorée par s, donc elle converge. Sa limite doit être une solution de l’équation

f(x) = 0, et comme on a supposé f(x) > 0 pour tout x > s, la limite est s. De même,

si f(x) et f ′′(x) sont négatifs pour tout x > s, on peut choisir x0 > s quelconque. Ces

conditions sont notamment satisfaites dans le cas suivant.

Si f est une fonction polynôme ayant toutes ses racines réelles et si s est la
plus grande racine, la suite de Newton initialisée en x0 >s a pour limite s.
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4. Courbes paramétrées
Dans un plan muni d’un repère (O;

→
i,

→
j), considérons un point M dont les coor-

données dépendent d’un paramètre t : en notant M(t) la position du point pour la
valeur t du paramètre et x(t), y(t) ses coordonnées, on a donc

−−−−−−−−−−−−−→
OM(t) = x(t)

→
i +y(t)

→
j

Quand t varie dans un intervalle, le point M(t) décrit une courbe, appelée courbe
paramétrée. Les fonctions x(t) et y(t) s’appellent les fonctions coordonnées de la courbe.

Exemple 1. Si les coordonnées x(t) et y(t) sont des fonctions affines, de la forme
x(t)=at+b, y(t)= ct+d avec a �=0 et c �=0, alors M(t) décrit une droite. En effet, en
éliminant t entre les égalités x=at+b et y=ct+d, il vient cx−ay=cb−ad, qui est bien
l’équation d’une droite D . Réciproquement, pour tout point M ∈ D de coordonnées

(x,y), on a a(y−d)=c(x−b), donc en posant t= x−b

a
, il vient x=at+b et y=ct+d.

Exemple 2 : l'ellipse.

x

y

x(t)

y(t)
M(t)

O

Posons x(t)= acost et y(t)= bsint, où a> 0 et b> 0. Puis-
qu’on a l’identité (cos t)2 + (sin t)2 = 1, l’équation de la courbe
est : (x/a)2 + (y/b)2 = 1. À nouveau, pour trouver l’équation,
nous avons éliminé t entre les expressions x(t) et y(t). La
courbe est une ellipse de centre l’origine et d’axes Ox, Oy .
Quand t décrit [0, 2π[, l’ellipse est parcourue une fois ; quand
t décrit R, elle est parcourue une infinité de fois. Si a = b, on
obtient simplement un cercle de rayon a.

Exemple 3 : la cycloïde. Faisons rouler sans glissement un cercle C sur une
droite D . Considérons un point M lié au cercle : au cours du mouvement, la
trajectoire de M est une courbe appelée cycloïde.

x

y

O

C

D

M

θ

r
ω

T→
i

→
j

Cherchons une équation paramétrique de la cycloïde. Pour cela, prenons comme axe
des abscisses la droite D orientée dans le sens du mouvement et choisissons le repère
orthonormé direct. Pour simplifier, supposons qu’à l’instant
initial, le point de contact du cercle et de la droite est à l’origine.
Le paramètre est l’angle θ dont a tourné le cercle. Notons r le
rayon du cercle, ω son centre et T son point de contact avec D .
Puisque le roulement est sans glissement, la longueur OT est
égale à la longueur rθ de l’arc

︷ ︷
TM du cercle. Le point ω décrit

une droite parallèle à D à la distance r : si l’on suppose que C est dans le demi-plan
supérieur, l’ordonnée de ω vaut donc toujours r . On a

−−−−−−−→
OM =

−−−−−→
OT +

−−−−→
Tω +

−−−−−−→
ωM ,

−−−−−→
OT = rθ

→
i,

−−−−→
Tω = r

→
j et

−−−−−−→
ωM = (−r sin θ)

→
i +(−r cos θ)

→
j , donc

−−−−−−−−−−−−−→
OM(t) = r(θ − sin θ)

→
i +r(1 − cos θ)

→
j

Les fonctions coordonnées sont x(θ) = r(θ − sin θ), y(θ) = r(1 − cos θ).
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Comme on ne peut pas, de façon simple, tirer θ de l’une des équations et reporter
dans l’autre, on étudie les propriétés de la cycloïde au moyen des deux fonctions
θ → x(θ) et θ → y(θ).

4.1 Tangente, longueur, courbure

Tangente en un point d'une courbe paramétrée
Soit M(t) = x(t)

→
i +y(t)

→
j une courbe paramétrée dont les fonctions coordonnées

x(t) et y(t) sont dérivables. Soit t0 une valeur du paramètre et M(t0) le point
correspondant. Les approximations affines

x(t) = x(t0) + x′(t0)(t − t0) + o(t − t0)

y(t) = y(t0) + y′(t0)(t − t0) + o(t − t0)

s’écrivent vectoriellement sous la forme
−−−−−−−−−−−−−→
OM(t) =

−−−−−−−−−−−−−−−→
OM(t0) + (t − t0)

[
x′(t0)
y′(t0)

]
+

−−−−−−−−−−−−−−−−→
o(t − t0)

où
−−−−−−−−−−−−−−−−→
o(t − t0) désigne un vecteur dont les deux coordonnées sont négligeables devant

t−t0 quand t tend vers t0 . On pose

d
−−−−−−−→
OM
dt

(t0) = dx
dt

(t0)
→
i +

dy

dt
(t0)

→
j = x′(t0)

→
i +y′(t0)

→
j

Le vecteur d
−−−→
OM
dt

(t0) s’appelle le vecteur dérivé de
−−−−−−−−−−−−−→
OM(t) en t0

Définitions
Si le vecteur dérivé en t0 n’est pas nul, on l’appelle vecteur tangent en M(t0) à
la courbe. La tangente en M(t0) est la droite passant par M(t0) et de direction le
vecteur tangent.
Si le vecteur dérivé est toujours non nul, on dit que la courbe est régulière.

x

y

O

M(t0)

Td
−−−→
OM
dt

→
i

→
j

Un point T de coordonnées (x,y) est sur la tangente si et seule-

ment si le vecteur
−−−−−−−−−−−−−−−→
M(t0)T est colinéaire au vecteur tangent. En uti-

lisant le déterminant, cela se traduit par det
( −−−−−−−−−−−−−−−→
M(t0)T , d

−−−→
OM
dt

(t0)
)
=

0, d’où l’équation de la tangente :∣∣∣∣ x−x(t0) x′(t0)
y−y(t0) y′(t0)

∣∣∣∣ = 0

Si le vecteur dérivé est nul, on fait une approximation au second ordre en calculant le vec-

teur dérivé seconde
d2

−−−−−−→
OM(t)
dt2

= d2x
dt2

(t0)
→
i+

d2y

dt2
(t0)

→
j=x′′(t0)

→
i+y′′(t0)

→
j . Puisqu’on a alors

x(t) = x(t0)+x′′(t0)(t−t0)2+o
[
(t−t0)2

]
et y(t) = y(t0)+y′′(t0)(t−t0)2+o

[
(t−t0)2

]
,
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la tangente en M(t0) est dirigée par ce vecteur dérivé seconde, s’il n’est pas nul. Plus
généralement, le premier vecteur dérivé non nul en M(t0) donne la direction de la
tangente en ce point.

Exemple. Pour la cycloïde (exemple 3 page 310), on a d
−−−→
OM
dθ

= r(1− cos θ)
→
i +r sin θ

→
j

et ce vecteur dérivé n’est nul que si θ = 2kπ , où k ∈ Z. En tout point M(θ) tel que
θ �∈ 2πZ, la cycloïde a une tangente. Quand θ = π , 3π , etc, la tangente est horizontale,
car sin θ = 0 : cela correspond aux positions hautes du point M .

x

y

Aθ = θ = θ =0 2π 4π( ) ( )

θ = π( ) θ = 3π( )

( )

Pour θ = 0, 2π, 4π, . . ., le point M est sur D et le vecteur dérivé est nul. Puisque
x′′(θ) = r sinθ et y′′(θ) = r cosθ , le vecteur dérivé seconde en ces points est r

→
j , donc

la tangente est verticale (points O et A sur la figure). Comme y(θ) est toujours
positif ou nul, ce sont des points de rebroussement : les deux branches de la courbe
y ont la même tangente.
Vecteur vitesse, vecteur accélération. Dans notre exemple, le cercle est en mou-

vement, donc l’angle θ est une fonction θ(t) du temps. Le vecteur dérivé d
−−−→
OM
dt

s’appelle le vecteur vitesse. En notant θ̇ = dθ
dt

, on a (dérivée d’une composée)

d
−−−−−−−→
OM
dt

= d
−−−−−−−→
OM
dθ

θ̇

Ainsi le vecteur vitesse est tangent à la courbe et sa direction indique le sens de

parcours. Le vecteur d2
−−−→
OM

dt2
, dérivé seconde par rapport au temps, s’appelle vecteur

accélération.

Longueur d'un arc de courbe
Supposons désormais que le repère (O;

→
i,

→
j) est orthonormé et que les coordonnées

x = x(t) et y = y(t) sont dérivables.

M(t)

M(t + δt)

x′(t)δt

y′(t)δt

approximation
au premier ordre

A partir du point M(t), donnons au paramètre un petit accroisse-
ment δt > 0 et approchons l’arc de courbe entre M(t) et M(t + δt)
par le segment de droite M(t)M(t + δt). En négligeant les quan-
tités infiniment petites devant (δt)2 , les coordonnées de M(t + δt)
sont x(t + δt) = x(t) + x′(t)δt, y(t + δt) = y(t) + y′(t)δt et le carré
de la longueur du segment M(t)M(t + δt) est[

x(t + δt) − x(t)
]2

+
[
y(t + δt) − y(t)

]2
=

[
x′(t)δt

]2
+

[
y′(t)δt

]2
=

[
x′(t)2 + y′(t)2

]
(δt)2
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En notant ds la différentielle de la longueur de l’arc, il vient

ds =
√

x′(t)2 + y′(t)2 dt

Cette relation entre les différentielles ds et dt s’écrit ds
dt

=
√

x′(t)2 + y′(t)2 : elle

exprime la dérivée de la longueur d’un arc.
On démontre que ce raisonnement par infiniments petits est valable pour une courbe
régulière dont le vecteur tangent dépend continûment du paramètre. Dans la suite,
nous supposerons toujours qu’il en est ainsi.

Définition
Choisissons un point M0 = M(t0) de la courbe comme origine des arcs. Pour

tout point M = M(t), la longueur s(t) de l’arc
︷ ︷
M0M a pour dérivée ds

dt
=√

x′(t)2 + y′(t)2 . Pour tout point M1 = M(t1), la longueur de l’arc
︷ ︷
M0M1 est donc

s(t1) =
∫ t1

t0

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt.

La longueur de l’arc est comptée positivement si t1 > t0 , négativement si t1 < t0 .

Exemple : longueur d'une arche de cycloïde. Puisque nous avons choisi un
repère orthonormé pour calculer les fonctions coordonnées de la cycloïde, on a

x′(θ)2 + y′(θ)2 = r2(1 − cos θ)2 + r2(sin θ)2 = 2r2(1 − cos θ) = 4r2[sin(θ/2)
]2

ds
dθ

=
√

x′(θ)2 + y′(θ)2 = 2r sin(θ/2) , pour 0 � θ � 2π .

Prenons le point O (t0 = 0) comme origine des arcs. Si M(θ) est un point de l’arche︷ ︷
OA (figure page 312), alors θ est entre 0 et 2π et la longueur de l’arc

︷ ︷
OM(θ) est

s(θ) = 2r
∫ θ

0
sin(u/2) du = 2r

[
−2 cos(u/2)

]θ

0
= 4r

[
1 − cos(θ/2)

]
Pour θ = 2π , on trouve que la longueur de l’arche

︷ ︷
OA est 8r .

L'abscisse curviligne
Il est naturel de paramétrer les points M de la courbe par la longueur s de l’arc︷ ︷
M0M . Cela est possible, car la fonction longueur est strictement croissante (nous

avons supposé que x′(t) et y′(t) ne sont jamais nuls en même temps, donc ds
dt

est

strictement positif). Ainsi s et t sont fonctions l’un de l’autre et les coordonnées x

et y des points de la courbe sont aussi des fonctions de s. On dit que le paramètre
s est l’abscisse curviligne de la courbe.
On dérive les coordonnées par rapport à l’abscisse curviligne au moyen des formules

dx
ds

= dx
dt

dt
ds

et
dy

ds
=

dy

dt
dt
ds

, où dt
ds

=
(

ds
dt

)−1
=

[
x′(t)2 + y′(t)2]−1/2
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Il vient alors (
dx
ds

)2
+

(
dy

ds

)2

=
[
x′(t)2 + y′(t)2] (

dt
ds

)2
= 1

Avec l’abscisse curviligne comme paramètre, le vecteur tangent est

d
−−−−−−−→
OM
ds

= dx
ds

→
i +

dy

ds

→
j

Puisqu’on a supposé que le repère est orthonormé, le carré de la norme euclidienne
est la somme des carrés des coordonnées ; d’après la formule précédente, on a donc∥∥∥∥ d

−−−−−−−→
OM
ds

∥∥∥∥ = 1

Le vecteur d
−−−→
OM
ds

s’appelle le vecteur tangent unitaire.

Courbure
On mesure la courbure d’un arc de courbe

︷ ︷
MM ′ en comparant l’angle α fait par

les tangentes en M et M ′ avec la longueur L de l’arc : la courbure moyenne de
l’arc est par définition le rapport α/L.

M
→
iϕ′

ϕ

M ′

D’après nos hypothèses, la courbe possède en tout point M(t) un vecteur tangent
d

−−−→
OM
dt

. Notons ϕ l’angle entre l’axe Ox et la tangente en M , plus précisément l’écart

angulaire des vecteurs
→
i, d

−−−→
OM
dt

(t) (définition page 225).

Si M ′ = M(t′) est un autre point de la courbe, l’angle des vec-

teurs
→
i, d

−−−→
OM
dt

(t′) est ϕ′ et l’angle des tangentes est ϕ′ − ϕ.

Choisissons un point M0 de la courbe comme origine des arcs :

les arcs
︷ ︷
M0M et

︷ ︷
M0M

′ ont des longueurs s et s′ , la longueur de l’arc
︷ ︷
MM ′ est s′ − s

et sa courbure moyenne est
ϕ′ − ϕ

s′ − s
. Quand M ′ tend vers M , la courbure moyenne a

donc pour limite
dϕ

ds
, si cette limite existe.

Supposons que les fonctions x(t) et y(t) sont deux fois dérivables.

Définitions
La courbure au point M est K =

dϕ

ds
, où ϕ est l’écart angulaire des vecteurs

→
i, d

−−−→
OM
ds

. Si la courbure en M n’est pas nulle, le nombre 1/|K| s’appelle le rayon

de courbure en M .
Intuitivement, une courbure nulle en un point correspond à un « rayon de courbure
infini », c’est-à-dire à un arc « plat » en ce point.

Exemple. Dans le cas d’un cercle de rayon R centré à l’origine (exemple 2 page
310), la tangente au point M de coordonnées (x, y) = (R cos t, R sin t) fait l’angle
ϕ = t + π/2 avec l’axe Ox. En choisissant M(0) comme origine des arcs, on a
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s(t) = Rt, donc la courbure en M est
dϕ

ds
=

d(t + π/2)
Rdt

= 1
R

. Le rayon de courbure

en un point d’un cercle est donc le rayon du cercle.

Calcul de la courbure. Notons
−→
T = d

−−−→
OM
ds

le vecteur tangent unitaire au point

M . Puisque le repère est orthonormé, il s’écrit
−→
T = cosϕ

→
i +sinϕ

→
j , où ϕ est l’angle

→̂
i,

−→
T . On a donc

dx
ds

= cos ϕ et
dy

ds
= sinϕ

Le vecteur
−−→
N = cos(ϕ + π/2)

→
i +sin(ϕ + π/2)

→
j = − sinϕ

→
i +cosϕ

→
j , orthogonal à

−→
T ,

s’appelle le vecteur normal en M .

® Le vecteur normal
−−→
N est de norme 1 et la base

( −→
T ,

−−→
N

)
est orthonormée directe.

® La droite passant par M et orientée selon
−−→
N s’appelle la normale principale ; elle

est orthogonale à la courbe en M .

Dérivons le vecteur
−→
T par rapport à s. Il vient

d
−→
T

ds
= (− sinϕ)

dϕ

ds

→
i +(cos ϕ)

dϕ

ds

→
j =

dϕ

ds

−−→
N

Par définition de la courbure, on en déduit :

la courbure en M est le nombre K tel que d
−→
T

ds
= K

−−→
N

x

y

O

M
P

→
i

→
j

d
−→
T

ds

d
−→
T

ds

−→
T

−→
N−→

N −→
T

Ainsi, la courbure en M est la mesure algébrique du vecteur
d
→
T

ds
sur la normale principale.

Le vecteur d
→
T

ds
est toujours dirigé vers l’intérieur de la courbe.

Si la courbure en M est positive, le vecteur normal pointe lui-
aussi vers l’intérieur de la courbe ; si la courbure est négative,
le vecteur normal pointe vers l’extérieur.
Sur la figure, la courbure est négative en M et positive en P .

Exemple. Dans le cas de la cycloïde, on a d
−−−→
OM
dθ

=r(1−cosθ)
→
i+rsinθ

→
j et en suppo-

sant 0 < θ < 2π , on sait que ds = 2r sin(θ/2)dθ . Calculons le vecteur tangent unitaire.

−→
T = d

−−−−−−−→
OM
ds

= d
−−−−−−−→
OM
dθ

dθ
ds

=
r(1 − cos θ)
2r sin(θ/2)

→
i + r sin θ

2r sin(θ/2)
→
j = sin(θ/2)

→
i + cos(θ/2)

→
j

Le vecteur normal est
−−→
N = − cos(θ/2)

→
i + sin(θ/2)

→
j et

d
−→
T

ds
= d

−→
T

dθ
dθ
ds

=
[
1
2

cos(θ/2)
→
i − 1

2
sin(θ/2)

→
j
]

1
2r sin(θ/2)

= − 1
4r sin(θ/2)

−−→
N

Au point M(θ), la cycloïde a pour courbure K = − 1
4r sin(θ/2)

. La courbure est

minimum au sommet de l’arche (θ = π). Remarquons qu’en un point d’ordonnée
quelconque y = r(1− cos θ) > 0, la courbure est K = −1/

√
8ry .
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Cas d'une courbe y = f(x)
Chaque point du graphe de f a pour coordonnées

(
x, f(x)

)
, donc est repéré par

son abscisse : le graphe d’une fonction de x est une courbe paramétrée par x.

® Si f a une dérivée continue, le vecteur tangent au point M(x) a pour coordonnées
dx
dx

= 1,
dy

dx
= f ′(x) et l’on a ds

dx
=

√
1 + f ′(x)2 .

® Si f ′′(x) �= 0, le rayon de courbure en M(x) est

[
1 + f ′(x)2

]3/2∣∣f ′′(x)
∣∣ .

® Si f ′′(x) = 0, la courbure en M(x) est nulle.

On voit que la courbure ne dépend que des deux premières dérivées de f .

4.2 Application aux bretelles de raccordement
Il s’agit de trouver la forme d’une voie routière de raccordement entre une ligne
droite (courbure nulle) et un arc ayant une courbure non nulle. Ce problème se pose
pour le tracé d’une ligne ferroviaire ou d’une sortie d’autoroute : si en sortant d’une
ligne droite, on emprunte immédiatement une trajectoire de rayon de courbure R,
l’accélération normale d’un véhicule roulant à la vitesse v passe brutalement de 0 à
v2/R, ce que l’on cherche à éviter.
Dans le cadre autoroutier, on suppose habituellement que pendant le changement de
direction, le conducteur roule à une vitesse constante v et imprime au volant une
rotation régulière, de sorte que l’angle de braquage des roues est proportionnel à la
durée du mouvement.

® Entre des instants voisins t et t + dt, le véhicule a tourné d’un angle dϕ = αdt,
où α est proportionnel à l’angle de braquage.

®

x

y

O

M

A

ϕ
ϕmax

En prenant comme instant initial t = 0 celui où le
véhicule quitte la ligne droite (point O), on a alors

α=at, où a est une constante positive, donc
dϕ

dt
=at.

® Notons s l’abscisse curviligne de la courbe comptée
à partir du point O (s = 0 si t = 0). La vitesse du

véhicule à l’instant t est ds
dt

= v , donc s = vt.

En tout point de la courbe, la courbure est K =
dϕ

ds
=

dϕ

dt
dt
ds

= at
v

= a

v2
s ; cette valeur

est nulle à l’instant initial et varie proportionnellement à la distance parcourue. En
notant R = 1/K le rayon de courbure, il vient

Rs = v2/a

Cette relation caractéristique de la courbe exprime que le rayon de courbure est
inversement proportionnel à la distance parcourue.
Prenons un repère orthonormé d’origine O , l’axe Ox étant la ligne droite et l’axe
Oy étant dirigé vers la sortie. L’angle ϕ entre Ox et le vecteur tangent à la courbe

est l’angle dont a tourné le véhicule. Puisque
dϕ

ds
= a

v2
s, il vient ϕ = a

2v2
s2 , d’où
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dx
ds

= cos ϕ = cos
[
(a/2v2)s2] et

dy

ds
= sinϕ = sin

[
(a/2v2)s2]

En intégrant, on trouve les fonctions coordonnées x(s) et y(s) de la courbe. Puisque
x = y = 0 quand s = 0, on obtient ainsi la paramétrisation

x(s) =
∫ s

0
cos

(
(a/2v2)u2) du et y(s) =

∫ s

0
sin

(
(a/2v2)u2) du

x

y

O

une spirale de Cornu

En général, on impose l’angle ϕmax dont la courbe permet de tourner, ou bien son
rayon de courbure Rmax à l’extrémité. La longueur L de l’arc est alors donnée par
les relations ϕmax = (a/2v2)L2 ou RmaxL = v2/a. L’extrémité A
de la bretelle de raccordement a donc une position déterminée,
de coordonnées de x(L), y(L).

Ces intégrales (dites de Fresnel) ne s’expriment pas au moyen
des fonctions usuelles ; pour dessiner la courbe, appelée spirale
de Cornu, il faut faire un calcul numérique approché de x(s) et
y(s) (voir le chapitre 11).

5. Calcul de primitives
Il est utile de savoir calculer quelques types courants d’intégrales. Rappelons les
règles essentielles :

®

∫ b

a
f(t) dt = F (b) − F (a) si F est une primitive de f .

® Si α et β sont des constantes,
∫ [

αf(t) + βg(t)
]
dt = α

∫
f(t) dt + β

∫
g(t) dt.

5.1 Méthodes générales
On dispose de quatre méthodes générales pour calculer une intégrale I =

∫
f(t) dt.

La fonction à intégrer est une dérivée connue

Exemples

1)
∫

(at + b)α dt = 1
a(α+1)

(ax + b)α+1 si α �= −1 et a �= 0.

La dérivée de (ax + b)α+1 est en effet a(α+1)(ax + b)α .

2)
∫

tan t dt =
∫

sin t
cos t

dt =
∫ − cos′(t)

cos t
dt = − ln

∣∣cos x
∣∣. On en déduit par exemple∫ π/4

0
tan t dt =

[
− ln cos x

]π/4
0 = (ln 2)/2.

3) On a
∫

(tan t)2 dt = tanx − x, car la dérivée de tanx est 1 + (tanx)2 .

4) I =
∫

t√
a + t2

dt =
∫

2t

2
√

a + t2
dt =

∫ u′(t)

2
√

u(t)
dt, où u(x) = a+x2 . La fonction sous

le signe intégrale est la dérivée de
√

u(x), donc I =
√

a + x2 .
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Décomposer en somme
C’est ainsi que l’on peut calculer les intégrales

∫
(cos t)n dt et

∫
(sin t)n dt pour n entier

positif. Par exemple, grâce à la formule cos2x = 2(cosx)2 − 1 = 1− 2(sinx)2 , il vient

2
∫

(cos t)2 dt =
∫

(1 + cos 2t) dt = x +
∫

cos 2t dt = x + 1
2

sin 2x

Nous allons voir que (cos x)n est une somme de fonctions cos kx, où les nombres
k qui interviennent sont des entiers positifs ou nuls au plus égaux à n. De même,
(sinx)n est une somme de fonctions sin kx.
Faisons un calcul dans les nombres complexes en introduisant z = eix =cosx+isinx.
Puisque z−1 = e− ix = cos x − i sinx, on a

2 cos x = z + z−1 et 2 i sinx = z − z−1 .

En élevant par exemple à la puissance 4 par la formule du binôme (page 61), on obtient

24(cos x)4 = (z + z−1)4 = z4 +
(

4
1

)
z3z−1 +

(
4
2

)
z2z−2 +

(
4
3

)
zz−3 + z−4

= z4 + 4z2 + 6 + 4z−2 + z−4 = (z4 + z−4) + 4(z2 + z−2) + 6

D’après la formule de Moivre (page 37), z2 = cos2x+ isin2x et z−2 = cos2x− isin2x,
donc z2 + z−2 = 2 cos 2x. De même, z4 + z−4 = 2 cos 4x, donc il vient 24(cos x)4 =
2 cos 4x + 8 cos 2x + 6, ou encore

(1) (cos x)4 = 1
8

cos 4x + 1
2

cos 2x + 3
8

En intégrant, on obtient∫
(cos t)4 dt = 1

8

∫
cos 4t dt + 1

2

∫
cos 2t dt + 3

8
x = sin 4x

32
+ sin 2x

4
+ 3x

8

Pour l’intégrale de (sinx)3 , écrivons (z − z−1)3 = (2 i sinx)3 = −23 i(sinx)3 , puis

−8 i(sinx)3 = z3 − 3z2z−1 + 3zz−2 − z−3 = z3 − 3z + 3z−1 − z−3

= (z3 − z−3) − 3(z − z−1)

Puisque z3=cos3x+isin3x et z−3=cos3x−isin3x, on a −8i(sinx)3=2isin3x−3(2isinx),
d’où

(2) (sinx)3 = − sin 3x
4

+ 3 sin x
4

,

∫
(sin t)3 dt = cos 3x

12
− 3 cos x

4
et

∫ π/2

0
(sin t)3 dt =

[
cos 3x

12
− 3 cos x

4

]π/2

0
= 2/3.

Des identités comme (1) ou (2) s’appellent des formules de linéarisation. Elles permettent
d’exprimer (sinx)n (cosx)m comme une somme de produits sinpxcosqx. Puisqu’on a

2 sin px cos qx = sin(p + q)x + sin(p − q)x ,

on peut ainsi en principe calculer une primitive d’un produit (sinx)n(cos x)m .
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Intégration par parties
La formule d’intégration par parties s’écrit

∫
u(t)v′(t) dt = u(x)v(x) −

∫
u′(t)v(t) dt.

Elle est valable pour des fonctions u et v à dérivée continue et signifie simplement
que la dérivée du produit uv est u′v + uv′ . Avec des bornes dans les intégrales, la
formule devient ∫ b

a

u(t)v′(t) dt =
[
u(x)v(x)

]b

a
−

∫ b

a

u′(t)v(t) dt .

Par intégration par parties, on peut calculer des intégrales comme
∫

t2eat dt,
∫

t3 ln t dt,∫
arcsin t dt ou

∫
arctan t dt.

Exemples

1) Dans l’intégrale In =
∫

tneat dt (où a �= 0), posons u = tn et v′ = eat . Il vient

u′ = ntn−1 , v = 1
a
eat , donc

In = xn 1
a

eax −
∫

ntn−1 1
a

eat dt = xneax

a
− n

a
In−1

Si n est un entier positif, le calcul de In se ramène de proche en proche à celui

de I0 =
∫

eat dt = eax

a
. On a ainsi I1 = ax − 1

a2
eax et I2 = a2x2 − 2ax + 2

a3
eax .

2) Pour I =
∫

t3 ln t dt, on prend u = ln t et v′ = t3 , donc u′ = 1/t et v = t4/4 ; il

vient I = (lnx) x4

4
−

∫
1
t

t4

4
dt = x4 lnx

4
− 1

4

∫
t3 dt = x4 lnx

4
− x4

16
.

3) Calculons le nombre
∫ 1

0
Arc sin t dt en prenant u = Arc sin t et v′ = 1, donc v = t

et u′ = 1√
1 − t2

. On a
∫

Arc sin t dt = xArc sinx −
∫

t√
1 − t2

dt.

x

y

O

= yArc sinx

=x sin y

π
2

1

Dans cette dernière intégrale, le numérateur est, à un facteur −1/2 près, la dérivée
de w = 1 − t2 :

t√
1 − t2

= 2t

2
√

1 − t2
= − w′

2
√

w
= −(

√
w)′

On en déduit
∫

Arc sin t dt = xArc sinx +
√

1 − x2 et∫ 1

0
Arc sin t dt =

[
xArc sinx

]1
0 +

[√
1 − x2

]1

0

=
(

π
2
− 0

)
+ (0 − 1) = π

2
− 1 .

Le dessin ci-contre montre le graphe de Arc sinus et
nous venons de calculer l’aire grisée. L’aire comprise

entre le graphe et l’axe des ordonnées est
∫ π/2

0
sin t dt=

1 et l’aire totale du rectangle est bien (π/2−1)+1=π/2.
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Changement de variable
Supposons que f(t) s’écrit f(t) = g

[
u(t)

]
u′(t), où g est une certaine fonction. Alors

si G est une primitive de g , la dérivée de t → G
[
u(t)

]
est g

[
u(t)

]
u′(t) = f(t), donc∫

f(t) dt =
∫

g
[
u(t)

]
u′(t) dt = G

[
u(x)

]
Pratiquement : pour faire le changement de variable u(t) dans l’intégrale,

® on écrit f(t) sous la forme g(u),

® on calcule du = u′(t) dt et l’on a alors
∫

f(t) dt =
∫

g(u) du.

Exemples

1) Calculons ainsi l’intégrale
∫

(cos t)n(sin t)m dt lorsque les exposants sont entiers
positifs et que l’un d’eux, n par exemple, est impair. Posons n = 2p+1 et faisons
le changement de variable u = sin t. On a du = cos t dt et

(cos t)2p+1(sin t)m dt = (cos t)2p(sin t)m(cos t dt) = (1 − u2)p um du .

Intégrons en indiquant en haut du signe intégrale le nom de la variable à utiliser
dans la primitive :∫ x

(cos t)n(sin t)m dt =
∫ sinx

(1 − u2)p um du

La dernière intégrale est facile à calculer car il s’agit d’une primitive de fonction
polynôme. Il ne faut pas oublier d’y remplacer finalement u par sinx.
Par exemple, on a∫ x

(cos t)3(sin t)4 dt =
∫ x

(cos t)2(sin t)4 cos tdt

=
∫ sin x

(1 − u2) u4 du =
∫

(u4 − u6) du

= u5

5
− u7

7
=

(sinx)5

5
− (sinx)7

7
.

2) ® Calculons
∫

te−t2
dt par le changement de variable u = t2 . Puisque du = 2t dt,

on a
∫ x

e−t2
(t dt) = 1

2

∫ x2

e−u du, donc∫ x

te−t2
dt = − 1

2
e−x2

et
∫ b

a

te−t2
dt = e−a2−e−b2

2

® De même,
∫ x

t3e−t2
dt= 1

2

∫ x
t2e−t2

(2t dt)= 1
2

∫ x2

ue−u du, et en intégrant par parties :∫ x

t3e−t2
dt = 1

2
u(−e−u) − 1

2

∫
−e−u du = −x2+1

2
e−x2

.
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5.2 Intégrales de la forme
∫∫∫

eat cos bt dt ou
∫∫∫

eat sin bt dt

Introduisons les nombres complexes

eat cos bt + i eat sin bt = eat(cos bt + i sin bt) = eatei bt = e(a+b i)t

et étendons le calcul des dérivées et des intégrales aux fonctions à valeurs complexes.
Une fonction à valeurs complexes est de la forme F (x) = U(x) + i V (x), où U(x)
et V (x) sont des fonctions à valeurs réelles. Définissons la dérivée de F en posant

F ′(x) = U ′(x) + iV ′(x) , si U et V sont dérivables.

Proposition. Si λ est un nombre complexe, la dérivée de la fonction x → eλx est λeλx .

Démonstration. Posons λ = a + b i, où a et b sont réels, et f(x) = eλx = e(a+i b)x =
eax cos bx + i eax sin bx. En dérivant, il vient

f ′(x) = aeax cos bx − beax sin bx + i(aeax sin bx + beax cos bx)

= eax
[
(a cos bx − b sin bx) + i(a sin bx + b cos bx)

]
= eax(a + b i)(cos bx + i sin bx) = (a + b i)eaxei bx = (a + b i)e(a+i b)x = λeλx .

�

Une exponentielle se dérive donc de la même manière, que l’exposant soit réel ou
complexe. On en déduit que si λ �=0, la fonction x → 1

λ
eλx est une primitive de eλx :∫

e(a+b i)t dt = 1
a + b i

e(a+b i)x

En posant u(x) = eax cos bx et v(x) = eax sin bx, il vient donc∫
u(t) dt + i

∫
v(t) dt = 1

a + b i
e(a+b i)x = a − b i

a2 + b2 eax(cos bx + i sin bx)

= eax

a2 + b2

[
(a cos bx + b sin bx) + (−b cos bx + a sin bx) i

]
∫

eat cos bt dt =
eax(a cos bx + b sin bx)

a2 + b2 ,

∫
eat sin bt dt =

eax(−b cos bx + a sin bx)
a2 + b2

5.3 Intégrale d'une fonction rationnelle

Une fonction rationnelle est de la forme
P (x)
Q(x)

, où P et Q sont des fonctions

polynômes. Contentons-nous de traiter les cas les plus couramment rencontrés.

1. Q(x) = (x − a)n . Dans l’intégrale
∫ P (t)

(t − a)n dt, on fait le changement de

variable u = t − a, donc du = dt et
P (t)

(t − a)n dt =
P (u + a)

un du. Puisque P est un

polynôme,
P (u + a)

un est une somme de puissances positives ou négatives de u.

Chapitre 10 – UTILISATION DE LA DÉRIVÉE ET DE L’INTÉGRALE – 321



Exemple. Par le changement de variable u = t + 1, on a∫
t3

(t+1)2 dt =
∫ x+1 (u−1)3

u2 du =
∫

(u − 3 + 3u−1 − u−2) du

= u2

2
− 3u + 3 ln |u| + 1

u
=

(x+1)2

2
− 3(x+1) + 3 ln |x+1| + 1

x+1

2. P
Q

=
x + p

x2 + bx + c
. En écrivant que x2 + bx est le début d’un carré, on a

x2 + bx + c = (x + b/2)2 + d , où d = c − b4/4 est supposé non nul.

Pour calculer l’intégrale, faisons le changement de variable u = t + b/2. Il vient
dt = du, t + p = u + p − b/2 et∫

t + p

t2 + bt + c
dt =

∫ x+b/2 u + p − b/2
u2 + d

du =
∫

u

u2 + d
du + (p − b/2)

∫
du

u2 + d

® Dans la première intégrale, le numérateur est, à un facteur 1/2 près, la dérivée

du dénominateur : cette intégrale est donc 1
2

ln |u2+d| = 1
2

ln |x2+bx+c|.
® Pour calculer la seconde intégrale, on pose d = r2 si d > 0 et d = −r2 sinon, et

l’on obtient une intégrale usuelle (page 298).

Exemple. Calculons I =
∫ 2t + 1

t2 − 2t + 3
dt. Puisque x2 − 2x + 3 = (x − 1)2 + 2, on

pose u = t − 1. On a alors 2t + 1 = 2u + 3 et il vient

I =
∫ x−1 2u + 3

u2 + 2
du =

∫
2u du

u2 + 2
+ 3

∫
du

u2 + 2

= ln(u2 + 2) + 3 1√
2

Arc tan u√
2

= ln(x2 − 2x + 3) + 3√
2

Arc tan x − 1√
2

3. Réduction du degré du numérateur. Supposons que le degré de P est su-
périeur à celui de Q. Faisons la division euclidienne de P par Q (page 49) en
appelant E le polynôme quotient et R le reste : on a P = EQ + R, où R est de

degré inférieur à celui de Q, d’où P
Q

= E + R
Q

.

Puisqu’il est très simple d’intégrer le polynôme E(x), on est ramené à calculer une

primitive de la fraction
R(x)
Q(x)

où le numérateur est de degré inférieur à celui du

dénominateur.

Exemple. Posons f(x)= x3

x2 + 1
. La division de x3 par x2+1 s’écrit x3=x(x2+1)−x,

donc f(x) = x − x

x2 + 1
et

∫
t3

t2 + 1
dt = x2

2
− 1

2
ln(x2 + 1).
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4. Décomposition en somme. Supposons que Q = AB est le produit de deux
polynômes n’ayant aucune racine commune (réelle ou complexe). On peut alors trou-
ver des polynômes U et V tels que AU + BV = 1, degU < degB et degV < degA

(proposition page 50). Il vient alors P
Q

= PAU + PBV

AB
= PU

B
+ PV

A
.

Exploitons cela lorsque le dénominateur Q a une factorisation très simple.

A) Q(x) = (x − a)(x − b) , où a �= b .
Cherchons des nombres u et v tels que 1

(x − a)(x − b)
= v

x − a
+ u

x − b
, c’est-à-dire

u(x−a)+ v(x− b) = 1. Il vient u =−v , 1 =−au− bv = (a− b)v , donc v = 1
a − b

et

P
(x − a)(x − b)

= 1
a − b

(
P

x − a
− P

x − b

)
On intègre alors chaque terme de la somme comme en 1.
Plus généralement : si Q=(x−a)(x−b)(x−c), où les nombres a,b,c sont deux à

deux différents, on cherche des nombres α,β,γ tels que 1
Q

= α
x − a

+
β

x − b
+

γ

x − c
.

B) Q(x) = (x − a)(x2 + bx + c) , où x2 + bx + c n'a pas de racine réelle.
Dans ce cas, on cherche des nombres u, p, q tels que

1
(x − a)(x2 + bx + c)

= u
x − a

+
px + q

x2 + bx + c

On les calcule en réduisant au même dénominateur et en identifiant. Alors P
Q

est

la somme d’une fraction de la forme A
x − a

(cas 1) et d’une fraction de la forme

G = B

x2 + bx + c
. Pour cette dernière, en divisant comme en 3 le numérateur par

le dénominateur, on se ramène à un numérateur de degré inférieur ou égal à 1,
comme dans cas 2.

Exemple. Calculons I =
∫

t

2t2 + t − 3
dt. On a 2x2 + x − 3 = (x − 1)(2x + 3) et

le numérateur est de degré inférieur à 2. On peut donc directement chercher des
nombres u et v tels que

x
(x − 1)(2x + 3)

= u
x − 1

+ v
2x + 3

c’est-à-dire (2x+3)u+(x−1)v =x. On trouve 2u+v =1 et 3u−v =0, d’où u=1/5,
v = 3/5 et I = 1

5
ln |x − 1| + 3

10
ln |2x + 3|.

6. Intégrales généralisées
Il est parfois naturel de vouloir intégrer sur un intervalle de la forme [a, +∞[ : on
considère alors les intégrales de a à x et l’on fait tendre x vers l’infini.
Soit f une fonction continue sur [a,+∞[.
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Définition
Si les intégrales

∫ x

a
f(t) dt ont une limite finie quand x tend vers +∞, cette limite

s’appelle l’intégrale généralisée de f sur [a,+∞[ et se note
∫ +∞

a
f(t) dt.

® Dire que f a une intégrale généralisée de valeur v signifie que, quand x tend

vers +∞, la fonction F (x) =
∫ x

a
f(t) dt a pour asymptote horizontale la droite

d’équation y = v .

® Supposons que a′ est un nombre supérieur à a ; alors l’intégrale généralisée∫ +∞

a′
f(t) dt existe si et seulement si

∫ +∞

a
f(t) dt existe.

En effet, les fonctions x →
∫ x

a
f(t) dt et x →

∫ x

a′
f(t) dt diffèrent de la constante

∫ a′

a
f(t) dt.

® Si des fonctions f et g ont une intégrale généralisée sur [a,+∞[, alors f + g aussi

et
∫ +∞

a
f(t)+g(t) dt =

∫ +∞

a
f(t) dt +

∫ +∞

a
g(t) dt.

En effet, la limite d’une somme de deux fonctions est la somme des limites.

Pour une fonction continue sur ]−∞, b], on définit de même la notion d’intégrale

généralisée
∫ b

−∞
f(t) dt : c’est la limite quand x tend vers −∞, si elle existe, des

intégrales
∫ b

x
f(t) dt.

Exemple. Un fil AB chargé électriquement crée en tout point P de l’espace un
champ électrique

−→
E dont la direction est dans le plan PAB . Prenons un point P à

égale distance de A et de B ; en appelant O le milieu de AB , P est dans le plan
passant par O et orthogonal à AB . Ce plan étant un axe de symétrie de AB , il
contient la direction du champ. Finalement,

−→
E est dirigé selon OP .

A B
x

−−→
ex

r
a

P

−→

M

E

θ

O

Prenons un axe Ox porté par AB . Un petit élément de
fil de longueur δx et situé au point M d’abscisse x pro-

duit en P le champ −−→
ex = 1

4πε0

δq

r2

→
u, où δq est la charge

de l’élément, r la distance MP et →
u le vecteur unitaire

dans la direction
−−−−−−−→
MP (le nombre ε0 est la constante di-

électrique du milieu ambiant). En supposant que le fil
a une densité de charge λ constante, on a δq = λδx. Le champ produit par deux
éléments de fil symétriques par rapport au milieu O est dirigé selon

−−−−−→
OP et son

intensité est 1
4πε0

λδx

r2
(2 cos θ), où θ est l’écart angulaire des vecteurs

−−−−−−−→
MP ,

−−−−−→
OP .

Notons a la distance OP . On a cosθ = a
r

, r2 = a2 +x2 et cos θ

r2
= a

r3
, donc le champ

électrique en P a pour intensité

E = λa
2πε0

∫ 	/2

0

dx

(a2 + x2)3/2
, où � est la longueur du fil.
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La fonction sous le signe intégrale ayant pour primitive x

a2
√

a2 + x2
, on obtient E =

λ�

2πε0a
√

4a2 + �2
. Faisons tendre la longueur � vers l’infini. Puisque

√
4a2 + �2 ∼

	→+∞
�,

il vient E ∼
	→+∞

λ
2πε0a

. Le champ électrique créé à la distance a par un fil de très

grande longueur (� � a) a donc pour intensité λa
2πε0

∫ +∞

0
dx

(a2 + x2)3/2
= λ

2πε0a
.

Exemples fondamentaux. Soit a > 0.

1) Pour la fonction x → 1
x

, l’intégrale
∫ x

a

dt
t

= ln x − ln a tend vers +∞ quand x

tend vers +∞ : l’intégrale généralisée de 1/x sur [a,+∞[ n’existe pas.

2) Pour la fonction x → 1
xα , où α �= 1, on a∫ x

a

dt
tα

=
∫ x

a

t−α dt = x1−α

1 − α
− a1−α

1 − α

® Si α > 1, alors 1−α < 0 et x1−α tend vers 0 quand x tend vers +∞. L’intégrale

généralisée
∫ +∞

a

dt
tα existe et l’on a

∫ +∞

a

dt
tα = − a1−α

1 − α
= 1

(α − 1)aα−1
.

® Si α < 1, alors x1−α tend vers +∞ quand x tend vers +∞ et l’intégrale
généralisée n’existe pas.

Si a > 0, l’intégrale généralisée
∫ +∞

a

dt
tα

existe si et seulement si α > 1.

Voici l’outil principal pour étudier l’existence d’une intégrale généralisée lorsqu’on
ne peut pas calculer explicitement une primitive.

Théorème de comparaison. Soient f et g des fonctions continues sur [a, +∞[.
Supposons que l’on a 0 � g(x) � f(x) pour tout x.

® Si l’intégrale généralisée de f existe, alors celle de g aussi et
∫ +∞

a
g(t) dt �

∫ +∞

a
f(t) dt.

® Si l’intégrale généralisée de g n’existe pas, celle de f non plus.

Démonstration. Posons F (x) =
∫ x

a
f(t) dt et G(x) =

∫ x

a
g(t) dt. Puisque f(x) et g(x) sont

positifs ou nuls pour tout x, les fonctions F et G sont croissantes. Supposons que l’intégrale
généralisée de f existe. Quand x tend vers l’infini, F (x) a une limite finie, donc est majoré
sur [a, +∞[. Puisque f � g , on a G(x) � F (x), donc G(x) est aussi majoré sur [a, +∞[. La
fonction G étant croissante, on en déduit que G(x) a une limite finie quand x tend vers +∞
(voir les propriétés des fonctions monotones, page 264). �

Conséquences. Soient f et g des fonctions à valeurs positives et continues sur [a,+∞[.
Supposons que l’on a g(x) �

x→+∞
f(x) ou bien g(x) ∼

x→+∞
f(x). Si l’intégrale généralisée

de f existe, alors celle de g aussi.
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Démonstration. Si g(x) est infiniment petit devant f(x) quand x tend vers +∞, alors pour

x assez grand, on a g(x) � f(x). Si g(x) ∼
x→+∞

f(x), c’est-à-dire lim
x→+∞

g(x)
f(x)

= 1, alors pour

x assez grand, on a g(x) � 2f(x) (par exemple). Dans les deux cas, on a donc g(x) � 2f(x)

pour tout x � A � a. Si l’intégrale
∫ +∞

a
f(t) dt existe, il en va de même de

∫ +∞

A
2f(t) dt.

D’après le théorème de comparaison,
∫ +∞

A
g(t) dt existe, donc aussi

∫ +∞

a
g(t) dt. �

Pour voir si l’intégrale généralisée d’une fonction positive f

existe, on peut remplacer f(x) par un équivalent en +∞.

Exemples

1) On a
√

x

x2 + 1
∼

x→+∞
1

x3/2
, donc l’intégrale généralisée

∫ +∞

0

√
t

t2 + 1
dt existe.

2) Puisque x2e−x2
tend vers 0 quand x tend vers +∞, on a e−x2 �

x→+∞
(1/x2) et

comme l’intégrale généralisée
∫ +∞

1
(1/t2) dt existe, il en va de même de

∫ +∞

0
e−t2

dt.

La fonction e−x2
étant paire, on a aussi

∫ 0

−∞
e−t2

dt =
∫ +∞

0
e−t2

dt.

3) La fonction 1/(x ln x) a pour primitive ln(lnx) qui tend vers +∞ quand x tend
vers l’infini : 1/(x lnx) n’a donc pas d’intégrale généralisée sur [2,+∞[, bien que
cette fonction soit infiniment petite devant 1/x.

4) L’intégrale généralisée
∫ +∞

1

(sin t)2

tα dt existe si α > 1, car
(sin t)2

tα � 1
tα .

Cas d'une fonction qui ne garde pas un signe constant. Nous allons voir
que l’intégrale généralisée existe pourvu que la fonction ne soit pas trop grande en
valeur absolue.

Proposition. Si l’on a
∣∣f(x)

∣∣ � g(x) pour tout x � a et si l’intégrale généralisée de g

existe, alors celle de f aussi.

Démonstration. Posons h(x) =
∣∣f(x)

∣∣−f(x) de sorte que l’on a h(x) � 0. Puisque −f(x) �∣∣f(x)
∣∣, on a 0�h(x)�

∣∣2f(x)
∣∣� 2g(x). L’intégrale généralisée de 2g(x) existe, donc aussi celle

de h(x), d’après le théorème de comparaison. La fonction f(x) =
∣∣f(x)

∣∣− h(x) est différence
de deux fonctions ayant une intégrale généralisée, donc f a une intégrale généralisée. �

Exemple. Pour tout x, on a
∣∣∣ sinx

x2 + 1

∣∣∣� 1
x2 + 1

. Puisque
∫ +∞

0
dt

t2 + 1
= lim

x→+∞
arctanx=

π
2

, on en déduit que l’intégrale généralisée
∫ +∞

0
sin t

t2 + 1
dt existe et que sa valeur est

moindre que π
2

. On a aussi
∫ 0

−∞
sin t

t2 + 1
dt=−

∫ +∞

0
sin t

t2 + 1
dt, car x → sinx

x2 + 1
est impaire.
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Fonction tendant vers l'infini en un point

Exemples fondamentaux. Soit α un nombre positif. Quand x tend vers 0,

1/xα tend vers l’infini, mais étudions la limite des intégrales F (x) =
∫ 1

x

dt
tα . On a

F (x) =

{
1 − x1−α

1 − α
si α �= 1

− lnx si α = 1

® Si α < 1, alors x1−α tend vers 0 quand x tend vers 0 et F (x) a pour limite
1/(1−α). On peut alors définir l’intégrale généralisée de la fonction 1/xα sur ]0,1]

en posant
∫ 1

0
dt
tα = lim

x→0
F (x) = 1

1−α
.

® Si α � 1, alors lim
x→0

F (x) = +∞ et l’intégrale généralisée sur ]0, 1] n’existe pas.

Définition
Soit f une fonction continue sur l’intervalle semi-ouvert [a, b[. Si les intégrales∫ x

a
f(t) dt ont une limite finie quand x tend vers b, on note cette limite

∫ b

a
f(t) dt

et on l’appelle l’intégrale généralisée de f sur [a, b[.

Le théorème de comparaison, ses conséquences et la proposition précédente sont en-
core vraies dans ce cadre, en remplaçant « x tend vers l’infini » par « x tend vers b ».
De manière analogue, on définit la notion d’intégrale généralisée pour une fonction
continue sur un intervalle semi-ouvert ]a, b], comme dans l’exemple précédent.

Exemple 1. La période T d’un pendule simple de longueur � dépend de l’angle
θ0 dont on l’a écarté par rapport à la verticale (0 < θ0 < π/2) :

T = 4
√

�
2g

∫ θ0

0

dθ√
cos θ − cos θ0

Dans la fonction sous le signe intégrale, le dénominateur s’annule si θ = θ0 , donc la
limite est +∞ quand θ tend vers θ0 : l’intégrale est une intégrale généralisée. Pour
vérifier son existence, cherchons un équivalent de

√
cos θ − cos θ0 quand θ tend vers

θ0 . Puisque cos′ θ0 = − sin θ0 , on sait que cos θ − cos θ0 ∼
θ→θ0

(θ − θ0)(− sin θ0), donc√
cos θ − cos θ0 ∼

θ→θ0
(
√

sin θ0)
√

θ0 − θ

et la fonction sous le signe intégrale est équivalente à
1/

√
sin θ0

(θ0 − θ)1/2
. La fonction

1
(θ0 − θ)1/2

a une intégrale généralisée sur [0, θ0[, car l’exposant 1/2 est strictement

inférieur à 1. On en déduit que l’intégrale exprimant la période T est bien définie.
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Exemple 2. L’intégrale généralisée
∫ 1

−1
dt√
1−t2

vaut π : en effet, d’après le tableau

des primitives page 298,
∫

dt√
1−t2

= Arc sinx, donc
∫ 1

−1
dt√
1−t2

= 2 Arc sin 1 = π .

Exemple 3. Posons f(x)=1/sinx. Quand x tend vers 0, f(x) est équivalent à 1/x

et l’intégrale généralisée de 1/x n’existe pas sur ]0,π/2], donc celle de f(x) non plus.

7. Application aux probabilités
7.1 Fonction de répartition et densité

Soit X une variable aléatoire prenant des valeurs réelles.

Définition
Pour tout nombre réel x, posons F (x)=P (X �x), probabilité pour que la valeur de
X soit inférieure ou égale à x. La fonction F s’appelle la fonction de répartition de X .

La probabilité pour que la valeur de X soit dans l’intervalle ]a, b] est

P (a < X � b) = F (b) − F (a)

Exemple. Supposons que X est la somme des points donnés par un lancer de
deux dés. Le nombre de façons d’obtenir k points dépend de la valeur de k : si k

est entre 2 et 7, il y a k−1 façons, sinon il y en a 13−k . On en déduit la probabilité
pk d’obtenir k points :

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

pk
1
36

1
18

1
12

1
9

5
36

1
6

5
36

1
9

1
12

1
18

1
36

diagramme en batons fonction de répartition

k

pk

1/6

x1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112

F (x)

35/36
33/36

30/36

26/36

21/36

1

15/36

10/36

6/36

3/36
1/36

Cette fonction de répartition est en escalier.

Propriétés d'une fonction de répartition
a) La fonction de répartition est croissante : en effet, si x � y et si l’événement X � x

est réalisé, alors l’événement X � y aussi.
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b) Pour tout x, on a 0 � F (x) � 1, car F (x) est une probabilité.

c) lim
x→−∞

F (x) = 0 et lim
x→+∞

F (x) = 1.

d) Si des nombres xn � x tendent vers x en décroissant, alors F (xn) tend vers F (x).

Définition
S’il existe une fonction f à valeurs positives telle que F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt pour

tout x, on dit que f est une densité de la variable aléatoire X .

® On a
∫ +∞

−∞
f(t) dt = lim

x→+∞
F (x) = 1.

® La densité d’une variable aléatoire détermine entièrement sa loi de probabilité.

® Si la densité est continue, alors F est dérivable et F ′(x) = f(x).

Choisissons en effet un nombre a quelconque. On a

F (x) − F (a) =
∫ x

−∞
f(t) dt −

∫ a

−∞
f(t) dt =

∫ x

a
f(t) dt ;

cela montre que si f est continue, la fonction x → F (x)−F (a) a pour dérivée f(x),
donc aussi la fonction F .

Définitions
Soit X une variable aléatoire de densité f .

® L’espérance de X est E(X) =
∫ +∞

−∞
tf(t) dt, si cette intégrale généralisée existe.

® La variance de X est l’espérance de la variable X2 − E(X)2 , c’est-à-dire le

nombre V (X) =
∫ +∞

−∞

[
t2 − E(X)2

]
f(t) dt, si cette intégrale généralisée existe.

L’écart-type est
√

V (X).

Propriétés

i) Si a et b sont des nombres, alors E(aX + b) = aE(X) + b.

ii) Si des variables aléatoires X et Y ont une espérance, alors E(X +Y ) = E(X)+E(Y ).

iii) V (X) = E
[(

X − E(X)
)2

]
.

Justification. Pour a �=0, l’inégalité aX+b�x s’écrit X�(x−b)/a ; si F est la loi de répartition
de X , alors la loi de aX+b est F

(
(x−b)/a

)
et sa densité est g(x)=(1/a)f

(
(x−b)/a

)
. On a donc

E(aX + b) = 1
a

∫ +∞

−∞
tf

(
t−b
a

)
dt

= 1
a

∫ +∞

−∞
(au + b)f(u) adu (changement de variable t = au + b)

= a

∫ +∞

−∞
uf(u) du + b

∫ +∞

−∞
f(u) du = aE(X) + b .
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Montrons maintenant (iii). En posant E(X) = m, on a (X − m)2 = X2 − 2mX + m2 , donc
en prenant l’espérance, il vient E

[
(X − m)2

]
= E(X2) − 2mE(X) + m2 = E(X2) − m2 =

E(X2 − m2) = V (X). �

7.2 Des exemples de lois de probabilité

La loi uniforme
Soient a et b des nombres tels que a < b et soit f la fonction définie par

f(x) =

{
1

b − a
si a � x � b

0 sinon

Une variable aléatoire X de densité f est dite uniforme. Son espérance est
∫ +∞

−∞
f(t) dt=∫ b

a

t
b − a

dt = 1
b − a

b2 − a2

2
, donc E(X) = a + b

2
.

f(x)
1

1
b − a

a b x

F(x)

a b x

densité uniforme fonction de répartition

La loi exponentielle

Exemple. L’instant de désintégration d’un atome d’élément radioactif est un événe-
ment aléatoire. Si un atome ne s’est pas désintégré à un instant donné t, la probabilité
qu’il se désintègre au cours d’un intervalle de temps à partir de cet instant ne dépend
que de la longueur de l’intervalle. Appelons F (t) la probabilité de désintégration
avant l’instant t.
Si X est la variable aléatoire « instant de désintégration », on a donc P (X <t)=F (t).
La probabilité de désintégration au cours d’un petit intervalle de temps [t, t + δt] est
proportionnelle à δt et à la probabilité 1−F (t) de non-désintégration avant l’instant
t. On a ainsi

F (t + δt) − F (t) =
[
1 − F (t)

]
λδt , avec λ constant.

En faisant tendre δt vers 0 et en posant y = F (t), il vient

dy = (1 − y)λdt ,
dy

1 − y
= λdt , et en intégrant :

∫
dy

1 − y
= − ln(1 − y) = λt − c, où c est une constante.
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Prenons comme instant initial t = 0, de sorte que pour t = 0, on a y = F (0) = 0.
Alors c = 0, 1 − y = e−λt et

F (t) = 1 − e−λt , pour tout t > 0.

C’est la loi de répartition de X pour t > 0. Si t � 0, on a bien entendu F (t) = 0.

La densité de X est f(t) =
{

0 si t � 0
F ′(t) = λe−λt si t > 0

L’espérance de X est

E(X) =
∫ +∞

0
λte−λt dt =

[
−

(
t+ 1

λ

)
e−λt

]+∞

0
= 1

λ

On a
∫ +∞

0
λt2e−λt dt =

[
−

(
t2 + 2

λ
t + 2

λ2

)
e−λt

]+∞

0
= 2

λ2
, donc la variance est

V (X) =
∫ +∞

0

(
t2− 1

λ2

)
λe−λt dt = 2

λ2 − 1
λ

∫ +∞

0
e−λt dt = 1

λ2

densité exponentielle fonction de répartition

f(t)

λ

t

F(t)

t

Définition
On dit qu’une variable aléatoire suit une loi de probabilité exponentielle si sa densité

est de la forme f(t) =
{

0 si t < 0
λe−λt si t � 0

, où λ est un nombre positif.

En raison de son importance pratique, nous allons étudier plus en détail la loi de
Laplace-Gauss, dite aussi loi normale.

7.3 La loi normale
Une approche de la loi normale
Effectuons n épreuves d’un événement aléatoire qui suit une loi binomiale de
probabilité p, avec 0 < p < 1. La probabilité que k événements se réalisent est

Wk =
(

n

k

)
pkqn−k , où l’on a posé q = 1 − p.

L’espérance du nombre de réalisations est E = np et la variance est V = npq (pages
67-68).
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Nous allons chercher l’ordre de grandeur de Wk quand k et n deviennent grands
d’une manière telle que k reste compris entre E + α

√
V et E + β

√
V , où α et β

sont des nombres positifs fixés tels que α < β .
Ces conditions signifient que la différence k−E reste comprise entre α

√
V et β

√
V .

Nous utiliserons pour cela la formule de Stirling : n! ∼
n→+∞

nne−n
√

2πn.

Posons z = k − E = k − np, donc k = np + z et n − k = nq − z . On a(
n

k

)
= n!

k!(n − k)!
∼ nn

(np+z)np+z(nq−z)nq−z
e−n

e−(np+z)e−(nq−z)

√
2πn√

2π(np+z)
√

2π(nq−z)

Examinons ce produit : puisque (np + z) + (nq − z) = n, la fraction du milieu vaut 1
et pour la même raison, on a nn = nnp+znnq−z , donc

nnpkqn−k = nnp+znnq−zpnp+zqnq−z = (np)np+z(nq)nq−z

Par suite

Wk ∼
√

n
2π(np+z)(nq−z)

(np)np+z

(np+z)np+z

(nq)nq−z

(nq−z)nq−z

(∗) Wk ∼
√

n
2π(np+z)(nq−z)

(
1 − z

np+z

)np+z (
1 + z

nq−z

)nq−z

Posons x = z√
npq

, quantité qui par hypothèse reste bornée quand n tend vers l’infini.

Puisque z/np et z/nq tendent vers 0, (np + z)(nq − z) = n2pq
(
1 + z

np

)(
1 − z

nq

)
est

équivalent à n2pq , donc le premier facteur dans (∗) est équivalent à 1√
2πnpq

.

Remarquons que
np
z =

np

x
√

npq
est de l’ordre de

√
n, donc z

np + z
= 1

(np/z) + 1
est

de l’ordre de 1/
√

n et tend vers 0 ; de même pour z
nq−z

.

Écrivons un développement limité de (np + z) ln
(
1 − z

np + z

)
. Puisque ln(1 + u) =

u − u2

2 + o(u2) quand u tend vers 0, il vient

(np + z) ln
(
1 − z

np + z

)
= −z − z2

2(np + z)
+ an ,

où an est infiniment petit devant z2

np + z
= x

√
npq z

np + z
, donc tend vers 0.

De même, (nq − z) ln
(
1 + z

nq − z

)
= z − z2

2(nq − z)
+ bn , avec bn tendant vers 0.

En ajoutant et en posant cn = an + bn , on obtient

(np + z) ln
(
1 − z

np + z

)
+ (nq − z) ln

(
1 − z

nq − z

)
= − z2

2
n

(np+z)(nq−z)
+ cn

= −x2

2 npq n
(np+z)(nq−z)

+ cn = −x2

2
1[

1 + (z/np)
][

1 − (z/nq)
] + cn

quantité qui est de l’ordre de −x2/2. On en déduit que Wk est équivalent à 1√
2πnpq

e−x2/2 ,
c’est-à-dire

Wk ∼ 1√
2π

√
npq

exp
[
− (k − np)2

2npq

]
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Dans nos conditions de passage à la limite, la probabilité binomiale
(

n
k

)
pkqn−k est donc

approchée par la valeur en x = k de la fonction

f(x) = 1√
2π

√
V

exp
[
− (x − E)2

2V

]
, où E = np et V = npq .

La probabilité pour que le nombre k de réalisations de l’événement soit compris entre

E + α
√

V et E + β
√

V est W =
∑

α�xk�β Wk , où l’on a posé xk =
k−np√

npq
, c’est-à-dire

approximativement

W ∼ 1√
2π

√
npq

∑
α�xk�β

e−(xk)2/2 = 1√
2π

∑
α�xk�β

(xk+1 − xk)e−(xk)2/2

car xk+1 − xk = 1√
npq

. Puisque xk+1 − xk tend vers 0, la somme tend, par définition

de l’intégrale, vers
∫ β

α
e−t2/2 dt (page 286).

La probabilité pour qu’au cours de n épreuves, le nombre de réalisations soit compris entre

np + α
√

npq et np + β
√

npq tend vers 1√
2π

∫ β

α
e−t2/2 dt.

Application. Dans la pratique, on peut utiliser cette approximation pour évaluer
une probabilité binomiale lorsque n est grand et que p n’est ni trop grand, ni trop
petit. Dans ces conditions, la probabilité pour qu’au cours de n épreuves, le nombre
de réalisations soit compris entre k1 et k2 , est à peu près

1√
2π

∫ b

a

exp(−t2/2) dt, où a =
k1 − np√

npq
et b =

k2 − np√
npq

La fonction de Gauss
La fonction ϕ(x) = 1√

2π
e−x2/2 est une densité de probabilité.

En effet, c’est une fonction positive, ses intégrales généralisées
∫ x

−∞
ϕ(t) dt et

∫ +∞

−∞
ϕ(t) dt

existent (d’après l’exemple 2 page 326) et enfin, nous montrerons au prochain chapitre
que l’on a ∫ +∞

−∞
ϕ(t) dt = 1

Définition
La fonction de répartition Φ(x) = 1√

2π

∫ x

−∞
e−t2/2 dt s’appelle la fonction de Gauss.

La fonction ϕ étant paire, on a
∫ −x

−∞
ϕ(t) dt=

∫ +∞

x
ϕ(t) dt=1−

∫ x

−∞
ϕ(t) dt, c’est-à-dire

Φ(x) + Φ(−x) = 1

Puisque te−t2/2 est une fonction impaire, l’intégrale
∫ +∞

−∞
te−t2/2 dt vaut 0 :

si une variable aléatoire a pour fonction de répartition Φ, son espérance est nulle.
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Les valeurs Φ(x) ne s’expriment pas au moyen des fonctions usuelles, mais on peut
en faire un calcul approché au moyen d’une table numérique (voir page 577).

0

0,4

1 2 3 x

densité ϕ

0 1 2 3

1

0,5

x

y

répartition Φ

Exemple. On jette un dé 1200 fois. Quelle est la probabilité pour obtenir entre
180 et 210 fois le nombre 1 ?
La probabilité est

P =
210∑

k=180

(
1200

k

) (
1
6

)k (
5
6

)1200−k

.

On peut l’approcher par 1√
2π

∫ b

a
exp(−t2/2) dt, où a = 180 − 200√

1200 × (5/36)
� −1,55 et

b = 210 − 200√
1200 × (5/36)

� 0,774. On trouve ainsi P � Φ(b)−Φ(a) � 0,780− 0,06 = 0,72.

La valeur exacte est proche de 0,738.

La loi normale
Généralisons la densité de Gauss pour rendre compte, en particulier, de variables
aléatoires dont la moyenne n’est pas nulle.

Définition
Soient m et σ des nombres positifs. On dit qu’une variable aléatoire suit une loi
normale de paramètres m et σ (en abrégé N (m, σ)), si sa densité est la fonction

f(x) = 1
σ

ϕ
(

x−m

σ

)
= 1

σ
√

2π
exp

[
− (x−m)2

2σ2

]
La fonction de répartition de X est alors F (x) = 1

σ
√

2π

∫ x

−∞
exp

[
− (t−m)2

2σ2

]
dt.

0

0,5

1 2 3 4 5 x

densité f

0 1

1

2 3 4 x

répartition F
On a F (x)=Φ

(
x−m

σ

)
(changement

de variable σu = t − m dans l’inté-
grale). Les figures ci-contre montrent
la densité f et la fonction de répar-
tition F de la loi normale lorsque
m=1, pour σ=1 et σ=0,7 (comparer
aux courbes page 67).
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Dans une série de mesures, les erreurs sont souvent distribuées selon la loi normale :
c’est pourquoi on l’appelle quelquefois « loi des erreurs ».

Espérance et variance. Si une variable aléatoire X suit la loi normale N (m,σ),
alors

E(X) = m et V (X) = σ2

Ces paramètres permettent de mesurer la probabilité pour que la valeur de X reste
dans un intervalle donné autour de la moyenne. Pour tout nombre α>0, on a en effet

P
(
|X−m| < ασ

)
= F (m+ασ) − F (m−ασ) = Φ(α) − Φ(−α) = 2Φ(α) − 1

Par exemple, P
(
|X−m|<σ

)
=2Φ(1)−1� 0,68 et P

(
|X−m|< 2σ

)
=2Φ(2)−1� 0,95.

Nous avons montré comment, pour n grand, la loi binomiale tend, au sens des pro-
babilités, vers la loi normale de Gauss. Ce résultat est encore vrai dans un contexte
beaucoup plus général et constitue une propriété remarquable de la loi normale. Pour
l’énoncer, introduisons la notion de variables aléatoires indépendantes.

Définition
Soient X et Y des variables aléatoires à valeurs réelles. On dit que X et Y sont
indépendantes si pour tous intervalles ]a, b] et ]c, d], les événements a<X�b et
c<Y �d sont indépendants, c’est-à-dire si

P
[
(a<X�b) et (c<Y �d)

]
= P (a<X�b)P (c<Y �d)

Si l’ensemble des événements possibles est fini, les variables prennent un nombre fini
de valeurs x1, x2, . . . , xp pour X , y1, y2, . . . , yn pour Y . Dans ce cas, X et Y sont
indépendantes si et seulement si pour tout couple (i,j), la probabilité de l’événement
(X = xi et Y = yj) est le produit P (X = xi)P (Y = yj) des probabilités.

Théorème de la limite centrée. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires deux
à deux indépendantes, de même loi, d’espérance m et de variance σ2 . Posons Xn =
X1+X2+ · · ·+Xn

n
. Alors pour tous nombres a < b, P

(
σa√

n
< Xn−m � σb√

n

)
tend vers

Φ(b) − Φ(a) quand n tend vers l’infini.

Supposons que chaque Xi représente le résultat d’une seule épreuve de probabilité p

telle que 0 < p < 1 : on a Xi = 1 en cas de succès, Xi = 0 en cas d’échec. L’espérance de
Xi est m=p et sa variance est σ2 =pq , où q =1−p. La valeur de X1 +X2 + · · ·+Xn est
le nombre k de succès en n épreuves. L’encadrement σa/

√
n < k/n−m � σb/

√
n s’écrit

np + a
√

npq < k � np + b
√

npq (en multipliant par n) : l’étude menée en introduction
montre donc le théorème dans ce cas particulier.

Comme dans l’exemple précédent, ce théorème permet de calculer de manière
approchée des probabilités de la moyenne Xn pour n grand.
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Application au calcul d'un intervalle de confiance
Au terme d’un processus de fabrication, on effectue un contrôle de qualité des pièces
produites : sur un lot de 200 pièces, 24 sont défectueuses.

Premier problème. On veut estimer la proportion p de pièces défectueuses avec un
un indice de certitude de 0,95.
Définissons la variable aléatoire X qui prend la valeur 1 avec la probabilité p (cas
d’une mauvaise pièce) et la valeur 0 avec la probabilité 1−p (cas d’une bonne pièce).

® L’espérance de X est m = 1 × P (X = 1) + 0 × P (X = 0) = p

® et sa variance est

σ2 = (0−m)2P (X = 0) + (1−m)2P (X = 1) = p2(1−p)+(1−p)2p = p(1−p)

Notre échantillon est représenté par une suite X1, . . . ,Xn (n = 200) de variables
aléatoires de même loi que X . Faisons l’hypothèse que ces variables sont indé-

pendantes (bonne qualité de l’échantillon) et posons Xn = X1 + · · · + Xn

n
: c’est

la moyenne empirique des observations, donc Xn = 24/200 = 0,12.
D’après le théorème de la limite centrée, la probabilité

(1) P
[ ∣∣Xn−p

∣∣ < 2σ√
n

]
vaut à peu près 0,95. En estimant l’écart-type σ par

√
Xn(1−Xn) � 0,325, on

obtient l’approximation P
[
|p−0,12| < 0,046

]
� 0,95, ou encore

P
[
0,07 < p < 0,16

]
� 0,95

Une pièce donnée a donc une probabilité comprise entre 0,07 et 0,16 d’être dé-
fectueuse, avec un indice de certitude de 95%. L’intervalle [0,07 , 0,16] s’appelle
un intervalle de confiance pour l’estimation de p au risque 0,05.
Si l’on veut un intervalle de confiance au risque 0,01, il faut remplacer dans (1)
le coefficient 2 par le nombre a tel que 2Φ(a)− 1 = 0,99, soit environ a = 2,58
(voir la table page 577) ; on obtient un intervalle plus grand.

Second problème. Combien suffit-il de contrôler de pièces pour avoir, avec un
risque 0,05, un intervalle de confiance centré de longueur 0,04 ?

On cherche n pour que, dans (1), l’amplitude
2
√

p(1−p)
√

n
de la fourchette soit

inférieure à 0,04. Comme on ne connaît pas bien p, majorons le produit p(1−p)
par 1/4 (c’est le maximum de la fonction t(1−t) pour 0 � t � 1). On trouve
ainsi 1√

n
� 0,04, d’où n � (25)2 = 625.
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Exercices

1@ . On considère la parabole d’équation y = x2 et le point A = (0,a), où a > 0. Écrire la
distance AM quand M = (x, y) est un point de la parabole. Étudier les variations
de cette distance en fonction de x. Quel est le minimum de la distance AM quand
le point M parcourt la parabole ? (discuter selon la valeur de a).

2@ . Un exemple d'attraction par un point fixe. Dans l’exercice 4 du chapitre précédent, nous
avons vu que si a est un nombre strictement compris entre entre 0 et 1, la fonction
f(x) = e−ax a un point fixe s(a) > 0.

a) Montrer que l’on a
∣∣f ′(x)

∣∣ < a pour tout x > 0. En déduire que s(a) est un point
fixe attractif de f .

b) Pour tout entier n�0, définissons les nombres un en posant u0 =1 et un+1 =e−aun .
Montrer que l’on a

∣∣un−s(a)
∣∣ � an

(
1−s(a)

)
. Calculer à 10−3 près la solution de

l’équation 2x = e−x (faire un changement d’inconnues).

3@ . Une étude de point fixe. Soit a un nombre strictement positif. Pour tout x � 0, posons
f(x) = ea(x−1) et définissons les nombres un par u0 = 0 et un+1 = f(un).

a) Dessiner le graphe de f . Montrer que l’on a 0 � un � 1 et un+1 � un pour tout
n (raisonner par récurrence). En déduire que les un ont une limite inférieure ou
égale à 1. Montrer que si a = 1, cette limite vaut 1.

b) On suppose 0 < a < 1. Montrer que si 0 � x < 1, alors f ′(x) � a ; en déduire
|un−1| � an|u0−1| et lim un = 1.

c) On suppose désormais a > 1.
(i) Montrer que la fonction f ′ est strictement croissante et tend vers +∞ quand x

tend vers +∞. En déduire qu’il y a un unique nombre α � 0 tel que f ′(α) = 1.
Calculer f ′(0) et f ′(1) et montrer que l’on a 0 < α < 1.
(ii) Montrer que la fonction g(x) = f(x) − x est décroissante sur [0, α], croissante
sur [α, +∞[, qu’elle vaut 0 en x = 1 et que son minimum en α est négatif. En
déduire que l’équation f(x) = x a deux solutions : l’une, qu’on note r(a), entre
0 et α, l’autre supérieure à α. On a donc 0 < r(a) < 1. Montrer que les nombres
un sont tous entre 0 et r(a) et que lim un = r(a).

(iii) Montrer que la fonction ϕ(x) = xe−x atteint son maximum 1/e en x = 1. Mon-
trer que le nombre b = ar(a) vérifie ϕ(b) = ϕ(a) et que b < a. En déduire que
b < 1 et que r(a) est entre 0 et 1/a.

(iv) En admettant que la fonction t → r(t) est dérivable et en utilisant la relation

f
(
r(a)

)
=r(a), montrer que r(t) est solution de l’équation différentielle r′=

r(1−r)
tr−1

.

En déduire que la fonction r(t) est décroissante et qu’elle tend vers 0 quand t

tend vers +∞.
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(v) Posons m = eϕ(a). Montrer que m < 1, que f ′(1/a) = m et que pour
tout x ∈ [0, 1/a], on a 0 � f ′(x) � m. En déduire que pour tout n, on a
|un − r(a)| � mn |u0 − r(a)| = r(a)mn .

4. Estimation des paramètres d'une diffusion. Comme dans l’exemple page 305, supposons
qu’après injection, la quantité de substance diffusée varie au cours du temps selon
la formule q(t) = ae−αt + be−βt , où le temps t est compté en heures à partir d’un
certain instant origine.

a) Voici des mesures de ln q(t) :

t 2 3 4 5 6
ln q(t) −0,57 −0,95 −1,37 −1,75 −2,16

Montrer qu’on peut prendre comme estimations a = 1,27 et α = 0,4 (chercher une
droite de régression, comme page 211).

b) Posons r(t) = 1,27 e−0,4 t − q(t). Voici les mesures du logarithme de r(t) :

t 2 3 4 5 6
ln r(t) −5,1 −7,4 −9,75 −12 −14,5

Montrer que l’on peut adopter la formule q(t) = 1,27 e−0,4 t − 0,85 e−2,4 t .

c) Comment varie q(t) pour 0 � t � 6 ? Quel est son maximum ? Dessiner le graphe
de cette fonction.

5. Sur un même dessin, représenter l’allure du graphe des fonctions suivantes au voi-
sinage de x = 1 ; tenir compte de la position du graphe par rapport à la tangente
et des positions relatives des graphes.√

2−2x + x2 − 1 ; sin
[
π(x+1)

]
; (x−1) lnx ; e−1/(x−1)2

(poser u = x−1 et écrire un développement limité à l’ordre 4 des trois premières
fonctions ; montrer que la dernière est infiniment petite devant toutes les puissances
de x−1)

6. Calculons I(x) =
∫ √

a2 + t2 dt en intégrant par parties (a est un nombre non nul).

a) Montrer que I(x) = x
√

a2 + x2 − J(x), avec J(x) =
∫

t2√
a2 + t2

dt.

b) Montrer que J(x) =
∫ √

a2 + t2 dt −
∫

a2

√
a2 + t2

dt. En déduire la formule∫ √
a2 + t2 dt = 1

2
x
√

a2 + x2 + a2

2
ln

[
x +

√
a2 + x2

]
.

7@ . Enveloppe d'une famille de droites. Dans un plan muni d’un repère, on se donne des
droites Dt dépendant d’un paramètre réel t ; l’équation de Dt est de la forme
(Dt) : p(t)x+ q(t)y + r(t) = 0, où l’on suppose que les coefficients sont des fonctions
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dérivables. L’enveloppe des droites Dt est une courbe paramétrée E qui, pour tout t,
est tangente à Dt en un point Mt =

(
x(t), y(t)

)
.

a) Montrer qu’on a les égalités (1) : p(t)x(t) + q(t)y(t) + r(t) = 0 et
(2) : p(t)x′(t) + q(t)y′(t) = 0, pour tout t.

b) En dérivant (1), en déduire que x(t) et y(t) sont solutions du système linéaire{
p(t)x(t) + q(t)y(t) + r(t) = 0
p′(t)x(t) + q′(t)y(t) + r′(t) = 0

8.

x

y

O
→
i

→
j

M

(C)

Dθ

2

1

θθ

Un exemple d'enveloppe. Étant donné un repère orthonormé
(O;

→
i,

→
j) du plan, on considère le demi-cercle (C) de centre O

et de rayon 1 situé du côté x>0. Imaginons un rayon lumi-
neux parallèle à Ox venant frapper (C) en M=(cosθ,sinθ) :
il se réfléchit dans une direction Dθ dépendant de θ .

a) Montrer que si 0 � θ � π/2, la tangente au cercle en M
fait l’angle π/2 − θ avec Ox ; en déduire que la droite
Dθ fait l’angle 2θ avec Ox et que l’équation de Dθ est :
x sin 2θ − y cos 2θ − sin θ = 0.

b) Montrer que lorsque θ varie de −π/2 à π/2, la droite Dθ enveloppe la courbe
(E) :

(
x(θ), y(θ)

)
, où x(θ) et y(θ) sont solutions du système linéaire{

x sin 2θ − y cos 2θ − sin θ = 0
x cos 2θ + y sin 2θ − (1/2) cos θ = 0

En déduire que l’on a x(θ)=(3/2)cosθ−cos3θ et y(θ)=sin3θ pour −π/2�θ�π/2.

c)

(E)
1

1

O

Montrer que la courbe (E) est symétrique par rapport à Ox. En
étudiant le sens de variation des fonctions x(θ) et y(θ), vérifier que
(E) a l’allure ci-contre, où le point de rebroussement situé sur Ox
est à l’abscisse 1/2.

C’est la courbe qu’on peut voir briller au fond d’un récipient cylin-
drique éclairé de côté. Les courbes ainsi obtenues par réflexion sur
des surfaces s’appellent des caustiques.

9@ . Un cylindre évidé. Le cylindre C d’axe Oz et de rayon 1 est formé des points à dis-
tance unité de l’axe : l’équation de C est donc x2 + y2 = 1. Évidons C de l’intérieur
du cylindre C ′

r de rayon r et d’axe Oy : l’équation de C ′
r est x2 +z2 = r2 . Appelons

γr la courbe d’intersection de C et de C ′
r .

a) Les points de C ont pour coordonnées (cos t, sin t, z) : montrer que γ est formée
des points (cos t, sin t,±

√
r2− cos2 t).

b) On suppose r > 1. Montrer que la courbe γ possède une tangente en tout point
(figure 1).

c) On suppose 0 < r < 1. Montrer que γ est formée de deux courbes fermées dis-
jointes symétriques par rapport au plan xOz et que chacune de ces courbes a une
tangente en tout point (figure 2).
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d) Supposons que les deux cylindres ont le même rayon r =1. Montrer qu’aux points
(±1, 0, 0), la courbe γ se recoupe elle-même et trouver les vecteurs qui dirigent
les tangentes en ces points ? (figure 3).

On voit qu’il n’est pas possible d’usiner précisément un « té » formé de deux tubes
ayant même diamètre et même épaisseur.

figure 1 figure 2 figure 3

10@ . Au cours d’un trajet de longueur L, un promeneur perd successivement ses deux
canifs, cela ayant pu se produire de façon équiprobable en n’importe quel endroit
du parcours. On cherche la probabilité p pour qu’en refaisant le trajet, le promeneur
retrouve l’un des canifs avant d’avoir effectué une distance d. Notons X1 et X2 la
distance où se trouvent ces objets depuis le point de départ : X1 et X2 sont des
variables aléatoires, de loi uniforme sur [0, L].

a) Calculer la probabilité pour que X1 � d et la probabilité pour que X1 et X2 soient
tous deux supérieurs ou égaux à d. En déduire p = (d/L)

[
2−(d/L)

]
.

b) Notons X la variable aléatoire : distance du point de départ au premier canif.
Calculer la densité de X et montrer que l’espérance de X est L/3.

11. Calcul d'un intervalle de confiance. En fin de fabrication, on veut savoir quelle est la
durée de vie des composants électroniques produits. Un contrôle de qualité montre
que sur 200 composants, 5 ont une durée de vie inférieure à deux ans. On sait que
la durée de vie X d’un composant suit une loi exponentielle : P (X < t) = 1−e−λt ,
où λ est le nombre positif qu’on veut estimer.
Considérons la variable aléatoire Y qui vaut 1 si X > 2 et 0 si X < 2.

a) Montrer que l’espérance de Y est E = e−2λ .

b) Représentons l’échantillon testé par la donnée Y1, . . . ,Yn , où n = 200. Montrer que

la moyenne empirique Y n = Y1 + · · · + Yn

n vaut 195/200 et que l’écart-type de Y

s’estime à σ � 0,156. Montrer que E est compris entre Y n− 2σ√
200

et Y n + 2σ√
200

avec une probabilité supérieure à 0,95. En déduire que λ est compris entre 0,001
et 0,024 avec un risque d’erreur inférieur à 5%.
En acceptant ce risque, à quelle proportion de composants le fabriquant peut-il
garantir une durée de vie supérieure à cinq ans ?
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c) Quelle durée de vie minimum peut-on raisonnablement garantir à 99% ?

12@ . Des intégrales qui tendent vers 0 . Soit f : [0, b]→R une fonction strictement croissante

telle que 0�f(t)�1 pour tout t∈[0,b]. On pose Jn=
∫ b

0

[
f(t)

]n
dt pour tout entier n�1.

a) Montrer que l’on a
[
f(t)

]n+1 �
[
f(t)

]n
pour tout n � 1. En déduire que la suite

(Jn) est décroissante et qu’elle a une limite � � 0.

b) Soit ε un nombre tel que 0 < ε < b. Posons a = b−ε et r = f(a).
(i) Montrer que l’on a 0 � r < 1 et f(t) � r pour tout t ∈ [0, a].
(ii) Montrer que pour tout n � 1, on a 0 � Jn � arn + ε (considérer l’intégrale de
0 à a et l’intégrale de a à b).

(iii) En passant à la limite quand n tend vers +∞, en déduire 0 � � � ε.

c) Montrer que limJn =0 (zéro est le seul nombre réel positif ou nul qui soit inférieur
ou égal à tous les nombres ε > 0).

13. Intégrales de Wallis. Pour tout entier n � 0, posons In =
∫ π/2

0
(sin t)n dt, où par

convention I0 =
∫ π/2

0
1 dt = π

2
.

a) En intégrant par parties
∫ π/2

0
(sin t)n sin t dt, montrer que l’on a In+1=n(In−1−In+1)

et en déduire In+1 = n
n+1

In−1 pour tout entier n � 1. Calculer I1 .

b) En déduire les formules suivantes :

I2p =
1.3.5 · · · (2p−1)
2.4.6 · · · (2p)

π
2

et I2p+1 =
2.4.6 · · · (2p)

1.3.5 · · · (2p+1)
.

c) Montrer que pour t ∈ [0, π/2], on a 0 � (sin t)n+1 � (sin t)n pour tout n � 1.

(i) En déduire que la suite (In) est décroissante et que l’on a 1� In+1

In

� In+1

In−1

= n
n+1

.

(ii) Montrer que lim
n→+∞

In+1

In

= 1.

d) En appliquant l’exercice précédent, montrer que lim
n→+∞

In = 0.
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Chapitre 11

Interpolation, calcul
numérique d'intégrales

1. Interpolation polynomiale
1.1 Les polynômes de Lagrange

Pour définir un polynôme P = p0 + p1x + · · · + pnxn de degré n, il faut n+1
coefficients : on peut donc s’attendre à ce que P soit déterminé par n+1 équations.

Donnons-nous n+1 nombres x0, x1, . . . , xn (deux à deux différents) et des valeurs

y0, y1, . . . , yn quelconques, et cherchons un polynôme P dont le graphe passe par les

points (xi, yi). Les égalités P (xi) = yi s’écrivent sous forme d’un système de n+1
équations à n+1 inconnues :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

P (x0) = p0 + x0p1 + x2
0p2 + · · · + xn

0 pn = y0

P (x1) = p0 + x1p1 + x2
1p2 + · · · + xn

1 pn = y1
...

...
P (xn) = p0 + xnp1 + x2

np2 + · · · + xn
npn = yn

Puisque les inconnues sont les pi , ce système d’équations est linéaire et l’on peut mon-

trer que son déterminant est différent de 0. Par exemple, pour n=2, le déterminant est∣∣∣∣∣∣
1 x0 x2

0
1 x1 x2

1
1 x2 x2

2

∣∣∣∣∣∣ = (x0 − x1)(x1 − x2)(x2 − x0) �= 0

car nous avons supposé x0 , x1 , x2 deux à deux différents.

Il y a une unique solution (p0, p1, . . . , pn) et un unique polynôme P passant par les

points (xi, yi). Nous allons montrer ce résultat et calculer le polynôme.
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Cas du degré 1 . Par les deux points A0 = (x0, y0) et A1 = (x1, y1), il passe une

unique droite : sa pente est
y1 − y0

x1 − x0

, donc son équation est

y = y0 +
y1 − y0

x1 − x0
(x − x0) = y0

x − x1

x0 − x1
+ y1

x − x0

x1 − x0

Le polynôme de degré 1 qui passe par A0 et A1 est donc P = y0
x − x1

x0 − x1

+ y1
x − x0

x1 − x0

.

Cas n = 2 . Cherchons le polynôme sous la forme

P = a0(x − x1)(x − x2) + a1(x − x0)(x − x2) + a2(x − x0)(x − x1)

On a P (x0) = a0(x0 − x1)(x0 − x2), donc l’égalité P (x0) = y0 est réalisée si l’on

prend a0 =
y0

(x0 − x1)(x0 − x2)
. En posant de même a1 =

y1

(x1 − x0)(x1 − x2)
et a2 =

y2

(x2 − x0)(x2 − x1)
, on obtient la solution

P = y0
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+ y1

(x − x0)(x − x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

+ y2
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)

En général, P est de degré 2, donc son graphe est une parabole. Mais si les points
sont alignés, alors P est de degré 1 et son graphe est une droite.

Cas général. On définit le polynôme de Lagrange Lk qui prend la valeur 1 en xk

et s’annule en tous les xi tels que i �= k :

Lk(x) =
∏
i�=k

x − xi

xk − xi

Le symbole
∏

i�=k signifie que l’on fait le produit des n facteurs pour i tel que 0 � i � n

et i �= k . Chaque facteur étant de degré 1, le polynôme Lk est de degré n. Pour x = xk ,
le numérateur et le dénominateur sont identiques, donc Lk(xk)=1. Pour i �=k et x=xi ,
on a Lk(xi) = 0 car (x−xi) est un facteur au numérateur.

Définissons le polynôme P en posant

P = y0L0 + y1L1 + · · · + ynLn .

On a alors P (x0)=y0L0(x0)+y1L1(x0)+· · ·+ynLn(x0)=y0×1+y1×0+· · ·+yn×0=y0 ,
et de même P (xk) = yk pour tout k . Ce polynôme répond donc à la question.

Définition
Le polynôme P s’appelle le polynôme d’interpolation pour les points (xi, yi).

Supposons que Q est un polynôme de degré inférieur ou égal à n tel que Q(xi)=yi pour
tout i=0,1,. . .,n. Si P−Q n’est pas le polynôme nul, son degré est au plus n, donc P−Q

possède au plus n racines (page 46). Or le polynôme P −Q s’annule en les n+1 valeurs
x0, . . . ,xn : c’est donc que P −Q est le polynôme nul, autrement dit P =Q. Cela montre
que P est le seul polynôme de degré au plus n vérifiant P (xi) = yi quel que soit i.
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Exemple.

x1 2 3 4

1

2 graphe de P (x)Le polynôme d’interpolation pour les points
(x0,y0)=(1,0), (x1,y1)=(2,0), (x2,y2)=(3,1), (x3,y3)=(4,1)
est P = 1

6

(
−2x3 + 15x2−31x + 18

)
.

Interpolation d'une fonction
Soit f une fonction. Si l’on connaît les valeurs yi =f(xi) en n+1 points x0,x1,. . .,xn ,
le polynôme d’interpolation pour les données (xi, yi) prend les mêmes valeurs que
f en x0, x1, . . . , xn .
On dit que P est le polynôme d’interpolation de f en x0, x1, . . . , xn .
Si pour les autres valeurs de x l’écart entre P (x) et f(x) n’est pas trop grand, on
peut prendre P (x) comme valeur approchée de f(x), du moins quand x reste dans
un segment contenant les xi .

x

1

1 2 3

0,6

0,4

Le calcul d’une valeur P (x) ne demande que des multiplications et des additions : il
est donc souvent plus rapide que celui de f(x), surtout
lorsque la fonction f a une expression compliquée ou
faisant intervenir des exponentielles ou des fonctions tri-
gonométriques. De plus, on peut optimiser le calcul de
P (x) en employant la méthode de Hörner (page 48).

La figure ci-contre montre le graphe de la fonction e−x

et son polynôme d’interpolation (de degré 2) en x0 =0,5,
x1 = 1, x2 = 2,5.

Cas d'une fonction f connue par des valeurs discrètes. Il arrive que la fonction
f ne soit connue que par les valeurs y0, y1, . . . , yn qu’elle prend en certains points
x0, x1, . . . , xn . On ne dispose alors d’aucune formule générale permettant de calcu-
ler d’autres valeurs de la fonction. Dans ce cas, P (x) peut constituer une formule
approximative, mais raisonnable, pour la valeur f(x), à condition que x reste dans
un intervalle convenable.

Calcul du polynôme d'interpolation
Voici une méthode pour calculer le polynôme d’interpolation relatif à des points
(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn).
Notation. Soient m1,m2, . . . ,mk des entiers distincts compris entre 0 et n. On note
Pm1,m2,...,mk

le polynôme d’interpolation aux k points d’abscisses xm1 , xm2 , . . . , xmk
.

Une formule commode. Soient xi et xj deux nombres distincts parmi {x0,. . .,xn}.
Le polynôme d’interpolation en x0, x1, . . . , xk est alors

(∗) P = 1
xi−xj

[
(x−xj)P0,...,j−1,j+1,...,k − (x−xi)P0,...,i−1,i+1,...,k

]
Posons pour simplifier U =P0,...,j−1,j+1,...,k et V =P0,...,i−1,i+1,...,k . Puisque U et V sont
des polynômes d’interpolation en k points, ils sont de degré au plus k−1, donc P est de
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degré au plus k . Soit q un entier tel que 0�q�k , q �=i et q �=j . On a U(xq)=yq=V (xq), donc

P (xq) = 1
xi−xj

[
(xq−xj)U(xq) − (xq−xi)V (xq)

]
= 1

xi−xj

(
xq − xj − xq + xi)yq = yq

On a aussi
P (xi) = 1

xi−xj

[
(xi−xj)U(xi) − (xi−xi)V (xi)

]
= U(xi) = yi

et de même P (xj) = yj .

Méthode. Supposons qu’on a calculé le polynôme P0,1 (interpolation en x0, x1 ) et
le polynôme P1,2 (interpolation en x1,x2 ). D’après la formule ci-dessus, le polynôme

d’interpolation en x0, x1, x2 est P0,1,2 = 1
x2−x0

[
(x−x0)P1,2 − (x−x2)P0,1

]
.

Afin d’éviter des indices trop compliqués, posons Qi,0 = yi et

Qi,d le polynôme d’interpolation aux d+1 points xi−d, xi−d+1, . . . , xi , si i � d � 1.

Supposons qu’on ait calculé tous les polynômes Qi,1 pour i � 1, c’est-à-dire tous
les polynômes d’interpolation en deux points consécutifs xi−1, xi . Alors d’après la
formule, le polynôme d’interpolation en trois points consécutifs xi−2, xi−1, xi est

Qi,2 = 1
xi−xi−2

[
(x−xi−2)Qi,1 − (x−xi)Qi−1,1

]
(on a appliqué la formule (∗) en choisissant les points extrêmes xi−2 et xi parmi
les trois points xi−2, xi−1, xi .)
Le polynôme Qi,3 d’interpolation en quatre points consécutifs xi−3,xi−2,xi−1,xi s’ex-
prime maintenant au moyen des polynômes d’interpolation en xi−2, xi−1, xi et en
xi−3, xi−2, xi−1 , c’est-à-dire au moyen de Qi,2 et Qi−1,2 . De manière générale, si l’on
connaît tous les polynômes Qi,d−1 , alors

Qi,d = 1
xi−xi−d

[
(x−xi−d)Qi,d−1 − (x−xi)Qi−1,d−1

]
Avec notre définition Qi,0 = yi , cette égalité est encore vraie pour d = 1. On peut
ainsi calculer de proche en proche Qn,n qui est le polynôme d’interpolation aux
points x0, x1, . . . , xn , c’est-à-dire le polynôme cherché.

Algorithme de Neuville
initialisation :

variable x

nombres x0, x1, . . . , xn deux à deux différents
nombres y0, y1, . . . , yn

Qi,0 ← yi pour 0 � i � n

boucle : pour i = 1, 2, . . . n, faire

pour d = 1, 2 . . . , i : Qi,d ← 1
xi−xi−d

[
(x−xi−d)Qi,d−1 − (x−xi)Qi−1,d−1

]
fin : Qn,n est le polynôme d’interpolation pour les points (xi, yi).
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On pratique souvent l’algorithme en prenant pour x un nombre fixé : on obtient
alors la valeur en x du polynôme d’interpolation.

Cet algorithme présente un avantage précieux : au cours du calcul de Qn,n , on
a obtenu tous les polynômes Qn,d pour d � n ; on peut donc ajouter un point
supplémentaire et poursuivre l’algorithme en utilisant les polynômes déjà calculés.

Supposons par exemple que pour une fonction f , on veuille calculer une valeur in-
connue f(a) en interpolant à partir de valeurs connues f(xi)=yi . Si l’on s’est fixé une
précision ε, on peut ajouter des points tant que |Qn,n(a) − Qn−1,n−1(a)| dépasse ε.

Erreur d'interpolation
Lorsqu’on interpole une fonction, il est bon de connaître une majoration de l’erreur
|f(x)−P (x)|, où P est le polynôme d’interpolation de f en x0,x1, . . . ,xn . Supposons
que f possède une dérivée (n+1)-ième continue sur un intervalle [a, b] contenant
les xi .

Pour tout x ∈ [a, b], on a f(x) − P (x) =
f (n+1)(c)
(n + 1)!

∏n
i=0 (x − xi), où c est un nombre

dépendant de x et compris entre a et b.

Si l’on connaît un nombre M tel que
∣∣f (n+1)(t)

∣∣�M pour tout t∈ [a,b], alors l’erreur
d’interpolation en tout point x de [a, b] est au plus égale à

max
x∈[a,b]

∣∣f(x) − P (x)
∣∣ � M

(n + 1)!
max

x∈[a,b]

n∏
i=0

|x − xi|

Ce résultat n’a qu’un intérêt théorique, car même dans le cas où f est définie par une
formule, il est rare qu’on fasse une estimation de la dérivée (n+1)-ième.

Démonstration. Si x est l’un des xi , les deux membres de l’égalité sont nuls. Supposons
x différent de tous les xi , posons Q(t) =

∏n
i=0 (t − xi) et

g(t) = f(t) − P (t) − Q(t)
f(x) − P (x)

Q(x)
pour tout t ∈ [a, b].

On a g(x) = 0, Q(xi) = 0 et f(xi) = P (xi), donc la fonction g s’annule au moins en les n+2
points x,x0, . . . , xn . D’après le théorème des accroissements finis, la dérivée g′ s’annule dans
chacun des n+1 intervalles délimités par ces points, donc g′ s’annule au moins n+1 fois. En
répétant ce raisonnement, on en conclut que la dérivée g(n+1) s’annule en au moins un point c

de [a,b]. La fonction polynôme t →P (t) étant de degré n, sa dérivée (n+1)-ième est nulle, donc

g(n+1)(t) = f (n+1)(t) − Q(n+1)(t)
f(x) − P (x)

Q(x)
= f (n+1)(t) − (n + 1)!

f(x) − P (x)
Q(x)

On a ainsi 0 = f (n+1)(c) − (n + 1)!
f(x) − P (x)

Q(x)
et le résultat. �
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1.2 Choix des points d'interpolation
Lorsqu’on veut approximer une fonction f sur un segment [a,b], il est naturel de choi-
sir les points d’interpolation x0,x1,. . .,xn équirépartis dans le segment, c’est-à-dire de
poser h=(b−a)/n et x0=a, x1=a+h,. . .,xi=a+ih,. . ., xn=b. Mais pour un nombre
de points donné, ce n’est pas ainsi qu’on obtient, en général, la meilleure précision.

Les polynômes de Chebychev
Pour tout x∈ [−1,1], posons cosθ =x, où 0� θ �π . Si n est un entier positif, posons
Tn(x) = cos(nθ). Ainsi T0(x) = 1 et T1(x) = x. En utilisant la formule d’addition
pour cos(a + b), on a cos

(
(n + 1)θ

)
+ cos

(
(n − 1)θ

)
= 2 cos θ cos(nθ) ou encore

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x)

Cette relation permet de calculer Tn(x) de proche en proche à partir de T0(x) et de
T1(x). Par exemple,

T2(x) = 2xT1(x) − T0(x) = 2x2 − 1 et T3(x) = 2xT2(x) − T1(x) = 4x3 − 3x

La formule montre aussi que Tn est un polynôme de degré n et que son coefficient
dominant est 2n−1 (raisonnement par récurrence).

Les polynômes Tn s’appellent les polynômes de Chebychev.

Les racines de Tn sont les nombres x = cos θ tels que cos(nθ) = 0, c’est-à-dire

nθ =
(2k−1)π

2
, où k = 1, 2, . . . , n. Il y a donc n racines réelles rk = cos

(
2k−1
2n

π
)

,

où k = 1, 2, . . . , n.

x

1

1

−1

−1

T2

x1

1 T3

x1

1 T5

Cherchons les extrema de Tn sur le segment [−1, 1]. On a

dTn

dθ
= dTn

dx
dx
dθ

= dTn

dx

d(cos θ)
dθ

= dTn

dx
(− sin θ)

Pour x ∈ ]−1, 1[, sin θ n’est pas nul, donc

dTn

dx
= 0 si et seulement si

dTn

dθ
=

d(cos nθ)
dθ

= −n sin(nθ) = 0 ,

ce qui donne θ = kπ
n , où k = 1, 2, . . . , n−1. Aux points zk = cos(kπ/n), l’extremum

vaut Tn(zk) = cos
(
n(kπ/n)

)
= cos(kπ) = (−1)k . Puisque Tn(1) = 1 (pour θ = 0) et

Tn(−1) = (−1)n (pour θ = π), on en déduit la propriété suivante.

Sur [−1, 1], Tn(x) atteint ses extrema aux points zk = cos(kπ/n), où k = 0, 1, . . . , n, et
Tn(zk) = (−1)k .

Voici une propriété des polynômes de Chebychev. Posons T̃n = 1
2n−1

Tn . Le coefficient

dominant du polynôme T̃n est égal à 1 : c’est un polynôme unitaire et de degré n.
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Propriété. Pour tout polynôme P unitaire et de degré n � 1, on a

1
2n−1 = max

x∈[−1,1]

∣∣T̃n(x)
∣∣ � max

x∈[−1,1]

∣∣Pn(x)
∣∣

De plus, on n’a l’égalité que si P = T̃n .

Démonstration. Supposons que P est un polynôme unitaire de degré n et que

max
x∈[−1,1]

∣∣Pn(x)
∣∣ � 1

2n−1
= max

x∈[−1,1]

∣∣T̃n(x)
∣∣ .

Le polynôme Q= T̃n−P est de degré au plus n−1, car le terme xn disparaît dans la différence.

On a Q(zk) = T̃n(zk) − P (zk) =
(−1)k

2n−1
− P (zk). Par hypothèse, on a

∣∣P (zk)
∣∣ � 1

2n−1
, donc

Q(zk)� 0 si k est impair et Q(zk)� 0 si k est pair. Par le théorème des valeurs intermédiaires,
on en déduit que Q s’annule au moins une fois entre zk et zk+1 , pour k = 0, 1, . . . , n−1,
donc possède au moins n racines dans [−1,1]. Comme un polynôme de degré n−1 a au plus

n−1 racines, cela n’est possible que si Q = 0, autrement dit P = T̃n . �

Application à l'erreur d'interpolation

® Supposons que f est une fonction définie sur [−1, 1]. Quand on interpole f aux
points x0, x1, . . . , xn de [−1, 1], l’erreur provenant du choix des points xi réside
dans le facteur maxx∈[−1,1]

∣∣Π(x)
∣∣, où Π(x) =

∏n
i=0 (x − xi) est un polynôme uni-

taire de degré n+1. D’après la propriété précédente, ce terme sera minimum si

Π = T̃n+1 = (x − r1)(x − r2) · · · (x − rn+1), c’est-à-dire si l’on choisit

xk = rk+1 = cos
( 2k+1

2(n+1)
π
)

, pour k = 0, 1, . . . , n.

Puisque le maximum de |T̃n+1| = 1
2n |Tn+1| sur [−1, 1] est 1

2n , on en déduit que

si P est le polynôme d’interpolation utilisant ces n+1 points, on a la majoration

max
x∈[−1,1]

∣∣f(x) − P (x)
∣∣ � 1

2n(n+1)!
max

x∈[−1,1]

∣∣f (n+1)(x)
∣∣

® Pour une fonction définie sur un segment [a, b] quelconque, on transporte ces
abscisses par l’application affine u : [−1, 1] → [a, b] qui envoie −1 sur a et 1 sur

b ; elle est définie par u(x) = 1
2

[
(b − a)x + a + b

]
.

Règle : Pour une meilleure interpolation, choisir les n+1 points d’abscisses x′
k =u(xk).

Exemple. Soit la fonction f(x) = 1
1 + 4x2

entre −2 et 2.

®

x

1

1

La figure ci-contre montre le graphe de f et celui du
polynôme d’interpolation en les onze points xi =(0,4)i,
où −5 � i � 5. Aux bords du segment, l’approximation
est très mauvaise.

Chapitre 11 – INTERPOLATION, CALCUL NUMÉRIQUE D’INTÉGRALES – 349



® 1

1 x

Interpolons maintenant la fonction en choisissant les abs-
cisses de Chebychev sur [−2, 2] : elles sont définies par

x′
k = 2 cos 2k−1

11
π
2

, où 1 � k � 11. On voit que, pour le

même nombre de points, l’approximation est sensible-
ment meilleure vers les bords du segment.

1.3 Interpolation par des fonctions splines
Quand on interpole une fonction f en utilisant un polynôme P de grand degré n,
le graphe de P présente souvent des oscillations qui ne reflètent pas du tout l’allure
de la fonction. Pour remédier à cet inconvénient, nous allons interpoler avec des
polynômes de degré 3 en tenant compte de la dérivée de f .

Interpolation avec trois points
Donnons-nous trois points x0 < x1 < x2 dans l’intervalle de définition de f . Nous
allons construire une fonction S par morceaux sur chacun des intervalles [x0, x1],
[x1, x2] ayant les propriétés suivantes :

A) sur [x0, x1], S = S0 est une fonction polynôme de degré au plus 3 ; de même sur
[x1, x2], S = S1 est polynomiale de degré au plus 3.

B) pour i=0,1,2, S(xi)=f(xi), donc en particulier S0(x1)=f(x1)=S1(x1) (conditions
d’interpolation)

C) S ′
0(x1) = S′

1(x1) (raccordement des tangentes)
D) S ′′

0 (x1) = S′′
1 (x1) (raccordement des courbures)

E) l’une des conditions suivantes est vérifiée :

i) S ′′(x0) = S′′(x2) = 0 (courbure nulle aux extrémités)
ii) S ′(x0) = f ′(x0) et S ′(x2) = f ′(x2) (tangente imposée aux extrémités).

S
S0

S1

S ′
0(x1) = S ′

1(x1)

S0(x1

x1x0 x2

) = S1(x1)

S′′
0 (x1) = S ′′

1 (x1)

x

Une fonction spline contrainte

Une telle fonction S s’appelle une fonction spline cu-
bique pour ces données. Si l’on impose la condition
(E) (i), on dit que la fonction spline est naturelle ; si
l’on impose la condition (E) (ii), on dit que la fonction
spline est contrainte.

Une fonction spline prend
« l’allure naturelle » des points

Cherchons les fonctions S0 et S1 sous la forme
S0(x) = a0 + b0(x − x0) + c0(x − x0)2 + d0(x − x0)3 pour x ∈ [x0, x1]

S1(x) = a1 + b1(x − x1) + c1(x − x1)2 + d1(x − x1)3 pour x ∈ [x1, x2]
Les conditions précédentes s’expriment par des équations linéaires aux huit incon-
nues ai, bi, ci, di , i = 1 ou 2. Il y a aussi huit équations : quatre pour l’interpolation,
une pour le raccord des dérivées premières en x1 , une pour le raccord des dérivées
secondes et deux pour la condition aux extrémités.
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Les nombres a0 et a1 sont déterminés par a0 = S0(x0) = f(x0) et a1 = S1(x1) = f(x1).
Posons h0 = x1 − x0 , h1 = x2 − x1 , a2 = f(x2) et c2 = (1/2)S′′

1 (x2).
Puisque S′′

0 (x) = 2c0 + 6d0(x− x0) et S′′
1 (x) = 2c1 + 6d1(x− x1), il vient S′′

0 (x0) = 2c0 ,
S′′

0 (x1)=2c0+6d0h0 , S′′
1 (x1)=2c1 , S′′

1 (x2)=2c1+6d1h1 . La condition (D) et la définition
de c2 donnent alors les deux équations :

(1) c1 = c0 + 3d0h0 , (2) c2 = c1 + 3d1h1

Les conditions d’interpolation a1 = f(x1) = S0(x1) et a2 = f(x2) = S1(x2) s’écrivent

(3) a1 − a0 = b0h0 + c0h
2
0 + d0h

3
0 , (4) a2 − a1 = b1h1 + c1h

2
1 + d1h

3
1

Puisque S′
1(x1) = b1 et S′

0(x1) = b0 + 2c0h0 + 3d0h
2
0 , la condition (C) s’exprime par

(5) b1 − b0 = 2c0h0 + 3d0h
3
0

Tirons d0 et d1 de (1) et (2) et reportons dans (3), (4) et (5) :

(3′) a1 − a0 = b0h0 +
h2

0

3 (2c0 + c1) , (4′) a2 − a1 = b1h1 +
h2

1

3 (2c1 + c2)

(5′) b1 − b0 = h0(c0 + c1)

En tirant b0 et b1 de (3′) et (4′) et en portant dans (5′), on obtient

b1 − b0 = a2 − a1

h1
− a1 − a0

h0
− h1

3 (2c1 + c2) + h0

3 (2c0 + c1) = h0(c0 + c1)

c’est-à-dire

(∗) h0c0 + 2(h0 + h1)c1 + h1c2 = 3
h1

(a2 − a1) − 3
h0

(a1 − a0)

® Si l’on choisit la condition (E) (i), alors 2c0 = S′′
0 (x0) = 0, 2c2 = S′′

1 (x2) = 0 et les
coefficients c0, c1, c2 sont solutions du système linéaire[ 1 0 0

h0 2(h0+h1) h1

0 0 1

] [
c0

c1

c2

]
=

[ 0
(3/h1)(a2−a1)−(3/h0)(a1−a0)

0

]
Le second membre est connu, car a0 = f(x0), a1 = f(x1) et a2 = f(x2). On détermine
ainsi c1 , puis les coefficients d0 et d1 au moyen de (1) et (2), et enfin b0 et b1 au
moyen de (3′) et (4′).

® Si l’on a choisi la condition (E) (ii), alors on a f ′(x0) = b0 = a1 − a0

h0
− h0

3 (2c0 + c1)

en utilisant (3′), c’est-à-dire

2h0c0 + h0c1 = 3
h0

(a1 − a0) − 3f ′(x0)

De même, on a f ′(x2)=S′
1(x2)=b1+2c1h1+3d1h

2
1=b1+2c1h1+h1(c2−c1)=b1+h1(c1+c2)

en utilisant (2), et il vient

h1c1 + 2h1c2 = 3f ′(x2) − 3
h1

(a2 − a1)

En tenant compte de (∗), les coefficients c0, c1, c2 sont solutions du système linéaire[ 2h0 h0 0
h0 2(h0+h1) h1

0 h1 2h1

] [
c0

c1

c2

]
=

[ (3/h0)(a1−a0)−3f ′(x1)
(3/h1)(a2−a1)−(3/h0)(a1−a0)

3f ′(x2)−(3/h1)(a2−a1)

]
La matrice du système est à diagonale strictement dominante, donc est inversible (page
250) : il y a une unique solution. Après avoir résolu ce système, on en déduit d0,d1,b0,b1
comme précédemment.
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Exemple.

1 2

1

2

3

x

La fonction spline naturelle passant par les points
(0, 0), (1, 3) et (2, 2) est définie par

S(x) =
{

4x−x3 si 0 � x � 1
x3−6x2+10x−2 si 1 � x � 2

Cas général
Supposons que la fonction f est définie sur [a, b] et donnons-nous des nombres

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, avec n � 2

Une fonction spline cubique interpolante pour ces données est une fonction S définie
sur [a, b] ayant les propriétés suivantes :

A) sur chaque intervalle [xi, xi+1], où i = 0, 1, . . . , n − 1, S = Si est une fonction
polynôme de degré au plus 3

B) S(xi) = f(xi) pour i = 0, 1, . . . , n (donc en particulier Si(xi+1) = Si+1(xi+1))

C) S ′
i(xi+1) = S′

i+1(xi+1) pour i = 0, 1, . . . , n − 2 (raccordement des tangentes)

D) S ′′
i (xi+1) = S′′

i+1(xi+1) pour i = 0, 1, . . . , n − 2 (raccordement des courbures)

E) l’une des conditions suivantes est vérifiée :

i) S ′′(a) = S ′′(b) = 0 (tangente libre aux bords : spline naturelle)

ii) S ′(a) = f ′(a) et S ′(b) = f ′(b) (tangente imposée aux bords : spline contrainte).

graphe de S(x)

10 2 3 4

S0

S1 S2
S3

xx x x x x

On cherche les fonctions S0,S1, · · · ,Sn−1 sous la forme

Si(x) = ai + bi(x − xi) + ci(x − xi)2 + di(x − xi)3 ,

où x ∈ [xi, xi+1] et 0 � i � n − 1.

® Les coefficients ai sont donnés par ai=Si(xi)=f(xi),
pour 0 � i � n − 1.

® On pose an = f(xn) = f(b) et hi = xi+1 − xi pour
i = 0, 1, . . . , n − 1.

® Pour calculer c0, c1, · · · , cn−1 , on résout un système linéaire Ac = u, où c =

⎡⎢⎣ c0
c1...
cn

⎤⎥⎦ :

• avec l’option (E) (i),

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · · · · 0

h0 2(h0+h1) h1 0 · · ·
...

0 h1 2(h1+h2) h2
...

...
...

0 · · · · · · hn−2 2(hn−2+hn−1) hn−1
0 · · · · · · 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

352 – INTERPOLATION POLYNOMIALE



u =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

(3/h1)(a2−a1)−(3/h0)(a1−a0)
...

(3/hn−1)(an−an−1)−(3/hn−2)(an−1−an−2)
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
• avec l’option (E) (ii),

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2h0 h0 0 · · · · · · 0

h0 2(h0+h1) h1 0 · · ·
...

0 h1 2(h1+h2) h2
...

...
...

0 · · · · · · hn−2 2(hn−2+hn−1) hn−1
0 · · · · · · 0 hn−1 2hn−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

u =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
(3/h0)(a1−a0)−3f ′(a)

(3/h1)(a2−a1)−(3/h0)(a1−a0)
...

(3/hn−1)(an−an−1)−(3/hn−2)(an−1−an−2)
3f ′(b)−(3/hn−1)(an−an−1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ces matrices A étant à diagonale strictement dominante, le système a une unique
solution que l’on peut calculer par une méthode de relaxation (chapitre 8).

® Les coefficients bi et di se calculent au moyen des ai et des ci par les formules
analogues à (3′), (4′), (1) et (2) :

bi = 1
hi

(ai+1 − ai) −
hi

3
(2ci + ci+1) pour 0 � i � n − 1

di = 1
3hi

(ci+1 − ci) pour 0 � i � n − 1.

® Quand on cherche une fonction spline naturelle, on a seulement besoin de connaître
les coordonnées des points d’interpolation : on peut donc faire le calcul lorsque la
fonction n’est connue que par les valeurs qu’elle prend en un nombre fini de points
x0, . . . , xn . On obtient alors une formule analytique acceptable et valable partout dans
[x0, xn]. Cela s’applique notamment lorsque la courbe est donnée par son seul dessin :
en quadrillant le plan et en choisissant quelques points caractéristiques, on en déduit
une bonne approximation analytique.

® Il faut peu de données pour décrire une fonction spline : seulement quatre coefficients
numériques pour chacun des polynômes de degré 3 qui la constituent. Le codage de
la fonction est donc particulièrement économique. Dans une imprimante, chaque lettre
est ainsi mise en mémoire sous la forme des coefficients des fonctions splines qui en
décrivent le contour.
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Exemple. Prenons la fonction f(x) = sin(x2) sur le segment [0, 3].

® Avec les sept points d’abscisse xi =
1

10 2 3 x

figure 1

1

10 2 3 x

figure 2

(0,5)i, pour i = 0,1, . . . ,6, on obtient,
par une courbe spline naturelle, l’ap-
proximation montrée figure 1.

® En prenant les onze points d’abscisse
xi = (0,3)i, pour i = 0, 1, . . . , 10, on
obtient la figure 2.

Approximation par une courbe paramétrée
Quand la courbe n’est pas le graphe d’une fonction y(x), on ne peut pas l’approcher
par une fonction spline. Dans ce cas, on cherche comme approximation une courbe
paramétrée

(
x(t), y(t)

)
, où x(t) et y(t) sont des polynômes de degré 3.

Donnons-nous :

® deux points A et B , de coordonnées (x0, y0) et (x1, y1)

® et des vecteurs T0 = (u0, v0) et T1 = (u1, v1) : ce seront les vecteurs tangents à la
courbe en A et B .

x

A B

y

x(t)

y(t)
T0

T1

Pour 0 � t � 1, posons

x(t)=
[
2(x0−x1)+(u0+u1)

]
t3+

[
3(x1−x0)−(u1+2u0)

]
t2+u0t+x0

y(t)=
[
2(y0−y1)+(v0+v1)

]
t3+

[
3(y1−y0)−(v1+2v0)

]
t2+v0t+y0

Cette courbe paramétrée a pour origine le point A (en t = 0),
pour extrémité le point B (en t = 1), son vecteur tangent en A

est T0 et son vecteur tangent en B est T1 .

2. Calcul numérique d'intégrales
Dans la plupart des intégrales qu’on rencontre, il n’est pas possible d’exprimer une
primitive à l’aide des fonctions usuelles : on a alors recours au calcul numérique.

Pour estimer la valeur d’une intégrale
∫ b

a
f(t) dt, on approche la fonction f par une

fonction ϕ dont l’intégrale est très simple à calculer. Puisque
∣∣∣∫ b

a
f(t) dt −

∫ b

a
ϕ(t) dt

∣∣∣�∫ b

a
|f(t) − ϕ(t)| dt, il faut que l’intégrale

∫ b

a
|f(t)−ϕ(t)| dt soit petite : la fonction ϕ

peut différer notablement de f , mais sur de petits intervalles.

On peut choisir pour ϕ une fonction en escalier, comme celles qui permettent, par pas-
sage à la limite, de définir l’intégrale (page 286). On fait ainsi apparaître des rectangles
dont la somme des surfaces est une valeur approchée de l’intégrale d’autant plus précise
que leur base est plus petite.
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Une formule d'intégration exacte
Pour toute fonction polynôme P de degré au plus 3, on a∫ b

a

P (t) dt = b − a
6

[
P (a) + 4P

(
a+b
2

)
+ P (b)

]
On vérifie facilement la formule pour un polynôme constant et pour les polynômes
x, x2 , x3 . Comme le second membre dépend linéairement de P , la formule est vraie
encore pour une combinaison a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 .

Si l’on approche une fonction f par un tel polynôme, on aura une formule simple
qui donne approximativement la valeur de l’intégrale de f .

La méthode de Simpson
Soit f une fonction définie sur [a, b] et soit m = a+b

2
le milieu de [a, b]. Approchons

la fonction f par son polynôme d’interpolation P en a, m, b. Comme ce polynôme
est de degré au plus 2, son intégrale sur [a, b] est donnée par la formule exacte

ci-dessus. Or P prend les mêmes valeurs que f en a, a + b

2
et b, donc on a la

formule d’intégration approchée∫ b

a

f(t) dt � b − a
6

[
f(a) + 4f

(
a+b
2

)
+ f(b)

]
Erreur d'intégration. Si f possède une dérivée quatrième continue, alors en posant
M = maxx∈[a,b]

∣∣f (4)(x)
∣∣, on a∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt − b−a
6

[
f(a) + 4f

(
a+b
2

)
+ f(b)

]∣∣∣∣ � (b−a)5

2880
M

Démonstration. Posons E =
∫ b

a

[
f(t)−P (t)

]
dt, de sorte que dans la formule ci-dessus, le

premier membre est |E|. Posons m = a+b
2

et considérons le polynôme

S(x) = P (x) + 4
(b − a)2

[
P ′(m)−f ′(m)

]
Q(x), où Q(x) = (x − a)(x − m)(x − b).

En a,m,b, le polynôme S prend les mêmes valeurs que f . De plus, on a Q′(m)=(m−a)(m−b)=
b−a
2

a−b
2

=− (b−a)2

4
, donc S′(m)=f ′(m). Le polynôme Q est de degré 3 et s’annule en a,m,b,

donc
∫ b

a
Q(t) dt=0 d’après la formule d’intégration exacte. Il s’ensuit que P et S ont la même

intégrale sur [a,b], autrement dit E =
∫ b

a

[
f(t)−S(t)

]
dt. Posons q(x) = (x−a)(x−m)2(x− b)

et écrivons l’égalité précédente sous la forme

(1) E =
∫ b

a

q(t)
f(t)−S(t)

q(t)
dt

Dans l’intégrale, le quotient n’est a priori pas défini en a, b et m. Mais la fonction f − S est

dérivable et vaut 0 en a, donc
f(t)−S(t)

t−a
tend vers la limite f ′(a)−S′(a) quand t tend vers

a ; en donnant cette limite comme valeur en a au quotient, on obtient une fonction continue
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en a. De même, la fonction
f(t)−S(t)

t−a
se prolonge par continuité en b. Au point m, le

développement limité à l’ordre 2 de la fonction u = f − S s’écrit :

u(t) = u(m) + u′(m)(t−m) +
u′′(m)

2
(t−m)2 + o

[
(t−m)2

]
=

u′′(m)
2

(t−m)2 + o
[
(t−m)2

]
car u(m) = u′(m) = 0. On voit que

u(t)
(t − m)2

tend vers (1/2)u′′(m) quand t tend vers m,

ce qui permet encore de prolonger par continuité la fonction
u(t)

(t − m)2
en m. Finalement, la

fonction
f(t)−S(t)

q(t)
est continue en tout point de [a, b].

Les valeurs q(t) étant négatives ou nulles, nous pouvons appliquer à l’intégrale (1) une
proposition page 289 en choisissant w(t) = −q(t). On obtient

(2) E =
f(c) − S(c)

q(c)

∫ b

a

q(t) dt, où c est un nombre dans [a, b].

En raisonnant comme dans le calcul de l’erreur d’interpolation page 347, on montre que

f(c) − S(c) =
f (4)(d)

4!
q(c), pour un certain nombre d ∈ [a, b].

D’autre part, en intégrant le polynôme q(t), on a
∫ b

a
q(t) dt = − (b − a)5

120
et en reportant dans

(2), il vient E = − f (4)(d)
4!

(b − a)5

120
, d’où le résultat. �

Pratique de la méthode
Pour calculer précisément l’intégrale de f sur [a, b], partageons le segment en 2n

intervalles au moyen des points

x0 = a , x1 = a + h , . . . , xi = a + ih , x2n = a + 2nh = b , où h = b − a
2n

.

Le point x1 est le milieu du segment [x0,x2] et plus généralement x2k+1 est le milieu
de [x2k, x2k+2].
Sur l’intervalle [x0, x2], on a la formule d’intégration approchée de Simpson∫ x2

x0

f(t) dt � 2h
6

[
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

]
et de même sur [x2, x4], etc. Chaque fois, l’erreur est au plus égale à e =

(2h)5

2880
M ,

où M est le maximum de
∣∣f (4)(x)

∣∣ sur [a, b]. Puisqu’il y a n intervalles, l’erreur

totale sur
∫ b

a
f(t) dt est donc au plus égale à

ne = 2nh
(2h)4

2880
M = (b − a) 24

2880
h4M = b − a

180
h4M

Si l’on a pris suffisamment de points, l’erreur est en principe aussi petite qu’on veut,
sous réserve des arrondis qui s’accumulent quand on fait un grand nombre d’additions.
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Algorithme pour la méthode de Simpson
initialisation

a, b des nombres
p un entier positif pair
h ← (b − a)/p

I0 ← f(a) + f(b)(
I1 ← 0

)
,

(
I2 ← 0

)
boucle : pour i = 1, . . . , p−1, faire

x = a + ih

si i est pair, alors I2 ← I2 + f(x),
sinon I1 ← I1 + f(x)

fin : I ← h(I0 + 2I2 + 4I1)/3

À la fin de cet algorithme, la variable I contient une valeur approchée de l’intégrale.

Exemple. La longueur de l’ellipse d’équation x2 + (y2/4) = 1 est

L = 4I = 4
∫ π/2

0

√
(sin t)2 + 4(cos t)2 dt

L’intégrale ne s’exprimant pas au moyen des fonctions usuelles, calculons-la de ma-
nière approchée en prenant n = 2. On a a = 0, b = π/2, h = π/8 et comme valeur
approchée de I , on obtient I � 2,4228.

L’erreur E est majorée par b−a

180
h4M =

π/2
180

(π/8)4M , où M est de l’ordre de 40,

ce qui donne E � 8.10−3 . En fait, la valeur exacte de I est proche de 2,4221, d’où
une erreur vraie d’environ 7.10−4 . Pour la longueur de l’ellipse, on trouve comme
approximation L = 4I � 9,69, alors que la valeur exacte est plus proche de 9,6884.

Exercices

1@ . Un triangle de sécurité pour les courbes splines.

xO

A

U

ySoit A = (a, b) un point du plan non situé sur l’axe des abscisses.
Considérons la courbe spline passant par l’origine O en t = 0
avec vecteur tangent

−−−−−→
OA et par le point U = (1,0) en t = 1 avec

vecteur tangent −
−−−−−→
UA. Son équation est (voir page 354){

x(t) = −t3 + (2−a)t2 + at
y(t) = −bt2 + bt

, où 0 � t � 1.

a) Montrer qu’un point M = (x, y) du plan est du côté de U par rapport à la droite
OA si et seulement si bx − ay a le signe de b. Montrer que M est du côté de O

par rapport à la droite UA si et seulement si (a−1)y − bx + b est du signe de b.
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b) Montrer que la courbe est dans le triangle OAU .

Cette propriété est utile par exemple en robotique où l’on construit des fonctions
splines pour faire évoluer les paramètres d’un mouvement : des triangles de sécurité
disjoints permettent d’éviter les collisions.

2. La figure ci-contre est la carte d’un étang : on mesure tous les 10 mètres les distances
d1, d2, . . . , d5 :

d1 d2 d3 d4 d5

26 m 21,7 m 28,3 m 36,7 m 20,7 m
d1 d2 d3 d4 d5

Montrer que ces données permettent d’estimer à 13,88 ares l’aire de l’étang.

3@ . Orthogonalité des polynômes de Chebychev. Les polynômes de Chebychev Tn sont dé-
finis, pour n entier positif ou nul, par la formule Tn(cos θ) = cos(nθ) (page 348).
Rappelons que Tn est de degré n.

a) On pose In,p =
∫ 1

−1
Tn(t)Tp(t)(1−t2)−1/2 dt. En faisant le changement de variable

t = cos θ , montrer que l’on a I0,0 = π , In,p = 0 si n �= p et In,n = π/2 si n � 1.

b) Notons E l’espace vectoriel des fonctions continues sur [−1, 1]. Pour toutes
fonctions f et g appartenant à E , on définit leur produit scalaire

f · g =
∫ 1

−1
f(t)g(t)(1−t2)−1/2 dt.

Posons U0 = (1/
√

π)T0 et Un = (
√

2/π)Tn pour n � 1.
(i) Vérifier que f ·g est un produit scalaire sur E et que les polynômes Un forment
une famille orthonormée (voir chapitre 7).
(ii) Soit Fn le sous-espace vectoriel de E formé des polynômes de degré inférieur
ou égal à n. Montrer que U0, U1, . . . , Un est une base orthonormée de Fn .

c) Étant donné une fonction f continue sur [−1,1], posons cn = f ·Un : le polynôme
P = c0U0 + c1U1 + c2U2 + c3U3 est de degré inférieur ou égal à 3 et en notant
‖g‖ =

√
g · g la norme dans l’espace euclidien E , on a ‖f − P‖ � ‖f − Q‖ pour

tout autre polynôme Q de degré inférieur ou égal à 3 (page 209).
On prend f(x) = x(sin 2x)2 . Montrer qu’on a à peu près P = 0,756x + 1,66x3 .
Représenter sur un même dessin le graphe de f et celui de P entre −1 et 1.

4@ . On veut interpoler la fonction f(x) = x(sin 2x)2 de l’exercice précédent sur les abs-

cisses de Chebychev xk = cos
(2k−1)π

8
, avec k = 1,2,3,4. Montrer que le polynôme

d’interpolation est à peu près R=0,387x+0,629x3 . Représenter sur un même dessin
le graphe de f et celui de R entre −1 et 1.
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Chapitre 12

Fonctions
de plusieurs variables

1. Présentation
Il est habituel qu’une quantité dépende de plusieurs variables. Par exemple :

® La solution X =
[
x
y

]
de l’équation linéaire

[
u −v
v u

]
X =

[
p
q

]
est fonction des

nombres u, v, p, q .

® La température en tout point d’une pièce d’habitation est, à un instant donné,
fonction des trois coordonnées spatiales du point.

® En Économie, à chaque panier constitué de n biens en quantités x1, x2, . . . , xn ,
on associe son utilité U(x1, x2, . . . , xn), un nombre qui traduit la préférence du
consommateur pour cette composition d’achats.

Représentation des fonctions de deux variables
Soit u=f(x,y) une quantité numérique fonction des deux variables x et y . Il y a deux
manières de visualiser la fonction f : par ses lignes de niveau ou par son graphe.

Les lignes de niveau. Les points (x,y) où f(x,y) prend une valeur donnée k for-
ment une courbe, appelée ligne de niveau de f (page 21). La ligne de niveau k a pour
équation f(x,y)=k . Des lignes de niveaux k et k′ différents n’ont aucun point commun.

Le graphe.

z

z

= x

x

2 + y

y

2

Au dessus de chaque point m = (x, y) du do-
maine de définition de f , plaçons dans l’espace le point M

de coordonnées
(
x,y,f(x,y)

)
. L’ensemble de ces points M est

par définition le graphe de f . Quand (x,y) décrit le domaine de
définition D de f , le point M décrit une surface étalée sur D .

L’équation du graphe de f est z = f(x, y).
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figure 1

Si l’on coupe la surface d’équation z = f(x, y) par le plan horizontal
d’équation z = k , on obtient la courbe formée des points (x, y, k) tels
que f(x, y) = k : la projection de cette courbe dans le plan des x, y

est la ligne de niveau k .

Les lignes de niveau sont les coupes horizontales du graphe.

On peut aussi reconstituer le graphe de f en plaçant chaque ligne de niveau à sa
bonne hauteur : la ligne de niveau k dans le plan d’équation z = k (voir les figures
du col, page 21).

® Sur la figure 1, chaque ligne de niveau k >0 est un cercle, ce qui est caractéristique
d’une surface de révolution d’axe Oz .

®

figure 2 figure 3

La figure 2 montre la surface
d’équation z=cos 5πx

2
cos3πy .

C’est, à un instant donné, la
forme possible de la surface
de l’eau dans une piscine rec-
tangulaire où on laisse le li-
quide osciller librement. Sur
la figure 3, on voit des lignes
de niveau de cette surface.

2. Normes et distances dans Rn

On peut définir plusieurs notions de distance dans R2 , par exemple au moyen d’un
produit scalaire et de la norme associée (page 202).

® En utilisant la norme euclidienne ‖(x, y)‖ =
√

x2 + y2 , la distance de deux points

P = (x, y), P ′ = (x′, y′) est d(P, P ′) = ‖
−−−−−−−→
PP ′ ‖ =

√
(x′−x)2 + (y′−y)2 .

Notons O le point (0,0). Si r est un nombre positif, l’ensemble des points M tels
que d(O, M) < r est le disque de centre O et de rayon r (bord non compris).

®

x

y

O−r

−r

r

r

On peut aussi considérer le maximum des valeurs absolues des coordonnées, en
posant ‖(x, y)‖m = max

(
|x|, |y|

)
. Cette fonction a bien les propriétés d’une norme

(page 204), mais contrairement à la norme euclidienne, elle n’est pas associée à
un produit scalaire. Pour cette norme, on définit la distance des
points P = (x, y) et P ′ = (x′, y′) en posant

dm(P, P ′) = ‖
−−−−−−−→

PP ′ ‖m = max
(
|x′−x|, |y′−y|

)
L’ensemble des points M tels que dm(O, M) < r est le carré de
centre O dont les côtés sont parallèles aux axes et de longueur 2r .

Les nombres |x| et |y| sont inférieurs ou égaux à
√

x2 + y2 , donc ‖(x,y)‖m �‖(x,y)‖.
D’autre part, |x| et |y| sont inférieurs ou égaux à ‖(x,y)‖m , donc x2 +y2 �2‖(x,y)‖2

m

et par suite ‖(x, y)‖ �
√

2 ‖(x, y)‖m .
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Dans Rn , on définit de même pour X = (x1, x2, . . . , xn),

la norme et la distance euclidienne :

‖X‖ =
√

x2
1+x2

2+ · · ·+x2
n , d(X, Y ) = ‖(X−Y )‖

la norme et distance « du sup » :

‖X‖m = max
(
|x1|, |x2|, . . . , |xn|

)
, dm(X, Y ) = ‖(X−Y )‖m

On a les inégalités ‖X‖m � ‖X‖ � √
n‖X‖m . Il s’ensuit que pour des points X et

Y quelconques de Rn ,

® si l’on a d(X, Y ) < a, alors dm(X, Y ) < a

® si l’on a dm(X, Y ) < b, alors d(X, Y ) < b
√

n.

Définitions
Soit f une fonction de n variables définie sur un domaine D et soit A ∈ D .

® On dit que f(X) tend vers � quand X tend vers A si
∣∣f(X)−�

∣∣ tend vers 0
quand d(A, X) tend vers 0 ; cette propriété se note lim

X→A
f(X) = �.

® La fonction f est continue en A si f(X) tend vers f(A) quand X tend vers A.

Définition
Soit D une partie de Rn et soit A ∈ D . On dit que A est un point intérieur à D

s’il existe un nombre r > 0 tel que D contient tous les points M dont la distance
à A est moindre que r .

D’après les inégalités précédentes, on peut utiliser la distance qu’on veut pour vérifier
si un point est intérieur.

Propriété d'un point intérieur. Si A = (a1,a2, . . . ,an) est un point intérieur à D ,
alors pour tous nombres réels t1,t2, . . . ,tn assez petits, le point (a1 + t1,a2 + t2, . . . ,an + tn)
appartient à D .

Posons en effet T = (t1, t2, . . . , tn), de sorte que dm(A, A + T ) = ‖(A + T ) − A‖m =
‖T‖m = max |ti|. Supposons A intérieur à D , donc il existe un nombre r > 0 tel que[
dm(A,A+T ) < r ⇒A+T ∈D

]
. Si tous les |ti| sont inférieurs à r , alors leur maximum

est inférieur à r , donc A + T appartient à D .

A
B

D

Intuitivement, un point A est intérieur à D quand D contient
un voisinage de A. Les points du bord ne sont pas intérieurs.
Par exemple, pour le domaine elliptique ci-contre, le point A est
intérieur et le point B ne l’est pas.

Pour une fonction f d’une variable réelle, on sait que si f est continue sur un segment, elle
y atteint un maximum et un minimum. Ce résultat est encore vrai pour une fonction de
plusieurs variables continue sur un domaine qui, comme les segments, contient son bord.
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On dit qu’un domaine D de Rn est compact s’il a les propriétés suivantes :

i) D est borné, autrement dit il existe un nombre R tel que l’on ait ‖X‖ � R pour
tout X ∈ D .

ii) D est défini par une ou plusieurs inégalités ϕ(x1, . . . , xn) � 0, où les fonctions ϕ

sont continues sur Rn .

Si un point M est sur le bord de D , alors en M l’une au moins des inégalités de
définition devient une égalité. Un domaine borné et contenant son bord est compact.

Théorème. Soit D un domaine compact de Rn . Si f :D→R est une fonction continue, le
maximum de f sur D et le minimum de f sur D existent et sont atteints en des points de D .

Exemples

® Soit A un point dans l’espace Rn et soit r > 0. Les points M dont la distance
à A est au plus r forment un domaine D = {M ∈ Rn | d(A, M) � r} compact ;
si n = 2, D est un disque ; si n � 3, on dit que D est une boule. Le bord de D

est la sphère formée des points M tels que d(A, M) = r : la sphère aussi est un
domaine compact (elle est définie par les inégalités 0 � d(A, M) − r � 0).

®

C

Δ

Dans R2 , la couronne C = {M ∈ R2 | 1 � d(A,M) � 2} est compacte. Le
bord de C est la réunion des deux cercles de rayon 1 et 2 centrés en A.

® Enlevons son centre A au disque D ={M ∈R2 |d(A,M)�1} : on obtient
le domaine Δ = D \ {A} dont le bord est formé du cercle unité et du
point A. Puisque A n’est pas dans Δ, le domaine Δ n’est pas compact.

3. Dérivées partielles
Soit (x, y) → f(x, y) une fonction de deux variables définie sur un domaine D ⊂ R2

et soit (a, b) un point intérieur à D .

Pour tout nombre t assez petit en valeur absolue, le point (a + t, b) est par hypo-
thèse dans D . La fonction d’une variable x → f(x, b) est donc définie sur un certain
intervalle ouvert contenant a. Si cette fonction est dérivable en a, sa dérivée en a

est lim
t→0

f(a + t, b) − f(a, b)
t

.

Définition
Si la fonction x → f(x, b) est dérivable en a, sa dérivée se note

∂f

∂x
(a, b) et s’ap-

pelle la dérivée partielle de f par rapport à x au point (a, b). De même, la dérivée
en b de la fonction y → f(a, y) s’appelle la dérivée partielle de f par rapport à y au

point (a, b) et se note
∂f

∂y
(a, b).
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Par définition,

∂f

∂x
(a, b) = lim

t→0

f(a + t, b) − f(a, b)
t

et
∂f

∂y
(a, b) = lim

t→0

f(a, b + t) − f(a, b)
t

.

Pour une fonction f de n variables (x1, x2, . . . , xn), on définit de même la dérivée

partielle
∂f

∂xi

par rapport à la i-ème variable.

Pour calculer la dérivée partielle par rapport à xi en un point A = (a1, a2, . . . , an), on
fixe toutes les variables sauf xi en leur donnant leur valeur en A et l’on a

∂f

∂xi
(A) = lim

t→0

f(a1, . . . , ai + t, . . . , an) − f(a1, . . . , an)
t

.

3.1 Approximation affine, différentielle
Comme pour une fonction d’une variable, cherchons à estimer la différence f(X)−f(A)
quand X est voisin de A et qu’on néglige les quantités infiniment petites devant la
distance d(A, X) = ‖X − A‖.

Proposition. Soit f une fonction de deux variables ayant des dérivées partielles continues
en un point A = (a, b). Alors pour tout X = (x, y) assez voisin de A, on a

f(X) = f(A) + (x−a)
∂f

∂x
(A) + (y−b)

∂f

∂y
(A) + o

(
‖X−A‖

)
Démonstration.

PA

Q

D

X

V

U

Considérons un petit rectangle A,P,X,Q à côtés paral-
lèles aux axes et contenu dans D et posons X =(a+h,b+k), P =(a+h,b)
et Q = (a, b + k). D’après le théorème des accroissements finis pour les
fonctions d’une variable, on a

f(P ) − f(A) = f(a + h, b) − f(a, b) = h
∂f

∂x
(U) , où U est sur le segment AP

f(X) − f(P ) = f(a + h, b + k) − f(a + h, b) = k
∂f

∂y
(V ) , où V est sur le segment PX

En ajoutant ces deux égalités, on obtient :

(1) f(X) − f(A) = h
∂f

∂x
(U) + k

∂f

∂y
(V )

Quand h et k tendent vers 0, les points U et V tendent vers A. Si les fonctions dérivées

partielles
∂f

∂x
et

∂f

∂y
sont continues en A, alors

∂f

∂x
(U) tend vers

∂f

∂x
(A) et

∂f

∂y
(V ) tend

vers
∂f

∂y
(A), ce qu’on peut écrire sous la forme

∂f

∂x
(U) =

∂f

∂x
(A) + ε1(h, k) et

∂f

∂y
(V ) =

∂f

∂y
(A) + ε2(h, k)

où ε1(h, k) et ε2(h, k) tendent vers 0 quand h et k tendent vers 0. L’égalité (1) devient

f(X) − f(A) = h
∂f

∂x
(A) + k

∂f

∂y
(A) + hε1 + kε2 .
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Montrons que la quantité r(h,k) = hε1 + kε2 est négligeable devant la norme de (h,k) quand
h et k tendent vers 0. Puisque |h| et |k| sont inférieurs ou égaux à ‖(h,k)‖m , on a

∣∣r(h,k)
∣∣ �

|ε1||h|+ |ε2||k|�
[
|ε1|+ |ε2|

]
‖(h,k)‖m . Le rapport

r(h, k)
‖(h, k)‖m

est inférieur à |ε1(h,k)|+ |ε2(h,k)|

qui tend vers 0 quand h et k tendent vers 0 : on a donc r(h, k) �
(h,k)→(0,0)

‖(h, k)‖m . �

Si f est une fonction de n variables à dérivées partielles continues et si A=(a1,. . .,an),
on a de même pour tout X = (h1, . . . , hn) assez voisin de A

f(X)=f(A)+(x1−a1)
∂f

∂x1
(A)+(x2−a2)

∂f

∂x2
(A)+· · ·+(xn−an)

∂f

∂xn
(A)+o

(
‖X−A‖

)
On dit que f(A) + (x1−a1)

∂f

∂x1

(A) + (x2−a2)
∂f

∂x2

(A) + · · · + (xn−an)
∂f

∂xn

(A) est

l’approximation affine de f au point A.

Dans la suite, nous supposerons toujours que les fonctions
considérées ont des dérivées partielles continues.

Définitions
Soit z = f(x1, x2, . . . , xn) une fonction de n variables.

® La différentielle de f en A est la fonction linéaire

dz =
∂f

∂x1

(A) dx1 +
∂f

∂x2

(A) dx2 + · · · + ∂f

∂xn

(A) dxn de variables dx1, . . . , dxn .

® La matrice-ligne Jf (A) =
[

∂f

∂x1

(A)
∂f

∂x2

(A) · · · ∂f

∂xn

(A)
]

s’appelle la matrice

jacobienne de f en A.

En posant dX =

⎡⎢⎣ dx1
dx2

...
dxn

⎤⎥⎦, il vient dz = Jf (A) dX :

la matrice Jf (A) est la matrice de la différentielle de f en A.

Si l’on donne aux variables dx1,. . .,dxn des valeurs assez petites, alors dz=Jf (A)dX
est une approximation au premier ordre de la différence f(X) − f(A).

Le vecteur gradient
Il est intéressant d’introduire le vecteur-colonne t

(
Jf (A)

)
, car Jf (A)dX est alors le

produit scalaire de ce vecteur et de dX .

Définition
Le gradient de f en A est le vecteur

−−−−−−−−−→
Gradf (A) =

(
∂f

∂x1

(A) ,
∂f

∂x2

(A) , . . . ,
∂f

∂xn

(A)
)

.

La différentielle s’écrit ainsi dz =
−−−−−−−−−→
Gradf (A) ·

−−−−−→
dX , où ( · ) désigne le produit scalaire

euclidien.
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On sait que le produit scalaire est maximum quand les deux vecteurs sont colinéaires

et de même sens, et que le produit scalaire est nul s’ils sont orthogonaux.

Pour une petite variation vectorielle
−−−−−→
dX , de norme donnée, appliquée au point A,

® dz est maximum et positif quand
−−−−−→
dX est dans la direction du gradient

−−−−−−−−−→
Gradf (A),

® dz est négligeable devant ‖
−−−−−→
dX ‖ quand

−−−−−→
dX est orthogonal à

−−−−−−−−−→
Gradf (A).

dz est négligeable dz est maximal
A

−−−−−−−−−→
Gradf (A)

−−−−−→
dX

A

−−−−−−−−−→
Gradf (A)

−−−−−→
dX

Plan tangent à une surface
Soit S la surface d’équation z = f(x, y), où f est définie sur un domaine D . Soit

A0 = (x0, y0) un point de D et soit P0 =
(
x0, y0, z0

)
le point de S correspondant,

donc z0 = f(x0, y0).

Définition
Si la matrice jacobienne Jf (A0) =

[
∂f

∂x
(A0)

∂f

∂y
(A0)

]
n’est pas nulle, le plan

d’équation z − z0 = Jf (A0)
[

x−x0
y−y0

]
s’appelle le plan tangent à S au point P0 .

L’équation du plan tangent est donc z − z0 = (x−x0)
∂f

∂x
(x0, y0) + (y− y0)

∂f

∂y
(x0, y0).

x

y

z

M

m

T

P0

A0

Considérons un point m = (x, y) voisin de A0 . Sur une même

verticale menée par m, se trouvent le point M =
(
x, y, z

)
appar-

tenant à S et le point T = (x, y, t) appartenant au plan tangent

à S en P . On a z = f(x, y) et t = z0 + Jf (A0)
[
x−x0
y−y0

]
, d’où

MT = z−t

= f(x, y)−f(x0, y0) − (x−x0)
∂f

∂x
(x0, y0) − (y−y0)

∂f

∂y
(x0, y0)

Par la proposition précédente, cette quantité est négligeable devant A0m=‖(x−x0,y−y0)‖
quand m tend vers A0 .

® Le plan tangent est horizontal (c’est-à-dire d’équation z = z0 ) si et seulement si
∂f

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂y
(x0, y0) = 0. Cela se produit notamment si la surface présente un

maximum ou un minimum en (x0, y0, z0).
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3.2 Calcul des différentielles
Différentielle d'une somme ou d'un produit
Si u = f(x1, . . . ,xn) et v = g(x1, . . . ,xn) sont des fonctions de n variables définies sur
un même domaine D , alors pour les matrices jacobiennes en un point A ∈ D , on a

Jf+g(A) = Jf (A) + Jg(A) et Jfg(A) = f(A)Jg(A) + g(A)Jf (A)

Différentielle d'une composée

1) Supposons que z =f(x1,. . .,xn) et que x1,. . .,xn sont des fonctions x1(t),. . .,xn(t)
d’une variable réelle t. La différentielle de xi en t0 est dxi = x′

i(t0)dt et en posant
M0 =

(
x1(t0), . . . , xn(t0)

)
, la différentielle de z en M0 est

∂f

∂x1
(M0)dx1+

∂f

∂x2
(M0)dx2+ · · ·+ ∂f

∂xn
(M0)dxn .

La différentielle en t0 de z = f
(
x1(t), . . . , xn(t)

)
est donc

dz =
(

∂f

∂x1
(M0)x′

1(t0)+
∂f

∂x2
(M0)x′

2(t0)+ · · ·+ ∂f

∂xn
(M0)x′

n(t0)
)

dt

On en déduit

dz
dt

(t0)=
∂f

∂x1
(M0)x′

1(t0)+
∂f

∂x2
(M0)x′

2(t0)+···+ ∂f

∂xn
(M0)x′

n(t0)=
−−−−−−−−−→
Gradf (M0)·

⎡⎢⎣x′
1(t0)

...
x′

n(t0)

⎤⎥⎦
2) Soit z = f(x, y) une fonction de deux variables. Supposons que chacune

des quantités x et y est fonction de deux variables u, v : on a x(u, v) et y(u, v).
En U0 = (u0, v0), x et y ont pour différentielles

dx = ∂x
∂u

(U0)du + ∂x
∂v

(U0)dv

dy =
∂y

∂u
(U0)du +

∂y

∂v
(U0)dv

En M0 = (x0, y0) =
(
x(u0, v0), y(u0, v0)

)
, la différentielle de z est

dz =
∂f

∂x
(M0)dx +

∂f

∂y
(M0)dy

donc en U0 , la différentielle de z comme fonction de u, v est

dz=
∂f

∂x
(M0)

[
∂x
∂u

(U0)du+∂x
∂v

(U0)dv
]
+

∂f

∂y
(M0)

[
∂y

∂u
(U0)du+

∂y

∂v
(U0)dv

]
=

[
∂f

∂x
(M0)∂x

∂u
(U0)+

∂f

∂y
(M0)

∂y

∂u
(U0)

]
du+

[
∂f

∂x
(M0)∂x

∂v
(U0)+

∂f

∂y
(M0)

∂y

∂v
(U0)

]
dv

On en déduit les formules pour les dérivées partielles de z par rapport à u et à v :

∂z
∂u

=
∂f

∂x
∂x
∂u

+
∂f

∂y

∂y

∂u
et ∂z

∂v
=

∂f

∂x
∂x
∂v

+
∂f

∂y

∂y

∂v
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Utilisation des matrices jacobiennes

® Reprenons le calcul précédent en introduisant la fonction ϕ :(u,v) →
(
x(u,v),y(u,v)

)
qui a deux variables et prend ses valeurs dans R2 .

• La matrice jacobienne de f en M0 est Jf (M0) =
[

∂f

∂x
(M0)

∂f

∂y
(M0)

]
.

• La fonction (u,v) → f
(
x(u,v), y(u,v)

)
est par définition la composée f ◦ϕ et sa

matrice jacobienne en U0 est Jf◦ϕ(U0) =
[

∂z
∂u

(U0) ∂z
∂v

(U0)
]

, où z = f ◦ ϕ(u, v).

En écrivant les formules ci-dessus sous la forme matricielle

[
∂z
∂u

∂z
∂v

]
=

[
∂f

∂x

∂f

∂y

]⎡⎢⎣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

⎤⎥⎦
on obtient

Jf◦ϕ(U0) = Jf (M0)

⎡⎢⎣ ∂x
∂u

(U0) ∂x
∂v

(U0)

∂y

∂u
(U0)

∂y

∂v
(U0)

⎤⎥⎦
La matrice

⎡⎣ ∂x
∂u

(U0) ∂x
∂v

(U0)

∂y

∂u
(U0)

∂y

∂v
(U0)

⎤⎦ s’appelle la matrice jacobienne de ϕ au point U0 ;

on la note Jϕ(U0) et notre relation s’écrit simplement

Jf◦ϕ(U0) = Jf (M0)Jϕ(U0) , où M0 = ϕ(U0)

Dans la matrice jacobienne de ϕ, la première ligne est la matrice jacobienne Jx

de la fonction (u, v) → x(u, v) et la deuxième ligne est Jy , matrice jacobienne de
(u, v) → y(u, v).

format de la matrice Jϕ :

∂
∂u

∂
∂v

x · · · · · · · · · · ·
y · · · · · · · · · · ·

······

······

® Prenons le cas d’une fonction f : (u,v) →
(
x(u,v), y(u,v), z(u,v)

)
à deux variables

et prenant ses valeurs dans R3 . La matrice jacobienne de f est de même

Jf =

⎡⎣Jx

Jy

Jz

⎤⎦, où Jx , par exemple, est la ligne
[

∂x
∂u

∂x
∂v

]
.

La matrice jacobienne de f a trois lignes et deux colonnes.

Ces calculs se généralisent à un nombre quelconque de variables.

Règle. Pour calculer les dérivées partielles d’une fonction composée f ◦ g , on calcule sa
matrice jacobienne Jf◦g(U) = Jf

(
g(U)

)
Jg(U).
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Changement de coordonnées

Coordonnées polaires. Donnons-nous un repère orthonormé (O;
→
i,

→
j) du plan.

Tout point M = (x, y) différent de l’origine a des coordonnés polaires (page 39)

r = d(O, M) =
√

x2 + y2 et θ =
→̂
i,

−−−−−−−→
OM , où 0 � θ < 2π .

On calcule x et y au moyen de r et θ par les formules simples x= rcosθ , y = rsinθ .
Si une quantité w est fonction du point M , on peut l’exprimer comme une fonction
des coordonnées cartésiennes ou comme une fonction des coordonnées polaires. On a

dx = cos θ dr − r sin θ dθ = x
r

dr − y dθ

dy = sin θ dr + r cos θ dθ =
y

r
dr + x dθ

donc pour une fonction w = f(x, y) = g(r, θ), il vient[
∂w
∂r

∂w
∂θ

]
=

[
∂w
∂x

∂w
∂y

] [
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

]
=

[
∂w
∂x

∂w
∂y

] [
x/r −y
y/r x

]
En inversant la matrice carrée, on obtient[

∂w
∂x

∂w
∂y

]
=

[
∂w
∂r

∂w
∂θ

] [
cos θ sin θ

−(sin θ)/r (cos θ)/r

]
=

[
∂w
∂r

∂w
∂θ

] [
x/r y/r

−y/r2 x/r2

]
Expression du gradient en coordonnées polaires.

O

M

∂w
∂r

→
u

→
u

θ

∂w
∂θ

−−→
u1

−−→
u1

x

y

Soit →
u = 1

‖
−−−→
OM ‖

−−−−−−−→
OM le

vecteur unitaire dans la direction de
−−−−−−−→
OM et soit −−→

u1 le vecteur unitaire directement
orthogonal à →

u. On a
→
u = cos θ

→
i + sin θ

→
j

−−→
u1 = cos

(
θ+π

2

)→
i + sin

(
θ+π

2

)→
j = − sin θ

→
i + cos θ

→
j

et dans les coordonnées polaires, le gradient s’exprime par :
−−−−−−−−−→
Gradw = ∂w

∂r
→
u +1

r
∂w
∂θ

−−→
u1

Coordonnées sphériques.

M

m′O

r
ϕ

θ

m′′

x

y

z

Soit M un point de l’espace. Projetons M en m′ sur
le plan xOy et en m′′ sur l’axe Oz . Soit r = d(O,M) et si M n’est
pas sur l’axe Oz , posons

θ =
→̂
i,

−−−−−−−→

Om′ (0 � θ < 2π) et ϕ = ̂−−−−−−−→

Om′,
−−−−−−−→
OM (−π/2 < ϕ < π/2)

Puisque Om′ = r cos ϕ, le point m′ a pour coordonnées polaires
(r cos φ, θ) et l’on a Om′′ = OM sinϕ. Les nombres

r =
√

x2 + y2 + z2, θ, ϕ

s’appellent les coordonnées sphériques de M .
Les coordonnées cartésiennes (x, y, z) de M sont données par les formules

x = r cos θ cos ϕ , y = r sin θ cos ϕ et z = r sinϕ

368 – DÉRIVÉES PARTIELLES



Pour une fonction w = f(x, y, z) = g(r, θ, ϕ), il vient[
∂w
∂r

∂w
∂θ

∂w
∂ϕ

]
=

[
∂w
∂x

∂w
∂y

∂w
∂z

]⎡⎣ cos θ cos ϕ −r sin θ cos ϕ −r cos θ sinϕ
sin θ cos ϕ r cos θ cos ϕ −r sin θ sinϕ

sin ϕ 0 r cos ϕ

⎤⎦
Pour écrire la matrice de droite, on a disposé en ligne les matrices jacobiennes de
x, de y et de z , chacune de ces coordonnées étant fonction des variables r, θ, ϕ.

3.3 Applications aux variations d'une fonction
Une fonction constante a toutes ses dérivées partielles identiquement nulles et la
réciproque est vraie si le domaine D est, comme un intervalle, d’un seul morceau.
Soit f une fonction définie sur un domaine D ⊂ Rn .

Caractérisation des fonctions constantes. Supposons que dans le domaine D ,
deux points quelconques peuvent toujours être joints par une courbe paramétrée dérivable.
Alors f est constante si et seulement si toutes ses dérivées partielles sont nulles sur D .

Démonstration. Supposons par exemple que la fonction a deux variables et soit A=(a,b) un

point intérieur à D . Si f est constante, alors g(t)=f(t,b) est constante, donc g′(a)=
∂f

∂x
(A)=0 ;

de même, on a
∂f

∂y
(A) = 0. Réciproquement, supposons que les dérivées partielles de

f sont identiquement nulles. Pour tout point A1 = (a1, b1) appartenant à D , il existe
par hypothèse une courbe paramétrée M(t) =

(
x(t), y(t)

)
telle que

(
x(t0), y(t0)

)
= A et(

x(t1),y(t1)
)
=A1 . Posons h(t)= f

(
x(t),y(t)

)
, de sorte que h(t0)= f(A) et h(t1)= f(A1). On

a h′(t) =
∂f

∂x

(
M(t)

)
x′(t)+

∂f

∂y

(
M(t)

)
y′(t) Puisque les dérivées partielles sont nulles, h′(t) = 0

quel que soit t, donc h est constante et en particulier f(A) = h(t0) = h(t1) = f(A1). �

Fonction constante par rapport à une variable
Soit f une fonction de deux variables sur un domaine D . Faisons les hypothèses
suivantes :

a) la dérivée partielle
∂f

∂x
est identiquement nulle,

b) si deux points de D sont situés sur une même parallèle à Ox, le segment qui les
joint est dans le domaine.

Alors les valeurs f(x, y) ne dépendent pas de x, autrement dit f(x, y) = g(y), où g

est une fonction de la seule variable y .
L’hypothèse (b) est vérifiée si par exemple D est le plan tout entier, ou une bande
horizontale, ou un demi-plan de frontière parallèle à Ox.

Soient en effet (a, b) et (a′, b) des point de D situés sur une même parallèle à Ox. Si t

est entre a et a′ , le point (t, b) est par hypothèse dans D . La fonction g(t) = f(t, b) est
donc définie sur le segment d’extrémités a et a′ et puisque la première dérivée partielle

de f est nulle, on a g′(t) =
∂f

∂x
(t, b) = 0. Il s’ensuit que g est constante entre a et a′ ,
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autrement dit f(a,b) = g(a) = g(a′) = f(a′, b). Ainsi f prend la même valeur en tous les
points situés sur la parallèle à Ox menée par (a, b) et cette valeur ne dépend que de b.

Exemple : fonction sphérique. Soit w = f(x, y, z) une fonction du point M =
(x, y, z) de l’espace. Cherchons à quelle condition w ne dépend que de la distance
r = d(O, M).
On doit avoir w = g(r). Puisque r2 = x2+y2+z2 , il vient rdr = xdx+y dy+z dz , d’où

∂w
∂x

= dw
dr

∂r
∂x

= x
r

g′(r) , ∂w
∂y

= dw
dr

∂r
∂y

=
y

r
g′(r) , ∂w

∂z
= dw

dr
∂r
∂z

= z
r
g′(r)

autrement dit
−−−−−−−−−→
Gradw(x, y, z) =

g′(r)
r

[x y z ]. Ainsi le gradient de w en M doit être

colinéaire à
−−−−−−−→
OM .

Réciproquement, supposons qu’en tout point M , le gradient
( ∂w

∂x
, ∂w

∂y
, ∂w

∂z

)
est coli-

néaire à
−−−→
OM et que si deux points sont sur une même droite issue de l’origine, le

segment qui les joint est dans le domaine de définition de f (sur une telle droite, θ et

ϕ sont constants). Rappelons que ∂x
∂θ

= −r sin θ cos ϕ = −y ,
∂y

∂θ
= r cos θ cos ϕ = x et

∂z
∂θ

= 0. En posant
[

∂w
∂x

∂w
∂y

∂w
∂z

]
= λ [x y z ], on a alors

∂w
∂θ

= ∂w
∂x

(−y) + ∂w
∂y

x + ∂w
∂z

0 = (λx)(−y) + (λy)x = 0 .

On vérifie de même que l’on a ∂w
∂ϕ

=0. Par conséquent, w ne dépend que de la variable r .

Dans un bon domaine de définition, w ne dépend que de r si et seulement si, en
tout point M , le gradient de w est colinéaire à

−−−−−−−→
OM .

Vecteur Gradient et ligne de niveau
Soit f(x,y) une fonction de deux variables et soit C la ligne de niveau passant par un
point M0 =(x0,y0) donné. L’équation de C est f(x,y)=k , où k=f(x0,y0). Supposons
qu’au voisinage de M0 , on peut paramétrer la courbe C par M(t) =

(
x(t), y(t)

)
. Le

point M0 correspond à une valeur t0 du paramètre, de sorte que
(
x(t0),y(t0)

)
=(x0,y0)

et f
(
x(t), y(t)

)
= k pour tout t voisin de t0 .

La fonction t →f
(
x(t),y(t)

)
a pour dérivée

−−−−→
Gradf (M0)·

[
x′(t0)
y′(t0)

]
=

−−−−→
Gradf (M0)· d

−−−→
OM
dt

(t0),

où le vecteur d
−−−→
OM
dt

(t0) est tangent à C en M0 . Puisque cette fonction est constante

au voisinage de t0 , sa dérivée en t0 est nulle, donc
−−−−→
Gradf (M0) · d

−−−→
OM
dt

(t0) = 0.

® En tout point, le vecteur gradient est orthogonal à la ligne de niveau.

® Si
−−−−−−−−−→
Gradf (M0) �=0, l’équation de la tangente en M0 à la courbe d’équation f(x,y)=k est

∂f

∂x
(M0)(x−x0) +

∂f

∂y
(M0)(y−y0) = 0
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x

yRappelons que le vecteur gradient en M pointe vers les
niveaux supérieurs à celui de M (page 365).
Sur la figure ci-contre, on a représenté, pour différentes valeurs
de k , les ellipses d’équation (1/2)x2 + 2y2 = k2 . Ce sont des
lignes de niveau de la fonction f(x,y) = (1/2)x2 +2y2 et l’on
voit des vecteurs

−−−−−−−−−→
Gradf (x,y)=(x,4y) en quelques points. En un point (x0,y0) de l’une

des ellipses, la tangente est orthogonale au gradient, donc a pour pente
−x0

4y0

, si y0 �=0.

Surface de niveau. Soit f(x, y, z) une fonction de trois variables et soit M0 =
(x0,y0,z0). L’ensemble des points M = (x,y,z) tels que f(M) = f(M0) est en général
une surface S passant par M0 : c’est la surface de niveau k = f(M0) et son équation
est f(x, y, z) = k .
Soit

(
x(t), y(t), z(t)

)
une courbe paramétrée dérivable tracée sur S et passant au

point M0 pour la valeur t0 du paramètre. On a f
(
x(t), y(t), z(t)

)
= k pour tout t

et en dérivant, il vient comme ci-dessus
−−−−−−−−−→
Gradf (M0) · d

−−−→
OM
dt

(t0) = 0. Le vecteur gra-

dient en M0 est donc orthogonal à tous les vecteurs tangents à la surface en M0 ,
c’est-à-dire au plan tangent en M0 .

® En tout point, le vecteur gradient est orthogonal à la surface niveau.

® Si
−−−−−−−−−→
Gradf (M0) �=0, l’équation du plan tangent en M0 à la surface d’équation f(x,y,z)=k

est
∂f

∂x
(M0)(x−x0) +

∂f

∂y
(M0)(y−y0) +

∂f

∂z
(M0)(z−z0) = 0.

Exemple z
h

x

y
L’ellipsoïde de révolution d’axe Oz , de rayon r dans le plan xOy et de
hauteur 2h a pour équation x2 + y2 + a2z2 = r2 , où a = r/h. L’équation
de son plan tangent au point M0 = (x0, y0, z0) est

x0(x−x0) + y0(y−y0) + a2z0(z−z0) = 0 .

3.4 Dérivées secondes
Soit f : (x, y) → f(x, y) une fonction à valeurs réelles. La dérivée partielle

∂f

∂x
est

encore une fonction des deux variables x et y , donc est susceptible d’avoir des
dérivées partielles. Ce sont des dérivées partielles secondes, que l’on note

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂x2 et ∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂y∂x

De même, il peut exister des dérivées partielles secondes

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂x∂y
et ∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂y2

En fait, l’ordre dans lequel on fait les dérivations ne compte pas, pourvu que la
fonction f soit assez régulière (théorème ci-dessous) : dans ce cas, les dérivées mixtes
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∂2f

∂x∂y
et

∂2f

∂y∂x
sont égales et il n’y a que trois dérivées partielles secondes :

∂2f

∂x2
,

∂2f

∂y2
et

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
.

Exemple. Par exemple, pour f(x, y) = x2y + 2xy3 , on a

∂2f

∂x∂y
= ∂

∂x

[
x2 + 2x(3y2)

]
= 2x + 6y2 et

∂2f

∂y∂x
= ∂

∂y
[2xy + 2y3] = 2x + 6y2

Théorème de Schwarz. Si la fonction f(x1, x2, . . . , xn) a ses dérivées partielles

secondes continues, alors
∂2f

∂xi∂xj

=
∂2f

∂xj∂xi

.

Laplacien et fonctions harmoniques
En Physique, la recherche d’un potentiel conduit souvent à des fonctions f(x, y, z)

telles que Δf = 0, où Δf =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
est le laplacien : on les appelle des

fonctions harmoniques.

Exemples de fonctions harmoniques à deux variables
® Les fonctions eax cos(ωy) et eax sin(ωy) sont harmoniques.
® Dans les coordonnées polaires (r, θ), l’expression du laplacien de f est

Δf =
∂2f

∂r2 + 1
r

∂f

∂r
+ 1

r2
∂2f

∂θ2

Au moyen de cette formule, on vérifie que si k est une constante, la fonction klnr est
harmonique dans le plan privé de l’origine ; de même, si a et b sont des constantes,
la fonction aθ + b est harmonique dans le domaine défini par r > 0, 0 < θ < 2π .

® On utilise aussi souvent les fonctions harmoniques rk cos(kθ) et rk sin(kθ), où k
est un entier positif ou négatif. Comme une somme de fonctions harmoniques est
harmonique, les fonctions

∑p
k=−n rk cos(kθ + ϕk) sont harmoniques.

Les figures ci-dessous montrent des lignes de niveau pour les fonctions harmoniques
V−1(r, θ) = (1/r) cos θ , V2(r, θ) = r2 cos(2θ + π/2) et V3(r, θ) = r3 cos(3θ).

figure 1
V−1= constante

figure 2
V2= constante

figure 3
V3= constante
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On peut interpréter V2 et V3 comme le potentiel-courant d’un écoulement plan non
tourbillonnaire : les lignes de niveau sont les lignes de courant. La figure 2 illustre
un courant entre deux cloisons rectilignes à angle droit (les axes) ; sur la figure 3, les
cloisons, représentées par les asymptotes, forment des angles de 60 degrés.

Une propriété utile : le laplacien reste invariant par rotation des coordonnées.

Faisons en effet tourner les axes Ox,Oy d’un angle α. La nouvelle expression d’une
fonction f(r,θ) est g(r,θ) = f(r,θ+α) et dans la formule du laplacien en coordonnées
polaires, f et g ont même dérivée par rapport à θ . La propriété est vraie encore dans
le cas de trois variables.

Pour des fonctions harmoniques en coordonnées cylindriques, voir l’exercice 9 ; en
coordonnées sphériques, voir page 546.

4. Extremum local
Définition
Soit f une fonction de n variables définie sur un domaine D ⊂ Rn et soit A un
point intérieur à D . On dit que f a un maximum local en A si l’on a f(M) � f(A)
pour tous les points M ∈ D assez proches de A ; cela signifie :

il existe un nombre r > 0 tel qu’on a f(M) � f(A) pour tout point M

vérifiant d(A, M) < r .

On définit de même la notion de minimum local.

4.1 Conditions pour un extremum

y

z

x

f

a

b

gh

Supposons par exemple que f est une fonction des deux variables x et y et que f a
un maximum local en (a, b). Pour tout nombre x assez proche
de a, on a f(x, b) � f(a, b).
Ainsi la fonction d’une variable g(x) = f(x, b) a un maxi-

mum local en a, donc sa dérivée g′(a) =
∂f

∂x
(a, b) est nulle.

De même, la fonction h(y) = f(a, y) a un maximum local en

b, donc h′(b) =
∂f

∂y
(a, b) = 0. Géométriquement, ces propriétés

∂f

∂x
(a, b) =

∂f

∂y
(a, b) = 0 signifient qu’au point

(
a, b, f(a, b)

)
de la surface d’équation

z = f(x, y), le plan tangent est horizontal.

Condition nécessaire pour un extremum local. Si une fonction de n variables
a un extremum local en un point A intérieur à son domaine de définition, alors en ce point,
toutes les dérivées partielles de f sont nulles.

Définition
Un point où toutes les dérivées partielles de f sont nulles s’appelle un point
critique de f .
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Un extremum local de f est à chercher parmi les points critiques de f .

Mais, comme dans le cas d’une variable, la fonction ne présente pas forcément un extremum
en un point critique. Par exemple, la fonction (x, y) → x3+y3 n’a pas d’extremum en (0, 0)
bien que ses dérivées partielles à l’origine soient nulles (voir page 273).
Cherchons maintenant une condition permettant d’affirmer qu’il y a effectivement
un maximum ou un minimum.

Supposons que f(x, y) a des dérivées secondes continues et que le point (0, 0) est
intérieur au domaine de définition. Sur la droite passant par l’origine et dirigée par un
vecteur non nul (h, k), les valeurs de f sont données par g(t) = f(th, tk). On a⎧⎪⎨⎪⎩

g′(t) = h
∂f

∂x
(th, tk)+k

∂f

∂x
(th, tk) , et

g′′(t) = h2 ∂2f

∂x2
(th, tk)+2hk

∂2f

∂x∂y
(th, tk)+k2 ∂2f

∂y2
(th, tk)

Le développement limité à l’ordre 2 de g au point 0 s’écrit

g(t) = g(0) + tg′(0) + t2

2 g′′(0) + o(t2) .

Supposons remplie la condition nécessaire pour que f ait un extremum local en (0, 0),

c’est-à-dire
∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0. On a alors g′(0) = 0, donc

f(th, tk) − f(0, 0) = g(t) − g(0) = t2

2 g′′(0) + o(t2)

On sait que pour t assez petit, cette différence a le signe de

g′′(0) = h2 ∂2f

∂x2
(0, 0) + 2hk

∂2f

∂x∂y
(0, 0) + k2 ∂2f

∂y2
(0, 0).

Si par exemple g′′(0) > 0, cela veut dire que l’on a f(x,y)− f(0,0) > 0 pour tout point
(x, y) assez proche de l’origine dans la direction (h, k).

Condition suffisante pour un extremum local
Soit f une fonction de plusieurs variables ayant des dérivées secondes continues et
soit A un point intérieur au domaine de définition.

Cas d'une fonction de deux variables. Supposons que f est une fonction de

deux variables (x, y). Posons p =
∂2f

∂x2
(A), q =

∂2f

∂x∂y
(A) et r =

∂2f

∂y2
(A).

Proposition. Supposons
∂f

∂x
(A) =

∂f

∂y
(A) = 0 et q2 − rp < 0.

® Si p > 0 ou si r > 0, alors f a un minimum local en A.
® Si p < 0 ou si r < 0, alors f a un maximum local en A.

Démonstration. Supposons pour simplifier A = (0, 0). D’après ce qui précède, pour que
f ait un minimum local en A, il suffit que l’on ait ph2 + 2qhk + rk2 > 0 pour tout vecteur
non nul (h, k). Lors de l’étude des produits scalaires dans R2 , nous avons montré page 202
qu’il en est ainsi lorsque p > 0 et q2 − rp < 0. Remarquons pour finir que si q2 − rp < 0,
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alors rp est positif, donc p et r sont de même signe. Supposons p et r négatifs. On a alors
−(ph2 + 2qhk + rk2) = (−p)h2 + 2(−q)hk + (−r)k2 > 0, car −p > 0 et (−q)2 < (−r)(−p). Par
suite, la fonction −f a un minimum local en A, donc f a un maximum local en A. �

En posant H =
[

h
k

]
et S =

[
p q
q r

]
, il vient ph2 + 2qhk + rk2 = (tH)SH .

La proposition affirme que si la matrice symétrique S est définie positive, alors f a
un minimum local en A.

Cas où q2 − rp > 0 . Le trinôme pT 2 +2qT + r ayant alors des racines réelles, il ne
garde pas un signe constant et il en va de même de l’expression ph2 + 2qhk + rk2 =
k2

[
p(h/k)2 + 2q(h/k) + r

]
.

Si q2 − rp > 0, la fonction n’a pas d’extremum local en A.

Exemple 1. La fonction f(x, y) = x2−y2 a un point critique en
(0, 0) et l’on a ici p = 2, q = 0 et r = −2, donc q2 − rp > 0.
En tout point (x,0) différent de l’origine, on a f(x,0)=x2>0=f(0,0), et
en tout point (0,y) différent de l’origine, on a f(0,y)=−y2<0=f(0,0) :
il n’y a pas extremum local en (0, 0). Autour de ce point, la surface
d’équation z =x2−y2 a la forme d’un col de montagne (voir page 21).

Exemple 2. Soit f une fonction harmonique sur un domaine D . En appelant
comme précédemment p, q, r les dérivées secondes en un point intérieur M , on a
r = −p, donc q2 − rp = q2 + p2 . Si p et q ne sont pas tous deux nuls en M , alors
q2 − rp > 0 et f n’a donc pas d’extremum local en M .

À moins d’être constante, une fonction harmonique n’a d’extremum local en aucun
point intérieur de son domaine de définition : le maximum ou le minimum ne peut
être atteint qu’en un point situé au bord du domaine. C’est ce qu’on voit sur les
figures page 372.

Cas d'une fonction de n variables. Soit f une fonction de la variable vec-
torielle X = (x1, x2, . . . , xn) et soit A un point intérieur au domaine de définition.
Donnons-nous un vecteur non nul H = (h1, h2, . . . , hn) et posons g(t) = f(A + tH).

On a g′(t) =
∑n

i=0 hi
∂f

∂xi

(A + tH) et si l’on pose aij =
∂2f

∂xi∂xj

(A), alors

g′′(0) =
∑n

i=0 aiih
2
i +

∑
0�i<j�n 2aijhihj .

Introduisons la matrice S=[aij ]. C’est une matrice carrée de taille n qui est symétrique
puisque aij = aji , d’après le théorème de Schwarz. Il vient alors g′′(0) = (tH)SH .

Définition
La matrice

[
∂2f

∂xi∂xj

(A)
]

s’appelle la matrice hessienne de f au point A.
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Le développement limité de g en 0 s’écrit g(t) = g(0) + tg′(0) + t2

2 g′′(0) + o(t2).

Supposons que la condition nécessaire d’extremum est vérifiée, c’est-à-dire que les
dérivées partielles premières de f sont toutes nulles en A. Dans ce cas, g′(0) = 0 et

f(A+tH)−f(A)=g(t)−g(0)= t2

2 (tH)SH+o(t2). Si la matrice S est définie positive, alors

(tH)SH>0, on a f(A+tH)−f(A)>0 pour t �=0 assez petit et f a un minimum local en A.

Théorème. Supposons que
∂f

∂xi

(A) = 0 pour tout i. Si la matrice hessienne de f en A

est définie positive, alors f a un minimum local en A. Si la matrice hessienne est définie
négative, f a un maximum local en A.

4.2 Méthode du gradient
Comme on ne sait pas, en général, résoudre analytiquement les équations permettant
de trouver les points critiques, on utilise le plus souvent des méthodes numériques
itératives pour trouver les extremums. La méthode du gradient est la plus simple.
Supposons par exemple qu’on cherche un minimum local de f .

Principe de la méthode. On part d’un point X0 et l’on calcule le gradient
−−−−−−−−−→
Gradf (X0). Puisque le vecteur −

−−−−−−−−−→
Gradf (X0) indique la direction des niveaux décrois-

sants, on se déplace à partir de X0 d’une longueur h>0 dans la direction −
−−−−−−−−−→
Gradf (X0),

c’est-à-dire que l’on considère le point X0 − h

‖
−−−−→
Gradf (X0)‖

−−−−−−−−−→
Gradf (X0). En pratique,

® on choisit un petit pas h>0 et l’on progresse à pas de longueur h dans la direction

V0 = − 1
‖

−−−−→
Gradf (X0)‖

−−−−−−−−−→
Gradf (X0) en formant les points

X0,1 = X0 + hV0 , X0,k+1 = X0,k + hV0 , pour k = 1, 2, . . .

tant que f(X0,k+1) < f(X0,k).

®

X3

X2

X1

X0

Si X1 est le dernier point X0,N obtenu, on recommence en prenant X1 comme
point initial. En itérant ce processus, on obtient des
points X0,X1, . . . de niveaux de plus en plus petits.

Comme test d’arrêt, on peut prendre ‖
−−−−→
Gradf (Xn)‖<ε,

où ε est un petit nombre donné. Le calcul s’arrête alors
en un point où les coordonnées du gradient sont in-
férieures à ε, mais il n’est pas facile de contrôler
sérieusement la précision obtenue.

Pour la recherche d’un maximum, il faut bien sûr se déplacer dans la direction du
gradient.
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Exemple.

x

y

1

1

A

B

La figure ci-contre montre des lignes de niveau
de la fonction f(x,y)= (x2−y)4 +xy3−4y2 . Dans le domaine
représenté, on voit qu’il y a deux extrema locaux en des
points A et B situés aux environs de (1 , 2) et de (0,1 , −1,4).
En calculant quelques valeurs de f , on s’assure qu’il s’agit
chaque fois d’un minimum local.

® Pour calculer les coordonnées de A, partons du point
X0=(2,3). Avec h=10−3 et ε=10−1 , on obtient en onze itéra-
tions le point de coordonnées 1,002, 2,004. Il est facile de vé-
rifier que le minimum est en A=(1,2), de valeur f(A)=−7.

® Cherchons les coordonnées de B en partant du point
X0 = (1,−2), avec h = 10−3 et ε = 10−2 . En six itérations,
on trouve le point (0,1211 , −1,4376), proche du minimum
local B = (0,12124 · · · , −1,43759 · · ·) où la valeur de f est
d’environ −4,17.

5. Extremum sous contraintes
Dans le paragraphe précédent, nos conditions pour un extremum local en A sont
valables quand les variables sont libres de parcourir tout un voisinage de A. Mais
souvent, on cherche à rendre maximum (ou minimum) une quantité w=f(x,y) quand
x et y sont liées par une condition c(x,y) = k =constante, c’est-à-dire contraintes de
rester sur la ligne de niveau k de la fonction c.
Voici le théorème clef pour ce problème. Dans cet énoncé, g est une fonction de
n variables (n � 2) à dérivées partielles continues et A est un point intérieur au
domaine de définition de g .

Théorème des fonctions implicites. Supposons que g(A)=0 et que
∂g

∂xn

(A) �= 0.

Alors au voisinage de A, les solutions de l’équation g(x1, x2, . . . , xn) = 0 sont données par
xn = ϕ(x1, . . . , xn−1), où ϕ(x1, . . . , xn−1) est une fonction à dérivées partielles continues.

Si A = (a1, a2, . . . , an), alors an = ϕ(a1, . . . , an−1) et la fonction dérivée partielle
∂ϕ

∂xi

satisfait la relation
∂g

∂xi

(x1, . . . , xn) +
∂g

∂xn

(x1, . . . , xn)
∂ϕ

∂xi

(x1, . . . , xn−1) = 0.

Dans la plupart des cas, il est impossible de résoudre explicitement l’équation
g(x1,x2, . . . ,xn)=0 en exprimant xn en fonction de x1, . . . ,xn−1 : le théorème affirme
que, sous certaines conditions, cela est pourtant théoriquement possible. On dit que
la fonction ϕ est implicite.
Pour tout (x1, x2, . . . , xn) voisin de A, on a

g
[
x1, x2, . . . , xn−1, ϕ(x1, . . . , xn−1)

]
= 0
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En dérivant cette identité, il vient 0 =
∂g

∂xi

(X) +
∂g

∂xn

(X)
∂ϕ

∂xi

(x1, . . . , xn−1). Puisque

∂g

∂xn

(A) �= 0, cette égalité permet de calculer la i-ème dérivée partielle de ϕ en A.

La figure ci-dessous illustre le théorème dans le cas d’une fonction g(x, y) de deux
variables.

® C est la courbe d’équation g(x, y) = 0 et le point A est sur C .

® Puisque
−−−−−−−−−→
Gradg(A) =

( ∂g

∂x
(A),

∂g

∂y
(A)

)
, la condition

∂g

∂y
(A) �= 0 signifie que le

gradient en A n’est ni nul, ni horizontal.

g(x, y) = 0

Gradg(A)

A
B

x

ϕ(x)

y

x

−−−−−−−−−→
Comme on le voit sur la figure, si l’on reste au voisinage
de A, alors pour x fixé, il y a sur la courbe exactement un
point d’abscisse x. C’est donc qu’autour de A, la courbe
C est le graphe d’une certaine fonction ϕ(x).
Au point B au contraire, la tangente est verticale, donc
∂g

∂y
(B) = 0. Comme autour de B on peut trouver deux points de la courbe ayant

même abscisse, C n’y est pas le graphe d’une fonction de x.

Cependant, autour de B , la courbe est le graphe d’une fonction de y , car
∂g

∂x
(B) �=0.

Exemple.

y

x1

1
A

Le graphe ci-contre représente la courbe d’équation x4+2y4−2x−3y+2=0.

Elle passe au point A = (1, 1) où l’on a
∂g

∂y
(1, 1) = 5. Il y a donc

une fonction implicite ϕ telle que, pour x voisin de 1, la courbe
ait pour équation y =ϕ(x). La tangente en A a pour pente ϕ′(1)=

− ∂g

∂x
(1, 1)/

∂g

∂y
(1, 1) = − 2

5
et l’équation est y−1 = −(2/5)(x−1).

Justification du théorème. Supposons
∂g

∂y
(A) > 0. Puisque la fonc-

tion
∂g

∂y
est continue, on a encore

∂g

∂y
(x, y) > 0 pour (x, y) assez proche de A. Cela signifie

que si x est assez proche de a, la fonction y → g(x, y) est strictement croissante au voisinage
de b. En appliquant cette propriété à la fonction y → g(a, y) qui s’annule par hypothèse en
y = b, on en déduit g(a, y) < 0 si y < b et g(a, y) > 0 si y > b, du moins pour y assez proche
de b. Choisissons de tels nombres y0 < b < y1 . Comme g est continue, on a encore g(x,y0) < 0
et g(x, y1) > 0 pour x assez proche de a. Soit x une telle valeur. La fonction y → g(x, y)
étant continue et strictement croissante au voisinage de b, on en déduit, par le théorème des
valeurs intermédiaires, que l’équation g(x, y) = 0 a une unique solution ; celle ci dépend de
x : on la note ϕ(x) et l’on montre que la fonction x → ϕ(x) ainsi définie est dérivable. �

5.1 Recherche d'un extremum sous contrainte
Extremum sous une seule contrainte
Le problème : rendre maximum (ou minimum) la quantité w = f(x1, x2, . . . , xn)
quand les variables sont contraintes de satisfaire la relation g(x1, x2, . . . , xn) = 0.
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On suppose que f et g ont des dérivées partielles continues et que l’on a
−−−−−−−−−→
Gradg(X) �=0

en tout point X satisfaisant la contrainte g(X) = 0.

Une condition nécessaire. Pour que w = f(X) soit maximum (ou minimum) en A

sous la contrainte g(X)=0, il faut que les vecteurs
−−−−−−−−−→
Gradf (A) et

−−−−−−−−−→
Gradg(A) soient colinéaires.

Démonstration. Supposons qu’il y a trois variables x, y, z et que le point A = (a, b, c) est
une solution du problème d’optimisation de w = f(x, y, z) sous la contrainte g(x, y, z) = 0.

Par hypothèse, le vecteur
−−−−→
Gradg(A) est non nul : supposons par exemple

∂g

∂z
(A) �= 0. D’après

le théorème des fonctions implicites, la condition g(x, y, z) = 0 s’exprime au voisinage de A

par z = ϕ(x, y). Alors la fonction (x, y) → f
[
x, y, ϕ(x, y)

]
a un extremum en (a, b), donc

(1)
∂f

∂x
(A) +

∂f

∂z
(A)

∂ϕ

∂x
(a, b) = 0 =

∂f

∂y
(A) +

∂f

∂z
(A)

∂ϕ

∂y
(a, b)

D’autre part, on sait que les dérivées partielles de ϕ en (a, b) vérifient

(2)
∂g

∂x
(A) +

∂g

∂z
(A)

∂ϕ

∂x
(a, b) = 0 =

∂g

∂y
(A) +

∂g

∂z
(A)

∂ϕ

∂y
(a, b)

De (1) et (2), on déduit qu’au point A, on a les deux premières relations suivantes, la
troisième étant une identité :

∂g

∂z

∂f

∂x
− ∂f

∂z

∂g

∂x
= 0

∂g

∂z

∂f

∂y
− ∂f

∂z

∂g

∂y
= 0

∂g

∂z

∂f

∂z
− ∂f

∂z

∂g

∂z
= 0

Ces égalités s’écrivent vectoriellement sous la forme
∂g

∂z
(A)

−−−−→
Gradf (A)− ∂f

∂z
(A)

−−−−→
Gradg (A) = 0.

Puisque
∂g

∂z
(A) �= 0, les vecteurs

−−−−→
Gradf (A) et

−−−−→
Gradg(A) sont colinéaires. �

Extremum à trois variables sous deux contraintes
Le problème : rendre maximum (ou minimum) la quantité w = f(x, y, z) quand les
variables sont contraintes de satisfaire les relations g(x, y, z) = 0 et h(x, y, z) = 0.
Supposons à nouveau que f , g et h ont des dérivées partielles continues et qu’en
tout point X satisfaisant les contraintes g(X) = 0 = h(X), les vecteurs

−−−−−−−−−→
Gradg(X) et

−−−−−−−−−→
Gradh(X) sont indépendants.

Une condition nécessaire. Pour que w = f(x, y, z) soit maximum (ou minimum)
en un point A sous les contraintes g(x, y, z) = h(x, y, z) = 0, il faut que le déterminant
des vecteurs

−−−−−−−−−→
Gradf (A) ,

−−−−−−−−−→
Gradg(A) ,

−−−−−−−−−→
Gradh(A) soit nul.

Démonstration. Supposons que w est extremum en A et que l’indépendance des vec-
teurs gradients de g et de h en A est assurée parce que les deux dernières coordonnées
de

−−−−→
Gradg(A) et

−−−−→
Gradh(A) ne sont pas proportionnelles : autrement dit, on suppose que le

nombre d = ∂h
∂y

(A)
∂g

∂z
(A) − ∂h

∂z
(A)

∂g

∂y
(A) n’est pas nul.
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Si par exemple
∂g

∂z
(A) �= 0, alors au voisinage de A, la condition g(x,y, z) = 0 s’exprime sous

la forme z = ϕ(x, y). On en déduit que u(x, y) = h
[
x, y,ϕ(x, y)

]
= 0, où la fonction ϕ vérifie

∂g

∂z

∂ϕ

∂y
=− ∂g

∂y
. Au point A, on a

∂g

∂z

(
∂h
∂y

+ ∂h
∂z

∂ϕ

∂y

)
= d. Le terme entre parenthèses est ∂u

∂y

et puisque d �=0, on en déduit ∂u
∂y

(A) �=0. Au voisinage de A, la relation u(x,y)=0 s’exprime

donc par y = p(x). Finalement, les deux contraintes s’écrivent y = p(x) et z =ϕ
(
x,p(x)

)
= q(x).

Pour tout x assez proche de l’abscisse a de A, on a ainsi identiquement

w = f
[
x, p(x), q(x)

]
, g

[
x, p(x), q(x)

]
= 0 et h

[
x, p(x), q(x)

]
= 0.

Quand x varie, w est extremum en a, donc la première fonction a une dérivée nulle en a ;
les deux autres fonctions sont constantes (de valeur 0) au voisinage de a, donc leur dérivée
en a est nulle également. Tout cela s’écrit :

∂f

∂x
(A) +

∂f

∂y
(A) p′(a) +

∂f

∂z
(A) q′(a) = 0

∂g

∂x
(A) +

∂g

∂y
(A) p′(a) +

∂g

∂z
(A) q′(a) = 0

∂h
∂x

(A) + ∂h
∂y

(A) p′(a) + ∂h
∂z

(A) q′(a) = 0

On voit que les colonnes de la matrice

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂f

∂x
(A)

∂f

∂y
(A)

∂f

∂z
(A)

∂g

∂x
(A)

∂g

∂y
(A)

∂g

∂z
(A)

∂h
∂x

(A) ∂h
∂y

(A) ∂h
∂z

(A)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

[ tGradf (A)
tGradg(A)
tGradh(A)

]
ne sont

pas indépendantes. Le déterminant des vecteurs gradients est donc nul. �

Exemple : stratégie de consommation. Étant donné un panier de trois biens
B1 , B2 et B3 en quantités x1 , x2 et x3 , l’utilité du panier est U(x1, x2, x3) = xa

1xb
2x

c
3 .

Ce nombre est un indice de satisfaction du consommateur après achat. Les exposants
a, b, c sont des nombres positifs (choisis en général tels que a + b + c = 1).
Si p1 , p2 et p3 sont les prix unitaires des biens, la dépense occasionnée par l’achat
du panier est p1x1 + p2x2 + p3x3 . Supposons qu’un consommateur dispose pour cet
achat d’un revenu R. On constate qu’il va y dépenser tout son revenu en choisissant
les quantités qui rendent maximum l’utilité. La détermination des quantités achetées
se formule donc ainsi :

trouver x1, x2, x3 rendant maximum U(x1, x2, x3) quand p1x1 + p2x2 + p3x3 = R.

La contrainte sur les variables s’écrit

g(x1, x2, x3) = 0, où g(x1, x2, x3) = p1x1 + p2x2 + p3x3 − R.

Le gradient de g est donc
−−−−−−−−−→
Gradg = (p1, p2, p3). Calculons le gradient de U : on a

∂U
∂x1

= axa−1
1 xb

2x
c
3 = a

x1
U(x1, x2, x3)
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et de même ∂U
∂x2

= b
x2

U(x1, x2, x3), ∂U
∂x3

= c
x3

U(x1, x2, x3), d’où

−−−−−−−−−→
GradU (x1, x2, x3) = U(x1, x2, x3)

(
a
x1

, b
x2

, c
x3

)
Pour que les gradients de g et de u soient colinéaires, il doit exister un nombre λ tel que

p1 = λ a
x1

, p2 = λ b
x2

, p3 = λ c
x3

Il vient alors p1x1=λa, p2x2=λb, p3x3=λc ; en ajoutant, on obtient R=p1x1+p2x2+p3x3=
λ(a + b + c) et λ = R

a + b + c
. Finalement, la solution est

x1 = aR
p1(a + b + c)

, x2 = bR
p2(a + b + c)

, x3 = cR
p3(a + b + c)

Interprétation géométrique dans le cas de deux biens. Dans le cas de deux biens,
la figure ci-contre montre la droite D d’équation p1x1 + p2x2 = R et des lignes de
niveau de la fonction U(x1, x2) = xa

1xb
2 .

1

2

x

x
D

A

U(x1

123

, x2) = k

k k<k <
R/p2

R/p1

Si une courbe de niveau k coupe D en deux points, on voit qu’il y a sur D des points
de niveau supérieurs à k : ces points d’intersection ne sont
donc pas solution. Ainsi, la solution est géométriquement le
point A de D où la ligne de niveau de U est tangente à D .
En un point (x1, x2), le gradient de U est orthogonal à la
ligne de niveau de U et le vecteur (p1, p2) est orthogonal à
D . Le point A se caractérise donc bien par le fait que les
vecteurs

−−−−−−−−−→
GradU (A) et (p1, p2) sont colinéaires.

5.2 Une application statistique : le krigeage
Cette méthode d’estimation statistique, initiée par D.G. Krige, est très utilisée dans
les Sciences de la Terre (Géologie, Océanographie) et dans la recherche minière. Nous
en présentons la théorie, puis l’aspect pratique. Voici d’abord quelques définitions.

Espérance et Covariance. Si U est une variable aléatoire, rappelons que l’on
note E(U) l’espérance de U , si ce nombre existe (définition page 329). Soient U et
V des variables aléatoires.

® Si U et V ont une espérance, alors E(U + V ) = E(U) + E(V ). Il s’ensuit que la
variable aléatoire U−E(U) a une espérance nulle : on dit que U est centrée.

® L’espérance E
[(

U − E(U)
)(

V − E(V )
)]

s’appelle la covariance de U et V et se
note Cov(U, V ). On a donc aussi Cov(U, V ) = E(UV ) − E(U)E(V ).

® La variance de U est le nombre Cov(U,U) = E
[(

U − E(U)
)2

]
= E

[
U 2 − E(U)2

]
.

Pour les variables centrées U =U−E(U) et V =V −E(V ), on a Cov(U ,V )=Cov(U,V ),
car E(U ) = E(V ) = 0.
Nous montrerons page 407 que si U et V sont indépendantes, alors Cov(U,V ) = 0 ;
mais la réciproque n’est pas vraie.
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Les données et le problème
Soit Z une fonction aléatoire, c’est-à-dire une famille de variables aléatoires Z(x)
dépendant d’un paramètre x. Faisons une première hypothèse.
Hypothèse (a) : Pour tous x,y , on a E

[
Z(x)−Z(y)

]
= 0, autrement dit les variables

aléatoires Z(x) ont toutes la même espérance m.
Par définition de la covariance (supposée exister), on a alors pour tout x :

(1) Cov(
[
Z(x), Z(x)

]
= E

[
Z(x)2] − m2

Donnons-nous n valeurs x1,x2, . . . ,xn du paramètre et les variables aléatoires Z(x1),
Z(x2), . . . , Z(xn) correspondantes.
Le problème : À partir de cette donnée, trouver une estimation Z∗ de la variable
aléatoire Z(x0), où x0 est une valeur du paramètre ne figurant pas parmi x1,x2,. . .,xn .

Exemple. Typiquement, Z(x) est la teneur en minerai en un point x d’un gisement.
On a prélevé des échantillons aux points x1, x2, . . . , xn et mesuré des teneurs
z(x1), z(x2), . . . , z(xn). Le but est de faire la meilleure estimation statistique de la
teneur z(x0) au point x0 . L’hypothèse (a) traduit une homogénéité dans les résultats
de ces mesures, c’est-à-dire une certaine régularité géologique du bassin étudié.

Cherchons l’estimation Z∗ sous la forme Z∗ =
∑n

k=1 λkZ(xk), où les nombres λk

vérifient
∑n

k=1 λk = 1 ; on définit ainsi une nouvelle variable aléatoire Z∗ .

Justifions la condition sur les coefficients inconnus λ1, . . . ,λn : puisque l’espérance d’une
somme est la somme des espérances, l’espérance de Z(x0) − Z∗ est E

[
Z(x0) − Z∗] =

E
[
Z(x0)

]
−

∑n
k=1 λkE

[
Z(xk)

]
=m −

(∑n
k=1 λk

)
m, car toutes les variables aléatoires

Z(x) ont même espérance m. Comme Z∗ doit être une estimation de Z0 , cette espé-
rance doit être nulle (on dit que l’estimation est sans biais) ; pour que cela soit vrai quel
que soit m, il faut, d’après l’égalité ci-dessus, que la somme des λk soit égale à 1.

Si l’on peut choisir les coefficients λk de manière que Z(x0) − Z∗ ait une variance
v minimale, la variable aléatoire Z∗ est une bonne estimation de Z(x0), par rapport
à l’information connue. Puisque la somme des λk vaut 1, l’espérance de Z(x0)−Z∗

est nulle, donc v = E
[(

Z(x0) − Z∗)2
]

. Le problème se formule ainsi :

trouver des coefficients λi rendant minimum la variance v = E
[(

Z(x0) − Z∗)2
]

.

Posons Z (x0)=Z(x0)−m et Z (xk)=Z(xk)−m. Puisque
∑n

k=1λk=1, on a
∑n

k=1λkZ (xk)=
Z∗ − m, donc

Z(x0) − Z∗ =
(
Z(x0)−m

)
− (Z∗−m) = Z(x0) −

n∑
k=1

λkZ(xk)

En développant le membre de droite, il vient(
Z(x0) − Z∗)2

= Z (x0)2 − 2
n∑

k=1

λkZ (x0)Z (xk) +
∑
i,j

λiλj Z (xi)Z (xj)

v = E
[
Z(x0)2

]
− 2

n∑
k=1

λkE
[
Z(x0)Z(xk)

]
+

∑
i,j

λiλjE
[
Z(xi)Z(xj)

]
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(2) v = Cov
[
Z(x0), Z(x0)

]
− 2

n∑
k=1

λk Cov
[
Z(x0)Z(xk)

]
+

∑
i,j

λiλj Cov
[
Z(xi)Z(xj)

]
La variance v est fonction des n variables (λ1, λ2, . . . , λn) liées par la condition
g(λ1, λ2, . . . , λn) = λ1 + λ2 + · · · + λn = 1.

Pour que v soit minimum, il faut donc que les vecteurs
−−−−−−−−−→
Gradv =

(
∂v
∂λ1

, ∂v
∂λ2

, . . . , ∂v
∂λn

)
et

−−−−−−−−−→
Gradg =

(
∂g

∂λ1

,
∂g

∂λ2

, . . . ,
∂g

∂λ2

)
=(1,1,. . .,1) soient colinéaires. Calculons les dérivées

partielles de v :

∂v
∂λk

= −2 Cov
[
Z(x0), Z(xk)

]
+ 2

n∑
j=1

λj Cov
[
Z(xk)Z(xj)

]
Les gradients sont colinéaires si et seulement s’il existe un nombre μ tel que

(3)
n∑

j=1

λj Cov
[
Z(xk)Z(xj)

]
− Cov

[
Z(x0), Z(xk)

]
= μ , pour tout k = 1, 2, . . . , n

Écrivons cela sous forme matricielle. En posant cij = Cov
[
Z(xi)Z(xj)

]
, les égalités

(3) et la relation λ1 + λ2 + · · · + λn = 1 se mettent sous la forme

(4)

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
c11 c12 · · · c1n 1
c21 c22 · · · c2n 1
...

...
cn1 cn2 · · · cnn 1
1 1 · · · 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

λ1
λ2
...
λn

−μ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
c01
c02
...

c0n

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
La matrice ci-dessus est symétrique, de taille n+1. On voit que les coefficients incon-
nus λ1, . . . , λn et μ sont solutions d’un système linéaire. Cependant en pratique, les
covariances cij ne sont aisées à déterminer directement. Pour continuer les calculs,
faisons une hypothèse supplémentaire.
Hypothèse (b) : pour tout h, la covariance Cov

[
Z(x), Z(x + h)

]
ne dépend que de

h (hypothèse de « stationnarité »). Posons C(h) = Cov
[
Z(x), Z(x + h)

]
.

Exemple. Si Z(x) est la teneur en minerai au point x d’un gisement, l’hypothèse
(b) traduit le fait que l’influence exercée en un autre point y par la richesse en mi-
nerai en x ne dépend pas de la position de x, mais seulement du vecteur (ou de la
distance) h représentant le déplacement entre x et y . Il faut définir convenablement
le bassin pour pouvoir considérer que cette propriété est à peu près vérifiée. En
général, la covariance C(h) diminue quand ‖h‖ augmente.

Comme conséquence de l’hypothèse, on trouve que la variance de Z(x) est C(0) =
Cov

[
Z(x), Z(x)

]
, un nombre indépendant de x. L’égalité (1) s’écrit ainsi

(1′) E
[
Z(x)2] = C(0) + m2
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Le demi-variogramme. Avec la notation Z (x) = Z(x) − m, on a Z(x) − Z(+h) =
Z (x)−Z (x+h) ; en développant le carré et en prenant l’espérance, on obtient d’après (1′)

E

[(
Z(x) − Z(x + h)

)2
]

= E
[
Z(x)2

]
+ E

[
Z(x + h)2

]
− 2E

[
Z(x)Z(x + h)

]
= 2C(0) − 2C(h) .

On définit le demi-variogramme en posant

γ(h) = 1
2

E
[(

Z(x) − Z(x + h)
)2

]
= C(0) − C(h), pour tout h �= 0.

On a C(−h) = C(h) et donc γ(−h) = γ(h).

En Géologie, la fonction γ permet de quantifier la notion de zone d’influence d’un
échantillon : la covariance C(h) diminue quand ‖h‖ augmente, donc γ(h) est fonc-
tion croissante de ‖h‖ : son taux de croissance mesure la diminution d’influence d’un
échantillon de terrain sur des zones de plus en plus éloignées.

γ(h)

C(0)

γ0

ha

un demi-variogramme
expérimental

Quand ‖h‖ est assez grand, il n’y a plus d’influence
entre les points x et x + h de sorte que la cova-
riance C(h) est presque nulle : on a γ(h) � C(0)
pour ‖h‖ suffisamment grand. Le demi-variogramme
expérimental présente ainsi un palier horizontal à par-
tir d’une valeur ‖h‖ = a appelée portée.
Quand h tend vers 0, on constate souvent expérimen-
talement que γ(h) tend vers une valeur γ0 strictement
positive, et non pas vers 0 comme pourrait le laisser
croire la définition théorique. En réalité, la décroissance de γ(h) est très rapide quand ‖h‖
est de l’ordre du diamètre moyen des grains du minéral considéré : à l’échelle des dis-
tances entre les sondages effectués, on observe une discontinuité en h=0 (effet « pépite »).

Les équations du krigeage
Pour 0 � i, j � n, posons γij = 1

2
E

[(
Z(xi) − Z(xj)

)2
]

= C(0) − cij .

On a
n∑

j=1

γkjλj =
n∑

j=1

C(0)λj −
n∑

j=1

ckjλj = C(0) −
n∑

j=1

ckjλj , car
n∑

j=1

λj = 1

= C(0) − c0k − μ = γ0k − μ , d’après (3)

Finalement, en posant

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
γ11 γ12 · · · γ1n 1
γ21 γ22 · · · γ2n 1

...
...

γn1 γn2 · · · γnn 1
1 1 · · · 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
λ1
λ2
...

λn

μ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ et B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
γ01
γ02

...
γ0n

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
les coefficients λ1, . . . , λn s’obtiennent en résolvant le système linéaire

(5) AΛ = B
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Si l’on prend pour x0 l’un des points xp de {x1, . . . , xn}, la solution Z∗ est Z(xp) :
l’estimation est donc sans biais. Il reste à déterminer les coefficients du système.

Évaluation des coefficients de la matrice. Supposons que U est une variable
aléatoire et que (u1, u2, . . . , uN ) est une réalisation de U , c’est-à-dire les résultats
de N expériences. Si N est assez grand, la moyenne 1

N

∑N
i=1 ui , appelée moyenne

observée, est une estimation statistique de l’espérance de U .
Dans notre cas, on ne dispose en général en chaque point xk que d’une réalisation
z(xk) (résultat de l’analyse du prélèvement en xk ). Mais considérons pour h donné,
tous les couples de points xp, xq choisis parmi x1, . . . , xn et tels que xq − xp = h.

Toutes les variables
(
Z(xp) − Z(xq)

)2
ont la même espérance 2γ(h), donc s’il y

a N(h) couples de points, on a 2γ(h) = 1
N(h)

∑
xq−xp=h E

[(
Z(xp) − Z(xq)

)2
]

. En

prenant comme seules réalisations les z(xp) et si N(h) est assez grand, on pourra

néanmoins adopter la moyenne des
(
z(xq) − z(xp)

)2
comme valeur de 2γ(h).

C’est ainsi que l’on évalue les nombres γij . Soient xi et xj deux des points x1,x2,. . .,xn

et soit h = xj − xi . Faisons la demi-moyenne des nombres
(
z(xp) − z(xq)

)2
, où les

points xp et xq sont pris parmi x1, . . . , xn et vérifient xq − xp = h, autrement dit,
adoptons la valeur empirique

γij = 1
2N(h)

∑
xq−xp=h

[
z(xq) − z(xp)

]2

avec h = xj − xi , la sommation se faisant sur les N(h) couples (xp, xq) tels que
xq−xp = h.
Le demi-variogramme γ(h) est alors connu pour les valeurs h=xj−xi , où 1�i,j�n.

1x 2x 3x 4x 5x 6x

Par exemple, si les points x1, . . . , xn sont alignés et régulière-
ment espacés (échantillonnage dans une veine de minerai), alors

γ12 = γ23 = · · · = γn−1 n = 1
2(n−1)

∑n−1
p=1

(
z(xp+1) − z(xp)

)2
.

Pour que la somme contienne un nombre suffisant de termes, on se donne en général
une tolérance ε sur la valeur de h ; ainsi lorsque h est une distance, on fait intervenir,
dans le calcul de la moyenne, les points tels que h − ε � xq − xp � h + ε.

Évaluation des coefficients du second membre. Puisqu’on cherche une es-
timation de Z(x) en un point x0 différent de x1, . . . , xn , les nombres γ0k ne font en
général pas partie des valeurs γ(h) précédemment déterminées. On effectue donc une
interpolation à partir des points connus du demi-variogramme, par exemple au moyen
d’une fonction spline (page 350). Cela fournit une formule analytique pour la fonction
γ(h), valable pour tout h, et pour γ0k , on prend comme valeur γ0k = γ(x0−xk).

En Géologie, on utilise souvent des formules adaptées à chaque type de demi-variogramme
et dont l’efficacité est confirmée par l’expérience : cette interpolation constitue la partie
délicate de la méthode.
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Calcul final. Une fois déterminés tous les γi,j pour 0� i,j�n, la résolution du sys-
tème linéaire (5) donne les coefficients λ1,λ2,. . .,λn et l’estimation z∗=

∑n
k=1λkz(xk)

de Z(x0).
Calculons la variance minimale vmin ainsi déterminée. D’après les égalités (3), on a∑

k,j λkλjckj =
∑n

k=1 λkμ +
∑n

k=1 λkc0k = μ +
∑n

k=1 λkc0k , puisque la somme des λk

vaut 1. En reportant dans (2), il vient alors

vmin = Cov
[
Z(x0), Z(x0)

]
− 2

n∑
k=1

λkc0k + μ +
n∑

k=1

λkc0k = C(0) −
n∑

k=1

λkc0k + μ

et en tenant compte de c0k = C(0) − γ0k , on obtient vmin =
∑n

k=1 λkγ0k + μ.

Si Λ est le vecteur solution de (5), alors vmin = (tΛ)B .

Supposons par exemple que l’erreur d’estimation Z∗ −Z(x0) est distribuée autour de la
vraie valeur selon une loi normale. Alors la probabilité pour que

∣∣Z∗ −Z(x0)
∣∣ � √

vmin

est d’environ 0,68 et la probabilité pour que
∣∣Z∗ −Z(x0)

∣∣ � 2
√

vmin est d’environ 0,95
(voir page 335).

6. Intégrales à paramètre
Soit f(t, x) une fonction à valeurs réelles. En l’intégrant par rapport à t sur un

segment [a,b], on obtient la fonction F (x) =
∫ b

a
f(t, x) dt de la seule variable x. Nous

allons voir que si f est assez régulière, alors la fonction F est dérivable et que F ′(x)
se calcule en « dérivant sous le signe intégrale ».

Dérivation sous le signe intégrale. Si les fonctions f et
∂f

∂x
sont continues, alors

d
dx

(∫ b

a

f(t, x) dt

)
=

∫ b

a

∂f

∂x
(t, x) dt

La démonstration fait appel à une propriété des fonctions continues :

si ϕ(t,h) est une fonction continue et si ϕ(t,0) = 0 pour tout t ∈ [a, b],
alors max

t∈[a,b]

∣∣ϕ(t, h)
∣∣ tend vers 0 quand h tend vers 0.

Démonstration. Par définition de
∂f

∂x
(t, x0), on a

F (x0 + h) − F (x0) =
∫ b

a

[
f(t, x0 + h)−f(t, x0)

]
dt =

∫ b

a

[
h

∂f

∂x
(t, x0)+hϕ(t, h)

]
dt ,

où ϕ(t, h) est continue et ϕ(t, 0) = 0. Il vient donc

F (x0 + h) − F (x0) = h

∫ b

a

∂f

∂x
(t, x0) dt + h

∫ b

a

ϕ(t, h) dt
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D’après les propriétés de l’intégrale, on a∣∣∣∣∫ b

a

ϕ(t, h) dt

∣∣∣∣ �
∫ b

a

∣∣ϕ(t, h)
∣∣ dt � |b−a|m(h), où m(h) = max

t∈[a,b]

∣∣ϕ(t, h)
∣∣

La propriété énoncée ci-dessus affirme que lim
h→0

m(h) = 0. Quand h tend vers 0, h
∫ b

a
ϕ(t, h) dt

est donc négligeable devant h. Par définition de la dérivée, cela veut dire que
∫ b

a

∂f

∂x
(t, x0) dt

est la dérivée de F en x0 . �

Exemple d'optimisation en biométrie. Environ un quart d’heure après la pose
d’une perfusion, la quantité d’une substance thérapeutique présente dans l’organisme
varie en fonction du temps (compté en heures) selon la loi q(t)=ae−0,2 t−be−1,8 t , où a

et b sont des paramètres dépendant des quantités initiales et sur lesquels on peut agir.

L’efficacité maximale est obtenue lorsque la quantité de produit reste assez longtemps
voisine d’une valeur optimale m. On mesure donc l’action sur une période de temps

T par la fonction de contrôle J =
∫ T

0

[
q(t) − m

]2
dt.

Le problème : trouver a et b pour que J soit minimal.

Calculons les dérivées partielles de J par rapport à a et à b en dérivant sous le
signe intégrale. On a

∂

∂a

[(
q − m

)2
]

= 2
(
q(t) − m

) ∂q

∂a
= 2

(
q(t) − m

)
e−0,2 t

∂J
∂a

=
∫ T

0

∂

∂a

[(
q(t) − m

)2
]
dt = 2

∫ T

0
(ae−0,4 t − be−2t − me−0,2 t) dt

= 5(1 − e−0,4 T )a − (1 − e−2T )b + 10(e−0,2T − m)

De même,

∂J
∂b

=
∫ T

0

∂

∂b

[(
q(t) − m

)2
]
dt = 2

∫ T

0
(−ae−2t + be−3,6 t + me−1,8 t) dt

= −(1 − e−2T )a + 5
9

(1 − e−3,6 T )b − 10
9

(e−1,8 T − m)

Pour que J soit minimum, il faut que ces deux dérivées partielles soient nulles.
Supposons qu’on veuille exercer le contrôle sur cinq heures. On doit alors résoudre
le système linéaire suivant aux inconnues a et b :{

5(1 − e−2)a − (1 − e−10)b = 10(1 − e−1)m
−9(1 − e−10)a + 5(1 − e−18)b = −10(1 − e−9)m

La solution est environ a=1,71m et b=1,08m. Calculons les dérivées secondes de J :

p = ∂2J

∂a2 = 5(1−e−2) , q = ∂2J
∂a∂b

= −(1−e−10)5(1−e−2) , r = ∂2J

∂b2 = 5
9

(1−e−18)
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On a q2−rp<0 et p est positif, donc la fonction J atteint bien son minimum pour ces
valeurs de a et b. Voici le graphe de la fonction q(t) ainsi déterminée (on a pris m=1).

t1

1

t 	→ q(t)

Sur la courbe, la partie décroissante qui intervient après environ une heure de
traitement correspond à une phase d’élimination par l’organisme.

Énonçons pour finir les conditions qui permettent de dériver sous le signe intégrale
généralisé.

Dérivation sous le signe intégrale généralisé. Supposons que les fonctions f

et
∂f

∂x
sont continues et que l’intégrale généralisée

∫ +∞

a
f(t, x) dt existe. S’il y a une

fonction g(t) telle que
∣∣∣ ∂f

∂x
(t, x)

∣∣∣ � g(t) pour tout t et tout x, et si l’intégrale généralisée∫ +∞

a
g(t) dt existe, alors on a d

dx

[∫ +∞

a
f(t, x) dt

]
=

∫ +∞

a

∂f

∂x
(t, x) dt.

7. Linéarisation locale d'une transformation
Le problème. Considérons une transformation F de R2 , c’est-à-dire une fonction
F : (x, y) → F (x, y) de deux variables, où F (x, y) =

(
u(x, y), v(x, y)

)
est dans R2 .

Supposons que cette transformation a un point fixe X0 , autrement dit F (X0) = X0 .
On voudrait comprendre comment sont transformés les points voisins de X0 .
Pour simplifier, nous supposons que X0 =(0,0) (on se ramène à ce cas en considérant
la transformation X → F (X+X0)−F (X0) ).
Notre objectif est de trouver de nouvelles coordonnées dans lesquelles la transfor-
mation s’exprime plus simplement. Commençons par le cas où F est linéaire.

Cas d'une transformation linéaire. La transformation s’écrit F (X) = AX , où
A est une matrice carrée de taille 2. Rappelons comment faire un bon changement
linéaire de coordonnées (pages 186-188).
Supposons par exemple que la matrice A a deux valeurs propres réelles λ et μ

distinctes. La matrice P des vecteurs propres étant inversible, nous pouvons faire le
changement de coordonnées X = PU . Dans les nouvelles coordonnées U = (u, v),
la transformation X ′ = AX s’écrit U ′ = P−1X ′ = P−1AX = P−1APU = DU , où D

est la matrice diagonale diag(λ,μ). Les formules de transformation deviennent donc
simplement u′ = λu , v′ = μv .
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Changement linéaire de coordonnées. Prenons une transformation X ′=F (X)
dérivable telle que F (0,0)=(0,0) et supposons que la matrice jacobienne A=JF (0,0)
a deux valeurs propres réelles λ et μ distinctes. Faisons comme ci-dessus le chan-
gement de coordonnées X = PU , où P est la matrice des vecteurs propres de A.
Dans les nouvelles coordonnées, la transformation s’écrit U ′ = G(U), où

G(U) = U ′ = P−1X ′ = P−1 F (X) = P−1 F (PU)

Soit p : R2 → R2 l’application linéaire bijective définie par p(U) = PU . La matrice de

la bijection réciproque p−1 est P−1 , donc G(U) = (p−1 ◦ F ◦ p)(U). Si P =
[

α β
γ δ

]
,

alors pour tout U = (u, v), on a p(U) = (αu + βv, γu + δv) et la matrice jacobienne
de p est Jp = P . Puisque p−1 a pour matrice P−1 , on a de même Jp−1 = P−1 . La
matrice jacobienne d’une composée étant le produit des matrices jacobiennes (page
367), il vient JG(0, 0) = Jp−1AJp = P−1AP = diag(λ, μ), autrement dit

JG(0, 0) =
[

λ 0
0 μ

] R2

p−1

��

F
�� R2

p−1

��

R2
G
�� R2

X
�

p−1

��

� F
�� X ′
�

p−1

��

U
�

G
�� U ′

Par le changement de coordonnées U = P−1X , on obtient une transformation
G dont la matrice jacobienne au point fixe est diagonale.

Changement non linéaire de coordonnées. Reprenons la transformation X ′=
F (X) et faisons un changement de coordonnées U = ϕ(X) bijectif, où X = (x, y) et
U =

(
u(x, y), v(x, y)

)
. Supposons que :

i) ϕ(0, 0) = (0, 0),

ii) ϕ et ϕ−1 ont des dérivées partielles continues,

iii) Jϕ(0, 0) =
[

1 0
0 1

]
= I2 .

La dernière propriété signifie qu’au voisinage de l’origine, on a u(x,y)=x+o
(
‖(x,y)‖

)
et v(x, y) = y+o

(
‖(x, y)‖

)
.

Puisque la composée ϕ−1 ◦ ϕ est l’identité, on a Jϕ−1(0, 0)Jϕ(0, 0) = I2 , ou encore
Jϕ−1(0, 0) = I2 .
Dans les coordonnées (u, v), la transformation s’exprime par des formules U ′ = G(U)
telles que U ′ =ϕ(X ′)=(ϕ◦F )(X)=(ϕ◦F )

(
ϕ−1(U)

)
, donc G=ϕ◦F ◦ϕ−1 . Comme pré-

cédemment, on en déduit que la matrice jacobienne de G en (0,0) est JG =JϕJF Jϕ−1 =
I2JF I2 = JF .

Ce changement de coordonnées ne modifie donc pas la matrice jacobienne en (0,0).
En particulier, les valeurs propres et les vecteurs propres sont inchangés.
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Vers la linéarisation. Limitons-nous maintenant à une transformation F poly-
nomiale : cela veut dire que (x′, y′) = F (x, y) est de la forme

x′=ax+by+R2(x,y)+R3(x,y)+· · ·+Rn(x,y) , y′=cx+dy+S2(x,y)+· · ·+Sn(x,y)

où R2(x,y) = r20x
2 + r11xy + r02y

2 , R3(x,y) = r30x
3 + r21x

2y + r12xy2 + r03y
3 , etc. Fai-

sons d’abord, comme précédemment, un changement linéaire de coordonnées pour
que la matrice jacobienne devienne diagonale, à coefficients les valeurs propres λ et

μ de JF (0, 0) =
[

a b
c d

]
. Nous sommes maintenant ramenés à des formules pour x′

et y′ de la forme

(1) x′ =λx+R2(x,y)+R3(x,y)+ · · ·+Rn(x,y) , y′ =μy+S2(x,y)+ · · ·+Sn(x,y)

Nous allons chercher un changement de coordonnées (u,v)=ϕ(x,y) polynomial ayant
les propriétés indiquées au paragraphe précédent et tel que, dans les coordonnées
(u, v), la transformation s’exprime par

(u′, v′) = (λu, μv)+termes de degrés supérieurs à N .

Si N est choisi assez grand, les termes de degré supérieurs à N seront très petits au
voisinage de l’origine et la transformation (u, v) → (u′, v′) sera ainsi très proche de
la transformation linéaire L(u, v) = (λu, μv). De plus, nous savons que les valeurs
propres et les vecteurs propres de L sont ceux de la transformation X → JF (0,0)X ,
c’est-à-dire de l’approximation linéaire de F à l’origine.
Nous avons déjà fait un tel changement de coordonnées dans l’exemple 3 page 26.

Cherchons les fonctions u et v sous la forme :

u = x + U2(x, y) + U3(x, y) + · · · + UN (x, y) , v = x + V2(x, y) + · · · + VN (x, y)

où U2 = u20x
2 + u11xy + u02y

2 , U3(x, y) = u30x
3 + u21x

2y + u12xy2 + u03y
3 , etc.

On a u′ = x′ + U2(x′, y′) + U3(x′, y′) + · · · + UN (x′, y′), c’est-à-dire d’après (1) :

u′ =
[
λx+R2(x, y)+ · · ·+Rn(x, y)

]
+ U2

[
λx+R2(x, y)+ · · ·+Rn(x, y), μy+S2(x, y)+ · · ·+Sn(x, y)

]
+ · · · + UN

[
λx+R2(x, y)+ · · ·+Rn(x, y), μy+S2(x, y)+ · · ·+Sn(x, y)

]
et d’autre part

λu = λx + λU2(x, y) + λU3(x, y) + · · · + λUN (x, y) .

Calculons les coefficients dans les Ui pour qu’il n’y ait plus de terme de degré 2 dans
u′ − λu. Pour u′ , les termes de degré 2 sont localisés dans R2 et U2 , et pour u, ils
sont dans U2 .

® dans u′ , le terme en x2 est r20x
2 + u20λ

2x2 , donc on doit avoir

r20 + u20λ
2 = λu20

® le terme en xy dans u′ est r11xy + u11λμxy , d’où

r11 + u11λμ = λu11

® de même, en égalisant les termes en y2 dans u′ et λu, on obtient

r02 + u02μ
2 = μu02

La première égalité s’écrit (λ − λ2)u20 = r20 et détermine u20 à condition que λ �= λ2 .
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Les deux autres égalités déterminent u11 et u02 à condition que λ �= λμ et μ �= μ2 .
Les termes en x3 dans u′ sont les suivants :

dans R3 :
[
r30x

3
]

; dans U2 :
[
u20(2λx r20x

2)
]

; dans U3 :
[
u30λ

3x3
]

On doit donc avoir l’égalité r30 + 2r20u20λ + u30λ
3 = λu30 . Puisque u20 est connu, cela

détermine u30 si λ �= λ3 .
Dans l’équation qui exprime l’égalité des termes en x2y dans u′ et λu, tous les termes
sont connus, sauf u21 qui apparaît avec le coefficient λ2μ dans u′ et avec le coefficient
λ dans λu ; on peut donc en tirer la valeur de u21 pourvu que λ �= λ2μ. Les conditions
pour trouver les coefficients de v sont analogues, mais les rôles de λ et μ sont échangés.
Nous n’avons pas vérifié que l’application ϕ :(x,y) →(u,v) est bien un changement de co-
ordonnées au voisinage de l’origine, c’est-à-dire ici une bijection dérivable dont la bijection
réciproque est dérivable : c’est une conséquence du théorème des fonctions implicites.

En continuant ainsi par degré, on peut calculer de proche en proche les coefficients
de u et de v qui annulent les termes de degré inférieur ou égal à N : la condition
est qu’il n’existe entre les valeurs propres aucune relation de la forme

λ = λiμj ou μ = λiμj , avec i � 0, j � 0 et i + j � 2

On dit que ce sont les conditions de « non résonance ». En particulier, λ et μ doivent
être non nuls, différents de ±1 et l’on doit avoir λμ �= 1 (sinon λ = λ2μ).
En négligeant les termes de degré supérieurs à N , on obtient dans les nouvelles
coordonnées les formules u′ = λu , v′ = μv .

Si les conditions de non résonance sont vérifiées, il est même possible par cette méthode
de trouver, au voisinage de l’origine, un changement de coordonnées qui supprime tous
les termes de degré supérieur à 1, mais le changement de coordonnées n’est plus poly-
nomial : dans ces nouvelles coordonnées, la transformation s’exprime alors exactement
par les formules linéaires u′ = λu, v′ = μv .

Exemple. Prenons la transformation F (x,y)=
(
2x+x2−xy+y3,(1/3)y+2xy−y2+x2y

)
.

La matrice jacobienne à l’origine est JF =
[

2 0
0 1/3

]
. On voit facilement que les va-

leurs propres 2 et 1/3 satisfont aux conditions de non résonance. Le changement de
coordonnées polynomial qui supprime les termes de degré inférieurs ou égaux à 3
est donné par

u(x, y) = x − (1/2)x2 − (3/4)xy + (1/3)x3 − (15/8)x2y + (63/64)xy2 + (27/53)y3

v(x, y) = y − 6xy − (9/2)y2 + 25x2y + 72xy2 + (81/8)y3

et l’on a G(u, v) = (2u, v/3)+termes de degré au moins 4. Noter que, dans le change-
ment de coordonnées, on ne peut pas trouver de formule explicite pour exprimer x

et y au moyen de u, v .
Pour visualiser la transformation, nous avons représenté les itérés de quelques points
proches de l’origine en reliant leurs positions successives par un segment ; dans la
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figure 1, les coordonnées sont x, y ; dans la figure 2, les coordonnées sont u, v .

x

y

0,1 0,2 0,3

0,001

0,002

0,003

0,004

0,005

figure 1

u

v

0,1 0,2 0,3

0,001

0,002

0,003

0,004

0,005

figure 2

L’étude générale d’une telle itération linéaire est expliquée dans l’exemple 2 page
187 : comparer la figure 2 ci-dessus à celles qui y sont présentées.

Exercices

1@ . Une recherche d'extremum. Cherchons le maximum de la fonction f(x,y) = x3 − 3xy2

dans le disque unité D = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 � 1 }.

a) Trouver les points critiques de f . Y a-t-il extremum local en ces points ?

b) Montrer que le maximum M et le minimum m de f sur D sont atteints en des
points du cercle x2 + y2 = 1. Étudier la fonction g(t) = f(cos t, sin t) pour trouver
ces points et les valeurs M et m.

c) Montrer que la fonction f est harmonique.

2. En utilisant l’expression du laplacien en coordonnées polaires (page 372), vérifier que
si k est un entier quelconque, les fonctions rk cos kθ et rk sin kθ sont harmoniques.

3@ . Calcul d'une fonction d'offre. Supposons que le coût de production à court terme d’une
entreprise est c(q,a) = q3 − q2 + (5−4a)q +2a2 , où q mesure le niveau de production
et a l’impact des charges fixes.

a) Le coût à long terme d’une production q est la valeur minimum de c(q,a) par rap-

port à a. En calculant ∂c
∂a

, montrer que le coût à long terme est cl(q)=q3−3q2 +5q .

b) Soit p le prix de vente unitaire du bien fabriqué. Le profit d’une production q

est donc Π = pq − cl(q). Montrer que le profit positif maximum s’obtient pour

q = 1 +
√

(p−2)/3 (vérifier que pour cette valeur, on a bien ∂2Π
∂q2

� 0).

c) Le coût à long terme d’une unité de production est cl(q)/q . Pour quelle valeur de q

ce coût est-il minimum ? Montrer que le minimum vaut 2,75. En déduire que l’entre-

prise peut adopter le plan de production suivant : q=
{

0 si p � 2,75
1 +

√
(p−2)/3 si p � 2,75 .

Dessiner la courbe qui représente la variation de q en fonction de p lorsque p est
entre 0 et 14.
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4. Une stratégie de production. Supposons que la fonction de production d’une entreprise
est de la forme q = aTαKβ , où T est la quantité de travail, K le capital mobilisé
pour la production et α, β des nombres positifs tels que α + β = 1, a étant un
coefficient normatif fixe. On note w le salaire versé par unité de travail, r le taux
de rémunération d’un capital immobilisé et f le montant des frais de gestion. Le
coût de production est donc c = wT + rK + f .
L’entreprise assure une production Q donnée et veut minimiser son coût : comment
doit-elle répartir quantité de travail et capital mobilisé ?

a) Calculer les vecteurs
−−−−−−−−−→
Gradq(T, K) et

−−−−−−−−−→
Gradc(T, K). Montrer que le minimum de

c lorsque q(T,K) = Q est obtenu lorsque T/K = αr/βw .

b) En déduire que les valeurs cherchées sont K = (Q/a)(βw/αr)α et T =
(Q/a)(αr/βw)β .

5. Une fonction f(x, y) peut avoir une dérivée partielle
∂f

∂y
identiquement nulle et

dépendre néanmoins de y . Par exemple, définissons la fonction sur le domaine

D = R2 \ {(x, 0) | x � 0} en posant f(x, y) =

⎧⎨⎩ x2 si x � 0 et y > 0
−x2 si x � 0 et y < 0
0 si x < 0

.

a) Montrer que
∂f

∂x
(a,b) vaut 0 si a < 0, 2a si a et b sont strictement positifs, et −2a

dans le cas a > 0, b < 0. Montrer que si b �= 0,
f(h, b)−f(0, b)

h
tend vers 0 quand

h tend vers 0 (avec un signe quelconque) : en déduire que l’on a
∂f

∂x
(0, b) = 0 et

que la fonction
∂f

∂x
est continue en tout point de D .

b) Montrer que
∂f

∂y
=0 en tout point de D , mais que les valeurs f(1,y) dépendent de y .

6@ . Quelle est l’équation de la tangente à la courbe d’équation x(x2 + y2) + y3 = 8 au
point (0, 2) ? Comment varie y quand x parcourt un petit intervalle autour de 0 ?

7@ . On s’intéresse à la distance de l’origine à la courbe (C) d’équation x(x2+y2)+y3 =8.
Posons f(x, y) = x(x2 + y2) + y3 − 8.

a) Soit M un point de (C) où la distance d(M) à l’origine présente un extremum
local. Montrer qu’il en va de même du carré de la distance à l’origine et que les
coordonnées de M vérifient les équations f(x, y) = 0 et y[x2 + y2 − 3xy] = 0.

b) Pour tout point M = (x, y) sur la courbe et tel que M �= (0, 2), on pose y = tx.
Montrer que si d(M) a un extremum local, alors t est l’un des trois nombres 0,
t1 =(1/2)(3+

√
5) ou t2 =(1/2)(3−

√
5). Pour tout point de la courbe, calculer x et

y au moyen de t. En déduire, par comparaison de trois distances, que le minimum
de d(M) ne peut être obtenu qu’au point A=

(
2(1+t21+t31)

−1/3 , 2t1(1+t21+t31)
−1/3

)
.
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c) Dans la question précédente, on a obtenu un paramétrage de la courbe de la forme
x(t) = 2u(t), y(t) = 2tu(t), où u(t) = (1+ t2 + t3)−1/3 . En étudiant les variations de
d(t) = x(t)2 + y(t)2 au voisinage de t = t1 , montrer que cette fonction y présente
effectivement un minimum ; en déduire que la distance de l’origine à (C) est la
distance OA. Montrer aussi qu’au point (2,0), la distance d(M) a un minimum local.

d) Faire dessiner la courbe (C) par un ordinateur.

8@ . Fonction de Bessel. La fonction de Bessel d’indice 0 est J0(x) = 1
π

∫ π

0
cos(x sin θ) dθ .

a) Montrer que J0 est une fonction paire. Calculer J0(0) et J ′
0(0).

b) Exprimer J ′
0(x) et J ′′

0 (x) au moyen d’une intégrale et montrer que J ′′
0 (x)+J0(x)=

1
π

∫ π

0
(cos θ)2 cos(x sin θ) dθ .

c) En faisant une intégration par parties dans l’expression de J ′
0(x), montrer que J0

satisfait l’équation différentielle (b0) : y′′ + 1
x

y′ + y = 0 (équation de Bessel).

d) Vérifier au moyen d’un ordinateur que le graphe de J0 a l’allure ci-dessous :

x

y

9@ . Harmoniques cylindriques. En coordonnées cylindriques, les fonctions harmoniques

sont les solutions de l’équation
∂2f

∂z2
+

∂2f

∂r2
+ 1

r

∂f

∂r
+ 1

r2

∂2f

∂θ2
= 0 (page 372).

Une fonction dont les valeurs présentent une symétrie de révolution par rapport à

l’axe Oz s’écrit f(r, z) et, dans ce cas, l’équation devient
∂2f

∂z2
+

∂2f

∂r2
+ 1

r

∂f

∂r
= 0.

Cherchons une solution de la forme f(r, z) = ekzu(r).

a) Montrer que la fonction f est harmonique à la condition que u soit solution de

l’équation différentielle u′′ + 1
r
u′ + k2u = 0.

b) En utilisant l’exercice 8, montrer que pour toute constante k , les fonctions
e±k zJ0(kr) sont harmoniques.

10.

xO

z

�

A

Petites oscillations d'une chaîne pesante. Considérons une chaîne pesante
homogène de longueur � suspendue à son extrémité supérieure A ;
on note O la position d’équilibre de l’extrémité libre, on choisit un
axe vertical Oz dirigé vers le haut et l’on repère le petit déplacement
latéral d’un point de la chaîne sur un axe horizontal Ox. Les coor-
données de A sont donc x = 0, z = �. Si ρ est la densité linéaire de la
chaîne, la tension en un point d’ordonnée z est ρgz ; en notant x(z, t)
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le déplacement latéral à l’instant t du point de hauteur z et en laissant la chaîne
osciller librement, l’équation du mouvement est

(1) ρ ∂2x

∂t2
− ∂

∂z

[
ρgz ∂x

∂z

]
= 0

a) Par le changement de variable y = 2
√

z/g , montrer que cette équation devient

∂2x

∂t2
−

[
∂2x

∂y2 + 1
y

∂x
∂y

]
= 0

b) Cherchons une solution de la forme x = u(y) cos ωt. Montrer que la fonction u

doit satisfaire l’équation différentielle u′′ + 1
y
u′ + ω2u = 0.

c) En utilisant l’exercice 8, montrer que pour tout nombre a, la fonction

x(z, t) = aJ0

(
2ω

√
z/g

)
cos ωt est solution de (1). Décrire le mouvement de

l’extrémité libre : que représente a ?

d) En exprimant que le point A est fixe, montrer que l’on a J0

(
2ω

√
�/g

)
= 0. En

déduire que les pulsations ω possibles sont données par ωi = (1/2)αi

√
g/�, où

α1 < α2 < · · · sont les solutions positives de l’équation J0(x) = 0 (voir page 577).

e) Notons xi(z,t) la solution correspondant à ω=ωi . Montrer que dans ce mouvement,
les points d’ordonnées zj = �(αj/αi)2 , où j = 1, 2, . . . , i−1, sont immobiles.

Si l’on se donne le profil de la chaîne à l’instant initial, le mouvement est une
superposition de mouvements xi(z, t).

11@ . Étude géométrique d'un ellipsoïde. On considère l’ellipsoïde E d’équation f(x,y,z)=k ,
où f(x, y, z) = x2 + 5y2 + 6z2 − 4xy − 8yz + 2xz − 2x + 8z + 6, k étant un nombre
strictement positif.

a) Calculer les dérivées partielles de f et trouver le point critique de f . Le centre
de E est le point C où f atteint son minimum : en déduire que C = (2, 0,−1).

b) On prend C comme nouvelle origine pour les coordonnées.
(i) Montrer que l’équation de E dans les nouvelles coordonnées X, Y, Z est
g(X, Y, Z) = k , avec g(X, Y, Z) = f(X+2, Y, Z−1).
(ii) Vérifier que les extrémités des axes de l’ellipsoïde sont les points M de E où
la distance MC présente un maximum local (exercice 3 du chapitre 7). Posons
w(X, Y, Z) = X2 + Y 2 + Z2 = MC2 . En déduire qu’en ces points, les vecteurs
−−−−−−−−−→
Gradg(M) et

−−−−−−−−−→
Gradw(M) sont colinéaires. Calculer ces deux vecteurs gradients en

un point M quelconque de coordonnées (X, Y, Z).
(iii) Chercher les extrémités en procédant comme dans l’exemple 3 page 219 : écrire

la matrice symétrique S telle que g(X, Y, Z) = [X Y Z] S

[
X
Y
Z

]
et calculer son

polynôme caractéristique ; montrer que les valeurs propres sont à peu près 10,012,
0,051 et 1,935 et en déduire des vecteurs propres approchés (rappelons que les
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vecteurs propres de S sont deux à deux orthogonaux : voir page 217) ; déterminer
enfin, pour chaque vecteur propre V , les deux nombres ±t tel que g(tV ) = k et
calculer les coordonnées (x, y, z) des sommets de l’ellipsoïde.

12@ . Partie principale d'une quantité implicite. Supposons que des quantités x et y voisines
de 0 sont reliées par la relation f(x, y) = y4 − 2x3y2 − 4x5y + x6 − x7 = 0.

a) Calculer les dérivées partielles de f en (0, 0) et montrer que le théorème des
fonctions implicites ne s’applique pas en ce point.

b) Pour x donné voisin de 0, l’équation f(x,y)=0 peut avoir plusieurs solutions y(x).
Pour trouver le comportement de ces solutions au voisinage de l’origine, cherchons
une approximation y(x) = axα , où α �= 0. Calculer g(x) = f(x, axα) et montrer
que dans g(x), les puissances de x ont pour exposant 4α, 2α + 3, α + 5, 6 et 7.

c) On cherche a et α pour que la plus petite puissance de x disparaisse. Il faut pour
cela que le minimum ν des exposants soit obtenu au moins dans deux termes
différents et qu’après regroupement, le coefficient de xν soit nul. En dessinant les
graphes de 4α,2α+3,α+5,6 et 7 en fonction de α (ce sont des droites), montrer
qu’on doit prendre α = 3/2. Vérifier qu’on a alors g(x) = x6

[
(a2−1)2 −4ax1/2 −x

]
et qu’il faut donc choisir a = ±1.

d)

xO

y
0,01

0,02 0,04

(C)

Dessiner le graphe de la fonction y = x3/2 au voisinage de l’origine. La figure
ci-contre montre la courbe (C) d’équation f(x,y)=0 pour
|x| � 0,05 : expliquez pourquoi ce dessin est compatible
avec le résultat obtenu en (c) et pourquoi la courbe n’est
pas représentée par le graphe d’une fonction de x.

e) Pour distinguer les deux branches de la courbe quand x est petit, cherchons une
meilleure approximation sous la forme y(x)=x3/2(1+bxβ). En posant t2 =x, mon-
trer que f

(
x,y(x)

)
= t12h(t), avec h(t) = 4b2t4β +4b3t6β + b4t8β − 4t− 4bt1+2β − t2 .

Justifier comme précédemment que l’on a β = 1/4 et b = ±1. En déduire que
les branches de la courbe sont approchées au voisinage de l’origine par les fonc-
tions y1(x) = x3/2 + x7/4 et y2(x) = x3/2 − x7/4 . Ces expressions s’appellent les
développements de Puiseux de f au voisinage de l’origine.

On peut chercher un développement de Puiseux en un point où le théorème des
fonctions implicites ne s’applique pas, c’est-à-dire où les deux dérivées partielles de
la fonction sont nulles.
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Chapitre 13

Intégrales multiples

1. Notion d'intégrale multiple et méthode de calcul
Dans ce chapitre, les coordonnées cartésiennes x, y, z des points de l’espace ou du
plan sont prises dans un repère orthonormé.

Soit f(x, y) une fonction continue de deux variables définie sur un rectangle
a � x � b , c � y � d. En prenant une primitive en x, puis en y , on obtient une

fonction F telle que ∂
∂y

(
∂F
∂x

)
= f . Pour x fixé, si l’on intègre f(x, y) par rapport

à y entre c et d, on obtient une quantité

I(x) =
∫ d

c

f(x, y) dy =
∫ d

c

∂

∂y

(
∂F
∂x

)
(x, y) dy = ∂F

∂x
(x, d) − ∂F

∂x
(x, c)

Intégrons maintenant I(x) entre a et b :

(1)
∫ b

a

I(x) dx=
∫ b

a

∂F
∂x

(x, d) dx−
∫ b

a

∂F
∂x

(x, c) dx=F (b,d)−F (a,d)−
(
F (b,c)−F (a,c)

)
Intervertissons l’ordre des intégrations. Puisque f = ∂2F

∂x∂y
d’après le théorème de

Schwarz, l’intégrale en x de a à b est

J(y) =
∫ b

a

f(x, y) dx =
∫ b

a

∂

∂x

(
∂F
∂y

)
(x, y) dx = ∂F

∂y
(b, y) − ∂F

∂y
(a, y) ,

et il vient

(2)
∫ d

c

J(y) dy=
∫ d

c

∂F
∂y

(b, y) dy−
∫ d

c

∂F
∂y

(a, y) dy=F (b,d)−F (b,c)−
(
F (a,d)−F (a,c)

)
Les nombres en (1) et (2) sont égaux. C’est donc que l’on a∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dy dx =
∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dx dy ,
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autrement dit on peut pratiquer la double intégration dans l’ordre qu’on veut. La
quantité ainsi obtenue s’appelle l’intégrale double de f sur le rectangle R={(x,y) |a�
x � b, c � y � d} et se note

∫∫
R

f(x, y) dxdy .

ba
u(x)

v(x)

x

y
d

c
a(y) b(y)

Plus généralement, considérons un domaine D du plan, borné et limité par des
courbes, comme sur les figures ci-contre :

® pour x fixé, y varie entre u(x) et v(x)
® pour y fixé, x varie entre a(y) et b(y).

Alors les deux ordres d’intégration possibles conduisent
encore au même résultat : si a et b sont les bornes
extrêmes en x et si c et d sont les bornes extrêmes en
y , on a l’égalité∫ b

a

(∫ v(x)

u(x)
f(x, y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b(y)

a(y)
f(x, y) dx

)
dy

Définition
La quantité ci-dessus s’appelle l’intégrale double de la fonction f sur le domaine

D et se note
∫∫

D
f(x, y) dxdy .

Une intégrale double se calcule par deux intégrations successives, dans l’ordre qu’on veut.

Exemple.

rxO

y

r
y

√
r2 − x2=

D

Calculons l’intégrale double I =
∫∫

D
xy dxdy , où D est formé des points

à coordonnées positives dans le disque de rayon r centré à l’origine. On a donc
D = {(x, y) | x > 0, y > 0, et x2 + y2 � r2}. Pour x fixé entre 0 et r , la coordonnée
y varie entre 0 et

√
r2 − x2 , donc

I =
∫ r

0

(∫ √
r2−x2

0
xy dy

)
dx

On a

Jx =
∫ √

r2−x2

0
xy dy = x

∫ √
r2−x2

0
y dy = x

[
y2

2

]√
r2−x2

0
= x

r2 − x2

2

I =
∫ r

0
Jx dx = 1

2

∫ r

0
x(r2−x2) dx = r2

2

∫ r

0
x dx − 1

2

∫ r

0
x3 dx = r4

4
− r4

8
= r4

8
.

Si f(x,y, z) est une fonction de trois variables définie sur un domaine V de l’espace

limité par des surfaces, on définit de même l’intégrale triple
∫∫∫

V
f(x, y, z) dxdydz :

on la calcule en intégrant successivement par rapport à chaque variable, dans l’ordre
qu’on veut.

Propriétés des intégrales multiples
a) Si f est à valeurs positives ou nulles, son intégrale est positive ou nulle.
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b) Si f et g sont définies sur un même domaine D , l’intégrale de f + g sur D est
la somme des intégrales de f et de g sur D .

c) L’intégrale de f sur la réunion de deux domaines disjoints est la somme des
intégrales de f sur ces domaines.

d) Si R est le rectangle a � x � b, c � y � d, alors pour un produit d’une fonction

de x par une fonction de y , on a
∫∫

R
u(x)v(y) dxdy =

(∫ b

a
u(x) dx

)(∫ d

c
v(y) dy

)
.

1.1 Aires et volumes
Calcul d'une aire plane
Soit D un domaine plan limité par des courbes, par exemple constitué des points (x,y)

tel que a�x�b et u(x)�y�v(x). Pour x fixé entre a et b, on a
∫ v(x)

u(x)
dy=v(x)−u(x),

donc
∫∫

D
dxdy =

∫ b

a

[
v(x)−u(x)

]
dx =

∫ b

a
v(x) dx −

∫ b

a
u(x) dx.

y = u(x)

y = v(x)

D
[u]1

[u]2a b x

y

aire= [v]−[u]1+[u]2

L’intégrale
∫ b

a
u(x) dx est l’aire algébrique comprise entre l’axe

des abscisses et la courbe d’équation y = u(x) : sur la figure,
c’est la quantité [u]1−[u]2 , où le crochet désigne l’aire absolue.
De même, l’intégrale de v est l’aire [v] sous cette courbe, donc la

différence
∫ b

a
v(x) dx−

∫ b

a
u(x) dx=[v]−[u]1+[u]2 est l’aire de D .

L’aire d’un domaine plan D est
∫∫

D

dxdy .

Cette intégrale double s’interprète comme la somme des éléments d’aire infinitésimaux dxdy .

Calcul d'une aire dans l'espace
Soit S la surface d’équation z = f(x, y) définie sur un domaine D du plan xOy .

S
z

x

y

D
O

M
RP

Q

M

P

Q

m

δs



−−−→
MP ∧

−−−→
MQδs

Soient m=(x,y) un point intérieur à D et M =
(
x,y,f(x,y)

)
le point de S qui se projette

en m. Donnons-nous de petits accroissements δx,
δy , posons x′ = x + δx, y′ = y + δy et considé-
rons les points de la surface : P =

(
x′,y,f(x′,y)

)
,

Q =
(
x,y′,f(x,y′)

)
et R =

(
x′,y′,f(x′,y′)

)
. Sup-

posons que f possède des dérivées partielles
continues, donc S a un plan tangent en tout
point. Si δx et δy sont très petits, l’aire δs du
morceau de surface compris entre M,P,Q,R est

proche de l’aire du parallélogramme construit sur les vecteurs
−−−→
MP,

−−−→
MQ (c’est ainsi que

nous avons déjà raisonné pour calculer la longueur d’une courbe paramétrée, page 312).

L’aire du parallélogramme est la norme du produit vectoriel
−−−→
MP ∧

−−−→
MQ (page 225).
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En ne gardant que les infiniments petits de l’ordre de δx et δy , on a

−−−→
MP =

[
δx , 0 , f(x+δx, y)−f(x, y)

]
=

[
δx , 0 ,

∂f

∂x
δx

]
−−−→
MQ =

[
0 , δy , f(x, y+δy)−f(x, y)

]
=

[
0 , δy ,

∂f

∂y
δy

]
−−−→
MP ∧

−−−→
MQ =

[
− ∂f

∂x
δxδy , − ∂f

∂y
δxδy , δxδy

]
et pour l’élément d’aire sur la surface, il vient l’approximation

δs = ‖
−−−→
MP ∧

−−−→
MQ ‖ = |δxδy|

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+
(

∂f

∂y

)2

En sommant tous ces éléments d’aire, on obtient la formule

aire de S =
∫∫

D

√
1 +

(
∂f

∂x
(x, y)

)2

+
(

∂f

∂y
(x, y)

)2

dxdy

Cas d'une surface paramétrée. Supposons plus généralement que la surface
S est l’ensemble des points

M(u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
où u et v sont des paramètres réels, les fonctions x(u, v), y(u, v), z(u, v) ayant des
dérivées continues.

® Les vecteurs
−−→
∂M
∂u

=
(

∂x
∂u

,
∂y

∂u
, ∂z

∂u

)
et

−−→
∂M
∂v

=
(

∂x
∂v

,
∂y

∂v
, ∂z

∂v

)
sont tangents à S .

® Si en chaque point M ∈ S , ces vecteurs sont linéairement indépendants, on dit
que S est régulière, ce qu’on suppose désormais.

Les vecteurs
−−−−−−→
∂M
∂u

(u, v),
−−−−−−→
∂M
∂v

(u, v) forment une base du plan tangent à S en M(u, v).

® Le produit vectoriel
−−→
H=

−−→
∂M
∂u

∧
−−→
∂M
∂v

est un vecteur non nul et orthogonal à S . Le vec-

teur
−−→
N(u,v)= 1

‖
→
H (u, v)‖

−−→
H (u,v) s’appelle le vecteur normal unitaire au point M(u,v).

® L’expression da = ‖
−−→
H (u, v)‖ dudv s’appelle l’élément d’aire de la surface.

C’est l’aire du parallélogramme tangent à S au point M(u,v) et de cotés les « vecteurs

tangents infiniment petits »
−−→
∂M
∂u

du,
−−→
∂M
∂v

dv .

® L’aire de S est
∫
S
da=

∫ ∫
Δ
‖

−−→
H (u, v)‖ dudv , où Δ est le domaine parcouru par (u,v).

Une surface d’équation z = f(x,y) est naturellement paramétrée en posant x = u, y = v ,

z = f(u, v). On a alors
−−→
∂M
∂u

=
(

1, 0,
∂f

∂u

)
,

−−→
∂M
∂v

=
(

0, 1,
∂f

∂v

)
,

→
H =

(
− ∂f

∂u
,− ∂f

∂v
, 1

)
et l’on retrouve la formule donnée précédemment pour l’aire.
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Calculs de volumes
Une interprétation de l'intégrale double. Soit f(x,y) une fonction à valeurs
positives et soit S la surface d’équation z = f(x,y), où (x,y) parcourt un domaine D
du plan. Pour x0 fixé, les points (x0, y, z) situés sous la surface forment une portion
de plan vertical limité par c0 � y � d0 et 0 � z � f(x0, y). L’aire de cette portion de

plan est donc s(x0) =
∫ d0

c0
f(x0, y) dy .

z

x
b

a

y
S

Dx0

x0+ δx

s(
x

0)

Épaississons la tranche en considérant les points (x, y, z) si-
tués sous la surface et tels que x0 � x � x0 + δx, où δx est
une « quantité infiniment petite » (voir page 286).
En négligeant les produits de deux infiniment petits, le vo-
lume de cette tranche épaisse est le produit s(x0) δx de sa
surface par son épaisseur. En sommant sur x0 , on obtient le
volume V situé sous la surface.

Le volume compris entre un domaine plan D et la surface d’équation z=f(x,y) est∫∫
D

f(x, y) dxdy .

Une interprétation de l'intégrale triple. Soit V un domaine de l’espace com-
pris entre deux surfaces d’équation z = u(x, y) et z = v(x, y), où u(x, y) � v(x, y),
les coordonnées x et y parcourant un domaine D du plan. On a ainsi V =
{(x, y, z) | (x, y) ∈ D et u(x, y) � z � v(x, y)}. Si (x, y) est un point fixé, alors∫ v(x,y)

u(x,y)
dz = v(x, y) − u(x, y), donc∫∫∫

V

dxdydz =
∫∫

D

[
v(x, y)−u(x, y)

]
dxdy =

∫∫
D

v(x, y) dxdy −
∫∫

D

u(x, y)
)
dxdy

L’intégrale double
∫∫

D
v(x, y)dxdy est le volume compris entre le plan xOy et la

surface z = v(x,y), l’intégrale double
∫∫

D
u(x, y) dxdy est celui compris entre le plan

xOy et la surface z = u(x, y), donc le volume de V est
∫∫∫

V
dxdydz .

Le volume d’une portion V d’espace est
∫∫∫

V

dxdydz .

L’intégrale s’interprète comme la somme des éléments de volume infinitésimaux dxdydz .

Exemple.

z

z

x

r
y

O

h

D

E

(z)

Calculons le volume de l’ellipsoïde (plein) de ré-
volution d’axe Oz , de rayon r dans le plan xOy et de hauteur

2h. Son équation est x2 + y2 +
( rz

h

)2 = r2 . Notons E l’ellip-

soïde. Pour calculer son volume V =
∫∫∫

E
dxdydz , intégrons

d’abord par rapport à x et y , c’est-à-dire pour z fixé. À une
hauteur z comprise entre −h et h, la section horizontale est
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un disque D(z) limité par le cercle d’équation x2 +y2 = r2
(
1 − z2

h2

)
; l’aire du disque

D(z) est s(z) = πr2
(
1 − z2

h2

)
et V =

∫ h

−h

(∫∫
D(z)

dxdy
)

dz , donc

V =
∫ h

−h

s(z) dz = πr2
∫ h

−h

(
1− z2

h2

)
dz = πr2

(
2h− 2h3

3h2

)
= 4

3
πr2h

En particulier, pour h=r , on trouve que le volume d’une boule de rayon r est (4/3)πr3 .

Centre de gravité, moment d'iner tie
Choisissons un point O de l’espace. Si l’on place en des points A1, . . . ,An des masses
m1, . . . ,mn , le centre de gravité du système ainsi formé est le point G (indépendant
du choix de l’origine O) défini par

−−−−−→
OG = 1

M

n∑
i=1

mi

−−−−−−−→
OAi ,

où M =
∑n

i=1 mi est la masse totale du système. En prenant des axes passant par
O , les points Ai ont des coordonnées (xi, yi, zi) et les coordonnées de G sont

1
M

(
n∑

i=1

mixi ,

n∑
i=1

miyi ,

n∑
i=1

mizi

)
On définit de même le centre de gravité d’un solide S : la masse d’un élément de
volume infinitésimal placé en (x, y, z) est dm = ρ(x, y, z) dxdydz , où ρ est la masse
volumique en chaque point du solide.

® La masse totale du solide est M =
∫∫∫

S
ρ(x, y, z) dxdydz .

® Les coordonnées du centre de gravité sont

1
M

∫∫∫
S

x dm , 1
M

∫∫∫
S

y dm , 1
M

∫∫∫
S

z dm

Le moment d’inertie du solide par rapport à un axe Δ est
∫∫∫

S
(dM )2ρ dxdydz , où dM

est la distance du point M = (x, y, z) à la droite Δ et ρ la masse volumique en ce
point. Nous avons aussi défini page 227 la matrice d’inertie relativement à un point.

Exemple 1. Reprenons l’ellipsoïde de l’exemple précédent et considérons une ca-
lotte supérieure, pleine, de hauteur a, où 0 < a � h. Cette calotte étant située entre
les hauteurs h − a et h, son volume est

v =
∫ h

h−a

πr2
(

1 − z2

h2

)
dz = πr2

[
a − h3 − (h−a)3

3h2

]
= πr2h

[
1 − k − 1 − k3

3

]
, où k = h−a

h
.

Supposons que la calotte (C) est un solide homogène de masse volumique ρ. Le
centre de gravité G de la calotte se trouve sur l’axe de symétrie Oz : les coordonnées
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de G sont (0, 0, Z), où Z = 1
ρv

∫∫∫
C

z ρdxdydz . Il vient

vZ =
∫ h

h−a

z πr2
(

1 − z2

h2

)
dz = πr2

∫ h

h−a

(
z − z3

h2

)
dz

= πr2
[

h2 − (h−a)2

2
− h4 − (h−a)4

4h2

]
= πr2h2

[
1 − k2

2
− 1 − k4

4

]
d’où l’on tire la valeur de Z . Si a=h= r , notre calotte pleine est la demi-boule supé-
rieure de rayon r centrée à l’origine : le centre de gravité est à la hauteur Z =(3/8)r .

Exemple 2. Considérons une plaque rectangulaire homogène, de longueur 2a, de
largeur 2b et de masse M . Quel est le moment d’inertie de la plaque par rapport à
l’une de ses diagonales ?

y

P

x

2a

2b

R

Prenons l’origine du repère au centre du rectangle et l’axe des
abscisses dans le sens de la longueur. Le domaine R est donc
formé des points (x, y) tels que −a � x � a et −b � y � b.
La diagonale de pente positive a pour équation y = (b/a)x, ou
encore bx−ay=0. La distance d’un point P =(x,y) à cette droite

est d(x,y)=
|bx − ay|
√

a2 + b2
. La masse surfacique, rapport de la masse à l’aire, est ρ=M/4ab.

Le moment d’inertie de la plaque par rapport à une diagonale est donc par définition

I = ρ

∫∫
R

d(x, y)2 dxdy = M

4ab(a2 + b2)

∫ a

−a

(∫ b

−b

(bx−ay)2 dy

)
dx

On a∫ b

−b

(bx−ay)2 dy=−1
3a

[
(bx−ay)3

]b

−b
= 1

3a

[
(bx+ab)3−(bx−ab)3]= b3

3a

[
(x+a)3−(x−a)3]

∫ a

−a

[
(x+a)3 − (x−a)3]dx =

(2a)4

4
+

(2a)4

4
= 8a4

d’où I = M

4ab(a2 + b2)
b3

3a
8a4 = M

4ab(a2 + b2)
8a3b3

3
= 2M

3
a2b2

a2 + b2
.

1.2 Changement de variables
Soit D un domaine de l’espace dont les points (x, y, z) sont paramétrés par trois
variables (u, v,w) : précisément, supposons qu’il y a une application ϕ : Δ → D de
la forme (u, v,w) →

(
x(u, v,w), y(u, v,w), z(u, v,w)

)
ayant les propriétés suivantes :

® ϕ : Δ → D est une bijection,
® les fonctions x, y et z ont des dérivées partielles continues par rapport à u, v, w ,
® en tout point (u, v, w) ∈ Δ, la matrice jacobienne Jϕ est inversible (page 367).

La formule du changement de variable pour l’intégrale ordinaire (page 320) se
généralise aux intégrales multiples, sous la forme :

(∗)
∫∫∫

D

f(x, y, z) dxdydz =
∫∫∫

Δ
f
(
ϕ(u, v, w)

) ∣∣det Jϕ

∣∣ dudvdw
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Expliquons pourquoi intervient le déterminant de la matrice jacobienne. Considérons
dans Δ un petit parallélépipède P de sommet U = (u,v,w), à côtés parallèles aux axes
et de longueurs δu, δv, δw . Les côtés de P sont donc dirigés par les vecteurs (δu, 0, 0),
(0, δv,0), (0,0, δw). Posons M = ϕ(U). Par l’approximation affine de ϕ en U , un point
quelconque U ′ de P se transforme en M ′ = M + JϕX , où X est la colonne des coor-

données de
−−−→
UU ′ . En appelant J1, J2, J3 les colonnes de la matrice jacobienne, l’image

de P est le parallélépipède Π de sommet M construit sur les vecteurs

Jϕ(U)
[

δu
0
0

]
= (δu)J1 , Jϕ(U)

[ 0
δv
0

]
= (δv)J2 , Jϕ(U)

[ 0
0

δw

]
= (δw)J3

Puisque le volume de Π est la valeur absolue du déterminant de ces vecteurs, il vient

volume de Π =
∣∣det(J1, J2, J3)

∣∣δuδvδw =
∣∣det

(
Jϕ(U)

)∣∣δuδvδw

En considérant que P et Π sont des « éléments de volume infiniment petits », l’intégrale

triple
∫∫∫

D
f(x, y, z) dxdydz s’obtient en sommant toutes les quantités

f(M) × volume de Π = f
(
ϕ(U)

)∣∣det
(
Jϕ(U)

)∣∣δuδvδw .

Intégrale double en coordonnées polaires. Rappelons que si M = (x,y) est
un point du plan différent de l’origine O , les coordonnées polaires de M sont les

nombres r = OM =
√

x2 + y2 et θ = ̂−−−−→
Ox,

−−−−−−−→
OM . On a donc les formules

x = r cos θ , y = r sin θ , où r > 0 et 0 � θ < 2π .

Le changement de variable est ϕ(r,θ)= (rcosθ,r sinθ) et le déterminant de la matrice

jacobienne (page 368) est det Jϕ =
∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r(cos θ)2 + r(sin θ)2 = r .

Si D est un domaine plan et si Δ est l’ensemble des coordonnées (r, θ) des points
de D , la formule du changement de variables s’écrit∫∫

D

f(x, y) dxdy =
∫∫

Δ
f(r cos θ, r sin θ) r drdθ

Exemple. z

x

y

h

d

ρ

R

D

Sur la sphère de rayon R centrée à l’origine, dé-
coupons la calotte supérieure de hauteur h � R. Son plan de
base est à la distance d = R−h de l’origine, le cercle horizontal
inférieur a pour rayon ρ =

√
R2 − d2 , donc la calotte est la sur-

face d’équation z =
√

R2 − x2 − y2 , où x2 + y2 � ρ2 . Calculons
l’aire A de cette calotte en utilisant la formule page 400. Les

dérivées partielles de la fonction f(x,y) =
√

R2 − x2 − y2 sont
∂f

∂x
= −x√

R2 − x2 − y2
,

∂f

∂y
=

−y√
R2 − x2 − y2

, donc 1 +
(

∂f

∂x

)2
+

(
∂f

∂y

)2

= R2

R2 − x2 − y2
. En appelant D le

disque du plan xOy défini par x2 + y2 � ρ2 , il vient

A =
∫∫

D

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+
(

∂f

∂y

)2

dxdy = R

∫∫
D

1√
R2 − x2 − y2

dxdy
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En coordonnées polaires, le disque D est défini par r � ρ et 0 � θ < 2π . On a donc

A = R

∫ 2π

0

(∫ ρ

0

1√
R2 − r2

r dr

)
dθ = 2πR

∫ ρ

0

r√
R2 − r2

dr

Par le changement de variable u =
√

R2 − r2 , on a du = −r dr√
R2 − r2

, d’où

A = 2πR
[
−

√
R2 − r2

]r=ρ

r=0
= 2πR

(
R −

√
R2 − ρ2

)
= 2πR(R − d) = 2πRh

En particulier, pour h = R, on trouve que l’hémisphère a pour surface 2πR2 : l’aire
d’une sphère de rayon R est donc 4πR2 .

Intégrale en coordonnées cylindriques.

M

m
O

r

θ
x

y

z

Si M = (x,y, z) est un point de l’es-
pace non situé sur l’axe Oz , les coordonnées cylindriques de M sont
(r, θ, z), où r et θ sont les coordonnées polaires du point m = (x, y)
projection de M sur le plan xOy .
Si W est l’ensemble des coordonnées cylindriques d’un domaine V

de l’espace, la formule du changement de variables s’écrit∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz =
∫∫∫

W

f(r cos θ, r sin θ, z) r drdθdz

Remarque
Pour le changement de variables des coordonnées sphériques, le déterminant de la
matrice jacobienne est r2 cos ϕ (page 368).

1.3 Intégrales doubles généralisées
On doit parfois considérer l’intégrale d’une fonction f(x, y) sur un domaine non
borné, comme par exemple un quart de plan D = {(x, y) ∈ R2 | x � a et y � b}.

Posons Du,v ={(x,y) |a�x�u,b�y�v}. Si les intégrales I(u,v)=
∫∫

Du,v

f(x, y) dxdy

ont une limite quand u et v tendent vers +∞, cette limite est l’intégrale généralisée∫∫
D

f(x, y) dxdy .

Voici des conditions qui assurent l’existence de l’intégrale généralisée.

Pour que
∫∫

D
f(x, y) dxdy existe, il suffit que pour tout x � a, l’intégrale généralisée

ϕ(x) =
∫ +∞

b
|f(x, y)| dy existe et que l’intégrale généralisée

∫ +∞

a
ϕ(x) dx existe.

D

D

R

R

R

y

O x

Soit f une fonction définie sur le quart de plan D = {(x,y) | x � 0 et y � 0}. Passons
en coordonnées polaires en posant F (r, θ) = f(r cosθ, r sinθ) et notons
DR le secteur formé des points de D tels que r � R. Si elle existe, l’in-

tégrale généralisée I =
∫∫

D
f(x, y) dxdy est la limite quand R tend vers

+∞ des intégrales IR =
∫∫

DR

f(x, y) dxdy =
∫ π/2

0

(∫ R

0
rF (r, θ)dr

)
dθ .
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Critère d'existence. S’il existe un nombre α>2 et une constante k tels que
∣∣f(x,y)

∣∣� k
rα ,

alors I existe.

En effet, on a alors
∣∣rF (r,θ)

∣∣� k
rα−1

et α−1>1, donc
∫ +∞

0
rF (r, θ) dr existe (page 325).

Exemples. Le domaine D est le quart de plan x � 0, y � 0.

® Si α > 1, l’intégrale généralisée
∫∫

D

cos y dxdy

(x2 + y2 + 1)α
existe.

En passant aux coordonnées polaires, on a en effet
∣∣f(x, y)

∣∣ = 1
(r2 + 1)α

� 1
r2α

et

l’on a 2α > 2 si α > 1.

® On a I =
∫∫

D
e−(x2+y2) dxdy = π

4
.

En effet, I = lim
R→+∞

IR , où

IR =
∫ π/2

0

∫ R

0
e−r2

r drdθ = π
2

∫ R

0
re−r2

dr = π
2

[
− 1

2 e−u
]R2

0
= π

4 (1 − e−R2
)

® Puisque e−(x2+y2) = e−x2
e−y2

, on a aussi, en utilisant la propriété (d) page 399,

I =
∫∫

D

e−(x2+y2) dxdy=
[∫ +∞

0
e−x2

dx

][∫ +∞

0
e−y2

dy

]
=J2 , avec J =

∫ +∞

0
e−x2

dx.

Il vient donc
∫ +∞

0
e−x2

dx =
√

π

2
. Par le changement de variable x = t/

√
2, on en

déduit
∫ +∞

0
e−t2/2 dt = 1

2

√
2π et la valeur de l’intégrale de Gauss (page 333)∫ +∞

−∞
e−t2/2 dt =

√
2π

2. Application aux probabilités
Variable aléatoire à valeurs dans R2

Soient X et Y des variables aléatoires définies sur le même ensemble d’événements.
On note (X, Y ) la variable aléatoire dont la valeur sur tout événement ω est le
couple (x, y) =

(
X(ω), Y (ω)

)
.

La variable aléatoire (X, Y ) prend ses valeurs dans
l’ensemble R2 des couples de nombres réels.

La fonction de répartition de la variable aléatoire V = (X, Y ) est définie par

H(x, y) = P
[
(X � x) et (Y � y)

]
, pour tout (x, y) ∈ R2 .

Il s’ensuit que les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si la fonction
de répartition de (X,Y ) est le produit FX(x)FY (y), où FX et FY sont les fonctions
de répartition de X et Y (définition page 335).
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Pour tout couple (x,y) de nombres réels, posons Dx,y = ]−∞,x]× ]−∞,y]. S’il existe

une fonction h de deux variables, continue et positive, telle que pour tout (x, y),

H(x, y) =
∫∫

Dx,y

h(t, u) dtdu,

alors h s’appelle la densité de (X, Y ). Dans ce cas, on a ∂2H
∂x∂y

= h et

P
[
(a < X � b) et (c < Y � d)

]
=

∫∫
R

h(t, u) dtdu, où R est le rectangle ]a, b] × ]c, d].

Espérance et variance pour des variables indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires possédant une espérance et une variance.

Notons V (X) la variance de X et rappelons que la covariance de (X, Y ) est

Cov(X, Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) (page 381).

Proposition. Si X et Y sont indépendantes, alors on a E(XY ) = E(X)E(Y ),

V (X+Y ) = V (X) + V (Y ) et Cov(X, Y ) = 0.

Justification. Montrons la formule pour l’espérance du produit XY dans le cas particulier

où l’ensemble des événements est fini. Notons x1, x2, . . . , xp et y1, y2, . . . , yn les valeurs pos-

sibles de X et de Y et ωi,j l’événement (X =xi et Y = yj). Par définition, l’espérance de XY

est E(XY ) =
∑

i,j xiyjP (ωi,j). On a P (ωi,j) = P (X = xi)P (Y = yj) car X et Y sont indépen-

dantes, d’où E(XY ) =
(∑

i xiP (X = xi)
)(∑

j yjP (Y = yj)
)

= E(X)E(Y ). Par définition

de la covariance, on en déduit Cov(X, Y ) = 0. La variance de Z = X+Y est l’espérance de

Z2 −
[
E(Z)

]2
= X2−

[
E(X)

]2
+ Y 2−

[
E(Y )

]2
+ 2

(
XY − E(X)E(Y )

)
. On a ainsi la formule

générale V (X+Y ) = V (X) + V (Y ) + 2Cov(X, Y ), d’où le résultat. �

Estimation empirique de la variance

Soit X une variable aléatoire et (X1,X2, . . . , Xn) une suite de réalisations indépen-

dantes suivant la loi de X . On sait que la moyenne Y = 1
n

(X1 + · · · + Xn) est une

estimation de l’espérance de X : en effet, l’espérance est une fonction linéaire (pages

70 et 329) et toutes les variables Xi ont pour espérance E(X1), donc E(Y ) = E(X1).

Pour estimer la variance E(X2) −
[
E(X)

]2
de X , considérons donc

v = 1
n

(X2
1 + · · · + X2

n) − Y 2
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Puisqu’on a E(X2
i ) = E(X2

1 ), il vient E
(

1
n

(X2
1 + · · · + X2

n)
)

= 1
n

nE(X2
1 ) = E(X2

1 ).

D’autre part, Y 2 = 1
n2

(∑
i X2

i + 2
∑

i<j XiXj

)
, d’où

E(Y 2) = 1
n2 nE(X2

1 ) + 2
n2

∑
i<j

E(Xi)E(Xj) (indépendance des Xi)

= 1
n

E(X2
1 ) + 2

n2

n(n−1)
2

[
E(X1)

]2
, car E(Xi) = E(X1)

= 1
n

E(X2
1 ) + n−1

n

[
E(X1)

]2

Finalement, E(v)=E(X2
1 )− 1

n
E(X2

1 )− n−1
n

[
E(X1)

]2= n−1
n

(
E(X2

1 ) −
[
E(X1)

]2
)

, donc

E(v) = n−1
n

v , où v est la variance de X1 .

La variable n
n−1

v est une estimation empirique de la variance de X .

Loi d'une somme
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de densité f et g . Selon la
définition donnée page 335, la fonction de répartition de X + Y est définie par la

formule H(s) = P
(
X + Y � s

)
=

∫∫
x+y�s

f(x)g(y) dxdy , ou encore

H(s) =
∫ +∞

−∞
f(x) P

(
Y � s−x

)
dx =

∫ +∞

−∞

(
f(x)

∫ s−x

−∞
g(y) dy

)
dx

Faisons le changement de variable t = y + x dans la dernière intégrale : on a∫ s−x

−∞
g(y) dy =

∫ s

−∞
g(t − x) dt, d’où H(s) =

∫ +∞

−∞

(∫ s

−∞
f(x)g(t − x) dt

)
dx et en in-

tervertissant l’ordre des intégrations, il vient

H(s) =
∫ s

−∞

(∫ +∞

−∞
f(x)g(t − x) dx

)
dt

Par définition, la fonction h(t) =
∫ +∞

−∞
f(x)g(t − x) dx est donc la densité de X + Y .

Proposition. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes ayant pour densité

f et g , alors X + Y a pour densité h(t) =
∫ +∞

−∞
f(t)g(t − x) dx.

Lorsqu’on fait des mesures, les résultats sont souvent distribués autour de leur
moyenne selon une loi normale. Des erreurs d’origine diverses pouvant s’ajouter, on
a besoin de savoir comment se comporte leur somme. Si les erreurs sont indépen-
dantes, nous avons vu que la variance de la somme est la somme des variances,
mais voici un résultat plus précis.
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Somme de deux variables normales indépendantes. Soient X et Y des
variables aléatoires indépendantes suivant les lois normales N (m1,σ1) et N (m2,σ2). Alors

X + Y suit la loi normale N (m, σ), où m = m1 + m2 et σ =
√

σ2
1 + σ2

2 .

Démonstration. En remplaçant X et Y par X − m1 et Y − m2 , on se ramène au cas
m1 = m2 = 0. Par définition de la loi normale (page 334) et d’après la proposition, la densité
de X + Y est dans ce cas

h(t) = 1
2πσ1σ2

∫ +∞

−∞
exp

(
− x2

2σ2
1

)
exp

(
− (t−x)2

2σ2
2

)
dx

En développant le carré dans la seconde exponentielle, la fonction sous le signe intégrale s’écrit

exp
(
− t2

2σ2
2

)
exp

(
− x2σ2

2σ2
1σ2

2

)
exp

(
tx
σ2

2

)
= exp

(
− t2

2σ2
2

)
exp

(
− (xσ−tσ2

1/σ)2

2σ2
1σ2

2

)
exp

(
t2σ2

1

2σ2σ2
2

)
= exp

(
t2(σ2

1 − σ2)
2σ2σ2

2

)
exp

(
− (xσ−tσ2

1/σ)2

2σ2
1σ2

2

)
= exp

(
− t2

2σ2

)
exp

(
− (xσ−tσ2

1/σ)2

2σ2
1σ2

2

)
On a donc h(t) = 1

2πσ1σ2

exp
(
− t2

2σ2

) ∫ +∞

−∞
exp

(
− (xσ−tσ2

1/σ)2

2σ2
1σ2

2

)
dx. Par le changement

de variable u = xσ , cette dernière intégrale s’écrit 1
σ

∫ +∞

−∞
exp

(
− (u−a)2

2σ2
1σ2

2

)
du, où a est une

constante, donc est égale à 1
σ

√
2πσ1σ2 par définition de la loi de répartition normale. On

obtient ainsi l’égalité h(t) = 1
σ
√

2π
exp

(
− t2

2σ2

)
. �

3. Produit de convolution
Définition
Soient f et g des fonctions. Si l’intégrale généralisée h(t) =

∫ +∞

−∞
f(x)g(t − x) dx

existe, la fonction h s’appelle le produit de convolution des fonctions f et g et se
note f ∗ g .

® Si le produit de convolution de f et g existe, alors f ∗ g = g ∗ f .

Par le changement de variable u = t − x, il vient en effet

(f∗g)(t)=
∫ +∞

−∞
f(x)g(t−x) dx=

∫ −∞

+∞
−f(t−u)g(u) du=

∫ +∞

−∞
g(u)f(t−u) du=(g∗f)(t)

® Si a1 et a2 sont des nombres et si les produits de convolution f1 ∗ g et f2 ∗ g

existent, alors (a1f1 + a2f2) ∗ g = a1(f1 ∗ g) + a2(f2 ∗ g).

® Si l’une des fonctions f ou g vaut 0 en dehors d’un segment [a,b], alors le produit
de convolution f ∗ g existe.

En effet, si l’on a f(x) = 0 pour x hors de [a, b], l’intégrale généralisée est l’intégrale

ordinaire
∫ b

a
f(x)g(t−x) dx.
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® De nombreuses mesures physiques conduisent à l’analyse d’un signal causal : c’est
une fonction u telle que u(x)=0 pour tout x<0. Si u et v sont des signaux causaux,

leur produit de convolution u ∗ v existe et l’on a (u ∗ v)(t) =
∫ t

0
u(x)v(t − x) dx.

On a en effet v(x) = 0 si x < 0 et u(t − x) = 0 si x > t, donc u(x)v(t−x) = 0 si x

est en dehors du segment [0, t].

® Pour trois fonctions f,g,h, on a l’égalité f ∗ (g ∗h) = (f ∗ g) ∗h si tous les produits
de convolution existent.

Produit de convolution en théorie du signal
Un analyseur linéaire est un système électronique de traitement des signaux fonc-
tionnant sur le mode

signal d’entrée u −→ réponse u ∗ f

La fonction f est caractéristique du dispositif. En entrée, on envoie le plus souvent
un signal causal u dont la variable est le temps.

Réponse à une impulsion. Prenons comme signal d’entrée une fonction uh cons-
tante sur le segment [a, a + h] et nulle hors de cet intervalle ; pour que le signal
d’entrée soit toujours de moyenne égale à 1, fixons 1/h comme valeur de uh sur
[a, a + h]. On a donc

(uh ∗ f)(t) =
∫ +∞

−∞
uh(x)f(t−x) dx =

∫ a+h

a

uh(x)f(t−x) dx = 1
h

∫ a+h

a

f(t−x) dx

L’intégrale de droite est
ϕ(h)

h
, où ϕ(h) =

∫ a+h

a
f(t−x) dx. Si h tend vers 0, la ré-

ponse 1
h

∫ a+h

a
f(t − x) dx à l’instant t tend donc vers ϕ′(0)=f(t−a) : physiquement,

cela signifie que si le signal d’entrée est une impulsion unité à l’instant a, la réponse
est la fonction fa(t) = f(t − a), c’est-à-dire la fonction f affectée d’un retard a (à
l’instant t = a, sa valeur est fa(a) = f(0)).

En particulier, si l’entrée est l’impulsion unité à l’instant 0, la réponse est f : on dit
que f est la réponse impulsionnelle du système.

La réponse à une impulsion v(x) à l’instant x est le signal t → v(x)fx(t). Puisque

(v∗f)(t)=
∫ +∞

−∞
v(x)fx(t) dx, le produit de convolution v∗f apparaît comme « la somme

sur x » des réponses impulsionnelles t → fx(t) pondérées par la valeur du signal à
l’instant x.

Exemple. Supposons que la réponse impulsionnelle est définie par f(x) = 1 si
1 < x < 2 et f(x) = 0 sinon. Pour le signal d’entrée défini par u(t) = 1 si 0,6 < t < 1,2
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et u(t) = 0 sinon, la réponse est

(u ∗ f)(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 si t � 1,6 t−1,6 si 1,6 < t � 2,2

0,6 si 2,2 < t � 2,6 3,2−t si 2,6 < t � 3,2

0 si t > 3,2

1

1 u(t)

t
signal d'entrée u

1 2 3

1

t

0,6
(u ∗ f)(t)

réponse u ∗ f

1 2

1 f(t)

t
la réponse impulsionnelle f

1

1 v (t)

t
signal d'entrée v

1 2 3

1

t

(v ∗ f)(t)

réponse v ∗ f

Ces signaux d’entrée présentent des discontinuités, mais les réponses sont continues
sur R : le produit de convolution a un effet régularisant.

D’après la proposition du paragraphe précédent, la fonction u∗f , par exemple, est aussi
la densité de probabilité de la somme X + Y de deux variables aléatoires de densité
uniforme sur les intervalles [0,6 , 1,2] et [1, 2].

Exercices
1.

y

xO

A
B

M

r

θ1

θ

θ2

Aire d'un secteur plan. On considère un secteur plan délimité par deux segments de
droites OA et OB issus de l’origine et par une courbe joi-
gnant A et B d’équation OM = r = f(θ) en coordonnées

polaires. Soit θ1 l’angle Ôx,
−−−−−→
OA et θ2 l’angle Ôx,

−−−−−→
OB , où

l’on suppose 0 � θ1 < θ2 � 2π .

Montrer que l’aire du secteur est 1
2

∫ θ2

θ1

[
f(θ)

]2
dθ .

2.

D
ρ

a

U

O

x

y

z

r

Volume d'un tore plein. Faisons tourner un disque D de rayon ρ autour d’un axe situé
dans le plan de D et situé à une distance
a>ρ : le volume de l’espace ainsi obtenu
s’appelle un tore plein (l’intérieur d’une
chambre à air en est une bonne image).
On veut calculer le volume V ainsi ob-
tenu. Appelons U le centre du disque,
Oz l’axe de révolution, l’origine O étant
le projeté orthogonal de U sur l’axe ;
l’axe Ox est dirigé par

−−−−−→
OU et Oy est

orthogonal au plan du disque. Le point
U a donc pour coordonnées cylindriques
(r = a, θ = 0, z = 0).
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a) Montrer que le disque est formé des points dont les coordonnées vérifient θ = 0 et
z2 + (a− r)2 � ρ2 . Notons Δ l’ensemble des couples (r, z) vérifiant cette inégalité.

b) Montrer que V = 2π
∫∫

Δ
r dr dz . En déduire V = 2π

∫ ρ

−ρ

(∫ v(z)

u(z)
r dr

)
dz , où

u(z) = a −
√

ρ2−z2 et v(z) = a +
√

ρ2−z2 .

c) Montrer que V = 2aπ2ρ2 .

3@ . Aire d'une surface torique. Reprenons les notations de l’exercice précédent et appelons
S la surface du tore.

a) Pour tout point M du plan xOz , notons u l’angle ̂Ox,
−−−−−−−→
OM . Montrer que le

bord du disque D est formé des points tels que x = a + ρ cos u et z = ρ sin u.
En déduire que S est formée des points M(u, θ) de coordonnées cartésiennes
x = (a+ρcosu)cosθ , y = (a+ρcosu)sinθ , z = ρsinu, où 0 � u � 2π et 0 � θ � 2π .

b) Calculer les vecteurs ∂M
∂u

et ∂M
∂θ

et montrer que l’élément d’aire est

ρ(a + ρ cos u) du dθ . En déduire que l’aire du tore est 4π2ρa.

4@ . Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1].
On pose M =max{X,Y } et m=min{X,Y }. Soit t un nombre compris entre 0 et 1.

a) Montrer que l’on a P (M < t) = t2 et que l’espérance de M est 2/3. Montrer que
P (m<t)=t(2−t) et que l’espérance de m est 1/3 (comparer à l’exercice 10 page 340).

b) Pour tous nombres u et v entre 0 et 1, notons f(u,v) la probabilité de l’événement[
(M<u) et (m<v)

]
. Montrer que f(u,v)=v(2u−v) et que la densité de (M,m) est 2.

c) On pose D = M −m. Montrer que P (D < t) = 2
∫∫

D
du dv , où D = {(u,v) | 0 � u �

1 et u−t�v �u}. En déduire que P (D<t)= t(2−t). Quelle est l’espérance de D ?

d) On pose Q = m/M . Montrer que P (Q < t) = 2
∫∫

Δ
du dv , où Δ = { (u,v) | 0 � u �

1 et v � tu }. En déduire que P (Q < t) = t.

5@ .
engrais A

1 2 3 4 5

17 12 25 28 22

engrais B

6 7 8 9 10 11

23 29 19 25 15 27

On fait un essai d’engrais sur
onze parcelles de terrain : sur
les cinq premières, on met l’en-
grais A et sur les six dernières,
l’engrais B . Le tableau ci-contre
donne les rendements observés.
On veut savoir à quel risque on peut affirmer que B a un meilleur rendement que
A. Pour cela, considérons les rendements respectifs comme des variables aléatoires
RA et RB et faisons l’hypothèse que ces variables sont indépendantes et qu’ils sui-
vent une loi normale. Notons MA et MB les rendements moyens de A et de B (ce
sont aussi des variables aléatoires).

a) Calculer l’espérance empirique mA et la variance empirique vA de RA . Calculer
de même l’espérance empirique mB et la variance empirique vB de RB . (On
trouve mA = 20,8, vA = (5/4) × 32,56, mB = 23 et vB = (6/5) × 22,66.)
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b) Montrer que la variance empirique de MA est σ2
A = 1

52
5vA = vA

5
et que la va-

riance empirique de MB est σ2
B = vB

6
. En déduire que l’écart-type empirique de

D = MA − MB est σ =
√

vA

5
+ vB

6
. Quelle est l’espérance empirique de D ?

c) Montrer que la probabilité pour que D < mA−mB + bσ vaut à peu près Φ(b), où
Φ est la fonction de Gauss (page 335). Calculer b pour que mA−mB + bσ = 0. En
déduire qu’on peut accepter l’hypothèse « l’engrais B a un meilleur rendement
que l’engrais A » au risque 27% environ.

6. Produit de convolution et approximation en moyenne. Si f est une fonction continue
dont la valeur absolue |f(x)| a une intégrale généralisée de −∞ à +∞, on pose

‖f‖=
∫ +∞

−∞
|f(x)| dx. Supposons que f et g sont de telles fonctions. Alors le produit

de convolution
(
|f | ∗ |g|

)
(t) =

∫ +∞

−∞
|f(x)| |g(t−x)| dx existe quel que soit t, résultat

que nous admettons.

a) Montrer que
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|f(x)| |g(t−x)| dx dt �

∫∫
R2

|f(x)| |g(u)| dx du

(faire le changement de variable u = t−x).

b) Remarquer que |f ∗ g(t)| �
∫ +∞

−∞
|f(x)g(t−x)| dx. En déduire l’inégalité

‖f ∗ g‖ � ‖f‖ ‖g‖ .

c) On dit que des fonctions fn tendent en moyenne vers f si ‖f−fn‖ tend vers 0
quand n tend vers l’infini. En utilisant (b), montrer que si fn tend en moyenne
vers f , alors fn ∗ g tend en moyenne vers f ∗ g .
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Chapitre 14

Champ de vecteurs,
formes différentielles

1. Champ de vecteurs
Repérons les points dans le plan ou l’espace au moyen du repère orthonormé (O;

→
i,

→
j,

→
k).

Un champ de vecteurs est la donnée, en tout point M d’une région de l’espace (ou

du plan xOy), d’un vecteur
−−−−−−−−−−−→
E(M) de l’espace (ou du plan) dépendant du point M .

Définitions
® Si U est un domaine de l’espace, un champ de vecteurs sur U est une fonction

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
E(x, y, z) = P (x, y, z)

→
i +Q(x, y, z)

→
j +R(x, y, z)

→
k , où P,Q,R sont des fonctions

à valeurs réelles définies dans U .

® Si D est un domaine plan, une fonction
−−−−−−−−−−−−−−→
E(x, y) = P (x, y)

→
i +Q(x, y)

→
j est un

champ de vecteurs sur D .

Nous supposons dans la suite que les fonctions coordonnées P,Q,R ont des dérivées
secondes continues.

Exemples
Un champ de vitesses. Dans un fluide en mouvement, chaque particule possède,

à un instant donné, un vecteur vitesse v qui dépend de sa
position : si la particule est au point de coordonnées (x,y,z),

sa vitesse est v(x, y, z) = ∂x
∂t

→
i +

∂y

∂t

→
j + ∂z

∂t

→
k .

La figure ci-contre montre le champ des vitesses dans un
mouvement circulaire plan autour de l’origine : en tout point
M = (x,y), le vecteur v(x,y) est orthogonal à

−−−−−−−→
OM , donc de

la forme v(x, y) = ω(x, y)(−y, x). Le nombre ω(x, y) est la
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vitesse angulaire car ‖v‖ = |ω|
√

(−y)2 + x2 = r|ω|, où r = OM est la distance au
centre. Sur la figure, nous avons choisi ω constant.

Le champ de gravitation. Une masse m0 en un point A de l’espace exerce sur
toute autre masse m placée en un point M distant de r , une force d’attraction

g(M) = −Gm0m

r2

→
u, où →

u est le vecteur unitaire dans la direction
−−−−−−−→
AM . Le nombre

positif G est la constante d’attraction. La fonction g est un champ de vecteurs. Les
vecteurs g(M) étant toujours dirigés vers le point A, on dit que le champ est central.

Le champ électrique. De même, une charge électrique q0 en A exerce sur toute

autre charge placée en un point M distant de r , une force
−−−−−−−−−−−→
E(M) =

cq0q

r2

→
u, où c

est une constante, positive ou négative, dépendant des unités choisies.

Lignes de champ

Définition
Si

−→
E est un champ de vecteurs dans un domaine D du plan, une ligne de champ

est une courbe paramétrée régulière tracée dans D , tangente en tout point M au
vecteur

−−−−−−−−−−−→
E(M) et parcourue dans le sens du champ.

En posant M(t)=
(
x(t),y(t)

)
et

−→
E=P

→
i+Q

→
j , cela signifie que pour tout t, les vecteurs(

x′(t), y′(t)
)

et
(
P

[
x(t), y(t)

]
, Q

[
x(t), y(t)

])
sont colinéaires et de même sens.

Exemple. Le champ
−−−−−−−−−−−−−−→
E(x, y)=x

→
i−y

→
j est représenté ci-contre :

sur l’axe des abscisses (y = 0), le champ est horizontal, sur l’axe
des ordonnées (x=0), le champ est vertical et aux autres points

M = (x, y), la pente du champ est
−y

x
= −t, où t est la pente

de
−−−−−−−→
OM .

Une ligne de champ
(
x(t), y(t)

)
doit vérifier

0 =
∣∣∣∣ x(t) x′(t)
−y(t) y′(t)

∣∣∣∣ = x(t)y′(t) + x′(t)y(t) = d
dt

(
x(t)y(t)

)
L’équation d’une ligne de champ est donc xy = c, où c est une constante.

® Si c = 0, on obtient les quatre demi-axes de coordonnées.

® Pour c �=0, les lignes de champ sont des hyperboles ayant les axes pour asymptotes.

1.1 Champ de gradient
Soit V (x, y, z) une fonction de trois variables, à valeurs réelles et ayant des dérivées
continues.
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Définition
Le champ de vecteurs

−−−−−−−−−→
GradV (x, y, z) = ∂V

∂x

→
i + ∂V

∂y

→
j + ∂V

∂z

→
k s’appelle le champ de

gradient de V . La fonction ρ = −V est un potentiel du champ (il est défini à
l’addition près d’une constante).

Exemple. M

A

Soit
−→
E un champ de vecteurs central dont l’intensité

en tout point M est proportionnelle à 1
r2

, r étant la distance de

M au centre. En appelant A le centre, on a donc
−−−−−−−−−−−→
E(M) = c

r2
→
u

où r est la distance AM , →
u le vecteur unitaire dans la direction

−−−−−−−→
AM et c une

constante. Montrons que
−→
E est un champ de gradient, de potentiel ρ(x, y, z) = c

r
.

Choisissons l’origine des coordonnées en A. Si M = (x, y, z), alors r2 = x2 + y2 + z2 ,
→
u = 1

r
−−→
AM = 1

r (x, y, z) et
→
E(x, y, z) = cx

r3

→
i +

cy

r3

→
j + cz

r3

→
k . On a ∂r

∂x
= x

r et en posant

V = −ρ, il vient ∂V
∂x

= −c

(
− 1

r2
∂r
∂x

)
= cx

r3
; de même ∂V

∂y
=

cy

r3
et ∂V

∂z
= cz

r3
, donc

→
E(x, y, z) =

−−−−→
GradV (x, y, z).

Propriétés du gradient

®
−−−−−−−−−→
GradV +W =

−−−−−−−−−→
GradV +

−−−−−−−−−→
GradW .

®
−−−−−−−−−→
GradV W (M) = V (M)

−−−−−−−−−→
GradW (M) + W (M)

−−−−−−−−−→
GradV (M).

Expression du gradient en coordonnées cylindriques. Si (r, θ, z) sont les
coordonnées cylindriques d’un point M , introduisons, comme page 368, les vecteurs

orthogonaux unitaires →
u = cosθ

→
i +sinθ

→
j et −−→

u1 = − sinθ
→
i +cosθ

→
j , de sorte qu’on a

−−−−−−−→
OM = r

→
u+z

→
k . D’après le calcul fait au chapitre 12, l’expression du gradient de V est

−−−−−−−−−→
GradV = ∂V

∂r
→
u +1

r
∂V
∂θ

−−→
u1 + ∂V

∂z

→
k

Lignes de champ d'un champ de gradient
Soit

−→
E=

−−−−−−−−−→
GradV un champ de gradient dans le plan. En tout point M , la ligne de niveau

de V passant par M est orthogonale au vecteur
−−−−−−−−−→
GradV (M) (page 370). Puisque le

champ en M est
−−−−−−−−−→
GradV (M), cette ligne de niveau est orthogonale à la ligne de champ.

Les lignes de niveau de V (ou de ρ, ce qui revient au même) s’appellent des
équipotentielles et l’on a le résultat suivant.

Les lignes de champ de E sont les courbes orthogonales aux équipotentielles.

Chapitre 14 – CHAMP DE VECTEURS, FORMES DIFFÉRENTIELLES – 417



Exemple Reprenons le champ E(x, y) = x
→
i −y

→
j (dernier

exemple du précédent paragraphe). Si l’on pose V (x, y) =
1
2
(x2−y2), alors ∂V

∂x
=x, ∂V

∂y
=−y , donc

−−−−−−−−−→
GradV =(x,−y)=

−→
E(x, y) : ainsi le champ

−→
E est un champ de gradient,

de potentiel −V . Les équipotentielles ont pour équation
x2 − y2 = k , où k est une constante.

® Pour k =0, on obtient comme équipotentielles les droites
d’équation y = x et y = −x, bissectrices des axes.

® Si k �= 0, l’équipotentielle d’équation x2 − y2 = k est une hyperbole ayant pour
asymptotes les bissectrices des axes.

En tout point M =(a,b) du plan, il passe l’équipotentielle H d’équation x2−y2=a2−b2

et la ligne de champ L d’équation xy = ab. D’après le résultat précédent, H et L

sont orthogonales au point M .

1.2 Rotationnel
Supposons que le champ de vecteur

−→
E(x,y, z) = P (x,y, z)

→
i +Q(x,y, z)

→
j +R(x,y, z)

→
k

est un champ de gradient, de potentiel −V . Alors on a (P,Q,R)=
(

∂V
∂x

, ∂V
∂y

, ∂V
∂z

)
et

∂R
∂y

− ∂Q

∂z
= ∂

∂y

(
∂V
∂z

)
− ∂

∂z

(
∂V
∂y

)
= ∂2V

∂y∂z
− ∂2V

∂z∂y
= 0

car on peut dériver dans l’ordre qu’on veut. De même,

∂P
∂z

− ∂R
∂x

= ∂

∂z

(
∂V
∂x

)
− ∂

∂x

(
∂V
∂z

)
=0 et

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= ∂

∂x

(
∂V
∂y

)
− ∂

∂y

(
∂V
∂x

)
=0.

Définition
Pour tout champ de vecteurs

−→
E = P

→
i +Q

→
j +R

→
k , le champ de vecteurs

−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
=

(
∂R
∂y

− ∂Q

∂z

)
→
i +

(
∂P
∂z

− ∂R
∂x

) →
j +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
→
k

s’appelle le rotationnel de
−→
E .

énonçons ce que montre le calcul qu’on vient de faire.

Tout champ de gradient a un rotationnel nul.

Procédé de calcul du rotationnel. Définissons le « vecteur-opération »

∇ =
[

∂

∂x
, ∂

∂y
, ∂

∂z

]
, appelé nabla.
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Pour tout champ de vecteur
−→
E de composantes [P,Q,R], on obtient les composantes

du rotationnel de E en calculant le « produit vectoriel » (page 223)

∇∧ E =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∂

∂x
∂

∂y
∂

∂z

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ∧

⎡⎣ P
Q
R

⎤⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∂R
∂y

− ∂Q

∂z
∂P
∂z

− ∂R
∂x

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Pour un champ de vecteurs

−→
E = P (x, y)

→
i +Q(x, y)

→
j dans le plan, on a simplement

−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
=

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
→
k

car la fonction R est nulle ainsi que les dérivées de P et de Q par rapport à z .

Le rotationnel d’un champ de vecteur dans le plan xOy est orthogonal à ce plan.

Exemple 1. Dans un mouvement plan circulaire uniforme de centre l’origine, le

champ des vitesses
−→
E(x, y) = −ωy

→
i +ωx

→
j a un rotationnel constant :

−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
=

(
∂(ωx)

∂x
− ∂(−ωy)

∂y

)
→
k = 2ω

→
k

Exemple 2.
M

O

Soit D le domaine du plan formé des points
différents de l’origine. Le champ de vecteurs sur D défini par
−−−−−−−−−−−→
E(M)=

−y

r2

→
i+ x

r2

→
j , où r est la distance OM , a un rotationnel nul.

En effet, en posant P =
−y

r2
et Q = x

r2
, on a

∂Q

∂x
= 1

r2
+ x

∂(r−2)
∂x

= 1
r2

+ x(−2r−3) ∂r
∂x

= 1
r2

− 2x
r3

x
r = 1

r2
− 2x2

r4

et de même ∂P
∂y

= − 1
r2

+
2y2

r4
. Il vient

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 2

r2
− 2x2 + 2y2

r4
= 2

r2
− 2r2

r4
= 0 .

Cependant, nous montrerons page 424 que
−→
E n’est pas un champ de gradient : avoir

un rotationnel nul ne suffit pas toujours pour être un champ de gradient.

Formulaire

®
−−−−−−→
Rot

( −−−−−−−−−→
GradV

)
=

→
0

®
−−−−−−→
Rot

( −→
E +

−→
F

)
=

−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
+

−−−−−−→
Rot

( −→
F

)
® Si f est une fonction,

−−−−−−→
Rot

(
f

−→
E

)
=

−−−−−−−−−→
Gradf ∧

−→
E + f

−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
.
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® En coordonnées cylindriques, posons
−→
E = Er

→
u +Eθ

−−→
u1 +Ez

→
k , où les vecteurs →

u et
−−→
u1 sont définis page 368. L’expression du rotationnel est

−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
=

(
1
r

∂Ez

∂θ
− ∂Eθ

∂z

)
→
u +

(
∂Er

∂z
− ∂Ez

∂r

)
−−→
u1 +

(
∂Eθ

∂r
+ Eθ

r
− 1

r

∂Er

∂θ

)
→
k

Recherche d'un potentiel

Exemple. Considérons le champ
−→
E = −2x

y

→
i +

x2y + 1
y3

→
j défini sur le demi-plan D

formé des points (x,y) tels que y >0. Les composantes du champ sont P (x,y)= −2x

y

et Q(x, y) = x2

y2
+ 1

y3
, de sorte que ∂P

∂y
= 2x

y2
=

∂Q

∂x
et donc

−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
=

→
0.

Cherchons un potentiel −V , c’est-à-dire une fonction telle que

∂V
∂x

= −2x
y

et ∂V
∂y

= x2

y2 + 1
y3

En intégrant en x, la première condition donne

V (x, y) = −x2

y
+ u(y) ,

où u est fonction de la seule variable y (voir page 369). Dérivons par rapport à y :

x2

y2 + u′(y) = ∂V
∂y

= x2

y2 + 1
y3

donc u′(y)= 1
y3

et u(y)=− 1
2y2

+k , où k est une constante. Ainsi la fonction V (x,y)=

− x2

y
− 1

2y2
a pour dérivées partielles ∂V

∂x
= P et ∂V

∂y
= Q, autrement dit

−→
E =

−−−−−−−−−→
GradV .

Proposition. Soit
−→
E un champ de vecteurs défini dans un domaine D et tel que

−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
=

→
0.

a) Supposons que pour tous points A et B de D , le parallélépipède (ou le rectangle) de diago-
nale AB à côtés parallèles aux axes est inclus dans D . Si (a,b,c) est un point de D , alors

on a
−→
E =

−−−−−−−−−→
GradV , où V (x, y, z) =

∫ x

a
P (t, y, z) dt +

∫ y

b
Q(a, t, z) dt +

∫ z

c
R(a, b, t) dt.

b) Supposons que pour tout point M ∈ D , le segment OM qui joint M à l’origine est
inclus dans D . Alors on a

−→
E =

−−−−−−−−−→
GradV , où

V (x, y, z) = x

∫ 1

0
P (tx, ty, tz) dt + y

∫ 1

0
Q(tx, ty, tz) dt + z

∫ 1

0
Q(tx, ty, tz) dt.

L’espace tout entier, ou un demi-plan de frontière parallèle à un axe de coordonnée,
possède la propriété (a) ; un disque ou un demi-plan contenant l’origine possède la
propriété (b) ; l’espace ou le plan privé d’un point ne possède aucune de ces propriétés.

Démonstration. Prenons le cas d’un domaine plan et appelons P,Q les composantes de
→
E .

Supposons la première condition vérifiée et raisonnons comme dans l’exemple ci-dessus : on

420 – CHAMP DE VECTEURS



veut ∂V
∂x

= P , donc V (x, y) =
∫ x

a
P (t, y) dt + u(y), où u(y) = V (a, y).

∂V
∂y

(x, y) =
∫ x

a

∂P
∂y

(t, y) dt + u′(y) (dérivation sous le signe intégrale)

=
∫ x

a

∂Q

∂x
(t, y) dt + u′(y) car ∂P

∂y
=

∂Q

∂x

= Q(x, y) − Q(a, y) + u′(y)

Puisqu’on doit avoir ∂V
∂y

(x, y) = Q(x, y), il s’ensuit u′(y) = Q(a, y) et u(y) =
∫ y

Q(a, t) dt,

ce qu’il fallait démontrer.

Supposons satisfaite la condition de (b) et posons V (x,y) = x
∫ 1

0
P (tx, ty) dt+y

∫ 1

0
Q(tx, ty) dt.

Ces intégrales ont un sens, car si (x, y) est un point de D , alors pour tout nombre t entre
0 et 1, (tx, ty) est aussi dans D , par hypothèse. En dérivant sous le signe intégrale, on a

∂V
∂x

(x, y) =
∫ 1

0

P (tx, ty) dt + x

∫ 1

0

t ∂P
∂x

(tx, ty) dt + y

∫ 1

0

t
∂Q

∂x
(tx, ty) dt

=
∫ 1

0

P (tx, ty) dt + x

∫ 1

0

t ∂P
∂x

(tx, ty) dt + y

∫ 1

0

t ∂P
∂y

(tx, ty) dt car
∂Q

∂x
= ∂P

∂y

=
∫ 1

0

P (tx, ty) dt +
∫ 1

0

tU(t) dt

où U(t)=x ∂P
∂x

(tx,ty)+y ∂P
∂y

(tx,ty)= d
dt

P (tx,ty). Il vient en intégrant par parties
∫ 1

0
tU(t) dt=[

tP (tx,ty)
]1
0
−

∫ 1

0
P (tx, ty) dt=P (x,y)−

∫ 1

0
P (tx, ty) dt, et donc ∂V

∂x
(x,y)=P (x,y). On montre

de même l’égalité ∂V
∂y

(x, y) = Q(x, y). �

Divergence d'un champ de vecteurs

Définition
La divergence du champ de vecteurs

−→
E = P

→
i +Q

→
j +R

→
k est la fonction div

−→
E =

∂P
∂x

+
∂Q

∂y
+ ∂R

∂z
.

Formulaire
® div(

−→
E+

−→
F ) = div

−→
E + div

−→
F

® div
[ −−−−−−→
Rot

( −→
E

)]
= 0

® div
( −−−−−−−−−→
GradV

)
est le laplacien ΔV = ∂2P

∂x2
+

∂2Q

∂y2
+ ∂2R

∂z2
de V .

® Si f est une fonction, div(f
−→
E) = (f) div

−→
E +

−−−−−−−−−→
Gradf ·

−→
E

® div(
−→
E ∧

−→
F ) =

[ −−−−−−→
Rot

( −→
E

)]
·

−→
F −

−→
E ·

[ −−−−−−→
Rot

( −→
F

)]
® En coordonnées cylindriques, avec la notation

−→
E = Er

→
u +Eθ

−−→
u1 +Ez

→
k , on a

div
−→
E = Er

r
+ ∂Er

∂r
+ 1

r

∂Eθ

∂θ
+ ∂Ez

∂z
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Une application en hydrodynamique
Dans un fluide en mouvement, chaque particule a des coordonnées d’espace (x,y, z)
et un vecteur vitesse u

→
i +v

→
j +w

→
k . Notons μ la masse volumique (qui dans le cas

d’un gaz, par exemple, n’est pas nécessairement constante).

Considérons au point (x, y, z), un petit élément de volume δxδyδz à côtés parallèles
aux axes de coordonnées.

®

x

y
z

∂y

∂z

∂x

Pendant un petit intervalle de temps δt, la masse de matière
entrant dans ce volume par une face parallèle à yOz est

μ(x, y, z)u(x, y, z) δxδyδz δt ,

® et la quantité sortant par la face opposée est (au premier ordre)

μ(x+δx, y, z)u(x+δx, y, z) δxδyδz δt =
[
(μu)(x, y, z) +

∂(μu)
∂x

(x, y, z) δx

]
δyδz δt

En raisonnant de même pour les autres faces, le bilan de masse est

δm = −
(

∂(μu)
∂x

+
∂(μv)

∂y
+

∂(μw)
∂z

)
δxδyδz δt

La masse μ δxδyδz de l’élément de volume varie de δm pendant le temps δt, donc

δm
δt

= −
(

∂(μu)
∂x

+
∂(μv)

∂y
+

∂(μw)
∂z

)
δxδyδz =

δμ

δt
δxδyδz

Puisque cette masse ne varie pas, en passant aux dérivées, on obtient

∂(μu)
∂x

+
∂(μv)

∂y
+

∂(μw)
∂z

+
∂μ

∂t
= 0 (équation de continuité)

Dans le cas d’une masse gazeuse thermiquement isolée, le paramètre naturel de contrôle
est la pression p : si p0 et μ0 sont les valeurs de la pression et de la masse volumique à
un certain instant, alors d’après la loi thermodynamique des gaz, on a p/p0 = (μ/μ0)γ ,
où γ est une constante dépendant de la nature du gaz (pour l’air atmosphérique, γ

vaut environ 1,4).

Supposons le fluide incompressible. Alors μ est constant et l’équation de continuité

s’écrit ∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

=0. En introduisant le champ des vitesses
−−→
V =u

→
i+v

→
j+w

→
k , il vient

div
−−→
V = 0

Supposons enfin que les mouvements dans le fluide ne présentent aucun tourbillon :
il n’y a aucune ligne de courant fermée, ce qui se traduit par

−−−−−−→
Rot(V ) =

→
0. Si l’es-

pace occupé est un domaine convenable (voir page 420), on sait que le champ des
vitesses possède un potentiel ρ : on a

−−→
V =−

−−−−−−−−−→
Gradρ . D’après l’équation de continuité,

le laplacien de ρ est Δρ = div(
−−−−−−−−−→
Gradρ) = −div

−−→
V = 0, d’où

∂2ρ

∂x2 +
∂2ρ

∂y2 +
∂2ρ

∂z2 = 0 .

Dans ces conditions, le champ des vitesses dérive donc d’un potentiel harmonique.
Pour avoir l’équation des lignes de courant, il faut trouver une fonction ρ harmonique
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dans le domaine D et satisfaisant des conditions au bord de D ou à l’infini, comme
par exemple

−−−−−−−−−→
Gradρ tangent au bord et ρ nul à l’infini (voir page 372 et l’exercice 2).

Nous verrons page 433 que le mouvement du fluide est alors parfaitement déterminé.

1.3 Intégrale curviligne
Soit

−→
E = P

→
i+Q

→
j +R

→
k un champ de vecteurs et soit C : M(t) =

(
x(t), y(t), z(t)

)
une

courbe paramétrée régulière tracée dans le domaine du champ.

−−−−−→
E(M)

M

B

A

C

→
T

Interprétons le vecteur
−−−−−→
E(M) comme une force appliquée au point M . Le travail de la

force le long d’un petit déplacement δs sur C , du point M(t)

au point M(t + δt), est le produit scalaire
−−−−−→
E(M) · δs

→
T , où

→
T

est le vecteur tangent unitaire à C en M (seule compte la
composante de la force dans la direction du déplacement). En
paramétrant la courbe par l’abscisse curviligne s (page 313),

le travail de
→
E le long de C est donc

W =
∫ L

0

−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

E
(
M(s)

)
·

−−−−−−−→
T (s) ds, où L est la longueur de C .

On sait que ds =
∥∥∥∥ d

−−−→
OM
dt

∥∥∥∥ dt, donc
→
Tds = d

−−−→
OM
dt

dt. Si le paramètre t varie de a à b,

il vient W =
∫ b

a

−−−−−−−−→
E

(
M(t)

)
· d

−−−→
OM
dt

dt, ou encore

(∗) W =
∫ b

a

[
P

(
x(t),y(t),z(t)

)
x′(t)+Q

(
x(t),y(t),z(t)

)
y′(t)+R

(
x(t),y(t),z(t)

)
z′(t)

]
dt

Définition
L’intégrale∫ b

a

[
P

(
x(t), y(t), z(t)

)
x′(t)+Q

(
x(t), y(t), z(t)

)
y′(t)+R

(
x(t), y(t), z(t)

)
z′(t)

]
dt

s’appelle la circulation ou l’intégrale du champ le long de C et se note
∫
C

Pdx+Qdy+Rdz .
On dit que c’est une intégrale curviligne.

Nous venons de montrer que la circulation du champ le long de C ne dépend pas de
la façon dont on paramètre la courbe, à condition de garder le même sens de parcours.
Mais si l’on change le sens de parcours, l’intégrale curviligne change de signe.

Calcul d'une intégrale curviligne. Pour calculer W =
∫
C

Pdx+Qdy+Rdz ,

® on remplace x, y, z par x(t), y(t), z(t) dans les fonctions P, Q, R,

® on remplace dx, dy, dz par les différentielles x′(t)dt, y′(t)dt, z′(t)dt,

® et l’intégrale curviligne est donnée par l’expression (∗).
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Intégrale curviligne et potentiel

Supposons
−→
E =

−−−−−−−−−→
GradV , donc

(
∂V
∂x

, ∂V
∂y

, ∂V
∂z

)
= (P, Q, R). On a alors

dV = ∂V
∂x

dx
dt

dt + ∂V
∂y

dy

dt
dt + ∂V

∂z
dz
dt

dt = Pdx + Qdy + Rdz

donc∫
C

Pdx+Qdy+Rdz =
∫ b

a

d
dt

V
(
x(t), y(t), z(t)

)
dt

= V
(
x(b), y(b), z(b)

)
− V

(
x(a), y(a), z(a)

)
= V (B) − V (A)

où A est l’origine de la courbe et B son extrémité.

Théorème. Si
−→
E=

−−−−−−−−−→
GradV , alors

∫
C

Pdx+Qdy+Rdz=V (B)−V (A) pour toute courbe

d’origine A et d’extrémité B .

Si un champ possède un potentiel ρ, sa circulation le long d’une courbe est la
différence de potentiel ρ(A) − ρ(B) entre l’origine A et l’extrémité B : l’intégrale
curviligne ne dépend pas de la forme de la courbe, mais seulement de la position
des extrémités. Cette propriété est caractéristique d’un champ de gradient.

Conséquences. Si un champ possède un potentiel,

i) son intégrale le long de toute courbe fermée est nulle ;

ii) aucune ligne de champ n’est fermée.

Dans la direction du vecteur
−−−−→
GradV , la fonction V est strictement croissante (page 365),

donc le potentiel est décroissant. Puisqu’une ligne du champ
→
E =

−−−−→
GradV est en tout

point tangente au gradient de V , le potentiel décroît strictement quand on parcourt cette
ligne dans le sens du champ : si A est l’origine d’une ligne de champ et B l’extrémité,
alors ρ(A) − ρ(B) est un nombre strictement positif, donc non nul ; il s’ensuit que les
points A et B sont différents, et la ligne de champ n’est pas fermée.

Exemple. Reprenons le champ
−→
E de composantes P =

−y

r2
,

Q= x

r2
, étudié dans l’exemple 2 page 419. Calculons la circulation

de
−→
E le long du cercle C de rayon a centré à l’origine.

En paramétrant C par x(t)=acost, y=asint, il vient Pdx+Qdy=
−y dx + x dy

r2
= 1

a2
(a2sin2t+a2cos2t)dt=dt, d’où

∫
C

Pdx+Qdy=2π .

La circulation de
−→
E le long de la courbe fermée C n’est pas nulle, donc

−→
E n’est pas

un champ de gradient.
Bien que son rotationnel soit nul, ce champ est défini dans le plan privé de l’origine,
un domaine qui n’a aucune des propriétés énoncées dans la proposition page 420.
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Exemple du champ de gravitation. Pour un champ de gravitation
−−−−−−−−−−−→
E(M) =

−K

r2

→
u, où r est la distance OM et →

u = 1
r

−−−−−−−→
OM , le potentiel est ρ(M) = K

r
(exemple

page 417).
Pour toute courbe d’origine A et d’extrémité B , le travail du champ le long de cette

courbe est K
(

1
OA

− 1
OB

)
.

Dans le cas de la gravité terrestre, pour de faibles variations d’altitude, on considère que

le champ est constant :
−−−−−→
E(M)=−mg

→
u, où g est la « constante » de gravitation terrestre et

m la masse au point M ; on a alors
−−−−−−−−→
E(x, y, z)=−mg

(
x
r ,

y
r , z

r

)
=−mg

−−−−→
Gradr=−

−−−−→
Gradmgr

et le potentiel est mgr : le travail du champ de pesanteur le long d’une courbe est alors
simplement le produit du poids mg par la différence d’altitude des extrémités.

La loi de conservation de l'énergie. Soit un point matériel M de masse m se

déplaçant sous l’action d’un champ de force
−→
E . Le vecteur vitesse est →

v = d
−−−→
OM
dt

et

l’accélération est
→
Γ = d

→
v

dt
. D’après la loi de Newton, on sait que

−→
E = m

→
Γ. Si a et b

sont les instants de départ et d’arrivée, le travail de la force le long de L est

W =
∫ b

a

−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

E
(
M(t)

)
·

−−−−−−→
v(t) dt =

∫ b

a

m
−−−−−−→
Γ(t) ·

−−−−−−→
v(t) dt

= m

∫ b

a

[
ẍ(t)ẋ(t) + ÿ(t)ẏ(t) + z̈(t)ż(t)

]
dt

= m
2

∫ b

a

d
dt

[
ẋ2(t) + ẏ2(t) + ż2(t)

]
dt = m

2

∫ b

a

d
dt

(
‖

−−−−−−→
v(t) ‖2

)
dt

= 1
2

m‖
−−−−−−→
v(b) ‖2 − 1

2
m‖

−−−−−−−→
v(a) ‖2

La quantité q(M) = 1
2
m‖ →

v ‖2 est l’énergie cinétique : on a donc W = q(B) − q(A),

où A est le point de départ du mouvement et B le point d’arrivée.
Supposons que le champ de force possède un potentiel ρ. On a alors W =ρ(A)−ρ(B),
donc q(B) − q(A) = ρ(A) − ρ(B) ou encore q(A) + ρ(A) = q(B) + ρ(B).

Dans un mouvement sous l’action d’un champ de force ayant un potentiel, la
somme de l’énérgie cinétique et de l’énergie potentielle est constante.

2. Formule de Stokes
2.1 Formes différentielles

Définitions
Si P,Q,R sont des fonctions définies sur un domaine D de l’espace, l’expression
ω = Pdx + Qdy + Rdz s’appelle une forme différentielle de degré 1 sur D . Le champ
de vecteur P

→
i +Q

→
j +R

→
k est le champ associé à ω .
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Si V (x, y, z) est une fonction, sa différentielle dV = ∂V
∂x

dx + ∂V
∂y

dy + ∂V
∂z

dz est une

forme différentielle de degré 1 et le champ associé à dV est
−−−−−−−−−→
GradV .

Différentielle d'une forme différentielle
Dans la forme différentielle Pdx, remplaçons formellement P par sa différentielle et
notons d(Pdx) l’expression obtenue :

d(Pdx) =
(

∂P
∂x

dx + ∂P
∂y

dy + ∂P
∂z

dz

)
dx = ∂P

∂x
dx dx + ∂P

∂y
dy dx + ∂P

∂z
dz dx

Sur les produits comme dxdy , on calcule comme s’il s’agissait d’un produit vectoriel
de deux vecteurs :

® changer l’ordre des termes se traduit par un changement de signe :

dy dx = −dx dy , dz dx = −dx dz , dz dy = −dy dz

® on a les relations : dx dx = dy dy = dz dz = 0.

dx dy

−→
dx

→
dy

−→
dx

→
dy dy dx

Justification : Ces règles s’expliquent si l’on pense que dxdy est l’aire orientée d’un parallé-

lépipède infinitésimal défini par un couple (
−→
dx,

→
dy)

porté par les axes : comme le couple (
→
dy,

−→
dx) a

l’orientation opposée, les aires orientées correspon-

dantes sont opposées. Le couple (
−→
dx,

−→
dx) définit

un parallélogramme aplati, donc d’aire nulle.

Avec ces règles, il vient

d(Pdx) = ∂P
∂x

dx dx + ∂P
∂y

(−dx dy) + ∂P
∂z

(dz dx) = − ∂P
∂y

dx dy + ∂P
∂z

dz dx

d(Qdy) =
∂Q

∂x
dx dy +

∂Q

∂y
dy dy +

∂Q

∂z
dz dy =

∂Q

∂x
dx dy − ∂Q

∂z
dy dz

d(Rdz) = ∂R
∂x

dx dz + ∂R
∂y

dy dz + ∂R
∂z

dz dz = − ∂R
∂x

dz dx + ∂R
∂y

dy dz

Pour la forme différentielle ω=Pdx+Qdy+Rdz , on obtient dω=d(Pdx)+d(Qdy)+d(Rdz),
soit

dω =
(

∂R
∂y

− ∂Q

∂z

)
dy dz +

(
∂P
∂z

− ∂R
∂x

)
dz dx +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy

Les fonctions composantes de dω sont celles du rotationnel de P
→
i +Q

→
j +R

→
k .

Définitions
® Si A,B,C sont des fonctions, l’expression Ady dz + B dz dx + C dxdy s’appelle

une forme différentielle de degré 2. Le champ de vecteurs associé est A
→
i+B

→
j +C

→
k .

® Si ω est une forme différentielle de degré 1, de champ associé
−→
E , la forme

différentielle dω de degré 2, dont le champ associé est
−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
, s’appelle la

différentielle de ω .
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Calculons la différentielle d’une forme α = Ady dz+Bdz dx+Cdx dy de degré 2. On
remplace A, B et C par leur différentielle :

d(Ady dz) =
(

∂A
∂x

dx+ ∂A
∂y

dy+ ∂A
∂z

dz

)
dy dz = ∂A

∂x
dx dy dz+ ∂A

∂y
dy dy dz+ ∂A

∂z
dz dy dz

= ∂A
∂x

dx dy dz , car dy dy dz = 0 et dz dy dz = −dy dz dz = 0

d(Bdz dx) = ∂B
∂y

dy dz dx = ∂B
∂y

dx dy dz , car dy dz dx = −dy dx dz = dx dy dz

d(Cdx dy) = ∂C
∂z

dz dx dy = ∂C
∂z

dx dy dz , car dz dx dy = −dx dz dy = dx dy dz

On obtient ainsi

dα =
(

∂A
∂x

+ ∂B
∂y

+ ∂C
∂z

)
dx dy dz

La fonction entre parenthèses est la divergence du champ associé à α.

Définitions
® Une expression f(x, y, z) dx dy dz , où f est une fonction, s’appelle une forme

différentielle de degré 3.

® Si α est une forme différentielle de degré 2, de champ associé
−→
E , la forme

différentielle dα = (div
−→
E) dx dy dz s’appelle la différentielle de α.

2.2 Intégrale d'une forme différentielle
Nous savons définir l’intégrale d’une forme différentielle ω = Pdx+Qdy+Rdz sur

une courbe paramétrée C : c’est la circulation
∫
C

Pdx+Qdy+Rdz le long de C du

champ associé à ω .

Intégrale d'une forme de degré 2 sur une surface
Donnons-nous une surface paramétrée régulière S : c’est l’ensemble des points
M(u,v) =

(
x(u,v),y(u,v),z(u,v)

)
, où le paramètre (u,v) décrit un domaine Δ (page

400). Soit α = Ady dz+Bdz dx+Cdx dy une forme différentielle de degré 2, définie
dans une région de l’espace contenant S .

Dans le produit dy dz , remplaçons dy et dz par leur différentielle dy =
∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv ,

dz = ∂z
∂u

du+ ∂z
∂v

dv . Avec les mêmes règles dv du = −du dv , du du = dv dv = 0, il vient

dy dz =
∂y

∂u
∂z
∂v

du dv +
∂y

∂v
∂z
∂u

dv du =
(

∂y

∂u
∂z
∂v

− ∂y

∂v
∂z
∂u

)
du dv

On calcule de même

dz dx =
(

∂z
∂u

∂x
∂v

− ∂z
∂v

∂x
∂u

)
du dv , dx dy =

(
∂x
∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

)
du dv
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Ainsi

(∗)
[

dy dz
dz dx
dx dy

]
=

⎡⎢⎢⎢⎣
∂x
∂u
∂y

∂u
∂z
∂u

⎤⎥⎥⎥⎦ ∧

⎡⎢⎢⎢⎣
∂x
∂v
∂y

∂v
∂z
∂v

⎤⎥⎥⎥⎦ du dv =
( −−→

∂M
∂u

∧
−−→
∂M
∂v

)
du dv =

−−−−−−→
H(u, v) du dv

∂M
∂u

∂M
∂v

S

M(u,v)

−−−−−−−→

−−−→N(u, v)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
E

(
M(u, v)

)

da

−−−→

Le vecteur
−−−−−−→
H(u, v) est normal à S au point M(u,v) et en no-

tant
−−−−−−→
N(u, v) le vecteur normal unitaire, il vient

−−−−−−→
H(u, v)dudv=

−−−−−−→
N(u, v)‖

−−−−−−→
H(u, v)‖dudv=

−−−−−−→
N(u, v)da, où da est l’élément d’aire

sur la surface.

Notons
−→
E = A

→
i +B

→
j +C

→
k le champ associé à α. Avec les

paramètres u et v , la forme α = Adydz+Bdz dx+Cdxdy s’écrit, d’après (∗), comme
le produit scalaire

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

E
(
M(u, v)

)
·

−−−−−−−−−−−−−−→
H(u, v) du dv =

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

E
(
M(u, v)

)
·

−−−−−−−−−−−−−−→
N(u, v) da

Définition
Soit α = Ady dz+Bdz dx+Cdx dy une forme différentielle de degré 2 et soit
−→
E = A

→
i +B

→
j +C

→
k son champ associé. L’intégrale de α sur S est∫

S
α =

∫∫
Δ

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

E
(
M(u, v)

)
·

−−−−−−−−−−−−−−→
N(u, v) da ,

où
−−−−−−−−−−−−−−→
N(u, v) est le vecteur normal à S et da l’élément d’aire sur la surface.

Si par exemple
−→
E est un champ de vitesses de particules, l’intégrale de α sur S

est la quantité de matière qui traverse la surface par unité de temps. C’est pourquoi
cette intégrale s’appelle aussi le flux de

−→
E à travers S .

Exemple. Coupons la sphère de rayon R

R

z z

x

y

x

S+

D
Rcosα

α
α

a
centrée à l’origine par le plan horizontal
d’équation z = a, où 0 < a < R. Considé-
rons la surface fermée S formée de la calotte
supérieure de la sphère et du disque hori-
zontal situé dans le plan de coupe. Calculons le flux du champ
−→
E = (1/z)

→
k à travers S , c’est-à-dire l’intégrale sur S de la

forme différentielle 1
z

dxdy . Notons S+ la calotte et D le disque qui lui sert de base.

Flux à travers S+ . On paramètre la sphère par les coordonnées sphériques x =
Rcosθcosϕ, y = Rsinθcosϕ, z = Rsinϕ, où 0 � θ < 2π et −π/2 � ϕ � π/2. Le vec-
teur normal à la sphère est alors dirigé vers l’extérieur. En posant a = R sinα, avec
0<α<π/2, la calotte est formée des points tels que 0�θ<2π et α�ϕ�π/2. On a

dx dy = d(R cos θ cos ϕ) d(R sin θ cos ϕ) = R2 sin ϕ cos ϕ dθ dϕ∫∫
S+

dx dy

z
=

∫ π/2

α

∫ 2π

0

R2 sinϕ cos ϕ

R sin ϕ
dθdϕ = 2πR

∫ π/2

α

cos ϕ dϕ = 2πR(1− sinα)
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Flux à travers D . En tout point de D , le champ est (1/a)
→
k , un vecteur constant.

Le vecteur normal à D orienté vers l’extérieur est
−−→
N = −

→
k , donc le flux de

−→
E à

travers D est le produit de l’aire de D par (1/a)
→
k ·

−−→
N = −1/a. Puisque le rayon

de D est R cos α, ce flux est
∫
D

dx dy

z
= π(R cos α)2

(−1
a

)
= −πR

(cos α)2

sinα
.

Le flux de
−→
E à travers S est donc

2πR(1 − sinα)−πR
(cos α)2

sinα
= 2πR − πR

sin α

[
1 + (sin α)2] = −πR

(1− sin α)2

sinα
.

2.3 Formule de Stokes
Nous allons considérer des domaines à bord convenablement paramétrés.

® Des surfaces régulières dont le bord est réunion de courbes régulières ; ce sont des
domaines de dimension 2, leur bord est de dimension 1.
Exemples : un rectangle plein, un disque, une calotte sphérique ou la surface
latérale d’un cylindre.

® Des domaines de l’espace limités par des morceaux de surfaces régulières qui
en constituent le bord ; ces domaines sont de dimension 3 et leur bord est de
dimension 2.
Exemples : une sphère pleine ou un cylindre plein, l’intérieur d’un parallélépipède
ou un tore plein.

Orientation et règles de paramétrage. Rappelons la définition du vecteur
normal unitaire à une courbe ou à une surface paramétrée.

® En tout point M(t) d’une courbe paramétrée plane régulière, le vecteur tangent

unitaire
−→
T , porté par

−−→
∂M
∂t

, et le vecteur normal unitaire
−−→
N , forment une base

orthonormée directe (
−→
T ,

−−→
N) (page 315).

® En tout point M(u,v) d’une surface paramétrée régulière, le vecteur normal unitaire

est dans la direction du produit vectoriel
−−→
∂M
∂u

∧
−−→
∂M
∂v

(page 400).

Règle 1. Une courbe C formant le bord d’une surface S sera toujours paramétrée
de manière que le vecteur normal à C et tangent à S soit dirigé vers l’intérieur du
domaine : pour une surface plane, cela veut dire que si l’on parcourt le bord dans
le sens croissant du paramètre, alors l’intérieur du domaine est du côté gauche.

Règle 2. Pour une région de l’espace limitée par une surface, on doit paramétrer
cette surface de manière que le vecteur normal soit toujours dirigé vers l’extérieur
du domaine.

Notation. Si D est un domaine, on note ∂D son bord ainsi paramétré.
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Exemples. (voir les figures ci-dessous)

1) Le domaine D1 est un disque centré à l’origine, son bord ∂D1 est un cercle orienté
dans le sens de la flèche (figure 1). Si le rayon est R, on peut prendre comme
paramétrage du bord M(t) =

(
x(t), y(t)

)
= (R cos t,R sin t), où t va de 0 à 2π : le

vecteur normal en (x,y) est 1
R

(−y,x), il est bien dirigé vers l’intérieur du disque.

2) D2 est le domaine compris entre deux disques et son bord ∂D2 est constitué de
deux cercles (figure 2) ; ceux-ci sont orientés dans des sens différents (le sens des
flèches est celui qui met le domaine à gauche quand on se déplace sur le bord).
On paramètre le cercle extérieur comme ci-dessus. Si le cercle intérieur, de rayon
r < R, est centré en (a, b), on peut le paramétrer par x = a + r cos t, y = b− r sin t,
t allant de 0 à 2π : la normale pointe alors vers l’intérieur du domaine D2 .

3) Le domaine D3 est un hémisphère, formé des points (x, y,
√

R2 − x2 − y2), où
R est le rayon (figure 3). Son bord est le grand cercle dans le plan xOy , orienté
comme l’indique la flèche.

4) Le domaine V = {(x, y, z) | x2+y2+z2 � R2} est une boule (pleine) de rayon R et
son bord S = ∂V est une sphère (figure 4). En utilisant les coordonnées sphériques,
les points de S sont

M(θ, ϕ) =
(
R cos θ cos ϕ, R sin θ cos ϕ, R sinϕ

)
, où 0 � θ < 2π et −π/2 � ϕ � π/2.

Le vecteur normal en M est
−−→
∂M
∂θ

∧
−−→
∂M
∂ϕ

= (R cos ϕ)
−−−−−−−→
OM , donc il est dirigé vers

l’extérieur de la boule, puisque cos ϕ > 0.

x

y y z z

x
x

y

x

y

1 2 3 4        

D1 D2

D3 V

Formule de Stokes. Soit D un domaine comme ci-dessus et soit ω une forme différen-
tielle définie dans une région contenant D et de degré la dimension du bord de D . Alors on a∫

∂D

ω =
∫

D

dω

Voyons comment se traduit cette formule selon les cas.

Cas d'un domaine plan
Supposons que D est un domaine plan limité par une courbe fermée C . Prenons
une forme différentielle à deux variables : ω = Pdx + Qdy , définie dans une région
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contenant D . On a alors dω =
(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy et la formule de Stokes s’écrit

(1)
∫

C

Pdx + Qdy =
∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

Justification. Prenons comme domaine D un rectangle, formé des points (x,y) tels que a�x�b
et p�y�q . Le bord est constitué de deux segments horizontaux h+ et h− et de deux segments

verticaux v+ et v− . Calculons l’intégrale I =
∫ ∫

D
− ∂P

∂y
dxdy en intégrant d’abord pour x fixé :

I =
∫ b

a

(∫ q

p

− ∂P
∂y

dy

)
dx =

∫ b

a

[
−P (x, q) + P (x, p)

]
dx

x

y

D

h+

h−

v+

v−

En paramétrant h− par (x = t, y = p), où t parcourt [a, b], il vient
∫
h−

P dx =
∫ b

a
P (t, p) dt.

Pour l’intégrale curviligne sur h+ , l’abscisse du point doit aller de b à a, donc
∫
h+

P dx =∫ a

b
P (t, q) dt=−

∫ b

a
P (t, q) dt. On a donc I=

∫
h+∪h−

P dx. Sur les segments verticaux, x est cons-

tant, la différentielle dx est nulle, donc
∫
v+

P dx =
∫
v−

P dx = 0 et

finalement I =
∫
∂D

P dx. De même, on a
∫ ∫

D

∂Q

∂x
dxdy=

∫
∂D

Q dy

et il vient
∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫
∂D

Pdx + Qdy . �

Exemple.

x

D

C

1

1

Calculons l’intégrale I =
∫∫

D
x2 dxdy , où D est l’intérieur de l’ellipse C

d’équation (y − x)2 + x2 = 1.
En choisissant P = 0 et Q = x3 , il vient Pdx + Qdy = x3 dy et
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 3x2 . La formule (1) s’écrit∫

C

x3 dy =
∫∫

D

3x2 dxdy = 3I

Paramétrons l’ellipse en posant x = cos t et y − x = sin t, donc y = sin t + cos t. On

a dy = cos t − sin t et
∫
C

x3 dy =
∫ π

−π
(cos t)3(cos t − sin t) dt =

∫ π

−π
(cos t)4 dt, car la

fonction (cos t)3 sin t étant impaire, son intégrale entre −π et π est nulle. On obtient
ainsi 3I = 3π/4, d’où I = π/4. Si D est une plaque homogène de densité ρ, son
moment d’inertie par rapport à l’axe Oy est donc ρπ/4.

Cas d'une surface dans l'espace
Supposons que le domaine est une surface S dans l’espace, bordée par une courbe C .

® La forme différentielle est ω = Pdx+Qdy +Rdz , son champ est
−→
E = P

→
i+Q

→
j +R

→
k

et l’intégrale de ω sur C = ∂S est la circulation de
−→
E sur C .

® Le champ associé à dω est
−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
et l’intégrale de dω sur S est le flux de ce

rotationnel.

La formule de Stokes s’écrit∫
C

Pdx+Qdy+Rdz =
∫∫

S

(
∂R
∂y

− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P
∂z

− ∂R
∂x

)
dzdx +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy
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(2)
∫

C

Pdx+Qdy+Rdz =
∫∫

S

−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
·

−−→
N d a

Si un champ de vecteur
−→
E est défini dans une région contenant la surface S , la circulation

de
−→
E sur le bord de S est le flux du rotationnel de

−→
E à travers S .

Cas d'un domaine de l'espace limité par une surface fermée
Soient S une surface fermée et D la région de l’espace située à l’intérieur.

La forme différentielle est α=Adydz+Bdzdx+Cdxdy , son champ est
−→
E=A

→
i+B

→
j+C

→
k .

L’intégrale de α sur S = ∂D est le flux de
−→
E à travers S .

Puisque dα = (div
−→
E) dxdydz , la formule de Stokes s’écrit

(3)
∫∫∫

D

(div
−→
E) dxdydz =

∫∫
S

−→
E ·

−−→
N d a

Si un champ de vecteur E est défini dans une région de l’espace D bordée par une surface

fermée S , le flux de
−→
E à travers S est l’intégrale dans D de la divergence de

−→
E .

Si la divergence de
→
E est nulle, le flux à travers toute surface fermée

est nul : on dit que le champ est conservatif. Un champ de vitesses est

conservatif si dans toute région de l’espace, la quantité de matière en-

trante par unité de temps est égale à la quantité sortante (exercice 6).

On a représenté ci-contre le champ (x, y, ez2
) : il n’est pas conservatif.

Exemple. Reprenons la surface fermée S de l’exemple page 428. D’après la for-

mule (3), le flux du champ
−→
E = (1/z)

→
k à travers S est l’intégrale de div

−→
E = −1/z2

dans l’intérieur Δ de S . Pour calculer directement cette intégrale, intégrons d’abord

pour z fixé entre a et R : la section de Δ par le plan horizontal à la hauteur z est

un disque de rayon r(z) =
√

R2 − z2 , donc d’aire π(R2 − z2). En intégrant d’abord

en x puis en y , il vient∫∫∫
Δ
(div

−→
E) dxdydz=

∫∫∫
Δ

−1
z2 dxdydz=

∫ R

a

π(R2−z2)−1
z2 dz=π(R−a)+πR2

(
1
R
− 1

a

)
Puisque a = R sinα, cela s’écrit πR(1−sinα)+πR

(
1− 1

sinα

)
= πR

(
2− sinα− 1

sinα

)
ou encore ∫∫∫

Δ
(div

−→
E) dxdydz = −πR

(1− sinα)2

sinα

et l’on retrouve bien la valeur du flux de
−→
E à travers S .
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2.4 Applications
Propriété de l'extremum pour une fonction harmonique
Soit f une fonction harmonique dans une région R de l’espace, région qu’on sup-
pose d’un seul tenant. Nous allons voir qu’à moins d’être constante, f ne peut avoir
ni minimum, ni maximum en un point intérieur à R.

Supposons que f a un minimum en un point M0 intérieur à R. Soit S une petite
surface de niveau entourant M0 et soit D le domaine intérieur à S . Puisque le gradient
de f pointe vers les niveaux supérieurs, on sait qu’en tout point M , le vecteur
−−−−−→
E(M) =

−−−−→
Gradf (M) pointe vers l’extérieur de D : cela veut dire que si

−−−−−→
N(M) est le

vecteur normal à S en M , le produit scalaire
−−−−−→
E(M) ·

−−−−−→
N(M) est positif ou nul, et par suite∫∫

S

−−−−−→
E(M) ·

−−−−−→
N(M) d a � 0

D’après la formule 3, l’intégrale ci-dessus vaut

I =
∫∫∫

D
div

( −−−−→
Gradf

)
dxdydz =

∫∫∫
D

Δf dxdydz = 0

car le laplacien Δf est nul. On en déduit qu’en tout point M ∈S , on a
−−−−−→
E(M) ·

−−−−−→
N(M)=0,

autrement dit
−−−−−→
E(M) est tangent à S : au voisinage de M , il n’y a pas de niveau

supérieur à celui de M , donc
−−−−−→
E(M) =

−−−−→
Gradf (M) = 0. Cela étant vrai pour tous les

points M voisins de M0 , on en déduit que f est constante dans D .
Considérons maintenant un point M1 quelconque dans D . Par hypothèse, on peut
joindre M0 à M1 par une courbe Mt tracée dans R, où t parcourt (par exemple) [0,1].
Pour t assez proche de 0, Mt est dans D , donc f(Mt) = f(M0). Soit τ la plus grande
valeur de t telle que f(Mt) = f(M0). Puisque f(M0) est la valeur minimum de f

sur R, le raisonnement précédent montre que f est constante au voisinage du point
Mτ . Si τ < 1, on a donc aussi f(Mt) = f(Mτ ) = f(M0) pour des valeurs de t un peu
supérieures à τ : c’est impossible, d’après le choix de τ . C’est donc qu’on a τ = 1 et
f(M1) = f(Mτ ) = f(M0). La fonction f est donc constante sur R.

Recherche d'un potentiel harmonique. Nous avons montré que dans un fluide
incompressible en mouvement non tourbillonnaire, le champ des vitesses est de la
forme −

−−−−−−−−−→
Gradρ , où ρ est une fonction harmonique à l’intérieur du domaine R oc-

cupé par le fluide. En général, on connaît les valeurs de ρ sur le bord de R et
éventuellement la limite de ρ(M) quand M tend vers l’infini : c’est ce qu’on appelle
les conditions au bord.

Supposons que ρ1 et ρ2 sont des potentiels harmoniques à l’intérieur de R satisfaisant
les mêmes conditions au bord. La fonction f = ρ2−ρ1 est harmonique dans R et comme
elle est nulle au bord, f atteint un extremum en un point intérieur à R. D’après ce qui
précède, f est constante dans R, et comme f est nulle au bord, on a f(M) = 0 en tout
point M de R, c’est-à-dire ρ1 = ρ2 .

Le potentiel harmonique ρ est donc parfaitement déterminé par les conditions aux
bord du domaine, et il en va de même du mouvement des particules dans le fluide.
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Calcul d'une aire plane
Soit D un domaine plan limité par une courbe C . Dans la formule de Stokes (1),

prenons P (x, y) = −y et Q = 0. Alors
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 1 et il vient

Aire de D =
∫

C

−y dx

De même, avec Q(x, y) = x et P = 0, on a : Aire de D =
∫
C

x dy . Il est parfois
commode de faire intervenir les deux coordonnées x et y et d’utiliser la formule

Aire de D = 1
2

∫
C

x dy−y dx

Aire d'un domaine fermé paramétré par les coordonnées polaires

x

y

C
M

r
θ

Prenons dans le plan une courbe fermée C formée des points M dont les coordon-
nées polaires (r,θ) vérifient r = f(θ), où f est une fonction dérivable
sur un intervalle contenu dans [0,2π]. Utilisons la formule précédente
pour calculer l’aire du secteur bordé par C , un résultat qu’on obtient
aussi par calcul direct en coordonnées polaires (exercice 1 page 411).
En tout point de C , on a

x = r cos θ = f(θ) cos θ , dx = f ′(θ) cos θ − f(θ) sin θ

y = r sin θ = f(θ) sin θ , dy = f ′(θ) sin θ + f(θ) cos θ

d’où xdy−y dx =
(
[f(θ)]2 (cos θ)2 + [f(θ)]2 (sin θ)2

)
dθ =

[
f(θ)

]2
dθ et l’aire de D est

1
2

∫
C

[
f(θ)

]2
dθ .

Exemple.

2DPO

A

B

x

y

α
C1

C2

R

Dans le disque de rayon 1 centré au point P=(1,0),
enlevons la partie incluse dans un disque de rayon R<2 centré
à l’origine O : on obtient un domaine D en forme de crois-
sant. Notons A la pointe supérieure, B la pointe inférieure et

α l’angle ̂−−−−−→
OP,

−−−−−→
OA.

Le bord de D est formé de deux arcs de cercles :

® l’arc C1 du cercle de centre P , d’équation r = 2 cos θ , −α � θ � α,
® l’arc C2 du cercle de centre O , d’équation r = R , −α � θ � α.

Comme les points A et B sont à la distance R de l’origine, l’angle α est déterminé
par l’égalité R = 2cosα. Paramétrons ce bord dans le sens des flèches indiquées sur
la figure. Il vient

1
2

∫
C1

r2 dθ =
∫ α

−α

2(cos θ)2 dθ =
∫ α

−α

(
1 + cos 2θ

)
dθ = 2α + sin 2α

1
2

∫
C2

r2 dθ = 1
2

∫ −α

α

R2 dθ = −αR2 = −4α(cos α)2
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L’aire de D est la somme de ces deux intégrales, c’est-à-dire 2α
[
1−2(cosα)2

]
+sin2α=

sin 2α − 2α cos 2α.

2.5 Le planimètre
Le planimètre, inventé par J. Amsler en 1854, est un instrument qui permet de
mesurer l’aire plane délimitée par une courbe fermée.

O

I

A

Description.

O

I

A

L’appareil est constitué de deux tiges OI et IA de même longueur
et articulées en I .

® L’extrémité O peut être fixée en un point d’un support
plan, tandis que l’extrémité A peut bouger librement
sur ce plan.

® Sur la tige IA est fixée une roulette d’axe IA ; on la mu-
nit d’un compte-tour, car elle est destinée à enregistrer
les mouvements de rotation de la tige.

Fonctionnement. On fixe O en un point du plan de la courbe et l’on fait par-
courir la courbe à l’extrémité A de la tige libre. Pendant le mouvement, la roulette
tourne par frottement sur le support.

Le nombre de tours de la roulette est proportionnel à
l’aire intérieure à la courbe.

Il suffit donc d’étalonner l’instrument sur un carré unité pour avoir un outil qui
mesure les aires.

Explication. Pour repérer les points du plan, prenons des axes orthonormés d’ori-
gine O . Calculons les coordonnées (p,q) de I en fonction des coordonnées (x,y) de A.

H

a a

d/2

I

O A

Notons a la longueur commune des tiges OI et IA. Le triangle
OIA étant isocèle, la hauteur IH issue de I est une médiane. En
posant d=OA=2OH , il vient donc (théorème de Pythagore) HI2=

OI2 −OH2 = a2 − d2

4 . Les coordonnées du vecteur unitaire porté
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par
−−→
OA sont (x/d,y/d), donc

−→
HI a pour coordonnées

√
a2 − (d2/4)(−y/d,x/d). Les co-

ordonnées de
−−→
OH sont (x/2,y/2) et

−→
OI=

−−→
OH+

−→
HI , donc les coordonnées du point I sont

[
p
q

]
=

[
x/2
y/2

]
+ 1

d

√
a2 − d2

4

[−y
x

]
, avec d =

√
x2+y2 .

Coordonnées de I : p = x
2
− y

2

√
4a2−(x2+y2)

x2+y2 , q =
y

2
+ x

2

√
4a2−(x2+y2)

x2+y2 .

Si M est un point du plan accessible au planimètre, amenons A en ce point et
notons

−−−−−−−−−−−→
E(M) le vecteur unitaire directement orthogonal à

−−−−−→
IM . Les coordonnées de

−−−−−→
IM étant (x−p, y−q), celles de

−−−−−−−−−−−→
E(M) sont (P, Q) = 1

a

(
−(y−q) , x−p

)
.

On définit ainsi un champ de vecteurs unitaires dans une région du plan.

Premier point. Le nombre de tours de roulette est proportionnel à la circulation du champ
−−−−−−−−−−−→
E(M) le long de la courbe C .

M

−−−−−−−−−−−−→
E(M)

C

−−→
dM

O

ISi l’on déplace M dans l’axe de la roulette, elle ne

tourne pas. Si l’on déplace M dans le sens de
−−−−−→
E(M),

elle tourne d’une quantité proportionnelle au dépla-
cement. Pour un petit déplacement

−−→
dM de direction

quelconque, la rotation de la roulette est proportion-

nelle à la composante de
−−→
dM sur

−−−−−→
E(M), c’est-à-dire au produit scalaire

−−−−−→
E(M) ·

−−→
dM .

Quand M parcourt la courbe, l’accroissement
−−→
dM reste tangent à C et le nombre de

tours de roulette est donc proportionnel à
∫
C

−−−−−→
E(M) ·

−−→
dM .

Deuxième point. En tout point M , on a
−−−−−−→
Rot

( −→
E

)
= 1

a

→
k , où

→
k est un vecteur unitaire

orthogonal au plan.

En posant d = x2+y2 et u =
√

4a2−d2

d2
, on a en effet

∂Q

∂x
= 1

2a
− 2axy

ud4
et ∂P

∂y
=

−1
2a

− 2axy

ud4
, donc

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 1

a .

Troisième point. Soit D l’intérieur de la courbe. D’après la formule de Stokes, la
circulation du champ

−−−−−−−−−−−→
E(M) le long de C est∫

C

−−−−−−−−−−−→
E(M) ·

−−−−−→
dM =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫∫
D

1
a

dxdy = 1
a

aire de D .

On en déduit que l’aire intérieure à C est proportionnelle au nombre de tours
enregistrés par la roulette quand M parcourt la courbe.
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Exercices

1@ . Gradients conjugués. Soit
−→
E = P

→
i +Q

→
j un champ de vecteurs défini dans le plan.

Définissons le champ de vecteurs
−−−→
Ec = −Q

→
i +P

→
j .

a) Montrer qu’en tout point M du plan, le vecteur
−−−−−−−−−−−−−→
Ec(M) se déduit de

−−−−−−−−−−−→
E(M) par

rotation d’angle + π
2

.

b) On suppose que
−→
E =

−−−−−−−−−→
Gradϕ , où ϕ est une fonction harmonique. Montrer que

−−−−−−→
Rot

( −−−→
Ec

)
= 0. En déduire qu’il existe une fonction ϕc telle que

−−−→
Ec =

−−−−−−−−−→
Gradϕc et

que ϕc est harmonique. On dit que ϕ et ϕc sont des potentiels conjugués.

c) On prend
−→
E = (x2−y2)

→
i −2xy

→
j . Montrer que le champ E est le gradient d’une

fonction ϕ. Calculer ϕ(x, y) et le potentiel conjugué ϕc(x, y).

2@ .

O

v

x

My
x

→
i

→
i

a

+vy

−→
j

−→
j

Un modèle d'écoulement. On considère le mouvement plan non
tourbillonnaire d’un fluide autour d’un cylindre fixe de rayon a

et d’axe vertical. Plaçons l’origine O des coordonnées sur l’axe du
cylindre, Ox étant l’axe de symétrie du mouvement. En appelant
vx,vy les composantes de la vitesse d’une particule dans le fluide

et r la distance à l’origine, le champ des vitesses est vx

→
i+vy

→
j=

−−−−−−−−−→
Gradϕ , où ϕ=x+ a2x

r2
.

a) Écrire ϕ(x, y) au moyen de r et θ . En déduire que la fonction ϕ est harmonique

(se reporter page 372). Montrer que vx = 1−a2 y2−x2

r4
et vy = −a2 2xy

r4
.

b) Montrer que le potentiel conjugué (voir l’exercice ci-dessus) est ϕc = y− a2y

r2
. En

déduire que les lignes de courant sont les courbes d’équation ϕc(x, y) = K , où
K est une constante.

c) À l’aide d’un ordinateur, vérifier que les lignes de courant ont l’allure montré
figure 1. Sur la figure 2, on voit aussi les courbes d’équation ϕ = constante : ce
sont les lignes d’égale pression. En chaque point, ligne de courant et ligne d’égale
pression sont orthogonales.

figure 1 figure 2

En réalité, cette modélisation n’est pas correcte dans la région juste en aval du cy-
lindre : on y observe un effet de sillage plus ou moins important selon la viscosité
et la vitesse ; aux vitesses élevées, il se forme des tourbillons.
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3. Le champ électrique. Le champ électrique créé en un point M de l’espace par une charge

q placée à l’origine O des coordonnées est
−−−−−−−−−−−→
E(M) =

q

4πε0

−−−−−−−−−−−→
F (M), où

−−−−−−−−−−−→
F (M) = 1

r2

→
u,

→
u étant le vecteur unitaire dirigé par

−−−−−−−→
OM et r la distance OM .

a) Calculer la divergence div
−→
F = ∂

∂x

(
x

r3

)
+ ∂

∂y

(
y

r3

)
+ ∂

∂z

(
z

r3

)
. En déduire que

le flux de
−→
E à travers une surface fermée n’entourant pas la charge est nul.

b) Soit S la sphère centrée à l’origine et de rayon a. Montrer qu’en tout point M de

S , le vecteur normal unitaire dirigé vers l’extérieur est
−−→
N =

−−−→
OM

a
et que

−→
F ·

−−→
N = 1

a2
.

En se rappelant que l’aire de S est 4πa2 , en déduire que le flux de
−→
E à travers

S est
∫
S

−→
E ·

−−→
N da =

q

ε0

.

Le flux du champ électrique à travers une sphère centrée sur la charge ne dépend
donc pas du rayon de la sphère : c’est la loi de Gauss en électrostatique.

4.
z

M
−→
k −→

u

−−−−−−−−−−−−−−−→
dB(M)

d� O

Le champ magnétique. Un « élément de courant électrique », formé
d’un fil rectiligne de longueur infinitésimale d� placé en un point
O et parcouru par un courant d’intensité j , crée en tout point

M un champ magnétique
−−−−−−−−−−−−−−→
dB(M) =

μ0

4π

j d�
→
k ∧→

u

OM3
, où

→
k est le

vecteur unitaire dans la direction du fil dirigé dans le sens du
courant et →

u le vecteur unitaire dans la direction
−−−−−−−→
OM . On choisit

l’origine des coordonnées en O et l’axe Oz dirigé selon
→
k .

Calculer les composantes Bx,By,Bz du champ
−−−−−−−−−−−−−−→
dB(M) et montrer que la divergence

de
−−−−→
dB est nulle.

Le champ magnétique créé par un courant est conservatif.

5@ . Déterminer la fonction y → f(y) pour que le champ exf(y)
→
i +ex ln y

→
j dérive d’un

potentiel. Quel est le potentiel qui tend vers 0 quand (x, y) tend vers (1, 0) et vers
1 quand (x, y) tend vers (0, 0) ? On trouve f(y) = y ln y − y + c, où c est une constante

et le potentiel est ρ = −
[
ex(y ln y − y + c) + d

]
, avec c = 1

e−1 et d = −e
e−1 .

6. Soit
−→
E un champ de vecteurs tel que div

−→
E = 0. Considérons un

s
s′

−−→
E(a

a

)

−−→
E (a′

a′

)

tube de champ basé sur une surface s : il est constitué des
lignes de champ aa′ issues des points de s ; limitons ce
tube par la surface s′ .
Montrer que le flux de

−→
E à travers la surface latérale

du tube est nulle. En déduire que le flux de
−→
E à travers

une section quelconque du tube ne dépend pas de cette section (flux conservatif).
Montrer que si le tube est très étroit et les sections s et s′ orthogonales aux lignes
de champ, les aires de s et s′ sont inversement proportionnelles aux intensités ‖

−→
E ‖

et ‖
−−−→
E ′ ‖ du champ sur s et s′ .
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Chapitre 15

Équations différentielles

Une équation différentielle est une relation entre une fonction x(t) et ses dérivées
x′(t), x′′(t), . . .. Dans le cas le plus simple, elle permet d’exprimer pour tout t, la
valeur de x′(t) au moyen de x(t) et de t, sous la forme x′(t) = f

(
t, x(t)

)
, où f est

une fonction de deux variables. Une telle équation s’écrit simplement x′ = f(t, x).

Exemples

1) x′ = −2tx est une équation différentielle, du premier ordre car elle ne fait inter-
venir que la dérivée première. Une solution est une fonction u(t) dérivable telle
que u′(t) = −2tu(t) pour tout t.

La fonction u(t)=exp(−t2) est solution, car u′(t)=−2texp(−t2)=−2tu(t). De même,
pour tout nombre λ, la fonction λ exp(−t2) est solution.

2) x′ = x est aussi une équation différentielle du premier ordre. Ses solutions sont
les fonctions dérivables u(t) telles que u′(t) = u(t) pour tout t : la fonction
u(t) = exp(t) est une solution, de même que λ exp(t) pour tout nombre λ.

3) x′′=x′+2x−2expt est une équation différentielle du second ordre, dont les solutions
sont les fonctions u(t) (deux fois dérivables) vérifiant u′′(t) = u′(t)+2u(t)− 2exp t

pour tout t.

Pour tous nombres λ et μ, les fonctions λexp(2t)+μexp(−t)+expt sont des solutions
de cette équation.

4) Si ω est un nombre donné, la fonction u(t) = sinωt est solution de l’équation dif-
férentielle x′′ + ω2x = 0, car on a u′(t) = ω cosωt et u′′(t) = −ω2 cosωt = −ω2u(t) ;
de même, v(t) = cos ωt est une solution.

Les solutions sont toutes les fonctions λ cos ωt + μ sin ωt, où λ et μ sont des
nombres quelconques.
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1. Équations différentielles du premier ordre
1.1 L'approche graphique

Soit x′ = f(t, x) une équation différentielle du premier ordre, la fonction f étant
définie dans un certain domaine D du plan.
Supposons que u est une solution et soit M = (τ, b) un point situé sur le graphe de
u. On a b = u(τ), donc u′(τ) = f(τ, b) est un nombre qui ne dépend que du point
M . Puisque la tangente en M au graphe de u a pour pente u′(τ), on en déduit les
propriétés suivantes.

® En tout point (t, x) du graphe d’une solution, la tangente a pour pente f(t, x).
® Dans une région où f(t, x) > 0, les solutions sont croissantes ; dans une région où

f(t, x) < 0, elles sont décroissantes.

Voici comment on peut deviner l’allure des solutions. En tout point M = (t,x) de D ,
dessinons un petit segment centré en M et de pente f(t, x) : on obtient un champ
de directions. Par définition, une solution de l’équation différentielle est une fonction
dont le graphe est tangent en tout point aux segments ainsi dessinés.

Exemple.
x

t

La figure ci-contre montre le champ de directions pour l’équation dif-
férentielle x′ = −2tx2 : en tout point (t, x), nous avons placé
un segment de pente f(t, x) = −2tx2 . Ainsi, sur l’axe des or-
données (t = 0), les segments sont tous horizontaux et il en
va de même sur l’axe des abscisses (x = 0). Il suffit de relier
les segments pour avoir l’allure de quelques solutions. On voit
que la fonction nulle, dont le graphe est l’axe des abscisses,
est solution. Puisque −2tx2 a le signe de −t, les solutions sont décroissantes pour
t > 0 et croissantes pour t < 0.
En deux points (t, x), (−t, x) symétriques par rapport à Ox, les pentes du champ
de directions sont opposées, car on a f(−t, x) = −f(t, x) : en conséquence, si une
solution est définie sur un intervalle de la forme ]−a, a[, c’est une fonction paire.

Les isoclines
Si p est un nombre donné, les points (t,x) où les solutions ont une tangente de pente p
vérifient f(t,x)=p. C’est l’équation d’une courbe, appelée l’isocline pour la pente p, car le
long de cette courbe, le champ de direction garde la pente constante p : on peut garnir
l’isocline de petits segments de pente p. En traçant quelques isoclines pour différentes
valeurs de p, on a un aperçu du champ de direction et de l’allure des solutions .

L’isocline pour la pente p est la courbe d’équation f(t, x) = p.

Exemple 1.

t

x

1

1

2Considérons l’équation x′=x−t. L’isocline pour
la pente p est la droite d’équation x = t + p, parallèle à la
première bissectrice des axes. La figure ci-contre montre les
isoclines pour les pentes p = 2, 1, 0 et −1.
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® L’isocline pour la pente 0 est la bissectrice d’équation x = t.

Dans le demi-plan x > t (c’est-à-dire au dessus de la bissectrice), les solutions
sont croissantes ; en dessous, elles sont décroissantes.

® Si une solution passe par un point de la bissectrice, elle y a un maximum.

® L’isocline pour la pente 1 est la droite x = t+1 de pente 1 : par suite, la fonction
u(t) = t+1 est solution.

Exemple 2 : l'équation logistique. Voici un modèle très simple pour l’évolu-
tion d’une population en milieu fermé (par exemple, des bactéries en culture ou une
population de lapins sur un îlot). Les observations effectuées par unité de temps δt

(la durée d’un cycle reproductif) conduisent aux hypothèses suivantes :

® l’augmentation de population due à la reproduction est proportionnelle à l’effectif
initial ;

® la compétition pour la nourriture induit une mortalité proportionnelle au carré de
l’effectif initial.

Appelons x(t) l’effectif à l’instant t.

On a ainsi x(t+δt)−x(t)=kx(t)δt−a
(
x(t)

)2
δt, où k et a sont des constantes positives.

Pour avoir un modèle continu, on fait tendre δt vers 0 : le rapport
x(t + δt) − x(t)

δt
tend vers la dérivée x′(t), vitesse d’évolution de la population, d’où la relation

x′(t) = kx(t) − a
(
x(t)

)2
.

Ainsi, la fonction x(t) est solution de l’équation différentielle

x′ = kx − ax2 (équation logistique)

Supposons k = 1,8 et a = 0,04. L’équation s’écrit x′ = 1,8x − 0,04x2 , ou encore

x′ = 0,04x(45 − x)

L’isocline pour la pente 0 a pour équation 0,04x(45−x) = 0, dont les solutions sont
x = 0 et x = 45 : l’isocline pour la pente 0 est donc formée de deux droites, l’axe
des abscisses (x = 0) et la droite horizontale d’équation x = 45. Puisque le champ
de directions est horizontal sur chacune de ces droites horizontales, on obtient deux
solutions constantes, correspondant à des effectifs stables au cours du temps :

– la fonction x(t) = 0 quel que soit t,

– et la fonction x(t) = 45 quel que soit t ; si à un instant initial, la population est
de 45 individus, l’effectif reste stable.

En tout point tel que x=m, le champ de directions a pour pente p(m)=0,04m(45−m) :

la droite d’équation x = m est l’isocline pour la pente p(m).

Si 0<m<45, alors p(m) est positif : les solutions sont donc croissantes dans le domaine
0<x<45. Si m>45, on a p(m)<0 : les solutions sont décroissantes dans le domaine
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x > 45. Voici des valeurs de p(m), le champ de directions et quelques solutions :

m 5 10 20 30 40 45 50 60
p(m) 8 14 20 18 8 0 −10 −36

0

20

40

60

80

20 40 60 80 t

x

On observe que, mis à part la solution nulle, toutes les solutions x(t) ont pour
limite 45 quand t tend vers +∞ : quel que soit l’effectif initial, pourvu qu’il soit
non nul, la population tend vers la valeur stable de 45 individus. Nous résoudrons
analytiquement l’équation page 448.

1.2 Propriétés générales des solutions

Définition
Une solution de l’équation différentielle x′ = f(t,x) est une fonction x(t) dérivable
et définie sur un intervalle ouvert J , telle que x′(t) = f

(
t, x(t)

)
pour tout t ∈ J .

Pour déterminer une solution x(t), il suffit le plus souvent de choisir un nombre t0
et la valeur x0 de la solution pour t = t0 : on dit que (t0,x0) est une condition initiale.
Notons D le domaine de l’équation x′ = f(t, x), c’est-à-dire le domaine de définition
de la fonction f , et supposons f continue sur D .

Théorème
a) Si deux solutions passent par un même point, leurs graphes sont tangents en ce point.

b) Supposons que la fonction f a des dérivées partielles
∂f

∂x
et

∂f

∂t
continues. Pour tout

point (t0, x0) de D , il existe une unique solution x(t) telle que x(t0) = x0 .

Une solution est donc entièrement déterminée par sa condition initiale.

c) Le graphe de chaque solution va jusqu’au bord du domaine D (éventuellement à l’infini).

La propriété (a) est évidente : si A=(τ,a) est un point commun aux graphes de deux solu-
tions x1 et x2 , la tangente en A au graphe de x1 a pour pente f

(
τ,a) et il en va de même

de la tangente en A au graphe de x2 : ces deux graphes sont donc tangents au point A.

L’énoncé (b) affirme deux propriétés :

® Il existe toujours une solution x(t) satisfaisant la condition initiale x(t0) = x0 ,
® et cette solution est unique : cela veut dire que si x1(t) et x2(t) sont des solutions

prenant la même valeur x0 en t = t0 , alors on a x1(t) = x2(t) quel que soit t.

Conséquence. Si f a des dérivées partielles continues dans D , alors les graphes de
deux solutions différentes n’ont aucun point commun.
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Dans ce cas, les graphes des solutions forment une partition du domaine de l’équation :
c’est ce qu’on voit sur les figures précédentes. À chaque fois que nous pourrons calcu-
ler explicitement les solutions d’une équation différentielle, nous vérifierons toutes ces
propriétés.

Définition
Une équation différentielle de la forme x′ = f(x) est dite autonome.

Si l’on imagine que t représente le temps, une équation différentielle autonome exprime
que la relation entre la fonction x et sa dérivée ne dépend pas du temps. Dans les
applications, on rencontre de nombreuses équations différentielles autonomes. L’équation
logistique étudiée dans le paragraphe précédent est autonome.

Proposition. Si x(t) est solution d’une équation différentielle autonome, alors pour tout
nombre a, la fonction y(t) = x(t + a) est solution.

Démonstration. On a en effet y′(t) = x′(t + a) = f
(
x(t + a)

)
= f

(
y(t)

)
, donc la fonction y

est solution de l’équation différentielle. �

t

x(t)

−a O

x(t + a)

Traduction géométrique : Si x(t) est une fonction et a un
nombre, le graphe de la fonction t →x(t+a) s’obtient en transla-
tant le graphe de x(t) de la quantité −a parallèlement à l’axe des
t. La propriété ci-dessus se formule donc de la manière suivante.

Si l’équation est autonome, alors en translatant parallèlement à l’axe des t le
graphe d’une solution, on obtient encore le graphe d’une solution.

1.3 Équations différentielles linéaires

Définitions
Une équation différentielle linéaire du premier ordre est de la forme x′ = a(t)x + b(t),
où a(t) et b(t) sont des fonctions continues sur un même intervalle I . L’équa-
tion différentielle x′ = a(t)x s’appelle l’équation homogène associée et la fonction b

s’appelle le second membre.

Le domaine de l’équation est l’ensemble des points (t, x) tels que t ∈ I .

Résolution de l'équation homogène x′ = a(t)x
Soit A(t) une primitive de a(t) sur l’intervalle I .

Proposition. Les solutions de l’équation homogène x′ = a(t)x sont les fonctions u(t) =
K exp

[
A(t)

]
, où K est un nombre quelconque.
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Démonstration. Soit u(t) une fonction dérivable sur I . Posons y(t)=u(t)exp
[
−A(t)

]
, de sorte

que u(t)=y(t)exp
[
A(t)

]
. Puisque exp

[
A(t)

]
a pour dérivée A′(t)exp

[
A(t)

]
=a(t)exp

[
A(t)

]
, on a

u′(t) = y′(t) exp
[
A(t)

]
+ a(t)y(t) exp

[
A(t)

]
= y′(t) exp

[
A(t)

]
+ a(t)u(t) .

La fonction u est donc solution de x′ = a(t)x si et seulement si y′(t) = 0 pour tout t ∈ I ,
c’est-à-dire si et seulement si y est constante sur I . �

Remarque
Cette résolution s’applique à l’équation z′ = az , où a est un nombre complexe :
puisque la dérivée de z(t) = eat est z′(t) = aeat = az(t) (proposition page 321), la
démonstration ci-dessus montre que les solutions à valeurs complexes de l’équation
z′ = az sont les fonctions t → keat , où k est un nombre complexe quelconque.

Résolution de l'équation complète x′ = a(t)x + b(t)

Proposition. Si s(t) est une solution de l’équation x′ = a(t)x+ b(t), alors les solutions
de cette équation sont les fonctions x(t) = K exp

[
A(t)

]
+ s(t), où A(t) est une primitive

de la fonction a et K une constante quelconque.

Les solutions de x′=a(t)x+b(t) s’obtiennent en ajoutant à une solution particulière
s(t), une solution quelconque de l’équation homogène x′ = a(t)x.

Démonstration. Soit x(t) une fonction dérivable. Posons y(t) = x(t) − s(t), donc x(t) =
y(t) + s(t). On a s′(t) − a(t)s(t) = b(t), donc

y′(t) − a(t)y(t) = x′(t) − s′(t) − a(t)x(t) + a(t)s(t) = x′(t) − a(t)x(t) − b(t)

Pour que x(t) soit solution de l’équation x′=a(t)x+b(t), il faut et il suffit que y′(t)−a(t)y(t)=0
quel que soit t ∈ I , c’est-à-dire que y soit solution de l’équation homogène. �

D’après la proposition, il suffit de trouver une solution particulière s(t) de l’équa-
tion pour en déduire toutes les solutions. Par exemple, pour l’équation x′ = x−t de
l’exemple 1 page 440, les solutions sont toutes les fonctions x(t) = Ket + t + 1, car
s(t) = t+1 est une solution particulière.

Recherche d'une solution particulière. Supposons qu’on a calculé une primi-
tive A(t) de la fonction a(t), donc aussi une solution non nulle u(t) de l’équation
homogène. Cherchons une solution s(t) de x′ = a(t)x + b(t) sous la forme

s(t) = λ(t)u(t) , où λ(t) est une fonction à déterminer.

On a u′(t) = a(t)u(t) donc

s′(t) = λ(t)u′(t) + λ′(t)u(t) = λ(t)a(t)u(t) + λ′(t)u(t)

a(t)s(t) + b(t) = a(t)λ(t)u(t) + b(t)
Pour que s′(t) = a(t)s(t) + b(t), il faut et il suffit que λ′(t)u(t) = b(t). Puisque

1/u(t) = exp
[
−A(t)

]
,

cette condition s’écrit

λ′(t) = b(t) exp
[
−A(t)

]
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Il suffit ainsi de calculer une primitive λ(t) =
∫ t

b(τ) exp
[
−A(τ)

]
dτ et la fonction

λ(t)u(t) sera une solution particulière de l’équation x′ = a(t)x + b(t).
Cette méthode de recherche d’une solution particulière s’appelle la méthode de variation
de la constante.

Détermination d'une solution au moyen des conditions initiales
Donnons-nous des conditions initiales t0 ∈ I et x0 quelconque.

Première méthode. Les solutions s’écrivent x(t) = K exp
[
A(t)

]
+ s(t), où s(t) est

une solution particulière et K un nombre quelconque. Pour que x(t0)=x0 , il suffit
donc de choisir le nombre K tel que x0 = K exp

[
A(t0)

]
+ s(t0).

Seconde méthode. Choisissons pour A la primitive de a(t) telle que A(t0) = 0.

® Si l’on pose λ(t)=
∫ t

t0
b(τ) exp

[
−A(τ)

]
dτ , alors λ(t0)=0 et la solution particulière

s(t) = λ(t) exp
[
A(t)

]
vérifie s(t0) = 0.

® On sait que les solutions sont les fonctions x(t) = K exp
[
A(t)

]
+ s(t), où K est

une constante. Puisque A(t0) = s(t0) = 0, il vient x(t0) = K .

Puisque A(t)=
∫ t

t0
a(τ) dτ , la solution telle que x(t0) = x0 est donc

x(t) = x0 exp
[
A(t)

]
+ λ(t) exp

[
A(t)

]
, où λ(t)=

∫ t

t0

b(τ) exp
[
−A(τ)

]
dτ

Exemple 1. Le refroidissement d’une quantité de matière dans un courant d’air
est proportionnel à la différence de température avec l’air. Soit θ la température de
l’air, maintenue constante. Supposons que le corps est à la température initiale T0 .
Si l’on note T (t) sa température au bout d’un temps t, on a donc

T ′(t) = −a
[
T (t) − θ

]
, où a est un coefficient positif.

En posant x(t) = T (t) − θ , il vient x′(t) = T ′(t) = −a
[
T (t) − θ

]
= −ax(t), donc

x(t) = λe−at , où λ est une constante. Puisque T (t) = x(t)+θ , on obtient une solution
de la forme T (t) = λe−at + θ .

20

40

60

80

100

3210 t

xSupposons que l’air est à 20 degrés et que le corps passe de
100 degrés à 60 degrés en un quart d’heure. En comptant le
temps en heures, on a donc T (0) = 100 et T (1/4) = 60.
Il vient 100 = T (0) = λ + 20, d’où λ = 80, puis 60 = T (1/4) =
λe−a/4 + 20 = 80e−a/4 + 20, d’où e−a/4 = 1/2 et a = 4 ln 2.
Finalement, la loi de refroidissement du corps est

T (t) = 80e−(4 ln 2)t + 20, où t est compté en heures

Exemple 2. Considérons un circuit électrique formé d’une résistance R, d’un con-
densateur de capacité C et d’un générateur de force électromotrice E(t) = Em sinωt

placés en série. Si le condensateur est initialement déchargé, sa charge q(t) à l’instant
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t est solution de l’équation différentielle

R
dq

dt
+

q

C
= Em sinωt

Résolution de l'équation homogène q′ = −1
RC

q . Les solutions sont les fonctions

K exp
( −t

RC

)
, où K est une constante quelconque.

Recherche d'une solution particulière. Elle est de la forme s(t) = λ(t) exp
( −t

RC

)
,

où λ′(t)exp
( −t

RC

)
= Em

R
sinωt. Il vient λ′(t)= Em

R
exp

(
t

RC

)
sinωt. Les primitives

λ(t) sont de la forme (page 321)(
a sinωt + b cos ωt

)
exp

(
t

RC

)
En identifiant, on obtient a = EmC

1 + (RCω)2
et b = −EmC(RCω)

1 + (RCω)2
et la fonction

s(t) = a sinωt + b cos ω est donc une solution particulière.

La solution générale de l’équation est ainsi q(t) = K exp
( −t

RC

)
+ a sinωt + b cosωt.

La condition initiale q(0) = 0 s’écrit 0 = K + b, d’où la fonction de charge du
condensateur :

q(t) = EmC

1 + (RCω)2

[
RCω exp

( −t
RC

)
+ sinωt − RCω cos ωt

]
t

q(t)

Comme les valeurs de exp(−t/RC) deviennent en général ra-
pidement négligeables, on voit s’installer un régime permanent
quasi-périodique, de quasi-période celle du générateur.

1.4 Équations différentielles à variables séparées

Définition
Si f et g sont des fonctions, une équation différentielle de la forme x′ = f(x)g(t)
est dite à variables séparées.

Une équation autonome est à variables séparées.

Exemple. Résolvons l’équation différentielle x′ = −2tx2 dont nous avons dessiné
le champ de directions page 440. La fonction nulle : x(t) = 0 quel que soit t, est une
solution. Cherchons maintenant les solutions dans le domaine x �= 0.

L’équation s’y écrit
x′(t)

x(t)2
= −2t. Puisqu’on a

−x′(t)

x(t)2
= d

dt

(
1

x(t)

)
, il vient

d
dt

(
1

x(t)

)
= 2t = d

dt
(t2), donc 1

x(t)
= t2 + C , où C est une constante. Ainsi, dans
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le domaine x �= 0, les solutions sont

x(t) = 1
t2 + C

, avec C constant.

Nous avons déjà remarqué que le sens de variation des solutions d’une équation diffé-
rentielle est donné par le signe de f(t,x) : ici, les solutions sont croissantes pour t<0 et
décroissantes pour t>0. L’intervalle de définition d’une solution dépend du signe de C .

Supposons C > 0 . La solution s(t)= 1
t2 + C

est positive, définie sur R et tend vers

0 quand t tend vers ±∞ ; le maximum est atteint en t = 0 (figures ci-dessous).
Supposons C < 0 . Posons C =−a2 , avec a> 0. Rappelons que, par définition, une

solution est toujours définie sur un intervalle. La formule de résolution détermine
trois intervalles de définition : I1 = ]−a, a[, I2 = ]−∞,−a[ et I3 = ]a, +∞[, donc
trois types de solutions.

® Posons s0(t) = 1
t2 − a2

pour t ∈]−a,a[. Cette solution s0 est à valeurs négatives

et possède des asymptotes verticales en t=±a : on a lim
t→a

s0(t)= lim
t→−a

s0(t)=−∞.

® Posons s+(t) = 1
t2 − a2

pour t ∈]a,+∞[. C’est une solution à valeurs positives,

décroissante et de limite 0 quand t tend vers +∞ ; puisque s+(t) tend vers +∞
quand t tend vers a par valeurs supérieures, cette solution a une asymptote
verticale en a.

® De même, la fonction s−(t) = 1
t2 − a2

pour t ∈]−∞,−a[, est une solution à

valeurs positives, croissante de 0 à +∞.

La seule solution qui satisfait une condition initiale x(t0)=0 est la fonction nulle. Si
x0 �=0, la solution telle que x(t0)=x0 s’obtient en calculant C pour que x0 = 1

t20 + C
.

−a a

−a a

s0(t)

s+(t)s(t)

t t t t

s−(t)

En observant simplement le champ de directions, il n’est pas commode de deviner
les solutions s+ et s− .

Résolution d'une équation x′ = f(x)g(t)
Supposons que, dans l’équation, les fonctions f et g ont des dérivées continues.

a) On commence par chercher les solutions constantes. La dérivée d’une telle solution
x(t) est nulle, donc en appelant m sa valeur, il vient 0=x′(t)=f

(
x(t)

)
g(t)=f(m)g(t)

pour tout t. Si g n’est pas la fonction nulle, on a donc f(m) = 0.

Toute solution constante a pour valeur un nombre m tel que f(m) = 0.
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b) Les solutions non constantes vérifient dx
dt

1
f
(
x(t)

) = g(t) ou encore

dx
f(x)

= g(t) dt

La solution s(t) telle s(t0) = x0 s’obtient en intégrant chaque membre :∫ s(t)

x0

dx
f(x)

=
∫ t

t0

g(τ) dτ ,

ce qui exprime la relation entre s(t) et t.

Exemple : l'équation logistique. Il s’agit de l’équation autonome (page 441)

x′ = kx − ax2 , où k et a sont des nombres positifs.

Menons la résolution dans le domaine x > 0.

Recherche des solutions constantes. La valeur d’une solution constante est
un nombre m > 0 vérifiant km− am2 = 0, donc m = k/a : il y a une seule solution
constante, définie par x(t) = k/a.

Recherche des autres solutions. Puisque les graphes de deux solutions diffé-
rentes n’ont aucun point commun, les solutions non constantes ne prennent pas la va-
leur k/a : leur graphe est donc contenu dans l’un des domaines 0<x<k/a ou x>k/a.
Soit s(t) la solution telle que s(0) = x0 , où x0 est un nombre positif différent de
k/a. Si l’on a 0 < x0 < k/a, alors le graphe de s est dans le domaine 0 < x < k/a ;
si x0 > k/a, le graphe de s est dans le domaine x > k/a.

En écrivant l’équation sous la forme dx

kx−ax2
= dt, la fonction s(t) est déterminée

par la relation

(1)
∫ s(t)

x0

dx

kx − ax2 =
∫ t

0
dτ = t

Pour calculer l’intégrale, cherchons les nombres α et β tels que 1
x(k − ax)

= α
x

+
β

k − ax
·

En identifiant, on trouve α = 1/k , β = a/k et

1
x(k − ax)

= 1
k

[
1
x

+ a
k − ax

]
Il vient

∫
dx

kx − ax2
= 1

k

[
lnx − ln |k − ax|

]
= 1

k
ln x

|k − ax| et (1) s’écrit

1
k

[
ln

s(t)
|k−as(t)| − ln x0

|k−ax0|

]
= 1

k
ln

[
s(t)

|k−as(t)|

(
x0

|k−ax0|

)−1
]

= t

En posant C = x0

|k−ax0|
> 0, on obtient

(2)
s(t)

|k−as(t)| = Cekt
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Supposons 0 < x0 < k/a . On a alors 0 < s(t) < k/a pour tout t, c’est-à-dire

k−as(t) > 0. Il vient
s(t)

k−as(t)
= Cekt , d’où

s(t) = Ck

Ca + e−kt
, pour tout t ∈ R.

Quand t va de −∞ à +∞, e−kt décroît de +∞ à 0, donc s(t) croît de 0 jusqu’à
k/a = lim

t→+∞
s(t).

Supposons x0 > k/a . On a s(t)>k/a pour tout t, donc k−as(t)<0 et |k−as(t)|=
as(t)−k . On obtient ainsi

s(t) = Ck

Ca−e−kt
, pour t > − 1

k
ln(Ca).

Puisque Ca= ax0

ax0−k
et ax0−k>0, on a Ca>1 et la borne α=− 1

k
ln(Ca) de l’inter-

valle de définition est un nombre négatif : la solution est donc bien définie en t=0.
Quand t tend vers α (par valeurs supérieures), le dénominateur tend vers 0 et
s(t) tend vers +∞ : la solution a une asymptote verticale en α. Quand t tend
vers +∞, e−kt tend vers 0 et s(t) tend vers k/a.

Dans le domaine x > 0, toutes les solutions ont pour limite k/a quand t tend vers
+∞ : la population tend vers l’effectif stable de k/a individus, comme nous l’avions
observé sur le champ de directions page 442.
Puisque l’équation logistique est autonome, si l’on translate le graphe d’une solution
parallèlement à l’axe du temps, on obtient encore le graphe d’une solution.

tt

x0

x0

k/a

k/a

xx

O

E

M

α

Sur la figure de droite, l’effectif x(t) est représenté par un point M sur une
demi-droite d’origine O . Si l’on se donne la position initiale, le point M décrit une
trajectoire sur cette demi-droite. On voit qu’il y a trois trajectoires possibles :

® Si la position initiale est le point d’équilibre E d’abscisse k/a, alors M reste en
E : l’ensemble {E} est une trajectoire.

® L’intervalle T− =]O;E[ est la trajectoire correspondant à une position initiale située
entre E et l’origine. Un point qui décrit cette trajectoire tend vers l’équilibre E

quand le temps tend vers l’infini.

® Pour une position initiale située au delà de E , la trajectoire est la demi-droite ou-
verte limitée par E . Sur cette trajectoire, le point tend aussi vers l’équilibre quand
le temps tend vers l’infini.
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2. Équations différentielles linéaires d'ordre 2
Nous allons étudier les équations différentielles linéaires faisant intervenir la fonction
x ainsi que ses deux premières dérivées x′ et x′′ . Ce sont des équations très courantes.

2.1 Propriétés générales

Définitions
Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est de la forme x′′ + p(t)x′ + q(t)x = b(t),
où p(t), q(t) et b(t) sont des fonctions continues sur un même intervalle I . La
fonction b s’appelle le second membre de l’équation. L’équation x′′+p(t)x′+q(t)x=0
est l’équation homogène associée.

Propriétés des solutions
1) Soit x(t) une solution de l’équation homogène (h) x′′+p(t)x′+q(t)x = 0. Posons

y(t) = λx(t), où λ est un nombre. On a

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = λx′′ + λp(t)x′ + λx = λ
(
x′′ + p(t)x′ + q(t)x

)
= 0 ,

donc la fonction y(t) est solution de (h).

2) Supposons que x1(t) et x2(t) sont des solutions de (h). Alors la fonction
y(t) = x1(t) + x2(t) est solution de (h), car

y′′+p(t)y′+q(t)y =
(
x′′

1+p(t)x′
1+q(t)x1

)
+

(
x′′

2+p(t)x′
2+q(t)x2

)
= 0 .

3) Supposons que s(t) est une solution de l’équation (e) x′′+p(t)x′+q(t)x = b(t).
Pour qu’une fonction x(t) soit aussi une solution de (e), il faut et il suffit que
l’on ait x′′ + p(t)x′ + q(t)x = s′′ + p(t)s′ + q(t)s, c’est-à-dire

(x−s)′′ + p(t)(x−s)′ + q(t)(x−s) = 0 ,

ce qui veut dire que u = x−s est solution de (h). Les solutions de (e) sont donc
les fonctions x(t) = u(t) + s(t), où u(t) est solution de (h).

Théorème
a) Soient x1(t) et x2(t) des solutions de l’équation homogène (h) x′′+p(t)x′+q(t)x = 0.

® Pour tous nombres λ1, λ2 , la fonction λ1x1(t) + λ2x2(t) est solution de (h).

® Si les fonctions x1 et x2 ne sont pas proportionnelles, alors les solutions de (h) sont
les fonctions u(t) = λ1x1(t) + λ2x2(t), où λ1 et λ2 sont des nombres quelconques.

b) Supposons que s(t) est une solution de l’équation complète (e) x′′+p(t)x′+q(t)x = b(t).
Alors les solutions de (e) sont les fonctions u(t) + s(t), où u(t) est une solution
quelconque de l’équation homogène (h).

c) Soient t0 ∈ I et x0, v0 des nombres quelconques. Il y a une unique solution s(t) de (e)
satisfaisant les conditions initiales s(t0) = x0 , s′(t0) = v0 .
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Pour résoudre l’équation (e), on cherche les solutions λ1x1(t)+λ2x2(t) de l’équation
homogène et une solution particulière de (e). On calcule ensuite les constantes λ1

et λ2 pour satisfaire les conditions initiales données.

Il n’y a pas de méthode générale pour résoudre l’équation, mais on trouvera quelques
techniques d’étude dans les exercices en fin de chapitre.

Calcul d'une solution particulière. Supposons qu’on ait trouvé des solutions
non proportionnelles u(t) et v(t) de l’équation homogène (h). Voici comment obtenir
une solution particulière s de l’équation (e).

i) On calcule la fonction w = uv′ − u′v (elle ne s’annule pas),

ii) et les fonctions λ(t) =
∫ t

t0

−b(s)v(s)
w(s)

ds et μ(t) =
∫ t

t0

b(s)u(s)
w(s)

ds.

Alors s(t)=λ(t)u(t)+μ(t)v(t) est une solution de (e) telle que s(t0)=0 (voir page 493).

Aspect vectoriel
Si x1 et x2 sont solutions de (h), alors d’après les propriétés (1) et (2), il en va de
même de la combinaison linéaire λ1x1+λ2x2 .

L’ensemble des solutions d’une équation linéaire homogène est un espace vectoriel.

Pour toute fonction x(t) deux fois dérivable sur I , notons L(x) la fonction

t → x′′(t) + p(t)x′(t) + q(t)x(t) .

On définit ainsi une application L : V → F , où V est l’espace vectoriel des fonc-
tions deux fois dérivables sur l’intervalle I et F l’espace de toutes les fonctions.
On dit que L est un opérateur différentiel. On a L(λx) = λL(x) pour tout x ∈ V et
L(x1 + x2) = L(x1) + L(x2) pour tous x1 ∈ V , x2 ∈ V .

L’opérateur L est une application linéaire.

Par définition, une solution de (h) est une fonction x ∈ V telle que L(x) = 0 :
l’ensemble des solutions de (h) est donc le noyau de L (page 172).
Traduisons la seconde affirmation (a) du théorème en notant S0 = Ker L l’espace
vectoriel des solutions de (h) : si x1 et x2 sont des vecteurs de S0 non colinéaires,
alors tout vecteur x ∈ S0 est combinaison linéaire de x1 et x2 ; cela veut dire que
(x1, x2) est une base de S0 .

L’espace vectoriel des solutions de (h) est de dimension 2.

Les solutions de (e) sont les fonctions x ∈ V telles que L(x) = b. Supposons que s est
une solution de l’équation (e). Pour toute fonction x ∈ V , on a les équivalences

L(x) = b ⇐⇒ L(x) = L(s) ⇐⇒ L(x − s) = 0

Cela exprime que les solutions de (e) sont les fonctions de la forme u + s, où u ∈ S0 :
c’est l’affirmation (b) du théorème.
Soit t0 ∈ I . Notons S l’ensemble des solutions de (e) et définissons l’application
C : S → R2 qui à toute solution x(t) de (e) associe le couple C(x) =

(
x(t0), x′(t0)

)
.
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Pour tout (x0, v0) ∈ R2 , il y a une et une seule solution x(t) ayant pour conditions

initiales x(t0) = x0 , x′(t0) = v0 . Pour l’application C , la fonction x(t) est donc l’unique

antécédent de (x0, v0). Cela montre que l’application C est une bijection de S sur R2 .

Principe de superposition. Supposons que le second membre b(t) est une somme
b1(t) + b2(t) de deux fonctions.

Si s1(t) est une solution de l’équation x′′+p(t)x′+q(t)x = b1(t) et si s2(t) est une solu-

tion de l’équation x′′+p(t)x′+q(t)x = b2(t), alors s1(t) + s2(t) est solution de l’équation

x′′+p(t)x′+q(t)x = b1(t) + b2(t).

2.2 Équations linéaires à coefficients constants
Il s’agit des équations différentielles de la forme

(e) x′′ + px′ + qx = b(t)

où p et q sont des nombres réels et b(t) une fonction continue sur un intervalle.

Pour résoudre l’équation, il suffit, d’après les propriétés générales, de trouver une
solution particulière s(t) et de résoudre l’équation homogène x′′ + px′ + qx = 0.

Résolution de l'équation homogène (h) x′′ + px′ + qx = 0
Il est plus simple de chercher les solutions à valeurs complexes. Rappelons que pour
dériver une fonction à valeurs complexes, on dérive sa partie réelle et sa partie ima-
ginaire. Une telle fonction est donc solution si et seulement si sa partie réelle et sa
partie imaginaire le sont (page 321).

Rappelons aussi que si z = a+ bi est un nombre complexe, on a posé ezt = e(a+b i)t =
eat

(
cosbt+ isinbt

)
, pour tout nombre réel t. La fonction t → ezt a pour dérivée zezt .

Posons x(t)=ezt . Puisque x′′(t)=z2ezt , il vient x′′(t)+px′(t)+qx(t)=(z2+pz+q)ezt .

La fonction ezt est solution de (h) si et seulement si le
nombre z satisfait l’égalité z2 + pz + q = 0.

Introduisons l’équation caractéristique z2 + pz + q = 0.

Premier cas : p2−4q > 0 . L’équation caractéristique a deux racines réelles dis-
tinctes r1 et r2 , d’où les solutions u1(t) = er1t et u2(t) = er2t . Ces fonctions n’étant
pas proportionnelles, on en déduit d’après le théorème précédent :

les solutions de (h) sont les fonctions λ1e
r1t + λ2e

r2t , où
λ1 et λ2 sont des nombres réels quelconques.
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Deuxième cas : p2−4q < 0 . L’équation caractéristique a deux racines dis-
tinctes conjuguées r + iω et r− iω .
Les fonctions x(t) = erteiωt et x(t) = erte− iωt sont donc des solutions de (h) et il
en va de même des fonctions

u1(t) = (1/2)
(
x(t) + x(t)

)
= ert cos ωt et u2(t) = (1/2 i)

(
x(t)−x(t)

)
= ert sinωt.

Puisque u1 et u2 ne sont pas proportionnelles, on en déduit :

les solutions de (h) sont les fonctions ert
(
λ1 cosωt+λ2 sinωt

)
,

où λ1 et λ2 sont des nombres réels quelconques.

Troisième cas : p2−4q = 0 . L’équation caractéristique a une racine double
−p/2, ce qui fournit la solution réelle u1(t)=e−(p/2)t . Montrons que la fonction u2(t)=
tu1(t) est aussi une solution : on a en effet u′

2(t)=tu′
1(t)+u1(t), u′′

2(t)=tu′′
1(t)+2u′

1(t) et

u′′
2(t) + pu′

2(t) + qu2(t) = tu′′
1(t) + 2u′

1(t) + ptu′
1(t) + pu1(t) + qtu1(t)

= t
[
u′′

1(t) + pu′
1(t) + qu1(t)

]
+ 2u′

1(t) + pu1(t) = 0

car u1 est solution et u′
1 = −(p/2)u1 . Puisque les solutions u1 et u2 ne sont pas

proportionnelles,

les solutions de (h) sont les fonctions (λ1 + λ2t)e−(p/2)t , où
λ1 et λ2 sont des nombres réels quelconques.

Comme nous n’avons pas démontré le théorème général du précédent paragraphe,
vérifions que l’on obtient bien ainsi toutes les solutions.
Dans l’équation (h), faisons le changement de fonction inconnue x(t) = erty(t), où
r=−p/2. Puisque x′(t)=

(
y′(t)+ry(t)

)
ert et x′′(t)=

(
y′′(t)+2ry′(t)+r2y(t)

)
ert , il vient

x′′(t) + px′(t) + qx(t) =
[
y′′(t) + (2r + p)y′(t) +

(
r2 + pr + q

)
y(t)

]
ert

On a 2r + p = 0 et r2 + pr + q = p2/4−p2/2 + q = −(p2−4q)/4.

® Plaçons-nous dans le cas p2−4q�0 et posons a=(1/2)
√

p2−4q . Il vient r2+pr+q=−a2

et x′′(t) + px′(t) + qx(t) =
[
y′′(t)− a2y(t)

]
ert . Ainsi la fonction x(t) est solution de (h)

si et seulement si y(t) est solution de l’équation différentielle (∗) y′′−a2y = 0.
Les fonctions y1(t) = eat et y2(t) = e−at sont évidemment solutions de (∗). Soit y(t)
une solution quelconque.
Posons z(t) =

[
y′(t)−ay(t)

]
eat . En dérivant, on obtient z′(t) =

(
y′′(t)−a2y(t)

)
eat = 0,

donc on a z(t) = c, une constante. Ainsi y′−ay = ce−at et y est solution de l’équation
différentielle y′=ay+ce−at . Les solutions de l’équation homogène sont les fonctions λeat .

Si a �=0, la fonction −(c/2a)e−at est une solution particulière, donc y(t)=λeat−(c/2a)e−at .
Les solutions de (h) sont x(t) = erty(t) = λ(r+a)t−(c/2a)e(r−a)t , où λ et c sont des
constantes quelconques. Puisque les nombres r ± a sont les racines de l’équation carac-
téristique, on obtient bien le résultat énoncé.
Si a = 0, c’est-à-dire p2−4q = 0, on a y′ = c, y(t) = ct + d, d’où x(t) = (ct + d)ert , avec
c et d des constantes.

® Dans le cas p2−4q < 0, on a ω = (1/2)
√

4q−p2 , donc r2 + pr + q =−(p2−4q)/4 = ω2 .
La fonction x(t) est solution de (h) si et seulement si y(t) est solution de l’équation
différentielle y′′ + ω2y = 0.
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Posons z(t)=
(
y′(t)−iωy(t)

)
ei ωt . En dérivant, on obtient z′(t)=

(
y′′(t)+ω2y(t)

)
ei ωt =0,

donc z(t)=c, une constante. Comme ci-dessus, y(t) est solution de l’équation différentielle
du premier ordre (à coefficients complexes) y′=iωy+ce− i ωt . La fonction −(c/2iω)e− i ωt

est une solution particulière, d’où la solution générale : y(t) = αei ωt−(c/2 iω)e− i ωt , α

et c étant des nombres complexes quelconques. Les solutions à valeurs réelles sont les
λ1 cos ωt + λ2 sin ωt, où λ1 et λ2 sont réels, et en multipliant par ert , on obtient les
solutions de (h).

Exemple : l'oscillateur libre
On nomme ainsi les dispositifs physiques conduisant à une équation différentielle
linéaire homogène d’ordre 2. En voici deux exemples (on note comme d’habitude ẋ

et ẍ les dérivées par rapport au temps).

1)

x m
0

Considérons une masse m suspendue à un ressort de raideur k . Si l’on
écarte la masse de sa position d’équilibre (dans le sens vertical), son
mouvement est régi par l’équation différentielle mẍ + cẋ + kx = 0, où c

est un coefficient d’amortissement (dû par exemple au frottement).
2) Quand on laisse se décharger un condensateur de capacité C dans une bobine

d’inductance L et de résistance R, sa charge q(t) satisfait l’équation différentielle
Lq̈ + Rq̇ + 1

C
q = 0 (l’intensité dans le circuit est q̇(t)).

Décrivons le comportement des solutions en prenant l’exemple du pendule d’équation
(h) mẍ + cẋ + kx = 0. L’équation caractéristique est mz2 + cz + k = 0.

Oscillations non amorties : c = 0 . L’équation (h) s’écrit ẍ + (k/m)x = 0 et
les solutions sont les fonctions x(t) = λ1 cosωt + λ2 sinωt, où ω =

√
k/m. On peut

aussi écrire les solutions sous la forme

x(t) = a cos(ωt − ϕ), en posant a =
√

λ2
1 + λ2

2 et tanϕ = λ2/λ1 .
x

t
1 π

x0

Le mouvement est périodique, de période T = 2π/ω : pour une
masse donnée, la fréquence 1/T augmente avec la raideur k du
ressort. La figure montre des solutions pour un même dépla-
cement initial x(0) = x0 à partir de l’équilibre avec différentes
vitesses initiales ẋ(0) = v0 , pente de la tangente en t = 0.

Oscillations amorties : 0 < c2 < 4mk . Les racines de l’équation caractéris-
tique sont les nombres complexes −r± iω , où r = c/(2m) et ω = (1/2m)

√
4mk − c2 .

Les solutions sont données par

x(t) = ae−rt cos(ωt − ϕ), où a > 0 et ϕ sont des constantes.
x

t
1 π

x0

Le mouvement consiste en des oscillations d’amplitudes de
plus en plus petites, les positions extrêmes étant limitées par
les fonctions ±ae−rt qui tendent vers 0 quand t tend vers
+∞ : la masse revient en oscillant vers sa position d’équilibre.
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Amortissement fort : c2 > 4mk .
x

t
1

x0

L’équation caractéristique a deux racines
réelles r1 , r2 négatives (le produit r1r2 = k/m étant po-
sitif, les racines ont le même signe, celui de leur somme
r1 +r2 =−c/m<0 : voir page 52). Les solutions sont données
par x(t) = λ1e

r1t + λ2e
r2t . La masse n’oscille pas, elle revient

vers sa position d’équilibre x = 0 quand t tend vers l’infini.

Amortissement critique : c2 = 4mk . L’équation caractéristique a une racine
double −c/2m et les solutions sont x(t) = e−ct/2m(λ1t + λ2). x

t
1

x0La masse n’oscille pas. Puisqu’une exponentielle n’est jamais
nulle, x(t) s’annule exactement une fois : dans l’intervalle de
temps t � 0, la masse ne peut passer qu’au plus une fois par
sa position d’équilibre.

Dans certains circuits électroniques, les valeurs des composants sont calculées pour que
le dispositif présente ce type de fonctionnement.

Recherche d'une solution de l'équation complète
Considérons un oscillateur mécanique sur lequel on fait agir une force variable f(t),
ou bien un circuit résistance-capacité-inductance alimenté par un générateur de tension
variable E(t). La réponse x(t) à l’excitation est solution d’une équation différentielle
ẍ + pẋ + qx = b(t) de second membre b(t) = f(t) ou b(t) = E(t) selon le cas.
Pour trouver une solution particulière, on peut utiliser la formule générale donnée
page 451. Mais plaçons-nous dans le cas fréquent d’un second membre de la forme

A(t) cos αt ou bien A(t) sin αt, avec A une fonction polynôme.

On cherche alors directement une solution particulière

s(t) = U(t) cos αt + V (t) sin αt, où U et V sont des polynômes

® de même degré que A si i α n’est pas racine de l’équation caractéristique
z2 + pz + q = 0,

® de degré 1 + deg A si iα est racine de l’équation caractéristique.

Cas non amorti. Cherchons une solution de l’équation différentielle ẍ + ω2x =
E cosαt (E constant) sous la forme s(t) = U(t) cosαt + V (t) sinαt, où U et V sont
des polynômes. L’équation caractéristique z2 + ω2 = 0 a pour racines ± iω .

Supposons α �= ±ω . Les polynômes U et V sont alors des constantes. En posant
s1(t) = U cos αt et s2(t) = V sinαt, il vient

s̈1(t)+ω2s1(t)=−α2U cosαt+ω2U cosαt , s̈2(t)+ω2s2(t)=−α2V sinαt+ω2V sinαt

La fonction s(t) est solution si et seulement si l’on a

(ω2−α2)U cos αt + (ω2−α2)V sin αt = E cos αt quel que soit t.
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En identifiant, on obtient V = 0, U = E

ω2−α2
et s(t) = E cos αt

ω2−α2
.

La solution générale acos(ωt−ϕ)+ s(t) de l’équation est la superposition de deux
régimes périodiques de fréquences ω/2π (la fréquence propre) et α/2π (la fréquence
d’excitation).

Supposons α2 = ω2 . On cherche simplement un polynôme U(t) = ut sans terme
constant, car cosαt est solution de l’équation homogène. En posant s(t) = utsinαt,
il vient ṡ(t) = u sin αt+αut cos αt et

s̈(t) + ω2s(t) = 2uα cos αt−uα2t sinαt + ω2ut sinαt = 2uα cos αt, car ω2 = α2 .

x

t

La fonction s(t) est donc solution si et seulement si 2uα = E , d’où la solution
s(t) = t sin αt

2α
E .

Cette solution particulière n’est pas bornée, elle présente des
oscillations d’amplitudes croissantes, limitées par les droites
de pente ±(1/2α) issues de l’origine. On dit que l’excitation
E cos ωt provoque la résonance de l’oscillateur.

Phénomène de battement. Supposons α �= ω , mais α et ω peu différents. La
solution de conditions initiales x(0) = ẋ(0) = 0 est

x(t) = E

α2−ω2

[
cos ωt − cos αt

]
= 2E

α2−ω2

[
sin

(α+ω)t
2

sin
(α−ω)t

2

]
x

t

Puisque |α − ω| est petit, la période de sin
(α−ω)t

2
est grande :

les oscillations de x(t) sont lentement modulées en amplitude.

Cas des oscillations amorties. Cherchons une solution particulière s(t) de l’équa-
tion du pendule mẍ+cẋ + kx = E cosαt, où les nombres positifs k , c et m vérifient
0 < c2 < 4mk . En posant s(t) = U cosαt + V sinαt et en identifiant dans l’équation,

on obtient le système linéaire
{

(k−mα2)U + cαV = E
−CαU + (k−mα2)V = 0

et la solution

U =
E(k−mα2)

(k−mα2)2 + c2α2 , V = Ecα

(k−mα2)2 + c2α2

On a s(t) = F cos(αt − ϕ), où F =
√

U 2 + V 2 = E√
(k−mα2)2 + c2α2

est l’amplitude
maximale de la fonction s.
Quand t tend vers +∞, chaque solution de l’équation homogène tend vers 0 comme
une fonction e−rt . Il s’ensuit que la réponse de l’oscillateur est rapidement très
voisine de s(t). Cette réponse est périodique, de même période que l’excitation,
mais déphasée de ϕ, où tan ϕ = V/U = cα/(k−mα2). Faisons varier la fréquence
d’excitation et cherchons le comportement de l’amplitude F .
Supposons α > 0.
Comme fonction de α, F varie dans le sens contraire de (k−mα2)2 +c2α2 . La dérivée
dF
dα

a donc le signe de − d
dα

[
(k−mα2)2 + c2α2

]
= −2α

[
(c2−2mk)+2m2α2

]
.
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® Si c2 > 2mk , la fonction F (α) est décroissante.
® F

α1

1

Supposons 0 < c2 � 2mk . Alors F (α) est maximum pour une
certaine valeur α0 telle que 2m2α2

0 = 2mk−c2 . Le quotient F/E

est un gain d’amplitude entre l’excitation et la réponse : s’il est
supérieur à 1, l’oscillateur fonctionne en amplificateur.

Sur la figure, nous avons porté le gain en ordonnée et α en
abscisse. Chaque courbe montre les variations du gain pour une
valeur donnée de c ; le gain maximum est d’autant plus grand que c est plus petit.
Quand le coefficient d’amortissement c tend vers 0, le gain maximum tend vers l’in-
fini et α0 tend vers

√
k/m qui est la fréquence d’excitation provoquant la résonance

dans l’équation mẍ + kx = 0 (page 456).

Application : franchissement d'une marche de potentiel
Considérons le mouvement rectiligne d’une particule d’énergie constante E dans un
champ de potentiel V (x), où x représente l’abscisse sur la trajectoire. En Mécanique
quantique, sa fonction d’onde ϕ(x)e− iωt doit (dans un état stationnaire) vérifier

l’équation différentielle
d2ϕ

dx2
+ 2m

�2
(E−V )ϕ = 0, où � est la constante de Planck et

m la masse de la particule.

x

V
V0

0

Prenons le potentiel V défini par V (x) = 0 si x < 0, V (x) = V0 si x > 0, et suppo-
sons V0 > 0 : on dit que c’est une « marche de potentiel » ; cette fonction discontinue
en 0 modélise un potentiel physique (en pointillé sur la figure)
qui varie continûment de 0 à V0 sur un très petit intervalle de
longueur négligeable devant la longueur d’onde de la particule.
L’équation différentielle s’écrit

d2ϕ

dx2 + 2mE

�2 ϕ = 0 dans le domaine x < 0

d2ϕ

dx2 +
2m(E−V0)

�2 ϕ = 0 dans le domaine x > 0

Cas E > V0 : réflexion partielle. En Mécanique classique, une particule d’énergie
E franchit toujours une marche de potentiel V0 < E . Nous allons voir que, dans
le cadre de la Mécanique quantique, l’onde associée a une probabilité non nulle
d’être réfléchie.
Posons k1 =

√
2mE/� et k2 =

√
2m(E−V0)/�. Sous forme complexe, la solution

s’écrit

ϕ(x) =
{

ϕ1(x) = a1e
ik1x + a′

1e
− ik1x si x < 0

ϕ2(x) = a2e
ik2x + a′

2e
− ik2x si x > 0

On doit calculer les constantes pour raccorder ϕ1 et ϕ2 en x = 0 de sorte que le
résultat soit continu et dérivable en ce point (puisque V (x) n’est pas continu en
x = 0, l’équation différentielle montre que les solutions ne peuvent pas avoir de
dérivée seconde en ce point).
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Derrière la barrière de potentiel, il n’y a pas de particule progressant dans le sens
des abscisses décroissantes, donc a′

2 = 0 : il n’y a qu’une seule onde transmise. Les
conditions de raccordement ϕ1(0)=ϕ2(0) et ϕ′

1(0)=ϕ′
2(0) s’écrivent a1 +a′

1 =a2 et
k1(a1−a′

1)=k2a2 . Puisque la solution n’est déterminée qu’à un facteur multiplicatif
près, introduisons les rapports r = a′

1/a1 et λ = a2/a1 . Il vient{
λ − r = 1
k2λ + k1r = k1

d’où r = k1−k2

k1+k2
et λ = 1 + r = 2k1

k1+k2
.

Il existe donc des solutions a2e
ik2x définies pour x > 0, autrement dit l’onde

incidente peut franchir la marche de potentiel.
Dans la fonction ϕ1 , la partie a1e

ik1x correspond à une onde progressant dans
le sens x croissant avec une probabilité de présence uniforme proportionnelle à
|a1e

ik1x|2 =a2
1 ; la partie a′

1e
− ik1x correspond à une onde dans sens opposé, de pro-

babilité de présence a′
1
2 : le taux de réflexion est R=

[
a′
1

a1

]2

. Le taux de transmission est

évidemment T = 1−R, car il est certain que la particule est transmise ou réfléchie.

On a R = r2 =
(k1−k2)2

(k1 + k2)2
= 1 − 4k1k2

(k1 + k2)2
et donc T = 4k1k2

(k1 + k2)2
.

Puisque les rapports r = a′
1/a1 et λ = a2/a1 sont réels, la réflexion et la transmission

se font sans déphasage. Si E est très grand par rapport à V0 , alors k1 et k2 sont
proches, T est voisin de 1 et la particule est presque sûrement transmise.

Cas E < V0 : réflexion totale. En Mécanique classique, la particule ne peut pas
franchir la marche de potentiel : elle est réfléchie. Voyons ce qu’il en est dans le
cadre quantique.
On pose cette fois ρ2 =

√
2m(V0−E)/� et l’on a ϕ2(x) = b2e

ρ2x + b′2e
−ρ2x , pour

x > 0. La solution doit rester bornée quand x tend vers +∞, donc b2 = 0. Les
conditions de raccordement s’écrivent

a′
1

a1
=

k1− i ρ2

k1+ i ρ2
et

b′2
a1

= 2k1

k1+ i ρ2

et le taux de réflexion est R=
[

a′
1

a1

]2

=
∣∣∣∣ k1− i ρ2

k1+ i ρ2

∣∣∣∣=1. Comme en Mécanique classique,

l’onde est donc réfléchie et puisque le terme a′
1/a1 n’est pas réel, l’onde réfléchie

est déphasée par rapport à l’onde incidente. Cependant, la solution réelle b′2e
−ρ2x

définie pour x > 0, montre que la particule a une probabilité non nulle d’exister au
delà de la marche de potentiel, contrairement au cas classique. L’onde transmise
est qualifiée d’évanescente, car b′2e

−ρ2x tend vers 0 quand x tend vers +∞.

2.3 Conditions aux bords
Pour déterminer une solution d’une équation différentielle du second ordre, nous
avons jusqu’à présent utilisé des conditions initiales x(t0)=x0 , x′(t0)=v0 portant sur
la valeur de la solution et de sa dérivée à un instant t0 donné (théorème page 450).
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Mais dans de nombreux problèmes, on cherche plutôt une solution prenant des va-
leurs données x0 et x1 à des instants t0 et t1 donnés. Ces conditions s’écrivent
x(t0) = x0 , x(t1) = x1 , avec t0 �= t1 ; comme on impose les valeurs de la solution aux
extrémités de l’intervalle [t0, t1], on dit que ce sont des conditions aux bords.
Nous allons voir que le problème n’a pas toujours de solution.

Exemple. L’équation différentielle x′′ + ω2x = 0 (avec ω �= 0) a pour solutions
x(t) = a cos ωt + b sin ωt. Les solutions telles que x(0) = x0 sont les fonctions

x(t) = x0 cos ωt + b sinωt

Donnons-nous un instant t1 �= 0 et une valeur x1 . La condition x(t1) = x1 s’écrit
x0cosωt1+bsinωt1=x1 , ce qui permet de calculer b si ωt1 n’est pas multiple entier de π .
Supposons t1 = π/ω , donc x(t1) = x0 cos ωt1 = −x0 .

® Si x1 �=−x0 , il n’y a aucune solution vérifiant les conditions x(0) = x0 , x(t1) = x1 .

® Si x1 = −x0 , il y a une infinité de solutions telle que x(0) = x0 , x(t1) = x1 : ce
sont toutes les fonctions x(t) = x0 cos ωt + b sinωt, où b est quelconque.

Pour une équation différentielle linéaire à coefficients constants, on sait trouver toutes
les solutions : il est donc possible de chercher s’il y a une solution vérifiant des
conditions données aux bords, et de la calculer.

Cas d'une équation à coefficients variables
Abordons le problème des conditions aux bords pour une équation différentielle à
coefficients variables :

(c) x′′ + p(t)x′ + q(t)x = b(t) , x(t0) = x0 , x(t1) = x1

Tir au but. Considérons les solutions de l’équation différentielle qui prennent la
valeur x0 en t0 . On sait que chacune d’elles est déterminée par sa pente initiale
x′(t0). En notant sk(t) la solution telle que s′k(t0) = k , le problème est de trouver la
valeur de k pour que sk(t1) = x1 .
Pour résoudre numériquement le problème (c), on emploie d’habitude la technique
du « tir au but ».

® Par balayage, on cherche d’abord une pente initiale k pour laquelle sk(t1) n’est
pas trop différent de x1 .

® Si par exemple sk(t1) < x1 , on fait varier k par petits pas dans le sens qui fait
augmenter la valeur sk(t1). Quand sk(t1) a dépassé la valeur x1 , on fait évoluer
k dans l’autre sens en employant un pas plus petit, et l’on itère ce processus
d’approximations successives. s

tt1t0

x0

x1

tir trop bas

tir trop hautBien entendu, on doit disposer d’une méthode numérique
pour calculer la valeur en t1 de la solution sk de conditions
initiales sk(t0) = x0 , s′k(t0) = k (voir page 518).
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Un résultat général
® Soit u(t) la solution de l’équation (e) x′′ + p(t)x′ + q(t)x = b(t) telle que u(t0) = x0

et u′(t0) = 0.
® Soit v(t) la solution de l’équation homogène (h) x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0 telle que

v(t0) = 0 et v′(t0) = 1.

Si v(t1) �= 0, la fonction x(t) = u(t) +
x1−u(t1)

v(t1)
v(t) est solution de (e) et satisfait les

conditions aux bords x(t0) = x0 , x(t1) = x1 .

Démonstration. La fonction u(t) est une solution de (e) et λv(t) est solution de (h) pour
toute constante λ, donc x(t) est solution de (e). De plus, on a x(t0)=u(t0)+0=x0 et x(t1)=

u(t1)+
x1−u(t1)

v(t1)
v(t1)=u(t1)+x1−u(t1)=x1 , donc x(t) satisfait bien les conditions aux bords. �

3. L'équation de Newton
En Mécanique, on considère souvent des mouvements dont l’accélération n’est fonc-
tion que de la position : c’est le cas, par exemple, pour une masse oscillant sans
amortissement au bout d’un ressort (page 454). Étudions l’équation différentielle
générale de ce type de mouvement.

Définition
Une équation de Newton est une équation différentielle de la forme x′′ = f(x), où
f est une fonction continue sur un intervalle.

Résolution
On commence par chercher s’il y a des équilibres, c’est-à-dire des solutions x(t)
constantes.

Si a est un nombre tel que f(a) = 0, alors la fonction constante x(t) = a est solution,
car x′(t) = x′′(t) = 0 = f

(
x(t)

)
quel que soit t. Réciproquement, pour qu’une fonction

constante x(t) = a soit solution, il faut que l’on ait 0 = x′′(t) = f
(
x(t)

)
= f(a).

Les valeurs d’équilibre sont les nombres a tels que f(a) = 0 :
la fonction constante de valeur a est solution.

Si a est une valeur d’équilibre, la solution de conditions initiales x(t0) = a,x′(t0) = 0
est la fonction constante de valeur a. Une fois trouvés les équilibres, on résout
l’équation dans un domaine ne contenant pas d’équilibre.

Première étape. En multipliant par x′ , l’équation s’écrit x′x′′ = f(x)x′ .
Posons v = x′ et soit F une primitive de f .

On a 1
2

d
dt

(v2) = vv′ = x′x′′ et d
dt

[
F

(
x(t)

)]
= f

(
x(t)

)
x′(t) = x′′(t)x′(t), donc

1
2

d
dt

(v2) = d
dt

[
F

(
x(t)

)]
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Donnons-nous des conditions initiales x(t0) = x0 et x′(t0) = v0 . En intégrant de t0
à t l’égalité précédente, il vient

(1) 1
2

v2 − 1
2

v2
0 = F (x) − F (x0)

L’égalité (1) s’appelle une intégrale première de l’équation, car elle ne fait plus
intervenir que la dérivée première v = x′ .

Seconde étape. On résout l’intégrale première. L’égalité (1) s’écrit en effet x′2 =
2F (x) − 2F (x0) + v2

0 , ou encore

(2) x′ = ±
√

2F (x) − 2F (x0) + v2
0

C’est une équation différentielle autonome du premier ordre (page 447) dont il
faut calculer la solution de condition initiale x(t0) = x0 .

L'exemple du pendule
Faisons osciller une masse m suspendue en un point O par une tige non pesante de
longueur �. On suppose que le mouvement se fait dans un plan vertical passant par O .

�

mg

O

x

�sinx

z

�
co

sx

Considérons un axe Oz dirigé vers le bas par un vecteur unitaire →
u et

appelons x l’angle que fait la tige avec cet axe.
La masse est soumise à son poids mg

→
u dont le moment de rappel par

rapport à O est M = −mg� sin x. Le moment d’inertie de la masse par
rapport à O étant I =m�2 , le mouvement est régi par l’équation M = Iẍ.
Après simplification par m�, cette égalité s’écrit −g sinx = �ẍ, c’est-à-dire
(e) ẍ = −(g/�) sinx

C’est une équation de Newton, avec f(x) = −(g/�) sin x. Remarquons qu’elle ne
dépend pas de la masse du pendule.
Les valeurs d’équilibre sont les ak = kπ , où k est un nombre entier quelconque. Il
y a deux positions d’équilibre : pour les valeurs 0, 2π, . . ., le pendule est en posi-
tion verticale basse ; pour les valeurs π, 3π, . . ., il est en position verticale haute. Si
l’on place le pendule dans l’une de ces positions et qu’on l’abandonne sans vitesse
initiale, il reste en équilibre.

Supposons qu’on écarte le pendule d’un angle x0 et qu’on le lâche avec une vitesse
angulaire initiale v0 .

Calcul de l'intégrale première. En prenant cos x comme primitive de − sin x,
l’intégrale première est v2−v2

0 = 2(g/�) cos x−2(g/�) cos x0 , ou encore

v2−2(g/�) cos x = v2
0−2(g/�) cos x0

À l’instant initial, la vitesse de la masse est �v0 , donc son énergie cinétique est

Ec = 1
2 m�2v2

0 . La hauteur de la masse par rapport au point O est −� cos x0 , donc la

différence d’énergie potentielle par rapport à ce point est Ep = −mg� cos x0 . L’énergie

totale est U = Ec + Ep = m�2
[
1
2 v2

0−(g/�) cos x0

]
= m�2K0 . Puisque le système n’est

soumis qu’à la pesanteur, la loi de conservation de l’énergie (page 425) affirme que U
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reste constante au cours du mouvement : c’est précisément ce qu’exprime l’intégrale
première, sous la forme v2−2(g/�) cos x = 2K0 .

D’après l’intégrale première, la solution x(t) de conditions initiales x(0)=x0 , ẋ(0)=v0

est déterminée par ẋ2 = 2(g/�) cos x + 2K0 , où K0 =
v2
0

2
−(g/�) cos x0 .

En posant L0 = (�/g)K0 , cette équation différentielle s’écrit

(1) x(0) = x0 , ẋ2 = 2(g/�)(L0 + cos x)

Son domaine est formé des (t,x) tels que L0+cosx�0. Si L0�1, alors on a L0+cosx�0
pour tout x et le domaine est l’ensemble de tous les couples (t,x). Si −1<L0<1, alors x
doit rester dans les intervalles où cosx�−L0 . On a toujours L0=(�/g)K0�−cosx0�−1.

Le plan des phases. Repérons le mouvement de la masse par sa position x et sa
vitesse angulaire ẋ=v . Portons x en abscisse et v en ordonnée : on obtient le plan des
phases. À tout instant t, l’état du pendule correspond à un point M(t) =

(
x(t), v(t)

)
dans le plan des phases.
Le mouvement est donc représenté par une courbe paramétrée dans ce plan. Pour
un point initial M0 = M(0) donné, l’ensemble des points M(t), t ∈ R, s’appelle la
trajectoire de M0 .

M0

x

v

Dans le demi-plan supérieur, on a ẋ = v > 0, donc la trajectoire est parcourue dans
le sens x croissant ; dans le demi-plan inférieur, la trajectoire
est parcourue dans le sens x décroissant. D’après l’intégrale
première, le point M(t) est toujours sur la courbe C d’équation

v2 = 2(g/�)(L0 + cos x)

Étude des trajectoires dans le plan des phases. On part du graphe de cosx ;
en translatant l’axe des x de la quantité −L0 le long de l’axe des ordonnées, on
obtient le graphe de L0+ cos x. Pour dessiner la courbe C , étudions la fonction

h(x) =
√

2g/�
√

L0+ cos x .

La courbe C n’est définie que pour les valeurs de x où l’on a L0+cosx�0. Procédons
comme page 275.

Cas L0 > 1 . On a L0+ cos x > 0 pour tout x, donc h est définie sur R, h(x) est
strictement positif et varie comme cos x. Puisque v(x) = ±h(x), C est la réunion
du graphe de h (courbe C+ ) et du graphe de −h (courbe C− ), deux courbes sans
point commun (figure 1).

Supposons v0 > 0. Le point initial M0 = (x0,v0) est donc sur la courbe C+ située
dans le demi-plan v > 0 et M(t) parcourt C+ dans le sens x croissant. De plus,
ẋ(t) reste supérieur ou égal au nombre positif

√
(2g/�)(L0−1), donc x(t) tend

vers +∞ quand t tend vers +∞ : la trajectoire est la courbe C+ tout entière.
La vitesse est maximum pour x = 2kπ (passage du pendule en position basse)
et minimum pour x = (2k + 1)π . Pour le pendule, il s’agit d’un mouvement
tournoyant autour du point d’attache O .
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x

v

x

C+

ππ

C−

−

−h(x)

h(x)

ππ−

1

L0+ cos x

1

figure 1

Si v0 < 0, on obtient le mouvement en sens inverse : la trajectoire est la courbe
C− située dans le demi-plan v < 0, parcourue dans le sens x décroissant.

Ces mouvements ne peuvent exister qu’à un niveau d’énergie suffisant et avec une
vitesse initiale v0 non nulle.

Cas −1 < L0 < 1 . Il y a un nombre α ∈ ]0, π[ tel que cos α = −L0 . Puisqu’on a
cosx�cosα si −α�x�α, la fonction h(x) est définie sur I =[−α,α] et aussi sur les
intervalles qui s’en déduisent par translation de 2π . Sur I , h(x) varie comme cosx
et s’annule en α et en −α avec une tangente verticale (page 276). Pour avoir la par-
tie C0 de C située entre les abscisses −α et α, on complète le graphe de h en faisant
la symétrie par rapport à l’axe des abscisses, ce qui donne une courbe fermée (fi-
gure 2). La fonction cosinus étant paire, C0 est aussi symétrique par rapport à l’axe
des ordonnées. La courbe C est formée de C0 et de toutes ses translatées de 2kπ .

v

x x
ππ

L0+ cos x
C0

−α −α αα
figure 2

Pour décrire le mouvement, on peut supposer x0 entre −π et π : le point initial
(x0, v0) étant sur C0 , M(t) parcourt le cycle C0 indéfiniment. Le sens est celui
des x croissants quand M(t) se trouve dans le demi-plan v > 0, et celui des x

décroissants quand le point est dans le demi-plan v < 0. L’angle x et la vitesse
v sont périodiques : le mouvement consiste en des oscillations d’amplitude α

autour de la position d’équilibre basse.

Cas L0 = 1 . Pour −π � x � π , on a h(x) =
√

2g/�
√

1 + cos x = 2
√

g/� cos(x/2),

car 1 + cos x = 2
(
cos(x/2)

)2
et cos(x/2) � 0.

Sur [−π,π], on a h′(x) = −
√

g/� sin(x/2) : en π , h a une demi-tangente de pente

−
√

g/�, et en −π , h a une demi-tangente de pente opposée
√

g/�. On en déduit
le graphe de h et, par symétrie, la courbe C (figure 3).
La différence par rapport au cas précédent, c’est que les points d’équilibre A=(−π,0)
et B = (π,0) sont sur C . Notons T+ la partie de C située dans le demi-plan v > 0
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et T− la partie située dans le demi-plan v < 0.

v

x x

+ cos x

−π −π ππ

1

C

A B

T+

T−

figure 3

® Si le point initial est A, c’est-à-dire x0 = −π et v0 = 0, la trajectoire est réduite
au point A : le pendule reste dans sa position d’équilibre haute ; de même si le
point initial est en B , la trajectoire est réduite au point B .

® Supposons que le point initial M0 est sur T+ , autrement dit −π<x0 <π et v0 >0.

La trajectoire est alors tout l’arc
︷ ︷
AB de T+ , extrémités non comprises, parcouru

de A vers B . Le point M(t) met un temps infini pour parcourir l’arc
︷ ︷
M0B .

® Si l’on a −π < x0 < π et v0 < 0, le point initial est sur T− et la trajectoire est

l’arc
︷ ︷
BA de T− , extrémités non comprises, parcouru de B vers A.

Il y a donc quatre trajectoires entre −π et π : les deux points A et B et les arcs T+

et T− .

Cas L0 = −1 . Puisque −1+cosx n’est positif ou nul que pour x = 2kπ , où k est
un entier, l’ensemble C n’est constitué que des points d’équilibre bas (2kπ, 0),
chacun d’eux étant une trajectoire.

La figure ci-dessous montre l’ensemble des trajectoires.

v

x

Pour déterminer la fonction x(t), il faudrait résoudre l’équation différentielle (1)
page 462. En écrivant dx√

L0+ cos x
= ±

√
2g/� dt, il vient

(2)
∫ x(t)

x0

du√
L0+ cos u

= ±
√

2g

�
t

Mais l’intégrale ne se calcule pas au moyen des fonctions usuelles.

Stabilité des équilibres
® L’équilibre bas x0 = v0 = 0 est stable : si M0 est proche de l’origine, la trajectoire

est un petit cycle autour de l’origine, correspondant aux petites oscillations du
pendule autour de son équilibre bas.
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® L’équilibre haut x0 =±π,v0 =0 est instable : en effet, si M0 est proche de B =(π,0)
mais différent de B , le point M(t) parcourt une trajectoire qui l’éloigne loin de
B ; c’est ce qui se passe si l’on abandonne le pendule sans vitesse initiale à partir
d’une position angulaire x0 voisine de π mais différente de π (figure 2 avec α

proche de π), ou bien si, à partir de la position x0 = ±π , on lui donne une vitesse
initiale v0 non nulle (figure 1).

Étude des petites oscillations sans vitesse initiale. Supposons qu’on lâche
le pendule sans vitesse initiale (v0 = 0) après l’avoir écarté d’un angle x0 tel que
0 < x0 < π .
En posant

√
g/�=ω , on a alors K0 =−ω2 cosx0 et L0 =−cosx0 . Pendant la première

demi-oscillation, on a −x0 � x(t) � x0 , ẋ(t) < 0 et l’équation (2) devient

(3) dx√
cos x− cos x0

= −
√

2 ω dt

Supposons x0 petit.
Remplaçons cos x par son développement limité 1−x2/2 en 0 et de même pour

cosx0 . On obtient dx√
x2

0−x2

= −ω dt, et en posant x = x0y , il vient
dy√
1−y2

= −ωdt.

En intégrant, on a Arc sin y = −ωt + c, d’où y = sin(−ωt + c) ; la constante c est
déterminée par y=1 quand t=0, donc 1=sinc, c=π/2 et y=sin(−ωt+π/2)=cosωt.
Finalement, quand x0 est très petit, les oscillations sont approximativement décrites
par la fonction

x(t) = x0 cos ωt

La période est T0 = 2π/ω = 2π
√

�/g , indépendante de la petite amplitude x0 .

En réalité, la période T dépend de x0 . Pour en faire une meilleure estimation, revenons
à l’égalité (3). Le temps mis par le pendule pour aller de x0 à 0 est un quart de
période, donc d’après (3), on a

√
2 ω T

4 =
∫ x0

0

dx(
cos x− cos x0

)1/2

Cette intégrale généralisée est bien définie, comme nous l’avons montré page 327.

Puisque cos x− cos x0 = 2 sin2(x0/2) − 2 sin2(x/2), il vient

T
4

2π
T0

√
2 = 1√

2

∫ x0

0

dx[
sin2(x0/2)− sin2(x/2)

]1/2

ou encore
π T

T0
=

∫ x0

0

dx[
sin2(x0/2)− sin2(x/2)

]1/2

Puisque x reste inférieur à x0 , faisons le changement de variable sin(x/2)=sin(x0/2)sinϕ.
On a

1
2 cos x

2 dx = sin x0

2 cos ϕ dϕ
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π T
T0

=
∫ π/2

0

2 sin(x0/2) cos ϕ dϕ

cos(x/2)
[
sin2(x0/2)− sin2(x0/2) sin2 ϕ

]1/2

= 2
∫ π/2

0

sin(x0/2) cos ϕ dϕ

cos(x/2) sin(x0/2) cos ϕ

π T
T0

= 2
∫ π/2

0

dϕ

cos(x/2)
= 2

∫ π/2

0

dϕ[
1− sin2(x0/2) sin2 ϕ

]1/2

Puisque x0 est petit, remplaçons la fraction par son développement limité :

π
2

T
T0

∼
∫ π/2

0

[
1 + 1

2 sin2(x0/2) sin2 ϕ
]

dϕ

∼
∫ π/2

0

[
1 +

x2
0

16 (1− cos 2ϕ)
]

dϕ , car sin(x0/2) � x0/2

∼
[
1 +

x2
0

16

]
π
2 , car

∫ π/2

0
cos 2ϕ dϕ = 0

On trouve finalement que la période est T ∼ T0

(
1 +

x2
0

16

)
quand x0 est petit.

4. Introduction au calcul des variations
De nombreux problèmes conduisent à chercher une fonction y(x) qui rende maxi-

mum (ou minimum) une quantité de la forme J(y) =
∫ b

a
F

(
x, y(x), y′(x)

)
dx, où

l’expression sous le signe intégrale dépend de x, de la fonction y et de sa dérivée
y′ . L’intégrale J(y) s’appelle une fonctionnelle de y .

En général, la fonction inconnue y doit satisfaire des conditions supplémentaires,
comme prendre des valeurs données en x= a et en x= b (conditions aux extrémités).

Exemple. La vitesse de la lumière dans un matériau d’indice optique n est c/n, où
c est la vitesse de la lumière dans le vide. D’après le principe de Fermat, un rayon
lumineux suit le chemin le plus rapide. Pour un déplacement suivant une courbe

y(x) dans la direction x croissant, un élément d’arc de longueur ds =
√

1 + y′2 est
parcouru à la vitesse c/n(x), où n(x) est l’indice du milieu à l’abscisse x. On a

donc ds
dt

= c
n(x)

et le temps mis par la lumière pour aller d’un point A d’abscisse

a à un point B d’abscisse b est l’intégrale de c dt, c’est-à-dire la fonctionnelle

J(y) = 1
c

∫ b

a

n(x)
√

1 + y′2 dx

Énoncé du problème. Pour clarifier la notation, introduisons une variable p pour
désigner la dérivée y′ . Considérons une fonction F (x, y, p) de trois variables et la
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fonctionnelle
J(y) =

∫ b

a

F
(
x, y(x), y′(x)

)
dx

Les fonctions admissibles. Donnons-nous des points A = (a, yA) et B = (b, yB) :
on dira qu’une fonction y(x), dérivable jusqu’à un ordre suffisant, est admissible si
l’on a y(a) = yA et y(b) = yB , autrement dit si le graphe de la fonction y(x) a pour
extrémités les points A et B .
Dans le cas où l’on veut rendre maximum la fonctionnelle J(y), le problème se
formule ainsi :

trouver une fonction f(x) admissible telle que J(f)�J(y) pour
toute fonction admissible y .

Variation d'une fonctionnelle.
y

y + h

a b x

Puisque y est une fonction, un accroissement h

à la fonction y est une fonction h(x) (suffisamment de fois dé-
rivable) telle que la fonction (y + h)(x) = y(x) + h(x) est encore
admissible, ce qui revient à supposer h(a) = h(b) = 0.

Si l’on ajoute deux accroissements ou si l’on multiplie un ac-
croissement par un nombre réel, ces conditions aux extrémités
sont encore vérifiées : l’ensemble des accroissements est donc un espace vectoriel de
fonctions. Afin de mesurer la taille d’un accroissement h, définissons sa norme

‖h‖ = max
a�x�b

[
|h(x)| + |h′(x)|

]
Pour cette norme, un accroissement h est petit si toutes ses valeurs h(x), ainsi que les
valeurs de sa dérivée h′(x), sont petites.

Supposons qu’on peut écrire

J(y + h) − J(y) = Ly(h) + ϕ(h)

où Ly(h) dépend linéairement de h et ϕ(h) �
h→0

‖h‖ (donc ϕ(h) est négligeable de-

vant ‖h‖ quand h tend vers 0, voir page 265). Pour un accroissement h assez petit,
la fonctionnelle Ly(h) ne diffère de la différence J(y + h)− J(y) que d’une quantité
négligeable devant ‖h‖.
La fonctionnelle linéaire Ly(h) s’appelle la variation de J en y .

La variation d’une fonctionnelle est l’analogue de la différentielle ordinaire d’une fonc-
tion. Comme pour la différentielle, nous allons voir que si J(y) présente un extremum
en y = f , alors sa variation en f est nulle.

Condition nécessaire d'extremum. Soit f une fonction admissible. Si la fonction-
nelle J(y) présente un extremum local en y = f , alors Lf (h) = 0 pour tout accroissement
h tel que h(a) = h(b) = 0.

Démonstration. Supposons par exemple que J(y) a un maximum local en y = f , donc
J(f +h)−J(f)�0 pour tout h assez petit. Pour montrer que Lf =0, raisonnons par l’absurde
en supposant qu’il y a un accroissement h0 tel que Lf (h0) �= 0. Puisque J(f + h0)− J(f) ne
diffère de Lf (h0) que d’une quantité négligeable devant ‖h0‖, on en déduit, si la norme de
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h0 est assez petite, que J(f + h0) − J(f) et Lf (h0) sont tous deux négatifs. Mais puisque
Lf (h) dépend linéairement de h, on a aussi Lf (−h0) =−Lf (h0) > 0 et comme Lf (−h0) doit
avoir aussi le signe de J(f − h0) − J(f) � 0, cela est impossible. �

4.1 L'équation d'Euler
Traduisons cette condition dans le cas de la fonctionnelle

J(y) =
∫ b

a

F
(
x, y(x), y′(x)

)
dx

où la fonction F (x,y, p) a des dérivées partielles secondes continues. Rappelons que
les fonctions admissibles y sont les fonctions deux fois dérivables telles que y(a)=yA

et y(b) = yB sont des valeurs données.

Théorème. Pour que J(y) ait un extremum en y = f , il faut que

∂F
∂y

(
x, f(x), f ′(x)

)
− ∂

∂x

[
∂F
∂p

(
x, f(x), f ′(x)

)]
= 0

L’égalité ci-dessus s’appelle l’équation d’Euler.

Démonstration. Pour un accroissement h tel que h(a) = h(b) = 0, on a

J(y + h) − J(y) =
∫ b

a

[
F (x, y + h, y′ + h′) − F (x, y, y′)

]
dx

Écrivons l’approximation affine de F (x, y, p) au point (x, y, y′) :

F (x, y + h, y′ + h′) − F (x, y, y′) = h ∂F
∂y

(x, y, y′) + h′ ∂F
∂p

(x, y, y′) + ϕ(h)

où d’après le choix de la norme de h, ϕ(h) est négligeable devant ‖h‖. On en déduit que la
variation de J en y est

Ly(h) =
∫ b

a

[
h ∂F

∂y

(
x, y(x), y′(x)

)
+ h′ ∂F

∂p

(
x, y(x), y′(x)

)]
dx

Si J(y) a un extremum local en f , alors Lf (h) = 0 pour tout accroissement h deux

fois dérivable tel que h(a) = h(b) = 0. Posons pour simplifier α(x) = ∂F
∂y

(
x, f(x), f ′(x)

)
et

β(x) = ∂F
∂p

(
x, f(x), f ′(x)

)
, de sorte que

(1)
∫ b

a

[
α(x)h(x) + β(x)h′(x)

]
dx = 0 , si h(a) = h(b) = 0.

® En posant A(x) =
∫ x

a
α(t) dt et en intégrant par parties, il vient∫ b

a

α(x)h(x) dx = −
∫ b

a

A(x)h′(x) dx ,

car h(a) = h(b) = 0. La condition (1) devient

(2)
∫ b

a

[
−A(x) + β(x)

]
h′(x) dx =

∫ b

a

u(x)h′(x) dx = 0 , où u(x) = −A(x) + β(x).
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® Posons c = 1
b−a

∫ b

a
u(x) dx et choisissons l’accroissement h(x) =

∫ x

a

[
u(t) − c

]
dt. On a bien

h(a) = 0 et h(b) =
∫ b

a

[
u(t) − c

]
dt =

∫ b

a
u(t) dt − c(b−a) = 0. De plus,∫ b

a

[
u(x)−c

]
h′(x) dx =

∫ b

a

u(x)h′(x) dx − c
[
h(b)−h(a)

]
= 0, d’après (2).

Or h′(x) = u(x) − c, donc il vient
∫ b

a

[
u(x)−c

]2
dx = 0. Puisque la fonction

[
u(x)−c

]2
est

continue et à valeurs positives ou nulles, on en déduit qu’elle est nulle (page 288). On a
donc u(x) = c pour tout x ∈ [a, b].

Ainsi, nous avons montré que β(x)−A(x) est constante, d’où β′(x) = A′(x) = α(x) pour tout
x entre a et b : c’est l’équation d’Euler. �

Exemple. Reprenons l’exemple précédent d’un rayon lumineux se propageant du
point A = (a, yA) au point B = (b, yB) dans un milieu d’indice variable n(x). Pour
trouver la courbe y(x) décrite par ce rayon, on doit minimiser la fonctionnelle J(y)=∫ b

a
n(x)

√
1 + y′(x)2 dx. Posons donc F (x,y,p)=n(x)

√
1 + p2 . L’équation d’Euler s’écrit

0 = ∂F
∂y

+ ∂

∂x
∂F
∂p

= ∂

∂x

(
p n(x)√
1 + p2

)
, car ∂F

∂y
= 0

y′(x)n(x)√
1 + y′(x)2

= K , où K est une constante.

Il vient y′ = K√
n(x)2 − K2

, ce qui ramène le calcul de y(x) à celui d’une primitive.

La solution générale dépend de deux constantes, K et la constante d’intégration dans
la primitive : on les détermine au moyen des conditions y(a) = yA et y(b) = yB .

En introduisant l’abscisse curviligne ds=
√

1 + y′2dx (page 313), on a n(x)
dy

dx
=K ds

dx
,

donc n(x)dy =K ds et n(x)
dy

ds
=K . Notons

−→
T le vecteur tangent unitaire à la courbe

y(x) et θ l’angle Ôx,
−→
T . Puisque

dy

ds
= sin θ , il vient

n(x) sin
(
θ(x)

)
= K

(x)
θ

θ

1

n0

n

n

1

θ0

10 xxx

On obtient ainsi la « loi de la réfraction » : considérons une droite d’équation x = x0 ;
l’indice y est constant ; puisque la normale à la droite est dans la direction de l’axe
des x, au point où il traverse cette droite, le rayon fait
l’angle θ0 = θ(x0) avec la normale ; la loi de la réfraction
affirme que pour deux points d’abscisses x0 et x1 , on a
n0 sin θ0 = n1 sin θ1 , où n0 et n1 sont les indices et θ0 , θ1

les angles que fait le rayon avec la normale aux lignes (ou
plus généralement aux surfaces) d’indice constant.
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Cas particulier où F ne dépend pas de x

Supposons que la fonctionnelle est J(y) =
∫ b

a
F (y, y′) dx. On a alors

d
dx

[
F − y′ ∂F

∂p

]
=

[
∂F
∂y

y′ + ∂F
∂p

y′′
]
− y′′ ∂F

∂p
− y′

[
∂2F
∂p2

y′′ + ∂2F
∂y∂p

y′
]

ou encore

(∗) d
dx

[
F − y′ ∂F

∂p

]
= ∂F

∂y
y′ − ∂2F

∂y∂p
y′2 − ∂2F

∂p2
y′′y′ .

Dans l’équation d’Euler, l’expression est

∂F
∂y

− ∂
∂x

(
∂F
∂p

)
= ∂F

∂y
− ∂

∂p

(
∂F
∂p

)
dp

dx
+ ∂

∂y

(
∂F
∂p

)
dy

dx
= ∂F

∂y
− ∂2F

∂y∂p
y′ − ∂2F

∂p2
y′′

et en multipliant par y′ , on obtient (∗).

L’équation d’Euler s’écrit donc d
dx

[
F − y′ ∂F

∂p

]
= 0 et les solutions sont les fonctions

f telles que

F
(
f(x), f ′(x)

)
− f ′(x) ∂F

∂p

(
f(x), f ′(x)

)
= c , où c est une constante.

4.2 Application : une stratégie de croissance végétale
Une plante partage ses ressources énergétiques entre croissance, reproduction et dé-
fense. Pour simplifier, considérons seulement le cas d’une plante qui, à tout âge t,
consacre une partie c(t) de ses ressources à sa croissance et le reste à la reproduction ;
on a bien sûr 0 � c(t) � 1 pour tout t � 0.
La valeur reproductive de la plante est

(1) R =
∫ ∞

0
q(t) ϕ(t) dt , où

® ϕ(t) est la quantité de graines produite à l’âge t,

® q(t) est la probabilité que la plante atteigne l’âge t.

Voici une modélisation qui se propose de calculer la fonction c(t).

Le facteur fécondité. Dans une espèce végétale, la fécondité dépend de l’âge : pour
des individus pouvant atteindre une taille suffisante, la production moyenne de
graines croît structurellement avec la taille (comme dans le cas d’un arbre, par
exemple). Si l’on note f(t) la fécondité, nous écrivons donc cette production sous

la forme α
(
f(t)

)β
, où α et β sont des constantes allométriques positives.

Variation de la fécondité. Le taux de fécondité de la plante est le nombre dé-
rivé f ′(t) : faisons l’hypothèse qu’il est proportionnel à la croissance et à l’écart
fm − f(t), où fm est la fécondité correspondant à la taille maximum.
On a donc

f ′(t) = a
[
fm − f(t)

]
c(t) , où a est un facteur positif propre à l’espèce.
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C’est une équation différentielle linéaire. La constante fm est solution particulière
et puisqu’on doit avoir f(0) = 0, il vient

(2) f(t) = fm

[
1 − e−aC(t)] , avec C(t) =

∫ t

0
c(s) ds.

Évaluation de la production de graines. Considérons que pour un individu donné,
la quantité de graines produite est proportionnelle à la part de ressources consacrée
à sa reproduction. Puisque la plante ne consacre à sa reproduction qu’une partie
1 − c(t) de ses ressources, adoptons pour la fonction ϕ(t) la formule

(3) ϕ(t) =
[
1 − c(t)

]
α
(
f(t)

)β

Introduisons le taux de mortalité μ(t) à l’âge t et la probabilité q(t) pour que la
plante atteigne l’âge t. Entre des instants rapprochés t et t+δt, les plantes meurent en
proportion q(t)−q(t+δt)=μ(t)q(t)δt, d’où l’équation différentielle q′(t)=−μ(t)q(t).
Puisque q(0) = 1, la solution est

(4) q(t) = e−M(t) , avec M(t) =
∫ t

0
μ(s) ds.

En tenant compte des égalités (2), (3) et (4), la valeur reproductive (1) est ainsi

R = α(fm)β

∫ ∞

0
e−M(t)[1 − e−aC(t)]β[

1 − c(t)
]
dt

On considère que la plante répartit ses ressources de manière à rendre maximum la
valeur R. Puisque c(t) = C ′(t), introduisons la fonctionnelle

J(C) =
∫ ∞

0
e−M(t)[1 − e−aC(t)]β[

1 − C ′(t)
]
dt

Pour découvrir la stratégie employée par la plante, il s’agit de trouver une fonction
C(t), définie pour t�0, à dérivée c(t)=C ′(t) comprise entre 0 et 1 et telle que J(C)
est maximum. Bien qu’on ne soit pas exactement dans le cadre théorique précédent
(car l’intégrale est généralisée), écrivons néanmoins l’équation d’Euler, en prenant la
fonction

F (t, C, p) = e−M(t)[1 − e−aC
]β(1 − p) ,

où p représente la variable c = C ′ . L’équation d’Euler est ∂F
∂C

− ∂
∂t

∂F
∂p

= 0 , avec

®
∂F
∂C

= e−M(t)β
[
1 − e−aC

]β−1
ae−aC(1 − c)

®
∂F
∂p

= −e−M(t)
[
1 − e−aC

]β

®
∂
∂t

∂F
∂p

= μ(t)e−M(t)
[
1 − e−aC

]β − βe−M(t)
[
1 − e−aC

]β−1
ace−aC

et il vient après simplification

0 = e−M(t)βae−aC(t)[1 − e−aC(t)]β−1 − μ(t)e−M(t)[1 − e−aC(t)]β
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On en déduit βae−aC(t) − μ(t)
[
1 − e−aC(t)

]
= 0, ou encore eaC(t) =

μ(t) + βa

μ(t)
et

finalement

(5) C(t) = 1
a

ln
[
1 +

βa

μ(t)

]
La fonction C(t) est la quantité totale de ressources que la plante a affectée à sa
croissance jusqu’à l’âge t.
On considère habituellement qu’avant d’atteindre un âge t0 de maturité reproductive,
la plante consacre toutes ses ressources à sa croissance afin d’atteindre au plus vite
sa période de reproduction : on a donc c(t) = 1 pour t � t0 et par suite C(t) = t

pour t � t0 . Ainsi, la solution C(t) est en réalité définie en deux morceaux :

C(t) =

⎧⎨⎩
t si 0 � t � t0
1
a

ln
[
1 +

βa

μ(t)

]
si t � t0

L’instant t0 est l’âge de première reproduction : il satisfait l’équation t0= 1
a

ln
[
1 +

βa

μ(t0)

]
,

car C est une fonction continue. La figure 1 montre l’allure d’une courbe C(t) ty-
pique. Sur la figure 2, on voit la dérivée c(t) = C ′(t) sur chaque intervalle : c’est la
proportion des ressources que la plante affecte à chaque instant à sa croissance.

C(t)

t0 t

figure 1

t0 t

1
C ′(t) figure 2

Exercices

1@ . Associer chaque équation différentielle à son champ de directions.

a) x′ = x2 − t2 b) x′ = t − 2x c) x′ = te−tx d) x′ = x(t − x)

figure 1 figure 2 figure 3 figure 4

2@ . Forme normale d'une équation linéaire du second ordre. Soit l’équation différentielle
(1) x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0, où p(t) et q(t) sont des fonctions.

a) Montrer que par le changement d’inconnue x(t) = z(t)a(t), l’équation (1) devient
az′′ + (2a′ + pa)z′ + (a′′ + pa′ + qa)z = 0.

b) Posons a(t) = exp
[−1

2

∫ t

t0
p(s) ds

]
. Montrer que l’on a a(t) > 0 pour tout t et que
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z est solution de l’équation différentielle linéaire (2) z′′ +
(
q− p′

2
− p2

4

)
z = 0 où la

dérivée première de z ne figure plus.

c) Utiliser cette transformation pour résoudre l’équation x′′ + 2tx′ + t2x = 0 (on se
ramène à z′′ − z = 0).

3@ . Le wronskien. Soit l’équation différentielle (1) x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0, où p(t) et q(t)
sont des fonctions. Si x(t) et y(t) sont des solutions de (1), leur wronskien est la
fonction w = xy′ − x′y .

a) Montrer que w′ = xy′′ − x′′y et que w′ + pw = 0. En déduire que w(t) =

w(t0) exp
[
−

∫ t

t0
p(s) ds

]
.

On peut ainsi, directement à partir de l’équation différentielle (1), calculer le wronskien
de deux solutions à un facteur multiplicatif près.

b) Supposons que I est un intervalle où x(t) ne s’annule pas. Montrer que
(

y

x

)′
= w

x2

et que pour t0 et t dans I , on a y(t) = x(t)
∫ t w(s)

x(s)2
ds.

Si l’on connaît une solution x, cette formule fournit une solution y non proportionnelle à x.

c) Appliquons ce qui précède à l’équation de Bessel (b0) x′′ + 1
t
x′ + x = 0 dont une

solution est la fonction J0(t) définie dans l’exercice 8 page 394. Montrer que si α et β
sont deux zéros consécutifs et de même signe de J0 , alors entre α et β les solutions

de (b0) sont les fonctions cJ0(t)+ dJ0(t)
∫ t ds

sJ0(s)2
, où c et d sont des constantes.

4@ . Un exemple d'utilisation du wronskien. Supposons que x(t) est une solution de l’équa-
tion de Bessel (b0) : tx′′ + x′ + tx = 0 et que x(t) est définie en t = 0.

a) Montrer que le wronskien w = x′J0 − xJ ′
0 est défini au voisinage de t = 0 et so-

lution de l’équation tw′ + w = 0. Résoudre cette équation et en déduire que l’on
a w(t) = 0 pour tout t.

b) Montrer que
( x

J0

)′ = 0. En déduire que l’on a x(t) = x(0)J0(t) quel que soit t.

Pour l’équation (b0), les seules solutions définies en t = 0 sont donc les fonctions cJ0 , où
c est une constante.

5@ . Équations oscillantes. On considère l’équation différentielle x′′ + q(t)x = 0 et l’on
suppose qu’il existe un nombre ω > 0 tel que, pour tout t, q(t) � ω2 .
Soit t0 un nombre réel ; on pose t1 = t0 + π

ω
et S(t) = sin

[
ω(t−t0)

]
.

Nous allons voir que si q(t) est définie sur l’intervalle [t0, t1], alors toutes les so-
lutions x(t) de l’équation différentielle x′′ + q(t)x = 0 s’annulent au moins une fois
dans l’intervalle [t0, t1].
a) Posons w = x′S−xS′ . Montrer que w′(t) = S(t)x(t)

[
ω2−q(t)

]
.

b) Supposons x(t)>0 pour t0�t�t1 . Montrer qu’alors on a w(t0)<0, w(t1)>0 et que
w est décroissante sur [t0, t1]. En déduire une contradiction et le résultat annoncé.
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c) Supposons que l’on a q(t) � ω2 sur un intervalle I de longueur au moins π/ω .
Montrer qu’alors chaque solution de (1) s’annule au moins une fois dans tout
intervalle J inclus dans I et de longueur π/ω . Si par exemple I = ]−∞,+∞[ ou
bien I = ]a, +∞[, alors chaque solution a une infinité de zéros dans I : on dit
que l’équation différentielle (1) est oscillante.

L’équation x′′ +ω2x = 0 a pour solutions les fonctions sin(ωt+ϕ) qui oscillent d’au-
tant plus vite que ω est grand. Le résultat précédent montre que dans l’équation (1),
plus q(t) est grand, plus les solutions oscillent vite.

d) On a esquissé page 158 le graphe d’une solution de l’équation d’Airy x′′+tx=0 : que
peut-on dire de la courbe dans le domaine t > 0 ? (voir aussi l’exercice 7 page 572)

6. L'équation de Bessel générale. Étant donné un nombre réel α, l’équation de Bessel

d’indice α est (bα) : x′′ + 1
t
x′ +

(
1−α2

t2

)
x = 0, définie dans l’intervalle ]0,+∞[.

Posons x(t) = y(t)/
√

t.

a) Montrer que y(t) est solution de l’équation y′′ +
(

1−α2−(1/4)

t2

)
y .

b) En appliquant l’exercice précédent, montrer que toutes les solutions de (bα) sont
oscillantes dans ]0,+∞[ et que si |α|� 1/2, alors chaque solution de (bα) s’annule
au moins une fois dans tout intervalle de longueur π .

Le graphe de la solution J0 de (b0) est montré page 394. Les valeurs des premiers
zéros positifs des fonctions J0 et J1 = −J ′

0 sont données page 577.

c) Résoudre l’équation de Bessel pour α = 1/2.

L’équation de Bessel intervient dans de nombreuses questions de Physique, notam-
ment dans l’étude des vibrations d’une membrane de tambour. En appelant r, θ les
coordonnées polaires dans le plan de la membrane et z(r, θ, t) l’élévation à l’ins-
tant t du point de coordonnées (r, θ), les solutions fondamentales sont de la forme
z = sin(ωt) sin(nθ)u(r), où n est un entier positif. La fonction u(r) doit vérifier

l’équation u′′ + 1
r u′ +

(
ω2c2 − n2

r2

)
u = 0, où c est un coefficient qui dépend des

unités, de la tension de la membrane et de son élasticité. Il est facile de voir qu’en
posant v(ωcr) = u(r), la fonction v est solution de l’équation de Bessel (bn). Il faut
que u soit définie en r = 0, ce qui impose u(0) = 0, et si a est le rayon de la
membrane, on doit avoir u(a) = 0 : il s’ensuit que pour n fixé, ω doit être l’un des
nombres z1/ca, . . . , zk/ca, . . ., où z1, . . . , zk . . . sont les zéros de v .

7. Équation linéaire du second ordre où l'on connaît une solution de l'équation homogène
Soit l’équation différentielle (1) x′′ + p(t)x′ + q(t)x = b(t), où p(t), q(t) et b(t)
sont des fonctions. Supposons que u(t) est une solution de l’équation homogène
(h) x′′ + p(t)x′ + q(t)x = 0 et cherchons une fonction λ(t) non constante telle que
v(t) = λ(t)u(t) soit solution de (1).
Montrer que v′′ + pv + qv′ = uλ′′ + (pu + 2u′)λ′ + (u′′ + pu′ + qu)λ. En déduire que
v(t) est solution si et seulement si la fonction z = λ′ est solution de l’équation du
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premier ordre uz′ + (pu + 2u′)z = b(t). On sait que cette dernière équation se résout
au moyen de primitives.

8. Longues vagues dans un estuaire. Considérons un estuaire

O

h

b

x

y

a

de longueur a s’ouvrant sur la mer. Prenons un axe Ox
comme sur la figure ci-contre, l’origine étant au fond de
l’estuaire. La largeur b de l’estuaire et sa profondeur
h sont des fonctions de x. Par rapport au niveau
de la surface au repos, l’élévation de l’eau dans
l’estuaire, à l’abscisse x et à l’instant t, est une

fonction y(x, t) solution de l’équation
∂2y

∂t2
=

g

b
∂
∂x

(
hb

∂y

∂x

)
(à condition de négliger

les écarts de pression dûs aux accélérations verticales des particules liquides).
À l’embouchure (x = a), il se maintient une houle périodique C cos(ωt+ϕ), de sorte
que l’équation devient

g

b
∂

∂x

(
hb

∂y

∂x

)
+ ω2y = 0 .

Supposons la profondeur h constante et la largeur b proportionnelle à x.

a) Montrer que y(x,t)=z(x)cos(ωt+ϕ), où z est solution de l’équation z′′+ 1
x

z′+k2z ,

avec k = ω/
√

gh.

b) En utilisant l’exercice 4, montrer que y(x, t) = C
J0(kx)
J0(ka)

cos(ωt+ϕ).

c) En se reportant au graphique de l’exercice 8 page 394, expliquer pourquoi dans
l’estuaire, l’amplitude des vagues augmente au fur et à mesure qu’elles remon-
tent depuis l’embouchure, alors que la distance entre deux crêtes successives reste
presque constante.

9@ . Expansion d'une bulle de gaz. Une bulle de gaz sphérique immergée dans un fluide
subit une expansion sous l’effet de sa pression interne p. Soit r0 le rayon initial
et pi la pression interne à l’instant t = 0. Supposons que la pression ambiante est

négligeable devant p et que l’expansion suit la loi adiabatique
p

pi

=
(

r0

r

)3γ

, où γ est

l’exposant caractéristique du gaz. Notons ρ la masse volumique du fluide et r(t) le
rayon de la bulle à l’instant t. En faisant l’hypothèse ṙ=0 à t=0, r satisfait l’équation

(1) rr̈ + 3
2

ṙ2 = c2
(

r0

r

)3γ

où c2 = pi/ρ (le coefficient c est homogène à une vitesse).

a) En multipliant (1) par r2ṙ , montrer que l’on a d
dt

(
r3ṙ2

)
= d

dt

(
2c2r3γ

0

3−3γ
r3−3γ

)
.

b) En déduire l’intégrale première ṙ2

c2
= 2

3(γ−1)

[(
r0

r

)3
−

(
r0

r

)3γ
]

.

c) Prenons γ=4/3 (valeur convenable pour un gaz diatomique) et posons r=r0(1+z).

Montrer que l’on a (1+z)2ż = c
r0

√
2z . En déduire

√
2z

(
1 + 2

3
z + 1

5
z2

)
= c

r0

t.
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d) Supposons par exemple que le diamètre initial de la bulle est 1 mètre et sa
pression initiale de 103 atmosphères (une atmosphère vaut à peu près 103 hPa).
Montrer que, dans l’eau, le rayon de la bulle double en 1/250 seconde environ
et est multiplié par 5 en 1/30 seconde environ.

Ce modèle est utilisé aussi bien en Astrophysique que dans le cas de l’explosion d’une
mine sous-marine ou dans les dispositifs de sécurité pour la soudure à l’arc en plongée.

10.

x

y

y(x)

a

A

B

b

yA

yB

Surface de révolution d'aire minimum. Parmi toutes les
courbes y(x) joignant deux points A = (a, yA) et (b, yB),
cherchons celle qui engendre une surface d’aire minimum
quand on la fait tourner autour de l’axe Ox.
Pour une courbe située dans le demi-plan y > 0, l’aire

en question est J(y) = 2π
∫ b

a
y
√

1+y′2 dx. Supposons que

y(x) est une solution du problème.

a) En remarquant que F (y,p)=y
√

1+p2 ne dépend pas de
x, montrer que l’équation d’Euler conduit à la relation y

√
1+y′2 − y′ yy′√

1+y′2
= c,

où c est une constante.

b) En déduire que l’on a y(x) = c
√

1+y′2 . En supposant yB > yA , montrer que

y′ = 1
c

√
y2−c2 et x + d = c ln

y +
√

y2−c2

c
.

c) Montrer que si l’on pose u = 1
c
(y +

√
y2−c2), alors 1

u
= 1

c
(y −

√
y2−c2). En dé-

duire y(x) = c
2

(
e(x+d)/c + e−(x+d)/c

)
= c

2
ch x+d

c
, où ch est la fonction cosinus

hyperbolique (page 268).

On doit choisir les constantes de manière que y(a) = yA et y(b) = yB . Si ces condi-
tions déterminent c et d de manière unique, alors le problème a une seule solution.
S’il n’y a pas de constantes c et d possibles, il n’y a pas de solution.

11@ . Une équation autonome. Soit l’équation différentielle (∗) x′ = x2 − x3 .

a) Quelles sont les solutions constantes ?

b) Quel est le sens de variation de la solution telle que x(0) = 1/2 ? Quel est son
intervalle de définition ? Quelles sont ses limites aux bornes de cet intervalle ?

c) Soit s la solution de (∗) telle que s(0) = 2. Quelle est la relation entre s(t) et t ?

(trouver un polynôme U de degré 1 et un nombre p tels que U

x2
+

p

1−x
= 1

x2−x3

et utiliser la méthode page 323 : la relation est ln
[

s(t)
s(t)−1

]
− 1

s(t)
= t + ln 2 − 1

2
)

d) Montrer que l’intervalle de définition de s est de la forme ]a, +∞[ et calculer le
nombre a. Montrer que s est décroissante et que lim

t→+∞
s(t) = 1.

e) Montrer que s(t) ∼ 1√
2(t−a)

quand t tend vers a (utiliser (c)).
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Chapitre 16

Systèmes différentiels

Quand les variations d’une quantité x dépendent de sa valeur, son comportement
est régi par une équation différentielle x′ = f(t, x). Lorsque plusieurs quantités x,
y sont en jeu et que chacune influe aussi sur le taux de variation de l’autre, les

équations sont de la forme
{

x′ = f(t, x, y)
y′ = g(t, x, y) , où f et g sont des fonctions : c’est un

système différentiel. Une solution est constituée de deux fonctions x(t) , y(t) vérifiant
x′(t) = f

(
t, x(t), y(t)

)
et y′(t) = g

(
t, x(t), y(t)

)
pour tout t.

Exemple : proies et prédateurs. En l’absence de prédateurs, une espèce animale
(A) se reproduit a un taux proportionnel au nombre d’individus (loi de Malthus) :
cela veut dire que si x est le nombre d’individus à un certain instant t, la vitesse ẋ
d’accroissement de population est ax, où a est une constante positive. La fonction x(t)
est solution de l’équation différentielle ẋ=ax : si x0 est le nombre d’individus à l’instant
t = 0, la solution x0e

at croît exponentiellement vers l’infini, ce qui n’est pas réaliste.
Supposons que l’espèce (A) est soumise à des prédateurs (P ) en nombre y(t) et
faisons des hypothèses vraisemblables sur le comportement de ces populations.

i) La mortalité chez (A) due à la prédation est de la forme bxy , proportionnelle au
nombre xy de contacts entre les individus.

ii) Le taux de croissance des prédateurs est proportionnel à leur nombre y et à la
quantité de proies, donc de la forme dxy , où d est une constante.

iii) La surpopulation des prédateurs est évitée grâce à un taux de mortalité cy pro-
portionnel à leur nombre (autolimitation due à la compétition pour la nourriture).

Cela conduit au système différentiel suivant :{
ẋ = ax−bxy
ẏ = −cy + dxy

, où les constantes a, b, c, d sont positives.

Système différentiel autonome. Dans l’exemple précédent, le système diffé-

rentiel s’écrit
{

x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y) , où les expressions f(x, y) et g(x, y) ne dépendent pas
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de t : on dit que le système est autonome. Plus généralement, un système différentiel
est autonome si la relation entre fonctions et dérivées y est indépendante du temps.

Comment rendre autonome un système différentiel
Considérons par exemple le système non autonome

(1)
{

x′ = f(t, x, y)
y′ = g(t, x, y)

En plus des variables d’état x et y , introduisons une nouvelle variable d’état τ et
considérons le système différentiel

(2)

⎧⎨⎩ τ ′ = 1
x′ = f(τ, x, y)
y′ = g(τ, x, y)

C’est un système autonome à trois fonctions inconnues τ(t), x(t) et y(t). La pre-
mière équation donne τ(t) = t + c, où c est une constante. Si l’on résout (2) avec
la condition initiale τ(t0) = t0 , alors on a τ(t) = t quel que soit t et les fonctions
x(t) et y(t) sont solutions de (1). Tout système différentiel peut de cette façon se
ramener à un système autonome de taille un de plus.

1. Systèmes différentiels linéaires
Exemple 1.

m1

m2

r1

r3

r2

x1

x2

Dans le dispositif représenté ci-contre, les masses m1,m2 sont fixées à
des supports par l’intermédiaire de ressorts r1,r3 et reliées entre-elles
par le ressort r2 ; l’ensemble est mobile verticalement. Repérons la
position des masses le long d’un axe vertical en appelant x1, x2

l’écart de chacune par rapport à sa position d’équilibre. Les équations
différentielles du mouvement sont

(1)
{

m1ẍ1 = −k1x1 + k2(x2−x1)
m2ẍ2 = −k2(x2−x1) − k3x2

où k1, k2, k3 sont les raideurs des ressorts. En posant v1 = ẋ1 et v2 = ẋ2 , ce système
devient ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ẋ1 = v1
ẋ2 = v2
v̇1 = −

[
(k1+k2)/m1

]
x1 + (k2/m1)x2

v̇2 = (k2/m2)x1 −
[
(k2+k3)/m2

]
x2

Une solution
(
x1(t), x2(t), v1(t), v2(t)

)
est représenté par un point mobile dans l’es-

pace des quatre coordonnées (x1, x2, v1, v2) ; cet espace, appelé l’espace des phases du
système, est de dimension 4. Une solution définit une courbe paramétrée, donc une

trajectoire, dans l’espace des phases. Introduisons le vecteur X(t) =

⎡⎣x1(t)
x2(t)
v1(t)
v2(t)

⎤⎦ et rap-
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pelons que le vecteur dérivé Ẋ(t) s’obtient en dérivant coordonnée par coordonnée.

En utilisant la notation matricielle, le système différentiel ci-dessus s’écrit⎡⎣ ẋ1(t)
ẋ2(t)
v̇1(t)
v̇2(t)

⎤⎦ =

⎡⎢⎣ 0 0 1 0
0 0 0 1

−(k1+k2)/m1 k2/m1 0 0
k2/m2 −(k2+k3)/m2 0 0

⎤⎥⎦
⎡⎣x1(t)

x2(t)
v1(t)
v2(t)

⎤⎦ ou encore

(S) Ẋ = AX , avec A =

⎡⎢⎣ 0 0 1 0
0 0 0 1

−(k1+k2)/m1 k2/m1 0 0
k2/m2 −(k2+k3)/m2 0 0

⎤⎥⎦
La matrice A s’appelle la matrice du système. Le système différentiel (1) est d’ordre

2, car il fait intervenir des dérivées secondes, mais le système différentiel (S), de

taille 4, ne comporte plus que des dérivées premières.

Exemple 2. En Économie, on distingue deux types de taux d’intérêt : un taux

à court terme c et un taux à long terme �. Tout changement de valeur pour l’un

des taux a une répercussion sur l’autre. Voici un modèle simple pour les variations

conjointes de c et � au cours du temps :{
ċ = a(r − c − �)
�̇ = b(r − c − �)

ou encore
[
ċ
�̇

]
=

[−a −a
−b −b

] [
c
�

]
+

[
ar
br

]
Les constantes r, a, b sont positives : a et b sont des vitesses d’évolution pour les

taux c et � ; r s’interprète comme la valeur limite de c + � (exercice 1). Introduisons

le vecteur d’état X(t) =
[

c(t)
�(t)

]
, la matrice A =

[−a −a
−b −b

]
du système et le vecteur

constant B =
[
ar
br

]
. Le système s’écrit Ẋ = AX + B et le vecteur B s’appelle le

second membre du système.

Exemple 3. Le butène, un corps chimique de formule C4 H8 , se présente sous trois

formes isomères B1 , B2 , B3 , correspondant à différentes dispositions des atomes

dans la molécule.

trans-butène-2

H C H3

C C

C H3 H

cis-butène-2
C H3 C H3

H H

C C

butène-1 C H2 C H C H2 C H3:
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B1

k 1,
2

k
1,3

B2

k 2,
1

k2,3
B3

k
3,1

k3,2

Ces trois formes coexistent et s’échangent au cours de réactions équilibrées, les
concentrations [B1], [B2], [B3] variant au cours du temps selon les équations suivantes :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d[B1]
dt

= −(k1,2+k1,3)[B1] + k2,1[B2] + k3,1[B3]

d[B2]
dt

= k1,2[B1] − (k2,1+k2,3)[B2] + k3,2[B3]

d[B3]
dt

= k1,3[B1] + k2,3[B2] − (k3,1+k3,2)[B3]

où les nombres positifs ki,j sont constants à température et pression données. En intro-

duisant le vecteur d’état X =

⎡⎣ [B1]
[B2]
[B3]

⎤⎦ et la matrice du système, les équations s’écrivent

dX
dt

= AX , où A =

[−k1,2−k1,3 k2,1 k3,1
k1,2 −k2,1−k2,3 k3,2
k1,3 k2,3 −k3,1−k3,2

]
.

Les proportions dans le mélange évoluent vers un équilibre caractérisé par
d[B1]

dt
=

d[B2]
dt

=
d[B3]

dt
= 0. Remarquons que la somme [B1] + [B2] + [B3] des concentrations

est constante, car en ajoutant les lignes du système, il vient
d[B1]

dt
+

d[B2]
dt

+
d[B3]

dt
=0.

Dans les exemples précédents, les systèmes différentiels introduits sont de la forme⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x′

1 = a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn + b1(t)
x′

2 = a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn + b2(t)
...

...
x′

n = an1x1 + an2x2 + · · · + annxn + bn(t)

où les coefficients aij sont des constantes et où b1(t), . . . , bn(t) sont des fonctions.
En posant

X =

⎡⎢⎣
x1
x2
...

xn

⎤⎥⎦ , A =

⎡⎢⎣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

...
an1 an2 · · · ann

⎤⎥⎦ et B(t) =

⎡⎢⎢⎣
b1(t)
b2(t)

...
bn(t)

⎤⎥⎥⎦ ,

le système s’écrit X ′ = AX + B(t).

Définitions
Un système différentiel de la forme X ′ = AX + B(t), où A est une matrice carrée
à coefficients constants et où B(t) est un vecteur de fonctions, s’appelle un système
différentiel linéaire à coefficients constants. La matrice A est la matrice du système et la
fonction t →B(t) est le second membre. Si B(t)=0 quel que soit t, le système est dit
homogène. Le système différentiel X ′ = AX s’appelle le système homogène associé.
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Une solution du système différentiel X ′ = AX +B(t) est une fonction X(t) à valeurs
vectorielles telle que X ′(t) = AX(t) + B(t) pour tout t.

® Supposons que X1(t) et X2(t) sont des solutions du système différentiel homogène
X ′ = AX et formons la combinaison linéaire Y (t) = α1X1(t) + α2X2(t), où α1, α2

sont des nombres. Alors on a X ′
1(t)=AX1(t), X ′

2(t)=AX2(t) et en ajoutant il vient

Y ′ = α1X
′
1 + α2X

′
2 = α1AX1 + α2AX2 = A

(
α1X1 + α2X2

)
= AY

Pour un système différentiel linéaire homogène X ′ = AX , toute
combinaison linéaire de solutions est encore solution.

® Supposons que S(t) est une solution du système différentiel X ′ = AX + B(t).
Puisque S ′(t) = AS(t) + B(t), une fonction X(t) est solution si et seulement si

X ′ − S ′ =
(
AX + B(t)

)
−

(
AS + B(t)

)
⇐⇒ (X − S)′ = AX − AS = A(X − S)

Ainsi, pour que X(t) soit solution de X ′ = AX + B(t), il faut et il suffit que la
fonction X(t) − S(t) soit solution du système homogène associé.

Propriétés générales des solutions
Pour le système homogène X ′ = AX : la fonction nulle est solution et toute combi-

naison linéaire de solutions est solution ; l’ensemble des solutions est un espace vectoriel.
Pour le système complet X ′ = AX + B(t) : si S(t) est une solution de X ′ =

AX + B(t), alors toutes les solutions sont de la forme X(t) = X0(t) + S(t), où X0(t)
est une solution quelconque du système homogène X ′ = AX .
La différence de deux solutions est donc une solution du système homogène.

Pour résoudre le système différentiel, il faut en trouver une solution particulière et
résoudre le système homogène associé.

1.1 Résolution du système homogène X ′ = AX

Exemple 1. Prenons A =
[
a 0
0 b

]
. Le système différentiel X ′ = AX s’écrit{

x′
1 = ax1

x′
2 = bx2

La première équation est une équation différentielle de la seule fonction inconnue x1 .
Les solutions sont x1(t) = k1e

at , où k1 est une constante quelconque. De même, les
solutions de la seconde équation sont les fonctions x2(t)=k2e

bt , où k2 est quelconque.
Les solutions du système sont les fonctions

X(t) =
[

k1e
at

k2e
bt

]
=

[
eat 0
0 ebt

] [
k1
k2

]
où k1 et k2 sont des constantes. On a X(0) =

[
k1
k2

]
, c’est-à-dire x1(0) = k1 et

x2(0) = k2 : la solution est donc entièrement déterminée par sa valeur en t = 0.
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Exemple 2. Posons A =
[
a p
0 a

]
. Le système différentiel X ′ = AX s’écrit{
x′

1 = ax1 + px2

x′
2 = ax2

Commençons par la seconde équation qui n’a qu’une fonction inconnue. Ses solutions
sont x2(t)=k2e

at , où k2 est quelconque. En reportant dans la première équation, il vient

(∗) x′
1 = ax1 + pk2e

at

une équation du premier ordre avec second membre. La solution générale de l’équa-
tion homogène est k1e

at . Cherchons une solution particulière de (∗) sous la forme
s(t) = c(t)eat , conformément à la méthode de variation de la constante (page 444).
En reportant s(t) dans (∗), il vient

ac(t)eat + c′(t)eat = ac(t)eat + pk2e
at

et après simplification, on obtient c′(t) = pk2 , dont une solution est c(t) = pk2t.
La fonction s(t)=pk2te

at est donc une solution de (∗). On en déduit que les solutions
de (∗) sont les fonctions

x1(t) = k1e
at + k2pteat , où k1 est une constante quelconque.

Finalement, les solutions de X ′ = AX sont les fonctions

X(t) =
[

k1e
at + k2pteat

k2e
at

]
=

[
eat pteat

0 eat

] [
k1
k2

]
où k1 et k2 sont des constantes. On a X(0) =

[
k1
k2

]
, donc X(t) est déterminée par

sa valeur en t = 0.

Ces exemples montrent que si la matrice A est diagonale ou triangulaire, le système se
résout en prenant les équations une à une : on commence par l’équation qui ne contient
qu’une inconnue et l’on substitue les solutions dans les autres, de proche en proche.
Pour résoudre un système homogène général, nous allons nous ramener au cas d’une
matrice diagonale ou triangulaire.
Faisons un changement d’inconnue en posant X = PY , où P est une matrice carrée
à coefficients constants. On suppose P inversible, de manière à pouvoir exprimer
Y = P−1X au moyen de X .
Chaque coefficient xi(t) de X(t) est une combinaison p1y1(t)+p2y2(t)+ · · ·+pnyn(t),
où [ p1 p2 · · · pn ] est la i-ème ligne de P . On a x′

i(t)=p1y
′
1(t)+p2y

′
2(t)+· · ·+pny′

n(t),
donc X ′(t) = PY ′(t). Il vient

X ′ = AX ⇐⇒ PY ′ = APY ⇐⇒ Y ′ = P−1APY

Pour que la fonction X(t) = PY (t) soit solution de X ′ = AX , il faut et
il suffit que Y (t) soit solution du système différentiel Y ′ = (P−1AP )Y .
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Méthode de résolution
On utilise la technique de diagonalisation ou de trigonalisation expliquée pages 176
à 182. Distinguons plusieurs cas.

A est diagonalisable avec des valeurs propres réelles. On calcule les va-
leurs propres λ1, . . . , λn de A et les vecteurs propres associés V1, V2, . . . , Vn .

® Puisque A est diagonalisable, les vecteurs propres forment une base de l’espace
vectoriel Rn , la matrice P dont les colonnes sont V1, . . . ,Vn est inversible et la ma-
trice P−1AP est la matrice diagonale D = diag(λ1, λ2, . . . , λn) dont les coefficients
sont λ1, λ2, . . . , λn .

Posons X = PY . Les solutions du système différentiel Y ′ = DY sont

Y (t) =

⎡⎢⎢⎣
k1e

λ1t

k2e
λ2t

...
kneλnt

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
eλ1t 0 · · · 0
0 eλ2t 0
...

. . .
...

0 0 · · · eλnt

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

k1

k2

...
kn

⎤⎥⎥⎦
où K =

⎡⎣ k1

...
kn

⎤⎦ est un vecteur constant quelconque. Pour trouver les solutions du

système X ′ = AX , on doit effectuer le produit matriciel X = PY ; calculons

R(t) =
[
V1 V2 · · · Vn

]⎡⎢⎢⎣
eλ1t 0 · · · 0
0 eλ2t 0
...

. . .
...

0 0 · · · eλnt

⎤⎥⎥⎦ =
[
eλ1tV1 eλ2tV2 · · · eλntVn

]

Puisque P = [V1 · · · Vn ], en multipliant à droite par le vecteur K , on obtient

X(t) = PY (t) = R(t)K = k1e
λ1tV1 + k2e

λ2tV2 + · · · + kneλntVn

où k1, . . . , kn sont des nombres quelconques.

® Les solutions eλ1tV1,. . .,e
λntVn s’appellent des solutions propres : ce sont les colonnes

de la matrice R(t).
® La solution générale est une combinaison linéaire des solutions propres. Puisque les

vecteurs propres Vi sont indépendants, les solutions propres sont indépendantes.

Les solutions propres forment une base de l’espace vectoriel des solutions du
système. L’espace des solutions est donc de dimension n.

® La matrice R(t) est inversible quel que soit t.

A est trigonalisable. On peut trouver une matrice inversible P telle que T =
P−1AP est triangulaire, ou même triangulaire par blocs ; les coefficients diagonaux
de T sont les valeurs propres de A. On résout le système différentiel Y ′ = TY

en prenant les équations successivement, comme dans l’exemple 2 page 482 ; on
trouve n solutions Y1,Y2 . . . ,Yn indépendantes dont les coordonnées sont de la forme
q(t)eλt , où q(t) est une fonction polynôme et λ une valeur propre de A. On dispose

Y1(t),. . .,Yn(t) en colonnes, on calcule la matrice carrée R(t)=P
[
Y1(t) Y2(t) · · · Yn(t)

]
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et les solutions sont les fonctions

X(t) = R(t)K , où K est un vecteur de constantes quelconques.

Les colonnes de R(t) forment une base de l’espace vectoriel des solutions.

Les valeurs propres de A ne sont pas réelles. Soit λ une valeur propre
complexe de A et V un vecteur propre associé. Posons

λ = a + iω et V = U1 + iU2

où a, ω sont des nombres réels, ω �=0 et U1 , U2 des vecteurs à coefficients réels. On a

AV = λV = (a + iω)(U1 + iU2) = (aU1 − ωU2) + i (ωU1 + aU2)

donc en séparant partie réelle et partie imaginaire, il vient

AU1 = aU1 − ωU2 , AU2 = ωU1 + aU2

Supposons A de taille 2.
Les vecteurs U1, U2 étant indépendants (car ω �= 0), la matrice de la transformation

Z →AZ dans la base (U1,U2) de R2 est C =
[

a ω
−ω a

]
. Par conséquent, on a l’égalité

C = P−1AP , où P =
[
U1 U2

]
.

En posant X = PY , on sait que les fonctions Y (t) =
[

y1(t)
y2(t)

]
sont solutions de

Y ′ = CY , c’est-à-dire[
y′

1

y′
2

]
= Y ′ = CY =

[
a ω

−ω a

] [
y1
y2

]
=

[
ay1 + ωy2

−ωy1 + ay2

]
Introduisons la fonction z = y1 + i y2 . L’égalité vectorielle ci-dessus s’écrit

z′ = y′
1 + i y′

2 = (ay1 + ωy2) + i (−ωy1 + ay2) = (a − iω)(y1 + i y2) = λz

d’où z(t) = keλt , avec k = k1 + ik2 un nombre complexe quelconque (remarque page
444). Puisque eλt = eate− iωt , On obtient ainsi

z(t)=(k1+ik2)eat
(
cosωt−isinωt

)
=eat

[
(k1cosωt+k2sinωt)+i(−k1sinωt+k2cosωt)

][
y1(t)
y2(t)

]
= eat

[
cos ωt sin ωt

− sinωt cos ωt

] [
k1
k2

]
et en posant K =

[
k1
k2

]
, il vient finalement

(∗) X(t) = eat
[
U1 U2

] [
cos ωt sinωt

− sinωt cos ωt

]
K = R(t)K

où K est un vecteur constant quelconque. Les colonnes de R(t) forment une base
de l’espace vectoriel des solutions : cet espace est donc de dimension 2.

Supposons maintenant que A est de de taille n quelconque et diagonalisable sur C. Pro-
cédons comme ci-dessus pour chaque vecteur propre complexe U1 + iU2 , V1 + iV2 , etc
écrivons les vecteurs U1,U2,V1,V2, . . . en colonne et complétons par les vecteurs propres
réels : on forme ainsi une matrice carrée P inversible. Par le changement d’inconnue
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X = PY , le système devient Y ′ = CY , avec

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a ω 0 0 0 · · · 0
−ω a 0 0 0 · · · 0

0 0 c ϕ 0 · · · 0
0 0 −ϕ c 0 · · · 0
...

. . .
0 · · · r1 0
...

. . .
...

0 · · · 0 rm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
a+ iω , c+ iϕ, etc étant les valeurs propres non réelles et r1, . . . , rm les valeurs propres
réelles de A. On résout le système Y ′ = CY bloc par bloc et les solutions sont les
fonctions X(t) = PY (t) = R(t)K , où K est un vecteur formé de n constantes réelles
arbitraires. L’espace des solutions est encore de dimension n.

Exemple 3. Considérons le système différentiel (S)
{

x′ = 2y−6
y′ = x−y+2

Une solution constante est déterminée par x′ = 2y − 6 = 0 et y′ = x−y+2 = 0, donc

y = 3, x = 1 et la fonction constante
[
1
3

]
est solution. Puisque la différence de deux

solutions est une solution du système homogène, posons[
x
y

]
=

[
u
v

]
+

[
1
3

]
=

[
u+1
v+3

]
On a u′ = x′ = 2y−6 = 2v et v′ = y′ = x−y+2 = (u+1) − (v+3) + 2 = u−v , d’où le
système différentiel en u, v :

(h)
[

u′

v′

]
=

[
0 2
1 −1

] [
u
v

]
Appelons A la matrice du système (h).

Valeurs propres de A : ce sont les racines du polynôme caractéristique∣∣∣∣−z 2
1 −1−z

∣∣∣∣ = −z(−1−z) − 2 = z2 + z − 2 = (z−1)(z+2)

Il y a deux valeurs propres distinctes 1 et −2, donc la matrice A est diagonalisable.

Vecteurs propres de A : Un vecteur propre V1 =
[
a
b

]
pour la valeur propre 1 est

solution de (A−I2)V1 =
[−1 2

1 −2

] [
a
b

]
= 0, donc V1 =

[
2
1

]
est vecteur propre

pour la valeur propre 1. Pour la valeur propre −2, on a A+2I2 =
[
2 2
1 1

]
, donc

V2 =
[

1
−1

]
est vecteur propre.

Les solutions de (h) sont[
u(t)
v(t)

]
= k1e

t
[
2
1

]
+ k2e

−2t
[

1
−1

]
, avec k1 et k2 quelconques,
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et les solutions de (S) sont
[

x(t)
y(t)

]
= k1e

t
[
2
1

]
+ k2e

−2t
[

1
−1

]
+

[
1
3

]
, c’est-à-dire{

x(t) = 2k1e
t + k2e

−2t + 1
y(t) = k1e

t − k2e
−2t + 3

Il y a une seule solution de conditions initiales x(t0)=x0,y(t0)=y0 : on la trouve en cal-
culant les constantes k1 et k2 telles que x0=2k1e

t0 +k2e
−2t0 +1 et y0=k1e

t0−k2e
−2t0 +3.

Dessin des trajectoires. Quand t parcourt R, le point M(t) =
(
x(t), y(t)

)
décrit

une courbe passant par le point initial M0 = (x0, y0) : c’est la trajectoire de M0 .
Si la condition initiale est (1,3), la solution est la fonction constante

(
x(t),y(t)

)
=(1,3).

La trajectoire du point E = (1, 3) est donc réduite au point E : Le point E est un
équilibre du système.
Pour dessiner les différentes trajectoires, plaçons-nous dans le repère d’origine E et

d’axes dirigés par les vecteurs propres V1, V2 . On a
−−−−−−−−−−−−−→
EM(t) = k1e

tV1 + k2e
−2tV2 et

les coordonnées de M(t) dans ce repère sont α = k1e
t, β = k2e

−2t .

® Si k1 = 0 et k2 �= 0, alors M(t) est sur l’axe dirigé par V2 , β garde le signe de
k2 et tend vers 0 exponentiellement. Si k2 > 0, la trajectoire est la demi-droite
d’origine E dirigée par V2 et parcourue vers E ; si k2 < 0, c’est la demi-droite
opposée, parcourue également vers E (figure 1).

® Si k2 = 0 et k1 �= 0, alors β = 0 et α garde le signe de k1 . Si k1 > 0, la trajectoire est
la demi-droite d’origine E dirigée par V1 et parcourue en s’éloignant vers l’infini ;
si k1 < 0, c’est la demi-droite opposée (figure 1).

® Supposons k1k2 �= 0. Pour trouver l’équation des trajectoires, éliminons t entre les
égalités α=k1e

t,β =k2e
−2t . Il vient α2β =k2

1e
2tk2e

−2t =k2
1k2 . La courbe d’équation

β = c/α2 , où c est une constante non nulle, est formée de deux branches ayant
les axes pour asymptotes (figure 2). Chaque branche est une trajectoire (quand t

varie, les coordonnées α et β gardent un signe constant).

E

et

t

V1

e V1−

−

e−2tV2

e−2tV2

Figure 1

E

V2

V1

α

β

Figure 2

x

y

des trajectoires
dans le plan x, y

Exemple 4 : un modèle de compétition végétale. Deux espèces végétales
(e1) et (e2) sont en compétition dans un périmètre donné. Le nombre d’individus
de chaque espèce fluctue autour d’une valeur moyenne, avec des écarts x(t) et y(t)
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satisfaisant le système différentiel{
ẋ = −(1/4)(x − y)
ẏ = −(1/4)(25x + 7y) de matrice A =

[
−1/4 1/4
−25/4 −7/4

]
.

À la suite d’une perturbation de l’écosystème, un recensement à l’instant t=0 montre
que x(0) = x0 et y(0) = 0. Comment vont évoluer x(t) et y(t) ?
Le polynôme caractéristique de A est z2+2z+2, les valeurs propres sont −1+i, −1−i

et V =
[

1
−3 + 4 i

]
=

[
1

−3

]
+i

[
0
4

]
est vecteur propre pour −1+i. D’après la formule (∗)

page 484, les solutions sont les fonctions X(t)=R(t)K , où K est un vecteur constant et

R(t) = e−t
[

1 0
−3 4

] [
cos t sin t

− sin t cos t

]
On a R(0) =

[
1 0

−3 4

]
donc X(0) =

[
1 0

−3 4

]
K . Pour que x(0) = x0 et y0 = 0, il

faut prendre le vecteur K =
[
k1
k2

]
tel que

{
k1 = x0

−3k1 + 4k2 = 0 , c’est-à-dire k1 = x0

et k2 = (3/4)x0 . On obtient ainsi

X(t) = e−t
[

1 0
−3 4

] [
cos t sin t

− sin t cos t

] [
x0

(3/4)x0

]
= x0

4
e−t

[
1 0

−3 4

] [
4 cos t+3 sin t

−4 sin t+3 cos t

]

x

y figure 1c’est-à-dire
[

x(t)
y(t)

]
= x0

4
e−t

[
4 cos t + 3 sin t

−25 sin t

]
. Les fonctions x(t)

et y(t) tendent vers 0 quand t tend vers l’infini : cela veut dire
que les populations végétales reviennent à leur proportion d’équi-
libre. La figure 1 montre la trajectoire dans le plan des (x,y) ; sur
la figure 2, on a représenté les graphes des fonctions x(t) et y(t)
(t est en abscisse).

x(t)

y(t)

t

figure 2

Dans la première équation du système différentiel, on voit que ẋ
s’annule quand x−y = 0 : les valeurs extrêmes de x(t) sont donc
obtenues quand les deux populations ont le même nombre d’in-
dividus. Cela correspond, sur la trajectoire, aux points à tangente
verticale : ils sont sur la droite d’équation y = x. De même, les
points de la trajectoire où la tangente est horizontale sont caracté-
risés par ẏ = 0 : d’après la seconde équation du système, ils sont
sur la droite d’équation y = −(25/7)x.

1.2 Matrice résolvante
Nous venons de voir que la solution générale d’un système différentiel X ′ =
AX de taille n est toujours combinaison linéaire de n solutions indépendantes
X1(t), X2(t), . . . , Xn(t). Si l’on dispose ces solutions en colonnes, on obtient la ma-
trice R(t) =

[
X1(t) · · ·Xn(t)

]
et la solution générale du système est X(t) = R(t)K ,

où K est un vecteur constant quelconque.
Une telle matrice R(t) s’appelle une matrice résolvante du système.
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® La matrice R(t) est inversible quel que soit t.

® On a R′(t) = AR(t) quel que soit t.

En effet R′(t) =
[
X ′

1(t) X ′
2(t) . . . X ′

n(t)
]

=
[
AX1(t) AX2(t) . . . AXn(t)

]
= AR(t).

Solution avec condition initiale
En pratique, on cherche souvent la solution X(t) prenant en t = t0 une valeur vec-
torielle X(t0) = X0 donnée. Pour que X(t0) = X0 , il faut et il suffit que l’on ait
R(t0)K = X0 , ou encore K = R(t0)−1X0 ; on a donc X(t) = R(t)R(t0)−1X0 .

La solution telle que X(t0) = X0 est X(t) = Rt0 (t)X0 , où Rt0 (t) = R(t)R(t0)−1 .

On a Rt0 (t0) = In . Prenons t0 = 0 et soit X(t) = R0(t)X0 la solution telle que
X(0) = X0 . Si a est un nombre réel, la fonction Y (t) = X(t + a) est solution, car
Y ′(t)=X ′(t+a)=AX(t+a)=AY (t). Puisque Y (0)=X(a), la fonction Y (t) est la so-
lution telle que Y (0)=X(a), donc Y (t)=R0(t)X(a). Puisque X(t+a)=R0(t+a)X0 ,
il vient R0(t + a)X0 = R0(t)X(a) = R0(t)R0(a)X0 et comme cela est vrai quel que
soit le vecteur initial X0 , on en déduit l’identité matricielle

R0(t + a) = R0(t)R0(a) , quels que soient t et a.

En particulier In = R0(t − t) = R0(t)R0(−t), donc R0(t)−1 = R0(−t). Il s’ensuit que

pour tout entier k positif ou négatif, on a R0(kt) =
[
R0(t)

]k
.

La fonction t → R0(t) transforme somme en produit et opposé en inverse, comme
une exponentielle.

Recherche de la matrice du système à partir des solutions
Supposons que le système différentiel X ′ = AX est de taille n. Si l’on en con-
naît n solutions indépendantes X1, X2, . . . , Xn , la matrice R(t) dont les colonnes
sont X1(t),X2(t), . . .Xn(t) est une résolvante. Puisque R′(t) = AR(t), on en déduit
A = R′(t)R(t)−1 .

Application : modélisation d'une diffusion compartimentale
Une substance présente dans deux compartiments tissulaires (1) et (2) peut diffuser
de l’un vers l’autre à un taux proportionnel à la quantité présente dans le comparti-
ment source (loi d’action de masse). Soient x1(t) et x2(t) les quantités de substance
présentes à l’instant t dans les compartiments (1) et (2). Ces fonctions sont solutions
d’un système différentiel homogène (comparer à l’exercice 11 page 197)

(h)
{

ẋ = ax + by
ẏ = cx + dy

Dans la pratique, les coefficients de diffusion a,b,c,d sont inconnus. En effectuant dans
les compartiments des dosages à des instants t1, t2, . . ., on peut faire une estimation
numérique des fonctions x et y . En général, x et y décroissent exponentiellement,
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de sorte qu’on propose pour ces fonctions des formules du type{
x(t) = p1e

λ1t + p2e
λ2t

y(t) = q1e
λ1t + q2e

λ2t
, où λ1, λ2, p1, p2, q1, q2 sont des constantes.

Il s’agit bien d’une forme possible pour une solution d’un système différentiel linéaire
homogène.
Procédons comme dans l’exemple page 305. En faisant varier les quantités initiales,
on calcule des valeurs approchées pour les exposants λ1 et λ2 et pour les coefficients

p1, p2, q1, q2 : on peut ainsi obtenir deux fonctions de diffusion X1(t) =
[

x1(t)
y1(t)

]
et

X2(t) =
[

x2(t)
y2(t)

]
non proportionnelles. Formons la matrice R(t) =

[
X1(t) X2(t)

]
.

Les fonctions X1 et X2 sont solutions du système différentiel linéaire Ẋ = AX de
matrice A = Ṙ(t)R(t)−1 (Ṙ est la matrice dérivée par rapport à t). Les coefficients
de A doivent être indépendants de t, mais on a intérêt à faire le calcul en prenant
différentes valeurs de t et à retenir un résultat moyen.

® Les coefficients de la matrice A sont des estimations numériques des coefficients
de diffusion a, b, c, d dans (h).

® Une fois calculée la matrice A, on dispose du système différentiel Ẋ =AX qui per-
met de résoudre le problème des diffusions pour n’importe quelle condition initiale.

® On connaît les valeurs propres de A : ce sont les coefficients de t dans les
exponentielles qui composent X1(t) ou X2(t).

Par exemple, supposons qu’on a fait les deux estimations[
x1(t)
y1(t)

]
=

[
0,148 e−0,18 t+4,85 e−0,5 t

0,652 e−0,18 t+2,34 e−0,5 t

]
et

[
x2(t)
y2(t)

]
=

[
0,528 e−0,18 t+3,47 e−0,5 t

2,32 e−0,18 t+1,68 e−0,5 t

]
Formons la matrice R(t)=

[
x1(t) x2(t)
y1(t) y2(t)

]
et calculons sa dérivée en t=0 par exemple :

R(t) =
[

0,148 e−0,18 t+4,85 e−0,5 t 0,528 e−0,18 t+3,47 e−0,5 t

0,652 e−0,18 t+2,34 e−0,5 t 0,528 e−0,18 t+3,47 e−0,5 t

]
, Ṙ(0) =

[−2,45 −1,83
−1,28 −1,25

]
La matrice du système est A = Ṙ(0)R(0)−1 =

[−0,54 −0,08
−1,72 −1,42

]
. Les valeurs propres

de A sont −0,18 et −0,5.

1.3 Principaux types de trajectoires
La forme des trajectoires d’un système différentiel X ′ = AX dépend des valeurs
propres de A.

® L’origine est un point d’équilibre : il constitue une trajectoire.
® Si λ est une valeur propre réelle avec vecteur propre V , la trajectoire associée à

la solution propre eλtV est la demi-droite passant par l’origine et dirigée par V .
La demi-droite opposée est la trajectoire associée à la solution −eλtV .
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Stabilité de l'équilibre
L’origine O est un équilibre stable si toutes les solutions de condition initiale X(t0)
voisines de zéro restent proches de O pour t � t0 .
D’après les différents types de solutions trouvés lors de la résolution, on a le résultat
suivant.

Conditions de stabilité
® Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont leur partie réelle strictement négative,

alors toutes les solutions de X ′ = AX tendent vers 0 quand t tend vers +∞ et l’origine
est un équilibre stable.

® Si l’une au moins des valeurs propres est de partie réelle strictement positive, l’origine
est un équilibre instable.

® Si la matrice A est diagonalisable et si toutes ses valeurs propres sont de partie réelle
négative ou nulle, alors l’origine est un équilibre stable.

Démonstration. Chaque valeur propre réelle λ détermine une solution propre U(t) = eλtV ,
où V un vecteur propre associé, de norme ‖U(t)‖ = eλt‖V ‖. Si λ = 0, la norme de U(t) est
constante. Si λ < 0, la norme tend vers 0 en décroissant quand t tend vers +∞. Si λ > 0, la
norme tend vers +∞ quand t tend vers +∞ et l’équilibre n’est pas stable.
Si λ = a+ i ω est une valeur propre complexe, les solutions associées sont de la forme

U(t) = eat

[
c1 cos(ωt+ϕ1)
c2 cos(ωt+ϕ2)

]
et l’on a ‖U(t)‖ � keat , où k est une constante ; on en déduit

que si a � 0, la norme de U(t) reste bornée par k quand t parcourt [0,+∞[ et que si a < 0,
la norme tend vers 0 quand t tend vers +∞.
Si A est diagonalisable, toute solution est combinaison linéaire de solutions du type précédent,
d’où les affirmations ci-dessus dans ce cas.
Quand A est seulement trigonalisable, les solutions peuvent avoir dans leur coordonnées des
fonctions de la forme q(t)eat ou q(t)eat cos(ωt+ϕ), où a est une partie réelle de valeur propre
et q(t) un polynôme. Si a < 0, alors lim

t→+∞
q(t)eat = 0, donc ces fonctions restent bornées

quand t parcourt [0,+∞[. On en déduit que si toutes les valeurs propres sont de partie réelle
strictement négative, alors toutes les solutions tendent vers O et l’équilibre est stable. �

Critère de stabilité en dimension 2 . Supposons que la matrice A est de taille 2
et possède au moins une valeur propre non nulle. Alors pour le système différentiel X ′=AX ,
l’équilibre O est stable si et seulement si les coefficients du polynôme caractéristique de A

sont positifs ou nuls.

Démonstration. Pour que l’équilibre (0,0) soit stable, il faut que les valeurs propres soient
de partie réelle négative ou nulle. Réciproquement, si les valeurs propres λ et μ sont de partie
réelle strictement négative, ou si λ < μ = 0, l’équilibre est stable ; si leur partie réelle est nulle,
alors λ et μ sont imaginaires pures (on a exclu le cas λ = μ = 0) et l’équilibre est stable, car
les coordonnées des solutions sont des fonctions acos(ωt + ϕ). Ainsi l’équilibre est stable si et
seulement si λ et μ sont de partie réelle négative ou nulle. Le polynôme caractéristique de A

est P = (z−λ)(z−μ) = z2 + pz + q , où p = −(λ + μ) et q = λμ. Quand les racines sont réelles,
elles sont toutes deux négatives ou nulles à la condition que leur produit q soit positif ou nul
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et que leur somme −p soit négative ou nulle ; quand les racines sont complexes conjuguées,
on a q = λλ > 0 et la condition de stabilité est −p = 2 Re(λ) � 0. �

Supposons encore la matrice A de taille 2.

® Si les valeurs propres sont réelles non nulles et de même signe, les trajectoires non
rectilignes sont toutes tangentes à l’une des directions propres (figure 1).

® Si les valeurs propres sont réelles et de signes contraires, les trajectoires non recti-
lignes sont des « branches hyperboliques » asymptotes aux directions propres (fig. 2).

® Si les valeurs propres sont non réelles (donc complexes conjuguées), les trajec-
toires sont des spirales (figure 3), ou des ellipses dans le cas de valeurs propres
imaginaires pures (voir figure page 499).

Voici différentes possibilités de trajectoires, selon les valeurs propres λ et μ :

x

y

λ < μ < 0
équilibre stable

figure 1

x

y

λ < 0 < μ
équilibre instable

figure 2

x

y

λ = a + i b
b �= 0 et a < 0
équilibre stable

figure 3

Si l’on change le signe de toutes les valeurs propres, les trajectoires sont les mêmes
mais leur sens de parcours est inversé.

On retrouve les dessins obtenus pages 187 et 188 dans l’étude des itérations linéaires. Ce
n’est pas un hasard. En effet, si l’on choisit un pas h>0, les itérés de X0 par la transforma-
tion X →R0(h)X sont les points Xn=[R0(h)]nX0 . Puisqu’on a [R0(h)]n=R0(nh) d’après
les propriétés de la résolvante R0 , il vient Xn=R0(nh)X0 , donc les points Xn sont sur la
trajectoire de X0 . Si par exemple A est la matrice diagonale de valeurs propres λ et μ, alors
R0(h) est diagonale de valeurs propres eλh,eμh . Dans le cas λ<μ<0, on a 0<eλh<eμh<1
et la trajectoire a bien la forme des itérés d’un point par une matrice de valeurs propres
strictement comprises entre 0 et 1. On retrouve de même les autres formes de trajectoires,
selon la position de eλh et de eμh par rapport à 1, c’est-à-dire selon le signe de λ et μ.

1.4 Système avec second membre
Pour résoudre un système différentiel linéaire (s) X ′ = AX + B(t) où le second
membre B(t) est un vecteur de fonctions,

a) on résout le système homogène (h) X ′=AX : les solutions de (h) s’écrivent X(t)=
R(t)K , où R(t) est une matrice résolvante et K un vecteur constant quelconque ;

b) et l’on cherche une solution particulière S(t) du système complet.

Les solutions de (s) sont toutes les fonctions R(t)K + S(t), où K est un vecteur
constant quelconque (propriété page 481).
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Dans les applications, le problème possède parfois une solution particulière évidente,
par exemple une solution constante. Mais nous allons voir que l’on peut calculer
une solution particulière de (s) au moyen des solutions de (h).

Méthode de variation de la constante
Cherchons une solution S(t) de la forme S(t) = R(t)K(t), où K(t) est une fonction
inconnue : c’est la méthode de variation de la constante, analogue à celle pratiquée page
444 pour une équation linéaire numérique.

On a S′ =R′K +RK′ , car chaque coefficient de S(t) est une somme de termes r(t)k(t),
où r(t) et k(t) sont des coefficients de R et K . La condition pour que S(t) soit solution
est donc

S′ = AS + B(t) ⇐⇒ R′K + RK′ = ARK + B

⇐⇒ ARK + RK′ = ARK + B , car R′ = AR

et en simplifiant par ARK , il vient RK′ = B , ou encore K′ = R−1B .

S(t) = R(t)K(t) est solution de (s) si et seulement si K ′(t) = R(t)−1B(t).

On choisit une primitive de la fonction vectorielle R(t)−1B(t) en intégrant coefficient
par coefficient et la solution générale de (s) s’écrit

X(t) = R(t)K + R(t)
[∫ t

R(s)−1B(s) ds

]
, avec K un vecteur de constantes.

Exemple. Reprenons l’exemple de la diffusion d’une substance dans deux com-
partiments tissulaires (page 488) en supposant que la matrice du système est

A =
[−2 1/4

3 −1

]
Injectons la substance dans le compartiment (1) avec un débit v . Les quantités x(t)
et y(t) présentes dans les compartiments (1) et (2) sont alors solutions du système

(s)
[
ẋ
ẏ

]
= A

[
x
y

]
+

[
vt
0

]
Le polynôme caractéristique de A est

∣∣∣∣−2−z 1/4
3 −1−z

∣∣∣∣=z2+3z+(5/4)=(z+5/2)(z+1/2),

les valeurs propres sont −5/2 et −1/2 et les vecteurs propres sont V1 =
[

1
−2

]
et

V2 =
[
1
6

]
. La matrice résolvante du système homogène X ′ = AX est donc

R(t) =
[
V1e

−(5/2)t V2e
−(1/2)t

]
=

[
e−(5/2)t e−(1/2)t

−2e−(5/2)t 6e−(1/2)t

]
On a R(t)−1 = 1

8

[
6e(5/2)t −e(5/2)t

2e(1/2)t e(1/2)t

]
. Le second membre est B(t) =

[
vt
0

]
et

K ′(t) = R(t)−1B(t) = v
4

[
3te(5/2)t

te(1/2)t

]
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On a
∫

te(5/2)t dt = 2
25

(5t−2)e(5/2)t et
∫

te(1/2)t dt = 2(t−2)e(1/2)t , d’où

K(t) =
[

(3v/50)(5t−2)e(5/2)t

(v/2)(t−2)e(1/2)t

]
. Une solution particulière de (s) est donc

S(t) = R(t)K(t) = 4v
25

[
5t−7

15t−36

]
La solution générale de (s) est

X(t) = R(t)
[
k1
k2

]
+ S(t) =

⎡⎢⎣ k1e
−(5/2)t + k2e

−(1/2)t +
4v(5t−7)

25

−2k1e
−(5/2)t + 6k2e

−(1/2)t +
4v(15t−36)

25

⎤⎥⎦
avec k1 et k2 des constantes arbitraires.
Supposons qu’à l’instant initial t = 0 où l’on commence l’injection, les compartiments
ne contiennent pas de substance. Les conditions initiales sont donc x(0) = y(0) = 0.
En calculant les constantes k1 et k2 pour satisfaire ces conditions, on obtient

S0(t) =
[

x0(t)
y0(t)

]
= v

[
(3/25)e−(5/2)t+e−(1/2)t+(4/5)t−28/25

−(6/25)e−(5/2)t+6e−(1/2)t+(12/5)t−144/25

]
Supposons qu’on arrête l’injection à l’instant T : passé cet instant, les fonctions x(t)

et y(t) sont régies par le système homogène X ′ = AX . Pour t > T ,
[

x(t)
y(t)

]
est donc

la solution S1(t) du système homogène telle que S1(T )=S0(T ). On a S1(t)=R(t)C ,
où le vecteur constant C doit vérifier R(T )C = S0(T ) ; en résolvant cette équation
linéaire, on obtient C , ce qui permet de calculer S1(t).

(

x

y )

S 0
(t

)

t T

0

=

La figure ci-contre montre l’allure de la courbe
(
x(t), y(t)

)
ainsi obtenue. La partie inférieure de la courbe correspond à
S0(t) : tant que t < T , les quantités x(t) et y(t) augmentent.
À l’instant T , il y a rebroussement : pour t > T , x(t) décroît
tandis que y(t) continue à croître jusqu’à un maximum, puis
x(t) et y(t) décroissent vers 0 (partie supérieure de la courbe).

Comme y(t) continue à croître un moment après l’arrêt de l’in-
jection, il faut interrompre celle-ci à temps pour ne pas dépasser
la concentration maximale admissible dans le compartiment.

Application à une équation linéaire du second ordre
Considérons l’équation différentielle linéaire (e) x′′ + px′ + qx = b(t), où p et q sont
des constantes. En posant y = x′ , il vient y′ = x′′ = −px′ − qx + b(t) et le système
différentiel suivant est équivalent à (e) :

(s)
{

x′ = y
y′ = −qx − py + b(t)
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Si l’on pose X =
[
x
y

]
, ce système s’écrit sous forme matricielle

X ′ = AX + B(t), avec A =
[ 0 1
−q −p

]
et B(t) =

[ 0
b(t)

]
.

La résolution de (s) fournit les solutions x(t) de (e). En particulier, la méthode de
variation de la constante présentée ci-dessus permet toujours d’exprimer une solution
particulière de (e) : les calculs conduisent à la formule page 451, où w est ici de la
forme w0e

−pt .

2. Système différentiel linéaire contrôlé
Considérons une quantité vectorielle X(t) régie par un système différentiel linéaire
homogène X ′ = AX de taille n. Supposons qu’on puisse modifier le système au
moyen de paramètres de commande u1, u2, . . . agissant en continu.

Exemple. Un four électrique est constitué d’une enceinte entourée d’une paroi
chauffante épaisse. Notons

® ci et cp les capacités calorifiques de l’intérieur et de la paroi du four,
® si et se les aires des parois intérieures et extérieures,
® ri et re les coefficients de radiation de la paroi intérieure et de la paroi extérieure.

TeTpTi

u

Les variations de température par convection sont proportionnels
à la surface d’échange et à l’écart des températures. Notons Tp

la température moyenne dans la paroi, Te et Ti les températures
à l’extérieur et à l’intérieur du four. Si u est le flux de chaleur
apporté par le chauffage du four, les bilans caloriques conduisent
aux équations suivantes :

cpṪp = −sere(Tp − Te) − siri(Tp − Ti) + u (pour la paroi)

ciṪi = siri(Tp − Ti) (pour l’intérieur).

Introduisons les excès de température x = Tp − Te et y = Ti − Te par rapport à
l’extérieur. Puisque Tp−Ti = x−y , il vient[

ẋ
ẏ

]
=

[
−(sere+siri)/cp siri/cp

siri/ci −siri/ci

] [
x
y

]
+

[
1/cp

0

]
u

On peut régler u au moyen d’un dispositif électrique : u est le paramètre de contrôle
et l’on dit que le système différentiel est contrôlé. La question est la suivante :

par un réglage en continu u(t) convenable, peut-on, à partir de n’importe quelle
température initiale, atteindre dans le four une température donnée quelconque ?

Plus généralement, considérons un système différentiel linéaire de la forme

X ′ = AX + BU , où
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® A est une matrice de taille n à coefficients constants,

® B est une matrice constante à n lignes et m colonnes,

® U est un vecteur dont les coefficients u1, u2, . . . , um sont des paramètres.

On dit que c’est un système contrôlé, avec paramètre de contrôle U . Comme dans le
cadre des itérations affines (page 191), étudions si par une commande convenable,
on peut amener la réponse X(t) dans l’état qu’on veut.

2.1 Commandabilité
Définition
Le système contrôlé X ′ = AX + BU est commandable si pour tout état initial X0 et
pour tout état final Xf , il existe un instant tf > 0 et une fonction continue U(t),
0 � t � tf , telle que la solution du système X ′ = AX +BU(t) de condition initiale
X(0) = X0 vérifie X(tf ) = Xf .

Quand un système est commandable, il est possible d’atteindre, en un temps fini,
n’importe quel objectif Xf à partir de n’importe quel état initial X0 , au moyen
d’une commande U(t) appropriée. Comme pour les itérations affines, introduisons
la matrice de commandabilité.

Définition
La matrice de commandabilité du système est la matrice C=[An−1B An−2B . . . AB B ]
obtenue en juxtaposant les n matrices An−1B, An−2B, · · · , AB, B . La matrice C

possède n lignes et nm colonnes.

Critère de commandabilité. Le système linéaire contrôlé X ′ = AX + BU est com-
mandable si et seulement si sa matrice de commandabilité est de rang n.

Démonstration que la condition est suffisante. Choisissons comme résolvante du sys-
tème X ′ = AX la matrice R = R0 telle que R(0) = I2 (page 488). On a donc aussi R(t + t′) =
R(t)R(t′) et R(t)−1 =R(−t). Remarquons que la matrice B(tB) est carrée de taille n et posons

M(s) = R(−s)B (tB)
[
tR(−s)

]
et Q =

∫ tf

0

M(s) ds

l’intégration se faisant coefficient par coefficient. Si la matrice Q est inversible, définissons la
commande

U(s) = (tB)
[
tR(−s)

]
Q−1Y , avec Y = R(−tf )Xf − X0 .

Une solution particulière du système X ′ = AX + BU(t) est S(t) = R(t)K(t), avec K(t) =∫ t

0
R(−s)BU(s) ds (page 492). On a R(−s)BU(s) = R(−s)B(tB)

[
tR(−s)

]
Q−1Y . Comme

l’intégrale est une opération linéaire, il vient

K(tf ) =
∫ tf

0

R(−s)B(tB)
[
tR(−s)

]
Q−1Y ds =

[∫ tf

0

R(−s)B(tB)
[
tR(−s)

]
ds

]
Q−1Y
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c’est-à-dire K(tf ) = QQ−1Y = Y , d’où S(tf ) = R(tf )Y . Ajoutons à S(t) la solution R(t)X0

du système homogène. On obtient une solution X(t) telle que X(tf ) = R(tf )X0 +S(tf ), donc

X(tf ) = R(tf )X0+R(tf )
[
R(−tf )Xf−X0

]
= R(tf )X0+Xf−R(tf )X0 = Xf

X(0) = R(0)X0 + S(0) = X0 , car R(0) = In et S(0) = 0.

La commande continue U(t) permet donc d’atteindre l’état final Xf à partir de X0 .
Supposons maintenant que la matrice de commandabilité est de rang n. Faisons l’hypo-
thèse que Q n’est pas inversible et cherchons une contradiction. Pour tout s, la matrice
M(s) =

[
R(−s)B

]
t
[
R(−s)B

]
est symétrique et positive, donc Q aussi. Puisqu’on suppose Q

non inversible, c’est qu’il existe un vecteur V ∈ Rn non nul, tel que tV QV = 0 (page 218).

Cela s’écrit encore
∫ tf

0
(tV )M(s)V ds =

∫ tf

0
‖(tV )R(−s)B‖2 ds = 0, où ‖ ‖ désigne la norme

euclidienne. La fonction sous le signe intégrale est continue et positive ou nulle, son intégrale
est nulle, donc elle est nulle (page 288). On a donc (tV )R(s)B = 0 pour tout s ∈ [−tf , 0].
En dérivant, il vient (tV )R′(s)B = (tV )AR(s)B = 0, car R′ = AR, et en dérivant k fois, on
obtient (tV )AkR(s)B = 0 pour tout s entre −tf et 0. En particulier, en prenant s = 0, on a
R(0) = In et donc (tV )AkB = 0. Cette égalité est vraie pour tout k , donc

(tV ) [An−1B An−2B . . . AB B ] = [ (tV )An−1B (tV )An−2B . . . (tV )AB (tV )B ] = 0

ou encore (tV )C = 0 en appelant C la matrice de commandabilité. Comme le vecteur-ligne
tV n’est pas nul, cela exprime que les n lignes de C ne sont pas indépendantes : c’est une
contradiction. �

Exemple. Pour le modèle de four présenté dans l’exemple précédent, la matrice

de commandabilité est C = [ AB B ] =
[
−(aere + airi)/c2

p 1/cp

airi/cicp 0

]
. Les deux lignes

ne sont pas proportionnelles, donc C est de rang 2 et le système est commandable.

Ce résultat théorique n’est qu’un premier élément de réponse à la question posée, car
dans la pratique, on ne dispose que d’une commande u(t) à valeurs positives ou nulles.

2.2 Introduction au rétro-contrôle
Pour une condition initiale donnée, la réponse X(t) d’un système différentiel contrôlé
X ′ = AX +BU dépend du vecteur de contrôle U = (u1, . . . ,um) dont les coefficients
agissent par les formules linéaires définies par B . Pour réaliser une commande au-
tomatique, on fait à tout instant dépendre U de l’état X . On réalise ce couplage
au moyen de différents dispositifs, comme par exemple un thermostat, qui mesurent
l’état X et calculent la commande U(X). On dit qu’on a réalisé un bouclage du
système. Le système fonctionne alors en mode automatique.
Considérons seulement le cas d’un bouclage linéaire : le vecteur U(X) est de la forme
−KX , où K est une matrice à m lignes et n colonnes ; la matrice BK est alors carrée
de taille n, comme la matrice A. Le système bouclé s’écrit X ′=AX−BKX , ou encore

(c) X ′ = (A − BK)X

En général, on cherche à stabiliser dans le temps l’état X(t) : il s’agit donc de trouver
une matrice K pour que le système différentiel (c) ait un équilibre stable. Lorsque
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c’est possible, on dit que le système contrôlé X ′ = AX + BU peut être stabilisé par
bouclage linéaire.

Critère de régulation. Tout système linéaire contrôlé commandable peut être stabilisé
par bouclage linéaire.

Nous verrons qu’on peut même trouver une matrice de bouclage K pour que les
valeurs propres du système (c) soient des nombres λ1,λ2, . . . ,λn donnés à l’avance :
en choisissant λi < 0 pour tout i, on obtient un système (c) dont toutes les solutions
tendent vers l’équilibre X = 0, avec des coordonnées en eλit (si les λi sont deux
à deux différents, toute solution est combinaison de solutions propres). Il est donc
possible de régler la stabilisation à un niveau plus ou moins fort.
La démonstration du critère montre comment calculer effectivement une matrice de
bouclage K .

Démonstration. Pour simplifier, supposons n = 3 et faisons la démonstration dans le cas
d’une commande numérique : B est une matrice à une seule colonne et U = u est un
nombre (m = 1). Le système contrôlé est X ′ = AX + Bu et dans sa matrice de comman-
dabilité C = [A2B AB B ], les produits AiB sont des colonnes : la matrice C est donc
carrée de taille 3. Supposons que le système est commandable, donc la matrice C est inver-
sible. On a I3 = C−1 [A2B AB B ] = [C−1A2B C−1AB C−1B ], donc les colonnes C−1A2B ,

C−1AB et C−1B sont les vecteurs canoniques E1 =

[
1
0
0

]
, E2 =

[
0
1
0

]
et E3 =

[
0
0
1

]
. Posons

L = [ 1 0 0 ]C−1 = (tE1)C−1 . Puisque tE1 = LC = [LA2B LAB LB ], on a

LA2B = 1 et LAB = LB = 0.

Soit P =

[
L

LA
LA2

]
. C’est une matrice carrée de taille 3 et l’on a PC =

[
LC

LAC
LA2C

]
=

[
1 0 0
LAC
LA2C

]
.

Montrons que la matrice PC est inversible.

® La deuxième ligne est LAC = [ LA3B LA2B LAB ] = [LA3B 1 0 ]. D’après le théorème de
Cayley-Hamilton (page 152), on a la relation A3 =−pA2 − qA− rI3 , où −(z3 +pz2 + qz + r)
est le polynôme caractéristique de A. Il vient donc LA3B = −pLA2B − qLAB − rLB = −p

et LAC = [−p 1 0 ].
® De même, LA4B=−pLA3B−qLA2B−rLAB=p2−q et donc LA2C=[LA4B LA3B LA2B ]=

[ p2−q −p 1 ].

Les lignes de PC sont en échelon, donc indépendantes, la matrice PC est inversible et par
suite aussi P . Dans le système X ′ = AX + Bu, faisons le changement d’inconnue Y = PX .
Il vient Y ′ = PX ′ = PAX + PBu, ou encore

(1) Y ′ = (PAP−1)Y + PBu

Pour calculer la matrice de ce système, rappelons-nous que les lignes d’une matrice M sont
les produits (tEi)M . La première ligne de PAP−1 est donc

(tE1)PAP−1 = LAP−1 , car (tE1)P = L est la première ligne de P

= tE2 , car LA = (tE2)P est la deuxième ligne de P .
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De même, la deuxième ligne de PAP−1 est (tE2)PAP−1 = LA2P−1 = tE3 , car (tE2)P = LA

et LA2 = (tE3)P est la troisième ligne de P . Enfin, on a

(tE3)PAP−1=LA3P−1=−pLA2P−1−qLAP−1−rLP−1=−ptE3−qtE2−rtE1=[−r −q −p ]

Ainsi PAP−1 =

[
0 1 0
0 0 1
−r −q −p

]
. Puisque PB =

[
LB

LAB
LA2B

]
=

[
0
0
1

]
, on obtient

(1′) Y ′ =

[
0 1 0
0 0 1
−r −q −p

]
Y + E3 u

Un bouclage linéaire pour (1′) est de la forme u = −KY , où K = [−k1 −k2 −k3 ] est une

matrice-ligne formée de scalaires, et le système bouclé s’écrit Y ′ =

[
0 1 0
0 0 1
−r −q −p

]
− E3KY .

La matrice E3K , carrée de taille 3, a ses deux premières lignes nulles et la troisième est K ,
donc le système bouclé est

(2) Y ′ =

[
0 1 0
0 0 1

−r−k1 −q−k2 −p−k3

]
Y

Notons M la matrice du système différentiel (2). Le polynôme caractéristique de M est
QM = −

(
z3+(p + k3)z2+(q + k2)z+(r + k1)

)
. Il est possible de choisir k1, k2, k3 de manière

que les racines de QM soient des nombres donnés λ1,λ2,λ3 : en effet, il suffit d’écrire l’égalité
QM = −(z−λ1)(z−λ2)(z−λ3), d’identifier les coefficients des puissances de z et d’en tirer
k1, k2, k3 en fonction des λi . En choisissant tous les λi strictement négatifs, on obtient un
bouclage stabilisant pour (1).
Puisqu’on a seulement fait un changement linéaire d’inconnue, le système différentiel en X

obtenu à partir de (2) est également stabilisé. Il s’écrit X ′ = (A−BKP )X , donc u = −KPX

est un bouclage stabilisant pour le système X ′ = AX + Bu. �

Exemple : une régulation in vivo. Considérons deux populations d’insectes, l’une
servant de proies pour l’autre. En milieu naturel, quand le nombre moyen de proies
est xm , le nombre de prédateurs s’établit à ym . Quand on élève ces populations dans
un vivarium, le nombre de proies est xm + x et le nombre de prédateurs est ym + y .
Supposons pour simplifier que, dans ce milieu artificiel, les équations d’évolution sont

(s)
{

ẋ = 2x − 3y
ẏ = 2x − y

La matrice A =
[
2 −3
2 −1

]
du système différentiel a pour polynôme caractéristique∣∣∣∣ 2−z −3

2 −1−z

∣∣∣∣ = z2−z +4 et les valeurs propres de A sont 1
2
± i

√
15
2

. La partie réelle

est positive, donc les solutions du système ne restent pas bornées quand t tend vers
+∞ (voir les trajectoires page 491) : on assiste à une croissance illimitée des deux
populations.
Supposons que dans des limites raisonnables, la température dans le vivarium agit
sur le taux d’éclosion des œufs de proies sans affecter les prédateurs, avec un contrôle
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de la forme {
ẋ = 2x − 3y + au
ẏ = 2x − y

où u est l’écart à la température moyenne et a une constante positive. Peut-on réa-
liser un bouclage de ce système de manière à stabiliser les populations quels que
soient les effectifs initiaux ?

Le système contrôlé est Ẋ = AX +
[
a
0

]
u et un bouclage s’écrit u = −kx, d’où le

système bouclé

(b) Ẋ = AX +
[−akx

0

]
=

[
(2−ak)x −3

2 −1

]
X

En posant r = ak , le polynôme caractéristique de la matrice de (b) est

P =
∣∣∣∣ 2−r−z −3

2 −1−z

∣∣∣∣ = z2 + (r−1)z + r + 4

Pour que l’équilibre (0, 0) soit stable, il faut et il suffit que les coefficients r−1 et
r+4 soient positifs ou nuls, c’est-à-dire que l’on ait r � 1, ou encore k � 1/a.

®

x

y

1

1

Pour k = 1/a, les solutions du système bouclé sont[
x(t)
y(t)

]
= 3c1

[
sin

√
5t

−
√

5 cos
√

5t + sin
√

5t

]
+ 3c2

[
cos

√
5t√

5 sin
√

5t + cos
√

5t

]
et les effectifs xm + x et ym + y restent bornés quand t tend
vers +∞. Bien que les solutions ne tendent pas vers l’origine,
l’équilibre est stable.

®

x

y

1

1

Pour k > 1/a, les valeurs propres sont de partie réelle stricte-
ment négative, donc les solutions tendent vers (0,0) : le système
est stabilisé et les effectifs tendent vers leurs valeurs d’équilibre
xm et ym d’autant plus vite que k est plus grand.

3. Systèmes différentiels généraux
On rencontre le plus souvent des systèmes différentiels où X ′ ne dépend pas
linéairement de X .

Nous avons montré page 478 que l’on peut ramener l’étude d’un système différentiel
quelconque à celle d’un système autonome, c’est-à-dire un système où la loi différen-

tielle ne dépend pas du temps, comme par exemple
{

x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y) . Dans la suite,

nous ne considérerons donc que des systèmes autonomes.

On introduit le vecteur d’état X =

⎡⎢⎣
x1
x2
...

xn

⎤⎥⎦ du système ; il décrit un domaine de Rn .
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Définition
Un système différentiel (autonome) s’écrit X ′ = F (X), où F (X) =

⎡⎢⎢⎣
f1(X)
f2(X)

...
fn(X)

⎤⎥⎥⎦. Cha-

cune des fonctions f1, . . . , fn prend des valeurs réelles et possède des dérivées

partielles
∂fi

∂xj

continues. Le domaine, ou l’espace des états du système différentiel,

est le domaine de définition commun aux fonctions f1, . . . , fn .

Une solution est une fonction X(t) =

⎡⎢⎢⎣
x1(t)
x2(t)

...
xn(t)

⎤⎥⎥⎦ telle que X ′(t) = F
(
X(t)

)
pour tout

t. Quand t varie, X(t) décrit une courbe dans l’espace Rn des états. L’ensemble des
points d’une courbe solution est une trajectoire.

Exemple. Une équation différentielle du second ordre de la forme ẍ = f(x, ẋ)
peut se transformer en un système différentiel. En posant y = ẋ, il vient en effet{

ẋ = y
ẏ = f(x, y) . L’ensemble des états (x, y) du système s’appelle dans ce cas l’espace

des phases de l’équation (voir page 462).

Propriétés des solutions

1) Si X0 est un point du domaine et t0 un instant quelconque, il y a une unique solution X(t)
ayant pour condition initiale X(t0)=X0 . La trajectoire associée s’appelle la trajectoire de X0 .

2) Si X(t) est une solution, alors pour tout nombre a, la fonction X(t + a) est solution.

Nous avons démontré ces résultats pour les systèmes différentiels linéaires et pour les

équations différentielles numériques autonomes ; ils sont encore vrais pour les systèmes

différentiels vérifiant la définition ci-dessus. La propriété (2) est spécifique des systèmes

autonomes : si X(t) est solution de X ′ = F (X) et si l’on pose Y (t) = X(t + a), alors

Y ′(t) = X ′(t + a) = F
(
X(t + a)

)
= F

(
Y (t)

)
et Y (t) est encore solution, de même tra-

jectoire que X(t). Pour étudier une solution, on peut donc supposer que sa condition

initiale est X(0) = X0 .

Champ de vecteur associé au système. La fonction X → F (X), définie sur
le domaine du système différentiel, prend ses valeurs dans Rn : il s’agit d’un champ
de vecteurs (chapitre 14).

® Le champ de vecteurs F (X) s’appelle le champ associé au système.

® Une trajectoire du système différentiel est tangente en chacun de ses points au
vecteur du champ : une trajectoire est donc une ligne de champ.
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3.1 Équilibres et trajectoires

Définition
Un point E du domaine est un équilibre du système différentiel si la fonction
constante X(t) = E est solution ; sa trajectoire est réduite au point E .

Pour qu’un point E soit un équilibre, il faut et il suffit que la fonction X(t) = E

vérifie X ′(t) = F
(
X(t)

)
. Puisque X ′(t) = 0, cette condition s’écrit 0 = F (E).

Un équilibre est un point E tel que F (E) = 0.

Propriétés des trajectoires
® Deux trajectoires différentes ne se coupent pas.
® Les bouts d’une trajectoire sont en un point d’équilibre ou bien au bord du domaine.
® Si un bout de trajectoire est un équilibre E , les solutions sur cette trajectoire tendent

vers E quand t tend vers +∞ (ou quand t tend vers −∞).

Exemple : étude d'un système proies-prédateurs
Reprenons le système différentiel introduit page 477 :{

ẋ = ax−bxy
ẏ = −cy + dxy

, où les constantes a, b, c, d sont positives.

Puisque x et y sont des effectifs de population, le domaine est le quart de plan
formé des couples (x, y) tels que x � 0 et y � 0.
Le champ de vecteurs dans R2 associé au système est F (x, y) =

(
ax−bxy

−cy + dxy

)
.

Recherche des équilibres. Les équilibres sont les solutions du système d’équa-
tions {

ax−bxy = 0
−cy + dxy = 0 ⇐⇒

{
x(a−by) = 0

y(−c + dx) = 0

Si x ou y est nul, alors x=y=0 : il y a donc deux équilibres O=(0,0) et E=(c/d,a/b).
Si les effectifs sont initialement x0=c/d et y0=a/b, ils restent à ces valeurs d’équilibre.

Des solutions particulières
® En un point où x = 0, le vecteur du champ est F (0, y) = (0,−cy) ; ces vecteurs

étant verticaux, il y a des trajectoires portées par l’axe des ordonnées. Effective-
ment, pour x = 0, la seconde équation du système est y′ = −cy , elle ne contient
pas x et a pour solutions y(t) = y0e

−ct . Ainsi X(t) =
(
0, y0e

−ct
)

est une solution
du système. La trajectoire est l’axe des ordonnées positives parcouru dans le sens
décroissant et X(t) tend vers l’équilibre O quand t tend vers +∞.

® De même, en tout point (x,0), le champ F (x,0) = (ax,0) est horizontal, donc il y
a des trajectoires portées par l’axe des abscisses. Pour y = 0, la première équation
est x′ = ax, donc X(t) = (x0e

at,0) est solution du système. La trajectoire est l’axe
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des abscisses positives parcouru dans le sens croissant et X(t) tend vers l’infini
quand t tend vers +∞.

Sens de variation des solutions

x

y

E

c/d

a/b

x′ <

0

y′ > 0
0

x′ <
y′ > 0

0x′ <
y′ >0

0

x′<
y′ >0

0

(I) (IV )

(II) (III)

En chaque point (x, y) du domaine, l’orientation du vec-
teur F (x, y) est fixée par le signe de ses composantes[
x(a−by), y(−c + dx)

]
. Si par exemple on a x > c/d et

y > a/b, alors a−by < 0 et −c + dx > 0, donc le champ
est dirigé « vers le haut à gauche » : en ce point, on a
x′(t) < 0 et y′(t) > 0. Ainsi on obtient la représentation
ci-contre qui permet de visualiser les variations de x(t) et
de y(t) dans chacune des régions (I) à (IV ).
Prenons une solution X(t) dont la condition initiale est un point X0 situé dans la
région (I). Sa trajectoire T ne peut pas couper l’axe des ordonnées positives qui est
lui-même une trajectoire, donc la courbe X(t) pénètre dans la région (II). Dès lors,
T ne peut pas couper l’axe des abscisses positives qui est une trajectoire, donc X(t)
pénètre dans la région (III). Ensuite, X(t) pourrait éventuellement rester dans cette
région (avec une asymptote horizontale située sous l’ordonnée a/b), mais nous allons
voir que ce n’est pas le cas.

Équation des trajectoires. Cherchons y comme fonction de x. Puisqu’on a

y′(x) =
ẏ

ẋ
=

y(−c + dx)
x(a − by)

il vient
a − by

y
y′(x) = −c + dx

x

qui est une équation à variables séparées. En intégrant chaque membre, on trouve
a lny−by+c lnx−dx=k , où k est une constante, et en prenant l’exponentielle, on obtient

(1) (yae−by) (xce−dx) = K , avec K > 0.

Les trajectoires sont les courbes d’équation (1), pour les différentes valeurs de K .

f(y

r

y

) g(x

x

)

x1 x2

My Mx

c/da/b

Les graphes des fonctions f(y) = yae−by et g(x) = xce−dx sont représentés ci-contre.
On a f ′(y) = ya−1e−by(a−by), le maximum
de f(y) est atteint en y = a/b et vaut My =
(a/b)ae−a ; de même, le maximum de g(x)
est obtenu en x=c/d et vaut Mx =(c/d)ce−c .
Si K > MxMy , l’équation (1) n’a donc pas
de solution. Si K = MxMy , la seule solution
est l’équilibre (c/d, a/b).
Supposons maintenant K = rMy , où 0 < r < Mx . L’équation g(x) = r a deux solutions
x1 et x2 , avec 0 < x1 < c/d < x2 , et l’on a r/g(x) > 1 si x est en dehors du segment
[x1, x2]. On en déduit que, pour x fixé, l’équation

(e) f(y) = r
g(x)

My
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n’a pas de solution en y lorsque x est hors de [x1, x2], en a une seule y = a/b lorsque
x = x1 ou x = x2 et que si x1 < x < x2 , alors (e) a deux solutions y−(x) < a/b < y+(x).
De plus, quand x tend vers x1 ou x2 , y−(x) et y+(x) tendent vers a/b. Cela montre
que les courbes définies par (1) sont fermées, comme sur la figure 1 ci-dessous.

Ainsi, dans le domaine x > 0, y > 0, les trajectoires du systèmes sont fermées : les
effectifs oscillent autour de l’équilibre E (figure 2).

x1 x x2

y−(x)

y+(x)

c/d

a/b

0 x

y

0

E

figure 1

x

y

0

E

figure 2

3.2 Stabilité d'un équilibre
Dans l’étude des systèmes différentiels linéaires, nous avons rencontré des équilibres
stables et des équilibres instables.

Définition
Un point d’équilibre E est stable si pour tout ε > 0, la distance de X(t) à E reste
inférieure à ε quel que soit t � 0, pour toute solution X(t) de condition initiale
X0 = X(0) assez proche de E . Si de plus chaque X(t) tend vers E quand t tend
vers +∞, on dit que E est un équilibre asymptotiquement stable.

Dans l’exemple proies-prédateurs du précédent paragraphe, l’équilibre E est stable,
mais pas asymptotiquement stable.

Cas d'un système linéaire. Pour un système linéaire X ′ =AX , rappelons (page
490) que l’origine est un équilibre

® stable si A est diagonalisable avec toutes ses valeurs propres de partie réelle
négative ou nulle,

® asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de A ont leur partie réelle
strictement négative,

® instable si l’une au moins des valeurs propres de A est de partie réelle strictement
positive.

3.3 Linéarisation autour d'un équilibre
Supposons que E est un point d’équilibre du système différentiel

(1) X ′ = F (X)
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Pour approcher la fonction F (X) =
(
f1(X), . . . , fn(X)

)
au voisinage de E , formons

sa matrice jacobienne (page 367) au point E :

J(E) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
· · · ∂f1

∂xn
∂f2

∂x1

∂f2

∂x2
· · · ∂f2

∂xn
...

...
...

∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
· · · ∂fn

∂xn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
où les dérivées partielles sont calculées au point E . L’approximation affine de F au
point E = (e1, . . . en) s’écrit (page 364)

F (E) + J(E)

⎡⎢⎣
u1
u2
...

un

⎤⎥⎦ ,

avec ui = xi−ei . Puisqu’on a supposé F (E) = 0, il vient simplement

J(E)U , en posant U = X−E .

Puisque U ′ = X ′ , introduisons le système différentiel linéaire

(L) U ′ = J(E)U

Le système différentiel linéaire U ′ = J(E)U s’appelle le linéarisé de (1) au point E .
Puisque (L) est une approximation de (1) autour de E , on peut espérer que dans une
région assez petite autour de E , les solutions de (1) ressemblent à celles de (L) autour
de l’origine. C’est effectivement ce qui se passe assez généralement. Supposons désor-
mais que la fonction F possède des dérivées partielles d’ordre aussi grand qu’on veut.

Définition
Le système (1) est linéarisable autour de E si les trajectoires de (1) ont, au voisinage
de E , la même forme que celles de (L) autour de l’origine, le sens de parcours étant
conservé ainsi que les directions dans lesquelles les trajectoires s’approchent de E .

Plus précisément, (1) est linéarisable s’il existe un changement de référentiel ϕ (page
24) qui transforme le point E en l’origine O et les trajectoires de (1) en celles de (L),
avec la condition supplémentaire qu’au voisinage de E , on a ϕ(X) = U + o(U), avec
‖o(U)‖ �

U→0
‖U‖.

Conditions de linéarisation. Si le système différentiel (1) vérifie l’une au moins des
conditions suivantes, il est linéarisable autour de E .

a) Le système est de taille 2 et aucune valeur propre de la matrice J(E) n’est de partie
réelle nulle.
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b) Les valeurs propres de J(E) sont toutes de parties réelles strictement négatives, ou bien
toutes de parties réelles strictement positives.

c) Il n’y a entre les valeurs propres λ1, . . . , λn de J(E) aucune relation de la forme
λj =

∑n
i=1 niλi , avec des entiers ni positifs ou nuls de somme au moins égale à 2.

La condition (c) est dite « de non résonance ». Si l’on y remplace les λi par leur expo-
nentielle eλi , on obtient la condition de non résonance, rencontrée page 391, qui permet
de linéariser une transformation ; les deux problèmes sont intimement liés.

Si le système (1) est linéarisable autour de E , cet équilibre a évidemment les mêmes
propriétés de stabilité que l’équilibre O du système linéaire (L). Pour étudier la
stabilité d’un équilibre E , on peut donc linéariser le système en ce point.

Supposons le système (1) linéarisable autour de E . Alors

® l’équilibre E est stable si et seulement si l’origine est stable pour le système linéarisé ;

® l’équilibre E est asymptotiquement stable si et seulement si l’origine est asymptotiquement
stable pour le système linéarisé.

Exemple. Étudions le système différentiel (1)
{

x′ = −x + 2y − x2

y′ = x(1 + x − 2y)

Recherche des équilibres du système. Ce sont les solutions du système d’équa-

tions
[
−x+2y−x2 = 0
x(1+x−2y) = 0

]
. On trouve x = y = 0 et si x �= 0, il vient 1+x = 2y , donc

1−x2 = 0, d’où x = 1, y = 1 ou bien x = −1, y = 0. Il y a trois équilibres : O = (0,0),
A = (1, 1) et B = (−1, 0).

Des trajectoires particulières. En tout point (x, y), le champ de vecteurs est

F (x, y) =
[
−x+2y−x2

x(1+x−2y)

]
. En un point de la droite d’équation y = x, le champ

F (x, x) =
[

x−x2

x(1−x)

]
est dans la direction de cette droite, donc la droite y = x est

réunion de trajectoires. En restreignant le système à cette droite, on obtient l’équation

différentielle x′ = dx
dt

= x−x2 .

Nous avons déjà étudié l’équation x′ = x−x2 dans l’exemple page 448 : sur une
droite représentant l’espace des x, il y a cinq trajectoires : les
deux équilibres x = 0 et x = 1, l’intervalle ]−∞, 0[ parcouru en
décroissant (car x′ < 0 pour x < 0), l’intervalle ]0, 1[ parcouru
en croissant (car x′ > 0 pour 0 < x < 1) et l’intervalle ]1, +∞[
parcouru en décroissant (car x′ < 0 pour x > 1). x

y

1

1

La figure ci-contre montre les trajectoires correspondantes pour
le système (1). On voit déjà que l’origine n’est pas un équilibre
stable.
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Étude au voisinage d'un équilibre Nous allons linéariser le système en cha-
cun des points d’équilibre. Pour former la matrice jacobienne J(x, y) en un point
quelconque, calculons les dérivées partielles de F :

∂

∂x
(−x+2y−x2) = −1−2x , ∂

∂y
(−x+2y−x2) = 2

∂

∂x
(x+x2−2xy) = 1+2x−2y , ∂

∂y
(x+x2−2xy) = −2x

Au point O . La matrice jacobienne de F en (0, 0) est J =
[−1 2

1 0

]
. Son polynôme

caractéristique est (−1−z)(−z)−2 = (z−1)(z+2), donc les valeurs propres sont 1

et −2. Les vecteurs propres sont respectivement V1 =
[
1
1

]
et V2 =

[
2

−1

]
.

x

y

V1 et
V2 e−2t

Pour avoir l’allure des trajectoires du système linéaire U ′ = JU , il suffit de se
reporter à la figure 2 page 491.
Il y a deux trajectoires rectilignes dans la direction V1 ,
deux dans la direction V2 et les autres sont de type
« hyperbolique », avec pour asymptotes les directions propres
V1 et V2 . En linéarisant, on sait que, pour le système (1),
l’allure des trajectoires autour de l’origine est la même.

Au point A .

x

y

1

1

V2 e−4t

V1 e−t

A

Au point A = (1, 1), la matrice jacobienne est

J =
[−3 2

1 −2

]
. Le polynôme caractéristique est

(−3−z)(−2−z)−2 = (z+1)(z+4) ,

et les valeurs propres −1 et −4 ont pour vecteurs propres
à nouveau W1 = V1 et W2 = V2 .
Mis à part les deux trajectoires rectilignes dans la direction
V2 , les trajectoires du système linéaire U ′ =JU sont tangentes à la direction propre
de plus petite valeur propre (en valeur absolue), c’est-à-dire à W1 (figure 1 page
491). Par linéarisation, on en déduit qu’au voisinage de A, les trajectoires de (1)
ont la même allure. Le point A est un équilibre asymptotiquement stable.

Au point B . La matrice jacobienne en B = (−1, 0) est J =
[

1 2
−1 2

]
. Le polynôme

caractéristique est (1−z)(2−z) + 2 et les valeurs propres sont λ = (1/2)(3+ i
√

7)
et μ = (1/2)(3− i

√
7).

B

x

y

−1

Les trajectoires du système U ′ = JU sont des spirales qui s’écartent de l’équilibre,
car la partie réelle des valeurs propres est strictement positive
(figure 3 page 491). Il s’ensuit qu’au voisinage de B , les trajec-
toires de (1) sont également en forme de spirales qui s’écartent
de B . Le point B n’est donc pas un équilibre stable. Pour trou-
ver le sens de parcours, remarquons qu’en un point de l’axe
des x, on a y = 0, donc y′ = x(1+x) < 0 pour −1 < x < 0 :
les spirales sont donc parcourues dans le sens inverse des aiguilles d’une montre.
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La figure ci-dessous montre le champ de vecteurs et quelques trajectoires du système.

3.4 Fonction de Liapounov
Soit E un point d’équilibre pour le système différentiel X ′ = F (X).

Définition
Une fonction de Liapounov pour l’équilibre E est une fonction V à valeurs réelles, dé-
finie au voisinage de E , à dérivées partielles continues et satisfaisant les conditions
suivantes :

i) V (E) = 0,

ii) V (X) > 0 pour tout X �= E ,

iii) le produit scalaire GradV (X) · F (X) garde un signe constant.

Les conditions (i) et (ii) signifient que V (X) présente un minimum au point E . Au
voisinage de ce point, les lignes de niveau de V « encerclent » E et l’on sait que le
vecteur gradient de V est orthogonal à ces lignes de niveau et dirigé vers l’extérieur :

® si GradV (X) · F (X) est toujours négatif, alors F (X) pointe vers l’intérieur des
lignes de niveau de V : le long d’une trajectoire, le niveau de V diminue (figure 1) ;

® si au contraire GradV (X) ·F (X) est positif, F (X) pointe vers l’extérieur des lignes
de niveau et quand on parcourt une trajectoire, le niveau de V augmente (figure 2).

X
GradV (X)

F (X)
E

Figure 1

X
F (X)

GradV (X)

E

Figure 2
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Soit X(t) une solution de point initial X0 = X(0) assez proche de E . D’après la
règle de dérivation d’une fonction composée, on a

d
dt

V
(
X(t)

)
= GradV

(
X(t)

)
· X ′(t) = GradV

(
X(t)

)
· F

(
X(t)

)
Si le produit scalaire GradV (X) ·F (X) est toujours négatif ou nul, le niveau V

(
X(t)

)
est décroissant le long de la trajectoire de X . On en déduit que pour t � 0, X(t)
est confinée à l’intérieur de la ligne du niveau initial : l’équilibre est stable.
Montrons que si GradV (X) · F (X) est strictement négatif, alors X(t) tend vers E .

La fonction niveau n(t) = V
(
X(t)

)
est strictement décroissante, donc quand t tend vers

+∞, n(t) a une limite m positive ou nulle. Puisque E est, d’après (i) et (ii), le seul point
de niveau nul, il faut montrer que m = 0. Raisonnons par l’absurde en supposant m > 0.
Dans ce cas, la solution resterait dans la « couronne » formée des points de niveau com-
pris entre m et le niveau initial ; cela implique que X(t) est défini pour tout t � 0. Or la

couronne étant compacte, la fonction continue dn
dt

= GradV

(
X(t)

)
·F

(
X(t)

)
a un maxi-

mum c < 0 dans cette couronne (page 362). En intégrant, on obtiendrait n(t) � n(0) + ct

pour t � 0, et en prenant t assez grand, il viendrait n(t) < 0, ce qui est absurde.

Énonçons ces résultats.

Critère de stabilité de Liapounov. Supposons que V est une fonction de Liapounov
pour l’équilibre E .

® Si GradV (X) · F (X) � 0 pour tout X , l’équilibre est stable.

® Si GradV (X) · F (X) < 0 pour tout X �= E , l’équilibre est asymptotiquement stable.

Les lignes de niveau d’une fonction de Liapounov permettent de décrire le bassin de
stabilité ou de stabilité asymptotique de l’équilibre, c’est-à-dire l’ensemble des points
initiaux à partir desquels la solution va rester proche de E ou tendre vers E .

Exemple. Prenons le système différentiel du pendule sur lequel on agit par une
force g(ẋ)ẋ fonction de sa vitesse, où l’on suppose g dérivable. En posant y = ẋ, le
système devient {

ẋ = y
ẏ = − sinx − g(y)y

L’origine O = (0,0) est un équilibre. La dérivée de g(y)y en y = 0 est g(0), donc le

système linéarisé en O a pour matrice A=
[ 0 1
−1 −g(0)

]
. Le polynôme caractéristique

est z2 + g(0)z + 1.

Supposons g(0) > 0 . Le polynôme caractéristique de A a ses coefficients positifs
et la somme des racines est −2g(0) < 0, donc les racines sont de partie réelle
strictement négative (page 490). L’équilibre O est asymptotiquement stable pour le
système linéarisé et, par linéarisation, on en déduit que l’origine est aussi asymp-
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totiquement stable pour le système initial. Pour de petites vitesses, −g(ẋ)ẋ a le
signe opposé de ẋ, donc le pendule est amorti.

Supposons g(0) = 0 et g(y) � 0 pour tout y . Cette fois, le système n’est plus
linéarisable autour de l’origine, car les valeurs propres du linéarisé sont ± i. Mais
prenons la fonction énergie V (x, y) = (1/2)y2 + 1 − cos x. Puisque 1 − cos x � 0,
V (x, y) est positif ou nul et n’est nul que si y = 1− cos x = 0 : dans le domaine
−π < x � π , cela implique y = x = 0. On a

GradV (X) =
[

∂V
∂x

∂V
∂y

]
= [ sin x y ], donc

GradV (X) · F (X) = [ sinx y ]
[

y
− sin x − g(y)y

]
= −y2g(y)

Ce produit scalaire est toujours négatif ou nul, donc l’équilibre est stable.

® Si g(y) est n’est pas identiquement nul, l’énergie V
(
X(t)

)
diminue le long d’une

trajectoire : il n’y a pas de trajectoire fermée et donc pas de solution périodique.
®

x

ySi l’on a g(y)>0 pour y �=0, alors GradV (X)·F (X) est strictement
négatif sauf aux points où y =0 et cela implique que les solutions
tendent vers 0 : l’origine est un équilibre asymptotiquement stable.
Le dessin ci-contre montre une trajectoire dans le cas g(y) = y2 .

® Si g(y) est identiquement nul, le système est celui du pendule
simple et sur chaque trajectoire, le niveau de V reste constant. Les trajectoires
proches de l’origine sont fermées (figure 2 page 463) et l’équilibre n’est pas
asymptotiquement stable.

Remarque
Souvent, on cherche une fonction de Liapounov en s’inspirant des caractéristiques
physiques du système, comme dans l’exemple ci-dessus.
Voici un autre moyen de construire des fonctions ayant les propriétés (i) et (ii) de la
définition. Considérons une matrice S symétrique définie positive (page 218). Si l’on
pose V (X) = (tX)SX pour tout vecteur X ∈ Rn , alors on a V (0) = 0 et V (X) > 0
pour tout X �= 0.

3.5 Systèmes hamiltoniens
En Mécanique, un mouvement X(t) dans un champ de force qui dérive d’un potentiel
−V est solution d’un système différentiel du second ordre, du type

(1) Ẍ = −GradV (X)

En plus de la variable X = (x1, . . . , xn), introduisons les variables pi = ẋi et posons
P =(p1, . . . ,pn). L’espace des variables (x1,x2, . . . ,xn,p1 p2, . . . ,pn)= (X,P ) s’appelle
l’espace des phases ; il est de dimension 2n. Comme dans l’étude du pendule page
462, définissons
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® l’énergie cinétique T (P ) = 1
2
(p2

1 + · · · + p2
n)

® et l’énergie totale H(X, P ) = T (P ) + V (X), somme de l’énergie cinétique et de
l’énergie potentielle.

On a ∂H
∂pi

= ∂T
∂pi

= pi et ∂H
∂xi

= ∂V
∂xi

. La i-ième équation de (1) est ṗi = ẍi = − ∂V
∂xi

,

donc (1) est équivalent à

(2)

⎧⎪⎨⎪⎩
ẋi = ∂H

∂pi

ṗi = − ∂H
∂xi

La fonction H s’appelle le Hamiltonien du système (1). Puisque le Hamiltonien est
l’énergie totale d’un état du système, cette fonction prend une valeur constante le
long de toute solution de (1) (page 425).

Si X(t) est une solution de (1), la fonction H
(
X(t)

)
est constante.

On vérifie en effet que l’on a d
dt

H
(
X(t)

)
=

∑n
i=1

∂H
∂xi

ẋi +
∑n

i=1
∂H
∂pi

ṗi = 0, car d’après

(2), ∂H
∂xi

ẋi + ∂H
∂pi

ṗi = 0 pour tout i.

Ce résultat signifie que dans l’espace des phases, chaque trajectoire de (2) est in-
cluse dans une ligne, ou en général une surface, d’équation H(X, P ) = constante,
c’est-à-dire dans une surface de niveau de la fonction H .
Pour un tel système de taille deux, on peut ainsi calculer l’équation des trajectoires.

Exemple. Soit le système différentiel
{

x′ = 4y3+x
y′ = −(4x3+y) . Posons f(x, y) = 4y3+x

et g(x, y) = 4x3+y . On a
∂g

∂y
=

∂f

∂x
= 1, donc il existe une fonction H telle que[

∂H
∂x

∂H
∂y

]
= [ g(x, y) f(x, y) ] (page 420). Le système s’écrit⎧⎪⎨⎪⎩

x′ = f(x, y) = ∂H
∂y

(x, y)

y′ = −g(x, y) = − ∂H
∂x

(x, y)

et d’après ce qui précède, on en déduit que les trajectoires ont pour équation
H(x, y) = K , où K est constant. Calculons H(x, y).

∂H
∂y

= 4y3+x donc H(x, y) = y4+xy + u(x)

∂H
∂x

= y+u′(x) = 4x3+y donc u′(x) = 4x3 et u(x) = x4+ constante

x

yOn trouve ainsi H(x,y) = x4 +y4 +xy et les trajectoires du système,
représentées ci-contre, ont pour équation x4+y4+xy= constante. Les
équilibres sont donnés par f(x,y) = g(x,y) = 0 ; il en a trois : (0,0),
(1/2,−1/2) et (−1/2,1/2). Les deux derniers sont visiblement stables.
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4. Dépendance par rapport à la condition initiale
On est parfois intéressé par la manière dont une solution d’un système différentiel

X ′ = F (X) dépend de sa condition initiale. Pour tout vecteur a = [a1, . . . ,an], notons

X(t, a) la solution de condition initiale X(0, a) = a, et posons

Yi(t, a) = ∂

∂ai
X(t, a)

Puisque X(0, a) = a pour tout a, on a Yi(0, a) = Ei , le i-ème vecteur canonique.

Par définition ∂
∂t

X(t, a) = F
(
X(t, a)

)
, donc en dérivant par rapport à ai , il vient

∂

∂ai

∂

∂t
X(t, a) = JF

(
X(t, a)

) ∂

∂ai
X(t, a) = JF

(
X(t, a)

)
Yi(t, a)

où JF est la matrice jacobienne de F . Puisqu’on peut dériver dans l’ordre qu’on

veut, on en déduit

(1) ∂

∂t
Yi(t, a) = JF

(
X(t, a)

)
Yi(t, a)

La fonction t → Yi(t, a) est la solution du système
différentiel linéaire (1) telle que Yi(0) = Ei .

En général, ce système n’est pas à coefficients constants, car la matrice JF

(
X(t, a)

)
dépend de t.

Remarque
Lorsque F a des dérivées partielles continues, les solutions du système différentiel

X ′=F (X) ont ainsi des dérivées partielles par rapport aux coordonnées de la condition

initiale : les solutions dépendent donc continûment de leur condition initiale.

Cas où a est un équilibre. Supposons que la condition initiale a est un point

d’équilibre du système. Dans ce cas, on a X(t, a) = a pour tout t et le système

différentiel (1) devient simplement

∂

∂t
Yi(t, a) = JF (a)Yi(t, a)

C’est un système différentiel linéaire à coefficients constants, de matrice JF (a).

En calculant la solution Yi(t) telle que Yi(0) = Ei , on trouve que pour un petit

accroissement δai de la i-ème coordonnée de a, on a

X
(
t, (a1, . . . , ai+δai, . . . , an)

)
� a + (δai)Yi(t, E)
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5. Un exemple de prévision en épidémiologie
Voici un exemple de modélisation pour une épidémie à durée d’incubation courte par
rapport au temps pendant lequel un sujet est contagieux ; ce modèle a été proposé ini-
tialement pour certains types de MST. On suppose la maladie non mortelle, la propaga-
tion se faisant dans un groupe constitué de c1 hommes et de c2 femmes. On considère

® des hommes infectés, soignés dans une proportion a1 ;

® des femmes infectées, soignées dans une proportion a2 : ces cas étant assez souvent
asymptomatiques, a2 est petit devant a1 ;

® un taux d’infection masculine proportionnel au nombre d’hommes sains et de
femmes infectées (coefficient b1 ) ;

® un taux d’infection féminine proportionnel au nombre de femmes saines et
d’hommes infectés (coefficient b2 ).

Notons x(t) le nombre d’hommes infectés et y(t) le nombre de femmes infectées.
Il y a donc c1 − x(t) hommes et c2 − y(t) femmes susceptibles de tomber malades.
Les équations s’écrivent

(1)
{

ẋ = −a1x + b1(c1−x)y
ẏ = −a2y + b2(c2−y)x , où 0 < x(0) < c1 et 0 < y(0) < c2 .

Étudions le champ de vecteurs F (x, y) associé.

®
pente −a2/b1c1

2/a1pente −b2c

y

x

En un point de l’axe des y > 0, on a F (0, y) = (b1c1y , −a2y),
donc le champ pointe « en bas à droite ». En un point de l’axe
des x > 0, on a F (x, 0) = (−a1x , b2c2x) et le champ pointe
« en haut à gauche ».

® Cherchons les points (x,y) où le champ est vertical : on doit avoir −a1x+b1(c1−x)y=
0, d’où y = a1x

b1(c1−x)
= v(x).

® Les points où le champ est horizontal vérifient −a2y + b2(c2−y)x = 0, d’où

y = b2c2x

a2 + b2x
= h(x).

Voici les graphes des fonctions v(x) et h(x) : selon la valeur des constantes, il y a
deux dispositions possibles pour ces courbes :

v

h

y

x

y

xc1

c2
h

y

xc1

c2
v

E

Figure 1

h

y

xc1

c2
v

Figure 2

La figure 1 montre le cas a1a2 < b1b2c1c2 . Au point E d’intersection des courbes, on
a v(x) = h(x) = y , donc le champ est nul : E est un point d’équilibre.
La figure 2 correspond au cas a1a2 > b1b2c1c2 .
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Cas a1a2 < b1b2c1c2

v

h
III

II

I

IV E

x

y
c2

c1

Il y a quatre régions et la figure ci-contre montre dans
chacune d’elles la direction du champ. Par exemple, dans
la région (I), on a v(x) < y < h(x), donc ẋ > 0 et ẏ > 0 ;
dans la région (II), on a y<h(x) et y<v(x), donc ẋ<0 et
ẏ > 0. On en déduit le sens de variation des trajectoires.

® Considérons une solution qui a un point dans la ré-
gion (I) à un certain instant t0 . Comme le champ est
horizontal le long du bord supérieur de (I) et que la solution progresse dans le
sens x et y croissants, la solution ne peut pas s’échapper de (I) par en haut ;
de même, le champ étant vertical le long du bord inférieur, la solution ne peut
s’échapper par en bas. Ainsi, la solution reste dans (I) pour tout t � t0 :

la région (I) est une zone piège.

On en déduit qu’une solution qui a pénétré dans (I) tend vers l’équilibre E

quand t tend vers +∞.
® De même, la région (III) est une zone piège : toute solution qui a pénétré dans

(III) y reste ultérieurement et donc tend vers E .

® Considérons une solution X(t) =
(
x(t), y(t)

)
de point initial dans (II). Tant que

X(t) est dans (II), x décroît et y croit : X(t) doit donc pénétrer dans l’une
des régions (I) ou (III) et dès lors, X(t) tend vers E quand t tend vers l’infini.
La seule exception concerne le cas où X(t) tend directement vers E en restant
dans la région (II).

® De même, une solution initialement dans (IV) doit pénétrer dans (I) ou dans
(III), à moins qu’elle ne tende vers E en restant dans (IV) ; en tous cas, cette
solution tend vers E .

Ainsi toutes les solutions tendent vers E quand t tend vers l’infini. L’équilibre E

est asymptotiquement stable.
Pour calculer les coordonnées α, β de E , on résout l’équation v(x) = h(x) et l’on
a β = h(α) = v(α).

Conclusion : Si
b1c1

a2

b2c2

a1

> 1, le nombre d’hommes infectés tend vers α et le

nombre de femmes infectées vers β . L’épidémie prend un régime stationnaire.
Cas a1a2 > b1b2c1c2

v

h

III

II

I

x

y
c2

c1

Il y a trois régions et dans chacune d’elles, le champ a la direction indiquée ci-contre.
Par exemple, dans la région (II), on a h(x) < y < v(x),
donc ẋ et ẏ sont négatifs ; dans la région (III), y < h(x)
donc ẋ < 0 et ẏ > 0.

® La région (II) est un piège : dans cette zone, x et y

décroissent, donc la solution ne peut s’en échapper
ni par en haut (champ vertical sur la frontière), ni
par en bas (champ horizontal sur la frontière). Si une
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solution a un point dans (II) à un instant t0 , elle y reste donc pour tout t � t0
et par suite tend vers l’origine.

® Toute solution issue d’un point de (I) ou d’un point de (III) pénètre nécessairement
dans (II) et donc tend vers l’origine.

Conclusion : Si
b1c1

a2

b2c2

a1

< 1, le nombre de sujets infectés tend vers zéro quand

t tend vers l’infini : l’épidémie s’arrête.

Le rapport b2c2/a1 est le nombre moyen de femmes contactées par un homme in-
fecté et en cours de traitement ; on a une interprétation analogue du rapport b1c1/a2 .
Ces nombres sont des « taux de contact ». On est amené, en pratique, à partager une
population donnée en différentes classes ayant chacune leurs taux de contacts.

6. Étude du moteur électrique
Un moteur électrique se compose essentiellement de deux parties : d’une part un
électro-aimant fixe, appelé stator ; d’autre part, une partie mobile, le rotor, situé dans
le champ du stator. Le rotor est constitué d’un cylindre porté par l’arbre du moteur
et solidaire de bobines alimentées en courant par le collecteur (des bandes latérales
isolées les unes des autres sur la paroi du cylindre) au moyen de deux contacts
latéraux (les balais).
Les champs magnétiques dans le stator et le rotor tendent à s’aligner : par une ha-
bile disposition géométrique des bobinages, on exploite cette propriété de manière à
produire un couple moteur sur l’axe du rotor.
Notons θ l’angle entre les champs magnétiques du stator et du rotor. Le couple
moteur est une fonction périodique f(θ) et l’induction électromagnétique crée aussi
sur l’axe un couple résistant de moment proportionnel à la vitesse angulaire, donc
de la forme kθ̇ . En supposant que le couple de charge M est constant, l’équation
du mouvement s’écrit

Iθ̈ = M − kθ̇ − f(θ)

où I est le moment d’inertie du rotor par rapport à son axe et k une constante po-
sitive. En première approximation, la fonction f est sinusoïdale, de la forme m sinθ ,
avec m > 0. Finalement, l’équation est du type

(1) θ̈ = −aθ̇ − sin θ + b

où les constantes a et b sont positives. Nous supposons a > 0 (dans le cas limite
a = 0, (1) est une équation de Newton et l’étude se fait comme au chapitre 15).

En posant v = θ̇ , on obtient le système différentiel autonome

(2)
{

θ̇ = v
v̇ = − sin θ − av + b
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Si l’on considère v comme fonction de θ , alors dv
dθ

= v̇

θ̇
= v̇

v
et le système (2) s’écrit

(1′) v dv
dθ

= −av − sin θ + b

Le graphe d’une solution de (1') définit une trajectoire de (2) dans le plan des phases

(θ,v). L’isocline pour la pente 0, lieu des points (θ,v) où dv
dθ

=0, est la courbe d’équa-

tion v = b − sin θ

a
. À un changement d’unité près, celle-ci s’obtient en translatant de

b le graphe de θ → − sin θ le long de l’axe v (figures 1 et 2).

® Si b > 1, l’isocline reste au dessus de l’axe des abscisses. On a dv
dθ

> 0 entre cet

axe et l’isocline, et dv
dθ

< 0 ailleurs ;

® Si 0 < b < 1, l’isocline coupe l’axe des abscisses : il y a un nombre θ0 tel que
0<θ0<π/2 et sinθ0=b. Entre 0 et 2π , les abscisses d’intersection sont θ0 et θ1=π−θ0 .

On a encore dv
dθ

> 0 entre l’axe des abscisses et l’isocline et l’on a dv
dθ

< 0 ailleurs.

θ

v
dv
dθ

< 0 dv
dθ

> 0

figure 1

v

θ

dv
dθ

> 0dv
dθ

< 0

figure 2

Puisque θ̇ = v , le sens de parcours sur une trajectoire est celui pour lequel θ est
croissant dans le demi-plan v > 0, décroissant dans le demi-plan v < 0.

Le second membre de (1′) est périodique de période 2π en θ . Il en résulte que si
θ → v(θ) est une solution, alors θ → v(θ + 2π) est aussi solution.

Les équilibres
Il sont définis par v = 0 = −av − sin θ + b : ce sont donc les points où l’isocline
précédente coupe l’axe des abscisses. Si b > 1, il n’y a pas d’équilibre. Si 0 < b < 1,
il y a deux équilibres dans la bande 0 < θ < 2π : les points A0 = (θ0,0) et A1(θ1,0),
situés symétriquement par rapport à l’abscisse π/2.

Si une trajectoire coupe l’isocline ailleurs qu’en un point d’équilibre, elle le fait avec
une tangente horizontale ; si une trajectoire coupe l’axe des abscisses, la tangente en
ce point est verticale.

Étude dans le cas b > 1
Il n’y a pas d’équilibre, mais nous allons montrer que l’équation différentielle (1′)
possède une solution θ → v(θ) périodique de période 2π . Cela correspond à un mou-
vement périodique puisqu’à chaque tour de moteur, la vitesse de rotation revient à
sa valeur initiale (mais la rotation n’est pas uniforme).
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Rappelons que les solutions v(θ) de (1′) sont décroissantes dans leur partie située

au dessus de l’isocline v = b − sin θ

a
et qu’elles sont croissantes dans leur partie située

entre l’isocline et l’axe des abscisses (figure 1).

Considérons des solutions v(θ) telles que v(π/2) = v0 > 0. Nous allons voir que si

v0 est assez grand, alors on a v(π/2 + 2π) < v0 et que si v0 est assez petit, on a au

contraire v(π/2 + 2π) > v0 .

® Supposons v0 >
b + 1

a
. Si la solution reste constamment au dessus de l’isocline pour

π/2 � θ � π/2 + 2π = 5π/2, elle décroît et l’on a v(5π/2) < v0 . Sinon, la solution

passe sous l’isocline, devient croissante, franchit à nouveau l’isocline, puis décroît

jusqu’à l’abscisse 5π/2 (figure 3) ; dans ce cas, v(θ) n’a pu dépasser le maximum

de l’isocline qui a pour valeur (b + 1)/a : on a donc encore v(5π/2) < v0 .

®

θ

v

π/2 5π/2

figure 3

Supposons 0<v0 <
b − 1

a
. La solution commence par

croître puis franchit l’isocline ; dès lors, la solution

reste au dessus de l’isocline jusqu’à θ = 5π/2, car

le champ de direction le long de l’isocline est hori-

zontal (figure 3). Par suite, v(5π/2) est supérieur au

minimum (b− 1)/a de l’isocline, donc v(5π/2) > v0 .

Puisque les solutions de (1′) dépendent continûment de leur condition initiale, il

doit exister une valeur de v0 pour laquelle v(5π/2) = v0 .

figure 4

En effet, considérons la fonction qui à une valeur v0 > 0 associe la différence

ϕ(v0) = v(5π/2)− v0 , où v est la solution telle que v(π/2) = v0 . La fonction ϕ, diffé-

rence de deux fonctions continues, est continue sur ]0,+∞[. On vient de montrer que

ϕ(v0) est négatif si v0 est assez grand et positif si v0 est assez petit. D’après le théo-

rème des valeurs intermédiaires, il existe donc une valeur v∗0 telle que ϕ(v∗0)=0. Pour

la solution θ → v∗(θ) telle que v∗(π/2)= v∗0 , on a ainsi v∗(π/2)= v∗(5π/2). Le second

membre de (1′) étant périodique de période 2π en θ , la fonction w(θ) = v∗(θ + 2π)
est solution et comme on a w(π/2) = v∗(π/2), on en déduit w(θ) = v∗(θ) quel que

soit θ : autrement dit, la solution v∗ est périodique de période 2π .

Dans le mouvement correspondant, le rotor re-

vient dans la même position et à la même

vitesse après un tour, donc la rotation se pour-

suit à l’identique. Cette solution est indiquée

sur la figure 3. La figure 4 montre plusieurs

trajectoires : on voit qu’elles se rapprochent de

la solution périodique quand θ devient grand.
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Le cylindre des phases.

θ
0

v

2π

π

γ

figure 5

Il est commode de visualiser le mouvement dans le
cylindre des phases construit de la manière suivante :

® enroulons sur lui-même le plan des phases (θ,v) pour en faire
un rouleau cylindrique (comme avec une feuille de papier),
de manière que l’axe des θ se transforme en un cercle de
périmètre 2π et l’axe des v en une génératrice du cylindre.

Cette opération identifie des points (θ, v) et (θ + 2π, v) corres-
pondant à la même vitesse et à des abscisses qui diffèrent de
2π : dans le cylindre des phases, l’abscisse parcourt un cercle
de longueur 2π . Les trajectoires de (2) se transforment en des
courbes tracées sur le cylindre, ce qui rend bien compte du
mouvement puisque, dans une rotation, θ se compte modulo
2π . La trajectoire correspondant à la solution périodique v∗ de-
vient une courbe fermée γ faisant le tour du cylindre : c’est un
cycle de fonctionnement régulier du moteur (figure 5).
Sur le cylindre, les trajectoires tendent vers ce cycle limite : cela
signifie que le moteur tend vers ce régime de rotation stable.

Étude des équilibres dans le cas 0 < b < 1
Pour le système (2), la matrice jacobienne en un point (θ, v) est J =

[
0 1

cos θ −a

]
, de

polynôme caractéristique P = z2 + az + cos θ . Au point d’équilibre A0 = (θ0, 0), on

a cos θ0 =
√

1−b2 ; au point A1 = (π − θ0, 0), on a cos θ1 = cos(π−θ0) = −
√

1−b2 .

Étude au point d'équilibre A1 . Au point A1 , les valeurs propres sont réelles
de signes contraires, car leur produit est cos θ1 < 0 : le point A1 est un équilibre
hyperbolique (équilibre de droite sur les figures 6 et 7).

AA

v

θ0 0 π1

figure 6
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Étude au point d'équilibre A0

® Si a2 > 4
√

1−b2 , le discriminant de P est positif, donc les valeurs propres sont
réelles, de produit cos θ0 > 0 ; elles sont de même signe, celui de leur somme
−a < 0 : les deux valeurs propres sont négatives et par conséquent, les trajectoires
tendent vers l’équilibre A0 (figure 6).

® Si a2 < 4
√

1−b2 , les racines de P sont complexes conjuguées de partie réelle
−a/2 < 0 : autour de l’équilibre A0 , les trajectoires sont des spirales tendant vers
A0 (figure 7).

θ

1

0

v

A 1
πA 0

figure 7

θ

v

figure 8

Sur les trajectoires qui tendent vers l’équilibre A0 ,
le moteur « ne fonctionne pas ». Dans certains cas,
il n’existe même aucune trajectoire fermée dans le
cylindre des phases.
On peut montrer que si a n’est pas trop grand, il
existe encore une solution périodique en θ (figure
8). Dans le cylindre des phases, on obtient à nou-
veau un cycle limite représentant pour le moteur
un régime stable.

7. Une méthode de résolution numérique
Considérons un système différentiel général X ′ = F (t, X) et la solution X(t) de
condition initiale X(t0) = X0 . On cherche à calculer une approximation numérique
du vecteur X(T ), valeur à l’instant T de la solution.

La méthode d'Euler. Subdivisons l’intervalle d’extrémités t0 et T en n segments
de longueur |h|, où h = (T − t0)/n : on introduit donc les points

t0 , t1 = t0 + h , t2 = t0 + 2h , . . . , tn = t0 + nh = T

En t0 , on a X(t0) = X0 et X ′(t0) = F (t0, X0), donc il vient

X(t1) = X(t0 + h) = X0 + hF (t0, X0) + r(h)
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où r(h) désigne une quantité vectorielle dont la norme est négligeable devant h

quand h tend vers 0.
En posant Y1 = X0 +hF (t0,X0) on obtient donc une approximation de X(t1). En t1 ,
la dérivée X ′(t1) = F

(
t1,X(t1)

)
est en général différente de F

(
t1, Y1), mais pour |h|

petit, elle est peu différente : puisque X(t2)=X(t1+h)=X(t1)+hF
(
t1,X(t1)

)
+r1(h)

avec ‖r1(h)‖ �
h→0

h, on prend comme valeur approchée de X(t2) la quantité Y2 =

Y1 + hF (t1, Y1). Continuant ainsi, on pose Y0 = X0 ,

Y1 = Y0 +hF (t0,Y0) , . . . , Yk+1 = Yk +hF (tk,Yk) , . . . , Yn = Yn−1 +hF (tn−1,Yn−1)

et Yn est une valeur approchée de X(T ). Pour |h| assez petit, l’accumulation des
erreurs conduit à une erreur finale ‖X(T ) − Yn‖ de l’ordre de |h|.
Voici une autre méthode numérique, inspirée de la méthode d’Euler, mais un peu
plus précise et dont l’implémentation reste simple.

La méthode de la moyenne pente

pente p

pe
nt

e
q

pente
m

z1 = x0 + hm

y1 = x0

x0

+ hp

t1 = t0t0 + h x

y

Expliquons-la dans le cas d’une équation numérique x′ = F (t, x) : la solution x(t)
est donc une fonction à valeurs réelles. En t0 ,
la pente de la solution est p = F (t0, x0) et en
t1 , la pente vaut à peu près q = F (t1,y1), avec

y1 = x0 + hp. Formons la moyenne m =
p + q

2
des pentes et utilisons m pour estimer une
valeur z1 de x(t1), en posant

z1 = x0 + hm

On a

q = F (t0 + h, x0 + hp) = F (t0, x0) + h ∂F
∂t

(t0, x0) + hp ∂F
∂x

(t0, x0) + ρ(h2)

en notant ρ(h2) une quantité de l’ordre de h2 quand |h| est assez petit. Il vient

(1)
z1 = x0 + h 1

2

[
p + p + h ∂F

∂t
(t0, x0) + hp ∂F

∂x
(t0, x0)

]
+ ρ(h3)

= x0 + hp + h2

2

[
∂F
∂t

+ p ∂F
∂x

]
(t0, x0) + ρ(h3)

On a aussi le développement limité

x(t1) = x(t0 + h) = x0 + hp + h2

2
∂2x
∂t2

(t0) + ρ(h3)

Puisque
∂2x
∂t2

= ∂
∂t

[
F

(
t, x(t)

)]
= ∂F

∂t

(
t, x(t)

)
+ ∂F

∂x

(
t, x(t)

)
x′(t)

on obtient ∂2x
∂t2

(t0) =
[
∂F
∂t

+ p ∂F
∂x

]
(t0, x0) et

(2) x(t1) = x0 + hp + h2

2

[
∂F
∂t

+ p ∂F
∂x

]
(t0, x0) + ρ(h3)

En comparant (1) et (2), on voit que l’écart |x(t1) − z1| est de l’ordre de |h|3 .
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En continuant ainsi de proche en proche, définissons les approximations z0, z1, . . . , zn

en posant z0 = x0 et

zk+1 = zk + h
2

[
F (tk, zk) + F

(
tk+1, zk + hF (tk, zk)

)]
pour k = 0, 1, . . . , n−1.

Par suite de l’accumulation des erreurs, l’écart final |x(T ) − zn| est seulement, pour
|h| assez petit, de l’ordre de h2 .

Algorithme de la moyenne pente
L’algorithme suivant calcule une approximation de X(T ), où X est la solution du
système différentiel X ′ = F (t, X) ayant pour condition initiale X(t0) = X0 .
initialisations :

t ← t0 ; Z ← X0 ; n : un entier positif ; h ← (T − t0)/n

itération : pour k de 1 à n, faire

P ← F (t, Z) ; s ← t + h ; Y ← Z + hF (t, Z) ; Q = F (s, Y )
Z ← Z + (h/2)(P + Q)
t ← s

fin : Z est une approximation de X(T ) : il y a une constante a telle que
‖X(T ) − Z‖ � a

n2
pour tout n assez grand.

Il existe bien d’autres méthodes numériques plus précises pour estimer la valeur numé-
rique d’une solution d’équation différentielle, mais les calculs sont plus coûteux.

Application au tracé d'une courbe d'équation f(x, y) = 0
Soit f une fonction de deux variables réelles, à dérivées partielles continues, et soit
(C) la courbe d’équation f(x,y)=0. Supposons qu’on connaisse un point A=(x0,y0)
sur (C). D’après le théorème des fonctions implicites, on peut paramétrer la courbe
(C) au voisinage de A, en prenant par exemple x comme paramètre si la dérivée par-

tielle
∂f

∂y
n’est pas nulle en A. Il y a ainsi une fonction y(x) telle que f

(
x,y(x)

)
= 0

pour tout x. En dérivant, on obtient

∂f

∂x
+

∂f

∂y

dy

dx
= 0 en tout point de (C).

Ainsi y(x) est la solution de l’équation différentielle (où la variable est x)

y′ = −
∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

, avec condition initiale y(x0) = y0 .

En utilisant une méthode numérique, on peut calculer une valeur approchée de y(x)
et en traçant le graphe de cette fonction, on obtient l’allure d’un morceau de la

courbe (C). S’il y a sur la courbe des points où
∂f

∂y
= 0, l’équation différentielle
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cesse d’être définie en ces points : le graphe de la fonction y(x) peut donc ne pas
couvrir en totalité la courbe (C).

Exercices

1@ . Évolution de taux d'intérêts. Reprenons le système différentiel
{

ċ = a(r − c − �)
�̇ = b(r − c − �)

de

l’exemple 2 page 479 qui modélise l’évolution des taux d’intérêts c et � à court et
à long terme (les constantes a, b, r sont positives). Le domaine est c > 0 et � > 0.

a) Montrer que tout point du segment de droite d’équation c + � = r, c > 0, r > 0
est un point d’équilibre et que si

(
c(t), �(t)

)
est solution, alors bc(t) − a�(t) est

constant. En déduire que les trajectoires sont rectilignes.

b) Montrer que la fonction constante (c,�)=
(

ar
a+b

, br
a+b

)
est une solution du système.

c) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice du système. En
déduire la solution générale.

d) 20

20 x

ySoit S(t) =
(
c(t), �(t)

)
la solution ayant pour condition initiale

c(0) = c0 , �(0) = �0 , où c0 et �0 sont des nombres positifs. Cal-
culer S(t) et montrer que S(t) tend vers le point d’équilibre

1
a + b

(bc0−a�0 + ar,−bc0+a�0 + br) quand t tend vers +∞. Mon-

trer que chaque point d’équilibre est stable, mais pas asymptotiquement stable.

e) Justifier le dessin ci-contre des trajectoires, où l’on a choisi a=2/3, b=1/3 et r=20.

2. Un système de ressorts. Dans l’exemple 1 page 478, prenons des masses unité et des
ressorts de raideur k1 = 1, k2 = 2 et k3 = 4. Le système différentiel s’écrit X ′ = AX ,

où A =

⎡⎣ 0 0 1 0
0 0 0 1

−3 2 0 0
2 −6 0 0

⎤⎦.

a) Montrer que les valeurs propres de A sont ±
√

2 et ±
√

7.

b) Calculer une base de solutions et montrer que le mouvement des masses est donné

par

{
x1(t) = a cos(

√
2 t) + b sin(

√
2 t) + c cos(

√
7t) + d sin(

√
7 t)

x2(t) = a
2

cos(
√

2 t) + b
2

sin(
√

2 t) − 2c cos(
√

7 t) − 2d sin(
√

7 t)
où a, b, c, d

sont des constantes.

c) À l’instant t = 0, on maintient la masse m2 à l’équilibre et l’on écarte m1

de la quantité algébrique a �= 0. Montrer que le mouvement est donné par
x1

a
= 4

5
sin

√
2t+ 1

5
cos

√
7t et

x2

a
= 2

5
sin

√
2t− 2

5
cos

√
7t. Ces mouvements sont-ils

périodiques ? (procéder comme dans l’exercice 5 page 294).
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3.

A0

B0

C0

A(t)

B(t)

(t)C

x

y

z

Ressorts en anneau. On enfile trois ressorts identiques sur un anneau circulaire ri-
gide R placé horizontalement, chaque ressort ayant
pour longueur un tiers de circonférence. Appelons
A0, B0, C0 leurs extrémités. Quand on abandonne
le dispositif après avoir comprimé un ou plusieurs
ressorts, les extrémités des ressorts ont des mou-
vements A(t),B(t),C(t) qu’on repère par les arcs
orientés x =

︷ ︷
A0A , y =

︷ ︷
B0B et z =

︷ ︷
C0C .

a) Notons �1, �2, �3 la longueur des ressorts AB,BC,CA. Montrer qu’à tout instant,
on a x+�1 − y = y+�2−z = z+�3−x.

b) Montrer que ẍ = −k(L−�1) + k(L−�3) = −k(2x−y−z), où k est la raideur des
ressorts et L le tiers de la circonférence. Écrire les égalités analogues pour ÿ et z̈ .

c) Supposons k=1 et posons u= ẋ, v = ẏ , w= ż . Écrire le système différentiel linéaire
X ′ = AX aux six inconnues x,y,z,u,v,w . Montrer que la matrice A possède trois
valeurs propres doubles 0, i

√
3 et − i

√
3.

d) Supposons que les positions initiales sont données par x(0) = 0, y(0) = b, z(0) = c

et qu’on abandonne les ressorts sans vitesse initiale. Montrer que les solutions

sont x(t) = p
[
1− cos(

√
3 t)

]
, y(t) = p + 2b−c

3
cos(

√
3 t), z(t) = p + 2c−b

3
cos(

√
3 t),

où p = b+c

3
. Les mouvements des points A, B, C sont-ils périodiques ?

4@ . Second membre exponentiel. Soit un système différentiel linéaire X ′ = AX + B(t), où
A est une matrice constante de taille n.

a) Supposons que B(t)=eαtV , où V est un vecteur constant et α un nombre qui n’est
pas valeur propre de A. Montrer qu’il y a un unique vecteur Y solution de l’équa-
tion linéaire (αIn −A)Y = V et que eαtY est une solution du système différentiel.

b) La diffusion d’une certaine substance s entre trois compartiments tissulaires (1), (2)

et (3) est modélisée, en régime libre, par le système X ′=AX , où A=

[−2 1/2 1
1 −2 1
1 3/2 −2

]
.

Initialement, les compartiments ne contiennent pas s. À l’instant t = 0, on injecte
s dans le compartiment (1) selon la loi de diffusion pe−t + qe−2t , où p et q sont
des quantités positives. Montrer qu’à l’instant t, la quantité de substance s dans

le compartiment (2) est y(t) = 1
6

[
2p+q − 3pe−t − 3qe−2t + (p+2q)e−3t

]
.

Quelle est l’allure de la courbe y(t) pour t � 0 ?

5@ . L'équilibre proies-prédateurs. Considérons le système proies-prédateurs étudié page 501.

a) Calculer le linéarisé du système au point d’équilibre (0,0) et justifier la forme des
trajectoires autour de ce point.

b) Calculer le linéarisé (L) : X ′ =AX du système au point d’équilibre E =(c/d,a/b)
et montrer que le système n’est pas linéarisable en ce point.
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c) Quelle approximation peut-on prendre pour une solution de condition initiale voi-
sine de E ? Montrer que la période des petites oscillations autour de E est à peu
près 2π/

√
ac (voir le paragraphe 4).

6@ .

(G) (S) (R)

a btractus
intestinal sang

système
rénal

Dépendance des paramètres. Considérons le système compartimental formé du tractus
intestinal (G) et du sang (S) : les transferts de
substances de (G) vers (S) et de (S) vers le
système rénal (R) sont régis par la loi d’action

de masse :
{

Ġ = −aG
Ṡ = aG−bS

, où a et b sont des

paramètres positifs tels que b > a.

a) On suppose qu’à l’instant t=0, on a G(0)= g0 >0 et S(0)=0. Calculer la solution(
G(t), S(t)

)
. Montrer que G(t) et S(t) tendent vers 0 quand t tend vers +∞ et

que l’équilibre (0, 0) est asymptotiquement stable.

b) Les fonctions de sensibilité au paramètre a sont x(t) = ∂G
∂a

et y(t) = ∂S
∂a

. Montrer

que ces fonctions sont solutions du système
{

ẋ = −ax−G(t)
ẏ = ax − by + G(t) . Montrer que

x(t) = −g0te
−at et y(t) =

g0

(b−a)2

[[
b−a(b−a)t

]
e−at − be−bt

]
.

c) On veut estimer le paramètre de diffusion a en mesurant la quantité S par des
analyses sanguines. On aura une meilleure précision si l’on effectue ces mesures
à un instant où a dépend le moins de S , c’est-à-dire lorsque la valeur absolue∣∣∣ ∂a
∂S

∣∣∣ est minimum. Supposons que la valeur de a est proche de 1 et que celle de

b est proche de 1,5. Pour ces valeurs, faire dessiner par ordinateur le graphe de
y(t) entre 0 et 6. Constater qu’il vaut mieux faire les mesures vers l’instant t = 3.

7@ . Un exemple de compétition animale. Le système suivant modélise une compétition
brutale entre deux populations animales d’effectifs x et y (l’unité est la dizaine

d’individus) :
{

ẋ = 2x−xy
ẏ = a(y−y2 − xy) , où a>0. Le terme −y2 reflète une mortalité par

surpopulation et −xy traduit les contacts mortels entre individus d’espèces différentes.

a) Trouver les deux points d’équilibre à coordonnées positives ou nulles. Montrer que
le demi-axe des y � 0 est réunion de quatre trajectoires. Montrer que le demi-axe
x > 0 est une trajectoire : quelle sont les solutions

(
x(t), 0

)
correspondantes ?

b) Montrer que les droites d’équation y = 2 et x+y = 1 divisent le domaine
D = {(x,y) | x > 0 et y > 0} en trois régions dans lesquelles ẋ et ẏ ont des signes
constants. On note (A) la région y > 2, (C) la région x+y < 1 et (B) la troisième
région. Dessiner la direction du champ en tout point d’une frontière de ces régions.

c) Montrer que toute solution qui part d’un point de (A) ou d’un point de (C) rentre
dans la région (B). Montrer que toute solution qui est dans (B) à un certain
instant reste ultérieurement dans (B).
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d) Montrer que pour toute solution, on a lim
t→+∞

x(t) = +∞. En déduire que y(t) a

une limite finie comprise entre 0 et 2 quand t tend vers +∞.

e) Montrer qu’il existe un instant T tel que l’on ait ẏ(t) � −y(t) quel que soit t � T .
En déduire que y(t) tend vers 0 quand t tend vers +∞.

f) Faire un dessin des trajectoires.

g) On suppose a = 1. Soit
(
x(t), y(t)

)
la solution telle que x(0) = 2 et y(0) = 5. On

considère que la population y est éteinte lorsque y/x � 0,05. En faisant calculer
numériquement les fonctions x(t) et y(t) par un ordinateur, montrer que le temps
d’extinction de y est environ 1,19.

8. L'équation de Van der Pol. Il s’agit de l’équation différentielle (P ) : y′′ = −y−y′ + y′3 .
Écrire le système différentiel du premier ordre associé. En utilisant un
ordinateur, vérifier que les trajectoires ont l’allure ci-contre. Expliquer
comment, par ce dessin, on peut se convaincre qu’il y a une solution
périodique. Cette équation a été utilisée pour les premières modélisations du
fonctionnement cardiaque.

9@ . Utilisation de la formule de Stokes. Soit le système différentiel
{

x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y) , défini

dans un domaine D (les fonctions f et g ont des dérivées partielles continues). Si
R est une région de D limitée par une courbe fermée C , la formule de Stokes (page

430) affirme que l’on a
∫
C

f(x, y) dy−g(x, y) dx =
∫∫

R

[
∂f

∂x
(x, y)+

∂g

∂y
(x, y)

]
dx dy .

a) Supposons que
(
x(t), y(t)

)
est une solution périodique du système différentiel

et que C est sa trajectoire. Montrer que, dans la formule de Stokes, l’intégrale
curviligne est nulle.

b) Supposons que le champ de vecteurs
−→
E=

[
f(x,y),g(x,y)

]
a une divergence de signe

constant dans D . Montrer que le système différentiel n’a aucune solution périodique.

c) Considérons le système différentiel
{

θ̇ = v
v̇ = − sin θ − av + b

du moteur électrique,

où les constantes a et b sont strictement positives (page 514). Montrer que la
divergence du champ est −a. En déduire que dans le cylindre des phases, toute
trajectoire fermée doit faire le tour du cylindre.

10@ . Étude d'un équilibre. Soient a(x) et c(x) des fonctions à dérivées continues, définies

sur un intervalle autour de 0. Considérons le système différentiel
{

x′ = xa(x) + by
y′ = xc(x) + dy

,
où b et d sont des constantes.

a) Montrer que l’origine O = (0, 0) est un point d’équilibre et que le linéarisé du

système en ce point a pour matrice
[

a(0) b
c(0) d

]
.

b) En déduire que si l’on a a(0)d−bc(0) > 0 et a(0)+d < 0, alors l’origine est
asymptotiquement stable.
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c) Supposons que pour tout x assez voisin de 0 et différent de 0, on a
a(x)d−bc(x) > 0 et a(x)+d < 0. Supposons de plus b �= 0. Posons V (x, y) =
1
2
(dx−by)2 +

∫ x

0

[
a(s)d−c(s)b

]
s ds. Montrer que V est une fonction de Liapounov

pour l’équilibre O et que cet équilibre est asymptotiquement stable.

11.

δ1 δ2

δ(t)

c(t)

V (t)

c2c1

Contrôle d'une cuve à mélanger. Considérons une cuve mélangeuse contenant un sol-
vant et alimentée par deux solutions de concentrations c1 et
c2 , avec des débits réglables δ1 et δ2 . Soit V (t) le volume
de liquide dans la cuve à l’instant t, δ(t) le débit de sortie
et c(t) la concentration du mélange dans la cuve.
Les bilans en volume de solution et en masse de produits
dissous s’expriment par

dV
dt

= δ1+δ2−δ et
d(cV )

dt
= c1δ1 + c2δ2 − cδ .

De plus, si S est la section de la cuve, alors d’après la loi d’écoulement de Bernouilli,
on a δ = a

√
V (où la constante positive a est de la forme b/

√
S ).

a) Montrer qu’un état d’équilibre est caractérisé par un volume constant Ve dans la
cuve ainsi que par des débits δ1 = δ1e , δ2 = δ2e , δ = δe et une concentration en
sortie c = ce vérifiant les égalités δe = δ1e+δ2e et ceδe = c1δ1e+c2δ2e .

b) Pour linéariser le système autour de l’équilibre, introduisons les différences
x = V −Ve et y = c−ce et les commandes u = δ1−δ1e , v = δ2−δ2e .
(i) Montrer que pour x petit, on a au premier ordre l’approximation√

Ve + x ∼
√

Ve

(
1 + x

2Ve

)
.

(ii) En déduire les approximations

ẋ = −ax

2
√

Ve

+ u + v et ẏ = −c
Ve

[u+v+δe] + 1
Ve

[c1u + c2v + ceδe] .

(iii) Posons p = a

2
√

Ve

, α1 = c1−ce

Ve

et α2 = c2−ce

Ve

. Montrer que le linéarisé du

système au point d’équilibre est (L) :
[
ẋ
ẏ

]
=

[−p 0
0 −2p

] [
x
y

]
+

[
1 1
α1 α2

] [
u
v

]
c) Calculer la matrice de commandabilité de (L). En déduire que le système (L) est

commandable par (u, v) si et seulement si les concentrations c1 et c2 sont diffé-
rentes. Justifier l’affirmation : « dans le cas c1 �= c2 , si deux états (V, c) et (V ′, c′)
sont proches de l’équilibre, on peut passer du premier au second en agissant sur
les débits δ1 et δ2 . »

d) Soit la matrice K =
[
1 0
0 k

]
. Calculer la matrice A − BK et son polynôme carac-

téristique. On suppose c1 �= c2 et l’on pose k = ε/(2α2), où ε = 1 si α2−α1 > 0

et ε = −1 si α2−α1 < 0. Montrer que le système
[
ẋ
ẏ

]
= (A − BK)

[
x
y

]
est un

bouclage stabilisant de (L).
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12@ . Soit X ′ = f(t, X) un système différentiel où la fonction f a des dérivées partielles
continues. On suppose que f est périodique de période T par rapport à la variable
t, autrement dit f(t + T,X) = f(t, X) pour tous t et X .
Montrer que si t →X(t) est une solution, alors la fonction t →X(t+T ) est solution. En
déduire que s’il existe t0 tel que X(t0)=X(t0+T ), alors la fonction X(t) est périodique
de période T (comparer les conditions initiales des solutions X(t) et X(t + T )).
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Chapitre 17

Séries, séries entières,
séries de Fourier

1. Séries numériques
Étant donnée une suite de nombres uk réels ou complexes, on doit parfois considérer
les sommes s0 = u0 , s1 = u0 + u1 , s2 = u0 + u1 + u2 et de manière générale, la
somme d’un nombre quelconque de premiers termes :

sn = u0 + u1 + · · · + un =
n∑

k=0

uk

Définition
Les sommes sn forment une suite, appelée série de terme général uk et notée

∑
uk .

Chaque somme sn s’appelle une somme partielle de la série.

Si les uk ne sont définis que pour k � p, les sommes partielles sont

up , up + up+1 , . . . , up + up+1 + · · · + un =
n∑

k=p

uk pour tout n � p.

On s’intéresse surtout aux cas où les sommes partielles forment une suite convergente.

Définition
Si la suite sn a une limite s, on dit que la série

∑
un est convergente. Dans ce cas, le

nombre s s’appelle la somme de la série et se note s =
∑+∞

k=p uk , où p est le premier
indice de définition des uk . Les nombres rn =s−sn s’appellent les restes de la série.

Si des séries
∑

uk et
∑

u′
k sont convergentes de sommes s et s′ , alors la série

∑
(uk+u′

k)
a pour somme s+s′ , et pour tout nombre λ, la série

∑
(λuk) a pour somme λs.

Par définition, une série à termes complexes est convergente si et seulement si la série
des parties réelles et la série des parties imaginaires sont toutes deux convergentes.

Proposition. Si une série
∑

uk est convergente, alors lim
k→+∞

uk = 0.
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Démonstration. En effet, en supposant que la suite des uk commence à l’indice 0, on a
sn −sn−1 = un pour tout n � 1. Si les sommes sn tendent vers s, alors la différence sn −sn−1

tend vers s−s = 0. �

Dans le cas d’une série
∑

uk à termes uk réels positifs ou nuls, les sommes partielles
sont croissantes puisqu’on a sn+1−sn =un �0 pour tout n. Comme une suite croissante
de nombres réels est convergente si et seulement si elle est majorée (page 261), on en
déduit le résultat suivant.

Théorème. Une série
∑

uk à termes uk � 0 est convergente si et seulement si ses
sommes partielles sont majorées.

Théorème de comparaison. Soient
∑

uk et
∑

vk des séries à termes réels. Si l’on
a 0 � uk � vk pour tout k et si la série

∑
vk converge, alors la série

∑
uk converge.

Démonstration. Chaque somme partielle de la série
∑

uk est inférieure ou égale à la somme
partielle correspondante de la série

∑
vk . Si cette dernière série converge, ses sommes partielles

sont majorées, donc aussi les sommes partielles de la série
∑

uk qui est donc convergente. �

1.1 Les exemples fondamentaux

Séries géométriques
Supposons que les uk forment une suite géométrique : si a est le premier terme et z

la raison, on a donc uk = azk quel que soit l’entier k � 0. On dit que la série
∑

azk

est une série géométrique. Les sommes partielles sont (remarque page 46)

sn = az0 + az1 + az2 + · · · + azn = a[1 + z + z2 + · · · + zn] = a
1−zn+1

1−z

Proposition. Supposons a �=0. La série géométrique
∑

azk est convergente si et seulement

si |z| < 1 et dans ce cas, sa somme est
∑+∞

k=0 azk = a
1−z

.

Démonstration. Si |z| < 1, alors |zn| = |z|n tend vers 0, donc aussi zn : quand n tend

vers +∞, les sommes sn ont alors pour limite a
1−0
1−z

= a
1−z

et la série est convergente.

Réciproquement, si la série
∑

azk converge, alors nécessairement son terme général azk tend
vers 0 quand k tend vers +∞, donc aussi les modules |azk| = |a||z|k ; puisqu’on a supposé
a �= 0, |z|k tend vers 0 et cela implique |z| < 1. �

Majoration du reste lorsque |z| < 1 . En notant s la somme de la série, on a

sn = s−a zn+1

1−z
, donc le reste est rn = s− sn = a zn+1

1−z
. D’après l’inégalité triangulaire

1 � |z| + |1−z|, on a |1−z| � 1−|z|, d’où la majoration |rn| � |a|
1−|z| |z|

n+1 qui est
d’autant plus petite que n est grand.
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Séries de Riemann

Définition
Soit α un nombre réel positif. La série

∑ 1
kα s’appelle une série de Riemann.

Pour étudier la convergence, nous allons estimer les sommes partielles 1+ 1
2α +···+ 1

nα

en les comparant à une intégrale de la fonction x → 1
xα .

Proposition. Soient p� 0 un entier et f : [p,+∞[→R une fonction continue positive et
décroissante. Alors la série

∑
f(k) est convergente si et seulement si l’intégrale généralisée∫ +∞

p
f(t) dt existe. Dans ce cas, on a l’encadrement∫ +∞

p

f(t) dt �
+∞∑
k=p

f(k) � f(p) +
∫ +∞

p

f(t) dt.

Démonstration.

f

p n+1n

up

up+1

un

sn

x

Pour tout entier k � p, posons uk = f(k). Si t est entre deux entiers k et
k+1, alors on a uk+1 = f(k+1) � f(t) � f(k) = uk , car f est décrois-

sante. En intégrant sur [k,k+1], il vient donc uk+1 �
∫ k+1

k
f(t) dt � uk .

Ajoutons ces inégalités pour k = p, p+1, . . . , n ; on obtient :

up+1 + up+2 + · · · + un+1 �
∫ n+1

p

f(t) dt � up + up+1 + · · · + un

Le terme de droite est la somme partielle sn de la série
∑

uk de premier terme up et celui
de gauche est sn+1 − up . L’encadrement se récrit ainsi sous la forme

(∗)
∫ n+1

p
f(t) dt � sn � up +

∫ n

p
f(t) dt

où l’on a changé n+1 en n pour avoir l’inégalité de droite. Supposons que l’intégrale générali-

sée I =
∫ +∞

p
f(t) dt existe : par définition, I est la limite des intégrales

∫ n

p
f(t) dt quand n tend

vers l’infini. Puisque la fonction f est positive, on a
∫ n

p
f(t) dt�I pour tout n, donc les sommes

partielles sn sont majorées par le nombre up + I . D’après le théorème précédent, la série
∑

uk

converge. Réciproquement, si la série converge, ses sommes partielles sont majorées par la

somme s de la série et les intégrales
∫ n+1

p
f(t) dt sont, d’après (∗), majorées par s. Il s’ensuit

que l’on a
∫ x

p
f(t) dt � s pour tout x � p et par suite, l’intégrale généralisée existe. En passant

à la limite dans (∗) quand n tend vers l’infini, on obtient l’encadrement pour la somme s. �

On sait que l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

dt
tα dt existe si et seulement si α > 1 (page 325).

D’après la proposition, c’est aussi la condition de convergence de la série de Riemann∑ 1
kα .

Proposition. La série de Riemann
∑ 1

kα est convergente si et seulement si α > 1.
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Majoration du reste. Si la série satisfait les hypothèses de la proposition, l’enca-
drement donné permet de majorer le reste rn = s− sn pourvu qu’on puisse majorer,

en fonction de n, l’intégrale généralisée
∫ +∞

n+1
f(t) dt.

Exemple. Considérons la série de terme général uk = 1
a2+k2

, où a > 0. La fonction

f(x) = 1
a2+x2

est positive et décroissante sur [0,+∞[, donc pour tout entier p � 1,

on a la majoration +∞∑
k=p

1
a2+k2 � up +

∫ +∞

p

dt

a2+t2
.

Puisque
∫

dt

a2+t2
= 1

a
Arc tan x

a
(page 298), il vient

∫ +∞

p

dt

a2+t2
= 1

a

[
π
2
− Arc tan

p

a

]
.

Mais d’après la relation tan
(

π
2
−θ

)
= 1

tan θ
, on a π

2
− Arc tan x = Arc tan 1

x
pour

tout x > 0. Ainsi,
∫ +∞

p

dt

a2+t2
= 1

a
Arc tan a

p
et

+∞∑
k=p

1
a2+k2 � 1

a2+p2 + 1
a

Arc tan a
p

.

Cette majoration du reste permet un calcul approché de la somme de la série, car le
membre de droite Mp tend vers 0 quand p tend vers l’infini : si l’on trouve un entier
p � 2 assez grand pour que Mp < ε, alors la somme partielle u1+u2+ · · ·+up−1 est
une valeur approchée par défaut à ε près de la somme

∑+∞
k=1 uk .

Séries d'Abel
Il s’agit des séries à termes complexes de la forme

∑
akeikx , où le nombre x et les

ak sont réels. La série converge si et seulement si chacune des séries
∑

ak sin kx et∑
ak cos kx est convergente. On a le résultat suivant, dont nous verrons des exemples

dans le cadre des séries de Fourier.

Proposition. Si la suite des ak est décroissante, positive et tend vers 0, alors la série∑
ak sin kx est convergente pour tout x et la série

∑
ak cos kx est convergente au moins

pour x non multiple entier de 2π .

Exemples
® Séries alternées. En prenant x = π , on a coskx = coskπ = (−1)k pour k entier.

Si les ak sont positifs, décroissants et tendent vers 0, la série
∑

(−1)kak

est convergente.

Une telle série est dite alternée. Ainsi la série alternée
∑ (−1)k

k
est convergente,

de même que
∑ (−1)k

kα pour tout nombre α > 0.

® Si α > 0, la série
∑ sin kx

kα est convergente quel que soit x.
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Mode de convergence d'une série alternée. Les sommes partielles sont

sn = a0−a1+a2−a3+a4−a5+ · · · + (−1)nan

On a

s2−s0 = −a1+a2 � 0 , s4−s2 = −a3+a4 � 0 , s2n−s2n−2 = −a2n−1 + a2n � 0

s3−s1 = a2−a3 � 0 , s5−s3 = a4−a5 � 0 , s2n+1−s2n−1 = a2n−a2n+1 � 0

Les sommes s1,s3,s5, . . . forment une suite croissante, les sommes s0,s2,s4, . . . une suite
décroissante, et la différence s2n−s2n−1 = a2n est positive et tend vers 0 : ainsi la suite
des s2n−1 et la suite des s2n sont adjacentes, donc elles ont la même limite s (page
261) : cela démontre qu’une série alternée est convergente. De plus, on a l’encadrement
s2n−1 � s � s2p pour tout n � 1 et p � 0.

La somme d’une série alternée est toujours comprise
entre deux sommes partielles consécutives quelconques.

Majoration du reste d'une série alternée

En appelant s la somme de la série, on a 0� s−s2n−1 � s2n−s2n−1 =a2n et 0� s2n−s�
s2n−s2n+1 = a2n+1 .

Dans une série alternée, le reste est, en valeur absolue,
inférieur au premier terme négligé.

1.2 Critères de convergence
Proposition et définition. Si la série

∑
|uk| est convergente, alors la série

∑
uk est

convergente aussi et
∣∣∑+∞

k=0 uk

∣∣ �
∑+∞

k=0 |uk|. Dans ce cas, on dit que la série
∑

uk est
absolument convergente.

Démonstration. Notons ak la partie réelle de uk et bk la partie imaginaire, de sorte que
uk = ak + i bk . On sait que |ak| � |uk| et |bk| � |uk|. Si la série

∑
|uk| est convergente, alors

d’après le théorème de comparaison, il en va de même des séries
∑

|ak| et
∑

|bk|. Puis-
qu’on a 0 � |ak| − ak � 2|ak|, la série de terme général dk = |ak| − ak est convergente. On
a

∑
ak =

∑
|ak|−

∑
dk , donc la série

∑
ak est convergente. De même, la série

∑
bk est

convergente et il s’ensuit que la série
∑

(ak + i bk) =
∑

uk est convergente.
Pour toute somme partielle sn =

∑n
k=0 uk , on a |sn| �

∑n
k=0 |uk| car le module d’une somme

est inférieur ou égal à la somme des modules ; par suite,∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ = | lim
n→+∞

sn| = lim
n→+∞

|sn| �
+∞∑
k=0

|uk| . �

En appliquant le théorème de comparaison, on en déduit le premier critère suivant.

Critère de comparaison. Si l’on a |uk| � vk pour tout k assez grand et si la série∑
vk converge, alors la série

∑
uk est absolument convergente (donc convergente).
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Exemples
® La série alternée

∑ (−1)k

k
est convergente, mais elle n’est pas absolument conver-

gente, car

∣∣∣∣ (−1)k

k

∣∣∣∣= 1
k

est le terme général d’une série de Riemann non convergente.

De même, la série
∑ (−1)k

√
k

est convergente, mais pas absolument convergente.

® Si α > 1, la série
∑ ei kx

kα est absolument convergente pour tout réel x : en effet,

on a
∣∣∣ ei kx

kα

∣∣∣ = 1
kα et la série de Riemann

∑ 1
kα est convergente.

Proposition. La somme de deux séries absolument convergentes est absolument conver-
gente.

On a en effet |uk+vk| � |uk|+|vk|. Si
∑

|uk| et
∑

|vk| convergent, alors leur somme∑ (
|uk|+|vk|

)
converge et, d’après le critère de comparaison, il en va de même de∑

|uk+vk|.

Critères de convergence pour les séries à termes réels positifs
Supposons uk > 0 pour tout k .

a) Si l’on a uk ∼
k→+∞

vk et si la série
∑

vk converge, alors la série
∑

uk converge.

b) Supposons que k
√

uk tend vers une limite finie �. Si � < 1, la série
∑

uk converge ; si
� > 1, la série ne converge pas.

c) Supposons que
uk+1

uk

tend vers une limite finie �. Si � < 1, la série
∑

uk converge ; si

� > 1, la série ne converge pas.

Montrons le premier critère. Supposons lim (uk/vk) = 1. Choisissons un nombre �′ > 1.
Pour tout k assez grand, on a uk/vk � �′ , donc uk � �′vk car vk est positif pour k

assez grand. Si la série
∑

vk converge, il en va de même de la série
∑

(�′vk), donc,
par le théorème de comparaison, la série

∑
uk converge.

Pour le deuxième critère, supposons � < 1 et choisissons un nombre �′ tel que � < �′ < 1.
Par hypothèse, on a k

√
uk � �′ pour tout k assez grand, donc uk � �′k . La série géo-

métrique
∑

�′k a sa raison de module strictement inférieur à 1, donc est convergente.
D’après le théorème de comparaison, la série

∑
uk est donc convergente. Supposons

maintenant � > 1. On a alors k
√

uk � 1 pour tout k assez grand, donc aussi uk � 1 et
uk ne tend pas vers 0 : la série n’est donc pas convergente.
Raisonnons de même pour le dernier critère en supposant d’abord � < 1. Pour tout k

supérieur ou égal à un certain indice K , on a
uk+1

uk
� �′ . En multipliant ces inégalités

pour k = K, K+1, · · · , K+n, on obtient
uK+n

uK
� �′n , donc uK+n � uK�′n pour tout

n � 1. Comme la série géométrique de raison �′ est convergente, il en va de même, par
comparaison, de la série

∑
uk . Si � > 1, alors on a uk+1 � uk pour tout k assez grand,

donc uk ne tend pas vers 0.

Exemples
® La série

∑ zk

k!
est absolument convergente quel que soit le nombre complexe z .
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En effet, si l’on pose uk = zk

k!
, alors

|uk+1|
|uk|

=
∣∣∣∣ zk+1

zk

k!
(k+1)!

∣∣∣∣ =
|z|

k+1
tend vers 0

quand k tend vers +∞. On en déduit que la série
∑

|uk| est convergente, autrement
dit : la série

∑
uk est absolument convergente.

® Soit q un entier quelconque. Si z est un nombre complexe tel que |z| < 1, la série∑
kqzk est absolument convergente.

En posant uk = kqzk , le rapport
|uk+1|
|uk|

=
∣∣∣ k+1

k

∣∣∣q |z| tend vers |z| quand k tend vers

+∞. Si |z|<1, la série
∑

|uk| est convergente, donc
∑

uk est absolument convergente.

® La série
∑ k

2k2 − k + 1
n’est pas convergente, car son terme général est équivalent

à 1
2k

et la série de Riemann
∑ 1

k
n’est pas convergente.

® La série
∑ k√

k5−1
est convergente, car k√

k5−1
∼ 1

k3/2
.

® Si P et Q sont des polynômes non nuls tels que degQ−degP �2, la série
∑ P (k)

Q(k)
est convergente.

En appelant p et q les degrés de P et Q, on a P (k) ∼ akp et Q(k) ∼ bkq , où a

et b sont les coefficients dominant des polynômes. On en déduit
P (k)
Q(k)

∼ a
b

1
kq−p

. La

série de Riemann
∑ 1

kq−p
est convergente si et seulement si q−p > 1, c’est-à-dire si

et seulement si q−p � 2, puisque p et q sont des entiers.

2. Séries entières
Définition
Une série de la forme

∑
akzk , où z est un nombre réel ou complexe, s’appelle

une série entière.

Les sommes partielles de la série entière
∑

akzk sont les expressions polynomiales
sn = a0+a1z+a2z

2+ · · ·+anzn , car par convention, on pose z0 = 1.

Exemples

® La série
∑ zk

k!
, de sommes partielles sn = 1+z+ z2

2!
+ · · ·+ zn

n!
, est une série entière.

® De même, la série de sommes partielles sn = z+ z3

2
+ z5

3
+ · · ·+ z2n−1

n
est une série

entière
∑

akzk : ses coefficients sont définis par a2k = 0 pour k � 0 et a2k−1 = 1/k
pour tout k � 1.

Une série entière
∑

akzk converge toujours pour z = 0. Considérons l’ensemble I des
nombres réels r � 0 pour lesquels la série

∑
|ak|rk converge. Soit r ∈ I et soit r′ un

nombre tel que 0 � r′ � r ; la série
∑

|ak|rk converge et puisqu’on a |ak|r′k � |ak|rk ,
la série

∑
|ak|r′k converge aussi, donc r′ ∈ I . Cela montre que si r ∈ I , alors I contient

l’intervalle [0, r]. On en déduit que I est un intervalle de la forme [0,R] ou bien [0,R[,
R pouvant, dans ce dernier cas, être le symbole +∞.
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Supposons par exemple que R est un nombre réel. Alors pour tout nombre complexe z

tel que 0 � |z| < R, la série
∑

|akzk| =
∑

|ak||z|k est convergente, donc la série entière∑
akzk est absolument convergente.

Montrons que si r > R, la suite akrk n’est pas majorée. Raisonnons par l’absurde en
supposant qu’il existe un nombre M > 0 tel que |ak|rk � M pour tout k . Choisissons

un nombre ρ tel que R < ρ < r . On a alors |ak|ρk = |ak|rk
( ρ

r

)k

� M
( ρ

r

)k

et comme
ρ
r < 1, la série géométrique

( ρ
r

)k

est convergente. Il s’ensuit que
∑

|ak|ρk est conver-

gente, ce qui est impossible puisque ρ > R.
On en déduit que si r > R, la suite akzk ne tend pas vers 0 : pour r > R, la série∑

akzk ne converge pas.

Théorème et définition. Soit
∑

akzk une série entière.

® Ou bien la série est absolument convergente pour tout z et l’on pose dans ce cas R =∞,

® ou bien il existe un nombre réel R � 0 tel que la série est absolument convergente si
|z| < R et non convergente si |z| > R.

R s’appelle le rayon de convergence de la série entière
∑

akzk .

Supposons que le rayon de convergence R est un nombre. Si |z| > R, la série ne
converge pas, donc ne converge pas absolument. Le rayon est donc caractérisé par
la propriété suivante : si |z| < R, il y a convergence absolue, et si |z| > R, il n’y a
pas convergence absolue.

Si l’on a trouvé un nombre R tel que la série converge absolument pour
|z| < R et ne converge pas absolument pour |z| > R, alors le rayon de
convergence est égal à R.

Calcul du rayon de convergence. Soit
∑

akzk une série entière dont les coeffi-
cients ak sont non nuls.

® Si
|ak+1|
|ak|

tend vers 0, alors le rayon de convergence est R = ∞.

® Si
|ak+1|
|ak|

a une limite finie � > 0, alors le rayon de convergence est 1
�

.

Démonstration. En posant uk = akzk , il vient
|uk+1|
|uk|

=
|ak+1|
|ak|

|z|. Supposons que
|ak+1|
|ak|

a

une limite finie �, donc
|uk+1|
|uk|

tend vers �|z|. Appliquons le critère de convergence (c). Si �=0, la

série
∑

|uk| converge quel que soit z , donc le rayon de convergence de
∑

akzk est R=∞. Si �>0,
cette série converge pour �|z|<1, c’est-à-dire pour |z|<1/�, et elle ne converge pas pour |z|>1/� :
d’après la règle ci-dessus, c’est donc que le rayon de convergence de

∑
akzk est R = 1/�. �

Exemples

® La série entière
∑ zk

k!
est absolument convergente pour tout z , donc son rayon

de convergence est ∞.
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® Pour la série entière
∑ 2k

k
zk , on a ak = 2k

k
et

|ak+1|
|ak|

= 2 k
k+1

tend vers 2. Le

rayon de convergence est donc 1/2.

Pour z = 1/2, on obtient la série de Riemann
∑ 1

k
qui n’est pas convergente.

Pour z = −1/2, on obtient la série
∑ (−1)k

k
qui est une série alternée convergente,

mais pas absolument convergente.

Ainsi, lorsque z parcourt l’ensemble des nombres complexes de module R, la nature
de la série dépend de z .

® Considérons la série entière
∑ z2k

k2+1
. Puisque les coefficients des puissances im-

paires de z sont nuls, étudions la série de terme général uk = z2k

k2+1
. On a

|uk+1|
|uk|

= k2+1
k2+2k+2

|z|2 , expression qui tend vers |z|2 . La série est donc absolument

convergente si |z|< 1 et n’est pas absolument convergente si |z|> 1 : on en déduit
que le rayon de convergence est 1.

Convention : Si r est un nombre réel quelconque, nous convenons que l’on a r <∞,
donc aussi min{r,∞}= r et max{r,∞}=∞. On pose également min{∞,∞}=∞=
max{∞,∞}.

2.1 Opérations sur les séries entières
Série somme et série produit
étant données deux séries entières

∑
akzk et

∑
bkzk , la série

∑
(ak+bk)zk est une

série entière, ainsi que
∑

(λak)zk pour tout nombre λ.

Soient R et R′ les rayons de convergence des séries entières
∑

akzk et
∑

bkzk . Si z

est un nombre complexe tel que |z| < R et |z| < R′ , chacune des séries est absolument
convergente, donc aussi leur somme

∑
(ak+bk)zk . On en déduit que le rayon de con-

vergence de la série
∑

(ak+bk)zk est au moins égal à min{R,R′}. Si λ est un nombre
non nul, les séries

∑
akzk et

∑
(λak)zk convergent pour les mêmes valeurs de z , donc

elles ont même rayon de convergence.

Définition
Soient

∑
akzk et

∑
bkzk des séries entières. Leur produit est la série entière

∑
ckzk ,

où ck = a0bk+a1bk−1+ · · ·+ak−1b1+akb0 .

Le coefficient ck est celui qui est en facteur de zk dans le produit

(a0+a1z+ · · ·+akzk)(b0+b1z+ · · ·+bkzk)

des k-ièmes sommes partielles. Pour calculer ck , on développe donc ce produit en sup-
primant toutes les puissances de z supérieures à k , comme dans un développement
limité.
Soient

∑
akzk et

∑
bkzk des séries entières de rayon R et R′ .
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La série somme
∑

(ak+bk)zk et la série produit
∑

ckzk ont un rayon de convergence
supérieur ou égal à ρ = min{R, R′}. Pour |z| < ρ, on a

+∞∑
k=0

(ak+bk)zk =
+∞∑
k=0

akzk +
+∞∑
k=0

bkzk et
+∞∑
k=0

ckzk =
( +∞∑

k=0

akzk
)( +∞∑

k=0

bkzk
)

Propriétés de la somme d'une série entière
Soit

∑
akzk une série entière de rayon de convergence R > 0. Sa somme f(z) est

définie si le module de z est strictement inférieur à R, autrement dit

la somme d’une série entière de rayon R > 0 est une fonction définie sur le disque
ouvert D(O, R) = {z ∈ C | |z| < R}, qu’on appelle le disque de convergence.

Quand on s’en tient à des valeurs réelles de la variable, la somme de la série est
définie dans l’intervalle ouvert ]−R, R[.
Les propriétés de la somme f(z) reposent sur l’existence d’une même « série majo-
rante » lorsque |z| décrit un segment [−r, r] inclus dans ]−R, R[ :

Si r est un nombre tel que 0<r<R, il existe une série géométrique convergente
∑

Mbk

où 0 < b < 1, telle qu’on ait |akzk|� Mbk pour tout k et pour tout z vérifiant |z|� r .

Choisissons en effet ρ tel que r < ρ < R. Puisque ρ < R, la suite |ak|ρk tend vers 0,
donc on peut la majorer par un certain nombre M . Si |z| � r , alors on a

|akzk| � |ak|rk = |ak|ρk
(

r
ρ

)k

� Mbk , avec b = r
ρ < 1.

En utilisant cette propriété, montrons par exemple que la fonction f est continue en
tout point z0 du disque de convergence D .

Pour z∈D , on a f(z)−f(z0)=
∑+∞

k=0ak(zk−zk
0 ). Puisque |ak||zk−zk

0 |�|ak||z|k+|ak||z0|k ,
la série

∑+∞
k=0 |ak| |zk−zk

0 | est convergente, d’où

(1)
∣∣f(z)−f(z0)

∣∣ �
+∞∑
k=0

|ak| |zk−zk
0 | =

K∑
k=0

|ak| |zk−zk
0 | +

+∞∑
k=K+1

|ak| |zk−zk
0 |

Prenons r tel que |z0| < r < R. Un nombre ε > 0 étant donné, commençons par choisir

un entier K tel que
∑+∞

k=K+1 Mbk � ε/2, ce qui est possible puisque la série
∑

Mbk

converge. En utilisant à nouveau l’inégalité |zk−zk
0 | � |z|k+|z0|k , il vient pour |z| < r :

(2)
+∞∑

k=K+1

|ak| |zk−zk
0 | �

+∞∑
k=K+1

2|ak|rk �
+∞∑

k=K+1

2Mbk � ε

Les écarts |zk−zk
0 |, pour k = 0, 1, . . . , K , peuvent être rendus aussi petits qu’on veut

en prenant z assez proche de z0 , car une fonction puissance est continue. La somme∑K
k=0 |ak| |zk−zk

0 | est donc aussi petite qu’on veut pourvu que |z−z0| soit assez petit

et d’après (1) et (2), il en va de même de l’écart
∣∣f(z)−f(z0)

∣∣.
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Intégration et dérivation d'une série entière

Proposition. Soit
∑

akzk une série entière de rayon R>0. Pour tout x∈ ]−R,R[, on a∫ x

0

(
+∞∑
k=0

aktk

)
dt =

+∞∑
k=0

ak

k+1
xk+1 et d

dx

(
+∞∑
k=0

akxk

)
=

+∞∑
k=1

kakxk−1

Pour intégrer ou dériver la somme d’une série entière sur l’intervalle de convergence,
on dérive ou on intègre terme à terme, comme pour une somme ne comportant qu’un
nombre fini de termes.

Démonstration. Montrons d’abord la formule d’intégration. Pour tout t∈ ]−R,R[, appelons
sn(t)=a0+a1t+· · ·+antn les sommes partielles de la série et f(t)=limsn(t) la somme. Puisque

la fonction f est continue, elle est intégrable entre 0 et x ∈ ]−R,R[. Posons F (x) =
∫ x

0
f(t) dt

et Sn(x) =
∫ x

0
sn(t) dt =

∑n
k=0

ak

k+1
xk+1 . On sait qu’il existe une série géométrique Mbk

convergente, avec 0 < b < 1, telle que |aktk| � Mbk pour tout k et pour tout t entre 0 et x.

Il vient alors

∣∣∣∣ ak

k+1
tk+1

∣∣∣∣ � |t||aktk| � RMbk donc la série entière
∑ ak

k+1
tk+1 est absolument

convergente pour t entre 0 et x. On en déduit

F (x) − Sn(x) =
∫ x

0

[
f(t)−sn(t)

]
dt =

∫ x

0

[
+∞∑

k=n+1

ak

k+1
tk+1

]
dt

Utilisons l’inégalité
∣∣∣∫ x

0
ϕ(t) dt

∣∣∣ �
∣∣∣∫ x

0
|ϕ(t)| dt

∣∣∣ et que pour une série
∑

uk absolument

convergente, on a
∣∣∑+∞

k=0 uk

∣∣ �
∑+∞

k=0 |uk| (page 531). Il vient∣∣F (x) − Sn(x)
∣∣ �

∣∣∣∣∣
∫ x

0

(
+∞∑

k=n+1

∣∣∣∣ ak

k+1
tk+1

∣∣∣∣
)

dt

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣
∫ x

0

(
+∞∑

k=n+1

RMbk

)
dt

∣∣∣∣∣
En sommant la série géométrique, on obtient

∣∣F (x)−Sn(x)
∣∣� ∣∣∣∣∫ x

0
RM bn+1

1−b
dt

∣∣∣∣= RM |x|
1−b

bn+1 .

Quand n tend vers l’infini, bn+1 tend vers 0 et donc Sn(x) tend vers F (x), ce qu’il fallait
démontrer.
Pour montrer la formule de dérivation, il suffit de pouvoir appliquer la formule d’intégra-
tion à la série dérivée

∑
kakzk−1 . Nous devons donc seulement montrer que son rayon de

convergence est au moins R. Soit z un nombre complexe tel que 0 < |z| < R et r tel que
0 < |z| < r < R. Il y a une série géométrique convergente Mbk , avec 0 < b < 1, telle que
|akzk| � Mbk pour tout k , donc

∣∣kakzk
∣∣ � Mkbk . Pour la série de terme général uk = Mkbk ,

on a
uk+1

uk

= k+1
k

b, expression qui tend vers b < 1, donc
∑

uk est convergente. On en déduit

que la série
∑

kakzk est absolument convergente, et en la multipliant par 1/z , que la série∑
kakzk−1 est convergente, d’où le résultat.

Si l’on note Rd le rayon de convergence de la série dérivée, cette démonstration prouve que
l’on a Rd � R. Appliquons cela à la série intégrée, en notant Ri son rayon de convergence :
en la dérivant, on obtient la série de départ, donc R � Ri . Mais comme la série intégrée
converge pour |z| < R, on a aussi Ri � R, donc finalement Ri = R : en intégrant une série
entière, on ne change pas son rayon de convergence ; donc en dérivant, non plus. �
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En dérivant ou en intégrant une série entière, on ne change pas son rayon de convergence.

Pour visualiser plus facilement la somme d’une série entière, notons-la sous la forme
+∞∑
k=0

akzk = a0+a1z+a2z
2+ · · ·+anzn+ · · ·

les trois points terminaux signifiant qu’on passe à la limite quand n tend vers +∞.

Série entière et développement limité. Puisque la dérivée d’une série entière
de rayon de convergence R > 0 est une série entière de même rayon, on peut dériver
sa somme autant de fois qu’on veut sur l’intervalle ]−R, R[.
Si f(x) = a0+a1x+a2x

2+a3x
3+ · · ·+anxn+ · · ·, alors

f ′(x) = a1+2a2x+3a3x
2+ · · ·+nanxn−1+ · · ·

f ′′(x) = 2a2+3 · 2 x+4 · 3 x2+ · · ·+ · · ·+n(n−1)xn−2+ · · ·
d’où f(0) = a0 , f ′(0) = a1 , f ′′(0) = 2a2 et f (p)(0) = p! ap , pour tout entier p � 0.
D’après la formule de Taylor-Young (page 301), on en déduit les résultats suivants.

® Si une fonction f est la somme d’une série entière, cette série est unique.

® Si f(x) =
∑+∞

k=0 akxk , le développement limité de f à l’ordre n au point 0 est
a0+a1x+a2x

2+ · · ·+anxn+o(xn).

2.2 Développement en série entière
Nous allons voir que les fonctions usuelles s’expriment généralement comme la
somme d’une série entière, du moins au voisinage d’un point.

Principaux développements en série entière

Fonction Développement R

1
a−z

=
∑+∞

k=0
zk

ak+1
=1

a
+ z

a2+
z2

a3+
z3

a4+···+ zn

an+1 +··· |a|

ln(1+x)=
∑+∞

k=1

(−1)k+1

k
xk=x−1

2
x2+1

3
x3+···+(−1)n+1

n
xn+··· 1

ez=
∑+∞

k=0
zk

k!
=1+z+ 1

2!
z2+ 1

3!
z3+···+ 1

n!
zn+··· ∞

sinx=
∑+∞

k=0

(−1)k

(2k+1)!
x2k+1=x− 1

3!
x3+ 1

5!
x5+···+ (−1)n

(2n+1)!
x2n+1+··· ∞

cosx=
∑+∞

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k=1− 1

2!
x2+ 1

4!
x4+···+(−1)n

(2n)!
x2n+··· ∞

Arctanx=
∑+∞

k=1

(−1)k+1

2k+1
x2k+1=x−1

3
x3+1

5
x5+···+(−1)n+1

2n+1
x2n+1+··· 1

(1+x)α=1+αx+
α(α−1)

2!
x2+

α(α−1)(α−2)
3!

x3+···+α(α−1)···(α−n+1)
n!

xn+··· 1
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Pour démontrer ces formules, on pratique la dérivation et l’intégration, comme on
l’a fait au chapitre 10 pour calculer les développements limités usuels.

1) Le développement de 1
a−z

= 1
a

1
1−(z/a)

est simplement le produit par 1
a de la

somme d’une série géométrique dont la raison z/a est de module |z/a|< 1. En intégrant

pour x réel le développement

1
1+x

= 1−x+x2−x3+ · · ·+(−1)nxn+ · · · de rayon 1,

on trouve celui de ln(1+x) qui a donc même rayon de convergence R = 1.

2) Soit a un nombre complexe. La série entière
∑ ak

k!
xk =

∑ (ax)k

k!
est convergente

pour tout réel x (exemple page 532), donc son rayon de convergence est ∞. Posons

f(x) =
∑+∞

k=0
ak

k!
xk = 1+ax+ a2

2 x2+ · · ·+ an

n!
xn+ · · ·. En dérivant, il vient

f ′(x) = a+a2x+ a3

2 x2+ · · ·+ an

(n−1)!
xn−1+ · · ·

= a

[
1+ax+ a2

2 x+ · · ·+ an−1

(n−1)!
xn−1+ · · ·

]
= af(x)

donc f est solution de l’équation différentielle y′ = ay . Or les solutions de cette équation

sont les fonctions λeax (remarque page 444). Puisqu’on a f(0) = 1, il vient f(x) = eax .

En particulier, on a
∑+∞

k=0
ak

k!
= f(1) = ea , et cela quel que soit a complexe. Il suffit de

substituer z à a pour avoir le développement en série entière de la fonction ez formulé

dans le tableau.

3) En prenant a = i puis a = − i, on obtient pour tout x réel

ei x =
+∞∑
k=0

i k

k!
xk = 1+ i x− 1

2 x2− i
3!

x3+ 1
4!

x4+ · · ·+ i n

n!
xn+ · · ·

e− i x =
+∞∑
k=0

(−1)k i k

k!
xk = 1− i x− 1

2 x2+ i
3!

x3+ 1
4!

x4+ · · ·+(−1)n i n

n!
xn+ · · ·

Ajoutons ces deux séries entières : les puissances impaires de x s’annulent et les puissances

paires sont les mêmes, donc il reste ei x+e− i x =2
[
1− 1

2 x2+ 1
4!

x4+ · · ·+(−1)n

(2n)!
x2n+ · · ·

]
et l’on trouve ainsi le développement en série entière de cos x.

Pour avoir celui de sinx, il suffit de soustraire les deux séries entières.

4) La dérivée de Arc tan x est 1
1+x2

et pour |x| < 1, on a le développement en série

entière 1
1+x2

= 1−x2+x4+ · · ·+(−1)nx2n+ · · · en remplaçant x par x2 dans le déve-

loppement de 1
1+x

. Intégrons terme à terme et tenons compte de Arc tan(0) = 0 : on

trouve le développement de Arc tanx et le rayon de convergence est encore 1.

5) Nous calculerons le développement de (1+x)α dans l’exemple page 541.
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Exemple 1. Calculons la somme f(x) =
∑+∞

k=0
x2k

2k+1
.

La série est absolument convergente si |x| < 1, car on a alors
∣∣∣ x2k

2k+1

∣∣∣ � |x|2k et la

série géométrique
∑

|x2|k a pour raison |x|2 < 1. Si x > 1, le terme général x2k

2k+1
tend vers l’infini, donc la série ne converge pas.
Le rayon de convergence est donc 1 et la fonction f est définie sur ]−1, 1[.
Posons g(x) = xf(x), ou encore

g(x) =
+∞∑
k=0

x2k+1

2k+1
= x + x3

3
+ x5

5
+ · · · + x2n+1

2n+1
+ · · ·

En dérivant, il vient

g′(x) = 1 + x2 + x4 + · · · + x2n + · · · = 1
1−x2 = 1

2

[
1

1+x
+ 1

1−x

]
donc g(x) = 1

2
[ln(1+x) − ln(1−x)] et f(x) = 1

2x
ln 1+x

1−x
. Cette expression est bien

définie en x = 0 : en effet,
(
ln 1+x

1−x

)
∼

x→0
2x, donc lim

x→0

(
1
2x

ln 1+x

1−x

)
= 1 = f(0).

Exemple 2. Développons en série entière la fonction g(x) =
∫ x

0
1
t

sin(at2) dt.

Quand t tend vers 0, 1
t

sin(at2) ∼ at2

t
= at, donc la fonction sous le signe intégrale

est continue en 0. Son développement est

1
t

sin(at2) = 1
t

[
at2 − (at2)3

3!
+ · · · + (−1)n (at2)2n+1

(2n+1)!
+ · · ·

]
= at − a3t5

3!
+ · · · + (−1)n a2n+1t4n+1

(2n+1)!
+ · · ·

et le rayon de convergence est ∞. D’où en intégrant de 0 à x :

g(x) = a x2

2
− a3

3!
x6

6
+ · · · + (−1)n a2n+1

(2n+1)!
x4n+2

4n+2
+ · · ·

= ax2

2

[
1 − a2

3!
x4

3
+ · · · + (−1)n a2n

(2n+1)!
x4n

2n+1
+ · · ·

]
avec un rayon de convergence ∞.
Comme la série est alternée, on sait que si l’on remplace sa somme par une somme
partielle, on fait une erreur moindre que le premier terme négligé.

x

0,4

1

graphe
de σ(x)

Ainsi dans le cas a = 1, si l’on pose σ(x) = x2

2
− x6

6(3!)
, alors

0 � g(x) − σ(x) � |x|10

1200
Entre −1 et 1, l’erreur commise en remplaçant g(x) par le polynôme
σ(x) est moindre que 10−3 .
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2.3 Calculs de solutions d'équations différentielles
De nombreuses solutions d’équations différentielles peuvent s’exprimer sous la forme
d’une série entière. Si la fonction inconnue s’appelle y , on fait la substitution y=

∑
akxk

dans l’équation différentielle et l’on identifie les coefficients de chaque puissance de x.

Exemple. Posons f(x)=(1+x)α . Puisque f ′(x)=α(1+x)α−1 = α
1+x

f(x) la fonction

f est solution de l’équation différentielle

(∗) (1+x)y′ = αy

C’est la seule solution telle que f(0)=1. Posons y =
∑

akxk et remplaçons dans (∗) :

® dans αy , le coefficient de xk est αak ,

® dans y′ , le coefficient de xk est (k+1)ak+1 ,

® dans xy′ , le coefficient de xk est kak ,

donc il vient (k+1)ak+1 + kak = αak pour tout k . Pour k = 0, 1, . . . , n, on obtient

a1 = αa0

2a2 = (α−1)a1

. . . . . .

nan = (α−n+1)an−1 , d’où en multipliant membre à membre

(n!)an = α(α−1)(α−2) · · · (α−n+1)a0 et an =
α(α−1) · · · (α−n+1)

n!
a0 .

Puisque a0 = f(0) = 1, on en déduit le développement

(1+x)α = 1 + αx +
α(α−1)

2!
x2 + · · · + α(α−1) · · · (α−n+1)

n!
xn + · · ·

Si α est un entier p � 0, le coefficient ap+1 est nul, donc ak = 0 quel que soit k > p :
dans ce cas, selon la formule du binôme, la série est simplement le polynôme

(1+x)p = 1+
(

p

1

)
x+

(
p

2

)
x2+ · · ·+

(
p

k

)
xk+ · · ·+

(
p

p

)
xp .

Dans le cas général, aucun coefficient ak n’est nul et

∣∣∣∣ an

an−1

∣∣∣∣ =
|α−n+1|

n
tend vers

1 quand n tend vers +∞, donc le rayon de convergence est 1.

Voici les cas particuliers de cette formule pour α = −1/2 et pour α = 1/2.

1√
1−x

= 1 + 1
2

x + 1 · 3
2 · 4 x2+ 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 x3 + · · · + 1 · 3 · · · (2n−1)
2 · 4 · · · 2n

xn + · · · R = 1

√
1−x = 1 − 1

2
x − 1

2 · 4 x2 − 1 · 3
2 · 4 · 6 x3 − · · · − 1 · 3 · · · (2n−3)

2 · 4 · · · 2n
xn + · · · R = 1
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Les fonctions de Bessel
L’équation différentielle de Bessel est

(bα) x2y′′ + xy′ + (x2 − α2)y = 0

où α est un nombre réel (exercice 6 page 474).
Cherchons une solution (non nulle) sous la forme y(x)=xα

∑+∞
k=0akxk =

∑+∞
k=0akxk+α .

Dérivons pour x > 0 :

y′ = αxα−1
+∞∑
k=0

akxk + xα
+∞∑
k=0

kakxk−1 =
+∞∑
k=0

(α+k)akxα+k−1

y′′ =
+∞∑
k=0

(α+k)(α+k−1)akxα+k−2

® Dans x2y , le coefficient de xα+k est ak−2 pour k � 2 et 0 sinon,
® dans α2y , le coefficient de xα+k est α2ak ,
® dans xy′ , le coefficient de xα+k est (α+k)ak ,
® et dans x2y′′ , le coefficient de xk+α est (α+k)(α+k−1)ak .

En écrivant que dans le premier membre de l’équation, le coefficient de xk+α doit
être nul, on obtient (α+k)(α+k−1)ak + (α+k)ak + ak−2 −α2ak = 0 si k � 2. Il vient

(2α+1)a1 = 0 et ak−2 + k(2α+k)ak = 0 pour tout k � 2.

Cas où 2α n'est pas entier. On a alors 2α+k �= 0 pour tout k , donc aussi
a1 = 0 d’après la première relation. Pour k = 3,5, . . ., la seconde relation donne alors
a3 =a5 = · · ·=0 : les coefficients d’indices impairs sont tous nuls. Pour les coefficients

d’indices pairs, il vient
a2k

a2k−2

= −1
2k(2α+2k)

, donc

a2k =
(−1)k a0

22kk!(α+1)(α+2) · · · (α+k)
, pour tout k � 1.

Puisque
a2k

a2k−2

tend vers 0 quand k tend vers +∞, le rayon de convergence de la

série
∑

akxk est ∞. Finalement, en choisissant a0 = 1, la fonction

Jα(x) = xα
+∞∑
k=0

(−1)k

k!(α+1)(α+2) · · · (α+k)

(
x
2

)2k

est solution de l’équation de Bessel (bα) sur l’intervalle ]0,+∞[.
Supposons par exemple α>0. Comme les équations (bα) et (b−α) sont les mêmes, on
trouve que si 2α n’est pas un entier, les fonctions Jα et J−α sont solutions. Mais Jα

est définie en 0, alors que J−α ne l’est pas. Ces fonctions ne sont donc pas proportion-
nelles : par conséquent, elles forment une base de solutions de (bα), autrement dit :

si 2α n’est pas entier, les solutions de l’équation de Bessel (bα) sur ]0,+∞[
sont les combinaisons λJα+μJ−α , où λ et μ sont des constantes quelconques.
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Cas où α est un entier p . Si p � 0, on obtient de même la solution

Jp(x) =
+∞∑
k=0

(−1)k

k!(p+1) · · · (p+k)

(
x
2

)p+2k

qui est cette fois la somme d’une série entière de rayon de convergence ∞.

Pour chercher une autre solution, reprenons les calculs précédents avec α=−p et p�1 : les
relations s’écrivent (−2p+1)a1 =0 et ak−2 +k(−2p+k)ak =0 pour tout k �2. On en tire
a1 =0 et comme −2p+k �=0 pour k impair, il vient encore successivement a1 =a3 = · · ·=
a2i+1 =0 pour tout i� 0. En prenant k =2p, la seconde relation donne a2p−2 =0, et par

suite a2p−2=a2p−4=· · ·=a0=0. Pour 2k>2p, on a a2k =
−a2k−2

2k(2k−2p)
et pour i�0, les co-

efficients d’indice 2p+2i sont déterminés par a2p : on a a2p+2i =
(−1)i

22i(p+1) · · · (p+i)i!
a2p

pour tout i � 0. Puisqu’on a pris α = −p, la solution obtenue est

a2px−p

+∞∑
i=0

(−1)i

22i(p+1) · · · (p+i)i!
x2p+2i=2pa2p

+∞∑
i=0

(−1)i

(p+1) · · · (p+i)i!

(
x
2

)p+2i

=2pa2pJp(x)

Ainsi, on trouve une solution proportionnelle à Jp : la méthode ne donne pas toutes
les solutions de l’équation différentielle.

La fonction J0 . Rappelons que la fonction x → 1
π

∫ π

0
cos(x sin θ) dθ est une solu-

tion de l’équation de Bessel (b0) qui prend la valeur 1 en x = 0 (exercice 8 page 394)
et que les seules solutions définies en x = 0 sont proportionnelles à cette fonction
(exercice 4 page 473). La série entière J0 prend la valeur 1 en x = 0 : c’est donc que
l’on a pour tout nombre réel x l’égalité

1
π

∫ π

0
cos(x sin θ) dθ = J0(x) =

+∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(
x
2

)2k

= 1−x2

22 + x4

22 42 −
x6

22 42 62 + · · ·

Remarquons que la série est alternée. En dérivant terme à terme, on vérifie que
J ′

0(x) = −J1(x).

2.4 Polynômes de Legendre
Étant donné un entier n � 1, considérons l’équation différentielle de Legendre

(Ln) (1 − x2)y′′ − 2xy′ + n(n + 1)y = 0

Cherchons des solutions sous forme d’une série entière y =
∑

akxk .

® Dans 2xy′ , le coefficient de xk est 2kak ,
® dans x2y′′ , le coefficient de xk est k(k−1)ak ,
® et dans y′′ , le coefficient de xk est (k+2)(k+1)ak+2 ,

donc on a pour tout k la relation (k+2)(k+1)ak+2−k(k−1)ak−2kak +n(n+1)ak =0,
ou encore

(∗) (k+2)(k+1)ak+2 = −(n−k)(n+k+1)ak
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Puisque n est entier, le terme de droite est nul pour k = n, donc tous les coefficients
an+2i sont nuls pour i � 1.

Supposons n pair, n = 2m

a) Supposons a0 = 0. Alors d’après la relation (∗), tous les coefficients d’in-

dices pairs sont nuls. Le coefficient a1 détermine a3 =
−(n−1)(n+2)

2 · 3 a1 , a5 =
(n−3)(n−1)(n+2)(n+4)

2 · 3 · 4 · 5 a1 et plus généralement, on a

a2k+1 = (−1)k (n−2k+1)(n−2k−1) · · · (n−1)(n+2)(n+4) · · · (n+2k)
(2k+1)!

a1

On obtient ainsi une série entière y =
∑∞

k=0 a2k+1x
2k+1 solution de l’équation

(Ln). Si a1 �= 0, le rayon de convergence est 1, car d’après (∗),
|ak+2|
|ak|

tend vers

1 quand k tend vers +∞.

b) Supposons a1 = 0. Cette fois, tous les coefficients d’indices impairs sont nuls,
de même que tous les coefficients d’indices pairs supérieurs à n = 2m : on va
donc trouver un polynôme pair. La relation (∗) donne (n−k+2)(n+k−1)ak−2 =
−k(k−1)ak et le coefficient an = a2m détermine a2m−2, a2m−4, . . . , a0 , selon la
formule

a2m−2k = (−1)k n!(n−1)!
2 · (2n−1)!

(2n−2k)!
k!(n−k)!(n−2k)!

a2m , pour 0 � k � m.

En choisissant a2m = an =
(2n)!

2n(n!)2
, on obtient comme solution de l’équation

différentielle (Ln) le polynôme

Pn(x) =
m∑

k=0

(−1)k (2n−2k)!
2nk!(n−k)!(n−2k)!

xn−2k

Cas où n est impair. En posant n = 2m+1, la même formule que ci-dessus définit
un polynôme Pn solution de l’équation différentielle (Ln).

Quel que soit n, le polynôme Pn est de degré n et a la parité de n. Les polynômes
Pn s’appellent les polynômes de Legendre. Ainsi

P0 = 1 , P1 = x , P2 = 1
2

(3x2−1) , P3 = 1
2

(5x3−3x) , P4 = 1
8

(35x4−30x2+3)

On peut calculer de proche en proche les polynômes de Legendre au moyen de la
relation suivante :

(n+2)Pn+2 = (2n+3)xPn+1 − (n+1)Pn , pour tout entier n � 0.

Ces polynômes interviennent souvent en Analyse. En voici quelques propriétés.

Formule de Rodrigues : Pn(x) = 1
2n · n!

dn

dxn

[
(x2−1)n

]

544 – SÉRIES ENTIÈRES



D’après la formule du binôme, (x2−1)n =
∑n

k=0 (−1)k n!
k!(n−k)!

x2n−2k . Pour tout q �n,

la dérivée n-ième de xq est q(q−1) · · · (q−n+1)xq−n =
q!

(q−n)!
xq−n . Il vient donc

dn

dxn x2n−2k =
(2n−2k)!
(n−2k)!

xn−2k pour 2k � n, c’est-à-dire pour k � m puisque m vaut

n
2 ou n−1

2 selon la parité de n. Finalement, on obtient

dn

dxn

[
(x2 − 1)n

]
=

m∑
k=0

(−1)k n!
k!(n−k)!

(2n−2k)!
(n−2k)!

xn−2k = 2n · n! Pn(x) .

Relations d'or thogonalité :
∫ 1

−1
Pn(t)Pq(t) dt =

{
0 si n �= q

2
2n+1

si n = q

Si r <q , la dérivée dr

dxr

[
(x2−1)q

]
est divisible par (x2−1)q−r , donc s’annule en x=±1.

Supposons q � n. En intégrant successivement par parties, il vient∫ 1

−1

dq

dxq

[
(x2−1)q

] dn

dxn

[
(x2−1)n

]
dx

=

[
dq−1

dxq−1

[
(x2−1)q

] dn

dxn

[
(x2−1)n

]]1

−1

−
∫ 1

−1

dq−1

dxq−1

[
(x2−1)q

] dn+1

dxn+1

[
(x2−1)n

]
dx

= · · · · · ·

= (−1)q

∫ 1

−1

(x2−1)q dq+n

dxq+n

[
(x2−1)n

]
dx , car les crochets sont nuls.

Si q > n, alors on a q+n > 2n et comme le polynôme (x2−1)n est de degré 2n, sa

dérivée (q+n)-ième est nulle : on donc la formule annoncée pour q > n.

Supposons q = n. D’après le calcul ci-dessus, il vient

∫ 1

−1

dn

dxn

[
(x2−1)n

] dn

dxn

[
(x2−1)n

]
dx = (−1)n

∫ 1

−1

(x2−1)n d2n

dx2n

[
(x2−1)n

]
dx

= (2n)!
∫ 1

−1

(1−x2)n dx , car d2n

dx2n

[
(x2−1)n

]
= (2n)!

= 2 · (2n)!
∫ 1

0

(1−x2)n dx , car la fonction à intégrer est paire

= 2 · (2n)!
∫ π/2

0

(sin θ)2n+1 dθ , en posant x = cos θ

= 2 · (2n)!
2 · 4 · · · (2n)

3 · 5 · · · (2n+1)
(exercice 13 page 341).

On a donc
∫ 1

−1

[
Pn(x)

]2
dx=

2 · (2n)!
(2n · n!)2

2 · 4 · · · (2n)
3 · 5 · · · (2n+1)

= 2
2n+1 , car 2n ·n!=2 ·4 · · ·(2n).
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Un espace euclidien de fonctions. Pour toutes fonctions f et g continues sur
[−1, 1], posons

f · g =
∫ 1

−1
f(x)g(x) dx

On a f ·g=g ·f et puisque intégrer est une opération linéaire, on a (f1+f2)·g=f1 ·g+f2 ·g
et (λf) ·g =λ(f ·g) : le nombre f ·g dépend donc linéairement de chaque terme. De plus,

f ·f =
∫ 1

−1

[
f(x)

]2
dx est strictement positif si f n’est pas identiquement nulle sur [−1,1].

On a donc ainsi défini un produit scalaire sur l’espace vectoriel V des fonctions
continues sur [−1, 1] (chapitre 7).
D’après les relations précédentes, les polynômes de Legendre P0, P1, . . . , Pk . . . sont
deux à deux orthogonaux pour ce produit scalaire. Puisque Pk est de degré k , les
(n+1) polynômes P0,P1, . . . ,Pn forment une base du sous-espace Pn des polynômes
de degré inférieur ou égal à n. En divisant chacun par sa norme, on obtient une
base orthonormée de Pn .

Les polynômes
√

1/2P0,
√

3/2P1, . . . ,
√

(2n+1)/2Pn forment une base or-

thonormée de l’espace Pn muni du produit scalaire P ·Q =
∫ 1

−1
P (x)Q(x) dx.

Soit f une fonction appartenant à V . Parmi les polynômes P de degré au plus n,
celui qui rend minimum la distance ‖f − P‖ est, d’après le théorème de la projec-
tion page 209, le projeté orthogonal de f sur le sous-espace Pn : son expression est

P = 1
2 (f · P0)P0 + 3

2 (f · P1)P1 + · · · + 2n+1
2 (f · Pn)Pn .

Des harmoniques sphériques
Repérons les points M de R3 par des coordonnées sphériques

x = r cos θ sinψ , y = r sin θ sin ψ , z = r cos ψ

où r est la distance OM , θ= ̂−−−−→
Ox,

−−−−−−→
Om (m est le projeté de M sur xOy) et ψ= ̂−−−−→

Oz,
−−−−−−−→
OM

(0 � θ < 2π , 0 � ψ � π).
Le laplacien d’une fonction Φ = rnS(θ, ψ) est

ΔΦ = rn−2
[

1
sinψ

∂

∂ψ

[
(sinψ) ∂S

∂ψ

]
+ 1

sin2 ψ

∂2S

∂θ2 + n(n+1)S
]

Supposons que les valeurs de Φ présentent une symétrie de révolution par rapport
à l’axe Oz : cela veut dire que S ne dépend que de l’angle ψ . La condition ΔΦ = 0
pour que Φ = rnS(ψ) soit harmonique est donc

(H) d
dψ

[
(sinψ) dS

dψ

]
+ n(n+1)(sinψ)S = 0

Posons μ = cosψ . Il vient dS
dψ

= dS
dμ

dμ

dψ
= − dS

dμ
sinψ , donc (sinψ) dS

dψ
= (μ2−1) dS

dμ
et

d
dψ

[
(sinψ) dS

dψ

]
= d

dμ

[
(μ2−1) dS

dμ

]
dμ

dψ
= (sinψ) d

dμ

[
(1−μ2) dS

dμ

]
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La condition (H) s’écrit d
dμ

[
(1−μ2) dS

dμ

]
+ n(n+1)S = 0, ou encore

(h) (1−μ2) d2S

dμ2 − 2μdS
dμ

+ n(n+1)S = 0

Pour n entier positif, c’est l’équation différentielle de Legendre (Ln). Si n est négatif,
alors en posant k = −n−1 > 0, on a n(n+1) = k(k+1), donc S(μ) doit être solution
de Lk . On a ainsi le résultat suivant.

Pour tout entier n positif, les fonctions rnPn(cosψ) et 1
rn+1 Pn(cos ψ) sont harmoniques.

® Donnons-nous sur la sphère de rayon a, une fonction f(ψ) combinaison de poly-
nômes de Legendre en cosψ : f(ψ)= c0P0(cosψ)+c1P1(cosψ)+ · · ·+cmPm(cosψ). Alors

la fonction F (r,ψ)= c0P0(cosψ)+ c1
r
aP1(cosψ)+ · · ·+ cm

rm

am Pm(cosψ) est harmonique

dans la boule de rayon a et vaut f sur le bord de la boule : en effet, pour r = a, on a
F (a,ψ) = f(ψ). Si l’on cherche dans la boule un potentiel harmonique qui satisfait à peu
près une condition c(ψ) donnée sur le bord, on peut commencer par approcher c(ψ)
par une combinaison f(ψ) de polynômes de Legendre, comme en fin de paragraphe
précédent, et utiliser F (r, ψ).

® Sur une sphère, chaque fonction Φn = rnPn(cosψ) ou 1
rn+1

Pn(cosψ) s’annule le long

des parallèles ψ=constante telle que cosψ est une racine du polynôme Pn ; cela découpe la
sphère en bandes horizontales appelées zones : les Φn s’appellent des harmoniques zonales.

2.5 Un exemple de fonction génératrice
Considérons les arbres ayant un seul (ab

ab

a b c d

cd

)(cd)
(
(ab)c

)
d

(ab

ab

a b

c

)c d

a
(
b(cd)

b(cd

cd

dc

b

a
)

)

(
a(bc)

)

a

a

b c

bc

d(bc)

d

a
(
(bc)d

(bc

bc

)d

)

cb

d

a

sommet initial et exactement deux
arêtes issues de chaque sommet non
terminal : ce sont les arbres binaires.
On les utilise en algorithmique pour décrire les
différentes façons de parcourir un processus où il
y a deux possibilités à chaque étape. Ils décrivent
aussi les différentes manières de parenthéser un mot
m1m2 · · ·mn : pour le mot abcd, on ainsi les cinq
possibilités

(
(ab)c

)
d,

(
a(bc)

)
d, a

(
(bc)d

)
a
(
b(cd)

)
et (ab)(cd). Nous allons compter le nombre an d’arbres binaires ayant n sommets
terminaux.

Soient A et B des arbres binaires à p et q sommets terminaux. Appelons a le sommet
initial de A et b le sommet initial de B . Formons un nouvel arbre A∗B en nous donnant
son sommet initial S et en accrochant A et B par leur sommet a et b à deux arcs

︷ ︷
S, a et︷ ︷

S, b issus de S : l’arbre binaire A∗B possède p+q sommets terminaux. Tout arbre binaire
est formé de cette manière, à condition d’introduire parmi les arbres binaires l’arbre-point
qui n’a qu’un seul sommet et pas d’arête. On en déduit que le nombre an est la somme
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des produits apaq , où p et q sont quelconques tels que p+q = n. Il y a un seul un arbre
binaire n’ayant que deux sommets terminaux, donc a2 = 1. Puisque a1 = 1, on obtient

an = a1an−1 + a2an−2 + · · · + an−1a1 , pour tout entier n � 3.

Considérons la série entière
∑

anxn , où l’on a posé a0 = 0. Dans la série produit

(
∑

anxn)2 , le coefficient bn de xn est précisément la somme ci-dessus, d’après la
définition page 535. On a donc

b0 = b1 = 0 = a0 , b2 = a2
1 = 1 = a2 et bn = an pour n � 3.

Si l’on admet pour le moment que la série définit bien une fonction S(x)=
∑+∞

n=0anxn ,
alors il vient

S(x) −
[
S(x)

]2 =
+∞∑
n=0

(an−bn)xn = (a1−b1)x = x .

Ainsi S(x) est solution de l’équation Z2−Z−x et S(0)=0, d’où S(x)= 1
2
− 1

2

√
1−4x.

Dans le développement en série de
√

1−4x, le coefficient de xn est − 1 · 3 · · · (2n−3)
2 · 4 · · · 2n

4n

(page 541), donc an =
1 · 3 · · · (2n−3)

2 · 4 · · · 2n
22n−1 =

1 · 3 · · · (2n−3)
1 · 2 · · ·n 2n−1 . En multipliant haut

et bas par 2 · 4 · · · (2n−2) = 2n−1(n−1)!, il vient la formule simple

an =
(2n−2)!
n!(n−1)!

= 1
2n−1

(
2n−1

n

)
, pour tout n � 1.

On dit que S(x) est la fonction génératrice de la suite (an), car le développement en
série de S(x) a pour coefficients les an .

3. Décomposition de Fourier
Nous allons considérer des fonctions f d’une variable réelle, continues, périodiques
de période T et à valeurs éventuellement complexes : on a donc f(x+T ) = f(x)
pour tout x ∈ R. Soit V l’espace vectoriel constitué par ces fonctions.

Si f et g sont des fonctions appartenant à V , on définit leur produit hermitien
comme page 207, en posant

f · g = 1
T

∫ T

0
f(t)g(t) dt

La norme associée est ‖f‖ =
[

1
T

∫ T

0

∣∣f(t)
∣∣2 dt

]1/2
.

Si par exemple f est un signal temporel, ‖f‖2 s’interprète comme la puissance dissipée
pendant une période.

Posons ω = 2π
T

. Pour tout entier n ∈ Z, définissons la fonction en en posant

en(x) = en iωx , pour tout x ∈ R.
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Les fonctions en ont pour période T : en effet, en(T )=en iωT =e2π i=1, donc pour tout
x, on a en(x+T ) = en(x)en(T ) = en(x). De plus, nous avons montré (page 208) que

en · ep =
{

0 si n �= p

1 si n = p
, autrement dit :

les fonctions en(x) = en iωx , où n ∈ Z, forment une famille orthonormée dans V .

Définition
Soit f une fonction appartenant à V . Les coefficients de Fourier de f sont les

nombres complexes cn(f) = f · en = 1
T

∫ T

0
f(t) e−n iωt dt, où n ∈ Z.

Rappel : Si u est une fonction périodique de période T , l’intégrale
∫ T

0
u(t) dt est

égale à l’intégrale de u sur n’importe quel intervalle de longueur T .

3.1 Approximation par des polynômes trigonométriques
Pour tout entier N > 0, notons VN l’espace vectoriel ayant pour base les en avec
−N � n � N . Les éléments de VN sont les combinaisons linéaires à coefficients
complexes des fonctions en pour |n| � N . Ils s’écrivent de manière unique

P (x) =
∑N

n=−N λnen(x), où les λn sont des nombres complexes.

De telles fonctions P (x) s’appellent des polynômes trigonométriques, car pour tout
entier relatif n, on a en(x) =

(
eiωx

)n =
(
e1(x)

)n
.

Pour un polynôme trigonométrique P =
∑N

n=−N λnen , on a ‖P‖2 =
∑N

n=−N |λn|2 .

En effet, les λn sont les coordonnées de P dans la base orthonormée des en (proposition
page 206).

Soit f ∈ V . D’après le théorème de la projection page 209, le projeté orthogonal de
f sur le sous-espace VN est le polynôme trigonométrique

SN (x) =
∑N

n=−N cn(f)en(x) .

On a donc : ‖f − SN‖ � ‖f − P‖, pour tout P ∈ VN .

Le polynôme trigonométrique SN est la meilleure approximation de f , au sens
de la norme de V , par un polynôme trigonomérique ne faisant intervenir que les
fonctions en iωx avec |n| � N .

Au moyen de polynômes trigonométriques, on peut approcher les valeurs de f sur tout
l’intervalle [0, T ], car on a la propriété suivante.

Etant donné un nombre ε > 0, il existe un polynôme trigonométrique P tel que∣∣f(x)−P (x)
∣∣ � ε quel que soit x ∈ [0, T ].

Nous verrons que ce qui compte vraiment, c’est l’existence de polynômes trigonomé-
triques qui rendent ‖f−P‖ aussi petit qu’on veut.
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Propriétés des coefficients de Fourier
Puisque SN est le projeté de f sur VN , f−SN est orthogonal à VN , donc à
SN . On a f = (f−SN ) + SN , où f et f−SN sont orthogonaux, donc par le théo-
rème de Pythagore (page 203), il vient ‖f‖2 = ‖f − SN‖2 + ‖SN‖2 � ‖SN‖2 . Comme

‖SN‖2 =
∑N

n=−N

∣∣cn(f)
∣∣2 , on en déduit∑N

n=−N

∣∣cn(f)
∣∣2 � ‖f‖2 , pour tout N .

Nous allons être amenés à sommer des nombres indexés par tous les entiers, positifs
ou négatifs. Étant donnés des nombres complexes (an)n∈Z , nous dirons que la série∑

an est convergente si les sommes partielles
∑N

n=−N an ont une limite quand N

tend vers +∞. La somme se note alors
∑+∞

n=−∞ an . De même, une série
∑

n∈Z
an

est dite absolument convergente si
∑

|an| est convergente.

Théorème de Bessel. Pour toutes fonctions f et g continues et périodiques de période
T , on a

i) lim
N→+∞

‖f −
∑N

n=−N cn(f)en‖ = 0

ii) 1
T

∫ T

0

∣∣f(t)
∣∣2 dt =

∑+∞
n=−∞

∣∣cn(f)
∣∣2 (égalité de Bessel)

iii) 1
T

∫ T

0
f(t)g(t) dt =

∑+∞
n=−∞ cn(f)cn(g) .

D’après (ii), la série
∑∣∣cn(f)

∣∣2 est convergente, donc son terme général tend vers 0.

Les coefficients de Fourier cn(f) tendent vers 0 quand n tend
vers +∞ ou vers −∞.

Démonstration du théorème. La série
∑ ∣∣cn(f)

∣∣2 est à termes positifs et ses sommes

partielles
∑N

n=−N

∣∣cn(f)
∣∣2 sont toutes majorées par ‖f‖2 , donc la série converge. Pour

tout N , posons SN =
∑N

n=−N cn(f)en . Choisissons un polynôme trigonométrique P tel que∣∣f(x)−P (x)
∣∣� ε pour tout x∈ [0,T ]. On a alors ‖f−P‖2 = 1

T

∫ T

0

∣∣f(t)−P (t)
∣∣2 dt� ε2 . Puisque

P est combinaison linéaire d’un nombre fini de ek , il y a un indice q tel que P est com-
binaison des ek pour |k| � q . Pour tout N � q , SN−P est alors combinaison des ek pour
|k| � N , autrement dit SN−P ∈ VN . D’autre part, f−SN est orthogonal à VN et l’on a
(f−SN ) + (SN−P ) = f−P . D’après le théorème de Pythagore, on en déduit

‖f−SN‖2 + ‖SN−P‖2 = ‖f−P‖2

Par suite, on a ‖f−SN‖ � ‖f−P‖ � ε pour tout N � q , ce qui montre (i).
On a aussi f =(f−SN )+SN et d’après le théorème de Pythagore, ‖f‖2=‖f−SN‖2+‖SN‖2 . Or
nous venons de voir que ‖f−SN‖ tend vers 0 quand N tend vers +∞, donc lim

N→+∞
‖SN‖2 =

‖f‖2 , ce qui est l’égalité (ii).
Notons S′

N le projeté orthogonal de la fonction g sur VN . On a (f−SN ) ·S′
N =0=SN ·(g−S′

N ),
car f−SN et g−S′

N sont orthogonaux à VN . Par suite (f−SN ) · (g−S′
N ) = (f · g)− (SN ·S′

N ).
Puisque le module du produit scalaire est inférieur ou égal au produit des normes (inégalité de
Cauchy-Schwarz, page 204), on en déduit

∣∣(f · g)− (SN ·S′
N )

∣∣ � ‖f−SN‖‖g−S′
N‖. Le membre

de droite tend vers 0 quand N tend vers +∞, donc aussi (f ·g)−(SN ·S′
N ). Puisque SN et S′

N
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sont des polynômes trigonométriques, leur produit scalaire est SN ·S′
N =

∑N
n=−N cn(f)cn(g) ,

d’où l’égalité (iii). �

Proposition. Soient f et g des fonctions continues et périodiques de période T .

i) Pour tout n, on a cn(f + g) = cn(f) + cn(g) et si λ est un nombre complexe,
cn(λf) = λcn(f).

ii) Si cn(f) = cn(g) pour tout n ∈ Z, alors f(x) = g(x) quel que soit x.

Démonstration. La première propriété vient de la linéarité de l’intégrale. Supposons cn(f)=
cn(g) quel que soit n ∈ Z, donc pour la fonction u = f−g , on a cn(u) = 0 quel que soit n.

D’après l’égalité de Bessel, ‖u‖2 = 1
T

∫ T

0

∣∣u(t)
∣∣2 dt = 0, donc u est identiquement nulle. �

Cas d'une fonction à valeurs réelles
Supposons que f est continue, de période T = 2π

ω
et à valeurs réelles.

On a alors f(x)en iωx = f(x)e−n iωx et par définition des coefficients de Fourier, il
vient cn(f) = c−n(f). On pose pour tout n � 0 :

an(f) = 2
T

∫ T

0
f(t) cos nωt dt et bn(f) = 2

T

∫ T

0
f(t) sinnωt dt.

Puisque en i ωx = cos nωx + i sinnωx, on a alors (en omettant la référence à f )

an = cn + c−n bn = i
(
cn − c−n

)
, donc a0 = 2c0 et b0 = 0

2cn = an − i bn 2c−n = an + i bn = 2cn

d’où 2
[
|cn|2 + |c−n|2

]
= a2

n + b2n . On en déduit les formulations suivantes.

®
2
T

∫ T

0

∣∣f(t)
∣∣2 dt =

a2
0

2
+

∑+∞
n=1 (a2

n + b2
n) (égalité de Bessel).

® SN (x) = a0

2
+

∑N
n=1 (an cos nωx + bn sinnωx).

®
2
T

∫ T

0

∣∣f(t) − SN (t)
∣∣2 dt =

∑+∞
n=N+1 (a2

n + b2
n) tend vers 0 quand N tend vers +∞.

Parité. On a bn(f)=
∫ T/2

−T/2
f(t) sin nωt dt : si la fonction f est paire, alors f(t)sinnωt

est impaire et l’intégrale précédente est nulle. De même, si f est impaire, f(t)cosnωt

est impaire et an(f) = 0.

Si la fonction f est paire, alors bn(f) = 0 pour tout n.
Si la fonction f est impaire, alors an(f) = 0 pour tout n.

Exemple.

x

f

π

1

Posons f(x) = | sinx|. La fonction f est
continue et puisque sin(x+π) = − sinx, f est pério-
dique de période π : on a ici T = π , donc ω = 2. La
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fonction f étant paire, ses coefficients bn sont tous nuls. On a

an = 2
π

∫ π

0
sin t cos 2nt dt = 1

π

∫ π

0

[
sin(2n+1)t + sin(2n−1)t

]
dt = − 4

π
1

4n2−1
En particulier, a0 = 4

π
et l’égalité de Bessel s’écrit

8
π2 + 16

π2

+∞∑
n=1

1
(4n2−1)2 = 2

π

∫ π

0
(sin t)2 dt

On a ∫ π

0
(sin t)2 dt = 1

2

∫ π

0
(1− cos 2t) dt = π

2
− 1

4
[
sin 2t

]π

0 = π
2

d’où 8
π2

+ 16
π2

∑+∞
n=1

1
(4n2−1)2

= 1 et finalement
∑+∞

n=1
1

(4n2−1)2
= π2

16
− 1

2
.

Approximations en moyenne
1) D’après le théorème de Bessel, les polynômes trigonométriques SN (x)=

N∑
n=−N

cn(f)en iωx

ont la propriété :
∫ T

0

∣∣f(t)−SN (t)
∣∣2 dt tend vers 0 quand N tend vers +∞.

On dit que les fonctions SN tendent vers f en moyenne quadratique.

2) Montrons que
∫ T

0

∣∣f(t)−SN (t)
∣∣ dt tend aussi vers 0 quand N tend vers +∞.

On dit que les fonctions SN tendent en moyenne vers f .

Pour toutes fonctions f et g continues sur [0, T ], on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz
(page 207) ∣∣∣∣∫ T

0
f(t)g(t) dt

∣∣∣∣ �
(∫ T

0
|f(t)|2 dt

)1/2 (∫ T

0
|g(t)|2 dt

)1/2

Appliquons cette inégalité à la fonction
∣∣f(x)

∣∣ en prenant g constante de valeur 1 :
il vient

0 �
∫ T

0

∣∣f(t)
∣∣ dt �

(∫ T

0
|f(t)|2 dt

)1/2 (∫ T

0
dt

)1/2

=
√

T

(∫ T

0
|f(t)|2 dt

)1/2

Remplaçons f par f−SN : d’après le théorème de Bessel,
∫ T

0

∣∣f(t)−SN (t)
∣∣2 dt tend

vers 0 quand N tend vers +∞. L’intégrale
∫ T

0

∣∣f(t)−SN (t)
∣∣ dt est positive et majorée

par une quantité qui tend vers 0 quand N tend vers +∞, donc elle tend vers 0
quand N tend vers +∞.

Dans une approximation en moyenne du type
∫ T

0

∣∣f(t)−g(t)
∣∣ dt < ε, ce qui compte,

c’est que l’aire comprise entre le graphe de f et celui de g soit petite en valeur
absolue : les fonctions f et g peuvent prendre des valeurs très différentes, mais
seulement sur des intervalles très petits.

Une approximation en moyenne n’est pas nécessairement
une approximation en valeurs.
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Illustrons les deux types d’approximation pour la fonction f constante de valeur 1 sur
[0, T ].
® La figure 1 montre une approximation en valeurs : le graphe de g est dans la bande
1−(ε/T ) < g(x) < 1+(ε/T ), donc

∣∣f(x)−g(x)
∣∣ < ε/T quel que soit x. Par suite, on a∫ T

0

∣∣f(t)−g(t)
∣∣ dt �

∫ T

0
ε/T dt = ε. Sur un segment, une petite approximation en valeurs

est aussi une petite approximation en moyenne.

® Sur la figure 2, on a pris h(x) = f(x) sauf sur un petit segment de longueur 2ε/n

et le maximum de h est choisi égal à n, un entier strictement positif quelconque : la
fonction h peut prendre de grandes valeurs, mais l’intervalle où cela se produit a une

longueur petite. En moyenne, l’approximation
∫ T

0

∣∣f(t)−h(t)
∣∣ dt est l’aire d’un triangle

de base 2ε/n et de hauteur n−1, donc
∫ T

0

∣∣f(t)−h(t)
∣∣ dt = (1/2)(2ε/n)(n − 1) < ε.

1

max
0�x�T

|f(x)−g(x)| < ε/T

∫ T

0

∣∣f(t)−g(t)
∣∣ dt < ε

max
0�x�T

|f(x)− −h(x)| = n

∫ T

0

∣∣f(t)−h(t)
∣∣ dt < ε

x

f

T

1

2ε/n x

h

n

T

1

x

g

T

1

1

−(ε/T )

1+(ε/T )

figure 1 figure 2

3.2 La décomposition de Fourier
élargissons le cadre précédent pour tenir compte de fonctions ayant des discontinui-
tés ou qui ne sont pas définies en certains points. On doit se limiter à des fonctions

u telles que l’intégrale généralisée
∫ T

0

∣∣u(t)
∣∣2 dt existe.

Définition
Si l’intégrale généralisée

∫ T

0

∣∣u(t)
∣∣2 dt existe, on dit que la fonction u est de carré

intégrable sur [0, T ]. L’ensemble de ces fonctions forme un espace vectoriel noté
L2

(
[0, T ]

)
.

Exemple. Posons u(x) = cos x
xα pour 0 < x < 2π . On a

∣∣u(x)
∣∣2 � 1

x2α
et si 2α < 1,

l’intégrale généralisée
∫ 2π

0
1

t2α
dt existe (page 327). On en déduit que si α < 1/2, la

fonction u est de carré intégrable sur [0, 2π].

Si l’on part d’une fonction u continue sur [0,T ] et qu’on la modifie en un nombre fini de
points, on obtient une fonction v telle que |u−v| et |u−v|2 ont une intégrale nulle. Pour

des fonctions non continues, la propriété
∫ T

0

∣∣u(t)−v(t)
∣∣2 dt = 0 n’assure donc pas que

les fonctions u et v sont égales, mais seulement que, sur [0,T ], on a u(x) = v(x) sauf en
des points formant un ensemble négligeable du point de vue de l’intégrale, comme par
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exemple un ensemble fini ou l’ensemble des points d’une suite. Ainsi, dans un espace con-

tenant des fonctions discontinues, l’intégrale
∫ T

0

∣∣u(t)
∣∣2 dt ne constitue plus une norme.

Convention : Dans l’espace L2
(
[0, T ]

)
, convenons de considérer comme identiques

des fonctions u et v telles que
∫ T

0

∣∣u(t)−v(t)
∣∣2 dt = 0.

Cette égalité dans L2
(
[0,T ]

)
s’écrit simplement u=v , bien qu’on ait seulement u(x)=v(x)

presque partout. Mais si l’on veut exprimer que les fonctions u et v prennent les mêmes
valeurs en tout point de [0, T ], c’est-à-dire sont égales au sens habituel, on écrira :
u(x) = v(x) quel que soit x ∈ [0, T ].

Notation : L’ensemble des fonctions périodiques de période T et de carré intégrable
sur [0, T ] se note L2

p

(
[0, T ]

)
. Pour f et g dans L2

p

(
[0, T ]

)
,

® le produit scalaire f · g = 1
T

∫ T

0
f(t)g(t) dt est bien défini

® et ‖f‖ = (f · f)1/2 est une norme sur L2
p

(
[0, T ]

)
.

Exemple.

x1

la fonction f

Considérons la fonction u définie sur [0, 1[
par

u(x) =
{

3(ex2−1) si 0 � x < 1/2
(3−2x)/4 si 1/2 < x < 1

.

Bien que u ne soit pas continue en 1/2, elle l’est sur chacun des intervalles ]0, 1/2[
et ]1/2, 1[, donc u ∈ L2

(
[0, 1]

)
. Étendons u par périodicité en une fonction f de

période 1 : alors f appartient à l’espace L2
p

(
[0, 1]

)
.

Théorème. Les propriétés énoncées dans le théorème de Bessel sont encore vraies pour
les fonctions f périodiques et de carré intégrable sur [0, T ].

Ce qui compte en effet dans la démonstration, c’est la possibilité pour tout ε > 0 donné,
de trouver un polynôme trigonométrique P tel que ‖f−P‖< ε, c’est-à-dire d’approcher
f en moyenne quadratique par des polynômes trigonométriques.

xa T

f

f
g

r

Expliquons comment réaliser cette approximation lorsque f

appartient à L2
(
[0, 1]

)
. Prenons par exemple la fonction f

dont le graphe a l’allure ci-contre (dessinée en trait plein), avec
une discontinuité en a. Modifions f sur un petit intervalle
de longueur r autour du point de discontinuité, en considé-
rant la fonction continue g qui emprunte le segment de droite en pointillés : comme f et

g ne diffèrent que sur un intervalle de longueur r , l’intégrale 1
T

∫ T

0

∣∣f(t)−g(t)
∣∣2 dt peut

être rendue inférieure à ε2 à condition de prendre r assez petit : on a alors ‖f−g‖ < ε.
Puisque g est continue, il y a un polynôme trigonométrique P tel que

∣∣g(x)−P (x)
∣∣ < ε

pour tout x ∈ [0, T ], ce qui entraîne ‖g−P‖ =
[

1
T

∫ T

0

∣∣g(t)−P (t)
∣∣2 dt

]1/2

< ε. Comme

f−P = (f−g) + (g−P ), on a l’inégalité triangulaire ‖f−P‖ � ‖f−g‖ + ‖g−P‖, d’où
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‖f−P‖ � 2ε. Pour des valeurs ε petites, les polynômes P ainsi construits approchent
f en moyenne quadratique.

Proposition. Si f et g appartiennent à L2
p

(
[0, T ]

)
et si cn(f) = cn(g) quel que soit

n, alors f = g dans L2
p

(
[0, T ]

)
.

En effet, si cn(f) = cn(g) quel que soit n, alors cn(f−g) = cn(f)−cn(g) = 0, donc
‖f − g‖ = 0 d’après l’égalité de Bessel. Par suite f = g dans L2

p

(
[0, T ]

)
.

Exemple.

xπ

g

−π

Soit g la fonction périodique de période
2π définie en posant g(x)=x pour −π<x�π . On a ici
ω = 2π/T = 1 et comme g est impaire, ses coefficients

an sont tous nuls. On a bn = 2
2π

∫ π

−π
t sinnt dt et∫ π

−π

t sin nt dt = −1
n

[
t cos nt

]π

−π
+ 1

n

∫ π

−π

cos nt dt

= −1
n

[
2(−1)nπ

]
=

(−1)n+1

n
2π car la dernière intégrale est nulle,

donc bn = 2
(−1)n+1

n
. Explicitons l’égalité de Bessel 1

π

∫ π

−π

∣∣g(t)
∣∣2 dt =

∑+∞
n=1 b2

n . On a

1
π

∫ π

−π
t2 dt = 1

π
2π3

3
= 2π2

3
et b2

n = 4
n2

, d’où l’égalité
∑+∞

n=1
1
n2

= π2

6
.

La décomposition de Fourier

Définition
Une famille (αn)n∈Z de nombre complexes est dite de carré sommable si la série∑

|αn|2 est convergente. Ces suites constituent un espace vectoriel noté �2 .

Si f ∈L2
p

(
[0,T ]

)
, la série

∑∣∣cn(f)
∣∣2 est convergente, donc

(
cn(f)

)
n∈Z

est un élément
de �2 .

Définition
La décomposition de Fourier est l’application F : L2

p

(
[0, T ]

)
→ �2 qui à f associe(

cn(f)
)
n∈Z

.

Dans ce cadre plus général, on a le résultat suivant.

Théorème. La décomposition de Fourier F : L2
p

(
[0, T ]

)
→ �2 est une bijection linéaire.

Justification. Puisque chaque coefficient de Fourier cn dépend linéairement de la fonction,
l’application F est linéaire. Si F (f) = F (g), alors cn(f) = cn(g) que que soit n et d’après
la proposition précédente, on a f = g dans L2

p[0, T ] : par la décomposition de Fourier, tout
élément de �2 a donc au plus un antécédent.
Admettons que si (an)n∈Z est un élément donné de �2 , il y a une fonction f ∈L2

p

(
[0,T ]

)
telle
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que ‖f −PN‖ tend vers 0, où les PN sont les polynômes trigonométriques
∑N

n=−N anen i ωx .
Soit n un entier tel que |n|�N . On a PN ·en =an , car les ek sont deux à deux orthogonaux et
de norme 1. Par suite

∣∣cn(f)−an

∣∣= ∣∣f ·en−PN ·en

∣∣= ∣∣(f−PN ) ·en

∣∣�‖f−PN‖‖en‖=‖f−PN‖.
Quand N tend vers +∞, le membre de droite tend vers 0, donc

∣∣cn(f)−an

∣∣=0 et cn(f)=an .
On a ainsi F (f) = (an)n∈Z : tout élément de �2 est donc la décomposition de Fourier d’une
fonction de L2

p

(
[0, T ]

)
. �

Par décomposition de Fourier, un signal périodique f de carré intégrable se code
en une suite

(
cn(f)

)
n∈Z

de carré sommable.
Le code caractérise parfaitement le signal et de plus, toute suite (αn)n∈Z de carré
sommable est le code d’un unique signal périodique.

3.3 Propriétés de la décomposition de Fourier
Notation : Pour toute suite (αn)n∈Z de carré sommable, on note

∑+∞
n=−∞ αnen la

fonction de L2
p

(
[0, T ]

)
ayant pour coefficients de Fourier les αn , c’est-à-dire la fonc-

tion f telle que F (f) = (αn)n∈Z .
D’après le théorème précédent, on a donc

f =
+∞∑

n=−∞
cn(f)en , pour tout f ∈ L2

p

(
[0, T ]

)
.

Cette notation fait apparaître f comme la somme, dans l’espace L2
p

(
[0, T ]

)
, de la

série
∑

cn(f)en .

Définitions
La série

∑
cn(f)en s’appelle la série de Fourier de f .

Les fonctions cn(f)en(x) = cn(f)e
n i

2π

T
x

, qu’on appelle les harmoniques de f , cons-
tituent la décomposition spectrale de f .

® Le coefficient c0 = (1/T )
∫ T

0
f(t) dt est la moyenne de f sur une période.

® L’harmonique cnei 2πnx/T est de période T/n, donc de fréquence n fois la fréquence
1/T de f . Son amplitude est |cn|.

® Dans L2
p

(
[0, T ]

)
, l’égalité f =

∑+∞
n=−∞ cnen signifie qu’en tenant compte d’un

nombre suffisant d’harmoniques, on peut approcher le signal f par une somme
finie SN =

∑N
n=−N cnen de manière que sur chaque période, f−SN soit d’énergie

aussi petite qu’on veut.
® Si la fonction f est à valeurs réelles, elle est égale dans L2

p

(
[0, T ]

)
à

a0

2
+

+∞∑
n=1

(
an cos nωx + bn sinnωx

)
.

La fonction a1 cos ωx + b1 sinωx, de période T , est l’harmonique principal de f .
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Exemple 1 : approximation d'un courant redressé. La fonction f(x)=|sinx|
a pour série de Fourier 2

π
− 4

π

∑+∞
n=1

cos 2nx

4n2−1
(exemple page 551). Sur les figures

ci-dessous, on a représenté le graphe de f et celui des deux premières approximations

s1(x) = 2
π
− 4

π
cos 2x

3
et s2(x) = 2

π
− 4

π

[
cos 2x

3
+ cos 4x

15

]
.

Remarquons que ces approximations sont très bonnes, bien que, en valeurs, elles
le soient un peu moins au voisinage des points kπ où le graphe présente deux
demi-tangentes de pentes différentes.

x
π

x
π

x
π

f(x) s1(x) s2(x)

Quand on redresse un courant alternatif de fréquence ν , on obtient pour la tension une
fonction du temps de la forme V (t) = Vmax

∣∣sin(2πνt+ϕ)
∣∣. Les premiers termes de la

série de Fourier permettent ainsi d’approcher V par des polynômes trigonométriques
de fréquences ν, 2ν, 3ν, . . .

Représentation spectrale. Commençons par centrer le signal f(x)=|sinx| précé-
dent autour de sa moyenne en considérant fc(x)=f(x)− 2

π
qui est de moyenne nulle.

0,4

0,3

0,2

0

0
1 2

,1

ν

a
Puisque fc est de période π , sa fréquence est ν0 = 1/π .
Considérons un axe des fréquences et pour chacune des abs-
cisses ν0, 2ν0, . . . , kν0, . . ., plaçons en ordonnée l’amplitude
|ak|. On a ainsi |a1| = 4

3π
, |a2| = 4

15π
et |an| = 4

(4n2−1)π
.

Le graphique obtenu est une décomposition en fréquences du
signal fc (figure ci-contre).
Pour l’abscisse ν = kν0 , il vient k = πν : les points sont donc
sur la courbe d’équation a = 4

π
1

4π2ν2−1
, où a est l’amplitude.

Exemple 2. Reprenons la fonction périodique de période 2π définie en posant g(x)=
x pour tout x∈]−π,π]. D’après les calculs faits dans l’exemple page 555, sa série de Fou-
rier est 2

∑+∞
n=1(−1)n+1 sinnx

n
. Voici les graphes de g et des approximations en moyenne

s3(x) = 2
3∑

n=1

(−1)n+1 sinnx
n

et s8(x) = 2
8∑

n=1

(−1)n+1 sin nx
n

.

xx

s3(x) s8(x)

Puisque la fonction est discontinue aux points π+2kπ , l’approximation en valeurs y
est nécessairement mauvaise. Remarquons aussi que sur de petits intervalles comme
]π−h, π[ et ]π, π+h[, l’approximation se dégrade : c’est un phénomène courant.
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Dérivation et décomposition de Fourier
On rencontre souvent des fonctions qui, sur [0, T ], sont dérivables sauf peut-être en
un nombre fini de points. Si de plus la dérivée est continue et bornée sur les inter-
valles ouverts où elle est définie, on dit que f est continûment dérivable par morceaux.
Puisque nous supposons que la dérivée est bornée, f ′ est de carré intégrable sur [0,T ].
Voici des exemples de fonctions continûment dérivables par morceaux.

1)

x

f

π

1
Pour la fonction f(x) = | sinx|, on a f ′(x) = cosx

si x ∈]0, π[, mais aux points 0,±π, . . . ,±kπ . . ., f

n’est pas dérivable : il y a deux demi-tangentes de
pentes 1 et −1. La fonction f est continue, périodique de période π et continûment
dérivable par morceaux.

2)

xπ

g

−π

La fonction périodique de période 2π définie en
posant g(x) = x pour tout x∈]−π,π] n’est pas con-
tinue en π , non plus qu’aux points π + 2kπ , où
k ∈Z. Néanmoins, la fonction g est continûment dérivable par morceaux, car pour
−π < x < π , la dérivée g′(x) = 1 est continue.

Proposition. Si f est une fonction périodique de période T , continue et continûment
dérivable par morceaux, alors cn(f ′) = inω cn(f).

Démonstration. Supposons par exemple que f a une dérivée continue sur ]0, a[ et sur
]a, T [, où a est un nombre tel que 0 < a < T . En intégrant par parties, il vient∫ a

0

f ′(t)e−n i ωt dt =
[
f(x)e−n i ωx

]a

0
+ n i ω

∫ a

0

f(t)e−n i ωt dt∫ T

a

f ′(t)e−n i ωt dt =
[
f(x)e−n i ωx

]T

a
+ n i ω

∫ T

a

f(t)e−n i ωt dt .

Ajoutons ces deux expressions. La somme des crochets est
[
f(x)e−n i ωx

]T

0
, car f est conti-

nue en a, et puisque f(x)e−n i ωx a pour période T , on a
[
f(x)e−n i ωx

]T

0
= 0. Il vient ainsi

l’égalité
∫ T

0
f ′(t)e−n i ωt dt = n i ω

∫ T

0
f(t)e−n i ωt dt, d’où cn(f ′) = n i ωcn(f). �

Conséquences. Soit f une fonction périodique.

® Si f est continue et continûment dérivable par morceaux, ses coefficients an , bn et cn

sont négligeables devant 1/n.

® Si f possède une dérivée f (k) continue sur R, ses coefficients an , bn et cn sont
négligeables devant 1/nk .

Plus une fonction périodique est dérivable, plus vite ses
coefficients de Fourier tendent vers 0.

Démonstration. Si f est continue et continûment dérivable par morceaux, alors d’après la
proposition, on a

∣∣cn(f ′)
∣∣ =

∣∣i nω cn(f)
∣∣ = ωn

∣∣cn(f)
∣∣. Puisque cn(f ′) tend vers 0 quand |n|

tend vers +∞, il vient lim
|n|→+∞

n
∣∣cn(f)

∣∣ = 0 : cela montre que cn(f) est négligeable devant
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1/n. Il en va de même de an et bn dont la valeur absolue est majorée par 2|cn|.
Supposons que f a une dérivée k-ième continue (k � 2). On a alors cn(f ′′) = i nωcn(f ′) =
(inω)2cn(f) et de proche en proche, il vient cn(f (k))=(inω)kcn(f). On sait que ωknk

∣∣cn(f)
∣∣=∣∣cn(f (k))

∣∣ tend vers 0 quand |n| tend vers +∞, par conséquent
∣∣cn(f)

∣∣ = o(1/nk). �

Exemple. Pour la fonction f(x) =
∣∣sinx

∣∣ qui est continue et continûment dérivable

par morceaux, la série de Fourier est 2
π
− 4

π

∑+∞
n=1

cos 2nx

4n2−1
(exemple 1 page 557). On a

an =− 4
π

1
4n2−1

et quand n tend vers l’infini, |an| ∼ 1
πn2

est négligeable devant 1/n.

Produit de convolution

Définition
Si f et g sont des fonctions appartenant à L2

p

(
[0, T ]

)
, leur produit de convolution

f ∗ g est la fonction définie par (f ∗ g)(x) = 1
T

∫ T

0
f(t)g(x−t) dt, pour tout x ∈ R.

C’est encore l’inégalité de Cauchy-Schwarz qui assure que le produit de convolution est
bien défini. Comparer cette définition avec celle donnée page 409 pour des fonctions
non périodiques.

Propriétés
i) Le produit de convolution est symétrique et bilinéaire : f∗g=g∗f , f∗(g+h)=(f∗g)+(f∗h)

et f ∗ (λg) = λ(f ∗ g).

ii) On a (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) (associativité du produit de convolution).

iii) f ∗ en = cn(f)en , pour tout n ∈ Z.

iv) Si f ∗ g est de carré intégrable sur [0, T ], alors F (f ∗ g) =
[
cn(f)cn(g)

]
n∈Z

.

Démonstration. La bilinéarité résulte des propriétés de l’intégrale et la symétrie s’obtient

en faisant le changement de variable u = x−t. On a (f ∗ g)(t) = 1
T

∫ T

0
f(s)g(t−s) ds, d’où

[
(f ∗ g) ∗ h

]
(x) = 1

T 2

∫ T

0

[∫ T

0

f(s)g(t−s) ds

]
h(x−t) dt

= 1
T 2

∫ T

0

f(s)
[∫ T

0

g(t−s)h(x−t) dt

]
ds

= 1
T 2

∫ T

0

f(s)
[∫ T−s

−s

g(u)h(x−s−u) du

]
ds en posant t = s+u

= 1
T 2

∫ T

0

f(s)
[∫ T

0

g(u)h(x−s−u) du

]
ds ,

car l’intégrale de 0 à T d’une fonction périodique de période T s’obtient en intégrant sur

n’importe quel segment de longueur T . Puisque (g ∗ h)(x−s) = 1
T

∫ T

0
g(u)h(x−s−u) du, la

dernière expression est 1
T

∫ T

0
f(s)

[
(g ∗ h)(x−s)

]
ds =

[
f ∗ (g ∗ h)

]
(x), d’où l’associativité du
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produit de convolution. Pour montrer (iii), écrivons

(f ∗ en)(x) = 1
T

∫ T

0

f(t)en i ω(x−t) dt = 1
T

∫ T

0

en i ωxf(t)e−n i ωt dt

=
[

1
T

∫ T

0

f(t)e−n i ωt dt

]
en i ωx = cn(f)en i ωx .

Supposons f ∗ g ∈ L2
p

(
[0, T ]

)
. D’après (iii), on a alors[

cn(f ∗ g)
]
en = (f ∗ g) ∗ en = f ∗ (g ∗ en) = f ∗

[
cn(g)en

]
= cn(g) (f ∗ en) = cn(g)cn(f) en ,

en utilisant linéarité et associativité. Il s’ensuit cn(f ∗ g) = cn(f)cn(g) pour tout n. �

Utilisation de la décomposition de Fourier
La décomposition de Fourier s’utilise comme un changement de référentiel, car de
nombreux calculs usuels sur les fonctions périodiques ont leur traduction au moyen
des coefficients de Fourier.

a) Si f est dérivable, dériver f se traduit en multipliant chaque cn(f) par n iω .

b) Si l’on décale un signal dans le temps d’une quantité a, cela se traduit, pour tout
n, par un déphasage de −nωa de son harmonique d’indice n :

si fa(x) = f(x−a), on a en effet cn(fa) = e−n iωacn(f).

c) Convoler f avec g se traduit en multipliant cn(f) par cn(g), à condition que les
produits cn(f)cn(g) forment une suite de carré sommable.

d) Calculer l’intégrale 1
T

∫ T

0

∣∣f(t)
∣∣2 dt, ou l’intégrale 1

T

∫ T

0
f(t)g(t) dt, revient à calculer

la somme
∑+∞

n=−∞
∣∣cn(f)

∣∣2 , ou la somme
∑+∞

n=−∞ cn(f)cn(g) .

Décomposer un signal périodique en série de Fourier permet de le filtrer, c’est-à-dire
d’en éliminer les harmoniques de fréquences trop hautes ou trop basses. Les figures
ci-dessous montrent un filtrage où l’on élimine l’harmonique de plus haute fréquence.

signal à traiter les harmoniques du signal signal filtré

3.4 Convergence ponctuelle d'une série de Fourier
La convergence de la série de Fourier au sens de la norme dans l’espace V , ou dans l’es-
pace L2

p

(
[0,T ]

)
, n’implique pas que, pour un nombre réel x donné, la série numérique

des cn(f)en iωx est convergente. Voici des conditions suffisantes pour que cela soit vrai.

Proposition. Soit f une fonction continue et périodique de période T . Si la série
∑∣∣cn(f)

∣∣
est convergente, alors pour tout x ∈ R, on a l’égalité f(x) =

∑+∞
n=−∞ cn(f)en iωx .
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Démonstration. Pour tout x ∈ R, on a
∣∣cn(f)en i ωx

∣∣ =
∣∣cn(f)

∣∣, donc la série
∑

cn(f)en i ωx

est absolument convergente. Posons

g(x) =
+∞∑

n=−∞
cn(f)en i ωx = SN (x) +

∑
|n|�N+1

cn(f)en i ωx, où SN (x) =
N∑

n=−N

cn(f)en i ωx .

La fonction g est périodique de période T . Puisque
∣∣cn(f)en i ωx

∣∣=∣∣cn(f)
∣∣, on a

∣∣g(x)−SN (x)
∣∣�∑

|n|�N+1

∣∣cn(f)
∣∣ pour tout x ∈ R. Par hypothèse, la suite KN =

∑
|n|�N+1

∣∣cn(f)
∣∣ tend vers

0, d’où

(∗) quel que soit x ∈ R,
∣∣g(x) − SN (x)

∣∣ � KN , avec lim
N→+∞

KN = 0.

Montrons que g est continue en raisonnant comme pour les séries entières, page 536.

Étant donné ε > 0, choisissons N pour que KN < ε. Si x et y sont des nombres réels, on a∣∣en i ωx−en i ωy
∣∣�2

∣∣∣sin x−y

2

∣∣∣ (proposition page 39), donc on peut rendre l’écart
∣∣SN (x)−SN (y)

∣∣
moindre que ε à condition de choisir x et y assez proches. D’après l’inégalité (∗), l’écart∣∣g(x)−g(y)

∣∣ est alors moindre que
∣∣g(x)−SN (x)

∣∣ +
∣∣SN (x)(x)−SN (y)

∣∣ +
∣∣SN (y)−g(y)

∣∣ � 3ε.

Pour un entier k donné et N � |k|, on a SN · ek = ck(f) par définition de SN et g · ek = ck(g).

Il vient
∣∣ck(g)− ck(f)

∣∣ =
∣∣(g − SN ) · ek

∣∣ � ‖g−SN‖‖ek‖ = ‖g−SN‖. D’après (∗), les fonctions

SN approchent g par valeurs sur R, donc la norme ‖g−SN‖ tend vers 0 quand N tend vers

+∞. Il s’ensuit ck(f) = ck(g) : les fonctions f et g ont mêmes coefficients de Fourier. Comme

f et g sont continues, la proposition page 551 affirme que f(x) = g(x) quel que soit x. �

Théorème. Si f est périodique de période T , continue et continûment dérivable par

morceaux, alors f(x) =
∑+∞

n=−∞ cn(f)en iωx quel que soit x ∈ R.

Démonstration. Les coefficients de Fourier de f ′ sont cn(f ′) = i nωcn(f). D’après le

théorème de Bessel appliqué à la dérivée f ′ , la série
∑ ∣∣cn(f ′)

∣∣2 est convergente, donc

aussi la série
∑ ∣∣ncn(f)

∣∣2 . Mais si u et v sont des nombres réels, on a 2|uv| � u2 + v2 ,

car (u ± v)2 � 0. Appliquons cette inégalité à u =
∣∣ncn(f)

∣∣ et v = 1
n

, pour n �= 0. Il vient

2
∣∣cn(f)

∣∣=2
∣∣ncn(f)

∣∣ 1
n

�
∣∣ncn(f)

∣∣2+ 1
n2

. La série de terme général 1/n2 est une série de Riemann

convergente et la somme de deux séries convergentes est convergente, donc, par le théorème de

comparaison page 528, la série
∑ ∣∣cn(f)

∣∣ est convergente. D’après la proposition précédente,

quel que soit le réel x, f(x) est donc la somme de la série de terme général cn(f)en i ωx . �

Exemple. Pour la fonction |sinx|, on a ainsi l’égalité | sinx| = 2
π
− 4

π

∑+∞
n=1

cos 2nx

4n2−1
quel que soit x∈R. En effet, la série de Fourier converge absolument, car |an|∼(1/πn2)
et la série de Riemann de terme général 1/n2 est convergente.

Effectivement, sur les figures de l’exemple 1 page 557, les approximations de Fourier

semblent bien tendre en tout point vers la fonction.
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Comportement en un point de discontinuité. Concernant la convergence de
la série de Fourier en un point de discontinuité de la fonction, on a le résultat suivant.

Théorème de Dirichlet. Si en un point x0 , la fonction f a une limite à gauche
�− = lim

x→x0
x<x0

f(x) et une limite à droite �+ = lim
x→x0
x>x0

f(x), ainsi que des demi-dérivées à gauche

et à droite, alors la somme de sa série de Fourier en x0 est 1
2
(�+ + �−).

Exemple. La fonction g de l’exemple 2 page 557 possède au point π (par exemple),
une limite à gauche �− = π et une limite à droite �+ = −π : pour x = π , tous les
termes de la série de Fourier sont nuls, donc aussi sa somme. La série de Fourier de

g est −2
∑

n�1
(−1)n sinnx

n
= −2

∑
n�1

sinn(x+π)
n

: elle converge pour tout x, car

la série d’Abel
∑

n�1
sinny

n
est convergente quel que soit y (proposition page 530) ;

mais si y �= 0 modulo π , la série n’est pas absolument convergente.

4. Ondelettes de Haar
Nous avons vu que la décomposition de Fourier permet d’analyser des signaux pé-
riodiques de variable réelle. Voici une technique élémentaire pour traiter, de manière
analogue, des signaux discrets, c’est-à-dire constitués d’une suite finie de valeurs
réelles f0, f1, . . . , fp . Nous considérerons un tel signal discret comme une fonction
constante par morceaux.
Donnons-nous un entier N � 1 et partageons l’intervalle [0, 1[ en parties égales à
l’aide des 2N points

x0 = 0 , x1 = 1
2N

, . . . , xk = k

2N
, . . . , x2N−1 = 2N−1

2N
= 1− 1

2N
.

Notons EN l’espace vectoriel des fonctions à valeurs réelles, définies sur [0, 1[ et
constantes sur chacun des intervalles [xk,xk+1[, où 0�k � 2N−1 : pour f ∈EN , on a

f(x) = fk si xk � x < xk+1 , pour tout entier k tel que 0 � k � 2N−1.

Pour toutes fonctions f et g appartenant à EN , posons f · g =
∫ 1

0
f(t)g(t) dt.

Cela définit un produit scalaire et EN devient ainsi un espace euclidien (chapitre 7).

Une base de EN . Considérons les fonctions ϕN,k définies par

ϕN,k(x) =
{

1 si xk � x < xk+1 et 0 � k � 2N − 1
0 sinon

Si une fonction f ∈ EN vaut fk sur [xk, xk+1[, alors pour tout x ∈ [0, 1[, on a

f(x) =
∑2N−1

k=0 fk ϕN,k(x), autrement dit toute fonction dans EN s’écrit de manière

unique comme la combinaison linéaire f =
∑2N−1

k=0 fk ϕN,k .
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Les fonctions ϕN,k forment une base de EN . On a donc dimEN = 2N .

1

1

1

0 2 3 4xx x x x x

ϕ2,0

1

1

1

0 2 3 4xx x x x x

ϕ2,1

1

1

1

0 2 3 4xx x x x x

ϕ2,2

1

1

1

0 2 3 4xx x x x x

ϕ2,3

Si k et � sont des entiers différents, les intervalles [xk, xk+1[ et [x�, x�+1[ sont disjoints,
donc pour x dans [0,1[, l’un au moins des nombres ϕN,k(x) ou ϕN,�(x) est nul. Ainsi

la fonction produit ϕN,kϕN,� est nulle et par suite ϕN,k ·ϕN,� =
∫ 1

0
ϕN,k(t)ϕN,�(t) dt=0.

D’autre part,
∫ 1

0

[
ϕN,k(t)

]2
dt = xk+1−xk = 1

2N
, d’où

ϕN,k · ϕN,	 =
{

0 si k �= �

1/2N si k = �

Pour 0 � k � 2N−1, les fonctions ϕN,k forment une base de EN et sont deux à deux
orthogonales.

4.1 Génération des ondelettes
On part de l’ondelette-mère : c’est la fonction Ψ définie sur l’intervalle [0,1[ en posant

Ψ(x) =
{

1 si 0 � x < 1/2
−1 si 1/2 � x < 1

1

1

0 x

Ψ

Pour obtenir la première génération d’ondelettes, on reproduit dans chaque moitié
de l’intervalle [0, 1[ une fonction semblable à Ψ :

® 1

1

0 x
0,5

ψ1,0 1

1

0 x0,5

ψ1,1sur [0, 1/2[, on obtient la fonction ψ1,0 qui vaut
1 sur [0, 1/4[, −1 sur [1/4, 1/2[ et 0 ailleurs,

® sur [1/2,1[, on obtient la fonction ψ1,1 qui vaut
1 sur [1/2, 3/4[, −1 sur [3/4, 1[ et 0 ailleurs.

Chacune des fonctions ψ1,0 et ψ1,1 est constante sur les intervalles [0,1/4[, [1/4,1/2[,
[1/2, 3/4[ et [3/4, 1[, donc appartient à l’espace E2 .
Poursuivons l’opération en faisant jouer à ψ1,0 et ψ1,1 le rôle de mère. La fonction
ψ1,0 donne naissance à deux fonctions ψ2,0 et ψ2,1 :

® ψ2,0 vaut 1 sur [0,1/8[ (première moitié de [0,1/4[), −1 sur [1/8,1/4[ et 0 ailleurs ;

® ψ2,1 vaut 1 sur [1/4, 3/8[ (première moitié de [1/4, 1/2[), −1 sur [3/8, 1/2[ et 0
ailleurs.
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De même, la fonction ψ1,1 donne naissance à ψ2,1 sur l’intervalle [1/2,3/4[ et à ψ2,2 sur
[3/4,1[. Les quatre fonctions de cette deuxième génération appartiennent à l’espace E3 .

1

1

0 x
0,25

ψ2,0 1

1

0 x
0,5

ψ2,1 1

10 x
0,75

ψ2,2 1

1

0 x0,75

ψ2,3

À la N -ième génération, on trouve 2N fonctions ψN,k , où 0 � k � 2N−1, appelées
ondelettes de Haar : la fonction ψN,k vaut

® 1 sur la première moitié de l’intervalle [k/2N , (k+1)/2N [,
® −1 sur la seconde moitié,
® 0 en tout autre point de [0, 1[.
La formule générale est

ψN,k(x) =
{

Ψ(2Nx−k) si k/2N � x < (k+1)/2N

0 sinon

Puisque ψN,k est constante sur tous les intervalles [j/2N+1, (j+1)/2N+1[ pour
j = 0, . . . ,2N+1−1, c’est un élément de l’espace EN+1 . Remarquons qu’une ondelette
est de moyenne nulle, car l’intégrale de ψN,k entre 0 et 1 est égale à 0.

Terminologie. Si une fonction définie sur [0,1[ est nulle hors d’un intervalle [a, b[
inclus dans [0,1[, nous dirons qu’elle est à support dans [a, b]. Ainsi la fonction ψN,k

est à support dans [k/2N , (k+1)/2N ].
Supposons que u est une fonction à support dans [a, b], que v est à support dans
[c, d] et que les intervalles ouverts ]a, b[ et ]c, d[ sont disjoints : on dit alors que u

et v sont à supports disjoints. Dans ce cas, le produit u(x)v(x) est nul sauf peut-être

si b = c = x et par suite
∫ 1

0
u(t)v(t) dt = 0.

Dans EN , deux fonctions à supports disjoints sont orthogonales.

Puisque ψN,k est à support dans [xk, xk+1], ψN,k et ψN,	 ont des supports disjoints
si k �= �. On en déduit :

pour 0 � k � 2N−1, les ondelettes ψN,k sont deux à deux
orthogonales dans l’espace EN+1 .

4.2 Décomposition en ondelettes
Rappelons que pour tout entier k = 0,1, . . . ,2N−1, nous avons noté ϕN,k la fonction
appartenant à EN qui est constante de valeur 1 sur [xk, xk+1[ et qui vaut 0 ailleurs.
Ces 2N fonctions sont deux à deux orthogonales.
Remarquons que tout élément de EN est aussi élément de EN+1 , car une fonction
constante sur un intervalle l’est aussi sur chaque moitié de cet intervalle. Ainsi EN

est un sous-espace vectoriel de EN+1 .
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Une base de EN+1 . Considérons dans EN+1 la famille formée des ϕN,k et des
ψN,k , où 0 � k � 2N−1 (pour N = 2, voir les figures pages 563 et 564). Calculons
le produit scalaire de deux quelconques de ces vecteurs.

® Si k �=�, alors ϕN,k ·ϕN,	 =ψN,k ·ψN,	 =0, car les fonctions sont à supports disjoints.
® Pour la même raison, on a ϕN,k · ψN,	 = 0 si k �= �.
® On a aussi ϕN,k · ψN,k = 0.

En effet, puisque ϕN,k(x) vaut 1 sur [xk, xk+1[ et 0 ailleurs, il vient∫ 1

0
ϕN,k(t)ψN,k(t) dt =

∫ xk+1

xk

ψN,k(t) dt = 0 .

® ϕN,k ·ϕN,k= 1
2N

=ψN,k ·ψN,k , car
∣∣ϕN,k(x)

∣∣2=∣∣ψN,k(x)
∣∣2=1 pour tout x∈[xk,xk+1[.

Ainsi, en mettant ensemble les ϕN,k et les ψN,� , on obtient des vecteurs deux à deux
orthogonaux dans EN+1 . Puisque aucune de ces fonctions n’est la fonction nulle, on en
déduit que ce sont des vecteurs indépendants (proposition page 205). Le nombre de ces
vecteurs est 2N+2N = 2N+1 qui est la dimension de EN+1 , donc

la famille des ϕN,k et ψN,k est une base de EN+1 et
ces vecteurs sont deux à deux orthogonaux.

Décomposition d'un signal. Rappelons que l’espace vectoriel EN+1 a aussi pour
base les fonctions ϕN+1,j , où 0 � j � 2N+1−1. L’entier N étant donné, posons pour
simplifier p = 2N ,

Φj = ϕN+1,j pour 0 � j � 2p−1, ϕk = ϕN,k et ψk = ψN,k pour 0 � k � p−1.

Tout signal f appartenant à EN+1 se décompose de manière unique en

(∗) f =
2p−1∑
j=0

fjΦj =
p−1∑
k=0

akϕk +
p−1∑
k=0

bkψk

Entre une fonction Φj et l’une des fonctions ϕk ou ψk , les seuls produits scalaires
non nuls sont

Φ2k · ϕk = Φ2k · ψk = 1
2p

, Φ2k+1 · ϕk = 1
2p

et Φ2k+1 · ψk = −1
2p

xk xk+

ϕk

1/p

xk xk+11

Φ2k Φ2k+1

1/2p 1/2p

xk xk+1

ψk

1/2p

1/2p

En multipliant scalairement par Φ2k dans (∗), il vient donc

f · Φ2k = f2k Φ2k · Φ2k = ak Φ2k · ϕk + bk Φ2k · ψk = 1
2p

ak + 1
2p

bk

De même, en multipliant scalairement par Φ2k+1 , on obtient

f · Φ2k+1 = f2k+1 Φ2k+1 · Φ2k+1 = ak Φ2k+1 · ϕk + bk Φ2k+1 · ψk = 1
2p

ak − 1
2p

bk
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Puisque Φj ·Φj = 1
2p

, on a simplement les relations f2k =ak+bk et f2k+1=ak−bk , d’où

ak = 1
2

f2k + 1
2

f2k+1 et bk = 1
2

f2k − 1
2

f2k+1 , pour 0 � k � p−1.

Ce sont les formules du changement de base. La fonction PN (f) =
∑p−1

k=0 akϕk ap-

partient à EN et f−PN (f) =
∑p−1

k=0 bkψk est orthogonale à EN . D’après le théorème
de la projection (page 209), on en déduit :

p−1∑
k=0

akϕk est le projeté orthogonal de f sur le sous-espace EN .

La fonction f est constante sur des intervalles de longueur 1/2N+1 : si l’on veut
approcher f par des fonctions constantes sur des intervalles de longueur double, la

meilleure approximation au sens de la norme dans EN+1 est PN (f) =
∑p−1

k=0 akϕk .

On peut bien sûr poursuivre la décomposition en projetant PN (f) sur EN−1 et ainsi
de suite. Cela conduit à calculer les coordonnées de f dans la base de EN+1 formée
de la constante 1, de ψ0 = Ψ et de tous les ψn,k , où n = 1, 2, . . . , N et 0 � k � 2n−1
(le nombre de ces fonctions est bien 1+1+2+22+ · · ·+2N = 2N+1 = dimEN+1 ).

On peut définir d’autres types d’ondelettes en choisissant comme ondelette-mère une
courbe convenable. Cela permet, comme la décomposition de Fourier, d’analyser aussi
des signaux continus.

Exemple. Prenons N = 2. Pour tout signal discret f = [fj ]0�j�7 appartenant à E3 ,
les coordonnées a0, a1, a2, a3 et b0, b1, b2, b3 sont données par le produit matriciel

[a0a1a2a3b0b1b2b3]=[f0f1f2f3f4f5f6f7]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1/2 0 0 0 1/2 0 0 0
1/2 0 0 0 −1/2 0 0 0
0 1/2 0 0 0 1/2 0 0
0 1/2 0 0 0 −1/2 0 0
0 0 1/2 0 0 0 1/2 0
0 0 1/2 0 0 0 −1/2 0
0 0 0 1/2 0 0 0 1/2
0 0 0 1/2 0 0 0 −1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Écrivons cela sous la forme condensée [ a b ] = [f ]H , où l’on a appelé H la matrice
8 × 8, posé a = [a0 a1 a2 a3], b = [b0 b1 b2 b3] et noté [f ] le vecteur-ligne constitué des
valeurs du signal.

Plus généralement, introduisons la matrice carrée H=[hij ] de taille p=2N+1 définie par

hij =

⎧⎪⎨⎪⎩
1/2 si j � p/2 et i = 2j−1 ou 2j

1/2 si j > p/2 et i = 2j−p−1
−1/2 si j > p/2 et i = 2j−p

0 sinon
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En employant les notations introduites dans l’exemple, les formules qui permettent
de calculer les ak et les bk s’expriment par la relation matricielle

[ a b ] = [f ]H , où le signal f est de taille p.

Puisque H est une matrice de changement de base, elle est inversible.

Interprétation de la décomposition
Soit f = [f0, f1, . . . , f2N−1] un signal discret de longueur 2N . Si l’on veut approcher
f (au sens de la distance dans EN ) par un signal de longueur moitié, le meilleur

choix est le projeté a = [a0, a1, . . . , a2N−1−1], où ak = 1
2
f2k + 1

2
f2k+1 .

Puisque ak est la moyenne de deux valeurs consécutives de f , le signal a est plus
régulier que f : des détails de f n’y apparaissent pas, mais on y retrouve l’allure
principale du signal initial.
L’information de détail est exprimée dans le signal b. Si f est assez régulier, des
valeurs consécutives f2k et f2k+1 sont voisines et les termes bk sont petits.
La figure de gauche ci-dessous montre le graphe d’un signal f échantillonné sur
25 = 32 points : la fonction est constante sur chacun des sous-intervalles de partage.
Au centre, on voit le graphe de la partie principale : c’est une fonction constante sur
seize sous-intervalles de longueur double des précédents. Les détails sont représentés
par le graphe de droite, où la fonction est une combinaison des seize ondelettes
ψ4,k , k = 0, . . . , 15. Il y a plusieurs intervalles où cette fonction de détail est nulle,
correspondant aux valeurs de k telles que bk = 0.

un signal f l'allure principale a les détails b

4.3 Application à la compression d'images
On numérise une image en la découpant en 2N × 2N pixels répartis en 2N lignes,
chaque ligne comprenant 2N pixels. Dans le cas d’une image en noir et blanc, on as-
socie à chaque pixel un niveau de gris qu’on peut repérer sur une échelle convenable
(formée par exemple d’entiers entre 0 et 255 ou par des nombres entre 0 et 1). L’image
est ainsi définie par une matrice carrée de taille 2N . Pour une image en couleurs,
il suffit de considérer trois images formées des niveaux dans les couleurs primaires
(rouge, vert et bleu). Supposons désormais que notre image est en noir et blanc.

Traitement par ondelettes. Soit M la matrice qui définit l’image. Chaque ligne
et chaque colonne est un signal de longueur 2N que l’on peut décomposer comme
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précédemment. Une ligne L se décompose en LH et une colonne C en (tH)C , donc

la matrice M se décompose en la matrice M ′ = (tH)MH .

À partir de M ′ , on retrouve M par le produit matriciel (tH)−1M ′(H−1) = M .

Posons M ′ =
[
A B
C D

]
, où A, B, C, D sont des matrices carrées de taille 2N−1 .

® L’allure principale de l’image est donnée par la matrice A et l’information de
détail se trouve dans les matrices B , C et D .

® L’image se présente en général sous forme de zones relativement homogènes où
l’intensité varie peu, séparées par des lignes de contour où la variation d’intensité
est brutale. Dans une zone donnée, chaque pixel a donc des voisins à peu près
de même valeur. Il en résulte que dans les matrices B , C et D , la plupart des
coefficients sont petits, voire nuls, car dans M , la différence entre deux coefficients
successifs sur une même ligne ou sur une même colonne est petite : on dit que
ce sont les coefficients de détail.

Principe de la compression
A priori, l’image est définie par 2N × 2N nombres. Mais donnons-nous une tolérance
ε > 0 et remplaçons par 0 tous les coefficients de détail dont la valeur absolue est
moindre que ε. La matrice M ′ devient

M ′
ε =

[
A Bε
Cε Dε

]
où les matrices Bε , Cε et Dε contiennent beaucoup de zéros : pour cette raison, on
dit que ce sont des matrices creuses.

Pour définir une matrice creuse, il suffit de se donner les indices et les valeurs des co-
efficients non nuls, en convenant que les autres coefficients sont nuls : c’est une donnée
beaucoup moins volumineuse que la matrice elle-même, de sorte qu’une fois numérisée,
cette information génère un fichier de données plus petit que si l’on y avait indiqué la
valeur de chacun des coefficients de M .

La matrice creuse M ′
ε contient les coefficients principaux et peut se coder

de manière beaucoup plus économique que M .

À partir de la matrice M ′
ε , on peut reconstituer une image un peu dégradée en

effectuant le produit Mε = (tH)−1M ′
ε(H

−1) et en interprétant les coefficients de Mε

comme des valeurs de gris pour les pixels.
En acceptant une image de moins bonne définition, il est donc possible de diminuer de
façon significative le volume de l’information et de gagner ainsi en rapidité de trans-
mission. C’est sur ce principe que fonctionnent les logiciels de compression d’images.

Algorithme de compression
initialisations :

M ← la matrice carrée de taille p=2N correspondant à l’image initiale numérisée
ε > 0 ← une tolérance
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i) [m′
ij ] ← (tH)MH

ii) boucles : pour i = 1, . . . , p, pour j = 1, . . . , p,

si i � (p/2)+1 ou si j � (p/2)+1, alors

si |m′
ij | < ε, faire m′

ij ← 0.

iii) fin : M ′′ ← (tH)−1[m′
ij ](H

−1).

À la fin de l’algorithme,

® la matrice M ′ = [m′
ij ] contient une version compressée de l’image : c’est la matrice

qu’on peut transmettre par voie informatique ;
® la matrice M ′′ représente une image dégradée avec tolérance ε.

Exemple. On a codé l’image d’une tête de marmotte au moyen d’une matrice
carrée M de taille 32. Les degrés de gris ont été repérés sur une échelle de 0 à 1
et l’on a choisi la tolérance ε = 0,1.

Dans la matrice M ′
ε =

[
A Bε
Cε Dε

]
, les sous-matrices Bε , Cε et Dε sont bien creuses :

dans Bε , il n’y a environ que 7,4% de coefficients non nuls, dans Cε , il y en a 4%
et Dε = 0. Au total, la matrice M ′

ε n’a que 27,8% de coefficients non nuls (dont
les 25% de coefficients principaux qui n’ont pas changé). On voit que, malgré la
compression, l’image se dégrade peu.

5 10 15 20 25 30
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après compression

Exercices
1. Calcul approché de la somme d'une série Dans l’exemple page 530, nous avons montré

que si a > 0 , alors
∑+∞

k=p
1

a2+k2
� 1

a2+p2
+ 1

a
Arc tan a

p
pour tout entier p � 1.

Montrer que pour tout x � 0, on a l’encadrement 0 � Arc tan x � x. En déduire∑+∞
k=p

1
k2+p2

� 2/p puis, au moyen d’un ordinateur, une valeur approchée à 2.10−2

près de la somme
∑+∞

k=1
1

k2+p2
.

2@ . Développement en série entière et suite récurrente linéaire. Soient p et q des nombres.
On suppose q �= 0 et pour tout x, on pose f(x) = 1

q+px+x2
.

a) Montrer que si |x| est assez petit, f(x) est bien défini.
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b) Montrer que pour une série entière
∑

akxk , on a (q+px+x2)
∑

akxk = 1 si et
seulement si qa0 = 1, qa1 + pa0 = 0 et qak+2 + pak+1 + ak = 0 quel que soit k � 0.
En déduire que pour |x| assez petit, on a le développement en série entière

1
q+px+x2

=
∑+∞

k=0 akxk .

c) Montrer que le début du développement en série entière de f(x) est
1

q+px+x2
= 1

q
− p

q2
x +

−q+p2

q3
x2 − p(−2q+p2)

q4
x3 +

q2−3qp2+p4

q5
x4 + · · ·

3. Les nombres de Fibonacci. On définit les nombres de Fibonacci Fn en posant F0 = 0,
F1 = 1 et Fk+2 = Fk+1 +Fk pour tout entier k � 0. Si k > 0, Fk est un entier positif.

a) Montrer que pour |x| assez petit, le développement en série entière de x

1−x−x2

est
∑+∞

k=0 Fkxk (multiplier cette série entière par 1−x−x2 ).

b) Calculer les racines de 1−x−x2 et montrer que l’on a x2+x−1 = (x+α)(x+β),

où α = 1+
√

5
2

et β = 1−
√

5
2

. Vérifier les relations α+β = 1 et αβ = −1.

c) Vérifier l’égalité 1
1−x−x2

= 1
α−β

[
1

α+x
− 1

β+x

]
. En déduire le développement en

série entière 1
1−x−x2

= 1
α−β

∑+∞
k=0(α

k+1−βk+1)xk (utiliser le développement en sé-

rie entière de 1
a−z

). Montrer finalement que l’on a x

1−x−x2
= 1

α−β

∑+∞
k=1(α

k−βk)xk

pour |x| < |β|.
d) En déduire que pour tout entier k � 0, on a l’égalité Fk =

(1+
√

5)k − (1−
√

5)k

2k
√

5
.

La fraction de droite est donc un nombre entier, car les nombres de Fibonacci sont
par définition des entiers.

4. Utilisation d'une série génératrice. Soient p, q et r des entiers strictement positifs. Étant
donné un entier n � 0, on note un le nombre de solutions (x, y, z) de l’équation
px + qy + rz = n, où les inconnues x, y, z sont des entiers positifs ou nuls.

a) Écrire le développement en série entière de la fonction t → 1
1−tp . Quel est le rayon

de convergence ?

b) Montrer que un est le coefficient de tn dans le développement en série entière

de 1
(1−tp)(1−tq)(1−tr)

.

c) On prend p=2, q =3, r=5. Vérifier que l’on a par exemple u20 =11, u20+k =10+k
pour 1 � k � 9 et u30 = u31 = 21.

5@ . Un problème de file d'attente. On considère un guichet où des clients se présentent
à des instants numérotés 0, 1, 2, . . . Les arrivées sont aléatoires, mais on suppose
qu’entre deux instants consécutifs n−1 et n, il y a toujours la même probabilité p
qu’un client se présente.
On appelle durée de service d’un client le temps passé au guichet à le servir. On
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suppose que ces durées sont des variables aléatoires D indépendantes qui suivent
une même loi de Poisson, c’est-à-dire de probabilité

P (D = n) = e−λ λn

n!
, pour tout entier n � 0,

où λ est un paramètre strictement positif.
La première vague de clients est formée des personnes arrivées pendant le temps de
service du premier client et la (k+1)-ième vague est formée des personnes arrivées
pendant la durée des services des clients de la k-ième vague.
Notons Nk le nombre de clients de la k-ième vague, en convenant N0 = 1.

a) Soit D la durée de service du premier client. Montrer que la probabilité
pour que N1 = k sachant que D = n est P (N1 = k | D = n) =

(
n
k

)
pk(1−p)n−k

(rappelons que le coefficient binomial
(
n
k

)
est nul si k > n). En déduire

P (N1 = k) =
∑+∞

n=0

(
n
k

)
pk(1−p)n−ke−λ λn

n!
.

b) En écrivant la somme ci-dessus sous la forme e−λ λkpk

k!

∑+∞
n=k

(1−p)n−kλn−k

(n−k)!
,

montrer que P (N1 = k) = e−λp (λp)k

k!
. En déduire que l’espérance de N1 est λp.

Posons pk = P (Nk = 0). S’il n’y a personne à la k-ième vague (Nk = 0), il n’y a
personne non plus à la vague suivante (Nk+1=0) : on a donc pk �pk+1 . La suite des
probabilités pk est croissante et majorée par 1, donc les pk ont une limite. La réunion
de tous les événements Nk = 0 pour k = 1,2, . . . est l’événement « la file d’attente
s’achève en un temps fini » : la probabilité de cet événement est donc lim

k→+∞
pk .

c) Supposons que la première vague contienne j clients. Dire que la (k+1)-ième
vague est vide signifie que lorsqu’on fait jouer à chacune de ces j personnes
le rôle d’un client initial, la k-ième vague est vide : la probabilité pour que

Nk+1 = 0 sachant que N1 = j est donc
[
P (Nk = 0)

]j = (pk)j . En utilisant l’éga-
lité P (Nk+1 = 0) =

∑+∞
j=0 P (Nk+1 = 0 | N1 = j) P (N1 = j), montrer que pour tout

k � 0, on a pk+1 =
∑+∞

j=0 (pk)je−λp (λp)j

j!
= eλp(pk−1) , où p0 = 0.

d) Reportons-nous à l’exercice 3 page 337 où l’on a étudié, en fonction du paramètre
a>0, la suite (uk) définie par l’itération uk+1 = ea(uk−1) et la valeur initiale u0 =0.
En utilisant les résultats de cet exercice,

(i) justifier l’affirmation suivante : si λp � 1, il est presque certain qu’au bout d’un
temps fini, le guichet se libère ;

(ii) vérifier le tableau ci-dessous où figurent, pour quelques valeurs de p et de λ, des
estimations de la probabilité pour que le guichet se libère au bout d’un temps fini.

p = 0,3 p = 0,5 p = 0,75
λ = 4 0,68 0,20 0,06
λ = 5 0,42 0,10 0,02
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6@ . Une propriété des polynômes de Legendre. Pour tout nombre z , on définit la fonction
V (h) = (1−2zh+h2)−1/2 , où la variable h est réelle.

a) Montrer que (1−2zh+h2) dV
dh

= (z−h)V .

b) La fonction V est développable en série entière : montrer que les coefficients
sont des polynômes en z , autrement dit que si |h| est assez petit, alors
V (h) = Q0(z)+Q1(z)h+Q2(z)h2 + · · ·+Qk(z)hk + · · ·, où Q0,Q1,Q2, . . . sont des
polynômes. Calculer Q0 et Q1 et vérifier que l’on a Q2(z) = (3/2)z2−(1/2).

c) Montrer que le coefficient de hn dans (1−2zh+h2) dV
dh

est

(n+1)Qn+1 − 2nzQn + (n−1)Qn−1 .

Déduire de (a) que les polynômes Qn satisfont la même relation de récurrence
que les polynômes de Legendre : (n+1)Qn+1 = (2n+1)zQn − nQn−1 .

d) Soit z un nombre donné. Montrer que si |h| assez petit, alors

(1−2zh+h2)−1/2 = P0(z) + P1(z)h + P2(z)h2 + · · · + Pk(z)hk + · · ·
où P0, P1, P2, . . . sont les polynômes de Legendre.

7@ . L'équation différentielle d'Airy. Il s’agit de l’équation y′′ +xy = 0 (exercice 11 page 158
et exercice 5 page 473). Cherchons des solutions sous la forme y(x) =

∑+∞
n=0 anxn .

a) Montrer que les an satisfont la relation (n+2)(n+3)an+3 +an = 0 pour tout n � 0.

b) En déduire que la solution telle que y(0) = 1 et y′(0) = 0 est la fonction

A(x)=1+
∑+∞

n=1(−1)n x3n

2 · 3 · 5 · 6 · · · (3n−1)(3n)
et que cette solution est définie sur R.

Les premiers termes de la série sont 1−x3

6 + x6

180− · · ·

c)

2

1 4−2 x

graphe de A(x)
entre −2 et 5

Posons AN (x)=1+
∑N

n=1(−1)n x3n

2 · 3 · 5 · 6 · · · (3n−1)(3n)
, où N�1. Faire dessiner par

ordinateur le graphe de la fonction A9 sur l’intervalle [−2,5].
Montrer que si a > 0, alors pour tout x ∈ [0, a], on

a
∣∣A(x)−AN (x)

∣∣ � a3N+3

2 · 3 · 5 · 6 · · · (3N+2)(3N+3)
. Après avoir

trouvé une majoration convenable de l’écart
∣∣A(−2)−A9(−2)

∣∣,
vérifier que pour −2 � x � 5, on a

∣∣A(x)−A9(x)
∣∣ � 6.10−2 .

8. Soit f un signal périodique de période T . On décale f dans le temps d’une quantité a

en posant fa(x)=f(x−a). Montrer que pour tout entier n, on a cn(fa)=e−n iωacn(f).

9. Soit g la fonction périodique de période 2π telle que g(x)=x si −π<x�π (exemple
2 page 557). Utiliser la série de Fourier de g pour montrer que lorsque 0 < x < π ,

on a l’égalité
∑+∞

n=1
sinnx

n
= π

2
− x

2
.

10@ . Calcul d'une série de Fourier. Posons u(x) = π
8
x(π−x) pour 0 � x < π . On prolonge

u en une fonction f impaire et périodique de période 2π .
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a) Montrer que pour tout entier n, on a
∫ π

−π
f(t) sin nt dt = 2

∫ π

0
u(t) sin nt dt.

b) Montrer que
∫ π

0
u(t) sin nt dt vaut 0 si n est pair et π

2n3
si n est impair. En

déduire que pour 0 � x < π , on a l’égalité π
8
x(π−x) =

∑+∞
n=0

sin(2n + 1)x

(2n+1)3
.

c) Montrer les égalités
∑+∞

n=0
(−1)n

(2n+1)3
= π3

32
et

∑+∞
n=0

1
(2n+1)6

= π6

960
.

11.

yz

xO a

b

h

Oscillations dans un bassin rectangulaire. On laisse osciller librement la surface de l’eau
dans un bassin rectangulaire de longueur a, de largeur b et de profondeur h. Choi-
sissons des axes Ox et Oy comme sur la figure ci-contre.
L’élévation de l’eau au dessus du niveau de repos est une
fonction Z(x, y, t) = cos(ωt+ϕ)u(x, y) solution de l’équation

∂2Z

∂t2
= c2 ΔZ , où c =

√
gh et ΔZ = ∂2Z

∂x2 + ∂2Z

∂y2 .

De plus, en un point de la paroi, il n’y a pas de déplacement dans la direction

perpendiculaire à celle-ci : on a donc les conditions aux bords ∂u
∂x

= 0 si x = 0 ou

x = a, et ∂u
∂y

= 0 si y = 0 ou y = b.

a) Montrer que l’équation s’écrit Δu + ω2

c2
u = 0.

b) Cherchons une solution sous la forme u(x, y) = A cos(αx+ϕ1) cos(βy+ϕ2),
où A est une constante. Montrer que les conditions aux bords imposent

u(x, y) = Ak,	 cos
(

kπx
a

)
cos

(
�πy

b

)
, avec k et � des entiers.

c) Calculer Δu et en utilisant (a), montrer que ω2 = π2c2
[

k2

a2
+ �2

b2

]
. En déduire la so-

lution Zk,	 = Ak,	 cos
(

kπx
a

)
cos

(
�πy

b

)
cos(ωk,	t+ϕk,	), où k et � sont des entiers

et où ωk,	 = πc
[

k2

a2
+ �2

b2

]1/2
.

d) Expliquer le premier mode d’oscillation de la surface de l’eau (a > b, k = 1 et
� = 0) : il y a une seule vague longitudinale qui va et vient, avec un noeud à
mi-longueur de bassin (x = a/2).

On peut voir un autre mode d’oscillation sur les figures 2 et 3 page 360.

En décomposant la fonction u(x, y) en double-série de Fourier, on montre que la
solution générale est de la forme

∑
k,� Zk,� , la sommation se faisant sur tous les

couples d’entiers k, �.

12@ . Calcul d'une solution périodique d'équation différentielle. On considère l’équation diffé-
rentielle linéaire y′′ − 2y′ + 2y = |sin(t/2)|. Le second membre étant 2π-périodique,
cherchons une solution 2π-périodique t → f(t) sous la forme de son développement
de Fourier f(t) =

∑
n∈Z

cneint .
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a) Montrer que pour tout t, on a |sin(t/2)| = 2
π
− 4

π

+∞∑
n=1

cos nt

4n2−1
.

b) En déduire que les cn doivent satisfaire les relations c0 = 1
π

et (n2−2 + 2n i)cn =
2
π

1
4n2−1

pour n ∈ Z, n �= 0. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de cn .

Admettons les résultats suivants :

® si n3|cn| a une limite finie quand n tend vers ±∞, alors f a une dérivée continue ;

® si n4|cn| a une limite finie quand n tend vers ±∞, alors f a une dérivée
seconde continue.

d) Montrer que la fonction f(t) = 1
π

+ 4
π

+∞∑
n=1

(n2−2) cos nt

(4n2−1)(n4+4)
+ 4

π

+∞∑
n=1

2n sinnt

(4n2−1)(n4+4)
est solution de l’équation différentielle.

13@ . La formule de Poisson. Soit h : R → R une fonction continue. Supposons que lorsque
x tend vers ±∞, h(x) est négligeable devant 1/|x|α , où α > 1.

a) Soient a > 0, x ∈ [−a, a] et |n| > a. Montrer que |x+n| � |n|−a. En déduire que
les nombres nα

∣∣h(x+n)
∣∣ sont majorés quand x parcourt [−a, a] et quand n par-

court Z. Conclure qu’il existe une série
∑

an =
∑

M/nα convergente telle que∣∣h(x+n)
∣∣ � an pour tout n ∈ Z et tout x ∈ [−a, a]. La série

∑
h(x+n) est donc

absolument convergente quel que soit x ∈ R.

b) Pour tout x ∈ R, posons f(x) =
∑+∞

n=−∞ h(x+n).
i) Montrer que la fonction f est périodique de période 1.
ii) Pour tout entier relatif p, écrivons cp(f) = uN + AN , où

UN =
∫ 1

0

[ N∑
n=−N

h(t+n)
]
e−2 iπpt dt et AN =

∫ 1

0

[ ∑
|n|>N

h(t+n)
]
e−2 iπpt dt.

Montrer que |AN | �
∑

|n|>N an . En déduire lim
N→+∞

|AN | = 0.

iii) Montrer que
∫ 1

0
h(t+n)e−2 iπpt dt =

∫ n+1

n
h(s)e−2 iπps ds. En déduire

UN =
∫ N+1

−N
h(s)e−2 iπps ds.

(iv) En utilisant l’hypothèse faite sur h, montrer que l’intégrale généralisée∫ +∞

−∞
h(s)e−2 iπps ds existe.

c) Pour tout entier p ∈ Z, posons ĥ(p) =
∫ +∞

−∞
h(s)e−2 iπps ds. Déduire de (b) (ii) et (iii)

que l’on a cp(f) = ĥ(p).

d) Supposons de plus que la série
∑∣∣ĥ(p)

∣∣ est convergente. Montrer que pour tout

x ∈ R, on a l’égalité
∑+∞

n=−∞ h(x+n) =
∑+∞

n=−∞ ĥ(n)e2 iπnx . En déduire la formule

de Poisson :
∑+∞

n=−∞ h(n) =
∑+∞

n=−∞ ĥ(n).
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14@ . Utilisons les notations du paragraphe sur les ondelettes (page 567).
Soit f ∈ EN et soit [a b] la décomposition de f en partie principale a et détails b.

a) Montrer que ‖f‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 .

b) Montrer que les signaux f et a ont la même moyenne, autrement dit∫ 1

0
f(t) dt =

∫ 1

0
a(t) dt.
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Annexes

1. Fonction de Gauss
Table de valeurs de la fonction de Gauss Φ(x) = 1√

2π

∫ x

−∞
e−t2/2 dt .

x 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0, 5 0,6 0,7 0,8 0,9

Φ(x) 0,5000 0,5398 0,5792 0,6179 0,6554 0,6914 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159

x 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1, 5 1,6 1,7 1,8 1,9

Φ(x) 0,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9331 0,9452 0,9554 0,9640 0,9712

x 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2, 5 2,6 2,7 2,8 2,9

Φ(x) 0,9772 0,9821 0,9861 0,9892 0,9918 0,9937 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981

Pour les valeurs négatives de la variable, utiliser la relation Φ(−x) = 1 − Φ(x).

2. Fonctions de Bessel
Voici les valeurs des premiers zéros xk >0 de la fonction de Bessel J0 et des premiers
zéros yk > 0 de la fonction de Bessel J1 = −J ′

0 : on a J0(xk) = 0 = J1(yk).

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xk 2,4048 5,5200 8,6537 11,7915 14,9309 18,0710 21,2116 24,3524 27,4934 30,6346

yk 3,8317 7,0155 10,1734 13,3236 16,4706 19,6158 22,7600 25,9036 29,0468 32,1896
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3. Analyse de données
Le tableau ci-dessous présente des données sociologiques recueillies dans dix-huit
villes françaises et complétées par des résultats sur les élections municipales des 11
et 18 mars 2001 (source : Le Monde).

poptot popetr logsoc chomage txhab revenu votants maj

Poitiers 83507 3216 24,00 9,70 21,96 43082 25274 53,00

Reims 187181 10117 45,00 10,90 10,89 43924 49318 51,58

Marseille 797491 54355 17,00 17,70 21,93 43801 214637 48,57

Le Havre 190924 8208 33,40 14,40 17,67 41060 63462 57,87

Besançon 117691 7947 26,80 8,00 18,83 43751 33191 55,30

Strasbourg 263941 34138 23,60 6,10 14,26 48878 67987 50,85

Nice 343123 30914 8,00 10,90 18,96 48549 104373 44,48

Lyon 445274 35583 15,00 12,60 11,62 56860 134347 48,56

Amiens 135449 6180 34,16 14,00 17,97 39935 41854 52,06

St Denis Réunion 131649 1394 35,00 30,00 13,43 35775 40348 51,11

Nancy 103552 6133 18,00 10,10 11,56 49716 26566 50,81

Toulouse 390301 28073 17,30 12,50 17,99 45941 122901 55,13

Brest 149649 2997 18,49 9,90 15,42 41559 44439 57,55

Boulogne Bill. 106316 12600 8,32 6,10 9,27 94074 29682 66,08

Evry 49397 6472 47,00 9,70 17,62 41568 10142 44,17

Versailles 85761 4732 15,70 5,71 8,95 82208 28306 50,43

Neuilly 59874 6584 2,50 7,20 3,94 196642 17759 76,83

St Denis 85994 22535 49,04 20,40 9,17 36534 14872 53,00

Voici la signification des variables-caractères :

poptop est la population totale,
popetr est la population étrangère,
logsoc est le parc de logement social,
chomage est le taux de chomage (d’après l’INSEE),
txhab est le montant de la taxe d’habitation,
revenu est le revenu annuel moyen par habitant (sur la base des revenus en 1998),
votants est le nombre de votants au premier tour,
maj est le pourcentage obtenu par la liste majoritaire.

poptot popetr logsoc chomage txhab revenu votants maj

moyenne 207059, 66 15676,55 24,35 11,99 14,52 57436,5 59414,33 53,74

écart-type 181881,25 14549,49 13,31 5,81 4,85 36836,59 51521,14 7,44
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Demi-matrice des covariances (à compléter par symétrie) :⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0,89 1

−0,28 −0,24 1
0,21 0,09 0,44 1
0,42 0,25 0,15 0,14 1

−0,22 −0,14 −0,58 −0,39 −0,66 1
0,99 0,87 −0,32 0,20 0,43 −0,21 1

−0,32 −0,31 −0,41 −0,25 −0,53 0,79 −0,31 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
valeurs propres 3,59 2,40 0,95 0,53 0,30 0,13 0,10 0,00

poids 44,89 29,98 11,84 6,63 3,77 1,62 1,20 0,06

Voici les coordonnées des projections des villes dans le premier plan factoriel et les
qualités de représentation.

coordonnée 1 coordonnée 2 qualité

Poitiers 0,31 1,03 0,27

Reims 0,30 1,16 0,42

Marseille −5,02 −2,18 0,97

Le Havre −0,09 0,79 0,34

Besançon 0,43 0,65 0,27

Strasbourg −0,73 −0,63 0,31

Nice −1,93 −0,91 0,71

Lyon −1,84 −1,53 0,81

Amiens −0,01 1,34 0,84

St Denis Réunion −0,16 2,15 0,38

Nancy 0,91 0,34 0,46

Toulouse −1,65 −1,03 0,91

Brest 0,70 0,18 0,30

Boulogne Bill. 2,20 −1,68 0,95

Evry 0,24 2,32 0,74

Versailles 1,62 −0,37 0,56

Neuilly 4,44 −3,47 0,94

St Denis 0,29 1,83 0,41
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Index d'Algèbre

affixe d’un point, 39
aire d’un parallélogramme, 225
analyse en composantes principales, 232–235
angle polaire, 39
antécédent, 20
application, 12

identité, 23
linéaire, 167

arbre, 79
de recouvrement, 80

arcs d’un graphe, 78
argument d’un nombre complexe, 37
arrangement, 60

base, 106, 162
canonique, 106
orthonormée, 205

bijection, bijection réciproque, 22

Cayley-Hamilton (théorème de), 152
changement

de base, 166, 171
de référentiel, 24

chemin dans un graphe, 78
cofacteur, 145
combinaison

avec répétitions, 64
linéaire, 102, 162

complémentaire, 3
composée de deux fonctions, 14
conditionnement d’une matrice, 245
conjugué d’un nombre complexe, 36
coordonnées

d’un vecteur, 165
polaires, 39

cycle
(permutation), 71
dans un graphe, 78

D’Alembert-Gauss (théorème de), 47
degré d’un polynôme, 43

dérivée d’un polynôme, 43
déterminant, 144–146
dimension, 116, 164
distance, 221

à un plan, 221
division euclidienne, 4, 49
droite, 116

de régression, 211

écart-type, 70
élément d’un ensemble, 1
élimination polynomiale, 154
ellipse, 22, 219, 310
ensemble fini, 57
équation

du second degré, 51
linéaire, 104

équations d’un sous-espace vectoriel, 112
espace

hermitien, euclidien, 200
vectoriel, 101, 162

espérance d’une variable aléatoire, 69
exponentielle

d’un nombre complexe, 38

factorisation LU, 247
flot (dans un graphe), 87
fonction, 12

constante, 12
croissante, décroissante, 15

formule
de la dimension, 172
de la médiane, 203
de Taylor, 44
du binôme de Newton, 61, 136

formules de Moivre, 37

Gauss (méthode de), 107–112
glissement, 40
Gram-Schmidt (algorithme de), 206
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graphe, 78
connexe, 78
orienté, 86
pondéré, 80

groupe
affine, 141
de transformations, 28
des permutations, 70
engendré, 28

Hörner (méthode de), 48
hyperbole, 22
hyperplan, 116

image
d’une application, 13, 172
d’une partie, 13

inclusion, 1
inégalité

de Cauchy-Schwarz, 204
triangulaire, 36, 204

intersection, 3
intervalle, 8
inverse

d’une matrice, 138
d’une transformation, 28

isométrie, 214
itérés d’un élément, 15, 184

ligne de niveau, 21
loi des grands nombres, 69
LU (factorisation), 246

matrice, 129
-colonne, 101, 129
-ligne, 129
à diagonale

strictement dominante, 127, 250
d’inertie d’un solide, 227
d’une application linéaire, 168
de commandabilité, 191
de passage, 166
de transitions, 188
des covariances, 232
diagonale, 130

diagonalisable, 177
hermitienne, 215
inversible, 138
nilpotente, 182
orthogonale, 213
symétrique, 131, 217

définie positive, 218
transposée, 131
triangulaire, 139
tridiagonale, 142
unitaire, 213
unité, 133

meilleure approximation rationnelle, 9
module d’un nombre complexe, 36
moindres carrés (méthode des), 211

nombre binomial, 61
nombres

complexes, 35
entiers, rationnels, réels, 4–9

norme
d’un vecteur, 200
d’une matrice, 242

noyau, 172

orthogonal d’un sous-espace, 208

partie
d’un ensemble, 1
entière, 8
réelle ou imaginaire, 36

partition, 21
permutation, 70
plan, 116
plans factoriels, 232–235
point fixe, 15
polynôme, 43

caractéristique, 151, 171
polynômes étangers, 50
principe des tiroirs, 59
probabilité binomiale, 67
produit

cartésien, 2
de matrices, 131
hermitien, scalaire, 200
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mixte, 224
vectoriel, 223

projection, 168
orthogonale, 209, 221

Pythagore (théorème de), 203

racine
d’un polynôme, 44

racines n-ièmes, 48
de l’unité, 47

rang
d’un système linéaire, 111
d’une matrice, 137

relaxation (méthode de), 248
résultant de deux polynômes, 155
réunion, 3
rotation

dans l’espace, 228
plane, 41, 168

scalaire, 101
segment, 8
similitude, 41
sommets d’un graphe, 78
sous-espace

affine, 117

propre, 176
vectoriel, 103, 162

support d’un cycle, 71
symétrie orthogonale, 222
système

en échelons, 110
homogène, 105
linéaire, 104
linéaire contrôlé, 191

trace, 152
transformation, 15

affine, 140
diagonalisable, 177
linéaire, 167, 184

transposition, 71
tri à bulles, 77

valeur propre, 173
variance d’une variable aléatoire, 70
vecteurs, 101, 162

canoniques, 102
indépendants, 105, 162
orthogonaux, 201
propres, 173
qui engendrent, 103, 162

volume d’un parallélépipède, 225
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abscisse curviligne, 313
aire (calcul d’une), 399, 434
approximation affine en un point, 272, 364
approximations en moyenne, 413, 552

Bessel
(égalité de), 550, 551, 554
(fonctions, équation de), 394, 473, 474, 542

centre de gravité d’un solide, 402
champ

de gradient, 417
de vecteurs, 415, 500

changement de
variable dans une intégrale, 320, 403

circulation d’un champ de vecteur, 423
coefficient d’élasticité, 280
compact, 362
compression d’images, 568
condition initiale, 442
coordonnées

cylindriques, 405
polaires, 368
sphériques, 368

courbe
définie implicitement, 378, 520
paramétrée, 310
régulière, 311

courbure, 314
covariance, 381

décomposition
de Fourier, 555
en ondelettes, 564

densité d’une variable aléatoire, 329, 407
dérivée, 271

d’une fonction à valeurs complexes, 321
d’une série entière, 537
logarithmique, 279
partielle, 362
sous le signe intégrale, 386

développement
de Puiseux, 396
en série entière, 538, 541
limité, 301, 303

différentielle, 278, 364
disque de convergence, 536
distance, 361
divergence d’un champ de vecteurs, 421

écart-type, 70, 329
échelle de comparaison, 269
élément d’aire, 400
ellipse, 310
équation d’Euler, 468
équation différentielle

à variables séparées, 446
autonome, 443
de Bessel, 394, 474, 542
de Legendre, 543
de Newton, 460
du premier ordre, 442
linéaire

à coefficients constants, 452–455
d’ordre deux, 450
du premier ordre, 443–445

équilibre, 460, 489, 501
asymptotiquement stable, 503, 508
stable, 464, 490, 503, 508

équivalents, 265
espérance

d’une variable aléatoire, 69, 329, 407
Euler (équation d’), 468
extremum : voir maximum, minimum, 373

flux d’un champ de vecteur, 428
fonction

Arc sinus, 277
Arc tangente, 277
continue, 281, 283, 361
continûment dérivable par morceaux, 558

INDEX D’ANALYSE – 585



contractante
au voisinage d’un point fixe, 263

croissante, décroissante, 264, 283, 297
de Bessel, 394, 474, 542, 577
de carré intégrable, 553
de Gauss, 333, 577
de répartition

d’une variable aléatoire, 328, 406
dérivable, 271
exponentielle, 268
harmonique, 372, 433

(coordonnées cylindriques), 394
(coordonnées sphériques), 546

intégrable, 285
logarithme, 267
majorée, minorée, 264
négligeable, 265
puissance, 267, 269
racine n-ième, 267
racine carrée, 275
sinus ou cosinus hyperbolique, 268
spline cubique, 350

forme différentielle, 425–427
formule

de la moyenne, 290
de Poisson, 574
de Stirling, 270
de Stokes, 430
de Taylor-Young, 301

formules
trigonométriques de linéarisation, 318

Fourier
(coefficients de), 549
(décomposition de), 555

gradient, 364, 417
(méthode du), 376

inégalité
de Cauchy-Schwarz, 207
des accroissements finis, 298

infiniment petit, infiniment grand, 265, 301
intégrale, 284–286

à paramètre, 386
curviligne, 423

d’une fonction rationnelle, 321
d’une forme différentielle, 427
de Wallis, 341
double ou triple, 398
généralisée, 324, 327, 405

intégration
d’une série entière, 537
numérique, 354, 519
par changement de variable, 320
par parties, 319

interpolation
fonctions spline, 350–353
polynômes de Lagrange, 343

isoclines, 440

krigeage, 381–386

laplacien, 252, 372, 394, 546, 573
Legendre (polynômes, équation), 543
Liapounov (fonction de), 507
lignes

de champ, 416
de niveau, 359

limite d’une fonction, 264
linéarisation

d’un système différentiel, 503
d’une transformation, 388

loi de conservation de l’énergie, 425, 510
loi de probabilité

binomiale, 67, 331–333
exponentielle, 331
normale, 334, 409
uniforme, 330

longueur d’un arc, 313

matrice
de commandabilité, 495
hessienne, 375
jacobienne, 364, 367
résolvante, 487

maximum, minimum
local, 273, 373
sous contraintes, 378

méthode
de la moyenne pente, 519
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de variation de la constante, 444, 492
moment d’inertie, 227, 402
moyenne d’une fonction, 289

Newton
(équation de), 460
(méthode de), 307

normale principale, 315
norme, 204, 207, 361, 548
notation petit o, 301

oscillateur, 454–457

partie principale, 270
plan

des phases, 462, 509
tangent, 365, 371, 400

planimètre, 435
point

critique, 373
fixe attractif, 262
intérieur, 361

polynôme
d’interpolation, 344
trigonométrique, 549

polynômes
de Chebychev, 348, 358
de Lagrange, 344
de Legendre, 544

potentiel, 417
primitives, 290

(calculs de), 317
usuelles, 298

principe de superposition, 452
produit

de convolution, 409, 413, 559
de séries entières, 535

rayon de
convergence d’une série entière, 534

résonance, 456
rétro-contrôle, 496
rotationnel, 418

série, 527
absolument convergente, 531
alternée, 530
d’Abel, 530
de Fourier, 556
de Riemann, 529
entière, 533
géométrique, 528

Simpson (méthode de), 355
stabilisation par bouclage, 496
stabilité : voir équilibre, 503
Stokes (formule de), 430
suite, 261–263
surface, 359

paramétrée, 400
système différentiel, 477

autonome, 478, 500
hamiltonien, 509
linéaire, 480

contrôlé, 495
linéarisable, 504

tangente
à une courbe, 271, 311, 370

théorème
de la limite centrée, 335
des accroissements finis, 297
des fonctions implicites, 377
des valeurs intermédiaires, 282

trajectoire, 462, 486, 500
travail d’une force, 423

variables aléatoires indépendantes, 335, 406
variance d’une variable aléatoire, 70, 329, 407
variations (calcul des), 466
vecteur

dérivé, 311
normal, 315
normal à une surface, 400
tangent, 311

volume (calcul d’un), 401

wronskien, 473

zone piège, 513
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