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Vorbemerkung,.

Die folgende Abhandlung, welche das sogenannte Bayes-
sche Theorem enth#lt, bildet einen entscheidenden Wende-
punkt in der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Sie verwandelte diese Disziplin aus einem bloBen Spiel des
Geistes in eine ernste Wissenschaft, indem sie den Grund fiir
die empirische Bestimmung der mathematischen Wahrschein-
lichkeit legte und damit die Anwendbarkeit dieses Begriffes
auf andere Gegenstiinde als Gliicksspiele, bei denen die Wahr-
scheinlichkeit oder Chance durch die Bedingungen des Spieles
apriori festgelegt ist, ermdglichte.

Die Abhandlung ist erst nach des Verfassers Tode durch
Richard Price herausgegeben worden in zwei Abschnitten, die
durch Zusitze des Herausgebers stark vermehrt sind. Diese
Zusitze sind zum Glicke von dem aus Bayes' hinterlassenen
Papieren Mitgeteilten deutlich geschieden und in der vorliegen-
den Ubersetzung fortgelassen worden, denn sie enthalten im
Verhiiltnis zu dem breiten Raum, den sie einnehmen, nicht
hinreichend wichtiges Material, um ihre erneute Herausgabe
zu rechtfertigen.

Dagegen liegt von Bayes’ eigener Arbeit nur ein Teil fertig
ausgefithrt vor. Der Teil, den Price nachtriglich versffentlichte,
ist zwar der Hauptsache nach vollendet, aber doch wohl nur
einem Konzepte entnommen. Ein dritter Teil ist vollig unfertig
tiberliefert, und Price hat (ob ihm nun die Fihigkeit oder die
Lust fehlte) die notwendigen Erginzungen nicht nachgetragen.
Sie lieen sich aber mit leichter Mithe geben und sind hier
der Bequemlichkeit wegen direkt in den Text eingefiigt, indem
sie sich so gut wie moglich der Darstellung in den tbrigen
Partien anzupassen suchen. Ebenso sind im zweiten Teile
zur Vervollstindigung der Ableitung ein paar kiirzere Zusitze
eingeschoben worden. > Diese Zusitze sind dadurch kenntlich
gemacht, daf sie in eckige Klammern ] eingeschlossen sind.

1*



AR LA AL A RLELELEL LR L)

Erstes Stiick.

(Philosophical Transactions, Vol. 53, 1763, pp. 376—398.)

Problem.

Gegeben die Anzahl Male, die ein unbekanntes Ereignis
eingetreten und ausgeblieben ist. Gesucht die Chance, dafl
die Wahrscheinlichkeit seines Eintretens bei einem einzelnen
Versuch irgendwo zwischen zwei angebbaren Graden der Wahr-
scheinlickkeit liegt.

Erster Abschnitt,

Definitionen.

1. Mehrere Ereignisse sind unvereinbar, wenn das Ein-
treten eines von ihnen das Eintreten der iibrigen ausschlieft.

2. Zwei Ereignisse sind entgegengesetzt, wenn eines
von ihnen eintreten muB, aber beide zusammen nicht eintreten
konnen.

3. Man sagt, ein Ereignis bleibt aus, wenn es nicht
eintritt, oder wenn, was dasselbe heilt, das entgegengesetzte
Ereignis eintritt.

4. Man sagt, ein Ereignis ist entschieden, wenn es
entweder eingetreten oder ausgeblieben ist.

5. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist
das Verhiltnis zwischen dem Werte, welcher einer an das
Eintreten des Ereignisses gekniipften Erwartung zu geben ist,
und dem Werte des in diesem Falle erwarteten Gewinnes.

6. Unter Chance verstehe ich dasselbe wie unter Wahr-
scheinlichkeit.

7. Ereignisse sind unabhingig, wenn -das Eintreten des
einen die Wahrscheinlichkeit der ttbrigen weder vermindert,
noch vermehrt.
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Lehrsatx 1.

Wenn mehrere FEreignisse umvereinbar sind, so st die
Wahrscheinlichkeit, daf das eine oder andere von thnen ein-
tritt, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten eines jeden
von thnen.

Vorausgesetzt, dall drei solche Ereignisse existieren, und
ich, wenn eines von ihnen eintritt, die Summe N erhalte,
endlich daB die Wahrscheinlichkeiten des ersten, zweiten,

b . :
dritten der Reihe nach — N N W sind, dann ist (nach der

Definition der Wahrscheinlichkeit) der Wert meiner Erwartung
vom ersten Ereignis ¢, vom zweiten 4 und vom dritten c.
Deswegen ist der Wert meiner Erwartungen von allen dreien
a—+ b+ c. Aber die Summe meiner Erwartungen von allen
dreien ist in diesem Falle die Erwartung, die Summe N zn
erhalten, wenn eines der drei Ereignisse eintritt. Daher ist -
(nach Definition 5) die Wahrscheinlichkeit des einen oder an-
dern von diesen Ereignissen

a-+b +e
also die Summe der Wahrschemhchkelten eines jeden von
ihnen.

Zusatz. Wenn es gewil ist, daB das eine oder andere
der drei Ereignisse eintreten muB, dann wird a 4+ b4 ¢ = N.
Denn in diesem Falle kommen alle einzelnen Erwartungen
zusammen der bestimmten Erwartung der Summe N gleich,
und ihre Werte miissen zusammen N ergeben. Hieraus ist
einlenchtend, daB die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses zn
der Wahrscheinlichkeit seines Ausbleibens (oder des entgegen-
gesetzten Ereignisses) addiert das Verhiltnis der Gleichheit
ergibt. Denn dies sind zwei unvereinbare Ereignisse, von
denen eines eintreten muf. Wenn deswegen die Wahrschein-

lichkeit eines Ereignisses 1—1\;— ist, so ist die seines Ausbleibens
N—P .

N
Lehrsatz 2.

Wenn an das Einirelen eines Ereignisses eine Erwartung
gekniipft wird, so verhdlt sich die Wahrscheinlichkeit des Ereig-
nisses xu der Wahrscheinlichkeit seines Ausbletbens wie der Ver-
tust ber seinem Ausbleiben xu dem Gewinn bei seinem Eintreten.



6 Thomas Bayes.

Vorausgesetzt, daB_eine Person die Summe N erwartet,
wenn ein Ereignis von der Wahrscheinlichkeit % eintritt, dann
ist (nach Definition 5) der Wert ihrer Erwartung P, und wenn
daher das Ereignis ausbleibt, so verliert sie mit ihrer Erwar-
tung den Wert P. Wenn es eintritt, erh#lt sie die Summe
N, aber ijhre Erwartung hort auf. Ihr Gewinn ist deshalb

N — P. Da nun die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses —g—
ist, ist die seines Ausbleibens (nach dem Zusatze zu Lehrsatz 1)

N—P P . N—P |

N Aber ¥ verhilt sich zu N Wie PzuN—D
d. h. die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses verhilt sich zu
der Wahrscheinlichkeit seines Ausbleibens wie der Verlust bei

seinem Ausbleiben zu dem Gewinn bei seinem Eintreten.

Lehrsatx 3.

Die Wahrscheinlichkeit, daf zwei zusammenhingende Er-
eignisse beide eintreten, ist das Verhdlinis, das aus der Wahr-
scheinlichkeit des ersten Ereignisses und der Wahrscheinlichkeit
des xweiten wunter der Voraussetzung, daf der erste eintritt,
ausammengesetzt vst. .

Vorausgesetzt, dafl ich, wenn beide Ereignisse eintreten,

die Summe N erhalte, daB die Wahrscheinlichkeit hierftir JI\:
ist, ferner daBl die Wahrscheinlichkeit des ersten Verh#ltnisses

l_‘t’ ist (und folglich die seines Ausbleibens Ll;—a), und daB

die Wahrscheinlichkeit des zweiten Ereignisses unter der
s .:f ist, dann ist (nach
Definition 5) P der Wert meiner Erwartung, und diese wird
gleich b, wenn das erste Ereignis eintritt. In diesem Falle
ist folglich mein Gewinn durch das erste Ereignis & — P und
im entgegengesetzten Falle mein Verlust P. Deswegen verhilt
. . N—

sich nach dem vorigen Lehrsatze ;V_ zu .-——N—a
N—a wie P zu b — P, und danach weiter o zu N wie P
zu b. Aber das Verhiltnis von P zu N ist aus dem Ver-
hiltnis von P zu b und dem von b zu N zusammengesetzt,

Voraussetzung, daB das erste eintritt,

, &.h a zu
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also nach dem soeben Gefundenen auch aus dem Verhiltnis
von a zu N und dem von b zu N, d. h. die Wahrscheinlichkeit,
daB die beiden zusammenhingenden Ereignisse beide eintreten,
setzt sich aus der Wahrscheinlichkeit des ersten und der des
zweiten Ereignisses unter der Voraussetzung, daB das erste
eintritt, zusammen.

Zusatz. Wenn daher von zwei aufeinander folgenden

Ereignissen die Wahrscheinlichkeit des ersten % und die

Wahrscheinlichkeit beider zusammen N ist, dann ist die

Wahrscheinlichkeit des zweiten unter der Voraussetzung, dafll

das erste eintritt, _ali

Lehrsatx 4.

Wenn xwet zusammenhingende Ereignisse jeden Tag ent-
schieden werden, wnd jeden Tag die Wahrscheinlichkeit des
weiten % und die Wahrscheinlichkeit beider % ist, und ich
die Summe N erhalte, sowie an dem ersten Tage, an welchem
das zwette Evreignis eintritt, auch beide Ereignisse xusammen
eintreten, dann, sage ich, ist gemdf diesen Bedingungen die
Wahrscheinlichkeit, daf ich N erhalte, %

%, und es verhalte sich

y zu x wie N—bzu N,
dann ist, da JEV die Wahrscheinlichkeit, daf ich N erhalte,

x der Wert meiner Erwartung.
Anderseits ist der Wert dieser Erwartung, da sie von
dem Zusammentreffen der beiden Ereignisse abhingt, wofiir

die Wahrscheinlichkeit —11—; ist, fiir den ersten Tag — P. Bleibt

an diesem Tage der gewiinschte Erfolg aus, so bleibt mir die
Erwartung fir die folgenden Tage, die ebensogroBl ist wie
meine anfingliche Erwartung, also den Wert  hat. Da nun
die Wahrscheinlichkeit fir das Ausbleiben des zweiten Ereig-

. —b
nisses am ersten Tage (nach dem Zusatz zu Lehrsatz 1) JXI—V——

Denn gesetzt zuniichst, sie sei
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oder ?y ist und hiermit eine verbleibende Erwartung von dem

Werte z verkntipft ist, so ist der Wert dieser Erwartung von
vornherein = y. Aber diese letztere Erwartung erschopft zu-
sammen mit der Erwartung, die sich an das Eintreten beider
Ereignisse am ersten Tage kntipft, offenbar meine ganze ur-
spriingliche Erwartung, deren Wert  ist. Es ist demnach

P4 y=u=.
Es ist aber weiter
y _N—1D
z N
Deswegen wird
P b
« N

und

2 (die Wahrseheinlichkeit, daB ich N erhalte) = 2.
N ’ b

Zusatz. Wiirde ich, bevor es tiberhaupt bekannt ist, ob
das erste Ereignis eingetreten ist oder nicht, finden, dal das
zweite eingetreten ist, so konnte ich hieraus nur schlielen,
dafl das Ereignis, von welchem meine Erwartung abhingt,
entschieden ist, und hitte keinen Grund, den Wert meiner
Erwartung hoher oder niedriger anzuschlagen, als er vorher
war. Denn wiirde ich ihn geringer annehmen, so wiirde es
von mir verniinftig sein, wenn ich etwas hingiibe, um mir
den fritheren Stand meiner Erwartung zuriickzuerkaufen, und
das immer wieder, so oft ich eifahre, daB das zweite Ereignis
eingetreten ist, was doch offenbar unsinnig -wire. Der gleiche
Widersinn ergibt sich, wenn man sagt, ich miiite meine Er-
wartung hoher werten als zuvor. Denn dann wiire es von
mir verntinftig, wenn ich fir einen kleinen Betrag diese Er-
wartung nicht gegen meine frithere Erwartung austauschen
wollte, und das in gleicher Weise immer wieder, so oft (ohne
dal. iber das erste Ereignis irgend etwas bekannt ist) ich
erfahre, dafl das zweite Ereignis eingetreten ist. Deswegen
ist trotz der Entdeckung, dafl das zweite Ereignis eingetreten
ist, meine Erwartung eben so hoch zu werten als vorher, d. h.
=@, und daher ist die Wahrscheinlichkeit, daf ich IV erhalte

(nach Def. 5) immer noch % oder —Ibi Aber nach jemer
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Entdeckung ist die Wahrscheinlichkeit, daB ich NV erhalte, die
Wahrscheinlichkeit, dal das erste der zwei zusammenhéingenden
Ereignisse eingetreten ist, unter der Voraussetzung, daf das
zweite eingetreten ist, wofiir also die Wahrscheinlichkeit den
oben angegebenen Wert erhilt. Nun ist die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Ereignis eingetreten ist, dieselbe wie die Wahrschein-
lichkeit, daB ich recht habe, wenn ich sein Eintreten vermute.
Hiernach ist der folgende Lehrsatz einleuchtend.

Lehrsatxs 5. .
Wenn von zwei xusammenhingenden Ereignissen die Wahr-
scheinlichkeit fiir das xweils —I—I:f und die Wahrscheinlichkeit fir

beide zusammen % ist, und man entdeckt, daff das xweite Er-

eignis wirklich eingeireten 1ist, so dst fiir die Richtigkeit der
Vermutung, daf das erste Breignis ebenfalls eingetreten 4st, die
Wahrscheinlichkeit 71) ’

Lehrsatx 6.

Die Wahrscheinlichkeit, daf mehrere unabhingige Ereignisse
xusammen einireten, ist ein Verhdlinis, das sich aus den Wahr-
scheinlichkeiten aller einxelnen Ereigmisse xusammensetzt.

Denn nach der Natur unabhéingiger Ereignisse wird die
Wahrscheinlichkeit, daB eines eintritt, nicht durch das Ein-
treten oder Ausbleiben eines der ibrigen beeinfluft, und folg-
lich ist die Wahrscheinlichkeit, dall das zweite Ereignis eintritt,
unter der Voraussetzung, daf dies fir das erste der Fall ist,
dieselbe wie seine urspriingliche Wahrscheinlichkeit. Aber die
Wahrscheinlichkeit, da irgend zwei Ereignisse zusammen
eintreten, ist nach Lehrsatz 3 ein Verhaltnis, das sich aus der
Wahrscheinlichkeit des ersten Ereignisses und der Wahrschein-
lichkeit des zweiten unter der Voraussetzung, dall das erste
eintritt, zusammensetzt. Deswegen ist die Wahracheinlichkeit,
dafl irgend zwei unabhingige Ereignisse beide eintreten, ein
Verhiltnis, das sich aus der Wahrscheinlichkeit des ersten
und der Wahrscheinlichkeit des zweiten zusammensetzt. Und
ebenso wird, wenn das erste und zweite Ereignis zusammen
als ein Ereignis angesehen werden, die Wahrscheinlichkeit, dafl
drei voneinander unabhingige Ereignisse zusammen eintreten,
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ein Verhiltnis, das sich aus der Wahrscheinlichkeit, dal die
ersten beiden eintreten, und der Wahrscheinlichkeit des dritten
zusammensetzt. Derart kann man fortfahren, wie viele solche
Ereignisse auch vorhanden sind, woraus die Richtigkeit der
Behauptung erhellt.

Zusatz 1. Wenn mehrere unabh#ngige Ereignisse vor-
liegen, so ist die Wahrscheinlichkeit, daf das erste eintritt,
das zweite ausbleibt, das dritte ausbleibt, das vierte eintritt usw.
ein Verhiltnis, das sich zusammensetzt aus der Wahrscheinlich-
keit des ersten und der Wahrscheinlichkeit fiir das Ausbleiben
* des zweiten und der Wahrscheinlichkeit fir das Ausbleiben
des dritten und der Wahrscheinlichkeit des vierten usw. Denn
das Ausbleiben eines Ereignisses kann immer als das Eintreten
des entgegengesetzten Ereignisses angesehen werden.

Zusatz 2. Wenn mehrere unabhingige Ereignisse vor-
liegen, und die Wahrscheinlichkeit eines jeden a ist, die
Wahrscheinlichkeit seines Ausbleiben hingegen b, so ist die
Wahrscheinlichkeit, da8 das erste eintritt, und das zweite aus-
bleibt, das dritte wieder ausbleibt, das vierte eintritt usw.,
gleich abba--- Denn wenn nach der Bezeichnungsweise der
Algebra a ein Verhiltnis und » ein anderes bezeichnet, so
bezeichnet abba das Verhiltnis, das sich aus den Verhiltnissen
a, b, b, a zusammensetzt. Dieser Zusatz ist deswegen nur
eine andere Formulierung des vorhergehenden.

Definition.

Wenn infolge gewisser Umstinde eine Wahrscheinlichkeit
daftir entsteht, dafl ein bestimmtes Ereignis eintritt, so nenne
ich sein Eintreten oder Ausbleiben infolge von diesen Um-
stdnden sein Eintreten oder Ausbleiben beim ersten Versuch.
Und wenn dieselben Umstinde sich aufs neue wiederholen,
so nenne ich das Eintreten oder Ausbleiben des Kreignisses
infolge von ihnen sein Eintreten oder Ausbleiben beim zweiten
Versuch usw., so oft sich dieselben Umst#nde wiederholen.
Hiernach ist es offenkundig, daf das Eintreten oder Aus-
bleiben desselben Ereignisses bei so und so vielen verschie-
denen Versuchen in Wirklichkeit auf das Eintreten oder Aus-
bleiben 80 und so vieler verschiedener, unabhingiger Ereignisse,
die einander genau &hnlich sind, hinausliuft.
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Lehrsatz 7.

Wenn bei jedem einxelnen Versuch die Wahrscheinlichkeit
eines Breignisses a ist und die seines Ausbletbens b, so wird
die Wahrscheinlichkeit, daff bei p 4 q Versuchen das FEreignis
p mal eintritt- und q mal ausbleibt,

EaP b1,

wenn E der Koeffixient des Gliedes mit aP?b? in der Entwick-
lung des Binomials (a - b)P+q dst.

Denn das Eintreten oder Ausbleiben eines Ereignisses bei
verschiedenen Versuchen lit sich als ebensoviele unabhiingige
Ereignisse ansehen. Deswegen ist (nach Zusatz 2 zu Lehr-
satz 6) die Wahrscheinlichkeit, daf das Ereignis beim ersten
Versuch eintritt, beim zweiten und dritten ausbleibt, beim
vierten wieder eintritt, beim fiinften ausbleibt usw. (und so
eintritt und ausbleibt, bis es p mal eingetreten und ¢ mal aus-
geblieben ist), abbab usw., bis die Anzahl der ¢ p und die
Anzahl der b g betriigt, d. h. sie ist a? 9. Ebenso wird, wenn
das Ereignis in irgend einer andern, bestimmten Reihenfolge
p mal eintritt und ¢ mal ausbleibt, die Wahrscheinlichkeit hier-
fir aP9. Aber die Anzahl der verschiedenen Reihenfolgen,
in denen ein Ereignis eintreten und ausbleiben kann, so dafl
es im ganzen bei p 4 ¢ Versuchen p mal eintritt und ¢ mal
ausbleibt, ist gleich der Anzahl der Permutationen, welche die
Elementenfolge

' aaa---abb---b

zulift, wenn die Anzahl der ¢ p und die An2ahl der b g be-
tridgt. Und diese Zahl ist gleich F, dem Koeffizienten des
Gliedes, in welchem aPb? vorkommt, wenn (az - b)P*? ent-
wickelt wird. Das Ereignis kann deshalb bei p -} ¢ Versuchen
auf £ und nicht mehr verschiedene Arten p mal eintreten und
q mal ausbleiben. Bein Eintreten und Ausbleiben auf diese
verschiedenen Arten bildet ebensoviel unvereinbare Ereignisse,
ftir deren jedes die Wahrscheinlichkeit afb? ist, und deshalb
ist nach Lehrsatz 1 die Wahrscheinlichkeit, daB das Ereignis
auf die eine oder andere Art bei p 4+ ¢ Versuchen p mal ein-
tritt und ¢ mal ansbleibt,
EaPd?,
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Zweiter Abschnitt.

1. Annahme. Ich setze voraus, dal eine ebene qua-
dratische Tafel oder Platte so angefertigt und aufgestellt sei,
daf, wenn eine der Kugeln O oder W auf sie geworfen wird,
dieselbe Wahrscheinlichkeit dafiir besteht, dafl die Kugel auf
irgend einen Teil der Platte fillt, wie dafl sie auf einen andern
gleichgroBen Teil fillt, und daB sie notwendigerweise irgend-
wo auf der Platte zu liegen kommen muB.

2. Annahme. Ich setze voraus, daB die Kugel W zuerst
geworfen wird, und durch den Punkt, wo sie zu liegen kommt,
eine Linie os parallel zu
I KL D AD gezogen wird, die
CD und 4B in s und o
trifft, dall daraunf die Kugel
O p+ q oder nmal ge-
worfen wird, und daB,
wenn sie nach einem ein-
zelnen Wurf zwischen 4D
und os zu liegen kommt,
dies das Eintreten des
Ereignisses M bei einem
einzelnen Versuch genannt
wird. Dies vorausgesetzt,
beweise ich den folgenden
714 Hilfssatz 1. Die Wahr-
l scheinlichkeit, daf der
0. DPunkt o =xwischen zwes
: Punkte auf der Strecke
V. AB fillt, st das Ver-
haltnis xwischen dem Ab-
3 stande der beiden Pumkite
Fig. 1. und der ganxen Strecke

AB.

Man bezeichne irgend zwei Punkte auf der Strecke AB
mit £ und b und ziehe durch sie die Parallelen zu 4D, die
CD in G und L treffen. Wenn dann die Rechtecke Cf, G'),
LA (sie sind jedesmal durch ein Paar diametral gegeniiber-
liegender Ecken bezeichnet) kommensurabel sind, so kénnen
gie alle drei in eine Anzahl gleicher Teile von derselben Grofle
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geteilt werden. Wenn dies geschehen ist, und die Kugel W
geworfen wird, so wird die Wahrscheinlichkeit, dal die Kugel
irgendwo auf irgendeiner Anzahl dieser gleichen Teile zu liegen
kommt, die Summe der Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB sie auf
einen einzelnen dieser Teile fillt, denn dall sie beim Nieder-
fallen auf irgendwelchen verschiedenen Teilen der Platte AC
zu liegen kommt, stellt ebensoviel unvereinbare Ereignisse dar.
Die Summe nun ist, weil die Wahrscheinlichkeit, daB die Kugel
auf den einen oder andern Teil fillt, die gleiche ist, die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Kugel auf irgend einen der
gleichen Teile fillt, multipliziert mit der Anzahl der in Be-
tracht gezogenen Teile. Folglich wird die Wahrscheinlichkeit,
daBl die Kugel irgendwo anf G*b zu liegen kommt, gleich der
Wahrscheinlichkeit, daB sie auf einen der einander gleichen
Teile zu liegen kommt, multipliziert mit der Anzahl der Teile,
die in G'b enthalten sind; und die Wahrscheinlichkeit, da8 die
Kugel irgendwo auf Cf oder L4, d. h. nicht auf Gb (da sie
irgendwo auf der Platte zu liegen kommen muf), zu liegen
kommt, ist die Wahrscheinlichkeit, daB sie auf einem der
gleichen Teile zu liegen kommt, multipliziert mit der Anzahl
der Teile, die in Cf und LA zusammengenommen enthalten
sind. Somit verhilt sich die Wahrscheinlichkeit, daf die Kugel
auf G'b fillt, zu der Wahrscheinlichkeit des Gegenteils wie die
Anzahl der gleichen Teile in G'b zu der Anzahl der gleichen
Teile in Cf und LA zusammengenommen oder wie G'b zu
Cf 4 LA oder wie fbzu Bf + 4b. Und durch inverse Kom-
position findet man: die Wahrscheinlichkeit, dall die Kugel auf
G'b fillt, verhdlt sich zu derselben Wahrscheinlichkeit zusammen-
genommen mit der Wahrscheinlichkeit, daf die Kugel nicht
auf Gb fillt, wie fb zn AB oder wie das Verhiltnis von fb
zu AB zu dem Verhaltnisse von 4B zu AB. Aber die Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses zusammen mit der Wahrschein-
lichkeit seines Gegenteils ist das Verhiltnis der Gleichheit;
deswegen verhiilt sich die Wahrscheinlichkeit, dal die Kugel
auf Gb fillt zn dem Verhiltnis der Gleichheit wie das Ver-
hiltnis von fb zu AB zu dem Verhiltnis von 4B zu 4B oder
dem Verhiltnis der Gleichheit, und somit ist die Wahrschein-
lichkeit, daf die Kugel auf G'b fillt, das Verhiltnis von fb
zu AB. Aber nach Voraussetzung liegt der Punkt o zwischen
f und b oder tut es nicht, je nachdem die Kugel W auf Gb
fallt oder nicht, und deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, daf
Punkt 0 zwischen f und b liegt, das Verhiltnis von fb zu 4B.
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Wenn nun die Rechtecke Cf, Gb, L A nicht kommensurabel
sind, so kann doch die letztgenannte Wahrscheinlichkeit nicht
kleiner und grofler als das Verhiiltnis von fb zu AB sein.
Denn, wenn sie kleiner ist, so sei sie das Verhiltnis von fe
zu AB (wo ¢ zwischen f und b liegt). Dann nehme man auf
der Strecke fb die Punkte p und ¢ an, so dafl p¢ grofler als
fe wird, und die drei Strecken Bp, p?, {4 kommensurabel sind.
(Dies ist offenbar immer zu erreichen, indem man AB in
gleiche Teile teilt, die kleiner als die Hilfte von cb sind, und
fir p und ¢ die Teilpunkte wiihlt, die auf der Strecke fb den
Punkten f und b am n#ichsten liegen.) Weil dann Bp, pt, tA
kommensurabel sind, sind es auch die Rechtecke Cp, D¢ und
das Rechteck tiber p?, welches das Quadrat 4 C vervollstindigt.
Somit ist nach dem Gesagten die Wahrscheinlichkeit, daB der
Punkt o zwischen p und ¢ zu liegen kommt, das Verhiltnis
von pt zu AB. Wenn er aber zwischen p und ¢ liegt, muf
er zwischen f und b liegen. Deshalb kann die Wahrschein-
lichkeit, daBl er zwischen f und b liegt, nicht kleiner sein als
das Verhiltnis von p¢ zu AB und mufl deshalb grofer als
das Verhsltnis von fc zu AB sein (da p¢ groBer als fe ist).
Auf dieselbe Art kann man beweisen, dafl die genannte Wahr-
scheinlichkeit nicht gréBer als das Verhiltnis von fb zu 4B
gein kann, sie mufl daher diesem Verhiltnisse gleich sein.

Hilfssatx 2. Wenn die Kugel W geworfen und die Linde os
gexogen ist, so wird die Wahrscheinlichkeit des FEreignisses M
bei einem einvelnen Versuch das Verhiltnis von Ao xu AB.

Denn ebenso wie bei dem vorhergehenden Hilfssatz ist die
Wahrscheinlichkeit, daf die Kugel O, wenn sie geworfen wird,
irgendwo auf dem Rechteck Do oder zwischen AD und so zu
liegen kommt, das Verhiltnis von 4o zu AB. Aber das
Niederfallen der Kugel O zwischen 4D und so bei einem
einzelnen Wurf ist das Eintreten des Ereignisses M bei einem
einzelnen Versuch. 8o ist der Hilfssatz bewiesen.

Lehrsatx 8.

Es werde iiber BA die Kurve BghiklA gexeichnet, die
folgende FEigenschaft hat. Wird die Basis BA in irgend 2wes
Teile geteilt wie Ab und Bb, und im Teilpunkt b ein Lot er-
richtet, das durch die Kurve tn 1 begrenxt wird, bedewten ferner
Yy, %, % die Verhiltnisse von Ib, Ab und Bb zu AB, und E den
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Koeffizienten des Gliedes mit aPb? in der Entwicklung des
Binomials (a + b)P*9, so soll sein
y = ExPzx9.

Nun behaupte tch: bevor die Kugel W geworfen wird, ist die
Wahrscheinlichkeit, daf der Punkt o zwischen irgend xwes
Punkte [ und b der Strecke AB xu liegen kommdt, und gleich~
zeittg das Breignis M bei p + q Versuchen p mal eintritt wnd
g mal ausbleibt, gegeben durch das Verhilinis der Fliche, die
durch die Kurve BghiklA diber der Linte AB zwischen den
wm [ und | auf AB errichieten Loten fg, bl begrenxt wird, xu
AC, d. h. dem Quadrat wber der Strecke AB.

Beweis.

Angenommen, der Satz sei nicht richtig, so moge das Ver-
hiltnis gleich dem von D, d. h. einer Fliche, die grofer ist als
fghiklb, zu dem Quadrat 4C sein. In den Punkten ¢, d, ¢
denken wir uns die Lote auf fb errichtet und nemnen %, ¢, &
die Punkte, in denen sie die Kurve treffen. Hierbei soll der
Punkt d so liegen, dall d¢ das lingste der durch die Linie /5
und die Kurve begrenzten Perpendikel ist, und die Punkte
e, d, c sollen in solcher Zahl und solcher Lage angenommen
sein, daf die Summe der Rechtecke bk, c?, es, fk von dem
Flacheninhalte fghi¢klb weniger abweicht als D; alles dies
ist mit Hilfe der Kurvengleichung und der gegebenen Differenz
zwischen D und der Fliche fgh¢klb leicht zu, erreichen.
Denn da d¢ die grofite der Kurvenordinaten ist, so missen
die tibrigen kleiner und kleiner werden, je weiter sie sich von
dieser Ordinate nach der einem oder andern Seite entfernen,
was aus der Definition der Kurve unmittelbar hervorgeht; und
folglich ist ek groBer als fg oder irgend eine andere Ordinate
tiber ef.

Wenn nun 4o gleich 4e wire, so wiirde nach Hilfssatz 2
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M bei einem einzelnen
Versuche das Verhiltnis von Ae zu 4B sein, und folglich
wiirde nach dem Zusatz zu Lehrsatz 1 die Wahrscheinlichkeit
seines Ausbleibens das Verh#ltnis von Be zu 4B sein. Wenn
demnach & und z die beiden erwihnten Verhaltnisse sind, so
wird nach Lehrsatz 7 die Wahrscheinlichkeit, daB bei p - ¢
Versuchen das Ereignis M pmal eintritt und gmal ausbleibt,
ExPz9. Aber da z und » bzw. die Verhiltnisse von Ade zu
AB und Be zu AB sind, so wird, wenn y das Verhsltnis
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von eh zu AB bezeichnet, y — Ex? 23, denn so ist die Figur
angelegt worden. Wenn deshalb 4o gleich 4e wiire, so wiirde
die Wahrscheinlichkeit, dal bei p -} ¢ Versuchen das Ereignis
M pmal eintritt und gmal ausbleibt, y oder das Verhiltnis
von eh zu AB sein. Und wenn Ao gleich Af oder einem
mittleren Werte zwischen Ae und Af wire, so wirde die
letztgenannte Wahrscheinlichkeit aus denselben Griinden das
Verhiltnis von fg, oder einer andern der Ordinaten tiber ef,
zu AB sein. Aber eh ist die grofite der Ordinaten, die iiber
ef stehen. Darum kann unter der Voraussetzung, daB der
Punkt irgendwo zwischen f und e liegt, die Wahrscheinlichkeit,
dall das Ereignis M bei p 4+ g Versuchen pmal eintritt und
gqmal ausbleibt, nicht gréBer sein als das Verhiiltnis von ek
zu AB. Da nun hier zwei zusammenhiingende Ereignisse vor-
liegen, das erste, dal der Punkt o zwischen e und f liegt,
das zweite, daB bei p 4+ g Versuchen das Ereignis M pmal
eintritt und gmal ausbleibt, und die Wahrscheinlichkeit des
ersten (nach Hilfssatz 1) das Verh#ltnis von ef zu 4B ist,
und unter der Voraussetzung, dall das erste Ereignis eintritt,
die Wahrscheinlichkeit des zweiten nicht grofer als das Ver-
hiltnis von ek zu AB sein kann, so folgt (aus Lehrsatz 3):
die Wahrscheinlichkeit, dafl beide Ereignisse zusammen ein-
treten, kann nicht groBer sein als das aus den Verhiltnissen
von ef zu AB und von ek zu AB zusammengesetzte Verhiltnis,
d. b. das Verh#ltnis der Flichen fh und AC. Bomit ist die
Wahrscheinljchkeit, dafl der Punkt o zwischen / und ¢ zu
liegen kommt, und das Ereignis M pmal eintritt und gmal
ausbleibt, nicht groBer als das Verhilinis der Rechtecke /%
und AC. Ebenso kann die Wahrscheinlichkeit, dall der Punkt o
zwischen ¢ und d liegt, und das Ereignis M eintritt und aus-
bleibt wie zuvor, nicht grofer sein als das Verhiltnis der
Rechtecke etz und 4C. Weiter kann die Wahrscheinlichkeit,
daB der Punkt o zwischen d und c liegt, und das Ereignis M
eintritt und ausbleibt wie zuvor, nicht grdfer sein als das
Verhiltnis ¢¢ zu AC. Und schliefllich kann die Wahrschein-
lichkeit, dafl der Punkt o zwischen ¢ und b liegt, und das
Ereignis M eintritt und ausbleibt wie zuvor, nicht gréfer sein
als das Verhiltnis von bk zu AC. Addiert man nun alle
diese verschiedenen Wahrscheinlichkeiten zueinander, so ergibt
ihre Summe (nach Lehrsatz 1) die Wahrscheinlichkeit, *dafiir,
daB der Punkt irgendwo zwischen f und & liegt und das Er-
eignis M bei p -+ ¢ Versuchen pmal eintritt und gmal aus-
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bleibt. Addiert man ebenso die korrespondierenden Verhilt-
nisse, 8o wird ihre Summe das Verhiltnis der Summe der
Vorderglieder zn dem gemeinsamen Hintergliede, d. h. der
Summe von f%, ed, ct, bk zu AC. Dieses Verhiltnis aber ist
kleiner als das von D zu AC, weil D gréfer ist als fh, e,
ci, bk zusammengenommen. Deshalb ist die Wahrscheinlich-
keit, dafl der Punkt o zwischen f und & fillt und zugleich
das Ereignis M bei p 4+ ¢ Versuchen pmal eintritt und gmal
ausbleibt, kleiner als das Verh#ltnis von D zu AC, aber es
war diesem gleich vorausgesetzt, was absurd ist. Auf die-
gelbe Weise kann man, indem man dem Kurvenstidck Recht-
ecke wie eg, dh, dk, cl einbeschreibt, beweisen, daf die letzt-
genannte Wahrscheinlichkeit grofler ist als das Verhiltnis
irgend einer Figur, die kleiner ist als fghtklb, zu AC. Des-
halb muBl diese Wahrscheinlichkeit das Verhiltnis selbst von
fghiklb zu CA sein.

Zusatz. Bevor die Kugel W geworfen ist, ist die Wahr-
scheinlichkeit, da der Punkt o irgendwohin auf die Linie 4B
fallt und sodann das Ereignis M bei p 4 ¢ Versuchen pmal
eintritt und gmal ausbleibt, das Verhiltnis der ganzen Fliche
AtB zu AC. Aber es ist gewifl, daB der Punkt o irgendwo
auf AB liegen wird. Deshalb ist, bevor die Kugel W ge-
-worfen, die Wahrscheinlichkeit, da8 das Ereignis M p mal
eintritt und gmal ausbleibt, das Verh#ltnis der von der Kurve
begrenzten Fliche 47B zu dem Quadrate 4C.

Lehrsatz 9.

Wenn, bevor irgend etwas iber die Lage des Punktes o be-
kanmt ist, “es sich herausstellen sollte, daf das Ereignis M bet
P+ q Versuchen pmal eingetreten und qmal ausgeblichen ist,
und ich hiernach vermute, daf der Punkt o xwischen irgend
2wet Punkten b und f auf AB liegt, und daf folglich die
Wahrscheinlichkeit des Breignisses M bei einem einzelnen Ver-
suche irgendwo zwischen dem Verhdlinisse von Ab xu AB und
dem von Af xuw AB liegt, so ist die Wahrscheinlichkeit, daf
ich recht habe, das Verhiltnis desjenigen Teiles der wvon der
Kurve begrenxten Fliche AiB, welcher xwischen den ouf AB
in b und f errichteten Perpendikeln legt, xu der gamwen Fliche
AiB.

Denn da die beiden aufeinander folgenden Ereignisse vor-
liegen: erstens, daB der Punkt o zwischen & und f fillt,

Ostwalds Klassiker. 169. 2
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und zweitens, daB das Ereignis M bei p -} ¢ Versuchen
pmal eintritt und gmal ausbleibt, und da (nach Zusatz zu
Lehrsatz 8) die urspriingliche Wahrscheinlichkeit des zweiten
Ereignisses das Verhiltnis von 4¢B zu AC und (nach Lehr-
satz 8) die Wahrscheinlichkeit beider Ereignisse zusammen das
Verhilinis von fghiklb zu AC ist, so ist (nach Lehrsatz 5),
wenn es sich zuerst herausstellt, daB das zweite Ereignis
eingetreten ist, und ich hiernach vermute, daB das erste Er-
eignis ebenfalls eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit, da®
ich recht habe, das Verhiltnis von fghiklb zu AiB, was zu
beweisen war.

Zusatz. Wenn ich, unter denselben Voraussetzungen, ver-
mute, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 3 liege irgendwo
zwischen O und dem Verh#ltnisse von 45 zu 4B, so ist meine
Chance, daBl ich recht habe, das Verhiltnis von 45! zu A:B.

Erl4iuterung.

Nach dem vorstehenden Lehrsatze ist klar, daB man im
Falle eines Ereignisses von der Art des dort als M bezeich-
neten lediglich aus der Anzahl Male, die es bei einer bestimmten
Menge von Versuchen eintritt und ausbleibt, ohne irgend etwas
weiteres tiber die Natur des Ereignisses zu wissen, einen Schlufl
auf die ungefihre Gréfe seiner Wahrscheinlichkeit ziehen und,
indem man nach den gewshnlichen Methoden die dort ange-
wandten Flichen berechnet, die Wahrscheinlichkeit, daB die
Vermutung richtig ist, ermitteln kann. Dafl dieselbe Regel
auch geeignet ist, um in dem Falle irgendwelchen Ereignisses
zu dienen, iiber dessen Wahrscheinlichkeit wir von vornherein
durchaus nichts wissen, scheint aus der folgenden Uberlegung
hervorzugehen. Betreffs eines solchen Ereignisses habe ich
keinen Grund zu vermuten, daf es bei einer bestimmten An-
zahl von Versuchen eher eine gewisse Anzahl Male als eine
andere eintreten wirde. Denn ich kann in dieser Beziehung
genau so iiberlegen, als ob die Wahrscheinlichkeit zuerst un-
bestimmt gewesen wire und dann so bestimmt worden wire,
daf kein AnlaB zu der Annahme vorliegt, bei einer gewissen
Anzahl von Versuchen werde das Ereignis irgend eine mdgliche
Anzahl Male eher als eine andere eintreten. Dies ist aber
genau der Fall bei dem Ereignis M. Denn bevor die Kugel
W geworfen wird, was die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten
des Ereignisses M bei einem einzelnen Versuch bestimmt (nach
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Zusatz zu Lehrsatz 8), ist die Wahrscheinlichkeit, daf das
Ereignis bei # = p 4+ ¢ Versuchen pmal eintritt und gmal
ausbleibt, das Verhiltnis von 4¢B zu AC, und dieses Ver-
hiiltnis ist, wenn n = p - ¢ gegeben ist, dasselbe, was auch
der Wert von p sei, wie man sofort findet, wenn man die
Fliche 4¢B nach den Methoden der Infinitesimalrechnung be-
stimmt. Und folglich kann ich, bevor die Lage ces Punktes o
gefunden ist oder die Anzahl Male, die das Ereignis M bei »
Versuchen eingetreten ist, keinen Grund haben zu denken, es
werde irgend eine mogliche Anzahl Male eher als eine andere
eintreten.

Im folgenden werde ich deswegen als zugegeben ansehen,
daB die in betreff des Ereignisses M in Lehrsatz 9 gegebene
Regel auch die Regel ist, die in Beziehung auf irgend ein
Ereignis zu verwenden ist, von dessen Wahrscheinlichkeit vor
irgendwelchen diesbeziiglichen Versuchen oder Beobachtungen
schlechterdings nichts bekannt ist. Und ein solches Ereignis
werde ich ein unbekanntes Ereignis nennen.

Zusatz. Wenn wir uns demnach die Ordinaten bei der
Kurve A¢B im Verhiiltnis von E zu 1 verkleinert denken,
was in dem Verhiltnis der einzelnen Teile der Figur zwischen
den Ordinaten zueinander keinen Unterschied bedingt, und das
von dem Ereignis M Gesagte auf irgend ein unbekanntes Er-
eignis anwenden, so haben wir
den folgenden Lehrsatz, der die 0
Regel liefert, um die Wahr- :
scheinlichkeit eines Ereignisses
aus der Anzahl Male, die es
wirklich ejngetreten und aus-
geblieben ist, zu finden.

D
Lehrsatx 10. y ¢
Wenn iiber einer beliebigen
Basis AH (Figur 2) die Kurve
beschrieben wird, deren Gleichung H Ff d ¢ 4
lautet Fig. 2 )

y =aP2xl,
indem y, x, x der Reihe mach die Verhilinisse sind der (auf
der Basis senkrecht stehenden) Ordinate etnes Kurvempunkies,
des Abschnittes auf der Basts xwischen dieser Ordinate und dem
Anfangspunkte A der Basis und des andern Abschnittes der Basis

2%
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xwischen der Ordinate und dem Endpunkte H xzu der ganzen
Basis als threm gemeinsamen Hintergliede, dann behaupte ich,
dap, wenn ein unbekanntes Ereignis bet p + q Versuchen pmal
eingetreten und qmal ausgeblieben ist, und in xwei Punklen c
und f der Basis AH die Ordinaten cC, fF errichtet werden,
die Chance, daf die Wahrscheinlichkeit des Breignisses trgemdwo
awischen dem Verhdltnis von Ac 2u AH und dem Verhilinis
von Af xu AH liegt, das Verhdltnis ist von fFCec, d. h. dem
Terl der worher beschrichemen Figur, der xwischem den beiden
Ordinaten eingeschlossen ist, xzu ACFH, d. h. der ganzen iiber
der Basis AH durch die Kurve begrenxten Fliche.

Dies ist einleuchtend nach Lehrsatz 9 und den Bemer-
kungen, die in der vorstehenden Erliuterung und dem Zusatz
dazu gemacht sind.

Um nun die gegebene Regel praktisch brauchbar zu machen,
miissen wir den von der Kurve begrenzten Flicheninhalt und
die von ihm durch die verschiedenen Ordinaten abgeschnittenen
Stiicke einzeln berechnen.

1. Zu diesem Zwecke setze man 4H = 1 und die Fliche
des Quadrates HO tiber AH ebenfalls = 1 voraus, dann wird

Cc=y, Ac=x, Hece=u=x,

weil y, ¢, x bzw. die Verhiltnisse von Cc¢, ¢, He zu AH
bezeichnen sollen. Ferner wird nach der Gleichung der Kurve

i ) y=¢?x9 ‘
und, weil Ac + He = AH,
x4+2=1.

Demnach wird
y = aP(1—2)t

Q(q_l) p+g_q(q—1)(q_2) p+3
2 7 z.3 &+
Wenn nun bei einer Kurve die Abszisse # und die Ordinate

z? ist, so ist die zugehorige Fliche

zp-i-l

p+1’
und wenn die Ordinate gzP*' ist, wird die Fliche
qxp+i

p+2

=P — qzP*' 4
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usw. Wenn deshalb die Abszisse = ist und die Ordinate

—1
-y=xp—qu+'—|-q(q2 )mp+z,”’

so wird die zugehorige Fliche

zP+ zP+e qlg — 1) xP*3 .

pr1 - %p+r2T T 2 p+3
Demgemifl wird, wenn ,

Ae Ce
x—Ac—E, y=00=ﬁ,
die Fliche
p+i p+2 o P+3

ACG:ACO=w = +q(q 1) =

HO  p+1 Ip+2 2 p+3

Aus dieser Gleichung kann man, wenn ¢ eine kleine Zahl
ist, leicht den Wert des Verhiltnisses von 4 Ce zu HO finden.
Ebenso ergibt sich nach demselben Verfahren das Verhiltnis

HCc _ 2! 29% p(p—1) 29*3

HO  q¢+1 Pqgx2™ 2 g+3
Diese Reihe besteht nur aus wenigen Gliedern, wenn p klein
ist, und ist deshalb dann anzuwenden.

2. Unter denselben Voraussetzungen wie zuvor wird das
Verhiltnis 4Cc zu HO auch durch den folgenden Ausdruck
gegeben:

P40 q- 2P+ 491 4 q(q — 1) . pP+3 402 4
p+1 " (p+1)(p+2) " (p+1)(p+2)(p+3)
+ qglg—1)---1-gPra+s
+1(p+2) - (p+odlp+ae+1)

Um dies nachzuweisen, bilden wir das Differential dieses Aus-
druckes

2P+ 491 P+ 49—
xl’x‘ldm+qp+1 dx+q 71 dx
g(g — 1) xP*22972 x4t q(g — 1)xPr22972

(p+1)(p+2) (p+1)(p+2)
q(g —1)(g — 2)aP+32273
PFUp+ep+e

x

+ o+
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Aus z = 1 — x folgt aber
. dx = — dx;

setzt man dies ein, so zerstdren sich alle Glieder paarweise
mit Ausnahme des ersten. Es ist also die Derivierte des an-
geschriebenen, als Fupktion von x aufgefallten Ausdruckes
gleich
» zP (1 — 2)?,

und der Ausdruck verschwindet ferner fir z = 0. Er stellt
also in der Tat die zu berechnende Fliche dar.

3. Auf dieselbe Weise wird das Verhaltnis von HCc zu
HO gleich

20+ P . 2042 P — 1) . x9+3 D2
. _— plp—1) -
¢+1 " (g+1)@+2)  (e+1)(¢+2)(¢+3)

4. Wenn in der Entwicklung des Binomials (a - b)P*¢
der Koeffizient des Gliedes, das aP b7 enthilt, mit £ bezeichnet
wird, so wird das Verhiltnis des ganzen Flicheninhaltes
ACFH zu dem Quadrat HO gleich

1 1
n41 E’
fir n = p -+ 9. Denn wenn A¢ = AH, wird
r=1, 2=0,
und deshalb verschwinden in dem Awusdrucke, der in Art. 2
fiir das Verhiltnis von ACc¢ zu HO gegeben ist, alle Glieder
mit Ausnahme des letzten, und dieses wird
1 9 gq¢—1 1
n+1lp+1 p+2 n
Aber der Koeffizient % des Gliedes mit oP? in der Ent-
wicklung von (@ -+ b)® ist

q qg—1 1
Und weil wir voraussetzen, daB 4dc=AH ist, wird ACc=ACH.
Hiermit ist die vorangestellte Behauptung erwiesen.

5. Das Verhiltnis von 4Cc zu dem ganzen Flicheninhalte
ACFH ist (nach Art. 1 und 4) gleich

2P+ zb+e q(g—1) zp+s o
(1) E[P p+2+ 2 p+3 ]
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Es soll nun, wie 2 das Verhaltnis von Ac zu 4 H bezeichnet,
X das Verhsltnis von A4f zu AH ausdriicken, dann wird das
Verhiltnis von AFf zu ACFH

Xp+| Xp+z q(q — 1) Xp-rs ]
=O+-E STy re T 8 pF3
und folglich das Verhiltnis von fFCc zu ACFH
= (n+ 1) - E - Differenz der beiden Reihen.

Halten wir dies mit Lehrsatz 10 zusammen, so haben wir die
folgende praktische Regel:

Regel I.

Wenn in betreff eines Breignisses nichis bekannt ist, als daf
es bei p -+ q oder m Versuchen pmal eingetreten und gqmal
ausgeblieben ist, und ich hiernach vermule, daf die Wahrschein-
lichkeit seines Hintretens bei einem einzelnen Versuch zwischen
trgend zwet Graden der Wahrscheinlichkeit X und x legt, so
st die Chance, daf ich mit meiner Vermutung recht habe, gleich

XP+t XP+e glg—1) Xp* o
(”+1)'E'[(p+1—qp+2 CR I )

R

p+1 Ip+e 2 p+3 !

mdem E den Koeffixienten des Gliedes mit aPb? in der Ent-
wicklung von (a -+ b)* bexeichnet.

Dies ist die zur Verwendung geelgnete Regel, wenn g eine
kleine Zahl ist. Wenn dagegen ¢ groBl ist und p klein, so
vertausche man in den angeschriebenen Reihen tiberall p m1t
q und ersetze 2 durch x =1— 2, X durch Z=1— X
wodurch keine Anderung in der Differenz der beiden Reihen
hervorgerufen wird.

[Jede der in der vorstehendem Regel gegebenen Reihen
besteht aus ¢ - 1 (bzw. p + 1) Gliedern, und die Anwendung
der Regel verlangt die Berechnung aller dieser Glieder. Hier-
aus ist zu sehen, daf die Anwendung der Regel auBlerordentlich
mithsam wird, sowie die Zahlen ¢, p und damit auch =», d. h.
die Zahl der beobachteten Fille, grol wird. Wenn dies eintritt,
ist die gegebene Regel einer Umformung zu unterwerfen, die
gestattet, mit geringerer Mithe die in Rede stehende Chance
auszuwerten. Dieser Umformung ist das folgende gewidmet.]



Iweites Stiick.

(Philosophical Transactions, Vol. 54, 1764, pp. 298—310.)

1. Wenn die Kurve ADH durch die Ordinate Dd so in
zwei Teile geteilt wird, daB sich Ad zu Hd verhilt wie p
zu g, und man dann

a =

macht, so wird das Verhiltnis der Fliche 4Dd zu dem Qua-
drate HO:

a‘”“b"[l 9 p gl¢—1) p*
p+1 p+2 q (p+2)(p+3 ¢
9(¢—1)(g—2) . p*
To+20+30+y ¢ |

Denn in diese Reihe geht die Reihe
2P+ 0 q P2 401 +
p+1 " p+1 p+2 ’ )

die oben in Art. 2 fir das Verhiltnis von 4Cc zu HO ge-
geben ist, tiber, wenn man .

= = 2—, y=0b= ‘q—'
n n
getzt, d. h. wenn C¢ mit Dd zusammenfillt und 4Cec¢ zu ADd
w1rd Ebenso geht aus Art. 3 hervor, daB das Verhsltnis von
HDd zu HO das folgende ist: .

aPbi+t P pip—1) ¢
1 4 - ST
q+1[ +ore st ar ey 7T ]

Hieraus folgt fiir das Verhiltnis der Differenz von 4Dd und
HDd zu HO:
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aPbi[( p q 7(¢—1) »’
n [(p+1+p+1 (p+2)q+(p+1)<p+2) T )
¢ p(p—1) ¢ ..
(q+1+q+1 arep T e+e) G T )]

Dieser Ausdruck gilt, wenn ADd grofler als HDd ist. Ist
aber HDd groBer als ADd, so ist die erste Reihe von der
zweiten zu subtrahieren.

2. [Das m' Glied der Reihe in der ersten runden Klammer ist

gg—1)---(g—m+2 p"
+1)(p+2)---(p+m ¢’
das (m - 2)t Glied der Reihe in der zweiten runden Klammer
dagegen
pp—1)---(p—m+1)(p —m) B i ]
(@+1@e+2)-(g+m+1)g+m—+2) »p™*

Es ergibt sich demnach fiir das Verhiltnis eines Gliedes in
der ersteren Reihe zu dem auf das korrespondierende Glied

in der letzteren Reihe an zweiter Stelle folgenden Gliede [der
Ausdruck

g+m+2 g+m+1 g¢+1° ¢ g—m+2 p™™
p+m ptm—1 p—1 p—2 p—m g

oder anders geordnet

g+1 ¢+2 p q+3 p p q+4 p

q g p+1p—17gq p+2p—2 ¢ '

wofiir man auch schreiben kann]

re+p peg+2p pg pe+3p  pg  pet4p

pq Pq  pa+4q pi—q pa+2q pg—2¢g
 ba—p peg+5p pe—2p pe+6p
pq+39 pg—3q pg+4q pg—4q

Die Zahl der Glieder betrigt [2m - 2 oder 2(m — 1)+ 4,
also] vier mehr als die doppelte Anzahl der Glieder, um
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welche das in Betracht gezogene Glied der ersteren Reihe von
dem ersten Glied dieser Reihe entfernt ist. [Wenn wir nun
die Faktoren des zuletzt angeschriebenen Produktes mit Aus-
nahme der beiden ersten paarweise vereinigen, so erhalten wir
pe+p pe+2p p’¢*+3p'q p'¢* +4p'q
Pq pgq e —¢ 1t —4¢
Die Anzahl der Faktoren betrigt jetat m - 2, und der (i -} 2)te

Faktor launtet
e+ 4p’q — (W —4)p
Pt ¢ — y’ qa
¢ —uipt | 4p*(g+1)
Pt — et (Pt — gt
wobei p¢ die Werte 2, 3 usw. bis m annehmen kann. Setzen

wir nun p < g voraus, so kann m selbst die Werte von 1 bis
p — 1 annehmen. In dem vorstehenden Ausdrucke wird das

oder

erste Glied > 1, weil der Zihler grofler als der Nenmner ist, .

und das zweite Glied ist positiv, also ist der ganze Ausdruck
> 1. Ebenso werden die ersten drei Faktoren der in Rede
stehenden Faktorenfolge > 1, also sind alle Faktoren und
damit das ganze Produkt >> 1. Jedes Glied der ersteren
Reihe ist also grofer als das mit ihm verglichene Glied der
zweiten Reihe.] Wenn man nun von der zweiten Reihe die

2
ETqé’ also]
kleiner als 2 sind, so ist der Rest kleiner als die erste Reihe,
und folglich kann die erste Reihe von der zweiten abgezogen
keinen Rest lassen, der = 2 ist. Demnach mufl, wenn ¢ > p
ist, nach dem vorigen Art. das Verhiltnis der Differenz

2aP b
HDd — ADd zu dem Quadrat HO <C ,,— sein

3. Wenn die von der Kurve begrenzte Fliche wie vorher
in zwei Teile 4Dd und HDd geteilt wird, so mdogen die
Ordinaten Cc und Ff auf beiden Seiten in der gleichen Ent-
fernung von Dd liegen, und r moge das Verhiltnis von de¢
oder df zu AH sein. Wenn dann y, x, # der Reihe nach die
Verhiltnisse von Cc, Ac und Hc zu AH sind, so wird nach
der Natur der Kurve

~ zwei ersten Glieder fortlifit, die zusammen [==

Yy = xPal,

"
RN J
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Aber weil das Verhiltnis von 4d zu AH a ist und das von
dc zu AH r, ist das Verhiltnis von Ad — de(= A¢c) zu AH
a —7r. Somit wird . 0

a—r=u
und auf dieselbe Weise
bt+r==x.

Es ist aber y = xP2?
und y das Verhiltnis von
Cczu AH. Deswegen ist

Ce: A0
= (@ — )P (b4 ).
Und ebenso wird
Ff:AH
= (a 4P D —r0.
Folglich ergibt sich
Ce: Ff
=(@—nPb+)2
a4 )P (b — )2
4. Wenn ¢ groBer als p ist, so ist (a 4 )P (b — )2
grofer als (@ — 7)P (b 4 r)9, und das Verhiltnis zwischen diesen
Groflen nimmt zu, wenn » zunimmt. Denn wenn man in der
gewshnlichen Weise die natirlichen Logarithmen dieser Aus-

driicke aufsucht und
p=mna, q=ndb

q

p

setzt, weil a = b= (s. Art. 1), so findet man fiir
- den Logarithmus [des in Rede stehenden Verhaltnisses
14~ 147
a b
n[a log — blog ],
r r
1— = 1— -
a b

und wenn man fiir die Logarithmen die bekannten Reihen-
entwicklungen einsetzt]



28 . Thomas Bayes.

bt — gt bt — at b — ab
3 o 1 ce
2"[ P R S TR TO S ]

Ist nun ¢ > p und deshalb & > a, so sind alle Glieder dieses
Ausdruckes positiv, und er ist ferner um so grofler, je groBer
r ist, er ist somit der Logarithmus eines Verhiltnisses, das
gldBer als das der Gleichheit ist, und mit » znmmmt

b. Nach Art. 3 ist

Ff: Ce = @4+rPb—n2:(a—nPb+ )79,
nach Art. 4 ist
@+nP@—r1>@—rPE+r)1,
und das Verhidlinis zwischen diesen Groflen wichst mit 7,
wenn g > p ist. Unter dieser Voraussetzung ist also auch
Ff> Ce,

und das Verhilinis dieser Strecken wichst mit » oder df = de.
Folglich gilt dasselbe auch von den Flichen, welche die Ordi-

naten durchstreichen, wenn ihre gleichen Abszissen df und de
zunehmen. Mithin ist, wenn ¢ > p,

DdfF>> DdcC,

und das Verhiltnis dieser Flichen wichst mit df = de.
6. Weil

Ad:Hd =p:q,
wird, wenn ¢ > p, auch Hd >> 4d. Nimmt man also auf
Hd den Punkt ! so an, daB d! = Ad wird, so ist nach dem
vorigen Art. der Teil der Fliche HDd, der tiber dl steht,
grofler als ADd, und das Verhiltnis dieses Teiles von HDd
zu ADd ist grofler als das Verhiltnis von DdfF zu DdeC.
Folglich ist um so mehr (wenn ¢ > p ist) der ganze Flichen-
inhalt HDd grofler als ADd, und das Verhdltnis von HDd
zu ADd ist grofer als das von DdfF zu DdcC.
7. Wenn g > p, ist

=) -3 (3

=5 <o o

und

—_— =k
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Denn die Derivierte des links stehenden Ausdruckes nach 7 ist

n
nir ntrt\ !
pa " pg
und die Derivierte der rechten Seite i in der ersten Ungleichung
wird (weil p 4+ ¢ = n)
: 3 p—1 9—1
LA P ﬂ) (1 nr .
pq p
Somit ergibt sich, daf sich

ntr) ?
e o
( Prq +
verhilt wne dle Derivierte des ersten Ausdruckes multipliziert
2

?

mit zu der Derivierten des letzteren Ausdruckes

multlphzlert mit
n’l ,’.I

=5 =55

Aus dieser Proportion geht hervor, da ¢ > p [und somit

,ni r‘l

[

b

im Verhiiltnis zu seiner Griofle sich in stirkerem MafBle ver-
#ndert als

daBl der Ausdruck

n
(1_’ﬂf
P9

Und da ihre oben ermittelten Derivierten negatives Vorzeichen
haben, nehmen sie beide mit wachsendem r ab, folglich mufBl
von ihnen, falls sie fiir einen Wert von » gleich sind, wenn
r tiber diesen Wert hinaus wichst, der letztere Ausdruck der
groBere sein. Sie sind aber beide gleich 1, wenn r = O ist.
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Auf gleiche Weise kann die zweite Ungleichung bewiesen

werden. Hiernach ist, da a = f: -, b= % gesetzt war,

klar, daf die Ungleichung besteht

@ =P 6t < et (1 = "7)" < (et 2o — 1,

wenn ¢ > p ist.
8. Wir setzen nun voraus, es werde die Kurve RQW

welche die Verlingernng der Strecken Dd, Ff, df in R, Q,
W trifft, so konstruiert, daB Ff, das sich 'zu Ce verhslt wie
(a+r)l’(b —r)? zu (a —r)P(b+r)‘1 (s. Art. 3), sich zu Qf
verhilt wie ”

P.h— 0 ppe. (1 — ")
(@47r?P-(b— 7 zu aP? (1 pq)’

wie immer auch die Punkte / und ¢ in gleichen Entfernungen
links oder rechts von d angenommen werden mégen. Dann ist
nach dem vorigen Art. offenbar, dafl immer

Ce  QfF < Ff
ist. Und folglich muf auch das gleiche von den Flichen
gelten, welche die Ordinaten bei ihrer Bewegung durchstreichen,
wenn ihre gleichen Abszissen zunehmen. Deshalb wird
DdeC << RAfQ < DAfF.
9. Da ' n
nirt\?
Ff:Qf = (@ rP(b—r)?: aPb? (1 —
und nach Art. 3
@+7rPb—r?=Ff: AH
ist, mufl "

Qf: AH — aPb? wr)?

sein, wenn wie fiberall durch » das Verhiltnis df: 4 H bezeichnet
wird. Wenn man nun das Kurvenstick' RdfQ quadriert [auf
Grund der Formel "

=)
pq

nrr n—2 nbrt n—2 n—4 n'rd
—’1—'———’— 4 .2p!qi 4 6 2pq +' ']7
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so ergibt sich fir das Verh#ltnis von RdfQ zu HO der Aus-
druck

nird n—2 nsrd n—2 n—4 nly?
aPbel r— . —_ . . .
2.3pq 4 2.5p¢® 4 6 2-Tp°
‘Wenn man hierin
,n3
2
2pq

einsetzt, so findet man
V2pq [mr_m373+n—2 ) m“r“_n—2 ) n—4 ) m"r"+ ]
nVn 3 2n b 2n 3n 7

2 2
Die Reihe in der Klammer wird, wenn m?r? = —2— oder % =1

albd.

und mithin die Ordinate Qf verschwindet, fir B* = il

2
_ B’ B*—1 BS B'—1 B*—2 B’
+ 2B? 5 2B 3B 7

10. Nach dieser letzten Bemerkung wird fir B* = i
das Verhiltnis der ganzen Fliche RQWd zu HO 2
? ___ 5
=__l2pqa,,bq[ +B 111_]
Nun ist aber (nach Lehrsatz 10, Art. 4) das Verhiltnis
1 1
ACFH zu H0=m"E‘,

indem E den Koeffizienten des Gliedes mit a?3? in der Ent-
wicklung von (a - &)" bezeichnet. Deshalb ist das Verhiltnis

RQW: AGFH_'il-__—""”.E Pba . [B—--—-+ ]
n  Vn

Wir setzen nun G filr den Koeffizienten des mittleren Gliedes
in der Entwicklung des angegebenen Binomials, so daf, wenn

P=Q=—Z—, E = ¢ wird. Ferner wird damn ¢ = b =}

und die Fliche RQWd = { ACFH, denn dann sind Qf,
Ff, Cc alle einander gleich und folglich auch die Flichen
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RQWd, HDd und ADd. [Setzt man diese Werte in die
vorige Gleichung ein], so ergibt sich

Aber diese Reihe idndert sich (weil B* = %) nicht, welche

Werte man auch dem p und ¢ gibt, solange deren Summe 7
dieselbe bleibt. Folglich ist in allen Fillen das Verh#ltnis

’ V—q E’a"b‘l an.

RQWd: ACFH =
11. Nach Lehrsatz 10, Art. 4 ist
1 1
ACFH:HO = e

und nach dem vorstehenden Art. 9

V2pgq m  n—2 mrS
ppe. VP |, . ..
b [”" 3 2n b ]

RifQ:HO =
nyn

Demnach wird

RifQ: ACFH="T1. ' Y2pg

3
- Fa qu [mr —_— m_3r + .o .].
Weiter ist nach Art. 10 das Verhiltnis

Py
RQWd: AOFH_Q E“Gb .on,

Somit wird das Verhiltms

RAfQ: RQWd-———-—.- mr

12. Nach Art. 2 ist, wenn ¢ >> p, das Verhiltnis
2a? b‘l

(HDd — ADd): HO <

Nach Lehrsatz 10, Art. 4 ist ferner das Verhaltnis ACFH: HO
-oder
1

1
(HDd—i—ADd).HO—_—:n_I_l. -
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Demnach ist die Summe dieser beiden Verhiltnisse, d, h. das
Verhiltnis

Ppe
9HDd: HO < — L . 1 2070

+1 B n !
und ihre Differenz, d. h. das Verhiltnis

1 24PH0

24Dd: HO > —— +1 et

Somit wird weiter das Verhidltnis 2 HDd: 2 4ADd oder
2aP b 1 1 2aPb?
HDd: ADd<( +1E+' n ) (n+1ﬁ" n )
oder, was dasselbe heiflt,
<(1+2”+1E l’b'l) (1—2”:1Eavm).

Aber das Verhiltnis von HDd zu ADd ist nach Art. 6 grofler
als das Verhiltnis von DdfF zu DdcC, wenn g > p ist.
Deswegen wird um so mehr (wenn g >> p) das Verhiltnis

DAfF: DdeC< (1 +2 ”‘: 1Ea,"bq) : (1 - 2”;‘; 1 Eapbq).

Und weil nach Art. 8 RdfQ ein Mittelwert zwischen DdfF
und DdeC ist, wird auch

DAfF: RifQ < (1 +2 ”"‘ 1 Eal’b‘l) : (1 —2 ”“9'; 1 Edeq)

J:(1+ )

sein, anderseits aber

Dch:Rde>( ”+

+1

So ergibt sich die folgende

Regel II.

Wenn von einem Ereignisse michls bekannt ist, als daf es
bei p -+ q oder n Versuchen p mal eingetreten und q mal aus-
geblichen 1ist, und ich hiernach vermule, daf die Wahrscheinlich~
keit seines Emtretens bei einem einxelnen Versuch xwischen

2
e n
Ostwalds Klassiker. 169. 3

nd L
W n—l—r
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liegt, so ergibt sich, daf, wenn
2 n3
" = apg

gesetxt wird, E den Koeffixienten des Gliedes mit aPb? in der
Entwicklung von (a -+ b)* bexeichnet und

a=£, b=
n

3

‘,__n+1.V2pq.prq_[ _ mr' n—2 mfrS
S=ET Ty, PVt T

n—2 n—4 m'?
2n 8m 7 +]

gemommen wird, meine Chance, recht xu haben, groper ist als S '
und Kleiner als

n

142

1 EaPp?
n

= n—+1
n

1—2 EaP b?

Denn nach Art. 11. ist, wenn wir den hier angeschriebenen
Wert von 2 in Rechnung ziehen, das Verhiltnis

RdfQ: ACFH = =,
Aber nach Art. 8. ist

DdfF> RdfQ
und nach Art. 12,
n—+1

DAfF:RIfQ < (1 +a2d
Hiernach ist klar; daB das Verhiltnis
142

Eanq) ; (1 —2";'; 1 Eapb‘l) .

Ea?b?

n—4+1
n

DAfF:ACFH>3 wnd < X -

1—2 EaPb?

n-+1
n
ist. Aber wie aus Lehrsatz 10 in dem vorhergehenden Aufsatze
hervorgeht, ist die Chance, daB die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses zwischen % und %+ r liegt (d. h. zwischen dem

Verhiltnisse von Ad: AH und dem von .Af : AH), das
Verhiltnis
DdfF: ACFH.
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Demnach ist die Chance, daB ich recht habe,
n4+1

142 EaPbe

Sud <3

1— 2”%1 EaPb?

Auf gleiche Weise findet sich zweitens unter denselben
Voraussetzungen, wenn ich urteile, dafl die Wahrscheinlichkeit

zwischen % und — — r liegt, die Chance, daB ich recht habe,
1—22F 1 gorg
<2 ud >Z=. .
1422 + 1 gare
Dies ist ebenso wie der vorige Fall amleuchtend, weil
DdcC< RdfQ
ist, aber das Verhiltnis zwischen diesen Flichen
>(1 — 2”+ Ea Pw) (1+ 2”+1 Eaf'bq) .

gefunden wurde.
Wenn drittens unter im tibrigen gleichen Voraussetzungen
p>q ist, und ich urteile, daB die Wahrscheinlichkeit des Er-

eignisses zwischen % und % - r liegt, so ist die Chance, dafl

ich recht habe,

: 1—22 1’ L Bavpe

= =. .
und > 1+2n+1Eapbq

Wenn ich dagegen urteile, daB die Wahrscheinlichkeit
zwischen % wnd £ 4 liegt, so ist meine Chance

142212 mare

v . .
S miss 1—22F % morge

3*
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Wenn p = g, ist meine Chance, auf welche von den
beiden Arten ich urteile, immer genan = =. Diese Zus#tze
konnen auf dieselbe Weise bewiesen werden wie die vorher-
gehenden Fille, wo ¢ > p ist, oder sie kdnnen auch aus dem
vorher Bewiesenen gefolgert werden, indem man das Eintreten
eines Ereignisses als dasselbe ansieht wie das Ausbleiben seines
Gegenteils und umgekehrt.

Viertens, wenn ich unter tibrigens gleichen Voraus-
‘setzungen, mag nun ¢ > oder < p sein, urteile, daB die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses zwischen

P P _
n+'r und "

liegt, so ist meine Chance

23 i < 23
> un .
: 1+2”—;':11«7an<1 1—2"':1Eapbfz

Dies ist eine sofort einleuchtende Folgerung aus den schon
erledigten Fillen. Hier ist wieder, wenn p — ¢, meine Chance
genau == 25,

[Die abgeleitete Regel II. bedarf noch einer weiteren Um-
formung, denn ihre Anwendung kann, wenn = eine grofle Zahl
ist, erhebliche Schwierigkeiten bieten, da dann in ihr Produkte
mit sehr vielen Faktoren vorkommen. Es wird deshalb im
folgenden zunichst versucht, fiir den Faktor der Reihe in dem
Ausdruck von I brauchbare Niherungswerte, die bei sehr
groflem » gelten, abzuleiten.]
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(Philosophical Transactions, Vol. 53, p. 4_101—403.)

[1. Der Koeffizient E des Gliedes mit aPb? in der Ent-
wicklung von (@ - )" ist sehr umsténdlich zu berechnen, wenn n
eine grofle Zahl ist. In diesem Falle l#f8t sich aber von der
Formel Gebrauch machen, die Stirling fir die Fakultit groBSer
Zahlen gegeben hat, und welche (unter der Voraussetzung, da
n eine groBe Zahl ist) folgendermaBen lautet:
+% it 1t 11
-e

1.2.3---0=V2mz-n Tow 360w 00w

wobei 7z das Verhdltnis des Kreisumfanges zum Kreisdurch-
messer und ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen bezeichnet.
Nun ist
1.2....n
1.‘2...p.1.2..:q’
also wird, wenn » und ebenso p und g sehr groBe Zahlen sind,
mit grofer Annéherung

1
Vern"t2 o "t w T w

1 1 1
p+._ P—— q+___ _p+T_... _q+——-..-
Vemp " 2.V2mq 2 e 122 ¢ 124

Dieser Ausdruck aber reduziert sich, da

E =

F =

P+qg=n und a=£, b=1
n n
ist, anf . '
-1 1 Va
= — —— —— GS
V27E' apbq qu 7]
wenn S die Reihe bezeichnet

1 1 1 1
+%(’3{5_F_?)'"
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[Von dieser Reihe sind nur wenige Glieder zu nehmen,
um eine gentigende Genauigkeit zu erreichen. Aus dem an-
geschriebenen Werte von FE] folgt:

E pb_q=i._‘/"_.es
123 Vepq

2. Die Reihe die in dem fir 3 gegebenen Ausdrucke vor-
kommt, ist der direktem Ausrechnung zugiinglich, wenn

mr <1

ist. Nimmt aber mr einen grofleren Wert an, so ist ein
anderes Verfahren einzuschlagen, den Wert der Reihe zu finden.
Es ergeben sich dann zwei voneinander sehr wenig verschie-
dene Werte, zwischen denen der wirkliche Wert der Reihe liegt.
Zu diesen Werten gelangt man auf folgende Weise. Wir be-
zeichnen den Wert der Reihe mit R, nehmen [also

mirs nm—2 mfr®  (n—2)(n—4) m'r!

R=mr——— 5 5 = an.3n 7

oder fir v = mr

w n—2 ud

B=u—g+, 5
dann wird

§=ﬁ‘_1.m.Eapbq.R
n Yn !

oder wenn wir den gefundemen Wert fiir FaPb? einsetzen,

N — w . _E_ . eS
n Vr
8. Wir nehmen nun insbesondere p = g = i an, dann

2
ergibt sich, daB, wenn ich urteile, die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses liege zwischen

%—i—r und,%——r, d. h. zwischen { 4~ und § —r,
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die Chance, daB ich recht habe, genau = 223 ist, wie wir in
den Zus#tzen zu Regel II gesehen haben. Wir finden jetzt
aber fir den entgegengesetzten Wert der Reihe S]

2t —1 2‘—1+2°—1
2n 360n° 12607°

und wollen die Zahl, deren natiirlicher Logarithmus diesen
Wert hat, mit H bezeichnen. [So wird der obige Ausdruck
fir =

n Ve H
4. Es mufl aber die Chance, daf ich mit meiner Ver-
mutung recht habe, eine Verhiltnis s¢in, daB hdchstens das

Verhiltnis der Gleichheit sein kann und sonst kleiner ist. Die
Chance ist aber 25, und somit findet sich

23 =1
oder
n+1 R 1
]
2 n Vo H=1’
woraus folgt _
RSYE.L.
=72 ‘n41

Das Gleichheitszeichen tritt ein, wenn ich vermute, dafl
die Wahrscheinlichkeit zwischen O und 1 liegt, denn dann ver-
wandelt sich die Vermufung in GewiBheit, die Chance ist also
durch das Verhiltnis der Gleichheit gegeben. So ergibt sich,

daB
’ R__E._Z‘__.H
2 41
wird, wenn
r =

genommen wird. Es ist aber hier
w
m oder V——= Ven,
2pq
und somit wird in diesem Falle der Wert des Argumentes

u—mr~—Vz
== = .2
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5. Die Reihe R mufl der Beziehung geniigen

2u
p i nH __n (=)
% agl n¥e 2u

Um diese Behauptung zu beweisen, bilden wir die Deri-
vierte des in der Ungleichung auf der rechten Seite stehenden
Ausdruckes. Dieselbe wird

n ut
(1 2u’)?+ n (1—2;)
” n- 2 2u?
Bilden wir nun die Derivierte der Reihe E nach dem fiir
sie gegebenen Ausdrucke, so ergibt sich
n—2 n—2 n—4

4 . cub e
2n “ 2n 4n w+

1 — w4

oder
n

( 1 20t ?

n

Der zuerst gefundenen Ausdruck ist aber immer grdfer
als dieser letztere, wenn

O<u<V~g—

ist, und wir wollen nur solche Werte von «, die innerhalb
dieser Grenzen liegen, in Betracht ziehen. Dann ist sonach
die Derivierte des in der Ungleichung rechts stehenden Aus-
druckes grofler als die des links stehenden R. An der Grenze

u = V— aber werden die beiden Ausdriicke einander gleich,
der rechts stehende erreicht also, wenn u bis V—- wiichst,

den gleichen Endwert wie die Reihe R, indem er immer

stirker zunimmt als diese; er muf also, solange u < V%,

fortgesetzt kleiner sein als. die Reihe R.
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~ 6. Die Reihe mufl weiter der Beziehung gentigen

”
(1_?14:’“ w(1—-2)°
_VE nH n » + n
2 n+41 n+2 2u

(nt2)(nt4)-4u

Denn bilden wir die Derivierte des rechts stehenden Ausdruckes,
so ergibt sich

!i
2 3y (1-21

(1 o 2:,) T2t 4) - dut

Dieser letztere Ausdruck ist aber unter den angegebenen Be-
dingungen immer kleiner als die Derivierte der Reihe R

(1_31‘3

Da nun fir den HuBersten Wert u = V—g— R gleich dem

rechtsstehenden Ausdrucke wird, dieser letztere also den
gleichen Endwert wie R erreicht, indem er langsamer zu-
nimmt, so mufl er fortgesetzt grofer als R sein, und die Un-
gleichung ist bewiesen.

7. Wenn wir auf dieselbe Weise fortfahrem, erkennen wir
folgendes:] Bilden wir die Reihe

Y
Vo nH _
2 n+41 n—|—2 2u
”
9 +2 +3
n*(1—§3‘— 3n3(1-—-2nl

Forontrd 4@ mrontrdnie) 8w ?
so erhalten wir einen N#herungswert fiir die Reihe R, indem
wir die vorstehende Reihe bis zu einem bestimmten Gliede
auswerten. Jenachdem dies letzte Glied das Vorzeichen -4 oder
— hat, ist der gefundene N#herungswert gréBer oder kleiner
als der wahre Wert der Reihe R.
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8. Wenn wir die so ermittelten Niherungswerte fiir R in
den Ausdruck fiur 23 einsetzen, fir KaPb? den in Art. 1.
gefundenen Wert einfithren und noch

eS=nh

machen, so [finden wir, indem wir uns auf die beiden ersten
Glieder der die Niherungswerte liefernden Reihe beschrinken,

23 V2mpq-h
1 +2”_+£anbq Vempq+ h(nt 4 nd)
n

”+
3 1

[r—homtl Lzt

Ve n+2 mr n !
und indem wir die ersten drei Glieder nehmen,
23 V2npq-h

1 —27——‘_:1Ea,?b9 Ve2npq — h(nt + n1)

11%""
.[H_._l..”_i‘_l._l_(l_ 2”;’)

”
,'I-Q

+_V%n:—2:il 27:%3( _2"::71) ]

8o) erhalteﬁ wir als Umformung der Regel II die folgende

Regel III.

Wenn von einem FEreignisse michts bekannt ist, als daf es
bet p + q oder n Versuchen p mal eingetreten und q mal aus-
geblieben ist, und ich hiernach schliefe, daf die Wahrscheinlich-
keit seines Eintretens bei etnem einzelnen Versuche xwischen

P nd £ —
n-l—rundn r

liegt, so ist meine Chance, recht zu haben,

Verpq-h [ 1 a1 1 2m'r')*“]
= 2P —(1—
V2mpg+h(nt+4n~1)

—V;.n+2‘mr n
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und
V2npq-h [ 1 m1 1 (1_2m'r')7“
V2npq— h(nt +n—1) Vm n+2 mr n
)

-+

1 n n41 1 ( _ 2m’r’) ]
Ve n+2 nt4 2m’rs n !
wo m, 7w, h und H fiir die bereits erklirten Grofen stehem.
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- Anmerkungen.

Die Bedeutung der vorstehend mitgeteilten Abhandlung geht
aus ihr selbst so klar hervor, dall es kaum nétig ist, sie aus-
fuhrlich auseinander zu setzen.

Die Darstellung Bayes’ zeigt eine tiberraschende Beherr-
schung der mathematischen Hilfsmittel, sie ist in dem strengen
Stile der alten Mathematiker gehalten und von einer schénen,
abgerundeten Ausfithrlichkeit, die jeden Kommentar entbehrlich
macht.

Ihr Verfasser ist kein Berufsmathematiker gewesen. Er
war Geistlicher und gehdrte den Nonkonformisten an. Sein
Vater, Joshua Bayes, war seit der Uniformititsakte der erste
Prediger der Dissenters, der eine &ffentliche Stellung bekleidete.
Thomas Bayes selbst war eine Zeitlang Assistent seines Vaters an
der Kirche in Leather Lane zu London. Spiter lebte er, scheint
es, zu Tunbridge-Wells in der Grafschaft Kent. Er mufl als
Mensch ungl Gelehrter wohl angesehen gewesen sein. Von 1741
bis zu seinem Tode im Jahre 1761 gehorte er der Royal Society
an. Nach seinem Ableben betrauten seine Angehorigen Price
mit der Durchsicht seiner hinterlassenen Papiere, in denen
verschiedene Gegenstinde behandelt waren, deren Verdffent-
lichung ihm aber seine Bescheidenheit verboten hatte. (Memoirs
of the Life of the Rev. Richard Price. By William Morgan,
1815.) 8o ist eine der merkwiirdigsten mathematischen Ent-
deckungen erhalten geblieben. In dem Mafe, wie man spiter
die Bedeutung dieses Satzes erkannte, hat man sie leider auch
verkannt. Es hat sich im Laufe der Zeit eine Dornenhecke
von Unklarheiten und Miflverstindnissen darum gezogen. Aber
an Bayes liegt die Schuld nicht, daf diese MiBverstind-
nisse aufgekommen sind, sie sind wesentlich in Laplaces Dar-
stellung (Mémoires présentés par divers savants, tome VI, 1774)
begrtindet. Was Bayes sagt, ist deutlich und einwandsfrei, alle
Angiiffe, die das Bayessche Theorem erfahren hat, passen
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nicht auf die Form, in der es Bayes selbst aufstellt und be-
griindet. Deswegen ist es ein Tribut der Gerechtigkeit, den
wir ihm entrichten, wenn wir den Wortlaut seiner .Arbeit
wiederholen, und so mag man diese Neuausgabe der einzigen
Schrift, die Bayes’ Namen der Nachwelt itberliefert hat, ansehen
als ein kleines Denkmal fiir diesen Denker, der still und be-
scheiden seine eigenen Bahmen gewandelt ist.

1) Zu 8. 4 (Definition 5). Die hier gegebene Definition
der Wahrscheinlichkeit kann befremdlich erscheinen, da sie den
Begriff der sogenannten mathematischen Erwartung zugrunde
legt. In dieser Weise hat aber schon Huygens (De ratiociniis
in ludo aleae) die mathematische Wahrscheinlichkeit definiert.
Wir sind gewohnt, umgekehrt die mathematische Erwartung e
mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, indem wir

e=9v - -w

getzen, wenn v die GréBe des mit der -Wahrscheinlichkeit w
erwarteten Gewinnes ist. Bayes dagegen definiert:

w=—-
v

Er garantiert sich so von vornherein einen unbeschrinkt vari-

ablen Wahrscheinlichkeitswert, der bei der Zuriickfithrung des

Begriffes auf die Unterscheidung der gleich moglichen Fille

nicht unmittelbar gewonnen werden kann. Awuch sonst erweist

gich ihm gerade die gew#hlte Definitionsart von Nutzen.

Die Lehrsitze 1 und 6 sind die gewshnlichen 8%tze von
der Addition und Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten. Daf
Bayes sie gibt, geschieht nur zur Abrundung der Darstellung.
Es ist daraus nicht bei ihm auf eine mangelhafte Literatur-
kenntnis zu schlieBen. Im Gegenteil scheint seine Arbeit aus
dem Studium von Mosvres Doctrine of Chances hervorgewachsen
zu sein. Die neue Wendung aber, welche die Ideen bei Bayes
nehmen, zeigt sich schon in Lehrsatz 3. Grundlegend fiir seine
Betrachtungsweise ist die Scheidung der zmsammenhingenden
(subsequent) und unabhingigen (independent) Ereignisse. Vor-
her hatte das Interesse den letzteren gehdort, auf die ersteren
hat Bayes zuerst die Aufmerksamkeit hingelenkt.

2) Zu S. 9 (Lehrsatz b). Dieser einfache Lehrsatz, auf
den der vorhergehende Lehrsatz 4 eine vorsichtige Vorbereitung
ist, bedeutet den entscheidenden Schritt. Der mit der Chance
eines Spielers gleichbedeutende Begriff der mathematischen
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Wahrscheinlichkeit war zunsichst immer auf zuktinftige Ereig-
nisse bezogen worden. Hier handelt es sich nun um die Wahr-
scheinlichkeit eines schon entschiedenen Ereignisses. Bayes’
Uberlegung beruht auf einem Gedanken, der sich im allerein-
fachsten Falle wie folgt klarlegen liflt: Sechs Spieler wiirfeln
mit einem Wiirfel und setzen jeder auf eine Nummer. Dann
haben sie alle gleichviel einzusetzen. Nun nehme man an,
der Wtirfel sei schon gefallen, liege aber verdeckt auf dem
Tisch. Andern sich dann ihre Einsitze? Offenbar nicht. Die
gleiche Schluflweise liegt auch hier vor. Das gewonnene
Theorem wird der Formulierung, die es spiiter erhalten hat,
besser angepaflt, wenn das erste Ereignis, mit einem von Bayes
selbst herrilhrenden Ausdruck, als eine Reihe von Umstinden
(circumstances) angesehen wird, die dem zweiten Ereignisse
vorhergehen oder es begleiten. Es handelt sich dann um die
folgenden drei Wahrscheinlichkeiten:

1. Wahrscheinlichkeit «, da8 das Ereignis mit diesen be-
gleitenden Umstinden eintritt,

2. Wahrscheinlichkeit W, daB das Ereignis tiberhaupt
eintritt,

3. Wahrscheinlichkeit p, dafl, wenn das Ereignis ein-
getreten ist, auch die in Rede stehenden Umstiinde
vorgelegen haben,

und Bayes’ Theorem drtickt sich in der Formel aus

e
=y

Die direkte Zurtdckfthrung dieser Formel anf die Definition
der Wahrscheinlichkeit als Verhiltnis der Anzahl der giinstigen
-Fille zur Anzahl der mdglichen Fille hat gut und griindlich
v. Kries (Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Frei-
burg 1886) behandelt.

3) Zu 8. 10. Man halte die vorsichtige Formulierung
Bayes': »Infolge gewisser Umstiinde entsteht eine Wahrschein-
lichkeit dafilr, daf ein Ereignis eintritt«, zusammen mit der
durch Laplace eingefithrten Ausdrucksweise, nach der jene Um-
stiinde die » Ursache« dieses Ereignisses heiflen. Man kann nicht
umhin, hierin mit Stumpf (Sitzungsberichte der bayerischen
Akademie, Phil. Klasse, 1892) »eine umstindliche und ganz
tiberflilssige Verkehrung des Sprachgebrauchs« zu sehen, die
auch dann nicht an Berechtigung gewinnt, wenn man, wie
z. B. Bertrand (Calcul des probabilités, Paris 1889) es tut,
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eingesteht, das Wort Ursache (cause) werde hier in einem
andern Sinne als gewdshnlich gebraucht. Dem Worte »Hypo-
these«, das Stumpf statt »Ursache« gebraucht wissen will,
mochte ich aber den Ausdruck »Entstehungsmodus«, den
v. Kries vorschligt, noch vorziehen.

4) Zu 8. 12 (1. Annahme). Die hier gemachten Voraus-
setzungen sind. fast vollkommen erfiillt, wenn eine genau nivel-
lierte Platte auf freiem Felde bei einem Hagelschauer auf-
gestellt wird. Zu beachten ist aber, daB die zwei Dimensionen
der Platte bei der Bayesschen Konstruktion keine Rolle spielen.
Vielmehr denkt Bayes sich das Quadrat in Parallelstreifen
zerlegt, und es handelt sich nur darum, auf welchen dieser
Parallelstreifen die Kugel fillt.

Ist die L#nge der Quadratseiten gleich 1, dx die Breite
der Streifen, so wird die Wahrscheinlichkeit, dall die Kugel
auf einen bestimmten der Streifen zu liegen kommt, einfach
==dz. Man konnte nun, ohne daB an der SchluBfolgerung
sich etwas Wesentliches #ndert, auch annehmen, diese Wahr-
scheinlichkeit sei allgemeiner = f(x)dz, wo f(z) irgend eine
Funktion des Abstandes x, den der Streifen von einer Quadrat-
seite hat, bezeichnet. In der Tat wiirde dies nur eine Trans-
formation der Verinderlichen « in eine andere y bedeuten, die
durch die Differentialgleichung

dy = f(x)dx

bestimmt wird. Da das tber die ganie Quadratseite erstreckte
Integral
f dy=1

sein mufl (weil durch dies Integral die Wahrscheinlichkeit, daf
die Kugel ilberhaupt auf die Platte fillt, gegeben w1rd) er-
gibt sich, wenn man noch y =0 fiir a:—-O annimmt, dafl
durch dle in Rede stehende Transformation das Qua.drat in
ein anderes gleich groSes transformiert wird, auf das man nun
alle folgenden Betrachtungen bezieht.

(2. Annahme.) Man kann fragen, was fir einen Zweck
tberhaupt das einmalige Werfen der Kugel W hat. Es dient
zuniichst dazu, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses M feost-
zulegen. Statt die Kugel W zu werfen, konnte man auch die
benutzte Parallele 0s zu der Quadratseite nach Willkiir ziehen.
Was durch die gewshlte Formulierung aber mehr ausgedrtickt
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wird, ist, dall das Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit empirisch
ermittelt werden soll, erst durch ein anderes Ereignis bestimmt
wird, das nur dann bekannt wird, wenn die Wahracheinlichkeit
des dadurch bestimmten Ereignisses ermittelt ist. Die Ermitte-
lung dieser Wahrscheinlichkeit bedeutet also das ErschlieBen
eines unbekannten Tatbestandes aus der Beobachtung von Er-
eignissen, die durch jenen bestimmt sind. Dabei wird voraus-
gesetzt, daB man in jedem einzelnen Falle entscheiden kann,
ob das von dem unbekannten Tathestande abhingige Ereignis
-eingetreten ist oder nicht. Der Sachverhalt wird klarer, wenn
‘die Bayessche Konstruktion durch das Beispiel einer Urne
ersetzt wird, in der schwarze und weille Kugeln gemischt
enthalten sind. Das Mischungsverh#ltnis der schwarzen und
weilen Kugeln bedeutet dann den unbekannten Tatbestand,
das Ziehen einer schwarzen oder weiBen Kugel das abhiingige
Ereignis, und hier ist sofort klar, daB8 sich entscheiden 148,
ob das abhingige Ereignis eingetreten ist oder nicht, ohne daf
man den bestimmenden Tatbestand kennt. Die Bayessche
Konstruktion liflt sich aber leicht so abindern, daB sie den-
selben Vorteil bietet. Denkt man sich einen oben offenen,
quadratischen Kasten, in den eine Schublade hineinpaBit, denkt
.man sich™ferner die Schublade etwas herausgezogen, und nun
lasse man die Kugeln von oben in den Kasten fallen und be-
obachte jedesmal, ob die Kugel in die Schublade fillt oder
nicht, dann ist die Aufgabe: aus der relativen Hiiuﬁgkelt der
Falle; in denen dies eintritt, zu erschliefen, wie weit die
“Bchublade herausgezogen war. So bewahrt man den groSen
Vorzug der unbeschrinkten Variabilitit, den die Wahrschein-
lichkeitswerte in der Bayesschen Konstruktion darbieten. Es
mufl aber wohl beachtet werden, dall von dem bestimmenden
«Tatbestand nichts ermittelt wird als die Wahrscheinlichkeit,
-die es dem abhiingigen Ereignisse erteilt. Was also gefunden
-wird, ist in jedem Falle nichts anderes als die Wahrscheinlich~
‘keit des abhiingigen Ereignisses, und bei dieser Bestimmung
ist vorausgesetzt, dall ihm eine bestimmte, von Fall zu Fall
nicht wechselnde Wahrscheinlichkeit zukommt. Wenn der be-
stimmende Tathestand eine solche Wahrscheinlichkeit garan-
tiert und von ihm nichts unbekannt ist als der Grad von
‘Wahrscheinlichkeit, den er dem abhingigen Ereignis verleiht,
go laBt sich aus den Beobachtungen dieses Ereignisses jede
.Wahrscheinlichkeit mit gréBerer oder geringerer Sicherheit,
aber in keinem Falle mehr ermitteln.
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5) Zu S. 13. Ich habe mich nicht fir berechtigt gehalten,
die umst#ndliche Ausdrucksweise der alten Proportionenlehre,
die hier angewendet wird, abzuindern, um der Beweisfiihrung
nicht ihr charakteristisches Gepriige zu nehmen. Inverse Kom-
position bedeutet, da man aus der Formel

x:y=a:b
z:(z4y)=oa:(a4D)
ableitet.

6) Zu S. 17. Das Verhiltnis der Fliche 4¢B zu 4C, von
dem Bayes hier spricht, 148t sich wie folgt bestimmen. Wird
die Quadratseite 4B =1 genommen, so ist der Quadratinhalt

AC=1.
Die Ordinate der Kurve fiir die Abszisse x hat den Wert

y=Ez?(1 —a)?

E_@+@
plg!
Somit ergibt sich der gesuchte Flicheninhalt
1

1
* !
AiB=Jydx= “';p"';—?)'ﬁm — )1da.
()

0
Dies Integral wird unten ausgefiihrt, es findet sich

4iB_ (p+4q)!  pl4!
AC T plg! (p4g+1)!

. 1 1

pre+1 n+1
Dies wird spiter (Art. 4, 8. 22) benutzt.

7) Zu S. 18. Dleses Scholion ist fiir die richtige Auf-
fassung des nun folgenden Bayesschen Theorems von grofler
Wichtigkeit. Die Angriffe und Mildeutungen, denen das Theo-
rem ausgesetzt gewesen ist, erkliren sich zum groflen Teil
aus der Nichtbeachtung des hier Gesagten. Bayes hat durch
seine Definition des unbekannten Ereignisses die Grenzen deut-
lich bezeichnet, innerhalb denmen das Theorem giiltig ist. Dafl
diese Grenzen enger sind als die Ausdehnung, die man in der
Folgezeit dem Theorem -zu geben suchte, ist nicht seine

Ostwalds Klassiker. 169. : 4

die Formel

und hierbei ist

AB
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Schuld. Um das eklatanteste Beispiel zu nennem, der Aufgang
der Sonne ist gewiBl kein unbekanntes Ereignis in Bayes’ Sinne.
Fiir Bayes ist es genug, an einem realisierbaren und charak-
teristischen Beispiele die Bedingungen des Lehrsatzes festgelegt
zu haben. Wie weit sich derselbe auf Fille des praktischen
Lebens anwenden laft, bleibt bei ihm eine offene Frage, so
sehr ihn auch alles dringt, sie bejahend zu beantworten.

8) Zu S. 19 (Lehrsatz 10). Die umstindliche geome-
trische Formulierung dieses Lehrsatzes, der das Bayessche
Theorem darstellt, wird vermieden, wenn man die Bezeich-
nung der Integralrechnung anwendet. Setzt man AH=1,
also x = 1 — « und, wie es spiiter geschieht, Ac =, Af = X,
80 gibt der Lehrsatz den folgenden Wert fir die Chance w

X
/ 2P (1 — 2)%dx

x
W= .

1
Jar(t —2)1da
0
In dieser Form wird das Bayessche Theorem gewdhnlich ge-
geben. Um Bayes’ Darstellung zu verstehen, mu8 man sich
erinnern, dal in England die Integralbezeichnung verpént war,
weil ihr Urheber Leibniz als Plagiator Newlons galt. Des-
halb hielt man an der unendlich umst#ndlichen geometrischen
Ausdrucksweise fest, und es ist bei dem einzelnen, so auch
bei Bayes, kaum zu sagen, wie weit er die kontinentale Mathe-
matik iiberhaupt gekannt hat.
9) Zu S. 21. Die in Art. 1 gegebene Formel bedeutet,
dall das Integral

x

xp+i a:p""l q(q_l) xp+3
p 1— qu= —_— =-- CREEY
f” A—afde= % xet 2 p+3

[
wird.

10) Zu S. 22. Die in Art. 2 abgeleitete Formel LiBt sich
auch auf folgende einfache Art gewinnen. Durch partielle
Integration ergibt sich

[;;"(l—x)qu:: ””“}:(_ll_—l 2)? +54 ‘ P+ (1— 20— d.

0

z
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Weiter auf dieselbe Weise

z

F;vﬂa—x)q-'dx

0
z

P g _
_2Z 1()1+ 2413) +Z+;ﬁp+a(1_x)q—sdx_
0

Fihrt man so fort, so erhilt man:

x

_aPtil—al | g1 — g
f“p(l_“”)”’”— P+ 1 ESET)

g—1)-aP* (1 —a)t—?
(p+1)(p+2)(p +3)

Dies aber ist die im Text gegebene Formel. Das letzte Glied
der Reihenentwicklung lautet:

qlg—1)---3-2.1.2P+e+! .
p+1p+2 - (p+adlp+a+1)

Dieses Glied bleibt allein iibrig, wenn man die obere Grenze
des Integrals = 1 nimmt, und so ergibt sich:

0

+q(

1

fxl’(l —a)lde =

0

12 fg—Ng
G+1 -2 +at]

Setzt man diesen Wert in die Formel fiir die Chance w, da8
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses zwischen z und X liege,
ein, so ergibt sich

x

w= (L%ET_IE ﬁpa — o)ida.

11) Zu S. 24ff. (Die Bayessche Kurve). Wir wollen
die Kurve, deren Gleichung lautet:

y=caP (1 —a, .
4*
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wenn ¢ eine beliebige Konstante, p, ¢ ganze Zahlen bedeuten,
einfach als Bayessche Kurve bezeichnen und der Ubersicht-
lichkeit wegen ihre Haupteigenschaften, die zum Teil auch von
Price angegeben sind, hier zusammenstellen.

Die Kurve ist vom Typus der allgemeinen Parabeln und
vom kurventheoretischen Standpunkte eine algebraische Kurve
der Ordnung p -+ ¢ =n mit einem (» — 1)fachen Punkte, der
nach der Richtung der y-Achse zu in unendlicher Entfernung
gelegen ist. '

Die Kurve beriihrt die 2-Achse p — 1fach im Koordinaten-
ursprung (¢ =0) und ¢ — 1fach im Punkte x =1. Fir die
gegenwirtize Untersuchung kommt nur das Kurvenstiick in
Betracht, das iber der Strecke der z-Achse von =0 bis
z=1 liégt. Fir diese Strecke ist y¥ immer positiv.

Wir bilden nun

dy P q ]
29 — Pl — )L — T
dz = " (1—a) [a: 1—ux

und sehen sofort, daf die Kurve zwischen =0 und z =1
ihren hochsten Punkt erreicht, wenn

rF__9
r 1—zx
ist, also
€r == ﬁ.
7
Setzen wir nun
d*y .
dz* ~

so ergibt sich auf einfache Weise die quadratische Gleichung
fir «
n(n — 1)a* — 2p(n — 1)z +4-p(p — 1) =0,

indem wir die Werte =0 und =1 hier nicht beriick-
sichtigen. Nennen wir die Wurzeln der quadratischen Gleich-
ung z, und z,, so wird

a;,—l—a:,:g x,—x,_____l pe
2 n’ 2 n V' n—1

Also besitxt das Kurvenstiick xwischen © =0 und & =1
tmmer xwet Wendepunkte, die von der griflen Ordinate nach
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beiden Seiten gleich weit entfernt sind, und xwar ist die Grosse
dieses Abstandes
Ly
n—1

Verschieben wir das Komdmatenkreuz lings der z-Achse,
bis die grofte Ordinate der Kurve in die y-Achse fillt, und
nennen » die neue Abszisse, so wird

s=a-+tr, 1—x=b—r,
wenn

a=£, b=%, also a4b=1

angenommen wird. Dann wird die Gleichung der Kurve

Y %yo(l + %)p(l ——%)q,

indem y, =caPb? die Maximalordinate bezeichnet.
Bayes fithrt nun eine Mittelkurve ein, die durch die
Gleichung gegeben ist:

¥'=y (1 - ~)

Diese Mittelkurve hat die charakteristischen Eigenschaften, dafl
sie 1. symmetrisch bez. ihrer Maximalordinate ist, und 2. ihre
Wendepunkte in denselben Ordinaten liegen wie die der vor-
gelegten Kurve.

Bayes beweist dann, daB, wenn y und y, zwei Ordinaten
der letzteren Kurve sind, die zu entgegengesetzt gleichen
Werten von r gehdren, und y’ die Ordinate der Mittelkurve,
die zu denselben Werten von » gehort,

fir p<lgq: Y, <y <y,
fir p>gq: y,>y >y

wird, indem y die zu positivem » gehtrende Ordinate bedeutet.
Bilden wir die logarithmische Derivierte von der Ordinate »
der Bayesschen Kurve, so ergibt sich

ﬂos,y__n[ 1 _ 1 ]
ar r r
142 1—%
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‘Ist nun n sehr groB, » sehr klein, so wird angenihert

o=l =20 +5)]

a—l—b nr

ab  ab’
und hieraus folgt, da fir r=0 y =1y, wird, durch Inte- :
gration '
n )
Yy=y,-¢ 2ab
Anderseits wird, wenn n sehr groB, die Ordinate der Mittel-
kurve

mit grofler Anniherung

P 1-‘
' — yo e abd i
Also wird fiir sehr groBes =
y=y',

die Bayessche Kurve fallt mit der Mittelkurve zusammen.
12) Zu 8. 27 unten. Gemeint ist die Reihenentwicklung

1 z__
Diese folgt aus den Reihen
ozt ot
log(]+x)=x—?—|—?_z+
2t 2 ozt
log(l—x)——x—-?-———s———z———---

durch Subtraktion und war schon vor dem Taylorschen Lehr-
satze, ans dem die letzten Reihen eine einfache Folge sind, e
in England bekannt. Die erste dieser beiden Reihen z. B.
leitete man wohl durch gliedweise Integration aus der ein-
fachen Reihe
1

142

her. — Man beachte, dal » < a < b ist.

=1—z+4a*— 2’4 2 —
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13) Zu S. 31. Die hier zum ersten Male eingefiihrte

Grofle
V n®
m — I
2pq

hat spiter eine groBe Bedeutung gewonnen, weil sie ein Mall
fir die Genaunigkeit der empirischen Wahrscheinlichkeits-
bestimmung liefert. Setzt man ein

a=L, p=2L—=1_a,
n n

m= 2

2a(1 —a)’

und man sieht, daB die Genauigkeit wie die Quadratwurzel
aus der Zahl der beobachteten Fille steigt.

14) Zu S. 34. Was die in der Formel fiir & vorkommende
Reihe betrifft, die, wenn wir mr — u setzen, lautet:

so wird

w n—2 W n—2 n—4 U
B=v— gt 5" 8m @ T

und, gerades » vorausgesetzt, im ganzen %—l— 1 Glieder um-

faBt, so wird spiter im Text noch benutzt, dall

B (- 2
du—( -
Weil ferner fir # == 0 auch R =0 wird, 148t sich schreiben:

% n

» [} —2—
R=j(1 L ) du.
n

: 0

15) Zu 8. 36. Nach Bayes’ Auffassung wird das Resulfat,
das aus der Beobachtung des Eintretens und Ausbleibens eines
Ereignisses in einer Anzahl von Fillen fir die Wahrschein-
lichkeit dieses Ereignisses sich ergibt, vollstindig reprisentiert
durch die von ihm eingefithrte Kurve, deren Ordinaten y = ¢ ()

sind, wenn
¢la) = (p+g+1)! ZP(1 — z)?

»! q!
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gesetzt wird, woraus
1

/ .(p (12) dr=1
folgt. ’

.--Der wahrscheinlichste Wert der Wahrscheinlichkeit ist der
Wert der Abszisse, fiir den die zugehorige Ordinate ein Maxi-
mum wird, nimlich der Wert

p
Ty = —— -
Y
Statt des wahrscheinlichsten Wertes kann man, um
einen abgekiirzten Ausdruck des durch die Beobachtungen
gelieferten Resultates zu haben, auch den mittleren Wert z,,
wihlen, der durch die Gleichung

1
Ty =fzp(x)ds
0
definiert ist. Fithrt man das Integral aus, so ergibt sich
1

+q4+1)! 2P+ (1 — z)ldz

" plq!
» 0
_(pte+1)! (p+1)!q!
»'q! (p+aq+2)!

oder
@, — _—7}) + 1 .
™ pta+2

Die Bedeutung dieses Ausdruckes kann nach Bayes keine
andere als die soeben angegebene eines Mittelwertes sein.
Dagegen kann nur von einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses die Rede sein, die sich von Versuch zu Ver-
such (oder von Fall zu Fall) nicht #ndert, mit Sicherheit
aber aus den angestellten Beobachtungen allein nicht ermittelt
werden kann.

Die weiter gehende Deutung des Wertes z,, als der Wahr-
scheinlichkeit, daB, nachdem das Ereignis pmal eingetreten und
gmal ausgeblieben ist, es das n#chste Mal wieder eintritt, liegt
— man mag im tbrigen dber sie denken wie man will —
auflerhalb des Bayesschen Gedankenkreises.
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16) Zu S. 37. Die benutzte Formel findet sich in Stirlings
Methodus differentialis (London 1730) auf 8. 135. S8ie
kann in der Form gegeben werden:

log(n')—log]/2n+(n+—)logn—n+A -|- #Tz
2k 2k)!
+ - +A2k(—_k-i) +¢ Atk-nwf_;k%i
0<Te<<),

indem die Koeffizienten durch die Rekursionsformeln bestimmt
werden:

1 1
“=73 30

3 1 4,
4=3g 5 3
4=2.1_4_ 4
=

Was Stirling an dieser Reihe neu gefunden hat, ist aber nur

das konstante Glied log V27, das er mit Hilfe der Wallisschen
Formel bestimmt zu haben scheint. Abgesehen von der Form
dieses konstanten Gliedes hatte schon Moiwre die Reihe auf-
gestellt. Sein Ausgangspunkt war dabei der Zweck, zu dem
auch hier die Formel benntzt wird: die Berechnung des gréfiten
Gliedes in der Entwicklung des Binomials (a - )"

"17) Zw Seite 43. Die Bayessche Analyse gestattet die
moderne Schreibweise des Ausdruckes, dem sich die Reihe B
bei unbegrenzt wachsendem » nihert, sofort zu finden. Es
ergibt sich (vgl. 8. 55)

. n
dR ( 1 2ut\2

du n

Bei unbegrenzt wachsendem n wird dies
dR —u?
d_u =e b}

und weil die Reihe R filr # = O verschwindet, wird dann
u

R_—_ﬁ,—u‘du.
0
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Hieraus findet man weiter auf sehr einfache Art den Aus-
druck, dem sich der Bayessche Wert 2= bei unbegrenzt
wachsendem 7 nithert. Zun#ichst wird der Ausdruck S (8. 37),
wenn n, p, ¢ sehr grofle Zahlen sind, sehr klein und demnach
angen#hert

" eS=1.

In dem Ausdruck fir 5 kann nun weiter fir sehr groBes n

n-41
n

=1 gesetzt werden, und dann erhilt man

23 = ‘/—2;{]‘5—“, du.

0
Hierbei ist

n®

2pq

u= r,

wenn

£+r md £,
n n

die Grenzen sind, zwischen denen die Wahrscheinlichkeit ver-
mutet wird.

Wenn nun im 4. Zusatz zur 2. Regel (8. 36) der N#herungs-
wert fiir das Maximalglied in der Binomialreihe eingesetat
wird:

27pq’

wie er sich aus der Formel auf 8. 38 oben fiir eS=1 ergibt,
dann findet man fiir die von Bayes gegebenen Grenzen der
Chance I" mit grofler Anniherung:

(o= Vi) <ras(i+ VE)
( <r<es(1+V 22
Begniigt man sich mit dem mlttleren Wert 2=, so it sich
das Bayessche Theorem in der Form aussprechen:

Wenn von einem Ereignisse nichts bekannt ist, als dap
es in einer sehr groPen Anxahl n von Fillen pmal eingetreten
und qmal ausgeblieben ist, und ich hiernach schliefe, daf die
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Wahrscheinlichkeit seines Eintretens in einem einxelnen Falle
zwischen den Grenzen

V%

TR S VLTI
n n n
liegt, so ist die Chance, daf ich recht habe,

°

2 2
— e~ % du.
va.f

0
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