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Vorwort des I-iera.usgebers.

Dieser Veroffentlichung der Dirichlef'schen Vorlesungen
‘iiber die im umgekehrten Verhiltniss des Quadrats der Ent-
fernung wirkenden Krifte, ,von denen mit Recht gesagt
worden ist, dass sie das beste Lehrbuch iiber jenen Gegen-
stand bilden wiirden“ (Heine, Handbuch der Kugelfunctionen.
1861), liegt ein von mir, dem es vergénnt war, noch simmt-
liche Vorlesungen Dirichlet’s zu horen, im Wintersemester
1856 — 57 gefiihrtes Heft zu.Grunde. Ich habe es mir zur
Aufgabe gemacht, die génannten Vorlesungen méglichst ge-
treu, ohne irgend welche Zusitze oder Kiirzungen oder Ver-
sinderungen, wiederzugeben, und etwaige Zusitze oder Citate,
die mir nothwendig oder wiinschenswerth schienen, in einem
Anhange gegeben. . Nur einmal habe ich mir in der An- ‘
ordnung des Stoffes eine Abweichung von Dirichlet erlaubt,
indem ich den Satz iiber die charakteristischen Eigenschaften
des Fliichenpotentials, den Dirichlet erst zu Anfang des sechsten
Abschnittes gab, an das Ende des dritten Abschnittes ver-
legt habe, wo er mir passender zu stehen schien. Unter
den Zusiitzen, die mir fiir ein vollstindiges Lehrbuch der
Potentialtheorie nothwendig schienen, ist namentlich der
strenge Dirichlet'sche Beweis fiir die Entwickelbarkeit einer
fir alle Punkte der Kugeloberfliche gegebenen Function
nach Kugelfunctionen zu nennen, der moglichst genau nach
der Dirichlet'schen Abhandlung hieriiber (im 17. Bande des
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Crelléschen Journals) mitgetheilt ist. Ich glaubte hjerin
ganz im Sinne Dirichlet's zu handeln, der diesen Beweis nur
wegen der Kiirze der Zeit in jenem Wintersemester fort-
gelassen, aber wiederholt und nachdriicklich auf die genannte
Abhandlung verwiesen hat. Ausserdem sei hier noch eine
Berichtigung von Dirichlet's historischer Darstellung des
Laplace'schen Satzes iiber die Wirkung einer ustendlich diinnen
schalenformigen Masse in der Nihe ihrer Oberfliche hervor-
gehoben. Die Dirichlet’sche Darste]luhg beruht offenbar auf
einem Irrthum, wie die hierauf beziiglichen, ausfiihrlich mit-
getheilten Stellen aus Poisson’s Abhandlung iiber die Ver-
theilung der ‘Elektricitat anf der Oberfliche leitender Korper
zur Gentige darthun werden.

Schleswig, im Mai 1876.
T ' ' F. Grube.
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Erster Abschnitt.

Das Potential einer einen Raum erfiillenden Masse.

§ 1.

Die Untersuchungen, welche den Gegenstand dieser Vor-
lesungen bilden, datiren von der Entdeckung des Newton’schen
Gesetzes, nach welchem zwischen je zwei Massenelementen
eine Anziehung stattfindet, welche ihrer Masse proportional
und dem Quadrat ihrer Entfernung umgekehrt proportional
ist. Nachdem dies Gesetz erkannt war, entstand das Problem,
die Wirkfing zweier sich gegenseitig anziehenden Massen von
endlicher Ausdehnung auf einander zu bestimmen. Jenes
Gesetz ist nimlich ein Elementargesetz, insofern es nur fiir
zwei Massen gilt, von denen jede in einem Punkte concen-
trirt ist. Wenn die Massen also von endlicher Ausdehnung
sind, so ist die Gesammtwirkung aus unendlich vielen Elementar-
wirkungen zu bestimmen. Deshalb lisst sich jenes Problem
im Allgemeinen offenbar nicht 16sen; nur fiir gewisse Formen
der anziehenden Massen wird die Losung moglich sein. Hin-
gegen besitzt jene Wirkung gewisse allgemeine Eigenschaften,
die von der grossten Bedeutung sind. Mit der Betrachtung
dieser allgemeinen KEigenschaften, welche eine Folge des
Newton’schen Gesetzes sind, werden wir uns zu beschéftigen
haben. * .

Zunichst bestimmen wir die Wirkung, welche eine
Masse von endlicher Ausdehnung auf eime in einem Punkt
concentrirte Masse ausiibt. Es ist aber zweckmissig, vor-
liufig statt der Masse von endlicher Ausdehnung ein System
einzelner, von einander getrennter, materieller Punkte zu be-

trachten. '
Dirichlet, Potentialtheorje. 1
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Driicken wir die nach dem Newton’schen Theorem zwischen
zwei materiellen Punkten stattfindende Kraft durch eine For-
mel aus, so wird darin eine gewisse Constante vorkommen,
welche abhiingig ist von der Wahl der Einheit der Masse
und der Kraft. Fir die Bestimmung der Krafteinheit ist
bekanntlich eine Zeit- und eine Lingeneinheit erforderlich;
nachdem diese festgesetzt sind, hat man auch eine Einheit
fiir die Geschwindigkeit; ausserdem hat man auch eine be-
liebige Masseneinheit anzunehmen. Nachdem dies Alles ge-
horig bestimmt ist, hat man auch ein Mass fiir die Kraft:
die Kraft P ist nimlich -diejenige Kraft, welche der Massen-
einheit die Geschwindigkeit P ertheilt, nachdem sie eine
Zeiteinheit hindurch auf dieselbe mit gleicher Intensitit ge-
wirkt hat. Hat man nun zwei in zwti Punkten concentrirte
Massen m und m', in der Entferrung » von einander, so ist

kmm’
b= P
m’ auf m ausiibt; die Constante k& ist offenbar diejenige
Kraft, welche eine Masseneinheit, bei der Entferning 1, auf
eine andere Masseneinheit ausiibt, und hingt von der Wahl
der Einheiten ab. )

der Ausdruck fiir die Kraft, welche m auf m’ und

Es sei nun ein festes Massensystem gegeben und die
Kraft zu bestimmen, welche dies System auf die in einem
Punkte concentrirte Masse M ausiibt. Die einzelnen Massen
des Systems seien m, m', m” ..., die Coordinaten derselben,
bezogen auf drei beliebig gewihlte auf einander senkrechte
Coordinatenaxen, respea, b, ¢; ', ¥, ¢ . ..., die Coordinaten
“von M seien z, y, #; die Entfernungen zwischen M und
m, m', m” ... seien resp. r, ', r’.... Die Kriifte, welche
die einzelnen Massen m, m'... auf M ausiiben, sind resp.

kl:[—,m, BMm . Nach den Regeln der Statik, mit Hilfe

ri
des Kriifteparallelogramms, konnen alle Krifte, welche auf
einen Punkt wirken, zu Einer Kraft zusammengesetzt werden;
aber es ist besser, nicht die erste Kraft mit der zweiten
zusammenzusetzen, dann deren Resultante mit der dritten
u. 8. w., sondern vorher alle .einzelnen Krifte nach drei auf
einander senkrechten Richtungen in ‘drei Componenten zu
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zerlegen. Dadirch erhilt man drei. Reihen von Kriiften von
der Art, dass simmtliche Kriifte einer jeden Reihe dieselbe
Richtung haben, mithin durch Addition zu Einer Kraft zu-
sammengesetzt werden konnen. Jede der drei Componenten
wird erhalten, wenn man die zu zerlegende Kraft mit dem
Cosinus des Winkels multiplicirt, welchen sie mit der Rich-
tung bildet, nach welcher zerlegt wird. Nennen wir die
drei Winkel, welche die Richtung Mm mit den drei Co-
ordinatenaxen bildet, «, 8, , so sind die drei déen Coordi- -

EMm

uatenaxen parallelen Componenten der Kraft -

kEMm kEMm kMm
;i €08 @, —5— C08 B, —a— cos y.

Werden die drei Componenten der Gesammtanziehung durch
X, Y, Z bezeichnet, so hat man '

X=k.M("—‘ cosa-l—?—;‘cosa’-!-...)

7
=kM2;"—,cosa,

, Y=70M2;":— cosf, -
Z=k.M2:—:cosy;

und da

a—zx b—y c—z
—— =cos e, -=cosﬁ,T=cosy,

80 ist auch
X—=rky D09
Y—=iy > 29
Z=ky D"ETD,

,’.8
Die ganze in dem Punkte (z, y, #) stattfindende Kraft R
- und die Winkel 4, u, v, ‘welche ihre Richtung mit den drei
Coordinatenaxen bildet, erhiilt man aus den drei Componenten
mit Hilfe der Gleichungen

X=Recos i, Y=Rcosy., Z = R cos v,
R=VyY(X*3 Y* + Z°.

1%



4 Erster Abschnitt.

§ 2.. d

Jene drei Summen, welche die Componenten des Systems
darstellen, besitzen zwei bemerkenswerthe Eigenschaften, auf
welchen die allgemeine Theorie beruht.

I. Jene drei Summen sind die partiellen Differential-
quotienten FEiner Summe. :

Es ist nidmlich

= (z—a)}+ (y — b+ (2 — c)%;

" daraus ergiebt sich

dr  z—a
de 1
und daraus .
m dr
. =_kM2r“ dx
Da ferner
al
1 dr _r
T ridz  dxz’
so hat man
. 1
r
X=kM2.dx
oder
ax rﬂ
X=kM_dm_’
. axnm
(1) Y—kM— "
dy ?
dZJ—r"—‘
Z=kM T

Der Ausdruck .
m m m; mu
2r=Ftrtete
d. h. die Summe aller wirkendgn Massentheilchen, jedes
durch seine Entfernung vom angezogenen Punkt dividirt,
spielt eine grosse Rolle, und wird das Potential genannt.
Der Factor M in den Formeln (1) kann fortbleiben,

wenn wir dem angezogenen Punkt die Masse 1 geben; eben-
falls kann die Constante % det Einheit gleich gesetzt werden,
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* wenn nur die Masseneinheit passend gewihlt wird: es wird

k=1, wenn als Masseneinheit der (}/k)te Theil der ur-
spriinglichen Einheit genommen wird. Unter diesen Vor-
aussetzungen wird, wenn wir das Potential durch v bezeichnen:
dv dv ,, __dv
X=o, Y= g’ Z=_.

Uebrigens gilt diese Eigenschaft der Componenten, die
partiellen Differentialquotienten Einer Summe zu sein, fiir
jedes Anziehungsgesetz, nicht blos fiir das Newton’sche. Es
sel niamlich . .

p— mnlf(r),

so wird
4 d
X=2]‘(r)a——— m = —Zf(r)d—;m
Ist ferner
S dr=—g(r),
so hat man
dq>(1) dr ) — de() ~— dIme(r)
X= D =2 e ="

Auch fiir die magnetischen und elektrischen Fliissig-
keiten gilt bekanntlich das Newton’sehe Gesetz; da aber
zwei magnetische oder elektrische Massentheilchen sich ab-
stossen, wenn sie gleichartig sind, und sich anziehen, wenn
sie ungleichartig sind, so ist hier

kMm .
P=——"F-

Wenn also ein System magnetischer oder elektrischer Massen-
theilchen m, m’ ... auf ein gleichfalls magnetisches oder
elektrisches Massentheilchen wirkt, und wenn wir annehmen,
dass das Quantum magnetischen oder elektrischen Fluidums,
welches letzteres besitzt, gleich — 1 sei, so koénnen wir

wieder setzen
}: ma—x
2 1 s _) *
”

In dieser Summe kann m auch negativ werden, was freilich
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bei der Gravitation zwischen ponderablen Massenthellchen
keinen Sinn hatte.

II. Zuwischen den drei Derivirten der Componenten oder
den zweiten Derivirten des Potentials nach den Coordinaten

@, y, 2 des angesogenen Punktes findet folgende bemerkenswerthe
Relation statt:

aX ,dY , dZ
_ dz + iy +5=0,
oder 3
xa + dy’ + dﬂ”
Durch Differentiation der Glelchung
' ' J a—a
X= Z m—s
nach z ergiebt sich namlich _
d*v 1 3 (a—x)dr
EE’ 2 (_ - «Tz)
. 3 (x — a) .
=2 n (=5 +2557);

ebenso ist
ay d? . 1 3(y—0>
d7=d—'3=2’”(—rs+ )
az _ dv 3(z-—c)
meam=om(—m+ )-

Durch Addition dieser drei Glexchungen ergiebt sich die
‘Behauptung.

Diese vonsLaplace’) zuerst bemerkte Eigenschaft des
Potentials bildet die Grundlage aller Untersuchungen iiber
_das Potential.

§. 3.

Gehen wir von einem System discreter Punkte zu einem
korperlichen Raum iiber, der von den anziehenden Massen-
theilchen stetig erfiillt ist, so verwandeln sich die betrachteten

Summen fiir v, X, % offenbar in dreifache Integrale. Be-

zeichnen wir irgend ein Raumelement durch d7', und die
Dichtigkeit in demselben durch %, so wird:
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deT '_fdea—w ‘

d’v__ 3(a—a:)
XL fde L)

Die Integrationen erstrecken sich ’uber den ganzen Raum,
den die anziehende Masse einnimmt.

.Den Punkt (z, y, 2), in welchem die Masse concentrirt
ist, auf welche die Wirkung, sei es eines Systems discreter
Massenpunkte, oder einer einen Raum stetig erfiillenden
Masse, ausgeiibt wird, wollen wir von jetzt an, der Kiirze
halber, bestindig mit dem Buchstaben O bezeichnen.. Wih-
rend bei einem System discreter Massenpunkte der Punkt 0,
wenn anders jene Summen bestimmte endliche Werthe haben
sollen, nicht mit einem Punkte des Systems®zusammenfallen
darf (denn dann wiirde in einem Gliede jener Summen der

@

Factor —’1‘— , und mithin dies eine Glied selbst unendlich werden),

so kann bei einem continuirlich mit Masse erfiillten Raum
dieser Punkt sehr wohl im Innern der Masse liegen. Denn
ein Integral kann mitunter einen bestimmten endlichen Werth
behalten, wenn auch in einzelnen seiner Elemente unendlich
grosse Factoren vorkommen. In diesem Falle befindet sich
das erste und zweite unserer Integrale: dieselben behalten
— «wie wir sogleich zeigen werden — einen bestimmten énd-
lichen Werth (oder sie werden nicht sinnlos), wenn auch der

Punkt O der Masse angehort, obgleich dann % fir die un-

endlich nahe bei demselben gelegenen Elemente unendlich
gross wird. Unser drittes Integral hingegen wird allerdings
‘jetzt sinnlos werden; daraus folgt aber noch nicht, dass nun

auch % sinnlos ist, sondern nur dies, dass der Werth des-

selben nicht” durch jenes Integral bestimmt ist.

Um dies besser einzusehen, schicken wir einige Bemer-
kungen iiber bestimmte Integrale voran.

Bekanntlich kann ein bestimmtes Integral durch eine
Fliche dargestellt werden. Hat man eine Curve, deren Glei-

. h
chung b = f(a) ist, so ist f f(a)da die Fliche, welche be-
: - : g
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grenzt wird von den beiden zu den Abscissen g und & ge-
horigen Ordinaten, und von den zwischen diesen beiden Or-
dinaten liegenden Stiicken der Curve und der Abscissenaxe.
Wenn also® die Function f(a) zwischen g und % iiberall end-
lich ist, so ist klar, dass jenes Integral immer einen be-
stimmten endlichen Werth hat. Wenn aber éine Ordinate
zwischen g und h unendlich wird, so kann es sich auch er-
eignen, dass das Integral sinnlos wird, und zwar entweder
dadurch, dass jene Fliche unendlich gross wird, oder.dadurch

dass sie ganz unbestimmt wird. Es sei z. B. f(a) = (@ — z)~ %
wo & eine zwischen O und 1 liegende Constante ist. Will
man nun die Fliche zwischen O und 1 bestimmen, welche

f (a — x) 3da dst, so wird die zu integrirende Function

frelhch unendlich fiir @ = z, oder die Curve hat fir a = z
eine Asymptote (Fig. 1.); aber dennoch ist in diesem Fall
die Fliche endlich. Denn es ist das unbestimmte Integral

'f(a —z)"¥da =3 (a — 2)},

mithin ist die Fliche zwischen O und z — ¢

f(a — z) 3da = 3at — 3%,

also eine Grosse, die endlich bleibt fiir & = 0. Ebenso ,ist '
Fig. 1. die Fliche zwischen z und

| , 1 endlich. Mithin ist auch
- die ganze Fliche zwischen O

und 1 endlich. Wire der

' Exponent aber — 4, so wiirde

\ jede der beiden Flichen, also

w auch die ganze Fliche un-

p

endlich sein; und fiir den Ex-

ponenten — & wiirde die
| lel - ‘ ganze Fliche vollig unbe-
0 r A stimmt werden, denn der eine
Theil derselben (zwischen 0 und z) wiirde negatlv unendlich,
und der andere (zwischen x und 1) positiv unendlich werden.
Wenn ein bestimmtes Integral nach einem Parameter
zu differenziren ist, so darf man nach der Leibnitz’schen
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Regel unter dem Integralzeichen differenziren. Diese Regel
ist jedoch nicht immer anwendbar. Denn es kann sich er-
eignen, dass das urspriingliche Integral einen Sinn hat, diffe-
renzirt aber sinnlos wird. So hat z. B. obiges Integral

1 . -
f (@ — z)#da einen bestimmten endlichen Werth, indem
] .

1
f(a'— z) tda = 3at + 3 (1 — 2)}
0

ist. Differenziren wir die -rechte Seite, so entsteht
at = (1 —2)#F,

eine Grosse die fiir alle positiven Werthe des x zwischen O
und 1 endlich ist. Wenn die Leibnitz’'sche Regel in diesem
Fall giiltig wire, so miisste diese Grosse auch aus der
Differentiation unter dem Integralzeichen hervorgehen. Da-

N 1 .
«durch entsteht aber % f (@ — z)"3da, ein Integral, welches,
: ) (]

wie vorhin bemerkt, v6llig unbestimmt ist. Es darf also,
wenn die Leibnitz’sche Regel anwendbar sein soll, das neue
Integral nicht sinnlos werden. Nun ist aber unser drittes
Integral unter (1) aus dem zweiten durch Differentiation des
letzteren unter dem Integralzeichen entstanden. Die beiden
ersten Integrale haben imimer einen bestimmten endlicken
Werth, wenn nur % nicht un- '
endlich wird; das dritte aber
- ist sinnlos, wenn der Punkt O
im Inmern liegt, so dass man
also in diesem Fall nicht mehr

Fig. 2.

behaupten kann, es werde Z—f

- durch dasselbe bestimmt.

Um nun zunichst zu zeigen,
dass die beiden ersten unserer
drei Integrale in allen Fillen einen bestimmten endlichen
Werth haben, beschreibe man um den Punkt O (Fig. 2.),
der im Innern der Masse liegen soll, als Mittelpunkt eine
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Hilfskugel mit dem Radius 1; die Oberfliche dieser Kugel
theile man auf irgend eine Weise in Elemente d6, und denke
sich den Punkt O ‘mit allen Punkten der Peripherie eines
jeden Elementes durch die Geraden verbunden. Auf diese
Weise erhilt man lauter unendlich diinne Kegel; diese zer-
schneide man wiederum durch Kugeloberflichen, die mit der
ersten concentrisch sind, und deren Radien unendlich wenig
von einander verschieden sind. Jeder Kegel schneidet aus
jeder dieser Kugelflichen ein Element -von der Grosse r*de
heraus, wenn r der Abstand“der Kugelfliche vom Punkt O
ist; und da die Hohe eines der durch den Durchschnitt der
Kegel- und Kugeloberflichen gebildeten Raumelemente dr
ist, so wird der Inhalt desselben 7*drde. Setzt -man diesen-
Werth fiir d7 in das erste Integral unter (1), so entsteht:

v =frkdrd6.

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dass v nothwendig einen
bestimmten endlichen Werth erhalten wird, da die zu inte-
grirende Function ﬁberall endlich ist. Auf dieselbe Weise
findet man

X= |2 =%kdrdo,
r

so dass auch X einen bestimmten endlichen Werth hat;

. 2z —
denn

2 ist der Cosinus des Winkels «, den r mit der

X-Axe bildet, also immer - ein echter Bruch. Anders verhilt
_es sich mit dem dritten Integral, welches durch die Sub-
stitution fiir 7 iibergeht -in

143 a—a:
/k ,_( r ddﬁ—f m1t 8w g gg,

Schon der Theil dieses Integrals, welcher einem der Ele-
mentarkegel entspricht, wird unendlich, und die Theile,
welche verschiedenen Kegeln entsprechen, werden theils posi-
tiv, theils negativ unendlich. Das Integral ist mithin vollig
unbestimmt. Da,ral'ls darf map aber nicht schliessen, dass

X . PR . .
auch Z_x sinnlos ist, sondern nur dies, dass jenes Verfahren,
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unter dem Integralzeichen zu differenziren, wodurch X be-

stimmt werden sollte, jetzt nicht statthaft ist.

Liegt aber der Punkt O ausserhalb der Masse, so ist
klar, dass alle drei Integrale, auch das dritte, einen Sinn
haben. Fiir dussere Punkte gilt also auch die Gleichung

atv atv atv
izt ap taa=0

§. 4.

Liegt der Punkt O ausSerhalb der Masse, so haben
Potential und seine simmtlichen Derivirten bestimmte end-
liche Werthe. Daraus kann man den Schluss ziehen, dass
1m Hussefen Raum v und alle Derivirten von » stetige Functionen
von z, ¥, # sind. Denn fiir die Stetigkeit einer Function
ist nur erforderlich, dass ihre Derivirte einen endlichen Werth
habe. Anders im Innern und auf der Oberfliche der Masse,
wo die Stetigkeit gewisser Functionen in der That nicht

mehr stattfindet. Die’ Functionen v, 32, 9% 9% giyq freilich

' dz’ dy’ dz
auch im Innern und auf der Oberfliche stetig. Um die
Stetigkeit von Z: , ZU , :lh; fiir diesen Fall nachzuweisen, miissen

wir ein anderes Verfahren in Anwendung bringen; fiir v
reicht die vorige Methode hin, weil nach §. 3. die Derivirten
von v immer bestimmte endliche Werthe haben.
dv dv dv
dz’ dy’ dz
nach der Stetigkeit #ndern; das thun sie, obgleich ihre

Es soll also bewiesen werden, dass —— sich iiberall

Derivirten 2—2—; u. s. w. sich jetzt nicht mehr iiberall stetig

andern. Die Stetigkeit ldsst sich hier, wie auch sonst oft,
dadurch nachweisen, dass man die in Rede stehende Grosse
in zwei Theile zerlegt, von denen der eine offenbar stetig
ist, der andere aber so klein gemacht werden kann, wie man’
nur will. - Ist dies moglich, so ist offenbar die Stetigkeit
der ganzen Grosse bewiesen. Wir beschreiben also um den
Punkt O eine Kugelfliche mit einem beliebigen Radius o
(Fig. 3.); dadurch wird die ganze Masse in zwei Theile zer-
legt, in den von der Kugeloberfliche, oder — falls der
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Punkt O auf der Oberfliche der Masse liegt — von der
Kugeloberﬂache und einem Stiick der Massenoberfliche be-
grenzten, und den iibrigen. Das
Potential des ersten Theiles sei v,,
des zweiten v,, so dass v = v, } v,
und

Fig. 8.

dv dv, dv2 .
dz + '

Nun ist E% stetig, weil der PunktO

fir die Masse, deren Potential v,
ist, ein Husserer ist. Setzt man d7 = r*dedr (§. 3), so ist

4 — [kdoar 22 . -
Dies Integral ist, wie leicht zu sehen, kleiner als 4z K9,
wenn K den grossten Werth des Productes a—-r——f k inner-
halb des Integrationsgebietes bezeichnet. Denn schreibe ich
in dem Integral statt a——;——a—; k in jedem Element den Werth

- K, so vergrossere ich; es ist also
dv
- e <K[fdefar
Da f dr =0 ist, und f 06 gleich der -ganzen oder der

halben Oberfliche jener Hilfskugel mit dem Radius 1 (§. 3.),
d. i. 47 oder 2z, je nachdem der Punkt O im Innern oder
auf der Oberfliche der Masse liegt, so ist jedenfalls

dv,
S < 4 Ko.

Die Grosse 4z Ko ‘kaﬁn aber, wenn wir 0 abnehmen lassen,
beliebig klein gemacht werden; dies gilt also um so mehr -

dx
Fassen wir Alles zusammen, so konnen wir also sagen:
Das Potential v und seine ersten Derivirten nach x, y, 2
dndern sich im ganzen unendlichen Raum nach der Stetigkeit.
Anders verhilt es sich, wie wir in der Folge sehen
werden, mit den hoheren Derivirten.

von der Grosse 4% Mithin ist Z_’ﬂ stetig.
. x
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[ 4
§. 5.
Fiir #ussere Punkte war .
o St ot =0.

‘Es entsteht die Frage, welcher Werth dleser Summe fiir
innere Punkte zukomme. Ehe wir diese Untersuchung in
ihrer Allgemeinheit vornehmen, wird es gut sein, erst einen
speciellen einfachen Fall zu betrachten. Die wirkende Masse
soll die Kugelform und eine constante Dichtigkeit besitzen.

Wir stellen uns zuniichst eine von zwei concentrischen
Kugelflichen begrenzte Hohlkugel vor; dieselbe braucht vor-
léufig nicht homogen zu sein, aber es soll doch die Dichtig-
keit irgend eines Elementes eine blosse Function seiner Ent-
fernung vom Mittelpunkt der Hohlkugel sein. Dann wird
das Potential derselben, wie aus der Definition des Poten-
tials hervorgeht, nur eine Function der Entfernung des
Punktes O vom Mittelpunkt der Hohlkugel sein. Bezeichnen
wir diese Entfernung durch ¢, so ist also

d v dvde d*v d2 dv d?e
dg)d:;’dw2 ( ) +d9dw"
da ferner
=21ty 42,

und folglich *

do xz d?o x?
=T e dm T e e
o hat man
d*v __ d* .'c’ dv (1 ac’)
. da* = de*e® T de\e ¢

Schreibt man die entsprechenden Gleichungen fiir g%'; und

d—;—': auf, so entsteht durch Addition: _
2y dv o? dtv 2 dv
dx’+dy’+dz dg’ dp (_— —) _d9’+ o do’
Bezieht sich v auf einen #usseren, d. h. nicht in der
Masse selbst liegenden Punkt, so hat man, wegen (1), fiir
v diese Diﬁ'erentialgleichung-

2 dv
doe"l'od_
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Dieselbe ist sehr leicht zu integriren; man setze % =S,
80 wird:
ds , 28
aet e =0 .
oder '
ds de
. 5 T2 o= 0
Hieraus ergiebt sich:
Is42lp=1c
oder
. s =c,
also :
—__c
$Tde T o
und daraus
(2) ) v——J dg——+c.

Es sind noch die Constanten ¢ und ¢’ zu bestimmen. Hierbei
sind die beiden Fille zu unterscheiden, ob der Punkt O
innerhalb der inneren, oder ausserhalb der Zusseren Be-
grenzungsfliche liegt.

Im ersten Fall ist ¢ = 0; denn sonst wiirde das Po- -
tential im Mittelpunkt der Hohlkugel wo o = 0 ist, un-
endlich werden, wihrend doch das Potential -iberall einen
endlichen Werth' hat. Innerhalb der Hohlkugel ist also das
-Potential constant, = ¢, woraus man-schliesst, dass die An-
ziehung selbst verschwindet. Die Hohlkugel bt also auf
einen Punkt, der innerhalb ihrer inneren Begrenzung liegt, gar
keine Anzichung aus. Um den constanten Werth ¢, den das
Potential in djesem Falle hat, zu bestimmen, lege man den
Punkt O in den Mittelpunkt der Hohlkugel. Man zerlege
ferner die ganze Kugelschale in unendlich diinne, concen-
trische, homogene Schichten, so erhélt man zunichst das
Potential einer dieser Schichten, wenn man ihre Masse durch
-ihren Radius dividirt. Bezeichnen wir diesen Radius mit 7,
so.ist das Volumen der Schicht 4zr?dr, also ihre Masse
4mrikdr, und ihr Potential 4xrkdr. Mithin ist das Poten-
tial der ganzen Hohlkugel, wenn man die Radien der dusseren
und inneren Begrenzungsfliche resp. durch « und § bezeichnet,
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¢ = 4njrxdr.
: #

Dies ist also das constante Potential in der ganzen Hohlung,
und zwar, weil das Potential nach §. 5. sich iiberall stetig
andert, mit Einschluss der Oberfliche des inneren Raumes.

Wihrend -in der Héhlung die Constante ¢ der Gleichung
(1) gleich O ist, so muss im #usseren Raum die Constante
¢ gleich O sein, da das Potential fiir wachsende ¢ sich offen-
‘bar der Grenze O niéhert: Im &Husseren Raum ist also:

: 4

3) V="

Die Constante ¢ ist gleich der Masse der Hohlkugel. Es
findet namlich der folgende ganz allgemein giiltige Satz statt:

Hat man eine irgend wie begrenzte Masse, deren Po-
tential in Bezug auf irgend einen #usseren Punkt O gleich v
~sei, und bezeichnet man durch ¢ die Entfernung des letzteren
von irgend einem festen im Innern .der Masse liegenden
Punkt, so ist vg ein Product, welches, wenn jener Punkt O
immer weiter von der Masse fortriickt, sich der constanten
Grenze M niihert.

Um dies Theorem, von dem wir auch spiter wiederholt
Gebrauch machen werden,. zu beweisen, zerlegen wir die
Masse M in zwei Theile, von denen der '
eine M die positiven, der andere
— M"” die negativen Massentheile um-
fasst. Die kleinste Entfernung des Punk-
tes O von der Masse sei g,, die grosste
g, (Fig. 4). Der Theil des Potentials
v, der von der Masse M’ herriihrt, sei
v’, der, welcher von der Masse — M”
herrithrt, »”, so dass v=10" 4 ".
Dann ist: '

) E>d, ©®)

- M" 7"
®) Mow, @
Addirt man (4) und (7), und auch (5) und (6), und multi-

plicirt mit @, so entsteht:

Fig. 4.
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e — ey
@ n Qe M > 075
l r _Q_ ”
@ u € »< v
Hieraus folgt, da, fiir wachsende ¢, lim 9— =1=1im % ist:
2
limov=M — M" = M

Dle Constante ¢ der Gleichung (3) ist also M, so dass

man hat
M

v=—

Hieraus folgt weiter, durch Differentiation:

M x

e
dv My
Y=2"=—-5Y
dy e’ o’
—dv___ M=
'—dz 92 9’

woraus sich fiir die ganze in dem Punkt O stattfindende
Kraft R folgende Gleichung ergiebt:

R=yY@F V" {27 =

Daraus der Satz: . .
Eine Hohlkugel, die aus lauter homoyenen concmtmschen
' Schichten besteht, wirkt auf eimen Pumkt des dGusseren Raumes
so, als wenn ihre ganze Masse im Mittelpunkt ldge.
Fiir den #usseren Raum ist also:

a

o’kdo;

M
F .

‘ M Ax
) iy

und in der ganzen Hohlung:

@ v = 4n‘/9kdg.
;-

Fiir den Fall, wo % constant ist, hat man demnach:
. dnk o® — p°
W =S e
bis an die Oberfliche, d. h. bis ¢ = a incl., weil das Poten-
tial tiberall stetig ist;
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2) v=_2xk (o« — f%),
mit Einschluss der Oberfliiche des inneren Raumes.

Wir kénnen jetzt das Potential einer homogenen Voll-
kugel iiberall bestimmen. Der Kugelradius sei d.

1) Der Punkt O liege im #ussern Raum. Da ist die
letzte Formel 1) anwendbar, worin wir nur § = O zu setzen
- brauchen:

1) 4nk o

. . 3 . o . .

2) Der Punkt O liege im Innern der Masse. Wir brau-
chen nur die Vollkugel durch eines mit ihr concentrische
durch O gelegte Kugelfliche in zwei Theile zu zerlegen, so -
ist das gesuchte Potential gleich der Summe aus dem Po-
tential einer Vollkugel in Bezug auf einen auf deren Ober-
fliche liegenden Punkt und dem Potential einer Hohlkugel
in Bezug auf einen auf ihrer inneren Oberfliche liegenden
Punkt: S .

2) o=""F 02 2nk (a* — ¢

= 2nka® — § nko’

Das Potential hat also einen ganz verschiedemen Charakter,
je nachdem der Punkt O ausserhalb oder innerhalb der Kugel
liegt: im #usseren Raum wire die Curve, welche das Poten-
tial als Function von ¢ darstellt, eine Hyperbel, im Innern
eine Parabel. Setzt man aber in den beiden letzten Glei-
chungen 1) ‘und 2) ¢ = @, so miissen ihre beiden rechten
Seiten, weil v stetig ist, zusammenfallen, was sie auch thun.

Bilden wir jetzt die Derivirte erster und zweiter Ord-
nung von v, so wissen wir schon, dass die erster Ordnung
stetig ist:

dv ) Anka® x
dv Ank
2) a;__Tw.

An der Oberfliche . fallen auch diese zwei Ausdriicke zu-
sammen. Das Potential und seine erste Derivirte bieten also
beide die merkwiirdige Erscheinung dar, dass sie beim Ueber-

gang vom innern in den &#ussern Raum stetig sind, ob-
Dirichlet, Potentialtheorie. " 2
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gleich fir beide die sie im innern und dussern Raum dar-
stellenden Ausdriicke wesentlich verschieden sind.

Anders verhilt es sich aber mit der zweiten Derivirten.
Im #ussern Raum haben wir:

dtv 4nk of x?
1) W=—TP+4W’6“30—6-,
im innern Raum hingegen:
alvy Ank
2) W= 3

Auf der Oberfliche fillt der zweite Werth nicht mit dem
ersten zusammen, sondérn ist um 4nk:—: kleiner. Es éindert

sich daher die zweite Derivirte zwar nach der Stetigkeit im
ganzen innern und im ganzen #Hussern Raum, aber beim
Uebergang voh dem einen in den andern findet ein Sprung

statt: %; hat an der Oberfliche zwei Werthe. Ebenso ist
ao dv
d—y, und iz’

Fir eine homogene kugelférmige Masse ist also im
innern Raum . '

es mit den beiden anderen zweiten Derivirten

o _dto_ @ _ _ xk
© de* dy' d2? 3
folglich die Summe
. d*v , d?v | d'v
i T ap+ gp=— 4k

Fiir den #ussern Raum hat diese Summe dgn Werth O.
Was ist diese Summe an der Oberfliche? Sie ist nichts
Bestimmtes, denn es gilt der eine wie der andere Werth.

§. 6.

Das fiir die homogene Kugel gefundene Resultat gilt fiir
jede Form der wirkenden Masse, auch wenn letztere nicht
homogen ist. Es findet nimlich folgender allgemeine Satz statt:

Wenn der Punkt O sich im Innern der wirkenden Masse

., as d? a? .
befindet, so ist immer der Complex d_a:; + (7!7'; + (—17",’, gleich dem
Product aus — 4=m in die m O stattfindende Dichtigkeit.

Um dies nachzuweisen, miissen wir uns nach einem
Mittel umsehen, die zweiten Derivirten von v im Allge-
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meinen zu bilden, ohne die Integralform zu verlassen; denn
das kann man nicht immer, wie in dem speciellen Beispiel
einer homogenen kugelférmigen Masse. Es war

dv a—zx

Wenn man ein Integral hat, das, wie das vorstehende, einen
bestimmten endlichen Werth hat, differenzirt aber sinnlos
wird, kann man oft diesem Uebelstande dadurch vorbeugen,
dass man das Integral vor dem Differenziren umformt durch
theilweises Integriren.

Wir theilen die ganze Masse in unendlich diinne Cylinder,
die alle der X-Axe parallel sind (Fig, 5.). Der Querschnitt
irgend eines Cylin- Fig. 5.
ders seide. Um den |z )

Cylinder in ,wirk-

liche Elemente zu h

zerschneiden, legen j ‘R__J
X

wir durch die ganze

Masse lauter der | ° /
YZ-Ebene parallele .
Ebenen in unendlich-
kleinen Entfernun- : . x
gen da von einander. :

Dann ist das Raumelement d7 = deda; also

X = J"kdada i,
P =@ — 2 + B — g+ (o — 2.

Man integrire zunichst nach a, fasse also alles zusammen,
was in denselben Cylinder fillt, dass man hat:

X=fdafka—;_a—wda.

Das auf @ beziigliche Integral kann man nun theilweise inte-

griren, da a—r_,f ~die Derivirte nach @ von — :_ ist, so
dass also | '
1
a(~+)
X =Jdo| k—p,—da.
a
4 : 2*
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Wir nehmen zunidchst an, der Punkt O liege ausserhalb der
Masse; dann wird der Factor % in keinem Cylinder unend-

lich. Die theilweise Integration giebt folgende Gleichung,
in welcher die Integrale unbestimmte Integrale sind:

S [

Die theilweise Integration darf nur dann fiir die Umformung
eines bestimmten Integrals angewandt werden, wenn das
vor das Integralzeichen tretende Glied eine stetige Function
ist. Wir miissen also jetzt voraussetzen, dass die Dichtig-
keit k¥ eine stetige Function nicht nur von a, sondern weil
hernach die Integrale fiir ¥ und Z in #hnlicher Weise zu
behandeln sind, auch von b und ¢ ist. Geht man zu dem
bestimmten Integral iiber, so muss man beriicksichtigen, wo
" der Cylinder in die Masse eintritt und wo er wieder aus-
tritt. Wenn der Cylinder mehrfach ein- und austritt (Fig. 6.),

. Fig. 6.
\ o .

e / [

el
‘ N

seien die Werthe von » und % an den Ein- und Austritts-
stellen 7', ¥; »”, ¥” u. s. w. Dann ist:

1
d (_ _) ’ ” e
r k k -k
d(:/;c da da=d6(—r7'—’77+l’w—...)
+ daj Ldk g,
Die beiden in dieser Gleichung enthaltenen Integrale sind

bestimmte Integrale und auf alle Elemente eines Cylinders
auszudehnen. Das erste Glied der rechten Seite ldsst sich
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umformen durch Einfihrung der Elemente der Oberfliche
an die Stelle des Cylinderquerschnitts de. Irgend ein Kle-
ment der Oberfliche, welches ein Cylinder aus letzterer
herausschneidet, sei ds. (In der Figur ist ab = do, ac = ds.)
Dann ist klar, dass
de =ds cos bac,

wo bac den Neigungswinkel bezeichnen soll, den die in ds
an die Oberfliche gelegte Tangentialebene mit der YZ-Ebene
bildet. Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist der spitze
Winkel zwischen den zwei auf ihnen errichteten Normalen.
Der Winkel &, welchen die nach aussen errichtete Normale
ap mit der positiven Richtung der X-Axe bildet, ist offen-
bar an der Eintrittsstelle stumpf, an der Austrittsstelle spitz.
Bezeichnen wir also die durch den Cylinder aus der Ober-
fliche ausgeschiedenen Elemente der Reihe nach mit ds, ds”...
und die daselbst stattfindenden Werthe von ¢ mit o, ...,
so wird

7’

do =—ds cosa = 4 ds"-cos &' = — ds" cos &'’ = ..,
und folglich

) .
a1 . "
dG‘/k——%—r—) da = — (k. cos o ds' + f? cos o ds” -+ )
1 dk ’
+djr da

Dies ist der Beitrag zur Componente X, welchen einer der

Cylinder liefert: um die ganze Componente zu erhalten, ist
der vorstehende Ausdruck noch doppelt zu integriren. Die

Glieder des Aggregates 7;, cos o ds’ + ’;— cos o’ ds” + ... be-

ziehen sich auf die Oberflichenstiicke, die von dem einen
Cylinder herausgeschnitten sind; addire ich die Beitrige
simmtlicher Cylinder, so erhalte ich statt jenes Aggregates

das doppelte Integral f f cos & % ds, welches iiber alle Ele-

mente der Oberfliche auszudehnen ist, und es wird:

Jrarezz [ fose tast ff fasaal .

Also unser dreifaches Integral ist umgeformt in die’Diffe-
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renz von zwei Integralen, von denen das eine ein doppeltes
Integral ist, das sich iiber die ganze Oberfliche der wirken-
den Masse erstreckt, wihrend das andere ein dreifaches von
demselben Umfang wie das urspriingliche ist (indem es sich
iiber den ganzen von der Masse erfiillten Raum erstreckt),
in welchem aber nur die erste Potenz von r als Divisor
erscheint,

Bis jetzt ist die Richtigkeit der Gleichung (1) nur fiir
den Fall bewiesen, dass der Punkt O ausserhalb der Masse
liegt. Um ihre Giiltigkeit auch fiir innere Puunkte nachzu-
weigen, wollen wir noch eine zweite Beschrinkung machen,

dass nimlich innerhalb der Masse, wo ja % stetig sein soll,
dk dk dk _. .
7a’ b’ 3. Dirgends unendlich
werden. Wir beschreiben um den Punkt O, der jetzt im
Innern liegen soll, eine Kugelfliche mit dem Radius &, und
zerlegen die Componente X in zwei Theile, von denen der
-eine, den wir mit C bezeichnen wollen, von dem Stiick der
Masse, welches von dieser Kugelfliche eingeschlossen ist,
herrithrt. Fiir den andern ist offenbar die Gleichung (1)
ohne Bedenkén anwendbar, weil der Punkt O ausserhalb
derjenigen Masse liegt, von welcher dieser andere Theil der
Componente herriihrt; das Doppelintegral der Gleichung (1)
bekommt aber einen Zuwachs, herriihrend von der Kugel-
oberfliche, wihrend das dreifache Integral sich nicht mehr
auf die ganze urspriingliche Masse * erstreckt, sondern nur
auf dieselbe mit Ausschluss des innerhalb der Kugelﬂache
enthaltenen Stuckes Demnach ist jetzt

die Derivirten von %k, némlich

X = — [heone g +jﬂ”ldT A—B4+C (2

Die einzelnen Glieder der rechten Seite der vorstehenden
Gleichung haben folgende Bedeutung. Das erste Integral
ist ein Flichenintegral und ist auszudehnen auf die ganze
- Oberfliche der urspriinglichen Masse. Dis zweite Integral
ist ein dreifaches, und erstreckt sich iiber die ganze ur-
spriingliche Masse. Beide Integrale sind also unabhingig

von & Ferner ist 4 das Flichenintegral k—c—o—s—“ ds, aus-
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gedehnt tiber die uh O beschriebene K'ugelﬁiiche'mit dem
Radius 0; B ist das dreifache Integral 0T d T ausgedehnt

iiber den ganzen Raum jener Kugel; C endhch ist das drei-
fache Integral f k a_;_a_: dT, und erstreckt sich gleichfalls

iiber den ganzen kugelférmigen Raum. Da X offenbar von
0 unabhiingig ist, und gleichfalls die beiden ersten Integrale
der zweiten Seite der Gleichung (2), so muss auch das Ag-
gregat — A — B + C in Bezug auf 0 eine Constante sein.
Diese Constante kann aber nicht von O verschieden sein, da
— wie wir sogleich zeigen werden —* jenes Aggregat fiir
abnehmende Werthe von 0 verschwindet. Mithin ist der in
der Gleichung (2) enthaltene Ausdruck fiir die Componente
in Bezug auf einen innern Punkt identisch mit dem in der
Gleichung (1) enthaltenen, und letztere gilt allgemein.

Es ergiebt sich nimlich leicht, dass jedes einzelne der
drei Glieder 4,” B, C, wenn man 0 abnehmen lisst, sich

.der Grenze Null nihert. In dem Flichenintegral A4 ist r

constant und gleich d; setzen wir fiir cos @ den Werth 1,
und fiir ¥ den grossten Werth %, den k¥ auf der Kugelober-
fliche hat, so vergrossern wir: folglich ist:

A<?fds; .

A < 4nk 0.
In B setzen wir statt 2 7 den absolut grossten Werth [, den .

oder, da fds = 4m0%

Z—k in der Kugel annimmt (ein solcher existirt, da mrgends

unendlich werden soll): dadurch wird B Jedenfalls nicht
verkleinert; ferner setzen wir statt d7' den Werth *dadr,
und erhalten:
BZl1fdefrdr,
odef, wegen frdr =} 0% und fdd = 47z.,
B=<2=l6®
Was endlich C betrifft, so ist schon in §. 4. nachgewiesen,
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dass es die Grenze Null hat. Man kann also den Radius
0 so klein annehmen, dass jede der Grossen A4, B, C etwas
beliebig Kleines nicht erreicht. Dasselbe gilt, wenn der
Punkt O statt im Innern auf der Oberfliche liegt (nach §. 4.).
Mithin ist in aller Strenge nachgewiesen, dass auch fiir
innere oder auf der Oberfliche liegende Punkte die Gleichung

X = _ kcoaad+ dkldT

stattfindet.

Wir bilden jetzt die Derivirte nach z. Den Fall, wo
der Punkt O auf der Oberfliche liegt, schliessen wir aus;
an der Oberfliche hat % auch keinen bestimmten Sinn. Die

Differentiation unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite
der vorstehenden Gleichung wird zulissig sein; denn in dem
ersten Integral wird » nie Null, da » nicht auf der Ober-
fliche liegen soll, und das zweite Integral hat ganz die Form

eines Potentlalmtegrals (wenn w1r als Dichtigkeit betrachten),

wird also, wie wir schon wissen, nicht sinnlos nach der
Differentiation. Es wird:

2 J— —_
d’v _dX __ fk.c::ag__xd s+ dka__a_:dT.

Schreiben wir die entsprechenden Gleichungen fiir d%': und
% auf, so erhalten wir durch Addition:

L] kd

3x2+dy”+dz“ . j r’s(a x “+—‘008ﬂ+—-cosy)
: —x dk b—yadk — zdk
+ (a__rwda—l_ ry +crz ) . (3)

Der Punkt O soll jetzt im Innern der Masse liegen.

Dann kénnen wir, der Allgemeinheit unbeschadet, die Masse
kugelformig annehmen und O in den Mittelpunkt der Masse
legen (Fig. 3.), weil wir jede Masse in zwei Theile zerlegen
kénnen, so dass fiir den einen der Punkt O ein Husserer

und deshalb d:c’ + iy + d z, = 0 ist. Wenn die Masse aber
. kugelformig ist und 0 in ihrem Mittelpunkt liegt, so fillt
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die von dem Punkt O oder (z,y, #) nach irgend einem Punkt
(@, b, ¢) der Oberfliche gezogene Gerade mit der in letzte-

. y a—x
rem Punkt errichteten Normale zusammen; da ferner

der Cosinus des Winkels ist, den jene Gerade mit der X-Axe

bildet, so ist a—;—x = cos o, und ebenso b_:_y = cos f,

cC— 2

= cos 7; also in dem ersten Integral der Gleichung (3)

a—2x b—y
—r—cosa-{- -

éosﬂ+c—7—zcosy=1.

Ferner ist in demselben Integral » constant und gleich dem
Radius R der Kugel. Folglich hat man:

v | dPv - d'v
T ayptap = |
1 AT (a —zdk | b—ydk  c—zdk)-
—mfrast )T R T G TR @
Es ist leicht zu sehen, dass in dem zweiten Integral dieser

Gleichung der Factor von dT,? als ein partieller Differential-

quotient geschrieben werden kann, wenn man sich die Dichtig-
keit ausgedriickt denkt als Function der Entfernung vom
Mittelpunkt und zweier Winkel, welche die Lage des radius
. vector bestimmen. Geht man nimlich von einem Punkt
(a, b, ¢) zu irgend einem andern ihm benachbarten .iiber,
dessen Coordinaten a 4 da, b+ db, ¢ -+ dc seien, so er-
leidet die Dichtigkeit eine Aenderung

~dk dk ak : '

Bezeichnen wir den Winkel, den » mit der X-Axe bildet,
durch 1, so ist

a— x=rcos i (6).
Riickt nun der Punkt (a, b, c)- auf der Linie » um dr fort,
und #@ndert sich a dabei um d,a, so ist auch

a-+ d,a—x = (r 4 dr) cos 4. ) -
‘Subtrahirt man (6) von (7), so entsteht:
' dr'a a—x
—— == €08 A =

ar
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Ebenso ist natiirlich:
ar — r dr  r ° .

Substituirt man in (5) fir da, db, dc die Werthe d,a, d,b, d,c,
d. h. also die Aenderungen, die a, b, ¢ erleiden, wenn man
auf der Linie » bleibt, und dividirt beide Seiten der Glei-
‘chung durch dr, so entsteht:

dk __a—azdk b—ydk c—zdk

F= 7 daat 7+ ot
Substituiren wir diesen Werth in (4), und_ setzeﬁ zugleich
r®drde statt dT, so haben wir:

d? 1 ak
dx,+dy,+d;;_‘ je—,fkds+‘fd6 7, dr.

In dem zweiten Integral der vorstehenden Gleichung lisst
sich "die Integration nach r ausfiihren, da das unbestimmte
Integral

ar
arar= k -+ const

ist. Wir haben von r = 0 bis » = R zu integriren. Be-
zeichnen wir die Werthe des %, die diesen Werthen des »
entsprechen, mit &, und K, so wird das zweite Integral

f do (K - o)}
und da k,, die Dichtigkeit im Punkt O, eine Constante ist,
so kann man hierfiir schreiben

JKdo — & [do
oder, da fda =4x, und do = %‘2 ist,

Kds — 4n k.

‘Mithin hat man:
A 1 1
x‘ + dy2 + dz’ —R—,fkds + .R_’ Kds — 475]!70.

Bedenkt man, dass dis K des zweiten Integrals dieser Glei-
chung gleich dem % des ersten Integrals ist, nidmlich die
Dichtigkeit an jeder Stelle der Oberfliche, so hat man’
schliesslich:
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d*v | d*v | d%

iz T ap T an= — 47k. :

Haben wir also eine kugelférmige Masse, innerhalb

- ak dk dk
welcher k stetig ist, und =, -, —

. atv , d? | d® L.
und bilden den Complex T e + 35 fiir den Fall, dass
der Punkt O im Mittelpunkt der Masse liegt, so ist derselbe
gleich dem Product aus — 4z in die im Mittelpunkt statt-
findende Dichtigkeit. Daraus folgt aber weiter, dass die-

selbe Behauptung giiltig bleibt fiir . eine beliehig geformte
Masse, wo auch die Dichtigkeit nicht stetig zu sein braucht, °

nirgends unendlich werden,

auch Z—z u. s. w. gerne unendlich werden keann, wenn nur

keins von beiden um den Punkt O herum stattfindet. Be-
- schreiben wir nédmlich um den Punkt O herum eine Kugel-
fliche, so dass innerhalb derselben weder Unstetigkeit von &
noch Unendlichwerden der Derivirten von % stattfindet, und
nennen den Theil des Potentials v, der von der innerhalb
der Kugelfliche enthaltenen Masse heiriihrt, ', den iibrigen
v”, so dass v = v’ - v”, mithin

d®v a’ av”

'd—x, = iz d—.’l)’ ) dann ist
ary’ | d* | d%
i tap tam = —4ak

24" 29" 30"

gt =0,
folglich .
2 2 2 -
AL,
Unser Satz gilt demnach ‘fiir jede Masse, mit Ausnahme der
Punkte, um welche herum nicht ein wenn auch noch-so
kleiner, Raum abgegrenzt werden kann, wo Stetigkeit der
Dichtigkeit und kein Unendlichwerden ihrer Derivirten statt-
findet. Diese Punkte konnen keine réumliche Ausdehnung
haben, das ist durch die physische Bedeutung eimer Masse
ausgeschlossen; es konnen nur einzelne discrete Punkte, Linien
oder Flichen sein, fiir welche unser Satz nicht giiltig ist.

Wenn wir bedenken, dass die Dichtigkeit iiberall im -
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dussern Raum gleich Null ist, konnen wir die beiden Sitze
iiber den Werth des Complexes %ﬁ + Z—;:, + % im innern
_'und #ussern Raum in diesen Einen Satz zusammenfassen:
Es st im ganzen umendlichen “Rawm, mit Ausnahme ge-
wisser Punkde, Curven, Fliichen,
di
dw’ + dqs + d;; = — 4=k,
unter k, die Dichtigkeit an der Stelle (z, y, 2) verstanden.
_ Es ist immer wenigstens eine Ausnahmefliche vorhanden,
nimlich die Oberfliche der wirkenden Masse, da die Dichtig-
keit sich, so wie man von der Oberfliche nach aussen geht,
sprungsweise dndert, um den Werth Null anzunehmen.

§ 7.

Das Potential v einer einen Raum stetig erfiillenden
Masse, welche ein zusammenhiingendes Ganzes bildet, oder
aus mehreren getrennten Theilen besteht, besitzt nach dem

Vorhergehenden folgende Eigenschaften:

dv dv dv . ..
1) Sowohl v als auch -, Iy’ 3z sind im ganzen Raum

stetige Functionen.
2) Mit Ausnahme von gew1ssen Punkten, Linien, Flichen
ist im ganzen Raum '

d*v
dx’ '+' dy' + a2 47‘]‘7)

wo k die Dichtigkeit im Punkte (x, y, #) bezeichnet.

Diesen beiden Eigenschaften fiigen wir noch eine dritte
hinzu. Wir sahen, dass, wenn der Punkt (v, y, #) immer
weiter fortriickt, das Product aus dem Potential und der
Entfernung ¢ dieses Punktes von einem festen Punkt sich
der constanten Grenze M nihert (§. 5.). Darin liegt, dass
das Potential sich der Grenze Null nihert, wenn die Ent-
fernung des Punktes O von der Masse wiichst. Dies wiire
die dritte Eigenschaft des Potentials. Wir miissen dieselbe
aber noch mehr specialisiren. Wir konnen sagen, dass die
drei Producte zv, yv, zv nicht iiber alle Grenzen hinaus
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wachsen konnen, weil g v nicht unendlich wichst, und z, y, 2

nicht grosser sind als o.

- In Bezug auf die Derivirten ergiebt sich folgendes Es
ist —{E—’ ri;“ — TdT. Wenn wir statt 2=="in jedem Ele-
ment des vorstehenden Integrals 1 setzen, 80 vergrossern
wir, oder es ist

dv . k

iz < o daT. !
Es bezeichnet+r die Entfernung eines jeden Elementes der
Masse von dem Punkt (z, y, 2); setzen wir statt » iiberall

den kleinsten Werth », siémmtlicher », so vergrossem wir
das Integral abermals, so dass

do 1 (har

dw %

Es ist aber f kaT glelch der gesammten wxrkenden Masse
M, also

dv _ M g dv _ ¢
- d—x<,?,0del'@ d—x<TM.

Wenn der Punkt O sich immer weiter entfernt, néhert sich

ri der Grenze 1; daraus folgt, dass g? g—z nicht iiber alle

@renzen hinaus wachsen kann. Da nun ¢ = 2® 4 ¢® 4 22

ist, so kann 2? Z—; a forttori nicht unendlich wachsen.

Demnach stellen wir Folgendes als dritte Eigenschafb

des Potentials auf:

dv  odv o dv

3) zv, yv, 2v, 2* —, y® -, £ - sind iiberall endliche
’ dx dy dz

Werthe.

Diese drei Eigenschaften sind charakteristisch fiir das
Potential: sie kommen dem Potential zu, abér -es ist auch
umgekehrt jede fiir den ganzen Rauwm gegebene Function, welche
jeme dret Eigenschaften besitzt, das Potential des durch k ge-
gebenen Massensystems. Also dies ist jetzt die Behauptung:

Ist irgend ein Massensystem gegeben, und ist ferner v
eine im ganzen Raum (durch eine oder mehrere Formeln)
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gegebene Function von z, y, #, welche folgenden drel Be-
dingungen geniigt:

1) v und seine ersten Derivirten nach z, y, z sind
iiberall stetig:;.

2) mit Ausnahme gewisser Stellen (die aber keine 7ium-
liche Ausdehnung haben) ist im ganzen Raum

az a2 d? .
g T ap + g = — 4k,
wo k die Dichtigkeit des Massensystems im Punkte z, Y, 2

bezeichnet;
3) dle Producte

xv, yv, 20, xd 240 pdv
» Yo, iz’ ¥ 3y ¥ i@

“werden nirgends unendlich;
so ist v das Potential des Massensystems in Bezug auf den
Punkt (z, y, 2).

Der Beweis dieses Satzes beruht auf folgendem

Hilfssa,tz_.

Sind # und w zwei Functionen von z, y, #, welche nebst
ihren ersten Derivirten nach z, y, 2z innerhalb eines be-
grenzten Raumes gegeben und stetig sind; bezeichnet man
die Elemente dieses Raumes durch d7, und die Elemente
seiner Oberfliche durch ds; sind endlich «, 8, y die Winkel,
welche die auf ds nach aussen errichtete Normale mit der
X-, Y-, Z-Axe bildet, so ist

2, 2,
f(izt—FZyt -l—:z':) dT-——-f(Z: cosa+gi‘cosﬂ+g'-: cosy) wds

[(dwdw | dudw | dudw (1)
_fdwdx+dydy + i dz)dT

wenn das erste Integral auf der rechten Seite dieser Glei-
chung iiber die ganze Oberﬂache, die beiden anderen Inte-
grale durch den ganzen Raum ausgedehnt werden?).
"Beweis. Wir zerlegen den ganzen Raum in Elemente
in derselben Weise wie in §. 6., so dass also dT—ddda:

wird, und erhalten fiir den ersten Bestandtheil d 2% wdT
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des Integrals auf der linken Seite den Ausdruck f de f %: wdzx.

Die theilweise Integration auf das Integral‘/% wdx ange-

wandt, ergiebt

du du dw

iod;— H(dex'

Da w:%g nach der Annahme stetig ist, so diirfen wir .zum

du
gz B0 der

Stelle, wo der Elementarcylinder zuerst eintritt, werde durch

bestimmten Integral iibergehen. Der Werth von w

(w gg) , wo er zuerst austritt, durch (w du ) bezeichnet, u. s. w.;
x dx. ? ?

dann ist,
do e wdx—-

—do (w3 + do ()"~ ... —dafj—’;j—’:dx.

Fihren wir, wie in §. 6., wieder die nach aussen gerichtete
Normale ein, so wird

do=—ds cose/ =+ ds"cosa’ =....,
folglich
do ,wdw—
’ ’ du\’ 77 ’” d“)" du dw .
ds’ cos & (w%) + ds” cos & (w% +...—do ﬁﬁdx,

und wenn wir schliesslich iiber simmtliche do integriren, so
erhalten wir

dw du dw
WwdT— cosawﬁds f%ﬁdT

wo das erste Integral auf der rechten Seite wieder ein Ober-
flichenintegral ist. Behandeln wir die beiden andern Inte-

grale f T wdT, f 7w T in derselben Welse und addiren,

so entsteht die Behauptung. -
Setzen wir in (1) w = u, so haben wir die Gleichung
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d*u  d d
f(d:c':—i-d;:_*-d: th—f cosa+d cosﬁ-l—dzcosy) ds

iﬂﬁ+@+ﬁ)”

Ist ausserdem die Function  so beschaffen, dass die Summe
ihrer zweiten Derivirten gleich Null ist, so wird

f ( dw\? ) dT=— J -—cosa+ dycosﬂ—l— ;) cosy)ds (2)

Nehmen wir nun an, ausser dem Potential v existire
noch eine zweite Function ¢/, die auch jenen drei Bedingungen
geniige. Dann ist klar, dass auch die Differenz 4 = v — ¢/
der ersten und dritten Bedingung geniigen muss. Die zweite
Eigenschaft des Potentials lautete: Es ist iiberall (mit Aus-
nahme gewisser Stellen, die aber keine raumliche Ausdehnuny
haben kinnen)

d? o d? d8

o T g = — 4k ®)
da nun aber auch

sy’ '

ws + ay’ + dz’ = — 4=k (4)
(gleichfalls vielleicht mit Ausnahme gewisser Stellen, die
aber keine riumliche Ausdehnung haben konnen), so folgt
fiir », dass {iberall

di d? d? P
aw T gyt aa =0 ®)

ist, ausgenommen erstens diejenigen Stellen, fiir welche die
Gleichung (3), zweitens diejenigen, fiir welche die Gleichung
(4) nicht gilt. Die Ausnahmestellen fiir Gleichung (5) kénnen
demnach auch nur aus einzelnen Punkten oder Curyen oder
Flichen bestehen. Zu diesen Ausnahmestellen gehoren jeden-
falls simmtliche Oberflichen des Massensystems, also wenigstcns
eine Fliche. Jetat ist nachzuweisen, dass die Function u,
die diese Eigenschaften betitzt, wberall gleich Null sein muss;
denn dann wiirde tiberall v = v’ sein.

Wir beschreiben zu diesem Zwecke einen Cubus, der
zum Mittelpunkt den Coordinatenanfangspunkt hat, und dessen
Seitenflichen den Axen parallel sind; die Kante des Cubus
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sei 2h. Lassen wir.diesen Cubus wachsen, s® wird es bald
geschehen, dass er alle Ausnahmestellen umfasst. Jetzt iso-
liren wir alle Ausnahmestellen, indem wir sie in folgender
Weise durch Flichen umschliessen. Besteht die Ausnahme-
stelle in einem Punkt, so legen wir um den Punkt herum
eine Kugelfliche; eine Curve isoliren wir durch eine Ring-
fliche (Fig. 7.); hat man endlich eine Fliche als Ausnahme-
stelle, so errichte man in allen Punkten derselben nach beiden

Seiten Normalen von gleicher Linge: Fig. 1.

die Endpunkte der Normalen sollen
die Isolirungsflichen bilden. So wird
der Cubus in eine Reihe wenigstens \7] — —~

zweier zusammenhingender Riume zer-
legt, in denen kejne Ausnahmestellen vorkommen. Auf jeden

dieser Riume wenden wir die Gleichung (2) an; dies ist

statthaft, weil u, o, S‘Z» 4% berall stetig sind, und inner-

halb eines jeden Raumes an jeder Stelle.

d*w , d'w | d'u

Tt Ta=0
ist. So entsteht eine Reihe von (wenigstens zwei) Gleichungen

von der Form (2); addiren wir alle diese Gleichungen, so
haben wir; ‘

3G + G+ @)ar ©
=2fu(g—'—;cosa+3—:cosﬁ+% cosy)ds.

Die rechte Seite der vorstehenden Gleichung besteht aus
lauter Flichenintegralen: was wird aus denselben, wenn die
Abschliessungsflichen immer niher an die Ausnahmestellen
riicken, und zugleich der Cubus immer grosser wird? Jedes
Integral, das sich auf eine um einen Ausnahmepunkt herum
gelegte Kugelfliche und auf eine eine Curve abschliessende
Ringfliche bezieht, hat die Grenze Null, weil die Kugel-
und Ringfliche selbst gegen Null convergiren. In Bezug auf
die Integrale, welche sich auf Flichen beziehen, die eine
Ausnahmefliche ausschliessen, gilt Folgendes: Die Seiten-

Dirichlet, Potentialtheorie. 3
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begrenzung der Ausnahmeflichen wird auch unendlich klein;
anders ist es mit den beiden parallelen Flichen selbst: die
bleiben endlich, wenn auch ihr Abstand von der Ausnahme-
fliche abnimmt. Deshalb néhern sich auch die zwei Inte-
grale, die sich auf jene zwei parallelen Flichen beziehen,
nicht nothwendigerweise der Null, wohl aber, wie leicht zu
sehen, entgegengesetzten Werthen, so dass sich die Summe
beider der Null néhert. Es bleibt noch das Flichenintegral
iibrig, welches sich auf die Oberfliche. des Cubus bezieht.
Jede Seitenfliche des Cubus ist ein Quadrat von der Grosse
4h®. Dehnen wir das Integral zuniichst tiber eine der Seiten-
flichen aus, so sind die drei in demselben vorkommenden
Cosinus constant, und zwar Ist einer derselben - 1, die
beiden andern O; denn die Normale bildet mit einer der
Axen den Winkel O oder 180°, mit den beiden andern rechte
Winkel. Das Flichenintegral reducirt sich also, abgesehen

vom Zeichen, auf | Z—: ds. Dies Integral ist kleiner als die
ganze Oberfliche, d. i. 4A%, multiplicirt mit dem grossten

Wel\'th, den das Product.uz%‘ auf derselben annimmt. Da
zu, und ebenfalls 2* g—: eine bestimmte endliche Grenze nicht_

tiberschreiten kann, so bleibt auch 2% gl—; iiberall unterhalb

einer gewissen Grenze x, d. h. es ist
du du
3 3.
wdu - <x, also a.uch‘ u o h<x,
oder

du %
Uigs <hi

T odu 4

'/. u dz ds < %
Hieraus ist ersichtlich, dass wenn wir 4 wachsen lassen,
jenes Integral sich der Grenze Null nihern wird, wenn es
nicht etwa von vorne herein schon Null ist. Dasselbe gilt

von den auf die fiinf tibrigen Seiten des Cubus beziiglichen
Integralen. Also die zweite Seite der Gleichung (6) wird,

mithin
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wenn die isolirenden Flichen den Ausnahmestellen immer
niher riicken, und die den Cubus begrenzenden Flichen
immer weiter riicken, sich der Grenze Null nihern, wenn
sie nicht iiberhaupt schon Null ist. Daraus folgt in aller

Strenge, dass (Z—:-)g + (%)2 + (%)2 in jedem Punkt a, der

‘keiner Ausnahmestelle angehort, Null ist. Denn nehmen
wir an, diese Summe wire in @ von Null verschieden, so
du du du

dz’ .(—l_f_/" ?Z_z’ und

deshalb (%:)2 + (%)2 -|—,(%)2 stetig; es muss also auch in

einem, wenn auch noch so kleinen um @ herum liegenden
Raum ¢ jene Summe noch positiv sein. Mithin ist der
Theil des Integrals

du\2 dw\2 du\2
f((d—x) + (d_y) + () )‘”"
der sich auf den Raum g erstreckt, positiv, und zwar jeden- '
falls nicht kleiner als ¢ N, wenn N das Minimum von ’

du\2 dw\2 du\?

@) + @)+ @)
innerhalb des Raumes ¢ bezeichnet. Alle iibrigen Theile
dieses und der auf die anderen Réume, in die der Cubus
zerlegt ist, beziiglichen Integrale konnen nie negativ werden.
Also hitten wir auf der einen Seite der Gleichung (6) etwas,
das nie unter einen gewissen Werth ¢ N herabsinken kann,
auf der andern Seite etwas, das entweder schon Null ist,

oder doch der Null beliebig nahe gebracht werden kann.
Deshalb ist es unméglich, dass irgendwo ausserhalb der

du\2 du\? dw\2 .
Ausnahmestellen (d—g) + (d—;:) + (Zl—:) von O verschieden
sei. Dieser Complex ist also auch O in den Ausnahmestellen,
denn er ist dberall stetig. Daraus folgt, dass im ganzen un-
endlichen Raum ohne irgend eine Ausnahme
du\? du\? du\?
(%) +(d_y) + (G =0

konnte sie nur positiv sein; nun sind aber

ist. Folglich ist auch tiberall
8%
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du _
dxr

du du
0, Iy = 0, 7,=0.
" Daraus ergiebt sich weiter, dass # im ganzen unendlichen
Raum constant sein muss; und daraus, dass zu nicht zu
wachsen im Stande ist, ergiebt sich endlich, dass der con-
stante Werth des u kein anderer als O sein kann.

Den eben bewiesenen Satz werden wir im folgenden
Abschnitt anwenden, um die Richtigkeit der als bekannt
vorauszusetzenden Formel fiir das Potential eines homogenen
Ellipsoides nachzuweisen.



Zweiter Abschnitt.
Potential und Anziehung eines homogenen Ellipsoides.
§. 8.

Die -Aufgabe, die Anziehung, welche ein homogenes -
Ellipsoid auf einen innern’ Punkt ausiibt, zu finden, hat
schon Newton behandelt. Derselbe hat die Aufgabe aber
nicht vollstindig gelost: er hat sich auf den Fall eines Um-
drehungsellipsoides beschrinkt und gefunden, dass die Rich-
tung der Anziehung fiir alle auf demselben Durchmesser
liegenden Punkte dieselbe ist, und die Grosse der Anziehung
proportional der Entfernung des angezogenen Punktes vom
Mittelpunkt (Fig. 8.). Dem-
nach kam das ganze Problem
darauf hinaus, die Anziehung
fiir einen Punkt der Oberfliche
zu bestimmen nach Richtung
und Intensitit. Newton hat
dies bloss fiir die am Ende der.
Umdrehungsaxe und auf dem
Aequator liegenden Punkte ge-
than.’) Erst Mac Laurin hat
- die Aufgabe vollstindig gelost.®) Mac Laurin ging aber
weiter und beschiftigte sich mit der Bestimmung der At-
traction fiir einen dussern Punkt; es gelang ihm dies freilich
nur fiir dussere Punkte, die auf der verlingerten Rotations-
axe und in der Ebene des Aequators liegen.’) Diese Re-
sultate waren auf gemischtem Wege gefunden: theils durch
Construction, theils durch Rechnung. Seine Arbeiten fielen
in eine Zeit, wo die Analysis grosses Uebergewicht hatte,
und man es unangenehm empfand, dass man mnicht rein
durch Rechnung zum Resultat gelangen konnte. Lagrange

Fig. 8.
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hat die Mac Lawrin'schen Resultate durch blossen Calciil
erhalten®), hat aber die Losung nicht weiter gefordert.
I’ Alembert bemerkt, dass simmtliche Schliisse Mac Laurin’s
auch fiir ein ungleichaxiges Ellipsoid gelten.”) Der nichste
bedeutende Schritt ist von Legendre®) gemacht. Legendre
hat die merkwiirdige Entdeckung gemacht, dass wenn man
ibérhaupt . irgend einen Umdrehungskorper hat und die At-
_ traction fiir die auf der Umdrehungsaxe befindlichen Punkte
kennt, man daraus die Attraction fiir jeden beliebigen andern
Punkt finden kann. Mit Hilfe dieses Satzes hat Legendre
die Aufgabe fiir den &#usseren Punkt vollstindig gelost, fiir
ein Umdrehungsellipsoid. Auch hat Legendre gleichzeitig
den nach Mac Laurin benannten Satz bestimmt ausgesprochen
(bewiesen hat er ihn erst spiter), der sich bei Mac Laurin
nur angedeutet findet.’) Der Mac Lauriw'sche Satz lautet:

Wenn die drei Hauptschnitte zweier Ellipsoide resp. die-
selben Brennpunkte haben, so haben die Krifte, mit denen sie
denselben dusseren Punkt anziehen, dieselbe Richtung und ver-
halten sich 2u einander wie die Massen der Ellipsoide.

Da die Massen zweier Ellipsoide den Producten ihrer
Halbaxen proportional sind, so kann man auch sagen, die
Krifte seien den Producten der Halbaxen proportional. Dieser
Satz war ungemein wichtig, weil man damit, auch fiir das"
ungleichaxige Ellipsoid, die Aufgabe fiir den #ussern Punkt
vollig absolviren konnte, nachdem sie fiir die im Innern
und auf der Oberfliche gelegenen Punkte gelost war. Denn
man durfte ja nur das gegebene Ellipsoid so anwachsen
lassen, bis der angezogene Punkt auf der Oberfliche lag.
Aber jener Satz war sehr schwierig zu beweisen, war ein
blosses Inductionsresultat. Um den Nachweis desselben
haben sich die Bemithungen der Mathematiker lange ge-
dreht. Laplace hat ihn zuerst allgemein bewiesen, durch
Reihenentwicklung.”’) Einen anderen, aber auch hichst com-
plicirten Beweis hat Legendre gegeben.!!) Spiter ist die
Sache sehr vereinfacht. Wir beweisen nur die Richtigkeit
der ftir das Potential gefundenen Ausdriicke.

Es findet in Bezug auf das Potential eines homogenen
Ellipsoides
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. m? 2 Z’
st pta=1
eine ganz andere Formel statt, wenn der angezogene Punkt

ein innerer und wenn er ein Husserer ist, wie dies auch
schon bei der Kugel der Fall war. Das Potential einer

Kugel hatte (fiir k= 1) im Innern die Form 2z0® — 2?75 o

im Aeussern dagegen :131 %s. Also im Innern ist das Poten- -

tial ein Ausdruck. zweiten Grades in Bezug auf z, y, 2

2n 2x 2%
2 2 2 2
27 3 3 Y 3

Dieselbe Form findet auch beim Potential des Ellipsoids
statt. Die Rechnungen ergeben

v=G — La® — My® — N2z*;
G, L, M, N hingen von elliptischen Integralen ab. -Ist die
Dichtigkeit gleich 1, so ist, wenn man zur Abkiirzung

D=Y((+H+7)(1+37)

. a0
ds ds 1
G="f17’ L==|pita
[

0

setzt, -

ds 1 ds 1
M="fﬁ§1’a‘f’ N=z]psxpy
0 0

Fiir einen innern Punkt ist also:

([ e g e )
D v "(J D "’oj Ditery V) Dty 7 ) Do)
Hieraus wollen wir jetzt selbst, mit Benutzury des Mac

Laurin’schen Satzes, den Ausdruck des Potentials fiir dussere
Punkte entwickeln.

.

§ 9.

* Durch den angezogenen Punkt (w, y, 2) legen wir ein
dem utspriinglichen confocales Ellipsoid, dessen Halbaxen.
wir &, ', " nennen. Ist v das Potential des neuen Ellipsoids,
so hat man nach dem Mac Lauriw'schen Satze
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vt = efy: “’5'7";
afy

'v=-7—r—l’0
«fy

oder

Die Halbaxen o, f, ' finden wir durch Auflosung einer -
cubischen Gleichung. Da der Punkt (z, y, 2) némlich auf
der Oberfliche des neuen Elhpsoxdes liegen soll, so” muss

'9+_"2+ '2_1 (a)

gein; da ferner das neue Elhpsmd dem alten confocal sein
soll, so muss

o — of — ﬁ'zh'_ ﬂ’ =y — »*
sein, so dass wir o

@=ats, pP=f+o, Y =y+o
setzen konnen: durch Substitution dieser Werthe in (a) entsteht

xﬂ 2 Z’

a’+¢+p’?{|-o‘+'y’+o'=1' (b)
Durch diese cubische Gleichung ist ¢ vollig bestimmt; denn
dieselbe hat nur eine positive Wurzel, weil es nur ein dem
urspriinglichen confocales Ellipsoid giebt, das durch den
Punkt (z, y, 7) geht. Sind o, §, 7’ auf diese Weise ge-
funden, so bestimmt sich der Werth des v" aus der Glei-
chung 1) des vorigen Paragraphen, die ja bis zur Oberfliche
incl. giltig ist. Demnach wird

’U———t ,_[D x’ ﬁ;—;ds—’—r,—
¢+

ds’ ds )
-9 D(s+ﬂ’) D(s+v’)

17=]/((1+5’,, 1_,_‘3,,)(1_,_ )=V EHEEL O+

ofy

Die vorstehenden Integrale kénnen wir auf dieselbe Form
bringen, welche die in dem fiir innere Punkte giiltifen Po-
tentialausdruck vorkommenden haben, wefin wir s’ =s — ¢
setzen. Dadurch wird -
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Dz V(@0 B+ 96 +9), -
~ oder, da
— V(@ + 9 B+ 9) (7 + 9)

ist, D' — "‘gy D, und folglich

' 3 ds |
2) v== ,/ D ifD(s—I—a’) - D(s+ﬁ’) 2 D(s+ﬁ)'

Also haben “wir einen ganz ah.nhchen Ausdruck fiir den
dusseren Punkt, wie fiir den inneren, nur dass die Integrale
jetzt nicht von O sondern von ¢ anfangen: ¢ hingt, als die
positive Wurzel der Gleichung (b), von der Lage des ange-
zogenen Punktes ah.

§. 10.

Um- nachzuweisen, dass die rechten Seiten der Glei-
chungen 1) in § 8. und 2) in § 9. das Potential eines
homogenen Ellipsoides, resp. fiir innere und iussere Punkte,
darstellen, haben wir nach §. 7. nur zu zeigen, dass sie
jenen drei Bedingungen gentigen. Der Ausdruck auf der
rechten Seite in 1) ist offenbar stetig. Da ferner ¢ sich
stetig #ndert, wenn sich der Punkt (z, y, 2) im Hussern -
Raum bewegt, so ist auch der Ausdruck auf der rechten
Seite in 2) stetig. Da an der Oberfliche ¢ = O ist, so geht
dort der zweite Ausdruck in den ersten iiber; mithin #ndert
gich die durch 1) und 2) gegebene Function auch stetig
beim Uebergang vom #ussern Raum in den inneren.

Wir haben jetzt die Derivirten von v im innern und
dussern Raum zu bilden. Wir suchen zunichst die Deri-
virte von ¢ nach z aus der Gleichung
A R AU
e*+6 "pP+e T yita
Die Regel fiir die Derivirte einer impliciten Function ergiebt:

2@ xz? do - y? ds i ¢_i_¢_;=0
e’+o (et oide  (B'4o)dz ('t o)'dx ’
woraus

de 2z 1

z  a'Fal
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folgt, wo zur Abkiirzung

xz? y? 2

- wretEretere T
gesetzt ist. Ks ist klar, dass ! nicht Null werden kann.
Denn dann miissten gleichzeitig z, y, # gleich 0 sein, was

nur im Mittelpunkt des Ellipsoides der Fall ist: blexbt

also immer endlich und #ndert sich stetig. Be_rucksmhtlgt
man fiir die Differentiation von » im #ussern Raum den be-
kannten Satz: :

ff(s)ds = — f(")dx’

V(a+20+20+3) -,

so erhdlt man leicht:.

und setzt

‘ dv i ds
1) %=—2nwfl)—(s+af,)
dv 1de | x*de 1 y:de 1 22de 1
2) d_x""( Adw+ddxo+a’+ddwa+ﬂ’+ddxa+y)

ds
— 2nx m=—2nw D(Tu_’)'
o ' o

Es ist klar, dass beide Ausdriicke stetig sind. An der
Oberfliche, wo ¢ = O ist, fallen sie zusammen. Also auch

dv dv dv) c e s " .

P (ebenso iy’ s ist im innern und dussern Raum stetig,

und auch stetig beim Uebergang vom ersten in den zweiten.
Durch nochmalige Differentiation erhilt man:

.Q

d*v ds.
0
d?v " 2ne 1 do
2) dzt = 2 D(s+ ")+ 4 o F «tdx

2/D<s+ o+ 5 )T
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Diese beiden Ausdriicke fallen an der Oberfliche nicht zu-

sammen. Schreibt man hiernach die entsprechenden Aus-

driicke fiir g ® und Z';' auf und addirt, so entsteht:

Ty A div | ddW ds( 1 1 1
1) EF+¢W+E*=T_2W'!17(3+°‘”+8+B’+8+7’)-

d%

8) Sy 2jD (it ot 2

Die vorstehenden Integrale lassen sich leicht angeben. Es ist

in

d_’( 1,1 1\ dsd((ste?)(e+B)s+r") 1
D\stat Tspt Toty®/ D ds (sFa)e+B) e+
1
dsd(D) 1 - 2d(‘17)d.
D ds D' d 85
folglich _

fds(s-l—la’+s+ﬁ’+s+y) %

Fiir den inneren Punkt sind die Grenzen oo und O: fiir
s =o0 wird das unbestimmte Integral 0, und fur s=0
wird es — 2. Also haben wir

1 Tt g+ T = —
wie es, der zweiten Bedingung gemiss, sein muss. ' Fiir den
dussern Punkt ist die untere Grenze ¢: fiir s = ¢ wird das

unbestimmte Integral — %, folglich das mit — 2z multipli-

cirte bestimmte Integral — 4—}, was sich gegen - 47” hebt.

Also im #ussern Raum wird, gleichfalls in Uebereinstimmung
mit der zweiten Bedingung:

. dlv | d?v | d%v
2) wTaptaa=0
Es ist noch nachzuweisen, dass unsere Ausdriicke auch der

dritten Bedingung gentigen, der zufolge v und @ Z—; iiberall

endlich bleiben miissen. Dies braucht tibrigens nur fiir den
. #ussern Raum nachgewiesen zu werden. Im #dussern Raum ist
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ds x? y? 2!
v==*)p (1 *ﬁ:ﬁ“m—svﬁa)’

LA P L
az DeFay’
N
Wenn wir ein Integral haben, dessen Elemente alle dasselbe
Zeichen haben, so konnen wir alle Elemente desselben ver-
grossern, und vergrossern so das Ganze. Der Factor
1 x’ . yﬂ . 22
R o S
in dem ersten Integral liegt zwischen O und 1: schreiben

wir also dafiir 1, so vergréssern wir das Integral. Wir
o

hiitten also nachzuweisen, dass z f %8 nicht wichst, und dass
o

a0

3 f D—(Ed-—:a_’) nich£ wichst. Es ist

1 afy
DT YG+e) e+ 6+
Bezeichnet man die kleinste der drei Halbaxen mit 4, dann ist

V(s + o) (s + %) (s + %) > (s + 493,
folglich

1 IS S
VE+a)@s+6) 6+ s+

Da nun
._is__ [ 2 _'i' Q
J(s+z’)% 2 (s + 4%)~% 4 Const,
und deshalb
© ds 2
(s + i Ve’

so ist

'd_f 2afy
S Vet ®
2 2
Es war — ,+ c—l— 6,—--_]_—0+ #= 1;es istalsou—,% ent-

weder ein echter Bruch oder gleich 1, und deshalb
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z = (e + 6)¥.

a0

Hieraus in Verbindung mit (a) folgt, dass %’—’ kleiner ist als

2apy ((352)"

was nicht wichst. Ebenso findet man, dass das zweite Inte-
ds . :
gralxsf—,— kleiner ist als
& D(s+ %

. 73
Zafy (z‘__'—::—:e) ’
was auch nicht wichst.

§. 11.

‘ Fir die Componente der Anziehung, die eine homogene -
ellipsoidische Masse auf einen Punkt im Innern ausiibt, gilt
nach dem vorigen Paragraphen die Gleichung:

G4 ’

ds
X=—2an%———®+a%

D=V((+20+7)0+7)

Dies Integral hingt nur von dem Verhdltniss der Axen ab,
d. h. es dndert sich nicht, wenn man die Axen in demselben
Verhiltniss zu- oder abnehmen ldsst. Dies ist auf der
Stelle klar, wenn man statt s die neue Integrationsvariable

= a—s, einfiihrt, wodurch jemes Integral.iibergeht in das
folgende _ '
J dt 1
2 2 1+4t°
JViarauegaess ™
Hierin kommt nur das Verhiltniss von « zu 8, und von «
zu p vor: also das Integral bleibt dasselbe, wenn auch

@, B, y sich indern, so lange nur % und % constant bleiben.

Die X-Componente ist also dieselbe fiir zwei Ellipsoide, die
beide den angezogenen Punkt umschliessen und in ihren
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Axen ein constantes Verhiltniss haben, wihrend die Axen
des einen mit denen des andern in dieselbe Richtung fallen;
dasselbe gilt von den beiden anderen Componenten Y und
Z. Daraus folgt: :
_ Eine homogene ellipsoidische Schale, die wvom zwei concen-
trischen, dhnlichen und dhnlich liegenden Flichen begrenst wird,
bt auf einen beliebigen innerhalb der Hohlung liegenden Punkt
keine Wirkung aus.

Es findet also auch Gleichgewicht statt fiir einen Punkt,
auf den lauter unendlich diinne, homogene, von &linlichen
Flichen begrenzte Schichten wirken, wenn auch die Dichtig-
keiten der einzelnen Schichten verschleden sind. Dies Re-
sultat kennt man seit Newfon; es ist Niemandem eingefallen
_ zu untersuchen, wie es mit der Wirkung einer solchen Schale
" nach aussen beschaffen’ ist.

Fiir den #ussern Punkt ist

[

' ods
X=—2nx m‘z—,) .
[
Jetzt wollen wir das Ellipsoid sich #ndern lassen, so aber
dass die Axen dasselbe Verhiltniss zu einander behalten.
Setzen wir zuniichst wieder s = «?f, so erhalten wir

X=—2M[ ((1+t)(l+;—:t)(1+:_:t))l+t.;

G ist dle positive Wurzel der Glelchung

a2+6+ﬂ2+6+'y+6 1}

oder, wenn wir letztere mit «® multipliciren, der Gleichung

.
+pa ’ '—+F—jg—d=a’.
1 + ol + «t Pl + «?
Das Integral, auf welches wir hier kommen, hiingt also,
wegen der unteren Grenze, allerdings von dem absoluten Werth

der Axen ab: es findet aber doch etwas Einfaches statt,
wenigstens in Bezug auf die Anziehung einer wunendlich-
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diinnen Schale, deren #ussere Fliche der inneren #hnlich ist.
Die #ussere Fliche soll die Halbaxen &, 8,  haben; damit
die innere Fliche der dusseren ihnlich sei, setzen wir deren
Halbaxen gleich « (1 — ¢), (1 — ¢&),» (1 — ¢&). Die Com-
ponente des iusseren Ellipsoides sei X, die des inneren X':
dann wird X — X’ die Componente der Schale sein. Setzen

wir fir den Augenblick - — m, % =, so haben wir

8
. .dt - 1
X=—2nwfv((l+t)(l+mst)(1+mt))' 14t

wo 6 die positive Wurzel der Gleichung .

1+,,g+,,‘,,+a,+,,‘2+a, = ®

. Hieraus sieht man, dass die Formel fir X' aus der fir X
erhalten - wird, wenn man in letzterer nur statt « setazt
o« — we, denn m und n sind fir X' dieselben wie fiir X.
Fiir ein unendlich kleines & ist demnach

’ /9. ¢
X—-—X—a'&“ﬁa,

und folglich die Componente einer unendlich diinnen Schale

X Xl (lX
Es ist aber
[
ax 2xx 1 d(ﬁ)
—— o =¢a - e ()

e LY+ S0+ ) (0+5)

Sehen wir o% als Function von « an und differenziren die
Gleichung (a), so entsteht:

; 2 4 2
—((1+ CAR iyl ) Bt

Es wird gut sein, zur Abkiirzung a+a, B2+, 40
zu nennen o2, B2 % o, f, ¥ werden dann die Halbaxen
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des durch den #usseren Punkt (z, y, #) gelegten confocalen
Ellipsoides sein. Setzt man gleichzeitig fiir m® und #* wieder
ihre Werthe, und dividirt beide Seiten der letzten Gleichung
durch «*, so erhidlt man

()

x? y! z?
Tt R ) =

oder, wenn wir

setzen,

Substituiren wir diesen Werth stat —d—o;— in (b), und be-

zeichnen die Componenten der Schale, die resp. der X-, Y-, Z-
Axe parallel sind, durch X, Y, Z, so haben wir -

By
s afy 2z )

Fiir die Resultante B = J/(X® 4+ Y* 4 Z?) findet man einen
noch einfacheren Ausdruck, nimlich'?)

— afy
R=4¢xn mp.

Das Volumen des #usseren Ellipsoides ist 4zwafy, das des
inneren 4wefy (1 — ¢)* = 4mafy (1 — 3¢); also ist das Vo-
lumen der Schale 47wefyée, und da die Dichtigkeit k=1
ist, so ist auch die Masse der Schale 4wafys. Bezeichnen
wir diese Masse durch M, so haben wir ‘
_ Mp .
R= iy

Es ist noch die Richtung der Resultante zu bestimmen, d. h.
die drei Winkel, welche sie- mit den drei Coordinatenaxen
bildet. Nennen wir diese Winkel 4, g, v, so ist
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cosl=§—§= ——p, cos g = ——E;p, oSV = — 5P
Die_hier vorkommenden Grissen, sowohl die drei Cosinus,

das p, haben eine einfache geometrische Bedeutung. Die
Gleichung des Ellipsoides, dessen drei Halbaxen o, §, ¢
sind, lautet:

u’+ﬂ"+ ’2—1

Legt man an einen Punkt (z, y, 2) dieser Fliche die Tangential-
ebene, und nennt die laufenden Coordinaten der letztern ¢, %, v,
so ist, da die Gleichung der an den Punkt (z, y, 2) der

Flache L = 0 gelegten Tangentialebene diese ist:
aL dL '
He— D+ + 50— =0,

in unserem Fall die Gleichung der Tangentialebene

2v :

Wenn man die Gleichung einer Ebene in die Form gebracht
hat, dass das constante Glied auf der zweiten Seite positiv
und die Summe der Quadrate der drei Coefficienten von ¢, u, v
gleich 1 ist, so sind diese drei Coefficienten bekanntlich die
Cosinus der Winkel, welche das vom Anfangspunkt auf die
Ebene herabgelassene Perpendikel mit den drei Axen. bildet,
und die zweite Seite die Liinge des Perpendikels. "Multipli-
ciren wir die Gleichung (¢) mit p, so entsteht

i
Ry, @

und in dieser Gleichung haben die Coefficienten von ¢, u, v
. die Eigenschaft, dass die Summe ihrer Quadrate gleich 1 ist.
Nennen wir also die drei Winkel, die das vom Anfangs-
punkt, d. i. vom Mittelpunkt des Ellipsoids, auf die in dem
Punkt (z, y, #) an das confocale Ellipsoid gelegte Tangential-
ebene gefiillte Perpendikel mit den drei Axen bildet, 4, u’, v

o0 ist cos 4’ =%a,f, u.s. w. Also 4 und 4, g und g/, v und

v" sind Nebenwinkel. Daraus folgt, dass die von der Schale
auf den Punkt (z, y, #) ausgeiibte Kraft senkrecht gegen

Dirichlet, Potentialtheorie.
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das durch diesen Punkt gelegte confocale Ellipsoid gerichtet
ist'¥). Ferner ergiebt sich aus (d), dass die in der Gleichung
Mp -
R=iFr .
vorkommende Grosse p die Linge jenes Perpendikels ist.

Hat man also eine von zwei concentrischen ihnlichen

Ellipsoiden begrenzte unendlich diinne Schale, so ist die
Gesammtwirkung, die dieselbe auf einen #ussern Punkt aus-
iibt, gleich dem Product aus der Masse der Schale in das
~vom Mittelpunkt auf die in diesem Punkt an das confocale
Ellipsoid gelegte Tangentialebene gefillte Perpendikel, divi-
dirt durch das Product aus den drei Halbaxen des confo-
calen Ellipsoides; die Richtung der Gesammtwirkung ist
.senkrecht gegen das confocale Ellipsoid. Séimmtliche Data
héingen also von dem confocalen Ellipsoid ab. )

Ist die Schale kugelformig, so ist das confocale Ellipsoid
auch eine Kugel; das Perpendikel p ist dann dem Radius ¢
dieser Kugel gleich, und die drei Halbaxen sind auch einzeln
gleich 9. Unsere Formel liefert also in diesem Falle das
schon bekannte Resultat

Wir wollen jetzt den #usseren Punkt an die Oberfliche
der Schale bringen. In diesem Fall ist das durch den Punkt
gelegte, der dusseren Begrenzung der Schale confocale Ellipsoid
die #ussere Begrenzung selbst: o, ', ¢ fallen mit «, 8, y
resp. zusammen, und es wird:

R = 4nepk, (e)
-wihrend die Richtung der Kraft R senkrecht gegen die
dussere Begrenzung ist. Lisst man nun den angezogenen
Punkt auf der Oberfliche der Schale sich bewegen, so andert
sich in der Formel fiir R nichts als p, so dass also die An-
ziehung .dem Perpendikel p proportional ist. Wir werden
finden, dass die Anziehung der Dicke der Schale proportional
ist, indem p der Dicke proportional ist. In Figur 9. sei o
der Mittelpunkt der Schale, m ein beliebiger Punkt der
dusseren Grenzfliche, os das von o auf die durch m gehende
Tangentialebene gefillte Perpendikel p. Die durch om und
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os gelegte Ebene wird die Schale in zwei Curven (Ellipsen)
schneiden; r sei det Punkt, wo die Gerade om die innere
Ellipse schneidet. In m er-
richte man auf der &Husseren
Grenzfliche das Loth, und
nenne das Stiick m g desselben,
welches zwischen beiden
Grenzflichen enthalten ist,
0: dann ist 0 die Dicke der
Schale in dem Punkt m. Da
wir mgq als senkrecht gegen
rq ansehen kdnnen, so haben
wir zwei &hnliche rechig
winklige Dreiecke oms und
mrq; folglich findet diese
Proportion statt:

Fig. 9.

08:0m = mgq: mr. . ' )
Sind z, y, # die Coordinaten des Punktes m, so sind, wie
leicht zu sehen, z (1 — &), y (1 — &), 2 (1 — &) die des Punktes
r, 8o dass man hat '

om:or=1:1—zg,
oder

rm:om=¢:1l.

Hieraus folgt, dass rm = ¢ --om ist. Substituirt man diesen
Werth statt »m, und zugleich p und 0 statt os und mgq in
(f), so entsteht:

piom=20:¢&-om,
folglich ist d = ¢.p. Statt (e) konnen wir also schreiben

' " R=4=n0dk.

Wir konnen demnach sagen: Die Anziehung, welche eine
unendlich diinne von zwei concentrischen, @hnlichen und &hn-
lich liegenden Flichen begrenzte ellipsoidische Schale auf
einen Punkt ihrer dusseren Oberfliche ausiibt, ist

1) normal gegen die Oberfliche gerichtet,

2) der Dicke der. Schale proportional,
withrend sie auf die in der Hohlung und auf der inneren Ober-
fliche liegenden Punkte gar keine Wirkung ausiibt.

4*
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Letztere Eigenschaft der unendlich diinnen ellipsoidischen
Schale ist einer grossen Verallgemeinerung fihig. Coulomb,
der Erste, der die Elektricititslefgre experimentell genau be-
handelte, bemerkt, dass die Elektricitit sich an der Ober-
fliche der Leiter, wie ein incompressibles Fluidum, in einer
homogenen Schicht ansetzt, die man als unendlich diinn an-
sehen kann: Wirkung nach innen hat nicht statt, denn sonst
wiirde eine weitere Zersetzung der Elektricitit im Innern
des Leiters stattfinden, und wir hitten kein Gleichgewicht.
Coulomb fand experimentell, dass die Wirkung einer solchen
Schicht an der #ussern Oberfliche iiberall normal gegen
letztere und der Dicke der elektrischen Schicht proportional
ist. Das Coulomb’sche Resultat lautet demnach so: Ist eine
sehr diinne homogene Massenschicht so beschaffen, dass ihre
Wirkung im Innern iiberall Null ist, so ist ihre Wirkung
an der dusseren Oberfliche normal gegen letatere gerichtet’
und der Dicke proportional. Man sieht, dass der im vorigen
Paragraphen gefundene Satz nur ein specieller Fall dieses
allgemeinen Theorems ist. Aber auch letzteres ist spiiter,
aund zwar von Laplace, sehr erweitert. Laplace selbst hat
freilich nichts hieriiber verdffentlicht, aber Poisson fiihrt an,
dass Laplace ihm folgenden Satz mitgetheilt habe*):

Man denke sich eine schalenformige Masse, die von
zwei geschlossenen Flichen begrenzt wird. In irgend einem
Punkt O der #ussern Fliche errichte man auf derselben die
Normale, welche die innere Fliche in O treffe. Dann zer-
lege man die ganzen in O und O stattfindenden Kriifte (die
von der schalenformigen Masse herriihren) nach der Nor-
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male, und nenne die in die Richtung der Normale fallenden
Kriifte P und @, und zwar betrachte man jede einzelne der-
selben als positiv oder negativ, je nachdem sie in die nach
aussen oder nach innen gerichtete Normale fillt. Ist nun
die Dicke 0 der Schale unendlich klein, dann ist die Summe
~ jemer beiden Componenten die auch unendlich klein sein
werden,
P+ Q= — 4=k,

wo k die in O und O stattfindende Dichtigkeit bezeichnet,
die auch verinderlich sein kann von Normale zu Normale,
© wenn sie sich nur stetig dndert.

Ist & die Dicke an einer bestimmten Stelle, so konnen
wir immer die Dicke an irgend einer Stelle gleich &y setzen,
wo x eine Function von z, y, # ist?®), so dass wir haben:

P4 Q= —4mneyk.

Dies ist eine Gleichung zwischen unendlich kleinen
Grossen erster Ordnung: wir wollen sie so umformen, dass
das unendlich Kleine verschwindet. Fiir ein endliches &
wiirde die Gleichung so lauten:

P+ Q-+ 6= — dasyk, W
wo ¢ eine, freilich unbekannte, Function von z, y, 2, k, &
ist, von der wir aber wissen, dass sie schneller abnimmt als

8, oder dass lim -:— = 0 ist. Statt der von Normale zu Nor-

male verinderlichen Dichtigkeit % (sie kann auch constant
sein) setzen wir jetzt dine andere, die iiberall in demselben
Verhiltniss grosser sein soll als jene, némlich %, wiihrend
die Dicke &y vorliufig dieselbe bleiben soll: dann ist klar,

dass auch Potential und Componenten der Schale in dem-
selben Verhiltniss wie die Dichtigkeit griisser werden. Nennen

wir also die fiir die neue chhtlgkelt — stattﬁndenden ‘Werthe
der nach der Normale zerlegten Componenten P und ¢,

so haben wir P, = —1;, Q= % Dividirt man andrerseits

die Gleichung (1) durch &, so entsteht
TS —dag, -
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folglich ist
. P1+Ql+’:—=_47':xk°

Lassen wir in dieser Gleichung & abnehmen, so lassen wir
die Dicke abnehmen und gleichzeitig die Dichtigkeit zu-
nehmen,” und zwar findet dabei Folgendes statt: jeder Ele-
mentarcylinder der Schale von der Dicke &y, der dem Flichen-
element @ entspricht, behilt bei der Abnahme des ¢ dieselbe

Masse, da seine Masse coxs-—;—=ka von & unabhingig

ist; die Schale selbst niihert sich dem Zustand einer mit
Masse belegten Fliche, wo auf das Flichenelement o die
Masse wyk kommt. Damit wir wieder sagen konnen, die
auf einem Flichenelement enthaltene Masse ist gleich dem
Product aus diesem Flichenelement in die daselbst statt-
findende Dichtigkeit, wollen wir das Product g% jetzt Dichtig-
keit nenden und auch wieder mit dem Buchstaben % be-
zeichnen. Die Grenzen, denen P, und @, zustreben, wenn
der Process des Abnehmens von & ins Unendliche fortgesetzt
wird, wollen wir p und ¢ nennen; da gleichzeitig der Quo-

tient —:— sich der Grenze Null nihert, so haben wir

P+ q=— 4=k

Diese Gleichung ist nur eine andere Form des Laplace'schen
Satzes, in welcher das unendlich Kleine verschwunden ist,
-und sagt Folgendes aus:

Hat man eine, mit Masse belegte Fliche und versteht
unter der Dichtigkeit £ an jeder Stelle den Factor, mit dem
man das Flichenelement zu multipliciren hat, um die darauf
befindliche Masse zu erhalten, so iibt jene Fliche an jeder
Stelle nach beiden Seiten hin Wirkungen von der Beschaffen-
heit aus, dass die Summe dieser beiden nach der Normale
zerlegten Wirkungen gleich — 4=k ist.')

§ 13.

_ Bezeichnet man mit a, b, ¢ die Coordinaten irgend
eines Punktes einer mit Masse belegten Fliche; mit ds das
bei (a, b, c) liegende Element derselben, mit % die Dichtig-
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keit in ds; mit » die Entfernung des Punktes (a, b, ¢) von
einem Punkte O, dessen Coordinaten z, y, # sind, und mit
v den Werth des Potentials der in der Fliche vertheilten

Masse in dem Punkt O: dann ist v-= f k—-f‘g, durch die ganze

Fliche ausgedehnt. Nennen wir die in die Richtung der
X-Axe fallende Componente der Kraft, welche jene Masse

auf O ausiibt, X, so ist X = J ’”—.(-3';3—‘”)@
die ganze Fliche ausgedehnt. So lange der Punkt O ausser-
halb der Fliche liegt, ist Z—: unbedingt einerlei mit X.

Wir zeigen zuniichst, dass das Potential v auch jetat
wieder, wie frither, diberall stetig ist. Dass v und alle Diffe-
rentialquotienten von v in allen Punkten, die nicht auf die
Fliche selbst fallen, stetig sind, leuchtet auf der Stelle ein.
Denn wenn ich von einer Function nachweisen will, dass
sie sich stetig iéindert, brauche ich nur nachzuweisen, dass
ihre ersten Derivirten endlich sind: die Endlichkeit von v
und irgend einem seiner Differentialquotienten liegt aber
auf der Hand. Dass, wenn der Punkt (z, y, 2) auf die
Fliche tritt, oder auf der Fliche sich bewegt, das Potential
nicht blos endlich, sondern auch stetig bleibt, bedarf eines
Beweises. Es sei m die Stelle, wo der Punkt auf die Fliche
tritt, oder von wo aus er sich auf der Fliche bewegt, und
a ein dem Punkt 7 unendlich nahe liegender Punkt ausser-
halb der Fliche. Die Potentialwerthe in ¢ und m seien 4
udd M. Wir zeigen zunichst, dass 4 unendlich wenig von
M verschieden ist. Wire ein endlicher {Unterschled vor-
handen, so konnte der nur herrithren von den Theilen der
Fliiche, die dem Punkt m unendlich nahe sind; denn fiir
den iibrigen Theil der Fliche ist nicht nur a sondern auch
m ein #usserer Punkt, mithin &ndert sich das von diesem
- Theil herriihrende Potential gewiss stétig beim Uebergang
von a nach m. Nun ldsst sich aber zeigen, dass die Flichen-
theile, die dem Punkt m unendlich nahe liegen, erstens zu
A, zweitens zu M nur unendlich wenig beitragen. Die erste

Behauptung leuchtet unmittelbar ein, da in f ig—“’ kein Ele-

, gleichfalls durch
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ment unendlich gross wird, und gleichzeitig die Fliche,
iiber welche sich das Integral erstreckt, unendlich klein ist.
Die zweite Behauptung ldsst sich folgendermassen beweisen.
In m legen wir die Tangentialebene an die Fliche; in der-
selben beschreiben wir um s einen Kreis mit dem Radius o
(Fig. 10.), und errichten dann in allen Punkten der Peripherie
dieses Kreises Perpendikel auf der Tangentialebene. Alle
. diese Derpendikel bilden eine Cylinderfliche, dfe von der
Fliche ein Stiick S ab-
schneidet. Wie gross kann
\ das von diesem Flichen- .
——— /1 stick herriihrende Poten-
‘ g ' ~ tial hochstens sein? Die
N T Uas Neigung zwischen der Tan-
\\ / gentialebene und irgend
~___— éinem KElement ds der
Fliche S sei ¢, die Pro-
jection von ds auf letztere sei do: dann ist de = cos 9 ds.
Der grosste Winkel ¢, der vorkommt, sei ¢; dann ist d6 > ds cose,

oder ds < ﬂ. Wir diirfen voraussetzen, dass & < 90° ist,

Fig. 10.

da wir das Stuck S. beheblg klein annehmen Lonnen Setzen

wir in dem iiber S ausgedehnten Integral f kds statt

r ’coss

ds, fir & den grogsten Werth K, und fiir 7 den Werth -:;,

wo o die Projection von » ist, die ja nie grosser ist als 7,
so haben wir af—s ‘j %‘Zg @. Das Integral J d—: ist tiber
den Kreis mit dem Radius 0 auszudehnen; ¢ ist die Distanz
des festen Punktes m von dem Kreiselement de. Theilen
wir den Kreis durch Polarcoordinaten, so ist do = eded®;

setzen wir letzteren Werth statt do in ‘—lég ein, so entsteht

fd&(l@. Integriren wir zundchst nach g, so ist das unbe-
. stimmte Integral f do = ¢, und da.wir von O bis 0 zu inte-
grireﬁ haben, so ist f ddde =20 f d® = 2x9. Mithin ist

*kds

Tg m 2m0. Dies nihert sich aber mit abnehmendem
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0 der Grenze Null. Also ist 4 von M unendlich wenig
verschieden, oder das Potential #indert sich beim Uebergang
von @ nach wm nach der Stetigkeit. Ist nun ferner # ein
dem Punkt  unendlich nahe liegender Punkt auf der Fliche,
und der Werth des Potentials in n gleich N, so sind 4 und
N gleichfalls unendlich wenig verschieden, also auch N und
M, d. h. auch auf der Fliche #ndert sich das Potential
ste}ig. Das Potential v einer auf einer Fliche vertheilten .
Masse ist folglich iiberall stetig. Aber ganz anders verhilt

es sich mit der Derivirten ;—g \

§ 14.

Wir wollen das Verhalten von Z—: oder X nur fiir den

Fall untersuchen, dass .der Punkt O sich auf der in irgend
einem Punkte der Fliche auf derselben errichteten Normale
von der einen Seite der Fliche. auf die andere bewegt. Wir
richten uns so ein, dass die A-Axe mit dieser Normale zu-
sammenfillt, und der Anfangspunkt mit dem-Punkt m der
Fliche, in welchem die Normale errichtet ist. Da der
Punkt O in der A-Axe bleiben soll, so ist y = 2 = 0, folg-
lich hat in dem Integral
dv (@ — x) kds
X=g=J = B

r?* den Werth (a — ) 4 b* + ¢%. Wir wollen also die beiden
Werthe, die das vorstehende Integral fiir ein unendlich
kleines positives « und fiir ein unendlich kleines negatives
2 annimmt, mit einander vergleichen, indem wir ihre Diffe-
renz zu ermitteln suchen. Fiir diesen Zweck geniigt -es
offenbar, einen beliebig kleinen den Punkt m einschliessen-
den Theil der Fliche zu betrachten, da der Beitrag des

iibrigen Theiles der Fliche zu dem Werth von Z—i sich stetig

andert: wir werden daher den Werth von % blos in Bezug

auf das Stiick S der Fliche betrachtengévelches durch den
im vorigen Paragraphen construirten Cylinder ausgeschieden
wird (Fig. 10.). Auch fithren wir statt jedes Flachenelementes
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ds wied.er seine Projection de6 = ds cos i ein: dadurch wird
X= co,: - a—r,, do, auszudehnen durch die ganze um den
. Punkt m beschriebene Kreisfliche. Den- Radlus der letate-
ren, den wir im vorigen Paragraphen ¢ nannten, wollen wir
jetzt durch R befichnen. Von der Grésse (—:&’—c—- diirfen wir

voraussetzen, dass sie sich auf dem Flichenstiick S iiberall
~ stetig @ndert, mit andern Worten, dass der im Divisor vor-
kommende Winkel ¢ iiberall kleiner als 90° ist, insofern
wir S beliebig klein annehmen konnen. Schreiben wir zur

Abkiirzung & statt 'cT)f—zp’ so haben wir

X-_-_Jh‘l;,i‘da
1

Da a, b, ¢ die Coordinaten einer Fliche sind, so ist a eine
stetige Functlon von b und c. Statt b und ¢ wollen wir
Polarcoordinaten einfihren (Fig. 11.), indem wir setzen:
b = g cos &, c=gsind. Der Winkel & erstreckt sich von O bis
2, der radius vector ¢ von O bis R; das Flichenelement do
wird od#deg;, ferner wird

¢ 'b”+6’—e = (@— a2+ ¢,

‘d% = dﬂ J h (a m) edo.

Fig. 11. Der kae] 9 ist bei
A, der ersten Integration
P ‘ ‘(nach @) constant. Ist
4 a=g (b, c), so ist
a=g (pcosd, osind)

~___ die Gleichung des
ST Schnittes der Fliche
mit derjenigen Ebene,
welche durch die 4-Axe
. -géht and mit der Ebene
@ AmB den Winkel &
2 : bildet,'in rechtwinkligen
e . Coordinaten @ und .
e Der Schnitt wird nur
auf der Seite von m
aus betrachtet, wo ¢

-

/ - e
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positiv ist, weil der andere Theil, wo ¢ negativ ist, spiiter
beriicksichtigt wird, wenn wir zu dem Winkel z 4 & kommen.
Der Schnitt ist eine Curve, welche ¢ in dem Punkte m be-
rithrt (Fig. 12.), weil ¢ in der Tangentialebene liegt. Daraus

folgt, dass i:— fiir jeden Schnitt ein Fig. 12.
Quotient ist, der sich der Grenze O ) //(a
nihert, wenn ¢, und damit a unend- ‘
lich abnimmt, oder dass lim(—‘;;) =0 ist. ” ¢
R
Das Integral J h (ar: @) odo zerfillt in diese beiden:
0 :

R R

haode ‘rhede
f—,.s—; - {/ T (4)
0 [

von denen wir zunichst das zweite befrachten. Wir konnen
demselben nicht anders beikommen, als wenn wir dasselbe
in zwei Theile zerlegen, indem wir zwischen 0 und R eine
Zwischengrosse ¢ einfithren; aber diesen Zwischenwerth halten
wir nicht fest, sondern derselbe soll mit abnehmendem =z
auch abnehmen, jedoch so, dass wir ein gewisses Verhilt-
niss in der Abnahme stattfinden lassen, das wir nach unserem
Gutdiinken reguliren. Wir setzen also
R [

R
’.‘Izgtlo - 'hgdp ‘hgdo
o fiste e frn
0 0 [}

In dem Intervall zwischen 0 und dem jedesmaligen & sei &
der absolut griosste Werth von —Z—. Von diesem 6 kann man

voraussagen, dass es mit abnehmendem ¢ selbst unendlich
klein wird; auch ist leicht einzusehen, dass wenn & unendlich
abnimmt, sich 0 stetig verindert (es kann auch stellenweise
constant bleiben). Man betrachte die Sache erst von dem
Augenblicke an, wo d schon ein echter Bruch ist. Fiir den
absoluten Werth von z, den wir durch [xz] bezeichnen wollen,
nehmen wir die Grosse £)/9, also eine Grosse, die sich stetig
indert. Da 0 der absolut grosste Werth von % sein sollte,
so haben wir
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—_—

__<6 (d. h. in dem Intervall von O bis &),

~|s

oder [a] < 0, folglich ist a fortiori
[a]<de
Auf das erste Integral der rechten Seite der Gleichung (1)

L&
_ x'] ho:io
r

0

wenden wir den Satz an, dass wenn unter dem Integral-
zeichen zwei Factoren vorkommen, von denen der eine (hier r%)

sein Zeichen nicht indert, dann das Integral gleich ist einem
Product aus dem Integral von dem Factor unveriinderlichen
. Zeichens in einen Werth, der zwischen dem Maximum und
Minimum des andern Factors liegt. Demnach ist.

hede ede
T=—$H S

—Z 28 7 -
wo H zwischen dem grossten und kleinsten Werth liegt, den
das % innerhalb des Intervalles von O bis ¢ annimmt. Das

Integral
f ede _ j ede
(@ — o + e}

besteht aus lauter posmven Elementen. Von einem solchen
Integral lassen sich zwei Grenzen angeben, indem man alle
Elemente desselben einmal vergréssert und dann verkleinert.
Es ist

[#) = ¢ V3, und [a] < d¢;
da nun von dem Augenblicke an, wo wir die Sache be

trachten, 0 ein echter Bruch ist und bleibt, so folgt aus
den vorstehenden beiden Gleichungen, dass

[4] > 8¢ > [a]

ist. Aus dieser Ungleichheit folgt erstens, dass x 4 d'¢ und
# — 0¢ immer dasselbe Zeichen haben, und zweitens, dass
# — a immer zwischen den beiden Grenzen x +- dé& und



Das Flichenpotential. 61

x — 0¢ liegt, wofiir wir der Kiirze halber sagen wollen,
dass # — a zwischen den Grenzen z - d¢ liegt. - Haben wir
aber eine Grosse, die zwischen zwei Grenzen liegt, welche
einerlei Zeichen habeh, so muss auch das Quadrat jener
Grosse zwischen den Quadraten derselben beiden Grenzen
liegen; es muss demnach (z — a)® zwischen (x - 0¢)® liegen.
Hieraus folgt weiter, dass

‘ ( ede ede
(@ — a + g3 Vischen f (@£ ) + o)}
0

liegt. In diesen beiden Grenzen kommt a, welches eine
Function von ¢ war, gar nicht vor; x 4- d¢ ist bei der Inte-
gration constant. Jene beiden Grenzen sind demnach von

der Form J it s)%, wo m eine Constante ist. Es ist aber
m

ede
f(m* Feot + i T Const,

mithin
' ede 1 1 .
.j m?+ent M (mr et
Hieraus ergiebt sich, dass — z H f __ede____ ,yischen
(@ — 2+ 9}

den Grenzen

—x z

H(xoa+ @zt o) |
liegt. Der Factor H geht zuletzt iiber in den Werth von
h im "Anfangspunkt, d. h. in die Dichtigkeit im Anfangs-
punkt, die wir mit %, bezeichnen wollen. Das erste Glied

des andern Factors, [;_’_:;——], nihert sich fiir beide Grenzen

dem” Werthe ﬁ , d. h. dem Werthe — 1, wenn 2 positiv,

und dem Werthe 4 1, wenn 2 negativ ist, wihrend sich

das zweite Glied ———~——— sowohl fiir positive als ne-
(@ + 36)* + )}
gative Werthe des z der Null niihert. Mithin ist fiir ab-

nehmende z
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_ _hede - —_
tim xf @ —apteni T o

wo das obere oder untere Zeichen gllt, je nachdem z beim
Abnehmen positiv oder negativ ist.

Wir untersuchen jetzt das zweite Integral auf der rechten
Seite der Gleichung (1) :

R
g hede
J (@ —a) + o9}

Bezeichnen wir den absolut grossten Werth des 4 in dem
Intervall von ¢ bis R durch H, so 1st dies Integral abge-

, also

sehen vom Zeichen, klemer als z H [ _—
(@ — a)* + eMi

R
auch kleiner als 2z H 9 , d. h. kleiner als H(i — Iic) .
e’ € :

Es ist aber, nach der Annahme, lim % = 0, und selbstver-

' stindlich lim j‘;‘ = 0. Also ist die Grenze dieses Integrals 0,

und mithin die Grenze des ganzen von O bis R ausgedehnten
R

" Integrals — z J l‘%‘l? gleich 7F k,:

Es bleibt das erste der beiden Integrale unter (4), ndmlich

hagde
] (@— o + &9’

zu untersuchen fiir den Fall, dass 2 unendlich abnimmt.
Fiir diesen Fall miissen wir eine Beschriinkung machen.
Der fiir die Grenze des zweiten Integrals unter (4) gefundene

Werth —+ &, beruhte darauf, dass die Function % sich der

Grenze O niherte. Gewohnlich, wenn eine Function einer
Veriinderlichen ¢ sich der Grenze Null niihert, geschieht dies
8o, dass sich aus der Function ein Factor herausmehen lasst,
der die Form einer Potenz von ¢ hat, wihtend der andere Factor
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endlich ist; und dass dies stattfindet in Bezug auf %, oder
dass % = o%o (2.>0) , wollen wir annehmen. Wiire dies nicht

der Fall (wie z. B. bei dem Ausdruck — -, der zwar Null

’
log l

wird fiir ¢ = 0, aber sich nicht in die Form ¢*¢ bringen
lisst), so liesse sich leicht nachweisen, dass das erste Inte-
gral, wihrend 2 unendlich abnimmt, iiber alle Grenzen
hinaus wachsen wiirde. Ist jene Bedingung aber erfiillt, so
bleibt das erste Integral immer endlich und hat nicht die
Unstetigkeit des zweiten Integrals. Um dies zu zeigen, zer-
legen wir das erste Integral in zwei Theile:

" ahedo + _v__.M__
((x —a)? 4 o’)*} ./((w‘— a)? + e9%’

Wir k'onnen 0 so einrichten, dass der erste Theil fiir jedes
z kleiner wird als etwas beliebig Kleines, und der zweite

Theil endlich und stetig ist. Setzen wir ndmlich fiir l:- das

!wq +2d9
) (@ — 0" + )%
vergrossern wieder, indem wir statt der Grosse ho den grossten
Werth A setzen, den dieselbe in dem Intervall von O bis d
annimmt. Lassen wir (z — a)* im Divisor fort, so ver-
grossern wir a.bermals Das vorstehende Integral wird folg-

Wir

Product 6g*, so wird der erste Theil

lich kleiner sein als 4 f 0"100; dies nihert sich aber mit

abnehmendem o0 der Grenze Null. Der zweite Theil

<3

ahode o
(@ — a)* + M)}

ist offenbar fiir jedes 2 endlich und stetig: endlich, weil
keins der Elemente des Integrals unendlich gross wird, und
stetig, weil seine erste Derivirte nach 2 endlich ist. Das
ganze erste Integral unter (4) bleibt also fiir jedes « endlich .
und stetig. Nennen wir die Grenze, der dasselbe fiir ab-
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nehmende z zustrebt, M;, so wird die Summe des ersten
und zweiten Integrals, d. i. unser urspriingliches Integral

f « @— ';) _’:_od:; 3 weun 2 unendlich abnimmt, sich der Grenze
a— e

M — k, oder M-+ k, nihern, je nachdem z beim Abnehmen
a.ls positiv oder negativ vorausgesetzt wird. Dies lisst sich
auch so ausdriicken, dass man sagt, es ist

R
(a — x) hede

((a—x)’+9’)‘§_¥k0+M;)+6,

wo G eine Functlon von z ist, die fiir ein unendlich kleines
positives oder negatives 2 selbst unendlich klein wird. Um

:—: zu erhalten, integriren wir nun noch nach 9:

fd&j (o — x) hede ""k‘ﬁz3+f17|lda+f;’:za
= (@ — 27 + e +"0 5 0 e

2n
Bezeichnen wir das von z unabhingige Integral f M,dd
0

durch N, und gehen zur Grenze tiber, so wird

11m = § 2xk, + N.

Wir wollen den Grenzwerth von Zﬁ bei unendlich abnehmen-

dem positiven z durch (%)_H, bei unendlich abnehmendem

negativen z durch ( dx)' bezeichnen; dann haben wir

(), =—2mk+ ¥

(%) —oxk 4 N, .
mithin :

(%)4-._ (:—3)_, = — 4=k,

wo k die Dichtigkeit an der Stelle, wo die Normale die
‘Fliche trifft, bezeichnet.'”) Die Derivirte g—: iindert sich
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also auf der Normale beim Uebergang von der einen Seite
der Fliche auf die andere sprungsweise, und zwar um 4=k.

Dieser Satz ist unendlich wichtig; fast alle Unter-
suchungen beruhen darauf. Wir konnen demselben eine
etwas andere Form geben. Sei m (Fig. 13.) ein Punkt der
Fliche; durch m ziehe man die Normale Pmn; P sei ein
fester Punkt auf derselben. Die Distanz irgend eines festen
Punktes 7 auf der Normale von P sei p, und die des Punktes
m von P sei a:

Ppn =p, Pm=a.

Der Punkt m sei auch ein Anfangspunkt, Fig. 13.
nimlich fiir die Distanzen mn, die wir z n
nennen, so dass p =« -+ . Auf der Nor-

male hat das Potential an jeder Stelle einen =~ 2

durch p oder z bestimmten Werth; wir
kénnen also anstatt v nach z zu differen-

ziren, auch nach p differenziren: ‘ﬂ = Z—;

Da ferner, fir 1 =-+4¢, p==« i e ist,

so ist
dv) dv) - y
(dp a+a (dp a—e 4nL

k ist die Dichtigkeit an der Stelle, wo dle Normale die
Fliche trifft.
§. 15. .

Dem Potential v einer iiber eine oder mehrere von einander
getrennte Flichen verbreiteten Masse kommen nach dem Vor-
hergehenden folgende Eigenschaften zu:

. 1) Das Potential v ist iiberall stetig. (§. 13.)

2) Ausserhalb der Fliche, resp. Flichen, sind alle Deri-

virten von v stetig (§. 13.), und (§. 3.)

a’v | d*v | d%
awtapt =0
3) Auf der in irgend einem Punkt einer der Flichen
auf letzterer emchteten Normale ist v eine blosse Function
der Distanz P, und = belm Uebergang - von der einen Seite

der Fliche auf die andere unstetig, indem
Dirichlet, Potentialtheorie. 1)
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@)er— @)= — 47+
ist. (§. 14.)

dv dv dv
4) v, Yo, 2, @ o az’ yga_y’ zzm

Werthe, d. h. sie wachsen nicht mit wachsendem z, y oder
2 (8 1) ;

Ebenso wie die drei in §. 7. enthaltenen Eigenschaften
des Raumpotentials (d. h. des Potentials einer einen Raum
erfilllenden Masse) fiir dasselbe charakteristisch waren, so
sind es auch diese vier Eigenschaften fiir das Flichenpoten-
tial, d. h. es giebt nicht noch eine zweite Function v, die
alle diese Bedingungen erfiillt: alle vier Eigenschaften ver-
einigt besitzt nur das Flichenpotential. Dies lisst sich ganz
dhnlich bewelsen wie jener Satz iiber das Raumpotentlal
“bewiesen ist.

Existirte also ausser dem Flichenpotential noch eine
zweite Function »;, der jene vier Eigenschaften gleichfalls
zukdmen, so wiirde die Differenz

sind immer endliche

U=0v— v
folgenden Bedingungen geniigen miissen:
1) u ist iiberall stetig.

2) Ausserhalb der Fliche sind —
At T+ Ta=0

3) (3 dp)m (Z—Z).,_.= 0; d. h. j—’; ist nicht unstetig

beim Uebergang von der einen Seite der mit Masse belegten
Fliche auf die andere.

du du du

4z’ dy’ dz iiberall stetig,

du du
P ¥ ay
Um nun zu zeigen, dass ein u, welches diesen vier Be-
dingungen geniigt, nur O sein kann, beschreiben wir wieder
einen Cubus, in den simmtliche Flichen fallen, und legen
dann an jede Fliche wieder zwei benachbarte Flichen. Dann
werden in dem Cubus entweder eine Anzahl zusammen-
héingender Réume entstehen, oder derselbe wird nur einen
einzigen zusammenhingenden Raum bilden, jenachdem unter

4) zu, yu, zu, x , z” blexben immer endlich.
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den Flichen wenigstens eine in sich zuriickkehrende sich
befindet oder nicht. Wir machen wieder von diesem Lemma
Gebrauch:

du du du
dz’ dy’ dz
ten Raumes gegeben und stetig, und ist zweitens innerhalb

Sind erstens « und innerhalb eines begrenz-

des begrenzten Raumes iiberall %ﬁ + %’: -+ :l;—;: =0, so ist
[§. 7. Gleichung (2)]:

- JE G+ @)
=fu d_“cosa—l—%cosﬁ—l-%cosy)'ds,

das -erste Integral durch den ganzen begrenzten Raum, das
zweite {iber die ganze Oberfliche desselben ausgedehnt; «, B, ¥
Yezeichnen die Winkel, welche die auf dem jedesmaligen
Flichenelement nach aussen errichtete Normale mit den drei
Coordinatenaxen bildet.

Der Complex

dw
dwcosa+d1 cos ﬁ-{—dzcosy

(1)

hat eine einfache Bedeutung. Ist nimlich irgend eine Func-
tion von den drei rechtwinkligen Coordinaten, also eine
Function des Ortes, ¥ (z, y, ), gegeben, und zieht man
von einem bestimmten Punkt (z,y, #) aus nach irgend einer
Richtung irgend eine gerade Linie, so wird die Function ¢
sich &ndern, wenn man von dem Punkt (2, y, Z) aus auf
dieser Linie fortgeht; der Werth der Function ¢ in dem um
& von dem ersten Punkt entfernten und auf jener Linie lie-
genden Punkt sei ¢: dann nennt man die Grenze des Quo-
¥ : ¥ fiir ein abnehmendes ¢ die Derivirte der Function

tienten

¥ in der Richtung jener Linie. Wie aus §. 6. hervorgeht,

wird diese Derivirte an irgend einer Stelle gefunden, wenn

man die drei Differentialquotienten der gegebenen Function

nach den drei rechtwinkligen Coordinaten resp. mit den drei

Cosinus der Winkel .multiplicirt, die diese Richtung mit den

drei Axen bildet, und dlese drei Producte addirt. Jener
5*
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Complex ist also die Derivirte von # in der Richtung der

nach aussen errichteten Normale, oder %:—. Die Gleichung

(1) lésst sich demnach auch so schreiben:

S + G+ () ar = fugas

Letatere Gleichung wenden wir auf alle jene zusammenhingen-
den Riume an, und erhalten so die Gleichung:

3G+ G+ G)ar=3 fugnas

Liisst man je zwei bena.chbarte Abschhessungsﬂachen cinander
immer niher riicken, und den Cubus immer grésser werden,
so niihert sich die rechte Seite wieder der Null (vgl. §.° 7.
und die Bedingung 3) fiir ), wenn sie nicht iiberhaupt
schon Null ist. Deshalb kann nirgends, ausserhalb der
Flichen, (g—:)g + (Z—;)’ + (%1:,)' von O verschieden sein; fo]g'-
lich haben wir % = const, zunichst in den einzelnen Riumen,
da aber die Function u stetig ist, auch in allen Riumen.
Weil aber zu nicht wachsen kann, so muss « = const == 0 sein.
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Potential und Kugelfunctionen.

§. 16.

Wir wollen den in §. 14. bewiesenen Satz von Laplace
anwenden auf den Fall einer Kugelfliche. Dazu ist es je-
doch erforderlich, das Potential einer iiber eine Kugelfliche
vertheilten Masse in eine-Reihe zu entwickeln. Bei der Kugel-
fliche sind Polarcoordinaten die zweckmissigsten. Die Polar-
coordinaten, welche sich auf Punkte der Fliche beziehen,
bezeichngn wir durch accentuirte Buchstaben, die des Punktes
O durch unaccentuirte. In dem Potentialintegral

v= [H Y~ o b — ) — o)

setzen wir also,. indem wir den Radius der Kugel R nennen,
a= Rcos® z =g cas &
b= R sin & cos ¢’ y = o sin ¥ cos ¢
¢=Rsin¥ sing¢ 2 = g sin & sin g.

Fir das Flichenelement ds bekommen wir den Ausdruck

R sin & d9'dg’; ferner wird

r=V(R2+g —2Ro (cos & cosd’ +sm&sm«9 COS((p <p))) (1)

Der Coefficient von 2Rg in diesem ‘Ausdruck fiir » ist auch
ein Cosinus von einer einfachen Bedeutung, nimlich der Co-
sinus des Winkels, den die vom Mittelpinkt der Kugel nach
einem Punkt irgend eines Flichenelements ds und nach O
gezogenen Linien R und ¢ mit einander bilden. Denn nennen
wir diesen Winkel o (Fig. 14.), so hat man offenbar 72 = R?
+ 0® — 2Rg cos @. Vergleicht man’ dies mit (1), so leuchtet
ein, dass '
cos & cos 9 -+ sin & sin &' cos'(p — ¢') = cos @
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ist. Demnach wird

§= = ¥ sin 8 de’

v = .Rs d ’ v 81n .
(49 [ shp om0 T o5
0 0

Die reciproke Wurzel, welche in diesem Integral vorkommt,
ldsst sich in eine Reihe entwickeln; es ist

1
]/(R’ — 2Re cos o + ¢?)

Vgt () oV 3 oot ()

Wir konnen es also immer so einrichten, dass der Coeffi-

cient von 2 cos @ kleiner als 1 ist. Demnach ist zu ent-
.1

Y1 —2acosy + a?)

reciproke Wurzel bietet sich hdufig in der angewandten

Mathematik dar; hier ist sie nach Potenzen von «,* bei an-

wickeln

, wo o kleiner als 1 ist. Diese

Fig. 14.

deren Gelegenheiten nach den Cosinus der Vielfachen von p
zu entwickeln. Es ist zuniichst (1 — (2e cos y — a”))"} gleich
einer Reihe, deren allgemeines Glied ist

a, (2 cos p— a®)* = a,a*(2 cos y — a)*;

Indem man alle Glieder dieser Reihe, welche a* enthalten,
sammelt, findet man als Coefficienten von-o" in der Ent-
wicklung jener Wurzelgrosse:
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ay (2¢08p)* — @ny ”—1——1 (2cosp)*—2+4an—s "—_12—’;;3 (2cosy)r—+

‘n—8.-n—4.-m—5>H
—a, G RS R  cos gyt

Also unser Entwicklungscoefficient ist eine ganze Function
n*® Grades von cos p. Derselbe spielt eine so grosse Rolle,
dass man ihn mit einem besonderen Buchstaben, P, bezeichnet.
Demnach ist

1 . )
V(l—?ucosy+as)"=. """ +.Pn (cosy)a + ,

" 1-3..2n—1 2 —1
P, (cos y) = 24 4—_:-7-;7 ((2 cos p)* — 2n_”_If‘.1__(2 cosy)—t _

27!.2‘”—-2 mn—2.n—3 . )
‘o1 zn—3 ) (2 cos p)r—*t —.--.

1-3L-_2_n—1(cos . Mmem—1 n—g
1.2 n ¥V T e Ten—- 10087

+n-n—1-n-—2-n—3
2:4.2n—1:2n — 3

cosy"—*—-u-).

Sammtliche Coefficienten P liegen immer zwischen —1 und
-+ 1. Das kann man aus dieser Form nicht sehen. Giebt

man der negativen Potenz (1 — 2« cos y + «%)* die Form
(1—aer)y 3 (1 —acry =
(14+aaeri+taareriti) (14a,a it ta,are i),
so iiberzeugt man sich leicht, dass
Py =0, Gy 10,670V - a, sa,e—DY o

ist. Je zwei Glieder der vorstehenden Reihe, die vom An-
fang und Ende gleich weit abstehen, unterscheiden sich nur
dadurch von einander, dass da, wo das erste ¢ hat, im
zweiten — ¢ steht. Denn das allgemeine Glied ist a,a,,e—27i;
nimmt man nun statt s den Werth, der s zu n erginzt,
nimlich #n — s, so #ndert sich blos der Exponent, indem .
man jetzt erhilt a,a, ,e~*—29r, Vereinigt man also die
zwei Glieder, so giebt ihre Summe etwas Reelles, nimlich
2a,a,—, cos (n — 25) y. Demnach ist

"
=2 X a,a,_, cos (n — 2s)p,
0
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—1. .
"—2— ist, je nachdem n gerade oder un-

gerade ist; im ersten Fall ist aber von dem Gliede, welches

’ n
WO n = oder

§ = —;1 entspricht, nur die Hilfte zu nehmen.

Also unter allen Umstiinden ist P, gleich einer Cosinus-
reihe mit lauter positiven Coefficienten. Daraus folgt, dass
der absolut grosste Werth, den P, annehmen kann, erhalten
wird, wenn alle Cosinus gleich 1 sind, oder y = 0 ist. Fir
y =20 ist P, aber der Coefficient der Entwicklung von

1—_1_—0; . Folglich liegt P, immer zwischen 4 1 und — 1.

Damit ist zugieich strenge bewiesen, dass unsere Entwicklung

convergirt.
Nach dem Obigen hat man
Py=1" P, =3 (cos * — )

P, = cos y P, = § (cos y® — # cos p) u. s. w.
Wir bemerken noch beiliufig, dass P, sich auch so
schreiben lisst®):

2n n 2n—2
P,=cos’ —()cosz sing +(

2n—~4 | gt
3 )osz sin? — ...

2 2

¥ sin 8 dd'do’
V= RS A T .
] V(B — 2R¢ cos o + ¢?)

Liegt nun der Punkt O im innern Raum, oder ist ¢ < R,
so setzen wir:

kK sin®'d®’ do’
V= ?
ffV(l-— cosm—l—( ))
ist aber der Punkt im Zussern Raum, oder ¢ > R:
v — Eff ¥ sind' dd’ do’
¢ R R\*\’
(1—2;—003&7—{— (;))

Im ersten Fall giebt die Wurzelgrosse entwickelt:

2:7 (1%)" P, (cos o).

Das Summenzeichen, so wie (1%)" kann man vor das Integral-

Es war

zeichen setzen, so dass fiir ‘den inneren Punkt die Gleichung



Potential und Kugelfunctionen. 73

v—-RZ f'/kP(cosm)sm&dr&dcp

gilt. Fiir den #usseren Punkt findet man in derselben Weise
die Gleichung:

v—RZ Hlfjkl’ (cos ) sin & dd' dg’.

Diese Reihen convergiren, so lange % endlich ist und —1% oder
% echte Briiche sind.

§ 17.

Wir wenden jetzt unsern ‘allgemeinen Satz iiber das
Potential einer mit Masse belegten Fliche an, nach wel-
chem (Z—;—')a_“ — (g—;)a_s= — 4nk ist. Bei unserer Fliche, die
eine Kugelfliche ist, wollen wir zum Anfangspunkt der p
den Mittelpunkt der Kugel nehmen. Dann wird ¢« = R,
wihrend p mit dem radzus vector @ zusammenfillt, so dass

man hat: ’ .
(d_:)R+ e (d_Z)R_, = — 4mk;

k ist die Dichtigkeit an der Stelle, wo der Radius R, wel-
cher den Winkeln &, ¢ entspricht, die Fliche trifft. Der

Ausdruck ( )

R+-e
fir o > R gilt, der Ausdruck ( )R_E der anderen Reihe, die
fir ¢ < R gilt. Zunschst hat man

muss der Reihe entnommen werden, die

wenn ¢ < R ist:
d_" =n (%)"—1‘/ '/ ¥ P, (cos w) sin ' d9'd¢’
° - - 1
wenn ¢ > R ist: =
R\n+2
~——2(n+1) f ¥ P,(cosw)sind dd'do’.

Es entsteht die Frage, ob diese Reihen convergiren. Wir
wissen, dass die Reihen fiir v, aus denen diese durch Diffe-
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rentiation entstanden sind, convergiren, so lange in der
~einen ¢ <R, in der anderen ¢ > R ist. Nun lisst sich
leicht zeigen, dass eine solche Reihe auch convergirend bleibt,
wenn sie beliebig viele Male differenzirt wird. Die Reihe

- convergire, so lange z < 1; dann convergirt auch ihr Diffe-
rentialquotient '
a, + 2ax+ -+ naxt 4.0
so lange # < 1. Die Coefficienten werden freilich sehy ver-
~ grossert, aber das hindert nicht, dass die Reihe dennoch
convergirt.'®) Mit der Convergenz unserer Reihen (1) fiir -
den Fall, dass ¢ resp. kleiner oder grosser als R ist, ist
uns aber wenig geholfen; wir wollen ausmitteln, welchen

Grenzen sich die beiden Ausdriicke (1) fiir Z—:

sich ¢ dem R nihert. Wiirden unsere beiden Reihen noch
convergiren, wenn man in beiden ¢ = R setzt? Das ist
schwer einzusehen. Aber wenn das auch nachgewiesen
wire, so bliebe noch eine andere Frage, ob nimlich eine
nach Potenzen von o fortschreitende Reihe, die convergirt
fir « =1, bis & = 1 stetig ist.

Als Beispiel dafiir, dass nicht jede Reihe, die convergent

ist, so lange « ein echter Bruch ist, auch bis @ =1 incl.
1
» 14«
entstandene Reihe 1 — ¢ + 2 — a® 4 a* — .-+ Dieselbe
convergirt, so lange « ein, wenn auch noch so wenig, von
1 verschiedener echter Bruch ist; fiir « = 1 wiirde die Reihe
werden 1 —1+4+ 1 — 14 ..., convergirt also nicht mehr.
Um die zweite Frage zu erliutern, nehmen wir die Reihe

2 n

1 +i¢='+gT+"’+‘:F+"’b
Dieselbe convergirt bis « = 1 incl. Hitten wir die Grenze
auszumitteln, der sich diese Rethe nihert, wenn « sich der
Einheit néhert, wiren wir da berechtigt, den Werth zu
nehmen, den wir bekimen, wenn wir o =1 setzten? Es
wire doch noch néthig nachzuweisen, dass sie stetig ist bis

néhern, wenn

convergirt, diene die durch Entwicklung des Quotienten
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¢« =1. Denn es giebt in der That Reihen, dae unstetige
Functionen sind, z. B. die Reihe

sin x sin 22 sin 32
T =z T3

Der Werth derselben ist gleich 4, so lange x zwischen — =
und 7 excl. liegt. Der Werth, dem diese Reihe sich nihert,
wihrend sich z der Zahl = nahert, ist somit {z, wihrend
die Reihe, wenn ich fiir z geradezu die Zahl x setzen wollte,
den Werth'0 annehmen wiirde. Doch etwas Aehnliches kann
sich niemals ereignen bei Reihen, die nach Potenzen geordnet
sind: solche Reihen bleiben stetig, so lange sie convergent
bleiben, wie Abel®’) zuerst nachgewiesen hat. Wir lassen
den Beweis dieser Behauptung folgen.

Behauptet wird also Folgendes:

Wenn die Reihe .

I'=ay+ae+ae®+---+ aga®+---
noch fiir « = 1 convergirt, d. h. wenn die Summe
Sn=0ay+a+---+an '
mit wachsendem % sich einem festen Werth B nihert
(lim s, = B), so sind wir gewiss, dass der Werth, den die
Reihe 7' annimmt fiir ein «, welches unendlich wenig unter
1 liegt, von Jenem festen Werth B unendlich wenig ver-
schieden ist.
Beweis. Da offenbar
Ay =8y, B =S — 85, Qg =5, —- § W. 8. W,

so ist i
T=sy+ (51— 50) &+ (8= 1) 0* 4+ (Sn—1 —Sn—sp) @' -+

=(1—a)sy+a(l—a)s,+*(1—a)s; 4+ o* (1 —a)s,—y14
Um sich zu iiberzeugen, dass letztere Umformung erlaubt
ist, muss man nachweisen, dass diese beiden Summen um
etwas verschieden sind, das im Unendlichen Null wird. Die
Summe der n ersten Glieder ist bei der zweiten Reihe um
— Su—10® grosser als bei der ersten; dies ist aber ein Aus-
druck, der mit wachsendem 7 verschwindet: mithin ist die
- Umformung legitim. Hat man eine nach Potenzen von «
geordnete Reihe, die aus unendlich vielen Gliedern besteht,
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und will wissen, was daraus wird, wenn sich « der Einheit
nihert, so kann man das erreichen, indem man die Reihe
in zwéi Theile zerlegt, so aber dass der Einschnitt selbst
sich immer #ndert, wihrend « der Einheit n#her riickt.
Wir schneiden die Reihe fiir 7' beim %'*" Gliede ein, nennen
den ersten Abschnitt 17, den zweiten ¥V, so haben wir
T=U+ V. Wir konnen uns so einrichten, dass das U
sich der Null ndhert, und V einer leicht zu iibersehenden
Grenze. Dem U lisst sich diese Form geben:

U= —@a) (s + s+ + s
Da s, sich einer f;sten Grenze B nihert, so muss das grosste
der Glieder s,, s, ---s, sich schhesshch einer festen Con-
stanten nidhern: nennen wir letztere k, so ist
U<(1 — a)nk.
Wir richten %ns so éin mit dem Einschneiden, dass U sich
der Null nihert; 1 — « = ¢ soll unendlich klein werden;
da nun U < nek, so nihert sich U der Null, wenn wir »,
wihrend ¢ abnimmt, so langsam wachsen lassen, dass ne
unendlich abnimmt (das kann auf 100000 Arten geschehen).
Es bleibt ¥ zu untersuchen. Es ist

V=1 —a)e" (5n + aspys + *Spp2 4 -+ ).
Offenbar liegt die Summe

Sn + O Sp41 + a23n+2 + e

zwischen dem Product aus dem grossten s in die Summe
1+ a4 e+ --. und dem Product aus dem kléinsten s in
dieselbe Summe; wir konnen daher sagen, jene Summe sei
gleich 6 (1 4+ a4 a®+4---), wo o enthalten ist zwischen
dem Maximum und Minimum der Werthe s,, Spy1---
Wiichst %, so fallen Maximum und Minimum, also auch ¢
mit B zusammen. Also ist

lim 7= Blim [o*(1 — «) (1 + & + ¢ + - - )| = B lim o~
Bezeichnen wir das Product ne durch g, so ist
) 1N\
a”==(1—£)"=((1 —&)‘) ,
mithin
lim y

lim ¢" = (hm 1— e) )
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] _1_
Da nun- bekanntlich lim (1 — &) ¢

natirlichen Logarithmensystems, d. i. die Zahl 2,718...,
bedeutet, und lim 3 nach der Voraussetzung O ist, so hat

1 . . .
=, Woe die Basis des

man lim a* = (i)o =1; und folglich lim V, also auch
e
lim T'= B.
) Wiren wir also sicher, dass die Reihen
. d n
e<KH: dz 2”(%) Un

e>B: 3 =—Sut+n(E yeu,

wo der Kiirze wegen
ffk’P,. (cos @) sin ¥dvdy = U,
gesetzt ist, noch convergiren fiir ¢ = R, so wiire die Grenze

von %° fiir ein o, das sich vom Mittelpunkt her dem R

de
(de)n— 2 nUn,

nihert,
und fiir ein g, das sich von aussen her dem R nihert,

@ =— D@+ 0.

Nun wissen wir aber, dass

Ty — @), = — 42t

ist: es wire dann also

Z@2n+ 1) U, = 4=k,
oder
Z@2n+1)U,

k= in

Hier ist % die fiir die ganze Oberfliche der Kugel gegebene
Dichtigkeit: diese Function hitten wir dargestellt in Form
einer unendlichen Reihe, oder: wir hitten eine Formel fiir
die Darstellung einer beliebigen Function, die fiir alle Punkte
einer Kugeloberfliche gegeben ist, in Form einer unendllchen
Reihe:
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@, 9) ='—4L” 2 2n + I)Jad(p:/.f('ﬂ', ¢') P, (cosw) sind d9'.

Dass man solche Reihen Kugelfunctionreihen nennt, da die
einzelnen Glieder derselben sogenannte Kugelfunctionen sind,
mag gleich hier bemerkt werden: die genaue Definition der
Kugelfunctionen erfolgt erst spiter. Die Kugelfunctionreihen
sind in der mathematischen Physik von der gréssten Wichtig-

keit. (Den Beweis®') der Convergenz der Reihen fiir g—z , wenn

¢ = R, siehe COrelle's Journal, Bd. 17.)

Was den Bau der einzelnen Glieder der Entwicklung
- von f(#, ) in eine Kugelfunctionreihe betrifft, so ist das
allgemeine Glied €ine ganze Function von cos &, sin & cos ¢,
sin & sin ¢, in deren einzelnen Summanden die Summe der
Exponenten #, n — 2, n — 4 .... ist. Denn es war

P, (cos @) = A cos @* + Bcoso* 2 4 .....

und .
cos @ == cos & cos & - sin & sin & cos (p — ¢)
= cos & cos & + sind’ cosq’ sind cosg -} sin ' sing’ sinHsin .
Der letzte Ausdruck ist eine lineare Function von' cos 9,
sin & cos ¢, sin & sin @, in welcher cos &, sin & cos ¢,
sin & sin ¢’ Coefficienten sind; vor demselben ist die n',
(m—2)% . ... Potenz zu bilden. Wir bekommen also fiir P
einen Complex von Gliedern von der Form :
L cos 9 (sin & cos ¢)? (sin & sin @),

wo « + 8 -} y entweder n, odern — 2, odern — 4 .. ... ist.
Um hieraus die Entwicklung von f(#, @) zu erhalten, ist jedes
dieser Glieder noch zu multipliciren mit sin 8f(9,¢")d9dg,
und darauf nach & und ¢ zu integriren, wodurch nur die
Coefficienten L jenes Complexes geéindert werden.

§. 18.
Die wichtigsten Eigenschaften der Kugelfunctionen hiingen
mit der Gleichung Z% + %: + Z—;—z = 0 zusammen, in wel-

cher v das Potential ausserhalb der wirkenden Masse be-
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zeichnet. Es ist von Wichtigkeit, diese Gleichung auf Polar-
coordinaten zu beziehen, was zwar auf dem gewohnlichen .
Wege geschehen kann, aber eine listige Rechnung erfordert..
Um letztere zu vermeiden, wollen wir uns eines anderen
_ Princips bedienen. Wir machen wieder -von dem in §. 7.
- bewiesenen Hilfssatz Gebrauch. Hat man einen zusammen-
hingenden Raum, in welchem « und w, so wie ihre Diffe-
rentialquotienten stetige Functionen der drei rechtwinkligen
Coordinaten sind, so war:

*rd? d’. a2
J @G+ G+ T war =

du du du ) B (dudw du dw dlg@)
fw(d—xcosa+dycosﬁ+dé cosy)ds f aid—w-l'd_y dy+dzdz dT.
Wir setzen w = 1, und machen die Annahme, dass % inner-
halb des zusammenhiingenden Raumes so beschaffen ist, dass

das Trinom g;—': + %: + %: gleich Null ist: dadurch geht

die vorstehende Gleichung in die folgende einfachere iiber

[(%cosa+%cosﬂ+% cos y) ds=20.
Fiir das Potential v einer beliebigen Masse findet die eben
gemachte Annahme statt innerhalb eines beliebigen Raumes,
der ganz ausserhalb jener Masse liegt; es ist demnach

f(%cosa+%cosﬁ+%cosy)ds=0. (1)

Dies Integral ist auszudehnen iiber eine beliebige in sich
zuriickkehrende Fliche, die ganz ausserhalb jener Masse
liegt; &, B, 7 sind die Winkel, welche die auf dem jedes-
maligen Flichenelement ds nach aussen errichtete Normale
mit den Coordinatenaxen bildet. Der Complex

dv dv dv
%cosa-l-;l—ycosﬁ+ﬁcosy

ist also nach §. 15. die Derivirte des Potentials in irgend

einem Punkt der Fliche in der Richtung der Normale; be-

zeichnen wir diese Derivirte durch (g—:) , so ldsst sich die
. 0

Gleichung (1) auch so schreiben:
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f(j’l—;) ds = 0. : @)

: D1e Glelchung (2) ist nichts anderes als die Gleichung
div datv

dwﬁ + dy% + dzﬁ ’ (3)
in einer geschmeidigeren Form, und ldsst sich auf jedes"
Coordinatensystem transformiren.

Um die Gleichung (3) auf Polarcoordinaten zu trans-
formiren, wenden wir die Gleichung (2) auf den Fall an,
dass die in sich zuriickkehrende Fliche, iiber welche die
Integration in (2) auszudehnen ist, die Oberfliche irgend
eines auf Polarcoordinaten bezogenen Raumelementes sei,
welches ganz ausserhalb der wirkenden Masse liegt. Die
drei unendlich kleinen Linien, welche die in einer Ecke
zusammenstossenden Kanten desselben bilden, sind do, ¢d®,
¢ sin #dg, und stehen senkrecht auf einander. Wir bilden
zuniichst die Derivirten von v in dem Punkt (o, &, ¢) nach
den Richtungen dieser drei Linien. Die Derivirte in der

Richtung des radius vector ist @; in der Richtung, wo bloss &
do ?

.dv
. a@%® 14 . . . '
sich #@ndert, ed® = o dp’ und in der dritten Richtung, wo
dv , °
“—do .
a9 L dv Das auf der

bloss @ si¢h #ndert: esnddy  osnd do’

linken Seite der Gleichung (2) stehende Integral f

besteht in unserem Fall nur aus sechs Elementen, dle den
sechs rechteckigen Flichenelementen ds eutsprechen, welche
das Raumelement begrenzen; je zwei derselben liegen einander
gegeniiber. Eins derselben ist das aus den Seiten ¢d® und
o sin #dg gebildete Rechteck, wird also ausgedriickt durch
¢® sin #d9dp; dasselbe ist zu multipliciren mit der Deri-
virten von v in der Richtung der nach aussen auf demselben

errichteten Normale, d. i. mit — Z—:. Eins der sechs Ele-

mente des Integrals (2) ist mithin — :—Z ¢’ sin #d9dg. Das-

jenige, welches dem gegeniiberliegenden Flichenelement ent-
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spricht, wird sich von dem vorigen erstens dadurch unter-
scheiden, dass statt @ zu setzen ist @ 4 dg, indem & und
¢ unveriindert bleiben; dann aber auch dadurch, dass es
statt des negativen Vorzeichens das positive hat, indem das
Flichenelement immer mit der Derivirten in.der Richtung
der nach aussen gerichteten Normale zu multipliciren ist.
Die Summe dieser beiden Elemente des, Integrals wird also

. das partielle Differential nach ¢ von g{g’ sin #dddg sein,
. d ‘
. (e 3) G
d. i. sin 9dddede —de Ganz #hnlich ist es mit den

beiden anderen Paaren von Elementen, die gegeniiberliegenden
Flichen entsprechen. Das Flichenelement od#dg ist zu

multipliciren mit — ﬁ:ﬁ‘ﬁ%’ woraus das Integralelement
. L d9do entsteht; bei dem Element, welches der
sin & do

gegenitberliegenden Fliche entspricht, #ndert sich bloss ¢
um doe, und das Vorzeichen, so dass die Summe dieser

beiden Elemente das partielle Di:ferential von 8—.131-5 gg ddde
nach g ist, d. i. 5 dddedg %}’ Auf ibnliche Weise
erhiéilt man als Beitrag, den das dritte Elementenpaar zum
Integral (2) liefert: = (2 sin #) dddpde. Durch Addition
entsteht, wenn man den gemeinsamen Factor d9dedg fort-
lisst, gus (2) die Gleichung:

. d dv d (dv . 1 d%

sin & 75 (¢* 72) + 75 (g5 17 9) + 5 aga =0
Dies ist die transformirte Gleichung, die man auch auf dem
gewohnlichen Wege bekommen kann, indem man in (3) statt
der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoordinaten -einfiihrt.

Das erste Glied der transformirten Gleichung kann man
anders schreiben; es ist nimlick

d ([ sdv\ - ,d* dv dtv dv) _  di(ev)

d—p(o J*‘,)—O?d—e.'l—??g‘;—(’(@d—ﬁ‘f' 2,1-9)— Pk

Substituirt man den letzten Werth statt d—d (92 d—v) in der
e \V de '

vorigen Gleichung, so hat man:
Dirichlet, Potentialtheorie, i 6.



.
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. d?(ev) d (dv . 1 d
sin ’3’9-———-‘10, + ie (a—o Bln’ﬂ') + Sin @ W—O.
In dieser Gleichung liegt das eigentliche Fundament der
Theorie der Kugelfunctionen.

§. 19.

Ein Massenelement irgend einer Masse M sei p’; den
Ort desselben bestimmen wir durch Polarcoordinaten ¢, &', ¢'.
Der Punkt, fiir den das Potential genommen werden soll,
sei (¢, &, @); wir setzen voraus, dass derselbe ausserhalb
der Masse liege. Der Beitrag zum Potential, den jenes
Element p’ liefert, ist das Massenelement w' dividirt durch

w

V(e'*—2e¢ cost-¢*)’

seine Entfernung » vom Punkt (¢, 9, ¢), also:

mithin ist

w
’ S V(e* —2¢¢ cos @+’

wo sich das Summenzeichen S auf simmtliche Massenelemente
bezieht. Der Pol, d. i. der Punkt, von wo die ¢ gezihlt
werden, s6ll nicht in der Masse liegen. Nennen wir die
Entfernung des dem.Pol am niichsten liegenden Massen-
theilchens vom Pol R, so wird R > O sein, und jedes ¢’ > R;
nennen wir ferner die Entfernung des entferntesten Massen-
theilchens vom Pol R', dann wird jedes ¢’ Z R’ sein. Ist
nun ¢ < R, so ldsst sich v in eine mach positiven Potenzen
des radius vector @ fortschreitende Reihe entwickeln, und
ist > R, in eine nach negativen Potenzen fortschreitende
Reihe. ' '
I. o< R. In diesem Fall ist nach §. 16.

’ ’ v

=

— ’l’ — 9_'&
’ o"l/(l——2%cbsw+(%)’) _Eén(cosw)(o) rE

mithin

e ‘ W
v= 8- =29"SP,. (cos ”)(7:(-—1'
Um sich zu iiberzeugen, dass diese Reihe convergirt, setze

man in dem Coefficienten von ¢* statt P, (cos ) die Ein-
heit und R statt ¢’,- wodurch derselbe vergrossert wird und
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ibergeht in — - S

7 RJ”‘{"" das allgemeine Glied unserer Reihe

ist folglich kleiner als -(T?) , also unsere Reihe convergirt.

Bezeichnen wir die zweite Summe & P, (cos o:) “ ; durch

X, so haben wir

v=XX,o"
Der Ausdruck X, ist offenbar eine ganze rationale Function-
von cos &, sin & cos @, sin & sin ; und zwar ist die Summe
der Exponenten von cos &, sin & cos ¢, sin & sin @ in den
einzelnen Gliedern dieser Function n,7 — 2 u. s. w. Statt
v wollen wir die Reihe XX,o" in der Gleichung

d 2
sin 8¢ (”)+ (—-—-Sl 0)+;ﬁ%=0 . (1)

substituiren. Zunichst ist gv = XX, 0", folglich

‘ d (W) =X+ 1) X,o", undd (W) =Zn(n+ 1) Xqo" .

Mlthm ist das erste Glied der erten Siaite der Gleichung (1)
sinde d’T‘::i) =XZnn + 1) X, sin &o".

., d ax, cr . od ax, .
Ferner ist ‘% = X" ==, folglich smﬁ 2% = Zg" 5 sin 9,
. mithin das zweite Glied der ersten Seite der Gleichung (1)

7 (sm” ) Zdo (Sm”_) e

ax, i-
Das dritte Glled nimlich 0 d«p’ , wird 2 Ty* i B 0.

Der Coefficient von e, den man erhilt, wenn man diese
drei Werthe in der Gleichung (1) substxtulrt muss gleich
Null sein; es geniigt mithin der Coefficient X, in der Ent-
wicklung des Potentials nach positiven Potenzen von g dieser
partiellen Di.ﬁ'erentialgleichung:

. aX
n(n+1)sinr9X,.+a%(sin8—d-§f)+
II. o> R. Es war
—Qr_ u
v Sr SV(92_2QQ' cosw+9,’)¢.
i

1 X,

elu&W_O @)

’
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Jetzt ist diese Wurzel nach negativen Potenzen entwickelbar:

e]/( 20 cos,,,_l_ ) 2n+184"9 P, (cos ).

Setzen wir 1 statt P,. (cos w) und R’ statt ¢, so vergréssern
wir; die Summe Sp’'¢™ P, (cos @) ist also kleiner als MR™,
folglich das allgemeine Glied unserer Entwicklung von v

kleiner als %t (1%')", mithin die Entwicklung convergent.

Nennen wir jene Summe wieder X,, so ist

V= 2 _}::—1 ’
Q
wo X, wieder eine ganze rationale Function von cos &,
sin & cos @, sin & sin @ ist, in deren einzelnen Gliedern die
Summe der Exponenten dieser Grossen #, n — 2.... ist.

Das Mérkwiirdige ist nun, dass dieser Coefficient X, wieder
denselben Charakter hat wie der Coefficient X, der vongen

’ Entwmklung Denn wenn wir fiir v jetzt die Reihe 2 i

in der Gleichung (1) substituiren, so entsteht genau d;eselbe
Differentialgleichung wie vorhin, indem das erste Glied jetzt

nin+41 sin/&X,.—l—
(v + Dsin 2 X, I

- wird. Also jene Differentialgleichung (2) gilt sowohl “fiir -
den Fall einer Entwicklung nach positiven wie nach nega-
tiven Potenzen des o.

Die Gleichung (2) stellen wir als Deﬁmtlon der Kugel-
functionen auf:

Jede ganze, rationale, geschlossene Fumction, vom cos 9,
sin & cos @, sin & sin @, die dieser partiellen Differentialgleichung
geniigt

% (n 4 1) sin & X, 4 = (si da)+.———"=o
¢ sin & do? ’
soll eine Kugelfunction n%* Ordnung genannt werden.

Demnach sind die Coefficienten einer Potentialentwicklung
immer Kugelfunctionen, mag die Entwicklung nach positiven
oder nach negativen Potenzen des radius vector fortschreiten.

Wir wollen eine Kugelfunction irgend einer Ordnung

1 aX
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‘immer mit einem der Buchstaben X, Y, Z, T, U bezeichnen,
denen wir, wenn Kugelfunctionen verschiedener Ordnung zu
unterscheiden sind, einen Index anhiéngen, der die Ordnung
angiebt, so dass z. B. X, irgend eine Kugelfunction n'r,
Y., irgend eine m** Ordnung bezeichnet.

§. 20.

Die Kugelfunctionen haben ihren Namen mit vollem
Recht, weil sie die grosste Aehnlichkeit haben mit den
Kreisfunctionen; d. h. mit Functionen einer Verinderlichen
¢, deren allgemeines Glied ist

s=acosn@® - b sin nep. i

A

3-MW“

Dieser Ausdruck gentigt z. B. der Differentialgleichung _1;-4'»3:«-7—4
2
ZT:,+n”s=O, ) d‘bn'z%a

ihnlich wie eine Kugelfunction der Differentialgleichung (2)
§. 19. geniigt. Man kann ferner sagen: so wie sin ng und
cos ng eine ganze Function von sin @ und cos ¢ ist, wih-
rend sin @ und cos ¢ die rechtwinkligen Coordinaten irgend
eines Punktes der Peripherie eines Kreises mit dem Radius 1
sind, ist eine Kugelfunction eine ganze Function der Grossen
cos &, sin & cos @, sin & sin g, welche die rechtwinkligen
Coordinaten eines Punktes einer Kugeloberfliche mit dem
Radius 1 sind. Eine dritte Analogie zwischen den Kreis-
functionen und Kugelfunctionen ist folgende. Wenn man
das Product zweier Kreisfunctionen verschiedener Ordnung,
z. B. acosnp 4 bsinng, ccosmp + dsinme mit dem
Element dg der Kreisperipherie multiplicirt, .und dann iiber
die ganze Kreisperipherie integrirt, so ist der Werth des In-
tegrals stets gleich Null. Eine ganz #hnliche Elgenschaft
besitzen die Kugelfunctionen; dieselbe lautet:

1. Wenn man das Produet zweier Kugelfunctionen ver-
schiedener Ordnung mit dem Element der Kugelfliche mul-
tiplicirt, und dann iber die ganze Kugelfliche integrirt, so
ist der Werth des Integrals stets gleich Nall.

Diese Fundamentaleigenschaft der Kugelfunctionen, die
auch durch folgende Gleichung ausgedriickt werden kann:

&.
-
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n2n

JJ Xa Y, sin #dodp =0,
00

lisst sich beweisen, indem man bloss auf die Definition der
Kugelfunctionen Riicksicht nimmt, welcher zufolge

: d (. . dX 1 &*'X
=n(n+1)sin8X + -5 (sm 0'21?) 4 YR (1)

. N e d (. d 1 a*y .

,o=m(m—|—1)sm8Y-|—a-13(sma‘);z) +mm (2)
ist. Es wird sich niimlich ergeben, dass jenes Doppel-
mtegral gleich ist dem Product aus sich selbst in eine von
1 verschiedene Constante; daraus wird dann freilich folgen,
dass dasselbe nur den Werth Null haben kann
Aus (1) folgt

n2n

”("'i‘ 1)ffXYsin8d&d<p=

3
arXx
—-—‘/'/‘Yd& sm& d&d stma ag? ddde.

Man beachte, dass den Factor sin & hat, so dass 1 =5 Z (pX

fiir & = O nicht unendhch wird. - Den ersten Ausdruck der
zweiten Seite integriren wir theilweise nach &, den zweiten
nach ¢. Es ist

X . aXdY
JY(W smr& )dﬂ'— Y‘— m&——Jsmad&dadﬁ 3)
folglich

n

C o dXdY
‘/Yd& smﬂ )d&--—]sm&do A O € )
0

Ferner ist
dX 4XdY
Jra Yoy S5 a3 99
Das Glied vor dem Integralzeichen wird nicht, wie in (3),
fir die beiden Grenzwerthe, ¢ =— 0 und ¢ = 2=, gleich

Null, hat aber doch .fir beide densdlben Werth, weil es
eine ganze Function von cos ¢ und sin ¢ ist. Folghch ist
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2n
JE2 Ty L
Substituirt n:an in (1) die rechten Seitén der Gleichungen
(4) und (5) statt der linken, so entsteht

nen

n(n 4 1)'ffXYsin #ddde =

n 2n
XdY * dXdy ,
,/ s g "o 3‘1’”9’ +J,/sm0d(p ip 1949

Behandelt man die Glelchung (2) ebenso, so bekommt man
eine Glelchung, deren erste Seite
n?2n

m(m+ l)ffXYsmﬂd&d(p
00

ist, wihrend ihre zweite Seite genan mit der zweiten Seite
der vorstehenden Gleichung iibereinstimmt. Wenn also m
und % verschieden sind, so muss

n2n

S JX. Y, sin 8dode =0,
(X1}

oder, wenn man das Element sin #d9dg einer Kugelfliche
mit dem'B.adius 1 durch de¢ bezeichnet, .

jX,. Yndo =0

sein, das Integral iiber die ganze Kugelfliche ausgedehnt.

2. Es ist klar, dass eine Kugelfunction irgend einer
Ordnung eine derselben Ordnung bleibt, wenn man sie mit
einer Constanten multiplicirt.

. 3. Wenn man zwei Kugelfunctionen derselben Ordnung
addirt, so ist die Summe wieder eine Kugelfunction derselben
Ordnung

4. Hat man eine Kugelfunction ntes Ordnung

X="'...4 L cos 8 (sin & cos ¢)? (sin & sin ) 4 - - - -,
deren Coefficienten von irgend einer Grosse 4 abhingen, dann -
kann flan die Kugelfunction zwischen beliebigen festen
Grenzen, die nicht von & und ¢ abhingen, nach 4 inte-
griren und erhiilt wieder eine Kugelfunction n** Ordnung.

4
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~ Dies liegt auf der Hand; denn es iét
. a (. dX\. 1 d*X
n(n + 1) sin X 4 75 (sm 9 ﬁ) + 55 sy = 0;
folglich ist auch dér Ausdruck

sin & do

j‘odz (n(n + sin 8 X 4 2 (sino 8F) + 25 oﬂf)
»

oder, was dasselbe ist

. 9
d afxdi\ - l.d‘!fXdl
n(n+1)sind | Xdi + o= sina___”dr +siu0”—‘:i¢-§—=0’
b4

9
Ueberall, wo frither X stand, steht jetzt f Xd4i: das ist also

wieder eine Kugelfunction 7' Ordnung.
5. Es ist
Yo = ﬁ”ﬁ dd’ Y,/ P, (cos @), -

das Integral iiber dle ganze Kugeloberfliche ausgedehnt.
Diese wichtige Kigenschaft der Kugelfunctionen lisst
sich folgendermassen beweisen. Wir fanden im vorher-
gehenden Paragraphen, dass jeder Coefficient einer Potential-
entwicklung eine Kugelfunction ist. Nun habens wir aber
-ein Potential, dessen Entwicklung wir kennen. Nehmen wir
nimlich- nur Ein Massenelement, dessen Masse 1 sein soll,
. withrend seine Entfernung .vom Pol 1 sei, dann ist das Po-
tential keine Summe, sondern nur ein Glled welches, wenn

¢ <1, nach positiven Potenzen von ¢ entw1ckelbar ist,
namllch

Ya— 2@ cos o 4 o7 21) (cos w)p

Also P, (cos ) ist auch eine Kugelfunction, und zwar eine
Kugelfunction #** Ordnung (§. 19.), in deren Coefficienten
zwei willkiirliche Gréssen enthalten sind, die Winkel 9" und
¢'. Es ist daher nach 1, wenn X, -eine Kugelfunction
m'* Ordoung ist, und m nicht gleich » ist,

S XuP, (cos @) do = 0.
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P, (cos @) enthilt die Winkel &, ¢ und 8", ¢’ auf eine
vollig symmetrische Weise, wegen

€08 @ = o8 & 08§+ sin & cos psin ' cos '+ sin Hsin g sin #/sing’,
ist also auch eine Kugelfunction n** Ordnung in Bezug auf &
und ¢'; folglich hat man auch

TX, P (608 @) do’ =0, (@

Nun fanden wir, dass eine beliebige Function zweier Ver-
anderlichen f(®, @), wenn dieselbe fiir alle Punkte einer
Kugeloberfliche gegeben ist, in eine gewisse Reihe entwickelt
werden kann:

® . n 3n
@, )= $2(2n + l)ffd«‘}'dtp' sin®’ P, (cos @) f(#',9")

Es blieb freilich noch ein Zweifel in Bezug. auf die Richtig-
keit dieser Entwicklung, insofern der Nachweis ihrer Con-
vergenz fehlte. Dieser Zweifel verschwindet, wenn wir fiir
f(®, ¢) eine Kugelfunction setzen; denn in diesem Fall ist
unsere Reihe gar keine Reihe mehr, sondern reducirt sich
auf Ein Glied., Ist némlich f (8, @) = Y,, so ist das all-
gemeine Glied

n 2n

2"+ lf d® dg’ sin & P, (cos @) Yy,

Dieser Ausdruck ist nach («) glelch Null, so lange = von
m verschieden ist, so dass nur das eine .Glied bleibt, wo
n=m ist. Wir haben also

Y, ="t ljdd Y, P, (cos o),

oder auch, wenn wir die gestrichenen Buchstaben mit den
ungestrichenen’ verwechseln, wodurch P dasselbe bleibt,

=41 (467, P, (cos o).

6. Bisher haben wir_von den Kugelfunctionen hloss
verlangt, dass sie eime ganze Function von den drei Aus-
driicken &, 5, § seien (zur Abkiirzung setzen wir cos & = §,
sin & cos ¢ = 7, sin § sin ¢ = §) und der Differentialgleichung
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(2) § 19. geniigen. Jetzt konmen wir einsehen, dass jede
Kugelfunction m*" Grades, auch wenn sie urspriinglich anders
beschaffen sein sollte, so umgeformt werden. kann, dass die
Summe der Exponenten von §, 7, { in keinem Gliede m
tiberschreitet, und in den einzelnen Gliedern m, m — 2. .
ist. Diese Umformung kann mit Hilfe dep in 5. aufgestellten
Gleichung . )

-2—"-;—_;—1 ——me.P (COS ('0) do’

bewerkstelligt werden. Denn P ist eine rationale ganze
Function von &, 5, {, in deren einzelnen Gliedern die Summe
der Exponenten m, m — 2 ... ist (§. 17.), und neue Ex-
ponenten konnen durch die auf der zweiten Seite jener Glei-
chung angedeuteten Operationen nicht hineinkommen. Dabei

ist zu bemerken, dass eine Kugelfunction sehr wohl Glieder
enthalten kann, in denen die Summe der Exponenten grosser
als m ist. Hiervon wird man sich leicht iiberzeugen, wenn
man bedenkt; dass §, %, { nichf una.bhanglg von emander
sind, da E’-|—13 + =1 ist.

Von den unter 1. bis 6. bewiesenen Eigenschaften der
Kugelfunctionen heben wir die beiden in 1, und 5. enthaltenen
noch einmal besonders hervor, die durch die beiden Glei-
~ chungen

fX Yndo =0
f.P Ymdd -—2—+1 Ym

ausgedriickt sind. Diese zwei Siitze sind fundamental.

8. 21.

Ist £ (9, ¢) eine von & = O bis & = =, und von<p=0
bis ¢ = 2z willkiirlich gegebene Function, und ist dieselbe
fir alle unendlich kleinen Veréinderungen von & und ¢ stetig,
so ist (§. 17. und Anmerkungen 21.):

n 2n

f(9,9)= 2(2n+ l)ffdﬂ dg sind’ f(9',¢") P, (cosw).

Der Factor P (cos m) in dem allgememen Ghed
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nzn

2”+lj dd’dg’ sin & f (9, @) P, (cos o)

dieser Reihe ist eine Kugelfunction nter Ordnung (§ 20, 5.).
Folglich ist auch + ! gin &' f(®,9") P, (cos ») eine Kugel-

function derselben Ordnung (§ 20, 2.); daraus ergiebt sich
weiter, dass auch jenes allgemeine Glied selbst eine Kugel-
function n** Ordnung ist (§. 20, 4.). Wir kinnen demnach
sagen:

Eine jede von # =0 bis # — x.und von q)—O bis
* @ = 2x willkiirlich gegebene Function f (¥, ¢), die fiir alle
Aenderungen von & und ¢ sich stetig #indert, ist immer in
eine Kugelfunctionreihe entwickelbar, und zwar ist

(O, =2+ 2+ 2+ =D 7, ()

wo.
i 2”+1 f(r&,(p)P (cosw)dd

(die Integration uber die ganze Oberfliche elner Kugel mit
dem Radius 1 ausgedehnt) eine Kugelfunction #* Ordnung ist.

Fir die Folge ist es wichtig nachzuweisen, dass eine
jede Function von der angegebenen Beschaffenheit, nur auf
- diese eine' Art in eine Reihe von Kugelfunctlonen entwickel-
bar ist. Existirte ndmlich ausser jener Enthcklung von
f (¥, @) noch diese zweite

[®,9)=20., &)
so wiirden wir durch Subtraction der Gleichung (2) von der

Gleichung (1) eine Reihe erhalten, welche fiir alle Werthe
von & und ¢, von O bis # und von O bis 2z resp., Null wire:

wo X, nach §. 20, 3. wieder eine I&ugelfunctlon n'er Ord-
nung sein wiirde. Wenn diese Gleichung fiir alle Werthe
#, ¢, von O bis x und von O bis 2x resp., besteht, und -
wir die convergirende Reihe XX, mit irgend einem Factor -
multipliciren, und das Product von &# =0 bis & ==, " und
von @ = 0 bis @ = 2z integriren, so muss auch das-Re-
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sultat dieser doppelten Integration Null sein. Wir mul-
tipliciren also beide Seiten der Gleichung

0=X,+ X, 4+ Koo

mit X,,do, und integriren zwischen den angegebenen Grenzen,
so entsteht:

0= fX,Xndo + [ X, Xndo +-:-
Von allen Gliedern der zweiten Seite dieser Gleichung bleibt
nach §. 20, 1. nur das eine Glied, in welchem 7 = m ist;
" folglich hat man
~ 0= [ X2do.
Daraus folgt ‘
' Xn=0,d h U, =2,.

. §. 22. .
Jede Kugelfunction #n*® Grades X, ist ein particulires

Integral der partiellen Differentialgleichung (2) §. 19.

. d (. o9%. 14X, '
n(n+ 1)sin & X, 4 -2 (sm BW) + 55 a9t = 0. (1
Deshalb-geniigt das Product X,e" der Gleichung (§. 18.):

sin'ﬁgd’(o,v)-i——q— sin & 42 +L5za—v,=0
de a9 ag. sin & do

Letztere Gleichung ist aber durch Transformation der Glei-
chung '

d?v a2 v ¢

e ¢z_;’ +7:=0 @
entstanden, indem man statt der rechtwinkligen Coordinaten
z, y, ¢ Polarcoordinaten ¢, 9, ¢ einfilhrte. Wenn wir also
in ¢*X, die Polarcoordinaten durch rechtwinklige ersetzen,

so werden wir ein particulires Integral der Differential-
gleichung (2) erhalten. Es ist aber

X.0" = Z Lo énfl.
Diese Summe ist offenbar eine homogene Function der recht-
winkligen Coordinaten n*® Grades, d. h. von der Beschaffen-
heit, dass die Summe der Exponenten von z, y, 2 in allen

Gliedern # ist. Denn in den einzelnen Gliedern jener Summe
ist (§. 20, 6.)
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et+pf+y=n,n—2,n—4....

Diejenigen Glieder nun,*in welchen @ 4 f + p = n — 2 ist,
konnen wir, ohne ihren Werth zu veriindern, mit £ - »* 4 £
multipliciren, da dieses Aggregat = 1 ist; dadurch gehen
dieselben abér in solche iiber, in welchen die Summe der
Exponenten » ist. Ebenso multipliciren wir diejenigen
Glieder jener Summe, in welchen ¢ + 84y =n — 4 ist
mit dem entwickelten Quadrate (82 4 72 4 ¢*)® u.s. w. Wenn
"wir in der so transformirten Summe XLeg*g*9?¢r, woflir
wir auch schreiben kinnen X L(g£)*(en)?(0f)? statt &, 07, @&
resp. z, y, # setzen, so erhalten wir offenkar eine homogene
Function von z, y, 2. 'Wir konnen demnach sagen: Wenn
wir eine Kugelfunction n'" Ordnung mit ¢* multipliciren,
und alle Glieder dieses Productes durch rechtwinklige Coordi-
naten ausdriicken, so bekommen wir eme homogene Functlon
nten Grades, die der -Gleichung

d?v
Tt ot =0

geniigt. Umgekehrt haben wir eine homogene Function von
@, y, 2, welche ein particulires Integral dieser Gleichung
ist, so bilden wir daraus eine Kugelfunction, wenn wir statt
z, y, # setzen o&, on, 0§ Wir haben demnach die Auf-
suchung der allgemeinsten Form einer Kugelfunction er-
leichtert: wir suchen die allgemeinste 'homogene Function Q

von z, y, 2z auf, die der Glelchung i ,-L— dy’+ dz’ =0

geniigt. Das Resultat ist auf der Stelle da; aber es ist
wohl zu iiberlegen, wie man auf die emfachste Weise zum
Ziel gelangt. @ kann so geschrieben werden:

\Q=Bo+le—|-B,a;’+...+ann’

wo By, B,---- B, Functionen von y, z vom Grade n,n—1,.:-0
gind. Setzt man diesen Werth fiir @ in die Differential-
gleichung (2) ein, so wird man leicht finden, dass das erste
und zweite Polynom B, und B, beliebig bleiben, und dass
die iibrigen sich daraus mit Hilfe dieser Gleichungen be-
stimmen: T e

-
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By = — 1 (G + G), Bo=+ 55 (gt + G0).

1 (d*B, , B) 1 (d‘Bo ‘B, d‘Bo)
B,= _:’TTL( dy? + d?) = 2.3.4 \dy* + 2dy’dz’ + dzt
u s f ’

Wir miissen darauf sinnen, da.ss sich nicht solche re-
2

currirenden Bez1ehungen ergeben, wo zwei Glieder, e ‘ und

d—‘;:#;, nothig sind. Man kann statt der Variabeln y, 2z zwei
andere einfilhren, so dass man statt der zwei Glieder nur

eins bekommt. Statt z, y, # filhren wir ein z, ¢, u, wo

t=ay + s, u=yy+ ds
Die vier Constanten lassen sich so bestimmen, dass die
Summe der zweiten Derivirten nur eine Constante enthilt.
Man denke sich @ einmal durch y, 2z, dann durch ¢, u aus-
gedriickt; es 1st

aQ _adQad dQduw _ d@ aQ
Ty=aaytaea —%a 70
folglich
are Q
dy* =d o' 42 dtdu 7’+du=7’

Durch Vertauschung von «, : mit 8, 0 resp. erhalt man
hieraus:

2
B LR RE R L
Man setze also C
e®+ =0, und * + & =0
oder
B=—tia, d=—A1p
Die Zeichen darf man nicht -gleich nebhmen; denn dann finde
zwischen ¢ und u ein constantes Verhdltniss statt, da sie
doch von einander unabhéngig sein sollen. Wir setzen also
t=a(y+ 2i), %—7(y—m)
Setzen wir noch
day =1, “=%7'7=%:

t=§ (v +20), u =1} (y — #9)

wodurch
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wird, so verwandelt sich die ursprﬁnghche Dlﬁ'erentlalglelchung
d’ d!
da:? + Q + d z’ =
in diese einfachere g #e
dz? + Ztau dtdu 0. . '
Q ist jetzt eine homogene Function von z, ¢, . Setzen
wir also
Q=R,+ Rz+ Ry2*+ -+ R, lx"—‘+Rx"
so ist R, ein Polynom n%® Grades von ¢, u; R, eins (n—1)tn
Grades u. s. f. . Da nun .

LI N VRN < R
P9—1. 2R +2-3 R 3 4R+ -
ist, so folgt: . .

1-2 Ry + 332 =0, 2-3 By + 575 =0,
3. 4R+ 5F 0yt

Also die R mit geradem Index hangen von R ab, die ande-
ren von R, und es wird:

. 1 &R, -1
Q"Ro_ﬁdtduxs+1 2.3. 4dt’alu*‘64 M
1 _d'RB, 1 d*R, _
+ B2 —s5zau® tasasacam® —

R, enthélt (n 4+ 1), R, n von einander unabhingige Con-
stante; mithin enthilt der vorstehende Ausdruck fiir @ 2% - 1
von einander unabhingige Constante. R, ist ein Polynom,
von welchem irgend ein Glied ist ¢t*u?, wo e 4 f = n ist.
Jedes Glied zieht sich durch die ganze erste Horizontallinie
in dem Ausdruck (I) fiir-Q hindurch, mit derselben Con-
stanten. Also ein Bestandtheil von R,, wie ct*uf, liefert,
mit Weglassung des constanten Factors ¢, folgenden Bei-
trag M zum ersten Theil des @:

@B ot ypoigs | C@=DBB=1) g 5
M=tout — 28 pptyprge SO DEC D josypage ..

= ey (1 —iﬁ_£+ﬁ(“— DEE—1 (‘”_’)"_ )

1.-2tu .1:.2.3-4 tu
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Wir mtissen ¢, « durch y, # ausdriicken, und dann z = g cos 9,
Yy = ¢ sin & cos @, 2 = g sin & sin ¢ setzen, wodurch wir er-
halten

x==g9cosd

t =%sinde?p

u =1} sin de—¥p
Substituiren wir diese Werthe in dem obigen Ausdruck fiir
M, so wird

1 . R 92
M-=; sin &“e(“—f’)‘P’p"(l ﬁ 4.2 +-- )

} tu = % sin 9%¢%

sin &%
Der Factor —}— kann fortbleiben, da doch noch ein willkiir-

licher consta.nter Factor hinzuzufiigen ist, und der tibrige
Ausdruck lésst sich so schreiben:

el gign (sin o — ‘: :p sin 972 cos 9*
+ 2“(2“1— Z) 23‘3 (iﬁ =32 sm«‘)"—‘cosﬂ‘ — ) .

Es ist @« 4+ f = n; setzen Wir e« — f=s, so ist
n 8 n—3s
:‘ »B="3

o == )

und der vorstehende Ausdruck geht durch Substitution dieser
Werthe fiir &, f tiber in:

evipr (sin o — M_— %) sin 972 cos *

+(n+s)(n+s—2) (n—s) (n—-s 2)
1.2.3.4

Dies ist der Beitrag, der aus irgend einer Combination «,
entsteht, filr welche ¢ 4+ f =n ist. Wir haben alle diese
Combinationen zu beriicksichtigen. Nehmen wir zuniichst
diejenige, wélche durch. Vertauschung der vorigen Werthe
«, f erhalten wird, so geht s iiber in — s; in dem letaten
Ausdruck iindert sich daher nur der erste Factor ¢*¥, indem -
dieser ibergeht in ¢—*%. Diese zwei Combinationen liefern
also, indem wir zugleich die noch fehlenden beliebigen con-
stanten Factoren beifiigen, folgenden Beitrag:

(Ceslpt + De-—ﬂpl) e" (Siﬂ 9" — ('"_"'_"H'L 8) smﬂw—gcogag + -),

sin 4 cos * — - - )
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oder, da wir
Ce¥ + De—9i = A, cos sp + B, sin s¢
setzen konnen,

(4,cossp+-B,sinsg) p"(sin & — @i:_)%&_—-_s) sind"—2 cosﬂ’—l—---) )

wo A,, B, zwei beliebige Constante sind. Es ist s immer
“eine positive ganze Zahl und gleichartig mit n, d. h. gerade
oder ungerade, jenachdem n gerade oder ungerade ist. Gehen
wir daher simmtliche Combinationen «, f durch, so haben
wir fiir s alle Werthe zu nehmen, welche positiv, kleiner
als » und gleichartig mit » sind. Der erste Theil des @,
welcher von der ersten Horizontallinie in (I) herrithrt, wird
demnach

0" 2(4,cos s«p+B.sinsq>)<sin8”—("i;)_—(';;_i) sin 92 cos&’—!-m) ,

wo das Summenzeichen X sich auf die Werthe
s=nn—2,n—4,..--1 oder 0

bezieht. Jedem dieser’ Werthe, mit Ausnahme des Werthes
s = 0, entsprechen zwei willkiirliche Constante 4, und B,;
fir s =0 bekommt man nur die eine Constante 4, Die
Anzahl der Constanten, welche diese Summe involvirt, ist
demnach # -+ 1. .
Behandelt man den zweiten Theil des @, niémlich
*R
Ro— g5 aiau® T

in derselben Weise, indem man beachtet, dass R, eine homo-
gene Function von ¢ und v vom Grade n — 1 ist, so wird
man finden, dass derselbe gleich ist -

0" 2 (A4, cos sp + B, sin s¢p) ><

n—148Mm-+-1—
1.2

(ssinr&”"1 cos 8—( 9) sind*3cos #°+ - ) ,

wo s gleichartig ist mit n — 1; so dass man fiir s die Werthe
n—1,n—3,..-- 1 oder 0

zu setzen hat. Jedem s, mit Ausnahme von s =0, ent-

sprechen wieder zwei Constante, und fiir s = 0 schmelzen
Dirichlet, Potentialtheorie, 7
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die zwei Constanten wieder in eine zusammen. Diese Summe
enthilt folglich » Constante.

Addirt man diese zwei Bestandtheile des @ und lisst
den Factor o fort, so erhdlt man schliesslich als allgemeinste
Kugelfutwtion el Ordnung eine solche Summe:

X, = X(A,cos5p -+ B,sinsyp) (sin o — ("+s) ("—s) sind"—2 cos 9*

Pt nts—Nm—8)(m—s—2 '
+ 1.2.8.4

singn—4 cosﬁ‘-]—----)

+2(A,cossp+B,sin s«p)(sinﬂ"—leos 8‘—(”—14'82—)(7_‘—;1——82 sind*—3cos9°

+(n—l+s)(n—1—s)(n 3+s)(n 3—

2:83:-4-5
Fir s hat man simmtliche Werthe von O bis » zu setzen,
und zwar in der oberen Summe die mit n gleichartigen, in
der unteren die mit » ungleichartigen. Die obere Summe
enthilt » 4 1, die untere n Constante: X, enthdlt folglich
2n 4+ 1 Constante. Es ist leicht, sich zu iiberzeugen, dass
diese 2% 4 1 Constanten von einander unabhéngig sind,
d. h. dass man die 2% 4 1 Constanten nicht variiren kann;
ohne dass die resultirenden Werthe des X, verschieden sind.
Es sei also

Z (4, cos sp + B, sin sg) (sin H* —--)
{—I—- 2 (A, cos s | B, sin sg) (sin 9 cos & — - )}=
( Z(a,cos s¢ + b, sin s@) (sin #* — - )
={+ Z (s cos sg + b, sin s@) (sin #"* cos & - - -).
Setzt man hierin & = 90°, so wird der zweite Theil auf

beiden Seiten ganz wegfallen, wiihrend im ersten der Factor
(sin &* — - ..) sich auf 1 reducirt. Es muss also

2 (A4, cos sp + B, sin sp) = X (a, cos sp -+ b, sin s¢)

sein, wo fir s die Werthe n,n — 2, - .- zu setzen sind, was
offenbar unmdglich wire, wenn die entsprechenden Con-
stanten 4, und a,, B, und b, verschieden wiiren. Differenzirt
man («) nach &, und setzt nach der Differentiation & = 90°,
so wird der zweile Theil nicht verschwinden, wohl aber der
erste, woraus sich dann ergiebt, dass auch die Constanten
des zweiten Theils nicht verschieden sein konnen.

? sin #"5cos §°— ... )

(o)
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Die allgemeinste Kugelfunction besteht also aus Glie-
dern, wo ganze Functionen von cos # und sin & mit Cosi-
nus und Sinus von ¢ multiplicirt sind. i

Soll der Ausdruck X, von @ unabhiingig sein, so miissen
die Constanten, die cos sg und sin sg. multipliciren, gleich
Null sein, bis auf 4, Ist also »n gerade, so ist

A, (sino» — 2 sin®*—2cos 9% win—27
0 1-2

A A7 n—4 4__..
g 5.4 Smd " cosd ),

und ist n ungerade,

4, (sin 91 cos &
(';—13) sin 9"~ cos 9° ("2;2%‘_53) sin 8% cos §° — )

der allgemeinste Ausdruck fiir eine von ¢ unabhéngige Kugel-
function. Da P, (cos ), und deshalb auch P, (cos &) eine
Kugelfunction n*® Grades ist, und da P, (cos &) von ¢ un-
abhingig ist, so kann sich jede von ¢ unabhiingige Kugel-
function n*® Grades von P, (cos #) nur durch einen con-
stanten Factor unterscheiden.

7'
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Anwendungen der Theorie auf einige specielle Aufgaben
aus der Elektricitdtslehre.

§. 23. .

Die Anwendungen der bisher vorgetragenen Theorie, die
wir zu machen haben, zerfallen in zwei Classen: wir werden
zuniichst eine Anzahl von bestimmten speciellen Problemen
16sen, und nachher allgemeine Probleme. Erstere gehoren
der Elektrostatik an, und setzen die Kenntniss folgender
Erfahrungssiitze und Hypothesen aus der Elektricititslehre
voraus.

Man unterscheidet zwei Elektricititen, die positive und
die negative, und zwei Gattungen von Korpern, Leiter und
Nichtleiter. In beiden denken wir uns ein wirkungsloses
Gemisch von positiver und negativer Elektricitit, die sich
gegenseitig binden. Den Gegenstand der Betrachtung bildet
das Verhalten der Elektricitit in einem Leiter, in dem sie
sich mit der grossten Leichtigkeit bewegen kann. In einem-
Leiter befindet sich freie Elektricitit immer nur an der
Oberfliche. Die Dicke der elektrischen Schicht kann nicht
gemessen werden, -so dass wir letztere als eine mit Masse
" belegte Fliche betrachten konnen. Jeder Leiter kann be-
liebig viel neue Elektricitit entwickeln, aber so, dass die
positive immer in demselben Quantum da ist wie die nega-
tive. Wird ein Leiter in die Nihe von schon elektrischen
Korpern gebracht, so tritt eine Decomposition des in ihm
enthaltenen Gemisches ein, es bildet sich augenblicklich eine
elektrische Schicht auf seiner Oberfliche. Wir haben es
nicht mit dem Act der Decomposition zu thun, es bildet
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sich augenblicklich eine Schicht, und wir stellen uns die
Aufgabe, die Dichtigkeit derselben an jeder Stelle der Ober-
fliche zu bestimmen, d. h. den Factor, mit welchem man
das Flichenelement zu multipliciren hat, um die darauf be-
findliche Elektricititsmenge zu erhalten. Das Princip, wel-
ches der Losung unserer Aufgabe zu Grunde liegt, lautet:

Die Resultante aller elektrischen Krifte, die ausgeiibt
werden von den einzelnen Elementen der auf dem Leiter sich
bildenden Schicht und des Nichtleiters, der als gegeben an-
gesehen wird und sich. nicht dndert durch die Ndhe des durch
thn elektrisch werdenden Leiters, muss, wenn das Gleichgewicht
auf dem Leiter eingetreten ist, in allen tm Innern des Leiters
liegenden Punkten Null sein.

So lange jene Resultante ndmlich nicht Null ist, wird
ja eine weitere Decomposition im Innern des Leiters ein-
treten. Dies einfache Princip gilt auch da, wo man ein
System von getrennten Leitern hat. Aber sehon die ein-
fachsten Fille bieten grosse Schwierigkeiten dar.

§. 24.

Wir fangen mit Einem Leiter an, der die Form einer
Kugel hat, und mit einem beliebigen Nichtleiter. Der
Radius der Kugel sei a. Wir entwickeln zunichst das Po-
tential der elektrischen Schicht, die sich auf dem kugel-
formigen Leiter bildet, in eine Reihe, indem wir die noch
unbekannte Dichtigkeit der Schicht durch % bezeichnen. Das
- Flichenelement der Kugeloberfliche ist a® sin 8’ d ' dp’ — a’dd’,
und das Potential der Kugelschicht in Bezug auf einen be-
liebigen Punkt, der durch ¢, &, ¢ gegeben ist,

KFdd
V= .
fV(a’ — 2aq cos @ + o?)
Wir brauchen das Potential bloss fiir innere Punkte zu
entwickeln; fiir diese hat man (§. 16.):

A I A

a

Was auch immer die Dichtigkeit % sei, so konnen wir uns



. 102 Fiinfter Abschnitt. Anwendungen der Theorie

'dieselbé, als Function zweier Veriinderlichen &, ¢, in eine
Kugelfunctionreihe entwickelt denken. Wir setzen also

h=X 4 X+ X+ = D Xa,
' 0

wodurch wir erhalten

v= afda' Z‘””X;,. 2(%)" P, (cos w)
— aj (%)n Zw'fX,',.P,. (cos @) do’.

Dies Integral ist 0, wenn die Indices m und n verschieden
sind (§ 20, 5.); fiir m = n fanden wir

S X Pa (cos @) 40 = 2

. . o\
v=dma Dt ()" x.
Dies ist eine einfache Summe.

Sollte man die Entwicklung fiir einen #usseren Punkt
machen, so hitte man:

W7 cerrerrecy me e
Q (4

Die gesuchte Dichtigkeit ¥ muss also so beschaffen sein,
dass die Schicht, fir welche % die Dichtigkeit ist, sammt
dem #usseren Nichtleiter, im Innern des Leiters keine Wir-
kung hervorbringt. Das gegebene Potential fiir den Nicht-
leiter, welches wir ¥ nennen wollen, lisst sich auth ent-
wickeln, und zwar, in unserem Fall, nach positiven Potenzen
von ¢ (§ 19.). Es sei

V=Z29o"2Z,, _
wo Z, eine Kugelfunction und als gegeben zu betrachten ist.
Soll im Innern des Leiters keine Wirkung ausgeiibt werden,
so muss die Summe der Potentiale ¥ und v gleich einer

Constanten C sein: R
V+v=0C,

X,.
Mithin ist

oder
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C=3¢r (z+ _12n+1x) 1)

was auch ¢, &, ¢ sei. Hieraus bestimmen sich alle X von
selbst, bis auf X, Denn die Gleichung (1) ist nicht anders °
zu erfillen, als dass die Coefficienten von @, @, @®- - - ein-
zeln gleich Null sind. Wir haben also ‘

2n 1
X,=-22tlpz,

fir n> 0. Es kann aber doch nichts unbestimmt bleiben;
X, bestimmt sich aus dem Quantum Elektricitit, welches
der Kugel ursprilnglich mitgetheilt worden ist, ehe sie in
die Nihe des Nichtleiters gebracht wurde. Da nimlich all-
gemein (§. 21.)

n —2”—_-'_—1 ¥ P, (cos @) da’
ist, so folgt fiir » = 0, indem P, (cos @) =1 ist,

X, =~ J Kdo = j ¥ (a*do’).

Es ist aber f K (a*dd’) das auf der Kugeloberfliche befind-

liche Quantum Elektricitit; da aber durch den Nichtleiter
gleiche Mengen positiver und negativer Elektricitit ent-
wickelt sind, so muss jenes Quantum genau gleich dem der
Kugel urspriinglich mitgetheilten Elektricititsquantum 4 sein.
Mithin ist
A
X, = inad?

oder X, ist die mittlere Dichtigkeit der Kugel, insofern
Ama® die Gesammtoberfliche der Kugel ist. Somit wird das
Resultat unserer Untersuchung durch folgende Gleichung aus-
gedriickt:

k=

dmal

— = D @nt a7,
1

4
4ma®
sein, was sich iibrigens auch von selbst versteht, und wire
der Kugel urspriinglich keine Elektricitit mitgetheilt, d. h.
A =0, so wiirde das erste Glied fortfallen. Was also im

Wire also der Nichtleiter g;a,r nicht da, so wiirde k =
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. Allgemeinen stattfindet, ist eine Art Superposition, das soll

heissen: die Dichtigkeit, welche stattfindet, wenn Beides vor-
handen ist, ndmlich ein Nichtleiter und ein der Kugel mit-
getheiltes Quantum Elektricitdt, ist gleich der Summe der
beiden Dichtigkeiten, die stattfinden wiirden in den beiden
Féllen, wo nur eins vorhanden ist. Dies ist ein ganz all-
gemeines Princip, insofern es nicht bloss fiir die Kugel gilt,
sondern fiir jeden beliebig gestalteten Leiter.

8. 25.

Lisst man den Nichtleiter in beliebiger Gestalt, so
findet nichts einfaches statt. Es reducire sich also der Nicht-
leiter auf einen blossen Punkt. Diesen Punkt legen wir in
die feste Linie, von wo die Winkel & geziihlt werden. Seine
Entfernung vom Mittelpunkt der Kugel sei ¢; die in ihm
enthaltene Elektricititsmenge u; seine Polarcoordinaten wer-
den sein

¢ =c¢,® =0, ¢ ad libitum.

Demnach ist cosw = cos ¥, und

V(c’—-2 ce cosﬂ + 9’) 2 P (ws o) ( )

folglich

Z, — -

=t P, (cos ®).

Wir wollen annehmen, dass der Kugel urspriinglich keine
Elektricitit mitgetheilt sei; dann haben wir

__—-2(2n+ 1) ar-1Zy=— 4WZ’(2n+1) _ P,(cos®)
1)
= (-3 v(2n+ D% Py (cos 9)).

Diese Reihe. lisst sich leicht summiren; setzen wir % =ua,
8o ist 2 (2n + 1) P, (cos #)a" zu summiren, wo a < 1 ist.
0

Es ist
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w 1
Z P <cos 8).0‘ o Y1 — 2¢ cos & + a?) ’ (2)

" Differenziren wir beide Seiten dieser Gleichung nach «, so
haben wir:

» —1 — cos & — o
Zoznpn (cos 8) a3 (1 -—-2ecosd + o’

woraus durch Multiplication mit 2« die Gleichung -

e . 2a cos & — 202 .
2012’@ P, (cosﬁ)a‘ _(1—2a cos'ﬂ+°")§ (8>

entsteht. Aus (2) und (3) erhalten wir schliesslich durch
~ Addition

1 — a?

< "
Zo' (2n + 1) Py(cos®)a T (1 —2acosd+ a}’

Substituiren wir die &g, 15.
zweite Seite der vor-
stehenden Gleichung

4
AN —
statt der ersten in (1), ”@/ \ T~
so erhalten wir fir die & /yi ¢ “

Dichtigkeit in allen
Elementen der Kugel-
fliche, die auf einem
auf ¢ senkrechten Kreise pg liegen (Fig. 15.), den Ausdruck

1 2 —a .
)
wo s = V/(a* — 2ac cos® + ¢*) die Entfernung des elektrischen |
Punktes g von irgend einem jener Elemente bezeichnet, und
O den Winkel, den der nach irgend einem derselben ge-
zogene Radius mit der nach u gerichteten Linie ¢ bildet.
In dem Punkt 4 der Kugel, welcher die kleinste Entfernung
von g hat (fir welchen &# =0, s = ¢ — a ist), wird’

— (L _ cta

= 4na (‘c— (c— a)’) ’

und in dem Punkt B, welcher am weitesten vom p entfernt
liegt (& ==, s =c + a), wird
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1 c—a
= ima (_5 - (c_+—a)—’) )
Hieraus geht hervor, dass die um ersteren Punkt herum be-
findliche Elektricitit mit w ungleichartig ist, wihrend die
. um letzteren herum befindliche mit u gleichartig ist. Zwischen
diesen beiden Punkten giebt es einen gewissen auf ¢ senk-
recht stehenden Kreis, in dessen: Peripherie k¥ = O ist; der
nach irgend einem Punkte seiner Peripherie gezogene Kugel-
radius bildet mit ¢ den Winkel &,, dessen Cosinus, gleich
a® + ¢t — (c® — a*c)?
2ac

ist. %)
§. 26.

Wir wollen jetzt als Leiter eine Hohlkugel nehmen und
einen Nichtleiter in die Hohlung bringen. Es bildet sich
an der inneren und #usseren Fliche eine Schicht; es sind
also zwei Schichten zu bestimmen. Die Dichtigkeit der
dusseren Schicht sei’k, der inneren /; es sei wieder

k=2X,,1=2Y,

" Hier weiss man noch nicht, wie das Quantum der mitgetheilten
Elektricitit sich tiber die beiden Schichten vertheilt. Das
Potential von simmtlichen wirkenden Massenelementen muss
innerhalb der Schale constant sein. Dies Potential besteht
aus drei Potentialen, aus denen der beiden Schichten und
dem des Nichtleiters. Die Potentiale der fdusseren und inneren

Fig. 16. Schicht seien resp. v und v,, das
des Nichtleiters V. Letzteres, wel-
ches als gegeben zu betrachten ist,
muss in diesem Fall nach nega-
tiven Potenzen von ¢ entwickelt
| werden, ebenso v,, v hingegen nach
positiven. Nennen wir die Radien
. der #usseren und inneren Fliche
resp. ¢ und b (Fig. 16.), so ist
nach §. 24. '

X” 40 . Y” b n+t1
v=4ua22"+1(7) , vl=4nb22———”+1(7) ’

und nach §. 19.
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. 'Z”

V=20" L
Bei der Entwicklung des Potentials irgend einer Masse nach
negativen Potenzen des radius vector des Punktes, auf den
die Masse wirkt, ist der erste Coefficient immer gleich der
Masse. Denn das Product aus dem Potential irgend einer
Masse in jenen radius vector nihert sich bei wachsender Ent-
fernung jenes Punktes von der Masse einer Grenze, und
diese Grenze ist die Masse (§. 5.). Demnach ist Z, die Menge
der auf dem Nichtleiter vorhandenen Elektricitit, die wir
M nennen wollen. Die Summe jener drei Potentiale inner-
halb der Kugelschale ist eine Constante, oder es ist

Const =v 4o, + V.

Fasst man die drei Reihen fiir v, »,, ¥V zusammen, so be-
kommt man -eine Reihe, die nach positiven, und eine zweite
Reihe, die nach negativern Potenzen von ¢ fortschreitet,
und die Summe beider muss eine Constante - sein. Nun
lisst sich beweisen, dass wenn man eine innerhalb eines ge-
wissen Intervalles (von b bis @) convergirende Reihe hat,
die theils positive, theils negative Potenzen enthilt, und diese
Reihe Null sein soll, dass dann alle einzelnen Glieder Null
sein miissen; und dass wenn diese Reihe constant sein soll,
das constante Glied schon da sein muss, wiihrend alle iibrigen
Glieder wieder Null sind. Es wiirde aber schon Umstinde
machen, dies zu beweisen. Wir wollen uns also nicht auf
dies Princip stiitzen, sondern darauf, dass jede Griosse nur
auf eine Weise nach Kugelfunctionen entwickelt werden kann.
Hat man eine nach Kugelfunctionen geordnete Reihe, und
weiss, dass dieselbe constant ist, so kann man daraus den
Schluss ziehen, dass die Kugelfunctionen erster, zweiter,
dritter - - - Ordnung nicht da sind, oder gleich O sind. " Denn
eine Entwicklung einer Constanten K nach Kugelfunctionen
ist jedenfalls diese:

K=K+0+4+0+4+0+4---,

wenn man bedenkt, dass das erste Glied K der zweiten Seite
eine Kugelfunction nullter Ordnung, das zweite Glied 0 eine
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erster, das dritte Glied O eine zweiter Ordnung ist u. s. w.
Hat man also auch

K=T0+T1+T2+"')

: Iy=K, I)=Ty=-.-=0.

Man addire also die drei allgemeinen Glieder jener drei Po-
tentialentwicklungen, und bemerke, dass die daraus ent-
stehende Summe eine Kugelfunction #'** Ordnung ist, weil
jene Glieder einzeln Kugelfunctionen #** Ordnung sind (§. 20.,
2. und 3.); diese Summe muss also O sein, ausgenommen,
wenn n =0 war. Also bekommen wir jetzt folgende Be-
dingung, fir » > O: -

e (2 X, (i Tt 4 2) im0, ()

Diese Gleichung findet statt, was auch ¢ sei, folglich muss
jedes der zwei Glieder der ersten Seite fiir sich gleich 0
_sein, d. h.

1) X,=0
4nd
2) 5., +1Yb"+1-|—Z
Aus 1) folgt k¥ = X,. Also die #ussere Schicht ist eine
constante Schicht, d. h. ihre Dichtigkeit ist iiberall die-
selbe, gerade wie wenn der Nichtleiter gar nicht da wire.
Aus 2) bestimmen sich alle ¥ von Y, an, indem

2n 41
Yo=— An b"“Z

8o ist

wenn n > 0.

ist. (Wir werden sogleich sehen, dass diese Gleichung auch
fir Y, gilt.)

Unser Problem wiire also gelost, wenn wir X, und Y,
hitten. X, und Y, sind die constanten Glieder in den Ent-
wicklungen der Dichtigkeiten % und ! nach Kugelfunctionen.
Nennen wir die in der #usseren und inneren Schicht ent-
haltenen Elektricititsmengen resp. 4 und B, so ist nach §. 24.

Xy = g To= Tapr- @)
Wir kennen aber, wie schon oben bemerkt, weder 4 noch
B, sondern nur ihre Summe '
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. A+ B=0C, (3)
wo C die der Hohlkugel mitgetheilte Elektricititsmenge be-
deutet. Aus (2) und (3) folgt

4na’X, + 47b*Y, = C. 4)
Setzen wir in der Gleichung
Const=v+v,+V
fir v, v,, V ibre Entwicklungen, so reducirt sich die zweite

Seite derselben, wegen (1), auf das erste Glied, welches
n =0 entspricht, und wir haben

Const = 4xa*X, + (420 Y, + Z, % .
Diese Gleichung kann offenbar nicht bestehen, wenn nicht
4xV?Y, + Z, =0
isty woraus’ sich ergiebt

Z, M
- Y= — faps = "Izt

Substituiren wir diesen Werth fiir Y, in (4), so erhalten wir
auch X,; es wird

4+ M
Xy = "frar -
Somit ist
b Ot M
T 4ma?
M Q12n + 1
= A=k 241:1;"'*" Zw

1

An der dusseren Fliche bildet sich also eine constante Schicht,
und die in derselben enthaltene Elektricititsmenge ist C -4 M,
d. h. die Summe aus der der Hohlkugel mitgetheilten und
der des Nichtleiters. Die innere Schicht hat also die Masse — M.

Wenn nun Gleichgewicht eingetreten ist, wie wirkt das
Ganze, d. h. die beiden Schichten und der Nichtleiter, nach
aussen? _Aus dem Vorhergehenden ist klar, dass ¥V 4 v, =0
ist, und zwar nicht bloss in der Kugelschale, sondern fiir
jedes @, welches grosser als b ist. Wenn wir also das Po-
tential des Ganzen fiir den #usseren Raum entwickeln (nach
negativen Potenzen von ¢), so wird bloss das Potential der
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dusseren Schicht bleiben. Letatere ist aber eine constante
Schicht, mit der Elektricititsmenge C + M. Wiirde also
der Nichtleiter im Innern bewegt, oder wiirde eine andere
Vertheilung seiner Elektricititsmenge in ihm vorgenommen,
so wiirde die Wirkung nach aussen dieselbe bleiben. Durch
eine Umhiillung eines Nichtleiters mit einer leitenden Hohl-
kugel wird folglich alle Individualitit desselben eliminirt;
nur die in thm enthaltene Menge von Elektricitit kommt in
Betracht.?®) Dies ist ein ganz allgemeines Phiinomen, wie
spiter gezeigt werden wird.

§ 21.

Es seien zweli von einander vollig getrennte Leiter ge-
geben, die beide kugelformig sind; man theilt beiden Elektrici-
tit mit: es sollen die Schichten, die sich auf beiden Kugeln
bilden, bestimmt werden.?*)

Die beiden kugelformlgen Leiter wollen wir 4 und B

nennen (Fig. 17.), ihre Ra-
Fig. 7. dien @ und b, die Dichtig-
keiten der auf ihnen sich bil-
denden Schichten % und
das Stiick der Centrallinie,
welches zwischenihren Mittel-
punkten liegt, ¢. Da die
Leiter vollig getrennt sein
sollen,wird cjedenfallsgrosser
als a + b sein. Die Lage irgend eines Punktes O bestimmen
wir wieder durch Polarcoordinaten. Als feste Linie, von
der aus wir die Winkel zihlen, welche die Lage von O be-
stimmen, wihlen wir die Centrallinie. Den radius vector
von O nennen wir ¢ oder 6, jenachdemder Mittelpunkt von
A oder B als Pol angenommen wird; den Winkel, den ¢
mit der von A4 nach B gerichteten Centrallinie bildet, nennen
wir &, und den Winkel, den ¢ mit der von B nach A4 ge-
nchteten Centrallinie bildet, . Dann ist offenbar

¢ = g cos & - o cos 7.

Wn' setzen wieder’
k = ZXR » l = ZY
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Die Schichten, die sich bilden, werden um die Centrallinie
symmetrisch liegen, so dass % nur von dem Winkel & ab-
hingt, und ! nur von dem Winkel %. Zufolge der am
Schluss des §. 22. gemachten Bemerkung k8nnen wir daher
fir X, und Y, unmittelbar annehmen a,.P (cos®) und
B Py (cos ), und mithin - -
k= Za,P, (cos®), | = Zp, P, (cosn)

setzen. Die Li.isung unseres Problems kommt demnach darauf
hinaus, die constanten Coefficienten «,, ,, @y - - -3 By, B, Bs « *
zu bestimmen. )

Wir miissen jetzt die Potentiale der beiden Schichten
bilden; denn wir haben auszudriicken, dass das Gesammt-
potential innerhalb der ersten Kugel 4, und ebenfalls inner-
halb der zweiten B constant ist. Es sei v die Entwicklung
des Potentials der ersten Schicht innerhalb, », ausserhalb
der ersten Kugel; und w die Entwicklung des Potentials der

zweiten Schicht innerhalb, w, ausserhalb der zweiten Kugel.
Dann hat man (§. 24.):

_ o \* @, P, (cos®) __ 4ma? (a)" o, P (cosd)
4”a2(a) 2n 4 1 ’01_72 o/ 2n1

B, P, (cosn) Amb? b\ B Py (cosn)
W= 4“”2() en4+1 » =5 2(: Tem 1 i

ferner

v 4w = Const, v, + w = const

2() 2n(-ic-031&) o ( p"::,f}c_oin)=1’ (1)

e a? ne, P (cosd) ﬁ”P (cos n) :

'y (E-)' 2n 41 52() Tem1 =@, (2
"~ wo P und @ constante Grossen bezeichnen, und zwischen
den vier Grossen ¢, 6, &, 1 die Gleichung

c=gcosd - Gcosy

stattfindet. Die Gleichung (1) gilt fiir alle Werthe von 9,
die zwischen O und 2z liegen, und fiir alle Werthe von g,
die zwischen O und a liegen; die Gleichung (2) fiir alle
Werthe von 7, die zwischen O und 2z liegen, und fiir alle
Werthe von ¢, die zwischen O und b liegen.

oder
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Erfillt man die zwei Bedingungen (1) und (2), indem
man sich auf die Punkte beschrinkt, die auf der Linie ¢
resp. in der ersten und zweiten Kugel liegen, so sind sie
von selbst fiirsalle iibrigen Punkte - resp. der ersten und
zweiten Kugel erfillt. Es findet niamlich folgender allge-
meine Satz statt: Hat man ein Massensystem, welches sym-
metrisch um eine Axe liegt, und umschliesst das ganze Massen-
system, oder ein Theil 4 desselben, einen massenleeren Raum,
so braucht das Potential des Massensystems nur constant zu sein
auf einem beliebig kleinen Theil der Axe, welcher in jenen
Raum hineinfillt, um i#berall in jenem Raum constant zu
sein.?®®) Wenn wir uns also auf die Punkte beschriinken, die
auf 'der Axe liegen, so ist in (1) & entweder O oder =, folg-
lich cos® = -4’1, wihrend % immer Null, folglich cosn =1
ist, und die Gleichung ¢ = @ cos & 4 6 cos  geht iiber in

c=-49+o.
Es war
1

P, (cos &) a* ST Ry srapes ;

folglich ist
P,(1)=1,umd P, (— 1) =(— 1), oder P, (1) =(41)

‘Fiir die auf der Axe liegenden Punkte geht die Gleichung
(1) demnach iiber in die folgende:

Pme Dt (B + e S () ©

Auf dieselbe Weise findet man, dass die Gleichung (2) fiir
die auf der Axe liegenden Punkte sich in die folgende ver-
wandelt: -

_b22n+l< ) c¢¢22n+1(c:|:a)

Wir suchen die Grossen « und f, welche den Glelchungen
(3) und (4) geniigen; dieselben Grossen werden, jenem all-
gemeinen Satz zufolge, den Gleichungen (1) und (2) geniigen.
Setzen wir

+e +o

S =% =

go liegen # und y zwischen — 1 und + 1; da ¢ zwischen O
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und a, ¢ zwischen O und b liegt. Driicken wir in (3) und
(4) ¢ wnd o resp. durch z und y aus, so erhalten wir:

" b
P=a22n+lx+c——ae 2n+1 —-ax)

—-bzw y"+,,._b,,22nall( —by)'

Wir setzen

S e =), Dy =F@), ©)

wodurch die vorhergehenden beiden Gleichungen iibergehen in

P=af(z) +c—ax '(c —baw)' ©6)
@ =bF@) + ;-5 1 (25) -

Dies sind zwei sogenannte Functionalgleichungen. Es ist
. leicht daraus eine dritte Functionalgleichung zu bilden, worin

nur eine der beiden Functionen f und F, z. B. f, vorkommt.
Zu diesem Zweck geben wir in der zweiten Gleichung dem

y den Werth , der awischen 0 iund 1 liegt, und als

Argument der Functxon F in der ersten Gleichung erscheint;

setzen wir zugleich
i e — p?
a

=F,
- 8o erhalten wir die Gleichung
b a(c — ax) — ax
Q=bF(c—a) k—cx f(k—cx)'
Combiniren wir diese mit der Gleichung (6), so entsteht

durch Elimination der Function F folgende Funetional-
gleichung fiir £ (z):

(@) — k—cwf(L:Z:)_—_(P_c—an)

Aus dieser Gleichung ist die Function f(x) zu bestimmen.
Ist das geschehen, so ist f(z) in eine nach Potenzen von
z fortschreitende Reihe zu entwickeln; dann werden sich die
Grossen « durch Vergleichung dieser Reihe mit der ersten
' Seite der Gleichung (5) ergeben.

Dirichlet, Potentialtheorie. 8
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8. 28.

Gesetzt man hitte fiir eine Function ¢ (z) folgende
Functionalgleichung
9(22) = 29(a), M)
~ woraus man die Function ¢(z) bestimmen sollte. Die Glei-
chung besagt, dass wenn wir das Argument verdoppeln,
aus dem ersten Werth der Function der neue, dem doppelten
Argument entsprechende, bestimmt ist. Gar kein anderer
Zusammenhang ist durch die Gleichung ausgesprochen. Daraus ,
folgt, dass die Curve y = @ (2) vollkommen willkiirlich bleibt
von irgend einer Abscisse a bis zur doppelten 2a, nur dass
die letzte Ordinate das Doppelte von der ersten ist. Solche
Functionalgleichung involvirt also eine beliebige Function
(Fig. 18.). Wenn aber zu einer solchen Gleichung noch
Nebenbedingungen hinzukommen, so kann sich Alles be-

Fig. 18.

@ 2z

stimmen. Soll jene‘ Curve z. B. s0 beschaffen sein, dass sie
im Anfangspunkt eine Tangente hat, so ist Alles bestimmt.
Denn ‘man hat

9(2) =29 (3),

oder
GG
P\ on
= @
) 2 2"
Die Derivirte ist .
lim p@+h) — 9@ -




auf einige specielle Aufgaben aus der Elektricititslehre. 115

also im Anfangspunkt ist dxeselbe, da ¢ (0) wegen (1) gleich
Null ist,

lim =~ ¢( ) , fiir eln abnehmendes h,

wofiir wir auch sagen kionnen

lim

-, fiir ein wachsendes #.
2" .
Es ist aber, nach (2), fiir jedes n

*(z)
2" 9(2),

z @’

2" )
mithin ist auch die Grenze der ersten Seite dieser Gleichung

fiir ein’ wachsendes » gleich @ . Hat nun die Derivirte

im Anfangspunkt einen bestimmten Werth ¢, so ist folglich

M =c¢, oder ¢(z) =cz, d. h. die Curve ist eine gerade

Lmle -

Zu demselben Resultat kame man durch diese andere
Nebenbedingung, dass ¢(z) sich nach Potenzen von z in
eine convergirende Reihe entwickeln liesse. Denn wiire
9@ =02+ a,2® + a2® + - - -+,
und folglich |

9 (22) = 2a,2 + 4a,2* + 8ay2® +
so wiirde aus (1) folgen, dass
2a,2 + 20,2 + 2a,2° + - - - = 2a,x + 4a,2* + 8ayz®- - -
seip miisste. Daraus wiirde weiter folgen:
Gy =gy = =0,
also @(z) = a,z.

Bei unserer Aufgabe findet die zweite Nebenbedingung
immer statt: wir wissen, dass f(z) sich in eine conver-
girende, nach Potenzen von z fortschreitende Reihe ent-
wickeln lisst.

8*
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§. 29.
Da die in §. 27. mit = bezeichnete Grosse zwischen — 1
und 4 1 liegt, so liegt auch

¢ —ax — a _
k—cx c—b c__l)_a_; ‘
zwischen — 1 und + 1 (sogar zwischen O und 4 1). Ks sei
c—azx c—am, —c—axm oo '

W= kE—ecx’ % k—cax,

Gehen wir von einem beliebigen # aus, das zwischen — 1
und + 1 liegt, und bilden die Reihe z,, 2, - - - -; wohin ver-
lduft sich diese Reihe? o .

1. Der Ausdruck

9(x) = k—c;___l-ck——c:c

indert sich offenbar, wiihrend # von — oo bis —’ci wiichst,
immer in demselben Sinn, d. h. er ist, so lange z zwischen

— oo und —cli- liegt, um so grésser, je grosser x ist. Fir

den Werth. z= % , der, wie leicht zu sehen, grosser als 1
ist, findet der Uebergang von oo nach — oo statt.

2. Ist £ die zwischen 0 und 1 liegende Wurzel der
Gleichung

¢c— @+ k)z+cat=0,

x=uwx,, wenn z = § ist
x<wl’ » x<g »
> Ty, . z>§ ” e
Es ist nimlich
z, —r=

‘80_ ist

c—(a+k):c+ca:’

k— cx

Der Divisor dieses Quotienten ist positiv, mithin hingt das
Zeichen von z, — z nur vom Dividendus ab. Letzterer hat
zwei reelle Wurzeln, wie sofort einleuchtet, wenn man in
¢c— (a+ k)x + ca® fir  die Werthe O und 1 setzt. Fir
# =0 wird der Ausdruck gleich ¢, also positiv; fir z = 1
wird er
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c? — b2 — b2 — (¢ —a)?
a a ?

2c—-(a+k)=2c—a’-

also negativ. Zwischen O und 1 liegt folglich die eine
Wurzel der Gleichung

' ¢—(a + k)z + ca® =0.
Die andere Wurzel ist grosser als 1, da das Product beider
Wurzeln 1 ist. Die zwischen O und 1 liegende Wurzel

. . . 1
nennen wir §; die andere ist dann T Also unter der Grenze

1 giebt es einen, und nur einen Werth, némlich’§, fiir den
z, = z ist. Da z, — z fiir x = 0 positiv war, so ist z, > 2,
wenn z < &, und z, <z, wenn x > §. ,

3. Geht man nun erstens von einem z aus, welches
zwischen — 1 und £ liegt, und bildet die Reihe z,, ;- - -,
so ldsst sich zeigen, dass sich die Glieder derselben dem
Werth £ als Grenze nihern. Denn bildet man die Function
¢ mit den Argumenten z und £, so ist, da x und £ unter
1 liegen, und & > z ist, nach 1. '

95> 9 @)
Es ist aber®q (¢) =&, @ () = «,. Mithin haben wir
' E>z,.
Nach 2. ist ferner # <=z, da z <§ ist. Gehen wir also
von einem z aus, das unter § liegt, so ist

< x <&
Da z, also auch unter § liegt, so ist aus denselben Griin-

den auch
v <z, <é,

2y <2y < E-
u. 8. f.- Wir haben also _
T Ty < By <

Die Reihe der x wichst mithin nach dem ¢ zu. Mit wach-
sendem »n wird also z, entweder den Werth £ als Grenze
haben, oder einen anderen Werth 1.. Wire letzteres der
Fall, also lim z, = 4, so wire auch lim 2,; = 4. Da aber
. ¢c—azx, '

ZTp1 = 2

_— )
cxn

und ebenso
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und folglich

i ¢ — ax,
lim Zp41 = LM —__c—x" )
s0 hiitten wir
c— al
A= k—el?

d. h. 2 wiire ein Argument, fiir das die Function ¢ dem Ar-
gumente glgich ist, d. h. 2 miisste mit § zusammenfallen.

Nehmen wir zweitens ein z iiber £, aber unter 1, so
dass 1> 2> ist. In diesem Fall ist nach 2. z > z,, und
nach 1. @(2) > @(£), d. h. 2, > £ Mithin werden wir jetzt
haben

x.>x1>x2....>‘§.

Hieraus folgt wieder, durch dieselben Schliisse wie vorhin,
dass lim z, = £ sein muss.

Also, ob das z, mit welchem wir die Reihe z,, z, -+ -
bilden, unter oder iiber £ liegt, immer ist, so lange nur
—l<z<1:

lim z, = §,
wo ¢ die zwischen O und 1 liegende Wurzel *dieser Glei-
chung ist:

c——(a+k)a:—|—cx"’=0.
§. 30.
Man setze nun in der Gleichung
c—ax 1
f(x) f(lc—-—cx) 7( _c—a—.i: )
zur Abkurzung | .
. b . .
=9 ) =#;

man bezeichne ferner die Werthe von g und %, welche den
Argumenten x,, x, - - - entsprechen, durch g,, go -+ -3 Ay, hg---:
dann hat man

f@)—gf(x)=h

f(@) — guf (%) = Iy

f(@3) — gof (w5) == hy

..........

f(@n) — gaf (‘”n-i?) = hy,.
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Durch Multiplication der zweiten, dritten - - - (n -+ 1)%® dieser
. Gleichungen resp. mit g, gg,----(99, -+ * gn—1), und nach-
herige Addition erhilt man:

(@) — (99" gn—)f(@ny1)=h~+ghy + 99, hs + -+ (991 Gn—1) e
Mit wachsendem # nahert sich das zweite Glied der ersten
Seite dieser Gleichung der Null. Denn der Factor f(zu41)
wird nicht unendlich, weil sich x,4; dem £, welches ja
zwischen O und 1 liegt, nihert, und die Function f(z), so
lange x zwischen — 1 und + 1 liegt, sich in eine conver-
girende Reihe entwickeln lisst. Der andere Factor gg, - - - gn—1
niahert sich aber, wie leicht zu sehen, der Null, da

b

kleiner als 1 ist; denn es war

¢ — @4 B+ ok =0,
c_ag+5<c§—k)='0:~

k—c§=c—‘§a—g

oder

folglich ist

)

also
b bk
E—cE c—ak"
Der letzte Ausdruck ist offenbar kleiner als 1, weil § kleiner
als 1, und ¢ — af grosser als b ist. Es ist demnach

f@) =h+gh +9gg.hs+ - - in inf,
Diese Reihe ist so gebildet, dass man jedes Glied, vom zwei-
ten an, aus dem vorhergehenden erhilt, wenn man darin
z, statt x schreibt, und das Resultat mit g multiplicirt.
Zerlegt man

in die zwei Bestandtheile

P b 1

@ wd— 2@ s,

so kann man die Reihe fiir f(x) aus zwei Bestandtheilen

zusammensetzen, weil - nur linear vorkommt. Wir bilden
also die Reihe :

A =h+gh +99.hy+ - -
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fiir den Fall & = _—14-7 , und setzen dann erstens p=1,

q =0, zweitens p — ¢, ¢ — a, woraus wir die zwei Be-
standtheile unserer Reihe, abgesehen von den constanten

Factoren -1:- und — —z— @, erhalten werden.

Das erste Glied der Reihe A4 ist also
1

p—qx’ )
Hierin sollen wir, um das zweite Glied gh, zu erhalten,
statt = setzen z, = :: Zw, und das Resultat mit g — —%
multipliciren. Es wird also
gy = 0 1 1
17— — - — ’
cwp__qz—zz 21 9wz

wo p, und g, sich aus den Gleichfngen

- by =kp — cq

bg, = cp — aq

bestimmen. Da das dritte Glied ebenso aus dem’ zweiten
entsteht, wie das zweite aus dem ersten, so konnen wir
unmittelbar fiir das dritte Glied ansetzen

1

Py — q:-;’ ’
wo
bp, = kp, — cq,
b% P, — aq,
u. s, f. Wir haben demnach -
1 1
A= wTraw g T +p_——q_w +

* wo die Grossen p;;p, ««+5 ¢, Qs - + - aus folgenden Gleichungen
zu bestimmen sind:

.............. " )

bprt1r =kpn — Cqn, bGnt1=CPn — aqu

_Fiir die Constanten p und ¢ im ersten Gliede dieser Ent-
wicklung haben wir, wie schon bemerkt, das eine Mal resp.
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1 und. O, das andere Mal ¢ und a zu setzen, so dass in
jedem Fall .
p>q20 :

ist. Ueber die Constanten p,, ¢, in dem allgemeinen Gliede

i’——l—&— machen wir noch folgende Bemerkungen.
n I

1. Es ist immer p, > ¢, Wir zeigen zuniichst, dass
p, > ¢, ist. Dies wird dann der Fall sein, wenn
kp — eq > cp — aq
oder .
(k—c)p>(c — a)q
ist. Das ist wirklich der Fall, da p>¢g und k—c¢>c—a
ist. Da nun p, > ¢, 1st, so lidsst sich eben so zeigen,
dass auch

. m>%%>%m&ﬁ :
ist. Alle Glieder der Entwicklung von 4 lassen sich daher
in eine convergirende, nach Potenzen von z fortschreitende
Reihe entwickeln. .
2. Es ist immer ¢, >0, wenn # >0 ist. Denn ist
irgend ein ¢, etwa ¢, =0, so ist das folgende g, also
@nt1, schon positiv, da

bgnt1 = Cpn — Qg
und ¢ > a, p, > ¢ ist.

" 3. Die Grossen p» und ¢, lassen sich beide als die
Summe von zwei allgemeinen Gliedern zweier geometrischen
Reihen darstellen.

Wir setzen an
Pr=90", gn=o0a"
und sehen zu, ob Ausdriicke von dieser Form den Glei-
chungen (1) geniigen. Es miisste also sein:
boo"H! =koo" — con®
bow™t! = coo" — aco”
oder
bow =Fko — co
bow =co —ao. }

@

Hieraus bestimmt sich die Constante o als Wurzel einer
quadratischen Gleichung, wihrend von den beiden anderen



-122 Fiinfter Abschnitt. Anwendungen der Theorie

Constanten ¢ und ¢ nur das Verhiltniss zu einander -be-
stimmt ist. Aus (2) folgt nédmlich
' co =90k — bw)
co =+ o(a+ bw),
woraus wir weiter schliessen, dass
6 k—bdo c

o ¢ “a+do ®3)

und folglich
¢ = (h—bo)(a+ da):
b 4+b(a—kwo -+ ¢ —ak=0,
oder, wegen ¢ — ak = b?,
' bo'+ (a — K)o+ b=0
sein muss. Diese Gleichung hat eine positive reelle Wurzel,
die zwischen O und 1 liegt, ‘und da die Gleichung reciprok

oder

. . . . 1.
ist, s0 muss, wenn die eine ® ist, die andere — sein. Aus

(3) ist ersichtlich, dass das Verhiltniss % mit dem @ vollig

bestimmt ist. Also es bleibt bloss ¢ willkiirlich. Eine par-
ticulire Auflosung der Gleichungen (1) wire also diese: '
‘ n E—bo
P =100", gn =@ —— 07,
und eine arrdere diese: .

E— 2

(4

P=¢0 ", ga=2¢ o ".
Die Summe dieser beiden particuliren Auflésungen, nimlich

Pn=Q0" + ¢ 0"

G=e" a4 ¢ —a",
muss also” auch den Gleichungen (1) geniigen. In dieser

Auflésung ist aber alles bestimmt: denn fiir » = O hat man
p=0+¢

k—b s
h=0——+ ¢ —5

Durch diese beiden Gleichungen sind auch ¢ und ¢’ in beiden
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Fillen bestimmt; denn p, und g, sind ja gegeben. In dem
einen Fall ist p, = 1, ¢, = 0, in dem anderen p, = ¢, ¢, = a.
Fiir f(z) ergiebt sich nunmehr folgender Ausdruck:

P < 1 Qb < 1
&= g e 2¥i—ds’ @
0 - 0

wo
n=1,¢=0
Pr=g0" + @@ "
E—2b
E—bo , o .
h=¢—— 0"+ ——o0
c? — B3
k= a
b’ 4+ (a — k)o +b=0
b
9_ k.——? gt_ bo —k
-, O =
Coble—g) T be—3) :
_Po,=°;%’=“
Pn=0,0" 4 0 0"
. k b
’ e k—bo n ’ —;' -
h=¢—F—0"+¢ ——o
b
c(k—a'_?) r  ebo—k+ a)-

=773y =
blo—3) b(o—7)
Die beiden Reihen
1 1 :
2n—hr 2n—ge
0 0 .
sind convergent, wie leicht zu sehen. 4
Die Formel fiir F(y) erhélt man offenbar aus der fiir

f(z) durch Vertauschung von P mit @, und & mit . Dem-
nach ist .

o

Fo) =% S = — 5 2
0

r, —8,y b T, —sly’

wo
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rg =1, =0
ry =00" 4 ¢ o, "

B —2
b, —ao, . e,
Sp=0"——'a}+o e
¢ — a?
by =-— '
a0 4+ (b—k)o, +a=0
a
6 — o oo —k

olo—3) " alo—2)
@1 ©, . )
r,==¢, S, =b

7y =6,0"+ ¢/ 0 "

a .
"(kl _9_5,) . _clam, —k +b) )

6O=—"7""7\ O ="7 71
T =) T o)
Es ist noch nachzusehen, wie sich die Consgtanten P
und @ bestimmen. Es war

@)= gnsan ®)

k = X oy Pn (cosd).

Wenn es sich um eine Kugeloberfliche handelt, und die
Dichtigkeit auf derselben nach .Kugelfunctionen entwickelt
ist, so ist das erste Glied «, (§. 24.) gleich dem Quotienten
Elektricitatsmenge '
. Kugeloberfliche * .

Bezeichnen wir also die der Kugel A mitgetheilte Elektrici-
titsmenge durch 4, so ist

und

A

o, = —
"0 4mal?’

Andererseits ist aber [wegen. (5)]

@y = f(0).
Hieraus folgt
‘ A
af(0) =

aus (4) folgt aber
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af @) =P — @b 3

A 1 ’
= P25 @
Auf dieselbe Weise, oder auch unmittelbar durch eine Ver-
tauschung der Buchstaben, findet man:

41:b 2—_1)2

wenn man mit B die der Kugel B mltgethellte Elektrici-
tatsmenge bezeichnet. Aus den beiden letzten Gleichungen
erhilt man schliesslich:

mithin ist

A 1 1
eI+ BI;

P=
4x(zlzl—ab21, zi,)
pn T” Pil Tn
1_?_2.}_+A2l
Q=

47:(2 Ll _wxt 2")

Also die Constanten P und @ bestlmmen. sich aus den
Elektricititsmengen, welche den Kugeln ufspriinglich mit-
getheilt sind. .
§. 31.
Wir miissen jetzt, um die Grossen « zu bestimmen, f(z)
nach Potenzen von z entwickeln. Es ist

P 2<p)“m

Also der eine Bestandtheil von dem Coefficienten der Po-

tenz 2 in der Entwicklung der Function f(x) oder von
_om .
2m+l

ist

B>
a p'vn+l H

n=0 .
2 p,mH’

der zweite ist
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Mithin ist Py, (cos ) an =

I RS R
@m+1) (—; 21{"“ g s )P (cos ®).
) =0 ln n=0
Dies ist das allgemeine Glied der Entwicklung der Dichtig-
keit k& auf der Kugel 4; folglich ist

2 2m + 1) (P 2 :_:1 sz ) )Pm(cos&).

2=0 Pn

Wir konnen die auf » und m beziiglichen Summationen um-
kehren, wodurch® wir erhalten: .

k=§7(§%2®7(2m+ 1) P (cos 8) (F)m

n=0

-23 3

% m=0

@m + 1) Po (con8) (= ) )

Die beiden auf m - beziiglichen Summen lassen sich in ge-
schlossener Form angeben; wir fanden friiher (§. 25.):

2(2"‘ + 1) P, (cos®) a™ = 1—a?

(1 — 2a cos®+at)d’

m==0
wo a <1 ist. Folglich ist
- ® m 3 2
q P — Pu4
2m 4+ 1) P, (cos® —")= .
2] om 1) Patooso) () =t

Demnach erhilt man schliesslich:

b 13 (p_ Pi—a P . )

4i=0 (p:-—.2pnq"cos«?+q: )*} (pn2 —2p”q,;cosﬂ+q':)‘}
Also unsere Dichtigkeit ist durch zwei unendliche Reihen
ausgedriickt, in denen der Nenner des allgemeinen Gliedes
die (3)* Potenz von einem Trinom ist, die p und g aber
die Summe von zwei allgemeinen Gliedern geometrischer
Reihen sind.?)

Die auf der Kugel B stattfindende Dichtigkeit ! findet
man hieraus durch blosse Vertauschung von P mit ¢, und
von a mit b. Diese Vertauschung involvirt natiirlich eine
Vertauschung der p und ¢ mit den entsprechenden r und s.



Sechster Abschnitt.

Allgemeine Probleme und Sitze in Bezug auf eine mit Masse
belegte Fliche.

8. 32.

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist, zu beweisen,
dass immer eine solche Belegung der Oberfliche eines ge-
schlossenen Raumes, oder der Oberflichen mehrerer ge-.
schlossener Rédume,, mit Masse moglich ist, dass das Po-
tential in jedem Punkt der Oberflichen einen vorgeschriebenen
Werth annimmt. Die Moglichkeit einer derartigen Belegung
beruht auf folgendem Satz:

Es giebt immer eine und nur eine Function % von z, y, 2
fiir einen beliebigen begrenzten Raum, die selbst und deren
Differentialquotienten erster Ordnung stetig sind, die inner-
halb jenes ganzen Raumes die Gleichung

dw’+dy +d5’—0

erfﬁllt und sich in jedem Punkt der Oberfliche auf einen
gegebenen Werth reducirt. *)

Die Aufgabe, jene Function w zu finden, lisst sich nicht
l6sen: es kann nur von einém Existenznachweis derselben die
Rede sein. Letzterer hat keine Schwierigkeit.

Es giebt offenbar fiir jeden begrenzten zusammenhingen-
den Raum T unendlich viele mit z, y, z stetige und auch
in ihren Differentialquotienten erster Ordnung stetige Funétionen
u, die sich auf der Oberfliche desselben auf einen gegebenen
Werth reduciren. Unter diesen Functionen wird wenigstens
eine sein, die das folgende iber den Raum 7' zu erstreckende

T o (e G+ @)
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auf ein Minimum reducirt; denn es liegt auf der Hand, dass
dies Integral ein Minimum hat, da es nicht negativ werden
kann. Nun lisst sich Folgendes zeigen:

1. «Eine jede jener Functionen w, welche U zu einem
Minimum macht, geniigt {iberall in dem Raum 7' der Diffe-.
rentialgleichung:

da:’ + dy’ + dz’ 0. 1)

Damit wiire schon nachgewiesen, dass es immer eine Function
% von der verlangten Beschaffenheit giebt, niimlich eben
jene Function, fiir welche U ein Minimum wird.

2. Jede der Functionen u, welche etwa der Differential-
gleichung (1) innerhalb des Raumes T geniigen sollte, macht
das Integral U zu einem Minimum.

3. Das Integral U kann nur Ein Minimum haben.

Aus 2. und 3. wiirde folgen, dass es nur eine Function
u von der verlangten Beschaffenheit giebt.

Eine jener Functionen u, fiir welche U einen Minimum-
werth hat, sei v. Jedes andere u wird sich in die Form

u=0v-4 hw '

bringen lassen, wo % eine beliebige Constante ist, und w
irgend eine Function bezeichnet, die auf der Oberfliche des
Raumes T' iiberall O ist und im Innern selbst und in ihren
ersten Differentialquotienten iiberall stetig ist. Bezeichnen
wir den Minimumwerth des Integrals, welcher statifindet,
wenn man w gleich v setzt, durch ¥; und den Werth, wel-
chen es fiir irgend ein anderes ¥ = v 4 hw annimmt, durch
U, so haben wir, wegen

adu

dz dw +hda:
du

+ dy
du

dz dz + h dz
folgende Gleichung

U=V 4 2hM+ 1N,
U—V=2hM+ N @

oder
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wo

dv dw dy dw dv dw dT
,/.dwdw+dydy+dzdz

V= (@) + @)+ D)

Da V ein Minimumwerth ist, so kann die zweite Seite der
Gleichung (2) nicht negativ sein. Daraus folgt, dass M
nothwendig gleich Null sein muss; denn sonst konnte man
das Zeichen von & so bestimmen, dass 2h M negativ wiirde,
und den absoluten Werth von A so bestimmen, dass A*N
kleiner wiirde als 2AM. Nun ist aber nach §. 7., wemn
man bedenkt, dass die Function w an der Oberfliche iiberall
den Werth Null hat,

o= — [+ G+ ) wd

Damit dies Null werde, muss der Complex -l— dy* +(lz’

"in dem Raum T iiberall gleich Null sein. Denn wire er
nicht gleich Null, so kéonnte man w, welches ja im Innern
eine beliebige Function ist, so annehmen, dass es iiberall
mit jenem Complex dasselbe Zeichen hitte; dann wiirde man
ein Integral haben, das aus lauter Elementen gleichen Vor-
zeichens besteht, das also nicht Null sein konnte. Es konnte
freilich T isolirten Punkten, Linien oder Flichen das Trinom
nicht Null sein, denn dann wiirde das Integral doch Null
sein. Allein es lésst sich leicht zeigen, dass ein solcher
Ausdruck in einem zusammenhingenden Raum in Folge der
Stetigkeit nicht bloss in Punkten, Linien oder Flichen von
Null verschieden sein kann. Hiermit ist die Behauptung 1.
‘bewiesen.

Dass ferner, wie in 2. behauptet wird, jedes U, welches
einem % entspncht das der Gleichung (1) im ganzen Raum
T geniigt, ein MipTmum ist, leuchtet auf der Stelle ein.

Es bleibt noch zu beweisen, dass das Integral nur Ein
Minimum hat. Existirte also ausser der Function v noch
eine andere v 4 w, welche dasselbe zu einem Minimum
macht, dann wiirde der Werth V', den es fiir » 4+ w an-

" nimmt, nicht grosser sein als U, d. i. der Werth, den es
Dirichlet, Potentialtheorie. 9
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fir v 4+ hw annimmt, wenr? i unendlich wenig von 1 ver-
schieden ist. Es ist aber nach (2), da M =0 ist,
U=V + BN,
folglich wenn wir hierin A = 1 setzen,
. Vi=V+N,
so dass V4 N V+ BN sein miisste, oder
N<REEN. .
Fiir ein h, welches grosser als 1 ist, kann dieser Bedingung
nur dadurch geniigt werden, dass N = O gesetzt wird. Daraus
folgt aber, dass innerhalb des Raumes 7' iiberall
%=O’%=O)%‘7=O7
d. h. w = Const. ist. Da w an der Oberfliche den Werth
Null hat, so kann diese Constante nur Null sein.
Des kiirzeren Ausdruckes wegen setzen wir Folgendes fest:
Ueberall, wo in der Folge von einem fiir einen be-
stimmten, endlichen oder unendlichen, Raum T gegebenen
oder zu bestimmenden u die Rede ist, soll darunter eine
Function verstanden werden, welche iiberall innerhalb jenes
Raumes T’ folgenden Bedingungen geniigt:

du du du . .
Du, 7., Ty’ dz sind «stetig;

‘ a2 a? a?
) wmtaptm=0

' §. 33.

Es lassen sich immer die Oberflichen beliebig vieler
begrenzter Réume so mit Masse belegen, dass das Poten-
tial der Masse an jeder Stelle einer jeden Oberfliche einen
vorgeschriebenen Werth hat; es.ist aber auch nur eine solche
Belegung méglich. .

Hitte man etwa drei Flichen, also vierRéume, U,, U,, U,, U,,
von denen einer, U,, unendlich ist (Fig. 19), und sind die
Werthe, welche das Potential auf den Oberflichen der Riume
U,, U,, U, annehmen soll, resp. v,, v, v5, dann bestimme
man zundchst fiir die drei endlichen Riume U,, U,, U, die-
jenigen Functionen u, welche sich auf den Oberflichen jener
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drei Riume auf v, v;, v, resp. reduciren: diese Bestimmung
ist immer moéglich und zwar nur auf eine Weise (§. 32.).
Wir wollen jene drei Functionen durch w,, %y, u; resp. be-
zeichnen. Darauf bestimme man fiir den unendlichen Raum
" U, eine Function w, welche sich an den Oberflichen der
Riume U,, U,, U, auf v, v,, v reducirt, und im Unend-
lichen verschwindet. Wir werden nachtriiglich zeigen, dass
immer eine und nur eine solche Function « fiir den unend-

lichen Raum existirt, und Fig. 19.

dass dieselbe den weiteren o~
Bedingungen geniigt, dass | ( 7,
ou und @? g—g nicht iiber

eine bestimmte Grenze %

hinaus wachsen. Wir wol-

len diese Function mit ,

bezeichnen. Die Dichtig- ' U

keit % der iber die drei ?

Flichen zu vertheilenden

Masse- richten wir so ein, dass dieselbe fiir die Oberflichen
der drei Réume U,, U,, U, resp. folgenden Gleichungen
geniigt: ’

(), — (3
(j_;;«)w — ( ;»)a_, = — 4nk

(), = @), = — 4k

Dann werden die drei Flichen so mit Masse belegt sein, wie
es verlangt wurde, dass -nédmlich das Potential der Belegung
auf der ersten, zweiten, dritten Fliche sich auf v,, v,, v,
resp. reducirt. Denn bezeichnen wir mit v diejenige fiir den
ganzen unendlichen Raum (mit Einschluss der Réume U,, U,, U;)
gegebene Function, welche in den einzelngn Riumen U,, U,, U,, U,
die Werthe u,, %y, ug, u, hat, so besitzt dieselbe offenbar
die vier charakteristischen Eigenschaften des Potentials jener
Belegung (§. 15.):

1) Die Function v ist im ganzen unendlichen Raum stetig.

9* .

|

K

)a_s = — 4ak

)

&
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Es sind niimlich erstens w,, %,, u;, %, in den einzelnen
Riumen stetig; da ferner «, und u, beide auf der Oberfliche
des Raumes U, denselben Werth v, annehmen, so &ndert
sich v auch stetig beim Ueberga.ng vom Raum U in den
Raum U, u. s. w.

2) Ausserhalb der Flichen smd alle Derivirten von v
stetig und

2
Tt Tt =

Denn dies gilt von den einzelnen Functionen #,, u, s Ugy Uy
innerhalb der einzelnen Réume.

3) Es ist in jedem Punkt der mit Masse belegten Flichen

@)os. — @)y = — 4t

Denn die Dichtigkeit % ist iiberall dieser Gleichung ge-

miss bestimmt.
4) vo, o° % sind immer endliche Werthe: weil nimlich

4

o Au
U9, @ de
gezeigt werden soll.

Mithin ist » nach § 15. das Potential jener Belegung.
Die Function v nimmt aber andrerseits auf den Oberflichen
der einzelnen Riiume die vorgeschriebenen Werthe v,, v,, v, an.

Man sieht zugleich, dass die Aufgabe nur eine Losung
hat (wenn némlich nachgewiesen ist, dass u, sich nur auf
eine Weise den Bedingungen gemiss bestimmen ldsst).

Zur Erliuterung diene folgendes Beispiel. Die zu be-
legende Fliche sei eine Kugelfliche mit dem Radius R,
und der vorgeschriebene Potentialwerth sei ax, wo a eine
Constante bedeutet, iiber die wir noch niher verfiigen
werden. Die fiir den inneren Raum stattfindende Function
u hat offenbar den Werth az; denn axz ist ein u, und redu-
cirt sich an der Oberﬂache auf den vorgeschriebenen Werth,
der ja az selbst ist. Fiir den unendlichen Raum geniigt

immer endliche Werthe sind, wie ja nachtriglich

. . x . . 1
die’ Function o3) Vemn wir die Constante a = 7 Setzen:

denn an der Oberfliche mmmt den Werth R,,a.n Danun
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x x . » . . .
= g3, und u, = & ve Ausdriicke sind, die resp. im

inneren und #usseren Raum geniigen, so kann man aus den-
- selben die gesuchte Belegung unmittelbar ableiten, deren

Potential an der Oberfliche den vorgeschriebenen Werth };—,

annimmt. Da fiir die Kugelfliche die Normale p mit dem
radius vector @ zusammenfillt, so wird

k= () (3 (M) (M)
4”k'_<d9)ﬂ+a do)n—-— de /o=r de /e=r’
woraus man

3x

vy

k

findet.
§. 34.

Jetzt kommen wir zu dem Nachweis, dass die Function
u fiir einen unendlichen Raum véllig bestimmt ist. Zu-
niichst haben wir zwei allgemeine Principien auszusprechen.

1. Hat man einen endlichey, von zwei geschlossenen
Flichen schalenformig begrenzten Raum, fiir welchen man
-das w« sucht, welches an der einen Fliche den Werth U,
an der anderen den Werth U; annimmt, so kann man das
Problem nach dem Princip der Superposition in zwei ein-
fachere Probleme verwandeln. Wir setzen némlich

U= U + U

U,=U; + Uy
und suchen nun das u, welches auf der ersten Fliche den
Werth U,’, auf der zweiten den Werth U, hat, und auch
das u, welches auf der ersten Fliche den Werth U,”, auf
der zweiten den Werth U,” hat: addiren wir dann diese
zwer u, so ist die Summe offenbar das gesuchte w.

2. Irgend eine Function » hat innerhalb eines zusammen-
hingenden Raumes T’ nur Werthe, welche zwischen den ex-
tremen an der Oberfliche stattfindenden Werthen liegen,

Der Beweis dieses Princips beruht auf folgendem Satz:

Wenn eine Function % in allen Punkten der Grenz-
fliche eines geschlossenen Raumes denselben Werth
¢ hat, so gilt derselbe Werth ¢ auch fiir siimmtliche
Punkte des Raumes selbst.

[ J
’
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Eine jede Constante ist nimlich auch ein » (unter ¥ immer
eine Function verstanden, wie sie am Schluss des §. 32. de-«
finirt ist). Wenn wir also fiir einen Raum ein w suchen,
welches an der Oberfliche des Raumes den constanten Werth
¢ annimmt, so ist ¢ selbst offenbar ein solches . Ein u
existirt aber immer nur fiir jeden Raum, welches an der
Oberfliche den vorgeschriecbenen Werth annimmt (§. 32.),
folglich kann das gesuchte % nur den Werth ¢ haben.

Beiliufig sei hier noch Folgendes bemerkt. Da das Po-
tential von Massen, die ganz ausserhalb eines von einer ge-
schlossenen Fliche begrenzten Raumes liegen, auch ein w
ist, so hat man folgenden Satz, von dem wir spiter Ge-
brauch zu machen haben:

Wenn das Potential von Massen, die ganz ausserhalb
eines zusammenhingenden endlichen Raumes liegen,
iiberall auf der Oberfliche desselben constant ist, so

hat es auch iiberall im Innern denselben constanten
Werth. :

Das unter 2. ausgesprochene Princip lisst sich nun
leicht beweisen. Das Maximum des # auf der Oberfliche
des Raumes 7' sei A. Nehmen wir an, es habe das u in
irgend einem Punkt O innerhalb des Raumes T einen Werth
C, so dass 4 <C ist. Es sei ferner B eine zwischen 4
und C fallende Grosse. Lisst man von O nach allen Rich-
tungen hin gerade Linien ausgehen (Fig. 20.), so wird es
auf jeder derselben einen Punkt O
geben, in welchem % = B wird.
Dies folgt unmittelbar aus der Ste-
tigkeit des . Simmtliche Punkte
O bilden dann eine geschlossene

" | Fliche. Da nun iiberall auf der-

O selben 4 = B ist, so muss % nach

dem eben bewiesenen Satz auch

iiberall in dem von derselben ein-

geschlossenen Raum denselben Werth

B haben wihrend doch in O der grossere Werth C statt-
findet. Dle Voraussetzung fiihrt also auf einen Widerspruch.

Fig. 20,

Y4

.
\-
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Ebenso zeigt man, dass das # in keinem Punkt des Raumes
T einen Werth haben kann, der kleiner ist als das Mini-
mum des u auf der Oberfliche.

§. 35.

Mittelst dieser einfachen Principien ist es leicht nach-,
zuweisen, dass das u vollig bestimmt ist, welches fiir einen
unendlichen Raum stattfindet.

Die mit Masse zu belegenden geschlossenen Flichen
selen S;, S;---, und die Werthe, welche das Potential auf
denselben annehmen soll, U,, U,--- (Fig. 21.). Man be-
schreibe eine Hilfskugel von einem beliebigen Punkt, mit
einem beliebigen Radius @, aber so dass sie simmtliche von

Fig. 21.

den Flichen S;, S;:-- begrenzten Ridume in sich enthilt.
Man beschreibe von demselben Punkte aus eine zweite Kugel
mit einem beliebigen Radius R. Ein # innerhalb des von
letzterer begrenzten Raumes (mit Ausschluss der von S, S;---
begrenzten Raume) ist vollig bestimmt, wenn es an' den
Flichen §,, S, - - - die Werthe U,, U; - - -, und an der R-Kugel-
oberfliche den Werth Null annehmen soll (§. 32.). Die Be-
hauptung ist nun diese: Liisst man R wachsen, so wird sich

u an jeder Stelle einem vollstindig bestimmten Werth

néhern, und die weiteren Bedingungen, dass gu und 92 du
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nicht wachsen, erfiillen. Es ist oft schwer zu zeigen, dass
sich etwas einer Grenze nihert: wir werden nachweisen,
dass wenn R immer mehr wichst, sich % schliesslich nicht
mehr um etwas beliebig Kleines #indern kann. Ein #hnliches
Verfahren findet mitunter auch bei Reihen Anwendung, deren
-Convergenz nachzuweisen ist.

Der kleinste Werth von R soll wenigstens 2a sein. Sei
nun % an irgend einer Stelle O innerhalb der R-Kugel fiir
ein bestimmtes R bestimmt: was wird das « an dieser Stelle
fir eine Aenderung erleiden, wenn R grosser wird, wenn R
gleich R wird? Ist die R’-Kugelfliche die Begrenzungs-
fliche, auf welcher w den Werth Null annehmen soll,.so
hat » auf der R-Kugelfliche einen bestimmten Werth, den
wir 4 -nennen wollen. Fiir die R-Kugelfliche als Begren-
zungsfliche, auf der u den Werth O haben soll, werde der
Werth des % in O durch u, bezeichnet; fiir die R’-Kugel-
fliche als Begrenzungsfliche, auf welcher w den Werth 0
annehmen soll, werde der Werth des % in demselben Punkt
O durch u, bezeichnet. Es wiirde u, bestimmt sein durch
4 und die fiir die Flichen S, , S, - - - vorgeschriebenen Werthe
U, Ug--- Um das u, zu finden, machen wir Gebrauch
von dem Princip- der Superposition, indem wir U,, U,---
inU 4+ 0,U; 4+ 0--., und umgekehrt 4 in 0 4 A zerlegen.
Den Werth desjenigen % in O, welches auf den Flichen
S,, Sy die Werthe a, b---, und auf der R-Kugelfliche
den Werth % annimmt, wollen wir der Kiirze halber durch

(a, b, -+, k) bezeichnen. Dann ist
u, = (U, Uy, -+, 0)
¢ uR’__-(IIl) Ugy -+, 4).

Da nun nach dem Princip der Superposition

(Un Usy-- '1) = (U, Uy, -+, O) + (0: 0,---,4)
und folglich _
‘ “R'=MR+(O7O,"”}')
ist, so wird der Zuwachs, den das % in dem Punkte O er-
leidet, wenn der Raum, der urspriinglich durch die R-Kugel-
fliche begrenzt war, durch die R'-Kugelfiiche begrenzt wird,
gleich (0, 0, .-, 1) sein. Dieser letzte Werth liegt aber,
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da der Werth irgend eines % innerhalb eines zusammen-
hiingenden Raumes, nach dem zweiten Princip des §. 34,
immer zwischen den extremen Werthen des u an der Ober-
fliche jenes Raumes liegt, zwischen den extremen Werthen
des 4. Ist also I der absolut grésste Werth von 4, so wird
der Zuwachs, den « in einem- bestimmten Punkt O erleidet,
der innerhalb der R-Kugelfliche liegt, wenn der Raum erst
durch die R-Kugelfliche begrenzt war und dann durch die
R'-Kugelfliche begrenzt wird, zwischen - [ und — I liegen,
also nicht grosser sein als I. Es entsteht also die Frage:
Wie gross kann dieses ! hochstens sein?

Wir brauchen jetzt jene Hilfskugel mit dem Radius a.
Soll u auf der R-Kugelfliche O sein, so wird der absolut
grosste Werth von w auf der Hilfskugel hiochstens 4 sein,
wenn A den absolut grossten Werth der Grossen U, U,- - -
bezeichnet. - Denn alle Werthe auf der Hilfskugel ‘liegen
zwischen + 4. Durch den auf der Hilfskugel stattfindenden
Werth, den wir mit u bezeichnen wollen, ist das « bestimmt
von der Hilfskugelfliche bis zur R'-Kugelfliche. Mit Be-
nutzung der beiden Principien des vorhergehenden Paragraphen
zeigt man leicht, dass wenn man auf der einen Grenzfliche
eines schalenférmigen Raumes die Werthe des « nicht #ndert,
sie auf der anderen Grenzfliche aber iiberall in demselben
Sinne #indert, dann auch iiberall im Innern das u sich in dem-
selben Sinne éndert.?) Setzen wir auf der Hilfskugel iiberall
A statt w, so vergrossern wir dort die Werthe des u, da-
durch vergréssern wir also auch alle Werthe im Raum;
setzen wir zweitens auf des Hilfskugel iiberall — A statt g,
so verringern wir sie alle. Die zwei %, von denen das eine
die Werthe 4 und O, das andere die Werthe — 4 und 0
auf der Hilfskugel und der R'-Kugel resp. annimmt, schliessen
das wirklich stattfindende « an jeder Stelle ein. Suchen wir
jene zwei %, so ist klar, dass jedes derselben eine blosse
Function vom radius vector ¢ ist; fiir diesen Fall fanden wir
(8 5.) als Integral der Differentialgleichung

du -, d*u d*u
dz? + ay? + ar = 0
den Ausdruck ‘
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n
u=m — .
+ <

" Die Constanten m und % bestimmen sich fiir das erste u
durch die Bedingungen, dass dasselbe die Werthe 4 und
0 fir g =a und ¢ = R’ resp. annehmen soll, und fiir das
zweite 4 durch die Bedingungen, dass dasselbe die Werthe
— A4 und O fiir dieselben Werthe des ¢ annehmen soll. Es
ist also

m-—l—%=iA
m+%‘=0:

wo auf der zweiten Seite der ersten Gleichung das obere
Zeichen fiir das erste u, das untere fiir das zweite u gilt.
Bestimmt man hieraus m und » fiir jedes der beiden %, so
ergiebt sich, dass der an jeder Stelle wirklich stattfindende
Werth des u zwischen _ .
A4 1 1
+ 1 1 (T - 1?’)
a F :
liegt, oder da R > 2a vorausgesetzt ist, mithin —‘l; — %—,Z?a
ist, zwischen
1 1
+ 240 (¢~ ),
" also a fortiori zwischen *

24a
+ -

Auf der Oberfliche der R-Kugel Sst folglich 2%’ obere, und

—--——21‘4; untere Grenze; 2A4a ist eine Constante: wenn also

R gross genug ist, so ist der absolut grosste Werth, den
A noch erreichen kann, beliebig klein.

Also in der That nihern wir uns an jeder Stelle einem
festen Werth, wenn R in infinitum wichst. Folglich existirt
ein %, das im Unendlichen gleich Null ist, und an jeder
Stelle der Oberflichen S;, S,:-- einen vorgeschriebenen
Werth hat.
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Es giebt aber auch nur ein u, welches im Unendlichen
verschwindet, wiihrend es an den Oberflichen S,, S; .- die
vorgeschriebenen Werthe U,, U, - - - annimmt. Gébe es nim-
lich zwei, v und ', so miisste doch zwischen diesen ein
Unterschied sein: w — ' wiirde also an einer bestimmten
Stelle den Werth 0 haben. Weil jedes der beiden u im
Unendlichen verschwindet, ldsst sich eine Kugeloberfliche
von einem so grossen Radius construiren, dass iiberall auf
derselben jedes  beliebig klein, und mithin auch der grosste
Unterschied beider beliebig klein, etwa kleiner als d ist.
Nun sind beide u doch so beschaffen, dass sie auf den
Fliichen S;, S,-:. dieselben Werthe haben; die Differenz
u — ' geniigt also der Bedingung, iiberall an den Flichen
S,, S;--- gleich Null zu sein: mithin miisste nach dem
zweiten Princip v — o’ iiberall innerhalb jener Kugel kleiner
als 0 sein, was der Annahme widerstreitet. :

Es ist nun noch nachzuweisen, dass die Werthe g und

g’g% mit wachsendem ¢ sich einer bestimmten endlichen

Grenze niherny, Das u hat also an jeder Stelle einen be-
stimmten Werth: auf der Hilfskugel mit dem Radius @ den
Werth g, im Unendlichen Null. Entwickelt man g nach
Kugelfunctionen: g = X'Y,, so ist :

w= 7. (5)". S

Denn dieser Ausdruck ist erstens iiberhaupt ein u, weil er
stetig ist und der durch Transformation der rechtwinkligen
Coordinaten in Polarcoordinaten aus der Gleichung

d*u , d*w , d*u
aw T dy? +3=0
entstehenden Gleichung

o d du . 1 a
sin &¢ =5, (ou) + 75 (d; s qc’) t e d(pu

geniigt (§. 18.); zweltens nimmt er auf der Hilfskugel den
Werth g, im Unendlichen den Werth Null an. Aus (1) folgt:

n 2 3
wp—a D V(5) —a¥+ S B4+ 54

0
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Dass dieser Ausdruck mit wachsendem ¢ nicht wichst, liegt
auf der Hand. KEbenso nihert sich

mit wachsendem g einer festen Grenze.

Es giebt also in der That immer eine und nur eine Be-
legung der Oberflichen beliebig vieler begrenzter Riume mit
Masse, bei welcher das Potential der iiber simmtliche Ober-
flichen vertheilten Masse an jeder Stelle einer jeden Ober-
fliche einen vorgeschriebenen Werth hat.

Dieser Satz ist zuerst von Gauss aufgestellt.®®)

§. 36.

. Die erste interessante Folgerung aus dem vorhergehenden
Satze ist diese:

Hat man eine geschlossene Fliche S und beliebige
Massen entweder bloss im Innern oder bloss im Aeussern,
so kann man statt dieser Massen eine unendlich diinne
Schicht auf jener Fliche substituiren, welche, im ersten
Falle, in allen Punkten des #usseren Raumes, im zweiten
Falle, in allen Punkten des inneren Raumes ebenso wirkt, wie
jene Massen.

I. Das Potential irgend einer bloss im Innern der Fliche
S befindlichen Masse M sei v, das Potential irgend einer
auf der Fliche S befindlichen Schicht +'. Soll nun die
Wirkung der Schicht dieselbe sein wie die der Masse M, so
diirfen die Potentialwerthe v und v’ nur um eine Constante
verschieden sein: v == o 4 Const. Fiir den Fall, dass die
Wirkungen der Masse M und der Schicht in allen Punkten
des #usseren Raumes gleich sein sollen, muss die Constante
gleich Null sein; denn jedes Potential hat im Unendlichen
den Werth Null. Umgekehrt, ist v =, so sind auch die
Wirkungen der Schicht und der Masse M dieselben. Hat
nun das gegebene Potential von M auf der Fliche S den
Werth V, so bilden wir auf letzterer die Schicht, deren
Potential auf der Fliche den Werth ¥ hat (eine solche
Schicht existirt immer, aber auch nur eine); dann ist aber
auch das Potential dieser Schicht, ¢, tiberall im Aeussern
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gleich ». Denn es giebt nach dem vorhergehenden Paragraphen
nur ein u, welches auf einer geschlossenen Fliche einen vor-
geschriebenen Werth V' annimmt, und iiberall im Unend-
lichen verschwmdet es ist aber sowohl v als auch ¢ ein
solches w.

Es ergiebt sich leicht, dass die Masse der gebildeten
Schicht gleich der Masse M sein muss. Denn es ist nach
§. 5. lim v = M, und, wenn wir die Masse der Schicht mit
M’ bezeichnen, lim gv' = M’; da nun v = ¢ ist, so muss
auch M = M’ sein. '

Wir haben also den Satz:

Hat man eine beliebig innerhalb eines gesehlossenen
Raumes vertheilte Masse M, so lisst sich, unbeschadet der
Wirkung nach aussen, dieselbe Masse iiber die Oberfliche
des Raumes, und zwar nur auf eine einzige Art vertheilen;
und umgekehrt, jeder auf der Oberfliche befindlichen Schicht,
welche dieselbe Wirkung nach aussen ausiibt, wie die Masse
M, kommt eine Masse zu, welche gleich M ist.

II. Das Potential irgend einer bloss ausserhalb der ge-
schlossenen Fliche S befindlichen Masse sei v, das einer auf
der Fliche befindlichen Schicht v". Soll nun die Wirkung
dieser Schicht iiberall im Innern des von S begrenzten
Raumes gleich der Wirkung jener Masse sein, so muss
wieder v' = v 4 « sein, wo « eine beliebige Constante be-
deutet; aber hier ist kein geniigender Grund ¢ = 0O zu setzen.
Die Gleichung " = v 4 « muss auch an der. Oberfliche
stattfinden, oder es muss V'.= V 4 a sein. Umgekehrt:
wenn V' = V + « ist, so findet auch die Gleichung v'=v-}«
statt. Denn sowohl v als auch ¢ ist ein %, mithin ist auch
die Differenz v — v ein «. Wenn also V' — V =« ist, so
ist ¥ — v ein u, dessen Werth an der Oberfliche von S
constant ist; mithin ist auch " — v iiberall im Innern con-
stant, nach dem Satz (§. 34.):

Ein u, welches an der Oberfliche eines zusammen-
hiingenden Raumes einen constanten Werth hat, muss auch
tiberall im Innern denselben constanten Werth haben.

Hieraus folgt, dass die Schicht, deren Potential auf der
Flache S iiberall den gegebenen Werth V4« hat (und eine



142 Sechster Abschnitt. Allgemeine Probleme und Sitze

solche Schicht existirt immer, aber auch nur eine), iiberall
im Innern von S dieselbe Wirkung ausiibt, wie jene inner-
halb des von der Fliche S begrenzten Raumes befindliche
Masse.

Um ' diese Schicht zu bilden, bilden wir erst die Schicht
A, welche an der Oberfliche das Potential 7 hat, und dann
eine zweite Schicht B, deren Potential an der Oberfliche
iiberall « ist: addiren wir diese zwei Schichten, so haben
wir offenbar diejenige Schicht, deren Potential an der Ober-
fliche ¥V 4 « ist. Hieraus ergiebt sich, dass die Masse der
statt der gegebenen Masse zu substituirenden Schicht in
diesem Fall nicht, wie im ersten Fall, gleich der gegebenen
Masse zu sein braucht, sondern dass sie jeden verlangfen
Werth annehmen kann. Es sei ndmlich die vjllig bestimmte
Masse der Schicht 4 gleich M. Um die Schicht B zu
bilden, suche man vorliufig die Schicht, deren Potential auf
der Oberfliche iiberall 1 ist, und nenne deren gleichfalls
vollig bestimmte Masse N multlphcn't man die Dichtigkeit
der letzten Schicht iberall mit e, so bekommt man die
Schicht B, deren Masse folglich a N sein wird. Demnach
“wire M -|- «N die Masse der Schicht, deren Potential an
der Oberfliche V + « ist. Indem wir-aber iiber « will-
kiirlich verfiigen konnen, ldsst sich dieser Masse M 4 a N
jeder beliebige Werth ertheilen, wenn nicht etwa die Masse
N gleich Null ist.- Kann also N =0 sein? '

Bezeichnen wir den Potentialwerth der Schicht, deren
Masse wir N nannten, mit «, so ist 4 an der Oberfliche 1,
im Unendlichen Null: folglich liegen alle Werthe des % im
dussern Raum zwischen O und 1 incl; im Jnnern hat «
iiberall den Werth 1. Hieraus folgt, dass die Dichtigkeit
der Schicht nicht an verschiedenen Stellen verschiedene Zei-
chen haben kann, sondern positiv ist (stellenweise kann sie
auch O sein). Denn die Dichtigkeit wird ja bestimmt durch

die Gleichung:
(@p)e, — @)y = — 4

(%)a_. ist -aber Null, da u von der Oberfliche aus ins
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Innere hinein seinen Werth nicht éndert; (Z—;:)a_H ist negativ

oder Null, da % im #usseren Raum von der Oberfliche aus
zuniéichst nicht zunehmen kann., Also an jeder Stelle ist %
entweder positiv oder Null; % kann aber auch nicht tiberall
Null sein, denn in diesem Fall wiirden wir gar keine Schicht
mehr haben, das Potential konnte also auch an der Ober-
fliche nicht 1, sondern nur O sein. Also die Gesammtmasse
N kann nicht Null sein: sie ist wesentlich positiv..

Wir kénnen nunmehr folgenden Satz aufstellen:

Hat man irgend eine ganz ausserhalb einer geschlosse-
nen Fliche liegende Masse, so ldsst sich aus jeder gegebe-
nen Masse auf dieser Fliche eine unendlich diinne Schicht
bilden, und zwar allemal nur auf eine einzige Art, welche
iiberall im Innern dieselbe Wirkung wie jene Masse ausiibt.

§. 37. .

Wir wollen jetzt untersuchen, ob bei einem beliebigen
System elektrischer Leiter, welche, abgesehen von dem Ein-
fluss den sie gegenseitig auf einander ausiiben, moch dem
Einfluss beliebig vieler gegebener elektrischer Nichtleiter
ausgesetzt sind, immer elektrisches Gleichgewicht moglich
ist. Der Einfachheit wegen nehmen wir eine bestimmte An-
zahl von elektrischen Leitern an, etwa drei, indem die fol-
gende Untersuchung sich in gleicher Weise auf eine beliebige
Anzahl von elektrischen Leitern ausdehnen lésst.

Jeder der drei Leiter besitzt eine bestimmte Elektricitats-
masse. Das gegebene System der Nichtleiter hat iiberall ein
gegebenes Potential; letzteres habe Fig. 22.
auf den Oberflichen der Leiter die

4 v %
Werthe J;, V;, V; (Fig. 22.). Soll )
elektrisches Gleichgewicht moglich C ) O O
sein, so werden sich an den drei / .

Oberfléichen solche Schichten bilden

- milssen, dass das Gesammtpotential — herrithrend von den
Schichten und von den Nichtleitern — iiberall im Innern
eines jeden Leiters eine Constante ist. Es geniigt aber,
dass dasselbe an der Oberfliche eines jeden Leiters constant
ist; denn wenn das Potential an der Oberfliche eines zu-
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sammenhiingenden Raumes, in dem sich keine Masse be-
findet, constant ist, so ist es eo épso im Innern constant
(§. 34.). Bezeichnen wir die Werthe des Potentials vor allen
sich bildenden Schichten, welche an der Oberfliche der drei
Leiter stattfinden, mit U,, U,;, U, so sind die Potential-
werthe, die iberhaupt daselbst stattfinden, die Summen V,+4 U,,
Vy+ Uy, Vs + U, Jede dieser Summen thuss also gleich einer
Constanten sein:

V1+ =0, i+ U=a, V;+ U;=ua,
Demnach sind die Oberflichen so mit Schichten zu belegen,

dass die Potentialwerthe aller dieser Schichten an den Obeg'-
flichen die Werthe

Uy=0a —7V, U2'=“2— Vey Uy=0a3 — ¥,

annehmen. ¥, V,, ¥, sind vollstindig gegeben; «,, ¢, o,
sind noch zu bestimmen. Durch Superposition koénnen wir
die Sache vereinfachen., Wir bestimmen nimlich vorliufig
drei solche Schichten, deren Gesammtpotential auf der ersten
Oberfliche — V,, auf der zweiten — V; und auf der dritten
— V, ist. Bildete man dann noch drei neue Schichten so,
dass ihr Gesammtpotential auf der ersten Oberfliche «,, auf
der zweiten’ o, und auf der dritten a, wire, so erhielte man
durch Addition je zweier Schichten des ersten und zweiten
Systems die drei gesuchten Schichten, deren Gesammtpotential
auf den einzelnen Oberflichen die Werthe &, — ¥V, ay — V,
@3 — V3 hat. Das zweite Problem, jene drei neuen Schichten
zu bilden, kann man wieder durch Superposition in diese
drei einfacheren Probleme auflésen: die drei Systeme von
Belegungen zu finden, wo auf der

» ersten, zweiten, dritten Obegfléche
1) das Potential 1, o, 0
2) ”» O’ 1? O
3) ” O’ . O) 1

stattfindet. Das sind drei vollig bestimmte Aufgaben: jeder
dieser drei Forderungen lisst sich immer geniigen, und zwar
nur auf eine Weise. Die Massen, die jeder der drei Schichten
zukommen, seien fiir den ersten Fall m,, n, p; fir den
zweiten Fall m,, ny, p,; fiir den dritten Fall myg, ng, p,.
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Will man dann statt des Potentials 1 im ersten Fall irgend
-ein anderes constantes Potential « haben, so hat man die
drei Massen m,, »,, p, nur mit o zu multipliciren; dasselbe
gilt fir den zweiten und dritten Fall Durch Addition er-
hilt man m,a, + mye, + mye; als vollig bestimmte Masse
auf der ersten Oberfliche, wenn die Potentialwerthe resp.
a, , 0y, &g sein sollen; auf der zweiten Oberflichen, &, +n 05400,
und auf der dritten p, e, 4 py0y + pses.

Die drei Massen, die auf den einzelnen Oberflichen er-
forderlich sind, um die drei Potentiale — V,, — V,, — ¥,
zu haben, sind gleichfalls vollig bestimmt; sie seien M, N, P.
Die Massen, die auf den einzelnen Oberfliichen sich befinden,
wenn dieselben so belegt sind, dass das Gesammtpotential
auf ihnen die Werthe ¢, — V,, @y — V;,, ay — V; resp. an-
nimmt, sind dann folgende:

auf der ersten Oberfliche m,a, + mye, + mgay + M

» iy ZWeiten noo, + ngay + ngay + N

” ” dritten ” Dy 0y +p2 & +p3 o3 + -P'
Diese drei Massen miissen aber gleich sein den Massen, die
den einzelnen Leitern urspriinglich mitgetheilt waren, da
durch die Decomposition des neutralen Gemisches in den
einzelnen Leitern immer gleiche Mengen positiver und nega-
tiver Elektricitit auf ihren Oberflichen erzeugt werden.
Nennen wir daher die den einzelnen Leitern urspriinglich
mitgetheilten Massen M’, N, P, so haben wir

myey + myoy + myoy + M= M

nyey + ngoy + ngey + N =N

P, +prey +psey + P =P
Aus diesen drei Gleichungen bestimmen sich die drei «; da
letztere linear in den Gleichungen enthalten sind, so ldsst
sich die Behauptung aufstellen:

Es giebt immer ein und nur ein elektrisches Gleich-
gewicht.

§. 38.
Befand sich ein elektrischer Nichtleiter im Innern einer

leitenden elektrischen Hohlkugel (§. 26.), so iibten der Nicht-
leiter und die auf der inneren Oberfliche der Hohlkugel sich

Dirichlet, Potentialtheorie, * 10
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bildende Schicht gar keine Wirkung nach aussen aus, und
auf der #usseren Oberfliche bildete sich eine eben solche
Schicht, wie sie sich bilden wiirde, wenn der Nichtleiter
und die Hohlung gar nicht vorhanden wiiren, und die der
Hohlkugel mitgetheilte Elektricititsmasse gleich der Summe
aus der in dem Nichtleiter vorhandenen und der der Hohl-
kugel wirklich mitgetheilten Elektricititsmasse wire. Wir
werden jetzt zeigen, dass dies Resultat ganz allgemein fiir
Jjeden hohlen Kérper gilt.

Es sei also ein hohler Kérper und in dem hohlen Raum
ein Nichtleiter gegeben (Fig. 23.). In dem Raum, den der
Hohlkorper einnimmt, muss das
Gesammtpotential v, welches von
den zwei sich bildenden Schichten
und von dem Nichtleiter herriihrt,
constant sein; es geniigt aber, dass
dasselbe an den zwei Oberflichen
des Hohlkorpers constant ist, und
zwar an beiden dieselbe Constante.
Die Elektricititsmenge des Nicht-
leiters sei M, die der Schale A.
Wir konnen den Nichtleiter in

anderer Form auftreten lassen; er wirkt iiber die innere
Fliche der Schale hinaus gerade wie eine gewisse Schicht,
die sich auf der inneren Fliche bilden lisst (§. 36.1). Wir
substituiren also statt des Nichtleiters an der inneren Ober-
fliche die Schicht, welche letzteren reprisentirt. Dann wird
das v im ganzen Hohlraum constant sein, da sich jetzt in
" demselben keine Masse mehr befindet (§. 34.). Folglich ist
die Dichtigkeit der inneren Schicht, als. Differenz der Deri-
virten nach der Normale, iiberall gleich O; diese Schicht be-
steht aber aus zwei Schichten: aus der sich bildenden und
aus der fir den Nichtleiter substituirten. Mithin werden
diese beiden letzten Schichten iiberall die entgegengesetzte
Dichtigkeit haben, so dass also der Nichtleiter und die innere
sich bildende Schicht gar keine Wirkung nach aussen hin
ausiiben. Ferner besitzt die -den Nichtleiter vertretende
Schicht dieselbe Masse, die der Nichtleiter besitzt (§. 36. L),

Fig. 28.

7
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d. i. die Masse M. Die Masse der inneren sich bildenden
Schicht ist folglich — M; mithin hat die #ussere Schicht
die Masse 4 4 M, da beide zusammen die Masse 4 be-
besitzen miissen. Da die #ussere Schicht ausserdem auf der
dusseren Oberfliche ein constantes Potential haben soll, so
ist dieselbe gleichfalls vollig bestimmt. Das ganze System,
d. h. der Nichtleiter und die an den beiden Oberflichen sich
bildenden Schichten, wirkt also nach aussen ebenso, als
wenn die Masse des Hohlkérpers 4 4 M wire, und der
Nichtleiter und die Hohlung gar nicht vorhanden wiiren.

10*
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Magnetismus.
§. 39.

Zur Erklirung der magnetischen Erscheinungen nehmen
wir zwei magnetische Fluida an, von denen das eine das
positive, das andere. das negative heissen' moge. Zwei
magnetische Massentheilchen stossen sich ab, wenn sie gleich-
artig sind, und ziehen sich an, wenn sie ungleichartig sind.
Die Erfahrung®') nothigt zu der weiteren Annahme, dass in
jedem Korper, in welchem sich magnetisches Fluidum be-
findet, gleiche Quantititen des positiven und des negativen
Fluidums vorhanden sind; dies gilt sogar von den einzelnen
beliebig kleinen Theilchen des Korpers, wenn sie nur noch
fiir unsere Sinne wahrnehmbar sind. Die in irgend einem
Korper enthaltenen magnetischen Fliissigkeiten konnen erst
dann eine Wirkung ausiiben, wenn irgend eine Scheidung
derselben eingetreten ist; diese Scheidung kann sich indessen
nach dem Obigen offenbar nur auf fiir uns nicht mehr mess-
bare Entfernungen erstrecken.

Das Magnetisirtsein eines Korpers stellen wir uns als
eine Scheidung der in ihm enthaltenen magnetischen Fliissig-
keiten vor. Bezeichnen wir das in einem Element eines
Magneten enthaltene Quantum freien magnetischen Fluidums

mit du, so ist das Integral f du, sowohl iiber den ganzen

Magneten als auch iiber einen beliebig kleinen aber fiir uns
noch messbaren Theil desselben erstreckt, gleich Null.

§. 40.

Man denke sich einen beliebigen Magneten in unendlich
kleine Elemente getheilt; a, b, ¢ seien die rechtwinkligen
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Coordinaten irgend eines Punktes irgend eines jener Ele-
mente; du die in letzterem enthaltene magnetische Masse;
O sei irgend ein Punkt ausserhalb des Magneten, z, y, 2
die rechtwinkligen Coordinaten von O, r die Entfernung
irgend eines Massenelementes von 0. Setzen wir v = — ‘f_" ,
ausgedehnt iiber simmtliche du, dann sind die Derivirten
von v nach », y, # die Componenten der nach den Rich-
tungen der drei Coordinatenaxen zerlegten Kraft, welche der
Magnet auf die im Punkte .O concentrirte positive Einheit
des Magnetismus ausiibt. (§. 2. L)

Wir filhren Polarcoordinaten ein, und zwar bezeichnen
wir die irgend eines Punktes der Masse, wie fruher, mit

accentuirten Buchstaben:

a=¢ cos® z =g cosd

b= @ sin & cos ¢’ y=psind cos

¢ = @' sin & sin ¢’ z = g sind sing.
Dann wird:

r=1V(g* — 2¢¢ cosw + ¢,
cos @ = cos & cos & - sin & sin 9 cos (¢’ — @).
Wir entwickeln die Function v, die wieder das Potential des
Magneten in Bezug auf den Punkt O heissen moge, nach
negativen Potenzen von ¢ , und erhalten:

v__fdu(1+ P(cosco)+( ) P, (cosw)-l— )

Weil eben so viel positiver wie negativer Magnetlsmus in
dem Magneten enthalten ist, so fillt das erste Glied digser
Entwicklung fort, und es bleibt:

v = —-% dug P, (cos o) —‘% dug® P, (cos @) —
Da P, (cos ®) = cos @ ist, so haben wir:
v=——[dug (cos'& cosd’ -+ sin & sin &’ cos (9" — (p))
= (cos&fg cos&du-{—sm&ccsq)fp sin & cosgp'dp

-+ sind sm«pfg sin ' sin ¢ dy)
L,(cos&fady-l—sm&compfbdy—f— sm»ﬂsmtpfcdy)
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Die drei Integrale, welche in dem Coefficienten von %, vor-

fqd“r fbdl‘; fcdl“:

hﬁn;gen natiirlich von dem Magneten und von der Lage der
Axen ab; aber in Folge der Grundhypothese, dass die Summe
aller Massentheile Null ist, hingen sie bloss von der Rich-
tung der Axen ab, nicht von der Lage des Anfangspunktes:
man kann die Axen beliebig verschieben, wenn die neuen
Axen nur parallel zu den alten bleiben. Denn dadurch wird
nur eine Constante, etwa zu a, addirt: a' = a 4 Const; die
Constante wird mit f dp multiplicirt, der Theil, der zum
Integral hinzukommt, ist folglich Null. Wir wollen jene

drei Integrale der Kiirze ha.lber mit «, B, p bezeichnen;
dann ist

kommen,

V= — :;; (a cosd | Bsind cosp | ysind sintp) —

Wihrend also das Product aus ¢ in das Potential érgend
einer Masse sich einer Grenze niherte (§. 5.), findet beim
magnetischen Potential etwas Aehnliches statt, wenn man
dasselbe mit @® multiplicirt, so aber, dass die Grenze, wel-
cher sich das Product aus dem magnetischen Potential in
o® nihert, von der Richtung, i welcher man den Punkt O
fortriicken lésst, abhingt; denn es ist
lim (— o*v) = & cos & + B sin & cos ¢ + » sin ¥ sin @.

Die zweite Seite der vorstehenden Gleichung nennt man das
magnetische Moment fiir die durch die Winkel &, ¢ be-
stimmte Richtung.

Wie ha.ngt dies Moment nun von der Richtung a,b?
Es giebt eine gewisse Richtung, fiir welche das magnetische
Moment eines bestimmten Magneten sein Maximum erreicht;
dieses Maximum nennt man das Hauptmoment des Magneten;
fir alle anderen Richtungen kann das magnetische Moment
als Projection des Hauptmomentes auf die jedesmalige Rich-
tung angesehen werden. Hiervon iiberzeugt man sich leicht
durch die folgende Betrachtung. Die drei Factoren von
a, B, y sind die Cosinus der drei Winkel, die die Richtung,
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in welcher man ¢ wachsen lisst, mit den drei Coordinaten-
axen macht; nennen wir diese Winkel 4, u, v, und das
magnetlsche Moment fiir diese Richtung K, so ist
. K=uacosi-+ fcosyu -} ycosw. ‘
Nun lassen sich- «, 8, y ausdriicken als Producte einer.posi-
tiven Grbsse in den Cosinus je eines kaels Setzen wir
némlich
Ve + p + ") =k,

8o lassen sich drei Winkel I, m, n so bestimmen, dass

a=1Fkcosl,f=Fkcosm, y=>Fkcosn (0]
wird, und es ist

. K =1F (cos ! cos 4 4 cos m cos u -} cos n'cos v).
Der Coefficient von % ist der Cosinus des Winkels, den die
beiden Richtungen mit einander bilden, die durch die Winkel
A, w, v, und I, m, n resp. bestimmt sind. Jede Linie, welche
mit den Coordinatenaxen die durch (1) bestimmten Winkel
1, m, n bildet, nennen wir die magnetische Axe des Magneten.
Letztere bleibt insofern unbestimmt, als sie durch jeden be-
liebigen Punkt gehen kann; sie ist nur der Richtung nach
bestimmt. Nennen wir den Winkel, den die Richtung der
magnetischen Axe mit der Richtung bildet, in welcher wir
den Punkt O fortriicken lassen, %, so ist
K =1F cos g.

Aus dieser Gleichung ergeben sich die iiber das magnetische
Moment aufgestellten Behauptungen; auch sieht man aus
derselben, dass das Maximum des magnetischen Momentes. '
fiir diejenige Richtung stattfindet, welche mit der Richtung
der magnetischen Axe zusammenfillt, und dass dies Maxi-
mum oder das Hauptmoment

E=V(@ 46 +7)
§. 41.

ist.%2)

Aus der Gleichung
1
v=_6—2kcosx — . e .

folgt, dass alle Magnete in Bezug auf ihre Wirkung in die
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Ferne mit einander vergleichbar sind. Denn wenn die magne-
tischen Axen zweier Magnete parallel sind, so ist es nur
eine Constante, das Hauptmoment, welches den einen von
dem andern unterscheidet. Bezeichnen wir das Potential
und das Hauptmoment fiir zwei Magnete, deren Axen parallel
sind, resp. durch v, & und v, ¥, so ist

Hieraus folgt:
Wenn die Axen zweier Magnete parallel gestellt sind, .

so verhalten sich ihre Wirkungen in die Ferne wie ihre

Hauptmomente. -

Wie verhilt sich das Hauptmoment des aus zwei neben
einander befindlichen Magneten zusammengesetzten Magneten
zu den Hauptmomenten der einzelnen Magnete ?

Um den ersten Magneten zu repriisentiren, ziehen wir
eine beliebige Linie (Fig. 24.), welche die magnetische Axe
¥ig. 2. desselben darstellen soll, und geben
jener Linie eine bestimmte Linge ,
die das Hauptmoment darstellen
soll. Fiir den zweiten Magneten
ziechen wir von einem der beiden
Endpunkte jener Linie die zur Axe
desselben parallele Linie, und geben
ihr die Liinge %', welche sich zu %
verhiilt, wie das Hauptmoment des
zweiten Magneten zu dem des ersten.
Die Richtung der Verbindungslinie der nicht an einander
stossenden Endpunkte der Linien & und % giebt die Richtung
der Axe des zusammengesetzten Magneten an, und sein
Hauptmoment ist durch die Linge k" der Verbindungs-
linie représentirt. Denn zieht man durch den Endpunkt der
Linie %, welchen letztere nicht mit ¥ gemeinsam hat, drei
auf eidander senkrechte Linien, welche mit der Linie k die
Winkel 7, m, n bilden mégen, und projicirt % auf dieselben,
so sind die drei Projectionen
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kcosl=wa, kcosm=f, kcosn =1y
die Momente des ersten Magneten fiir die Richtungen jener
drei Linien; ebenso sind die Projectionen von %’

Keosl =d, k' cosm =@, ¥ cosn' =9
die Momente des zweiten Magneten fiir dieselben drei Rich-
tungen. Fiir den zusammengesetzten Magneten ist nun « 4 o'
das Moment fiir die erste, g 4 g fiir die zweite, y + # fiir
die dritte Richtung; denn das Moment eines zusammen-
gesetzten Magneten fiir irgend eine Richtung ist offenbar
die Summe der Momente der beiden ihn zusammensetzenden
Magnete fiir dieselbe Richtung. Die Verbindungslinie %"
projicirt sich aber in den drei Linien « + o', 8 4§, ¥ + ¥
Wir finden also in der That durch die angegebene Con-
struction Axe und Hauptmoment des zusammengesetzten
Magneten. Fiir die Zusammensetzung zweier Magnete dient
demnach dieselbe Construction, welche der Satz vom Parallelo-
gramm der Krifte fir die Zusammensetzung zweier Krifte
vorschreibt.
§. 42.

Zum Schluss wollen wir die Potentmltheone auf den
Erdmagnetismus anwenden.

Wir fithren Polarcoordinaten ein. Als festen Punkt
nehmen wir dén Erdmittelpunkt M (Fig. 25.); die feste Linie
sei die von M nach dem Fig. 2.

Nordpol gezogene Gerade
M N; als feste Ebene nehmen
wir die Ebene des ersten
Meridians.  Demnach ist,
wenn wir die Polarcoordi-
naten irgend eines Punktes
O wieder @, ¥, @ nennen,
¢ seine Entfernung vom
Mittelpunkt der Erde; & das
Complement der Breite desjenigen Punktes O der Erdober-
fliche, in welchem ¢ letztere trifft; ¢ seine geographische
Léange, die wir vom ersten Meridian ostlich zihlen wollen.
Die in dem Punkte O stattfindende erdmagnetische Kraft zer-
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legen wir in drei Componenten, deren jede auf der Ebene
der beiden anderen senkrecht steht; und zwar soll die eine
Componente, die wir Z nennen wollen, vertical gerichtet
sein, die zweite, Y, soll parallel mit dem durch O gelegten
Parallelkreis, die dritte, X, parallel mit dem durch O’ gelegten
Erdmeridian sein. Positiv wollen wir die Componente Z
nennen, wenn sie nach unten, dem Erdmittelpunkt zu, ge-
richtet ist, die Componente Y, wenn sie nach Westen, die
Componente X, wenn sie nach Norden gerichtet ist.

Das magnetische Potential v in dem Punkt O wird eine
Function von ¢, #, ¢ sein; aus demselben kann man die
Componente der Kraft fiir irgend eine Richtung ableiten,
indem z. B. die parallel der X-Axe gerichtete Componente
durch die Gleichung _ )

av

X = d_a:

bestimmt sein wiirde. Der in dieser Gleichung enthaltene
Satz ldsst sich so ausdriicken:

Soll die Componente der Kraft fiir irgend eine Richtung
angegeben werden, so verschiebe man den Punkt O, auf den
die Masse wirkt, in dieser Richtung um ein unendlich kleines
Stiick, und dividire die daraus hervorgehende Verinderung
des Potentials durch den von dem Punkt O -zuriickgelegten
unendlich kleinen Weg. '

Wollen wir z. B. die Componente Y in der Richtung
des Parallelkreises haben, so verschieben wir den Punkt O
in der mit derselben parallelen Richtung: der von dem
Punkt O zuriickgelegte Weg ist ¢ sin & dp. Bei dieser Ver-
schiebung ‘#indert sich nur ¢ um dg, ¢ und & bleiben die-

selben; die Aenderung des v ist folglich %dq), und mithin

av
_ %% _ 1
" osinddep ¢sind dp’

Dies wiire die Componente in der nach Osten genommenen
Richtung; da wir sie aber fiir die Richtung nach Westen
angeben wollen, haben wir den vorstehenden Ausdruck mit
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dem Minuszeichen zu versehen. Durch &hnliche Betrachtungen
findet man die fir X und Z giiltigen Ausdriicke. Es wird:

1dv ; 1 dv ‘ dv
E=—va Y=~"asa ZT "ae
§. 43.

Wir wollen den Werth'des Potentials an der Erdober-
fliche durch V bezeichnen; derselbe wird eine blosse Function
von & und ¢ sein. An der Erdoberfliche ist

14dV
X=—rxas
1" 4V
Integrirt man die Gleichung 97 — — BX von & =0, d. h.
vom Pol an, so entsteht
3
V;V°=—fXda, @)
0

wo V, eine blosse Constante ist, nimlich der Potentialwerth
am Pol. Aus (1) und (2) folgt
3
1 dX
Y= s_in 3'[.d_(p dﬁ.
_ o

Hieraus ergiebt- sich der merkwiirdige Satz, dass die nach
Westen gerichtete Componente fiir jeden Punkt der Erd-
oberfliche vollstindig bestimmt ist, wenn die nach Norden
gerichtete Componente fiir die ganze Erdoberfliche gegeben
wire.®) Die Frage, wo der Sitz der erdmagnetischen Krifte
ist, kommt dabei gar nicht in Betracht.

§. 44.

Wollen wir auch die verticale Componente aus der nach
Norden gerichteten Componente bestimmen, so miissen wir
uns durchaus dariiber entscheiden, wo der Magnetismus
sitzen soll.

. 9
Wiire die Componente X, also auch jenes Integral — f Xad

0
fiir alle Punkte der Erdoberfliche bestimmt, so koénnte man
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letzteres, als Function von & und ¢, die fiir alle Werthe
von & und ¢ von O bis # und von O bis 2z resp. gegeben
ist, und die wir Kiirze halber durch f(9¥, @) bezeichnen
wollen, nach Kugelfunctionen entwickeln. Setzen wir nimlich

9
——fXdﬁ‘=f(8‘,q))=U0+T1+T9+---,

wo Uy, T}, T; - - - Kugelfunctionen nullter, erster, zweiter - - -
Ordnung sind, so ist
td

2n

l ’ 4 ’ . ’ ’

U0=I;qu>ff(8,q>)sm«9da‘)
0 ]

2n n
T, =" 4;': ! f dq:"/f(r&','(p')P,. (cos @) sin &' d ¥
0 0

U,, T,, T,--- sind also simmtlich als gegeben anzusehen.
Nach §. 43. (2) hatten wir daun, wemn wir 1* 4 U, = T,
setzen: \

v

1_3=T0+T1+T2+’”7 (1)

wo alle Glieder der zweiten Seite bis auf 7, bestimmt wiren.
Lisst sich, wenn das Potential an der Oberfliche gegeben
ist, daraus das Potential ausserhalb derselben ableiten? Nur,
wenn wir uns entscheiden, wo die Kraft sitzt, und diese Ent-
scheidung entweder dahin ausfillt, dass die Kraft aus-
schliesslich in der Erde, oder dahin, dass sie ausschliesslich
ausserhalb derselben ihren Sitz hat.

Erste Hypothese:

Der Magnetismus sitet ausschliesslich im Innern der Erde.

In diesem Fall ist es leicht, das Potential » auch ausser-
halb der Erde zu bestimmen. Denn es lisst sich v jetzt fiir

alle ausserhalb der Erde gelegenen Punkte nach negativen Po-
tenzen von @ entwickeln:

v,
=2 0 @
wo U, eine Kugelfunction #** Ordnung ist (§. 19.). Fiir die
Oberfliche wiirde aus (2) folgen



Magnetismus. 157

vV U U
E=R—‘;+I_z_;+....

Vergleicht man dies mit (1) und beachtet, dass eine Function
sich nur auf eine Art in eine Reihe von Kugelfunctionen
entwickeln lisst, so ergiebt sich

U,=RT,, U,=RT, u s f
Mithin ist nach (2)

. F=nE+rE)+. ®

Hieraus ergiebt sich fiir die verticale Componente Z in irgénd
einem Punkt ausserhalb der Erde der Werth:

z——3=nE) +en () +3n () +
und ‘da letztere Gleichung in Folge der Stetigkeit von Z
auch an der Erdoberfliche gilt, so hat & daselbst den Werth:%)

. Z=T,+2T,+3T,+----
T, wire Null, wenn auch in der Erde ebenso viel positiver
. wie negativer Magnetismus wére; denn es ist immer lim (vg)
gleich der wirkenden Masse (§. 5.); aus (3) ergiebt sich
aber lim (vg) = R*T,.
Zweite Hypothese:
Der Sitz des Magnetismus ist ausserhalb der Erde.
In diesem Fall ldsst sich v fiir alle Punkte innerhalb.
der Erde nach positiven Potenzen von ¢ entwickeln:
v=2XU,o", 4)

wo wieder U, eine Kugelfunction #** Ordnung ist (§ 19.).
An der Oberfliche geht die Gleichung (4) iiber in

y %+M+U2R+'U3Rs+"”

B
" Vergleicht man diese Entwicklung wieder mit (1), so folgt
T, T
U=RT, U,=T1T, U=3, Uy=7%""",
mithin ist

=T+ T+ T () 4

und folglich wire jetzt:
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Z=—T,—21,8& —31, ()~
und an der Oberfliche®)
Z=—1T —2T,— 8T, — -

8. 45.

Wir stellen nun noch die Hypothese auf, dass die Ur-
sache des Erdmagnetismus theils im Innern der Erde, theils
ausserhalb derselben befindlich sei. In diesem Fall ldsst
sich allerdings aus der blossen Kenntniss der nach Norden
gerichteten Componente die verticale Componente nicht mehr
entwickeln, indem die zwei Theile des Potentials, die von
dem innerhalb der Erde und von dem ausserhalb derselben
befindlichen Magnetismus herriihren, aus jener Kenntniss
allein sich nicht trennen lassen. Kennt man aber fiir alle
Punkte der Erdoberfliche sowohl die nach Norden gerichtete
als auch die verticale Componente, so lisst sich jene Tren-
nung bewerkstelligen, und somit feststellen, der wievielste
Theil einer jeden der drei Componenten in irgend einem
Punkt der Erdoberfliche der einen und der anderen Ursache
zuzuschreiben ist.

Es sei nimlich V das Gesammtpotential auf der Erd-
oberfliche; ferner seien ¥’ und V" die beiden Theile des-
selben, welche von dem im Innern und Aeussern resp. ent-
haltenen Magnetismus herrithren. Setzen wir nun :

F=D+ L+ L+, ()

wo T,, T,, T, - - - wieder Kugelfunctionen von der Ordnung
0,1, 2... sind, so lassen sich die Grossen 7,, T;--- aus
der blossen Kenntniss der nach Norden gerichteten Compo-
nente bestimmen; nur 7;, bleibt unbestimmt. Setzen wir
ferner

’ ’ ’
R""'_'TO + T 4+ T, +---
" ” I.I ”
_R__'_‘—To +Tl +T2 +"°,
so ist

F =T =@ T R A A T @A T @

.
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Die beiden Summanden eines jeden Gliedes dieser Summe,
z. B. des Gliedes T, 4 7,” sind Kugelfunctionen derselben
Ordnung. Wihrend 7}, 7, --- als bekannt anzusehen sind,
werden simmtliche 7" und 7", vorliufig wenigstens, als un-
bekannt zu betrachten sein.

Bezeichnen wir die beiden Bestandtheile der verticalen
Componente Z, welche von dem im Innern und Aeussern ent-
haltenen Magnetismus herriihren, durch Z’ und Z”, so haben
wir nach dem vorhergehenden Paragraphen:

Z =T/+2T' 43T, +---

' =—1"—21,) —-31," —.---
Mithin ist die ganze verticale Componente
Z=Z + 2" =T+ @I~ T))+ (BT — 21"+ (3)
Die einzelnen Glieder einer jeden Differenz, wie 271, — T,”,
sind wieder Kugelfunctionen derselben Ordnung. Wenn man
nun auch noch die verticale Componente fiir jeden Ort der
Erde bestimmt hétte, so konnte wman daraus eine Ent-
wicklung dieser Componente nach Kugelfunctlonen ableiten;
dieselbe sei

Z=Upt U+ Ty + -, @

wo U,, U,, U;--- wieder als bekannt anzusehen sind.

Aus der Vergleichung von (1) und (2), sowie von (3)
und (4) ergeben sich folgende Gleichungen:

Iy + I," = 1T, T, =0,
'+ 1" =1, 2T — I,"=17,
Tz’+T2”=Ts 31, —21' =10,

.........

Hieraus lassen sich alle 7" und 1" bestimmen; nur 7" blelbt
unbestimmt.
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) Mémoires de Mathématique et de Physique, tirés des régistres
de I’Académie royale des sciences. Année 1782: Théorie des attractions
des sphéroides et de la figure des plandtes, par M. de la Place.

% Dieser Satz ist von G. Green fir die Potentialtheorie aufgestellt
und bewiesen. Crelle’s Journal B. 44: An Essay on the Application
of mathematical Analysis to the theories of Electricity and Magnetism.

Art. 3.
%) Diese Angabe Dirichlet’s ist nicht ganz genau: Newton hat die

Anziehung bestimmt fiir den Fall, dass der Punkt auf der Verlzingerung
oder am Ende der Umdrehungsaxe liegt (im ersten Buch seiner Prin-
cipia philosophiae naturalis, Sectio XIII); ausserdem hat er (im dritten
Buch der Principien,.propositio 19) ein angendihertes Verhiltniss der
Anziehung am Pol der Erde, also eines von der Kugel nur wenig ab-
weichenden Ellipsoides, zur Anziechung am Aequator gefunden.

%) Mac Laurin hat seine Untersuchungen hieriiber zuerst mit-
getheilt in seiner von der Pariser Akademie gekrdnten Preisschrift: De
caussa physica fluxus et refluxus maris, 1740. Dieselbe befindet sich
abgedruckt im Recueil des pidces qui ont remporté les prix de l'acad.
roi. des sc. Tom. IV., und in der von le Seur und Jacquiers besorgten
Ausgabe von Newton's Principien. Uebrigens findet man das in der
genannten Abhandlung iiber das Attractionsproblem Enthaltene auch
in Mac Laurin’s Treatise of fluxions T. I. Chap. 14.

% Treatise of fluxions a. a. O.

%) Nouveaux Mémoires de I'Académie royale & Berlin. Année 1773.

") Opuscules mathématiques par d’Alembert. Tome VI. 1773. Sur
la figure de la terre, art. 73—177.

8) Recherches sur 'attraction des Sphéroides homogénes. Mémoires
de Mathématique et de Physique, présentés & I’Académie par divers sa-
vans. Paris 1785.

%) Mac Laurin hat folgenden Satz aufgestellt und bewzesen: Die
Krifte, mit denen zwei confocale ungleichaxige Ellipsoide denselben
auf einer threr Axen liegenden Husseren Punkt anziehen, sind ihren
Massen proportional (Treatise of fluxions Art. 653). Dass der Satz
allgemein giiltig sei fiir jede Lage des angezogenen Punktes, ahnte
Mac Laurin noch nicht, wie aus Art. 6564 deutlich hervorgeht. Vgl.
meine Notiz hieriiber in Schlomilch’s Zeitschrift, 14. Jahrgang S. 265.

10) Histoire de 1'Académie des Sciences de Paris 1782.

11) Hist. de 'Ac. des Sc. de Paris 1788. Fiir Rotationsellipsoide
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hat Legendre den Satz schon in seiner unter 8) citirten Abhandlung
bewiesen.

1) Ganz denselben Ausdruck hat Poisson gefunden (Mémoire sur
l'attraction d’un ellipsoide homogéne in den Mémoires de I’Académie
des sciences de V'Institut T. XIII. année 1835, pag. 540), und Chasles
(Mémoire sur l'attr. des ellipsoides in den Comptes rendus des séances
de I'Académie T. VI année 1838, und im Journal de mathématiques
de Liouville, T. V. année 1840). Dirichlet’s Aeusserung, es sei Nie-
mandem eingefallen, die Wirkung einer ellipsoidischen Schicht nach
aussen zu untersuchen, ist daher sehr befremdend.

13) Poisson findet (a. a. O.), dass die Richtung der Kraft zusammen-
fillt mit der Axe des Kegels, dessen Spitze der angezogene Punkt ist,
und welcher der Schale umschrieben ist. Chasles zeigt (a. a. 0.), dass
die Axe dieses Kegels mit der im angezogenen Punkt auf dem con-
focalen Ellipsoid errichteten Normale zusammenfillt.

14) Diese Darstellung beruht auf einem Irrthum. Die Sache ver-
hilt sich so: Poisson sagt in seiner beriihmten Abhandlung iiber die
Vertheilung der Elektricitit auf der Oberfliche leitender Korper (Mé-
moires de I'Institut T. XII. année 1811), er habe auf analytischem
Wege gefunden, dass auf der Oberfliche eines nahezu kugelfsrmigen
Korpers die Anztehungskraft einer darauf verbreiteten Elektricitits-
menge deren Dicke proportional sei, ebenso wie auf der Oberfliche
eines Rotationsellipsoides, welches auch das Verhiltniss seiner Axen
sei. Es liege der Gedanke nahe, dass dies ein allgemeines Resultat
sei; aber, obgleich dieser Satz sehr einfach sei, so wiirde es doch sehr
schwer sein, ihn mit Hilfe der Formeln fiir die Anziehung zu beweisen.
Hier liege einer der Fille vor, wo man der Unvollkommenheit der
Analysis durch directe Betrachtungen zu Hilfe kommen miisse. Laplace
habe ihm einen rein synthetischen Beweis des Satzes mitgetheilt, dass
auf der Oberfliche eines jeden elektrischen Korpers die Kraft des
elektrischen Fluidums der Dicke proportional sei; an einer spiiteren
Stelle werde er diesen Beweis mittheilen. Spiter sagt. Poisson, dieser
Satz sei in einem anderen allgemeineren enthalten, den er beweisen
wolle. Nachdem er den Beweis gegeben, fiigt er bei, dies sei der
anfangs angekiindigte, von Laplace ihm mitgetheilte Beweis; er habe
ihn etwas verallgemeinert, indem er anfangs eine Massenschicht be-
trachtet habe, die nicht, wie die elektrische Schicht, der Bedingung
unterliege, keine Wirkung auf die Punkte ihrer inneren Oberfliiche
auszuliben. Die betreffenden Stellen lauten wortlich:

Pag. 5. En faisant usage de ces formules j'ai trouvé qu'a la surface
d'un sphéroide peu différent d'une sphere, la force répulsive du fluide
électrique est proportionelle & son épaisseur en chaque point; il en est
de méme & la surface d'un ellipsoide de révolution, quelque soit le
rapport de ses deux axes . ... - Il est naturel de pemser que ce
resultat est général et qu'il a également lieu & la surface d’un corps

Dirichlet, Potentialtheorie, 11
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- conducteur quelconque; mais quoique cette proposition paraisse trés-
simple, il serait cependant trés-difficile de la démontrer au moyen des
formules de l'attraction des sphéroides; et c’est un de ces cas ou l'on
doit suppléer & I'imperfection de l'analyse par quelque considération
directe. On trouvera dans la suite de ce Mémoire, une démonstration
purement synthétique, que M Laplace a bien voulu me communiquer,
et qui prouve qu'd la surface de tous les corps électrisés, la force ré-
pulsive du fluide est partout proportionelle & son épaisseur.

Pag. 30. On démontre aussi, sans aucun calcul, que la répulsion
électrique & la surface d'un corps quelconque est proportionelle a
I'épaisseur ou & la quantité d'électricité,. accumulée en chaque point;
mais cette proposition est comprise dans une autre plus générale, dont -
je vais donner la démonstration.

Je considére une couche infinement mince, solide ou fluide, et de
telle forme qu'on voudra; je suppose que l'on prenne un point A sur
la surface extérieure, et qu'on y éleéve une normale & cette surface,
qui aille couper la surface intérieure en un point que j'appelle a, je
désigne par y l'épaisseur Aa de la couche, par R son action sur le
point A, décomposée suivant la normale Aa, et par R’ son action sur
le point @, décomposée suivant la méme droite; je dis qu'on aura
toujours

R — R =4wny.

Es folgt der Beweis. Darauf fihrt Poisson fort:

Cette démonstration est celle que nous avons anmoncée au commen-
cement de ce Mémoire, et qui nous a ét6 communiquée par M. Laplace.
Nous I'avons rendue un peu plus générale, en considérant d’abord une
couche fluide ou solide qui n'était pas assujétie & n'exercer aucune
action sur les points de la surface intérieure.

Hiernach ist also der von Dirichlet Coulomd. als ein Resultat der
Beobachtung zugeschriebene Satz zuerst von Poisson aufgestellt als
Ergebniss. theoretischer Betrachtungen, und von Laplace zuerst be-
wiesen (ob auch Laplace dlesen Satz gelbstiindig gefunden, geht aus
Poisson’s Bericht nicht klar hervor); der allgemeinere Satz, der ersteren
als speciellen Fall umfasst, der nach Dirichlet von Laplace herriihren
soll, ist von Poigson aufgestellt und auch — indem er den von La-
place ihm mitgetheilten Beweis des ersten Satzes etwas verallgemeinerte
— bewiesen. :

Ich theile noch den von Poisson verallgemeinerten Laplace’schen
Beweis mit.

Pag. 31. ... .. je dis qu'on aura toujours

R — R = Amy.
Pour le prouver, menons par le point intérieur a un plan perpendicu-
laire &- Aa; ce plan partagera la couche que nous considérons, en
deux segmens; celui qui répond & la fliche Aa sera infiniment petit
par rapport & l'autre; mes les actions des deux segmens sur le point
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A, ou sur le point @, n’en seront pas moins comparables et du méme
ordre. Appellons S 'action que le grand segment exerce sur le point
a, suivant la normale Aa; soit aussi s 1'action du petit segment sur
le méme point, et décomposée suivant la méme droite; pour fixer les
idées, supposons que ces actions proviennent des attractions de tous
les points de la couche sur le point a, de sorte que ce point soit tiré
de dehors en dedans, par 1'excés de la force S sur la force 8, et qu'on
ait par conséquent R’ = S—s. En négligeant les quantités du second
ordre par rapport & l’épaisseur de la couche, l'attraction du grand
segment est evidemment la méme sur les deux points 4 et a; avec
un peu d’attention, on s’assura de méme que l'attraction du petit seg-
ment sur le point 4, ne peut différer de celle qu'il exerce sur le point
a, que d’une quantité infinement petite par rapport a cette force; il
. s’ensuit donc que le point A est tiré de dehors en dedans suivant la
normale Aa, par la somme des deux mémes forces S et 8, qui agissent
en sens contraire I'une de l'autre sur le point a; par conséquent on a
R =S 4 s, et en retranchant la valeur précédente de R’, il vient
R — R =2s. .

11 reste maintenant & déterminer la valeur de s. Or, si nous pre-
nons au-deld du point @, sur le prolongement de la normale Aa, un
point quelconque C, et que de ce point, comme centre, nous déeri-
vions deux surfaces sphériques passant par les points A et a; nous
formerons une couche sphérique d'une épaisseur constante et égale & y;
son attraction sur le point intérieur a sera nulle; sur le point extérieur
A, elle sera la méme que si la couche entiére était réunie & son centre
C, ou, autrement dit, elle sera exprimée par 4my; relative & cette
couche, on aura donc R = 0, R = 4xy, et l'équation générale
R — R = 2s deviendra 4y = 25, ou 27y = ¢, en représentant par
&’ l'attraction exercée sur le point A par le segment sphérique qui ré-
pond & la fliche Aa. Menons par la droite AC une suite de plans
qui partage ce segment en une infinité de parties, soit « l'angle
compris entre deux de ces plans: lattraction normale de la partie
correspondante & cet angle sera & lattraction s’ du segment entier,
comme « est & 2z; elle sera donc égale & ¢y; et comme elle se
trouve indépendante du rayon AC, il en résulte que lattraction s’ da
segment sphérique ne differe pas de l'attraction s du segment quel-
conque que nous avions d'abord considéré. En effet, en faisant varier
les rayons des différentes parties du sefment sphérique, on fera coincider
chacune d’elles avec la partie correspondante de l'autre segment, et
leur somme exprimera l'attraction de ce segment; mais les attractions
partielles étant - indépendantes de ces changemens de rayon, leur
somme restera toujours égale & s'; par conséquent on aura 8§ =§' =2=y.

Substituant cette valeur dans I'équation précédemment trouvée, il
vient B — R’ = 4zy; ce qu'il fallait démontrer.

De méme, si I'on appelle T l'action de la couche entitre sur le
11*
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point A, décomposée suivant le plan tangent, ou perpendiculaire a
Aa et que I'on désigne par 1" son action sur le point @, aussi perpen-
diculaire & cette droite, on trouvera 7' = 7", en observant que dans
cette direction I'action du petit segment peut étre- supposée nulle.

« 'l ¢'agit d’une couche fluide répandue sur un,sphéroide de forme
quelconque, et disposée de manidre qu’elle n'exerce aucune action sur
les points intérieurs, ce qui est le cas du fluide électrique, on aura
T =0, R = 0; donc aussi T.= 0, R = 4=y; d’ou il suit 1° que la
force tangentielle est nulle a la surface extérieure; 2° que la force
normale & cette surface est proportionelle & 1'épaisseur de la couche
en chaque point. ' .

1%) Fir die ellipsoidische Schale z. B. ist, wenn & die Dicke am
Ende der Halbaxe « bezeichnet, nach §.-11.

1
1= .
m! 2 2
VE+5E+7)
16) 8. 14. enthiilt den Beweis dieses Satzes. o
17) Es wird gut sein, dies allgemein giiltige Resultat an dem ein-
fachen Fall, dass die mit Masse belegte Fliche eine Kugelfliche, und
die Masse von constanter Dichtigkeit ist, zu priifen. Bezeichnen wir
die constante Dichtigkeit der auf der Kugelfliche .befindlichen Masse
durch %, den Radius der Kugelfiiche durch «, so erhilt man leicht
mit Hilfe der in § 5. fiir den Fall einer homogenen Vollkugel ent-
wickelten Potentialausdriicke folgende  Ausdriicke fiir das Potential v
jener Masse. Liegt der Punkt O im Innern, so wird v = 4zk o = Const,
dnka?
etz
untere Zeichen gilt, jenachdem der Abstand x des Punktes O von der
Kugelfliche als positiv oder negativ betrachtet wird. Hieraus erhilt
man zuniichst, fiir innere Punkte:

und liegt er. im Aeussern, so wird v = , wo das obere oder

dv
(1) dz =0,
nnd fiir #ussere Punkte
. .
@ ‘;—’; S Z"‘—_"f%,, wenn & als positiv betrachtet wird
dv - 4zka? )
(3) d_.'; = ('a___x)_iu ” ” 9 negatw " i)

Sehen wir die ausserhalb der Fliche fallenden « als positiv an, so ist
d_v) (dv) . oo
nach (2) ( iz +‘-= — 4=k, und nach (1) i _.—0, sehen wir hin-

gegen die innerhalb der Fliche liegenden x als positiv an, so ist nach
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1) (d__v) = 0, und nach (3) (ﬂ) = 4=nk. Folglich ist in beiden
dz/ 4 ! dx/—e

dv dv
Fillen (ﬁ)+. — (d_x)_’ — — 4nk.

18) Diesen und andere Ausdriicke fiir P, hat Dirichlet angegeben
in Crelle’s Journal B. 17. 8. 39.

19) Dies ergiebt sich leicht aus dem bekannten Convergenzsatz:

Aus der Convergenz der aus lauter positiven Gliedern bestehenden
Reihe ¢, 4 ¢, 4 ¢, 4 - - - folgt die Convergenz der gleichfalls aus lauter -
positiven Gliedern bestehenden Reihe u, 4 u, 4 %, 4 - - -, sobald der

u
Quotient ! von irgend einer bestimmten Stelle an kleiner bleibt

Un

tn+1
t,

Die Glieder der Reihe fiir v werden allerdings theils positiv, theils
negativ sein; allein dieselbe wiirde offenbar auch convergiren, wenn
alle ihre Glieder positiv wiren. Die Reihen

G+ @@+t ananf
a, +2a2x+...+na“wn—-1+ e

mogen durch 4 und B resp. bezeichnet werden. Aus der Convergenz
der Reihe A, wenn sie aus lauter positiven Gliedern bestinde, folgt
zunéichst, mit Hilfe des angefiihrten Satzes, die Convergenz der Reihe
B, wenn wir auch da simmtliche Glieder als positiv betrachten; die-,
selbe ‘wird also um so mehr convergiren, wenn ihre Glieder theils
positiv, theils negativ sind. '

29) Crelle's Journal B. 1. S. 314.

31y Dirichlet: Sur les séries dont le terme général dépend des
deux angles, et qui servent & exprimer des fonctions arbitraires entre
des limites données. Crellé's Journal, B. 17. Der in dieser Abhand-
lung enthaltene Beweis Dirichlet’s soll hier im engsten Anschluss an
das Original mitgetheilt werden.

Zunichst miissen wir P, durch ein bestimmtes Integral ausdriicken,
Zu dem Ende setzen wir in der Gleichung

1

1.- =P, + Pia+ Pyat+ ...+ Ppar 4 .
Vi — 2w cory & a9 o ve + Pyalt .- 4 Pran 4

eVi statt «, wo 1 einen von y unabhiingigen Winkel zwischen 0 und

n bedeutet. Dadurch nimmt die rechtée Seite dieser Gleichung die

Form G 4 H¢ an, wo

G=DLy+ P cosy -} Pycos 2y - ---+ Pancosmyp 4 - .-
H= Posiny + Pysin2¢p + -+ Ppsinny + - -

Der reelle und imagintire Theil der linken Seite hat eine verschiedene
Form, jenachdem % kleiner oder grisser als y ist. Der reelle Theil

als der entsprechende Quotient

7
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cos ;¢
V(2 (cos % — cos 7))
gin §
V(2 (cos y — cos ¢))

ist im ersten Fall , und im zweiten Fall

es ist also auch

cos Y - dor G — 8in § 4

TV sy —conn) V(2 (eony — oos 9)’
. jenachdem ¢ <y, oder 9> y. Ebenso findet man
—sin @ cos § P
= der H = )
V(2 (cos ¥ — cos 7)) ocer V(2 (cos y — cos v))

jenachdem 9 <y, oder v > .~
Nach der bekannten Theorie der Sinus- uml Cosinusreihen ist aber
b3

Py = chosrmpdw und Pp = — Hsmmpd«p

Zerlegt man jedes dieser Integrale in zwei andere Theile zwischen den
Grenzen 0 und y, y und =, und substituirt dann fir G und H ihre
oben angegebenen Werthe, so wird

2 cos nep cos 4 wdyp , 2 ncos n sin § pdy
2 Pp=— | ——:" T4 = ;
V(2 (cosp—cosy)) ~ * ) V(2 (cosy — cosy))
y ;

3. Pp= — 1 sin ny gin 4 ydy sin nyp cos § Pd
V(2 (cos 9 — cos 7)) V(2 (cosy — cos ¢))

Hierbei ist es wesenthch zu bemerken, da.ss, nach der genannten
Theorie, fir n = 0 das zweite Glied der Gleichung 2. sich auf die
Hilfte reducirt, und dass die Gleichung 3. fiir diesen Fall ihre Giiltig-
keit verliert, indem P, gar nicht in der Reihe H vorkommt.

Diese Entwicklung des .doppelten Ausdruckes fiir P, ist nicht
strenge, weil wir nicht bewiesen haben, dass die Reihen G und H
convergiren. Diese Convergenz findet, mit Ausnahme von ¢ = y, in
der That statt. Wir.ziehen es aber vor, a posterior: zu zeigen, dass
die vorstehenden Ausduicke wirklich die Coefficienten der Entwicklung

der Wurzelgrisse
1

V(A —2acosy + ?)’
sind. Bezeichnet man mit @» das erste der zwei Integrale der Glei-
chung 2., s0 hat man

E cos myp cos £ ay
%) V(2(cos p — cosy) )
0
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und der numerische Werth des @ ist offenbar kleiner als

2 / cos  pdy =1
% _J V(2 (cosp — cos y)) ’
0

Die Reihe

1@ + Qe+ @o*+ - + @nen - -+,
in welcher « einen positiven oder negativen echten Bruch bezeichnet,
ist also convergent. Um ihre Summe zu erhalten, setzen wir an die
"Stelle von Q,, @,, @. - - - das, was diese Buchstaben bedeuten. So
erhilt man :

7

3_ ] cos-&-wd'yp \ o

T V(2(cos1p__c0”))(*+“?°S'P+a cos 29 + - - ),
0

oder, wenn man die convergente Reihe unter dem integra.lzeichen
1— o

durch ihren bekannten Werth —;— "I " Sacosy F o ersetat ,
1—a? 'y. cos & pdyp 1
% V(2 (cos 9 — cos y)) 1 — 2ecos yp + o
0
Durch die Substitution s - sin % = gin % , geht dies Integral iber in

1 — o l ds 1
T f o ¥ o
0V(l—-—s”) (l—a)’+4asm’?s’

Fiibrt man diese Integration nach den bekannten Methoden aus, so

- erhiilt man

-!- 1+a | = - ol ese n OB «se
2 V(l——2a.cogy_+aa) *QO+QI¢+02 + +Q o +

Aehnlich kénnte man die Summe der Reihe

4Ry + Ria+ Ryut -+ Roor + - -
erhalten, indem R, das zweite Integral der Gleichung 2. bedeutet.
Aber einfacher erhdlt man diese Summe durch folgende Betrachtung.
Das allgemeine Glied

£
Rpan — _2_‘” cos n sin $pdp
%) V(2 (cos y — cos y))
2

geht durch die Substitution 9 = = — ¥, wenn man beachtet, dass
cos n (w — ) = (— 1)» cos np, tber in

2 (— @y T cos nY cos ypdyp
% J V(2 (cosp — cos (x — 7))
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Dies allgemeine Glied resultirt aus dem der schon summirten Reihe,
némlich aus -

co8 NP cos k.apdw
o V(2 (cosy —cos 7))’

wenn man zugleich @« mit — ¢ und y mit = — y vertauscht. Man
findet also

% ' Ya— 21u_co:7 + of) =*R°,+Rl “tfyeldeoh Baerd

und durch Addition der zwei Reihen

wo P, die Bedeutung des Ausdrucks 2. hat, was zu beweisen war.
Um die Gleichung 3. zu verificiren, welche nicht fir n = 0 gilt,

betrachten wir zaerst die Reihe, deren allgemeines Glied das Product

aus «® und dem ersten der da.nn vorkommenden Integra.le ist. Dies
"allgemeine Glied ist

Q“a’l e .2 an

2 sin ny sin § pdy
—_an .
V(2 (cosp — cosy)) -

Es ist also folgende Summe zu bilden

.

2 sin § pdy i 2 g
“6].’;/(2 (cosw—cosy))(asmw—*-a sin 2y 4 - - )

— sin § ydy o 8in P
% | V(2 (cosyp — cosy)) 1 — 2ecos ¢ + o*’
Beachtet man, dass

esinysinfyp (1 —a)icosiy
1—2acosap+a‘_%9°s‘}w—* 2acosap+a”

80 wird der vorstehende Ausdruck

1 ! cos § pdy (1—ea)? 4 cos ¥ pdvy . 1
) V(eosyp—com) T 7 ] V(2(cosy—cosy)) 1—2acosyFat
¥ N

Setzt man fiir diese beiden Integrale, von denen das erste schon bei
~ der Summirung der Reihe } @, + @« + - - - vorkam, ihre Werthe,
8o erhiilt man
1 + 1 1—e
2 ' 291 —2acosyta?)
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Betrachtet man zweitens die Reihe, deren allgemeines Glied das zweite
. der Integrale 3. multiplicirt mit «» ist, so sieht man, wie oben, dass

diese Reihe aus der eben summirten resultirt, indem man gleichzeitig

¢ mit — « und y mit # — y vertauscht. Die Summe dieser Reihe

ist also _

1,1 14«
2 2]/(1—2acosy+a*).
Vereinigh man diese beiden Resultate, so erhiilt man

1 B
=1 Pa Pa’ cee Pan+...
]/(1—20'!00870-}- a,) + 1 + 2 + + n ’ )
wo P durch die Gleichung 3. gegeben ist, welche somit verificirt ist.
Wir konnen jetzt tibergehen zur Betrachtung der Reihe

k3 2n
4. 41—” 2 2n + l)fdﬂ' sin_ﬂ'f W F (@, 9)dy’,
_ 0 0

wo die Summe auszudehnen ist dber alle Werthe von 0 bis 0o, und
die Function f(®, ¢') willkiirlich, d. h. ohne einem bestimmten ana-
lytischen Gesetz unterworfen zu sein, gegeben ist von &' = 0, ¢" =0,
bis @ = =, ¢’ = 2#. Es wird nur vorausgesetzt, dass diese Function
zwischen diesen Grenzen nicht unendlich wird. Es ist P, der Coeffi-
cient von e» in der Entwicklung der Wurzelgrosse

1
V{1 — 20 (cos & cos® 4+ sin @ sin & cos (¢ — )) + a?)

Man erhilt diesen Coefficienten, wenn man in einem der fiir P, er-
haltenen Ausdriicke cos & cos & 4 sin @ sin @’ cos (9’ — @) fiir cos y
setzt. Um die Reihe 4. zu summiren, betrachten wir zunichst die
Summe ihrer (» | 1) ersten Glieder, und zeigen, dass diese Summe
gegen eine Grenze convergirt, wenn man n wachsen lisst. Wir setzen
zunfichst & = 0; auf diesen Fall lisst sich hernach leicht der Fall,
wo diese Variable irgend einen Werth hat, reduciren. Fir & = 0 hat
man cos y = cos &, und P, enthilt die Variable ¢’ nicht. Setzt man

zur Abkiirzung .
27

1 ’ » ’ 4
ox f@,¢)de =F ¥),
0

und schreibt y statt 9, so wird die Summe der (n - 1) ersten Glieder
der Reihe

k(3
S'=—;—‘/‘(Po+3P,+5P,+-.~+(2n+I)Pn)F(y)sinydy.
0

Da der Buchstabe & schon durch y ersetzt ist, so werden die Aus-
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driicke fiir P,, P,, P, - - - diejenigen sein, welche aus den Gleichungen
2. und 3. resultiren, ohne daran irgend etwas zu #ndern.
Die vorstehende Summe kann in diese beiden zerlegt werden

T=%‘/2P0+P1+P2+'--+Pn)F(y)sin'ydy
0 .

k3
j(P. 4 2P, + - + nPy) Fy) sin ydy,
0

welche wir nach einander bestimmen werden. Wir Setzen in der ersten
fir P,, P, - .- Py die durch die Gleichung 2. gegebenen Werthe, und
erhalten mit Riicksicht auf die bekannte Formel

gin (2n+4-1) ;’—
sin»22 ’

14 2cosyp + 2cos2¢ +4--- 4 2cosny =

4

1‘ z / cos%e sin.(2n-|-1)22
T=— dyF (y) siny dy
-, (‘, V(2 (cos y — cos 7)) sing

' sm— sin(2n+1);—l’- .
. v
/ V(2 (cos y — cos v)) gin g

Obgleich dxe auf 9 beziiglichen Integrationen zwischen Grenzen aus-
zufiihren sind, die von der Variablen y abhiingen, auf welche sich die
andere Integration bezieht, kann man doch die Reihenfolge der Inte-
grationen umkehren, mit Hilfe folgender Formel

5. fdwfq)(x, v) dy —fdyf«p @ y)d=.

Die Richtigkeit dieser Formel ergiebt s1ch leicht aus folgender geo-
metrischen Betrachtung. Seien z, y, @ (z, y) die rechtwinkligen Coordi-
naten irgend eines Punktes einer'kmmmen Oberfliche, so sieht man
auf der Stelle, dass jedes der vorstehenden Integrale dem Raum dar-
stellt, der enthalten ist zwischen der Oberfliche, der Ebene der z, y
und den drei auf dieser letzten senkrechten Ebenen, deren Gleichungen
gind y =0, =a und y = . .

Man transformirt den ersten Theil von T, indem man ihn ver-
gleicht mit der linken Seite der vorstehenden Gleichung, und diese
linke Seite durch die rechte ersetzt; umgekehrt verfibrt man mit dem
azweiten Theil von T. So findet man:
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n .
1 sin (2n + 1)—;‘i
T= o _—si;r I (y)dvy,

e
0 2
WO

. T .
H(’l’)=cos§¢fv(2F(7)sm7d7 +sin %wfVF(y)smydy
Ty

(cos 3 — cos y)) (2(cosy—cosrp))

II(p) ist eine Function von v, die fiir jeden Werth von 7 zwischen 0
und = endlich bleibt. Denn ist M, abgesehen vom Zeichen, der
grosste Werth, den F'(y) in dem Intervall von y = 0 bis y = = an-
nimmt, so.ist klar, dass der numerische Werth des Integrals

F (y) sinydy
y V(2 (cos v — cos 7))

kleiner ist als

M sin ydy =2Mcos£ .
- ';/‘ V(2 (cosy — cos 7)) 2

Das andere Integral ist kleiner als 2 M sin '—2#-, und folglich ist IT ()

kleiner als 2 M.

Da die Function IT(y) nicht unendlich wird, so lisst sich leicht
die Grenze bestimmen, gegen welche I' convergirt, vermittelst eines
Satzes aus der Theorie der Sinus- und Cosinusreihen, welcher lautet:

Wenn die Function f(B) endlich bleibt von =0 Dbis § =h (wo
0 < h < % =), eo convergirt da,s Integral

smkﬂ
ff(ﬂ) smﬂ

gegen —;- # f(0), wenn die positive Grésse % unendlich wird.

‘Es ist nothig zu bemerken, und soll nachtriiglich bewiesen werden,
dass dieser Satz auch dann nach gilt, wenn f(f) fiir einen oder mehrere
Werthe von f§ zwischen 0 und % unendlich wird, wenn dann nur

B
f f(f)dp = F(B) zwischen 0 und % endlich und stetig bleibt.
0

Setzt man ¢ = 2f, so ist

1!

r—1 [““.‘ Gn+ P nepas,

sin B
0
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und es ergiebt sich unmittelbar aus jenem Theorem, dass die Grenze
n
von T fiir wachsende n gleich ist 4 I7(0), d. i. § f F (y) cos % dy.
0

Wir betrachten jetzt die Reihe U. Fir P,, P, - - - Py setzen wir
die Ausdriicke,” welche die Gleichung 3. giebt, und kehren dann die
Reibenfolge der Integrationen um mit Hilfe der Formel 5.; so er-
halten wir

E

6. U-———J@(zp)(mn1p+2sm21p+ -+ nsinny)dy,

0
wo

O () =—siny ' F(y)sinydy s’”’fv F(y)sm'ydy

1/(2 (cosp — cos y)) (2 (cosy — cos ¥)

Da die beiden Iutegrale, welche @(y) enthélt, dieselben sind, welche
in IT(y) vorkommen, so schliesst man wie vorbin, dass die Function
@ (y) nicht unendlich wird. Aber wir miissen auch noch beweisen,
dass die Function @(y) von 9 = 0 bis 9 = = stetig ist. Diese Eigen-
schaft findet amch dann noch statt, wenn auch die Function F'(y),
welche in @ (y) enthalten ist, unstetig sein sollte. Es ist immer fest-
zuhalten, dass F (y) endlich bleiben muss, was offenbar der Fall ist,
so lange die Function £ (8", ¢') endlich bleibt. Uebrigens ist auch die
Function IT () stetig, doch dies kam fiir die Reihe' T nicht in Betracht.
Um die Stetigkeit von @ () nachzuweisen, ist es offenbar hin-
reichend, zu zeigen, dass jedes der beiden Integrale, die @(y) ent-
hilt, stetig ist. Wenn in dem zweiten dieser Integrale ¢ um die
Grosse & wiichst, so wichst das Integral um '

Wt-e . N
F(y)sinydy _ [ F)sinydy

V(2 (cosy —cosw+)) ) V(2 (cosy —cosy))”

Dieser Differenz kann man folgende Form geben

_ .F sin y sin y
3/ ® [V<2 (cosy — cosy)) V/(2,(cos y — cos («p+s>))]

W42 .
+ j‘ F(y) sin ydy
g V(@ (cosy — cony + )
Da der Factor von F'(y) in dem eriten dieser beiden Integrale inner-
halb der Integrationsgrenzen offenbar immer positiv bleibt, so ist das
Integral, abgesehen vom Zeichen, kleiner als das Integral dieses Factors

multiplicirt mit dem gréssten Werth von F(y), welchen wir, wie
oben, durch M bezeichnen. Fiihrt man die letztere Integration aus,
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so findet man, dass der numerische Werth des Integrals nicht grosser
sein kann als

2M (sin ;ﬁ — sin "I;;_i‘_f +'l/(sin —;— sin(1p + —;—))) .

Ebenso findet man, dass der numerische Werth des zweiten Integrals

klelnet lst aals
2M sin‘—sin ¢+— ’-

Da die vorstehenden Ausdriicke mit & verschwinden, so ist das Integral

F(y) sinydy
V(& (cosy — cos 9)

eine stetige Function von 7. Dasselbe lisst sich ebenso von dem
zweiten in @(y) vorkommenden Integral zeigen. Die Stetigkeit von
O(y) ist somit bewiesen.
Man sieht auf der Stelle, dass diese Function fiir die Werthe
% = 0 und 9 = = verschwindet, oder dass diese beiden Gleichungen -
stattfinden -
7. ©(0) =0, @(x) = 0.

Wir setzen zur Abkiirzung 7@ © (y), und untersuchen, was

@' (y) wird, wenn 9 den Werth 0 bekommt. Bezeichnen wir die beiden
in ©(y) enthaltenen Integrale durch r und s, so ist

P

@(u:)=—rsm—+sc:os2 ,

mithin, durch Differentiation,

@'(w)=—%.r cos;p— —%ssin;ﬂ-— Z—:psin;ﬂ-{—g—s cos ¥

Fiir ¢ = 0 ist offenbar

i .
r=[F(y)cos%d7, s =0.

Um Z—:} fiir ¢ == 0 zu bestimmen, beachte man, dass, wegen s =10

offenbar die Grenze des Verhiltnisses

e
1 F(y) sinydy
] V(2 (cos y — cose))
0
ist, wenn die positive Grosse ¢ abnimmt. Dieses Verhaltniss ist ent-
halten zwischen

s
1d¢
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\
L

&

g sinydy ° h sin ydy

= und — ,

¢ ] V(2 (cos y — cos &) € J V(2 (cos y — cose))

0 [
oder, was dasselbe sagt, zwischen
sin § & sin § &
g %j und %:‘ ,

wo g und h die fussersten Werthe von F'(y) in dem Integrationsintervall
bezeichnen. Da die vorstehenden Ausdriicke gegen die Grenze I (0)

L3
“% = F(0), fix % = 0. Man findet in ganz hn-
licher Weise dem ‘Werth von g—:‘—p

niigen, sich zu iiberzeugen, dass dieser Werth nicht unendlich werden
kann. Aus dem Vorstehenden schliesst man

convergiren, 80 ist

fir 9 = 0; es wiirde iibrigens ge-

. n
8. &0 ="F(0) — 4 [ F(y) cos}ydy.
0

Wir nehmen jetzt den Auedruck 6. fir U wieder auf. Giebt man
der Reihe
siny 4 2sin2¢ + - - - + nsinny
die Form i

— 75 toostoos2y oot oonny) = — g O LY,

80 wird

7 - .
1 d sin (20 + 1) $9
U="7f@(¢>a—¢—-si?r¢——d"’

0
und hieraus durch theilweise Integration

7T
1 ., . 8in(2n 4 )iy
U=;f@(¢)—§,;;¢——d¢,
o

indem das vor das Integralzeichen tretende Glied

gin (22 4 1) 3y
verschwindet, weil @ (y) fir die Integrationsgrenzen 4 = 0 und ¢ = = -
nach 7. verschwindet. Die theilweise Integration ist statthaft, weil
©(y), wie gezeigt, innerhalb der Integrationsgrenzen stetig ist. Nun
sieht man klar, mit Hilfe jenes schon fiir T benutzten Theorems, dass
U gegen die Grenze ©°(0), d. h., nach 8., gegen die Grenze



Anmerkungen. 175

convergirt, und zwar selbst dann, wenn die Function ©'(p) fiir gewisse
Werthe von 7 unendlich werden sollte; denn dieser Umstand nimmt
‘dem Satze, wie schon bemerkt, seine Giiltigkeit nicht, so lange nur

das Integral f @(w)dw = @(y) endlich und stetig bleibt, was in der

That der Fa]l ist.

Vereinigt man die erbaltenen Resultate, so ist klar, dass die
Summe § = T + U fiir wachsende Werthe von n gegen die Grenze
F(0) convergirt. Hieraus folgt, dass die Reihe 4., wenn man darin
& = 0 setzt, convergent ist, und zur Summe F'(0) hat; und da

o

F(ﬂ)==— &, ¢)dg,

0
80 ist diese Summe das Integral

27
1 ’ ’
| ﬁfﬂ_o,w)dw.
0

Auf diesen speciellen Fall lisst sich der allgemeine Fall, wo méin &
und ¢ in der Reihe 4. beliebige Werthe beilegt, leicht durch eine
geometrische Betrachtung zuriickfiihren.” Man denke sich eine Kugel-
fliche mit dem Radius 1, und lege durch einen festen Punkt der-
selben einen Bogen eines grossten Kreises, der gleichfalls als fest be-
trachtet und nur nach einer Seite hin verlingert werden soll. Die
Lage -irgend eines Punktes der Kugelfliche ist bestimmt durch den
zwischen diesem Punkt und dem festen Punkt enthaltenen Bogen
eines grossten Kreises und durch den Winkel, welchen dieser Bogen
mit jenem festen Bogen bildet. Durch diese beiden sphirischen Polar-
coordinaten, die wir & und ¢’ nennen wollen, lisst sich offenbar die
Lage eines jeden Punktes der Kugelfliche bestimmen, wenn man &'
‘alle Werthe zwischen 0 und =, und ¢’ alle Werthe zwischen 0 und
2n ertheilt; das auf diese Coordinaten bezogene Element der Kugel-
fliche hat zum "Ausdruck sin #'d®'d¢’. Das Integral

1 ?ﬂ .
F@) = 5 j 1#, ¢)dg
0

ist der mittlere Werth aus allen Werthen der Function f(#’, ¢"), welche
den verschiedenen Punkten der Peripherie eines um den festen Punkt
als Mittelpunkt mit dem sphérischen Radius &' beschriebenen Kreises
entsprechen. Wenn die Function (8, ¢') fir & = 0 unabhiingig von
¢’ wird, so ist

2
FO) = 5 f 10, 9 dy’ = £0, ¥,
0
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und die Summe der Reihe 4. wird mit dem im Anfangspunkt der

Coordinaten stattfindenden Werth der Function f(#, ¢') zusammenfallen.

-In dem allgemeinen Fall hingegen, wo fiir & — 0 die Function (9", ¢")

nicht unabhingig von ¢  wird, wird dieselbe in dem Coordinaten-

anfangspunkt unendlich viele verschiedene Werthe haben und rings

um denselben herum unstetig sein. Da die Summe der Reihe 4. immer
2

den Werth — f 0, ¢)dg’ bat, so wird dieselbe in letzterem Falle

gleich dem mlttleren Werth aus allen Werthen von f(&, tp) sein,
welche auf der Peripherie eines unendlich kleinen Kreises, dessen .
Centrum der Coordinatenanfangspunkt ist, stattfinden.

Um nun von dem Fall, wo & = 0 ist, iberzugehen zu dem all-
gemeinen Fall, wo & und ¢ beliebige Werthe (die aber kleiner als =
und 27 sind) haben, betrachte man aufmerksam das allgemeine Glied
der Reihe 4. in jedem der beiden Fille. In beiden Fillen ist dasselbe

. ausgedriickt durch ein Doppelintegral, welches iiber die ganze Kugel-
fliche anszudehnen ist, und dessen Element ein Product aus zwei
Factoren ist. Der erste Factor f(&, ¢') sin &' d#'d ¢, d.i. das Fliichen-
element multiplicirt mit dem daselbst stattfindenden Werth von
(@, ¢, ist fir beide Fille -derselbe; ein Unterschied findet nur in
Bezug auf den zweiten Factor Py statt. In dem ersten Fall ist dieser
Factor P, eine gewisse Function von der sphiirischen Entfernung &
des Oberflichenelements vom Coordinatenanfangspunkt, und im zweiten
Fall ist P, dieselbe Function von y, wo y durch die Gleichung .

cos y = cos & cos & -+ sin & sin & cos (¢" — @)

gegeben ist, und da y, wie aus der Trigonometrie bekannt, die Ent-
fernung der beiden Punkte ist, welche die Coordinaten &, ¢ und &', ¢’
haben, so ist klar, dass die beiden Fille sich nur dadurch unter-
scheiden, dass der Anfangspunkt fiir die Entfernungen, welcher im
ersten Fall mit dem Coordinatenanfangspunkt zusammenfillt, sich im
zweiten Fall in irgend einem Punkt &, ¢ befindet. Die Natur der
Reihe 4. ist also in jedem der beiden Fille dieselbe. Man kann daher
das oben gefundene Resultat auf den allgemeinen Fall iibertragen, und
findet so, dass die Reihe 4. eine convergente Reihe ist und dass die
Summe derselben der mittlere Werth aller Werthe der Function f(9", ¢")
ist, welche stattfinden in den verschiedenen Punkten der Peripherie
eines unendlich kleinen Kreises, ‘der den Punkt (&, q:) zum Mittel-
punkt hat.

Wenn demnach um den Punkt (8, @) herum die Funchon @, ¢)
nicht unstetig ist, so fiillt jener mittlere Werth mit f(#, ¢) zusammen,
welches dann d1e Summe der Reihe 4. ist. :
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Nachtrag.

Es ist noch zu zeigen, dass der in diesem Beweis benutzte Satz
aus der Theorie der Sinus- und Cosinusreihen auch dann gilt, wenn
f(B) fir einen oder mehrere Werthe von g zwischen 0 und % unendlich

wird, wenn dann nur F(f) = ﬁ(ﬁ)dﬁ zwischen 0 und % endlich und
0

stetig bleibt.
"~ Aus der Theorie der Sinus- und Cosinusreihen ist auch dieser Satz
bekannt:

Wenn die Function f(f) von § = g bis § = h endlich bleibt (wo
0 < g <h 4m), so verschwindet das Integral

sin kﬁ
f i
fir ¥ = oo

Nehmen wir nun an, dass f(f) nur fir § = ¢ unendlich wird, in-
dem die folgenden Schliisse leicht auszudehnen sind auf den Fall einer
grbsseren Anzahl von Werthen. Sei & eine positive Grdsse, welche
wir als unverénderlich voraussetzen withrend % iiber jede Grenze hinaus

wichst; wir zerlegen das Integral /'(ﬁ) gm_liq dp in vier andere, die

in §

resp. folgende Grenzen haben:
Ound ¢ —¢;c—é&und ¢; ¢ und ¢ + &; ¢ 4 & und h.

Da die Function f(B) nicht unendlich wird innerhalb der Grenzen des
ersten und vierten dieser neuen Integrale, so werden diese beiden Inte-
grale, fir k = 0o, resp. = f(0) und 0. Was die zwei anderen Inte-
grale anbetrifft, so kann die willkiirliche Grésse & so klein gewihlt
werden, dass f(f) immer dasselbe Zeichen behilt von f =—"¢ — & bis
f = ¢, und ebenfalls dasselbe Zeichen von f§ = ¢ bis f = ¢ - &, indem
freilich das letzte Zeichen verschieden sein kann von dem ersten, da
ja () beim Uebergang durch das Unendliche sein Zeichen wechseln
kann. Dann ist klar, dass das zweite und dritte Integral, abgesehen
vom Zeichen, und was auch k sei, resp. kleiner sein werden als die
Grissen
Fl)—F—¢& F(+e— 1'(c)

sin (c —e&) sin c.

Da-F(B) nach der Annahme eine stetige Function von § ist, und ¢ von

0 und von jedem anderen Vielfachen von = verschieden ist (da ja

¢ < =), so ist klar, dass die vorstehenden Grdssen kleiner als jede

gegebene Grisse wemlen kdnnen, wenn man ¢ hinreichend klein withlt.
Dirichlet, Potentialtheorie. 12
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)

I . ’
Folglich ist 4#f(0) die Grenze des Integrals [ f(f) s:lil—nkﬁp‘dﬂ fiir

0
wachsende £.

37) Da dieser Ausdruck immer positiv ist, so ist der Winkel &,
spitz. Jener Kreis theilt die Kugelfliche also in zwei ungleiche Theile,
und zwar ist der dem Punkte y zugewandte, auf dem sich die mit u
ungleichartige Elektricitit befindet, der kleinere. Das Verhiltniss
jener beiden Theile nahert sich der Einheit mit wachsender Entfernung
des Punktes g von der Kugel. Die auf jedem der beiden Theile be-
findliche Elektricititsmenge ist, abgesehen vom Zeichen, gleich dem
Integral

2 I
a’fdtpfk sin &d 9.

Die Integration ergiebt

w . a\ 2\ (A%
=y (3 (=)= (+E) )) |

%) Dieser Satz rithrt von Poisson her. Die betreffende Abhand-
lung Poigson’s findet sich im Bullet. de la soc. philom. 1824. 49; auch
im Bullet. univ. des sc. math. II. 146; im Auszug in den Ann. de Ch.
et de Ph. 1824. Févr.

) Dies Problem hat Poisson in der schon unter !¢) citirten Ab-
handlung aufgestellt und geldst. Die hier gegebene Losung ist im
Wesentlichen die Possson’sche.

%) Der Beweis beruht auf einem Satze von Legendre, nach welchem

f Py (cos m) dq> 27 Py (cos &) Pa (cos &) 1)

ist, wo .
cos @ = cos & cos & - sin & sin & cos ¢’
ist. (S. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen 18€1. §. 67.)

Das aus den einzelnen Massen 4, B ... bestehende Massensystem
liege symmetrisch um irgend eine Axe. Die Masse 4 umschliesse
schalenférmig einen massenleeren Raum. Der Punkt O gehdre dem
Stiick der Axe innerhalb A an, auf welchem das Potential des Massen-
systems als constant vorausgesetzt wird. Wir nehmen diesen Punkt O
als Pol eines Polarcoordinatensystems an, und die Axe als die feste
Linie, von welcher aus die Winkel gezihlt werden sollen.. Die Po-
larcoordinaten irgend eines Punktes des Massensystems seien ¢’, &', 9;
der Punkt, auf welchen das Massensystem wirkt, habe die Coordinaten
¢, &, 0, indem man die Coordinate ¢ desselben, der Allgemeinheit
unbeschadet, gleich Null setzen kann.

Wir wollen annehmen, dass simmtliche Massen 4, B ..., wie
es in unserem Problem der Fa]l ist, dber Flichen .ertheﬂt smd sollten -
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ibrigens einige derselben, oder alle, einen Raum ausfiillen, so werden
die folgenden Schliisse dadurch nicht wesentlich modificirt. Nennen
wir das Potential des Massensystems V', und den Factor, womit d8' dg’
zu multipliciren ist, um die auf irgend einem Flichenelement befind-
liche Masse zu erhalten, %', so ist*)

_ Kd¥ do
JV@ T o't — 200 oosw)’

cos @ = cos & cos & - sin & sin & cos ¢'.

Die Integration erstreckt sich iiber simmtliche Massenelemente. Die
kleinste Entfernung des Punktes O von irgend einem Punkte der
Masse A sei R, und r irgend eine Grosse, die kleiner als R ist; dann

lisst sich die Grosse - L - fir alle Punkte, die
V(e® + ¢'* — 2¢¢’ cos )
innerhalb der Kugel liegen, deren Mittelpunkt O, und deren Radius »

ist, in diese convergirende, nach Potenzen von g, fortschreitende Reihe

entwickeln:
1 e e
r P, (cos w)-l—;—%— P, (cos ) -} e P, (cosw) 4 - - - -

Fiir alle jene Punkte ist-dembach, da %" und ¢  der Voraussetzung zu-
folge von ¢’ unabhiingig sind,

—jda{ [J‘/  (cos o) dg’ +92[ ]f;:(cosco)dqz'
+9“2[£':UQP (cos @) g’ + - }
V]

wo das Summenzeichen X sich auf simmtliche Massenelemente be-
zieht, die demselben Winkel #° entsprechen. Beriicksichtigt man nun
die Gleichung (1), so lisst sich die vorstehende Gleichung auch so
schreiben:

V=a+oP, (cos)p + o*P, (cos®)y + - - - &)
wo a, B, v - - - von & unabhiingige Constante sind, ndmlich

*) Bezeichnet ¢’ den Winkel, den die auf dem Flichenelement
nach innen errichtete Normale mit ¢’ bildet, und ¥ die Dichtigkeit, so
., g, Ue?sind
ist ¥ = ——7—

. cos
dius ¢ gleich ¢'* sin #'dd'dg’ ist.

, da ja das Element einer Kugelfliche ‘mit dem Ra-

12%
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7 ,
@ = 21::‘] d«‘leir
3
0
:’ ’
B =2njdﬂ'P, (cos &) 2{%

0

n
y = 21:'-/010' P, (cos @) 2(—”,}
0 -
u s f. )
In den auf der Axe liegenden Punkten innerhalb jener Kugel,

fiir welche & = 0 ist, hat ¥V mithin den Werth
@+ ef+ e’y + -

Auf der Axe, oder wenigstens auf einem, wenn auch noch so kleinen,
endlichen Stiick der Axe, welches innerhalb der Kugel fillt, soll ¥
constant sein; dies kann nur dann der Fall sein, wenn die Coefficienten
8, v - - - simmtlich gleich Null sind. Folglich ist nach (2) fiir alle
Punkte innerhalb der Kugel mit dem Radius », V = «, d. h. das
Potential constant. Nun hat Gauss (Allgemeine Lehrsitze in Beziehung
. 8. w. Art. 21.; Gauss’ Werke, herausgegeben von der K. Ges. d. W.
zu Gottingen, B. V. pag. 223) folgenden Satz bewiesen:

,,Das Potential V von Massen, die simmtlich ausserhalb eines

zusammenhiingenden Raumes liegen, kann nicht in einem Theil

dieses Raumes einen constanten Werth und zugleich in einem

andern Theil desselben einen verschiedenen Werth haben.*
Somit gilt jener constante Werth « fiir alle Punkte des von A ein-
geschlossenen Raumes,

26) Es ist nicht schwer; folgende Gleichungen zu verificiren:

pn' = ’rn’ =1b Tut1

S, =;qn
, .
s, =bp,
q.

r, = — .
a

Es geniigt also, die Grossen p,,, 4, , g, fiir jedes » mit Hilfe der auf-
gestellten Gleichungen zu berechnen; daraus ergeben sich die ibrigen
Grossen.p,’, 7./, 8,’, 8,, r, fir jedes n durch Multiplication oder Di-
vision mit a oder b.

3%) Fiir die numerische Berechnung der Dichtigkeit ist es von
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Nutzen mit Poisson zu bemerken, dass die Glieder einer jeden der
beiden unendlichen Reihen, fiir ein hinreichend grosses n, als Glieder
einer geometrischen Reihe betrachtet und demgemass summirt werden
konnen. Statt der Reihe

2‘ Py —49a
& (P2 — 2P, 9y €08 & + a2)?

schreiben wu-Z,1 -+ Z . Nun waren die Grdssen p, und g, von
n=m-1 ’

der Form

—n

p,=ao" +do
q, = ba" + Vo ",

Nehmen wir fiir o die Wurzel,-welche grosser als 1 ist, so wird o—n

bald so klein werden, dass es gegen »" vernachlissigt werden kann,
80 dass wir haben

p, =ao", q, =bao"

Setzen wir diese Werthe ein in E , 80 geht diese Summe '\'iber in

ne=m--1
(a® — 2:;;:; T i # <% + (:;)? + (%)3 + .. )
. . 1

(a® — 2ab cos & + b—“‘)z‘z~ o™(@—1)

28) Dieser Satz ist bekannt unter dem Namen des Dirichlet’schen
Princips.

%) Es bezeichne («, f) w1eder den Werth desjenigen % in n'gend
einem Punkt O eines schalenférmigen Raumes, welches an der einen
Grenzfliche desselben den Werth «, an der anderen den Werth § an-
nehmen soll. Behauptet wird, dass (¢ 4 J, f), in demselben Punkt
O, grosser ist als (¢, f), wenn 0 in allen Punkten der ersten Grenz-
fliche einen positiven Werth hat. Nach dem Princip der Super-
position ist n#mlich

(¢ + 8, ) = (e, f) + (3, 0).

Nach dem zweiten Princip liegt (¢, 0) in jedem Punkt O des Raumes
zwischen den extremen Werthen des 4 an den beiden Grenzflichen;
mithin ist (§, 0) positiv, da der an der einen Grenzfliche stattfindende
Werth 6 tberall positiv, der an der zweiten Grenzfliche stattfindende
\'iben\a.ll 0 ist. Folglich muss
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(48,0 > (e, p)

sein. Ebenso zeigt man, dass

) . (e—=d,0) < (x, p)
ist.

80) Gauss: Allgemeine Lehrsitze tn Bezichung auf die tm verkehrten
Verhdlinisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und
Abstossumgskrifte. Art. 31 bis 34. Gauss’ Wérke, B. V. Dirichlet’s
Beweis ist wesentlich von dem Gauss'schen verschieden.

81 Gauss: Erdmagnetismus und Magnetometer. Gauss® Werke,
B. V. 8. 820 und 821.

37) Gauss: Intensitas vis magneticae terrestris ad mensuram abso-
lutam revocata. Art. 5. Gauss’ Werke. B. V.

3%) Gauss: Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus. Art. 16. Gauss’
Werke, B. V.

34) Da bei der Hypothese, dass die erdmagnetische Kraft aus-
schliesslich im Innern der Erde ihrep Sitz habe, die Kenntniss des
Werthes der nach Norden gerichteten Componente in allen Punkten
der Erdoberfliche hinreichte, um den allgemeinen Ausdruck (3) von o
fiir den ganzen unendlichen Raum ausserhalb der Erdoberfliche daraus
abzuleiten, so kann man aus jener Kenntniss auch alle drei Compo-
nenten, nicht bloss auf der Erdoberfliche, sondern gleichfalls fiir den
ganzen unendlichen Raum ausserhalb derselben ableiten. Der Ueber-
sicht wegen stellen wir die vier Formeln fiir v, X, Y, Z zusammen.
Ist auf der Erdoberﬂiche -

—fXda=Uo+T,+T,+---.
0

wo simmtliche Constanten der Kugelfunctionen U,, T,, T, --- als bekannt
anzusehen sind, =0 ist fiir irgend einen Punkt ausserhalb der Erdoberfliche

v—R(T-—-+T( ) +T( ) _|.)

X Ldn_ (By @D BT RyAT
e d¥ [ ad e add e/ d¥
1 dv '
Y T osm ¥ dy
e (B it (B B (B Ly
(o sind \dop ' ¢ do e/ do

o fim () s h s ) )

T, hat den Werth %2 + U,, wo V, den Werth des V am Pol be-
zeichnet. Vgl. Gauss a. a. O. Art. 19. und 20.
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3%) Gauss findet (a. a. O. Art. 89. am Schluss), dass die nach der
ersten Formel

Z="T,+2T, +38T,+---,

wenn, man darin T, = 0 setzt, berechneten Werthe von Z sebr gut
mit den Beobachtungen iibereinstimmen, wihrend letztere mit der
gweiten Formel

Z=—T, —2T, — 3T, — ...

ganz und gar unvertriiglich sein wiirden; deshalb sei ,,die Unstatt-
haftigkeit der Hypothese, die die Ursache des Erdmagnetismus in den
Raum ausserhalb aer Erde stelle, als erwiesen anzusehen“. Zu An-
fang des Art. 40. heisst es: ,Indess darf hiemit die Mdglichkeit, dass
ein Theil der erdmagnetischen Kraft, wenn auch nur ein vergleichungs-
weise sehr kleiner, von oben her erzeugt werde, noch nicht als ent-
schieden widerlegt betrachtet werden®.

Der Inhalt unseres folgenden Paragraphen 45. findet sich in diesem
Artikel 40.
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