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Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematischen,
der Technisshen und Naturwissenschaften nach allen Richtungen hin
weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Vertranen und Wohlwollen
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes
Bemiihen, wie mem Verlagskata]og zeigt, und ich hoﬂ'e daB bei gleicher
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teilungen*, welche unentgeltlich in 30000 kixemplaren sowohl 1m In- als
auch im Auslande von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, welches
meinem Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter
der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unternehmungen des
Teubnerschen Verlags in Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis
auf die Jiingstzeit fortgefilhrte jihrlich zwei- bis dreimal neu gedruckte
Vergeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf dem Gebiete der
Mathematik, der Technischen und Naturwissenschaften nebst
Grenggebieten, 100. Ausgabe [XLVIII u. 272 8. gr. 8], in allen Buch-
handlungen unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch aber auch unter
Kreuzband von mir unmittelbar an die Besteller iibersandt.

Lerrzie, PoststraBe 3.

B. G. Teubner.
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Yorwort.

Die Vorlesungen tiber die Vektorenrechnung sind an der
Technischen Hochschule zu Charlottenburg in der Zeit vom Sommer-
semester 1902 zum Wintersemester 1904/05 vor einem Auditorium
gehalten worden, das sich aus Studenten der Technischen Hoch-
schule und der Universitit sowie aus Oberlehrern und Ingenieuren
zusammensetzte. Es geschah zum erstenmal, daB an einer Berliner
und, von wenigen Ausnahmen abgesehen, iberhaupt an einer deutschen
Hochschule den Vektormethoden ein besonderes Kolleg gewidmet
wurde. Es hiingt diese Erscheinung mit dem ablehnenden Stand-
punkt zusammen, den allererste Mathematiker bis in die neueste Zeit
hinein der Vektoranalysis gegeniiber eingenommen haben. Ist es
ja tberhaupt noch nicht lange her, daB die mathematische Welt
den neuen Methoden ihre Aufmerksamkeit geschenkt hat. Aller-
dings ,,verh&lt es sich mit allen solchen neuen Calculs so, daB man
durch sie nichts leisten kann, was nicht auch ohne sie zu leisten
wire; der Vorteil ist aber der, daB, wenn ein solcher Calcul dem
innersten Wesen vielfach vorkommender Bediirfnisse correspondirt,
jeder, der sich ihn ganz angeeignet hat, auch ohne die gleichsam
unbewuBiten Inspirationen des (enies, die niemand erzwingen kann,
die dahin gehdrigen Aufgaben 13sen, ja selbst in 8o verwickelten
Fillen gleichsam mechanisch l3sen kann, wo ohne eine solche
Hillfe auch das Genie ohnm#chtig wird. So ist es mit der Er-
findung der Buchstabenrechnung tiberhaupt; so mit der Differential-
rechnung gewesen. Es werden durch solche Conceptionen unzihlige
Aufgaben, die sonst vereinzelt stehen, und jedesmal neue Efforts
des Erfindungsgeistes erfordern, gleichsam zu einem organischen
Reiche“. Diese Worte, welche GauB 1843 in einem Briefe an
Schumacher schrieb, als ihm der baryzentrische Kalkul von
F. M8bins zur Beurteilung vorgelegt wurde!), finden auch auf

- die Vektoranalysis, als deren Vater Ferdinand M&bius angesechen

werden kann, Anwendung und hitten ,dem von der Gedanken-
Okonomie geforderten Instrument“ schon frither die Aufmerksam-
keit der Mathematiker zuwenden sollen.

Indessen scheinen erst die Erfolge, welche die Vektormethoden
neuerdings in der Elektronentheorie und in der Frage einer elektro-

1) Vgl auch das Vorwort, welches Study seiner Geometrie der
Dynamen &eipz' 1908, B. G. Teubner) vorausgeschickt hat, sowie seine

Bemerkungen auf 8. 596.
141781



v Vorwort.

magnetischen Begriindung der Mechanik errungen haben, hierin
Wandel geschaffen zu haben.

Die Tatsache, daB die mathematische Welt der Vektoranalysis
nur zdgernd Existenzberechtigung zuerkannt hat, it u. a. durch die
Zweiteilung in deren historischer Entwickelung verschuldet, welche
mit den Namen GraBmann und Hamilton verkntipft ist.

Wihrend Hamilton das Produkt zweier Vektoren sofort
wieder durch den zugehdrigen Vektor ersetzt, fibhrt GraBmann
den selbstindigen Begriff der PlangrdBe, des Bivektors, ein und
baut, in weiterem Verfolg dieses Gedankens, sein System auf dem
Begriff der Dimension oder, wie er sagt, der Stufe auf. Begnfigt
sich Hamilton mit dem Begriff des freien Vektors, so muB8
GraBmann naturgemiB neben dem freien den gebundenen Vektor
unterscheiden. Wenn demnach die Hamiltonsche Ausbildung der
Vektoranalysis auf den ersten Blick sehr viel einfacher erscheint,
so muB doch hervorgehoben werden, daB die Entwickelung der
Hamiltonschen Vektoranalysis zu Konzessionen nach der anderen
Richtung hin gedriingt hat. Schon Maxwell erkannte, daB es
wilnschenswert sei, zwei Arten von Vektoren zu unterscheiden, die
translatorischen und die rotatorischen oder, wie man heute sagt, die
polaren und die axialen Vektoren, als deren typische Repriisentanten
die vektorielle Verrtickung und das Vektorprodukt zweier solcher
Verrtickungen anzusehen sind. Und weiter ist zu bemerken, daB
die geringere Einfachheit des GraBmannschen Kalkuls durch den
gréBeren Umfang seines Anwendungsgebietes ausgeglichen wird.
Wenn Herr Prandtl in einer Entgegnung auf einen Aufsatz des
Herrn Mehmke die beiden Richtungen als geometrische und physi-
kalische unterscheidet, so ist dieser Bezeichnung in dem Sinne zu-
zustimmen, daB die von Hamilton-Heaviside inaugurierte Rich-
tung in ihrer Anwendung vorzugsweise auf die Physik beschrinkt,
auf geometrische Probleme nur in geringem Umfange anwendbar
ist, da sie fir das Dualititsprinzip keinen Platz hat. Dahingegen
- 188t die von GraBmann begriindete Richtung Anwendungen auf
die Geometrie im weitesten Sinne des Wortes wie auch auf die .
mathematische Physik zu.

Der Zweck meiner Vorlesungen war nun der, die Studenten mit
dem fundamentalen Begriff des Vektors vertraut zu machen und die
vielseitige Verwendbarkeit desselben in den Gebieten der Geometrie,
Statik, Kinematik, der Kinetik und der mathematischen Physik
aufzudecken, insbesondere darzulegen, wie man aus einer einzigen
Vektorformel bloB durch verschiedene Deutung zu neuen Sitzen
in verschiedenen Gebieten gelangen kann. Hiermit war von vorn-
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herein die GraB8mannsche Auffassung der .Vektoranalysis als die
naturgem#Be gegeben. Anderseits muBte ich mich bei einer Vor-
lesung, die sich nur iiber ein Semester erstreckte und mir nur
zwei Stunden wdchentlich zur Verfiigung stellte, damit bégniigen,
aus den verschiedenen Q(ebieten einige wenige charakteristische
Beispiele herauszugreifen. Bei der Auswahl der Anwendungen
habe ich mich in den verschiedenen Semestern von dem Studien-
gange meiner Zuhdrer leiten lassen, wodurch eine Bevorzugung
der geometrischen Mechanik entstanden ist. Und wenn ich auch
auf Fragen, die von dem Ideenkreise einer technischen Hochschule
weiter abzuliegen scheinen, wie etwa die Kurven- und Oberflichen-
erzeugung, niher eingegangén bin, so liegt dies an Wiinschen, die
mir gerade von Studenten der technischen Wissenschaften vielfach
ausgesprochen worden sind. Die starke Heranziehung der neueren
Dreiecksgeometrie ist durch Rtcksichten auf die Interessen der
Oberlehrer veranlaft.

Bei einer Einfithrung in die Vektorvorstellungen kann man
verschiedene Wege einschlagen, man kann, wie es Peano durch-
gefihrt hat, die erforderlichen Rechengesetze aus geometrischen
Beziehungen entwickeln oder, wie es' Grafmann getan hat, um-
gokehrt diese Gesetze abstrakt begriinden, um sie nachher auf die
geometrischen Gebilde anzuwenden. Im Laufe der Vorlesungen
hat es sich mir als das einfachste und kiirzeste Verfahren erwiesen,
den historischen Gang innezuhalten, also von der Punktrechnung
auszugehen und aus der Definition des Vektors als Punktdifferenz
zunéichst die Gesetze der Vektoraddition herzuleiten. Dabei nahm
ich Gelegenheit zu betonen, daB diese Definition keine bloBe
mathematische Abstraktion sei, wie sich zeigt, wenn ich z. B. das
Potential als Punkt auffasse. Denn alsdann 18t sich die Punkt-
differenz als Potentialdifferenz, also als eine durchaus physikalische
GrdBe deuten. Die Gesetze der Vektormultiplikation fithre ich sodann
auf Festsetzungen zwischen den Einheitsvektoren zurfick und benutze
fiir die Ausdehnung ihres Geltungsbereiches das Prinzip der Permanenz.

Die Vorlesungen zerfallen in zwei Hauptabschnitte dadurch,
daB ich neben den riumlichen Vektoren die in den meisten Btichern
iiber Vektoranalysis stiefmiitterlich bedachten Vektoren der Ebene
ausfithrlich behandle. Dies geschieht deshalb, weil sich die Theorie
hier besonders einfach gestaltet, dann aber anch, um zu zeigen,
was sich schon mit diesem elementaren Werkzeug erreichen li8t.

Ich habe Wert darauf gelegt, mit einem Minimum von Be-
griffen auszukommen und jeden unndtigen Ballast zu vermeiden.
Und um dein Studenten Gelegenheit zu geben, das Erlernte an
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Beispielen einzutiben und zu befestigen, 8ind den einzelnen Kapiteln
Ubungsaufgaben beigegeben.

Was ferner die Bezeichnung anbetrifft, so habe ich die
Vektoren durch fettgedruckte kleine Buchstaben dargestellt, und
zwar die freien Vektoren durch lateinische, die gebundenen durch
deutsche Buchstaben. In den Vorlesungen habe ich mir so ge-
holfen, daB ich an der Tafel unter die betreffenden Buchstaben
einen Strich gesetst habe. Fiir die Bezeichnung des #uBeren
Produktes habe ich mich der von GraBmann eingefilhrten eckigen
Klammern bedient, die allerdings in vielen Fillen, wo kein MiB-
verstindnis mdglich ist, auch weggelassen worden sind.-

Zum SchluB noch ein Wort tiber die von mir benutzte Literatur,
soweit sie nicht im Text selber angemerkt worden ist. Abgesehen
von den Originalarbeiten GraBmanns verdanke ich den stéirksten
Impuls meinem fiir die Wissenschaft viel zau frih verstorbenen
Freunde Ferdinand Caspary, der, neben Viktor Schlegel, von
der Tragweite und Fruchtbarkeit der GraBmannschen Methoden
frithzeitig eine klare Vorstellung besessen hat, zu einer Zeit, wo
der Stettiner Meister in seinem Vaterlande noch wenig Beachtung
gefunden hatte (vgl. meinen Nachruf auf Ferdinand Caspary,
Leipzig 1903, B.G. Teubner). AuBer den wohlbekannten Werken von
V. Schlegel (System der Raumlehre, Leipzig 1872, B. G. Teubner),
Kelland and Tait (Introduction to quaternions, London 1873,
Macmillan and Co.), W. Schell (Theorie der Bewegung und Kriifte,
Leipzig 1879, B. G. Teubner), J. Liroth (GrundriB der Mechanik,
Mitinchen 1881, Ackermann), A. Schoenflies (Geometrie der Be-
wegung, Leipzig 1886, B. G. Teubner), E. W. Hyde (The directioral
calculus based mpon the methods of Hermann Grassmann, Boston
1890, Ginn and Co.), Peano (Calcolo geometrico, Torino 1888,
Bocea) und F. Klein und A. Sommerfeld (Uber die Theorie des
Kreisels I, Leipzig 1897, B. G. Teubner), habe ich noch die neuer-
dings erschienenen Bticher: Bucherer, Elemente der Vektor-
analysis, Leipzig 1904, B. G. Teubner. — M. Abraham wund
A. Fdppl, Theorie der Elektrizitdt I. Zweite Auflage, Leipzig 1904,
B. G. Teubner. — R. Gans, Einfithrung in die Vektoranalysis, Leipzig
1905, B. G. Teubner, sowie die betreffenden Enzyklophdieartikel
von Timerding und Abraham benutzt.

Es ist mir schlieBlich eine angenehme Pflicht, der Verlags-
buchhandlung fir ihr liebenswilrdiges Entgegenkommen und Ein-
gehen auf meine vielfachen Wiinsche meinen Dank auszusprechen.

Wilmersdorf, den 9. April 1905. E. Jahnke,
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Erster Abschnitt.
Vektoren in der Ebene.

Erstes Kapitel.
Addition und Subtraktion von Punkten.

1. Definition. — Ich frage zunichst, was soll es heiBen,
zwei Punkte zu addieren. Von vornherein ist es ja nicht ohne
weiteres klar, was man unter der Summe 14 + pB zweier
Punkte A, B zu verstehen hat. Ich sehe mich daher nach
einer Analogie um, denke mir die Punkte als Massenpunkte
und {ibersetze die Frage in die Sprache der Mechanik., Als-
dann lautet sie: Wodurch 188t sich das System zweier Massen-
punkte, von denen der eine mit der Masse 1, der andere mit
der Masse p belegt ist, ersetzen?

Nun, das Hebelgesetz sagt mir, da die Summe zweier
Massenpunkte in ihrer statischen Wirkung durch einen Massen-
punkt vertreten werden kann, daB diesem einen Punkt die
Massenbelegung 1 + p zu erteilen ist, und endlich da8 dieser
Punkt auf der Verbindungslinie 4 B liegt und sie im Verhiltnis
el teilt.

Indem ich die mechanische Einkleidung fallen lasse, ins-
besondere die von der Mechanik geforderte Einschrinkung,
daB 1, p positive Zahlen bedeuten, setze ich allgemein fest
die Definition:

Die Summe A A+ pB zweier Punkie A, B mit den besiig-
lichen Gewichien 1, u soll wieder einen Punkt mit dem Gewicht
A+ u darstellen, und zwar einen Punkt der Geraden AB derart,
dap er die Gerade im Verhdlinis w: 2 teilt, also

Jahnke, Vorlesungen iber die Vektorenrechnung. 1
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(A4+u)C =124+ uB,
wo A, u belicbige Zahlen bedeuten, welche entweder die Gewichte
oder die Koeffizienten der Punkie A, B heifien.?)

Diese Definition 18t sich noch anders schreiben. Setze ich

A4p=—y,
A+ puB+2vC=0, i+4+p+v=0.
Und dies ist gleichzeitig die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB die drei Punkte 4, B, C in gerader Linie
liegen.

Hiufig empfiehlt es sich, jene Formel in der Form
C= 14+ ¢B zu nehmen, wo ' 4 pu' = 1.

Fiir das Rechnen mit Punkten setze ich noch fest, daB
die Additions- und Subtraktionsregeln der gewihnlichen Algebra
bestehen bleiben sollen. Es ist dies nichts anderes als das
Prinzip von der Permanenz der gewdhnlichen Rechenregeln,
ein Prinzip, welches die ganze Arithmetik beherrscht. Dieses
Prinzip ist nicht etwa logisch notwendig, sondern wird einzig
und allein von der auch in der Wissenschaft so winschens-
werten Okonomie gefordert.

Ich will jetzt an einigen Beispielen das Rechnen mit
Punkten erliutern und gleichzeitig zeigen, wie die analytische
Darstellung eines Punktes unmittelbar zu seiner geometrischen
Konstruktion fithrt.

80 wird

E F
B D c
Fig. 1.

2. Ubungen. — 1) B+ C = 2D, dann bedeutet D den
Mittelpunkt der Strecke BC (Fig. 1).

2) 2B+ C = 3E, B+ 2C = 3F, dann sind F und F die
beiden Drittelungspunkte der Strecke BC, und zwar teilen sie
BC im Verhiltnis 1:2 bzw. 2:1 (Fig. 1).

1) Eigentlich hiitten wir an Stelle des Plus- und Minuszeichens
neue Zeichen einfihren milssen, da sie doch hier in einer neuen Be-
deutung gebraucht werden. Aus Griinden der Okonomie behalten wir
aber die alten Zeichen bei und erweitern das Feld ihrer Verwendbarkeit.



Ubungen, ' 3

8) Den Punkt 2B+ 3C zu konstruieren. Der gesuchte
Punkt hat das Gewicht 5 und teilt die Strecke BC im Ver-
hiltnis 3:2.

4) Den Punkt 2B — C zu finden. Er heiBe G, dann. ist
2B = C + @, also miiBte B der Mittelpunkt der Strecke CG
sein, d. h. G teilt die Strecke BC auBen im Verhiltnis 1:2

(Fig. 2).

[ B ¢
Fig. 2.
5) Den Punkt 5B — 3C zu zeichnen.
6) Was bedeutet B+ C—A4? A
Ich behaupte: einen Punkt. In ’,'Rij\\_
der Tat, setze ich an PN \\.\\
B+C—A=H,
so folgt BT A‘\\f 4/?0
B+C=A4+H N 4
Links steht ein Punkt, also Ty
muB auch rechts ein solcher H
stehen, d. h. H kann nur Punkt Fig-8.

sein. Wie finde ich H? Es ist der vierte Punkt des
Parallelogramms, von dem A, B, C drei Ecken sind, und
zwar ist es der Gegenpunkt zu 4 (Fig. 3).

7) Den Punkt 4B 4 3C — 64 zu finden.

8) Den Punkt 4B — 2C — 4 = J zu finden. Mit welchen
Punkten liegt dieser Punkt J kollinear?

9) Den Punkt — 3B+ 1C — +4 zu finden. Es ist zu
‘beachten, daB

~$B+30- 14— 4X,

6B —2C + A=5X.

Dieser Punkt ergibt sich auch als Schnittpunkt dreier Trans-
versalen des Dreiecks ABC. Nimlich, setze ich

8B—(C=24, 20—A=DB, A+6B=1C,

‘woraus

80 1st .
6X=A+4A'=6B—B'=—2C +1C,
1*
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also liegt X kollinear mit den Punktpaaren 4, 4'; B, B'; C, C'

(Fig. 4).
10) Die verschiedene Anordnung .
A+ B+C+D=(A+B)+(C+D)=(4+ D)+ (B+0)

~(4+0)+(B+D)
fihrt unmittelbar zu dem folgenden Viereckssatz'): Verbinde
ich die Mitten je zweier Gegenseiten und der beiden Diagonalen
eines Vierecks, so schneiden sich diese Transversalen in einem
Punkt, welchen man den Mittelpunkt des Vierecks zu nennen
pflegt. Jede der Transversalen wird durch ihn halbiert.
11) Welcher Viereckssatz flieBt aus der Gleichheit

aA +bB+cC+dD—=(aAd+bB)+ (cC+dD)
— (@4 +dD) + (bB+¢C) = (ad+cC) + ®B+dD)?

~< \\‘
Fig. 4. ~\B'

8. Der  Schwerpunkt der Ecken des Dreiecks. — Die in
Nr. 1 ausgesprochene mechanische Deutung der Definitions-
gleichung filhrt zu einer einfachen Bestimmung des Schwer-
punktes ebener Vielecke.

Ich frage zuniichst nach dem Schwerpunkte der drei
Ecken des Dreiecks ABC. Diese mogen gleiche Gewichte
haben, so kann ich nach Nr.1 die Summe der beiden Punkte

1) Bleibt auch noch giiltig fiir den Raum, d. h. fir das Tetraeder,
vgl. Nr. 68.
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B, C durch ihren Schwerpunkt, d.i. Mittelpunkt ersetzen und
schreiben B + C = 24'. Jetzt habe ich es nur mit den beiden
Punkten 4 und 4' zu tun, von denen der letztere das doppelte
Gewicht des anderen trigt. Die Summe A4 -+ 24' liBt sich
aber wieder darstellen als ein Punkt mit dem Gewichte 3, so
daB 38 =4 + 24' oder
' 3S=4+B+0C.

Die verschiedene Anordnung
38=A4+(B+C)=B+(C+4)=C+(4+B)
liefert unmittelbar die elementare Konstruktion des Schwer-

punktes der Ecken eines Dreiecks.

Die eben angestellte Uberlegung 1iBt sich iibertragen auf
ein Dreieck, dessen Ecken die Gewichte 4, g, v haben, und
fithrt zu der Darstellung

A+p+v)S=214+ uB+ 2C

S=14+puB+vC, A+p+v=1
fir den Schwerpunkt der Ecken des Dreiecks 4 BC mit den
Gewichten 1, u, ».

4. Der Schwerpunkt der Seiten des Dreiecks. — Ich frage
weiter nach dem Schwerpunkt S’ der Seifen eines Dreiecks und
lege dabei folgende Definition zugrunde: Der Schwerpunki der
homogen mit der Masse 0 belegten Strecke BC stellt sich dar als

B+
"( 2 )
Diese Definition fithrt offenbar den Schwerpunkt einer Massen-
strecke auf den Schwerpunkt eines Massenpunktes zuriick.

Ich kann hiernach die homogenen Seiten des Dreiecks

ersetzen durch die Massenpunkte

b
D=3 (B+C), bE=5(C+4), ¢cF=Z(4+B),
deren Schwerpunkt sich aus Nr.3 finden liBt. Er ergibt sich
als (@a4+b+¢c)S'=aD+ bE + cF,

2D=B+C, 2E=C+A4, 2F=A+ B.

oder

wo
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Hieraus folgt sofort eine erste Konstruktion: Zeichne das
Mittendreieck DEF, teile EF im Verhiltnis ¢:b, FD im
Verhiiltnis a:c und verbinde diese Teilpunkte mit den Gegen-
ecken des Mittendreiecks, so ergibt sich als Schnitt der ge-
suchte Punkt. Den Schwerpunkt erhalte ich hier als den
Inkreismittelpunkt des Mittendreiecks zu A BC. Ubrigens kann
ich anch EF durch D' im Verhdltnis ¢:b und DD' im Ver-
hiltnis b 4 ¢:a teilen. v

Eine andere Konstruktion ergibt sich, wenn der obige Aus-
druck fir S' durch Einfihrung der Darstellung fir D, E, F
transformiert wird:

2@+b+e¢)S'=0b+c)Ad+(c+a)B+(@+dC
=@+b+c)(A4+B+C)—(ad+bB+c0)
28'=38 —J,

wo S den Schwerpunkt der drei Ecken und J den Inkreis-
mittelpunkt des Dreiecks ABC bezeichnet. Hiernach finde
‘ ich 8', indem die Strecke JS
iiber S hinaus um ihre Hilfte
verlingert wird (Fig. 5).

9. Der Schwerpunkt des Vier-
ecks. — Seien A4,, A4,, A4,, A,
vier Punkte der Ebene, jeder
mit der Masseneinheit behaftet,
dann ist ihr Schwerpunkt

AM=A4,+ A, + A4, + A,
und wird gefunden als Schnittpunkt der Verbindungslinien der
Mitten je zweier Gegenseiten und Diagonalen (vgl. Ubung 10
auf S.4). Ich will den Punkt M den Mittelpunkt des Vierecks
nennen.

Wird nach dem Schwerpunkt der vier Seifen eines Vier-
ecks gefragt, die homogen mit Masse belegt sind, so ergibt
sich derselbe in der Form a,4,' + ay4,'+ a, 4, + a,4,, wo
A/, A, . :. die Mitten der Seiten A,.4,, 4, A, ... bezeichnen,
oder in der Form

(a,+ a5) A, + (ag+ ag) 4, + (ag+ a,) 45+ (a, + a,) 4,

oder




Der Schwerpunkt des Vierecks. T

Er wird daher gefunden, indem ich die Seiten des Mitten-
parallelogramms im Verhdltnis ay: a,, ay: a;, ... teile und die
Teilpunkte je zweier Giegenseiten verbinde oder die Diagonalen
A, A,, Ay A, des urspriinglichen Vierecks im Verhiltnis
as + a,:a, + ag, bzw. a, + a,: a, + a, teile und die Verbindungs-
linie halbiere.

Um endlich den Schwerpunkt des homogenen Vierecks zu
finden, schicke ich folgende Definition (vgl. Nr.24) voraus: Der
Schwerpunkt der homogenen Dreiecksfliiche ABC stellt sich dar in
der Form ¢ (Llf-l-@')’ wenn O die Gesamtmasse des Dreiecks
bedeutet.

Teile ich daher die homogene Vierecksfliche A4, 4, 444,
durch die Diagonale 4, 4, in die beiden Dreiecke A, 4, 4,,
A, A; A,, deren Inhalte d, bzw. d; seien, so kann ich diese Dreiecke
durch die Punkte 14, (4;+ 45+ 4,) bzw. 385 (4,+ 4,4+ 4,)
ersetzen, und ich habe den Punkt zu suchen, der diese beiden
Massenpunkte vertreten kann. Ich setze an

308 =10,(4+ 43+ A) + 0, (4, + 4, + 4), 0,+ "a=>6
und finde nach einer leichten Umformung
8308 =0(4,+ 43+ A+ 4,) — (8, 4, + 0, 4,).
Wird jetzt 0,4, + d;4;= 0 O gesetzt, so erhalte ich
38 =A4,+ A;+ 4, + 4,— O.

Um die Bedeutung des Punktes O zu erkennen, ziehe ich
in dem Viereck die zweite Diagonale 4, 4; und bezeichne die
Inhalte der entstehenden Teildreiecke mit d, bzw. 8,; ich habe
dann in der obigen Rechnung nur die Indices 1,3 gegen 2,4
zu vertauschen, so ergibt sich eine neue Formel

38'=A, + A, + A, + A,— 0,
00" =0, 4,+ 0,4,

Setze ich jetzt voraus, daB die homogene Vierecksfliche nur
einen Schwerpunkt habe, so kann ich S'= S setzen, dann
aber muB auch O'= O sein, also

00 = 0,4, + 0, Ay = 0,4, + 0,4,

wo
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Hieraus lese ich ab, daB der Punkt O einmal auf 4, 4;, dann
aber auch auf A4;4, liegen muB, d. h. O ist der Schnittpunkt
der Diagonalen 4,4,, 4,4,.

Die obige Formel, welche iibrigens bereits von H.GraBmann
gefunden worden ist (vgl Ges. W. II 2, 8. 82), fithrt zu zahl-
reichen Konstruktionen fiir den Schwerpunkt einer homogenen
Vierecksfliche, wie man in einer Abhandlung des leider so
frih ins Grab gesunkenen Ferdinand Caspary nachlesen
kann (Nouvelles Annales (3) 17, 389—411, 1898; vgl. auch
Bull. Soc. Math. F.28, 143 —146, 1900). Hier gentige es, eine
anzugeben. Schreibt man die genannte Formel unter Ein-
filhrang des Punktes M wie folgt

38=4M - 0,

und erinnert sich an die Entstehung der Punkte M und O,
so erkennt man folgende Konstruktion: Halbiere die Seiten
des Vierecks und ver-
binde die Mitten je
zweier Gregenseiten, so
ergibt sich als Treff-
punkt M. Verbinde
diesen mit dem Dia-
gonaldurchschnitt O
und verlingere die
Strecke MO iiber M
hinaus um ihren drit-
ten Teil, so ist der
Endpunkt der gesuchte Punkt S (Fig. 6).

6. Ubungen. — 1) Den Schwerpunkt des durch seine Ecken
gegebenen Fiinfecks zu finden.

2) Den Schwerpunkt der Ecken des Mittendreiecks zu
finden.

3) Werden die Seiten eines Dreiecks durch drei beliebige
Punkte in je zwei Abschnitte geteilt, so liegt der Schwerpunkt
des Dreiecks kollinear mit dem Schwerpunkt der drei Teil-
punkte sowohl als auch mit dem Schwerpunkt der Mitten dreier
nicht anstoBender Abschnitte.

Fig. 6.
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4) Zu beweisen, daB sich der Schwerpunkt des homogenen
Fiinfecks in der Form darstellt 3S=4,+ 4,+ 4,4+ 4,4+ 4,—20.
Welche Bedeutung kommt hier dem Punkte O zu?

5) Der zu B, C und D harmonisch gelegene vierte Punkt,
welcher dem Punkte (u+ v)D =pB + vC zugeordnet ist,
stellt sich dar in der Form: (u — ¥)D'=uB — 2C.

6) Ein n-Eck von ungerader Seitenzahl ist durch die
Mittelpunkte seiner Seiten vollstindig bestimmt, anders ein
n-Eck von gerader Seitenzahl; im letzteren Falle besteht
zwischen den Seitenmittelpunkten B,, B, ... die Beziehung:

-Bl—-Bg+ Bg_ B4++ -Blu—l’" -Bzu=0-

9. Darstellung eines Punlktes der Ebene. Historisches. —
Wie aus dem Vorstehenden ersichtlich, 1i8t sich jeder Punkt
der Ebene durch drei beliebige Punkte derselben Ebene linear
darstellen. Will man es noch besonders beweisen, so kann
man so sagen: Seien gegeben die Punkte E,, E,, E; und P.
Bringe die Linien PE, und E;E; zum Durchschnitt X, dann
stellt sich dieser Schnittpunkt, weil er sowohl zu E,, E; als
zu E,, P kollinear liegt, in der Form dar

X=mE+nE, m+n=1, X=pE +vP, p+rv=1,
woraus

mE;,+nE;=uE, +vP, m+n=p-+
Setze ich —u=2,, m=u1x,, n=ua,, so folgt

@+ 23+ 23) P =2, B, + 2, By + 2, By
oder
P=u,E + o, By + 2, By, 7,1+ 2+ 23=1,

d. h. jeder Punkt der Ebene liBt sich linear durch die Ecken
eines beliebigen Bezugsdreiecks darstellen. Nebenbei bemerkt,
folgt hieraus, daB die Geometrie der Ebene bereits in der
Geometrie des Dreiecks enthalten sein muB. Die Koeffizienten
Z,, %3, %3 heiBen die Gewichte oder die homogenen Koordinaten
des Punktes; bekanntlich sind es die ersten homogenen
Koordinaten, welche in der Geschichte der Mathematik auf-
getreten sind.
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Der fundamentale Gedanke, welcher diesem ersten Kapitel
zugrunde liegt: jeden Punkt der Ebene als Schwerpunkt dreier
beliebiger Punkte aufzufassen, riihrt von Ferdinand Mdbius
her, der ihn in seinem Werke: Der baryzentrische Kalkul (1827)
ausgesprochen hat. Die Koordinaten nennt er baryzentrische
Koordinaten. :

Da der weitere Ausbau der Vektorrechnung an diesen
Mébiusschen Gedanken angekniipft hat, so muB Ferdinand
MGobius als der Vater der Vektorrechnung angesprochen
werden. Charakteristisch fir den neuen Kalkul ist einmal das
Operieren mit den Punkten selber, statt erst den Umweg iber
die Koordinaten zu nehmen, und zweitens das unmittelbare
Umsetzen der Formel in die Zeichnung und umgekehrt, so
daB hier der Unterschied zwischen der analytischen und syn-
thetischen Behandlung verschwindet.



Zweites Kapitel
Die freien Vektoren: Addition und Subtraktion.

8. Definition des freien Vektors. — In dem ersten Kapitel
haben wir gelernt, an Punkten die Operation der Addition
und Subtraktion vorzunehmen. Dabei ist der Fall 14 u =0,
wofiir die Definition an der Spitze des ersten Kapitels zu ver-
sagen scheint, zuniichst beiseite gelassen worden. Ihn wollen
wir jetzt niher betrachten. Ich frage also, was bedeutet die
Differenz B—A? Hierauf antworte ich mit der Definition:
Die Differenz B— A stellt der Grofe, der Richtung und dem
Richtungssinn nach die Strecke AB dar, welche von A nach B
gerichlet ist, oder kurz den Vekior AB.

Statt Vektor, wie Hamilton, sagte man frither auch gerichicte
oder orientierte Strecke oder einfach, wie H. GraBmann, Strecke.

Was heit es nun, zwei Vektoren sind einander gleich?
Offenbar werde ich die Vektoren dann einander gleich nennen
diirfen, wenn sie in allen Eigenschaften {ibereinstimmen, welche
die Definition als charakteristisch fiir sie hinstellt. Dem-
nach besagt die Gleichung B — 4 =D — C, daB die beiden
Strecken AB und CD in Grofe, Richtung und Richtungssinn
iibereinstimmen.

Wohlgemerkt, tiber die Lage eines Vektors wird nichts
ausgesagt. Demnach folgt aus der obigen Definition, da die
Vektoren parallel zu sich selber verschiebbar sind. Ein Vektor
der Ebene kann parallel sich selber in der Ebene verschoben
.werden. Er ist frei in seiner Bewegung, deshalb wollen wir
den Vektor, wie er durch die obige Definition gegeben ist, einen
freien Vektor nennen. Wenn ich also von zwei Vektoren nur
weiB, daB sie gleiche Liinge haben, sind sie immer noch ver-
schieden, denn sie unterscheiden sich ja durch die Richtung.

Ich will hierfiir sogleich eine einfache Ubung anschlieBen.
Sind vier Punkte in der Ebene derart gegeben, daB
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B—A=C—D, so folgt hieraus, da auch B— C =4 —D,
und weiter daB B+ D=A4+4 C, und diese @leichungen
sprechen elementare Eigenschaften des Parallelogramms aus.
9. Bezeichnung der freien Vektoren. — Um die Schreib-
weise abzukiirzen, will ich mich zur Bezeichnung des freien
Vektors eines einzigen Buchstabens bedienen. Ich wihle daza
einen kleinen lateinischen, fettgedruckten Buchstaben.!) Dem-
nach soll a einen freien Vektor, a seine numerische Linge
bezeichnen. Die Gleichung b=a sagt dann aus, daB die
beiden Vektoren a, b parallel sind, gleiche Linge und gleichen
Richtungssinn haben; die Gleichung b = — a, daB sie parallel,
gleich lang, aber entgegengesetzt gerichtet sind; ferner die
Gleichung b = Aa, daB sie parallel sind, daB ihre Lingen im
Verhiltnis a:b =1:|1| stehen, und daB sie gleich oder entgegen-
gesetzt gerichtet sind, je nachdem A1 positiv oder negativ ist.

/N O\

Fig. 1.

Um in den Figuren den Sinn eines Vektors zu bezeichnen,
werde ich einen Pfeil verwenden, dessen Spitze die positive
Richtung angibt. Fiir die Winkelbeziehungen zwischen den
Vektoren setze ich einen bestimmten Drehungssinn fest, die
Drehung entgegen der Richtung des Uhrzeigers sei die positive

(Fig. 7).

1) Um in der Vorlesung die Vektoren an die Tafel zu schreiben,
habe ich mir so- geholfen, daB ich die kleinen lateinischen Buchstaben
unterstrichen habe.

4



Addition und Subtraktion der freien Vektoren: Polygonale Methode. 18

10. Addition und Subtraktion der freien Vektoren: Polygonale
Methode. — Seien p,, p, zwei beliebige Vektoren, welche
addiert werden sollen. Da ich jeden Vektor parallel zu sich
selber verriicken darf, verlege ich den zweiten derart, daB sein
Anfangspunkt in den Endpunkt des ersten fillt, dann kann
ich schreiben:

p,=P,— P,
p=P,— P,

woraus
P+ Py=F,— P,

Die Konstruktion der Differenz p, — p, 148t sich hieranf
zuriickfithren, wenn ich schreibe p,+ (— p,). Ich habe nur nétig
an dem gegebenen Vektor p, den Richtungssinn umzukehren.
Das liegt daran, daB der Vektor — p, den zu p, parallelen
Vektor von gleicher Liinge, gleicher Richtung, aber entgegen-
gesetztem Richtungssinn bedeutet.

Sind % beliebige Vektoren P1, Ps, ... Pn gegeben und soll
die Summe

51p1+£’p3+ +£npu (’U"n-.-a =:tl)
konstruiert werden, so setze ich

P =&(P—Py), /L % \
P =&(F;—Py),

pn—en(P P —z)

und finde y.1
P
& P1+éesPat -+ EnPr=Py—Po.
Demnach: Um die algebraische !
Summe B > B
£1p1+ 5,p2+...+ EnPn Pt“‘Po=P;—P;'—Pg—P4
Fig. 8.

(8128 ...8,=11)
ou zeichmen, ziehe ich durch einen belichigen Punkt P, den
Vektor P, — Py=¢,p,, d.h. parallel mit p,, von gleicher Linge
mit P, und gleichem oder ewlgegengesetztem Richtungssinn, je
nachdem & =1 oder —1 ist; durch den Enmdpunkt P, siche
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ich den Veltor Py — P, = &, Py, usw., schlieflich durch den Punkt
P,_, den Vektor P,— Py_y=¢,Pn. Alsdann stellt der Vektor
P,— P, die gegebene Vektorsumme dar (Fig. 8 s. S. 13).

Fillt der Punkt P, mit P, zusammen, so ist die Differenz
P,— P, gleich Null und das Polygon P;P;... P, ist ge-
schlossen. Daher sagt die Gleichung & p; + & Ps+-- -+ &aPa =0
aus, daBl die Vektoren p,, ... p, ein geschlossenes Polygon bilden.

In dem Fall » = 3 tritt die Gleichung gewGhnlich in der
Form auf a + b 4 ¢ =0 und bedeutet, daB sich die Vektoren a,b, ¢
zu einem Dreieck zusammensetzen lassen.

11. Addition und Subtraktion der Vektoren: Polare Methode.
— Ich will fiir die Addition und Subtraktion der Vektoren
noch eine zweite Methode mitteilen, welche in manchen Fallen
vor der anderen Vorziige besitzt.

Die zweite Konstruktion ver-
langt die Annahme eines be-
. liebigen Punktes O als gemein-

Alsdann kann ich

samen Poles.

schreiben
=51(A - O);
_SR(AQ 0)7
—sn(A,. 0)

und ﬁnde
R—O0=p,—p,—Py—D a1+ &Pt -+ & Pa

Z;'ig.Q.’ 2 =4,+4;+---+4,—nO0.
Setze ich A+ A3+ -+ 4,=nM,

wo M den Mittelpunkt des Polygons bezeichnet, so wird
aPpr+ &P+ F EaPn= n(M— O)=R— 0.

Um also die gegebene Vektorsumme zu zeichnen, habe
ich zunichst den Mittelpunkt M des von den Vektorendpunkten
gebildeten Polygons zu finden. Er ergibt sich in analoger
Weise, wie wir bereits 4, + 4; + A3+ A, konstruiert haben.
Das n-fache des Vektors M — O stellt dann die Vektorsumme
dar (Fig. 9).
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In dem Falle » =3 ist M nichts anderes als der Schwer-
punkt des homogenen Dreiecks 4, 4, A4,.

Werfen wir noch einen vergleichenden Blick auf die
polygonale und die polare Methode: Wiihrend das Poldiagramm
hinter dem Polygondiagramm an konstruktiver Einfachheit
zuriicksteht, hat es vor diesem den Vorzug, daf es die
Winkelbeziehungen zwischen den einzelnen Vektoren unmiitel-
bar abzulesen gestattet.

Dabei ist hervorzuheben, daf in einem Vektordreieck
z. B. die Winkel zwischen den Vektorseiten die Supplemente
zu den gewshnlichen Dreieckswinkeln sind, so daB der Funda-
mentalsatz der elementaren Geometrie der Ebene die Form
annimmt: In einem Vektordreieck ist die Winkelsumme gleich
vier Rechten (vgl. Fig. 7).

12. Deutung der frezen Vektoren in der Mechanik und
Physik. — Betrachte ich ein materielles System, dessen Be-
wegung in der Ebene vor sich geht, so kann ich die unendlich
kleine Schiebung als einen Vektor auffassen, denn ihr entspricht
erstens eine bestimmte Gteschwindigkeit im Zeitelement — und
diese wird durch die Lange des Vektors gemessen — zweitens
eine bestimmte Richtung und Richtungssinn — und diese liefern
Richtung und Sinn des Vektors. Alsdann miissen die Regeln,
welche wir fiir die Vektoraddition aufgestellt haben, auch
gelten fiir die Zusammensetzung von Schiebungen — ein wohl-
bekanntes Resultat. Insbesondere folgt das Parallelogramm der
Schiebungen aus dem Polardiagramm fiir den Fall » =2. Wird
die Resultante zu mehr als zwei Schiebungen gesucht, so ist
man gewohnt, zum Polygondiagramm iiberzuspringen. In Nr.11
ist gezeigt, wie die Methode des Parallelogramms der Schie-
bungen auf den Fall » > 2 ausgedehnt werden kann.

Wann kommt das materielle System wieder in seine ur-
spriingliche Lage zuriick? Die Bedingung hierfiir nimmt ver-
schiedene Formen an, je nachdem ich das Polygon- oder das
Poldiagramm zugrunde lege. Im ersteren Fall lautet die Be-
dingung: Das Schiebepolygon muB sich schlieBen; im anderen:
Der Mittelpunkt des von den Endpunkten der Schiebungen
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gebildeten Polygons muB in den gemeinsamen Pol aller Schie-
bungen fallen.

Neben dem kinematischen Vektor der Schiebung gibt es
einen statischen Vektor der Kraft. Nimlich, ein freier Vektor
vermag eine Kraft darzustellen, falls die Lage des Angriffs-
punktes nicht in Betracht kommt, oder auch solange es sich
um Kiriifte handelt, die an einem und demselben Punkt an-
greifen. Das Krifteparallelogramm und allgemeiner das Kraft-
eck folgen dann ohne weiteres aus unseren Vektordiagrammen.
Dagegen 1liBt sich die Kraft der Kinetik nicht durch einen
freien Vektor darstellen.

In der Akustik darf ich die Wellen gleicher Periode als
Vektoren auffassen, deren Liinge ein MaB der Amplitude gibt,
und deren Richtung mit der Fortschreitungs- und longitudinalen
Schwingungsrichtung tibereinstimmt.

In der Optik lassen sich die Wellen, die keinen Phasen-
unterschied und sémtlich gleiche Schwingungsrichtung und
Farbe zeigen, als Vektoren darstellen. Die Linge des Vektors
bestimmt, in einem zugrunde gelegten MaB, die Lichtamplitude;
Richtung und Sinn des Vektors stimmen mit der Fortschreitungs-
richtung der transversalen Welle iiberein.

Endlich, denke ich mir das elektrische Potential durch einen
Punkt dargestellt, so fihrt die Differenz zweier Punkte natur-
gemiB zur Potential- oder Spannungsdifferenz; diese liBt sich
graphisch als Vektor, als Spannungsvektor auffassen, dessen
Richtung als Phase gedeutet wird. Daneben fritt noch ein
Stromvektor auf, dessen Linge durch die Stromamplitude ge-
messen wird und dessen Richtung ebenfalls zur Phasen-
verschiebung in Beziehung gesetzt werden kann. Diese Dar-
stellung ist als graphische zu bezeichnen, im Gegensatz zur
physikalischen, wie sie eben erdrtert worden ist.

18. Ubungen. — 1) Eine algebraische Punktsumme stellt
entweder wieder einen Punkt oder einen Vektor dar; einen
Punkt, wenn die algebraische Summe ihrer Gewichte von Null
verschieden ist, einen Vektor, wenn sie verschwindet:
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M1A1+m,A_,+ -..+miA‘={m.P, m%o’
D, m =0,
wo

my+ mg 4+ -+ m; = m.

) 2) Schreibe ich die Formel fir den Schwerpunkt eines
Dreiecks in der Form

S—A+8—B+8—C=0,

80 erkenne ich bei kinematischer Deutung der Vektoren: Wird
das Dreieck 4 BC gleichzeitig von 4, B und C nach dem Schwer-
punkt verschoben, so
heben sich die Ver-
riickungen auf, das Drei-
eck bleibt in seiner ur-
spriinglichen Lage. Die
statische Deutung fithrt
zu dem Satz: Ist jeder P
Punkt eines Dreiecks der
Angriffspunkt dreier von £ E,
den Ecken ausgehender 5
Krifte, deren Intensititen Fig. 10.
den Abstinden des Punktes von den Ecken proportional sind,
80 herrscht im Schwerpunkt Gleichgewicht.

3) Sei P ein beliebiger Punkt des Dreiecks E, E,FE,
Ziehe die zugehdrigen Eckenlinien und nenne die FuBpunkte
P,, P,, P, (Fig. 10), dann ist nach Nr.7:

s P=u E + 2, F + 2By, 2+ 23+ 23= 1,
(‘”x‘*“”s)-l)xf= 7y Ey + 25 B,
(@5 + ) Py = 2, E, + 2, s,
(%, + 73) Py =2, E; + 0, E,.
Folglich
2(P—E,)=2E; + 2, By — 2, E, — 2, By =
=@+ 2) Py— (% + %) By = (%3 + %) (P — Ey),
woraus, wenn ich nur die Liingen betrachte:
Jahnke, Vorlesungen fiber die Vektorenrechnung. 2
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- EP=(%+ %) E, P,

oder
E1P=""s+'”s,
E, P, x
E1P=xa+xl,
E, P, z
E,P _x+a
E, P, x

Hieraus folgen die bekannten Beziehungen:

EP , 5P | EP _,
'EIPI 'ElPI ’ES'PB_

und
PP, , PP, , PP
Er TR TER T
4) Beweis eines Satzes aus der Graphostatik: Sind in den
Vierecken A4, A, A, A, und B, B; B; B, die Seiten

A A, A4, A4, Az 4,y A4,
parallel zu den Seiten

B,B,, B;B, BB, BB, BB,
so ist auch A, A; parallel zu B;B,.

14. Zusammenhang der Definition fiir die Punktaddition
mit der Definition des freien Vektors. — Aus der Definition in
Nr.1, welche fiir beliebige 4, u gelten soll, folgt fiir 1 + p = 0:

B—4=0-C.

Da A und B als voneinander verschieden gesetzt sind, steht
linker Hand etwas von Null Verschiedenes. Das ist nur
moglich, wenn rechter Hand der zweite Faktor unendlich
groB ist. Demnach sagt die Definition in Nr. 1 in Ver-
kniipfung mit derjenigen in Nr. 8 aus, daB ich einen freien
Vektor auch auffassen kann als einen unendlich entfernten
Punkt mit dem Gewicht Null. Und zwar stellt C den un-
endlich fernen Punkt des Vektors B — A dar. Der Vektor
ist also gewissermaBen das Abbild des in seiner Richtung




Fundamentalrelation. — Vektor- und Punktdarstellung. 19

liegenden unendlich fernen Punktes, d. h. an die Stelle des un-
endlich fernen Punktes tritt eine endliche Strecke.

15. Fundamentalrelation zwischen drei beliebigen freien Vek-
toren der Ebene. — Wie wir gesehen haben, besteht zwischen
den drei Seiten eines Vektordreiecks die Relation a +b 4+ ¢=0.
Dieser Satz ist nur ein Spezialfall des folgenden allgemeineren:
Zwischen drei beliebigen Vektoren a,, a;, a; besteht immer
eine lineare Relation der Form

o8+ g8y + o8y =0,

WO e, @, o beliebige reelle Zahlen bedeuten. Der Beweis
folgt aus der einfachen Uberlegung, daB ich immer drei posi-
tive oder negative Zahlen «,, oy, o; finden und die Vektoren
o, 8,, 08, ey parallel zu sich selber derart verschieben kann,
daB sie ein geschlossenes Dreieck A, A;A; bilden, daB also

Ay— Ay =8y, A — A= 38, A;— A =48,
Je nachdem 4, —A4,, 4, —A;, A,— A, denselben Richtungs-

sinn haben wie &, a,, 8; oder entgegengesetzten, sind die
Koeffizienten o, o, o

positiv oder negativ, und, A

was ihre numerischen a e:l

Werte angeht, stellen %

diese Koeffizienten die E | . —
a, A 6

Verhiltnisse A4, 4, : ay,
AgA :ay, A, Ay:a, dar. ¥ig. 11.

16. Vektor- und Punktdarstellung vermittels der FEinheits-
vektoren.— Die obige Relation kann noch in folgender Fassung aus-
gesprochen werden: Jeder Vektor der Ebene lift sich durch zwei
beliebige Veltoren linear darstellen. Als diese Vektoren will ich nun
die Einheitsvekioren ©,, e, wihlen, d. h. zwei Vektoren von der
Linge Eins, von denen der zweite in den ersten iibergehen
soll durch eine Drehung um 90° im entgegengesetzten Sinne
des Uhrzeigers (Fig. 11). Dann 1i8t sich jeder beliebige Vektor
der Ebene wie folgt ausdrticken:

a= a101+ asesc
2‘
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Diese Vektordarstellung fithrt noch zu einer neuen Punkt-
darstellung. Da némlich

a=A—E,
so folgt
A=F + a8, + ay6,.

Demnach kann ich im Hinblick auf Nr.7 sagen: jeder Punkt
der Ebene lift sich entweder durch drei beliebige Pumkte oder
durch einen beliebigen Punkt und swei beliebige Vektoren dar-
stellen. Die erstere Darstelling wird mit Vorteil bei geo-
metrischen, die letztere meist bei Problemen der Mechanik
angewendet.

17. Historisches. — Die geometrische Addition der Vektoren
findet sich zuerst bei Bellavitis in seiner Theorie der Aqui-
pollenzen (1835). Statt zu sagen, zwei Vektoren sind gleich,
wenn sie in Linge, Richtung und Sinn tibereinstimmen, sagt
Bellavitis vorsichtiger, sie sind #quipollent, und wihlt dafiir
ein besonderes Zeichen.

Unabhiingig von Bellavitis kommt F. M6bius in seiner
Mechanik des Himmels (1843) auf die geometrische Addition
der gerichteten Strecken. Auch M&bius scheut sich noch, das
einfache (leichheitszeichen anzuwenden, und schreibt = statt —.
In dem gleichen Jahre (1843) ist auch Hamilton unabhingig
von den beiden ebengenannten Mathematikern auf den Begriff
und die Addition der Vektoren gestoBen.

Endlich kommt Hermann GraBmann, unabhingig von
seinen Vorgiingern, in seiner Ausdehnungslehre vom Jahre 1844
zu der Definition der ,Strecke“ als Differenz zweier Punkte
und von hier naturgemi zur Zusammensetzung der Vektoren.

»Es gehdrt dies zu den merkwiirdigen Bertihrungen wissen-
schaftlicher Arbeiten, wie sie so oft zum FErstaunen derer,
welche 8o zusammentreffen, stattfinden (GraBmann, Ges.
Ww.11, 172) -




Drittes Kapitel
Die gebundenen Vektoren. Multiplikation von Punkten.

18. Multiplikation sweier Punkte. — Nachdem wir gesehen,
was entsteht, wenn ich zwei Punkte addiere oder subtrahiere,
erhebt sich die Frage: Was entsteht, wenn ich sie miteinander
multipliziere? Offenbar ein Gebilde hoherer Dimension oder,
wie GraBmann sagt, ein Gebilde hoherer Stufe als das Punkt-
gebilde. Zugrunde lege ich folgende

Definition: Durch Multiplikation sweier Punkie entsteht eine
gerade Linie von bestimmter Linge, bestimmter Richtung umd
bestimmiem Sinme, wobei auch ihre Lage insofern bestimmt ist,
als die Strecke nur in threr eigenen Richtung verschoben werden darf.

Aus dieser Definition folgt, daB das Produkt zweier Punkte
verschwinden muB, wenn die beiden Faktoren, das sind hier
die beiden Punkte, zusammenfallen, und ferner, daB es sein
Vorzeichen #ndern muB bei Vertauschung der beiden Faktoren,
da ja doch dann nur der Richtungssinn der Strecke geiéindert
wird. Wir sehen also, daB diese Punktmultiplikation sich von
der in der Algebra fiblichen wesentlich unterscheidet. Ich will
sie deshalb zum Unterschied durch einen besonderen Namen
auszeichnen und mit GraBmann dufere Mulliplikation und das
Ergebnis der Operation duferes Produkt nennen. Und um es
auch #uBerlich kenntlich zu machen, will ich es mit GraBmann
in eckige Klammern setzen. Alsdann kann ich die charakte-
ristische Eigenschaft des #uBeren Produktes in der Form

schreiben ,
[4B]=—[B4],
[44] =0,

d. h. das &uBere Produkt zweier Punkte indert sein Vorzeichen
bei Vertauschung der beiden Faktoren; insbesondere verschwindet
es, wenn die beiden Faktoren zusammenfallen.

woraus folgt
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Das Gebilde zweiter Stufe[ 4 B] hat sehr verschiedene Namen
bekommen. GraBmann nennt es Linienteil; in Buddes Mechanik
findet man den Namen: linienfliichtiger Vektor, der sich wohl kaum
Eingang verschafft hat, wiihrend Hyde die Bezeichnung: Punkt-
vektor (point-vector) und GraBmann d.J. die Bezeichnung:
Stab wihlen. Endlich bedient sich Timerding in seinem Enzy-
klopiidieartikel (IV, Heft 2) des Ausdruckes: gebundener Vektor.
Ich werde im folgenden das Gebilde, im Gegensatz zum freien
Vekior, der parallel nach allen Richtungen verschoben werden
darf, gebundenen Vektor oder Stab nennen. Freier und ge-
bundener Vektor, die zu den Punkten 4, B gehoren, stimmen
also in Linge, Richtung und Sinn iiberein, der erstere stellt
sich dar als B — A=a, der andere als [AB]=a, beide sind
von A nach B gerichtet.

Die dupere Multiplikation folgt also nicht mehr dem kommu-
tativen Gesets. Was die iibrigen Gesetze angeht, so selee ich
fest, daf die dufere Multiplikation das assoziative wie das
distributive Gesetz befolgen soll.

Multipliziere ich daher den freien Vektor B — A4 &uBerlich
mit dem Punkt 4, so wird

[4 B—A]=[4B]—[44]=[4B],

da [ A A] verschwindet. Und nehme ich auf 4B einen beliebigen
Punkt, der sich darstellt als 4+ m B, an, so wird

[A+mB B—A]=[AB]+ m[BB] — [4A4] — m[BA]
= (1+ m)[4B],

d. h. aus dem freien Vektor wird durch &uBere Multiplikation
mit einem seiner Punkte ein gebundener Vektor. Diese
Multiplikation mit irgendeinem seiner Punkte ist also gleich-
bedeutend mit einem Festlegen der Verschiebungsrichtung des
_ Vektors, daher die Namen: gebundener Vektor, Punktvektor.

Wann sind zwei gebundene Vektoren einander gleich?
Offenbar dann, wenn sie in allen charakteristischen Eigen-
schaften iibereinstimmen, also in ihrer Linge, Richtung,
Richtungssinn und Verschiebungsrichtung. Die beiden Vektoren
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AB=A'B' miissen sich daher durch Verriicken la.ngs ihrer
Richtung zur Deckung bringen lassen.

19. Relation zwischen vier Punkien der FEbene, von denen
drei kollinear liegen. — Fir drei kollineare Punkte 4, B, C
gelten zuniichst die Beziehungen

[BC4+ [CA1B+ [ABIC=0, [BC]+[CA]+[4B]=0.
Zum Beweise gehe ich aus von der kollinearen Beziehung
C=14+4+uB, A+p=1

und multipliziere sie duBerlich erstens mit B und zweitens
mit 4, so folgt

[BC]=i[B4], [CA]=u[BA];

[BO], [c4]
g vy i v v
Werden diese Werte in die Kollinearititsbheziehung ein-
gefiihrt, so ergeben sich die angegebenen Relationen.
Zugleich ist hiermit die Begriindung erbracht fiir den in
Nr. 4 als Definition aufgestellten Satz iiber den Schwerpunkt
einer homogen mit Masse belegten Strecke.
Bezeichnet nunmehr D einen beliebigen Punkt der Ebene,
8o werde die Vektorbeziehung

[BClA + [CA]B + [A4B]C=0
duBerlich mit D multipliziert, dann entsteht
[BC][4AD] + [CA][BD] + [AB][CD] =

und das ist eine Relation zwischen vier Punkten der Ebene,
von denen drei in gerader Linie liegen.

Alle Relationen dieser Nummer bletben ubmgens bestehen,
wenn die gebundenen Vektoren durch freie ersetzt werden.

20. Addition gebundener Vektoren. — Um beliebige ge-
bundene Vektoren der Ebene zusammenzusetzen, benutze ich
die Eigenschaft, daB ein gebundener Vektor in seiner eigenen
Richtung gleichsam wie in einer Schiene hin und her gleiten
kann. Soll ich also die Summe [P, @,] + [P, @,] konstruieren,
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so suche ich den Schnittpunkt der Linien P, @,, P,Q,, er
gei O, und verschiebe die gebundenen Vektoren derart, daS
gie in die Lage von OA, und OA; kommen; alsdann ist, wie
die Figur zeigt, [P,@,] + [P; @5]

~[04;]+ [04,] =[O A, + 4,]=2[0B]=[OR],

d. h. die Summe der beiden gebundenen Vektoren ist gleich
der Diagonale des zugehdrigen Vektorparallelogramms, welche
von dem gemeinsamen Schnitt jener Vektoren ausgeht (Fig. 12).

Sollen mehr als zwei
Vektoren addiert werden,
so ist nach dem soeben
dargelegten Verfahren die
Resultante der beiden ersten
Vektoren mit dem dritten,
die Resultante der ersten
drei Vektoren mit dem

& vierten Vektor usw. zu-
sammenzusetzen.
Fig. 11. Beachte ich noch, daB

[PQ]=—[QP], daB also das mitgeteilte Kompositionsverfahren
auch fir die Subtraktion gebundener Vektoren Giiltigkeit be-
sitzt, dann kann ich allgemein sagen: Die Summe beliebig
vieler gebundener Vektoren in der Ebene liBt sich immer auf
einen einzigen gebundenen Vektor zurtickfithren.

21. Zerlegung eines gebundenen Vektors nach drei beliebigen
Richtungen. — Ich erinnere an das Resultat der Nr. 7, wonach
jeder Punkt der Ebene linear durch drei beliebige Punkte dar-
gestellt werden kann. Demnach lassen zwei Punkte P, @
folgende Darstellung zu:

P=uE + xE+ 23 Ey, o+ 23+ 25=1,
Q=9 E+%E+yE 9+ 9+ ys=1.

Ich multipliziere die beiden Punkte #uBerlich miteinander
und erhalte




Zerlegung eines gebund. Vektors usw. — Multiplikation dreier Punkte. 2§

[PQ]= txxEx + 2B+ 2By Y, B, + y, By + 4, Ey]
= 2,4, [E\ Ey] + 2,9, [ E, E,] + 2,39, [ E\] + 7,95 [E, E)
+ 2393 [ By By] + 23y [Ey Es] + 2,95 [E Ey]

+ 239 [Es Ey] + 2393 [Ey By,
woraus wegen

[E\E\] = [EyEy] = [Ey B3] =0,
[EsEn] = [E: Es ’ [Ex Ea] = [EsEr.], [E: E1] = [Ean]
folgt .
[P Q] = (2395 — 73 %:) [ B Eg] + (239, — 2,9) [By E,]
+ (=% — zay,) [Ey B,

d. h. jeder gebundene Vektor 1aBt sich nach den Seiten des
Vektorbezugsdreiecks E, E, F,, also nach drei beliebigen Rich-
tungen zerlegen, oder, wie ich auch sagen kann: Zwischen
vier beliebigen gebundenen Vektoren der Ebene besteht immer
eine lineare Relation. Ich erihnere zum Vergleich an den
entsprechenden Satz fiir die freien Vektoren (vgl. Nr. 15),
wonach bereits drei beliebige freie Vektoren durch eine lineare
Relation verbunden sind.

Die in der Darstellung fiir [ P Q] auftretenden Koeffizienten
sind nichts anderes als die homogenen Koordinaten der geraden
Linie, es sind die Unterdeterminanten der aus den Punkt-
gewichten gebildeten Matrix

Zy, Ty Xy
‘ Y19 Y

22. Multiplikation dreier Pumkte. — Stellt der Punkt ein
Gebilde nullter Dimension (nach GraBmann erster Stufe)
dar, so repriisentiert das Produkt zweier Punkte ein Gebilde
erster Dimension (bzw. zweiter Stufe), d. i. der gebundene
Vektor oder Linienteil oder Stab. Durch Multiplikation
dreier Punkte werde ich naturgem#B zu einem Gebilde zweiter
Dimension (bzw. dritter Stufe) aufsteigen, einem Flichenteil.
Ich stelle die Definition auf: Durch Multiplikation der Pumkie
P, Q, R entsteht ein Parallelogramm, wovon drei Ecken in diese
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Punkie fallen, und dessen Umfahrungssinm durch die Reihen-
folge der Falktoren bestimmi ist, geschrieben [PQ R].

Da man beim Parallelogramm in der Ebene nicht mehr
von Richtung reden kann — sonst wiirden wir ja in den Raum
hinaustreten —, so hat das #uBere Produkt [ PQ R] keinen Vektor-
charakter mehr, es ist eine Zahlengrife, die von Bewegungen
des Koordinatensystems unabhiingig ist, oder, wie man nach
Hamilton auch sagt, ein Skalar, der je nach dem Umfahrungs-
sinn im positiven oder negativen Sinn positives oder negatives
Vorzeichen erhilt, sein Wert wird gegeben durch den Flichen-
inhalt des zugehorigen Parallelogramms oder den doppelten
Inhalt des zugehorigen Dreiecks PQR.

) Die fiir die &uBere Mul-
tiplikation zweier Punkte
aufgestellten Rechenregeln
sollen auch hier Geltung
behalten, insbesondere er-
weitert sich eine derselben
naturgemiéB zu folgender:
das dufere Produkt dreier
Punkte dndert sein Vor-

Fig. 1. zeichen bei  Vertauschunmg
eweier Faktoren, folglich
wird es Null, wenn zwei Faktoren einander gleich werden.

Dabher ist
[E EE] = [EEE]= [EEE)
= — [Ey By By] = — [Ey By E;] = — [E, E, E,].
Der Einfachheit halber kann noch der doppelte Inhalt des
Bezugsdreiecks gleich der positiven Einheit gesetzt werden.
28. Ubungen. — 1) Addition von Parallelogrammen. — Die
Summe zweier Parallelogramme mit gemeinsamer Seite in ein
Parallelogramm zu verwandeln (Fig. 13):

[PQR,]+[PQR]=[PQ R, + R]=2[PQR];

allgemein

2 [PeR]=[PQ éle‘] —~n[PQR],
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wo R den Mittelpunkt des Polygons R, R;. .. R, bedeutet, der
nach dem Friiheren leicht zu konstruieren ist.

Die Summe zweier Parallelogramme mit gemeinsamer Ecke
in ein Parallelogramm zu verwandeln (vgl Fig.14):

[P, @ R] + [P,Q,E] = [P,Q, + P,Q, R]—[PQE];
allgemein
¢§1 [-Pi QtR] = [PQR]-

2) Neue Form der
Bedingung fiir die kol-
lineare  Lage dreier
Punkte. — Liegen P,
@, R in gerader Linie,
so verschwindet der
Inhalt des von ihnen
gebildeten Dreiecks,also ; .--
lautet die in Rede
stehende Bedingung

I
]
)
!
I
'

[PQR]=0.
Will ich diese Gleichung in die Sprache der analytischen
Geometrie umsetzen, so benutze ich die Darstellung
P=g,E, + 2, E; + 2, Ey,
Q=yE + ys B + y, E;,
R=2FE + 2,E,+ 7 E,.
Hieraus folgt zundchst
[P Q] = (%295 — s9) [B2 Es] + (239 — 7,Y5) [Es Ei]
+ (#.% — %yy) [E B ).
Und wird diese Gleichung &uBerlich mit dem Punkte R multi-
pliziert, so entsteht
[PQR] = 2 (2295 — 2393) [Ey Ey Ey] + 23 (239 — 2, 95) [ B B B ]
+ 23 (%, %5 — %9 [E, By Ey] = |y 2 | [Ey Ey B,
wenn die in Nr. 22 gegebenen Rechenregeln beachtet werden.
Demnach setzt sich die Bedingung [PQ R]=0 um in die andere
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la?‘ Y 5c|="0;

d. h. wenn drei Punkte kollinear liegen, verschwindet die aus
ihren neun Gewichten gebildete Determinante

Ty Xy T
: Y1 Y% Y |,
% %y &

ein aus der analytischen Geometrie wohlbekanntes Resultat.

24. Dic baryzentrischen Koordinaten eines Punktes. Schwer-
punkt der Dreiecksfliche. — Ich gehe aus von der Punkt-

darstellung
P=uE + 5B+ 23 B, 2+ 2%+ 23=1

und frage nach der geometrischen Bedeutung der Gewichte
Z,, %3, %. Zu dem Ende multipliziere ich die Gleichung
duBerlich mit [E, E,], so wird

[P, E; Es] = z, [ E, E, E],
da [E, E, E,] und [E,E; E,] verschwinden, daher
_ [P E,E,]
xl o ['El 'ES ES]
Ebenso multipliziere ich die Gleichung mit [ E; E,] und [E, E,],
so ergibt sich
_ [PEE]  [PEE)]
#TIREE] T [EEE]
— [PEE] _ [PEE,]
[E, B\ E,]  [E E, K]
Setze ich diese Ausdriicke ein, so nimmt die Ausgangs-
gleichung die Gestalt an
[E\E, E,| P= [PE, By B, + [PE, E,) E; + [ PE, E;] E;.
Was heiBt das? Die Koeffizienten, welche bei der Dar-
stellung eines beliebigen Punktes der Ebene durch drei gegebene
Punkte auftreten, sind den Flicheninhalten jener dreiTeildreiecke

proportional, welche der beliebige Punkt mit den gegebenen
Punkten bildet.

Zg




Deutung der gebundenen Vektoren in der Statik und Kinematik., 29

Die gewonnene Gleichung sagt ferner aus, daB ich
drei beliebige Punkte E,, E;, E, der Ebene allemal durch einen
einzigen Punkt P ersetzen kann, wenn ich jedem ein
Gewicht zuordne, das den Flicheninhalten der Teildreiecke
PE,E,, PE,E,, PE,E, bzw. proportional ist. Oder anders
ausgedriickt: ich kann jeden Punkt der Ebene als Schwerpunkt
irgendeines Dreiecks derselben Ebene auffassen, wenn ich nur
die Ecken des Dreiecks in vorgeschriebener Weise beschwere.
Man nennt deshalb die obige Punktdarstellung baryzentrisch
und die -Gewichte x,, z,, #; die baryzentrischen Koordinaten
des Punktes P.

Hiermit ist der fundamentale Gedanke von Ferdinand
Mébius, jeden Punkt der Ebene als Schwerpunkt dreier vor-
gegebener Punkte aufzufassen, gentigend herausgeschalt.

Zugleich liegt hierin der Beweis fiir den in Nr. § als
Definition hingestellten Satz. Bei einem homogenen Dreieck
sei nimlich

[PE,E] = [PEE] = [PE K] = 5 [E EE)] =,
dann stellt sich sein Schwerpunkt S in der Form dar

38 =E, + E,+E,

2. Deutung der gebundenen Vektoren in der Statik und
Kinematik. — Da die an einem starren Korper angreifende
Kraft bestimmte Intensitit, Richtung und Richtungssinn hat,
und da ihr Angriffspunkt nur in ihrer eigenen Richtung ver-
legt werden darf, kommt man dazu, den gebundenen Vektor
als Abbild der kinetischen Kraft zu deuten. Ihre nihere Be-
grindung erfihrt diese Auffassung dadurch, daB die bekannten
Gesetze, welche fiir die geometrische Addition gebundener
Vektoren gelten, sich auf die Kriifte iibertragen lassen. '

In der Tat, die Konstruktion, welche wir in Nr. 20 fir die
Zusammensetzung zweier gebundener Vektoren kennen gelernt
haben, liefert fiir die Statik das Gesetz vom Parallelogramm
der Krifte. Und der Satz tiber die Zusammensetzung beliebig
vieler gebundener Vektoren in derselben Nummer liBt sich
umdeuten in den bekannten Satz der Statik: Die Summe be-
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liebig vieler Kriifte, deren Richtungen simtlich in eine und
dieselbe Ebene fallen, liBt sich stets auf eine einzige Kraft,
die Resultante, zurfickfithren.

Betrachte ich anderseits ein starres System, welches nur
Drehungen um Achsen ausfiihren kann, die einer festen Ebene
angehdren, so kann ich die Drehungen dieses starren Korpers
als gebundene Vektoren auffassen, deren Linge durch die
Winkelgeschwindigkeit, deren Richtung und Sinn durch Dreh-
richtung und Drehsinn bestimmt werden.

Bei dieser kinematischen Deutung setzen sich die Rechen-
gesetze des gebundenen Vektors um in die Sdtze {iber die
Drehungen eines starren Korpers um Achsen einer Ebene. So
liefert die Addition zweier gebundener Vektoren das Gesetz
vom Parallelogramm der Drehungen und der Satz tiber die
Zusammensetzung beliebig vieler gebundener Vektoren den
kinematischen Satz, daB die Summe beliebig vieler Drehungen,
die ein starres System um Achsen einer Ebene ausfithrt, auf
eine einzige Drehung reduzierbar ist.

Ich hebe noch die statische Deutung des #&uBleren Pro-
duktes aus drei Punkten hervor oder, wie ich auch sagen kann,
des #uBeren Produktes aus einem gebundenen Vektor und
einem Punkt. Niamlich, ich kann [PQR] deuten als das
Moment der Kraft [P @] in bezug auf den Momentenpunkt R.
Alsdann setzt sich z. B. die in Nr. 23 mitgeteilte Gleichung

[P, Q.B] + [Pr@sR] + - - -+ [P, @uR] — [PQE],
3 [P.Q1=[PQ],

in den bekannten Satz um: Die Summe der Momente beliebig
vieler Kriifte in bezug auf einen Punkt ist gleich dem Moment
ihrer Resultante in bezug auf denselben Punkt.

26. Ubungen: Darstellung merkwiirdiger Pumkie des Drei-
ecks. Relation zwischen sechs Punkien der Ebeme. — 1) Auf
Grund der baryzentrischen Punktdarstellung nachzuweisen, daB
der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC sich darstellt als:

2sJ=aA+bB+cC, 2s=a+b+e,

wWo
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oder wenn die Berithrungspunkte des Inkreises mit den Drelecks-
seiten 4,, B, C; genannt werden, in der Form: »

2sJ=ad,+ bB, + cC,

2) Die Ankrelsmlttelpunkte des Dreiecks ABC stellen

sich dar als ’
2(8—a)J,=—aAd+bB+ ¢C,

28 —b)Jy= ad—bB+cC,
2(s—¢)dy= aAd+bB—cC.

3) Der Umkreismittelpunkt des Dreiecks stellt sich, wenn
4 den Dreiecksinhalt bezeichnet, in der Form dar:.

2 M—sin2e-A+sin26-B 4 sin2y-C
oder
ErﬁMm acose-A+beosf-B+ccosy-C

oder 16 4 M = ,
a?*+ c?—a®) A +V¥(F+ a®*— V) B + c*(a®+ b* — ¢*) C.
4) Zu beweisen, daB der Hohenschnitt des Dreiecks 4 BC
die Darstellung zuldBt: 16 #°H =

[a*— (0~ )T A+ [b* — (' — &) B + [¢* — (& — 897] C
oder
§H= acosficosy A+ beos y cose-B + ccosecosf-C.

5) Der Mittelpunkt des Feuerbachschen Kreises ist 474 F
=(bcosf+ccosy) A+ (ccosy+acose) B+ (acose+beosp)C
=acos(f—yp)- A+ beos(y — a)-B+ ccos(e — f)-C.

6) Das Theorem iiber die Eulersche Gerade abzuleiten:
H4-2M=3S, H+M=2F, 2F+M=3S, 4F=H+ 38.

()} Tragt man auf den vom Inkrelsmlttelpunkt auf die
Seiten eines Dreiecks gefillten Loten in gleichem Sinne gleiche
Strecken ab und zieht von den so erhaltenen Punkten die Ecken-
linien, so schneiden sich diese in einem Punkt.



32 Drittes Kapitel. Gebundene Vektoren. Multiplikation von Punkten.

8) Teilt man die vom Umkreismittelpunkt auf die Seiten
eines Dreiecks gefillten Lote in demselben Verhiltnis und
zieht von den so erhaltenen Punkten die Eckenlinien, so
schneiden sich diese stets in einem Punkt der Eulerschen
Greraden.

9) Teile ich die Seiten eines Dreiecks A4, 4, A, durch drei
Punkte im Verhiltnis m:%, so schlieBen die nach den Teil-
punkten gezogenen Eckenlinien ein Dreieck C,C;C, ein, das
zum gegebenen baryzentrisch liegt. Dabei stellen sich die
neuen Punkte wie folgt dar:

(m*+ mn 4+ 0% C,= m* A, + n* 4,4+ mn A4,,
(m*+ mn 4+ n")Cy=mn 4, + m* 4,4+ n* 4,
(m*+ mn + n®)Cy= n® 4, +mn A4, + m? A,.

10) Zu beweisen, daB zwei Dreiecke, die zweifach per-
spektiv sind, auch dreifach perspektiv liegen.

11) Liegt das Dreieck U, U, U; dreifach perspektiv zum
Dreieck 4,.4;4;, so gilt folgende Darstellung:

(@1 By+ s + e f3) Uy = o, fy Ay + ey fy Ay + o3 45,

(1B + o3fs + @3 y) Uy = o By A, + o5, 45 + ey 45,

(&1 fs + @y By + @y By) Uy = e, B A, + o5 A3 + 3 3 45,

WO &, o3, o; f;, fs, Bs beliebig sind und als die baryzen-
trischen Koordinaten zweier beliebiger Punkte gedeutet werden
konnen.
12) Die Perspektivititszentren des Dreiecks B, B, B;, wo
¢B, = o 4, + oy 4y + a3 4y,
¢By= o4, + ey 4; + o, 4,
¢By= oy 4, + o, 4; + o 45,
e=a+ o+,

bezogen auf das Dreieck A4, 4,A;, stellen sich dar in der
Form
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(qey + ey + 0y 05) Py = oy Ay + o034, + 50, 4y,
(g + ooy + @y0) Py = oy 0y Ay + o0 Ay + o3 4,
(qeg + gy + 0 05) Py= ey 0, 4y + o0 Ay + ey 05 Ay
bezogen auf das Dreieck B, B; B, in der Form
(0,05 + 050, + ©,0,) P, = 0,0, B, + 0, 0, B; + 0,0, B;,
(0305 + 0g0; + ©,0,) Py = 0,0, B, + o0, B; + o, 0, B;,
(0305 + 030, + ©,0y) Py= 0, 03 B, + 0,0, B; + 0,0, B;,
wo
0= oyt — o) 0=y — 0y’, g = &y 0 — ",
13) Jeder Punkt, der
auf der Verbindungslinie Y
der Mitten zweier Diago- -
nalen eines Vierecks liegt,
. hat die Eigenschaft, daB
die Summen der beiden
Dreiecke, deren Grund-
linien zwei Gegenseiten
des Vierecks sind, wund
deren Spitze der Punkt
ist, einander gleich sind
(vgl. Fig. 15).
Zum Beweise sei D .
2M=A+C, 2N=B+ D; ! mgs
P=AM+uN, i+p=1,

so folgt

2P = i(4+ O) + u(B + D);
2[ABP] = A[ABC)] + u[4ABD),
2[CDP] = A[CDA] + u[CDB],
2[BCP] = A[BCA] + u[BCD],
2[DAP] = i[DAC] + u[DAB],

[ABP] + [CDP] = [BCP] + [DAP].

Jahnke, Vorlesungen iber die Vektorenrechnung. 3

.daher
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Zusatz: Diese Relation gilt offenbar fiir den Mittelpunkt
des Umvierecks eines Kreises. Daher ergibt sich der Newton-
sche Satz: Im Umviereck eines Kreises geht die Verbindungs-
linie der Diagonalmitten durch den Kreismittelpunkt.

14) Relation zwischen sechs Punkten, die einer und der-
selben Ebene angehdren. — Die Punkte seien A4,, A4;, - - -4,
8o ist zundchst

(4,4, 4,4, = [A A, A) A, + [A, A A) 4, + [4,4, 4,14,
Mit [4,4,] &uBerlich multipliziert, finde ich

[, 4, A1 A, Ag A [ Ay Ay AN A, A A+ [4, 4, A4, 4, 4])
—[4,4,4,][4,4;4,]=0,

und das ist eine Beziehung zwischen den Dreiecken eines
Sechsecks. Setze ich diese Formel in die Sprache der ana-
lytischen Geometrie um (vgl. Nr. 23), so ergeben sich die
seit Cayley bekannten Determinantenidentitdten

(@, 3 25) (%, %5%6) — (%3%52,) (2 %5 %) + (X524 2y) (23 %5 %4)

— (2, 25) (375 75) = O,

&y Xy Ty 2y %5 g .
WO (,%3%5) = | Y1 Ys¥s |, (BuZs%s) =| YsYsYs | usW. gesetat ist.
% % % 8y %5 &g

Bestehen noch mehr Relationen zwischen sechs Punkten
der Ebene?

In dem speziellen Fall, wo 4, und 4, zusammenfallen,
ergibt sich eine Relation zwischen den Dreiecken eines Fiinf-
ecks (vgl. M6bius, Baryzentr. Calcul, Ges. W. I, S. 201).

15) Die vorstehende Relation liefert zugleich die Losung
einer einfachen Aufgabe der Statik:

Von einem System in einer Ebene entha.ltener Kriifte
sind fiir drei Punkte E,, E;, E; der Ebene die Momente des
Systems gegeben. Das Moment der Resultante fiir irgendeinen
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vierten Punkt P der Ebene zu finden. — Der vektorielle An-
satz kntipft an die Formel an:

[E,E, E,) P = [PE, E,) E, + [PE, E,) E, + [ PE, E, ] E,.

Wird die Resultante der Kriifte gleich [X Y] bestimmt, so
werde diese Formel &uBerlich mit [X Y] multipliziert, alsdann
lehrt die Relation

[E,E,E][PXY] = [PE,E][F, X Y] + [PEE][EXY]
+[PE,E)[E,XY]

das gesuchte Moment bestimmen (vgl. Mdbius, Statik, Ges.
W.1II, 8. 68).

3*



Viertes Kapitel,
Multiplikation der freiem Vektoren.

1. Aupere Multiplikation sweier freier Vektoren. — Wie ich
in Nr.16 gezeigt habe, liBt sich jeder freie Vektor der Ebene
linear durch die beiden Einheitsvektoren e,, e, darstellen. Es
miissen daher die Regeln fiir die Multiplikation zweier beliebiger
Vektoren aus den Regeln fiir das Multiplizieren der beiden
Einheitsvektoren hervorgehen. Anderseits verlangt das Prinzip
von der Permanenz der Rechenregeln, daB die fir die &uBere
Multiplikation von Punkien aufgestellten Rechenregeln auch
erhalten bleiben fiir die #uBere Multiplikation von Vekforen.
In diesem Sinne behalte ich die Schreibweise der #uBeren
Maultiplikation bei und setze fest, daB

[e,e,] =[e;6,] =0, [e;e,]=—[e,e,],
d. h. das duBere Produkt zweier Vektoren dndert sein Vorzeichen
ber Vertauschung der beiden Faktoren.

In der Schreibweise will ich indessen eine Vereinfachung
eintreten lassen und fiberall da, wo kein MiBverstindnis
zu befiirchten ist, die eckigen Klammern weglassen. Bei
der Multiplikation von Punkten ist diese Vereinfachung nicht
zn empfehlen, weil bei Fortlassung der Klammern die
vektorielle Strecke 4B sich #uBerlich in nichts von der
numerischen Strecke 4B unterscheiden wiirde. Hier, wo ich
die freien Vektoren durch fette Buchstaben #uBerlich hervor-
hebe, ist die Gefahr eines MiBverstdndnisses im allgemeinen
nicht vorhanden. Nur bei komplizierteren Gleichungen werde
ich auch bei der #uBeren Multiplikation freier Vektoren die
eckigen Klammern beibehalten.

Ich komme nun zur geometrischen Deutung des Produktes
zweier Vektoren und treffe die Festsetzung: es soll e, e,
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das durch e,, e, bestimmie Quadrat mit positivem Umfahrungs-
sinn darstellen, dessen Inhalt gleich der positiven Einheit geselst

werde, also
6,6 =1,

Endlich sei hervorgehoben, da8 die {ibrigen Gtesetze der
gewShnlichen Multiplikation (so das assoziative und das
distributive Gresetz) ihre Geltung beibehalten sollen. Ich will
alsdann untersuchen, wie sich diese Festsetzungen auf die
Multiplikation beliebiger Vektoren tibertragen.

Sei
' & =06 + a;6,
b =1be + by,
ab =[a,6 + ay€, b€ +be]=
a,b; [e,6,] + a,b;[e, 6] + a,b; [e5,] + a,b; [, €],
woraus mit Riicksicht auf die obigen Bedingungen

80 wird

ab = a,b, — ayb,,

d. h. auch das &uBere Produkt zweier beliebiger freier Vektoren
der Ebene ist keine VektorgréBe mehr, sondern ein Skalar,
und zwar eine geo- ,
metrische  Zahlen-
grofe  von  der
zweiten Dimension,
welche das Vor-
zeichen wechselt bei b I‘
Vertauschung  der b *
beiden Faktoren. *

Der Ausdruck () e
fir  ab liBt sich : >
noch in eine ein- &—a,— ‘
fache  trigonome- ~———3,
trische Form kleiden.

Némlich aus Fig. 16

folgt a,=acos(e,, &), b,=Dbcos(e,, b),
as=asin (e, 8), by=">sin (¢, b),

—

Fig. 16.

‘woraus
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a,by — ayb, = ab { sin(e,, b) cos(e,, &) — cos (e,, b) sin(e,, &)}
1 =absin {(e;, b) — (e, 8)}
o ab =absin(a, b),

d. h. das dupere Produkt zweier belicbiger Vektoren stellt den
Flicheninhalt des wvon thnen gebildeten Parallelogramms mit
bestimmtem Umfahrungssinn (in der Richtung von & nach b) dar.

28. Innere Multiplikation zweier freier Vektoren. — Neben
der duperen Multiplikation hat GraBmann noch die innere
Multiplikation zweier freier Vektoren eingefiihrt. Er schreibt
das innere Produkt der beiden Vektoren a, b in dey Form [a | b].
Ich werde tiberall da, wo kein AnlaB zum MiBverstdndnis vor-
liegt, einfach a|b schreiben.

Auch die Regeln fiir die innere Multiplikation zweier be-
liebiger Vektoren miissen hervorgehen aus den Regeln fiir das
innere Multiplizieren der Einheitsvektoren. Es geniigt daher,
diese den folgenden Bedingungen zu unterwerfen:

ele,=ee=1, e][e=0,
d. h. multipliziere ich einen Einhewtsveldor innerlich mit sich
selber, so erhalte ich eine Zahlengrofe und zwar die positive
Einheit, wihrend das innere Produkt der beiden Einheitsvektoren
verschwindet.

Sehen wir zu, wie sich diese Festsetzungen auf belichige
Vektoren tibertragen. Zu dem Ende multipliziere ich

a=a0 + a8, b=2>0e + be
innerlich miteinander und erhalte
a|b=a,bd [e|e]+a b[e|e]+ayb[e|e]+ asds[e]e],
woraus im Hinblick auf die obigen Bedingungen
a|b=a,b + asb,

d. h. auch das innere Produkt zweier beliebiger freier Vektoren
der Ebene ist keine VektorgriBe mehr, sondern ein Skalar
und zwar eine geometrische ZahlengréBe zweiter Dimension,
welche von der Reihenfolge der Faktoren unabhingig ist.
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Fihre ich noch in den Ausdruck fir a|b die trigono-
metrischen Ausdriicke fir a,, a;, b,, b, aus Nr. 27 ein,
so wird

a|b=ab{cos(e,, a)cos(e,, b) + sin(e,, a) sin (e,, b)}
=abcos {(e;, b) — (e, &)}

oder :
a|b=ab cos (a, b).
Hieraus folgt fiir b = a:

aja=al

a=7Vala.

Weiter folgt die Bedingung dafiir, daB die beiden Vektoren
a, b senkrecht aufeinander stehen, in der Form

a|b=0.

Ihrer Wichtigkeit wegen will ich die Ergebnisse der
Nummern 27, 28 noch zusammenfassend aussprechen:

Das dupere wie das innere Produkt sweier freier Vektoren
der Ebene liefern keine Vektorgrofen mehr, es sind geometrische
Zahlengrofen der zweiten Dimension. Doch haben diese Skalare
verschiedenen Charakter. Wihrend das dufere Produkt bei
Vertauschung der Faktoren sein Vorzeichen (das Parallelogramm
seinen Umfahrungssinn) wechselt, besitst das inmere Produlkit die
kommutative FEigenschaft.

Die Verschiedenheit der beiden Produkiformen findet thren
unmitlelbarsten Ausdruck in den Formeln

ab =absin (a,b), a|b =ab cos(a,b).

oder

29. Ergimsung eines Vektors. Multiplikationstabelle. — Die
beiden letzten Formeln der vorigen Nr. legen den Gedanken
nahe, ob es wohl mdglich ist, die innere Multiplikation auf
die #uBere zurfickzufiihren. Dies gelingt in der Tat durch
Einfiihrung eines neuen Vektors, der aus b entsteht durch
Drehung dieses Vektors um 90° im positiven Sinn. Ich nenne
ihn (im AnschluB an GraBmann) die Ergancung des Vektors b
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und schreibe ihn |b, wobei der vorgesetzte Vertikalstrich?)

die Erginzung andeuten soll (sprich: Erginzung b). Bei

Zurtickfithrung auf den Einheitsvektor lautet die Definition:

Die Erginzung eines FEimheitsveklors ist derjenige Einheitsvektor,

welcher bei Drehung um 90° im positiven Sinn hervorgehd.
Hieraus folgt

e—|e, |&,=|e=—e,

ferner
a=a.e+ale,
|8 =a, |+ as]| € =a,|e — ase,,
. la=a,]€,—a;|e=—ae —ale,
folglich
|8 = — a.
A Setze ich diese

Formeln in die
Zeichnung um, so
sehe ich, daB auch
der einem belie-
bigen Vektor vor-
gesetzte  Ergin-
zungsstrich nar
> die Richtung des
“  Vektors um 90°
im positiven Dre-
hungssinn éndert,
seine Linge un-

Fig. 17.

geindert liBt (vgl Fig. 17).

Danach kann ich sagen, daB das innere Produkt zweier
Vektoren sich als &nBeres Produkt aus dem ersten Vektor
und der Erginzung des zweiten auffassen liBt: Denn das
#uBere Produkt, gebildet aus & und |b, d. h. [a(|b)] ist gleich

1) Die Berechtigung dazu, den schon beim inneren Produkt ver-
wendeten Vertikalstrich in einer neuen Bedeutung zu verwenden, er-
gibt sich erst aus dem Folgenden. Eigentlich hiitte ich ein neues Zeichen
einfithren milssen, das erst nach dem Identititsbeweise durch den
Vertikalstrich zn ersetzen gewesen wiire.
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absin(a, |b), da doch der numerische Wert von |b wieder
gleich b ist; und ferner

(a, Ib) = % + (a8, b),

also
sin (a, | b) = cos (a, b);

[a(|b)] = [a|b].

Hiermit ist nachtriiglich der Beweis dafir erbracht, daB der
Vertikalstrich, welcher zuerst beim inneren Produkt auf-
trat, mit demjenigen identisch ist, welcher die Erginzung
charakterisiert.

Ich will noch die tiber das Multiplizieren der Einheits-
vektoren getroffenen Festsetzungen in einer Tabelle znsammen-
stellen:

folglich

Tabelle 1.
e, 6, =| e, |eg=]| e =—e
e, 0 1 0
e, —1 0 -1

Dieselbe gibt das Resultat der #@uBerem Multiplikation eines
Einheitsvektors in der Vertikalen mit einem solchen in der
Horizontalen.

80. Zusammenhang des duperen Produltes zweier Vektoren
mit dem duPeren Produkt dreier Punkte. — In Nr. 18 habe ich
den Zusammenhang zwischen dem gebundenen und dem freien
Vektor dargelegt und gezeigt, daB das duBere Produkt [P, P,]
sich als #uBeres Produkt eines Punktes mit einem freien
Vektor, nimlich [P, P, — P,] auffassen la8t.

Analog 1aBt sich das &uBere Produkt dreier Punkte als
Produkt eines Punktes mit dem Produkt zweier freier Vektoren
oder eines gebundenen mit einem freien Vektor darstellen:

[P1P2P3]=[P1 Ps"’Px Pa'—Pa]=[P1Ps Ps—P1]-
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Im AnschluB hieran will ich die Bedingungen zusammen-
stellen, welche wir fiir die besonderen Lagen zwischen Punkten
und Linien der Ebene gefunden haben:

[P, P;] =0 als Bedingung dafiir, daB zwei Punkte aufein-
ander fallen,
[Py P; Pg] = 0 als Bedingung dafiir, daB drei Punkte kollinear
liegen,
[Pa] =0 als Bedingung dafiir, daB ein Punkt in eine
Linie fallt,
ab =0 als Bedingung dafir, daB zwei Linien paralle
sind, :
8|b =0 als Bedingung daftir, daB zwei Linien aufein-
ander senkrecht stehen.

81. Deutung des duPeren umd inmeren Produkies zweier
Veltoren fiir die Mechanik. — Das #uBere Produkt dreier
Punkte [ P Q R] habe ich bereits als das Moment der Kraft [P Q]
in bezug auf den Punkt R gedeutet. Nun ist aber, wie in
voriger Nummer gezeigt, das Parallelogramm, wovon P, @, R
drei Ecken bilden, gleich dem Parallelogramm, gebildet aus
der Ecke P und den Vektoren § — P, R — @ oder aus den
Vektoren [PQ] und R — @, und wenn diese gleich k, v bzw. ¢, v
gesetzt werden,

[PQR]=[Pk v]=[tv].
Kommt es nun bloB auf die GroBe des Momentes an, nicht
auf die Lage in der Ebene, so kann ich von dem Punkt, der
es gewissermafen in der Ebene festheftet, absehen und [kv]
statt [Pkv] setzen. Demnach stellt das dupere Produkt sweier
Vektoren das statische Moment einer Kraft in bezug auf einen
Punkt dar.

Das auf den ersten Blick befremdliche Gesetz, wonach
ein duBeres Produkt freier Vektoren bei Vertauschung der-
selben das Vorzeichen wechselt, bedeutet hiernach nichts
anderes, als daB die Kriifte einander verstirken, wenn sie vom
Drehpunkt aus betrachtet nach derselben Seite gerichtet sind,
hingegen einander entgegenarbeiten, wenn sie nach der ent-
gegengesetzten Seite gerichtet sind, so daB, wie GraBmann
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sagt, ,,durch den Begriff des Momentes, nach welchem die Natur
selbst verfihrt, jener Begriff des #uBerem Produktes gerecht-
fertigt wird“.

Das innere Prodult zweier Vektoren it sich als die
Arbeitsleistung, bezogen auf die Zeiteinheit, deuten. Namlich,
da es sich um zwei freie bzw. um einen gebundenen und
einen freien Vektor handelt, darf ich einen der freien Vektoren
bzw. den gebundenen Vektor als Kraft deuten; den anderen
freien Vektor deute ich als Verschiebung des Angriffspunktes
der Kraft, dann ist

k|v=~Fvcos(k, v) oder ¢|v="_vcos(l, V)
nichts anderes als das Produkt aus dem in der Zeiteinheit
zurickgelegten Weg in die Projektion der Kraft auf die Weg-
richtung, d. h. die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit.

Hiernach stellt sich fiir die Ebene das Prinzip der vir-
tuellen Verriickungen in einfacher Weise wie folgt dar: Die
nKriifte einer Ebene ¥,, &, ... I, mogen auf ein starres System
wirken, so ist es nach Nr.11 mdoglich, eine Resultante ¥ zu
finden, derart daB "
l ==" §l ';.

Nun mogen die Angriffspunkte der Kriifte eine virtuelle Ver-
riickung erfahren, welche ich, da sie eine bestimmte Linge,
bestimmte Richtung und Sinn hat, als Vektor v darstellen
kann; dann werde diese Gleichung innerlich mit v multi-
pliziert, so wird "

[]v] =Sk v]

Soll nun das System unter dem Einflusse der »n Krifte in
- Ruhe bleiben, so muB die von der Resultante geleistete Arbeit
fiir jede virtuelle Verrtickung verschwinden, folglich auch, wie
die Gleichung zeigt, die algebraische Summe der von den
Kriften geleisteten Arbeiten.

Es zeigt sich schon hier die diberraschende Tatsache, daf
die beiden Verkniipfungen zum duBeren und inmeren Produkt
gerade diejenigen Verkniipfungen sind, welche fiir die Mechanik
des starren Korpers fundamentale Bedeutung besitzen.
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82. Hohensatz am Dreieck. Tri Besichungen
am Dreieck wnd Viereck. — 1) Die von A und B auf die
Seiten BC bzw. CA gefillten Lote mogen sich in H treffen.
Dann ist zu zeigen, daB auch HC auf AB senkrecht steht.

Nach Voraussetzung verschwinden folgende beiden inneren
Produkte:

[A—H|C—B]=0, [B—H|A—-C]=0,
die ich auch wie folgt schreiben kann
[A-H|{C—H—-(B—H)]=0, [B—H|A—H—(C—H)]=0.
Durch Ausmultiplizieren folgt
[4—H|C—H]=[4—H|B—H],
[B—H!C—H]=[A—H|B—H],
woraus durch Subtraktion
[C—HIA—H—B+H]=0
[C—H|A- B]=0,

was nichts anderes besagt, als daB CH auf A B senkrecht steht.
2) Um den Sinussatz fiir das Dreieck herzuleiten, gehe
aus von der Relation

oder

at+b+e=0,

die zwischen den Seiten eines Vektordreiecks besteht. Multi-
pliziere sie duBerlich mit a, so folgt

ab=ca
oder .
ab sin (a, b) = acsin(c, a),
woraus wegen '

¢, a)=z—8, (8, b)=x—y
bsin y = ¢sin g.

3) Um den Kosinussatz fiir das Dreieck zu gewinnen,
schreibe die Vektorgleichung in der Form

at+b=—c¢

und multipliziere sie innerlich mit sich selber:
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[8+b|a+b]=[cc],

80 wird

s [818]+ [b[b] + 2[a | ] = [¢] ]
a+ b+ 2ab cos (8, b) =¢?

oder

a*+ b*— 2ab cos y = .

4) Es ist leicht, den Sinus- und den Kosinussatz auf das
Viereck auszudehnen. Zu dem Ende betrachte ich das Vektor-
viereck mit den Seiten a,, a,, 8;, &,, zwischen denen die
Bedingung besteht ’

8, +8,+ 8, +a,=0.
Multipliziere ich diese Vektorgleichung nacheinander #uBerlich
mit a,, a,, 8,, 8,, so ergeben sich die skalaren Gleichungen:

g 8in @yq + Gy 8iN @4 + @, 8in &, = 0,

— 6y 8in &, + ay 8in o5y + a, 8in o5, = O,
— @, 8in oy, — Gy 8in oy + a,8in &5, =0,
— a, 8in @, — Gy 8N @3, — Gy BIN @y, =0.

Aus diesem System linearer homogener Gleichungen, welche
die Erweiterung des Sinussatzes auf das Viereck darstellen,
folgt noch eine Identitit. Es muB die schiefsymmetrische
Determinante

0 8in &, sine,; sine,,
—sing, 0 sineg, sinay,
—sing, —sine, 0 sinoy, |

—sine, —sineg, —sine, 0
sein.

Wird dagegen die obige Vektorgleichung innerlich mit sich
multipliziert, so erhalte ich, &; als Innenwinkel vorausgesetzt
0"+ ay*+ a5 + a,' — 20, a4 C08 03y — 20,0, CO8 0y — 20,0, €08 @y

— 2a,a, co8 a,, — 2aya, cos o5, — 2a;a, co8 g, = 0.

Und wenn die Vektorgleichung in der Form

8+ 8+ 8= —a,
innerlich mit sich selber multipliziert wird, so folgt
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a}=a,’+ a,*+ a;’— 26,0, co8 a3y — 2,4, €08 ey, — 2,y a, €08 5.
Wird sie dagegen innerlich bzw. mit a,, a,, 8,, a, multi-
pliziert, so ergibt sich
@y + ay co8 &3 + Gy cO8 &y + @ cos &, =0,
@y + a5 C08 ag3 + @, €08 oy, + @, €08 oy =0,
a5+ @, c08 ey, + a, CO8 @y + @y COB oy = 0,
a,+ a, cos &, + a; £08 oy, + ag cos oy, = 0, .
und es folgt das Verschwinden der Determinante |

1  cose, cose, coSay, \
COS &g 1 COB Gy  COB 0y, |
COS ;g COB gy 1 CO8 g, '
cosa, COBMg, COB Oy, 1

Es ist hiernach leicht zu tibersehen, wie sich diese Formeln
auf beliebige Polygone iibertragen lassen.

38. Methode, um trigonometrische Iden-

\ titiiten aufeustellen. — Ich will an einem

Beispiel zeigen, wie die Vektormethoden

zur Aufstellung trigonometrischer Iden-

tititen benutzt werden kénnen. Zu dem

Ende stelle ich mir die Aufgabe, die

Beziehung zwischen drei beliebigen Vek-

toren der Ebene zu finden, wobei die

Koeffizienten durch die Vektorlingen und
die Winkel auszudriicken sind.

Seien a, b, ¢ drei beliebige Vektoren
der Ebene, so kann ich immer voraus-
Fig. 18. setzen, daB sie in einem Punkt zusammen-

treffen, und durch diesen will ich eine ver-
tikale Achse gezogen denken. Die Lage der Vektoren gegen
diese Achse wird dann durch drei Winkel «, §,  in der Weise,
wie die Figur 18 zeigt, bestimmt.
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GemdB Nr. 15 kann ich sofort die folgende Beziehung
ansetzen:
a=2zb 4 ye.

Um z und y zu bestimmen, multipliziere ich diese Gleichung
duBerlich mit ¢ und erhalte

ac=z[bec],

a0
be

woraus
Zr

Wird anderseits jene Identitit mit b #uBerlich multipliziert,
so ergibt sich
ab
Yy=1%"

Demnach nimmt die allgemeinste Beziehung zwischen drei
Vektoren der Ebene die Form an:

[be]a + [ca]b + [ab]e = O.

Beildufig eine Bemerkung, welche der Vergleich dieser
Formel mit der aus Nr.19 hergenommenen Formel

[BC]4 + [CA]B + [AB]C =0

eingibt, wo 4, B, C drei kollineare Punkte bedeuten. Diese
Relation behilt ihre Giiltigkeit, wenn ich die Punkte er-
setze durch freie Vektoren. Wie GraBmann allgemein be-
wiesen hat, lassen sich alle Gleichungen zwischen &uBeren
Produkten von Punkten durch Gleichungen zwischen #&uBeren
Produkten von freien Vektoren ersetzen. °
Nun ist, wie unmittelbar aus der Figur ersichtlich, der
Winkel, den der Vektor ¢ mit a bildet, gleich (y — «) und der
Winkel des Vektors b gegen ¢ gleich 360 — (y — ), daher,
wenn ich noch die numerischen Léngen von a, b, ¢ mit a, b, ¢
bezeichne,
a¢ = —acsin(y — «),

be =+ besin(f — y),
und entsprechend
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ab = + absin(« — B),
ch = — besin (B — ).

Demnach

asin (y — o) asin(x—f)
T Pem@—y YT T cm(-y)
Folglich gewinnt obige Identitit die Form
besin(f — y)-a + casin(y — «)-b + absin (¢ — f)-¢ = 0.
Will ich jetzt von dieser Vektoridentitit zur skalaren

Identitdt tibergehen, so multipliziere ich sie innerlich mit sich
selber und erhalte

bc*sin? (B — »)-a®+ cfa’sin®(y — &) - b*+ a’b?sin® (¢« — B)-c?
+ 2a*bc sin (y — @) sin (¢« — B)[b | €]
+ 2abcsin (« — B) sin (8 — p) [c|a]

+ 2abc*sin (f — ) sin (y — «)[a|b] =0,
oder unter Substitution der Werte fir die inneren Produkte:
sin’ (8 —) + sin’(y — @) + sin’(a — ) — 2 sin (y — @) sin (« — B) cos (6 —7)

—2sin (¢—p) sin (f—7) cos (y—«) — 2 sin (f—y) sin(y—«a) cos («—B)=0.

Eine andere Identitét ergibt sich, wenn die Vektoridentitit
in der Form

besin (8 — )-8 =—casin (y —a)-b—absin (¢ —f)-¢=0
innerlich mit sich selber multipliziert wird, nimlich
sin? (§ — ) = sin® (y — o) + sin’ (« — f)
— 2 sin (y — o) sin (« — ) co8 (8 — 7).
84. Die Umkehrung des Ptolemdischen Satzes. — Bezeichnen

a, b, ¢, d die Seiten, ¢ und f die Diagonalen eines Vierecks
und besteht zwischen ihnen die Relation

ac + bd = ef,

so ist zu beweisen, daB diese Relation durch Umformung zu
der bekannten Winkelbeziehung am Kreisviereck fiihrt. Diese
Frage hat durch einen interessanten Aufsatz, welchen Herr

xr =
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Franz Meyer im 7. Bande des Archivs der Math. und Phys.
veroffentlicht hat, erneutes Interesse gewonnen. Der nach-
stehende Beweis fiir die Umkehrbarkeit des Ptolemiischen Satzes
ist von bemerkenswerter Einfachheit.
Ich quadriere die Relation, so daB
—b'd*+ e*f?=+ a’c*+ 2abed,

" und fasse das Viereck als Vektorviereck auf, dann bestehen
zwischen dessen Seiten und Diagonalen a, b, ¢, d, e, f folgende
einfachen Beziehungen

e=a+b, f=b4+e¢, d=—a—b—e,
woraus
e=a'+b'+2[a|b], P=0'+c*+2[b|e],
Ad=a'+ b+ c*+2[b|c] + 2[c|a] + 2[a|b].
Diese Ausdriicke fihre ich ein, so ergibt sich nach einigen
Kiirzungen
[a|b] —[b|e][e|a] —b*[¢|a] + [a|b][b]e]
+[a|a+ Db+ e]l[b|e]=abecd.
Nun benutze ich folgende identischen Umformungen der Ebene
b*[c|a] — [a|b] [b]|e] = ab®c {cos (¢,a) — cos (¢, b) cos (a, b)}
= ab¥c sin(e, b) sin (a, b)) = — [be][ab],
und entsprechend
, c¢*[a|b] —[b|e][c|a] = — [ca][be],
folglich

¢*[a|b]—[b|c][¢|a] —b*[c|a] + [a|b][b|c] =[be][a b+e]
- =[be][a a+b+e]. '
Nehme ich noch die Gleichheit d = —a — b — ¢ hinzy,
so vereinfacht sich die obige Relation in
[(be][ad] + [a|d][b|e] = —abcd,

welche auch so geschrieben werden kann
Jahnke, Vorlesungen tiber die Vektorenrechnung. 4
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abed { sin (b, c) sin (8, d) + cos (b, ¢) cos (8,d)} = — abed,
;:““’ cos (8, ) — (b, €)} = —1,
(&, d)— (b, )= 180°,
d. h. in der tiblichen Winkelbezeichnung « + y = 180°.
' 85. Entfernung sweier Punkie eines Dreiecks. — Gegeben
die beiden Punkte P und @ und

damm wird P=aA+ B+ yC, e+p+y=1
Q—P=a(Q—4)+(Q—B)+y(Q@Q—C)=car,+fry+ 1,
Daraus durch innere Multiplikation PQ?=
ar,?+ B + 't + 2By [0y 1] + 2perg | xy] + 2B [ry|1;),
und wegen

2[ry | Tg) = 27,7 cos (T, Ty) = 13! + 7! — a?, usw.
folgt
PR'=a'r 4 Bir+ Py’ By (' + rg?—a®) +ye (rg®+ 1 — b%)
+af (r+ ry?— o*) = (e'+ ¢f + ap) r,?+ (B4 By + fo) 13’
+ @'+ ya+yB)rs — (Bya*+ yab®+ efc’)
oder '

PQ'=ar+ fry’+ yr?— (Bya*+ yab®+ afic?)
oder

PQi=a-QA* B-QB*+ - QC*— (Bya+ yab®+ afc?),
et+f+y=1,

d.i. der gesuchte Ausdruck fir die Entfernung zweier Punkte
P, Q in der Ebene des Dreiecks A BC mit den Seiten a,b,c.
Ich will diesen Ausdruck fiir einige Fille spezialisieren.

1) Ist @ der Umkreismittelpunkt M, so wird r,=1r;=r;=7,
folglich

PM*=r*— (Bya*+ yab®+ afic®).

Ist auBerdem P der Schwerpunkt S, so wird

SMt—pt _ SV
9
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2) Fillt P in den Inkreismittelpunkt J, so wird o = %;
=35, b, ) = cs, wo 2s=a+ b+ ¢, und
25 JQ*=0a-QA'+ b- QB+ c-QC*— abe.
Ist insbesondere @ der Umkrelsmlttelpunkt M, so ergibt sich
die Eulersche Relation
JM?P=r?—2rp.
3) Wird P zum Lemoineschen Punkt K, also

l b! c’
&= a’+b’+c" b= rore = wforo’
so folgt
(@40 + ") -KQt=a?- QA+ b*- QB+ ¢*.QC* — _‘%_
Fillt insbesondere @ in den Schwerpunkt, so wird
b’ ] t P% ] ibi 8 Ib! 2 1 o
K8*= % ca-i-:ba’:ct: - (a:_{_abl_*_cca): Y (a’+ b + 0‘).

86. Ubungen. — 1) Bezeichnen 4, B, C, D beliebige
GroBen, so besteht die Identitit
(4-B)(C—-D)+(A4-0O)D—B)+ (4 —-D)(B—-0)=0.

Dieselbe bleibt erhalten, wenn ich unter 4, B, C, D Punkte

verstehe und die algebraischen Produkte durch innere ersetze.
2) Die allgemeine Beziehung zwischen drei beliebigen

Vektoren der Ebene liBt sich in die Form bringen:

{bela={c*[a|b] —[b|e][c|a]}b + {b*[c|a] — [a[b][b]c]}e.
Durch Vergleich mit der in Nr. 33 gegebenen Formel folgt
b*[¢|a] — [a|b][b|e] = — [ab][be],
c¢[a[b] — [b|e][c|a] = — [be] [ca).

3) Bedeuten a, b, ¢, d vier beliebige Vektoren der Ebene,
80 ist identisch

ala b|b ¢|o d|d
[abiaci(ad] T (bal(be](bd] T [oa][ch] o T [@aj(ah] [de]
4!

=0.
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Welche Relation folgt hieraus fiir die Winkel des vollstindigen
Vierseits, also fiir den speziellen Fall, daB a, b, ¢, d die Seiten-
lingen eines Vierecks bedeuten? Wie lautet die entsprechende
allgemeine Formel fir m Elemente?

4) Die Winkelhalbierenden, gerechnet von der Ecke bis
zur Gegenseite, sind bestimmt durch

(®+ c) w,=2bc cos gr

(¢ + a) wy = 2ca cos g;

(a + b) w,=2ab cos ;

5) Der Abstand des Schwerpunktes S vom Inkreismittel-
punkt J flieBt aus

8% =3 (be + ca + ab) — + (a®+ b4 o) — 20°.
6) Die Abstinde des Hohenschnittes H vom Schwerpunkt
S, und Inkreismittelpunkt J folgen aus
HS%= 4r*— £ (a?+ 0¥+ ¢?),
2abe
HJ?=4r'— (a*+b*+¢") + (be+ca+ab) — ——
7) Es ist zu beweisen, daB die Bedingung dafiir, daB

drei Punkte 4, B, C mit dem Punkt D=«Ad+ B+ yC,
o+ B+ y =1, auf demselben Kreise liegen, lautet

2
— —“+7=0’

wenn a, b, ¢ die Langen der Seiten des Dreiecks 4ABC be-
deuten.
~ Die vorstehende Relation ist nichts anderes als die
Gleichung des Umkreises eines Dreiecks in Dreieckskoordinaten.
Wie folgt hieraus der Satz des Ptolemiius?
Nenne ich noch die Gegenseiten des vollstindigen Vierecks
a, a'; b, b'5 ¢, ¢, so stellt sich der Punkt D in folgender
Weise dar:

ab'c’'A—bc'd B+ ca'd'C— abeD =0,
wobei
ab'c' —be'a’ + ca'd' — abe = 0.
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8) Liegen vier Punkte 4,, 4,, 4,, A, auf einem Kreise,
80 besteht zwischen ihnen folgende Beziehung

gy Oy Oy Ay — Oy By, Oy Ay + 813 01,8 Ay — Oy Oy G4y A, = 0,
Gyg O3y gy — Oy Gay gt Gyg Gy Oy, — Oyl G13 =0,
wo die a,; die Liangen der Verbindungsstrecken 4,4, bedeuten.
9) Fiir ein beliebiges Viereck A BCD gilt
[A—B|C—D]+[B—C|A—D]+[C—4A|B—D]=
oder
bd cos (b, d) — ac cos (8, ¢) = ef cos (e, f),
ferner
a'— b4 ¢*— d*=2ac cos (8, ¢) — 2bd cos (b, d),
— b+ ¢~ d'+ 2¢f cos (e, f) = 0, usw.
10) In Erweiterung eines Steinerschen Satzes, der fir das

Viereck gilt (Ges. W. I, 162), die folgende Formel fiir das Fiinf-
eck zu beweisen:

3 (a1’ + oy’ + @y + a4+ ay,") = ay’+ a3+ Ay’ + 6"+ 0’
A+ 4(m,* + my? + my? + m P+ mg?),

wo die m; die Verbindungsstrecken der Diagonalmitten bedeuten,

und zwar bezieht sich m, auf die beiden Diagonalen 4,4,

4,4, vsw.
11) Haben die Teildreiecke des Dreiecks A BC den Inkreis-
mittelpunkt zur gemeinsamen Spltze, so verhalten sich die

Radien der zugehdrigen Umkreise wie

[} 7 L « g
00032 COS— 60082 OOSE.COOS 3 008-§

12) Von einem beliebigen Punkt seien auf die Dreiecks-
geiten Lote gefillt und die Abschnitte um A4, B, C herum
bzw. A, A5 25, 2; 2y, Ay genannt, alsdann bestehen die
Beziehungen

e+ X505+ dyas = 4y'a, + Aylay + Llag = § (a,* + ' + a).

13) In Erweiterung des Satzes von der Eulerschen Ge-
raden besteht folgender Satz fiir das Kreisviereck E, E, E E,:
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Konstruiert man zu jedem Teildreieck E,E;E;, den Héhen-
schnitt H,, so schneiden sich die Verbindungslinien HnEn,
in einem Punkt H und werden durch H halbiert. Nennt man
ferner S den Schwerpunkt der Ecken des Vierecks und O den
Umkreismittelpunkt, so liegen diese Punkte H, S, O auf einer
Geraden derart, daB S den Abstand HO halbiert.

14) Sind auf den Seiten eines Dreiecks 4, 4,4, drei be-
liebige Punkte bzw. 4,', A4,, A, gegeben, so schneiden sich
nach einem bekannten Satz von Mannheim die Umkreise der
drei Dreiecke 4, 4,4/, A, A'A/, A, A'A) in einem Punkte R.
Zu beweisen, daB

k-A;R=alaa; G,k 1=1,28;28,1;3,1,2)
ist, wo
k= 844"+ a,a)'ay cos &'+ as?ay'a) cos o + a,la,'a,’ cos ey
Dabei bedeuten 4, A4' die Inhalte der Dreiecke A,A4,A4,,
A'ASAY; a, ag, ag, a), a), a die zugehdrigen Seitenlingen
und o/, o, ¢ die Winkel des zweiten Dreiecks.

15) Fillt man von einem Punkte P auf die Seiten des

Dreiecks ABC Lote, welche auf den Seiten BC, CA, AB

bzw. die Abschnitte a,, ag; bs, by; ¢, ¢; liefern, so bestehen
folgende Beziehungen:

a8y + Dby + 06, = 3 (@ + b+ o),
aag + bb, + cc, = § (a®+ b+ ¢*).

16) Vom Lemoine-Grebeschen Punkt seien auf die Seiten
des Dreiecks Lote gefillt, dann fillt der Schwerpunkt des
entstehenden FuBpunktendreiecks in den Lemoine-Grebeschen
Punkt.




Finftes Kapitel.
Anwendungen auf Mechanik und Physik.

37. Eine kinematische Aufgabe. — Gegeben ein ebenes
Gelenkviereck. In seiner Ebene sitze auf jedem Stab in starrer
Verbindung ein gleichschenklig-rechtwinkliges Stabdreieck.
Wie bewegen sich die Verbindungsstibe je zweier Gegen-
ecken der vier Drei-
ecksspitzen gegen-
einander, und wie
verhalten sich ihre
Léngen zueinan-
der?

Ich fasse das
Gelenkviereck als
ein Vektorviereck
auf mit den Seiten

(Fig. 19)

4;,— 4, =1,

As_ A1=a27

4, — 4= a,,

A, —A4A,—a,

Die Mittelpunkte dieser Seiten stellen sich dar als

A, + 4,=2M,,
4, + 4, = 2 M,
A5+A4=2-M;»
A+ A, =2M,

HeiBen die Spitzen der auf den Vierecksseiten errichteten
gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecke B;(i =1, 2, 3, 4), so
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st der Vektor B, — M, ebenso lang wie der halbe Vektor a,
steht aber senkrecht auf ihm, also ist

2(-B‘—'-Ml)—|ai (¢=1,28,4),

2B =4,+ 4,+ |3,

2By=A4,+ 4, + |8,,

2By = A+ A+ | %,

2B,=A4,+ 4, + lar

Jetzt bilde ich die Differenzen: ,
2(B,—By)=| &—(4y—4y) — |8 + (4 —4) =[8, — 8y —[8; + 8,
2(B,—B)=(4s—4,)+| 8y — (4, 4,)—[8,= 8, +[ay— 8, — |8,
Nehme ich von dem zweiten Vektor die Ergénzung, so folgt
wegen |8 = — a:
2|(B,— B,) = s+ ||;y— |8, — ||a,— |8, — 8, — 8, + &,

daher

woraus

2|(B2_BL) ='2(Bx"Bs)

|(B;— B) = B,— B,,

d. h. die Stibe B; B, und B, B, sind gleichlang und bewegen
sich senkrecht gegeneinander.

Dieser Satz ist die Verallgemeinerung eines von Collignon
mitgeteilten Theorems. Auch steht er in naher Beziehung
zum Peaucellierschen Inversor, der die exakte Geradfithrung
eines Punktes bezweckt.

-Unmittelbar flieBt aus den Formeln, welche die Punkte B;
durch die 4; ausdriicken, die Beziehung

B,+ B, + B, + B,= 4, + 4, + 4,+ 4,,

d. h. die Schwerpunkte der Ecken der beiden Vierecke fallen
zusammen.

Es mag auBerdem der Inhalt des Vierecks B, B; B, B, be-
stimmt werden, wenn das Viereck 4,4;,4,4, als gegeben an-
gesehen wird. Er heiBe V, dann ist

2V,=[B,— B, B,— B,

oder
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Benutze ich die eben gefundene Darstellung der Punkte B,
80 wird
8V =—(a,"+ &’ + &’ + a,") + 2(a,8, 8in ;5 + 056y 8I0 0

+ aya, sin ey, +a,a, 8in o) + 2 (850 €08 &y + Uy, €08 0yy),
wo der kael U= (8(, a’k) (’.9 k= 1,9,8, 4)‘_
Da nun der Inhalt ¥ des gegebenen Vierecks

4V = a,ay8in ;3 + 0,4 8iD 0gg + aga, 8in oy, + a0, 8in @,
. ist, so folgt
8V, =8V + 2(aya, cos &y, + aya, c08 a5,) — (0, + a5* + ay* + a,7)
oder
8(V—7y) =[a,— 8|8, — 8,] + [3, — 8,8, — 8,].

Endlich 188t sich beweisen, daB die Summe der Quadrate
zweier Gegenseiten eines Collignonschen Vierecks, d. h. eines
Vierecks, dessen Diagonalen gleichlang sind und aufeinander
senkrecht stehen, gleich der Summe der Quadrate der beiden
anderen ist.

88. Herleitung der Formeln fiir die Intensititen des partiell
reflektierten und gebrochenen Lichtes. — Die iibliche Herleitung
der Formeln, welche Fresnel und F. Neumann ftir die
Intensititen des partiell reflektierten und gebrochenen Lichtes
sufgestellt haben, setzt fiir die elektromagnetische Welle die
Form der Sinusschwingung voraus. An die Stelle dieser Vor-
aussetzung tritt hier die allgemeinere, daB ich die Welle als
einen Vekior auffasse, dessen Linge durch die Schwingungs-
amplitude gemessen und dessen Richtung und Richtungssinn
durch die Fortschreitungsrichtung der Welle bestimmt wird.
Hierdurch gewinnt die Herleitung einen durchaus elementaren
Charakter.

Ich bemerke noch, daB die in Rede stehenden Formeln
aus reinen Identititen hervorgehen, zu denen die Energie-
gleichung hinzugenommen wird.

. Der Physik entnehme ich nun erstens, daB eine elektro-
magnetische Welle, welche auf die Grenzebene zweier Medien
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auftrifft, sich im allgemeinen in eine reflektierte und eine ge-
brochene Welle zerlegt; zweitens, daB die Fortpflanzungs-
richtungen der drei Wellen, der einfallenden, der reflektierten
und der gebrochenen in einer Ebene liegen; und drittens, da8
der Reflexionswinkel gleich dem Einfallswinkel ist. Nun gibt
es an einer Welle zu unterscheiden: Amplitude, Schwingungs-
richtung, Fortpflanzungsrichtung, Frequenz und Phase. Indem
ich eine ideale Trennungsebene der Medien zugrunde lege, bei
welcher allein die in Rede stehenden Formeln physikalische
Giiltigkeit beanspruchen, darf ich von der Phase absehen und
annehmen, daB die Wellen gegeneinander keinen Phasenunter-
schied zeigen. Aber auch von der Frequenz und Schwingungs-
richtung will ich absehen. Das ist gestattet, wenn alle Wellen,
welche in die Rechnung eintreten, gleiche Schwingungszahl
und Schwingungsrichtung haben. Dabei ist es, vom analytischen
Standpunkt aus, gleichgiiltig, welchen Winkel die Schwingungs-
richtung mit der Einfallsebene bildet, wenn sie nur fiir alle
drei Wellen die gleiche ist. Physikalisch ist diese Bedingung
in dem Fall, daB die Schwingungsrichtung nicht in die Einfalls-
ebene fillt, nur dann erfiillt, wenn die Schwingungsebene senk-
recht zur Einfallsebene verlduft. Diese Voraussetzung soll
gemacht werden; die folgenden Betrachtungen beziehen sich
demnach zunsichst auf den Fall einer linear polarisierten Welle,
die senkrecht zur Einfallsebene schwingt.

Hiernach kann ich eine elektromagnetische Welle als einen
Vektor auffassen, dessen Liinge durch die Schwingungsamplitude
gemessen und dessen Richtung und Sinn durch die Fort-
schreitungsrichtung der Welle bestimmt wird.

Erster Fall, wo die Schwingungsebene senkrecht sur Einfalls-
ebene steht. — Nenne ich die Vektoren, welche die einfallende,
die reflektierte und die gebrochene Welle darstellen, e, r, d,
die zugehorigen Amplituden E,, R,, D,, wo der Index s an-
deuten soll, daB die Schwingungen senkrecht gegen die Einfalls-
ebene verlaufen, dann kann ich sofort ansetzen

e=2zr + yd.
Wie sich # und y bestimmen, geht aus den Identitéiten in Nr. 33
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hervor. Man hat nur nétig, in Ricksicht auf Fig. 20, die
Winkel 8, y der Nr. 33 durch — « bzw. 180 + § zu ersetzen,
damit das Reflexionsgesetz erfiillt werde, und damit § die Be-
deutung des Brechungswinkels erhalte. Die Vektorgleichung
nimmt alsdann die Form an:

E sin (¢ — ) Esin2e

Fameip T omerpl—"

e+

Anderseits kann ich folgende physikalische Uberlegung
anstellen. Ich habe es hier mit drei elektromagnetischen
Kriften zu tun, die durch das Produkt aus Wellenamplitude
und Atherdichte gemessen werden. Wird noch die Richtung

/——\
r e
x|«
8
d
Fig. 20.

hinzugenommen, so lassen sich die Kriifte durch Vektoren dar-
stellen, deren Linge durch jenes Produkt bestimmt wird. Nun
sagt mir die Physik, daB sich der einfallende Vektor umsetzt
in einen reflektierten und einen gebrochenen. Es muB also
zwischen den drei elektromagnetischen Kriften (ihrer GriBe
und Richtung nach betrachtet) Gleichgewicht bestehen. Wird
noch das Verhiltnis der Atherdichten der beiden Medien, in
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denen sich die Lichtvektoren bewegen, mit n bezeichnet, so
lautet der vektorielle Ausdruck des Gleichgewichts

e+4+r+4+nd=0.

Hat der Ather tiberall gleiche Dichte — und das ist die von
F. Neumann gemachte Hypothese —, so hebt sich der auf
die Atherdichte beziigliche Faktor heraus, » wird gleich Eins,
und die Vektorbeziehung nimmt die einfache Form an

e+r+4+d=0.
Die Hypothese, daB % von Eins verschieden sei, rithrt von
8in «

Fresnel her. Dabei ist # = —;
sin

Der Vergleich der beiden Relationen, welche sich so
zwischen den Vektoren e, r, d ergeben haben, filhrt zu den

Formeln Esin@—f_, E sin 2¢
Rem@itp = Den@e+p
‘woraus
R E sin (¢ — f) E sin 2«

“Rsin (¢ +p)’ D=min(a+p)‘

Und das sind die bekannten, von Fresnel und F. Neumann
aufgestellten Ausdriicke fiir die Verhiltnisse der Amplituden
des reflektierten und des gebrochenen Lichtes zu derjenigen
des einfallenden Lichtes. Und zwar setzt F. Neumann n =1
und findet

__ Esin(e—p) _ Esin2« .
(. B="mern’ D~ wmetp
Fresnel setzt n = tin—‘—z und findet
sin
E sin (¢ —f) 2 Ecos asin f§
(&) B="marn’ D~ metn

Will ich zeigen, daB das Gesetz von der Erhaltung der
Energie erfiillt ist, so schreibe ich die obige Vektorgleichung
in der Form ‘

—e=r-+nd

und multipliziere sie innerlich mit sich selber, dann folgt
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E?} = R} + »*D! 4+ 2n[r|d]
E} =R} 4+ #*D} — 2nR,D, cos (« + ).

Diese Relation, welche bei Einfohrung der in (F,) oder
(V,) aufgestellten Ausdriicke zu trigonometrischen Identititen
fihrt, liefert unmittelbar das Gesetz von der Erhaltung der
Energie, wenn an Stelle der Amplituden die Intensititen J
eingefiihrt werden durch die bekannten Definitionen der Physik:

oder

J=E, J.=R, J,—mD 22,

sin 2¢

sin o
sin §
zu setzen ist. Diese Definitionen gelten, welches die Schwingungs-
richtung des Lichtes auch sein mag. Hier sind E, R, D durch
E,, R,, D, zu ersetzen. Ich finde hiernach

wo im Neumannschen Fall » =1, im Fresnelschen n =

B =R4+wD 5228 gy J=J.+J,,

sin 2¢

indem sich unschwer nachweisen 188t, daB die rechts eigent-
lich noch hinzutretenden Summanden einander aufheben, so daB
die Energiegleichung in der Tat erfillt ist.

Zweiter Fall, wo die Schwingungsebene der Einfallsebene

parallel ist. — Ich betrachte nunmehr den Fall, daB das Licht

in der Einfallsebene schwingt. Ich schicke zunsichst die Be-
merkung voraus, daB die Formeln (F,), (X,), wie bei ihrer
Herleitung bereits ausgesprochen worden ist, micht bloB in
dem Falle gelten, wo das Licht senkrecht gegen die Einfalls-
ebene schwingt, sondern in dem allgemeineren Falle, wo die
Schwingungen der einfallenden, der reflektierten und der ge-
brochenen Welle einander parallel verlaufen. Vom physi-
kalischen Standpunkt aus ist allerdings, wenn die Schwingungs-
ebene nicht in die Einfallsebene fillt, nur der spezielle Fall
realisierbar, daB die gemeinsame Schwingungsrichtung dieser
drei Wellen auf der Einfallsebene senkrecht steht. Aber rein.
analytisch betrachtet, beanspruchen die in (F,), (,) auf-
gestellten Ausdriicke anch noch Giiltigkeit, wenn das Licht
nicht gerade senkrecht gegen die Einfallsebene schwingt, so-
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bald nur die Bedingung erfilllt ist, daB die drei Wellen
einander parallel schwingen.

Hiernach miissen also die fiir R, und D, gewonnenen Aus-
driicke bestehen bleiben fiir Wellen, die in der Einfallsebene,
aber einander parallel schwingen. Nun lehrt die Physik, daB
bei einer Lichtwelle die Schwingungsrichtung stets auf der
Fortschreitungsrichtung senkrecht steht, mit anderen Worten,
daB es nur transversale, keine longitudinalen Lichtwellen gibt.
Zerlege ich daher die drei soeben betrachteten Wellen mit
den Amplituden E,, R,, D, innerhalb der Einfallsebene in je
zwei Komponenten, deren eine zur Fortschreitungsrichtung der
betreffenden Welle senkrecht steht, deren andere ihr parallel
liuft, so haben die letzteren Komponenten fiir eine Lichtwelle
keine physikalische Bedeutung. Eine solche kommt bloB den
anderen Komponenten zu, deren Amplituden ich E,, R,, D,
nennen will.

So erhalte ich
/ in der Einfallsebene
/ an Stelle der drei
{ Wellen mit den
BN L5 Amplituden E,, R,
) i SEN D,, welche in dem
Fall, daB die einfal-
lende, die reflek-
tierte und die gebro-
B cheneWelle parallel
zur Kinfallsebene
oo schwingen, doch
nur mathematische
Existenz besitzen,
drei andere Wellen
mit den Amplituden
E,, R,, D,, welche physikalisch mdglich sind.

Zwischen den Amplituden dieser Wellentripel bestehen
nun einfache Beziehungen, die sich, wie folgt, herleiten lassen.

Ich will die gemeinsame, in der Einfallsebene liegende
Schwingungsrichtung der Wellen mit den Amplituden E,, R,, D,

Fig. 81.
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durch den Winkel & festlegen, welchen sie mit der Fort-
schreitungsrichtung der gebrochenen Welle bildet, dann ist
(Fig. 21 8. 8. 62)

E,= E, sin (0 — « + f),

R,= R,sin(« + p + 9),

D,= D, sinJ.

Um den Winkel & zu bestimmen, benutze ich die physi-
kalische Tatsache, daB auch in dem Fall, wo das Licht parallel
der Einfallsebene schwingt, das Gesetz von der Erhaltung der
Energie besteht. Es wird sich zeigen, daB der Winkel 8 = 90°
sein mus.

Dazu gehe ich aus von der Energiegleichung

J; = J r + Jd ’
die bei Einfithrung der Amplituden die Form annimmt
in 2
E} = B} + n'D} gt

Setze ich hier die eben gefundenen Werte ein, so erhalte ich

i sin® (3 — a + ) = Rl sin? (a + f + 8) + n*D} sintd 5220,
Nun ist aber

E! =R + ma D2 S26,

sin 2«

daher durch Kombination mit der vorhergehenden Gleichung
E2[sin*(® — & + p) — sin?d] = R? [sin’( + B + 9) — sin®d],

woraus

E}sin (20 — ¢+ ) sin (¢ — §) + Risin (¢ + f + 20) sin (¢ + ) =0

oder mit Benutzung des Ausdrucks fiir 2+ aus (F,) oder (,):

sin (¢ + B) sin (28 — « + B) + sin(¢ — ) sin(e + § + 20) =0

oder

[sin (& + B) cos (¢ — B) + cos (« + ) sin (¢ — P)] sin 20 = 0,

d h
26 =180% 4 =.90°.
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Die analytisch noch mégliche Losung 0 = 0 ist fiir die Optik
unbrauchbar. Demnach ergibt sich:

E,= E, cos (¢ — f),
" R,= R, cos(a+ ),
D,= D,.
Werden hier die Werte der E,, R,, D, eingefithrt, so er-
geben sxch schlieBlich d1e gesuchten Formeln
=Esm(¢z p) cos (x4 f) _E tg (@ — ﬂ)
0 ANE { P sin (« + f) cos (« — f) "tg(a+ﬁ)

E, sin 2«
= sin(« + [) cos(a—ﬂ)’
_Epsm(a-—ﬂ)cos(a-i-ﬂ) —E tg (e« — ﬁ)
? sin(a+p)cos(e—p) gt
D, 2E, cos agin f
sin (a+ﬂ) cos (¢— ﬂ)
Und das sind die bekannten Form eln, wie sie von Fresnel
und F, Neumann fir den Fall, da8 da.s Licht parallel der
Einfallsebene schwingt, aufgestellt worden sind.

39. Reflexion und Brechung longitudinaler Wellen. — Die
obige Methode 1iBt unmittelbar eine merkwiirdige Uberein-
stimmung erkennen, welche swischen den Formeln fiir die Re-
flexion und Brechumg von transversalen Lichtwellen einerseits
und longitudinalen Schallwellen anderseits besteht.

Ich kniipfe an die vorstehenden Uberlegungen an, wo ich
die einfallende, die reflektierte und die gebrochene Welle mit
den Amplituden E,, R,, D, inverhalb der Einfallsebene in je
zwei Komponenten zerlegt habe, deren eine zur Fortschreitungs-
richtung der betreffenden Welle senkrecht steht, deren andere
ihr parallel liuft. Wihrend nun beim Licht die letztere
Komponente wegen ihrer physikalischen Bedeutungslosigkeit
verworfen wird, findet sie beim Schall 1hre physikalische
Deutung als longltudmale Schwingung. -

Bezeichne ich die Amplitaden der longltudmalen ein-
fallenden, reflektierten und gebrochenen Wellen mit €, R, D,

(Fp)
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und behalte ich den vorhin eingefiihrten Winkel & bei, so er-
geben sich zundchst die Beziehungen

€ =FE, cos (0 — ¢+ p),
R =R, cos (¢ + g + 9),
D =D, cos 4.

Nun setzt die Herleitung der Ausdriicke fiir die Verhilt-
nisse F,:R,:D, erstens das Reflexionsgesetz voraus, zweitens
die Tatsache der Brechung und drittens die Grenzbedingung
e+r+4nd=0. Ich kann daher die Giiltigkeit der Formeln
(F,), (&,) auch auf den Schall ausdehnen, soweit er sich in
ebenen Wellen ausbreitet.

Nehme ich ferner den oben definierten Zusammenhang
zwischen Amplitude und Intensitit einer Welle auch fiir den
Schall als giiltig an, so fiihrt das Gesetz von der Erhaltung
der Energie auf demselben Wege wie in der vorhergehenden
Nummer zu dem Ergebnis sin 26 = 0; denn die daselbst fiir
transversale Wellen entwickelte Rechnung geht in die ent-
sprechende fiir longitudinale Wellen iber, wenn ich & durch
90 — 8 ersetze. Daraus folgt einzig und allein ¢ = 0, wenn
ich mich auf die longitudinalen Wellen beschrinke. -

Alsdann fithren obige Formeln in Verbindung mit (F3), (N,)
zu Ausdriicken fiir die Verhiltnisse €: R : D, welche mit den
Ausdriicken fiir E,: R,: D, genau {ibereinstimmen.

Auf diesen Zusammenhang haben tibrigens bereits Poisson
(Mémoire sur le mouvement de deux fluides élastiques super-
posés. Mém. de I'Ac. d. Se. 10, 317, 1823. Paris 1903) und
spiter @&. Green (On the reflexion and refraction of sound.
Mathematical Papers of the late George Green. Edited by
M. Ferrers, Paris, A. Hermann, 233—242) aufmerksam ge-
macht.

40. Der Fall der totalen Reflexion. — Mit ein paar
Worten will ich noch auf den vektoranalytischen Grund fiir
die bekannte Tatsache eingehen, daB bei der Totalreflexion
eine Phasenverschiebung eintritt. Dabei kann ich mich gem#B

Jahnke, Vorlesungen @iber die Vektorenrechnung. )
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den obigen Uberlegungen auf den Fall homogenen Lichtes
beschrinken, welches senkrecht gegen die Einfallsebene
schwingt. :

Wird das Licht total reflektiert, so habe ich es nur mit
zwei Vektoren, dem einfallenden und dem reflektierten Licht-
vektor, zu tun. Wiirden sich die Wellen auch jetzt noch
bloB in Amplitude und Fortschreitungsrichtung, die Vektoren
also bloB in Linge und Richtung unterscheiden, so wiirde
folgen @ + r = 0; es wiirde sich also ergeben, daB die beiden
Vektoren in der Lénge und Richtung (bei entgegengesetztem
Richtungssinn) iibereinstimmten. Der reflektierte Vektor hitte
also gleiche Richtung mit dem einfallenden — und das trifft
physikalisch im allgemeinen nicht zu. Die Voraussetzung ist
daher falseh: Die einfallende und die reflektierte Welle miissen
sich, auBer durch Amplitude und Fortschreitungsrichtung, noch
durch etwas unterscheiden, und das kann, da sie doch, wie
verabredet, in der Schwingungsrichtung tibereinstimmen sollen,
nur die Phase sein. Die total reflektierte Welle muB daher
gegen die einfallende eine Phasenverschiebung zeigen.

41. Analogie zwischen dem Gleichgewichi an eimem Faden
und der Bewegung eines materiellen Pumktes. — F. Mobius
hat zuerst bemerkt, daB zwischen dem Gleichgewicht an einem
Faden und der Bewegung eines materiellen Punktes in mehr-
facher Hinsicht Ahnlichkeit stattfindet. Wie ein Faden, auf
den nur an seinen Enden Krifte wirken, sich geradlinig aus-
dehnt, bewegt sich auch ein Punkt unter dem KEinfluB eines
Impulses geradlinig. Ebenso wie ein {iber eine krumme Ober-
fliche gespannter Faden die Gtestalt der kiirzesten Linie zwischen
den beiden Endpunkten annimmt, beschreibt auch ein materieller
Punkt, der gezwungen ist, sich auf dieser Fliche unter dem
EinfluB eines Impulses zu bewegen, den Weg der kiirzesten
Linie.

Dieser Zusammenhang zwischen dem Gleichgewicht an
einem Faden und der Bewegung eines materiellen Punktes
1Bt sich, worauf Herr Laisant aufmerksam gemacht hat, mit
Hilfe von Vektoren in einfacher Weise darlegen.
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Der materielle Punkt befinde sich in M, und bewege sich
im Zeitelement d¢ nach dem unendlich benachbarten Punkt M,
und sodann nach dem unendlich benachbarten Punkt M,. Die
zugehorigen Geschwindigkeitsvektoren seien v,, V,, dann kann
ich setzen (Fig. 22)

M,— M, =v,, My—M;=v,=M—M,,
woraus
M, — M=V,—V,

Nun stellt der Zuwachs des Geschwindigkeitsvektors, divi-
diert durch das Zeitelement, den Beschleunigungsvektor w dar,
ich kann also setzen
M, — M=wdt
und daher
Y, —Vg—Wdt=0.

Anderseits sei M, M, das Linienelement ds eines unaus-
dehnbaren Fadens, der unter dem EinfluB des ZuBeren Impulses f,
bezogen auf die Lingeneinheit, 2
steht; dann wirkt auf das Li- N
nienelement der Impuls fds, und
dieser rufe in den Endpunkten
von ds die Spannungen 7} und
T, hervor. Diese drei Krifte
miissen einander aufheben, wenn
an dem Faden Gleichgewicht Fig. 3.
bestehen soll. Stelle ich nun die Krifte durch die Vektoren
fds, T,, T, dar, so lautet die Gleichgewichtsbedingung

T, + T, + fds = 0.

Es ergeben sich also bei den beiden in Rede stehenden Problemen
Vektorbeziehungen der Form a + b 4+ ¢ =0. Ich kann daher
in Analogie setzen die Spannung mit der Geschwindigkeit und
den Impuls fds mit der Beschleunigung wdf. Die Analogie
wird vollstindig festgelegt, wenn ich setze

T'=kFkv, fds=—Fkwdt,
wo k einen Proportionalititsfaktor bezeichnet.

5’
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Hiernach lauten die Formeln, welche den Ubergang von
der Gleichgewichtsform eines unausdehnbaren Fadens zu der
Bahnkurve eines materiellen Punktes vermitteln, wegen ds = vd¢:

T—tko, f=—""

v
und umgekéhrt
_fo_ (T

=-—-ic—’--

=N

0= w=

Ich begniige mich, auf drei Anwendungen dieser Analogie
hinzaweisen. Bei der parabolischen Bewegung eines schweren
Korpers im leeren Raum ist bekanntlich die Horizontal-
komponente der Geschwindigkeit konstant. Aus den Umsetzungs-
formeln ist zu schlieBen, daB, wenn die Horizontalkomponente
der Spannung konstant ist, die Gleichgewichtsform des
schweren Fadens eine Parabel darstellt.

Wie man umgekehrt aus dem Gleichgewicht zwischen
Kriften, die auf einen Faden wirken, auf die Bewegung eines
Korpers einen SchluB ziehen kann, zeigt das Beispiel der
Kettenlinie. Wird ein schwerer Faden an seinen Endpunkten
befestigt, so nimmt er die Form der Kettenlinie an. In diesem
Fall ist also der Impuls f von konstanter GréBe und Richtung.
Dementsprechend wird ein Kérper unter dem EinfluB einer
beschleunigenden Kraft, die seiner jeweiligen Geschwindigkeit
proportional ist und konsta.nte Richtung hat, eine Kettenhme
beachreiben.

Endlich, bei der elastischen Linie ist bekanntlich dle
Differenz der Spannungen in irgend zwei Punkten proportional
der Differenz der zugehdrigen Kriimmungsquadrate. Demnach
beschreibt derjenige Korper die Bahn der elastischen Linie, fiir

“ welchen sich die Gleschwindigkeit in irgendeinem Punkt dem
zugehdrigen Krilmmungsquadrat proportional éndert.

42. Das Ohmsche Gesetz fiir Wechselstrom. — In einem
Stromkreise herrsche eine E.M.K. und bringe einen Wechsel-
strom hervor. Unter den veriinderlichen Strémen nehmen die-
jenigen eine ausgezeichnete Stellung ein, welche sich nur durch
Amplitude, Phase und Frequenz unterscheiden. Ich beschrinke
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die Betrachtung auf diese besondere Art von Wechselstromen.
Ferner sollen sich Spannung und Strom eines und desselben
Wechselstroms nur noch durch Amplitude und Phase unter-
scheiden. Ich kann daher die Spannung eines solchen Wechsel-
stroms als einen Vektor auffassen, dessen Linge ein MaB
der Spannungsamplitude gibt, und dessen Richtung die Phase
der Wechselstromspannung bestimmt. Dieser Vektor heiBe
Spannungsvektor.

Ebenso 1iBt sich der Strom als Vektor' darstellen, wenn
ich seine Linge zur Stromamplitude und seine Richtung zur
Phase des Stromes in Beziehung setze. Dieser Vektor heiBle
Stromvektor. .

Indem ich Widerstand, Selbstinduktion und Kapazitit als
konstant voraussetze, erhalte ich einen Wechselstromkreis,
dessen physikalischer Zustand durch jene beiden Vektoren voll-
stindig charakterisiert ist, einen ,ebenen“ Wechselstromkreis.

Noch einen Vektor fithre ich ein, der dem Stromvektor
um 90° in seiner Richtung, d. i. Phase, vorauseilt, dessen
Lénge aber mit derjenigen des Stromvektors tibereinstimmt,
ich nenne ihn den magnetischen oder wattlosen Vektor.

Endlich entnehme ich der Physik das Prinzip von der
Erhaltung der Energie in der Form, daB die Arbeit, welche
die E. M. K. in der Zeiteinheit leistet, sich einmal aus dem
Jouleschen Effekt, d.i. der in Wirme umgesetzten Energie
zusammensetzt und zweitens aus der inneren Stromenergie
oder magnetischen Energie. Die erstere wird aufgewendet, um
den Stromvektor, die letztere, um den dazu senkrechten mag-
netischen Vektor hervorzubringen. Jene ist gleich JR?, diese
gleich 1

(Lm — TC-) J?,

wo R den Ohmschen Widerstand, L die Selbstinduktion, C die
Kapazitit, — die Frequenz und J die Intensitit des Wechsel-

? 2%
stroms bedeuten. }
Nenne ich nunmehr den Spannungsvektor e und den
Stromvektor i, so liBt sich durch diese beiden jeder andere
Vektor desselben ,ebenen® Wechselstromkreises linear darstellen.
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Derselben Ebene gehort aber der wattlose Vektor an, welcher,
unter Benutzung des Ergéinzungsstriches, mit |i bezeichnet
werden darf Demnach kann ich ansetzen

e=zi+y|L

Um die Koeffizienten 2, y zu bestimmen, multipliziere ich
die Gleichung zuniichst innerlich mit i:

e|i=g[i[i]+y[|1]1]
und finde, da |i|i verschwindet:
e|i
X = m‘
Ebenso liefert die #uBere Multiplikation mit i
16 — 2 [11] + y[i]1],
woraus, da [ii] verschwindet:
ie
Yy=11’
Die Amplituden von Strom und Spannung seien J bzw. E,
dann ist der gemeinsame Nenner
ijfi=J%
Um die Zshler auszuwerten, erinnere ich an die mechanische
Deutung, welche das innere Produkt aus Kraft- und Wegvektor
zuliBt (Nr. 81). Die entsprechende Deutung fiir die Theorie
der verdnderlichen Stréme ergibt sich, wenn ich an die Stelle
des Kraftvektors den Vektor, der die E. M. K. darstellt, und
an die Stelle des Wegvektors den Stromvektor setze. Daher

wird das innere Produkt e |i den von der E. M. K. des Wechsel-
stroms in der Zeiteinheit geleisteten Jouleschen Effekt dar-

stellen:
e|i=RJ2
Was endlich das #uBere Produkt [ie] angeht, so liBt sich
dasselbe als inneres Produkt aus @ und |i auffassen; némlich
le = — ei=[e —i] =[e|( 1],
weil ja ||i =—1 Demnach bedentet [ie] die Arbeit, welche
die E. M. K. des Wechselstroms in der Zeiteinheit leistet, in-
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dem sie das magnetische Feld hervorbringt. Also kann ich
setzen

1 .

le~(Lo—_g)J*%
Hiernach nimmt obige Identitit folgende Form an (vgl. Fig. 23)
o= Ri+ (Lo——_g) |1

Um von den VektorgréBen zn
den SkalargroBen iiberzugehen, RJ|

nehme ich von dieser Gleichung: y‘i" p
. die Erginzung: L N R =
1 Lot
|e=R|i_(L‘D_';cT)i Fig. 88,

und maultipliziere die beiden letzterhaltenen Vektorgleichungen
duBerlich miteinander, so entsteht

B=RJ+ (Lo— )T
oder

E=J)/ B+ (Lo- )’

und das ist das Ohmsche Gesetz fiir den Wechselstrom, wenn
Ohmscher Widerstand, Induktanz und Kapazitit als konstant
angesehen werden dirfen.

Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, daB die
vorstehende Herleitung an die Stelle der tiblichen Voraussetzung
von sinoidalen Wechselstromen die andere setzt, daB sich der
Wechselstrom als Vektor darstellen liBt sowie daB sie von
dem Differentialzeichen keinen Gebrauch macht.

Weiter ist es lehrreich, auf den Unterschied hinzuweisen,
welcher zwischen den hier benutzten Vektoren und denen be-
steht, die ich bei der Herleitung von Fresnels und Neumanns
Intensititsformeln verwendet habe (vgl. Nr. 38). Wihrend
diesen physikalische Bedeutung zukommt, sind jene nur als
graphische Vektoren, im Gegensatz zu den physikalischen Vek-
toren, anzusprechen.
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438. Dic Wheatstonesche Briicke fiir Wechselstrom, — Die
Wheatstonesche Briicke dient dazn, Widerstinde zu messen.
Seien vier Leitungen I, II, III, IV gegeben, von denen I und
II sowie III und IV in Reihe geschaltet sind (Fig. 24). Ich stelle
zunichst die Frage: Was heift Reihenschaltung bei Wechsel-
stromen gleicher Frequenz? KEs miissen die Stromintensi-
titen der GroBe und der Phase nach iibereinstimmen. Fiihre
ich daher graphische Vektoren ein und nenne die Stromvektoren
i,, i, i5, 1,, wobei die Linge des Vektors die Stromamplitude
und seine Richtung die Phase des Stromes bestimmt, dann
verlangt die Reihenschaltung an der Wheatstoneschen
Briicke, daB R

=1, i,=1i,.

Weiter seien die Vektoren der Klemmenspannung e,, e,, e;, e,.
Nun lautet die einfachste, bei der Widerstandsmessung zu er-

Fig. 24.

fillende Bedingung, es soll die Briicke stromlos sein. Dann
missen die Spannungsvektoren an den Enden der Briicke
einander gleich sein, also

04 = 61.
Wenn aber durch die Briicke kein Strom flieBt, miissen die

Klemmenspannungen in der zweiten und dritten Leitung in
Amplitude und Phase iibereinstimmen, d. h.

=6y
- Nunmehr seien die Widerstinde der Leitungen R,, die
Selbstinduktionskoeffizienten L,, die Kapazititen C, (v=1, 2, 3,4)

und die Frequenz der Strome 2—"; Alsdann liefert das Ohmsche

Gesetz in seiner vektoriellen Form (vgl. Nr. 42) mit Riicksicht
auf die obigen Bedingungen
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e, =R + 4, i,
& =R, + 4|1,
&, =Ry, + 4, |1,

. e, =R, + 4, |1,
wobei zur Abkiirzung }

Aa,= L,m-— (’-1'2v8$‘)

1
oC,
gesetzt ist. Multipliziere ich die einzelnen Gleichungen inner-
lich mat sich selber, so entsteht

El=(B*+ 4)J*= (R} + 4.)J,
E'= (B + 4,7)J," = (By* + 4,")
R'+4* R'+4°
BRi+4 T R4}
Multipliziere ich anderseits dieselben Gleichungen #uBerlich
bzw. innerlich miteinander, so wird
e,6,= (R 4y — R, 4,)J,*= (B, 4y — By 4,)J,

e, |8, = (R By + 4, 4,)J* = (By B, + Ay 4,) I,

woraus

‘woraus

R, 4, — R, 4, R1R3+A 4,
RA":"'Rs"c RaR +dsdt
Und das sind die Relationen zwischen den Widerstinden
an der Wheatstoneschen Briicke fiir Wechselstrom, welche
zuerst Herr Gorges aufgestellt hat.

44 FEin Satz von Blondel iber den Drehstrom. — Die
Strome eines Dreiphasensystems, denen verschieden groBe
Intensitéten und Phasen zukommen, mégen an den Ecken des
Dreiecks A, A, A; eintreten (Fig. 25 s. S.74), dann entsteht die
Frage nach der Arbeit, welche die drei Stréme an irgendeiner
Stelle, sagen wir im Punkte O, leisten.

Ich nenne die zugehorigen Stromvektoren i, i, 1, so
muB nach dem Kirchhoffschen Gesetz der Stromteilung

L+ §41,=0

séin, was besagt, daB es moglich ist, aus den Stromvektoren
ein Dreieck zu konstruieren.
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Nun ist die Arbeit, welche der Stromvektor i, leistet,
indem er sich um die Strecke O — A, parallel verschiebt,
gleich [i,| O — A,], daher die gesamte Arbeit, welche geleistet
wird, indem sich i, i;, i; bzw. um die Strecken 0—4,,
O0— A4;, O— A, parallel verschieben, gleich

[ill 0—A]+ [isIO—A-:] + [isl 0— 4,];

und dieser Ausdruck liBt sich wegen der Kirchhoffschen
Bedingung wie folgt umformen:

[y 0— 4] + 1| 0— 4] — [(, 4 )| 0— 4,]
=1, (0 — 4, — O+ 4,)] + [, | (0— 4, — O+ 4,)]
= [, | 4y — 4,1 + [y | 4, — 4],

Fig. 26.

d.h. die in Rede stehende Arbeit des Drehstroms ist unab-
héngig von dem Punkt O, und zwar ist sie an allen Stellen
dieselbe, wie wenn O nach einer Ecke A riickte.

Bei der graphischen Darstellung des Dreiphasenstroms
bedient man sich gewdhnlich des gleichseitigen Dreiecks und
benutzt den Blondelschen Satz nur fiir diesen speziellen Fall.
Der obige Beweis macht iiber die Form des Dreiecks gar keine
Voraussetzung, Blondels Satz gilt allgemein fiir jedes Dreieck.
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Die regressive Multiplikation.

43. Tabellarische Zusammenfassung der eingefiihrien exten-
siven Grofen. Definition der regressiven Multiplikation. — Ich
will zundchst einen Riickblick werfen auf die eingefiihrten,
von GraBmann extensiv genannten RichtungsgréBen und sie
samtlich in einer Tabelle zusammenstellen, zugleich mit ihrer
Bezeichnung. Nebenbei sei bemerkt, da GraBmann dem
Punkte die Stufenzahl Eins, der Geraden die Stufe Zwei und
der Ebene die Stufe Drei zuerteilt.

Tabelle II.
Gebilde der Ebene Bezeichnung

Punkt A
freier Vektor B—A=a
Erginzung des freien Vektors |B—A=|a
gebundener Vektor = Stab [AB]=[4a]=a4a
duBeres Produkt zweier freier

Vektoren [B—4A C—B]=[ab]
auBeres Produkt dreier Punkte [ABC]=[4ab]=[ab]
skalares Produkt zweier freier

Vektoren [B—A4|C—B]=[a|b]

Die bisher betrachteten Verbindungen von Punkten und
freien Vektoren iiberschreiten nicht die Dimension 2. Wie
ist es nun mit den extensiven Verbindungen, deren Dimen-
sion > 2 ist?

Auf diese Frage will ich jetzt, am SchluB des ersten Ab-
schnitts, noch kurz eingehen. Wir haben gesehen, daB das
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duBere Produkt zweier Punkte die Verbindung derselben, nim-
lich die Gerade, und das #uBere Produkt dreier Punkte
das durch sie bestimmte Dreieck liefert. Ich will dieses
Resultat verallgemeinern, indem ich von der Dualitit Gebrauch
mache, welche in der Ebene zwischen Punkten und Geraden
besteht. Dann kann ich festsetzen, daB das #uBere Produkt
zweier Geraden den Schnittpunkt derselben darstellen soll,
ferner das &uBere Produkt dreier Geraden das von ihnen um-
schlossene Dreiseit. Dementsprechend soll in dem Vektor-
dreieck E, F; E; sein:

[BE, EE]= [EE, EE]=[EZE, E,E,] =0,
[EE, E,\E,)=— [EE, EE]=E([EELE)],
[E\E, E E] = - [Ey E, E, E;] = E,[E, E, Ey],
[E,Es E,E\) =— [E,E, E,E;)= E|[E,E,E,];
[EyE; E,E, E E,]|=—EE, EE, EE]=[EEE].
Vektorielle Produkte dieser Art nennt GraBmann regres-
sive Produkte und spricht von einer regressiven Multiplikation im

Gegensatze zu der progressiven Multiplikation, welche den
Gegenstand der vorhergehenden Kapitel bildet.

Den Nutzen und die Verwendung der regressiven Produkte
will ich an einigen Beispielen darlegen.

46. Ein Satz von Schroter aus der Dreiecksgeomelrie. —
Die FuBpunkte zweier Tripel von Eckenlinien, welche zu zwei
beliebigen Punkten eines Dreiecks gehoren, liegen auf einem
Kegelschnitt. Gleichung und Mittelpunkt dieses Kegelschnitts
zu bestimmen.

Das Dreieck heiBe E,E,E,, die beiden Punkte seien
eP=o B+ ey By + oy By, o+ 05+ =0,
] ﬁQ‘-““ﬂlE'*‘ﬂsE"‘ﬁsEs: Bi+ B+ Bs=B.

Nenne ich die Eckenpunkte P¢, Q: (z =1,2,3), so ist
zunéchst
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(0 + o) Py= o Ey+ ey By, (By + Bs) @ = By Es + B3 By,
(+ @) Py=o B+ o E, (Bs+ B,) &= B Es+ B Ey,
(4 + ) Py=o E + ey By, (B, + B5) Q= B Ey+ By Es

Um zu beweisen, daB die Kurve, auf welcher die
Punkte P;, @; liegen, ein Kegelschnitt ist, mache ich von
dem Pascalschen Satze Gebranch. Ich betmchte das Sechseck,
gebildet aus den Seiten :

&Py, PP, P,
Q’ Ql) QlPl) 'Pl QS}
bestimme die Schnittpunkte
(@ Py @), [PoPy &P), [F¢ Py

und zeige, daB das vektorielle Produkt dieser drei Schnitt-
punkte verschwindet, daB also diese Punkte kollinear liegen.

Will ich sodann die Gleichung dieses Kegelschnitts auf-
stellen, so fithre ich den beliebigen Punkt

’ X = xlEl + sz’ + sts
ein und betrachte das Sechseck, gebildet aus den Seiten
Qs-Pu PSX) X'P!’
P, @, &P, PO,
Dann miissen die Schunittpunkte
(&P B3¢s), [PsX QP), [XF; P¢)

in gerader Linie liegen, ihr vektorielles Produkt muB ver-
schwinden. Die Gleichung des Kegelschnitts lautet daher

[QS-PS -P’Q’ Ps-X QgPl X.P’ 'PIQS]=O'

Durch Ausfihrung der Multiplikation, unter Verwendung
der obigen Darstellungen fiir die P;, @;, X, ergibt sich

antantan— Grtan) e Gt an) ae

~(ag +ag) an=0




78 Sechstes Kapitel. Die regressive Multiplikation.

Sind die beiden Punkte P, @ der Schwerpunkt bzw.
Hohenschnittpunkt, so geht der Kegelschnitt in den KFeuer-
bachschen Kreis tiber, dessen Gleichung lautet

ENENEASHEN ax]“’z"" [8,] 8y]2 ™+ a2z 25+ a, 252, + 0572, 2,=0
oder

(as® + a3® — a,°)z,® + (a,* + a,* — a)z,* + (0 + a," — ag?) 2y’
— 2a,%%, 75 — 20,° 737, — 205’ 7,7, = 0,

wenn die Seiten des Bezugsdreiecks mit a,, a;, a; bezeichnet
werden. -

Der Mittelpunkt des Schroterschen Kegelschnitts ist

*M=p pfy oS- P+ eyog0yf2 Zfrfioi- @
+ w0505, B3 850 - (P + Q)
— (oo By + o3 B5) (038, + o4 Bs) (@, B + 58y) - Zeti B E;
(i=1,2 8; 5,k 1=1,2 8; 2 8 1; 8 1, 2),

wo der Stern links die (Glewichtssumme andeuten soll.

Endlich die Pascalsche Gerade stellt sich dar in der
Form oyf,8, + o, f;8; + «; 0,8y, Wo &;,= E; — E, ist.

47. Carnots Satz iber sechs Punkte eines Kegelschnitts. —
Seien 1, 2, 3, 4, 5, 6, sechs Punkte und die #uBeren Produkte
[12], [23], [34], [45], [66], [61] die Seiten eines von ihnen
gebildeten Sechsecks. Ich driicke drei dieser Seiten, etwa [12],
[34], [56] durch ihre Gegenseiten aus

[12]=p,[23] + ¢,[45] + r,[61],
[84] =1,[23] + ¢,[45] + n,[61],
[66]=p,[238] + g5[45] + r,[6 1]

Die Verhiltnisse p;:g;:7; lassen sich bestimmen, indem ich
die Gleichungen der Reihe nach mit 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6
duBerlich multipliziere. Es folgt:
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1[123]+¢[145]=0, ¢[245]+r([261]=0,

0,[B45] + 7, [361] =0, p,[428]+r,[461] =0,

25[523]+ 7, [661]=0, p,[623]+¢,[645]=0,
woraus insbesondere

p, [145][261] ¢, [861][428] r, [628][645]

r, _ [128][248]' p, ~ [38B][(461] g [661][623]

Sollen nun die sechs Punkte auf einem Kegelschnitt liegen,
80 muB nach dem Satze des Pascal sein

[12 45 34 61 56 23]=0.

Aus den obigen Gleichungen folgt aber

[12 45]=p,[283 45]+r,[61 45],

[34 61]=p,[23 61]+4,[45 61],

[66 28]=g,[45 23]+ r[61 23]
und daher durch #uBlere Multiplikation

[12 45346156 23] =p,g,7,[23 45 45 61 61 23]+
+ r,p,9,[61 45 23 61 45 23] =
= (p,qs7s — 7, 9:,9:)[23 45 45 61 61 23]

Hiernach fithrt die Kegelschnittsbedingung dazu, die rechte
Seite gleich Null zu setzen. Da nun der zweite Faktor i. a.
nicht identisch verschwindet, muB p, g, 7, — r; p;¢; verschwinden.
Fithre ich hier die oben gefundenen Werte ein, so ergibt sich
die Relation

[145][261][361][423][523][645] —
[123][245][345][461][561][623] =0,

und das ist die bekannte Carnotsche Relation zwischen sechs
Punkten auf dem Kegelschnitt, wenn man bedenkt (vgl. Nr. 23),
daB ein #@uBeres Produkt wie z. B. [145] nichts anderes ist als
der doppelte Flicheninhalt des durch die Punkte 1, 4, 5 be-
stimmten Dreiecks, also mit der Determinante, gebildet aus
den neun baryzentrischen Koordinaten dieser Punkte, {iberein-
stimmt.
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48. Pappus’ Saiz tiber sechs Punkie eines Kegelschnitls. —
Aus dem ersten (leichungssystem der vorigen Nr, folgt

[124]=p,[234]+r,[614],
[356] =¢5[345] + r[361]
und hieraus, wenn die erste (leichung mit »,[361], die zweite
mit — 7, [614] erweitert wird, durch Addition
7[124][861] — 1, [356][614] =p,r;[234][361] —
—¢y7,[345][614].
Wegen der in voriger Nr. gewonnenen Beziechung

g, _ [361][234]
»,  [845][614]
wird die rechte Seite proportional dem Ausdruck

P19:7s — 7139,

welcher nach dem Carnotschen Theorem verschwindet. Da-
her muB auch die linke Seite verschwinden. Um nun 7, und
ry durch die gegebenen Punkte auszudriicken, gehe ich wieder
von dem ersten (leichungssystem voriger Nr. aus und multi-
pliziere die erste sowohl wie die dritte Gleichung &uBerlich
mit [23 45], so erhalte ich

r,[61 23 45]=[123][245],

r,[61 23 45]=[235][456].
Werden diese Ausdriicke oben eingefihrt, so ergibt sich die
gesuchte Relation

[124][136][235][456] —[123][146][245][8356]=0,

und das ist der Satz des Pappus.

49. Ubungen aus der Dreiecksgeometrie. — 1) Der Um-
kegelschnitt des Dreiecks E, E, E; mit dem beliebigen Punkt
2¢- M=o, E, + &g E; + 0y By, 20 =0, + o3+ &5, als Mittel-
punkt, hat die baryzentrische Gleichung

oy (@ — o) Tymy + o5 (¢ — o) 2%y + o (& — o) 2,2, = 0,

wo z,, %, #; die homogenen Koordinaten eines beliebigen
Punktes X des Kegelschnitts bedeuten.
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Riickt insbesondere der Punkt M in den Schwerpunkt des
Dreiecks, so wird die Gleichung des zugehorigen Umkegel-
schnitts . . .

Tty + 232 + 4,23 =0 oder -+~ + —=0,
z s Ly

und das ist die kleinste Umellipse des Dreiecks.
Riickt M in den Mittelpunkt des Umkreises

6, (3" + a3’ 0,°) By 1 0" (6574 0"~ 07) By 4 0%(0™+ &' 04") By,
so ergibt sich die Gleichung des Umkreises

] ] ]
8,37, 7y + 02237, + @27, 2 =0 oder % + ‘% + “_;: -0

in Ubereinstimmung mit der in Nr. 86, 7) angegebenen Be-
dingung fiir das Kreisviereck E, E, F, X.

2) Der Kegelschnitt, welcher die Seiten des Dreiecks 4, A; 4,
in den Eckenpunkten von ¢ P= o4, + ¢, 4; + 0y 4, (d. 1. in
den Schnittpunkten der Eckenlinien 4,P, A, P, A, P bzw.
mit 4, 4;, A4, A4,, A, A;) berithrt, hat zur Gleichung

ai'_}_a:_,’ %' 2xm, 2, 27,7, =0
o Tt et e e g
Es ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem

1,1, 1> in Mi i
- + = + z <0. Sein Mittelpunkt stellt sich dar als

2 (oo + 030 + @05) M= ey (03 + @) 4, + o5 (2 + ) 4,
+ ag(en + o) 45
Die einfache Umformung vermittelst ¢ = &, + o, + 4:

* M= a(ey 4+ o345+ oy Ag) — (e* A, + * 45 + o* 4y)

liBt erkennen, daB der Mittelpunkt mit dem beliebig vor-
gegebenen Punkt P und dem verallgemeinerten Lemoineschen
Punkt des Dreiecks kollinear liegt.

Der Mittelpunkt M ist ferner, wie zuerst Schroeter und
Pisani bemerkt haben, der Schnittpunkt der drei Verbindungs-
linien D, D,', D, D,', D, D,', wo D;, D,, D, die Seitenmitten und
D/, D,', Dy’ die Mitten der Eckenlinien bezeichnen.

Jahnke, Vorlesungen #ber die Vektorenrechnung. 6
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3) Liegen zwei demselben Kegelschnitt einbeschriebene
Dreiecke zueinander dreifach perspektiv, so liegen ihre Per-
spektivititszentren in einer Geraden.

4) Liegt ein Dreieck zum Bezugsdreieck 4, 4, 4, dreifach .

perspektiv, und hat es mit ihm den Schwerpunkt gemein, so
liegen auf seinem Umkreise der Lemoinesche Punkt

a,*4, + a;’4; + a,’4,
und zwei der Perspektivititszentren, na.mhch L+ aﬁ + aﬁ
41 4: + -A-s

5) Der Veronesesche Satz fir dreifach perspektive
Dreiecke ist ein spezieller Fall des folgenden Theorems: Sind
zwei Dreiecke U ,U;U;, V,V;V; zu einem dritten A4, 4,4,
dreifach perspektiv, so lassen sich aus den neun Punkten

n—[UAs Vsdy), Wy=[U,4, Vids], Wy=[Uy4, V,45),
W= [U0,4, Vids], Wi=[U; 4, V1 45], Wye=[U; 4, V, 4],
Wis=[Us4; V1 4], Wy=1[U,4, V3 4,], Wyy=[U,4; V3 4,]
860118 Dreiecke VVu W;g m;, ml m; ms (’&, k, = 1, 2, 3,
2,38,1; 3, 1, 2) bilden derart, daB dieselben zum Dreieck
A, A; A; dreifach perspektiv gelegen sind.
Lasse ich hier das Dreieck V7, V; ¥, mit dem Dreieck
U,U, U, zusammenfallen, so ergibt sich der Veronesesche Satz.

6) Ist in der Ebene des Dreiecks A, 4, A, der Punkt
(m+ e+ a)B=ud + ad+ o4,
gegeben, so sollen die Punkte
(0’ + & + ") BO= "4, + 05’4y + o°4;,
(2’ + o5° + %) BO= 0,°4; + 05°4, + "4,
zgnstgzl;i;rt werden (vgl. Journal f. d. reine u. angew. Math. 123,

80. Anwendung auf eine Aufgabe der Kimematik. — Die
Seiten eines Dreiecks sollen sich um feste Punkte drehen und
die Ecken, bis auf eine, in festen Geraden bewegen. Welche




Anwendung auf eine Aufgabe der Kinematik. 83

Kurve beschreibt die dritte Ecke? Wie lautet die Gleichung
der Kurve?

Ein Punkt der Kurve sei X, die festen Punkte seien
E,, E,, E;, und die festen Geraden [CA]=D) und [4B]=rc¢.
Die Aufgabe verlangt, den Punkt X mit E; zu verbinden,
also das #uBere Produkt [XE,] zu bilden, diese Gerade zum
Schnitt mit der Geraden B zu bringen, also [XE; b] zu be-
stimmen, diesen Schnittpunkt mit E;, zu verbinden, also
[[XE, b] EI] zu bilden und den Schnitt dieser Geraden mit
der Geraden ¢ zu ermitteln, also den Schnittpunkt

[[[XE, b1E] :].

Dann soll dieser Punkt mit den Punkten E;, X kollinear
liegen, d. h. die gesuchte Kurve driickt sich, wenn die Zwischen-
klammern der Einfachheit halber fortgelassen werden, durch ein
glelch Null gesetztes #uBeres Produkt aus:

[XE, b E, ¢ E,X]=0.

Diese vektorielle Gleichung stellt offenbar einen Kegel-
schnitt dar, denn die beiden Strahlenbiischel mit den Mittel-
punkten E; und E; besitzen die Gerade ¢, und die Biischel
mit den Mittelpunkten E; und E, besitzen b als perspektive
Gerade; daher liegt das Biischel (E,) perspektiv zum Biischel (E;)
und dieses wieder perspektiv zum Biischel (E,), so daB die
Biischel (E,) und (E;) projektiv zueinander liegen. Der Durch-
schnitt zweier projektiver Biischel stellt aber einen Kegelschnitt
dar. Die Gleichung dieses Kegelschnitts hat die Form eines
regressiven Produktes. ~Will ich hieraus die @leichung in
homogenen Koordinaten gewinnen, so wihle ich E, E, E; als
Bezugsdreieck und setze :

X=2FE + 2 E+ z,E, z+z+ L 1,
b=p,[EE] + 6, [E, E\] + 65 [E\ ),
¢ =n[EE]+ »[EE]+ y[E E].
Alsdann wird
[XEy] = — 2, [E E] + 3 [E; By,
und wenn ich [E, E;E,] =1 annehme,
6.
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[XE, §] = 2,8, By + 7,63 By — 2,y E, — 23 Ey,
[XE; b E]= (2, + 2:6,) [Es E(] + 2385 [ E, Es ],
[XE; b E, ¢]=— p,(z: 8, + :83) Es + 738571 Es
+ 75(21 By + 738:) Ey — 738573 By,
[XE, b E, ¢ E;]=p1(%,, + 2:6;) [ B3 Es]
+ {73218, + :65) — % By 72 } [Ey B3],
[XE; b E, ¢ E; X]=x,9,(%,8,+ 2:8)
+ 23 { y5(2, B, + 2 B5) — %357 }-

Demnach lautet die baryzentrische Gleichung des Kegel-
schnitts

By p12,® + (Be¥s — By ¥s) %a%s + By ¥s%s %, + oy 7,23 = 0.

Das Beispiel zeigt zugleich mit hinreichender Deutlich-
keit, wie die Vektormethode die amalytische Geometrie mit der
synthetischen verkniipft, wie sie auf der einen Seite der Konm-
struktion auf Schritt und Tritt zu folgen und wie sie anderseits
Jjeden FLonstruktiven Schritt unmitielbar in die Sprache der Analysis
umazusetzen vermag.

51. Das Doppelverhilinis eines Stabwurfes. — v. Staudt
nennt eine Schar von vier Punkten A4, B, C, D derselben
Geraden, deren Reihenfolge irgendwie festgesetzt ist, einen
Punktwurf und versteht unter dem Doppelverhiltnis des Punkt-
wurfes einen Ausdruck, ‘der sich vektoriell so schreiben liBt:

[4C] . [4D]
[CB] " [DB]

GraBmann erweitert diesen Begriff, indem er die Punkte
4, B, C, D durch Stibe a, b, ¢, b ersetzt und eine Schar von
Stében, die durch einen und denselben Punkt gehen, und deren
Reihenfolge in gewisser Weise festgesetzt ist, einen Stabwurf
nennt. Doppelverhiltnis des Stabwurfes wird dann der Aus-

druck
[ac] [aD]
[cB] " pB]
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Nun seien in der Ebene vier feste Punkte 4, B, C, D ge-
geben, von demen keine drei in gerader Linie liegen. Dann
werde nach denjenigen Punkten X der Ebene gefragt, woflir
der Stabwurf [XA4], [XB], [XC], [XD] ein gegebenes
Doppelverhiltnis g besitzt. Dieselben haben also der Gleichung

[X4 XC] [X4 XD] _ .
[XC XB'[XD XB] 8
zu geniigen. Die linke Seite 1a8t sich umformen, wenn ich

bedenke, daB
[X4 XC]=[X4C]X,
daher folgt
[XAC][XDB]—g[XAD]{XCB]=0.

Diese Bedingung miissen alle Punkte X befriedigen, von
denen aus die vier Punkte 4, B, C, D durch einen Stabwurf
mit dem Doppelverhéltnis g projiziert werden.

Da die Gleichung in bezug auf X vom zweiten Grad ist,
stellt sie eine Kurve zweiter Ordnung dar. Setzt man ferner
fir X irgendeinen der vier Punkte, so ist die (leichung
identisch erfiillt. Der Kegelschnitt geht folglich durch die
vier Punkte. Denkt man sich noch g als verinderlichen Para-
meter, so stellt obige Gleichung ein Kegelschnittbiischel mit
A, B, C, D als Grundpunkten dar.

Um aus dem Biischel eine Kurve herauszugreifen, kann
ich die Forderung stellen, daf die Kurve noch einen fiinften
Punkt E enthalten solle. Der Parameter § muB alsdann der
Gleichung geniigen

[EAC][EDB] — g [EAD][ECB] =0.
Durch Elimination von g ergibt sich hiernach als Gleichung
eines Kegelschnitts, der fiinf gegebene Punkte 4, B,C, D, E
enthiilt: [XAC][XDB] [EAD][ECB]
=[XAD][XCB][EAC][EDB].
52. Die vektorielle Darstellung der algebraischen ebenen
Kurven. — Ich will noch zeigen, wie sich die an dem Beispiel

der Kegelschnitte dargelegte Methode auf die algebraischen
Kurven p'** Ordnung und »tr Klasse iibertragen liBt.
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Bezeichnet X = z, E, + 2, E, + 2, E, einen variablen Punkt,
so stellt das #uBere Produkt

[XA & BY..]

einen Punkt oder eine (terade dar, je nachdem das letzte Ele-
ment des #uBeren Produktes eine (terade oder ein Punkt ist.
Bei Ausfuhrung der @uBeren Multiplikation — wie ich es in
Nr.30 an einem Beispiel vorgefilhrt habe — ergibt sich ein
Ausdruck, der in den #;(¢ = 1, 2, 3) homogen und vom ersten
Grade ist. Tritt aber der variable Punkt X in dem i#uBeren
Produkt pmal auf, so ergibt sich ein homogener Ausdruck
p* Grades in den z;. Ein solches Produkt gleich Null ge-
setzt, stellt eine ebene algebraische Kurve p'» Grades dar,
die vom Punkte X beschrieben wird.

Eine Kurvengleichung dieser Art 18t sich auch so deuten,
daB drei Punkte in gerader Linie liegen bzw. drei Gerade durch
einen Punkt gehen sollen, wobei die drei Punkte bzw. Geraden
aus den gegebenen Punkten und Geraden durch lineare Kon-
struktion hervorgehen. In der Tat, jede lineare Konstruktion
in der Ebene besteht darin, daB entweder zwei Punkte durch
eine Gerade verbunden oder der Schnittpunkt zweier Geraden
bestimmt wird. Jene Gerade ist aber das #uBere Produkt der
beiden Punkte, dieser Schnittpunkt das #uBere Produkt der
beiden Geraden.

Der entsprechende Satz fiber die Erzeugung der algebra-
ischen Kurven »** Klasse ergibt sich, wenn ich in der obigen
Darstellung Punkt und Gerade vertausche.

In dem besonderen Fall der Kegelschnitte stellt die Vektor-
gleichung nichts anderes dar als den Pascalschen Satz.

83. Erzeugung vom Kurven dritter Ordnumg. — Drehen
sich die Seiten und eine Diagonale eines veriinderlichen Vier-
ecks um feste Punkte und bewegen sich die Endpunkte der
anderen Diagonale in festen Greraden, so beschreibt jeder End-
punkt der ersten Diagonale eine Kurve dritter Ordnung.

In der Tat, seien 4,, 4,, 4,, A,, A; die festen Punkte,
a, ¢ die festen Geraden und X ein Endpunkt der um A4; dreh-
baren Diagonale, so stellen die #uBeren Produkte
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[X4, 8 4,], [X4, ¢ 4], [X4]
drei Geraden dar, die sich, gem#B der angegebenen Erzeugung,
in einem Punkte schneiden sollen. Es werden also der Kurve
alle diejenigen Punkte X angehdren, wofiir das regressive
Produkt der drei Geraden verschwindet; die Kurve besitzt also
die Darstellung

[X4, a« 4; XA, ¢ 4, XA4,]=0,
ist also, da der Punkt X dreimal auftritt, von der dritten
Ordnung.

54. Erzeugung von Kurven vierler Ordnumg. — Drehen
sich die Seiten und zwei von einer Ecke X ausgehende Dia-
gonalen eines Polygons um feste Punkte und bewegen sich
alle Ecken, auBer den drei Diagonalendpunkten, in festen Ge-
raden, welche Kurve beschreibt der Punkt X?

Seien 4,, 4,, 4, ... A; die festen Punkte, a, b, ¢ die
festen Geraden und X der variable Punkt, von dem die um
A, bzw. A, drehbaren Diagonalen auslaufen, so wird die in
dem Satz beschriebene Bewegung dargestellt durch folgende
Gleichung

[X4, 8 4, XA, 4y, X4, 4,5 45 ¢ 4, X]=0,
die eine Kurve vierter Ordnung darstellt.

55. Wodurch unterscheiden sich vektorielle und symbolische
Darstellung? — Es verdient noch hervorgehoben zu werden,
daB die vektorielle Darstellung der Kurven sich von der sym-
bolischen, wie sie in der synthetischen Geometrie iiblich ist,
wesentlich dadurch unterscheidet, da die vektorielle Darstellung
ein Algorithmus und kein bloBes Symbol ist.

_Stellt man némlich in den vorhergehenden Nummern den
variablen Punkt sowie die festen Punkte und Geraden durch
die Ecken und Seiten des Bezugsvektordreiecks dar, so liefert
die Vektorgleichung die ibliche Kurvendarstellung in homo-
genen Koordinaten — wie ich es in Nr. 50 an einem Beispiel
-durchgefithrt habe.

Anderseits erlauben die Vektorgleichungen, unmittelbar
aus ihnen eine Reihe von Punkten abzulesen, welche der Kurve
angehGren miissen.
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So liBt sich ablesen, daB die in Nr. 33 betrachtete Kurve
dritter Ordnung durch folgende neun Punkte hindurchgeht:

4,, A,, 4, [ac], [4,4;, 4;4,], [4,4; a],
[4s45 €], [4i4; ], [454, a]

Ich begniige mich mit diesen Andeutungen iiber die re-
gressive Multiplikation und ihre Verwendung und verweise die-
jenigen meiner Leser, welche die geometrischen Anwendungen
dieser #uBeren Multiplikation weiter studieren wollen, in erster
Linie auf die Originalabhandlungen GraBmanns, welche im
31, 36., 42, 44. und 49. Bande des Journals fiir die reine und
angewandte Mathematik erschienen sind, sodann auf die Arbeiten
Ferdinand Casparys im 100. Bande desselben Journals wie
im 11. und 13. Bande des Bulletin des Sciences math. (2).

56. Historisches. — Wie schon bereits hervorgehoben, ver-
dankt man M§bius (1828) die Addition von Punkten, Bellavitis
(1837), Mébius (1843) und GraBmann (1844) die geometrische
Addition von Strecken. GraB8mann (1844) ging tiber seine Vor-
ginger, von deren Arbeiten ihm erst nachtriglich Kunde ward,
weit hinaus. Er zeigte, wie man sowohl Strecken als Punkte
auch multiplizieren kénne. In dem Gedanken der Strecken-
multiplikation begegnete er sich allerdings mit Hamilton (1843)
und de Saint-Venant (1845), ohne jedoch von deren Arbeiten
Kenntnis zu haben. Dagegen ist der Begriff einer Multiplikation
von Punkten (progressiver und regressiver Multiplikation) GraB-
manns alleiniges Eigentum und héingt innig mit dem echt
GraBmannschen Gedanken zusammen, den Vektorkalkul auf
dem Begriff der Dimension aufzubauen. Hiermit ist schon an-
gedeutet, worin sich der GraBmannsche Aufbau des Vektor-
kalkuls von den Hamiltonschen Quaternionen unterscheidet.
Eine weitere Darlegung der trennenden Merkmale folgt im
zweiten Abschnitt, wenn die riumlichen Vektoren behandelt
sein werden.



Zweiter Abschnitt.
Vektoren im Raum.

- Siebentes Kapitel.
Addition und Subtraktion von Punkten.

87. Definition. — Die Addition und Subtraktion der
Punkte im Raum bietet gegeniiber der Ebene keine prinzipiellen
Schwierigkeiten. Die beziigliche Definition in Nr.1 ist so
gefaBt, daB sie ohne weiteres auch fiir den Raum giiltig bleibt.
Ich kann daher sofort dazu iibergehen, das Rechnen mit
Punkten im Raum an einigen Beispielen darzulegen.

58. Schwerpunkt des Tetraeders. — Ich betrachte an erster
Stelle den Fall, wo das Tetraeder durch seine Ecken gegeben
ist, und setze voraus, daf die Ecken mit gleichen Gewichten
versehen sind. Dann kann ich diese Gewichte gleich der
Einheit wéhlen und sofort die Summe von dreien der Ecken,
die ja immer in einer Ebene liegen, etwa 4,4 A4;+ 4,, durch den
Schwerpunkt S, des Dreiecks 4,4, 4, mit dem Gewicht 3 er-
setzen. Hiernach habe ich es nur noch zu tun mit der
Summe A4,+ 3S,. Diese aber stellt einen Punkt dar auf der
Linie 4,8,, und zwar den Punkt, welcher 4, S, im Verhiltnis 3:1
teilt; dieser Punkt ist der gesuchte Eckenschwerpunkt S, und
sein Gewicht gleich 4. Daher

48, = A, + 38, = A, + A, + A, + A,

Weitere Eigenschaften des Eckenschwerpunktes eines
Tetraeders ergeben sich durch folgende einfache Uberlegung.
Wegen o
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Ayt A+ At A=A+ (A + A+ A) = 43+ (44 + 4, + 4)

=dy+ (A, + 4+ 4;) =4, + (4,+ Ae+Aa)
schneiden sich die Eckenlinien eines Tetraeders nach den
Schwerpunkten der Seitenflichen in einem Punkt, seinem
Schwerpunkt.
Wegen

Ak Ayt Ayt Ay (At ) + (o ) = (44 4)+ (At 4)
= (At Ay)+ (4,+4)

schneiden sich die Verbindungslinien der Mitten je zweier
Gegenkanten eines Tetraeders in einem Punkt, dem Schwer-
punkt, und dieser ist fiir jede Verbindungslinie der Halbierungs-
punkt.

Offenbar kann ich dieselbe Summe noch auf sehr viele
andere Weisen zusammenfassen, z. B.

A+ Ayt Ayt A= 2 4,4 (43 + Ay + A, — 4,)
= (4 +24;) + (44 + 4,— 4;)
= (4,—24;) + (4+ 4,4 34;)
— (4 +44,) + (4+ 4,—34)

und weitere Sitze iiber das Schneiden von vier Transversalen
in einem Punkt gewinnen.

Es verdient hervorgehoben zu werden einmal, wie sxch
hier Lagenbeziehungen einfach durch Umstellung der Glieder
einer Summe ergeben, und wie anderseits die Gdiltigkeit von
Sitzen der Ebene ohne weiteres fiir den Raum hervorspringt.

An zweiter Stelle betrachte ich das Tetraeder gegeben
durch seine Kanten, die ich mir homogen mit Masse belegt
denke. Die Lingen der Kanten 4; 4; seien a;; (i, k=1, 2, 3, 4),
dann kann ich gem#B der Definition in Nr. 4 jede Kante A4;.4,
ersetzen durch ihren Schwerpunkt, d.h. den Mittelpunkt A4;;,
versehen mit dem Gewicht a;;, wo

2A4E=A1+A-k (6,k=1,28,4)

Demnach lassen sich die sechs Kanten des Tetraeders
A, A, A, A, ersetzen durch den Schwerpunkt

FEN
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Zar-Sp= gy Agy + 0y Ay + a1y Ayy + 0y Ay + a3y Ay, + Gy, Ay,
und diese Punktsumme kann auf mannigfache Weise konstruiert
werden.

Fasse ich die drei ersten Punkte zusammen, so erkenne
ich auf Grund der Uberlegungen in Nr. 4, daB die Summe
Gyy Ags + gy Agy + @43 A,y den Inkreismittelpunkt des Mitten-
dreiecks zur Seitenfliche 4, 4, A, darstellt. Wie bekomme ich
den Punkt a,, 4,, + a5, 4,, + a5, 45,2 — Teile die Seiten 4,, 4,,,
Ap 4y, A, A;, bzw. im Verhiltnis ay,:a,,, a,,:ay, a5,:a,, and
ziehe nach den Teilpunkten die Eckenlinien, so schneiden sich
diese in dem merkwiirdigen Punkt

Oyy Ay + Oy Ay + Gy, Ay,

Alsdann liegt der gesuchte Schwerpunkt auf der Verbindungs-
linie des Inkreismittelpunktes des Dreiecks A3, 4, 4,, mit dem
eben gefundenen Punkt des Dreiecks 4,, 4,, 4,,, und zwar
teilt er diese Strecke im Verhiltnis a,,+ ay,+ a;, : Gys+ gy + Gy
Offenbar liegt der Kantenschwerpunkt auBerdem auf den Ver-
bindungslinien der Inkreismittelpunkte der Dreiecke A,, 4,, A,,,
A Ay Ay, AgA, A, bzw. mit den entsprechenden merkwiir-
digen Punkten der Dreiecke Ayg Ay A,,, Agy Ay Ayy; Ay Ay Asy,
d. h. die vier genannten Verbindungslinien schneiden sich in
einem Punkt, némlich S;.

Drittens betrachte ich ein Tetraeder A4,4;A4;4,, dessen
Seitenflichen homogen mit Masse belegt sind. Bezeichne ich
die Inhalte dieser Seitenflichen ihrem numerischen Werte nach
mit 8;(3 =1, 2, 3, 4), so kann ich z. B. die Seitenfliche 4, 4,4,
auf Grund der Nr.24 durch den Punkt 4;+ A,+ A, ersetzen,
belegt mit der Masse d,. Demnach kommt die Frage nach
dem Flichenschwerpunkt des Tetraeders zuriick auf die Frage
nach dem Schwerpunkt der vier Punkte 0, (4;+ 4,4+ 4,),

Oy (A5 +4,+ 4,), 0,(4,+ 4, + 4;), 8,(4,+ A3+ 45), und es
wird der Flichenschwerpunkt
88-Sy= 8, (Ay+ Ag+4,) + 8 (A + A+ 4)

8y (A At 4,) + 8, (A, + 4y + 4),
wo 0 =20,4+ 0;+ 03+ 0, Die rechte Seite kann ich, wie
. man sofort sieht, auch so schreiben
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308, =0(4,+ 4;+ 4+ 4) — (0,4, + 0, 4;+ 8, 4, + 0,4,),

woraus, wenn ich

0J=0,4,+ 0,4, + 0,4, + 8,4,
38,=48,—J.

: Hier bezeichnet J den Mittelpunkt der Inkugel, welche

die Seitenflichen des Tetraeders beriihrt. Demnach liegt der
Fliachenschwerpunkt des Tetraeders kollinear mit dem Ecken-
schwerpunkt und dem Mittelpunkt der die Seitenflichen be-
rithrenden Inkugel derart, daB S, von S, um den dritten Teil
der Strecke S,J absteht.

Was endlich den Fall des homogenen Volltetraeders an-
geht, so verschiebe ich dessen Behandlung auf Nr. 86.

59. Ubungen. — 1) Welches sind die Lagenbeziehungen,
welche durch folgende einfachen Umstellungen und Umfor-
mungen

A+ Ay + A+ 4, = (24, + 4) + (4, + 4,— 4))
=24, + 4;) + (4, + 4, — 4,)
=(24;,+4) + (4, + 4, — 4y)
= (2A4+A1) + (45 + 4, — 4,),

A+ 45+ A+ A, = (4, +24,) + (4s+ 4, — 45)
= (4, + 2As) +(4,+4,—4,)
= (4;+24) + (4, +4,— 4)
— (A, +24,) + (4 + 45— 4y),

A+ 4+ A+ A4, = (24, + 4y) + (4, + 4,— 4)
— (24, + A) + (4y+ 4, — 4,)
= (245 + 4,) + (4, + 4, — 45)
=(24,+ 4;) + (4, + 4, — 4,)

ausgesprochen werden?

2) Wie vereinfacht sich die Konstruktion des Schwerpunktes
eines in den Kanten homogen mit Masse belegten Tetraeders
fiir den besonderen Fall, daB im Tetrader je zwei Gegenkanten
einander gleich sind?

3) Bezeichnen 4B und CD die parallelen Seiten eines
Trapezes, wo CD < AB, und zieht man durch die Endpunkte

setze, folgt
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C und D Parallelen zu den Diagonalen des Trapezes, so
bilden diese Parallelen mit der Linie A B ein Dreieck, dessen
Schwerpunkt mit demjenigen des Trapezes zusammenfallt.

4) Es soll nachgewiesen werden, daB der vorstehende,
von Mannheim gefundene Satz fiir ein beliebiges Viereck be-
stehen bleibt (vgl. F. Caspary, Sur le centre de gravité d’'un
quadrilatére. Bull. Soc. math. Fr. 28, 143 —146, 1900).

60. Baryzentrische Darstellung eines Punktes im Raum. —
Der Raum ist durch vier Punkte eindeutig bestimmt, etwa
E,, E,, E;, E. AuBerdem sei gegeben ein beliebiger Punkt P.
Ich verbinde diesen mit E, und bringe diese Linie zum
Schnitt B mit der Ebene E,E, E;,. Dann liegt P kollinear
mit R und E,, 1iBt sich also durch diese Punkte linear dar-

tellen:
seren (¢+=)P=9oR+ =,E,

Anderseits liegt R in der Ebene E, E,E,, liBt sich daher
nach Nr.7 durch E,, E,, E, linear ausdriicken,

eR=mE + nE;, + myEy, o= m + my + m5.

Demnach ergibt sich

(my + my+ 73+ m,) P=m E, + my By + ny By + =, E,
oder, wenn durch =, + m, + n; + =, dividiert wird:

P=mE + nE + nyEg+ n, By, 7y + 7y + 75+ 7, =1,

d. h. jeder Punkt im Raum liBt sich durch die Ecken eines
Bezugstetraeders linear darstellen; =, 7,, g, 7, sind seine bary-
zentrischen oder Tetraederkoordinaten.

Ich will deshalb diese Punktdarstellung die baryzenirische

nennen zum Unterschied von der Fkartesischen Punktdar-
stellung, die ich im ndchsten Kapitel geben werde.



Achtes Kapitel
Die freien Vektoren.

61. Addition und Subtraktion der Vekioren. — Wie in der
Ebene definiere ich auch im Raum den freien Vektor als die
Differenz zweier Punkte. Unter B — A verstehe ich also
wieder die Strecke 4B, die von Punkt 4 nach Punkt B ge-
richtet ist. Und dieser Vektor ist wieder parallel za sich
selber verschiebbar, diesmal aber im ganzen Raum, weshalb
ich ihn auch hier freien Vekfor nenne.

Die Addition und Subtraktion freier Vektoren im Raum
erfolgt nach demselben Schema, wie es bereits in der Ebene
dargelegt worden ist, entweder nach der polygonalen oder nach
der polaren Methode (vgl. Nr.10 und 11).

62. Fundamentalrelation zwischen vier beliebigen freien Vek-
toren des Raumes. — Ich kann nunmehr sofort zur Aufstellung
der Fundamentalrelation zwischen den freien Vektoren iiber-
gehen. Ich frage nach der kleinsten Anzahl von Vektoren,
aus denen ich ein geschlossenes riumliches Vielflach zusammen-
setzen kann. Zunichst ist klar, daB ein geschlossenes Viel-
flach, welches aus drei Vektoren besteht, in einer Ebene liegt.
Soll also das Vielflach ein réumliches sein, so miissen es min-
destens vier Vektoren sein. Seien vier beliebige Vektoren
a,, 8, 8;, 8, gegeben, so werde ich durch unmittelbare geo-
metrische Addition derselben i.a. zu einem offenen riumlichen
Vielflach gelangen. Soll sich das Vielflach schlieBen, so kann
ich Linge und Richtungssinn der gegebenen Vektoren stets
so abiindern, daf

w8 = Ay — 4, oya,=4,— 4,

gty =A,— A, e,a,—=A4,— A,
oder
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o8 + 038y + ay8y + .8, =0
wird, wo «,, @, o3, o, beliebige reelle Zahlen bedeuten, d. h.
zwischen vier beliebigen Vektoren des Raumes besteht immer
eine lineare Beziehung, oder: Jeder freic Vektor des Rawmes
liBt sich durch drei beliebige freie Vektorenm limear ausdriicken.

63. Vektor- und Pumktdarstellung durch die Einheits-
vektoren. — Als diese beliebigen Vektoren fiilhre ich drei Ein-
heitsvektoren @,, €;, €; ein von der Art, da8 ihre numerische
Liénge gleich der positiven
Einheit ist, und daB ihre
Richtungen aufeinander senk-
recht stehen. Dabei setze ich
fest, daB der Vektor e, durch
positive Drehung (im ent-
gegengesetzten Sinne des Uhr-
zeigers) um 90° innerhalb der
e,6,-Ebene in die Lage des
Vektors ¢, und durch wei- g >
tere positive Drehung um
90° innerhalb der e,e,-Ebene

in die Lage des Vektors e, %
iibergehen soll, mit anderen /
Worten, ich setze ein Rechts-

system voraus (wie Daumen, Fig. 2.
Zeigefinger und Mittelfinger
der rechten Hand; Fig. 26). Alsdann kann ich schreiben

a=a,0, + a,6; + aze,,

wo
a, = acos(a, ©,), a;= a cos(a, €,;), a;=a cos (8, e;).

Aus dieser Vektordarstellung flieBt unmittelbar eine neue Dar-
stellung des Punktes im Raum. Namlich, der Vektor a ist doch
auch darstellbar durch P — E, daher

P=E+ a8, + a;8;, + as8;,

d. h. jeder Pumkt im Raum lipt sich durch einen beliehigen
Punkt und drei beliebige Vektoren linear darstellen.
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Ich will diese Punktdarstellung die kartesische nennen zum
Unterschied von der baryzentrischen in Nr. 60, und zwar die
kartesische, weil die in ihr vorkommenden skalaren GrdBen
a,, a;, ay die kartesischen Koordinaten des Punktes P sind.

64. Aupere und inmere (skalare) Multiplikation der freien
Finheitsveltoren. Freie Bivektoren. — Da sich jeder freie
Vektor durch die drei Einheitsvektoren darstellen 1i8t, hat
man nur fiir die letzteren nitig, Regeln iiber die Multiplikation
aufzustellen. Wie in der Ebene handelt es sich auch hier um
die duBere und die innere Multiplikation. In der Ebene aller-
dings liegen die Verhiltnisse einfach genug, insofern als nur
das #uBere Produkt e,e, und das innere Produkt e, |e, auf-
treten.

Hier im Raume dagegen sind folgende #uBeren Produkte

eiek7 efelel (iv k’ = 1,2, 8)
und folgende inneren Prodnkte mdglich
;| e, ©;| 0.0, Gk 1=1,2,38).

Halte ich an der Regel fest, daB ein #uBeres Produkt sein
Vorzeichen wechselt bei Vertanschung seiner Faktoren, so
kommen von den duBeren Produkten nur diese vier in Betracht

€;€;, €;0,, ©,6;, ©,€,6,.

Die drei ersten sollen, wie ich in Weiterbildung der in der
Ebene aufgestellten Definitionen festsetze, Vektorquadrate dar-
stellen, deren Seiten numerisch gleich der Lingeneinheit sind,
dann wird naturgemiB das duBere Produkt e, e,e, einen Vektor-
wiirfel darstellen, dessen Inhalt gleich der Volumeneinheit ist.
Nun ist der Vektorwiirfel offenbar eine ungerichtete GroBe,
das @uBere Produkt e,e,e; also eine Zahlengréfe oder, wie
Hamilton sagt, ein Skalar. Ich werde daher setzen

e e.e, =1.
Die Produkte e;e; dagegen sind VektorgroBen, aber Vektoren
von einer hoheren Dimension als die Vektoren e; selber. Ich

will sie daher mit Peano Bivekloren nennen, und zwar, da
die e; parallele Verschiebbarkeit zulassen und diese Eigenschaft
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such den Vektorquadraten zukommt, will ich sie freie Bi-
vekioren nennen.

Herr Timerding hat hierfir den Namen freie Plangrife
vorgeschlagen.

Ich komme nun zu den inneren Produkien und treffe, wie in
der Ebene, die Festsetzung, daB jeder Einheitsvektor innerlich
mit sich bzw. mit einem anderen Einheitsvektor multipliziert,
gleich der positiven Einheit bzw. gleich Null werden soll, also

e e =e,e;=0|e,=1; [e]e]=[e,]e;]=][e,|e,]=0.
Die innere Multiplikation wird daher a.uch als skalare Mul-
tiplikation bezeichnet.

65. Ergiimzung des freien Einheitsvekiors. — Vergleiche ich
diese Festsetzungen mit der obigen: e,6,6, = 1, so entsteht
die Frage, ob es nicht mdglich sei, sie aus der letzteren ab-
zuleiten, die innere Multiplikation also auf die HuBere zuriick-
zufthren, Dies ist in der Tat auch im Raume mdglich darch -
Einfihrung des Begriffs der Erginsung. Diesen definiere ich
wie folgt:

Die Erginzung eines Einheitsvektors bzw. -bivektors ist das
dupere Prodult der anderen Einheitsveltoren bzw. -biveldoren, so
geordnet, daB das duBere Produkt aus dem FEinheitsvekior bzw.
-bivektor umd seiner Ergineung gleich der positiven Einheit ist.

Ich bemerke vorweg, daB diese Definition sowohl fiir
die Ebene wie fiir den Raum gilt, und daB sie im ersteren
Fall mit den Ergebnissen der Nr.29 in Einklang steht.

Fiir den Raum setze ich hiernach

|6, = €585, |e;=e5e,, [e,=e e,
denn bilde ich gemiB der Definition e, |e,, so wird dies gleich
e,6,6, = 1. Ebenso kann ich setzen
|[es€s] =€, |[ese,]=e;, [[e,e5]=es,

denn bilde ich [e,e,|e,€,], so erhalte ich e,e,e, = e,e,€, = 1.
Demnach ist die Erginzung eines Einheitsvektors der aus den
beiden anderen Einheitsvekioren gebildete Bivektor, dessen Ebene
auf jenem Einheitsveltor senkrecht steht, und umgekehrt: die
Erginzung eines Einheitsbivektors wird durch den auf seiner

Jahnke, Vorlesungen itber die Vektorenrechnung. 7
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Ebene senkrechten Eimheiisvelior dargestellt — so swar, daf die
drei Vektoren stets ein Rechissystem bilden.

Durch Zusammenstellen der beiden Regeln

le,=e,e;5, |e;0,=e,
finde ich weiter, daB
sein muB, also l|e;=[[e;es] = e,
lles=e, [[e=¢, [e;=e¢,,
d. h. die Erginsung von der Erginzung eines Einheitsvekiors
fiihrt wieder sum Vektor zuriick.

Zum AbschluB der Regeln iiber das Rechnen mit der
Ergiinzung fiige ich noch hinzu, daB, wie in der Ebene, die
Erginzung einer Summe gleich der Summe der Erginzungen
und die Ergiinzung eines Produkts von Einheitsvektoren gleich
dem Produkt der Erginzungen sein soll.

: 66. Multiplikationstabelle. — Die Regeln in Nr. 64 und 65
zusammenfassend, kann ich hiernach folgende Multiplikations-
tabelle aufstellen: '

Tabelle III.
Io,- | [eye,]i0,= | [e;€,]/€,=| [e, €,]||,=e,8,||e,=0,0, ||e,<e, e,
le=lle,] 0 | ee | —ee | 1 0 0
e,=||e;| — e, e 0 6, €, 0 1 0
e,=| e, 0,0, | — €0, 0 0 0 1
e, 0, 1 0 0 -0 e | —6
e, e 0 0 — e, 0 e,
e e, 0 0 1 6 |—e 0

Diese Tabelle gibt das Resultat der #uBeren Multiplikation
eines Vektors der linken Vertikalen mit einem Vektor der
oberen Horizontalen.

67. Inneres Produlit belichiger freser Vekioren. — Aus den
vorstehenden Vorschriften tiber das Rechnen mit den Einheits-
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vektoren miissen nun die Rechenregeln ﬂir belicbige Vektoren
hervorgehen.

Ich will zuniichst beweisen, daB sich das innere Produkt
zweier beliebiger Vektoren im Raume auf genau dieselbe
Weise darstellt wie in der Ebene. Niamlich, bedeuten &, b
zwei Vektoren der Ebene, so ist, wie wir gesehen haben, a|b
eine skalare GriBe und zwar gleich ab cos(a, b). Genau das-
selbe Ergebnis werde ich fir den Raum ableiten.

Dazu gehe ich aus von der Darstellung
8=0a,0 1 0,6+ 430, b=>00 +be;+b8
und bilde das innere Produkt der beiden Vektoren:
a|b=a,b,[e,|e]+ asd,[e;| €]+ asd,[e;]€,]+ a,b;[e, €]+ -
oder mit Riicksicht auf-die Rechenregeln

a|b=a,b, + a,b, + azb,,
woraus wegen

a,=acos(8, 8), a;=acos(a,e,), a;=acos(a,se,),
b,=">cos(b, &), by=0>cos(b, e;), by=">cos(b, e)

f
clet a|b=abcos(a,b)

Hieraus ziehe ich zwei Folgerungen. Erstens, die Be-
dingung dafiir, daB zwei Linien aufeinander senkrecht stehen,
lautet: es muB das innere Produkt ihrer freien Vektoren ver-
schwinden. Zweitens, wird b =a, so ist a|a =a? d. h. auch
im Raume erhalte ich den numerischen Wert eines Vektors,
indem ich aus dem inneren Produkt desselben mit sich selber
die Quadratwurzel ziehe und dieser das positive Zeichen gebe.
Und diese Definition des numerischen Wertes oder des Betrages,
wie Herr M. Abraham sagt, muB auch fir die Erginzung
des Vektors, d.i. fiir den Bivektor bestehen bleiben.

68. Erginsung des belicbigen Vektors. — Ich gehe jetat
dazu iber, nachzuweisen, daB auch die Erginzung eines be-
lichigen Vektors. & einen Bivektor darstellt, dessen Ebene.auf

Lkl U
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der Richtung von a senkrecht steht. Zu dem Zweck nehme
ich von

8 =a,6 + 0,6, + a5 6,
die Erginzung:

|8 =a,|e + a,| €+ a;| €= a, 8,8, + a;e,e, + aze,e,.

Die rechte Seite 1aBt sich als #uBeres Produkt zweier Faktoren
darstellen, wie folgt

1
|a= o [a,€; —a,6, a,€;— aze,].

Aus dieser Formel lese ich unmittelbar ab, daB |a einen
Bivektor darstellt. Kann ich jetzt zeigen, daf der Vektor a
auf den beiden Vektoren a,@; — aze, und a,6, — a, @, senkrecht
steht, so steht er auch auf der von ihnen gebildeten Ebene,
also auf der Ebene von |a (sprich: Erginzung a) senkrecht.

Ich habe demmnach bloB noch nachzusehen, ob die Ortho-
gonalititsbedingungen erfiillt sind, ob die inneren Produkte
[a,e;— ase, |a] und [a,e, — a;e, |a] verschwinden. Das ist
in der Tat der Fall, denn multipliziere ich aus, so finde ich:

[2,0; — aze, |a]={[a,e;—ase, a,|e,+ a;|e;+ a5 €]
= a,a;[e;| €] — a,a;[e;| €] =0,

[a,8, — a;e, |a] =[a, €, — ay@, a,|e, + a;| €+ a;] €]
= —a,0,[€ | €] + a,a,[€;]| €] =0.

Nehme ich jetzt von |a die nochmalige Erginzung, so
wird ’
|8 =a][e +ay €+ as||6;= a,8, + a8, + as0,=a,

d. h. die Erginzung zur Erginzung eines Vektors fiihrt wieder
auf den Vektor zuriick, oder die Ergiinzung eines Bivektors be
ist ein einfacher Vektor a, der auf der Ebene des Bivektors
senkrecht steht und einen solchen Richtungssinn hat, daB eine
Drehung von b nach ¢ auf kiirzestem Wege und eine Schicbung
73 Ru:httmg von, & eine Rechisschraubung liefert.
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Wer dem analytischen Beweise einen geometrischen vor-
zieht, findet einen solchen in beistehender Fig. 27 angedeutet.
Hiermit ist auch klargelegt, wie der Ergénzungsbegriff
die Einfithrung einer zweiten Multiplikation neben der #uBeren
entbehrlich machen kann, denn die innere Multiplikation zweier
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Vektoren liBt sich eben, wenigstens formal, als eine #uBere
Multiplikation des ersten Vektors mit der Erginzung des
zweiten oder, wie ich auch sagen kann, eines Vektors und eines
Bivektors ansehen.

69. Auperes Produkt sweier beliebiger freier Vektoren. —
Ich habe jetzt zu untersuchen, wie sich das #uBere Produkt
zweier beliebiger freier Vektoren im Raum darstellt. Dazu bilde ich

ab =[a,e, + ase;+ ase; b e, + b€+ bye;]

= (4355 — a3Dy) €385+ (a5b;, — a,bs) €58, + (a,b, — azd;) €,

=7]0+ s €+ 75| 0= |(r.8 + 738 + 738;),
wenn der Kiirze halber

) yi=ab;— by (1,%,1=1,2,8;2,8,1;3,1,2)
gesetzt wird.



102 Achtes Kapitel. Die freien Vektoren.

Hieraus ersehe ich einmal, daB auch das #uBere Produkt
zweier beliebiger Vektoren im Raum wieder Vektorcharakter
besitzt, und zweitens daB es mdglich ist, die Summe von drei
beliebigen Bivektoren stets zu einem Bivektor zusammenzusetzen
oder, was dasselbe ist, daB swischen vier beliebigen Bivekioren
stets eine lineare homogene Relation besteht. Der letztere SchluB
folgt tibrigens anuch unmittelbar aus dem Bestehen einer lingaren
homogenen Beziehung zwischen vier beliebigen Vektoren. Ich
habe ja nur nétig, auf beiden Seiten die Erginzung zu nehmen.

0. Der numerische Wert des freien Bivektors. — Ich frage
jetzt nach dem numerischen Wert des duBeren Produktes zweier
Vektoren. Derselbe ergibt sich ohne weiteres, wenn ich aus
der analytischen Geometrie das Resultat benutze, daB die Pro-
jektionen eines Parallelogramms mit den Seiten a, b gleich

71y 73, 75 sind. .
Will ich diesen Satz nicht benutzen, so verfahre ich wie

folgt. GemdB der Definition ist das Quadrat des numerischen
Wertes von ab gleich dem inneren Produkt [ab|ab], und dieses
ist gleich
[ileg+vales+psl€ 710+ 730+ 750] = 7, ° + 7,° + 95°
Setze ich hier fiir die ¢ ihre Werte wieder ein, so liBt sich
die Quadratsumme in bekannter Weise transformieren, nimlich
7'+ 7'+ vt = (6 + ' + as) (0,1 + b,* + )
— (ayby + asb; + ashy)*
und die rechte Seite wird wegen
a;=acos(a, e), by=>bcos(b, &) (i=1,23)
gleich
‘ a®b? — a*b®cos }(a, b) = a'b*sin ¥(a, b),
also
[ab|ab] = a®bsin(a, b),
d. h. der numerische Wert des Bivektors [ab|ab] ist gleich
ab sin (a, b).
Ich ersehe hieraus: das dupere Produkt ab stellt ein Vektor-
parallelogramm dar mit den Seiten 8, b, dem Inhalt ab sin (a, b)
und einem bestimmien Umfahrungssinn.
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Sollen also zwei Bivektoren einander gleich sein, so miissen
sie anBer im numerischen Wert und in der Richtung noch im
Umfahrungssinn {ibereinstimmen.

1. AuBeres Produkt dreier freier Vektoren. — Seien 8, b, ¢
drei beliebige Vektoren, so erhalte ich das #uBere Produkt
abe, indem ich da.s Produkt ab dupBerlich mit ¢ multipli-

ziere. Also
abe = [y, |e,+ 7| &+ 7;]0 ¢ @ + ;8 + ¢36]
Gy Gy Gy
=716+ 76+ 7s6=|b b b |,
6 G G

und das ist eine skalare GroBe, ebenso wie das duBere Produkt
der drei Einheitsvektoren. Sie gibt den Inhalt eines Spates
(vierseitigen Prismas), wo in jeder Ecke die drei Kanten a, b, ¢
zusammenstoBen. Ich kann daher auch schreiben
abc = abc sin (b, ¢) cos(a,|be) = abe sin (¢, a) cos (b,|ca)
= abc sin (a, b) cos (¢, |ab).

2. Auperes Produkt zweier freier Bivekioren. — Seien zwei
beliebige Bivektoren gegeben, so kann ich sie als Erginzungen
zweier Vektoren darstellen, sie mdgen heiBen |8 und |b, dann
ist zunichst

|a=a,|6 + a;|e,+ ay| ey,
folglich [b=1b;|e + b e+ bs|e,

|8|b=a.b[|e|e]+ abs[|e]e,]+ “sbs[lesles]
+ asds[| € | €] + asb; [ €5 ] €] + . .
woraus wegen der tiber das Rechnen mit den Emheltsvektoren
festgesetzten Rechenregeln (vgl. Nr. 66) folgt
|8|b = a;by-| [€,0,] + ayby-|[0504] + ayb,-|[€s€,] + a,by-| [€, 6]
+ a,b;-|[e, 8] + ayb,-|[e;8,]
= 3by°0, — a3b;- @, + asb, -3 — a, by - €, + a,by - €5 — agh, - €
=716, + 7,6, + 7,6, = |[ab] = |aD,
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d. h. das dupere Produki sweier Biveltoren stellt wieder einen
einfachen Vekior dar, welcher auf der Achsencbene der Bi-
vektoren senkrecht steht. Und sein numerischer Wert ist gleich
ab sin (8, b).

Beziiglich der Schreibweise bemerke ich, daB ich auch
kiinftig statt |[ab] einfacher [ab schreiben werde, indem ein
fir allemal festgesetzt wird, daB zsuerst duperlich multipliziert
und damn die Erginzung genommen werden soll.

8. Fundamentalformel fir das dupere Prodult zweier freier
Bivektoren. — Seien a, b, ¢ drei freie Vektoren, die sich dar-
stellen in der Form:

8=a,0 +a,€ +ay€,
b =b,e, + b6, + bse,,
€ =100 +c,& + ce,

so bilde ich zundchst das &uBere Produkt ab und multi-
pliziere dieses duperlich mit |¢, so entsteht der Ausdruck
[ab|c]=ab|e. Welche vektorielle Bedeutung kommt ihm
zu? Da ab die Erginzung eines freien Vektors ist, etwa
ab = | ¢, so 1aBt sich unser Ausdruck schreiben in der Form
|¢'|e=|¢e, d.h.er stellt einen freien Vektor dar, der auf den
Vektoren ¢ und ¢’ senkrecht steht. Da nun ¢’ auf den Vektoren
a, b senkrecht steht, miissen die drei Vektoren a, b, |¢'e einer
und derselben Ebene parallel, also Vektoren der Ebene sein,
woraus folgt, daB sich ab|c linear durch a und b darstellen
lassen muB.
Um diese Darstellung zu finden, bilde ich

able=[y, (e + 7|0+ 7;]€ ¢ |6 +c|e+ c|e]
= (7265 — 7363) @, + (V561 — 7165) € + (7,6, — #5¢,) €
= (a6 + a36, + agc5) (b, 8, + by€; 4 by 8,)

— (b6 + by + bsc5) (a,€, + azey + asey).
Nun ist

a,¢, + agey+ ageg=ale, b, + bye; + byeg=D|e,
demnach wird
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ablc—[a|c]b — [b]c]a,

und das ist die gesuchte Formel fir das &uBere Produkt zweier
Bivektoren.

Ein anderer Beweis dieser Formel, der von der Zerlegung
des Vektors nach den drei Einheitsvektoren keinen Gebrauch
macht, rihrt von J. Liiroth her (GrundriB der Mechanik, S.40.
Miinchen 1881, Th. Ackermann). Dagegen ist die Ableitung,
welche Herr Bucherer in seinem Werk , Elemente der Vektor-
Analysis“ 8. 18, 19, Leipzig 1903, B. G. Teubner, beibringt,
nicht einwandsfrei, insofern nicht bewiesen wird, daB der von
ihm eingefiihrte unbestimmt skalare Faktor K wirklich eine Kon-
stante ist, was doch im allgemeinen nicht einzutreten brauchte.

14. Unterschied der Velktoren im Raume von den Vekioren
der Ebene. — Zum AbschluB dieses Kapitels will ich das Unter-
scheidende des Vektorkalkuls im Raum von demjenigen in
der Ebene noch einmal hervorheben. Wihrend in der Ebene
nur eine Art freier Vektoren mdglich ist, treten im Raum
deren zwei auf, die Vektoren und die Bivektoren. Verlieren
in der Ebene das innere und das #uBere Produkt den Vektor-
charakter und stellt das erstere einen invarianten Skalar, das
letztere einen Skalar dar, der das Vorzeichen #ndern kann, so
ist im Raum das innere Produkt ein Skalar, das &uBere aber
ein Bivektor. In der Ebene liefert die Ergiinzung eines Vektors
wieder einen einfachen Vektor, im Raume dagegen einen Bi-
vektor. Wihrend im Raum die Ergénzung zur Ergénzung eines
Vektors wieder zum Vektor selber zuriickfiihrt, ist in der
Ebene die von der Ergiinzung genommene Erginzung gleich
dem urspriinglichen Vektor mit entgegengesetztem Richtungs-
ginn. Es liegt hierin ein wesentlicher Unterschied des zwei-
dimensionalen vom dreidimensionalen Raum ausgesprochen.
Endlich sind in der Ebene drei, im Raume erst vier beliebige
Vektoren stets durch eine lineare Relation verbunden.

75. Ubungen. — 1) Bedeuten a, b, ¢, d vier beliebige
freie Vektoren, so besteht die Identitdt

(b—ecja—d]+[c—a|/b—d]+[a—Db|c—d]=0.
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Setze icha =4 — 0, b=B—0,¢=C—0,d=D—-0,
so ergibt sich eine bekannte Eigenschaft des Tetraeders 4 BCD.
2) Bedeuten &, b, ¢, d vier beliebige Vektoren, so besteht
zwischen ihnen eine lineare Relation, die sich so schreiben lift
[abc]d = [bed]a — [cda]b 4+ [dab]e.
3) Zu beweisen, daB drei beliebige Vektoren der Gleichung
[be|a] + [ca|b] + [able]=0
geniigen.
4) Zu beweisen, daB

a,|b, a|b, a;|b,
(83,8, b,bb]=a[b, a]b, a(b,|.
a,|b; a,|b, a5|b,

6. Erweiterungen des Pythagoreischen Satzes auf den
Raum. — Seien a,, a,, a,, 8, vier freie Vektoren, die ein
geschlossenes Vierflach bilden, dann
ist

a+a+8,+8=0

8 +a+a,=—a,

Wird diese Gleichung innerlich mit
sich selber multipliziert, so folgt

a,"+ 6"+ a,* — 2 a, a5 cos gy
—2aga, cos oy,
— 2a,05c08 ¢ = a,
wenn man beachtet, da8 der Winkel
g 38. zwischen den Vektoren a,, &, das
Supplement za dem Innenwinkel ;; im Vierflach bildet. Das
ist aber nichts anderes als der Cosinus- oder Pythagoreische
Satz fiir das rdumliche Vierflach.
Sei anderseits ein Vektortetraeder gegeben mit den von

einer Ecke ausgehenden Kanten a, b, ¢. Die Seiten des
Gegendreiecks dieser Ecke sind dann (Fig.28) e—b,a—¢, b —a.

oder
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Nun sind die vier Seitenflichen freie Bivektoren, die ich mit
a, 8, v, d bezeichnen will. Dann ist .
2a¢=Dbe, 28 =ca, 2y=ab

und 4
2d =[a—¢ a—Db]=—ca—bc—ab=—2a—28 — 27,

woraus

d. h. im Vektortetraeder besteht zwischen den vier Seitenflichen
eine lineare homogene Relation, analog derjenigen, wie sie im
Vektorvierflach zwischen den vier Kanten besteht. Es ist dies
eine Folge des dualen Verhiltnisses, in welchem freier Vektor
und freier Bivektor zueinander stehen.
Multipliziere ich nun diese Vektorbeziehung in der Form
a + 8 + y = — d innerlich mit sich selber, so folgt
d|d=cla+B|8+7|r+28|y+27|a+2a|f
oder wenn die numerischen Werte von @, 8, v, d mit ¢, 8, 3, 0
bezeichnet werden,

0*=col+ p+ y*+ 2By cos 4y, + 2y cos Ay + 2apf cos 4y,

und das ist der Pythagoreische Lehrsatz fiir ein beliebiges Tetraeder,
wenn mit 4,; die Supplemente der riumlichen Winkel zwischen
den Seitenflichen des Tetraeders bezeichnet sind.

Wird dagegen die obige Vektorgleichung mit e, bzw. 8, v, d
innerlich multipliziert, so ergeben sich die Formeln

¢+ fcosd;;+ycosd,+ dcosd,, =0,

¢ cos A4 B+ y cos Ay + 8 cos 4;, =0,

a@cos Az + B cos Ay + y + 0 cos 4y =0,

ecos A,,+ fcos 4;,+ y cos A,, + & = 0.

Hieraus flieBt das Verschwinden der Determinante
|[cos ;| =0 G k=1,2,3,4),

die bekannte Relation zwischen den sechs Flachenwinkeln des
Tetraeders.
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1. Ubungen aus der sphirischen Trigonometrie. — Ich
gehe aus von der Formel
[ah|c] =[a]c]b — [b|c]a
und multipliziere sie innerlich mit dem Vektor d, so folgt
[ab|ed] — [a]c](b|d] — [b] c][a|d].

Nehme ich die numerische Lange der Vektoren gleich
der Einheit, so ist

[8]¢€] = cos(a, ¢), [b|e] = cos(b, ¢),
[8]d] = cos (3, d), [b]d] = cos (b, d)

[ab|ed] =sin(a, b)-sin (e, d)- cos (ab, cd),
demnach
sin (a, b) sin (¢, d) cos (ab, ed) = cos (a, ¢) cos (b, d)
— cos (b, ¢) cos (a, d).
Dies ist eine Identitit zwischen den Winkeln, die vier
Vektoren im Raum miteinander einschlieBen, oder wie ich
auch sagen kann, zwischen den Winkeln eines sphirischen Vierecks.

Setze ich d =a, so flieBt hieraus die beka.nnte Formel
am sphirischen Dreieck

cos (b, €) = cos (¢, a) cos (a, b) — sin (¢, &) sin (a, b) cos (ca, ab).

un

Ferner, durch zyklische Vertauschung der a, b, ¢ ergibt
sich aus der obigen Identitit

sin (b, ¢) sin (a, d) cos (be, ad) = cos (a, b) cos (e, d)
— cos (¢, a) cos (b, d),
gin (¢, &) sin (b, d) cos(ca, bd) = cos (b, ¢) cos (a, d)
— cos(a, b) cos (e, d),
demnach durch Addition
sin (b, ¢) sin (8, d) cos (be,ad) + sin (¢, a) sin (b, d) cos (ca, bd)
+ sin (a, b) sin (e, d) cos (ab, ed) =0.
An dieser Stelle mdge noch die Bemerkung Platz finden,
welche zuerst von F. Mobius gemacht worden ist, daB alle
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Formeln der sphirischen Trigonometrie symmetrischer werden,
wenn man statt der Neigungswinkel der Flachen ihre AuBen-
winkel setzt. Die Winkel der Polarecke werden damnm gleich
den Seiten der wrsprimglichen Ecke und umgekehrt; und alle
Formeln der spharischen Trigonometrie behalten unmittelbar
ihre Geltung, wenn man Winkel und Seiten vertauscht.

18. Satz iiber die Trigheitsmomente sweier Punkisysteme. —
Seien A4,, 4,,... 4, und 4/, 4,... A,) zwei Punktsysteme
im Raum; O und O' zwei beliebige Punkte. Dann ist

Al—4;=(A/— 0")— (4 — 0)+ (0'— 0).

Fihre ich nun zwei neue Punktsysteme B;, B, (i=1,2,...n)

ein und setze

A'—0'=B'—P, 4,—0—=B,—P,

© go 1ist

(4 — 0') — (4; — 0) = B/ — B;

A,"— A.{——-.B"— B,+ 0,— 0.
Durch innere Multiplikation folgt
A,A!* = BB/ + 00" + 2 B/ — B;| 0' — 0]
;m.'A,'A;" = Em,'B.'B.'" + m- OO'2
+2 [.'Z’m;B" —_ %m;B; | o' — 0],

also

und

wo m = X¥m; die Massensumme eines jeden Systems bezeichnet.

Nun ist
'Zm;B;' — _iZ'm;B; = ‘Zm,'A," — Z_Jm.-A,- +m (0 — 0')

—m(S'—S+0—0),
‘Em.'A,' = mS, ‘Em;A.;’ =mS'

wenn

gesetzt wird.

Lasse ich jetzt die beliebigen Punkte O, O' bzw. in die
Schwerpunkte S, S' der beiden Punktsysteme (m;4.), (m;4.")
fallen, so ergibt sich die von Herrn Fouret (Bull. Soc.
Math. F. XTI, 1883) gefundene Beziehung
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?m‘A;A.‘" = ‘Z"NBI.B"’ + MSS".

Linker Hand steht die Summe der Trigheitsmomente der
Massenpunkte des einen Systems, etwa (m;4;), in bezug
auf die entsprechenden Punkte des zweiten Systems (4,").
Denke ich mir also die Punkte 4;, 4;' bzw. nach den Punkten
B;, B, verschoben, so daB die Strecken 4,S, 4,'S' mit den
Strecken B;P bzw. B/P gleiche Linge, gleiche Richtung
und gleichen Sinn haben, dann l#Bt sich der linker Hand
stehende Ausdruck durch den analogen Ausdruck fir die
Systeme (m;B:), (B.') ersetzen, wenn man diesen noch um
das mfache des Abstandquadrates der beiden Schwerpunkte
S, S' vermehrt.

9. Die velktorielle und die dupere Multiplikation. — In
den meisten Lehrbiichern der Vektoranalysis ist von wvek-
toriellen und von skalaren Produkten die Rede, nicht aber von
duperen und von immeren. Ich will kurz auf den Zusammen-
hang dieser Multiplikationen hinweisen. Wihrend die inneren
Produkte mit den skalaren identisch sind, besteht ein wesent-
licher Unterschied zwischen den vektoriellen und den &uBeren
Produkten. Fasse ich ab als #uBeres Produkt auf, so stellt
ab einen Vektor von hdherer Dimension als a und b einzeln
dar. Sein Zusammenhang mit dem linearen Vektor wird ver-
mittelt darch den Begriff der Ergéinzung, ich kann schreiben
ab =|e¢, und der Erginzungsvektor ¢ steht auf der Ebene der
Vektoren a, b senkrecht. Dagegen, das vektorielle Produkt
oder Vektorprodukt Vab (Heaviside, F6ppl) =a ><b (Gibbs)
stellt selber bereits den einfachen Vektor ¢ dar. Bei dieser
- Art zu maultiplizieren geht also der Dimensionsbegriff verloren,
ich werde von einem Vektor erster Stufe niemals zu einem
Vektor zweiter Stufe gelangen. Die hierbei zugrunde gelegten
Definitionen lauten in der von Heaviside verbesserten
Hamiltonschen Form

Ve;eg=e,, Ve,e,—e,, Ve e,=e,
wihrend ich nach GraBmann definiert habe
e, —|e, ee —|e, ©6 —|e,.
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Hieraus geht hervor, daB ein wesentlicher Unterschied besteht
zwischen dem #&uBeren und dem vektoriellen Produkt zweier
Vektoren, und daB es nicht erlaubt ist, diese beiden Be-
zeichnungen miteinander zu vertauschen, wie es neuerdings
leider von seiten namhafter Physiker geschehen ist.

80. Die geometrische und die physikalische Richtung der
Vektoranalysis. — Die Entscheidung dartiber, welche der beiden
Definitionen, ob die spezielle Heavisidesche oder die um-
fassende GraBmannsche, zum Ausgangspunkt passend zu
wihlen ist, hingt von dem Zweck ab, welchen man verfolgt.
Handelt es sich allein ‘um Anwendungen auf physikalische
Probleme, so kann man sich wohl mit derjenigen Heavisides
begntigen. Will man aber Methoden entwickeln, die nicht
blo8 auf Physik, sondern auch auf Geometrie im weitesten
Sinn des Wortes (insbesondere mit EinschluB der geometrischen
-Mechanik) anwendbar sind, so ist man gezwungen, die GraB-
mannsche Auffassung zugrunde zu legen, d. h. Vektor und
Bivektor als duale Elemente des dreidimensionalen Vektor-
raumes und — was der Hamilton-Heavisideschen Richtung
durchaus fremd ist — neben dem freien den gebundenen Vektor
einzufiihren,
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81. Aupfere Multiplikation sweier Punkte. — Seien gegeben
die vier, den Raum bestimmenden Punkte E,, E;, E;, E,, so
kommen fiir den Raum in Betracht die duBeren Produkte [ E; E;],
[E:E:E) und [E,E,E,E,) (3, k, I, m =1, 2, 3, 4) als GroBen
héherer Dimension (zweiter, dritter und vierter Stufe).

Indem ich auch hier an der Eigenschaft des #&uBeren
Produktes festhalte: das Vorzeichen zu wechseln, wenn zwei
Faktoren miteinander vertauscht werden, kann ich die Be-
trachtung beschrinken auf die Gebilde

[E; E,), [EE\), [E\E), [E,E], [EE,]. [EE];
(E;EE,), [EsE,E,), [E,E\E,), [E EE]); [E EEE,]

Ich frage zuniichst nach der Bedeutung von [E, F,]. Nun,
die in Nr. 18 gegebene Definition fir das #uBere Produkt
zweier Punkte der Ebene ist so gefaBt, daB sie ohne weiteres
auch fir den Raum bestehen bleibt. Auch im Raum soll
[E,E;] den gebundenen Vektor bezeichnen, der von E, nach
E,; gerichtet ist, die Linge der Strecke E, E, besitzt und in
seiner eigenen Richtung beliebig hin- und hergeschoben werden
.kann, so daB wieder [E,E,] = — [E, E,;], [E,E]=0. Der
Kiirze halber soll der gebundene Vektor da, wo kein MiB-
verstindnis méoglich, wieder durch einen kleinen deutschen fett-
gedruckten Buchstaben bezeichnet werden, zum Unterschied
vom freien Vektor, den ich ja durch einen lafeinischen Buch-
staben bezeichne, so daB z. B. ¢ einen gebundenen und € den
entsprechenden freien Vektor bezeichnen sollen. Und ebenfalls
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der Kiirze halber werde ich hiufig statt vom gebundenen Vekior
schlechtweg von der Geraden e sprechen oder auch mit Herrn

GraBmann d. J. vom Stab e.

Fir die Zusammensetzung zweier gebundener Vektoren,
deren Richtungen sich schneiden, die also einer Ebene an-
gehoren, gelten dieselben Regeln wie fiir die Vektoren der
Ebene. Demnach setzen sich beliebig viele gebundene Vektoren,
wenn sich ihre Richtungen in einem Punkte treffen, wieder zu
einem gebundenen Vektor zusammen.

Die Bezeichnung des Vektors als eines gebundenen hat,
wie in der Ebene, seinen Grund in der Formel

[El -Es] = [E1 Ez - 'El])

welche den gebundenen Vektor als duBeres Produkt des freien
Vektors E; — E, und des Punktes E;, darstelll. Der freie
Vektor E; — E, wird gewissermaBen durch Festheften in E;
zum gebundenen Vektor [E, E;]l Freier und gebundener
Vektor stimmen also in Linge, Richtung und Richtungssinn

tiberein. :

82. Aupere Multiplikation dreier Pumkie. — Was bedeutet
[E,E,E;]? In der Ebene bedeutet dieses duBere Produkt ge-
miaB Nr. 22 das Parallelogramm, welches durch die Punkte
E,, E,, E; bestimmt ist und den durch ihre Reihenfolge ge-
gebenen Umfahrungssinn besitzt. Dabei haben die Parallelo-
gramme, welche zu beliebigen drei Punkten ein und derselben
Ebene gehoren, parallele Lote, also gleiche Richtung, unter-
scheiden sich demnach nicht durch ihre Richtung, sondern
allein @urch ihre GréBe und ihren Umfahrungssinn. Anders
im Raume. Wird das #uBere Produkt [E,E,FE;] auch hier
als Parallelogramm gedeutet, so kommt demselben Vektor-
charakter zu. Da seine Seiten gebundene Vektoren sind, will
ich es einen gebundenen Bivekior nennen. GraBmann hat in
seiner Ausdehnungslehre hierfiir die Ausdriicke: Plangrife (1844)
und FEbenengrofe (1862). Herr GraBmann d. J. hat den
Namen: Blatt, Herr Timerding den Namen: gebundene Plan-
grope in Vorschlag gebracht. . ,

Jahnke, Vorlesungen tiber die Vektorenrechnung. 8



114  Neuntes Kapitel. Die gebundenen Vektoren oder Stibe.

Offenbar haben die gebundenen Bivektoren [E,E; E],
[E.E,E,], [E, E, E,] gleiche GriBe, gleiche Richtung, gleichen
Umfahrungssinn und gleiche Verschiebungsrichtung, stimmen
also in allen charakteristischen Merkmalen iiberein, ich kann
sie daher als gleich ansehen. Dagegen besitzen die gebundenen
Bivektoren [E, E, E;), [E; E, E,], [E, E, E,] bei gleicher GroBe
und Richtung entgegengesetzten Umfahrungssinn, daher werde
ich setzen miissen

[E, E; Ey)=[EEE]= [EsEl E]=— [ExEsEs]
= [Es El Es] = [EsEz El]'

Der Zusammenhang der gebundenen Bivektoren mit den
freien Bivektoren wird durch die folgende Formel ausgedriickt

[ElEzEs] = [El E2"— E1 Ea - Ea] = [E1 Ez - E1 Es - El]?

welche zeigt, daB der freie Bivektor [E, — E, E; — E;] ge-
- wissermaBen durch Festheften im Punkt E, zu einem ge-
bundenen wird.

83. Aupere Multiplikation von vier Pumkten. — Endlich,
was bedeutet [E, E, E, E,1? In Weiterfilhrung der vorstehenden
Definitionen werde ich das #uBere Produkt aus vier Punkten
im Raum als den durch sie bestimmten Spat deuten. Ein
Spat ist eine ungerichtete GriBe, hat nur Inhalt und Um-
fahrungssinn, ist also ein Skalar. Dabei definiere ich den
Umfahrungssinn des Spats E, E, E, E, wie folgt. Ich will an
Stelle des Spats das zugehorige Tetraeder setzen, dann wird

dieses dargestellt durch %[EIE,E,EJ. Alsdann kann ich so

sagen: Denke ich mein Auge in E, befindlich und nach dem
Dreieck E,E,E, blickend, so bestimmt der Umfahrungssinn
dieses Dreiecks denjenigen des Tetraeders und des Spats.
Gleichen Umfahrungssinn, bei gleichbleibender GriBe, haben
daher salle die Spate, welche aus E, F, E,E, durch zyklische
Vertauschung von E,E;E, hervorgehen. Entgegengesetzter
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Umfahrungssinn kommt aem Spat zu, wenn das Dreieck E; E, E,
entgegengesetzten Umfahrungssinn erhdlt. Daher ist im Hin-
blick auf die vorige Nummer

[E,E,EE]= [EEEE]= |[EEEE]
= [EE,EE]= [EEEE]= |[EE,EE,|)
= — [E, E,E,E] = — [E,E, E,E] = — [E,E,E,E,
=—[EE BE)=—[EEEE]=—[EEE L],

und der Einfachheit halber werde der sechsfache Inhalt des
Bezugstetraeders [E, E, E, E,] gleich der positiven Einheit ge-
setzt: [E, B, E,E,]=+1.

Die vorstehende Deutung des &uBeren Produktes von vier
Punkten fihrt daza, das #uBere Produkt [E, E,E,E,] auch
als den sechsfachen Inhalt des Tetraeders mit den Gegenkanten
[E,E,] und [E;E,] oder [E,E;] und [E,E,] oder [E;E,]
und [E,E;] oder auch als das sechsfache Tetraeder mit der
Grundfliche [E,E;E,] und der Kante E, — E; (i=1, 2, 3)
oder der Grundfiiche [E, E, E,] und der Kante E;— E, (=2, 3,4)
oder der Grundfliche [ E, E, E,] und der Kante E;— E;(:=3,4,1)
oder endlich der Grundfliche [E,E, E,] und der Kante E;— FE;
(:=4, 1, 2) aufzufassen:

84. Multiplikationstabelle. — Zusammenfassend kann ich
die beim Rechnen mit #uBeren Produkten aus zwei, dret
und vier Punkten zu beobachtende Regel so aussprechen:
Lasse ich in einem #uBeren Produkt von Punkten einen
derselben um & Stellen springen, so ist das Produkt mit
(—1)* zu multiplizieren. Als eine Ubung zu dieser Regel
kann die nachfolgende Tabelle benutzt werden, welche das
Resultat der #uBeren Multiplikation eines jeden Gebildes der
linken Vertikale mit jedem Gebilde der obersten Horizontalen
angibt. Dabei ist zu bemerken, daB die leeren Felder der
Tabelle die Kenntnis der regressiven Multiplikation voraus-
setzen, also erst spiter ausgefiillt werden kdnnen:

8.
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85. Skalare erster und sweiter Art. — Die skalaren GroBen,
welche wir bisher kennen gelernt haben, lassen sich in zwei
Klassen einteilen nach ihrem Verhalten gegeniiber den Ko-
ordinatentransformationen. Zur einen Klasse kann man die-
jenigen Zahlen rechnen, welche die Eigenschaft haben, bei Ko-
ordinatentransformation, die Inversion einbegriffen, vollig un-
geindert zu bleiben. Ein solcher Skalar ist das innere oder
skalare Produkt [a|b]=a, b, + a;b;+ azb;. Ein anderes Verhalten
zeigt das #uBere Produkt von drei Vektoren [abe] oder das
duBere Produkt von vier Punkten. Es bleibt wohl bei Ver-
schiebung und Drehung des Koordinatensystems ungeéndert,
wechselt aber das Vorzeichen, wenn ich von einem Rechts-
system zu einem Linkssystem ibergehe. Die Herren Klein
und Timerding nennen die ersteren Skalare erster Art, die
letzteren Skalare sweiter Art, Herr Abraham unterscheidet
Skalare und Pseudoskalare.



Zehntes Kapitel.
Anwendung auf die analytische Geometrie.

88. Die barysenirischen Koordinaten des Punmkies. — Als
eine erste Anwendung der soeben aufgestellten Regeln fiir die
duBere Punktmultiplikation wihle ich die Frage nach der
geometrischen Bedeutung, welche den Koeffizienten in der
Punktdarstellung der Nr. 60

P=mE+ n, B+ n By + w, By, 1=m+ my+ 7+,
zukommt. Die Antwort ergibt sich sofort, wenn ich die
Gleichung der Reihe nach #uBerlich mit

BB, B, [EE,E), [E,E L), [EEE]
multipliziere. Im ersten Fall wird
[PE,EyE,)=m,[E E, E E,] + w5 [ E, Ey Ey E,] + m [ Ey Ey By E, ]
+ =,[E,E,E E,].
Hier verschwinden diejenigen #uBeren Produkte, wo zwei gleiche
Faktoren auftreten, und es bleibt wegen [E, E,E,E,] = + 1:

[PE;E,E] ==,
Ebenso liefern die anderen Multiplikatoren
[PE,E,E ] = m;[E, E; E, E,],
[PE,E, E,| = ns[ E E E, E,),
. [PE,E, E;] = », E,E, E, E,].
Nun ist

~[E,E,E,E,]=[E, E,E,E,)=—[E,E,E, Ey] = E, E, E, E(]=+1.
Demnach nimmt die Darstellung des Punktes P die Gestalt an
P=
[PE,E,E,)E,—[PE,E,E)E;+ [ PE, E, E) E— [ PE, By B ) B,
d. h. die Koeffizienten, welche bei der Darstellung eines Punktes
im Raum durch die Ecken des Bezugstetraeders auftreten,
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sind den Inhalten der Teiltetraeder proportional, welche den
Punkt als Spitze und die Seitenflichen des Bezugstetraeders
als Grundfliche haben. Dabei verlangt die Punktdarstellung,
daB 1==, + =, + 73+ m, oder
1=[PE,EE,| — [PE,EE ] + [PE,E E) — [PE E; E].
Erteilt man demnach den Punkten E,, E;, E;, E, Massen,
welche den Inhalten der Teiltetraeder [ PE, E, E,], — [PE, E E,],
[PE,E,E;], — [PE, E, E;] proportional sind, so wird P zum
Schwerpunkt des Tetraeders E, E, E;E,. Man nennt deshalb
die Koeffizienten = die baryzentrischen oder Tetraeder-Koor-
dinaten des Punktes P.
In dem besonderen Fall, daB die Teiltetraeder gleichen
Inhalt besitzen, daB also

[P EsEsEJ = [P EaE4E1] = [P E4E1E2] = [P E1 Ez Es];
wird
4P=El +E’+E3 +E4'

Hiermit ist zugleich die Darstellung fiir den Schwerpunkt
des homogenen Volltetraeders geleistet, in Ergénzung der Be-
trachtungen des siebenten Kapitels.

87. Die baryzentrischen Koordinaten der geraden Linie. —
Gegeben zwei beliebige Punkte P;, P,, welche sich nach
Nr. 60 durch die Ecken des Bezugstetraeders E, E; E;E, wie
folgt darstellen:

P, =, E, + n33 B, + my By + m,, E,, 2= 1

Py =y, E, + 733 Ey + oy By + m, E, %’m.— =1L
Alsdann bilde ich ihr #uBeres Produkt und erhalte
8 = Pygsg + Dg1 83y + P13 Cys T+ Pyalis + DosCsy + P35
wobei gesetzt ist _
=[P, B, tix=[E;E;], pir= m1:%sx — X1z 735, (i»k=1,2,8,4)
d.h. der gebundene Vektor [P, P,] 1Bt sich durch die sechs

Kanten des Vektortetraeders E,E,F,E, linear ausdriicken.
Dabei sind die Koeffizienten p;; nichts anderes als die sechs
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Unterdeterminanten zweiter Ordnung, welche sich aus den
Elementen der Matrix

PO TEATELTY
Ty Tag Ty Ty
bilden lassen, also nichts anderes als die sechs homogenen
Koordinaten der geraden Linie. Es verdient hervorgehoben
zu werden, daB diese Koordinaten nicht unabhingig von-
einander sind, sondern daf zwischen ihnen die bilineare
Identitat

Dog D1y + D1 Do+ P1aPss =0
besteht.

Will ich die geometrische Bedeutung der Koeffizienten
:x erkennen, so habe ich nur nétig, die obige Darstellung
der Geraden [P, P;] duflerlich mit ¢;; zu multiplizieren, dann
ergibt sich sofort

[Py P; ] =pir[eirin] G Z,m=;, ?,
oder wegen [¢;:6,n] = [E, B EE]=+1: '
pi=[P1PyEEy],

d.h. die baryzentrischen Koordinaten der geraden Linie im
Raum sind den Inhalten der Tetraeder proportional, welche
die gerade Linie, als gebundener Vektor aufgefaBt, mit den
Kanten des Bezugstetraeders einschlieBt.

Demnach nimmt die vektorielle Darstellung der geraden
Linie die Form an '

8 =[P, P,E;Ej]ey+ [Py Py E E ¢y, + [P, B E E,] e
+ [Py P;E\E] e, + [P, P E,E ¢+ [P, P, E E,] ¢,

88. Die Pliickerschen Koordinaten der geraden Limie. —
In der vorstehenden Nummer bin ich ausgegangen von der
Darstellung des Punktes durch die Ecken eines Tetraeders
und bin zu den Tetraederkoordinaten der geraden Linie ge-
kommen. Ich will jetzt die andere Punktdarstellung verwenden,
welche ich in Nr. 63 angegeben habe, wo als ,Richtstiicke“ des
Punktes ein beliebiger Punkt und drei freie Vektoren ge-
wihlt sind. Ich setze also an

3,4;2,8,1,4;
2,4
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P =E+ a0, + 0,6 + ay58,
Py =E+ a;,€, + 03,0+ 05,8,
woraus :
Py — Py = (0yy — ;) €, + (@33 — Gy) € + (G35 — Gy5) &,
und bilde das &uBere Produkt
8 = (Gy — ay) [Ee,] + (a53— a5) [E€y] + (a53— a15) [E €]
+ (813833 — G45835) [63€5] + (315821 — Gy G35) [€5€]
+ (11833 — G1303) [€, 8],
d. h. der gebundene Vektor a liBt sich durch drei gegebene
Vektoren, die von einem beliebigen Punkt ausgehen, und
durch drei freie Bivektoren darstellen. Dabei sind a;, — a,,,

Gy — Gyp, Ggy — Gy die Koordinaten der von E ausgehenden,
mit P, P, gleichen und gleichgerichteten Strecke EP, ferner

Gy3Oyy — Oyllag, GigGy; — Oy Oag, GyyGpy — G130y, die Koordinaten
des Parallelogramms EP, P,P oder der doppelten Dreiecks-

fliche EP, P, ihrem Umfahrungssinn und ihrer Stellung im
Raume nach.
Zwischen diesen Koordinaten besteht noch die Identitdt

(31 — @11) (@13 a5 — G130s3) + (Bys — Gys) (31385 — By1Byy)
+ (g5 — @45) (@41 833 — @y305,) = 0.
Hier 1dBt sich die linke Seite auffassen als das #uBere Pro-
dukt von
(@91 — ayy) [E€,] + (g3 — 45) [E€,] + (003 — ay5) [E€g] = p
mit
(813035 — 43855) [€3€5] + (313051 — a3 055) [€56,]
_ + (311053 — 0505.)[€,8,] = | q,
d. h. als den Inhalt eines Prismas, dessen Grundfliche die

Koordinaten a,;ay5 — 130y, G505, — Gy Gys, GyyGpy — G450y, und
dessen Seitenkanten die Koordinaten ay, — a,;, g, — @yq, Ggy — a4
besitzen. Demnach sagt obige Identitdt nichts anderes aus, als
daB die Strecke p der Fliche |q parallel gerichtet ist.

Diese Koordinaten sind unter dem Namen , Pliickersche
Koordinaten der geraden Linie“ bekannt, doch verdient hervor-
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gehoben zu werden, daB bereits GraBmann in der ersten Auf-
lage der Ausdehnungslehre auf die zu ihnen fihrenden ,Richt-
sticke” hingewiesen hat.

89. Die baryzentrischen Koordinaten der Ebene. — Ich
nehme jetzt einen weiteren Punkt

Py =5y By + 7y By + 7wy By + 7y, E,, Zy, = 1

hinzu und bilde das &uBere Produkt der Punkte P,, P,, P,,
so wird

(PP Py] = [postsst+ -+ Prubis+--- 7y B+ 7y, By
oder
[P, P; P] = =, [E; By E,| — #y [ E, E, E, ]
+ =, [E, B E;]| — =, [E, E, Ey],

wo
Tk M1y Tim
;= | Tar Ma; Mam Kk lL,m=1,284;
sz To: Tom 2,8,4,1; 3,4,1,2; 4,1,2,8)

gesetzt ist. Hieraus ist ersichtlich, daB sich der gebundene
Bivektor [P, P,P,] linear durch die vier Seiten des Vektor-
tetraeders ausdriicken 1iBt. Die Koeffizienten =x; sind die
Unterdeterminanten dritter Ordnung, welche aus der Matrix

Ty Myg Mg My

Ty Mgy Mgg Mgy

Mgy Mgg gy Mgy
gebildet werden konnen, sie stellen bekanntlich die bary-
zentrischen Koordinaten der Ebene [P, P, P,] dar.

Die geometrische Bedentung der =; erhellt sofort, wenn
ich die Formel fiir [P, P; P;] mit E; &uBerlich multipliziere;
es ist nimlich

[E:P, P, P;] = =;[E, E, B, E,]
oder wegen [E, E,E,E,]=+1:

P >
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x; = [EP, P, By),
d. h. die baryzentrischen Koordinaten der Ebene (als gebundener
Bivektor aufgefait) sind den Inhalten der Tetraeder proportional,
welche die Ebene mit den Ecken des Einheitstetraeders ein-
schlieBt.

90. Die Pltickerschen Koordinaten der Ebene. — Ich gehe
aus von der Plickerschen Darstellung der geraden Linie in
Nr. 88 und multipliziere dieselbe #uBerlich mit

- Py=FE + 05,0, + a3, €, + 65,8,
Dann ergibt sich nach einer einfachen Rechnung
[Py Py Py] = (e + 31 + eiyy) [E0305] + (o4 + 3 + 0t55) [E050,]
+ (@13 + 055+ ap5) [Ee, €] + | au | [e,€,0,],
wobei |az| (¢, k=1, 2, 3) die Determinante der neun Koeffi-
zienten a;, und «; die zugehdrigen Unterdeterminanten be-
zeichnen. Als ,Richtstiicke“ treten hierbei drei gebundene

Bivektoren und ein als Ausdehnungsgrife aufgefaBter Korper-
raum auf.

91. Darstellung des Tetraedervolumens. Vektorielle Bedingung
fiir die komplanare Lage von vier Punkien. — Fiir das Tetraeder-
volumen ergeben sich zunichst zwei verschiedene Darstellungen,
je nachdem ich die baryeentrische oder die kartesische Dar-
stellung eines Punktes zugrunde lege.

Nehme ich im AnschluB an Nr.89 den vierten Punkt P,
in der Form

P=n,E +noEy+ngE+ ny,E,, ;n“= 1

und bilde das #uBere Produkt [P, P, P, P,], indem ich den
Ausdruck fir [P, P; P,] #uBerlich mit P, multipliziere, so er-
halte ich eine Summe von vier Determinanten, die sich zu
einer einzigen Determinante zusammenziehen lassen, namlich

[P P, Py P] = | mi| ¢ k=1,2,3,4),
wobei [E,E,E;E]=1 gesetzt ist; das ist aber das wohl-

bekannte Resultat der analytischen Geometrie des Raumes, wo-
nach die Determinante | m;;| das sechsfache Volumen des durch
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die vier Punkte P,, P;, Py, P, bestimmten Tetraeders dar-
stellt.

Nehme ich dagegen im AnschluB an Nr.90 den Punkt
P, in der Form .

P,= E+ a,6 + a,6;+ ae;,
so folgt

[P, PP, P,] =4,
wo [Ee,e;¢;] =1 und
A = 0y (0, + 00y + tyy) + Byg (@13 + s+ 0yg) + g (115 + 5+ 0ryg)-
Eine weitere Darstellung des Tetraedervolumens ergibt
sich, wenn ich bedenke, daB ich das #uBere Produkt der vier
Punkte P,, P,, P,, P, auch als d&uBeres Produkt der beiden ge-

bundenen Vektoren [P, P;], [P;P,], die ja dasselbe Tetraeder
bestimmen, auffassen kann.
Wie in Nr. 87 gefunden, ist
[P.P] = pss [E2 Es] +- - -+ pu[BLEJ +-- -
Entsprechend sei )
[PsP) =g [ B Es] +- - -+ qu[EyEJ +- -
dann wird, mit Riicksicht auf die Gesetze der uBeren Multiplikation:
[Py P Py Pl = D51+ Ps1aa+ Prsse+ Pradss + Pradss + Poutisr
und das ist die Darstellung des sechsfachen Tetraedervolumens
vermittelst der Linienkoordinaten zweier Gegenkanten.
Noch einen vierten Ausdruck will ich fir [P, P, P, P,]
mitteilen, der die Analogie des @uBeren Produktes von vier
Punkten im Raum mit demjenigen von drei Punkten in der

Ebene vervollstindigt. Wie aus der elementaren Geometrie be-
kannt, liBt sich das Volumen eines Tetraeders, welches durch zwei

Gegenkanten a, b gegeben ist, darstellen durch %abh sin (@, b),

wenn % den kiirzesten Abstand der beiden Kanten bedeutet.
Daher ergibt sich das #uBere Produkt

[P, P; Py P,] = a;30,,h, sin (8, 8,,)
= Gy, Ggsh; 8in {8y, )

= Gy Oy, hy 8in (85, Bg,),
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wenn die Kanten des Vektortetraeders P, P, Py P, mit a;;, deren
numerische Liingen mit a;; bezeichnet werden.

Frage ich jetzt nach der Bedingung, unter welcher vier
Punkte des Raumes in einer Ebene liegen, so lehren die
obigen Darlegungen, daB sich die verschiedenen Antworten,
welche die analytische Geometrie anf diese Frage erteilt,
zusammenfassen lassen in die eine:

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die kom-
planare Lage von vier Pumkien des Raumes verlamgt, daf ihr
dupferes Produkt verschwinde. ' <

92. Relation swischen den Geraden des Rawmes. — In
Nr. 87 ist gezeigt worden, daf sich die gerade Linie a durch
sechs gerade Linien ¢; (¢,k =1, 2, 3, 4) linear darstellen liBt,
von denen je drei sich in einem Punkt schneiden und je drei in
einer Ebene liegen, oder — was auf dasselbe hinauskommt —,
. welche die Kanten eines Vektortetraeders bilden.!) Nehme ich

jetzt fiinf weitere beliebige Geraden a; im Raume hinzu, so
erlauben diese eine entsprechende Darstellung. Insgesamt habe
ich dann sechs (leichungen, aus denen sich die e;; riickwiirts
durch die beliegen sechs Geraden a; (i =1, 2,... 6) linear aus-
driicken lassen. Ich kann daher sagen, daB jede Gerade im
Raum (aufgefaBt als gebundener Vektor) durch sechs beliebige
Geraden linear darstellbar ist. Dabei bleibt die bekannte bi-
lineare Beziehung zwischen den Koeffizienten bestehen.

Nebenbei bemerkt, flieBt hieraus der folgende Deter-
minantensatz: Sind die Elemente a;; jeder Vertikal- oder jeder
Horizontalreihe einer Determinante sechster Ordnung durch
bilineare Beziehungen der Form a;;a:4 + aisais + ai3a;6 =0
(1=1,2,...6) verbunden, so bestehen auch zwischen den
zugehdrigen Unterdeterminanten eo;; entsprechende Relationen
der Form ;3 ¢4 + isetis + aise =0 (6 =1,2,...6).

Scheinbar im Widerspruch mit der obigen Uberlegung
steht die folgende Bemerkung, welche an den in Nr. 87 gegebenen

. 1) Ich bemerke ausdriicklich, daB hier und auch spéter unter ge-
rader Linie der gebundene Vektor zu verstehen ist, d.h. die Gerade von
bestimmter Lénge, Richtung, Sinn und Verschiebungsrichtung.
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Anusdruck fiir [P, P,] ankniipft. Derselbe enthilt an erster Stelle
die Summe der drei Geraden p,,[E; E;], ps,[E, E,], ps[Ei B},
welche in einer Ebene liegen und daher gem#éB Nr.20 durch
eine einzige Gterade ersetzt werden kionnen, an zweiter Stelle
die Summe der drei Geraden p,[E, E,], po,| Ey E,], ps[ Es E],
welche von einem Punkt ausgehen und gemi#B Nr. 81 eben-
falls zu einer Geraden zusammengesetzt werden konnen. Dem-
nach liBt sich [PQ] bereits durch 2zwei Geraden linear aus-
driicken. Der scheinbare Widerspruch dieser Aussage gegen den
obigen Satz 16st sich wie folgt. Die bilineare Bedingung

DosPrs+ Ds1 Doy + D10y =0

sagt im Hinblick auf die vorstehende Nummer aus, daB sich
die beiden Geraden

Dss[ B; E] + pyy [ ES Ey] + pys[E, B,
Pu[E E]+ po [ B E,] + 95, [E E,]

schneiden, es sind also keine belichigen Geraden, welche in der
fraglichen Darstellung auftreten.

93. Hyperboloide Lage von vier Geraden. — Ich habe so-
eben gezeigt, daB im allgemeinen erst zwischen sicben be-
liebigen Geraden im Raum —von gegebener Linge, Richtung,
Sinn und Verschiebungsrichtung eine lineare Relation besteht.
Ich werfe nunmehr die Frage auf: Wann existiert bereits
zwischen vier windschiefen Geraden eine lineare Beziehung?

Seien a,, 0y, 0y, 8, vier solche Geraden, fiir welche gilt

A0, + 405+ A58, + 4,8,=0.
Ist dann p eine weitere beliebige Gerade, so folgt durch
duBere Multiplikation :
Apo, + A pe; + Lpag+ A, pe,=0.

Ich setze jetzt voraus, da8 p die Geraden a,, 0, a; schneide,
daB also

‘luin(), ’“2=0’ ’05=0,

alsdann verschwindet offenbar auch [pa,], d h. p trifft
auch die vierte Gerade a,, Demnach schneidet jede Gerade,



Bedingung fiir die hyperboloide Lage von vier Geraden. 127

welche drei der gegebenen Geraden trifft, auch die vierte,
das heiBit aber nichts anderes, als daB die vier gegebenen Ge-
raden zu demselben System von Erzeugenden eines einschaligen
Hyperboloids gehdren. Das andere System von Erzeugenden
wird durch die Geraden p gebildet. Dieses lehrt die vektorielle
lineare Beziehung zwischen vier Geraden.

94. Umformung der Bedingumng fiir die hyperboloide Lage
von vier Geraden. — Die genannte vektorielle Beziehung kann
noch anders gefaBt werden. Nimlich, schreibe ich sie wie folgt

A0y + 430, = — Ay0,— 4,0,
und multipliziere sie duBerlich mit sich selber, so folgt

420,08, = 252,040,
wobei zu beriicksichtigen ist, daB a,a, = 4 6,0, ist, weil
doch a,, a; Gebilde zweiter Stufe darstellen; und entsprechend

Ay Ag030, = 2, 2,0,0,,
A2, 050, = 31,050,
Durch algebraische Multiplikation je zweier dieser Formeln wird

erhalten
2*[ay0,][a,8,] = 4,*[0;0,][a50,],
2;"[a,0,][8;8,] = 1,*[a50,][s,a,],
15*[a;05][050,] = 2,*[0,0,] [0;0,].
Anderseits folgt aus der Gleichung
Ao+ A0, + a5 =— 4,0,
durch #uBere Multiplikation mit sich selber:

A3258,85 + 231,048, + 2;2;0,0, = 0.

Werden hier aus den vorstehenden Gleichungen die Aus-
driicke fiir die 4,, 4,, 4, eingefiihrt, so ergibt sich nach einigen
einfachen Reduktionen die folgende Form der Bedingung fiir
die hyperboloide Lage von vier Geraden:

V0s685]1[8,0,] + V' [850,][0,8,] + V[0,0;] [a,8,] = O.
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95. Das GraBmannsche Doppelverhilinis von vier Geraden;
die von einer einzigen Geraden gelroffen werden. — Ich be-
trachte vier Geraden u,, a,, a,, a,, die i. a, von den beiden
Geraden g und § geschnitten werden. Die zugehdrigen Schnitt-
punkte seien 4,, 4,, 4,, A, und B,, B;, B;, B,, Dann darf
ich setzen

;= 0; ['A't-Bl] (t=1,2,3,4),
woraus

8,0,=10,0;[4, B, 4;B,]=— o0, [A1Aa B, By},
8305= 0305 [4; B, A;B;]=— 0;05[4;4; B, B;),
0,0,=0,0,[4,B, 4,B]=—¢0,[4,4, B B,
8,0, =030,[4, B, A;B;]=— g;0,[4,4; B,B;).

Demnach nimmt das von GraBmann eingefiihrte Doppel-
verhiiltnis der vier Geraden (vgl. Nr.51) die Form an:

&0 a6 _ [44, BB, [44, BB]
%6, ' o0, [4,4, BB, [4,4, BB,

Nun ist der Inhalt des sechsfachen Tetraeders
[4:4; Bka] = @bz p 8in J,

wenn a;;, b;; die Liangen der beiden Gegenkanten A, A4;, B; B,
p deren kiirzesten Abstand und & deren Neigungswinkel bedeuten,
Folglich hat man fir das GraBmannsche Doppelverhiltnis

den Wert
8, . %8 _ Gy by . aubu.,
6,0, a0 Gysbyy * Gy by,

Anderseits ist der Inhalt desselben sechsfachen Tetraeders

8:0;: = a;axh; 8iN 5z,

wenn a;, a; die Lingen der beiden Gegenkanten A;B;, A4;B;,
h;i deren kiirzesten Abstand und «;; = o; — «; deren Nei elgungs-
winkel bedeuten. Alsdann ergibt sich die Relation

hyy S{.n %, hyy sma“ a4 by . LYV
hyy sin gy ° by, 8in "‘u Ggebgy g by )
Ich will jetzt diese Formeln spezialisieren fiir den Fall,
daB die beiden Geraden g und § zusammenfallen, die vier
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Geraden a,, 0,, 85, 8, also von einer fiinften unter rechtem
Winkel geschnitten werden. Es entsteht dann

08, . 68, _ (%)% (41)]

00, ° “:“s (aaa) .(“u) ’
d. h. das GraBmannsche Doppelverhiltnis von vier Geraden,
die von einer fiinften normal geschnitten werden, ist gleich

dem Quadrat eines gewShnlichen Doppelverhéltnisses von vier
Punkten. Und die zweite Relation nimmt die bemerkenswerte

Form an: sin @, _ sin sne, Gy, a“
81N oy BIN &y Gag " Ggy

Dieser Relation kommt noch eine Bedeutung filr die
Mechanik zu. Auf sie st8t man, wenn man nach den Gleich-
gewichtsbedingungen fiir vier Krifte sucht, die senkrecht zu
einer starren Geraden wirken. Versteht man niamlich unter
o; vier Krifte, unter «; die Winkel, welche ihre Richtungen
miteinander bilden, und unter a;:(¢, k =1, 2, 3, 4) die Abstiinde,
welche die vier Angriffspunkte auf der starren Geraden von-
einander haben, so sagt die obige Relation folgendes aus:
Wenn sich vier Krifte, die senkrecht zu einer starren Ge-
raden wirken, das Gleichgewicht halten, so haben die Winkel
zwischen den Kraftrichtungen dasselbe Doppelverhiltnis wie
die Abstinde zwischen den A.ngnﬂ'spunkten der entsprechenden
Kriifte (vgl die Notiz von H. Schubert im Archiv d. Math. w
Ph. (3) 2, 279).

96. Bezichungen swischen den Ebenen des Raumes. — Wie
ich in Nr.89 gezeigt, liBt sich jede Ebene von bestimmter
GroBe, Richtung, Umfahrungssinn und Verschiebungsrichtung
durch die Seitenebenen [E, E, E,), [E,E, E,, [E, E, E,;), [E, E, E,]
des Vektortetraeders, d. h. durch vier beliebige Ebenen linear
darstellen. Man besitzt hiernach fir Punkt und Ebene duale
Darstellungen, welche ineinander tibergehen, wenn {iberall
Punkt und Ebene gegeneinander vertauscht werden.

Im allgemeinen existiert also erst zwischen fiinf beliebigen
Ebenen eine lineare Relation. Wie ist es, wenn bereits vier
Ebenen linear miteinander verkniipft sind?

Jahnke, Vorlesungen fiber die Vektorenrechnung. 9
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Seien x,, ®,, m,;, %, vier beliebige Ebenen, so soll sein
llﬂl + l,“’ + la“‘ + 1434— 0.
Nun heiBe P der gemeinsame Schnittpunkt der Ebenen
x,, My, My, d. h. es sei
[Pm,] =0, [Pa,] =0, [Pm,]=0,
alsdann muB auch
[Px]=0

sein, d. h. die vier Ebenen schneiden sich sémtlich in eimem
Punkt.
Besteht aber bereits zwischen drei Ebenen eine lineare
Relation, etwa
L+ L7+ Ly =0,

so muB jeder Punkt, der den Ebenen x,, &, gemeinsam ist,
such der Ebene s, angehoren, die drei Ebenen mtissen sich
alsdann in einer einzigen Geraden schneiden.

97. Ubungen. 1) Homogene Relationen swischen Tetraedern,
die sich aus acht Pumkten des Rawmes susammensetzen lassen.
— Ich gehe an erster Stelle aus von der Punktdarstellung,
wobei ich die Annahme [E, E, E,E,] =+ 1 fallen lasse:

[E, B EE]P =[P EEE,E — [PEEE]E,
+ [P,EEE) E,— [P,E,L, L) E,
und maultipliziere dieselbe &uBerlich mit [P, P; P,], so wird
[E,E EE,|[P, PP, P,] =[P, E E E][E P, P,P,]
- [PEEE][EP,P,P]+ [P, EE E][EPPP,]
- [PlElEsEs] [EAPQ Ps PL]‘

Aus dieser Relation zwischen zehn, aus acht Punkten gebildeten
Tetraedern, flieBen neue, einmal durch die Uberlegung, daB die
linke Seite und folglich auch der Wert der rechten sich nicht
#ndert, wenn ich die E; durch die P, ersetze, anderseits durch
die Uberlegung, daB die linke Seite und daher auch der Wert
der rechten Seite bis auf das Vorzeichen umgeindert bleibt,
wenn ich die P,, P,, P;, P, zyklisch permutiere.
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Lasse ich noch P, mit P, etwa zusammenfallen, so komme
ich zu Relationen zwischen acht Tetraedern aus sieben
Punkten.

An zweiter Stelle gehe ich von der Liniendarstellung aus:
(BB, E [P\ Py] =[P, P, E\ E,| [ By Ey) + [ PPy B, B [ By B ]
4 + [P, P, E E][E E,]+ [P, P, E, E] [E, E,]
+ [P, B EE][EE,]+[PP,E E][EE,|],
welche ich #uBerlich mit [P; P,] multipliziere, so wird:
[E, E, E,E][P,P,P,P,] =[P, P, E, E,][E, E, P; P,]
+ [P, P, B E][EE P P,|+ [P, P, EE][E E P, P,]
+ [P\ P, E E][EEPP,] + [P, P,EE][EE,PP,]
+ [P, P E E] [ E, E, P, P, ],
und das ist eine Relation zwischen vierzehn Tetraedern aus
acht Punkten im Raume, woraus durch die obigen Uber-

legungen neue hervorgehen. Lasse ich ferner P, mit P, und
gleichzeitig P; mit P, zusammenfallen, so ergibt sich

(P, P, E, E][EE P P) + [P, ) E, B, [E E, P, ;]
+ [P\ P, E E,][E E, P, Py] = O,

eine Relation zwischen sechs Tetraedern aus sechs Punkten.
2) Satz iber die lineare Komgruenz. — Eine lineare
Relation zwischen fiinf Stiben bestimmt eine lineare Kon-
gruenz. Durch drei derselben, als Erzeugende der ersten Schar,
ist ein einschaliges Hyperboloid bestimmt. Alsdann bilden die
beiden restierenden Stébe mit jeder Erzeugenden der zweiten
Schar zwei Tetraeder, deren Volumenverhiltnis konstant ist.
3) Verallgemeinerung der Relation zwischen vier hyperboloid
gelegenen Geraden. — Gehéren ay, a,, a5, 0, zu demselben
System von Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloids, so
findet zwischen den Tetraedern, die eine beliebige fiinfte Gerade
p zur gemeinsamen Kante und a,, a,, a5, 6, zu Gegenkanten
besitzen, stets die lineare Relation statt:

9¥
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[a,9]V[as0,][050,] [a50,] + [a;p] V08,1 [8;8,][s,0,]
+ [0,9] V[0, 0] [8,0,][8;0,] + [a,$]V[0;0,][0;0,][0,8,] =0,

die sich fir den speziellen Fall, daB p mit a, etwa zusammen-
fillt, in die einfachere Relation der Nr. 94 zusammenzieht.

4) Satz von Mobius dber die Verwandlung der Summe
dreier Tetraeder, welche eine gemeinsame Komte PQ haben und
deren Gegenkanten von einer gemeinsamen Ecke R ausgehen, in
ein eingiges Tetraeder. — Gegeben drei Punkte E,, E,, E,,
dann stellt sich deren Schwerpunkt dar als

3S=E + E + E,
Diese Formel werde #uBerlich mit [PQR] multipliziert, so
folgt, wenn 3(S — R) = T — R gesetzt wird,
3[SPQR]=3[S—R PQR]=[T—R PQR]=[TPQR],
daher '

[E,PQR] + [E;PQR] + [E,PQR] =[TPQR],
wo T=3S — 2R in einfacher Weise zu konstruieren ist.

5) Satz aus der Tetraedergeometrie. — In den Seitenflichen
des Tetraeders 4, 4, 4,4, seien vier Punkte gegeben, und zwar
(g + o5+ ) B =0 4+ oy 4y + o, 4,

(4 + &+ o) By= ey 4+ 0, 4, + o, 4,
(est &g+ ) By=et, A, + e, 4, + %Aa.;
(o + &g+ 0) By= ey 4, + 034, + 03 45,

wo o; beliebige Gewichte bedeuten. Es ist zu beweisen, daB
die Eckenlinien 4,B,, 4;B;, 4, B;, A,B, hyperboloid liegen.

6) Die Plickerschen Koordinaten des kiirzesten Abstandes
zweier windschiefer Geraden zu bestimmen.




Elftes Kapitel

Anwendung auf die Statik und die Kinematik
des starren Korpers.

98. Das vektorielle Abbild der Kraft. — Wie in der Ebene
1Bt sich auch im Raum der gebundene Vektor als eine Kraft
deuten, deren Intensitit durch die Liinge des Vektors und
deren Richtung und Sinn durch die Richtung und den Sinn
des Vektors angegeben werden. Diese Deutung findet ihre
nihere Begriindung in der Tatsache, daB das Rechnen mit
gebundenen Vektoren zu den bekannten Sitzen der Statik fihrt.
Dies soll an einigen Beispielen dargelegt werden.

99. Der Satz vom Krafteck. — Seien drei Krifte gegeben,
die an einem und demselben Massenpunkt P angreifen, so
kann ich sie mir ersetzt denken durch drei gebundene Vektoren
[PP,], [PP,], [PP;], deren Lingen ein MaB der Kriifte geben
und deren Richtungen mit den Kraftrichtungen tibereinstimmen.
Nun lassen sich gem#B Nr. 81 diese Vektoren wieder zu einem
Vektor zusammensetzen, denn es ist

[(PP,] + [PB]+ [PP]=[P P+ P+ B]=3[PS],

wenn S den Schwerpunkt 1 (P, + P;+ P,) des Dreiecks P, P, Py
bezeichnet, d.h. die Summe dreier denselben Massenpunkt angrei-
fender Krifte 1a8t sich durch eine Resultante ersetzen, welche
in demselben Punkt angreift, von dem Schwerpunkt der Gegen-
fliche des von den Kriiften gebildeten Tetraeders nach ihm
hin gerichtet ist, und deren Intensitit durch die dreifache
Liénge dieser Eckenlinie gemessen wird.

Sind n Krifte gegeben, so erfolgt deren Zusammensetzung
nach der Formel
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?[PP.']=[P-?'-P.']=”[PS];
wo
‘”S= ;?.Pi

Schwerpunkt aller Punkte P; (:=1,2,...n) ist, und das ist
ein Fundamentalsatz der Statik.

100. Gleichgewicht zwischen sichen Kriften im Raum. —
Ein anderer wohlbekannter Satz der Statik ergibt sich aus der
Gleichung:

" == Doy Cgy + Dg1 €51 + Diaig + P1a€yy F PeaCos T+ D3sCss

in Nr. 87. Linker Hand steht eine Kraft und rechter Hand
sechs Kriifte, deren Intensititen und Richtungen durch die
Kanten eines Tetraeders bestimmt sind, d.h. jede Kraft 1iBt
sich nach den sechs Kanten eines, von vornherein gegebenen
Tetraeders zerlegen.

Nun lassen sich je drei Vektoren der rechten Seite, etwa

DesCss + Ds1 831 + DisCisy  Dieyy + Dealsy + Dsisys

wieder zu je einem gebundenen Vektor zusammensetzen, von
denen ich gezeigt habe (Nr.92), daB sie sich schneiden. Fiir
die Statik liefert diese Umformung nichts anderes als das
Parallelogramm der Kriifte. Denn nenne ich diese gebundenen
- Vektoren ¢, ¢, so wird

a=¢e + ¢,
woraus auch fiir die zugehdrigen freien Vektoren
a=e | e

folgt, d.h. die Kriifte a, ¢,, ¢, gehoren, da sie denselben Punkt
angreifen, derselben Ebene an.

Weiter 148t sich nach Nr. 92 jeder gebundene Vektor nach
sechs beliebigen Richtungen zerlegen, dies gibt die allgemeinste
Zerlegung einer Kraft in sechs Krifte. Oder, wie ich auch
sagen kann: deute ich die Vektorbetrachtungen der Nr. 92 fiir
die Statik, so erhalte ich den Satz, daf im allgemeinen erst
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zwischen sieben beliebigen Kriiften im Raume Gleichgewicht
hergestellt werden kann.

101. Gleichgewicht zwischen vier Krdifien im Raum.— Sollen
vier Krifte einander das Gleichgewicht halten, so heiBt dies
nichts anderes, als daB die Summe der Krifte, aufgefaBt als
Vektoren, verschwinden muf}. Bei dieser Formulierung der
Frage ist die Antwort ams Nr. 93 unmittelbar abzulesen, sie
lautet bekanntlich, es miissen die Kriifte zu demselben System
von Erzeugenden eines einschaligen Hyperboloids gehoren.

102. Das vektorielle Abbild des Kriftepaars. — Poinsot
definiert das Kriftepaar als die Summe zweier Krifte, die an
verschiedenen Punkten des starren
Korpers angreifen, gleiche Intensi-
tit und Richtung, aber entgegen-
gesetzten Richtungssinn haben. Stelle
ich die Krifte (Fig. 29) durch [AB],  |“4°24 \
[CD] dar, so reprisentiert die Summe
[AB] + [CD] ein Kriiftepaar, wenn B ;
ich noch die Bestimmung treffe, daB
D—C=—(B— A4). Die Summe
1iBt sich in einfacher Weise umformen € D
wie fOlg‘t: Fig. 29.
(4B]+[CD]=[4 B—A4]+[C D—-C]

=[4 B—A]—[C B— A]=[A—C B-A4]
d.h. das Kriftepaar stellt sich, unter der Voraussetzung, dapf ich
die Kraft als gebundenen Vektor auffasse, als freier Bivektor
dar. Nun kann jeder Bivektor als Erginzung eines einfachen
Vektors betrachtet werden, der auf der Ebene des Bivektors
senkrecht steht nach der Richtung hin, daB Bivektor und
Vektor ein Rechtssystem bilden; die Linge des Vektors ist gleich
dem numerischen Wert des Bivektors. Dieser Vektor gibt die
Achse, die Ebene des Bivektors die Momentenebene und der
numerische Wert des Bivektors die Intensitit des Kriftepaars
an. In der Mechanik ist es iiblich geworden, das Kriftepaar
nicht als die Erginzung eines freien Vektors, also als |a zu
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deuten, sondern einfach als diesen Vektor & selber, den
Momentenvektor, der durch seine Richtung die Achsenrichtung
und durch seine Linge das Moment des Kriftepaars angibt.

103. Das vektorielle Abbild von Drehung und Schicbung. —
AuBer den statischen Vektoren filhre ich auch im Raum
kimematische Vektoren ein. Niamlich, ich kann den ge-
bundenen Vektor als eine Drehung ¢m Zeitelement deuten, so
daB seine Richtung die Drehrichtung bestimmt und seine Liinge
ein MaB fiir die Winkelgeschwindigkeit im Zeitelement abgibt.
Und welches ist dann das vektorielle Abbild des Drehpaars?
Unter Drehpaar versteht man ‘die Summe zweier gleicher
Drehungen von entgegengesetztem Drehsinn, also eine Summe
der Form [A B—A]+([C D—-C], wo B—A=—(D-0).
Eine solche Summe 1i8t sich aber in [4A — C B — A) umformen,
d.h. das Drehpaar stellt sich dar als freier Bivektor oder als
Erginzsung eines freien Vekfors. Nun ist bekannt, daB ein
Drehpaar nichts anderes als eine Schiebung liefert. Daraus
folgt, daB ich den freien Biveklor in der Kinematik als infini-
tesimale Schicbung zu deuten habe, deren GréBe durch den
numerischen Wert und deren Richtung durch die Normale
des Bivektors bestimmt wird.

Auch hier ist zu bemerken, daB es in der Mechanik {iblich
ist, die Schiebung einfach als freien Vektor (nicht als Er-
ginzung eines solchen) zu deuten, dessen Richtung die Schiebe-
richtung und dessen Linge die GroBe der Verriickung angibt.

Unter Zugrundelegung der kinematischen Deutung der
Vektoren filhren die in Nr.87 und 88 betrachteten Vektor-
formeln zu elementaren Sitzen der Kinematik entsprechend
denen der Statik.

Nebenbei sei bemerkt, daB die Fundamentalformel fiir die
Zusammensetzung endlicher Drehungen auf die Vektorformel

[ab|ea] = [a|ec][b|a] —[b|c][a|a]
zuriickgeht, wenn der Winkel zwischen den Vektoren, z. B. a, b
als MaB fiir die Hilfte der Winkelgeschwindigkeit angesehen
wird, mit welcher der Vektor a in die neue Lage b iiber-
gefithrt wird.
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104. Moment einer Kraft bew. Drehung in bezug auf einen
Punkt oder eine Gerade. — Wie in der Ebene deute ich auch
im Raume das #uBere Produkt aus drei Punkten [P, P, P,] als
das Moment der Kraft bzw. Drehung [P, P;] in bezug auf den
Punkt P,. Aus der baryzentrischen Darstellung der Ebene
[P,P;P;] in Nr.89 geht hervor, daB und wie sich vier be-
liebige Momente wieder zu einem Moment zusammensetzen
lassen.

Das #uBere Produkt aus vier Punkten [P, P,P;P,] deute
ich als das Moment der Kraft [P, P,] in bezug auf die Achse
P,P,. Dieses Moment ist nach Nr.91 gleich

a,,h, sin (8
oder gleich Gy381.hy 8iD (853, 8
D3y + Ds1 030+ PraQss + Pyalss + D3as1 + Psass-

Dividiert man diese Ausdriicke durch ay;a,,, 80 kommt man
zu derselben GriBe, welche Mobius und spiter Cayley als
das Moment der beiden Geraden [P, P,] und [P, P,] be-
zeichnet haben.

105. Zerlegung einer Kraft bew. eimer Drehumg. — Die
beiden Aussagen, daB sich Kraft und Drehung als gebundene
Vektoren, daB sich Kriiftepaar und Schiebung als freie Bivektoren
auffassen lassen, erlauben, die Darstellung der Statik und Kine-
matik erheblich zu kondensieren.

Ich will von dieser Deutung sofort eine weitere An-
wendung machen als Beispiel dafiir, wie aus Identititen zwischen
Vektoren statische bzw. kinematische Sitze abgelesen werden
konnen.

Sei gegeben der Vektor [AB] oder, wie ich auch
schreiben kann, [A B— 4], und ein zweiter Vektor [C D — C]
von gleicher Liinge, Richtung und Sinn, soda8 D —C=B— 4
sein soll, dann nehme ich folgende Umformung vor:

[A B—A]=[4A D—-C]=[C+4—-C D-C]

=[C D-Cl+[4—-C D-C].

Setze ich jetzt die Brille der Statik (bzw. Kinematik) auf,

80 lese ich aus dieser Formel folgendes ab: Jede Kraft (infini-
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tesimale Drehung) [ 4 B] 148t sich ersetzen durch die Summe aus
einer gleichgroBen und gleichgerichteten Kraft (infinitesimalen
Drehung) [CD], deren Richtung (Achsenrichtung) durch einen
beliebig gewshlten Punkt C' geht, und aus einem Kriiftepaar
(einer infinitesimalen Schiebung), dessen (deren) Moment durch
den Inhalt des Parallelogramms A BC Dgemessen wird, und dessen
(deren) Achse auf der Ebene dieses Parallelogramms und
folglich auf der Kraftrichtung (Drehachse) CD senkrecht steht.

106. Korrespondenz zwischen Statik und Kinematik. —
Der besseren Ubersicht wegen will ich eine Tabelle anfiigen,
welche die merkwiirdige Korrespondenz zwischen Statik und
Kinematik hervortreten liBt, wonach dem endlichen Kriftepaar
der Statik die unendlich kleine Schiebung der Kinematik,
der endlichen Kraft der Statik die unendlich kleine Drehung
der Kinematik entspricht:

Tabelle V.
Deutung des
in .
|gebundenen| freien gebundenen
Vektors | Bivektors | Bivektors Spats

Kraft-)] in | Kraft-] in
moment| bezug imoment{ bezug
. o . auf auf
Kine- tem'ﬁmi ' tm’ﬁn;i Dreh- |einen | Dreh- | eine
matik D:;l?:n; Sctilsil:?m:g moment|Punkt jmoment/Gerade

Statik | Kraft |Kriftepaar

Es ist hiernach mdglich, eine Beziehung zwischen ge-
bundenen Vektoren und freien Bivektoren sofort auf zweierlei
Weise zu deuten; und umgekehrt leuchtet schon hier die Mog-
lichkeit hervor, entsprechende Sitze der Statik und Kinematik
durch eine vektorielle Bezichung zur amalytischen Darstellung zu
bringen, sie in eine Formel zu wvereinigen. Es gelingt auf
diese Weise, unter Anwendung der Vektormethoden, die Dar-
stellung der geometrischen Mechanik auBerordentlich zusammen-
zudringen.
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Es ist vielleicht nicht unnétig, vor dem MiBverstindnis
zu warnen, als ob die in Rede stehende merkwiirdige Korre-
spondenz auf einer physikalischen Grundlage beruhte. Mit der
Vorstellung von physikalischer Ursache und Wirkung hat diese
Korrespondenz nichts zu tun. Im Gegenteil, die Kinetik,
welche gleichzeitig die Krifte und die durch sie hervorgerufenen
Bewegungen studiert, verlangt eine ganz andere Zuordnung,
verlangt, daB der Kraft eine Schiebung und dem Kriftepaar
eine Drehung entspricht.

107. Ubungen. — 1) Deutung der Pliickerschen Dar-
stellung einer Geraden fiir Statik und Kinematik. -

2) Den Satz von Lagrange zu beweisen: 4,, 4,, ... 4,
seien n-Punkte, m,, m,,...m, positive oder negative Koeffizienten.
Bezeichnet dann O einen beliebigen Punkt des Raumes, so
geht die Resultante der Krifte m,[0A4,], m[04,], ... m,[0A4,]
durch einen festen Punkt S und hat den Wert M[0S], wo
M =2m;. Ist M =0, so hat die Resultante unveriinderliche
Intensitit und Richtung, wie auch der Punkt O verschoben wird.
Und weiter besitzt die Summe Zm,m[A4; 4| 4; ;] einen
konstanten Wert.

3) Was geben % infinitesimale Rotationen des Raumes um
verschiedene, aber parallele Achsen? — Der vektorielle Ansatz
lautet:

[P101]+[P2@s]+"'=[1)1 QI_P1]+[P2 Qs_P:]+"'
=[P1 Q1_P1]+[Ps kx(Ql— 1)]+"'
=[P, 91_1)1]‘*'7‘1[1)2 Q— P]+---

, ) =1+k+ )[R &—P]
wobei gesetzt ist

Q—Py=k(Q—P), -5 P+kPy+---=1+k+---)E,

d. h. 1iBt man einen starren Korper » Drehungen um ver-
schiedene, aber parallele Achsen ausfithren, so ist der kine-
matische Effekt derselbe, als wenn der Korper eine einzige
Drehung um eine parallele Achse ausfilhrte, deren Lage im
Raum durch den leicht konstruierbaren Punkt R festgelegt wird.
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Die resultierende Winkelgeschwindigkeit ist einfach gleich der
Summe der einzelnen Winkelgeschwindigkeiten.

4) Was liefert eine infinitesimale Rotation verbunden mit
einer Translation, die in der Momentenebene wirkt? — Die
Drehung werde dargestellt durch [Ea)], die Schiebung durch
[be], dabei soll der Vektor a der Ebene [be] parallel laufen.

Dann lé8t sich das Parallelogramm mit den Seiten b, ¢
in ein anderes verwandeln mit den Seiten d und a, so daB
[be] =[da]. Hiernach wird

[Ea] + [be] = [Ea] + [da] =[E+d  a],

d. h. die Endbewegung ist eine gleichgroBe und gleichgerichtete
Drehung um eine Achse, welche gegen die friihere um die
Strecke d verschoben ist.

5) Halten vier Kriifte einander das Gleichgewicht, so ist
das aus irgend zweien derselben gebildete Tetraeder dem Te-
traeder aus den beiden anderen gleich (Satz von Chasles).
Wie folgt hieraus, daB drei beliebige Krifte im Ranm einander
nicht das Gleichgewicht halten konnen?

6) Halten fiinf Kriifte einander das Gleichgewicht, so
miissen die beiden Geraden, welche die Wirkungslinien der
ersten vier Krifte treffen, auch die Wirkungslinie der fiinften
treffen.

7) Beim Gleichgewicht der Krifte ist die algebraische
Summe der Tetraeder, welche irgendeine Gerade im Raum zur
gemeinsamen Kante und die Krifte zu Gegenkanten haben,
gleich Null (Satz von Mdbius).

8) Ein System von Kriften, welche der Intensitit und
Richtung nach durch die Seiten eines Vielecks oder Vielflachs
dargestellt werden, 1i8t sich stets auf ein Kriftepaar reduzieren.
In dem Fall des Vielecks liegt die Momentenebene des Kriifte-
paars in der Ebene des Vielecks und ist sein Moment gleich
dem doppelten Inhalt des Vielecks (Satz von M&bius). — Der
vektorielle Ansatz filr vier Krifte lautet wegen

B—A4+C-B+D—-C+A—-D=0:
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[A B—A]+[B C—B]+[C D—-C]+[D A-D]
=[4 B—A]+[B C—B]+[C D-C]
—[D B—A4]—[D C—-B]—-[D D-C(]
=[A—D B—A]+[B—D C—-B]+[C—D D-C]
=[4A—D B—A4]+[B—D C- B}

Die rechte Seite setzt sich aber aus zwei freien Bivektoren
zusammen, deren numerische Werte gleich dem doppelten In-
halt des Dreiecks A BD bzw. BCD sind, so daB der numerische
Wert der rechten Seite doppelt so groB ist als der Inhalt des
Vierecks ABCD.

9) Ein System von Kriftepaaren, deren Ebenen und
Momente durch die Flichen eines Polyeders dargestellt werden,
und welche, wenn alle Flichen von einerlei Seite betrachtet
werden (der #uBeren oder der inneren) insgesamt einerlei
Sinn haben, ist im Gleichgewicht. — Dieser Satz von Mdbius
ist in dem Falle des Tetraeders nichts anderes als der Pytha-
goreische Lehrsatz fiir dasselbe, wie der vektorielle Ansatz in
Nr. 76 zeigt.

10) Verallgemeinerung der Eulerschen Relation zwischen
den Momenten einer Kraft in bezug auf vier Achsen, von
denen sich drei unter rechten Winkeln schneiden. — Seien
E,E,, E,E,, E,E;, E,P vier sich in einem Punkte treffende
Achsen; die Kraft sei [QR], und ihre Momente beziiglich der
drei Achsen E E,, E;E,, E,E, seien bekannt, dann wird ihr
Moment in bezug auf die Achse [E, P] gesucht. Die Antwort
flieBt aus der Formel

(E,E,E,E] P — [PE,E,E)F, - [PE,E,E,]E,
+ [PE,E,E,) E,— [PE,E,E E,.
Wird diese #uBerlich mit [E, Q R] multipliziert, so folgt
[E,EEE][QR PE,)=[PEEE]QR EE]
- [-P Es E4. El] [QB -EnEJ + [PE4E1E2] [QR E3E4]-
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108. Auswertung von Trigheitsmomenten. — Wende ich
die iibliche Koordinatenmethode zur Bestimmung des Trigheits-
momentes von materiellen Flichen und Kérpern an, so ist
das Trigheitsmoment zundchst in bezug auf einige Achsen
von spezieller Lage zu bestimmen und aus den gefundenen
speziellen Resultaten das allgemeine erst zusammenzusetzen.
Die GraBmannsche Methode erlaubt, worauf zuerst Herr
Mehmke aufmerksam gemacht hat, das Trigheitsmoment so- -
fort in bezug auf eine ganz beliebige Achse auszuwerten. Ja
noch mehr, die Achse tritt durchaus in den Hintergrund, das
einzige Integral, welches man auszufiihren hat, enthilt die
Achse gar nicht.

Wihrend aber Herr Mehmke den von GraBmann ein-
gefilhrten Begriff des ,Liickenausdrucks® verwendet, will ich
eine Entwickelung ohne Hilfe dieses Begriffs geben, den ich
ja nicht eingefiihrt habe.

1) Tragheitsmoment einer homogenen Strecke. — Sei gegeben
die mit der homogenen Masse m belegte Strecke E, E,, deren
Trigheitsmoment in bezug auf die Achse AB gesucht wird.
Die Achse AB sei gleich der Lingeneinheit und X ein be-
liebiger Punkt auf E,E, Alsdann stellt das innere Produkt

[XAB|XAB)

das Quadrat des numerischen Wertes des Bivektors [X A B]
dar, also das Quadrat des Flicheninhalts des durch die Punkte
X, A, B bestimmten Parallelogramms, d.h. — da AB gleich
der Lingeneinheit — das Quadrat des Abstands zwischen dem
Punkt X und der Strecke AB. Demnach ist das Trigheits-
moment der Strecke E, E, in bezug auf die Achse AB:

T, = f [XAB|XAB]dm,

wo
X=oFE+xE, z+z,=1

Nun ist dm die Massenbelegung eines Linienelementes d[E, X]
und [EX]=%[EEL
Wird noch die spezifische Masse gleich Eins gesetzt, so folgt
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[E, Eg] = m,
dm = mdux,.
Hiernach wird durch Ausmultiplizieren:

Ty=m f{xg [E,AB|E,AB] + 2,'[F, AB| E,AB]

+ 2 2,2, [E, AB| E, AB]}dz,,

wo die Integration iiber alle positiven Wertepaare z,, 2, zu
erstrecken ist, die der Bedingung z, + z;=1 geniigen.
Nun ist :

1 1
‘lesdx, =f(1 — 2)dzy = %, fxgﬁdx, = %;
2+ 2,=1 0 0
1
fxlx,dx, =3’
2+ z,=1
folglich "
T,=%{[E,AB|E,AB]+[E,AB| E,AB] + [E, AB|E, AB)}.

Nenne ich noch h,, h; die Abstinde der Punkte E,, E;
von der Achse AB und ¢,, den Winkel, welchen die Ebenen
E, AB und E;AB miteinander einschlieBen, so ergibt sich
schlieBlich

Ty="5 (h®+ 1s* + Ry by cos @y,).

Der Ausdruck 148t sich noch umgestalten durch Ein-
fihrung des Abstandes s, den der Schwerpunkt der homogenen
Strecke von der Achse besitzt. Es ist nédmlich

28 = E, + E,
2[SAB]=[E, AB] + [E, AB],

folglich

woraus
4[SAB|SAB)=[E,AB|E,AB] + [E,AB|E,AB]

+ 2[E,AB| E,AB]
oder

45°=h2+ hy®+ 2 hyhy cos ;5.
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Daher lautet die andere Form des Trigheitsmoments:
T,=7 (' + b+ 4%,

2) Trigheitsmoment eines homogenen Dreiecks. — Gegeben
das homogen mit der Masse m belegte Dreieck E, E, E;. Ein
Punkt desselben sei

X =2, E, + 2, By + 7, E, ”1+”:+3’s=1-

Dann wird das Trigheitsmoment dieses Dreiecks in bezug auf
die Achse AB dargestellt durch den Ausdruck
T,— ﬁXAB] XAB]dm.

Ich bestimme nun die Massenbelegung dm eines Flichen-
elementes. Dazu zerlege ich das Dreieck durch Parallelen za
den Seiten E, E,, E, E; in Elementarparallelogramme. Das
an X anstoBende Element hat die Seiten

2[E, 2 [E,
25X 44— (B, Bldz,, 222 42,~[E, E)aa,
Ty s

folglich ist der Inhalt des Elementes
[E, E, E] day dzg = 2m dag dug,

wobei zu beachten, daB [E, E,E;] den doppelten Inhalt des
Dreiecks E, E; E, wiedergibt und die spezifische Masse wieder
gleich der Einheit gewihlt ist. Daraus folgt

am = 2m dzy d,.
Demnach
I,= 2mﬁ 2 [E,AB|E,AB] + z,}[E,AB| E; AB]

+ zg*[E; A B| E;AB] + 22,2, | E; AB| E; A B]

+ 2242, [E,AB| E,AB| + 22,2, [E,AB| E; AB]}dz; dz;.
Dabei ist die Integration tiber alle positiven Werte der Inte-
grationsverinderlichen zu erstrecken, wofir

zy=1—2,—2,>0
ist, da nur dann der Punkt X innerhalb des Dreiecks hegt
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Nun ist
fa;;’da:, dzg= 1—12, fx,-a:; Az, dzy= -211 (¢, k=1,2,8)
daher
T,= 3 ([E,AB|E,AB) +---+[E,AB|E,AB] +--}
oder, wenn die Abstinde der Ecken E,, E,, E; von der Achse
AB mit h,, hy, hy und die Winkel zwischen den Ebenen E; A B
und E; AB mit ¢;; bezeichnet werden:

Ty= % (By*+ hy*+ hy®+ hyhy €08 @yy+ hyhy €08 @y + hyhy co8 @y5).
Auch hier werde der Abstand s des Schwerpunktes
38=E, + B+ E,

von der Achse A B eingefiithrt. Es ergibt sich 9s*=

by® + hs® + hy? + 2 hyhy co8 gy + 2hshy cOB @y + 25y g cos @y,
so daB T3= _;”_2 h12+ h§’+ h8’+ 93’)
das Trigheitsmoment des homogenen Dreiecks wird.

3) Das Trigheitsmoment des homogenen Tetraeders
E,E;E E, in bezug auf die Einheitsachse 4B ist

T4=% (y® 4+ - -+ hd + hyhy €08 Pys +- - -+ hyhycos @y +- - +)
=50 (u’+ b’ + b+ 2+ 16 8%,

wo h; den Abstand der Ecke E;, s den Abstand des Tetraeder-
schwerpunktes von der Achse und ¢;; den von den Ebenen
E;AB und E;AB eingeschlossenen Winkel bezeichnet (vgl
Mehmke, Math. Ann. 23, 143—151).

4) Das Trigheitsmoment eines homogenen Dreiecks in
bezug auf eine beliebige Achse ist gleich dem Triigheitsmoment
der Seitenmitten, wenn jede von diesen ein Drittel der Masse
des Dreiecks enthilt (vgl. Reye, Zeitschr. des Vereins deutseher
Ingenieure Bd. XIX, 401—408, 1875 und Mehmke, Schlémilchs
Zeitschr, 29, 61—64, 1884).

Jahnke, Vorlesungen fiber die Vektorenrechnung. 10



Zwolftes Kapitel

Die geometrische GroBe zweiter Stufe
und ihre Verwendung in der Statik und Kinematik
des starren Korpers.

109. Erste Form der geometrischen Grofe zweiter Stufe. —
Unter der geometrischen oder allgemeinen Grofe zweiter
Stufe versteht man seit GraBmann die Summe beliebig
vieler gebundener Vektoren oder Stdbe. Dieselbe ist fiir die
Statik und Kinematik des starren Korpers von fundamentaler
Bedeutung. Um diese Bedeutung klarzulegen, soll zunichst
der Ausdruck der Liniensumme auf zweierlei Weisen um-
geformt werden.

Die erste Umformung kniipft an die baryzentrische Dar-
stellung jedes Punktes im Raum durch vier beliebige Punkte
oder — was dasselbe ist — die Darstellung des gebundenen
Vektors durch die Kanten eines Vektortetraeders an (vgl
Nr. 87):

Pg(:x) oo+ D b+ 00 b3+ 2 1+ DY €+ 08 00, (0=1,2,..)
demmmh wird die Summe beliebig vieler gebundener Vektoren
= b5 Zp + ¢, Zp + 6,3 Zpf

+ '1421’ + ¢y EP@ + ey zp(e)

die Bedeutung von ¢;; = [E; E;]. Diese laBt er-
e drei Stibe e, ¢, ¢, ein und derselben
1 der Ebene [E, E,E;], angehoren, folglich

€33 21’23 + ¢y ZP(Q) + '1:1”(@)

:ebundenen Vektor . derselben Ebene dar, den
ezeichnen will. Anderseits laufen die Vektoren
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€4, €4 €, von einem Punkte, nimlich E,, aus, demnach
setzen sich die Vektoren e, Zp®, ¢, Zp¥, e, Tp wieder
zu einem von E, auslaufenden gebundenen Vektor zusammen,
der [CD] heiBen soll.

- Hiernach ergibt sich als erste oder baryzentrische Form
der Liniensumme:

Ze=[4B]+[CD], (e=1,2,8..)

d. h. die allgemeine Grope zweiter Stufe lipt sich stets auf die
Summe zweier gebundener Vektoren suriickfiihren, die im all-
gemeinen windschief gegeneinander liegen. Ich will zwei solche
Stébe als konjugierte Stébe bezeichnen.

110. Zweite Form der geometrischen Grofe zweiter Stufe. —
Fir die zweite Umformung bediene ich mich der Pliicker-
schen Darstellung einer geraden Linie durch einen beliebigen
Punkt und drei Einheitsvektoren, woraus folgt (vgl. Nr. 88)

Za, = [Ee,]Zx,+ [Eey] Zy, + [Ee,] 27,
+ [€;6,].27, + [e;8,] Zm, + [e,0,] 2,
Z =0y — 8y, |=aya,— ayay,
Y = Ggq — G315 M = O3y Qyg — Oy g,
Z = Qg — Ggy, N = Qy) Aoy — Gy Gy.
Nun li8t sich die Summe der ersten Terme nach Abson-

derung des gemeinsamen Faktors E zusammenziehen zu einem
einzigen gebundenen Vektor:

[E e Zz,+ 6,2y, + 6,32,] = [Ef],
wenn der freie Vektor
f—e 2,1+ 2y, 1 €, 2z,
gesetzt wird. Die iibrigen drei Terme sind freie Bivektoren,

ihre Summe stellt also ebenfalls einen freien Bivektor dar,
und ich kann annehmen

I g —[e;€] zle + [ez6,] Zmy + [e, 8] 2'”9;

80 daB die GroBe zweiter Stufe die zweite oder Pliickersche
Form erhilt:

fiir

10*
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Zap=[Ef] + '8,
d. h. die allgemeine Grife zweiter Stufe lipt sich auch auf die
Summe eines gebundenen Vektors und die Erginzung eines freien
Vektors zuriickfiihren.
Der Abkiirzung halber will ich noch folgende Bezeich-
nung e : zze = X’ zle = L,

Zy=Y, Zm,=M,
22y =2, Zwm=N,
wodurch sich die Darstellungen von f und g vereinfachen za
f=Xe, + Ye, + Ze,,
g=Le, +Me,+ Ne,.

Es verdient hervorgehoben zu werden, daB diese beiden
Umformungen der allgemeinen GriBe zweiter Stufe, sowohl
die baryzentrische wie die Pliickersche, auf umendlich viele
Weisen geleistet werden kdnnen.

111. Statische und kinematische Deutung der geomelrischen
Grope zweiter Stufe.— Betrachte ich die beiden im vorstehenden
gewonnenen Darstellungen der allgemeinen GroBe zweiter Stufe
zuniichst durch die Brille der Statik, deute ich also den ge-
bundenen Vektor als Kraft, den freien Bivektor als Kriftepaar,
so finde ich ohne weiteres den Satz: Die Summe beliebig vieler
Kriifte, die einen starren Korper angreifen, 1Bt sich entweder
auf zwei Kriifte, die nicht in derselben Ebene wirken, reduzieren
oder auf eine einzige Kraft und ein einziges Kriiftepaar, die
verschiedenen Ebenen angehoren.

Durch die Brille der Kinematik sehend, erkenne ich aus
den Darstellungsformen ohne weiteres: Jede Bewegung eines
starren KOrpers im Zeitelement 1aBt sich entweder durch zwei
infinitesimale Drehungen um windschiefe Achsen oder durch
eine infinitesimale Drehung und eine infinitesimale Schiebung
herbeifithren,

Man nennt die Summe der beiden Kriifte, welche ein am
starren Korper angreifendes Kraftsystem zu ersetzen vermdgen,
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ein Kraftkreus, die Summe der beiden Drehungen, durch die
sich jede infinitesimale Bewegung des starren Korpers hervor-
bringen 1aBt, ein Dyrehkreus. Zusammenfassend spricht man in
beiden Fillen von einer Dyname. .

Fir das andere statische bzw. kinematische Aquivalent
wird erst ein Name eingefithrt werden, nachdem es auf eine
einfachere Form gebracht worden ist (vgl. Nr.113).

112. Die vereinfachie zweite Form der geometrischen Grope
zweiter Stufe. — Die zweite Zerlegung der allgemeinen GriBe
zweiter Stufe Za,=[Ef] + |8
1iBt noch eine bemerkenswerte Vereinfachung zu. Namlich,
der Punkt F werde nach E' verschoben, so daB

E=E+h,
wo der Vektor h und folglich der Punkt E' noch niher zu
bestimmen sind. Dann wird
Za,=[E't] + [hf] + |g.

Jetzt soll h so bestimmt werden, daB die Ebene [hf]+ |g

auf der Geraden [E'f] senkrecht steht, daB also das innere

Produkt

d° [f]+|g [f]=0
o [f[£]+[|g|f] =0
ist, woraus

[hf|f] = — [[sf]
Nun ist nach dem in Nr. 73 abgeleiteten Satz tiber das duBere
Produkt zweier Bivektoren
[hf|f] = (h|£]¢— [£|f]h.
Wird daher die weitere Voraussetzung getroffen, da8 h auf
f senkrecht stehen soll, daB also
[h|f]=0
ist, so folgt aus diesem Satz
(hf|f] = —[f|f]h,
und demnach in Verbindung mit der obigen Gleichung
b 0 _ lien).
(1] f*
Gehe ich‘zu den Skalaren tiber, d. h. multipliziere ich diese
Gleichung innerlich mit sich selber, so habe ich zu beachten,
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daB der numerische Wert des Bivektors [gf] mit demjenigen
seiner Erginzung iibereinstimmt. Da nun der numerische
Wert von [gf] gleich gfsin(g, f) ist, so ergibt sich

— % sin (g, f).

Hiermit ist » der Linge und Richtung nach bestimmt.
Fihre ich jetzt den Wert fiir h in den Ausdruck fir X,
ein, so wird

[E,f]+[l[sf] f] +le

Behufs Umfommng benutze ich die oben angezogene Formel
noch einmal, nachdem ich auf beiden Seiten die Erginzung
genommen habe; dann nimmt sie wegen || ¢ = ¢ die Form an:

[[[ab] e]={[a]c]|b—[b|ec]|a.

Demnach wird

(I[ef] f] =[gIf1If —[fIf]]g

f
[I[srf? ]+lg=["'.”';

Ze—[Ef]+ E e,

wo ich den Strich am Punkte E' der Einfachheit halber fort-
gelassen habe — und das ist die gesuchte Umformung. Sie
sagt aus, daB sich die allgemeine GroBe zweiter Stufe stets
m die Summe eines gebundenen Vektors und eines freien Bi-
vektors zerlegen lipt, welcher letztere auf der Richtung des ersteren
senkrecht steht. Die Achse des freien Bivektors ist also parallel
zur Richtung des gebundenen Vektors. [Ef] soll die Achse
der geometrischen GroBe zweiter Stufe heiSen.
Ich setze der Kiirze halber

=0 % cost, g)

. Dieser Parameter liBt sich beildufig noch umformén. Wenn
ich bedenke, daB

oder

und endlich
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cos (f) g) = cos (g) el) <€os (f) el) + cos (g ’ es) cos (f) 0,)

+ cos (g, ;) cos (T, ey),
feos(f,e)=X, fcos(f,e)=2Y, fcos(f, e)=2Z,
gcos(g,e)=1L, gecos (8,€) =M, gcos(g,e)=N,

f2=X8+ Y2+ ZS’ yt_____L2+ M3+N8’
so wird
% =?1;(LX+ MY+ NZ)=LX+ MY+ NZ:X*4+ Y34 Z2
Hiernach kann ich einfacher so schreiben
Ze,=[Ef] + 2|1,
und diese Reduktion liBt sich nur auf eine Weise ausfithren,

ist also eindeutig, im Gegensatz zu den Reduktionen auf die
baryzentrische Form, die unendlich vieldeutig sind.

113. Die Schrauwbe. — Ich kehre nunmehr zu der Um-
deutung der Vektorformeln fiir die Mechanik des starren
Korpers zuriick. Fiir die Kinematik erhalte ich dann den be-
kannten Satz, daB sich jede infinitesimale Bewegung eines
starren Korpers als eine infinitesimale Drehung verbunden mit
einer infinitesimalen Schiebung lings der Drehachse auffassen li8t
oder wie man seit Robert Ball kiirzer sagt, als eine Schraunbe.
Und der Statik liefert die obige Vektorformel das einfachste
Aquivalent eines beliebigen Kraftsystems in der Summe einer
Kraft und eines Kriiftepaars, das die Rlchtung der Kraft zur
Achsenrichtung hat. Indem ich mich einer von den Herren
Klein und Sommerfeld in ihrer ,Theorie des Kreisels
gebranchten Ausdrucksweise bediene, will ich dieses Aqui-
valent eine Kraftschraube und das kinematische Aquivalent
eine Bewegungsschraube nennen.

Alsdann kann ich das statische und kinematische Aqui-
valent der geometrischen GroBe zweiter Stufe kurz als Schraube
bezeichnen. Die Richtung der Schraubenachse wird durch die
Richtung des Vektors f angegeben. Dabei ist zu bemerken,
daB man statt Schraubenachse in der Statik Zeniralachse zu
sagen gewohnt ist.

Die Intensitit der resultierenden Kraft ist offenbar
V[f|£] = f, und dies liefert anderseits die resultierende Winkel-
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geschwindigkeit, mit der das System im Zeitelement d¢ um die
Schraubenachse rotiert.

Ferner ist das Moment des resultierenden Kriftepaars
gleich xf = g cos (g, ), und dieser Ausdruck bestimmt zugleich
die GroBe der resulticrenden Translation. Dabei fihrt der
Faktor x in der Statik den Namen Achsenparameter, in der
Kinematik heiBit er Windungsparameter.

114. Umdeutungstabelle. — Der Ubersicht wegen will ich
die bisherigen Ergebnisse dieses und des vorhergehenden Kapitels
in einer Tabelle zusammenfassen:

Tabelle VI:
Zu,— [4B] + [CD] . foler |
=[Ef] + x|T
Summe
Geome- eines Mo-
Vektor| trische |Summe|Stabes | Stabrichtung, ment
rech- | GroBe |zweier| und | Achsenrichtung i?’::b_ des Pa:
nung | zweiter | Stibe | eines | des Stabpaars 8¢ | Stab- | meter
Stufe Stab- paars
paars
Richtung der
Zentralachse, | Inten- lﬁ;
Kraft- Richtung der | sitht | 4o | Ach-
system | o oo Kraft- | resultierenden | der | ogo1-| sen-
Statik| am kro schrau-| Kraft, resul- |¢io en | para-
starren % | be |Achsenrichtung| tieren- den | meter
Kdrper desresultieren-| den |goufre.
den Kriifte- Kraft
paars
paars
Allge- Richtung der | GrdBe
meinste Schrauben- der |GrsBe
Be- achse, resul- | der .
Kine- | Wegung | Dreh- Bewe- Achsenrichtung | tieren- | resul- leVnm--
matik| 98 | kreuz sgcmgu_ der resultieren-| den |tieren- a g:
starren be | den Rotation, Winkel-| den | PPHH
Korpers Richtung der | ge- [Trans-
im Zeit- resultierenden |schwin-| lation
element Translation digkeit
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115. Chasles’ Satz diber das Krafthreuztetraeder. — Ich
gehe jetzt dazu fiber, die Fruchtbarkeit der dargelegten Auf-
fassung von Statik und Kinematik an speziellen Sitzen dar-
zulegen.

Chasles hat in der Statik des starren Korpers einen
Satz aufgestellt, der unmittelbar evident ist, sobald ich die
Dyname vektoriell als Kraftkreuz darstelle:

Zs,=[4B] + [CD].
Diese Darstellung ist keine eindeutige, ich kann daher auch
setzen

Ze,=[4'B1+ [C'D'].
Daher muB sein

[4B]+[CD]=[4'B]+[C'D'].

Wird jede Seite #uBerlich mit sich selber multipliziert, so
emtsteht ' B CD]=[4'B D1,
wobei eben zu beachten ist, daB z. B. [AB AB]=0 und
[CD AB]=[AB CD]ist. Nun bedeutet aber 3 [AB CD]

nichts anderes als das Tetraeder, gebildet aus den Fkonju-
gierten Kriften [4B], [CD] als Gegenkanten. Daher der Satz:
Wie ich auch ein am starren Korper angreifendes Krafisystem
i ein Krafikreus zerlegen mag, immer hat das Tetraeder mit
den komjugierten Kriften als Gegenkanten einen und denselben

Wert. .
Ein anderer Beweis ergibt sich, wenn ich die Dyname

zugleich als Kraftkreuz und als Kraftschraube darstelle, also

schreibe

[4B] + [CD] = [Ef] + k|1,
wobei ich daran erinnere, daB die Zerlegung auf der linken
Seite unendlich viel-, die auf der rechten Seite eindeutig ist.
Wird auch hier jede Seite #@uBerlich mit sich selber multi-
pliziert, so folgt

[AB CD]==x=[Ef|f], :

d. h. die 2u eimer gegebenen Dyname gehiorigen Kraftkreuze liefern
Tetraeder von konstantem Inhall.
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‘Welches ist der numerische Wert aller dieser Tetraeder?
Es war gesetzt
f=Xe, + Ye; + Ze,,

wo X, Y, Z die Komponenten der resultierenden Kraft sind; der
numerische Wert von [Ef|f] wird gleich

(X + Y + Z%)[e,6,0,] = X? + Y? + 2°

wegen [0,0,6,] =1. Der konstante Inhalt des Kraftkreuz-
tetraeders liBt sich demnach entweder durch

#f?=fgcos(f,g)=LX+ MY+ NZ

darstellen, wenn der in Nr.112 fiir den Parameter » aufgestellte
Ausdruck herangezogen wird, oder durch

DPss 914+ P31 Qoa + P13 ss + PraQes + D24 51 + Psaliss

wenn die Koordinaten der Stibe [AB], [CD] bzw. pix, g
genannt werden.

116. Rodrigues’ Safz iber das Drehkreustetraeder. —
Man verdankt Rodrigues eine kinematische Beziehung zwischen
der Rotations- und Translationsgeschwindigkeit, bezogen auf
die Schraubenachse, und den Winkelgeschwindigkeiten um zwei
konjugierte Drehachsen. Ich will zeigen, daB dieser Satz in
dem Fall einer infinitesimalen Bewegung nichts anderes ist als
die kinematische Umdeutung des Satzes, den Chasles fiir die
Statik entdeckt. hat, eine Bemerkung, die tibrigens bereits.von
Aronhold in seinen Vorlesungen iiber Kinematik gemacht
worden ist.

Némlich, [4B] stelle eine Drehung um den Winkel d#,,
[CD] eine solche um den Winkel d#, dar, die Drehachsen
mogen den Winkel ¢ miteinander bilden und den kiirzesten
Abstand r besitzen, alsdann ist der Inhalt des sechsfachen

Tetraeders [AB CD] =rd#®,d8;sin .

Anderseits stelle [Ef] die Drehung um die zugehorige
Schraubenachse dar, der Drehwinkel im Zeitelement sei @0,
und endlich sei dz die infinitesimale Schiebung in Richtung
der Schraubenachse. Da nun [Ef|f] das sechsfache Tetraeder
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mit der Grundfliche |f und der Hohe [Ef] bedeutet, so er-
gibt sich «[EL|£] = df - dr,

denn die GroBe der resultierenden Translation dz ist gleich xf.

Demnach .
d0 -dt =1rd®dd,sin p,

und das ist genau die Beziehung, welche aus dem Rodrigues-
schen Theorem durch Spezialisieren hervorgeht, und welche
sich mit der Konstanz des Drehkreuztetraeders deckt.

117. Die Richtung der Zenmdral- und der Schraubenachse. —

Ich gehe aus von der Formel
Za,=[4B] + [CD] = [Ef] + x|

und stelle folgende Uberlegung an. Ich will von der Lage
der gebundenen Vektoren im Raum einmal absehen und bloB
auf deren Liénge und Richtung achten. Dann ist es dasselbe,
wie wenn ich Xa, statt Za, bilde. Ich erhalte die beiden Dar-
stellungsformen von Za,, indem ich das eine Mal, von der bary-
zentrischen Darstellung ausgehend, die Summe aller Differenzen

Py — Py =(my — myy) Ey + (%55 — M33) By + (M35 — 7y5) B
+ (%3 — myy) E,, .
das andere Mal, von der Pliickerschen Darstellung ausgehend,
die Summe sller Differenzen
Py — P, = (a5, — ayy) € + (a3 — Gy5) € + (035 — ay5) €,
nehme. Im ersteren Falle liBt sich die Summe X8, zusammen-
ziehen zu B—A+D—0,

im letzteren stimmt X (P; — P,) genau mit dem in Nr. 110
definierten Vektor f tiberein.

Die obige Identitit liefert daher, wenn ich sie blo8 auf
ihren freivektoriellen Inhalt untersuche:

B—-A4+D-C=T,

das heiBt aber: die drei freien Vektoren B— A4, D—C,
lassen sich zu einem geschlossenen Dreieck zusammensetzen,
‘oder — was hier genfigt — sie sind ein und derselben Ebene
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parallel. Nun geben B — 4 und D — C die Richtungen der
beiden konjugierten Krifte des Kraftkreuzes bzw. Drehachsen
des Drehkreuzes und f hat die Richtung der Zentral- bzw.

« Schraubenachse. Demnach gewinnt man den Satz: Die Richtung
der Zentral- bow. Schraubenachse steht auf dem kiirzesten Ab-
stand der beiden konjugierten Krifte des Kraftkreuzes bzw. Achsen
des Drehkreuses senkrecht.

118. Das Parallelogramm der Drehungen. — Die eben ge-
wonnene Formel B—A+D—C=t

ist der vektonelle Ausdruck fiir den Satz vom Parallelogramm der
Rotationen. Denn sie sagt
“ aus, daB sich aus den Vek-
toren B— 4, D—C, T ein
Dreieck zeichnen 148t, dessen
Seitenlingen bzw. d9,, d#,,
d0 sind. Demnach liest man
aus der Figur 30 unmittel-
bar ab
a9, _ 49, _ de ,
sinp, sing, sing
d0*=de?2 + d9,® + 2d9,dd, cos .
Dabei bedeuten ¢,, ¢, die Winkel der konjugierten Drehachsen
gegen die Schraubenachse und ¢ den Winkel zwischen jenen
beiden Achsen.

119. Die Gleichgewichisbedingungen am starren Korper. —
Halten die Kriifte, die einen starren Korper angreifen, einander
das Gleichgewicht, bzw. ist der starre Korper im Zustande der
Ruhe, so muB die zugeh6rige GroBe zweiter Stufe, welche
diese Krifte bzw. die moglichen Bewegungen des starren
Korpers in einen Ausdruck zusammenfaBt, verschwinden. Wird
die erste Form der Liniensumme benutzt, so muB sein

[4B] +[CD] =
woraus, da die Linien AB und CD i sa. windschief zueinander
liegen, [AB)=0, [CD]=
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Wird die zweite Form der Liniensumme herangezogen,
so muB sein
[E f] + | g=0,
[Ef]=0, g=0.

Da nun die Einheitsvektoren voneinander unabhiingig sind,
zwischen ihnen also keine Beziehungen bestehen konnen, so
folgt aus diesen Vektorgleichungen, wenn auf die Definition
der Vektoren [AB], [CD]; £, g zuriickgegangen wird:

%P;‘;) =0, %'p(ﬁ) =0, %”P(l(;) =0,

woraus

=0 Foy=0, Zpp=0
oder

?xq =0, Jy, =0, %’z(, =0,

.(IZ,’Z(, =0, %’mq= A %’n(, =0,
Das sind aber die bekannten Bedingungen fiir das Gleich-
gewicht am starren Korper. Ich begniige mich, das erstere
System in die Sprache der Statik, das letztere in die Sprache
der Kinematik zu iibersetzen: Die Krifte halten einander das
Gleichgewicht, wenn die Summe der Kraftkomponenten fiir
jede Kante des Koordinatentetraeders verschwindet. Und: der
starre Korper ist in Ruhe, wenn erstens die Summe der
Schiebekomponenten und zweitens die Summe der Dreh-
komponenten nach den Achsen eines rechtwinkligen Koordi-
natensystems den Wert Null haben.

Um es noch einmal hervorzuheben: die vekforielle Be-
dingung fiir das Gleichgewicht am starren Korper besteht, ob
es sich nun um Statik oder Kinematik handelt, einfach in dem
Verschwinden der zugehdrigen geometrischen Grifle zweiter Stufe.

Ich will an dieser Stelle noch kurz auf die Anwendung
aufmerksam machen, welche Herr Peano (Rendiconti Lincei, 1890)
von der vektoriellen Auffassung der Dyname auf die Raumkurven
gemacht hat, indem er den Vektor g benutzt, um durch seine
Linge den Inhalt einer geschlossenen Rawmkurve zu definieren.
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120. Tabelle der benutzten extensiven Grofen des Raumes. —
Um die Theorie der extensiven GriBen zum AbschluB zu
bringen, bleibt nur noch tibrig, auch im Raum den Begriff
der regressiven Multiplikation einzufithrem. Vorher will ich
die bisher eingefihrten extensiven GroBen des Raumes in
einer Tabelle zusammenstellen.

Tabelle VII.
Gebilde des Raumes Bezeichnung
Punkt A
freier Vektor B—A=a
freier Bivektor = Stab-
paar =
Ergiinzung des freien [be] =|a

Vektors
gebundener Vektor =
Stab = Linienteil [AB]=[4a]=ua
gebundener Bivektor =
. PlangriéBe — Blatt [4ab]=[4ABC]=[Cs]==
AuBeres Produkt dreier

_ freier Vektoren [B-4 C—B D-C]=[abe]
Aufleres Produkt von
vier Punkten [ABCD]=[Aabc]
=[x D|=/[ar]
Skalares Produkt zweier
freier Vektoren [a]b]

Im Anblick dieser Tabelle will ich noch einmal zweierlei
hervorheben, erstens daB die Dimension (oder Stufe) jedes

Y
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Elementes durch #uBere Multiplikation mit einem Punkt oder
einem freien Vektor um eine Einheit erhoht wird, zweitens
daB die duBere Multiplikation von zwei und von drei Punkten
die Gerade und die Ebene liefert, welche aus ihnen durch lineare
Konstruktion hervorgehen.

121. Die regressive Produktbildung. — Dies letzte Resultat
will ich verallgemeinern in dem Sinne, daB die &uBere Multi-
plikation beliebiger Elemente, gleichgiiltig ob Punkte, Geraden
oder Ebenen, die durch Verbindumg oder durch Schmitt der
gegebenen Elemente entstanden sind, dasjenige Element liefern
soll, welches aus ihnen durch lineare Konstruktion hervorgeht.
Die neue Produktbildung (wo die Stufenzahl > 4) nennt GraB-
mann regressiv zur Unterscheidung von der bisher geiibten,
der progressiven Multiplikation (wo die Stufenzahl < 4)

Ich beginne mit Elemegten, die durch Schnitt zweier und
dreier Ebenen entstehen. Bezeichne ich diese Ebenen(nach GréBe,
Richtung, Umfahrungssinn und Verschiebungsrichtung) mit x,,
7y, % und ihre homogenen Koordinaten mit P;;, so hat man

mach Nr.89 7 = P &+ P&y + Py + Pyys,,
7y = Py 8 + Py83 + Pyt + Py8y,
7y = Py 8, + Py & + Pyy&y + Pys,,
wo der Kiirze halber gesetzt ist
& =[EEE,), &=—[EEE) &=[EELFL)],
&= — [E, E, K.
Da in der Geometrie zwischen den Pumkten und Ebenen
absolute Dualitit besteht, unterwerfe ich die s; und thre duperen

Produkte genau denselbem Bedingungen, welche ich fiw die E; und
ihre duperen Produkte aufgestellt habe.
Nehme ich noch eine vierte Ebene
Ry= Py + Py + Pys,y + Pe,

hinzu, so ergeben sich hiernach fiir die #uBeren Produkte
T Ry, Ry MMy, N, M,,xw, Ausdriicke, die aus denjenigen
fir (P, P,;], [P,P,P;], [P,P,P,P,] hervorgehen, wenn die
7, durch die P;; und die E; durch die & ersetzt werden.
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. Man erkennt unmittelbar, daB das &uBere Produkt =, -,
die Schnittgerade der beiden Ebenen x,, &,, das #uBere Pro-
dukt 2, 7, 7w, den Durchschnittspunkt der drei Ebenen v, 7, 7,
und das #uBere Produkt v, m,7x;7, den Inhalt des von den
vier Ebenen x,, &, 7;, %, begrenzten Tetraeders darstellt. Um
diese Gerade und diesen Punkt vermittelst der Kanten und
Ecken des Bezugstetraeders auszudriicken, d. h. mit Hilfe der
duBeren Produkte [E;E;] und E;, bemerke ich, daB die beiden
Flichen des Bezugstetraeders & und &, sich lings der Kante
EnE, schneiden, und daB der Schnittpunkt der drei Flichen
&, &, & die Ecke E,, ist.

Aus diesem Grunde setze ich

&€&y = [EiEk]’ ;8.8 = Em,

worsus & 8,88, = [Eg.E};E]Em]

d
ocer 6888 = [EEEE]=+1
und

[EgEk 8;] = Ek-

Da die Gleichungen, welche aus den oben entwickelten
Bedingungen flieBen, hiufig zu benutzen sind, will ich sie der
Bequemlichkeit halber hier zusammenstellen:

&8 =[E E], &&=[EE] &&s=—2FE,

&8 =[EE,], &&=[EE], &&= LK,

8,8 =[EE,], &&=[EFE] é&88=—15,

&&= K,
[E\E; E, E,E,] = [EsE, E,E E]=[E,E, E EE]=E,
[EaEs E4E1-E2] = [E2E4 ElEzEa] = [El Ez E:ESEJ =Ex;
[E3E4 El EzEs] = [ElEs EsEsEL] = [EsEs E3E4E1] =Es:
[E1E4 E2E3E4 = [E4Es E3E4E1] = [E3E4 EAEI Ez] =E4-

122. Die Erginzung des Punktes und die Erginzung der
Ebene. — Die vorstehenden Formeln fihren zu dem Begriff
der Ergiinzung eines Punktes, wie ihn F. Caspary (Bull. Se.
math. (2) 13, 1—39, 1889) und E.W. Hyde (The directional

calculus, based upon the methods of Hermann GraSmann.
Boston 1890, Ginn & Comp.) formuliert haben, Dieselbe ist
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derjenigen durchaus analog, die in Nr. 65 fir die Ergiinzung
des Vektors aufgestellt worden ist:

Die Erginsung ciner Ecke (Seitencbene) des vekioriellen
Bezugstetraeders ist das dufere Produkt der anderen Ecken
(Seitenebenen), so geordnet, dap das dupere Produkt der Ecke
(Seitenebene) wnd ihrer Erginzung gleich der positiven Ein-

Hiernach kann ich setzen

| By = [EEE]=¢, |E=—[EEE]=+s¢,

| Ey = [E E Ej] =&, |E,=—[EE,E]=+¢,
d. h. die Ergéinzung einer Ecke des vektoriellen Bezugstetraeders
ist nichts anderes als die Gegenebene. Umgekehrt folgt:

loy=—E, |&g=—5E, |&4=—F, |¢=—E,
d. h. die Ergiinzung einer Seitenebene des vektoriellen Bezugs-

tetraeders ist nichts anderes als die Glegenecke mit negativem
Zeichen. Endlich folgt hieraus:

NEi= |&=—E, ||E= |&=—21E,
|EBs= |&=—FE;, ||E,~ |¢&=—E;
ey =—|By=—¢, |&=—|E=—s,
| &g =— | Ey=—8&, |& =—|E=—z¢,

d. h. die Ergiinzung der Erginzung von Ecke bzw. Seitenebene
des vektoriellen Bezugstetraeders fihrt wieder auf dieselbe
Ecke bzw. Ebene zuriick, aber mit entgegengesetztem Vor-
zeichen.
Die Ergiinzungen der Kanten des Bezugstetraeders werden
alsdann die Glegenkanten.
Denn nehme ich von &g, =[E, E,} die Erginzung, so
wird |E, E,= E, E, wegen |&¢&, = [E; E;] und allgemein:
| E\E,=[E,E;], |EE,=[EE],
| BE,=[EE)], |EE =I[EE,]
| By By = [E By, |EE=[EE,[;
| E,E,=[E,E,], | E, E,=[EZE]
N EE,=[EE,), |EE,=[EE]
| EsE,= [EyE,], | E,E,=[EE,]

Jahnke, Vorlesungen tiber die Vektorenrechnung. 11
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Hierbei hebe ich besonders hervor, daB, wihrend die Er-
ginzung der Erginzung einer Ecke (Ebene) gleich der Ecke
(Ebene) selber mit negativem Zeichen ist, die Ergénzung der
Erginzung einer Bezugskante gleich dieser Kante selber mit
positivem Vorzeichen ist.

123. Fundamentalformeln der regressiven Multiplikation im
Raum. — Ich will von den eben getroffenen Festsetzungen
eine einfache Anwendung machen auf die Bestimmung des
Schnittpunktes einer Geraden g = [A4AP] mit einer Ebene ¢.
Dieser Punkt wird dargestellt durch das @uBere Produkt [ge].

Setze ich

A= E + o F + E + ¢, E,
P == E + =, E;+ n, Es + m, E,,
¢ = Bi& + Rygy + Rygy + Ryg,
fu = ewm —
so finde ich
[80] =[fasts+- - -+ fuutse Rty +---+ Ree.
Wegen der Identititen
fir By + farRs + fs1Bs + fur By
=my(e1 R+ s By + as Ry + ¢4 Ry)— et (1 Ry + 73 Ra+ w5 Ry + x4 Ry)
1iBt sich der Ausdruck fiir [g@] umwandeln in
[AP o] =[4e]P —[Pel4 ={[4e] —[Pe]} O.

Diese Formel driickt in vektorieller Form das bekannte

Resultat aus, daB ein beliebiger Punkt der durch 4 und P

bestimmten Geraden die Koordinaten ie¢; + px; besitzt, wenn
die Koeffizienten 1, p den Ausdriicken
—[Pel=— (=R, + % R, + m By + =, R)),
[del=  «R + &R+ oyBy+ R,
proportional sind,
Der durch [AP @] dargestellte Punkt gehort aber auch
der Ebene ¢ =[BCD] an, es muB also mdglich sein, ihn

linear durch die drei Punkte B, C, D darzustellen. In der Tat
zeigt eine leichte Rechnung, daB
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[AP BCD])=[APCD]B+ [APDB]C+ [4APBC]D
ist. .

Setze ich die Giltigkeit des Dualitdtsprinzips voraus, so
flieBen aus den beiden Vektorformeln unmittelbar die dual
entsprechenden:

[ex  R]=[eR]x — [®R]ea,
[ex Byd] =[ax yd]8 + [ax IB]y + [ex By]d.

Die erstere driickt die Ebene, welche der Punkt R mit
der Geraden [ax] bildet, durch gdie beiden Ebenen ¢ und =
aus; die letztere stellt die Ebene, welche die Gerade [a¢x] mit
dem Schnittpunkt der drei Ebenen @, v, § einschlieBt, durch
die drei Ebenen 8, v, d dar.

Diesen Formeln will ich noch eine beiftigen, welche hiiufig
Anwendung findet. Zu dem Zweck driicke ich die Gerade,
welche durch den Punkt 4 und den Punkt [Ax@] bestimmt
ist, vermittelst der drei Geraden [x¢], [ex], [#%] aus. Dann

wird
[4 axe]=[4a][xe] + [4x][e=] + [de][=x],
woraus durch duale Ubertragung folgt
[¢ PQR]=[eP][@R]+ [«Q][EP]+ [«R][PQ]
Ist nun ¢ =[P @S], so ergibt sich das Resultat
[PQS .PQR]=[PQSE][PQ)

124. Ubungen aus der amalytischen Geometrie des Raumes. —
1) Die Gerade [x%] laufe durch die Punkte P und @, dann

hat man (] = U[PQ],

wo U einen Proportionalititsfaktor bedeutet. Mit Riicksicht
auf Nr.121 folgt hieraus

(% &&n] = QI[PQ EgE];].
Folglich ergibt sich das bekannte Resultat:
(mx)gs 2 ()51 2 (TWH)yg 2 (MA)1y 2 (TR : (W),

= (PQ)u: (PQhss: (P@sy: (PQss: (PQsy: (PQrs»

11*

wo
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(’”)un = W% — %1,y (-PQ)tn = PiQn— Pa@
gesetzt ist.
2) Die Ebene y, welche durch den Punkt

R= (’iEt + 0 E; + 0 E; + o, E,
und die Gerade

8 = Oasfs + Ba1 €y + G12€13 T B14€10 T GauCos F G50
bestimmt ist, hat die Gleichung y = [Rg]. Ihre Koordinaten
@, sind daher .

G;= 0t8im + 0i8mt + OmGii,
wo die Indices ¢, %, I, m zu derselben Klasse wie die Zahlen
1, 2, 3, 4 gehoren.
Ist der Punkt R auf der Geraden g gelegen, so ist
[Rg] =0, und man findet die bekannten Bedingungen
G,=0,G;=0,G,=0,G,=0.

Nun sind aber die vier Ausdriicke G; nicht unabhingig von-
einander. Zwischen ihnen bestehen die identischen Beziehungen

[BY]l =e?s + 72 + @?s — 0?4 =0,

[87] = 8171 — Bis¥s + Gua¥s — Giape =0,
welche zeigen, daB die vier Bedingungsgleichungen G; = 0 nur
zweien unter ihnen #quivalent sind.

3) Der DurchstoBpunkt - der Geraden § =[4 B] und der
Ebene

e=2Rg + R,e;, + Ry + Ry,
sei G, dann 1aBt er zunschst die Darstellung zu
1+ y) G=A4uB.

Anderseits kann er durch [¢p .4 B] ausgedriickt werden. Wegen

[AB]=[4 B—A]=[G B-— A] nimmt der regressive Ausdruck
die Form an

[o AB}=[e B—4]G.

Dabei bedeutet [¢ B— 4] den sechsfachen Inhalt des Tetraeders,
dessen Grundfliche die Ebene @ und dessen Hohe die Projektion
von B— A auf die Normale der Ebene ist.
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- Eine andere Darstellung lautet so:
G = (o8] =7 E + n By + 7 Es + 1, E,,

vi=@in By + gisRs + gisRs + gia R
gesetzt ist. Ist die Gerade g in der Ebene ¢ gelegen, so er-
geben sich die vier Bedingungsgleichungen p; = 0, welche sich
wegen der Identititen

[G]= o7 + es7: + @75 + 7. =0,

[G8] = Gim¥t + Smr?s + Gti¥m =0
auf zwei unabhingige Bedingungen reduzieren.

4) Sei R ein Punkt, g und § zwei beliebige Geraden,
dann driickt sich der DurchstoBpunkt M der Ebene [Rg] mit
der Geraden § aus in der Form

- M~ Ry §]
oder

M=E,. ?Mnori- E,. A?Ma.'(k-l'Es . %’Muec + E,. %'Mno;,

wo gesetzt ist

wo

M;i = g1ibmi + GimBrs + Gmabu, (i,k,l,m—l,s,s,4; 2, 3,4,1;)
M= 8ubim — GimBu. 8,4,1,2; 4,1,2,8

125. Eine Tetraederformel von Kronecker. — In der
Nr. 123 sind fir [AP BCD] zwei verschiedene Ausdriicke
aufgestellt worden. Setze ich sie einander gleich, so wird

[ABCD)|P =[PBCD)A — [PCDA)B + [PDAB|C
— [PABC]D,
und das ist die schon frither, auf anderem Wege gewonnene
Schwerpunkts- oder Momentenformel.

Ich will jetzt die Flichen des Vektortetraeders A BCD
nennen @, $3, v, J, seinen Inhalt §, dann hat man

2a=[BCD], 28=—([CDA], 2y=[DAB], 2d=—[ABC],
[ABCD] = 6%,
und jene Formel nimmt die Gestalt an: _
3FP =[Pa]A + [PB]B + [Py]C + [Pd]D.
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Durch Anwendung des Dualititsprinzips ergibt sich hieraus
3F' x = [wAla + [#BIB + [xC]y + [#D)d,

wo s eine beliebige Ebene und 6@'= [¢fyd] ist. Um die
in bezug auf & konstante GroBe ' zu bestimmen, lasse ich
die Ebene x in die Ebene ¢ fallen, dann wird
[¢B] =[aC] = [aD] =0, [ad]=-—3F,
und ich erhalte §'= — &, daher
3§ % — [Aala + (BB + [Cly + [D]d.

Durch #uBere Multiplikation der beiden Formeln fir §P
und v ergibt sich, wegen [Aa] = [Bf] = [Cy] = [Dd]=38F,
die Relation

_ [Pell4x] | [PB][Bx] , [Py][Cx] , [PI][Da]

Prl="Tday + BET * (01 T @’

welche in einer nur wenig abweichenden Gestalt bereits von
Kronecker im 72. Bande des Journals fiir die reine und an-
gewandte Mathematik S. 160 aufgestelll worden ist. Ersetzt
man nidmlich die Volumina [Px], [4dx], ..., [P«a], ...,
[4a],. .. durch die proportionalen Lingen der von P, 4, B,C, D
auf die Ebenen x, a, 8, v, d, gefillten Lote, so ergibt sich
genau die Kroneckersche Formel.

126. Verallgemeinerung des Cevasatzes. — Ich leite zu-
niichst den Cevasatz fiir die Ebene her. Auf den Seiten a;, a5, ay
des Dreiecks A, 4, A, seien drei beliebige Punkte 4,', 4,/, A,

gegeben, so seien die Liéngen
A A =2y, A, A0=1y, A A=y
4,4y =12, . 4,4, = )-2’; AsAz' =14
a4, = 4, + X' A4y,
@y Ay = 3, 45 + 1/4,,
a4’ =25 A, + 2,'4,,

Dann ist

folglich




Verallgemeinerung des Cevasatzes. 167

o[ 4, 4] = 3[4, 4] — 4[4, 4],
ay[ Ay A = 4[4, 4] — 1[4, 4),
iy 03[ Ay A)] = B[4, 4,] — 3[4, 4]

0y 0yay[A, A A Ay A A = (g Aghs— X' 1 2) [4, 45 4,]"

Die linke Seite stellt den Inhalt des von den drei Transversalen
A A, A, A, A, A gebildeten Dreiecks dar. Derselbe ver-
schwindet, wenn sich die Transversalen in einem Punkte
schneiden. Aladann muB sein

Mgy = 42’2,
und umgekehrt.

Im allgemeinen schlieBen die Transversalen ein Dreieck
ein, welches B, B, B; heiBen mdge. Es seien die Strecken

A A =t, A Al =1, A4 =t;
B:Bs = a1" BB-BI = a,’, 3132 = as'

und
[4,4;45] = 4, [B BB =4,
so folgt
[A~1A1'] = & [BsBs]; [AQ‘AQ'] = , [BSBI]}
[AeA,'] - 518.8B),
daher

(4,4 4,4, 4,4,1= 525 [B B B].

a,'ay'a,
Durch Kombination mit der oben gewonnenen Relation ergibt
sich

s L — M 4] A A A A~ AJ4, A4, 44,

Gy Gy Gy
und d.i. eine Verallgemeinerung des Cevasatzes in der Ebene.

Erweiterung auf den Raum. — Auf den Kanten a,, a,,
ag, a, des Vierflachs A, A, 4, A, seien vier beliebige Punkte
4/, A, A, A gegeben, so daB die Lingen von
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A1A1' =k, A 4)=1, AsAs"" by, AAl=12y,
A’ =4, AfAy=10, AfA, =12, Al4 =1/
sind. Alsdann ist
o4 =44 + 14,
a3 4y = 15’4, + 1, 45,
a4y = 2545 + 4, 4,,
a, A =24, + 2,4,

o [4/ 454 = — 3'B + M e,
a,[4'4,4,1= X'y — 4B,
as[Ay'4, 43]) = — 20 + X457,
a,[4,/4, 4] = Ala—12,d.

Linker Hand stehen die Ebenen, welche durch jeden
Teilpunkt und seine Gegenseite gelegt sind. Bilde ich das
duBere Produkt derselben, so ergibt sich der Inhalt des von
ihnen gebildeten Tetraeders, nimlich

a,a5a50,[ A,/ A, A, AJA A, As"_AlAi A,/ 4, 4]
=(— 4442 + 2, 2,252 ) [ 7 d].
Schneiden sich die vier genannten Ebenen in einem Punkt, so
verschwindet der Inhalt jenes Tetraeders, und das ist nur

moglich, wenn :
My dgd, = 23502,

und umgekehrt. Es ergibt sich so der bekannte Satz:
Nehme ich auf den Kanten des Vierflachs A, A, A; A, wvier be-
lichige Punkte A/, A, Ay, A an und lege durch jeden Punkt
und seine Gegenkante die Ebene, so gibt die Relation

A A, A, 4 Ay A A A = A'Ay-A) A ASA A4,
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf sich die
vier Ebenen in einem Pumkte schneiden.

127. Uber Tetraeder, dic aus zwei belicbigen Tetraedern

abgeleitet sind. — Seien A, B, C, D; A', B', C', D' die Ecken
zweier beliebiger Tetraeder, und sei O ein beliebiger Punkt.

folglich
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Dann fithre ich folgende Punkte ein
4, =[04 BCD)], A'=[04' B'C'D'],
4, =[0B CD4], A'=[O0B' C'D'A4"],
A4, =[0C DAB], A/=[0C' D'A'B'],
A,=[0D ABC], A/=[0D' A'B'(C']

[4A' 4,4 =P

[BB' B1Bxl] =@,

[cC' C,C/1=E,

[DD' D,D,]=8,
wobei ich von den Gewichten der Punkte absehe, weil sie
fir den zu beweisenden Satz nicht in Betracht kommen.
Nun benutze ich die in Nr.123 gegebene Formel, um die
Punkte A4, 4;, ..., 4/, 4, ... in anderer Weise dar-

zustellen. Zugleich bezeichne ich Seitenebenen und Inhalt der
Vektortetraeder wie folgt:

[BCD]= e, [BCD]= o
[CDA]=—-8, [C'D'A']=-§
[DAB]= vy, [D'4B']1= ¢
[ABC]=—d, [4'B'C]=-—d'
[A4BCD]= G, [4BCD1= §.
Alsdann wird ‘
*4,=[0a]4 —F-0, *4/=[0a"14"—F'
*4;,=[08]B— -0, *4,=[0f'1B'—F'-
*As [0y]1C—F-0, *4/=[07y"1C"—F'"-
=[0d]D — 3 0, *4,/=[0d"1D'—F'
Demnach
[4,4,]1=[0a][0a'][44'] — F[0e][04"] + F'[0a][04],
[AaAe'] = [Oﬁ] [03'] [BB'] - 3[03'][019'] + &' [05] [OB],

folghch da [OA AA'] [OA'A]A [OA' A’] [OA'A]A'

und

SIS
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*P=F'[0a]4—F[0a']4'= §F'-4,—F- 4,
*Q=3'[08]1B—F[08']1B' = — §F'- 4, + - 45,
*R=F'[07]C—F[07]1C'= §F'-45—F -4,
*S=F'[0d]1D — F[0d']D'=—F'- 4, + F-4/.
Hier bezeichnen die linker Hand angebrachten Sterne Faktoren,
die mich fiir den ins Auge gefaBten Satz nicht interessieren.

Addiere ich jetzt die vier untereinander stehenden Glei-
chungen, so lautet die rechte Seite

§'{[0el4 + [08]B + [07]C + [0d]D}
— &{[0a']4'+ [08'1B'+ [07']C' + [06"] D"}

Nun ist

[06]4 +[08)B +[07IC +[04]D =$O,

[0a']4'+ [08']B' +[07']C' + [06')1 D' =F O,
folglich verschwindet die rechte Seite, das heiBt, die vier
Punkte P, @, R, S liegen in einer Ebene. Ich erhalte also
den Satz: Verbinde ich die Ecken zweier Tetraeder mit einem
beliebig angenommenen Punkt und suche die Durchstoppunkte dieser
Verbindungslinien mit den enisprechenden Gegenflichen, so er-
halte ‘ich zwei neue Tetraeder. Jede Verbindungslinie homo-
loger Ecken derselben schneidet die entsprechende der beiden
urspriinglichen Tetraeder. Diese vier Schnitipunkte liegen in einer
Ebene.

128. Studys Satz diber die GraBmannschen Doppel-
verhdltnisse zweier Tetraeder. — Seien A4,4,4,4,, B, B, B, B,
zwei beliebige Vektortetraeder, «,, a,, a,, @, und 8,, 8,, B, 8.
die zugehorigen Seitenebenen, % und B ihre Inhalte, so daB

o= [4,4;4,], 8,= [B,B;By],
o= —[4,4,4,), 8= —[BB,B,],
o= [4,4,4,], 8= [B.B B,],
a,=—[4,4,4,], B,=—[B,B,By],
A =[4,4,4,4,], B=[B, B,B,B,]

e ",
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Ferner seien die Verbindungslinien entsprechender Ecken der
beiden Tetraeder

o= [4;B;] (=1,2,8,4)
und die Schnittlinien entsprechender Ebenen
“ = [a; ‘3;] (t=1,2,8,4).

Alsdann bilde ich aus je zweien der Geraden §; die &uBeren
Produkte und finde '
[B:0:] = [@:8: axfi] = — [cicx 8]

Nun ist aber im Hinblick auf Nr. 123

[aiar] = — [Ar A An) [AsAn A;) = — [A A, A Af) [ A1 4]

= (— 1)+ A[4i 4],

und entsprechend folgt

[B:iBr] = (— 1)+ B[B,B,] (G, k0, m=1,2,8,4).
Demnach

[@iar B:8:] = AB[A;AnBiBpn] = — UAB[A;B; ApBa),
so daB :
[6:8:] = AB [w,0,]

[5:5:][5;8] = A*B2[0;0:][0;0,],

[6,5,][b, b,] : [b;5,][b,5,] : [, b;]1[b5b,]
= [0305][0,0,] : [0;0,][8;0,] : [8,0,][a,8,],
d. h. die GraBmannschen Doppelverhiltnisse der Verbindumgs-
linien zugeordneter Ecken zweier Tetraeder sind gleich den GraB-
mannschen Doppelverhilinissen der entsprechenden Schnitflinien
threr Seitenfliichen.
129. Die Lage der Zeniral- und der Schraubenachse. —
In Nr. 117 habe ich den Satz hergeleitet, daB die Richtung der
Zentral- bzw. Schraubenachse auf dem kiirzesten Abstand zweier
konjugierter Kriifte des Kraftkreuzes, bzw. Achsen des Dreh-
kreuzes senkrecht steht. Ich will dieses Resultat vervoll-
stindigen, indem ich nunmehr auch die Lage der in Rede
stehenden Achse bestimme.

Folglich wird .

woraus
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Wieder gehe ich aus von der Gleichung
[4B] + [CD] = [AB] + [C'D'] = - -— [Ef] + /1.
Ich nehme drgendeine su f senkrechte Ebene, welche durch

den gebundenen Bivektor ¢ dargestellt werde, und multipliziere
mit ihm die Gleichung #uBerlich, so erhalte ich

[AB ¢]+[CD g]=[Ef 9], [AB ¢']+[CD ¢'|=[Ef ¢];

usw. Hier stellen die regressiven Produkte Punkte dar, némlich die
Schnittpunkte der Ebenen ¢, ¢, ... mit den Geraden [AB],[C D],
[4'B'], [C'D'],... und [Ef]. Demnach liBt sich immer senk-
recht gegen die Achse eine Ebene finden, derart daB  ihre
Schnittpunkte mit zwei konjugierten Stiben und mit der Achse
auf einer und derselben Geraden liegen, d. h. aber nichts anderes
als: die Achse [Ef] schneidet die kiirzeste Entfernung zweier
konjugierter Stibe. Statisch bzw. kinematisch gesprochen,
heiBt dies: die Zentral- bzw. Schraubenachse schneidet die
kiirzeste Entfernung zweier konjugierter Kriifte des Kraftkreuzes,
bzw. Achsen des Drehkreuzes und zwar so, da8 sie — wie
unter Hinzunahme des frither gewonnenen Ergebnisses beigeftigt
sei — auf ihr senkrecht steht.

Dieser Satz ist fiir die Statik zuerst von Schweins
(Steiners Lehrer in Heidelberg) im 32. Bande des Crelleschen
Journals aufgestellt worden. Schweins nennt die Achse [Ef]
die Hauptdrehlinie des Systems; sein Beweis ist spiter von
F. M6bius vereinfacht worden.

180. Lage des Schnittpunktes der Schraubenachse mit dem
Fiirzesten Abstand sweier komjugierter Achsen. — Multipliziere
die Gleichung

[AB]+ [CD]=[E'f] + x|t
#uBerlich das eine Mal mit [CD], das andere Mal mit [4 5],

so folgt
[AB CD]=[E'f CD]+ «[|f CD],

[CD AB)=[E'ft AB]+«[|f AB],
woraus, da die linken Seiten iibereinstimmen:
[E't AB]—[E'f CD]==[|f CD]—=x[|f AB]
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Die kiirzesten Abstinde der Schraubenachse von den kon-
jugierten Achsen 4B, CD seien bzw. r,, 7,, dann ist unter
Beibehaltung der in Nr.118 gewihlten Bezeichnung:

[E't AB]= d6-d9,-r,sing,,

x[|f AB] = dv -d®,-cos g,

%x[|f CD] = dz -d&,-cosg,,
folglich
r,dB@d9, sin g, —r,dO d&, sin @, = drd®, cos p,— drd ¥, cos p,.

Nun ist in Nr. 118 und 116 gefunden
s, d9, de
sin ¢, = &n @, = Wng’

woraus
ae . ae . . dz . dz . .
do, S0P = g5, B Py =BMY, g5 = TENGs, Fo, — THRP
demnach liefert obige Gleichung

dtd® = rd®,dd, sin g,

7, 8l @ — 74 8in @ = 7 8in ¢, COB P, — 7 8in p, CO8 ;.
Wegen r, + r,=7r und @, + @, = ¢ wird
rnt+n _Em(9’1+9’z)

Tq— 17 sin (g, — 9’:)

woraus

o M%M%=M%

L 8in @, cos @, tg 9’1
d. h. die Schraubenachse teilt den kiirzesten Abstand der kon-
jugierten Achsen im Verhiltnis der Tangenten der Winkel,
welche die Schraubenachse mit diesen Achsen bildet.

181. Die Aquivalensbedingungen sweier Krafisysteme am
starren Korper. — Sollen zwei Kraftsysteme Z‘IA,;B‘ und §A;'B",

die einen starren Korper angreifen, einander fiquivalent sein,
so gibt der vektorielle Ansatz ZJA,;B; Z.’AJB‘ die not-

wend1gen und hinreichenden Bedmgungen. Dieselben lassen
gich in mannigfache Form kleiden, da der Ansatz noch gelten
muB, wenn ich die Gleichung mit einem beliebigen Punkt
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oder einer beliebigen Ebene oder auch einer beliebigen Geraden
duBerlich multipliziere.

Ich will diese verschiedenen Méglichkeiten niher betrachten.
Zuerst werde die Gleichung .EA,;B;— %‘,A"B,;' duBerlich mit

einem beliebigen Punkt P multipliziert, so treten die Momenten-
summen der beiden Kraftsysteme in bezug auf den Punkt P auf.

Sodann multipliziere ich dieselbe Gleichung mit einer
beliebigen Ebene s und beachte, daB

[A;B‘ ﬂ] = [.A.g—B‘ ﬂ] 0

ist, wo O den DurchstoBpunkt der Kraft [4;B;] mit der
Ebene s bezeichnet und [4;— B; x] den sechsfachen Inhalt
eines Tetraeders bedeutet, dessen Grundfliche die Ebene & und
dessen H6he die Projektion der Kraft [4;B;] auf die Normale
der Ebene ist. In dem Ansatz X3[4;B; at]=4“,‘[A,-'B" ] fillt dann

die Ebene = als gemeinsamer Faktor heraus, und es bleiben ibrig
die Summen der Punkte, in denen die Kriifte der beiden Kraft-
systeme die Ebene & durchstoBen, jeder multipliziert mit einer
Masse, die gleich der Projektion der zugehérigen Kraft auf die
Normale der Ebene & ist. Um die Ausdrucksweise zu kiirzen,
will ich einen Ausdruck einfiihren,. den Herr Carvallo vor-
geschlagen hat. Herr Carvallo nennt einen solchen DurchstoB-
punkt multipliziert mit seiner Masse Bildpunkt der betreffenden
Kraft auf der Ebene m, und Bildpunkt eines Krafisystems auf der-
selben Ebene nennt er den Schwerpunkt der Bildpunkte der
einzelnen Krifte auf x. Hiernach kann ich einfacher so sagen:
Wird die Gleichung “‘.,'[A,;B‘]= Z‘,’[A;'B.-'] duBerlich mit einer

Ebene & multipliziert, so treten die Bildpunkte der beiden
Kraftsysteme auf der Ebene x auf.

Und wird der vektorielle Ansatz 2[4:B]= %’.[A"B;']
#uBerlich mit einer Geraden p multipliziert, so treten die
Momentensummen der beiden Kraftsysteme in bezug auf die
Gerade p auf. )

Eine vierte Form der Aquivalenzbedingung ergibt sich,
wenn ich die Gleichung »[4;B;]= ?[A’B.-'] innerlich mit
einem Vektor 8 multipliziere, den ich als virtuelle Verrtickung
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deute. Das innere Produkt [A4,B;| 8] stellt dann die Arbeit dar,
welche die Kraft [4;B;] leistet, wenn der starre Korper in der
Zeiteinheit die Verrtickung 8 erleidet. '

Hiernach kann ich die Aquivalenzbedingungen zweier
Kraftsysteme in folgende verschiedenen Formen kleiden:

Damit zwei Kraftsysteme, die einen starren Korper an-
greifen, &quivalent seien, ist notwendig und hinreichend, daB ent-
weder die Momentensumme des einen Systems in bezug auf einen
beliebigen Punkt gleich der entsprechenden des anderen Systems
ist, oder der Bildpunkt des einen Systems auf einer beliebigen
Ebene mit demjenigen des anderen Systems auf derselben
Ebene zusammenfillt, oder die Momentensumme des einen
Systems in bezug auf eine beliebige Gerade gleich derjenigen
des anderen Systems fir dieselbe Gerade ist, oder die Arbeit,
welche das eine System fiir jede virtuelle Verrtickung des
starren Korpers leistet, gleich der entsprechenden Arbeit des
anderen Systems ist.

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, daB die beiden
ersten Formen der Aquivalenzbedingung einander dual ent-
sprechen.

182. Ubungen. — 1) Die Schraubenachse wird erhalten
als der kiirzeste Abstand zwischen den kiirzesten Abstiénden
der konjugierten Achsen zweier #iquivalenter Drehkreuze.

2) Die Summe der Projektionen zweier konjugierter
Drehungen auf die Schraubenachse ist konstant und zwar gleich
der Rotation des starren Systems.

8) Die Schraubenachse stellt sich dar in der Form

X[Ee,]) + Y[Ee,]) + Z[Ee,]
+(L—xX)|e,+ (U —xT) |+ (N—22)|e,

4) Das @uBere Produkt zweier Schrauben, von Klein und

Sommerfeld als Moment der beiden Schrauben aufeinander,
von Ball als virtueller Koeffizient bezeichnet, ist gleich

[Ef E'f'] 4+ (= + =")[f]|1'].



Vierzehntes Kapitel
Das Nullsystem.

133. Zuordnung von Punkt und Ebene im Raum. — Wie
im vorstehenden Kapitel gezeigt, beherrscht die allgemeine
GroBe zweiter Stufe die Statik und Kinematik des starren
Korpers. Dieselbe GroBe fiithrt aber auch zu dem von M&bius
entdeckten Nullsystem, so daB man sagen kann, sie bildet das
verkniipfende Band zwischen der Mechanik des starren Korpers
und dem zugehdrigen Nullsystem Dies will ich im folgenden
darlegen.

1) Einem gegebenen, am starren Korper angreifenden
Kraftsystem entsprechen unendlich viele Kraftkreuze. Unter
diesen betrachte ich diejenigen, bei denen der eine Arm durch
einen beliebigen, von vornherein gegebenen Punkt 4 im Raume
gehen soll. Und es entsteht die Frage: wenn der eine Arm
eines Kraftkreuzes um A rotiert, welche Bewegung fiihrt der
andere Arm aus?

Die Kraftkreuze seien

[4B}+ [CD], [4B]+[C'D'], [AB"]+[C"D"], ..
Da sie einem und demselben Kraftsystem gleichwertig sein
sollen, muB sein

[4B] +[CD] =[4B']1+ [C'D'] =[4B"] + [C"D"] = - --

Ich multipliziere diese Gleichungen #uBerlich mit dem gegebenen
Punkt 4, so folgt

[AC_D] —_ [AC'.D'] — [AC"D"]= -

und diese Vektorgleichungen sagen aus: Erstens, die Kraftarme
[CD], [C'D'], [C"D"], ... gehoren einer und derselben Ebene
an; zweitens, diese Ebene enthilt den Punkt 4 in sich; und
drittens, die von 4 mit jenen Kraftarmen emgeschlossenen
Dreiecke sind inhaltsgleich.
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Demnach: Dreht sich eine Gerade eimes Krafthreuses um
einen beliebig vorgeschricbenen Pumkt A, so bewegt sich die
konjugierte Gerade in eimer dem Pumkie A ezugeordneten umd
thn enthaltenden Ebene o derart, daf das Dreieck mit A als
Ecke und dem zweiten Kraftarm als Gegenseite einen konstanten
Inhalt besitat. .

Ich nehme jetzt den dualen Fall. Ich gebe von vorn-
herein die Ebene «, betrachte alle die Kraftkreuze, wo der
eine Arm in dieser Ebene liegt, und frage nach der Bewegung,
die dann der andere Arm ausfiithrt.

Die Antwort erhalte ich, wenn ich die Gleichungen

[4B]+([CD] = [4'B']+[C'D'] = [A"B"] +[C"D"] =- -
#uBerlich mit ¢ multipliziere, dann wird
[AB a] + [CD a]=[A'B' a] +[C'D' a]
=[4"B" o] +[C"D" a] =---

Nun sollen die Geraden [CD], [C'D'], [C"D"], ... der
Ebene « angehtren, die vektorielle Bedingung dafiir lautet
[CD a]=0, [C'D' «] =0, [C"D" ] =0, ... Demnach er-
gibt sich

[AB a]=[A'B' a]=[A"B" a]=---,
d.h. die Ebene ¢ wird von den Geraden [AB], [4'B'],
[4"B"], ... in demselben Punkte getroffen.

Demnach: Bewegt sich eine Gerade eines Systems in einer
beliebig vorgeschricbenen Ebene «, so dreht sich die konmjugierte
Gerade um einen der Ebene « zugeordneten und in ihr liegenden
Punkt A derart, dap ihre Projektion auf die Normale der Ebene o
konstant bleibt. -

184. Nullpunkt, Nullinie, Nullebene. — Ich betrachte nun-
mehr eine Gerade, die den Punkt A mit einem beliebigen
Punkt der Ebene « verbindet, etwa mit C, und multipliziere
die Gleichungen
[AB] + [CD] — [.A.'B'] + [C'D'] — [A".B"] + [C"D"] —_ ..
duBerlich mit [4C], so ist wegen

Jahnke, Vorlesungen ilber die Vektorenrechnung. 12
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[AB AC]=0, [CD AC]=0
ebenfalls

[4'B' AC]+[C'D' AC]

=[A"B" AC]+[C"D" AC]=---=0,

d. h. das Moment des Kraftsystems in bezug auf die Achse
[AC] verschwindet. Da nun dieselbe Betrachtung gilt, wenn
ich statt AC die Geraden [A4D], [AC'], [4D"], [4C"),
[AD"], ... nehme, so kann ich sagen: Das Moment des Krifte-
systems verschwindet ftir jede von A ausgehende Gerade der
Ebene «. '

MG6bius nennt deshalb diese Geraden Nullinien, den
Punkt A Nullpunkt und die Ebene « Nullebene. Jedem Punkt
ist hiernach eine durch ihn gehende Nullebene zugeordnet und
zu jeder Ebene gehort ein in ihr liegender Nullpunkt. Die
beiden zusammengehorigen Wirkungslinien eines Kraftkreuzes
nennt man konjugierte Geraden, die Geraden g Durchmesser
und die Gerade [Ef] die Hauptachse des Nullsystems.

Eine andere Eigenschaft des Nullsystems ergibt sich ohne
weiteres, wenn ich die Gleichungen

[4B] + [CD] =[4B' +[C' D,
[AB"1 4+ [C'D']=[4AB"] 4 [C"D"], usw.
in der Form schreibe:
[4 B—B']=[C'D']-[CD],
[A B'—B" _ [c"D"} —[C' D",

d. h. die freien Vektoren B — B', B'— B", ... sind parallel
der Ebene, welcher die gebundenen Vektoren [CD], [C'D'],
[c"D"], ... angehSren. Demnach, bewegt sich eine Gerade
eines Systems in der Nullebene e, so dreht sich die konjugierte
Gerade wm den Nullpunkt A derart, daf ihr Endpunkt eine
2u o porallele Ebene beschreibt. Die Verriickung dieses End-
punktes lipt sich, nach Grofe, Richtung und Sinm, aus den
zugehiorigen Lagen der ersten Geraden mach den Regeln der
Vektoraddition finden.
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- 135. Den Nullpunkt einer gegebenen Ebene zu komstruieren,
und die duale Aufgabe. — Um das Nullsystem, welcheg die
Bewegung eines starren Korpers charakterisiert, vollstindig zu
beherrschen, bedarf es noch der Losung zweier Aufgaben,
einmal den Nullpunkt einer gegebenen Ebene, und umgekehrt
die Nullebene zu einem gegebenen Punkt zu bestimmen.

Sei ¢ eine beliebige Ebene, dargestellt darch einen ge-
bundenen Bivektor, so multipliziere ich die Gleichungen

[4AB] +[CD] = [A'B’]+[C"D']=- -
duBerlich mit ¢ und erhalte
[4B 9]+ [CD 9] =[4'B' 9] +[C'D' ¢]=
Die #uBeren Produkte stellen Punkte dar, nimlich die Schnitt-
punkte der Ebene ¢ mit den Geraden des Systems. Die
Summe je zweier solcher Vektorprodukte stellt wieder einen
Punkt dar, und dieser Punkt ist, wie die Gleichung lehrt, fiir
die verschiedenen Kraftkreuze identisch. Demnach, schneide
wch die Kraftkreuze eines und desselben Systems_'dur‘ch eine be-
lichige Ebene umnd verbinde die Schmittpunkie je eweier kom-
Jjugierter Geraden mitemander, so schneiden sich alle diese Ver-
bindungslinien in einem Punkt. Und dieser Pumkt ist der Null-
punki der Ebene ¢, denn die genannten Verbindungslinien
sind lauter Nullinien.. In der Tat, ich ka.nn die Verbindungs-
linien darstellen in der Form

' [ABg CD g), [4'B'9 C'D'g], ..,
und das Moment des gegebenen Systems in bezug auf jede
dieser Linien verschwindet.
.~ Ich will noch den Nullpunkt der Ebene ¢ explizite dar-
stellen. Dazu benutze ich die in Nr. 100 aufgestellte Formel,
wonach

| [AB 9] = [A¢]B {Byl4,
so daB der Nullpunkt gleich
[49]B — [By]4 + [Co]D — [Dy]C
. =[4'¢]B'— [B'g]4'+[C'¢]D' - [D'g]C' =
w
12%
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Ich suche jetzt umgekehrt zu einem beliebigen Punkt P
die Nullebene, dann multipliziere ich die Gleichungen
[4B]+[CD]=[4'B]+[C'D']=---
auBerlich mit P und finde
[ABP]+ [CDP]=[A'B'P]+[C'D'P]=---

Hier stellen die #uBeren Produkte Ebenen dar, die Summe
je zweier solcher Produkte gibt wieder eine Ebene, und diese
Ebene ist fiir die einem System #quivalenten Kraftkreuze kon-
stant. Demnach, lege ich durch je swei konjugierte Geraden und
einen beliehigen Pumkt je zwei Ebenen, so liegen die Spuren
dieser Ebenenpaare in einer und derselben Ebene. Und diese
Ebene ist die Nullebene des Punkles P, denn die genannten
Spuren sind lauter Nullinien.

136. Zusammenhang des Nullsystems mit dem linearen
Komplex. — Zum SchluB dieser Betrachtung iiber das Null-
system will ich noch mit einem Wort darauf hinweisen, wie die
Nullinien zu den Grundbegriffen der Liniengeometrie hinftihren.
Némlich, wie oben gesagt, heiBt Nullinie jede Gerade, fiir welche
das Moment der Liniensumme X, verschwindet. Demnach muB
die Nullinie
n = X[Ee,]+ Y[Ee,]+ B[ Fe;]+ L[e;e,] + Moy, ]+ N[e, e,]

der Bedingungsgleichung

LE+M)+NZ+ XL+ YM+2ZN=0

geniigen, d. h. die Nullinien bilden einen linearen Komplex.
Und so zeigt sich, wie der erst von Pliicker zur Entwickelung
gebrachte Komplexbegriff bereits in dem von GraBmann ge-
schaffenen Begriff der Liniensumme implizite enthalten war.

Denjenigen, welche die Ableitung der Liniengeometrie aus
den GraBmannschen Prinzipien weiter verfolgen wollen, sei
die Abhandlung von Herrn E. Milller im zweiten Bande-der
Monatshefte fiir Math. u. Ph. (1891) empfohlen.

oder
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137. Die Mobiusschen Tetraeder. — Ein einfaches Bei-
spiel eines Nullsystems bieten zwei Tetraeder, die einander
gleichzeitig ein- und umgeschrieben sind. Daf solche Tetraeder
moglich und wie sie zu konstruieren sind, hat zuerst F. M6bius
aufgedeckt. Die beiden Tetraeder seien A BCD und A4, B,C, D,
mit den Seitenflichen. e, 8, y, d, bzw. @, 8,, v,, d,, dann ist

2a¢ =[BCD], 28 ——[CDA], 2y =[DAB],

2d = —[4BC],
2a,=[B,C, D], 28, = —[C,D,4,], 2y, =[D,4,B)],
24, = — [4,B,C,].

Die Ecken A, B, C, D sollen bzw. in den Seitenflichen
a;; 81, 11, d; liegen, daher

[4e,]=0, [Bf]=0, [Cn,]=0, [Dd,]=0,
und umgekehrt sollen die Ecken 4,, B;, C;, D, in den Seiten-
fiichen @, 83, ¥, d liegen, also

[4,¢] =0, [Bf]=0, [Ciy]=0, [D,d]=0.

Es 148t sich also zuniichst der Punkt 4,, welcher mit den
Punkten B, C, D in einer Ebene liegen soll, linear durch diese
darstellen; und Entsprechendes gilt von den anderen Punkten.
Auf diese Weise ergibt sich die Darstellung

o d= - + luB"' 25C + 4D,
03 By=1 A+ - +245C+ 4,D,
0, C,=Iy A+ 4B+ - + 4,D,
. oD =1,A+ 4B+ 4,0+ - ,
wo die Faktoren o,, ®,, ... linker Hand gleich den ent-
sprechenden Koeffizientensummen rechter Hand sind.
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Indem ich nunmehr den Punkt 4 zwinge mit den Punkten
B, C,, D, komplanar zu liegen, also das &uBere Produkt
[4B,C,D,] oder [Aa,] =0 setze und entsprechend [ Bg,]=0, ...,
erhalte ich zwischen den Koeffizienten 4,, die Bedingungen

) Are + 4, =0.

Demnach, wihlt man das eine der beiden MGbiusschen
Tetraeder zum Begugstelraeder, so stellen sich die Koordinaten
der Ecken des amderen durch die Elemente einer schiefsymme-

. Hieraus berechnen sich die Seitenflichen des Vektor-
tetraeders
. 00,0 -0y =8{ - + Af + Ay + 1537},
00,08 =& {lga+ - + 147+ 4d)
0,007 = 8{lga+ 4,0+ - + 4 d),
00,040, = &{Igga + 15,8+ A5y + - ),

& = Ay + Ay dyg + A3y
Und umgekehrt lassen sich die Ecken und Flichen des
Tetraeders A BCD durch die Ecken und Flichen von 4, B,C, D,
durchaus analog ausdrficken. -

- Aus dieser analytischen Darstellung der M&biusschen
Tetraeder flieBt unmittelbar eine einfache Lagenbeziehung der-
selben. Dazu bilde ich die Gleichungen der Kanten des Vektor-
tetraeders 4, B,C,D,. Ich finde

0,03[ 4, B] = — A43 25, [A B] — 44324, [AC] — 4,24,[A D]
+ Ay By [ BO+ iy by [ BD] + (hys Ay — by 3ua) [C D],
030, [Cy D] = (A5 A4 — 21y 2g3) [AB] + 2545 [AC] + 253 45[ BC]
— hyyhyy [AD] — A5, A3 [ BD] — 25,4,4[CD],

wo

folglich
by 0,0,[ 4, B|] — by 030,[C, D] = &4,3[AB] — 82,,[CD];
und entsprechende Relationen bestehen zwischen den tibrigen

Paaren von Gegenkanten. Wenn aber zwischen vier gebundenen
Vektoren eine lineare Beziehung besteht, so gehdren (mach
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Nr. 98) dieselben einem und demselben System von Erzeugen-
den eines einschaligen Hyperboloids an. Daher der Satz:

Je swei einander entsprechende Gegenkantenpaare sweier Mobius-
schen Tetraeder bestimmen ein System von Erseugenden je dreier
einschaliger Hyperboloide.

Nehme ich jetzt noch die beiden Tetraeder 4, B, C; D, und
Ay B;Cy Dy hinzu, deren jedes dem Tetraeder A BCD gleich-
zeitig ein- und umbeschrieben ist, so habe ich es im ganzen
mit vier Mobiusschen Tetraedern zu tun. KEs liBt sich nun
stets erreichen, daB jedes von ihnen jedem anderen gleichzeitig
ein- und umbeschrieben ist. Die sechzehn Punkte 4,, B;, C;, D;
(4=0,1,2,3) bilden alsdann, was man nennt, eine Kummersche
Konfiguration. Thre Abhingigkeit 1Bt sich, wie folgt, zur
Darstellung bringen: '

o0 A= - + 9B+ 200 + 20D,
oy Bi=20 A+ - 490+ 5D,
s Ci= A+ 4B+ - 423D,
0 D=0 A+ 0B+ 00+ - ;
oo ou-a = 89( -+ 208+ A0y +130)
os ooy f =80 {i0a+ - + 407+ 13d)
ooy =9 (10a+ 238+ - +id)
01 035 0950, — 80 (A0 a + 408 + 20y + - ),
89 = 2920 4 29 ,_(n + 2920,

W+ =0 =129,

Soll jedes der vier Tetmeder in bezug auf jedes andere

ein Mbiussches sein, so haben die Koeffizienten 29 noch
gewissen Bedmgnngsglelchungen zu genfigen. Nimlich, es
muB sein -

[4ie;] = [B:8:] = [Civi] = [D:J.] = const
[4ia] = [B] = [Coys] = [Didi] =0 (i 2 k)

(i, k=0,1,2,3).
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Wandle ich diese Vektorbeziehungen in skalare Gleichungen
um, so ergibt sich
1328 + 2223 + 2838 = const,
18 + 2028 + 2328 — o,
188. Vierfach hyperboloide Tetraeder. — Ich will jetzt zwei
Tetraeder betrachten A4, 4,4,4,, B, B, B;B, so gelegen, daB
die Verbindungslinien entsprechender Ecken zur selben Schar

von Erzeugenden eines Hyperboloids gehoren. Als entsprechende
Ecken wahle ich die vier Gruppen

A A AA, A AAA, A AAA, A AAA,
B,B,B,B,, B;B,B,B;, B,B,B B,, B,B,B,;B,.
Das erste Tetraeder sei das Bezugstetraeder, dann lassen sich
die Ecken des zweiten zunichst darstellen in der Form
o Bi= a1 Ay + i3 A3 + s As + s Ay,
o= a1+ o2+ o3+ e (¢=1,2,8,4)
Sollen die Verbindungslinien entsprechender Ecken der ersten

Gruppe zu derselben Regelschar eines Hyperboloids gehoren,
so muB eine lineare Beziehung der Form

my [4, B,] + m;[4, B,] + my [ 4, B;] + m, [4,B,] =0

bestehen. Dieselbe fithrt zu der bereits von Herrn O. Hermes
aufgestellten Bedingung «;z= ;. Nehme ich jetzt die Ver-
bindungslinien entsprechender Ecken der anderen drei Gruppen
hinzu, so erhalte ich nach einigen Rechnungen, die ich an
dieser Stelle iibergehe, folgende Darstellung fiir zwei vierfach
hyperboloid gelegene Tetraeder:

*Bi= edi+ edit+ ody+ oA,

By =1y gy + 1y @y Ay + 1l 0, Ay + o 4,,

*By=ry oy A, + 1y 0, ds+ 1 ey Ay + 05 A,

*By=r/e A+ ry g Ay + 1y o Ay + e 4,

(G, k=1,2,3)

wo
" r_ '
) Ty =1y, Te =TTy, Ty =TT
gesetzt ist.
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Die linker Hand angebrachten Sterne sollen wieder die
Koeffizientensummen der rechten Seite andeuten. Die Koeffi-
zienten héngen, wie man sieht, von sechs Parametern ab.
Werden eine bzw. zwei der Ecken B; gegeben, so existieren
oo® bzw, oo! Tetraeder, die zum Bezugstetraeder vierfach
hyperboloid gelegen sind.

Einen speziellen Fall der vierfach hyperboloiden Tetraeder
bilden die vierfach perspektiven oder desmischen Tetraeder,
deren Darstellung aus der obigen hervorgeht, wenn ;= e¢;=0;=a,
und ,=—1, =1, ry=—1;als0o r,/=—1, r/=1, »/=—1
gewihlt wird.

Noch einen Spezialfall will ich hervorheben, das ist der
Fall ,=r,=1ry=1, also r,/=1r/=1r/=1 Alsdann ergeben
sich vierfach hyperboloide Tetraeder von folgendem einfachen

Tre: ¢By= oA, + 0y 4;+ a4+ @, A,

eBy= o4, + e Ay + 0, 43+ o5 4,

eBy=oy 4, + o d; + 0, Ay + 0 4,,

B, =, A + oy 4y + ey Ay + o 4,
«=o+ 6+ ot e

Diese beiden Tetraeder sind isobar, weil T B;= XA,
Ferner gilt von ihnen: Liegen zwei Tetraeder zu einem dritten
vierfach hyperboloid, so liegen sie auch untereinander vier-
fach hyperboloid. Bezeichne ich endlich den Inhalt des von
den Gegenkanten B;A4;, B, A, gebildeten Tetraeders mit

T,,=[B:4: B,A)],
so hat dieser Typ die Eigenschaft, daB folgende sechzehn
Tetraeder gleichen Inhalt haben:
TR=Tg=—Th=—-T32=(»"— )[4, 4,4,4,],
T =Th=—T5=—Th=("—o’) [4,4,4,4,],
T T8 = — T = — T3 = (&' — 0 [4, 4, 4,4,
Tf = T = — Tff = — T4 = (& — ) [ 4,4y 4,4,
und daB die weitere Relation besteht:
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TB+ TS+ T8+ T2 =0,

Dieser (in der Literatur mehrfach behandelte) Typ vierfach
hyperboloider Tetraeder beansprucht ein besonderes Interesse
noch dadurch, daB er zusammen mit den M&biusschen Te-
traedern in enger Beziehung zu der Theorie der Thetafunktionen
von zwei Argumenten steht, wie ich in der nichsten Nummer
kurz darlegen will

139. Zusammenhang der M biusschen und der vierfach hyper-
boloiden Tetraeder mit den hyperelliptischen Thetafunktionen. —
Ich betrachte 16 Punkte 4;, B;, C;, D; (¢ =1, 2, 3, 4), die sich
durch die Ecken des Bezugstetraeders E,, E,, E, , E‘ wie folgt
darstellen lassen:

*4,= oF —oFE — “aEa + e, E,,
¥, =— 0B, — o By + o, By +  E,,
*4y= “sE + o, By + o, By + o E,
' *A,= o F — B + o E— o E;
*B, = “:El + e By + o, By + o By,
*B;= o E — B +oE—akF,
*By=—o, B + o E; + o, B - «E,,
*By= ogb+ o By — o\ B — o E;
*O,=—oE + e, B — e, B+ o E,,
*Co= o B+ B + B+ o E,,
*Cy= o E+ %Ea “aE e, E,,
*Ci= B — o B — B+ o E;
*Dy=—o,E, —  Ey + oy By + o E,,
*Dy=—o By + o, By + oy By — o B,
*Dy=— oy By + ey By — o, By + o E,,
*Dy= oFE + B+ B+ o, E,,
wobei ich auf der linken Seite die mich im folgenden nicht

weiter interessierenden Gewichtssummen durch Sterne an-
gedeutet habe. Es interessiert uns an dieser Stelle auch nicht,
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daB die sechzehn Punkte. in der Anordnung A4,B,C;D,,
4,B,C,D,, A,B,C,D;, A,B,C;D, die Ecken von vier Te-
traedern bilden, die zam Bezugstetraeder E, E, E,E, desmisch
liegen. Von Bedeutung fir die gegenwirtige Betrachtung ist
es, daB die vier Tetraeder

A, B,C,D,,

- 4,B,GD,,
4,B,G,D,,
A,B,C, D,

zum Bezugstetraeder vierfach hyperboloid gelegen smd. Und
auch die Konfiguration, welche durch die Mé&biusschen
Tetraeder definiert ist, kommt unter den sechzehn Punkten
vor. Nimlich, die Tetraeder:
A‘lBl CIDI)
4, B,C, D;,
| 4,B,C,D,
sind dem Tetraeder A4,B,C,D, gleichzeitig ein- und um-
geschrieben. Dies erkennt man, wenn man folgende Be-
ziehungen berficksichtigt (vgl. Caspary, Ann. de I'Ee. Nor-
male (3)10, 282):
Ay= — ag3 By + 03, Cy + 13Dy,
By = — 01 Cs + o33 Ae+ ean Dy,
Ci= — easdu+ 13 By + @55 Dy,
D= — ey, 44— o33 By — 33 Gy,
wo die ¢,y einem orthogonalen Neunersystem angehdren:

aoy =0 — o' — o’ + 0, ey = 2( 05+ e,),

(h=1, 2, 8)

weyy = 2(og0, + oy o),
coy = 2(o 05 + 3,), Cogy = o — o'+ o® — %,
ety = 2(0y 05 — oy 02,),
woy = 2(ge,— o o), wogy = 2(eqe5 + o @),

ety = o' + &' — o' — %,
a_ali_*_“,s_*_ %!_I_“‘S.
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Dies vorausgesetzt erinnere ich nunmehr daran, daB die
Theorie der hyperelliptischen Thetas auf sechzehn Thetafunktionen
zuriickgefithrt werden kann, ahnlich wie Jacobi die elliptischen
Funktionen zu vier Thetas zusammengezogen hat. Nun lassen
sich die Thetaquadrate von zwei Argumenten stets linear durch
passend gewihlte drei oder vier unter ihnen ausdriicken, durch
drei, das sind die Rosenhainschen, durch vier, das sind die
Gopelschen Relationen. Dies bringt auf den Gedanken, die
sechzehn hyperelliptischen Thetaquadrate durch Punkte im
Raum darzustellen, da doch jeder Punkt im Raum linear
durch vier beliebige Punkte ausgedrtickt werden kann. Setat
man nun die Gopelschen Relationen auf diese Weise in Rela-
tionen zwischen Punkten im Raum um und untersucht dieselben
genauer, so erkennt man, es sind gerade die Relationen, wie
sie bei vierfach hyperboloid gelegenen Tetraedern auftreten;
und ebenso fiihren die Rosenhainschen Relationen gerade
zu den Mdbiusschen Tetraedern. Dieser Zusammenhang ist
um so interessanter, als man berechtigt ist zu sagen: Alle
Relationen, die an vierfach hyperboloiden bzw. M&biusschen
Tetraedern auftreten, entsprechen den Gdpelschen bzw. Rosen-
hainschen Relationen, oder was dasselbe ist, die ,,Weberschen
Tetraeder erster Art“ sind lauter Mdbiussche, die ,,Weber-
schen Tetraeder zweiter Art“ (vgl. H. Weber, Journ. f. d. reine
u. angew. Math. 84) sind lauter vierfach hyperboloide Tetraeder.
Dieser Satz ist, was die Rosenhainschen Relationen angeht,
wohl zuerst von F. Caspary ausgesprochen worden.

Auf Grund dieses Zusammenhanges will ich den hier be-
trachteten Typ vierfach hyperboloider Tetraeder in den nach-
stehenden Ubungen (Nr.140, 143) kurz als Gopelsche Te-

traeder bezeichnen. ‘

140. Ubungen. — 1) Die Gopelschen Tetraeder
A,B,C,D,, A,B,C,D,,
4,B,C,D,, A,B,C,D,

haben gleichen Inhalt.
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2) Die Tetraeder
4,4 BB, A4,4,00 AHADD  BBGG,
4 4. B B,, A,A4.,CC,, A A DDy, BiB,CiC,,
(h,%,1=1,2,3; 2,3,1; 3,1,2)
liegen zueinander einfach hyperboloid.

3)8ind U, G; U, U,, V,V,VyV,, W, W, W, W, drei Gopel-
sche Tetraeder, so sind folgende Tetraeder inhaltsgleich:

OV Wa W] =[G Vu W, Wi),

. (*h,k,1=1,2,8;2,8,1; 8,1,2)
LUV W, W] =[U, Vo W, W].



Sechzehntes Kapitel.
Anwendungen auf die Oberﬂichen und Raumkurven.

141. Allgememe Erzeugung der Oberflichen, der Komplexe,
der Raumkurven und der Strahlenkongruengen. — Ich bezeichne
mit 4, B,,., feste Punkte, mit e, 3, ... feste Ebenen, mit

X=2,E+%E,+ 2B+ 2, E, z,+ 2+ 2+ r,=1, .
einen variablen Punkt. Alsdann stellt das @uBere Produkt
[X4 « B #...]

einen Punkt oder eine (erade dar, je nachdem das letzte
Element in dem #uBeren Produkt eine Ebene oder ein Punkt
ist. Wird das #duBere Produkt vermittelst des Fundamental-
satzes der regressiven Multiplikation transformiert, so ergibt
sich ein Ausdruck, der in den Koordinaten z; homogen und
vom ersten Grade ist. Demnach stellt ein #uBeres Produkt,
wo der Punkt X m-mal vorkommt, einen homogenen Aus-
druck m*® Grades in den z; dar.

Um nun die verschiedenen, moglichen #uBeren Produkte
unterscheiden zn konnen, benutze ich den Begriff der Dimen-
gion oder, wie GraBmann sagt, den Begriff der Stufe. Erteile
ich dem Punkt A4 die Stufe Eins, so hat das #uBere Pro-
dukt [ X 4] die Stufe Zwei, die Ebene ¢ die Stufe Drei, das
duBere Produkt [ X4 «] die Stufe Finf usw, Es geniigt
offenbar die Stufenzahl mod 4 zu nehmen. Demnach werden
nar #HuoBere Produkte auftreten, deren Stufen =0, 1, 2,3
mod 4 sind.

Ist die Stufe eines #&uBeren Produktes gleich Null,
so enthilt es weder die E; noch ihre #uBeren Produkte
[E; Ei], [E:E; E,], es ist eine homogene Funktion n'*» Grades,
wenn der Punkt X %n-mal vorkommt. Daher:
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Ein gleich Null gesetates -duperes Produkt, dessen Stufe
=0, mod4 isf, und welches den Punkt X n-mal enthilt,
stellt die Gleichung eimer vom Pumkte X beschriebenen algebrm—
schen Fliche n** Ordnung dar,

Tritt an die Stelle des variablen Punktes X die variable

Eb
one §=be+b&atbhat e,
so ergibt sich der duale Satz:

Ein gleich Null gesetotes duperes Produkt, dessen Smfe
=0, mod 4 ist, und welches die Ebene § n-mal enthdlt,
stcllt die Gleidumg einer von der Ebene § eingehiillien algebrai-
schen Fliche n*" Klasse dar.

Und ersetze ich endlich den Punkt X durch die variable
Gerade g, so kann diese entweder als Verbindung zweier
Punkte oder als Schnitt zweier Ebenen aunfgefat werden.
Alsdann findet man:

Ein gleich Null gesetzles duferes Prodult, dessen Stufe
=0, mod 4 ist, und welches die Gerade § n-mal enthill,
stellt die Gleichung eines algebraischen Komplexes dar. Dieser
Komplea: ist entweder von der n's™ Ordnung oder von der n**" Klasse,
Jje nachdem die Gerade ¢ die Verbindung zweier Pumkte oder der
Schnitt 2weier Ebenen ist.

Ich gehe nunmehr zu den #uBeren Produkten iiber, deren
Stufe =1 oder =3, mod 4 ist. Dieselben lassen sich dar-
stellen in der Form [PQ ¢] oder in der Form [wx R].
Nun liefert aber der Fundamentalsatz der regressiven Multi-

plstion  [P@ ¢]=[Pele—[QelP,
[#x R]=[nE]x —[=R]x.
Folglich spaltet sich die Vektorgleichung [PQ ¢]=0 in die
beiden Gleichungen
[PQ] =0, [@e]l=0,
und analog zerfillt die Vektorgleichung [#x R]=0 in

[#R]=0, [xR]=
d. h.
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Eim gleich Null geseletes duperes Produkt, dessen Stufe
=1 oder = 3, mod 4 ist, stellt entweder die Gleichung
einer Rauwmkurve oder einer abwickelbaren Fliche oder einer
Strahlenkongruenz dar, je nachdem das erzeugende Element
des duperen Produldes emm Pumkt oder eine Ebene oder eine
Gerade 1st.

Dieses letztere Theorem ist zuerst von Ferdinand Caspary
ausgesprochen und bewiesen worden, wihrend das oben mit-
geteilte, welches die Erzeugung der Oberflichen behandelt,
schon von Hermann GraBmann herriihrt.

142. Gleichung des einschaligen Hyperboloids. — Sei X ein
beweglicher Punkt und 4, B, C, D, E, F sechs feste Punkte.
Ich bilde daraus die drei Stibe [AB], [CD], [EF], dann
stellt [ XA B] die durch den Punkt X und den Stab [4AB] be-
stimmte Ebene dar, folglich [XAB CD] einen Punkt,
némlich den DurchstoBpunkt jener Ebene mit dem Stab [C.D].
Bezeichne ich nun fiir den Augenblick' diesen Punkt mit P,
so erkenne ich, daB die Gerade X P die beiden Geraden AB
und CD trifft. Soll sie auch die Gerade EF treffen, so habe
ich nur nétig, zan setzen ‘

[P EF X]=0,
woraus, wenn P durch [X AB CD] ersetzt wird, folgt
[X 4B CD EF X]=0

als Gleichung des Ortes aller Geraden, welche die drei festen
Geraden AB, CD, EF stindig schneiden. Dies ist also die
Gleichung des einschaligen Hyperboloids mit [4B], [CD),
[EF] als Erzeugenden.
Dieselbe 148t sich leicht noch in eine andere Form bringen

bei Benutzung der Identitit (vgl Nr.123) _

[AP BCD]=[ABCD]P —[PBCD]A.
Dann wird zunéichst

[XAB CD]=[XABC]D—[XABD]C,
und die in Rede stehende Gleichung nimmt die Gestalt an

— [XABC][XDEF] + [XABD][XCEF]=0.




Gleichung des einschaligen Hyperboloids. 193

Da die uBeren Produkte [X ABC],...[XCEF] Determinanten
gind, so ist hiermit die Gleichung des Hyperboloids in jene
Form gebracht, wie sie gewdhnlich in der a.na.lytlschen Geo-
metrie benutzt wird.

Ich will die Gleichung des betrachteten Hyperboloids der
Kiirze halber schreiben in der Form

'b = O’ )
so daB also
$=—[XABC)[XDEF]+[XABD][XCEF]
gesetzt ist.
Vertausche ich jetzt die Punkte B und.C, so erhalte ich
ein zweites Hyperboloid

$,—=[X AC BD EF X]=0,

welches mit dem Hyperboloid § die Erzeugende [EF] ge-
meinsam hat. Und es wird

$,=[X4BC][XDEF] + [X ACD][XBEF).

Zwischen den Determinanten, die in § und §, vorkommen,
besteht nun eine einfache Identitit, die aus der bekannten
Punktgleichung

[XBCD]A — [XCDA]B + [XDAB]C — [XABC]D
—[4BCDIX

flieBt, wenn dieselbe mit [XEF] duBerlich multipliziert wird,
namhch

[XBCD|[XAEF]— [XCDA][XBEF]+[XDAB][XCEF]
— [XABC][XDEF]=0.
Fiihre ich noch die Abkiirzungen ein
[XBCD|[XAEF]=4d, [XDAB|XCEF]=1I,
[XCDA][XBEF]=B, [XABC][XDEF]=4Jd,
80 nimmt die Identitit die Form an
A—B+T'—4=0.

Jahnke, Vorlesungen tiber die Vektorenrechnung. 18 .
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Die Ausdriicke § und 9, schreiben sich hiernach ein-
facher so §=I—4d, H,=B+ 4.
Durch Multiplikation folgt
$9,=BI'— 4(B—I'+ 4),
$9,=BI'— 44,

eine Identitdt, die bereits von Cayley (Lond. Math. Soc. 4, 21)
aufgefunden worden ist.
Dieselbe 1a8t sich noch umformen, wenn ich die Identitit

Ad—Ad4d=B-T

oder

quadriere, so daB
2BI'—244=B*+I*— 42— 1*
wird, Alsdann ergibt sich
299, =B+ I''— 4% — 42
143. Ubungen. — 1) Die @leichungen der Hyperboloide,
welche bei den Gopelschen Tetraedern auftreten (vgl Nr.139),
sind [X 4B, 4B, 4B, X]=0,
[X 4,B, 4B 4B, X]=0,
[X 4,B, 4B, 4B, X]=0,
(X 4,B, 4B, 4,B; X]=0;
skalar umgesetzt mit
2 X=2E + 2B+ 53 E;+ 2, E,, z=1x,+ 2+ 23+ 2,
erhalten sie die Form:
oy (05" — %) (2323 + 2,2,) + (e’ — ?) (%32, + 2,))
+ oy(e® —~ &%) (2,23 + 232,) = 0,
o (0’ — o) (@y2y + 2,2) + ey(05’ — &%) a2, + 737,)
+ o (0] — &) (2,23 + 237,) = 0,
oy (e’ — o) (23 + 2,2)) + 0y (2" — &%) (32, + 2,2,)
+ (o — &) (2,2, + 232,) = 0,
(0! — %) (22 + 2,2) + &5(0’ — &) (232, + 7,2
+ (%’ — &) (2,2 + 52,) = 0.
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Diese Gleichungen erlauben eine merkwiirdige Zerlegung, die
ich ebenfalls mitteilen will, wobei ich mich auf das erste der
Hyperboloide beschriinke:
(00 — @) + (! — )2y + (0 — @ )2, __ %2 — 2,
(' — )2y + (@ 0y — g 0) Ty + (g0, — &y )T, @ Ty— 4@,
Und endlich liBt sich diese Gleichung noch in die elegante
Form bringen ‘

T3y + 1T, ooy 0y
— (@2 + 77,) @0 o |=0.
T% + Ty, ey o
2) Zu beweisen, daB die vier Hyperboloide der vorstehenden
Ubung denselben Mittelpunkt besitzen, und daB dieser Mittel-
punkt in den Schwerpunkt des Bezugstetraeders fallt. Dabei

ist vorausgesetzt, daB die Koeffizienten «,, oy, &, @, voneinander
verschieden sind.

144. Sitee Cremonas iiber die kubische Rawmkurve. —
Die Raumkurve dritter Ordnung wird von jeder Ebene in drei
Punkten getroffen. Demnach ist jede durch sie hindurch-
gelegte Kegelfliche, deren Spitze auf der Raumkurve liegt,
von der zweiten Ordnung, denn jede durch die Spitze gehende
Ebene schneidet sie nur lings zweier Leitlinien. Ich betrachte
nun sieben Punkte der Raumkurve, die ich bezeichne mit
X, A, B, C, D, E, F, einen variablen und sechs feste Punkte.
Dann bilden die Stibe [X 4], [XB], [XC], [XD], [XE],
[XF7] sechs Leitlinien einer Kegelfliche zweiter Ordnung. Da-
her liegen die sechs Punkte A', B, C', D', E', F', in denen
diese Leitlinien von einer Ebene geschnitten werden, auf einem
Kegelschnitt. Daraus folgt nach dem Satze des Pascal

~ [4'B' D'E' B'C" E'F' (C'D' F'A']=0,
oder wenn [4'B D'E]="P),

[B'C' E'F'1=2¢q',
» ) [CID' F’A'] J— R'
gesetzt wird, [P'Q'R'] = 0.

18*



196 Sechzehntes Kapitel. Oberflichen und Raumkurven.

Diese Gleichung bringt zum -Ausdruck, daB die drei Punkte
P!, Q', R' auf einer Geraden g liegen. Lege ich durch den
Punkt X und die Gerade g eine Ebene §, so liegen die vier
Punkte X, P!, @', R' in der Ebene £, diese enthilt also
die drei Geraden [XP'], [XQ'], [XR']. Anderseits liegt P’
auf [4'B'] und [D'E'], oder [XP'] liegt in den beiden
Ebenen [XA'B'] und [XD'E']. Da nun diese Ebenen mit
den Ebenen [XA4B] und [XDE] zusammenfallen, so ist die
Gerade [ X P'] der Durchschnitt dieser beiden Ebenen, d. h.

[XP'|=[X4B XDE],
[XQ']=[XBC XEF],
[XR1=[XCD XFA].

Da die Geraden [XP'], [XQ'], [XR'] der Ebene £ angehoren,
so erhilt man den Satz:

Legt man durch einen Punkt X einer kubischen Raumkurve
und durch die Seiten eines dieser Kurve eingeschriebenen Sechs-
ecks sechs Ebenen, so liegen die drei Durchschnitislinien je zweier
Gegenebenen in einer Ebene &, welcher auch der Pumkt X
angchort.

Der Durchschnitt der beiden Ebenen [XAB], [XDE]
trifft die Geraden [AB] und [DE], d.h. er geht durch die
Punkte [XAB DE)] und [XDE AB). Setze ich also

[XAB DE]=L, [XDE AB]=L,
[XBC EF]=M', [XEF BC]=M,
[XCD FA]=N, [XFA CD]=N,

so wird
[XP]=[LL'], [XQ'1=[MM'], [XR]=[NN1],

woraus, weil doch die Geraden [XP'], [XQ'], [XR'] der
Ebene § angehiren und sich in X schneiden, folgt
[LL' MM' NN']1=0,
d. h
Legt man durch einen Punkt X einer kubischen Raumkurve
und durch jede Seile eines ihr eingeschricbenen Sechsecks eine
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FEbene, welche die Gegenseile schneidet, so ergeben sich sechs
Schnittpunkte: diese liegen in einer Ebene und bilden ein
Brianchonsches Sechseck, dessen Brianchonscher Punkt X ist
(vgl. F. Caspary, Sur les cubiques gauches. Darboux, Bull

(2) 11, 222—236, 1887).

145. Die Chaslessche Fliche. — Als Chaslessche Fliche
bezeichne ich den geometrischen Ort der Spitzen aller Kegel
zweiter Ordnung, welche durch sechs gegebene Punkte gehen.
Nenne ich diese 4, B, C, D, E, F und die variable Spitze X,
so folgt aus den Darlegungen der vorigen Nummer, daB die
sieben Punkte L, M', N, L', M, N', X in einer Ebene liegen.
Wihle ich von dlesen auBer X noch drel beliebig aus, so
hat man [X L' M N] =0 oder

[XDE AB XEF BC XCD FAX]=0

als @leichung der Chaslesschen Fliche (vgl. die oben zitierte
Abhandlung Casparys).

Aus dieser Gleichung kann man unmittelbar eine Er-
zeugung der Fliche ablesen, némlich diese:

Legt man durch die sechs Seiten eines rdumlichen Sechsecks
und einen variablen Punkt sechs Ebenen, bestimmt deren Durch-
schnitte mit den Gegenseiten und unterwirft den variablen Pumkt
der Bedingung, mit drei beliebigen dieser sechs Schnittpunkie in
einer Ebene 2u bleiben, so beschreibt der variable Punkt die
Chaslessche Fliche.

Die Gleichung der Fliche liBt sich noch in bemerkens-
werter Weise umformen. Man hat némlich unter Anwendung
des Fundamentalsatzes der regressiven Multiplikation

L'=[XADE]B—[XBDE]A,
M=[XBEF]|C—[XCEF]B,
N=[XCDF]JA—[XACD]F.
Dann nimmt die Gleichung der Fliche zundchst die Ge—
stalt an:

[XABC][XADE] [XBEF)[XCDF|=[XACD}¥,

wo
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A =[XADE]|[XBEF][XBCF]
— [XBDE][XBEF][XACF]
+ [XBDE][XCEF][XABF]
gesetzt ist. Nun ist nach der Momentenformel
[XBCE]F — [XBCF|E+ [XBEF]C — [XCEF]B
+ [BCEF]X =0,
woraus durch #uBere Multiplikation mit [XAF']:"
[XBCF][XAEF])—[XBEF][XACF]
+[XCEF][XABF]=0
folgt. Benutze ich diese Relation, so wandelt sich ¥ um in
% = [XBCF){[XADE]|[XBEF]— [XBDE][XAEF]}

Wende ich noch einmal die Momentenformel an, so flieBt
aus ihr auf dhnlichem Wege wie eben

[XADE][XBEF]—[XBDE][XAEF)]

— [XABE][XDEF]=0.
Dann finde ich endlich

A =[XBCF][XABE][XDEF)
Hiernach erhilt die Gleichung der Chaslesschen Fliche die Form
[XABC][XADE][XBEF]|[XCDF]
— [XACD|[XBCF][XABE]|[XDEF]=0.

Dabei sind die Faktoren nichts anderes als Determinanten
vierter Ordnung; z. B. bedeutet [ X A4 BC] die Determinante

XxAx B, G
X, 4 B, G
X, 4, B, G|
X, 4, B, C,

wo A, B, C;, D, X; (¢=1, 2, 8, 4) die homogenen Koor-
dinaten der Punkte A4, B, C, D, X bezeichnen.

Ich will noch mit einem Wort auf den Zusammenh:
der Chaslesschen Fliche mit der Theorie der Thetafunktionen

-
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von zwei Argumenten hinweisen. Wie znerst Herr Schottky
gefunden hat, lassen sich die Koordinaten der Fliche als Produkte
von vier Thetas darstellen, von denen drei ungerade sind. Cas-
pary fand alsdann eine zweite, wesentlich verschiedene Dar-
stellung; er zeigte, daB sich ihre Koordinaten durch die Produkte
von drei Thetas ausdriicken lassen, wobei nur eine umgerade
Funktion vorkommt (vgl. Darboux Bull. (2)13,308 —317,1891).

146. Die Bauersche. Fliche. — Ich will noch eine
Anwendung des GraBmannschen Satzes, der sich auf die Er-
zeugung der Oberflichen bezieht, geben. Die geometrische Er-
zeugung der Bauerschen Fliche (Minchner Sitzungsber. 18,
337—3b4, 1888) ist gekntipft an zwei Tetraeder A, 4,4, 4,
und B, B,B,B,. Treffen die vier von einem Punkte X aus-
gehenden Strahlen X4,, XA4,, XA4,, XA, die entsprechenden
Ebenen des zweiten Tetraeders in Punkten @,, @,, @;, ¢, und
liegen diese in einer Ebene, so beschreibt der Punkt X die
in Rede stehende Fliche. Nenne ich die Seitenebenen der
beiden Vektortetraeder ,, a5, a5, a,; By, Bs, s, B,, so lassen
sich die Punkte @;, wenn ich von ihren Gewichten absehe,

wie folgt darstellen:
Q= [XA.' B.] (=1, 2, 8, 4).
Die Bedingung daftir, daB @,, @;, @, @, komplanar liegen,

lautet :
[ & & @J=0
demnach ergibt sich als Gleichung der Bauerschen Fliche

[XA'I 31 XA: 3: XAs Bs XAA 34]=0;

d. h. die Fliche ist von der vierten Ordnung. Ihre Eigen-
schaften kann ich unmittelbar ablesen, wenn ich die Gleichung
vermittelst des Fundamentalsatzes der regressiven Multiplikation
umforme. Es ist ndmlich

[XA«s 3«] = [Xpi]A-i_ [-Asﬂs] X.

Werden diese vier Ausdriicke &uBerlich miteinander mul-
tipliziert, so ergibt sich
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_ 48] [4,8,]

-l xaa4+ bl (x4,4,40-0

oder wenn
[4;454,]=0,, [4,4,4,]=—0y, [A, 4, A]=0y, [4, 4, 44]=—0,
gesetzt wird:

[Xea,]

[Xe,] [Xa,] (Xe]
[‘A'! 31] [XB8,] + [Aaﬂz] [XB8,] + [Aoﬁs] m:] + [AABJ [XB.]
= [AxAiAaAJ'

Diese Gleichungsform liBt unmittelbar eine Reihe von
Eigenschaften der Bauerschen Fliche hervortreten. Die Glei-
chung ist identisch erfillt, wenn der Punkt X auf einer der
Kanten des Tetraeders (B) liegt, demnach enthilt die Fliche
die sechs Kanten des Tetraeders (B), und die Ecken desselben
gind Knotenpunkte der Fliche. Die Gleichung ist weiter
identisch erfiillt, wenn X gleichzeitig dreien der Seitenflichen
des Tetraeders (4) angehort, wenn also X in die Ecken A4, fillt,
denn es ist doch

[4; 03] = [4305] = [4y0] = [y o] == [4,0] = .

Demnach enthilt die Bauersche Fliche auch die Ecken des
(A4)-Tetraeders.

Betrachte ich ferner die Spuren [e; 8:] (=1, 2, 8, 4), s0
zeigt sich die Gleichung identisch erfiillt, wenn der Punkt X
einer dieser Schnittgeraden angehért, d. h. die Fliche enthilt
noch vier weitere Gteraden, namlich die Durchschnitte ent-
sprechender Tetraederseiten [e; 8]

Demnach besitzt die gesuchte Fliche vierter Ordnung die
vier Knotenpunkte [8,8,8,], [858.8,], [8.8:8;], [8,8:8,] und die
zehn Geraden [B3f:], [B38:], [B:8:], [B:B.], [BiB, [8s8.,
CCARCYARCY-ARCAAR

147. Eine Raumkurve vierten Grades und erster Spezies. —
Ich will nunmehr auch von dem Casparyschen Theorem,
welches die Erzengung der Raumkurven behandelt, eine ein-
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fache Anwendung beibringen. Ich gehe aus von der Vektor-
gleiching (X a,0,0, X Bilyby X]=0,

Wwo @y, 0, 85; B, B, by feste Geraden im Raum bedeuten. Das
#uBere Produkt linker Hand hat eine Stufenzahl =3, mod 4.
Diese Gleichung zerfallt gemaB den Uberlegungen der Nr. 141
in die beiden (leichungen

[X s,0,0, X]=0, [X BB} X]=0,
und diese stellen, wie aus Nr. 142 hervorgeht, einschalige
Hyperboloide dar, deren Erzeugende s, 8, a; bzw. §,, by, b,
sind. Nun schneiden sich zwei Flichen zweiten Grades im
allgemeinen in einer Raumkurve vierten Grades und erster
Spezies, demnach definiert die Vektorgleichung
[X o,0,8, X B,5;5, X]=0

eine Raumkurve vierten Grades und erster Spezies und spricht
folgende Erzeugung derselben aus:

Schneiden die Schenkel eines Winkels je drei belicbige Ge-
raden, so beschreibt der Scheitel des Winkels eine Raumkurve
vierten Grades und erster Spesies, fiir welche — wie ich gleich
hinzuftigen kann — saméliche sechs Geraden Sekanten sind.

Nun erinnere ich an die Erzeugung, welche die Gleichung

[X o850, X]=0

fiir das einschalige Hyperboloid ausspricht. Sind drei beliebige
windschiefe Geraden gegeben, so wird diese Regelfliche von
einem Punkt X beschrieben, dessen Bewegung an folgende
Bedingung gekniipft ist: Lege ich durch ihn und die erste
Gerade eine Ebene, welche die zweite in einem Punkt @
trifft, so muB die Ebene, welche durch @ und die dritte Gerade
hindurchgeht, wieder den variablen Punkt enthalten.

Aus dieser Erzeugung folgt, daB ich die Gleichung des-
selben Hyperboloids auch in folgenden Formen schreiben kann:

[Xe, Xa, 0,]=0,

[Xe, Xa; 0,]=0,
[Xea; Xs, a]=0.

oder

oder
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Da die entsprechenden Uberlegungen auch fir die andere
Gleichung [X §,B,b; X] =0 gelten, so ergibt sich der Satz:
Seien zwes Systeme von je drei Geraden gegeben. Legt man
durch einen Punkt X des Rauwmes und durch je zwei Geraden
des einen wie des andern Systems Ebenen, und schneidet die
Spur dieser Ebenen jedesmal die zugehorige dritte Gerade, so be-
schreibt der Punkt X eine Raumkurve vierten Grades und eyster
Spezies, fiir welche similiche sechs Geraden Sekanten sind.

148. Fine Raumkurve neunten Grades. — Ich gehe aus
von der Vektorgleichung -

[X4,0, XAyay, XAga; XBB, XBf; XBfy C]=0,

wo 4,, 4, 45, B, By, By, C feste Punkte und «,, a,, a;
B:, Bs, B; feste Ebenen bedeuten. Da die Stufenzahl des Pro-
dukts linker Hand = 3, mod 4 ist, stellt die Gleichung eine
Raumkurve dar. Um deren Grad zu finden, zerfille ich die
Gleichung gemiB den allgemeinen Uberlegungen der Nr. 141
in die beiden Gleichungen

[XAe, Xdyo, XAya, C]=0,
[XB.8, XBg XBf, C]=0,

und diese stellen Flichen dritten Grades dar. Ihr Schnitt ist
eine Kurve neunten Grades. Demnach ergibt sich:

Bewegen sich swei verinderliche Tetraeder mit gemeinsamer
Spitze X, so dap sich thre Grundfiichen um denselben, die sechs
von X auslaufenden Kanten wm verschiedene feste Punkte drehen,
wihrend die sechs Ecken der Grumdflichen in festen Ebenen
liegen, alsdamn beschreibt die gemeinsame Spitee eime Kurve
neunten Grades.

Diese Kurve ist iibrigens — wie hinzugefiigt werden
mag — eine allgemeine Kurve neunten Grades, da jene Glei-
chungen allgemeine Flichen dritten Grades représentieren.
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Vektordifferentiation mit Anwendungen auf die Mechanik
des starren Korpers und die Elektrizitiitslehre.

149. Differential von Punkt und Veltor. — Denke ich mir
den freien Vektor a =4 — E veriinderlich und um den Punkt E
gedreht, so mdge er in eine neue Lage a'= A4'— E kommen.
Alsdann stellt der Vektor &' —a — A'— A die Anderung dar,
welche & bei der Drehung erfahren hat (Fig. 31). Wird dlese

Anderung unendlich klein, so daB ich N

a' — a=da setzen kann, so erkenne ich, 2 da
daB das Differential eines freien Vektors a

wieder einen freien Veldor darstellt. In Fig. 81,

der neuen Lage ist der Vektor gleich a + da geworden.

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Bedeutung des Differen-
tials eines Punktes. Denn da a = A — E, wo E relativ zu 4
fest gedacht ist, so wird — unter Beibehaltung der Differentiations-
regel fir Summen — da = dA. Linker Hand steht ein freier
Vektor, demnach muB das Differential eines Punktes ebenfalls
einen freien Vektor darstellen.

Bei weiterer Differentiation ergibt sich, daB auch die
héheren Differentiale eines freien Vektors und eines Punktes
wieder freie Vektoren darstellen.

Da also das Differential eines Punktes sowohl wie das Diffe-
rential eines Vektors zu Vektoren fiihren, kann ich, wo es mir
passend erscheint, die beiden Differentiale durcheinander ersetzen.

Um die Gesetze der Vektordifferentiation zu gewinnen,
kniipfe ich an die kartesische Darstellung eines Vektors an:

8=a,0+ 0,8+ a6,
WO a,, ag, a, skalare, aber verinderliche GrbSen, e,, €;, €;

unverinderliche Einheitsvektoren bedeuten. Ich differentiiere
die Gleichung und erhalte

da=e,da, + ¢,da; + esda,;
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150. Differential von innerem und GuPerem Produki. —
Ich untersuche weiter, wie sich das innere und wie sich das
duBere Produkt zweier freier Vektoren gegen Differentiation
verhalten, um fesizustellen, in welchen Grenzen die Multipli-
kationsregeln der Differentiation erhalten bleiben.
Nehme ich zunichst das innere Produkt, so ist nach Nr. 67:
a|b=a,b + a,b, + asb,,
folglich, da rechter Hand nur skalare GroBen stehen:
d[a|b] = (a,dd, + a,db, + a;db;) + (b,da, + byday + byday),
also ergibt sich die Vorschrift
d[a|b]=a|db+ b|da,
insbesondere, wenn b = a gewihlt wird:
d[a|a] = 2a|da.
Fiir das #uBere Produkt zweier freier Vektoren benutze
ich die Formel aus Nr. 69
ab = (a,b; — asb,) | &, + (ash, — a,b5) | €, + (a;5; — a3b,) | &5,
deren Differentiation liefert
d[ab]=[a db]+ [da D],

d.h. das Differential eines Bivektors ist wieder ein Bivektor.
Und hier ist die Reihenfolge wohl zu beachten, wihrend sie
bei der Differentiation skalarer Produkte gleichgiiltig ist.

Bei weiterer Differentiation ergibt sich offenbar

d*[a|b]==a|d*b + 2da|db + b|d*a,
d*[ab] =[a d?b]+ [d*a D] usw.

Die vorstehenden Betrachtungen zusammenfassend, kann
ich sagen: Vektor und Bivektor behalten bei der Differentiation
thren Charakter bei, wohingegen der Pumkt durch Differentiation
in einen freien Veltor iibergeht. Bei der Differentiation des
dueren Produltes sweier freier Vektoren ist die Reihenfolge der
Faltoren von Bedeutung.
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151. Ubungen. — 1) Zu beweisen, daB das Differential der
Erginzung eines Vektors gleich der Erginzung des Vektor-
differentials ist: d|a =|da.

2) Was wird aus dem gebundenen Vektor bei der Differen-
tiation? Jeder gebundene Vektor oder Stab 1iBt sich dar-
stellen in der Form eines #uBeren Produktes zwischen Punkt
und freiem Vektor, etwa [Ea]=4a. Dann wird .

da=[E da]l+[dE a],

d. h. das Differential eines Stabes setzt sich aus einem Stab
und einem freien Bivektor zusammen, stellt also eine Schraube
dar. Eine zweite Darstellung ergibt sich, wenn ich den ge-
bundenen Vektor als daBeres Produkt zweier Punkte auffasse

BBI=% - ee(B, aB]+0E, B)

3) Es ist zu beweisen, daB die Differentiale de,, de,, de,
Vektoren darstellen, die auf den Vektoren e, bzw. e,, ; senk-
recht stehen.

4) Zu beweisen, daB die Einheitsvektoren folgenden
Differentialidentititen geniigen:

de, =[e;|deJe; —[e, |Ad°a]°s:
de, =[e |de]e, —[e,|deg]e,,
deg=[eg|des]e, —[e;|de,]e,.

Wie lauten die entsprechenden Identitéten im vierdimensionalen
Raum? (Vgl Leipziger Akademieberichte 1900, 147.)

152. Die Differentialidentitiit erster Ordnung, welche ein
Feldvektor zu befriedigen hat. — Andert sich ein Vektor in
einem gewissen Bereiche stetig mit dem Orte, so nennt man
den Bereich das Feld des Vektors und spricht von einem
Feldvektor.

Von einem festen Punkte O denke ich mir zwei Koordi-
natensysteme ausgehend, das eine im Raume fest, das andere
um O beweglich, und einen Vektor, der, auf das feste System
bezogen, mit j, im beweglichen System mit i bezeichnet
werden moge. Die Verinderung, welche der Vektor in der
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Zeit dt erleidet, werde dj bzw. di genannt, je nachdem sie
im festen oder beweglichen System gemessen wird. Auf den
Achsen des beweglichen Systems seien die Einheitsvektoren
e,, @, ¢, abgetragen, und es sei

i=id 6+ 46+ 15,6,

WO 14y, 45, 1y, €, @, 6, von den Variablen ¢, ¢,, ... abhingen.
Ich beschrinke die Betrachtung zunichst auf den Fall einer
Variablen.
Dann setzt sich die vektorielle Anderung d ; Zusammen
dj

aus der vektoriellen Verinderung it bezogen auf die beweg-
lichen Einheitsvektoren, und aus der vektoriellen Verinderung
des beweglichen Systems, welche durch i, = de‘ + 45 de, + 4y de,
dargestellt werden kann. Und es entsteht dle Relatxon

al  dj del de, de,
G a= g Thg th

Es kommt jetzt darauf an, Dlﬁ'erenhalbezxehungen zwischen
den e,, e,, @, abzuleiten.

Ich weiB, daB die Differentiale de,, de,, de, Vektoren
darstellen. Dieselben miissen sich daher vermittelst der Ein-
heitsvektoren linear ausdriicken lassen. Ich kann also ansetzen

de‘- =7;6; + Y: €y + 2;€g (t=1, 2, 8).

Um die unbekannten Koeffizienten auszuwerten, benutze ich
die Orthogonalititsbeziehungen

ele,=1, ee,=0, Gk=1,28;iSk),
aus denen durch Differentiation folgt
e;|de;=0, e|de.+ e|de;,=0.

Multipliziere ich hiernach jede der drei Ansgangsgielchungen
innerlich mit e;, e;, €, so finde ich

z= 0 ’ Y =—e|de, 2= ¢de,
' x2= Olldﬁg, y’= 0 ) 52=_'02|d08,
=—-03|d01, .'/8= esldes, zs= . 0.
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Also bestehen zwischen den Einheitsvektoren folgende Diffe-
rentialidentitdten

de
de
3 =re—pe,

de,
d_ peé; —qe,,
wenn

pdt=2e,|de;, qgdt=2e,|de,, rdt=e,|de,

gesetzt wird.

Diese Differentialidentititen lassen sich nun in bemerkens-
werter Weise zusammenziehen. Zu dem Zweck fithre ich
einen neuen Vektor ein

U=p86,+ q6; + re,,

dann iiberzeugt man sich sofort, daB sich de; ausdriicken liBt
in der Form der Erginzung des suBeren Produktes e;u, so
daB ich schreiben kann

de;

7t—=|6‘u (f=1,2,8).

Fihre ich diese Differentialbeziehungen in den Ausdruck fiir
a dj

3i— 3¢ 9o, so ergibt sich

:i Z{ =i U + 4| ;U + iy | U = [ [4, €, + 458, + i3e; U]
oder i aj
ai E—t=l l'll,

und das ist die gesuchte Differentialrelation, der ein beliebiger
Vektor zu geniigen hat, wenn er von der einen Variablen ¢
abhingt. Da es eine Relation zwischen drei Vektoren des
Raumes 1st, so liest man unmittelbar aus ihr ab, daB die

Vektoren 32 7t t ) t’ |iu stets parallel zu ein und derselben Ebene
liegen. AT

LR
“a
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Ist der Feldvektor eine Funktion von mehreren Variablen
t, by ..., 80 tritt ein System solcher Relationen auf:

ol 0 ot ]
- J_,i @), W—l—li““” 3
und wird noch

azt1 + dt, +---=di,

dt1+ dt,+ - =dj,
u(fn)dtl + n(tz) d(, +4+-.-.=1

gesetzt, so lassen sich dieselben zusammenfassen in die eine
Identitit
ai —dj=|iu.

158. Geschwindigheits- und Beschleunigungsvelior, Impuls-
und Kraftvekior. — Das Differential eines Punktes stellt die
Lageniéinderung dar, die der matenelle Punkt im Zeitelement

erfahren hat. Ich kann daher G a.ls die Geschwindigkeit des

Punktes P nach GriBe, Rxchtung_nnd Sinn deuten. Bezeichnet
weiter E einen Punkt, der relativ zam Punkte P in Ruhe
bleibt, so ist dP=d(P — E)=dr, wo r den Radiusvektor,
gezogen vom festen Punkte E nach einem Punkte der Bahn,
bezeichnet. Demnach kann ich die Geschwindigkeit von P

vektoriell auch durch % =V darstellen. Der zugehdrige Im-

pulsvektor wird erhalten, wenn ich den Geschwindigkeits-
vektor mit der Masse m des Punktes multipliziere, ist also
gleich mv.

In gleicher Weise erkenne 1ch da8 die Beschleunigung

ar d
des Punktes P sowohl durch & 7 t’ P als auch durch ) tl; =-—d—'i

ausgedrickt werden kann. Fiir die kinetische Kraft als Ursache
dieser Beschleunigung erhalte ich dann die Darstellung

md’l: oder ng m2Y, wemn der Punkt P mit der Masse m

e o0 .0, dt
belegt “fat;>
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154. Zerlegung der Beschleunigung in Tangential- und Normal-
beschleunigung. — Um die Probleme der Bewegung unter Be-
riicksichtigung des Widerstandes geometrisch zu behandeln,
ist es notig zu wissen, wie die Beschleunigung einer Bewegung
von der Kriimmung der Bahn abhingt.

Die Bewegung eines materiellen Punktes erfolgt im all-
gemeinen in einer Raumkurve. Ist r der Radiusvektor desselben
zur Zeit ¢ und hat der Punkt auf seiner Bahn von einem be-
stimmten Anfangspunkt aus den Bogen s durchmessen, so ist
sein Gteschwindigkeitsvektor definiert durch

y=9%r_dr ds
dt ds dt’

Nun ist dr = (r + dr) —r ein Vektor, der die Richtung der
Tangente an die Bahnkurve anzeigt. Da sein numerischer
Wert gleich dem Bogenelement ds ist, nenne ich ihn tds,
indem ich unter t einen Einheitsvektor, parallel der Bahn-
tangente, verstehe. Daher

ds
V= td_t'

Durch Differentiation finde ich den Beschleunigungsvektor

av  dt (ds\2 d*s
7= (@) + taw
Hier bezeichnet g—: die Geschwindigkeit, g—:‘:
in der Bahn. Um die Bedeutung von g—: zu erkennen, gehe

ich zu einem unendlich benachbarten Punkte der Bahn iiber,
welchem die Bogenlinge s + ds und der Einheitsvektor t + dt
entspricht, dessen Richtung durch die unendlich benachbarte
Tangente angezeigt wird. Der Vektor dt liegt dann einmal
in der Ebene, welche durch die beiden Vektoren t und t 4 dt
gelegt ist, d. h. in der Schmiegungsebene, zweitens steht er
auf dem Vektor t senkrecht, denn aus t|t=1 folgt durch
Differentiieren t|dt = 0; d.h. er hat die Richtung der Haupt-
normale des Bahnpunktes. Und sein numerischer Wert ergibt
sich, da t ein Einheitsvektor, gleich dz, wo dv den Kontingenz-

Jahnke, Vorlesungen tiber die Vektorenrechnung. 14

die Beschleunigung
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winkel bezeichnet. Da nun g—: = %: gleich der ersten Krtimmung,

so wird der numerische Wert von g% duarch -} angegeben. Be-

zeichnet noch m einen zur Hauptmormale parallelen Einheits-
vektor, so ergibt sich die Beziehung

av 1 /ds\? d's

@~ (@) 2+ amt
Der Beschleunigungsvektor jeder Bewegung liBt sich also in
die Summe zweier Vektoren zerlegen, die aufeinander senkrecht
stehen. Der eine weist parallel zur Hauptnormale der Bahn,
und zwar nach dem Kriimmungsmittelpunkt hin und ist seinem

numerischen Wert nach gleich %(Z—:)’; d. i. gleich dem Quadrat

der Geschwindigkeit multipliziert mit der Krimmung; der
zweite ist der Bahntangente parallel, und sein Betrag ist gleich

2, d.i. gleich der Beschleunigung in der Bahn.

Demnach kann eine gegebene Bewegung stets durch das
]
Zusammenwirken einer Tangentialkraft — m :—; und einer

Normal- oder Zentripetalkraft = %(‘;—i)’ erzeugt werden.

Fir ebene Kurven ist n =|t, daher

dv _ ad's 1 (ds\2
= ant+ (@) It

155. Ein spesieller Fall der Bewegung eines starren Systems
von swei Freiheitsgraden. — Eine Fliche habe die Kriimmungs-
linien

u = const, o= const.

Dann betrachte ich in dem Flichenpunkt M an Stelle des
starren Systems das Dreikant, gebildet aus den beiden Tan-
genten, die sich in M an die Krtimmungslinien ziehen lassen,
und aus der Flichennormale. Da diese Kanten aufeinander
senkrecht stehen, kann ich sie als Vektoren des Systems

(e, &;, ©,) auffassen. Und zwar denke ich mir e,, e, auf der
Tangente, die in M an die Kriimmungslinien v = const bzw.
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u = const gezogen sind, und @, auf der Flichennormale ab-
getragen.

Die Geschwindigkeit, womit sich M in der Kriimmungs-
linie v = const entlang bewegt, wird dargestellt durch den

Vektor 52, und dieser hat offenbar die Richtung des Einbeits-

vektors @,; ebenso ist der Geschwindigkeitsvektor %—% parallel
zu @,, demnach kann ich setzen

oM oM
-5;=§01, ’3‘,‘,‘=’h°2)

wo &, 7, Translationskomponenten des starren Systems bedeuten.

Der Schnittpunkt der zu M gehorigen Flichennormale
mit ihren benachbarten Normalen 1i8t sich darstellen in der
Form M + ge,, wo ¢ den ersten Hauptkrtimmungsradius be-
zeichnet. Lasse ich nun bloB u variieren, so bewegt sich der
Schnittpunkt mit einer Geschwindigkeit, deren Richtung in
die Normale fillt. Diese Geschwindigkeit ist mit Riicksicht
auf Nr.152 :

0(M+oe,) oM
0% ™

] ]
+ 002 4+ 6,02 — ke, + o(pe,— ge) + &0

Folglich muB sein:
E—09=0, p=0

Entsprechend liefert die Kriimmungslinie # = const

7+ ep=0, ¢=0,

wo @, den zweiten Hauptkrlimmungsradius bedeutet. Beide
Hauptkrtimmungsradien bestimmen sich aus den beiden Be-
dingungsgleichungen & — g =0 und %, + ¢,p, =0. Dabei
bedeuten p, g; p,, ¢, Rotationskomponenten des starren Systems.

Hiernach gewinne ich die Differentialrelationen zwischen

den Translations- und Rotationskomponenten einmal, indem ich
2 1]
zum Ausdruck bringe, daB % = %, das andere Mal, in-
. 0%e; 0%e;
dem ich Jude — Jvow Busetze.

14*
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Die erstere Identitdt liefert

0 0
55 (1) =7 (n,8;)
oder

°1 + E(q,0, — 7,6;) = ea + n, (re, — pey),

woraus wegen p =0, ¢,=0:

] ]
3‘5'—_%') 3%=— Ery.
Aus der anderen Identitit erhalte ich

0
??(908 rey) =— —("102),
0
ﬁ(rel) = ﬁ(’l%‘—l’xﬁs);
0 2
PTACALY, =— 54 (11 8),
oder
+eaq—r(re— 0;) — ea ——r.re, —@
P16+ €5 161 — P16 25 . 76 23 L
2 0 9
r1(28; — 7€;) + 018_:‘ +plqel—'08% =—rreé+ 91’9;.’
2q
—qn &+ L = —p,re — e, ,
woraus
or 0r,

oq op,
70 ou TP 5= TP 7, =N4

Die gefundenen Differentialrelationen sind als spezielle Fille
in den Relationen enthalten, welche Kirchhoff und Darboux
zwischen den Translations- und Rotationskomponenten eines
starren Systems, dessen Bewegung von zwei Parametern ab-
hingt, aufgestellt haben (Kirchhoff, Vorlesungen tiber mathe-
matische Physik, 4. und 5. Vorlesung, Darboux, Théorie générale
des surfaces, I, 49, 66, und Lelieuvre, Nouv. Ann. (4) 4, 309
bis 313).
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166. Die kinematische Grumdgleichung fir den starren
Korper. — Die in Nr. 183 entwickelten Differentialrelationen
spielen sowohl in der Flichentheorie wie in der Mechanik
eine fundamentale Rolle. Ich will von ihnen eine einfache
Anwendung auf die Kinematik des starren Kdrpers machen.
Ich betrachte die Bewegung eines starren Korpers in bezug
auf ein im Raume festes System mit dem Nullpunkt O und
denke mir mit dem Kdrper fest verbunden ein zweites System,
dessen Nullpunkt in den Schwerpunkt S des Kdrpers falle,
und auf dessen Achsen die Einheitsvektoren e, €,, €; liegen
mogen. P sei ein Punkt des Korpers,

P—0=¢, 8—P=r, S— O0=s,

dann ist
d ds dr
e=8—r, _g @t ar
Anderseits kann ich ansetzen
. r=2x6 + ye; + 26,

wo z, y, # Konstante sind und e,, ¢, ¢, von der Zeit ab-
héingen. Aus der Differentialidentitit in I\
Nr. 152 finde ich daher v

ar
Ft— == | ru e X
Demnach folgt
de _ds

at - dt

oder

Hier stellt v= at dxe Greschwindigkeit emes Korperpunktes in

bezug auf das feste System dar, v,= dle Geschwindigkeit

des Korperschwerpunktes bezogen auf das feste System, d. i. die
Translationsgeschwindigkeit, und |ru die Rotationsgeschwindig-
keit, deren Richtung durch die Festsetzung bestimmt ist, daB
das System | e, u, » einem Rechtssystem entspricht (Fig. 32).
Das ist die kinematische Grundgleichung fir die allgemeinsie
Bewegung des starren Korpers.
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157. Die gewihmlichen Wurfgeselze. — Bei dem Wurf im
luftleeren Raum ist die Ursache der Bewegungsinderung die
Erdschwere, deren Wirkung, d. i. die Beschleunigung, durch
den Vektor g gemessen werde. Bezeichnet r die Strecke,
welche von einem festen Punkt nach dem beweglichen Massen-

punkt gezogen ist, so ist diese Beschleunigung gleich %l-;, demnach
]

entsteht die Gleichung ‘;—;=g. Ist die Wirkung, also die

Strecke g, konstant, so folgt durch Integration unmittelbar

a .
=c¢+8t, r=btet+igt

wo b, ¢ willkiirliche konstante Strecken, b die Anfangsgeschwin-
digkeit, ¢ den Anfangswert von r bezeichnen. Die letzte
Gleichung sagt aus, daB die drei Vektoren r — b, ¢ und g
einer und derselben Ebene parallel sind. Die Bewegung ver-
lauft also in einer Ebene und beschreibt eine Parabel.

158. Der Flichensatz bei der Planetenbewegung. — Der
Radiusvektor r, welcher das Zentrum mit dem Planeten ver-
bindet, beschreibe im Zeitelement d¢ die Fliche d¢ und
komme dabei in die neue Lage r +4 dr, dann ist die beschrie-
bene Fliche

2dgp =r dr,
woraus i a
@ r
2——d—t— =T E,
folglich
gd'e _ . &' ar dr
dat® dat? dt dt

Hier sieht man zunichst, daB der zweite Summand auf der
rechten Seite verschwindet, weil das #uBere Produkt zweier
gleicher Vektoren Null ist. Aber auch der erste Summand

muB verschwinden. Der Faktor g; ist die Beschleunigung

des Planeten, also der Gravitation proportional, und diese ist
nach dem Zentrum gerichtet. Da nun der Radiusvektor r das
Zentrum mit dem Planeten verbindet, haben die Faktoren des
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duBeren Produktes r d t’ gleiche Rlchtung, dnher ist dieses
Produkt gleich Null. Folglich ergibt sich 7:7 =0, d h %‘—:ﬁ

gleich einer konstanten Fliche, und das ist das erste Kepler-
sche Gesetz.

. 189. Uber die Zweikirperbewegung. — Zwei Massenpunkte
P, P' bewegen sich frei mit gegebenen Anfangsgeschwindig-
keiten, allein ihrer gegenseitigen Anziehung oder AbstoBung
unterworfen. Ihre Massen seien m, m', und die Kraft, womit
sie aufeinander wirken, werde durch den Vektor k dargestellt.
Alsdann lauten die Lagrangeschen Gleichungen der Bewegung
in vektorieller Form

a*pP a*pP
mam =k  m gy =k
woraus durch Addition
i ST
magm T m gy = 0

und durch Integration
aP apr’
G
folgt, d. h. die Resultante der Momentankriifte bleibt nach

GroBe und Richtung konstant.
Wird noch

=¢

mP +m'P' = (m+m"P,
gesetzt, wo P, den Massenmittelpunkt bedeuntet, so folgt

aPp
(m + m')'ftl =¢,

d. h. der Massenmittelpunkt bewegt sich geradlinig mit konstanter
Geschwindigkeit.

Multipliziere ich weiter die Ausgangsgleichungen mit P
bzw. P' #uBerlich, so wird

m[P%’t—, +m [P"’dt{’] [Pk] — [P'k] = [P—P' K].
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Hier verschwindet die rechte Seite, denn in dem &uBeren Pro-
dukt [P— P' k] fallen die Richtungen der Vektoren P — P’
und k zusammen. Aus der Gleichung

m[PEE]+m [P LT ] =0
folgt dann durch Integration, da .
#l 2% =[P+ G w] - P
m[Pfl—ﬂ+m'[P'dd—1:]=$

oder, wenn F einen beliebigen festen Punkt bedeutet:
apP — a(P' —
w[(® — E) 222 D]+ m[(P'— E) 12 P -y,

d. h. das resultierende Paar der Momentankriifte bleibt wihrend
der Bewegung nach GroBe und Richtung konstant. Dieses
Resultat mit dem oben gewonnenen zusammenfassend, kann
man sagen: Es bleibt wihrend der Bewegung die StoBschraube
nach GroBe und Richtung konstant.

Aus der vorletzten Gleichung lassen sich noch weitere Schliisse
ziehen. Auf der linken Seite steht die Summe zweier gebundener

Vektoren, und zwar bedeutet [P dp] die Tangente der Bahn
im Punkte P und [P’ ] die entsprechende Tangente in P'.

Die Konstante € auf der rechten Seite bedeutet daher eine
allgemeine GroBe zweiter Stufe, eine Schraube.

Jetzt multipliziere ich diese Gleichung einmal mit einem
beliebigen Punkt X, das andere Mal mit einer beliebigen
Ebene §, so folgt

m[Pi—f X]+m [P’—Et— X]-[6X],

m[PLT & +m[P2E 5] - [€5].

Die erste dieser beiden (leichungen stellt eine vektorielle Be-
ziehung zwischen drei Ebenen dar, sagt also aus, daB sich die

ist:
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drei Ebenen in einer Geraden schneiden. Und zwar ergibt sich
der Satz: Legt man durch die Tangenten, welche man in den
beiden Punkten an ihre Bahnen ziehen kann, und einen be-
liebigen festen Punkt Ebenen, so schneiden sich alle diese
Ebenen auf einer festen Ebene, der invariabeln Ebene.

Die zweite Gleichung liefert eine Beziehung zwischen drei
Punkten, besagt also, daB die drei Punkte stets kollinear
liegen. Demnach erhilt man den zweiten Satz: Die Tangenten,
welche man in den beiden Punkten an ihre Bahnen legen
kann, schneiden eine beliebige feste Ebene in zwei Punkten,
deren Verbindungslinie stets durch einen und denselben festen
Punkt geht.

Der erste Satz rtihrt von Poinsot, sein duales Gegenstiick
von Herrn Mehmke (Zeitschr. f. Math. u. Ph. 49, 96) her.

160. Die Eulerschen Differentialgleichungen des kriftefreien
Kreisels. — Unter einem kriiftefreien Kreisel verstehe ich einen
schweren Korper, der in seinem Schwerpunkt O aufgehingt
ist. Erhilt derselbe einen einmaligen Impuls, so ist seine Be-
wegung bekannt, wenn ich weiB, wie sich der Endpunkt des
Impulsvektors, bezogen auf das mit dem Kreisel fest ver-
bundene System, bewegt. Ich kann dann den Vektor i der
Nr.152 als den Impuls des Korpers deuten, der nur von einer
Variablen, der Zeit ¢, abhiingt. Was den Vektor j anbetrifft,
so stellt er den Impuls, bezogen auf das im Raume feste
System, dar. Wenn nun auf den Kérper keine weiteren duBeren
Kriifte einwirken, ist der Impuls im Raume konstant, daher

%tj =0. Demnach flieBt aus der genannten Nummer die
Differentialgleichung
g—; = |iun

als vektorielle Form der Fulerschen Gleichungen des krifiefreien
Kreisels. Dieselbe findet sich bereits in der Kreiseltheorie
von Klein und Sommerfeld mit der Abénderung, daB da-
selbst der Bivektor im Hamiltonschen Sinn wieder als Vektor
aufgefaBt ist. 4
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Die kinematische Bedeutung des Vektors m ergibt sich
aus folgender Uberlegung. Diejenigen Punkte des Kreisels,
welche im Zeitelement d¢ dem Vektor wm angehdren, haben
auf Grund der obigen Gleichung die Geschwindigkeit Null,
alle anderen Punkte bewegen sich mit Geschwindigkeiten, deren
Vektor auf der Ebene des Bivektors im senkrecht steht, d. h.
der Kreisel bewegt sich so, wie wenn er um die Achse m
rotierte. Der Vektor u ist daher als der momentane oder in-
stamtame Drehvektor anzusprechen. Und der Inhalt der obigen
Gleichung lautet: Die resultierende Geschwindigkeit eines Kreisel-
punktes wird durch einen Vektor dargestellt, der auf dem
Dreh- und dem Impulsvektor senkrecht steht und so gerichtet
ist, daB der letztere in den ersteren auf dem kiirzesten Wege
durch eine positive Drehung tibergefiihrt wird, daB also die drei
Vektoren ein ,,Rechtssystem® bilden. Die GroBe der Geschwindig-
keit wird durch den Inhalt des aus Impuls- und Drehvektor ge-
bildeten Parallelogramms, der gleich ¢u sin (i, 0) ist, gemessen.

Um die skalare Form der Eulerschen Gleichungen zu
gewinnen, nenne ich zuniichst, in Anlehnung an die in der
Mechanik tbliche Bezeichnung, L, M, N die Impulskoordi-
naten, bezogen auf das im Kreisel feste System, und p, ¢, r
die Rotationskomponenten in demselben System. Alsdann
ergibt sich aus der obigen Differentialgleichung:

8L oM —qN, o pN—r1, LT ogLpm
Lasse ich nun das mit dem Kreisel verbundene System mit
dem Haupttrigheitskreuz zusammenfallen und benutze die
Relationen, welche alsdann zwischen den Impulskomponenten
und den Komponenten der Rotation bestehen, néimlich

L=Ap, M=Bq, N=Cr,
so erhalte ich die Differentialgleichungen
q a d
AR — (B—O)qr, B3E=(C— 4)rp, C55=(4— B)pq,

und das sind die Eulerschen Gleichungen des kriftefreien
Kreisels in ihrer gewdhnlichen Form.
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Dieselben sagen, rein kinetisch betrachtet, nichts anderes
aus, als daB bei der kriiftefreien Drehung eines starren Korpers
um einen festen Punkt der Impulsvektor im Raume konstant
bleibt.

Der in den Eulerschen Gleichungen auftretende Vektor
|in hat, worauf die Herren Klein und Sommerfeld in
ihrer Kreiseltheorie hingewiesen haben, noch eine kinetische
Bedeutung. Er stellt nimlich den von den Zentrifugalkrifien
herriihrenden umendlich klemen Drehstof dar.

Treten jetzt duBere Kriifte hinzu, so lassen sich diese zu
einer einzigen Drehkraft k mit Bezug auf den festen Punkt
zusammensetzen, so daB aj

7=
wird. Und die Eulerschen Gleichungen nehmen alsdann die
allgemeinere Form an ,,

a—t-liu-}-k.

Sie brinﬁn in vektorieller Form die Tatsache zum Ausdruck,
daB die Anderungsgeschwindigkeit des Impulsvektors im Raume
gleich der von den #uBeren Kriiften herrithrenden Drehkraft ist.

161. Die Impulsgleichungen des starren Korpers. — Auf
die Massenpunkte des starren Korpers mogen die &#uBeren
Kriifte k,, k,, ... wirken und ihnen die Beschleunigungen

7¢’ ao’ - erteilen. Diesen Beschleunigungen entsprechen

die Triigheitskriifte — m, %’ — my %: - - -» welche ebenfalls an
den Massenpunkten angreifen. Nach dem d’Alembertschen
Prinzip miissen die #uBeren Kriifte den Trigheitskriften das
Gleichgewicht halten. Das ist, gemdB dem Prinzip der vir-

tuellen Arbeit, der Fall, wenn die Arbeit, welche die Kriifte

k,—m, ‘%, k;—m, %’; -+ bei jeder kinematisch mdglichen

Bewegung leisten, verschwindet. Es muB also das skalare
Produkt

av
E[kd'— mdj{flﬁ =0
sein. Nun ist nach der kinematischen Grundgleichung in Nr. 156
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Vi=V,+ | ur;,
daher muB
2[(k— m ) %] + 2[(ke— m ) ]

fiir beliebige Werte der Translations- und Rotationsgeschwindig-
keiten verschwinden. Dieser Forderung wird nur dann gentigt,

av;
erstens wenn Z(k;— my 7:—‘) =0 oder

Zk; = dit Zm;v;,
d. h., wenn die Anderungsgeschwindigkeit des Impulsvektors
gleich der resultierenden StoBkraft ist, und zweitens wenn das
#uBere Produkt Z.'I:(ln— m; Z—:‘) n r;] verschwindet. Das
letztere 1Bt sich schreiben in der Form [u 2 (h— m; i—:‘)]
Daher muB XZ|r; (k,-—— my %—:‘)] =0 oder

k] =2Zm [r‘ %‘]

. d ar,
sein. Berticksichtigt man, da8 [r, (| = &[] —[55v]
und daB die Geschwindigkeit 3;3 gleich der Differenz v;— v,
ist, so ergibt sich die zweite Bedingung in der Form

Z[rk] = & 2w mv] +[v, Zmiv)]

Man bezeichnet nun den Vektor Zm;v; als Schiebeimpuls oder
kurz als Impuls und die Ergénzung des Bivektors [r; m,v,]
als Drehimpuls, die Summe beider als Impulsschraube und die
beiden Gleichungen

d
ai P myN; = P kg
% P [l'.' my V;] + [vo P m.-v;] =2 [r‘k;]

als die Impulsgleichungen des starren Kdorpers.
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162. Die Impulsgleichungen des Elektrons. — Die Impuls-
gleichungen des starren Korpers haben in neuester Zeit eine
erweiterte Anwendung auf das Gebiet der Elektrodynamik
gefunden.

Némlich, bei den elektromagnetischen Schwingungen kann
man zwei Gruppen unterscheiden, je nachdem es sich um die
freien oder um die erzwungenen elektromagnetischen Wellen,
also insbesondere die elektrischen Wellen in Driihten handelt.
Die von Maxwell und Hertz geschaffenen Anschanungen haben
nun bei der zweiten Gruppe durch Einfuhrung des Elektrons
eine Modifikation erfahren. (Vgl.0. Lummer, Arch. der Math.
u. Ph. (3) 8, 227—234.)

Das Elektron, das Atom der negativen Elektrizitit, wird
als eine starre Kugel betrachtet, iiber welche die Elektrizitat
gleichformig verteilt ist. Und es wird die Hypothese aufgestellt:
Wie die Materie an den Volumenelementen des starren Kérpers,
so haftet die Elektrizitit an den Volumenelementen des starren
Elektrons. Demnach muB fiir die Bewegungen des Elektrons
die kinematische Grundgleichung des starren Korpers gelten,
wie sie in Nr. 156 aufgestellt worden ist. Indem ich mich der
in der Elektronentheorie fiblichen Schreibweise anschlieBe (vgl.
Abraham, Annalen der Physik (4) 10, 1056—179), schreibe
ich diese Gleichung in der Form:

w=q+ [[uc],

wo der Vektor q die Translationsgeschwindigkeit des Elektrons,
u seine momentane Rotationsachse und r den vom Mittelpunkt
nach einem beliebigen Punkt des Elektrons gezogenen Radius-
vektor bezeichnet.

Um das vom Elektron erregte elektromagnetische Feld zn
beschreiben, bedient man sich seit Hertz zweier Vektoren, des
elektrischen Vektors @ und des magnetischen Vektors §. Aus
ihnen setzt sich in einfacher Weise ein dritter Vektor
zusammen, der Poyntingsche oder Emergie-Vektor &,
welcher durch die Erginzung des Bivektors [@®] dargestellt
wird:
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wo ¢ die Lichtgeschwindigkext bedeutet. Derselbe bestimmt
die Energiewanderung in dem elektromagnetischen Felde: Die
Richtung dieser Energiewanderung steht senkrecht zur elek-
trischen und magnetischen Kraft, in dem Sinne, daB die drei
Vektoren €, @, § ein Rechtssystem bilden; und die Energie-
menge, welche durch jede Flicheneinheit einer zur Wanderungs-
richtung senkrecht gelegten Ebene in einer Sekunde geht, ist
gleich dem Flécheninhalt des Parallelogramms mit den Seiten

€ und §, multipliziert mit dem Faktor .

Definiere ich endlich mit Abraham das iiber den un-
endlichen Raum erstreckte Integral

G=%,fffe do

als den Impuls des Elektrons,

- },fff[:@]dv

als den Drehimpuls, bezogen auf den Mittelpunkt des Klek-
trons, und setzt sich die #uBere StoBschraube aus der
Schiebekraft & und der Drehkraft @ zusammen, so liefern die
dynamischen Grundgleichungen der vorstehenden Nummer die
Impulsgleichungen des Elektrons:

®_g

iR | [46] = 6.

Formal stimmen also die Bewegungsglelchungen des Elektrons
durchaus mit denjenigen eines starren Korpers in einer idealen
Flissigkeit iiberein.

Dennoch ist das elektrodynamische Problem weit kom-
plizierter als dasjenige der Mechanik. Wihrend néimlich hier
die Komponenten von Impuls und Drehimpuls mit der je-
weiligen Translations- bzw. Rotationsgeschwindigkeit linear
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zusammenhiingen, sind der elektromagnetische Impuls und
Drehimpuls durchaus keine linearen Funktionen der momentanen
Geschwindigkeit. Vielmehr, da sie durch Integrale iber das
ganze Feld definiert sind, hiingen sie von der Bewegung ab,
die das Elektron von Anbeginn an bis zum gegenwartigen
Zeitpunkt ausgefithrt hat. Nur in dem speziellen Fall der
quasistationiren Bewegung, wie bei langsamen Kathodenstrahlen,
nehmen die in Rede stehenden Relationen lineare Form an.

163. Polare und axiale Velktoren und Bivektoren. — Ich
nehme den in der vorigen Nummer gemachten Exkurs in die
Elektrizititslehre zum AnlaB, um von einem Einteilungsprinzip
bei den Vektoren zu sprechen, welches Maxwell in die
physikalische Richtung der Vektoranalysis eingefihrt hat, und
welches mit der Unterscheidung zwischen Vektor und Bivektor
in der GraBmannschen Richtung der Vektoranalysis eng zu-
sammenhingt. Maxwell unterscheidet niimlich zwischen trans-
latorischen und rotatorischen oder wie man neumerdings, nach
W.Voigt, sagt, zwischen polaren und axialen Vektoren. Auf
diesen Unterschied kommt man, wenn man — was bisher
allerdings nicht geschehen ist — Inversionen des Koordinaten-
systems in Betracht zieht.

Geht man vom Vektor als Differenz zweier Punkte aus
und fihrt den Bivektor als #uBeres Produkt zweier solcher
Vektoren ein, so kann man nach der Veriinderung fragen,
welche Vektor und Bivektor erleiden, wenn das Rechtssystem
durch das Linkssystem ersetzt wird. Es zeigt sich, daB der
Vektor bei Inversion das Vorzeichen wechselt, wihrend der
Bivektor und folglich auch seine Erginzung das Vorzeichen
bewahren. Der Vektor a, definiert als Differenz zweier Punkte,
hat polaren Charakter, seine Ergiinzung liefert einen polaren
Bivektor; der Bivektor [be¢], definiert als #uBeres Produkt
zweier solcher Vektoren, hat awialen Charakter, und seine
Ergiinzung |{b ¢] liefert einen axialen Vektor. Daraus folgt,
daB das #uBere Produkt aus einem polaren und einem axialen
Vektor, [a | be], zu einem polaren Bivektor und seine Er-
ginzung zu einem polaren Vektor fithrt, daB dagegen das iuBere
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Produkt aus zwei axialen Vektoren, [[ad|be]=|[ad be],
einen axialen Bivektor und seine Erga.nznng einen axialen
Vektor liefert. Will ich also iiber die Natur eines geometrischen
oder dynamischen oder physikalischen Vektors etwas aussagen,
80 habe ich seine Entstehung bzw. seine Definition zu beachten.

In diesem Sinne ist der gebundene Vektor als Verbindung
zweier Punkte polar, als Schnitt zweier Ebenen axial. Kraft
bzw. Kriiftepaar der Statik und entsprechend Schiebung bzw.
Drehung der Kinematik besitzen polaren bzw. axialen Charakter;
da in der Elektrizititslehre der elektrische Vektor als polarer,
der magnetische Vektor als axialer Vektor angesprochen wird,
so ist der Poyntingsche Vektor polarer Natur.



Achtzehntes Kapitel

Differentialoperator und Tensor mit Anwendungen
auf die Mechanik des deformierbaren Korpers.

164. Definition von Cwrl, Divergenz und Gradient. — Fiir
die mathematische Physik sind eine Reihe von Differentialformen
von besonderer Wichtigkeit, die sich aus einem Vektor oder
Skalar durch #uBere oder innere Multiplikation mit einem
vektoriellen oder skalaren Differentialoperator herleiten lassen.

Ich will zuniichst die beiden wichtigsten Vektoren
definieren, welche aus einem Vektor entspringen, wenn der-
selbe duBerlich oder innerlich mit einem vekforiellen Differential-
operator multipliziert wird.

Der Feldvektor

8=0,6,+ 0,6, + a,6,

sei eine Funktion der Variabeln z, y, 2, dann folgt

0

et et e
0 3

9% Ta‘-el+aye,+-a—ea
oa

25 e1 + 0, + a z ©s.
Multipliziere ich diese Glelchnngen nacheinander duperlich mit
e, bzw. ,, €, so ergibt sich durch Addition

oa,

\elg%-}-e‘g_;"l-e”aaz (T _3—_)|61+(3z a;‘s)leg
+(3a, ay)les,

und das ist ein Bivektor, dessen Erginzung nach Maxwell
als Curl des Vektors a bezeichnet wird: .
da, Oa, da, Oa da, Oa,
gurla=(w— ) 1+(a; —3;3) e,,+(%—7§) e;.
Jahnke, Vorlesungen tiber die Vektorenrechnung. 15
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Die Curloperation liBt sich als die Erginzung einer #uBeren
Multiplikation des Vektors & mit dem von Hamilton ein-
gefihrten vektoriellen Operator (sprich nabla)

0 0 0
V=01%+e,5§+esﬁ
auffassen, also
curl a = |[Va].

Nehme ich statt des einfachen Vektors a den Bivektor |a, so
tritt an die Stelle des Nabla-Operators seine Erginzung und
es wird, wegen |[|V|a] =[Va]

curl |8 =[Va] = curl a,

d. h. der Curl zu der Ergiinzung eines Vektors ist gleich der
Erginzung zu dem Curl des Vektors.

Multipliziere ich andrerseits die Gleichungen des obigen
Gleichungstripels nacheinander innerlich mit e, bzw. e,, ;, so
erhalte ich nach Addition

ell3m+e’| +e3laz +T+T’
und das ist ein Skalar, der nach W. K. Clifford die Divergenz
des Vektors a genannt wird, also
diva = %— +9 Py +
Die Divergenzoperation 148t sich als eine mnére Multiplikation
des Vektors a mit dem wvekforiellen Operator V auffassen:
diva =[V|a].

Nehme ich statt des Vektors a seine Erginzung, so ist der
Nabla-Operator wieder durch seine Ergiinzung zu ersetzen, und

es wird
div|a = [|V||a] = | [V |a] = diva,

d. h. die Divergenz zu der Erginzung eines Vektors ist gleich
der Divergenz des Vektors selber.

Wihrend also die Divergenzoperation den Vektor und
Bivektor in Skalare verwandelt, 148t die Curloperation aus
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dem Vektor und dem Bivektor wieder einen Vektor bzw. Bi-
vektor entspringen. Und zwar ist der Curl eines polaren
(axialen) Vektors bzw. Bivektors offenbar axial (polar). Der
Nabla-Operator ist stets polar.

Aus der Reihe anderer Differentialformen, die in der
mathematischen Physik Verwendung finden, begntige ich mich,
noch eine herauszugreifen.

Multipliziere ich den vektoriellen Operator V mit einem
Skalar a, so erhalte ich

da oa Jda
V“-ﬁeri'g;%’*“a; ©;,

und das ist ein Vektor, der, negativ genommen, als Gradient
oder Gefiille des Skalars a bezeichnet wird, also

grad a = — Va.

" Hierdurch wird jedem Skalarfeld ein Vektorfeld zugeordnet.

Das Quadrat des numerischen Wertes dieses Vektors wird
durch die Summe (ST:)"" (g;-)’ + (%%)’ angegeben, welche be-
kanntlich nichts anderes als der Lam ésche Differentialparameter
erster Ordnung ist.

165. Deutung des Curls in der Kinematik des starren
Korpers. — Ich gehe aus von der kinematischen Grund-
gleichung des starren Korpers in Nr. 156:

V=Y,+ |ur

und erinnere daran, daB der Translationsvektor v, und der
Drehvektor u fiir alle Punkte des Kérpers konstant sind: Nehme
ich jetzt auf beiden Seiten den Curl, so erhalte ich wegen

curl v,= 0:
0 curl v = curl |ur.

Um die rechte Seite auszuwerten; setze ich an

50 daB T =26+ Y&+ 20, U=pe + g€, + re,,

|ur = (2q — yr) &, + (xr — 2p) & + (yp — zq) &
wird; demnach
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curl |ur = (B(ypa ; zq) _ d(@r— sp)) 04
=2pe,+ 2q 6+ 2r ¢;=2u,

d.h. der halbe Curl der Weggeschwindigkeit des starren Kérpers

ist nichts anderes als seine Drehgeschwindigkeit.

166. Dewtung des Curls in der Kinematik des deformier-
baren Korpers. — Beschrinke ich die Betrachtung auf un-
endlich kleine Forménderungen, dann kann ich die Zustands-
anderung eines elastischen Korpers als eine Superposition von
Translation, Rotation und Dilatation auffassen. Fithre ich
nun den Verschiebungsvektor we, + ve, + we, ein, so haben
insbesondere die Komponenten der unendlich kleinen Rotation

emes Vol;:nelementes die Werte - (aw B0 ) 2 (gl - g_‘f )

3 (g}% ay)’ und diese sind, doppelt genommen, mchts anderes

als die Komponenten des Curls von w, so daB ich sagen kann:
der halbe Curl des Verschiebungsvektors eines deformierbaren
Korpers gibt seine Drehgeschwindigkeit.

Deute ich den Vektor ue, + ve, + we, als den Geschwindig-
keitsvektor einer Flissigkeitsstromung, so liefert der halbe
Curl desselben ein MaB fiir die Wirbel- oder Quirlintensitat.

Dies ist der Grund, weshalb Maxwell das eine Mal die
Bezeichnung rot a (sprich rotation a), das andere Mal curl a
in Vorschlag gebracht hat.

167. Das quellenfreic und das wirbelfreic Feld. — Ver-
schwindet der Curl eines Feldvektors a, so miissen seine Kom-
ponenten die Bedingungen erfiillen:

Jay 3a,=0 da, 6a,=0 da, —O
Dy~ s ' Pz oz ? 3.1: T

alsdann lassen sich die Komponenten a,, a,, a, als Ableitungen
einer und derselben Funktion ¢, der skalaren Potentialfunktion,
auffassen. Ein Vektorfeld, das ein skalares Potential besltzt,
heiBt potentiell oder mrbelfrez
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Verschwindet die Divergenz eines Feldvektors a, so lassen
sich seine Komponenten auf die Form bringen

o9 09 o9 0 o9, o
4=y "0’ BT 0z’ BT oz oy’

WO

P =@, 6+ @36, @ &

das Vektorpotential des Vektorfeldes bedeutet. Man nennt
ein solches Feld solenoidal oder gquellenfrei.
Endlich, verschwindet der Gradient eines Skalars a, so ist

da Jda da
ﬁ_or b?"oy 3;=0’

und man sagt, das Skalarfeld sei ohne Gefille.
L&Bt sich nun ein Vektorfeld a als Gradient eines Skalars ¢

ansehen,
a = grad g,
so ist das Vektorfeld wirbelfrei, denn bilde ich
curl & = curl grad o,

so erhalte ich

curla——curl( 01+ e,+—a——a,) (33?;5 92._33,)"1’*‘

d. h. curl & verschwindet in diesem Fall, also
curl grad ¢ = 0.
Nehme ich noch die Divergenz dieges Feldvektors, so wird
div grad ¢ = — Ay,
wo A den wohlbekannten La.meschen Differentialparameter
zweiter Ordnung -|- —a— + —9— % bedeutet.

Dagegen, laBt smh ein Vektorfeld a als Curl eines anderen

darstellen
’ a = curl @,

so ist dasselbe quellenfrei, denn bilde ich diva = div curl ¢,
so erhalte ich
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dln=dw((‘l%_3_&) 1+(a¢, a"’)e,+(%’é’-—%)e,)

=aq’s __3’97, + O, _ 0, +a¢: _a'%
dyox~ Osox ' 0sdy Oxdy ' 0xds dy 0z

d. h. div a verschwindet in diesem Fall, also
. div curl ¢ = 0.

168. Ubungen. — 1) Zu beweisen, daB
divr=3, curl v = 0,
div (ma) = m div & — [a | grad m],
div [ab] = [b| curl a] — [a] curl b],
curl(ma)=m curl 8 — |[grad m a].

2) Der GauBsche Satz spricht die Transformation eines
Raumintegrals in ein Oberflichenintegral aus. In der Sprache
der gewdhnlichen Analysis lautet er:

J (G 120 1.2 a0 — — (@, cos (v, 2) + & c08 (m,9)
+ ay cos (n, 2)) ds,

wo dv ein Element des begrenzten Raumes v, ds ein Element
seiner Oberfliche und # die nach innen gerichtete Normale
dieser Oberfliche bedeuten. Fasse ich hier a,, ay, a; als die
Komponenten des Vektors & auf, dessen nach der Richtung n
gemessene Komponente &, genannt werde, dann nimmt der
Satz die einfache Gestalt an

fdiv 6dv=—f@,,ds.

3) Bezeichnen X, Y, Z; L, M, N die Komponenten des
vom Elektron erregten elektrischen bzw. magnetischen Feldes,
v, by, by die Geschwindigkeitskomponenten fiir die Punkte
des Elektrons, dann lauten die Lorentzschen Feldgleichungen
in Koordinatenform wie folgt
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10X _ON _ M _4=e _19L _9Z Y
T T Iy T W o v 9t oy 05
10Y _3L _ 0N _ 4me, _ 1M _9X 3z
T 0 s T e W c ot — 05 O
102 _9M 9L _4me, _ 19N _0Y_ 93X
cot T x Ty e W ¢ ot oz 0y’
X , 0Y , 02 oL | 9M | ON _
7z T oy T3 — 4% et oyt =0

wo ¢ die riumliche Dichte der Elektrizitit bedeutet. In der
Vektorsprache ziehen sich diese Gleichungen zusammen zu der
Form:

10@ 4 10
?W=curl§—-—:—‘3h, —?a—?—curlﬁ,
div@ = 4=xp, . div = 0.

Fir den freien Ather sowie fir Dielektrika ist ¢ = O zu setzen.
In diesem Falle, wo sich also in dem betrachteten Raum keine
elektrischen Ladungen vorfinden, ist das elektromagmetische
Vektorfeld quellenfrei; und die Gleichungen nehmen die Max-
well-Hertzsche Form an.

4) Die Bewegungsgleichungen elastischer Korper haben
die klassische Form

dv, 0X, 08X, 0X,
e T PR Thr T

y 2% oy, 27,
bge =0t =%z "y — 9’
02, 02, oz,

T RN T T

wo X, Y, Z die Komponenten der auf ein Volumenelement des
Korpers wirkenden #uBeren Kraft, bezogen auf die Masseneinheit,
X., X,, X,, Y,... die Komponenten der Drucke, welche
auf die Flichenelemente eines Volumenelementes ausgeiibt
werden, bezogen auf die Flicheneinheit, und g die Dichtigkeit
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dieses Elementes bezeichnen. Um diese Gleichungen vektoriell
zu kondensieren, multipliziere ich sie mit e,, e, e, und fithre
den Geschwindigkeitsvektor

b=1 6+ 08 + 1,8,
den Vektor der #uBeren Kraft, bezogen auf die Masseneinheit,

$=Xe, + Yo, + Ze,

und die Vektoren der resultierenden Spannungen, bezogen auf
die Flicheneinheit,

B=X.0,+ Y0, + Z: ¢,

B.=X,e,+ Y,6,+ Z, ¢,

B,=X.e,+ Yo+ Z, e

ein, dann zieht sich das Gleichungssystem in die eine Gleichung

zusammen:
as_ o W 0%, 0%,
bagg=u dz ~ Oy 03
welche zum unmittelbaren Ausdruck bringt, daB an jeder
Stelle des Korpers fiir ein Volumenelement mit den Kanten
e,, ¢, 6, die Summe simtlicher einwirkenden Kriifte ver-

schwinden muB (vgl. V. Fischer, Journ. f. d. reine u. angew.
Math. 126, 233 —239). '

169. Algebraische Multiplikation. — Die bisherigen Ent-
wickelungen stehen im Zeichen der #uBeren und inneren
Multiplikation, und diese beiden Produktarten gentigen, um
die Bewegung des starren Korpers zu beherrschen. Die
Mechanik der deformierbaren Korper verlangt die Einfhrung
einer dritten Multiplikationsart, und das ist die algebraische
Multiplikation extensiver Gropen.

Zwei extensive Grofen heifen algebraisch multipliziert,
wenm fiir die Finheiten, aus denen sie abgeleitet sind, das
kommutative Gesets

e; 0,, = e,, e;

fiir beliebige Werte der Indiges bestehi.
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Ich will zum Schlusse meiner Vorlesungen noch hierauf
kurz eingehen, beschrinke aber die Betrachtung auf die
algebraische Multiplikation freier Vektoren.

Ich bezeichne das algebraische Produkt der beiden Vektoren
a, b durch a-b, also unter Zuhilfenahme eines zwischen a und b
gesetzten Punktes, so daB nunmehr zwischen dem &uBeren
Produkt [ab]=ab, dem inneren Produkt [a|b]=1a|b und
dem algebraischen Produkt a-b zu unterscheiden ist.

Nehme ich jetzt die beiden Vektoren in der Darstellung

8=a,6 + ;6,4 a,
b =b, e + b; €+ by,
so folgt durch algebraische Multiplikation

8b=a,b 6’4 a;b; &'+ ayby e’ + (a; 05+ ayb,) €;- ¢,
+ (a3 by + a, by) €5- €, + (a, by + 3y b,) €, €y,
und hier sind die Produkte der Einheiten e, e,, €,, nimlich
e e’ e 2 e-¢e, 2 o e, 2 e.-6,

als sechs neue, linear voneinander unabhiingige Einheiten auf-
zufassen. Demnach hingt das algebraische Produkt zweier
freier Vektoren von sechs Koordinaten ab, ebenso wie das
duBere Produkt zweier Punkte oder der gebundenme Vektor.
Wihrend aber zwischen den sechs Koordinaten des letzteren
die bekannte Linienkoordinatenidentitit besteht, sind die sechs
Koordinaten des algebraischen Produktes voneinander un-
abhiingig.

170. Tensor. — Ich nenne das Produkt a-b nach dem
Vorgange von J. W. Gibbs und W. Voigt einen Zensor!) und
die skalaren GroBen

yby; a3by, a3by, 3 (G305 + ady), +(asdy+ ayby), §(asd, +a2b1)
die Tensorkoordinaten oder Tensorkomponenten.

1) Der Name ,,Tensor* wird von Hamilton in abweichender Be-
deutung gebraucht, n#imlich um die Linge des Vektors & zu bezeichnen.

Statt dessen habe ich von dem ,numerischen Wert* oder auch Betrag
des Vektors a gesprochen.

Jahnke, Vorlesungen fiber die Vektorenrechnung. 15*
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Der Tensor liBt sich als ein Vektor im Raume von sechs
Dimensionen auffassen. Will ich diese Auffassung auch in der
Schreibweise zum Ausdruck bringen, dann kann ich das System
der Einheiten % e e, 2 e;-¢;, 2 ¢;-0,, 2 ¢,-0, durch
&, &, &, &, &, & ersetzen und diese Einheiten analogen
Bedingungen unterwerfen, wie sie von den Einheiten im R
erfiilllt werden:

[&]&]=1 [a&]=0 G k=01,..8 i2k.

Der Tensor hat dann die folgende Darstellung

a,b & + 0, b, 8+ ay by &

+ 3 (a3 b5+ asbp) &, + 3 (a5 by + a1 b5) &+ 5 (3,55 + a b,) &
171. Deutung des Tensors in der Kinematik der Kontinua. —
Ich betrachte die Zustandsinderung eines elastischen Korpers
im Zeitelement. Da die Bewegung des Korpers als eines
starren keine elastischen Kriifte hervorruft, will ich von der
Translation und Rotation absehen und mich auf die homogene
Deformation beschrinken. Diese ist durch sechs, voneinander
unabhiingige GroBen, die Dehnungen und Gleitungen, be-
stimmt, welche unter der Voraussetzung, daB die Forminderung

und Rotation unendlich klein sei, die Werte annehmen

" =3u — = 8v+_1£
%’ Ys 2y bz 8y’

0v w
W=ay’ =T =gp t o

ow ou v
5= W=Y:=3yt 5z

Ich kann daher den Tensor als die homogene Deformation des
elastischen Korpers deuten. Und in dem Fall, wo die
Dehnungen und Gleitungen obige Werte annehmen, li8t
sich der Tensor als algebraisches Produkt des Verschiebungs-
vektors und des Nabla-Operators:

0 [ U
%01-"'8—3/03"'??03' ue; 4 ve; 4 wey

auffassen. Und umgekehrt stellt jedes solches algebraisches
Produkt den Deformationstensor bei einer unendlich kleinen
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Formiinderung des elastischen Korpers dar, die mit einer un-
endlich kleinen Rotation verbunden ist (vgl. W. Voigt, Gottinger
Nachrichten 1904, 495 —513).

172. Die lineare Vektorfunktion. — Tensoren treten nicht
bloB in der Elastizititslehre auf, sie spielen tberall da in
der mathematischen Physik eine Rolle, wo lineare Beziehungen
zwischen Vektorfeldern, d. h. lineare Vektorfunktionen auftreten.

Der Vektor b = b, e, + b,6, + bye, heiBt eine lineare
Vektorfunktion des Vektors & = a,e, + a5 €, + az@,, Wenn
zwischen ihren Komponenten lineare Beziehungen bestehen

d
er Form by = by, a, + byy a, + bygay,
by = by; @, + by ay + byg ay,
by = by; a; + bgg a3 + byg ay.

Ist nun b;; = by, so 1Bt sich das Koeffizientensystem der
linearen Vektorfunktion als Komponenten eines Tensors ansehen.
Und ganz allgemein gilt der Stokessche Satz, den ich mich be-
gntige hier anzufiihren, daB sich jede lineare Vektorfunktion
als Summe eines Tensors und eines Vektors darstellen 1aBt.
Um auch auf eine Verwendung von Tensor und linearer
Vektorfunktion im Gebiete der Elektrizititslehre hinzuweisen,
sei bemerkt, daB, wie Abraham gefunden, die Beziehung
zwischen Kraft und Beschleunigung in der Dynamik des
Elektrons durch eine lineare Vektorfunktion dargestellt werden
kann, sowie daB die elektromagnetische Masse, das Koeffizienten-
system dieser linearen Vektorfunktion, ein Tensor von rota-
torischer Symmetrie ist, dessen Symmetrieachse ,durch die
Bewegungsrichtung des Elektrons bestimmt ist.



