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VORLESUNGEN

UBER DIE

THEORIE DER WARMESTRAHLUNG



VI Vorwort

Vergleichung und Kontrollierung niéherer Einzelheiten am SchluB
des Buches zusammengestelit.

Es liegt mir aber daran, auch an dieser Stelle noch be-
sonders hervorzuheben, was sich im letzten Paragraphen des
Buches nither ausgefithrt findet, daB die hier entwickelte Theorie
keineswegs den Anspruch erhebt, als vollkommen abgeschlossen
zu gelten, wenn sie auch, wie ich glaube, einen gangbaren Weg
erdffnet, um die Vorginge der Energiestrahlung von dem nim-
lichen Gesichtspunkt aus zu iberblicken wie die der Molekular-
bewegungen.

Miinchen, Ostern 1906.

Der Verfasser.
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Erster Abschnitt,

Grundtatsachen und Definitionen.

Erstes Kapitel. Aligemeines.

§ 1. Warme kann sich in einem ruhenden Medium auf
zwei ghnzlich verschiedene Arten fortpflanzen: durch Leitung
und durch Strahlung. Die Warmeleitung ist bedingt durch
die Temperatur des Mediums, in welchem sie stattfindet, speziell
durch die Ungleichm#Bigkeit der riumlichen Temperaturverteilung,
welche gemessen wird durch die GrdBe des Temperaturgefilles
oder Temperaturgradienten. In Gebieten, wo die Temperatur
des Mediums sich nicht mit dem Orte #ndert, verschwindet jede
Spur von Wirmeleitung. _

. Die Warmestrahlung dagegen ist an sich ginzlich un-
abhiingig von der Temperatur des Mediums, durch welches sie
hindurchgeht. So kann man durch eine Sammellinse von Eis
hindurch, die sich anf der konstanten Temperatur von 0° C.
befindet, Sonnenstrahlen in einen Brennpunkt konzentrieren und
zur Entziindung eines leicht brennbaren Kdrpers benutzen. Im
allgemeinen ist die Warmestrahlung ein viel komplizierterer Vor-
gang als die Warmeleitung, weil der Strahlungszustand in einem
bestimmten Augenblicke an einer bestimmten Stelle des Mediums
sich nicht, wie der Wirmeleitungsstrom, durch einen einzigen
Vektor, d. h. durch eine einzige gerichtete GriBe, charakterisieren
118t. Vielmehr sind die Wiarmestrahlen, welche in einem be-
stimmten Augenblicke das Medium an einem bestimmten Punkte
durchkreuzen, von vornherein ginzlich unabhiingig voneinander,
und man darf den Strahlungszustand nicht eher als vollkommen
bekannt ansehen, als bis die Intensitit der Strahlung nach jeder
einzelnen der unendlich vielen von einem Punkte ausgehenden
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4 Grundiatsachen und Definitionen

zwar eine sehr wesentliche Beschriinkung der Aligemeinheit der
zu betrachtenden Strahlungsvorgiinge gelegen ist.

Eine ganz #hnliche und ebenso wesentliche Beschriinkung
der Allgemeinheit macht man #ibrigens, wie gleich hier bemerkt
sein mdge, in der kinetischen Gastheorie, wenn man die in
einem chemisch einfachen Gase stattfindenden Bewegungen ein-
teilt in sichtbare, grobe, molare, und in unsichtbare, feine,
molekulare. Denn da die Geschwindigkeit einer einzelnen Molekel
eine durchaus einheitliche GroBe ist, so kann diese Einteilung
nur unter der Voraussetzung durchgefihrt werden, daB die
Geschwindigkeitskomponenten der in hinreichend kleinen Volumina
enthaltenen Molekeln gewisse, von der GroBe der Volumina
unabhiingige Mittelwerthe besitzen, was im allgemeinen keines-
wegs der Fall zu sein braucht. Wenn ein derartiger Mittelwert,
einschlieBlich des Wertes Null, nicht existiert, so kann man
gar nicht zwischen der sichtbaren und der Wirmebewegung des
Gases unterscheiden.

Wenn wir uns nun der Frage zuwenden, nach welchen
Gresetzen sich die Strahlungsvorginge in irgend einem Korper-
gystem, das wir stets als ruhend annehmen wollen, abspielen,
80 konnen wir das Problem von zwei verschiedenen Seiten an-
greifen: wir kénnen nidmlich entweder eine bestimmte Stelle im
Raume ins Auge fassen und nach den verschiedenen Strahlen
fragen, welche im Laufe der Zeit diese Stelle durchkreuzen,
oder wir kdnnen einen bestimmten Strahl ins Auge fassen und
nach seiner (eschichte fragen, d. h. nach seiner Entstehung,
seiner Fortpflanzung und seiner Vernichtung. Fir die folgende
Darstellung wird es bequemer sein, die letztere Behandlungsart
voranzustellen und zunichst der Reihe nach die drei genannten
Vorgiinge einzeln zu betrachten.

§ 4. Emission. Der Akt der Entstehung eines Warme-
strahles wird allgemein als ,Emission* bezeichnet. Nach dem
Prinzip der Erhaltung der Energie erfolgt die Emission stets
auf Kosten von anderweitiger Energie (Kérperwirme, chemische
Energie, elektrische Energie) und daraus geht hervor, daB nur
substanzielle Partikel Wirmestrahlen emittieren kdnnen, nicht
aber geometrische Raume oder Flichen. Man spricht zwar
haufig in abkirzendem Sinne davon, daB die Oberfliche eines
Korpers Wirme nach auBen strahlt, aber diese Ausdrucksweise



















10 Grundtatsachen und Definstionen

Fortpflanzung der Strahlung gar nicht mehr die Rede ist. Fir
andere Werte von ¥ kann § wieder so klein werden, daB die
Zerstreuung ginzlich vernachlissigt werden kann. Wir werden
der Allgemeinheit halber g als mittelgroB annehmen. In den
wichtigsten Fillen nimmt # mit wachsendem » zu, und zwar
ziemlich stark, d. h. die Zerstreuung ist fiir Strahlen von kiirzerer
Wellenliinge betrichtlich groBer.! Daher auch die blaue Farbe
des diffusen Himmelslichts.

Die zerstreute Strahlungsenergie pflanzt sich von der Zer-
streuungsstelle ebenso wie die emittierte Strahlung von der
Emissionsstelle nach allen Seiten des Raumes, vorwiirts, seit-
wirts und rlickwirts, fort, doch nicht nach allen Richtungen mit
gleicher Intensitdt. Auch ist sie nicht unpolarisiert, sondern es
zeigen sich gewisse Vorzugsrichtungen, wobei natiirlich die Rich-
tung des ursprilnglichen Strahles eine Rolle spielt. Doch
brauchen wir diese Fragen hier nicht weiter zu verfolgen.

§ 9. Wahrend das Phinomen der Zerstreuung eine stetig
wirkende Modifikation der fortschreitenden Strahlung im Innern
des Mediums bedeutet, tritt eine plotzliche Anderung sowohl
der Intensitit als auch der Richtung eines Strahles ein, wenn
er an die Grenze des Mediums gelangt und dort auf die Ober-
fliche eines anderen Mediums trifft, dessen Substanz wir eben-
falls als homogen und isotrop voraussetzen wollen. In diesem
Falle wird im allgemeinen ein merklicher Teil des Strahles re-
flektiert, der andere Teil durchgelassen. Reflexion und Brechung
erfolgen entweder ,reguliar®, indem ein einziger reflektierter und
ein einziger gebrochener Strahl auftritt, gem#B dem einfachen
Reflexionsgesetz und dem Snerrriusschen Brechungsgesetz, oder
sie erfolgen ,diffus¥, indem die Strahlung von der Oberfliche
sich nach verschiedenen Richtungen mit verschiedener Intensitit
in beide Medien hinein ausbreitet. Im ersten Falle nennen wir
die Oberfliche des zweiten Mediums ,glatt, im zweiten Falle
»raubh®. Von der diffusen Reflexion, die an einer rauhen Fliche
eintritt, wohl zu unterscheiden ist die Reflexion eines Strahles an
der glatten Oberfiiche eines tritben Mediums. In beiden Fillen
gelangt ein Teil des einfallenden Strahles als diffuse Strahlung
in das erste Medium zurfick. Aber im ersten Falle findet die

' Lord Ravirion, Phil. Mag. 47, p. 879, 1899.






12 Grundlatsachen und Definstionen

der Oberfliche wieder austreten kdnnen. Je kriiftiger der Korper
absorbiert, um so geringer darf seine Dicke sein; Koérper mit
verschwindend kleinem Absorptionsvermogen miissen dagegen un-
endlich dick angenommen werden, damit sie als schwarz gelten
kdnnen. Endlich drittens muB der schwarze Korper einen
verschwindend kleinen Zerstreuungskoeffizienten (§ 8) besitzen.
Denn sonst wiirden die von ihm aufgenommenen Strahlen in
seinem Innern teilweise zerstreut werden und wieder durch die
Oberfliche hinausgelangen.!

§ 11. Alle in den beiden vorigen Paragraphen genannten
Unterseheidungen und Definitionen beziehen sich zunichst immer
nur auf Strahlen einer bestimmten Farbe. Eine Fliche z. B,
die fir eine gewisse Strahlengattung rauh ist, kann fiir eine
andere Strahlengattung als glatt betrachtet werden. Im all-
gemeinen verliert eine Fliche fiur Strahlen von wachsender
Wellenlinge immer mehr von ihrer Rauhigkeit, wie leicht zu
verstehen. Da nun glatte nichtreflektierende Flichen nicht
existieren (§ 10), so zeigen alle herstellbaren nahezu schwarzen
Flichen (Lampenru8, Platinmoor) fiir Strahlen hinreichend groBer
Wellenlinge merkliche Reflexion.

§ 12. Absorption. Die Vernichtung eines Wirmestrahles
erfolgt durch den Akt der ,,Absorption“. Nach dem Prinzip
der Erhaltung der Energie wird dabei die Energie der Wirme-
strahlung in anderweitige Energie (Korperwirme, chemische
Energie) verwandelt, und daraus folgt, daB nur substanzielle
Partikel Wirmestrahlen absorbieren kdnnen, nicht aber Flichen-
elemente, wenn man auch manchmal der Kiirze halber von
absorbierenden Oberflichen spricht. Da wir uns schon oben
(§ 7) ausdriicklich auf solche Substanzen beschrinkt haben, deren
Zustand nur von der Temperatur abhiingt, so kommt die
absorbierte Strahlungsenergie hier lediglich der Koérperwirme
zugute, dient also zur Temperaturerhdhung der Substanz, ent-
sprechend ihrer spezifischen Wirme und ihrer Dichtigkeit.

. Der Vorgang der Absorption #uBert sich darin, daB jeder
in dem betrachteten Medium fortschreitende Warmestrahl auf

! Vgl. hiertiber namentlich A. Scmuster, Astrophysical Journal,
21, p. 1, 1905, welcher besonders darauf hingewiesen hat, daB eine un-
endlich dicke Gasschicht mit schwarzer Oberfliche noch keineswegs. ein
schwarzer K3rper zu sein braucht.












§ 16. Wenn man von der Strahlung in einer bestimmten
Richtang (&, ¢) spricht, so ist dabei doch immer zu bedenken,
daB eine endliche Energiestrahlung stets nur innerhalb eines
Kegels von endlicher Offnung stattfindet Es gibt keine end-
Liche Licht- und Warmestrahlung, die sich in einer einzigen
ganz bestimmten Richtung fortpflanzt, oder, was dasselbe ist:
es gibt in der Natar kein absolut paralleles Licht, keine absolut
ebenen Lichtwellen. Aus einem sogenannten parallelen Strahlen-
biindel ist eine endliche Strahlungsenergie nur dann zu gewinnen,
wenn die Strahlen oder die Wellennormalen des Biindels inner-
halb eines endlichen, wenn auch unter Umstinden sehr schmalen
Kegels divergieren.

§ 17. Die spezifische Intensitit K der Energiestrahlung
nach jeder Richtung zerfallt weiter in die Intensititen der ein-
zelnen, den verschiedenen Gebieten des Spektrums angehdrigen
Strahlen, die sich unabhéngig voneinander fortpflanzen. Hierfar
ist maBgebend die Strahlungsintensitit innerhalb eines Inter-
valls von Schwingungszahlen, etwa von » bis »’. Ist das Inter-
vall ' — » hinreichend klein, gleich dv, so ist die Strahlungs-
intensitat innerhalb des Intervalls proportional dv; die Strahlung
heift dann homogen oder monochromatisch.

Endlich ist bei einem Strahl von bestimmter Richtung,
Intensitit und Farbe noch die Art der Polarisation charakte-
ristisch. Zerlegt man einen in bestimmter Richtung fortschrei-
tenden Strahl von bestimmter Schwingungszahl » und beliebigem
Polarisationszustand in zwei geradlinig polarisierte Komponenten,
deren Polarisationsebenen senkrecht aufeinander stehen, im
tibrigen aber beliebig sind, so ist die Summe der Intensititen
der beiden Komponenten stets gleich der Intensitit des ganzen
Strahles, unabhiingig von der Orientierung des Ebenenpaares,-
und zwar kann die GroBe der beiden Komponenten stets dar-
gestellt werden durch zwei Ausdriicke von der Form:

®,cos?w + R, sin*w
{ und ®, s8in’*w + &, cos?w,
wobei ® das Azimut der Polarisationsebene einer Komponente
bedeutet. Die Summe dieser beiden Ausdriicke, welche wir die

»Komponenten der spezifischen Strahlungsintensitit von der
Schwingungszahl »“ nennen, ergibt in der Tat die Intensitit

@



Allgemeines 11

des ganzen Strahls ®, 4 ®,' unabhingig von w. &, und &, re-
priasentieren zugleich den groBten und den kleinsten Wert der
Intensitiat, den eine Komponente iiberhaupt annehmen kann

fir o=0 und o = %) Daher nennen wir diese Werte die

,Hauptwerte der Intensitit“ oder die ,,Hauptintensititen®, und
die entsprechenden Polarisationsebenen die ,Hauptpolarisations-
ebenen‘ des Strahles. Beide sind natiirlich im allgemeinen mit
der Zeit verinderlich. Somit kénnen wir allgemein setzen:

K= [av@ +8), 9)
J

wobei die positiven GréBen ®, und ®,', die beiden Hauptwerte
der spezifischen Strahlungsintensitit (Helligkeit) von der Schwin-
gungszahl », auBer von » noch vom Ort, von der Zeit und von
den Winkeln & und ¢ abhiéingen. Durch Substitution in (6)
erhélt man hieraus fir die Energie, welche in der Zeit d¢ durch
das Flichenelement d ¢ in der Richtung des Elementarkegels d 2
hindurchgestrahlt wird, den Ausdruck:

dt docos 3 dQ f dv(® + ®) (10)
0

und fir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung von
der Helligkeit ®,:

dtdocostdQ R, dv =dtdosind cosd ddde ®,dv. (11)
Fir unpolarisierte Strahlen ist &, = &,’; folglich:

K=2[dv8, 12)
J

und die Energie eines monochromatischen Strahles von der
Schwingungszahl » wird:

2dtdo cos} dQ2 ®,dv = 2dt do sin & cos$ d¥ do R, dv. (13)

Ist auBerdem die Strahlung nach allen Richtungen gleich-
miBig, so ergibt sich fiir die Gesamtstrahlung durch do nach
einer Seite aus (7) und (12):

-
2% do dzfﬁ, dv. (14)
0

PLANCK, Wirmestrahlung. 2



18 Grundtaisachen und Definitionen

§ 18. Da &, in der Natur nicht unendlich gro8 werden
kann, so ist ein endlicher Wert von K nur dann mdglich, wenn
®, in einem endlichen Intervall von Schwingungszahlen » von
Null verschieden ist. Daher gibt es in der Natar keine in
absolutem Sinne homogene oder monochromatische Licht- oder
Wirmestrahlung. Eine endliche Strahlung umfaBt immer auch
ein endliches, wenn auch unter Umstinden sebr schmales Spektral-
gebiet. Hierin liegt ein prinzipieller Unterschied gegeniiber den
entsprechenden Erscheinungen in der Akustik, wo eine endliche
Schallintensitit auf eine ganz bestimmte Schwingungszahl treffen
kann. Auf diesen Unterschied griindet sich u. a., wie wir spiter
sehen werden, der Umstand, daB der zweite Hauptsatz der
Wirmetheorie nur fir Licht- und Warmestrahlen, nicht aber
fir Schallwellen Bedeutung hat.

§19. Wie man aus der Gleichung (9) ersieht, ist die
GroBe R,, die Strahlungsintensitit der Schwingungszahl v, von
anderer Dimension als die GroBe K, die Strahlungsintensitit des
ganzen Spektrums. Ferner ist zu beachten, daB, wenn man die
spektrale Zerlegung nicht nach Schwingungszahlen v, sondern
nach Wellenlingen A vornimmt, die Strahlungsintensitat K, der
der Schwingungszahl v entsprechenden Wellenlinge 4 nicht ein-
fach dadurch erhalten wird, daB man in dem Ausdruck von &,
v durch den entsprechenden Wert von A ersetzt, also:

(15) v=4,

wenn ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet. Denn es ist
nicht E; gleich ®,, sondern es ist E; di = &, dy, wenn sich di
und dv auf dasselbe Spektralintervall beziehen. Nun ist, wenn
dA und dv» beide positiv genommen werden:

folglich durch Substitution:

(16) B =13
Hieraus geht u. a. hervor, daB in einem bestimmten Spek-
trum die Maxima von E; und von ®, an verschiedenen Stellen
des Spektrums liegen!
8§ 20. Wenn die Hauptintensititen &, und &, aller mono-
chromatischen Strahlen nach allen Richtungen in allen Punkten
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trachtete, durch die Flichen d¢ und do’ bestimmte Strahlen-
bindel aus zweifach unendlich vielen Punktbiindeln oder aus
vierfach unendlich vielen Strahlen, welche alle in gleicher Weise
fir die Energiestrahlung in Betracht kommen. Ebensogut kann
man sich das Strahlenbiindel auch zusammengesetzt denken aus den
Kegeln, welche von allen Punkten des Elementes d o ausgehend
in je einem Punkte von d¢’ als Spitze konvergieren. Schneiden
wir nun das ganze Strahlenbiindel durch irgend eine Ebene in
beliebiger Entfernung von den Elementen do und dg’, sei es
zwischen ihnen oder auBerhalb, so werden die Querschnitte der
einzelnen Punktbiindel im allgemeinen nicht dieselben sein,
auch nicht annidhernd, sondern sie werden sich teilweise itber-
decken, teilweise aber auseinanderfallen, so da8 man von einem
bestimmten Querschnitt des ganzen Strahlenbiindels im Sinne
einer gleichférmigen Bestrahlung desselben gar nicht reden kann
Nur wenn die Schnittebene mit d¢ oder mit d¢’ zusammen-
fallt, hat das Strahlenbiindel einen bestimmten Querschnitt.
Diese beiden Flichen spielen also in ihm eine ausgezeichnete
Rolle; wir wollen sie die beiden ,Brennflichen® des Biindels
nennen.

In dem schon oben erwihnten speziellen Falle, daB eine
der beiden Brennflichen unendlich klein ist gegen die andere,
nimmt das ganze Strahlenbiindel den Charakter eines Punkt-
biindels an, insofern seine Gestalt nahezu die eines Kegels wird,
der seine Spitze in der gegen die andere unendlich kleinen
Brennfliche hat, und man kann dann auch in bestimmtem Sinne
von einem Querschnitt des Biindels an irgend einer Stelle im
Raume sprechen. KEin solches, einem Kegel #hnlich sehendes
Strahlenbiindel nennen wir ein Elementarbiindel, und die un-
endlich kleine Brennfliche die erste Brennfliche des Elementar-
biindels. Die Strahlung erfolgt entweder konvergierend, auf die
erste Brennfliche zu, oder divergierend, von der ersten Brenn-
fliche fort. Alle in einem Medium fortschreitenden Strahlen-
biindel lassen sich auffassen als zusammengesetzt aus solchen
Elementarbiindeln, und wir kénnen daher unseren kiinftigen
Betrachtungen stets lauter Elementarbiindel zugrunde legen,
was wegen ihrer einfacheren Beschaffenheit viel bequemer ist.

Die Begrenzung eines Elementarbiindels bei gegebener erster
Brennfliche d ¢ kann, auBer durch die zweite Brennfliche d o,
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Berechnen wir dsher zunichst den Beitrag, welchen das
Flichenelement d ¢ durch seine gegen das Volumen v gerichtete
Strahlung zu der in v enthaltenen Strahlungsenergie liefert. Wir
nehmen die Lineardimensionen von do unendlich klein gegen
die von v und betrachten den Strahlenkegel, der von einem in do
gelegenen Punkt P ausgehend das Volumen v trifftt. Dieser
Kegel zerfillt in unendlich viele unendlich dinne Klementar-
kegel, alle mit P als Spitze, deren jeder ein bestimmtes Stack
von der Linge s aus dem Volumen v aunsschneidet. Die Offinung

eines solchen Elementarkegels betrigt ri,, wenn f den senk-
rechten Querschnitt des Kegels in der Entfernung + von der
Spitze bezeichnet. Nun braucht die Strahlung, um die Strecke s

zuriickzulegen, die Zeit:

T=—.

Wiahrend dieser Zeit r gelangt nach der Gleichung (6), da
d 2 hier gleich ;'; und ¢ gleich Null zu setzen ist, die Energie-

menge:
8

(19) rda;ﬁx-r{—q.xaa

innerhalb des betrachteten Elementarkegels in das Volumen v
hinein und verteilt sich hier auf den von dem Klementarkegel
ausgeschnittenen Raum, dessen Volumen fs betrigt. Summiert
man {iber alle von dem Flichenelement do ansgehenden Elementar-
kegel, welche v treffen, so erhilt man

Kdo Kdo
r’q .Ef8= ’.q °v

fir die ganze in dem Volumen v befindliche strahlende Energie,
soweit sie von der Strahlung durch das Flichenelement do her-
rithrt. Um die gesamte in v enthaltene Strahlungsenergie za
erhalten, hat man schlieBlich noch iber alle Elemente ds der
Kugelfliche zu integrieren. Dies liefert, wenn man den Offnungs-

winkel ‘i,“ des Kegels, dessen Spitze in O liegt, und der das
Element do aus der Kugelfliche ausschneidet, mit d 2 bezeichnet:

%-deQ
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und als gesuchte rdumliche Strahlungsdichte, durch Division
mit v:
1
u=7ode.Q. (20)

Da r hier ganz fortgefallen ist, 8o kann man unter K ein-
fach die Strahlungsintensitit in dem Punkte O selber verstehen.
Bei der Integration ist zu beachten, daB K im allgemeinen von
der Richtung (&, o) abhingt.

Fir gleichmiBige Strahlung nach allen Richtungen ist K
konstant, und man erhilt: p

4n
w= S22 21)

§28. Wie von der rdumlichen Dichte der Gesamtstrahlung u,
so spricht man auch von der riumlichen Dichte der Strahlung
einer bestimmten Schwingungszahl u,, indem man die spektrale
Zerlegung vornimmt:

u= [udv. (22)
/

Dann ergibt sich durch Kombination der Gleichungen (20)
und (9):
u = [@+8)49 (28)
q L4 td

und hieraus fiir unpolarisierte und nach allen Richtungen gleich-
m#Bige Strahlung:
8n R,
u, = .
q

(24)

Zweites Kapitei. Strahiung beim thermodynamischen
Gieichgewicht. Kirchhoffsches Gesetz. Schwarze Strahlung.

§ 24. Wir wollen jetzt die im vorigen Kapitel aufgestellten
Sitze auf den speziellen Fall des thermodynamischen Gleich-
gewichts anwenden und stellen daher an die Spitze der folgen-
den Uberlegungen die aus dem zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik flieBende Folgerung: Ein System ruhender Kdrper von
beliebiger Natur, Form und Lage, welches von einer festen, fir
Wiarme undurchlissigen Hillle umschlossen ist, geht, bei be-
liebig gewihltem Anfangszustand, im Laufe der Zeit in einen
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Dauerzustand tiber, bei welchem die Temperatur in allen Koérpern
des Systems die ni#mliche ist. Dies ist der thermodynamische
Gleichgewichtszustand, in welchem die Entropie des Systems
unter allen Werten, die sie vermdge der durch die Anfangs-
bedingungen gegebenen Gesamtenergie anzunehmen vermag, einen
Maximalwert besitzt, von welchem aus daher keine weitere Ver-
“mehrung der Entropie mehr maglich ist.

Es kann in gewissen Fillen vorkommen, daf unter den
gegebenen Bedingungen die Entropie nicht ein einziges, sondern
mehrere verschiedene Maxima annehmen kann, von denen dann
eins das absolute ist, wihrend die iibrigen nur relative Be-
deutung haben.! In diesen Fillen stellt jeder Zustand, der
einem Maximalwerte der Entropie entspricht, einen thermo-
dynamischen Gleichgewichtszustand des Systems dar. Aber nur
derjenige unter ihnen, der dem absolut gréBten Wert der Entropie
entspricht, bezeichnet das absolut stabile Gleichgewicht. Die
fibrigen sind alle in gewissem Sinne labil, insofern eine ge-
eignete, wenn auch minimale Stérung des Gleichgewichts eine
dauernde Veréinderung des Systems in Richtung nach dem
absolut stabilen Gleichgewicht hin veranlassen kann. Ein Bei-
spiel hierfir bietet ein in ein festes GefiB eingeschlossener Dampf
im Zustand der Ubersittigung, oder irgend eine explosible Sub-
stanz. Auch bei den Strahlungsvorgiingen werden wir Beispiele
solcher labilen Gleichgewichte antreffen (§ 52).

§ 26. Wir setzen nun wieder, wie im vorigen Kapitel,
homogene isotrope Medien voraus, deren Zustand nur von der
Temperatur abhiingt, und fragen nach den Gesetzen, denen die
Strahlungsvorginge in ihnen gehorchen miissen, wenn sie mit
der im vorigen Paragraph angefithrten Folgerung aus dem zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik im FEinklang sein sollen. Das
Mittel zur Beantwortung dieser Frage gibt uns die Untersuchung
des thermodynamischen Gleichgewichtszustandes eines oder
mehrerer solcher Medien, unter Benutzung der im vorigen
Kapitel aufgestellten Begriffe und Sitze.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall: einem einzigen
Medium, welches nach allen Richtungen des Raumes sehr weit

! Vgl. z. B. M. Pranck, Vorlesungen {iber Thermodynamik, Leipzig,
Veit & Comp., 1905, § 165 und § 189 ff.
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ausgedehnt ist, und, wie alle hier betrachteten Systeme, von
einer festen, fir Wiarme undurchléssigen Hillle umschlossen
wird. Das Medium besitze, wie wir vorliufig annehmen wollen,
einen endlichen Absorptionskoeffizienten, einen endlichen Emis-
sionskoeffizienten und einen endlichen Zerstreuungskoeffizienten.

Betrachten wir nun zunichst solche Stellen des Mediums,
welche von der Oberfliche sehr weit entfernt liegen. Hier wird
der EinfluB der Oberfliche jedenfalls verschwindend klein sein
und wir werden wegen der Homogenitit und Isotropie des
Mediums schlieBen miissen, daB im thermodynamischen Gleich-
gewichtszustand die Wirmestrahlung tberall und nach allen
Richtungen von gleicher Beschaffenheit ist, oder daB ®,, die
spezifische Strahlungsintensitit eines geradlinig polarisierten
Strahles von der Schwingungszahl » (§ 17), unabhingig ist vom
Azimut der Polarisation, von der Richtung des Strahles und
vom Orte. Daher entspricht auch jedem von einem Fliachen-
element do ausgehenden, innerhalb eines Elementarkegels 49
divergierenden Strahlenbiindel ein genau gleiches und entgegen-
gesetzt gerichtetes innerhalb des nadmlichen Elementarkegels
gegen das Flichenelement hin konvergierendes Biindel.

Nun erfordert die Bedingung des thermodynamischen Gleich-
gewichts, daB die Temperatur tiberall gleich und unveriinderlich
ist, daB also in jedem Volumenelement des Mediums wihrend
einer beliebigen Zeit ebensoviel strahlende Wirme absorbiert
wie emittiert wird. Denn da wegen der GleichmaBigkeit der
Temperatur keinerlei Warmeleitung stattfindet, wird die Kdrper-
warme lediglich durch die Warmestrahlung beeinfluBt. Das
Phéanomen der Zerstreuung spielt bei dieser Bedingung keine
Rolle; denn die Zerstreuung betrifft nur eine Richtungsinderung
der gestrahlten Energie, nicht aber Erzeugung oder Vernichtung
derselben. Wir berechnen daher die in der Zeit d¢ von einem
Volumenelement v emittierte und absorbierte Energie.

Die emittierte Energie betréigt nach Gleichung (2):

dt-v-8m|e, dv,
0
wobei der Emissionskoeffizient &, des Mediums auBer von seiner
chemischen Natur nur von der Schwingungszahl ¥ und von der
Temperatur abhingt.
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§ 26. Zur Berechnung der a.bsorblerten Energxe bedlenen
wir uns der niamlichen Betrachtung, wie die, welche durch die
Fig. 1 (§ 22) illustriert wurde, und behalten auch die dortigen
Bezeichnungen bei. Die von dem Volumenelement v in der
Zeit dt¢ absorbierte Energiestrahlung ergibt sich, wenn wir die
Intensititen aller das Element v durchkreuzenden Strahlen be-
trachten und von jedem dieser Strahlen den in v absorbierten
Bruchteil beriicksichtigen. Nun besitzt der von do ausgehende,
aus dem Volumen » den Teil fs ausschneidende Elementar-
strahlenkegel nach (19) die Intensitit (Energiestrahlung in der
Zeiteinheit)

da-f—r;-K

oder in spektraler Zerlegung nach (12):

-]
‘Zda-;f,—-f@, dv.
0

Die Intensitit eines monochromatischen Strahles ist daher:
2do- —f; <R, dv.
r

Der Betrag der auf der Strecke s in der Zeit d¢ absorbierten
Energie dieses Strahles ist daher nach (4):

dt-a,s-2do‘£,@, dv
r

und die ganze aus dem Elementarstrahlenkegel absorbierte Energie
betrigt, durch Integration iber alle Schwingungszahlen:

dt-2daf_—,’ «, 8, dv.
0

Summiert man diesen Ausdruck erstens tiber die verschiedenen
Querschnitte f der von d ¢ ausgehenden, das Volumen v treffenden
Elementarstrahlenkegel, wobei zu beachten, daB >'fs = v, und
zweitens fiber alle Elemente do der Kugelfiiche vom Radius r, wobei

g = 4m, so erhilt man als Ausdruck fiir die gesamte in der

Zeit dt vom Volumenelement v absorbierte strahlende Energie:

(25) dt-v-8njea, &, dv
-
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und durch (leichsetzen mit der emittierten Energie:

-] -]
fs,dvs a, R, dv.
0 0

Diese Beziehung 1iaBt sich noch spektral zerlegen. Denn
die Gleichheit der emittierten und der absorbierten Energie
beim thermodynamischen Gleichgewicht gilt nicht nur fir die
Gesamtstrahlung des ganzen Spektrums, sondern auch, wie sich
leicht einsehen 148t, fir jede monochromatische Strahlung. Da
némlich die GroBen ¢, «, und ®, unabhingig vom Orte sind,
so wiirde, wenn fiir eine einzelne Farbe die absorbierte Energie
der emittierten nicht gleich wire, fiberall im ganzen Medium
eine fortwihrende Zunahme oder Abnahme der Energiestrahlung
der betreffenden Farbe, auf Kosten anderer Farben, stattfinden,
was der Bedingung widerspricht, daB @, fir jede einzelne
Schwingungszahl sich mit der Zeit nicht &ndert. Es gilt also
auch fir jede Schwingungszahl die Beziehung:

& =R, (26)
oder: R = :—: , (27)

d bh. im Innern eines im thermodynamischen Gleich-
gewicht befindlichen Mediums ist die spezifische
Strahlungsintensitiit einerbestimmten Schwingungszahl
gleich dem Quotienten aus dem Emissionskoeffizienten
und dem Absorptionskoeffizienten des Medinms fiir diese
Schwingungszahl.

8§ 27. Da ¢ und «, auBer von der Natur des Mediums
nur von der Temperatur und der Schwingungszahl v abhiingen,
so ist mithin auch die Strahlungsintensitit einer bestimmten
Farbe beim thermodynamischen Gleichgewicht durch die Natur
des Mediums und durch die Temperatur vollstindig bestimmt.
Eine Ausnahme bildet jedoch der Fall, daB «, =0, d. h. daB
das Medium die betreffende Farbe gar nicht absorbiert. Da &,
nicht unendlich groB8 werden kann, so folgt zuniichst, daB dann
auch & = 0, d. h. ein Medium emittiert keine Farbe, welche es
nicht absorbiert. Ferner aber erkennt man, daB, wenn sowohl
¢ als auch « verschwinden, die Gleichung (26) durch jeden
Wert von & befriedigt wird. fiir eine bestimmte
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Farbe diathermanen Medium kann bei jeder beliebigen
Strahlungsintensitit der betreffenden Farbe thermo-
dynamisches Gleichgewicht bestehen.

Hier haben wir schon ein Beispiel fiir die oben (§ 24) be-
sprochenen Fille, in denen bei gegebener Gesamtenergie eines
von einer festen adiabatischen Hillle umschlossenen Systems
mehrere (leichgewichtszustinde moglich sind, entsprechend
mehreren relativen Maxima der Entropie. Denn da die Strahlungs-
intensitit der betreffenden Farbe im thermodynamischen Gleich-
gewicht ganz unabhingig von der Temperatur des fiir sie
diathermanen Mediums ist, so 1Bt sich die gegebene Gesamtenergie
ganz beliebig auf die Strahlung jener Farbe und auf die Kérper-
wirme verteilen, ohne daB das thermodynamische Gleichgewicht
unméglich wird. Unter allen diesen Verteilungen gibt es aber
eine ganz bestimmte, dem absoluten Maximum der Entropie
entsprechende, welche das absolut stabile Gleichgewicht bezeichnet
und welche, im Gegensatz zu den iibrigen, in gewissem Sinne
labilen Zustinden, die Eigenschaft besitzt, durch keinerlei
minimale Stérung eine merkliche Anderung zu erleiden. In der
Tat werden wir unten (§ 48) sehen, daB unter den unendlich

vielen Werten, deren der Quotient :—' fihig ist, wenn Zihler

und Nenner beide verschwinden, ein ausgezeichneter, in be-
stimmter Weise von der Natur des Mediums, der Schwingungs-
zahl v und der Temperatur abhiingiger Wert existiert, den man
als die stabile Strahlungsintensitit ®, in dem fiir die Schwingungs-
zahl v diathermanen Medium bei der betreffenden Temperatur zu
bezeichnen hat.

Was hier von einem fiir eine bestimmte Strahlenart dia-
thermanen Medium gesagt ist, das gilt ebenso vom absoluten
Vakuum, als einem fiir simtliche Strahlenarten diathermanen
Medium, nur daB man hier nicht mehr von der Kérperwirme
und von der Temperatur des Mediums sprechen kann.

Fiirs erste wollen wir aber von dem speziellen Falle der
Diathermansie wieder ganz absehen und voraussetzen, daB alle
betrachteten Medien einen endlichen Absorptionskoeffizienten
besitzen.

§ 28. Widmen wir nun auch noch dem Vorgang der Zer-
streuung beim thermodynamischen Gleichgewicht eine kurze
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Betrachtung. Jeder Strahl, der das Volumenelement v trifft,
erleidet dortselbst eine gewisse Schwichung seiner Intensitit
dadurch, daB ein gewisser Bruchteil seiner Energie nach anderen
Richtungen abgelenkt wird. Der Betrag der gesamten in der
Zeit dt vom Volumenelement v von allen Richtungen des Raumes
durch Zerstreuung aufgefangenen Energiestrahlung berechnet
sich auf Grund des Ausdruckes (3) genau in derselben Weise
wie der der absorbierten Energiestrahlung in § 26, und wir er-
halten daher fiur ihn, wie in (25):

dt~v-8nfﬂ, 8, dv. 28)
0

Die Frage nach dem Verbleib dieser Energie 1Bt sich eben-
falls leicht beantworten. Denn wegen der Isotropie des Mediums
muB die vom Volumenelement v ausgehende Strahlung der
dortselbst zerstreuten Energie (28), ebenso wie die Einstrahlung,
nach allen Richtungen gleichmiBig erfolgen. Dies ergibt fiir
denjenigen Teil der vom KElement » durch Zerstreuung auf-
gefangenen Knergie, welcher durch den Offnungswinkel d 2 wieder

ausgestrahlt wird, durch Multiplikation mit a8

s
2 dt dvdgfﬁ,@,dv
0

und fir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung:
dtdvdQ-B, R, dv. (29)

Dabei ist allerdings wohl zu beachten, daB diese Gleich-
miBigkeit der Ausstrahlung nach allen Richtungen nur fiir alle
das Element v treffenden Strahlen zusammengenommen gilt;
denn ein einzelner Strahl wird, auch in einem isotropen Medium,
nach verschiedenen Richtungen mit verschiedener Intensitit und
Polarisation zerstreut (vgl. § 8 am SchluaB).

Auf diese Weise ergibt sich, daB beim thermodynamischen
Strahlungsgleichgewicht im Innern des Mediums der Vorgang
der Zerstreuung im ganzen {iberhaupt keinen Effekt hervor-
bringt. Die von allen Seiten auf ein Volumenelement auf-
fallende und dort wieder nach allen Seiten zerstreute Strahlung
verhilt sich genau ebenso, als ob sie ohne jede Modifikation
durch das Volumenelement direkt hindurchgegangen wiire. Was
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ein Strahl durch Zerstreuung an Energie verliert, das gewinnt
er wieder durch Zerstreuung anderer Strahlen.

§29. Wir wollen nun die Strahlungsvorginge im Innern
eines sehr weit ausgedehnten, im thermodynamischen Gleich-
gewicht befindlichen homogenen isotropen
Mediums noch von einem anderen Standpunkt
aus betrachten. indem wir nicht mehr ein
bestimmtes Volumenelement, sondern ein be-
stimmtes Strahlenbiindel, und zwar ein Ele-
mentarbiindel (§ 21, ins Auge fassen. Dasselbe
sei charakterisiert durch die unendlich kleine
Brennfliche ds beim Punkte O (Fig. 2), senk-
recht zur Achse des Biindels, und durch den
Offnungswinkel d 2, und die Strahlung erfolge )
gegen die Brenntliche hin in der Richtung
des Pfeiles. Wir betrachten ausschlieBlich nur solche Strahlen,
welche diesem Biindel angehdren.

Die in der Zeiteinheit durch d¢ hindurchtretende Energie
monochromatischer geradlinig polarisierter Strahlung ist nach (11),
da hier dt =1, und # = O zu setzen ist:

(30) do-dQ.8§,dr

ud

Fig. 2.

und dieser nimliche Wert gilt auch fir jeden anderen Quer-
schnitt des Biindels. Denn erstens ist &, dv fiberall gleich groB
(§ 25), und zweitens besitzt auch das Produkt aus irgend einem
senkrechten Querschnitt des Biindels und dem Offnungswinkel,
unter dem die Brennfliche d¢ von diesem Querschnitte aus ge-
sehen wird, den konstanten Wert do-df, da die GroBe des
Querschnittes sich mit der Entfernung von der Spitze O des
Biindels in demselben MaBe vergroBert, wie die jenes Offnungs-
winkels sich verkleinert. Die Strahlung innerhalb des Biindels
erfolgt also genau ebenso, als ob das Medium vollkommen dia-
therman wiire.

Andererseits moditiziert sich aber die Strahlung auf ihrer
Bahn fortwihrend durch die Einfliisse der Emission, der Absorption
und der Zerstreuung. Wir wollen uns von dem Betrage dieser
Wirkungen im einzelnen Rechenschaft geben.

§ 80. Ein Raumelement des Strahlenbiindels, welches be-
grenzt ist durch zwei Querschnitte in den Entfernungen r,
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{beliebig groB) und r, + dr, von der Spitze O, und welches daher
das Volumen dry.r,?dQ besitzt, emittiert gegen die bei O ge-
legene Brennfliche do in der Zeiteinheit eine Energiemenge E
monochromatischer geradlinig polarisierter Strahlung, welche
man aus (1) erhilt, wenn man darin setzt:
dt=1, dr=dr, r2dQ, d9=%
[]
und den Zahlenfaktor 2 unterdriickt; also die Energie:
E=dry,-dQ-do-¢dv. (31)

Aber von dieser Energie £ kommt nur ein Teilbetrag E,
in O an, da auf jeder unendlich kleinen Wegstrecke s, welche
sie bis O zurfickzulegen hat, durch Absorption und Zerstreuung
der Bruchteil («, + f,)s verloren geht. Ist nimlich E, derjenige
Teil der Energie E, welcher in dem um die Strecke r(< r,)
von O entfernten Querschnitt ankommt, so haben wir, fiir s = dr:

Er+dr - Er = Er'(av+ ﬂ')dr
dE,
Oder: d_f = Er (“, -+ ﬂ,).
Integriert: E, = Ee{v*f)t =m0,

da fir r =r, E = E durch die Gleichung (31) gegeben ist.
Hieraus folgt fiir r = 0 die in O ankommende, von dem
Raumelement bei r, emittierte Energie:

E =Ee~ *P)% —dr .dQ.doe,e”@*P)"gy,  (32)

Alle Raumelemente des Strahlenbiindels zusammen liefern
also durch ihre Emission die in d¢ ankommende Energie:

- (a To e’
d.Q-do'-dvs,-fdro-e @r+b)n — 4Q.de- =T dv. (33)

0

§ 81. Wire gar keine Zerstreuung der Strahlung wirksam,
8o milBte die gesamte in do ankommende Energie sich zusammen-
setzen aus den von den einzelnen Raumelementen des Strahlen-
biindels emittierten Energiebetrigen, unter Beriicksichtigung der
Verluste, die unterwegs durch Absorption eintreten, und in der
Tat sind fiir 8, = 0 die Ausdriicke (33) und (30) identisch, wie
ein Vergleich mit (27) zeigt. Im allgemeinen ist aber (30) gréBer
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betrachtete Medium nach allen Richtungen des Raumes sehr weit
ausgedehnt ist. Denn wenn in unserem Medium der thermo-
dynamische Gleichgewichtszustand allenthalben eingetreten ist,
so wird nach den Ergebnissen des letzten Paragraphen das Gleich-
gewicht in keiner Weise gestort, wenn man in dem Medium
beliebig viele feste fir Warme undurchlissige, glatte oder rauhe,
Flachen angebracht denkt. Hierdurch wird das ganze System
in eine beliebig groBe Anzahl vollkommen abgeschlossener Einzel-
systeme zerlegt, deren jedes so klein gewahlt werden kann, als
es die allgemeinen in § 2 ausgesprochenen Beschrinkungen #iber-
haupt gestatten. Daraus geht hervor, daB der in (27) gegebene
Wert der spezifischen Strahlungsintensitit ®, auch fir das
thermodynamische (leichgewicht einer in einem beliebig kleinen
und beliebig geformten Raume eingeschlossenen Substanz Gilltig-
keit besitzt.

§ 85. Von dem aus einer einzigen homogenen isotropen
Substanz bestehenden System gehen wir jetzt fiber zu einem
aus zwei verschiedenen aneinander grenzenden homogenen iso-
tropen Substanzen bestehenden System, das wiederum von einer
festen fiir Wirme undurchlissigen Hiille begrenzt ist, und be-
trachten den Strahlungszustand beim thermodynamischen Gleich-
gewicht, zunichst wieder unter der Voraussetzung, daB beide
Medien rdumlich sehr weit ausgedehnt sind. Da das Gleich-
gewicht in Nichts gestért wird, wenn man die Trennungsfliche
der beiden Substanzen sich einen Augenblick durch eine fiir
Wiirmestrahlung ganz undurchlissige Flache ersetzt denkt, so
gelten fiir eine jede der beiden Substanzen einzeln alle Sitze
der letzten Paragraphen. Die spezifische Strahlungsintensitit
der Schwingungszahl », nach einer beliebigen Ebene polarisiert,
im Innern der ersten Substanz (der oberen in Fig.3) sei &,, die
im Innern der zweiten Substanz ®,’, wie wir iiberhaupt die auf
die zweite Substanz beziiglichen GroBen durch einen hinzu-
gefiigten Strich markieren wollen. Beide GroBen ®, und &,
hingen gemiB Gleichung (27) auBer von der Temperatur und
der Schwingungszahl » nur von der Natur der beiden Substanzen
ab, und zwar gelten diese Werte der Strahlungsintensitit
bis unmittelbar an die Grenzfliche der Substanzen,
sind also ganz unabhingig von der Beschaffenheit dieser
Flache.
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aus dem ersten bez. zweiten Medium kommend von dem Flichen-
element do in entsprechender Richtung reflektiert bez. durch-
gelassen werden (8. die ungefiederten Pfeile. Von dem Flichen-
element d ¢ ist nur ein Punkt O gezeichnet.) Der erstere Strahl
verliuft, gem#B dem Reflexionsgesetz, innerhalb des sym-
metrisch gelegenen Elementarkegels df2, der zweite innerhalb
des Elementarkegels:

(36) dQ =sind d9 dg’,
wobei nach dem Brechungsgesetz:

, in &
(87) g'=¢ ud 5 =%.

Nehmen wir nun an, die Strahlung (34) sei entweder in
der Einfallsebene oder senkrecht zur Kinfallsebene polarisiert,
8o gilt das Entsprechende fiir die beiden Strahlungen, aus deren
Energien sie sich zusammensetzt, und zwar liefert die aus dem
ersten Medium kommende, von do reflektierte Strahlung den
Beitrag:

(38) g-dt-do cos 3-dQ R, dy

und die aus dem zweiten Medium kommende, von do durch-
gelassene Strahlung den Beitrag:
(89) (1 — @) -dt-do cos &'-dQ’' R, dv.
Die GrdBen d¢, do, v und dv sind hier ohne Strich hin-
geschrieben, weil sie in beiden Medien die ndmlichen Werte
besitzen.

Addiert man die Ausdriicke (38) und (39) und setzt die
Summe gleich dem Ausdruck (34), so ergibt sich:

ecosF - dQ R + (1 —p)-co83 dQ' R =cosF-dQK,.
Nun ist nach (37)
co3$ dd _ cosd’ d9’
e

und weiter durch Beriicksichtigung von (35) und (36):

. "
dQ’ cos 9’ = d.Qc—o;.\‘}q_.

Folglich ergibt sich:
e® +(1— o?%ﬁ.' =%,

. [ 9 q' _l—Q'
oder: ® 9" 1=
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sich umgekehrt verhalten wie die Quadrate der Fort-
pflanzungsgeschwindigkeiten oder direkt wie die Qua-
drate der Brechungsexponenten.!

Substituiert man fir ®, seinen Wert aus (27), so kann
man auch sagen: Die GrdBe:

(42) @R =g*

hingt nicht ab von der Natur der Substanz, ist also
eine universelle Funktion der Temperatur 7 und der
Schwingungszahl .

Der hohe Wert dieses Satzes beruht offenbar darauf, daB
er eine Eigenschaft der Strahlung angibt, die fiir alle Kérper
in der Natur gleichm#Big gilt, und die daher nur an einem ein '
zigen ganz beliebig ausgewihlten Kdrper bekannt zu sein braucht,
um sogleich vollstindig allgemein ausgesprochen werden zu
konnen. Die hierdurch gebotene Mdglichkeit werden wir spiter
benutzen, um jene universelle Funktion wirklich zu berechnen,
in § 161.

§ 40. Nun fassen wir den weiteren Fall ins Auge, daB die
Grenzfliche der beiden Medien rauh ist. Dieser Fall ist inso-
fern viel allgemeiner als der vorher betrachtete, als hier die
Energie eines von einem Element der Grenzfliche in das Innere
des ersten Mediums hinein gerichteten Strahlenbiindels nicht mehr
von zwei bestimmten, sondern von beliebig vielen Strahlenbiin-
deln, die aus beiden Medien kommend die Grenzfliche treffen,
geliefert wird. Es kénnen hier im einzelnen sehr komplizierte
Verhiltnisse eintreten, je nach der Beschaffenheit der Grenz-
fliche, die fiberdies von Element zu Element beliebig variieren
kann. Immer bleiben dabei natiirlich nach § 35 die Werte der
spezifischen Strahlungsintensititen ®, und ®,” in beiden Medien
nach allen Richtungen die nimlichen wie im Fall einer glatten
Grenzfliche. Die Erfullung dieser fiir das thermodynamische
Gleichgewicht notwendigen Bedingung wird begreiflich durch
den Hrrmuorrzschen Reziprozititssatz, wonach bei der statio-
niren Strahlung jedem Strahl, der auf die Grenzfliche trifft
und von dieser diffus nach beiden Seiten derselben zerstreut

! G. Kmsorrorr, Gesammelte Abhandlungen, Leipzig, J. A. Barth,
1888, p. 594. R. Crausivs, Poce. Ann, 121, p. 1, 1864.
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Teil, der mittels regulirer oder diffuser Reflexion an der Grenz-
fliche aus dem ersten Medium kommt, und aus einem anderen
Teil, der durch die Grenzfliche hindurch aus dem zweiten
Medium kommt. Wir wollen aber jetzt bei dieser Art Kin-
teilung nicht stehen bleiben, sondern wollen die Einteilung
darnach einrichten, in welchem der » Medien die einzelnen
Teile der Strahlung I emittiert worden sind. Dieser Gesichts-
punkt ist ein von dem vorigen wesentlich verschiedener. Denn
die Strahlen, welche z. B. aus dem zweiten Medium durch die
Grenzfliche hindurch in das betrachtete Biindel hineingelangen,
brauchen keineswegs alle im zweiten Medium emittiert worden
zu sein, sondern kdnnen unter Umstinden einen langen, sehr
komplizierten Weg durch verschiedene Medien zuriickgelegt
haben, in dessen Verlauf sie den KEinflissen der Brechung,
Reflexion, Zerstreuung und teilweisen Absorption beliebig oft
unterworfen waren. Ebenso brauchen die Strahlen des Biindels 4,
welche aus dem ersten Medium kommend an do reflektiert
worden sind, durchans nicht alle im ersten Medium emittiert
worden zu sein. Es kann auch vorkommen, daB ein Strahl, der
in einem Medium emittiert ist, auf seinem Wege durch andere
Medien hindurch wieder in das urspriingliche Medium zurfick-
gelangt und dort entweder absorbiert wird oder zum zweiten
Male aus dem Medium austritt.

Wir wollen nun, unter Beriicksichtigung aller dieser Mog-
lichkeiten, den Teil von I, der von Volumenelementen des ersten
Mediums emittiert worden ist, ganz gleichgiiltig, welche Wege
seine einzelnen Bestandteile eingeschlagen haben, mit 7, den,
der von Volumenelementen des zweiten Mediums emittiert worden
ist, mit I, bezeichnen usw. Dann muB sein:

(44) I=L+L+L+...+1,

denn in irgend einem Korperelement muB jeder Bestandteil
von I emittiert worden sein.

§ 43. Um nun ndheres fiber die Herkunft und die Bahnen
der einzelnen Strahlen zu erfahren, aus denen sich die Strahlungen
I, L, ... I zusammensetzen, ist es am zweckmiBigsten, den
umgekehrten Weg zu gehen und nach dem kiinftigen Schicksal
desjenigen Strahlenbfindels zu fragen, welches dem Biindel I
gerade entgegengesetzt gerichtet ist, also vom ersten Medium
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Korperwarme bedingt, so erhellt daraus, daB beim thermo-
dynamischen Gleichgewicht je zwei beliebig herausgegriffene
Korper (oder Korperelemente) vermittelst der Strahlung gegen-
seitig gleichviel Kdrperwarme austauschen. Dabei ist natiirlich
wohl za unterscheiden zwischen der emittierten Strahlung und
der gesamten Strahlung, die von einem Kdrper zu einem anderen
hingelangt.

8§ 47. Das far die GroBe (42) giiltige Gesetz 1Bt sich auch
noch in einer anderen Form aussprechen, wenn man statt der
spezifischen Strahlungsintensitit §, die riumliche Dichte u, der
monochromatischen Strahlung aus (24) einfihrt. Man erhilt
dann den Satz, daB bei der Strahlung im thermodynamischen
Gleichgewicht die GroBe:

(49) u, ¢*

eine fiir alle Substanzen identische Funktion der Temperatur T
und der Schwingungszahl » ist.! Eine anschaulichere Form ge-
winnt dieser Satz noch, wenn man bedenkt, daB auch die GroBe

(50) u, dv - L

eine universelle Funktion von 7, » und dv ist, und daB das
Produkt u, dv nach (22) die rdumliche Strahlungsdichte derjenigen
Strahlung ist, deren Schwingungszahl zwischen v und v + dv

liegt, wihrend der Quotient yl die Wellenlénge eines Strahles

von der Schwingungszahl v in dem betrachteten Medium dar-
stellt. Dann erhilt der Satz folgende einfache Fassung: Beim
thermodynamischen Gleichgewicht beliebiger Kdarper
ist die in dem Kubus einer Wellenlinge enthaltene
Energie der monochromatischen Strahlung fiir eine be-
stimmte Schwingungszahl in allen Kdrpern die nim-
liche.

§ 48. Wir wollen schlieBlich noch anf den bisher unbe-
riicksichtigt gebliebenen Fall der diathermanen Medien (§ 12)
eingehen. Im § 27 sahen wir, daB in einem von einer adiaba-
tischen Hiille umschlossenen Medium, welches fiir eine bestimmte

! Bei der Anwendung auf stark dispergierende Substanzen ist zu
beachten, daB in diesem Satze die Identitit der GrdBe g in (24) und der
GrdBe ¢ in (37) vorausgesetst ist.
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Kbrpers, ist die Strahlungsmtenmtﬁt einer jeden Farbe die gréBte
welche ein Korper bei der betreffenden Temperatur iberhaupt
emittieren kann.

§ 52. Man kann also eine ganz beliebige Strahlung, die
anfangs in dem betrachteten evakuierten Hohlraume mit total
reflektierenden Winden herrscht, durch Einbringung eines
winzigen Kohlestdubchens in schwarze Strahlung verwandeln.
Charakteristisch fiir diesen Vorgang ist der Umstand, daB die
Kérperwirme des Kohlestiubchens beliebig klein sein kann gegen
die Strahlungsenergie, die in dem beliebig groB zu nehmenden
Hohlraume vorhanden ist, und daB daher in diesem Falle nach dem
Prinzip der Erhaltung der Energie die gesamte Strahlungsenergie
auch bei der eintretenden Umwandlung wesentlich konstant bleibt,
da die Anderungen der Koérperwirme des Stdubchens selbst bei
endlichen Temperaturinderungen desselben gar nicht in Betracht
kommen. Das Kohlestiubchen spielt dann lediglich die Rolle
einer ausldsenden Wirkung, indem es den AnstoB dazu gibt,
daB in der urspriinglich vorhandenen Strahlung die Intensititen
der verschieden gerichteten, verschieden polarisierten Strahlen-
biindel der verschiedenen Schwingungszahlen sich auf gegen-
seitige Kosten veriindern, entsprechend dem Ubergang des
Systems aus einem minder stabilen in einen stabileren Strahlungs-
zustand, oder aus einem Zustand kleinerer in einen Zustand
groBerer Entropie. Vom thermodynamischen Standpunkt aus
ist dieser Vorgang ganz analog der Verwandlung, die in einem
Quantum Knallgas durch einen minimalen Funken, oder die in
einem Quantum {ibersittigten Dampfes durch ein winziges Fliissig-
keitstropfchen hervorgerufen wird; denn auf die Zeit kommt es
hier nicht an. In allen diesen Fillen ist die GrdBe der Stérung
eine minimale und steht in gar keiner Beziehung zu der GrdBe
der an der Verwandlung beteiligten Energiemengen, so daB man
bei der Anwendung der beiden Hauptsitze der Thermodynamik
die Ursache der Gleichgewichtsstorung: das Kohlestiubchen,
den Funken, das Tropfchen gar nicht zu beruckswhtlgen braucht.
Es handelt sich jedesmal um den Ubergang eines Systems aus
einem mehr oder minder labilen in einen stabileren Zustand,
wobei nach dem ersten Hauptsatz die Energie des Systems
konstant bleibt und nach dem zweiten Hauptsatz die Entropie
des Systems zunimmt.
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systems abhingen, z. B. von z'. Dann reduzieren sich die
Gleichungen (52) auf:

ar =0 ar =0

8% _ _ 5% 9%y _ 9
9 ot FP% 3t oz

ac, 39, 39, ac,

9t %8z’ 9t~ %5z

aC, 39,

dz =0 5z =0

Hieraus ergibt sich als allgemeinster Ausdruck fir eine ebene,
in der Richtung der positiven z’-Achse im Vakuam fort-
schreitende Welle:

G, =0 92 =0
(34) @‘y'=f(t- %) 8’w=—y(t—%')
&=s=3)  w-rf-3)

wo f und g zwei beliebige Funktionen eines einzigen Arguments
vorstellen.

§ 55. Nun treffe diese
Welle auf eine spiegelnde
Fliche, z. B. auf die Ober-
fliche eines absoluten Leiters,
d. h. einer Substanz (Metall)
von unendlich groBer Leitungs-
fahigkeit. In einem solchen
Leiter bewirkt schon eine un-
endlich kleine elektrische Feld-
stirke einenendlichen Leitungs-
strom; daher ist in ibhr die
elektrische Feldstirke € stets
und iiberall unendlich klein.
Der Einfachheit halber setzen

Fig. 4. wir auBerdem den Leiter als

unmagnetisierbar voraus, d. h.

wir nehmen die magnetische Induktion B in ihm gleich der
magnetischen Feldstirke § an, wie im Vakuuom.
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gewisse Leitungsstrome, deren Intensitit und Richtung durch
den Vektor & der Stromdichte:

(61) = -eurld

bestimmt ist. Nun wirkt auf jedes von einem Leitungsstrom
durchflossene Raumelement dt des Leiters eine mechanische
Kraft, die gegeben ist durch das Vektorprodukt:

(62) LU Y]

Die Komponente dieser Kraft normal zur Leiteroberfliche
(z = 0) ist daher:

2r 8,9, - 3.9)

und wenn man die Werte von 3, und J, aus (81) einsetzt:

[@ 5%: 36) 6,(35._3‘3%)].

Die in diesem Ausdruck vorkommenden Differentialquotienten
nach y und nach » sind nach der Bemerkung am SchluB von
§ 56 gegen die nach z verschwindend klein; daher reduziert er

sich auf: 5% 5%
d y .
— (B e

Wir betrachten nun einen aus dem Leiter ausgeschnittenen, auf
seiner Oberfliche senkrechten Zylinder mit dem Querschnitt d ¢,
der von z =0 bis z = oo reicht. Die gesamte auf diesen Zylinder
in der Richtung der z-Achse wirkende mechanische Kraft magne-
tischen Ursprungs ist dann, da dz =do-dz:

fom—dr [4n (0,52 +0.52)
und durch Integration, da fir z = cc § verschwindet:
T = g—;(ﬁ’+©2)z-u
oder nach den Gleichungen (59):
§o= 92 - (c0s* # -5+ 7).

Durch Addition von &, und §, ergibt sich die ganze auf
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den betrachteten thnder in der Richtung der z-Achse wirkende
mechanische Kraft:

5——cos’0(f’+!l’), (63)

welche sich als ein in normaler Richtung auf die Oberfliche
des Leiters nach dem Innern desselben wirkender Druck #uBert,
der als ,MaxweLLscher Strahlungsdruck“ bezeichnet wird. Die
Existenz und auch die GréBe des Strahlungsdruckes wurde zuerst
von P. LEBepEW! durch subtile Messungen mit dem Radiometer
als mit der Theorie iibereinstimmend gefunden.

§59. Wir wollen den Strahlungsdruck in Beziehung bringen
zu der auf das Oberflichenelement do des Leiters im Zeit-
element d¢ auffallenden Strahlungsenergie I d¢. Dieselbe betriigt
nach dem PoyNTiNgschen Energiestrdmungsgesetz:

Idt= %ﬂ(@y@,— €, 9)do dt,
also nach (55):
ldt= —:7008 F 2+ g9da dt.

Durch Vergleich mit (63) ergibt sich:
§=—,—"1. (64)

Hieraus berechnen wir endlich den gesamten Druck p,
d. h. diejenige mechanische Kraft, welche eine beliebige, aus
dem Vakuum kommende, den Leiter treffende und von ihm
vollstindig reflektierte Strahlung auf die Oberflicheneinheit des
Leiters in normaler Richtung ausiibt. Die Energie, welche
innerhalb des Elementarkegels:

dQ =sin 9 dd do

in der Zeit d¢ auf das Flichenelement do gestrahlt wird, be-

triigt nach (6):
. Idt=Kcos3:dQdc dt,

wo K die spezifische Intensitit der Strahlung in der Richtung

von d 2 auf den Spiegel zu bedeutet. Dies in (64) eingesetzt

und iber 4 2 integriert, ergibt fir den Gesamtdruck aller auf

die Oberfliche fallender und dort reflektierter Strahlenbiindel:

1P, Lesepew, Drupes Ann. 6, p. 433, 1901. Vgl. ferner: E. F. NicuoLs
undG. F. Hort, Druoes Ann. 13, p. 225, 1903.
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die Kraft § selbst, welche die Partikel durch ihren Anprall
gegen das Flichenelement do ausiiben, gleich und entgegen-
gesetzt ist der Anderung ihrer BewegungsgréBe fiir die Zeit-
einheit, wie sie durch (69) ausgedriickt ist, nimlich:
§=2nmcos?d.c?do

und mit Benutzung von (68):

& = 4“:’"--[.

Vergleicht man diese Bezichung mit der Gleichung (64), in
welcher alle Zeichen die nimliche physikalische Bedeutung
haben, so erkennt man, daB der NEwronsche Strahlungsdruck
doppelt so groB ist als der MaxweLLsche bei gleicher Energie-
strahlung, und daraus folgt mit Notwendigkeit, daB die GriBe
des Maxwerrschen Strahlungsdruckes nicht aus allgemeinen
energetischen Uberlegungen abgeleitet werden kann, sondern
daB sie der elektromagnetischen Theorie eigenttimlich ist. Daher
sind auch alle aus dem Maxwernschen Strahlungsdrucke ab-
geleiteten Folgerungen als Folgerungen der elektromagnetischen
Lichttheorie, und alle Bestitigungen derselben als Bestitigungen
dieser speziellen Theorie anzusehen.

Zweites Kapitel. Stefan-Boltzmannsches Strahlungsgesetz.

§ 61. Wir denken uns im folgenden einen vollstindig
evakuierten Hohlzylinder mit einem absolut dicht schlieBenden,
in vertikaler Richtung ohne Reibung frei beweglichen Kolben.
Ein Teil der Wandung des Zylinders, etwa der feste Boden,
bestehe aus einem schwarzen Kborper, dessen Temperatur 7
willkiirlich von auBen reguliert werden kann. Die iibrige Wand,
auch die innere Kolbenfliche, sei vollstindig reflektierend. Dann
wird, bei ruhendem Kolben und bei konstant gehaltener Tem-
peratur T, die Strahlung im Vakuum nach einiger Zeit den
Charakter der schwarzen, nach allen Richtungen gleichm#Bigen
Strahlung (§ 50) annehmen, deren spezifische Intensitit K und
riumliche Dichte » nur von der Temperatur T abhangt, ins-
besondere auch unabhiingig ist von dem Volumen V des Vakuums,
also von der Stellung des Kolbens.
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oder aus (71):
(18) as=29+pdV,

In dieser Gleichung stellen die GréBen U, p, V und S ge-
wisse Eigenschaften der Warmestrahlung vor, die durch den
augenblicklichen Zustand der Strahlung vollkommen bestimmt
sind. Folglich ist auch die GroBe T eine gewisse Eigenschaft
des Zustandes der Strahlung, d. h. die schwarze Strahlung
im Hohlraum besitzt eine gewisse Temperatur 7, und
diese Temperatur ist diejenige eines mit der Strahlung im
Wirmegleichgewicht stehenden Kdrpers.

§ 63. Wir wollen nun aus der letzten Gleichung diejenige
Folgerung ableiten, die aus dem Umstand entspringt, daB der
Zustand des betrachteten Systems und mithin auch seine
Entropie durch die Werte zweier unabhingiger Variablen be-
stimmt ist. Als erste Variable wihlen wir 7, als zweite konnen
wir entweder T, oder w, oder p wihlen, von welchen drei GroBen
zwei durch die dritte allein bestimmt sind. Wir wollen die
Temperatur 7 neben dem Volumen ¥V als unabhiingige Variable
nehmen. Dann ergibt die Substitution von (66) und (70) in (78):

V du 4u
(14) dS=4rdT+5rdV.
. a8\ _ ¥V du a8 4u
Darmus:  (57),= 7 g7 wd (57),= 57

Differentiiert man die erste dieser Gleichungen partiell nach 7,
die zweite partiell nach 7, so ergibt sich:

0t S =1 du _ 4 du 4u
dToV TdT 8T dT 8T%’
oder: % = 4—;— .
Integriert:
(75) u=aTt
und nach (21) als spezifische Intensitit der schwarzen Strahlung:
(16) K=u=J12.T4.

Ferner als Druck der schwarzen Strahlung:

a
) p="24
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aber wird sich ein stationdrer Strahlungszustand einstellen, der
beide kommunizierende Riume, deren Gesamtvolumen ¥V’ sei,
gleichmiBig erfullt. Durch die Anwesenheit eines Kohlestaubchens
sei dafiir gesorgt, daB auch im neuen Zustand alle Bedingungen
der schwarzen Strahlung erfillt sind. Dann ist, weil weder
duBere Arbeit noch duBere Wirmezufuhr stattgefunden hat, nach
dem ersten Hauptsatz die Energie im neuen Zustand gleich der
im alten: U" = U, und daher nach (78):

TV =TV

Vil $/V

T = I/-V—"
und dadurch der neue Gleichgewichtszustand vollkommen be-
stimmt. Da V7’ > V, so ist die Temperatur der Strahlung durch
den Vorgang erniedrigt worden.

Nach dem zweiten Hauptsatz muB die Entropie des Systems
gewachsen sein, da sonst keine #uBeren Verinderungen statt-
gefunden haben; in der Tat ist nach (80):

S i AYA 4
s=T17v =Y¥v>1 (82)

§ 70. Wenn der Vorgang der irreversibeln adiabatischen
Ausdehnung der Strahlung vom Volumen ¥V auf das Volumen ¥~
genau ebenso erfolgt, wie vorhin beschrieben, nur mit dem
einzigen Unterschied, daB kein Kohlenstdubchen in das Vakuum
eingelagert ist, so wird nach Herstellung des gleichm#Bigen
Strahlungszustandes, welche infolge der diffusen Reflexion an den
Winden des Hohlraums nach gehdriger Zeit eintreten wird,
im neuen Volumen V' die Strahlung nicht mehr den Charakter
der schwarzen Strahlung haben, also auch keine bestimmte
Temperatur besitzen. Wohl aber besitzt auch dann die Strahlung,
wie ilberhaupt jedes in einem bestimmten Zustand befindliche
physikalische System, eine bestimmte Entropie, die nach dem
zweiten Hauptsatz gréBer ist als die anfingliche S, aber nicht
so groB als die oben in (82) ausgedrfickte S’. Ihre Berechnung
kann erst auf Grund spiterer Sitze erfolgen (vgl. §103). Bringt
man dann nachtriglich in das Vakuum ein Kohlestdubchen, so
stellt sich durch einen zweiten irreversibeln ProzeB das absolut

stabile Strahlungsgleichgewicht her, indem die Strahlung bei
5‘
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konstanter Gesamtenergie die normale KEnergieverteilung der
schwarzen Strahlung annimmt, und die Entropie steigt dabei
auf den durch (82) gegebenen Maximalwert S'.

Drittes Kapitel. Wiensches Verschiebungsgesetz.

§ 71. Wenn durch das Steran-Borrzmannsche Gesetz
die Abhiingigkeit der riumlichen Dichte « und der spezifischen
Intensitit K der schwarzen Strahlung von der Temperatur be-
stimmt ist, so ist dadurch fiir die Kenntnis der auf eine be-
stimmte Schwingungszahl » bezogenen riumlichen Strahlungs-
dichte u,, und der spezifischen Strahlungsintensitit &, der
monochromatischen Strahlung, welche miteinander durch die
Gleichung (24), und mit % und K durch die Gleichungen (22)
und (12) verkniipft sind, noch verhéltnismiBig wenig gewonnen,
und es bleibt als ein Hauptproblem der Theorie der Warme-
strahlung die Aufgabe bestehen, die GrdoBen u, und ®, fir die
schwarze Strahlung im Vakuum, und dadurch nach (42) auch
in jedem beliebigen Medium, als Funktionen von v und T zu
bestimmen, oder mit anderen Worten: die Verteilung der Energie
im Normalspektrum fiir jede beliebige Temperatur anzugeben.
Ein wesentlicher Schritt zur Losung dieser Aufgabe ist in dem
von W. WiEN aufgestellten sogenannten ,Verschiebungsgesetz!
enthalten, dessen Bedeutung darin besteht, daB es die Funk-
tionen u, und R, der beiden Argumente » und T auf eine Funktion
eines einzigen Arguments zuriickfiihrt.

Den Ausgangspunkt des Wienschen Verschiebungsgesetzes
bildet folgender Satz. Wenn die in einem vollstindig evakuierten
Hohlraum mit absolut reflektierenden Winden enthaltene schwarze
Strahlung adiabatisch und unendlich langsam komprimiert oder
dilatiert wird, wie im § 68 beschrieben wurde, so behilt die
Strahlung, auch ohne daB ein Kohlestiubchen sich im
Vakuum befindet, stets den Charakter der schwarzen

! W. Wien, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. Berlin vom 9. Febr.
1893, p. 55. Wiep. Ann. 63, p. 132, 1894. Vgl. ferner u. a.: M, Taigsex,
Verhandlungen der Deutschen Physikalischen Gesellschaft, 3, p. 65, 1900.
H. A. Lorentz, Akad. d. Wissensch. Amsterdam, 18. Mai 1901, p. 607.
M. Asranay, Drupes Ann. 14, p. 238, 1904,
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oder, da:
AB— A'B=v.0t
und iA=L, =2
1 4 1 4
w’=°+v-’u,
c—19v

oder, da v unendlich klein gegen ¢,
, 29
vV =9 (1 + T) .

§ 75. Wenn die Strahlung nicht in normaler Richtung,
sondern unter dem spitzen Einfallswinkel ¢ auf den Spiegel
fallt, so kann man eine ganz #hnliche Betrachtung anstellen,
4 Spisgel ¢
Splegelt+dt

Fig. 6.

nur mit dem Unterschied, daB dann der Schnittpunkt 4 eines
bestimmten ins Auge gefaBten Strahles B4 mit dem Spiegel zur
Zeit ¢t eine andere Lage auf dem Spiegel hat als der Schnitt-
punkt 4’ desselben Strahles mit dem Spiegel zur Zeit ¢ 4 J¢
(Fig. 6). Die Anzahl der Wellen, welche zur Zeit ¢ auf der

Strecke BA liegen, ist B—f - Ebenso ist zu der n#mlichen

Zeit ¢ die Anzahl der Wellen auf der Strecke 4C, welche die
Entfernung des Punktes 4 von einer im Vakuum ruhenden

Wellenebene CC’ des reflektierten Strahles darstellt, -‘i—,a- Im

ganzen liegen also zur Zeit ¢ auf der Strecke BAC des be-

trachteten Strahles
BA AC

Wellen. Hierbei sei noch bemerkt, daB der Reflexionswinkel 9
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nicht genau gleich dem Einfallswinkel ist, sondern, wie sich
durch eine einfache geometrische Uberlegung zeigen 1aBt, etwas
kleiner. Die Differenz zwischen § und ¢’ wird sich aber fur
unsere Berechnung als unwesentlich erweisen.

Ferner liegen zur Zeit ¢ 4 d¢, wenn der Spiegel durch 4’
geht, auf der Strecke BA'C’

i A’
Wellen. Die letzte Zahl ist kleiner als die erste, und zwar muB
die Differenz gleich der Anzahl der Wellen sein, welche wiahrend
der Zeit o¢ aus dem Raume, der durch die ruhende Ebene BB’
und durch die ruhende Ebene CC’ begrenzt wird, im ganzen
hinausgedréngt worden sind.

Nun gehen durch die Ebene BB’ in der Zeit d¢ in den
Raum hinein v.0J¢ Wellen, durch die Ebene CC’ aus dem
Raum hinaus »’ . §¢ Wellen. Folglich ist

o —n-oe= (% + 22) - (BE + 45)-
Es ist aber:

BA—BA = A4 = 2%
cos 9

AC— A'C"'= A4’ -cos(F + &)

° r= 2.
)'—7) )‘ = »'
s 1 ,_ ccosd + v
Folglich: Y = Ccosd —vcos (9 + 9 v

Diese Beziehuné gilt fir eine beliebig groBe Geschwindigkeit »
des bewegten Spiegels. Da nun in unserem Fall » unendlich
klein ist gegen ¢, 8o wird einfacher:
,,'=,,.(1 + 2o +cos(0+0’)])-
Die Differenz der Winkel 4 und 9 ist jedenfalls von der
GriBenordnung %; daher kann man hier ohne merklichen

Fehler 4’ durch 9 ersetzen, und erhilt so:

(83) ,,'=,,.(1+ 200:5.9)

als Schwingungszahl des reflektierten Strahles fiir schiefe Inzidenz.
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(85) za‘z+gvat=1(1+ 2"°‘!2’L)a:=1'a¢.

(4

Man kann also zusammenfassend sagen: Durch die Reflexion
eines unter dem Einfallswinkel ¢ auftreffenden monochromati-
schen unpolarisierten Elementarstrahlenbiindels an dem gegen
die Strahlung mit der unendlich kleinen Geschwindigkeit v be-
wegten Spiegel wird wihrend der Zeit ¢ die Strahlungs-
energie I 3¢, deren Schwingungszahlen von » bis v 4- d» reichen,
in die Strahlungsenergie I'd¢ mit dem Schwingungsintervall
(v, v + dv") verwandelt, wobei I’ durch (85), +' durch (83) und
dementsprechend d v/, die Spektralbreite des reflektierten Biindels,
durch:

;o 2 cos &
(86) dv —dv(l+ > )
gegeben ist. Kin Vergleich dieser Werte zeigt, daB
r v av
®7) T=v= a3

Der absolute Betrag der bei dieser Verwandlung verschwundenen
Strahlungsenergie ist nach Gleichung (13):

(88) 1.5t =28, do cos & dQ dv dt

und daher der absolute Betrag der dabei neu entstandenen
Strahlungsenergie nach (85):

(89) I’-6t=2§',dacos&d9dv(1+ 2_?°°5'9)5,.

(4

In diesen beiden Ausdriicken wire streng genommen noch
eine unendlich kleine Korrektur anzubringen, da I die Energie-
strahlung auf ein ruhendes Flichenelement d ¢ darstellt, wihrend
doch durch die Bewegung von d o gegen das auftreffende Strahlen-
bitndel die auffallende Strahlung etwas vermehrt wird. Indessen
kénnen die entsprechenden Zusatzglieder hier ohne merklichen
Fehler fortgelassen werden, weil die Differenz der beiden Aus-
driicke: (I’ —I)d'¢, welche durch (84) dargestellt wird, von jener
Korrektur offenbar nicht merklich betroffen wird.
dynamisch ableiten 148t, da ja die Elektrodynamik mit dem Energieprinzip
in Ubereinstimmung ist. Dieser Weg ist etwas umstindlicher, dafiir

gewihrt er aber einen tieferen Einblick in die Einzelheiten des Vorgangs
der Reflexion.
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(80) 3T n)-dr.

Die monochromatische Strahlungsdichte u ist hierbei als Funktion
der beiden voneinander unabbingigpen Variabeln ¥ und 7 zu
betrachten, deren Differentinle durch die Zeichen d und & unter-
schieden sind.

kommt lediglich bei der Reflexion an dem bewegten Spiegel,
und rzwar dadurch zustande, daB erstens gewisse Strahlen,
welche rur Zeit ; dem Intervall (v, dv) angehSren, durch die
bei der Reflexion erlittene Farbeninderung aus diesem Intervall
austreten, und daB rweitens gewisse Strahlen, welche zur Zeit ¢
nicht dem Intervall (v, ds) angehéren, durch die bei der Reflexion
erlittene Farbeninderung in dieses Intervall eintreten. Wir
berechnen beide Einflisse nacheinander. Die Berechnung wird
wesentlich vereinfacht, wenn wir die Breite dieses Intervalls: dy
80 klein nehmen, daB:

91; dr klein gegen -;-r,

was deshalb moglich ist, weil do und v gar nicht voneinander

§ 80. Die Strahlen, welche rur Zeit ¢ dem Intervall (s, dv)
sngehoreu und in der Zeit J+ infolge der Reflexion am be-
wegten Spiegel aus diesem Intervall austreten, sind einfach alle
diejenigen, welche wihrend der Zeit ¢ dem bewegten Spiegel
treffen. Denn die Farbeninderung, die ein solcher Strahl er-
leidet, ist nach (83) und (91) groB gegen die Breite dv des
ganzen Intervalls. Wir haben hier also nur die Energie zu
berechnen, welche wihrend der Zeit 61 durch die Strahlen des
Intervalls (v, dv) auf den Spiegel geworfen wird

Ftr ein Elementarstrahlenbiindel, das unter dem KEinfalls-
winkel & auf das Element ds der Spiegelfliche fillt, ist diese
Energie nach (88) und (5):

15t =2R,docos? dQdy 5t=28, do sin? cos I d& de dv Jt,

also fir die gesamte monochromatische Strahlung, die auf die
ganze Spiegelfliche F auffillt, durch Integration @iber ¢ von

0 bis 2, iber ¢ von O bis g, und iber do von O bis F':
¥2) 2x F Q, dv 0t.
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tnymiumai o4 ond mit deren Vorzeichen sich wmkehren, so

gt 4w (wicknng fir jodes Vorzeichem von IV, der Vorgang
12t slsn reversibel

% %3. Bovor wir zur allgemeinen Integration der Glei-
chinng 9%, whreitn, wollen wir sie einer naheliegenden Prifung
wspsrsishen, Sach dem Energieprinzip muB nimlich die bei
der slishatischen Kompression eintretende Anderung der ge-
muintsn Steahlungsenergic:

U= V-u=7-fudy

ylsich woin der bei der Kompression von auBen gegen den
Mirahlungsdruck geleisteten Arbeit:

-
(4945 -paV-_:aV=_"_s’f_ wd
V]
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Nun erglbt sich mit Benutznng von (94) fur die Andernng der
Gesamtenergie:

aV F du

oder durch partielle Integration:

U=—-"|[» u] udvy

(- o)
und dieser Ausdruck ist in der Tat mit (96) identisch, da das
Produkt »u sowohl fiir » =0 als auch fir » = oo verschwindet.
Letzteres konnte einen Augenblick zweifelhaft erscheinen; man
ersieht aber leicht, daB, wenn vu fir v = 00 einen von Null
verschiedenen Wert annihme, dann das Integral von u nach ,
von 0 bis oo genommen, keinen endlichen Wert besitzen kdnnte,
was doch sicher der Fall ist.

§ 84. Wir haben schon oben in § 79 hervorgehoben, da8 u
als Funktion zweier unabhingiger Variabeln anzusehen ist, von
denen wir als erste die Schwingungszahl », als zweite die Zeit ¢
genommen haben. Da nun die Zeit ¢ in der Gleichung (95)
explicite gar nicht vorkommt, so ist es sachgemiBer, als zweite
unabhingige Variable statt ¢ direkt das Volumen ¥ einzufiihren,
welches ja von ¢ allein abhiéngig ist. Dann schreibt sich die
Gleichung (95) folgendermaBen als partielle Differentialgleichung:

SANLALL (07)
aus welcher u, wenn es fiir ein bestimmtes ¥ als Funktion von »
bekannt ist, fir alle anderen Werte von ¥ als Funktion von »
berechnet werden kann. Das allgemeine Integral dieser Differential-
gleichung lautet, wie man sich leicht durch nachtrigliche Sub-
stitution {iberzeugen kann:

n= g, (98)

wobei ¢ eine beliebige Funktion eines einzigen Arguments v*V
bedeutet. Statt dessen kann man aunch schreiben, indem man
3 V.p(v®V) statt ¢ (»3V) einsetzt:

u=pr). (99)

PLAXCK, Wirmestrahlung. 6
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Jede der beiden letzten Gleichungen ist der allgemeine Aus-
druck des Wienschen Verschiebungsgesetzes.

Wenn also fir ein bestimmtes gegebenes Volumen ¥V die
spektrale Energieverteilung, d. h. u als Funktion von s, bekannt
ist, so 1aBt sich daraus die Abhingigkeit der Funktion ¢ von
ihrem Argument ableiten, und dadurch ergibt sich dann wun-
mittelbar die Energieverteilung fiir jedes beliebige andere
Volunmen 7, in welches die den Hohlzylinder erfillende Strah-
lung durch einen reversibeln adiabatischen Proze8 gebracht wird.

§ 85. Nun fithren wir, zu dem Gedankengang des § 73
zuriickkebrend, die Voraussetzung ein, daB am Anfang die
spektrale Energieverteilung die normale, der schwarzen Strah-
lung entsprechende ist. Dann behi#ilt nach dem damals be-
wiesenen Satze die Strahlung bei der reversibeln adiabatischen
Volumenénderung diese Eigenschaft unverindert bei, und es
gelten fir den ProzeB alle in § 68 abgeleiteten GesetzmaBig-
keiten. Die Strahlung besitzt also dann in jedem Zustand eine
bestimmte Temperatur T, welche mit dem Volumen ¥ durch die
dort abgeleitete Gleichung:

(100) T3. V = const
zusammenhéingt. Daher kann man nun die Gleichung (99) auch
so schreiben:

mo()
oder auch: u=1g (%) .

Ist also fiir eine einzige Temperatur die spektrale Energie-
verteilung der schwarzen Strahlung, d. h. u als Funktion von v,
bekannt, so ergibt sich daraus die Abhingigkeit der Funktion ¢
von ihrem Argument, und dadurch die spektrale Energieverteilung
fir jede andere Temperatur.

Nimmt man noch den in § 47 bewiesenen Satz hinzu, daB
bei der schwarzen Strahlung einer bestimmten Temperatur das
Produkt u¢® fiir alle Medien den ni#mlichen Wert hat, so kann
man auch schreiben:

(101) = %'F(z)

wo nun die Funktion ¥ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nicht
mehr enthilt.
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Ferner durch Beriicksichtigung der Bedeutung von #:

wWiu=7T'3:7T3
und: wdy :udy = T'4: T4,
Man kann also folgende Sitze aussprechen. Das Spektrum der
schwarzen Strahlung verindert sich beim Ubergang von der
Temperatur T zu einer hoheren Temperatur 7 derartig, als ob
alle Schwingungszahlen v sich im Verh#ltnis der Temperaturen 7
und 7 vergréBern, und dabei die im Kubus einer Wellenlinge 4
enthaltene Energie # der Strahlung eines unendlich kleinen
Spektralbezirks sich ebenfalls in demselben Verhiltnis vergroBert.
Die monochromatische Strahlungsdichte u vergréBert sich dann
im Verhiltnis der dritten Potenz, und die Strahlungsdichte udy
eines unendlich kleinen Spektralbezirks im Verhiltnis der vierten
Potenz der Temperaturen. Fiir die gesamte raumliche Strahlungs-
dichte , als der Summe der Strahlungsdichten aller Spektral-
bezirke, ergibt sich dann wieder das STEFAN-BoLTZMANNsche
Gesetz,

Da ferner nach (104) und (100):

AR A A 4

™ T T a8
so wird bei dieser Verinderung die im ganzen Volumen V der
Strahlung enthaltene Anzahl von Wellenkuben einer jeden
Schwingungszahl durch die Kompression nicht geindert.

Diese Sitze haben natiirlich nur zusammenfassende Be-
deutung; denn wie wir oben gesehen haben, verindern sich in
Wirklichkeit bei der adiabatischen Kompression die Schwingungs-
zahlen v der einzelnen Strahlen durchaus nicht alle, sondern nur
insofern sie wihrend der Kompression an dem bewegten Kolben
reflektiert werden, und dann auch nicht gleichmiBig, sondern je
nach der GroBe des Einfallswinkels in verschiedener Weise.

§ 88. Wie fiir die riumliche Strahlungsdichte u, so 1aBt
sich das Wiensche Verschiebungsgesetz auch fiir die spezifische
Strahlungsintensitit ®, eines geradlinig polarisierten monochro-
matischen Strahles bei der schwarzen Strahlung aussprechen,
und lautet nach (24) in dieser Form:

(106) R, = -;F(%)

Bezieht man die Strahlungsintensitit, wie es in der Experimentals

’
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¥a sei bier tibrigens noch einmal amsdriicklich darauf hin-
gowissen, dab nach § 19 das Maximum vom E; keineswegs auf
disnslbe $telle im Spektrum fillt wie das Maximum von &,, und
dst daher die Bedeutung der Konstante b wesentlich mit dadurch
hedingt ist, daB die Intensitit der monochromatischen Strahlung
suf Wellenlingen und nicht aof Schwingungszahlen bezogen wird.

# 90. Auch der Betrag des Maximums von E; ergibt sich
sus (107,, wenn man darin 2 = 2_ einsetzt. Dann erhilt man
unter Berticksichtigung von (109):

(111) Fonax = const. TS,

d. h. der Botrag des Strablungsmaximums im Spektrum der
schwarzen Strahlung ist proportional der finfiten Potenz der
ubwolutsn Temperatur.

Wiirde man die Intensitit der monochromatischen Strahlung
nieht dursh 1), sondern durch R, messen, so erhielte man fir
dan Boting dos Strahlungsmaximums ein ganz anderes Gesetz,
nibmlich
(11%) R,ax == const. T3,

Viertes Kapltel. 8trahlung von beliebiger spektraler
Enarglaverteliung. Entrople und Temperatur monochromatischer
Strahlung.

W 91, Wir hatton das Wiensche Verschiebungsgesetz bisher
nue anf den Fall der vohwargen Strahlung angewendet; dasselbe
lonital. sher olne nooh viel allgemeinere Bedeutung. Denn die
(lelohung (W0) gibt, wie schon dort bemerkt wurde, fir jede
heliehige anfingliche spoktralo Verteilung der im evakuierten
Hohleawm - Delindlichen nach allen Richtungen gleichmiBigen
Inerglentenhlung die )mdm_'ung dieser Energieverteilung bei einer
revernibuln ndinbatinohen Anderung dos Gesamtvolumens. Jeder
dureh sinen derartigen Prozel herbeigefihrte Strahlungszustand
int vollkomimen atationir und kaun unbegrenzte Zeiten lang
Mrtheatelon, allenlinge nur unter der Bedingung, daB keine
Npue emittievender und abworbierender Substans in dem Strah-
et vorhamden fat. Denn sonet witrde sich nach § 51
dureh den auslienden Kintuldl der Substanz mit der Zeit die
Knergieverteilnng aul itreveraible Weise, A h. unter Vermehrung






88 Folgerungen aus der Elektrodynamsk und der Thermodynamik

Die Anderungen d und 0 sind nattirlich ganz unabhingig von-
einander.
Nun ist nach (114) und (118), da 0V = 0:

f(’ﬁ cdv=20
0
oder, da » unvariiert bleibt:
fg—e ourdv=20
[V} * *

und die Giltigkeit dieser Gleichung fir alle beliebigen Werte
von Ju erfordert mit Ricksicht auf (115), daB

(116) 28— const

fir alle verschiedenen Schwingungszahlen. Diese Gleichung
spricht das Gesetz der Energieverteilung bei der schwarzen
Strahlung aus.

§ 98. Die Konstante der Gleichung (116) steht in einfachem
Zusammenhang mit der Temperatur der schwarzen Strahlung.
Denn wenn die schwarze Strahlung bei konstantem Volumen ¥V
durch Zuleitung einer gewissen Wirmemenge eine unendlich
kleine Energieinderung dU erfihrt, so ist nach (73) die Ande-
rung ihrer Entropie:
sU
T

Nun ist aber nach (118) und (116):

08 =

(-] (]
k] a8 ]
58='l:’a—u5udv=-a—u'Vof3udv=—ﬂ-b‘U,

folglich ist:

ou T
und die obige GriBe, welche bei der schwarzen Strahlung als
fur alle Schwingungszahlen gleich gefunden wurde, erweist sich
als die reziproke Temperatur der schwarzen Strahlung.

Durch diesen Satz erhilt der Begriff der Temperatur eine
Bedeutung auch fir Strahlungen von ganz beliebiger Energie-
verteilung. Denn da 8 nur von u und » abhiingt, so besitzt
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eine nach allen Richtungen gleichmi#Bige monochro-
matische Strahlung, welche eine bestimmte Energie-
dichte u hat, auch eine ganz bestimmte, durch (117)
gegebene Temperatur, und unter allen denkbaren
Energieverteilungen ist die normale dadurch charakte-
risiert, daB die Strahlungen aller Schwingungszahlen
die nimliche Temperatur haben.

Jede Anderung der Energieverteilung besteht in einem
Energieiibergang von einer monochromatischen Strahlung auf
eine andere, und je nachdem die Temperatur der ersten oder
die der zweiten Strahlung hoher ist, bedingt der Energie-
fibergang eine Vermehrung oder eine Verminderung der Gesamt-
entropie, ist also in der Natur ohne Kompensation mdglich
oder nicht ohne Kompensation mdglich, gerade wie das bei
dem Warmeiibergang zwischen zwei verschieden temperierten
Korpern zutrifft.

§ 94. Wir wollen nun sehen, was das Wiknsche Ver-
schiebungsgesetz tiber die Abhiingigkeit der GréBe 3 von den
Variabeln u und » aussagt. Aus der Gleichung (101) folgt,
wenn man sie nach 7 auflost und dafir den in (117) gegebenen
Wert einsetzt:

3

%=%F("T,“) =2, (118)

wo F wieder eine gewisse Funktion eines einzigen Arguments

darstellt, deren Konstante die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢

nicht enthalten. Nach dem Argument integriert ergibt dies bei
analoger Bezeichnung:

= ’_’F(c'—“)- (119)

In dieser Form besitzt das Wiensche Verschiebungsgesetz fiir
jede monochromatische Strahlung einzeln, und dadurch auch
fir Strahlungen von beliebiger Energieverteilung, Bedeutung.

§ 956. Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
muB die Gesamtentropie einer Strahlung von ganz beliebiger
Energieverteilung bei reversibler adiabatischer Kompression kon-
stant bleiben. Den direkten Nachweis dieses Satzes konnen wir
jetzt in der Tat auf Grund der Gleichung (119) fithren. Es ist
namlich fur einen solchen Vorgang nach Gleichung (118):
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JS=6fdv(V65 +3837)
(120) =fdv(Vg—-zé‘u +397).
0

Hier ist 8, wie stets, als Funktion von u und » zu betrachten.

Nun gilt fir eine reversible adiabatische Zustandsinderung
die Beziehung (95), aus welcher wir den Wert von du ent-
nehmen, so daB sich ergibt:

58 = and{ (;::‘ )+s}-

Dabei bezieht sich der Dlﬂ'erentlalquotient von u nach » auf die

in beliebiger Weise von vornherein gegebene spektrale Energie-

verteilung der Strahlung, er ist daher, im (Gegensatz zu den

partiellen Differentialquotienten, mit dem Buchstaben d bezeichnet.
Nun ist das vollstindige Differential:

dB 08du
=dudr +6v

folglich, durch Substxtutxon.
> ds 98
(121) 6S=JV-fdv{%(ﬁ—a—’) au'*"}
0

Aus Gleichung (119) folgt aber durch Differentiation:

B 0(3) me $2-n() - ()

Mithin: vg-§=2s-3u—

Dies in (121) eingesetzt, ergibt:
v d3
38 = JVfdv( o+

oder: as_— [¥ 5] =0,

wie es sein muB. DaB das Produkt ¥8 auch fir v = oo ver-
schwindet, 148t sich ebenso wie in § 83 bei dem Produkte su
beweisen.

§ 96. Mittels der Gleichung (119) kann man den Gesetzen
der reversibeln adiabatischen Kompression eine anschaulische
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Daher kann man sagen: die reversible adiabatische Kompression
einer Strahlung von beliebiger Energieverteilung erfolgt ebenso,
als ob die Schwingungszahlen v der einzelnen Farben sich in
der Weise veriindern, daB fir jede Farbe die Anzahl der im
ganzen Volumen enthaltenen Wellenlingenkuben bei der Kom-
pression ungeindert bleibt. Die in einem solchen Kubus ent-
haltene monochromatische Strahlungsenergie # wachst dann pro-
portional der Schwingungszahl », und ebenso wichst nach (118)
die Temperatur T der betreffenden Strahlung, wihrend dagegen
die Entropie derselben o konstant bleibt. Hiermit ist zugleich
wiederum der Beweis geliefert, daB die Gesamtentropie der
Strahlung, als die Summe der Entropien aller darin enthaltenen
monochromatischen Strahlungen, konstant bleibt.

§ 97. Wir konnen noch ginen Schritt weiter gehen, und
von der Entropie 8 und der Temperatur 7 einer nach allen
Richtungen gleichmiBigen unpolarisierten monochromatischen
Strahlung auf die Entropie und die Temperatur eines einzelnen
geradlinig polarisierten monochromatischen Strahlenbiindels
schlieBen. DaB auch jedem einzelnen Strahlenbiindel eine be-
stimmte Entropie zukommt, folgt nach dem zweiten Hauptsatz
der Thermodynamik schon aus dem Phinomen der Emission.
Denn da durch den Akt der Emission Kérperwirme in Strahlungs-
wirme verwandelt wird, so nimmt hierbei die Entropie des
emittierenden Korpers ab, und dafir muB nach dem Satz der
Vermehrung der Gesamtentropie als Kompensation eine andere
Form der Entropie auftreten, welche durch nichts anderes be-
dingt sein kann als durch die Energie der emittierten Strahlung.
Jedes einzelne geradlinig polarisierte monochromatische Strahlen-
biindel besitzt also seine bestimmte Entropie, die nur von seiner
Energie und seiner Schwingungszahl abhiingen kann, und sich
mit ihm im Raume fortpflanzt und ausbreitet. Dadurch er-
halten wir den Begriff der Entropiestrahlung, welche ganz
analog der Energiestrahlung gemessen wird durch den Betrag
der Entropie, die in der Zeiteinheit in einer bestimmten Richtung
durch die Flacheneinheit hindurchgeht. Es gelten daher fur
die Entropiestrahlung genau dieselben Betrachtungen, wie die,
welche wir vom § 14 an fiir die Energiestrahlung angestellt
haben, indem jedes Strahlenbiindel auBer seiner Energie auch
seine Entropie besitzt und beférdert. Wir wollen, unter Hinweis
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strahlung (§ 17) besteht, so ist die spezifische Intensitit der
Entropiestrahlung aller Schwingungszahlen von der Form:

(129) L= [ds@Q +%).
/

Hierbei sind die positiven GrdBen &, und &,’, die ,Haupt-
intensititen der Entropiestrahlung von der Schwingungszahl v,
durch die Werte von §, und ®,” bestimmt. Durch Substitution
in (127) erhilt man hieraus fir die Entropie, welche in der
Zeit d¢ durch das Flichenelement do in der Richtung des
Elementarkegels d 2 hindurchgestrahlt wird, den Ausdruck

dt do cos & d.Qfdv(ﬁ. +4,)
V]

und fir monochromatische geradlinig polarisierte Strahlung:
(130) dt do cos? dQ2 &, dv = , dv+sin$ cosd d& do do dt.
Ftir unpolarisierte Strahlen ist €, = &,’, und aus (129) wird:

L=26fs,dﬂ.

Bei gleichméBiger Strahlung nach allen Richtungen ergibt sich
dann fiir die gesamte Entropiestrahlung nach einer Seite, ge-
mib (128) :

[-]
2xdodt- | Q,dy.
J

§99. Aus der Intensitit der fortschreitenden Entropie-
strahlung ergibt sich auch der Ausdruck fir die rdumliche
Dichte der Strahlungsentropie, ganz ebenso wie die riumliche
Dichte der Strahlungsenergie aus der Intensitit der fort-
schreitenden Energiestrahlung folgt. (Vgl. § 22) Es ist ndm-
lich, analog der Gleichung (20), die riumliche Dichte s der
Strahlungsentropie im Vakuum in irgendeinem Punkte:

1
(181) s=—c—fL iQ,

wobei die Integration iiber die von dem Punkte nach allen
Richtungen des Raumes ausgehenden Elementarkegel zu er-
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$§ 181. Die hier vorgenommene Erweiterung des Begrifis
der Temperatur auf einen einzeinem monochromstischem Strahl
bringt es mit sich, daB in einem vom belichigen Strahlen durch-
setzten Medium an einer und derselben Stelle des Mediums im
allgemeinen unendlich viele verschiedene Temperaturen bestehen,
indem jeder einzeine Strahl. der diese Stelle trifR, ssime be-
sondere Temperatur besitzt, ja daB sogar die in der nkmlichen
Richtung fortschreitenden verschieden gefiirbten Strahlen je mach
der spektralen Energieverteilung verschiedene Temperaturen auf-
weisen. Zu allen diesen Temperaturen kommt schhiefilich nach
die Temperatur des Mediums selber, weiche anch ihrerseits von
vornkerein ganz unabhingig von der'l'ellpcatlr&r&nhlnglt
Diese Kompliziertheit der Betrachtungsweise liegt aber ganz in
der Natur der Sache, und entspricht der Kompliziertheit der
physikalischen Vorginge in einem solcherweise durchstrahlten
Medium. Nur im Falle des stabilen thermodynamischen Gleich-
gewichts gibt es nur eine einzige Temperatur, die dann dem
Medium selber und allen dasselbe durchkreuzemden Strahlen
verschiedener Richtung und verschiedemer Farbe gemeinsam ist
Auch in der praktischen Physik hat sich die Notwendigkeit,
den Begriff der Strahlungstemperatar von dem der Kdarper-
temperatur zu trennen, schon seit lingerer Zeit geltend gemacht.
So hat man es fir vorteilhaft gefunden, neben der wirklichen
Temperatur der Sonne von einer ,scheinbaren* oder ,Effektive-
temperatur der Sonne zu sprechen, d. h. von derjenigen Tem-
peratur, welche die Sonne haben mifBte, um der Erde die tat-
sichlich zu beobachtende Warmestrahlung zuzusenden, wenn sie
wie ein schwarzer Korper strahlen wiirde. Die acheinbare Tem-
peratur der Sonne ist nun offenbar nichts anderes als die wirk-
liche Temperatur der Sonnenstrahlen?, sie hiingt lediglich ab
von der Beschaffenheit der Strahlen, ist also eine Eigenschaft der
Strahlen und nicht eine Eigenschaft der Sonne. Daher wire es wohl
nicht nur bequemer, sondern auch exakter, diese Bezeichnung
auch direkt anzuwenden, statt von einer doch nur fingierten
und nur durch Einfihrung einer in Wirklichkeit unzutreffenden
Voraussetzung verstindlichen Temperatur der Sonne zu reden.

! im Durchschnitt genommen, da die Sonnenstrahlen verschiedener
Farbe nicht genau die nfmliche Temperatur besitzen.
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der schwarze Korper pro Flacheneinheit und Zeiteinheit nach
(7) und (76) die Energie:
aK=2°T
4

und nach (140) die Entropie:

ac .
g 1 -

Dagegen absorbiert er die Energie: ff T4 und die Entropie:

8c ps,
3 -
Nach dem ersten Hauptsatz ist also die dem Kdrper im ganzen
zugefilhrte Wirme, positiv oder negativ, je nachdem 7" groBer
oder kleiner als 7 ist:

=83 ps_8Cpa_ 00 pa_ s
Q=-7T s (T - T,

und nach dem zweiten Hauptsatz ist die Anderung der Gesamt-
entropie positiv oder Null. Nun #ndert sich die Entropie des

Kérpers um %, die Entropie der Strahlung im Vakuum da-
gegen um:
SE (@0 - 7.

Folglich ist die Anderung der Gesamtentropie des betrachteten
Systems pro Zeiteinheit und Fliicheneinheit:

%. T'I_T‘ +f_3f_(T3— TIS)EOo

Diese Beziehung ist in der Tat fir alle Werte von 7 und 7°
erfillt. Denn der Minimalwert des Ausdrucks auf der linken
Seite ist Null; derselbe wird erreicht fir 7= 7". Dann ist der
Vorgang reversibel. Sobald aber T von 7" verschieden ist, haben
wir merkliche Entropievermehrung, der ProzeB ist also irreversibel
Im besonderen ergibt sich fir 7= 0 die Entropievermehrung
gleich oo, d. h. die Absorption von Wirmestrahlung durch einen
schwarzen Korper von der absoluten Temperatur Null ist mit
unendlich groBer Entropievermehrung verkniipft, kann also durch
keine endliche Kompensation riickgingig gemacht werden. Da-

gegen ist fir 7" = 0 die Entropievermehrung nur gleich % T3,

d. h. die Emission eines schwarzen Korpers von der Tempe-
ratur T, ohne gleichzeitige Absorption von Wirmestrahlung ist






Dritter Abschnitt.

Emission und Absorption
elektromagnetischer Wellen durch einen
linearen Oszillator.

Erstes Kapitei.
Einleitung. Schwingungsgleichung eines linearen Oszillators.

§ 104. Das Hauptproblem der Theorie der Warmestrahlung,
dessen Ldsung in diesem Abschnitt vorbereitet werden soll, ist
die Bestimmung der Energieverteilung in dem von der schwarzen
Strahlung gelieferten Normalspektrum, oder, was auf dasselbe
hinauskommt, die Auffindung der im allgemeinen Ausdruck des
Wienschen Verschiebungsgesetzes (119) noch unbestimmt ge-
lassenen Funktion . Zur Behandlung dieser Aufgabe wird es
notig sein, niher als bisher auf diejenigen Vorginge einzugehen,
welche die Entstehung und die Vernichtung der Warmestrahlen
bedingen, also auf den Akt der Emission und den der Absorption.
Bei der Kompliziertheit dieser Vorginge und der Schwierigkeit,
dariiber irgendwelche bestimmte Einzelheiten in Erfahrung zu
bringen, wiire es freilich ginzlich aussichtslos,- auf diesem Wege
irgendwelche sichere Resultate zu gewinnen, wenn nicht als zu-
verlassiger Fithrer in diesem dunkeln Gebiete der im § 51 ab-
geleitete KircaHOFFsche Satz benutzt werden konnte, welcher
besagt, daB ein rings durch spiegelnde Winde abgeschlossenes
Vakuum, in welchem beliebige emittierende und absorbierende
Kérper in beliebiger Anordnung verstreut sind, im Laufe der
Zeit den stationéren Zustand der schwarzen Strahlung annimmt,
der vollstindig bestimmt ist durch einen einzigen Parameter:
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im Mittel eine bestimmte endliche kinetische KEnergie der fort-
schreitenden Bewegung besitzen. Indessen 1Bt sich auch dies
Bedenken heben durch die Erwigung, daB mit der kinetischen
Energie noch nicht die Geschwindigkeit festgelegt ist. Man
braucht nur den Oszillator, etwa in seinem positiven Pole, mit
einer verhiltnismaBig bedeutenden, elektrodynamisch vollkommen
unwirksamen trigen Masse belastet zu denken, um seine Ge-
schwindigkeit, bei bestimmter kinetischer Energie, unter jeden be-
liebigen Betrag herabzudriicken. Diese Uberlegung hilt natiirlich
auch dann noch Stand, wenn man, wie es jetzt mehrfach ge-
schieht, alle Trigheit auf elektrodynamische Wirkungen zuriick-
fuhrt. Denn diese Wirkungen sind jedenfalls von ganz anderer
Art als die im folgenden zu betrachtenden, und konnen sie daher
nicht beeinflussen.

Der Zustand des angenommenen Oszillators sei vollstindig
bestimmt durch sein ,Moment* f(f), d.h. durch das Produkt
aus der elektrischen Ladung des auf der positiven Seite der
Achse gelegenen Poles in den Polabstand, und durch dessen
Differentialquotienten nach der Zeit:

(141) 4O _rg.

Die Energie des Oszillators sei von der folgenden einfachen
Form:

(142) U=4}Kf*+ L2,
wobei K und L positive Konstante bezeichnen, die von der
Natur des Oszillators in irgend einer, hier nicht niher zu er-
drternden Weise abhiingen.

§ 105. Wirde bei den Schwingungen des Oszillators die
Energie U genau konstant bleiben, so hitte man:

dU=Kfdf+Lfdf =0
oder mit Riicksicht auf (141):
(148) Kf)+Lig=0
und daraus ergibe sich als allgemeine Ldsung dieser Differential-
gleichung eine rein periodische Schwingung:
f=Ccosry,t — ),

wobei C und & die Integrationskonstanten, und , die Schwingungs-
zahl pro Zeiteinheit bedeutet:
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und die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist:
(147) F=-}f(t—%)+-:7g(t+%),

wobei f und g zwei ganz beliebige Funktionen eines einzigen
Arguments bedeuten. Die Funktion f entspricht einer Kugel-
welle, die vom Anfangspunkt der Koordinaten nach auBen, die
Funktion g einer Kugelwelle, die von anBen nach dem Anfangs-
punkt der Koordinaten fortschreitet. Die Welle ¢ kommt in der
Natur nur unter ganz besonderen Umstinden zu stande (vgl
unten § 169); wir lassen sie hier fort, da wir jetzt ohnehin
keinerlei von auBen auf den Oszillator fallende Wellen als vor-
handen annehmen wollen, und erhalten daher:

(148) =2fle-5)-

§ 107. Um nun die physikalische Bedeutung der vorliegen-
den partikuliren Ldsung der Maxwernschen Feldgleichungen
kennen zu lernen, betrachten wir solche Punkte (z, y, z) des
Feldes, welche dem Anfangspunkte der Koordinaten so nahe

liegen, daB fir alle Zeiten %f klein ist gegen f. (Wenn f

periodisch oder nahezu periodisch ist, so bedeutet dies, daB die
Entfernung » vom Anfangspunkt klein ist gegen die Wellenlinge

im Vakuum.) Dann ist auch —:—f klein gegen f, und a fortiori
:—:i' klein gegen f, und hierdurch vereinfachen sich, wie man

leicht aus dem Ausdruck (148) von F erkennt, die Gleichungen (145)
folgendermaBen:

0*F 1 F
C.= 3zox =7 dyot
' F 1 *F
(149) ¢, = dydx 9y == c 9z ot
M F
@‘ = W $. = 0.

Die elektrischen Gleichungen besagen, daB in der Nihe des An-
fangspunktes der Koordinaten das elektrische Feld den Charakter
eines elektrostatischen hat:

oF
€ =grad - =—gradgp
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die GrdBe der Ausstrahlung zu Werten gelangen, welche bald
positiv, bald negativ sind und fiberdies moch wesentlich vom
Radius der zugrunde gelegten Kugel abhéingen, und zwar in
der Weise, daB sie mit abnehmendem Radius ins Unbegrenzte
wachsen, — was dem Begriff der ausgestrahlten Energie wider-
spricht. Diese wird vielmehr nur dann unabhingig von dem
Kugelradius » gefunden, wenn man nicht fiir ein Zeitelement d¢,
sondern fiir eine endliche, hinreichend groB gewihlte Zeit den
Betrag der im ganzen durch die Kugelfliche nach auBen strémen-
den Energie berechnet. Sind die Schwingungen rein periodisch,
so kann man dafir die Zeit einer Periode wiihlen; sind sie es
nicht, was wir hier der Allgemeinheit wegen annehmen miissen,
so laBt sich fiir die mindestens notwendige GroBe der Zeit von
vornherein kein anderes allgemeines Kriterium angeben, als das-
jenige, daB die ausgestrahlte Energie sich als unabhiingig ergibt
von dem Radius der zugrunde gelegten Kugel. In der Theorie
der Wirmestrahlung handelt es sich immer um so schnelle
Schwingungen, daB man hier praktisch stets mit einer gegen
eine Sekunde sehr kleinen Zeit auskommt.

Am einfachsten gestaltet sich die Berechnung der durch die
Kugelfliche strdmenden Energie, wenn wir den Radius » der

Kugel so groB wiihlen, daB fir alle Zeiten ~:—f groB gegen f.
Dann ist auch % f groB gegen £, und a fortiori :—: f groB gegen f.

Hierdurch gehen die Feldgleichungen (145) mit Bericksichtigung
von (146) und (148) tiber in:

e T
& =5l -3) 8=t~ %)
s ) $,=0.

Hier sind die Verhiltnisse aller Komponenten unabhiéngig von
der Zeit, also auch ihre Richtungen konstant, und die Gleichungen:
zC, + y@‘y+ 2C =0,
w@z+ y$y+ x$z= 0’
Gz@x + @yﬁy + @zgl =0
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Nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie ist die in der
Zeit T ausgestrahlte Energie gleich der in der nimlichen Zeit
erfolgten Abnahme der Schwingungsenergie des Oszillators T, also:

t+ T t+ T
%ff’(t)dt=—fd0

oder:
t4+ T

(152) f(%+%f’(t))dt=0.

§ 109. Aus dieser fiir ein relativ groBes Zeitintervall T
giltigen Beziehung laBt sich naturgem#B kein eindeutiger SchluB
ziehen auf das fiir jeden einzelnen Zeitpunkt ¢ giiltige Schwingungs-
gesetz des Oszillators, und in der Tat gentigen auch die hier
gegebenen Daten noch durchaus nicht, um den Verlauf der
Schwingungen, bei gegebenem Anfangszustand, bis ins einzelne
eindeutig zu bestimmen. Damit eine exakte Losung des
Schwingungsproblems tiberhaupt vorhanden ist, miBte die Natur
des Oszillators in allen ihren Einzelheiten, an der Oberfliche
und im Innern, genau bekannt sein. Dann wiirde aber die Be-
handlung der Aufgabe mit solchen mathematischen Schwierig-
keiten verkniipft sein, daB die allgemeine Durchfihrung der
Theorie nicht woh]l méglich wire.

Nun ist zu bedenken, daB es in der ganzen Theorie der
Licht- und Warmestrahlung gar nicht auf die exakte Ldsung des
Schwingungsproblems, d. bh. auf die absolut genaue Berechnung
der Schwingungsfunktion f(f) ankommt, sondern nur auf eine
angeniherte Losung von demselben Grade der Genauigkeit, wie
ihn die feinsten physikalischen Messungen liefern kdnnen. Diese
beziehen sich aber, wie schon in § 3 betont wurde, immer nur
auf solche Zeitintervalle, welche gegen die Dauer einer einzigen
Schwingungsperiode auBerordentlich grof sind. Daher kénnen
die Ergebnisse auch der feinsten Strahlungsmessungen niemals
fiber den Inhalt der Energiegleichung (152) hinausgehen, und
jede Differentialgleichung fiir /(f), welche mit dieser Gleichung ver-
triglich ist, liefert fiir den Oszillator ein zuldssiges Schwingungs-
gesetz.! Von dieser Uberlegung Gebrauch machend wollen wir

! Dies gilt immer, wenn nur hinreichend groBe Werte von T in
Betracht kommen. Fiir kleinere Werte von T 186t sich méglicherweise
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nun aus der Gleichiung (152) das denkbar einfachste Schwingungs-
gesetz fiir den Oszillator ableiten.

Wirde man den in (152) mit d¢ multiplizierten Ausdruck
direkt gleich Null setzen, so erhielte man als Schwingungsgesetz
eine nichtlineare Differentialgleichung. Daher formen wir das
Integral noch um, indem wir schreiben:

t+ 7T

f(dit(uur o ) —;,%fi")dt=0- (158)

Um diese mit (152) ganz identische Gleichung noch weiter zu
vereinfachen, fithren wir eine neue naheliegende Voraussetzung
ein, die wir fortan stets festhalten wollen, und deren physi-
kalische Bedeutung im niichsten Paragraph erhellen wird. Wir
setzen namlich fest, daB fir alle Zeiten:

;l,—f f klein gegen U. (154)

Diese Bedingung laBt sich durch geeignete Wahl der Kon-
stanten K und L allgemein erfillen. Denn nach (142) ist im
allgemeinen:

YL von der GroBenordnung VK-f,

also auch JLf von der GrdBenordnung YK/ oder B

V_Zf;

folglich, durch Substitution in (154):
1 K_ K .
;,—-l/%f-ff klein gegen K2
1 /K .
oder - l/ v klein gegen 1. (155)

Wir wollen zur Abkiirzung schreiben:

2 K
—3%]/-17=0' (156)

Nach dieser ein fiir allemal gemachten Festsetzung, daB o
eine kleine Zahl ist, erhalten wir aus (158) in merklicher
Anniherung:

an Stelle der einfachen linearen Differentialgleichung (158) ein anderes
Schwingungsgesetz aufstellen, das den Vorgiingen in der Natur noch besser
angepaBt ist.
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und: 2Lei— 53132 =0.

Die zweite Gleickung ergibt:

162 F=—3La+3a

und dies in die erste Gleichung substituiert:
E+32L%a—SLa'+ 55 = 0.

. ! Eine direkte Ableitung dieser Gleichung aus der Elektronentheorie
ist kiirzlich entwickelt worden von M. Amxzanan, Elektromagnetische Theorie
der Strablung (Leipzig, B. G. Teubner), p- 13, 1905.
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(167) logc-'_o=_.?—=.§gj.2,¢]/%=a,

Y

wodurch die oben in (156) zur Abkiirzung eingefihrte Kon-
stante o eine einfache physikalische Bedeutung erhilt.

Statt durch die Energiekonstanten K und L kann man die
Natur des Oszillators auch durch die Schwingungskonstanten v,
und o charakterisieren, und erhilt dann aus (166) und (167):

16 nt v, L= 47y,

(168) K= 8gc Soc*

Mit den neuen Konstanten lautet die Schwingungsgleichung (165):
(169) f()=Ce—°micos(2ay,t — ).

§ 111. Nachdem wir bisher nur solche Schwingungen des
Oszillators betrachtet hatten, die ohne jede Einwirkung von auBen
erfolgen und daher lediglich in dem Abklingen einer durch einen
beliebig gegebenen Anfangszustand bedingten Erregung bestehen,
wollen wir nun auch noch den allgemeineren Fall untersuchen,
daB gleichzeitig von auBen her auf den Oszillator gewisse Wir-
kungen ausgeiibt werden, oder mit anderen Worten, daB der
Oszillator sich in einem von vornherein gegebenen elektromagne-
tischen Felde befindet. Die elektrische und die magnetische Feld-
stirke dieses #uBeren Feldes bezeichnen wir von jetzt an mit &
und mit . Dann erweitert sich die Energiegleichung (157) da-
durch, daB die Energie U des Oszillators jetzt auBer durch die
Ausstrahlung von Energie auch noch durch die Arbeit gedndert
wird, welche das duBere elektromagnetische Feld an dem Oszillator
leistet, und diese Arbeit wird, da die Achse des elektrischen
Dipols mit der z-Achse zusammenfillt, fiir ein Zeitelement d¢
ausgedriickt durch die GrdBe €,-df = G, .f-dt, wobei G, die
z-Komponente der #uBeren elektrischen Feldstirke am Orte des
Oszillators bezeichnet, d. h. derjenigen elektrischen Feldstarke,,
welche am Orte des Oszillators bestehen wiirde, wenn derselbe
gar nicht vorhanden wire. Die fibrigen Komponenten des
duBeren Feldes haben keinen EinfluB auf die Schwingungen
des Oszillators.

Da nun die Energie U des Oszillators im Zeitelement dt
um den Betrag der angegebenen #uBeren Arbeit vergroBert
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“wains. Kagitel. Ein Resonator unter der Einwirkung eimer
ebenen periodischen Welle.

113 Als erste Anwendung der Schwingungsgleichung (172
wdenatieis wir den Fall, daB eine ebene einfach periodische
Wualy, Jdte sich lings der z-Achse fortpflanzen mdge und deren
ssslwgite Weldstirke in die Richtung der z-Achse fillt, den im
“uaigeis Kapitel betrachteten Oszillator trifft. Dann haben wir
@ .dw primdre, erregende Welle nach den allgemeinen MaXwELL-
wihu Gleichungen (52):

& - 9, =0

L A @y=—Ccos[2mv(t—%)—- ]

$ -~ Leos l21w(t—%)—0] 9, =0.

Niordei ist v die Schwingungszahl, C (positiv) die Amplitude
und ¢ die Phasenkonstante der primaren Welle.

Die Schwingungen des Oszillators werden im allgemeinen
wa winem Anfangszustand abhiingen. Wenn aber die Zeit ¢
hwldnglich groB genommen wird, nidmlich wenn oy, eine
geebe Zahl ist, so wird nach (169) der Anfangszustand fiir die
Nehwingungen des Oszillators ginzlich bedeutungslos werden, und
dwaolben sind dann durch die priméire Welle allein vollkommen
bextimmt. In diesem Falle, den wir im folgenden ausschlieBlich
botvaohten werden, spielt der Oszillator die Rolle eines Reso-
wators, seine Schwingungen erfolgen in derselben Periode wie
die dor ibn erregenden primidren Welle. Setzt man in die
Nelwingungsgleichung (172) den Wert von €, fiir den Ort des
Wwsillators z = 0:

G €C,=Ccos2avt— ),
s orgibt dieselbe integriert:
s 1o
(174) F =208 cos@nvi— & —7),
wubei

2
\70) ctgy = 2l =,
Um den Winkel y eindeutig zu bestimmen, setzen wir noch
fost, daB er zwischen O und =z liegt. Dann ist siny ebenso

wie C stets positiv.
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ist, so folgt fir dle pro Zeiteinheit vom Resonator absorbierte
Energie:

8 (% gin?
177 €= M.L,

16 n®»?
also positiv. Da der ganze Vorgang periodisch ist, so muB
diese Energie zugleich auch die emittierte Energie darstellen.
In der Tat ergibt sich aus (176):

__8c*Csingy
4y

und fir die vom Resonator pro Zeiteinheit emittierte Energie
nach (151):

cos(2n vt — 9 —7)

_i;r,‘:___‘ 8¢° C'sin’y

8ct 16 n»?

Fiir den zeitlichen Mittelwert der Energie des Resonators ergibt

gich aus (142) und (168) auf ahnliche Weise:
U=L4Kf*+}Lf?

(178) %"; ”) 03 gin? 7.

§ 115. Fassen wir nun die Rickwirkung der Resonator-
schwingungen auf die primire Welle kurz ins Auge. Wihrend
sich die Komponenten der Feldstirken der prim#ren und der
sekunddren, vom Resonator emittierten Welle iiberall einfach
durch Addition fibereinanderlagern, ist das mit den Knergie-
strahlungen keineswegs der Fall. Denn schon aus dem Umstand,
daB der Resonator vermdge seiner Schwingungen nach allen
Richtungen des Raumes Energie durch Strahlung emittiert,
folgt nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie, daB er
durch seine Schwingungen gleichzeitig der primiren Welle
Energie entziehen muB. In der Tat ergibt sich bei ndherer
Betrachtung, daB die primire und die sekundire Welle da, wo
sie sich gemeinsam fortpflanzen, nimlich in denjenigen vom
Resonator ausgehenden Richtungen, die mit der positiven z-Achse
kleine Winkel bilden, stets in der Weise interferieren, daB sie
sich gegenseitig schwiichen, und eine direkte Berechnung der
Energiestromung nach dem PoynTiNeschen Satz, auf die aber
hier nicht niher eingegangen zu werden braucht, zeigt, daB die
Schwichung der primiren Welle im ganzen genommen gerade
gleich ist der vom Resonator absorbierten Energie. Der Resonator
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§ 117. Wir fragen nun nach dem Zusammenhang, welcher
nach Eintritt des stationiiren Zustandes zwischen den Resonator-
schwingungen und der Wirmestrahlung im Vakuum besteht.
Die Gleichung (172) verlangt nur die Beriicksichtigung der
Komponente €, der erregenden Welle am Orte des Oszillators
als Funktion der Zeit. Diese GrbBe setzt sich aus allen den
Oszillator treffenden Wirmestrahlen zusammen und 1i8t sich,
wie kompliziert sie anch sein moge, fiir ein begrenztes Zeit-
intervall, etwa von ¢{=0 bis ¢t =%, als Fouriersche Reihe
schreiben:

(179) € = S’wo, cos (2’;:"‘ - 0,.) ,

n=0

wobei die Summation fiber alle positiven ganzen Zahlen n zu
erstrecken ist, wihrend die Konstanten C, (positiv) und &, von
Glied zu Glied beliebig variieren kdnnen. Das Zeitintervall T,
die Grundperiode der Fourierschen Reihe, wollen wir so groB
wihlen, daB alle Zeiten ¢, die wir in der Folge betrachten, in
dies Zeitintervall hineinfallen, also 0 < ¢ < €. Dabher ist jeden-
falls das Produkt »,Z eine ungeheuer groBe Zahl. AuBerdem
aber wollen wir immer ¢ so groB nehmen, daB der Zustand des
Oszillators zur Zeit ¢ = 0 auf die Vorgiinge zur Zeit ¢ gar nicht
mehr von EinfluB ist. Dies erfordert, nach (169), daB das
Produkt ¢7y¢ und um so mehr

(180) ov, T eine groBe Zahl

ist. Diese Bedingungen lassen sich ohne weiteres erfiillen, da
ja die GréBe von T nach oben hin durch nichts begrenzt ist.

§ 118. Wenn wir auch iiber die Funktion €, im einzelnen
nichts wissen, so steht sie doch in einem angebbaren Zusammen-
hang mit den Eigenschaften der Warmestrahlung. Zuniichst
haben wir fir die riumliche Strahlungsdichte im Vakuum nach
der Maxwernschen Theorie:

U= @+ G+ T+ G+ 5+ D).
Da nun wegen des stationiiren, nach allen Richtungen gleich-
miBigen Strahlungszustandes die genannten sechs Mittelwerte
einander gleich sind, so folgt:

8 =
Y=g






120  Fmission und Absorption elekiromagnelischer Wellen

nommen wird, fiberhaupt existiert, ist natiirlich nicht von vorn-
herein selbstverstindlich, sondern durch eine besondere, der
stationiren Wirmestrahlung eigentimliche Eigenschaft der
Funktion §, bedingt. Dagegen 148t sich, da viele Glieder zu dem
Mittelwert beitragen, fiber die GrBe eines einzelnen Gliedes Cj
gar nichts aussagen, und ebensowenig etwas fiber den Zusammen-
hang zweier aufeinanderfolgender Glieder. Dieselben sind viel-
mehr als vollig unabhiingig voneinander anzusehen.

In ganz #hnlicher Weise ergibt sich mit Benutzung von (24)
fir die spezifische Intensitit eines monochromatischen geradlinig
polarisierten, nach irgendeiner Richtung fortschreitenden Strahles:

(186) 8 =22a.

Man ersieht hieraus u. a., daB nach der elektromagnetischen
Strahlungstheorie ein monochromatischer Licht- oder Warme-
strahl keineswegs durch eine einzelne einfach periodische Welle
dargestellt wird, sondern stets durch eine Ubereinanderlagerung
einer groBen Anzahl von einfach periodischen Wellen, aus denen
die Intensitéit des Strahles durch Bildung eines Mittelwertes sich
zusammensetzt. Dem entspricht auch die aus der Optik be-
kannte Tatsache, daB zwei Strahlen von derselben Farbe, aber
verschiedener Herkunft niemals miteinander interferieren, was
notwendig der Fall sein miiBte, wenn jeder Strahl einfach
periodisch wiare.

§ 120. Nachdem wir den Zusammenhang der den Resonator
erregenden Schwingung ¢, mit der im Vakuum stattfindenden
Wairmestrahlung, soweit er sich angeben 14Bt, festgestellt haben,
berechnen wir die entsprechende Schwingung des Resonators,
die sich aus (172) und (179) durch einen einfachen Vergleich
mit (174) und (175) folgendermaBen ergibt:

n=0wo

(187) 110 =oor > 25 cos@avt — 3, - 7,),
a=0

wobei gesetzt ist:

(188) v= % und ctgy, = 1'—"’(:—",,—'—’)

Zuniichst erkennt man hieraus, wie schon in § 113 bemerkt
wurde, daB nur diejenigen in €, enthaltenen Partialschwingungen
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merklich beitragen, deren Schwingungszahly der Eigenschwingungs-
zahl v, des Resonators nahe liegt:

—_ 30s_2°°, C2sinty, .
82nlay, = »!

Durch Vergleich mit (192) ergibt sich so die einfache Be-
ziehung:

]
(198) U= :—,@o

zwischen der mittleren Schwingungsenergie des Resonators und

der spezifischen Strahlungsintensitit eines monochromatischen

geradlinig polarisierten Strahles von der Periode des Reso-

nators. Hierbei ist besonders bemerkenswert, daB die Dampfungs-

konstante ¢ des Resonators in diese Relation gar nicht eingeht.
Ferner erhiilt man mit Riicksicht auf (24):

(194) U=t

2
8w,

als Beziehung zwischen der mittleren Energie des Resonators
und der riumlichen Strahlungsdichte der Schwingungszahl v, im
stationiiren Strahlungszustand.
Endlich ergibt sich durch Vergleichung mit (185):
36T A3
64ntys '

(195) U=

wodurch die Energie des Resonators direkt in Zusammenhang
gebracht wird mit der elektrischen Feldstirke (179) der ihn er-
regenden Welle. Der Mittelwert von C; ist, wie in (185), zu
bilden aus einer groBen Anzahl von Partialschwingungen, deren
Schwingungszahlen » der Eigenzahl v, des Resonators nahe
liegen.

§ 124. Wir denken uns nun mit dem betrachteten System,
das aus einem gleichmaBig durchstrahlten, von vollstindig und
diffus reflektierenden Winden begrenzten Vakuum und dem
darin befindlichen ruhenden Resonator besteht, eine unendlich
kleine reversible Zustandsinderung vorgenommen, etwa so, daB
wir die Strahlung adiabatisch und unendlich langsam kom-
primieren, wie das im vorigen Abschnitt beschrieben wurde.
Dann bleibt nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
die Gesamtentropie des Systems unge#indert, dagegen wird durch
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wobel ¥ das Volumen des FeichmiBig durchstrahlten Vakuums
bedeutet Dann isc also fir den absolut stabilen Strahlungs-
mustand. d h. fir einen Resonator in einem von schwarzer
Strahlung erriilten Vaknum von bestimmtem Volumen:

ISV | Fsdr=0
1

ty,

=
83 5udr=0.
cu

oder:

Jl:‘+r/

-
9

Die einzige Bedingung, welcher die Variation § zu geniigen hat,
ist die, daB die Gesamtenergie des Systems die namliche
bleibt, also:

d
aC

ST+ rfau dr =0.
Q

Wir wollen nun die riumliche Energiedichte u und infolgedessen
auch die riumliche Entropiedichte & aller Strahlenarten unvariiert
lassen bis auf einen schmalen Spektralbezirk in der Umgebung
der Schwingungszahl »,, von der Breite 4r,, wobei 4, klein
gegen #,, im ibrigen aber beliebig ist. Dann reduzieren sich
die letzten Gleichungen auf:

ds as, _
d—l—]—JU-l— Va—u:(?u Avo—-O

und

T+ T dudr,=0.
Hieraus folgt:
(196) S _ 9%,

aU ~ au,

Die vier GrdBen S, U, 8, u, hangen, bei gegebenem »,, von einer
einzigen Variabeln ab. Denn S ist eine bestimmte KFunktion
von U, §, eine solche von u,, und U ist mit u, durch die Be-
sichung (194) verbunden. Man kann daher, bei konstantem v,
auch schreiben:

dS _ dU _ ¢

ds§, du, 8nmy’
und  erhilt hiornus durch Integration, mit Fortlassung der
phyeikaliech bedeutungslosen Integrationskonstanten:
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stehen, daB die Einfachheit der mathematischen Relation ihren
Grund haben wird in der Einfachheit des durch die Resonator-
schwingungen dargestellten physikalischen Vorganges.

Dieser Umstand 148t darauf schlieBen, daB von dieser ein-
fachen Beziehung aus am ehesten ein Einblick in die Natur
der Verschiebungsfunktion F zu gewinnen sein wird. Wenn die
analytische Form dieser universellen Funktion gefunden ist, so
ergibt sich nach § 92f. ohne weiteres daraus das Gesetz der
Energieverteilung im Normalspektrum. Eine Ldsung dieser Auf-
gabe scheint aber nicht mdglich zu sein ohne ein ndheres Ein-
"gehen auf den Begriff der Entropie, und dieser Begriff wird, vom
Standpunkte der elektromagnetischen Strahlungstheorie aus, erst
dann vollkommen verstindlich, wenn man ihn mit dem der
Wahrscheinlichkeit in Zusammenhang bringt, wie im niichsten
Abschnitt niher ausgefithrt werden soll.
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Kapltel betrachtete Beispiel an, daB ein Raomtor von der dort
betrachteten elementaren Art sich in einem nach allen Rich-
tungen gleichmaBig durchstrahlten Vakuum befindet. Wir zogen
dort den SchluB, daB sich im Laufe der Zeit ein stationdrer
Schwingungszustand herstellt, in welchem die vom Resonator in
der Zeiteinheit absorbierte und emittierte Energie einen kon-
stanten, der Intensitat &, der ihn erregenden monochromatischen
Strablung proportionalen Wert besitzt. Aber diesen SchluB
konnten wir, wie zu Beginn des § 122 ausdriicklich hervor-
gehoben wurde, nur thermodynamisch, keineswegs elektro-
dynamisch begriinden, wiahrend man doch vom Standpunkt der
elektrodynamischen Strahlungstheorie aus verlangen miiBte, daB,
wie alle Begriffe, so auch alle Sitze der Warmestrahlung aus
rein elektrodynamischen Uberlegungen heraus entwickelt werden.
Wollte man nun versuchen, den allgemeinen Zusammenhang
zwischen der vom Resonator absorbierten Energie und der
Intensitit der ihn erregenden Strahlung ganz ohne die Ein-
mischung thermodynamischer Erfahrungen auf rein elektro-
dynamischem Wege abzuleiten, so wiirde man bald finden, daB
es einen solchen allgemeinen Zusammenhang gar nicht gibt,
oder mit anderen Worten, daB man &iber die vom Resonator
absorbierte Energie, bei gegebener Intensitiat der ihn erregenden
Strahlung, vom Standpunkt der reinen Elektrodynamik aus iiber-
haupt gar nichts aussagen kann, solange von den Werten der
Amplituden C, und der Phasenkonstanten &, der einzelnen in
der erregenden Strahlung enthaltenen Partialschwingungen nichts
Nitheres bekannt ist. Denn sowohl die absorbierte Energie als
auch die Intensitit der erregenden Strahlung werden durch ge-
wisse Mittelwerte dargestellt, die aus den GréBen C, und &,
jedesmal in verschiedener Weise zu bilden sind, und die daher
nicht allgemein aus einander berechnet werden kénnen, ebenso-
wenig, wie man etwa den Mittelwert von C, aus dem Mittelwert
von C,! allgemein berechnen kann. Wenn also auch die Intensitat
der Strahlung, die von allen Seiten auf den Resonator fallt, fiir
alle Spektralbezirke als Funktion der Richtung und eventuell der
Zeit vollstindig gegeben ist, und auch der Anfangszustand des
Resonators bekannt ist, so lassen sich die Schwingungen des
Resonators daraus doch noch nicht eindeutig berechnen, auch nicht
annihernd, auch nicht fur hinreichend lange Zeitepochen. Viel-
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genau keaven, veza maa aus den Bewegungagleichungen den
zeitlichen Verlazi des Vorgazges vollstindig berechmen wollte.
Anch hier Lk sich leicht zeigen, daB bei dem nimlichen
Werten der sichtbarea Geschwindigkeit, der Dichte und der
Temperatur uneadlich viele ginzlich verschiedenartige Vorginge
mechanisch mdglich sind, vom denen eimige den Grundsitzen

§130. Ass diesen Cherlegungen schen wir, daB, wenn essich
um die Berechnung des zeitlichean Verlanfs eines thermodynami-
schen Vorgamges bandelt, sowohl die mechanische Wirmetheorie
als auch die elektrodynamische Theorie der Warmestrahlung
mit derjenigen Formulierung der Anfangs- und Grenzbedingungen,
welche in der Thermodynamik zur eindeutigen Bestimmung des
Vorganges vollkommen hinreicht, keineswegs auskommt, sondern
daB vom Standpunkt der reinem Mechanik bez. Elektrodynamik
betrachtet noch unendlich viele Losungen des Problems existieren.
Infolgedessen bleibt, falls man nicht Gberhaupt ganz darauf ver-
zichten will, die thermodynamischen Vorginge mechanisch bez.
elektrodynamisch zu begreifen, nur die eine Mdglichkeit brig,
durch Einfihrung von besonderen erginzenden Hypothesen die
Anfangs- und Grenzbedingungen insoweit niher zu prazisieren,
daB die mechanischen oder elektrodynamischen Gleichungen auf
ein eindeutiges und mit der Erfahrung fibereinstimmendes Resultat
fihren. Wie man eine derartige Hypothese zu formulieren hat,
dafir 148t sich aus den Prinzipien der Mechanik oder Elektro-
dynamik selber natiirlicherweise kein Anhaltspunkt gewinnen;
denn diese lassen ja gerade den Fall ganz offen. Ebendeswegen
ist aber auch von vornherein jede mechanische oder elektro-
dynamische Hypothese zuldssig, welche eine nahere, durch
direkte Messungen gar nicht kontrollierbare Spezialisierung der
gegebenen Anfangs- und Grenzbedingungen enthilt. Welcher
Hypothese vor den fibrigen der Vorzug zu geben ist, daritber
kann die Entscheidung nur dadurch gewonnen werden, daB man
die Resultate, zu denen die Hypothese fihrt, hinterher im Lichte
der thermodynamischen Erfahrungssitze prift.

§ 181. Nun ist es sehr bemerkenswert, daB, obwohl hier-
nach die definitive Priifung der verschiedenen zuliissigen Hypo-
thesen erst a posteriori erfolgen kann, man doch schon durch
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den Einzelheiten, so doch in allen meBbaren Mittelwerten mit-
einander iibereinstimmen, und die auBerdem dem zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik Geniige leisten. Nur einige wenige
besondere Fille, in denen zwischen den Koordinaten und den
Geschwindigkeiten der Molekiile ganz spezielle Bedingungen be-
stehen, liefern abweichende Ergebnisse.

§ 182. Nach diesen Betrachtungen ist klar, daB die Hypo-
thesen, deren Einfilhrung oben als notwendig nachgewiesen
wurde, ihren Zweck vollstindig erfillen, wenn ihr Inhalt nichts
weiter besagt, als daB derartige besondere Fille, die speziellen
Bedingungen zwischen den einzelnen direkt nicht kontrollierbaren
Konstanten entsprechen, in der Natur nicht vorkommen. In der
Mechanik leistet dies die Hypothese,! daB die Warmebewegungen
»molekular-ungeordnet” sind, in der Elektrodynamik leistet das
Entsprechende die Hypothese der ,natiirlichen Strahlung®, welche
besagt, daB zwischen den zahlreichen verschiedenen Partial-
schwingungen (179) eines Strahles keine anderen Beziehungen
bestehen, als diejenigen, welche durch die meBbaren Mittelwerte
bedingt sind (§ 181). Wenn wir zur Abkiirzung alle Zustinde
und alle Vorgiinge, fiir welche eine solche Hypothese gilt, als
nelementar ungeordnet* bezeichnen, so liefert der Satz, daB in
der Natur alle Zustinde und alle Vorginge, welche
zahlreiche unkontrollierbare Bestandteile enthalten,
elementar ungeordnet sind, die Vorbedingung, aber auch
die sichere Gewihr fir die eindeutige Bestimmbarkeit der meB-
baren Vorginge, sowohl in der Mechanik als auch in der
Elektrodynamik, und zugleich fir die Giltigkeit des zweiten
Hauptsatzes der Thermodynamik, womit dann selbstverstindlich
auch der fiir den zweiten Hauptsatz charakteristische Begriff der
Entropie und der damit unmittelbar verbundene der Temperatur
seine mechanische bez. elektrodynamische Erklirung finden mus.
Zugleich folgt hieraus, daB die Begriffe der Entropie und der
Temperatur ihrem Wesen nach an die Bedingung der elemen-
taren Unordnung gekniipft sind. Eine rein periodische absolut
ebene Welle besitzt weder Entropie noch Temperatur, weil sie

t L. BoLTZMANN, Vorlesungen iiber Gastheorie, 1, p. 21, 1896. Wiener
Sitgungsber., 78, Juni 1878, am SchluB. Vgl. auch S. H. Bursury, Nature,
B, p. 18, 1894,
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nenten innerhalb je eines einzelnen kleinen ,Intervalls“ oder ,,Ge-
bietes“ liegen. Die auf die verschiedenen Gebiete entfallenden
Molekiilzahlen sind im allgemeinen ganz unabhingig voneinander,
da der Zustand ja kein Gleichgewichts- oder stationirer Zustand
zu sein braucht; sie milssen also alle einzeln bekannt sein, wenn
der Zustand des Gases als gegeben betrachtet werden soll. Dagegen
ist es fiur die Charakterisierung des Zustandes nicht erforderlich,
néhere Details beziiglich der innerhalb eines einzelnen Elementar-
gebiets befindlichen Molekiile anzugeben; denn hier tritt als Er-
ginzung die Hypothese der molekularen Unordnung ein, welche
trotz der mechanischen Unbestimmtheit die Eindeutigkeit des
zeitlichen Vorganges verbiirgt.

Bei einem Licht- oder Wirmestrahl ist der Zustand be-
stimmt durch die Richtung, die spektrale Energieverteilung und
den Polarisationszustand (§ 17). Naheres iber die Amplituden
und Phasen der einzelnen periodischen Partialschwingungen des
Strahles zu wissen ist nicht notig, da auch hier die Hypothese
der elementaren Unordnung als Erginzung eingreift.

- Man sieht, daB der so definierte Zustandsbegriff, im statisti-
schen Sinne, wohl zu unterscheiden ist von dem Zustands-
begriff im absolut mechanischen oder elektrodynamischen Sinne,
nach welchem ein Zustand erst dann als gegeben betrachtet
werden darf, wenn die Koordinaten und Geschwindigkeitskom-
ponenten jedes einzelnen Molekills, bez. die Amplituden und
Phasen aller einzelnen Partialschwingungen genau bekannt sind.
In einem derartigen Zustand wiirden gar keine unkontrollier-
baren Elemente mehr vorkommen und daher auch keinerlei
Wahrscheinlichkeitsbhetrachtungen am Platze sein.

§ 136. Wenn wir nun von der Wahrscheinlichkeit W eines
bestimmten elementar ungeordneten Zustandes reden, so ist damit
ausgedriickt, daB ein solcher Zustand auf verschiedene Arten
realisiert werden kann. Denn jeder Zustand, der viele gleichartige
unkontrollierbare Bestandteile enthilt, entspricht einer gewissen
,verteilung®, namlich im ersten Beispiel der Verteilung der
Koordinaten und der Geschwindigkeitskomponenten auf die Gas-
molekille, im zweiten Beispiel der Verteilung der Amplituden
und Phasen auf die einzelnen Partialschwingungen. KEine Ver-
teilung ist aber immer eine Zuordnung einer Gruppe von unter
sich gleichartigen Elementen (Koordinaten, Geschwindigkeits-






140 Entropie und Wahrscheinlichkeit

eines Zustandes stehen bleiben. Fiir die Berechnung der Entropie
wird der besprochene Unterschied ohnehin belanglos, da er
nach (203) nur auf die Hinznfligung einer additiven negativen
Konstanten hinauslduft.

Zweites Kapitel. Entrople eines idealen einatomigen Gases.

§ 138. Im vorigen Kapitel warde die Berechtigung und
die Notwendigkeit der Einfihrung von Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen in die mechanische und in die elektrodynamische
Theorie der Wirme nachgewiesen, und aus dem allgemeinen
Zusammenhang der Entropie S mit der Wahrscheinlichkeit W,
welcher in der Gleichung (208) ausgedriickt ist, eine Methode
abgeleitet, um die Entropie eines physikalischen Systems in
einem gegebenen Zustand zu berechnen. Bevor nun diese
Methode zur Bestimmung der Entropie der strahlenden Wirme
angewendet wird, soll sie in diesem Kapitel dazu benutzt werden,
um die Entropie eines idealen einatomigen Gases in einem
beliebig gegebenen Zustand zu berechnen. Alles Wesentliche
dieser Berechnung findet sich zwar schon in den zum Teil
noch weiter ausgreifenden Untersuchungen von L. Borrzmann?!
iiber die mechanische Theorie der Wirme; indessen wird es
sich doch empfehlen, hier auf jenen ganz einfachen Fall be-
sonders einzugehen, einmal um die Berechnungsweise und die
physikalische Bedeutung der mechanischen Entropie mit der-
jonigen der Strahlungsentropie bequemer vergleichen zu kdnnen,
dann aber hauptsichlich deshalb, um die Bedeutung der uni-
versellen Konstanten k& der Gleichung (203) in der kinetischen
Gastheorie klar hervortreten zu lassen; und dazu geniigt natiirlich
die Behandlung eines einzigen speziellen Falles.

§ 189. Wir denken uns ein ideales, aus N gleichartigen
einatomigen Molekiillen bestehendes Gas in einem gegebenen
Zustand und fragen nach der Entropie des Gases in diesem
Zustand. Da der Zustand als gegeben vorausgesetzt ist, so ist
das Gesetz der Raum- und der Geschwindigkeitsverteilung als
bekannt anzunehmen (§ 135). Betrachten wir also das Raum-

! L. BoLtzuAxx, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. zu Wien (II) 76,
p- 878, 1877. Vgl. auch Gastheorie 1, p. 38, 1896.






welches besagt, daB
1 Molekiil im 1. Elementargebiet,

2 Molekiile ,, 2. "
0 Molektl ,, 3. "
0 ”» 2] 4. ”
1 ” ” 5. 3
4 Molekiile ,, 6. "
2 9 e ” liegen.

Diese bestimmte Verteilung kann nun durch viele verschiedene
individuelle Zuordnungen oder Komplexionen realisiert werden,
je nachdem ein bestimmtes ins Auge gefaBtes Molektl in dieses
oder in jenes Elementargebiet zu liegen kommt. Um sich eine
einzelne derartige Komplexion zu versinnbildlichen, kann man die
Molekiile mit Ziffern versehen, diese nebeneinander schreiben, und
unter jede Molekiilziffer die Nummer desjenigen Elementargebiets
setzen, welchem das betreffende Molekiil bei dieser Komplexion
angehdrt. Fir die oben angefithrte Verteilung erhalten wir so
als Ausdruck einer einzelnen dazugehdrigen beliebig heraus-
gegriffenen Komplexion das folgende Ziffernbild:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(206){6175622667.

Hierdurch ist ausgedriickt, daB
das 2. Molekill . . . im 1. Elementargebiet,

s 6.u.7. Molekiul. . , 2. »
s 4. Molekil . . . , 5. "
» 1,5,8.u.9. Molekiil ,, 6. »
» 3.u 10. Molekil . ,, 7. " liegt.

Wie man durch einen Vergleich mit der vorigen Tabelle un-
mittelbar erkennt, entspricht diese Komplexion in der Tat in
allen Sticken dem oben angegebenen Verteilungsgesetz, und
ebenso lassen sich leicht viele andere Komplexionen angeben,
welche zu dem ni#mlichen Verteilungsgesetz gehéren. Die
gesuchte Zahl aller mdglichen Komplexionen ergibt sich nun
durch die Betrachtung der unteren der beiden Ziffernreihen (206).
Denn da die Anzahl der Molekille gegeben ist, so enthdlt die
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woben die Variation 0/ sxch auf eine beliebige mit den ge-
gebenen Werten von N, ¥ und U vertrigliche Anderung des
Verteilungsgesetzes bezieht.

Nun ist wegen der Unverinderlichkeit der Gesamtzahl N
der Molekiile nach (205):

f 0fdo=0
und wegen der Unveriinderlichkeit der Gesamtenergie U nach (209):

e+ +rde=0
Folglich ist zur Erfiillung der Bedingung (210) fiur alle zu-
liissigen Jf hinreichend und notwendig, daB
logf + B(&* + #® + &%) = const
oder: f=ae—FE+7+e, (211)
wobei ¢ und B konstant. Im Gleichgewichtszustand ist also
die Raumverteilung der Molekiile gleichmiBig, d. h. unabhingig
von z,y, z, und die Geschwindigkeitsverteilung ist die bekannte
MaxwEeLLsche.
§ 143. Die Werte der Konstanten « und $ ergeben sich

aus denen von N, ¥ und U. Denn die Substitution des gefundenen
Ausdrucks von f in (205) ergibt:

+
N=TVe« e~ B@+T+ O gEdydl =Ve (5 1
i g
und die Substitution von f in (209) ergibt:
U=V _aff & + 92 + O -e-PE "+ dE dy dg,

v=23 Vma%(l)*.

4 B
Daraus folgt: .
_ N (8mN\} _8mN
“‘?'(41:0)’ f=—7

und daraus endlich nach (208) der Ausdruck der Entropie S
des Gases im @leichgewichtszustand bei gegebenen Werten
yon N, ¥V und U:

S = const + kN (3log U + log V7). (212)

PLANCK, Warmestrablang. 10
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Hier enthilt die additive Konstante Glieder mit N und mit m,
nicht aber solche mit U oder mit V.

§ 144. Die hier durchgefithrte Bestimmung der Entropie
eines einatomigen (fases stiitzt sich lediglich auf den allgemeinen
durch die Gleichung (208) ausgedriickten Zusammenhang zwischen
Entropie und Wahrschginlichkeit; insbesondere haben wir bei
unserer Berechnung an keiner Stelle von irgend einem speziellen
Satz der Lehre von den Gasen Gebrauch gemacht. Daher ist
es von Wichtigkeit, zu sehen, wie nun aus dem gefundenen
Ausdruck der Entropie das gesamte thermodynamische Verhalten
eines einatomigen Gases, namentlich die Zustandsgleichung und
die Werte der spezifischen Warme, direkt mittels der Haupt-
sitze der Thermodynamik erschlossen werden kann. Denn aus
der allgemeinen thermodynamischen Definitionsgleichung der
Entropie:

218) dS= L"‘TWZ

ergeben sich die partiellen Differentialquotienten von S nach T
und nach 7:
('3_3) -1 (ﬁ) .y )
aClvr T aV)r T~

Folglich fir unser Gas, mit Benutzung von (212):
(as) 8 kN _ 1

(214) =2 T =T
und
a8\ _ kN _p
(215) (3#)e=F =%
Die zweite dieser Gleichungen:
ENT
pP= T

enthilt die Gesetze von BoyLe, Gay Ltssac und Avoeapro,
das letztere deshalb, weil der Druck nur von der Anzahl ¥,
nicht von der Beschaffenheit der Molekille abhingt. Schreibt
man sie in der gewBhnlichen Form:

_ RnaT

==
wo n die Anzahl der Grammolekiile oder der Mole des Gases,
bezogen auf O, = 32g, und R die absolute Gaskonstante be-
zeichnet:
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R=1831.108-28_, . (216)
grad
so ergibt sich durch Vergleichung:
k=20 (217)

Nennen wir also @ das Verhdltnis der Molzahl zur Molekiilzahl,
oder, was dasselbe ist, das Verh#ltnis der Molekiilmasse zur

”
Molmasse, o = —

N 80 kommt:

k=wR. (218)
Hieraus kann man, wenn @ gegeben ist, die universelle Kon-

stante k& berechnen, und umgekehrt.
Die Gleichung (214) lautet:

U=4$EkNT. (219)
Da nun andererseits die Energie eines idealen Gases:
U= Ane, T,

wo ¢, die Warmekapazitit eines Mol bei konstantem Volumen
in Kalorien, 4 das mechanische Warmeiquivalent bedeutet:

4=419.10828 | (220)
cal

so folgt:
8 kN
2 An

und mit Berficksichtigung von (217):

o =2k _8 8110 g4, 221)

c, =

als Molwirme irgend eines einatomigen Gases bei konstantem
Volumen in Kalorien.!

Fir die Molwirme ¢, bei konstantem Druck folgt aus dem
ersten Hauptsatz der Thermodynamik:

cp -— cv = I ’
also mit Ricksicht auf (221):

¢ ¢ =—¢ ¢ 3
14 v g v’ c,—a’

wie fiir einatomige Gase bekannt.

! Vgl. F. Ricearz, Wiep. Ann. 87, p. 705, 1899,
10*
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Die mittlere Energie oder die mittlere lebendige Kraft L
eines Molekiils ergibt sich aus (219) zu:
(222) A 1]

Man sieht, daB sich alle diese Beziehungen lediglich aus
der Identifizierung des mechanischen Ausdrucks (208) mit dem
thermodynamischen Ausdruck (213) der Entropie ergeben.

Drittes Kapitel. )
Berechnung der Strahlungsentropie und Folgerungen daraus.
Energieverteilungsgesetz. Elementarquanta.

§ 145. Nachdem wir gesehen haben, wie man fir ein
ideales Gas den Ausdruck der Entropie direkt aus der Wahr-
scheinlichkeit des Zustandes berechnen kann, und wie sich
daraus alle thermodynamischen Eigenschaften des Gases durch
eine direkte Anwendung der Hauptsitze der Thermodynamik
ableiten lassen, wollen wir jetzt denselben Gedankengang fiir
die strahlende Warme durchfihren. Aus dem WieNschen
Verschiebungsgesetz erhielten wir in der Gleichung (119) einen
Ausdruck fiir die riumliche Entropiedichte 8 als Funktion der
rdumlichen Energiedichte u, ferner in der Gleichung (134) einen
Ausdruck fir die Entropie € eines einzelnen Strahles als Funktion
seiner spezifischen Intensitit &, endlich in der Gleichung (200)
einen Ausdruck fir die Entropie S eines der Wirmestrahlung
ausgesetzten Resonators als Funktion seiner Energie U. Jeder
dieser drei Ausdriicke enthiilt eine bis jetzt nmoch unbekannt
gebliebene universelle Funktion eines einzigen Arguments, und
die Berechnung dieser Funktion ist es, worauf es im folgenden
ankommt. Wenn diese Aufgabe fir eine der drei genannten
Ausdriicke geldst ist, sind damit auch die beiden anderen Aus-
driicke gefunden, vermdge der bekannten friither abgeleiteten Be-
ziehungen zwischen den GréBen 3, € und S untereinander, und
der GroBen u, ® und U untereinander. Wir konnen daher von
vornherein an irgend eine jener drei Gleichungen ankniipfen.
Am meisten empfiehlt es sich natiirlich, die einfachste unter
ihnen auszuwihlen, und das ist, wie schon frither hervorgehoben,
die Resonatorgleichung (200):
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Energie U eines der stationiren Warmestrahlung ausgesetzten
Resonators nur als einen zeitlichen Mittelwert definieren kdnnen,
wie in § 123 geschehen ist. Aus diesem Grund besitzt auch
die Entropie S eines Resonators nicht fir einen Zeitpunkt,
sondern nur fiir ein Zeitintervall Bedeutung, das viele Resonator-
schwingungen umfaBt, und wir kdnnen nur von einem zeitlichen
Mittelwert der Entropie reden.! XKurz gesagt: bei den Warme-
schwingungen eines Resonators ist die Unordnung eine zeitliche,
wihrend sie bei den Molekularbewegungen eines Gases eine
riumliche ist. Doch fallt dieser Unterschied fir die Be-
rechnung der Entropie des Resonators nicht so schwer ins
Gewicht, als es vielleicht auf den ersten Anblick scheinen
mdchte; denn er liBt sich durch eine einfache Betrachtung
beseitigen, was im Interesse einer gleichformigen Behandlung
von Vorteil ist.

Der zeitliche Mittelwert U der Energie eines einzelnen in
einem stationir durchstrahlten Vakuum befindlichen Resonators
ist ndmlich offenbar identisch mit dem in einem bestimmten
Zeitpunkt genommenen Mittelwert der Energien einer sehr
groBen Anzahl N von genau gleichbeschaffenen Resonatoren,
die sich in dem nimlichen stationidren Strahlungsfelde befinden,
aber so weit voneinander entfernt, daB ihre Schwingungen sich
nicht direkt merklich beeinflussen. Natiirlich muB zu diesem
Zweck das Feld von hinreichender riumlicher Ausdehnung ge-
nommen werden. Damit ist die Frage nach der Verteilung der
Energie unter die einzelnen Partialschwingungen eines einzigen
Resonators zuriickgefihrt auf die riumliche Verteilung der
Energie auf die N Resonatoren, wie es dem bei den Gas-
molekillen behandelten Fall besser entspricht.

§ 147. Um nun die Entropie dieses Systems von N in einem
stationdren Strahlungsfelde befindlichen gleichbeschaffenen Reso-
natoren in einem gegebenen Zustand zu berechnen, miissen wir
nach den Ausfithrungen des § 135 zunichst nach denjenigen
GroBen fragen, welche den physikalischen Zustand des Systems
bestimmen. Das ist hier einzig und allein die mittlere Energie U

! Bei der Anwendung auf nichtstationiire Felder muB das dem
Mittelwert zugrunde gelegte Zeitintervall so klein genommen werden, daB
das Feld als stationir betrachtet werden kann. Vgl. § 8.
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kann. Betrachten wir nun alle mdgliche Arten von Energie-
verteilungsgesetzen und berechnen fir jedes derselben die ihm
entsprechende Anzahl von Komplexionen, genau wie bei den
(Gasmolekiilen, so erhalten wir darch Addition simtlicher so
erhaltener Komplexionszahlen die gesuchte Wahrscheinlichkeit W
des gegebenen physikalischen Zustandes.

Schneller und bequemer als auf dem angegebenen Wege
kommen wir folgendermaBen zu demselben Ziele. Wir teilen
die gegebene Gesamtenergie Uy in eine groBe Anzahl P gleiche
Teile von der GrdBe e, deren jeden wir ein Energieelement
nennen. Dann ist:

(225) -

Diese P Energieelemente sind nun auf alle mdgliche Weise unter
die N Resonatoren zu verteilen, wobei es aber nicht darauf an-
kommt, welche Energieelemente, sondern nur wieviel Energie-
elemente auf einen bestimmten Resonator entfallen. Denken
wir uns also die N Resonatoren numeriert und die Ziffern
nebeneinander in eine Reihe geschrieben, und zwar jede Ziffer
so oft, als die Zahl der Energieelemente betriigt, die auf den
betreffenden Resonator entfallen, so erhalten wir durch eine
solche Ziffernreihe das Bild einer bestimmten Komplexion, in
welcher jedem individuellen Resonator eine bestimmte Energie
zukommt. Die Anordnung der Ziffern in der Reihe ist fiir die
Komplexion gleichgiltig, da eine bloBe Umstellung der Ziffern
an der Energie eines bestimmten Resonators nichts iindert.
Besitzt in der Komplexion ein Resonator gar keine Energie,
80 kommt seine Ziffer in der Reihe gar nicht vor. Die Ge-
samtzahl der Zifferstellen ist notwendig P, d. h. die Zahl der
zu verteilenden Energieelemente. Somit ist die Anzahl aller
miglichen verschiedenen Komplexionen gleich der Anzahl der
mdglichen , Kombinationen mit Wiederholung von N Elementen
zur P. Klasse':
W= N+P-Dl
N=-1!P!

und dies ist zugleich die gesuchte Wahrscheinlichkeit des ge-
gebenen Zustandes der N Resonatoren. Wenn beispielsweise
N=38, Pm4, so sind die Bilder aller mdglichen Kom-
plexionen:
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aus dem SchluBresultat ganz verschwindet, da sie sich nur in
der physikalisch bedeutungslosen additiven Konstanten geltend
macht. Es kann wohl keinem Zweifel unterliegen, daB die
Konstante % bei den elementaren Schwingungsvorgingen in
einem Emissionszentrum eine gewisse Rolle spielt, zu deren Er-
grindung von elektrodynamischer Seite her unsere bisherige
Theorie jedoch keine niheren Anhaltspunkte liefert.! Und doch
wird die Thermodynamik der Strahlung erst dann zum voll-
stindig befriedigenden AbschluB gelangt sein, wenn die Kon-
stante h in ihrer vollen universellen Bedeutung erkannt ist. Ich
mochte dieselbe als ,elementares Wirkungsquantum* oder als
» Wirkungselement¢¢ bezeichnen, weil sie von derselben Dimension
ist wie diejenige GriBe, welcher das Prinzip der kleinsten
Wirkung seinen Namen verdankt.

§ 150. Es ist von Interesse sich besonders zu vergewissern,
daB man zu dem n#mlichen Ausdruck der Entropie wie oben
gelangt, wenn man bei der Berechnung der Anzahl von Kom-
plexionen, die einem gegebenen Zustand entsprechen, nicht von
vornherein auf die Energie, die ja immerhin eine zusammen-
gesetzte GrdBe ist, Bezug nimmt, sondern direkt auf den elektro-
magnetischen Zustand der einzelnen Resonatoren zuriickgeht,
was fiir die Berechnung nicht ganz so einfach, aber allgemeiner
und daher rationeller ist. Es handelt sich hierbei im wesent-
lichen um die richtige Ausmessung der ,Elementargebiete“ des
Zustandsbereichs, da deren GriBe ja der Berechnung der
Komplexionen zugrunde gelegt wird und somit in letzter Linie
den MaBstab fir die Vergleichung der Wahrscheinlichkeiten ver-
schiedener Zustinde liefert. Der elektromagnetische Zustand
eines Resonators ist nach § 104 bestimmt durch die Werte
von f und f. Trigt man also in einer Koordinatenebene f als
Abszisse, /' als Ordinate auf, so entspricht jeder Punkt der Ebene
einem bestimmten Zustand des Resonators, und umgekehrt.
Doch ist die GrdBe eines Flichenelements in dieser Ebene
keineswegs im allgemeinen ein MaB der Wahrscheinlichkeit daftr,
daB der Zustand des Resonators durch einen Punkt innerhalb
des Flachenelements dargestellt wird. Dieser einfache Satz gilt
vielmehr nur dann, wenn man als Ordinate statt / den der

! Vgl. die Anmerkung in § 109.



B Al

.
N

Berechnung der Strahlungsentropie und Folgerungen daraus 155

Koordinate / entsprechenden , Impuls* (oder das ,,Moment* von f),

. namlich die GroBe:

oU
Bf =9,
d. h. nach (142): g=0Lf (228)

nimmt.! Wir denken uns also f und g als die Koordinaten

- eines Punktes der Zustandsebene, und fragen zunichst nach

‘der GroBe der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Energie des
Resonators zwischen den Werten U und U+ A U liegt. Diese
Wahrscheinlichkeit wird gemessen durch die GrdBe desjenigen
Flichenstiicks in der Ebene der Zustandsvariabeln f und g,
welches von den Kurven U = const und U+ A U = const be-
grenzt wird.

Nun ist die Energie des Resonators in dem Zustands-
punkt (, g) nach (142) und (228) gegeben durch:
19
2 L’
folglich ist die Kurve U = const eine Ellipse mit den Halbachsen:

-Z;E und y2UL.
Ihr Flicheninhalt betriigt mithin:

U= Kf*+

wenn man nach Gleichung (166) die Schwingungszahl v der
Eigenperiode des Resonators einfithrt. Ebenso ergibt sich der
Fliicheninhalt der Ellipse U+ A U = const als:

U+aU .

1 4
Die Differenz der beiden Flichenriume, das MaB der gesuchten
Wahrscheinlichkeit, betrigt mithin 27, Denken wir uns nun

die ganze Zustandsebene durch eine groBe Anzahl derartiger
Ellipsen so in einzelne Abschnitte geteilt, daB die von je zwei
aufeinanderfolgenden Ellipsen begrenzten ringférmigen Flichen-
sticke einander gleich sind, d. h. so, daB

1 Vgl. . B. L. Bourzuaxx, Gastheorie II, p. 62ff., 1898, oder
J. W. Gisss, Elementary Principles in Statistical Mechanics, Chapter I, 1902.
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A’E = const,

80 erhalten wir dadurch diejenigen Abschnitte A U der Energie,
welche gleichen Wahrscheinlichkeiten entsprechen und welche
daher als die Energieelemente zu bezeichnen sind. Setzen wir
die GroBe eines Energieelements A U= s und die const der
letzten Gleichung gleich 4, so kommen wir genau zu der fritheren
Gleichung (226) zuriick, ohne daB wir das Wiensche Verschiebungs-
gesetz herangezogen haben. Zugleich zeigt sich uns hier das
elementare Wirkungsquantum % in einer neuen Bedeutung,
namlich als die Gr8e eines Elementargebiets in der Zustands-
ebene eines Resonators, giiltig fir Resonatoren von ganz be-
liebiger Schwingungsperiode. Der Umstand, daB die Konstante
als eine bestimmte endliche GroBe eingefithrt wird, ist charak-
teristisch fiir die ganze hier entwickelte Theorie. Wiirde man %
unendlich klein annehmen, so kime man zu einem Strahlungs-
gesetz, welches als ein spezieller Fall aus dem allgemeinen
hervorgeht (das RaviEicasche Gesetz, vgl. § 154 und nament-
lich § 166).

§ 1561. Die Gleichung (227) fithrt zunichst mit Ricksicht
auf die Beziehungen (198) und (193) zu dem Ausdruck der
Entropiestrahlung € eines monochromatischen geradlinig polari-
sierten Strahles von der spezifischen Strahlungsintensitit & und
der Schwingungszahl v:

kvt 19 o ' '@
o 5= 1 381+ 58) -3t
als bestimmtere Fassung der Gleichung (184) des Wienschen
Verschiebungsgesetzes.

Ferner folgt mit Ricksicht auf (197) und (194) die rédum-
liche Entropiedichte 3 einer gleichmiiBigen monochromatischen

unpolarisierten Strahlung in ihrer Abh#éngigkeit von der rium-
lichen Energiedichte u:

(230) 8= B"Of" {(1 + 8:':,.) log (l + 8::,.) - 3::,. log s:l:ty'}

als bestimmtere Fassung der Gleichung (119).

§ 152. Nun wollen wir in jede der drei Gleichungen (227),
(229), (230) die Temperatur T des Resonators bez. der mono-
chromatischen Strahlung einfiihren und die Energiegrofen U, ®
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' ausdriicken. Wir benutzen
39), (185) und (117), und er-

A (281)
-1

es monochromatischen gerad-
r Schwingungszahl »:

LI (282)

hy

kT__l

N

e der gleichméBigen mono-
ahlung von der Schwingungs-

1 (238)

hy
T

nmengesetzten Strahlungen ist
ausgezeichnet, daB alle darin
trahlen die nimliche Tempe-
fern diese (Gleichungen auch
im Normalspektrum, d. h. im
r auf das Vakuum schwarzen

atensitiit eines monochromati-
wingungszahl », sondern, wie
swohnlich geschieht, auf die
; Benutzung von (15) und (16),

1

(234)

N
tischen geradlinig polarisierten
ir von einem auf der Tempe-
rper senkrecht zur Oberfliche
Die dazu gehdrige raumliche
:n Strahlung ergibt sich durch
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Zur Geschichte der Gleichung (284) vgl. weiter unten § 189.
Thre experimentelle Priifung hat bisher eine gute Ubereinstimmung
mit der Erfahrung ergeben.! Doch sind nach O. LummMer und
E. PrinaesEEIM ? die bisherigen Messungen noch nicht ausreichend,
um vom rein experimentellen Standpunkt aus die Allgemein-
giiltigkeit jener Formel als gesichert hinstellen zu kénnen.

§ 158. Fur kleine Werte von AT (d. h. klein gegen die

Konstante ° ) geht (234) tiber in die Gleichung:

(285) B =St war,

welche das ,,Wiensche Energieverteilungsgesetz® ausspricht.?
Die spezifische Strahlungsintensitit & wird dann nach (232):

(236) L

und die riumliche Energiedichte u nach (2383):

hy

(287) LIPS

Fir die Energie eines Resonators von der Schwingungszahl »

erhilt man dann aus (281):
hy

(238) U=hve *T,

Die Entropie S des Resonators als Funktlon der Energie U
wird dann nach (227), da der Quotxent kleme Werte an-
nimmt:

(239) S=— log 5 hy
Diese Beziebungen gelten also fir jede Wellenlinge bei hin-
reichend tiefen Temperaturen, und fir jede Temperatur bei hin-
reichend kurzen Wellen.

1 Vgl. namentlich H. Rusexs und F. Kurreavx, Sitzungsber. d. Akad.
d. Wissensch. zu Berlin, vom 25. Okt. 1900, p. 929. Drupes Ann. 4,
p- 649, 1901; und F. Pascaex, Drupes Ann. 4, p. 277, 1901.

* 0. Louuer und E. Privesaeny, Drupes Ann. 6, p. 210, 1901.

3 W. Wiex, Wiep. Ann. 68, p. 662, 1896.
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§ 164. Fir groBe Werte von 4 T hingegen wird aus (234):
ckT
PO
eine Beziehung, die zuerst von Lord Ravrmier! aufgestellt
worden ist, und die wir daher als ,,RavLEreHsches Strahlungs-
gesetz¢ bezeichnen kénnen.
Fiir die spezifische Strahlungsintensitit ® ergibt sich dann
aus (232):

E = (240)

e=22T (241)

und fiur die rdumliche Energledlchte u der monochromatischen
Strahlung aus (233):

= 3_"::'_7'. (42
Die Energie eines Resonators wird dann nach (231):

U=kT, (248)

also einfach proportional der absoluten Temperatur und ganz
unabhingig von der Schwingungszahl » der Eigenperiode, wie
iiberhaupt von der natiirlichen Beschaffenheit des Resonators.

Fir die Entropie S des Resonators als Funktion seiner
Energie U endlich ergibt sich unter derselben Voraussetzung, da

—Ig— dann groBe Werte annimmt:
S = klog U+ const. : (244)

Es ist von Interesse, den einfachen fiir lange Wellen oder
hohe Temperaturen gilltigen Wert (243) der Schwingungsenergie
eines Resonators zu vergleichen mit der frither in (222) be-
rechneten mittleren lebendigen Kraft L der Bewegung eines ein-
atomigen Molekills bei der némlichen Temperatur. Der Ver-
gleich ergibt:

U=%L. (245)
Diese Beziehung, und damit auch die Identitit der Konstanten %
fur die Molekularbewegungen und fir die Strahlungsvorginge,
wird von einer ganz anderen Seite her in sehr bemerkenswerter
Weise bestitigt durch eine Folgerung aus der Elektronentheorie.
Nach den Anschauungen dieser Theorie hat man sich n#mlich

! Lord Ravikien, Phil. Mag. 49, p. 539, 1900.
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die von uns betrachteten lmearen Schwingungen eines elementaren
Oszillators vorzustellen als geradlinige Bewegungen eines Elek-
trons. Dann muB nach einem Satz der statistischen Mechanik
in einem von Wirmestrahlung erfillten Gase beim thermo-
dynamischen Gleichgewichtszustand die mittlere lebendige Kraft
dieser geradlinigen Elektronenbewegung gleich sein dem dritten
Teil der mittleren lebendigen Kraft der fortschreitenden Be-
wegung cines Molekills; denn die letztere Bewegung wird durch
drei voneinander unabhingige Komponenten bestimmt, besitzt
also drei Grade von Bewegungsfreiheit, wihrend dagegen den
Elektronenschwingungen in unserem Oszillator nur ein einziger
Grad von Bewegungsfreiheit zukommt. Nun ist einerseits die
mittlere lebendige Kraft der Elektronenschwingungen gleich der
Hilfte der gaunzen Schwingungsenergie, also } U, andererseits
ist der dritte Teil der mittleren lebendigen Kraft der fort-
schreitenden Bewegung eines Molekils gleich } L, also folgt
daraus die Beziehung ,245). Sind verschiedenartige Resonatoren
mit verschiedenen KEigenschwingungen im Gase vorhanden, so
milssen sie alle die nimliche mittlere Schwingungsenergie be-
sitzen. ebenso wie die mittlere lebendige Kraft der fort-
schreitenden Bewegung verschiedener Molekilarten die gleiche
ist. In der Tat ist nach 243 " von r unabhingig.!

f 153, Fur die riumliche Gesamtdichte w der schwarzen
Strahlung bei irgend einer Temperatur T ergibt sich aus (233):
: Sxd v r’ ar

"= ’\lul’= ) ’

sab ‘_‘__'_ b T3 _71- )
oder: x = :, ’ AN L e ¥ . [

VA dersz A Envrsos. Deggas Az 1T, IS 190G Die dort
berverpebidvms Sor Seraktmmcsthecoie masapemssehmde Schwieriphet rilet
Ssbrr. dad D Beorbonr (@43 St v wormieceim als afipemvingbitig
vioansenRe wirdi. whitend mad Ser dier dscpewelen Theate dor e
wilaee Saxz mmw)ﬁaﬂnﬁm"ﬁrw“ﬁ'ﬂ
Spe Poniicks o 7 Gickas haxpgeodee kom. Nibhares Sher Jhssem
yomsgei. widipm Panks s § 1Rh
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und durch gliedweise Integration:
48nh (kT\*
U= ¢(7J
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:

@, (246)

@ =1+ g + g + 30 + ... = 1,0828. (247)

Hierdurch ist das SteraN-BorrzMannsche Gesetz (75) aus-

gedriickt, mit der niheren MaBgabe, daB die Konstante dieses

Gesetzes:

48wkt

At

§ 166. Fir diejenige Wellenlinge 4, welcher im Spektrum

der schwarzen Strahlung das Maximum der Strahlungsintensitit £,

entspricht, ergibt sich aus der (leichung (234):

(idf.'_l)z-l. =0.

Die Ausfihrung der Differentiation liefert, wenn man zur Ab-
kiirzung setzt:

a =

(248)

eh
kkT=ﬂ’

o=+ L 10,
Die Wurzel dieser transzendenten Gleichung ist:
B = 4,9651, (249)

mithin ist A, 7= ;—:, also konstant, wie es das Wirnsche Ver-

schiebungsgesetz verlangt. Durch Vergleichung mit (109) erhalt
man die Bedeutung der Konstanten b:

eh
b= 7 (250)
§ 167. Zahlenwerte. Mit Hilfe der gemessenen Werte
von ¢ und b lassen sich die universellen Konstanten 4 und &
leicht berechnen. Es folgt nimlich aus den Gleichungen (248)
und (250):
P A S 1. 251)

48naoc 48na
PraNCK, Wirmestrahlung. 11
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Diies ergitt mit den angegebenen Wertea der Komstasten a, 3,
« B, ¢ in 79, (110, ‘247, 249 und B1:

252, h=6548-10"%erg-sec, k= 1,346.10-1‘%.

§ 158. Zur Eathtillung der vollen physikalischen Bedeutung
des elementaren Wirkungsquantums 4 wird es noch mannigfacher
Forschungsarbeit bedfirfen. Dagegen gestattet der gefundene
Wert von k leicht, den allgemeinen Zusammenhang xzwischen
Entropie 5§ und Wahrscheinlichkeit W, wie er durch die uni-
verselle Gleichung (203) ausgedriickt ist, nunmehr auch numerisch
im C.G.8-System anzugeben. Es ist nimlich danach ganxz all-
gemein die Entropie eines physikalischen Systems:

Y = .1071e. &8
(253) 8=1346.10"%-log W grad

zuziglich einer willktirlichen additiven Konstanten. Diese
Gleichung kann als die allgemeinste bisher existierende
Definition der Entropie angesehen werden.

In der Anwendung auf die kinetische Gastheorie erhalten
wir aus Gleichung (218) fir das Verhaltnis der Molekiilmasse
zur Molmasse:

k 1,346 . 1071

(254) 0= = = 1,62.107%,

d. h. auf ein Mol gehen
= = 6,175-10%

Molekile, wobei immer das Sauerstoffmol O, = 32g voraus-
gosetzt ist. Daher ist z. B. die absolute Masse eines Wasserstoff-
atoms (§ H; = 1,008 g) gleich 1,63.107%g. Damit wird die An-
zahl der bei 0° C. und Atmosph#érendruck in 1 ccm enthaltenen
Molekiile eines idealen Gases:

76-18,6 - 981
(255) R= B 102750

Die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung
eines Molekills bei der absoluten Temperatur T=1 ist nach
(222) im absoluten C.G.S.-System:

(256) 4k =202.1071°,
Allgemein wird die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden

= 2,76.10%,
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Dem gegeniiber diirfte es nicht ohne Interesse sein, zu be-
merken, daB mit Zuhilfenahme der beiden in dem Ausdrucke (227)
der Strahlungsentropie auftretenden Konstanten 4 und % die Mog-
lichkeit gegeben ist, Einheiten fir Linge, Masse, Zeit und Tempe-
ratur aufzustellen, welche, unabhingig von speziellen Kérpern
oder Substanzen, ihre Bedeutung fiir alle Zeiten und fiir alle,
auch auBerirdische und auBermenschliche Kulturen notwendig
behalten und welche daher als ,natiirliche MaBeinheiten* be-
zeichnet werden konnen.

Die Mittel zur Festsetzung der vier Einheiten fiir Liinge,
Masse, Zeit und Temperatur werden gegeben durch die beiden
erwihnten Konstanten # und %, ferner durch die GréBe der
Lichtfortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ im Vakuum und durch die
der Gravitationskonstante f. Bezogen auf Zentimenter, Gramm,
Sekunde und Celsiusgrad sind die Zahlenwerte dieser vier Kon-
stanten die folgenden:

h = 6,548.10~% 8B
sec

—16 &cm?
k=1346. 1071 877,

¢=8.10102
8ec

_o cm?
f=16,685.107 25 .1

‘Wihlt man nun die ,natiirlichen Einheiten” so, daB im neuen
MaBsystem jede der vorstehenden vier Konstanten den Wert 1
annimmt, so erhilt man als Einheit der Linge die GrdBe:

I 408.10~%cm,

0'
als Einheit der Masse:
% =542.10"%g,
als Einheit der Zeit:

fh _ .10—
]/7— 1,34.10™43gec,

als Einheit der Temperatur:

t F. Ricearz und O. Kriear-Mexzer, Wiep. Ann. 66, p. 190, 1898,
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1,=29,fdafd9.

1, ist von der Dimension einer Energiemenge, da das Produkt dy . d¢
eine reine Zahl ist. Das erste Integral ist die ganze Fliche F
des Bildes, das zweite ist der riumliche Offnungswinkel 2 des
durch einen Punkt der Bildfliche hindurchgehenden Strahlen-
kegels. Daher erhilt man:

261) L=28,FQ,

und daraus mit Benutzung von (282) als Temperatur der
Strahlung:

hy 1
(262) T = —TohvFR
log (—————c, % + 1)

Wenn das betrachtete diathermane Medium nicht das Vakuum
ist, sondern den Brechungsexponenten n besitzt, so tritt an
die Stelle von (232) die allgemeinere Beziehung (259), und man
erhilt statt der letzten Gleichung:

hy 1
(283) T"T'l (2hv'F.Qn’
°8 —.,:7:—“)

oder, mit Substitution der Zahlenwerte von ¢, A und k:

_ 0,487.10710.
T= 1,46-10- Y F 2n? grad Cels.
log T, +1
1 4

Hierbei ist der natiirliche Logarithmus zu nehmen, und Z, ist in
erg, v in reziproken Sekunden, F in Quadratzentimetern aus-
zudriicken. Bei sichtbaren Strahlen wird man den Summanden 1
im Nenner meistens weglassen kdnnen.

Die so berechnete Temperatur bleibt der betrachteten
Strahlung so lange erhalten, als sie sich in dem diathermanen
Medium ungestdrt fortpflanzt, auch wenn sie sich bis in beliebige
Entfernungen und in beliebig groBe Riume ausbreitet. Denn
wenn auch in groBeren Entfernungen eine immer kleinere
Energiemenge durch ein Flichenelement von bestimmter GroBe
hindurchstrahlt, so verteilt sich dieselbe dafiir auf einen um so
schmaleren, von dem Elemente ausgehenden Strahlenkegel, so da8
der Wert von & ganz ungeiindert bleibt. Daher ist die freie
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Reflexionsvermodgen 1 — A bekannt ist. Bei Metallen gestaltet
sich diese Berechnung besonders einfach fiir lange Wellen, nach-
dem E. Hicen und H. RuBens! experimentell gezeigt haben,
daB das Reflexionsvermdgen und itberhaupt das ganze optische
Verhalten der Metalle in dem genannten Spektralgebiete durch
die einfachen MaxwerLschen Gleichungen des elektromagnetischen
Feldes fir homogene Leiter dargestellt wird und somit nur von
der spezifischen Leitungsfihigkeit fiir stationéire galvanische
Stréme abhiingt. Daher 14Bt sich das Emissionsvermdgen eines
Metalls fir lange Wellen vollstindig ausdriicken durch seine
galvanische Leitungsfihigkeit in Verbindung mit den Formeln
fiir die schwarze Strahlung,?

§ 164. Es gibt aber auch einen Weg zur direkten theore-
tischen Bestimmung sowohl der galvanischen Leitungsfihigkeit
und damit des Absorptionsvermdgens 4 als auch des Emissions-
vermdgens E von Metallen gerade fiir lange Wellen, wenn man
von den Anschauungen der Elektronentheorie ausgeht, wie sie
von E. Riecke ® und namentlich von P. DrupE* fiir die thermischen
und elektrischen Vorginge in den Metallen ausgebildet worden
sind. Hiernach beruhen alle diese Vorginge auf den schnellen
unregelméBigen Bewegungen der Elektronen, die zwischen den ent-
gegengesetzt elektrisch geladenen ponderablen Metallmolekiilen
hin und her fliegen und von ihnen, wie auch untereinander, beim
ZusammenstoB abprallen, #hnlich wie Gasmolekiile, wenn sie ein
festes Hindernis oder sich gegenseitig treffen. Die Geschwindig-
keit der Wirmebewegungen der ponderablen Molekiile ist nim-
lich gegen die der Elektronen zu vernachlissigen, weil im
stationdren Zustand die mittlere lebendige Kraft der Bewegung
eines ponderablen Molekilles gleich derjenigen eines Elektrons
ist (vgl. oben § 154), und weil die triige Masse eines ponderablen
Molekiiles die eines Elektrons um mehr als das Tausendfache
ibertrifit. Besteht nun im Innern des Metalls ein elektrisches
Feld, so werden die entgegengesetzt geladenen Partikel nach
entgegengesetzten Seiten getrieben, mit durchschnittlichen Ge-
schwindigkeiten, die wesentlich mit von der mittleren freien

1 E. Hacex und H. Rueexs, Drupes Ann. 11, p. 878, 1908.
* E. Ascexixass, Drupes Ann. 17, p. 960, 1905.

3 E. Rigcke, Wirp. Ann. 66, p. 853, 1898.

¢ P. Drupg, Drupes Ann. 1, p. 566, 1900.






172 Entropie und Wahrscheinlichkeit

Auffassung ausdriicklich bestitigt, wonach das Normalspektrum
als zusammengesetzt aus einer groBen Schar ginzlich unregel-
" méBiger Elementarvorginge betrachtet werden kann.

§165. Eine weitere interessante Bestiitigung des Strahlungs-
gesetzes schwarzer Korper fiir lange Wellen und des Zusammen-
hanges der Strahlungskonstanten ¥ mit der absoluten Masse der
ponderablen Molekille hat vor kurzem J. H. JEaNs® aufgefunden,
auf einem schon vorher von Lord Rayrriea? beschrittenen Wege,
welcher sich dadurch wesentlich von dem hier eingeschlagenen
unterscheidet, daB er die Heranziehung von speziellen Wechsel-
wirkungen zwischen der Materie (Molekiile, Oszillatoren) und dem
Ather ganz vermeidet und im wesentlichen nur auf die Vor-
ginge im durchstrahlten Vakuum eingeht. Den Ausgangspunkt
dieser Betrachtungsweise liefert folgender Satz der statistischen
Mechanik (vgl. oben § 154). Wenn in einem den HamruToNschen
Bewegungsgleichungen gehorchenden System, dessen Zustand
durch die Werte einer groBen Anzahl von unabhingigen Variabeln
bestimmt ist, und dessen Gesamtenergie sich additiv aus ver-
schiedenen von den einzelnen Zustandsvariablen quadratisch
abhingigen Teilen zusammensetzt, irreversible Prozesse statt-
finden, so vollziehen sich diese durchschnittlich immer in
der Richtung, daB die auf die einzelnen unabhiéngigen Zu-
standsvariablen entfallenden Teilenergien sich gegenseitig aus-
gleichen, so daB schlieBlich, bei Erreichung des statistischen
Gleichgewichts, alle im Mittel einander gleich geworden sind.
Nach diesem Satze 1aBt sich also in einem solchen System
die stationire Energieverteilung angeben, sobald man nur
die unabh#ingigen Variabeln kennt, durch welche der Zustand
bestimmt ist.

Wir denken uns nun ein reines Vakuum in der Form
eines Wirfels von der Kantenlinge !, mit metallisch spiegeln-
den Seitenflichen. Legt man den Koordinatenanfangspunkt in
eine Ecke des Wirfels und die Koordinatenachsen in die an-
stoBenden Kanten, so wird ein in diesem Hohlraum méglicher
elektromagnetischer Vorgang dargestellt durch das folgende
System von Gleichungen:

1 J. H. Jeaxs, Phil. Mag., 10, p. 91, 1905.
? Lord Ravreien, Nature 73, p. 54 und p. 248, 1905.
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Ferner ist die Summe der Produkte entsprechender Glieder in
je zwei Parallelreihen gleich null. Also z. B.

(266) ae, +be, +ceg =0,
ahy +Bhy +chy=0.

Ferner gelten Relationen von der Form:

h _ & cc & be
a a 2y a 2l»
also:
c
(267) hl =W(C6’ ‘—'533)) usw.

Wenn die ganzen Zahlen q, b, c gegeben sind, so ist nach (265)
die Schwingungszahl v unmittelbar dadurch bestimmt. Dann
lassen sich von den sechs GrdBen e, ¢,, &, b, by, hy nur noch
zwei beliebig wihlen, die ibrigen sind dann eindeutig, und zwar
linear und homogen, durch sie bestimmt. Nimmt man z. B.
¢, und ¢, willkiirlich an, so berechnet sich e, aus (266) und dann
folgen die Werte von h,, h,, h, aus den Relationen von der
Form (267). Zwischen den gestrichenen Konstanten e/, ¢, ¢,
k', by, hy bestehen genau dieselben Beziehungen wie zwischen
den ungestrichenen, von denen sie ihrerseits ganz unabhingig
sind. Daher lassen sich auch von ihnen noch zwei beliebig
wihlen, etwa A’ und A, so daB von allen in den obigen Glei-
chungen vorkommenden Konstanten bei gegebenen g, b, ¢ noch
vier Konstante unbestimmt bleiben. Bildet man nun fiir jedes
beliebige Zahlensystem a, b, ¢ Ausdriicke von der Form (264)
und summiert die entsprechenden Feldkomponenten, so erhilt
man wiederum eine Losung der MaxwerLschen Feldgleichungen
und Grenzbedingungen, welche aber nun so allgemein ist, daB
sie jeden beliebigen in dem betrachteten Hohlwiirfel mdglichen
elektromagnetischen Vorgang darzustellen vermag. Denn iber
die in den einzelnen partikuliren Lodsungen unbestimmt ge-
bliebenen Konstanten ¢, ¢, ', h,’ kann immer so verfiigt
werden, daB der Vorgang jedem beliebigen Anfangszustand (¢ = 0)
angepaBt werden kann.

Ist nun, wie wir bisher angenommen haben, der Hohlraum
ganz von Materie entbloBt, so ist der Strahlungsvorgang bei
gegebenem Anfangszustand in allen seinen Einzelheiten eindeutig

[
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Tz v 128 v — iv. enisprechen. Nach (265) geniigen diese
Wartersvsteme en Ungleichungen:

293 s ;:_bg___;a<-2_‘t'+d-)):,
¢
2y 2ld»

wuoer zieki zar -, sondern auch

. - als groBe Zahl zu
dezken st Versianiichen wir uns jedes Wertensystem der q, b, c
dume2 ewzer Punke. icdem wir die Werte der positiven ganzen
Jaller z M @ a's Koordiraten in einem rechtwinkligen Koordi-
zalosystem aaxfassen. so ertillen die so erhaltenen Punkte
ezen Oxmazten des zzendlichen Raumes, und die Bedingung (268)
Wt glewchdedeueed mit der. daB die Entfernung eines dieser
Pus3se vem AzSogspankt der Koordinaten zwischen den
Wertez 3‘_' uad ﬁ"—"'_?-"‘- liegt. Die gesuchte Zahl ist
daler gleick der Zabh! Jder Punkte. welche zwischen den beiden
2y
[

Kugeldachenoktanten gelegen sind, die den Radien

TIr

und
eutsprechen. Da nun jedem Punkt ein Wiirfel vom
Voluwen t entspricht. und umgekehrt, so ist jene Zahl einfach
gleich dem Volumen der genanoten Kugelschicht, also gleich:

A |
l‘ .*3,\‘.’_10 ! .Sldr

N ¢ ¢
und dic Anzahl der entsprechenden unabhiingigen Zustands-
vatiabelu gleich dem Vierfachen davon:

168 Prtdr

o .
ta wun aut jede unabhingige Zustandsvariable beim stationdren
Vwgeng dwchsehnittlich die Teilenergie + entfallt, so kommt

aul Jdas lutervall der Schwingungszahlen von » bis » + dv im
watopn de Bnorgie:
161 3»? dL L
8¢ -
e vigibt, da das Volumen des Hohlraums 3 ist, fir die
vy Ruorgiodichte der Schwingungszahl »:

16n »* dr
$¢?

Wy = -L,
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wie man aus der Formel (233) ersieht, die allgemeine Energie-
verteilung in die spezielle hier abgeleitete (269) itber, und es
gelten dann iiberhaupt alle Beziehungen des § 154, entsprechend
dem RavieieHschen Strahlungsgesetz. Dann werden, ent-
sprechend dem Satz von der gleichmiBigen Energieverteilung,
auch die Energien aller Resonatoren einander gleich, was im
allgemeinen nicht der Fall ist.

Natiirlich muB dem Wirkungselement # auch eine direkte
elektrodynamische Bedeutung zukommen; aber welcher Art diese
ist, bleibt zunichst noch eine offene Frage.

12¢



Fiinfter Abschnitt.

Irreversible Strahlungsvorgange.

Erstes Kapitel.
Einleitung. Direkte Umkehrung elnes Strahiungsvorgangs.

§ 167. Nach den Entwickelungen im vorigen Abschnitt
kann man die Natur der Warmestrahlung innerhalb eines im
stabilen thermodynamischen Gleichgewicht befindlichen isotropen
Mediums in allen Stiicken als bekannt ansehen. Die Intensitit
der nach allen Richtungen gleichm#Bigen Strahlung bangt far
alle Wellenlingen ausschlieBlich von der Temperatur und von
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ab, nach der Gleichung (259)
fur die schwarze Strahlung in einem beliebigen Medium. Aber
damit ist die Aufgabe der Theorie noch nicht erledigt; dieselbe
hat vielmehr auch davon noch Rechenschaft abzulegen, in
welcher Weise und durch welche Vorginge eine urspriinglich
in dem Medium vorhandene ganz beliebig gegebene Strahlung,
wenn das Medium nach auBen durch eine undurchliissige Hiille
abgeschlossen ist, allmihlich in den stabilen, dem Maximum der
Entropie entsprechenden Zustand der schwarzen Strahlung itber-
geht, ahnlich wie ein in ein festes GefiB eingeschlossenes Gas,
in dem urspriinglich beliebig gegebene Stromungen und Tempe-
raturdifferenzen vorhanden waren, allmihlich in den Zustand
der Ruhe und der gleichm#Bigen Temperaturverteilung iibergeht.

Diese sehr viel schwierigere Frage 1aBt sich bis jetzt nur
in beschrinktem Umfang beantworten. Zun#chst ist nach den
ausfihrlichen Erdrterungen im ersten Kapitel des vorigen Ab-
schnitts klar, daB man, da es sich hier um irreversible Prozesse
handelt, mit den Prinzipien der reinen Elektrodynamik allein
nicht auskommen wird. Denn der reinén Elektrodynamik ist,
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man nun zu irgend einer Zelt die magnetischen Feldstarken
der emittierten Kugelwelle tiberall pldtzlich um und ebenso den
Strom f im Oszillator, so geht der Vorgang genau umgekehrt
vor sich: die Kugelwelle kehrt zum Oszillator zuriick, seine
Schwingungen werden mit konstantem Inkrement verstirkt, und
er saugt die frither ausgestrahlte Energie vollstindig wieder ein,
ohne dabei irgendwelche Energiebetrige auszustrahlen.

§ 178. Ein anderes drastisches Beispiel erhalten wir, wenn
ein Oszillator, der urspriinglich gar keine Energie besitzt (f=0,
f = 0) von einer ebenen periodischen Welle getroffen wird. Der
Oszillator wird allmahlich immer stirker ins Mitschwingen ge-
raten, bis der in § 112 ff. ausfithrlich untersuchte stationiire Vor-
gang entsteht, wobei der Oszillator in der Periode der erregen-
den primaren Welle schwingt, mit einem groBeren oder kleineren
Phasenunterschied gegen dieselbe, und zugleich eine gewisse
Menge Energie nach allen Richtungen des Raumes ausstrahlt,
die er der primdren Welle entzieht (§ 115). Kehren wir nun
den ganzen Vorgang plotzlich um, so wird die primire Welle
den umgekehrten Weg gehen; beim Passieren des Oszillators
nimmt sie die frither an ihn abgegebene Energie wieder von
ihm zuriick, und dadurch wird, obwohl der Oszillator gleich-
zeitig von der zu ijhm zuriickkehrenden Kugelwelle gespeist
wird, und obwohl er jetzt gar keine Energie mehr durch
Emission verliert, dennoch seine Energie bestindig verkleinert,
bis sie zuletzt Null wird, indem f und f beide verschwinden.
Wir haben hier also den Fall, daB eine primiire Welle einem
Oszillator, auf den sie fillt, die gesamte Schwingungsenergie
vollstandig entzieht.

§174. Die letzten Beispiele umgekehrt verlaufender elektro-
dynamischer Strahlungsvorginge machen es besonders deutlich,
daB hier von einer Giltigkeit der Gesetze der Wirmestrahlung,
insbesondere von einer steten Vermehrung der Entropie, nicht
die Rede sein kann, und wir kommen daher wieder auf den
schon im vorigen Abschnitt gezogenen SchluB zuriick, daB eine
Ableitung jener Gesetze aus der reinen Elektrodynamik nicht er-
folgen kann ohne besondere Hypothesen, deren Inhalt auf eine
Einschrinkung der elektrodynamischen Mdglichkeiten hinaus-
lduft. Man erkennt aber auch sogleich, daB die zuletzt be-
schriebenen, vom Standpunkt der Thermodynamik ganz un-
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zur Grenze durch gehdrige Verkleinerung von z. KEs ergibt sich
so zunichst:

(E,’=ffdv'dv CyCyco8(2mv't — &, )cos(2mvi — 3,).
00
Vertauscht man die Werte von v und ', so #&ndert sich die
Funktion unter dem Integralzeichen nicht; daher setzen wir fest:
v >
und schreiben:
€= 2ffdv’dv C,/C,co8(2mv't — &, )cos(2avi— 3,)
oder:
(55.’=ffdv'dw G, Cfcos[2m(y’ — o)t — &, + 3,]
+cos [2a(y’ + ¥)t — &, — 3,]}.
Folglich:
_ 1 f-ﬁ- T
J=C= = | Gd¢
' ¢

=ffd’,d” C,' C, {Binﬂ(y'._ y)t-cos[‘n(y’ —»)@2t+1)— 9 + ,9']

n(»' —»t

+

sinw (v +»)z-cos[m (¥’ + »)(2¢ + 1) — Iy — Iv]
(' +»1t }

Da nach der oben gemachten Voraussetzung alle diejenigen
C, unmerklich klein sind, fiir welche » gegen %, verschwindet,
80 kann man in dem vorstehenden Ausdruck », und um so mehrs’,
als von gleicher oder hdherer GroBenordnung wie v, annehmen.
Lassen wir nun r immer kleiner werden, so ist vermdge der
Bedingung, daB v, r groB bleibt, der Nenner (v’ 4 #)t des zweiten
Bruches jedenfalls groB, wihrend der des ersten Bruches,
(»" —v)r, mit abnehmendem z unter jeden endlichen Betrag
herabsinken kann. Daher reduziert sich das Integral fir ge-
niigend kleine Werte von »' — v auf:

ffdv’dv C,Cocos[2n(y' —9)t— &, + &,],

also in der Tat unabhingig von z. Die ilbrigen Glieder des
Doppelintegrals, welche grdBeren Werten von »' —v, d. h.
schnelleren Anderungen mit der Zeit entsprechen, hingen im
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Tl peerpmete Wakl dexselben beliebig groB gemacbt werden
o= Mac st daker nicht berechtigt, J(f) oder U(#) schlechthin
A3 Qo psaxm vericderiicte Funktionen von ¢ zu bezeichnen. Wenn
wis fese Ausdrzcksweise der Kirze halber in der Folge dennoch
azwszder. 0 gesciiekt das stets im relativen Sinne, na&mlich
m:: Sesss 827 das abweichende Verhalten der Funktionen G, (1)
oder T

Was =3z sber ie Abhingigkeit der Phasenkonstante &, von
thres [zdex » achetrift, so besitzt diese notwendig die Eigen-
sciaty der schzelen Verinderlichkeit im absoluten Sinne. Denn
ctweil a Keia ist gegen ». ist doch die Differenz 3, ., — 9,
iz algemeines nicht klein. weil sonst die GroBen 4, und B, in
282 53 spezielle Werte erhalten wiirden, und daraus folgt, da.B
€, &r-v durch eine groBe Zahl dargestellt wird. Hieran
Anders auch ein Wechsel der Zeiteinheit oder eine Verlegung
Jdes Anfargspunktes der Zeit nichts Wesentliches.

Die s¢ mede Veranderlichkeit der GroBen ¢, und ebenso C,
mit » st also eine im absoluten Sinne notwendige Bedingung fiir
die Existenz einer bestimmten Schwingungsintensitit J, oder mit
anderen Worten: fiir die Moglichkeit der Einteilang der von der
Zoit abhingigen Grien in schnell verfinderliche und in langsam
veriinderliche — einer Einteilung, die auch in anderen physi-
kalischen Theorien hiutig gemacht wird und auf welche sich alle
folgenden Untersuchungen griinden.

§ 178, Die im vorstehenden eingefithrte Unterscheidung
ewischen schnell veriinderlichen und langsam veriinderlichen
(riBen ist in physikalischer Beziehung hier deshalb wichtig,
wuoil wir im folgenden nur die langsame Abhéngigkeit von der
Zoit als direkt meBbar annehmen wollen. Damit nihern wir
uns oben den in der Optik und in der Wirmestrahlung tat-
siivhlich  statttindenden Verhiltnissen. Unsere Aufgabe wird
dnnn darin bestehen, Beziehungen ausschlieBlich zwischen lang-
min voritnderlichen GroBen aufzustellen; denn diese allein sind

wi, welche mit den Krgebnissen der Erfahrung verglichen
worden  kunen.  Wir bestimmen daher nun zuniichst die
Waorte der wichtigsten hier in Betracht kommenden langsam

vorindorlichon GroBen, ndmlich die Energie des Oszillators
wiel den Botrag der vom Oszillator emittierten und absorbierten

e plo
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8 179. Der Betrag der vom Oszillator in der Zext dt
emittierten Energie, als einer ,langsam verinderlichen* Gr3Be,
ergibt sich aus der Gleichung (151) zu:

s P0-dt

oder nach (279), durch Bildung des Mittelwertes in derselben
Weise wie oben:

c'dtffd” dp Gy G, sm}', smf,

cosapt — Fypu+FHh—Vogu+ )
also durch Vergleich mit (286):
(288) =209, Udt.

Die in einem Zeitelement vom Oszillator emittierte
Energie ist proportional der Energie des Oszillators,
ferner seiner Schwingungszahl und seinem logarith-
mischen Dekrement.

Der Betrag der vom Oszillator in der Zeit d¢ absorbierten
Energie, als einer ,langsam veriinderlichen“ GrdBe, 1aBt sich
entweder aus (170) berechnen durch die Bildung des Mittel-

wertes von G, ( f ) mit Hilfe der bekannten Ausdricke fir &,

und f, oder auch direkt aus einer Anwendung des Prinzips der
Erhaltung der Energie, welche besagt, daB die im Zeitelement d ¢
vom Oszillator absorbierte Energie gleich ist der Summe der
in dem Zeitelement erfolgten Energiezunahme und der emittierten
Energie:

289) Cfdt=dU+ 20y, Udt.
Setzt man hierin fir U den in (287) gegebenen Wert, so

ergibt sich fir die in der Zeit d¢ vom Oszillator absor-
bierte Energie der Wert:

dt-fdy (@ /sin2mput 4+ b, cos2mpt),
(290) wobei:
e,/ =20v,0,—-2npb,,
b, =20v,b,+2npa,.
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nicht etwa auf ein endliches Intervall von Schwingungszahlen
merklich reagiert, muB sein Dimpfungsdekrement klein sein.
Es darf aber auch andererseits nicht allzu klein genommen
werden; denn ein Resonator mit sehr kleiner Démpfung braucht
sehr lange Zeit zum Abklingen, und ein solcher Resonator
wiirde den Zweck, durch sein Mitschwingen jederzeit eine gleich-
zeitige Eigenschaft der ihn erregenden, im allgemeinen mit der
Zeit verinderlichen Schwingung anzugeben, nicht erfillen, da
seine Energie nicht von der gleichzeitigen Beschaffenheit,
sondern zugleich auch von der Vorgeschichte der erregenden
Schwingung abhingen wirde. Die Energie des Resonators
wiirde also nicht die Intensitat {, selber, sondern einen ge-
wissen, fliber einen grdBeren Zeitraum erstreckten Mittelwert
dieser GroBe zum Ausdruck bringen.

Um diesen Umstand zu beriicksichtigen, wihlen wir das
logarithmische Dekrement ¢ aller zur Analyse der erregenden
Schwingung €, benutzten Resonatoren zwar klein gegen 1,
machen aber doch ¢ groB gegen alle x, was stets mdglich ist,
da nach (283) u klein ist gegen . Dann ist der Zustand eines
analysierenden Resonators, z. B. desjenigen mit der Schwingungs-
zahl »,, vollstindig bestimmt durch die gleichzeitige Beschaffen-
heit der erregenden Schwingung, und man kann sagen, daB der
Resonator alle Intensititsschwankungen der erregenden Schwin-
gung momentan anzeigt. In der Tat ersieht man z B. leicht
aus (290), wenn man darin ¢ statt o setzt, daB die Glieder mit
dem Faktor pu gegen die Glieder mit dem Faktor ov, ver-
schwinden und daB dadurch die vom Resonator absorbierte
Energie proportional wird seiner augenblicklichen Energie U
was nur dann mdglich ist, wenn der Zustand des Resonators
nur von der gleichzeitigen Beschaffenheit der erregenden
Schwingung abhiéngt.

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die in der Ge-
samtintensitit J der erregenden Schwingung enthaltene In-
tensitit der Schwingungszahl »,, die wir kurz mit g, bezeichnen
wollen, nach (286) als Funktion der Zeit gegeben durch:

=2x," 16 5 ffdpdwo,.,.,‘ ’md

cs2aput — &, 4.+ ).
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Hier ist x, ein von v, abhingiger, sogleich zu bestimmender
Proportionalitatsfaktor; der Winkel J, geht aus y, in (280) her-
vor, wenn man darin g statt o setzt, also:

ctgd, = Znl’ =) (292)

e

und 9,,, ist =J, gesetzt, da p klein ist gegen gy, Der
Proportionalitatsfaktor x, bestimmt sich aus der Bedingung (291).
Schreibt man namlich diese Bedingung nach (281) in der Form:

-4
f dpdv Cyyp Cyco82mpt — 8,y + ) =fs, dv,,
0

so folgt aus dem soeben fir J, gefundenen Ausdruck, da p
und v nicht von v, abhingen:
8¢t .
1 =fdvo-wz3;.—-sm’3,,
oder nach (292):

W
16 nt»® f % 1
= d,ot—-o N T 5
3 0 ¢ qgmp D YT (’::,0 7

Da nun ¢ klein ist gegen 1, so braucht man nur diejenigen
Werte der Funktion unter dem Integralzeichen zu beriick-
sichtigen, fiir welche v, nahe = » ist, und erhilt so ganz #hn-
lich wie in § 122:

16 n*»® _ wdv %, 1 _ xv
8¢t "f ° o l+4n’(ﬂ,—r)’ -2’
0 e

wenn » den Wert von a;o fir v, = v bedeutet. Daraus er-
gibt sich:

82 nty,?
8¢t

Daher ist die Intensitit J, der Schwingungszahl v,:
S =fdy Upsin2zmpt + Bcos2mpul),

”08

wobei:
2,1 gin'd,
AL = e‘ fdv CotuC, '.—sm(z viu— ), (293)
o _ 2%} sin?J,
B, =" ; fd” CornC S C08(Fy 4 — ).
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Im allgemeinen werden die Werte von %; und B. noch
von ¢ abhingig sein. In diesem Falle kann man von einer
Intensitit der Schwingungszahl v, in bestimmtem Sinne gar
nicht reden. Wir wollen nun fir das Folgende die Voraus-
setzung machen, daB eine jede Schwingungszahl » eine ganz
bestimmte, mit der Zeit ,langsam verinderliche* Schwingungs-
intensitit , besitzt, unabhingig von der zu ihrer Messung
dienenden GroBe . Dann ist zugleich auch die schon in § 176
eingefiihrte Bedingung erfullt, daB eine Gesamtintensitit

J=6f3,dv

der erregenden Schwingung G, existiert. Auf die Frage, wes-
halb und inwieweit diese Annahme, welche tilbrigens in der
Wiarme- und Lichtstrahlung bisher tatsichlich stets gemacht
wurde, in der Natur gerechtfertigt ist, soll hier nicht niher
eingegangen werden.

§ 181. Wir haben jetzt die erregende Schwingung €,, die
zu den ,schnell verinderlichen® und daher nicht direkt meS-
baren GrdBen gehort, so weit analysiert, daB wir ihre Ge-
samtintensitit J zu jeder Zeit in eine Reihe von meBbaren
GroBen zerlegt haben: den Intensititen &, der verschiedenen
Schwingungszahlen v. Weitere Mittel, um ,langsam verinder-
liche* Eigenschaften von &, abzuleiten, besitzen wir nicht; die
Methoden der Analyse sind also hiermit erschopft Was wir
durch sie von der schnell verinderlichen Schwingung €, kennen
gelernt haben, ist aber im Vergleich zu der in ihr noch ent-
haltenen Mannigfaltigkeit von Eigenschaften nur auBerst wenig.
Die Funktionen C, und &, selber, in ihrer Abh#ingigkeit von v,
sind und bleiben uns innerhalb eines breiten Spielraumes génz-
lich unbekannt.

Stellen wir nun zunichst dasjenige zusammen, was wir
durch Messung der Intensitit J, der Schwingungszahl »,, als
einer langsam veridnderlichen Funktion der Zeit ¢, fiber die
schnell veriinderlichen GrdBen C, und %, erfahren konnen. Als
meBbar haben wir in (293) die GroBen ¥, und B, zu betrachten,
fur alle Werte von p. Setzen wir nun:

(294) [ C'+" CVSin(( r+p '9’7)=?[ﬁ‘:+§1
‘ Cy+,.C,008(0,+“_ ’)=%}4+ﬂ,
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wobex § und ] achnell verinderliche Funktionen von » und p
sind, so folgt aus (293):

2y sin'd, 2y1 sin’d,
=u’°‘- ;o Ofdv . + ;0 fg " dy.

Nun ist mit Rficksicht auf (292):

2y, [ 8in'd,

[) v -
Folglich:
in? 3
f & m:, ~dv=0.
Ebenso:
sm‘c’
=0.
sin &
Da * fiir alle Werte von » verschwindet, deren Ver-

v

hiltnis zu », nicht nahe gleich 1 ist, so stellt die GroBe %,
in (294) den langsam verinderlichen Mittelwert der schnell
verénderlichen GrdBe G, . , C, sin(&, 4 , — 9,) fir v nahe gleich v,
vor, und ebenso B den entsprechenden Mittelwert der schnell
verinderlichen GrGBe Cy4uCyc08(P, 4, — 3,)2

Kehren wir nun zu der Untersuchung des Oszillators mit
der Schwingungszahl , und dem Démpfungsdekrement ¢ zuriick,
so ist zun#chst von vornherein einleuchtend, daB zur Berechnung
des Einflusses, welchen die erregende Schwingung €, auf den
Oszillator austibt, die Kenntnis der Mittelwerte % und B; im
allgemeinen noch nicht geniigt, sondern daB dazu die GréBen C,
und %, selber bekannt sein miissen. In der Tat ersieht man
aus dem in (287) abgeleiteten Ausdruck der Energie U des
Oszillators, daB diese erst dann genau berechnet werden kann,
wenn man die Werte von C,,,C,sin(#,, , — ) und von
Cy4+uCco8(, 4, —3,) fir jeden Wert von v anzugeben ver-
mag, fir den »:y, nahe gleich 1 ist. Mit anderen Worten: die

! Man kdnnte auch sebr viel einfacher die Intensitfit , einer be-
stimmten Schwingungszahl » durch die genannten Mittelwerte definieren,
indem man das fir die Gesamtintensitit J aufgestellte Integral (281) ein-
fach in der Form der Gleichung (291) schreibt und daraus die Werte '#
und B, ableitet. Dann geht aber die hier benutste physikalische Bedeutung
der Deﬁnmon verloren.
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in der erregenden Schwingung enthaltene Intensitit J, der
Schwingungszahl v,, auch wenn sie fir alle Zeiten bekannt ist,
bestimmt im allgemeinen noch nicht die Energie U des von der
Schwingung getroffenen Oszillators. ‘

Somit bleibt nichts anderes fibrig, als entweder auf die
Konstatierung eines allgemeinen Zusammenhangs der GrdBen U
und §, tberhaupt zu verzichten, was aber den Ergebnissen aller
Erfahrung zuwiderlaufen wiirde, oder mittels einer neu einzu-
fihrenden Hypothese die vorhandene Kluft zu iiberbriicken.
Die physikalischen Tatsachen entscheiden fiir die zweite Alter-
native.

Die Hypothese, welche wir jetzt als die nichstliegende und
wohl einzig mogliche einfithren und fiir alles folgende beibehalten
wollen, besteht in der Annahme, daB bei der Berechnung von U
aus der Gleichung (287) in den Integralen, welche die Werte der
Koeffizienten @, und b, angeben, fir die schnell verinderlichen
GroBen C,,,C,sin($, ., — &) und C,,,Cco8(P, 4, —&,)
— die einzigen von C, und &, abhiingigen GréBen, die in diesen
Integralen vorkommen — ohne merklichen Fehler ihre langsam
verinderlichen Mittelwerte %, und B} gesetzt werden konnen.
Damit erhilt dann die Aufgabe, U aus J, zu berechnen, eine
ganz bestimmte, durch Messungen zu verifizierende Liésung. Um
aber auszudriicken, daB die hier abzuleitenden Gesetze nicht fir
jede Art Schwingungen, sondern nur mit AusschlieBung gewisser
besonderer Einzelfille gelten, wollen wir jede Art Strahlung, auf
welche die hier eingefiihrte Hypothese paBt, als ,natiirliche‘
Strahlung bezeichnen. Dieser Name empfiehlt sich deshalb, weil,
wie sich im nichsten Kapitel zeigen wird, der so charakterisierten
Strahlung gerade die Eigenschaften der Wirmestrahlung zu-
kommen.

Man kann den Begriff der natiirlichen Strahlung noch an-
schaulicher, aber weniger direkt, als oben geschehen, auch dahin
fassen, daB bei ibr die Abweichungen der unmeBbaren schnell
verénderlichen GréBen C, . , C, sin (%, , u — O,) usw. von ihren
meBbaren langsam verinderlichen Mittelwerten %2 usw. ginzlich
unregelmiBig sind, entsprechend der ,elementaren Unordnung*
(8 132)

§ 182. GemidB der im vorigen Paragraphen eingefithrten
Hypothese ergibt sich aus der Gleichung (287):
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36t fdv siny, ., sing, .

»3

(Uscos(¥y 4w — 70) + BLsiN(y 4w — 7)) s

b - 8¢t d‘l’ Binfv-;-p'i“fv.
ot ¢

»3

(m;c°5(77+p — 7)) — Wasin(y, 4, — rv)) ’

oder:
ay = 161!’ (uoa + 80‘7)7
3
by = T Bl — UL,
wobei:

@®

sin sin
=fdw r"*"‘ s COS(Vy 4 — 75)s
0

siny, .  singy, .
B s NAAY

Nun ergibt sich mit Berticksichtigung der in (280) gegebenen
Werte von ctgy, und ctgy, ., durch elementare Rechnungen,
wobei besonders zu beachten ist, daB o klein ist und daB pu
im allgemeinen von derselben GréBenordnung ist wie o #,:

1
a=_27,7°1“+_?—p_' ’
oty,?

B=
25,8 L+ ":“l
aty,?

Folglich, wenn man daraus a, und b, berechnet und die so
erhaltenen Werte in (290) einsetzt:

a) = 8cld o
# T 18nty, M’
b r_ 8cc 0
® T 16aty, M

Die in der Zeit dt vom Oszillator absorbierte Energie ist also
nach (290):
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dt- 1?;;"’ fdp(?["sm2nyt+ Blcos2nni),

oder nach (293):

(295) Y P Lol

16a%y, Y 30

Diein einemZeitelement vom Oszillator absorbierte
Energie ist proportional der in der erregenden Schwin-
gung enthaltenen Intensitit seiner Eigenperiode, ferner
seinem logarithmischen Dekrement und dem Kubus der
Lichtgeschwindigkeit, und umgekehrt proportional der
Schwingungszahl

Bei der natirlichen Strahlung wird also stets positive
Energie absorbiert, was im allgemeinen, wie schon in der § 111
gemachten Bemerkung betont wurde, nicht der Fall zu sein
braucht.

Durch Substitution des Wertes der absorbierten Energie in
(289) erhdlt man schlieBlich die Fundamentalgleichung der ent-
wickelten Theorie:

dt. ]?;:,“ ‘S =dU+ 209, Udt
oder:
aUu 8c%c
(296) '—aT + 20' ‘l’o 16‘"’ 30

Diese Differentialgleichung kann zur Berechnung der Energie U
des Oszillators benutzt werden, wenn die seiner Schwingungs-
zahl v, entsprechende Intensitit §, der erregenden Schwingung
als Funktion der Zeit gegeben ist. Da die Funktionen U(f)
und J, () hier nicht mehr durch Fourikrsche Integrale dar-
gestellt zu werden brauchen, so kdnnen wir von jetzt ab auch
die frither in § 175 eingefithrte Beschrinkung in bezug auf das
betrachtete Zeitintervall wieder aufheben, und diese und die
folgenden Gleichungen als fiir alle positiven und negativen
Zeiten giiltig ansehen.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (296) ist:

8cto
U= w,,.—f& B)e2enG-0dg,

Fir konstantes J, hat man:

8¢t
U= {gatsg S0
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uyg ist die Energie des
—_— . der erregenden Schwin-
seiner Schwingungszahl,
" tueschwindigkeit, und um-
-juadrat der Schwingungs-

ivr Diimpfung.
.igkeit der Energie des Oszillators
an L.n Schwingung festgestellt haben,
e sein, die letztere GroéBe in
-+ der im umgebenden Felde statt-
Dies geschieht nach bekannten
— ~vhnitt und fuhrt zur Formulierung

- .l der Entropie.

Irittes Kapitel.
;ie und Vermehrung der Entropie.

. jetzt zor Untersuchung der Vorgiinge
imgebenden elektromagnetischen Felde

“herall im folgenden von den im vorigen

.. e Mpmieenomcn riesultaten Gebrauch machen, selbstverstind-
. - maitttussetzung, daB dabei tiberall und zu allen
esme. _ . .zen der natdrlichen Strahlung erfillt sind.
M. cuuchen wir kiinftig nie mehr mit Amplituden
wen, sondern stets nur mit Intensititen und
iungsam ver#inderlichen® (im Sinne des § 177)

: Sinne ist auch die Bedeutung der unten
-ente und Zeitelemente zu verstehen, niimlich
unendlich klein sind gegen die Dimensionen
itiiume und Zeiten, aber immer noch groB
t:ten Wellenlingen und Schwingungsdauern.
durchstrahlten Vakuums denken wir uns als
spiegelnde Flachen, deren Kriimmungsradien
ile in Betracht kommenden Wellenliingen (§ 2).
totale Energie U, des durchstrahlten Vakuums
wehdrigen Abstiinden voneinander befindlichen
“ntoren der betrachteten Art von der Form:

I-"=EU+fudr, 297)
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wobei U die Energie eines einzelnen Oszillators, = die Summation
fiber alle Oszillatoren, und » die Dichte der strahlenden Energie
im Raumelement dr des Vakuums bezeichnet. Da die Oszillatoren
verschwindend kleine Riume einnehmen, so ist es gleichgiltig,
ob in dem Integral die Integration auch itber die von den
Oszillatoren erfiillten R#ume erstreckt wird oder nicht.

Die riumliche Dichte « der elektromagnetischen Energie in

einem Punkte des Vakuums ist:
u=- @+ G+ T+ + 5 + 8,

wo G2, @, @I, 92 9, ! die Quadrate der Feldstirken be-
deuten, als ,langsam veriinderliche* GroBen (§ 177) betrachtet,
und daher mit dem auf den Mittelwert deutenden Querstrich
versehen. Da fiir jeden einzelnen Strahl die mittlere elektrische
und magnetische Energie gleich sind, kann man immer schreiben:

(298) u=-(&+G+@).

Nun wollen wir die Intensitit J = G? der einen Oszillator
erregenden Schwingung (§ 176) aus den Intensititen der den
Oszillator von allen Seiten treffenden Wirmestrahlen berechnen.

Zu diesem Zweck milssen wir auch auf die Polarisation der
den Oszillator treffenden monochromatischen Strahlen Riicksicht
nehmen. Fassen wir also zunichst ein Strahlenbiindel ins Auge,
welches den Oszillator innerhalb eines Elementarkegels trifft,
dessen Spitze im Oszillator liegt, und dessen Offnung d £ durch (5)
gegeben ist, wobei die Polarwinkel ¢ und ¢ die Richtung der
Fortpflanzung der Strahlen bezeichnen, so zerfillt das ganze
Strahlenbiindel in eine Reihe monochromatischer Biindel, von
denen eines die Hauptwerte der Intensitit & und & (§ 17) be-
sitzen moge. Bezeichnen wir nun den Winkel, welchen die zur
Hauptintensitiit § gehdrige Polarisationsebene mit der durch die
Richtung des Strahles und die Z-Achse (die Oszillatorachse) ge-
legten Ebene bildet, mit o, einerlei in welchem Quadranten,
so laBt sich nach (8) die spezifische Intensitit des monochro-
matischen Biindels zerlegen in die beiden geradlinig und senk- -
recht aufeinander polarisierten Komponenten:

Rcos?w 4 ® sin’w,
R sin?w + & cos?m,
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erregenden Schwmgung enthaltene Intensitit einer bestimmten
Schwingungszahl ¥ der Wert:

@oy g=2 f sin? & dQ (R, sin’ w, + R, cos’ ).

Da nun § mit der Energie U des Oszillators durch die
Gleichung (296) zusammenh#ngt, so ist hiermit die Mdglichkeit
gegeben, die Schwingung des Oszillators zu berechnen, wenn
die Intensititen und Polarisationen aller den Oszillator treffen-
den Strahlen fiir alle Zeiten bekannt sind. Insbesondere er-
gibt sich fir unpolarisierte und nach allen Richtungen gleich-
miBige Strahlung:

]
und nach (296):

Der Index 0 kann von jetzt an weggelassen werden. Ist die
Strahlung auch noch unabhingig von der Zeit, oder der Strahlungs-
zustand ,,stationiir*, so ist auch U von der Zeit unabh#ngig und:

]
302) U=5%,

fibereinstimmend mit Gleichung (193).
§ 184. Die ganze in der Zeit d¢ von dem Oszillator ab-
sorbierte Energie betriigt nach (295):

Sotc

dt 16ty '3

oder nach (301):

300

dt - gin® & dQ(Rsin?w + K’ cos? m).
Daher wird von der in der Richtung (&, ¢) auf den Oszillator
fallenden Strahlung in der Zeit d¢ der Energiebetrag:
dt- i"’: (Rsin3w + &' cos? w)sin? F d Q
absorbiert.

Nun betriigt die spezifische Intensitit der in der Richtung
(%, ¢) auf den Oszillator fallenden Strahlung, soweit sie ,ab-
sorbierbar ist, d. h. die dem Oszillator entsprechende Schwingungs-
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Oszillator fallenden absorbierbaren Strahlung gleich ist der
spezifischen Intensitit (305) der in derselben Richtung vom
Oszillator emittierten Strahlung, wie es sein muB.

§ 185. Wir wollen nun, als Vorbereitung fir die folgenden
Deduktionen, die Eigenschaften der verschiedenen denm Oszillator
passierenden Strahlenbiindel noch ni#her ins Auge fassen. Von
allen Seiten treffen Strahlen auf den Oszillator; betrachten wir
wieder diejenigen von ihnen, welche in der Richtung (&, ¢),
innerhalb des Elementarkegels d£, dessen Spitze im Oszillator
liegt, auf ihn zulaufen, so kénnen wir sie uns zun#chst zerlegt
denken in ihre monochromatischen Bestandteile, und brauchen
uns nur mit demjenigen dieser Bestandteile weiter zu beschiftigen,
welcher der Schwingungszahl » des Oszillators entspricht; denn
alle iibrigen Strahlen streichen iiber den Oszillator einfach hinweg,
ohne ihn zu beeinflussen oder von ihm beeinfluBt zu werden.
Die spezifische Intensitit des monochromatischen Strahles von
der Schwingungszahl » ist:

®+ 8,
wenn § und ®’ die Hauptintensititen vorstellen. Dieser Strahl
wird nun je nach den Richtungen seiner Hauptpolarisations-
ebenen in zwei Komponenten (8) zerlegt.

Die eine Komponente:

Rcos?w + R'sin?w
geht direkt iiber den Oszillator hinweg und tritt vollig un-
gedudert auf der anderen Seite wieder aus; sie liefert also einen
in der Richtung (%, ¢) innerhalb der Kegelsffnung d2 vom
Oszillator ausgehenden geradlinig polarisierten Strahl, dessen
Polarisationsebene durch die Achse des Oszillators hindurch-
geht, und dessen Intensitit betrigt:

(306) Rcos?w + {'sin?ow = ",

Die andere, senkrecht auf der vorigen polarisierte Komponente:
Rsin?w 4 K cos’w

zerfillt wiederum in zwei Teile:

(®sin? w + R cos? ) cos? &
und:
(Rsin?w + R cos? w)sin? &,
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die Energie: \
® + ®)dt- 397 .40

4ty

auf den Oszillator fallen, und dadurch wird auf der Seite der
ankommenden Strahlen der nimliche Energiebetrag dem Felde
entzogen. Auf der anderen Seite geht dafir vom Oszillator in
derselben Richtung (3, ) ein in bestimmter Weise polarisiertes
Strahlenbiindel aus, dessen Intensitit durch die Summe der
beiden Hauptintensititen ” und & gegeben ist. Dadurch wird
dem umgebenden Felde in der Zeit d¢ der Energiebetrag
Séch

4ty

®"+ K" adt -
zugefihrt.

Im ganzen betrigt also die in der Zeit d¢ eingetretene
Energieiinderung des den Oszillator umgebenden Feldes, durch
Subtraktion des vorletzten Ausdruckes vom letzten und Inte-
gration iiber dQ:

8. ” "
dt- ;jf«m(@ R —R—R).

Nimmt man dazu die in derselben Zeit eingetretene Energie-
anderung des Oszillators:

aUu

dt’

so verlangt das Prinzip der Erhaltung der Energie, daB die
Summe der letzten beiden Ausdriicke verschwindet, d.h. daB
(308) %+w_fd9(@"+9"'—ﬁ—m=0,

4y

dt.

und das ist in der Tat der Inhalt der beiden Gleichungen (296)
und (301), wenn man berficksichtigt, daB nach (306) und (307):

R+ —Q—-Q' = (':,U — Rsin?e — R’cos’m) sin? & .

§ 187. Wir bilden jetzt, entsprechend der totalen Energie T,
in (297), die totale Entropie des betrachteten Systems:

(309) §=38+ fsdr.
Die Summation 3 ist wieder fiber alle Oszillatoren, die Inte-
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nente dr des durchstrahlten Feldes
'opie eines einzelnen Oszillators, ist
o durch (227), und s, die riaumliche
unkte des Feldes, ist als Funktion
titen ® und 8 gegeben durch (131),
d (229).
derung berechnen, welche die totale
18 im Zeitelement d¢ erleidet. Wir
die analoge im vorigen Paragraphen
8 durchgefihrte Rechnung.
or vorhanden ist, 8o behilt ein jedes
en unendlich vielen Strahlenbfindel
iten zugleich mit seiner spezifischen
verindert bei, auch bei der Reflexion
lut spiegelnd vorausgesetzten Grenz-
e Strahlungsvorgiinge im freien Felde
nderung des Systems hervorgerufen
ren bewirkt jeder Oszillator im all-
erung der ihn treffenden Strahlen-
ganze Entropieiinderung, welche der
in der Zeit d¢t in dem ihn umgeben-
abei brauchen wir nur diejenigen
n zu berticksichtigen, welche der
llators entsprechen, da die iibrigen
rt werden.
), innerhalb des Elementarkegels d 9,
em irgendwie polarisierten Strahlen-
rgiestrahlung die Hauptintensititen &
estrahlung daher die Intensitat 8+ 8’
enbiindel 14Bt, der Bedeutung des
der Zeit dt die Entropie:

, 8ctc
)edt. v -df

und dadurch wird auf der Seite der
némliche Entropiebetrag dem Felde
o Seite geht vom Oszillator in der-
o in bestimmter Weise polarisiertes
1 KEnergiestrahlung die Hauptinten-
dessen Entropiestrahlung daher die

14*
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entsprechende Intensitit 2" 4 @' besitat. Dadurch mrd dem
umgebenden Felde in der Zeit d¢ die Entropie:

” ’ 8cto
(2 +2 ’)dt"m'dﬂ

zugefithrt. Im ganzen betriigt also die in der Zeit d¢ eingetretene
Entropieinderung des den Oszillator umgebenden Feldes, durch
Subtraktion des vorletzten Ausdruckes vom letzten und Inte-
gration tiber d Q:

(810) dt. 39¢ fdsz(s" +87—2—8)

4ny

Nimmt man dazu die in derselben Zeit erfolgte Entropie-
inderung des Oszillators:

dsS dS dU
et =ar e

so ergibt sich durch Addition zu (310) und Summation wber
alle Oszillatoren die gesuchte Anderung der totalen Entropie des
Systems:

(811) dtt cdi=di- 2[30 o‘fd-Q( " sm Q- 2)+ :}97 iﬁf

Wir wollen nun weiter den Nachweis fithren, daB der Aus-
druck hinter dem >'-Zeichen stets positiv ist, inbegriffen den

Grenzfall Null. Zu diesem Zwecke setzen wir fir % den in
(308) gegebenen Wert und erhalten dadurch:

—2+977—w+957)

-dt,

Es eritbrigt jetzt nur noch zu zeigen, daB der eingeklammerte
Ausdruck fir alle beliebigen Werte der positiven GréBen U, R,
', &, o positiv ist, wobei nach Gleichung (306):

(312) R = Rcos?w + R'sinw
und nach Gleichung (307):
" = (Rsin?w + & cos? w)cos? & + - U gint .
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Setzen wir zur Abktirzung die positive GrdBe:
Rsin’w + R coslwo =0+ & - Q" =R, (818)
so ist hiernach:
8" =87 cos? & + 2 sin? 5. (814)
Wir wollen zunichst das Glied:
" " dS [/
ins Auge fassen, indem wir darin U und folglich auch % als
konstant, dagegen " und folglich auch £’ als variabel be-

trachten. Mit Beriicksichtigung von (229) und (227) ergibt sich

dann:
_dar _ a8 _d§
dﬁ’” - danl dU
k h»* k hy
o k 1

W,—_— h’k'". 1+ R <0'
hy

Daraus folgt, daB die Funktion f(R®") ein einziges Maximum

2
besitzt, und zwar fiir " = % U.

Da nun nach (314) " zwischen 7" und 1:—,0— liegt, so ist
jedenfalls:

d. h.

&™) > (&),

174 w dS " 1 dS
2 '—Q W > 20 —90 'd_U—7

und um den Beweis durchzufithren, geniigt es, den Ausdruck:

” I'd " IIIdS d ’ 1
o — @38 Lor_eriS _gredl —giel?

oder, was nach (313) dasselbe ist, den Ausdruck:
@ +8)—-8+8)
als positiv zu erweisen. Hierzu wollen wir setzen:
R+ =8"+8,=6.
@ und R liegen nach (312) und (313) zwischen & und &".
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Betrachten wir jetzt die GrdBe:
L+8' =FE®)

als Funktion von @ allein, indem wir & konstant nehmen und
daher &’ als von ® abhiéngig ansehen, so handelt o8 sich nur
noch um das Vorzeichen des Ausdruckes:

F®") — F@®).
Nun ergibt sich nach (229) durch Differentiation:

ar k hv* k h»®
& = w08 gy +1) = 5y lo8 (g +1)
a*F k 1 k 1
ST g e Thw | ew <0
kv TR
Daraus folgt, daB die Funktion F(®) ein einziges Maximum be-

sitzt, und zwar fir @ = &' = %, und daB sie zu beiden Seiten

dieses Maximums symmetrisch abfillt. Je n#her also das
Argument & dem Werte % kommt, einerlei von welcher Seite
her, desto groBer wird der Wert von F.

Nun liegt @ dem Werte %’-, welcher das arithmetische
Mittel sowohl von ® und &’, als auch von ®” und R’ bildet,
jedenfalls ndher als &, weil ” und R zwischen ® und &’
liegen. Folglich ist F(®") > F(®), und damit ist der Beweis fiir
die Vermehrung der Entropie geliefert.

Jeder der betrachteten Strahlungsvorginge verliuft also ein-
seitig in dem Sinne wachsender Entropie, bis mit dem Maximum
der Entropie auch der stationire Strahlungszustand erreicht
wird, welcher durch die Beziehungen charakterisiert ist:

e=f =g =g =0"="2C.

ct

Viertes Kapitel. Anwendung auf einen spezlellen Fail. SchiuB.

§ 188. Wir wollen noch zur Betrachtung des speziellen
Falles tibergehen, daB das Feld, in welchem der Oszillator liegt,
sich in einem Zustand stationirer Strahlung befindet, wihrend
die Schwingungsenergie des Oszillators anfangs eine ganz be-
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heblge gein mdge. KEine Folge der stationiren Strahlung im
Vakuum ist, daB die auf den Oszillator fallenden Strahlen un-
polarisiert und nach allen Richtungen glelchmaBlg intensiv

gind, d. h.
R =8 =§ = const

unabhiingig von der Zeit und von der Richtung der Strahlung.
Dann folgt aus (306) und (307):

=8, & =0cs+2Csinrg. (815)
0 0 o
Ferner aus (308), da
fsm’0 dQ = T )
+2a' U-— 2""90=0, (316)

woraus sich die Schwmgungsenergle U des Oszillators bei ge-
gebenem Anfangswert als Funktion der Zeit ¢ ergibt.

Die totale Entropieiinderung des Systems in der Zeit d¢
folgt aus (311), da nur ein einziger Oszillator vorhanden ist,
und da 8 = Q' =" =8, zu:

s, =ds+22° dt.fd.Q(B"’— ) (817)

Hier ist ¢ nach (229) von &” und dadurch auch vom Winkel &
abhangig.

Wenn nicht nur das den Oszillator umgebende Feld,
sondern das ganze System sich im stationdren Strahlungs-
zustand befinde, so wire auch & =®,, und die Energie U
des Oszillators wiirde speziell:

U= 5%, (318)

wie auch aus (315) zu ersehen. Wir wollen daher diesen
Wert U, den stationiren Wert der Energie des Oszillators
nennen; ihm n#hert sich U nach (316) fur wachsende Zeiten
asymptotisch an.

Nun besitze die Energie des Oszillators einen Wert, der
nur noch wenig von dem stationiren Wert U, verschieden
ist, d. h.

=U,+4U. (319)
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Die kleine, positive oder negative, GrdB8e AU kdnnen wir die
Abweichung der Oszillatorenergie von ihrem stationiren Wert
nennen, sie ist zugleich ein MaB fiir die Gleichgewichtsstdrung
des ganzen betrachteten Systems. Dann wird aus (316) und (318):

(820) 2y +20940=0
und aus (815):

2
(821) =8, + - sin?&- 40,

folglich, durch Entwicklung in eine Tayrorsche Reihe und mit
Vernachlissigung hoherer Potenzen von AU:

o4 (22) S0 04} (£2) Lo oo

Fithrt man dies in (317) ein, so ergibt sich, da:

fsm 3dQ = <5’

i8,=dS+20vdt. ( )AU+ LLLaP TS (m,)(AU)z

bot

oder nach (320), mit Elimination des Zeitelements d¢:

05, a5 av|(42) + 12 (42) a0]
Andererseits ist:
as=35.4y
und nach (319):
7= (dig),-'- (dU’) 4U+..

Folglich durch Substitution die Entropieinderung des ganzen
Systems, unter Vernachlissigung hdherer Potenzen von 4 U:

a8 dg a8 2!
e22) 25,-a7(37) - (35), + {(70), - 5 (7)) 47]
Da beim thermodynamischen Gleichgewicht die Temperatur der
freien Strahlung gleich derjenigen des Oszillators ist, so folgt

aus (135) und (199):
(). (&),
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und durch Differentiation dieser Gleichung, mit Rﬂckslcht
auf (318):

(52) - % (&5)

agr ), F \av’),’

Dadurch geht der Aumsdruck (322) tiber in:

3 aU.-4U
ds, = dU 4u. &3 w' =—-€k-~m, (823)
indem der Wert von S aus (227) eingesetzt und der Index 0
bei U jetzt als iberfliissig fortgelassen ist.

Dieser Ausdruck stellt also die Entropievermehrung dar,
welche in der Natur eintritt, wenn ein in einem stationéren
Strahlungsfeld befindlicher Oszillator, dessen Energie eine kleine,
positive oder negative, Abweichung 4U von ihrem stationiren
Wert U aufweist, die unendlich kleine Energieinderung dU er-
leidet, natiirlich auf Kosten bez. zugunsten der Energie des
Strahlungsfeldes. Die Entropievermehrung hingt also auBer von
der Schwingungszahl ¥ nur ab von dU, 4U und U, nicht von
dem Dampfungsdekrement des Oszillators, und ist fiberdies, wie
auch von vornherein einleuchtet, den Werten von d U und von AU
proportional. Da sie stets positiv ist, so besitzen dU und AU
entgegengesetzte Vorzeichen, wie natirlich.

§ 189. Denken wir uns nun, daB in dem betrachteten
stationdren Strahlungsfeld statt eines einzigen Oszillators eine
beliebige Anzahl » mit dem bisher betrachteten ganz gleich-
beschaffene Oszillatoren vorhanden sind, in denen sich wihrend
des Zeitelementes d¢ genau die nimlichen Vorginge! abspielen.
Dann ist die Energie aller Oszilla.toren zusammengenommen die
Summe der Einzelenergien: nU = U,, ihre Abweichung von
dem stationiren Wert: AU, =n- AU ihre Anderung im Zeit-
element d¢: dU, = ndU, endlich ihre Entropie, als Summe aller
Einzelentropien: S, =nS.

Die gesamte Entropievermehrung in diesem System, die
wir mit d>, bezeichnen wollen, ist gleich dem n fachen des
Ausdrucks (323), da sich » einander ganz gleiche Vorginge
gleichzeitig und unabhingig voneinander abspielen, also:

! patiirlich nur beziiglich der Energien, nicht etwa in dem Sinne,
daB die Schwingungen koh#rent sind.
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Dne Integmt.xon dieser Glelchnng erglbt far S gerade dle-
jenige Funktion von U, welche in der Beziehung (239) aus-
gedriickt ist, und die zum Wienschen Energieverteilungsgesetz
fahrt. Daher hielt ich eine Zeitlang jene Beziehung fiir den
allgemeinen Ausdruck der Entropie eines Oszillators der be-
trachteten Art, und dementsprechend das Wirnsche Energie-
verteilungsgesetz fiir das allgemeine Spektralgesetz, was auch
die Messungen von F. PascHEN zu bestitigen schienen.!

Erst die Versuche von O. Lummer und E. PriNgsHEM?
haben gezeigt, daB das Wiensche Energieverteilungsgesetz nur
bedingungsweise gilt, nimlich dann, wenn die Strahlungsintensitit,
und daher auch die Energie U, einen verhiltnism#Big kleinen
Wert besitzt. Fir groBere Werte von U n#ihert sich dagegen,
wie besonders deutlich aus den Messungen von H. RuBENs
und F. KurLBaum hervorgeht,® die Energiestrahlung merklich
dem RayrricHschen Gesetz (§ 154), nach welchem statt der Be-
ziehung (328) die folgende gilt:

Lo = ot (829)
wie man unmittelbar aus der @leichung (244) findet.

Versucht man, die beiden in speziellen Gebieten, fiir kleine U
und fiir groBe U, giltigen Formeln (328) und (329) in eine
einzige allgemeinere zu vereinigen, so bietet sich als die ein-
fachste Fassung die folgende dar:

S _ _ __ comst

aU* U(U + const) ’
welche mit (828) genau fiibereinstimmt und durch zweimalige
Integration nach U zu der Gleichung (227) fihrt; denn die
Abh#ngigkeit von der Schwingungszahl v ist ja durch das Wiensche
Verschiebungsgesetz (223) festgelegt.

! F. Pascren, Sitzungsber. d. k. preuB. Akad. d. Wissensch. 1899,
p. 405, 893. WiEp. Ann. 60, p. 662, 1897.

* 0. Loxuze und E. Princsueiu, Verhandlungen der Deutschen Physi-
kalischen Gesellschaft 2, p.163, 1900. Vgl. aber auch H. Becxuaxy, Inaugural-
Dissertation, Tiibingen 1898. H. Rusexs, Wieo. Ann. 89, p. 582, 1899.

® H. Rusexs und F. KurLBaou, Sitzungsber. d. k. preuB. Akad. d.
Wissensch. vom 25. Oktober 1900, p. 929.
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welchen eine Bewegung der Oszillatoren auf die Strahlungs-
vorginge ausitbt. Denn sobald die Oszillatoren sich bewegen,
kommt es zu ZusammenstdBen zwischen ihnen, und bei jedem
ZusammenstoB milssen Wirkungen ins Spiel treten, welche die
Schwingungsenergie der Oszillatoren noch in ganz anderer und
in viel radikalerer Weise beeinflussen, als die einfache Emission
und Absorption strahlender Energie. Das Endresultat aller
derartiger StoBwirkungen 146t sich allerdings mit Hilfe der im
vierten Abschnitt angestellten Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen
voraussehen; wie im einzelnen und in welchen Zeitriumen aber
dies Resultat zustande kommt, dies zu lehren wird erst die
Aufgabe einer kiinftigen Theorie sein. Von einer solchen Theorie
sind dann sicherlich auch weitergehende Aufschliisse iber die
Konstitution der in der Natur vorhandenen Oszillatoren zu er-
warten, schon deshalb, weil sie jedenfalls auch eine niihere
Erklarung fiir die physikalische Bedeutung des universellen
‘Wirkungselements 4 (§ 149) bringen muB, welche der des elektri-
schen Elementarquantums sicherlich nicht nachsteht.
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