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Fatio selbst schwieg Jahre hindurch, bis er 1699 in einer kleinen

Scbrift mit dem Titel: Zwei geometrische Untersuchungen fiber die

Brachistochrone *)
Leibniz offentlich die Anklage ins Gesicht sehleu-

derte, welche er bis dahin nur brieflich ausgesprochen hatte. Wir

wissen (S. 235), dass Leibniz im Mai 1697 die Losung der Aufgabe
der Brachistochrone als einen Probestein fur die Vortrefflichkeit der

Differentialrechnung geriihmt hatte. Nur Kenner dieses Rechnungs-
verfahrens seien zur Losung fahig gewesen, und ausser diesen einige

ganz wenige Personlichkeiten. Unter letzteren nannte er Newton,
aber Fatio nannte er nicht! Das bot diesem den Anlass, nun plotzlich

das Sprachrohr des Aergers zu werden, den Newton und seine Freunde

fiber ihre Ueberfliigelung durch die Leibnizische Schule empfanden.

Der Prioritatsstreit war begonnen. Der XVIL Abschnitt wird

uns dessen Verlauf kennen lehren.

Lineae brevissimi descensus investigatio geometrica duplex.
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Leibnizens in die Schranken der Oeffentlichkeit, mit welchem wir

uns zum Schlusse dieses Abschnittes beschaftigen miissen. Es war

Nicolas Fatio de Duillier 1

) (16641753). Die Familie hatte

sich 1635 in Basel eingebtirgert, und dort ist Fatio geboren, aber

als er wenige Jahre alt war, kaufte der Vater die Herrschaft Duillier

bei Genf an und wurde 1678 Genfer Burger. Schon mit 18 Jahren

war Fatio 1682 in Paris, um an der dortigen Sternwarte unter

Cassini sich als praktischen Astronomen auszubilden. Von 1684

bis 1686 lebte er in Duillier, dort die in Paris begonnenen Beobach-

tungen fortsetzend. Ende 1686 ging er nach Holland, wo er zu

Huygens in personliche Beziehungen trat. Im Jahre 1687 wandte

er sich nach England und wurde 1688 Mitglied der Royal Society

in London. Ein neuer kurzer Abstecher nach Holland zu Huygens
lallt in den Anfang des Jahres 1691, ein vielleicht etwas langerer

Aufenthalt in Duillier in die Jahre 1700 und 1701, aber Fatios

eigentlicher Wohnsitz blieb in England. Dort betheiligte er sich

1707 an Umtrieben religioser Fanatiker, welche ihm eine Verurthei-

lung zum Pranger und zu einer Freiheitsstrafe zuzogen, dort starb er

in einem Alter von fast 90 Jahren, ohne von seiner Begeistenmg
fur die Propheten zuruckgekommen zu sein. Wir konnen uns der

Auffassung nur anschliessen, man habe Fatio etwa von 1706 .an als

geisteskrank zu betrachten, und in der That sind von da an keine

wissenschaftlichen Arbeiten von ihm bekannt. Er scheint nach seiner

Verurtheilung den Studien fur immer Lebewohl gesagt zu haben.

Wir haben Fatios Lebensgeschichte aus mehreren Griinden aus-

fuhrlicher erzahlt. Einmal konnen wir nun an der Hand der Jahres-

zahlen feststellen, dass, als Johann Bernoulli in den Jahren 1691

bis 1693 erst in Genf, dann in Paris lebte und am ersteren Orte

den alteren Bruder Fatios unterrichtete, er selbst, ein schon ge-

schatzter Gelehrter, in England sich aufhielt, also gewiss nicht durch

Johann Bernoulli in die neuen Methoden eingefuhrt werden konnte

und ebensowenig von 1700 an durch seinen eigenen Bruder. Zweitens

wird begreiflich, dass Fatio, Englander von Neigung und Neigung
thut in solchen Fallen mehr als die Geburt alien Gemuthsstim-

inungen der neuen Landsleute in Hass und Liebe sich anschloss.

Drittens mochten wir das frtihe Erwachen, den vorzeitigen Todes-

schlaf seines Geisteslebens nachtraglich in einen gewissen Zusammen-

hang gebracht wissen.

Fatio war unzweifelhaft eine hochbegabte Natur. Das Urtheil

von Huygens, das von Jakob sowohl als von Johann Bernoulli,

*) Rud. Wolf, Biographien zur Kulturgeschichte der Schweiz IV, 6786.
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das von Leibniz, die ihn alle tbeils personlich, theils aus Briefen,

theils aus den Aussagen Anderer kannten, stimmt vollgiltig uberein

und wird dadurch nicht zuruckgenommen, dass von 1700 an wenig-

stens Leibniz und Joliann Bernoulli sich ganz anders ausserten. Aber

inimerhin diirfen wir Patio doch nur denjenigen begabten Menschen

zurechnen, welche mehr versprachen als sie geleistet haben. Er fasste,

wie es scheint, rasch, war schnell bereit undeutlich Geahntes fiir

mehr als zur Halfte Vollendetes anzusehen und anzugeben, und auch

bedachtigere Gelehrte glaubten an diese Aeusserungen auf blosse

Hoffnung gegrundeter Zuversicht. Wir mochten Fatio am liebsten

mit Tschirnhaus vergleichen, wenn dieser nicht einestheils bewusster

geflunkert, anderntheils doch entschieden mehr geleistet hatte.

Einmal freilich war grade Fatio in der Lage, einen Irrthum

Tschirnhausens zu bemerken und zu verbessern. Es handelte sich um
die Beriihrungslinien an die mehrbrennpunktigen Curven, deren von

Tschirnhaus 1686 in der Medicina mentis angegebene Construction

mit einem Mangel behaftet war. Wir erinnern uns (S. 153 155),

das Fatio zunachst ein geistreiches, rein geometrisches Verfahren ein-

schlug, welches auf der Zuruckfiihrung auf Widerspriiche beruhte

und daher von den Tangentenmethoden der Infinitesimalrechnung

durchaus verschieden war.

Fatio will diese iiberhaupt, und insbesondere Leibnizens beide

Abhandlungen von 1684 und 1686 damals nicht gekannt haben, denn

das ist doch der Sinn einer im December 1691 an Huygens ge-

richteten Briefstelle 1

),
er habe Leibnizens Schriften uber den Diffe-

rentialcalcul erst gelesen, nachdem er die gleichen Dinge anderswoher

kannte. Bei Huygena fand Fatio mit seinen Herabsetzungen der

Differentialrechnung ein geneigtes Ohr. Wir wissen (S. 216 217),

wie sehr dieser sich straubte in Leibnizens Gedankenfolge einzutreten,

wie er fest bis zu seinem Tode dabei beharrte, man k8nne zu den

gleichen Ergebnissen auch anders gelangen. Wir haben, als wir

damals von einem fremden Einflusse sprachen, der bei Huygens sich

gelteud machte, an Fatio gedacht. Ursache und Wirkung erganzten

einauder hier gegenseitig. Huygens Voreingenommenheit hatte zur

Folge, dass
-

er Fatio horte und ihm bereitwillig Glauben schenkte.

Fatios Einfliisterungen batten zur Folge, dass Huygens sich mehr und

mehr in der Ueberzeugung von der Ueberflftssigkeit der Differential-

rechnung befestigte.

l

) Der Brief iai abgedruckt in Uylenbroek, Chr. Hugenii aliorumque seculi

XVII. viroruM cclebrium JSxcrcitationcs Mathematicae et PhiloHOpfucae. Haag,

1833. Die Stelle heisst: c est que je n ai ttwlie ce qu il en a ecrit que depuis

que j ai eu d ailleurs Ics menies chosen.



Tor wort.

Etwa drei und ein viertel Jahre sind verflossen, seit ich im

April 1898 das Vorwort zur ersten Auflage dieses III. Bandes nieder-

schreibend mit einer Art von scbmerzlicher Freude auf die Fortsetzung

des Werkes verzichtete, zu welcher ich selbst den Muth nicht mebr

babe, fttr so wunschenswerth icb sie balte. In beiden Bezielmngon

konnte rneine Sinnesmeinung selbstredend keine Aenderung erfabren.

War damals mindestens ein IV. Band noch erwiinscht, so ist er heute

fast zur Nothwendigkeit geworden; konnte icb damals micb nicht

entschliessen, weiter zu arbeiten, so baben die seitdein verflossenen

drei Jabre micb jedenfalls nicbt jiinger gemacht, und trotz mebr-

seitiger scbmeicbelhafter Aufforderungen, selbst die Hand ans Werk

zu legeu, verabscbiede ich micb zum zweiten Male von meinein

Buche und von meinen Lesern.

Die neue Auflage ist von der ersten in den Hauptpunkten nicht

vercchieden, wenn es auch, dank dem Aufsehwunge, welchen die

Wissenschaftsgeschichte aller Orten genommen hat, moglich und

nothig war, an Einzelheiten die bessernde Hand anzulegen. Sogar

wahrend des Druckes dieses Bandes ist in dankenswertber Weise da

und dort eine schopferische Kritik geiibt worden, deren Ergebnisse

ich in diesem Vorworte mitzutheilen babe.

Zunachst mogen einige Druckfehler berichtigt werden.

S. 323 Z. 34 statt 1711 lies 1713.

S. 343 Z. 8 statt 0+1+ 1+ 1+ 1+ - lies + 1+ 2+ 3+ 4+ -.

S. 355 Z. 23 statt Ars Cogitandi lies Ars Conjectandi.

S. 466 Z. 33 statt xdx + xydy lies xdx + ydy.

Ferner ist zu bemerken:

S. 12. Nach Riccardi erscbienen die von E. Astorini heraus-

gegebenen Apollonii Conica rcstituta erstmalig in Neapel 1698. Den

Archimedes restitutes erwahnt der gleicbe Gewahrsmann iiberhaupt

nicht. Dadurch wird sehr zweifelhaft, ob ein solcher erschienen ist.

S. 17. Dechales war nicht der einzige matbematische Schrift-

steller, der die Exponenten in gleicher Linie mit der Grundzahl

drucken liess, also z. B. 4^13 statt 4a:
3

. Ganz ebenso schrieben,
*



IV Vorwort.

H. Enestrom zufolge, auch Jacques de Billy (1602 1679) und

der schwedische Mathematiker Andreas Spole (1630 1699).
S. 22. Die von Kochansky behandelte Aufgabe ist deut-

licher dahin zu bezeichnen, dass er verlangte, den Durchmesser

AD eines Kreises in 5 so zu theilen, dass, wenn im Theilungs-

punkte B die zum Durchmesser senkrechte BC bis zur Peripherie

gezogen wiirde, AB : BC = BC : BD = BD : AD stattfinde. Er

gibt dazu die im Texte mitgetheilten angenahert richtigen Zahlen-

werthe und wiinscht eine geometrische Auffindung des Punktes B.

Er selbst schlagt keine solche vor.

S. 38. Der Name Barreme ist allmahlich zu einem vollstiindigen

Dingwort geworden und bezeichnet bei den heutigen Franzosen irgend

eine tabellarische Uebersicht, einen Tarif u. dergl.

S. 58. Mercator war es, der nach Edm. Hoppe, Notiz zur

Geschichte der Logarithmentafcln (Mittheilungen der Mathematischen

Gesellschaft in Hamburg IV, 52 56) in seiner Logarithmotechnica

(London 1668 pag. 4) dem ganzzahligen Theile eines Logarithmen
den Namen der Charakteristik beilegte.

S. 98. H. Pade hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass

Huygens beilaufig bemerkt, dass, wenn in irgend einem Theilbruche

des Kettenbruches der Nenner durch kleinere Zahlen ersetzt werde,

Zwischenbriiche entstehen, welche, je nachdem die Veranderung in

einem Theilbruche ungrader oder grader Ordnung erfolgt, grosser

beziehungsweise kleiner als der Kettenbruch ausfallen. Das sind die

fractions intermediates, eingeschaltete Naherungsbriiche, ^enen nach-

mals Lagrange seine Aufmerksainkeit zuwandte.

S. 100. H. Vacca (Biblioth. math. 1901, pag. 149) stellt fest, dass

nicht erst Leibniz darauf aufmerksam gemacht habe, jede Primzahl

mit Ausnahme der 2 und der 3 musse von der Form 6w + 1 sein,

sondern dass Pietro Bongo (latinisirt Bungus) schon 1599 in

seinem Werke Numerorum mysteria das Gleiche aussprach. Ferner

hat H. Vacca in dem Leibnizischen handschriftlichen Nachlasse in

Hannover eine Stelle aufgefunden, welche sich als Vorahnung des

Wilsonschen Satzes zu erkennen gibt.

S. 123. H. Enestrom betnerkt mit Recht, dass aQx
n = nicht

durch irgend eine Werthbestimmung fur z zur Erfiillung gebracht

werden konne. Leider steht mir Rolles Traite d Algebre, welche ich

seiner Zeit aus der Miinchner Hofbibliothek entliehen hatte, gegen-

wartig nicht zur Verfiigung. Ich mochte daher solche Fachgenossen,
welche in der Lage sind, jenes Buch zu Rath zu ziehen, bitten, die

nothige Verauderung des Teites zu ermitteln und etwa in der

Biblioth. math, zu veroffentlichen.



Vorwort. V

S. 137. Weim Barrow als den Veranlasser seiner Veroffent-

lichungen tiber die Infinitesimalrechnung in unzweideutiger Weise

Newton bezeichnet, allerdings ohne ihn ausdrucklich zu nennen, so

halte ich es doch fur ganzlich ausgeschlossen, dass auch nur ein

geringer Theil des so Veroffentlichten Newton angehoren sollte.

Wenn dem so ware, so hatte Barrow es zuverlassig auch erklart und

sich nicht damit begntigt zu sagen, Jener habe ihm den betreffenden

Abschnitt abgequalt.

S. 174. Ausser Fermat hat, wie H. Zeuthen richtig hervor-

hebt, auch Descartes sich einmal eines schiefwinkligen Coordinaten-

systems bedient und zwar bei Behandlung der Aufgabe des Pappus.
Der Unterschied ist nur der, dass Descartes diese Thatsache nicht

besonders betonte.

S. 201 Z. 30 statt gleieh einer Constanten muss es vielmehr

heissen gleieh einer endlichen Grosse.

S. 215. Wenn auch das Wort functio erst 1694 von Leibniz

mit einer Definition versehen worden ist, so hat doch Ebendieser,

nach einer von H. Pringsheim in der Encyklop. der mathem.

Wissensch. (Bd. II pag. 3) veroffentlichten, durch H. Enestrom

(Biblioth. math. 1901, pag. 150) erganzten Bemerkung, schon 1692

in einem Aufsatze De linea ex lineis
,
numero infinitis ordinatim

ductis etc. (A. E. 1692, 168172, insbesondere pag. 170) das Wort

functio gebraucht. Etwa gleichzeitig mit dem Aufsatze von 1694 ist

ein Brief Leibnizens an Huygens vom 28. Juni 1694, in welchem es

heisst: J appelle fonctions I abscisse, I ordonnee, la corde, langente, per-

pendieulaire .... et quantite d autres.

S. 218 Figur 40. Im Texte fehlt eine Bestimniung des Punktes P,

welche aber leicht erganzt werden kann. HF ist ein als gradlinig

gedachtes Stuckchen der Curve BFG und die Gerade HFN ist dem-

gemass Beriihrungslinie an jene Curve. Dann ist aber GP
\\
FN

gezogen.

S. 225 und 250. Allerdings geht aus dem in Stockholm auf-

bewahrten, von H. Enestrom durchgearbeiteten, leider aber noch

immer nicht dem Drucke iibergebenen Briefwechsel zwischen

Johann Bernoulli, De L Hospital und anderen Mathematikern

hervor, dass Johann Bernoulli 1694 auf ausdruckliches Verlangen

De L Hospitals diesem die Methode der Auswerthung von - - nebst

dem klassisch gewordenen Beispiele dazu mittheilte. Ebenfalls in

Stockholm befindet sich auch ein Brief De Montmorts an Johann

Bernoulli vom 28. October 1718 ahnlichen Inhaltes wie einer vom
26. Juni 1718, aus welchem Ausziige in den A. E. vom Mai 1721 in



Vorwort.

einer gegen Taylor gerichtetcn Abbandlung sich finden, als deren
Verfasser zwar Jacob Burkard aus Basel genannt ist, deren geistiger
Urheber aber zweifellos Jobann Bernoulli war. Fand doch aueh die

ganze Abhandlung ihren Abdruck in Johann Bernoullis Werken
(Opera II, 483512). De Montmort achreibt am 26. Juni, er kenrie

seit 13 oder 14 Jahren (iminerhin vermuthlich nach De L Hospitals
Tode 1704) eine Abschriffc der von Johann Bernoulli fur Jeneu ver-

fassten Vorlesungen. Pater Reyneau (16561728), der im 105. Ka-

pitel uns wieder begegnet, sei ihr Besitzer und babe, setzt De Mont
mort am 28. October hinzu, einige kleine Fetzen davon in seine

Analyse dcmontree (1708) aufgeiiommen. Eine andere Abscbrift be-

sass ein Pater Bizance, an welchen De L Hospital schrieb, er moge
dieselbe De Montmort mittheilen. Allerdings hatte dieses Ersuchen
keinen Erfolg, und De Montmort schreibt diese Thatsache einer ge-
heimen Verabredung zu. De Montmort glaubte folglich damals an
die Berechtigung der gegen De L Hospital erbobeneu Anschuldigung.
Aber was will das gegen die zwischen Johann Bernoulli und De L Ho
spital gewechselten Briefe sagen? Auch die Frage, wo denn die

Handschrift von Bernoullis Differentialrechnung sei, wird durch die

Mittheilung, verschiedene Nachschriften seien vorhanden gewesen,
keineswegs iiberflussig. Die S. 225 aufgeworfene Frage kann doch
nicht anders als in dem Sinne verstanden werden, warum Johann
Bernoulli sein Vorlesungsheft der Integralrechnung sorgsam auf-

bewahrte, das der Differentialrechnung nicht, wenn dieses ebenso

genau ausgearbeitet und druckfahig war? Ja Bernoulli selbst be-

statigt gradezu die Unfertigkeit seines Heftes fiber Differentiai-

rechnung, indem er Burkard in der genannten Abhandlung von 1721
fortfahren lasst, De L Hospital habe von Johann Bernoulli in spateren
Briefen weit mehr gelernt als durch jenen ihm 1691 und 1692 in

Paris ertheilten Unterricht.

S. 227. In Johann Bernoullis Vorlesungen iiber Integralrechnung,
welche auf 1692 zuriickgehen sollen, findet sich, wie H. Enestrom
hervorgehoben hat, auch die Integration der homogenen Diffe-

rentialgleichung. In der That heisst es dort (Job. Bernoulli,
Opera III, 422) Sic omnes aequationes differentiales, ubi nulla reperitur
littera constans pro supplendis homogeneis, possunt reduci ad alias se-

parabiks; si pro x substituatur sy et pro dx, edy -f- ydz, vel contra,

pro y, zx d pro dy, zdx + xdz. Der Druck dieser Stelle erfolgte
erst 1742, so dass Manfredi mit seiner Veroffentlichung von 1714
die unzweifelhafte Prioritat zukommt (S. 461). Ob aber Daniel
Bernoulli, als er 1725 von der Integrirbarkeit homogener Differen-

tialgleichungen als von einer ganz bekannten Thatsache sprach (S. 479),
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Als Fatio in Holland war, theilte er im Marz 1687 Huygens

mit, dass er bei Tschirnhaus den erwahnten Fehler gefunden habe

und besprach mit ibni die Verbesserung, welche er vorhabe. Als er

im Juni 1687 von England aus schrieb, kam er auf seine eigene

Methode zuruck, es sei eine wahre Methode, bequem und von einer

sehr eiufachen und leicht im Gedachtnisse zu behaltenden Erwagung

ausgehend. Er habe sie deshalb ins Reine geschrieben und Anwen-

dungen davon gemacht. Nun geht er aber weiter und bebauptet, er

habe auch die umgekehrte Tangentenaufgabe behandelt, und er habe

gewissermassen das Mittel gefunden, sie zu losen, wenn es uberhaupt

moglich sei
1

).

Von jetzt an trat diese so kiihn und zuversichtlich angekiindigte

Auflosung der umgekehrten Tangentenaufgabe einigermassen

in den Vordergrund, und als Huygens gegen Leibniz Einiges daruber

laut werden liess, fragte dieser im Januar 1691, in welcherlei Fallen

Fatios Verfahren sich als durchfiihrbar zeige, damit er aus dieser

Angabe entnehmen konne, ob Aehnlichkeit mit seinen eigenen Unter-

suchungen vorhanden sei
2

).
Inzwischen war Fatio nach Holland ge-

reist, und Huygens konnte am 23. Februar 1691 Leibnizens Frage

dahin beantworten 3
), Fatio finde allerdings in den Fallen einen An-

stoss, in welchen der Werth der Subtangente Wurzelgrossen aus mehr-

gliedrigen Ausdriicken enthalte, z. B. wenn die Subtangente
z

sein solle, wo x die Abscisse, y die zu ihr senkrechte Ordinate be-

deute. Eine Woche spater schickt Leibniz 4
)

die Auflosung der ihm

mitgetheilten Aufgabe: a?x* = a4 y oder auch 4a?x* =- 4o2
y
8

y*

seien Curven, welche jene Subtangente besitzen. Er schlagt vor, er

wolle Fatio diese Auflosungen erklaren, wenn jener ihm die Wege

offenbare, auf welchen er zur Behandlung von zwei inversen Tan-

gentenaufgaben gelangt sei.

Fatio weicht zuruck 6
).

Er verzweifle nicht daran, selbst mit den

Wurzelgrossen fertig zu werden. Ueberdies sei, was er fiber jene

Aufgaben niedergeschrieben habe, so lang und ausftthrlich und so

schwer zu lesen, dass er sich nicht entschliessen konne, es zu schicken.

So am 26. Marz, aber am 5. Mai scheint Fatio doch nachgrade zur

Ueberzeugung gekommen zu sein, er werde nicht allein mit den

Wurzelgrossen fertig, denn nun schlug er selbst den Tausch vor 6
).

J

) J ai trouve en quelgue sorte k moyen de le resottdre toutes les fois qu il

est possible. )
Leibniz H, 77.

8
)
Ebenda II, 8182. *) Ebenda

II, 8884 und 90, wo ein Schreibfehler des fruheren Briefes verbessert wird.

) Ebenda II, 6. ) Ebenda H, 93.

17*
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Mag sein, class Leibniz, nachdem Fatio auch mit der durch ihn

erhaltenen Kenntniss des zu erwartenden Ergebnisses in zwei Monaten

nicht vom Flecke gelungt war, von seiner friiheren guten Meinung
fiber dessen Metbode zuriickgekominen war, was nicbt unbegreiflich

erscheint, jedenfalls zog er jetzt die Sache unter Angabe von Griinden,

welche blossen Ausfliichten sehr ahnlich sehen, so lange hinaus, bis

sie sich ganz zerschlug.

Fatio war inzwischen nach England zurtickgekehrt. Er hatte

jetzt Leibnizens gedruckte Abhandlungen studirt und ausserte sicb

uber dieselben im December 1691 in einem Briefe, dessen grade

hierauf bezugliche Stelle wir oben (S. 258) angeffihrt haben. Ja, er

ging noeh viel weiter. Er behauptete, Newton sei der erste Erfinder

der Differentialrechnung. Derselbe habe so viel und mehr als Leibniz

gegenwiirtig wisse zu einer so weit zuruckliegenden Zeit besessen,

dass Leibniz damals noch nicht an diese Rechnung dachte. Der

Gedanke scheine vielmehr bei Leibniz erst durch Newtons briefliche

Mittheilungen erzeugt worden zu sein. In einem Briefe vom Februar

1692 an Huygens ist noch weiter von den Newtonschen Briefen von

1676 die Rede, deren Abdruck Leibniz sicherlich sehr unangenehm
ware. Newtons Leistungen verhielten sich zu denen Leibnizens wie

ein vollendetes Original zu einer verkriippelten und sehr unvoll-

kommenen Copie
1

).

Huygens theilte allerdings diese beleidigenden Ausdriicke Leibniz

nicht mit, unterrichtete ibn aber doch im Miirz 1692 davon, dass Fatio

glaube, Newton wisse von dem umgekehrten Tangentenprobleme mehr,

als er selbst und Leibniz zusammen, und dass eine Abhandlung dar-

iiber werde geschrieben werden 2

). Zugleich bot er in Fatios Auf-

trage abermals dessen Methode zum Tausche an.

Leibniz lehnte im April 1692 endgiltig ab 3
). Dass Newton recht

weit vorgedrungen sei, glaube er ohne Miihe, aber Jedermann besitze

seine ihm eigenen Wege, und so sei er vielleicht auf Bahnen, die

jenem noch unbekannt seien, fortzuschreiten begriffen.

Die Gemiither fingen an sich gegen einander zu erhitzen. Wusste

Newton von diesen Briefen, welche Fatio und Huygens wechselten?

Es ist kaum denkbar, dass er gar nichts davoii erfahren haben sollte.

Und grade in dieser Zeit, im Sommer uud Herbst 1692, schrieb er

seine zwei Briefe an Wallis, deren friiher (S. 253) betonter gering-

fiigiger Inhalt uns jetzt nur um so diirftiger erscheint, als wir in

den zuletzt erzahlten Ereigriissen eine Veranlassung erkennen diirfen,

welche zum Schreiben jener Briefe ftihrte.

) comme d un original achevc et d une copie estropiee et trez imparfaite

*) Leibniz II, 133. 8
) Ebenda II, 135.
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Vorwort, VII

auf Manfredis Veroffentliehung auspielte, ob er die Methode durch

seinen Vater kannte, welcher 1720 in den A. E. (Job. Bernoulli Opera

II, 437), allerdings ohne den einznscblagenden Weg anzugeben, die

Integrirbarkeit jener Gleichungen behauptet hatte, das diirfte kaum

zu entscbeiden sein.

S. 232. Von der Lima oder Curva logarithmiea ist, wie 13. Tan

nery (Intermediaire des Mathematiciens 1900, VII, 94 95) bemerkt

bat, seit 1673 wiederholt die Rede. Leibniz kennt sie urn jene Zeit

und Collins nicbt minder. Auch im Briefwechsel zwischen Descartes

und Debeaune (so rnuss H. Tannery zufolge der Name geschrieben

werden) ist scbon 1638 und 1639 von der logaritbmischen Curve

insofern die Rede, als Eigenscbaften einer Curve besprocben sind,

welcbe auf -- = - binweisen. Die logaritbrnische Spirale wird
(A C X

gleicbfalls fiir Descartes in Ansprucb genoinruen, der am 20. Februar

1639 die Aufgabe stellte, eine Curve zu finden, deren Beriibrungslinie

mit dem Leitstrable einen constanten Winkel bilde.

S. 247. Der Briefwechsel zwischen Jobann Bernoulli und De
L Hospital gibt nach H. Enestrorn dartiber Auskunft, wann Beide

ibre Meinungen fiber Wendepunkte austauschten. Es geschab zwi-

scben dem 7. April und dem 16. Juli 1694.

S. 394. Co Is on bat, worauf uns H. Vacca aufmerksam machte,
1726 in den P. T. (Nr. 396 in Baud XXXIV, 161173) einen Auf-

satz unter dem Titel A short account of negative -affirmative Arith

metic veroffentlicht. Colson schlagt darin vor, die Zahlen dadurcb

mit so niedrigen Einzelziffern als nur moglicb zu scbreiben, dass

man jede Zifter fiber 5 durcb deren mittels eines kleinen daruber

befindlicben Horizontalstricbes als negativ gekennzeicbneten dekadi-

scben Erganzung ersetze. Beispielsweise ist 7304682 = 10305002

3000320, und dieses schreibt Colson als 13305322. Einen gleicben

Gedanken sprach Cauchy im November 1840 in den Comptes Rendus

der Pariser Akademie der Wissenschaften aus. Colsons Vorscblag
hat bei dem Anschreiben der Logaritbmen von echten Briicben sich

in England und Intalien, auch bei vereinzelten Deutschen und Fran-

zosen eingebfirgert. Anhanger dieses Verfahrens schreiben also

log 0,7
= 1,8450980 anstatt log 0,7 = 0,8450980 1.

S. 477. Der Satz Daniel Bernoulli wartete noch zwei Jahre mit

der Veroffentlichung seiner Methode muss mit Riicksicht auf das im

Texte sich unmittelbar Anschliessende durch die Worte in den A. E.

erganzt werden.

S. 646. Die Meinung, das Moivresche Binomialtheorem sei

zum ersten Male in den Miscellanea analytica von 1730 verofFeutlicht
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worden, 1st irrig.
H. v. Braunmiihl (Biblioth. math. 1901 pag. 97

bis 102) hat auf eine Notiz De Moivres von 1707 und auf erne

zweite desselben Verfassers von 1722 hingewiesen, welche beide in

den P. T. (Nr. 309 pag. 23682371 und Nr. 374 pag. 228230) im

Drucke erschienen, und deren erste das genannte Theorem schon

voraussetzt, wahrend die zweite mit ausdriicklicher Berufung auf die

erste den Satz ausspricht: ,,Sind x und t die Sinus versus zweier

beliebiger Bogen, die sich wie 1 : n verhalten, und eliminirt man

zwischen den beiden verwandten Gleichungen 1 2zn -\-z*
n 2z*t

und 1 2# -{- z* = 2zx die Grosse z, so gibt die entstehende

Gleichung die Beziehung zwischen x und t.&quot; H. v. Braunmiihl hat

aber durch Vornahme jener Elimination gezeigt, dass dieselbe das

Theorem genau in der Form von 1730 hervorbringt.

S. 701. Bevor Euler im 2. Kapitel des I. Bandes der Intro-

ductio auf die Zerlegung der Briiche in Partialbrfiche mit moglich

einfachsten Nennern eingeht, schickt er die Zerlegung in nur zwei

Briiche voraus, deren Nenner zu einander theilerfremd sind und mit

einander vervielfacht als Product den Nenner des zu zerlegenden

Bruches hervorbringen.

S. 798. H. Brocard hat (Intermediaire des Mathematiciens 1901,

VIII, 8) hervorgehoben, dass Koersma ein Werk Principes generaux

des Mathematiques divisez en trois Parties verfasst hat, von welchem

er in der Bibliotheque universelle historique fiir 1689, XII, 565 bis

568 (Amsterdam 1700) eine Anzeige veroffentlichte. In dieser ist

eine Beschreibung der Cardioide enthalten, ohne dass der Curve ein

besonderer Name beigelegt ware.

Heidelberg, Juli 1901.

Moritz Cantor.
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Geschiclite tier Matliematik. Klassikeraasgaben.

Elementargeometrie.

Die gleichen Namen, welche am Schlusse des VIII. Abschnittes

im I. Bande dieses Werkes auftraten, und welche als die der Trager
einer neuen Zeit angekiindigt wurden, eroffneten im II. Bande den

IX. Abschnitt. Ein ahnlicher Abschluss wie dem I. Bande konnte

auch dem II. gegeben werden, ein Zeichen dafiir, dass die von uns

benutzte Eintheilung kerne bloss ausserliche ist. Der XV. Abschnitt

kundigte in seinen letzten Satzen wieder zwei Manner an, Leibniz
und Newton, deren geschichtliche Bedeutung es bilden sollte, Me-

thoden, welche vorher den Gipfelpunkt bezeichneten, bis zu welchem

nur besonders ausgewahlte Geister aufzusteigen vermochten, der All-

gemeinheit zuganglich zu machen. Auf dem friiher unerreichbar

steilen Gipfel konnte man nunmehr daran denken, einen neuen machtig
in. die Hohe ragenden Bau aufzufuhren, an dessen Errichtung aber-

mals Jahrhunderte gearbeitet faaben, und noch immer arbeiten.

Werden wir den XVI. Absehnitt damit beginnen konuen, die

wissenschaftliche Thatigkeit eben jener beiden Manner genau zu

schildern? Was wir in den vorhergehenden Zeilen fiber die Bedeu

tung von Leibniz und Newton ausgesprochen haben, geniigt, urn die

aufgeworfene Frage zu verneinen. Noch war die Infinitesimalrech-

nung das letzte Ziel matheinatischen Denkens. Noch boten niedriger

gelegene Gebiete Raum und Gelegenheit zu erfolgreicher Forschung.
Ihre Geschichte haben wir gleichfalls zu erzahlen, und

r
wie uns daucht,

ist es.nicht bloss der seitherigen Darstellung inbesondere des XIV.

und XV. Abschnittes entsprechender, sondern in der That sachge-

masser, auch die drei Abschnitte dieses letzten Bandes, deren jeder
eine Zeitdauer von ungefahr 30 Jahren umfassen soil, so zu gliedern,

dass die einzelnen Kapitel etwa der Schwierigkeit der in ihnen be-

arbeiteten Gegenstaude ihre Rangfolge verdanken, wahrend als Ein-

leitung diejenigen Arbeiten besprochen werden sollen, welche inner-

halb des jedesmaligen Zeitraumes geschichtlichen Untersuchungen
sich zuwandten.
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Im gogenwartigen Abschnitto sind es vier Manner, von welchen

wir geschichtliehe Leistungen zu erwahnen baben, ein Deutscher, ein

Englander, ein Franzose, ein Schwede.

Georg Albrecht Haraberger
1

) (1662 -1716) war Professor

der Mathematik, spater der Physik an der Universitiit Jena. Er hat

1694 zwei Schriften herausgegeben, doren Titel beansprnchen diirfen

hier genannt zu werden: ])c mentis Germanorum in mathcsin und

De MSM matheseos in tliwlogia.

John Wallis (1616 1703) ist uns im vorigen Bande wieder-

holt begegnet [Bd. II, S. 086 und haufiger]. Sein Treatise of Algebra

both historical ami practical with some additional treatises (London 1685)
1st in lateinischer Bearbeitung 1693 im II. Bande der Werke von

Wallis abermals gedruckt. Auf den Werth dieser Algebra als polcher

kommen wir spater zu reden, iiber deren geschichtlichen Theil miisson

wir das Urtheil ergiinzend wiederholen, welches wir [Bd. II, S. 792

Note 3] gelegentlich aussprachen. Er ist tiberhaupt kein geschicht-

lichcr Theil, sondern eine von englischem ubermassigera National-

stolze beeinflusste Parteisehrift. Eine Verherrlichung von Thomas

Harriot, von Isaac Newton, von Wallis selbst ist beabsichtigt,

and namoiitlich der erstgenannte hat, wenii man Wallis Glaubeii

schenkt, so ziemlich Alles erfunden, was von hervorragender Wiohtig-
koit in dor ]jehre von den Gleichungen ist. Durch das Studium

Harriots soil /. B. Descartes auf den Satz von Zeichenwechsel und

Zeichenfolge gekomuien sein a
) ?

von welchem jener nicht ein Wort

gesagt hat, noch sagen konnte
;
weil fur ihn negative Wurzeln nicht

vorhanden waren. Sich selbst schreibt Wallis die Ausziehung der
;i i ^7

Kubikwur/.el aus einem Binomium VA +V^, zu; er will diese Lehre

und ihve Anwendung bei dem irreductiblen E alle der Gleichung dritten

Grades orfunden
haben&quot;), Dinge von danaals schon mehr als hundert-

jahrigem Alter. Dns schlimmste war, dass kritiklose Leser den zu-

versichtlich ausgesprochencn Behauptungen vertrauten, und so ent-

standen Irrthtimer, welchc lange /eit unangefochten von Lehrbuch

zu Lehrbuch sich forterbten.

Claude Francois Milliet Dechales 4

) (1021 1678) in

Chambery in Savoyen geboren, war Mitglied des Jesuitenordens und

faud bald als Missionar in der Tiirkei, bald als Lehrer an verschie-

denen Anstalten, in Marseille, in Lyon, in Chambery, Verwendung.
Sein Cursus sen Mundus mathematicus erschien 1674 in Lyon in drei

Foliobanden, und 1690 folgte eine auf vier Bande angewachsene aber

l

) Poggendorff I, 1007. *) Wallis Opera II, 171.
3
)
Ebenda 187.

*) Biograplvie universelle VII, 687 B. v, Challe.
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dadurch keineswegs verbesserte zweite Auflage. Dechales war in-

zwischen langst verstorben, so dass es zweifelhaft erscheinen kounfce,

wie weit man berechtigt ist, ibn fiir die 108 Seiten starke Abhand-

lung Tractates prooemialis de progressu mafheseos et illustrilms mathe-

maticis, welche in der zweiten Auflage das Werk eroffnet, wahrend

die erste Auflage sich durch ihr Pehlen vortheilhaft auszeichnet,

verantwortlich zu machen. Der Zweifel schwindet jedoch gegenilber

der Vorrede zur zweiteu Auflage. Pater Aime Varcin, der durch

den Bruder des Verstorbenen mit der Aufgabe den Neudruck zu

leiteii betraut war, und dem Dechales schriftlicher Nachlass dazu zur

Verfugung stand, erklart dort ausdriieklich, er habe jene Abhandlung,
welcher er nicht genug Lobspruehe ertheilen katm, vorgefunden.

Fachmanner sind nicht im Stande, jenem Lobe zuzustimmeri, ver-

mogen vielmehr zu Dechales Entschuldigung hochstens zu vermuthen,

dieser habe nur einen ersten, keineswegs fiir die Oeffentlichkeit be-

stimmten Entwurf niederzuschreiben die Zeit gehabt, den er vor deni

Drucke noch Zeile fiir Zeile abgeandert haben wiirde. Ware dem

nicht so, so miisste man dem strengen Urtheile sich anschliessen,

welches einer der griindlichsten Kenner des Alterthums gefallt hat 1
):

,,Wer dieses oft gelobte Buch nicht gelesen hat, hat gar keine Vor-

stellung davon, mit welcher Gedankenlosigkeit diese vorgebliche Ge-

schichte der Mathematik zusammengestoppelt ist.&quot; Kein Mensch

kann es Dechales zum Vorwurfe machen, dass ihm damals nur hand-

schriftlich zerstreut vorhandene, aber noch nicht herausgegebene Schrift-

steller unbekannt waren; auch das mangelnde Quellenstudium der be-

reits gedruckten Mathematiker konnte man allenfalls entschuldigen;

wenn er nur wenigstens die Schriften von Ramus (Bd. II, S. 546), von

Vossius (Bd. II, S. 052) genugend benutzt hatte! Und unter alien

Umstanden rechtfertigt sich der harteste Dechales gemachte Vorwurf,

der der Gedankenlosigkeit, durch die fortwiihrend zu Tage tretenden

Verwechslungen, aus welchen der Leser nicht klug werden kann, wenn

er nicht selbst mit besseren Kenntnissen verseheri ist, als sie bei

Dechales ihm aufgetischt werden. Man weiss aus Proklus (Bd. I,

S. 136), dass ein Bruder des Stesichorus als Geometer geruhmt wurde.

Dessen Name wird bald Mamerkus, bald Mamertinus, bald Ameristus

geschrieben; im Tractatus prooemialis pag. 7 heisst es: Th-dleti proxime

succcssit Mamertinus insignis Geometra quique multa geometrica adin-

venisse dicitur. Eodem fere tcmpore vixit Amethistus .... Frater

fuit Stcsichari poetaz. Aus einem Mathematiker sind mi thin deren

zwei geworden. Geminus von Rhodos lebte zu drei verschiedenen

) Neeeelmann, Die Algebra der Grieclien S. 12 13.
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Zeiten: auf pag. 8 vor Euklid, auf p. 79 als Zeitgenosse Ciceros

und Sullas, auf pag. 11 und pag. 47 als Lehrer des Proklus iin IV.

nachchristlichen Jahrhunderte. Dieser letzteren Zeit gehorte gemass

p. 11 auch Eudemus an. Theon von Smyrna hat zweimal gelebt:
auf pag. 61 im II., auf pag. 12 nnd pag. 30 im XII. Jahrhuuderte.

Auf der ersten Kolumne von pag. 13 wird zum XV. Jahrhunderte

berichtet: Frater lucas de Buryo sancti sepidchri Minorita de Geometna
et de divina proportions scripsit; auf der zweiten Kolumne heisst es:

1508 Frater Lucas Patiolus Burgensis Minorita tractatum edidit geo-

metricum Italicum de mensuratione scilicet, et productione corporum

sphaerae inscriptibilium. Dass hier nur eine und dieselbe Person ge-
meint ist, ist schwer zu errathen. In ahnlichem Widerspruche sieht

pag. 13: Decimo quinto saecalo Joannes de Monteregio inter multa

opus de triangulis edidit tarn de rcctilineis, quam sphaericis zu pag. 14:

1561 Joannes jRegiomontanus Trigonomctriam edidit. Wie es nun gar
mit der Vollstandigkeit beschaffeu ist, dafiir mag als Beispiel dienen,

dass keine einzige algebraische Schrift des Cardano genannt ist.

Harald Vallerius 1

) (16461716), seit 1690 Professor derMathe-

matik in Upsala, veroifentlichte 1694 eine 20 Seiten starke Abhand-

lung De matheseos incrementis, welche durch Beispiele zu belegen

suchte, wie weit die dauialige Mathematik der der Alten iiberlegen sei.

Den geschichtlichen Werken schliessen wir das Auftreten von

in regelmassiger Wiederkehr erscheinenden Schriften an, in welchen

neue wissenschaftliche Ergebnisse mitgetheilt werden konnten, was

friiher, wie wir wissen, sofern der Urheber die Buchform1

nicht wahlen

wollte, oder nicht zu wahlen im Stande war, nur durch gelehrten

Briefwechsel zu geschehen pflegte. Gelehrte Gesellschaften fanden

derartige VeroflFentlichungen seit ihrem Entstehen als ihren Zwecken

entsprechend.

Die Accademia del Cimento (Bd. II, S. 661), gegrundet im

Juni 1657, aber schou 1667 wieder geschlossen wie man sagt,

weil der Papst die Verleihung des Cardinalhutes an Leopold von

Medici, den Grander jener Akademie, an diese Bedingung kniipfte
-

gab 1667 das wahrend der zehn Jahre ihres Bestandes durch ihren

Sekretar Lorenzo Magalotti (1637 1712) gefflhrte Tagebuch ihrer

Sitzungen heraus.

Die Royal Society in London constituirte sich nach wohl

zwolQahrigem geheimen Besteheu am 16. November 1660 offentlich

und erhielt 1662 die konigliche Bestatigung
2

).
Ihr erster Prasident

war Lord Brouncker (Bd. II, S. 765), ihr Sekretar Heinrich Olden-

) Poggendorff II, 1168. Enestrom in Bibliotheca mathematica 1889

S. 3. *) A. Hume, The learned societies etc. (London, 1853) pag. 67.
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burg
1

) (etwa 16151677) neben John Wilkins 2
) (16141672).

Ersterer in Bremen geboren, war 1653 als Consul seiner Vaterstadt

nach England tibergesiedelt und hatte spater als Hofmeister einiger

jungen Adligen Eingang in hochgestellte Familien gewonnen. Die

Royal Society bediente sich seiner zur Fiihrung des auswartigen Brief-

wecbsels und insbesondere auch zur Herausgabe der akadeniischen

Schriften, welche den Namen der Philosophical Transactions erbielten.

Der erste Band gilt fiir das Jahr 1665.

Die Griinduug der Pariser Academic de& sciences fallt in

das Jahr 1666 (Bd. II, S. 675). Ihr Sekretar war Jean Baptiste
Duhamel 3

) (1624 1706), ein Mitglied der Congregation des Orato-

riums und seit 1656 Almosenier des Konigs Ludwigs XIV. Daneben

bekleidete er die Pr,ofessur der Philosophic am College de Prance.

Duhamel gab in der Histoire de I Academie des sciences einen sehr

unregelmassigen und unvollstandigen Bericht iiber den Inhalt der

Sitzungen dieser gelehrten Korperschaft, und erst seit deren neuen

Satzungen von 1699 lenkte die Veroffentlichung in geregelte
Bahnen ein.

Aber inzwisehen waren wissenschaftliche Zeitschriften entstanden,

welche auch allgeineineren Wflnschen durch die Einrichtung ent-

gegenkamen, dass sie nicht nur solche Mittheilungen brachten, welche

vorher in einer Sitzung einer Akademie batten vorgetragen werden

konnen. Die erste solche Zeitschrift war das Journal des S^avans
und weil sie die erste war, mag von ihrer Geschichte etwas ausfiihr-

licher die Rede sein 4
).

Denis de Sallo, Sieur de la Coudraye
(1626 1669) war seit 1652 Nachfolger seines Vaters als Parlaments-

rath in Paris. Sein wesentlicher Charakterzug war eine auf alle

Gebiete sich erstreckende Wissbegierde, die er dadurch zu befriedigen

suchte, dass er las was immer neu erschien, und dass er Leute be-

soldete, welche fur ihn die Stellen abschrieben, die er bezeichnete,

und denen er Bemerkungen und eigene Gedanken zu diesen Stellen

in die Feder diktirte. Auf Grund dieser Sammlung von wichtigen

Auszttgen war De Sallo in den Stand gesetzt, binnen sehr kurzer

Zeit Abhandlungen iiber die entlegensten Dinge zu verfassen, und so

lehrte ihn die eigene Erfahrung den Nutzen gut gemachter Bticher-

ausziige. Er fasste den Gedanken einer Zeitschrift, welche ihrem

Leserkreise das biete, was er fiir sich allein mit grossem Kosten-

*) Rix, Henry Oldenburg, first secretary of the royal societiy in der Zeit-

achrift Nature Vol. 49 pag. 912 (London, 1893). *) Rees, Cyclopaedia XXXVIII

(London, 1819). ) Nouvelle Biographic universelle XV, 99102 (Paris, 1856).
4
) Jacques Boyer, Denis de Sallo fondateur du Journal des Syavans et son

oeuvre in der Revue scientifique (Revue rose) LI I, 400401 vom 23. Septbr. 1893.
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aufwand zu bescbaffen sicb gewohnt hatte. Er fand Mitarbeiter,

welche bereit und befahigt wnren, auf seinen Plan einzugehen, darunter

den Abbe Jean Gallois 1

) (16321707), Professor des Griechischen

am College Royal zu Paris, der zu derartigen Arbeiten wie geboren
erschien. Der damals allmachtige, den Wissenscbaften gdnstige Mi

nister Colbert (1619 1683) wurde ins Interesse gezogen und Hess

der neuen Zeitschrift ein Privilegium zu Theil werden, und am Montag
5. Januar 1665 erschien die erste Nummer des Journal des S9avftns

auf auderthalb Druckbogen in Quart. Als Herausgeber war Hedou-
ville genannt, ein Diener Pe Sallos. Die Auszfige waren aber auch

Kritiken, und so zahin diese gebalten waren, verlieben sie doch der

Zeitschrift eine gewisse Macht und schufen ihr Feinde. Besonders

verhasst war sie dem Jesuitenorden, De Sallo war iiberdies des Jan-

senismus verdachtig, und als nun gar eine Stelle gedruckt wurde,
welche ajs Tadel einer Inquisitionsmassregel aufgefasst werden konnte,

trat der papstliche Nuntius als Klager auf. Colbert sab sich genothigt,

De Sallo die Fortfiihrung der Zeitschrift zu untersagen. Seine eigent-

liche Herzensmeinung ausserte sich dadurch, dass er De Sallo, urn

ihn fur den Verlust zu entschadigen, in der Finanzverwaltung unter-

brachte und die Leitung der Zeitschrift, welche nicht unterdriickt

wurde, dem seitherigen Mitarbeiter Gallois ubertrug, in dessen Han-

den sie 1666 bis 1675 blieb. Von 1675 bis 1686 war Abbe La

Roque der Herausgeber, auf ihn folgte der President Cousin, und

1701 iibernahm der Staat die Zeitschrift, init deren Leitung eine

Vereinigung mehrerer Gelehrten betraut wurde. Das ist die Gestalt,

in welcher sie bis 1792 fortbestand, in welcher sie 1816 neubegrflndet

wurde.

Italien war das erste Land, welches dem in Frankreich gegebenen

Beispiele folgte
3

).
Francesco Nazari gab in Rom 1668 1681 das

Gioi nalc de Lettcrati heraus, eine Uebersetzung des Journal des S9avans

unter Beifiigung von Berichten iiber italienische dort vernachlassigte

Arbeiten. Pietro Moretti und Francesco Miletti leiteten 1671

1689 das Giornale vencto, Roberti und Bacchini traten 1686

1689 an die Spitze des Giornale di Parma. Aehnliche Unterneh-

mungen waren das Giornale di Modena 1692 1697, das Giornale di

Ferrara 1688 1689, die in Venedig erscheinende Galleria di Minerva

) Nouvelk Biographic univcrselle XIX, 326327 (Paris 1867). 2) Gino

Loria, II Giornale de Letterati d Italia di Venezia e la Raccolta Calogera come

fonti per la storia delle matematichc nel Sccolo XVIII. Hist. Festschr. 1899,

S. 243274, besonders S. 243244 und S. 255256. Unter Hist. Feetschr. 1899

soil die Festschrift verstanden sein, welche als Neuntes Heft der Abhandlungen

zur Geschichte der Mathematik 1899 in Leipzig (bei B. G. Teuhner) erschiep.
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1696, das Gran Giornale di Forli 1701. Aber alle diese Zeitschriften

bestanden nur verhaltnissmassig kurze Zeit. Lebenskraftiger erwies

sich das Giornale de letterati d Italia 1710 1740 gegrttndet von

Apostolo Zeno unter Beihilfe von dessen Bruder Pier Catarino

Zeno und von Scipione Maffei, Antonio Vallisneri, Giovanni

Poleni, wahrend der Grossherzog von Toscaua das Unternehmen

durch Geldmittel unterstfltzte. War bei den erwahnten Zeitsehriften

der Hauptzweck der der Berichterstattung ohne selbstandige Mitthei-

lungen auszuschliessen, so griindete Angelo Calogera (1699 1766)

im Jahre 1728 eine ausschliesslich fiir selbstandige Arbeiten be-

stimmte Eaccolta di Opuscoli scientifici e filologici, gewohnlich Eaccolta

Calogera genannt, von welcher 51 Bande kleinsten Formates (Octodez-

Bandchen) in Venedig erschienen.

In Deutschland wurde das Pariser Journal des S9avans Vorbild der

von 1682 bis 1774 in Leipzig herausgegebenen Ada Eruditorum, seit

1707 Nova Ada Eruditorttm, welche Otto Mencke 1

) (16441707)
ins Leben rief.

In Holland wurden ahnliche Unternehmungen ins Werk gesetzt,

die NouveMes de la republique des lettres 1684 1718, die Billiotfieque

universelle et historique 1686 1693, die Histoire des outrages des sa

vants 1687 1709, denen insgesammt ein nur kleines Format

Duodez gegeben wurde.

Das sind die wichtigsten Fundorte fiir Einzelveroffentlichungen

zunachst in der Zeit, mit welcher dieser Abschnitt sich beschaftigt,

aber auch noch iiber jene Zeit hinaus.

Als gleichfalls an die geschichtlichen Arbeiten sich anschliessend

nannten wir die Veranstaltung von Ausgaben klassischer Schriftsteller.

Deren Anzahl beginnt aus einem doppelten Grande abzunehmen.

Erstens gab es nachgrade schon Ausgaben der am meisten beruhmten

Werke des Alterthums, dem eigentlichen Bedurfnisse war also schon

geniigt; urid zweitens hat die zweite Halfte des XVII. Jahrh. wenig-

stens in Frankreich und England eher eine Abneigung gegen das

Alterthum, eine Minderschatzung seiner Leistungen, als eine besondere

Vorliebe desselben, welche kritische Ausgaben hatte ins Leben rufen

konnen, heranwachsen sehen. Beide Griinde wirkten gemeinsaro,

wenn auch nicht so zwingend, dass nicht Ausnahmen von der Regel

in den meisten Landern Europas zu verzeichnen waren.

In Paris gab Claude Perrault (16131688), ein Mann von

vielseitiger Bildung, der uns im 91. Kapitel wiederbegegnen wird,

l
) Allgemeine deutsche Biographie XXI, 312313 (Artikel von Mutzen-

becher).
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1673 den Vitruv heraus. Ebenda erschien 1693 unter dem Titel

Veterum mathematicorum opera omnia eine von Melchisedech The&quot;-

venot veranstaltete Sammlung alter Kriegsschriftsteller. In Amster

dam besorgte Wilhelm Goesius 1674 die romischen Feldmesser

zum Drucke.

In England begegnen wir einer Personlichkeit, welche mit min-

destens gleicher Vorliebe die Veroffentlichung von Schriften der

jiingsten Vergangenheit neben solchen des Altertums nach Kraften

forderte. Wir meinen John Collins 1

) (1625 1683). Er war in

seiner Jugend Lehrling bei einem Buchhandler; spater ging er zum

Rechenfache iiber; wahrend der englischen Revolution war er Schiffs-

munn. Nach der Wiederherstellung des Konigthums kamen fur Col

lins ruhigere und auch bessere Zeiten. Von einem koniglichen Jahres-

gehalte lebend, wurde er Mitglied der Royal Society. Er ftihrte

einen so ausgedehnten gelehrten Briefwechsel, dass derselbe von ge-

schichtlicher Wichtigkeit fur die Entdeckungen des letzten Drittels

des XVII. Jahrh. geblieben ist, trotzdem gerade damals, wie wir oben

sagten, Akademieschriften und Zeitschriften die Briefwechsel in

grossem Maassstabe allmalig verdrangten. Collins also vermittelte

1668 den Druck der mit Zusatzen von Pell versehenen Brancker-

schen Uebersetzung der Algebra von Rahn (Bd. II, S. 777). Er soil

bei Herausgabe der Algebra von Kersey 1673 1674 betheiligt

gewesen sein. Er fibergab 1675 Bearbeitungen der Werke des

Archimed, der Kegelschnitte des Apollonius dem Drucke, welche

Isaac Barrow verfasst hatte, und auch schon 1669^1670 eigene

Schriften desselben Gelehrten. Wenn Collins auch eine Mitwirkung
bei dem Drucke der 1687, mithin vier Jahre nach seinem Tode er-

schienenen Algebra des Wall is nachgeruhmt wird, so kann dieselbe

hochstens darin bestanden haben, dajss er den Verfasser zur Heraus

gabe erinunterte.

Wir haben Isaac Barrow*) (16301677) genannt. Er war

in erster Linie und aus vollster Ueberzeugung Theologe, aber um
ein guter Theologe zu sein, musste er, wie von einem Lobredner ge-

sagt worden ist, Chronologie verstehen, Chronologie schliesst Astro

nomic, Astronomic Mathematik ein, und auf diese Weise wurde

Barrow zum Mathematiker. Die Anfange seiner Laufbahn waren

schwierig. Barrow gehorte gleich Lord Brouncker, gleich John Wallis,

gleich William Oughtred der strengglaubigen Partei an und musste

) National Biography XI, 369 (London, 1887, edited by Leslie Stephen).

*) National Biography III, 299306 (London, 1885, edited by Leslie Stephen).

W. W. R o u s e B a 1 1
, A history of the study of mathematics at Cambridge pag. 4649

(Cambridge, 1889). Opera mathematica Barrowii (1860 ed. Whewell).
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die Verfolgungen erdulden, unfcer welchen alle seine Gesinnungs-

genossen litten. Bei Wiedereinsetzung des Konigtbums erhielt Barrow

die sogenannte Greshain-Professur der Geometric. Er gab sie 1663

wieder auf, als er zu der dainals durch letztwillige Verfugung von

Henry Lucas gegriindeteu Professur der Geometrie nach Cambridge
bemfen wurde, und auch diese Stellung legte er 1669 zu Gunsten

seines Schiilers Isaac Newton nieder, urn von da an geistliche

Aemter zu verwalten. Die friihsten mathematischen Arbeiten Barrows

greifen bis 1655 zuriick, wo er die Elemente, und 1657, wo er die

Daten Euklids in lateinischen Bearbeitungen veroffentlichte, welche

1676 abermals gedruckt wurden und bis zum Anfange des XVIII. Jahrh.

in England ausscbliesslich in Gebrauch blieben. Dann folgten 1675

jene vorerwahnten, durch Aufforderung von Collins hervorgerufenen

Bearbeitungen der Werke des Archimed und der Kegelschnitte des

Apollonius, auch eine Bearbeitung der Spharik des Theodosius. Die

Archimedbearbeitung enthalt auch die aus einer arabiscben Ueber-

setzung 1659 durch Samuel Foster (Bd. II, S. 585) bekannt ge-

wordenen Wahlsatze (Bd. I, S. 283). Eine nachgelassene, 1678 ge-

druckte Schrift Barrows Lectio in qua theoremata Archimedis de sphaera

et cylindro per mcthodum indivisibilium investigata exhibentur darf hier

gleichfalls genannt werden.

Mit der wirklichen Herausgabe des Archimed und zwar in

deutscher Sprache beschaftigte sich Johann Christoph Sturm 1

)

(16351703). Er hat schon wahrend der Zeit, da er als Prediger

zu Deiningen im Oettingschen angestellt war, 1667 eine deutsche

Uebersetzung der archimedischen Sandeszahl veroffentlicht, und als

er 1669 als Nachfolger von Abdias Trew zum Professor der Mathe

matik und Physik in Altdorf ernannt wurde, Hess er 1670 den Dcutschen

Archimed nachfolgen, eine von zahlreichen Anmerkungen begleitete

Uebersetzung auch der iibrigen archimedischen Schriften mit Aus-

nahme der Wahlsatze, deren Auffindung Sturm entgangen sein diirfte.

Schon in der Sandeszahl hat Sturm Gewicht darauf gelegt, deutsche

Ausdrucke an die Stelle der fremdlandischen zu setzen. Eine Nota,

welche das Vorwort schliesst, sagt ausdriicklich : Damit der beyierige

Lcser durch einige scJieinende Nenigkeit etlicher vertcutschter Kunstivorter

nicht aufyelialien icerde, so soil er wissen, doss hierinnen ein Durchmesser

so viel lieisse als sonsten Diameter, der Halbmesser so viel als Semidia-

meter, Proportio ist von uns eine Verhdltniss, Proportionalia gleichver-

x
) Poggendorff II, 10431044. S. Giinther, Die mathematischen und

Naturwissenschaften an der nurnbergischen Universitat Altdorf (Separatabzug

aus dem 3. Hefte der Mittheilungen des Vereins fur Geschichte der Stadt Niirn-

berg) S. 2829.
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haltende Dingc, Cijlindrus tine Ituml-Saide etc. rteiitscfot. In dem

Deutschen Archimed 1st sodium der Gesammtvorrath deutscher Aus-

drticke in dera Maasse angewachsen, dass ein gedoppeltes Eegister nach

der deutschen und nach der lateinischen und griechischen Buchstaben-

folge auf 3Y2 Folioaeiten im Vorberichte abgedruckt werden konnte.

Wir erwahnen aus dem ersten deutsch geordneten Register: gleich-

lauffendb Linecn fur Parallela, Folge fiir Corottarium, Hulfssatz fur

Lemma, Idirsatz fiir Praposilio, dann aus dem zweiten Register:

Centrum der Mittelpunkt, Lafais rectum der Mitmcsser in denen Kegel-

linien, Postulatum eine Forderung, Vertex der Scheiklpunkt u. s. w.,

Ausdriicke, welche wohl zum grossten Theil von Sturm zuerst benutzt

worden sein inogen. Sein Mitntesser diirfte dem einige dreissig Jahre

friiher in Frankreich entstandenen Parametre nachgebildet seiu. Die

Sandeszahl von 1607 ist dem Deutschen Archimed von 1670 als

letzter Abschnitt beigefugt, hat aber die alten mit 1 anfangenden

Seitenzahlen beibehalten. Von einer zufalligen Anheftung durch den

Buehbinder kann nicht die Rede sein, denn in dem zu Anfang be-

findlichen Verzdchnis derer in diesem Werlt begriffenen Archimedischen

Schrifften ist die Sandes/ahl als VII. Schrift angekiindigt. Man wird

also annehmen miissen, dass von dem Drucke von 1667 noch so

viele Exemplare auf Lager sich befauden, dass es unnothig war,

diesen Abschnitt 1670 neu zu drucken.

Jakob Kreza 1
) (1648 1715) ist in Srarschitz in Mahren ge-

boren. Er war -Jesuit und lehrte Mathematik in Prag, Olmutz, Madrid,

zuletzt in Brflnn, wo er stark Wahrend seines Aufenthaltes in Madrid

iibersetzte Ereza die 6 ersten Biicher, da 11. und das 12. Buch der

Euklidischen Elemente ins Spanische und fugte einige Satze des

Archimed hinzu. Der Band wurde 168^ in Brtissel gedruckt. Eigene

Schriften Kreza s iiber Arithmetik, Trigonometric u. s. w. genossen

insbesondere an den Ordensanstalten ^inen sehr guten Ruf.

In Italien finden wir Eli a Asfcorini 2
) (1651 1702), einen

Carmelitermonch, der weite, lang ausgedehnte Reisen machte und in

Marburg und Grbningen, zuletzt in seinem Heimathlande in Siena

als Universitatslehrer thatig war. Er gab in Italien 1691 die Elemente

des Euklid, 1702 die Kegelschnitte des Apollonius heraus. Von einem

Archimedes restitutus finden wir gleichfalls unbestimmte Nachricht.

Gehen wir von den Herausgebern alter Geometer zu den Original-

schriftsteUern iiber, so wird, und zwar nicht bloss in diesem Kapitel,

eine Erscheinung uns entgegentreten, auf welche wir gleich hier, wo

x
)

Briefliche Mittheilung von H. Stud nick a mit Berufung auf Wydra,
Bistoria Matheseos in Bohemia et Moravia cultae. Poggendorff 1, 1318.

) Poggendorff I, 71.
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es um die Manner sich handelt, welche ira Geiste und nach der Weise

der Alten Geoinotrie trieben, aufmerksam macbeii mochten: die Nainen

der Schriftsteller, wekhe eine grosse geschichtlicbe Bedeutung er-

worben haben, siud recht dflnr gesaet. Wir mtissen, um nicht allzu-

viele scheinbare Liicken gegen bibliographische Sammelwerke aufzu-

weisen, noch Mittelgut und nocb Geringeres erwahnen. Nicht als

ob in dieser Bemerkung ein Tadel gegen die Leistungen der End-

jabrzebnte des XVII. Jahrh. ausgesprocheu sein soil.

Es ist ja wahr, dass in Deutscbland die Nachwehen des dreissig-

jiibrigen Krieges sicb, wie iiberall so auch in den mathematischen

Wissenschaften, wahrnebmen liessen. Es ist nicbt minder wahr, dass

in Frankreich der wachsende Emfluss der Jesuiten, welcber in der Auf-

hebung des Ediktos von Nantes am 22. October 1G85 gipfelte, zabl-

reiche Personlichkeiten aus dem Lande trieb, welcbe bei ruhiger ver-

laufendem Leben die Mathematik gerade in Frankreich vielleicht in

dem stetigen Wachsthume erhalten hiitten, von welcheni unser XIV.

und XV. Abschnitt glanzende Zeugnisse gaben. In Itulieu mag eine

ahnliche Macbtentfaltung des gleichen Onions, der seit seinem Siege

liber Galilei allgewaltig geworden war, unserer Wissenscbaft schadlich

gewesen sein. Wollten wir unseren Buudgang durch Europa nach

England fortsetzen, so konnten wir dort auf die Nachwirkung der

kaum beseitigten Staatsumwalzuug, konnten wir auf neuerdings be-

ginnende politische Wirreu hiuweiseu.

Alle diese Storungen waren thatsachlicb vorhanden. Aber wollten

wir irgend einen anderen Zeitraum von annahernd gleicher Dauer

und innerhalb desselben die politischen Verhaltnisse der europaischen

Reiche unter die Lupe nehrnen, so wiirden Storungsgriinde einer

ruhigen Entwicklung gleichfalls nicht fehlen. Haben wir doch an

manchen Stellen des 1. wie des II. Bandes auf Derartiges aufmerksam

gemacht. Es ist vielmehr ein Andres, was in Betracht kommt.

Je naher die Zeit an unsere Gegenwart heranriickt, um so mehr

Biicher haben sich erhalten, deren Verfasser durch den Lokalpatrio-

tismus ihrer Heimaths- oder Ordensgenossen, aber auch nur durch

diesen, mit dem Lorbeer der Beruhmtheit belohnt wurden. Die Ver-

gessenheit hatte noch nicht Zeit sich ihrer zu bemachtigen, denn nur

langsam, dann aber meistens sicher siebt die Gereclitigkeit der Nach-

kommen. Um ein Beispiel von schlagender Beweiskraft anzufuhren,

wen kennenwir aus dem grossen Jahrhunderte griechischer Mathematik?

Euklid, Arcbimed, Eratosthenes, Apollonius. Glaubt Jemand, in der

Zeit, welche diese Manner hervorzubringen im Stande war, babe neben

ihnen kein einziger anderer Mathematiker gelebt? Gewiss nicht, aber

jene anderen sind meistens vergessen. AehnJich wird es mit Dutzen-
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den Ton Peraonlichkeiten gehen, welche dem nicht minder grossen
Jahrhunderte angehoren, dessen Darstellung dieser III. Band unserer

Vorlesungen uber Gesehichte der Mathematik gewidmet ist. Wir
fuhlen uns nur nicht berechtigt vorzugreifen und sie heute schon

todtzuschweigen.

Wir nennen deshalb Gilles Fran9ois Gottigniez
1

) (1630
bis 1689), einen belgiscben Jesuiten, der seit 1662 am Collegio
Romano in Rom lefirte, und der dort seit 1666 zahlreiche Schriften

veroffentlichte. Sie beziehen sick nicht auf Geometrie allein
;
sondern

stelleo in ihrer Gesammtheit einen vollstandigen Lehrgang der Ele-

nientarmathematifc dar.

Camillo Qhxarino Guarini 2
) (1624 1683), ein italienischer

Theatiner, gab. 1671 und 1676 zu Turin einen Eudides adauctus et

meihodicus heraus, dessen XXXII. Abschnitt ein Vorlaufer der spateren

deseriptiven (Jeometrie genannt worden ist.

Vitale Giordano Giordani 3
) (16331711) aus Unteritalien

fcaui nach wildem Wanderleben nach Rom, wo er Mathematiker der

dorthin ia einer Art von Selbstverbannung zuriickgezogenen Konigin
Christine von Schweden und spater Professor der Mathematik an ver-

schiedenn gelehrten Anstalten wurde, zunachst 1666 an der von

Ludwig XIV., Konig von Frankreich, gestifteten Schule fur Maler

und BHdhauer, dann 1685 an der sogenanuten Sapienza. Er (ibergab
1686 einen Corso di matematiea dem Drucke, dessen erster Band den

besonderen Titel Euclide restitute fiihrt. In diesem Buche ist der

Versuch gemacht zu erweisen, dass der Ort der Endpunkte der Senk-

rechten von gleicher Lange auf dieselbe Gerade selbst eine Gerade

sein miisse. Im Jahre 1689 lernte Giordano Leibniz kennen, der

sich damals in Rom befand. Drei kurz darauf zwischen beiden ge-

wechselte Briefe haben sich erhalten 4
).

Sie beziehen sich auf geo-

metrische Definitionen.

Nicolas de Malezieu 5
) unterrichtete 1696 1700 den Due de

Bourgogne (1682 1712), den Sohn Ludwig s XIV., welcher mathe-

matisch begabt gewesen zu sein scheint. Malezieu verfasste fiir seinen

Zogling Elemens de geometric, in welcher der Versuch gemacht ist,

)
De Backer, Bibliotheque des ecrivains de la Compagnie de Jesus II, 253.

Quetelet, Histoire des sciences mathematiques et physiques chez les Beiges pag. 233.

*) Tiraboschi, Storia della leiteratura italiana VIII, 276. Chasles, Apercu hist.

345 (deutsch 363).
8
)
Ebenda 1. c. VIII, 273. Poggendorff I, 901. Stackel

und Engel, Die Theorie der Parallellinien von Ejklid bis auf Gauss (Leipzig,

1896) S. 33 34. Viel ausfubrKcher bei Camerer, Euclidis Elementorum libri

sex priores 1,411415. 4

) Leibniz, Mathematische Schrirten herausgegeben

von C. J. Gerhardt I, 195 200. 6
) Histoire de 1 Acadeinie des sciences de

Paris. Annee 1727 (Histoire pag. 146151).
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das Parallelenaxiom zu erweisen und zwar so, dass Widerspriiche

hervortreten, wenn zwischen zwei Parallelen, vorausgesetzt dass sie

keine ihnen gemeinsame Senkreclite besassen, abwechselnd von dem

Endpunkte der Senkrechten auf die eine Parallele eiae solche auf die

andere gefallt wflrde. Die Siemens de geometrie erschienen 1715

und enthalten die Bemerkung, die Ergimzungen, welche es bringe,

ruhrten von dem jungen Herzoge selbst her. Ob diese Behauptung

lediglieh Hoflingsgerede war, ob zwischen den Elemens de geometrie

und dem schcra 1713 (alsos aueh nach dem Tode des Due de Bour-

gogne) in Padua gedruckten Buche Serenissimi Buryundiae Duds
Etementa yeometrica ex Gallico sermone in Latitium translata 1

)
ein

Zusammerrhang besteht, wissen wir nicht zu sageoi.

Clairde Fran9ois Milliet Dechales und sein Mundus ma&te-

maticus ^,on 1674 und 1$9Q ist uns (S. 4 6) duroh die sehr schwache

geschicld&amp;gt;liche Einleituag bekannt geworden, welche als VeraGhlimra-

besserunrg der zweiten&amp;gt; Auflage an deren Spitee trat. Im Uebrigen

kann ^joan das Lehrbuch, keineswegs als schlasht bzeichnfin, wenig-

stens nicht in dem, was es enthalt. Es begi asifcj wenn wix Ton jener

Einletfcung absehen^ mit, einer Geometrie na^ Euklid, d. &.. die sechs

erstfju^das.elfte un4- das zwolfte Buch der Elej33nte sind der Hauptsache

naclfc vorhanden ,
die dazwischen liegendeiTt Bficher VII bis X fehlea,

Es folgt das Reehnen, und zwar zuerst das Zahlenrechnen an ganaen

ud; geterochen^n Zahlen niit Einschluss dfer Aitsziehung von Quadrat-

vatd Kttbikwujrzebi, dann die Arithmetitca caleulatoria, et divmaforia,

jLrithwaetica oalculatoria ist das alte Linienrecbnen mit Rechenpfennigen

nebsfe dessea Anwendung auf benannte Zahlen. Arithinetica diyina-

torif* ist eine kleine Sammlung von Rechenkunststuckehea und der-

glekhen^ unter velchen auch die Anlgabe von den 15 Christen und

15 Tiirken (Bd, II, S. 362 und ofter) nicht fehlt. Nun geht der Ver-

fa^er au der Spharik des Theodosius in freier Uebersetzung uber

Kmd nach dieser zur Trigonometrie. Deren erstes Buch lehrt den

2smmenhang der trigonometrischen Funktionen unter einander und

die Berechnung trigonometrischer Tafeln. Das zweite Buch lehrt

Logarithmen sowohl der trigonometrischeu Funktionen als der Zahlen

far die Basis 10 mit sieben Decimalstellen berechnen und dieser

Logarithmen sich bedienen. Dann folgt eine Logarithmentafel selbst.

Das dritte Buch ist der ebenen, das vierte, fiinfte, sechste der spha-

rischen Trigonometrie gewidmet. Jetzt kommen lauter Gebiete, welche

man als angewandte Mathematik oder als Physik zu benennen pflegt:

Praktische Geometrie, Mechanik, Statik, Geographie, Magnetismus,

) Gino Loria in Hist. Festschr. 1899 S, 263.
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Biirgerliche Baukunst, Zimmerkunst (are tignoria), Steinschnitt, Kriegs-

baukunst, Hydrostatik, Lehre von den Quellen und Flttssen, Hydranlik,

Scbifffahrtskunde, Optik, Perspektive, Katoptrik, Dioptrik, Musik,

Feuerwerkskunst, Benutzung der Astrolabien, Gnomonik, Astronomic,

Kalenderkunde. Auf 25 Folioseiten schliesst sich die Astrologie an

oder vielmehr neben der Angabe der liegeln, nach welchen die Astro-

logen beira Aufstellen der Horoskope veriahren, eine kriiftige Be-

kampfung der Hallucinationeu, als welche dem Verfasser die ganze
Sterndenterei erscheint. Die Zusammenstellung der Grttnde, um deren-

willen man auf das Gerede der Astrologen, Wetterpropheten u. s. w.

nichts geben diirfe, ist eine so vollstandige, dass sie auch heute nocb

gegen manchen Aberglaubcn, der in wissenschaftlichem Gewande auf

tritt, mit Erfolg benutzt werden konnte. Und nun kommen als

Schluss des ganzen Werkes noch drei Wissensgebiete, die man an

dieser Stelle gewiss nicht leicht niehr sucht: Algebra, Indivisibilien,

Kegelschnittslehre. Die Algebra, mehr als 100 Folioseiten in acht

Bttcher eingetheilt, ffthrt den Leser auf eine Stufe, welche nicht ganz

mit der von Vieta erreichton Hohe Ubereinstimmt, so innig auch

in manchen Dingen, beispielsweise in dem Gebrauche fremdartiger

Kunstausdriicke, in der Nichtanerkennung negativer Gleichungs \vurzeln,

in der Anweridung der Buchstaben A, E, I, } V, Y fur nnbekannte

Grossen, die Anlehnuug an Vieta ist. Von diesen Vokalen macht

ferner Dechalcs ebenso wenig wie Vieta ausschliesslichen Gebrauch.

In der Algebra numcrosa, welche von der Algelvra spedosa unterscliieden

wird, heisst die Unbekannte nach der bei Vieta theilweise noch er-

haltenen Sitte einer weit zurttckliegenden Zeit Jt, ihr Quadrat q, ihr

Kubus c u. s. w. Diese Buclistaben werden aber bei hoheren Po-

tenzen nicht addirt, sondern multiplicirt, und damit ist Vieta gogen-

iiber (Bd. II, S. 631) ein bewusster Riickschritt vollzogen. Dechales

hat ihn damit zu begriinden gesucht, dass or sugt
1

), man konne die

fttnfte Potenz doch nicht, wie es Binige wollen, quadratocubus neunen,

da sie weder ein Quadrat noch ein Kubus sei. Er hat aber dabei

nicht bedacht, dass ihm so die Multiplicationsregel der Potenzen durch

blosses Nebeneinanderschreiben ihrer Zeichen verloren ging, welche

der Gewinn bei Vieta s Neuerung war, mochten auch Bprachliche

Einwendungen gegen sie erhoben werden konnen. In der Algebra

speciosa, in welcher die Vokale als Vertreter der Unbekannten auf-

treten, werden die aufeinander folgenden Poten/en durch rechts von

!

) Quintus numerus ab unitate vocatur ab aliqtiibus quadrato-cubus sed

male cum neque sit quadratm, neque cubits, titgue adeo nee did puss-it quadratus

cubi, nee citbns quadrati: eum vocabimm supersolidum vel surde solidum. Itali

relatwn prinwm dixerunl, nos ilium Uttwa, S. notabimits.
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den Buchstaben aber auf gleicher Linie mit ihnen angeschriebeneu

Zablen, die Glieder einer aritbmetischen Reibe, angedeutet, welcbe

Exponenten genannt werden 1

).
Dem Ausdrucke ,,sie werden geuannt&quot;

darf man wohl entnehmen, dass Decbales das Wort Exponent einern

Vorganger entlehnte, und dieser Vorganger war nacb aller Wahr-

scbeinlichkeit Michael Stifel, der in seiner Arithmetica Integra*)

das gleiche Wort fur die Glieder einer arithmetischen Reibe, welcbe

solcben einer geometrischen Reihe entsprechen, in Anwendung brachte.

Links von den Buchstaben stehen abermals Zahlen als Coefficienten,

wie Dechales mit Vieta (Bd. II, S. 632) aber in erweiterter Bedeu-

tuug des Wortes sagt. Demuacb ist bei Dechales 4^4.3 das Gleiche,

was Descartes und seine Nachfolger 4 a;
3 schrieben. Dechales be-

handelt Gleichungen ersten und zweiten Grades, letztere indein er

sie durch Wegschaffung des Gliedes ersten Grades in reinquadratische

umwandelt, wenn er auch diesen Grundgedanken nirgend deutlich

ausspricht, so wenig Vieta es gethan hat. Gleicbungeri von hoherem

Grade werden, wieder im Anschlusse an Vieta (Bd. II, S. 1540), durch

ein gewisses Divisionsverfahren numerisch aufgelost. Der Name des

Diophant kommt haufig bei Dechales vor. Einestheils wird bei

quadratischen Gleichungen die gewohnliche Auflosung von der Dio-

phantischen unterschieden. TJnter ersterer versteht Dechales die Zu-

ruckfiihrung der Gleichung auf die Form, in welcher das Quadrat

der Unbekannten nur noch mit dem Coefficienten 1 versehen ist,

unter letzterer dagegen die vorbereitende Vervielfachung der Glei

chung mit dem Coefficienten des quadratischen Gliedes, so dass dieses

einen selbst quadratischen Coefficienten erhalt. Anderntheils sind

zahlreiche Aufgaben aus den beiden ersten Biichern des Diophant,

und zwar sowohl bestimmte als unbestimmte, behandelt. Die unbe-

stimmten sind ihrem Ursprunge nach von hoherem als dem ersten

Grade, da unbestimmte Aufgaben ersten Grades bei Diophant nieht

vorkommen. Bachets methodisches Verfahren (Bd. II, S. 772 773)

zur Auffindung ganzzahliger Auflosungen solcher Gleichungen ersten

Grades, deren Unbekannte an Zahl die der vorgelegten Gleichungen

iibertreffen, darf man daher bei Dechales nicht suchen. Am Schlusse

jener Diophantischen Gleichungsbeispiele meint er dann 8

) einiger-

massen naiv, sie geniigten dem Anfanger, um sich daran zu uben:

) Hi numeri progressions arithmeticae respondentes numeris cossicis vocantur

eorum exponentes. *) Arithmetical integra fol. 250 recto: Est 3 exponens

ipsius
--

, sicut 6 est exponens numeri 64 et 3 est exponens numeri 8.
3
) Atque

haec sufficiant ut Tyro se exercere possit, et intelligat Diophantum; qui plura volet

ctssumat ipsum Diophantum, quern ex praesuppositis ftindamentis percurret facile.

CANTOK, Geschichte dr Mathematik. III. 1. 2. AuH. 2
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wolle einer mehr, so solle er den Diophant selbst zur Hand nehmen,
den er nach dem Vorausgeschickten leicht werde durcblaufen konnen.

Die Behandlung der Indivisibilien, nach Cavalieri gearbeitet, be-

wahrt sich eine gewisse Freiheit von dem Vorbilde, dem nicht alle

Beweise genau so, wie sie bei Cavalieri vorkoinmen, entnommen sind.

Allerdings haben auch nicht alle Satze Cavalieris Eingang gefunden,
und beispielsweise von dem wichtigsten Ergebnisse von Cavalieris

Untersuchungen (Bd. II, S. 845), welches der Formel

/ kbnx* , kab&quot;

ux *
.J a&quot; 4- 1

o

entspricht, ist keine Rede. Dagegen sind die Untersuchungen iiber

die Quadratrix und iiber die Spirale vorhanden. Bei ersteren lasst

Dechales sein Licht als grosser Geschichtskenner leuchten. Die Qua
dratrix stamme von Nico stratus und Nicornedes! Es gehort fast

eine gewisse Phantasie dazu, den Namen Dinostratus hier zu er

kennen. Die in fiinf Biichern behandelten Kegelschnitte bilden den

Schluss des Werkes. Das erste Buch handelt von der Parabel, das

zweite von der Ellipse, das dritte von der Hyperbel, wo fiberall die

Curven innerhalb der Ebene betrachtet sind. Das vierte Buch setzt

sie zu dem durch eine Ebene geschnittenen Kegel in Beziehung.
Das fiinfte Buch lehrt die Ellipse als Cylindersohnitt kennen. In

eioer Vorrede erklart Dechales, es habe urspriinglich in seiner Ab-

sicht gelegen, Alles zu vereinigen, was man von den Kegelschnitten

wisse, aber er habe diese Absjcht aufgegeben,
weil zu den friiher bekannten vier Biichern des

Apollonius drei weitere Bucher getreten seien,

weil ausserdem das Werk des Gregorius von

St. Vincentius mit mehr als tausend Lehr-

satzen zu benutzen gewesen ware, und so be

gniige er sich mit dem, was in der angewandten

Mathematik, namentlich in der Optik zur An-

wendung komme, um die Leser nicht abzu

schrecken. Man sieht, dass Dechales die Ar-

beiten von Mydorge, von Desargues, von

Pascal ebenso wenig erwahnt wie die von

Fermat, von Descartes, von Wallis. Was
er gibt, ist ein Auszug aus Apollonius mit ge-

ringen Zuthaten, wie z. B. die zweier asympto-

tischer Parabeln. Dechales versteht darunter

(Figur 1) zwei Parabeln von gleicher Brennweite, deren Axen auf-

einander liegen, deren Scheitel aber von einander entfernt angenommen
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werden. Beide sclmeiden sich erst im Unendlicben, rind ihre Ent-

fernnng nimmt fortwahrend ab, wenn man als Enlferming das Stuck

einer zur Axe senkrechten Geraden von einem Punkte der cinen

Parallel bis zum Durchschnitte mit der anderen Parabel annimmt 1

).

Die Methode der Beweisfiihrung ist die altgriechische, erne analytisehe
Geometric gibt es fur die Leser des Mundus matheinaticus noch nieht.

Einige Kuustausdriicke, wie Parameter, nrdiuatim Applicata, Focus

haben sich allerdings eingeschlichen. Statt Focus wird haufiger

Umbilicus, Nabelpunkt gebraucht. Die auf der Axe gemessene Erit-

ferimng van dein Sclieitel des Kegelsclmittes bis zum Eintrefien einer

Ordinate heisst Sagitta, wahreud in den Indivisibilien das Wort Ab
scissa dafur in Gebrauch war.

Wir habeft den Mundus mathematicus recht ausfuhrlich, mancher

Leser wird vieHleicht denken allzuauHfuhrlich geschildnrt. Wir haberi

es getban, weil er ein weit und breit beriibmtos Lehrbuch war, weil

er die Sunime dog Wisseusr uns kennzeichnet, welche am Anfange dos

ietzten Viertels des XVII. Jahrh. solche Gebildete besassen, die, obne

Matbematiker von Fach zu sein, doch ibrer KenntniHse in dieser

Wissenschaft sicb einigermalseu rub men konnten.

Dass die an sick ziemlich beengten Ausblicke nacli einer hoheren

Matbematik am Ende des ganzen Werkes vereinigt sind, fordert fast

zum Vergleicbe mit den in derselben Zeit durch Mitglieder desselben

Ordens veranstalteten Klassikerausgaben m ttsuw Dclpliini auf
r in

welcben alle fur schlflpfrig gehaltenon Stellen ausgemerzt, dugegen
am Soblusse vcreinigt abgedruekt waren, und nicht minder erirmert

das Ausweicben vor wirklich&amp;lt;en Schwierigkeiten an wieder in derselben

Zeit veranstaltete Klassikerausgaben mit einer Ffille oberflachlicher

Annierkungen, durcb welcbeMinelJi einc flachtige Beriibmtheit erlangte.

Eine ^ve sentlich bessere
Meinung&quot;

von demr was die grosse Menge
am Ende des siebzebnteu Jahrhunderts von einem Lebrbuche der

Geomt trie verla)igtie, flosst uns aueb die Pratique tie IM yt omctrie von

Sebastien Le Clerc 2
) nieht ein.,, welche 1669 in Paris erschien,

1682 trad 1700 neu aufgelegt werden musste, 1602 in Amsterdam,
1099 in Bern nacbgedmckt wurde,. und tfwar in Bern unter dem er-

scb\verenden Umstande, dass falscblich Ozonam (sic!)
als Name des

Verfassers angegeben war. Le Clerc war em sehr gesehickter Knpfer-

&quot;).

Die Gleicliungen der beiden Parabeln heissen: Y* =pX, y-
z p(X a).

Polglich 1st Y* y*=jpa, Y y = ^^r-
- und ila Y -{- ^ fortwithrend

wac.hst, sa nimmt Y y fortwahrend ab.

*) .1. H. Graf, Die Geonietrie von Le Clerc und Oxonam in Jer Hist.

Festecur. 1899, S. 115122.
2*
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stecher und liebte es, die geometrischen Figuren mit Landschafts

bildern zu verquicken. Das verleiht seinem Buche und auch den

Nachdnicken einen gewissen Wert fiir Freunde absonderlicher Drucke,
iibt aber auf den wissenschaftlich ganz unbedeutenden luhalt nicht

den geringsten Einfluss.

83. Kapitel.

Einzehie geometrinclie Untersuclmiigen. Leibnizens Characteristica

geomctrica.

Eineii Gegensatz gegen die Vereinigung samrntlicher elemeutaren

mathematisehen Lehren iu em Werk bildet die Behandlung einzelner

geometrischer Aufgaben. Dahin gehort das 1678 in Mailand gedruckte
Buch I)e llncis rectis xe invicem sccantibus statica constrruetio des Gio
vanni Ceva 1

).
Hier ist der Satz des Menelaos (Bd. I, S. 386) mit

Hfllfe von Schwerpunktbetrachtun-

gen bewiesen (Figur 2). In a, A, C

mogen die Massen alf A1} 6\ sich

befinden, von denen a
t

willkiirlich

ist, Alt Gl
aber den Bedingungen

genilgen, dass B der Schwerpunkt
von aj und C\ und b der Schwer

punkt von A
t
und r\ sei. Dann muss aB a

l
= BC 6\ seiu und

dureh Addition von aB (\ aB C\ auch aB(at -f- GJ = aC Clr
TJ SI

HI i thin 77 == - -
. rf Weil B Schwerpunkt von a, und (\ ist,aC a, -f- Ct

konnen diese beiden Gewichte durch das in B angebrachte Gewicht

a
t -}- C, ersetzt werden. Der Schwerpunkt der drei Gewichte alt A^ C

l

muss erstens auf der Verbindungsgeraden von a mit b (als dem

Schwerpunkte von A
{
und (\) liegen und zweitens auf der Verbin

dungsgeraden von A mit B (als dem Schwerpunkte von a
t
und Cj)

d. h. in dem Durchschnittspunkte c von ab und AB. Mi thin ist das

Produkt von Be in das nach B verbrachte Gewicht a
t -j- 6\ gleich

dem Produkte von cA in A.
,
also auch ^tJ4 = c

- - . Die Verviel-
A! CD

f nTt

fachung dieser Gleichung mit der oben erhaltenen
TT&quot;^

==s
^c ^^

- = a
~~ Weil aber A und C ihren Schwerpunkt gegebener-

I
j

c* O * C -O

massen in b besitzen, muss -~ =
vy? sein, und so entsteht der zu be-

J\.^ \v

weisende Produktensatz: aB bC cA aC bA cB. Ceva hat aber

) Chasles, Aperfuhist.^i 296 (deutsch 299 302). Poggendorff 1, 414.
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dann auch einen zweiten Produktensatz fiir die Abschnitte, die auf

den drei Seiten eines Dreiecks durch Ecktransversalen mit geinein-

samem Durchschnittspunkte gebildet werden, bewiesen, und dieser

Sat/, pflegt in der Geometric als Satz des Ceva benannt zu werden.

Es sei (Figur 3) D der Durchschnittspunkt der Transversalen Act,

lift, Cy. In A denkt man sich ein be-

liebiges Gewicht Al}
in B und C solche

Gewichte J?
x
und (\, dass y der Schwer-

puukt von AI und Blf ft
der von A

und
(,\

ist. Der Schwerpunkt der drei

Gewichte A
t ,
B1} (\ muss nun ebenso-

wohl auf Cy als auf Bft liegen, d. h. in 7).

Damit ist aber festgestellt, dass jener gemeinsame Schwerpunkt auch

auf den Verbindungsgeraden von A mit dem Schwerpuukte der B
l

und GI liegen muss, d. h. dass a dieser letztere Schwerpunkt ist.

In den drei Punkten a, ft, y finden demnach die Gleichuugen statt:

C 6\
= Ba JJ

L , Aft-A^-Cft- C\, By B, = Ay A
t

.

Deren Multiplikation aber fiihrt nach Weglassuug der auf beiden

Seiten auftretenden Faktoren Al} Blf Ct
zu 6V Aft By= Ba Cft Ay.

Ceva fiigte diesem statischen Beweise noch zwei geomotrische hinzu,

deren einen er dem Mailander Kriegsbaumeister Pietro Paolo Gara-

vaggio
1

) (1617 1688) als Erfinder zuschrieb. Ceva beweist dann

gleichfalls auf statischem Wege einen ganz ahnlichen Satz fiber das

Viereck, dessen Eckpunkte nicht alle derselben Ebene angehoren:

werde es von einer Ebene so geschnitten, dass jede Seite in zwei

Abschnitte zerfallt, so sei das Produkt von vier von diesen Abschnitten,

welche keinen Endpunkt unter sich gemeinschaftlich haben, gleich

clem Produkte der vier anderen. Das zweite Buch wendet die Ge-

danken und Satze des ersten Buches auf Kegelschnitte an. Hier ist

unter Anderem bewiesen, dass in jedem einem Kegelschnitte um-

schriebenen Dreiecke die Ecktransversalen nach den Beriihrungs-

punkten eineii gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt besitzen. End-

lich lehrt ein Anhang, der vielleicht besser als besondere Abhandlung

bezeichnet ware, Satze, die sich auf die Flacheninhalte gewisser ebenen

Figuren und auf die Kauminhalte und Schwerpunkte von Umdrehungs-

korpern zweiten Grades beziehen.

Pater Sigismund Ferdinand Hartmanu 2

) (1632 1681),

Professor der Mathematik in Breslau und Olmiitz, dann Professor

der Mathematik und Theologie in Prag, stellte im September 1679

die Aufgabe, ein gleichseitiges Dreieck zu verdoppeln, so dass es

) Poggendorff I, 375. 2
)
Ebenda I, 1023.
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gleichseitig bleibe, )&amp;gt;ei der Aui losung sollten aber Proportionen nicht

angewandt werden. In den Acta Eriiditorum J

) von 1682, dem ersten

Baude dieser ^eitschrift (H. 9) hat sich ein Uugenannter niit der sehr

krichten Aufgabe bcschaftigt. Die Heidelberger Universitatsbibliothek

besitzt ein Exemplar der A. E., in welchem die Namen der Verfasser,

so weit sie nicht im Drucke genannt sind, in schriftlicher Randnote

beigesetzt erscheinon. Dort 1st pag. 23 als Verfasser des erwahnten

Aufsatzes Basilius Tit el, Fcstungshauptmann der Pleissenburg an-

gegeben. Titel also, wenii wir jener Randnote Glaube beimessen 2
),

i iigte noch einige Fragen bei, und diese beantwortete auf pag. 230

des gleichen Jahrganges ein polnischer Jesuit Adam Adamandus

Kochansky, friiher in Prag ansiissig, nachmals Matheinatiker des

Konigs von Polen. Kochansky behauptet zugleich, wenn AD Durch-

messer eines Kreises, BO eine Senkrochte auf den Durchmesser im

Punkte B bis znm Durchschnitte mit der Kreisperipherie sei, so

verhalte sich nicht nur, wie allgemein bekannt ist,

sondern es sei auch weiter BC : BD = BD : AD, oder rait anderen

Worten BC und BD stien die zwei mittleren Proportionate!! zwischon

AB und AD. Kochansky bestiitigt seine jedenfalls nur naherungs-

weise aufgestellte Behauptung durch die Zahlenwerthe

AD = 20 000 000 000, AB = 0353443923, BD = 13646556077,

aus welchen BC 9 311 424637 folgt, und diese Zahlenwerthe er-

iiillen die zweite der behaupteten Proportionen. Ein in Wien lebender

Piarist Augustin Thomas a St. Josepho
3
)

hat alsdann 1690 es

der Miihe werth gehalten, eiu besonderes Bilchelchen Mctamorpliosis

(leometrica proportionum vinculis expedita fiber die ursprungliche Hart-

rnannsche Aufgabe zu schreiben, und dieser selbe Wiener Monch

stand in Briefwechsel mit Leibniz, der ihn schatzte.

Der vorhin genannte Kochaiisky hat in den A. E. von 1686

einen kleiuen Aufsatz iiber magische Quadrate veroffentlicht, aber er

ist am bekanntesten durch eine ausserst elegante naherungsweise voll-

zogene Rectification des Kreises, welche er in den A. E. von 1685,

)
Da wir die Acta Eruditoriun ausserordentlich baulig zu erwilhnen haben

werden, BO wolleo wir sic kflnftig regelmiisaig nur durch A. E. bezeichnen.

*) Dass dieses nicht immer stattliaft ist, trotzdem auch in den Bibliotheken

von Loipxig, Dresden n. s. w. Exemplare mit gleichen llandnoten eich befinden,

hat P. Giesel nachgewiesen. Vergl. dessen Delitzscher Programm der HSheren

J^irgersclmle fur Ostern 18GG: Die Entetehung des Newton-Leibniz schen Prio

ritatsstreites hinsichtlich dor Erfuulung der Infinitesimalrechnung. Anmerkung 58

auf S. 1718. 3
) Poggendorff I, 1203.
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pag. 394_398 unter der Ueberschrift Observationes Cyclomefricae ad

facilitandam Praxin accomodatae veroffentlichte. Man zieht (Figur 4)

an den Endpunkten des Durchmessers BD die Berflhrungslinien

BG, DL and macht DL
dem dreifachen Halbmesser

gleich. Dann zieht man

AC J_ BD und schneidet

von C aus die Bogen CE und

CF von je 60 ab, worauf

man AEJ, AFK bis zum

Durchschnitte mit BG, DL
zeichnet. Verbindet man J
mit L geradlinig, so ist, sagt

Kochansky, JL = arc BCD proximo 1st der Halbmesser zur Einheit

gewahlt, und beriicksichtigt man, dass das Dreieck AJB und ebenso

das ihin gleiche AKD die Halfte eines gleichseitigen Dreiecks ist,

so ergibt sich

ferner JK= BD ==
2, JK* = 4, folglich

= 12 _
)/l2 == 13,3333333 3,4641016

= 9,869 2317

und JL = J/9,8692317
= 3,1415 also eine Zeichnung, welche den

Werth von it auf vier Decimalstellen liefert.

An diese angenaherte Rectification konnen wir eine gleichfalls

angenaherte geometrische Kreistheilung anschliessen ,
welche Carlo

Renaldini 1

) (16151698) zugeschrieben wird, der sie in seinor

Schrift De resolutione et compositione mattomatira verofientliclit hben

soil. Renaldini war seit 1649 Professor in Pisa und seit 1657 zu-

gleich auch Mitglied der Accademia del Cimento. Als diese Vereini

gung 1667 aufgelost wurde, siedelte Renaldini, wie man sagt, wdl

das Klima von Pisa ihm nicht zutraglich war, nach Padua fiber, von

wo er 1698 sich nach seiner Vaterstadt Ancona zuriickzog. Dort

starb er nach ganz kurzer Zeit. Renaldini gab allerdings 1G6H in

Padua ein Buch des angefuhrten Titels heraus, aber es war nur der

wiederholte Abdruck eines Abschnittes eines bereits 1655 als Opus

mathematicum erschienenen Werkes, und die Methode Renaldinis ist

zudem keine andere als die 1628 durch Antoine de Ville zucrst

) Tiraboschi, Storia dflla letteratwa italianu VIII, 247.
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veroffentlichte, wolche alsdann Abraham Bosse 1665 verbesserte

(Bd. II, S. 672). Wir nehmen Gelegenheit, sie hier nachtraglich

mitzutheilen *) (Figur 5). Ueber dem Durchmesser AB des Kreises

wird das gleicliseitige Dreieck ABC gezeichnet und AB in n gleiche

Theile getheilt, so dass AE= ED= ...= --.

De Ville schrieb vor, man solle C mit E durch

eine Gerade verbinden, welche verlangert den

Kreis in Q treffe, so sei AQ der
2&amp;gt;*te,

und bei

AQ=QP f

folglich AP der wte Theil des

Kreisumfanges. Bosse veranderte die Vorschrift

dahin, man solle C mit dem zweiten Theil-

punkte J) des Durchmessers durch eine Gerade

verbinden, welche verlangert den Kreis in P
treffe, so sei AP der nie Theil des Kreis-

umfanges. Renaldinis Vorschrift deckt sich rnit

der von Bosse. Ob sie schon im Opus mathematicum von 1655 ent-

halten ist, niithin alter als die Veroffentlichung von Bosse, ob sie

jfinger als letztere erst im Abdrucke von 1668 erschien, wissen wir

iiicht zu entscheiden. Zur rechnerischen Priifung des Verfahrens

fuhrt folgende Betrachtung
2
).

Sei AO = OB = OP = 1, so ist

1/3- sin OOP.

Fi. 5.

sn

= AO - AD = =

sin
nrm I&amp;gt; n~ 4

tang CD= -
7r7J= =

,
si

PO n
Mithin

tang CD*= r-r-r -

1-f- tang

ns 8w-fl6

sin

und

arc arcsin
.

arc 0(7P= arcsm

Aber
180 = POD + 90 + OOP + OPT),

POD = ,10P = 90 OOP OPD.
o//\0o//\0

Da nun AOP - sein soil, so setzt die angegebene Construction
w

voraus es sei

arcsin
. -i/n 2

inViSn
8n + 16

arcsm
~1 /^*t^

inl/^
r 4n*

n 4

) Kiistner, Geometrische Abhandlungen ,
1. Sammlung, S. J66 281.

A. J. Pressland, On the history and degree of certain geometrical approximations

pag. 1 2. *) Diese Priifung hat Kiistner I.e. angeatellt.
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Dieses trifft, wie man sofbrt sieht, bei n = 4 genau ein, aber auch

bei grosseren n ist der Fehler nicht sehr betriichtlich.

Hier konnen wir vielleicht zweckmiissig uuch erne Anfgabe der

praktischen Geometrie erwahnen, das sogenairrite RiickwUrtsein-

schneiden (Bd. II, S. 705). Die Losung dieser Anfgabe wurde 1692

durch Laurent Potlienot der Pariser Akademie der Wissenschaften

vorgelegt und im X. Bande ibrer Berichte (1730) gedmckt, obne dass

der fruhere Bearbeiter der gleicben Anfgabe Willebrord Snellius

genannt ware. Es ist nicbt unwahrscheinlich, dass dieses Verscbweigen
eines Vorgangers ohne jede bose Absicbt stattfnnd und auf Unkenntnis

berubte. Pothenot 1

)
war 1679 Bewerber um die damals zu besetzencle

Professur der Mathematik am College Royal de France, unterlag aber

gegen einen gewissen La Montr e. Als dieser nacb Rochefort ver-

setzt worden war, meldete Pothenot sich neuerdings und zwar ohne

Wettbewerber und wnrde 1684 in Besitz der Professur gesetzt, welche

er bis zu seinem Tode 1732 behielt. Auch Mitglied der Pariser

Akademie der Wissenschaften war Pothenot seit 1682. Vor 1699

wurde aber sein Sitz wegen fortgesetzter Abwesenheit des Inhabers

wieder fiir frei erldart. Die Professur dagegen wurde ihm offen ge-

halten, und seit 1726 hielt er auch wieder selbst Vorlesungen.

Prinz Ruprecht von der Pfalz (16191682) der dritte Sohii

Konigs Friedrich V. von Bohmen und der englischen Priuzessin Elisa

beth, der mit Konig Karl II. von England in dessen Vaterland kam,

ist in der Geschichte der Physik bekannt. Er gehorte der Konig-

lichen Gesellschaft an und zeigte in ihr die sog. Glasthrauen. Er

stellte und loste auch die Aufgabe einen Wfirfel durch einen ihm

gleichen Wiirfel hindurchzusteckeu. Nachraals loste ein gewisser

Ronayne, der sonst ganz unbekannt ist, die gleiche Aufgabe, indem

er den einen Wiirfel als Drahtgestell anfertigte
8
).

Zur elenientaren Geometrie im Sinne der Alfcen haben wir im

vorigen Bando auch die Streitfrage fiber den Contingenzwinkel

gerechnet und wenn auch allmalig die Behandlungsweise jener Frage

sich veranderte, wenn Gesichtspunkte hervortraten, deren erstes Er-

scheinen auf gan/ anderem Gebiefce liegt und erst in viel spateren

J

) L. Am. Sedillot, Les proftsseures de matheitiatiques tt de physique gene-

rale ait College de France im Bnlletino Boncompagni II, 444146. *) Nach

brieflicher Mittheilung des Herm J. C. Kluyvor in Leiden findet sich cine

Notiz iibor diese Aufgabe in einer Fussnote zu pag. 222 der ersten Ausgabe von

Montucla, Histoire des inathematiques (Paris, 1758), in Avelcher fur die Auf-

lusung selbst auf Wallis, Opera IT verwiesen sei. Die Erwuhnung der Auf-

ISsung des Ronayne fand H. Hennessy (FhQoBOphical Magazine Ser. 5, Vol. 39,

pag. 184 sqq.) in eineni geschiclitlichen Buche von 1750.
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Kapiteln dieses Abschnittes uns beschiiftigen wird, so halten wir es

doch fiir zweckmiissig der alten Gewohnheit treu zu bleiben. Wir
erinnern uns, dass es der Hauptsache nach zwei einander wider

sprechende Meinungen iiber den Contingenzwinkel gab, deren etzte

Vertreter Clavius und Wallis waren (Bd. II, S. 687). Er^terer

nannte den Contingenzwinkel zwar einen Winkel, von dessen Grosse

man zu reden berechtigt sei, der aber von heterogener Natur ils die

durch grade Linien gebildeten Winkel init diesen nicht verglichen
werden konne. Der letztere behauptete, der Contingenzwi ikel sei

iiberhaupt ein non-anyulum ,
ein non quantum. Wir wisseu ferner,

dass der Jesuit Leotaud ftir seinen Ordensgenossen Clavius in die

Schranken trat. Es geschah dieses in der Cydomaihia von 1662.

Ihr wieder entgegenzutreten schickte sich Wallis 1667 an. Er ver-

fasste einen vom 17. Februar 1667 datirten Brief an Leotaud. Dessen

Herausgabe uuterblieb jedoch bis 1685, wo der Brief als Theil der

Dcfensio Tractatus de angulo contactus et semicirculi Aufnahme fand.

Eine zweite Veroffentlichung fand statt, als 1693 die Gesammtwerke

von Wallis im Drucke ersehieuen
*).

Indem Wallis zunachst darauf

abhebt, Leotaud habe wahrscheinlich in Clavius mehr den Ordens

genossen als den Mathematiker vertheidigc, was ihm besonders schlecht

anstehe, der selbst gegen einen Ordensgenossen, gegen Gregorius
von St. Vincentius, die Feder gefiihrt habe (Bd. II, S. 716), setzt

er hinzu, zwei andere Ordensgenossen, Ay n scorn und Tacquet,
stunden in der Beruhrungsfrage auf seiner Seite gegen Clavius, be-

ziehungsweise gegen Leotaud. Aus dem eigentlichen Inhalte der

Defensio heben wir als wesentlich hervor, dass Wallis deutlich be-

tont, man miisse wirklich vorhandene Grossen von solchen unter-

scbeiden, die nur im Entstehen begriffen seien. Ein Punkt sei keine

Lange, sondern Anfang einer Lange. Eine Linie sei keine Flache,

sondern Anfang einer Flache. Geschwindigkeit sei keine Bewegung,
sondern Antrieb zur Bewegung. So sei auch ein Winkel nicht die

Entfernung zweier Linien, sondern ihr Bestreben sich von einander

zu entfernen 2

).
Wie weit die Linien, die im Vereinigungspunkte gar

keinen Winkel bilden, im spateren Verlaufe sich von einander ent

fernen, das hangt von dem Krttmmungsgrade
3
) ab, den man zu ver-

gleichen habe. Ein Kreis rnit kleinem Halbmesser sei in hoherein

Grade gekrumrnt als ein solcher mit grosseui Halbmesser, weil gtaich-

viel Krumuiung bei ihm auf kiirzerer Strecke vorhanden sei
4
).

So

J

) Wallis, Opera II, 631664. *) Ebenda II, 654: Angulus (sen gradus

divaricationis) Distantia non est sed Inccptivus distantiac. ^ Ebenda 656:

gradus curvitatis.
4
) Circuit min&ris arcus est mngis curvus ut qui tantundem

curvitatis liabct in minori longitudine, adeoque est intensive curvior.
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spitzt sich schliesslich der ganze Streit auf eine Benennungsfrage zu.

Clavius nannte Angulus Contactus, was Wallis viel richtiger Gradus

Curvitatis nennt, richtiger well die Benutzung dieses Ausdruckes zeigt,

dass Kriimmung und Krtiinmung nach einem und demselben Maass-

stabe verglichen werden konnen, nicht aber Kriiinniung und Winkel.

Die Gerade hat die geringste Kriiinmung, von dem Winkel aber, den

sie mit einer von ihr beruhrteu Curve bildet, kann man nicht sagen,

er soi grosser oder kleiner als der Winkel, den eine zweite dort be-

rflhrte Curve mit der ersten bildet: es ist beidemal ein Nichtwinkel.

Wallis hat noch eine zweite Schwierigkeit der elementaren Geo

metric der Untersuchung unterworfen : das Parallclenaxiom. Seinen

vermeintlichen Beweis trug er im Juli 1663 in Oxford vor, veroffent-

lichte ihn aber erst 1693 in der Abhandlung DC postulate quinto*),

mithin nachdem das Buch von Giordaui (S. 14) schon im Drucke er-

schienen war. Wallis bespricht zuerst die Frage, ob man es init eiuer

des Beweises bediirftigen Annahine oder mit einer Forderung zu thun

habe, und kommt zur Ueber/eugung, eine solche Uuterscheidung sei

nur Wortklauberei. Sodann gibt er den von Nasir Eddin (Bd. I,

S. 735) herruhrenden Beweis, welchen Edward Pocock 2

) (1604 bis

1601), Professor der arabischen Sprache in Oxford, fur ihn iibersetzi

hatte. Wir benutzen diese Gelegenheit, den in unserem I. Bande ver-

nachlassigten Beweis hier anzudeuten. Drang doch Nasir Eddins Unter

suchung jetzt erst in lateinischer Sprache in die europaischo Mathematik

ein, fiir welche sie bisher nicht vorhanden war. Der Geometer aus Tug

beginnt mit drei Hilfssatzen (Figur 6). Erstons: wcnn zwei Gerade

AS, CD durch die G H, JK, LM . . .

so geschnitten werden, . dass alle

Schneidenden auf AB senkrecht stehen,

d. h. mit ihr nur rechte Winkel bil-

den, mit der CD dagegen Winkel,
welche ihren Nebenwinkeln ungleich g Q. o M K H
sind, so dass die gegen C sich offnen- Fig. e.

den Winkel sammtlich stumpf, die

gegen D sich offnenden sammtlich spitz sind, so nehmen die Schnei

denden gegen D hin fortwahrend ab GII&amp;gt; JK&amp;gt; LM und um-

gekehrt: wenn die insgesammt zu AB senkrechten Schneidenden in

dem angegebenen Sinne an Gr3sse abnehinen, so bilden sie mit der

CD gegen C hin stumpfe, gegen D hin spitze Winkel. Zweitens:

wenn RH und SQ zu AB senkrecht stehen und unter einander

gleich sind, so stehen sie auch zu der R mit S verbindenden Gernden

) Wallis, Opera II, 665678. 2
) Poggendorff II, 478.
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EF senkrecht. Drittens: die drei Winkel eines Dreiecks haben als

Winkelsumme zwei Rechte. Auf sie stiitzt sich dann die weitere

Untersuchung. Von den Hilfssiitzen selbst \vird der dritte in drei

von einander unterschiedenen Fallen (rechtwinkliges, stumpfwinkliges,

spitzwinkliges Dreieck) mit Hilfe des zweiten bewiesen, der zweite

in indirekter Beweisfuhrung mit Hilfe des orsten; der erste leucbtc

von selbst ein. Sei es, wirft Wallis hier ein 1

), aber ist der Satz

von dem Durchschnitt zweier in derselben Ebene sich einnnder nahern

den Geraden nicht noch leicliter einleuehtend, als diese ganze Vor

bereitung? Und am Schlnsse der Darstellung des ganzen Nastr

Eddin schen Beweisverfahrens kornmt or wiederholt zu deni Aus-

spruche
2
), man schlage imverdientermassen auf Euklid wegen seiner

nicht unbilligen Forderung. Wenn Wallis trotzdem einen ihm selbst

eigenthihnlicheu Beweisversuch anschliesst 3

), so kann man voraus-

wissen, dass auch dieser Versuch aui nichts anderes hiriauslaufen

wird, als auf den Ersatz der euklidischen Forderung dnrch eine minder

anstossigo. Der Kern der Sache ist folgender (Figur 7). Steht eine

Gerade AB auf einer anderen AC
unter einem Winkel auf, so kann der

Winkel weiter geschoben werden

ohne sich in seiner Grosse zu ver-

iindern, nnd zwar dnrch eine Be

wegung, bei weleher der Schenkel

AC immer einen Theil derselben un-

endlichen Geraden bildet. Der Winkel

bei A ist dann dem gleichliegenden

in jeder von ihm erzielten Stellung

gleich und vereinigt sich mit dessen Nebenwinkel zu zwei Eechten.

Ist der Winkel DCA kleiner als jener Nebenwinkel, so muss CP
zwischen AC nnd diejenige Lage von AB fallen, welche entsteht,

wenn A bis uach C verschoben wird. Vorher kann aber unmoglich

aft etwa ganz zwischen CD und CA fallen, derm wie wollte die plotz-

liche Lagenanderung eintreten, dass
ry/3

nur rechts, eine ihr gleich-

laufende Gerade nur links von CD sich befande? Demnach muss aft

die CD in einem Punkte it schneiden, so dass ein Dreieck Cajc ent

steht. Liiest man alle diese Schliisse gelten, so kommt nun noch

eine neue Forderung, welche die euklidische an Gewaitsamkeit weit

!
) Wall is II, 670: Ksto. At, inquam, ccquis non facilius conceperit ut da-

rum, Unas rectas (in eodem piano} convergent ex, tandnn (si prodncantur) occur-

suras, quam Imnc tolum apparatum &quot;)

Wallis II, (573: Quo confirmatior

foetus sum, immerito nuggilM-ttm iri Eudidcin prnplf.r hoc (wm iniquum) Postu-

latum. 8
)
Ebenda 074-678.
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iibertrifft. Wall is nimnit namlich beweislos an, zu jeder Figur konne

eine ihr iihnliche init beliebiger Veranderung der einzelneri Aus-

messungen erzieli werden. Folglich iniisse fiber der Grundlinie CA
ein Dreieck gebildet werden konneu, welches dern Dreiecke CKJC

abnlich sei. Heisst dieses Dreieck CAP, BO ist P ein Durchschnitts-

punkt der AB und CD, d. b. diese beiden Geraden, welcbe mit AC
Winkel bilden, die beide nach innen schauend eine geringere Summe
als zwei Rechte besitzen, schneiden einander.

Der theoretischen Begrtiudung von Theilen der Elementargeo-

metrie gab sich auch ein Mann von hoher wissenschaftlicher Bedeu-

timg hin: Gottfried Wilhelm Leibniz 1

) (1646 1716). Wir

werden bei ihm und, sagen wir es gloich voraus, bei seinem grossen

Nebenbuhler Newton im Verlaufe unserer Darstellung vielfach auf

eiuzelne Lebensereignisse ein erhebliches Gewicht zu legen haben.

Wir miissen desbalb genauer bei der Lebensgeschichte beider ver-

weilen, znnachst bei der von Leibniz.

Die Familie Leibniz war aus Polen eingewandert. Ein Mitglied

derselben wurde in Leipzig Notar und Professor der Moral. Er

schrieb sich Leibniitz, aber der Sohn Gottfried Wilhelin liess auf

seinen ersten Schriften den Namen in der Form Leibnuzius und

Leibniizius drucken, spater Leibnitius. Die Unterschrift war

moistens Leibniz und nur ausnahmsweise Leibnitz. Ein friihreifer

Student von noch nicht 15 Jahren wurde Leibniz zu Ostern 1661

in die Listen der Leipziger Hochschule eingetragen. Irn Friihjahre

1663 vertheidigte er als Baccalaureus der Philosophic eine die Logik
betreffende Abhandlung und ging dann auf ein halbes Jahr nach

Jena, wo er unter Erhard Wei gel seine in Leipzig schon obrie

Lehrer begonnenen mathematischen Studien fortsetzte. Grosse Forde-

rung erhielt Leibniz offenbar nicht durch Weigel, wenigstens sagt

er nirgend dergleichen
2

).
1664 erwarb Leibniz in Leipzig die philo-

sophische Magisterwurde, 1665 eben dort das juristische Baccalaureat,

1666 erlangte er durch die Schrift Dissertatio de arte combinatoria

das Recht ein akademisches Lehramt auszuiiben. Noch in demselben

Jahre wurde er in Altdorf Doctor beider Rechte, eine ihrn sofort

dort angebotene ausserordentliche Professur lehnte er ab.

Das Jahr 1667 brachte Leibniz in Beziehung zu Joh. Christ,

von Boineburg, dem geistreichen ehemaligen kurmainzischen Mi

nister, und dieser veranlasste sein erstes Eintreten in eine politisch

bedeutsame Thatigkeit, welche er von Frankfurt am Main, spater von

) Allgemeine deutsche Biographie XVIII, 172209. Artikel von Prantl,

welcher sammtliches bis 1882 herausgegebene Material an Briefen u. s. w. be-

riicksichtigt. *) Gerhardt, Geschichte der Mathematik in Deutschland S. 139.
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Karl II. starb 1685, sein eben genannter Bruder erbte als Jakob II.

die Konigswurde. Er hatte aus der Zeit, iu welcher er nock Protestant

gewesen war, zwei Tochter: Maria und Anna, jene mit Wilhelm von

Oranien, diese mit Georg von Danemark vermahlt. Da wurde 1688

die Geburt eines Kronprinzen Jakob verkiindigt, der in der Volks-

nieinung fiir ein untergeschobenes Kind gait, untergeschoben, um die

protestantischen Tochter von der Regierung auszuschliessen und das

katholische Konigthum erblich zu machen. Jetzt landete Wilhelm

von Oranien mit bewaffneter Macht in England. Volk, Armee, Flotte

jubelten ihm zu, und ein zusammentretendes Parlament sprach 1689

Maria nebst ihreni Gemahle, jetzt Wilhelm III., die durch neue dem
Parlamente vorbehaltene Kechte ziemlich beschraukte Konigswurde zu.

Nach ihrem kinderlosen Tode sollte die Krone auf Marias Schwester

Anna ubergehen Maria starb 1694, Wilhelm III. 1702, Leibeserben

beider wareri nicht vorhanden, und Konigin Anna bestieg den Thron.

Ein Jahr friiher (1701) war mit dein Parlamente die Succession-Act

vereinbart worden, welche auch den Fall des kinderlosen Todes Annas

vorsehend, die Kurfiirstin Sophie von Hannover, die jiingste Tochter

jener englischeu Prinzessin Elisabeth, welche einst mit Friedrieh von

der Pfalz verheirathet gewesen, und ihre Nachkommen, sofem sie

protestantisch seien, auf Englands Thron berief. Neben den hier ge-

schilderten politischen Ereignissen gingen noch andere kriegerischer

Natur einher, indem Frankreich die Partei des vertriebenen Jakob II.

und seines Sohnes, der als Jakob III. Anspruch auf die Thronfolge

erhob, ergriff, ohne wesentliche Erfolge erzielen zu konnen. Auch

Konigin Anna war, soweit ihre Machi; reichte, geneigt, dem von ihr

personlich anerkannten Bruder Jacob III. die Nachfolge zu verschaffen,

und, was das Auffallendste ist,
Kurfiirstin Sophie, die berufene Erbin

des englischen Thrones, theilte die gleiche Neigung.

Leibniz war es vorbehalten, durch miindliche und schriftliche

Ueberredung es dahin zu britigen, dass Kurfiirstin Sophie endlich ein-

willigte, jenes die Erbfolge ordnende Gesetz ihrerseits gut zu heissen.

Konigin Anna starb am 12. August 1714. Kurfiirstin Sophie war

ihr am 14. Juni vorausgegangen. Deren Sohn, der mehrgenannte

Georg Ludwig, bestieg als Georg I. den englischen Thron. Es ist

begreiflich, dass Leibnizens Thatigkeit in der ganzen Frage kein

Geheimnis blieb, und dass, woran wir uns spater erinnern mussen,

die Gegner der Hannoverischen Thronfolge in England um
so erbittertere Gegner, ja personliche Feinde Leibnizens

wurden.

Die ganze Zeit, deren Bedeutung fiir die englische Geschichte

wir hier zu erlautern hatten, war fur Leibniz auch in jeder anderen
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Beziehung reich ausgefiillt. Schriftstellerische Thatigkeit der mannig-
fachsten Art, em ausgedehnter Briefwechsel, in welchem kaum ein

Gebiet. menschlichen Denkens undurchsprochen blieb, staatsrechtliche

Gufcachten fiber fast alle Fragen der damals so bewegten grossen

Politik, daneben personliche Bestrebungen, denen zu Liebe Leibniz

oft zwischen Hannover, Berlin, Wien nnterwegs war, und die doch

ebenso wie die um ihretwillen unternoramenen Reisen geheim bleiben

sollten, nahmen Zeit und Gedanken Leibnizens in fortwahrend wech-

selnden Anspruch, worauf wir auch spater hinzuweisen haben werden.

Seine Gonner sahen diese Zersplittei nng mit wachsendein Unmuthe,
und in Berlin beispielsweise gab man im December 1710 der Societat

der Wissenscbaften obne Leibnizens Vorwissen einen neuen Direktor
*
und den neuen Namen der ^Akademie der Wissenschaften&quot;, unter

welcheui sie am 19. Januar 1711 gleichsam neu gegriindet wurde.

Als Konig Georg I. 1714 seine Residenz in London aufscblug,

beabsiclUigte Leibniz ihm dahin zu folgen, und diese Uebersiedelung
hatte vermuth) ich zur Klarang mancher Verhaltnisse zu englisclien

Matberaatikern beigetragen, allein sie wurde ihm gradezu untersagt,

weil das Ministerium beziiglich der in Hannover und in England ein-

zuhaltenden Politik seine Meinung nicht theilte, namenilich in tlem

Pimkte riicht seiner Ansicht war, man miisse sich jeder Einmischung
in englische Parteiverbaltnisse von Hannover aus enthalten. Die

let/ten Jahre des so bewegten und inbaltreicben Lebens erhielten

dadurcb einen bitteren Gescbmack, erhobt durcb schwere korperh che

Leiden. Als Leibniz am 14. November 1716 in Hannover starb, be-

theiligtc sich an seinem Leichenbegangnisse weder der Hof noch die

Geistlichkeit. In der Pariser Akademie, welcher Leibniz seit 1699

als Mitglied angehorte, wurde durch Fontenelle eine Lobrede auf

ihn gehalten. Die Berliner Akademie schwieg den Mann todt. der

sie ins Leben gerufen hatte, und erst vie! spater entschloBs man s-ich

zu der Siihne der noch jetzt ublichen alljahrliehea Leibmzfuier.

Leibniz verlebte (S. 30) von December 1676 bis October 1 687

elf Jahre ruhiger Geistesarbeit in Hannover. In dem dritten J Jire

dieses Zeitabschnittes im August 1679 brachte er seine Character .-stica

geometrica*) zu Papier, die Arbeit, durch welche er dem gegenwiiriiigen

Kapitel angehort. Charaktere nennt Leibniz Dinge, durch weiche

die gegenseitigen Beziehungen anderer Dinge dargestellt wer-len,

wahrend sie leichterer Behandlung als jene zuganglich sind 2

).
So

ist ein Modell Charakter einer Maschine, eine Zeichnung in der Elene

l

) Leibniz V, 141 171. Vergl. Gerhardt, Math. Dentschl. 184--1HG.

*) Ebenda V, 141: Oharacteres sunt res qiiaedam, quibus aUarutii rerutu inter s.e

relationes rxprimuntur, ct quarum facilior est quam illarum iructatio.

CANTOR, Geechichte der Mathematik. III. 1. 2. Aufl. 3
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Cbarakter ernes raumlichen Gebildes, ein Buchstabe Charakter einer

unbestimmt gelassenen Zahl. Geometrisches (lurch Charaktere en be-

zeichnen sei sebr wunschenswertb, damit unter Vermeidung des Ge-

wirres vielliniger Figuren Satze eiafach an den Charakteren erwiesen

werden konnten. Schon gewisse algebraische Grossenbeziehungen

genugen .unter Umstanden. So bedeute AB BC AC, dass ABC
ein gleicbseitiges Dreieck sei. So sei in AB -j- BC= AC der Satz

enthaiten, dass die drei Pankte A, B, C in gerader Linie liegen.

Aber das Bestreben musse doch dahin sich richten, das Geometrische

selbst zu charakterisiren, and daza babe er wobl zehnmal den Anlauf

genommen, bis er zu einer ihm geniigeuden von den ersten Grand

begriilen ausgehenden AulTassung gelangt sei.

Der Punkt ist das rauralich Meistbegrenzte und driickt einfach

die Ruhelage im Raume aus 1

).
A lie Punkte konnen zusammenfallen,

sind congruent. Der Weg eines Punktes nacb einem anderen beisst

Linie. Er ist ein Stetiges, denn jeder Theil desselben bat End-

punkte, welcbe ihm mit einem vorhergehenden,, mit einem folgenden

Theile gemeinsam sind. Der Weg einer Linie, deren Punkte nicht

immer der eine an die Stelle des anderen gelangen, ist eine Ober-

flsiche, und der Weg einer Oberflache, deren Punkte nicht immer

der eine an die Stelle des anderen gelangen, ist ein Korper. Der

Korper aber kann nicht bewegt werden, ohne dass alle seine Punkte

imnier einer an die Stelle des anderen gelangen, er bringt daher

keine neue Abmessung hervor 2
).

Unter den Linien ist die Gerade besonders hervorzuheben. Ihr

Begriif ist gleichzeitig mit dem der begrenzenden Punkte als ein-

fachster Weg via simplissima vom einen zum anderen gegeben,

aber die Entstehung der Geraden kann verschiedentlich gelehrt werden.

Folgende Erzeugungsweise ist die einfachste: Die Gerade enthalt alle

Punkte, welche, wahrend ein Kjorper um zwei feste unbewegliche

Punkte in Bewegung versetzt wird, mit jenen beiden Punkten in

Ruhe bleiben*). Als eine zweite Entstehung wird die derartige Span-

nung einer biegsamen Linie bezeichnet, dass sie nicht zu grosserer

Lange ausgedehnt werden kann. Des Weiteren definirt Leibniz den

Kreis, die Ebene*). Wird ein Linienzug ACB so in Bewegung ge-

) Leibniz V, 144: Punctum exprimit id quod in extensione mctxime limi-

tatum est, nempe simplicem situm. ) Ebenda 145: Via livxac eiusmodi, ut

puncta eiuB non semper sibi invicem succedant, Superficies est; tt via superficiei,

ut puncta eius i\on semper sibi invicem succedant est Corpus. Corpus autem mo-

veri non pote&t, quin omnui eius puncta sibi succedant, et ideo novam dimensionem

noti producit. ) Ebenda 147 : Sit corpus aliquod, cuius duo puncta sint immota

et fixa, ipsum autem corpus nihilominus moveatur, tune ornnia puncta corporis

quiescentia incident in rectam, quae per duo puncta fixa transit.
4

)
Ebenda 1G5 4
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setzt, dass seine Punkte A und B unbewegfc bleiben, so beschreibt

der Punkt C eine Kreislinie. Der Ort aller Punkte, die sich gleich-

massig zu einem Punkte A wie an einem anderen Punkte B ver-

halten, wird Ebene genannt.

Ein Punkt, der eine Lime durehlaufl, kann J) genannfc werden,
wobei der links angebrachte Stellenzeiger y, der aber bej Leibniz

noch durch keinen Kunatausdruck wie Index oder dergleichen benannt

wird
;

die verschiedensten Zahleriwerthe annimmt. Die ganze Linie

heisst alsdann yb, indem der Sfcellenzeiger mit einem inn decken^.en

wagrechten Striehelchen versehen wird. Wird die Linie so bewegt,
dass der friihere Puiikt ^b nach ,6 gelangt, so entsteht eine Ober-

flache jp&. Die gleiche Oberfiache muss als jr$ enistehen, wenn durch

Ruckwartsbewegung der Linie jeder ihrer Punkte Jb nach ^ gelangt.
Man erkennt leicht in ^tb einen Korper, welcher durch die soeben

beschriebene Oberflache erzeugfc wird.

Leibniz fiihrt nun einige neue geometrische Zeichen ein. 30 (das

Gleichheitszeichen von Descartes Bd. II, S. 794) bedeutet das Zusammen-

fallen oder Identischsein x

),
Dasselbe Zeichen aufwiirts gestellt ^ be

deutet Congruenz oder die Moglichkeit durch Bewegang zuin Zusamuien-

fallen gebrach^ werden zu konnen. Allerdings hat er mit beiden

Zeicheu auch gewechselt, Congruenz wird mitunter durch ~, Coinci-

denz (also Identitat) durch |~j dargestellt
2

), und in einem Aufsatze

Maflmis w&versates, welcher undatirt unter dem Leibnizschen Nach-

lasse sich vorfandj heisst das links geschlossene cxi (das Uaendlich-

keifcszeichen von Wallis Bd.H, S. 820) Zeichen der Identical
3
).

Kehren
T
.vir zu den im August 1679 benutzten Zeichen zuruck, so ist ^- (ein

liegendes s als Anfangsbuchstabe von similis) Zeichen der Aehnlich-

keit. Aehnlich aber ist, was einzeln fiir sich betrachtet nicht unter-

schieden werden kann 4
); betrachtet man dagegen Aehnlieh.es gemein-

sam
?

so erscheint sofort ein Unterschied, das Grossersin des einen.

Gleichheitszeichen ist ~i.

Geometrisch richtig darf man folgende Sehliisse ziehen: Wenn
a 8 e

,
& 8 f, c 8 9t d 8 h, so ist a -f b c -f- d n e -{- / g -f *.

Wenn a ~ b und a r~i
&, so ist a $ 6. Wenn a so 6, so ist a$ &,

a n b und a **&amp;gt; b. Wenn ferner a, b ujad b
}
c durch eines der Zeichen

30
? 8 t

~
f

f&quot;1 verbnnden sind, so darf dasselbe Zeichen zwischen a
f
c

gesetzfc werden. Dagegen darf nicht geschlossen werden, dass, wenn

a nicht oo b und b nicht oc c, auch a nicht oo c sei. Bei Ooinci-

denzen ist Addition gestattet. bei Congruenzen nicht. Aus a -x c und

) Leibniz V, 150: ttique ita eadem esse sive coincides e dicenlur.

*) Ebenda 166. *) Ebenda VII, 57; Nota coincidentiae seu identitatis, *) Ebenda

V, 163 : Similia sunt quae singvla per se considerate, discerni non possunt.

3*
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I ao d folgt a 1 t c &amp;lt;?

;
aber obwohl J. 8 0, JB g J&amp;gt;,

wenn A, B, C, D
Punkte bedeuten, well je zwei beliebige Pnnkte congruent sind, folgt
doch nicht A B % C D. Gestattet dagegen ist A B g I) E

t

B-C%E F,A.C%D-F zu A-B-C%D*E&amp;gt;F zu vereinigen.
Leibniz war von diesen Gedanken so

erfiillt, dass er schon am
8. September 1079 an Huygens dariiber schrieb 1

).
Ich bin, sagte

er, mit der Algebra noch nicht /.ufrieden, weil sic weder die kiirzesten

Wege der Geometrie einsckHigt, noch deron schonste Constructionen

kennen lehrt. Ich glanbe daher, man bedfirfe einer besondereu geo-
metrischen Analysis, welcho uns unmittelbir den situs ausdriickt, wie

die Algebra die maynitudo.

Darauf erlauterte er in einer Beilage
2

) jene Begriffe, von denen

eben die Rede war, und bewies rait deren Hilfe den Satz, dass die

Kugel durch eine Ebene in einer Kreislinie gcschnitten wird. Jeder

Kugelpunkt Y ist rait dem Kugelmittelpuukte A durch eine Gerade

AY verbunden, welche mit einer bestimmten AC zar Deckung ge-
bracht werden kann, oder AC g AY ist der Ausdruck fiir eine Kugel.
Der Ausdruck i iir eine Ebene

isfc, vermoge deren Definition (S. 35);

AY % HY, mithin auch ACQ&C, vorausgesetzt, dass C ein Punkt

der Ebene sein soil. Aus BC g AC und AC $ AY ifebst AY % BY,
folgt BC%BY. Addirt man zu diesem BC % BY das frtther be-

kannte AC $ AY und das selbstverstiindliche AB ^ AB, so entsteht

ABC % A BY. Letzteres iat aber der der Definition (S. 35) ent-

sprechende Ausdruck filr eine Kreislinie, und sorait ist der ausge-

sprochene Satz bewiesen.

Huygens anfcwortete am 20. November in weriig ermuthigender
Weise 3

),
er glaube nicht, dass auf die neue Charakteristik grosse

Hoffnungen zu gHtnden seien. Es ist wohl anzunehmen, dass dieses

abfallige Urtheil einos Mannes, den Leibniz ungemeiu hoch stellte,

die Schuld trug, dass Jener 7tiit seinen fiir die darnalige Zeit aller-

dings durchaus neuen Gedankcn nicht an die Oeffentlichkeit trat, dass

er auch in seinen handschriftlichen Privatnotizeu nicht weit uber das

an Huygens Mitgetheilte hinausging. Insbesondere hat sich kein

Versuch Leibnizens erhalten, auch die Aehnlichkeit und die Bewegung
neben der Congruenz in den Beweisen zur Geltung zu bringen, was

urspriinglich in seiner Absicht lag
4
).

An die Schrifton fiber Geometrie schlossen wir in friihercn Ab-

schnitten solche an, welche in der Geometrie zu benutzende Vorrich-

) Leibniz I, 19. )
Ebenda I, 2225. 8

) Ebenda I, 27.
4
) Ebenda

Y, 172: Nunc autem ad explicandam rem situs non ntsi congruentia utemur,

sepositis in alium locum similitudine et motu.
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tungen kennen lehrten. Wir haben gegenwiirtig nur einen solclien

Schriftsteller allenfalls zu nennen: Michael S cheffelt 1

) aus Ulm

(1682 1720), welcher einen Messstab erfand, cler den Neperschen
Rechenstaben (Bd. II, S. 723) nacbgebildet das Rechnen mit geo-

metrischen Grossen auf ein Ablesen zurftckfflhrte. Die erste Ver

offentlichung ist von 1697. Ihr folgten Tier weitere Auflagen bis

{732, ein Beweis, da,ss man damals die Erfindung schatzte.

N&quot;oc.h iilter ist eine Vorricbtung, von welcher wir vielleicht zweek-

tnassiger im folgenden Kapitpl spriieben, weil sie dem Rechnen diente,

welche wir indessen ihres mechanise-ben Wesens wegen bier nennen.

Wir meinen die Rechenmascbino von Leibniz. Wir wissen (Bd. II,

S. 725), dass Leibniz in Paris die von Pascal erfundene Rechen-

raascbine sab und schatzte. Dieses hinderte aber nicht, dass er einige

Unvollkommenheiten derselben beuaerkte, gegen welcbe er Abhilfe

suchtc. Schon 1673 wahrend des ersten Londoner Aufenthaltes zeigte

Leibniz seine Einricbtung der Koniglicben Gesellschaft dort vor 2

),

und als er weitere Verbessemngen augebracht hatte, fand er auch

bei der Pariser Akademie Bcifall. Die Bescbreibung der Leibnizischeu

Masehine wurde allerfllngs erst wesentlicb spater 1710 in den Druck-

schrifttm der Berliner Akadernie unter dem Titel Srcvis descriptio

machinae arUhmeticae 3

) verofientlicht. Volikonimen war freilicji auch

diese Vorrichtung noch nicht, wiewohl Leibniz bei den immer er-

nenerten Versuchen der Verbessemng grosse Suramen man erzahlt

von 24000 Thalern nach und nacb a^itgewandt hatte.

84. Kapitel.

Rechenknnst. Combinatorik. Leibrenten.

Die hervorragenderen Schriftsteller haben im letzten Drittel des

XVII. Jahrb. nachgrade aufgehort, ihve Krafte dem elementaren

Rechnen zu widinen. Was an Buchern dariiber in den verschiedeneu

Liindern gedruckt wurde, war hochstens mittelgut, und nur ganz ver-

einzelte mogen wegen der weiten Verbreitung, welche sie besassen,

genannt werden.

) Weyermann, Nachrichteu von Gelehrten, Kxinstlern und anderen merk-

wiirdigen Perscmen aus Ului (Ulm, 1798), S. 462463. *) Kliigel, Mathe-

mathisches Wortcrbuch H, 741742 unter ,,In8trumentale Arithmetik 1
. Vergl.

auch Leibniz I, 33 eiuen Brief Leibnizens an Oldenburg vona 8. Marz 1673:

In instrumento mco arithmetico luboratur strcnne; fcrncr Leibniz III, 72 Anrner-

kung und Gerhardt, Math. Peuiechl. S. 141. 3
)

Mitscellan. Berolin. T. I.
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Tobias Bent el 1

) verfasste ein Lehrbuch: Chttrsachsischer Cedern-

wald, eim Arithmttik oder sehr niitzUche Recheiikunst, welches seit der

Mitte bis zuin Ende des XVII. Jahrh. achtinal aufgelegt wurde. Die

Regeln sind in Beime gefasst, damit sie um so leichter erlernt werden

konnten. Darauf beruhte gewiss wenigsteus zum Theil die vielfache

Anwendung des Lehrbuches, welche zum Beispiele in dem Lehrplane
der Franckesehen Stiftungsschule in Halle von 1702 anbefoblen ist

2
).

Ein Yorganger Beutel s in der Stellucg von in Reime gekleideten

Aufgaben war Arnold Holier, Rechenmeister zu Lfibeck, mit

seinein Guldenon Lehrsckatz von 1647. Letztere Schrift hat dann

unrnittelbar Heinrich tho Aspern (1631 1695) in einem Buche

von 1676 als Muster benutzt, welches zwar bis auf unsere Tage

ungedruckt blies ) ;
aber als Handschrift naehweislich einfhissroieh

wirkte. Tho Aspern s Rechenbuch zerfiel in vier Klassen und einem

Lustgartlein. Die 1. Klasse lehrte die vier gemeinen Rechnungsarten
an ganzen Zahlen, die 2. Klasse an Brflchen. Die 3. Klasse hatte es

mit der Regeldetri zu thun, die 4. Klasse mit Mischungsreclmungen

(Itegida Alttgationis) ,
unbestimmten Aufgaben (jR. Virginum) und dem

falschen Ansatz (R. Falsfy. Das Lustgartlein ging dann fiber diese

Aufgaben noch binaus. In seinen Beeten so hiesson die einzeluen

Kapitel wuchsen Ausziehungen von Wurzeln zvreiten bis neuuten

Grades, Auflosungen von Gleichungen bis zuin dritten Grade ein-

schliesslich, Untersachiingen iiber figurirte Zahlen,

Fran9ois Barrlme d
),

ein Rcliennieister zu Paris, veroffentlichte

1677 L Arithmetique ou le livre facile pour apprendre I arlthmetigue

soi tmme, welche zahlreiche Auflagen nothig machte und noch heute

ein sprichwortliches Nachleben in Frankreich fiihrt, wo man bei ein-

fachsten Rechnungsergebnissen sehr haufig Barreme als scherzhafte

Beglaubigung aofiihrt, ahnlich wie in Deuischland Adam Riese.

Ein Schriftsteller von vernieintlicher erfinderischer Kraft auf

elementarem Gebiete war Erhard Weigel
5

) (1625 1699), der zu

Weiden in der Oberpfalz geboren in Halle zum Studium sich vor-

bereitet hat und dort dem weit und breit bekannten Astrologen

Schimpfer als Schreiber diente. Weigel, der, seit er mit elf Jahren

seinen Vater verloren, auf sich selbst augewiesen war und schon in

) Unger, Die Methoden der praktischen Arithmetik in historischer Ent-

vnckelung, S. 75, 124125. )
Ebenda S. 140. *) Riessen, Ein ungedrucktes

Rechenbuch aus dem Jahre 1676 (Gltickstadter Programrabeilagen ftir 1893 und

1894) +) Poggendorff I, 105. *) Erhard Weigel. Ein Beitrag zur Ge-

schichte dor inathoiuatischen Wissenschaften auf den deutschen Universitaten im

17. Jahihutid3rt von Dr. Bartholomaei (Zeitschr. Math. Phys. XIII, Snppleni.

S, l_44). Edm. Spiess, Erhard Weigel (Leipzig, 1881).
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diesera zarten Alter fast gleichaltrige Kinder im Schreiben und Rechnen

zu unterrichteu pflegte, kam in Halle mit Studirenden aus Leipzig

in Beriihruiig, welche nicht selten dorthin reistcn, um sick eben yon

Schimpfer ihre Nativitat stellen zu lassen. Ihr Zureden bewog Weigel,

sich ebenfalls zur Leipziger Hochschule zu wenden, wo er 1650 die

Wurde eines Magisters der Philosophie erwarb. Unter seine dortigen

Gonner zahlte ein Oberst Titel, Festungshauptmann der Pleissenburg,

vielleicht ein naher Verwandter jenes Basilius Titel (S. 22), der

1682 dieselbe Stellnng einnahm und Mitarbeiter an den A. E. war.

Im Jahre 1653 starb der Jenaer Professor der Mathematik He in rich

Hofmann, und Weigel wurde zu seiner Nachfolge berufen, eine

Stellung, in welcher er bis zu seinem Tode, mithin 46 Jahre bin

durch, verblieb. Eine als Astrognostisch-heraldisches Ccittegium von

ihm angekUndigte Yorlesung zog mehr als 400 Zuhorer an, so dass

er keinen gentigenden Horsaal finden konnte und vor der Stadt im

Freien seine Vortrage halten musste. Den Gegenstand bildete wahr-

scheinlieh der Europaische Wappeahimmel, d. h. die Ersetzung der

altheidnischen Sternbilder durch die Wappen der Europaischen Staaten.

Weigels Mathematik kann als Beispiel der Bediirfnisslosigkeit gelten,

welche damals die ausnahmslose Regel an deutschen Universitaten

bildete. Die Schriften von Descartes bat er niemals studirt, er

wiirde sie auch nicht verstanden haben. Bildete er sich doch nicht

wenig auf seine Erfindung des divisor vicimts, d. h. auf die Erfindung
einer Regel ein, die durch die Formel

a /.a j- (6 c)
a

a_
. b

b~^~c
-* T b c

dargesteUt ist. So ist z. B. 998 == 1000 2 und demnach

v &quot;^

^r-_-^
* f9V

a, a, . 1000

998&quot;~1000&quot;

&quot;

998

Als sein Hauptwerk betrachtete er vollends seine Tetraetys y
welche

er in drei verschiedenen Schriften der Gelehrtenwelt empfahl, ine-

besondere in einer Schrift 1

) von 1673. Tetractys ist das Zahleii-

system mit der Grundzahl 4, welches Weigel dem mit der Gmnd-

zahl 10 weit vorziehen zu miissen glaubte. Viertheilung sei das

Natttrliche und Nachstliegende, wahrend die Zehnzahl ein kilnstlich

Gemachtes sei. Einige Namen miissten zur volksthiimlichen EinfQh-

rung des Vierersystems allerdings neu erfunden werden, und Weigel

x
) Erhardi Weigelii, Artium Architectonicarum Supremi Dirwtoris et

Prof. Publ. Tetractya, summum turn Ariihmeticae turn Philosophiae discursive^

compendium, artis magnae sciendi genuina radix. Jenae MDCLXXDI.
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schlagt daher mitten iin lateinischen Texte derartige deutsche Nanien

vor. Sie lauten Secht statt viermal vier und Scfock statt viermal

viermal vier. Spater ersetzte Weigel auch das Wort vier durch eine

Neubildung Erff, wodurch die Zusammensetzungen und Zusainmen-

ziehungeu Zwerff und Drcff fiir zweimal, beziehungsweise dreimal vier

sich Ijerstellen liessen. Noch 1GOO ging Weigel mit dem Gedanken

urn, naeh London zu reisen, uui der dortigen Koniglichen Gesellschaft

seinen Divisor vicinus, seine Tetractys und verscliiedene technische

Erfindungen rait Ausschluss einer Schnellpresse, welche er nicht zu

veroffentlichen beabsichtigte, um die Buchdrucker nicht um Arbeit

und Brod zu bringen, vorzulegen. Der dazu erbetene Urlaub wurde

ihin jedoch gliicklicherweise verweigert, und so uiiterblieb der Ver-

such, der in einer Zeit, in welcher die fruchtbarsten Entdeckungen
im Gebiete der hoheren Mathematik an der Tagesordming waren,

Weigel nur hatte lacherlich machen konnen. Wir mussten grade

wegen der Unbedeutendheit des Mannes bei ihra verweilen, denn, wie

wir schon sagten, er gibt uns den Massstab fiir die damals an

deutschen Universitaten gelehrte Mathematik. Und dieser Mann war

Leibnizens Lehrer (S. 29)?
Es bediirfto kaum der ausfuhrlicheren Darstellung, welche Leibniz

/Aim Schlusse eines im April 1703 an Jakob Bernoulli gerichteten

Briefes von seinem Studiengange gab
1

),
um die sichere Ueberzeugung

zu hegen, er miisse wesentlich sich selbst Lehrer gewesen sein. ,,Als

ich,&quot;
heisst es in der Nachschrift zu jenem Briefe, welche beim wirk-

lichen Ausfertigen desselben unterdriickt wurde und erst aus dem

Leibnizischen Nachlasse bekannt geworden ist, ,,im Jahre 1672 nach

Paris kam, war ich Autodicbkt in der Geometric, aber als solcher

wenig durchgebildet
2

).
Mir fehlte die Geduld, durch lange Reihen

von Beweisen hindurchzueileu. Ich hatte als Knabe eine fiir Kinder

geeignete Algebra eines gewisscn Lauzius 3
), dann die des Clavius zu

Rathe gezogen, die des Cartesius schien mir zu verwickelt.&quot; Wir

bemerken hierzu, dass uriter jeuer Kinderalgebra wahrscheinlich die

Tnstitutiones arithmeticae ^emeint sind, welche der Ingolstadter Pro

fessor Johann Lantz 4
)
161G und 1619 in Miiuchen herausgab. Etwas

weiter unten heisst es in jener Nachschrift dann weiter: ,,In dieser,

ich hatte beinahe gesagt stolzeu Unwis.senheit in der Mathematik

zog ich Geschichte und Rechtswissenschaft in Erwagung, dass ich

ihrem Stndium mich widmete.&quot;

TJnd in dieser stolzen Unwissenheit, mochten wir, Leibnizens

) Leibniz III, 71 72. *) Eram ego (Icometra autodidactus, sed parwn

subactus.
9
) Algebram Lanzii cimtsdam jmerilem, ) Poggendorff I, 1374.
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Worte wiederholend, fortfahren, schrieb er 1066 seine Disscrtatio dv

artc combinatorial, fasste er nur kurze Zeit darauf den (S. 37) be-

reits zur Kede gebrachteu Gedanken einer Rcckcntnttschine.

Coinbinatorische Betrachtungen waren nichts weniger als

jieu. Bei Tartaglia, bei Cardano, bei Btiteo, am avisfiihrlichsten

bei Pascal (Bd. II, S. 522, 532, 562. 752), in (lessen 1665 durcb den

Buchhandel verbreiteten Traiti du triangle, uriOimetique hiitte Leibniz

sehen konnen, wie weit mun ihra zuvorgekommen war. Aber eines-

theils waren ihm jene Quellwi seibst inibekannt, soweit ihr Inhalt

nicht in Scliwenters Erqnickstunden (Anfgabe 32 und 33 dcs

I. Buches dieser in Deutschlacd damals salir verbreiteten Sammlung)

iibergegangcn war, anderntheils war der Ausgangspunkt und noch

inebr der let/te Zielpunkt Leibnizens gan/, anderer Natur als bei

semen Vorgangern. Bei jsnen iiandelte es sich um klcine matherna-

tiscbe Scnerze, wenn wir dieses Ausdrueks uns bedienen diirfon, welche

bei Csrdano Ankliuige an Wahrseheinliehkeitsrechnang erkennen lassen,

bei Pascal erst za lioherer niatheraatischer Bedeutung sich erheben.

Leibniz war der Zritfolge und vielleicht auch der Geistesrichtung
nach erst Philosoph und dann Mathematiker. Schon seit 1663 sind

in seinem Kopie die Keime eiuer Scientia gcneralis vorhanden ge
wesen 3

), einer allgemehien Wissenschaflslehre, welche alle Einzel-

wi^senschaften als Uriterabtheilungen oder Anwendungen in sich fassen

sollt e. Der aUgemeinen Wissenschaft sollte auch eine allgemeine

Sprache, Lingua rationalis
,
iur Verftigung stehen, welche dera Ge-

dauken sich so genau anzupassen hatte, dass sie als filum meditandi,

als Leitfaden des Denkprozesses, zu dienen im Staude sei, ja dass die

Schrift, ohne welche die Sprache der Mittheilbarkeit ausser in engsten
Kreisen entbehren wiirde, die gleiche Eigenschaft der Gedankenhilfe

besitze. Auch in dieser Richtung war Leibniz nicht ohne Vorgiinger.

Er war nicht, der erste, welch er die Moglichkeit einer Weltschrift

wenigstens ins Auge fasste, mit welcher allerdings eine Weltsprache
noch nicht gegeben ware. Dio chinesische Schrift wird thatsachlich

von vorschiedenen Volkern, von jedem in seiner Sprache, gelesen und

erruoglicht zwischen ihnen schriftlichen Verkehr, wahrend sie einander

mundlich nicht verstehen. Und auch in Europa waren seit 1661

Versuehe in die Oeffentlichkeit getreten
3
).

) Leibniz V, 779. *) Die philoeophiscben Schriften von Gottfried

Wilhelm I;eibniz herausgegeben von C. J. Gerhardt VII, 12 lin. 3 v. u.: Hem
enim iam a decimo octavo actatis anno agitavi et quotidianis expcrimentis in

institute sum confirmatus, tametsi rudia satis prima cogitata essent.
:!

)
Die

philosophischen Schriften von Gottfried Wilhelm Leibniz herausgegeben von

C. J. Gerhardt, VII, 69.
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John Wilkins (16141672), einer der Grander der Royal

Society in London, Prediger daselbst und von 1668 an Biscbof von

Chester, gab 1641 eine Schrift heraus, welche den Titel ffihrte:

Mercury, or the secret and swift Messenger: shewing how a Man may
with Privacy and Spead communicate his Thoughts to a Friend at a

Distance, und in ihr versuchte er die Begrifle zu ordnen und in ein

System zu bringen, um durch gewisse Zeichen, welche ebenfalls einem

Systeme angehoren sollten, alle iiberhaupt moglichen Begriffe augen-

fallig zu machen. Ein zweiter Engliinder, George Dalgarno, ftthrte

den Gedanken weiter aus und gab ihm 1661 in seiner Ars signorum,

vulgo character universalis et lingua philosophica praktische Gestaltnng.

Er bildete 17 Grundbogriffe, welche er durch einfache Buchstaben

des lateinischen und des griechischen Alphabetes (von letzterem nur

17 und v) darzustellen vorschlug und glaubte damit auszukommen.

Nach ihjn wandte Wilkins aich abermals dem vorher schon bear-

beiteten Gegenstande zu und veroffentiichte 1668 den Essay tmvards

a Heal Character and a Philosophical Language, with a alphabetical

Dictionary. Noch spateren Datum** diirfte der Versuch von P. Labbe

sein, von dem Leibniz 1709 erzahlt 1

),
er habe die Lateimsche mittelst

einiger Veranderungen zw attgemeinen Sprach machen wollen.

Als Leibniz 1663 zuerst den Plan fasste, eine Scientia generalis

zu erfinden, war demnach die orste Schrift von Wiikins und die von

Dalgarno vorhanden, aber ob irgend Jemand auf dem Pestlande von

Enropa sie denials schon gesehen hatte, iat icindestens als zweifelhaft

zu bezeichnen; von dem jungen deutschen Kandidaten vollends kanu

mit an Gewissheit grenzender Wahrscheinlichkeit b^hauptet werden,

er habe keine Gelegenheit gehabt, jeue Schriften anch nur dem Nameu

nach kennen zu lernen.

Spater freilich wurde das anders. Leibniz hat Dalgarnos Werk

hesessen und, wie er es mit den meisten Bflcbern inachte, die in

seinem Nachlasse aufgefunden worden sind, mit Randnoten versehen 2
).

Er vereinigt in seinen Bemerkungen Lob mit Tadel. Er meinfc, Dal-

garnos Methodc und ebenso das, was Wilkins daraus machte, liefere

einen leichten Verkehr zwischen Personen von verschiedener Sprache,

aber sie sei darum doch keine Characteristica Realis, wie er sie zu

bilden beabsichtige. Diese miisse beim Erfinden, beim Behalten, beim

Beurtheilen eine untiberwindliche Kraft entwickeln. Sie mfisse gleich-

viel bei welchem Denkstofie das zuwege bringen, was arithmetische

und algebraische Syinbole in der Mathematik leisten.

*) Die philosophischen Schriften von Gottfried Wilhelm Leibniz heraus-

gegeben von C. J. Gerhardt VII, 36 lin. 12 v. a. *) Ebenda VH, 7.
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Leider hat Leibniz nie und nirgend genau dargelegt, wie seine

grossartigen Absichten zur Verwirklichung kommen konnen. Er hat

die Zerlegung von Begrrffen auf der eineu Seite, die Vereinigung von

Begriffen auf der ajideren Seite zum Gegenstande von Arbeiten ge~
machi Er hat die Wichtigkeit der Erzielung von VollstaadigkeH
in der Biidung von Verbindungen erkaant. Er hat auch mathema-

tische Symbole unter wenig veranderter Gestalt, wie 2. B. ein ein-

geringeltes Pluszeichen, ftir logische Operationen angewandt, deren

Verwandtsohaft mit solchen der Arithmetik ihm einleuchtete. Aber

die deutiiche Auseinandersetzung, er verstehe das und das unter dem
Namen der Characteristica Realis, hat er niemals gegeben.

Wir haben (S. 33 36) von Leibnizens Characteristica geometrica

gesprochen. Wir erkennen jetzt ;
das jene Abhandlung von 1679

einen Theil jener Absichten erMlen sollte, welche fur die Characte

ristica realis den eigentlichen Gegenstand zu bilden bestimmt waren,
dass sie vermuthlich im Nachsinnen iiber die allgemeinere Aufgabe
entstand. Dem Leserkreise unseres Werkes gegeniiber diirfen wir

ferner uns gestatten, hier schon vorgreifend Dinge zu erwahnen, welche

eigentEch erst im 89. Kapitel zur Rede koinraea, und zu bemerken,
dass die Zerlegung der Begriffe in Elementartheile mathematisch zum
Differential fiihren mu&ste. Das gleiche Bestreben verliess Loibniz

ebenso wenig bei seiuen eigentlich philosophischen Untersuehungen.
Ohne dieselben in Brtirterung ziehen zu dfirfenj erlauben wir uns

den Namen der Monade zu erwahnen, der 1698 zuerst 1

) gedruckt bei

Leibniz vorkonimt, wiilirsud er allerdings auch in einem Briefe an

Fardella von 1697 schon gebrauchfc sein soil

In der Abhandlung von 1666, xu deren eigentlichen Besprechung
wir jetzt erst geiangen, hat Leibniz denjeiiigen Theil seines grossen

Planes in Angriff genommen^ der in. der Erzielung von Vollstandig-

kfiit der Anzahl moglicher BegrifFsverbindungen besteht, und er hat

der mathematischen Auffassung dieser Aufgabe den Namen der Ars

combinatoria beigelegt, der ihr bleiben solJte. Sowohl die Versetz-

ungen (Permutationen) ,
als die Verbinduugen (Combinationen des

heutigen Sprachgebrauches) werden betrachtet 2
).

Die Ansahl der

vorkommenden Elemente heisst numerus, die Permutationen werden

vwriationes, die Combinationen complexiones genannt, und exponem 1st

die Klasse, zu welcher combmirt wird. Der Exponent, wird auch

zur Biidung von Wortern benutzt, aus welchen man die Klasse her-

aushort, Worter, die freilich schon ein altes Geprage tragen. Com-

*) Die philosophischen Schriften von Leibniz herausgegeben von C. J.

Gerhardt IV, 511 lin. 20. )
Leibniz V, 14.
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binatio fur Verbindung zu Zvreien kommt bei vielen romischen Sclirifl-

stellem vor, conternatio fur Vorbindung zu Dreien bei Hyginus.
Neu ist bei Leibniz die Scbreibweise, beziebungsweiso der Drack in

Gcstalt von com.tinatio nnd conttnatio. Leibniz gibt eiuige Lebrsatze
iibcr PermiitationszaWen 1

), wclche, wenn die Peramtalionszahl fiir n
unter einander verscbiedene Eleinente d. h. also 1 L* 3 n Pn

gesetzt wird, und wenn man den Begiiff und die Bezeichnung der

Congruenz der heuiigen Zahlentheoric entnimmt, in folgender Gestalt

nuftreten:

P.,
(n &amp;gt;D

== (mod. 2) PM (n &amp;gt; 4)
~=

(mod. 10)
n &amp;gt; 3

Roihe. Die Permnt itionszahl bei theilweise wiederholt vorkommen-
den Elementoii ist auffallenderweise

unri?h&amp;lt;ig ang&amp;lt;-geben

2
) : um die

Permutafcionszahl der Tone ut. ut, re, mi, fa, sol anzugeben, bildet
T&amp;gt; 7**n

niimlicb Leibniz nicbt p
6 = -

n
~ = o60 sondorn

P
tt

-- P5 720 120 -= 600.

Richtig dagegen ist rait Pn ~i die Anzahl derartiger Versetzungen
von n Eleinenten angegobon, welche bei cykliscner Schreibarfc als

verschieden sich ergeben
3
); bier gelten beispielsweise abed, 1&amp;gt;cda,

cdab, dnbc als nur eine Versetzung, wenn sie im Kreise angeschrioben
sind 4

) Das ware etwa das matbematisch Bemerkenswertbe aus der

Abhandlung. Einzelne Beispiele sind fur den pbilosophischen Zweck
des Verfassers kennzeicbnend, und man findet aucb die Erwabnung

5
)

der Logica inventiva und der Scriptura universalis.

Im Jabre 1680 leiteten der Scientia generalis zugewandte Ueber-

legungen Leibniz abermals auf das Gebiet der rait Zablentheorie ver-

knupften Combinatorik, auf die Zerlegung von Zablen in ibre Prim-

faktoren 6
) Vielleicht stammt aus jener Zeit die undatirt erhaltene

Abhandlung De prlmitivis et divisoribus ex tabula combinatoria 1

), in

*) Leibniz V, 62. *) Ebenda 68.
3
) Ebnnda 67: Dato numero rcrum

variationem situs mere, relati seu mcinitatis invenire.
4
) velut in circulo scripta.

b
) Ebenda 4t).

9
) Die philosoplmchen Schriften von Leibniz herausgegeben

von C. J. Gerhardt VII, 18 lin. 8.
7
) Leibniz VII, 101113.
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welcber die Theilbarkeit von (a -f- I ) (a -f- ) (-{- ) durch

1 2 n bei ganzzahligem a bewiesen ist

Die Ars coinbmrttoria von 1660 wurdc olme Leibnizens Wissen
161)0 in Frankfurt a. M. nachgedruckt, wogegen sich Leibni-/. in den

A. E. von 1601 besehwerte 1

).
Es sei ein Utirecht^ dass der Drucker

nieht erklart babe, es handle sich nur uni erne neu aufgelegte Jugend-

arbeit, denn gegenwiirtig babe man daa Recht
;
Anderes and Gereifteres

von ihin zu verlangen, als aur Zeit, da er seine Erstlingsschrift ver-

offentlichte. Einige Zahleureclimmgen seien vollstandiger zu voll-

zieben mid geuauer zu beweisen als es damals geschehen sei. Auch
auf einen 1666 vorgekommenen Irrthum weist die Verwahrung von

169J bin, der aber nieht jene Erniitteliing der Versefczungszahl bci

theilweise eiuauder gleichen Elementen betrifit, von der (S. 44) die

Rede war. Jenen Irrthum scheint also Leibniz 1691 entweder iiber-

sehen oder nieht als Irrthum erkannt /u huben.

Die Combinatorik leitet iiber zur Wahrseheinlichkeitsrech-

nuug. Wir huben Ju er zuniichst eine schoii (Bd. II, S. 760) erwiihnte

Schrift von Jan de Witt zu besprechon, dessen Wyeniye van lyf-

rentcn fnar proportic van ios-renten (Worth von iebenslangliehen Renten

ioa \rerhaltnisse zu gewohnlichen Renten) von 1671, eine Abhandlung,
welche ui-spriinglich nur in dreissig Exemplaren gedruckt war, von

denen durch einen gliickliclien Zulall eiaes aufgefunden wurde
7
nach

welchen 1871) ein Neudruck hergestellt werden konnte 2
).

In Holland

fingen grade damals die Reutenversicbevnngen auf Lebeiisdauer an

volksthiiualich zu werden und De Witt suchte sie weiter zu empfehlen.
Er fUnite, dass dazu eine Berechnmig des Baarwerthes einer solchen

Rente auf Lebeiisdauer am geeignetsten sei, und er gab diese Berech-

imng unter Benutxung einer vierprozentig^n Verzinsuug, welche dem-

nach damals die in Holland die Regel bildende gewesen sein muss.

Zweierlei ist, was dabei hervorgehoben zu werden verdient: die Art

der Rabattirung kiiuftig falliger Rentensahiungen auf die Gegenwart
und die Beriicksiehtigung der Sterblichkeit.

In ersterer Beziehung hat De Witt zwei Rechner T. Beilechiere

und Jacob Lense benutzt, beide Buchhalter der Staaten von Holland

und Westfriesland, die jeder fur sich eine durch die Uebereinstiin-

l
) Die philosophisclien Schriften von Leibniz herausgeg. von C. J. Ger-

hardt IV, 1C3 164. *) H. Bierens de Haan, der gluckliche Auffinder

des Originals, hat den Neudruck bei Gelegeribeifc des ICO jakrigen Stiftungs-

festes einer Amsterdamer inathematischen Geseliscbuft, welche meistens nach

ihrem Wahrspruche: Een onvermoeide arleid komt alles te boven, benannt v/ird,

veranstaltet.
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miiag der Ergebnisse in ihrer Richtigkeit gewahrleistete Tabelle be-

rechneten. Wie sie die Rechnung voilzogen, ist nicht gesagt. Da
indessen die Tabelle 9 805 SOT als den Baarwerth von nach einem

halben Jahre zahlbaren 10000000 angibfc und 9805807 =*
100QO(K)0

yT^4
ist, so isfc kein Zweifel, dass zur Rabattirung einer nach n Jahren

tr

falligen Zahlung K auf die Gegenwart die Foriael angewandt

wurde, mochte n ganzzahlig oder gebrochen sein, und die iibrigen

Zahlen der Tabelle sind gleichfalls Zeugnisse fur die Benutzung dieser

Formel.

Was den Einfluss der Sterblichkeit betrifft, so wird angenommen,
dass wahrend der vollen Kraft des menschlichen Lebens, ffir welche

als Geltungsdauer die ganze Zeit vom 4. bis zum vollendeten 53. Le-

bensjahre vorausgesetzt ist, jahrlich 2 der Versicherten sterben, was

ebensogut im erstea wie im zweiten Halbjahre eintreffen konne. Von
53 bis zu 63 Jahren sterben dann jahrlich 3, von 63 bis zu 73 Jahren

jahrlich 4, von 73 bis zu 80 Jahren jahrlich 6 Personen. Nach

dieser Zeit diirfe man rechn ingsruassig die ganze Menschheit als ab-

gestorben betrochten, wenn auch thatsachlich da und dort einzelne

dieses Alter und sogar nicht unbetrachtlich iiberschreiteu. Da also

die Versicherten nunmehr alle als verstorben gelten, so lasst sich

ihre Anfangszahl riickwarts bcrecimen. Sie betrug 50 2 -J- 10-3

+ 10 4 -f- 7 6 212. Spater stellte De Witt cine zweite An-

nahme in Rechnung, welche ein wesentlich rascheres Absterben der

Menschen in Aussieht nabra und demgemass den Preis eirier zu er-

werbeuden Leibrente erniedrigte. Nach der ersten Annahme verhalt

sich die Sterbenswahrscheinlichkeit zwischen 53 und 63 Jahren zu

der fralier vorhandenen wie 3 : 2. Dieses Verhaltniss steigert sich

zwischen 63 und 73 Jahren auf 2:1, zwischen 73 und 80 Jahren

auf 3 : 1.

Von diesen Grundlagen aus, deren Rechtfertigung nicht versucht

wird, Bondern die als einfache Voraussetzungen ausgesprochen sind,

schliesst De Witt nun welter. Eine Leibrente von 10000000 Stuber

im halben Jahre (1 Stuber ist der zwanzigste Thetl eines Guldens,

die Rente betragt darnach eine Million Gulden iin Jahre) sei einem

eben in die Zeit voller Lebenskraft eingetretcnen Sjahrigen Kinde

zugesichert, so dass sie am Ende jedes halbeu Jahres zur Auszahlung

gelangen soil. Der Tod des Kindes kann eintreten im 1., im 2., im

3., im 100. Halbjahre iiach dem Beginne der Versicherung. Stirbt

das Kind im 1. Halbjahre, so kommt die Rente flberhaupt nicht zur

Auszahlung und ihr Baarwerth ist 0. Stirbt das Kind im 2. Halb-
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jahre, so hat es eiumal die Rente bezogen, und deren Baarwerth ist

looooooo
80

1,04

Rente sowohl am Schlusse des 1., als am Schlusse des 2. Halbjahres

zur Auszahlung und der Baarwerth ist

10 OOP OOP
,
10000000 _

1,04
2

1,04
s

Genau in der gleichen Weise wird der Baarwerth sammtlicher Renten-

zahlungen geredmet, wenn der Empfangsberechtigte im 4
(&amp;gt;

5. ...

100. Halbjahre stirbt, die Rente mithin 3, 4 ... 99 mal bezog. Iin

letztgenannten Palle ist der Baarwerth,

10 OOP OOP
_,

10000000
, ,

10 OOP OOP __ .op .QQ 82K
1 2 &quot;T&quot; 99

T&amp;gt;W
l tJ\J O^J.

1,04
s

1,04
a

1,04*

Die Ctesamnitsumme aller Baarwerthe bis dahin, welche durch ein-

fache Addition vereinigt werden, weil die Wahrscheinlichkeit des

Eintrelfens irgead eines dieser Falle als gleich gilt, ist

-f 9 805 807 -f- 19 421 192
-j
-----

{-
432 490 825 = 28 151 475 578.

Soil der Baarwerth der Renten berechnet werden, sofern der Tod

im 101. Halbjahre eintritt, so kommt zu dem vorhergewonnenen

432 490 825 noch ^^^ = 1 407 126 hinzu, er wird demnach

1,04
8

433897 951. So kann man fortfahren bis zum Baarwerthe 455999472

der Renteneinnahmen dessen, der erst im 120. Halbjahre stirbt, und

die Summe dieser gesammten aus 20 Zahlen bestehenden Gruppe ist

433 897 951 H-----h 455 999 472 = 8 911 946 713.

Allein nun trat die erhohte Sterblichkeit ein. Von Rechts wegen

musste, weil die Sterblichkeit im Verhaltnisse von 3 : 2 zunahm
; jeder

Baarwerth im Verhaltnisse von 2 : 3 herabgemindert werden, und

nimmt man zur bequemeren R^chnung die Vervielfachung mit nur

einmal bei der Gesammtsumme vor, so gewinnt man

~ 8 911 946 713 = 5 941 297 809.
a

Eine weitere Gruppe von 20 Einzelbaarbetragen wird nach ihrer

Vereinigung in eine Summe mit
,

eiue letzte von 14 Einzelbaar-
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betragen nach ihrer Vereinigung mit y vervielfacht werden miissen,

um der im Verhaltnisse von 2:1, yon 3 : 1 zunehmenden Sterblich-

keit Reehnung zu tragen. Alle auf ihre vorschriftsmassigen Vielfache

zuruckgefiihrten Snrnmen geben zusararaen 40964113736 St fiber als

Baarwerth aller Renten, die fiberhaupt bis zum Eintreffen je eines

Todesfalles im Halbjahre zur Auszahlung kamen. Zur Bildung der

genannten Suinine kainen erst 100, dann 20, dann abennals 20,
endlich 14 Summandon in Betracht. Es ware aber nach De Witt

unrichtig, aus 100 -f 20 -\- 20 -f 14 = 154 den Divisor zu bilden,

mittels (lessen man sich den Durchschnittswerth zu verschaffen hatte.

Violmehr lasst De Witt die gleiche Sterblichkeitsabminderung wie

bei den Baarwerthen auch bei jenen Gruppeuzahlen anwenden, d. h.

er bildet

1 . 100 + JL . 20 -f
1 . 20 -f

~ - 14 = 128

und dann

40364ima8 _ 320032 138 Stiibor 16001 606 Gulden.
J. *^o

Er gewinnt so den rundou Baarwerth von 16 Millionen ffir eine

Leibrente von 1 Million. Die Leibrente liefert etwa -- des Anlage-

kapitals an Zins
;
wahrend die gewohnliche Rente von 4 Prozent nur

-- an Zins einbringt. Die ei-stere Anlageweise ist also dringend zu

empfehlen. De Witt liess sich die Richtigkeit seiner Schliisse von

Johann Hudde (Bd. II, S. 801) bestatigen.

Mit Wnhrscheinlichkeitsaufgaben anderer Art beschaftigt sich

eine Abhandlung Rcckeninfj van Kansscn (Berechnung der Chancen),

welche 1687 gemeinsam mit einer von Spinoza herriihrenden Schrift

fiber den Regenbogen erschien uiid vielleicht von dem gleichen Ver

fasser herriihrt. In ihr ist folgende Aufgabe gelost: A und B wiirfeln

mit zwei gewohnlichen Wiirfeln; A soil gewinnen, wenn er 6 Augen

wirft, B dagegen muss 7 Augen werfen, um zu gewinnen; zuerst

wirft A einnial, dann B zweimal, dann haben A und B unaschichtig

je zwei Wiirfe, bis ein Gewinnwurf fallt. Wie verhalten sich die

Gewinnwahrscheinlichkeiten der beiden Spieler? Die Antwort lautet:

A : B = 10355 : 12276.

Wir haben die De Wittsche Schrift ausfuhrlich geschildert, da-

mit ersichtlich werde, wie sehr die Lehre von der Wahrscheinlichkeit

nur erfahrungsgemiiss bekannter Ereignisse und iusbesondere die

Lehre von der Sterblichkeit danials noch im Argen lag. Eiuen un-
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geheuren Schritt welter ging Edmund Halley
1

) (16561742). Er
war vorzugsweise Astronom und ist am bekanntesten durch seinen

Katalog siidlicher Sterne, durch die Bahnbestimmung des nach ihm

genannten Halleyschen Kometen, ausserdem durch seine Declinations-

karte, Dinge, deren blosse Nennung uns hier geniigen muss. Aber

auch mathematische Leistungen Halleys werden uns in sehr ver-

schiedenen Kapiteln dieses Bandes begegnen. Gegenwartig haben wir

es mit einem Aufsatze zu thun, der unter dem Titel: An Estimate

of the Degrees of the Mortality of Mankind, drawn from curious Talks

of the Births and Funerals at the City of Brcslaw; with an Attempt
to ascertain the Price of Annuities upon Lives in den Philosophical

Transactions von 1693 erschien 2
).

Auf verhaltuissiniissig kleiuem

Raume ist daselbst eine grosse Menge der fruchtbarsten Qedanken

mehr angedeutet als entwickelt.

In Breslau waren fur die 5 Jahre 1687 1691 Geburts- und

Todeslisten veroffentlicht worden, welche das Geschlecht und beim

Ableben auch das Lebensalter, in welchein es erfolgt war
; genau an-

gaben. 6193 Geburten stehen in dern ganzen Zeitrauine 5869 Todes-

fallen gegeniiber, und alljahrlich ziemlich zutreffend die Durchschnitts-

zahl von 1238 Geburten bei 1174 Todesfalien, Der jahrliche Ueber-

schuss an Geburteu von 1238 1174= 64 oder etwa einem Zwanzigstel
der Geburten bringt schwerlich eine Verinehrung der Einwobnerzahl

hervor, weil annahernd ebenso viele Erwachsene zum Kriegsdienste

ausgehoben werden. Bei dieser stationaren Bevolkerung ein

Kunstausdruck, dessen Halley sich nicht bedient, der aber in unserem

Jahrhunderte benutzt wird, um das Gleichgewicht zwischen Zuwachs

und Abnahme der Bevolkerung zu bezeichnen zeigt die Todesliste,

dass von den 1238 Neugeborenen 348 innerhalb des ersten Jalires

sterben und nur 890 in das zweite Lebensjahr eintreten. Von diesen

sterben weitere 198 zwischen Vollendung des ersten und sechsten

Lebensjahres u. s. w.

Indem Halley die proportionalen von einer Anfangszahl 1000

beginnenden Zahlen der in jedem Lebensalter lebenden Personlich-

keiten zusammenstellt, erhalt er eine Liste, die, sofern nur die drei

ersten und die drei letzten Zeilen abgedruckt werden sollen, folgender-

massen aussieht:

) Deseen Todesjahr ist bei Poggendorff I, 1005 verdruckt als 1724 an-

gegeben. Ueber Halleys Leben und seine Verdienste uin die Astronomic vergl.

We idler, Historia Astronomiae (Wittenberg, 1741) pag. 543 546, wo Halley

als noch lebend bezeichnet ist, dann Montucla H, 593 599. *) Philoso

phical Transactions XVH, 596 610. Ein Zusatz unter der Ueberschrift Some

further Considerations on the Breslaw Sills of Mortality ebenda 654 656. Durch

UAHTOH, Geachichte der Mathematik. Ill 1. 2. Avll 4
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1. Jahr 1000 Lebende

2. Jahr 855 Lebende

3. Jahr 798 Lebende

82. Jahr 28 Lebende

83. Jahr 23 Lebende

84. Jahr 20 Lebende

34000 Lebende.

Die Summe der in den verscbiedenen Lebensjahren als Lebende an

gegebenen Anzahlen betragt 34000, und so gross ist die der Liste

entsprechende Berolkerung.

Halley begriindet diese Behauptung nicht naher, aber die Mei-

aung ist augenscheinlich die, dass angenommen wird, die stationiire

Bevolkerung sammt den absoluten Geburts- und Todeszahlen, in deren

Gefolge sie eintrat, hatten sich seit 84 Jahren nicht verandert; aueh

damals seien, wie regelmassig in alien folgenden Jahren, 1000 Ge-

burten im Jahre vorgekommen, die Sterbefalle mit den Lebensjahren,

in welchen sie sich ereignen, hatten sich ebensowenig irgend verandert,

und die gegenwartige Bevolkerung sei die Summe der aus alien diesen

Geburten am Leben Gebliebenen, indem eine Bevolkerungsveranderung

durch Ein- oder Auswanderung fiir ausgeschlossen gilt oder doch fiir

so geringfflgig, dass sie vernachlassigt werden darf.

Halley benutzt nun erstlich seine Liste, um die Lebenswahr-

scheinlichkeit wahrend eines Jahres in jedem Lebensalter zu bestiinmen.

Wenn neben 1. Jahr die Zahl 1000, neben 2. Jahr d^ie Sfahi 855 init

der Differenz 145 sich findet, so folgt daraus, dass man 855 gegen

145 oder beilaufig 6 gegen 1 wetten kann, dass ein im ersten Lebens-

jahre stehendes Kind in das zweite Lebensjalir eintreten werde.

Aehnlicherweise ist die Wahrscheinlichkeit, auf englisch tlie odds 1

),

fiir einen Vierzigjahrigen, dass er weiter sieben Jahre lebon werde,

der Tafel zu entnehmen. Neben 40. und 47. stehen die Zahlen 445

und 377 mit der Differenz 68. Demgemiiss kann 377 gegen 68, bei

laufig 11 gegen 2, auf die Erhaltung des Lebens wahrend der 7 Jahre

gewettet werden. Halley fragt weiter nach der Anzahl der Jahre,

auf deren fernere Durchlebung in einem gegebenen Alter 1 gegen 1

gewettet werden konne? Bei 30 Jahren z. B. findet er die Zahl 531.

Deren Hafte ist 265-*- Nun steht neben 57. die Zahl 272, neben
I

venchiedene Druckfehler in den Seitenzahlen kommt pag. 654 zweimal in dem

Bande vor. Der Halleysche Zusatz ist bei dem zweiten Vorkommen aufzusuchen.

Philosophical Transactions kflrzen wir kfinftig als P. T. ab.

) P. T. XVII, 601 602.
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58. die Zahl 262, zwischen beiden Zahlen liegt 265y, also ist gleich-

auf u wetten it is an even lay dass ein SOjahriger noch zwischen

27 und 28 Jahren leben werde. In den Nachtragan
1
) bemerkt Halley,

von den 1238 Neugeborenen der Breslauer Liste seien mit 17 Jahren

nur noch 616 am Leben. Der Mensch habe also nicht das geringste
Recht fiber vorzeitigen Tod an untimely death zu klagen, so-

fern der Verstorbene fiber 17 Jahre alt wurde.

Nach diesen Mr damals ganz neuen die Sterblichkeit befcreften-

den Entwickelungen legt Halley das Hauptgewicht auf die Werth-

bestimmung von Leibrenten. Der Zinsfuss, dessen er sich bedient,

ist 6 Prozent 2
),

woraus man entnehmen mag, wie wesentlich anders

die englischen Geld- und Handelsverhaltnisse im Jahre 1693 gestaltet

waren als die hollandischen im Jahre 1671. Der hriggische Loga-
rithmus von 1,06 ist auf 6 Decimalstellen genau 10 - -

9,974694,
oder 9,974694 ist die arithmetische Erganzung the arithmeti

cal complement jenes Logarithmen, und 9,974694w Wn ist der

Logarithmus des Baarwerthes der an alle in n Jahren noch. Lebende

zu zahlenden Rente vom Betrage 1. Zu ihra muss daher der Loga
rithmus der Anzahl dieser Lebenden addirt werden, um sodann rnittelsi

einer Logarithmentafel den Baarwerth der Gesammtleistung der Ver-

sicheruugsgesellschaft nach n Jahren zu finden. Diese Rechnung muss

fur alle Jahrgange, d. h. fftr alie Werthe von n, durchgefuhrt und

die Summe der sammtlichen Baarwerthe durch die Zahl der in der

Gegenwart Lebenden dividirt werden. Der Quotient lehrt
;
was einem

gegenwartig Lebenden eine Leibrente vom Betrage 1 werth ist. Halley
hat diese Rechnung durchgefuhrt, indem er als gegenwartiges Alter

1, 6, 10 Jahre und stets um 5 Jahre zunehmend zuletzt 70 Jahre

annahm. Er findet

Baarwerth der Leibrente 1 bei 1 Jahre ist 10,28

n n n 1 5 13,40
1 10 13,44

1 1C\ r\ 39
n n * &amp;lt;u n *&amp;gt;,&*

Im Gegensatze zu De Witt erkennt Halley in seinen Zahlen einen

Grund zur Abmahnuug von dem Ankauf von Leibrenten, und auch

hieraus erkennt man, wie grundverschieden die Verhaltnisse waren,
innerhalb derer beide lebten. In England war 3

)
vor kurzem ein

14 Prozent Jahreszins gewahrendes konigliches Anlehen ausgegeben

*) P. T. XVII, 665.
)
Ebenda 603. ) Ebenda 604: the present Fwnd

lately granted to their Majesties giving 14 per Cent per Annum.
4*
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worden, wodurch man um wenig mehr als 7 als Ankaufsprcis eine

Rente, 1 erhielt, was bei der Leibrente erst in hohem Alter, zwischen

60 und 65 Jahreu moglich war.

Halley wendet sich hierauf zur Frage des Ueberlebens bei

zwei Personen verschicdenen Alters. Nacb der Tabelle sind 610 (N)
im Alter von 18 und 490 () iin Alter von 85 Jahren vorhanden:

8 Jabre spater sind 5(50 (K) im Alter von 26 und 417 (f) im Alter

von 43 Jahren vorhanden, wahrend 50 (Y) von der jungeren und

73 (y) von der iilteren Gruppe starben. Die beiden Gleichungen
N= R -f- Y, n r -\- y werden miteinauder vervielfacht und liefern

Nn = Mr -f- Yy -f- Ry -f- Yr. Sammtliche fiinf Glieder dieser neuen

Gleichung haben eine leicht yerstandliche Bedeutung. Nn bedeutet

die Anzahl der verschiedenaltrigen Paare, Mrelche aus alien zu Anfang
Lebenden gebildet werden konnteii, Er dasselbe fiir den spiiteren

Zeitpunkt. Yy ist die Anzahl der verschiedenaltrigen Paare unter

den aus beiden Gruppen Verstorbenen. lly zeigt das Ueberleben

eines Jiingeren, Icr das eines Aelteren an, und die Wahrsclieinlichkeit

eines jeden Ereigriisses wird uiittels Division des ihra entsprechenden

Produktes durch Nn gefunden. Halley hat diese Darstellung auch

mit Hilfe eirier Zeichnung versinnlicht 1

) (Figur 8). Aus den Souten

AH N und BD = n, welche in H, bezieliuugsweise in I, in ihro

Abschnitte E -f Y, r -f y

aerlegt sind, bildet er ein

llechteck und zieht HE\ BD,
1F\AB. Sb eutstehen inner-

halb des grossen llechteckes

die vier kleineren, deren Ver-

haltnisse zum grossen die

Wahrscheinlichkeiten dafiir

darstellen, dass nach der an-

gegebenen Frist beide Per

sonen am Leben seien oder

beide todt, oder die jiingere, die altere allein noch am Leben.

Wird in P senkrecht /ur Ebene AttGl) eine Gerade KK=v ge

il ieht, deren Theile Q und v heissen sollen, so entsteht leicht ein

Parallelopipedon Nnv, welches durch Schnittebenen in die 8 kleineren

Purallelopipeda ErQ, Yyv, Hrv, Jiyg, Yr&amp;lt;&amp;gt;, Jlyv, Yrv, Yy$ zer-

fIII It, deren Verhiiltnisse zum grossen Parallelopipedon die Wahr

scheinlichkeiten aubdriickcn, dass drei in Untersuchung genominene

Personen nach einer bestiuiraten Frist noch leben, oder alle drei

) IV T. XVII, 605-606.
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verstorben sind, oder zwei derselben noch leben, oder endlich nur

noch erne.

Wenige Jahre nach Halleys Veroffentlichung, namlich 1699,

griindete Stansfeld in London em* Wittwen- und Waisenkasse,

Society of Assurance for Widows and Orphans, in deren Satzuugen
die Sterblichkeit so weit beriicksichtigt war, als das Beitrifctsalter auf

hochstens 50 Jahre bestiramt war nnd die Sterblichkeit zu an-
60

genoinmen wurde 1

).
Nach heutigen Erfahrungen ist bei 50 Jahren

die Sterblichkeit 0,01814.

Wahrend in Holland und England die Zinsesziusrechnung wenig-
stens innerhalb der hier besprochenen Leibrentenberechnung als in

dem Maasse selbstverstiindlich betrachtet wurdo, dass eine Begrundung
derselben iiberflussig erscheinen raochte, lag die Sache in Deutsch-

land wosentlich anders. Der bekannte sachsische Jurist Benedict

Carpzow
2

) (15951666), dessen Vorschriften fur die Reehtsprechung

lange Jahrzehnte hindurch als unanfechtbar galten, bediente sich bei

Bereclmung des Interusuriums, d. h. des Abzugs, wolchen der

Glaubiger sich gefallen lassen muss, wenn eine nach der Zeit t zahl-

bare Schuld S durch Baurzahlung getilgt werden will, der Methode
dass er fragte, welchen Zins z jenes S in der Zeit t abwerfe und

dass er dann dieses z von S abzog, eine Methode, welche, so grund-
falsch sie ist, iibungsinassig bis auf unsere Tage gestattet wird, wo
es urn die sogenannte Discontirung eines nach verhaltniss-

massig kurzer Frist falligen Wechsel sich handelt.

Leibniz hat in den A. E. von 1083 die Interusuriurasfrage be-

hande]t 3
).

Sein Gedankengang ist folgender. Die Summe 1 sei nach

einem Jahre zahlbar, und der Zinsfuss sei 5 Prozent oder des
V

Kapitals, sors
}
wo die Zahl v bei dem angenommenen Zinsfusse den

Werth 20, bei auderem Zinsfusse eiuen anderon Wert besitzt. Zahlt

der Schuldner dem Glaubiger jetzt schon 1, so wird er fur diesen

Betrag Glaubiger seines bisherigen Glaubigers, und wenn letzterer

auch am Jahresende die Riickgabe der Summe 1 gegeri seine eigene
alsdann fallige Forderung wettschlagen kariti, so muss er doch den

Zins mit bezahlen. Diesen Zins vergiite er gleich jetzt, beziehungs-

weise gestatte, dass der Schuldner ihm nur 1 - -
auszahle, so wird

der Schuldner am Ende des Jahres neuerdings als Schuldner mit dem

*) Cornelius Waifor d, History of Life Assurance in the united King
dom. *) Allgemeine deutsche Biographic IV, 1120, Artikel von Muther.
3
) Meditatio iuridico-mathcmatica de interwwio simplice. Einen Abdruck clieser

Abnandlung vorgl. Leibniz VII, 125-132.
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Betrage 5 erscheinen. Dessen Baarbezahlung erfordert abermals am

Eude des Jahres erne Verzinsuug mit ~i, welche der urspriingliche

Glaubiger dem ursprtinglichen Schuldner zu entrichten hat. Setzt

man diese Betrachtungen ins Unendliche fort, so erschoint als Baar

werth der nach Jahresirist falligen Forderung 1 die Summe

1
1

J_
1 1

~ V ~r ^ &quot;&quot; V &quot;

Die Summe dieser unendlichen geometrischen Reihe ist aber - ~,
oder mit anderen Worten: ihr v -j- 1 faches ist v. Leibniz beweist

dieses durch Ausftihrung der Multiplikation. Die vfache Reihe, sagt

er, ist v 1 ~\
----- + &amp;gt;

die einfaehe 1 ---1 =
V V V V 8

und deren Summe ist v. Alsdann geht Leibniz weiter zur Unter-

suchung, welcher Baarwerfch fiir die in zwei Jahren fallige Forderung
1 gezahlt werden miisse, und er findet die unendliche Reihe

i. Aj_l__4..r vt v t

Ibre Entstehung ist diese. Die Baarzahlung 1 bringt innerbalb eines

Jahres Zins, innerhalb des zweiten Jahres ebenso viel. Werden
V

diese jetzt schon von der Zahlung zuriickbehalten
,

so geben sie

zur Halfte Zins fiber 1 Jahr, zur anderen Halfte Zins fiber 2 Jahre,
o

was zusammen -^ ausmacht u. s. w. Die Summe der erhaltenen Reihe

leitet Leibniz nicht ab; er sagt einfach, sie sei ( ~~\ Aehnlicher-

weise bemerkt er, bei dreijahriger Dauer bis zur Falligkeit sei der

Baarwerth 1 f~-g
--

,-| ^
-- mit den auieinander folgen

den Dreieckszahlen als Zahlern der einzelnen Glieder und mit der

Summe (
^-r\

u. s. w. Man konne, fahrt er fort, die Rabattirung

auch immer von einem Jahre zu dem nachstvorhergehenden vor-

nehmen. Die -
^ r, welche aus 1 entstanden, werden bei abennaliger

Rabattirung zu ( ~-j ,
diese bei nochmaliger zu

Ij-jjr) &amp;gt;

un&amp;lt;^ 80

liefere die Rabattirung von 1 uber a Jahre den Baarwerth
(^-q~J

.

welches Leibniz in der Form [] j j
drucken liess.

Gegen Schluss des Aufsatzes behielt Leibniz sich vor, eine Fort-

setzung zu verofientlichen, welche mit Leibrenten sich beschaftigen



Rechenkunst. Combinatorik. Leibrenten. 55

sollte, er hat dieses Vorhaben aber nicht ausgefuhrt. Ein in Leib-

nizens Nachlasse aufgefundener kurzer Aufsatz 1

) war moglicherweise
schon entworfeu, als die Abhandlung von 1683 erschien, und wurde

gleich so manchem Anderen zuriickbehalten. Jedenfalls ware eine

Veroflentlichung nach Halley, also nach 1693, unmoglich gewesen,
indem Leibniz noch den Standpunkt einnahm, die voraussichtliche

Lebensdauer des Rentennehmers ohne jegliche Begrflndung nach Gut-

diinken anzunehmen und in Rechnung zu ziehen.

Die Unterauchungen fiber Zinseszinsrechnung linden einen Fort-

setzer in einem Mathematiker, mit dessen Personlichkeit das 86. Ka-

pitel uns bekannt machen wird. Es war Jakob Bernoulli, der im

Maihefte 1690 der A. E. die Frage nach augenblicklichem Zinses-

zins stellte
2

).
1st a die Anfangsschuld, & der bedungene Jahreszins,

so wachst nach Bernoulli die Schuld innerhalb eines Jahres auf

6
s

ft
3

+ & + 2^ ~^~ 2 8of H&quot;
-^ne Ableitung dieser Formel gibt

Bernoulli nicht; es ist indessen nicht schwer, sich von ihrer Richtig-

keit zu (iberzeugen. Die Reihe ist namlich in anderer Form ge-

schrieben:
6 pT loo

wenn p den Jahreszinsfuss bedeutet, vermoge dessen b ~, = ~-

ist. Ist aber p der Jahreszinsfuss, so ist der relative, oder mit
91

Jakob Bernoulli zu reden, der proportionate Zinsfuss, der fiir die

Dauer von -- Jahr in Rechnung zu ziehen ist. In einem ganzen

Jahre wachst demnach a zu

p_

lOOjTllOO
9

und bei augenblicklicher Verzinsung, d. h. bei n oo, geht
100 n

p

mithin das Endergebniss in aelw&amp;gt;

fiber.

Wieder in der Zeit vor 1700 wurde eine bedeutsame Erweite-

rung der Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen nach der Richtung vor-

) Der Aufsatz De reditibus ad vitam. Vergl. Leibniz VII, 133 137.

Si creditor aliquis pecuniam suam foenori exponat ea lege, ut singulis momentis

pars proportionate usurae annuae sorti annumeretur. Der Aufeatz ist abgedruckt
in Jac. Bernoulli Opera I, 427 431.
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genommen, dass man sie auf Geistesthatsachen ausdehnte. John

Craig
1

), ein Schotte, der etwa seit 1680 in Cambridge studirte,

spater an verschiedenen Orten als Geistlicher lebte und zuletzt in

London sich niederliess, wo er 1731 starb, veroffentlichte 1699 ein

Buch Theologiae Christianae principia matiiwnatica, in welchem die

Zuverlassigkeit menschlicher Uebertragung der Prfifung unterzogen
wurde. Craig nahm an, die Glaubwfirdigkeit nehme im Quadrate der

Zeit ab. Daraus zog er die Folgerung, der Glaube an die Wahrheit

der cliristlichen Religion werde im Jahre 3150 so herabgemindert

sein, dass er als nicht mehr vorhanden gelten miisse. Der jtingste

Tag werde aber prophezeitermassen eintreten, ehe aller Glaube er-

loschen sei, folglich sei das Weltende vor 3150 zu erwarten.

Mit der abnehmenden Glaubwurdigkeit menschlicher Zeugnisse

beschaftigte sich auch ein 1699 anonym erschienener Aufsatz 3
):

A Calculation of the credibility of human testimony.

85. Kapitel.

Reihen. Mereator. Brouncker. Gregory. Newton.

In dem Leibnizischen Aufsatze fiber Zinseszinsrabattirung von

1683 kommt, wie wir (S. 54) bemerkt haben, die Summe der unend-

lichen geometrischen Reihe mit wechselnden Vorzeichen

1 _ . 1 + _* J _L .

v

v r v* v s
~

v 1

vor, welche bewiesen, nicht abgeleitet wird. Schon seit 14 Jahren

waren damals Untersuchungen fiber unendliche Reihen als

solche zum Drucke gelangt, war durch James Gregory (Bd. II,

S. 718) der Kunstausdruck der Convergenz bekannt gegeben. Zahl-

reiche, hochbedeutsame Fortschritte auf der sieuen Bahn sind zu ver-

zeichnen, deren Darstellung wir uns zuzuwenden haben 3
).

Man eroffnet die Reihe der zu nennenden Namen wohl am rich-

tigsten mit Nicolaus Mereator 4
).

Der eigentliche Name war

Kaufmann, sein Geburtsland Holstein. Von Kopenhagen, wo Mer

eator studirte, und wo er auch nach vollendeten Studien noch laugere

Zeit blieb, wandte er sich nach London. Dort gehorte er der Royal

Society an, dort verfasste er unter anderen Schriften auch die Loga-

*)
House Ball, A History of tfte study of mathematics ad Cambridge,

pag. 7778. *) P. T. XXI, 359865. ) Vergl. inabesondere Reiff, Ge-

schichte der unendlichen Reihen. Tubingen, 1889. Wir citiren dieses sehr zu-

verlassige Werk kurz als Reiff. 4
) Nouvelle Bioyraphie universelle XXXV,

1213.
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rithmotechnia
1

} von 1668. Spater wandte er sicli nach Paris uncl

wirkte bei der Anlage der Wasserkimste von Versailles mit. Er

starb 1687 in Paris. Mercator hatte, gleich alien Zeitgenossen, welch e

irgend iiber inatbematische Gelehrsamkeit verfugten, des Wall is

Arithmetica Infinitorum von 1655 studirt. Er wusste, dass der Sat/,

Giltigkeit besass, welchen wir (Bd. II, S. 904) in der erheblich spateren
i

Form von / xmdx -r 7 ausgesprochen haben. Aehnlicber Sum-
J m -f- 1
o

inirung wareri auch Ausdriicke zuganglich, bei denen, wenn wir jene
i

1

spate Schreibweise beibehalten, f (#&quot; -{- x
m*

-\- ~\- x
m

t
*)dx in Frage

6

kara, oder, noch anders ausgedriickt, Wallis und seine unraittelbaren

Schiller waren ira Stande die Flache zu quadriren, deren Begrenzung
aus der Abscissenaxe, aus zwei Ordinaten und aus der Curve von

der Gleichung

y = a,a?&quot; -f

bestand. Bei der gleichseitigen Hyperbel das wusste man seit

1647 durch Gregorius a Sto. Vicentio (Bd. II, S. 896) maass

jene Flache sicb durch die Logarithmen, vorausgesetzt, dass eine

Asymptote der Hyperbel als Abscissenaxe gewahlt wurde. Aber die

Hyperbelgleichung hatte in diesem Falle nicht die oben angegebene

Gestalt, sie hiess vielmehr xy 1
,
und deshalb misdang jeder Ver-

einigungsversuch der beiden Ergebnisse zu einem einzigen Satze.

Hier war der Punkt, wo Mercator einsetzte. Er reranderte die

Hyperbelgleichung in y = r-rf- und wagte es, die in dem Ausdrucke

-. angedeutete Division nach den gewohnlichen Regeln der
1 ~|~ (Xi

Buchstabenrechnung auszufiihren. Er setzte also

-
: =1 a -4- a2 a8 4- in infinitum.

1 -f-

Fur unsere heutigen Begriffe ist das ein Schritt von fast naiver Ein-

fachheit, aber damals war er neu und von einer Tragweite, welche

die Zeitgenossen kaum zu erinessen im Stande waren, so hoch sie

auch Mercators Erfindung sofort schatzten.

Vermoge dieser Eeihenentwicklung neuer Art war Mercator im

Stande

x
) Sie ist abgedruckt im I. Bande der Scriptores logartihmici, welche

Francis Maseres in sechs Banden (London, 17911807) herausgab.
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/da
_-,

mit /
J-T-^

o1
. a8 a 4

18 (1 &quot;f&quot;

a) zu verbinden und demnach die logaritb

misehe Reihe zu erfinden.

Hat er sie erfimdeu? Hat er die Gleichung

1/1 \ a
,

o* o*
,

log (1 -f a)
= a T + T T H----

wirklich angesetzt? Sie kommt in ihrer unmittelbaren Gestalt zwar

nicht in der Logarithmotechnia yor, aber auf der letztcn Seite dieser

Schrift ist die Inventio summne logarithmorum, d. h. die abermalige
a

Integration / log (1 -f- a)da vollzogen, und ihr Ergebniss

a

/
kann doch kaum in anderer Weise gefunden worden sein, als indem

Mercator den Logarithmus durch seine Potenzreihe ersetzte, wie er

es vorher mit dem Quotienten 7-jr~ gemacht hatte.

Das gleiche Jahr 1668 sah noch drei andere Arbeiten in Eng
land gedruckt ;

welche die Reihenlehre forderten. Lord Brouncker

(Bd. H, S. 765) legte der Royal Society am 13. April 1668 eine

Abhandlung The. Squaring of the

Hyperbola by an infinite series of

Rational Numbers 1

) vor, welche die

geoinetrische Herleitung der Reihe

i *

log2-J-

u enthielt. Er verfuhr dabei wie folgt. Er
G zeiehnete (Figur 9) dasQuadratABDE

von der Seitenlange 1. AB soil ein

Stuck der einen Asymptote der gleich-

seitigen Hyperbel EC sein, AE und

ri
BD sind der anderen Asymptote pa

rallel. Ueberdies dient zur genauen

Bastimrnung der Hyperbel, dass sie durch den Eckpunkt E des ge-

gebenen Quadrates und durch die Mitte C der Quadratseite BD

l

) P. T. U, 645649.
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hindurchgehen soil. Die in der Figur auftretenden Rechtecke sind

so gebildet, dass ihre Grundlinien durch fortgesetzte Halbirung der

Qaadratseite entstehen. So ist

Er = ps = dG = Y , Eq bs = dt=*&amp;gt;fu
=

-j-;

die Grundlinien der Rechtecke 0p, cm, el sind y u. s. w. Brouncker

behauptet nun, die in der Figur zu erkennenden Rechtecke besassen

folgende Flacheninhalte:

= ~

u. s. w. Andererseits sei

7 _~

u. s. w. Einen Beweis hinzuzufugen, erspaii sich Brouncker. Er

verweist nur auf Satz 87^ 95 der Arithmetica Infinitomm von

Wallis Und auf die Eigenschaft der Hyperbel, dass die urn gleiche

Abscissenuntersohiede von einander abstehenden Ordinaten, sofern sie

von der Hyperbel bis zum Durchschnitt mit der AB geraessen werden,

eine harmonische Reihe bilden, are in an Harmonic series. Sehen

wir zu, ob Brounekers Behauptungen richtig sind.

Ist xy 1 die Gleichung der auf ihre Asymptoten als Coordi-

natenaxen bezogenen Hyperbel, und ist E mit der Ordinate 1, C mit

der Ordinate -5- auf der Hyperbel gelegen, so muss E die Abscisse 1,

C die Abscisse 2 besitzen, d. h. der auf der Figur nicht sichtbare

Coordinatenanfangspunkt muss auf der Verlangerung von BA fiber

A hinaus liegen und von A um OA 1 entfernt sein. Die Abscisse

von 6 z. B. ist alsdann 1 -f-
- - weil Eq = -j- ,

und die Ordinate von

b muss - == = 1 --- sein. Nun erganzt bq die Ordinate

von b zur Langeneinheit, ist also
,
und das Rechteck br von den

Seiten qr = , &g = besitzt den Flachenraum j r- Auf ganz

ahnliche Weise lassen Brounekers iibrige Flachenangaben sich be-

statigon. So ist z. B. dr = 1 - -^-- = y ,
rD ==

-5-,
Rechteck
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Aber aus dr = -
folgt auch dk = -- --- == -

-, und dieses

Stiick bildot mit dn -- das Rechteck dF= - - -- = - - So
2 o 2 3 4

erhalt man die Summe der beiden Rechtecke

dl) -f t/F= 2
-- -

-f- Aj =
* = ~- Rechteck CA,

was auck geometrisch mittels

einlcuchtct. Aucb hier finden ganz ahnliche Gleichungen mehrfach

statt. Es ist y rfD = Ir -f- 7&amp;gt;w
,

-* dF= /^ -f / /;,
- - &r= a^ -f- ap

\\. s. w. Dabei ist aber beispielsweise ?m&amp;gt;/ 6r, mitliin

6,- -0 Oder

Allgeuiciner ware der arithmetischc Beweis, welcher freilich nicht

im Geiste der damaligen Zeifc lag: die als richiig vorausgesetzte Un

^ieichnng -- -
; . -.

&amp;gt;

-
r, -r -r 4- TT , Q . . geht durcli6 2 n(n -\- 1)

4

2n(: rt -f- 1) (2n -f- 2) (2n -f- $)
8

Wegmultiplicireii init den Nennern in 4n8
-}- 8-}- 3&amp;gt;4n

2
-|- 6w-|-^

oder in
&amp;gt; fiber, gilt also fur jedes positive n.

Dttinit ii-t aber die Walirheit von Satzen bewiesen, welche

Broniicker abernwls ohne jede Begnindung ausspricht. Wie die

Halfte des Anfangsgliedes
- -

grosser als die Summe der beiden

folgenden Giioder - - und
^

= ist, so sei, behauptet Brouncker, die

Halfte jcnor beiden Glieder oder (-- -\- ^^\ grosser als die

Summe der vier folgendtm Glieder oder

l . l
,

l
,

1

8~9 + io~n + 12~13 T JJ-16
V

Die nicht ausdrtlcklich hervorgehobene grosse Bedeutung dieser Satze

liegt darin, dass in ihnen der Beweis der Convergenz der un-

endlichen Reihe ^-^-r + -r-^ -f ^= -\
---- enthalten ist. Addirt

&amp;lt;O 4&quot;O D*i

man die sammtlichen Ungleichungen:

8
~

- 4- -i-&amp;gt; 2 (-- 4- ~4- -I-
- -

1
4--}

4~- 6 ^ 6 7
^ *

\8 9 &quot;^ 10 - 11 12 13 14 15/

1 1
,__iL -S 9 /_J___I__^__L . . 4- - l

\

10~nn[ ~r 12 T 13
&quot;

14 - 15
^ *

\16 17
&quot;

18 - 19 r 30 31/
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und iasst auf beiden Seiten die ubereiustimmcnden Glieder wog, so

folgt
__-

&amp;gt;

_..._
_|_
_

_|_
___

_j f
und daraus wieder

1
&amp;gt;_L_

. _1_ . 1_ . J- ,

3 ^2-3~4-5 6-7 8-9

Brouncker, wir wiederholen es, hebt diesc Folgenmg us seinen U-
glnicimngen nicht besondera hervor, aber weshalb konnte er sie selbst

abgeleitet und betonfc baben, wenn ibm ihre Venvertbung in dem von

uns aiigedeuteten Smne nicbt melir odcr minder klar vorschwebte?

Brouncker vereinigte ferner die beidon Reihen

1
, jt ,

1 , 1 l
,

l
,

i . 2 &quot;r 8 . 4:

&quot;&quot;

5&quot;. 2&quot;&quot;3
&quot;I&quot; T-T |T1 T- ;

u liter Vcrschrankung der Glieder zu

J_ _i_ JL _i_ J_ i !_ . J_ J_ _ i

1-2 r 2-a .4 T 4-5~5.6~G-7

Er liigt hinzu. die Suinme bis zu dem Gliede .
~ einschliesslich

a (a, -f- 1)

sei -
,- -, und -.

- sei die Suinme dor dann nocb folgendcn uriend-

licli vielen Glieder.

Wie er dieses fond, sagfc er wieder nicht. Vermuthlicli bat er

jodf.-ss Glied der Reibe in einc Different verwandelt, d. b. -- = 1
,

_l _J _J _ 1 J, l __ J 1

2~ a
B

2
&quot; &quot;

3~ 3 -&quot;-I

~ = &quot; &quot; &quot;

4 5(^+1)
&quot; = T ~ ^f&quot;l

geS

und so ^ -f- 2^ + -^ -f . . -f ^-i^
- : -

= i __.! _i__L .l-a.-1 _
J
4. _i_i _ l__ _i_ _J _a

2&quot; 2 3 3 4~ &quot;a&quot;

&quot;

o + l~
&quot;

a _j:il~a+l

erbalten. Daniit ergab sich zugleicb 1 - 4- -
t -f .-

M M O O

in infinitum = 1. Die Convergent der Reibe - --
-f-

- -
-f-

--
f
-

-}--.

sowie die der Reihe --

-j-
-

g -j- 57 + 7; -f- ziehi daim aucb

die Convergenz der Reihe - -
-f-

- -
-f-

--- -}--- nach sich
?
und

die Kenntniss aller dieser Thatsachen wird man Brouncker kaum ab-

sprecben konnen.

Allerdings legte er ihnen zuverlassig nicbt die Bedeutuag bei,

welche man heutc mit ihnen verbindefc. Dass eine Reihe vor der

Benutzung auf ihre Convergent zu priifen sei, ist erst im XIX. Jahrh.

Gemeingut der Wissenschaft geworden. Noch das XVIII. und urn

so mehr das XVII. Jahrh. rnochten ab und zu Convergenzunter-

suchungen ausfuhren, aber von ihrer Nothweridigkeit hatte man, eine
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einzige Ausnahme, auf die wir gleich zurftckkommen, vorbehalten,

keine Ahnung. Es waren eben TJntersuchungen fiber Reihen wie

andere auch, interessant, ?/enn sie etwa den Werth einer Reihe nahe-

mngsweise kennen lehrten, aber ohne die Eigenscbafb der Convergenz
war nach dem stillschweigenden Einverst&ndnisse sammtlicher Mathe-

matiker eine Reihe nicht minder beachtenswerth. Die einzige von

uns berfihrte Ausnabme trat dann ein, wenn eine praktische Anwen-

dung einer Reihe zur Auswerthung der ihr gleichen Funktion gemacbt
worden wollte. In diesem Falle drangte sicb der Missstand, dass die

Rechnung mittels divergenter Reihen das erwfinschte Ergebniss ver-

weigerte, von selbst auf und verlangte Abhilfe.

Als Beleg daffir konnen wir auf die zweite Arbeit aus dem

Jahre 1668 verweisen, an welche (S. 58) gedacbt wurde, auf einen

Bericbt von Jobn Wallis 1

)
fiber Mercators Logaritbmotecbnia in

den P. T. vom 17. August 1668. Er ist von Mercators Reihe, welche

log (1 -f- A) von A A* -\- -^
A3 A* -f abhangig macht,

entzfickt, aber man dflrfe sich nicht verbergen, dass die Sache einen

Haken habe. Es sei ojffenbar, dass bei A
&amp;gt;

1 die spateren Potenzen

hoher in das Gebiet der ganzen Zahlen sich erstrecken, und dass sie

deshalb keineswegs vernachlassigt werden durfen 2

). Da, meint Wallis,

konne man durch einen Kunstgriff sich helfen. Seine Ausdrucksweise

ist nicht leicht verstandlich, doch diirfte seine Meinung die folgende

sein. Jede Zahl fiber 1 ist ein Bruch vom Zahler 1, dessen Nenner

echtgebrochen ist, mithin als Unterschied von 1 und einem anderen

echten Bruche dargestellt werden kann. So fiihrt das zu logaiith-

inirende \-\-Az\\ einem r-1 - und der Logarithmus von 1 a wird

gewonnen, indem man die Divison r-^ =KS 1
-f&quot;

*
~f&quot;

a2
&quot;f&quot;

* * voll-

*
zieht und letztere Reihe integrirt. Man erhalt a -f- y a2

-j- y a*

In dem gleicheu Bande der P. T. ist in der Nummer vom 13. Juli

1668 ein gegen Huygens gerichteter Aufsatz von James Gregory

abgedruckt
8
),

und diesen Aufsatz erwahnt Gregory wieder in seinen

Exercitationes Geometricae von 1668, deren Drucklegung somit spiiter

als Mitte Juli stattfand. Ging derselben auch der Bericht von Wallis

voni 17. August vorher, den wir besprachen? War Gregory in der

Lage ihn noch benutzen zu konnen? Das sind Pragen, auf welche

wir keine Antwort wissen. Jedenfalls nennen wir eine Appendicula

) P. T. n, 758 766. *) Cum enim jam ponenda sit A
&amp;gt;

1 manifestum

eet, postcrior&t iprius potentates altius in Integronm sedea pcnetraturas adcogue

minime negligendas. ) P. T. II, 732.
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ad veram Circuli et Hyperbolae Quadraturam und N. Mercatoris Qua
dratura Hyperboles geometrice demonstrata, welche zusamiuen die 13

ersten Seiten des genannten nicht umfangreichen Buches Gregorys

fiillen, als die dritte englische auf nnendliche Reihen sich bezieheiule

Arbeit von 1668. In ihr 1st geometrisch, und zwar so, dass die Ab-

hangigkeit von Brounckers Aufsatze in hohem Grade wahrscheinlieh

gemacht ist, gelehrt, wie man die Maasszahlen gewisser Parallelo-

gramme, welche in unendlieher Anzahl gewahlt die Hyperbelflache aus-

fallen, zu finden im Stande sei. Auf diese Grundlage stutzt sich als-

dann folgender Satz 1

): Der Unterschied der Logarithmen der Zahlen

A und B verhalte sich zum Unterschiede der Logarithmen der Zahlen

D und E wie

N*

i &amp;lt;?.

* QB
.

* &quot;i

ZU 3 6
&quot;_ .

C 30s 50* &quot;i F 3F3 6F6

wenn

2 2 2 2

Setzt man diese letztereu Werthe ein
;
so nimmt der Satz die Gestalt an

B B ~ A B ~ A3B
loir - - \

B ~ A
4- - (

B ~ A
\
3

-4- - /^=^&amp;gt;

5

4- . . .1~
A

-

. Og D [B + A -\ 3 \B +A) 5 \B + A) J

D
i JL (

E ~ D
\* _i_ JL /-^ A5

i 1

-I-D
&quot; T W + D/

&quot; T V^HKDJ &quot;J

Werden nun fflr J? und ^4. zwei bekannte Zahlen, z. B. B = 1001,

4 = 999, l-l + Jj, |f3-js5 eingefthrt ^ &quot; log|
auf irgend eine Weise schon berechnet, so sei, sagt Gregory, der

Unterschied log E log D zweier Logarithmen grosser Zahlen D
und E mittels der angegeben Formel leicht zu finden. Setzt man
f W T) f 1

g-
=

z, mithin ^T-K = -
-j ,

so ergibt sich aus Gregorys Formel

die Proportionalitat von

.,* !, l fz 1\ 3
,

l ie 1\ .

log ir.mit jqn + T (JHM)
+ T (T+T) t

aber diese Folgerung hat Gregory nicht gezogen.

Schon mehrere Jahre vor der Veroffentlichung dieser auf Beihen

bezilglichen Untersuchungen waren ahnliche Arbeiten von eineia in

der Mitte der Zwanziger stehenden, also noch sehr jugendlichen Ge-

lehrten unternommen worden, von Isaac Newton 8

).
Haben wir friiher

*) J. Gregory, Exercitationes geometricae pog. 13. *) Brewster, The

memoirs of Newton (2. Auflage 1860). W. Rouse Ball, A short account of the

history of mathematics. Chapter XVI (1888). Cantor, Sir Isaac Newton (in der

Zeitschrift ,,Nord und Sfld&quot;. Januar und Februar 1881). F. Rosenberger,
Isaac Newton und seine physikalischen Principien (1895).
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(S. 29 33) uns in ganz ausnahmsweise umstandlicher Erzahlung mit

Leibiiizens Lebensschicksalen bis zu dessen 1716 erfolgtem Tode be-

kannt geinacht, und haben wir nicht vermeiden konnen, dabei die

Geschichte der englischen Regentenfolge zum Gegenstand von Er-

orterungen zu machen, so haben wir gleich damals zum voraus (S. 29)
die Pflicht iibernommen, ein ahnliches Verfahren ffir Newton einzu-

schlagen;
und diese Pflicht wollen wir jetzt erftillen.

Isaac Newton (1643 1727) ist in Woolsthorpe bei Grantham

in England geboren. Er kam als so schwachliches Kind zur Welt,
dass Niemaiid ihm ein mehr als 84jahriges Leben zugetraut haben

wiirde. Von frtiher Jugend an legte Newton Neigung zu mechanischen

Kflnsteleien an den Tag, zu welcher sich eine solche Liebe zu matlie-

niatischen Studien gesellte, dass die widerstrebende Mutter sich ge-

nothigt sah, den Sohn, von dem sie gewiinscht hatte, er moge als

Landwirth das vaterliche Erbe zur Geltung bringen, den Wissen-

schaften sich widmen zu lassen. Im Jahre 1660 bezog Newton das

Trinity-College in Cambridge, in dem gleichen Jahre also, in welchem

das Konigthuin in England wieder hergestellt wurde. Von 1663 an

war Isaac Barrow Professor der Mathematik an der gleichen An-

stalt (S. 11), und dieser Mann iibte auf die wissenschaftliche Aus-

bildung Newtons, iibte nicht minder auf seine politische und religiose

Gesinnung cinen feat bestimmenden Einfluss. Unter Barrows Einfluss

beschaftigte sich Newton, was wir leider nur im Vorubergehen er-

wahnen dtirfen, trotzdem uns dadurch die Gelegenheit entgeht, seine

grossartigsten wissenschaftlichen Entdeckungen riihmen zu diirfen,

mit Optik. Barrows Nachfolger wurde er 1669 in der Cambridger

Professur. Gleich Barrow war Newton von strengst conservativem

und kirchlichem Geiste so dass seine felsenfeste Konigstreue nur

dann in Erschtttterung gerathen konnte, wenn zwischen ihr und der

noch festeren Treue gegen die Xirche eine Kluft sich offnete.

Jakob II. sorgte dafur, dass auch die eingefleischtesten Tories,

wie der englische Parteiname lautete, nicht ferner ftir ihn sich er-

klaren konnten, und als 1689 die sogenannte Convention zusainmen-

trat, jene parlamentarische Versammlung, welche Wilhelm III. zum

Konige von England ernannte, war Newton als Vertreter der Uni-

versitat Cambridge Mitglied der Versammlung.
Das Wort hat Newton allerdings nie ergriffen, weder in der

Convention noch als er spater einmal dem Parlamente angehorte.

Oeftentliche Aeusserungen, und gar solche, welche zu offentlicher

Gegeurede fuhren und ihn so nothigen konnten, selbst aus dem Steg-

reife zu antworten, waren niemals Newtons Sache. Ein Gruudzug
seines Charakters war vielmehr die Scheu vor offentlichem
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Kundgeben seiner Meinung, was sich nicht allein auf die Politik

bezog, sondern auch das Hervortreten mit wissenschaftlichen Ent-

deckungeu hemmte.

Als 1690 ein regelmassig gewahltes Parlament an die Stelle der

Convention trat, bewarb sich Newton nicht uni Wiederwahl, er wirkte

vielraehr fiir die Ernennung von Sir Robert Sawyer, einein einge-

fleischten Tory, und so wird man nicht fehlgehen, wenn man annimint,

Newton habe, insbesondere seit dem Tode von Konigin Maria 1694,

durch welchen auch der letzte Rest legitimistischen Anstriches, der

der Regierung Wilhelm III. anhaftete, verloren ging, zu der toristischen

Oppositionspartei gehort.

Sie setzte da ein, wo die Unzufriedeuhcit der Bevolkerung ohne-

dies schon rege war, bei der Miinzfrage. England besass seit den

Tagen der Konigin Elisabeth eine Doppelwahrung. Neben den Gold

miinzen waren, rechtlieh denselben* gleichgestellt, Silbermunzen im

Betrage von fiinf und ein halb Millionen Pfund Sterling im Urnlauf.

Aber dieses Silbergeld war nachgerade so abgenutzt, abgefcilt und

beschnitten, dass der Wertverlust auf ein und ein funftel Million

Pfund veranschlagt wurde. Die Thronrede von 1695 forderte das

Parlament auf, Heilinittel gegen den niehr als je unhaltbaren Zustand

vorzuschlagen, da es so weit gekominen war, class die Bank von

Amsterdam, eine damals allgewaltige Geldinacht, englisches Silbergeld

iiberhaupt nicht mehr annahm. Das Oberhaus, das zuerst mit der

Angelegenheit sich beschaftigte, veiiangte, von einem in Gemeinschaft

mit dem Unterhause zu bestimmenden Taare an solle besclmitteneo
Miinze nicht mehr in Zahlung genomraen werden. Das ware freilich

eine ebenso einfache als einschneideude Losung der schwebendon

Frage gewesen, aber damit ware der gauze Verlust auf die Schultern

der Besitzer von Silbermiinzen gewalzt worden, vorwiegend auf die-

jenigen, welche nur Silber besassen, auf die dem Vermogen nach

Schwacheren, und es entstand eine ungeheure Aufregiwg. Unter deren

Druck entschied sich das in seiner grossen Mehrheit whigistisch zu-

sammengesetzte Unterhaus dahin, dass die offeiitlichen Kassen ge-

halten sein sollten, die beschnittenen Miinzen einzuziehen und gegeu

vollwichtige umzutauschen.

Kanzler der Schatzkammer war damals Karl Montague. Er

war ein Piihrer der Whigs, aber er war in Cambridge einer der

wenigen Schfiler Newtons gewesen, er soil rait einer Nichie Newtons

insgeheim vermahlt geweseu sein. Diese Umstande vereinigt brachton

ihn wohl dazu, Newton die unter den gegebenen Verhiiltnisscn keines-

wegs untergeordnete Stellung eines Aufsehers der Miin/e anzubiefcen,

wenn nicht als weiterer Beweggrund der Wunsch wirksam var, emeu

CANTOR, Geschichte der Mathcraatik. III. 1 2 Aufl. 5
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bekannten Tory an der Ausiuhrung jenes Mfinzbeschlnsses in so hohem
Grade zu betheiligen, dass der Opposition dadurch 9tillskweijgen

auferlegt wurde.

Newton trat 1606 in die neue Stellung ein, nnd dam it war er

fiir die mathematische Wissenschaft so gut wie Yerloren.. Er beMelt
/.war seine Professur in Cambridge dem Namert nach bis IWl bei,

jiucli nachderu er 1699 zum MSnzmeister befordert wordem warr aber

gelehrt hat er nicht uiehr, uad ebenso wenig sind wichtigere neue

mathematiscbe Untersuchungen von ibm aus einer Zeifc naxsli 1696

bekannt, weun es aueh nicht an VerSffeutlichungen fehlt^ Moglicher-
weise hiingt dieses Nachlassen 8einer Tliatigkeifc init dent

\om Amtsge^haftctt /aisammeii, miiiglicherweisje ist es dSe-

Folge einer rait eintr gewissu geistigeii Storung verboadiejcteu Krank-
heit von 169;).

Newtons politische TMtigkeit war daggen nic&t ab^eschlosse*:
Er gehorte aks Abgeordnler der Universil&k Camtei%e dem Par Jt-

mente an, welches nm 30. t&amp;gt;ceml&amp;gt;er 1701 f

*B8amnzea&amp;lt;tn*l5,,
and

dessen Dauer Willielm LEL slarl&amp;gt;
7 Konigijt Anna &amp;lt;foi Thron

Sic entliest* das whigistiijclie Ministerium and bifcfefce ein solches ans

Tories enbprechend dr Mehrfeeit der Mitgliieder fes UnterhajJises.

Wie diese Mehrheit wechselfceot unter fetaaigin Anna auch die JSLini-

Hterien in buuter Fo%e, und inainer aaiblte Nwtt&amp;gt;n, ob siegreicjk bei

den Wuhlen, oder ttnterliegotfud, zu dm Tti&amp;gt;e ausserster Ric&tung.,

deren Stellung ?AI einzelneai bestiounten Ftgen allerdings so/

sich anderte, dass es schvper huit, ohne eine AusfQhrlichkeit, die

niclit gestattet ist, sich aurecht zu linden. Die Succession ^Act

1701 (S. 32) vrar haujxtsaehlieh toristischen Ursprunges. Ijie

liche Erbfolge schien in der kraftigen hannoverischen Lini^ auf

gesichert, und ein gesichertes Konigthum entsprach den desinnuogen
der Tories. Spater anderte sich das Verhaltniss. Un/er Kojjigiu

Annas Regierung wflthete ein langdauernder Krieg zwischfn

und Frankreich. Die Whigs bestandeu. auf Fortsetzung des

di Tories wiinschten Herstellung des Friedens. Kurfurst

Ludwig vou Hannover aber hatte 1707 ein Commando aw Rheut

gefuhrt, hatte in dieser Stellung selbst am Kriege theilganorumen,

hatte liaut und bestimmt gegeii die von den Tories fiir annehmbar

erklarten Friedensbedingungen sich ausgesprochen. Diese Handlangen
machten den Kurfttrsten den Whigs eben BO genehm, als sie ihm die

Tories entfremdeten. Man sagte sogar, und es wurde geglaubt, die

Tories im Ministerium, gestiitzt auf ihre Gesinoungsgenossen im Par-

lamente, beabsichtigten die Succession -Act wieder aufzuheben und

Jakob III. zum Thronfolger zu erklaren.
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Die Whigs verlangten nunmchr 1713 die Einberntung des Kur-

ffirsten zum Parlameute, in (lessen Oberhaus ihm als Herzog von

Cambridge ein Sitz eiiigcrauint vvordeu war, und die Tories wider-

strebten diesern Verlnngon, wahrend Leibniz den Kurfiirsten zu be-

sfcimmeu suchte, nach London sich zu begeben, wo man die Armee
bereits fur die Zwecke des Pratendenten zu desorganisiren beginne.

Man bogreift jetzt, wie untei solchen Vernaltnissen ein aus der

Politik ganz freraden Grfinden entstandener Streit zwischen Newton,
dera fanatischen Tory, und Leibniz, dem Berather des Thronkandi-

daten der Wbigs, sich personlich zuspitzen konnte, wenn nicht musste.

Man begreift jetzk die Worte von Johann Bernoulli in einem unter

dem 29. Juli 1713 an Leibniz gericbteten Briefe 1

): ,,Sie theilen das

Loos Hires Fiirsten, welcben unbillig denkende Englander in glcicher
Weise von der Thronlblge ausschliessen mochten, wie Sie selbsfc von

dem Besitze der Dilierentialrechnung.&quot; Man begreift Leibnizens Ant-

wort 2

) vom 19. August, es sei in der That so; ein befreundeter Eng
lander babe ihm geschrieben, in diesein Falle seien nicht etwa Mathe-

rnatiker und Mitglieder der Royal Society gegen ein anderes Mitglied

aufgetreten, sondern Tories gegen Wliigs. Man begreift, dass solche

Missbelligkeiten um so wenigor ausgeglichen werden konnten, als es

(S. S3) Leibniz verwehrt war, sich 1714 personlich nach London zu

begeben,

Kehren wir zu Newtons Privatleben zuriick. Am 30. November

1703 traf ihn die Wahl zum Vorsitzenden der Royal Society, eine

Wahl, welche sich dann alljahrlich wiederholte. Ini April 1705

wurde er von der Konigin Anna in den Ritterstand erhoben nnd

Sir Isaac Newton war von nun an sein Name. Sein Tod erfolgte

erst 1727.

Wir haben die Lebensgeschichte Newtons hiermit so genau an-

gegeben, als es fiir unsere spateren Zwecke erforderlich ist. Die

mathematischen Leistungen des grosseii Manues raussen sich je nach

ihrem Inhalte da und dort einreihen. Gegenwartig haben wir es mit

Untersuchungen iiber Reihen zu thun, welche zugleich der Entstehungs-

zeit naeh die iiltesten mathematischen Ergebnisse sind, zu welchen

Newton gelangte. In einem Briefe an Oldenburg
3
) vom 24. October

167G sagt wenigstens Newton, er habe sich mit jenen Dingen be-

schaftigt, als die Pest in Cambridge ausbracb und ihn nothigte von

J
) Leibniz III, 915 lin. 2730. *) Ebenda 919 lin. 2933. 8

) Commer-

cium epistolicum J. Collins et aliorum de analyst promota etc. mi Corresp&ndance
de J. Collins et d autres savants celebres du XVII. Siecle relative a I analyse

superieure publit-e par J. B. Biot et F. Lefort (Paris, 1856) pag. 125 lin. 811.
Diese neueste und zuverlassigste Ausgabe citiren wir einfach als Cdmmerc. epistol.
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dort die Flucht ?AI ergreifen, eo tempore pestis ingrmns coeijit me hinc

fitwre, und ein spaterer Zusatz bestimmt jene Zoit, auf die Jahro 1005

und 1600. Jedou falls wurde die Abhandlung ])f nwdysi /wr acqua-

tioncs mtnic.ro Urminoru.m infinites schon 1069 Barrow vorgolegt

und von diesem im Juli desselben Jabres 1009 an Collins r/,ur Mit-

tbeilnng an Lord Broaneker geschickt
1
).

Dieser Abbandlung war

initbin damals eino nicbt geradc vertrauliche Verbfeifang xu Theil

geworden, und soweit sie Erfindorreehte begriindet. muss sie als 1069

bekannt gemaclit gelten, wenn der Druck aucb erst im XVIII. Jahrb.

erfolgte. Collins nabm 1609 eine Abscbrift 2

), welche, wie spatere

Vergleicbung mit deui Originate ge/eigt bat, pine durcbaus sorgfiiltige

und genaue war. Aber eine andere Massregel ergriff wcder Collins

uocb Brouncker, so Icicbt sie ibncn gefallen wiire. Keiner von

beiden verniittelle einen Abdruck der Newtonscben Abband-

lung in den P. T., keiner von beiden liess den Hauptiubalt,

wenigstens in die goscbricbenen Pro tokblle der Royal
Society aufneb men. Aber daclite man da/nals iiberbaupt an der-

ariige Siclierung eines geistigen Eigentlinins? Allerdings. Als iui

Jabr 1664 Huygens mit K. Moray geineiiischaftlich sicb um die

Belobnung ilires VorfalirenSj die geographische LSinge mit Hilfe von

Pendelubreu /M bestimmen, be \verbi-n wolHen und Huygens iingstlicb

war, irgend cin Unberechtigter moobte ihnen zuTorkoimnen, berubigte

ibn Moray, indem er ibm uin 5. December von London aus scbrieb 3

),

er babe 8orge dui iir i^eiragen, da;&amp;gt;js von ibrem V
r
erfabren in den

Protokollen der Royal Society gesprooben sei; ,ein soldier Ein-

trag babe seinesgleicben niebt, uni Erfinderrecbte /u sicbern. Man

war also in den Kreisen der Mitglieder der Royal Society durcbaus

mit der VViebtigkeit von Protokollointragep bekannt, welcbe das

Datum einer Eriindung fcststellten, obne docb die Erfmdung selbst

der Oeffentlicbkeit preiszugeben, so^ern man dieses aus einem oder

dem andcreii Grunde nicbt wiinschte, und wenn Collins, wenn Brouncker

es unterliessen, fur Newton einen derartigen Scbritt zu tbun, so gibt

es docb wobl keinen andcrcn Erklarungsgrund dafiir als den, dass

beide damals. ls sie 1609 die Abbandlung erbieltcn, nicbt erkannten,

dass deren Inbalt verdiene, besonders gesicbert zu werden. Wir

beabsichtigen hicrmit keiuen besonderen Vorwurf gegen beide zu

erhebon, sondern nur fest/ustellen, wie Matbematiker, die man keinen-

) Commerc. epietol. p;ii?.
5;{ 54. s

)
Ebemla pag. 51-75. Kin AbJruck

des Originals wurde 1744 dnn-h (Jastillion in den Opunculu Ncti timis I, 8 28

veranstaltct. 3
) Oeurres completes de Christian Huygens pub/iees par la Societe

Hollancluise des Sciences V, 157. Wir citiren diese Ausgabe kiinftig als Huygens,
Oeuvres.
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falls uls Feinde Newtons bezeichnen kann, seine Erstlingsarbeit be-

trachteten.

Und doch bildete einen wesentlichen Bestandtheil der Analysis

per acqmtioncs, wie wir den Titel der Abhandlung kiinftig abkiirzen,

die Binomialreihe, welcher man 17^7 bei Newtons Tode unter

freilich veranderten Umstanden eine solche Wichtigkeit beigelegfc haben

soil, dass man sic aus alien anderen Leistungen des Verstorbenen aus-

wahlte, um als Inschrift auf seinen Grabstein in der Westminsterabtei

eingemeisselt zu werden. So erziihlt wenigsiens ein Schriftsteller, von

welchem ini 93. Kapitel die Rede sein wird, Edmund Stone, in

seinem ebendort zu erwahnenden Werke New mathematical dictionary

unter dem Worte Binomial Root. Spatere Scliriftsteller weichen

allerdings von diesem Berichte ab. Brewster spricht in seiner

Biographic Newton s nur von einer eingemeisselten convergeuten

Reihe. De Morgan stellte 1840 die gan/e Bebauptung in Abrede.

H. Cajori
1

)
hat 1K94 den Grabstein neuerdings untersucht, aber nur

die durch Verwitterung verursachte Unlesbarkeit der Inschrift fest-

stellen konnen.

Es ist richtig, die Binomialreihe war 1669 nicht von befremden-

der Neuheit. Fiir den Fall eines positiven ganzzahligen Exponenten,

der die Binomialreihe zu einer endlichen macht, welche nach einer

den Exponenten um die Einheit ubersteigenden Gliederzahl von selbst

abbricht, war die Entwicklung seit mehr als einem Jahrhundert be-

kannt. Newtons Leistung bestand in der Ausdehnung der Reihe auf

den Fall solcher Expoiienten, welche die Eigenschaft positiver Ganz-

zahligkeit nicht besassen, und er vollzog sie durch ein Wallis nach-

gebiidetes Interpolationsverfahren (Bd. II, S. 90
J).

Newton hat dasselbe in dem (S. 67) erwalmten an Oldenburgs

Adresse gerichteten, eigentlich aber zur Vorzeigung an Leibniz be-

stimmten Briefe vom 24. October 1676 auseinandergesetzt
&quot;

). Wallis

war, wie wir in Erinnerung bringen, die Quadratur von Ourven von

der Gleichung //
=

(1 *l8

)
&quot;

gelungen, wenn m die Werthe 0, 1, 2, ?

u. s. w. besass. Jene Quadraturen waren alsdann der Reihe nach:

x, x ~
,
x

I
x* -f y xb

,
x

-J-
3? + y a;

5

j tf u. s. w.

Newton suchte nach dom Gesetze dieser Entwicklung. Als evstes

Glied erschien immer x, als zweites ~ vervielfacht mit der Zahl

*) F. Cajori, Was the binomial theorem engraven on Newton s monument?

(New -York, Americ. matbem. soc. 1,, 1894, 52 64.) *) Commerc. epistol

pag. 122flgg.
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m, also
5- #*, or*, x\ x* u, s, w. Die ferneren
9 9 9 a

Glieder ergaben sich nicht ganz so einfach. Die Exponenten der

Potenzen von x und die ihnen gleithen Nenner der Zahlencoefficienten

dieser Potenzen vvuchsen zwar in urithinetischer Reihe der ungraden
Zahlen 1, 3, 5, 7 u. s, w. Die Zahler der Coefficieniten ergaben sich

als die auleinander folgeudeu Potenzen der Zahl 11, nainlich

ll l
=ll, 11 2 = 121, II8

=1331, 11*-= 14641 u. s. w.,

sofern die einzelncu Ziffcrn jener Zahlen getrennt uls 2ahler betrachtek

werden, also 1, 1, danu 1, 2, \, ferner 1, 3
; 3, 1, ebenso 1, 4, 6, 4, 1

u. s. w. Aber d?is war noch kein Bilduiigsgesetz. Als solches er-

kannte Newton, daas wenn 1 und m die beiden ersten Zahler wareu,
die folgenden sich HAIS ihneu durch fortgesetzto Multiplikation init

-
,

mit
^~~-:

TD^
7&quot;

u a * w* m^e^en &amp;gt;

wodurch &amp;lt;las Ab-

brechen der Reihe, sobald durch ganzzhlig positive Wahl von m
ein Faktor -auftral, sicli von sdlbst erklarte. Diese Bemerkung war

ebenso neu wie das multiplikative Entstehen der Binoinialcoefficienten,

welche man bisher seit Michael Stifel (Bd. II, S. 433434) stets

(H
\ / w \ in I- 1\

) -f- ( J = ( J erhalten hatte.
r J Vr + l/ \r -f I/

Wenn Pascal (Bd. II, S. 782) sich die figurirten Zahlen mittels

Multiplicatioiwjn vfirschafFtti, so ihat er sie doch nicht als Binomial-

coefficienten bezekhuet, obwobl wir gorn zugestehen, dass der Schritt

von dem Emeu zu dem Aiuleren ein sehr kleiner war. Newton ging
nun den oben als Interpolation bezeichneten kiihnen Schritt weiter;

er meinte das von ihm gefundene Gesetz auch dann festhalten zu

dflrfen, wenn m keine positive ganze Zahl sei.

Bei tw = r entstandeu ihm so die Coefficienten

l_j !_! 1_ 2

JL 1 _
a _ 1 A 2

_ _,__.__ __ .__ ^.^^ _ m ^ _ _-^a - 11 Q
&quot;W

3
&quot; &quot;

6 6 40 7 112

und da die Vorzeichen ausserdem wechselu mussten, so entstand ihm

fur die Flache des Kreisabschnittes

Newton kam weiter auf den CJedanlieu, auch andere Reihen in

o

ahnlicher Weise zu interpoliren. Die Entwicklungeu von (1 #2

)
8

,

von (1 ,C
2
)

2
,

von (1 #2
)
2 u. s. w. gaben Reihfn, deren Coeffi-
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cinten jene vorerwabuten Zahler waren: 1, dann 1, 1, ferner 1, 2, 1

u. s. w. Die Interpolation fiihrte zu

/i -rSVsF __ 1
*

&amp;lt;rt -r4 *
T6

2~^ 8
*

16^

Aber jetzt erhob sich der Zweifel, oh die eigentlich ganz will-

kurlicbe Interpolation sich rechtfertigen lapse? Newton vervielfachte

die Reihe 1 --#2 -- #4 r-x6 mit sich selbst und sab als
M H lu

Ergebniss 1 x* erscbeinen. Er zog als weitere Sicberung des Er-

gebnisses aus 1 Xs die Quudrutwurzel nach ahnlichem Verfabren

wie es gebandhabt wird, wean man eine angenaherte Quadratwurzel

init Hilfe von Decimalbriichen berecbnen will, und er land wieder

Als ich diesen Einblick gewonuen, scbreibt Newton 1

), liess ich

von Reibeninterpolationen ab und bediente mich jener Operationen

als einer naturgemiisseren Grundlage. Aucb die Reibenentwicklung
durcb Division blieb mir nicbt verborgen, eine weit leichtere Sacbe.

An einer etwas spateren Stelle des Briefes set/t Newton dann

hinzu, er babe, wahrend er die genannten Untersuchungen fubrte,

durch Barrow Kenntniss von Mercators eben erschienener Logarith-

motecbuia erhalten. Da babe er ura die begonnene Arbeit sich wenig
mebr gekuininert, denn er babe vermutbet, Mercator werde die Wurzel-

ausziehung grade so gut kenuen wi die Division, oder es werden

wenigstens, nachdeui das Divisionsverfabren einmal entbiillt sei, Andere

das Uebrige auftinden, bevor er ein zu scbriftstellerischer Tbatigkeit

reifes Alter erreicht baben werde a

).

So der Brief vom 24. October 1676. Newton hat in demselben

den Vorhang weggezogen, hat einen vollen Einblick in seine geistige

Werkstatte eroffnet, wie er nicht lehrreicber, nicht fesselnder geboten

werden kann. Hatte er in der Analysis per aequationes gleiche

Offenbeit walten lassen, so ist kaum zu zweifeln, dass Collins und

Brouncker sie anders gewfirdigt baben warden, als es der Fall war,

aber Newton liess sicb vielleicbt aus scbriftstellerischer Ungewandt-
beit den Vortheil einer spannendeu Darstellung entgeben. Er schrieb

zwar die Abbandlung und liess nicht, wie in dem Briefe vom October

1676 stebt, die gauze Arbeit mebr oder weniger liegen, aber er be-

*) His perspcctis neglcxi penilvs intcrpolationem serierum, et has opcrationcs

ianquam fundamenta magis gemihia solummodo adhibui. Ncc latuit Reduclio per

Divisionem, res uiigue facilior. *) pritts quam ego actatis essem malurae ad

scribendum.
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diente sich in ihr sofort derjenigen Mittel zur Reihenentwicklung,

auf welche er erst zuletzt verfallun war, dor Division imd der Wurzel-

ausziehung. Bei der Division machte er die Bemerkung, man konne

mit gleichem Rechte

- - = 1 #2 4- x* und .
,

. = x~* x~* 4- or~ 8
i + x * -j- 1

setzen. Die erstere Entwicklung sei vorzunehmen, wenn x hinlang-

lich klein, die zweite, wenn x hinlanglich gross vorausgesetzt werde 1

).

A Is Beispiele der Wurzelausziehung dienen

,
x* Sir 8

,

16 iTiTo&quot;
7

und

16 a* 128 a&quot;

Auch eine Berechnung von - - -

n
- wird vorgenommen, und zwar

so, dass jede der beiden Quadratwurzeln fur sich als eine unendliche

Keihe entwickelt und dann der Quotient beider Reihen wieder als

Reihe gesucht wird. Das allgemeine Abhangigkeitsgesetz eines Bino-

mialcoeficienten von dem unmittelbar vorhergehenden fehlt in der

Abhandlung, wiewohl Newton dem Bricfe zufolge es seit 1666 kannte.

Im weiteren Verlaufe der Analysis per aequatiores, den voll-

standig zu schildern hier noch nicht der richtige Ort ist, ist auch

von der Umkehrung der Reihen die Rede, d. h. von der Aufgabe

aus = x x3
-\-

-
n -x

3 ---rX
4

-j- xb -- die Darstellung von
V V

,

x durch eine nach Potenzen von z fortlaufende Reihe zu ermitteln 8

).

Zunachst soil a;
6 das letzte in Rechnung gezogene Reihenglied sein,

also die Gleichung

* * =

stuttfinden, aus welcher, wenn die hoheren Potenzen von x ausser

Aeht bleiben, wegen x e = 0, der Werth x = z folgt. Newton

erganzt ihn zu x == z -\- p und setzt diesen Werth in die einzelnen

Glieder der angegebenen Gleichung, die er allerdings nicht mit fflr

alle Glieder gleicher Genauigkeit sich verschafft. Er setzt namlich

I* - |^,
- I*4 - --

\ 3* - *P ,
~X* =

j-*
8 + Z p + tp\

1
,,

-T*&quot;-

) Priori modo precede cum x egt satis parva, posteriori cum satis magna

sttpponitur. *) Oyuscula Newtoni I, JO 21.
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und durch Zusaminenfassuug

0=4*&quot;- -}-&amp;lt;
+ j*

3 -
j*

2- ?[*-**+. -ij+^(,-i).
Wie er vorher schon manche Glieder bei Seite liess, so entfernt er

jetzt abermnls alle Glieder, welche in Bezug auf z den zweiten, in

Bezug auf p den ersten Grad iiberschreiten oder p und z enthalten.

Er behalt also nur =
-^

e*-\-p, woraus p--z* folgt und

unter Benutzung einer zweiten Erganzug p #2
-j- q. Um q zu

finden, setzt Newton den angenommenen Werth von p in die zwischen

z und p gegebene Gleichung, welche ihm die Gestalt annimmt:

OXe * J l 1 Q i o 1 f m M. t 1. i o= Y*
- T^ + Y*

-
Y*

- y^ + Y^ - y^ + y fi

oder auch:

Nunmehr wird das Glied init q
z

vernachlassigt und aus der ubrig
bleibenden Gleichung die Folgerung gezogen

l
ga __ l_ 4 , J_ 6~

8
* T~

20
*

1 , ,

1 ^ 1 5
. :

3
_| S, A ?-

1 RT^9J.ll9A24 120

Somit gewinnt er schliesslich

* = * + ~ * + ~f + i j- +
und dabei beruhigt er sich. So ungriindlich Newtons Verfahren ist

und das Ergebniss, man mochte sagen, durch einen gliicklichen Instinkt

ermittelt, so Qberraschend richtig ist die gewonnene Reihe. Die An-

nahme z = x -~x*-}--z-x* r^-f -rtf
5

entspricht ja2345
z = log(l -j-^)* und daraus folgt

=- 1 + x, x =-1 -f - z + !* + |^ -f ^^ + j^^-f
...

Newton hat also hier im Vorbeigehen die Exponentialreihe
entdeckt.

Wenn wir sagteu, Newton habe sich bei der Entwicklung be

ruhigt, nachdem als letztes Reihenglied ^^ aufgefunden war, so

kam er doch nur ganz weuig spater unter der Ueberschrift De Serie



74 85.

jprogrcssiimntm &quot;C&ittinHmt&a?), -d. h. ioffoer (die Fortoeftaung der Reihen,
nf das eigentliche BiMmngagesetz -jsurilck. Hier sci, sagfce er, hn

Vorbeigefeen aogemerkt, dass wenn 5 bis Glieder jener Entwiek-

lungen bekannt sind 8
), anan dieselban .moistens beliebig weiterfithren

kann. Als Gesetz TGB :x = z -j- .# -f- -&* -\- nennt er dann

die foitwahi-ende Diviaon des jedesmal vorhergeliendeu Zahlencoeffi-

cienten durch 4, 5, 6 n. s. w.

Uin sc g --
*i

-i
^~^&quot;~J2o

e& --- *

fortzo^tzen, musse man die

Zahlencoeffieieuten dnrch 6 x 7, dorch 8:X-9 u. s. w. dividiren. Bei

x 1 - - --
j?
2

-f- ^1 ^* seien die Divisoren 5x6, 7x8 u. s. w.

Die lleihe

7 ^&amp;gt;&amp;lt; 7
bilde die folgenden Zahleneoeflicieiiten durch Vervielfachung mit -

Qf

9 X 9
mit

_ u. s. w. Ein Beweis dieser Bildungsgesetze 1st nicht

gegeben, 4ie emfache Induction muss als olclier dieuen. Dagegen
weiss Nwtoii, dass der Werth der drei letztgenannten
Reihen sin z^ cos^, arcsin.^ ist.

Aueh fiber Reiheuconvergenz aussert sich Newton 3
).

Es ent-

geht ihm nieht, dass bei der Umkehrung von Reihen es nothwendig
sei zu zeigen, wie die ErganziiDgsgrossen p, q, r...

}
unter deren

fortgesetzter Aonabme die Entwicklung vor sicb
(geht, scbliesslich

kleiner als jede gegebene Groj^e werden 4
).

Er bedient sich zu diesem

Zwecke der Reihe x ~\- x* -f- %* -\-
-

,
welche die Eigenschaft be-

sitzt, dass bei x = -

jedes &amp;lt;5lied derselben den gleichen Werth be-

sitzt wie die Surarae aller ihm nachfolgenden Glieder. Bei .ac
&amp;lt;

-r-

ist jedes Glied mehr als die Summe der folgenden Glieder. .Aller-

dings heisst bei Newton die Voraussetzung umgekehrt x &amp;gt;

6
),

aber

das ist ein Schreibfehler. Setzt man namlich a?*+ 1

-j-

a*+ l= JR == _-
f
so ist ersichtlich xk

&amp;gt;
E wnn xk

-f- E &amp;gt; 2JR, oder,
1 ~ X

wegen

*) Opuscula Newtoni I, 2223. *) quinqws vel sex terminis istarmn

radicum cognitis. &quot;) Opuscula Neietoni I, 2728: Demonstratio resolutions

uequationum affectnrum,
4
) Tandem evadet minor quavis data quantilate.

)
si x superd ~-
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x* 4. Jl= ^ -f a*+i -f a
~~ 3?

awon -
&amp;gt;

--
,

d. k, wenn x
&amp;lt;

- Die bei andercn Reihen
1 - X 1 - X i

asa den omzelnen Gliedera limzufrefemdsii Zahlencoefficienien, sag*
Newton weiter 1

), nehmem moistens iMianilborlich ab, und aehrnen sie

j& einmul *a7 so ist nusr erfbrderik-it., &$$ x noch klcijjr gewaMt
werde. la diesem Ausdrucke nocb jfcleiner, adhttc minor, iiixten

wir den Bel^f -daffir, clcosy das vor&ift ibemangelte x &amp;gt; -5- iwr Schrelb-

feLler, nicbt Dentfehler war.

86. &pitel.

Iltilien. Leibniz. Kalley. Be Moivrv. Jakob BernouHt

Kcttcubrfiche.

Die ^ewtonsche Analysis per acquai ionos gelangte^ wie wir uns

erinnern (S. 68), 16G9 in die Hande von Collins,, Belcher durch

Barrow gradozu aufgefordert war, die Weitervedbreitung xu befbrdern.

Waren wir dalier in der Lago, Collins und ttasser ihm Bronncker

dal iir verantwortlich zu macbfin, dass sie die Abhandlung nicht so

ihrem Werthe nach wiirdigtea. dass sie eimm Abdruck in den P. T.

oder eine Inhaltsangabe in den Prototolieu -dei- Eoyal Society ver-

mittelten, so wurde doch wenigstens Gregory durcb Collins rnit den

Reihen jener Abhandlnng bekannt gemacht. Ein Brief yon Collins

an Gregory
8
) vom 24. December 1670 theJtte dieseui die Reihen

fiir den Sinus, den Cosinus, den Arcnssinus als Erfindungen Newtons

mit Gregorys Antwort 3
) ist vom 15. Febrimr 1671. Er meiiie, so

scbreibt Gregory, Newtons Methode einigermassen
4
) zu keunen, und

weil Collins ihm einige Keihen gegeben liabe, fiir welelie er ihm

dankbar sei, so wolle er Aehnliches zuriickgeben.

Wenn r den Halbmesser eines Kreises, a eincn Bogen, / dessen

Tangente, s dessen Sekante bedeute, so sei

&quot;

t -f

&amp;lt;~a-f
_ , -

15 r 4 31 5 r6 &quot;&quot; L 35r8

+ c* u ri i i ;*
,

J &amp;lt; 7 f/

2r
&quot;

24 r* *^ &quot;7^ nv&quot;* &quot;&amp;gt; ni~r^

l
) Kt numeros coefficient s quod att.inet, ilU plerumque denrfmeutvt

vel si qvnndo *ncrc*c4i, tatttum opus cst ut x aliqu-ciies adhuc minor

*) Commtrc.-epistol. pag. 7879. 3
) Ebenda pag 7030. 4

) uliqtta ex parte.
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Eine Ableitung der Reihen ist auch andeutungsweise nicht vorhanden.

Wird die Tangente dem Halbmesser gleich, t = r, was bei dem

Bogen eintritt, der den Centriwinkel von 45 bespannt, wo also

a =
4

ist, so geht die erste Reihe von Gregory fiber in

- - 1 -
1

-4-
i

4-T =
3 T ~ &quot; T &quot;

Eben diese Entwicklung ffir -

,- fand einige Jahre nach-

lier auch Leibniz und theilte sie Freunden mit. Da man in spa
terer Zeit Leibniz wegen dieser Reihe des geistigen Diebstahls an

Gregory beschuldigt hat, so ist, um Grund oder Ungrund jener An-

klage zu erkennon, die Sache gleich hier genau zu untersuchen.

Zu seinem ersten Londoner Aufenthalte von Januar bis Marz

1073 brachte Leibniz an gedruckten mathematischen Arbeiten nur

die Disserlatio dc artc combinatoria mit. Der Ausfiihrung nahe waren

seine Gedanken fiber eine allgemeine Charakteristik, fiber eine anzu-

fertigerule Rechenmuschine. Andere Plane mogen nur als Geistes-

blitze in Gesprachen aufgetaucht sein, aber das Yorhandene, das nur

im Keime ,sich Zeigende genugte doch, wio wir wissen (S. 30), Leib-

nizen.s einstimmige Aufnahme in die Royal Society zu bewirken. Mit

Collins traf Leibniz, wie wir gleichfalls wissen, nicht zusammen.

Dagegen fiihrte er am 2. Februar 1073 ein Gesprach mit Pell,

welches inittelbar auf Reihen sich bezog, und von welchem deshalb

hier die Rede sein muss. Man kennt deasen Inhalt aus einem am
3. Februar, also gleich am folgenden Tage, von Leibniz an Olden

burg gerichteten Brief 1

).
Leibniz hatte zu Pell von dem gesprochen,

was er erzeugende Differenzen nannte, und Pell hatte erwidert,

ganz Aehnliches sei in dem Buche Olwrrationes diamrtrorum solis et

Innac apparcnthim vorhanden, welches 1670 im Drucke erschienen

war. Der Verfasser jenes Buches, Gabriel Mouton 2
) (1618 1604)

aus Lyon, war eigentlich Theologe und als Vikar an der Paulskirche

seiner Vaterstadt angestellt. Leibniz wusste, dass ein Werk des von

Pell ihm genannten Titels in Vorbereitung war: das hatte er offen-

bar in Paris gehort. Dass das Werk wirklich erschienen war, war

ihm uubekannt. Er ging zu Oldenburg, in dessen Bibliothek er

es vorfand und entlieh. Bei aufgeregt raschem Durchlesen fand sich,

dass Pell die voile Wahrheit gesagt hatte 8
).

Die Ausdrucksweise

cines ,,bei Herrn Oldenburg, Sekretiir der Royal Society leihweise

) Cammerc. epistol pag. 8691 und Leibniz I, 2731. *) Poggen-
dorff II, 21{). *) QMW apud Dominum Oldenbvrgium Soc. Eeg. Secretarium

sumttun mutuo tumultuarie percitrri, ct tnveni verissima clixisse Pelliutn.
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entnommenen Buches&quot; in einem an Oldenburg selbst gerichteten
Briefe lasst vermuthen, dass es ein sehr offieicller, vielleicht auf Olden-

burgs eigene Veranlassung gesehriebener Brief war, in welchem

Leibniz fur alle Fiille seine von Mouton unabhangige Gedankenfolge

darlegen sollte.

Moutou war es auf den proktischen Kuustgriff angekommen,
durch Bildung wiederholter Differenzen von in Tafoln geordneten
Zahlen diese Tafeln selbst leicht ergiinzeu, was, wie Pell in jenem

Gesprache vonri 2. Februar bemerkte, auch Briggs hei Berecbnung
seiner Logarithmentafel schon theilweisc ins Ange gefasst batte.

Leibniz war von der theoretisclien Fra-ge ausgegangen, ob nicht bei

den hoheren Potenzen der in der naturlichen Zalilenreihe aufeinanJer

folgenden Zahlen ein Bildungsgesetz sicb erkennen lasse deui abulicb,

welches bei den Quadratzahlen obwalte, die bekanntlicb jo um eine

ungrade Zalil von einander absteben, ujid /war n 2 von (n -f- l )

a um
2w

--}- 1. Er fajid, dass bei den Kubikzablen die aufeinander folgen
den Unterschiedt! in fiinf Ileiiien sich ordnen lassen:000

t&amp;gt; 6 6

6 12 18 24 30

1 7 19 37 01 91

1 8 27 64 125 216

mid er nannto die in den vier unteren Reihen 7.11 ausserst links stehen-

den Zablen 0, 1, 0, 6 die Erzeugenden, generatrices, weil aus ihnen

die anderen Kubikzahlen sich bilden. Es ergab sich nauilich

O3 == -

(1)

P - o (I) 4- ! (1) -

23 = o (I) -f 1 (2) + 6 (1)

3 - -

(1) -f 1 -

(3) -f 6 -

(3) + G (1)

u. s. w.

Die eingeringelten Zahlen sind die anfeinander folgenden Binomial-

coefficienten derjenigen Potenz, deren Exponent die jeweils zu ku-

birendeZahl ist; die nicht eingeringelten Faktoren sind die Erzeugenden
Somit wurde weiter gefunden werden:

43 =
(1) -f 1 (4) -f 6 (6) -f 6 (4)

5 = (1) -f 1 (5) + 6 -

(10) -f- 6 (10)

und allgemein: n* =~ .

(1) + 1 - () + 6 -

n
- + 6

&amp;gt;
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Leibniz fijfcjrt s&war die allgeraeine Bildung von wa
niclit aus, sagt

aber, seine? Analyse habe ihni die Allgerneinbeit der Bohauptung dar-

gethan
1

)^.
So geistreich Leibnizens Qedanke ist, so kanu man ilin

doch kautm eine Besehsiftigung rait unendlichen Reihgn nennen. Die

Anregug diirfte ihtn in Deutschland geworden sein^ wo Faulhaber

(Bd. ty S. 740) den Grundstein zu der Lehre von dten aritbinetischen

Keihea hoberer Ordmmg gelegt hatte.

Jetzt lerute Leibniz Mercators Logarithraotachnia kennen und

vermuthlich Iciteie Hie ilm zu wirkliehen Unterschungen unendlichcr

lleihen. Jetzt bogann er auch andere Werke tu studiren. Rr ver-

dajnkte dieses weaeniUch dein personlichen Umgange mit dem gleich

ifcm in Paris vevweilenden Huygens.

Christian Huygens-) war 1666 dureli Colbert in die Akadeuaie

der Wisaensclutften nacb l^aris berufen worden und verblieb dort
?

abgesehen von zwei lleisen, welehe er 1070 und 1675 nacli Holland

machte, bia 1681. In diesora Jahre zog er nach Aufbebung des

Ediktes von Nantes in seine Heimnth nach dem Haag sicb znriick.

Dort starb Rr 1695. Wir werden von Huygens mathematir.cbem

Hauptwerke, dein Uordogium oscillatormm von 1673, melirfach zu

reden haben. Gegenwiirtig uennen wir es nur, um die Bemerkung
daran zu knupfen, dass Huygens dasselbe boim Erscheinen Leibniz

schenkte, dfir Icurz vorber von dem ersten Londoner Aufentbalte nach

Paris zurilclcgekehrt war.

Beim Lesen des Horologium oseillatoriuui sab Leibniz deutiich

ein, wie unwissend cr sei, und wie er mit dem mathematisch Vor-

handenen sich beksinnt uiachen miisse 9
).

Er studirte die Schriften

von Descartes, von Pascal, von Gregorius von St. Vincentius,
auch die 1659 gedruckte Synopsis Geometric von Honoratus Fabri 4

)

(1607 1688), einem franzosisehen Jesuiten, welcher erst im Ordens

collegium in Lyon Philosophie lehrte, spiiter nach Rom versetzt wurde

und in dem Gerichtshote der Inquisition eine angesehene Stellung

einnahm.

Leibniz studirte als genialer Denker. Mit der Aufnahme fremder

Forschungsergebnisse ging die Entwerfung und Ausarbeitung eigener

Untersuchungen Hand in Hand. Hatte er gelernt, wie Flaehen durch

Zerlegung in Rechtocke quadrirt werden konnten, so uahm er

selbst Zerlegungen in Dreiecke vor, und er nannte dieses Trans

mutation.

) Idque Attalyais mihi univernah case comprobavit. *) Allgemeine deutsche

Biographic XIII, 480 4HG
&quot;)

Leibniz III, 7273 Anmerkung. Gerhardt,
Math. Dentachl. S. 142.

&quot;) Poggendorff I, 711.
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Ein j Miiifcli.eilttng der durcli Transmutation erbaltenen Reihe

__L. _1 4_ ,
_ JL57 ~

4

erfolg ,e ai* Buygeus, der uuter dem 6. November 1674 die Schrift,

welch e den Titel Quadrature arithmetiquc gefiihrt zu haben scheiut^

mifc ^rossen Lobeserbebungen zuriicksehiekte. Es ist nichts geringes,

nacb. laeiaer Ansicbt, schrcibt er 1

), bei einer Aufgabe,. die so viftle

Gei iter in Bewegung gesetzt hat, einen neuen Weg gefunden zu haben,
we 1 cher eiuige Hoftnung zu gcbcn scbeint, KU der wahren Auflosung
zu gelangen. Das Datum der sicherlick vor dein 0. November 1674

an Huygens gelangten Mittheilung genau zu kenneu ware von eiuiger
\
\Tiehtigkeit, weil es allem Auseheine nacb dem der Entdeckung durch

Leibniz entspracb, welcber kaum gestiumt baben diirfte, den am

gfeicbon Orte mit ihm leberiden Gonner von seinem Funde in Keunt-

niss zu set/en.

Gegen April 1675 schickte aLsdanri Leibniz seine Reilie auch an

Oldifiiburg, welcber am 12. dieses Monats du Empfnng bestsitigte
2

)

und dabei Gregorys Arcustangensreilie angab. Ende Juli 1676 bnt

dann, Oldenburg weitere Rcilien djes seit October 1675 verstorbenen

Gregory brieflich an Leibniz riiitgetboilt
3

), und am gleicben Datum
schickte er ibra die Abacbrift eiues fur Leibniz bestimmten Briefes

Newtwias 4
), in welchem die Binomiulreihe, die Sinusreihe und die

Cosinusreihe enthalten war. A.n den Hand dieses Briefes schrieb

Ltubui/ nach seiner Gewobofeeit maneherltM Notizen, die sicberlicb

nwr fur den eigenen Gebrauch bestiramt waren. An einer Stelle

heisat es 5
): ,,Das ist scbon; das gibt eine bochst elegante Abkiirzung

meiner durcb Transformation erhaltenen Kreismessung&quot;. Er war also

in unbefangenstftr Sicherlteit tiber sein Anrecbt an die oft erwiibute

Reihe. Nun kommt der Zeitfolge nach ein Brief
Leibnizens&quot;) an

Oldenburg vooa 27. August 1676, in welchem die Transmutation als

Quelle der Reibe filr -r angegeben ist, in welchem auch eigeiie Ab-

leitungen dr Sinusreihe und der Cosinusraihe sich vorfinden.

Aber auch an die Veroffentlichung seiner arithmetischen Qua-

dratur dxirch den Druck dachte Leibniz ernstlich, und, bevor er im

Herbste 1676 Paris verliess, war eine Abhandlung druckfei-tig
7

).
Ihr

Titel war De quadratura arithmetica circuli. ellipseos et hyperbolae,

*) Leibniz H, 16. ) Ebenda I, 6069. 3
)
Ebenda 1, 8899. 4

) Ebenda

I, 100 118. 6
) Ebenda I, 104 Anmerkung: Hoc pulchrum et hinc etiam ele-

gantissimwn compendium pro men circuli dimensions ope transformationis facta.
8
) Ebenda I, 114122. 7

)
Ebenda I, 84.
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cuius corollarium est trigonometria sine tabulis. Autvre G. G. L.

Leibniz ttbergab sie bei der Abreise eineni Agenten, der den Druck
iiberwachen sollte, aber als Verzogerungen eintraten und Leibniz fiber-

dies immer inehr und niehr hinzu entdeckte, unterblieb der Druck.

Erst 1682, 1684, 1691 kainen einander erganzende Veroffentlichungen
in den A. . zu Stande.

Unter alien Umstanden ist eine Verschiedenheit zwischen dem
was Gregory und was Leibniz fand, bemerkenswerth. Weim Gregory
ausschliesslich die Kreisbogenflache aus der trigonometrischen Tan-

t t
9

t
6

t&quot;

1

gente t mittels der Reihe ----
-f- 6 y + berechnete, so

hatte Leibniz die Quadratur eincs Ausschnittes sich als Aufgabe ge-

stellt, der durch einen Bogen irgend eitie.s Mittelpunktkegelschnittes

begrenzt war. Die Hyperbel nicht minder als die Ellipse oder der

Kreis konnte jenen die Fignr abschliessenden Bogen lieiern, und die

Reihe anderte sich nur insofern, als bei der Hyperbel alle Glieder

positiv zu nebmen waren, die Zusaminenfassung aller Fiille folglich
t t

a
t
6

t&quot;

1

durch die Reihe y i y &quot;h &quot;F dt 7 + dargestellt war 1

).
Als

Einheit ist beim Kreise der Halbmesser angenommeu ,
und die Tan

gente t darf nicht grosser als der Halbmesser gewahlt \verden 2

).

Der deutlichste Nachweis der Reihe fur den Kreis, bei wclchem das

Leibniz eigenthiimliche Verfahren der Transmutation, d. h. die Bil-

dung eines Sectors recht klar hervorfcritt, kann dem Compendium

quadratnrae arithmeticac entnommen vrerden, welches sich handsc lu-ift-

lich erhalten hat. Es be.steht aus 51 Satzen, deren Keweise allerdings

kaum mehr als angcdeutet genannt zu werden verdierien. Der Gang
fiir deu hier in Rede korninenden Satz beim Kreise ist iblgender

3

).

Ist (Figur 10) ACSD und ebenso HDJ3D, so ist er-

CB a D
sichtlich A CBA oo BDH, also -/ = --- Daraus folgt

Man

BE = BE

BE CB* CB*
kann aber auch schreiben ^-fj

=
77-51

=
&quot;r- r~r*&quot;*Bit L&amp;gt;A* AH -f- C/J

und E = =2--h-+..., indem von der

) Diese Zusammenfassung findct sich in deux Briefe von 27. August 1676.

Leibniz 1, 117. *) Leibniz V, 97: lle.gv.la hue redit ut Tungente, quue radio

nan major sit, posita b, radio Unitate, areus ipse scil. quadrante non major sit

1
etc. Danu ferner ebenda V, 107 lin. 4: Opportet autem1357

AB non esse minorem guam BC. )
Ebenda V, 106107. Vgl. dazu Reiff,

Geachichte der nnendlichen Reihen S. 4647.
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Division Gebrauch geniaeht wird, deren Anwendung zur Reihenent-

wicklung Leibniz bei Mereator kennen gelernt batte. Hier war DC
Beriibrungslinie an den Kreis in D.

Wird auch an den benachbarten Kreis-

punkt 7&amp;gt;i

eine Beriibrungslinie Dl
C

l

gezogen, welche als gradlinige Fort-

setzung von DD
t

betracbtet werden

darf, so erkennt man, dass

r/* y
1

/ 8

f1 f1 i
: ^

i [7
- -

-T -t- 75

Das Dreieckchen war dadurch in eine

unendliche Summe von Gliedern wech-

selndcn Vorzeichens verwandelt

Transmutation deren jedes als Rechteekchen von der Holie

von
t

sich darsiellt, GGl
als sehr kleines

Stiickchen der 13C t gedacht. Solche Eechteckchen 7.11 snmmiren

verstand man. Das Glied
--^j CC^ gibt fiber die ganze 13C summirt
T

-rr~; Das ganze ireuiisclitlinige Dreieck aus dem Bogen BD
(2*+ I)*-

8 * - 1

und den Beruhrungslinien BC und DC 1st deinnach

Aber das Viereck ABCD isft das Doppelte des Dreiecks ABC oder

2 ~: = rt, und zielit man von ihm das vorher ermittelte gemiseht-

linige Dreieck BCD ab, so bleibt der Kreissektor

Jetzt gevvinnt die oben erxvalinte Bcdingong
1
),

dass AB nicht

kleiner als BC sein diirfe, ikre richtige Bedeutung. Leibniz erkannte

offenbar, dass nur unter dieser Bedinguug, die man aucb in der Form

r 1 und ^&amp;lt; 1 anschveiben kann. die einzelnen Glieder von

t i i 4 i
. . .

iramei 1 kleiner und kleiner werden und daraus ein Satz folgt, den er

als 49. Satz des Compendium quadraturae arithmeticae so ausspricht
2
):

1 Leibni/. Y, 107 lin. 4.
-, Ebenda V, 112.

CAMTUII, Goschiuhte dor Mathomatik. 1JI 1. i. Auli.
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VVenn eine Grosse a einer unendlichen lleihe

I c -f- d c -h f 9 etc.

gleich ist, so ist b, b c-{-d,--- grosser als a, und der

Ueberschuss betragt weniger als c, als c...; dagegen ist

b c, b c -f- d e
}

-- kleiner als a, und der Mangel be

tragt weniger als d, als / .... Jene Zusaminenstellung voii

51 Satzen war offenbar nicht selbst zum Druck bestimmt. Sie bildete

fiir Leibniz, nur die Gedankenfolge zu eiuer genauer auszuarbeitenden

Abhandlung, und da brauchte nicht alles und jedes breit erortert

zu werden, was ihm selbst schon in knappster Andeutung verstand-

lich war.

Um so deutlicher sprach er den wichtigen Satz, dass eine Reihe,
deren Glieder bestandig abnehmen 1

) und alternirend positiv
und negativ sind 2

), einen endlichen Werth besitze in einein

allerdings sehr viel spateren Briefe voin 10. Januar 1714 gcgen Jo-

hann Bernoulli aus 3
). Wegen des engen Zusammenhanges niit dem

Satze iin Compendium quadraturae arithraeticae greifen wir bis zu

jenem Briefe vor und entnehmen ihm den strengen Beweis. Die Reihe

I,

a b -f- c d -f- e f+ 9 A -f- k etc.

M
sei von der vorgeschriebenen Art. Die Glieder sollen ins Unendliche

abnehmen, so dass jedes kleiner als das nachstvorhergehende ist*).

Leibniz nennt nun die ganze Reihe S, wahrend L, M die Zusammen-

fassung der Glieder bis zu e, f einschliefslich bedeutet, dann sei

L
&amp;gt;

S
&amp;gt;
M . Es ist erstens L

&amp;gt; S, weil L in S iibergeht, indem

mehr subtrahirt wird (namlich / , h, . .
.)

als addirt (namlich g, i, . .
.)

Es ist zweitens N
&amp;lt; S, weil M in S iibergeht, indem mehr addirt

wird (namlich g, i, . .
.)

als subtrahirt (namlich li,
k . . .). Der Unter-

schied L M= f muss grosser sein als L S oder als S M.

Geht man beliebig weit, so wird f kleiner als jede gegebene Grosse 5
).

Das ist genau der Beweis des Convergenzsatzes fiir Reiheu

mit alternirenden Vorzeicheu und unendlich abnehmenden

Gliedern, wie er in den neuesten Lehrbiichern noch immer vor

getragen wird, denn ob man sagt / g, h *, . . . und g h,

i
A:,

... seien positiv und deshalb L
&amp;gt;
S

&amp;gt; M, oder ob man der

Leibnixischen Ausdrucksweise sieh bedient, kann doch nur als Unter-

l

) continue decrcscentes. *) alternntionis affirinativae et negutivae.

&quot;)

Leibni/ III, 926. *) Termini dt crescant in infinitum , itu ut quivis sit

minor proximo antecedent*!. ) Conthvttivudn qua/njmn Mn t f est -minor datu.
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schferf alteren nnd neueren mathematiscben Sprachgebrauches er-

achtet wrderi.

Wir foaben die Aufsatzu iu den A. E. geuannt, durch welche die

Reihe
-^

= -- ~
ir ~l~

~ w ~\~ *n die Oeffentlichkeit drang,

wahrend bis dahin weder Gregory noch Leibniz mehr als halbver-

irauliche brieflicho Mifctheilungen von aich gegeben hatten. Die

erste gedruckftf Erortervrng des Gegensfcandes in den A. E. von 1682

fiihrt den Titei: De rera proporf/iorte rnrc/uli (id quadratum ciraunscrip-

tum in ntwwris vatioualibus exprcssa
1

).
Wir bringen sie aus zwei

Griinden xnr besowdereiv Ei-wahmmg. Erstens sind in ihr xunachst

beweialos die Summon einiger auderen mimeriscben Reiheri angegeben,
anf die \vir noch ?soruckkommen werdeu, zweitens kommt dort ein

Aasdruck und ein Begritt /nerst vor, denen nicht friiher als in

unserer Zeit eine genwaere Beachtnng zu Theil wurde: die Partial-

re ihe, scries ptirUoMs.

Die Reilie der Zahle
,

-r- r r T s&& Leibniz, sei eine

harmoniscbe, und havmoitisch seien auch die Reilien, deren Glieder

durch einen Sprung
2

)
aus cfen genannten Zahlen hervorgehen -, f

a* ebenso wie . ^*,, r= . Die Kreisreibe entatehe, indem
v o 4 JJ-1

man die zweite Partial reihe vow der ersten abzielie
s
).

Leibniz bleibt

daim uoeh einen
Augenl&amp;gt;lick

)&amp;gt;ei sprungweise gebildeten Reihen stehen.

Fasse man in der Kreisreilic y& eiw positives und ein ihm uninittelbar

uachfolgerides negatives Glied ziiiaamraen. so entstehe

!L --1-4. I Ji_L4__L i. L + .

8 8 r 35 &quot;^ 90 ^ 195 ^2S

Die Nenner der Glieder dieser Reihe sind at&amp;gt;er auch wieder durch

Spriinge ausgelesen
4
), und zwar SMS der Reihe der urn eine Einheit

verrainderten Quadratzahlen, d. h. aus der Reihe 3, 8, 15, 24, 35, 48,

63, 80, 99 .... Wahlt man unter ihneu die erste und dann jeweils

die vierte Zahl, so hat man unsere Zahlen 5

).
Partialreihen sind

demnach fur Leibniz solche, deren Glieder aus einer anderen gesetz-

massigen Reihe von einein Anfaugsgliede aus (Kirch Spriinge von

gleichbleibender Weite hervorgeholt werden.

Zwischen Leibnizeris Brief an Oldenburg vom 27. August 1676

und dein Aufsatze von 1682 lujgt Leibnizens zweiter Londoner Aufent-

halt im Octolier 1676. Damals lernte er Collins peraonlicli kennen.

J

)
Leibniz V, 118122. *) per aaltum.

:I

) posteriorum seriem pttr-

tiabm a priori aubbrahendo. *) cxcerpti per s&amp;lt;Mnm.
5
) ex cujits seriei

nuine.ris quartos (piist/ae post pi-unum nnster cut.

6*
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Dsnnals entetand wii}m&amp;gt;cheiniich ein voti Loj bni/ens llnnd goschricbener
in t-ciiiem NaehJusse geiiindener Auszng uus New tons Analysis

per acquatioiieP. In drm dnttt-n Ani sut/e fiber die Kreisreihe, i/i

der Quadraktra arithmetics &amp;lt;ommunis wctionvm conicarum, (juur cai-

hiitn linlicnt (A. E. von 1091) but Letbnifc auch seine- englisehen Wett-

bewerber in tier Keihenlohre geimnnl. Kr gibt dort 1

) die verschiedenen

Keihenentwirkbingeii, von doiion wir gesprochen babeu, an und sngt,

sie riibrten ilie.ils VOT ihui her, tlicils von anderen wie Mercutor.

Newton, Gregory.

So weit konnen vvir fiirs erste die Arl&amp;gt;eitcn veri olgen, dnrch

welcbe Newton und J^eibniw sicb um tlie Rvibcnlelire verdieut nmchten,
obne die Zeitgrenxe 1700 /,u ftberschfeiten, oh UP K nntnisse voruns-

/usetzcn, w&amp;lt;-k ]ie einciu anderpn (.Jebiete angehor&u, und welclie nns

nothigen, don Ijmcht iibcr ibrc Anweuduiig mit r!ei Gesehiobtb jnes

Wissens/weiges selbist /u \erbinden. Dagegen :;chliesscn sich hier

nocb einige Arbeitn underer Mufchcjnatiker an, welebe uugrt^wungtu
als Fdfctsetfcer dm- Nesvtorisclien und Leibnizischen Gedauketi b&quot;?,

&amp;gt;ichuet

werden konuoji.

Wir neiuien in erster Linie Edmund Kalley niit eiaor Ab

handlung von lG (
,&amp;gt;.

r iiber Logurithmenbereohrinn^
1
). Wir habcn

geseben, dass bei Morcator, bei Ciirt^gur)
1

dirt ProporUonalitat von

Logaritbmcii gegebonor /ahleu rnit gewissen Heiheii aiu trat, aber HPT

Proportionalitatsfaktor, dir Modulus df^s Logaritlimensjsieiiis, wonn

ein spat(.
i r Ansdruck gebrauclifc werden darl

,
kani nicht xu deutliclier

Kenntniss. Aid diese Erwoiterung des Wisseus, legte Haliey ein

grosses Gewicht, sowie auch anf die Gewinnuug logaritbraiscber

Reibeneiilvvicklujig obne Kiumischimg der Quadratur der Hyperbel,

vieiinehr dnrch rein analvtisc.he Betrachtiuigen, welcbe von Newtons

Binomialtheoretu uusgobeu. Wir schieken feruer voraus, dass in

H alleys recht schwer veretandlichem Aufsat/e von Neperschen

Logarithmen im (Jegensatze zu Briggisehen Logarithmen die

Kede ist. Unter lct/&amp;gt;teren vorsteht Halley diejeiiigon von der (Irnnd-

zahl 10. Erstere .sind fiir ihn diejenigen, welcbe mit 0,434 29- 48

vervieltticht oder dui-eh 2,302685 dividirt werden miissen, uw in

Briggisehe uber/ngehen. Ds sind lso ruitiirliche Logarithmen
und keines\vegs die xuerst von

Nej&amp;gt;o,r
eilialtenen (Bd. 11. o. 73H).

Vielleicht war Halley der erste Schritt,stel!er, der isieh diese Yerwechs-

lung /n tSchulden koininfm liess
;

die allifiiibg imaier allgemeinere

Verbreitung gewaiin
3
).

(

) Leibni/. V, 12i&amp;gt;. )
P. T. XIX, 58--7. Vgl. lleiff, (iesuhiuhto der

unciulliuhon Ruikcii S. 3840. 3
) Cajori, Uist. Foat^chr.

t85&amp;gt;,
S. 33.
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Halley will das Verhiiltniss, die Ratio, /weier Zahlen dadiirch

genauer durstellen, duas er Theile desselben, kleino Verbal tnisse,

Ratipnculae, ins Auge fasst. Man sehiebe z. 13. zwischen die Zahlen

1 und 10 rriittlore Proportionate ein 100000 an der Zabl, so werderi

zwi.schen I und 2 sich 30102, zwisi hen I und 3 sich 47712 solcher

eigeschpben(jn Zahlon finden, \velclie
?

ls Fotenzen der Grundzahl

arifgefasst, Exponenfcen besitzen, welche urn je fi-7rl
~

}
-~ von cinander

absfcehen und dieses
j^-^j ist die Raliunoul;i. Allgemciner ist sie

--, sofern n die sehr gross gewahlte Zald K.OOOO oder auch eine

andore j^rossc Zabl darstellt. Ist etwa a die Basi.^ und 1 -j- q eine
m I I

Zahl, so wird a n = I -f- q und a* = (1 -f &amp;lt;/)&quot; ,

i i

^&quot; a = (1 -|- q)
.....- 1 .

JL

Aber die kleino Different ti
w

litsst sich, wenn a uud w gegebcn

sind, als Vieltaches von
,
etwa als -- berechnen, wodurch k selbst

W */t

k
1

bekannt wird. Nacbdera - als Werlh von
(!+&amp;lt;/)

&quot;

1 erkannt

ist, wird auf die Poten/grosse (1 -j- q)
m der binoinische Lehrsatz an--

gewandt. Halley findet:

1 / f..... , A
a i \^r i i

i
i

*&quot; \ w / i

-f (?)
&quot; = i + --

(i H---- &quot;~ r &quot;^

Ist m sehr gross, so dfirfen in den Binoinialcoefficienten, fiir welche

Halley sich des bei Onghtred schon vorkommenden Nainens der

Unciae, Klammergrossen, bedient, bohere Potenzen von -
weg-

gelassen werden. Man darf also schreiben

A 1/1
m \m ) _ 1 ...

1-1
&quot;

2m 1-2-3
=

a7i
U S - W -

So entstebt

und

n

Mitbin

A
j
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als &amp;lt;ler fur die Basis a sich ergebeude Logarithmus von 1 -)- q.

Nimmt man umgekehrt als Ausgangspunkt

log (1 + )
-4 (t-T + T-)- T [

( + &amp;gt;)&quot;-
]&amp;gt;

so ist auch

(I + if = 1 4.
JL

log (1 + ff)
und 1 + 2 =

[l + A-
log (1 -f

,/)]&quot;

-

Wird hier rechter Hand die Binouiinalentwicklung vorgenommen uud

k log(l -{- &amp;lt;/)

= -L geaetut, so entsteht bei wiederum als sehr gross
JL*

angenoramenem m die Rcihe \-\-q \-\-L-{- r
^ -{-.

Sollen Briggische Logarithtueu geiunden werden, so ist k

2,302 585, wie Avir (S. 84) angekiindigt habeu. Diese Zahl kaun aber

auch viel gciiauer ansgerechnet werden. Halley gibt sie auf 60 Bc-

cimaJstellen. Auf ebenso viele Decimalstellen gibt er das reciproke

- = 0,434 299 48 . auf ebenso viele die Briggischen Logarithinen
/C

der Primzahlcn unter 20, also von 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. Halley

selb.st hat die uinfan^roichei), ertniidenden Rechnungen, deren Ergeb-

nisse er miitheili, nieht ausgeiiilirt. Sie riihren vielniehr von Abra

ham Sharp
1

) (1(551 17-^2) her. Dieser ebenso zuversichtliche als

zuverlassige Rediner begann als Handelslehrling, war daim Sohul-

meister, Steuerbearnt er, Buchhalter, Gchilfe an der Sternwarte zu

Greenwich, zulet/i, Privatniann in seiner Vaterstadt Little Horton

nicht weit von Bradford und orrichtete sich daselbst aus eigcnen

Mitteln erne kleino Sternwarte, um seinen astrouoimschen Neigungen
sich hingeben zu konnen.

Der Newtonschen Uichinng gehorte auch Abraham de Moivre 3
)

(1667 1754) an, der aus protestantischer Familie in Vitry in der

Champagne geboren, noch in jangen Jahren nach der Aufhebung des

Ediktes von Nantes Frankreich verliess. Er lebte dann in London

und oruahrte sich hauptsilchlich durch Ertheilung mathematischon

Unten-ichtes. Seit 1697 gehorte er der Londoner Royal Society als

Mitglied an, aber schon etwas friiher legte er ihr eine Arbeit 3

) vor,

welche der Potenzerhebung unendlicher Multinomien, d. h. also dein

polynomischen Lehrsat/o gewidmet war. Leibniz hatte /war

schon mit derselben Aufgabe sich beschaftigt und in einem Briefe

an Johann Bernoulli vom iMai 1695 davon gesprochen*), aber

) Voggendorff II, 917. *\ Jfistotrc d&amp;gt; VAcademic des sciences pour 1754

(Histoire pag. 175-184;.
3

j
A Method of raising an vnfi/iiite Multinomial to

any given Power, or extracting any yicen linot of the sane. P. T. XIX, Oil) fi25.

4
) Leibniz III, 175.



Reihen. Leibniz. Halley. De Moivre. Jakob Bernoulli. Kettenbriiche. 87

De Moivre war jedenfalls der erste Veroffentlicher einschlagender

Untersuchuugen. Die angefiilirte De Moivresche Abhandlung betrifft,

wiewohl der Titel auch Wurzelausziehung einzubegreifen scheint, aus-

schliesslich den Fall von Potenzen mit ganzzahlig positivem Expo-
nenten m uud gibt ausfiihrlich die Glieder mit zm

f
z n+ l bis ein-

schliesslich gm+ 6
,
welche in der Entwicklung von

(az -f 6*2
-f cz* -f d* -f ez* + f# + gz

1

-\
----

)

zu Tage treten. Ira nachsten Bande der P. T. gab der inzwischeu

zum Mitgliede der Royal Society Ernannte eine Fortsetzung
1

) der

fruheren Abhaudlung. Er geht aus von der Gleichung zwischen zwci

nnendlichen Reihen

as -f bz* -f- cz* -f dz i

-\
---- = gy + hy* + &amp;gt;

3 +W H---- ,

aus welcher er eine nach Potenzen von y fortschrcitende Eutwick-

lung fur z folgert. Die dabei angewandte Methode ist die der un-

bestimmten Coefficienten (Bd. II, S. 749), welche nachgrade zu

allgeineiner Beiiutzuug gelangt war. De Moivre setzt also

*=-Ay + Bf + Cy* + Df -f - - -

und gewinnt durch Einsetzung dieses Werthes

az -f bz- -f czs
-\
---- = aAy -f aTty

2
-f aCy

3
-f- ^ .

:

VbAIty* -\
----

welches mit gy -f- hy* 4&quot;
?
?/

3
-}- iibereiustimmen muss. Folglich ist

aA = g t
d. h. ^- =

-|;
dann aB + bA* = h, d. h. B = h ~

(
^;

weiter aC + 2&^JB -f c^
3 ==

,
d. h. C == _~ - ~

u&amp;lt; s w .

Die Nenner der entstehenden Werthe von A, B, C sind sannnt-

lich a. Eine Einsetzung der einmal gefundenen Coefficienten A, B

in die nachfolgenden C, D wird nicht vorgeuommen.
Die Methode der unbestirnraten Coefficienten dient De Moivre

auch dazu, die logarithinische Reihe abzuleiten. Er nimuit an

. n(n 1) n
,

oder = ny -f- -\~~ V -\
----

Ferner niinmt er an

log (1 -f *)
= az + bz* -f cz* -j

---- .

Dann inuss aber auch

A method of extracting the Moot of um infinite Aquation P. T. XX, 100 -IDS.
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log ( 1 H- y) ** an -\- ly~ -f / -h
sein neben

log (1 -f s) log (I -{- ty)
= wf/ -f- i&/

8

Sct/t man den Worth s ?/ 4 ~^ r,~ #
2

4&quot;

ii -j- ft^ ~|_ ^ -| ein, so miissoji zwei flbereinstimniende Ent-

wieklungen von lo// (1 -j- )
nach Potenzeri von

?y orscbeinen, nus

deren
gliedweiser&quot;

N l-r^leichung die Coefficienteu a, b, c erhalten

werdon.

Eine Wurzelaimiehung uus einem raehrgliedrigen Ausdrucke hat

Do Moivre. anch in dom /woiten Aufsatze nieht gelelirt, aber man

sieht docli, wie die Methodo dor unbestimniten Coeffioienten die Auf-

gabc /u losen im Stande ist
7
wie man unter Annahme von

V(n -f Hi + ^ + )
= = A + Jiy 4- 6V -f

an a + i&amp;gt;y + ff -h .
= (A -f % + ^y H )&quot;

gelangi, wie man den Ansdruck reehts vom Gleichheits/eichen n.uch

den llegeln des ersten Anisat/es in

A* -f xA- -iJttt -}- (nA*C -f^~^- A&quot;~-.H)f H

entwickeln und mittels

a = A, l&amp;gt;

= nA- l

H, c nA~ 1 C + ^^ &amp;gt;1&quot;~ ^ te.

die J., jB, (7 allmiilig berccbnen kann.

Gehen wir nach dem europaischeri Festlande iiber, wo eine Leib-

nizische Richtnng dentlicli zu verfolgen ist, so raiissen wir mit den

Leistungen eint-s Mannes uns bekarint machen, desson gan/.e Familie

eine so eiuzig dastehende Bedeutung fiir die Geschichte der Matlie-

matik gewonueu hat, dass wir abermals von nnserer BODstigen Uebung

abweicheud, in ahnlicher Weise wie wir bei Leibnizeus und Newtons

Lebensskizzen mis nieht an die Regel bauden, pei^onliche Angnben

iiber alle Familienmitglieder, die uberhaupt in diesem Bande vor-

kommen, hier vereinigeu.

Es hundelt sich urn die Familie Bernoulli 1

).
Eiu gewisser

J;i,kob Bernoulli verlegte in der zweiten Hiilfte des XVI. Jahrh. seinen

Wohnsitz von Antwerpen nach Frankfurt arn Main, urn den rt^iigiosen

Verfolgungen der spanischen Gewalthaber in den Niederlanden zu

entgehen. Ein zweiter Jakob Bernoulli, Enkel des ersten, siedelte ini

XVII. Jahrh. nach Basel iiber, wo sein Sohn Nicluus Bernoulli (1G23

bis 1708) als Rathsherr eine angesehene Stellung einnahm. Mit drei

) Merian, Die Mathoinalikcr Bernoulli (Basel, 1860). Allgcmeine Deutsche

Biographic II, 470480.
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von (lessen Sohnen Jakob, Niclaus, Jobann und deren Nachkominen

habeu wir es zu thun.

Jakob Bernoulli (16541705) studirfce dem Willen des Vaten;

gehoiv.bend Theologie, daneben in fast geheimer Selbstthatigkeit

Mathematik und Astronomic. A Is er nach vollendetem Studium und

mehrjiiimgen lieison 1082 nach Basel Rurtickkehrte, wurde ihm eine

Predigerstelle in Strassburg angeboten. Kr schlug sie au.s und blieb

in Basel, wo er dem physikalischen und rnatbematisehen Lehrberufe

sich widmete. Zu .semen Schiilern zahlte als der woitau.s hervor-

ragendste der jiingeie Bruder Johann Bernoulli (1667 1748).

Audi ihn hatte der Vater xu eineui ibm niclit zusagenden Berufo,
f/uin Kaufmaunsstande bestimmt, auch ibn zog unwidersteblichc Ni-

gung 7Air Matheniatik. Nebnn dcr Matbematik studirto Johann Mediziii.

Als er 1690 das Licentiat tier Ar/neiwitsseuscthaft errungen batte,

ging er aui Reisen nach Gonf, Lyon, Paris und iiborall trat cr als

matbematiscber Scbriftstciler, als inatberaatiscber Lehrer mit Gliick

aut . In der Ilcimatb erwarb cr sich 1694 den mediziniscbcn Doktor

grad, dann folgte er 1695 einem Rufe nach Grocningen, wo er als

Professor der Mathematik uud Physik zebu Jabre bindurcb wirkte.

Das Ja.hr 1705 brachte ibn nach Basel zuruck, wo er dem Namcn
nach in die Professur der griechischen Sprache einriickeu, d. h. deren

Besoldung bexiohen solite. Wahrend der Uebersiedelung starb der

altere Bruder Jakob, und nun erhielt Johann desseu freigewordene

Professui- der Mathematik, welcher er seinerseits bis zu seinem Tode,

also noc.li 42 Jahre lang, vorstand, ohne durch eine der an ibn er-

gangcnen Berufungen nach Leiden, Padua, Groeningen (/um zweiten

Male), Berlin sich xum VVeggehen versuchen /u iassen. Ein mittlerer

Bruder zwiscben &amp;lt;)akob und Johann war .NIclaus, geboreu 1662,

Dieser trat als Ratbsherr in die vaterlicben Pusstapfen, aber in scinern

Sohne Niclaus Bernoulli (1687 1759) ofienbarte sich der mathe-

matische Familicngeist. Er war zunitchst Schfiier seines Onkels .fakob

in Basel, dann seines Onkels Johann in Groeningen. Mit Jobann

kehrte Niclans 1705 naoh Basel zuriick. Seine Arbeiten Hieilen sich.

zwiscben Mathematik und Jurisprudent. Er trat 1716 in die mathe-

matische Professur in Padua ein, kehrte aber 1719 nach Basel zn-

riick, wo er 1722 zur Professur der Logik, 1731 zu der des Codex

und des Lehensrechtes ernannt wurde. Wir haben nun noch zwei

Sohne von Johann Bernoulli zu nennen: Niolaus Bernoulli II.

(16951726) und Daniel Bernoulli (17001782). Jener, in Basel

geboren, war ein fruhreifer Jiingling von den bedeuteudsten Geistes-

gaben. Er trieb nebeneinander Jurisprudent uud Matbematik. In

jener erwarb er sich 1715 das Licentiat, in dieser unterrichtete er
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seit 1711 den jiingercn Bruder Daniel. Nach 1716 begab sich Niclaus

auf Re i.sen, 172H berief man ihn als Professor der Rechtswisseuschaft

nach Bern. Der in Groeningen geborene Daniel wurde, wie wir

sagten, durch Niclaus in die Matbeinatik eingeiuhrt. Spiiter (1721
bis 1723) genoss er den Unterricht des Vaters, der aber die Fort-

schritte des Sohnes untcrschiitzte und ihn dem Kaufmannsstande

zuwenden wollte, spiiter ihm das Studiurn der Medizin gestattete.

Wahrend Daniel auf Reisen in Italicn verweilte, kam an ihn und

Niclaus geineinsam ein Ruf an die nach einem Plane Peter des

Grossen soeben ins Leben gerufene Petersburger Akndemie. Beide

Briider folgten 1725 mit Freuden diesem Rufe, der ihnen ein Zu-

sammenleben und Zusammonwirken in Aussicht stellte, welches leider

nicht von langer Dauer sein sollfce. Niclaus starb nach noch nicht

einjahrigem Aufenthalte in Petersburg. Daniel liess sich nur niit

Miihe nach Ablauf der fiinf Jahre, auf die er sich verpflichtet liatte,

auf weitere drei Jalire gewinnen, dann kehrte er nach Basel zurttck,

wo er nunmehr 1733 1782 verblieb. Seine Stelhmg war die eines

Professors der Anatomie und Botunik, seit 1750 auch noch der Ex-

periracntalphysik.

Wir haben hier nur die rohesten Umrisse des Lebens der fiinf

Manner gegeben, welche dein Namen der Bernoulli zur Unsterblicb-

keit verhalfen. Nicht erwiihnt wurden die theilweise sehr hiisslichen

Streitigkeiten, d&amp;lt;;rcn Geschichte gleichfalls mit dem Namen der Ber

noulli untrennbar verbunden ist, nicht erwahnt die wissenschaftlichen

Leistungen, urn dcrentwillen die Bernoulli so beriihmt sind. Fur beides

wird bald da, bald dort in diesem Bande der nothige Raum goschafft

werden miissen.

Veranlassung dazu, wenigstens eine Art von Stammbaum der

Mathematiker Bernoulli an dieser Stelle einzuschalten, gaben uns die

Arbeiten von Jnkob Bernoulli ftber Reihen, fiinf Abhamllungen,

welche unter dem gemeinsamen Titel PrqpOS&ionw ArithmeUuic dc

Scriebu-s inflnitis eorumque summa finita erschienen, ein Titel dem von

der zweiten an die Ordnungszahlen pars altera, tcrtia, quarta, quinta

l)eigefiigt wurden. Es sind Dissertationen
,

iiber welche unter Jakob

Bernoullis Vorsitze disputirt wurde, und zwar sind die Vertheidiger

und die Jahrgange, in welchen jeweil die Disputationen stattgefunden

haben: Fritz 1689, Beck 1692, Hermann 1696, Hurscher 1698,

Niclaus Bernoulli 1704. Von den fiinf Vertheidigern ist der zu-

letzt genannte Niclaus I. der Sohn des Rathsherrn Niclaus Bernoulli.

Hermann, genaner Jakob Hermann 1

) (16781733), ist ein besonders

Allgemeine Deutsche Biographic XII, 181182.
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in tier Geschichte der Mcchunik riihinlichst bekannter Scbriftsteller.

Die drei anderen Personliehkeiten haben sich keine solchen Verdienste

erworben, dass ihr Name besonders erhalten zu werden beauspruchen
konnte. Jedenfalis riihren die Abhandlungen iiber Reihen auch nicht

zum Theil von den fiinf Vertheidigern her. Diese sind einzig Eigen-
thum von Jakob Bernoulli und mit Eecht in desseri Werke nufge-

nomraen 1

),
welche in zwei mit durchgehenden Seitenzahlen versehenen

Banden in Genf gedruckt warden. Dass die Abhandlungen iiber

Reihen dort durch weite Zwischenraume von einandcr getrennt sind,

liegt an der die Zeitfolge streng wahrenden Anordnung dor Ausgabe.
Jakob Bernoulli selbst hielt ihre Zusaramengehorigkeit nicht bloss

dadurch aufrecht, dass die Abhandlungen als pews altera, tertia, quarta,

qtmita benannt wurden, sondern noeh deutlicher durch die BeziflFerung

der Kapitel, welche von 1 bis LX durch die fiinf Abhandlungen sich

fortsetzfc, und welche so die fortwahrenden Rtickbeziehnngen erleichtert.

Niclaus Bernoulli I hat darum auch, als er 1713 eine nachge-

lassene Schrift seines Lehrers und Onkels iiber Wahrscheinlichkeits-

rechnung herausgab
2

) und die Reihenuatersuchnngen, deren Tragweite
er voll erkannte, als Anhang drucken liess, jede Trennung vermieden

und die sechzig Kapitel ohne Sondernng in Abschnitte als fortlaufende

Kapitel einer einheitlichen Abhandlung behandelt.

Der erste 1689 veroffentliehte Theil bietet die grosste Ausbeute.

Jalvob Bernoulli geht von clcin an sich ivrcht uneleganten Sat/e aus,

dass eine geometrische Progression A, 7?, C, D, E und eine arith-

metisclie Progression A, .#, F, G, H ,
welche in den beiden An-

fangsgliedern A, U iibereinstimraen, so fortsclireiten, dass von den

Folgegliedern jedes Grlied der geornetrischen Progression grosser sein

muss, als das Giied der arithmetisehen Progression von gleicher

Rangordnung. Daraus folgert er, dass erstens die Glieder einer

steigenden geometrischen Progression grosser als jede beliebig ge-

gebene Zahl und zweitens die Glieder einer fallenden geometrischen

Progression kleiner als jede beliebig gf
j

gebene Zahl, erstere also

uneudlich gross, letztere schliesslich Null werden. Bernoulli wendet

sich sodann zur Reihe ~ -(-

&quot;

J]

c

-f~ T--T-^ -}-, urn nach deui

Werthe t des unendlich fernen Gliedes zu fragen. Der dabei ein-

geschlagene Gedankengang 1st hochst eigenartig. Als wtes Glied be-

betrachtet ist t
&quot;

\.
.

(n ~~~

^

c
woraus = 1 -I--

~
&quot;

Damit aber_ ft -}- (. 1) c dt

) Jacob! Bernoulli Basileensis Opera I, 373402; I. 517542; II, 7i5

bis 704; II, 849 867; 11, J5r&amp;gt; 975 Wir citiren diese 1744 erschienene Ausgabe
als Jnc. Bernoulli Opera. *)

You ihr wird irn XVII. Abschnitte erst die Recle

sein, weil ihre Ergebuisso nicht vor 1713 in die Oeifeiitlichkeit drangen
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n co werde, kanu nicht bf a oo sein. Das wiirde namlich
f.

t
_____ ,_,

oo, c dt - oo.
-j- negativ bedingeu, wodurch n Null

odor negativ wftrde, TV us ein Unsinn ist. Also muss n = oo ans

c dt hervorgehen und t --
.

seio. Nun ist entweder
a

a . c c _ a , a c
&amp;gt; odor

&amp;gt;

- - daer -.- ~=
-,- ,b d d b I) d

jodenfalls siiid duher die unondlich vielen Glidder, voin ersten an bis

zu
&amp;lt;,

alle grosser uls ~ odor nls ---, odor gleich Leiden Briichen, \md

ihre 8amme ist melir als das tTuondliclifache einos gegebenen Aus-

druckes, beziekungsweise ifmi gleich ,
d. h. nuendlich gross. Damit

biingt dcr weitere Satz zusammen, dass bei /u summirenden unend-

lichon Reihen die (Ilieder schliesslich verschwinden miissen, weil die

Reihc andornfalls koine endliche Sumrae besitzeu konne 1

).

Nun gebt es an wivkliche Summirungen. Soi imter Ar

die Retho

T ~{&quot; ^~ ~t~ TT H---- verstanJen, unter P die Reihe -
-f- ir + T~ H---- ,

c 2c 3c 2C 3c 4

Avolche die um das Anfangsglied
- verkilrzte Reihe N oder 3T

C C

ist. Ziehe man beide Reihen gliedweise von oinander ab, so entstehe

eine neue Reihe Q, welchc N hJP- -
)
==

-] sein miisse. Also

_L 5 |_
ff

4_ - V - rt
- - P~r r ~

c

n
I _ _ i __ i

&quot;-

_ _
(j

1 2 c 2 3 ( . a&quot; 4 c
&quot;*

&quot;

&quot;c

&quot;

*

Jakob Bernoulli empiand selbst das hochst Bedcnkliche dieses

Verfahreus, wir wiirden hente sagen die Unzulassigkeit des Rechnens

uiit divergeuten Reibeu, denn cr bemorkte soforfc, ohue besondore

Vorsieht diirfe man aich dieser Motbode nicht bodioneu-). Sei niim-

,. , 2a.3a.4a. :a . 4a . 5o . , ry 2 a
hcb: -----

\-
---

\-
- ---- S, - 4- * r o

c 2c oc 2c Ac 4t c

und man zoge die iihnlichn Polgerung wio vorber
;
so entstande dics-

mal----
1
-----

\

-----
1
---- == -- = 0, ^Yiihrend doch un

1 2 c 2 :{ c 3 -4 c c

moglich eine and dieselbe Reihe Q einmal ~ und einraal zur

Surame haben konne. Der Fehler liege daran, dass das Grrossenver-

haltuiss der Endglieder der Reiheu im zweiten Falle keine Beachtung

x
) cum alia* illtinvm sum&amp;gt;n&amp;lt;.ic fhiitne cssc non posscnt. -} Olservandwrn

t(t&amp;gt;n&n,
non sine cofutcln hac irtfn;.lm essc-
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gefunden habe. In den Reihen N und P versehwindon die Kudglieder,

deshalb koinme es bei der gliedweisen Subtraktion JV - P uicht

darauf an, dass die Reihe P um ein Glied weiter reiche als N. Ganz

anders liege die Sache bei den Reiheii S und T. Ks sei

^,
ti a . 2 a -f- a . 2 -j- 2rt .

T

7&quot; T-f f
&quot;

c -j
- 2c

Day unendiich feme Glicd dieser Reihc sei daher nach deni Frfiheren

-- Um dieses Glied s ^i also T liinger als S, und deshalb sei S T

nicht . sondern =-
, d. h. (J habe cenau denselben VVerfch

c &amp;lt; c c

wie vorher.

Jakob Bernoulli betrachtet alsdann die harnionische Reiho,
wclche eine unendiich grosse Sumine besitze 1

).
Man konne

den Beweis nach rzwei Methoden fiiliren, deren erste von Joliann

Bernoulli herruhre, welchcr die Sacbe auch /ncrst bemerkt liabe.

Set/ j! m.in in die wicderholt beige/ogene Reihe Q statt und c

jedesmai die Zalii 1, so entstehe

i_, i
I

1
.

*
i i

f;~2 &quot;T \r7$ ~T 3&quot;&quot;4 4~.&quot;6
&quot;1

Augenscheinlicli ei

1
4. Lo-2- J -- -I--- -I 4

2 3 4 ft 1 -1 -1 :i 3 .1 15
^ 4-_l_4.....\ 4. /_1._ 4....

1
.._ + . .! ......L.

3 4 4 5 / U 3 :i t 1 5

oder, wenn TOan --
-f-

--
-f- -: -\-

- = A set/e, gelang-e man zii

J = 14- y{. Hiitte also A einen endliclion Weitli, so ware das

Ganxc (1 -f- J.) neinein Theilc (J) gleich, wus tiirht mogiu h s^ei.

Nachdeni Jukob Bcrnoalli die ubej raschende BemeHrang des jiingeTen

Binders kenuen golernt battc, zog er selbst die harmoniBCshe Reihe

in Erwligung und fand folgeuden unrrtHtelbaren Bev.-eis iiiivr unend

iich grossen Suumie. Die Glieder - r-7~+ r~5~&quot;i&quot; ~^~ a

eine Sumrue, wt:lche grosser ibt, als wenn sauuutliehe a- a

J

) Swnma send infoMtac harmonize progressionaUnw
-

-(-v ~l~ 3 H~ v ~f~

es1 infinila.
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den niedrigsten Werth -y besassen, d. h. sie bctragen zusammen raehr

als j
= 1 Dann folgt weiter

a 1

-4- 4-
1
- -4- . 4_ _L^&amp;gt; 1

a r
&amp;lt;*-f-

1 r a -f 2 a*
^

Man kumi also iiinerhalb der harmonischen Ut ihe von einein be-

liebigen Gliede an eine endliche Gruppe von Gliedcrn angeben, deren

Sunnne grosser als Kins ist. 1st nun N eiiro beliebig grouse gan/e

Zahl, so zieht man N solehe Gliedergruppen in Beiracht, die sicli

unmittelbar an einander acliliessen,. und deren Summe
&amp;gt;
N ist. AHo

Folgeglieder bleibcn alsdann noch ubrig, die Suminc der unendlichen

harmonischen Roilie ist also erst recht grosser als jedes N, grosser

als jede noch so grosse angebbare Zahl, d. h. nnendlich gross. I)a-

mit ist /ugleich testgestellt ,
dass die Suinme einer unendlichen

Iteihe, deren Endglied verschwindet, bald endlich, bald

uneudlicii ist 1

).

Gleichwohl t tihlt Jakob Bernoulli sich durch die Gewissheit, dass

die Bndgiieder der Koihe verschwinde^ hinlanglich beruhigt, uun mit

Hilte der bnrmonischen Reihe und anderer iihnbch gestalteten Reihen

die Leibni/ischen Summon von 1682 (S- 8;J) abzuleiten Aus

1,1 1 1

A.

-
-f T -}- y -f v + und

A l l i l *
_1_

J
&quot;

T
&quot; &quot; T = = T &quot; &quot;

4
&quot; &quot;

IT
&quot; &quot;

f

&quot;

folgert er mittols gliedwoiser Subtraktion
r

x o 9 o
c&amp;gt;

== _^
|

f i

|
i I*

2&quot; l-&quot;2-4 3-5 4-(}~
also auch

JL J_ _L _J_ _L J_ J L .JL
1 2 4 3 5 .4 (5

&quot;l 4

Ans Js
-J-

-f-
-~

-f-
1 -f y H und

folgert er tihnlicherweise

. ,. ij 11; Q -tip
&quot; ~

*^*^ ^ T _ U&amp;lt; O* T

Man kann niolit verk^nnen, dass Jakob Bernoulli sich bci dies^n

SchUissen von einem richtigen Get iihle loiten liess. Nennt man A a

die Summe dor n orsten Glieder der harmonischen Reihe, und zieht

) Suwnta aer&amp;gt;fi in^itar , CUJUK punt remits ternuvua eranescit,

jituia tat, ^ititndiiqvf. infinitci.
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von An die Glieder An 1 - -

-5-
+ ,7^ + ;pqr~2

ab
&amp;gt;

so ist enau

richtig

_L_ J_J- 4. _i_ -1 1 _i_
HIT t 4H (n + 2) &quot;4 8 (n -f 1) 2 (n + 2)

and dieser Ausdruck gelit in der That, weii die spiiten Glieder der
i

harmonischeu Reihe verschwinden, bei n &amp;lt;x&amp;gt; in - - fiber u. s. w.
4

Freilich drflckte Jakob Bernoulli sicli noch nieht so modern aus, wie

wir (S. 82) auch einem Leibnizischen an sich durchaus berechtigten

Schlusse gegenttber zn bemerken in der Lage waren.

Den folgenden vier Abhandlungen fiber Reihen haben wir weit-

aus nicht so viele hervorragende Ergebnisae zu entnehmen, es sei

denn, dass wir eiitschieden falsche Dinge hervorheben wollten, so

ialsch, dass man kimm begreifen kann, dass man den gleichen Ver-

fasser vor sich hat, wie in der Abhandlung von 1689. Wenn z. B.

1692 behauptet wird 1

),
es sei

folglich sei durch Addition die ganze harmonische Roihe

-.1-1-.L 4- A + .

1 6

mithin sei welter -, -f
- -

-| (--
die lialbe liarroonische Reihe,

uud die fehleudon graden Glieder -|-
--

-|- -r- -j- mfissten die

andere Halfte bildea. Wenn dartvus weiter geschlossen wird, es sei

1 + 1 _!_ _L -L . L I 1 J. 1 + . . .135 246
trotzdem jedes Glied links einen hoheren Werth besitze, als das ihm

der Ordnungszahl nach entsprechendc Glied rechts, so konuen wir

Jakob Bernoulli, den tiefen Denker, hocbstens aus der Zusatzbemer-

kung erkennen, solches rfihre dalior, dass beide Reihen, die links

ebenso wie rechts, unendlich grosse Summon haben, deren Gleichheit

durch den y,wischen den einzelnen Gliederpaaren vorhandenen Unter-

schied nicht beeintrachtigt werde. In dieser zweiten Abhandlung ist

J

)
Jac. Bernoulli Opera 1, 530.
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auch eratmalig die lloihe der reciproken Qnadratzahlen aller-

dings erfolglos in Angriff genommen. Nicht ohne Interesse sind

ferner ciuige iineiidlichc Operationsfolgen anderer Art als der fin-

1 / 7 -

fachen Addition
*).

So sagt Jakob Bernoulli, aus V a V a Va ]/
= x

J&quot;

~~~
T.^^&quot;

1 / i f
~
^~~~

folge r2 = a \ a vn V7 . =^ ax und x = a
; aus

V a -f Va ~f- ya -{-
= x folge X* = a -f V -f- }/-{-...

= a -f a: und x = --
-|- 1/4- 4- a u. s. w.

4 F *

In der dritten Abhandlung von 1696 ist die Division - inm -f- n
Mereatorscher Weise vollzogen. So ontsteht

_ _____ _
? -f- &amp;gt; tn* w&amp;gt;

3

und bei n w? werde daraus

J -1 _L_i_ A
2wi w t j

ein nicht unelegantes Panidoxon
-).

Dessen Ursprung sei, dass bei

forigesetzter Division der jedcsinalige Rest nicht geringer werde,

sondern unverandert ~\- I bleibe; es irete also noch -\
----- zur Bei he

2 m

hinzu, und zwar gelte das untere Zeichcn, wenn die Reihe bei einem

uugraden poaitiven Gliede abbreche, das obere, wenn die Reihe bis

zu einera geraden negativen Gliede fortgesetxt werde. Was sonsi in

der dritten und den ihr folgenden Abhajidlungen bemcrkenfiwerth er-

scheint, muss an spaterer Stelle erst Erwuhnung tinden.

In deni Abdrucke der Algebra von Wall is in seineu Gesammt-

werken 8
)

ist von den anfeinandHrfolgeiiden Niiherungswertben eines

Kettenbruches die Rede, und dabei sagt Wallis: Ejusqm paries dfci-

males abscissas appcndiccm voco sivc Mantissam. Das hier erstmalig
in mathematischem Gebrauehe erscheinende Wort Mantisse 4

) be-

deutet einen Uebersehuss. Schou bei derci Gramraatiker Festus
koramt es in der Bedeutung von Zugabe /u einein Gewicht-e vor,

und damit rechtfertigt sich von selb.st die gegenwartig allgornein

iibliche Benutzung des Ausdrucken fOr die Deeitnalstellen eines Loga-

rithmen. Etymologisch soil mantissa von ma-n-m hum, die ausge-

) Jac. Hprnoulli Opera J, 586-539.
*) Khonda II, 751: undr para-

(toawm flnit wm inelegant. *) Ausjjabe von 1693, Bd. 11, pug. 4J. *) P. Tan

nery in dcni Jntfnnediaire des matheniaticiens 1899 pag. 181 uiut A. Dcspr*ts
ebetida pag. 182.
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streckte Hand, sich herleiten, weil der Verkiiufer beiin Abwagen von

Verkaufsgegenstanden mit ausgestreckter Hand ein Stiickcheu nach

dem anderen auf die Wage lege, bis das gewiinschte Gewicht or.reie.ht

sei, und zuletzt noch ein Stiickchen zugebe. So soil wenigstcns

Scaliger behaupten.

Wir haben einige unendliche Ausdriicke, welcbe nicht durch

blosse Addition zusammenhangen, fruher bei Vieta (Bd. 11, S. 595),

bei Wallis und Brouncker (Bd. II, S. 766), zulctzt bei Jakob
Bernoulli auftreten sehen. Brouncker hatte den unendlichen Ketten-

brucb gebildet und niit Kettenbrtichen hat sich auch Huygens be-

schaftigt
1

).
Es war in einer nachgelassenen Schrift Descriptio a-uto-

mati planetarii, deren Datirung mit keinerlei Sicherheit zu wagen ist.

Veroftentlicht wurde sie 1698 gemeinsam init anderen Schriften aus

Huygens Nachlasse.

Huygens vertolgte bei den Untersuchungen uber Kcttenbriiohe

durchaus praktische Zwecke. Er wollte, wie schon die Ueberschrift

der Abhandlung zu erkenneu gibt, ein Planetarium anfertigen, d. h.

eiu Modell des ganzen Sonnensystems niit alien Planeten, deren Um-

liiufe durch ein Raderwerk niit in einander greifenden Zahnen ge-

regelt waren. Die Hauptaufgabe bestand daher darin, die Anzahl der

Ziihne jedes Rades derart zu bestimnien, dass ihr Verhaltniss die

Umlaufzeiten der einzelnen Planeten den in der Natur gegebenen
Zeiten so nahe als inoglich entsprechen liess, und zwar diese Absicht

durcb kleinstin-ogliehe Verhiiltnisszahlen zu erreichen, weil die prak-

tiscbe Mechanik ibre Greuzen bat und nicht gestattet, beliebig viele

einander genau gleiche Zahne in einen Radumfang von miissiger

Grosse einzuschneiden. Einmal liegen beispielsweise die Verbllltniss-

zablen 2 640 858 und 77 708 431 vor, und niit solchen Zahlen an die

wirkliche Herstellung von ihnen eutsprechenden Vorricbtungon uur

von fern herantreten zu wolleu ist unmoglicb. Huygens erkannte

als Mittel zur Beschaftung anderer VerhSiltnisszablen die Uinwuiullung

des gcgebeuen Verbiiltnisses in das der Einhoit zu einer mit uinem

Ketteubruche versehenen Zabl, d. h.

1:29 +V-f i 1;V, yS*
2 + 1

1 +1
5 +J

1 + I

4 + etc.

) Eine Zusammeustellung der hierher gehQrenden Avbeiten bei S.

Gunther, Bcitriige zur ErfindimgBgeschichle dor Kettenbrfiche. Programni *lt-r

Lateinschulo zu \Veissenburg. 1872.

CAMTOH, Geachichte der Mutheiuutik. III. 1 2. Ami. 1
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Dann werde, sagt Huygens, bei der fortgesetzten Umwandlung durch

immer erneute Divisionen es endlich einmal dab in kommen, dass aJs

Rest bei einer Division die Einheit erscheine 1

), und dann sei natur-

gemass die Umwandlung vollendet.
,
Aber mit dieser Umwandlung

ist nur der erste Schritt gethan, und der zweite ftihrt dahin, die

einzelnen Naherungswerthe des ermittelten Kettenbruches zu linden:

29 =.29, 29
,

147 1 206

Nun zieht Huygens den Satz V, 1 der euklidischen Elemente in Be-

tracht. Wenn bei zwei ungleichen Zahlen das Kleinere immerfort

von dem Grosseren weggenommen wird, und der Rest nicht eher, als

bis er die Einheit geworden, die nachste Zahl vor ibm genau misst,

so sind erstgenannte Zahlen zu einander theilerfremd. Daraus folgert

er sofort, dass Zahler und Nenner llder Naherungswerthe theilerfremd 7

die Naherungswerthe also reduzirte Briiche sein mflssen.

Einen zweiten Satz spricht er dahin aus
r

dass kein Bruch mit

kleineren Zahlen in Zahler und Nenner dem urspriinglich

gegebenen Bruche naher liegen konne als ein Naherungs-
werth. Der dritte Satz beweist, dass die Naherungswerthe ab-

wechselnd bald kleiner, bald grosser als der ursprunglich

gegebene Bruch seien. So weit hat also Huygens die Lehre von

den Kettenbriichen gefordert. Bei seinen Beweisfflhrungen bedient

er sich nicht allgemeiner Buchstaben, sondern der Zahlen des be-

stiinuiten Beispiels, es dem Leser iiberlassend, die Allgemeingiltigkeit

der Auseinandersetzung einzusehen.

87. Kapitel.

Zahlentheorie. Algebra.

Die Satze, welche Huygens der Lehre von den Kettenbriichen

abgewann, sind weniger rechnerischer als zahlentheoretischer Natur.

Sie bilden dadurch einen wilikommenen Uebergang zur Darstellung

dessen, was die Mathematiker des letzten Drittels des XVII Jahrh.

auf diesem Gebiete geleistet haben. Keineswegs Uiierhebliches, konnte

man uns hier vorwerfeu, haben wir bereits im II. Bande vorweg-

J

) Eo devenitw, ut a divisione tandem unitas supersit.
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genommen. Wir baben Fermats zahlentheoretische Leistungeu dort

insgesammt zur Spracho gebracht, und doeh sind dessen Anrnerkungen
zu Diophant erst 1670, seine Opera Varia erst 1679, Briefe zahlen-

theoretischen Inhaltes von Ferinat, vou Brouncker, von Freuicle.

von Wallis allerdings schon 1658 (Bd. II, S. 773) gedruckt worden.

Man konnte uns vorwerfen, wir seien in unserer Erzlihlung der Ge-

schichte vorausgeeilt, wir hatten gegen das geschichtliche Gesetz uns

verfehlt, dass Erfindungen und Erfinderrechte kein friiheres Datum

tragen als das der Veroffentlichung. So bereitwillig wir diesen Vor-

wurfen Berechtigung zugestehen, so konnen wir doch zwei wesent-

liche Entschuldigungsgriinde fur unser Verfahren in Anspruch nehmen.

Erstlich blieben Fermats zahlentheoretische Leistuugen durchaus nicht

ganz geheim. Durch Briefe und Gesprache wurden viele seiner Satze

bekannt, lange bevor sie gedruckt waren. Zweitens aber hat eine

Bestreitung von Fermats Aurecht an seine zahlentheoretisehen Er

findungen niemals stattgefunden und konnte auch nicht stattfinden.

Vor der Veroffentlichung wie nach der Veroffentlichung blieben die

Fermatschen Satze sein ausschliessliches Eigenthum, da niemnnd ini

Stande war, sie zu beweisen, wenn es auch nicht an Versuchen dazu

gefehlt hat. Deshalb durften wir Fermat als Zahlentheoriker im

II. Bande behandeln. Andrerseits freilich miissen wir gegenwiirtig

auf die erwahnten Drucklegungen von 1658, von 1670, von 1679,
von 1693 in der Ausgabe von Wallis Werken hinweisen. Sie haben

fur uns neben dem, was sie enthalten, eine geschichtliche Bedeutuug.
Sie liefern den Beweis, dass damals Mathematiker von Fach durch

Veroffentlichungen, denen verinoge des Namens ihres Verfassers ein

weiter Leserkreis gesichert war, auf die Zahlentheorie hingewieaen

wurden und lassen es dem gegeniiber nur um so auffallender er-

scheinen, dass der reichlich ausgestreute Samen kaum an wenigen
Stellen zum Keimen kam.

Wallis selbst muss hier wegen einer Leistung riihmend genannt
werden. Er hat sich im 88. und 89. Kapitel seiner Algebra niit den

bei der Division entstehenden Reihen und vergleichend mit der Ver-

wandlung von Bruchen in Decimal- und Sexagesimalbriiche beschaftigt.

Er will bei dieser Verwandlung den Bruch zunachst reducirt wisseu,

ein Kunstausdruck
,
den er hier fur die Kiirzung des Bruches durch

den grossten Gemeintheiler von Zahler und Neimer einfiihrt. Enthalt

der Nenner des reducirten Bruches koine anderen Grundtheiler als 2

und 5, so verwandelt sich der Bruch in einen goschlossenen Decimal-

bruch. Enthalt der Nenner noch andere Grundtheiler, so ist der

Decimalbruch endlos, Quotiens est intermmata. Alsdarm ergibt sich,

dass nach einer gewissen Fortsetzuug des Verfahrens die gleichen
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Zahlen wie zuerst und in der gleichen Ordnung immer wieder auf-

treten, redc-unt iidcm numeri ci eodrm online rirculantur quo primo.
Die Anzahl der so cyklisch wiederkchrenden Ziffern kann nicht

grosser als der um die Einheit verininderte Divisor sein, liiiulig ist

sie ein Untervieliaches jener ZahJ. Damit war also die Lehre vun

den per iodise hen Deoinialbriichen und in ibr ein wichtiges

Kapitel der Zahlentheorie in Angrilf genommen.
Auch einzelne Aufgntyeu zahlentheoretischer Nat.nr wurden nocli

iuimer gestellt. In den Zeitscliriften war z. B. von einer Aufgabe
Re rial din is die Rede

(J3. 23), die darin bestuu-1, drei Zahlen x, y, z,

von der Beschaffenheit /u fuiden, dass

&
S/

2
&amp;gt;

3? **, T - - s
,

x- y, x z, y z

insgesammt Quadratwihlen seien l

).

Leibniz hat 1678 es fur mittheilnngswurdig gehalten, dass

Priuizahlen stets einer der Forraen 6 1 oder Gw 5 angehoren
2
),

nicht einuial dahin sicli erliebend, die beiden Formen als bn 4: 1 m
vereinigen. Derselbe Schriftsteller hat uus der Formel

i - 2 k

fur die Combinationen zu je & von y outer einander verschiedenen

Eiementen und aus der Ganzzaliligkeit, welche dem Ausdrucke ver-

moge seines Sinnes auhaften muss, Schliisse auf die Theilbarkeit

eines Produktes auf einander fblgender Zahlen durch ein ahulich ge-

bautes Produkt gezogen
;t

).
Er hut auch ujit der Gleiehung y

2= x -\

sich beschaftigt*), sowie mit dem Satze, dass die Fliiche einea ratio

nalen rechtwinkligen Dreiecks keiu Quadrat sein konne 5
).

Das wind

sehr geringi iigige Leistuugen, doppelt geringfiigig als solehe eines

Leibniz, der die Pflicht gehabt liiitte, wo er Hand anlegte, Hervor-

ragendes zu schaffen.

In Frankreich konnen wir als einen Gelehrten, welcher der

Zahlentheorie eiuiges Naehdenkeu widmete, Claude Jaqueuiet
6
)

(1651 1729) nennen. Er gehorte der Congregation der Priester

vom Oratorium Jesu nn, finer 11)14 in Frankreich entstandenen nicht

klosterlichen Brildcrschat t, welche sich ziemlich rasch verbreitete.

Zu ihren Mitgliedern ziihlte sich auch Nicolas Malebranche (1G38

bis 1715), dessen Thatigkeit zwar der Hauptsache nach eine philoso-

) A. E. 1G85 pag. 17H. !
) Leibiii/ VII, ll .&amp;gt; 120. ) Ebenda VII,

101113. 4

)
Ebenda VT1, 114-- 119 6

)
Ebenda VII, 120-120. *) Ari-

stide Ttfarre, Deiuc mttUienMticifna dc TOrutoiri (iin JtSidletinu Boncinnpuyni

XII, 886894).
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phische war, der aber auch der Matheinatik Interesse entgegenbrachte.

Man hatte deshalb handschriftlich in der Pariser Bibliothek erhaltenc

zahlentheoreti.sche Brtiehstucke zuerst Malebranche zugeschrieben und

sie unter seinem Nainen veroffentlicht
1

),
bis nachtraglicb erkannt

wurde, dass Jaquemet der Verfasser war. Die Bruchstucke beziehen

sich auf drei Fragen. Erstlich ist der Versuch gemacht, den Fermat-

schen Unmoglichkeitssatz (x* -f- y&quot;

=== zn bei ganzzahligen Werthen

von x, y, 8, n unmoglich, sofern n
&amp;gt; 2) zu beweisen. Der Beweis

ist iiicht richtiger als alle spateren, die von elementarer Grundlage

ansgingen und iiicht mit besonderen Zahlenwertheu von n sich be-

gntigten, aber es ist immerhin ein erster Versuch, die Sache allge-

mein anzufassen. Dabei ist gelegentlich ein Sat/ ausgosprochen,

welcher vielleicht selbst, namentlich aber wegen des Beweisganges

Erwahnung verdient. Br lautet folgendermassen : Ist s eine positive

ungerade Zahl
?
so ist bekanntlicli

x -f $ = (x 4- .y) (x
1- 1 x -*y -\

-----h y
1

) 5

sind nun die gleichfalls positiven ganzen Zahlen x, i/ theilerfremd,

so haben die beiden Faktoren x-\-y und x*~ l

x-&quot;^y -f- -J- y
s ~ l

nur entweder g oder irgend einen Faktor von e als Gemeintheiler.

Sei d dieser Gemeintheiler, so wird er, weil in x -f- y, auch in

(i + y)a?
s

a?
*
-f ^

und ebenso in

x-~ l -- x -*y -\
---- + y

!~ l

[a;*-
1 + x ~ 2

y]

= _. 2-y + a V -----h r
- 1

enthalten sein. Ein iihnlicher Schluss tflhrt dazu, dass d in

enthalten sein muss, schliesslich in zx:
~*if~

l = y*~
1

. Bei der

Theilerfremdheit von x und y kann d, der Tlieiler von x -f- y, nicht

Theiler von y sein, also auch nicht von \f
~~ l

,
daher muss d in z

enthalten sein, der Fall d1 mit eingeschlossen Zweitens hat

Jaquemet in jenen Bruchstiicken bewiesen, dass eine ganze Zahl, die

nicht die Suinme zweier ganzzahliger Quadrate ist, auch nicht Sumnie

zweier gebrochener Quadrate sein kann, und an diesen Satz kniipft

sich die dritte Untersuchung an, in welcher er mit der Gleichung

Ax*-\- l=y* sich beschiiftigt
1
). Ja({uemet zeigt hier unter Anderem,

dass aus einem Werthepaare .1; =
, y ft

ein zweites x = 2 a/3,

&amp;gt;)

Ch. Henry im Hulhtwn Roncmnpagni XII, 565-568. *) BuUetino

.Boncompagni XII, 646648 und ebenda 893.
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y= 2&amp;lt;4a
2
-f- 1 sick ableitet und (lurch Fortsetzung dieses Verfahrens

beliebig viele Werthepaare.

Ein anderer franzosischer Zahlentheoretiker war Jean Prestet

(f 1690). Wenigstens hat er in semen Elemens des Mathematiques
1

},

welche erstmalig 1675 und dann in wiederholten Auflagen erschienen,

in jenes Gebiet einschlagende Aufgaben behandelt. Prestets Lehr-

buch war sehr geschatzt. Aus ihm hat De Moivre (S. 86), dem
nur ein sehr mangelhafter Unterricht in der Mathematik zu Theil

wurde, die Kenntnisse sich angeeignet, welche ihn hernach zu eigenen

Entdeckuugen befahigten. Wall is hat in seiner englischen Algebra
voii 1685 das Werk als eine nahezu vollstandige Zusammenstellung
alles dessen geschildert, was auf algebraischem Gebiete vorhanden

sei, Eigenes finde man dagegen wenig oder gar nicht; auch die wirk-

lichen Erfinder nenne der Verfasser nicht, es sei derm, dass es seine

Landsleute Viet a und Descartes seien. Fur den Verfasser des

anonym erschienenen Werkes 2
)

hielt Wallis den oben von uns ge-

naunten Nicolas Malebranche. Prestet verwahrte sich in der init

Namensunterschrift versehenen Vorrede der zweiten Auflage von 1689

gegen die ihm gemachten Vorwurfe. Auch andere Schriftsteller als

Vieta und Descartes werde der aufmerksame Leser erwahnt und ge-

ruhmt finden. Seine Eigenschaft als Verfasser hielt Prestet in der

bescheiden klingenden Form aufrecht, Wallis habe das Werk einer

geschickteren Personlichkeit zugeschrieben als er selbst sei
3
).

Der

Vorwurf, von welchem Prestet nichts sagt, dass in dem Lehrbuche

Eigenes uur in geringem Maasse oder gar nicht zu finden sei, scheint

rnindestens flbertricben Prestet hat z. B. mit vollkommenen Zahlen

sich beschaftigt
4
) und die acht ersten derselben, die achte als 19ziffrige

Zahl, ausgerechnet. Die neunte vollkommene Zahl sei 2513 2366
.

Ausserdein hat Prestet muthmasslich zuerst eine Recursionsformel

aufgestellt
5
), welche die Summe der wten Potenzen von in arith-

metischer Progression gegebenen Zahlen

8m tf&quot; + (a + r) H K, + (n
-

l)r)-,

mittels der Summen $,_!, &amp;gt;Sm_ a ,
der niedrigeren Potenzen der

selben Zahlen darstellt.

Auch Jaques Ozanam 6
) (1640 1717) ist hier zu nennen

wegen eines Aufsjitzes im Journal des scavans von 1680, der den

J
)

Bulletin/) Bnvcompagni XII, 562. *) Nur die Vorrede ist in wenig
deutlicher Weise mit J. P. gezeiehnet.

3

) mes premiers Elevens drs Mathe-

tnatiijur* qu il attrtbue a unc p&rsonnc plus Jialrile. qm mny.
4
) Bufletino Bvn-

contpagni XI, 781. 6
)
Ehenda X, .300. ) Menwires de TAcadc-mie des

Scicticcs. Paris, 1717.
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Fermatschen Unmoglichkeitssatz in dein besonderen Falle n =* 4 be-

handelt. Weitaus bekannter 1st Ozauam durch seine Recreations

matiiematiques ,
eine Aufgabensammlung von der Art wie Bachet de

Meziriac, Leurechon, Schwenter (Bd. II, S. 768770) sie ver-

fasst hatten, und welehe in Frankreich wenigstens ihre Vorganger

bald verdrangte, wofttr die zahlreichen Auflagen des Buches den Be-

weis liefern. Bachet de Meziriac hat (Bd. II, S. 768) zur Herstellung

magischer Quadrate die Terrassenmethode ersonnen, Frenicle hat sie

in einem 1693 gedruckten Aufsatze erweitert, Ozanaui hat in seiner

Aufgabensammlung diesem Gegenstande seine Aufmerksamkeit zu-

gewandt
1

).

Von den soeben erwahnten alteren Schriftstellern hat Bachet

de Meziriac deutlicher, als es je vor ihm geschehen war, die Auf-

gabe betont, unbestimmte Gleichungen dureh ganzzahlige Wurzel-

werthe zu befriedigen. Er trat auch selbst an die Losung der

Aufgabe heran, wenngleich sein Verfahren kaum mehr als eine ver-

suchsweise Annahme aufeinander folgender Zahlen fur die eine der

beiden Unbekannten der Gleichung war (Bd. II, S. 772). Ein anderer

franzosischer SchriftsteUer, Michel Rolle 8
) (16521719), seit 1685

besoldetes Mitglied der Pariser Akademie der Wissenschaften , gco-

metre pensionnaire, ging wesentlich dariiber hinaus. Er veroffentliehte

1690 einen Traite d Algebre
3
),

mit dem wir es im weiteren Verlaufe

dieses Kapitels noch einmal zu thun bekommen. Das VII. Eapitel

des I. Buches ftthrt die Ueberschrift Eviter les fractions*) und handelt

von der ganzzahligeu Auflosung unbestimmter Gleichungen. Rolle

hat die Regel, welehe er benutzt wissen will, in allgemeinen Worteti

ausgesprochen, abor da er nichts weniger als leicht zu schreiben

wusste, so ziehen wir es vor, das Verfahren an dem ersten dort be-

handelten Beispiele 120 221A == 512 kennen zu lernen. Wir be-

dienen uns dabei der von Rolle benutzten Buchstaben. Als Gleich-

heitszeichen gebrauchen wir das ge.wohnliche, wahrend Rolle nur das

von Descartes eingefflhrte ao (Bd. II, S. 794) anwendet. Man soil die

Gleichung so umordnen, dass die Unbekannte, welehe den niedrigsten

Zahlencoefficienten besitzt, allein links voin Gleichheitszeichen stehen

bleibt, also 12^r 221 A -j- 512. Nun dividirt man den grosscren

Zahlencoefficienten 221 durch den kleineren 12 und findet 18 als

Quotienten und 9 als Rest. Mithin ist, abgesehen von der unberiick-

) Gflnther, Vermischte Untersuchungen zur (resohichte der mathemati-

schen Wissenschaften (Leipzig 1876) S. 236239 und 249 250. *) Memoires

de I Academic des Sciences. Paris, 1719. *) Die Jahresaahl des Ersclieinens isl

durch einen Druckfehler ala M.DC.LXC angegeben.
4x Rollo. Traite &amp;lt;i-Al-

gebre pag. 69 78.
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sichtigt bleibenden Constanten 512, die &amp;gt;18/t und man setzt

z 18A -{- p. Dieser Substitutionswerth macht aus der ersten Glei-

chung 21G/* + I2p = 22U -f 512 oder 57t = I2p 512, indem

wieder die Uinordnung vorgenommen ist, welche die Unbekannte mit

deni niedrigsten Zuhlencoefncienten allein auf die linke Seite bringt.

Indein 5/&amp;lt; init V2p allein verglickeu wird, erscheint h
&amp;gt; 2p }

und

inan setzt // =
&quot;2p -j- s in 5/i = 12jp 512. So erhalt man

\()p -f- 5s = 12^) 512, beziehungsweise 2p = 5s -j- 512.

Man sieht sofort, dass nun 2p mit 5s in Zusaminenhang gebracht

p === 2s -f- m lielert, und dass alsdanu 4s -f- 2m == 5s -}- 512 bezie-

hungsweivse s == *2m 512 folgt, womit die Aufsuchung neuer Sub-

stitutionswerthe abgeschlossen ist, weil s den Zahlencoefficienten 1

besitzt. Die gefundenen Gleichungen schreiben wir in umgekehrter

Reihenfolge an:
s = 2m 512

p = 2s -f- m
h == 2p -f s

a= 18/t + p.

Rollc nennt diese Zusammenstellung die Riickkehrsaule, colomne

de retvur. Jede Gleichung wird zur Umformung der ihr nachfolgen-

den benutzt, und so entsteht der Reihe nach:

s 2m 512,

p = 5m 1024,

h= 12&amp;gt; 2560,

z = 221 m 47104.

Jedes ganzzahlige t liefert in die Schlussgleichungen eingesetzt ganz-

zahlige h und ^. Will man diese kleinstmoglich positiv haben, so

muss 12m
&amp;gt;

2560 d. h. m
&amp;gt;

2in und 221m
&amp;gt;

47104 d. h. m
&amp;gt;

213

sein. Beiden Bedingungen geniigt m = 214, und man hat h = 8,

g = 190, welche in der That 12z 22U = 512 erMlen. Das un-

mittelbar sich auschliessende VIII. Kapitel
1

) geht unter der Ueber-

schrift Eviter les nombres negatifs noch niiher auf die Auswahl einer

Zahl eiu, welche gegebene Ausdrilcke positiv werden ULsst. Sollen

z . B. -14 + 7,2, -30-flO^r, 32 8^, 45 9^, 66 1U

positiv sein, so muss gleichzeitig hervorgebracht werden 7#&amp;gt;14,

lO^r
&amp;gt;

30 und 82
&amp;lt; 32, 9*

&amp;lt; 45, 11s
&amp;lt;

66 oder z &amp;gt; 2, z &amp;gt;
3 und

,s&amp;lt;4, &amp;lt;5, ^r&amp;lt;6. Von den beiden ersten Ungleichungen schliesst

die zweite die erste, von den drei letzten die erste die iibrigen ein.

) Traite d AlgHbre pag. 7886.
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Sainratliche Bedingungen vereinigen sich also zu 3
&amp;lt;

s
&amp;lt; 4, und jedes

2 innerhalb dieses Zwischenraumes macht die fiinf gegebenen Aus-

drilcke positiv, bei der so gestellten Aufgabe allerdings nicht zugleich

auch ganzzahlig. Im Jalire 1699 liess Rolle noch ein besonderes

Bandchen von 68 Quartseiten erscheinen: Mefhode.s pour resoudrc les

questions indeterminees de I Algebre, in welchem unbestimmte Glei-

chungen hoherer Grade behandelt sind.

Der Titel von Rolles Buch von 1690 Traitc d Alyebre ftthrt uns

leicht hiniiber zum zweiten Gegenstande, der in der Ueberschrifl

dieses Kapitels neben der Zahlentheorie genannt ist, zur Geschichte

der Algebra. An ihrer Spitze erscheint wieder die uns schon be-

kannte Abhandlung Newtons von 1669, seine Analysis per aequa-

tiones (S. 69).

Nach der Reihenentwicklung durch Wurzelausziehung (S. 71)

koinmt der Verfasser auf die Auflosung von Zahlengleichungen,
welche durch fortgesetzte Annaherung an den Wurzelwerth in Gestalt

einer Reihe von mehr und inehr in Betracht zu ziehenden Gliedern

erreicht wird, mithin vollstandig in das Bereich derjenigen Unter-

suchungen fallt, denen die Analysis per aequationes gewidraet ist.

Allerdings setzt Newtons Methode 1

) voraus, dass cine gewisse An

naherung schon vollzogen sei. Er nimmt namlich als gegeben an,

dass die Voraussetzung y = 2 als Wurzelwerth der Gleichung

f-2y 5 = 0,

welche als Beispiel dient, urn weniger als den zehnten Theil vom

genauen Wurzelwerthe sich unterscheide. Hierauf wird y = 2 -f- p
in die Gleichung eingesetzt, welche dadurch in

1 =
ubergeht. Weil nun p nur einen in Zehnteln darstellbaren Werth

besitzt, so ist unter vorlaufiger Vernachlassigung der hoheren Po-

tenzen von p zuniichst Wp 1 = 0, p= 0,1 und genau p = 0,1 -f- q.

Die Einsetzung dieses Werthes in die fur p gefundene Gleichuug
liefert q

s+ 6,3 #
2+ 11,23&amp;lt;? + 0,061 = 0, in welcher neuen Gleichung

die Unbekannte q nur aus Hunderteln besteht. Um so berechtigter

ist die vorlaufige Vernachlassigung der hoheren Potenzen von q. Aus

11,23 q -f- 0,061 entsteht aber q 0,0054 und genau

q = 0,0054 + r.

Die Fortsetzung des gleichen Verfahrens fuhrt zu

=-- 0,000 048 53 .

11,101 i b

) Opuscula Newtoni I, 1012.
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Mithin ist

y = 2 + 0,1 0,0054 0,000 048 53 = 2,094 551 47 .

Newton benutzt weiter ein dieser Methode nachgebildetes Ver-

fahren, um aus einer zwei Unbekannte x und y enthaltenden Glei

chung die eine, etwa y, in eine nach Potenzen von x fortlaufende

Ileihe zu entwickeln, und zwar in eine steigende
1

),
wenn man weiss,

dass x sehr klein, in eine fallende 2
), wenn man weiss, dass x sehr

gross ist. Sei z. B. bei kleinem x die Gleichung

t/
8
-f- a?y 2a8

-|- axy x*

vorgelegt. Ware x so klein als irgend moglich, d. h. Null, so ware

einfacher y
8

-f- a
z
y 2a3 = und y = a. Dieses erste Reihenglied

erganzt man zu y = a -\- p, und die Einsetzung des vervollstandigten

Werthes von y in die ursprfingliche Gleichung liefert

von welcher nur die Glieder zunachst benutzt werden, welche nach

x und nach p vom ersten Grade sind, also

4a*p -j- a*x = , p =

Der rohe Werth von p erganzt sich zu p = -
-}- q ,

welches dann

in die zwischen a, p und x gegebene Gleichung eingeffihrt wird.

x*
Man sieht, wie die Rechnung weiter verlauft, wie q = ^^ -}- r ge-

funden wird u. s. w. Zuletzt ist

x x* . ISlx* . &09x 4
.i

y~ ~ T &quot;&quot;

64^ &quot;T&quot; 5T2^* T 16384T8 1

1st dagegen bei grossem x die Gleichung
- 8 =

vorgelegt, welche aus der Gleichung des vorher behandelten Falles

durch Vertauschung von a mit x entsteht, so beriicksichtigt man

zunachst nur diejenigen Glieder, in welchen y und x zusammen vom

dritten Grade sind: y
8

-j- *?y 2ic* = 0. Daraus folgt roh y x,

genau y = x -f- p. Einsetzung dieses Werthes in die gegebene Glei

chung verwandelt sie in

(4p -f a)x* + (3i&amp;gt;

2
-f ap)x + p*

mit tiberwiegendem Anfangsgliede. Mithin ist
(4/&amp;gt; -|- )#

8 =** zu

setzen, roh p = -- und genau p -^ -\- q, wo q bereits klein

gegeniiber vou a ist. Substitution des Werthes von p lasst

r
) Opuecula Ncwtotu I, 1215. *) Ebenda I, 1618.
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1
entstehen. Hier sind qx* ^ a # die hochstwerthigen Glieder,

deren Nullsetzung roh q

Mithin wird = x -

64 a?

a
und genau q = ^j- -f- r liefert u. s. w.

131rt s 509a
7; -f- etc., ein Ergeb-

niss, welches naturgemass aus dem des vorhergehenden Falles gleich-

falls durch Vertauschung von x mit a entsteht Die eigentliche Aus-

rechnung gibt Newton nur fQr die Glieder x j- ,

Man erkennt leicht, dass Newton sieh um die Convergenz der

entstehenden Reihen wenigstens so weit kiimmerte, als er, je nach

dem Werthe von x, ein anderes Fortschreitungsgesetz der Glieder

zur Geltung kommen liess. Man erkennt ferner, dass die Umkehruug
der Reihen, von der (S. 72 73) die Rede war, nur ein Fall der

Literalis aequationum affectarum resolutio, d. h. der Auflosung einer

mit Zusatzgliedern behafteten Gleichung in Buchstaben, ist, wie

Newton die soeben von uns besprochene Aufgabe nannte.

Newtons Gleichungsauflosungen fanden ihre erste Veroffentlichung

im Drucke in der Algebra von Wallis, und zwar ebenso in deren

englischen Ausgabe von 1685 als in der lateinischen von 1693.

Ebenda wurde auch ein Abschnitt des (S. 69 71) von uns erwahnten

Newtonschen Briefes vom 24. October 1676 abgedruckt, welcher das

sogenannte Newtonsche Parallelogramm
1

) erlauterte.

Newton gab namlich in diesem mittelbar fur Leibniz hestimmten

Briefe folgende Methode zur Auflosung der Gleichung
x a

y* -f- bxy -j y
4 7 a*x2

y -j- 6n
3
a/

3
-f- b^x* = 0.

beziehungsweise zur Auf

findung des Anfangsgliedes
der Reihe, in welche y ent-

wickelt werden soil, weil

nach seiner Feststellung die

Erganzungen p, q, r we-

sentlich leichter zu ermitteln

sind. In der vorgelegten

Gleichung ist \f das hoehste Vorkommen von y }
X* das hochste Vor

kommen von x. Man bildet (Figur 11) ein aus (6 -j- 1) (4 -f- 1) 35

*) Kastner, Anfangsgrunde der Analysis endlicher Grossen. III. Auflage

(Gottingen, 1794), S. 419476. S. Gunther, Vermischte Untersuchungen zur

Gescbichte der roathematischen Wissensohaften (Leipzig, 1876), S. 136 187.

Reiff, Geschichte der unendlichen Eeihen, S. 35 37.

X x y

y 3

x y xy

Pig 11.
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kleinen Rechteckchen bestehendes Rechteck und bezeichnet die siebcri

Rechteckehen an der Basis von links nach rechts mit 0, y, y*, y
s

, i/* ,

y
r&amp;gt;

, y&quot;,
die fiiiif linken Randrechteckchen von unten nach oberi mit

0, x, x~, j,
3

,
x4

. Samintliche fibrigen Recbteckchen werden gleich-
falls bezeichnet, und zwar jedes mit dem Prodakte der senkrecht

darunter beziehungeweise zu ausserst links stehenden Randreehteck-

chen, so dass also die sammtlichen Glieder der Gleichung, ireilich

ohne Zahlcncoelficienten, nls Bezeichnungen einzelner Rechteckcben
vorkomraen. In einer zweiten durchaus ahnlich gebildeten Zeichnung
(Figur 12) werden die Felder

der in der Gleichung vor-

komraenden Glieder dureh

Sternchen bemerkbar ge-

macht. Nun nimint Newton
ein Lineal und legt dasselbe

an die linke untere Ecko

des tiefstliegenden uiit einem

Sternchen versehenen linken

Randfeldes. Urn diesen Punkt als Drehungspunkt dreht er das Lineal

von links nach rechts, bis es wieder an die linke untere Ecke eines

durch ein Sternchen uusgezeichneteri Feldes gelangt. Dann werden

aus der vorgelegteu (jrleichung die zwei oder auch mehrere Glieder,

deren Felder das Lineal an der linken unteren Ecke beriihrt, aus-

gesucht und aus ihnen sainmt ihren Zahlencoefficienten eine Glei-

chuug gebildet, welche das Anfangsglied der Entwicklung fur y
liefert. In dem gegebenen Beispiele sind die mit Sternchen ver

sehenen dem Lineale anliegenden Felder die mit den Bezeichnungen
a;
3
,

a;
2
?/

2
, y

6
. Die neue Gleichung enthalt somit nur die Glieder

y
6

7a*3:*y
s

-f- Oa
3
.c
3

0. Ihr genttgen die vier Wurzeln

und jeden dieser vier Werthe darf man als Anfang einer Entwick-

luug von y benutzen, je nachdem man sich entschlossen hat, den

einen oder den anderen Wurzelwerfch zu ermittelu 1

).
Die beiden noch

(il)rigen Wurzeln der Hilfhgleiohung: y = -\-_ )/ Sax lasst Newton

unberiicksichtigt, da er zwar positive und negative Gleichungswurzeln

anerkennt, imaginarc aber noch nicht.

Ausser in dem Briefe vom 24. October 1676 hat Newton sein

Paralleiogramm auch in der Abhandlung Mvtliodus fliixionwn ct serie-

) quomm quemlibfl }/&amp;lt;&amp;gt; primo termino quotient accipere licet, prout e ra-

dicibus quampiam extrahere dccretutn e*t.
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rum mfinitarum^) auseinandergesetzt. Die Ahhandlung war gegen

Ende 1071 druckfertig und sollte, wie Collins in an Borelli und

an einen damals in Paris verweilenden Englander Francis Vernou

gerichteten Briefen vora December 1071 inittheilte
2

), als Anbung zn

einer von Newton vorbereiteten neuen Ausgabe der Algebra oder

Stvl-konst eines hollandischen Mathematikers Gerhard Kinckhuysen

erscheineu, dereu erste j*.uflage von 1001 stammt. Als diese unter-

blieb, war Newtons niichste Absicht, welehe gleicb falls etwa 1071

gefsisst wurde, die mathoinatischo Abbandlung einem optischen VYWu-

beizugeben
3
).

Auch daraus wurde nichts. Vielmehr erschieii die

Motbodus fluxionum erst 173G, also 10 Jahre nach Newtons Tode in

englischer von John Oolson herrttbrender Uebersetzung niit fort

laufeuden Erlauterungen. Ob, beziehungsweise welcbe Verandemngen
Newton iiach 1071 an seiner Abhandlung vorgenoininen batte, wird

in anderem Znsaminenhange im 89. Kapitel besprocben werden miissen.

Aucb in der Methodus fluxionum ist das Parallelogram in uur be

schriebeu, nicht bewiesen, und von den durch Andere nachtriiglicb

gelieferten Beweisen wird erst innerbalb der Zeit, zu welcber die-

selben entstanden, zu reden sein.

Newton hatte uiit .seinen Regelii zur niUierungsweiMen Auflosniig

der Gleichungen einen zieinlicb grossen Scbritt fiber das von Stevin,

von Vieta, von Harriot Erreiebte binaus
vollzog&amp;lt;m,

uber wir

iniissen stets darauf zuruckkommen es duuerte in England geiwiiue

Zeit, bis man die Analysis per aeqiiatione.s, die seit 1000 bei Collins

in keineswegs geheiiner Verwahrung lag, ricbfcig wurdigte (S. 0&amp;lt;S).

In den Jahren 1073 und 1074 erscbien dort eine xweibandigo Algebra

von John Kersey
4
) (10101090?) unter dem Titcl The dement*

of mathematical art commonley called dlyebrti, weiche alsbald nach

ihrem Erscheinen als ein klassisches Werk betrachtet wurde. Leibniz

hat in einem nachgelassenen Aufsatze tiber die Eutwickiungsgeschichto

der Algebra )
das Keraeysche Werk als eiue wohlausgestattete und

reiche Vorrathskammer der Algebra bezeichnet. Schon vor dem Er

scheinen kamen 1072 in dem VIII. Baude der P. T. lobpreisende An-

kiindigimgen. Wallis und Collins selbst waren deren Verfasser,

aber Collins macht hier auch nicht die leiseste Aiu-.pielung auf Newtons

Untersuchungen, es ist, als wenn sie fur ilin nicht voihanden ge-

wesen waren.

Auch Leibniz hat zu verschiedenen Zeiten uiit der Lehre von

den Gleichungen sich beschaftigt, vor wie nach dein ersten Londoner

*) Opuaciila Newtoni I, 31 199,, besouders pag. 41 sqq.
!i

) Cowmen,

epittol. pag. 81.
3
)
Ebeiula pag. 126 127.

4

)
National Biography (edited

by Sidney Lee), XXI, C J.
6
) Leibniz VII, 215 21G.
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Aufenthalte von 1676, aber seine Arbeiten beziehen sich nicht auf

die Auffindung von Naherungswerthen der Wurzeln numerischer

Gleiehungen. Die ersten Arbeiten schlossen sich wahrend seines

Pariser Aufenthaltes an das Studium der Bouibellischen Algebra

an, zu welchem Leibniz die Anregung von Huygeus erhalten hatte,

und ibre Ergebnisse finden sich in dem zwischen Leibniz und Huy-

gens dauials gefiihrten Briefwechsel 1
) und in einem vielleicht damals

entstehenden Abhandlungsentwurfe
2

j
iiber kubisehe Gleiehungen und

deren in imaginarer Form auftretenden reellen Wurzeln. Namentlich

die von Leibniz aufgestellte Identitat

^ -f V\ y^ =
machte auf Huygens einen uberraschenden Eindruck. Zur wirklichen

Einsicht in diese rathselhaften Formen war aber die Zeit noch nicht

gekommen, und Leibnizens Formel war zwar ein auffallendes Beispiel,

brachte aber die Frage nach dessen eigenilicher Bedeutung um keinen

Schritt weiter, hatte vielleicht diesen Erfolg kaum haben konnen,
wenn es der Oeffentlichkeit iibergeben worden ware.

Von viel grosserer Tragweite ist ein Gegenstand, dessen Keim

schon 1676 uachweisbar ist, den Leibniz dann wieder in einem Brief-

wechsel, welchen er 1693 mit dem Marquis de 1 Hospital fiihrte,

und in nachgelassenen Aufsiitzen behandelte, und bei welchem die

Glauzseite Leibnizischen Denkens, seine formale Erfindungsgabe, wie

wir sagen mochten, in das hellste Licht trat. Guillaume Francois

Marquis de 1 HospitaP) (1661 1704) gehorte den hochsten fran-

zosichen Adelskreisen an. Einige Jahre lang war er Rittmeister

in der Armee seines Vaterlandes, dann zog er sich .in ein wissen-

schaftlich erfiilltes Privatleben zuriick. Er stand in Briefverkehr mit

Huygens, in personlichen Beziehungen zu Johann Bernoulli, wahrend

dieser in Paris verweilte; seit Ende 1692 war auch ein Briefwechsel

mit Leibniz ira Gange. Wir haben im vorigen Kapitel (S. 80) von

dein Aufsatze Compendium qviadraturae arithmeticae gesprochen, welcher

muthmasslich 1676, wenn nicht schon 1675 vollendet war. In diesem

Aufsatze diirfte Leibniz zum ersten Male Stellenzeiger oder In

dices (Bd. II, S. 751
J angewandt haben, um Punkte derselben Gattung

mit dem gleichen Buchstaben benennen zu konnen, ohne doch be-

fiircliten zu iniisseu, dureh diese Gleichnamigkeit Verwechslungen her-

vor/.urulen. Die einer und derselben Curve angehorenden Punkte

uannte er 4

) insgesammt C, fiigte aber links unten die Stelleuzeiger

1, 2, 3, 4, 5 hinzu, so dass von Puukten jC, Z C, 3 C, 4C
f

, 5C
T

die Kede

) Leibniz II, 1115. s
)
Ebenda VII, 138154. *) Memoires de

I Academic ties sciences. Paris 1704. 4

)
Leibniz V, 100.
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isi Eine ahnliche Benutzung von Stellenzeigern liegt gedruckt in

der Quadratura arithmetica communis sectionum conimrum in den A. E.

von 1691 vor. Dort sind 1

)
Punkte H, d, I, q durch links angebrachte

Stellenzeiger unterschieden. In einem Briefe an den Marquis de

1 Hospital vom 28. April 1693 ging Leibniz uber diese friihere nicht

hocb genug zu schatzende Neuerung abermals einen gewaltigen Schritt

hinaus 2

): er erfand, wie wir heute sagen, die Anwendung inehr-

facher Stellenzeiger, er benutzte sie zur Auflosung des Elimi-

nationsproblems. Seien drei Gleichungen (1), (2), (3) vorgelegt,

in welehen eine erste Unbekannte x, eine zweite TJnbekannte y vor-

kommen, deren Entfernung beabsichtigt ist, so konne man, sagt

Leibniz, die neun vorkommenden Coefficienten je zweiziffrig schreiben,

so dass die erste Ziffer erkennen lasse, ob der Coefficient der (1),

(2), (3) Gleichung angehore, die zweite, ob er in Verbindung mit

keiner, der 1. oder der 2. Unbekannten auftrete. Die drei Gleichungen

heissen dementsprechend:

(1) 10 -f 11* -I- 12y =
(2) 20 + 21 x -f- 22^ =
(3) 30-f 3

Die Wegscbaffung von y zwischen (1) und (2), beziehungsweise

zwischen (1) und (3) liefert zwei neue Gleichungen, denen Leibniz

die Natuen (4) und (5) beilegt. Sie heissen, sagt er,

(4) 10 - 22 12 20 -f 11 222; 12 21* =
(5) 10 - 32 12 30 -f- 11 32tf 12 31z =

uud wir beinerken dabei auch den Punkt als Multiplikations-

zeichen, den Leibniz hier gebrauchte, ohne besonders darauf auf-

merksam zu machen. Nun sei, fahrt Leibniz fort, zwischen (4) uiid

(5) die Unbekannte x wegzusehaffen und das fuhre zu

1 ^ 3, 1 2
2

-

3,

3 = lj 2

3

Man konne, wenn man die Rechnung fortsetze, zu einem allgemeinen

Lehrsatze gelangen. Es handle sich schliesslich inimer um die Gleich-

setzung gewisser Produkte, in deren jedem je ein Coefficient aus jeder

Gleichung vorkomme. Wir haben kaum nothig darauf aufmerksam

zu machen, dass bei Leibnizens Schlussgleichung die zweiten Ziffern

der vorher zweiziffrig auf gleicher Zeile geschriebenen Coefficienten

) Leibniz V, 130131. *) Ebenda H, 209211.
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herunterriickend als rechts stehende Indices auftreten, dass ferner

sowohl die links als die rechts voin Gleichheitszeichen UDvermittelt

unter eiuander stehendeii Produkte additiv vereinigt gedacht sind,

dass endlich die Eliminationsgleichung genau diejenige ist
;
welche

man spiiter als zu Null werdende Determinante zu schreiben ge-

lernt hat. Der Sehlusssatz des Briefos liisst erkeunen, dass Leibniz

ein voiles Bewusstsein vou der Bedeutsamkeit dieser Untersuchung
besass. Man sieht hier, .sagt er, auf was ich schou gelegentlich hin-

gewiesen habe, dass die VervoUkoinrnnung der Algebra von der Com-

biuatoiik abhiingt
1

).
Um so anffal lender erscheint, dass Leibniz auch

in dem handschriftlicheu Nachlasse nichts hinterliess, was das Eliini-

nationsproblem noch welter gefordert hiitte, wenn er auch von sym-
bolisch zwei- und dreiziflrig geschriebeuen Coefficienten haufig genug
Gebrauch machte, und dass er sogar von dieser Bezeichnungsweise
einmal in der Oeftentlichkeit in einor in den A. E. von 1700 ge-

druckten Abhaudlung sprach-j.

Von Versuchen Leibnix6O8| Gleichungen funften Grades aufzu-

losen, reden wir vveiter utiteu. l.)Hgegcn beriihreu wir hier noch im

Vorbeigehen eiucn algebraischen (iegenstand, der Leibniz einmal be-

schaftigt hat. Die Gleichung x&quot; -J- x 30 sagt er 3
), werde durch

x = 3 erfullt, aber meisteus seieu solche Gleichungen ausser uiit

Ililfe von Transcendenten unlosbar.

Ein weiterer Schriitsteller, der algebraische Untersncliungen an-

stellte, war Ehrenl ried VValther von Tschirnhuus auf Kiess-

lingswalde
4
) (1651 17oS). Er gehorte einem alten, friiher boh-

mischen oder mahrischen, aber schon durch vier Jahrhunderte Lau

sitzer Adelsgeschleclite an. Nach geringer, den damaligen deuischen

Verhultnissen entsprechender Vorbildung in der Mathematik, zu

welcher Tschirnhaus durch innere Neigung sich hingezogen fulilte,

begab er sich 1608 auin Studium nach Leiden. Bald Kraukheit,

bald kriegerische Ereigjiisse, an \velchen sich Tschirnhaus als Frei-

williger betheiligte, unterbruchen seine wissenschattlichen Bestre-

bungen, ohne ihnen ein Eude zu inach^u. Er kehi-te vieluiehr immer

wieder zur Mathematik und zu der ihr nahe verwaudteu Physik und

Philosophic zuriick. Nachdem er 1(375 einon kurzen Besuch in der

Heimath gemacht hatte, ging er iiber Holland nach England, vou

*)
On voit aussi par la une cltaac que j ai indiquee deja &amp;lt;/rtns lea occasions,

c est gue la perfection dc I Alycbrv depend de I art des Combitiaisons. *) Leibniz

V, 348. 3
)
Ebendu VII, 216: Sed pkrwuque valor nisi in ti-ansccndentibus

impoH-ibilis cut.
4

) Herra. Weisseiiboru, Lcbousbescliveibung des Ehn-nlried

Walther v. Tschirnhaus auf Kieaslingswalde und Wiirdiguug seiner Venlienstc.

Eiseuach, 18GG.
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da im September des gleichen Jahres naeh Paris, wo er (S. 30) mil.

Leibniz bekannt wurde, an welchen OJdenburg iiin mit cinem

Empfehlungsschreiben versehen hatte. Langer als em Jahr blieben

die beiden jungen, im Alter nur urn i finf Jalire von einander ab-

stehenden, in der Geistesrichtung nabe verwandten deutschen Gelehrten

auf fremdem Boden in engsten. Beziehungen, bis Leibniz irn October

1076 Paris verliess. Nicbt viel spjiter ging auch Tscb irnbans wieder

von dannen. Briefe voiu April 1077 bis zum April 1G78 aus Kom
lassen den darnaligen Aufenthaltsort erkennen. Ein abermaliger Be

such der Heimath fiillt in das Jahr 1G79. Ebendort verweilte er

im April 1681. Dann war Tschiriihaus wiederholt in Paris, wo er

am 22. Juli 1682 als Mitgliod der Akudcmie der Wissenschaftt&amp;gt;n auf-

genomrnen wnrde. Abor die moisten Brief* 1 T.scbirnbausons seit 1681

sind docb aus Sachsen datirt, wo er seinen endgiltigon Aufentbalt

nabm, wo er mit kuri iirstlicber Unterstiit/.ung drei Grlashiitten ins

Leben rief, nnd wo er bald am Hole, bald in der unmittelbareu Nabe

jener Fabriken verweille. Sein Vermogen scheint dabei in bedenk-

licher Weise abgebrockelt zu sein, aucb seine Gesundhmt litt, und

somit wnren seine letztcn Lebensjabre eigentlich recht traurig.

Die Arbeit fiber Crleichungen, welcbe Veranlassuug bot, diesc

Angaben iiber Tscbirnbausens Lebensgeschicbte bier einzuschalten,

ist in den A. E. von 1683 abgedruckt
1

)
und fuhrt die Ueberscbrift

Mctkodus aufercndi omncs tcnumoa infannedios ex data aequatiotic per

D. T.j wo die Bedeutung der beiden Buchstaben D. T., welcbe Do-

mmum Tschirnhansen als den Verfasser bezeicbneten, jedem damaligen

Leser verstiindlich gewesen sein wird, nacbdem seit 1682 schon

wiederholt Aufsatze aus seiner Feder in den A. E. veroffentlicht worden

waren. Wenn Tscbirnhaus wirklicb zu leisten im Stande war, was

der Titel verspracb, d. h. wenn er jede Gleichung durch Wegschaffung
aller zwischen dem ersten und dem letzten Gliede befindlichen

Zwischenglieder in eine binomiscbe Gleichung von der Form

x&quot; Jt =
zu verwandeln vermochte, dann war das allgeraeinste Problem der

Algebra gelost.

Tscbirnbausens Methode bestand in Folgendem, wenn wir eiuen

Augenblick seine Bezeiclinung und Darstellungsweise zu Gunsten einer

allgemeineren Erorterung verlassen. Sei die Gleicbung

xn + !*&quot;- H h _!;* -f an =
gegeben. Man bildet eine hinzutretende Hilfsgleicbung,

assumta, von der Form

) A. E. 1683, 204-207 ^Maiheft).

CANTOR, Gesehiclito der MathomutiK. HI. 1. 3. Anil 8
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tfH = *&amp;gt;,*-* -f 6
f
a--3 4. . . . +&n_ 2* -f &_, + y

und eliininirt a; zwischen der ursprftuglichen und der angenommenen
Gleichung. Dabei entsteht eine neue Gleichung mit der Unbekannten

y, welche gleichfalls rtten Grades 1st
1

), mithin

y
n + erf*-

1
H h Cn-iy -f cn = o

heisst. In Cj, c
8 ,

. . . cn_i kommen aber die willkiirlichen Grossen

6
1} ftj, ...&amp;gt;_! vor, welche man so bestimmen wird, dass

c
i
=

Cj
= -.- = cw _i = 0,

dass mithin nur noch y
n
-f cn = als neue Gleichung fibrig bleibt,

womit die Aufgabe gelost ist. Wir wissen heute, dass diese Schluss-

folgerung eine tibereilte ist. Allerdings entsteht mit Hilfe der an

genommenen Gleichung das Eliminationsergebniss

ST + W*- 1
H h cn-ty + c. 0.

Allerdings enthalten die clt c8 ,
. . . cn_i die willkflrlichen Grossen

6j, 6
2 ,

...ftn ._i. Aber die Bestimmung der letzteren aus

ci
= C

8
= = cn-i ==

ist meistens mit uniiberwindlichen Schwierigkeiten verknflpft.

Von diesen Schwierigkeiten sagt Tschirnhaus kein Wort, wahrend

er sehr gut erkennt, dass die erforderte Elimination wesentlich ein-

facher von statten geht, wenn man die Gleichung in x als von ihrem

zweithochsten Gliede schon befreit, also in der Form

xn
-f tfj#

n- 2
H \- an-\x -f- an =*= 0,

in Rechnung zieht 2

).
Wie Tschirnhaus die Elimination vollzogen

wissen wollte, mit deren Hilfe jene neue Gleichung entsteht, deren

mittlere Coefficienten nach seiner Behauptung zum Verschwinden ge-

bracht werden konnen, sagt er nicht. Wir mfichten vermuthen, er

habe sich der Subtraction der bald mit der Unbekannten, bald mit

Bekanntem vervielfachten angenommenen Gleichung von der ursprflng-

lich gegebenen Gleichung in mehrfacher Wiederholung bedient.

Tschirnhausens Beispiel der kubischen Gleichung heisst, nach-

dem das quadratische Glied schon entfernt ist, y
3 = qy -f- r, die an-

genommene Gleichung ist y
s = by -f- z -}- a. Wir wollen jene die

Gleichung I, diese die Gleichung II nennen. Wird II mit y verviel-

facht von I abgezogen, so entsteht by* = (q a z)y -j- r. Davon

die mit b vervielfachte II abgezogeu bringt

) quae aeque alias dimensiones obtmet. *) Vergl. Matthiesaen, Qrund-

zQge der antiken und modernen Algebra der litteralen Gleichungen. Leipzig,

1878 S. 119126. Ueber das zuletzt Erwahnte vergl. S. 121, Z. 2428.
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(z -f- -f- &2

2)2/ &* a ^ 4~ r

hervor, beziehuugsweise /
=

y- I/* _ ~~ * Setzt man aber diesen

Werth von T/ in II ein und schafft die Briiche durch Multiplikatiou

der Gleichung mit (s -j- a -f- b* ?)
2 w^g, so erhalfc man

_j_ (3 rt _ 2?)*
8
-f (3a

2
4qa + q

2
qb* + 3r/&amp;gt;)2

-f (a* 2&amp;lt;za

2 + 3
2a 3&

8a 4- 3rZa r2
2 r& -f r&3

)
=

7

und das ist gai.s genau die Gleichungsform, von welcher Tsehirnhaus

sagt, man gelange su ihr.

Das Verschwinden der Mittelglieder fordert erstlich 3a 2q
2

also a q und zweitens 3a2
4^a -j- q* q\p -j- 3r& = oder

= 3a8
4qa + ^

a =

wie Tsehirnhaus schreibt. Diese Wertho von a und I braucht raan

nur in die angenommene Gleichung einzusetzen, go wird aus

3 [~ r 1/7* ^&quot;&quot;!
. 2&amp;lt;r

y
s

y -f r und jf -|T + y- -
-,-

1

v 4- * -f f
unter Wegfall von i/ eine Gleichung in z entstehen, vvolche 3 einer

aus lauter Bekanntem zu.sammengesetzten Grosse gleichs^i^t.

Tsehirnhaus gibt dann weiter die Werthe von a imd c rn, welche

diejenigen angenommenen Gleichungen hervorbringen, wck^e sich

eignen, aus den schon vom zweithochsten Gliede befreiten GloicL i?i^;-n

4., 5., 6. Grades neue Gleichungen gleichen Grades berrorbriiWn,

welche auch vom dritthochsten Gliede befreit sein werden. Aber

warum diese Geniigsamkeit? Warum gibt Tschirnhaus nicht lieitr

diejenige angenommene Gleichung 4. Grades an, welche die Gleichung
5. Grades von ihren vier Mittelgliedern befreien llisst? Sollte cr an

der Unfehlbarkeit seiner Methode irre gewordeu sein, als er sie zur

Auflosung der Gleichung 5. Grades benutzen wollto, oder sollte er

diesen Versuch gar nicht gemacht haben? Wir halten letztere An-

nahme fur gradezu ausgeschlossen.

Wir haben Leibnizens BeschaCtigung mit der Gleichung
fttnften Grades (S. 112) erwahut. Sie ist dnreh eineu Brief sicher

gestellt, welchen Huygens an Leibniz wahrend ihres gemeiuscbafi;-

lichen Aufenthaltes in Paris schrieb 1

).
Nun kam Tschirchaus im

*)
Leibniz II, 14: Vous vous estes mis a chercher une chnt&amp;gt;e qui doit estre

bien difficile a trouver puisyu ette ne I a pas est-e encore, qvi cst de donner des

far-mules de ratines pow ks Equations du 5C
dtgre et oiv- dda.

8
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September 1675 nacli Paris. Er ..aiid niit Leibniz im engsten wissen-

schaftlichen Verkehr. und vrenn man daraus an und fiir sich folgern

konnte, Leibniz werde nuch von seinen algebraischen Forschungen
dem Freunde kein Hehl gemacht haben, so konnen wir die Thatsache

auch anderwarts bestiitigen. Als Tschirnhaus im Spatherbst 1679

nach DeutscbJand zuriiekkehvte, besuchte er Leibniz auf einjge Tage
in Hannover 1

).
Leibniz rief ihm daiuals die Pariser Tage ins Ge-

dachtniss zuriick und frischfce nachmals die Erinnerung auch in einem

Briefe wieder auf, aus welchem wir eine Stelle vtbersetzen
2

): ,,Sie

werden zugeben, dass ich nicht unbedachtsain iiber Ihre Methoden

zur Anffindung von Gleichungswurzein geurthcilt habe: und Sie werden

glauben, dass ich uicht aus Eitelkeit sagte, dass ich Aehnliches schon

friiher gesucht habe, sondern von dev Erwagung ausgehend, dn.ss

Sie nicht spater einrnal mich in Ve&amp;gt;-dacht haben mochten, etwas von

Ihnen abgeschrieben zu haben; and dass, wenn ich Ihnen ins Ge-

dachtniss zuriickrief, was ich Ihnen in Paris gezeigt hatte, ich es

nicht that, als wenn ich giaubte, Sie hatten sich meine Gedanken

angeeignet
- - weiss ich doch, was sie fiir sich allem konnen -

sondern urn Ihnen leichter zu beweisen, dass ich kein Neuling in

jenen Untersuehun^ron wax/ Aus dieser Stelle geht uberdies hervor,

dass Leibniz dainais init Tschirnhausens Untersuchungen iiber Glei-

chungen bekannt gewesen sein muss, und so war es auch.

Schou am 10. April 1678 hatte Tschirnhaus von Rom aus aus-

fuhrliche Mittheilung an Leibniz gemacht
3
),

und wenn auch der Brief

leidfcr nicht im Wortlaute durch den Druck bekannt gegeben worden

ifct,
so weiss man doch so viel

;
dass das Wesentliche des Inhaltes

der Abhandlung von 1683 dort entwickelt war. Man weiss flberdies

aus Leibnizens Antwort und aus einem spateren Briefe Tschirnhausens,

dass Tschirnhaus damals auch andere Methoden fur die Gleichungs-

auflosung in Vorschlag brachte, bei welchen vermuthlich die Unhe-

kannte einer Gleichung wten Grades der Summe von n 1 Grossen

gleichgesetzt wurde*J und jeue Summanden selbst auch als wte

Wurzeln gewiihlt werden konnten 6
).

Leibniz unterliess es nicht, dem Freunde EinwUrfe zu machen,

welche Tschirnhaus noch auf der Reise zukamen. Auch aus diesem

Briefe iibersetzen wir erne Stelle
6
) mit der Bemerkung, dass Leibniz

sich regelinassig des Zeichens &amp;lt; i als Gleichheitszeichen zu bedienen

pflegte (S. 35), dass wir aber vorzogen, das gewohnliche Zeichen

daiiir eintreten zu lassen. ,,Was Ihre dritte Methode zur Auffindung

J
) Leibniz IV, 423. ) Ebenda IV, 482. s

) Ebenda IV, 460. *) Weissen-

born, Tschirnhaus S. 182186. 6
) Leibniz IV, 469. ) Ebenda IV, 478479.
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von Gleichungswurzeln betrifft, die darin besteht, zur Auflosung von

-f qx
A

-f- rx* -\- sx -f- t =
die Annahme

ic
4

-f- &^
3

-{- ex* \- dx -\- e y

/XL machen, dann x mittels y zu eliininiren und mit Hilfe der will-

kiirlichen Grossen b, c, d u. s. w. die Mittelglieder in der entstehendeu

Gleichung /

5
-f-

= zu entfernen1
),

so glaube ich nicht, dass sie

bei Gleichungen hoherer Grade von Erfolg sein kann, es sei denn

in besonderen Fallen. Ich glaube dafiir einen Bewcis zu be-

sitzen.&quot; Wir machen besonders auf den letzten Aussprucb aafmerk

sain, den wir durch den Druck hervorheben liessen. Erst anderthalb

Jahrhunderte spater im Jahre 1824 gab Abel den unanfecLtbaren

Beweis der algebraischen TJulosbarksit der allgemeinen Gleichung von

hoherem als dem vierten Grade. Die Benutzung von TVschirn-

hausenji Methode, um die Gleichung 5. Grades auf die Form

#5
-f- Ax -f B =-

^u bringen, ist noch einige dreissig Jahre jflnger. Leibnizens brief-

liche Warnung verhallte ungehort. Nun kam jene Unterredung in

Hannover. Kann es zweifelhaft sein, dass damals von der Anwen-

dung der Tschirnhausenschen Methode auf Gleichungen 5. Grades die

Rede gewesen sein muss? Tschirnhaus hat zuverlassig Versuche nach

dieser Bichtung angestellt, hat sich von ihrer Vergeblichkeit iiber-

zeugt, und er ist dadurch von der Werthschatzung seiner Methode

zuriickgekommen.
Auch fur diese Behauptung besitzen wir einen Beleg. Im Jahre

1682 war Tschirnhaus in Paris. Er hatte, um in die Pariser Aka-

demie der Wissenschaften aufgenommen zu werden ein Wunsch,

der, wie wir wissen (S. 113), am 22. Juli jenes Jahres in Erfullung

ging derselben ein Verzeichniss seiner wissenschaftlichen Leistungen

eingereicht. Von jenem Verzeichnisse machte er am 27. Mai Mit-

theilung an Leibniz 2

),
und in ihm ist von der allgemeinen Auflosung

jeder Gleichung wten Grades keine Rede.

Und dennoch erfolgte die VeroiTentlichung von 1683V Sie er-

folgte, und als Leibniz alsdann fragte
3

): ,,Ich mochte doch wissen,

ob sie mit Hilfe Ihrer Methode zur Auffindung der Wurzeln aller

Gleichungen endlich die so lange erhofften Wurzeln der Gleichung
5. Grades aufweisen konnen, denn die der Gleichungen niedrigeren

J
) In dem Abdrucke des Leibnizischen Briefes fiuden sich einige Fehler,

entweder Druck- oder Schreibfehler. In der Hilfsgleichung heisst das Glied

rechts vom Gleichheitszeichen q statt y, und das erste Glied der Schlussgleichung
heisst y* statt y

6
.

a
)
Leibniz IV, 488. 3

) Ebenda IV, 501.
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Grades kennen wir schon lauge nach anderen
Methoden&quot;, da blieb

Tschirnhaus die Antwort schuldig.
Aber auch der Beweggrund ist bekannt, der Tschirnhaus zur Ver-

offentlichung von 1683 veranlasste. Am 25. August 1683 schreibt

Tschirnhaus buehstablich 1

): Dass sonsten bieshcro in den Actis cines

und das andere inseriren lassen, ist gescheften, dass s-ie zu Paris sehen,

wie das in meinen st/udiis fortgehe, und das sugleich andern innotescire.

Es geniigte Tschirnhaus nicht,. Mitglied der Pariser Akademie zu sein;

er wollte gleich vielen anderen Gelehrten von Ludwig XTV. mit einem

Jahresgehalte bedacht werden, und deshalb sollte man insbesondere

in Paris sehen, wie das in seinen studiis fortgelie. Deshalb warf er

in uem gedruckten Aufsatze mit allgemeinen Moglichkeiten um sich,

an die er so ist wenigstens unsere Ueberzeugung selbst nicht

mehr glaubte, wcnu er auch in dem eben erwahnten Briefe vom

25, August 1683 tortfuhr: Was den metlwdum anlanget, die Radices

ope ablation?* intermedwmm terminorum zu dcterminiren, ist (far tcickt

zu demonstrirtm, dnss er richiiy; tvo es gewiesse rationed t-icid verhindem,

die ich fabv, so icihl notches publice auch in 5to ymdu darthun. Das

miissten denn doch ganz absonderliche ratioties gewpsen sein, welche

ihn abhielten, nacbdem der Gedanke der Methode preisgegeben war,

ihre edelste Frucht auf den Markt zu briugeu.

Wir sir.ti aus doppeltem Grunde so ausfuhrlich aui Tschirnhausens

algebi uische Untersuciinngen eingegangen. Erstlich wegen der grobsen

Bedeutung, welcko dieselben nachtraglich gewonnen haben, naclidem

sie fast schon der Vergessenheit anheiuigefallen ware-n, zweitens weil

sie uns die Gelegenheit boten, Tschirnhauseus Personlichkeit auch in

den wenig lobenswerthen Charakterziigen kennen zu lernen. Tschirn

haus war unzweifelhaft ein Mann von grosser Geistesscharfe und von

mathematischer Erfiudungsgabe. Er durchforschte erfolgreich sammt-

liehe damals in Aiigriff genommenen Gebieto. Aber er beabsiclitigte

aus seinen wissenschaftlicheu Erfolgen eineu unmittelbaren person-

lichen Vortheil sich zu verschaffen, und deshalb kam es ihm nicht

darauf an, vor der Oeffentlichkeit manchos noch starker aufzubausehen,

als es in seinen eigenen Augen verdiente. Wir werden uns daran zu

erinnem haben.

Der Zeitfolge nach nennen wir einige englische Schriften. Ein

Geistlicher, Thomas Baker 2

), gab 1684 The geometrical key or the

gate of equations unlocked heraus 3
),

dessen wesentlicher Inhalt in der

Sfeometrischen Auflosung der von ihrem zweithochsten Gliede nicht

J

) Leibniz IV, 499. )
Rational Biography (edited by Leslie Stephen)

HI, 17. *)
Ein Berickt dariiber in den P. T XIV, 549-650.
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befreiten Gleichung von hochstens viertem Grade mit Hilfe einer

Parabel und eines Kreises besteht. .

Die Algebra von John &quot;Wallis, englisch 1685, lateinisch 1693

erschienen, haben wir (S. 4) von der geschichtlichen Seite aus un-

moglich loben konnen. Aber als Lehrbuch der Algebra betrachtet

war es ein ganz vorziigliches Werk, ware es ein solches gewesen,

wenn es auch nur die Newtonschen Untersuchungen allein zugang-

lich gemacht hatte, welche, wie wir erzahlt haben (S. 107), dort zum

Abdruck kamen. Der Leser konnte und kann noch heute ein massen-

haftes Material an Regeln zur Auflosung von Gleichungen darin an-

gesammelt finden und hat einzig davor sich zu htiten, Wallis un-

bedingten Glauben beziiglich der Urheberschaft der einzelnen Satze

entgegenzubringen. Eigene Untersuchungen auf algebraischem Gebiete

hat Wallis nicht angestellt. Die lateinische Algebra lasst sich als

zweite vermehrte Ausgabe der ersten englischen gegeniiber betrachten.

Es sind Dinge hineingearbeitet, welche erst nach 1685 bekannt

warden. So findet sich in ihr 1

)
ein Aoszug aus der Analysis aequa-

tionum universalis von Joseph Raphson, welche 1690 im Drucke

erschien. Raphson war ein unbedingter Bewunderer und Nachahmer

Newtons. Seine Auflosung von Zahlengleichungen ahnelt ungemein
der newtonischen. Der Unterschied ist einzig der, dass wenn Newton

die Erganzungen p, q, r u. s. w. jeweils aus neuen Gleichungen er-

mittelte, Raphson den dem Schiller vielleicht leichter verstandliehen,

aber jedenfalls viel mehr Rechnung mit verhaltnissmassig grosseren

Zahlen erfordernden Weg einschlug, dass er die uin p, dann die

um p -f- #, die um p -f- q-\- r u. s. w. veranderte Aufangsannahme
der Unbekannten immer aufs neue in die ursprunglich gegebene Glei

chung einsetzte.

Bakers und Raphsons Arbeiten fanden einen Fortsetzer in Ed
mund Halley

2

).
Er gab 1687 in zwei Aufsatzen die zeichnende

Auflosung der kubischen und biquadratischen Gleichungen mittels

einer einzigen, also ein fiir allemal hergestellten Parabel und einem

von Fall zu Fall sich andernden Kreise. Er beriicksichtigte dabei

insbesondere, dass jene Parabel mit dem Kreise nur in einer graden
Anzahl von Punkten sich schneiden konne, den Fall gleicher Wurzeln

mit eingeschlossen, welcher zwei Durchschnittspunkte in einen Be-

riihrungspunkt iibergehen lasse. Er verwandelte die kubische Glei

chung, deren Unbekannte z heissen mag, durch Vervielfachung mit

) Wallis, Opera II, 396 397. *) Die drei Aufs&tze Halleys, von welcben

hier die Rede ist, sind in den P. T. Nr. 188 (1687), 190 (1687), 210 (1694) er

schienen, aber auch vereinigt im Anhang zu der Arithmetica universalis von

Newton ;Leiden, 1732) abgedruckt.



120 87. Kapitel.

2 e in eine biquadratische Gleichung, und da nunmehr ein Durch-

sclmittspunkt der neu hinzugetvetenen Wurzel z = c entstammen

musste,, so war durch den ibm entsprechenden zweiten Durchschnitts-

punkt mindestens eine Wurzel der urspriiuglichen Gleichung ge-

sichert. Halley wundte sich hierauf 1694 den rechnenden Annahe-

rungsverfahren zu. Neben Newton und Raphson beriicksichtigte er

auch oin Werk eines franzbsischen Mathematikers Thomas Funtet

de Lagny
1

) (1G60 1734). Dieser hatte 1692 Methodes nouveMex et

abrcgccs pour ^extraction et I approximation des racities herausgegeben

und darin behauptet j/a
:5

-f- b liege zwischen a -f- 3 ,
, und

~\-.- -\- A h ir una
*

es sei ferner f/a
5

-f- b annahernd gleich
r 4 o tt 2t

* b
_

a 8

4 T 6a
&quot;

4&quot;

Halley zeigte, dass unter der selbstverstandlichen Voraussetzung eines

im Verhiiltnis zu a kleinen b diese Formeln ahnlich abgeleitet werden

konnen wie bei der Newtonschen Gleichungsauflosung verfahren wird.

Sei a -\- c = |/ti
3

-f- b, so folge 3 2
e -f~ %ae* -\- c

3 =
6, und unter

Weglassung der hoheren Potenzen von e konne 3a2
e = 6, e =

^ ,

gesetzt werden. Genauer sei (3 a
2

-j- 3ae)e ==
b, also e ==

beziehungsweise
_ b ab

b
^

3a 8
-f 6

8 +
8..-^

Andrerseits konne aus dem naherungsweise richtigen

auch gefolgert werden

Noch etwas friiher als De Lagnys hier erwahnte Schrift, nam-

lich 1690, ist der Traitc d alycbrc von Michel Rolle erschienen.

Wir haben (S. 103105) einiges aus diesern Werke angefuhrt, was

die Losung unbestimmter Aufgaben betraf. Es war eine wirkliche

Methode, die uns dort entgegentrat, alle fruheren Leistungen ahnlicher

Art ttberholeud, und nicht minder ist, was wir jetzt zu erwahnen

haben, ganz anders geartet, als was wir aus anderen Schriftstellern

zu entnehmen im Stande waren. Erwagt man dabei, dass, wie wir

schon bei unserer ersten Begegnung ausserten, Rolle nicht leicht

oder gar angenehm zu schreiben wusste, so begreift man den ver-

) Memoires de I Academic dcs Sciences. Paris, 1734. Montucla II, 168.
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haltnissiniissig geringen Einiluss, den sein Traitc d algebre ubte.

Fremdartig z. B. inusste es sehon erscheinen, dass Rolle, um das

Nichts darzustelien
*) , den griechischen Bnchstaben B verwerthete,

uud wir sind nieht iin Stamle, die etwaige Frage, TVarum nicht die

Null in ihrem Reehte blieb, zu beantworten. Fremdartig waren die

Saulen, die er beuutzte. Die Riickkehrsiiule, colovnne dc retour,

haben wir in ihrer Amvendung auf unbestinnnte Aufeaben kennenQ O

gelernt, auch boi bestimmten Anfgaben erscheint diese Art der An-

ordnung. Nea wur feruor dt-r Nai.ae der Hypothesen
2
), woru liter

Kolle zwei Annahmen iur die Unbekannte versteht, die zwar beide

die Gleichung nieht erfiillen, von denen aber die eine dem Gieichungs-

polynom eiiien positiveri, die andere einen negativen Wertli gil)t, so

dass ein Wurzelwerth zwischen ihnen liegen muss. Man kommt dem
Wurzelwerthe nalier und naher, indem man die Hypothesen durch

andtre ersetzt, dc-ren gegenseitige Entferiinng kleiner und kleiner

wird, und somit ist die Aufgabe der Gleichungsmiflosung auf die der

Aufiindung zweckdienlicher Hypotheseu zuruclvgefiihrt. Eine Hypo-
these ist imnaer die Null, und ihre Substitution gibt dem Gleichungs-

polynome das Zeichen seines letzten Gliedes 3

)
Aber wie findet man

die zweite Hypothese? Dazu fuhren verschiedene Uinwandlungen der

vorgelegten Gleichung, vvelche zum Theil schon Vieta (Bd. II, S. 637

bis 638) bekannt waren, Eine Umwandhmg schafft alle Briiche fort,

indein die ganze Gleichung mit dem kleinsten Gemeinvielfachen aller

vorkommenden Nenner vervielfacht wird, so dass die Gloichung

a
Q 0* + a,^-

1

-\ \-
an =

erselieinfc mit lauter ganzzahligen theils positiven, theils negativen

Coefficienten, deren bier gebrauchte Bezeichnung, wie wir kaum zu

sagen noting haben, bei Rolle nieht vorkommt. Eine zweite Um-

wandlung. gibt dem Wurzelwerfche das entgegengesetzte Zeichen da-

durch, dass alle Glieder mit ungradem Exponenten das entgegeu-

gesetzte Vorzeichen erhalten. Eine dritte Umwandlung schafft den

Coefficienten a des hochsten Gliedes fort, indem z = eingesetzta

und die neuentstehende Gleichung mit a
Q
n~ l vervielfacht wird, was

nach der Regel ausgefiihrt wird, man solle den Coefficienten von s tt

weglassen und unter die Folgeglieder (solche mit dem Coefficienten

miteingeschlossen) die Zahlen 1, aw a *
schreiben, mit welchen

man ihre Coefficienten zu vervielfachen habe 4
).

l

) Rolle, Traite d algebre pag. 11: pour marquer le rien. *) Ebenda

pag. 103. 3
) Ebenda p. 108: Le donnera toujours le mesme signe que celuy

du dernier terme.
*) Ebenda p. 118.
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Eine, wie es scheint, Rolle angehorende Umformung will den

Gleichungsgliedern wechselnde Vorzeichen geben
1

).
Sei a positiv

(was, wenn es nicht von vorn herein der Fall ist, durch Vervielfalti-

gung der ganzen Gleichung mit 1 hervorgebracht wird) und g
der grosste vorkommende negative Coefficient. Man dividirt g durch

a und vermehrt um 1 oder um 1 und einen echten Bruch
,

der --- zu einer ganzen Zahl erganzt, so dass also -j- 1 -|- K h
** ao

eine positive ganze Zahl ist. Die Substitution e = h x hat als-

dann den gewiinschten Erfolg. Rolle beweist den Satz nicht, aber

er zeigt seine Richtigkeit an Beispielen. Bei 80* 5z 2 = ist
C n

a = 0, &amp;lt;7

=
5, /& = -g-+l+y == 2 und e = 2 x fUhrt die ge-

gebene Gleichung in 8 x* 27x -j- 20 = fiber. Die Regel setzt

voraus, mindestens ein negatives Glied komme in der Gleichung vor,

oder es fehle mindestens ein Glied, welches man dann mit dem

Coefficienten behaftet denken kann, d. h.

Ist beides nicht der Fall, so geniigt die Substitution z = x, um
den regelmassigen Zeichenwechsel hervorzubringen.

Eben die Zahl h, deren Entstehung wir kennen gelernt haben,

ist auch als eine Hypothese, und z,war als sogenannte grosse Hy-

pothese zu benutzen 2
), wahrend der Werth die kleine Hypo

these heisst. Gemeinsam heissen sie ausserste Hypothesen, und

zwischen ihnen liegen mittlere Hypothesen. Solche mittlere

Hypothesen kann man durch ein Tastverfahreu suchen, indem man

das arithmetische Mittel zweier schon gefundener Hypothesen ver-

suchsweise statt der Unbekannten setzt
8

).
Man kann auch, wenn

z= c ein Naherungswerth der Unbekannten ist, weitergehend z= c -J- x

versuchen und dann die Ermittelung von x anstreben*). Ein drittes

Verfahren, und damit sind wir bei Rolles wichtigster Ent-

deckung angelangt, ist die Methode der Cascaden 6
).

Sei die mit wechselnden Vorzeichen versehene Gleichung

a vn a
1
vn
~ i

-f- Ojt;
n ~-

-j- an
=

gegeben und sei v x -f- z eingesetzt und die neue Gleichung nach x

) Rolle, Traitc d algibre pag. 120: Lorsque le premier terme, le troisitme,

Ic cinqutime, le septieme et generakment tons les termes impairs sont precedez du

signe -f ,
et que tous les autres termes sont precedez du signe ,

on dira que les

signes de I egalite sort alternatifs: et I on pourra tonjours faire que les signes

soient alternatifs par le moyen de la regie suivante. *)
Ebenda pag. 124.

9
) Ebenda pag. 103. 4

) Ebenda pag. 107.
8
) Ebenda pag. 125 figg.
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geordnet oder in Roiles Ausdrucksweise x als Ursprung genommeu
1

).

Dadurch entsteht:

n _L - 1 _|_
n{H ~~

*)

!#*
- 1

(n
-

+

+ an

und soil diese Gleichung fur jedes a: crfullt werden, so miissen die

als nach geordnete Summen auftretende*.&quot; Coeffieienten der Potenzen

von x einzeln verschwinden, d. h. es must? sein:

n(n 1) 9 / - x

na z Oj
= -

2

f- aQ2* (N l)^^ -f- a
2
=

= a zn a^- 1
-f- a^&quot;-

2 - Hh a n = 0.

Diese n Gleichuugen sind als Cascaden bezeichnet 2
;

Aber auch eine

andere Bildungsweise derselben lehrt Rolle schon etww friiher. Man

soil in der urspriinglich gegebenen Gleichung s statt v schreiben,

jodes ihrer Glieder init dem Exponenten der in ihm a.;ftretenden

Potenz von z multipliziren, die Suname der so entsteheucJen Aus-

driicke durch z dividiren und dann gleich Null setzen; man soil mit

der neu erhaltenen Gleichung ebendasselbe vornehmeu u. s. w. 3
)

In

der Sprache der Neuzeit heisst dieses: die aufeinander folgeno eu

Cascaden sind die aufeinander folgenden Ableitungen dor

gegebenen Gleichung.
Rolle behauptet nun: die Wurzeln irgend einer Cascade von der

letzten anfangend und aufsteigend bis zur urspriinglich gegebenen

Gleichung seien stets als Hypothesen in der Cascade nachsthoheren

Grades zu verwenden. In unseren Tagen spricht man den Satz so

aus 4
): Zwischen zwei aufeinander folgenden Wurzeln a und @ der

Gleichnng f (s)
= kann nicht mehr als eine einzige Wurzel von

f(z) liegen.

Rolle hat im Traite d algebre keinen Beweis seiner Cascaden-

methode gegeben. Dagegen muss er noch in dein Druckjahre 1690

jenes Lehrbuches ein Duodezbandchen Stir les effections geometnqiAes

veroffentlicht haben, in welchem jener Beweis enthalten ist. So er-

zahlt er selbst am Ende der dritten Seite der Vorrede der (S. 105)
erwahnten Mefhodes pour resoudre les questions indetei minees de Tal-

gebre von 1699.

J

) si on prend x pour I origine. *) Ebenda pag. 126 127. s

)
Ebenda

pag. 125. 4
) J. A, Serret, Handbuch der hoheren Algebra (dmitscii von

G. Wertheim) 2, Aut lage. Leipzig, 1878. I, 224
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Der beach tenswerthen Gegenstande sind aber im Traite d algebre
noch mehr. Wir nennen nur beiliiufig den Satz 1

), dass, wenn zwei

Hypothesen in eine Gleichung eingesetzt warden, die Differenz der

Ergebnisse durch die Differenz der Hypotiiesen theilbar sein miisse,
ferner ein Kapitel

2

) von der Aufsuchun^ des grossten Gemeintheilers

zweier Gleichungspolynoine, endlich dfu Satz 3
),

das jede wte Wurzel
n Werthe besitze. 1st der Wurzekxponent ungrad, sagt Rolle, so

siud alle Wurzeln bis auf eiue .imaginar, und diese cino ist positiv
oder negativ; ist der Wurzelexponent grade, so sind entwedei nlle

Wurzeln imaginar oder alle in it Ausnahme von zweien, von denen

die eine positiv, die andere negativ ist.

Zum Abschluss uns^res Kapitels und zur Ueberleitung in das

nachstfolgende eignet sich vielleicht die Erwahnung einer 1G95 in

Frankfurt gedruckte i neuen Ausgabe der Descartes schen Geometric.

Jakob Bernoulli veranstaltete sie und fiigte zalilreiche Anmer-

kungen bei, weloha auch gesammelt in seinen Werken sich vereinigt
finden 1

). Besr/iders erwahnenswerth ist die IV. Anmerkung uber die

niedrigstgradigen Curven, durch welche eine Gleichung construirbar

wird 5
). Ja,kob Bernoulli hatte iibrigens schon 1688 im Januarhefte

der A. 7
jJ. sich der gleichen algebraisch-geometrischeu Frage zuge-

wandt
; (vgl. Bd. II, S. 816, Note 3).

88. Kapitel.

Kegelschnitte. Curvenlehre.

Was wir zuletzt berflhrten, war eine algebraische Frage, welche

durch Curvendurchschnitte hervorgerufen wurde. Auch die Auf-

16sungen von Gleichungen 3. und 4. Grades mit Hilfe von Kegel

schnitten, welche Baker (S. 118), welche Halley (S. 119) sich zur

Aufgabe stellten, sollten der Vervollkommnung der Algebra dienen.

Man konnte ja einen Augenblick sich uarttber wundern, dass trotz

der neuerfundenen und vervollkominneten rechnenden Naherungs-
methoden der alto Weg zeichnender Darstellung von Gleichungswurzeln
noch immer betreten wurde. Thatsachlieh war er nicht tiberfliissig

geraacht Wir haben gesehen, dass die rechnenden Niihefungsmethoden

voraussetzten, ein Wurzehvorth sei roher Weise, etwa so weit ganze
Zahlen ihn kenncn lehren, bereits ermittelt, und grade diesen An-

fangswerth zur genaueren Annaherung konnten Curvendurchschnitte

J

) Rolle, Traite d algebre pag 152. s
) Ebenda pag. 169- 183. 8

)
Ebenda

pag. 230. 4
) Jac. Bernoulli Opera U, 665717. 5

) Ebenda II, 677679.
8
) Ebenda 1, 343361.
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sehr leicht liefern. Die Kegelschnitte und ihr Studium traten daher

auch bei solchen Schriftstellern niclit vollstiindig in den Hintergrund,
deren wissenschaftliche Geschmacksrichtung der Algebra zugewandt
war. Andere Sehriftsteller beschaffcigten sich mit Kegelschnitten, mit.

Curvenlehre um des Gegenstandes selbst willen.

Antonio Hugo Omerique
1

) gab 1698 in Cadix Anwendungen
der Algebra auf die Geometrie der Ebene unter dem Titel Analysis

geometrica heraus.

Philipp De la Hire 2
) (16401718) sollte nach dem Wunsche

seines Vaters, der koniglicher Maler war, gleichfalls der Kunst sich

widmen und gehorchte dieser Anweisung namentlich in Rom, wohin

er 1660 zum Theil aus Gesundheitsriicksichten geschickt wurde. Er

eroffnete auch bei seiner Riickkehr in seine Vaterstadt Paris daselbst

eine Malerschule. Nicht minder indessen wandte er der Geometrie

und Astronomie sich zu, und seit 1678 gehorte er der Akademie der

Wissenschaften an. Er versah die Professur der Mathematik ana

College royal de France und wurde mit geodiitischen Arbeiten be-

traut. Ausser zahlreichen Abhandlungen, welche in den Verotfent

lichungen der Akademie der Wissenschaften gedruckt sind, machte

sich De la Hire namentlich durch drei grossere Schriften iiber Kegel
schnitte verdient. Zuerst erschien die Nouvelle metlwde en Geometrie

pour les sections des superficies coniques et cylindriques 1673, dann

kamen die Nouveaux elemens des sections coniques, les lieux geometriques,

la construction ou effection des equations 1679, endlich Sectiones conicae

in novem libros distributee 1685.

Gleich die erste Schrift von 1673 hatte von bahnbrechender

Bedeutung werden konnen, wenn man ihr geniigende Beachtung ge-

schenkt hatte
;
aber das war nicht der Fall. Die Nouvelle Methode*)

besteht aus zwei Abschnitten, deren erstem eigentlich der Titel zu-

koinmt, welcher als der des ganzen Bandes genannt zu werden pflegt,

und fiber diesen ersten Abschmtt wurde im Journal des scavans unter

dem 17. December 1674, sowie in den P. T. von 1676 (Nr. 129)
ausfiihrlich und gttnstig berichtet. Aber der zweite Abschnitt, Plani-

coniques tiberschrieben, wurde in beiden Berichten vernachlassigt, im

ersten mit einem Worte des Lobes ohne Inhaltsangabe abgefertigt,

im zweiten ganz iibergangen, wahrend die Planiconiques grade das

*) G. Vicuua in der Bibliotheca mathematica 1890 pag. 36. *) Ernst

Lehmann, De la Hire uad seine Seciiones couicae. Programme zu den Jahres-

berichten des Konigl. Gymnasiums zu Leipzig fur die Schuljahve Ostern 1887

bis Ostern 1888 und Ostern 1889 bis Ostern 1890. Ersteres Programm ffihrt in

der lleihenfolge deutscher Schulprogramme die Bezeichnung 1888, Nr. 510,

letzteres 1890, Nr. 632. s
) Chasles, Apercu hist. 127130 (deutsch 124126).
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Fig. 13.

Neue bildeten, muthmasslich das Allzuneue, als dass es Anklang ge-

funden hatte. Hier ist zum ersten Male eine Construction gelehrt,

welehe ausgehend von einem gegebenen Kreise und zwei ebenfalls

gegebenen festen Geradeu, der Formatrix und der Directrix,
sowie einem gegebenen festen Punkte einen Kegelschnitt entstehen

lasst (Figur 13). Eine Sehne M M des Kreises schneidet bei ihrer

Verlangerung die Formatrix in

F, die Directrix in D. Der feste

Punkt P wird mit D, mit M, mit

M gradlinig verbunden. Zieht

man nun FM
i
M

1 || DP, so sind

die Durchschnittspunkte Mt
und

MI dieser Geraden mit der PM
und PM die von M und M
aus gebildeten formes Punkte

eines Kegelschnittes. De la Hires

Beweis dafur, dass der geome-
trische Ort der Punkte M

t
und

M, in der That ein Kegelschnitt sei, wird von Denjenigen, welehe

das ungemeiu selten gewordene Buch zu sehen Gelegenheit hatten,

als iiusserst verwickelt gekennzeichnet, aber nicht naher geschildert.

Die Nouveaux Elemens von 1679 sind mehr analytisch geome-
trisch gehalteii. Die an die Spitze gestellte Definition der Kegel

schnitte ist die aus- den Eigenschaften der Brennstrahlen hergehende:

ein Kegelschnitt ist der geometrische Ort der Punkte, welehe ent-

weder gleiche Entfernung v&amp;gt;n einem festen Punkte und einer festen

Geraden oder eine constante Summe oder Differenz der Entfemungen
von zwei festen Punkten besitzen. Im Verlaufe der Untersuchung ist

das Normalenproblem fttr alle Kegelschnitte mittels des Kreises und

der Geraden gelost.

Wir erinnern uns darari (Bd. II, S. 674), dass De la Hire in dem

gleiehen Jahre 1079, in welchem er die Nouveaux Elemens heraus-

gab, jene Abschrift von Desargues Hauptwerk von 1630 anfertigte,

welehe auf die Gegenwart gekommen ist und ihr die Kenntniss von

den Leistungen jenes grossen Geometers vermittelt hat. De la Hire

selbst hat offenbar damals, wenn nicht schon fruher, den Desargues-

schen Gedankengang sich ganz zu eigen gemacht, und eine Frucht

dieser Vertiefung in die ohne analytische Hilfsmittel zu Werke

gehende Geometric sind die Sectiones Conicae von 1685. Das erste

der neun Biicher, in welehe De la Hire seine Kegelschnitte eingetheilt

hat, beschaftigt sich nur mit harmonischen Punkten und Strahlen

und deren Auftreten bei dem Kreise. Die harmouischen Strahlen
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fiihren bei ihm erstmalig den Namen der Harmonikalen. Der

XI. Lehrsatz spricht den Satz aus, dass die von einem Punkte einer

Ebene nach den Endpunkten und der Mitte einer derselben Ebene

angehorenden Strecke gezogenen Gerade nebst einer yon demselben

Punkte ausgehenden Parallele zu jener Strecke vier Harmonikale sind

Zu drei gegebenen Punkten einer Geraden wird der vierte harmo-

nische Punkt unter alleiniger Anwendung des Lineals gefunden, indem

von den Eigenschaften des vollstandigen Vierseits Gebrauch gemacht
wird. Der XXI. Lehrsatz ist der von der harmonischen Theilung
einer Kreissekante durch die Kreislinie und

die zum Ausgangspunkte der Sekante zu-

gehorige Polare. Er lautet in genauer Ueber-

setzung folgendermassen: Sei (Figur 14)

BFDG ein Kreis, und seien an ihn von

dem in seiner Ebene aber ausserhalb des

Kreises gelegenen Punkte A die Beriihren-

den AF, AG gezogen, sowie auch die FG
als Verbindungsgrade der Berflhrungspunkte

F und G. Zieht man alsdann von A aus

eine beliebige Gerade AD, welche die Kreis

linie in B und D, die FG in C trifft, so

ist AD in den Punkten A, B, C, D har-

monisch getheilt. De la Hires Beweis be-

schreibt fiber BD einen Halbkreis, zieht

CH _L AD bis zum Durcbschnitt des Halb-

kreises in H, dann die Gerade AH und BI
\\
DE

\\
CH bis zum

Durchschnitt mit AH in / und E. Ueberdies wird 0, die Mitte

von FG, mit A verbunden. Erstlich wird nun behauptet, dass AH
in H jenen Halbkreis iiber BD beriihre. Es ist AF* = AO* + Of9

,

ferner AC9 AO* + OC* Weiter ist das Produkt

Fig. 14.

also OJP2

OC}(OF+ 0(7)= OF*

OC* und

AO*O.F2
-f AO* = CF- CG -f-

oder AF* = CF.CG
Ferner ist nach dem Satze von einander schneidenden Kreissehnen

CF&amp;gt;CG=*CB-CD,

und letzteres Produkt ist ersichtlich = CH*, also

AF* = CH3 + AC* = AH\ AF= AH.

Weil aber AF eine Beriihrungslinie, AD eine Sekante des Kreises
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BFD ist. muss AF* = /!// AD, d. h. auch ^1#2 = ^.B .
4/&amp;gt; sein,

und hicnius folgt, mil Rticksicht darauf dass AD auch Sekante des

Kreises BHD ist, dass AH Bcriihrungslinie an eben diesen Kreis

seiu niuiss. Nach der Construction sind die BI vmd /)J? senkrecht

/um Durchmesser 7j?7) des Kreises BHI)
t

also Beriihrungslinicn an

diesen Kreis ebenso wie IHE. Folglioh ist BI= IH, DE ^= EH.

Wegen Dreieeksiilinlichkeit ist

AD DE , . _ Ell
AB~

==
BI&amp;gt;

&amp;lt;L h SS
&quot;IH

Ferner ist

Ell DC
,

AD DC ,

TH
-

he &amp;gt;

illso IB
-

KG a r ^ 7&amp;gt; : ^J&amp;gt;
^ 7^6 : OT

worin ebon die hnrmomsehe Theilung von A It CD bosteht. Dei-

Sat/ selbst war j;i nicht ucu. Scbon Apollo nius bat ibn in seinen

Kegolscbnitten III, 37 ausgesprochen
1

) . aber der von uus bericbtcte

Beweis gelu irt DC la Hire an, und wenn Desargues gleicbfalls des

alten Ssil/es cinged.?iik war (Bd. II, S. 078), so ist deasen Fassung
wesrntlif.b iindeutlicber und schwerer ver.stiindlicli. De la Hire /,og

dnnn, und diese Ifjrvveiteruiig ist wieder sein voiles Eigentbum, aus

jeneui Saize Folgerungen. Ira XXVI. l)is XXIX. Satzc iiihrt er den

Bewoig, dass die Beriibrungssebnen in einem Punkte sich scbneiden,

wenn die Ausgangspunkte der Paare von Beriibrenden auf einer Go-

raden licgen. Die Nainen Pol und Polare bat De la Hire aller-

dings noch nicht eingei iihrt. Er uniscbrieb jene BegrilTe uoch in

iibnlicber Weie, wie wir es bier ihm nacbgetban haben. Erst im

XIX. Jahrbundcrte bat Scrvois das Wort Pol in der bier gemeinten

Bedeutung eingefiihrt ^),
und zwei Jubre spiltcr bat Gergoune das

Wort Polare deni mathematischen Wortscbatze einverleibt
1

).
Das

zweite Bucb iibertriigt die Eigenscbaften des Kreises, welcber Basis

eines Kegels ist, auf den durch eine den Kegel durcbsetzende Ebene

hervorgebrachten Kegelschiiitt. Insbesondere wird go/eigt, wie einem

Punkte, einem Wiiikel, einer barnionischen Tbeilung in der Grund-

ebene Aebnliches in der Srbnittebene entspreebe, und der VI. Satz,

von De la Hire selbst als Stiitzpunkt des ganzen Werkes bezeiebnet 4

),

spricbt aus, dass in jedem Kegelscbuitte Darelunesser aui treten,

welcbe je ein paralleles Sehnensvstem balbiren. Die Uebertragung

der Satze vom Kreise auf irgend einen Kegelsobnitt findet nun statt.

Der XXI. Satz z. B. wioderholf den gleiebbexi fierien Satz des ersten

J
) Apollonius PergaeiiH (ed. Heiberg) 1, 1U2. *) dergonne, Annales

des mathemati(tuts I, 8tt (1310).
3
) Ebeuda HI, 2i)7 (1812).

f

) Lcclorcm

gcometram hie admonitum ease volo tolnw hoc OJH/S conii-um hnic innili pro

position!.
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Buches, von dem vorhin die Rede war, in der verallgemeinerten Auf-

fassung. Das dritte Buch bringt eine Anzahl von Flachensatzen, das

vierte die Asymptoten. Im funften Buche folgen Satze iiber die

gleichseitige Hyperbel, tiber die gemeinschaftlichen Ordinaten von

einander schneidenden Kegelschnitten, fiber die Flache eines Parabel-

segmentes. Den Hauptinhalt des sechsten Buches bilden die aim-

lichen Kegelsclinitte. Das siebente Buch ist der Normalenaufgabe

gewidmet, welche in dem gleichen Sinne behandelt wird, wie bereits

bei Apollonius; auch fur De la Hire ist die Normale die kiirzeste

oder die langste Strecke, welche von einem gegebenen Punkte an

einen gegebenen Kegelschnitt, in dessen Ebene der Punkt liegt, ge-

zogen werden kann. Erst im achten Buche treten die Brennpunkte
der Kegelschnitte auf. In demselben Buche finden sich die Satze

uber den geometrischen Ort des Scheitels eines aus Beriihrungslinien

an den Kegelschnitt gebildeten rechten Winkels, welcher fiir die

Ellipse und die Hyperbel in einem Kreise, fur die Parabel in einer

Geraden besteht. Das neunte Buch lehrt die Construction von Kegel-

schnitten aus gegebenen Elementen.

Neben den drei Werken iiber Kegelschnitte hat De la Hire auch

einige geometrische Abhandlungen veroffentlicht, welche in den Druck-

schriften der Pariser Akademie der Wissenschaften enthalten sind.

Eine derselben 1

)
erschien 1694 und beschaftigt sich mit der Epi-

cycloide. De la Hire sagt in der Vorrede, er habe beim Schlosse

Beaulieu, acht Stunden von Paris, ein Zahnrad mit epicycloidisch

geformten Zahnen zum Ersatz eines ahnlichen herstellen lassen,

welches von Desargues herstaminte. Auf diese Aussage stiitzt sich

die Annahme (Bd. II, S. 678), Desargues habe bereits erkannt, dass

epicycloidische Zahne die geringste Reibung erzeugen und deshalb am

zweckmassigsten seien. Dieser Annahme widersprach Leibniz aufs

bestimmteste. In Briefen an Johann Bernoulli nimmt er vielmehr die

Erfindung fiir den danischen Astronomen Olaf Roemer (1044 bis

1710), den Entdecker der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Liehtes,

in Anspruch, der in den Jahren 1671 bis 1681 in Paris lebend dort

bis 1676 in personlichem Verkehre mit Leibniz und Huygeris ge-

standen und beiden von seiner Erfindung Mittheilung gemacht habe.

Leibniz weiss sich nicht genug zu verwundern, dass Roemer, der als

Mitglied der Pariser Akademie der Wissenschaften, wenn auch in

Kopenhagen lebend, deren Veroifentlichungen jedenfalls zu sehen be-

kam, sein geistiges Eigenthum sich ruhig entwenden liess. Uns

*) Memoires de I Aeademie royale des sciences depuis 166C jusqii a 1699.

T. IX.. *) Leibniz III, 477, 811, 816.

CANTOR, UosoUicbto dor Mathumatik. HI. 1. L Auii. J
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scheint grade die Tlmtsache von Roeiners Schweigen bei De la Hires

Veroffentlichung den Beweis zu liefern, dass von einer geistigen

Eigenthumsanmassutig keine Rede sein kann. Wir bezweifeln keines-

wegs, dasa Roemer die Vorziige epicycloidischer Zahne kannte, dass

er in voller Unabhaugigkeit zu dieser Keniitniss gekommen war, aber

in ihr war Desargues eben doch sein Vorgftnger. Das erfuhr Roemer

aus De la Hires Vorrede, und deshalb schwieg er. Aber sei dem

wie da wolle, eigentlich curventheoretische Untersuchungen fiber die

Epicycloide waren jedenfalls im Drucke nicht vorhanden, weder von

Desargues noch vou Roemer, und sie gehoren mithin mit allem

Rechte dem einzige)i VeroiFentlicher De la Hire an. In seiner Ab-

handlung hat dieser die Quadratur der Epicycloide ermittelt, die Be-

nihrungslinie an dioselbe gezogen und gezeigt, dass die Evolute der

Epicycloide eine Curve von der gleichen Art sei. Die Methode ist

eine rein geometrisehe, den Griechen nachgebildet. Fur die Losnng
der Tangentenaufgtibe diente otfenbar die bekannte Tangentencon-

struction bei der Cycloide als Vorbild, und De la Hire wurde darauf

wie auf den Begritf der Evolute durch Huygens hingeleitet, der,

wie wir bald sehen wollen, 1673 darflber schrieb. Spatere Abhand-

lungen gehoren eigentlich erst dem XVIII. Jahrh. an, sollen aber

hier erwahnt werden, weii De la Hire uns kiinftig nicht abermals

beschaftigen wird, Im Jahre 1706 kam De la Hire in einem Traiti

des roulettes abermals und in allgemeinerer Weise als 1694 auf die

Epicycloiden zurttck, und im Jahre 1708 veroftentlichte er Des con-

choides en general, worin wieder nach rein geometrischen Methoden

die Beruhrungslinieii, die Inflexionspunkte, die Flacne, die Bogenlange

der Conchoiden zur Untersuchung kamen.

Wir sind mit diesen Abhandlungen De la Hires bereits von der

Kegelschnittlehre auf das Gebiet allgeraeiner Curvenuntersuchuugen

hinubergeschritten, ein Gebiet, welches gleichfalls nicht erst neuer

dings in Angriff genommen wurde. Im 78. bis 81. Kapitel haben

wir unter der gemeinsamen Ueberschrift der Infinitesimalbetrachtungen

zusammengestellt, was in der ersten Halfte des XVH. Jahrh. auf

jenem Felde geerutet worden war. Wir haben dabei gesehen, dass

die wichtigsten Fragen, die nach den Beruhrungslinien, nach der

Quadratur, nach der Kubatur, nach der Rectification schon gestellt

waren, dass es auch nicht an Beantwortungen gefehlt hat, und dass

namentlich Fermat Methoden ersann, wolche dem, was nun bald

Difterentialrechnung heissen soil, tauschend ahnelten, wiihrend die

kiinftige Integralrechnung aus den Erfindungeu von Kepler, von

Cayalieri, von Pascal, von Wallis fertig zugehauene Quader zur

Errichtuug ihres Buues entuehmen durfte. Haben wir doch grade
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die Arbeiteh vori Wall is ,iuch im 85. und 8(5. Kapitel dieses Ab-

sehnittes mehr als eimual tils die Grundmauern einer neuen Reihen-

lehre kennen gelernt. Wobl war jefc/t die Zeit gekoinmen, in der,

wie die Schlussbelrachtuugen dcs X.V. Absebuities es ankiindigten,

die Grammatik der Spracho orlunden werden sollte, welche bisber

uur empirisch in Gestalt einxelner VVorlformen zur Kenntniss ge-

kommen war, aber wabrend die kiinftigen Lehrer noch zurttckbieiten,

jeder derselben fur sicb im Gebeimon sann und ersann, arbeitete und

verarbeitete, waren andere Forseher nieht miissig die friibere Art der

Untersuchung ibrtzusetzen, mid iiber sie und iljre Leistungen muss

bericbtet werden.

Wir beginnen mit Isaac Barrow 1

).
Ein von ihm in den Jahren

10(&amp;gt;4 1066 unter dem Titel Matliemalicac leciioms vej-fasstes Werk
war von geringer Wirkung. Avis ibm durfte etwa hervor/.uheben

sein, dass Barrow, ahulicb vyie vor ibm Jioberval ( Bd. (1, S. 877)
sicb dagegen verwabrte, als ob Ungloichartiges mit ei nan der in Ver-

gloich gebracbt werden konne Linien seien nicbt aus Punkten,
sondern nur wieder aus kleineren Linien, Flacben nicbt aus Linien,

sonderri aas kleineren Flacbeu zusamuiengesetzt vu s. \v. Ungleicb
bedeutender warcn die Lcctiones opticae d yeomdricae ,

welche 1669

und 1670, dann iu einer rascb nothig gewordenen neuen Auflage
1674 erscbienen, erstmalig

2

)
also in dem Jahre, in welcbem Barrow

anf soitie Prolessur in Cambridge zu Gunsten seines Scb filers Newton
verzicbtete (S. 11). Schon in der Vorrede zu den optischen Vor-

lesungen, welcbe den Band eroffiien, erklart Barrow, sein College

Newton, ein Mann von uugemein auserlesenem Geiste und bemerkens-

werther Erfahrung
i!

), babe das Buch durchgeseben und mancbe Ver-

besserungen angerathen, niancbes auch aus dem Eigenen binzugefugt,
was man da und dort unter Nennung des Urhebers eirigemiscbt
sehen werde. In der Vorrede zu den geoinetrischen Vorlesungen,
welcbe mit neu beginneuder Seitenziiblung uachtblgeu, bat Barrow

dann abermals Newton zwar nicbt geradezu genannt, aber doch hin-

langlicb deutlicb bezeicbnet, wonn er sagt, die, letzte Vorlesuug babe

ihm ein Freund, sonst ein ehrenwerther Mann wie Einer, in der-

)
( . J. Gerhardt, die Entdeckung der boboren Analysis (1855) S. 45 48.

- H. Weissenborn, Die Principien der hoheren Analysis (1856) S. 16 21

und 73-77. Rouse Ball, A fliort account of the history of mathematics

(1888) S. 268270. Zeutheu, Barrow le rnaitre de Newton in der OvcrKigt
over (let kgl. Danskc mdcrskubcrnfs selskabs foyhandlMtyer. 1897. pug. 5&amp;gt;5 006.

*) Uns lag der Druck von 1674 vor. 3
) pfrcyregiae fir indolis ac insiyitis

peritiae. exemplar revisit, aliqua corrigenda moncns, xed el de sup nonnuUa pmti
suygercns, qiiac nostris alicubi cum lauile inncxa ct rntx.

9*
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artigen Dingen aber ein unbilliger Forderer, abgequalt
1

). Davon,
dass Newton auch die geometrischen Vorlesungen durcbgesehen habe,
ist uicbt die Rede, doch ist es nicht unmoglich, dass es gesehah,
wenn auch nirgend in ibnen auf Newton als Erfinder oder Einflosser

Bezug genommen ist, mit Ausnahme einer Stelle gegen Schluss der

zehnten Vorlesung und einer zweiten am Anfang des ersten Anhanges
zur elften Vorlesung. Barrow selbst legte auf die geometrischen

Vorlesungen nur geringes Gewicht, oder gab sich wenigstens den

Anschein solcher niedrigen Schatzung derselben. Gebraucht er doch

wieder in der Vorrede die Redewendung, diese Vorlesungen soilten

den optischen nur als Begleiter und gewissermassen als Zugabe,
mantissa (S. 96), dienen, denn in anderem Falle wiirde er kaum
daran gedacht haben, solchen Auskehricht, quisquiliae, an das Sonnen-

licht zu bringen. Wir glauben auf diesen Ausdruck hinweisen zu

sollen, weil die Bedeutung, welche ein Schriftsteller dieser oder jener

unter seinen Arbeiten beimisst, nicht selten ersehen lasst, ob und in

wie weit er selbst erkannte, wie gross eigentlich der von ihm voll-

zogene Schritt war. Barrow ging von der Bewegung aus, welche

ihrer Art und ihrer Grosse nach zu betrachten sei. Der Art nach

ist sie ibrtschreitend, kreisformig oder aus beiden gemischt. Zur

Bourtheilung der Bewegungsgrosse, d. h. ob sie schneller ob lang-

samer als eine andere, bedarf man des Zwischenbegriffes der Zeit.

Zeit aber ist das Verharren eines jeden Gegenstandes in seinem Sein 2
).

Auf die Frage, ob der Begriff der Zeit nicht den der Bewegung ein-

schliesse, antwortet Barrow, das thue er nicht mehr als er den Be-

gritf der Ruhe einschliesse. Die Grosse der Zeit hange von keinem

von beiden ab, sie sei eine Grosse fur sich. Um aber ein Maass

dieser Grosse zu erhalten, ist das Hilfsmittel der Bewegung zu be-

nutzen 3
). Diejenigen Bewegungen, welche meistens als Zeitmaass

dienen, sind die der Gestirne, aber nicht unmittelbar, sondern in uns

nahe geriickter Weise, so dass unsere Sinne sie wahrnehmen, unsere

Versuche sie zur Erscheinung bringen konnen,
4
); Sonnenuhr und Sand-

uhr erlautern die Meinung dieses Ausspruchs. Die Zeit wird durch

irgend ein Bild dargestellt werden konnen, welches die Gleichmassig-

keit veranschaulicht, namentlich durch Gerade und Kreis. Ist doch

) Ultimam amicus (vir sane cum primis probus, sed in hujusmodi negotiis

flagitator improbus) extorsit.
*
) Barrow, Lediones geometricae pag. 2: Tempus

est pcrseverantia rei cujusque in suo esse.
3
)
Ebenda pag. 3: Ita per ae tempus

quantum est, etsi quo temporis quantitas a nobis dignoscatur, advocandum sit

motus subsidium.
4

) Ebenda yag. 6: coelestia corpora non esse primarias et

originates temporis mensura*, ast illos potius motus, qui prope nos sensibus ob-

servantur et experiments subjacent nostris.
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die Zeit als einfach ausgedehnte Grosse 1
) und durch den stetigen

Fluss eines Augenblickes entstanden zu denken 2

).
Schliesslich wahlt

Barrow nur die Gerade als Versinnlichung der Zeit und eine seuk-

recht zur Zeitlinie gezogene Gerade als Versinnlichung der in jedera

Augenblicke vorhandenen Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeits-

geraden konnen, je nachdem die Geschwindigkeit als gleichbleibende

oder als veranderliche gedacht ist, von derselben oder von verschie-

dener Lange sein. Die durch die Gesammtheit der Geschwindig-

keitslinien gebildeten Flachenraume liefern ein Bild der in der

gegebenen Zeit mit den gegebenen Geschwindigkeiten vollzogeneu Be-

wegungen, der vereinigten Geschwindigkeit
3
),

der bewegenden Kraft 4
)

(Figur 15). Das Rechteck AEZZ, das Dreieck AEY erlautern die

Meinung. Es erscheint nicht unangemessen ,
auf das wiederholte

Vorkommen der unterschiedlosen Buchstaben Z und Y hinzuweisen

und dabei an die Leibnizischen Stellen-

zeiger zur Unterscheidung gleicher Buch- ^ 2) JS

staben zu erinnern. Unterschiedlose Buch

staben zu gebrauchen lag in der Gewohn-

heit der Zeit, und auch Pascal bediente

sich ihrer wiederholt 5
).

Barrow hat durch

die Erorterung der Bewegung den Ort

der Punkte Z, Y u. s. w. entstehen sehen.

Er ist bei den Curven angelangt, denen er in der zweiten Vorlesung
sich zuwendet.

Sie entstehen als Endprodukte einer Erzeugenden, Genetrix,
welche langs einer Leitlinie, Directrix, verschoben wird 6

).
Bei der

Berechnung der entstehenden Flachenraume ist nach der Methode der

Indivisibilien zu verfahren, welche unter alien Methoden die freieste

von Schwierigkeiten ist, und nicht minder gewiss und untruglich,

wenn sie nur richtig angewandt wird 7

).

In der dritten Vorlesung entsteht eine Curve auch durch zu-

sammengesetzte und zusammentreffende Bewegungen
8
) ,

wenn z. B.

*) Barrow, Lectiones geometricae pag. 6: unica dimensione praeditum quan
tum. *) Ehenda pag. 6: ex unius momenti quasi continue fluxu constitutum

imaginamur.
3
)
Ebenda pag. 10: aggregata velocitas.

4
) Ebenda pag. 13: vis

motiva. b
) Pascal, Oeuvres III, 373 in dem Briefe von Dettonvilie an Carcavi

und an vielen anderen Orten. ) Barrow, Lectiones geometricae pag. 14: No-

tatur autem abhinc brevitatis ergo tarn in his, quam in simibilus casibus harum
linearum illam quae motu suo magnitiidinem describit, a me Genetricem did; al

teram autem, juxta quam, vel cui insistens prior defertur, Directricem appellari.
7
) Ebenda pag. 21: juxta methodum indivisibilium, omnium expeditissimam , et

modo rite adhibeatur haud minus certain et infallibilem.
8
) Ebenda pag. 24:

Ad compositos nunc et concurrentes, eidem proposito servientes, motus accingimwr.

Z Z Z Z Z
Fig. 15.
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die eine Gerade AB in gleiehtormiger Bewegung eine Parallelver

schiebung erfahrt, wiihrend zugleich die zu AB senkrechte AC in

einer zweiten ebenfalls gleichformigen Parallelverschiebung sich be-

findet, so dass die aufeinander folgenden Lagen beider Geraden in

Punkten M der Curve sich schneiden. Die Zusammensetzung kann

aber auch verwickelterur Natur sein. Es kann eine fortschreitende

rait einer dreheridon Bewegung, es konnen weit mehr als zwei Be-

wegungen mit einander zusammeutreffen.

In der vierten Vorlesung kommt Barrow zur Tangentenauf-

gabe als Anwendung des Gedankens, die Zusammensetzung von Be-

wegungen zur Erorterung der Eigenschaften der Curveu zu ge-

brauchen 1
).

Die Bewegung der einen Geraden, welche etwa von

links nach rechts gedacht wird, nennt Barrow Seitenbewegung
2
),

die

Bewegung nach abwarts aui der seitlich verschobenen Geraden heisst

Abwartsbewegung
a

).
Bei anderer Lage der Figur kann die Wahl

dleser Nam en allerdings wenig zweckinassig erscheinen. Beispiels-

weise sti
4

) Figur 16) die Gerade TMS Beriihrungsliuie an der Curve

OM Oin Jf,sover-

halt sich in diesem

Punkfce M die Ab-

wartsbewegungzur

Seitenbewegung
wie TP zu PM,
und diese Benen-

nungen stiminen

nurdann,wennman
die ganze Figur um
einen rechtenWin-

kel gedreht denkt,

so dass X der

hochste Pnnkt, Y der am weitestens rechts betindliche wird. .lenes

Verbal tniss muss niimlich stuttfinden, dainit eiu Punkt litJigs der Ge-

raden TM sicb bewege, und weil in M Curve und Benihruugslinie

iibereinstimmen, so muss dort aucb fiir die Curve das gleiche Ver-

liiiltiiiss der beiden Bfwegungen stattfinden. Naturgemass lasst als-

dunn der Satz sich auch umkehren: Stellen TP und PM die Ab-

wurts- inul die Seitenbrwegung des CurveDpunktes M dar, so muss

) Barrow, Lcctiontfi grnmrtncdf: pag. 21): Pmpusitu-m ?xt nobis e compn-

UM emergctiica linearum uffictiowc* wdayart ac cj-jwncre. *) wotus

-&quot;I detti;e$ua o&amp;lt;ler auch inotns dencenilena.
4
) Barrow, Lrctiones

pu-g. 323^ Die Buiihstabcn an der Fijfur sind genau dieselben

bei Barrow
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TM Beriihrungslinie sein. Es ist kaum nothwendig hervorzuheben,

dass Barrow hier der Hauptsache nach Robervals Gedankerigang

(Bd. II, S. 881) einschlagt, und wenn wir welter daran erinnern

(Bd. II, S. 905), dass Wallis schon 1659 Torricelli gegen Roberval

in Sehutz nahm, dass also damals Robervals Tangenten-
methode in England sehr wohl bekannt war, so ist an erne

Anlehnung Barrows an diesen Vorganger nicht zu zweifeln.

Wir iiberspringen die folgenden Vorlesungen bis ans Elide der

zehnten Vorlesung, wo Barrow dem Rathe eines Freundes, offenbar

wieder Newtons, folgend die Methode der durcb Rechnung zu be-

schaffenden Beriihrungshnien mittheilt 1

),
deren er sich zu bedienen

pflege. Es sei (Pigur 17) MT Beriihrungslinie an die Curve ANM
in M und MN ein Curvenstiick von unbe-

grenzter Kleinheit 2
).
MP und NQ sind

senkrecht zu AP, wahrend NR
\\
AP. Barrow

benennt die einzelnen auftretenden Strecken

durch einfache Buchstaben MP= m, PT t,

= e. Die Stiicke MR, NR
werden durch eine Gleichung mit einander in

Verbindung gesetzt, wobei folgende Regeln

festgehalten werden: 1. Beim Rechnen wirft man alle Glieder fort,

welche hohere Potenzen von a und c oder Producte dieser Grossen

in einander enthalten. 2. Ist die Gleichung hergestellt, so wirft

ma)i die Glieder weg, welche a und e nicht enthalten, weil jene

Glieder, als Gleichungspolynom gedacht, immer Null sind. 3. Nun

ersetzt man a durch m und e durch t, so wird PT bekannt, Als

Begriindung iiigt Barrow hinzu: Wenn in die Rechnung ein unendlich

kleines Stiick einer Curve eingeht, so wird statt dessen ein richtig

gewahltes Stiick der Beriihrungslinie oder irgend eine wegen der un-

endlichen Kleinheit des Curyenstiickes gleichwerthige gerade Strecke

genommen
3
). Auch hier ist eine Erinnerung wohl angebracht, welche

ins Gedachtniss zuriickruft, dass Fermat (Bd. II, S. 863) ein fur

allemal gewisser Buchstaben zur Bezeichnung bestimmter geometvisch

erklarter Punkte und Strecken sich zu bedienen pflegte, und dass

sein E genau die gleiche Bedeutung hatte wie Barrows c. Alle

anderen Buchstaben weichon allerdiugs wesentlich ab, und die Sub-

tangente insbesondere, Barrows t, heisst bei Fermat A Dagegen ist

darin wieder voile Uebereinstimmung, dass grade die Subtangente

) Barrow. Lectiones geometricae pag. 80 81. *) indefinite parvum.
3
) Quod si calculum ingrediatur curvae cujupiam indefinite particula substituatur

ejus loco tangentis particula, rite sumptd; vl ei quaevis (ob indefinitam curvae

parvitatem) aequipollens recta.
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gesucht wird, um mittels ihrer den Fusspunkt der Beriihrungslime

kennen zu lernen. Es ist allerdings anzuerkennen, dass der Druck

von Formats Opera varia erst 1679 statt-

fand, also bedeutend spater als der von

Barrows geometrischen Vorlesungen, aber

seine Tangentenbestimmung war seit 1642

und 1644 durch Herigone (Bd. II, S. 859)

bekannt gegeben. Das erste Beispiel,

welches Barrow durchfiihrt, ist (Figur 18)

das einer Curve ANMO, deren Sehne

AM (beziehungsweise AN) in ihrer

Verlangerung auf der Geraden BH ein

ihr gleiches Sttick BK (beziehungsweise

BL} abschneidet, wobei der Winkel

ABH als ein rechter vorausgesetzt ist

Ausser den uns schon bekannten Bezeichnungen

=
e, MP= m,

sei noch AB r, AP = q. Nun ist

also

Ferner ist

also

7? r _ r(m-a) ^ ^ ^ r (m-tf
q e (q e)

J

Die beiden Werthe von BL* sind einander gleichzusetzen :

(g
_ e)* + (m a)*

= AN* = BL*.

AQ:QN=AB:BL,
r im a\ -/. ~\

BL = und BL* =

Folglich ist

Entwickelt man unter Weglassung aller Glieder von hoherer als

erster Dimension in a und e, so entstcht

g* 4g
8
e = rsm8

q*m* -J- 2qem* 2amr* -f 2amq*.

Weiter soil g*
== r*m* q*m* in Wegfall kommen. Eine Begrfln-

dung dafftr gibt Barrow nicht, aber es hat seine Richtigkeit. Wegen
ist

AP*(AP* + PM 8

)(AB PJ/)
8 = (AP BK) (AP AM}*

d. h. r*w2 =
g*(q* + m*) und

&amp;lt;f

Nach Weglassung dieser Glieder bleibt noch

q*m*.
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e 2qem* 2awr2
-j- 2awg

2
.

Jetzt wird a durch m, e durch t ersetzt, und man erhalt

,

8m* q
im t

2 2
8
-f gro*

Bei Barrow ist in Folge einer Irrthums an die Stelle des Pluszeichens

im Nenner des Ausdruckes ftlr t ein Minuszeichen getreten. Barrow

behandelt noch vier weitere Beispiele, deren zweites das Cartesische

Blatt (folium cartesii Bd. II, S. 856), das dritte die Quadratrix ist.

Jene Descarte sche Curve, deren Gleichung in der heute ilblichen

Schreibweise x* -}- y* = axy lautet, heisst bei Barrow in einer Rand-

note La Galande, im Texte kommt ein Name nicht vor. Jene Rand-

note ist ein neuer Beleg dafiir, dass Barrow mit franzosischen geo-

metrischen Untersuchungen bekannt war. Im 11. Paragraphen der

zehnten Vorlesung ist ein Zusammenhang der Subtangente einer

Curve mit der Quadratur einer zweiten Curve hergestellt, auf welchen

grosses Gewicht gelegt- worden ist
1
).

Barrow hat namlich in diesem

Paragraphen ein deutlicheres Bewusstsein der Verwandtschaft zwischen

Quadratur und inverser Tangentenaufgabe an den Tag gelegt, als es

Descartes (Bd. II, S. 856) und Fermat (Bd. II, S. 864) besassen

oder wenigstens zu erkennen gaben.

Was Wallis 1672 als seine Tangentenmethode veroffentlichte 2
),

verleugnet ebensowenig seine Abhangigkeit von schon bekannten Me-

thoden. Die Subtangente wird gesucht, und als Mittel zum Zweck

dient eine in der Nahe des Beriihrungspunktes gezogene Ordinate

bis zum Durchschnitte mit der Curve, beziehungsweise mit der Be-

ruhrungslinie. Unterscheidend ist, dass Wallis das unendlichkleine

Abscissenstiickchen zwischen der Ordinate des Beruhrungspunktes
und der ihr benachbarten Ordinate nicht E oder e, sondern a nennt,

und dass er, was allerdings ein bedeutsamerer Unterschied ist, nicht

eine, sondern zwei der Beriihrungsordinate benachbarte Ordi-

naten in Rechnung zieht, beide um a von derselben abstehend, aber

die eine einem fruheren, die andere einem spateren Curvenpunkte

angehorend, so dass die Beriihrungsordinate zwischen beiden liegt.

Wallis Darstellung gewinnt dadurch unleugbar an Klarheit.

In demselben Bande der Veroflfentlichungen der Londoner Konig-
lichen Gesellschaft 2

)
ist die Tangentenmethode von De Sluse nach

einem Briefe desselben vom 17. Januar 1673 zum Drucke befordert,

fiber welche wir (Bd. II, S. 917918) berichten durften, weil sie

) Zeuthen, 1. c. pag. 676 676. *) P. T. VE, 40104016 (Nr. 81).

) Ebenda VH, 42434247 (Nr. 90).
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ihrer Erfindung nach wohl schon dem Jahre 1652 angehort, wenn

sie auch erst mehr als zwanzig Jahre spater der lesenden Welt zur

Verfugung gestellt wurde. De Sluse versprach in seinem Briefe

einen Beweis seiner Methode. An dieses Versprechen geniahnt, Hess

er am 3. Mai 1673 einen zweiten Brief nachfolgen *).
Statt eines

Beweises gab er indessen nur drei Satze an, auf welche seirie Methode

sich griinde, Erstens sei die Differenz gleich hoher Potenzen mit

positiv ganzzahligen Exponenten zweier Zahlen durch die Differenz

der zwei Zahlen selbst theilbar. Zweitena bestehe die Entwicklung
einer Potenz von abermals positiv ganzzahligem Exponenten eines

Binomiums aus einem Gliede mehr als der Exponent Einheiten zable.

Drittens stehen die Quotienten derselben Zahl getheilt durch zwei

andere in dem umgekehrten Verhaltnisse jener Divisoren. Die Satze

seien in der angegebenen Reihenfolge zu bemitzen, und aus dieser

Angabe werde der Leser ohne grossen Zeitaufwand den Beweis her-

zustellen wissen.

Abermals auf frUher (Bd. II, S. 905) Mitgetheiltes zurtickgreifend

fiihren wir an, dass Wallis. Brouncker und Wren 8

) im October

1673 die Erstlingsrechte von Neil und Wren auf die Ermittelung

von Rectificationen aufrecht hielten. Veranlassung dazu gab die

durch Huygens 1673 herausgegebene Schrift Horologium ostilla-

torium, in welcher die Rectification der semicubischen Parabel fur

Van Heuraet in Anspruch genommen war 3

).

Wir mussen auf das hochbedeutende Werk von Huygens, von

welchem eine erste Niederschrift schon am 5. Februar 1665 vollendet

war 4
),

naher eingehen. Durch eine vom 25. Marz 1673 datirte Wid-

mung an Konig Ludwig XIV. von Frankreich eingeleitet, zerfallt das

Werk 5
) in fiinf Theile: 1. die Beschreibung der Pendeluhr, 2. der

Fall schwerer Korper und ihre Bewegung langs der Cycloide, 3. die

Lelire von der Evolution, 4. der Schwingungsmittelpunkt, 5. die

Fliehkraft.

Der erste Theil bietet fiir unsere Zwecke nichts zur Mitheilung.

1m zweiten Theile sind zunachst die Fallgesetze zu beweisen. Den

Ausgangspunkt des Beweises bildet die dritte Hypothese
6

), dass, so-

fern auf einen Korper sein den Fall verursachendes Gewicht und

) P. T. VIII, 6059 (Nr. 95). )
Ebenda VHI, 61466160 (Nr. 98).

gens, Opera varia (Leiden, 1724) pag. 100101. *) Huygens Gesammt-

ausgabe V, 223 (Haag, 1893).
8
) Huygens, Opera varia pag. 33248, die

Widmung schon pag. 1720. Ein sehr ausfuhrlicher Auszug, in welchem

namentlich die der Mechanik angehorenden Satze genau mitgetbeilt sind, bei

Marie, Hiztoire des sciences mathematiqucs et physiques V, 27 67.
6
) Huygcns,

Opera varia pag. 51.
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irgend eine andere Kraft gleichzeitig einwirken, jede Wirkung fiir

sich zu betrachten sei, eine Hypothese, welche spater die noch all-

geraeinere Form erbalten sollte, dass von zusammen wirkendon Kraften

jede fiir sich und unabhangig von den auderen in Kechnimg koraraen

miisse. Der Fall der Korper wird theils in freier Luft, also senk-

recht, theils langs einer Curve untersucht, und da Huygens auf den

Fall liings eines Cycloidenbogens hinsteuert, so spricht er in mebreren

Siitzen von dieser Curve. Im XV. Batze 1

)
wird din Beriihrungsaiif-

gabe fiir die (Jycloide behandelt und erweitert. Denkt mail sich irgend

eine Figur in Rollbewegung liings einer Geraden, so dass ein Punkt

A der erzeugeuden d. h. rollenden Figur bei dieser Bewegung in

seinem eine Curve bildenden Laufe beobachtet werden kann, ist ferner

C der tiefste Punkt der Figur, in welchem sie auf der Geraden, iiber

die sie rollt, jedesmal aufsteht, so ist in juder einzelnen Lage CA
normal zur Rollcurve. Das ist jener Satz, an welchem wir (S. 130)

dachten, wo wir von den Anregungen redeten, welche De la Hire

von Huygens erhalten haben mochte. Der Fall langs der Hohiseite

einer Cycloide, welche durch einen unterhalb einer wagrechten Geraden

rollenden Kreis erzeugt ist, deren Scheitelpunkt mithin der tiefste

Punkt der ganzen Zeichnung ist,
wird untersucht, und im XXV. Satze 2

)

kommt Huygens zu dem Ergebnisse, dass ein Korper, von welchem

Punkte des absteigenden Cycloidenarines aus er in tallende Bewegung

gerathe, genau in derselben Zeit beim Tiefpunkte anlange. Das ist

die inerkwiirdige Eigenschaft, welche man spater den T autochronis-

mus der Cycloide genannt hat.

Wir bemerken beilaufig, dass dieser eine fcjatz schon vor dem

Erscheinen des Horologium oscillatoriuui in die Oeftentlichkeit ge-

drungen sein muss. Ignace Gaston Pardies 3

) (1633 1B73) aus

Pau, der am Josuiteucollegium seiner Vaterstadt alte Sprachen, Mathe&amp;lt;-

matik und Physik lehrte und kurz vor seinem Tode als Professor

der Rhetorik an das College Louis le Grand in Paris kam, kannte

ihn wenigstens. Sein Todestag war der 22. April H&amp;gt;73. Unmitteibar

vorher gab er in franzosischer Sprache La vtatique on la wience des

forces mouvant S heraus, und bewies darin jt-nen Satz, welchen er den

Isochronismus der Cycloide nannte. Das Horologium war aber

damals noch iiicht im Buchhandel. Pardies sagte vielmehr ausdriick

lich in seiner V
T

orrede, er sehe mit liegierde dem Erscheinen der

Schrift von Huygens entgegen, uni sich zu Qberzeugen, ob sein Be-

weis mit dem des Erfinders iibereinstirnme 4
).

Lord Brouncker hat

) Huygens, Opera vuri&amp;lt;t pag. 69 70.
*;

Ebenda pag. 87. *) Poggen-
dorff II, 358. 4

) Vorgl. den Bericht iiber die Statique von Pardies in den

P. T. VIII, 6043 (Nr. 94).
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dann gleichfalls bei Gelegenheit des Herauskommens der Statique

einen Beweis veroffentlicbt 1
).

Brounckers Ausdrucksweise ist etwas

zu unbestimint, als dass man aus ihr entnehmen kounte, ob er da-

inals den Satz kennen lernte und .zu ihm einen Beweis ermittelte,

oder ob er auf eine friihere Erfindung des Satzes Anspruch zu er-

heben wiinschte, aber grade wegen der Unbestimmtheit ist ersteres

das Wahrscheinlichere.

Wir kehren zu dem Horologium oscillatorium zuriick, und zwar

zu dessen drittem Theile. Ist, sagt Huygens in der III. Definition

dieses Tbeiles 2
), um eine nach einer Seite bin hohle Linie ein bieg-

samer Faden gewickelt, und blieb das eine Ende des Fadens mit der

Curve in Verbindung, wahrend das andere unter fortwahrender Span-

nung des abgelosten Stiickes weiter gefflhrt wird, so beschreibt dieses

Fadenende eine zweite Curve, welcbe die durch Abwickelung be-

schriebene, Descripta ex evolutions, heissen soil. Das ist diejenige

Curve, welche heute den Namen der Evolvente fiihrt. Die erste

Curve dagegen nennt Huygens in der IV. Definition 3
)

die Abge-

wickelte, Evoluta, und dieser Name ist ibr geblieben. Der I. Satz 4
)

bebauptet, dass jede Beriibrungslinie der Evolute auf der

Evolvente senkrecbt stehe. Wenn (Figur 19) die Gerade FDC
in D die Evolute bertihrt, wenn als-

dann in dem der Evolvente angehoren-

den Punkte C die CE senkrecht zu

DC gezogen wird, so treffe, heisst es,

diese CE die Evolvente in keinem

anderen Punkte als in C, beriibre sie

folglich eben&quot; dort. Bei Fortsetzung

der Abwicklung, bis der Faden die

Evolute in G beruhrt, trifft der die

Evolvente beschreibende Endpunkt in

H ein, und GH schneidet die CE in

E. In dem bei C rechtwinkligen Drei-

ecke CEF ist EF&amp;gt; CF. Ferner ist

Bogen AD = CD, Bogen AG = GH
und zugleich Bogen AG = Bogen AD + Bogen DG = CD+ Bogen

DG. Aber DF -f FG &amp;gt; Bogen DG, also CD + DF -f FG &amp;gt;

GH oder CF + FG &amp;gt;
GH. Daraus folgt weiter CF&amp;gt; GH FG

oder CF&amp;gt;IH. Nun war EF&amp;gt; CF, und umsomehr ist EF&amp;gt;FH}

E

Fig. 19.

) P. T. VIII, 6082 (Nr. 94): nttnc juris publici facta ex occasione quam

suppeditavit Bev. P. Parties. ^Huygens, Opera varia, pag. 89: limae in

unam partem cavae. )
Ebenda pag. 90.

4
)
Ebenda pag. 90-91.
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d. h. E liegt jenseits der Evolvente. An einer zweiten Figur wird

durch ganz ahnliche Schlusse nachgewiesen, dass auch, wenn der

Punkt H der Evolvente zwischen A und C liegt, G folglich auf der

Evolute zwischen A und D sich befindet, GH&amp;gt; GE seiu inuss, also

auch dieser Punkt E jenseits der Evolvente liegt, und damit ist der

an die Spitze gestellte Satz bewiesen, ist zugleich bewiesen, dass die

Curve AHCH fortwahrend gleichartig gekriimmt ist 1

).
Der

V. Satz 2
) beweist, dass, wenn zwei Cycloiden von gleichen Erzeu-

gungskreisen so ttbereinander gezeichnet sind, dass die Grundlinien

parallel sind und der Anfang der oberen Cycloide mit dem Scheitel-

punkte der unteren zusammenfallt, alsdann die Beriihrungslinien der

unteren Cycloide auf der oberen senkrecht stehen. Im VI. Satze wird

weiter gezeigt, dass der unteren Cycloide als Evolute die obere als

Evolvente entspricht, und der VII. Satz zieht die Folgerung, die halbe

Lange der unteren Cycloide miisse dem doppelten Durchinesser des

Erzeugungskreises gleich sein. Nach der Cycloide wendet Huygens
sich der gewohnlichen Parabel zu, als deren Evolute eine semi-

cubische Parabel auftritt, welche folglich gleich jeder Evolute als

rectificirbar sich erweist. Diese Auseinandersetzung ist es, bei welcher,

wie (S. 138) erwahnt wurde, Huygens fur die Erfinderrechte Van
Heuraets auf die Rectification der semicubischen Parabel den durch

Wall is vertretenen Anspruchen Neils gegemiber mit mehr Geschick

als Recht eine Lanze bricht. Huygens schaltet nunmehr einige un-

bewiesene Constructionen em, welche den Flacheninhalt einer Ober-

flache zweiten Grades als Kreis darstellen, zeigt den Zusammenhang
der Rectification der gewohnlichen Parabel mit der Quadratur der

Hyperbel, bespricht die Evoluten der Ellipse und der Hyperbel und

gelangt so zu dem ganz allgemeinen XL Satze 3
), dass zu jeder

Curve die Evolute gefunden werden konne, welche letztere

nothwendig rectificirbar sei. Der Grundgedanke bei der Auf-

findung der der Curve ABF (Figur 20) entsprechenden Curve DE
ist folgender. Die Beruhrungslinien an DE stehen senkrecht auf

BF, also miissen die Senkrechten auf ABF die DE treffen. Weil

sie senkrecht zu einer als einformig gewolbt vorausgesetzten Curve

nach ihrer Hohlseite hin sind, rniissen sie auch einander selbst

schneiden, und so seien beispielsweise BD f
FE zwei Senkrechte zu

ABF, welche in D und E die Evolute treffen und in G einander

*) in partem imam inflexam esse. *) Ebenda pag. 9597 die Satze V,

VI, VII. Danu iolgt pag. 98: Geschichtliches iiber die Entdeckung der einzelnen

Eigenschaften der Cycloide, deren Rectification zuerst von Wren vollzogen
worden sei.

8
) Huygens, Opera varia pag. 1U8 109 und dann wieder 111

bis 112.



8. Kapitel.

schneiden. Je naher F bei B liegt, um so uiiber liegen die Punkte

D, G, E bei einander. 1st der Zwiscbenraum /&amp;gt;7 uneudlicb klein 1

),
so

fallen die drei genannten Punkte

zusainrnen, und iiberdies vvird

alsdann B/f, welche die Curve

ABF in B beriihrt, auch als

deren Beruhreiide in F nnge-

sehen werden konnen 2
). Da-

init ist genau das Gleiche aus-

gesprocben ;
was beutige Mathe-

matiker in die Worte zu kleiden

pflegen. die E volute sei der

Ort die Durchschnitts-

punkte coiisecutiver Nor-

malen an die Evolvente.

Nun handelt es sich um die

thatsii &amp;lt;-,b liche A ufftndung von

G. Ziebt man die BX, YX,
die in K einander senkrecbt

durchs^lmeidcji und ihnen
]&amp;gt;a

rallel die an der Figur er-

keimbaren Geraden, wobei KT
= KM

y
LV=LN abgemessen

Fig. ill).

wird, so ist

N
BG: MG = HG : (It G KM) JW :

Nun ist die Lange von KM, UN, HL aus der Figur ersichtlicb,

and iiberdies werdeu diese Sirec-ken fiir jede Curve borechenbar seiu.

Findcfc letzteres aucli noch fur ^ statt, so ist deiunach BG in dor

Proportion

als gegoben zu betrachten. Aber

MN KL = (L M -{- MN) (XL -\- LM)

=LN KM=LV- KT- TX.

Also MN -== TX -I- XL -* TX -f XV und

MN _ TX -f-
XV

__
. . TX

1\T
~~~ x v

l

) si interslitium KV infmii . parouiit intdliyatur. &quot;*)
/?//,

in B tanyat-, cadtm quoque pro lanycnte in F censclilnr
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d. h. man kennt - sotern man -, die trigonoinetrische Tangeute

des Winkels TYK, kennt. Die YV, welche diesen nunmehr in Be-

tracht koramenden Winkel mit der gegebeuen YK bildet, ist die

Verbindungflgerade der Funkte T, V, d. h. Beriihrungslinie an die

Curve der Punkte T, V, welche so definirt werden kaun, dass in ihr

jedes KT KM oder die Ordinaie jedes Curvenpunktes T der Sub-

norniale desjenigen Punktes H der gegebenen Curve A BF gleich ist

der mit T auf gleicher Ordinatenlime liegt. Wiirde man die Zeichen

der heutigen Matheinatik in Anwendung bringen und die Gleichung

der ASF als F(x,y) = Q schreiben, so ware KMyy . Ebeuso

gross ware also KT und daher

r , 9l TX
tang TYK= - = y

8
-{.- yy = -

Somit ist = 1 + y
2
-h yy&quot;.

Andrerseits ist der oben als be-

rechenbar bezeichnete Bruch

Die Proportion, zu welcher wir oben gelangt waren, hat daher die

Gestalt

]*G: (BG - BM} = (1 + y *}
: (1 + y* + yy&quot;).

BG Tj.,2 KIM--.,.
Ihr entnimmt man ^-vj

- -?
,
BG* - --

f~,~ BM istBM yy y*y

die Normale der Curve ABF, also

*\ 2 und BG* = ^,-?

in Uebereinstimmung mit bekaunten Ergebnissen. Es bedarf sicher-

lich nicht der Bemerkung, dass Huygens nicht im Stande war, die

hier zuletzt gefiibrte allgemeine Rechnung vorzunehrnen. Wir wollten

uuseren Lesern nur die Coutrole fiber den (redankengang von Huy

gens ermoglichen und fuhrten sie deshalb ziemlich weit tiber ihn

hinaus. Huygens musste seine aLlgemeinen Betrachtungen, welche

fur jede Curve galten, mit -=y
= 1 -j- tang TYK beschliessen. Von

diesem Puukte an war er genothigt, fur jede besondere Curve die

Berechuung von BG in besonderer Weise vorzunehmen, und das hat

er auch gethan.

Der vierte Theil des Horologium oscillatorium hat es mit dem

Oscillationsmittelpunkte zu thun, d. h. mit der Auffindung des-

jeuigen einfachen, aus eincm an einem nicht biegsamen gewichtlosen
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Faden hangenden Gewichte bestehenden Pendels 1

),
dessen Schwingungs-

dauer mit der eines gegebenen Korpers, der als Pendel benutzt wird,
iibereinstimmt. Die Aufgabe war 1646 von Pater Mersenne gestellt

worden 2
),

und Descartes und Roberval versuchten sich an ihrer

Auflosung, welche beiden misslang, was sie aber nicht verhinderte

dariiber in Streit zu gerathen. Huygens erkannte die ganze Wichtig-
keit der Frage, erkannte auch bereits 1664

;
dass das einfache Pendel

sich dazu eigne, eine Langeneinheit zu bilden, deren erfahrungsmassiges
Element in der Schwingungsdauer liege

3
),
und Robert Hooke steLlte

Versuche zur Ermittelung der Lange eines Pendels an, das der Ein-

fachheit so nahe als moglich kam 4
).

Im Horologium oscillatorium

gab nun Huygens die wirkliche Lehre vom Oscillationsmittelpunkte,

naturgemass auf Grund gewisser Voraussetzungen, ohne welche keine

physikalische Frage in Angriff genommen werden kann. Huygens
Grundannahme 5

) besteht darin, dass, wenn irgend welche Gewichte

in Folge ihrer Schwere 6
)
sich zu bewegen anfangen, ihr gemeinsamer

Schwerpunkt nicht hoher steigen konne als bis dahin, wo er am

Beginne der Bewegung sich befand. Dieser Ausspruch, setzt er hinzu,

besage nichts weiter als was niemals in Abrede gestellt worden ist,

dass schwere Korper nicht von selbst in die Hohe streben 7

).
Als

zweite Annahme dient ihm, dass iui widerstandslosen Raume der

Schwerpunkt eines bewegten Pendels beim Abwarts- und Aufwarts-

schwingen gleiche Kreisbogen beschreibe. Es wflrde uns von unserem

Gegenstande, der geschichtlichen Enfcwickelung der Curvenlehre, viel

zu weit abfiihren, wollten wir berichten, wie Huygens auf die er-

wahnten Annahmen die ganze Lehre vom Oscillations- oder Schwin-

gungsmittelpunkte aufbaut, bis er zuletzt im XX. Satze 8
) zur Ver-

tauschbarkeit des Aufhangepunktes und des Schwingungsmittelpunktes

gelangt und daran die Aufsuchung des Schwingungsmittelpunktes be-

stimmter ihrer Figur nach gegebener Pendel knfipft, wobei tlieils

ebene Figuren, theils wirkliche Korper als Pendel dienen. In einem

kurzen flinften Theile sind noch beweislos Satze iiber die Flieh-

kraft 9
) beigefiigt.

Haben wir in dem Werke von 1673 Huygens als fruchtbaren,

geometrischen Erfinder kennen gelernt, so zeigen zwei Abhandlungen
von 1693, wie er im Stande war in Fermats Gedanken einzudringen

l

) pendulum simplex, IMC est pondus filo inflexili gravitatis experto appen-

sum. *) Heller, Geschichte der Physik II, 74.
8
) Huygeus Gesammtaus-

gabe V, 149: Brief vom 21. November 1664. 4

) Ebenda V, 170: Brief vom

23. December 1664. 6
) Huygens, Opera varia pag. 121.

6
) vi gravitatis suae.

T
) gravia mtrsum non ferri.

8
) Huygens, Opera varia pug. 164. 9

) De vi

centrifuga ex inotti circulari.
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Fig. 21.

GF wird dureh

und sie klarer darzustellen, als jener selbst vermochte. Es sind Dar-

legungen von Fermats Methoden Maximal- und Minimalwerthe
zu finden 1

)
und das Tangentenpro-

blem aufzulosen 2
).

Sei etwa (Figur 21)
die Gerade DE, seien ausserdem die

Punkte A und B gegeben, und man
suehe auf der DE einen Punkt C von

der Beschaffenheit, dass AC* -f- BC*
zu einem Minimum werde. Huygens
nimmt als selbstverstandlich an, es gebe
einen solchen Punkt C, und es gebe
zu beiden Seiten von C stets Punkte

F, G, welche AF* -f BF* = AGZ

4~ BG* &amp;gt; AC* 4~ BC* werden lassen.

Als gegeben gilt AE= a, BD = I, ED = c.

und EG durch x bezeichnet. Nun ist

AG* = AE* 4- EG* = a2
4- x*,

AF* = AE2
4- (EG 4- GF)* = a* 4- (x 4- c)~,

BG* = BD* 4- (ED EG)* = b* 4- (c x)*,

BF* = BD* 4- (ED EG GF)* = I* 4- (c x
e)*.

Die vorausgesetzte Eigenschaft der Punkte F, G, welche

AF* 4- BF* = AG* + BG*

lautete, heisst daher jetzt

a* 4- x* 4- b* 4- (c x)*
= a* 4- (x 4- e)

a
4- I* + (c x e)

2

oder a2
4~ &2 4~ ^ 2c#

4&quot;
2#2

und kennt man e, so ist a? durch diese Gleichung gegeben. Nimrat

man jenes e als unendlich klein an, so fallen die drei Punkte G, C,

F in C zusammen, und x ist die Entfernung des gesuchten Punktes

C von E. Werden in der gefundenen Gleichung zuniichst die Briiche

weggeschafffc, deren in dem vorliegenden Beispiele keine vorhanden

sind 3
),

so streichen sich dann auf beiden Seiten die gleichen Glieder

weg, und das werden nothwendigerweise alle die sein, in welchen e

nicht vorkommt, wie leicht ersichtlich, da der Ausdruck rechts vom
Gleichheitszeichen aus dem links von demselben befindlichen so ent-

stand, dass x durch x -\- e ersetzt wurde. Die flbrig bleibenden Glieder

der Gleichung besitzen also e als gemeinsamen Faktor, durch welchen

l

) Huygens, Opera varia pag. 490498. ) Ebenda pag. 498506.
H
) sublatis prim urn, si guae sunt, fractionibus (guae in hoc exemplo nullae sunt},

CAKTOB, GeBchichte der Mathematik. HI. 1. 2. Aufl. 10
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dividirt werden kann. Dann erscheint eine neue Gleichung, deren

Glieder theils von e frei sind, theils e noch als Faktor besitzen.

Letztere fallen weg, weil e als unendlich klein betrachtet wird, und

nun ennittelt man x. Aus dieser Theorie lasst aber eine praktische

Hegel sich herleiten, welche in den Fallen zur Anwendung zu kornmen

bat, in welchen der Ausdruck, der ein Maximum oder ein Minimum
werden soil, keinen die Unbekannte im Neuner enthaltenden Bruch

einschliesst, eine Regel, welche darin ibre Begriindung findet, dass

bei ganzzahlig positivem n der Ausdruck (x -j- e)
n = xn

-f- nx
n ~ l v -\-

anderweitigen Gliedern wird, welche hohere Potenzen von e zu Fak-

toren besitzen. Die Regel lautet: ,,Jedes Glied ist mit dera Exponenten
der in ihm vorkommenden Potenz der Unbekannten zu vervielfachcn,

die Glieder ohne Unbekannte sind wegzulasseu. alle jene Produkte

zusammen sind gleieli Null zu setzen.&quot; Aus

wird deinuach

-- 2cx -f- 4x* = 0, x = ~-

Vergleicht man Huygens Begriindung mit den Satzen, auf weleben

nach De Sluses zweitem Briefe von 1673 (S. 138) dessen Tangenten-

methode beruhte, so kann man kaum /weii eln, dass De Sluses Go-

dankengang mit dem von Huygens hier bei Gelegenheit der Bestim

inung von Maximal- und Minimalwerthen Entwickelten nahe verwandt

war. Doch wir gehen in unserem Berichte fiber die Huygens sch^

Abhandlung weiter. 1st der zum Maximum oder Minimum zu macbende

Ausdruck mit Briicben behaftet, deren Nenner die Onbekannte ent

balten, so nimmt die Regel folgende Gestalt an, deren Bewois

wiederum von dem gleichen Gedanken aus wie vorher leicbt zu

fiihren ist: ,,Zunachst werden alle die Unbekanute nicht enthaltenden

Glieder weggelassen; dann bringt man alle Glieder auf gemeinschaft-

Jichen Nenner; der ganze Ziibler wird bierauf mit dem ganzen Nenner

vervielfacbt und jedes einzelne Glied des Produktes iiberdies mit der

Differenz der Exponenten der Unbekannten in den dem Zahler und

dem Nenner angehorenden Faktoren, positiv wenn ersterer, uegativ

wenn letzterer den hoheren Exponenten besitzt; die Surame dieser

Produkte endlich ist gleich Null zn setzou.&quot; Das von Huygens ge-
*

, . t.c 3 c
1^* 26c*a; ^ , ., , ,

wahlte Beispiel ist -
-r&quot;:

Er blldet

(3
__

0)6f
2 bx* - (2 0)M - r

2^2 --
(1 0)/,r

2

+ (3 -- 3)^
s

- bxz
(2 3) x

5
- r;

2^8
(I
-

3)a
oder

c*x* -f 4&c2.^ = 0.
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Diese Gleicbung ist, durcb biPsr -{- c
2

./&quot; theilbnr und liefert als Quo-

tienten #3
-f- 36,/;

2 %IH* 0, woraus x zu ermitteln ist. Huygens

gibt ausdriicklicb Ferraat als den Schriftsteller an, aus welcbem er

die Anregung zu seiner Darlegung entnommen babe. Es ist kein

/weifel, dass er die Regeln wesentlich. bequeiner als Jener (Bd. II,

S. 858- -859) gestaltete, aber ebensowenig, dass er /wei Mangel vveder

beseitigte, noch verrauthlich erkannte, welche Ferraat iibrig gelassen

batte. Huygens gleich Ferraat weiss nur rationalen Ausdriicken bei-

/ukommen, er lilsst es vora Zufalle abharigen, ob der gefiindcne Wertb

von x em Maximum oder ein Minimum liervorbringt, von jenen Fallen

7,u schweigen wo keines von beiden eintritt.

In Noti/en von 1675 bat Huygens einen interessanten Satz iibor

Maximalwertbe ausgesprochen ohne ihn zu begrunden: von alien Viel-

ecken, welche mittels n gegebener Strecken als Seiten bergestellt

werden konnen, sei dasjenige von grosstern Flaehenranrae, durch dessen

Erkpunkte ein K reis bindurcbgelegt werden konne 1

).

Die zweite Abliaiifllung von 1693 ist der Tangentwunifgabe ge-

widmet. Sie muss sebr viel friiber gescbrieben als dem Drucke iiber

geben worden sein, denn Huygens sagt in den einleitemlen Worten,

er babe diese Fas.sung der Fermatscben Regel als eine praktiscbe

erkaniit, nocb bevor Descartes Briefweebsel heravisgckommen war,

aus welcbem er ersnb, wie dieser let/teiv, sich mil jener Rcgel ab-

/nfinden sucbte. Das jnuss also schon vor 1667 gewesen sein, weil

in diesem Jabre Clersellier den genannten Briefweclisel zum Drucke

beforderte. Immerbin diiri te es nicbt vor 1652 gewesen soin, da

danials Huygens Nachdenken wesentlich durcb fremde wie eigwie aut*

die Qnadratur des Kreises sicb beziehende tlntersucnungen in An-

spruch genoramen war. 1(552 aber erfand De. Slusc (Bd. H, S. 917)

seine, wie wir oben bemerkt baben, mit Huygens Geclankeufolgen

ungomein nabe verwandte Tangeritenmetbode. Aiicli der 1673 ver-

ofl entlirbte Wortlaut von De Sluses Regel deck! sicb fast votlstandig

mit dem der von Huygens ausgesprocnenen Vorscbrift. Der Erlin-

dung \\ie der Veroflentlicbung nacb ist also bier Huygens der /weito.

Sein Eigenthum bloibt nur das Wort Subtangonte und eirif- Klar-

Icgung der Griinde, auf welcbe die Regel sicb stui/t, wahrend Do Sluse,

wie wir gleicbfalls wiederliolen, siob mit Angabe dreier die Grnnd-

lage bildenden Stit/e begniigt batte (S. 138). Im Grdssen und Ganzen

kommt die Auseinauderset/ung wieder darauf biiiaus, dhtvs bei ganz-

zablig }&amp;gt;osit.iveni
n die Diliereuz

(a?-j-c)&quot;
;r
w

mit;i&quot; *c beginne, um
in den weiterfolgonden Gliedern bober(; Potenzen vnn e zu entbalten.

J

) Huygenf . Oouvres VIII. 80.

10*
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Zu den Schriftstellern, welche mit der Curvenlehre sich be-

schaftigten, gehort auch Tschirnhaus. Mancbes, was er dariiber

dachte uud veroffentlichte, kann nicht als ricbtig befunden werden,

sei es, dass der Wunsch Frttchte seiner rasch wacbsenden Beriihmt-

bcit zu geniessen ihn Dinge zum Druck -befordern liess, an deren

volleii Zuverlassigkeit er selbst nicht recbt glaubte (S. 118), sei es

dass er allzugierig schon auf mangelhafte Indnktion bin der neuen

Siitze sich freute, welche sich ihm darboten. Wertbvoll blieb seine

Entdeckung der Breniilinien durcb Zuriickwerfung, wenn sie

wirklich sein Eigenthuin ware, und er sie nicht 1678 in Paris durch

Huygens kennen gelernt hiitte.
1

)
Sei (Figur 22) eine Curve AYE

den parallel einfallenden Sonnen

strahlen ausgesetzt, und der Strahl

DF werde in der Richtung FG
zuriickgeworfen. Ein ihm zunachst

eiutretfender Strahl erzeugt einen

auch dem FG sehr nahe liegenden

zuriickgeworfenen Strahl, der jenen

in G schneidet. Der geometrische

Ort der Durchschnittspunkte jezweier

zunachst liegender zuriickgeworfener

Strahlen ist eine Carve BGE, welche

als Brennlinie durch Zuruckwerfung

benannt zu werden pflegt, niit freuid-

landiscbem Ausdrucke als Catacau-

stica. Durch gebrochene Strahlen eraeugte Brennliuien ftihren den

Namen Diacaustica. Beide Namen riihren von Johann und Jakob

Bernoulli her 2
).

Tschirnhaus hat seine Ergebnisse 1682 der Pariser

Akademie der Wissenschaften mitgetheilt
3
)

und hat sicb in seinen

Briefen an Leibniz weitlaufiger dariiber ausgelassen, auch ein Brief

an Huygens voui August 1682 ist vorhanden, in welchem Tschirn

haus mit geradezu naiver Unbefangenheit von seinen Entdeckungen

redet, als ob diese Dinge fur Huygens von flberraschender Neuheit

waren 4
).

Beweise von Tschirnhaus fiir die Satze kennt man nicht.

Einzelne seiner Behauptungen sind auch thatsachlich unrichtig, was

er spater in den A. E. vom Pebruar 1690 zuzugeben sich genothigt

sah: Er babe einen Rechenfehler begangen, indem er fruher die

Catacaustica des Kreises fiir eine Curve vierten Grades gehalten habe,

i) Uyleubroek, Chmtiani Hugenii alioruinque seculi XVH virorum

celebrium cxercitationes mathematics* et philosophicae II, 40 (Haag 1830).

)
Jac. Bernoulli, Opera I, 4GG, 473 und after.

&quot;)
Weisaenboru, Tschirn

haus S. 148179. 4
) Huygens, Oeuvres VIII, 380.

Fig. 22.
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sie sei, wie Jakob Bernoulli ihn aufmerksam gemacht babe, vom

vsechsten Grade 1

).
Der wichtigste Satz Tschirnhausens spricbt aus,

dass die Bogenlange EG der Catacaustica der Summe dor beiden

Strahlen DF -|- FG gleich sei. Einen Beweis dafiir lieferte Leibniz

1682 sofort in dem Antwortschreiben auf die ihin gemachte Mit-

theihmg
2

),
indem er dabei von dein naobgrade allgemein gewordenen

Gedanken des Unendlicbkleinen, beziehungsweise des Zusainmenfallens

eines Curvenelementes mit seiner Beruhrungslinie, einer Senkrechten

auf eine Gerado uiit eiuera um den Anfang der Geraden als Mittel-

puukt beschriebenen unendlich kleineii Kreisbogen u. s. w. Gebrauch

machte.

Eine sich von selbst aufdriingende Bemerkung ist es, dass die

Durchschnittspunkte nachstliegender Strahlen, wie sie in der Cata

caustica auftreten, und Durchschnittspunkte naehstliegender Normalen,

wie sie als Evolute erscheinen, sehr verwandte Forderungen an die

geometrische Einbildungskraft stellen. Wir wollen damit nicht sagen,

Tschirnhaus habe das Horologium oscillatorium studirt, und der Ge-

danke von Huygens habe bewusst oder unbewusst in ihm weiter ge-

arbeitet. Das kann nicht behauptet, es kann ebensowenig gradezu

geleugnet werden, um so weniger geleugnet werden, als Tschirnhaus

gleich das erste Mai, wo er Leibniz Andeutungen iiber seine neuen

Untersuchungen raachte, die Frage beifilgte
3

),
ob dieser glaube, dass

Huygens, dessen Dioptrik jiingst herausgekommen sei, Aehnliches

kenne. Man kann dieser Frage vielleicht entnehmen, dass Tschirn

haus die Empfindung hatte, es sei fur Huygens nur naturgemass,

den einmal erfolgreich benutzten Gedanken des Durchschnittes naehst

liegender Geraden weiter auszubilden.

Huygens that es auch wirklich, wobei er selbst bis zu einem

gewissen Grade einen Vorganger in Descartes besass, dessen Ovalen

(Bd. II, S. 815) Durchschnitte brechender Flachen waren, welche die

von einem Punkte ausgehenden Strahlen wieder in einem anderen

Punkte vereinigen.
4
) Huygens hat im sechsten Kapitel seines 1678

geschriebenen und Pariser Gelehrten vorgezeigten, dann allerdings erst

1690 gedruckten Traite de la iMmiere die Aufgabe der Diacaustica

gestellt und gelost.

Die altesten geouietrischen Untersuchungen Tschirnhausens, von

deneri wir wissen, und die ihn auf der Reise nach Italien beschaftigten,

michdem er eben Paris verlassen, wo er Tinter Leibnizens Augen
uud mit diesem genaeinsam, wenn nicht von ihra

;
mathematisch

T

) Weissenborn, Tschirnhaus S. 153. *) Leibniz IV. 493 494.

s
)
Ebenda IV, 484. )

Briefliche Bemevkung von H. Kortcweg.
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arbeiten gelernt hatto, beziehen sicli auf Quadrature!! 1
). Zunachst,

d. h. wtib rend des .Tahres 1(378, wissen wir von solchen Arbeiten aus

an Leibniz gerichteten brieflichen Mittheiluugcn. Tschirnhaus ver-

fulir theils nach Cavalieris Methode der Indivisibilien, theils nach

oiner Methode, die dem Ductus vplani in plan-am des Gregorius a

Sto. Vincentio augcnftillig nachgebildet war, was Leibniz nicht an-

stand, ihui betoorklich zu niachen. Dunn probirte es Tschirnhaus

rait der uragekeli rten Aufgabe: quadrirbare Curven zu finden.

Er sagt, er stello einen algcbraischen Ausdruck auf, welchen er als

die Quadratur einer Curve betrachtet wissen wolle, und daun konne

man nach einer Methode, welche an Barrow sich anschliosse 3

),
die

Gleichung der Curve finden. Niiher erklarte er sich nicht, gab auch

keine Beispiele, denen man entnehmen konrite, ob Tschirnhaus richtig

schloss. Leibniz antwortete in etwas vorwurfsvollem Tone, das seien

Dinge, vveichc er, Leibniz, ilini in Paris iniindlich auseinandergesetzt

habe, aber Tsehiruhaus seheine nicht Acht gegeben zu haben 3
).

Die

Sache verhnlte sich so. Die Gleichnng irgend einer Curve moge
= a

-(--
Ix -}- cy -f- dxy + w* + ff + e*c -

heissen, und man wolle wissen, ob sie algebraisch allgcmein quadrirbar

sei. Nun stelle man die Gleichung einer zweiten Curve

() = I -f- mx -j- nz -f- j&amp;gt;xz ~\~ (Sf#
3 + rz -}- etc.

auf, welche die Curva summatrix, die suminirende Curve genannt

werden miige. 1st t deren Subtangente, so sei

2 tu 4- pz -f %qx +
t

~~
n -{- px -f 2rz -{-

und bei - - = y entstehe

ny -\- pxy -f- %rzy -j- m -\- ps + 2yx + *

Aus dieser Gleichung sei inittels

= I -f mx -f- ne + P%z ~\~ &amp;lt;!

& + &amp;gt; ^ -f etc&amp;gt;

die Unhekannte z weg/Aischaffen, und man erhalte eine neue Gleichung,

welche als Unbekannte nur x und y }
in den Coefhcienten aber

/, m,

n, p, q, r enthalten werde. Die Frage sei nun darauf zurlick-

gefQhrt, ob durch Identification dieser Gleichung mit

= a -f bx -\- cy 4- dxy + ex* -\- fy* + etc.

die
/, m, w, /&amp;gt;, ^, r bestimmt werden konneri oder nicht; im ersteron

Falle habe man eine algebraisch allgeuiein quadrirbare Curve, im

l
) Weissenbora, Tm-hirnhans S. 71 112. *) Leibniz IV, 17 2

Weis^enborn, Tschirnhaus S. rtl.
&quot;}

Leibniz IV, 481: Et memini me Tili

jam hacc Pariaiis diccrc, sad id video hon uttendinti.
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zweiten nicht. In die Sprache der heutigen Mathematik gekleidet

wiirde die Leibnizische Vorschrift besagen, dass wenn z f(x\ zur

Quadratur von y q&amp;gt;(x)
fahren soil, man y = .

= * setzen iniisse,

well alsdann

jy dx = fz
r

dx = z f(x)

liefert. Im Jahre 1678 war das noch nicht so leicht zu verstehen,

und nur die iniindlichen Unterredungen in Paris, auf welche Leibniz

anspielte, mochten den SchlUssel zum Verstandniss geliefert haben.

Tschirnhaus schwieg von nun an in seinen Briefen fiber diesen

Qegenetand, aber nach Ablauf mehrerer Jahre gab er im October-

hefte 1683 der A. E. eine Abhandlung Methodus datae figurae, rectis

lineis et curva geometrica terminatae, aut quadraturam aut impossibili-

tatem vjmdem quadraturae determinare 1

) heraus, welche schon durch

die an der Spitze stehende /eichnung (Figur 23) Zeugniss dafiir.ab

legt, dass Tsehirnhaus, mochte er auch

eine Zeit lang vergessen haben, was

Leibniz ihm in Paris miindlich gesagt

hatte, dessen Brief um so sorgsamer
sich eingepragt und dessen Sinn be-

griffeu hatte. Tschirnbaus jiimrat in

der Abhandlung an, zwischen der Curve

AHD, deren Ordinaten y heissen, und

der Curve AFB, deren Ordinaten z

heissen, wahrend die beiden Gurven

gemeinsamen, auf AGC gemessenen Abscissen durch x bezeichnet

werden, finde die Beziehung statt, dass das Rechteck ACDE dein

gemischtlinigen Dreieck ACS gleich sei, ebenso AGHIAGF
u. s. w. Die Gleichung der AHD wird als gegeben angenommen,
und zwar als Gleichung 1., 2., 3. u. s. w. Grades. Er gibt alsdanri

die Gleichung zwischen x und z an, welche der Curve AFB an-

gehoren muss, damit die geforderte Beziehung stattfinde. Wie er zu

diesen Gleichungen gelangt sei, sagt er nicht, und uberdies hat sich

bei einer Nachrechnung unter Benutzung der heute landlaufigen Mittel

herausgestellt
2
), dass sie nicht einraal richtig sind.

Es wiirde uns zu weit fiihren, wollten wir genauer erzahlen, wie

Leibniz iiber Tschirnhausens Verfahren, ein ihm brieflich Angedeutetes

auszubeuten, ohne auch nur der ihm gegebenen Anregung mit einem

) A. E. 1683 pag. 433 437
) Woissenborn, Die Principien der

hoheren Analysis in ihrer Entwicklung von Leibniz bis auf Lagrango. Hallo.

1856. S. 7982.



152 88, Kapitel.

Worte zu gedenken, erziirnt war, und wie es der Vermittelung von

Men eke, dem Herausgeber der A. E., bedurfte, um zu verhilten, dass

nicht ein offentlicher Streit zwischen Leibniz und Tscbirnhaus in

jener Zeitschrift selbst ausbrach.

Einige Monate frtiher als die Abhandlung fiber Quadraturen liess

Tschirnhaus in den A. E. vom December 1682 und vom Marz 1683

zwei Aufsatze erscheinen
*)r

welehe das Tangentenproblem und das

der Maxima und Minima behandelten. Zur Losung beider Auf-

gaben wurden allgemeine Regeln aufgestellt, welehe in dieser Allge-

uieinheit falsch sind und nur ausnahmsweise in einigen besonderen

Fallen Richtiges liefern.

Einige Jahre spater dagegen, 1686, erschien Tschirnhaus mit

einem grosseren Werke auf dem Buchennarkt, mit der Medicina

mentis*}. Tschiruhaus selbst durfte 1695 eine neue verbesserte Aus-

gabe veranstalten, weitere Abdrticke erfolgten 1705 und 1753 und

beweisen, dass der Geschmack der Zeit fiir derartige Biicher empfang-
lich war, wenn auch Tadel und Widersprueh nicht fehlten. Die

Medicina mentis ist eine Logik und wflrde sich unserer Beachtung

entziehen, wenn nicht Tsehirnhaus, wie seit Aristoteles alle Schrift-

steller iiber Logik es mehr oder weniger gethan haben, seine Bei-

spiele uiit einiger Vorliebe der Mathematik entlehnte, und laf&f blieb

er, wie man Toll anerkennen muss, nicht bei den alten breitgetretenen

Beispielen stehen, sondern er ersann deren neue, die im Lichte der

Mathematik betrachtet zu werden verdienen. Die menschlichen Kennfc-

nisse werden nach Tschirnhaus theils durch die Be^riffsrahigkeit
er-

zeugt, theils durch die Einbildungskraft empfangen
3
). Erzeugen^ der

Concept, ist das logisch Bedeutsamere, und insbesondere ist zu unter-

suchen, wie die urspriinglichen Concepte erzeugt werdeu. Sie fcfceilen

sich eiu nach der Anzahl der bei der Bildung wirksamen Elemente,

und hierfflr tritt ein erstes neues Beispiel auf: die Erzeugung von

Curven aus Brennpunkten
4
).

Eine Curve

hat einen Brennpunkt, Focus, wenn sie so

entsteht, dass ein Faden von gegebener Lange
an einem festen Stifte A befestigt ist, und

dass das Ende des Fadens mittels eines Griffels

B herumgefuhrt wird; sie ist ein Kreis. Die

r .

24 Ellipse als Curve mit zwei Brennpunkten ent

steht, indem der Faden roit beiden Enden in

festen Stiften A, B befestigt ist und mittels eines bewegten Griffels C

gespannt wird. Nun gelangt man zur Curve (Figur 24) init den drei

) Weissenborn/rschirnhauBS. 129 148. ) Ebenda S. 19 69. ) In-

tellcctus concipit, imuginatio percipit.
4

) Weissenborn, Tschirnhaus S. 3536.
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durch feste Stifte A, Bf
C hergestellten Brennpunkten. Der Paden

ist in A befestigt, um B lose herumgesehlungen, rait dem anderen

Ende in C befestigt, und nun spannt ihn der bewegte Griffel D.

Man sieht den weiteren Verlauf, d. b. die Entstehung der Curve mit

vier und mehr Brennpunkten. Bei m Brennpunkten als allgemeineni

Falle den Tschirnhaus freilieh nicht erbrtert - sind die beideu

Enden des Fadens an Stiften befestigt, wahrend er inzwischen um
m 2 Stifte lose herumgesehlungen ist, so dass von jedem dieser

m 2 Stifte Doppelfaden nach jedem C.urvenpunkte gehen. Als be-

sondere Falle sind zu unterscheiden, wie viele von den Brennpunkten
in einer Geraden liegen u. s. w. Die Anzahl der Brennpunkte soil

man den Grad der Curve nennen, und da durch das Zusammenfallen

von Brennpunkten der Grad sich erniedrigt, so sind alle Brennpunkts-

curven niedrigen Grades besondere Falle derer von hoherem Grade.

Man kann aber die Erzeugung nunmehr dadurch verwickelter machen,

dass Brennpunktscurven an die Stelle einzelner Brennpunkte treten.

Wollte man, was Tschirnhaus nicht thut, dafiir die Benennung Ord-

rmng benutzen, so waren die gewohnlichen Brennpunktscurven solche

erster Ordnung, die soeben geschilderten netien Curven waren Brenn

punktscurven zweiter Ordnuug, und Brennpanktscurven wter Ordnung
waren solche, bei welchen Brenn

punktscurven n 1 ter Orduung an

die Stelle der Brennpunkte traten.

Sind (Figur 25) zwei Brennpunkte

a, d vorhanden.,, deren einer a durch

A, der andere d durch fiFaden mit

dem Curvenpunkte c vereinigt ist,,, /^
so dass also H ac -j~ u, dc die un-

veranderliehe Lange des ursprung-
licheu Fadens darstellt, so glaubte

Tschirnhaus auf folgende Weise die
/

Beruhxungslinie an die Curve in c Fig 2s.

erhalten zu konnen: Man beschreibe

um c als Mittelpunkt mit irgend einem Halbmesser einen Kreis-

bogen mp, welcher in m den Leitstrahl ca nach dem einen Brenn

punkte a, in p den Leitstrahl cd nach dem anderen Brennpunkte d
schneide. Den Bogen mp theile man in r in umgekehrtem Ver-

haltnisse der Anzahl der nach a und d fuhrenden Faden, d. h. so

dass mr : rp p : L Alsdann stehe re in c zur Curve senkrecht.

Ein damals noch sehr junger schweizer Mathematiker, Nicolas
Fatio de Duillier (16641753), von welchem im 92. Kapitel aus-

fuhrlicher die Rede seiu wird, trafc in der Biblioiheque universette
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(
Annee 16H8, Tome V, pag. 25) gegon die Tschirnhausensche Vorschrift

auf and behauptete, die re sei nur unter der Voraussetzung senkrecht

zur Curve, wenn sie nicht den Kreisbogen mrp, sondern dcssen Sehne

mnp in dem verlangten Verhaltnisae theile, d. b. wenn mn:np= (t,:L

1st nc alsdann zur Curve senkrecht, und ist ce wieder senkrecht zu

we, so muss ce die Beriihrungslinie sein, d. h. kein weiterer Punkt e

dieser Geraden kanu der Curve angehoren. Letzteres hat man filr

den Puukt e zu beweisen, d. h. man muss zeigen, dass A. ae -{- p de

rnehr als die Fadenlange beansprucht. Werden diejenigen senkrechte

und parallele Hilfslinicn ge/ogen, welche aus der Figur ersichtlich

sind, so erscheinen, wie leicbt zu beweisen, drei Paare einander ahn-

licher Dreiecke,

A cmo oo ecb
,

A cpq c\) c.cg ,
A mow no pqn ,

und daraus folgen die drei Proportionen:

1. cm : om = ec :be,

2. c.p : qp ce: ye ,

. i. om : qp inn : pn .

Weil cp cm, als Halbmesser desselben Kreises, lasst 2. sich auch

cm : qp cc : ey

schreiben, und daraus in Verbindung mit 1. erhalt man

om : qp be : eg
und wegen 3. auch

be : eg = mn : pn p : I .

Demnach ist A be = p eg. Die Lange des mehrgenannten Fadens ist

Aber ac
&amp;gt; ef, dc

&amp;gt; ch, mithin

&amp;gt;l ae -f P de
&amp;gt;

I ef -f- (i
- eh

,

und daa ist die Ungleichung, auf deren Beweis es ankam. Allerdings

fehlt noch der Beweis einer eben solchen Ungleichung fiir den Fall,

dass e auf der anderen St ite von c (niiher beim Breunpunkte d) liegt,

aber auch ihn erbrachte Fatio de Duillier unter Herstellung einer

der vorigen ahulichen Zeichnung mittels fast buchstablich gleicher

Schlusse. Fatio de Duillier ging aber noch eiuen betrachtlichen

Schritt iiber diesen ersten interessanten Lehrsatz hiunus. Seien b, c, d

die Brennpuukte einer dreibrennpunktigen Curve und m ein Punkt

dieser Curve, deren Gesetz sich dadurch ausdrnckt, dass die Fadenlange

L = x mb -f- I me -f- ^ md

sein muss. Nun solle man um m als Mittelpimkt mit beliebijnrem

Halbmesser einen Kreisbogen beschreiben, der die mb in f, die me
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in g, die md in h schneiden moge, uud in /j &amp;lt;/,

h Gewichte ira Grossen-

verhaltnisse x : \ :
(i angebracht denken. Fallt deren Sehwerponkt

nach n, so sei nm zur Curve senkrecht. In der That ist anch diese

Behauptung richtig. Aus Notizen, welche Huygens im Miirz 1.G87

in sciri Taschenbuch eintrug, geht hervor, dass dieser in fortwahrendem

Verkehre inii Fatio do Duillier iiber die hier erwithnten Satze stand

uud an deren Erfindung betheiligt war. Huygeus z. B. war es, der

den letzten allgemeinsten Satz bewies. 1
)

Tschirnb ruts vertheidigte sich znniichst im Septemberheft 1688 der

Bibliotheque universelle in sehr gewundener Weise, indern er in der

Hauptsache nachgab, d. h. zugestand, dass die Tangentenregel in der

Medicina mentis irrig sei. In der zweiten Auflage der Medici na mentis

von 1695 verbesserte er den Irrtlium, indem er die Schwerpuntt-
methode einfiihrte, tiber er ersetzte sie durch eine rein geometrisclie

Vorschrift, deren Bewe is er zu anderer Gelegenheit zusagte. Er hat

ihu nie gegeben verinutblich also ancli nicht besessen.

Immer und iiberall kehrt das Gieiche wieder. Tsehiruhaus ver-

allgemeinert, verspriclit Beweise der Verallgemeinerung und bleil)t

sie schuldig. Ein letztes Beispiel komu-.n wir dein im Novemberhcft

1695 der A. E. gedruclden Aufsatze Nova ci sinyttlaris yeomctriac

promotio circa dimensionem quantitatitm mrvanim entnehmen. Dorfc

ist der richtige Satz ausgesproehen, dass,

wenn zwei Parabeln (Figur 26) mit der

Axe AX und dern Brennpunkte C auf

einunder liegeu, eine von C aus gezogene
Gerade CDE die Parabelbogen BD, AE
begrenze, deren Langen sich wie die Para

meter der beiden Parabeln vorhalten. Aber

sofort geht Tschirnhaas weiter und vt-r-
2g

allgemeinert den Satz in ungerechtfertigter

Weise, ja er geht so weit, dass er sogar behuuptet
2

),
er sei im Besitze

eines Verfahrens, welches ihm ermogliche, bei jedcr Curve ein Bogen-
stilck zu ermitteln, welches zu einem anderen auf ihr gegebenen

Bogenstiicke in gegcbenem Verhaltnisse stehe! Natiirlich blieb er

auch dieses Verfahren schuldig und hiriterliisst uns den /weifel, o&amp;gt;&amp;gt;

er heissblutig genug war, Satze, die er nur ahnte, ohne weiteres fiir

wahr zu halten, oder ob er imnier mit Bewusstsein flunkorte.

*) Briefliflio Miiiheiluug von H. Kortewng mit Rerufnng auf Uy len&amp;gt;&amp;gt;roek,

Christian! Hugenii aliorumque soculi XVII virornm celebriuni exevoitationes

mathematicae et philosophical II, 5658. } Weisseuborn, Tschirnhaus
S. 117.
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89. Kapitel.

Newtons und LeibnizenH erste Entdeckungen im Gebiete

der Infinitesimalrechirang.

Was wir im letzten Kapitel an neueii Errungenschaften in der

Curvenlehre mitzutheilen batten, war geietreichen Benutzern langst
bekannter Methoden zu verdanken. Inzwischen waren aber neue

Methoden entstanden, und ihre Erfindung zu erziihlen, von der wir

schon am Schlusse des XV. Abschnittes als bevorstehend sprachen,

uni im letzten Kapitel (S. 131), die Ankiindigung zu wiederholen, ist

nuninehr unsere Aufgabe.
Wir haben zuerst von Newtons Analysis per aequationes,

von seiner Erstlingsabhandlung von 1666 beziehungsweise 1669

(S. 68) zu reden. Wir haben als Inhalt derselben den binomischen

Lehrsatz bei beliebiger Annahme des Exponenten und die naherungs-
weise erfolgende Auflosung von Gleichungen kennen gelernt, einen

Inhalt, der vollauf geniigte, dem Verfasser unsterblichen Ruhm zu

sichern. Aber jener Inhalt war, mochte man sagen, eingerahmt
zwischen Aeusserungen, auf welche man spater noch grosseres Ge~

wicht legte. Die Abhandlung beginnt namlich mit einer Regel fflr

tn-\-n

die Quadratur einfacher Curven, welche . x n
sei, falls die Glei-

m-\- n
m ,

chung der Curve y ax n
Avar, und gegen den Schluss der Abhand

lung findet sich ein Beweis der Regel.

Sie war nichts weniger als neu. Wall is (Bd. II, S. 826) hatte

sie 1655, wenn auch nicht in demselben Wortlaute doch dem Sinne

nach, aufgestellt. Newtons Beweis ist

folgender (Figur 27). Die Basis AB
einer Curve AD8 moge durch x be-

zeichnet sein, die senkrechte Applicate

BD durcb y, die Flache ABD durch s.

Das kleine Stiiekchen B(l wird durch

den Bnchstaben o bezeichnet, den man

ja nicht, wie es mitunter geschehen ist,

mit einer Null vcrwechseln darf, a,usser-

dem sei BK= v und das Rechteck

(~ ov) sei flLichengleich mit BftdD. Man hat also Aft =-= x -f- o,

== z -f- ov. Newton nimmt nun die Abhangigkeit des g von x

als gegeben an und sucht daraus y; mit Ausdriicken
7
welche Newton
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nicht kannte, wiirde man sagen, aus z J ydx F(x) sucht er

= ^9 Als Beispiel wahlt er
r

x * z oder
,

indemy dx m -f- n

- = c
)
m -j- n = p gesetzt ist

;
cx n =

8, beziehungsweise

cnxP = zn . Geht x in x -j- o uber, so nimint z den Werth z -\- ov

oder auch den davon nicht verschiedenen Werth z -}- oy an. 1

).
Das

liefert die neue Gleichung

cn(x -j- O)P = (* + oy)*.

Wendet man links und rechts die Binomialentwickhmg an
;
so entsteht

l o + - = ** + nzn l
oy -\

----
,

und durch Subtraktion von cnx* = zn und darauf folgender Division

durcii o findet man

wo sauimtliche durch Punkte angedeutete Glieder links wie rechts

voni Gleichheitszeichen den Faktor o noch enthalten^ folglich weg-

fallen, wenn o vevschwindet. Newton diirfte diese Benutzung des

Buchstaben o fur eiue nachmals zum Verschwinden gebrachten Grosse

aus der 1667 in Venedig gedruckten Geomebriae pars universatis des

James Gregory entlehnt haben, wenigstens findet sie sich dort im

7. Satze in genau mit Newton fibereinstimmender Weise 2

).
Aus der

iibrig bleibenden Gleichung c*pxp
~ l mn~ l

y entsteht dann

n
pxv~* _ c

n
px?~~

l
z _ c

n
pxp

~ 1
z __ ^ _ pcx

n~
nz nx

m-\-n
m

, . N no x= (m 4- n) :
-- ax &quot;

,v m
-J- n nx

S
und riickwarts hat also die Curvengleichung y axn die Flache

wi-J-

z = . ax n zur Folge. Newton fiigt hinzu. man konne auch
m-\- n

andere Gleichungsformen fiir den Zusanimenhang zwischen z und x

wahlen. Bei z= Vci? -f- x* sei y= ==^= und so bei den iibrigen
3
).

ya* -f- &

Gestatten wir uns wieder die Ausdruckweise der heutigen Mathe-

matik, so sind wir berechtigt aus diesen Aeusserungen die Folgerung

l

) sive, quod perinde est, z -f- oy. *) Zeuthen in Oversigt overdet kgl

Danske videnskabernes aelskabs forhandlinger 1897, pag. 691 Note 1.
3
) Et

sic de religui*.
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zu ziehen, dass Newton, als er so schrieb, Potenzen von Polynomien
init positiven, vielleicht auch negativeri, ganzen und gebrochenen

Kxponenten zu different) iren wusste, wahrend von der Differentiation

von Prodnkten und Quotient.en sich noch keine Spur findet. Wir
erkennen ierner, dass es Newton klar war, dass die Gleichung der

Curve durch Differentiation der Gtleiohung fur die Curvenflacbe ent-

slehe. Andererneits ist die Aehnlichkeit von Newtons Verfahren rait

Bar rows rechnender Taugenteninethode (S. 130) nicht von der Hand

zu weisen. Man wird unter Beriicksichtignng des Umstandes, dass

Barrow jenes Verfahren auf Newtons Andrangen zum Drucke gab,

zn einer von zwei Vernmtlmngen gedrangt: entweder bat Barrow den

Anregmigen Newtons, oder Newton, der Scbviler Barrows, den An-

reguugen seines Lehrers selir viel zu verdariken gehabt. Wir wollen

nicht entscheiden
,
welche Veruiuthung die ricbtigere ist; vielleicht

traf beides zusammen. Das aber glauben wir bebanpten zu konnen,

bezfiglich der Differentiation war von einem unbeiangenen und un-

wi.ssenden Leser nicbt mehr aus diesem Kapitel von Newtons htind-

sclii-iftlicher Analysis per afyuationes als aus Barrows gedruckten

Lectitmes gcometri/a? zu entnehioen und umgekehrt. Nur in einer

Bey.iehung, auf welche allerdings einige Forseher ein sehr grosses

Gewicht legen
1

),
kann man von einem Fortschritte reden: in der

Analysis per acquatifmcs war deutlicher als bei irgend einem Vor-

ganger, Barrow (S. 137) nicht ausgeschlossen, der Gegcnsatz zwischen

Quadratur und TangenteTiprobleni, mithin aucb die Llebereiiistiminung

der Quadrutur init dem, was das umgckehrte Tangentenproblem zu

ermitteln suchte, zu erkennen.

Aber Newton hat noch Andores zwischendrein erortert. Wir

salien (riiher (S. 10(J--107j, dass Newton aus einer x und ?/ ent

lialtenden Gleichung y in Gestalt einer nacli Potenzen von x fort-

laulV-nden lieihe zu entwickoln lehrte. Seine Absicht dabei war,

die Quadratur der dnrcb jeue Gleichung zwischen x und y

definirien Curve zu ermitteln. Wenn s

)
die Gleichung

y&quot; -j, axy -|- .j;*y
a3 2 X* =

den Werth
a a 9 131 s

. 509 4
.

ii j-- ^ 1_ I . _1_ __ I
&amp;lt;ri

l

.1 64 x T f,i2.T 16384 a:
s

nach sicb zieht, so karin riaoh den ant Anfange der Abhandlung go-

lehrten Regeln die Curve quadrirt werden und ihre Fliiche stellt sich

alsdann dar durch

, B-soulerH P. Tannery und Zeuthen sind diescr Meinunf?. *) Opuzcula

Xewtoni I, 15.
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ax
1

&quot;2 4&quot;

&quot;&quot;

6.

Der nonderbar aussehende Ausdruck

sich hier urn ein hyperbolisches Flachenstttct, welches der iibrigen

durch die anderen Reihenglieder gemessenen Flache hinzuzufugen sei.

Eine Bemerkung dagegen, welche ausspriiche, jenes hyperbolische

FlHcheostiick sei . log x, findet sich nicht.

Cnrvenlangen, Korperinhalte und Korpproberfliichen, auch Schwer-

punkte zu bestirnmen, heisst es dann spater
1

),
seien lauter Aufgaben,

welche auf Quadraturen sich zuriickfflhren lassen. Der Grundgedanke
sei folgendei- (Figur 28). Das Flachenstflck

AST) ist durch irgend eine Curve AD
und die Strecken AB x

y
BD = y be

grenzt. AH oder BK soil die Langenein-
heit sein, so dass das llechteck

ABKH

Fig 28.

X 1 = X

ist. Die Flache ABD obenso wie das

Rechteck ABKJJ kann durch gleich-

massige . bei AH beginnende Fortbewegung der DBK ent-

standen gedacht werden. Dabei ist BK = 1 das Moment, mo

mentum, gemass dessen ABKH -=
x, und BD = y das Moment,

genjass dessen ABD sich allinalig vergrossert. Ist BD fortwiihrend

gegeben, so kann nach den fruheren Regelu die Flache ABD be-

stiramt, beziehungsweise mit der Flache ABKH verglichen werden,

welche gemass des Momentes 1 entstaud. Wir haben das lateinische

Wort Moment einfach iibernommen. Es bedeutet, wie wir sehen,

eine in einem kiirzesten Zeit-

raume sich vollziehende raum-

liche Veriinderung und kann

ganz passend durch das deut-

sche Wort einer Augen-

blicksveriinderung wie-

dergegeben werden.

Newton macht die An-

wendung seines Gedankens auf die Bestimmung der Bogenlange AD
eiues Kreisbogens (Figur 29). Er zieht die Beriihrungslinie DHT
and die Seiten des unendlich kleinen Rechtecks HGBK, Als Ein-

A. KB C
Fig. 29.

J

) Opuscula Newtoni I, 18.
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heit wird der Durchmesser

angenommen. BK oder das ihm gleiche GH ist die Augenblicks

veranderung der Basis x, HI) die des Bogens AD, und nun verbiilt

sich

= 1 :
J---

-= Betrachtet man. was Newton freilich zunachst nicht
2x - 2a;8

sagt, die Augenblicksveriinderurig der Basis als Einheit fur die anderen

Augenblicksveranderungen, so zeigt sich

als Augenblicksveranderung der Bogenlange. Von der Veranderung
des Bogens zum Bogen ist der gleiche Uebergang, wie von der Ver

anderung der Flache zur Flache. Newton spricht diese Behauptung
in den fiir die damalige Zeit dunklen Worten aus, aus jener lleihe

folge uach den fur die Quadraturen gegebenen llegeln die Bogenlange

Eine hmzugefugte Erlauterung ersetzt dann jene erst verschwiegene

Beraerkung, dass die Augenblicksveranderung der Basis als Einheit

derjenigen des Bogens gelte. ,,Die Einheit fiir die Augenblicksver-

anderungeu, sagt er 1

),
ist Oberflache wo es um

Kor^eririhalte,
Linie

wo es um Flachenraume, Punkt wo es (wie in diesem Beispiele) um

Langen sich handelt, und ich scheue mich nicht von Punkten oder

uneudlich kleinen Linien als Einheiten zu reden.&quot;

Wir sehen in diesen Aeusserungen Newtons einmal das deut-

licher werdende Bewusstsein auftreten, dass Rectifi cation, Kubatur,

Quadratur Aufgaben von wesentlich gleicher Natur sind.

Wir sehen zweitens den Begriff der Augenblicksveranderung
hervortreten. Diesen hat Barrow nicht besessen, so nahe im Uebrigen,

wie wir wiederholen dQrfen, dessen Lectiones geoinetricae den Newton-

scheu Oedanken verwandt waren. Er ist Newton eigenthuinlich und

bildet die der Bewegungslehre entnominene Grundlage seiner weite-

ren Forschungen.
Diese kauaen allerdings sehr viel spater an die Oeffentliehkeit,

x
) Sed notandum est, quod unitas ista, quae pro momenta ponitw, est Super

ficies qitum de Solidis, et Linen &amp;lt;jwn
de Snperficiebits, et Pwnctwn quum de Li-

tieis (ut in hoc exempto) agitur. Nee vereor loqui de unitatc in Punctis, sive

Lineis infinite partis.
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und wir verlassen Newton, um zum Berichte fiber Leibniz und seine

Leistungen auf dem Gebiete der Infinitesimalgeometrie tiberzugehen.

Leibniz war seit 1669 im Briefwechsel mit Oldenburg. Am 10. August
1670 machte dieser ihn auf Barrows Lectiones turn Opticae turn Geo-

metricae als ein von urtheilsfahigen Lesern sehr geschatztes Werk 1

)

aufmerksam. Im Januar 1673 nahra Leibniz seinen ersten Londoner

Aufenthalt, wo er, wie (S. 30) begriindet wurde, nicht mit Collins

bekannt wurde, also nicht in der Lage war, die bei diesem ruhende

Abhandlung Newtons, die Analysis per aequationes, lesen zu konnen.

Dagegen brachte er Barrows Lectiones opticae kauflich an

sich, von deren Besitze in einem Briefe die Rede ist
2

), welchen

Leibniz, nach Paris zuruckgekehrt, im April 1673 an Oldenburg schrieb.

Wenn darin nur die optischen Vorlesungen genannt sind, so kann

doch kein Zweifel daran obwalten, dass ein Exemplar der vereinigten

optischen und geometrischen Vorlesungen gemeint war. Ein solches

Exemplar rnit handschriftlichen Randbemerkungen Leibnizens ver-

sehen ist namlich in seinem Nachlasse aufgefunden worden 3
).

Eine

nicht unwichtige Frage ist hier aufzuwerfen: Hat Leibniz die Lectiones

gleich im April 1673 studirt, oder hat er das Buch erst geraume
Zeit in seinem Besitze gehabt und ist erst dann zur Aneignung seines

Inhaltes geschritten, als er Barrow gegeniiber selbstandig schon

Vieles ersonnen hatte, zu welchem er dort eine allerdings nur geringe

Anregung, aber immerhin eine Anregung hatte finden konnen?

Zu Gunsten der Meinuug, dass Leibniz das erworbene Buch so-

fort studirte, hat man verschiedene Griinde angefuhrt
4
).

Erstlich

spricht dafiir die allgenieine Wahrscheinlichkeit. Ein Mathematiker,
der wie die in der Note abgedruckte oben erwahnte Briefstelle vom

April 1673 beweist, die optischen Theile des Baches las, wird nicht

grade da aufhoren, wo von der ihn weit mehr interessirenden Geo-

metrie die Rede ist. Zweitens hat Barrow die unendlich kleinen

Katheten des aus den Zuwachsen der Abscisse und der Ordinate und

aus der Tangente gebildeten Dreieckchens durch e und a bezeichnet

(S. 135), und noch im October 1675 fiihren die gleicben Stflckchen

bei Leibniz, der des gleichen unendlich kleinen Dreiecks sich

) Leibniz I, 12
-) Ebcnda I, 46: Attuli meeuni Ttarrovii Lectiones

Opticas; sub libri calcem doctissimus autw phaenomenon evhibet, cujus rationein

reddere posse negat, aliosque ut inc/uirant hortatwr; aut ut, si possint, causam

sibi communicent rogat; dubilat vero ut id facile praeslitri possit. Hugmim
tamen et Mariottus ejus solutionem sc habere rfi.rere.

&quot;)

C. .1. Qerhardt, Dift

Entdeckung der hoheren Analysis. Halle, 1855. S. 48. 4

)
F. Oiesel, Die

Entstehnng des Newton - Leibnizischen Prioritiits^treites hinsicnUich dor Er-

findung der Infinitesimalrechnung. Osterprogramm der hoheren Biirgersclmle zu

,
18GC. S. 13, Note G.

C.VNTOB, Gesobichte der Maihenaatik. 111. I. i , Auf.. 11
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bedient, bestimmte Buchstaben als Bezeichnung, namlich die Buch-

stabeii a und I
1

}.

Wenn wir das Gewicht dieser Grtinde keineswegs verkennen, so

liisst sieh ihnen doch mancherlei entgegenhalten. Man kann sagen,

bestimmte Buchstaben iiir unendlich kleine Zuwachsc seien seifc Fer-

mats E allgemein angewandt worden, BO dass das Nene einzig darin

bestand, zwei unendlich kleine Langen durch Buchstaben zu be-

zeichnen. Man kann auf einen Brief Leibnizens an den Marquis
de 1 Hospital von Ende December 1694 sich berufen 2

).
Leibniz er

klart dort, er habe bei Beginn seiner Infinitesimaluntersuchungen \oii

den Indivisibilien Cavalieris, von dem Ductus plani in plauuin des

Gregorius a Sto. Vincentio, von der Synopsis geoinetrica des

Honore Fabri von 1669 genaue Kenntniss gehabt, also von dem

was aus diesen oder ahnlichen Schriftstellem geschopft werden konne 3
).

Dass Barrow nicht unter die Worte ahnliche Schriftsteller in-

begriften werden darf, ist ausdriicklich durch die jener Erklarung

vorausgeschickten Worte 4
) betont; ,,Ich erkenne an, dass Herr Barrow

sehr weit gegangen ist, aber fur meine Methoden brachte or mir

keinerlei Hilfe.&quot; Dann fuhrt Leibniz in Anschluss an das obige auf

die ahnlichen Schriftsteller Bezugliche fort: Jetzt lieh mir Herr

Huygens die Briefe Dettonvilles oder Pascals. Ich priifte dessert

Beweis fur die Kugeloberflache, und mir kam ein Licht, welches

der Verfasser nicht geseheu hatte&quot;
5
). Leibniz sagt also hier ganz

unzweideutig, Pascal habe ihm den Gedanken des Dreieckchtm

eingeflosst
6

),
welches er das charakteristische,Dreieck nemie 7

)

Er habe dariiber mit Huygens gesprochen und dieser ihn alsdann

auf Descartes hingewiesen, damit er mit dessen Verfahren sich ver-

traut mache, Glcichungen zur Darstellung der Natur krnmmer Linieu

anzuwenden. Nach weiteren Ausfiihrungen schliesst Leibniz seiue

Erzahlung mit den Worten 8
): ,,Ich habe oiFeutlich anerkannt, wm

ich Herrn Huygens und beziiglich der unendlichen Keiheu JieiTii

Newton schulde. Ich hatte Herrn Barrow gegenuber ebenso gehaml;lt,

wenn ich aus ihm geschopt t hatte.&quot;

:

)
C. J. G erhardt, Die Entdeckung der hoheren Analysis. S. 123. *) Leib

niz II, 251&amp;gt;.

3
) ce qui petit se tirer de ecu auteurs on leurs semblubles. 4

) Je

reconna-is que M. Barrow eat alle bien avant, mais j( puitt vous assurer, Monsieur,

quc je nay tire aucun secours pour men methodes. 8
) J y trouvay une lumiere

que I auteur n acait point veue. 6
) Ueber das Verhaltniss von Leibniz zu

Pascal vergl. C. J. Gevhardt, Leibniz und Pascal, in den Monatsberichten der

Berliner Akademie 1891, S. 1053 flgg. ^ que .j appellc le triangle caracte-

ristique.
8
)
Comme j ay reconnu publiqutonent , en quoy j estois redevable a

M. Huygens et a I egard des series infmies a M. Neivton, j en aurais fait autant

a I egard de M. Barrow, si j y avais puise.
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Wir mussen hier kurz einschalten, dass es leicht fallt, die Stelle

Pascals nachzuweisen, auf welche Leibniz in seinem Briefe, und wie

wir zeigen werden, auch anderwarts, anspielte. Bie findet sich in

desscn Traite dcs sinus du quart dc cercle
1

) und

ist von einer Zeichnung (Figur 30) begleitet,

bei welcher es auf die Aehnlichkeit der Drei-

ecke EKE und DIA ankomrnt. Wir haben

(Bd. II, S. 916) darauf hingewiesen.

Auch anderwarts, sagen wir, hat Leibniz

die Einwirkung Pascals, aber nicht Barrows, auf

seinen Geist gan/ ahnlich wie in dem Briefe an -

L Hospital geschildert. In einer nicht abge-

schickten, aber handschriftlieh erhaltenen Nach-

schriffc zu eincm Briefe voin April 1703 an Jakob Bernoulli sagt

Leibniz noch etwas weitergehend ,
er habe nucbmals boi Barrow, als

dessen Vorlesungen erschienen, einen grossen Theil seiner eigenen

Satze vorweggenommen gefunden
2

).
An Freiherr Christian von

Wolf schreibt Leibniz etwa 1716, Barrow habe fur das Tangenten

problem nichts geleistet, was nicht auf Vorarbeiten von Fermat, von

Roberval, von De Sluse und anderen beruhe; er habe in dessen

Vorlesungen, als er, so weit er sich erinnere im Jahre 1675, Ein-

sicht davon nahm 3

),
nichts Bemerkeuswerthes darin gefunden, uin so

weniger als ei selbst damals Reiferes besessen habe. In der zwischen

1714 und 1716 verfassten Abhandlung Historia c,t origo calculi difle-

rentialis hat Leibniz wiederum Pascal als den Schriftstoller genannt,

aus dessen Arbeiten er Folgerungen gezogen habe, die Pascal selbst

entgangen waren 4
).

Soil Leibniz an alien diesen Stellen die Unwahrheit gesagt haben?

Warum? Um sich mit fremden Federn zu schmiicken? Er gibt ja

fremde Anregung zu! Er beruft sich auf Pascal! Also nur uin dem

Englander Barrow nichts zu verdanken zu haben? Wir wissen, wohin

Parteisucht mid Parteihass fiihren konnen, wir werden im XVII. Ab-

schnitte traurige Geschichten davon zu erzahlen haben. Aber wenn

man die Ansicht hegt, Leibniz habe gegen alle mit ihm in Brief-

wechsel stehende Gelehrten gelogen, will man auch bedachte Luge
in dem Aufsatze De yeomctria recondita et analyst indivisibilium atque

infmitorum wittern, welchen Leibniz 1686 in den A. E. verbffent-

) Pascal, Oeuvres HI, 409. 2
) Leibniz III, 72 73 in der Anmerkung:

quemadmodum et Barrovio dewum cum ejus Lcctioncs prodirent, ubi magnum
parteni meorum iheorcmatum pracccptam vidi.

3
) Leibniz Briefwechsel, Supple-

mentband S. 186: cum Barrovianas lectiones vidi (Anno Domini 1675 quantum

recwdor).
4
) Leibniz V, 399.

11*
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lichte, also zu einer Zeit, als er zum Basse gegen Englander nicht

die geringste Veranlassung hatte? Er nannte allerdings Pascal dort

nicht, aber er sprach sich fur uns doch mit hinlanglicher Deut-

lichkeit aus, indem er erzahlte 1

), er habe plotzlich ein belles Licht

gesehen, als ihm ein Beweis fiir die Grosse der Kugeloberflache zu

Augen kam, denn diese Redewondung deckt sicb fast buchstablich

mit den in dem Briefe an L Hospital vorkommenden Ausdriicken.

Und will man schliesslich so weit gehen, behaupten zu wollen,

Leibniz habe nicht. bloss alle Andere, er habe auch sich selbst an-

gelogen? Wie anders ware denn die Thatsache zu nennen, dass Leibniz

in seinem Handexemplare der Lectiones geometricae mehrere mathe-

matische Formeln an den Band schrieb, in welchen Integralzeichen

vorkommen 2
), von denen wir sehen werden, dass sie grade 1675 in

Gebrauch genommen wurden, was also cine Bestatigung des Christian

von Wolf rnitgetheilten Studiendatums in sich schliesst? Oder soil

man sich mit der Deutung begniigen, Leibniz werde die Barrowschen

Lectiones wiederholt gelesen haben, einmal 1673, dann abermals

1675, und beim zweiten Lesen habe er jene Randbemerkungen ein-

geschrieben?

Wir haben unsere Ueberzeugung, dass Leibniz die Benutzung
des unendlich kleinen, einem endlichen Dreieckc ahnlichen Drei-

eckchen Pascal und nicht Barrow schuldete, zu vertreten gesucht.

Schliesslich kommt bei der ganzen Streitfrage wissenschaftlich nichts

heraus, und nur die Wahrheitsliebe oder die Verlogenheit Leibnizens

steht auf dem Spiel, je nachdem man sich fiir die eine oder fiir die

andere Meinung entscheidet. Sicher ist unter alien Umstanden, dass

Leibniz von jenem Dreieckchen, das er gar nicht selbst zuerst an-

gewandt haben will, friihzeitig Gebrauch machte.

Leibniz hatte die gute Gewohnheit, die losen Blatter, auf welcheii

er seine mathematischen Untersuchungen anstellte, und die in ziem-

licher Anzahl in seinem Nachlasse gefunden worden sind, zu datiren.

Im August 1673 versuchte er sich schon an einer allgemeinen Tan-

gentenmethode
3
),

welche also, wie hervorgehoben werden mag, seinen

Ausgangspunkt bildete, wahrend Newton von den Quadraturen her zu

Infinitesiinalbetrachtungen gelangte. Gleich in diesem ersten Auf-

satze wird die Curve als Vieleck von unendlich vielen unendlich

kleinen Seiten betrachtet, wird die Aehnlichkeit des Dreiecks aus

einer dieser unendlich kleinen Seiten und den Differenzen der Ab-

)
Leibniz V, 232: Mihi cfmtigit adhuc tironi in his studiis, ut ex uno

aspectu cujusdam demonstrationis de magnitudine superficiei sphaericae sulito

magna lux aboriretur. *) C. J. Gerhardt, Die Entdeckung der hdheren

Analysis S. 48.
&quot;)

Ebeiida S. 5566.
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scissen und der Ordinaten ihrer Endpunkte mit dem aus der Tan-

gente, der Subtangente und der Ordinate des Beriihrungspunktes ge-

bildeten Dreiecke benutzt. Leibniz bezeichnet den unendlich kleinen

Abscissenunterschied durch b. Er lasst Glieder, welche 6 als Faktor

enthalten, weg; aber es sei nicht sicher, diese Vielfachen von 6 so-

gleich vori Anfang an /u verwerfen 1

), sie konnten im weiteren Ver-

laufe zur Ausgleichung gegen andere Glieder sich als nothwendig
erweisen und der Gleichung eine ganz andere Gestalt verleihen.

Leibniz hat feruer schon hier das Bewusstsein von der Differenzen-

natur der unendlich kleinen Katheten des wiederholt genannten Drei-

eckchens. Die ganze Frage spitzt sich ihm darauf zu, aus der Diffe-

renz zweier Ordinaten die Ordinaten selbst zu finden 2

).
Er weiss

aber auch, dass das umgekehrte Tangentenproblem auf Quadraturen,

auf Auffindung von Flachenraumen zurttckfuhrbar erscheine 3
).

Von

diesem Augenblicke an gewinnt auch fur Leibniz die Lehre von den

Quadraturen erhohte Wichtigkeit. Zum Theil sehr uuifangreiche

Entwiirfe vom October 1674 und Januar 1675, welche aber leider

nicht gedruckt sind, scheinen diesen Umschwung iiber jeden Zweifel

zu erheben 4
).

Gedruckt ist eine langere Abhandlung, welche in den

Tagen vom 25., 26., 29. October, 1. November 1675 entstanden ist
5
).

Ueberraschend diirfte fiir die meisten Leser der Abhandlung das Vor-

kommen des Wortes momentum gleich in den ersten Zeilen und im

gauzen Verlaufe der Abhandlung sein.

Das ist ja derselbe Kunstausdruck, dessen Newton sich bediente,

urn die Augenblicksveriinderung der wachsenden Grosse zu benennen,

und es war doch wiederholt behauptet worden, Leibniz habe vor

seinem zweiten Londoner Aufenthalte, mithin vor October 1676, von

der Analysis per aequationes keine Kenntniss gehabt? Wir halten

diese Behauptung im vollen Umfange aufrecht. Nur das Wort, nicht

der Sinn derselben stimmt bei Leibniz und Newton iiberein. Leib

nizens momentum ist der mechanische Begriff des Wortes (Bd. II,

S. 569), wie denn auch Leibniz am 25. October nur fiber die Be-

ziehungen zwischen den Momenten einer Figur init Riicksicht auf

zwei gegebene Gerade, der Flache der Figur und der Lage ihres

Schwerpunktes Untersuchungen anstellte. Er blieb dabei der Haupt-
sache nach auf dem von Guldin eingeschlagenen Wege (Bd. II, S. 841),

und wenn auch Guldin selbst iin Texte nicht genannt ist, so ist die

) non est tutum ipsius infinite parvi b multipla ab initio rejicere. *) Tota

quaestio est, quomodo ex differcntiis duamm applicatarum ipsae inveniri gueant

applicatae. &quot;)

Hinc intelligi potest fere totam doctrinam de methodo tangentium
inversa revocabilem videri ad quadratures.

4
) C. J. Gerhardt, Die Entdeckung

der hoberen Analysis S. 5758. 6
) Ebenda S. 117181.
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Cent/roba/ryca, von welcher die Rede ist, gewiss als dessen so betitelte

Schrift zu deuten, nicht etwa allgemein als Schwerpunktsunter-

suchungen oder dergleichen.

Am 26. October treten die Cavalierischen Gesammtheiten auf.

Omnia w, omn xiv und dergleichen Ausdriicke kehren fort und fort

wieder. Am 29. October 1075 erfolgt der grosse Schritt der Brfin-

dung des neuen Algorithinus
1
).

Utile erit scribi I. pro omn. ut

II pro omn. I id est swmma ipsomm I, es Wird niitzlich sein / statt

onmia zu achreiben, uin die Summe einer Gesamuitheit zu bezeichnen.

Hier zeige sich, heisst es in der an demselben Tage geschriebenen

Fortsetzung weiter 2

),
eine neue Gattung des Calcttls; sei dagegen

/ 1 = ya gegeben, so biete sich ein entgegengesetzter Calcfll mit der

Bezeichnung I = ~-
, nempe ut I augebit, ita d minuet dimensiones.

I autcm significat summam, d differcntiam, das heisst uuf deutsch:

Wie namlich / die Abmessungen vermehrt, so vermindert

sie d. I aber bedeutet Summe, d Differenz.

Das war ein wesentlich Neues, aus Leibnizens eigenem Geiste

entsprungen, und wozu er nirgend eine Anregung erhalten konnte,

iiicht bei Pascal, nicht bei Barrow, nicht in Newtons Analysis per

aequationes, wenn Jemand alien Gegenbeweisen zum Trotz darauf

beharren wollte, Leibniz habe sie im October 1675 kennen koniien.

Allerdings besass Newton, wie wir bald sehen werden, muth-

masslich seit 1671 Aehnliches, aber es war, wiewohl zur Veroffent-

lichung bestimmt, fur Jedermann ohne irgend eine Ausnahme tiefstes

Geheimniss, und fur die Wissenschaft als solche, der es gleich gilt,

ob dieser, ob jener ihr neue Bahnen bricht, war es ein Gliick, dass

Leibniz uubeeinflusst die Zeichensprache erfinden durfte.

Sie hat mit anderen Sprachen das gemein, dass sie erst allmalig

aus unvollkomraenen Anfangen zu immer hoherer Ausbildung sich

entwickelte, zu immer grosserer Ausbreitung gelangte, ein Gebiet, ein

Land nach dem andern erobernd, wahrend der Geist der Sprache un-

rerandert derselbe blieb, wiihrend die Bcgriife Summe und Diffe

renz stets rnit gleicher Deutlichkeit sich erkennen liessen.

Wie allmalig die Sprache sich vervollkommnete, zeigt oin hand-

schriffclich erhaltener in unserem Jahrhunderte zum Druck beforderter

Aufsatz vom 11. November 1675 fiber inverse Tangentenaufgaben,

J

)
C. J. Gerhardt, Die Entdeckung dor hoheren Analysis S. 125. J

) Eben-

da S. 126.
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Methodi tangentium inversae exempla
1

).
Am Anfang ist das

j
und

das als Nenner eines Bruches auftretende d ganz so wie in den

frtiheren Aufsatzen benutzt. Auf einmal erscheint mitten im Texte

dXj und eine Randnote Leibnizens sagt, dx sei das gleiche wie
^ ,

namlich die Differenz zweier niichstliegender #-Werthe 2

),
und noch

C *

etwas spater
3
)
kommt auch dy vor und I ydy ^ ,

also genau so

gesehrieben, wie es sp&ter geblieben ist, wiilirend im Aufsatze selbst

Zeichen wie Ix, JVx*-\-y*
u. s. w. auch nachher neben fdx,jdy

u. s. w. auftreten.

Wir haben das Hauptgewicht auf die Bezeichnung legen zu

miissen geglaubt. Das steht im Zusammenhang mit unserer wieder-

holt ausgesprochenen Ansicht, dass die Infinitesimalbetrachtungen

selbst sehon vor Newton und Leibniz so weit gediehen waren, dass

es hauptsachlich auf die Erfindung einer zweckmassigen Bezeichnung

ankam, ehe wesentliche Fortschritte moglich waren. Nunmehr war

eine Bezeichnung vorhanden, in unanfechtbarer Selbstandigkeit von

Leibniz erfunden.

Etwas anders verhalt es sich mit dem Inhalte der in neuer Form

niedergeschriebenen Aufsatze Leibnizens vom October und November

1675. Man hat beziiglich desselben Anklagen gegen Leibniz er-

hoben, die zu erortern sind. Im September 1675 war Tschirnhaus

nach Paris gekommen (S. 113). Ein Brief Oldenburgs vom 30. Sep

tember bestatigt dessen jungst erfolgte Abreise und spricht die Ver-

muthung aus, er werde Leibniz ohne Zweifel schon besucht haben 4
).

Leibniz nahm, wie wir gleichfalls schon wissen, den ihra Empfohlenen

in seinen vertrautesten Umgang auf. Sie arbeiteten gemeinsara, und

am 28. December dankte Leibniz Oldenburg dafur, dass er ihm einen

so hoffnungsvollen geistreichen Jiingling zugesandt habe 5
).

Nun

wurde 1725, nachdem Collins, Leibniz, Tschirnhaus langst gestorben

waren, behauptet
6
), Collins, der einen Brief Newtons fiber die Tan-

gentenaufgabe vom 10. December 1672 besass, habe dieseii Brief,

den Tangentenbrief von 1672, wie er kiinftig kurz heissen mag,

im Mai 1675 an Tschirnhaus gelangen lassen. Tschirnhaus war zwar

im Mai 1675 entweder noch gar nicht in London oder erst seit sehr

kurzer Zeit. Ferner steht keineswegs fest, ob Tschirnhaus mit Col

lins bekannt geworden ist. Grleichviel, die Behauptung wurde nun

) C. J. Gerhardt, Die Entdeckung der hoheren Analysis S. 132 139.

*) Ebenda S. 134: id e&t differentia inter (tuas x proximas.
3
)
Ebendti S. 135.

4
) Leibniz I, 82. 5

) Ebenda I, 84. 6
) Ebenda IV, 419 in der Fussnote.
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einmal ausgesprochen, als Anklage gegen Leibniz ausgesprochen, und

es ist Pflicht sich mit ihr auseinanderzusetzen. Wir kehren deshalb

zu Newton zuruck, den wir seit seiner Analysis per aequationes
nicht weiter in seinen Forschungen begleitet liaben.

Eine 1661 in Harlem gedruckte Algebra des hollandischen Mathe-

matikers Gerhard Kinckliuysen sollte 1671 durch Newton mit

Zusatzen neu herausgegeben werden, und dieser beabsichtigte ins-

besondere eine grosse Abhandlung unter dem Titel MctJtodus fluxio

num et serierum infinitarum als Einleitung vorauszuschicken l

) (S. 109).

Wir haben erzahlt, dass die neue Ausgabe Kinckhuysens unterblieb,

dass nunmehr die Absicht bestand, die Methodus fluxionum unter

diesem abgekiirzten Titel mag kiinftig die Abhandlung genannt werden

wiederum ini Jahre 1671 gemeirischaftlich mit einer Lehre von

der Lichtbrechung und den Farben zum Drucke zu befordern. Auch

dieses Vorhaben zersehlug sieh, wie wir gleichfalls schon wissen.

Einwiirfe gegen die neue Fai benlehre hatten sich erhoben, welchen

Newton nicht begegnen wollte, um nicht in offentlichen Streit ver

wickelt zu werden 2

).
Noch spater wollte Collins die grosse Abhand

lung herausgeben. Er machte dieseii Vorschlag der Royal Society

am 21. Januar 1680. Sie solle 60 Exemplare fest bestellen, damit der

Druck gesichert sei. Nach zweiundeinhalbjahrigem Ueberlegen ent-

schloss sich die Gesellschaft auf die Bedingung einzugehen. Warum
der Druck dennoch auch damuls unterblieb, ist unbekannt 3

).
End-

lich 1736, also erst nach Newtons Tode, erschien die nunmehr

bereits 65 Jahre alte Abhandlung, sofern man berechtigt ist anzu-

nehmen, es sei in der That seit 1671 keine Aenderung an der sorg-

sam aufbewahrten Handschrift vorgenommen worden. Wir wollen

noch keinen Zweifel in dieser Beziehung erheben und vorlaufig die

Methodus fluxionum von 1736 fiir iibereinstimmend mit der von 1671

halten. Die Ausgabe von 1736 erfolgte durch John Colsou in eng-

lischer Uebersetzung, Buffon gab dann 1740 eine franzosische Ueber-

setzuug heraus und Castillon 1744 eine Riickiibersetzung ins Latei-

nische nach Colsons Wortlaut 4
).

In der fiinfbandigen Gesammtausgabe
der Newtonschen Werke, welche Samuel Horsley 1770 1785 ver-

anstaltete, fiihrt die Methodus fluxionum die Ueberschrift Geometria

analytica.

Newton beginnt mit der Lehre von den Reihenentwicklungen

und von der Auflosung der Gleichungen mit einer, beziehungsweise

) Commerc. epistol. pag. 81.
z
) Ebenda pag. 127. 8

) Edleston,

Correspondence of Sir Isaac Newton and Professor Cotes. London, 1850,

pag. XXV1I1. 4

) Opuscula Newtoni I, 31199. Wir bedienen uns dieser

lateinischon Ausgabe.
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mit zwei Unbekannten, in welchem letzteren Falle die eine inso-

fern als gegeben angesehen wird, als die andere Unbekannte durch

eine nach steigenden oder fallenden Potenzen der ersteren geordnete

unendliche Reihe ihre Darstellung findet. Hier ist ziemlich genaue

Uebereinstimmung mit der Anatysis per aequationes. Wie jene voll-

zieht die Methodus fluxionum die Wurzelausziehungen nur nach den

elementaren Regeln der Zahlenarithmetik ohne des binomischen Lehr-

satzes sich zu bedienen (S. 71). Hinzugekommen ist das Newtonsche

Parallelogramm (S. 107 108). Nach dieser Einleitung wird die

doppelte Aufgabe der Fluxionsmethode gestellt
1

).
Man soil erstens

die Geschwindigkeit einer Bewegung zu einer bestimmten Zeit finden,

wenn der durchlaufene Weg jederzeit bekannt ist. Man soil zweitens

die Grosse des durchlaufenen Weges finden, wenn die Geschwindigkeit
in jedem Augenblicke bekannt ist. Ist x ein Raum, der in stetiger

Weise gleichsam im Flusse sich veriindert, so nennt man ihn

ein Flu ens, und der Name bleibt der gleiche, wenn nicht grade von

einem Raume, sondern von irgend sonst Fliessendem die Rede ist,

wobei ausser x auch andere Buchstaben vom Ende des Alphabetes,

wie y, z, u, zur Bezeichnung dienen koniien. Die Buchstaben am

Anfange des Alphabetes a, b, c etc. bedeuten bekannte und bestimmte

Grossen. Die Geschwindigkeiten, nach welchen die einzelnen Fluenten

sich verandern, heissen Fluxionen. Sie werden dadurch bezeichnet,

dass man fiber die Fluente noch ein Piinktchen setzt. Demnach sind

x, y, z, u die Geschwindigkeiten, mit welchen x, y } z, u sich andern.

Ob Newton Begriff und Name des Fliessens Neper (Bd. II, S. 730),

ob er ihn Oavalieri (Bd. II, S. 849) entnahm, diirfte sehr schwer zu

entscheiden sein; fur Cavalieri spricht die bei diesem vorkommende

Participialform fluens. Das Piinktchen und der Gegensatz der Worter

Fluens und Fluxio gehoren Newton selbst an.

In der Methodus fluxionum gibt nun Newton erst eine Regel
und Beispiele fur die erste Aufgabe, dann den Beweis der Regel.

Unser Bericht kehrt die Reihenfolge vielleicht besser um. Moment
der Fluente nennt Newton bei Auseinandersetzung der ersten Auf

gabe
2

) die unendlich kleinen Theile, um welche sie sich in unendlich

kleinen Zeittheilen verandert, also wieder die Augenblicksveranderung,
wie in der Analysis per aequationes. Das Moment ist der Geschwindig

keit, der Fluxion, proportional, ist gleich deren Produkt in eine un

endlich kleine Grosse dargestellt durch den Buchstaben 0, welcher

*) Opuscula Newtoni I, 53 54. I. Longitudine descripti spatii semper (id

est quovis Temporis momcnto) data, invenirc Velocitatetn Motus tempore proposito.

II. Velocitate Motus semper data, invenire Longitudinem spatii descripti Tempore

proposito. *) Ebenda I, 69 61.
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im Druck iminer von der Null unterschieden ist. Von dem Ur-

sprung jenes o haben wir (S. 157) gesprochen. Das Moment von a;

ist demnach xo, und das von ?/, z, u ist yo, so, no. Da die Momenta

unendlich kleine Incremente 1

) sind, um welche sich die Fluenten

in nnendlich kleinen Zeittheilchen verandern, so sind die x, y, . . .

dadurch in x -f- xo, y -{- yo, iibergegangen, und da die Bewegungs-

gleichungen in jedem einzelnen Angenblicke Geltung haben sollen.

so mussen diese durch die angedeutete Substitution richtig bleibeu.

Richtiges muss dann auch auftreten, wenii die urspriingliche Be-

wegungsgleichung abgezogen wird, Richtiges, wenn man den Rest

durch o dividirt. Aber o soil unendlich klein sein, die diesen Buch-

staben enthaltenden Glieder diirfen deshalb den anderen gegeniiber

vernachlassigt werden 8
),

und so entsteht eine Regel, welche von den

inehrfach besprochenen Tangentenregeln (S. 140; sich so gut wie

uicht unterscheidet und darin besteht, dass aus jedeiu Gliede a^y*1

der urspriinglichen Gleichung die Gliedersumme

maxm~ l

y
nx -}- nax

m
y
n~ l

y

wird. Aus der Gleichung ^3 axz
-f- axy ?y

3 == z. B. entsteht

3xzx 2axx -j- ayx -f- axy -\- 3y
9
y 0.

Briiche mit Veranderlichen im Nenner oder Irrationalitaten, die

in der Bewegungsgleichung vorkommen, wiirden die ganze Regel iiber

den Haufen weiien, wenn Newton nicht durch einen geistreicheii,

wenn auch vielleicht nicht ganz erlaubten Kunstgriff, der vor ihm

nur von Ferraat bei dein Rationalmachen von Gleichungen (Bd. II,

S. 804) angewandt worden war, den aber Newton schwerlich dorther

kennen gelernt haben kann, Abhilfe getroffen hatte. Sei etwa die

Gleichung

x* _ af 4. J^!-- x* |/^fT8 =-0
+ y

gegeben
9
),

so setze man
jr^
= 2 und x*yay-\- xz u. Diese beiden

Annahmen lassen sich auch in der Form

az + yz by* = 0, ax*y + x6 w 2 =

anschreibeu, wahrend die urspriingliche Gleichung die Gestalt

x3
ay* -f- z u =

annimmt. Die drei neuen Gleichungen liefern in der Reihenfolge, in

) incrementn indefinite parva. *) Termini in earn ducti pro nihilo

possunt haberi cum aliis collati; eos igitur w.yligo.
s
) Opuscula Newtoni I,

5758.
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der wir sie genannt haben, nach der nunmebr anwendbaren Regel

behandelt, folgende Ergebnisse:

az -f- ys -J- sy 3?&amp;gt;iy

2
f/ 0, 4ax*yx -f- ax^y -f- 6a?x 2uu =

;

3x*x 2ayy -\- z u 0.

Eliminirt man zwischen ihnen s und M, so entsteht:

x - 2ayy +
- _ _

,+ y 2u

in welche Gleichung man endlich riickwarts die Werthe von ^ und

u einsetzt, um die verlangte Gleichung zwischen x, y, x
} y }

zu er-

halten.

Nun kommt die zweite Aufgabe an die Reihe, welche den Ueber-

gang von den Fluxionen zu den Fluenten zum Ziele hat 1

).
Die Regel

ist die uingekehrte wie vorher. Aus maa?*~ l

y*x wird axmy
1

,
und

wenn in der Gleichung naxmy*~
1
y gleichfalls vorkommt, welches

wieder zu ax&quot; y
n

fuhrt, so darf dieses Glied in der Endgleichung

gleichwohl nicht inehrmals, sondern nur einmal geschrieben werden.

Newton fiihlte, dass die richtige Bemerkung einen Folgesatz forderte

dahiu gehend, dass seine Regel, die er freilich eine Solutio peculiaris,

eine in besondereu Fallen zutreftende nennt, nur dann Geltung habe,

wenn in der Fluxionsgleichung neben maxm~ 1

y
rtx das Glied nax n

y
n~ 1

y
auch wirklich auftrete, und er setzte deshalb ausdriicklich hinzu, dass

die gegebene Vorschrift nicht imraer zur Losung der Aufgabe aus-

reiche 2
). Man solle zur Sicherung des Ergebnisses von der gefundenen

Fluentengleichung wieder zur Fluxionsgleichung iibergehen.

Freilich ist das nur ein Nothbehelf, aber wir sind weit entfernt

davon, Newton diese kleine Liicke als Verbrechen anrechnen zu wollen.

Bei Leibniz hatten wir bei eingehender Priifung des materiellen In-

haltes seiner alteren Papiere auf die grobsten Unrichtigkeiten hin-

weisen mttssen, kaum dadurch entschuldbar, dass es Arbeitsnotizen

und nicht druckfertige Ausarbeitungen waren, welche dieselben offen-

baren. Das ist nun einmal nicht anders bei den ersten Gehversuchen

auf nie betretenem Boden, als dass man strauchelt.

Eine grosse Unklarheit steckt auch in der Bemerkung Newtons 3
),

die gegebene Fluxionsgleichung miisse nach den auftretenden Flu

xionen homogen sein, und wenn das nicht von selbst der Fall sei,

miisse man Fluxiouen einer weiteren Grosse als Factoren hinzudenken

und diese als Eiuheiten betrachten. So gewinne

J

) OpHscula Ncictoni 1, 61. *) Ebenda I, 62 hoc pacto problema non

semper solvi potest.
3
) Ebenda 1, 63. Weisseuborn, Die Principien der

hOheren Analysis u. s. w. S. 34.
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nur dann einen Sinn, weun man die Uinwandlung in

xz -j- xxy ax^z*

vornehme.

Was soil, hat man ganz richtig gefragt, dieses z, was soil z

selbst bedeuten? Newton ging von Bewegungserscheinungen aus.

Jede Fluente und jede Fluxion hatte fiir ihn einen bestimmten mecha-

nischen Sinn. Durfte er schon oben bei der ersten Aufgabe z und u

als blosse Abkurzungen eintuhren? Durfte er vollends hier bei der

zweiten Aufgabe eines gar nicht definirten z sich so bedienen, wie

er es that?

Newton blieb bei der Solutio peculiaris der zweiten Aufgabe
nicht stehen. Er lehrte vielmehr jede Fluxionsgleichung auf die Ge-

stalt zuriickfiihren, dass die Fluxionen nur in Quotientenform eine

Fluxion durch eine andsre dividirt auftreten und unterschied so-

dunn drei Gattungen
1

).
In der ersten Gattung sollen zwei Fluxionen,

aber nur eine Fluente vorkommen; wir wiirden heute schreiben

y = F(x) oder y = F(y). In der zweiten Gattung sollen zwei Flu

xionen und beide Fluenten vorkommen; wir wiirden heute schreiben

y = F(x,y). In der dritten Gattung sollen mehr als zwei Fluxionen

vorkommen; das sind die heutigen partiellen Differentialgleichungen.

Das Mittel, welches Newton ganz allgemein anwandte, um von

der Fluxionsgleichung zur Gleichung zwischen den Fluenten zuriick-

zukehren, ist das der Entwickelung der Ausdriicke rechts vom Gleich-

heitszeichen in unendliche nach Potenzen der Fluenten fortlaufende

Reihen. Unbequem ist ihm dabei selbstverstandlich das Auftreten

von Gliedern wie
,
denn wenn beim Aufsteigen von der Fluxion

fD

n* n

zur Fluenten aus maxm~ l

y
n zu axmy

n oder aus ax&quot;

~ l
y* zu -

iibergegangen werden muss, so fiihrt dieses Verfahren von - oder

ax- 1 zu -*- d. h. zu einem unendlich Grossen. Newton schreibt vor 2

),

man solle alsdann das - durch ein
,
-: oder ein T- ersetzen

x b -f- ^ o x

und diesen Ausdruck durch Division in eine Reihe verwandeln. Er

nimmt also eine Veranderung der Coordinaten, eine Verlegung des

Anfangspunktes vor. Das ware an und fftr sich gewiss gerechtfertigt,

nur rnusste gesagt werden, dass, wenn x in 6 x iibergehe, gleich-

zeitig x durch x zu ersetzen sei. Doch ist damit noch nicht der

Gipfelpunkt willkiirlichen Verfahrens erreicht. Solches ist vielmehr

J

) Opuscula Ncwtoni I, 66. )
Ebcnda I, 70.
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bei der Behandlung des dritten Falles geschehen, wo Newton bei

mehr als zwei vorkommenden Fluxionen mit einer einzigen Gleichung
nicht ausreicht. Bei K Fluxionen muss er A 1 Gleichungen haben;

gegeben ist ihm eine weitere Gleichung; weitere A 2 Gleichungen
werden beliebig angenommen

1

).
Anders ausgedrfickt: Newton setzt

die ihra unbequemen Grossen durch hinzugenommene Bedingungen
in ein Abhangigkeitsverhilltniss von einander, ein Verfahren, welches

geeignet ist zur Integration zu fiihren, aber damit noch keineswegs

Berechtigung gewinnt.

Bei der Behandlung des zweiten Falles {y
= F (x, y)) wird die

Funktion von x und y, welche in Newtonscher Schreibweise dem

Quotienten -.- gleich war, in eine nach Poten/en von x fortschreitende
J?

Ileihe verwandelt, zu deren Bildung ein Verfahren angegeben ist,

welches Newton nicht naher begrftndet, aber dessen Zusammcnhang
mit der Methode der unbestiminten Coefficienten sofort zu

erkennen ist
2
).

Sei

I
^ 2 + 3* -- 2y -f. ** -f .r

2
*/

vorgelegt. Man nimmt an

y J + A^x -f A^r -f- A3
x3

u. s. w.

Dann ist

und setzt man den angenommenen Werth von y in

2 -f 3x 2y -f x* -f- x*y

ein, so ist andererseits auch

I. 4, 2 + 3* + a-
s + (.c

2 -
2) (A, -f A,x + A,x* + -.

.

.)
*AS

=
(2
- 2A

) -f (3
- 2AJ* + (1 + A - 2^)a-

2 + .
.

Die beiden Reihen fiir -^- miissen gleiche Coefficienten besitzen, d. h.

es muss sein

A
l
= 2 2Ao, 2AS = 3 2A

l , 3^1,
= 1 -f A^ 2A2

u. s. w.

Alle A konnen dadurch von AQ abhangig gemacht werden, und setzt

man fflr AQ irgend einen bestimmten Werth, so erhalt man eine

,

J

) Opuscula Newtonil,83: Si trium qunntitatum fluxiones adsunt , unaaequatio
assumcnda est, dvae negtuctiones, si quatuor histint fluxiones, atque ita porro, ita

ut aeqiiatio proposita ffiiidein in aliam transformftur, in qua sint duae fluxiones

tuntummodo. ) Weissenborn, Die Princijnen der hQheren Analysis u s. w,
C o. qqo y
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Reihenentwieklung von y, eine von unendlieh vielen, je nach der fiir

Ag getroffenen Wahl. Newton war aieh dieser Unbestimintheit auch

voll bewusst 1

).

Waren die beiden ersten Aufgaben, von dereu Bearbeitung in

der Methodus fluxionum wir bisher gesprochen haben, die Auifinduug

einer Fluxionsgleichung, wenn die gegenseitige Beziehung der Fluenten

zu einander - - das was wir oben Bewegivngsgleichung naimten

gegeben war, and die Herleitung der Bewegungsgleichung ftus der

Fluxionsgleichung, so fordert die dritte Aufgabe die Aufl indung

grosster oder kleinster Werthe 8

).
Eine Grosse, welche Maximum

oder Minimum ist, sagt Newton, kann in dem Augenblicke, in welchem

sie diesen besonders gearteten Werth annimint, weder nach der eiiien

noch nach der nnderen Seite hin im Flusse befindlich sein, denn

sonst ware, wenn es urn ein Maximum sich handelt, ein noch grosserer,

wenn es urn ein Minimum sich handelt, ein noch kleinerer Werth

vor oder nach dem betreffenden Punkte vorhanden. Daraus ergibt

sich die Nothwendigkeit die Fluxion zu suchen und gleich Null zu

setzen, und daraus eine Hegel, welche uiit der von Hiidde herrUhren-

den (Bd. II, S. 919) iiberemstimme 3
).

Aus

x air* -\- axy if ==
{* -I i

&x*x ^axx -f ayx -\- axy 3?/
2
t/
= 0.

Mittels ^= erbalt man axy 3i&amp;gt;/

2
//
=

0, be/iehungsweise 3if=ax,
und diese Gleichung in Verbimlung mit der urspruuglich gegebenen

lasst die gewtinschten Werthe von x und y auffmden. Ein Kriteriuin

dafiir zu suchen, ob die errnittelten Werthe von x und y wirklich

ein Maximum oder ein Mini

mum und welches von beiden

sie liefern, fallt auch Newton

noch nicht ein.

Die vierte Aufgabe ist

diederTangentenziehung
4
).

Bei ihrer Betrachtung hat

Newton den nur von Fermat

fast verstohlenerweise angedeuteten (Bd. II, S. 817, Note 1) Fort-

schritt vollzogen, dass die Ordinaten der Curve (Figur 31) nicht

mehv senkrecht zu den Abscissen gezeichnet sind 5
).

Wird die

l

) Opuscula Newtoni 1, 79: Hie obiter animadvertendum cst, quod inter in-

finitas solutioncs, quilus ftequatio potert ciwdari etc. -)
Ebenda I, 8688.

8
) Hinc deduci potcst notissimn regula Hudlenii.

4

) Opuscula Newtoni I, 89.

6
) Ordinatu faciens angulum quemvis datum cum alia recta AB quae Basis cst

vel Abscissa.
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Ordinate BD in die unendlieh nahe Lage bewegt, so dass sie um
die Augenblicksveriiiiderung cd zunimint, wahrend Alt uin die Augen-

blieksveranderiing Bb DC waehst, so findet in Folge der Aehnlich-

Iteit der Dreiecko del) und DBT die Proportion statt

T /&amp;gt; : JIT) = DC (oder Bb) :dr.

Die Beziehnng /wischen DB und AB gent aus der Curvengleiehung

hervor. Aus ebenderselben erhiilt man micb den Vorschriften der

ersten Aufga.be das Verhaltniss der Fluxionen von All und BD, und

dieses Verhalfcniss liisnt TB bei gegebenem BD finden. Alsdann

beriihrt DT die Curve in I).

Ueber die Inflexion hatte Newton unklare Vorstellungen
J

).
Er

meint an einer Stelle in dem Punkte D sei ein Uebergang von einem

convexen zu einein concaven Curventheile 2
), wenn AT (mithin auch

BT oder die Subtangente) einen kleinsten Werth besitze. Er meint

an einer zvveiten Stelle, im Inflexionspunkte sei die Neigung der

Tangrmte /.ur Abscisse ein Maximum oder Minimum. Letztere Be-

traebtuug ist ziemlich richtig; sofern das Jl^aximum oder Minimum

der ersten Ableitung der Ordinate nach der Abscisse nur d&amp;lt;an ein-

treten kann, wenn die zweite Ableitung Null ist.

Andere Metboden der Tangeutenbestimniung, aebt an der Zahl,

folgen. auf welche wir nicht naher eingehen.

In der fiinften Aufgabe wird die Grosse der Krummung 3
),

welehe irgend eine Curve in einem bestimmten Punkte besitzt, unter-

sucht. Kreise, heisst es, batten an alien Stellen eiue und dieselbe

Kriimmung, und bei verschiedenen Kreisen stehe dieselbe im reei-

prokeii Verhaltoisse der Durchraesser. Eine andere Curve, d. b. eine

solehe, die koin Kreis ist, kann in einem Punkte durch sehr viele

Kreiso von der concaven Seite her beriibrt werden. Ist einer dieser

Beviiltrtuigskreise so beschaften, dass kein anderer inuerhalb dessen

Continj&amp;gt;en/;winl:el mit der Curve veiiauffc, so konne man von ihm

;mgen, er habo im Beriibrungspnnkte die gleiche Krummung wie die

Curve, sein Mittelpunkt sei dann Kriimmungsniittelpunkt, sein

Halbmosser ICriunmungshalbmesser der Curve 4

).
Dieser sei, heisst

es, das /wiseben dem Kriimmungsmittelpunkte und der Curve ge-

legene Stiick der zur Curve senkrecht gezogenen Geraden. Ziehe

man in drei Curvenpunkten Senkrechte zur Curve, so sclmeidet die

Senkrechte im mittleren Curvenpunkte die beiden anderen in zwei

Puukten, die um so uaher znsammenfallen, je naher die Curvenpunkte

) OpuRcula Newtoni I, 91 und 103. *) punctum quod separat parlem con-

vexam a concava. 3
) Ebenda I, 104 125: Quantitas curvatiirac. 4

) Cen

trum curvnturae, radius curvaturae.
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bei einander liegen. Werden die drei Curvenpunkte zu einem, die

drei Senkrechten mithin auch zu einer, so ist nur ein Durchschnitts-

punkt der Senkrechten vorhanden, und dieser ist der Kriimmungs-

mittelpunkt, wab von eelbat offen-

bar ist
1

).
Newton geht sodann

zur Bestimmung des KrflmmungB-

halbmessers fiber. Die Curve

ADd (Figur 32) ist auf die Ab-

scisse AB x und die zu ihr

senkrechte Ordinate BI) = y be-

zogen. TI) ist die Beriihrungs-

linie in I), DC und dC sind un-

endlich nabe bei einander liegende

Senkrecbte zur Curve, die im

Krummungsmittelpunkte C ein

ander schneiden. Cy ist ein auf der Ordinate von C beliebig an-

genommenes und als Langeneinheit gewahltes Stuck. Die iibrigen

Stiicke der Figur bediirfen keiner besonderen Erlauterung, da der

Augenscbein zeigt, welche Geraden der Abscisse, welcbe der Ordinate

parallel laufen. Die Proportion ergibt sich leicht

De : deCg : gb = : SD a: : y

denn e^ wi De die Augenblicksveranderung
x-o der AbsciHse, de

die y o der Ordinate, und diese Augenblicksveranderungen
verimlten

sicb wie die Fluxionen. Setzt man ausser Cg = 1^ was schon aus-

gesprocben worden ist, nocb //d
=

e, so ist aus jener I roportion

1 : z = a : y d. b. e = -^
. Der Uebergang von 1) zum benacbbarten

30

Punkte d lasst df als AugenbliokBveranderung
von z, d. h. als s o er-

kennen. In dera bei d recbtwinkligen Dreiecke DiiF 1st dc*=De rF,

oe- .__
mitbin el = ^ = -~--

DF= Dc-\- &amp;lt;&amp;gt;F=r

Ferner verhalt sich

6f:DF=Cg:CG oder

yt _j_ y
uud somit hat man CG -

und

v* o
-

V*

. U I 2

:- -o=l:CG

GD : CG =
i&amp;gt;[l

: Cg oder GD =

Des Weiteren ist
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Man sucht aber C
/&amp;gt;,

und zu deasen Auffindung dient

r 1 -f ; .

X Z

Newton wahlt nunraehr x als Fluxionweinheit. Dadnrch wird a=
|
= y

und &amp;lt;7/&amp;gt;:-* i,*, und

Das Intereaaanteate an der ganzen Entwicklung ist offenbar die Bar-

stellnng des Flnxionsquotienten -;
durch f;ine Strecke /, welche es

rnoglich raacht, die Fluxion des Fluxionsquotienten in Rechnung zu

bringen.

Vergleicht man die Betrachtungen Cn. 142 143;, welche Hnygens
bei Aufsachung des Krummungshalbmessers anstellte, so ist anza-

erkennen, dass Xewtons Weg ein dnrchaus anderer, and zwar der

gangbarere war, ganz abgf:sf:hen davon, dass Huygens an KrQmmungs-
verhaltnisse nicht dachte, sondern nur darin mit Newton flberein-

stimmte, dass er die Entf -rnung eines Curvenpunktes yon dem Punkte

suchte, in welehem xwei consecutive Normalen, deren eine die an den

betnAenden Curvenpunkt ist, einander schneiden.

Um so auffallender ist die ungemeine Aehnlicbkeit zwischen den

weiteren Folgerungen bolder Schriftsteller. Newton sucht aLs Reispiel
f8r seine Regel den Kriimmungsmittelpunkt der Hyperbel, der Cissoide,
der Conchoide, der Trochoide, welche letztere auch Cycloide heisse.

Bei letzterer bemerkt er plotzlich
1

;
das Vorhandensein der Curve der

Krfimmungsmittelpunkte, welche selb.st eine Cycloide sei. Er be-

inerkt, daas die Normalen an die eine Cycloide Reruhrungslinien der

anderen sind. Er dreht die Fignr urn, so dass die Cycloiden Lhre

Wolbung nach unten haben. Er bildet eine cycloidale Pendelvorrich-

tung. Er benutzt die Peridelfigur zur Rectification der Cycloide, er

spricht du7on, dass der Pendelfaden um die obere Cycloide sich

herumwickle 2

;.
Er wahlt alsdann andere Curven als Beispiel. Von

einer Curv^ der Kri3mmungsmittelpunkte ist bei ihnen keine Rede,
aber in einem Anhange von wenigen Z^ilen, welchen wir deshalb

vollstandig raittheilen. kommt er auf die Frage zuruck.

,,V. Den Ort der Krummungsmittelpunkte za bestiname-n, oder

die Curve zu beschreiben, auf welcher dieser Mittelpunkt sich Learner

befindet. Wir haben oben gezeigt, dass der KrQmmungsmittelpunkt
der Trochoide irnmer auf einer anderen Trochoide gefunden wird.

Nicht anders liegt der Krummnngsmitt-elpunkt der Parabel auf einer

) Oputcuhi KeuAoni I, 112114. *. Totum filum circumvolvtum fu\t tro-

perimetro.

CAITTOP.. Goichiebte ..: MthmAtik m 1 J. AtUl. U
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anderen Parabel aber zweiten Geschlechtes, welche durch die Gleichung
ax2

y
3
ausgedriickt wird, wie die Rechnung leicht

zcigt&quot;

1

)

Wir verweisen unsere Leser auf den Bericht iiber den dritten

Theil des Horologium oscillatorium (S. 140 143) and knupfen daran

die Frage, ob es denkbar 1st, dass hier lauter zuflillige Ueberein-

stimmungen uns entgegentreten? Newton sollte ganz zufiillig nur bei

den beiden Curven, welche Huygens genauer behandelte, die Gleichung
der Kriimmungsimttelpunktscurven gesucht haben? Er sollte, wahrend

nirgend sonst in der Methodus Fluxionum von einem Pendel die Rede

ist, grade auf die cycloidale Vorrichtung verfallen sein, auf das Her-

uniwickeln des Fadens (fdum circumvolutum)? Er sollte ganz von

selbst in der zehn.fcen Aufgabe, beliebige Curven zu finden, deren

Lange in einem gcschlossenen Ausdrucke darstellbar sei
2

), gleich

Huygens die Evoluten bekannter Curven gesucht haben und diese als

rectificirbar bezeichnen ?

Uns kommt ein solcher sich fortsetzender Zufall als mehr als

iiberraschend vor. Wir konnen die Vermuthung nicht uuterdriicken,

Newton habe diese Stellen der Methodus lluxionum erst geschrieben,

nachdem er das Horologium oscillatorium gelesen hatte, und ein wei-

terer gewichtiger Grund fur diese Annahme wird uns iin 90. Kapitel

bekannt werden. Nun erhielt aber Newton das Horologium oscilht-

torium von dessen Verfasser unmittelbar nach dein Erscheinen des

Werkes. Der Dankbrief Newtons vom 23. Juni 1673 hat sich er-

halten 3

),
und einige darin ausgesprocheue Bemerkungen fiber be-

stimmte Stellen beweisen, dass das Buch nicht ungelesen in Newtous

Besitze war.

Wenn wir also auch weit entfernt davon sind, behaupten zu

wollen, Newton habe die Methodus Fluxionum von 1G71 nochmals

ganz umgearbeitet, so kommen wir doch zu der Ueberzeugung, jene

Abhaudlung habe eine theilweise Umarbeitung nach 1073, als

dem Jahre, in welchem das Horologium oscillatorium im Drucke er-

schien, erfahren. Wie viel spiiter als 1673 die Versinderungen vor-

genommen wurdeu, wie weit sie sich erstreckten, daruber ist uns jede

Auskunft unmoglich und nur eine Folgerung bleibt bestehen: wenn

die Methodus fluxionum nach 1671 Veranderungen erfuhr, so fiillt

darait ihre Beweiskraft fiir das Wissen Newtons in jener

friihen Zeit.

Wir miissen suchen, andere zuverlilssigere Zeugnisse uns zu ver-

schaifen, Schriftstucke, welche init Zeitangabe versehen, friih genug

) Opusculo Ncivtonil, 123124. *) Ebenda I, 178 1H5.
3
) Ifuygons,

Oeuvres VIE, 3 25.
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aus Newtons Handen in die anderer Gelehrten iibergingen, um die

Biirgschaft zu gewahren, dass sie so geblieben sind, wie 8ie von

Anfang an geschrieben waren.

90. Kapitel.

Newton und Leibniz bis 1687.

Mit dem Vorbehalte gleich wieder auf friihere Zeiten zuriickzu-

greifen, beginnen wir in it einein Bruchstiicke eines Briefes, den Leibniz

am 12. Mai 1676 von Paris aus an Oldenburg schrieb 1

).
Von Infini-

tesimalrechnung ist zwar darin nicht die Rede, aber Leibniz er-

kundigte sich hier zum ersten Male nach den von den Eng-
landern benutzten Methoden.

Ein in Geometric und Analysis wohl bewanderter Dane, Georg
Mohr, war ilber England nach Paris gekommen und hatte Leibniz

raitgetheilt, Collins sei in Besitz der Reihenentwicklungen

I * _M I
- * &quot; 7 i

*** Q
arcsm x == x -f- g

x* -f
- x* -f- x 1

-f^ x9
-f etc.

und

sin *-* }*
3 + ~*5 - *7

etc.

Leibniz fragt nach dem Beweise dieser Satze. Er selbst habe, wie

aus semen friiheren Briefen an Oldenburg erhelle, Aehnliches gleich-

falls ohne Beweis schon langere Zeit iu Erwiigung gezogen. Er

schreibe gegenwartig seine Beweise auf und werde sie gegen Ein-

sendung der englischen Beweise an Oldenburg gelangen lassen.

Oldenburg antwortete 2
) am 26. Juli 1676. Zunachst gab er Aus-

kunft iiber die Coefficienten der Arcussinusreihe, dann fiber einige

andere Reihen. Er erzahlte weiter als vorluufig wissenswflrdig, dass

Newton ihm und Collins unter dem 10. December 1672 eine Methode

der Tangentenziehung an geornetrische Curven mitgetheilt habe, welche

ihren Ausgang von der Gleichung zwischen Abscisse und Ordinate

der Curve nehine. Eigentlich sei es nur ein Zusatz zu einer all-

gemeinen Methode, welche ohne beschwerliche Rechnung nicht nur das

Tangentenproblem in grosster Allgemeinheit erledige, sondern auch

andere verborgene Probleme iiber die Art wie Curven gebogen sind 3
),

iiber Flaeheninhalte, Langen, Schwerpunkte u. s. w. Die Methode,
so fahre Newton fort, sei nicht gleich Huddes Methode der grossten
und kleinsten Werthe oder De SI uses Tangentenmethode auf Glei-

chungen beschrlinkt, in welchen Irrationalitiiten nicht vorkommen.

)
Leibniz I, 88.

)
Ebenda I, 8889. 3

) De curvarum flexu.

12*
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Das ist Alles, was Oldenburg an Leibniz fiber jenen Newtonschen

Brief vom 10. December 1672 schrieb. Von einem bestiinmten Bei-

spiele vollends ist durchaus nicht die Rede.

Gehen wir nun zu Newtons Brief selbst zurfick, zu dem Tan-

gentenbrief von 1672, wie wir ihn (S. 167) genannt haben. Er

ist seit 1712 dem Drucke ubergeben
1

), und wir werden ihn nament-

lich in der Richtung zu durchmustern haben, ob und was er alien-

falls mehr enthielt, als was schon in der Analysis per aeguationes

gestanden hatte, ob er etwa den Inhalt der Methodus fluxionum an-

deutete? Was finden wir nun? Versprechungen, was mittels der

neuen Methode geleistet werden konne, welche Oldenburg zum Zwecke

seiner Mittheilung an Leibniz fast wortlich abschrieb! Oldenburg

veranderte nur em Wort, wo es um die Krfimmungsverhaltnisse sich

handelte. Er schrieb de curvarum flexu, wiihrend Newton de curvi-

tatilms gesagt hatte. Ausserdem findet sich im Tangentenbriefe ein

einziges Beispiel. Es lautet folgendermassen. Sei

x3
2x*y -f bx* Wx -f &/ y

3 =
die vorgelegte Curvengleichung. Man soil ihre Glieder mit irgend

einer arithmetischen den Abmessungen von y gemass verlaufenden

Zahlenreihe multipliciren
2

),
etwa mit 0, 1, 0, 0, 2, 3, dann init einer

anderen den Abmessungen von x sich anschliessenden, etwa mit 3, 2,

2, 1, 0, 0. Das erste Produkt werde der Zahler, das zweite, nachdem

man es zuvor durch x dividirt habe, der Nenner eines Bruches sein,

der die Subtangente darstelle. Diese sei also
3 ^ ~

Das Ergebniss unserer Durchmusterung ist also: kein Kunstausdruck,

keine Bezeichnung, keine Curvengleichung mit Irrationalitaten oder

mit in einem Nenner auftretenden Unbekannten, iiberhaupt ein kaum

nennenswerther Fortschritt fiber das hinaus, was die von Newton

erwahnten Schriftsteller langst geleistet hatten; insbesondere Hudde

hatte bei seineni Verfahren zur Bestimmung grosster und kleinster

Werthe nahezu Uebereinstimmendes gelehrt.

Wir haben (S. 167) bemerkt, es sei nichts weniger als aus-

gemacht, dass Tschirnhaus, als er im Spatjahr 1675 zu Leibniz kam,

den Tangentenbrief kannte, aber moge er sogar eine Abschrift davon

besessen und diese Leibniz zur Verfugung gestellt haben, lernen

konnte Leibniz daraus so gut wie nichts, lernen auch nicht aus dem

Briefe Oldenburgs vom 26. Juli 1676. Er konnte hochstens die An-

regung finden, nun auch seinerseits nach einem Verfahren zu forschen,

J

) Cummerc. epitstoL pag. 8384. Vgl. auch Opitscula Netctoni I, 297298.

*) Multiplica aequalionis terminos per guandibet progressionem arithmcticam juxta

dimension s y.
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welches durch Irrationalitiiten in der Curveugleichung nicht in seiner

Ausfiihrbarkeit behindert werde.

Nun lag allerdings dem Briefe Oldenburgs vom 26. Juli 1676

ein langer fur Leibniz bestimmter Brief Newtons bei 1
).

In diesem

Briefe, von welchem schori (S. 79) die Rede war, und den man niclit

mit demjenigen vom 24. October 1676 (S. 67) verwechseln darf, gab
Newton das Gesetz seiner Binomialreihe an, gab er seine numerische

Gleichungsauflosung, seine Darstellung der einen Unbekannten einer

zwei Unbekannte enthaltenden Gleichung in Gestalt einer nach Po-

tenzen der anderen fortschreitenden Reihe. Er gab auch einige

durch Reihen vollzogene Rectificationen und Quadraturen, aber iiberall

wurden nur Ergebnisse mitgetheilt. Von Ableitungen oder Beweisen

ist nichts zu finden. Das Wie der Ermittelung zu beschreiben, meint

Newton, ware allzu weitlaufig
2
). Leibniz beantwortete die Briefe

Oldenburgs und Newtons am 27. August 1676 und auch von diesem

Antwortschreiben 3
)
war (S. 79) die Rede. Wir erorterten damals,

dass in Leibnizens Briefe die Transmutation eine Rolle spielte,

d. h. eine Quadratur, welche Flacheneleinente von einer gewissen
Gestalt durch solche von anderer Art ersetzte, aber dass Leibniz sehr

deutlieh gesprochen hatte, kann kein Mensch behaupten, und wenn

mit unendlich kleinen Strecken ft gerechnet wurde, so lag darin nichts

irgend Neues.

Nur eine Slelle des Briefes mochte Newton auffallen. Dort

hiess es
4
): ,,Wenn Ihr sagt, die meisten Schwierigkeiten liessen sich

durch unendliche Reihen erledigen, so will mir das nicht recht

scheinen. Vieles Wunderbare und Verwickelte hangt weder von Glei-

chungen noch von Quadraturen ab. So z. B. die Aufgaben der um-

gekehrten Tangentenmethode, von welchen auch Descartes eingestand

dass er sie nicht in seiner Gewalt habe.&quot; Leibniz nannte als beson-

deres Beispiel die Beaune sche Aufgabe (Bd. II, S. 856). Was
Descartes und Beaune nicht hatten leisten konnen, das habe er,

Leibniz, mit Hilfe einer gewissen Analysis innerhalb einer Stunde

vollendet. ,,Ich gestehe jedoch, fuhr er dann fort, dass ich noch nicht

erreicht habe, was auf diesem Gebiete wunschenswerth ist, wiewohl

ich weiss, dass es von hochstem Gewichte ware.&quot;

Vielleieht grade mit Rflcksicht auf diese Aeusserung sprach

Newton am 26. October 1676 an Oldenburg von Leibnizens treff-

liehem Briefe 6
), suchte er am 8. November Collins zu ilberzeugen,

v
) Opuxcula Newtoni I, 307322 und Leibniz I, 100113. *) Quonuxio

determirtantur nimis longum foret describere (Leibniz I, 106, Opuscula Neiv-

toni I, 314).
3
) Leibniz I, 114122. 4

)
Ebenda I, 121122.

8
) Edleston,

Correspondence of Sir Isaac Nevrton and Professor Cotes, pag. 257 : excellent letter.
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dass Leibnizens Methode weder allgeineiner noch leichter sei, als

seine eigene
1

).

Aber inzwischen war Leibniz in London gewesen, wo dieser

sein zweiter Aufenthalt etwa acht Tage wahrte. Leibniz hat damals

Collins kennen gelernt, und es ist zu vermuthen, dass es bei dieser

Qelegenheit war, dass er die Analysis per aequationes las und die

Aufzeichuungen sich machte, welche unter der Ueberschrift ,,Aus-

ziige aus einer handschriftlichen Abhandlung Newtons&quot;
2

)

in Leibnizens Nachlasse gefunden worden sind. In diesen Aufzeich-

nungen ist namentlich der Abschnitt De resolutions aequationutn affecta-

rum, also die Darstellung von y in einer nach Potenzen von x ge-

ordneten Reihe unter Zugrundelegung einer Gleichung zwisclien x

und y in einem Maasse beriicksichtigt, dass man fast von einer Ab-

schrift sprechen kann. In denselben Aufzeichnungen komint das ani

29. October 1675 erfundene Integralzeichen (S. 166) vor. Es ist

nicht ersichtlich, wann anders als wahrend des zweiten Londoner

Aufenthaltes Leibniz den haudschriftlichen Aufsatz Newtons zur Ver-

fiigung gehabt haben sollte.

Eines dtirfen wir dabei hervorheben: dass Collins die Sache

jedenfalls sehr unverfanglich fand, denn in einem Briefe an Newton

vom Miirz 1677, in welchem Einzelheiten iiber Leibnizens Besuch

mitgetheilt sind 3

),
steht nichts davon, dass er sich die Analysis per

aequatioues genau angesehen habe. Ebenso war gewiss Leibniz selbst

sich keines Unterschleifes oder Unrechtes irgend einer Art bewusst,

welches er init Anfertigung des Auszuges begangen haben konnte,

denn sonst hatte er ihn sicherlich nicht aufbewahrt, nachdem ein

heftiger Streit grade iiber die Erfinderrechte am neuen Algorithmus

sich erhoben hatte.

Leibniz war namlich so ganz heikel nicht bei Anwendung von

Mitteln, welche in einem Streite gate Dienste leisten konnen. Der

XVII. Abschnitt wird uns nothigen, von beiden grossen Mannern,

von Leibniz wie von Newton, Dinge zu erzahlen, welche der blosse

Bewunderer, wenn er nicht die Pflichten des Geschichtsschreibers zu

erfiillen hatte, am liebsten verschwiege und jetzt schon milssen wir

auf Eines aufmerksam machen. Wir haben (S. 167) von einem

Aufsatze vom 11. November 1675 gesprochen, in welchem Leibniz

/ j

I ydy = $-
geschrieben hat, miihin derjenigen Bezeichnung sich be-

diente, welche seitdem die mathematische Welt erobert hat. Mit

der Datirung dieses Aufsatzes ist ein Falschungsversuch

) Edleston pag. XXVIII. )
Leibniz I, 7: Excerpta ex tractate

Newtoni Msco.
&quot;)

Ebenda I, 147 flg.
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vorgenommen worden 1

).
Man hat sie in 1673 umandern wollen.

Der obere Zug der 5 ist wegradirt und dafiir mit schwarzerer Tinte

der obere Zug von 3 gesetzt worden. Man wird schwerlich gegen

einen Anderen als gegen Leibniz selbst den Vorwurf dieser versnchten

Riickdatirung erheben konnen.

Aber dass man die Veranderung erkannte, zieht noch zwei Folge-

rungen nach, welche wir auszusprechen nicht unterlassen. Erstens

wird, nachdem die einmal yersuchte Aenderung beobachtet war, sicher-

lich auch den iibrigen vorhandenen Jahreszahlen nochmalige Beach-

tung gewidmet worden sein, und der Mangel jeder Bemerkung iiber

sie beweist ihre voile Unanfecbtbarkeit. Zweitens bestiitigt die

Aenderung von 5 in 3 die nicht mehr zu bezweifelnde Echtheit der

ersteren Zahl. Am 11. November 1675, das steht nunmehr fester

als je, war Leibniz im Besitze seiner Bezeiehnung.

Eine der Aufgaben, welche er damals loste, und zwar deren erste,

war die Auffindung der Curve, deren Subnormale, wie wir heute sagen,

der Ordinate umgekehrt proportional sei. Die Subnormale nennt

Leibniz w, die Subtangente t, die Differenz zweier nachster Abscissen

z (anstatt des spateren dx). Er weiss aus friiheren Versuchen 2

),

dass / tvi3 = ~-
,
was seine Richtigkeit hat. Die Subnormale ist ja

y-y ,
also \wz liiy dx I ydy = -

Nun, schliesst Leibniz

(i/*\
~\ y sein, indem er den Faktor dy ent-

weder einfach vergass, was keinesfalis unmoglich ist, oder aber ihu

als Einheit betrachtete. Der Voraussetzung geinass solle w sein,

folglich erhalte man

bz y* . r /v
s

y = WK = und z ~ sowie \ z 1,4-
,

die links stehende Summe sei x (d. h. fdx x), die rechtsstehende

AJ
^ At 3

~j-- , folglich sei x
~j

die Gleichung der gesuchten Curve. Leibniz

macht sofort die Probe auf seine Rechnung. Er ermittelt von der

v
3

Curvengleichung i/
3= 3a&# ausgehend die Subtangsnte t = 7, wozu

er der Methode von De Sluse sich bedient Ailgemein ist aber

t : y == y : 10
(d.

h.
j,

,: y = y :
?///

)
.

J

) C. J. Gerhardt, Die Entdeckung der hohereu Analysis. S. i;&amp;gt;2 Fuas-

note.
s
) Constat ex alibi a me demonstratis
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Filr die untersuchte Curve 1st daher r̂ : = V : w , iv = wie ver-
ao

//

langt war 1

).
Dieses cine Beispiel moge erkennen lassen, wie Leibniz

damals, Ende 1675, inverse Tangentenaufgabeu behandolte.

Wir kehren zu dem Ende des zweiten Londoner Aufenthaltes

von Leibniz zuriick. Auf der Heimreise nach Hannover hielt er sich

bei Hudde in Amsterdam auf und schrieb iiber die mit diesem ge-

pflogenen Unterredungen einen an Oldenburg gerichteten, mittelbar

auch fur Collins und Newton bestimmten Brief. Letzterer insbesondere

erhielt ihn in Gcstalt einer durch Collins besorgten Abschrift 2

).

Leibniz erzahlte hier, Hudde besitze eine bessere Tangentenmethode
als De Sluse. Er zeigte auch, wie zwischen der Subtangente und

der Abscisse eine Gleichung ermittelt werden konne, welche die Or-

dinate nicht mehr enthalte, mit anderen Worten er lehrte die Elimi

nation einer Unbekannten zwischen zwei Gleichungen, in deren eiiier

mindestens sie als Potenz hoheren als des ersten Grades vorkoimnt.

Newton schuldete Leibniz noch immer eine Antwort auf dessen

Brief vom 27. August 1676. Er schrieb sie am 24. October, und

gemeiniglich bezeichnet man diese Antwort als zweiten Brief

Newtons an Leibniz, wahrend unter dem ersten Briefe der vom

26. Juli (S, 180) verstanden wird. Auch fiir den zweiten Brief diente

Oldenburg als Mittelperson, aber dieser konnte ihn nicht mehr per-

soulich iibergebeu, denn Leibniz war schon wieder abgereist, als

der Brief in London ankain. Man muss damalige Postverhaltnisse

weder der Schnelligkeit noch der Sicherheit der |Jeforderung nach

mit heutigem Maassstabe messen. Oldenburg fuhlte sich berechtigt,

den Brief nicht sofort nachzuschicken. Er hob ihn sorgfaltig auf,

fertigte eine Abschrift und liess auch diese erst am 2. Mai 1677 ab-

gehen, nachdem sich, wie er in dem Begleitbriefe sagte
3

),
eine sichere

Gelegenheit zur Uebersendung gefunden hatte. In dem zweiten

Briefe 4
)

iiusserte sich Newton, wie wir wissen (S. 69 71 u. S. 107),

iiber die Art und Weise, wie er zum Binomialtheorem gelangt war,

und iiber sein Parallelogramm. Ueber andere Theile des ausser-

ordentlich langen Briefes haben wir jetzt zu berichten.

Die Absicht Newtons war offenbar die, sich jetzt die Prioritat

der Flnxionsrechung xu sichern, und er ftihrte sie aus, indem er

sagte, seine Tangentenmethode stosse sich nicht an Irrationalitaten
;

ebenso wenig store ihn deren Vorkommen bei Aufgaben fiber grosste

und kleinste Werthe, ebenso wenig bei einigen anderen von denen

) C. J. Gerhardt, Die Entdeckting der hOhercn Analysis S. 132133.

) Leibnia I, 147 149.
) Ebenda I, 151.

4
) Ebenda I, 122 146.

Opuscula Ncwtoni I, 328367.
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er nicht rede. Die Grundlage des Verfahrens verberge sich in fol-

genden Buchstaben:

Qa, 2c, d, a, e, 13e, 2f, li, 3Z, fin, 40, 4q, 2r, 4s, 8t, I2v, x.

In spaterer Zeit hat man erfahren, dieses Anagramm bedeute: Data

aequatione qvotcumquv flucntes quantitates involvente, fluxiones invenire

et vice versa, aus einer beliebig viele Fluenten enthaltenden Gleichung

die Fluxionen zu fmden und umgekehrt. Ein zweites Anagramm
fand sich gegen Ende des Briefes. Dort behauptete Newton die

inversen Tangentenprobleme zu bekerrschen. Er bediene sich dazu

zweier Methoden, welche aus folgenden Buchstaben bestehen. Und

nun kamen abermals zahlreiche Buchstaben, deren Vereinigung zu

Worten spater bekannt geworden ist. Sie lautet: Una metkodus con-

sistit in extractione fluentis qtiantitatis ex aequatione simul involvente

fluxionem ejus; altera tantum in assumptions seriei pro cjuantitate qua-

libet incognita, ex qua cetera commode derivari possint, et in collatione

terminorum homologorum acquotionis resultantis ad eruendos terminos

assumptae seriei. Die eine Methode besteht in der Herausziehung

der Flueute aus einer Gleichung, welche daneben auch ihre Fluxion

enthalt, die andere in der Annahme einer Reihe fiir jede Unbekannte,

woraus das Uebrige leicht abzuleiten ist, und in der Vergleichung

der einander entsprechenden Glieder des Ergebnisses, um daraus die,

Glieder der angenomrnenen Reihe zu ermitteln.

Zieht man in Erwagung, class Fluens und Fluxio, ersteres selten,

letzteres iiberhaupt noch nie in einer mathematischen Schrift ge-

braucht worden waren, und dass, was man mit ihnen machen sollte,

mit einziger Ausnahme der zuletzt angerathenen Methode der unbe-

stimmten Coefiicienten, auch aus deui voll und unzerlegt angegebenen
Wortlaute beider Anagramme kaum zu verstehen gewesen ware, so

gewinnen beide nur die Bedeutung, welche wir ihnen beilegten.

Wahrend sie fiir Leibniz ohne jeglichen Nutzen waren, soilten sie

kunftig die Selbstandigkeit von Newtons Erfindungen mit sichernder

Zeitangabe versehen. Wir raachen dabei besonders darauf aufmerk-

sam, dass in den Anagrammen von einer Bezeichnung, einem eigent-

lichen Algorithmus, nicht die Rede war. Das lasst sich nicht anders

deuten, als dass Newton diese Dinge nicht fiir wichtig genug hielt,

um auch ihren Besitz sich zu sichern.

Gehen wir noch auf Eines ein, was hochwichtig fiir die Ge-

schichte der Infinitesimalrechnung in dem nicht in Anagrammen ge-

schriebenen Texte des Briefes vorkommt. Ist z die Abscisse, y die

senkrecht zu z angenommene Ordinate einer Curve, und heisst die

o, I

Gleichung der Curve y *= dz9 (e -j- fety, und ist ^ = r
t
so stelle
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behauptet Newton unraittelbar nach dem ersten Anagramme
1

), die

Fliiche der Curve sich durch eine Keihe dar, deron Anfangsglieder
er angibt, und welche als geschlossener Ausdruck erscheine, sofern r

eine ganze positive Zahl sei; anderenfalls sei die Reihenentwickelung
eine unendliche. Wir wollen unscren Lesern das Verstiindniss des

Satzes dadurch orleichtern, dass wir ihn in Zeichen der Integral-

rechnung schreiben und dabei den Buclistaben d, welchen wir fur

das Differential von z nicht entbehren konnen, mit a vertausclieu.

Newton sagt alsdann: jaz
!t

(e-}-f 2&amp;gt;i)

l dz lasse sich in eine Reihe

entwickeln, welche abbreche, inithin einen geschlossenen Ausdruck
Q, _| 4

liefere, sofern - - eine ganze positive Zahl sei. Nach einigen Bei-

spielen fiihrt Newton fort 2
),

wenii die Entwicklung, welche er soebeu

kenneu gelehrt habe, nicht zum Ziele fiihre, versuclie er die Um-

wandlung der Curvengleichung in y = az9+ i i (ez~ tl

-f- / )*
Das kann

aber keinen auderen Sinn haben als den, dass Newton das Bewusst-

sein der Moglichkeit einer Integration in geschlossener Form auch
o, I .

dann besass, wenn -
(- &amp;gt;l eine ganze Zahl ist. Er kannte also

bereits die beiden Hauptf Sille, in welchen das sogenannte binomische

Integral in geschlossener Form gefunden werden kann, eine That-

sache, welche ihin zur hochsten Ehre gereicht.

Im weiteren Verlaufe des Briefes zeigte dann Newton, wie unter

T / x*

Benutzung dieser Regel die Curve y = I/ a* - - ax -f
-

quadrirt

werden konne. Setze man nainlich a2 ax zz so sei

- /
I /- V

T -r
|

// ^ I= * + - - etc
-&amp;gt;

und jedes Glied dieser Reihe sei ftir sich quadrirbar. Auch diese

Behauptung ist wahr. Nenut man namlich den auftretenden Zahlen-

coefficienten k, so ist jedes Glied von der Form

l-V3 tt -- II -U

j*L-
= k&K (g*)

2 = ktff (a
2 - -

ax)
a

,

und
1 - =

; ist eine ganz positive Zahl, da ^ selbst ganz
n

und positiv ist. Ware, fiihrt Newton sogleich fort, die Reihe nicht

einfach genug, so konne man sich dadurch helfen, dass man eine

geometrische Curve beschriebe, welche durch beliebig viele gegcbene

Punkte hindurchginge
3
). Er aussert dabei die Bemerkung, Euklid habe

) Opuscula Newton-i I, 335. !
)
Ebenda I, 338.

&quot;)

Ebemla I, H40:

Curvam yeometricam describere quac pa- &amp;lt;!&amp;lt;(ta qnotcuncta puncM trunsibit.
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gelehrt einen Kreis (lurch clrei gegebene Punkte zu legen, ein Kegel-

schnitt konne mit Hilfe von fiinf gegebenen Punkten gezeichnet werden,

eine Curve dritten Grades mittels sieben gegebener Punkte; dieses

geschehc geometrisch und ohne Dazwischentreten irgend welcher

Ilechnung. Offenbar dachte Newton hier an eine naherungsweise

Quadratnr von der Art der Simpsonschen Regel. Diese Satze

diirften die wichtigsten Errungenschaften Newtons auf dem Gebiete

der Infinitesimalrechnung darstellen, fiir welche der zweite Brief vom

24. October 167(&amp;gt; als Zeugniss angerufen werden kann.

Ob Leibniz durch diesen zweiten Brief auf die Spur von Dingen

gebracht werden konnte, die er nicht vorber schon kannte? Durch

die Anagramme gewiss nicbt, ob durch den nicht in Rathselform ge-

hiillten, aber imuier noch dunkel und rathselhaft klingenden Text der

zuletzt von uns besprocheneii Satze bleibe dahiugestellt.

Aber Leibniz liess sich gar nicht die Zeit, den Brief zum Aus-

gangspunkte neuer Untersuchungen zu nehinen, er beantwortete ihn

an dem Tage, an welchem er ihn erhielt 1

).
Er beantwortete ihn

durch eine klare, offene, vollstandige Darlegung der Auf16 sung
des Tangentenproblems mit Hilfe der Differentialrechnung

Augenscheinlich finde (Figur 33) die Proportion statt:

d. h. der auf der Axe gemessene Abstand der Tangente von der Ordi-

nate verhalte sich zur Ordinate, wie die Differenz zweier Abscissen

zur Differenz zweier Ordinaten. Betrachte man
die Abscissendifferenz imuier als die gleiche, so

koinme es also nnr auf die Ordinatendifferenz

an. Er bezeichne durch dy die Differenz zweier

niichstliegender Ordinaten, durch dx die Diffe- ,-

renz zweier niichstliegender Abscissen. Soil

die Differenz etwa von y
2
gesucht werden, so

schreibe er dafiir dy*. Wir bemerken, dass
Fig 33

wir, in dieser letzteren Beziehung von unserer

Vorlage abweichend, den Horizontalstrich fiber dem zu differentiirenden

Ausdruck durch Klammern ersetzen werden, zwischen denen er stehen

soil. Nun sei, sagt Leibniz, d(y
9

)
= 2ydy, wie leicht zu beweisen

sei. Es sei nainlich d(y*) die Differenz der Quadrate zweier niichst

liegender Ordinaten oder

(y -j- dy)
2

y~ = 2y dy -)- (dy)
9

.

Das Quadrat der uneudlich kleinen Grosse dy oder (dy)
9 konne weg-

) Leibniz I, 154162.
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gelasseii werden und so sei d(y*) = 2ydy. Aehnlicherweise sei

^G/
8

)
= %2

&amp;lt;fy

u. s. w. Auch die Differenzen von Produkten seien

erhaltlich nach der Formel

d(xy) = ydx -\- xdy.
So sei z. B.

Leibniz zeigt dann weiter, dass wenn in

a 4- ly 4- ex 4- dyx 4- cy* + fx
s
4- gy*x 4 hyx

2
-\

die Grossen x, y durch x -\- dx, y -\- dy ersetzt werden, man dann
die urspriingliche Gleichung abziehe und die Glieder weglasse, welehe
hohere Abmessungen von dx und dy als die erste enthalten, das

Ergebniss sich zeige

_ *2 = ?_+_^ -f 2/&quot;ae + gy*
dx 6 4 dx 4 2ey 4 2gxy 4 A^* 4

Aber es sei auch

_ _
dx D,C D tC

und folglich

T,B c 4 dy 4
j-^C? 6 4 dx -I

----

in Uebereinstimraung mit der Regel von De Sluse. Nur sei die

Leibnizische Regel viel umfassender, weil sie Anwendung finde so-

wohl wenn mehrere unbestimmte Grossen als x und y vorkommen,
als auch wenn Irrationaliaten vorhanden seien. Es sei namlich ganz

allgemein d(x*}
== zx :~ l dx

y
und wenn etwa dfya 4- by 4- cy*} ge-

sucht werden wolle, setze man a -{- by 4* ( l? *= x
t
dann sei

dx = Idy 4- 2cydy ,
d (J) = - -T^ -.

Bei der letzten hier niedergeschriebenen Formel haben wir aller-

dings die Treue der Berichterstattung zu Gunsten der Richtigkeit
des Ergebnisses verletzt. Bei Leibniz fehlt die Quadrateihebung
der im Nenner auftretenden Wurzelgrosse, und der gleiche

Fehler kehrt im Verlaufe des Briefes wieder, so dass die Vermuthung
eines einmaligen Schreib- oder Druckfehlers ausgeschlossen ist Leibniz

glaubte augenscheinlich, es sei d\}/x)
~ -~

,
ohne um den Wider-

nyx
spruch gegen die von ihm erkannte Regel d(x-)

= zx*~ l dx sich zu

ktimmern.

Kehren wir nach dieser nothwendigen Zwischenbemerkung zu
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Leibnizens weiteren Auseinandersetzungen zuriick. Die von ihm an-

gewandte Substitution neuer Buchstaben fQr zusammengesetzte Aus-

drucke geniige auch bei noch viel verwickelteren Irrationalitaten, so

z. B. wenn die gegebene Gleichung

a + bxVy* + l&amp;gt;]/i + y + hyx*Vy* + y/1 --
y

heisse. Ich glaube, fahrt Leibniz fort, dass was Newton im Betreff

der Tangentenziehung verbergen wollte, hiervon nicht abweichen

diirfte
1

), und darin bestatigt mich, was er hinzufiigt, dass namlich

von der gleichen Grundlage aus die Quadraturen sich leichter ge-

stalten, denn jede Figur ist quadrirbar, die auf eine Differential-

gleichung sich zuruckfiihrt 2
).

Dieses hier zum ersten Male in

der Mathematik vorkommende Wort wird sofort erklart und dabei

ein zweites Wort erstmalig benutzt, welches nicht minder Eingang

fand, das Wort ableiten, dcrivare. Eine Differentialgleichung sei

namlich eine solche, durch welche der Werth von dx sich ausdriicke,

und welche die Derivirte einer anderen sei
3
), durch die der Werth

von x sich ausdriicke. Leibniz glaubte z. B., wie unsere oben ein-

geschobene Bemerkung es auspricht, es sei

+ cy + dy +

und setzt in Folge dessen

als die Flache der Curve, deren Gleichung

b + cy + dy +x

sei, beziehungsweise sieht er in der Curve

die quadrirende Curve der vorher genannten. Leibniz bedient

sich zur Erlauterung dieser Betrachtungsweise einer Figur, welche

genau mit Figur 23 iibereinstimmt, die wir (S. 151) Tschirnhausens

Veroffentlichung von 1683 entnahmen, uud so erkennen wir aus dem

) Arl tror quae celare voluit Neutonus de tangentibus ducendis ab his non

ablndere. ) Quae stint ad aeguatiotiem differentialem,
3
) fyweque ex alia

derivata est.
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Briefe Leibniaens an Newton, wie unbefangen Tschirnhaus etwa G bis

7 Jahre spiiter iiber Gedanken verfiigte, die er Leibniz scbuldete.

Die Wisaenschaft freilich hat aus ahnlichem Vertrauensmissbrauche

nicht selten Nutzen zieben konnen, mid wie sehr dieses 1683 der

Fall gewesen ist, werden wir bald sehen.

Leibniz kommt in seinem Briefe nocb aui die inverse Tangenten

aofgabe zu reden. Wenn Newton behaupte, sie in seiner Maeht za

haben, so ist das offenbar raittels unendlicher Reihen gemeint, er aber

babe die Sacbe anders verstanden. Er wiinscbe die geometrische fler-

stellung der betreffenden Curve. Huygens habe z. B. entdeckt, dass

die Cycloide durch ihre eigene Evolution entstehe 1

), wie nun
;
wenn

man die Frage stelle: welche Cnrven werden durch

ihre eigene Evolution erzeugt? Das sei eine inverse

Tangentenaufgabe und nach seiner Meinung eine sehr

schwierige. Andere inverse Tangentenaufgaben ent-

stehen, wenn (Figur 34) in dein Dreiecke TBC, welches

er das charakteristische nenne, und von dessen

Seiten er HC=x setze, wlihrend AS = y sei, eine

Beziehung zwischen zwei Seiteu gegeben werde. In

diesen Fallen sei die Curve auffindbar unter der Vor-

aussetzung, dass man jede analytische Curve zu qua-

driren verstehe. Ob ausser Newton irgend Jemand die Auffindung

zu vollbringen ira Stande sei, wisse er nicht, aber durch seine Me-

thode werde die Sacho mit einer Zeile Itechnung erledigt. Wenn z. B.

TB = Ix + ex* -f th? -\
----- y,

so sei die Curve ifx = bx -f- -{- 4~ . Fiihren wir mit
2 *&amp;gt;

unseren hentigen Bezeichnungcn die Hechnung aus, so ist (da x und

//
bei Leibniz in jenem Briefe die Rollen gegen die meistgebriiuch-

liche Schreibweise vertauschen) Tli x -. Die gegebene Be

ziehung lautet daher ?/ -f- x ^
= bx -\- r.c* -f dx3

-{-- oiler

&amp;lt;l(yx)
= (bx -f- cx- -f dx* + . -)dx,

bx* . c.r 9
,

f/.r
4

, , ,
.

woraus die Integration yx = -
f- hervorbringen

.

*

wilrde. Leibnizens Ergebniss ist rnithin falsch und wiirde voraus-O1

setzen
-------

y.

)
Solltc in dieser Stelle dos Ijeibnizisclion Orioles fur Newton die An-

rc-, iini; gciiaulon werden iniissen, die Huygensschcn Evoluteimntersuchungen

nachtrllglich in die Methodns flnrionum auf/unelnnpn?
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Fassen wir den Inbalt ties Briefes nochmals zusaminen, so sehen

wir, dass nnsere Behauptung, Leibniz habe eine ebenso klare als aus-

fiihrliche Schilderung dor Anflosung der Tangentenaufgabe mittels

Differentialrechnung gegeben, durchaus berechtigt ist, und vvenn auch

einige Fehler einschliipften, auf welche hinzuweisen wir nicht unter-

lassen haben, fiir welche vielleieht die Eiligkeit des Briefes verant-

wortlick zu machen ware, so war doch genug gesagt, um Newton
zu iiberzeugen, hier erwachse ihm ein ebenbiirtiger Nebenbuhler.

Warnm Leibniz, wahrend er das Zeichen der Differentiation preis-

gab, das der Integration zuriickbehielt ? Auf diese Frage felilt uns

die Antwort. Vielleieht dacbte Leibniz, die Differentiation sei in

erhohtem Grade neu und sein Eigenthum, wahrend die seit Cava-
lieri vorhandenen Gesaramtheiten dem Summenbegriffe vorgearbeitet

hatten.

Aber ein Anderes ist hier zu riigen. Leibniz sprach in seinern

Briefe die Verrauthung aus, Newtons Tangentenmethode diirfe von

der seinigen nicht abweichen. Das war fast inehr als Vermuthung,
das konute niit Riicksicht auf den Inhalt der Analysis per aequa-
tioues (S. 158) nahezu als gewiss gelten. Aber warum sagt Leibniz

nicht often, dass er in London jene Abhandlung gelesen habe? In

dem Drama des spatereu Streites ist hier die erste Schuld Leibnizens

erkennbar, die deshalb nicht minder zu verurtheilen ist, dass sie in

die Vorgeschichte fiillt.

Freilich konnen wir Leibnizens Schweigen, wenn nicht eiit-

schuldigen, doch erklaren. Leibniz hatte jene Abhandlung geleseu.

In dem, was dort iiber die Rectification von Curven gesagt war

(S. 159), in Verbindung mit den sehr lakonischen brieflichen Aeusse-

rungen Newtons glaubte er seine eigenen Gedanken bis zu einern

gewissen Grade wiederzuerkennen, aber er glaubte es nur. Er wusste,

selbst mit alien Anlagen zu einem Geschicbtsforscher ersten Ranges

versehen, dass es fur einen solchen keine gefiihrlichere Klippe gebe
als die seiner eigenen Kenntnisse, dass man nur zu geneigt ist, das,

was man selbst weiss, in iiltere Schriftsteller hineinzulesen. Konnte

es ihm nicht ahnlich beim Lesen der Analysis per aequationes und

des Newtorischen Briefes gegangen sein? Er wollte, er musste sich

Sicherheit verschaffen. Das war sein erster Gedanke, und unter

seinem Einflusse schrieb er die Antwort an dem Tage, an welchem

Newtons Brief in seine Hande gekommen war. Sein Forschungsgang
war mit grosster Wahrscheinlichkeit ein ganz anderer gewesen als

der Newtons, aber sie konnten doch auf verschiedenen Wegen zum

gleichen Zicle gelangt sein! Deshalb erorterte er jetzt sein Ver-

fahron und die eine, wie wir vorher gesagt haben, durchaus neue
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Halfte seiner Bezeichnungen. Weiteres behielt er vielleicht sich vor,

wenn Newton sich entsprechend offen geaussert haben wiirde.

Dazu kam es allerdings nicht. Leibnizens Brief traf nach dem
12. Juli 1677 in London ein. Am 9. August bestatigte Oldenburg
dessen Empfang

1

)
und bemerkte, auf eine baldige Antwort von Newton

oder Collins diirfe Leibniz sich keine Rechnung machen, beide seien

von der Stadt abwesend und sehr beschaftigt. Noch im gleichen
Monate oder in dem darauf folgenden September starb Oldenburg.
Aber konnte Newton, wenn er antworten wollte, nicht spater eine

andere Mittelsperson suchen, konnte er nicht einen Brief unmittelbar

an Leibniz richten? Dass er es nicht that, liegt doch wohl in der

gekrankten Eitelkeit Newtons begriindet. Er konnte es Leibniz nicht

verzeihen, auf eigene Hand gefunden zu haben und offen zu beschreiben

was noch Geheiinniss bleiben und nicht iiber Englands Grenzen hinaus

sich verbreiten sollte.

Was Wunder, wenn jetzt Leibniz theils durch die Nichtbeant-

wortung sich beleidigt fflhlte, theils daraus die Muthmassung schopfen

mochte, er habe wirklich Newton mehr, als Recht war, zugetraut?
Newton sei in der That in seinen Forschungen lange nicht so weit

als er vorgedrungen und scheue sich nur solches einzugestehen?
Dass Leibniz so dachte, geht aus seinem ganzen spateren Benehmen

hervor.

Die nachsten Jahre waren fur Leibniz mit Geschaften so tiber-

fiillt, dass er an mathematische Arbeit, geschweige denn an Veroifent-

lichungen nicht denken konnte. Erst 1682 boten die neu entstandenen

A. E. ihm den Anlass, manches zum Drucke zu geben. Dahin ge-

hort 1683 die Abhandlung fiber Zinseszins (S. 53), dahin schon 1682

eine solche iiber Optik
2
).

Das Gesetz, dass das Licht immor den

Weg einschlage, der in der ktirzesten Zeit zu durchlaufen sei, gibt

Veranlassung die Bedingung zu erortern, unter welcher ein Ausdruck

mp -f- nq, in welchem

ist, seinen kleinsten Werth erhalte. Nach meiner Methode fQr die

grossten und kleinsten Werthe 3
), sagt Leibniz, welche fiber die bisher

bekannten hinaus die Rechnung wunderbar zusammenzieht, wird so-

fort beirn ersten Anblick, fast ohne jede Rechnung, offenbar, dass np

*)
Leibniz I, 1(J7. *) A. E. 1682 pag. 186190: Unicum opticae, catop-

tricae et diojrtricae principium Aittore G. O. L. Diese Abbandlung feblt in

der Gcrhardtschen Gesainmtausgabe.
3
) Ex mea methodo de maximis et

minimis.
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sich zu mq verhalten muss wie y zu h y. Das ist die erste

offentliche Berufung Leibnizens anf eine in seinem Besitze

befindliche Methode. Rechnet man nach, so zeigt sich, dass die

von Leibniz ausgesprochene Proportion in der That den Mindest-

werth von mp -\- nq liefert.

Der folgende Jahrgang 1683 der A. E. brachte im Octoberhefte

jene Abhandlung Tschirnhausens fiber Quadratur einer Curve mit

Hilfe einer anderen Curve, welche die quadrirende genannt werden

kann, in der Tschirnhausen Leibnizens Gedanken in kaum gestatteter

Weise ausbeutete (S. 190). Leibniz empfand dariiber den empfind-

lichsten Aerger, und dessen Folge war es, dass er nun mit seinen

Eutdeckungen nicht langer zuruckzuhalten sich entschloss. Im Mai

1684 erschien in den A. E. der Aufsatz Nova meihodus pro maximis

et minimis, itemque tanyentibus, quae nee fractas nee irrationales quanti-

tates moratur, et singulare pro illis calculi genus
1

).

Leibniz begann diesen Aufsatz damit, dass er die Grosse dx als

eine beliebige, nicht etwa als eine unendlich kleine Strecke

erklarte, zu welcher alsdann eine andere dadurch in ihrer Grosse be-

stiminte Strecke dv oder dw, dy, dz u. s. w. in demselben Verhalt-

nisse stehe, welches zwischen zwei Seiten des Dreiecks obwalte, das

aus einer Beriihrungslinie an eine Curve, aus der Ordinate des Be-

riihrungspunktes und aus der Abscisse zwischen den Fusspunkten
der Beriihrungsiinie und der Ordinate gebildet ist. Ist a eine Con-

stante, so sei da =
, d(ax) = adx. Ist v = z y-{-w, so sei

dv dz dy -\- dw. Ist y xv
,

so sei dy = xdv -j- vdx. Ist

z = , so sei dz = r ;
letzterer Ausdruck sei noch mit + 1

y y*

vervielfacht zu denken, weil je nach der Gestaltung der Curve, welche

der Betrachtung unterworfen ist, die einzelnen Strecken bald nach

der einen, bald nach der anderen Richtung zu nehmen sind. Im

Allgemeinen sei zu bemerken, dass z und dz gleichen Zeichens sein

werden, weil sonst die vorhergehende Regel fiir dv bei v= z y -f- w
nicht stattfande, dass aber die positive oder negative Bedeutung von

dz nur aus der Figur ersichtlich sei. Die Beriihrungslinie steigt,

beziehungsweise fallt, wenn
^ , positiv, beziehungsweise negativ ist.

Sie ist der Axe parallel, und weder ein Steigen noch ein Fallen findet

statt, wenn -;- = 0. Dabei ist die Ordinate v ein Maximum, wenn
(i X

die Curve gegen die Axe concav, sie ist ein Minimum, wenn die

Curve gegen die Axe convex ist. Hier ist zum ersten Male der

l

) Leibniz V, 220226.

CANTOB, Geacbichte der Mathematik. Ill 1. 2. Aufl.
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Unterschied zwischen einein Maximum und einem Minimum
erkannt und ausgesprochen! Aber Leibniz 1st weiter als das

gegangen. Er hat der sinnlich sicktbaren Unterscheidung eine ana

lytische an die Seite gestellt. Er hat auf die Differenzen der Diffe

renzen, differentiae differentianim ,
auf ddv verwiesen, dessen Positiv-

oder Negativsein die beiden Kriimmungsarten kennzeichne. Das

Verschwinden von ddv, ohne dass allgemein v = oder dv =
ware, lasst den Wechsel von Concavitat und Convexitat erkennen,

einen punctwn flexus contrarii. Hier finden nicht wie beim Maximal-

probleme, zwei, sondern drei gleiche Gleichungswurzeln sich

zusaminen, was heute in die Worte gekleidet zu werderi pflegt, die

Inflexionstangente habe drei consecutive Punkte mit der Curve ge-

meinschaftlich. Leibniz hatte in dieser seiner Behauptung einen Vor-

giinger an Franciscus van Schooten, welcher das Gleiche schon

in seinen Erlliuterungen zu der Geometrie von Descartes ausge

sprochen hat 1

) (Bd. II, S. 820). Andrerseits diirfte Newton die

zweite Erklaruug des Inflexionspunktes in der Methodus fluxionum

(S. 175) den Varia Opera Fermats entnommen haben-). 1st diese

Vermuthung richtig, so haben Aenderuugen an der Methodus Hu-

xionum nicht bloss nach 167H, sondern auch naoh 1(579 noch statt-

gefunden.

Weiter gibt Leibniz als Algorithmus des Differentialcalculs,

wie er die Methode ueune, d(x?) = nxa~ ldx mit Ausdehnung auch

auf negative und gebrochene Exponenten a und zeigt an einer sehr

verwickelten Gleichung, wie die Einfiihrung neuer Veranderlichen

nothwendig falle. Es ist genau das gleiche Verfahren wie in New-

tons Methodus fluxionum (S. 170171), auf welches auch Leibniz

verfallen ist, denn dass er die Methodus fluxionum zu Gesicht be-

kommen haben kounte ist durchaus unmoglich, ist auch niemals nur

vermuthet worden. Bei solchen Substitutionen erscheint /um ersten

Male der Doppelpunkt als Divisionszeichen 3

).

Als Beispiel einer Minimalaufgabe ist das optische Gesetz be-

nutzt, fiber welches der Aufsutz in den A. E. von 1682 sich ver

breitet hatte (S. 192), und das dam als beweislos ausgesprochene

Ergebniss wird abgeleitet. Zum Schlusse kommt Leibniz auf die

Beaunesche Aufgabe. Sie fiihre zur Gleichung
~ =

j^,

Nehme

man dx als eine Constante, etwa = b, so sei w
-^dw,

d. h. die

l

) Descartes, Geom. I, 258. *) Fermat, Varia Opera- 73, Oeuvres

cc

I, 166. ^ Leibniz V, 223: x : y quod idem est tic x divis. per y neu
y
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Ordinaten w seien ibren Incrementen oder Differenzen proportional,

und wenn die x urn Constantes wachsen, in arithmetischer Progression

stehen, so seien die entsprechenden w die Glieder einer geometrischen

Progression. Wenn also die iv Zahlen darstellen, so seien die

x deren Logarithmen, die Curve eine logarithmische.

Leibniz hatte also jetzt der Oeffentlichkeit iibergeben, was, wie

er befiirchten muaste, sonst durch Tschirnbausens schrankenlose Ver-

offenilichungswuth in weniger zntreffender Gestalt der Presse iiber-

geben zu werden drohte, vielleiclit gar ohne dass der Name des Er-

finders genannt worden ware. Von der Integralrechnung und dem

fiir ihre Zwecke erfundeneu Zeichen war 1684 kaum, wenn man die

kurze Erorterung der Beauneschen Aufgabe ausschliesst, gar nicht

die Rede.

Wie rasch der Aufsatz bekannt wurde, dufiir konnten wir viel-

leicht auf den Aufsatz fiber den Contingen/winkel himveisen, welchen

Wallis 1685 zuni Drucke gab, und in wekhem (8. 2Q) man Leib-

nizische Gedanken wiederiinden kanu. Sei aber auch dieser Hin-

weis anzuzweifeln, so erschien gleichfalls 1685 und gleichfalls in

England ein Buch, dem der Leibnizische Aufsatz von 1684 als Grumi

lage diente. Der Schotte John Craig, den wir (S. 56) als Schrift-

steller ttber die Zuverliissigkeit menschlicher Ueberlieferung kennen

gelernt haben, gab als erste Scbrift 1685 die Meihodus fiyurarum

lineis rectis et curvis compreltensarum quadraturas determinandi heraus,

die sich vollstandig auf die Leibnizische Diflerentialrechnung griindete.

Ihre Zeichen sind benutzt, ihre Tangentenuiethode wird als diejenige

gepriesen, welche Irrationalitaten am besten bewaltigte.

Craig lebte, wie wir uns erinnern, in Cambridge gleich/eitig mit

Newton. 1st es denkbar, dass Newton den Aufsatz nicht gekannt
haben sollte, der Craig als Ausgangspunkt diente? 1st es denkbar,

dass Craigs Buch von 1685 ihm unbekamit blieb, dessen Titel schon

seine Neugier reizen mussteV Zu diesen allgemeinen Ervvagungen
tritt noch der Umstand, dass in Craig s Methodus das Newton sche

Binomialtheorem erstmalig gedruckt erschien. Es tritt sogar ein be-

strmmtes Zeugnis hinzu. Craig gab 1718 ein zweites Werk, De cal-

culo fluentiuni, heraus, und in dessen Vorrede erziihlte er ausdruck-

lich, er habe 1685 in Cambridge gewohnt, und Newton habe auf

seine Bitte sein dainaliges Buch vor der Drucklegung gelesen! So

ist also unter Ausschluss jeden Zweifels bewiesen: Newton kannte

Craigs Methodus, und was that er, um sich seine eigenen mathe-

matischen Eutdeckungen zu sicher.n? Nichts!

Es ist ja richtig, Newton war damals mit der Abfassung seines

grossen Werkes der Principieu beschaftigt. Im August 1684 war
13*



196 90. Kapitel.

Halley bei ihm auf Besuch 1

)
und erfuhr, der Beweis des Gesetzes

der Himmelsbewegungen sei vollendet. Im November schickte Newton

vier Lehrsatze und die Auflosung von sieben Aufgaben an Halley

nach London. Der Empfang dieses Schriftstiickes, welches Newtons

Anrecht an die Entdeckung der allgemeinen Anziehungslehre wahren

sollte, wurde in das Registerbuch der Royal Society eingetragen. Es

ware zu viel verlangt, wenn man beanspruchte, dass ein mit so um-

fassenden und schwierigen Arbeiten Beschaftigter, aus welchem Grunde

es auch sei, sich herausreisse und ganz andere Dinge rasch zu Papier

bringe. Gewiss, aber die Methodus fluxionum lag doch seit 13 Jahren

druckfertig in Newtons Pulte! Warum schickte er sie auch jetzt

nicht ein? Wir personlich konnen diese Lassigkeit nur auf eine

Weise erklaren, nur damit, dass Newton den Werth seiner mathe-

matischen Leistung als solcher nicht so sehr hoch anschlug, dass er

sich darein fiigte, dass Leibniz ihm hier den Rang abgelaufen hatte.

Wir sprachen von der Raschheit, mit der Leibnizens Aufsatz

sich bekannt machte. Die Raschheit des wissenschaftlichen Verkehrs

nahm uberhaupt mehr und mehr zu. Von dem Buche Craigs, welches

hervorgerufen durch eine Abhandlung vom Mai 1684 im Jahre 1685

erschicn, ist bereits im Jahrgange 1686 der A. E. eine Anzeige vor-

handen 2

),
welche der Randbemerkung des Heidelberger Exemplars

zufolge von Christoph Pfautz verfasst war.

Derselbe Jahrgang 1686 der A. E. brachte zwei neue Aufsatze

von Leibniz: Meditatio nova de natura anguli contactus et osculi etc.
8
)

und unmittelbar daran anschliessend: De geometria fecondita et analyst

indivisibilium atque infinitorum*). Der erstere Aufsatz bringt eine

neue Frage an die Tagesordnung, von welcher noch nirgend die Rede

gewesen war, denn wir diirfen nie vergessen, dass die Methodus

fluxionum, selbst wenn sie damals den vollen spater bekannt ge-

wordenen Inhalt besass, fdr die mathematische Welt nicht vorhanden

war. In einem Curvenpunkte konne man, sagt Leibniz, ausser der

Richtung auch die Krfimmung messen. Jene werde durch die grade

Beruhrangslinie, diese am einfachsten durch denjenigen Kreis ver-

sinnlicht, der den kleinsten Contingenzwinkel mit der Curve bilde,

der im Kusse sich ihr anschmiege, sie osculi re. Ein solcher Kreis

mtisse mit der Curve zwei Beriihrungen, also vier gleiche

Wurzeln gemein haben, und man konne auch Osculationen zweiter,

dritter und noch hoherer Ordnung sich denken, wo drei, vier und

mehr Beriihrungen stattfinden.

) Edleston, Correspondence of Sir Isaac Newton and Professor Cotes

pag XXIX und LV. 2
)
A. E. 1686 pag. 169.

&quot;)

Leibniz VII, 326329.
4
;
Ebenda V, 226233.
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Hier hat Leibniz, vielleicht weil er bei dem allgemeinen Gedanken

sich beruhigte, statt ihn in Rechnung umzusetzen, bekanntlich geirrt.

Der Osculationskreis beruht auf der Gemeinschaft von drei, nicht

von vier consecutiveu Punkten, und Newton sail hier viel richtiger

(S. 176), wenn jene Stelle dem alten Manuscripte angehorte uud

Newton nicht etwa, wie nach 1673 und 1679, auch nach 1686 und

noch spater Zusatze in seine Handschrift einschaltete.

Der zweite Aufsatz von 1686, die Geometria recondita, wie er

gewohnlich geuannt wird, ist ungleich wichtiger. In ihm erscheint

zum ersten Male das Integralzeichen im Drucke. Das ist aber

durchaus nicht das einzige Bemerkenswerthe. Leibniz geht aus von

dem Buche Craigs, welches ihm zugesandt worden sei. Daiin kornmt

eine freundschaftlich gehaltene Polemik gegen Tschimhaus, in welcher

Leibniz sich darauf beruft, dass er seine Methoden schon vor zehn

Jahren und langer besessen und sie im Gesprache mit Tschirnbaus,

der sich damals in Paris bei ihm befand, frei geaussert habe. Diese

Behauptung fand keinen Widerspruch, ist also abermals geeignet,

die Datirungen der handschriftlichen Notizen von 1676 zu stiitzen.

Schon in einem Aufsatze De dimensionibus figurarum inveniendis in

den A. E. von 1684 hatte Leibniz die algebraischen Curven als

solche bezeichnet, .deren Natar durch eine Gleichung bestimmten

Grades ausgedrtickt werden konne 1
).

Noch friiher hatte er in der

handschriftlich erhaltenen Abhandlung Compendium quadratwae ariih-

meticae die gleichen Curven analytische genannt und das Wort

Parameter fur jede in der Gleichung vorkonimende Constante ein-

gefiihrt
2

).
In der Geometria recondita offnet er den Weg zu den

Transcendenten. Wir haben gelegeiitlich (S. 112) auf die An-

wendung dieses Wortes bei Gleichungen wie x* -j- x = a aufmerksam

gemacht, in der Geometria recondita ist es erlautert: Transcendente

sind solche Grossen, die dureh keinerlei Gleichung bestimmten Grades

erklart werden, vielmehr uber jede algebraische Gleichung hinaus-

gehen
3
).

Die Tangentenmethode von 1684, behauptet nun Leibniz,

mache auch vor transcendenten Curven nicht halt. Dem Diiferential-

calcul aber stehe ein anderer gegeuiiber, zu welchein er hier den

Zugang eroffnen wolle. Aus einer Differentialgleichung entstehe nam-

lich eine summirende 4
).

So sei I x dx --x* eine Folge davon, dass

*) Leibniz V,127: cujus natura per aequationem certi gradus exprimi potest.

*) Ebenda V, 103: Curva ancdytica, est, cujus natura aequatiotie certi gradus ex-

hiberi potest. Parameter est recta constans aequationem ingrediens.
s
)
Ebonda

V, 228: omnem aequationem algebraicam transccndant. 4
) Aequatiotie differen-

tiali versa in summatricem.
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d (-- ar\ = xdx
,
und die Gleichung der Cyeloide sei

-t /c\
~~~

9 i / (tX
y = y 2x ar 4- I f

-
J yvx-x&amp;gt;

Bei der Prtifung der letzfceren Gleichung ist zu beachten, was schou

(S. 190) angemerkt wurde, dass x und y bei Leibniz nieht den gleichen

geometrischen Sinn haben, den man diesen Buchstaben heute beizu-

legen pflegt. Die y sind auf der Grundlinie gemessen, Uber welcbe

der Erzeugungskreis hinrollt, die x dazu senkrecht, und der Halb-

messer des Kreises ist uberdies als Einheit gewahli Warum dx

gewahlt wurde statt der einfachen Buchstaben alterer Schriftsteller

ist ausdrucklich gesagt: weil in dx die Aenderung von .r zu er-

kennen ist 1

. Leibniz tiihrte in diesem Aufsatze auch den Naraen

des charakteristivchen Dreiecks in die Oeffentlichkeit ein, aller-

dings in anderer Bedeutung als in seinem Briefe an Newton. Damals

(S. 190) war das Dreieck geraeint, dessen Hypotenuse die Beriihrungs-

linie vom Beriihj-ungspunkte bis zur Abscissenaxe ist, wuhrend die

Ordinate des Beriiliruugspuuktes und ein Stiick Abscissenaxe die

Katheten bildeten, Jetzt verstand Leibniz darunter das jenera grossen

Dreiecke ahulicbe unendlich kleine Dreieck, dessen Hypotenuse ein

mit der Curve zusauunenfallendes Element der Beriihrmigslinie ist.

Wir erinnern uns, dass Leibniz hiermit nur den Riickwcg zu seinen

anfanglichen Gedanken nahm, denn bei Pascal war ihra grade das

unendlich kleine Dreieckchen begegnet und aufgefallen ! S. 163). In

den A. E von 1693 hat Leibniz spater beide Auffassungen vereinigt.

Es gebe zwei einander ahnliche charakteristische Dreiecke, ein an-

gebbares und ein nicht angebbares
2
).

Zwischen den raathematisch so hochbedeutsamen Mitfcheilungen

der Geometria recondita ist auch eine geschichtliche Uebersicht bi.s-

heriger Leistungeu eingeschlossen. Wie Pascal dort zwar nicht

genannt, aber rnit fiir uns ausreichender Deutlichkeit als Leibnizens

Vorganger bezeichnet war, haben wir (S. 164) besprochen. An

Mercators erste Quadratur mit Hilfe einer unendlichen Keihe wird

erinnert, und dann heisst es weiter 3
): ,,Ein Geometer von tiefstem

Geiste, Isaac New tori, hat dieselbe Entdeckung nicht nur selbst-

standig gemacht, sondern hat sie in ganz allgemeiner Weise zu Ende

gefuhrt; wiirde er die Ueberlegungen, von denen ich vernehme, dass

er sie noch verhehlt, herausgeben, so ist kein Zweifel, dass er uns

den Zugang zu grossen Vermehrungen der Wissenschat t und zu

grossen Abkiirzungen erofFnen wiirde.
u

) Quia itud dx &amp;lt;-st modificatio quaedam ipsius x. *) Leibniz V, 298:

assignabile et inassignabile
8
) Ebenda V, 132.
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Und nun kaua in der Zeit vom April 1686 bis etwa zum Juli

1687 die Drucklegung von Newtons Pkilosophiae naturcUis principia

mathematica. naeistens kurzweg die Principien genannt
1

).
Unsere

Leser erwarten wohl, dass namentlich Leibnizens nicht misszuver-

stehender Aufforderung von 1686 gegeniiber Newton die Gelegenheit

gern ergriffen haben werde, bei Veroffentlichung eines rait Spannung

erwarteten, von der Royal Society in London schon vor seinem Er-

scheinen aufs Wohlwollendste befiirworteten Werkes nun auch die

raathematischen Hilfsmittel zu enthullen, deren er bei der Ausarbeitung
sich bedient hatte.

Keineswegs! Einige Andeutungen uber das Werden der Grossen,
von welchen gleich die Rede sein soil, finden sich zwar, die Worter

Augenblicksverunderung. Fliessen siud gebraueht, aber das, was bei

Leibniz das eigeutlich Neue gegen alle friiberen Intinitesimalbetrach-

tungen war, die einheitiiche Bezeichnung, also bei Newton das

Piinktchen, ist nirgends benutzt, nirgends angedeutet, wahrend es

doeh uach vorhandenen, wenn auch nicht gedruckten Aufzeichnungen
seit 1665 in Newtons Besitze war 2

).

Warum dieses Schweigen? Bine einzige Erkliirung scheint dafiir

moglieh, welche auch wiederholt gegeben worden ist. Die Gesetze

der allgemeinen An/iehung, deren Darstellung die Principien geben,
waren so neu, so iiberraschend, dass Newton eine urn so schroffere

Ablehnung derselbeii befurchten musste, wenn er in der Beweisfiihrung
sich im Germgsten von den altgeometrischen Methoden entfernt hatte,

welche alle Mathematiker anerkannten. Heisst es doch in eineui fast

30 Jahre spater geschriebenen Aufsatze^: ,,Newton fand die meisten

Siitze der Principien mittels der neuen Analysis, aber er bewies sie

synthetisch, damit die Gesetze des Himmels auf guter geometrischer

Grundlage ruhten.&quot;

Wir haben zugesagt einige leise Andeutungen zu erwahnen.

Newton schickte gleich dem ersten Buche eine tleihe von 11 Lemmen
oder Lehnsatzen voraus, welche bestimmt waren, die Grundlage des

Nachfolgenden zu bilden, und welche wir mittheilen 4
).

1. Grossen wie auch Verhaltnisse von Grossen, welche in einer

l

) Eine sehr ansfiihrliche Berichterstattung iiber die Principien bei Marie,
Histoire des sciences mathimatiques et physiques VI, 6 9 J.

2
) Edlestou,

Correspondence of Sir Isaac Ncvlon and Professor Cotes XXI. bemorkt xu dem
Datum des 20. Mai 1665: Paper on fluxions, in which the nutrition of points is

used und zu dem 16. Mai 1666: Another paper on fluxions. &quot;)
P. T. 1715

pag. 20C. Vgl. F. Giesel, Entstehung des Leibniz -Newtonschen Prioritats-

streites. Delitzsch 1866. S. 14, Aiimerkung 13. 4
)
Wir bedienen uns moistens

des Wortlautes der Uebersetzung der Principien von J. Ph. Wolfers. Berlin 1872.
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A C
Fig. 35.

D E

gegebenen Zeit sich bestandig der Gleichheit nahern, und einander

vor dem Ende jener Zeit naher kominen konnen, als um jede ge-

gebene Grosse, werden endlich einander gleich.

2. Werden (Figur 35) in der beliebigen Figur AacE, welche

durch die geraden Linien Aa, AE und die Curve acE begrenzt ist,

? beliebig viele Parallelogramme Ab, Be,
Cd etc. auf gleichen Grrundlinien AB,
BC, CD etc. und mit den Seiten Bb,

Cc, Dd etc. beschrieben
; fiigt man hier-

auf die Parallelogramme aKbl, bLcm,
cMdn etc. hinzu; vermindert man ferner

die Breite AB=BC=CD= -~ dieser

Parallelogramme und vermehrt man zu-

gleich ihre Anzahl bis ins Unendliche,

so wird zuletzt die eingeschriebene Figur

gleich der umschriebenen, gleich der

krummlinigen. Der Beweis besteht darin, dass der Unterschied der

eingeschriebenen und der umschriebenen Figur aus kleinen Parallelo-

grammen besteht, welche zu ABla sich summiren. Die Hohe dieses

Summenparallelogrammes ist endlich, die Breite nimmt unendlich ab,

die Flache verschwindet alsdann. Sind aber die eingeschriebene und

die umschriebene Figur als gleich zu erachten, so fallt mit ihnen auch

die zwischen beiden liegende krummlinig begrenzte Figur zusammen.

3. Die Folgerungen des zweiten Lehnsatzes bleiben bestehen,

wenn die Stiicke AB, BC, CD etc. auch nicht einander gleich sind,

falls sie nur alle unendlich klein werden.

4. Wenn in zwei Figuren wie vorhin zwei Reihen Parallelo

gramme, deren Anzahl in beiden gleich, eingeschrieben und ihre

Breiten ins Unendliche vermindert werden, wenn ferner die letzten

Verhaltnisse 1

) der einzelnen Parallelogramme in der einen Figur

zu den einzelnen in der anderen dieselben

sind, so stehen beide Figuren zu einander

in dernselben Verhaltnisse.

5. Alle einander correspondirenden Seiten

ahnlicher Figuren sind proportional, sowohl

die krumm- als die gradlinigen, und ihre

Flacheninhalte verhalten sich wie die Qua

drate der Seiten.

6. Wird (Figur 36) ein der Lage nach gegebener Bogen ACB
durch die Sehne AB unterspannt und in irgend einem Punkte A,

Fig. 3.

rationes ultimae.
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wo die Kriimmung ihre Art nicht aridert
1

),
durch die grade Linie AD

beriihrt, nahern sich hierauf die Punkte A und B einander und treffen

sie endlich zusammen, so wird oer Winkel BAD, welchen Sehne und

Tangente mit einander bilden, ins Unendliche vermindert und ver-

schwindet zuletzt.

7. Bei denselben Voraussetzungen ist das letzte Verhaltuiss des

Bogens, der Sehne und der Tangente das der Gleichheit.

8. Bilden gegebene grade Linien AE und BE mit dem Bogen

ACB, der Sehne AB und der Tangente AD die Dreiecke ACBE,
ABE, ADE, und nahern sich die Punkte

A und B einander gegenseitig, so wird die

letzte Form der verschwindenden Dreiecke

einander ahnlich 2

),
und ihr letztes Verhaltniss

das der Gleichheit.

9. Die ihrer Lage nach gegebene Curve

ABC und die grade Linie AE (Figur 37)

schneiden sich im Punkte A, und auf jene Fig 37

Gerade stutzen sich unter gegebenem Winkel

die DB, EC, welche der Curve in B, C begegnen; lasst man B und

C dem A sich nahern, so stehen die Dreiecke ADB, AEC zuletzt

im quadratischen Verhaltnisse der Seiten.

10. Die Wege, welche ein Korper in Folge der Wirkung irgend

einer endlichen, regelmassigen Kruft beschreibt, mag diese bestinimt

und unveranderlich sein, oder inag sie bestandig zu- oder abnehmen,

stehen beim Anfange der Bewegung im quadratischen Verhaltnisse

der Zeiten.

11. Die Linie AD sei eine Tangente an der Curve ABC und

BD beliebig von B nach D gezogen, alsdann steht BD beim Ver-

schwinden zuletzt im quadratischen Verhaltnisse der zugehorigen
BD

Sehne AB (d. h. es wird lim.
-j-~, gleich einer Constanten, und die

Curve kann beim Verschwinden als Kegelschnitt gedacht werden).

Man wird, nachdem wir alle 11 Lehnsatze mitgetheilt haben,

unsere Kennzeichnung derselben als leise Andeutungen der Infinite-

simalbetrachtungen, mittels deren Newton zu seinen Ergebnissen ge-

langt war, vielleicht als zuvielsagend, keineufalls als zu eng zuriick-

weisen. Am deutlichsten sprach sich Newton noch in einem langeren

Scholium, einer Anmerkung aus, mit welcher er nach Aufstellung

der 11 Lehnsatze den ersten Abschnitt beschloss. Die wichtigste

Stelle hat folgenden Wortlaut:

*) in media curvatwrae continuae. J
) Ultima forma triangulorum evane-

scentium est similitude.



202 90. Kapitel.

,,Man kann den Einwurf machen, (lass es kein letztes Verhalt-

niss verschwindender Grossen gebe, indem dasselbe vor dem Ver

schwinden nicht das letzte sei, nach dem Verschwinden aber iiber-

haupt kein Verhaltniss mehr stattfinde. Aus deinselben Grande konnte

man aber auch behaupten, dass ein nach einem bestimmten Orte

strebender Korper keine letzte Geschwindigkeit habe; diese sei, bevor

er den bestimmten Ort erreicht hat, nicht die letzte, nachdem er

ihn erreicht hat, existire sie gar nicht mehr. Die Antwort ist leicht.

Unter tier let z ten Geschwindigkeit versteht man diejenige, mit

vvelcher-der Korper sich weder bewegt, ehe er den ietzten Ort er

reicht und die Bewegung aufhort, noch die nach her stattfindende,

sondern in dem Augenblicke, wo er den Ort erreicht, ist es die letzte

Geschwindigkeit .selbst, mit welcher der Korper den Ort beriihrt,

imd mit welcher die Bewegung endigt. Auf gleiche Weise hat man

unter dem Ietzten Verhiiltnisse verschwindender Grossen dasjenige zu

verstehen, mit welchem sie verschwinden, nicht aber das vor oder

nach dem Ver.schwinden stattfindende. Ebenso ist das erste Ver

haltniss entstehender Grossen dnsjenige, mit welchem sie entstehen,

die erste und letzte Summe diejenige, mit welcher sie anfangen oder

aufhoren zu sein (entweder grosser oder kleiner zu werden). Es

existirt eine Grenze, welche die Geschwindigkeit am Ende der Be

wegung erreichen, nicht aber uberschreiten kanu; dies ist die letzte

Geschwindigkeit. Dasselbe gilt von der Grenze aller aniangenden

und aufhorenden Grosgen und Proportionen. Da diese Grenze fest

und bestimmbar ist, so ist es eine wahrhaft geometrische Auigabe

sie aufzusuchen.&quot;

Man sieht, mit welchen gewundenen Ausdriicken Newton um

den Begriff der in einem Augenblicke vorhandenen Geschwindigkeit

herumgeht, anstatt grade ihn zu benutzen, um das Wort Fluxion

den Lesern klar zu machen. Er wollte damals, am 28. April 16SG,

als das erste Buch der Principien der Royal Society druckfertig vor-

gelegt wurde 1

), jenes Wort nicht in die Oeffentlichkeit bringen. Seine

Meinung in dieser Beziehung anderte sich bis zuin 20. Juni, als dem

Tage, an welchem das zweite Buch bis aufs Abschreiben fertig war 2

).

Im zweiten Abschuitt des zweiten Buches taucht un^ermittelt das

zweite Lemma auf: Momentum Gcnibic ntqitatur Momentis lattrwm

xingulorum (jencrantitim iii~ eorundcm laterum indices dignitatum ct

cocfficicntia continue ductis, oder: die Augenblicksveranderung einer

Function ist gleich dem Producte d^r Augenblick.-sveninderungen
der

&amp;gt;) Kdleston, Correspondence of Sir Iwtc Newton &amp;lt;i&amp;lt;i I rofessor Cotes

pag. XXX. )
Ebenda pag. LVII, Anmerkung 86.



Newton und Leibniz bis 1G87. 203

sie bildenden Veranderlichen in ihre Exponenten und in ihre Coeffi-

cienten.

Dass wir uicht allzufrei iibersetzt haben, geht aus der Fort-

sotzung hervor, in welcher Newton noch Einzelnes erlautert. Genita

sei jede Grosse, welche aus anderen arithmetisch oder geometrisch

hervorgehe: Momentum sei das augenblickliche positive oder negative

Increment der in einem Flusse befindlichen Grossen. ,,Die Momente&quot;&amp;gt;

sagt Newton, nhoreu auf Momente zu sein, sobald sie eine endliche

Grosse erhalten. Man hat unter ihnen die eben entstehenden Au-

fange endlicher Grossen zu verstehen und betrachtet in diesem Lehn-

satze nicht die Grosse der Momente, sondern ihr Verhaltniss, wenn

sie eben entstehen. Es kommt auf dasselbe heraus, ob man statt

der Momente entweder die Geschwindigkeiten der Zu- und Abnahrae

(welcbe man auch Bewegungen, Verauderungen und Fluxionen der

Grossen nennen kann) oder beliebige endliche Grossen versteht, welche

jenen Geschwindigkeiten proportional sind.&quot;

Darnach bedeutet in der That der (S. 202) im lateinischen Wort-

laute und in freier Uebersetzung abgedruckte Satz nichts anderes

als die Regel, nach welcher A mal B differentiirt werden soil, wenn

A und B irgend Potenzen der Veranderlichen sind, und sechs Bei-

spiele zeigen die Richtigkeit dieser Auffassung.

Man wiirde irreu, wenn man glaubte, Newton habe, nachdem

dieser Lehrsatz ausgesprochen war, von nun an fortwahrend Fluxionen

angewandt. Dazu wiire im ersten Buche Gelegenheit gewesen, das

zweite Bueh hat es wesentlich mit Fluenten d. h. uiit Iiitegralrech-

nung zu thunj und ihr Name ist in dern Lehnsatze nicht enthalten.

Man sieht daraus deutlich, was Newtons Absicht beirn Abdrucke

eines Lehnsatzes, von dem er keinen Gebrauch zu machen gewillt

war, gewesen sein muss.

Er wollte eine gedruckte Aeusserung schaften, auf die er sich

spater einmal zur Datirung beziehen konne, wenn er je daran denken

sollte seine Fluxionsrechnung herauszugeben. Das geht noch deut-

licher aus einem Schokum hervor, welches hinter dem Lehnsatze

und den ihn erlauternden Beispielen steht: ,,In Briefen, welche ich

vor etwa 10 Jahren mit dem sehr gelehrten Matheinatiker G. G. Leibniz

wechselte, zeigte ich demselben an, dass ich mich im Besitze einer

Methode befiinde, nach welcher man Maxima und Minima bestiinmen,

Tangenten ziehen und ahnliche Aufgaben losen konue, und zwar lasse

sich dieselbe eben so gut auf irrationale wie rationale Grossen an-

wenden. Indem ich die Buchstaben der Worte (wenn eiue Gleichung
mit beliebig vielen Fluenten gegeben ist, die Fluxionen zu fiuden

und umgekehrt), welche meine Meinung aussprachen, versetzte, ver-
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barg
1

)
ich dieselbe. Der beriihinte Mann antwortete mir darauf, er

sei auf eine Methode derselben Art verfallen, die er mir mittheilte 2
),

und welche von meiner kaum weiter abwich als in der Porni der

Worte und Zeichen&quot;
3

).
Damit war, schon durch den Gegensatz der

beiden Worter ,,verbergen&quot;
und ,,mittheilen&quot;,

die Unabhangigkeit der

Erfindimg bei dem offen Mittheilenden jedenfalls zugestanden, fur

den, der seine Methode verbarg, mindestens beansprucht.

Dieses Scholium hat aber seine Geschichte, die wir vorgreifend

gleich hier erzahlen wollen. Im Jahre 1709 war das dringende Be-

durfniss nach einer neuen Auflage der Principien vorhanden. Die

Besorgung derselben ubernahm Roger Cotes, der begabteste unter

deri damaligen jiingeren Mathematikern .Englands, und der Brief-

wechsel zwischen dem jungen Herausgeber und deni wirklichen Ver-

fasser gibt iiber manche nicht unwichtige Aenderung Aufschluss,

durch welche die zweite Ausgabe von der ersten abweicht. Meistens

war es Cotes, der mit der erstmaligen Fassung sich nicht ein-

verstanden erklarte und seine Ausstellungen nnd Verbesserungsvor-

schlage mit grosser Zahigkeit iesthielt, bis Newton in der Regel

nachgab, oder doch eine Vermittelung zwischen beiden Ansichten er-

zielt war. Die neuo Ausgabe erschien 1713, aber noch vor dem

15. April 1710 war der Druck bis jenseits des erwahnten Scholium

vorgeruckt, und dasselbe hatte die vollstandig
x

gerechtfertigte Aende

rung erlitten, dass als unterscheidend zwischen beiden Methoden, der

von Newton und der von Leibniz, noch die Art der Entstehung

der Grossen 4
) hervorgehoben wurde. Alles Andere, sogar die ,,vor

etwa 10 Jahreu gewechselten Briefe&quot; blieb unverandert, wenn aueh

inzwischeii schon mehr als 20 weitere Jahre dahingegangen waren.

Die Bedeutsamkeit des erwahnten Zusatzes, welcher der beider-

seitigen Unabhangigkeit der Gedanken ein unzweideutiges Zeug-

niss spricht, da ja grade die Art der Entstehung der Grossen durch

fliessende Bewegung oder aus in Ruhelage vorhandenen unendlich

kleinen Elementartheilen den Kern der Fluxionsrechnung wie der

Difierentialrechnung bildet, liegt auf der Hand. Von wem ist aber

dieser Zusatz? Auch wie gewohnlich von Cotes, oder von Newton?

Dariiber wird wohl nie Licht verbreitet werden. Der Briefwechsel

zwischen Newton und Cotes zeigt eine Liicke vom 11. October 1709

bis zum 15. April 1710, und grade innerhalb dieser Zeit fand der

Druck des Scholium statt
6
).

Hier fehlen die, wie aus dem Zusammen-

hange zu entnehmen ist, sicherlich vorhanden gewesenen Briefe, von

&amp;gt;)

celavi. *) communicant.
3
)

in cerborum e.t formarum f&rmulis

*)
Idea gencrationis quantitatvm.

5
) Edleston, Correspotidencc of Sir Isaac

Newton and Professor Cotes pag. 67.
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deren Abhandenkommen wir im XVII. Abschnitte zu reden haben

werden.

Aber wir gehen in der Geschicbte des Scholium weiter. Eine

dritte Ausgabe der Principien erschien 1726 unter der Leitung von

Henry Pemberton (1694 1771), und diesesmal, 10 Jahre nach

Leibnizens Tode, wurde das gan/e Scholium nicht bloss gestrichen,

sondern durch folgendes neue ersetzt: ,,In einem an unseren Lands-

mann Collins gerichteten Brief 1

) voni 11. December 1672 beschrieb

ich eine Methode der Tangenten, welche meiner Vermuthung nach

mit der, damals noch nicht veroffentlichten Methode von De Sluse

identisch sei. Ich fugte folgende Bemerkung hinzu: Dies ist ein be-

sonderer Fall, oder vielmehr ein Zusatz zur allgeineinen Methode

welche sich auf jeden muhevollen Calcul erstreckt, nicht nur auf die

Construction von Tangenten an alie geometrische oder mechanische

Curven, oder von auf andere Curven sich beziehenden graden Linien,

sondern auch auf die Losung anderer, schwieriger Aufgaben fiber

die Kriimmung, Quadratur, Rectification, die Schwerpunkte der

Curven u. s. w., und sie beschrankt sich nicht (wie die Methode von

Hudde fur Maxima und Minima) auf diejenigen Gleichungen, welche

frei von irrationalen Grossen sind. Diese Methode habe ich jener

anderen eingefiigt, nach welcher ich die Gleichungen behandle, indem

ich sie auf unendliche Reihen zuriickfuhrte. So weit jener Brief.

Die letzten Worte beziehen sich auf eine Abhandlung, welche ich im

Jahre 1671 iiber diesen Gegenstand geschrieben habe. Die Grund-

lage dieser allgemeinen Methode ist im vorhergehenden Lehnsatze

enthalten.&quot;

Hier war also der Name Leibnizens in Wegfall gebracht. Dafiir

war dem Tangentenbriefe (S. 167) und der ersten Niederschrift der

Methodus fluxionum eine Bedeutung beigelegt, welche Newton ihnen

offenbar weder 1687 noch 1710, weder bei der ersten noch bei der

zweiten Auflage der Principien beizulegen wagte. Wir diirfen die

ganze Umanderung wohl als Beweis daffir ansehen, dass man jetzt

1726 funite, wie das alte Scholium gemeint war, wie es allein ver-

standen werden konnte. Jetzt sollte man es nicht rnehr so verstehen,

und deshalb wurde es beseitigt.

Wir mochten noch auf eine weitere Stelle der Principien auf-

merksam machen, welche, wie uns scheint, ein geschichtlich wich-

tiges Eingestandniss enthalt. Ira 10. Abschnitte des ersten Buches

ist die Pendelbewegung genau erortert. Die 34. Aufgabe verlangt

*)
Das bier wiederholte Bruchstuck des Briefes ist abgedruckt in Opuscula

Newtoni I, 297298.
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die Geschwindigkeit des Pendels in jcdem einzelnen Punkte, durch

welchen er bei seinen Schwingungen hindurchgeht, und die Zeiten zu

bestiinmen, in welchen sowohl die ganzen Schwinguugen als einzelne

Theile derselben zuriickgelegt werden. Der zweite Zusatz zu dieser

Aufgabe erwahnt das Cycloidenpendel, seineii Tautochronismus u. s. w.

rait der Bemerkung, Huygens habe es bewiesen 1

).
Kein Wort

gibt zu verstehen, dass Newton zu dera gleichen Ergebnisse selb-

stiindig gekomrnen sei. Wir finden darin die Bestatigung unserer

friiher ausgesprochenen Ansicht (S. 178), dass Newton die Methodus

fluxionum nicht durchaus in dein Zustande der ersten Niederschrift

von 1(371 liess, sondern wenn auch nicht eine vollkommene Um-

arbeitung, doch spatere Einschaltungen, jedenfalls cine solche nach

1673, vornahm.

Der Hauptinhalt der Principien kann nur in einer Geschichte

der Physik oder der Astronomic genau gewiirdigt werden. Hier

habcn wir uns mit der Andeutung zu begniigen, dass es Newton

darauf ankain zu beweisen, dass die Kepler schen Gesetze, deren wirk-

liche Geltung erfahrungsmassig feststand, sich rnathematisch als Folge

einer ullgeineinen Anziehung ergeben, vorausgesetzt dass diese An

ziehung im umgekehrten quadratischeu Verhiiltnisse der Entfernungen

wirke. Anziehung nannte Newton, wie er in der letzten Amnerkung
des 11. Abschnittes des ersten Buches ausdriicklich sagt, jederi Ver-

such der Korper sich einander zu niihern. Ob eine thatsachliche

Fernwirkung, ob fortgesetzte Nahewirkungen diesen Versuch beein-

tiussen, liess er unbestirnmt. Das Gesetz, nacli welchem die Anziehung

stattfindet, war ihm am wichtigsten, und an den verschiedensten Stellen

der Principien sind Einwirkungsannahmen der verschiedensten Natur

gemacht und ihre Folgen in Erwiigung ge-

zogeu.

Einer der wichtigsten Satze der im um-

-\Z gekehrten Quadrate der Entfernung sich

andernden Anziehung ist der von der sich

aufhebenden Beeinflussung eines in-

neren Punktes einer Kugel, welcher den

12. Abschnitt des ersten Buches erofinet

rig M -

(Figur 38). P sei der im Inneren der Kugel

liegende Punkt. Sind HI und KL unendlich kleine Bogen, so ist

&HIP~LKP, und ein beliebig kleines Oberflachentheilchen um HI
verhalt sich zu einera um KL gelegenen \v\QHP:KL?= Pl*: PK*.

Die Entfernungen jener Flachen von P sind aber PI und PK, die

*)
ut denionstravit Hugenius.



Leibniz 1687 1699. Jakob und Johann Bernoulli bis zu ihrem Streite. 207

Anziehung nimmt also ab im Verhaltnisse von
JTJ* pj^t un(^ beide

PI* PK*
Verhaltnisse verbinden sich zu -5-^:^=!:!, d. h. entgegengesetzte

Anziehung von genau gleicher Grosse treibt den Punkt nach beiden

Seiten, d. h. nicht starker nach der einen als nach der entgegen

gesetzten Seito, und er verbleibt in Ruhe.

Von mancherlei geometrisch fesselnden Siitzen erwiihnen wir den

1. Satz des 5. Abschnittes des ersten Buches dass, wenn von irgend

einem Punkte eines Kegelschnittes nach den vier Seiten eines Sehnen-

vierecks Gerade unter gegebenen Winkeln gezogen werden, die Pro-

ducte der nach je zwei Gegenseiten gezogenen Strecken in constantem

Verhaltniss stehon. Ueberhaupt beschaftigt sich der ganze 5. Ab-

schnitt mit merkwiirdigen Eigenschaften der Kegelschnitte, rnit

deren Bestimmtheit durch fiinf Punkte, wiihrend durch vier Punkte

rnehr als nur ein Kegelschnitt gelegt werden kann u. s. w., Fragen,
mit welchon sich einst auch Pascal beschaftig hatte (Bd. II, S. 681),

wenn auch ohne dass wir wisseu, wie weit er gelangte. Eine Er-

innenmg an Desargues (Bd. II, S. 676) darf wohl in dem 22. Lemma
des ersten Buches vermuthet werden, wo es heisst: Parallellinien

seien solche, welche nach einem unendlich entfernten Punkte ge-

richtet sind 1

).

91. Kapitel.

Leibniz 1687 1699. Jakob und Johann Bernoulli bis zu

ihrem Streite.

Mit den Principien war New tons schriftstellerische Thatigkeit,

wenigstens soweit sie an die Oeffentlichkeit trat, fur einige Zeit be-

endigt. Der Mathematiker hat von seinen Leistungen, so weit sie

uns bisher gegeniiber traten, hauptsachlich diejenigen zu schatzen,

welche in der Analysis per aequationes niedergelegt waren, von denen

aber brieflich auch Leibniz Kenntniss hatte. Das war vor alien

Dingen die Binomialreihe, das war die Anwendung von sowohl

numerischen als nach steigenden oder fallenden Potenzen einer all

gemeinen, kleiner oder grosser als die Einheit angenommenen Grosse

verlaufenden Reihen zur Auflosung von Gleichungen. In den Prin-

J
) Lineae parallelae sunt, quae ad punctum infinite distans tendunt. Weniger

deutlich 1st das Gleiche auch schou in dem an das 18. Lemma sich anschliessendcn

Scholium ausgesprochen : E punctis quatuor A, B, C D possunt unum vel dun

abire ad infinitum, eoque pacto latera figurae, quae ad puncta ilia convergunl,
evadere paralkla.
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cipien war es die Mechanik der Krafte, welche im umgekehrten

Quadrate der Entfernungen ilire Wirksamkeit ausiiben. Anderes hatte

Newton da und dort versprochen, hatte er als in seinem Besitze zu

verstehen gegeben und die Glaubwiirdigkeit seiner Aussage durch

Beispiele unantastbar gemacht, aber bekannt gemacht hatte er es

nicht, weder iin grossen noch im kleinen Kreise, und dass er nun

gar uber einen Algorithmus der Infinitesimalrechnung verfflge, konnte

kein Mensch ahnen. Erst 1693 iinderte sich dieses, wie wir im

92. Kapitel sehen werden.

Leibnizens Veroffentlichungen dagegen nahmen einen nur

immerfort beschleunigten Gang an, uud es ist noch Eines, was zu

betonen ist. Leibniz hat eine Schule hervorgebracht. In

England konnen wir ihr Craig (S. 195) beirechnen. In Deutschland

und in Frankreich jubelte man den neuen Entdeckungen zu, drangte

man sich heran, das neue Arbeitsmittel der Differential- und Integral-

rechnung gebrauchen zu lernen, gab man demselben durch diesen

vielseitigen Gebrauch immer grossere Vollkommenheit.

Machen wir uns mit den Leibnizischen Veroffentlichungen be

kannt. Sie liessen zunachst etwas auf sich warten. Wir wissen

(S. 31), dass Leibniz im October 1687 jene grosse Studienreise nach

Italien antrat, welche ihn bis 1690 von Hannover fernhielt, und

welche jeder Arbeit auf eiriem anderen Gebiete als dasjenige war,

dem zu Liebe er seine Reise von Bibliothek zu Bibliothek, von

Archiv zu Archiv machte, sich mindestens nicht forderlich erweisen

konnte. Ob Leibniz auf dieser Reise das Exemplar der Principien

erhielt, welches Newton ihm sofort nach dem Erscheinen zuschicken

liess
1

),
wissen wir ebensoweuig als wir den Grund kennen, warum

Newton fortgesetzt Vermittler fur solche Sendungen in Anspruch

nahrn. Moglicherweise war es das vom Verfasser ihm geschenkte

Exemplar, welches Leibniz in Rom erhielt, wo er 1688 sich auf-

hielt
2

).
Vorher kannte er nur eine Besprechung der Principien in

deu A. E. vom Juni 1688. Die kurzgefasste Sprache dieses Berichtes 3
),

welcher, ohne em lobeudes oder tadelndes Urtheil beizufiigen, die

Hauptpunkte deutlich hervorhebt, hat zur Vermuthung gefuhrt, es

sei hier eine Selbstanzeige aus Newtons Feder zum Abdrucke ge-

bracht. Eine Randnote des Heidelberger Exemplars der A. E. nennt

J

) Edleston, Correspondence of Sir Isaac Newton and Professor Cotes

pag. 309: Quam primum Liher Newtoni btcem vidit, exemplar ejus D. Nicolao

Fatio datum est, ut ad Leilmitium mitteretur (aus einem von Newton her-

ruhrenden Aufaatze). *)
Leibniz VI, 189: Apres avoir bien considers le livre

de M. Neicton, que j ai vu a Rome pour la premiere fois, fai admire comme de

raison quantite de belles choses qu il y donne.
s
) A. E. 1688 pag. 303.
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freilich Christoph Pfautz als den Berichterstatter, aber erne Ver-

einigung beider Ansichten ist nicbt unmoglich. Pfautz gehorte zu

dem engsten Redactionskreise der A. E. Er war 1680 mit Mencke

iii England und Holland gewesen, um Mitarbeiter fttr die Zeitschrift

zu werben, zu deren Herausgabe damals die ersten Vorbereitungen

getroffen wurden. Vielleicht waren damals unmittelbare oder mittel-

bare Beziehungen zu Newton angekniipft worden, vielleicht fiigte

dieser deshalb dem Buclie, welches er zur Besprechung einsandte,

schriftliche Bemerkungen bei, was er fiir neu und wichtig halte, und

Pfautz dachte dem Verfasser des Werkes wie den Lesern der Zeit-

schriffc sich gleichmassig gefallig zu erweisen, indem er von jenen

Bemerkungen umfasseriden Gebrauch machte.

Aber gleichviel! Jedenfalls las Leibniz auf der Reise jenen

Bericht, den er also fruher als das Werk selbst erhalten haben

muss. Das geht aus einem Aufsatze De lineHs opticis et alia*) her-

vor, den Leibniz im Januarhefte 1689 der A. E. veroftentlichte, und

der mit der Erklarung anfangt, er sei schon lange auf der Reise und

mit Durcbstobern von Archiven beschaftigt, da babe ihm ein Freund

einige Monatshefbe der A. E. gescbickt Im Juniheft 1688 sei ihm

der Bericht fiber die Principien Newtons aufgefallen, den er heiss-

hungrig verschlungen habe. Eine weitere Bestatigung ist in dem
Aufsatze Tentamen de motuwm coelestium causis^, der im Februarhefte

1689 der A. E. Abdruck fand, zu finden. In ihm gelangte Leibniz

zur Behauptung, die Planeten wurden von der Sonne in verschiedenem

Maasse, aber jedesmal im quadra^ischen Verhaltnisse ihrer Sonnen-

niihe angezogen
3
), eine Wahrheit, welche, wie er aus dem Berichte

in der Zeitschrift ersehe, auch von Newton erkannt worden sei, wenn
der Bericht auch darauf die Auskunft schuldig bleibe, wie Newton
zu jenein Satze gelangte

4
).

Leibniz bediente sich zur Ableitung seiner Satze hier der Diffe-

rentialrechnung und benutzte die Gelegenheit, sich fiber deren Grund-

gedanken zu iiussern
5
): ,,Ich nahm beim Beweise unvergleichbar

kleine Grossen an, z. B. den Unterschied zweier nahezu iiberein-

stimmender Grossen 6
), der mit den Grossen selbst unvergleichbar ist.

So kann namlieh solches, wenn ich nicht irre, am deutlichsten aus-

einandergesetzt werden. Will also Jemand Unendlichkleines nicht

) Leibniz VII, 329331. *) Ebenda VI, 144161. s
)
Planeta idem

attrahitur a Sole diversimode, et guidem in duplicata ratione viciniarum. 4
) Ebenda

V, 167 : Vides hanc propositionem jam turn innotuisse viro celeberrimo Isaaco

Newtono, ut ex relatione Actorum apparet, licet itide non possum judicure quo-
modo ad earn, pervenerit.

6
) Ebenda VI, 151. 6

) duarum qiumtitatum com-

munium.

CANTOR, Qeichichte der Mathemutik. III. 1. 2. Anil. 14
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anwenden, so kann er so Kleines annehmen, als ihm gentigend

scheinfc, dauiit es unvergleichbar werde, und einen Fehler hervor-

bringe, der nicht ins Gewicht falle, oder kleiner sci als ein gegebener.
Wie die Erde fur einen Punkt, der Erddurchmesser fiir eine unend-

lich kleine Linie gehalten wird, sofern man den ganzen Hirainel be-

trachtet, so kann bewiesen werden, dass ein Winkel, dessen Schenkel

eine Basis zwischen sich haben, die gegen sie selbst unvergleichbar

klein ist, ein unvergleichbar kleiner sein muss, und dass der Unter-

schied der beiden Schenkel mit den Schenkeln, die den Unterschied

aufweisen, nicht vergleichbar ist.&quot; Etwas spater nennt er einander

entsprechende Sehnen, Bogen, Tangenten als Grossen mit ihnen selbst

nicht vergleichbaren Unterschieden. ,,Sind sie selbst unendlich klein,

so sind ihre Unterschiede unendlich mal unendlich klein *) . . . Es

gibt unendlich viele Grade sowohl des Unendlichen als des Unend-

lichkleinen.&quot;

Das Aprilheft 1689 der A. E. brachte abermals einen Aufsatz

des nun, nachdem er wieder angefangen hatte mathematisch zu

arbeiten, uuermudlichen Reisenden. Es war der vierte seit vier Mo-

naten, denn im Januarhefte hatte sich an den schoii erwahnten iiber

optische Liuien ein solcher iiber das widerstehende Mittel angeschlossen.

Der Aufsatz im Aprilhefte beschaftigte sich mit der Isochrone.

Wir wissen (S. 139), dass dieser Name durch Par dies der Cycloide

beigelegt worden war, weil ein Korper, von welchem Punkte der

nach unten gewolbt gezeichneten Cycloide aus er lungs derselben in

fallende Bewegung gerath, genau in der gleichen Zeitdauer den Weg
bis zum Tiefpunkte durchuiisst. Das ist nicht die Bedeutung, in

welcher Leibniz sich des gleichen Wortes bediente. Er wollte unter

Isochrone diejenige Curve verstanden wissen 2

),
in welclier ein schwerer

Korper in dem Siime gleichformig fallt, dass er in gleichen Zeit-

raumen dem Erdboden um einen gleichen senkrechten Abstand sich

niihert. Er hatte die Aufgabe, die Curve zu linden, welche die ge-

nannte Eigenschaft besitze, im Septeinberhefte 1087 einer anderea

Zeitschrift, der Nouvellea de la liepultlique des Letires, gestellt, und

Huygens hatte sofort im Octoberhefte die Auflosung uachfolgen

lasseri, die gesuchte Curve sei die semicubische ParabeP). Auch

Leibniz gab nun in den A. E. die damit ubereinstimmende eigene

Auflosung sammt deren Beweis 4
),

was Huygens unterlassen hatte.

Inlinitesiinalbetrachtungen kommen hier nicht vor. Schon im Januar

1088 hatte ilbrigens Leibniz die Numraer mit der von Huygens ein-

) infinities infinite parvue. *) Leibniz V, 234. 3
)

Ebenda V, 237.

*) Ehenda V, 234237.
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gerflckten Auflosung erhalt-en und sofort von Pilsen aus, wo er sich

grade befand, einen Beweis an die Nouvelles de la Republique des

Lettres abgehen lasseu, der niclit aufgenommen wurde, vielleicht nicht

angekommeu ist
1

).

Wir iiberspringen die in den Jahrgangen 1090 und 1691 der

A. E. enthaltenen Aufsatze Leibnizens, um unter den acht Veroftent-

lichungen von 1092 bei nur dreien zu verweilen.

Der Aufsatz von der Curve, \velche aus den Durchschnittspunkten
unendlich vieler, nach einem bestimrnten Gesetze gezogener Curven

eutsteht und sie alle beriihrt, De linca ex lineis numero infinitis or-

dinatim duetts inter se cuncurrentibus formata casque omnes tangente*)

fuhrte zwei neue folgewichtige Begriffe in die Geometric ein, den der

krurnmlinigen Coordinaten und den der Einhiillenden. Die

ersteren sind allerdiugs nur beilaufig erwahnt, aber deshalb uicht

rait geringerer Deutlichkeit. ,,Unter Coordinaten&quot;
8
), sagt Leibniz,

,,verstehe ich niclit nur Gerade, sondern beliebige Curven, wenn nur

ein Gesetz vorhanden ist, nach welchem, sofern ein bestioiniter Punkt

einer als Coordinate gegebenen Linie gleichfalls gegeben ist, diesem

Punkte entsprecherid eine Linie gezogen werden kann, welche dern

anderen Systeme der als Coordinaten gewahlen angehort.&quot; Haupt-

gegenstand ist aber die Einkuliende 4
), als Ort der Durchschnitts-

punkte fiir je zwei nacbste Linien^. Sei die Gleichang einer Curve

gegebeu, welche niclit bios x und y als Ordinate und Abscisse, die

man gouieinschaftlich Coordinaten nennen konne, sondern auch

Parameter
,
b enthalte, so rnusse man, uin zur Beriihrungslinie zu

geliiiigen, diese Gleichung differentiiren
fi

j
und die Parameter dabei als

constant 7

) betrachten. Beim Uebergang von einer Curve zu einer

anderen miisse man aber eiuen Parameter, a oder
/&amp;gt;,

als ditferentiir-

bar H

) betrachten, und zwar irnrner nur je einen, wenn auch in der

Curvongleichung mehrere Parameter vorkommen. So tinde sich die

Linie, welche alle Curven, jede in dem ihr entsprechenden Punkte

berfihre 9
). Deutlicber, sollten wir uieineii, spreche kein modernes

Lehrbuch der Diilerentialrechnung sich aus.

Aus einem zweiten Aufsatze, der iiber Kruuunungsverhaltnisse,

\&amp;gt;

Leibniz V, 238 240. 2
) Ebcnda V, 2G(j--ii9.

&quot;) Ego sub wdi-

nutim duct is non timtwm rectus, sed ct curcas lincan qualewumjuv accipio, iiiodo

Itx Itubcattir, sectiHduin qiiaiu daio lincac cuittsdaiti &amp;lt;l&amp;lt;itac (tanquain ordinatricis)

pmicto, respondttis ri puncto linca duci possit , quac una erit c-x ordinatiin du-

atulifi wit ordinatiin position? datis. ) Unca eonmrxuttm. 6
; lincne pro-

ximui .

6
) opus est uequutionein ejuti curvae cUffercntiure.

7
) magnitudine

constantes. 8
) difterentialilis.

9
) tangens unica Infinitaruvn curvurum ordi-

natim dnctarum iinicaiqae in s&amp;lt;io puiicto respotahnti occurreiis.

14*
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Osculation und dergleichen handelt, erwahnen wir nur einen Satz,

namlich den 1

), dass von einer Evoluten andere und andere Curven

sich abwickeln, je nachdem der Paden, dessen Endpunkt die Curve

beschreibt, von verschiedener Lange ist. Alle diese Curven seien

parallel, d. h. der Abstand je zweier sei fiberall derselbe, und die

Gerade, welche zu cler einen Curve senkrecht stehe, verbalte sich

ebenso zu den anderen, was als allgemeinste Definition des Parallelis-

mus zu gelten habe 2
).

Drittens gehort dem Jahre 1692 die Auflosung einer Aufgabe

an, welche viel von sich reden machte. Vincenso Viviani (Bd. II,

S. 660) hatte unter angenommenem Namen von Florenz aus diese

Aufgabe in die Welt geschickt, welche riach dem Orte ihrer Her-

kunft als Florentiner Aufgabe bezeichnet zu werden pflegt. Der

Name, unter welchem ihr Urheber sich verbarg, lautete autore D. Pio

Lisci Pusiilo geometra, ein Anagramm von autore postremo Galilei

discipulo, und als letzten Schuler Galilei s liebte Viviani sich zu be-

zeichnen. Die Aufgabe selbst bestand darin, aus einer Halbkugel

(Figur 39) rings an der Grundflache herum vier gleiche Oeffnungen

herauszubrechen, so dass die noch

iibrige krumme Oberflache genau

quadrirbar sei
b

).
Das Flugblatt,

welches die gedrnckte Aufgabe in

alle Lander hinaustrug, war vom
4. April 1692 datirt, Leibnizens

gleichfalls gedrucktes Antwort-

schreiben tragt dus Datum des

28. Mai 1692. Rascher kann man

die Erledigung sich kaum denken,

und wirklich war Leibnizens Auflosung die erste, welche zur Ver-

offentlichung kam, und dass er so schnell damit fertig wurde, ver-

dankte er seiner Infmitesimalrechnung, die hier erstmalig zur Flachen-

bestimmung einer gekriimmten Oberflache verwerthet wurde. Viviani s

eigene Auflosung, welche aber die Allgemeinheit der Leibnizischen

Untersuchung
4
)
nicht erreicht, ist folgende.

Durch Jen Kugelmittelpunkt ist der Durchinesser BC gezogen,

ebenso der Halbmesser OA senkrecht zur Grundebene BDCO. In

der Ebene BACO wird iiber BO und CO als Durchmesser je ein

Halbkreis beschrieben, und durch jeden derselben ein grader Halb-

cylinder bestimmt. Diese Halbcylinder schneiden auf der vorderen

J

) Leibniz V, 280. *) quae duduin mihi fuit definitio pamllclismi in

genere sumti. *) itt his destructis superstes curva superficies tetragonismi vere

geometric* sit capax.
4
)
Leibni/. V, 270278.
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Ansicht der Halbkugel die Oeffnungen SDE, CDF heraus, und ganz
ahnliche Oeffnungen entstehen selbstverstandlich auf der RCckseite.

Der iibrig bleibende Theil der Halbkugloberflache ist quadrirbar.

War diese Aufgabe als geistreiche geometrische Spielerei zu be-

trachten, so brachte Leibniz im nachstfolgenden Jahre, .1693, die

Wissenschaft wieder um einen gewaltigen Schritt vorwarts, indem er

das wirklich ausfuhrte, was bisher sowohl durch ihn selbst als durch

Newton brieflich nur als ausfiihrbar bezeichnet zu werden pflegte:

die Integration von Differentiaigleichungen in Reihen-

form 1

).
Leibniz bedient sich dazu der Methode der unbestimmten

Coefficienten. Ein Beispiel bietet die Entwickelung der Sinusreihe.

Sei y ein Kreisbogen vom Ealbinesser a und x dessen Sinus, so

nimmt Leibniz an, die Reihenentwicklung heisse x = by -f- cy*

-|- ey
b

-j- . Warum in der Reihe nur Potenzen von y mit un-

graden Exponenten angenommen werden sollen, begrundet Leibniz

nicht weiter. Vermuihlich stand er dabei unter dem Einflusse der

Thatsache, dass er die Reihe schon kannte, za welcher er ge-

langen wollte, denn dass er gewusst hatte, er sei sin
( y)

=* sin y
und daraus geschlossen hatte, nur Grlieder mit Potenzen von ungradem

Exponenten diirften vorkommen, weil nur dann die ganze Reihe das

entgegengesefczte Vorzeichen annehme, wenn y in y ubergehe,
daran ist nicht zu denken. Nun finde, sagt Leibniz, die Differential-

gleichung statt:

Auch ihre Ableitung schenkt sich Leibniz. Von ihrer Richtigkeit

kann man sich durch Differentiation der Gleichung sin iiber-

zeugen, in welcher x, y, a Langen bedeuten, als deren Einheit a ge-

wahlt wird. Die gleichviel woher bekannte Differentialgleichung

differentiirt Leibniz abermals, indem er bei dieser neuen Differentia

tion dy als constant annimmt. So erhalt er = 2a?dxddx -\~ 2xdxdy*

und a?ddx -f- xdy* = 0, beziehungsweise x -f- a2
-v-j-

= 0. Aber die

Differentiation der fflr x angenommenen Reibe liefert

... und = 2 . 3q, + 4 .

Folglich muss stattfinden

U&amp;gt;y + cf + ] + 2
[2 Scy + 4 5cy -f - -

]
- 0.

Fur I) fehlt es an Mittel zur Bestimmung, und Leibniz hilft sich mit

einem: man nehme an 2
) b = 1. Dann ist aber

Leibniz V, 285288. *} assumatur.
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_ ft
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also

C ~~
3 3 a

~
2
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=
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~

Das Wichtigste an diesera Aufsatze 1st neben dor schon hervor-

gehobenen thatsachlichen Ausfiihrnng des vorher nur theoretisch fur

ausfiihrbar Gehaltenen die hier vorgenommene abermalige Diffe

rentiation einer gegeberien 1) ifferentialglei cluing. Daneben

machen wir aufmerksam darauf, class Leibniz trigonometrische Func-

tionen differentiiren konnte, und in der Bezeichnnng; in welcher

Leibniz stcts Meister war, auf das Ueberspringen der Coefiicienten

von c nach c, ofienbar weil d ausschliesslich als Difterentiations-

zeiehen in Anwendong kommen sollte. In einer geometrisch uus-

gesprochenfn Aufgabe, deren Differentialgleichung a ,- -j- 2
;//
=

ct y

heisst, welche alsdann wieder integrirt wird, indem die Annahme
^ = by ~h C1

J&quot; 4~ ey
3 + / y

4
~h * a ŝ Ausgangspunkt dient, koramt

das Wort Subtangente
l
] vor, welches als Huygens eigenthiirulich

bezeichnet wird und in der That vor Kur/.em von diesem eingei iihrt

worden war (S. 147).

Ein anderer Aufsatz von 1693 brachte wieder eine neue g(^o-

mecrische Aufgabe auf die wissenschaftliche Tage.sordnimg
2

).
Claude

Perrault (1613 1688), ein vielseitig gebildeter Pariser Arat, der

als Musiker, als Mechaniker, als Architokt, als Herausgeber des

Vitruvius (S. 9) bekannt ist, stellte vielea Mathematikeru, zuletzt

auc h Leibniz, die von ihm selbst, wie er eingestand, ni-ht bewiiltigte

Aulgabe, die Curve zu finden, welche ein an dem Ende 7&amp;gt; eines

Fadeus AB befestigtes Gewicht beschreibt, wallrend das andere

Fadenende A. langs einer geraden Linie hingefiihrt wird. Als Bei-

spiel benutzte Perrault dabei seine silberne an eiuer Kette befestigte

Taschenuhr, welche er in der vorgeschriebenen Art fiber den Tisch

zog. Leibniz erkannte im Septemberhefte 1693 der A. E. die geo-

metrische Definition der Curve in der Eigenschaft, dass die Beriih-

rungslinie von der Curve bis /urn Durchschnitte iriit einer gegebenen
Geraden geinesseri, einen unveriinderliclien Werth habe, und er sah

darin eine inverse Tangentermufgabe. Er erkannte auch die loga

rithrnische Natur der Curve, versagte sich nber ein weiteres Ein

gehen auf die Aufgabe, weil Huygens, wie aus eiriern Briefe desselben

hervorgehe, mit Aehnlichem sich beschaftige. Es war auch an dem.

) subtangentialif. &quot;)

Leihui? V, ii4 301. V^l. Klujjcl, Mstt.he-

raatisohes Wflrtcrbuch V, 90 Jl.
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Huygens fasste die Aufgabe allgeineiner und gab der erzeugten

Curve den Namen Tractoria, weil sie als Weg eines gezogenen

Punktes auftritt, wahrend der Endpunkt des den Zug vennittelnden

Fadens einen selbst vorgeschriebenen Weg durehliiuft. Wir werden

noch Gelegenheit haben, von den Tractorien zu reden.

Wir kommen zu einem Aufsatze von 1694: Nova calculi diffe-

rentialis applicatio ct usus ad muUiplicem linearum constmdionem ex

data, tanymtium conditions 1

}.
Er ist die Fortsetzung jenes Aufsatzes

von 1692, in welehem (S. 211) die Einhiillenden erkliirt waren.

Leibniz ging jetzt fiber die darnals allein gegebene theoretisclie Er-

klarurig hinaus, indein er das erste wirkliche Beispiel berechnete.

Die Kreisgleichung (x &)
2

-j- y* ab enthiilt den als veranderlich

angesebenen Parameter b. Difierentiirt man sie nach I, so wird

26 = 2x -f- a und setzt man I = x -f- -_- in die Kreisgleicbung em.
I

so verwaudelt sie sich in y~= a (x -\-

a
. \ d. h. in cine Parabelgleicbung.

Die Parabel ist also die Einliiillende jener Scbaar von Kreisen. Am
Sehlusse des Aufsatzes, in einer Art von Nachschrift, bat Leibniz

zum ersten Mai ein Wort benutzt, welches nachinals eines der von

Mathematikern am baufigsten gebraucbten geworden ist, das Wort

Function. Allerdings batte es bei Leibniz eine andere Bedeutung
als die man spater damit verband. Leibniz nannte Function das-

jeuige Stiick einer Greraden, vvelcbes abgcscbnitteri wird, indem man

Gerede zieht, zu deren Herstellung nur ein fester Punkt und ein

Curvenpunkt nebst der dort stuttfindenden Kriimrnung in Gebraucb

treten 2

).

Soil die fernere Gescbicbte des Wortes Function im XVII. Jalir-

hunderte gleich beigefilgt werden, so berichten wir, dass Jakob Ber

noulli im Octoberheft 1G94 der A. E. auf den Leibriizischen Aufsatz

irn Julihefte Bezug nebraend sicb dos gleichen Wortes im gleicben

Sinne bediente*). Die Zeitfolge fiibrt sodann zu dem zwiscben Jo

hann Bernoulli und Leibniz gefiihrten Briefwecbsel. Schon im

Juni 1698 spricht Jobann Bernoulli von irgend welchen Functionen

der Ordinaten beim isoperimotriscben Probleme 4

).
Leibniz antwortet

Ende Juli, er sei entziickt, rlass Bernoulli das Wort Function grade
so gebrauche wie er selbst 5

).
lin August schlagt Bernoulli vor eine

Function von x durch X oder durch H zu bezeichnen 6
). Leibniz

l

)
Leibiiix V, 301 306. *) Ebenda V. 30l&amp;gt;: Funclioncm voco portionem

rcctae, quae, ductis ope sola pimcti- fid ct puncti curvae cum mrredim xua, (I iti

rectis, abscinditur. 3
)
Jac. Bernoulli Opera I, 618. } Leibniz III, 507.

6
) Ebenda III, 525. 6

) Ebenda III, 531.
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billigt diesen Vorschlag
1

),
meint aber zugleich, man konne Verschieden-

heiten der vorkommenden Ftmctionen dadurch andeuten, dass man den

Buchstaben | mit einem Zahlenindex versehe; er selbst bediene sich,

und zwar hauptsacblich mit Riicksicht auf die Verschiedenheit der

Functionen anderer Zeichen. Ihm seien afllj und Hc\2\ Functionen von

x, x\ 7/| 1) und #; ff|2| Functionen von x und y, x\rl\ und x\r2\ rationale,

endlich ir|ri l) und #|rt2| ganze rationale Functionen von x . Auf eine

Bedewendung, deren Jacob Bernoulli sick im Maiheft 1698 der

A. E. bediente, kommen wir im nachsten Kapitel zu reden.

Die hier genannten Aufsatze sind bei weitem nicht alle, welche

Leibniz in der Zeit bis zum Jahre 1700 dem Drucke iibergab. Es

sind vielmehr nur diejenigen ausgewahlt, in welchen er den Anstoss

zu Betrachtungen gab, die sich als folgewichtig erwiesen.

Wir haben (S. 208) auf den Schule machenden Einfluss der

Leibnizischen Arbeiten zum Voraus hingewiesen. Wir miissen diesem

Einflusse nachgehen. Da bietet zuerst und von selbst die Frage sich

dar: wie stellte sich Huygens zu der neuen Lehre? Er war

in Paris Leibnizens Ennunterer, sein erster Berather in mathema-

tischen Dingen gewesen. Als die Ereignisse sie korperlich trennten,

blieben beide grossen Manner geistig zusammen. Nicht weniger als

61 zwischen ihnen gewechselte Briefe sind bekannt 2
),

und sie reichen

bis zu Huygens Tode. Nur eine grosse Liicke von dem Jahre 1680

bis zu 1688 ist ohiie solchen veroffentlichten Brief. Gerade in die

Mitte dieser Zeit fallt Leibnizens Aufsatz von 1684. Zwar hatte

Leibniz schon in dem letzten Briefe vom Januar 1680 dem Freunde

an einein Beispiele den Nutzen seiner Methode der Tangenten oder

der grossten und kleinsten Werthe zu beweisen gesucht
8
), aber eine

Antwort ist nicht erfolgt, uns wenigstens nicht bekannt.

Hat Huygens nicht antworten inogen, und hat Leibniz dieses

Schweigen iibel genommen, oder ist irgend Anderes Schuld an dem

zeitweisen Abbruche des Briefwechsels, jedenfalls fand er statt, und

erst nach acht Jahren, im Januar 1688, schrieb Leibniz neuerdings,

um seinen Dank auszusprechen, dass Huygens es der Miihe werth

gefunden hatte, sich mit der Aufgabe der Isochronen (S. 210) zu

beschaftigen. Huygens unterliess - - er sagt selbst, er wisse nicht

weshalb auch dieses Mai zu antworten, bis zum 8. Februar 1690.

Dann dauerte es etwa ein halbes Jahr, bis Leibniz wieder schrieb,

und in diesem Briefe stellte er geradezu die Anfrage, was Huygens

von seiner Differential- und Integralrechnung denke?

Binnen Monatsfrist erfolgte diesmal die Antwort. Huygens ge-

) Leibniz III, 537. *) Ebenda II, 11208.
&quot;)

Ebenda II, 38.
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steht zu 1

), er habe bisher die Aufsatze in der Leipziger Zeitschrift

nicht so genau studirt, dass er in ihr Verstandniss eingedrungen sei;

er habe iminer geglaubt, mit seinen eigenen Methoden ebensoweit zu

kominen. Jetzt habe aber Leibniz durch seine Schilderung dessen,

was er zu leisten im Stande sei, ihm Lust gemacht, sich mehr dem

neuen Calcul zuzuwenden.

Im October hat er es gethan
2

).
Er gibt zu, die Differential-

rechnung sei gut und nutzlich, aber er beharrt dabei, sie sei nicht

unentbehrlich. Habe er doch ohne dieselbe vielfach die gleichen Er-

gebnisse erzielt wie Leibniz. Gewiss, antwortet nun Leibniz imO
October 1690, die Zeichen dx oder dy seien nicht unentbehrlich.

Huygens sei voll berechtigt, sie durch irgend welche Buchstaben zu

ersetzen. Aber auf Eines wolle er doch aufmerksam machen 3
).

Wurde man wohl, wenn man statt a;
2 und x9 etwa m und n schriebe,

ebenso durchsichtig mit diesen letzteren Buchstaben als mit dem,

wofur sie gesetzt sind, rechnen? Genau in derselben Weise verhalte

es sich mit dx, mit ddx.

Diese feine Beinerkung blieb wirkungslos. Iin Mai 1691 ver-

wahrt sich Huygens
4
) gegen den Calculus differentialis und wunscht,

Leibniz solle ihm nicht wie an einen darin Eingeweihten schreiben.

Am 1. September 1691 bezeugt er Neigung, ihn nun wirklich kennen

zu lernen 5
).

Am 17. September 1693 nennt er sich massig ein-

geweiht
6
),

mit Ausnahine der ddx, die er noch nicht verstehe. Ja,

am 27. December 1694, in dem letzten Briefe, den Huygeus iiber-

haupt an Leibniz richtete, erklart er noch einmal 7

), die ganze Me-

thode bleibe ihm nie gegenwartig, wenn er eine Zeit lang aufgehort

habe, sich mit ihr zu beschaftigeu. Wir werden den fremden Ein-

fluss noch kennen lernen, unter welchem sich Huygens im Ganzen

so abweisend verhielt. Jedenfalls hat er an der Fortbildung der

Leibnizischen Lehre nicht theilgenommen.
Ganz anders stellten sich dazu die Brttder Jakob und Johann

Bernoulli (S. 89). Der Leibnizische Aufsatz von 1684 hatte deren

Wissbegier geradezu auf die Folter* gespannt. Es ist nicht an dem,
was Johann in einein nachgelassenen Abrisse des eigenen Lebens er-

zahlt hat 8
), dass beide Briider erst 1687 durch einen Zufall mit

jener Abhandlung bekannt geworden seien und binnen weniger Tage
das ganze Geheiinniss ergriindet hatten. Es duuerte im Gegentheil

Jahre, bis Jakob zuerst, dann unter dessen Leitung Johann jenes

) Leibniz II, 46. *) Ebenda n, 47. 8
) Ebenda II, 49. 4

) Ebenda

H, 93. 6
) Ebenda II, 100. 6

) Ebenda II, 162. *) Ebenda H; 203204.
&quot;)

Rud. Wolf, Biographien zur Kulturgescbichte der Schweiz II, 7194. Die

bier beigezogene Stelle S. 72.
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rait orakelhafter Kiirze verfasste Schriftstuck verstehen lernten. Hat
doch Leibniz 1696 in einem Briefe an Johann 1

) es Jakob zum Ruhme

angerechnet, diesen seinen Bruder der Mathematik zugefuhrt zu habeu,
und Johann verwahrte sich mit keinem \Vorte gegeri diese Bemer-

kung, so ihre Wahrheit anerkennend.

1m December 1687 wandte Jakob sich brieflich an Leibniz und
but urn Auskunft fiber eine andere Abhandlung von 1684 iiber den

Widerstand fester Korper, bat zugleich um Einfiihrung in jene hohere

Geometrie, welche er besitze 2
).

Aber Leibniz war damals schon von

Hannover abgereist, und der lange Zeit verlegte Brief kam ihm erst

spat in die Hande, so dass die Antwort bis zum September 1690

auf sich warten liess. Grade diese lange mangelnde Unterweisung

gereichte zum Gliick der neuen Rechnungsarten. In der Zwischeuzeit

war es Jakob Bernoulli gelungen, von sich aus zum Verstandniss zu

gelsngea, und diose Anstrengung befahigte ihn sowie deu BrucLer

auch \veiter auf selbstgebahnten Wegen fortzuschreiten.

Schon iin Maiheft 1690, mithiii vier Monate vor Leibnizens

Ant\\ortschreiben, brachten die A. E. Jakob Bernoullis Beantwortung
der Aufgabe von den Igochronen 3

).
Sie er^inzte das, was Leibniz

selkst 1681 in seinein Beweise verschwiegen hatte, die eigentliche

unalytische Herieitung dus Ergebnisses. Jakob Bernoulli stellte die

Differentialgleichung der Isoclirone in der Form

her, welche er mittols folgenden ganz im Leibnizjschen Geistf sich

bewegenden Gedajikengariges sich verschaifte. 1st (Figur 40) J3FG
die gesuchfco Curve, und sind

&amp;lt;&amp;gt;
E A P N M FH und I) G Kwoi /AI glei-

chen unendlich kleincu Zei-

ten durchlaufene Bogen, so

muss nach der Definition der

Isochronc LH Hs = fhj

sein
,

wahrend Lf= dx,

ist. Nach den Fallgesetzen

verhalten si&amp;lt;;h die Fallhohen,

wic die Quadrate der erreichton Geschwindigkeiton, d. h.

CO : EH ** JH1 Z
: FW = 1)(P X LH* : FIP X TO 1

.

) Leibniz II, -7ti. *) Ebenda III, 13. Jar. Bernoulli

421
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Nun verhalt sich

DG* : IG* = MG&amp;gt; : CG*, LIP: FIP

DG* x LIP : IG* X FH* = MG* : GF*,
also

CG:EH=-MG*:GP*.
Bei

CG = a, MG = b, EH=y, AE = x
ist

mitbin

Daneben ist

LHiFH^CG-.OP,
also

a p _ c&amp;gt;tf x **&quot; _. a^diM^dy* nn(1
,, pj _ _, d^-il^

~ZTir~ ~dy~ dy&quot;

Die beiden Werthe von GPZ liefern einander gleichgesetzt eben jene

Differentialgleichun&amp;lt;^

Mitbin, schloss Bernoulli daun weiter, sind aucb die Integrals jener

Ausdriicke einander gleicb
1

):

2 6 *
y 2 a *

^ /v^ - r~^r

&quot;36
s
---- y

~ x r a -

Das ist das erste Vorkommen des Wortes Integral. Johann bat

zwar in der erwabnten Selbstbiographie den Ansproch auf die Er-

findimg des Wortes erhoben, aber es fallt schvver ibm zu gluuberi

Jakob bat in Veroffentlichungen von 1G89, von 1691, von lb92 den

jungeren Bruder bei jeder thunlichen Gelegenheit genannt, er batte

es auch damals getban, wenn der damals neue Name Integral, in

welchcm man schliesslich kerne Ertindung von irgend welcher Trag-

weite erkennen kanu, von Jenoui hergeriihrt hatte.

Jakobs Aufsatz scbloss mit einer Gegeuaufgabe: die Gestalt

eines biegsamen an zwei Purikten frei aufgehangten Seiles

zu finden. Die neue, oder auch nicht neue Aufgabe, demi Gralilei

hatte sich ihr schon wenn auch ohne Erfolg zugewandt (Bd. II,

S. 098), fand verschiedene Bearbeiter. Leibniz, Huygens, Jobann

Bernoulli losten sie. Johann Bernoulli, der inzwischen Basel ver-

lassen hatte, machte mit dieser Auflosuug
2

)
im Junihefte 16P1 der

A. E. den ersten
gan/&amp;lt; selbstandigen Schritt in die Oeftentlichkeit,

welche von nun an von beiden Briidern durch mit bewundernswertber

) Ergo et horum hiteymlia nequuntur. *) Job. Bernoulli Opera I, 48
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Schnelligkeit auf eitiander folgenden Untersuchungen von grosster

Tragweite uberrascht wurde. Der Name catcnaria, franzosisch

chainette, far die von Jakob Bernoulli verlangte Curve scheint vou

Leibniz herzuriihren.

Unter denen, welche die Curve ermittelten, haben wir Huygens
zu nennen gehabt, ein Beweis, dass hier auch mit anderen Hilfs-

mitteln als denen der Differentialrechnung auszukommen war. Das

war bei den Segelcurven nicht mehr der Fall, mit welchen sich

Jakob und Johann Bernoulli befassten, und fiber welche fast ein

Streit zwischen beiden Brudern hatte entstehen kounen. Jakob hatte,

das wissen wir durch Johann, mit Letzterem Briefe iiber die Segel-

curve gewechselt. Im April 1692 veroffentlichte Johann im Journal

des S9avans von Paris (wo er sich gerade aufhielt) eine Notiz 1

)

fiber die Identitat der Segelcurve mit der Kettenlinie. Johann

machte dabei nicht gerade einen Ausfall gegen Jakob, aber er gab
doch zu verstehen, dass dieser daran verzweifelte, mit der Differential-

gleichung der Segelcurve a ds ddx = dy
3

,
wo s wie spater immer

die Bogenlange bedeutete, etwas anfangen zu konnen, wahrend aus

seiner Arbeit fiber die Kettenlinie jene Gleichung unschwer heraus-

zulesen gewesen sei. Jakob gab auf diese Aeusserung furs erste

keine Antwort, und als Johann Ende 1692 nach Basel zurtickkehrte,

fand er bei dem Bruder das liebevollste Entgegenkommen. Wir er-

wahuen die Sache nur, um die wachsende Selbstschatzung Johanns

dem alteren Bruder und fruheren Lehrer gegenuber schon jetzt zu

kennzeichnen, eine Selbstschatzung, welche fast als Ueberhebung zu

bezeichnen ware, da Jakobs grosse wissenschaftliche Verdienste Johann

nicht unbekannt sein konnten.

Sie waren von mannigfaltiger Natur. Ein Aufsatz im Junihefte

1691 der A. E. beschaftigte sich mit der logarithmischen Spirale
2

),

und im Maihefte 1692 kam Jakob auf eben diese Curve zurfick 3
),

welche er die wunderbare Spirale, spira mirabilis, nannte. Er erkannte

ihre Eigenschaft, durch verschiedene optische und geometrische Ent-

stehungsarten Curven derselben Gattung hervorzubringen, und er

wfinschte deshalb, man solle sie dereinst auf seinem Grabsteine an-

bringen und ihr die Umschrift geben Eadem mutata resurgo, als die-

selbe stehe ich verwandelt wieder auf. Dieser letztere Wunsch

wurde buchstablich erfullt
4

).
Auf den Inhalt des Aufsatzes von 1691,

der berufen war den Eingang zu der Lehre von den elliptischen

Integralen zu eroffnen und auf daran anknupfende Leistungen von

^ Job. Bernoulli Opera I, 59. *) Jac. Bernoulli Opera I, 442 sqq.

Ebenda I, 491. 4
) A. E. 170G, pag. 43.
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Joharm Bernoulli kommen wir im 100. Kapitel zuriick. Eine andere

Untersuchung, init welcher Jakob Bernoulli sich beschaftigte, war die

der elastischen Curve 1

).
Kurz darauf erfand er die Lemniscate 2

).

Eine andere Arbeit gait der Complanation conoidischer und spharoi-

discher Oberflachen 3
), und in ihr scheint der Kunstausdruck Com-

plauation zum ersten Male gebraucht worden zu sein.

Ueber die Reihenlehre hat, wie wir uns erinnern (S. 90 96),

Jakob Bernoulli sich mehrfach verbreitet. Die wichtigeren Ergeb-

nisse, zu welchen er gelangte, sind diejenigen, zu welchen er keiner

Differentialrechnung bedurfte, aber er hat auch von dieser letzteren

Gebrauch gemacht und in den Endabschnitten jener Untersuchungen

Quadraturen und Rectificationen mittels Reihen vollzogen.

Zu Leibniz trat Jakob Bernoulli zweimal in eiuen Gegensatz.
Im Januarhefte 1691 der A. E. sprach er die Meinung aus 4

),
Leibniz

durfte wohl seine grundlegenden Gedanken aus Barrow haben, aber

schon im Junihefte des gleichen Jahrganges
5
)
nahm er den Ausspruch

wieder so weit zurfick, dass er neben der Aehnlichkeit beider Auf-

fassungen auch deren Verschiedenheit hervortreten liess und Leibniz

dabei hoch fiber Barrow stellte.

Der zweite Gegensatz war sachlicher Natur. Leibniz hatte

(S. 196) 1686 die irrige Meinung ausgesprochen, Osculation bestehe

aus zwei Beriihrungen. Dagegen wandte sich Jakob Bernoulli im

Marzheft 1692 der A. E. und widerlegte Leibniz 6
).

Zu dessen Ehre

diirfen wir weiter berichten, dass er im Septemberhefte seinen Irr-

thum unumwunden eingestand und seine Dankbarkeit ffir die Be-

lehrung aussprach
7

).
1m Juni 1694 gab daun Jakob Bernoulli 8

)

wieder in den A. E. die Formel fiir den Kriimmungshalbmesser
z = rfs* : dy ddx, wo also im Anschlusse an Leibniz y die Abscisse

und x die Ordinate bezeichnet.

Aber noch bleiben zwei grosse Arbeitsgebiete zu erwahnen, auf

welchen Jakob Bernoulli seine bestverdienten Lorbeeren sich erwarb.

Wir haben (S. 91) das eine beilaufig genannt, das der Wahrschein-

lichkeitsrechuung. Jakob Bernoulli hat eiri Lehrbuch derselben,

Ars conjectandi, in nahezu drucklertigem Zustande hinterlassen, dessen

Herausgabe sein Neife Niclaus I Bernoulli 1713 besorgte. Aber

gerade deshalb durfen wir noch iiieht dariiber reden. Die Wahr-

scheinlichkeitsrechnung hat am. Anfange des achtzehnten Jahrhunderts,
bevor die Ars conjectandi bekannt wurde, Bearbeiter gefunden, deren

Leistungen nicht im richtigen Lichte erscheinen wurden, wenn wir

) Jac. Bernoulli Opera I, 576 sqq. und 639 sqq. *)
Ebenda I, 609.

8
) Ebenda II, 739 sqq.

4
)
Ebenda I, 431. 6

) Ebenda I, 453. ) Ebenda

I, 473 sqq.
7
) Leibniz V, 279285. 8

) Jao Bernoulli Opera I, 678.



222 91. Kapitel.

den Bericht fiber das mnstergiiltige Werk von Jakob Bernoulli

vorausschickten. Dieser muss daher fiir den 17. Abschnitt aufgespart
bleiben.

Das zweite Arbeitsgebiet, welches rair meineu. ist das der Lehre
von den gross ten und kleinsten Werthen in einem erweiterteren

Siime
;

als sie bisher behandelt worden war. Hier ist aber zugleich

den einschlagenden Arbeiten von Johann Bernoulli Rechnung zu

tragen, und deshalb wenden wir nns diesein, dem jfingeren, vielleicht

nicht eben so griindlichen, aber rascher fassendeu, mit unglaublicher

Leichtigkeit schaftenden Bruder 711.

Allerdings siud in den Jahren, rait welcben wir uns grade hier

beschaftigen, die Veroftentlichungen Johanns nicht sehr zahlreich ge-

wesen. Rufen wir uns ins Gediichtniss zuriick, dass Johann Ber

noulli im Juli 1667 geboren am Ende des Jahrhunderts erst

32Y2 Jahre alt war, dass er die ersten 23 Jahre bis zum September
1690 in uninittelbarer Nahe und geistiger Abhangigkeit von Jakob

Bernoulli zubrachte, und dnss, wenn dieser auch nie versaumte, wo

es anging, des jiingeren Bruders lobend zu gedenken, doch erst nach

1691 in Paris ein Feld freier, uneingeschrankter Arbeit filr den jungen

Gelehrten sich offnete. Dort aber war er durch mannigfaltige

Thatigkeit in Anspruch genommen. Forderte der Verkehr init

Pierre Varignon (1654 1722), der an der Redaction des Journal

des Scavans betheiligt war, die Anfertiguug wissenschaftlicher Auf-

zeichnungen fiir den Druck, so war ein anderer Verkehr von entgegen-

gesetzter Wirkung, der mit dem Marquis de 1 Hqspital (S. 110)

Wir wissen, dass dieser scit 16!&amp;gt;2 in Briefwechsel mit Leibniz stand.

In einem Schreiben vom letzten November 1694 hat er ihm seinen

uiathemaLischen Bildtingsgang auseinaudergesotzt
1

).

Vor etwa 6 Jahren, das ware also 1(588 gewesen, sei ihm die

Abhandlung von 1684 in die Hande gekoramen und habe ihm so

ungemein gefalien, dass er sofort sich daran machte Einiges nieder-

zuschreiben, um jene Lehren austuhrlicher clarzustellen und zu be-

weir,en. Freunde, unter Auderem Pater Malebrauche, hittten die

Entwiirfe gesehen und /iir Verofteutlichung gedrangt. Eben diese

Freunde hiitten dem Abbe Catelan davon erzahlt, der nuu, urn

zuvorzukommen
,

in aller Eile ein BiichelcheD verfasste: Science yene-

rale des liyncs cmirbcs, in welchem Leibni/ gar nicht genamit war,

die ganze Methode vielmehr als eine Fortsetzung Descartes scher Ge

danken sich darstellte. Aber Catelan hatte die ganze Sache gar nicht

verstanden und Schmtzer begangen, welehe nun de I Hospital in

) Leibniz II, 250 252.
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einem Briefe ho Journal des Scavans ihra vorwarf. Dariiber entspann

sich ein oftentlicher Streit in jener Zeitschrift, den de THospital unter

dem von ihm angenomraenen Buchstaben 6. fiihrte, seinen wahren

Namen zuriickhalteud.

Wir unterbrechen hier einen Augenblick den Gang der Erziih-

lung, urn ein Wort fiber Catelan uud dessen Benehmen bei wissen-

schaftlichen Streitigkeiten einzuschalten. Aucli 1682 war er in einen

Streit verwickelt und zwar init Huygens. Es handelte sich uin den

Schwingungsmittelpunkt, mithin einem unsf?rer Bebandluncr uieht selbst

unterworfenen Gegenstancl. Von den beiden Gegnern lebte Oatelan

in Paris, Huygens war ini September 1681 krank aus Paris nach

Holland zuriickgekehrt. Er bezog das Journal des Scavans aus Paris,

mithin in der dort gedruckten Ausgabe. Daneben erschien aber auch

ein Nachdruck bei einem gewissen Pierre Legrand in Ainsterdajn,

und diesen benutzte Catelan, wie es allerdings nachweislieh noch einige

andere gewissenlose Schriftsteller thaten, iim Dinge einzuschimiggeln,

die menials in der Pariser Ausgabe gestanden hatten, von denen aber

der ungewarnte Leser des Nachdruekes annohmen musste, sie seien

dem Originaldrucke entnommen. In Folge eincr derartigen Falschung,
denn anders lasst das Verfahren sieh nieht bezeichnen, erhielt Huygens
erst verhaltnissmassig spate Kenntniss von gegen ihn in Amsterdam

gedruckten Angriffen und konnte sie deshalb nicht so rasch zuriick-

weisen als er es sonst gethan hatte 1
).

Nach dieser Zwischenbeinerkung zur Keniizeichnung Catelans

kehren wir zu de 1 Hospitals Erzahlung zurttck. Malebranche, fahrt

dieser fort, habe seit lange ein kurzes von ihm verfasstes Lehrbuch

der Kegelschnitte in Handen, welches er jetzt herauszugebeu wiinsche.

Malebranche habe dazu seine, de I Hospitals, Erlaubniss erboten, wie

nicht minder auch dazu, am Schlusse beifugen zu diirfen, was er iiber

Differentialrechnung niedergeschrieben habe. 1st dieser Bericht voll-

standig wahrheitsgetreu ,
so war demnach de I Hospital im Herbste

1691, als er mit Johann Bernoulli bekannt wurde, bereits im Besitze

der Difterentialrechnung, und sein Lehrbucli, von Arelchem weiter uuteu

die Rede sein wird, war das Ergebniss eigencn Nachdenkens, wenn

auch eigenen Nachdenkens iiber fremde Erfinduugen.
Ganz anders erzahlt Johann Bernoulli den Lehrgang de I Hospitals

in dem schon einrnal von uns erwahnten Abrisse seines Lebens 2
).

Johann Bernoulli will 1691 durch Pater Malebranche in Beziehung
zu de I Hospital gekornrnen sein. Er will ihm den Zugang zu den

!

) Huygens Oeuvres VJII, 35t&amp;gt;, 36, 3C4, 395. *) Hud. Wolf, Bio-

graphien zur Kulturgeschichte der Schweiz II, 7476.
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neuen Methoden geoffnet haben, will ihm schriftliche Aufzeichnungen
dariiber gegeben haben, ohne vorauszusehen, dass jener beabsichtigen

konne sie eines Tages herauszugeben
1

).

Nun ist unzweifelhaft wahr, dass in der Basler Bibliothek eine

Handschrift einer Integralrechnung von Johann Bernoulli aufbewahrt

wird, welche die Bemerkung tragt
2
), sie sei in Paris zum Gebrauche

durch den Marquis de 1 Hospital zusammengestellt worden; es ist

ferner wahr, dass de 1 Hospital ein Lebrbuch der Analysis der un-

endlich kleinen Grossen, wie der Titel lautete, verfasste; es steht

fest, dass Johann Bernoulli sich im Februar 1698 ttber das Er-

scheinen dieses Buches als eines an ihm begangenen Flagiates brief-

lich gegen Leibniz beschwerte 3
);

dass er 1704 die Auswerthung von

Quotienten, deren Divisor und Dividend zugleich verschwinden, und

welche in de 1 Hospitals Lehrbuche vorgetragen ist, fiir sich in An-

spruch nahm 4
),

dass er endlich 1742, als er die erwahnten Vorlesungen

liber Integralrechnung im Drucke herausgab, in einer Fussnote 5
)

er-

klarte, die vorausgehenden Vorlesungen uber Differentialrechnung unter-

driickt zu haben, weil de 1 Hospital sie in seine in alien Handen

befindliche Analyse des infiniments petiis aufgenommen habe.

Wenn diese lauten Beschuldigungen geeignet sind de 1 Hospital

in iiblen Ruf zu bringen, so fehlt es doch auch nicht an Verthei-

digungsgriinden fiir denselben. Leibniz, der sonst gewohnt war, die

Briefe, welche er erhielt, Punkt fur Punkt zu beantworten, ging uber

die Anklage von 1698 stillschweigend hinweg. Er wollte, kann man

sagen, in einen Streit zwischen zwei wissenschaftliche^i Freunden uicht

hineingezogen werden. Das ist ja moglich, aber jedenfalls nahm er

nicht Partei fiir Johann Bernoulli. Als der Artikel in den A. E. von

1704 erschien, war de 1 Hospital soeben gestorben, iiberdies handelte

es sich dabei um eine Einzelheit, welche Johann Bernoulli ganz gut

de I Hospital und anderen Franzosen um 1694, wie er es behauptet,

mitgetheilt haben kaun. Als die scharfste Form offentlicher Beschul-

digung liegt die Fussnote von 1742 vor. Aber damals war de I Hospital

bereits 38 Jahre, Malebranche, der ihn am ersten hatte vertheidigen

konnen, 27 Jahre todt und begraben, wer konnte die Widerlegung

iibernehmen?

War es ausserdem unmoglich, dass die Analyse des infiniments

petits auf die Abhandlung von 1684 als erste Grundlage sich stiitzte?

Auch Jakob Bernoulli war es gelungen, ihr ohne weitere Anleitung

so viel von der Ditferentialrechnung zu entnehmen, dass er selb-

J

) ne prevoyant pas le dessein gu il aurait de Us pullier un jour. *) Kud.

Wolf 1. c. II, 76 Fussnotc 8.
3
)
Leibniz III, 480. 4

)
A. E. August 1704

und Job. Bernoulli O^era I, 401. 6
) Job. Bernoulli Opera III, 387.
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standig welter gelangen konnte, und de 1 Hospital ha tie zu seiner

Belehrung doch auch die Arbeiten, welche nach 1684 in den A. E.

erschienen waren.

Wir bemerken weiter, dass do 1 Hospital ausschlietwlich eine Diffe

rentialrechnung schrieb. Auf eine Integralrechmmg verzichtete er,

\veil, wie er in seiner Vorrede sagte, er Leibniz nicht vorgreifen wolle,

tier brieflicher Mittheilung zufolge eine Integralrechnung vorbereite.

Wir stellen nicht in Abrede, dass Johanns Lehren bei dem Verzichte

auf eine Integralrechnung anch von Einfluss gewesen sein konnen,

dass sie der Difterentialrechnuiig ebenfalls zu gut kamen, aber de

1 Hospital aussert sich in dem gleichen Sinne. Wieder in seiner

Vorrede sagte er ausdriicklich, dass er Vieles den Briidern Bernoulli

/u in nl dem jiingeren verdanke; er habe ihre Entdeckungen ebenso

wie die Leibnizens ohne Umstande benutzt 1

).
Wir miissten uns

sehr tauschen, wenn das die Sprache eines Raubers geistigen Eigen-

thuins ware.

Aber bei blossen Wahrschemlichkeitserwagungen brauchen wir

nicht stehen zu bleiben. Briefe, welche zwischen de 1 Hospital und

Johanii Bei iioulli gewechselt wurdeu, sind im Besitze der Stockholmer

Akademie der Wisseuschaften. Sie sind veroffentlieht worden 2
).

Aus

ihnen geht Dreierlei hervor: erstens dass de 1 Hospital selbst Johann

Bernoulli wiederholt mitgetheilt hat, er beabsiehtige eine Differential-

rechnung zu schreiben; zweiteus duss Johanii Bernoiilli diesc Ab-

sicht billigte-, drittens dass Johann Bernoulli, nachdem er die gedruckte

Analyse dc.$ infimment petits gelesen hatte, ihrem Verfasser nur einen

Vorwurf muchte, nauilich den der allzuhoflichen Erwahnung Jakob

Bernoullis. Damit ist festgestellt, dass die Beruoullische Anklage

gegen de 1 Hospital von 1742 viel zu weit geht, und dass die Schroff-

heit seiner Behauptungen uinsomehr zunahm, je sicherer er sich fiihlte

nicht widerlegt werden zu konnen. Wir haben eine der zahlreichen

Unwahrheiten, welche man Johanii Bernoulli nachweisen kann, vor

uns, ein Beispiel dessen, was seiner Ruhmredigkeit nnd seinem nur

allzuweiten Gewissen zuzutrauen war.

Wir betonen, jetzt eigentlich iiberfliissiger Weise, noch einen

letzten Umstand. Wo ist die Haudschrift von Bernoullis unterdriickten

Vorlesungen
3

)
iiber Differentialrechnnng? Hat er Sorge dafur ge-

tragen, dass die Handsohritt der Integralrechnung erhalten blieb,

J

) Je me ,s-t s servi suns fat-on de leurs decouvcrtes el de celles &amp;lt;lc Mr.

Leibnis (sic!). *) Enestrom, Sur la part de Jean Bernoulli dans la publi

cation de rAnaljse des inliniment petits. Bibliotheca niathemutifa 18 j4 ])at, 65

bis 72.
3
) Lectione.s in calculwm differentiulem quae pmectaserunt ,

(uutor) svpiiriiHcudav &amp;lt;1u.vit.

CAM ton, Geschichto dor Muthematik 111. 1 2. A.urt 15
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trotzdem sie unter suinem Namen gedruckt 1st, so hatte er doppelt
fur dio Erhakung

1

tier ihm entweudeten Differentialrechnreag sorgen

mfissen, wenn sie wirklieh vorhanden war.

Gesichert bleibt fur uns als einaiges Ergebnisa uiiswrer Unfeer-

suchung, class im Verkehre mit de IHospital in Paris jene Tor-

lesungen tiber Integral rechuung, oder wie man sie nun oennen *ill,

entstanden, wclche 1742 noch zu. Lebsseiten Joiumn Bernoulli* ge
druckt wurden 1

),
und deren Niederschriffe einen guten Thetl der Xeit

des jungen Lehrers in Anspruch genommen liabeu musv LWIMW*
matfwtnaticae de meiliodo integralitim alusque, mathemafciscfaeVorlesiiiMgcii.

fiber die Methode der Integral und Anderes ist die Uebersidirift.

Eine Integralrechnung in dem Sinne, welcher heute mit dem Worte

verbunden xu werden pftegt, i.& es nicht. Von
Litegrati&amp;lt;&amp;gt;ne

s*ibst

sind nur wenige vorhander . weicUa ihreu Uraprung in der Forme!

besitzen. Ihr entnimmt Johann Bernoullt 8
) auii das litfcgrai vou

dx , i
s. ar * &amp;lt;x&amp;gt; 1 -* oa

X

Das Integral von -----?-=. kannte er so wnkr wi das
-f x*

=. keines von beiden Integralen besitzt mto*). Das Iiite
*

|2ax + x

gral ihrer Summe ==^=
|
kennt nan dagegen, ?s ist

-- *2 aoc

Manchuial helfen Substitutionen^ in dertn Aafftndiung abnlich&amp;lt;? Me-

thoden fiihren, wie aie bei der Auflosxiag von Diopkantischeis. Giei

chungen im Uebrauch seien. Will man z. H. dab Integral vow,

a
sicb verschaffen

4
),

so befreit man sich von der lrratis.naUt,iit
x Vojj x*

des Ausdruckes durch ax x* = ~
. Dann iat namlich

a-f m&quot;

und dessen Integral ist oder 2a8 l/
a

^*8 Minnszeichen
Wt f X

ist bei der Riickeinsetzung der Quadratwurzel verloren gegangen.

Bei der Integration von Diflerentialgleichungen ist Johanu Ber-

) Job. Bernoulli Opera HI, 386668. ) Ebenda III, 388 lin. 12 v. u.

) Ebenda III, 389: neutrius habetur integrate. *) Ebenda III, 393.
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noulli, dadurch, dass er iiber daa Integral von - -
irriger Meinung

war, zu sehr unbequeraen Umwegen gezwungen. Er will z B.

axdy ydx
tf~*

1

integriren ).
Er raultiplizirt die Gleiebung mit *- und erhalt so

v
welches das Differential von b ist, wo b irgend eine Constante 8

)

bedeutet. Das war wohl die erste Anwendung eines integrireuden
Factors. Noch umstandlicher wird die Integration

3

)
von

3# s Zaxyax : dy ..
- ^

: y3ar ay
oder

3x3
dy 2axydy = Sx^ydx ay*dx .

Bernoulli setzt

y = mx
y dy =*= mdx -j- xdm

und erhalt:

Sx^dm 2amxdm = am*dx .

Er setzt weiter

x = mn
,

dx ~ mdn -f- ndm
und erhalt

Sandm = amdn .

Aber noch immer kann er die Trennung der Veranderlichen nicht

vollziehen. denn -= wiire fur ihn genau ebeiiso rathsel-
(im n* an

haft wie die urspriingliebe Difterentialgleichung. Erst muss er oben

n =
,
dn = - einsetzen. urn Sadm 3&amp;gt;rdm = mdr zu

erhalten, dann r. a=t rait dr dt, damit die Gleichung in

Stdm = mdt iibergehe,, und jetat erst liefert die Multiplikation mit
7J1

-ji
ihm die Gleichung

- ^7, == oder

welche er zu m* bt integriren kann. Setzt er riickwarts die Werthe

a 2 x y
t = r a

,
r =

,
=

, m =*=
7 m a;

ein, so kornmt endlich
z/&quot; -|- &aiP? = a?byx heraus. Er wiinscht aber

eine in alien Gliedern gleiche Dimension 4
) und wahU, deshalb die will-

kurliche Constante & = Dann ist die Gleichung y
9

-f- x*

J

) Job. Bernoulli Opera III, 416. *)
= qwwtitati constants b. *) Ebenda

III, 422423. 4
) ut aequatio ubique aequaks dimensiones habeat.

15*
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gefunden. Wir habert den ganzen Gang der Rechnung wiedergegeben,
damit der Leser um so bereitwilliger uns die Ausfiihrung anderer

Beispiele erlasse, urn so tnehr solcher, in welchen auch zweite Diffe-

rentiale vorkornmen.

Joliani) Bernoulli geht dann auf die Lehre rom Kruminungs-
halbinesser und von den Evoluten ein und zeigt den engen Zusammen-

hang dieser Lehre mit der von der Rectification 1

), der daraus her-

vorgehe, dass
y&amp;lt;ix* -jh dy* f

welches nichts anderes als ds sei, in der

Gleichung fur den Kriimmungshalbmesser erscheine. Auch alle die

halb der Geometric halb der Physik angehorenden Aufgaben der da-

maligen Zeit: die Brennlinien, die Segelcurve, die Kettenlinie, letztere

auch unter der Annahme, dass die Kette an verschiedeuen Stellen

verschieden dick sei u. s. w., finden die ausfuhrlichste Behandlung
und machen die Zusammenstellung noch heute lesenswerth, wenn wir

auch wiederholeii dfirfen, eine Integralrechnung ist sie nicht.

Am Schlusse des Jahres 1692 kehrte Johann Bernoulli nach

Basel zurtick, um dort seine medizinischen Studien zu beendigen, aber

der Mathematik war er deshalb doch nicht ungetreu. Im Journal

des S^avans wie in den A. E. erschienen kleinere und grossere Auf*

satze, die Doctordissertatioii fiber die Muskelbewegung
2
)
brachte An-

wendungen der Differentialrechnung auf anatomisch-physiologische

Fragen, seit December 1(593 erotfnete sich ein Briefwechsel mit

Leibniz, der voll der bedeutsamsten Mittheilungen beider Gelehrten

ist. Johann Bernoulli war nocb selbst dafur besorgt, dass dieser

Briefwechsel 1745 gedruckt wurde, und nur personliche Bemerkungen,

vertraulich ausgesprochene, unbewiesene, mituuter wohl auch unbeweis-

bare Anklagen gegen Diesen und Jenen blieben weg
:i

).

Von den Veroffentlichungen erwahnen wir einen kurzen Aufsatz

tiber die Construction der Diffcreutialgleichungen ersten Grades 1

)

primi gradus, gemeint sind aber die Differentialgleichungen
erster Ordnung im Novemberhefte 1094 der A. E. Dort kommt

der Ausdruck der Trennung der Veranderlicheu 5
) vor, welcher

der Wissenschaft verblieben ist, den Johann Bernoulli auch schon

am 9. Mai 1694 in einem Briefe an Leibniz gebrnuchfc hatte
)

In

demselben Jahrgange der A. E. findet sich Additamentwtn effedionis

quadraturarum et rectificationum per scrictn quandam gencralissimam
1

),

welche auschliessend an die Leibnizische Integration naittels Reiheu

von 1693 (S. 213) eine Ileihenentwicklung ganz anderer Art und

) Job. Bernoulli Opera III, 444. -

)
Ebenda I, J3 118. J

) Der voile

liihalt wurde aus Leibnizeus brieflichem Nachlasse durch C. J. Gerharclt 1855

wiederhergostcllt.
4

) Job. Bernoulli Opera I,
123125.

&quot;) sepandio in-

determinaturum. )
Leibniz III, 13 J.

;

j
Job. Bernoulli Opera 1, 12f&amp;gt; 128.
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durchaus neuer Entstehungsweise liefert. Sei ndz das Differential

einer Fliiche, wobei n irgendwie aus Veranderlichen und Constanten

zusammengesetzt ist. Die Identitat

, z td*n z td tn
ndz = nde + zdn edn -

l . 2 . dz + l . 2 . dz

,

s
sd s n z ad sn

~
1 2 3 dz* 1 2 3~ds*

liegt auf der Hand und ebenso deren Fortsetzbarkeit durch beliebig

viele Paare von gleichlautenden positiven und negativen Gliedern, in

welchen bald das positive bald das negative Glied voraussteht. Ber

noulli bedient sich allerdings noch nicht der Zahlenzeiger fur die

hoheren Differentialien, sondern des wiederholt geschriebenen Buch-

stabon
&amp;lt;7,

der bis zu viermaliger Schreibung (in ddddz) in dem Auf-

sat/e vorkommt. Sind die Gliederpaare so geordnet, wie wir es er-

kliirten, so finden sicb in der den Ausgangspunkt bildenden Identitat

reclils voin Gleichheitszeiclieii erst zwei positive, dann zwei negative

Glioder, dunn wieder zwei positive u. s. w. in gleichmiissiger Wieder-

kehr des Zeichenwechsels. Jedes dieser Gliederpaare, die aber augen-
scheinlich von dem, was obcn Gliederpaar genannt wurde, verschieden

sincl, bildet ein vollstaudiges Differential

= d
/

&quot;

\11-2- idz- 1 2 o+ \1 2- 1(1 + l)dz

Man kann daher die unendlich gedachte Reihe integriren und erhalt:

T , , z* dn
|^

2 s d*n~
r~2 &quot;aTe

~T~ T~2T3 J^
~

Es ist fast iiberfliissig darauf binzuweisen, dass Johann Bernoulli

bier gleichwie in den friiheren Aufsiitzen ein eigentliches Integral-

zeichen noch entbehrt, und, was allerdings von ungleich hoherer

Wichtigkeit ist, dass er die Reihe ohne jedes Bedenken ins Unend-

liche fortsetzte. Ob sie gegen einen bestimmten Worth convergire,

macht ihin genau so wenig Sorgen als der Umstand, dass wegen der

vorerwahnten Verschiedenheit der die Ideiititat fortsetzenden und der

bei der Integration zusaminengefassteu Gliederpaare stets ein unpaares
Glied iiberschiesst, das bei der Integration unberucksiehtigt blieb.

Etwas hat aber Johann Bernoulli seit seiner Pariser Zeit hinzugelernt,

vielleicht durch einen Brief von Leibniz 1

) vom Juni 1694, das Diffe

rential eines Logarithmus. Ist, sagt er, um ein Beispiel seiner

Methode zu bilden
, y a log (a -f- ^)

= a log r ,
so ist dy == -

oder wegen dr ds auch dy == Hier ist demnach
t*

~~\ &

)
Leibniz III, 141.
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i? -=* und a log (a -4- K\ ~

eine ganz andere Entwieklung als diejenige logarithmische Reihe,
welche man bis dahin kannte. Daran wird nicht das Mindeste durch

den Umstand geandert, dass die Entwieklung

mittels Einsetzimg von - 7 = in die Gestalt

loga-log(l -)- + + + ..

iibergeht. Am Ende des XVII. Jahrhunderts war man an solche

Umformungen noch nicht gewohnt.
Die Mangel in der Bezeichnung, welche wir erwahnten, ver-

schwanden 1695 und 1696. Im letzteren Jahre einigte sich Leibniz

und Johann Bernoulli briefHch 1

) tlber die Benutzung dea Zeichens
j.

Der Brief Leibnizens vora October 1695 aber, in welchera die Zahlen-

zeiger hoherer Differentiation vorkommen 2

), ist allzuwichtig, als dass

wir nicht einen Augenblick bei ihm verweilten.

Die Differenzen, sagt dort Leibniz, sind den Potenzen ver-

gleichbar*). Wie

(x 4- i/r -* x*f 4- T xm~ l
y

l + m( ~
1} xm-*y* + -

,

so, kaiin man schliessen, wird auch

dn(xy) =

sein. Man kann aucb das Differentiationszeichen in das der Inte-

J-,
aufstellen

,
wenn

n m ist. So entsteht

cn
j, c*~* *&amp;gt; r* ji i *t(-f i) r

J 4(gy)J e&amp;lt;Py

--
-J g&y -f \ ^ J

Die Uebereinstimmung zwischen der Potenzirung einer Summe und

der Differenzirung eines Produktes hat Leibniz erst mehrere Jahre

spater in den Veroffentlichungen der Berliner Akademie4) dem Drucke

iibergeben, den VergleicK der Integration mit einer negativ mdicirten

Differentiation, liess er aber weg. In dem Briefwechsel aHein. blieben.

auch Gedanken iiber Differentiation mit gefcrochenem Index

erhalten, welche Leibniz hegte
5
).

) Leibniz IH, 262 und 272. *) Ebenda 111/221. *) Potentiis analogue

sunt differentiae. *) Leibniz V. 377382. ) Kbenda m, 228.
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Und wieder in dera Briefwechsel zwischen Leibniz imd Johann

Bernoulli wurde von ersterem der Keini eines Verfahrens niedergelegt,

welches eines der bedeutsainsten der ganzen Analysis geworden ist.

Leibniz hatte 1692 die Mogliehkeit eingesehen, erne Curvengleichung

nach einem in ihr auftretenden Parameter zu differenziren (S. 211).

Er hatte 1694 an einein bestimmten Beispieie die Ausfiihrung des

Verfahrens gezeigt (S. 215). Im August 1697 ging er deu grossen

Schritt weiter, auch dann nach einem Parameter zu differenziren 1

),

wenn derselbe innerhalb eines Integrals vorkommt. JDifferentiare de

curva in curvam, Differentialsbergang von einer Curve zur anderen

nannten das die beiden Freunde, und Johann Bernoulli weiss seiner

Bewunderung keinen besseren Ausdruck zu geben, als indera er sich

entriistet, dass der Geist Leibnizena ihn hoher gefiihrt habe, als er

vorzudringen im Stande gewesen sei.

Wa$ die Darstellung einzelner Integrale betrifft, so war Leibniz

seit December 1696 im Besitze der Formel 2

)

l-
(log(l + *)) - 2 /*12?JL^ dx - f&*JL+*

dx&amp;gt;

/ *J

welche zwar schou aus der Kegel fur die Differentiation eiues Pro-

duktes hervorgeht, aber inamerhin hergeleitet werden rausste.

Man glaube indesaen ja nicht, in dem Briefwechsel zwischen

Leibniz und Johann Bernoulli sei eraterer iuimer der Geber gewesen.

Im Juni 1695 erwahnt Johanu Bernoulli 3
)

eiuen Gegeustand, iiber

den er jiingat
4
) mit de 1 Hospital Briefe gewechselt habe. Curven

mit Rflckkehrpunkten
8
) seien vorhanden, wie die semicubische

Parabel, wo ein grosstw oder kleinster Werth eintrete, wahrend das

Differential unendlich gross werde. In jeuem Briefwechsel seien sie

auch zur Ueberzeugung gekommen, dass es Wendepunkte von

Curven gebe, in welchen der Krttmmungshalbmesser nicht

&amp;lt;x&amp;gt; sondern sei; einen dritten endlichen Werth fflr den Krflm-

mungsharDmesser in einem Wendepunkte gebe es allerdings nicht.

Wir kommen hierauf im nachsten Kapitel zuriick.

Im August 1697 spricht Johann Bernoulli von der Autgabe
6
),

eine Curve zu ttnden
&amp;gt;

welche gegebene Curven unter gegebenem, un-

veranderlichem oder nach einem bestimmten Gesetze veranderlichem

Winkel schneide. Ein Jahr spater
7

) gibt er der gesuchten Curve den

Namen der Trajectorie, und damit ist der Infinitesimalgeometrie

ein neues schwieriges Kapitel eingefttgt, an dessen Bearbeitung zahl-

reiche Krafte ersten Ranges sich venmchteii.

J

) Leibniz III, 463 und 462. ) Ebonda III, 361. 8
) Ebenda UI, 185.

4
)
now ita pridem.

8
) points de rebroussement. 8

)
Leibniz III, 464. ) Ebenda

III, 639 und Job. Bernoulli Opera I, 266.
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Noch bedeutsamer ist ein Gegenstand, den Johann Bernoulli

bereits 1694 in den Briefwechael warf 1

).
Er meinte, man konne von

percurrenten Curven sprechen. Der Gipfel der Geometrie, sagt

er, ware es, wemi die transcendcnten Curven auf percurrente zuriick-

gefuhrt werdeti konnteu, d. b. auf solche, deren Gleichungcn Glieder

in sich schliessen, welche /u unbestimmten Abmessungen aufsteigen
2
).

Der Name der percurrenten Grossen ist freilich aus der Mathematik

verschwunden; Johann Bernoulli selbst hat ibn gegen den von Leibniz

vorgeschlagenen Namen der Exponentialgrossen vertauscht, aber

er hat im Mar/heft 1697 der A. E. die Grundziige der Rechnung tnit

den Exponentialgrossen fiir alle Zeiten festgestellt
3
).

In der dort

mitgetheilten Formel

rf(w&quot;)
= m&quot; logmdn -\- nm*~ ldm

besass Bernoulli allerdings einen Vorganger in Leibniz, der dieselbe

schon im Jahrgange 1695 der A. E. abgeleitet hatte 4
).

Ein wesent-

liches Versinnlichungsuaittel bildet bei alien diesen Untersuchungen

die logarithinische Curve von der Gleichung 7/
= log#. Wer

diese xuerst betrachtete, wissen wir nicht zu sagen. Huygens gab

ihr in seiner Abhandlung De Id cause de la pcsanteur den Nameu,

fiigte aber hinzu, die Curve sei schon von Anderen beachtet worden.

Neuere Untersuchungen
5
) lassen in Torricelli den Entdecker der

Curve vermuthen.

Wir wiirden nicht einen Theil eines Kapitels, wir wiirden mehrere

Kapitel verwenden mussen, wollten wir Alles angebefl, was in Johann

Bernoullis friihen Auf^tzen. oder in seinem Briefwechsel mit Leibniz

an Wissenswurdigem enthalten ist. Wir erwahnen aus der Fiille hier

nur noch einen einzigen im Marzhefte 1697 der A, E. initenthalteuen

Aufsatz 6
),

in welchem unter anderem eine Differentialgleichung integrirt

ist, welche nicht selten die Beruoullische Differentialgleichung

genannt wird. Jakob Bernoulli hat sie im Decemberhefte 1695 der

A. E. in der Gestalt

ady = ypdx -f- by
n
qdx

zur Bearbeitung vorgelegt und dabei bestiinmt, a nnd ?&amp;gt; sollten Con-

stante bedeuten, p und q irgendwie von x abhiingen ohne y zu ent

halten. Johann Bernoulli trat an die Aufgabe so heran, dass er y

als Produkt zweier Variabeln uuffasste, d. h.

) Leibniz III, 139, 201, 323 und ofter. *) termini* ad dtmensionea in-

deUrminatas ascendentibus.
;!

) Job.Bernoulli Opera I, 179187.
4
) Leibniz

V, 326. 6
)

O. Lor in, Lf ricerchc incdite di Erangelisfa Torricelli sopra la

cwrva logarithmica in iler Bibliotheca Matheinaiica 15)00, S. 75-89. )
Job.

Bernoulli
&amp;lt;)pera I, 175 176.
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y = mz
, dy = mdz -j- zdm

setzte. So erhielt er

amdg -J- asdm = mgpdx -\- lm*g*qdx.

Nun waren uber m und s beide unbekannt, und es schien gestattet

zur Bestirainung einer dieser Grossen eine Bedingungsgleichung ein-

zufiihren. Johanri Bernoulli wlihlte dazu amdg = mgpdx }
welche

aucli -- - = pdx gescliricben werden konnte, und aus ihr ergibt sich

g in seiner Abhangigkcit von x, etwa g = |. Nun blieb von der

iViiher viergliedrigen Diiferentialgleichung nur noch

azdm l)in
nz n

qdx oder --- = 1)g
t
~ l

qdx )

und hieraus ergibt sich m in seiner Abhaugigkeit von
.r, etwa m= X,

worauf y = |X sich anschliesst. Es ist Sehr gleichgiltig, ob Johann

Bernoulli diese Integration wirklioh, wie er behauptet, in einer halben

Viertelstimde gefnndeu hat oder nicht. Jedenfalls hat er die Metliode

dabei erfunden, eine Variable durch das Produkt zweier Va-

riablen zu ersetzen, welche bei der Beliandlung der linearen

Differentialgleiehuog erster Ordnung beibehalten worden ist.

Wir verlassen hiermit die Arbeiten, durch welche noch im

XVH. Jahrh. die beiden Bruder Bernoulli sich auszeiclmeten ohne

in Zwiespalt in it einander zu gerathen. Die Geschichte ihres grossen
Streites fordert ein besonderes Verweilen.

92. Kapitel.

Streit der Bruder Bernoulli. De 1 Hospital. Newtons Briefe von 1693.

Leilmizens 6egner.

Wir erinnern uns (S. 89), dass Johann Bernoulli 1695 einem

Rufe nach Groeniugen Folge leistete. Es war, als wenn diese Be-

rufung eine Feiudschaft entfesselt hatte, deren wahre Griinde kaum
zu erraitteln sein diirften, deren P^olge aber eine Reihc von offentlich

ausgetragenen Streitigkeiten bildete, deren Erzahlung man am liebsten

auswiche, wenn nicht neben der hiisslichen Form ein hochbedeutender

Inhalt ausfiihrlichen Bericht forderte 1

).

Die Eroffnung der Feindseligkeiten verschuldete Jakob Bernoulli

durch einen Aufsatz im Decemberhefte 1695 der A. E., in welchem

sich Johann an mehreren Stellen zum mindesten gereizt fiihlen

) Giesel, Geschichle dor Variationsrechmmg I. Theil (Torgauer Gyinnasial-

prograinm fiir 1857).
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konnte 1

),
denselben Aufsatz, in welchem aoi Schlusse die Bernoullische

Differentialgleichung aufgegeben war, von deren Integration wir ge-

sprochen haben. Zunachst ist die Rede vom KriimmungshalbmeBser,

von welchem ausser Jakob Bernoulli fast ausschliesslich solche Leute

etwas wfissten, denen der Bruder dieses mitgetheilt habe 2
).

JSLach

diesem ersten Stiche kommt ein zweiter einpfindlicherer, es war -die

Antwort auf Johanns 1692 an den Tag gelegte Ueberhebnng (S. 220).

Er selbst habe Johann die Differentialgleichung der Segeleurve za.-

geschickt, er sei so wenig an der Integration derselben verzweifelt,

wie Johunn im April 1692 im Journal des S(;avans sich ausdriickte,

dass er vielmehr einen Monut vorher im Marx die voile Auflosung
nach Leipzig habe abgehen lassen. Spater habe Johann die eigene

Auflosung verbessern und eine andere von de FHospital beifiigen

wollen, aber es seien noch immer Irrthttmer darin geblieben. Der

giftigste Stich war ein dritter. Johann habe im Octoberhefte 1694

der A. E. fiber die Isochrone ^eschrieben. Darflber sei nicht viel

j&a bemerken. Er habe, wie man zu sagen pflege, nach dem Friih-

stdck Eier aufgetragen
8
)
und nichts mitgetheilt, was nicht einfache,r

in Jakobs Aulsatze im vvorangehenden Septemberhefte geatanden habe.

Man kann ja, wie wir es andeuteten, diese verschiedenen kleinen

Bosheiten als die Antwort auf die vierthalb Jahre frtiher begangene

TaktloBigkeit Johanns betrachten; allein unter Briidern, welcho in-

zwischen in personlichem Umgauge sich auszusprechen voile Gelegen-

heit gehabt hatten, war -es gehassig, jetzt erst und so zu antworten.

Es mfissen hier Dinge gespielt habeu, von welchen wir nichts wissen.

Johann schwieg offentlieh und ausserte nur gegen Leibniz seine

Empfindungen Uber die ihm widerfahrene Krankung mit der aller-

dings erfolglosen Bitte, Leibniz moge doch gelegentlich erklaren, was

er von jedem der beiden Briider halte 4
).

Im Juni 1696 brachten

danu die A. E. eine von Johann gestellte Aufgabe, zu deren Auf

losung innerhalb des laufenden Jabres die Matheinatiker aufgefordert

wurden. Man solle den Weg bestimmen, auf welchem ein bewegter

Punkt von eiuein Orte A zu einera in derselben Veiiikalebeue tiefer

liegenden Orte ft in der kurzesten Zeit gelange; die grade Linie AB
sei es nicht, vielmehr eine den Geometern wohlbekannte Curve. Das

Decemberheft der A. E. verliingerte die gestellte Frist bis Ostern

1697, und das Maiheft. 1697 brachte die Auflosung durch Jakob 5
),

ihr vorausgedruckt aber die Auflosung durch Johann 6
) selbst, der

l

) Jac. Bernoulli Opera I, 639663. *) quibuscum frater nostra commu-

nicaverat. 8
)
Nobis hie ova, quod aiutti, jw*t pmndiwn apponit. ^Leibniz

III, 269. j
Jac. Bernoulli Opr.ra II, 768 778.

6
; Jok Bernonlli

Opera I, 187193.
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hier zum erstch Male dn Nanien der Brachistochrone fiir die

gesuchte Curve einfflhrte.

Aueh von Leibniz erschien damals eine Notiz 1
). Er hatte aller-

dings bereits viel friiher, naralich sofort im Juni 1696, die Aufgabe

gelost und seine Auseinsndersetzung brieflich an Johann eingesandt,

wogegen ihm dieser gleiohfalls brieflicb seine Methode auschickte
2
).

Schon in diesem Briefe war von einera Namen fiir die Curve die

Rede. Leibniz schlug Taehystoptota vor, fand aber selbst alsdann

den Gegenvorschlag Brachistochrone besser. In dera gedruekten Auf-

satze der A. E. begnugte sich Leibniz mit der Bemerkung, das

Brachistoohronenproblem, welches er ganz abnlich wie die Briider

Bernoulli behandelt habe, weshalb seine Auflosung hier wcgbleibe,

sei so recht geeignet, die Vorziige der Diflerentialrecbnung erkennen

zu lassen. In ihr seien die drei Mathematiker bewandert, von welchen

jetzt Auflosungen vorhanden seien. Ausser diesen seien es aber nur

wenige, denen zuzutrauen gewesen, dass sie dem Gegenstande ge-

wachsen sein wflrden. Er habe an den Marquis de I Hospital

gedacht, ausserdem an Huygens, wenn er noch lebte, Hudde, wenn

er von solchen Untersuchungen sich nicht langst znruckgezogen hatte,

Newton, wenn er sich die Miihe gegeben hatte 5
); das seien die

Manner dazu gewesen.

Von Newton ist auch in der That ein Brief im Januarhefte der

P. T., dann in den A. E. veroffentlicht
4
),

der aber nur die beweislos

ausgesprochene Behauptung enthalt, die gesucbte Curve sei eine Cy-

cloide. Aehnlich war es in it einer Auflosung von de FHospital, in

Bezug auf welche nur zq bemerken ist,

dass er die Aufgabe in einen eigen- A
thiimlichen Zusammenhang mit der der

Kettenlinie zu bringen wusste 6
).

Jakob hat allein den Grundgedan-
ken deutlich ausgesprochen,von welchem

die Auffindung der Curve des kUrzesten

FaUes und so mancher anderen ab-

hangt, tmd deshalb verdient sein Anf-
rl 4J

satz mfthr als die anderen, dass man
daruber berichte. Jener Grundgedanke besteht darin, dass eine Curve,
welche Als Ganzes ein Maximum oder Minimum darstellt,

auch in ihren noeh so kleinen Theilen die gleiehe Eigen-
schaft besitzen muss. Auf die Aufgabe der Brachistochrone an-

) Leibniz V, 331336.
)
Ebenda III, 288, 290295, 298, 302 309.

*) *t operwn hone in se recipei et. *} Opuscula Netctoni I. 289. B
)
Job.

Bernoulli Opera I, 199200.
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gewandt, heisst dieses, dass, wenn (Figur 41) ACMGDB die Bra-

chistoehrone
isfc,

fin miendlich kleines Stiick CMGD derselben in

kiirzerer Zeit durcli fallen werden muss, als das Curvenstiickchen einer

jinderen Curve, vvelche in endlieher Entfemuug von der ersteron

gleichfalls von C iweli 1) verlauft. Die iibrigen Besfcandtheile der

Figur sind die liorizontale AH mit ihren Parallelen El und FD,
senkreeht dazn HF und ID; E liegt in der Mitte zwischen C und

/ , Die LM. und NG sind Kreisbogen, welch e von C und D als

Mittelpunkten aus mit CL und J)G als Halbmesser beschrieben sind.

Wenn dio Curve CLNI) der CMGD unendlich nahe gedacht ist, so

muss LG gegen EG unendlich klein sein. Nennt man nun die auf

einen Weg verwandte Zeit
t,

mit nachfolgeiider Angabe des Weges,
also beispielweise tCG

,
so wird wegen der unendlicheu Nube der

beiden von C nach I) luhrenden Wege, und nur u liter dieser Be-

dingung, tCG + tGD = tCL -f tLD sein und

1. tea tCL = tL 1) tGD.

Wiili rend so unendlich kleiner Zeitraume als diejenigen sind, urn die

es sich handelt, ist jede Bewegung gleichformig, und dann verhalten

sidi die Raume wie die Zeiten, in welcheu sie durehlaufen werden,

also CE : CG = tCE: tCG ,
CE : CL = WE : tCL und

CE : (CG CL} = tCE : (tCG tCL)

oder wegen CL = CM und CG CL = CG CM = MG aueh

2. CE : 3fa = ^CE : (^6
Y^ tCL}.

Weil das bei JK rechtwinklige Dreinck CEG dem bei M rechlwink-

ligeii LMG iihnlich ist, muss

3. MG : GL = EG : CG

sein, und Multiplikation von 2. und 3. liefert

4. fE : tf-L = ^r; - WE : CG(tCG tCL}.

Einc abermalige Anwendung des Satzes von der gloichzniissigen Be

wegung liefert EF:LD = tEF-.tLD,
EF: GD^tEF: tGD, EF:(LD ])G)= tEF:(tLDtGD)
odor wegen GD = ND, LD GD = LD - ND = LN und

EF=EC auch

5. EC:LN=tEF:(tLD tGD).

Auch die Dreiecke LNG, GID sind einander iihnlich und deshalb

l&amp;gt;. LN:LG= GI:GD.
Die Multiplikation von 5. und 6. liefert:

7. CE: GL = G7 JJ2F: GD(tLD tGD}.
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Die Proportionen 4. nnd 7. fiihren zur Folgerung

EG WE : GCitCG - tCL) = GI- tEF: GD(tLD tGD)

beziehungsweise zu

EG WE : GI- tEF = GC(WG - WL) ; GI)(tLI) tGD)

und unter Benieksichtigung von 1. zu

S. EG WE :GI- tEF =- GC : GD.

Weiter verhalten sich beirii freien Fall die /eitoii, in welchen gleiehe

Rauine zuriickgelegt werden, umgekehit wie die Quadratwurzeln der

iiberhaupt schon zuriickgelegten Riiume, also

WE: tEF =
/HC

und deshalb ist

EG GJ
9. EG WE .GI- tEF= rnc yHE

Jetzt /ieht endlich 8. und 9. die Folgerung naeli sieli:

EG GI rr ,1 n
. , O Or : (T JJ

ync YHE
oder die Curveneleraente stehen in cinem Verhaltnisse, Welches zu-

sammengesetzt ist aus dem der Abscissenelemente und deui der reci-

proken Ouadratwurzel der Ordinate: -4r---= =-, wobei l/2r den Pio
Vy y*r

portionalitiitsfactor darstellt. Diese Diiferentialgleichung geht aber

leicht in dx =
d-yy iiber, und das ist die Differeutialgleichung

der Cycloide, deren erzeugender Kreis den Halbmesser r besitzt.

Der Beantwortung der gestellten Frage ftigte Jakob Bernoulli

sofort seiuerseits eine neue PVage hinzu, welche in der Geschiclite

der Matheinatik den Namen der isoperimetrischen Aufgabe er-

halten hat, weil es sich darum handelte, genaass bestimmter Bedin-

gungen eine Curve auszuwahlen, deren Umiaug zwischen zwei festen

Punkten gegeben sei, welches letztere Veiiangen naturgemiiss dnrch

unendlich viele Curven erfiillt werden kann. Die Aufgabe selbst

hatte in deutsoher Ueberset/ung folgeuden Wortlaut 1
): 7,Uiiter alien

zwischeu zwei testen Punkten gelegenen isoperimetrischen Curven die-

jeuige zu hnden, welche bewirkt, dass der von einer anderen Curve,

deren jede Ordinate ein gewisses Vielfache oder UntervieHache der

derselben Abscisse eutsprecheuden Ordinate oder des entsprechenden

Bogens der zu suchenden Curve ist
;
ferner den Ordinateu ihrer End-

punkte uud dem zwischen diesen gelegenen Theile der Abscissenaxe

*) Jac. Bernoulli Opera II, 775.
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eingeschlossene Flaehenraum ein Maximum oder ein Minimum sei&quot;

Eine zweite Aufgabe verlangte diejenige Cycloide zu finden, deren

Basis gegeben und Kings deren eio fallender Korper in der ktirzesten

Zeit an eine gegebene Verticals geiangte.

Die Aufgaben sollten eine Herausforderung fiir Johanu Bernoulli

sein, und damit Nieinand diese Absicht rnissverstehen konne, sagte

Jakob ausdriicklich, es sei Jemnnd, fiir den er selbst biirge
1

), bereit

dem Bruder, falls er die Aufgaben lose, 50 Imperialen auszuzahlen;

nur nitisse er innerhalb djreier Monate die Erklarung abgeben, dass

er sich an die Aufgaben machen wolle, und vor Ende dcs Jahres

1697 die Auflosung auf Quadraturen zuruckgeftihrt erreichen.

Da die Herausforderung im Mai 1697 gedruckt erschien, so war,

wenn man die Verzogeruugen der Versendung in Anrechnuug bringt,

ein voiles halbes Jahr Zeit gegeben. Statt dessen nabm Johann, wie

er in einem Briefe
*) sagte, der, wiewohl er von einer Figur begleitet

war, die doeh erst der Herstellung bedurfte, schon im Juiiiliefte dor

Histoire des ouvrayes des Savans gedruckt erschien, nur drei Minuten

in Anspruch, um die Aufgabeu anzusehen, sich daran zu machen und

das gari/e Geheinimw eu ergriinden. Er habe seine Erorterungen

bereits schriftluli aii Leibniz gelangen lassen, und er schlage vor,

diesem grossea Mathematiker die Entscheidung zu iiberlassen, ob die

Aufgaben dutch ihn richtig geloat seien, dann kiinne der Herr,

welcher die 50 Imperialen als Preis ausgesetzt habe^ dainit heraus-

rucken; sie sollten den Armon zu Gute kommeu; wfirde man also

Ausfliichte suchew, uui der Ausbiindigung des Preises zu entgehen,

so sei dam it cleu Armen ein Unrecht zugefiigt.

tJakob bliob diesem Briefe gegeniiber stumm, Johann stellte

nun auch Aufgaben, welche dem Gtebiete der grossten und kleinsten

Werthe angclioren, iui Journal des S^.avans vom 20. August 1697.

Urn nicht die Gegenstande allzusehr zu vermengeri, gcheu wir auf

diese Aufgaben
3

) spater ein. Am 16, October ergritt Johann aber-

mals das Wort in einem Briefe an Variguon, der ira December 1697

im Journal des S^avans erschien 1
).

Johann wiederholte hier, was er

im Monate Juni gesagt hatte, fiigte aber die eigentliche Auflosung

bei, da er befurchteu miisse, man werde ihm sonet den Einwurf

machen, seine Auflosung sei uicht rechtzeitig ersehienen. Die zweite

Aufgabe werde durch diejenige Cycloide gclost, welche die betretfende

Verticale unter rechtem Winkel erreiche. Ibr er/eugender Krcis

imisse also die doppelte Entfernung des Anfangspunktes der alien

J

) prodit wmnemo. pro quv rar&amp;lt;rb.

2
) Joh. Bernoulli Opera I, 202.

) Ebeada I, 204 205. 4
) Ebeuda 1, 20(5213.
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Cycloiden gemeinschafffichen Basis vom Anfangsfwnkte der Yertiealen

zum Uinfange haben.. Wir schalten kier einr dass an dkse AuflSeung

niemals cine tadelnde Kritik anggelegt wurde, sie also als durehaus

zntreffend stillschweigend anea-feann* worden ist. Die erste isoperi-

inetrische Aufgabe beantwortete&quot; Jofaann daMer
dass wemi (Fignr 42)

pp ==
y/ die Ordtnale der gesaciiten Curve BFN ist, welche zur

Abscisse x gehort^ wenn P^=y&quot; die zu der gleich^n Absciase ge-

horende- 0r&amp;lt;iinfee desrjenigen Cunre ist, welche das Flachenmaxiinum

oder Mmimuut bervorbringa soil,

wenn a? eine afe Eiriheit gpwa^lte

beliebige Str@ek ist, alrtttnn die

Giefctiuag der RFN als

42.

werde die

+ .

feedteute.

fgefiraden werde. Man Mltne, fuhr

ar foiirt,. die Aufgabe vieL allgemeiner

so dass PZ ui itifc die wte Potenz vo/j. P3F sei, stsadern in

eiuem Abhangif^itsverhaltmisse dazu steh*.

/* I) due l*PZ
Gieichung y ^= I

-
..-.: , wobei b .

*
/J V ** -- & f J

Er ging dann mit wsnigen Wozten auch ;*uf &amp;lt;fen Fatt ein
?i
dass PZ

nieht von /*.F, sondam Ton dejia Bogen J$F abhaiBEge.

Jakob ruckte ftierauf eiw kurze B^mei^uDg
1
) ia dfos Journal

des S^avans vom 1.1. F^bruar. 1698 ein. Di&amp;lt; gegbeue Aufloswng der

Hauptaufgabe, na^iiclfc der von den isoperieaetnschen CurYen^ sei der

Wahrheit nicht ^MIZ; entspvechend
2

).
Er verpHichte sich dem gegen-

ilber zu drei
L&amp;lt;stuiBgen:

1 die Aiwlysis, welche seinen Bruder zu

seiner Losung gefiikrt habe, zu errathea; 2. die sich in ihr vorfinden-

den Widerspnkhe anftudeck^n, fells sie veroffentlieht wiirde; B. die

wahre, vollst&jdige Losuag der Aufgabe zu liefern. Wolle jemand
eine Wette &amp;lt;!;irawf eingehen uod auf jede dieser drei Leistungen einen

Einsatz wagen, so sei er bereit, die gleiche, beziehungsweise doppelte,

beziehungsweise dreifache Suniiuu zu zahlen, je nach den der Reihe

nach genannten Pnnkten, auf welche die Wette sich beziehe.

Das Journal des Seavans voni 21. April 1698 brachte Johanns

, Erwiderung
8
).

Er fragt, warum denn der unbekannte Herr Jemand 4
)

die ursprunglich zagesagten 50 Imperialen nicht an Leibniz geiangen

lasse und diesen als Richter anerkenne, wie er Johann es vor-

geschlagen habe? Im Uebrigen sei bei der Eile seiner ersten Ver-

l
)
Joh. Bernoulli Opera lt 214.

8
) Job. Bernoulli Opera 1, 215220.

*) pas enti&rement fnnforme a la verite.

4
) Nonnww.
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offentlichung em unbedeutender Fehlor vorgekominen, nicht bei der

eigentlich gestellten Aufgabe mit PZ PFa
,
sondern bei der aus

froien Stiicken hinzugeffigten Verallgemeinerung, zu welcher er keines-

wegs verpflichtet gewesen sei. Dort sei statt b /
- ciiifach

6 == PZ zu setzen, es sei also PF /
J x

-- Sollo PZ von
J &amp;gt;V

PZ*
dera Bogen BF, der t heissen moge, abhangig gemacht werden, und

sei v irgendwie von t abhangig, so Lube sicb ibm bei weiterem Nach-

denkcn die Gluichumr v I . , **, , enjeben.J dt* - rf//
2

Die ZeituDgsnunimern des Journal des S^avaris fiibren fort,

Schriftstiicke der beiden Bruder zu bringen. Am 20. Mai 101)8 fragt

Jakob 1

), ob die ErklJirung vora 21. April genau so gemeint sei, wie

sie sich abgedruckt finde, damit sjiiiter koine Uebereilung raelir vor-

gesclmt/t werden kcinne. Am 2.
J&amp;gt;

. Juni behnuptet Johann 3
),

die beiden

nrspriinglich gestellten Aufgaben, die isoperimetrisclie unt(?r der Be-

dingung, PZ -= PF&quot; ebeiisowobl als die von dem Falle durcb die

Cycloiden, richtig geliist zu babon, und zu mebr sei er nicht ver-

pflichtet gewesen. Am 4. August sagt Jakob 3
),

in dor ursprunglichen

Fassung der isoperimetriscben Aufgabe sei die Abhtingigkmt der

Ordinate PZ von dem Bogen HF mit on thai ten gewesen, dieser Theil

der Aufgabe miisse also mit erledigt werden, und desbalb frage er

genauer, ob die Gleichimg dv
_
y

.
t nicht etwa rait einem

Druckfebler behaftet sei. Zugleich gibt er sein Einverstiindniss zu

erkennen, dass Leibniz odor auch de 1 Hospital und Newton als

Ricbter dieuen sollten, vorausgesetzt, dass sie ihr Urtbeil erst zu

fallen batten, nachdem er seine Griinde sliramtlich auseinaiidergesetzt

haben werde. In ebenderselben Nuuimer unmittelbar vor Jakol)s

Anfrage ist ein Brief4
)
desselben an Varignon abgedruckt, der gleicb

falls mit dem Streite zusainmenhiingt. Jakob spricht niimlich bier

Vermutbungen iiber Fehlschliisse aus, welchc sich Johann bei seiner

Baluiudlung der isoperimetrischen Aufgabe wahrscheinlich babe zu

Schulden kommen lassen, und die ihu durch Wiederholung derselben

zu einem theilweise riehtigen Ergebnisse fuhren konnten; so sei

z. B. in dem Scblusse ,,,Tcder Menscb ist von Stein, jeder Kiesel ist

ein Mensch, also ist jedor Kiesel eiu Stein der Schlusssatz wahr,

weil die Fnlschheit des Vordersatzes durch die des Nachsatzes auf

gehoben werde. Die Numiner vom 8. December bringt wieder eine

&amp;gt;)

Job. Rnrnuulli Opera I, 220. ^ Ebonda I,
221222. 3

) Ebenda

I, 230. 4

)
Ebenda I, 222229.
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Zuschrift Von Johann 1

)
mit immer verletzenderen Aeusserungen gegen

Jakob. Von Thatsachlichem ist nur hervorzuheben, dasa Johann die

Gleichung dv = t . t
ausdriicklich wiederholt, wenn auch ohne

tt t (I
t/

besonders zu betonon, dass sie richtig sei, dass er sich freut, dass

Jakob nunmehr Richter anerkenne, und dass er folgenden Vorschlag

macht: in erster Linie solle Leibniz sein Urtheil abgeben; falle es

gegen ibn, Johann, aus, so werde er sich dabci beruhigen; gegen ein

Urtheil zu seinen Gunsten aber gestatte er Jukob die Berufung an

den Marquis de 1 Hospital und Newton.

Nun war endlich der Angenblick gekommen, dass Jakob Ber

ivoulli seine eigene Auflosung der isoperimetrischen Aufgabe enthtillte;

ftber zugleich ist dauiit fur uns der Augenblick gekommen, unsere

Darstellung zu unterbrechen. Jakobs Abhundlungen erschienen in

den A. E. von 170U und .1701. Johanns Gegenlosung ist in den

Veroffentliehungen der Pariser Academic der Wissenschafteu von 170G

cnthalteii. Sein Eingestandniss eines begangehen Irrthum hat er

ebendort erst 1718 gegeben. Das sind lauter Dinge, die gemeinsam
berichtet werden miisseu, lauter Jabreszahlon

,
die auf unseren

XVII. Abschnitt verweisen. Dort werden wir zu Beginn des 100. Ka-

pitels an das jetzt Unterbrochene anzukuiipfen haben.

Wir haben (S. 238) versprochen, auf die Anfgaben /uruckzu-

kommen, welche Johann Bernoulli iin Journal des S^avans vom
20. August 105)7 den Mathemntikern stellte. Es waren deren sechs,

welche alle
2
) gevvisse Minima aufzufinden verlangten oder an Minimal

aufgaben ankniipften. Die wichtigste derselben war als (^rste an die

Spitze gestellt, die Aufgabe: die kurzeste Linie auf einer nach

aussen gewolbten Oberflache zu finden 3

), und zwar wird die

Auflindung in geometrischer Weise verlangt. Fur Kugel, Jvegei

und Cylinder sei dieses sehr leicht, schwierig dagegen fiir (lonoide

und Spharoide, d. h. also in unserer heutigen Spracho fiir Um-

drehungsfliichen zweiten Grades. Johann schlug als Beispiel dus Uni-

drehungsparaboloid vor, bei welchem aber die beiden durch eine

kurzeste Linie zu verbindenden Punkte nicht derselben Meridian-

curve angehoren diirfen, weil diese soust selbst die gesuchte kurzeste

Linie sei. Johaun hatte mit seiner Aufgabe offenbai* Jakob in Ver-

legenheit bringen wollen, denn er stellte sie den Math&amp;lt;Mnatikern,

welche da glauben Methoden zu besitzen, welche lur alle dergleichen

) Job. Bernoulli Opera I, 2S1 - 239. *) Ebenda I, 204 205.
3
) P. Stackel, Bemcrkungen zur Geschichte der geodalischeu Linion. Berichte

der tuathem.-phys. Classe der Kouigl. Silchs. Gesellschaft der Wissenschaften zu

Leipzig. Sitzung vom 3. Juli 1893.

CANTOK, Geschichte der Matheaiatik. III. 1 2 Aufl. 16
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Aufgaben ausreichen 1

).
Jakob nahm den hingeworfenen Handschuh

auf. Im Maihefte 1698 der A. E. veroffentlichte er drei zusammen-

hangende Aufsatze 8
) ,

deren Inhalt in grosster Kflrze angedetitet
werden mag. Der erste Aufsatz behandelt den Fall langs einer

Cycloide bis zuin Treffen einer Verticalen, der von Johann bereits

(S. 238) erledigt worden war. Eine Stelle kommt hier vor, welche

bemerkt zu werden verdient 9
): ,,Ich habe bei alien solchen Aufgaben,

wa es darauf ankomint, von unendlich vielen Curven der iihnlichen

Natur eine herauszufinden
, welche irgend eine Function am besten

erfttlle, bemerkt, dass von zwei Curven, deren Durchschnitt einen der

gesuchten Punkte darstellt, die eine immer die Functionslinie ist,

wie ich sie nenne, welche bald transcendent, bald algebraisch sein

kann, wahrend die andere stets algebraisch ist/ Das ist die Stelle,

auf welche wir (S. 216) zum Voraus hingewiesen haben, als wir von

der Einfiihrung des Kunstausdruckes Furiction sprachen. Der dritte

Aufsatz behandelt die von Johann, dem Erfinder des Gedankens der

Trajectorien (S. 231), gestellte Aufgabe, diejenige Curve zu finden,

welche eine unendliche Schaar von logarithmischen Linien rechtwinklig
schneide. Der mittlere Aufsatz wendet sich zur Aufgabe der kflrze-

sten Linien und lost sie fflr jeden Umdrehungskorper durch synthe-

tische Betrachtungen, deren Grundgedanke darin besteht, dass jeder

Punkt der kiirzesten Linie zugleich auch Punkt einer Meridiancurve

sei. Das Integral ,der Bogenlange der kiirzesten Linie ist beigefftgt,

aber nicht eigentlich abgeleitet. Die Aufgabe, meint Jakob, ftihre

meistens auf Transcendente, und daher konne von einer geometrischen

Ausfiihrung, wie Johann sie verlangt habe, eigentlich nicht die Rede

sein, wenn man nicht, der sonstigen Uebung widersprechend, schon

solche Auflosungen geometrisch nennen wolle, welche eine Aufgabe
bis auf Quadraturen zuriickf ahren. Das war eine kleine Bosheit, wie

sie im Charakter der wegen der isoperimetrischen Aufgabe zu der-

selben Zeit gewechselten Schriftstiicke lag, und kleine Bosheiten,

allerdings feiner ausgesprochen, finden sich auch in einer Erwiderung
Johanns 4

)
im Octoberhefte 1698 der A. E. Die Auflosungen, welche

Jakob gegeben Latte, werden gebilligt, sie seien in Uebereinstimmung
mit denjenigen, welche der Aufgabesteller selbst besitze, nur liessen

*)
aux Gcometre* qui croyent avoir des mtthodes pour toutes Us questions de

cette nature. *) Job. Bernoulli Opera I, 253266. )
Ebenda I, 266:

Oliservabam in omnibus ejusmodi quuextionibus , ubi ex infinitis Curvis similibus

aliqua inccnienda eat, quoe functionem qvampiam optime praettet, quod duarum

Cui-varum, quanim intersectione quaesitum dcterminatur, altera semper possit esse

Litiea, quam voco, Function-is, adeoque nunc mechunica, nunc algebraica,

urn ulte draperpetuo est algebraica. *) Ebenda I, 202271.
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sie durchweg Allgemeinheit vermissen, Es seien eben besondere Auf-

losungen besonderer Falle, fiber welche nie hinausgegangen sei. Das

Wort geometrisch verstehe er natiirlich in dem erweiterten Leib-

nizischen Sinne, dass schon die Zuruckfiihrung auf Quadraturen als

geniigende Auflosung erachtet werde. Er habe es bei der Aufgabe-

stellung iiberhaupt nur deshalb gebraucht, um die rein mechanische

Auflosung auszuschliessen, die darin bestehe, dass man auf der Ober-

flache einen Faden durch die beiden mit einander zu verbindenden

Punkte lege und fest anziehe, wodurch er von selbst die Gestalt der

kiirzestmoglichen Linie annehme.

War, wird man fragen, Johann Bernoulli im October 1698 be-

rechtigt, die mangelnde Allgemeinheit in Jakobs Behandlung der Auf-

gabe der kiirzesten Linien zu riigen? War er selbst, der doch die

Aufgabe in der engen auf Conoide und Spharoide beschrankten Form

gestellt hatte, in Besitz eiiier allgemeinen Behandlung? Sein Brief-

wechsel mit Leibniz gibt daruber Auskunft.

Am 4. December 1697 schickte Johann Bernoulli an Leibniz

einen Ausschnitt des Journal des S(;avans mit der dort gestellten

Aufgabe der kiirzesten Linien. De 1 Hospital sei mit derselben nicht

fertig geworden, er aber habe sie auf eine Differentialgleichung

zurflckgefiihrt, und sofern die Veranderlichen in ihr getrennt werden

konnten, sei die Sache erledigt
1

).
Leibniz antwortete am 17. December,

er habe schon fruher uber die kiirzesten Linien auf gegebenen Ober-

flachen nachgedacht, aber ohne Befriedigung. Bei Gelegenheit der

Brachistochrone habe er die Verwandtschaffc beider Aufgaben erkannt,

und eine Methode erfunden
;
die er aber nie erprobt habe 2

).
Als im

Maiheft 1698 der A. E. die Arbeit Jakobs, uber die wir (S. 242)
berichtet haben, erschienen war, machte Leibniz am 29. Juli .lohann

darauf aufmerksam 3
) und bemerkte zugleich, wie er selbst fruher

die Behandlung der Frage sich vorgestellt habe. In der Ebene seien

Gerade, auf der Kugel Kreisbogen die kiirzesten Linien. Nun deuke

man sich die gegebene Oberflache aus ebenen oder auch aus kugel-

formigen Elementen zusamuiengesetzt. In zwei sehr benachbarteu

Oberflachepunkten It, S seien solche Elemente vorhanden, welche ein

ander schneiden. Ihrer Durchschnittslinie raiisse ein Punkt T an-

gehoren, der IIT-^TS zu einem Minimum mache. Koune man die

Lage von T durch eine Gleichung bestimmeu, so sei diese die Glei-

chung der kiirzesten Linie. Gegen Ende August antwortete Johann 4
).

*) Leibniz III, 470: Hospitalius de eo desperavit; Ego vero illud reduxi

ad aequationem differentidlem, guae, * separentmr indetermmatae, construi jtotwit.

*) Ebenda III, 475: Sed ad praxin methodi non accessi.
3
) Ebenda III, 526.

4

) Ebenda 111, 532.

16*
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Was Leibniz als Grundlage einer Methode vorschlage, sei ja ganz

richtig und habe ihm selbst sich auch zunachst dargeboten, aber es

fiihre nicht zur Erzielung der kiirzesten Linien auf der Oberflache.

Er habe dagegen eiue andere Methode gefunden, welche sich darauf

griinde, dass die Ebene durch drei consecutive Punkte einer

kiirzesten Linie senkrecht zur Bertthrungsebene an die

Oberflache in einem jener drei Punkte stehe 1

).
Mit Hilfe

dieses Satzes habe er die Gleichung der kiirzesten Linie fiir alle

Oberfllichen ganz allgemein dargestellt, welche in besonderen Fallen,

wie bei Conoiden und Spharoiden, leicht zur Construction fiihren.

Leibniz lobte in seiner sofortigen Antwort 2

)
den Gedanken, der zur

allgerneinen Gleichung, wenigstens zur allgemeinen Differentialglei-

chung fiihren werde. Damit hort der Briefwechsel iiber die kiirzesten

Linien auf, abgesehen von einer kurzen Bemerkung Johanns in einem

iin September gescliriebenen Briefe, er habe eine Antwort auf Jakobs

Auflosung an die A. E. abgehen lassen, womit jedenfalls der Aufsatz

im Octoberhefte 1098 der A. E. gemeint war.

Es steht also fest, dass Johann Bernoulli dainals wirklich die

Haupteigenschaft der kiirzesten Linien kannte. Wie die allgemeine

Gleichung hiess, zu welcher er gelangt. war, ob sie der Hauptsache

nach mit den Ergebnissen der Abhandlung iibereinstimmte, welche

Johann Ende 1728 an Professor Klingenstierna von Upsala mit-

getheilt haben will, welche er aber erst 1742 in der Gesammtaus-

gabe seiner Werke zum Drucke gab
3

), diirfte kaum zu entscheiden

sein. Ware es der Fall, so ware damit allerdings der Beweis er-

bracht 4
), dass Johann Bernoulli schon 1698 Oberflachengleichungen

mit Hilfe von drei Raumcoordinaten aufzustellen und zu behandeln

wusste. Wir kommen auch hierauf im XVII. Abschnitte wieder

zuriick.

Wir haben (S. 222 225) von dem personlichen Verkehre, der

zwischen Johann Bernoulli und dein Marquis de 1 Hospital 1692

in Paris stattfand, und von einem Buche des letzteren gesprochen,

welches, wenn es auch nicht als geistiger Diebstahl an dem ersteren

aufzufassen ist (eine Meinung, welche heute widerlegt erscheint),

jedenfalls unter seinem Einflus.se entstanden ist. Die Analyse des

infiniment pctits pour Vintelligence des Lignes courbes ist zuerst 1696,

dann (nach des Verfassers 1704 erfolgtem Tode) in wiederholten Auf-

lagen 1716, 1720, 1768 gedruckt worden. Der Erfolg des Buches

) quod planum transient pir tria quaelibet pnncta proxima lineae quaesitae

debeat esae rectum ad planum tangent superficiem curvatn in oliquo istorum

punctorum. *) Leibniz III, 665.
&quot;)

Job. Bernoulli Opera IV, 108 12S.

4

) Stackel, 1. c. S. 448.
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ist um so begreiflicher, als es das erste, lange Zeit das einzige, fast

noch langere Zeit das am leichtesten lesbare Lehrbuch der Differential-

rechnung war. Die Differenzen - denii nur dieses Wort wird

angewandt sind als unendlieh kleine Grossen erklart, welche

ebenso gegen Endliches verschwinden, wie ihre hoheren Poten/en

gegen sie selbst. Sie entstehen, indem ein iriiherer Zustand von

einem nachfolgenden abgezogen wird, unter Beriicksichtigung des

Umstandes, dass bei Constanten, welche durch einen der ersten Buch-

staben des Alphabetes bezeichuet werden, wahrend die let/teii fiir

die Variablen aufbewahrt bleiben 1

), der friihere Zustand in it dem

nachfolgenden genau iibereinstimint. Die Differenz von a -f- x -f- y z

ist also

(a -|- x -J- dx -f- y -j- dy z dz) (a -f- x -f
-

y s) dx -f- dy dz.

Die Differenz von xy ist

(x -f- dx) (y -f- dy) xy = xdy -f- ydx -j- dxdy xdy -j- ydx

wegen des Verschwinden von dxdy neben ersten Potenzen von dx
nnd dy. Die Differenz von xyz findet man als

xydz -f- xzdy -\- ysdx,

indem man zuuachst xy als einfache Variable betrachtot u. s. w. Ist

z = y x, so erhalt man die Differenz von Xs
,
namlich

xxdx -f- xxdx -f xxdx = $x*dx

und ahnlich die Differenz von x* als nxn~ l
dx, wenn n eine ganze

M

positive Zahl ist. Um die Differenz von = e zu linden, geht man
y

zur Gleichung
x = yz ,

dx =
flty -j- t/rf^-

iiber, woraus
, dx zdy ydx xdydz === ===

y y
9

Ganz ahnlich ist die Ableitung der Differenz von xn = z
,
wenn n

keine ganze positive Zahl ist. Multiplikation oder Potenzirung fuhrt

zu einer neuen Gleichung, in welcher nur ganze positive Bxpouenten

vorkommen, und diese zu differentiiren hat man schon gelernt. Das

Differentiiren algebraischer Functionen ist damit vollstandig erledigt,

aber das Differentiiren irgend welcher Transcendenteu wird nicht ge-

lehrt. De I Hospital kummert sich weder um Logarithmen noch uin

Exponentialgrossen, weder um trigonometrische noch uin cyclometrische

Functionen, welche hier in Frage kommen konnten.

) Quantitcs comtantes, quantites variables
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Der ganze weitere Inhalt des Lehrbuches besteht vielmehr aus

Anweiidungen des Differentiirens auf Curven, die theils algebraisch

sind, theils 80 behandelt werden, dass man wenigstens nur mit alge-

braischen Gleichungen zu thun hat. Der Punkt der Curve, an welchen

eine Beriihrungslinie gelegt wird, heisst regelmassig Mt
der Fuss-

punkt seiner durch y bezeichneten Ordinate 1

) heisst P
}
der Fusspunkt

der Beriihrungslinie T. Die Abscisse x wird mit ins Franzosische

flbersetztem Namen la coupee genannt
2

).
Heute klingt uns allerdings

diese Uebersetzung ebenso fremdartig wie die von cercle baisant fur

den Osculationskreis 3

).
Im Laufe der Untersuchungen kommen sehr

verschiedene Curvengattungen vor: solche, welche mit Benutzung
mehrerer Brennpunkte entstanden sind 4

), Brennlinien durch Zuriick-

werfung
5
),

ebensolehe durch Brechung
6
),

einhullende Linien 7

),
ParaUel-

curven 8
) u. s. w., lauter Entstehungsweisen, welche theils an Tschirn-

huus, theils an Leibniz uns erinnern, und an den letzteren denken

wir auch sofort, wenn die Abscissen nicht auf einer geraden Linie

sondern auf einer Curve abgenommen werden 9

).
Bei der Lehre von

den grossten und kleinsten Werthen, welche einen ganzen Abschnitt 10
)

einnimmt, ist besonders hervorgehoben
11
), die Differenz der Ordinate

mttsse vor und nach dem Punkte, in welchem das Maximum oder

Minimum eintritt, verschiedenen Zeichens sein, aber die Veriinderung
des Zeichens miisse nicht grade den Durchgang durch Null voraus-

setzen, sie konne auch bei dem Durchgang durch das Unendlichgrosse

entstehen, was nicht so zu verstehen ist, als wolle de 1 Hospital be-

haupten, die definitionsgeraass unendlich kleinen DiiBferenzen konnten

plotzlich unendlich gross werden, sondern Differenz bedeutet hier so

viel als Diflerentialquotient, wenn etwa dx als constant, d. h. als

Einhe.it betrachtet wird. Das ist einer jeuer Gegeustande, uber welche,

wie wir wissen (S. 231), de 1 Hospital 1695 mit Johann Bernoulli in

Briefwechsel stand. War er damals, wie uicht bezweifelt werden

kann, fur beide Briefschreiber neu, so kann er unmoglich 1692 in

den Lehrvortragen Johann Bernoullis vorgekommen sein, und wir

haben hier eine Stelle, die unbedingt spater hinzugearbeitet, den er-

hobenen Vorwurf einfachen Abdmckes des alten Heftes vernichten

hilft. Noch Anderes entstammt ersichtlich dem erwiihnten Briefwechsel

von 1695, wenn wir auch, da jener Brieiwechsel leider nicht veroffent-

licht ist, nicht immer im Stande sind zu sagen, was jedem der beiden

*) appliquee. ) Analyse des infinitnent petite Nr. 9, pag. 11. 3
) Ebenda

Nr. 203, pag. 174.
4

) Ebenda Nr. 32, pag. 27. e
) Ebenda Nr. 110, pag. 104.

)
Ebenda Nr. 132, pag. 120. 7

)
Ebenda Nr. 146, pag. 131.

&quot;)

Ebenda

Nr. 167, pag. 147. 9
)
Ebenda Nv. 15, pag. 16.

10
) Ebenda Nr. 4154.

n
) Ebenda Nr. 46, pag. 42.
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sich wissenschaftlich Unterhaltenden angehorte. Die Benennung point

de rebroussement*) flir den Ruckkehrpunkt hat Bernoulli Leibniz

gegenuber fur sich in Anspruch genommen. Wir haben keinen Grand

diesen Ausspruch zu verdachtigen. Dann war zwischen beiden ron

dem Kriimmungshalbmesser in einem Wendepunkte die Rede,

und dass dieser bald oo, bald sei. Dieser Gegenstand ist in der

Analyse des infiniment petits des Weiteren erortert 2
), und zwar im

Zusammenhange mit der Evolute. Die Curve SAC (Figur 43) habe

in A einen Wendepunkt, dessen Beriihrungslinie in der Figur ge-

zeichnet ist, und ebendort den Kriiramungshalbmesser von unendlicher

Grosse. Nun denke man zur Curve BAC als Evolute die DAE als

Evolvente derart gezeichnet, dass A mit A zusammenfallend einander

so entsprechen, dass der Punkt A,
sofern er der DE angehort, seinen

Kriimmungsmittelpunkt in A, als

einem Punkte der BC, besitzt.

Dann hat die DE in A den Krfim-

mungshalbmesser AA = . Zu-

gleich hat sie aber in A einen

Wendepunkt. Der CA als Evolute

gehort die EA mit der gegen C

gekehrten Hohlseite als Evolvente

an, der BA als Evolute die mit

der Hohlseite gegen B gekehrte

Evolvente DA. In A iniissen also

die zwei entgegengesetzten Wolbungsarten der EA und DA in ein

ander iibergehen, d. h. A ist Wendepunkt von DE. Es wird dabei

bemerkt, auch der Zeichenwechsel des zweiten Differentials konne

durch oo anstatt durch vermittelt werden. Als Beispiele von Curven

mit Wendepunkten, in welchen das zweite Differential der Ordinate

durch oo hindurch das Vorzeichen andert, werden (fix = y
8 und

a2#3
y
5

genannt. Fiir beide Curven sei der Coordinatenanfangs-

punkt Wendepunkt. In der erstgenannten Curve sei dort der Kriim

mungshalbmesser oo, in der zweiten sei er 0. Die Rechmmg selbst

ist bei de FHospital nicht gefuhrt, allein es ist nicht schwer, sich

von der Richtigkeit seiner Behauptung zu iiberzeugen. Jakob Ber
noulli hat im Septemberhefte 1697 der A. E. den gleichen Gegen
stand in Erortemng genommen

3
)
und dadurch zu erklaren gesucht,

dass er statt der Curve a*xs
y
6 zunachst a?xs

if b*y
3 be-

A

) Analyse des infiniment petits Nr. 66, pag. 59. *) Ebenda Nr. 82,

pag. 80 und Nr. 88, pag. 86. 8
)
Jac. Bernoulli Opera II, 779782.
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trachtete und dann die Constante b zum Versehwinden brachte. Durch

Inanspruchuahine der Evolution gelangte de 1 Hospital aber auch zu

einer weiteren Bemerkung, die, wie er sagt, bisber nocli nicht gemncht

Fig. 44.

worden sei
1

).

Curve BAG (Fi-

gur 44) babe wie-

der in A einon

Wendepunkt und

werde als Evolutt1

bebandelt. Zum
Curvenstiicke BA
gehort die Evol-

vente EF, zum

Stiicke AD die

ED, zum Stiicke

DC endlicb die DO. Nun ist E ebenso wie D ein Riickkehrpunkt,

aber beide sind doch verschiedener Natur. Wahrend iu D die DE
ihre Hohlseite gegen A, die DG ihre Hohlseite gegen C kehrt, siud

in E die Holilseiten von ED und von EF gegen A (beziebungs-

weise B} gekebrt. Sollten wir de

THospital noch immer vom Ver-

dachte vollstiindigen Diebstahles rei-

nigen miissen, so ist grade dieser

Riickkehrpunkt zweiter Art,
der Schnabel, wie man ihn wohl

im Gegeusatze zur Spitze genannt

hat, geeignet, seine wenigstens zeit-

weilige Selbstandigkeit zu erweisen.

Wir haben bei noch einer Auf-

gabe zu verweilen, welche in der

Analyse des infiniment petits zuerst

an die Oeffentlichkeit trat 2
),

bei

der Auswerthung unbestimmter

Formen, genauer gesagt bei der

Auswerthung von Brfichen, deren

Zahler und Nenner durch die An-

nahme x = a in Null iibergehen. Jener Bruch = y gesetzt, mag

(Figur 45) die Gleichung einer Curve AMD sein, wiihrend ANB
f

COB die Curven sind, deren Ordinaten der Zahler und der Nenner

*) Analyse des infiniment petite JSr. 109, pag. 102: qtte personne, que je

sqache, n a encore coiisulere. *)
Ebeutla JS

T
r. 1G3, pag. 145.
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jenes Bruches sind. Als Einheit dor Zeichnung diene AH a, no

Ml* NP
dass z. B.

j-jT-

=
-fj~r

Man sucbt also DB unter der in der Figur-fj~r

zur Anschaunng gebrachten Annabme, dass die beiden Curven ANB,
COB sicb in li auf der Abscissenaxe bei

x = . = AB
schneiden. De 1 Hospital schreibt vor, man solle zu dera benachbarten

Punkte & der Abscissenaxe iibergehen. In ihm sind die Ordinaten

?&amp;gt;/ , bg die Difterenzen der Ordinaten der Zahler- und der Nenner

curve, und dereu Quotient liefert dl)
}

welches yon DB sich niclit

angebbar untcrscheidet. Dadurch 1st aber die Regel begriindet, welche

darin besteht, den Zahler und den Nenner des in uubestimmter

Form erscheinenden Bruches jeden fQr sich zu differenziren und

dann erst x a einzusetzen. 1st etwa

&quot;|/2a

s
.r x* oj/a x

y== ~
~\7T
-

a Y n x
so lindet man

a*dx Ix^dx a*dx

als Differenz des Zahlers, 4
-- ^ als Differenz des Nenners, und

4Va 3x

diese dividirt man durcheinander unter Einsetznng von x a . Das

gibt
4a , 3 , 16

y-
dx : dx y a.

In einem zweiten Beispiele y = - ^-^L findet man w = 2, wenn
o yaa

a; = a. Hier sei, setzt de 1 Hospital hinzu, die Differentialrechnung
zu umgehen. Aus der fiir y gegebenen Gleichung folge unter Ratio-

nalisirung derselben:

8
a:

2
-f- 2a*zy axif 2a*x -f a4 -f- aa

y
8

2a*y 0.

Diese Gleichung durch x a dividirt, liefere

a*x a3
4- 2a*y af 0,

und hier # =-= a eingesetzt, bringe y = 2o hervor.

Kaum war de 1 Hospital im Jahre 1704 gestorben, so verofFent-

lichte Johann Bernoulli *) im Augusthefte 1704 der A. E, einen

Aufsatz, in welchem er die Methode jener Auswerthung ebenso wie

) Job. Bernoulli, Opera T, 401 405. Darin die Worte: Jffarchioni Hospi-
talio cujus mine suprema fata lugemu*.
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das bestimrate Beispiel far sich in Anspruch nahm. Letzteres habe
er vor etwa zehn Jahren 1

)
de 1 Hospital und anderen franzosischen

Mathematikern vorgelegt, welche nichts damit anzufangen wussten,
bevor er ihnen den Weg gezeigt habe. Dann habe de 1 Hospital die

Regel neber, Anderem, was Bernoulli angehorte
2
), in der Analyse

des infininient petits veroffentlicht. Ganz vollkommen, setzte Ber

noulli hinzu, sei die Regel jedoch nicht, denn sie fflhre unter Um-

stiinden zu einem neuen Bruche, den x = a abermals in - flber-

gehen lasse; dann miisse man eben die schon benutzte Methode zum
zweiten Male anwenden. So werde

8 4- 4&amp;lt;e

s ax a*^
V2a -f 2x* x a

erst nach wiederholter Differentiation des Zahlers und des Nenners

zu 2a.

Erinnern wir uns an das, was (S. 225) iiber die zwischen Johann

Bernoulli und de THpspital gewechselten Briefe berichtet wurde, so

kann man nicht sagon, dass die AusdrucksWeise, deren Ersterer sich

jetzt mit Bezug auf einen Verstorbenen bediente, wahrend er, so

lange de 1 Hospital lebte, acht Jahre lang geschwiegen hatte, sehr

hiibsch gewesen sei, und in Frankreich veriibelte man ihm sein Be-

nehmen in hohem Grade. Besonders erziirnt war Josef Saurin

(1659 1737), em Freund des Verstorbenen, und Varignon schrieb

dieses auch an Johann Bernoulli, der seinerseits unter dem 11. Juli

1705 Leibniz davon Mittheilung machte 3
). Aber, sagte er, an der

nachtraglichen Abfertigung trage Saurin selbst die Schuld, der die

angeblich de rHospitalsche Methode iiber alle Gebiihr gepriesen habe.

Das habe er erst ganz neuerdings erfahren und sich selbstverstand-

lich nicht gefalleu lassen.

Diese wenigen Bemerkungen kniipften sich allzunatiirlich an den

Bericht fiber die Analyse des in fin imen t petits an, als dass wir sie

nicht hatten anschliessen sollen. Nun kehren wir aber bis vor die

Zeit der Herausgabe dieses Lehrbuchcs. bis in das Jahr 1693 zurfick,

in welchem Auszfige von Brie fen Newtons an Wallis durch

diesen in der Ausgabe seiner eigenen Werke zum Drucke gegeben

wurden 4
), in denen die erste Enthttllung iiber die Fluxionsrechnung

stattfand.

Das Datum der Briefe 5

)
ist vom 27. August und 17. September

*) ante hos decem circiter annos. *) jtucta alia mea. *) Leibniz

III, 765. *) Rouse Ball, A history of Hie study of mathematics at Cambridge

pag. 62.
8
) Opuscula Ncwtoni I, 350370.
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1692. Sie sind also geschrieben, nachdem Leibniz den Algorithmus
der Differentialrechnung 1684, den der Jntegralrechnung 1686 heraus-

gegeben hatte, nachdem Craig 1685 der bewundernde Dolmetscher

Leibnizischer Ideen in England geworden war, nachdem Jakob Ber

noulli in einer grossen Reihe von Aufsatzen in den A. E. von 1691

und den ersten Monaten 1692 seine Gewandtheit in der neuen Methode

und dadurch zugleich deren grosse Verwendbarkeit offenbart hatte.

In jenen Briefaufzfigen also, welche Wallis angefertigt hat, und

in denen Newton immer in der dritten Person redend vorkommt, so

dass man nicht fiinmal mit aller Bestimmtheit sagen kann, Newtons

Meinung sei Uberall genau richtig ausgesprochen, heisst es, der Kern

der Newtonschen Lehre sei der Satz: Data aequatione fluentes

quotcunque quantijbates involvente fluxiones invenire et

viceversa, jener Satz also, der im zweiten Briefe an Leibniz (S. 185)
als Anagramm enthalten war. Unter Fluenten verstehe Newton un-

bestimmte Grossen, d. h. solche, welche bei der Erzeugung von

Curven durch eine Ortsbewegung bestandig vermehrt oder vermindert

werden, und unter deren Fluxion verstehe er die Geschwindigkeit der

Zu- oder Abnahme 1

).
Das sei, wie alies Neue, beim ersten Anblick

etwas schwierig zu verstehen, aber doch halte Newton daffir, ihr

Begreifen sei immer noch leichter als das von Augenblicksverande-

rungen
2
) oder kleinsten Theilen oder unendlich kleinen Differenzen,

weil Entstehung von Figuren und Grossen durch stetige Bewegung

naturgemasser sei als die aus Theilen, doch vernachlassige er auch

die Theorie solcher Theile keineswegs, sofern sie zur Abkiirzung des

Geschaftes diene, oder es durchsichtiger mache, oder zur Erforschung
der Verhaltnisse der Fluxionen unter einander fuhre. Ftir eine Fluente,

z. B. fur die Abscisse einer Curve nehme er gleichmassige Vermehrung
in Anspruch uiid setze deren Fluxion der Einheit gleich, die Fluxionen

anderer Fluenten y, x, y, z bezeichne er durch punktirte Buchstaben

v, x, y, is. . Die Fluxiouen selbst verandern sich aber auch, und die

Geschwindigkeit ihrer Veranderungen konnen als ihre Fluxionen be-

trachtet und durch abermalige Punktirung bezeichnet werden. So

entstehe v, x, y, z
t
und nun sei ersichtlich, was unter v, unter v u, s. w.

zu verstehen sei. Die erste Aufgabe, die Fluxion einer Fluente zu

finden, wird nun gelost und als Grundlage genommen, dass die Fluxion

von xn als nx*~ 1x sich darstelle, wenn n gacz und positiv sei. Der

Beweis wird gefuhrt, indem eine unendlich kleine Grosse o gewahlt

) Per fluentes quantftates intclligit indeterminatas , id cst, quae in gene-
rationc curvarum per motum localem pcrpeluo migentur vel diminuuntwr ; ft per
earum fluxionem intelligii celeritatem incrementi vel decrement. ) momenta.



252 92. Kapitel.

wird, welche mit den Fluxionen z, y, x vervielfacht die Augenblicks-

veriinderungen
l

) der Fluenten x, y, z darstellen. Dann geht x&quot; tiber in

(x -f- ox)* = x* -j- nx*~ l ox + n( &quot;
~
^a^-Vs* -|

----

und die Fluxion der xn wird nach Division durch o als

erkannt oder als nx*- l

x, indem die Glieder, welche das unendlich

kleine o noch enthalten, wegfallen. 1st n nicht ganz und positiv, so

werden die Substitutionen gelehrt, von welchen schon an zu vielen

Stellen dieses Bandes die Rede war, als dass wir vielfach Gesagtes
nochmals wiederholten.

Wallis berichtet dann weiter fiber die zweite in jenem Newton-
schen Briefe von 1676 anagraramatisch enthalten gewesene Stelle

(S. 185), welche eine doppelte Art der Auflosung der Aufgabe, von

der Fluxion zur Fluente aufzusteigen, in Aussicht stelle. Die eine

Art bestehe in einer Anwendung von Reihen mit unbestimmten

Coefficienten ffir die Unbekannten, deren Fluxionen alsdann gebildet
werden und zu einer Gleichung ftihren, in welcher die homologen
Glieder einander aufheben, so dass die vorher unbekannten Coeffi-

cionten dadurch erkannt werden. Diese Methode sei aus den sic

schildernden Worten deutlich zu verstehen. Die andere Art sei von

der Gattung, welche man bei der Reihenentwicklung der einen Un
bekannten einer Gleichung nach Poteuzen der zweiten in der Glei

chung auftretenden Unbekannten kennen gelernt habe. Die Aehn-

lichkeit der beiden Aufgaben leuchte ein, wenn man bedenke, dass

man von einer Gleichung ausgehe, welche y, z, y, z enthalten solle.

Nun betrachte man z als einformig veranderlich, so dass dessen

Fluxion z als Einheit gewahlt werden konne. Dann sei die Absicht,

y in Gestalt einer nur z enthaltenden convergenten unendlichen Reihe*)
kennen zu lernen. Manchmal sei dieses allerdings unmoglich, manch-

mal sei ein Zurechtstutzen der gegebenen Gleichung erforderlich.

Wie Newton diese Methode, welche von der anderen sich eigentlich

nur durch einmalige statt durch zweimalige Anwendung von Reihen

mit vorlaufig unbekannten Coefficienten unterscheidet, verstanden

huben will, geht aus dem Beispiele

hervor. Durch z 1 geht sie in_ y
2

e*y d* -f dz =
) incrementa womentama. ) in serie infinita convergent^ quae solum z

invvlvet.
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fiber, und nun nimmt man an, es sei

Diese Werthe in die vorher gewonnene, von z schon freie Gleichung

eingesetzt geben
_ rf* _j- dz -f fcV* H----- A^+ x ---- =0,

und ist A = 0, so findet man k = d, d. h. man findet y = d -\- p,

wo p neuerdings unbekannt ist, und y = p. Die Fluxionsgleichung

geht dadurch iiber in

2dp + p* .?
2

4&amp;gt; + d0 = 0.

Sie setzt voraus, dass dz gegen 2dj sich aufhebe, d. h. dass

F . I +
sei, uebst

P = | + ?&amp;gt;

weil ja # = 1 angenomrnen wurde. Fahre man so fort, so gelange

man zu
, z 3z* 9z*

Ag -.-- // rI P
2 8(2 16d*

Es ist keinem Zweifel unterworfen, dass Newton im Stande

gewesen wlire, diese beiden Briefe, beziehungsweise deren Auszlige,

spatestens 1676 bekannt zu machen, und dass sie dainals ein Auf-

sehen der Bewunderung erregt haben miissten. Ganz anders 1693.

Wenn die Briefe jetzt Aufsehen machten, so konnte es nur ein solches

der Verwunderung sein, uud wenn diese nicht laut wurde, so geschah

es darum, weil die hohe Achtung, die man dem Verfasser von Ab-

handlungen iiber die Farbenlehre in den P. T. von 1672, dem Ver

fasser der Principien von 1687 auf dem europaischen Festlande nicht

minder als in Grossbritannien verdientennassen zollte, den Spottern

den Mund schloss.

Mussten die Leser sich nicht sagen, was Johann Bernoulli iin

August 1696 dariiber an Leibniz schrieb 1

),
das Newtons Methode

der Sache nach sich ganz und gar nicht von der Difterentialrechnung

unterscheide, wie dieser selbst in seinem Werke der Principien ein-

gestehe, dass er nur ein, beziehungsweise mehrere Piinktchen statt

d, dd u. s. w. schreibe? Klingt es so ungerecht, wenn Bernoulli fort-

fahrt 8

):
Ich weiss nicht, ob nicht Newton seine Methode erst bildete,

nachdem er Dein Rechnungsverfahren gesehen hatte? Woher sollte

J

) Leibniz III, 316317. *) Nescio annon Newtonus, Tito calculo vi*o,

suain ilemum Methodum fabricaverit.
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Bernoulli anderer Meinung gewesen sein? Leibniz freilich wusste es

besser und antwortete 1

), Newton habe schon vor zwanzig Jahren

das war 1676 ihm Audeutungen gemacht, denen zufolge er damals
schon Bedeutendes besessen haben niiisse.

Und betrachtet man nicht das Datum der Briefe, sondern das

ihrer Drucklegung, so musste letztere nun gar unbegreiflieh erscheinen,
denn inzwischen hatte das Aprilheft 1693 der A. E. Leibnizens Inte

gration von Differentialgleichungen in Reihengestalt gebracht, von

welcher auch das sagt Johann Bernoulli in dem erst angeftihrten
Briefe die Newtonsche sich nur durch grossere Miihseligkeit
unterschied.

Nicht eben lange nachdem durch Wallis jene Ausziige aus New-
tonschen Briefen veroffentlicht waren, trat 1695 in den A. E. ein

grundsatzlicher Gegner der Leibnizischen Differentialrechnung auf:

BernhardNieuwentijt
2
) (16541718), praktischer Arzt und gleich-

zeitig Burgermeister in Purmerend in Nordholland. Er war nicht

Gegner der Person, sondern der Sache, und er richtete deshalb seine

Angriffe in gleicher Weise wie gegen Leibniz auch gegen die Brtider

Bernoulli und den Marquis de
IJJospital

3
).

Er hat auch besondere

Schriften in der gleichen Absicht verfasst: Considerationes circa ana-

lyseos ad quantitates infinite parvas applicatae prmcipia (1694) und

Analysis infinitorum (1695).

Die Angriffe, welche Nieuwentijt gegen die logische Grundlage
der Differentialrechnung gerichtet hat, sind scharfsinniger als die

Versuche, welche er veranstaltete, jene Grundlagen fester zu sichern.

Er hat dreierlei an der Differentialrechnung auszusetzen. Erstens

sei sie der mit anderen Methoden gemeinsamen Schwierigkeit unter-

worfen, dass Grosseu als Nichts bei Seite gelassen werden, welche

nur unendlich klein seien. Zweitens fehle eine Anwendung der Diffe

rentialrechnung auf Exponentialgrossen. Drittens sei, selbst wenn

man mit den ersten Differentialen sich befreunden konnte, den folgcnden

Differentialen d*x
f
d*x u. s. w. ein Sinn nicht abzugewinnen. Der

erste Einwurf insbesondere ist immer und iramer wiedergekehrt bis

tief in das XIX. Jahrhundert, und damit ist dessen zutn mindesten

theilweise Berechtigung nachgewiesen. Aber wie findet sich denn

Nieuwentijt mit der unleugbar vorhandenen Schwierigkeit ab? Er

niramt ein Unendlichgrosses
4
), welches er durch m bezeichnet, und

neunt den wteu Theil eines Endlichen ein Unendlichstcl 5
).

Dieses

) Leibniz Til, 320. *) Poggendorff II, 289. *) Weissenborn,
Die Principien der biiheren Analysis in ihrer Entwicklung von Leibniz bis auf

Lagrange S. 123 138. *) quant ita s infinita. &quot;) vnfmitesinta.
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ist noch nicht Niehts, aber sein TJnendlichstel oder , 1st Nichts,
tt*

denn dieses liefert mit dem unendlichgrossen m vervielfacht noch

nicht Endliches, sondern erst ein Unendlichsfcel. Aber ist das nicht

Wortspielerei? Besagt es nicht im Grunde das Gleicbe, was Leibniz

und die Seinen in die Worte kleideten, hohere Potenzen eines Un-

endlichkleinen verschwanden neben dessen niedrigeren Potenzen und

das Unendlichklejne selbst neben Endlichem und das Endliche neben

Unendlichgrossem ?

Leibniz beantwortete *) die Nieuwentijtschen Angriffe in den

A. E. von 1695. Er gab dort, wenn auch in gewundener Weise zu
;

dass indirekte Beweisfflhrungen von der Art, wie die grieehischen

Geometer, insbesondere A rchimed, sie anwandten, am geeignetsten

seien, die Wahrheit der Satze festzustellen, bei welchen man auch des

Unendlichkleinen sich bedienen konne, aber schliesslich sei es nicht

mehr als ein Wortstreit, wenn Jemand die Gleichheit von Grossen,

welche urn ihnen selbst gegeniiber Uneudlichkleines sich von einander

unterscheiden
,

verwerfe 2

).
Dazu komme noch Eines: dass solchen

Figuren, welche aus Linienelementen bestehen, immer andere endliche

Figuren ahnlich seien, so dass man Verbaltnisse von nicht Angeb-
barem durch Verhaltnisse angebbarer Grossen zu ersetzen im Stande sei.

Der zweite Einwand hatte der Differentiation von Exponential-

grossen gegolten. Auch hier begann Leibniz mit einem Zugestand-

nisse. Wenn it* = z ,
so sei

t

de = (y + dy)*+** y* = y*+&amp;lt;* -|- xy*+**-*dy f,

sofern alle Glieder wegbleiben, welche Produkte von Differentialen

einschliessen. Diese Gleichung leide aber an dem Fehler, dass in ihr

die Homogeneitat der Differentiale nicht gewahrt sei
3
) und dass sie

vermoge dessen untauglich sei, das wirklich Gesuchte, namlich das

Verhaltniss von dx zu dy*) }
zu liefern. Nach den Principien der

Differentialrechnung miisse man, wenn Differentiale mit eudlichen

Grossen gemischt vorkommen, ei-stere als Null betrachten. Dadurch

gehe die erhaltene Gleichung iiber in

= y*+ -f xy*+o-
lQ y* oder in = y y t

und das sei zwar wahr, ftihre aber nicht weiter. Dagegen konne

Cdx
man folgenden Weg einschlagen. Es sei I =

log x. (Das wusste

Leibniz durch die Quadratur der Hyperbel.) Ferner gehe aus x* = y

l

) Leibniz V, 320 328. *) Et si qitis talem aegualitutis definitionem

rqicit, de nomine disputat. &quot;)

Non iservat leges homogeneorum calculi differen-

tialis.
*) Non exhibet gwtcsitum, nempe rationem dx ad dy.
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die Gleichung v log x = log y hervor oder unter Anwendung der

Integral form fflr die vorkommenden Logarithmen v I -- = I -^

Differentiire man diese Gleichung, so entstehe

v
x

Daraus aber wird 1

)

d(x ) x
v

- dx -{- % dv logar.

An diese Stelle erinnerten wir, als wir (S. 232) Leibniz einen Vor

ganger von Johann Bernoulli in der Differentiation der Exponential-

grossen nannten.

Nun wendet sich Leibniz drittens zu den hoheren Differentialen.

Er nimmt an, die x verlaufen in geometrischer, die y in arithmetischer

Progression. Alsdann findet das Verhaltniss dx : dy = x : a statt, wo
a eine Constants bedeutet und auch dy als constant gilt. Hieraus

folgt dx = - - und durch Differentiation

, , dx dy dx dx , . , . ddx dxddx = - -= -
, beziehungsweise - - =

,a x dx x

d. h. ddx verhalt sich zu dx wie dx zu x, das hohere Differential

ist dem niedrigeren gegenfiber ebenso ein Unendlichkleines, wie das

erste Differential der endlichen Grosse gegenuber. So die Antwort

Leibnizens. Dass in dem fiber die zweiten und hoheren Differentiale

Gesagten sehr viel unstatthafte Willkiir mit einlief, wird man gegen-

wiirtig nicht in Abrede stellen.

Auf Nieuwentijts Zweifel wegen der Differentiation von Expo-

nentialgrossen kam Johann Bernoulli, der dieses mathematische

Gebiet fast mit Eifersucht als sein eigenstes vertheidigte, im Marz-

heft 1697 der A. E. zurfick*), in jenem Aufsatze, der, wie wir (S. 232)

sagten, die Grundzfige der Rechnung mit den Exponentialgrossen fiir

alle Zeiten festsetzte. Wir haben ebendort bemerkt, (lass Bernoulli

als wesentliches geometrisches Hilfsmittel von der logarithmischen

Linie Gebrauch machte. Von einer selbstandigen Gegenschrift gegen

Nieuwentijt aus der Feder eines
jungen&quot; Mathematikers, Jakob Her

mann, den wir nur ganz iin Vorbeigehen (S. 90) eininal zu nennen

Cielegenheit hatten, wird im XVII. Abschnitte die Rede sein.

Vor Abschluss des Jahrhunderts trat noch ein personlicher Feind

)
Da Leibuiz die Keclinung bis hierher richtig gefiihrt hat, so kann es

nur ein Druckfehlor sein, wenn bei ihm die Schlussgleichung auders lautet als

es seiu muss, uud deshaib weichen wir bier iui Texto von ihui ab. *) Job
Bernoulli Opera 1, 179 sqq.
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Leibnizens in die Schranken der Oeffentlichkeit, mit welchem wir

uns zum Schlusse dieses Abschnittes beschaftigen miissen. Es war

Nicolas Patio de Duillier 1

) (16641753). Die Familie hatte

sich 1635 in Basel eingebiirgert, und dort ist Fatio geboren, aber

als er wenige Jahre alt war, kaufte der Vater die Herrschaft Duillier

bei Genf an und wurde 1678 Genfer Bttrger. Schon mit 18 Jahren

war Fatio 1682 in Paris, um an der dortigen Sternwarte unter

Oassini sich als praktischen Astronomen auszubilden. Von 1684

bis 1686 lebte er in Duillier, dort die in Paris begonnenen Beobach-

tungen fortsetzend. Ende 1686 ging er nach Holland, wo er zu

Huygens in personliche Beziehungen trat. Im Jahre 1687 wandte

er sich nach England und wurde 1688 Mitglied der Royal Society

in London. Ein neuer kurzer Abstecher nach Holland zu Huygens
tallt in den Anfang des Jahres 1691, ein vielleicht etwas langerer

Aufenthalt in Duillier in die Jahre 1700 und 1701, aber Fatios

eigentlicher Wohnsitz blieb in England. Dort betheiligte er sich

1707 an Umtrieben religioser Fanatiker, welche ihm eine Verurthei-

lung zum Pranger und zu einer Freiheitsstrafe zuzogen, dort starb er

in einem Alter von fast 90 Jahren, ohne von seiner Begeisterung

fur die Propheten zuruckgekommen zu sein. Wir konnen uns der

Auffassung nur anschliessen, man habe Fatio etwa von 1706 an als

geisteskrank zu betrachten, und in der That sind von da an keine

wissenschaftlichen Arbeiten von ihm bekannt. Er scheint nach seiner

Verurtheilung den Studien fur immer Lebewohl gesagt zu haben.

Wir haben Fatios Lebensgeschichte aus inehreren Griinden aus-

fiihrlicher erzahlt. Einmal konnen wir nun an der Hand der Jahres-

zahlen feststellen, dass, als Johann Bernoulli in den Jahren 1691

bis 1693 erst in Genf, dann in Paris lebte und am ersteren Orte

den alteren Bruder Fatios unterrichtete, er selbst, ein schon ge-

schatzter Gelehrter, in England sich aufhielt, also gewiss nicht durch

Johann Bernoulli in die neuen Methoden eingefuhrt werden konnte

und ebensowenig- von 1700 an durch seinen eigenen Bruder. Zweitens

wird begreiflich, dass Fatio, Englander von Neigung und Neigung
thut in solchen Fallen mehr als die Geburt alien Gemuthsstim-

mungen der neuen Landsleute in Hass und Liebe sich anschloss.

Drittens mochten wir das frUhe Erwachen, den vorzeitigen Todes-

schlaf seines Geisteslebens nachtraglich in einen gewissen Zusammen-

hang gebracht wissen.

Fatio war unzweifelhaft eine hochbegabte Natur. Das Urtheil

von Huygens, das von Jakob sowohl als von Johann Bernoulli,

*) Rud. Wolf, Biographien zur Kulturgeschichte der Schweiz IV, 67 86.

CAJTTOK, Oeiohiobte der Matliematik. III. 1. 2. Anfl. 17
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das von Leibniz, die ihn alle theils personlich, theils aus Briefen,

theils aus den Aussageu Anderer kannten, stiinmt vollgiltig iiberein

und wird dadurch nicht zuruckgenommen, dass von 1700 an wenig-
stens Leibniz und Johann Bernoulli sich ganz anders ausserten. Aber

inimerhin dxirfen wir Fatio doch nur denjenigen begabten Menschen

zurechnen, welche mehr versprachen als sie geleistet haben. Er fasste,

wie es scheint, rasch, war schnell bereit undeutlich Geahntes fiir

mehr als zur Halfte Vollendetes anzusehen und anzugeben, und auch

bedachtigere Gelehrte glaubten an diese Aeusserungen auf blosse

Hoffnung gegrundeter Zuversicht. Wir mochten Fatio am liebsten

mit Tschirnhaus vergleichen, wenn dieser nicht einestheils bewusster

geflunkert, anderntheils doch entschieden mehr geleistet hatte.

Einmal freilich war grade Fatio in der Lage, einen Irrthum

Tschirnhausens zu bemerken und zu verbessern. Es handelte sich um
die Beruhrungslinien an die mehrbrennpunktigeii Curven, deren von

Tschirnhaus 1686 in der Medicina mentis angegebene Construction

mit einem Mangel behaftet war. Wir erinnern uns (S. 153 155),

das Fatio zunachst ein geistreiches, rein geometrisches Verfahren ein-

schlug, welches auf der Zuruckfuhrung auf Widerspriiche beruhte

und daher von den Tangentenmethoden der Infinitesimalrechnung

durchaus verschieden war.

Fatio will diese iiberhaupt, und insbesondere Leibnizens beide

Abhandlungen von 1684 und 1686 damals nicht gekannt haben, denn

das ist doch der Sinn einer im December 1691 an Huygens ge-

richteten Briefstelle 1

), er habe Leibnizens Schrifben fiber den Diffe-

rentialcalcul erst gelesen, nachdem er die gleichen Dinge anderswoher

kannte. Bei Huygens fand Fatio mit seinen Herabsetzungeu der

Ditferentialrechnung ein geneigtes Ohr. Wir wissen (S. 216- 217),

wie sehr dieser sich straubte in Leibnizens Gedankenfolge einzutreten,

wie er fest bis zu seinem Tode dabei beharrte, man konne zu den

gleichen Ergebnissen auch anders gelangen. Wir habeu, als wir

damals von einem fremden Einilusse sprachen, der bei Huygens sich

geltend machte, an Fatio gedacht. Ursache und Wirkung erganzten

einauder hier gegenseitig. Huygens Voreingenommenheit hatte zur

Folge, dass er Fatio horte und ihm bereitwillig Glauben schenkte.

Fatios Einfliisteruugen batten zur Folge, dass Huygens sich mehr und

mehr in der Ueberzeugung von der Ueberfliissigkeit der Differential-

rechnung befestigte.

:

)
Der Brief ist abgedruckt in Uylenbroek, Chr. Hugtnii aliorumque seculi

XVII. viroruiit celebrium Excrcitationes Mathetnaticae et Philoxophicae. Haag,

1833. Die Stelle heisst: c est que je n ai ttvdie ce qu il en a ecrit que depuis

que j ai en d aillews les memes chosen.
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Als Fatio in Holland war, theilte er im Marz 1687 Huygens

mit, dass er bei Tschirnhaus den erwahnten Fehler gefunden habe

uiul besprach mit ihm die Verbesserung, welche er vorhabe. Als er

im Juni 1687 von England aus schrieb, kam er auf seine eigene

Methode zuriick, es sei eine wahre Methode, bequem und von einer

sehr einfachen und leicht im Gedachtnisse zu behaltenden Erwagung

ausgehend. Er habe sie deshalb ins Reine geschrieben und Anwen-

dungen davon gemacht. Nun geht er aber weiter und behauptet, er

habe auch die umgekehrte Tangentenaufgabc behandelt, und er habe

gewissermassen das Mittel gefunden, sie zu losen, wenn es iiberhaupt

moglich sei
1

).

Von jetzt an trat diese so kuhn und zuversichtlich angekiindigte

Auflosung der umgekehrten Tangentenaufgabe einigermassen

in den Vordergrund, und als Huygens gegen Leibniz Einiges dariiber

laut werden liess, fragte dieser im Januar 1691, in welcherlei Fallen

Fatios Yerfahren sich als durchfiihrbar zeige, damit er aus dieser

Angabe entnehmen konne, ob Aehnlichkeit mit seinen eigenen TJnter-

suchungen vorhanden sei
2

).
Inzwischen war Fatio nach Holland ge-

reist, und Huygens konnte am 23. Februar 1691 Leibnizens Frage
dahin beantworten 3

), Fatio finde allerdings in den Fallen einen An-

stoss, in welchen der Werth der Subtangente Wurzelgrossen aus mehr-

T/^T/tt A/

gliedrigen Ausdriicken enthalte, z. B. wenn die Subtangente
-

sein solle, wo x die Abscisse, y die zu ihr senkrechte Ordinate be-

deute. Eine Woche spater schickt Leibniz*) die Auflosung der ihm

mitgetheilten Aufgabe: a?x* = a4
^-

oder auch 4a2#2 = 4a2
y
a

y*

seien Curven, welche jene Subtangente besitzen. Er schlagt vor, er

wolle Fatio diese Auflosungen erklaren, wenn jener ihm die Wege
offenbare, auf welchen er zur Behandlung von zwei inversen Tan-

gentenaufgaben gelangt sei.

Fatio weicht zurfick 5
).

Er verzweifle nicht daran, selbst mit den

Wurzelgrossen fertig zu werden. Ueberdies sei, was er fiber jene

Aufgaben niedergeschrieben habe, so lang und ausfflhrlich und so

schwer zu lesen, dass er sich nicht entschliessen konne, es zu schicken.

So am 26. Marz, aber am 5. Mai scheint Fatio doch nachgrade zur

Ueberzeugung gekommen zu sein, er werde nicht allein mit den

Wurzelgrossen fertig, denn nun schlug er selbst den Tausch vor 6
).

J
) J ai trouve en quelgue sorte le moyen de le resoitdre toittes les fois qu il

est possibk. ) Leibniz H, 77. 8
) Ebenda II, 8182. *) Ebenda

II, 83 84 und 90, wo ein Schreibfehler des frfiheren Briefes verbessert wird.

B
) Ebenda II, 86.

&quot;)

Ebenda H, 93.

17*
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Mag sein, dass Leibniz, nachdem Fatio auch mit der durch ihn

erhalteuen Kenntniss des zu erwartenden Ergebnisses in zwei Monaten

nicht vom Flecke gelungt war, von seiner friiheren guten Meinung
fiber dessen Methode zuriickgekommen war, was nicht unbegreiflich

erscheint, jedenfalls zog er jetzt die Sache unter Angabe von Griinden,

welche blossen Ausfliichten sehr ahnlich sehen, so lange hinaus, bis

sie sich ganz zerschlug.

Fatio war inzwischen nach England zurGckgekehrt. Er hatte

jetzt Leibnizens gedruckte Abhandlungen studirt und ausserte sich

iiber dieselben im December 1691 in einem Briefe, dessen grade

hierauf bezugliche Stelle wir oben (S. 258) angefuhrt haben. Ja, er

ging noch viel weiter. Er behauptete, Newton sei der erste Erfinder

der Differentialrechnung. Derselbe habe so viel und mehr als Leibniz

gegenwartig wisse zu einer so weit zuruckliegenden Zeit besessen,

dass Leibniz damals noch nicht an diese Rechnung dachte. Der

Gedanke scheme vieknehr bei Leibniz erst durch Newtons briefliche

Mittheilungen erzeugt worden zu sein. In einem Briefe vom Februar

1692 an Huygens ist noch weiter von den Newtonschen Briefen von

1676 die Rede, deren Abdruck Leibniz sicherlich sehr unangenehm
ware. Newtons Leistungen verb ielten sich zu denen Leibnizens wie

ein vollendetes Original zu einer verkriippelten und sehr unvoll-

kommenen Copie
1

).

Huygens theilte allerdings diese beleidigenden Ausdrucke Leibniz

nicht mit, unterrichtete ihn aber doch im Marz 1692 davon, dass Fatio

glaube, Newton wisse von dem umgekehrten Tangentenprobleme mehr,

als er selbst und Leibniz zusammen, und dass eine Abhandlung dar-

iiber werde geschrieben werden 2

). Zugleich bot er in Fatios Auf-

trage abermals dessen Methode zum Tausche an.

Leibniz lehnte im April 1692 endgiltig ab s
). Dass Newton recht

weit vorgedrungen sei, glaube er ohne Miihe, aber Jedermann besitze

seine ihm eigenen Wege, und so sei er vielleicht auf Bahnen, die

jenem noch unbekannt seien, fortzuschreiten begriffen.

Die Gemiither fingen an sich gegen einander zu erhitzen. Wusste

Newton von diesen Briefen, welche Fatio und Huygens wechselten?

Es ist kaum denkbar, dass er gar nichts davoii erfahren haben sollte.

Und grade in dieser Zeit, im Sommer und Herbst 1692, schrieb er

seine zwei Briefe an Wallis, deren fruher (S. 253) betonter gering-

fiigiger Inhalt uns jetzt nur urn so diirftiger erscheint, als wir in

den zuletzt erzahlten Ereignissen eine Veranlassung erkennen diirfen,

welche zum Schreiben jener Briefe ftihrte.

) cotnme d un original acheve et d une copie estropiee et tree imparfaite

*) Leibniz II, 133.
s
)
Ebenda II, 135.
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Fatio selbst schwieg Jahre hindurch, bis er 1699 in einer kleinen

Schrift mit dem Titel: Zwei geometrische Untersuchungen fiber die

Brachistochrone
*)

Leibniz offentlich die Anklage ins Gesicht schleu-

derte, welche er bis dahin nur brieflich ausgesprochen hatte. Wir
wissen (S. 235), dass Leibniz im Mai 1697 die Losung der Aufgabe
der Brachistochrone als einen Probestein fur die Vortrefflichkeit der

Differentialrechnung gerfihmt hatte. Nur Kenner dieses Rechnungs-
verfahrens seien zur Losung fahig gewesen, und ausser diesen einige

ganz wenige Personlichkeiten. Unter letzteren nannte er Newton,
aber Fatio nanute er nicht! Das bot diesem den Anlass, nun plotzlich

das Sprachrohr des Aergers zu werden, den Newton und seine Freunde

fiber ihre TJeberflugelung durch die Leibniziscne Schule empfanden.
Der Prioritatsstreit war begonnen. Der XVII. Abschnitt wird

uns dessen Verlauf kennen lehren.

*) Lineae brevissimi descensus investigatio geometrica duplex.
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GescMclite der Matliematik. Klassikeransgaben.

Infinitesimalreclmung bis 1704.

Seit wir, mit dem XIV. Abschnitte beginnend, die Gegenstande

innerhalb eines bestimmten Zeitrauines nach dern Inhalte der Schriften,

iiber welche wir berichteten, zu ordnen uns gewolmt Laben, stellten

wir stets solclie Leistungen an die Spitze der Abschnitte, welche

der Geschiclite der inathematischen Wissenschaften gewidmet waren.

Wir wollen auch jet:;fc dieser Gewohnheit treu bleiben, eine so ge-

ringe Ausbeute wir rnseren Lesern dabei in Aussicht zu stellen vcr-

mogen.
Dass die Cronica de Matematici des Bernardino Baldi 1707

im Drucke erschien (Bd. II, S. 547), kounen wir kaum eine Thatigkeit

nennen, und uiit einer Notiz 1

), welche besagt, Pierre Remond de

Montmort habe begonnen eine Geschichte der Geometric zu schreiben,

ist nichts anzufangen. Ihre Quelle ist eine in den A. E. fur 1721

pag. 214 abgedruckte Stelle eines Briefes De Montmort s an Joliann

Bernoulli vom 17. Juni 1717: J ai dessin dc donner quelquc jour une

Histoire de la Geometric qul est deja assez avancee. Von Adam
Andreas Cnollen 2

) (1674 1714) wird einerseits angegeben, er

habe DC geomctria talmudica und DC algebra Hebracorum geschrieben,

wiihrend andrerseits der genaueste Kenner hebriiischer Lii^ratur nur

weiss, dass Cnollen eine Matliesis Biblico-Tcdmudica versprocnen habe,

ohne Gewisslieit dariiber zu besitzen, ob er jenes Versprecheri anch

eingelost. Ein nordischer Gelehrtar Johannes Vallerius, Sohn des

(S. G) . gernimten Harald Vallerius, liess 17 16 in lipsala eine

wesentlich geschicMliche Abhandlung Problema Ddtncunt de ditpli-

catione cuM erscheinen 3

), aber fiber deren Wertlr ist nieht berichtet.

Nicht besser sind wir iiber oine 1706 in Kopenhageii gedrnckte Ab

handlung DC oriyine geometriae apud Acgypfcts unterrichtet
,

deren

J

) Histoire de I Academic des sciences, annee 1719, pag. 92. 2
) Poggcn-

dorff I, 458. M. Steinschneider in der Bibliotheca wathematica 1803 S. 10G

bis 107.
*)
Enestrom in der Bibliotheca mafliematica 1889 S. 3.

18*
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Verfasser Johannes Gram 1

) (16851748) erst Conrector an der

lateinischen Schule in Kopenhagen, dann Professor des Griechischen

an der dortigeu Universitat war, daneben auch koniglicher Historio

graph, Bibliothekar und geheimer Archivar.

Wir kennen aus eigener Anschauung nur eine zweifellos hierher

gehorende Arbeit. De Lagny hat 1723 versucht 2

), den Weg aus-

findig zu machen, auf welchem Archimed in seiner Kreismessung die

beiden Naherungswerthe gefunden haben mochte, zwischen welche er

)/3 einschloss, indem er behauptete
&quot;

, &amp;lt; ]/3 &amp;lt;

--^-
De Lagny ging

dabei von der Theonischen Formel zur Auffindung von ]/2 aus, wenu
er auch Theon so wenig als dessen Kunstausdruck Diametralzahl

nannte, sondern sich damit begniigte, einen unechten Bruch ~ als

erste, den zweiten Bruch - J~--~- als engere Annaherung anzugeben.

Ganz ahnliche Formeln miisse es, meint De Lagny, auch fur andere

Quadratwurzeln als die aus 2 gegeben haben, und deren Ermittelung
miisse gejingen, sobald man versuchsweise einige Naherungswerthe

fande, die zu klein, andere, die zu gross waren. Grosser als }/3 seien

z. B. --, ,

~ d. h. Bruche von der Form ~, wo a2 = 362
-f 1.

1 4 lo

Kleiner als 1/3 seien --
,

- -
.

- d. h. Bruche von der Form \ ,
wooil 41 x *

A*= 3B 2
2. Die sich naher auschliessenden Bruche seien

ir~oT&amp;gt;

2A I 3 B
beziehungsweise j~T^^g wie sicn durch Erhebung

- zum Quadrate

leicht nachweisen lasse. So entstehen die Fortsetzungen beider Reihen

,T.., 2 7 26 97 362 1351 ,6 19 71 265
von Naherungswerthen: y , -, u , -, --, -^ und y , n , 41 , ^,

r.-- Das sechste Glied der einen, das vierte Glied der anderen
oil 7 2631

Reihe sind die von Archimed benutzten Werthe. Unser Urtheil iiber

De Lagny s Versuch brauchen wir kaum auszusprechen. Er hat in

dieser Abhandluug einen Beweis seiner Gewandtheit mit Zahlen um-

zugehen und Beziehungen zwischen ihnen aufzudecken geliefert, aber

seine Gedankenfolge 1st so ungriechisch als moglich
Nachst den eigentlich geschichtlichen Arbeiten pflegen wir init

den Mannern uns :zu beschaftigen, welche es sich angelegen sein

Lessen, Werke alter Mathematiker herauszugeben. Ein solclies

Untcrnehmen grossartigster Anlage ist hier zu nennen. Edward

J

) Poggendorff I, 938. Christeneen und Heiberg in der Biblio-

theca mathematica 1889, S. 76. *) Histoire de VAcadtmie des sciences, annce

1723, pag. 6669.
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Bernard 1

) (1638 1696) war urspriinglieh Theologe und iin Besitzo

geistlicher Stellen von grosser iutraglichkeit. Seine Neigungen

gingeu aber vornehmlich auf Mathematik und auf orieritalische

Sprachwissenschaft, und als ihin 1673 eine Saviiiscbe Professur in

Oxford (Bd. II, S. 738) angeboten wurdo, deren Irihaber satzungs-

gemass keine geistlicbe Nebenstellung verwalten durfte, verzichtete

er auf letztere. Von jet/t an lebte er in Oxford tmsschliesslich seinen

beiden Wissenschaften und fasste einen Plan, an clessen Verwirk-

licbung seit llegiomontan (Bd. II, S. 250) Nieinand gedacht batte,

den Plan, alle Klassiker der Mathematik nen berauszugeben. Zu

diesem Zwecke batte Bernard bereits friiher 1668 in Leiden eine

der dortigen Bibliotbek angehorende arabische Uebersetzung der

siebeu ersten Bticber der Kegelschnitte des Apollonius abgescbrieben,

hatte er gleichfalls schon vor seiner Niederlassung in Oxford 1671

und 1672 einen Aniauf genominen, diese Kegelschnitte in Gernein-

schaft init Isaac Barrow berauszugeben. Jetzt erweiterten sicb nur

seine Pliine. Aber Bernard war der Mann grosser Entwiirfe, zogern-

der Ausfiihrung. Auch eine Ausgabe des Josephus, die er daneben

im Shine fiihrte, blieb stecken, und der Spottvers lief auf ibn urn:

Savilian Bernard is a right learned man,

Josephus he will finish when he can.

Weder eine Ausgabe des Josephus noch ernes Mathematikers kam zu

Stande, und das ist der Grand, aus welcbem Bernard im 82. Kapitel

unerwahnt bleiben durfte. Sein Biograph Smith konnte 1704 nur

die Titel jeuer Schriften renuen, welche Bernard in 14 Banden beraus

zugeben beabsichtigte
2

).
Der grosse Plan war aber keineswegs mit

Bernard zu Grabe getragen worden. David Gregory
3
) (1661 1708),

ein Nefte von James Gregory als Sohn dessen altesten Bruders, war

Professor an der Universitiit in Edinburg ^ewesen und batte dort die

ersten astrononaischen Vorlesunger) iiber den Inbalt von Newtons

Principien gebalten. Dass Newton ibjn dafur sein Wohlwollen zu-

\vandte, ist begreiflich, und auf dessen Vermittelung, verbunden mit

der nicht minder warmen Fiirsprachc des Greenwicher Astrouomen

John Flamsteed, wurde Gregory 1691 zu der Savile schen Professur

der Astrouomie nach Oxford berufen. Hier war er also Bernards

unrnittelbarer Amtsbruder und wurde der Vertraute seiner Absichten.

David Gregory trat nach Bernards Ablebeu in dessen Fuss-

stapfen und die grosse Euklidausgabe (Oxford 1703) kam zu Stande.

J

)
National Biography IV, 378-380 (London 1883, edited by Leslie

Stephen). *) Smith, Vita Bernardi und als Anhang dazu: Veterum Matlie-

inaticoruin Graccorum, Latinorum et Arab-urn Synofms.
3
) National Biography

XXIII, t3 94 (London 1890, edited by Leslie Stephen and Sidney Lee).
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Eine Vorrede von wisseubcLaftlichetn \Vertlic eroffnete sie, und nach

dieser waren zum ersten Male nicht bloss &amp;lt;&amp;lt;ie Eleinente, sondern

sauimtliche Euklidische Schriften, so weit sic dainals bekannt waren

und fiir echt galten, in griechischem Text uud lateinischer Ueber-

setzung vereinigt.

Ein anderer Nachfolger Bernards war Edmund Halle y. Das

ntichste Anrecht nach Euklid - - so aussert sich Halley in der Vor

rede zu einem sogleich zu nennenden Werke auf eine neue schone

Ausgabe hatte eigentlieh Archimed besessen; aber schliesslich gebe
es docli schon gauz gutc Archimedausgaben, wahrend Apollonius, der

Verfasser der Kegelschnitte, nur sehr ungeniigende Verbreitung durch

den Druck erlangt habe. Das hhig freilicli mit der Sehwierigkeit
der Aufgabe zusammen, aber was jeden Anderen abgeschreckt hatte,

bildete fiir Halley nur einen Reiz mehr, sich an eine Apollonius-

ausgabe zu wagen. In griechischer Sprache sind bekanntlich nur

die vier ersten Biicher der Kegelscbnitte erhalten. Vom 5., 6. und

7. Buche ist eine arabische Uebersetzung auf die Neuzeit gekoinmen.
Das 8. Buch ist ganz verloren und dessen Inhalt aus leisen Andeu-

tungen bei Pappus kaum zu errathen. Gauz ahnlich verhiilt es sicb

mit den sogenaunteu kleineren Schriften des Apollonius. Fiir die

nieisten stehen nur kurze Andeutungen bei Pappus zu Gebote, die

zwei Biicher voin Verhaltnissschnitt sind in einer arabischen Ueber-

setzuug in einer Handschrift der Bodlejanischen Bibliothek in Oxford

vorhanden und waren als solche von Bernard erkanut worden. Fiir

cine Herausgabe des Apollouius oder auch nur von. dessen Kegel-

schnitten wrar soniit die Kenntniss der arabischen Sprache erstes und

unerlassliches Erforderniss, Halley aber war diese Sprache durchaus

fremd. Edward Bernard hatte, wie wir sagten, in einem Bodlejanischen

Codex die arabische Uebersetzung der beiden Biicher vom Verhaltniss-

schnitte erkannt und hatte etwa den zehnten Theil in s Lateinische

iibertragen, als der Tod ihn wegraffte. Die begonnene Arbeit Bernards

bildete fur Halley zugleich Worterbuch und Sprachlehre des Arabi

schen. Er bediente sich ihrer mit solchem Erfolge, dass es ihm

nachmals gelang, Verbesserungsvorschliige zu sehr verdorbenen ara

bischen Texten zu wagen, welche die Bewanderung von geschulten

Orientalisten erregteu. Schon 1706 erschien in Oxford gewisser-

inassen als Fiihler Halleys lateinische Uebersetzung des Verhaltniss-

schnittes, De sectione rationis, nebst einer kurzen Wiederherstellung

der verloren gegangenen Schrift vom Raumschnitte, De sectione spatii.

Im Jahre 1710 liess Halley alsdann ebendort die Kegelschiiitte des

Apollonius nachfolgen. So weit ein griechischer Text vorhanden

war, ist er init gegeuiibersteheuder lateinischer Uebersetzung abge-
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druckt. Fur das 5., 6., 7. Buch ist die lateinische Uebersetzung aus

dem Arabischen mitgetheilt. Das 8. Buch hat Halley versucht selb-

standig in lateinischer Sprache wiederherzustellen. Ueberdies ist der

Ausgabe der Commentar des Eutokius zu den Kegelschnitten in

griechiseher und lateinischer Sprache beigegeben, sowie auch die

Biicher des Serenus iiber die Schnitto des Cjlinders und des Kegels.

Halley hegte urspriinglich den Wunsch, sich zur Besorgung dieser

Ausgabe mit David Gregory zu vereinigeu, welcher die Durchsicht

der griechischen Texte nebst deren Uebersetzinig iibernehmen sollte.

Nach Gregorys Tod iiel die ganze Last auf Halleys Schultern.

Ein Herausgeber ausserordentlich viel spaterer Schriften war

Michael Gottlieb Hansch 1

) (16831749). Ein Pfarrerssohn aus

der uninittelbaren Nahe von Danzig begann er seine Studien auf dem

dortigen akademischcn Gymnasium. In Danzig hatte auch der Astro-

nom Johann Howelcke (bekanuter imter dem Namen Hevelius)

gelebt, in dessen Eigenthum 22 Biinde Kepler scber Handschrifteu

durch Ankauf von Keplers eigenem Sohne iibergegangen waren.

Howelckes Schwiegersohn bot Hansch den genannten Bestandtheil der

Erbschaft um ein Geringes an, und dieser ervrarb ihn niit Freuden.

Hansch war inzwischen nach Leipzig frbergesiedelt, hatte dort seine

Studien vollendet und war insbesondere doni Mathematiker und Philo-

sophen Christian Wolf, der 1703 471*7 in Leipzig lehrte, niiher

getreten. Die Herausgabe des Keplerschen Nachlasses bildete

jetzt eine Lebensaufgabe fur den neuen Besitzer. Die Ausgabe war

nicht bloss vorzabereiten, die mit dem Drucke verbundenen Kosteu

waren zu bestreiten, und Letzteres erwies sich als das bei weitem

Schwierigere. Der kaiserliche Hof in Wien gab zwnr ein Geschenk

von 4000 Guidon und versprach weitere Unterstiitzung fiir die Zu-

kunft, aber jenes Geld reichte kaum fur die Herstelluug eines ersten

Ba rides, welcher Keplers Briefwechsel und eine Lebensbeschreibung
des grossen Astronomen aus Hanschs Feder umfassend 1717 in

Leipzig erschien. Die zugesagten spateren Zuwendungen vollends

blieben aus. Hansch war genbthigt auf das unterstiitzungslos ge-

bliebene Unternehmen zu verzichten und 1721 den grossten Theil

der Handschriften in Frankfurt am Main als Pfand ftir eine Schuld

von 828 Gulden niederzulegen. An eine Einlosung war nicht zu

denkeu. Erst 1770 wurde durch eiiien Zufall das Vorhandensem des

Keplerschen Nachlasses bekannt, und Kaiserin Katharina II. von Russ-

land erwarb ihn 1774 fiir die Petersburger Akadeinie, wodurch ei

der Wissenschaft erhalten wurde und endlich doch noeh wenn auch

zur spaten Ausgabe gelangte.

) Allgcmeiue cleutsche Biographic X, 527 628. Artikel von Tli. llirsch.
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Urn einen noch neueren Schriftsteller machte sich Wilhelin

Jacob s Gravesande l

) (1688 1742) verdient. Er wurde unter

Aufgabe der juristischen Laufbahn, in welche er als Advokat im

Haag eingetreten war, Professor der Mathematik in ebenderselben

Stadt, spater in Leiden und gab 1724 Opera varia von Huygens
heraus, einen dickeo Band, in welchem vier Theile unterschieden

sind, wiihrend die beitenzahlen gleiehwohl durch den ganzen Band

tbrtlaufen.

Der mehr oder weniger gesehiehtlichen Literatur ist auch eine

Gattung von Werken verwandt, von denen bisher noch keiiie Rede

war, die mathematischen Worterbueher.

Ein solches wurde von einem italienischen Theatinermonche

Geroniroo Vitale 2

) verfasst und als Lexicon mathcmaticum, astro-

nomiaim et yeometricutn 1068 in Paris herausgegeben. Joseph
Moxon veroffentlichte 1680 in London ein mathematisches Lexicon,

dessen zweite Ausgabe 16 (J2 durch Coley bearbeitet wurde. Weiter

folgte Jaques Ozanam (S. 102) niit seinem Dictionnaire mathc-

matifjue, welches 1690 in Paris gedruckt, 1691 in Amsterdam nach-

gedruckt wurde. Die Werkc von Moxon und Ozanam sind uns nur

aus Beschreibungen
3
), das von Vitale gar nur dein Titel nach be-

kannt, nnd aus diesem Grunde haben wir sie im 82. Kapitel flber-

gangen. Moxon scheint mathematische Ausdrticke und Redewendungen

erklart zu haben und Ozanam nicht viel weiter gegangen zu sein. Zu-

dem ist Ozanarns Buch nicht alphabetisch, sondern den Gegenstanden

nach geordnet gewesen, wenn auch ein angefiigte^ alphabetisches

Inhaltsverzeichniss das Aufsuchen dessen, woriiber man Aufklarung

wiinschte, zu erleichtem bestimmt war.

Wir haben (S. 163) Freiherr Christian von Wolf genannt.

Dann war (S. 269) von Christian Wolf die Rede. Es ist eine und

dieselbe Personlichkeit, von der wir sprachen. Christian Wolf 4
)

(1679 1754) war der Sohn eines einfachen, wenn auch gebildeten

Breslauer Handwerkers. Er widmete sich der Philosophie und der

Mathematik. Letzterer hatte er grosse Lehrerfolge, ersterer sehr

wechselnde Lebensschicksale zu verdanken. Seit 1703 lehrte er in

Leipzig, von 1707 1723 in Halle. Religionswidriger Bestrebungen

angeklagt wurde er 1723 bei Androhung des Stranges aus den preussi-

schen Landen verwiesen. Der Vertriebene fand an der Universitat

Marburg bereitwillige Aufnahme, bis Friedrich der Grosse ihn beim

) Poggcndori f I, 943944 )
Ebenda II, 1211. *) Heilbronner,

Historic/ mathefcos unioersae pag. 689 und 694 698. ) Gerhard, Math.

Dcutschl. 191102. Arnspergcr, Christian Wolffs Verhaltiiiss zu Leibniz

(Weimar 1897).
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Regierungsantritte 1740 nach Halle /uriickberief. Dort blieb Wolf

bis zu seinem Tode, dort traf ilm 1745 die Verleihung der Iteiehs-

freiherrnwiirde. Wahrend des ersten Aufenthaltes in Halle verfasste

Christian Wolf 1710 Anfanysyriindc alkr mathematischen Wissenschaftcn

in 4 Banden, welche wiederholt aufgelegt warden. Auch ein Auszug
daraus fand 1717 bis 1772 in nieiit weniger als zehn Auflagen Ver-

breitung. Andererseits wuchs sich das Werk zu den fiinf Banden

der Elementa matheseos univcrsav (1713 1741) aus, iiber welche \vir

den Bericht dein XVIII. A.bschnitte vorbehalten. Hier reden wir da-

gegen von einem anderen Werke, welches 1716 erschien. Es hiess:

Mathematisches Lexicon, darinnen die in alien Theilen der Mathematick

iiWichen Kunst-Wortcr crMaret u-nd zur Historic der mathematisdicn

Wissenschaften dienliche Nachrichteu ertheilet, auch die Scltriften, u~o

jede Materie ausgefuliret zu finden, anycfiihrt iverden: auff Beyeltren

lierausgegcben von Christian Wolffcn. Das Werk leistet annahernd

dasjenige, was in dem weitschweifigen Titel versprochen wird. Die

Kunstausdrucke sind erkliirt. Verweisungen auf Nachschlagebticher,

unter welchen Wolf seine eigenen bevorzugt, weil sie viel verbreitet,

daher leicht zuganglich und
7
wie er glaube, auch leicht verstandlich

seien, werdeu iiberall gegeben. Wo es urn die neuen Theile der

Mathematik
;

irisbesondere um die Innnitesimalrechnung sich handelt,

tritt die entschiedensto Parteinahme fur Leibniz zu Tage. Eine auch

nur diirftige Anfiihrung der wichtigsten Satze der Mathematik bei

Gelegenheit der Erklarung der Kunstausdrucke darf man dagegen in

diesem mathematischen Worterbuch nicht suchen wollen. Man wiirde

sich sehr enttauscht fiihlen.

In England folgte noch Edmund Stone 1

) (S. 69) mit A new

mathematical dictionary von 1726. Der Verfasser war ein 1768 ver-

storbener Gartnersohn, der 1725 zum Mitgliede der Royal Society

erwahlt, 1742 oder 1743 aus unbekannten Griinden wieder gestrichen

wurde.

Unsere Leser nimmt es vielleicht Wunder, dass wir einen ge-

schichtlich ebenso bedeutsamcn als. der eigentlichen Geschichte an-

gehorenden Gegenstand, auf welchen wir (S. 261) am Schlusse des

vorigen Abschnittes vorbereitend hingewiesen haben, dass wir den

Prioritatsstreit zwischen Newton uud Leibniz noch nicht erzahlten.

Wir sind unseres Versprechens keineswegs uneingedenk. Bevor wir

es halten, niiissen wir jedoch, um uns nachher nicht zu unterbrecheu,

iiber einige Arbeiten berichten, welche in den ersten Jahren des

neuen Jahrhunderts veroflentlicht Erweiterunjxen des Gebietes der

l

) Poggendorff II, 1018.
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Differential und Integralrechuung betrafen. Bine dieser Arbeiteu

spielt luimlich in jcnem Streite eine wichtige Rolle, darf aber nicht

ohne die anderen erwiihnt werden.

In den A. E. von 1702 erschien ein Aufsatz von Leibniz: Neues

Beispiel der Analyse fur die Wissenschaft des Unendliehen, das sich

auf Sumrairungen und Quadraturen bezieht 1

).
Er behandelt die Zer-

legung eines Bruches in Partialbriiche, wenn auch letzterer

Kunstausdruck nocb nicht vorkomuit. Leibnizens Gang ist folgender.

c, . K 4- 8x 4- yx* -\- $x s ,. j i T v i

feei
, , zu zerlegen, wobei ausdrucklien nervor-

nx s
-f- # -\-px-\-h

gehoben wird, der Verlauf sei nicht wesentlich verschieden, wenn der

Nenner und mit ihui der Zahler hoheren Grades sei. Wird der Bruch

durch it, den Coefficienten des hochsten Nennergliedes, gekiirzt, so

U
ft 7 I

&amp;lt;*

3

-(-
- X -\- X* -f *

erscheint er in der Form . oder, unter der

x*+ &amp;lt;!? -fc- x+ J
7t 7t -H

Annahme x5
-f- %*+ &quot; x H = lmn

&amp;gt;

wo / = it
1 + ^; m = x + c

,

,.,. -, r* , ,, K :it . 6x : Tt . yx~ : n . dx 3
: Tt

T&amp;gt; i.

n= x-\-d ist, m der Gestalt T
- Bruche

Imn Imn linn Imn

von der Form 7
- lasseri sich aber zerlegen. Leicht zu ver-

Imn ....

suchende Nachrechnung
a

) zeigt

L _1 _i_
lm (c b)l (ft c)w

1 1 1 ,1
_}_

\

(e
_

ft) (rf
_

&)]
i

(i
~c)&quot;(d c)m (b d}(c d}n

_ _ 1
_

1 I

Imnp
~

(c~ b) (d 6)&quot;(e^ b)l
~*~

(b c) (d c) (e c)m

+ _1_
:
___ + __ J

^(rf e)p
&amp;gt;

&amp;gt;&amp;gt;

wo das einformige Bildungsgesetz beim Anblick deutlich ist
3

).
Bruche

von der Form r?, -,, r^ lassen sich ferner leicht in
I . . . . I m ... Imn . . Imnp .

solche von constantem Zahler und ahnlich aus Factoren ersten Grades

zusammengesetzten Nenneru zerlegen. Es ist

I

)
Leibniz V, 350361 Specimen novum analyseos pro scientia infiniti circa

siimmas el quadrat-urns. *) quod q-uisque jam experiundo facile demonstrare

poterit.
3
} ex aspectu patct prognssus in vufwiittim uniformis ct regularis.
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Durch . fortgesetzte Benutzung beider Regeln wird folglich der ur-

sprimglich gegebene Bnich durch eine aus einfachen Brfichen zusam-

nicngesetzte Summe dargestellt
1

).
Sind von den Factoren l,m,n,p....

des Nenners welche imaginiir, so bildet dieses Vorkomrnen eine ele

gante und wunderbare Zuflucht des gottlichen Geistes, eine Missgeburt

der Ideenwelt, fast ein Doppellebewesen zwiscben Sein und Nicht-

seiu
2

).
Jede iinaginare Wurzel hat ibres Gleichen neben sicb^). Man

kann diese zu einem reellen Producte vereinigen, so dass Briiche niit

reellen Nennern entstehen und die Integration des zerlegten Brucbes

/dx
C dx

r&quot;JTT&amp;gt; /7~+l deren Wertb von

Jfl
X

x* 4- 1 ;

welcbe auf die Quadratur des Kreises hiniaislauft, zuriickgefiibrt er-

scheint.

Scbwierigkeiten bereitet Leibniz ein Bruch, in dessen Nenner

x* -f- a4 stebt. Die Zerlegung

& -f
* =

(x
* + a 2

Y~-^l) (x*
- a2

}/-~l)

=
(
x + aV-V=$ (x

- aV-V=$ (x + /]7=T) (x
- aVy-1)

sieht er ein, aber an die Zerlegung

#* -f a4 =
(x* + y%ax + a2

) (a;

8 - Y^ax + a2

)

scbeint er nicbt gedacbt zu. haben.

In den Abbnndlungen der Pariser Akademie fur 1702, welcbe

aber erst 1704 ausgegeben wurden, erschien ein Aufsatz abnlicben

Inhaltes von Jobann Bernoulli, und ein Auszug davon wurde

scbon in den A. E. von 1703 veroffentlicbt 4
).

Die rasche Aufein-

anderfolge der beiden Aufsiitze war nichts weuiger als zufiillig. Jo-

harm Bernoulli schrieb an Leibniz 5

) unter dem 10. Juni 1702, er

babe die Aufgabe gelost \~dx zu findeu, wenn p und q aus x und

Constanten irgend rational zusammengesetzt seien, beziehungsweise

jenes Integral, wenn es nicht angegebeu werden konne er versteht

darunter, wenn es keine algebraische Function von x sei auf die

Quadratur des Kreises oder der Hyperbel zuriickzufiihren, denri eine

dieser Moglichkeiten bestehe immer. Leibniz antwortete am 24. Juui,

er babe schon in den ersten Jabren seiner Untersucbungen fiber

J

) aggregatum ex simpKcibus fraetionibus conflatiim. *) Itaqtic clegavs

et mirabile effugium reperit in illo Analyseos miraeulo ,
idealis ttinniU monstro,

pene inter Ens tt non Ens Amphibia quod radicem imaginariam appellanmit,
3
) Qunevis Radices imaginariae suas compares habent.

4
)
Job. Bernoulli

Opera I, 393400.
6
) Leibniz III, 702.
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bohere Geometric sich mit der gleielien Aufgabe besehaftigt, und nun

theilt er dem Freuride mit 1

),
was er zuni Zwecke der Veroifentlichung

an die Leitung der A. E. eingesandt hatte. Ja er ging in dem Briefe

noch ttber den Inhalt des Aufsatzes hinaus, indem er von imagi-
na&amp;gt;ren Logarithmen sprach

2

),
was er dort unterlassen hatte. Ber-

noullis Verfahren war von dem Leibnizens etwas verschieden, wenn

es auch uaturgemass zum gleichen Ergebnisse fiihrte, Grund genug fur

ihn, gleicblalls so rasch als moglich an die Oeffentlichkeit zu treten.

Johann Bernoulli setzte entweder den Bruch
, wo, wie wir heute

2

sagen wiirdeu, r und q ganze algebraische Punctioneii von x bedeuten,

von welchen r mindestens urn einen Grad niedriger in x als q ist,

der Sumine von Briichen r-f-\
-------

\~ - gleich, addirte dann
x-t- [ x 4- g

diese auf ibren Gemeinnenner gebrachten Briiche, worauf die Coeffi-

7*

eienten im Zahler sowohl als im Nenner denen in - in gleicher

Weise proportional sein miissen und aus dieser Eigenschaft gefunden

werden kbnnen, oder aber er nahm die Zerlegung von in mehreren

Stufenfolgen vor. Er set/te zu diesem Zwecke --- ==
-f-

-^rrj,
wo

s nm einen Grad niedriger als r und t urn einen Grad niedriger als

q angenominen wird. Die Vereinigimg von -f ^rr?
muss ruc ^&quot;

warts mit Ubereinstimnien uud so die vorkommenden Coefficieuten

bestimmen lassen. Dann ist weiter zu zerlegen u. s. w.

Weder Leibniz noch Johann Bernoulli haben in diesen ersten

Veroffentlichungen den Fall erwogen, dass der Nenner q auch Factoren

von tier Form einer Potenz von x -f- / euthalten kiinne. Ihn betrach-

tete Leibniz 1703 in den A. E. in einein Aufsatze, den er aLs Fort-

setzung dessen von 1702 bezeichnete 3
).

Er zeigte dort, dass wenn

der Nenner des zu zerlegenden Bruches, der etwa wieder -- heissen

mag, von der Form q Wlmnp mit h = x -f a sein sollte, der Bruch

nacli deu alten Kegeln in solche mit den Nennern h*l, h*m, h*n, tfp

zerlegt werden konne. Dann aber zerfalle der Bruch mit dem Nenner

h*l neuerdings in solche mit den Nennera A4
,
hs

,
/t

2
, h, I u. s. w.

!

)
Leibniz III, 703 705. *) quadrature rationales reduxi ad Loga-

rithmos, vd veros, vel imaginarios. Vgl. Stilckel, Integration durch imaginaret&amp;gt;

GcbiH in Bibliotheca mathematica 1900 S. 109128. 8
)
Leibniz V, 361

bis 366 Continuatio analyxeos quadraturarum rationalium. Darin pag. 364: Nunc

aupplcndi sunt casus, ijuando radices aequaks caeteris admiscentur.
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Um nicht genothigt zu sein, spater auf die Arbeiten von Leibniz

und Johann Bernoulli iiber Zerlegung in Partialbruche zuruckzukoni-

men, bemerken wir, dass des Ersteren Versehen in Bezug auf die

reellen Factoren von x* -\- a* nach seinem Tode von Brook Taylor
in hamischem Tone verspottet wurde, dass alsdann Johann Ber

noulli 1

)
in den A. K von 1719 die Integration von rationalen Briichen

mit trinomen zu irgend welchen Potenzen mit ganzen positiven Ex-

ponenten erhobenen Factoren iui Nenner erschopfend lehrte.

Aus dein Anfange des Jahrhunderts nennen wir einen ganz kurzen

Aufsatz tiber eiuen durchaus verschiedenen Gegenstand, den Leibniz

1701 in dem Journal de Trevoux veroffentlichte 2
).

Er handelt von

der logischen Grundlage der Infinitesimalrechnung. Man

habe, sagt Leibniz, das Uiiendliche als Gegenstand niathematischer

Betrachtung bemangelt. Aber das Unendliche sei nicht nach dem

strengen Sinne des Wortes aufzufassen, sondern nur etwa so, wie man

von den Sonnenstrahlen sage, sie karnen von einein unendlich fernen

Punkte her und seien deshalb parallel. Was ferner die verschiedenen

Grade der Unendlichkeit betreffe, so sei dafiir ein Beispiel, dass der

Halbmesser der Erdkugel gegen ihre Entfernung vou den Fixsternen

als blosser Punkt zu betrachten sei, und der Durchinesser eines Spiel-

balls gegen den Erdhalbmesser wieder als Punkt, so dass die Fixstern-

entfernung verglichen mit dem Durchmesser des Spielballs unendlich

mal unendlich gross sei.

Dieser Aufsatz bildet nur ein Glied in einer ganzen Kette von

meistens philosophisch-mathematischen Streitschriften. Wir wissen,

dass Abbe Catelaii (S. 222) als Gegner der Differentialrechmmg auf-

getreten war und von De 1 Hospital zur Ruhe verwiesen wurde, dass

Nieuwentijt (S. 254 255) die Vernachlassigung von Grossen, die

doch nicht Nichts seien, angriif und dass er von Leibniz selbst eine

Antwort in den A. E. erhielt. Nieuwentijt beruhigte sich uicht. Er

erwiderte 1696 durch seine Considerationes secundae circa calculi diffe

rentials prwwipia et Responsio ad virum nobillss. G. G. Leibnitium,

Gegen diese Schrift wandte sich (S. 256) Jakob Hermann 8
) (1678

bis 1733 mit der Eesponsio ad cl. Nieuwentijt cotisidcrationes secundas

circa calculi dijferentialis principia von 1700. Es war die Erstlings-

schrift eines jungen Easier Theologen, der neben seinem Brodstudiurn

auch Mathematik getrieben, insbesondere bei Jakob Bernoulli Vor-

lesungen gehort hatte, und dessen Name als Vertheidiger auf der Ab-

handlung seines Lehrers iiber unendliche Reinen von 1696 erschien

) Job. Bernoulli Opera II, 402 418. *) Leibniz V, 350. 3
) Allgemeine

deutsche Biographie XII, 181182.
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(S. 90). Die Veroffentlichung von 1700 schlug derraassen ein, dass

der erst 23jahrige Verfasser auf Leibnizens Einpfehlung 1701 zum

Mitglied der Berliner Akademie gewahlt wurde. Leibniz blieb Her

mann stets gewogen und verschaffte ihm 1707 einen Ruf als Professor

der Mathematik nach Padua, 1713 einen ebensolchen nach Frankfurt

an der Oder. An letzterem Orte schrieb Hermann sein Hauptwerk,
die Phoronomia, eine hohere Mechanik, wie man heute sagen wurde.

Auf seinem wissensehaftlichen Wanderleben siedelte Hermann 1724

als Akademiker nacb. Petersburg iiber, endlich 1731 wieder nach

seiner Heimath Basel. Die Vertbeidigung der Differentialrechnung

gegen Nieuwentijt von 1700 wurde in den A. E. von 1701 in ausser-

gewohnlich anerkennender Weise besprochen, einer schriftlichen Rand-

bemerkuug des Heidelberger Exemplars zufolge von Jakob Bernoulli.

Ein neuer Gegner der Differentialrechnung erwuchs ihr in Michel

Rolle, uud wenn wir an die hervorragenden Leistungen dieses Mannes

in der Algebra denken, von denen im 87. Kapitel die Rede war, so

sind wir geneigt, seinen Widerspruch zum voraus als einen hochst

gefiihrlichen zu bezeichnen und es begreiflich zu finden, dass Leibniz

iu jenem obenerwahnten kurzen Aufsatze im Journal de Trevoux den

grossen Leserkreis der Allgemeingebildeten fiir sich und seine Lehre

zu gewinnen suchte. In Wirklichkeit war Rolle nichts weniger als

ein zu flirchtender Gegner. Es ging ihm ahnlich wie Huygens, der

unbeschadet der Scharfe seines Geistes niemals so recht eigentlich in

die Differentialrechnung einzudringen vermochte (S. 216- -.217). Was

Rolle gegen die logische Grundlage der Differentialrqchnung einwandte

blieb eindrucklos, weil er zugleich die Ergebnisse der Differential

rechnung angriff und dabei Schnitzer uber Schnit/.er macbte 1

).
Pierre

Varignon zuerst, spater Josef Saurin euthiillten die von Rolle be-

gangenen Fehler, ohne diesen zum Schweigen bringen zu konnen, da

er in De la Hire (S. 125) und dein Pater Gouye Stiitzen innerhalb

der Pariser Akademie selbst fand. De la Hire inissachtete die Diffe

rentialrechnung, weil er auf seine Gewandtheit in der synthetisehen

Geometric sicb verliess und verlassen kounte, Gouye theilte die Ab-

neigung ohne iiberhaupt Mathematiker zu sein. Erst im Jahre 1707

erkliirte Rolle selbst seinen Widerstand als gebrochen und gab zu, cr

babe ihn nur deshalb so lange aufrecht gehalten, weil ihn gewisse

PtTSonlichkeiten dazu veranlasst batten. Briefe zwischen Johann Ber

noulli und Leibniz aus der eiitsprechenden Zeit 2

) geben iiber diese

letzte \Vendiuig alle wiinscheuswerthe Klarheit.

Wenn Varignon gegeniibor von Rolle die Vertheidigung der

)
Montucla III, 110116. )

Leibniz UI, 810, 811, 814, 836.
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Differentialrechnung fiihrte, so zeigt sein Briefwechsel init Leibniz 1

),

dass er Letxterem nicht ersparte, sich deutlicher fiber das Unendlich-

kleine auszusprechen. In einem Briefe vom 2. Februar 1702 beruft

sich Leibniz auf sein Stetigkeitsgesetz, welches er vormals in den

von Pierre Bayle (1647- -1706) seit 1684 herausgegebenen Nou-

velles de la EepuUique des Lettres aufgestellt habe 2

).
Es war dieses

im Mai 1687 in einem philosophischen Streite mit Mallebranche,
und der Wortlaut, dessen Leibniz sich damals bediente, ist folgender-

massen zu ubersetzen:
;,Wenn das zwei Aufgaben von einander Unter-

scheidende in datis, d. h. in dein, was als bekunnt angeuommen ist,

kleiner als jede gegebene Grosse gemacht werden kann, so kann es

auch in quaesitis, d. h. in dera, was herauskommt, kleiner als jede

gegebene Grosse gemacht werden. Oder um einfacher zu reden,

wenn die Voraussetzungen (oder das Gegebene) sich eiiiander bestandig

nahern und sich schliesslich in einander verlieren, so miissen die

Folgen, das was herauskommt (oder das Gesuchte) das Gleiche thuu.&quot;

Im Juni 1697 ausserte sich Johanu Bernoulli beifallig in einem

an Leibniz gerichteten Briefe 3

)
Seine lex continuitatis, sagfc er, ge-

falle ihm sehr. Es sei ersichtlich und gleichsam durch die Natur

uns eingegeben, dass wenn die Ungleichheit der Voraussetzungen

schwinde, auch die Ungleichheit der Ergebnisse schwrnden miisse.

Im Mai 1702 kam Leibniz in einem im Journal des Sgavam ver-

oifentlichten kurzen Aufsatze 4
), Justification du Calcul des infinitesi-

malcs par celuy de I Alyebre ordinaire, auf das Stctig-

keitsgesetz zuriick. Er beginnt mit der Betrachtung

einer Figur (Figur 46). Zu AX ist in X eine

Senkrechte XY, in A eine Senkrechte AE gezogen,

dann ferner die YE, welche mit X Y einen von 45

verschiedenen Winkel bildet, so dass AE =?= e und

A C= c verschieden lang sind. Heisst AX x
}
mit-

hin CX x c und XY=y, so ist = .

y

Diese Gleichung bleibt bei jeder Parallelverschie-

buug von YE bestehen, wenn auch dadurch, dass

diese Verschiebung in Gestalt einer Annaherung an A stattfindet,

die Langen c und e klemer und kleiner werdeu, wahrend sie dabei

J

)
Leibniz IV, 89204. *) Ebenda IV, 93. Vgl. auch Chasles, Apercu

hist. pag. 357 (deutsch S. 379), wo die Stelle aus den Noiivelles de la Eepublique

des Lettres abgedruckt ist. Ueber die Geschichte der logischen Grundlage des

Infinitesimalcalciils verbreitet sich die Monographie von Giulio Vivanti, II

concetto d infinitesimo e la sua applicazione allawatemutica. Mantova 1894.
3

)
Leibniz III, 432. 4

)
Ebenda IV, 104106.
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fortwahrend ungleich bleiben. Geht die verschobene YE endlich

durch A selbst. so wird c = und c = 0. Dabei nimmt -^-^ die
y

Form an, und diesem Bruche ist alwdaun der Bruch gleich,
y e

dessen Zahler und Nenner von einander verschieden sind, trotzdem

sie beide den Werth Null haben. Diese Betrachtung sei nicht In-

finitesimalcalciil, benutze aber dessen Grundgedanken, das sogenannte

Stetigkeitsgesetz
l
\ Nach diesem Gesetze sei Gleichheit ein Sonderfall

der Ungleichheit, Ruhe ein Sonderfali der Bewegung, Parnllelismus

ein Sonderfall des Zusainmentreffens. Nicht als ob man annlihme, der

Unterschied der einander gleich werdenden Grossen sei schon Nichts
;

sondern er sei im Begriffe zu verschwinden, und ebenso bei der Be-

wegung. Man nehme nicht an, sie sei durchaus nicht vorhanden,

sondern sie sei im Begriffe dazu. Gebe sich Jemand damit nicht

zufrieden, so konne man ihm in archimedischer Weise zeigen, dass der

Irrthum, der begangen werde, nicht angebbar und durch keine Zeich-

nung aushndig xu machen sei. Anch der Kreis, heisst es weiter, sei

kein regelmassiges Vieleck, aber Ruhe, Gleichheit, Kreis seien die

Endgrenzeu von Beweguug, Ungleichheit, regelmassigem Vieleck, welche

bei fortwahrender Veranderung im Verschwinden dahin gelangeu
2

).

Das war unzweifelhaft klarer ausgcdriickt, als I^eibniz im Mai 1687

geschrieben hatte, aber es war doch derselbe Gedanke wie damals,

und in jener friiheren Veroffentlichung kann von einer etwaigen Be-

einflussung durch Aeusserungen Newtons unter keinen Umstanden die

Rede sein. Newtons Briefe an Leibniz kennt man, sie enthalten kein

Wort iiber Grenzbetrachtungen. Newtons Priucipien aber wurden im

Juli 1687 ausgegebeu (S. 199) mehrere Monate nach dem Maihefte

des Journal des Scavans, und Leibniz lernte auch nur den allgemeinsten

Inhalt derselben erst durch die A. E. vom Juni 1688 kennen (S. 208).

Wahrend Leibniz in den ersten Jahren des neuen Jahrhunderts

an der Integralrechnung kraftig weiter haute und zugleich die Grund-

mauern des ganzen Gebaudes zu festigeu wusste, war Newton in

ganz anderer Weise beschaftigt. Einestheils nahm seine Thatigkeit

an der Munze (S. 66) ihn sehr in Ansprach, auch nachdem in deri

Jahren 1696 bis 1699 die Neupriigung des Silbergeldes vollendet war s

),

anderntheils wurde er am 26. November 1701 abermals zum Parla-

mentsmitgliede fur Cambridge gewahlt
4
),

und bald nach dem Zu-

J

) Ce g\te fappelle la loy de la Continuity *) Le repos, I egulite ct h

cerde terminent Us iiMuvements, les incgaliAls et Its polyyones reguliers, qui par

un cliangement continucl y arrivent en evattouissant.
&quot;

) E dies ton, Correspon

dence of Sir Isaac Newton and Professor Cotes pag. XXXY1 unter 1699 Nov. 30.

4
)
Ebemla pag. XXXVI unter 1701 Nov. 26.
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sammentritc der Versaminlung starb Wilhelm III., bestieg Konigin

Anna den Thron und auderte das Minister! urn zu Gunsten der Tories,

lauter Ereignisse, die fur einen ausgesprochenen Paiteimann wie

Newton aufregend und zeitraubend sein mussten.

Hat Newton wiihrencl dieser garizen Zeit und bis gegen 1704

sich von wissenschaftlichem Schaffen ganz abgewandt? Sind dainals

oder etwa schon friiher geometrische Entdeckungen von ihm gemaclit

worden, von welchen im 99. Kapitel ausfiihrlicli die Rede sein muss

und welche zu den bedeutendsten Leistungen gehoren, denen er seine

Unsterblichkeit verdankt? Wir wissen es nicht. Jedenfails erschion

erst ini Pebruar 1704 ein Bandchen aus Newtons Feder. Es enthielt

seine Optik
1

),
eine geometrische Abhandlung iiber Curven dritten

Grades (eben jene Untersuchungen, fiir welche wir auf unser 99. Kapitel

vertrostet haben), eine der Infinitesimalrechnung gewidmete Abhand-

lung. Die Optik wurde fur sich in mehrfachen Auflagen neu gedruckt.

Die beiden mathematischen Abhandlungen gab William Jones 1711

gemeinschaftlich mit der Analysis per aequationes abermals heraus.

Die Abhandlung iiber die Infinitesimalrechnung fiihrt die Ueberschrift

De Quadrahira Curvarum&quot;), und iiber sie haben wir jetzt zu berichten.

Eine Einleitung geht voraus. ,,Ich betrachte hier, sagt Newton a

),

die mathematischen Grossen nicht als aus klei listen Theilen bestehend,

sondern als diircb eine stetige Bewegung beschrieben. Linien werden

beschrieben und im Beschreiben erzeugt nicht etwa durch Aneinander-

fiigen von Theilen, soudern durch stetige Bnwegung von Punkten,

Oberflachen desgleichen durch Bewegung von Linien, Korper durch

Bewegung von Oberflachen, Winkel durch Bewegung von Seiten,

Zeiten durch ihren stetigen Fluss u. s. w. Diese Erzeugungsweisen
finden in der Natur der Dinge wirklich statt und sind bei dev Be

wegung der Korper alltaglich zu seherv Auf diese Weise lehvten auch

die Alten die Erzeugung der. Rechtecke, indem sie bewegliche Gerade

liings unbeweglicher Geraden hinfiihrten 4
).

Indem ich also in Be-

trachtung zog, dass in gleichen Zeiten wachsende und im Wacbsen

erzeugte Grossen je nach der grosseren und kleineren Geschwindig-

keit, mit welcher sie wachsen und erzeugt werden, grosser oder kleiner

aasfallen, suchte ich eine Methode, die Grossen aus den (reschwindig-

keiten der Bewegungen oder der Zuwiichse, inittels deren sic ent-

stehen, zu bestiuimen, und indem ich diese Geschwindigkeiten der

Bewegungen oder der Zuwiichse Fluxioneri nannte und die erzeugcen

Grossen Fluenten. vertiel ich allmahlich in den Jahren 16G5 und 1(36()

J

) Edleston, Correspondence, of Sir Isaac Neivton and Professor Cotes

pag. XXXVI unter 1704 Februar. 2
) Opuscula Netctoni I, 201244.

r

) Ebeuda

J, 203 204. 4

; d-u-caul-o Kectas mobiles rii
longit&amp;lt;id&amp;gt;

-iwm Hectiirum immobiltum.

CANTOR, Gcschichte der Mathematik. HI. 2. 2. Anfl. 19
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auf die Fluxionsmethode, deren icb iriich hier zur Quadratur der

Curven bediene. Fluxionen verhalteu sich so nahezu als moglich wie

die in gleichen kleinsten Zeittheilchen erzeugten Vermehrungen der

Fluenten, oder, um genau zu reden, sie belinden sich im ersten Ver-

haltnisse der eben entstehenden Vermehrungen, sie konnen aber durch

irgend welche ilmen proportionate Linien vor Augen gelegt werden&quot;
1

).

Etwas spater heisst es, es komme auf das Gleiche hinaus, wenn man
die Fluxionen als im letzten Verhaltnisse der verschwindenden Theile

stehend annehme, und noch weiter unten: auch kleinstmogliehe Fehler

seien bei mathematischen Dingen nicht verachtbar 2

).

Newton lasst geometrische Beispiele folgen. Zu dem ersten Bei-

spiele benutzt er eine Figur von grosser Verwaudtschaft mit unserer

Figur 28 (S. 159), welche wir der Analysis per aequationes entnom-

men haben, und eriirtert an ihr das Verhaltniss der Fluxionen des

Flachenraums ABD und des Kechteckes ABKH, welches dem Ver

haltnisse von DB zu BK gleich sei, wo die beiden Flachen einen

Zuwachs zu erlangen beginnen.

Bei einem anderen Beispiele dient ihm Figur 47. Die um den

Pol P drehbare Gerade BP schneidet die beiden anderen feste Gerade

AB und AE in B
und E; man sucht

das Verhaltniss der

Fluxionen von AB
und AE. Geht PB
dufch Drehung in die

Lage Pb. fiber, so

wachst AB um Bl,
AE um Ee, und das

rig. 47.

.-j i*i Verhaltniss dieser

Stucke im Augenblicke des Entstehens wird gesucht. Zieht man

BC
|| AE, so ist wegen Aehnlichkeit von Dreiecken

Bl): BC = Ab:Ae
BC:Ee=;PB:PE.

Multiplication dieser Proportionen liefert Bb:EeAbxPB:AexPE,
deren rechts vom Gleichheitszeichen stehenden Theile beim Verschwin-

den von Bb und Ee in ABxPB:AExPE als dem Fluxions-

verhaltnisse iibergehen.

)
Flufo ones sunt quam proxime ut Fluentium Auginenta aequalibus Temporis

partienli* quam minimis genita, et, ut accurate loquar , sunt in prima Ratione

Augmentwum nasctntium ; exponi autem possunt per Lmeas qunscunque, quae sunt

ipsis proportionates. *) Errores quam minimi in rebus mathcmaticis non sunt

contemnendi.



Geschichte d. Mathematik. Klassikerausgaben. Infinitesimalrechng. bis 1704. 281

Als analytisches Beispiel wird die Fluxion von xn
abgeleitet.

Wenn x in x -f- o ubergeht, so wird behauptet, gehe xn in

(x -f o)
= a* -f no*&quot;-

1
-f

M(n ~ 1)
o2 ar&quot;-

2
-f

uber, wobei als selbstverstandlich betrachtet wird, dass die Giltigkeit

der Reihenentwicklung sich nieht auf den Fall eines positiven ganz-

zahligen n beschrankt. Die beiderseitigen Veranderungen sind o und

noxn~ l
-f- -02

;r&quot;

2
-j~

*
*&amp;gt;

welche sich zu einander verhalten
m

*&amp;gt;
/** __ -f \

wie 1 : nxn~ 1

-\ s
oxn~ 2

-\- . Das letzte Verhaltniss der
I

Veranderungen beim Verscbwinden ist 1 : nxn~ 1
.

^Mittels ahnlicher Erorterungen (fahrt Newton fort) lassen sich

durch die Methode,der ersten und letzten Verhaltnisse die Fluxionen

grader oder krummer Linien in alien Fallen ermitteln
r

ebenso die

Fluxionen von Oberflachen, Winkeln und anderen Grossen. Es ist

im Einklang mit der Geometric der Alten
?
die Analyse bei endliehen

Grbssen anzustellen und die ersten oder letzten Verhaltnisse endlicher

Grossen bei ihrem Entstehen oder Verschwinden aufzusuehen, und ich

wollte zeigen, dass man bei der Fluxionsmethode keine unendlich

kleinen Figuren in die Geometrie einzufuhren braucht. Man kann aller-

dings die Analyse an beliebigen Figuren, an endliehen wie an unend

lich kleinen, welche den verschwindenden Figuren ahnlich sind
r
dnrch-

fuhren und auch an solchen Figuren, welche gemass der Methode der

Indivisibilien fiir unendlieh klein gehalten werden, wenn man nur

Vorsicht anwendet.&quot;

Zuui Schlusse der Einleitung heisst es dann: ^Aus den Fluxionen

die Fluenten zu finden ist ein schwieriges Problem, und der erste

Schritt zu dessen Auflosung kommt der Quadratur der Curven gleich.

Ueber diese babe ich vor langer Zeit 1

) das Folgende geschrieben.&quot;

Die eigentliche Abhandlung, welche jetzt erst folgt, lehrt die

Bezeichnung der auf einander folgenden Fluxionen durch Piinktchen,

welche in einer Anzahl bis zu vier in Anwendung kommen, wie es

in den Briefen von 1693 der Fall gewesen war (S. 251), daneben sind

aber Accente benutzt, welche senkrecht uber einen Buchstaben gesetzt

bedeuten, der accentlose Buchstabe sei die Fluxion des accentuirten 2

).

Mit anderen Worten Newton definirt:

x =J xdz
,
x

I
xdz j ds j xdz u. s. w.,

olim. *) Opuscula Newtoni I, 208 : hoe quantitates (z, y, x, M) considerari

possunt ut Fluxiones aliarum, qu&s sic designabo s, y, x, M; et hue ut Fhtxioncs

19*

u u it n lit in in in

aharum z, y, x, u; et nae ut Fluxiones aUamm z r y, #, .
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wenn z als die unabhangig Veriinderliehe aufgefasst wird. Allerdings

komtnt dann im ganzen Verlauf der Abhandhmg nicht ein einziger

accentuirter Buchstabe melir vor. Algebraiseiie Punctionen werden

differentiirt und die Differentiationsregeln bewiesen, wenn es uns ge-

stattet ist, diese von Newton selbstredend nicht verwandten Worter

zu gebranchen. Irrational] tiiten werden dabei durch neue Buchstaben

ersetzt, und die dazu dienenden Hilfsgleichungen werden durch Poten-

zirung rational gemacht, woraui die Differentiation erfolgt, welche die

Differentiale der Hilfsgrossen ermitteln lasst. Die nachste Aufgabe

verlangt quadrirbare Curven aufzufinden x

).
Als Quadratur u der

Curven, deren Abscisse heisst, wird g9Ri
angenommen, wo

JR .= e + /&amp;gt;&quot; -F ye** + hz3n H---- L

Alsdann ist

M. = .^-ijE2l -f igtRR*- 1 = g- lR*-*[eR + leE].

Aber E == nfee*-
1
-f 2&amp;lt;/^

2 -- 1 + 3nhz2Sn~ l + und folglich

- *- 1
&amp;lt; + 9 n +* n + 9 n + etc

Durch g =1 ergiebt sich alsdann die Ordinate der quadrirbaren

Curve. Ist noch S= Jc+lz* + i^ n
-|
----

,
so kann auch u= e9Ri Sti

als Flache angenommen und die zur Abscisse e gehorige Curvenordinate

ermittelt werden. Sie stellt sich dar als Product von z9
~ vRl~ l Sf-

in eine nach Potenzen von g* fortschreitende Reihe. Die Regeln

andern sich nicht im mindesten
,
wenn von den Exponenten -0-, k, ,u

einer oder der andere aufhort ganzzahlig positiv zu sein, und dann

ist die Quadratur einer Curve gewormen, deren Ordinate eine im

Zahler oder im Nenner auftretende Irrationalitat enthalt. Hieranf geht

Newton zur Urakehrung der Aufgabe in dem Sinne fiber, dass die

Ordinate einer Curve in der Gestalt ^&quot;
1J^~ 1

[a + bzn + eg9 &quot;

-f ]

gegeben sein soil, woraus die Quadratur

e*R*[A + Hsn + ^*&quot; + Vz3n
H----1

gefunden werden muss. Der eingeschlagene Weg ist der, dass zu den

Quadraturen Ae*R*, BfP+ R*, Cg9
+**R*, Dg^ R* etc. entspre-

chende Curvenordinaten gesucht werden, deren Summe alsdann init

dem gegebenen Ausdrucke e*- l

R*-i[a + le* + es* &quot; + ]
in Ueber-

einstiramung gesetzt wird. So entstehen Gleichungen zwischeti e, f,

(/,
h . . . (den in R vorkommenden Coefficienten) a,l, c . . . und A, B,

( . .
.,

mittels deren A, B, C . . . gefunden werden. Das Verfahren er-

fahrt, keine wesentliche Aenderung, wenn die Curvenordinate noch

eiuen weiteren Factor /S&quot;-
1 einschliesst. Im weiteren Verlaufe wird

R binomisch gedacht
=~ e + /&amp;gt;&quot;,

indem die Coefficienten g,h... den

l

) Opuscala Ncictotri I. 212 sq.
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Werth Null annehinen; ferner werden auch die Coefficienten &, c . . .

als verschwunden gedacht; mithin wird die Qnadratur der Curve von

der Ordinate az**~ l

(e -\- /&amp;gt;

w
)*

1 unter gewissen Voraussetzungen er-

mittelt, welche darauf hinauskommen
,

dass & ein Vielfaches von n

isfc,
& = n, & = 2n, & = 3w, # = 4n etc.

Gegen Ende der Abhandlung findet siclt ein Scholium, von

welcliem eine Stelle 1

)
eine geschichtliche Bedeutung gewonnen hat.

Wir ubersetzen sie deshalb worfclich: ,,Wir haben oben gesagt, es gebe

erste, zweite, dritte, vierte . . . Fluxionen der im Flusse befindlichen

Grossen. Diese Fluxiouen verhalten sich wie die Glieder convergenter

unendlicher Reihen. 1st etwa s&quot; eine Fluente, welche in ihrem Flusse

zu (z -f- o)
n

wird, so verwandelt man diesen Ausdruck in die con-

vergente Reihe

,

* n o i
w 3 3n 4

-|- 2w o .. , ,

zn + noz11 -*
-\ 5-- o2^re~ 2 + - -

R oszn
~ s

-\ .

- O

Das erste Glied dieser Reihe zn ist die Fluente selbst; das zweite

nozn~ l ist ihr erster Zuwachs, ihre erste Difterenz, welcher, wenn sie

im Entstehen begriffen ist, die erste Fluxion proportional ist
2

); das

dritte Glied
~

^o2^- 2 wird der zweite Zuwachs oder die zweite
I

Different sein, und ihr ist, wenn sie im Entstehen begriffen ist, die

zweite Fluxion proportional; das vierte Glied - V ~ 3

wird der dritte Zuwachs oder die dritte Differenz sein, und ihr ist,

wenn sie im Entstehen begriffen ist, die dritte Fluxion proportional

und so fort ins TJnendliche.&quot;

Wir haben an diesen Bericht iiber die Quadratura Curvarum

eiiiige Bemerkungen anzukniipfen. Eine wichtige Frage geht dahin,

wann die Abhandlung entstanden sei? Newton selbst hat sich dariiber

in einem Briefe an John Keill, eine Personlichkeit, welche wir noch

genau genug kennen lernen werden, ausgesprochen. Unter dem 15. Mai

1714 schrieb er diesem 3
),

das Buch der Quadiaturen sei alt, Vieles

daraus sei schon in dem Briefe vom 24. October 1676 benutzt. Mit

dieser Aussage stimmt uberein, was wir (S. 186) von dem Vorkommen
,

des Integrals \az
9
(e ~\- fz^dz in jenem Briefe sagten, eine Integra-

*y

tion, in welcher die Quadratura Curvarum gipfelt. Ob die gauze Ab-

J

) Opuscula Newtoni I, 241 242. *) Terminus primus hujtts serici z
n

erit

Quantitas ilia fluens; secundus nozn
~ l

erit ejus Incrementum primum sen Diffe

rentia prima, cui nascenti proportionalis et ejus Fluxio prima.
3
)
Edlesion,

Correspondence of Sir Isaac Neicton and Professor Cotes pag. 176: The book of

Quadratures is ancient, many livings being cited out of it by me in my Letter of

25. Octob. 1676.
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handlung vor langer Zeit niedergeschrieben war, ob Newton sie nacli

alten Aufzeichnungen neu stylisirte, ist ziemlich gleichgiltig. Wir

personlich halten das letztere fur nahezu selbstverstandlich, mochten

aber unsere Meinung Niemandem aufdrangen.

Die Einleitung der Quadratura Curvarum dagegen ist ganz

gewiss neu hinzugekommen. Das erkennt man aus dem ganzen Wort-

laute, erkennt man besonders daraus, dass, wie in unserem abkiirzen-

den Beriehte (S. 281) mitgetheilt ist, Newton selbst erklart, die Ab-

handlung vor langer Zeit, olim, niedergeschrieben zu haben. Gehort

aber demnach die Einleitung den Jahren unmittelbar vor 1704 an,

dann ist sie eine Bekampfung Leibnizischer Gedanken in der gering-

schatzendsten Form. Wollte Newton in bestimmter Weise gegen den

Gebrauch des Unendlicbkleinen Front machen, so musste er docli

wenigstens den Mann oder die Schule nennen, welche diese Auffassung

als die ihrige besassen.

Oder sollte er, der spatere Newton, gegen den friiheren Newton

eine Art von Selbstauklage erhoben haben? Man hat darauf auf-

merksam gemacht
1

),
dass Newton selbst einst von dem Unendlich-

kleinen einen Gebrauch machte, der von der Leibnizischen Betrach-

tungsweise sich kaum unterschied. In der Methodus fluxionum sagte

er von dem vorkommenden 0, es sei unendlich klein, die diesen

Buchstaben enthaltenden Glieder durften deshalb den anderen gegen-

iiber vernachlassigt werden (S. 170). In den Principien hiess es: Die

Momente horen auf Momente zu sein, sobald sie eine endliche Grosse

erhalten (S. 203), und daran schloss sich in der
,

ersten Ausgabe

von 1687 der Satz, dem bestandigen Zunehmen oder Abnehmen der

Momente widerstrebe es, wollte man ihm ein Ende geben
2

).
In der

zweiten Auflage von 1713 blieb freilich dieser Zusatz weg, und man

kann in dessen Entfernung einen Einklang init der Veranderung des

bekannten Scholiums erkennen, welches jetzt die Art der Entstehung

der Grossen als ein Unterscheidendes zwischen den Methodeu von

Newton und Leibniz hervorhob (S. 204). Aber war Newton gewillt,

1704 seine eigenen friiheren Gedanken zu verleugnen, so musste er

erst recht sagen, wogegen die abwehrenden Worte sich richteten,

damit Leibniz und seine Anhanger sich nicht getroffen glaubten.

Neu scheiut wie die Einleitung auch das von uns (S. 283) theil-

weise iibersetzte Scholium gegen Schluss der Quadratura Curvarum

gewesen zu sein. Das Wort Different, welches dort wiederholt als

l

)
De Morgan, On the early history of Infinitesimals in England. Philo

sophical Magazine fur November 1852 pag. 321330, besonders pag. 323325.

)
Finiri enim repugnat aliquatenns perpetuo eorum incremento vel decremento.
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gleichbedeutend mit Increment auftritt, hat vor den Leibnizischen

Veroffentlichungen keiaen Erklarungsgrund.

Sachlich leuchtet ein, dass in dem. Scholium Unrichtiges behauptet
OT si ., n 8 3w s 4- 2w

ist. Das Glied - -*&quot;-
1 ist nicht der zweite,

t

nicht der dritte Differentialquotient von s*. Die Nenner 2, 6 mfissten

weggedacht werden, wenn die Behauptung richtig sein sollte. Nicht,

als ob man Newton darum den Vorwurf zu machcn berechtigt ware,

er habe von hbheren Difterentialquotienten nichts verstanden. Am

Anfang der Abhandlung sind vielmehr die spateren Fluxion en in ihren

Beziehungen zu den fruheren genau erkllirt. Aber dem Vorwurfe

unterliegt Newton allerdings, in der Uebereilung nicht gesehen zu

haben, dass die Uebereinstinmmng der von o befreiten Glieder der

Biuomialentwicklung (z -f- o)
n mit den Fluxionen von e* nach dem

zweiten Gliede no if
1- 1

aufhort, ein Vorwurf, der Newton noch schwerer

filr den zweiten Abdruck der Quadratura Curvarum vom Jahre 1711

(S. 279) trifft, wo der Fehler einfach abgedruckt wurde.

Was den Inhalt der eigentlichen Abhandlung betrifft, so gilt von

ihm etwa das Gleiche, was wir (S. 253) von den Briefer von 1693

sjigten. Die Veroffentlichung der Quadratura Curvarum konnte nur

Verwunderung erregen. Jetzt noch die Integration ganzer algebraischer

Functionen, zu deren Herstellung ausschliesslich die Methode der uu-

bestimmten . Coefficienten Verwendung fand, fiir druckberechtigt zu

halten, das war iin Jahre 1704 eine starke Zumuthung fur die Mathe-

matiker des europaischen Festlandes, und ein Widerspruch war fast

unausbleiblich.

94. Kapitel.

Der Prioritatsstreit zwischen Newton mid Leilmiz bis April 1712.

Der Prioritatsstreit sei durch Fatios Schrift von 1699 Lineac

Irevissimi desccnsus investigatio geometrica duplex etc. begonnen ge-

weseu, sagten wir (S. 261) am Sehlusse des XVI. Abschnittes. Jetzt,

wo es uns obliegt, die Geschichte des Streites selbst eingehend zu

erzahlen, beginnen wir damit, die beleidigeuden Worte Fatios genauer

anzugeben
x

).
Fatio will den zur Bewaltigung der Aufgabe der Brachi-

stochrone nothigen Calciil im April 1687 selbstandig eriunJen habeu 2
).

Sein Wissen in dieser Beziehung wurde kein geringeres gcwe.seu sein,

wenn Leibniz damals noch gar uicht geboren gewesen wiire. Moge

J

)
Commerc. cpisiol. pag. -223 und Gieael in dem Dclitzscher Scbnlprograram

von 1866 S. 17 Anmerkung 46.
2
) vroprio Martc imeni.
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dieser daher underer Schiller sich etwa riihmen, ihn konne er nicht

unter deren Zahl rechnen, clafiir kbune der Briefweehsel, welchen er,

Fatio, mit Iluygens gefuhrt babe, falls er zur Veroffentlichung ge-

iaiige, uls Zeugniss dienen. Dann heisst es writer 1

): ,,Das freilicli

erkenne ich an, dass Newton der erste und urn mehrcre Jahre alteste

Erfindcr dieses Calciils war, deun dazu riothigt mich die Augenschein-

lichkeifc der Dinge. Ob Leibniz, der zweite Erfinder, etwas von jenein

entlehut hat, dariiber sollen lieber andere als ich ihr Urtheil abgeben,

denen Einsicht in die Briefe oder sonstige Handschriften Newtons

gestattet wird. Niemanden, der durchstudirt, was ich selbst an Dokiv

inenten aufgerollt habe, wird das Schweigen des allzubescheidenen

Newton odcr Leibnizens vordringliche Geschaftigkeit tauschen.&quot;

Wir raachen dazu drei Bemerkungen. Erst ens Fatio schickte

seine Streitschrift nicht an Leibniz. Zweitens dieselbe erschien unter

ausdrikklicber und ausgesprochener Genehmigung des stellvertretenden

Vorsitzeuden der Royal Society. Drittens Fatio hatten Papiere

Newtons vorgelegen, was ohne dessen Einwilligung kaum denkbar ist.

Was fur Papiere uud Briefschaften das gewesen sein mogeu^ liisst

sich uiit voller Bestiinuitheit nicht behaupten, vielleicht solche, die

gleichfalls im Jahre 1699 im Drucke erschienen. Wir wissen, dass

1693 der zweite Baud von Wallis Werken erschienen war und in

ihm ein Bericht iiber dip spateren Briefe Newtons an Wallis (S. 251

bis 253). Ira Jahre 1699 Jiess Letzterer den dritten Band seiner

Werke folgea, und in ihm war der erste und zweite Brief Newtons

an Leibniz und die Antwort Leibnizens zu leseu.
f

Diese Papiere

konnte allenfalls Fatio auch oh lie Newtons Wissen in der

Druckerei gesehen haben.

Zwischen dem Entwurfe von Leibnizens Antwort auf den zweiten

Brief Newtons vom 24. October 1676 und dein Abdrucke dieser Ant

wort im III. Bande von Wallis Werkeu besteht ein uierkwiirdiger

Uuterschied, den wir hier bervorzuheben haben. Wir sagten (S. 184),

dass Oldenburg den Brief vom 24. October 1676 erst unter dem

2. Mai 1677 nn Leibniz abgyheu liess. dass dieser alsdann (S. 187)

dcu Brief an dem Tage, an welchem er ihn erhielt, noch beantwortete.

Unsere Quelle war der Abdruck des Entwurtes^). Da der Entwurf

} Commerc epistol. pa^. 16S i/ncl 224.: N&vtonuin tamtn jprimum uc pluribus

annis veiusti^simum hvjus calculi I nvtntnmn ip&c rcrittn, cvidadin -.actm agnoscn:

a quo utrum quicqxam wutnatHs sit Leilvitwp Mt.&quot;Mn;!t&amp;lt;$ c&amp;gt;ux hur^lo-r iiialo eo-rum

qiiam mcum nit judicium quihii* visaf fv.e-rini, Neucloni UUcfac aliique ejijsdcm

maniiscripti codices, freque modcstiorix Ncwtoni sileniiunt ,
aut, prona Leibnitii

iwtteniionnn fatjus cnluuli sibi, passim trtbwntis, nUu- itnponct, qui ca

i.
qt&amp;gt;uc ipsc cvolvi, inatruwvnta. *) Lcibni/ 1, 151.
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unter dem Leibnizischen Nachlasse in der Koniglichen ofientlichen

Bibliothek in Hannover aufbewahrt wird, so liessen wir uns
;
um

sicher zu gehen, ein Facsimile der Anfangszeilen kornmen 1

).
Sie

lauten: Accept- hodie literas tuas diu expectatas cum inclusis Neufanianis

sane pulcherrimis, ich erhielt heute Ihren lange erwarteten Brief imd

als Einschluss einen sehr schonen Brief Newtons. Die Worte sind

in fortlaufender Linie gesehrieben, abgesehen von dem vierten Worte

tuas, welches iiber der Linie stehend eingeflickt erscheint. Eine soii-

stige Aenderung ist in beiden Zeilen, welche von Leibniz selbst ge

sehrieben sind, nicht wahrnehmbar. Eine gleichzeitige Datirung ist

nicht vorhauden, dagegen hat Leibniz spater mit etwas schwarzerer

Tinte an den Kopf des Blattes gesehrieben: 21. Jim. 1677. Exstat

Commerc. p. 88. Nun der englische Abdruck. Er gibt das Datum

21. Juni 1677 und liisst das zweite Wort der ersten Zeile hodie weg.

Wie ist diese Veranclernng zu Stande gekommen? Dariiber mussfce

das Original des nach England gekommenen Briefes befragt werden,

wenn es noch Yorhantten war, und es fand sich nebst einer Abschrift

desselben im Archive der Royal Society in London 2

).
Das Original

bildet einen Theil einer mit der Nummer LXXXI bezeichneten Samm-

lung: ,,Letters and papers referred to in the Commercinm epistolicum.

Edit. 1722.&quot; Es ist in recht unreinlichem Zustande und enthalt

zahlreiche Durchstreichungen und Veriinderungen. Das Wort lioclie

ist nicht eigentlich durchstrichen, sondern durch einen es bedecken-

den Klecks nahezu unleserlich, es sei denn, man wisse, wie es

heiseen soil. Die Abschrift behndet sich in einem ,,Letter-Book&quot; und

enthalt das Wort hodie gar nicht. Darnach scheinen nur zwei Mog-
lichkeiten vorhandeu. Entvveder ist der Klecks absichtlich oder un-

absichtlich vor Absendung des Briefes in Hannover entstanden, oder

man hat in England schon vor 1699 das Wort unleserlich gemacht.
Wir halten die erstere Vermuthung fur die weitaus wahrschein-

lichere, wie wir im nachsten Kapitel begriinden wollen. Auf die

Foigen, welche jene Veranderung nach sich zog, kommen wir im

weiteren Verlaufe zuriick.

Dem Marquis De L Hopital kam Fatios Schrift zu Handen,

und er schickte sie Leibniz am 13. Juli 1699. In dem Begleitbriefe

machte L Hdpital
3

)
auch auf den im III. Bande der Gesammtwerke

von Wallis erfolgten Abdruck einiger Briefe von Leibniz u. s. w. auf-

l

)
Herr Dr. Bodmaun, der Yorstand jener Bibliothek, hatte die grosse

Gate, das Facsimile selbst fiir inich anzufertigcn.
2
)
Die Auskunft iiber die

im Besitze dor Royal Society befindlichon Belegstiicke verdanken wir dem

liebcnswilrdigeii Btitgegenkommen eines Beamten der Gesellschaft, Herrn

Robert Harrison. fl

)
Leibniz II, 336.
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inerksam, welcher die Absicht erkennen lasse, Newton die Erfindung
der Leibnizischen Difterentialrechnung zuzuschreiben, welche dieser

Fluxiousrechnung neime. Es scheme, als ob die Englander auf alle

Art versuchten, den Ruhm der Erfindung fiir ihre Nation in An-

spruch zu nehmen. Leibnizens Antwort 1
) enthalt den Dank fiir die

Uebersendung. Ueber Fatios Ruhmredigkeit macht er sich lustig.

Wenn dieser schon so lange so viel gewusst hat, warum hat er es

nicht bekannt werden lassen? Newton werde Fatios Aeusserungen
hoifentlich nicht billigen, dazn wisse er zu genau, wie der wahre

Sachverhalt sei. Encllich die Veroffeutlichung seiner Briefe durch

Wallis sei mit seiner Einwilligung erfolgt. Wallis habe ihra auch

gestattet anzugeben, was er etwa beim Abdruck gestrichen wiinsche,

er aber habe, da er das Bekanntwerden der nackten Wahrheit nicht

zu lurchten brauche, geantwortet, Wallis solle aus den Briefen nach

Gutdiinkeu drncken lassen, was ihm der Veroffentlichung werth er-

scheine.

TJngefahr gleichzeitig wie an L Hopital schrieb Leibniz unter

deni 4. August ouch an Wallis 2

).
Der unverdiente und unerwartete

Angriff, den Fatio auf ihn geraacht habe, wurde ihn wenig beriihren,

wenn uicht die Dru(;kerlaubniss von Seiten der Royal Society ertheilt

worden ware, was er, er miisse es gestehen, nicht ohne grosse Ver-

wunderung gesehen habe. Wie er eine solche oftentliche VerletzuiiL;-

verdierit habe, sei er nicht im Stande sich auszudenken. Sein ein-

ziger Trost bestebo in der Hofinung, jene Druckerlaubniss moge er-

ischlichen wrorden sein, doch bediirfe er der Bestati^ung dieser Hoff-

nung. Wallis moge in Gemassheit seines ofters bezeugten Wohlwollens

die Sache untersuchen. Wenn dieser ihm dann sage, dass die Schreib-

art, deren Fatio sich gegen ihn be&amp;lt;lient habe, den Beifall der Royal

Society nicht finde, so geniige ihm das.

Wallis that, worum Leibniz ihn bat. Am 29. August erklarte

er 3
) Leibniz, er habe Fatios Buch gesehen, aber nicht gelesen. Bis

zum Empfange von Leibnizens Brief habe er nicht geahnt, dass in

dem Buche gegen Diesen gerichtete Dinge sich fandeu, welche er

selbst keineswegs billige, inogen sie von Fatio oder von einem

anderen geschrieben sein 4
).

Nach diesem Satze, der vielleicht

in dem Sinne zu verstehen ist, als vermuthe Wallis, Fatio habe nur

uls Sprachrohr eines Dritten gedient, dessen Name alsdann leicht

einzusetzen ist, geht er zu eincr AVurdigung Fatios iiber. Es sei

ja wahr, dass Fatio in die Royal Society Aufnahine gefunden habe,

) Leibniz II, 337. *) Ebenda IV, 70.
s

) Ebenda IV, 7172. 4
)
Sive

i/pso yiie ub alio scriptum.
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aber deshalb stehe or in der Achtung der Mitglieder keineswegs so

hoch, dass er Leibniz vorgezogen werde, oder denselben unwiirdig

behandeln diirfe, einen Mann, der wie auch in anderen Dingen ganz

besonders in der Mathematik sich grosse Verdienste erworben habe.

Im nachsten Absatze wirft Wallis, scheinbar unbefangen, die Frage

auf, ob etwa Fatio auch der Verfasser eines nainenlos in den A. E.

vora Februar 1699 pag. 87 flgg. erscbienenen Aufsatzes gegen David

Gregory sei, und wenn nicht, ob dann Leibniz bei der Redaction

den Namen des Verfassers in Erfahrung bringen konne. Es gebe

ein Geschlecht von Menschen, die ihre eigenen Sachen hober achten

als die der iibrigen Sterblicben und lieber andere verletzen, als sich

selbst Verdienste erwerben.

Diese Briefstelle war freilich geeignet, Leibniz in Verlegenheit

zu setzen, denn der namenlose Aufsatz riihrte von ihm selbst her 1

).

Aber freilich war, und das sagt auch Leibniz in seinem Antwort-

schreiben 2

) ,
zwischen jenem Aufsatze und den Aeusserungen von

Fatio ein ganz wesentlicher Unterschied. David Gregory hatte eine

Untersuchung iiber die Kettenlinie veroffentlicht, welche zwar zu

eineni richtigen Ergebnisse fuhrte, d. h. zu dem gleichen, welches

seit 1691 (S. 219) den Mathematikern bekannt war, aber dieses Er-

gebniss auf einem dem Widerspruche ausgesetzten Wege erreichte.

Diesem Widerspruche hatte der ungenannte Verfasser des Aufsatzes

in den A. E. Worte verliehen, ohne gegen Gregory verletzend zu

werden. Die Redaction weigere sich deshalb, erklarte Leibniz, den

Namen des Einsenders zu nennen, wahrend sie bereit sei, bei der

ersten passenden Gelegenheit ihre Hochachtung vor Gregorys ander-

weitigen Verdiensten, die man voll anerkenne, deutlich auszusprechen.

Diese Zusage wurde auch 1703 erfullt
3
) durch eine lobende Bespre-

chung von Gregorys Astronomia physica et geometrica, als deren Ver

fasser eine schriftliche Randnote Ferdinand Helfreich Licht-

scheidt (1661 1707) nennt, einen hochgebildeten Geistliehen in

Berlin, der auch der dortigen Akadetnie angehorte
1

).
Leibniz hatte

aber in seinem Briefe schon die Schlussworte jenes friiheren Auf

satzes als Beweis dafiir anfiihren konnen, dass es dort nur um eine

sachliche Widerlegung sich handelte. Es sei glaublich, hiess es da-

selbst, dass Gregory bei wiederholter Ueberlegung seinen Irrthum

unbefangen eingestehen werde; blieben ihm noch Zweifel, so moge

J

) Leibniz V, 336339. In den A. E. tragt der Aufsatz naturlich nicht,

wie in dem spateren Abdrucke, die Bezeichnung: ex Epistola G. G. Leibnitii,

sondern ist namenlos. *) Ebenda IV, 74. ^ A. E. 1703 pag. 452 462.
4
) Poggendorff I, 14531454.



290 04. Kapitel.

er Newton
t

desseu Methode er nach eigener Aussage benutzte, zu

Rathe zieheu.

Wie koimte Wallis eine solche schliclite, in den hoflichsten

Formen auffcretende Erwiderung mit personlichen Verdachtigungen
auf gleiche Linie stellen? Wir sehen hier eine Wirkung des eng-
lischon Nationalgefuhls, an dessen Uebertreibung Wallis krankte, wie

wir bei friiherer Gelegenheit (S. 4) bemerken mussten. Im Priori tats-

streite werden wir noch oft auf die hasslichen Folgen einer an sich

lobenswerthen Geistesrichtung hinweisen miissen. Wo ein Englander
in Frage komint, hort bei Wallis, hort auch bald bei der Royal

Society das Licht und Schatten gleich vertheilende Gerechtigkeits-

gcfiihl auf. Den Englander horen wir auch aus einem anderen Satze

des Briefes Wallis vom 29. August: Fatio sei kein Englander, son-

dern ein Deutscher aus der Schweiz 1

), der allerdings eine gewisse
Zeit in England verweilte, aber gegenwartig wieder fort sei.

Nun kommt noch die Druckgenehmigung der Royal Society zur

Sprache. Der stellvertretende Vorsitzende habe das Recht, dieselbe

zu ertheilen und habe, da er glaubte iiur eine geometrische Abhand

lung vor sich zu sehen, von dem Rechte Gebrauch gemacht, ohne

den Inhalt der Schrift zu lesen. Es liege also nur eine Unvorsichtig-

keit vor, wie Leibniz aus einem beigelegten Briefe des Secretars der

Royal Society entnehmen konne, und welche er alsdann wohl ent-

schuldigen werde. Dieser Secretar war seit 1693 Hans Sloane

(1660 1752), ein bedeutender Arzt und Naturforscher. Sein von

Wallis erwahnter, unzweifelhaft damals beigeschlpssener Brief ist

nicht gedruckt vorhanden. Eine Bestatigung der Uebersendung findet

sich in Leibnizens Antwort 2

)
an Wallis. An Fatios Aeusserungen,

sagt er, sei ihm nicht raehr viel gelegeu, seit er wisse, dass sie von

der Royal Society nicht gebilligt wiirden; er behalte sich vor Herrn

Sloane einen Dankbrief fiir seine so rasch bereite Freundlichkeit 8

)

zu schreiben.

Jetzt begnugte sich aber Leibniz uicht mehr mit brieflichen

Aeusserungen, sondern er gab in den A. E. eine offentliche Antwort 4
)

auf Fatios Beleidigungen. Der ganze Aufsatz ist ein Muster feiner

Abfertigung und verdiente genauer bekannt zu sein. Die Gleich-

mtissigkeit der Darstellung gestattet uns leider keinen ausfiihrlichen

Bericht, uud wir heben nur drei Punkte hervor. Leibniz spricht

erstens aus, dass Sloane in einem Briefe an einen Freund die Zu-

sichcrung gegeben habe. es werde in Zukunft von Gesellschaftswegen

:

)
Leibniz IV, 72: non Anglus est, sed Germanus ex Helvetia. *) Ebenda

IV, 74.
3
)
in me quoque promtissimae humanitati. 4

)
Leibniz V, 340 349.
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darauf gesehen werden, dass kein bissiger Ton von Seiten ernes

Mitgliedes gegen ein anderes eingeschlagen werde. Zweitens geht

Leibniz auf eine der von Fatio behandelten Aufgaben ein, aut die

Aufgabe die Gestalt des Korpers geringsten Widerstandes in einem

dichten Mittel zu finden. Newton hatte im 7. Abschnitte des

II. Buches der Principien die Aufgabe gestellt und gelost, allerdings

so gelost, wie es bei ihm nur zu haufig war, ohne Ableitung oder

Beweis des Ergebnisses. Damit trat nun Fatio hervor. Er wies

einen Zusammenhang zwischen jener Eigensehaft des geringsten

Widerstandes und dein Kriimraungshalbmesser der Curve, welche bei

ihrer Umdrehung den Korper erzeugt, nach. Noch 1699 liessen erst

De L Hopital, dann Jobann Bernoulli in uen A. E. andere Beweise

drucken 1

),
welche einfacher waren, indem sie nur von Tangenten-

eigenschaften jener Curve Gebrauch macbten. De L Hopital betonte

dabei, in wie fern sein Beweis als der einfachere zu gelten babe:

die Kriimmung hange namlich vom zweiten, die Tangente nur vom

ersten Different]alquotienten ab 2

),
und eben diese Bemerkung wieder-

holt Leibniz. Drittens beruft sich Leibniz fur die Unabhangigkeit

seiner Erfindung der Differentialrechnung auf Newton 3

): ,,Hat dieser

doch hinreichend offentlich in semen Principien von 1687 es aus-

gesprochen, da,ss Keiner von uns gewisse geometrische Erfindungen,

welche uns gemeinschaftlich sind, der durch den Anderen ihm ge-

lieferten Erleuchtung verdanke, dass Jeder vielmehr sie seineni eigenen

Nachdenken schulde, dass ich sie schon ein Jahrzelmt friiher ausein-

andergesetzt babe.&quot; Leibniz nennt bier das Scholium im 2. Abschnitte

des II. Buches der Principien nicht ausdriicklich, aber es kann nicht

z \veifelhaft sein, dass er diese Stelle (S. 203 204) meinte. Ebensowenig
kann zweifelhaft sein, dass Newton den Leibnizischen Aufsatz gelesen

liaben muss. Die ganze Angelegenheit machte sicherlich, seit Sloane

im Namen der Royal Society sich eingemengt hatte, wenn nicht

schon friiher, in England so viel von sich reden, dass Newton, der

mindestens mittelbar Betheiligte, unmoglich den Verlauf des Streites

unbeachtet lassen konnte. Fatio hat iiberdies den Aufsatz gelesen,

hat eine Entgegnung fur die A. E. geschrieben, deren Aufnahme

Mencke verweigerte
4
), und Fatio sollte nicht dafiir gesorgt huben,

dass Newton mit diesem Benehmen und mithin mit dein ganzen

Streite bekannt werde? Das ist uudenkbar. Newton wusste also

*) Job. Bernoulli Opera I, 307315. *)
Ebenda I, 313. 3

)
Loibniz

V, 346: Satisque indicavit publice, cum sua Mathematica Naturae Principi-u

publicaret anno 1687, nova guaedam inventa Geometrica, quae ipsi communia

mecum fuere, neutrum luci ab altero acceptae, sed meditationibus quemque suis

ilebere, et a me jam decennio ante exposita fiiissc.
4

)
A. E. 1701 pag. 134.
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ganz gut, welchen Sinn man dem Scholium beilegte, und wenn er

zwischen dem 11. October 1709 und dem 15. April 1710 (S. 204)
dein Scholium eine nur noch deutlicher die beiderseitige Unabhiingig-
keit betonende Fassung geben liess, so wusste er, was damit gemeint
war. Er wusste es und duldete es, trotzdem inzwischen der erste

Act des Prioritatsdramas langst abgeschlossen und der Vorhang zum
zweiten Aufzug schon in die Hohe gegangen war.

Wir wissen (S. 279), dass Newton im Jahre 1704 in der Druckerei

der Royal Society ein englisch geschriebenes Buch fiber die Farben

der Presse iibergab und als Anhang zwei lateinische Abhandlungen

beiffigte, die Enumeratio linearum tertii ordinis und die Quadratiira

Curvantm. Schon im Januarhefte 1705 der A. E. erschien eine Be

sprechung dieses Anhangs
1

),
deren Verfasser sich zwar nicht genannt

hat, aber nie verkannt wurde. Die allgemeine Muthrnassung deutete

anf Leibniz hin
;
und ihre Bestatigung ergibt sich ebensowohl durch

eine der schon mehrfadi erwahnten Randnoten als durch die Em-

pfang.sanzeige Menckes 2
)
vom 12. November 1704: ,,Hierauf habe

berichten sollen, dass gestern Dero relation von des Hrn. Newton

zweyen Algebraischen tractaten endlich bey inir eingelaufen, undt

sage ich dafiir gehorsamsten Danck.&quot; Durch eine Randbemerkung
wissen wir ferner, dass Leibniz es auch gewesen war 3

),
der 1703 ein

anderes, die Fluxionsrechnung betreffendes Buch, die Fluxionum ntfi-

thodus inversa von George Cheyne
4
) (1671 1734) ziemlich giinstig

besprochen und es dahin gekennzeichnet hatte, es bediene sich zur

Auflosung der inversen Tangentenaufgabe wesentjich der Reihen-

entwicklung unter Benutztmg der Methode der unbestimmten Coeffi-

cienten, wodurch man zu Ergebnissen gelange, wenn andere Methoden

nicht aufzufiuden seien. Die Besprechung der beiden Newtonschen

Abhandlungen berichtet zuerst auf vier Seiten liber die Enumeratio

linearum tertii ordinis, dann geht sie zu der Quadratiira Curvarum

fiber. Wir glauben hier die wichtigste Stelle wortlich anfiihren zu

miissen.

,,Bevor der ungeinein geistreiche Verfasser zu der Quadratur der

Curven (oder vielmehr der krummlinigen Figuren) gelangt, schickt

or eine kurze Einleitung voraus. Damit man diese besser verstehe,

muss man wissen, dass wenn irgend eine Grosse stetig wachst, wie

z. B. eine Linie durch das Fliessen eines sie beschreibenden Punktes

wachst, jene augenblicklichen Zuwachse Differenzen genannt werden,

namlich Unterschiede zwischen der Grosse, wie sie friiher war, und

!

)
A. E. 1705 pag. 30 36. *) Leibniz, Supplernentband des 13rief-

wechsels S. 16.
3

)
A. E. 1703 pag. 460452. 4

) Poggendorff I, 434.
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wie sie durch die Veranderurg eines Angenblickes wurde, und dass

daraus der Differ en tialcalciil eutstanden ist und dessert Umkehrung
der sumuiatorische Calciil, deren Elemente von ihrem Erfiiider

Herru G. G. Leibniz in dieser Zeitschrift mitgetheilt worden sind,

und wovon viele Anwendungen gezeigt wurden sowohl clurcli Ebeu-

denselben als durch die Herren Briider Bernoulli und durch den

Marquis De L Hopital, dessen jvingst eiugetretenen friihzeitigen Tod

alle die schwer beklagen intissen, die den Fortscliritt der tieferen

Wissenschaft lieben. Statt der Leibnizischen Differenzen benutzt nun

Herr Newton, und hat er immer benutzt 1

) Fluxionen, weiche sich

so nahe wie uioglieh wie die in gleichen kleinstmoglichen
Zeittheilchen hervorgebrachten Vermehrungeu der Fluenten

vernal ten, Er hat davon in seinen Mathematischen Priucipien der

Naturlehre und in anderen spater veroffenflichten Schriften einen

eleganten Gebrauch gemacht, wie auch spater Honoratus Fabri in

seiner Synopsis Geometrica den Fortschntt der Bewegungen an Stelle

der Methode Cavalieris setzte&quot;
2
).

An diese wortgetreu durch uns iibersetzte und aneh beziiglich

der Hervorhebung einzelner Worter durch den Druck streng an das

Original sich anschliessende Stelle knupft Leibniz dann eine Schilde-

rung der beiden Aufgaben der Differentiation und Integration mittels

seiner Zeichen und ohne der Newtonschen Bezeichnung zu gedenkeu.

Bei der Quadratur als Aufgabe der Integralrechnung habe Newton

sehr nutzliche Arbeiten vollbracht 3
).

Er habe Reihen angewandt,

weiche bald ins Unendliche fortlaufen, bald abbrechen, und in diesem

letzteren Falle das Ergebniss in algebraischer Gestalt aufweisen. Das

seien Dinge 7
uber weiche seiner Zeit bei Gelegenheit des Berichtes

uber das Buch von Cheyiie gesprochen worden sei.

Im Gaazen war also der Ton der Besprechung ein sehr wohl-

wollender, nnd der (S. 285) von uns angekiindigte Widerspruch gegen

die Veroffentlichung als solche ware ein sehr milder gewesen, wenn

nicht ein Satz in derselben vorgekomrnen ware, dessen schriller Miss-

ton durchgehort werden nausste, der Satz, dessen lateinischen Wort-

laut wir in einer Anmerkuug wiedergeben zu miissen glaubten.

Newton wird mit Fabri verglichen, der den Fortschritt der Be

wegungen an Stelle der Methode Cavalieris setzte. Fabri

kannte Cavalieris Schriften, kannte sein Verfahren und veranderte es

in nicht der Rede werthen Nebenumstanden. Er hat sich damit nur

selbst geschadet. Seine Synopsis geometrica von 1669 gehort zu den

*) adhibet semperque adhiluit. *) Quemadmodum et Honoratus Fabrius

in sua Synopsi Geometrica motuum progressus Cavalkrianae Methodo substituit.

3
) a Dn. Newtono est utilissime laboratum.
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wenigst bekannten Schriften dor damaligen Zeit und wurde ohne die

Erwahnung in dem Satze, von dein wir grade reden, wohl ganz ver-

gessen sein. Und mit diesem Fabri wird Newton verglichen, wird

mit ihm durch den Vergleich auf eine Linie gestellt!

Leibniz hat sich spater ansreden wollen. Er hat behauptet, der

andere Ausdruck, dessen lateinischer Wortlaut gleichfalls in einer

Anmerkung mitgetheilt worden ist, schliesse die Annahme aus, dass

Newton als blosser Nachahmer mit leichter Veranderung der ge-

brauchten Namen und Zeichen habe hingestellt werden wollen-. . Dem
ist nicht so. Wohl heisst es, Newton benutze Fluxionen statt

der Differenzen und habe sie immer benutzt, aber seit wann?

Die Besprechung der Qnadratura Curvarum nennt als das Werk, in

welchem Newton von den Fluxionen einen eleganten Gebrauch ge-

macht habe, die Principien und andere spater herausgegebene Schriften.

Die Principien sind aber von 1687, Leibnizens Veroffentlichung der

Diflerenzialrechnung von 1684. Der unbefangene Leser konnte also

einen Gegensatz der beiden Aeusserungen nicht erkennen. Er musste

vielmehr in der Vereinigung beider den Sinn finden, welcher, wie

wir uns erinnem, in einer brieflichen Aeusserung von Johann Ber

noulli vom August 1696 (S. 253) sich abspiegelte, Newton habe erst

nach 1684 und in Folge der aus der Leibnizischen Abhandlung em-

pfangenen Anregung seine Fluxionsrechnuug erdacht. Wenn Leibniz

damals Bernoulli eines Besseren belehrte, so musste er aucb jetzt die

Leser vor dem gleichen Missverstandnisse bewabren. Er durfte nicht

von den Principien und spater herausgegebenen Schriften sprechen

ohne hinzuzufiigen, dass er wisse, dass Newton schon 1676 eine

Fluxionsrechmmg besessen habe. Die Leibnizischen Worte waren

also mindestens ungliicklich gewahlt und objectiv unrichtig.

Schwieriger ist die Beurtheilung der sabjectiven Schuld oder

Schuldlosigkeit dessen, der die unglucklichen Worte gebrauchte.

Leibniz, sagten wir, habe damals bestritten, dass in seiner Aeusse

rung ein Vorwurf enthalten gewesen sein solle, enthalten sein konne.

Sollen wir ihm darin Glauben schenken, so fallt noch immer die

Schuld der Uniiberlegtheit auf ihn; aber wir furchten, wir thun

Leibniz mit diesem letzteren Vorwurfe Unrecht, und der Stich, welcher

Newton 1705 traf, Avar von keiner ungeschickten Hand gefiihrt worden.

Leibniz hatte die Beleidigung von 1699 nicht vergessen, hatte ins-

besondere nicht vergessen, dass Newton, den er in der Antwort an

Fatio von 1700 gradezu als Zeuge aufgerufen hatte, sich kein Wort

entlocken liess uud auch, als er 1704 die Quadratura Curvarum zum

Drucke gab, nichts ttber Leibniz zu sagen fand, als nur eine vom

Zaune gebrochene Abweisung der unendlich kleinen Uuterschiede,
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die Leibniz auf sieh zu beziehen Grund hatte. Da mag in Leibniz

der Gedanke wach geworden sein, Newtons Zunge dadurcli zu losen,

dass er ihu fiihlen liess, wie weh ein unberechtigter Vorwurf thut.

Newton sollte empfinden, was er selbst 1699 hatte empfinden uiiissen.

So erscheinen uns die Seelenvorgange, aus welchen der Bericht von

1705 hervorging. Wir haben allerdings keinerlei Beweis dafur und

niiissen gewartig sein, dass unsere Leser nicht alle mit uns iiberein-

stimmen, aber mit diesem Zugestandnisse vereinigt diirfen wir docli

wohl unseren Erklarungsversuch wagen.
Was die spatere Aeusserung betrifft, Newton konne sich nicht

beleidigt fuhlen, weil anerkannt sei, dass er immer der Fluxionen

sich bedient habe, so ist das eine Ausrede und, wie wir schon ge-

zeigt haben, eine recht schlechte Ausrede. Wir haben ihr nicht mehr

Gewicht beizulegen als den beiden Briefen Leibnizens vom 28. Juni

1713 an Johann Bernoulli 1
)
und an Nicolaus Bernoulli 2

),
in welchen

Leibniz leugnet die Besprechung von 1705 verfasst zu haben.

1st die Leibnizische Besprechung Newton zu Handen gekommen?
Newton selbst hat es am 22. Marz und wiederholt am 5. April 1711

in Abrede gestellt
3
). Heutigen Tages ware die Thatsache so gut wie

unmoglich. Auch am Anfange des XVIII. Jahrhunderts ist sie auf-

fallend genug, aber ohne unterstiitzende Beweismittel sind wir nicht

berechtigt, irgend jeinern Betheiligten eine absichtliche Unwahrheit

zuzutrauen. Von einer unabsichtlichen Unwahrheit kann selbstver-

standlich nicht die Rede sein, denn eine verletzeude Besprechung

iiberhaupt gelesen zu haben, vergisst kein Schriftsteller, mag ihm

auch der genaue Inhalt aus dem Gedachtnisse schwinden. Aber wie

konnen wir erklaren, dass die A. E. in England weniger gelesen

wurden, als z. B. die P. T. in Deutsehland? Dazu mogen zwei Uni-

stande beigetragen haben. Erstens bildete es dainals schon eine lobens-

werthe Eigenschaft deutscher Gelehrten, mehr als die Gelehrten irgend

eines anderen Volkes sich um die im Auslande erscheinenden wissen-

schaftlichen Arbeiten zu kummern, zweitens war zwischen den A. .E.,

als Zeitschrift, und den P. T., als Veroffentlichungen der Royal So

ciety der grosse Unterscl^ied, dass auf erstere abonnirt werden musste,

wahrend letztere den ausserhalb England lebenden Mitgliedern der

Gesellschaft, deren es eine ziemlich grosse Anzahl gab, nach Voll*

endung eines Bandes zugeschickt wurden.

In den ersten Monaten des Jahres 1705 war Newton auch durci;

politische Aufreguugen in Anspruch genommen. Wir haben (S. 66)

J

) Leibniz III, 913. s
~)
Ebenda III, 986.

) PJdleston, Corresjwi

dence of Sir Isaac Newton and Professor Cotes pag. LXXII lin. 17 20.

CANTOR, Oeachichte der Mathematik. 11J 2. 2. Aufl. 20
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von den unter Konigin Anna /u Tage tretenden Parteiverschiebungen

gesprochen. Eine solche fallt in das Jahr 1705 1

). Konigin Anna
war den Tories geneigt. Ihr Ministerium bestand aus solchen, wenig-
steiis gait Marlborough, der an der Spitze stand, damals gleich den

flbrigen als Tory. Im Unterhause batten die Tories die unbestrittene

Mehrheit. So schien ein Zerwurfniss unmoglich. Die kirchlich Un-
duldsamen im Unterhause brachten dasselbe zu Stande. Die Feni-

haltung aller der bischoflichen Kirche nicht zugehorigen Personlich-

keiten von 6ffentlichen Stellen beruhte auf dem Zwange, die Formen
eben dieser Kirche auszufiihren, ein Zwang, der sich darin ausserte,

dass der Anzustellende das Abendmahl nach Anglicanischer Form zu

nehmen hatte. Katholiken konnten sich dazu allerdings niemals ver-

stehen, aber die protestantischen sogenannten Nonconformisten konnten

sehr wohl das kleine Opfer bringen, ihre A bendmahlformen nach

dcnen der herrschenden Kirche umzumodelu, und sie thaten es, so

dem Wortlaute des Gesetzes gehorehend. Gelegentliche Conformitut

nannten solches die zu uusserst reckts stehenden Tories, und sie be-

schlosseu eineu Stunnlauf dagegen: wer nicht ganz und gar der

Kirche, d. h. ebeu der bischoflichen Kirche, angehore, sei von den

offentlichou Aemteru auszuschliessen. Der Erfolg dieses Gesetzes,

wenn es durchging, musste nicht bloss bei der Besetzung jeuer Stellen

selbst, er musste auch fur die Zusammensetzung des Parlamentes den

Ausschlag geben. Nur in Stadten, wo nonconformistische Magistrate

vorhanden waren, pflegten Whigs gewahlt zu werden. Beseitigte man

jene stadtischen Verwaltungen ,
so konnte man hoffen, ein rein tori-

stisches Parlament zu erhalten. In diesem aber waren muthmasslich

die Weitestgehenden die Fiihrer gewesen, und die Minister mussten

befflrehten
,
von rechts stehendeu Gesinnungsgenossen verdrangt zu

werden. So kam es, dass die Regierung den Widerstand des Ober-

hauses gegen den Gesetzvorschlag unterstiltzte, der dadurch nicht

Gesetz werden konnte, trotzdem er in zwei auf einander folgendeii

Jahren vom Unterhaus angenommen wurde. Marlborough wurde den

Hochtories mehr und mehr verhasst, sein Sturz war beschlossene

Sache. Ein Ereigniss der ausseren Politik rettete ihn. Die Schlacht

bei Hochstadt am 13. August 1704, in welcher Marlborough vereint

luit Prinz Eugeu die Franzosen aui s Haupt schlug, vernichtete die

Piano seiner beimischen Gegner. Der siegreiche Held war der Lieb-

ling der Nation geworden, UJK! der allgeraeine Zug riss die gemassigten

Tories neben den Wbigs in sein Geleite. Unter diesen Verhaltnissen

*} Edlesloi), Correspondence of Sir Isaac Ncicton and Professor Cotes

pag LXXIV und llanke, Englisohe Geschichte VII, 1113 und 23.
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vollzogeu sich die Parlamentswahlen vom April 1705. Sir Isaac, wie

Newton hiess, seitdem er am 16. April in den Ritterstand erhoben

worden war, war der Candidat der iiusserhten Partei filr Cambridge.

Die Kirehe sei in Gefahr, war das Stichwort derselben, und die Ver-

handlunger, welohe bei der nun folgenden Parlamentssitzung im Ober-

hause stattfauden, haben klar gestellt, dass eben bei der Cambridger

Wahl em Studenteiiauflauf stattfand, dass man hundertstimmig schrie :

Kein Fanatiker, nichts von gelegentlicher Conforinitat. So unterlag

damals Newton. Die hier erzahlten Parteikampfe gehoren insofern

zu unserem Gegenstande, als auch sie zur Erkliirung dafiir dienen

konnen, dass Newton jene Besprechung der A. E. von 1705 nicht

kennen lernte. Hatte er sie kennen gelernt, er batte im Augenblick

doch wohl gesehwiegen, schweigen miissen. Der politisch in den

Hintergrund Gedrangte war nicht geeignet, die Syrapathie seiner

Landsleute fur sicb wachzurufen, und die ihm ungiinstige Volksstim-

mung batte ihm die Antwort untersagt.

Am 16. August 1705 starb Jakob Bernoulli. Leibniz ver-

langte
x

)
von Jakob Hermann, dem dankbaren Schiller des Ver-

storbenen, dessen Nekrolog, den Hermann am 28. October einschiekte 2

),

und der in den A. E. fur Januar 1706 abgedruckt ist. Eine Rand-

bemerkung des Heidolberger Exemplars nennt Leibniz als den Ver-

fasser, und das ist eiue der Stellen, wo die im Allgemeinen zuver-

lassigen handschriffclichen Zusatze sich als irrig erweisen. Leibniz war

Vermittler, nieht Verfasser des Beitrags, oder doch nur in dein Sinue

Verfasser, als er sich eine gewisse Veranderung des von Hermann

niedergeschriebenen und handsehriftlich erhaltenen Wortlautes ge-

stattete. Nicht etwa als ob Leibniz den von Hermann herriihrenden

Sat/, zu Jakob Bernoullis nahen Freunden habe Fatio de Duillier

gehort, ein sebr wiirdiges Mitglied der Royal Society
3

}, gestricheu

hatte. Jhn liess Leibniz, wenn vielleicbt auch widerwilligen Sinnes,

ubdnicken. Am ScMusse dijgegen kvirzte er. Hermann hatte die

wichtigsten Aufsatze des Verstorbenen
,

welche theils in der. A. E.,

theils im Journal des Syavan dem Drucke tibergeben worden waven,

einzeln genarmt. Er hatte zwischendrein gesagt: Besonders verdient

hier der Differentialcalciil erwahnt zu werden, welchen er durch

eigenes Nachdeuken in Genieinschaft mit seinem berubinten Bruder

sich so sehr zu eigen machte und vervollkommnete, dass der vor-

treft liche Ertioder desselben, der hochstehende Leibniz 4
)

aus freien

:

) Leibniz IV, 284. 2
) Ebenda IV, 288 2ir2.

8
) Dn. Nicolaum

Fatium Duillerium Ilegiae Londinensis Societatis aodalem tUtjnissimum. *) Exccll.

ejus Inventor, Ampl. Leibnitius.

20*
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Stiicken eingestand, der neue Calciil verdiene mit gleichem Rechte

der beiden Bernoulli als der seinige genannt zu werden. Hier, wie

gesagt, kiirzte und anderte Leibniz. Die Herzalilung der Abhand-

lungen nebst der Zwischenbemerkung ersetzte er durch folgenden
Wortlaut: Seine sehr zahlreichen und schonen Erfindungen, welche

in den A. E. und anderwarts zu lesen sind, fiihren wir nicht einzeln

an; wir begniigen uns beizufugen, dass, als die grosse Erfindung
unseres Jahrhunderts, die Leibnizische Infinitesimalanalysis *)

hervorgetreten war, der Dahingegangene aus einem leichten vom Er

finder gegebenen Beispiele (dem Beweise der Isochrone) plotzlich ein

neues Licht fiir die Anwendung auf physikalisch-mechnnische Fragen

schopfte
2
) und auf die Ausbildung jenes analytischen Calcvils, den

man Differentialrechnung und seine Umkehrung sunimatorische

oder Integralrechnung nennt, mit grossem Eifer und Erfolg sich

legte, ausgezeichnete Aufgaben loste und nach Recht und Verdienst

unter die grossten Forderer der grossen Erfindung gezahlt werden

kann. Leibniz widinete dem Gedachtnisse des verstorbenen und

immer zu betrauernden Freundes folgende Zeilen:

Ein unendliches Licht erglansste Dir schon auf der Erde,

Wer wird leugnen, o Freund, dass Du erhalten uns seist?

Viel menr als eine Kurzung und stylistische Abandoning unter Bei-

behaltung des Sinnes, den Hermann in seinen Wortlaut gelegt hatte,

war das nicbt, aber es war eben doch abermals von der grossen Leib-

niziscben Erfindung die Rede und imtner nur von der Leibnizischen.

Spat, im Jahre 1710 erst, kam die entgegengesetzte Behauptung
im XXVL Bande der P. T. wieder zum Ausdruck. Der Band enthielt

die der Royal Society 1708 vorgelegten Arbeiten, und sein Druck

war schon im September und October 1708 im Gauge. Es ist das

nicht uuwichtig, weil es einen Beleg fur die eigenthiimliche That-

sache gibt, dass, als zwischen October 1709 und April 1710 das

Scholium in der zweiten Ausgabe der Principien im Drucke war,

Newton wusste, dass binnen Kurzem eine ihm widersprechende Mei-

nung in den P. T. zur offentlichen Kenntriiss kommen werde.

John Keill 3
) (1671 1721), ein Schotte, eifriger Bewunderer

Newtons, seit 1700 Professor der Physik in Orford, hatte eine Ab-

handlung fiber die Gesetze der Centripetalkrafte, De legibus viriurn

ccntripetarum, eingereicht, und in ihr war, ohne dass der Gegenstand

die allergeringste Veranlassung dazu geboten hatte, folgender Satz

) Analysis infinitesimalis Leibniiiana. *) ex facili exemplo ab autore

exhibito (demomtratione scilicet Curvae Isochronae) iiovam subito lucem hausisse.

) Poggendorff, I, 1236. National Biography XXX, 310311 (London 1892,

edited by Sidney Lee).
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eingeschaltet
1

): ,,Dieses alles folgfc aus der Ireutigen Tages sehr be-

riihmfcen Fluxionsrechnung. Diese hat, ohne dass ein Zweifel statt-

fiinde, Herr Newton erfunden, wie bei Jedem feststehen wird, der die

von Wallis herausgegebenen Briefe liest. Spater wurde jedoch die-

selbe Rechnung von Herrn Leibniz unter Veranderung des Namens

und der Bezeichnungsweise in den A. E. veroffentlicht.&quot;

Das war, wir wiederholen es, eine etwas spate Antwort auf die

Besprechung von 1705, auf die Aeusserungen im Nekrologe von 1706,

aber sie Hess an Deutlichkeit nichts zu wiinschen iibrig. Sie be-

schuldigte Leibniz ohne Weiteres des geistigen Diebstahls unter den

erschwerendsten Umstariden, Leibniz habe ein freindes Verfahren unter

Veranderung von Namen und Bezeichnung herausgegeben !

Leibniz erhielt als Mitglied der Royal Society den vollendeten

Band der P. T. durch den Secretar Sloane allerdings recht verspatet

im Februar oder Marz 1711, da er gerade in Berlin war, und noch

von dort aus schrieb er unter dem 4. Marz eben an Sloane. Er be-

dauere, sagte Leibniz in diesem Briefe 2

),
zum zweiten Male mit einer

Klage auftreten zu mussen. Vor langerer Zeit habe Nicolaus Fatio

de Duillier sich offentlich mit Sticheleien an ihn gemacht, als ob er

eine freuade Erfindung sich angeeignet hatte. Er habe ihn damals

in den A. E. eines Besseren belehrt, und die Royal Society habe ihm

selbst gegeniiber durch ihren Secretar, und das sei, so viel er sich

erinnere, grade Sloane gewesen, ihre Missbilligung ausgesprochen.

Auch Newton, der treffliche Mann, habe, wie ihm berichtet sei, den

verkehrten Eifer missbilligt
3

),
welchen Einige in dieser Sache fiir ihr

Volk und fiir ihn an den Tag legten. Und jetzt scheine Herr Keill

in dem eben erschienenen Bande der P. T. auf S. 185 die ungeschick-

teste der Anklagen zu erneuern. Wer konne den Satz: ,,Spater wurde

.... veroffentlicht&quot; lesen und ihm Glauben schenken, ohne Leibniz

in Argwohn zu nehnien, eine fremde Erfindung in der Verkleidung

untergeschobener Benennung und Zeichen herumgetragen zu haben?

Wie falsch dieses sei, wisse Niemand besser als Newton selbst. Gre-

wiss, fuhr Leibniz fort, ich habe weder den Namen der Fluxions-

rechnung aussprechen horen, noch die Zeichen, deren Newton sich

bediente, mit Augen gesehen, bevor beides in Wallis Werken erschien.

Dass ich die Sache gleichfalls viele Jahre, bevor ich sie herausgab,

l
)
P. T. XXVI, 185: Haec ornnia sequuntur ex celebratissitna nunc dierum

fiuxionum aritJtmetica, quam sine omni dulrio primus invcnit D. Newtomis, ut

cut libst ejus epistolas a Wallisio editas legcnti facile constabit, eadcm tamcn

arithmetica postea mutatis nomine et twtationis modo a D. Lcibnitio i&amp;gt;i Aciis

Eruditomm edita est.
8
) Commerc. epistol. pag. 171172. 3

) praeposterum

studium improbavit.
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besass, beweisen meiue durch Wallis veroffentlichteu Briefe. Wie
kann ich Frerades, welches ich iiicht kanntc, verandert herausgegeben
haben? Leibniz schloss mit der Aeusserung, er sei wcit davon ent-

fernt, Keill einen Verleumder zu nennen, aber dessen Anklage sei

verleumderisch und Keill raiisse, das verlange er von der Royal

Society, die Anklage oflentlieh zuriicknehmen.

Die Angelegenheit mit Fatio hatte seiner Zeit rasche und leichte

Erledigung gefunden (S. 290), aber jctzt waren die Verhaltnisse ganz
andere als 1699 und 1700. Newton war seit dem 30. November 1703

President der Royal Society (S. 67), in ihr also naturgemass eine

wesentlich eiuflussreichere Personliehkeit als ein ausserhalb England
wohnendes Mitglied, und ware es auoli Leibniz, und sein Ruhm musste

oder durfte doch wenigstens der Gesellschaft vor Allein am Herzen

liegen. Aach seit 1705 hatte maneherlei sich geandert. Die Friedens-

sehnsvicht der englischen Nation war der whigistischen den Krieg

gegen Frankreich in die Lange ziehenden R,egierung uiiide geworden.
Ein toristisches Padament war gewahlt, und seit September 1710

stand der Hochtory Bolingbroke an der Spitze der Reichsgeschafte.

Newton war also jetzt der Gesinnungsgeuosse der leitenden Kreise

in Volk lind Regierung, Leibniz der Berather jenes hannoverschen

Prinzen, der den Krieg gegen Frankreich selbst fiihren half (S. 66).

Diese mehrfachen Aenderungen spiegeln sich deutlich in dem weiteren

Verlaufe des Streites.

Ein Auszug aus den Sitzungsprotokollen der Royal Society ist

veroffentlicht
x

).
Wir lassen seine Uebersetzung folgeu, welche wir

uur jeweils zu unterbrechen uns vorbehalten, wo uns Einschaltungen

nothwendig erscheinen. Am 22. Miirz 1711 fand eiue Sitzung unter

Newtons Vorsitze 2
)

statt. Ein Theil des Leibnizischen Briefes wurde

verlesen nnd Sloane beauftragt, eine Antwort zu schreiben. Newton

war, bevor der Aufsatz in den A. E. von 1705 ihin gezeigt wurde,

iirgerlich iiber das, was Keill gesagt hatte, aber in der nach Veriaaf

von vierzehn Tagen folgenden Sitzung vom 5. April lenkte Keill die

Aufmerksamkeit auf jenen unbilligen Bericht 3

) iiber die Abhandlung

Quadratura Cnrvarum. Dann gab der President eine kurze Darstellung

der Sache mit Beifugung der genauen Zeit, zu welcher er seine Er-

findung zucrst erwahnte oder enthullte 1

),
und berief sich auf einige

durch Wallis veroffentlichte Briefe; hierauf wurde Herr Keill ersucht,

einen Bericht iiber den Gegenstand des Streites zu verfassen und den-

) Edleston, Correspondence of Sir Isaac Newton and Professor Cotes

pag. LXXII. *) President in the chair. 8
) unfair flccaunt. *) ivith

the particular time of his first mentioning or discovering Ms invention.
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selben in em richtiges Lieht zu setzen. Sitzung vom 12. April. Die

Verlesung der friiheren Aufzeichnungen
r
) gab Gelegenheit, den in den

Leipziger A. E. erwahnten Gegenstand weiter zu besprechen. Der

President fiihlte sich bewogen
2
), seine vor vieleii -lahren an Herrn

Collins gerichteteu Briefe iiber seine Methode der Curvenbehand-

lung u. s. w. zu erwahnen, und da Herr Keill anwesend war, wurde

dieser abermals ersucht, einen Aufsatz niederzuschreiben und das

Recbt des Prasidenten in dieser Angelegenheit zu bchaupteu. Sitzuiig

vom 24. Mai. Keill s Erwiderung wurde verlesen. Eine Abschrift

soil an Leibniz geschickt werden, und sobald Leibnizens Autwort

darauf eingetrotfen sein wird, soil Keills Schrift in den P. T. ge-

druckt werden. In der nachsten Sitzung vom 31. Mai, in welcher

Newton nicht gegenwartig war, verlas Sloan e einen Brief an Leibniz,

welcher gebilligt wurde. Sloanes Brief ist nie vcroffentlicht worden

uud diirfte ein ziemlich farbloses Begleitscbreiben tier KeilTschen Er

widerung gewesen sein, sonst hatte man iliu kaum in Newtons Ab-

wesenheit gutgelieissen. Das wichtige Keill sche Schriftstiick dagegen
ist iin Drucke vorhanden 8

)
und fordert unseren Beriohfc.

Ich gebe es zu, heisst es nach kurzen Einleitungssiitzen, dass ich

gesagt liabe, die Fluxionsrechnung sei von Newton eriunden, dann

von Leibniz unter Veranderung des Namens uud der Bezeichnungs-

weise herausgegeben worden. Ich will dainit keineswegs gesagt haben,

der Name, den Newton seiner Metkode beilcgte, oder die Bezeichnung,
deren er sich bediente, seien Leibniz bekannt gewesen. Ich wollte

nur zu verstehen geben, dass Newton der erste Erfinder der Fluxions-

rechnung oder des Ditferentialcaluls war; dass er in zwei Briefen an

Oldenburg, welche durch diesen an Leibniz i^elangten, Kennzeichen

davon gab, die fiir einen Mann von grosseni Schar&inne hinreichten,

ihm den AVeg zu zeigen
4
),

und dass Leibniz aus ihnen die Grund-

gedanken jener Rechnung schopfte oder wenigstens schopferi konnte.

Da er aber die Sprech- und Schreibweise, von deneu Newton Gebrauch

machte, durch blosse Vernunftschliisse nicht ermitteln konnte
?

so

wiihlte er die von ihm selbst ersonnenen. Als Beweggrund zu jenen

Aeussemngen wird die Besprechung der Quadratura Ourvarum in den

A. E. angegeben, welche ihre Leser zu dem Glauben vuranlassen konne,

als babe Newton erst nach 1684 die Fluxionsreclmung erfunden. Wenn
die Leipziger ihreni Leibniz fremdes Eigenthum hin/,udichten durfen,

so durfen auch die Englander, ohne der Anschuldigung der Verleum-

J

) the former minutes being read. 2
j ivas pleased.

s
) Commerc. epistol.

pag. 172 180. Ln Original sind die auftretenden Personen meislejis Dominus

Newtonus, Dominus Leibnitius genannt. Lediglich zur Abkuraung lassen wir

das Wort Herr weg.
4

) indicia dedisse pcrspicacissimi niyenii viro satis obvia.
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dung zu verfallen, das zuruckfordern, was Newton geraubt wurde.

Ich habe also, fahrt Keill wortlich fort, zu zeigen, dass Newton

wahrer und erster Erfinder der Fluxionsrechnung oder des Differen-

tialcalciils war, ferner, dass er Leibniz so klare und auf den Weg
fiihrende Kennzeiehen seiner Methode gegeben hat, dass es diesem

leicht wurde, auf die gleiche Methode zu verfallen 1

).
Nun folgt eine

Schilderung der beiden Briefe Newtons, welche wir in unserem

90. Kapitel grade mit Riicksicht auf das, was Leibniz aus ihnen

lernen konnte, ausfuhrlich besprochen haben. Keill kommt allerdings

zu der ganz entgegengesetzten Schlussfolgerung, zu welcher wir damals

gelangten, denn er behauptet kurzweg
2
): Aus diesen Kennzeiehen,

unterstiitzt durch diese Beispiele, hatte ein gewohnlicher Geist Newtons

Verfahren bis ins Innerste erkennen mussen, und man kann nicht

entfernt glauben, dass es dem Scharfsinne eines Leibniz verborgen

geblieben sein koune. Das freilich sei Leibniz in vollstem Maasse

zuzugeben, dass er weder den Narnen Fluxionsrechnung gehort, noch

die von Newton benutzte Bezeichnung gesehen habe, bevor sie in

Wallis Werken erschienen, denn Newton selbst habe mit Namen und

Bezeichnung gewechselt. In der Analysis per aequationes welche

eben erst durch William Jones im Drucke herausgegeben war

seien beide verschieden von den in den Principien
3
).

Endlich sei man

Leibniz neben anderen hohen Verdiensten, welche er um die Mathe-

matik sich erwarb 4
), auch dafiir verpflichtet, dass er der Erste war,

der diesen Calcul im Drucke herausgab und der Oeffentlichkeit iiber-

lieferte.

Das also war es, was vom 5. April bis zum 24. Mai, in vollen

sieben Wochen, durch Keill zusammengebracht worden war! Diirfen

wir wirklich sagen durch Keill? Newton war sickerlich in gleichem

Mnasse wie Keill bei der Arbeit betheiligt, das beweisen die oben

angefiihrten Protokollbemerkungen vom 5. und 12. April.

Nun aber eine Frage, welche hier aufgeworfen werden muss:

glaubten Newton und Keill selbst an die durch sie erhobene Anklage?

Wir meinen diese Frage bejahen zu durfen, und zwar mit

Riicksicht auf das in dem Abdrucke des Leibnizischen Briefes

bei Wallis fehlende Wort hodie (S. 287). Oldenburg hatte New-

*) deindc ipsum adeo clara et obvia Methodi suae indicia Leibnitio dedisse,

ut iiidc ipsi facile fuerit in eandcm Methodum incidere. *) His indiciis atque

his adjectis exempt-is .Inrjfinium vulgare Methodum Neivtonianum penitus discer-

nerrl; ita ut nc sttspicari fits sit, eum acerrimi Leibnitii acumen posse latuisse.

3
)

Keill hiitto noch binzutugen kOnnen, dass sie in der Quadratura Curvarum

abermals andere waren. 4
) inter caetera qtiac de re Mathematica praeclare

tneritus eat Leibnitius.
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ton s Brief vom 24. October 1676 bis zum 2. Mai 1(577 in seiner Ver

wahrung gehabt. Eiu voiles Halbjahr war daruber weggegangen, bis

der Brief Beforderung fand. Nun wusste Newton allerdings von einer

Verspatung von vier und ein halb Monaten, denn am 5. Marz 1677

hat Collins ihm geschrieben
1

) 7
dass der Brief damals noch nicht

abgeffaneren war, dass aber in den nachsten acht Tagen Jemand ihnD D O / O

nach Hannover mitnehmen wiirde. Newton war also, wenn ihm keine

weitere Mittheilung zugegangen ist und wir wissen wenigstens von

keiner weiteren - -
berechtigt anzunehmen, sein Brief sei etwa am

10. Marz durch Oldenburg abgeschickt worden. Nun kam Leibnizens

vom 21. Juni datirte Antwort. Musste dieses Datum unter Anrech-

nung der hochstmoglichen Reisezeit des Briefes nicht den Verdacht

erwecken, Leibniz habe sich etwa zwei Monate Frist gegeben, den

Brief zu beantworten? Je hoher die Meinung von Leibnizens mathe-

matischem Konnen in der Zeit von 1684 bis 1708 gestiegen war,

um so eher konnte man jetzt argwohnen, Leibniz habe aus dem fur

jeden anderen Leser unentzifferbar rathselhaften zweiten Newtonschen

Briefe so viel Anregung gewonnen, dass er in jenen zwei Monaten

den Differentialcalcul nacherfand. Das Wort hodie wiirde den Ver

dacht im ersten Augenblick niedergeschlagen haben, aber vielleicht

hatte wirklich Leibniz, wie wir als moglich annahmen, das Wort

beim Abschreiben vernichtet! So konnte Newton Verdacht hegen, um
wie viel mehr Keill, der Newtons Brief und Leibnizens Antwort aus

dem Abdrucke bei Wallis citirte. Das Wort hodie fehlte. Dass New
ton s Brief am 5. Marz 1677 noch in London war, stand bei Wallis

allerdings auch zu lesen 2
). Nehmen wir aber an, dass Keill, was

nicht zu den Unmoglichkeiten gehort, beim Studium der Prioritats-

frage einen Brief von Collins uberschlagen zu durfen glaubte, wenn

er nur die zwischen Newton und Leibniz gewechselten Briefe las, so

kann er zur Meinung gekommen sein, Leibniz habe naehr als sechs

Monate verstreichen lassen, bis er mit seiner Antwort herausriickte,

er habe wirklich die Differentialrechnung nur nacherfunden
,

und

Keills Zornesaufwallung war dann, wenn auch nicht gut be-

griindet, doch jedenfalls guten Glaubens. Wunderbar genug, dass.

so viel wir wissen, noch kein Schriftsteller, sei es zur Zeit des

Streites, sei es spater, auf das fehlende Wort und seine Bedeutung

hingewiesen hat 3

).

Der Brief Keills und das Begleitschreiben Sloanes gingen nach

r
) Commerc. epistol. pag. 146. 2

) Wallis, Opera III, G47. ^ II. Sloman,
Leibnizens Anspriiche auf die Erfimlung der Di fferenzialrechnung. Leipzig 1857.

S. 61 in der Fuasnote .hat das Fehlen von Jwdie in dem iilteren Abdrucke be-

merkt, aber nicht hinreichend gewiirdigt.
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dem 31. Mai 1711 an Leibniz ab. Wann sie in seine Hande kamen,
wissen wir nicht, aber der gauze Scanner 1711 war fiir Leibniz eine

von den inannigfachsten Geschaften erfullte Zeit 1

).
Da kam ein Brief-

wechsel lifeer die hannovrisch englische Throntblge in Verbindung rait

dem Plane, die auglikanische Kirchenverfassung und Liturgie in

Preusaen und Hannover einzufiihren, ein Plan, der, wenn er gelaug,

die Tories vielleicht wieder fiir die hannovrische Linie gewonnen
haben wiirde, der aber bald wieder einschlief. Da wurden mit

Des Maizeaux, dem Herausgeber des Bayle schen Dictionnaire,

Briefe iiber die praestabilirte Harmonie gewechselt. Da erhielt Leibniz

im September eirien Mitarbeiter an dem grossen Geschichtswerke der

Annalen des Welfischen Hauses, welcher neben der Aufgabe der Bei-

liilfe auch die hatte, Leibnizens eigenen Fleiss zu uberwachen. Da

niusste Leibniz im October den Herzog Ulrich von Braunschweig

nach Torgau begleiten, wo die Vermahlungsfeier von dessen Tochter

mit dera russischen Priuzen Alexei, dem Sobne Peter des Grossen,

stattfand, eine Reise, welche dadurch fiir die Wissenscbaft fruchtbar

wurde, dass der Zar gelegentlicli einer Unterredung Leibniz versprach,

im russischen Reiche Magnetnadelbeobacbtungen anstellen zu lassen.

In derselben Unterredung hatte aber Peter der Grosse eine Rechen-

maschine verlangt, deren Anfertigung Leibniz besorgen sollte, und

welche ihn in einen weitlaufigen Briefwechsel verwickelte. Man be-

greift es, wie bei solcher vielgespalteten Thatigkeit das Jahr seiuem

Ende sich nahern konnte, bevor Leibniz die englischen Briefe, welche

ohnedies sein Schreibeii vom 4. Marz erst am 31, -Mai beantwortet

hatten, erledigte. Er schrieb am 29. December folgenden Brief an

Hans Sloane:

Was Herr Johannes Keill Ihnen jiingst schrieb, greift meine Un-

bescholtenheit noeh offener als friiher an. Dass ich diese in meinein

Alter 2

),
nach den Proben meines Lebeiis, durch eine Vertheidigungs-

schrift rechtfertigen und mit einem gelehrten, aber immerhin als Neu-

ling zu betrachtenden Manne, der die friiheren Ereignisse wenig kennt

und ohne Auftrag dessen ist, den die Sache angeht, wie vor einem

Gerichtshofe streiten soil, wird mit Einsicht und Billigkeit Niemand

gutheissen. Seineu Argwohn beziiglich der Art, wie ich die Sache

kennen lernte, zu widerlegen, urn ihn zu belehren, dazu ist er ein zu

weiiig geubter Schiedsuiann in der Kunst des Erfindens, aber meine

Freunde wissen, dass ich einen gaiiz anderen und anderswohin ge-

richteten Weg einschlug. Vergebens beruft er sich auf die A. E., um

) Allgcmeine Deutsche Biographie XVIII, 202. *) Leibniz war dainals

05 l

/j,
Newton 69, Keill 40 Jahr^ alt.
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seine Worte zu entschuldigon. Teh finde nicht, dass dort irgend wem

irgend etwas entzogen wird, vielmehr ist an verschiedenen Stellen

Jedem das Seine zugewiesen *). Auch ich und Freunde von rnir liaben

verschiedentlich gezeigt, dass wir gan/, gern glauben, dass der be-

riihmte Urheber der Fluxiouen von sich aus zu don unsrigen lihn-

liclien Grundlagen gekornmen sei; aber ich habe nicht weniger An-

recht auf das Erfindertbura, wie aucb Huygens, der eiusichtsvollste

und unbestechlichste Richter, offentlieh anerkannte: ich habe sogar

nicht geeilt mein Recht zu beanspruchen, ich habe meine Erfindung

mehr als nur neun Jahre verborgen gehalten, nur damit Nieuaand

sich beklagen konne, ich habe ihm den Rang abgelauien. Ich iiber-

lasse es Ihrer Billigkeit, ob dem leeren und ungerechten Geschrei

nicht Schranken zu setzen sind, von welchem ich vermuthe, dass es

bei Newton, dem hervorragenden Manne und besten Kenner der That-

sachen, Missbilligung findet. Ich bin uberzeugt, er wird gern ein

Zeichen dieser seiner Meinung von sich geben.

Auch in diesem Briefe kommt ein Satz vor, der besser unge-

schrieben geblieben ware. Es ist die von uns in der Anmerkung iui

lateinischen Wortlaut wiedergegebeue Behauptung, in den A. E. sei

Jedein das Seine zugewiesen. Der unmittelbar anschliessende Satz

von Newtons Selbstandigkeit nimmt der Aeusserung zwar den ver-

letzenden Stachel, den man hat hineindeuten wollen, aber imrnerhm

war es ungerechtfertigtes Festhalten an einer stylistischen Wendung,
welche wir schon oben (S. 294) tadeln mussten.

Die letzteu Worte des Briefes forderton abermals Newton in

unzweideutigster Weise auf, das Wort zn ergreifen, und Sloane

scheint die Aufforderung nicht fur unangemessen gehalten zu haben.

Der Protokollauszug fahrt namlich fort: 31. Januar 171.2. Leibnizens

Antwort vom 29. December 1711 wurde verlesen und Newton

iibergeben. Wozu das Letztere, wenn die Meinung iiicht war, er

solle nun seinerseits das Wort ergreifen? Aber das passte ihm nicht.

Unter dem 7. Februar heisst es: Da der President nicht kam,
wurde iiber Leibnizens Brief an Doctor Sloane nicht berichtet. Daran

schliesst sich unmittelbar der Eintrag vom 6. Marz: In Folge des

Leibnizischen Briefes wurde ein Ausschuss aus den Her.ren Arbuthnot,

Hill, Halley, Jones, Machin und Burnet gebildet, urn die Briefe und

Papiere, welche auf den Streit sich bezogen, in Augenschein zu

nehmen und einen Bericht fur die Gesellschaft anzufertigen. Am
20. Marz wurde der Ausschuss durch Francis Robartes, am 27, Marz

J

) in illis enim circa hanc rent, quicquam cuiquain detractum no-n repcrio,

sed potius passim suutn cuigtie tributum.
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(lurch Bonet, den preussischen Minister, am 17. April durcli De Moivre,

Aston und Brook Taylor neu verstarkt. Am 24. April wurde cler

Bericht des- Ausschusses verlesen.

95. Kapitel.

Der Prioritatsstreit seit April 1712.

Es ist vor alien Dingen nothwendig, die Personlichkeiten des

Ausschusses einer kleinen Priifung zu unterwerfen, da das Gewicht

eines Gutachtens nicht zum geringsten Theil davon abhangt, wer es

erstattet hat.

John Arbuthnot 1

) (1667 1735) war Schotte, Arzt der Konigin

Anna. Als wissenschaftlich.es Verdienst wird ihin ein Aufsatz von

1710 iiber die Ueberzahl mannlicher Geburten verglichen mit den

weiblichen nachgeruhmt.
Abraham Hill 2

) (16351721) war der eheinalige Schatz-

meister der Royal Society.

Eduard Halley war der beruhmte Astronom und Mathematiker,

der uns wiederholt begegnet ist, und dessen Arbeiten mehrfach (S. 84

bis 86 und S. 119 120) an die von Newton ankniipften.

William Jones*) (1675 1749) war erst Kaufmann, dann Lehrer

der Mathematik und als solcher Verfasser einer Einleitung in die

Mathematik unter dem Titel Synopsis palmariorum Matbeseos (1706).

In diesem Werke ist auf S. 243, 263flgg. vermuthlich zum ersten

Male der griechische Buchstabe it benutzt 4
), um die Verhaltnisszahl

3,1415 . . . des Kreisumfangs zum Kreisdurchmesser kurz zu bezeichnen.

William Jones hatte auch soeben 1711 Newton s Analysis per aequa-

tiones zum Druck befordert.

John Machin 5
) (f 1751) war Professor der Astronomie am

Gresham College in London. Von seiner Berechnung der Zahl it

mittelst des Unterschiedes zweier Reihen wird im 97. Kapitel die

Rede sein. Hier bemerken wir nur, dass sie erstmalig 1706 in der

vorgenannten Synopsis von Jones ohne Erlauterung, wie sie gefunden

worden sei, veroffentlicht wurde. Jedenfalls mussen also personliche

Beziehungen zwischen Machin und Jones vorhanden gewesen sein.

J

) National Biography H, 62 65 (London 1885, edited by Leslie Stephen).

*) Ebenda XXVI, 389390 (London 1891, edited by Leslie Stephen and

Sidney Lee). *)
Ebenda XXX, 172173 (London 1892, edited by Sidney

Lee).
4

)
W. W. Rouse Ball in Encstroms Bibliotheca mathematica 1894

pag. 106. 6
) Klugel, Mathematisches Worterbuch I, 657. - - Poggen-

dorff H, 5.
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William Burnet 1

) (16881729) gehorte einer schottischen

Familie an. Der Vater, Gilbert Burnet, war Biscliof von Salisbury.

William war Schiller von Craig. Wenn seine Ernennung in den

akademischen Ausschuss schon im Alter von 24 Jahren erfolgte, so

fordert doch die Gerechtigkeit zu sagen, dass er damals der Royal

Society bereits seit 4 Jahren, seit 1708 angehorte. Man muss also

in England eine grosse Meinung von ihm gehabt haben. Damit

stirnmt uberein, dass er mit Johann Bernoulli in Briefwechsel stand.

Wirkliche Leistungen Burnet s sind nicht bekannt.

Das waren die zuerst ernannten Ausschussraitglieder. Seheu wir

zu, aus welchen Personlichkeiten die Verstarkung bestand.

Francis Robartes wird in einer im Jahre 1711 ihm von

De Moivre gewidmeten Abhandlung
2
) als mathematicarum scientiarum

fautor summus angeredet, aber ein Gonner der mathematischen Wissen-

schaften ist noch kein Mathematiker.

Bonet wird im Protokolle als preussischer Minister bezeichnet.

Es ist uns nicht gelungen, in irgend einem Sainmelwerke iiber seine

Personlichkeit die geringste Aufklarung zu finden, was nicht gerade
fur eine hohe Bedeutung des Mannes spricht. Daneben darf wohl

darauf aufmerksam gemacht werden, dass Leibniz seit der Neu-

einrichtung und gewissermassen zweiten Griindung der Berliner

Akademie alles eher als eine am preussischen Hofe beliebte Person

lichkeit war.

Abraham de Moivre war jener in jungen Jahren aus Frank-

reich eingewanderte Mathematiker (S. 86 88), welchen man fast als

einen Schiller Newtons bezeichnen darf.

Aston 3
) war Secretar der Royal Society und wurde am 30. No

vember 1685 neuerdings dazu erwahlt, erklarte aber ain 9. Dezember

plotzlich und in leidenschaftlicher Weise, er lege das Amt nieder.

Am 30. November 1699 wurde er gleichzeitig mit Flamsteed und

Newton in den geschaftsleitenden Ausschuss der Royal Society ge-

wahlt. Im Jahre 1715 vermachte er der Gesellschaft Land, Biicher

nnd Geld im Gesammtbetrage von 445 Pfund Sterling. Dass Aston

etwas Wissenschaftliches geleistet hatte, wird nicht erzahlt.

l

) National Biography VII (London 1886, edited by Leslie Stephen). -

De Morgan im Philosophical Magazine, 4. Ser., IV, 325 Nota (1852).
-

(r. EnestrOm, Sur un point de la querelle au sujet de I invention du calcul

infinitesimal in der Bibliotheca mathematical, 1898, S. 50 52. *)
P. T.

XXVH, 213. 3
) Ch. Rich. Weld, History of the Royal Society with memoirs

of the Presidents (London 1848) I, 302 303 und I, 438. Edleston, Corre

spondence of Sir Isaac Newton and Professor Cotes pag. XXXVI und LXIX
Note 136.
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Brook Taylor endlich wird uns im 97. und im 100. Kapitel
als ganz hervorragender mathematischer Schriftsteller bckannt werden.

De Moivre und Taylor wird man als zur Aussehmuckung- in

den Ausschuss gewyhlt betrachten mflssen, denn da acht Tage nach

ihrer Zuziehung der Bericht des Ausschusses schon verlesen wurde,
koniien sie uninoglich starken Antheil an den zur Herstellung des-

selben nothigen Arbeiten genomraen haben. Ausser ihnen waren nur

Halley, Machin und allenfalls Jones, vielleicht auch Burnet, in

der Lage, fiber den Infinitesiinalcalciil in irgend einer Beziehung mit-

reden 7,u konnen, Jones namentlich in seiner Eigenschaft als erster

Bcsitzer der von Collins seiner Zeit hinterlassenen Papiere
1

).

Arbuthnot, Hill, Robartes, Bonet, Aston, also etwa die Hiilfte

der -Ausschussniitglieder, rnussten nach Lage der Diuge ihr Urtheil

iiber von ihrien nicht Verstandenes abgeben.
Der in englischer Sprache abgefasste Bericht schloss mit deu

Worten 2
): .A us diesen Griinden erachten wir Herrn Newton als deu

ersten Erfinder, und wir sind der Meinung, dass Herr Keill, indeiu er

das Gleiche behauptete, keineswegs Herrn Leibniz gekrankt hat. Wir
unterbreiten dem Urtheile der Gesellsehaft, ob die Ausziige aus Briefen

und Aufsatzen, welche wir ihr jetzt vorlegen, zusammen mit den

Dingen iihnlichen Inhaltes im III. Baude von Wallis Werken nicht

eine Veroffentlichung verdienen.

Darauf entschied sich die Gesellschaft 3
) dahin, den Druck der

Papiere und des Sitzungsbeschlusses vollziehen zu lassen, sowie auch

solcher Schriftstilcke, welche in deu Acta Eruditorum sich vor-

finden und geeignet erscheinen, Licht iiber die Angelegenheit zvi ver

breiten. Nachdem die Gesellschaft den Druck der Papiere zum Be-

schlusse erhoben hatte, hat sie auch arn 29. Januar 1713, wie ein

weiterer Protokollauszug mittheilt, durch Stimmenmehrheit die Druck

kosten ubernommen 4

),.
welche am 11. Juni mit 22 */8 Pfund Sterling

ausbezahlt wurden. Sie hat dagegen iiber den Satz, dass Newton

erster Erfinder sei und Keill folglich sich gegen Leibniz nicbt ver-

*) De Morgan in dem Philosophical Magazine Sor. 4, Vol, IV (July-Decem

ber 1852) pag. 522 Note *.
*) For whicJ* EeaKons we reckon Mr. Newton the

first Inventor; and are of Opinion, that Mr. Keill, in averting the same, hat been

no ways injurious to Mr. Leibnitz. And we submit to the Judgment of the Society,

whether the Extract of Letters and Papers now presented to you, together with

wlutt is extant to the same purpose in Dr. Wallis III Volume may not deserve

to be made J ublick (Com mere, epistol. pag. 184). *) Societas Eegia collect-ionem

Epistolarum d MSM01 &quot;&quot;1 et Sententiam Consensus imprimi jmsit; ut et quicquid

amplius ad lumc Historian elttcidendam idoneum in Actis Eruditorwh ocurreret.

4

)
Jan. 29: It icaa ordered by balloting that the Treasurer pay tfte charged of

printing the Conimercium Epistolicum.
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gangen babe, weder bejahend noch verneinend eine Entscheidung ge-

troffen. Noch war also das Commcrcium Epistolicum, wie man das

Bandchen zu nennen pflegt, welches unter Leitung von Halley, Jones

und Machin gedruckt wurde, und dessen ersten Abziige aui 8. Januar

1713 als fertiggestellt vorgelegt werden konnten, kein Urtheil. Es

war nur eine Anklageschrift, wie man sie von den Mitgliedern des

Untersuchungsausschusses erwarten konnto, vielleicht erwarten musste.

Pflicht der Royal Society ware es nun riaoh unserer Rechtsanschauung

gewesen, den allereraten Ab/ug des Commerciuui Epistolicum sofort

an Leibniz zu schicken und inn aufzufordern, der Anklage zu be-

gegnen. So handeltc die Gesellschaft aber leider nicht.

Exemplare wurden an Gelehrte in den verschiedensten Landern

verschickt. Fflr Frankreich war ein Abbe Bignon in Paris, wie

Johann Bernoulli am 7. Juni 1713 berichtete 1

), fur Deutschland ein

Arzt Abraham Vater der jiingere in Wittenberg, wie Christian

Wolf am 1. Juli 1713 schrieb 2
), Mittelperson der Versendung. In

Frankreich, Italien, Holland, Deutschland, schrieb Wolf an Leibniz in

einem weiteren Briefe 3

)
vom 0. Februar 1714, werden Exemplare mit

der Aufschrift als Geschenk der Royal Society vertheilt. Wer der

Gesellschaft irgend bekannt war, dessen Name wurde auf eines der

Biicher geschrieben. In Frankreich sind uuter die einzeln genannten

Mitglieder der Academie des Sciences Exemplare als Geschenk der

Royal Society vertheilt worden, und ich selbst erhielt eines, auf

welchem inein Name steht. Ich habe auch ein Euer Hochwolilgeboren
zu iibergebendes Exemplar, welches ich von Herra Vater erhielt, dem

der Auftrag geworden ist, den deutschen Mathematikern die Biichel-

chen auszutheilen.

Und mit dieser Art der Verbreitimg begnugte man sich nicht. Der

oft von uns benutzte Protokollauszug beweist, dass am 17. Juui 1714,

ein Datum, auf welches wir zuriickkommen werden, 25 Exemplare
von Gesellschafts wegen einem. hollandischen Buchhandler zu 3 Shilling

das Stuck iiberlasseii wurden, und in der Sitzung, deren Aufzeichnung
wir dieses entnehmen, fiihrte Newton den Vorsitz.

Aber wir miissen den Inhalt des Coramercium Epistolicum genauer

schildern, nachdem von seiner Verbreitungsweise die Rede war. Eine

Anklageschrift haben wir das kleine Buch weiter oben genannt, und

wir konnen hinzufugen, es war eine Anklageschrift so fein, so schlau,

so giftig, wie wohl kaum je eine zweite abgefasst wurde. Es kam

darauf an, Newtons Verdienste in glanzendstes Licht zu setzen. Es

*) Leibniz III, 909. *) Ebenda, Supplementband zum matliematischeu

Briefwechsel 151.
)
Ebenda 157.
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kam aber auch darauf an, Leibniz des geistigen Diebstahls zu be-

schuldigen, und zu diesem Zwecke musste Dieser als Gewohnheitsdieb

erscheinen.

Das Commercium Epistolicum beginnt mit Briefen Barrows,
welclie sich auf die Analysis per aequationes beziehen, und an welche

diese Abhandlung sich anschliesst, wiewobl sie 1711 schon durch

Jones im Drucke herausgegebea war. Dann kommen Briefe, welche

1671 und 1672 zwischen Collins und James Gregory gewechselt

worden waren, und in welchen von den Reihen die Rede ist, welche

Newton in der Analysis per aequationes angab (S. 73 74), sowie von

Gregorys Arcustangeusreihe (S. 75). Der erste Leibnizische Brief,

welcher abgedruckt ist, ist der am 3. Februar 1673 an Oldenburg

gerichtete, den Leibniz (S. 7(5) in London selbst an dem Tage schrieb,

an welchem er mit Pell das Gesprach iiber die erzeugenden Differenzen

gefuhrt hatte. Hier beginnen die eigentlichen Verdachtigungen sich

vorzubereiten, denn spater heisst es, Leibniz habe allerdings in friiher

Zeit sich mit Differenzen beschaftigt, aber das seien die von Mouton
entnommenen gewesen, die mit dem Infinitesimalcalcul nichts zu thun

haben, und das bilde zugleich Leibnizens ersten Diebstahl. Der

zweite Diebstahl soil der der Reihe fur sein, der an Gregory be-

gangen wurde. Als Beweisstiicke dienen die von uns schon als ab

gedruckt bezeichneten Briefe zwischen Collins und Gregory und spate

Briefe von 1675, welche Leibniz mit Oldenburg iiber die angeb-

lich von Ersterem erfundene Reihe fur -- wechselte, eine falsche An-
4

gabe, weil Leibniz jene Reihe aus den ihm zugeschickten Briefe

Gregorys an Collins kannte.

Diese letztere Behauptung bedurfte nun des strengen Beweiees,

urn als Thatsache gelten zu konnen, und das Commercium Epistolicum

suchte den Beweis durch ein weiteres Schriftstiick^ &quot;einen Brief von

Collins an Oldenburg
1

),
zu liefern. Collins sagt darin, er wolle, da

Leibniz und andere Mitglieder der Pariser Academic des Sciences

darauf dringen, von Gregorys, seines verstorbenen Freundes, Leistungen

unterrichtet zu sein, die wichtigsten Dinge zusammenstellen, die in

dessen Briefen vorkamen; Oldenburg solle die Sammlung Leibniz mit-

theilen, der sie aber nach Kenntnissnahme zurtickgeben miisse. In

der Sammlung selbst, heisst es weiter, befand sich der Gregorysche

Brief mit der Arcustangensreihe, befand sich auch Newtons Tan-

gen tenbrief an Collins (S. 167 und 180). Die erste hier auf-

zuwerfende Frage, warm Collins die Sammlung an Oldenburg schicfcte,

) Commerc. epistol. pag. 100.
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ist nicht genau zu beantworten, da der erwiihnte Begleitbrief kein

Datum tragt. Dagegen 1st ein datirter Brief vom 11. August 1676

von Collins an David Gregory den alteren, Bruder des verstorbenen

Jauies Gregory }
vorhanden

*).
Hier sagfc Collins, er habe aus des

Freundes Papieren eine kleine Geschichte, historiolam, zusammen-

gestellt, damit sie iii den Schranken der Royal Society aufbewahrt

werde und auch den franzSsischen Mathematikern initgetheilt werden

konne. Damit ist offenbar jene Sammlung gemeint, welche deshalb

in der Regel kurzweg die Historiola heisst, und fiir deren Vollendung
der 11. August 1676 einen Endterinin darstellt. Die zweite Frage,

welche sick aufdrangt, ist die, ob Oldenburg seinem Auftrage auch

nachgekommen ist? Hat Leibniz, um uns scharfer aus/udriicken, die

Historiola auch wirklich zu Gesicht bekommen? Das Coinmercium

Epistolicum von 1712 nimmt es stillschweigend an. Wir werden

unsererseits der Frage am Schlusse dieses Kapitels naher treten.

Nun kommen in dem Commercium Epistolicum die 1676 und

J677 von Newton und Leibniz gewechselten Briefe, wie sie iin

111. Baude von Wallis Werken zuni Abdruck gekommen waren, also

ohne das Wort hodie in der Anfangszeile des Leibnizischen Briefes

vom 21. Juni 1677. Auch der Brief von Collins an Newton vom

5. Marz 1677 ist aufgenommen, als dessen Nachschrift die Bemerkung
erscheint, Newtons zweiter Brief werde verinuthlich in der nachsten

Woche nach Hannover abgehen (S. 303). Was weiter folgt, ist eine

kurze Zwischenerzahlung
2

),
auf die wir sogleich zuruckkornnien, sind

Briefe und Ansziige aus gedruckten Abhandlungen aus der Zeit von

1695 bis uninittelbar vor dem Drucke des Commercium Epistolicum
und zum Schlusse das Urtheil des Priifungsausschusses.

Wenn wir die wesentlichen Stiicke
;

die im Commercium Episto

licum abgedruckt sind, nannten, so haben wir einen Bestaudtheil noch

nicht erwahnt, das sind die fast auf jeder Seite beigefiigten Fuss

noten. In ihnen ist jede erlauterte Stelle von dem Standpunkte aus

besprochen, als ware der Beweis von Leibnizens Schuld nicht erst zu

fuhren, sondern bereits geliefert. Jede von Leibniz gebrauchte Rede-

wendung, welche gegen das zu Beweiseude zu beuutzen ware, gilt

demnaeh nur als weitere Probe .seiner Verlogenheit und Verderbtheit.

Man kann deshalb getrost die Anuaerkungen das Giftigste au der

ganzen Veroffentlichung nennen.

Und noch Eiues mussen wir hcrvorheben. Diejeriigen Briefe,

welche nur als Belege zweiten Ranges aufgenominen sind
;

erscheineii

nicht in ihrem ganzen W
r

ortlaute
;

sondern auszugsweise. Dagegen

*) Cownterc epistol. pag. 101. *) Ebenda pag. 157.

CAXTOR, Qnschichte der Mathematik. III. t!. 3. Aufl. 21
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ware bei unparteiiscli angeferligten Ausziigen nichts einzuvrenden,

wohl aber dagegen, dass die Auszflge wiederum nnr /,u Gunsten der

vorgefassten Meinung von Leibnizens Schuld bergestellt erscheinen,

dass sie jeden Satz beseitigen, der fiir Leibniz und seine Unbefangeri-
heit sprache

1

).

Wer war der Verfasser der Anmerkungen und der zwiscben die

abgedruckteu Briefe eingestreuten Stellen fortfaufender Erzahlung?
Ob ein Verfasser fiir Alles verantwortlicb zu inachen ist, wissen wir

nicht zu sagen, aber in Bezug auf eine Stelle der ZwischenerzaKlung,
auf welcbe zuriickzukommen wir oben zusagten, lasst der Beweis

sich liefern, dass sie aus Newtons Feder stammt 2

).
Newton

bat eiue Kritik der iii den A. E. von 1689 gedmckten Aufsatze Leib

nizens aber die Meohanik des Himmels verfasst, wenn auch uicht

veroffentlicht. Sie ist handschriftlich noch vorhanden. Ibre Anfangs-
worte sind von Newton viermal anders gefasst. In der letzten Fassung
heissen dieselben wie folgt

3
): Gegen Ende des Jahres 1683 richickte

Newton die wicbtigsten Satze, die in den Principiis ntathcmaticis philo-

sophiae TOrkommen, nach London: sie wurden alsbald der Royal

Society mitgetheilt, und im Jabre 1686 wurde jenes Buch der Ge

sellscbaft zum Drucke zug^schickt; im folgenden Jahre erscbien es.

Dieselben Worte in buehstablicher Uebereinstimmung fin-

den sich in der Zwiscbenerzablung des Commercium Episto-
licum. Das kanii kein Zufall sein. Siud aucb die betreffenden

Worte durcbaus unschuldig und enthalten sie nicbt den kleinsten

giftigen Stacbel, so zeigen sie eben docb, dass Newt oii Mitarbeiter

am Commercium Epistolicum war. Wie weit seine Mitarbeit

sicb erstreckte, ob er auch sonst den Wortlaut beeinflusste, ob er

nur in dem Sinne sicb betheiligte, in welchem wir ihn (S. 302) als

Mitarbeiter Keills kennen gelernt haben, dadurch namlich, dass er

den eigentlichen Redactoren zur Verfflgung stellte, was er an ver-

wendbaren Stticken aucb aus eigener Feder besass, das wird vermuth-

licJi ein ungelostss Ratsel bleiben.

Wir kommen in unserer Erzablung nun wieder an den Zeit-

punkt, zu welchem das Commercium Epistolicum fertig gedruckt war

und 7-ur Verbreitung gelangte. Noch bevor Leibniz, der sich vom

)
Herr Lefort bat dieses in seiner von uns flberall angefiibrten kriti-

Bchen Ausgabe des Comnterawn Epistolicum an zahlreichen Stelleu nacbge-wiesen.
s
y Rdleston, Correspondence of Sir Isaac Newton and l^rofessor Cotes pag. 307

bis SOS. :i

) Anno 1683 ad fincm vergente Newtonus profositiones principales

earuni quae in Fhilosophiae Principiis Mathematicis liubentur Londinum misit

eacdemque cum Svcietate Regia -max communicatae sunt, annoque 1686 Liber file

ud tiwietatfni missus eat tit fmprimerctwr, et proximo anno lucem vidit.
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December 1712 bis zum September 1714 in Wien nufhielt 1

), auch

nur von dem Erscheineu des Buches Kenntniss erhalten hatte, brachte

eine im Haag erseheinende Zeitscbrift, Journal literaire*}, in seiner

&quot;Mummer fflr Mai und Jimi 171o einen Londoner Brief. Er wusste

zu melden, dass das Commercium Kpisiolicmn die Presse verlassen

habe, gab eine rasche Uebersicht der Streitpunkte, dann einen Ab-

druck des Sehhissberichtes des Priifungsausschusses der Royal Society,

eines Berichtes, den man als das Urtheil der Gesellschaft anzusehen

habe 3
).

Das war ungefahr die Zeit, zu welclier (S. G7) Johann

Bernoulli am 29. Juli 1713 den politischen Hintergrund des Streites

witterte, welcher sicherlich wenigstens so weit vorhanden war, als

man in England rnehr uud mehr geneigfc wurde, dem politischen

Gegner jede Schlechtigkait zuzutrauen und jeden Sohritt gegen ihn

fiir erlaubt zu lialten. Diese Stimmung hiclt aueh im folgenden
Jahre noch an. Am 20. April 1714 schrieb Wolf an Leibniz 4

), die

Herausgeber des Journal literaire theilten ihm mit, die Euglander
behandelten die Streitfrage nicht als eine solche zwischen eineni

Englander und eineni Deutschen, sondern als Streit zwischen Eng
land und Deutschlaud.

An demselben Tage des 29. Juli 1713, an welchem Johann Ber

noulli die soeben von uns wiederholt hervorgehobene Bemerkung-

niederschrieb, gab Leibniz die erste offentliche Antwort auf das

Commercium Epistolicum. Er schickte die unterschriftlose Erwide-

rung in lateinischer Sprache an Christian Wolf 5
),

damit derselbe sie

als Flugblatt drucken lasse, und Avie die meisten Sehriftstficke in

deni hiisslichen Streite ihren besonderen Namen erhalten haben, so

fiihrt man dieses meistens als das Flugbhitt von 1713 an. Spater

liess Leibniz wieder ohne Unterschrift und abermals durch AVolfs

Vermittelung einen franzosischen Brief an das Journal literaire

schicken 6

),
der in der Nummer fiir November und December 1713 ab

gedruckt ist. Auch eine deutscbe Passung ist vorhanden, welclie in

Deutschland erschien. Sanamtlichen Entgegnungen kann man eine

gewisse Grobheit nicht absprechen. Am wenigsten zeigt dies der

franzbsische Wortlaut, da die Leitung des Journal literaire Milde-

rungen anbrachte.

Das Fiugblatt enthielt als einen wesentlichen Bestandtheil ein

BruchstQck eines Briefes 7

),
in welchem ein Matheinatiker ersten Ranges

J

) Allgemeine Deutsche Biographic XVIIT, 202. *} Das Journal Utcrairc

erschien von 1713 bis 1737.
&quot;)

On doit regarder ce rapport comme le Jugement de

la Societc (Commerc. epistol. pag. 230).
4
) Leibniz, Suppleinentbaud zu dem raathe-

matischen ISriefwechsel S. 168. ) Ebemla S. 57 (Wolfs Brief voni 20. April 1714).
6
) Ebenda S 155 7

)
Leibniz V, 411413 zu vergleichen mit IU, 910-911.

21*
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unter deni 7. Juni 1713 seine Ansicht fiber den Streit geaussert

habe. Diese Ansicht geht aber dahin, dass Newton in friiher Zeit

die Reihenlehre zwar ungemein gefordert habe, an die Fluxions-

rechnuug aber daraals nicht im Traume gedacht habe und ebenso-

wenig daran, sie auf allgetneine aualytische Operationen zuriickzu-

fiihren, welche ahnliche Dienste leisten wie der Algorithums und die

Regeln der Arithinetik und der Algebra,
1

).
Er habe dafiir zwei

Griinde: den ersten, dass punktirte Buchstaben weder in den Briefen,

noch in den Principien Newtons je vorkommen, den zweiten, dass

Newton, wie ,,ein Jiervorragender Mafhematilter&quot; bereits beinerkte,

lange Zeit die hoheren Differentiationen nicht verstanden habe. Dieser

Ansicht schliesse - - so erklart das Flugblatt, welches dadurch ge-

wissermassen eine Unterschrift erhalt Leibniz sich an. In seiner

Unbefangenheit habe er lange geglaubt und deshalb auch geschrieben,

Newton besitze etwas, was der Differentialrechnung ahnlich sei, eigen-

thumlich und durch eigene Erfindung; aber nachdem er sehe, wie

man jetzt von England aus sich nicht damit begniige, Newton als

Miterfinder zu nennen, sondern ihn selbst von der Erfindung aus-

schliessen wolle, nachdem er sehe, dass Newton dieses Marchen unter-

stiitze, beginne er Argwohn zu fassen, die Fluxionsrechnung sei in

Nachahmung der Differentialrechnung gebildet worden a

j.

In der franzosischen Erwiderung
8
)
kommt am Schlusse der

gleiche Vorwurf, gestiitzt auf das Gutachten eines beruhinten Mathe-

matikers, wiihrend am Anfang Gewicht auf den Umstand gelegt wird,

dass friiher Newton niemals Leibniz den Ruhm selbstandiger Erfin-

dung der Differentialrechnung bestritten habe, sowie auf den weiteren

Umstand, dass Leibniz der Royal Society niemals seine eigene Auf-

fassung der Sache mitgetheilt habe; die Gesellschaft sei somit nicht

in der Lage gewesen, Griinde und Gegengriinde zu vergleichen und

ein Urtheil zu fallen
4
).

Wir inussen noch bei dem in das Flugblatt von 1713 aufgenom-
menen Briefe verweilen. Seit 1745 weiss man mit aller Bestimmtheit,

was man friiher nur vermuthete, dass die Einschaltung ein Bruch-

sttick eines langen Briefes Johann Bernoullis ist. Damals, also

zu Lebzeiten Johann Bernoullis und mit dessen Einverstandnisse, ist

sein mit Leibniz gefiihrter Briefwechsel gedruckt worden, und in

*) Nee, credo tune temporis vel somniavit adhuc dc Culculo suo fluxionum

et fluentium, vel de reductione cjus ad generates operationes Analyticas, ad instar

Algorithm vel Begularum Arithmeticarum et Algcbraicarum inservientes. *) suspi-

cari coepit, Calculum fluxionum ad imitationem Calculi differentialis formatum

fuisse.
3

)
Leibiiix V, 414416. *) Ainsi la Societe n a jwint pu examitier

les Baisom de part et d autre pour prononcer la dessus.
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diesem fand sich die ganze Stolle rait Einschluss eines letzten

Satzes 1

):
Bitte benutzen Sie, was ich hier schreibe, in richtiger

Weise und ohne mich mil Newton und semen Lands]euten zu ver-

feinden, denn ich mochte in diese Stro.itigkeiten nieht hiueingemengt

werden. Leibniz kiimmerte sich allerdings nicht um den ausge-

sprochenen Wunsch. Er Hess das Bruchstiick als von Johann Ber

noulli herriihrend in den Nouvelles literaires*) vom 28. December 1715

pag. 414 abdrucken, und auch in zwei Briefen, dein einen an die

Grafin Kielmansegge, dem anderen an Graf Bothmer, beide an-

gesehene Personlichkeiten am englisch-hannovrischen Hofe, hat Leibniz

den Briefschreiber ausdrucklich genannt. Wie wenig aber diese das

Geheimniss bewahrten, das ihnen iibrigens nicht als solches anver-

traut war, geht aus dem Abdrucke der Leibnizischen Briefe in einer

1720 herausgegebenen Sammlung hervor. Pierre Des Maizeaux 3
)

(1672 oder 1673 1745) war der Sohn eines in Folge der Aufhebung
des Edictes von Nantes nach der Schweiz ansgewanderten franzo-

sischen Protestanten. Er kam 1699 in ziernlich armlichen Verhalt-

nissen nach England, wurde am 10. November 1720 zum Mitgliede

der Royal Society gewahlt und 1722 koniglicher Karamerherr. Mit

der Jahreszahl 1720, aber thatsachlich etwas fruher, da die Vorrede

vom 27. October 1719 ist, gab Des Maizeaux eine zweibandige Samm

lung damals noch nicht an die Oeffentlichkeit gelangter Briefe u. s. w.

unter dem Titel Recueil de diverses pieces stir la philosophic, la reli

gion naturelle, I Mstoire, les mathematiques d. par Mrs. l^eibniiz, Clarke,

Newton el autres Aufheurs celebres heraus. Die beiden Ernennungen,

von welchen wir erzahHen, beweisen, dass das Hecueil DCS Maizcaux,

wie die Sammlung meistens genannt wird, ihrem Herausgeber weder

bei der Royal Society noch bei Hofe geschadet hat. Eher liesse sich

auf das Gegentheil schliessen, und wenigstens fur die Royal Society

kann die Thatsache als Bestatigung dienen, dass die Sammlung Hans

Sloane zugeeignet ist. In ihr sind aber die beiden genannten Briefe

veroffentlicht4), allerdings sehr unbequein fur Johann Bernoulli, der

noch am 5. Juli 1719 die Versicherung gegebeu hatte, man werfe

ihm mit Unrecht jene Aeusserungen vor 5
).

*) Eogo vos, ut quae hie scrlbo, Us recte utaris, wque me committas cittn

Newtano ejusqiw popularibus ; noUem enim immisceri hisce litibus. *) Die

NoUVelles literaires nicht zu verwccbseln mit dem Journal literaire, erschienen

wie jenes im Haag 1686 bis 1720 ^ National Biography XIV, 406 407

(London 1888, edited by Leslie Stephen).
4
) Becueil Dr.s Maizt-aux II,

36 und 44. Ebenda, Vorrede zum I. Bande pag. XLVIII und IT, 37 Note ist

vom Abdrucke des Bernonllischen Briefes in den Nouvclles literaires die Rede,
6
) Brewater, Memoirs of iht life ... of . . . Newton (London 1854) 11, 503.

Vgl. Giesel Delitzscher Schulprogramm fur 1866, S. 20 Note 76. /
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Jobaim Bernoulli also war es, der Newton nieht bloss das Er-

finderrecht absprach, der ihn auch beschuldigte, die hohere Differen-

tintion nieht verstanden zu haben, wie langst gezeigt sei. Er spielte

damit auf die Abliandlungen der Pariser Academie des Sciences fiir

1711 an. Dort hatte Johann Bernoulli einen Anfsatz iiber die Be-

wegung schwerer Korper veroffentlicht, und sein Neffe Nicolaus I.

Bernoulli hatte einen Zusatz beigefflgt
1

), in welchem der Vorwurf

rnangelnden Verstiindnisses der hoheren Differentiation begrundet war.

Newton glaube, wenn

so seien die einzelnen Glieder (abgesehen von den Factoren o) die

aufeiuanderfolgenden Differentiate von zn
. Das sei wahr fflr das erste

Glied, aber nicht fiir die Folgeglieder. Newton habe uberdies den

Irrthum zweinial begangen, zuerst in den Principien, dann in der

Quadratura Curvarum. Spater wiederholte Johann Bernoulli in

einem Aufsatze in den A. E. von 1713 den Vorwurf 2

)
mit der Be-

inerkung, Nicolaus Bernoulli, der erst jiingst in England gewesen

sei, hitbe Newton auf den Fehler aufmerksam gemacht, und Newton

beabsichtige, wie er hore, in der grade im Drucke befindlichen

zweiten Auflage der Principien die Stelle mittelst eines Cartons zu

andern. Das ist allerdings nicht geschehen. Newton hielt vielmehr

in Briefen an Keill 3

),
insbesondere in einem solchen vom 20. April

1714, die Richtigkeifc der Darstellung in den Principien aufrecht, bei

der es sich gar nicht um Fluxionen, sondern nur um Entwickelung

in eine convergente Ileihe handle*). Von dem Felder in der Qua-

dratura Curvarum, der wirklich ein Fehler ist (S. 285) schwieg

Newton wohlweislieh.

Wir sind darait bis ins Frfihjahr 1714 gelangt, wo eine neue

Personlichkeit in den Streit eingriff, John Chamberlayne
4
) (1666

bis 1723), Kammerherr bei Konigin Anna und ebenso bei Konig

Georg I. Ob er, was bei seiner Hofstellung wohl moglich ist, den

Auftrag des Konigs hatte, die beiden grossen Manner, deren jeder

die wissenschaftliehe Zierde eines der beiden unter englisch-hannov-

rischen Scepter stehenden Lander bildete, auszusohnen, wissen wir

) Joh. Bernoulli Opera I, 509 .610. *) Ebenda I, 635 und 656.

&quot;)

Vier Briefe Newtons an Keill vom 2. April bis 16. Mai 1714 sind abgcdruckt

bei Edleston, Correspondence of Sir Isaac Neicton and Professor Cotes

pag. 169 177. Der Brief vom 20. April steht pag. 170173. 4

)
lint this

great Mathematician is grossly mistaken in taking tlic method there made use of,

u-hich is a branch of the method of converging series, to be Hw method of fluxions.

*) National Biography X, 910 (London 1887, etited by Leslie Stephen).
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nicht. Jedenfalls unterzog er sicli dieser Sisyphosarbeit. Er sclirieb

an Leibniz in diesem Sinne. Leibniz antwortete 1

) von Wien aus,

wo er sich nocli immer befand, unter deni 28. April 1714, er sei

an der Uneinigkeit zwischen ihm und Newton schuldlos. Keill

habe ihn in den P. T. verunglimpft, er habe dann bei Sloano eine

Genugthuung verlangt, ein Verlangen, an welcbom er nach Keills die

Beleidigung nur noch verscharfender Riickantwort um so mehr fest-

gehalten habe, als er iiberzeugt gewesen sei, Newton lasse ihni Ge-

rechtigkeit widerfahren. Nun sei, er wisse nicht durch welche Rabu-

listerei uad Hinterlist, die Sache so aufgefasst worden, als wenn er

vor der Royal Society als Richterin, deren Urtheil er sich zu unter-

werfen bereit sei, eine Klage erhoben. Man hatte ihn doch wenig-

stens benachrichtigen mussen, dass die Gesellschaft die Grundlage

der Angelegenheit zu untersuchen beabsichtige, man hatte ihm Ge-

legenheit bieten mussen, seine Beweismittel vorzubringen und diesen

oder jenen der Richter zuriickzuweisen, Man babe aber nur die eine

Partei gehort, der Rechtsspruch sei dadurch an sich nichtig und

konne nicht als Urtheil der Gesellschaft gelten. Nichts desto weniger

habe Newton deuselben in Buchform drucken und im Namen der

Gesellschaft verbreiten lassen. Ein solches Verfahren finde nirgend

Beifall. Vorhandene Briefe bezeugen das missbilligende Erstaunen

in Frunkreich und Italien. Er habe immer von Newton als unab-

hangigen Erfinder einer der seinigen ahnlichen Methode gesprocheu,

wenn auch jetzt Grund vorhanden sei, an der Unabhangigkeit zu

zweifeln 2

).
Herr Chamberlayne sehe hieraus, auf welcher Seite die

Hauptsache zur Beenclignng des Streites geschchen mflsse.

Chamberlayne that nun zweierlei. Er gab den Brief an Newton,
welcher denselben am 11. Mai, also in dem Zwischenraum seiner nn

Keill gerichteten Schreiben, kurz und abweisend beantwortete. Allen-

falls ware heirorzuheben, dass in Newtons Brief auch von Fatios

Angriff auf Leibniz von 1699 gesprochen ist, an welchein Newton

nicht den geringsten Antheil gehabt habe. Erwagt man, dass in

Leibnizcns Brief der Name Fatio gar nicht vorgekommen war, so

moehte man sich fust an die Redensart erinnert fiihlen: Wer sich

entschuldigl, boschuldigt sich. Das andere, was Chamberlayne that,

war, dass er der Royal Society von Leibnj^ens Beschwerde Keniitniss

gab, und nun wnrde in der Sitzung vom 20. Mai zu Protocoll er-

klart
:

),
man beanspruche uicht, dass der Bericht der Com-

l
] Recueil Des Maizeaux IT, 116 120. *) quoiqu il se trouve maintenant

qu il y a grand lieu de douter s il a su won Invention avant qiie de I avoir cue

de moi. 8
) Hecucil Des Maizeaux, Vorrede zum T. Bande pag. LIII und U, 123:
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mission als Gesellschaffcsbeschluss gelte. Wie wonig ernst

das gemeint war, oder wie wetterwendisch die Stimmung wechselte,

/eigt das friiher (S. 300) Erzahlte, dass man am 17. Juni genau vier

Wochen nach der Sitzung vom 20. Mai, Exemplare des Commercium

Epistolicum zu Gunsten der Gesellschaftscasse dem Buchandel iiberliess.

Leibniz, von der Erklarung vom 20. Mai in Kenntniss gesetzt,

dagegen offenbar unbekaunt mit dem, was am 17. Juni geschah, dankte

Chamberlayne am 25. August fur die Uebermittelung des Protoeoll-

auszuges. Ausserdem kommt in dem Briefe noch vor, Leibniz werde,
wonn er erst wieder in Hannover sei, vielleieht auch ein Commercium

EpisMicum in Druck geben, danait die Leser sich ein Urtheil bilden

konnen. Chamberlaynes Versuch war gescheitert, der Stein blieb irn

Rollen.

Im Juli und August 1715 brachte das Journal literaire eine

40 Druckseiten fiillende Antwort von Keill auf die Leibuizische Ver-

theidigung von 1713. In Keills Antwort ist die Einwirkung von

Ncwtons an ilin gerichteten Briefen (S. 316 Anm. 3) ersichtlich, iiber-

dies hat sie Ende Juni 1714 in ihrem ganzen Wortlaute Newton

vorgelegen
1

). Am 11. November machte Chamberlayne der Royal

Society Mittlieilung von Leibnizens erst erwahntein Briefe vom

25. August. Die Gesellschaft fuhlte sich durch die in Aussicht ge-

stellte Gegeiiyeroffentlichung eines zweiten Commercium Epistolicum

tief verletzt, weil darin eiue Verdilchtigung des Urtheils und der

Vollstandigkeit der von Gesellschaftswegen veroffentlichten und ge-

billigten Briefsaramlung liege
2

).
War denn, muss mail sich bei dieser

Parteinahme fur das englische Commercium Epistolicum fragen, am
11. November keines von den Mitgliedern gegenwartig, die am 20. Mai

die Verantwortlichkeit fiir jene Schrift ausdriicklich abgelehnt hatten ?

Der Umschwung war vollstandig.

Das Stiirkste, was gegen Leibniz als gestattet gait, sollte bald

folgen. Im Januar 1715 braehte Nr. 342 der P. T. einen langen

Bericht fiber das Commercium Epistolicum
3
).

Zu den Beschuldigungen,

welche, tbeils offen theils versteckt, in jenem Buche enthalten waren,

traten neue. Der zweite Newtonsche Brief vorn 24. October

.1676 habe zu Ende des gleichen Monats oder am Anfang

Elle ne pretcnriait point que lit Rapport de ses Commissaircs passdt pottr wie De

cision dc la Sociitc.

J

) Commerc. cpistol. pug. 236 Note 1 von Lefort. *) Edleston,

Correspondence of Sir Isaac Newton and Professor Cotes pag. F^XXV Note 165.

3
) Commerc. epixtol. pag. 948 findet .sich die lateiniscbe Uebersetzung des ur-

rfpriinglich cnglischen Account of the Book entitled Commercium epistolicum.
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November Leibniz in London vorgelegen
1

).
Er sei ihm dann

am. Anfange des Friihlings in .Hannover zu Hiindeii gekommen.
Letztere Meinimg kann ja, wie wolil irrig, auf deui wiederholt

von uns augefuhrten Briefe von Collins beruhen, der am 5. Mar/,

1677 den Abgang des Newtonschen zweiten Briefes fiir die niichste

Woche in Aussicht stellte, aber die erstere Behauptung, welche hier

zum ersten Male auftaucht, ist wie grundlos auch ohne jede mogliche

Stiitze. Newtons Brief war an Oldenburg gerichtet. Dieser hat ihn

am 4. November 1676 abgeschrieben
2

),
am 2. Mai 1677 mit Begleit-

brief an Leibniz geschickt
3

) (S. 184) und in diesern ausgesprochen,

Leibniz werde wohl zur Zeit dureh den ausfuhrlichen Brief Newtons

vollauf gesattigt sein, so dass er fiber Mittheilungen von Collins dies-

mal schweige
4
).

Ausserdem ist grade durch den Brief von Collins

an Newton vom 5. Marz 1677 bestatigt, dass Leibniz im October

1676 eine Woche in London war 5
).

Hatte Oldenburg ihm, wenn er

bei Eintreffen des Newtonschen Briefes noch in London gewesen

ware, denselben nicht ausgeharidigt?

An einer spateren Stelle des Berichtes 6

)
wird erklart, in der

Klage, welche Leibniz gegen Keill wegen Verimglimpfung erhoben

habe, konnten weder Newton noch Leibniz als Zeugen vernomrnen

werden. Deshalb habe die Royal Society eine zahlreiche Commission

zur Priifung alter Briefe und Papiere eingesetzt, und deren Bericht,

welcher dahin gehe, dass Newton 1669 oder fruher, Leibniz aber

nicht vor 1677 die Infinitesimalrechnung besessen habe, sofort ver-

offentlichen lassen.

Auch auf den Fehler in der Quadratura Curvarum wird ein ent

schuldigender Blick gewoi-fen
7

),
der Fehler verschwinde, wenn in den

betreffenden Satz (S. 2S3 Anm. 2) das vergessene Wortchen ut ein-

gevschaltet we^Je. Das war wohl die Einschaltung, welche Ni col aus I.

Bernoulli bei seinem Aufenthalte in England Newton angerathen

hatte, und von welch ern Johann Bernoulli (S. 316) vermnthete, N(;wton

werde sich ihrer in einem Carton bedienen.

Fragen wir nun nach dem Verfasser des Account in den P. T.,

so erhalton wir die Antwort: Newton sei es gewesen! Das ist

aus dem unbefangenen Zeugnisse englischer Zeitgenossen, welche da-

von als von einer allbekannten Thatsache reden, unzweifelhaft fest-

gestellt.
8
).

Nur oin Einziger hat es gewagt, im Jahre 1722 den ein

Jahr vorher verstorbeneri Keill als den Verfasser des Account zu

) Commerc. episM pag. 25.
*) Leibniz I, 122 Note.

*) Ebenda I, 151.
4
) Ebenda 1, 152: Nihit- hac vice clc Collino apud te commemoro, quum Te otimino

satiatum iri pro tempore prolixa hac Newtoni cpittola autumnn. 6
) Com were.

epistol. pag. 145.
)
Ebenda pag. 32. 7

)
Ebenda pag. 35 .!(?.

8
)
l)e Morgan
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und dieser Einzige war Newton selbst 1

).
Will man ihn

nicbt geradezu der Liige beschuldigen, so gibfc es nur eine Erklilrung:
New ion bat Keill jenen Bericht so gut wie in die Feder dictirt, und

das ist auch nicht viel schoner, als wenn er ihn selbst gescbrieben

batte, er, der -- init dem Berichte zu reden nicht einmal als

Zeuge vernomtneii werden konnte.

Die Zeitfolge nothigt uns, unsere Leser jetzt wieder nach Deutsch-

land heriiberzuftihren. Wir sagten ;
Leibniz sei bis zura September

1714 in Wien geblieben. Er kehrte Eude dieses Monate nach Han
nover zuriick, von wo wenige Wochen friiher der Kurfurst nach

London abgereist war, nm als Konig Georg I. den englischen Thron

zu besteigen. Wir erinnern uns, dass Leibniz nun beabsichtigte, selbst

uach England sich zu begeben, dass es ihm untersagt wurde (S. 33V

Ob ( hainberlayne, als er am 11. November 1714 von dem baldigen

Eintreffen Leibnizeiis in London sprach
a

),
die dem entgegenstebenden

Hinderaisse nicht kannte, oder ob Leibniz daran dachte, dem konig-

lichen Verbote zu trotzen, wisseu \vir nicht. Jedenfalls hat Leibniz

Hannover uicht mehr verlasseu. Damals muss er, so weit andere

Arbeiten, mit denen er nach wie vor iiberhauft war, ihm Zeit liessen,

daran gcdacht liabon, in entschiedener Weise seinen Widersachern

emgegenxutreten. Dauials fand vielleicht jene hiissliche Veranderung
der Jahreszahl 1675 in 1C73 statt, von welcher wir (S. 183) sprechen

mussten; damals enstand Jedenfalls die Abhandlung Historia et origo

calculi differentials*), welche in zwei Entwiirfen handschriftlich er-

halten ist.

Die auch heute noch des Durchlesens in hohem Grade wurdige

Darstelluug unterscheidet sicb insbesondere dadurch auf das Vortheil-

hsfieste von den im Prioritatsstreite entstauderen Sc/hmtihschrifteu,

dass dem Gegner Ehrenriihrigcs iiberhaupt nicht imchgesagt ist.

Auch die leiseste Andeutung, dass Newton an Leibniz emen geistigen

Diebstahl begangen haben konne, deren, wie wir wissen, Leibniz sich

nicht immer entliielt, iehlt. Nur seine eigene Unantastbarkeit stellt

der Verfasser rnit Eritscbiedenheit fest. Den Bericht in den P. T.

vom Januar 1715 kannte er offeubar noch uicht, sonst wiire die ein-

gehalteno Miissigung unbegreiflich, und sonst ware gewiss darauf

Gewicht gelegt wordviu, dass die Antwort auf den zweiten Newton-

schen Brief am Erapfangstage geschrieben wurde. Isfc das Schweigen

in dem Philosophical Mfiyrnine . Januar Juni 1852 pag. 440444 anrl ebenda

Juli December 1862 pag. 321322.
J

) Commcrc. episiol. pag. X. *1 Kill es ton, (&quot;orresponflence of Sir Isaac

Newton and Profewn- Cotes pag. LXXV Note 165. s
)
Lcibnix V, 392410,

/.uerst 184G durch C. J. GerharrU als besonderc Broschure herausgegebeu.
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fiber diesen Punkfc doch ohnehin rlithselhaft genug. Leibniz hat

(S. 287) sein Concept des wichtigen Briefes offenbar dainals hervur-

geholt. Er hat das Datum voin 21. Juni 1677 nacbgetrugen, hat

die Seiteimuminer des Abdruckes des Briefes iin Commercium Epi-

stolicum beigeschrieben, und dennoeh schwieg er in seiner Erzahlung
iiber das in der englischen Veroffentlichnng iehlende hodtrf Wir

wissen dafiir keine andere Erklarung als die, dass wir die (S. 287)

noch offen gelasseue Frage, ob der entstellende Klecks in dern nacb

England abgegangenen Briefe ohne oder mit Absicht entstanden sei,

im letzteren Sinne beantworten. Die Veranlassuug mag gegoben

haben, dass der Brief zwar am Empfangtage von Newton s Srbreiben

angefangen wurde, aber, wie es bei seiner Lange leiclit begreif lich

ist, nicht am gleichen Tage volleudet werden konnte, und dass Leibni/

dann vor/og, das liodie bis zur UnkenntHchkeit zu tilgen.

Abermals traten zwei neae Persoulichkeiten in dem Streite auf.

Antonio Schinella Conti 1

), (1677 1748) ist in Padua geboren

und ebenda gestorben. Er gehorto dem Orden des Oratorium als

Geistlicher an, legte aber dieses Amt 1708 nieder, urn nicht rnehr

Beichte horen zu miissen. Im Jahre 1713 kam er naoh Paris, wo
er mit den bekanntesten Gelehrtcn verkehrte. Mit einem derselben,

Pierre Rernond, bekannter unter dem Namen De Montmort,
welcheu er von einer Besit/ung entliehen hatte, und unter welchem

er uus schon (S. 265) bege.gnet ist, kara er 1715 nach London und

wurde von Newton aufs Liebenswiirdigste aufgenomnien. Mit

Leibniz war Conti schon friiher in brieflicher Verbindung. Von
London aus muss er ihm abermals geschrieben und dabei, wie es

kaurn anders moglich war, den PrJoritatsstreit beriihrt haben. Leibniz

erwiderte 2

)
und fiigte deni eigentlichen Briefe eiue selbst einem Briefe

gleichkommende Nachsehrift hinzu 3
), welclie offeubar zum Arorzeigeri

geschrieben war und, wie es seheint, nicht bloss Newton, fiir welcheu

sie bestimmt war, sonderri auch andereu Personen, vielleicht dem

Konige zu Gesicht kam. Jedenfalls erklarte (Jonti in seinein folgendeu
Briefe vom Marz 1716, Konig Georg I, babe sich durch ihn fiber den

Streit zwischen Leibniz und Newton berichten lassen*), und der Konig
war es auch, der durch die Frnge, warm denn Newtons Antwort

kame, letztere hervorrief
&quot;).

In Leibnizens Schrciben \varen einige bissige Bemerktingeu ent

halteii gewesen. Es sclieint nicht, sagte er G

), dass Herr Newton die

J
) Nouvclk Biographie vnwersclk IX, 670- -672. Poggentlorff 1^ 47-H.

*) Jtccucil Des Maizc.aux, Vorrode zu Bd. I pag. LVII und II, 337340. 3
) Ebfipda

II, 311.
&amp;lt;)

Ebenda E, 14.
B
) Ebenda, Yorrede zu Bd. I pag. LX. G

; Rl.en-

da n, 4.



322 95. Kapitel.

Be/eichnung und den Infinitesimalealeul vor mir besessen hat
;
wie

ITerr Bernoulli sehr gut geurtheilt hat, wenn es ihm auch leicht ge-
wesen ware, dahin zu gelangen, wenn seine Blicke sich dahin gerichtet
hatten

*),
wie es auch Apollonius sehr leicht gewesen ware, zu Descartes

analytischer Methode zu gelangen, wenn seine Blicke sich dahin ge
richtet hatten. Die gegen mich geschrieben haben, fuhr er fort, haben

unschwerer Weise durch gezwungene und schlecht begriindete Er-

klarungen meine Aufrichtigkeit angegriffen; sie werden nicht das

Vergnugen haben, mich die kleinen Griinde von Lenten, welche so

schlechte Uebungen haben, beantworten zu sehen. Zum Schlusse

ging er auf Gegensatze zwischen seinen und Newtons philosophischen

Ansichten ein, ein Gebiet, auf welches wir ihm nicht folgen.

Nun kam also Newtons Antwort 2

),
welche ebensowenig an Leibniz

unmittelbar gerichtet war, wie dessen Brief an ihn; beido schrieben

der Form nach an den Abbate Conti. Newton beginnt mit der Be-

hauptung, das Commercium Epistolicum sei durch einen eigens von

der Royal Society dazu ernannten Ausschuss von angesehenen Person

lichkeiten verschiedener Nation en zusammengestellt. Dem Wortlaute

nach ist das ja wahr, wenn auch Bonet und der zuletzt hinzugewahlte
De Moivre gewiss keine grosse Bolle in de?n Prufungsausschusse

spielten (S. 308). Dann belegt Newton durch die Daten von Briefen,

wie weit er friihzeitig in der Reihenlehre gewesen sei, und dass Leibniz

solches immer anerkannt habe. Wo von Leibnizens Brief vom 21. Juni

1677 die Rede ist
3
),

der als Antwort auf dem Brief vom 24. October

1676 bezeichnet ist (Des Maizeaux betonte dann in der Vorrede 4
)
zu

seinem Recueil die Lange der Zeit von acht Monaten, die zwischen

dem 24. October 1676 und dem 21. Juni 1677 liege), heisst es, Herr

Leibniz habe sein Einverstandniss datnit erklart, dass De Sluses

Tangentenmethode noch nicht vollkommen sei, dann habe er seine

Differentialmethode fur die Tangenten beschrieben, welche die gleiche

iv.ir,
die 1670 durch Barrow veroffentlicht worden war. Weil aber

Ilerr Leibniz auf diese Methode als ihin eigenthiimlich Anspruch

erhob, verkleidete er sie durch eine neue Bezeichnung
5
).

Das war

eine Wiederholung der alten Anklage der Entlehnung, die heriiber

und himiber geschleudert wurde von Fatio und Leibniz, von Keill

und Johann Bernoulli, jetzt wieder von Leibniz und Newton, aber

neu dadurch, dass Leibniz nicht mehr von Newton, sondern von

Barrow die Auflosung der Tangeutenaufgabe sich angeeignet haben

)
s il s-en ctait avisc. *) Rfcueil J)es Maizeuux II, 1625.

&quot;)

Ebenda

II, 22. ) Ebenda, Vorrede zu Bd. I pag. XIV. 6
)
Mais eomme il prclendait

fp.ie
cette Methode lui appartenait, il la deguisa sous unc Notation nouvelle.
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sollte. Es ist rnerkwtirdig genug und ein Beleg dafiir, wie blind die

Leidenschaft den Menschen macht, dass Newton das Zweischneidige

dieses Vorwurfes nicht erkannte und Leibniz gewisserinassen die Ant-

wort in den Mund legte
1

).
Wenn Leibnizens Tangentenmethode die

gleiche war wie die Barrows, wenn sie zugleich mit der Newtons

iibereinstiminte, so war auch kein Unterschied zwischen den Methoden

Newtons und Barrows, und Ersterer war der anerkannte Schiller des

Letzteren!

Schon am 14. April 1716 schrieb Leibniz an Conti 2

), er babe

eine Abschrift von dessen Briefe vom Monate Marz und von dem

Newtons, sowie auch seine Antwort auf beide an Herrn De Montniort

in Paris zur Weiterbeforderung abgehen lassen; er ziehe diesen Weg
vor, um neutrale und verstandnissfahige Zeugen des Streites zu haben.

Der Brief Leibriizens, welcher fiber Paris ging, und Newtons Bemer-

kungen zu demselben stehen im Recueil Des Maizeaux 3

).
Leibnizens

Brief ist ini Fruhjahr 1716 selbstverstandlich von De Montmort und

den Personen in Paris, welchen dieser ihn zeigte, gelesen worden,

Newtons Bemerkungeii aber gingen damals nur unter wenigen Lon

doner Freunden herum.

Da starb Leibniz am 14. November 1716. Sofort sainmelte

Newton alles, was durch die Vermittelung Contis hindurchgegangen
war mit Einschluss seiner letzten Bemerkungen und Hess es in London

drucken 4
).

Diese kleine Saminlung bildete alsdann einen Anhang zu

einer mit dem Druckjahre 1715 in englischer Sprache und gleichzeitig

in lateinischer Uebersetzung in London herausgegebenen Parteischrift:

Tim history of fluxions von Joseph Kaphson, der auf der Titel-

blatte schon als verstorben 5

)
bezeichnet wird. Wir haben ihn als

Schriftsteller fiber nunierische Gleichungen (S. 119) kenrieii gelernt.

Besonders Erwahnenswerthes steht nicht in den kurz von uns ge-

nannten Schriftstucken. Hochstens ware zu bemerken, dass Newton

als seine altesten mifc Datum versehenen Aufzeichnungen fiber Fluxionen

solche vom 13. November 1605 nennt 6
). Das stirnmt so ziemlich uiit

anderen Angaben (S. 199 Anm. 2) iiberein.

Wir erinnern uns, dass (S. 314) ina Flugblatte von 1711 eine

Briefstelle Johann Bernoullis eingeschaltet war, welohe einen durch

einen hervorragenden Mathemutiker, ab eminent quodcim Mdtkematico,

bemerkten Fehler in Newtons Principien und Quadratura Curvarum

rugte. Wir erinnern uns ferner, dass Newton in einem Briefe an

}

) Becueil Des Maizeaux II, 63. s
) Ebenda II, 26. ) Ebenda D, 48

bis 71 und 75 I OO. 4
) Kbenda, Vorrede zu Bd. I j.ag, LXIU. 5

) By (the

late) Mr. Joseph Eaphson.
8
) Mectteil Des Maiseaux II, 89
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Keill (S. 310 Anm. 4) diesen grossen Matheraatiker, this great Mathe

matician, etwas hohniseh abfertigte. Keill in deui Journal literaire

von 1714 und der Account in den P. T. von 1715 wiederbolten

Newtons VertheidigUng aucb bezffglich der Qnadratura Curvarnm

mitiulst des vcrgessenen Wortchen ut (S. 319). Gegen Ende der Zeit,

iunerhalb Avelcher die Contische Vermittelung, wenn man sie so

noimen durf, spiel te, erschien in dem Julihefte 1716 der A. E. ein

unterschriftsloser Brief fur den ausgezeichneten Matbeinatiker, Herrn

Johann Bernoulli, gcgen einen gewissen englischen Widersacber J

),

welcher gegen Keill sich riehtete und insbesondere nachzuweisen

suchte, dass das einmal beini Drucke versehentlich weggebliebene ut

die angefochtene Stelle nicht rette, dass jenes Wort vielmehr ver-

schiedenemal ausgefallen sein miisste, was die Wahrscheinlichkeit

eines Druekfehlers bedentend herabsetze. Der Briefschreiber trat also

gegen Keill, zugleich gegen Newton auf und damit auf Leibnizens

Seite. Dadnrch wurde die Frage nach seiner Personlichkeit wach.

Wollte man die sehon oft besproohenen handscnriftlichen Kand-

benierkungen der A. E. einzig zu Ratlie zielien^ so ware die Fragu

sofort entschieden, denn dorfc ist Christian Wolf als Verfasser des

Briefes genannt. Zedlers Umversallexicon bestatigt diese Meinung.

In dem 1748 zu Wolfs Lebzeiten erscbienenen LVIII. Bande des um-

fangreichen Sammelwerkes befindet sieh ein langer diesem Gelehrten

gewidmeter Artikel mit vollstandigem, obue seine eigene Mitbilfe

undenkbarem Verzeichnisse aller seiner grosseren und kleineren Ar-

beiten bis /u den unbedeatendsten Bericbten in den A. E. In dem

Verzeichuisse ist der Brie;f von 1716 nicht nur mit enthalten, in dem

biograpbischen Abschnitte ist Wolf aucb filr das damals bewahrte

Eintreten fiir Leibniz belobt. Und dennoch ist nicht Wolf, son-

dern Juhaun Bernoulli der ungenannte Verfasser, der seine

Arbeit dem befreundeten Gelehrten zur Besorgung mit der Bitte

iiberschickt batte, etAva
n(&amp;gt;thige Aenderungen imch Gutdflnken vor-

zunehmn.

Da war z. B. fiberall die erste Person, in der Jobann Bernoulli

schrieb, so oft von Arbeiten desselben die llede war, in die dritte

Person ura/uandera, und das besorgte Wolf aufs Piinktlichste bis auf

eino Stelle
2
),

wo er das Wortchen meam stehe-u Hess, welches von

den Gegnern jubelnd aufgegriffen \vurde, wahrend auch die Freunde

l

) A. E. 1710, 29G -314: Epistola pro emimnte Mathematico, Dn. JoJianm

Jiertioullio , contra tjurndam ex Anylia ftntugnnisiatn scripta. Das Material und

die Uelegstellen fiber diesen Brief sind bei dies ton, Correspondence, of Sir

Isaac Newton and 1 rofessw Cotes pag. 178 Note *
gesammelt. .*)

Ebenda

171C, 313.
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sich eines mitleidigen Lacholns nicht enthalten konnten. Johann

Bernoulli schrieb zwur an Wolf, er rnoge bnldigst den Druckfehler

herichtigen lassen, statt mcam sei earn zu lesen. Aber das fruchtete

wenig. In den A. E. von 1718 hat Niclaus II. Bernoulli, der

Solin Johanns, in gewuudener Weise zngegeben, sem Vater hubo di*.

thatsachlichen Grundlageu des Briefes von 1.716 niedergeschrieben,

und ein Enkel Johanns hat den vollgiiltigcn Beweis orbracht.

Johann Bernoulli hatte ausser den beiden Sohnen Niclaus II.

und Daniel noch einen dritten Sohn Johann II. Bernoulli 1

) (1710
bis 1790), dessen mehr der Physik zugewandte Thiitigkeit uns von

der Pflicht entband ihn zu nennen, als wir (S. 89 90) die Glieder

der Familie Bernoulli, welche diesein Bande angehoren inusseu, schil

derten. Sonst hatten wir zu erwahnen geliabt, dass er bereits 1724

die Magisterwiirde erwarb. Darnals veroffentlichte er eine geschicht-

liche Abhandlung Utrum Galli praestant Anglis inventorum physicorum
et mathematicorum laude*). Johann II. hatte wieder einen Sohn Jo

hann III. Bernoulli 3
) (1744 1807), und dieser hat in den damals

in franzosischer Sprache erscheinenden Abhandlungen der Berliner

Academic fur 17991800 und fur 1802 in der als Histoire de TAca-

demie bezeichneten ersten Abtheilung auf S. 32 50 in dem ersten,

auf S. 51 65 in dem zweiten der beiden genannten Bande Beitrage
zur Geschichte der Mathematik veroffentlicht 4

).
Er hat insbesondere

die Geschichte des Briefes von 1716 klargestellt. Er hat sogar den

ursprunglichen von Johann Bernoulli an Wolf geschickten Brief iieben

dem in den A. E. erschienerien zum Abdrucke gebracht, wodurch

man in den Stand gesetzt isfc,
die von Wolf vorgeiiomrnenen unbe-

deutenden Aendemngen zu erkennen. Bernoulli wollte eben nur den

Brief nicht geschrieben haben. Er scheue es, sagte er 6

), init Keills

Galle eingerieben zu warden. Wie Wolf dazu kam, aucli 1748 noch

die Verantwortung fur den Brief zu ubernehmeu und sich fur dessen

Anfertigung beloben zu lassen, wissen wir nicht.

Leibniz war todt. Seine englischen Gegner fiihrten den Streit

gegen ihn weiter, fiihrten ihn nur uni so heftiger weiter, als eine

Erwiderung von ihm jetzt nicht mehr zu befiirchten war. Der Recueil

l

) Allgemeine Deutsche Biographie II, 480482. *) Suter in der Hiblio-

theca mathematica 1890 S. 100. 3
) Allgeineme Deutsche Biographie II, -i82.

*) Bei Poggendorff I, 162, fehleu diese Abhandlungen unter Johann III. Ber

noulli. Dagegen sind I, 158 unter den Schriften Johann J. Bernoulli inihuxu-

licherweise Anecdotes pour servir a I Jiist. d&amp;lt;;s -mnthe-inati^ues (Mem. Berlin,

A. 1G99 et 1700) genannt. Das sind die bier envlihnten Abhandlungen. Irrige

Datirung bat den Grossvater mit deni Enkel vei wecliseln las-sen.
5
) Inaratttm

mihi valde forei a Keilio bile ma perfricuri.
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Des Maizeaux mit seiner sich unparteiisch gebiirdenden, thatsachlich

durchaus im Newtonschen Sinne gebaltenen Vorrede erschien 1720.

Die dritte Ausgabe der Principien von 1726 veranderte das in den

friiheren Ausgaben Leibniz sein Recht gewahrende Scholium zu dessen

Ungunsten (S. 205). Das gerechten Tadel am starksten herausfor-

dernde Schriftstuck war die Neuauflage des Commercium Epi-
stolicum vom Jahre 1722.

Wenn damals die erste Auflage vergriffen war, wenn die buch-

iiandlerische Nachfrage nach der Briefsammlung eher im Zunehmen

als im Abnehmen sich zeigte, so war es eine einfache Geschaftssache,

ob ein wiederholter Abdrack stattfinden solle. Frage des wissen-

schaftlichen Feingefuhls war es dann, ob am Schlusse, etwa unter

der Bezeichnung als Anhang, noch weitere Schrifstiicke beigefugt

werden sollten. Aber eine Veranderung des Commercium Epistolicum

selbst, Zusatze innerhalb des 1712 Gedruckten, ohne dass sie als

solche gekennzeichnet wurden, das waren ebensoviele Falschungen,

welche auf den, der sie beging, einen nicht zu tilgenden Makel

werfen. Die neue Auflage von 1722 beginnt mit einer Ansprache

an den Leser, Ad Leclorem, welche darstellt, wie Leibniz immer an-

dere Ausfliichte gesucht habe, wenn es sich darum handelte, die in

dem Commercium Epistolicum vereinigten Beweisstiicke anzuerkeunen

oder zu widerlegen. Er sei aus dem Leben gegangen mit dein Ver-

sprechen einer Gegensammlung, aber sein Benehmen in dem durch

Conti vermittelten Briefwechsel zeige, dass das leere Worte waren,

dass Leibniz vielmehr nichts besass, was er in jenein Sinne verwerthen

konnte. Die erste Auflage des Commercium Epistolicum sei nur sehr

klein gewesen, man habe Exemplare nur an urtheilsfahige Mathe-

matiker geschickt, und kauflich seien jetzt keine vorhanden 1

).
Des-

halb sei es wiinschenswerth gewesen, eiue zweite Auflage zu drucken,

welcher man auch einen Bericht liber das Buch, Eecensionem Libri,

vorausschicke, der in den P. T. fur 1715 erschieneu sei, etwa 7 oder

8 Monate vor Leibnizens Tod. Die Eecensio ist foJglich dasjenige

Schriftstuck, dessen englischen Wortlaut wir seither Account nannten.

Die Vorrede Ad Lectorem riihrt von Newton her. Unter dessen Nach-

lasso haben sich funf oder sechs Entwiirfe jener Yorrede von der

Hand des damals 79 Jahre alten Verfassers gefunden
2

).
Ausserdem

fanden sich dort Bruchstttcke der Eecensio, welche die Abfassung auch

dieser Schrift durch Newton (S. 320) bestatigen. Man wird deshalb

wohl oder iibel Newton fflr den ganzen Wortlaut der neuen Auflage

mit sammt ihren Falschungen gleichkommenden Aenderungen des

neque prostant venalia. *) Commerc. epistol. pag X.
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Textes verautwortlich &u machen haben. Ltztero sind genau unter-

sacht worden 1

).

Als auffallendstes Beispiel heben wir folgendes hervor. Ira Com-

mercium Epistolicum von 1712 war stillschweigend angenorainen, die

Historiola sei wirklich an Leibniz abgegangen (S. 311). Die neno

Auflage sagt ausdriicklich, die Uebersendung habe am 26. Juni 1676

stattgefunden
1

),
und durch eine solche Datirung, die mit voller Be

stiinmtheit ausgesprochen ist, wird selbstverstandlich die Thatsache

unbestreitbar. Ein kleiner Umstand ist freilich dubei unerliisslich :

die Richtigkeit des Datums. Nun hat aber Oldenburg am 26. Juni

1676 iiberhaupt nicht an Leibniz geschrieben. Spitzflndigkeit, kann

man sagen. Man kennt einen Brief Oldenburgs an Leibniz vom

26. Juli 1676 und daraus konnte leicht durch einen Lesefehler, emeu

Schreibiehler
;
einen Druckfehler jenes irrige Datum entstehen. Cut,

aber was stand in dem Briefe vom 26. Juli? Demselberi l.ig die

Abschrift von Newtons erstem Briefe vom IB. Juni 1676 bei, und

Oldenburg theilte Leibniz (S. 79) Reihen des verstorbeneu Gregory

mit, die Collins gesammelt habe. Folglich ist am 26. Juli 1676

die Historiola nicht an Leibniz abgegangen. Yon Newtons

Tangentenbriefe steht aber in Oldenburgs Schreiben (S. 179) sonst

nichts, als was Newton behaupte, leisten zu konnen. Das Beispiel,

das im Tangentenbriefe ausgerechnet enthalten war, schickte Olden

burg nicht, wenn wir auch wiederholeu miissen, dass Leibniz nichts

fur ihn Neues aus deinselben entnommen haben wurde. Doch darauf

kommt es uns bier nicht an, sondern auf die Art, in welcher die

zweite Auflage des Commercium Epistolicum mit der Wahrheit am-

sprang. Man hatte auf irgend eine Weise Kenntniss davon erhalten,

dass am 26. Juli 1676 ein Brief Oldenburgs an Leibniz abgegangen
war. Man wiinschte nachzuweisen, dass Leibniz dainals im Besitze

der Historiola war. Man behauptete kurzweg, dieselbe habe jenern

Briefe beigelegen, eine kiihne Behauptung, wenn Oldenburgs Brief-

entwurf nicht erhalten war, ein freche Luge, wenn solches der Fall

gewesen sein sollte.

Eine eigentliche Fortsetzung hat der Prioritiitssfcreit nicht weiter

gehabt. Eiitgegnungen von Freunden Leibnizens blieben mehr und

mehr aus. Die Auffasstmg der Herausgeber des Commercium Episto

licum, Leibniz habe einen Eingriff in fremdes Greisteseigenthum be-

gaugen, wurde im achtzehnten Jahrhunderte mehr und mehr die

*) l)e Morgan, On the additions made to tlie second edition of the

mercium Epistolicwm. Philosophical Magazine.. January June 1848 pag. 446

bis 456. 2
) Have Collectio ad 1). Leibniiium misaa fuit 26. Jimii 1676.

CASTOR, Goschiohty der Mutbematik. JJI. 2. 2. Aufl. 22
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herrschende. Dem neunzehnten Jahrhundertc war es vorbehalten,
Leibniz von diesein hiisslichsten Vorwurfe zu reinigen. Es ist heute

anerkaunt, dass schon im siebzehnten Jahrlmnderte die Infinitesimal-

rechnung so weit vorbereitet war, dass ihr hauptsachlich eine ein-

heitliehe Sprache und eine Schrift fehlte. Beides hat Leibniz ihr

selbstandig gegeben, so wenig es ihm einfiel in Abrede zu stellen,

dass er auf den Schultern von Vorgangern stand, dass diese sich aus

giebig und erfolgreich mit Infinitesimalaufga^en beschaftigt hatten.

Dass Newton nicht minder^ selbstandig Aehnliches besass, friiher besass

als Leibniz, wird ebensowenig geleugnet werden, aber sein Wort
Fluxion kara erstmalig 1687 in den Principien, seine Bezeichnung, in

der er lange ^chwankte, erstmalig 1693 durch Wallis an die Oeffent-

lichkeit, wiihrend Leibni/ens Abhandlung von 1684 schon als Mark-

stein in der Gesehichte der Mathematik vorhanden war. Wir nennen

sie einen Markstein, weil sie, das hat schon unser XVI. Absehnitt

reichlich bewiesen, den Ausgangspunkt bildete, von wo aus neue

Wettbewerber in die Rennbahn truten, vorwart* zu eilen nach ent-

fernten Zielpunktcn. Das Ende der Bahn ist in den inehr als zwei-

hundert Jahren, die inzwischen verfiossen sind, weiter und immer

weiter hiriausgeschoben worden, aber Leibnizens Abhandlung von 1684

bildet nach wie vor den Sammelpunkt, an welchem Jeder vorbei muss,
der sich am Rennen betheiligen will, Leibnizens Sprache, Leibnizens

rfchrift sind die unerlasslichen Eint.-ittskarten, ohne welche Niemand

zugelaesen werden kann. Und Leibniz ahnte diese grosse Zukunft.

Er hat friihzeitig die Bedeutung der matheniatischen Form erkannt,

die seine Gegner nicht saheu, oder nicht sehen wollten. Auch liber

den Rrioritatsstreit als solchen haben die Ansichten sich geklart,

leider dahin geklart, dass seine griindliche Durchforschung alien Be

th ailigten ohne irgend eine Ausnahme zum Nachtheile gereicht.

96. Kapitel.

Combinatoriscbe Analysis. Walirscheinlichkeitsrechnung.

Wenn wir nunmehr Arbeiten, welche dem Gebiete der Combina-

torik und ihren Anwenduugen angehoren, uns zuwenden wollen, so

haben wir zuerst fiber einen Aufsatz zu berichten, von welchem es

zweifdhaft erscheint, ob er nicht schon vor 1700 niedergeschrieben

wurde, also atreng genommen schon iin 84. Kapitel hatte zur Sprache

kommen miissen. Es ist der Aufsatz Nova Algebras promotio
1

} von

l

) Leibniz VII, 154189.
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Leibniz, den wir meinen. Er ist erst auter clem Leibnizischen

lasse in Haimovor aufgefunden worden, niithin zu der Zeit, in wclr- ier

er einen Einfluss hatte iiben konnen, vollstimdig unbekannt gewesen.

Eine nahe verwandte, im Jahro 1700 vor der Qeftentlichkeit be-

handelte Aufgabe giebt uns die Veranlassnng, die Leibnizisoae Ab-

handlung gerade hier zur Rede zu bringen. Bei ungedruckten Arbeiteu

ist es ohnedies immer recht sehwierig, den Zeitpunkt ihres Entsteliens

zu errathen, wenn nicht zufallig ein Datum beigefiigt ist, ausserdem

raeistens ziemlich gleichgiltig, wo man sie geschichtlich einreiht, es

sei denn, dass man aus ihnen fiir den Verfasser ein geistiges Erstlings-

recht, oder rnindestens die Unabhangigkeit seines Gedankeuganges
sicliern will. Die neue Erweiterung der Algebra triigt kein Datum.

Innere Grriinde lassen vermuthen, der Aufsatz sei nach 1695, vielleicht

nach 1697 niedergesehrieben. Analytisches Rechnen mit GrOssen, sagt

Leibniz, sei nicbts anderes als Combinatorik 1

),
und deshalb konime

viel auf eine zweckmassige Bezeichnung an, welclie die conibinatori-

schen Entwickelungen unterstiitze. Leibniz empfiehlt dazu die ihin

soit 1693 gelaufigen zweizifterig geschriebenen Coefiicienten (S. 112)

Mit ihrer Hilfe vollzieht er die Multiplication von Reihen voii der

Gestalt

10+ ll v -f. 12v2+ -, 20-f 21i/4- 22j/2

-h-.-,

30 + 31 v + 32 v- -\
---- u. s. w.

,

wo die erste Ziffer jedes Ooefiicienten angiebt, welcber Reihe er an-

gehort, die zweite Ziffer, welcher Potenz von v er als Coefficient

dient. Im Producte besteht der Coefficient jedes Gliedes aus einer

Summe, deren einzelne Glieder selbst wieder Producte je eines Coeffi-

cienten aus jeder Reibe sind, deren Auswabl nacn dem Gesetze statt-

findet, dass die zweiten Coefficienten^iffern der Factoren die gleiche

Suninie liefern, namlicli den Exponenten derjenigen Potent von v,

mit der man es gerade zu tliun hat. Es komrat also auf die Zer-

fallung dieses Exponeuten in Theile an, wofur Leibniz den Kunst-

ausdruck divulsiones gebraucht
;

J.
Leibniz keunt also hier diejenigen

Bildungen, welche man spater Variationen zu bestimmten

Sumuien genannt hat. Er bezeichnet das auftretende Gesetz als

Homogeneitiit, welche formal und virtual auftrete 3

), formal insofern

jedes Glied gleich viele Factoren besitze, virtual indem diese zu

gleichem Grade sich erlieben.

Wie die Multiplikation von Reihen vollzieht Leibniz auch deren

l

}
Leibniz VII, 159: Reperietur nihil aliud esse Calculum circa magnitu-

dines Analyticum, qiiam exercitium artis Combinatorial. *) Ebenda VII, 165.

3
)
Ebenda VII, 168: lex homogeneorum turn formalis . . . ., turn mrtualis

00*
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Division. Bei ilir ordnet er nur Dividend, Divisor und Quotient niclit

nach steigenden, sondcrn nach fallenden Potenzen der allgemeinen
(irosse. Er vervielfacht sodann Divisor und Quotient, deren Product

mit dem Dividenden in Uebereinstirnmung gebracht, die Coefficienten

des Quotienten der Reihe nach ermitteln lasst.

Leibniz geht waiter zur Potenzirung, zum polynomischen Lehr-

satze fiber*). Dariiber sclirieb aber Leibniz 1695 an Johann Bernoulli

(S. 86), der Aufsatz gehort also fruhestens eben diesein Jahre an.

Ira weiteren Verlaufe kommt eine Benennung vor, welche in

ahnlichem, wenn auch nicht vollstandig iibereinstimniendem Sinne

sicli spliter Biirgerrecht erworben hat, die Benennung Form. Leibniz

versteht darunter die Suname gleichgebildeter Ausdriicke 2

)
und be-

zeichnet sie durch ein einzelnes Glied, unter welchein zwei Piinktchen

stehen. So bedeutet ihm

ab = ab -f- ac -f- be -j- u. s. w.

Mit Hilfe dieser Formen lasst der polynomische Lehrsatz sich viel

kiirzer schreiben. Beispielsweise ist
3

):

6oa
&* + I2a*bc -f

Die dabei auftretenden Zahlencoefficienten: 4, 6, 12, 24
7
die man uns

gestatten moge Polynomialcoefficienten zu nennen, sind die Permuta-

tionszahlen so vieler Elemente, als die Potenz, auf welche das Poly-

nomiuni erlioben werden soil, aussagt, unter der Amiahiue, dass je so

viele Elemente unter einander gleich seien, als aus den Exponenten

des die Form vertretenden Gliedes zu ersehen ist. Wiihrend Leibniz,

wie wir uns eritinern (S. 44), im Jahre 1691 fiber diese Perumtations-

zahlen noch im Unklaren war, hatte er inzwischen ihre richtige Auf-

findung erkannt.

Wieder zwei Seiten spater ist von dem sogenanuten Exponential-

ealciil
4
)

die Rede. Der Aufsatz von Johann Bernoulli, in welchem

diese Benennung veroffentlicht wurde, kam aber 1697 heraus (S. 232),

und daher unsere Vermutuug von der spateren Entstehurig der Nova

Algebme prvmotio. Auf den Exponentialcalciil kommt Leibniz durch

omen so merkwurdigen Gedankengaug zu reden, dass wir darauf naher

l

)
Leibniz VII, 174: Cum olim consulerarem, binomii a -f b potestates jam

Jiaberi per nnmeras combinatorios , cogitaci, quomodo res ad trinomia, quadri-

nomia etc., denique grncraliter ad polynomia quaecunque product posset.

-)
Ebenda VIJ, 178: Fonnam voco hoc loco summam omnium membrorum ex

aliquot literis similitcr farmutoruai. *)
Ebenda VII, 179. 4

)
Ebenda

VII, 181: Calculus quern exponentialem appelavi.
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eingehen miissen. Die von uns Polynornialcoefficienten genannten
Zahlen sind ganze Zahlcn. Sie konneu, sagt Leibuiz 1

), gegen den

Exponenten der Potenz, auf welcho das Poljnom erhoben werden

soil, nicht theilerfremd sein und miissen, wenn jener Exponent eine

Primzahl ist, durch ihn selbst theilbar sein. Eiuen Beweis seiner

Behauptung fiigt Leibniz nicht bei, allein dass

rYr^ra- /rr.T727r4
wenn e

&amp;gt; A + /&quot; + + f*&amp;gt;

durch e, sofern es Primzahl ist, theilbar sein muss, weil e in keinem

der den Nenner bildenden Theilproducte vorkommt, ist klar. Der

andere Theil des Beweises, dass die Theilbarkeit durch e aufhoren

kann, falls e keine Primzahl ist, miisste allerdings geliefert werden.

Vielleicht entnahm Leibniz die Thatsache dem Zahlenbeispiele e 4.

Dort kam neben den immer noch durch 4 theilbaren Polynomial-

coefficienten 4, 12, 24 auch der Polynomialcoefficient (&amp;gt; vor, der zwar

durch 4 nieht theilbar, aber doch zu 4 nicht theilerfremd war. Nun

werde a -{- b -\- c -{-- = x gesetzt. Die Grosse xe besteht unter

Anwendung des Zeichens fur die Formen aus a,&quot; uud zahlreichen

anderen Gliedern, von denen em jedes einen Polynomialcoefhcient als

Factor enthalt, und xe of besteht nur aus mit Polynornialcoeffi-

cienteu behafteten Gliedern, deren jedes oinzelne, soferu e eine Prim

zahl
ist,

durch e theilbar erscheint. Das Gleiche gilt fiir die Suinme

der Glieder, d. h. 3? ae
ist nicht theilerfremd gegen e und, bei e

als Primzahl, durch e theilbar. Wahlt man a = b c = =
1, so

ist ae

1, ae = x, und x&quot; x besitzt immer mit e einen Gemein-

theiler, ist, sofern e Primzahl ist, durch e theilbar. Dieser zahlen-

theoretische Satz ist kein anderer als der bekannte Fermat sche

Lehrsatz mit dem ersten bekannt gewordenen Beweise 2

).
Leibniz

scheint, als er die Nova Algebrae promotio niederschrieb, nichts davon

gewusst zu haben, dass Ferniat ihm den Satz vorweggenommen hutte

(Bd. II, S. 777), wenigstens thut er sich auf denselben zu gut, als auf

einen Satz, der etwas enthalte, was den Anatytikern bisher unbekaimt

gewesen sei, eine allgemeine Primzahlenformel a

).

Wir bezogen uns (S. 329) auf eine verwandte Veroffentlichung

Leibnizens aus dem Jahre 1700. Wir meiuten den Aufsatz in den

A. E., der gegen Fatios Angriffe gerichtet war. Wir haben (S. 290)

iiber diese Abwehr berichtet. Aber Leibniz wollte nicht ausschliess-

!

) Leibniz VII, 180. *) G. Vacca, Intorno alia prima dimostrazionc

di un teorema di Fermat in der Biblioilieca mathematical IR Ji, pag. 46 18.

3
) Leibniz VII, ISO: Hinc tandem dud potest tiliquid hact-cnua Analyticis incog-

nitum, aequatio nempe gencralis pro Numcro primitive.
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lich Personliches Jem Drucko ubergebei), er fiigte einen Satz bei 1

),

welcber die Erweiteruug ernes De Moivre schen Satzes ei. De Moivre
batte (S. 87) im XX. Bande der P. T. die Aufgube gelost, die Coefti-

cienten A, B
}
C . . . der Entwicklung 2 ~ Ay -f- By* + Cy* -{-

zu finden, wenn als Ausgangspimkt der Untersucbung die Gleichung

gegeben war:

az 4. &, 4- ce * + cfo
1 + = gy -f hy* + if 4. *y* 4- ....

Leibniz nahm zum Ausgangspimkt die viel aligeraeinere Gleichung

welche durch das Verschwinden aller von 01, 02, 03, . . . 10, 20 ...

verschiedenen Coefficienten in die De Moivrescbe Anfangsgleicbung

iibergebt. Das gesucbte Ergebniss scbrieb Leibniz, indein er dabei

dreiziffrige Coefficienten benutzte,

z = 101 y 4 102y
2 + 103^

3
4- 104i/

4 4 105?/
5

-\
----

4

Selbstverstandlich sind die zwei- und dreiziffrig geschriebenen Coeffi

cienten nur symboliscb zu leseu, ohne aus ihrera Aussehen irgend

einen Ruckschluss auf ihren Zahlenwerth zu gestatten. Setzt man den

angenommenen Werth von 2 in die den Ausgangspunkt bildende

Gleichung ein und ordnet die so entstebenden Glieder nach y, wobei

auftretende wirkliche Zahlen, z. B. die Zahl zwei eingeklammert als

(2) erscheinen, um sie von den nur syinboliscben Zahlen zu unter-

scheiden, so erhalt man:

= [01 10 . 101] y 4 [02 4 11 . 101 4 20 . lOl 2 10 . 102J/

4- [03 4 11 . 102 4 12 . 101 4 (2) 20 . 101 . 102 4 21 . 101 2

430. 101 3

10.103]#
3

4---.

Zur Erfiillung dieser Gleichung werden die mit y, mit t/
a
,
mit y

A
. . .

vervielfaehten Ausdriicke gleicb Null gesetzt, und so gelangt man zu

den von Leibniz ohne Erorterung der Ableitungsart gegebenen For-

rneln, welche 101, 102, 103, 104 als Ergebnisse der Division mit

10 in 01, in 02 + 11 . 101 4- 20 . 101 2

,
in

OH 4 11 . 102 4 12 . 101 4 (2)20 . 101 . 102 4- 21 . 101 24 30 . 101 3
,

in 04 + 11 . 103 4 12 . 102 4 13 . 101 4 20 . 10224 (2)20 . 101 : 103

4- (2)21 . 101 . 102 4 22 . 101 2 4 (3)30 . 101 2
. 102 4 31 . 101 3

4 40 . 101*

liofern. Leibniz nouut in der Anweisung zur Bildung dieser nnd der

tolgendeii Coefficienten die zweiziffrig geschriebenen Symbolo Minus-

f

)
Leibniz V, 318-319.
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keln, die dreiziffrig geschriebenen Maju skein, die ehigeklammerten

Zahlen wahre Zahlen. Letztere sind immer die Permutationszahlen

der in den betreffenden Gliederu vorkominenden Majuskeln, jede als

ein Element betrachtet, welches in der gebildeten Permutation ein-

oder mehreremal vorkoinmen kann. So entsteht also (1) bei 102 2

,

(2) bei 101 . 103, (3) bei 101 8
. 102 u. s. w., wovon das am haufigsten

auftretende (1) selbstverstandlich uicht geschrieben zu werden braucht.

Die Glieder werden alsdann nach folgendem combinatorischen Gesetze

gebildet: In jedem Einzeigliede darf nur eine Minuskel vorkommen,

Majuskeln dagegeu so viele als die linke Randzifler der Minuskel vor-

schreibt; so ist 04 mit Majuskel, 13 mit 1 Majuskel, 30 mit 3

Majuskeln multiplicativ verbunden 1

).
Die rechten llandziffern der

Minuskel und . der Majuskeln in jedem Gliede imissen die gleiche

Summe liefern, namlich die der rechten Randzilfer der jedesmal ge-

suchten Majuskel bei gesuchtem 104 ist die Summe 4, wie an

jedem Gliede der oben stehenden Entwickelung bewuhrheitet werden

kaun. Als Divisor erscheint ein fiir alle Mai die Minuskel 10.

Der Fortschritt, wclcher in dieser durch Leibni/ gegobenen Vor-

schrift enthalten ist. beruht wesentlich auf seiner Bezeiehnung, und

er war sich dessen so sehr bewusst, dass er in gesperrter Sehrift den

Satz hervortreten liess
2

),
die Sachkundigen wiirdon einsehen, welcher

Fortschritt der Analysis in dieser Bezeiehnung durch Zahlen

an Stelle der Buchstaben bei gleichbleibendor Willkiirlichkeit nnd

Allgemeinheit der Annahme entlialten sei.

Leibniz hat mit dieser Ernndurg die combinatorische Ana

lysis ins Leben gerufen, eine neue Abtheilung in dem grossen Ge-

biete der Analysis, welche etwa 80 Jahre spater wieder in Deutsch-

land eine eigerie combinatorische Schule in der Mathematik entstehen

liess, der es freilich an einem Leibniz gefehlt hat, um die- Hoffnungen
zu erfiillen, welche an ihr Auftreten sich kniipfteii.

Es ist gewiss kein Zufall, dass Leibniz gerade den Aufsatz gegen
Fatio fiir diese Veroffentlichung beuutzte. Fatio hatte es Leibniz

zum Vorwurfe gemacht, den Verdiensten, welche De Moivre sich er-

worben habe, uicht gerecht geworden zu sein, und Leibniz wollte nun

zeigen, wie weit er iiber Jenen hinausgehe. Aber wir miissten uns

J

) Membra leye combinationis sequenti formata ... Notes ultimae numero-

rum supposititioriim memlri wjusquc formnttto eandem sunnnan, ne&amp;lt;jualem
notac

uUimae majuaculi, cujus membra ingrtdiwitttir valorem, et in membro quolibct

iitinusculus won esto nisi unions, majusculi outem tot, qiiot nota prior in minusculo

habet unitaies *) Videbnnt aiitcm intclUgentes novam Analylii ae jn Oinotioncw

in hac nostra denignatiwie per Numtfos loco hterarum, qui nd&amp;lt;:o fictitii ncu suppo-

sititii sunt, contineri
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tiluschen, wenn sich bci Leibniz mit clieser Absicht riicht noch eine

amlere verbunden hiittc. Leibniz ha,t (S. 217) im October 1G90 seiii

DifTerential/ceichon gegen Huygens vertheidigeu miissen, deutlieli

machen miissen, diiss die Bezeiehninm1 in der Mathematik keiueswesrs/ o o
nobensiichlicn sei. Er wusste vou den engen Beziehuugen zwischon

Fatio und Huygens. Es war ihm nur erwiinscbt, an einem der

Differentialrechnung uicbt angehorenden Beispiele zeigen zu konneu,
was aus einer zweckmassig gewahlten Bezeichnung sich alles folgeru

Jasst. Er hat es gezeigt, und nicht bloss den englisehen Zeitgenossen,

denen, Newton init eingeschlossen, das richtige Verstandniss fiir die

Wichtigkeit der Form durchweg abging.

Zu den Anwendungen der Combinatorik, welche einen ganz be-

sonderen Reiz auszuiiben vennogen, gehort die Wahrscheinlich-

keitsrechnung. Haben wir im 84. Kapitel Bearbeitungen desjenigen

Theiles ihres Gebietes kcnnen gelemt, der mit dem Leben der Men-

schen, ihren Geburten und Todesfallen in Zusammenhange steht, so

kehrto man jetzt zunachst zu den Aufgaben zuriick, welche, wie wir

aus dem 75. Kapitel wissen, jene Rechnung batten entstehen lassen.

Ganz vergessen waren die Untersuchungen fiber Gliicksspiele nie.

1m Journal des S^avans von 1679 hatte Josef Sauveur 1

) (1053 bis

1716) sich mit den damals haufigsten Gluckspielen beschiiftigt, aber

seine Rechnungen waren vielfach mit Irrthiimern behaftet, und deshalb

durften wir sic Jin 84. Kapitel mit Stillschweigen ubergehen. Von

viel griisserem Werth war eiue 1708 gedruckte besondere Schrift

Essai d analyse sur les jeux de Hazard, welche ohne Nam en eines

Vorfassers erschien, aber von Pierre Remond dc Montmort (1678

bis 1719) herruhrt. Dieser Schriftsteller 8
),
dessen Name uns wiederholt

begegnet ist
;
war eine Zeit lang Domherr zu Notre Dame in Paris,

gab aber diese Stellung, welche er eigentlich nur angeuommen hatte,

weil sein Bruder ihrer iiberdriissig war, deren Pflichten er aber dann

mit gewissenhafter Strenge erfullte, wieder auf, um sich zu ver-

heirathen. Er zog nach einer Besitzung Monmort, von welcher er

den Beinamen annahm, unter welchem er viel bekannter ist, als unter

dem wirklichen Familiennamen Remond. Er arbeitete langere Zeit

mit Francois Nicole zusammen. Bin anderer Mitarboiter war

Nielaus I. Bernoulli, welcher 1713 drei Monate auf dem Gute

Montwort verweilte 3

).
Diese gemeinsam verbrachte Arbeitszeit und

ein vorausgegangener Briefwechsel beeinflnssten wesentlich die zweite

) Histtrire de l Ac&amp;lt;ideinie fas sciences 171 G, paj;. 82. *) Ebemla 1719,

pag. 83 93. *)
Nirlaus Bernoulli schrieb unter deua 7. April 1713 an

Leibniz (Leibniz III, 982), er komme gerade von Montmort nach Paris zuriick.
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Auflage des De Montmortscheu Essai d analyse, auf welche wir noch

zuriickkommen. Der ersten Ausgabe entnehmen wir nur wenige tier

Vorrede angehorende Bemerkungen. Die Vergangenheit, heisst es dort

auf S. VI, entscheidet nichts fiir die Zukunit. Zufall, heisst es weiter

anf S. XIV, neimen wir den Eintritt einer Thatsache aus uns unbe-

kannten Griinden. Der Verfasser kennt an Vorarbeiten die Schrift

Pascals liber das arithmetische Dreieck, welche bei dessen Tod 1662

gedruckt aufgefunden worden ist, er kennt Pascals Briefwechsel mit

Fermat aus des letzteren Varia Opera von 1679, er kennt auch

Van Schootens Ausgabe der Schrift De ratiociniis in ludo aleae

von Huygens aus dem Jahre 1657.

Niclaus I. Bernoulli (1687 1759), der Neffe von Jakob

und Johann Bernoulli (S. 89), war gleich/eitig Jurist und Mathe-

matiker. Er begann 1709 seine ThSitigkeit mit einer beiden Wissens-

gebieten gleichermassen dienenden Schrift, den Anwendungen der

Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Reehtsfragen Specimina Arils con-

jedandi ad quaestiones luris applicatae. Einen Auszug davon hat er

selbst in dem IV. Supplementbande der A. E. 1

)
zum Abdrucke ge-

bracht, wie die fortwahrende Redeweise in erster Person ausser Zweifel

setzt. Wenn daher eine handschriftliche Randnote Christian Wolf
als Verfasser des Berichtes neunt, so ist dies irrig. Wenn der Richter,

heisst es in dem Auszuge
2

), einen Abwesenden ausschliesslich nach

Maassgabe der verflossenen Zeit fiir todt erklaren darf, so halte ich

seinen Tod fur hinreichend wahrscheinlich, wenn sein Todtsein doppelt

so wahrseheinlich ist als sein Leben, denn alsdann iiberschreitet die

Wahrscheinlichkeit die Halffce der Gewissheit urn ein Beachtenswerthes,
namlich um den sechsten Theil der Gewissheit. Jenes ist aber doppelt

so wahrscheinlich, wenn so viele Jahre verflossen sind, dass von einer

Anzahl mit dem Abwesenden gleichaltrigen Meiischen die Zahl der

innerhalb jener Jahre Verstorbenen das Doppelte der Zahl der Ueber-

lebenden ausmacht. Es wirkt einigermasen erheiternd, dass diese

Vorschrift nachmals, ini Jahre 1744, gegen Niclaus I. Bernoulli selbst

angewnndt wurde 3

).
Damals verlangten einige Baseler, unter denen

just unser Bernoulli sich befand, dass das Vermogen der verstorbenen

Tochter eines seit 23 Jahreu unbekaruit vro abwesenden Verganteten

diesem, und damit ihnen als Gliiubigern zugesprochen werde. Der

Bruder der Verstorbenen beanspruchte dagegen das Vermogen der-

selben fiir sich, da der Vater sehr wahrscheinlich laugst nicht mehr

lebe. Er berief sich dabei auf die von Niclaus I. Bernoulli auf-

l

) A. E, Supplem. IV, 159170. 2
) Ebenda 162.

)
Eudolf Wolf,

Biographien zur Kultui-geachichte der Schweiz I, 160 Note 50.
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gestellton Grundsatze, denen geinass nur noch 4 Jahre fehlten, um
den Vater als todt zu erkliiren. Das Gericht entschied hieruuf, der

Bruder habe vorlaufig gegen Sichersteilung die Erbschaft anzutreten

und so lange zu behalten, bis die Glaubiger beweisen konnten, dass

die Tochter wirklich vor dem Vater gestorben sei.

Andere Fragen, mit welchen sich Niclaus I. Bernoulli in seiner

Abhundluag von 1709 beschaftigte, waren folgende: Die Aufsuchung
des Werthes einer lebenslanglichen Rente, einer Ausstiittungsver-

sicherung, wie sie in Italien vorkomme 1

), einer Schiffsversicherung.
Ausfiihrlicher ist das Genueser Spiel behandelt, welches darauf be-

ruhte, dass unter 100 Senatoren 5 Jahresbeamte uach dem Loose ge-

wahlt wurden, und festsetzte, dass wenn die Loosziehung mit einer

von einem Spieler /um voraus aufgestellten Fiinfiniinnerliste in einem

oder mehreren Nauien iibereinstimmte, derselbe gewisse Vielfache

seines Einsatzes erhalten sollte, ein Spiel, welches von dem Raths-

henrn Benedetto Gentile erfundei wurde. Daraus wurde dann

1620 unter Ersetzung der Zahl K&amp;gt;0 duroh 90 das Zahlenlotto 2

).

Endlich ist auch die Frage nach der Schuld oder Unschuld eines

Angeklagten in Rechnun&amp;lt;&amp;gt;- gebrncht. Durch ein Schuldzeugniss lasst

der Verfasser die Wahrscheinlichkeit der Unschuld des Angeklagten
2

sich auf --- herabmindern. Jedes neue Schuld/eugniss fordert eine

o

abermalige Herabmindorung tiuf
&quot;

. Bei 10 Zeugnissen ist folglich

die Wahrscheinlichkeit der Unschuld des Angeklagten nur noch

oder so gering, dass seine Schuld moralisch beinahe sicher ist
3
).

Aus dem nachlblgendeu Jahre 1710 haben wir eine englische

Arbeit zu nennen. Arbuthnot schrieb, wie wir schon wissen (S. 306),

fiber das Geschlechtsverhaltniss bei den Geburten 4

),
ein Gegenstand

dem John Graunt 1662 zuerst Beachtung geschenkt hatte. Arbuthnot

fand in Bestatigung von Graunts Beobachtungen, dass nach den Lon

doner Taufregistern, welche er fiir die Jabre 1629 1710 bermtzte,

jedes Jahr mehr mannliche als weiblicbe Geburten auftraten, wenn

er auch eine \ erhaltnisszahl nicht ausrechriete. Er sah darin einen

l

) Ilia scilicet conwntio, Italis hodiemum usitata, qua Pater cui recens nata

cst jilia cum ulin ito, contrail I, nt ille prctio statim accr.pto ejus qttadrupliim vel

qnintitplnm (quod dcinde filiae in dotem cedit) restituat, si contigerit, filiam per-

cenire ad actatcm nnlnlem puta 16 annoruw, 2
) 0. Warschauer, Die

Xableiilottcrie in Proussen (Leipzig 1885) S. 6-7. 3
) quae tarn cxigua est,

ut -moraliter fere certum sit, crimen ease coiinnistwm.
4
)

P. T. XXVII, 186 190.
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Beweis der gottlichen Vorsicht 1

), welche durch diesen Ueberschuss

die grosseren Gefahren, unter welchen der Mann den Unterbait zu

erwerben hat, im voraus wieder gut macht. Er sab uber ferner darin

einen Grund gegen die Vielweiberei, welche den Gesetzen der Natur

und der Gerechtigkeit zuwiderlaufe, denn die Mehrzahl der Manner

gegen die Frauen wtirde noch mehr Manner zur Ehelosigkeit zwingen,
wenn Einer mehr als nur eine Frau fiir sich in Anspruch niihme.

Arbuthnot scheint schon fruher (1692) die kleine Schrift von Huygens
ins Englische iibersetzt und mit Zusatzen von geringera Werthe ver-

sehen zu haben 2

).

Wieder ein Jahr spater (1711) folgte die hervorragende Abhand-

hmg von Abraham De Moivre fiber das Maass des Zufalls, De
mcnsura sortis

3
).

In einer an Francis Robartes, nachmaligem Earl

of Radnor, gerichteten Widrnung bedauert De Moivre, dass dieser

Gonner der mathematischen Wissenschaften 4
)

durch Staatsgeschaffce

verhindert sei fortzusetzen, was er zu seinem Vergnugen begonnen

habe, und dadurch bestatigt sich, was wir (S. 307) schon 711 verstehen

gaben, dass Robartes nur sehr nebensaehlich als Mathematiker gelten

kann. Eine gegentheilige Meinung wird man auch dann kaum mit

Erfolg vertheidigen konnen, wenn Robartes die gleiche Personlichkeit

ist
5
),

welche 1693 einen kleinen Aufsatz uber Lotterien veroftentlicht

hatte 6
), dort aber Francis Roberts genannt ist. In De Moivres

Widmung an Robartes ist ferner von einem neueren franzosisehen

Schriftsteller die Rede, welcher die Regeln der Wahrscheinlichkeits-

rechnung an verschiedenen Beispielen hfibsch klar zu legen wusste 7

),

wenn er auch eine eigentliche Methode vermissen lasse. Nitturlich

ist De Montmort gemeint. Die Lehre von den Combinationen sei

das vorzugsweise anzuwendende Hilfsmittel: dass im Jahre 1711

Leibniz, der Schriftsteller, welcher jene Lehre hauptsachlich begruudet

hatte, in England nicht erwiihnt wird, versteht sich von selbst.

Gewissermassen als Einleitung in die Abhandlung dient folgender
Satz. Trifct ein Ereigniss in p Fallen ein, in q Fallen nicht ein, tritt

ein zweites von dem ersten durchaus unabhangiges Ereigniss in r

Fallen ein, in s Fallen nicht ein, verviolfacht man

+ )(* + *)
= pr + qr+ ps -f- qs,

so verhalten sich die einzelnen fiir beide Ereignisse gemeiuschaftlichen

l

) an Argument for Divine Providence. *) Todhuntcr, History of tlie.

mathematical theory of probability from the time of Pascal to that of Laplace

pag. 48-53. 3

)
P. T, XXVII, 213264. 4

) Mathematicarum scientiarum

fautor.
B
) Todhunter I. c pag. ,5354 und 137.

6
) P. T XVII. 7

) quas

nuperrimut autor Gallus i-ariis exemplis pulchrc illmttraint.
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Moglichkeiten des Eintretens oder Nichteintretens wie die Glieder der

nngegebenen Entwicklung, eine Behauptung, iu welcher man Halle ys
Einfluss (S. 52) nicht verkennen wird. In dein besonderen Falle, dass

das Eintreffen der Ereignisse, welche nicht bloss 2 sondern n an der

Zahl sein diirfen, stets in a Fallen, das Nichteintreffen stets in

b Fallen stattfindet, geht das Product der Summen sich aus-

schliessender Falle in die Poteuz (a -f- ?&amp;gt;)

ra

fiber, deren Glieder eine

iihnlich zu erlauternde Bedeutung besitzen, wie vorher die Glieder

des Productes aus von einander verscbiedenen Factoren.

Man kann getrost den ganzen weiteren Inbalt der Abbandlung
als Anwendung dieses einen Satzes kennzeichnen, die sich nur ent-

spreehend den Bedingungen der jedesmaligen Aufgabe bald einfacher,

bald weniger einfacb gestaltet. Die gunze Abbandlung gewinnt da-

durcb ein einbeitliches Geprage, welches ibren Wertb erhoht. Die

Bedingungen, von welchen wir redeii, sind tbeils solcbe, die aus-

scbliesslich dem Bereiche des Zufalls augehoren, tbeils solche, bei

denen die Geschicklicbkeit des Spielers den Ausscblag giebt, soweit

sich diese in Zablen ausdriicken lasst. Wir geben als Probe einige

wenige Beispiele.

Das erste Beispiel
1

)
der Abhandlung liisst A mit B wurfeln, und

zwar mit einem gewohnlichen auf seinen Flachen mit 1 bis 6 be-

zeicbneten Wlirfel. A soil gewonnen haben, wenn er in 8 Wiirten

mindestens zweimal 1 Auge wirft. Weil 1 Fliiche mit Eins
;
5 Flachen

mit Nichteins bezeichnet sind und 8 Wiirfe vorgeschrieben sind, ist

hier a l
;
i = 5, n = 8. Bei der Entwicklung yon (1 -f- 5)

8 sind

die Glieder, welche in allgemeinen Buchstaben /&amp;gt;&quot; und nabn~ l
heissen,

dem Spieler 13 giinstig, alle anderen lassen A gewinnen. Die Wahr-

scheinlichkeiten fiir A und B verhalten sich also wie

((a -f &)&quot;
bn nab*- 1

&quot;)

: (b
n
-f naln~1

^
d. h. wie

(6 58 8 . 5 7

)
: (5

8+ 8 . 57

)
= 663991 : 1015625,

oder ungefahr wir 2 : 3.

Die vierte Aufgabe
2
) nimmt an, A sei so viel geschickter als B,

dass er ihin auf 3 Spiele eines vorgeben kann, man wiinscht ihre

Geschicklichkeit in einem Zahlenverhaltnisse g : 1 ausgedriickt. Hier

ist a = z, b ==
1, n = 4. Diese letztere Zahl bestimmt sich dadurcb,

dass in Folge der Vorgabe A drei, B zwei Spiele gewinnen muss,

um die Entscheidung herbeizufuhren. Diese ist also jedenfalls nach

3 _|_ 2 1=4 Spielen vorhanden. Von den Gliedern der Entwick-

r

) P. T. XXVII, 216217. *) Ebenda 218219.
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lung (e -f- I)
4 sind #*-{~ 4s3 die fur A giinstigen, z*-\- 4,? -f- 1 die

fur B gunstigen. Nach der Vorgabe sollen aber die Aussichten beider

Spieler die gleicheu seiu, also ist ^ -j- 4#
3= 6#2

-f- z -\-\ zu setzen,

woraus ungefahr z 1,6 folgt. Die Geschicklichkeiten verhalten sieh

demnach wie 1,6 : 1 == 8 : 5.

In der fiinften Aufgabe
1

)
wird nach der Zahl x der Versuclie

gefragt, welche das Eingetroffensein und Nichteingetroffensein eines

Ereignisses gleich wahrscheinlich rnachen, wenn a und 6 die Ver-

haltnisszahleri bei einmaligem Versuche sind. Von der Entwicklung
von (a -f- fy

x stellt nur das Glied bx die Falle dar, in welchen das

Ereigniss nie eintrat, alle iibrigen Glieder (a -f- fy
x

If&quot; setzen ein

niindestens einmaliges Eintreften voraus. Eingetroffensein und Nicht

eingetroffensein sollen aber gleiche Wahrscheiulichkeit besitzen, also

muss sein (a + 6)* b* = b*, ^-1)*
=

(l
+ ~)

x= 2 . Gesetzt

. 6
es sei = a

,
so ist

a

/&quot;i j_ !L\
X

/i j_ l\
:c_ 1 _i_ ? a. x a ~ 1

i ^nl ?
~ 2

a_ - 9
V

r
6/

&quot;

~V a/
&quot; r 1 , Ij*

&quot; r
.l

&quot;

2 3g
8
~&quot;

und man erkennt, dass dem ^ = 1 auch ,-r == 1 entspricht, dem
3C

q OQ auch a; = oo. In letzterem Falle setze man = z
}
so gelit

die letzterhaltene Reihe in 1 -{- z -j- 22
-{- ^ s

-f- fiber. Aber
1. u

das ist die Zahl, deren natiirlicher Logarithmus & ist
2

),
und da 2 den

Zahlenworth der Reihe darstellt, so ist 2 die Zahl, deren natiirlicher

Logarithmus z ist, d. h. z = log 2, und das ist nahezu 0,7. Da nun
rf

z ===== war, so ist x = qz. Nun hat man erniittelt, dass bei q = 1,

x = lg, bei 3 = 00, x =
}lq ist. Bei irgend sonstigein Werthe

von q liegt folglich zwischen 1 und 0,7.

Wir gehen zu dem Jahre 1713 fiber, in welchein Niclaus I.

Bernoulli die Ars Conjectandi, Muthmassungskunst, d. h. Wahrschein-

lichkeitsrechnung seines 1705 verstorbenen Oheirns Jakob Bernoulli

herausgab (S. 221). Jakob Bernoulli hatte sich diesen Betrachtungen
nach 1679 3

),
aber mindestens 20 Jahre vor seinem Tode, also spatestens

1685 4
) zugewandt, und dennoch hinteiiiess er das Werk unvollendet.

Die Verleger hatteu erst Johann Bernoulli, danu. Niclaus I. Bernoulli

x
) P. T. XXVII, 219. 8

) est namerus cujus Logarithmus Hypcrbolicits

est z.
3
) Ars Conjectandi. pag. 29: referente Pascalio in litcris ad Fermatium

quae huius operibus Tolosae A. 1679 impressis insertae leguwtur.
4
) Ebenda

pag. 227 : postquam jam per vicennium pressi,
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angegangen, das an dem Werke nocli Fehlende fertig zu stellen.

Beide lehnten unter verschiedenen Vorwanden ab. Niclaus I. Ber
noulli begniigte sieh damit, das Druckfertige der Presse zu fibergeben
und in der Vorrede den Verfasser des Essai $Analyse sur les Jeux
cle Hazard, d. i. De Montmort und neben ihm De Moivre, welche

beide vor noch nicht so langer Zeit auf dem gleichen Gebiete mit

Auszeichnung thatig gewesen seien, offentlich aufzufordern, im Sinne

des Verstorbenen an dem von ihm Begonnenen weiter zu arbeiten.

Die .1/6 Conjectandi, zu deren Schilderung wir fibergehen, besteht

aus vier Abschnitten.

Der I. Abschnitt enthalt die Abhandlung von Huygens fiber

das Wiirfelspiel *),
von welcher in unserem 75. Kapitel (Bd. II, S. 759

bis 760) die Rede war, und Anmerkungen zu derselben. In diesen

findet sich z. B. ein Beweis 2
) fiir den von Huygens beweislos aus-

gesprochenen Satz, dass es gleichbedeutend sei, ob man 1 Wurf mit

n Wfirfeln oder n Wiirfe mit 1 Wurfel betrachte. Darf Einer einmal

niit. n Wfirfeln werfen, so kaiin es doch nicbt darauf ankommen, ob

die Wurfel gleichzeitig oder naeh einander auf den Tisch rollen. Im
letzteren Falle kaun es aber wieder keinen Unterscbied maehen, ob

es n verschiedeue Wurfel sind oder ob einer. der n mal nach ein

ander benutzt wird. In zwei Anmerkungen
3
) sind wichfcige Verall-

gemeinerungen vorgenommen, indem von Huygens mit bestimmten

Zablemverthen gestellte Fragen in Buehstabenwerthen ihre Beant-

wortung finden, was naturlich einen ganz anderen Einblick in die

Bildungsweise der Endzahlen der Untersuchung gewahrt. Aiich ein

Anhang zuui I. Abschnitte uberholt bedeutend die erlauterte Schrift.

Huygens hatte zum Schlusse ffinf Aufgaben gestellt, zu deren
1., 3., 5.

er ohne weitere Begriindung die Zahlenauflosung beifugte, zur 2.

und 4. nicbt einmal diese. Jakob Bernoulli bat in dem genannten

Aiihauge die 1., 2., 3., 5. Aufgabe behandelt 4
), fur die 4. auf seinen

III. Abschnitt verwiesen, wo sie denn auch gelost wird 5
),

ebenso wie

die 3. Aufgabe dort eine abermalige Losung findet 6
). Jakob Bernoulli

zeigt, aus welchem Grunde Huygens der 2. Aufgabe keine Losung

beifugte. Sie lasst namlich ihrera Wortlaute nach verschiedene Deu-

tungen zu, deren jede naturgemiiss zu anderen Zahlen ffihrt, so dass

in dei einen Aufgabe mehrere verborgen liegen.

Der II. Abschnitt 7

) ist der Lehre von den Permutationen und

Oombinsitionen gewidmet. Der Name der Permutationen dfirfte

) Ars Conjcctanti pag. 1 71. *) Ebemla pag-. 37. 3
) Ebenda pag. 30

nud 38, beidemal mit der Ucbersclirii t: Ad jvropositione.m in genere.
4

) Ebeiida

pag. 49 -57, 57 05, G6, 07 71. 5
) Ebenda pag. 145146. 6

)

pag 144 145. ^ Ebenda pag. 72137.
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von Jakob Bernoulli erfunden sein, wonigstens sagt er 1

),
er nenue

Perinutatiorien diejenigen Aenderungen, durch welche unter Beibehal-

tung der Anzahl der Dinge ihre Ordnung und Stellung verschiedent-

lich vertauscht wird, wahrend bei den Combinationen der Wortlaut

dahin geht
2

),
sie seien Verbindungen von soleher Art, dass aus ge-

gebenen Dingen welche abgesondert und mit einauder vereinigt

werden, ohne dass auf ibre Ordnung und Stellung irgend welche

Rucksicht genommen werde. Jakob Bernoulli nennt als Vorganger
auf dem Gebiete der alien Wissenschaften gleich unentbehrlichen Com-

binationslehre: Schooten, Leibniz, Wallis, Prestet 8
), wahrend

er Pascals einschlageiide Arbeiten, abgesehen von dem, was in den

Briefen an Fermat stand, nicht gekaunt zu haben scheint, trotzdein

sie seit 1665 iin Buchhandel waren (Bd. II, S. 749). Dieselbe Un-

kenntniss mussen wir auch auf die bei Pascals combinatorischen

Arbeiten zuerst auftretende Methode der vollstandigen Induc

tion, d. h. des Beweisverfabrens von n auf n -j- 1 ausdehnen. Jakob

Bernoulli scheint demnach diese Methode, deren er sich in einein

kleinen Aufsatze sehr einfachen, auf arithmetische Reihen beziiglichen

Gegenstandes
4
)

in den A. E. fur September 1686 bedient hatte, die

dann in der Ars Corijectandi wiederholt benutzt wird 5

) selbstandig

nacherfunden zu haben. Das Vorrecht Pascals kann dadurch nicht

beeintrachtigt werden, aber es wird begreiflich, dass man lange Zeit

Jakob Bernoulli fur den Erfinder der Methode hielt uud sie vielfach

nach ihm benannte. Ging es doch mit des Methode der unbestimmten

Coefficienten nicht viel anders, von welcher man durch die grosse

Verbreitung der Descartes schen Geometrie aller Orten Kenntniss

haben musste, und von welcher Newton wie Leibniz bei den ver-

schiedensten Gelegenheiteu Gebrauch machten, ohne je den damals

vermuthlich allgemein bekannten Urheber der Methode zu nennen, so

dass spatere Sehriftsteller bald Newton, bald Leibniz fur den Erfinder

hielten. Bei Betrachtung der Permutationen unterscheidet Jakob Ber

noulli die zwei Moglichkeiten, dass alle Elemente verschieden 6
),

oder

dass sie zura Theil unter einander gleich
7

)
sein sollen. Die Ableitung

der Forruel fiir die Permutationszahlen erfolgt, wenn alle Elemente

verschieden sind, durch Betrachtung von 1, 2, 3 ... der Reihe nach

l

) Ars Conjectandi pag. 74: Permutationes rerutn voco Variationes, juxta

quas servnta eadem rerum multiludirie ordo situsque inter ipsas diversimocto pe.r-

mutatur.
*) Ebenda pag. 82: Combinationes rerum sunt Conjunction; , juxtn

quas ex data rerum multitudine nonnullue eximuntur, interque se conjunguntur
nullo ordinis situsve ipsarum respectu habito. 3

)
Ebenda pag. 73.

4

)
Jak.

Bernoulli, Opera I, 282 283. 6
) Ars Conjectandi pag. 92 uud haufiger

6
) Ebenda pag. 75. ^ Ebenda pag. 77.
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anftretenden Elementen. Von n Elementen kann jedes als erstes ge-

schrieben werden, worauf ihm so viele Perumtationsibrmen nachfolgen,

als aus den anderen n 1 sich bilden lassen, die Permutatioriszahl

fiir n Elemente 1st also n mal so gross als die fur n 1 Elemente.

Mit einander iibereinstimmende Elemente werden erst als verscliiedeu

gedacht, und ihr Gleichwerden findet nachtragliche Beriicksichtigung.

Bei den Combinationen muss der Expomns
1

},
d. h. die Anzahl der in

jeder Form enthaltenen Elemente oder die Klasse, zu welcher corn-

binirt wird, beachtet werden. Er findet in den Wortern Unionen,

Binionen, Ternionen, Quaterniomn fiir Formen mit 1, 2, 3, 4 Elementen

seinen Wiederklang ,
und sogar das Wort Nullio wird gebildet, nm

auzudeuten, dass man gar kein Element nehrne. Auch bei den Oom-

binationen wird die Verschiedenheit aller benutzten Elemente einen

Hauptfall bilden, ihre theilweise Gleichheit einen zweiten. Die Ele

mente treten allmalig nen liinzu, werden aber dann mit den schon

vorliandenen in jeder denkbaren Weise verbunden, d. h. die Combina-

tiouen von n Elementen zu alien Klassen von den Unionen bis zu

den J^-ionen (Formen von je n Elementen) werden gleichzeitig ge

bildet. Eine kleine diese Entstelmng versinnlichende Tafel, deren

Vorbild fiir Jakob Bernoulli in den Exerdtationcs mailiematicae von

Franciscus van Schooten (Bd. II, S. 758) gefunden sein durfte 2

),

ist folgeude:
a

b.ab

c . ac . be . abc

d . ad . bd . cd . aid . acd . bed . abed

e . ae . be . ce . de . abe . ace . bae . ade . bde . cde . abce . abde . acde

. bcde . abcdc.

In jeder Zeile steht eine Form mehr (die neu hinzutretende Union)

als in siimmtlicben friiheren Zeilen zusammen, mitliin in der ersten

Zeile 1, in der zweiten 1 -f 1 = 2, in der dritten 1 + 1 + 2 = 2 2

,

in der vierten 1 + 1 + 2 -f- 22= 23
,
in der n ten

1 _|_ i 4- 2 -f 2H 1-
2- 2 =

2&quot;&quot;

1

Formen. Alle Zeileu zusamnien geben

1 _|_ g _|_ 2- -i h 2&quot;-
1 =

2&quot; 1

Formeu 3
).

Die Formen der einzelnen Zeilen klassenweise geordnet geben

) Ars Conjectawli pag. 82. *) Vergl. Franc, van Schooten, Exer-

citatwues matJiematicae pag. 373 mit Ars Covjectundi pag. 83.
&quot;)

Ars Con-

jectandi pag. 84.
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fflr die Unionen der Reihenfolge der Zeilen iiach 1+ 1+ 1+ 1+ l-j &amp;gt;

fur die Binionen -j- 1 -f- 2 + 3 + 4 -\ ,
fur die Ternionen

-f- -f- 1 + 3 -f- 6 + u. s. w., so dass die Uebereinstimmung

mit den figurirten Zahlen zu Tage tritt
1

).
Das ist aber em

Gegenstand, inifc welchem schon die beiden Ulmer Mathematiker

Faulhaber und Remmelin, mit welchern Wallis, Mercator,
Prestet sich beschaftigt haben 2

).
Werden die Zahlen

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + ..., 0+1 + 1 + 1 + 1 + -.,

04-0 + 1 +3 + 6-1

je in einer Columne unter eiuander, die Columne selbst neben ein-

ander geschrieben, so entsteht ein Zahlenrechteck 8
)

1 ...

1 1 ...

1 2 1 ...

1 3 3 1 ...

1 4 6 4 1 ...

*t

in welcheni die SteJlen fiber der von links oben nach rechts unteii

verlaufenden Diagonale durch Nullen eingenoinmen sind, nach deren

Entfernung eine dreieckformige Tafel der Binoinialcoeificienten iibrig

bleibt, nicht iibereinstimmend, aber doch uahe verwandt mit der

seiner Zeit von Michael Stifel erfundenen Anordnnng (Bd. II,

S. 434), mit der von Tartaglia spater benutzten Nachbildung (Bd. II,

S. 522 524). Weder Stifel noch Tartaglia kommen aber unter den

von Jakob Bernoulli erwahnten Vorgiingern vor. Er diirfte beide

Schriftsteller deumach nicht gekannt. haben, ein ganz interessanter

Beleg fur die Raschheit, mit welcher mitunter auch ganz hervor-

ragende Werke aus dem Gedachtnisse entschwinden. Die vorher von

ihm geuannten Mathematiker, fahrt Bernoulli fort, hatten durch In

duction Forrneln fiir die figurirten Zahlen gefunden, Wallis auch die

Summe von Potenzen der aufeinander folgenden Zahlen der

natiirlichen Zahlenreihe, aber von Beweisen sei nirgend die Rede

gewesen. Wer allerdings glaubt, Bernoulli sei diesein seinein eigeuen

Vorwurfe nicht verfalien, er habe vielrnehr jede Induction verschmaht,

befindet sich im Irrthum. Bernoullis Gedankengaug ist folgender
4
).

Den Ausgangspunkt bildet ein Satz, der unter Anwendung des Zeichens
k

Ch fur die Zahl der Combinationen ohne Wiederholung aus h Ele-

) JL;*S Conjectandi pag 86. 2
) Ebenda pag. 95. 3

) Ebenda pag. 87.

4
)
Ebenda pag. 9698.
CANTOR, Gescliiohte der Mathematik. III. 2. 2. Aufl. 23
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*

menten zur Klasse
/.*,

wodurch CA = 0, so lange h
&amp;lt;

Jc
f

sicli in der

it i 1 i 1 i 1

Formel Cn
=

(7j -f- 2 -f~ -}&quot;
Cn i ausspricht, oder als

M(H - 1) ... (n + 1 - A-) **(* - 1) (ft
-

8) ... (ft+ 1 t)

1.2...* A^ t
1.2... (ft 1)

Bernoulli fiudet den Satz fiir k = 2
; 3, 4 . . . richtig und dehnt ihn

dann induetiv aus. Bei k = 3 ist demnach (sofern $ ---
A=I x *

mit Jakob Bernoulli noch kiirzer S
^
--

geschrieben wird)

,l(w _!)(_ 2) __ (n-l)(n-2) g /I
2

3

~rr.T~ ~2~ ft

v 2
* &quot; T *

Aber /Sw = &quot;--
,
und setzt man diesen Werth in die Gleichung

ein und lost sie dann nach Sn* auf, so findet sich

09 n W(W l)(w 2) 100 1 o , 1 o
I

^
,Sw

2= 2 -
--j-yV&quot;

-
-h 35w 2w = y w3 + y w2

-f- y w,

und diuse Summe der Quadratzahlen liisst sich weiter als bekannt

betrachteii, xnnachst bei k = 4. Die Annahme liefert

W(H 1) (H
-

2) (n
-

3) _ Q (n-l)(n-2)(n-3)_ /^ _ i !Ln _ 1 \

&quot;iTaTaTTi 1.2.3 U&quot; e
1
/

=
4- /Sfn

8 Sn2
-j-
H ^w _ n

D D

und daraus Sn5 = n4
-j- y w3+ w2

. Bernoulli hat die Rechnung,

von welcher er behauptet, sie werde mit leichter Mtthe 1

) vollzogen,

bis zu 11, d. h. bis zur Darstellung der 10 ten Potenzen durch-

gefflhrt. Ihr Ergebniss ist:

Sn =yn2
-f ~n

Sn* = n5
-j- 17 w

2 + -;.- w
fc/ M D

l&amp;gt;

)
le-vi neijotio.
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,
1

r 42
n

h^ ^&quot;^Z
.A n3_.l,.

9 30

Sn* =

= l n &quot;

-f -| g-n
9

1 w7 + I w5 -~ w3 + ~

Wer aber, heisst es unmittelbar weiter, das Gesetz der Reihen ge-

nauer betrachtet, kann auch oline die Umschweife der Recttnung die

Tabelle fortsetzen. 1st c der ganzzahlige Exponent irgend einer Potenz,

so wird

2.3.4.5.6

Die Exponenten der Potenzen von w nehmen von c 1 anfangend

regeltnassig um je 2 ab, so dass das letzte Grlied wJ oder n wird, je

nachdem c ungrad oder grad war. Die Buchstaben A, B, C... werden

nach und nach bei der Bildung der Summen Snc mit gradeni c ge-

fundeu. Es gehort also zusauimen

Diese grossen Buchstaben werden vermittelst ihrer grundlegenden Eigen-
scliaft gofunden, dass sie die iibrigen Coefficienten, welche bei Ent-

wieklung der betreffenden PotenKSuinme auftretenj zur Einlieit erganzen.
Bei Sn8 sind beispielsweise, wie aus der kleinen Tabelle entnonimen

1 1 f&amp;gt;

werden kann, die Coefficienten der fiinf ersten Glieder ---, ,
~

t

10 I&quot;

^ercn Summe
--^

wird durch D zur Einheit erganzt, d. li.

SI 1

y (j
-j- I) = 1

,
D ===== -- - Wie Jakob Bernoulli zu diesen wichtigen

Siitzen gekominen sein mag, welche geniale Induction ibn dazu fuhrte,

die Exponenten von c 1 a,n ura je 2 abnehmen zu lassen und die

23*
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auftretenden Coefficienteii durch aus ihnen hervorgehobene Facioren

so zuzustutzen, dass die Zahlen A, B, C, D ---- iinmer wieder auf-

treten, hat man zu errathen wenigstens versucht 1

).
Sei aiigenommen

Sne = x- n?+ l
-f y nc

-f- z nc~ l
-f tt nc~-

-f ,
TVO x,y,0,u...

vorlaufig unbestimmte Coefficienten sind. Die Gleiclmng muss auch

fiir S(n -f l)
c anwendbar sein und S(n -f 1)&amp;lt;

= x -

(n -f- 1V+
1
-f

y
.

(n _j_ l)e 4. e . (n _|_ i)c-i 4. u .

(n -f l)c-s _|
---- liefern. Die Bi-

nomialentwickelungen (n -f 1/+
1

, (n + 1)% (n+ I)
6- 1

, (n -f l)
c~ 2

. . . .

sind aber bekannt, da c erne ganze positive Zahl ist, und konnen in

die Formel fur S(n-\-l)
c

eingesetzt werden. Erwagt man ferner,

dass (n -J- l)
c ^= S (n -f l)

c Snc
,
so findet man einestheils

(w + l)o
= wc + en - 1

-f
c(

^~
1} wc~ 2 + - - -

r

und anderntheils

i+&amp;lt;

H- (c
-

IK&quot;
2
-h

+ ........

Coefficientenvergleichung gleichboher Potenzen von n liefert:

- -a;.r 4. yr y

C (C
_

1) (C
-

2) _ (c4-^)c(c-l)(c-2) _,
c(c-l)(c-2)

&quot;&quot;~ _ _,

24

lie
Daraus findet man aber der Reihe nach: x ==

jrq [&amp;gt;

2f
==

If &amp;gt;

e = ~~

T2

M _ o. Nachdem die ersten Coefficienten x, y, 2 und das Verschwinden

von M erraittelt sind, kann neben S(w -f- !) auch flf(n l)
c
ange-

setzt und die Differenz (n + l)
c + nc = S(n + l)

c
8(n l)

c

_
(
w __

l)
C
-i] -f M [(w + iy-

2
(w l)

c

-*] H ins Auge ge-

fasst werden. Die Klanimerausdrucke sind abwechselnd grade und

uiigrade Funktionen von . Daher zerfallt die Gleichung in zwei,

)
Briefliche Mittheilung von H. Karl Schwering.
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deren eine die Potenzen nc

,
wc~ 2

,
W~ 4 u. s. w. enthalt, die andere die

ubrigen. Sie heissen:

2*. 5)*.-. ?&amp;lt;==*&amp;gt; n -&amp;lt; : . .
.. ,;.

= a; [(w -f l)^
1 - l)^

1
] + *[(

-
(n l)

c - 1

] + v[(n + l)
c- 3

(w

= y [(n + l)
c -

(w l)
c
] -f w[(w + l)

c- 2
(w l)

c~ 2
] H---- .

In der zweiten Gleichung ist die linke Seite [(n -{- l)
c

(w l)
c

],

rechts .steht (wegen y \ die Summe
-^-[(n + l)

c

(n l)
c

]

-f- w [(n -f- l)
c~ 2

(w l)
c~ 2

] -{- Mithin miissen u und iiber-

haupt die Coefficienten von [(n -f- l)
c~ 2 *

(w l)
c~ 2i?

j
verschwinden.

Ob Bernoulli wirklieh so schloss, bleibt natiirlich ungewiss, doch

scheinen die verwertheten Satze alle von der Art zu sein, dass Jakob

Bernoulli sich ihrer bedienen konnte.

Der letzte unter Bernoullis Satzen ist leicht einzusehen. Ist

namlich n = 1, so besteht Snc nur aus dem einen Gliede l c =
l,

wahrend rechts vom Gleichheitszeiclien gleichfalls alle Potenzen von

n durch EinLeiten zu ersetzen sind, mithin die einzelnen Coefficienten

durch den Schlusscoefficienten zur Einheit er^nzt werden miissen.

Die Zahlen A, B, C, D, . . . haben bekanntlich spater den Namen
der Bernoullischen Zahlen erhalten. Eine Operation, auf welche

Jakob Bernoulli ein berechtigt grosses Gewicht legt, ist die Bildung
von Combinationen nebst deren Permutationen x

).
Er be-

handelt sie, beziehungsweise sucht die Anzahl ihrer Forinen sowohl

unter der Voraussetzung lauter von einander verschiedener, als aueh

wiederholt auftretender Elemente, und zwar sind in letzterem Falle

sowohl Combinationen mit unbedingter als mit bedingter Wieder-

holbarkeit 2

) der Untersuchung unterworfen. Bei den Combinationen

mit unbedingter Wiederholbarkeit der Elemente erscheint der poly-
nomische Lehrsatz 3

) als naheliegende und wichtige Anwendung.
Der III. Abschnitt 4

)
wendet die combinatorischen Lehren auf

Fragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung an. Etwas bunt durchein-

ander gewiirfelt erscheinen hier theilweise recht schwierige und mit

J

) Ars Conjcctattdi. Pars secunda. Caput VII De Combinationibus et Per-

tmitatioiiibus mixtim spectatis pag. 124 sqq. *) Ars Conjectandi pag. 133.

s
) Ebenda pag. 132: ulri quantitas literdlis a -{- b -{ c -\- d ducenda est in se qua

drate cubice etc.
4
) Ebenda pag. 138209.
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grosser Gewandtheit nngefasste Aufgaben, fiber welche in Kiirze zu

berichten nicht wohl angeht.

Dor IV. Abschnitt 1

)
blieb leider unvollendet Er sollte seiner

Ueberschrift nach 2
)
die Wahrscheinlichkeitsrechnung in ihren

Anwendungen auf burgerliche, sittlicke &amp;gt;und wirthschaft-

liche Verhaltnisse untersiichen, Er beginnt mit einem Einleitungs-

kapitel iiber Gewissheit, Wahrscheinlichkeit, Nothwendigkeit und ju-

falligkeit der Dinge
8
).

Die Wahrscheinlicbke.it wird als ein Orad der

Gewissheit erklart, von der sie sich unterscheide wie der Tbeil voua

Ganzen 4
).

In den nacMolgenden Kapiteln flihrt Jakob Bernoulli fort,

das zu entwickela, was man eine von llechnung freie DarstelluTig

der Wabrscheinlicbkeitslelire nennen konnte, mit wesentticher Beruck-

sicbtigitng der im IV. A)scbnitte TTQ beJiandelnden Gegenstaiwie. &quot;Sie

srind ganz nnderer Art als -die gewohnlichen Glticksspiele. Man it

bei Erscheinungen der Natur oder des menscblicben &amp;lt;Jeistes- &quot;\\^ie

Korperlebens nkbt im Stande, alle nioglicben oder einem Ereignisse

gunstigen und ungunstigen Falle zum Voraus genau zu zablen,

was man a priori nieht ihtjrv-orloefcen kann, das kann man

stens a posteriori, &amp;lt;L k aus dem, was bei ahnlichen Beispielen in

zahlrcichen Fallen beobacbtet wurde, berausscbarren 5
).

Nen -sei weder

dieses Verfahren7
welcfoes regelmassig im tagKcben Gebraucbe geiibt

werd, noch amcb das Bestrcben, sidh auf so zablreiche Erfaibrungen

als iaimer Baoglicb KU stiitzfoii, well dadurch die Gefabr, vom Ziele

al^znirren, verriaigert wird. Dagegen sei der Beweis neu, dass solcbes

aus den Gruudgesetzen der Kunst mit Notbwendigkeit folge. Aber

noch weiteres sei moglicli.;
woraii vielleicht Niemand .auch nur .ge-

dacht babe. Man k&nne imtersucben
,
ob bei Haufung der Beobach-

tungen die Wahrscbeinlicbkeit, dem eigeBtlicben Verhiiltnrese zwischen

den giinstigen .nn.d den ungiinstigen Fallen auf die. Spur z\\ kommen,

sich so steigere, dass *ie .jede igegebene Wahrscheinlichkeit iibertreffe,

oder ob diese Aufgabe so :zu sagen ibre Asymptote babe 6
),

d. b. ob

es einen bei beliebiger Haufung der Beobacbtungen dennoch nicht

iiberscbreitbaren Grad der Wahrscheinlicbkeit, das wahre Verhaltniss

der Falle gefunden zu haben, gebe. Man sieht, dass Jakob Bernoulli

l

)
Ars Conjcctandi pag. 210 :239. *) Ebenda pag. 210: Pars quarta

t-rndetis usum e.t applicationem praecedentis Doctrinae in-Civilibus, Moralibus et

Ofcononiicis.
s
) Caput I. Praeliminaria quaedam &amp;lt;le Cfrtittuline , Probalnlitate,

Necessitate et Contingentia Rerum. *) Ars Conjectawli\-png. 211: Probabilitas

*t. grfidun certititflinis et ab liac differt ut pars a-toto.
6
)
Ebenda pag. 224:

quod a priori eliccrf. non. datur, saltern a posteriori, hoc est ex eventu in simttibus

f.remplis invUoties obscrvato eruere litebit. ) Ebenda pag. 225: an vero Pro-

lilema, ut sic dicam, suam habeat Asymptoton.
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hier das Gesetz der grossen Zahlen enthiillt hat. Das Gesetz

selbst, darin hat er ganz Recht, war keineswegs neu. Wir wissen,

class Cardano (Bd. II, S. 538) es schon ziemlich deutlieh aussprach,

aber auch darin hat er Recht, dass noch nie versucht worden war,

das Gesetz mathematisch zu beweisen. Der Bernoullische Bowels 1

),

der sich auf die Binomialentwicklung und nicht grade naheiiegende

Eigenschaften der Binomialcoefficienten, insbesondere des uiittleren,

stiitzt, ist allzu verwickelt, als dass er in der uns geboteuen Kiirze

hier mitgetheilt werden konnte. Spatere Bearbeiter der Wahrschein-

lichkeitsrechming haben ihn vereinfacht und dadurch die Richtigkeit

des Gesetzes nur um so zweifelloser festgestellt.

Gemeinschaftlich mit der Ars Conjectandi hat Niclaus I. Bernoulli

einen franzosisch geschriebenen Brief iiber das Ballspiel, das sogenannte

Jeu de paume, veroflentlicht
2

).
Auch dieser Brief riihrt, wie Niclaus

Bernoulli in der Vorrede versichert, von Jakob Bernoulli her. Er

behandelt jenes Geschicklicbkeitsspiel unter der Voraussetzung, dass

die Kunstfertigkeit der einzelnen Spieler aus zahlreich durch dieselben

abgelegten Proben bekannt sei. Das ist wieder eine Wahrschein-
lichkeit a posteriori, und der Briefschreiber bedient sich hier wie

in der Ars Conjectnndi dieses Wortes, das nunmehr der Wissenschaft

erworben war. Als Beispiel der Wahrscheinlichkeit a posteriori dient

eine unbekannte Menge weisser und schwarzer Zettel, die in einem

Sackchen vereinigt einzeln herausgezogen und sofort wieder hinein-

geworfen werden, worauf jedesmal aufs Neue gehorige Mischung der

Zettel vorausgesetzt ist. Man konne beweisen 3

),
dass das Verhaltniss

der so gezogenen beiderfarbigen Zettel von dem der wirklich vor-

handenen schliesslich so gut wie gar nicht abweiche, so dass die

Gleichheit der beiden Verhaltnisszahlen zur nioralischen Gewissheit

werde 4
).

Auf die Ars Conjectandi, deren hohe wissenschaftliche Bedeutung
schon aus unserem Auszuge erkennbar sein dtirfte, folgte irn gleiehen

Jahre 1713 die zweite Ausgabe von De Montinorts Essay d Ana

lyse sur les Jeux de Hazard. Auch sie stellte keinen Verfassernamen

auf das Titelblatt, aber der Schleier, der schon bei der ersten Aus

gabe fur Fachmanner kaum vorhanden gewesen sein kann, da De Mont-

mort sein Buch vielfach verschenkte, war dadurch einigermassen ge-

J

) Ars Conjectandi pag. 228 238. Ein sehr ubersichtlicher Bericht bei

Eggenberger, Beitrage zur Darstellung des Bernoullischen Theorems etc. in

den Mittheilungen der naturforschenden Gresellschaft in Bern. Jahrgang 1893,

S. 121129. *) Auf dem Titelblatte des Druckes von 1713 heisst. esr Epistola

Gallice scripta de Ludo pilae reticuJaris. *) ctdnt memc une chose demontrcn
4
) qu il sera morale-went certain.
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liiftet, (lass Briefe, die in dein letzten Abschnitte abgedruckt sind,

von Montinort aus datirt sind 1

), und dass bei einem derselben 2
) die

Unterschriffc R. de M . . . vorkommt. Diese Briefe sind Bestandtheile

eines Briefwechsels mit Johann Bernoulli und Niclaus I. Ber

noulli, durch dessen Veroffentlichung De Montmort, wie er in der

Ankiindigung an die Leser 3
) sagt, seine Schriftstellereitelkeit der Liebe

zur Wissenschaft opferte. In demselben neuen Vorworte*) wendet

sich De Montinort gegen De Moivre und dessen (S. 337) von uns

erwahnte Bemangelung der ersten Ausgabe in einer eigentlich durch

die Aeusserungen in der Mensura sortis nicht gerechtfertigten Breite.

Er fugte geschichtliche Notizen hinzu. Dahin gehort, dass De Mont-

mort seit April 1713 den Anfang des Commercium Epistolicum kannte 5
),

der ihm von Seiten der Royal Society zugeschickt worden war. Dahin

gehort ferner eine Erwahnung von Cardanos Abhandlung De ludo

alme (Bd. II, S. 537 538), deren Bedeutung De Montmort aber nicht

richtig wurdigte, wenn er sagte, man finde dort nur Belesenheit und

die Moral betreffende Gedanken 6
).

Auch Caramuel wird als Yer-

fasser einer als sehr unbedeutend geschilderten Schrift fiber das

Wiirielspiel, Kybeia genannt
7

), von der wir wissen (Bd. II, S. 771),

dass sie nur ein einzelnes Kapitel seiner Mathesis Triceps war. End-

lich ist von einem Aufsatze Leibnizens iiber Spiele in den Miscellan.

Berolin. I die Rede 8
).

In dem eigentlicben Texte fehlt es gleichfalls

nicht an geschichtlichen Erinnernngen. Von einigem Interesse durfte

es sein, dass Descartes 9

) als der Erfinder der Methode der unbe-

stimmten Coefficienten geruhmt ist, und dass die
f Erscheinungszeit

der Ars Conjectcmdi auf den Anfang des Monats September 1713 an-

gegeben ist
10

).
Aus diesem Datum, zuzammengehalten mit dem des

0. November 1713, unter welchem die neue Auflage des Essay d Ana

lyse gutgeheissen ist, ergibt sich die Unabhangigkeit, mit welcher

beide Drucker nebeui einander hergingen. Das Werk De Montmorts

konnte von dem Jakob Bernoullis unmoglich mehr stark beeinflusst

werden, weil es, als dieses herauskam, selbst schon nahezu im Drucke

vollendet war.

Was nun die eigentliehen analytischen Ergebnisse der neuen

Ausgabe betrifft, so konnen wir uns mit wenigen Bemerkungen be-

gniigen. Wahrend in der ersten Ausgabe combinatorische Betrach-

tungeu erst spaterhin auftreten, sind sie, und zwar auf den Rath von

) Essay d Analyse etc. pag. 303 und ofter. *) Ebenda pag. 370.

*) Ebenda Avertissement pag. XXVI.
4
)
Ebenda pag. XX VII XXXI. 6

) Ebenda

pag. XXXV. 8
)
Ebenda pag. XL: On n y trouve gue de ftradition ft des /-

flexions morales. 7
;
Ebenda pag XI^ und 387. *) Ebenda pag. XLL

*, ETaenda pag. 321. 10
) Ebenda pag 401
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Niclaus I. Bernoulli 1

),
in der zweiten Ausgabe als erster Abschnitt

an die Spitze gestellt. Grade diesem ersten Abschnitte gehoren drei

Satze an, die wir hervorheben. De Montmort macht 2
)

auf die

zwischen Wahrscheinlichkeitszahlen und Polynomialcoefficienten vor-

handenen Beziehungen aufmerksam. Er spricht aus 3
),

dass die 1 als

Divisor raitgerechnet und a
t ,

a
2 ,

. . . o als Primzahlen gedacht, die

Divisorenzahl von a/
1
a/

2 ...
/&quot;

sich durch das Product

(e, + 1) (e, + 1) . . . (e, + 1)

darstelle. Er lasst
4
) figurirte Zahlen mit in jeder neuen Zeile neu

hinzutretenden Erzeugungszahlen, yenerateurs, bilden. Der Name gene-

rateur und die Bildungsweise von

a a a a a a

I a -f 6 2a -f b 3a -{- & a -f l&amp;gt;

c a + & + c 3a + 2& + c 6a + 36 -f c

d a -f- & -f c -f d 4a -f- 36 + 2c -f A

a a

ba -f- fc 6a -j- 6

10a + 46 -f c 15a -f 56 + c

10a + 6i + 3c + rf 20a+ Wb + 4c + d

erinnern zu sehr an das, was Leibniz seiner Zeit (S. 77) als diffe

rentiae generatrices bekannt war, und was De Montmort in dem Com-

mercium Epistolicum aufgefallen sein mochte, als dass wir nicht

darauf hinweisen soilten. Der zweite
;

dritte und vierte Abschnitt

handeln von Spielen, deren Gewinnwahrscheinlichkeiten combinatorisch

untersucbt werden. Den funften Abschnitt bilden Briefe.

Wir haben von demselben schon oben reden miissen. Der erste

Brief ruhrt von Johann Bernoulli her 5
),

welcher an De Montmort

kritische Bemerkungen zur ersten Ausgabe des Essay d Analyse ge-

richtet hatte, und ahnlichen Inhaltes ist auch ein erster Brief von

Niclaus I. Bernoulli 6

).
An letzteren kniipfte sich dann ein ganzer

Briefwechsel, in welchem neben mancherlei Spielen auch Integral-

rechnung und hohere Curvenlehre der Gegenstand gelehrter Unter-

haltung bildeten. Der Zeit nach erstrecken sich die Briefe vom
17. Marz 1710 bis zum 15. November 1713, der letzte muss folglich

nach der Gutheissung des Druckes vom 9. November Aufhahme ge-

*) Essay d Analyse etc. pag. 334336.
*) Ebenda pag. 34.

&quot;)

Ebenda

pag. 55. 4
)
Ebenda pag. 63. ) Ebenda pag. 283298. Der Brief steht

auch in Job. Bernoulli Opera I, 453 468. a
) Essay d!

Analyse etc.

pag. 299303.
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funden haben. Ain bekanntesten ist ein Brief yon Niclaus I. Ber

noulli vom 9. September 1713 geworden. Der Briefschreiber stellt

in ihm folgende Aufgabe
1

):
A verspricht dem B einen Thaler, wenn

er mit einem gewohnlichen Wiirfel gleich beim ersten Wurfe 6 Augen

werfe, 2 Thaler, wenn er die 6 im 2. Wurfe wirft, 3, 4 Thaler, wenn

er erst im 3., 4. Wurfe die gewiinschte Augenzahl erreicht u. s. w.

In einem zweiten Falle zahlt A dem S in geometrischer Reihe wach-

sende Belohnungen. Man fragt nach J5 s moralischer Erwartung,

quette est Vesperance dc. B. De Montmort meint in seiner Antwort 2

),

die Aufgabe biete keinerlei Schwierigkeit. Es handle sieh nur urn

die Auffindung von Reihensummen
,
bei welchen Zahler als arithme-

tische oder als geometrische Progression, als
2.,

3. Potenzen u. s. w.,

Nenner aber in geometrischer Progression auftreten. Wir werden im

nachfolgeuden letzten Abschnitte unseres Bandes die Arbeiten von

Daniel Bernoulli aus den Jahren 1730 und 1731 kennen lernen,

welche unter Abandoning der Bedingungen der Aufgabe ihre Schwierig

keit, aber auch ihre theoretische Bedeutung wesentlich steigerten.

Unter den von De Montmort genannten Arbeiten war auch eine

Abhandlung von Leibniz. Dass es dem Manne, von dem wir (S. 333)

sagen durften, er habe die combinatorische Analysis in das Leben ge-

rufen, nicht an Interesse fur Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen fehlte,

ist nur naturgemass. Schon 1687 ausserte sich Leibniz in einem

Briefe an Vincent Plakke oder Placcius 3

),
der seit 1675 Pro

fessor am akademischen Gymnasium in Hamburg war, iiber das tho-

richte Beginnen der Rechtsgelehrten und der Aerzte, welche den

Mund vollnehmen mit Ausdrucken von der Art, dass Grunde nicht

nach der Zahl, sondern nach dem Gewichte zu schatzen seien, und

die doch von einer Waage nichts wissen, auf welcher die Grande

gewogen werden konneri 4
).

Mit den Mathematikern miisse man die

Gewissheit als Ganzes, die Wahrscheinlichkeiten als dessen Theile be-

trachten. Wahrscheinliches verhalte sich zum Wahren wie ein spitzer

Winkel zu einem rechten. Rechtsentscheidungen, Theilungen u. s. w.

sollten nach den Gesetzen dieser Wahrscheinlichkeit stattfinden, so

dass, wenn zwei Leute L und M an eine Suinme Anspruch erheben,

und es doppelt so wahrscheinlich sei, dass L als dass M im Recht

sei, eine Theilung der Sumrne im Verhaltnisse 2 : 1 zwischen beiden

stattzufinden haT3e. Bei den Gerichteii sei freilich eine derartige

Theilung nicht im Gebrauch.

J
) Essay d Analyse etc. pag. 402. *) Ebenda pag. 407.

&quot;) Allgemeine

deutsche Bi^raPhie XXVI, 220 Artikel von R. Hoc he. *) Der Brief ist ab-

gedruckt in der 1768 durch Dutens veranstalteten Genfer Gesammtausgabe der

Leibnizisciien Werke Bd. VI S. 3637.
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Es kann ferner nicht Wuuder nehraen, dass im Briefwechsel

zwischen Leibniz und Jakob Bernoulli die Wahrscheinlichkeits

rechnung beriihrt wurde. Im April 1703 schrieb Leibniz *) zuerst,

er habe davon gehort, dass die Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche

er sehr hoch schiitze, von Jenem bedeutend ausgebildet worden sei;

er seinerseits wiinschte, dass Jemand verschiedene Spiele rechnungs-

massig behandelte, das sei eine angenehme und ntitzliche Aufgabe

und auch eines schwerwiegenden Mathematikers nicht unwiirdig.

Jakob Bernoulli antwortete im October 2

),
es sei wahr, dass er schon

seit Jahren an eineni Werke iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung sitze

und nur den letzten Abschnitt der Anwendung auf biirgerliche, sitt-

liehe und wirthschaftliche Gegenstande nicht vollendet habe. Er er-

klilrt nun, was er Wahrscheinlichkeit a posteriori nenne und fahrt

fort, es sei merkwiirdig, dass auch der Diimmste durch einen natiir-

lichen Trieb das Gefiihl habe, bei Mehrung der Beobachtungen komme

man der Wahrheit immer naher. Dieseii Satz konne man aber genau

und mathematisch beweisen. Man konne noch weiter gehen, und er

sei im Stande, die Zahl der Beobachtungen anzugeben, welche dazu

fuhren, dass es lOOmal, lOOOmal, lOOOOmal wahrscheinlicher, mithin

moralisch gewiss werde, dass ein aufgestelltes Zahlenverhaltniss der

vorkommenden Falle das richtige sei, und dieses genuge, urn unseren

Vermuthungen im burgerlichen Leben eine wissenschaftliche Orund-

lage zu geben. Sein Bruder Johann, erzahlt Jakob Bernoulli in dem

gleichem Briefe, wisse schon seit 12 Jahren von dem Satze, habe

aber aus Verkleinerungssucht sich unwissend gestellt, als De 1 Hdpital

ihn einmal dariiber befragte. Leibniz 3
)
wollte auf diese Erfahruags-

wahrscheinlichkeit nicht viel geben. Ein Brief vom 3, December ent-

halt seinen Einwurf, eine folgende Erfahrung konne vorherghende
fiber den Haufen werfen, Neue Krankheiten konnten z. B. entstehen,

welche friihere Annahmen fiber die Dauer &amp;lt;les menschlichen Lebens

umstossen. Am 20, April 1704 bleibt Bernoulli*) bei seiu&amp;lt;en Behaup-

tungen. Es handle sk h um einen mathematisch streng bewiesenen

Satz, dessen Beweis, wie er wiederholt, Johann Tor 12 Jahren sah

land richtig fand. Neue Krankheiten konnten allerdmgs entstehen,

aber claraus folge nur, dass immer neite Beobachtungen angestellt

werden mussen, und dass es gewiss sei, dass Derjenige imgeheuer von

der Wahrheit abweichen -wurde, der versucben wollte, aus heutigen

Londoner und Pariser Beobachtungen Schlusse anf die Lebensdauer

der Patriarchen vor -der Sintfluth zn ziehen. Am 2. August fiigte er

*) Leifcrniz H[, 71. *) Ebenda HI, 77 78. s
) EbenJa HI, 8384.

4
) Ebenda 3H, 8-7 89.
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hinzu 1

),
wenn die Erfahrung auch nur naherungsweise Sterblichkeits-

zahlen liefere, so sei das selbst in der Geometric nicht unerhort.

Das Verhaltniss des Kreisdurchmessers zur Peripherie konne genau

nur durch unendlich viele Decimalstellen der Ludolphischen Zahl an-

gegeben werden, und doch habe Archiined es geniigend erklart, indem

er es zwischen die Grenzen 7 : 22 und 71 : 223 einschloss. Leibniz 3
)

liess am 28. November das Beispiel mit der Ludolphischen Zahl nicht

gelten. Bei dieser bringe jede neue Decimalstelle eine vermehrte An-

naherung. Ob aber jede neue Erfahrung die bisherigen Annahmen

stets verstarke, wisse man nicht. Jakob Bernoulli antwortete nicht

mehr. Am 28. Februar 1705 fragte er zwar wiederholt 3
),

ob Leibniz

ihm nicht die Schrift De Witts fiber Sterblichkeit, welche schon vor-

her in dem Briefwechsel mehrfach erwahnt wurde, leibweise zuschicken

wollte, aber auf eine weitere Yertheidigung seiner Erfahrungswahr-

scheinlichkeit liess er sich nicht ein. Im April etwa erwiderte

Leibniz 4
), er konne De Witts Schrift zunachst nicht auffinden, Ber

noulli wurde aber in ihr kaum Neues entdecken. Sie beruhe auf

denselben Grundlagen des zwischen gleich Ungewissen zu nehmenden

arithmetischen Mittels wie Pascals Triangle arithmetique und Huygens

Wurfelabhandlung. Man wird in dieser Hinweisung Leibnizens keiuen

Widerspruch gegen unsere Bemerkung (S. 341), Jakob Bernoulli habe

Pascals Triangle arithmetique nicht gekannt, finden wollen. Jakob

Bernoulli starb im August 1705. In den vier Monaten, welche

hochstens zwischen seinein Tode und dem Empfang des Leibnizischen

Briefes lagen, war er meistens krank. Er hat deshftlb wahrscheinlich

von jenem Hinweis keinen Gebrauch mehr machen kounen.

Im December 1705 ausserte sich Leibniz 5
) gegen den schottischen

Edelmann Thomas Burnett de Kemney, er billige es sehr, wenn

man fiber Verstandesspiele schreibe, nicht gerade urn ihrer selbst

willen, aber weil derartige Untersuchungen in der Kunst des Denkens

weiterbringen.

Der erste Band der Veroffentlichungen der Berliner Akademie,

der 1710 unter dem Titel der Miscellanea Bcrolinensia im Drucke

erschien, enthielt einen kurzen Aufsatz von Leibniz fiber einige Spiele.

Das war derjenige Aufsatz, von welchem De Montmort in der zweiten

Ausgabe seines Essay d Analyse des jeux de Hazard sprach (S. 350).

Leibniz erzahlt darin, dass De Mere seiner Zeit durch Spielaufgaben

Pascal die erste Anregung zur Wahrscheinlichkeitsrechnung gegeben

)
Leibnia III, 91. *)

Ebenda IU, 04.
8
)
Ebenda IE, 95.

4
)
Ebenda

III, U9. 6
) Leibniz, Philosophische Schriften (berausgegeben von C. J. Ger-

hardt) IE, 304.
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habe (Bd. II, S. 754), dass dann Fermat, nach diesem Huygena tiefer

eingedrungen seien. Er erwahnt, er selbst habe wiederholt zu Unter-

suchungen fiber Spiele aufgefordert, nicht der Spiele halber, sondern

wegen der bei der Untersuchung anzuwendenden Kunst der Erfindung.

Unter den Spielen, die er als Beispiel nennt, ist das Solitiirspiel,

und Leibniz meint, aus demselben lasse sich durch Umkehrung ein

noch eleganteres Spiel bilden, wenn man, anstatt die Steine allmalig

vom Solitarbrett zu entfernen, solche vielmehr allmalig, unter Um-

kehrung der fur ihre Entfernung giltigen Regeln, auf das Brett zu

bringen und dadurch eine vorgeschriebene Figur zu er^eugen sich

bestrebe. Auch von einem chinesischen, von einem altromischen Ver-

standesspiele ist gelegentlich die Rede, aber nirgend geht Leibniz

iiber allgemeine Redensarten hinaus. Wie er insbesondere die Be

handlung des Solitarspiels und dessen Umkehrung aufgefasst wissen

will, sagt er nirgend.

An den geistreichen und gelehrten Louis Bourguet aus Neuf-

ehatel, der sich damals in Venedig aufhielt, schrieb Leibniz im Miirz

1714 zur Empfehlung von Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen. Er namite

hier neben De Mere und Pascal, neben Fermat und Huygens noch

De Witt und Hudde und endlich Jakob Bernoulli, den er auf jenes

Gebiet hingewiesen habe 1

), was allerdings, wie wir wissen, nicht zu-

trifft. Leibniz war mit seinen Hinweisungen erst gekommen, als die

Ars Cogitandi langst in Arbeit war. In dern Briefe an Bourguet ist ^
auch der Unterschied zwischen Wahrscheinlichkeit a priori und a po
steriori erwahnt.

j^J

Ein weiterer Correspondent Leibnizens war Nicolas Remond
in Paris, der Bruder von Pierre Remcmd De Montrnort. Auch ihm n

gegeniiber riihmte Leibniz im Februar 1715 die matheraatische Be-

schiiftigung mit Spielen und erkundigte sich, ob der Bruder nach

seinem Wunsche fortfahre Solches zu iiben 2
).

Remond De Montniort war gleichfalls einmal in brieflichein

Verkehre mit Leibniz, Er hatte ihm seinen Essay d Analyse des jeux
de Hazard in erster wie in zweiter Auflage zugeschickt, aber beide

Sendungen gingen verloren, wie wir einem Briefe De Montinorts vom
Februar 1714 entnehmen 3

).
Erst zwei Jahre spater, im Januar 1716,

antwortete Leibniz 4
),

und hier finden sich immer wieder die gleichen

Anpreisungen einer niathematischen, die Erfindungsgabe scharfenden

Bearbeitung der Spiele, sowie die Erwahnung der in den Miscellanea

T

) Leibniz, Philosophische Schriften (herausgcgeben von C. J. Gerhardt)
III, 570: Feu Monsieur Bernoulli a, cultivc ccttc matiere sur mes exhortations.

) Ebenda III, 638 G39. 8
) Ebenda III, 666. 4

) Ebenda III 667669.
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Berolinensia von 1710 abgedruckten Bemerkungen fiber das Solitiir-

spiel. Die Benutzung De Montmorts als Mittelperson im Prioritats-

streite (S. 323) fiel kurze Zeit spater.

Fassen wir, was in diesem Kapitel von Leibniz zu erwahnen war,

und was wir erwahnten, weil es eben um Leibniz sich handelte, zu-

sainmen, so ist das ausserst diirftige Ergebniss, dass Leibniz bei oft

ausgesprocbenem Interesse fiir die Wahrscheinlichkeitsrecbnung niclits

in ihr leistete.

Recht geringfiigig sind ferner zwei Aufsatze in den P. T. fiir

1715 von Niclaus I. Bernoulli 1

)
und von De Moivre 2

).
Sie be-

treffen nur anderweitige Auflosungen einer Aufgabe, welche schon

in De Moivres Measura sortis von 1711 vorkam.

Von hoher Bedeutung war dagegen ein neues Werk von DeMoivre.
seine Doctrine of Chances, welche erstmalig 1718, dann in zweiter

veranderter und vielfacb erweiterter Ausgabe 1738, zuni dritten Male

1756 gedruckt ist. In die zweite Ausgabe ist neben anderen Zu-

satzen der Inhalt einer 1724 besonders veroftentlichten kleinen Schrift

De Moivres Annuities upon Lives, welclie selbst mehrere Auflagen

erlebte, hineingearbeitet
s

)
und nicbt minder Tbeile seiner Miscellanea

analytica von 1730. Die spaten Dinge iibergehen wir hier selbst-

verstandlich in unserem Berichie, um sie erst im folgenden Abscbnitte,

wohin sie ihrer Entstebungszeit nach geboren, zur Spracbe zu bringen.

Die Doctrine of Chances ist aus der Mensura sortis von 1711 heraus-

gewacbsen, und sie verleugnet diesen ihren Urspmng keineswegs.

Grundlegend ist und bleibt die Binomialentwicklung (S. 338), deren

einzelnen Gliedern bestimmte Deutungen als Wahrscheinlicbkeitszablen

beigelegt werden. Und noch Eines ist De Moivres Entwicklungen
in nocb hoherem Grade als denen seiner Vorganger eigenthfimlich.

Er benutzt regelmassig fruhere Aufgaben in den spateren, die er auf

jeue zuriickfiihrt, und in jeder einzelnen Aufgabe iibt er nicbt minder

Zuriickfiihrung in dem Sinne, dass er auftretende Zahlenergebnisse

durch bestimmte Bucnstuben ausdriickt, welche im weiteren Verlaufe

der Rechnung mitgefiihrt werden. Neben diesen allgemeineu Erschei-

nungen sollen noch sehr wenige Einzelheiten erwahnt werden. Die

eine besteht darin, dass, wabrend andere Schriftsteller combinatorische

Siitze voranstellten, aus welcLen sie Folgerungen f iir die Abschatzung

von Wahrscheinliehkeiten zogen, De Moivre es grade entgegengesetzt

machte 4
).

Wie gross ist die Wahrseheinlichkeit, fragte er, fiir die

) P. T. XXIX, 133144. *) Ebenda XXIX, 145168. *) Uns lagen

die Doctrine of Chances von 1738 und die dritte Auflage der Annuities itptm

Liccs von 1760 vor, nach welcher wir citiren.
4

) Doctrine of Chances. Pro

blem XVI, XVII, XVIII
i&amp;gt;ug.

7274.



Combiiiatorische Analysis. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 357

Elemente aabbbcccc grade in dieser Reihenfolge zu erseheineu? Das
2

eine a zuerst zu greifen, hat die Wahrscheinlichkeit y, alsdami das

zweite a zu wahlen die Wahrscheinlichkeit --- Nun sind noch 7 Ele-
o

mente vorhanden. Unter ihuen das erste, zweite, dritte b zu erfassen,321
geschieht mit den WahrscheinlichkeittMi

, ,
--. Die 4 zuletzt

allein iibrigen c miissen gewiss, also mit der Wahrscheinlichkeit 1,

nachfolgen. Das Product aller Wahrscheinlichkeiten ist .demnach213211 1

&amp;lt;r ~5&quot; ~f ~z~
~

~r ZR &amp;gt;

1260 ist die Anzahl der aus deii
9 o 7 o 6 1 li(5U

gegebenen Elementen zu bildenden Permutationsformen, eine Rech-

nung, die in einem Zusatze mit allgemeinen Buchstaben statt der

Zahlen 2, 3, 4 wiederholt wird. Wie gross, fragt De Moivre weiter,

ist die Wahrscheinlichkeit, aus den Elementen a, b, c, d, e, f grade
die zwei a, b oder die drei a, b, c blindlings zu ergreifen? Zuerst

2
a oder b zu ergreifen, hat die Wahrscheinlichkeit -r - Alsdann den

von beiden Buchstaben zu greifen, der des erste Mai verfehlt wurde,

hat die Wahrscheinlichkeit Das Product beider Wahrscheinlich-

2 1
keiten ist Im anderen Beispiele sind, wie leicht ersichtlich,

. 321
die mit einander zu vervielfachenden Wahrscheinlichkeiten

, -^- ,
-r-

6 5 7 4

Auch hier erweitert ein Zusatz die Aufgabe auf das Ziehen von p
bestimmten Buchstaben unter w, die alle von einander verschieden

sind, und die Anzahl der entsprechenden Combinationsformen erweist

sich als -i--^^-ILJL-2. Eine andere nicht uninteressante
1.2...^)

Einzelheit 1

)
besteht in der wieder von Wahrscheinlichkeitsbetrach-

tungen ausgehenden Beantwortung der Frage, wie viele Permutations-

formen aus w von einander verschiedeuen oder zum Theil unter ein

ander gleichen Elementen es gebe, in welchen eine gegebene Anzahl

von Elementen, nicht mehr noch weniger, grade an der Stelle sich

befinde, welche ihrer eigenen Rangordnung eutspricht.

Wir erwahnten oberi, dass De Moivre 1724 ein Biichelchen

unter dem Titel Annuities upon Lives dein Drucke ubergeben habe.

De Moivre ging bei diesen Untersuchungen, wie er in der Vorrede

erklart, von Halleys Tafeln aus und fand, dass die Abnahine der

Lebendeu innerhalb betrachtlicher Zeitraume in arithmetischer Pro

gression erfolge
2

). Rechnuug lehrte ihu dann, dass man nicht einmal

)
Doctrine of CJianccs. Problem XXXIV, XXXV pag. 05103. *) An-

nu Hies upon Lives pag. VIII: Two or three years after the Publication of the
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verschiedene arithmetische Progressionen aneinanderzureihen brauche,

sondeni dass man vom 12. bis zum 86. Lebensjahre eine einzige mit

gleichen Unterschieden von Jahr zu Jahr abnehmende Zahl der Leben-

den voraussetzen diirfe. Die nach oben und unten vorkommenden

Abweichungen hoben sich in ihren Ergebnissen auf. Diese Annahine

bildet demnach eine Grundlage der Satze und Tafeln, welche den

Hauptbestandtheil der kleinen Schrift ausmachen. Erst einern An-

hange ist es vorbehalten, die Beweise fur die vorher ausgesprochenen

Behauptuugen zu bringen. Als Beispiel moge die erste der be-

wiesenen Formeln dienen 1

).

Lebensergiiuzung
2

)
nennt De Moivre die Anzahl n der Jahre,

welche zwisehen dern Alter des Rentennehniers und dem hochsten

Lebeusalter, als welches das Alter von 86 Jahren gilt, liegen. Als

Zinsverhaltniss 3
)

wird unter Ajinahme von |)-procentiger Verzin-

suug der Ausdruck r = 1 -}- benannt. Die Rente selbst soil 1

betragen. Der Baarwerth einer unter alien Umstanden, also gleich-

giltig ob der Rentennehmer am Leben bleibe oder inzwischen sterbe,

n Jahre lang eiuzuzahlendeii Rente 1 sei P, so wird der Baarwerth

der auf Lebensdauer des 86 n-jahrigen Rentenuehmers vereinbarten

1 ~
i p

Einheitsrente sich auf -. belaufen. Wenn das Absterben der
r l

Altersgenossen des Rentennehmers innerhalb n Jahren so stattfindet,

dass die Anzahl der Lebenden sich jahrlich um Grleiches vermindert,

so betragt diese Durchschnittszahl der Todesfalle jahrlich
-- der zu

Anfaug Lebenden, oder die Wahrscheinlichkeit das nachste, das nach-

folgende, . . . das wte Jahr zu erreichen ist -

,
-

,...-- Mit

ihr wird die Rente 1 vervielfacht und der Baarwerth dureh Division

mit entsprechenden Potenzen von r gefunden. Die Baarwerthe samuit-

licher Jahresbetrage vereinigen sich also zu

nr

l.n 2, ,

1~
*-&quot; 1

welche n --
1-gliedrige Reihe zu summiren ist. Dazu bediirfe es,

erklart De Moivro 4

), eiuer etwas mehr als gewohnlichen Fertigkeit

in der Reiheulehre, und deshalb wolle er die Formel nicht ableiten.

first Edition of nvy Doctrine of Chatmes I took the Subject into consideration;

and consulting Dr. Honey s Table of Observations, I foutid that the Decrements

of Life, for considerable Intervals of Time, were in Arithmetic Progression.
!

) Annuities upon Lires pag. 86. *) Complement of Life.
3
)
Kate

of Interest. *) As the Reasonings that led me to that general Expression, re-



Corubinatorische Analysis. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 359

Er begnugt sich damit, sie nachtraglich zu beweisen. Die von ihni

als P bezeichnete Grosse sei bekannt. Sie sei

p _ . _ . i i i
&quot;

r l f t I

j.3

~
I , t

Daraus folge

- r p W l l l l

n n nr nr* nr*~ l

Dann sei ferner

r
~

I
= Y + 7* + 73 + *

Multiplicire man beide Reihen niit einander, so entstehen die Theil-

producte

etc
nr &amp;gt; nr nr nr nr

1---P
liefere, das heisst die Reihe, als deren Suinme ^ genannt
worden sei.

Bei Untersuchung des Werthes verbundener Lebensrenten J

)
nimmt

De Moivre seine Zuflucht zu einer kiinstlich erfundenen Lebensdauer 2

),

bei welcher angenommen wird
;

die Wahrscheinlichkeit im folgenden

Jahre bei Leben zu bleiben, beziehungsweise zu sterben, sei stets

gleichbleibend rj und . v
, oder, inittels a -J- b = s, die Lebens-

wahrscheinlicbkeit fiir das ie nachste Jahr sei Die Wahrschein-J s

lichkeit ein 2., 3.. 4 Jahr zu erreichen 1st demnach ,
. -a *

i
S 8~ S 8

und der Baarwerth einer Einheitsrente bestebt in der Surame der

quires something more, that an ordinary Skill in the Doctrine of Series, I shall

forbear to mention them in this Place.
l

) Annuities upon Lives pag. 87 92. 2
)
a fictitious Live.

CA.MTOR, Geschicktu dur Matliemntik III. 2. S. Aufl. 24
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treometrischen Progression \- -=-s -f-
- - -4- - Hatte

rs r~ s~ / *&quot; &amp;gt;.* a

man nun vorher den Werth der Einheitsrente als M kennen gelerni,

so folfft 31= , =, ,
oder die Lehenswahrscbeinlichkeit

rs a ,s Jf-4-1

fur jedes nachste Jahr unter Annahme der kimstlichen Sterblfehkeits-

ordnung ist nachtraglich recimungsmassig gefunden.

Ein spaterer Schriftsteller, dessen Leistungen auf alien Gebieten

dor Mathematik im XVIII. Abschnitte unsere Bewunderung; in An-

spruch nehmen werden, aber auch dort nicht sammtlich zur Rede

koraraen konnen, weil wir genothigt sind eine Zeitgrenze einzuhalten,

Leonhard Eul.er
;

bat in den Abhandlungen der Berliner Academic

fur 1700 De Moivres kunstliche Sterblichkeitsordnung als die that-

sao.hlich Torliandene betrachtet 1

).

Weim ein Ergebniss der Wahrscheinlichkeitsrechnnng statt der

Wirklicbkeit genomuien wird, so ist damit ein Fehler verbunden.

Noch weniger vermeidet man Febler, wenn das Ergebniss einer Be-

obachtung als unbedingt wahr betrachtet wird. Diesen Fehler einer

Schatzung zu unterbreiten ist nach und nach eine der wichtigsten

Aufgaben geworden. Schon Jakob Bernoulli hat ihr in seiner

Fassung des Gt seizes der grossen Zahlen bis zu einem gewissen Grade

seine Aufmerksamkeit zugewandt. Eine Fehlerschiitzung bei astrono-

inischen und geodatischen Aufgaben hat zuerst Roger Cotes in

seinem nachgelassenen 1722 gedruckten Aufsatze Aestlmntia errorum

in inixta matheai per variationes partium trianyuli plani et spJiaerici

versucht, indem er zngleich den Begriff eines von einatider verschie-

denen Gewichtes der Beobachtungen eiufuhrte. Wir werden

dariiber im 99. Kapitel berichten, wenn wir die gleicho Abhandlung

in anderem Zusammenhange besprechen. Wir verweisen einstweilen

nur mit diesor leisen Andoutung auf eine spatere Stelle.

97. Kapitel.

Reibenlehre. DifFereiizeiireelinung.

Wir sahen ira 85. und 86. Kapitel die Lehre von den unendlichen

Reilien outstehen und sogleich ein gewaltiges Wachsthum annehmen.

Wenn auch etwas geringer, ist der Zusatz, den diese Lehre in dem

ersten Viertol des achtxehnten Jabrhuriderts erbielt, und den wir jetzt

7.u schildern habcn, keineswogs unbedeutend. Wir werden uns ge-

stalten, bei diese r Gelegenheit auch einige Untersuchungen zu er-

!

)
RfcJierches general sr la worialitt et la multiplication (lit genre humain.
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w&linenj. von. dbmssc esr, zweifelhaft sein konntey.ob sio rnifc R^eeM bier

zur Behandlung; kommen^ weiche wir afeer anderwiirts noolr. weni^er

gat unterzabringea wisaen,

So zc B. gehoren &amp;lt;sfe- 1703 in den Abhandlungen dor Pkriseir

Aeademie des Science* vcm: Leibniz 1
)
veroffentltahten Gedankon: iiltev

eirt Zahlensystem mit der Grnndzahl 2 nut sehr bedingtfer Weise

zur Reihenlehre. Leibniz hat sehon 1698 die tirundxiige seiner

Dyadik in einem Brieftr an Jofe Ch. Schtdenbnig?) auseinandergesct /i;

and dort behauptet, sich sckon seit zwanaig uad mehr Jakren ditmit

beschaftigt za haben 3
).

Em- Dnxeke aber spracb er;.wie bemerkty. ersfe

1703.~es aus, dass die bedden ZsMzeicheni und: 1 :

genugen, jede b&-

liebige Zahl dar/ustellfen,,. oder antlers
ausgedriickt&amp;gt;

dass jede. Zahl in

eine nach Potenzen der Ghmndzalal 2 fortschreitende Reihe entwickelfc

werden konne, deren Coeffibienten msr oder 1 seien. Zum prak-

tisehen Gebrauche empfiehlt Leibniz dieses Zweiersystem allerdings

nicbt Die Reihen werden flir nur massig grosse Zahlen viel zu lang,

jetlenfalls weit langer als sie in dem Systeine von der gewobnten
Grundzahl 10 ausfallen, oder gar in einem solchon von der Gmnd-
zabl 12 oder 16 ausfallen wiirden, wenn man ein solches in Uebung
hatte, Nur das tbeoretiscbe luteresse wird b&rvorgehoben, xmd ferner

glaubte Leibniz irrigerweise die eliinesiscben Kuas als dyadisch ge-

scbriebeue Zablen erklaren zu konnen (Bd. I, S. 10).

Eine mit der Reibenlebre nabe verwandte Aufgabe ist die Auf-

findnng des Znsammenbangs zwisehen trigonometriscben Functioneu

eines einfacben und eines vieifacben Winkels. Vieta (B.d. II, S. 60G

bis 608) hat sich 1594 dieser Aufgabe zugewandt, rund ein Jabr-

hundert spater erscbien sie neuerdings auf der Tagesordnung. Jo-

bann Bernoulli 4
)
wies im Juniheft 1700 der A. K darauf bin. Im

Decemberbefte ausserte sich Jakob Bernoulli 5

)
daruber. Die Auf

gabe der Winkeltheilung, sagte er, sei algebraiscbr wenn die Theilung
in ganzzahligen Verhaltnissen ausgefubrt werden solle, transcendent,

wenn eine unbestimmte Theilung in ganz beliebigem Verhaltnisse

verlangt werde. Wir wissen, dass die beiden Briider Bernoulli jedve

Gelegenheit, ob passend oder unpassend, ergriffen, um sich Unan-

nehmliehkeiten zu sagen, und dass die Wissenschaft aus ihrem ge-

hassigen Verfabren Nutzen zu ziehen pflegte. Job ann Bernoulli 6
)

gab im Aprilhefte 1701 eine Reihe, welche die Sehne des wfachen

Bogens auf die des einfachen zuruckfiihrte, und welche nur bei ganz-

1

) Leibniz VII, 223227. s
) Ebenda VII r 240242.

3
) Etsi haec

jam a viginti ac amplitis annis in mente habuerim. 4
) Job. Bernoulli Opera

I, 331332. 5
)
Jac. Bernoulli Opera II, 892. 6

)
Job. Bernoulli Opera

IT 386 389.

24*
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zahlig positivem n abbrechend, in anderen Fallen unendlich ver-

laufend, das Algebraische mit dem Transcendenten in eine Formel

vereinigte; ein Beweis wurde nicht gegeben. Dafur erbrachte ihn

Jakob Hermann
*)

im Augusthei t 1703 derselben Zeitschrift. Der

Beweis stiitzte sich auf den sogenannten ptolernaischen Lehrsatz voua

Sehnenviereck.

Hermann befand sich fortwahrend in engster F linking mit seinein

Lehrer Jakob Bernoulli, und dieser kannte Hermanns Aufsatz, Her

mann einen solchen von ihin, bevor beide im Druck erschienen. Der

Bernoullische Aufsatz kam in dem Jahrgange 1702 der Abhandlungen
der Academie des Sciences heraus 2

).
Auch Jakob Bernoulli be-

griindete die Formel der Winkelvervielfachung geometrisch und zwar

in doppelter Weise. Einmal macbte er den Uebergang von einem

Bogen zum doppelten, von diesem zum vierfachen u. s. w. und zeigte

nun inductiv, wie die Coefficienten der einzelnen Glieder gebildet

seien, um das Gesetz dieser Bildung auch bei anderen Vervielfachungen
als fortgesetzten Verdoppelungen anzuwenden. Das andere Mai liess

er die Bogen, deren Sehnen ermittelt werden sollten, in arithmetischer

Reihe wachsen, so dass der Reihe nach der doppelte, der dreifache,

der vierfache, , . . der wfache Bogen untersucht wurde.

Nun nahm Jobann Bernoulli 3

)
wieder das Wort. Er ver-

offentlichte in ebendemselben Jahrgange 1702 der Abhandlungen der

Academie des Sciences einen Aufsatz, der zuniichst mit Winkelverviel

fachung nicht im Geringsten zusammenzuhangen schien. Es handelte

sich um die jiihgst durch Leibniz und ziemlich gleichzeitig durch

Johann Bernoulli mittels Zerlegung in Partialbriiche bewerkstelligte

Integration rationalgebrochener Ausdriicke, von der im 93. Kapitel

die Rede war, wobei wir auf die Wortverbindung eines imaginaren

Logarithmen aufmerksam machen mussten (S. 274), deren Leibniz

sich briefiich bedient hatte. In dem Aufsatze lehrte Johann Bernoulli

die Uinformung ,_^ a dz = -~ dt mittels -z = -r\ *
und die Um-

formuni? -.
, * dz = dt mittels z = r- V 1. Der

3 *+* zbty^i + 1

Uebergang von einem Arcustangens zum Logarithmen einer

imaginaren Zahl war damit vollzogen.
Es niag wohl als auffallend bezeichnet werden, dass dieser Loya-

rithme imaginaire, wie Johann Bernoulli sich ausdruckte, keinerlei

Anstoss erregte und von Nietnand in Zweifel gezogen wurde, auch

dann nicht, als er ihn im Junihefte 1712 der A. E. mit der Bogen-

&amp;gt;)

A. E. 1703 pag. 345 351. *) Jac. Bernoulli Opera II, 921 929.

&quot;)

Job. Bernoulli Opera 1, 393400.



Reihenlehre. Differenzenrechnung. 363

vervielfachuug in Verbindung brachte 1

).
Johann Bernoulli naliin

irgend einen Bogeu A, einen zweiten B = nA. Als Einheit war der

Halbmesser gewahlt und tang A = x
f tang B = y gesetzt. Daraus

folgt einestheils dA= I-r-r und dS= -=-,-7. anderntheils dS= ndA.
ar-f-i y-f-i

dy ndx , . , . 2 1/ 1 , 2nl/ 1 ,

also -r-f
- = -

, -. -, beziehungsweise
-
-,-,- T &amp;lt;*# rr r #&amp;gt;

der
y + 1 * T* y+! .r*+ l

dy dy ndx ndx y^. T , ,. ,.

-7= Die Integration dieser
y }/ ~1 y+V 1 I/ 1 a;+y 1

Differentialgleichung liefert

il^y^^^(^y^
und der Uebergang von den Logarithmen zu den Zahlen lasst

erkennen, woraus (a; /-^T)
w

. (y +}/111!)= (x +Y^l)
n

. (y j/^T)

entsteht. Die auffcretende unmogliche Grosse I/- 1 bildet kein Hin-

derniss, weil sie sich weghebt
2
).

Das Gesetz, nach welchem y aus x

sick bildet, werde bei genauem Zusehen als das nacbfolgende erkannt:

Man habe (x -f- 1)&quot;
nach dem Binomialtheoreme in fallender Ordnung

zu entwickeln; von den so entstehenden Gliedern nehme man, und

zwar uiit alternirendem Vorzeichen, die ungeraden Glieder als Zahler,

die graden als Nenner eines Bruches; der so entstehende Werth sei

bei ungradeni n Tangente, bei gradem n Cotangente von nA. In

einer Fortsetzung ,
welche das Juliheft 1712 der A. E. brachte 3

),

schrieb Johann vor, die Entwicklung von (1 -f- #)* nach steigenden

Potenzen von x vorzunehmen und hierauf als Werijh von y den Bruch

anzuschreiben, der im Zahler die ungraden, im Nenner die graden
Glieder jener Entwicklung unter Einfiihrung alternirender Vorzeichen

besifcze. Die so aufgestellte Regel habe einen doppelten Vorzug voi

der friiheren Fassung, sie vermeide die Unterscheidung grader oder

qngrader n, und sie bleibe auch dann noch anwendbar, wenn n nicht

gan/,zahlig gewahlt worden sei.

Der Uebergang zwischen trigonometrischen Functionen einfacher

und viclfacher Bogen war vollzogen. Ein verwandtes Gebiet bildete

die Aufsuchung eines Bogens, wenn eine trigonometrische Function

desselben gegeben war, und auch hier haben wir einen nicht unbe-

J

) Job. Bernoulli Opera I, 511 514. *} nee obstat quod ]/ 1 qunn-
titas impossibilis in ilia, reperiatur: ea enim in applicatione ad specials quodlibet

cxonplum reperietur in singulis aeqiiationis terminis, ed ideo per divisional!

loli
-

ur. 3
) Job. Bernoulli Opera I, 514.
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trachtlichen Fortaciuiiitit au bemerken. (Gregory hatte (S. To)

Reihe x = tgx
-~

ftg..&amp;lt;c

3
--jf- tgz

5
ttg #

7 + gefunden,

einen besonderen Fall dieser allgemeinen IfcWmel stellte

vor Augen. Ihn hat Leibniz (S. 76) selbtsJtajidig nachentdeckt, und

auch De Lagny hat ihn 16&2 .aufgefunden, \wie er spater gelegent-

lich sich ausserte 1
).

Zur tJbtafcaaoHichen Ausredhnung der Zahl -it war

ifreilich diese Reihe nicht ZXL -eaactpfehlen. De jLftgny berichtet im Za-

sammenhang mit der eben erwibnten AeusserroRg, Ozanam habe be-

mprkt, man musse, um auch amr die Genauigilseit it = 3,14 zu er-

re%hen, mehr als 300 Stellen jeimr Reihe in Redbnung ziehen. Eine

Kw;kmassige Umformung der Oregiary schen Reihe ;gab dagegen John

JVIacthin, ein Astronom, der zur UaKtersuchungscomanission im Priori-

tatssfeitcite gehorte, und von dessen Bo*echnung der Zaihl x wir (S. 306),

uls wii die Mitglieder jenes Aussehogses mustorten,,, sagten, sie sei

in Jones Synopsis palmarioruia matheseos dear Oeffentlichkeit

worden. Machins LTrnfornaing beruht aralf dem Kunst-

griffe
2
),

inen Bogen zu finden, der selbst eine in ^ie Berechnung

sidb leicht einfugende Tangente habe, und von welcfcftm ein Viel-

faehes sich nur um einen geringen Betray von - unteracheide. Sei

z. B, tga = --
,
so ist

a 5
*&quot; und

Nun ist tg-^ 1 von tg4a nur um -
unterschieden, folglich liegt

auch 40= 4arctg nahe bei -.- Uni dann selbst zu erhalten,

wird von der Formel tg(.4 B} = t _f t &quot;^

g
t ^ Gebrauch gemacht.

120 _
Setzt man A 4 a, B = ^ ,

so wird tg \4a
- -

-Jj
= -----^ = ^,

1
&quot;T&quot; - - *

also 4a ~ = arctg 5
- und

\
** O7

1

Die zweimal in Anwendung gebrachte Gregorysche Formel liefert also

; Histoire de I Academie des Sciences. Annee 1719, pag. 144. *)
Mon-

tucla, Histoire des recherches stir la quadrature de cercle 2 edition. Paris 1831.

pag. 166 Note 1 und pag. 279282.
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* -4 (
l 1 J_ 1 _i _L

4 \ 5 3 - 5 s 5 6 5 7 o 7

L 4- -1 -1-
3 i39 3 5 239 s 7 - 231)

/
l

Ik, .

\S39 3 i39 3 5

und mit Hilfe dieser Reihen hat Machin -.- auf 100 Decimalstellen
4

genau ausgerechnet.

De Lagny
1

)
hat in dem wiederholt erwahnten dor Pariser Aca-

dernie des Sciences am 23. Juni 1717 vorgelegten Aufsatze nun gar
n bis auf 127 Decimalstellen genau ausgerechnet, indem er von

tg30= tg
~ = -

ausging.

In die eigentliche Reihenlehre gehoren Untersuchungen, welche

in Italien zuerst vcroffentlicht wurden, dann in Deutschland und

Frankreich Gelegenheit zu wenig fruchtbaren Streitigkeiten
2
) gaben,

welche gleichwohl besprochen werden miissen, weil sie kennzeichuend

tiir die Auffassung sind, mit welcher man dumals in den genannten
Landern an diese Dinge herantrat. Guide Grandi 3

) (1071 1742),
ein in Cremona geborener Camaldulensermonch, war seit 1700 Pro

fessor der Philosophie an der Universitat Pisa, welcher er von 1714

an als Professor der Mathematik angehorte. Er gab 1703 eine Schrift

unter dem Titel: Geometrisch dargelegte Quadratur des Kreises und

der Hyperbel mit Hilfe unendlich vieler Hyperbeln und Parabeln 4
)

heraus, in welcher die Division -

.
= 1 x -f- a;

2 xz
-j- als

Ausgangspunkt diente, von welchem aus die Einsetzung von x = 1

zu der Gleichung -.- = 1 1 + 1 1 H fiihrte. Allerdings hatte

Jakob Bernoulli bereits in seiner Abhandlung von 169() auf dieses

Paradoxon hingewiesen (S. 96), aber er hatte die Erklarung beigefiigt,

die auffallende Form entstehe
?
weil bei fortgesetzter Division der Rest

jedesmal der gleiche nur mit anderem Vorzeichen versehene sei, und

hatte anderweitige Folgerungen nicht gezogen. Grandi dagegen ver-

einigte je zwei aufeinander folgende Reihenglieder 1 1 zu und

schrieb nun -f- + + = y als Symbol der Schopfung der

Welt aus dem Nichts. Ihm trat Marchetti 5

), der gleichfalls in Pisa

lehrte, entgegen. Grandi liess 1710 ein zweites Buch folgen: Unter-

suchung iiber die unendlich vielen Ordnungen des Unendlichgrossen
und Unendlichkleinen 6

),
in welchem die gleiche Behauptung wieder-

l

) Historic de VAcademic des Sciences. Annde 1719 pag. 135144.

*) Reiff, Gescliichte der unendlichen Reihen S. 65 70.
3
) Poggendorff

I, 940. 4

) Qundratura circuli et hyperbolae per infinitas hyperbolas et parabohis

geometrice exhibita. 6
) Poggendorff II, 44.

)
DC infinitis in/initoriHn

et infinite parvorum ordinibus disquisitio.
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holt war. Ueberdies beschaftigte sich Grandi jetzt auch mit Leibniz,
dessen Differentialien und dessen philosophischer Auffassung des Un-
endlichkleinen 1

).
Es mag wohl sein, dass diese Einbeziehung des

beriihmten Gelebrten wesentlich dazu beitrug, Grandis Buch ausser-

balb Italien Leser und Gegner zu verschaffen. Leibniz trat in den

A. E. von 1712 2

)
und ausserdem in dein V. Supplementbande der

A. E. in Gestalt eines an Wolf gerichteten offenen Briefes 3
)

in den

Streit ein, der besonders von Varignon
4
) gefiihrt wurde. Ausserdem

wurden fiber den gleichen Gegenstand nocb zahlreicbe Briefe zwischen

Leibniz und Wolf 5
), zwischen Leibniz und Varignon

6

), zwischen

Leibniz und Grandi 7

), zwischen Leibniz und Niclaus I. Bernoulli 8

)

gewechselt. Grandi berief sich, urn den Satz 1 1 + 1 1-| = -
1

zu erlautern, auf ein dem Rechtsleben entnommenes Beispiel. Ein

Vater hinterlasst zwei Sohnen einen werthvollen Edelstein, der ab-

wechselnd je ein Jahr in dem Besitze eines jeden von beiden bleiben

solle, ohne veraussert werden zu diirfen; dann gehore er thatsachlich

jedem zur Halfte, wahrend dessen Besitzrecht durch die Roihe

1 1 + 1 1 + dargestellt werde. Leibniz liess das Beispiel

in seinem offenen Briefe an Wolf 9
)

nicht gelten. Ein wesentlicher

Unterschied zwischen dem angenommenen Falle und der unendlichen

Reihe 1 1 + 1 1 + liege darin, dass die gleiche Erbberech-

tigung der beiden Briider unangetastet bleibe, wenn sie auch nicht

fur ewige Zeiten, sondern nur etwa fur 100 Jahre den Edelstein um-

schichtig besitzen sollen, wahrend die Reihe auf 100 Glieder be-

schrankt den Werth Imbe und erst bei unendlich vielen Gliedern

zu -- werde. Die TJnendlichkeit sei also der wesentlichste Umstand
|

bei der Zusammenfassung der Reihe in eine Summe, und zwar vor-

halte sich die Sache so: Die uneudliche Anzahl der Reihenglieder
konne nar grad oder ungrad sein. Sei sie grad, so entstehe als

Reihensumrae, 1 dagegen, wenn die Gliederzahl ungrad ist. Da aber

kein Vernunftsgrund fiir das vorzugsweise Gradsein oder das vorzugs-

weise Ungradsein der Gliederzahl geloend gemacht werden konne, so

gcseheho es durch wunderbare Eigenart derNatur 10
),

dass beim Ueber-

gaug vom Endlichen zum Unendlichen zugleich ein Uebergang YOU

) Vivanti, 71 concetto d infmitcsimo an den im Register unter dem Worts
Grandi angegebenen Stellen. *) Leibnix V, 387389. 3

) Ebenda V, 382

bis 387. 4
) A. E. 1712 pag. 151 166 und llistoire de I Academic des Sciences.

Ann^e 1715 pag. 20. ! 225. 6
) Leibniz, Supplemoniband zurri matheniati-

*chen Bricfwechsel 143149. 6
) Ebenda IV, 187 1 JO.

7

)
Ebeuda IV, 215

bis 220. 8
) Ebenda III. 979992. 9

) Ebenda V, 386. 10
) admiralili

naturae ingenio.
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dein Disjunctive!! ,
welches aufhore, zu dem Bleibenden, welches in

der Mitte zwischen deui Disjunctiven liege, stattfinde. Wie die Wahr-

scheinlichkeitsrechnung vorschreibe, man habe das arithmetische Mittel,

d. h. die Halfte der Summe gleich leicht erreichbarer Grosseu in

Rechnung zu ziehen, so beobachte hier die Natur der Dinge das

gleiche Gesetz der Gerechtigkeit. Diese Art zu schliessen sei freilich

mehr metaphysisch als mathematisch
,
aber dennoch sicher, wie denn

iiberhaupt die Anwendung der Vorschriften der wahren Metaphysik
in der Mathematik, in der Analysis, in der Geornetrie sogar weit

haufiger von Nutzen sei, als man gemeinhin glaube. Die Natur, so

sagt Leibniz in einem an Grandi gerichteten Briefe 1

), schreibe den

Dinger das Gesetz der Continuitat vor, und dessen Anwendung fiihre

niemals. irre, wenn es auch hier nicht auf strenger Beweisffihrung,

sondern auf Griinden des Uebereinkommens 2

) beruhe, dass man sagen

durfe, Gott selbst habe auf das Stetigkeitsgesetz Riicksicht genommen.
Hier greift Leibniz auf Dinge, welche er, wie wir uns erinnern

(S. 277), am Anfauge des Jahrhunderts offentlich zu vertheidigen ge-

habt hatte.

In Grandis Schrift war noch em misslicher Punkt, an welchen

seine Gegner sich stiessen. Wall is hatte (Bd. II, S. 902) das

Negative mehr als unendlich genannt. Leibniz hatte in den

hoheren Differeritialen Unendlichkleines von verschiedener Ordnung
in die Mathernatik eingefuhrt, und dem Unendlichkleinen entsprach

auch Unendlichgrosses verschiedener Ordnung. Grandi hat beide

Auffassungen des mehr als Unendlichen in unklarer Weise vermengt.

Dagegen wandte sich Leibniz in dem oben erwahnten Aufsatze 3
) in

den A. E. von 1712. Schon Antoine Arnauld 4
)

habe seiner Zeit

in Paris ihra seine Verwunderung dariiber ausgesprochen, dass die

Matheinatiker die Proportion 1 : 1 = 1:1 fur richtig halten

konnten. Uriter alien Umstauden sei 1 kleiner als +1, und so

besage jene Proportion: ein Grosseres verhalte sich zu einem Kleineren

wie ein Kleineres zu einem Grosseren, und das sei unmoglich. Dieser

Ansicht schliesst sich Leibniz der Sache nach vollstandig an, der

Form nach konne man sich aber solcher Proportionen bei der Rech

nung rait gleicher Sicherheit und demselben Nutzen wie anderer uur

eingebildeter Grossen bedienen 5
). Imaginar konne man ein Verhaltniss

nennen, dem kein Logarithmns entspreche, und das sei hier der Fall.

) Leibniz IV, 210. 2
)
eonvenientiae rationilms. 3

) Leibniz V, 387

bis 389. 4

)
Rinei der Fiihrer der sogcmumten Partei von Port -Royal und

nahcv Freund \on .lilaise Pascal. f)

) ctsi in culculo 7
iaec, ut alia imaginaria,

tuio et utilitcr adhibcutur.
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y
JJA

JQa log 1=0 sei, so wiirde log \r- J log ( 1) Mgl log ( 1)

.ein, und einen Logarithmus von 1 gefoe ..es nieht. Er kdiiue nam-

Hiidh nicht positiv sein, denii ein era positive*! Logarithm-eu eatepreche

&amp;lt;die Einheit iibersteigende positive ZahL Er konnc ebensowenig

sein, denn einem negatiren Lo^ml-l men entepreeli erne

uatedhalb der Einheit befindliche abenuals positive Zulil. Da naithin

&er Logarithinus von -- 1 weder positiv nueh uegativ sein konne, so

bleibe nichts Anderes iibrig, als dass er uberbaupt nicht wahrhaft

yorhandem., sondern imaginiir sei
1

).
Man konne den Beweis dieser

BobaupLuug auch dadurch fiihren, dass, wenn es in Wahrheit einen

LogaritbaBiiiis von 1 gabe, dessen Halfte der Lo^rithnius von y 1
,

also voa eiaaer iniaginaren Zahl sein musste, was widersinnig sei.

Aus alien diesen Erwagungen folge, dass Wallis etwas Menschliches

begegnet sei, als er sagte, das Verhaltniss von 1 zu - - 1 sei mehr

als unendlich*), Daniit wolle keineswegs in Abrede gestellt werden,

dass 1 klemer als Null sei, nur miisse man diesem Ausdrucke

den richtigen Sinn beilegen, wie es iiberhaupt in der Mathematik

manche Benennung-en gebe, deren Sinn besondere Erorterung bediirfe.

Mittels dieses Ausepmches war fiir Leibniz der Uebergang zum Un-

endlichgrossen und Unendlichkleinen gewonnen und er erortert jene

Begrifte wieder in ganz ahnlicher Weise wie im Journal de Trevoux

von 1701 (S. 275). Ein unendlich kleiner Irrthum sei ein solcher,

der kleiner als jeder gegebene, also in Wahrheit nicht vorhanden

sei, und wenn man Gewohnliches
; Unendlichgrosses und Unendlich-

malunendlichgrosses vergleiche, so sei das wie wenn man die Durch-

niesser eines Staubkornes, der Erde und des Fixsternhimmels ver

gleiche. Solche Erorterungen seien wohl im Stande, Streitigkeiten

wie die zwischen Grandi und Varignon beizulegen, beziehungsweise

zu verhiiten.

Varignons Bemangelimgen von Grandis Buch, deren Abdruck

im Aprilheft 1712 der A. E. oben gleichfalls Erwahnung fand, zielten

auf die irrige Vermengung Leibnizischer und Wallis scher Auffassung

des Mehralsunendlichen, deren Grandi^
sich schuldig gemacht hatte,

und welche uns heute von Seiten eines Mannes, dem man bei alle-

dera den Namen eines ganz tiichtigen Mathematikers nicht abspreehen

kann, gradezu verbliiffend erschcint. In dem Aufsatze voin 16. Fe-

bruar 1715, welcher in den Veroftentlichungen der Academic des

Sciences gedruckt ist, hat Varignon den Satz ausgesprochen, eine

*) superest at sit non verus, aed imaginarius.
s
)
Et proinde nonnihil

hit-muni passus est insignis in paucis Geometra Johannes Wallisius, cum dixisset

rationem I ad I csse plus quam infinitam.



Keihenlete,

dler &quot;Division durch ein BiwsKiiian bervonj^egangene unendlkfe

1. iimmer richtig, wenn die ib-eiickern da* Binornium bil-

tjQlieder unter einand&amp;lt;ea* uavgleich &eien, und das

&amp;gt;derselben an erster St&amp;lt;eU(e
:S&amp;gt;tehe;

2. iimmer falsch, wenn unter der gleichen WWaussetzung
das kieasBee der beiden das BinoaaiiiiHi -bildend#n Glieder an

erster JStkelle stehe;
3. laeifc&e die Division, sofern fo,ei,d.e Gliedivr des Divi

sors eioamcdieir gleich seien, einen vorfa^r bekaunten unend-

lich gro.8C?n Quotienten, wenn die Oli;e:der des IBinomiums
von einaB4efl ,abzuziehen

;
und Falsehe*, w.enn jene-^u addiren

seien.

Varignoa Iftgte dann ahnliche Regeln fur die Potenzeaatwicklung
eines Binomiumt? Ibei negativ ganzzahligem Exponenten binsan. Beziig-

lich der EntwicJdtftpg bei gebrocbenem Exponeaten gesteht er eiii,

noch kein abschfossendes Ergebniss gefunden zu babeii. Ana Anfang
des fur die Lehre w&amp;lt;n der Reihenconvergenz hechwicbtigen Aiufsatzes

erklart Varignon, dessen Inhalt sei eigentlich schon seit October 1712

druckfertig und wiir -aussere Hindernisse batten die Veroffentlicbung

verzogert. Damit stianmt ein an Leibniz gerichteter Brief vom
19. November 1712 aberein 1

) in welchem der Hauptsatz, wanix die

Division eine richtige fieihe ergebe, sicb bereits vorfindet.

Wir haben (S. 366) mit Beziebung auf Grandis lieihe auch einen

Briefwecbsel zwischen Leibniz und Niclaus I. Bernoulli erwahnt.

Dieser Briefwechsel betraf freilicb nicht einzig die Reihe

1-1 + 1-1 + ---,

die Giltigkeit von Reihen im Allgenieinen trat in TJntersuchung.
Niclaus I. Bernoulli warf am 25. October 1712 die Frage auf, wann
wobl die Summe einer Reibe unmoglicb werde, und beantwortete sie

sogleich dahin 2

),
das sei der Fall, wenn die Reihe

1 i i
n (n 1) 9 i n(n 1) 0* 2) o ,

1 4. nx + -\7̂ -x* -\
--------

YT^y-
- x* -i

----

heisse, oder aus dieser Reihe durch Addition, durch Multiplication,

durch DiflPerentiafcion entstehe, wahrend x einen negativen, die Ein-

heit iiberschreitenden Werth besitze und n eine echt oder unecht ge-

brochene Zahl mit gradem Nenner sei. Divergenz der Reihe, heisst

es in einem spateren Briefe 3
) vom 7. April 1713, geniige nicht fiir

sich allein, urn die Unmoglichkeit ihres Wcrthes darzuthun. So sei

Leibniz IV, 189. 2
)
Ebenda III, 980. 3

) Ebentia III. 982984.
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x 1
, 1 .4 o

,

1 .4. 7 . 1 .4. 7. 10 &amp;lt;

(1 _*) 8 = 1 + T x +O ar + 3T6
-.^ + 3^-^ +

und

a\ &quot;sr 4 1 1.3 0,1. 3. 5 0,1. 3. 5. 7

-*) -&quot;i+TS + n* +270* + 2-47678**+

Beide Reihen seien divergent, wenn
#&amp;gt;1,

aber dabei liabe die

erste Reihe einen moglichen, die zweite einen imaginaren Werth.

Der Grund der vorhandenen Ungewissheit liege in dem Reste jR 1

),

welcher eigentlich der Reihe noch fehle. Dieser konne trotz

der Rationalitat aller eigentlichen Reihenglieder unmoglich sein, und

dann mache er die Reihe selbst unmoglich. Das Restglied sei es

uuch auf welchem der Wortstreit 2

)
zwischen Varignon und Grandi

beruhe. Niclaus I. Bernoulli hat hier gan/ unbefangen des Aus-

druckes einer divergenten Reihe sich bedient, ohne eine Begriffs-

bestimmung zu geben. ohue zu sagen, was fiir ihn divergent heisse,

wenn es auch nahe liegt zu vermuthen, er habe das Wachsen der

Reihenglieder darunter verstandeu. Leibniz bediente sich in seiner

Antwort vom 28. Juni 1713 des Wortes advergente Reihe und

erliiuterte es auch 3

).
Eine advergente Reihe muss nach Leibniz sich

so weit fortsetzen lassen, dass sie sich von einem endlichen mog-
lichen Werthe um weniger als eine angebbare Grosse unterscheide

uud kanu daher nicht unmoglich sein. Von einer nicht advergenten

Reihe kann man dagegen nicht als gewiss behaupten, sie stelle eine

endliche unmogliche Grosse dar, denn sie kann auch ein Unendlich-

grosses darstellen. Von einem unmittelbaren Erketinungszeichen ad-

vergenter wie divergenter Reihen ist freilich bei Leibniz so wenig

wie bei Niclaus I. Bernoulli die Rede. Bemerkenswerth erscheint

Leibnizens Vorschlag
4
),

die zu untersuchenden Reihen nicht auf die

Form der binomischen Reihe zurUckzufdhren
,
sondern zu versuchen,

ob man nicht alternirende Theile, deren jeder aus einem oder meh-

reren Gliedern besteheu konne, hervorzubringen im Stande sei. Nahe-

zu gleichzeitig schrieb Leibniz unter dem 25. October 1713 an Jo-

hann Bernoulli 5

), jede Reihe, welche aus alternirenden ins Uneudliche

abnehmenden Theilen bestehe, sei advergent, uud eine Methode scheine

erdacht werden zu konnen, jede advergente Reihe in eine solche von

)
residuum R. e

) logamachia.
3
)
Leibniz III, 985: lilud cerium est,

quoties quantitas est impossibilis, seriem non posse esse advcrgentem, sen talem,

quac tamdiu continuari possit, ut a quant itate aliqua finita possibili differat

qucmtUate minore quam sit data: ulioquin cnim utique possibili illi finitue aequa-

bitnr. Etsi autem nan possit pro certo did, vice versa seriem non advergentem

exprimere quantitatem finitam impossibilem, cum fortasse infinitam exprii.isre possit.

^ Ebemla HI, 990. 8
)
Ebenda III, 923.
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der erwahnten Art umzuformeu. Unsere Leser erinnem sich aus

dem 86, Kapitel (S. 82), dass ahuliche Gedanken schon in dein Ent-

wurfe Compendium quadratures aritltmetlcae geaussert waren, dass sie

in dem am 10. Januar 1714 an Johann Bernoulli gerichteteii Briefe 1

)

bis zur Einschliessung alternirender Reihen mit unendlich abnehmen-

den Gliedern zwischen zwei Grenzen sich klarten.

Wir haben im Laufe dieses Kapitels zweiiual einen Gegenstand

gestreift, dem wir uns nunmehr zuwenden miissen. Wir sagten

(S. 302), Johann Bernoulli habe imaginare Logarithmen eingefiihrt,

und (S. 308) Leibniz habe das Vorhandensein des Logarithinus von

1 geleugnet. Beide Aeusserungen waren der Oeffentlichkeit iiber-

geben, waren gewiss von zahllosen Lesern beraerkt worden, ohne dass

von irgend einem Dritten bekannt geworden ware, dass er durch die

Anregung zu eigenen Forschungen veranlasst wurde. Johann Ber
noulli und Leibniz waren zunachst und noch ffir geraume
Zeit die Einzigen, fflr welche eine Frage der Logarithmen
negativer Zahlen best and. Sie kamen dariiber in einen durchweg
freundschaftlich gefiihrten brieflichen Streit der sich voin Marz 1712

bis zum Juli 1713 hinzog
2

).
Leibniz machte nainlich am 16. Marz

1712 Johann Bernoulli zum Voraus auf den Aufsatz Varignons und

auf seinen eigenen im Aprilhefte jenes Jahres der A. E. und auf die

darin behauptete Unmoglichkeit der Logarithmen negativer Zahlen

aufmerksam. Johann Bernoulli widersprach dieser Behauptung in

seiner Antwort vom 25. Mai. Bekanntlich sei d log x = Nun
iC

/7 T I--T-- fLft* /I

sei genau ebenso d log ( x)
= Aber = . und folg-

3C OC X

lich miisse log ( x) log x sein. Geometrisch zeige sich die

Wahrheit dieser Gleichung daran, dass

(Fig. 48) der logarithmischen Curve

ABC eine symmetrische Gefahrtin afly

zuzugesellen sei. Wahrend funfviertel

Jahre gingen Briefe heriiber und hin-

iiber, ohne dass einer der beiden Brief-

schreiber den anderen zu uberzeugen
vermocht hatte, und erst als 1745 der

Briefwechsel im Drucke erschien, wurde, wie wir im XVIII. Ab-

schnitte sehen werden, die Frage durch Einmischuug eines neuen

Forschers spruchreif.

Aus demselben Briefwechsel haben wir (S. 230) die von Leibniz

J

) Leibniz III, 926. *) Ebenda III, 881, 886, 888, 891892, 895898,
898900, 901, 902, 906906, 907909, 912913, 916



erkannte Verwaiidtschaft zwisehen der
-

hsoh-eren; Bifferenzirung
eines Produetes und der Potenzirung einer 8ninm hervargehoben.

Wir haben damals angegebenj Leibniz habe da* iro jener Zeit Ge-

fundene erst spater in den Verdffentlichnngen der Berliner Academic

zum Drncke gegeben. Wir mtissert hier,. wo wir innerhalb der Zeit

jener Drucklegung Tins bewegea,.difc Angabe wiederholen, Em naheres

Eingekexi auf die Abhandkng *)
dSrfte nur insofern erforderlkh sein,.

als wir zn bemerken haben, Leibniz sei&amp;gt; bei dem&amp;lt; Products zweier

Factoren nicht stehen geblieben, sondern habe allgemein die Be-

ziehungen zwischen d*(xyz . .
.)

und (dte + dy -\- dz -\- )* aui-

gezeigt.

Wir haben aus der gleichen Zeit, in welcher die Matheinatilker

des earopaischen Festland^s im Streito mit und iiber G&amp;gt;randi die

oTundlegeticien BegrifFe der Eeihenlehre erorterten, wenn auch nicht

wesentlich ftkderten
r
ein kleine durchaus practischen Zwecken dienende

Abhandlung Newtons zn erwahnen. - Schon in seinem zweiten Briefe

an Leibniz voui 24. October 1676 hat Newton den Gedanken aus-

gesprochen, man konne zur bequemeren Quadratur einer krummlinig

begreuzten Figur sieh einer Hilfscurve bedienen, welche durch be-

liebig viele gegebene Punkte der urspriinglichen Begrenzung hin-

durchgehe (S. 187). In, den Prineipien, und zwar im V. Lemma

ihres dritten Baches, sprach er die Aufgabe abermals in der Form

aus, man solle eine dnrch beliebig viele gegebene Punkte hin-

durchgehende parabolisehe Curve sich verschaflFen
55

),
und gab

ala Mittel zur Erreiehung des beabsichtigteu. Zweckes an, man solle

die aufeinander folgenden Diiferenzen der Ordinaten der gegebenen

Gurvenpunkte bilden. Er crorterte alsdann diesen ziemlich dunkeln

Auspruch mit grosserer Deutlichkeit in einer besonderen kurzereu

Abhandlung Methodus diffcrentialis*) ,
welcbe 1711 durch William

Jones mit Genehmigung des Verfassers herausgegeben wurde, und

sie ist es, von der wir zu reden haben. Wir, bedienen uns dabei,

um heutiger Schreibweise naher zu kominen und dadurch leichter

verstandlich zu sein, einer von Newton sehr abweichenden Bezeich-

nung, bemerken aber, dass Newton dwh bereits indicirte Buchstaben

mit rechts vom Buchstaben befindlichen Stellenzeiger gebrauchte, dass

also diese Sitte nunmehr auch nach England herubergekommen war.

Eine parabolisehe Curve soil also durch die Punkte xQyQ ,
x

tylt x^,

,/,, ir4 ?/4 ,
... bindarchgelegt werden, wobei angenoinmen ist, die

^ x fy t
x3 ,

x . . . seien in arithmetischer Reihe wachsende Ab-

)
Leibni/ V T 377 ^82.

&quot;)

invewire lineam citrvam generis Parabolici,

quue per data qnotfuuqtte puncta transibit. *) Opuscula Newtoni I,
271282.
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AIs Gleicbung der Curve wird versuehfcvwise

geaeizt. Der Annabme zufoige linden die Gleichnngcn statt:

+ t **&quot;. ! 1 \ Ifd &amp;gt;jf*

L
CLe^. *

~
r*~

i&amp;lt; rt *H fl - *f r
* * *

t t -^ i -.3) 4 I

^f I 0&quot; I 1 1 I li l T 3
*

1 i 4&quot; l 1

^ I ^ ^ -

/- , 2 j^^ -. i x &amp;gt; 4 |

. 01 1 3 f ^ ^ t 3 &amp;gt;J I -1*3 1

^ ==- ao 4 %^ Hr %^;

4&quot; 4 ^3^4 4~ a4 &amp;lt;/z;4 -]-

deren Anzahl gleich der Anzahl der recbts vom Gleichheitszeichen

befindlichen Glieder, gleich der der gegebenen Punkte sein rnuss.

Zieht man jede Gleichung von der nachstfolgenden ab und nennt

itk = z/ Mi-, so entsteht:

3 V) 4&quot; 4 (^i
4 V) 4

4 %(^2

3
^i

3

) 4 4W ^i
4
) 4-----

^2/2
=

l(^S &quot;O 4 2 fe
2

^2
2

) 4 3 ( 3
3 X^} 4 4(^3

4~
^2*) 4

----

^2/3
= % (*4 ^3) 4 %K2 V) 4 a (V ^3

) 4 4 (^4
4 V) 4-

und jedes der Glieder recbts voni GleicbJieitszeicben, also anch die

links angedeutete Summe dieser Glieder, ist durch den regelmassig

gleicbbleibenden Unterschied h der auf einander folgenden x, den

man aucb 4x nennen konnte, tbeilbar, ein Satz
7
den unter Anderen

aucb De- Sluse (S. 138) ausgesprocben hatte. Die Vollziehung dtr

k
Division durch 4x liefert, wenn -- = gk gesetzt wird, die neueii

*-J 3C

Gleicbnngn

^o
== % 4 8.0i 4 ) 4- 3 (^i

2 4 ^-% 4 ^o
2

)

4- 4^!
3 4 ^ 2% 4 *w 4 V) 4----

*i
= ffl

t 4 ff2 C% 4 ^i) 4 %(^
2 4vt 4- !-)

4- 4 (^2
3 4 ^2^1 4 ^2^1

2 4 *l
3
) 4 -:

^2
=

*! 4- %(*S. 4 g) 4- %(^3
2 4 *3 a&amp;gt;

2 + V)
4 4&amp;lt;&amp;gt;3

3
4- ay^ 4 ^s^

2
4- ^

2

3
) 4- -

:

**
=

i 4 %(* 4 ^
3) -f- 3 (^4

2
4- ^4^3 4 V)

4 ^(^4
3
4- a-4

2% 4-w2 4 ^3
3
) 4----

IHese werden abermals jede von der nachstfolgenden abgezogen, und

Werfche 4tz
,
dz

L f
&amp;lt;4z2 . . . werden dadurch ermittelt, deren jeder sicb
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durch Xki Xk 24x theilbar erweist. Man vollzieht die Division

Az.
und setzt r- = u^ . Die Anzahl der Gleichungen ,

welche alsdann

der Untersuchung noch unterbreitet sind, ist naturgemass wieder um
die Einheit vermindert. Die Gleichungen selbst heissen:

Der nachste Schritt fiihrt zur Ermittelung von &amp;lt;4u
, du^ ... und

4u
k

deren Division durch xk+s xk= 3Jx. Dabei mag 3^= ^ heissen.

So bekoinmt man

vo
=

a + *(&amp;gt;s + x
i Hr ^i + *o) H

^1
=

3 + ^fo + ^3 + ^2 + *l) H

woraus JvQ
= a^ XQ)

= 4a^Jx -]
----

folgt, beziehungsweise

Av .

tv = - - = a, -- - -
.

Denken wir uns, um festen Boden zu gewinnen, es seien genau

5 Punkte, durch welche die parabolische Curve hindurchgehen soil,

so schliesst die Rechnung mit a4 = W ab. Allmahliche Einsetzung

in die entwicklungsmassig voi ausgehenden Gleichungen liefert

.(^3^2 + ^3^1 + X2X + ^2^1 + ^2^0 +

o
=

2/o ^o-^o ^i^oo

Somit sind die Coefficienten aoj a
t ,

a
2 ,

a3 , 4 gewonnen, welche in

die angeiioinmene Curvengleichung y= a -f- a^x -f- a2
a:
2
-f- a3

a;
3
-j- rt4

eingesetzt werden konnen. Es ist bei dieser Einsetzung vortheilhafter,

die Orduuug nach Potenzen von x fallen zu lassen und vielmehr die

Theile zusammenzufassen, welche je mit y . ZQ ,
MO ,

vot WQ
verviolfacht

sind. Alsdann entsteht:

-f (.r
3

(s, + ^ + ^o)^
2 + (^2^1 + ^^o + ^i^o)^

1

^^
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Hier lassen aber die Coefficienten von
,
von v6} von

t\,
sich leiclit

als Producte aus einfachen Factoren schreiben, und die Onrven-

gleichung nimmt die Gestalt an:

Endlich sei noch eine Umformung angedeutet, welche Newton, da ev

kein Differenzenzeichen besass
7

nicht vornehmen konnte. Uns war

ZQ= -~
. HQ= ~-

. VQ= ^~ . WQ
=

-,-7- Fortgesetzte Differenzen-
4x 2Jx 3Jx 4Jx

bildung der Ordinaten liegt also dem Sinne dieser Buchstaben zu

Grunde, und ein Mathematiker unserer Zeit wiirde in der letzten

Gleichung fiir y noch

^_/ .
; 1 . U *-J 30 i . iJ . O ^-1 , 1 1 . *4 . O . 4: ^J .

schreiben. Eine Durchsichtigkeit der Form wiirde dadureh erzielt.

welche die Tragweite des in der Methodus diiferentialis gelehrten

Verfahrens deutlich erkennen liesse.

Was Newton mit seinem Verfahren bezweckte, hat ef wie in

dem Briefe vom 24. October 1676, wie in den Principien (S. 372)
auch in der Methodus differentialis selbst ausgesprochen. Die 0. and

letzte Aufgabe verlangt, irgend eine krummlinige Figur so genau als

moglich zu quadriren, wenn eine Anzahl von Ordinaten gelunden

werden konne 1

), und als Vorschrift zur Auflosuug der Aufgabe ist

kurzweg gesagt, man solle nach den gegebenen Kegeln eine parabo-

lische Curve durch die Endpunkte jener bekannten Ordinaten legen;

diese lasse sich dann immer quadriren. Aber Newton bemerkt

ferner in einem an die 6. Aufgabe sich anschliessenden Scholium, die

erorterten Satze seien niitzlich zur Herstellung von Tabellen niittelst

Reiheninterpolation
2

),
und von dieser Aeusserung hat die oben mit-

getheilte Formel den Namen der Newtonschen Interpolationss-
formel erhalten, unter welchem sie bekannt ist.

^ls Beispiel einer Curvenquadratur nimmt das eben erwahnte

Scholium an, es sollen 4 Ordinaten in gleicheu Zwischenraumen,

deren jeder auf der Abscissenaxe gemessen
-
r heisse, gegeben sein;

die Summe der beiden aussersten Ordinaten soil A, die der beideu

mittleren Ordinaten J5 sein. Eine neue in der Mitte errichtete Ordi-

J

) Figuram gitamcunque curvilitwam qnadrare qnamproicime, cujus Ordi-

natae aliquot inveniri possimt.
2
) Utiles sunt liac propositiones ati tabula* con-

struendas per interpolationem nerierum.

CAKTOB, Gesebichte der Matiiontatik. III. 2. 2. Aufl. 25
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- / - Newton aagi niciit. wie er die Recb-

nung rolUogen babe, aber der und 4. Sate der Methodus differen
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UeWreinstimmttng mit Newtons Angabe.

in den Prim-ipien TeroffeutlientenAuf Qiaaflmi der erstoi
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Bemerkungen New tons hat auch Cotes sich mit der Interpolations-

aufgabe beschaftigt. Roger Cotes 1

)
(]W2 1716) war Holm eines

Geistlichen. Sein Oheiin John Smith erkaunte friihzeitig die mathe-

matische Begabung des Knaben und naht/i ibu v.n sich, urn grade

diese Geistesrichtung zu iordern. CotcH bezog 10 die Universitat

(Cambridge, und als 1700 ebendort durch eirie Stittung von Plume

eine neue Professur der Astronomic und Physik ins Leben gerufeu

wurde, traf die einstimmige Wahl auf Cotes als ersten Inhaber. Eiiier

der Wahler, Professor Winston, ausserte bei dieser Gelegenheit ;
er

fuhle sich wie ein Kind neben Cotes, u-id noch schmeichelhafter ist

der Ausdruck, dessen Newton sich bei dem Tode von Cotes bediente,

man wurde, wenn er am Leben geblieben ware, reicher an Kennt

nissen geworden ein 2
).

Cotes also behandelte seit 1707 die Aufgabe,

eine parabolische Curve durch gegebene Punkte zu legen und trug

seine Untersuchungen 1709 in seinen Vorlesungen vor. Gedruckt

sind dieselben in einem Bande nachgela:ssener Schriften 8
), welche

Robert Smith, der Vetter des Verstorbenen und sein Nachfolger

in der astrouomischen Professur, 1722 herausgab.

Die erste Arbeit, durch welche Cotes auch in weiteren Kreisen

bekannt wurde, war eine Abhandluug tiber Logarithraenberechnung

unter dem Titel Loyomctria, welche in den P. T. fur das ersfce Viertel-

jahr 1714 erschien 4
).

Nachmals bildete sie den ersten Abschnitt der

Harmonm Mensurarum, welche selbst den Hauptinhalt des erwahnten

Bandes nachgelassener Schrifteu ausrnacht Ab wesentlich ist daraus

der Begriff des Modulus hervor/uheben, mit welchem der Logarithrnus

einer Zahl in einem Systeme vervielfacht werden muss, wenn man

den Logarithmus derselben Zahl in einem andereu Systeme zu erhalten

wdnscht. Cotes hatte diesen neueii Namen schou am 25. Mai 1712

in einem Briefe an Newton benutzt und Letztereii urn seine Meinurig

gebeten, ob er den Ausdruck fur gut gewahlt halte 5
;.

Die Sache an

sich war allerdings nicht neu, denn wir wissen (S. 86), dass H alley

den Modulus des Briggischen Logarithmensystems ebenso wie dessen

reciproke Zahl bereits auf 60 Decimalstfellen ausgerechnet und im

XIX. Bande der P. T. veroftentlicht hatte, eine Arbeitsubereinstimmung,

welche Halley kaum aus dem Gedachtnias gekommen sein kann, aber

) National Biography XII, 282 284 (London 1887, edited by Leslie

Stephen). *) Ilad Cotes lirvl , m: might hore knwcn wmethitig.
3
) liar-

moni-a Mensurarum sice Analysis tt Syntlittit; per ratwnum tt angulttrum men-

suras promotat: accedunt alia opu&cula mathrmaticu per Bogruiti Cotesiuvi.

Cantabrigiae 1722. Im Anbange rag. 32 ist uV&amp;gt;*;r cl-n Lrspruug der bier er-

wabnten Schrift berichtet. , P. T. XXIX, o 45. *,
K ll . hton. Corre-

ispotuhncf of Sir lisaac Newton and Professor Cute*, jag. 117.

25*
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auch Cotes urn so weniger unbekaunt gebliebcn sein wird, als er auf

Veranlassung Newtons., des Vorsitzenden dev Royal Society, seine

Logometria grade an Halley, den damaligen Seeretar der Gesellschaft,

einschickte, um den Abdruck zu veranlassen.

Der nachste Schriftsteller, init welchem wir uns zu beschaftigen

haben, ist Brook Taylor
1

) (16851731). Er ist in Kent geboren

und bezog 1701 die Universitat Cambridge, wo er 1709 das Bacca-

laureat, 1714 den Doctorhut der Rechtsgelehrsamkeit erwarb, daneben

aber auch unter Machin und Keill mathematische Studien trieb.

Seiner Vielseitigkeit genugten auch diese beiden Wissensgebiete noch

nicht. Er besass inehr als gewohnliche Geschicklichkeit in Musik

und Malerei. Er hatte viel Familienungluck, und der Kummer dariiber

beschleunigte seinen Tod. Seine erste 1708 verfasste matheraatische

Abhandlung fiber Schwingungsmittelpunkte erschien 1714 in den

P. T. 2

).
Wir haben es mit seiner Methodus incremcntorum directa et

inversa zu thun, einem nur 118 Quartseiten starken Bandchen, welches

1715 in London die Presse verliess 3
).

Der Drucker hat viel durch

undeutliche Zeichen, der Verfasser noch mehr durch undeutliche

Schreibart an dem kleinen Buche gesiindigt, so dass man fast dariiber

staunen kann, dass es trotz dieser Mangel friihzeitig zur verdienten

Beriihmtheit gelangte. Vielleicht trugen auf dem europaischen Fest-

lande BemangeluDgen des Buches, auf die wir bald zu reden komrnen,

das ihrige dazu bei, es bekannt zu inachen, und in England hatte es

eine machtige Empfehlung in der Stellung des Verfassers zu Newton.

Newton wird auch in der Methodus incrementorum bei jeder thun-

lichen Gelegenheit genannt und geruhmt. Andere Namen kommen

iiberhaupt nicht vor, es sei denn in der Vorrede, in welcher Newtons

Fluxionsmethode im Gegeusatze zu der Exhaustioiisinethode der Alten,

zu den Suminationsmethoden von Cavalieri und Wallis, zu jener

Auffassung von Cavalieri und den Neueren, welche Theile als

unendlich abnehmend betrachteten 4
),

als allein vorwurfsfrei gepriesen

wird. Diese durchaus einseitige Parteistellung hangt natiirlich mit

dem Prioritatsstreite zusanimen, an welchem, wie wir wissen, Taylor

als spat ernanutes Mitglied des Untersuchungsausschusses (S. 306)

betheiligt war. Mit der gleichen Parteistellung diirfte es zusammen-

hangen;
dass Taylor den Leibnizischeu Brief vom Februar 1673 (S. 77

) Encyclopaedia Britannica XXIII, 92 (Edition IX, 1888). *)
P. T.

XXV1U, 11.
3
) Das Exemplar der Heidelberger Universitiitsbibliothek triigt

die Bezeichnung: Londini MDCCXVII. Damals wurde ein neues Titelblatt ge-

druckt, also eine sogenannte neue Titelausgabe veranstaltet, was auf einen wenig

befriedigcnden Absatz des Buches schliessen lasst.
4

)
Cavallerius et Eecen-

tiwes couttMplamnt partes istas ut in infinitum diminutas.
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bis 78), in welehem werthvoile Anfange der Differenzenrechimng sich

finden, mit keiner Silbe erwahnt, trotzdem er ihn kemien musste, da

er im Commercium Epistolicum von 1713 abgedi-uckt war, und da

doeh anzunehrnen ist, dass Taylor wenigstens nachtriiglich eine Briol-

sammlung genauer gelesen haben werde, fur deren Inhalt er mit-

verantwortlich war.

Taylor lasst, um nun in unserem Berichte zu dem eigentlichen

Buche iiberzugehen, unbestimmte Grossen z, x, v u. s. w. durcb In-

cremente wachsen, durch Decremente abnehmen. Als Zeichen des

Incrementes, der Veranderung wollen wir lieber anstatt des Zuwachses

sagen, um auch die Abminderung einzubegreifen, benutzt Taylor ein

Piinktchen unter dem Bnchstaben, welcbes verdoppelt u. s. w.

auftritt, wenn Veranderungen der Veranderungen u. s. w. vorkommen.

Die durch eine Ziffer angedeutete Anzahl der Piinktchen kann anch

die Piinktchen selbst ersetzeu, x wird anstatt x, x anstatt x mit n
3 /,

darnnter befindlicheu Piinktchen geschrieben. WirdnQ oder n= 1,

so bedeutet x die unveranderte Grosse x selbst, x die Grosse, deren
o i

erste Veranderung x sein soil. Das waren Gedanken, welche auch

Leibniz seit etwa 20 Jahren besass ( S. 230), aber offentlich geaussert

hat dieser sie nicht, so dass Taylors Unabhangigkeit feststeht, und

ihm das Verdienst anheimffillt zuerst negative Indicirung eingefiihrt

zu haben. Anstatt der negativen Zahlen unter den Buchstaben be-

nutzt Taylor auch iiber denselben angebrachte, von links oben nach

rechts unten gerichtete Strichelchen, ahnlicn dem Gravis der griechi-

schen Schrift, wahrerid der von rechts oben nach links unten geneigte
Acutus die Fluente bedeutet. So ist also x eine Grosse, deren end-

liche Veranderung x wird, x eine solche, deren Fluxion -x ist. Man
sieht leicht, welche Schwierigkeiten solche verschieden geneigte Accente

neben Fluxionspunktchen iiber und Incrementpiinktchen unter den

Buchstaben dem Drucker bereiten mussten. Die Regel fur die Bil-

dung einer Incrementgleichung ist die gleiche wie diejenige fur die

Bildung eiuer Fluxionsgleichung und wird einfach mit Anfiihrungs-
zeichen ans der Quadratura Curvarum 1

)
in unabgeiindertem Newton-

schen Wortlaute iibernommen.

Im dritten Satze stellt sich Taylor die Aufgabe der Vsrtau-

schuiig der unabhiingigen Veriinderlichen, indem er verlangt,
eiue FiDxionsgleichimg, .welche nur zwei Variable s, x enfchalte, von

denen K gleichformig veranderlich aei, solle so umgeformt werdeu,
dass x als die gieichformig Veranderliehe gelte

2

).
Ersetzen wir die

J

) Ojouscula Ncwtoni I, 20y. 2
) Methodus Incrementorum pag. 8 9i
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Fluxion-spunktchen zur besseren Uebersicht durch indicirte d, lassen

aber im Uebrigen Taylors Gedankengang imverandert, so schliesst

derselbe folgendermasseu : 1st e erne Function von x und als solche

durch A bezeichnet, so hat man dz = dA= Bdx. Ueberdies soil

dB = Cdx, dC Ddx, dD = Edx sein, wo also auch B, C, D, E
Fubctionen von x sind. Fortgesetzte Differentiation gibt:

d?z d(Bdx~) = B . d?x 4- dB . dx = B .

dsz = B . cPx 4- dB . d*x -\- 2C .dx . d*x -

* &quot; *
I I I

4- ;\D(dx)*d*x 4- dD(dx)
s =

4-

1st hierbei z gleichmassig veranderlich
,

mithin dz constant, so 1st

(Pz = d3z d*z = = 0. Audererseits ergibt sich, falls x als

die gleichmassig Veranderliche gilt, aus den Definitionsgleichungen

von dz, dB, dC, dD, . . ., dass

dz d JB d z
j*.

dC d a z dD d*z

dx 1 dx dx*
J

dx dx3) dx dx*

Setzt man diese Werthe in das Gleichungssystem I ein, wahrend die

links vom Gloichheitszeichen befindlicheii hoheren Differentialo von z

aus dem erliiuterteii Grunde verschwinden, so eptsteht ein neues

Gleichungssystem :

=

II.

_ 11/7-- _L } ^L* I- rp -L.
d * z

dz
\ A d*z , ,3 , o d*z , ,

8 x 2 i ft
r

dJC U OC&quot; Ct 30* O

d*i

Dieses Gleichungssystem II fiihrt zu d*x, (Px, d*x, . . .
,
indem man

die aus benutzten Gleichungen des Systems gefundenen hoheren Diffe-

rentiale von x in die niichstfolgende Gleichung jeweils einsetzt. Taylor

iiberlasst dem Leser die umstandliche Rechnung und begnugt sich

dauiit, die Ergebnisse ausznsprechen:

Acquutionew fluxionalem, in qua sunt fluentcs tantum duae z ct y , quorum z fluit

uniformiter, ita trawformare, ut fluat x uniformitcr.
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,
2 d*z.dx

~~dT~

TTT J ,73 _ d 8* dz . dx^+_3_(d*z]^dx

~~W)*
. dz . d;c 15

Zur Controle dividiren wir die drei Gleichungen des Systems III der

Reihe nach durch (dz)
2
, (dz)

3
, (dz)* und formen alsdanu die reehts

entstehenden Briiche dadurch um, dass wir, wieder der Reihe nach,

Zahler und Nenner durch (dx)
&

, (dx)
Fj

, (dx)
1

theileu. Wir erhalten

so die heute allgeinein bekannten Formeln:

d*z d 3 z dz

d*x _ dx* d 3x _ dx 3 dx

)

3 f dz 3
~

/dz\ K

\dx)

j_ 10 nr i

J A
&quot;

J 4 I ^ I I J 1 J 2 J
^^

(I X U X \fl X/ CtX (f X dX

dz*
~

/^*V
\dlcj

Von einer bei Taylor an zwei Stellen seines Buches 1

)
behandelten

Differentialgleichuug wild im 100. Kapitel die Rede sein.

Einen wichtigen Abschnitt der Methodus Incrementorum, um
dessenwillen wir eigentlich die ganze Schrift grade in diesem 97. Ka

pitel behandeln, bildet der siebente Satz von der Taylorschen
Reihe&quot;).

Auch hier sei uns gestattet, durch eine Taylor nicht an-

gehorende Bezeichnung, insbesondere durch Benutzung von nait Index

versehenen d fiir die auf einander folgenden Differeuzen, die Taylor-

schen Erorterongen durchsichtiger zu machen. Sei z die gleich-

massig Veranderliche und dz ihre jedesmalige Veranderung. In Ab-

hangigkeit von z ist eine andere Veranderliche x, deren auf einander

folgende Differeuzen dx, d*x^ d*x ... die Veranderungen von x,

von dx, von d*x . . . bezeichnen, welchen diese unterworfen sind,

wahrend z um dz zunimmt. Folgende Werthe gehoren mithin zu-

sanimen: z and x, z -(- dz uud x -f- dx, z 4- 2dz und x -f- 2dx

-f- d*x, z -(- %dz und x -\- Sdx -j- 3d 2x -j- d*x. Die auftretenden

Zahlencoefficienten sind die der Binomialentvvicklurig, das sonstige

Bildungsgesetz ist nicht minder einleuchtend, und so erkennt man,

dass zu z -f- n . dz der Werth gehort:

,
n(n 1) - 9 ,

, l)(w 2) ...

x -f n . dx -f
- d*x -\ 1~23 x

&quot;^ r
x

l

) Methodus fncremcntorum pag. 17 und 2627. -] Eben-la pag. 21 23
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Nennt man n&amp;lt;4z
= v und (w 1)^/5

= v
}
ferner (n

u. s. w., also auch n
,
n 1 = - w 2 = -- u. s. w., so

wird der zu z -f- v zugehorige Werth von x in der Gestalt

v dx w 4*x . vv v&quot; A*x
1

&quot;

A s 1 2 ^/J* I 123 sJs a

erscheinen. 1st i; ein endlicher Werth, wahrend gleichzeitig dz in

das unendlichkleine dz ubergeht, womit naturgeraass auch der Ueber-

gang der Differenzquotienten von x in Differentialquotienten verbunden

ist und w sich als unendlich gi-oss erweist, so sind die v, v
,

v&quot; . . .

nicht mehr zu uuterscheiden. Dann geht also vv in v
2

,
vv v&quot; in v3

fiber u. s. w. Man erhalt alsdann als Werth von x
}
wahrend e in

z -f~ v uberging;
die Reihe:

,

v dx
|^

t?* d*x
.^

v s
df a;

,
&quot; T ~d~g I7i d72 &quot;&quot;&quot; i727s dTs

&quot;

und das ist die Taylorsche Reihe
;
wie sie benannt zn werden

pflegt, seit ihr Simon Lhuilier 1786 in einer von der Berliner

Academic gekronten und auf ihre Kosten gedruckten Preisschrift x

)

diesen Namen beigelegt hat. Wir beraerken
;

dass Taylor auch den

Fall eines negativen v in Erwiigung gezogen hat 2
), und dass er

fand, dass die Reihe fur den zn z v gehorigen Werth von x im

Vorzeichen alternirend wurde, wahrend der absolute W erth der Glieder

keino Veraiiderung erlitt. In wie weit Taylor sich bei Verfassung
der Methodus Incrementonmi fiber die Moglichkeit der Anweridung
seines Satzes zur Reihenentwicklung einer Function einer zweitheiligen

Grosse klar gewesen sein mag, ist kaum zu sagen. Wirkliche Reihen-

entwicklungen von der genannten Art hat er dort jederifalls nicht

vorgenommen.
Eine andere iinmer wieder durch die Bezeichnung sehr schwer

verstiindliche Reihenentwicklung ist im elften Satze 3

) gelehrt- Sei

/ s . dr in der Form rs -f- p angenommen. Differentiation bringt

s . dr = s . dr -f- r . rfs -j- dp hervor. Daraus folgt dp = rds und

p = / rds = / r~f-,dr. Man hat also gefunden

) Ea;pc$ition ettmenkairt d?s prineipcs des calculs supcrieurs qui n remporte

le prr-j: propose par VAcademic Royale des sciences et belles lettres pour I annea 17S6.

Berlin 4&quot;.

z
} Methodus IncreMcntorum pag. 23: mutato signo ipius v, quo tem-

pore 2 deeretcendu fd z v . ^ Ebenda pag. 38 9.
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Taylor geht weiter zur Annahrae / r -.- dr -v- -f- q iiber.

Differentiation liefert r -,-
- - r-,- + -j-\ 4- ~ Damns folgtdr dr 2 &amp;lt;/r- dr

9i w 3 jfwo-f
Ar

und

A*
J Y

Das gleiche Verfabren, welches auf nichts anderes hinauslauft als auf

eine fortgesetzte Aiiwendung des factorenweisen Integrationsverfahrens,

kann in beliebiger Wiederholung angewandt werden und liefert

r* ds
,

r 3 d s
s

V TS z ^ ~j~ ~j~ ^ s &amp;gt; &quot;j i
*

.

Man erkennt sofort in der \on Taylor gegebenen Reihe die schon

1694 durch Johann Bernoulli in den A. E. veroffentlichte Ent-

wicklung (S. 229). Taylor bediente sich allerdings einer anderen

und, man darf hinzusetzen, weniger anfecbtbaren Herleitung als der

Erliuder der Reihe selbst, aber dennoch ist ihm der Vorwurf nicht

wohl zu ersparen, Jenen nicht genannt zu baben, und als ihm dieser

Vorwurf im Maihefte 1721 der A. E. wirklich gemacht wurde, musste

er die Antwort schuldig bleiben.

Der zweite Abschnitt der Metbodus Incrementorum, welcher den

ersten wenig an Lange ubertrifft, enthalt Anwendungen der in jenem

auseinandergesetzten Lehren. Er beginnt mit dem Interpolations-

probleme
1

),
an welches das der Summirung einer gegebenen Anzahl

von Gliedern einer Reihe von bekanntem Bildungsgesetze
2

)
sich an-

schliesst. Die bei letzterer Aufgabe gegebene Auweisung besteht

darin, man solle von einem Anfangsgliede an zuerst die Sumine aller

Glieder bis zu dena ersten der zu summireuden Glieder ausschliesslich

und dann die bis zum letzten einschliesslich bilden und erstere von

letzterer abziehen. Das ist auf Glieder von endlichen Diiferenzen

angewandt die gleiche Methode, welche bei den Quadraturen ;
d. h.

bei Summirung stetig sich aneinander anschliessender Grossen zur

Auswerthung von bestimmten Integralen fiihrt, wie iiberhaupt die

Surnmirungsaufgabe von Gliedern mit endlichen Unterschieden und

die Integrationsaufgabe zu vielfach ganz iibnlicben Ergebnissen fubren,

worauf aufmerksam gemacht \vird
3
).

Spatere Aufgaben gehoren den Anwendungen der Fluxions-

) Meihodus Incrcmcntoriim pag. 53 5C. *) Ebenda pag. 56 58.

3
) Ebenda pag. 65.
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rechnung aui Aufgaben der Geometric1 und Mechanik an, und

von Unterschieden von endlicher Grosse 1st nur noch eirimal, am Ende

auf S. 112 114, die Rede
;
wo bei Gelegenheit der Aufgabe der atmo-

sphiirischen Lichtbrechung eine Differenzengleichung integrirt wird.

Vorher behandelt Taylor das isoperimetrische Problem 1

),
die Ketten-

linie
2
), die Aufgabe der gespannten Saite 8

), welche hier die erste

mathematische Behandlung erhielt, nachdem Mersenne in seiner

Harmonica von 1663 Versuche iiber Saiteuschwingungen beschrieben

und Erfahrnngsgesetze ermittelt hatte 4
).

Auch die Auffindung des Schwingungsmittelpunktes senk-

recht herabhangender Korper ist von Taylor behandelfc 5
)
und hat An-

lass zu Streitigkeiten gegeben. Johann Bernoulli hatte die gleiche

Aufgabe iin Junihefte 1714 der A. E. gelost, wo sie also jedenfalls

friiher als in dem Taylorschen Buche von 1715 dem mathematischen

Leserkreise bekannt wurde. Taylor vertheidigte
6
) seine Unabhangig-

keit von Johann Bernoulli in den P. T. von 1719. Er habe schon

am Anfange des Jahres 1712 den Schwingungsmittelpunkt genau so

gefunden, wie er spater habe drucken lassen, und konne diese That-

sache durch Briefe von Keill beweisen, ausserdem sei die Reinschrift

dieses Buches seit April 1714 im Besitze der Royal Society gewesen
7

),

mithin vor der Versendung des Juniheftes der A. E.

Kommen wir in einem Gesammturtheile auf die Methodus In-

crementorum zurtick, so ist deren ungemein hohe Bedeutung nicht zu

verkennen; es ist zugleich zu bemerken, dass die Lehre von den end-

lichen Differenzen eigentlich am stiefmuttcrliehsten, mindestens am

undeutlichsten behandelt ist, wiewohl sie dem Buche den Titel verlieh

und das Buch wieder underen Mathematikern den Anstoss gab, tiefer

in den Gegenstand einzudringen.

Wir nennen hier zuerst Pierre Reniond De Montmort mit

einer Abhandluug
8
) in den P. T. von 1717. Ihr klar und deutlich

ausgesprochener Grundgedanke besteht darin, dass, wenn eine Reihe

von Gliedern a, b, c, d . . . zu summiren ist,
das Bestreben dahin ge-

rirhtet werden solle, jedes dieser Glieder als eine Differenz von der

Art darzustellen, dass der Subtrahend jeder friiheren Differenz Minuend

der nachstfolgenden werde. Ist a = A B
,
I S C, c= C- - D,

) Methodus Incremeittoru-m pag. 68. *) Ebenda pag. 75.
s
)
Ebenda

pag. 89.
4
) Heller, Geschicbte der Physik II, 7576. 6

)
Methodus Incre-

mentorum pag. 95. ) Taylors Verthoidigung und mit ihr samintliche Streit-

schriften findet man vereinigt in Job. Bernoulli Opera U, die hier ange-

tuhrten Datert II, 480. 7

)
In cinem anderen Sclmftstiick (Job. Bernoulli

Opera II, 474) ist sogar bcbaupfcet, die Meihodv-s Increiitcntorum sei seit April

1713 iui BeslUe der Royal Society gewesen, */ P T. XXX, 633 675.
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d== D E, so wird ersichtlich a -\- b -\- c -\- d = A E und ganz

ahnlich bei grosserer Anzahl der Reihenglieder. Vielfaltige Beispiele

bringen den Gedanken in Anwendung. Man erinnert sich nnwillkur-

lich an Dinge, welche in zu jener Zeit noch nicht veroffeutlichten

und De Montmort mithin unbekannten Briefen von Leibniz (S. 370)

vorkamen.

In dem gleichen Jahre 1717 legte ein anderer franzosischer

Mathematiker Francois Nicole 1

) (1683 1758), der von seinem

16. Jahre an als Schiller De Montmorts zu bezeichnen ist, ohne

dass mit dieser Bezeichnung seine oder De Montmorts Selbstandig-

keit in der Differenzenrechnung irgend angezweifelt werden will, der

Pariser Academie des Sciences eine Abhandlung
2
) vor, welche aus-

gesprochenermassen die Absicht verfolgte, klarer darzustellen, was in

Taylors Methodus Incrementorum nicht mit geniigender Deutlichkeit

ausgefiihrt sei. Nicole hat diese seine Absicht durchaus erfullt.

Mit musterhafter Klarheit setzt er auseinander, die Differenz von

x(x -j- n) . . . (x -\- (p l)w) sei pn(x -f- n) (x -j- 2n) . . . ((x -j- (p l)w)

als Werth von

(x + n) (x -}- 2n) . . . (x -f pn} x(x + n) . . (x + (p l)n) .

TT 1 ^ L L X (X+ W) (X + 2W) (X + (P !)W) J T L 1 J J
Unigekehrt ist - - das Integral der end-

lichen Differenz (x -f- n) (x -f- 2n) . . . (x -j- (p l)w). Das Integral

wird gefunden, indein der Differenz der Factor beigegeben wird, der

um n kleiner als der niederste in ihr vorhandene Factor ist, und

hierauf noch die Division durch p, als Anzahl der jetzt vorhandenen

Factoren, und durch n, als Betrag der jeweiligen Zunahme der

Factoren, vollzogen wird. Will man die Summe

1(1 + )
... (1 4- (p

- 1 + (1 + n) (1 -f- 2) ... (1 -{-pn) -f . . .

-f- x(x -j- n) . . . (x -f- (p l)w)

haben, so betrachtet man das nachfolgende Glied

(x -j- n) (x -j- 2n) ... (x -j- pn)

als Differenz und bildet deren Integral , ,

n~: TL&quot;-
n
/

(jo -j- 1) n

welches die gesuchte Summe sein wird. Die Differenz des Biuches

1

x(x + )... (a; -}- (p l)n)
oder

1 i

x(x -f n) . . . (x + (p 1)) (x 4- w) (^+ 2 n) . . . (x + pn)

*) Histoire de VAcademie des sciences. Ann^e 1758 (Histoire pag 10V 114).

Ebenda Annee 1717 pag. 7 21.
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1st , ~-. ; r und nrugekehrt 1st . : r
-
t r. -- - das

x(x 4 n) . . . (x 4- pri) x(x 4 M) . . . (x 4 (p l)n)

[nteijrral der endlichen Differenz -. -. -r-, \ N-, welches also ee-
x(x 4- n) . . . (x 4-P)

fimden wird, indem man in der Differenz den hochsten Factor (x 4- pn)
des Nenners weglasst und alsdann noch durch die Anzahl p der iibrig

bleibenden Factoren und durch den Betrag n, um welchen die Nenner-

factoren jeweils steigen, dividirt. Will man nun die Summe einer

uuendliclien Reihe von Brfichen finden, deren jeder die Form

x(x 4- ) (x 4- 2 n
) (x

besitzt, so ist dieses allgemeine Glied selbst die Differenz zwischen

der Reihensumme der vor ihm auftretenden Glieder und der Reihen-

sunime der bis zu ihm einschliesslich genommenen Glieder. Das

Integral dieser endlichen Differenz ist nach der ausgesprochenen Regel

, :
;

-r-r
, und das ist also die Summe der mit

p .n. x(x 4 ri) (x 4 (P i) 71)

^ beginnenden unendlichen Reihe. In diesem Auf-
x(x-\- n) . . . (x-\-pn)

satae ist also zweierlei geleistet. Die Summe beliebig vieler Glieder

einer steigenden und die der unendlich vielen Glieder einer fallenden

Reihe wird ermittelt, steigend und fallend in dem Sinne verstanden,

dass die einzelnen Glieder der Reihe einen immer grosseren, beziehungs-

weise immer kleineren Werth annehmen. Im ersteren Falle sind die

Glieder ganzzahlig, im zweiten Falle gebrochen, beidemal bestehen

dieselben aus Factoren von gegebener Anzahl, beidemal ist der ver-

anderliche Theil der Factoren eine arithmetische Folge von Vielfachen

einer gegebenen Zahl.

Dieser Grundaufgabe ist Nicole treu geblieben. Er hat in zwei

Aufsatzen des Jahres 1723 1

),
in einem Aufsatze des Jahres 17^4 y

),

ondlich in einem Aufsatze des Jahres 1727 3

)
.immer verwickeltere

Formen solcher Reihen behandelt. Er hat z. B. Reihen summirt von

der Gestalt
1

x(x 4- n) (x 4- 2n) . . . (x 4 (p 1))

,

1
;

I
&quot;&quot;

(a; 4- m) (x 4 m + ri) (x 4 m 4 2n) . . . (x 4- m 4 (p l)n)
n

er hat auch von Glied zu Glied sich verandernde Zahler beigegeben,

aber nirgend ist eine Abweichung in dem Sinne, dass jene Factoren

der Nenner anderer Art als linear waren, nirgend ist von hoheren

l

~)
Histoire de I Academic des sciences. Annt^e 1723 pag. 20 37 nud 181

bis 198. *) Ebenda. Annoe 1724 pag. 138158. J
)
Kbenda. Annte 1727

pag. 1157 268.
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als ersten Differenzen die Rede, und deshalb diirfen wir die fiinf

Aufsatze Nicoles mit Einschluss dessen von 1727, der seiiior Datirung

nach eigentlich dem folgenden Abschnitte angehoren iniisste, in diesem

kurzea Bericht zusarnraenfassen.

Hier ist vielleicht die Stelle, ini Voriibergehen ein Wort von

den ersten Reihenuntersuchungen eines Schriftstellers zu sagen, der

im 100. Kapitel, dann aber besonders ini XVIII. Abschnitte uns wieder-

holt beschaftigen wird. Christian Goldbach 1

) (1090 1764) i.st

in Konigsberg in Preussen geboren. Er machte 1718 eine Reise

nach Schweden, 1720 eine solche nach Italien. In Schweden vor-

kehiie er viel mit dem dortigen Mathematiker Anders Gabriel

Duhre, und als Goldbach einen Aufsatz Specimen mctJtodi ad summax

serierum verfasst hatte, war es wahrscheinlich Duhre, der diesen an

die Redaction der A. E. in Leipzig schickte. Die Arbeit wurde auch

wirklich im Jahrgange 1720 jener Zeitschrift gedruckt, ist aber herz-

lich unbedeutend.

Wir kommen wieder zu einem englischen oder vielmehr schotti-

schen Schriftsteller James Stirling
2

) (16921770). Er kam 1710

nach Oxford, wo er eine Freistelle erhielt, von der ihm aber 1715

wegen entdeckten Briefwechsels mit bekannten Jacobiteu Ausstossung
drohte. Er floh nach Venedig, wo er sich durch Unterricht in der

Mathematik ernahrte. Von Venedig aus veroffentlichte er 1717 eine

geometrische Schrift, die wir im 99. Kapitel besprechen werden, und

die ihn Newton nahe brachte. In Venedig ist dann auch eine Ab-

handlung geschrieben, welche durch Newtons Vermittelung in den

P. T. von 1719 gedruckt wurde 3

).
Wieder Newton brachte es zuwege,

dass Stirling 1725 nach England zuriickkehren durfte. Seit 173f&amp;gt; war

er dann Director einer schottischen Bergwerksgesellschaft. Die Ab-

handlung von 1719 tragt die Ueberschrift Methodus differentialis

Neivtoniana illustrata Authore*} Jacobo Stirling e Coll. Balliol. Oxon.,

der Verfasser gehorte mithin damals dem Namen nach noch der

Hochschule Oxford an. Der Ueberschrift kann man auch entnehmen,
dass Stirling von Newtons Interpolationsverfahren ausging,

dessen Erlauterung insofern sein wesentlicher Zweck war, als er die

auf das Auffinden zu interpolirender Glieder gerichteten Rechnungen

bequemer darstellte. Es sollen etwa a, /3, y, 8, e, t,, ^ sieben auf-

einander folgende, so nahe bei einander liegende Glieder einer Reihe

(beziehungsweise Ordinaten einer Curve) sein, dass sie als Glieder

x
) Allgemeine Deutsche Biographie IX, 330 331. Enestrom in der

Bibliotheca matheinatica 1884 S. 15 16 uml 1887 S. 23 24. *) Encyclo

paedia Britannica XXII, 555 656 (Edition IX, 1887).
3
) P. T. XXX, 1050

bis 1070. 4

) sic!
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einer arithmetischen Reihe von irgend einer Ordnnng gedacht werden

kounen, d. h. dass ihre aufeinander folgenden Differenzen um so

weniger von Null abweichea, je hoherer Ordnung sie sind. Nun ist

a
ft

eine erste Different, (a /J) (ft y)
= K 2ft -f- y eine

zweite Differenz. Ebenso erkennt man a 3/3 -f- 3 y 6 als eine dritte,

4/3 -f- 6y 4d-f- als eine vierte, a bft -j- lOy 10d-f-5
als eine fdnfte, a -

6/3 -f 15y 20d -f 15c 6 -f 7?
als eine

sechste Differenz. Mit immer inehr der Wahrheit sich nahernder

Zuverlassigkeit gelten folglich diese Differenzen als nicht mehr vor-

handen, d. h. ihr Nullsetzen gestattet cc in immer genaueren Naherungs-
werthen /u finden. Diese Naherungswerthe sind ct ft, a= 2/3 y,

a =-3/3 3y+* ; a=4/J (&amp;gt;y+ 4d e, a=5/3 10y-f 10* 5 + &,

a = (i/J
_

15y.-|- 20d -- 15 6 -f 6^ 17
u. s. w. Stirling sucht z. B.

mittels dieser Pormeln K = - zu erhalten, indem er es als voraus-

gehendes Glied zu den Gliedern
, ~, , ~, ,

- betrachtet.

Er findet die sechs Naherungswerthe

a = 0,0099009900990, a = 0,0099980586293, = 0,0099999434550,

a= 0,0099999978248, = 0,0099999998958, = 0,0099999999931.

Ini weiteren Verlaufe der Abhandlung bedient sich Stirling ge-

wisser Umformungen, deren Zweck es ist,
die Convergeriz von Reihen

zu beschleunigen. Ist beispielsweise *) _f Q
= R, so folgt

und hieraus wieder (1 -f- Q)
n =

(1 JJ)~
M

. Man kann aber beide

Ausdriicke nach deni binomischen Satze entwickeln und erhalt so

zwei lieihen, die den gleichen Werth besitzen

(i + QY - 1 -f Q-* + V^r^ -f ^ w(w^-^ -h I
uud

De Lagny legte 1705 und 1722 der Academic des Sciences

Abhandlungen vor 2
),

in welchen die hoheren Differenzen bei der Auf-

) P. T. XXX, 1065 steht zwar It = --
,

abcr das ist offenbar ein
V

l)ruckfehler, da diese Substitution die Reihe, welche nachher angegeben ist,

iiberhaupt nicht hervorbringt, abgesehen davon, dass diese, wenn sie so eut-

stiimle, hei E^&amp;gt;1 divergiren wiirde. *) Histoire. de I Academic des Sciences.

Aimee 1705 pag. 277300. Annt e 1722 pag. 2C4 320.
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losung von Gleichungen Verwerthung finden. Um dieses Zweckes

willen wird fiber die beiden Abbandlungen der Hauptsache uach erst

im folgenden 08. Kapitel zu berichten sein, aber Einiges sei gleich

bier hervorgeboben. De Lagny bildet die aufeinander folgenden

Differenzen bei arithnietischen Keihen hoherer Ordnuug. Er nennt

1722 die erste Zahl jeder Differenzenreihe ihreii Erzeuger, generateur.

Dieser Name erinnert zu deutlich an das von Leibniz in dem (zu-

letzt S. 378) erwahnten Briefe an Oldenburg vom Februar 1673 in

gleichem Sinne gebrauchte generatrices, als dass wir nicbt an eine

vielleicht nicht ganz bewusste Einwirknng denken sollten. lui Jabre

1722 kannte De Lagny sicherlich das seit 1713 unter den Mathe-

matikern freigebigst verbreitete Comraercium Epistolicum und folg-

lich jene Leibnizische Untersuchimg. Aber wie war es 1705, als

De Lagny zwar ohne jene Namen, aber immerhin hohere Difterenzen

in Recbnung zog? Hat er damals schon unter der Hand in Pario

gehort, was Leibniz am gleichen Orte 32 Jahre friiher in Erwagung

zog? Hat er Mo u tons Druckscbrift von 1670 (S. 76) gekannt oder

gar Faulhabers Summirung arithmetischer Reihen hoherer Ordnung

(Bd. II, S. 748 749) V Wir sind nicht im Stande, diese Fragen zu

beantworten. In De Lagnys Abhandlung von 1722 treten zwei

wichtige Satze auf, welche als unbestreitbare Grundsatze bezeichnet 1

)

und dem entsprecberid nicht bewiesen sind. Der eine Satz, der viel

leicht De Lagny angebort, ist der, dass Potenzen von hinreiehend

hohem Exponenten jeder Zabl, die irgend grosser als die Einheit ist,

uber alle Grenzen liinaus wachsen. Der zweite Satz, den allerdings,

wie wir im 99. Kapitel erfahren werden, Stirling schon 1717 aus-

gesprochen hatte, ist der, dass in der Reihe

der Werth von x so gross angenornmen werden kann, dass a^ fur

das Vorzeichen der Reihensumme den Ausschlag gibt. Endlich ruhmt

De Lagny selbst
2
), er sei der Erste, der darauf aufmerksam mache,

dass nicht bloss, wie man scbon lange wisse, die 2., 3. u. s. w. Po

tenzen der Zahlen der natiirlicben Zahlenfolge arithmetische Progres-

sionen 2., 3., . . . Ordnung bilden, sondern dass das Gleiche auch fiir

die Summcn a^x*- -f- a^ii^&quot;
1 + 4&quot; j.^ Geltung habe, welche

entstehen, indem man der Veranderlichen x der Reihe nach alle

ganzzahligeu Wertbe der natiirlichen Zablenfolge beilegt.

Der letzte Scbvjftsteller, von welchem wir in diesem Kapitel

kurz zu reden haben, ist Abraham de Moivre, als Verfasser einer

l

) Histoirc de I Academic des Sciences. Annee 1722 )jag. 275: Ce xo&amp;gt;nt deux

axiomes incontfstables. *) Ebenda pag. 281-282.
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Abhandlung, die im Mai 1720 der Royal Society vorlag und 1722

iu den P. T. gedruckt wurde 1

).
Die Abhandluug beschaftigt sich der

Hauptsache nach mit dern Zerfalien eines Bruches in Partialbriiche,

also mit einem Gegenstande, der schon liingst durcb Leibniz und

Jobann Bernoulli seine Erledignng gefunden hatte. De Moivre

erkennt das Vorrecbt Leibnizons gegen den Schluss der Abbandlung
voll und unumwunden an, aber die A. E. von 1702 und 1703, sagt

er, seien ibm erst nachtraglieh 7.11 Gesicht gekommen. In De Moivres

Darstellung findet sich ein Begrifl und ein dafiir erfundenes Wort,

welcbe von nun an der Mathematik angehoren. Er nennt recurrente

Reihen 2

) solche, bei welchen die einzelnen Coefficienten mit einer

bestimmten Anzahl ibnen vorausgehender Coefficienten in einein von

Glied zu Glied unverandert bleibenden Zusammenhange stehen. So

ist z. B. 1 -j- 3x -j- 7ic
3

-f- 17 it;
3

-f- 41 #* -f- 99#
5 + eine recurrente

Reihe, und der Zusammenhang ihrer Coefficienten liegt in der von

n = an giltigen Beziehung a n+2 2an+i -f- an . Dem Zusammen

hange an+ s 3a,t -j- 2 2a /! _j_i -f- 5 w entspricht die gleichfalls re

currente Reihe 1 + 2x -f 3^-
2 + lOa;

3 + 34a;4 -f- 97 ^5
-{

u. s. w.

98. Kapitel.

Algebra.

Wenn wir uns nunmehr den Leistungen auf algebraischem Ge-

biete zuwen den, so stellt uns die Abhandlung De Lagnys
3
)
von

1705, wie sie die iilteste von uns zu erwahnende ist, auch dadurch

einen erwiinschten Uebergang in Aussicht, als sie, wie (S. 389) be-

merkt wurde, an Begriffe der Difterenzenrechnung ankniipft. De Lagny

bildet die wten Potenzen von n -J- 1 selbst in arithmetischer Progres

sion stehenden Zahlen, also
tt&quot;, (a -f ?&amp;gt;)&quot;, (a -f 2fc)

n ... (a + nV}&quot;.

Die ersten, zweiten, . . . wten DilBTerenzeu dieser Potenzwerthe werden

genommen, und dabet xeigt sich, dass die wten Differenzen constant

ausfallen und zwar 1. 2. 3. ... nbn heissen. De Lagny sagt
4
),

dieser

Satz sei seines Wissens in seiner Allgemeinheit neu, wenn auch die

beiden besonderen Falle langst bekannt seien, dass 2 die zweite

Differenz der naturlichen Quadratzahlen und 6 die dritte Different

der naturlichen Kubikzahlen darstelle. Die Constauz der hohereii

Differenzen lasst Tabellen holier Potenzen der aufeinander foigenden

&amp;gt;)

P. T. XXXII, 1G2-178. )
Ebenda XXXII, 170.

&quot;)

Histoire de

VAcademic dcs Science*. Ann^e 1705 pag. 277-300. 4

)
Ebenda pag. 288 Re

marque II.
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Zaulen der natiirlichon Zablenreihe durch fortgeteetztc Additionen ent-

stehen, sie leistet auch bei der Aufiosurg von Zahlengleiehungen

Hilfe, und das ist De Lagnys eigentlieher ZieJpunki Jeder Ausdruck

Knxn -{-_!xn~ l
-f- -}- a^x gestattet. namlich, soferu x in arith-

metischer Progression wachst, d. h. die Werthe x a, x = a -f- &,

. . . x a -f- w& annimnat, seine hoheren Differenzen zu bilden, deren

wte constant wird. Man erhalt also auch Knxn
-f- _ia;

n~ 1

-\ j- c^ic

durch einzige Anwendnng fortgesetzter Additionen, und diese von

einander verschiedenen Gleichungsconstanten De Lagny neimt sic

im Anschlusse an Viet a die kotttoffenes de eomparttlson sind bald

kleiner, bald grosser als die Gleichungsconstai ce *&quot; der vorgelegten

Gleichung anxn
-\- an-iXn 1 + + ^x --==

c, bald ihr genau gleich.

Im letzteren Falle ist der ganzzahlige Wurzelwerth x gefunden, der

die Gleichung erfullt, andernfalls hat man wenigsteiis zwei ganze
Zahlen ermittelt, zwischen welchen x liegt, und sind es zwei nur una

die Einheit verschiedene Werthe, d. h. hat man 6 = 1 gewahlt, so

ist zugleich die Gewissheit der Irrationalitat von x gewonnen
1

).

Nun hat De Lagny am Anfang der Abhandlung awei Gleichnngen
arithmetisch ahnlich-) genannt, wenn sie nur durch die Gleichungs-

constante sich von einander uuterschciden, dagegen geoinetrisch ahn

lich 3

), wenn der Coefficient a,, von xn
iibereinstimmt, die ubrigen

Coefficienten aber m der zweiten Gleicbung aw _ijS, ,,_2/3
2

,
. . .

K
1 ($

n~ l heissen und die Gleichungsconstante r?/3&quot;
ist. Die Wurzel der

geometrisch uhnlicheri Gleichung ist alsdann das /Sfache der Wurzel

der erstgegebenen. Auch die Wurzel der geometrisch alinlichen Glei

chung vermag man in Grenzcn einzuschliessen, welche nur um eine

Einheit von eiuaiider liegen, und damit ist die Wurzel der urspriing-

lichen Gleichung auf -A- genau gefunden
4
).

Im folgeuden Jahrc? 1706

kam De Lagny in eiiier als zweite Abtheilung der friiheren Abhand

lung bezeichneten Fortsetzung
5

)
auf den Gegenstand zuriick, aber

nur um gewisse Abkiirzungen des Yerfahrens bei der Behandlung
cubischer Gleichungen zu lehren. Die theoretische Bedeutung dteser

Fortsetzung liegfc einzig darin, dass versucht wird die Meinung zu

begriinden, mac thue Unrecht. wenn man das nalieruugsweise Tast_

verfahren zur Ausmittelung der Gleichungswurzeln an das nur zu-

fallige System dekadischer Zahlen kniipfe. Jede Gleichung gebe
vielmehr durch die in ihr vorkotnmenden Zahlencoefficienten zu er-

kennen, in welcher Weise man am vortheilhaftesten ihi-em Wurzel -

*) Histoirc de I Academic des Sciences. Annee 1705 pag. 234
, Remarque I.

*) Ebenda pag. 278: sc./nblubhs arilhmeiiquement &quot;)

semblal)les gcometriqucmcvi.
4

) Ebenda pag. 296. ) Ebenda. Amiee 170G pag. 29 ai9.

CANTOS, Geachicuto der Mathematik. HI. 2. 2. Aufl. 26
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werthe beikomme. Ueber die im vorigen Kapitel erwahnte dritte

Abhandlung
1

)
De Ijagnys von 1722 sollten wir streng genommen

erst berichten, wenn wir gesehen habeu wiirden, was inzwischen von

anderen Matheinatikeru geleistet worden war, doch bietet sie iiber-

haupt wenig Neues fur die Lehre von den Gleichungen nnd gestattet

uns dadurch uberhaupt von ihrer Erorterung Abstand zu nehmen.

Auf geometrische Methoden zur Gleichungsauflosung hatte Des

cartes (Bd. II, S. 815 816) in der Form hingewiescn, man solle

diese Aufgabe nieht dnrch beliebige zweckdienliche Curven losen,

sondern durch die einfachsten, welche man anwenden konne. Das

war so verstanden worden, man solle, um F(x) = aufzulosen, diese

Gleichung als durch Elimination von y zwischen
&amp;lt;&(x,y)

= und

&quot;*P(x, y)
= entstanden denken; beide letztere Gleiehungen konnen

alsdann durch Curven abgebildet werden, und die Abscissen ihrer

reellen Durchschnittspunkte miissen alsdann die reellen Wurzeln von

F(x) = liefern. Gegen die Richtigkeit der letzteren Behauptung
erbob sich Rolle 2

)
in den Veroffentliclmngen der Pariser Academie

fiir 1708 und 1709. Er zeigt an Beispielen, dass uicht immer

Wurzeln der Gloichung und Durchschnittspunkte der beideii Curven

einander entsprechen. Die Gleichung

a? -f 63a6s + 62a6 =
wird durch x = a und durch x 2a erfiillt. Rolle ersetzt

sie durch das Gleichungspaar x* ot/
2=0 und 63a3

ic-j-y* -f- 62a
4=0

aus welcheno aio entsteht, indem ?/
=

, aus der ,..ersten Gleichung

in die zweite eingefflhrt wird. Aber weder bei x = ft noch bei

x = 2a ist ein Durchschnittspunkt der beiden Curven vorhauden.

Diese schneiden einander uberhaupt nicht in reellen Punkten. Die

erste setzt namlich ax
&amp;gt; 0, die zweite ax

&amp;lt; voraus, die cine liegt

also rechts, die andere links von der Ordinatenaxe. Ein anderes Bei-
&quot;

mit x= a als reeller WurzeL Das Gleichungspaar iy

2
ic
2

y
4

-f- a2* 2 -- 2 a3
a; = liefert zwar durch Elimination von y die ge-

naunte Gleichung, aber bei x = a geht deren erste Gleichung in

y*
r= 2

,
deren zweite in if

= a4
iiber, d. h. bei x = a hat nur

die zweite Curve einen reellen Punkt- Rolle bedient sich in diesen

Aulsatzen des Ausdruckes fremder Wurzeln, ratines ctrangeres, von

*)
Histoirc de I Academie des Sciences. Annoe 1722 pa^. 264320.

*) Ebenda. Annde 1708 pag. 339 365 und Ann^e 1709 pag. 320 360 sowie

pag. 419450.
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welchen er befurchtet, sie konnten eingefuhrt werden. Man miisse,

meint er, urn den durch ihn nachgewieseneu Irrthlimeru zu entgehen,

eine ganz neue geoinetrische Gleichungslehre ersiimen, wenn er auch

nicht wisse, worin sie bestehen werde. Im folgenden Jahre 1710

kam De la Hire 1

) auf den gleichen Gegenstand zu reden. Er suchte

Descartes zu rechtfertigen, der ja ausdrticklich von der Benutzung
zweckdienlicher Curven gesprochen habe Die von Rolle hervor-

gehobenen Widerspriiche verniochte De la Hire allerdings nicht zu

leugnen. Er machte vielmehr selbst auf Aehnliches aufmerksam,

z. B. auf den Unterschied zwischen den beiden Gleichungen /
2 ax

und y*
= a?x*

f
deren erste eine Parabel bedeute, die zweite zwei zui

Ordinatenaxe symmetrisch liegende Parabeln.

Auf englischem Boden begegnen uns zunachst zwei Abhandlungen
in den P. T. von 1707. Jobn Colson 2

) (16801760) war damals

ein nocb ganzlich unbekannter Schulmeister. Sein Aufsatz in den

P. T. lenkte die Aufmerksamkeit auf ihn, und da man iiberdies er-

fuhr, er sei ein guter Lehrer, veranlasste man ihn nach Cambridge
zu kommen. Er wurde dort sogar 1739 bei der Besetzung einer

Professur keinem Geringeren als De Moivre vorgezogen, der aller

dings damals sein 72. Lebensjahr vollendete, was gegen ihn angefiihrt

wurde. Nach vollzogener Wahl sah man ein, wlchen Fehler man

begangen hatte. John Colson also veroffentlichte 1 707 Unter-

suchungen iiber Gleichungen 3. und 4, Grades 3
).

Es war ein damals

schon recht breitgeschlagener Gegenstand, den Colson behandelte, aber

er wusste zwei Satze klar und deutlich darin auszusprechen, welche

wahrscheinlich schon vielen Mathematikern bekaunt waren, von denen

wir uns jedoch nicht eriimern konnen, sie jemals in einer iilteren Druck-

schrift gelesen zu haben. Der eine Satz ist der 4
), dass jede Zahl

drei Kubikwurzeln habe, und dass die Kubikwurzel der Einheit eben-

sowohl 1 als -f- -^Y~~ & a^s &quot;

5 y 3 heisse. Das warmm
ja viel weniger allgemein, als was Rolle behauptet hatte (S. 124),

aber fur den Anfanger war es greifbarer. Im Uebrigen ist nicht

gut anzunehmen, dass Colson damals Rolle s Buch gekaimt haben

sollte. Der zweite Satz besagt, dass jede kubische Gleichung drei

) Histoire de I Academic ties Sciences. Ann6e 1710 pag. 7 45.

*) W. W. Eouse Ball, A hist&ry of the study of mathematics at Cambridge

pag. 100101 *). P. T. XXV, 23532368 4

) Cujwvis enim guantitatis radix

1 1 ____
cubica triplex erit, et ipsius miitatis radix cubica, vel est I, vel -----

--(- -}/ 3
a ~

26*
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j eelle Wurzeln habe
,
sofem r2

q* eincu negativen Worth besitze,

da,,s dagegen bei positivem r2 q
9 nur eice Wurzcl reel! sei und

zwei imaginar ausfallen. Die Bedeutung der Buchstabeu q, r ergibt

sich daraus, dass die kubische Gleichung in der Gestalt

-f (3 # op
2
).r + (2r -f p* 3j&amp;gt;0)

auftritt. Um die aufgestellte Behauptung zu priifcn, schaffen wir

mittels x y -\- p das quadratische Glied fort und erhalten

r - a a

Demnach ist r2
fj

3 = J
^~-4 M 4

Hinter Colsons Aufsatze steht in den P. T. von 1707 ein solcher

seines spateren Wettbewerbers um die Professur, Abraham de Moivre 1

).

Er behandelt gewisse Gleichuugen von ungradeui Grade, welche nach

Regeln aufgelost werden konnen, die der Cardanischen Formel ver-

wandt sind 2

).
Es siud also nur ganz besondere Fiille, in welchen die

betreffende Regel anwendungsfahig ist.

Das gleiche Jahr 1707 sah die Veroffentlichung eines Buches

von ganz anderer Bedeutung, als jene Aufsatze sie besassen, der

Arithmdica universalis von Newton. Newton, seit 1669 Professor

in Cambridge (S. 64), hielt dort Vorlesungen fiber allgemeine Arith-

metik, und Niederschriften dieser Vortrage blieben dort irn Umlauf.

William Whiston 3
) (1GG7 1752) scheint dieselben im Jahre 1685

noch selbst gehort zu haben, und als er 1699 den Auftrag erhielt,

tils Stellvertreter fiir Newton Vorlesungen zu halten und 1703 gar

sein wenig ebenbiirtiger Nachfolger in der Professur wurde, kam

ihm allinahlich der Gedanke
; jenes alte Vorlesungsheft durch den Druck

vervielf iiltigen zu lassen. Ob Newton seine Einwilligung zur Ver

offentlichung gab, wissen wir nicht genau. Jedenfalls hat Whiston

-s in seiner Vorrede zu dem Drucke von 1707 behauptet, wahrend

dit^se Vorrede selbst bei einer 1722 herausgekominenen zweiten Auf-

lage, iu welcher Newton mannigfache Verbesserungen anbrachte, weg-

blieb. Eine dritte Auflage
1

)
veraustaltete G. J. s Gravesande 1732

in Leiden. Er benutzte dazu den Text von 1722, setzte aber auch

die Vorrede von 1707 wieder in ihre Rechte ein und vereinigte end-

lich noch in einem Anhange eine Anzahl von Abhandlungen anderer

Schriftsteller uber Gleichungen aus den P.. T. Dort finden sich bei-

l

j
P T. XXV, 2368 2371. 2

) ad instar Eegularum yro CvMcis quae

vocanliir Cardairi.
&quot;)

W. \V. Rouse Ball, A history of the study of mathe

matics ad Cambridge pag 83 85.
4

)
Wir liedicnten uns dieser III. Auflage,

anl die sich folglich aucL unsere Citate bcziehen.
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spielsweisc die drei Abhandlungen Halleys (S. 119 120) uud die

vorhin erwahnten Versuclie von Colson und De Moivre.

Die Arithmctica univcrsalis bietet zuerst einen Abris& der Bach-

stabenreehnung, daim die Auflosung von Gleichungen mit einer sowie

mit inehrereii Unbekamiteu, 77 eingekleidete Textaufgaben, darunter

61 geometrische, welche mittels Gleichungen gelost v-erdon, Unter-

suchungen iib-jr die Form der Gleichungswurzeln ,
constructive Auf

losung von Gleichungen. Eine ausserliche Scheuiurig der hier an-

gedsuteten Abschnitte findet nicht statt. Wir folgen d^r Anordnung,
indein wir Bcmerkensverthes erwahnen, wie es der Reihe nach uns

begegnet.

Wir schicken .Bines voraus: dass namlich von Schriftstellern,

welche vorher das Gleiche oder doch Aehnliches gelehrt haben, so

gut wie nie die llede ist. Descartes z. B. ist nur an einer einz.igen

Stelle genannt. Dieses grundgatzliche Verschweigon von Vorgangern,

mag es der Entstehung des Buches aus Vorlesungsheften , mag es

einer Eigenthumlichkoit Newtons entspringen, erschwert ungemoin
die Priifung, was wirklich neu war, was als von Vorgangern ent-

nommen anzusehen sein muss, wobei wir uns auch der Unterschei-

dung zu entschlagen haben, ob Newton die Schriften jener Vorgiinger

selbst las, oder ob er seiii Wissen der nicht ganz reinen, wenn auch

iiberaus reichen Quelle von Wallis englrscher Algebra von 1685

entnahm, die er zur Zeit, als Whiston die Vorlesuug horte, grade
studiren mochte.

Die Grossen, sagt Newton
x

),
sind entweder affirmativ, d. h. grosser

als Nichts, oder negativ, d. h. kleiner als Nichts. Das Wort Multi-

pliciren wird in Ermangelung eines passenderen Ausdrackes auch bei

Briichen oder Irrationalzahlen angewandt, wo eine neue Grosse ge-

sucht wird, welche zum Multiplicandus in demselben Verhaltnisse,

welcher Art es aach sei, stehen soil, wie der Multiplicator zur Ein-

heit 2

).
Beim Dividiren von Buchstabengrossen sind Divisor uud Divi-

dendus nach den Dimensionen eines und desselben Buchstaben, der

dazu besonders geeignet erscheint, zu ordnen 3

),
und zwar kann man

die Division sowohl bei den Gliedern hochster 0/dnung. als bei denen

niederster Ordnang beginnen
4
).

Langere Zeit wird bei der Aufsuchung der Theiler eines

Buchstabenausdruckes verweilt 5

).
Man soil versuchen, ob der

betreffencle Ausdruck lineare Factoren besitze, uud zwar solle man
sich dazu eines Verfahrens bedienen, welches wir an einem Beispiele

J

) Arithmetica univcrsalis pag. 5. *) Ebenda pag. 6.
s
)
Ebenda pag. 25.

4

)
Ebeuda pag. 27. 6

)
Ebenda pag. 37 44: De inventione divisor-urn.
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zu erlautern suchen wollen. Sei P = 6#
4

if 21 y
2

-f- 3?y -f- 20

zu priifen. Man uehme eine aus drei oder inehr jeweils urn die Ein-

heit abnehmenden Gliedern bestehende aritlLinetisclie Progression,
unter deren Gliedern die vorkoinuit, und seize diese Zahlenwerthe

nach einander fur y em, wie etwa y = 2, 1,0, 1, 2. Das ge-

gcbene Polynom erhalt durch diese Annahmen die Werthe 30, 7, 20,

3, 34. Man sucht die ganzzahligen Theiler dieser Werthe, welche

man nebeu dieselben schreibt. Neben 30 stebt also 1, 2, 3, 5, 6, 10,

15, 30; nebeu 7 steht 1, 7 u. s. w. Nun sucht man unter den Thei-

lern abwarts gehend eine fallende arithmetische Progression, wobei

zu beachten ist, dass jeder Theiler sowohl positiv als negativ ge-

nommen werden darf. Findet sich eine solche aritbmetisclie Pro

gression, und ist ihre Differenz S in dem Coefficienten der hochsten

Potenz von y in P (in unserem Beispiele in 6, weil P mit B?/
4 an-

fiiugt) enthalten, und entsprieht deui y = das Glied der ausfindig

genmchten Progression von Theilern (im gegebenen Falle -j- 4), so

hat man zu probiren, ob dy -f- a, beziehungsweise y -\
- ein Theiler

des Polynom s P ist. Sind die in ahnlicher Weise ermittelten Aus-

driicke y -f- &quot;r
n. s. w. sammtlich keine Theiler von P, so besitzt

&quot;i

dieses Polynom iiberhaupt keinen linearen Theiler 1

),
worunter natur-

gemiiss zu verstehen ist keinen reellen rationalen Theiler. In dem

erwahnten Beispiele sieht der Ansatz so aus:

Die in der letzteu Coluinne stehenden Zahlen 10, 7, 4, 1, 2 bilden

eine fallende arithmetische Progression mit der in 6 enthaltenen

Differenz d = 3. Neben y steht, wie schon erwahnt, a == 4.

Der zu probirende Theiler ist also 3y -f- 4, und wirklich findet sich

P = (3y -f- 4) (2y
3

3?/
2

3y-f 5). Wollte man (was Newton

unterlilsst) P == 2y
3

3?/
2

&quot;2y -f- 5 weiter zerlegen, so sahe die

Rechnung so aus:

J
) etmitudendwn erit gwttttitatem illavn non admittere dtvisorem umui&amp;gt;

dimensionis.
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Die gesuchte arithmetische Progression kann mir 3, 1, --1, 3

sein. Ihre Differenz 8 = 2 ist in dem Coefiieienten 2 von 2?/
3 ent-

halten. Neben y steht = 1. Man hat zu probiren, ob

2y 1 ein Factor des Polynoms ist. Aber

2?/
3 _ 3 jf

_ 2
j, + 5 = (2 jf

- 1

d. h. die Division geht nicht auf, und das Polynom hat keinen reellen

rationalen linearen Factor mehr. Ist kein linearer Factor, in dem

erlauterten Sinne des Wortes, vorhanden, so konnte iioch immer ein

quadratischer Factor vorhanden sein, auf welchen aber nur dann zu

fahnden ist, wenn das zu zerlegende Polynom mindestens bis zum

4. Grade ansteigt, denn ein Polynom 3. Grades kann keinen Factor

2. Grades besitzen, ohne dass neben ihm ein Factor 1. Grades vor-

hauden ware. Newton lehrt nun auch solche quadratische Factoren

insofern suchen. als er ermittelt, welche Factoren iiberhaupt in Vor-

schlag zu bringeu sind. Er bedient sich dazu eines wieder von Ei)i

setzungen gewisser in arithmetisch abnehmender Reibentblge geAvalilter

Werthe der allgemeinen Grosse, aber in ungleich verwickelterem Ver-

fahren. Man konute, meint Newton 1

), auch nach Factoren noch

hoheren Grades forschen, doch sei es nicht erwunscht, den Anflinger
mit solchen Dingen aufzuhalten.

Einen Beweis fiir die Richtigkeit seines Verfahrens zur Aufsuchung

von Factoren eines Polynoms hat Newton nicht gegeben An emer

spateren Stelle 2

) sagt er eininal, er habe die Beweisfiihrungen init

unter aus doppelten Grundeu miterlassen, bald weii sie ihm sehr

leicht schieneu, bald weil sie ohne lange Umschweife nicht mit-

getheilt werden kounten. Wir wissen nicht, welcher der beiden

Griinde ihm grade hier massgebend war. Jedenfalls hat Niclaus I

Bernoulli das Fehlende erganzt und einen besonderen Aufsatz Jar-

iiber seinem Oheime Johann Bernoulli eingereicht, der denselben im

Mai 1708 Leibniz mittheilte 3

).
Leibniz versprach fiir die Einriickung

J

) Arithmetica universal^ pag. 41. 2
) Ebencla pag. 212: Vemonstratiorres

non semper adjunxi quoniam satis forties mihi visae sunt, et nonmtmquain absque

nimiis ambagibus tradi non possimt.
3
) Leibniz III, 827835,
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in die Abhandlungen der Borliner Acadeinie Sorge tragen zu wollon 1

),

aber diese uiiterblicb, wir wissen nicht weshalb. Erst 1745 kam der

Aufsatz in dem Briefwechsel zwisehen Johann Bernoulli uiul Leibniz

zur Veroffentlichung. Mit Riicksicht darauf, dass der Aufsatz dock

schon im Mai 1708 jenen beiden grossen Mathematikern bekunnt

war, berichten wir gleich hier iiber ihn.

Niclaus I. Bernoulli^ Beweis fiir Newtons Regel ist

etwa folgender. Ist P = a -j- bx + cxz

-j- dx
s
-f das gegebene

P
Polynom und F p -j- qx -f- ein Factor desselben, d. h. ist

-^

eine ganze reelle Function von x, so muss die Theilbarkeit der Buch-

stabenausdriicke in eine solche ganzer Zableu durch einander liber-

gehen, sofern x durch eine ganze positive oder negative Zahl ersetzt

wird. Schreiben wir P und F, in welchen x etwa durch ersetzt ist,

-P(l)

P({) und -F\|), so muss also p . eine ganze Zahl sein. Beispiels-

P(2) P(l) P(0) P( V P( 2), r, ,

weise smd dahor ^, -^, ^-, ^7^, ^p^-j
lauter ganze Zahlen.

Da P gegeben ist, so kann man sofort P(2), P(l), P(0), P( 1),

P( 2) ausrechnen und die einzelneu ganz^ahligen Theiler tlieser

Zahlen anschreiben. Unter letzeren miisseu die JP(2), F(l} } -F(O),

.F( 1), F( 2) sich finden, und insbesondere ist P(0)= a,F(())=p,
also p ein Theiler von a. Ist .F linear, d. h. F p + tf^; und die

Division
^,

soil aufgehen, so muss andererseits ^ ein Theiler des

Coefficienten der hochsteii in P vorkommenden Pqtenz von x sein,

also z. B. von d, wenn P nur vom ;&amp;gt;. Grade sein sollte. Man weiss

aber noch mehr. Otfenbar ist F(2)p-{-2q, F(l)p-\-q,
.F(0)

= p, F( 1) =p q, F( 2)
= p 2q, und diese Zahlen

bilden eine lallende aritlimetische Progression von der Diftereuz q

(das friihere
d&quot;),

welche nach dem unmittelbar Yorhergegangenen in

d enthalten sein muss. Und nun ist das Verfahren augenscheinlich:

aus den T.licilern von P(2), P(l), P(0) u. s. w. werden solche ge-

wahlt, die eine fallende arithmetische Progression bilden. Deren Diife-

renz ist q, und neben P(0) ateht F(()}
= p, folglich ist F=p-\-qx

bekannt. Nicht als ob dieses p -f- qx immer i heiler von F sein

miisste, aber wenn es ein lineares F gibt, so kann es nur p -\- qx

heisseu. Ergibt sich die Moglichkeit mehrerer fallender arithmetischer

Progressionen unter den Theilern von P(2), P(l). P(0) u. s. w., so

hat mail auch mehrere p, beziehungsweise mehrere q }
und rait jedem

p -f- qx muss der Versuch gemacht werden, ob es em Factor F von

P ist oder nicht. Sucht man einen quadratischen Factor

l

) Leibniz III, 835
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F=*p + qx -f rx\

so 1st ersichtlich, dass F(2) = p -}- 2q -\- 4r, F(\) = p -{- q -f- r
,

F(fy=p, F( 1)
= p q + r, F( 2)

= p 2q -f 4r eine

arithmetische Reihe zweiter Ordnung darstellen, wahrend immer wieder

J&amp;gt;/\

7?i ganzzahlig sein inuss. Es kommt folglicli do.rauf an, unter den

Thcilern von P(2), P(l), P(0) u. s. w. diejenigen herauszusuchen, welche

eine fallende arithmetische Reihe zweiter Ordnung darstellen, und

dahin ist auch Ne\vtons Verlangen gerichtet, wenn gleich kamn ein

Leser seine Ausdrucksweise verstehen diirfte, der richt zum Voraus

weiss, was sie bedeuten soil.

Nach dem Aufeuchen uer Theiler eines Ausdruckes konamt in

der Arithmetica universalis die Erforschimg des Genieintheilers

zweier Ausdriicke 1

).
Sie erfolgt bei Bucbstabenausdriicken ilhniich

wie bei Zahlen- clurch fortgesetzte Division des Ausdruckes niedrigerer

Ordnutig in den hoherer Ordnung, wobei der jedesmalige Rest den

neuen Divisor, der ehemalige Divisor den neuen Dividenden liefert.

Als abkiirzend wird gelehrt, man solle, wo ein Ausdruek, sei es ein

Divisor oder ein Dividend, einen Theiler leicht erkeiinen lasst, diesen

vor der Fortsetzung des Verfahreus entfernen. Ist z. B. der Bruch
Grt

5 -l-15a 4 & 4a s c2 10a 2 &c s
^ API

9a&quot;&-- 27^&7ITe-a-^+ 181^3
^rch Aufsuchung des grossten Gremem-

theilers von Zahler und Nenner zu kiirzen, so lasst man zunachst aus

dem Zahler den Factor a2

;
aus dem Nenner den Factor 36 weg und

,
,

, ,
,

,. , T, a 2 6a s 4- 15a 8 6 4c s lOfcc 2
T.

hat dadurch die neue (restart -T - T- Das ver-

doppelte 3a3 9a2
c 2ac2

-f 6c3 von 6a3

-f 15a2 6 4ac2 10&c2

abgezogen, lasst (155 -j- 18c)a
2

(106 -f~ 12c)c
2 zum Rest, der leicht

ersichtlich den Factor 56 -f- 6c besitzt. Diesen entfernt man und

behalt nur noch 3 a2 2c2

,
welches jetzt Divisor ist bei

3a :5 9a2
c 2ac2

-f 6c3

als Dividend, und diese Division geht auf. Folglich ist 3 a2 2c2

der gesuchte Gremeintheiler, durch welchen man den Bruch zu kiirzen

,..,, 6a6 +15 4 6 4a 3
c ? Wa-bc s 2a 3 4-5a 2 6

hat und man erhalt . . T -^
==

Zur Ausziehung der Quadratwurzel
2

)
aus selbst schon mit Irra-

tionalitaten behafteten Binomien fiihil die Forinel

+

Arithmetica universalis pag. 4446 2
) Ebenda pag
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Bei der Elimination einer Uubekannten zwischen zwei

Gleichungen mag zuerst auf den Kunstausdruck Exterminatio fiir

die Wegschaffung einer Grosse aufmerksnm gemacht werden. Sie

erfolgt durch Gleichsetzang der aus jeder der beiden Gleichungen ge-

fundenen Werthe dieser Unbekannten 1

), oder durch ihre Ersetzung

durcb ihren Wertb 2
),

mitbin durch die beiden Verfahren, welchen

eine spatere Zeit die Namen der Combinationsmethode und der Sub-

stitutionsinethode beigelegt hat. Nachdern auch noch auf die Elimi

nation solcher Unbekannten aufmerksam gemacht ist, welche in den

vorgelegten Gleichungen in hoherer als der ersten Potenz auftreten 3

),

und wobei niehrfache Endgleichungen ohne Erwiihnung der Art ihrer

Herstellung angegeben sind, wie z. B.

(all If/ 2cf)ah + (l&amp;gt;h

-
cfibf -f (ag* -f c/

&amp;gt;8

)c
=

als Ergebniss von ax? -\- bx ~\- c = und fx* -{- QX -{- h = 0, geht

Newton zum Wegschaffen der Irrationalitaten iiber
4
).

In der

Ueberschrift der 8 Zeilen, welche Alles in Allem dieser wichtigen

Aufgabe gewidmet sind, heisseu die Irrationalitaten Quantitates surdae,

im Texte Asymmetriae, welcher letztere Name fur Vieta und Fermat

der gebrauchliche war. Das rnehr angedeutete als gelehrte Verfahren

ist genau das von Fermat (Bd. II, S. 804). Statt jedes irrationalen

Ausdruckes wird ein neuer Buchstube gesetzt und so die Aufgabe

auf die der Elimination von in hoherer als der ersten Potenz auf-

tretenderi Unbekannten zuriickgefuhrt.

Bei Gelegenheit dieser Erwahmmg miissen wir auf zwei Stellen

unseres vorigen Abschnittes zuriickgreifen. Wo wir (S. 170) die

Differentiation von Irrationalgrossen in Newtons Methodus fluxiomim

schilderten, haben wir die Gedankeniihrilichkeit mit Ferniats Rational-

machen von Gleichungen hervorgehoben, ohne dessen Bekanntschaft

fiir Newton in Anspruch zu nehmen. Dann nannten wir (S. 194)

die zweite Erklarung des Inflexionspunktes wieder in der Methodus

fluxiomim eine vielleicht durch Fermat beeintlusbte, und jetzt wieder

behuupten wir fiir die Wegschaffung der Asyminetrien Fermatsche

Kinwirkung. Das klingt widerspruchsvoll, ist es aber nicht. Dass

Newton die Stelle der Arithmetica universalis nicht schrieb, ohne

von Formats Arbeiten Kenntniss zu haben, diirfte una,bweisbar sein.

Im Verfahren und in der Beneunuug (Asymmetric) treffen zwei

a

) Arithmetica uniccrsalis pag. 58: Exterminatio quantitatis iiwognitae per

acqualitatem valoruut ejtts ^ Ebenda pug 59; Exter-mituitio quantitalis in-

cognitae substitucndo pro ea valorem suum 3
)
Kbenda pag CO: Extenmnatw

Uuantiiatis imognitac quae plurium in utraqm acquationc dimensionum existit.

4
) Ebenda pag. G4.
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Schriftsteller nicht zufallig ubereiu. Dass ferner die Beseitignng der

Irrationalitat in der Methodus fluxionum mit der Fermatschen Sub

stitution neuer Buchstaben fur. erne Irrationalzahl nahe verwandt ist,

springt in die Augen, aber dennoch scheint uns die Vermuthung, die

betreffende Stelle der Methodus fluxionum miisse nach der Druck-

legung von Fermats Werken, also nach 1679 verfasst seiii, zum

Mindesten nicht bewiesen. Newton kaun von selbst auf diesen Ge-

danken der Ersetzung von Irrationalitaten, die in der Methodus flu

xionum nur Quantitates surdae x

)
und nicht Asymmetriae heissen,

durch neue Buchstaben gekommen sein. Hat er doch schon iin

Tangentenbriefe von 1672 sich geilussert, dass Irrationalitaten ihn

nicht storten, und wenn dieser Behaupturg auch mit grosser Wahr-

scheinlichkeit die Deuturjg gegeben werden kann, Newton habe dabei

an Reihenentwicklung der Irrationalitaten als das unfehlbare von

ihm uberall in Anwendung gebrachte Hilfsmittel gedacht, so muss

diese Deutung doch nicht grade die richtige sein. Ob man trotzdem

festhalten will, Newtons zweite Erklurung des Inflexionspunktes stehe

unter Ferniatschem Einflusse und die sicherlich spater umgearbeitete

Methodus fluxionum habe nach 1679 Veranderungen erlitten, ist selbst-

verstandlich ganz unabhangig zu beurtheilen.

Die von Newton zusammengestellten TextgleichTingen wiirden

vielleicht auch ein Verweilen gestatten. Wir Avollen wenigstens die

Jl. Aufgabe
2

) erwahnen, die von Newton an in den Lehrbiichern

heimisch geworden ist. Die Frage geht dahin, wie viele Kiihe in der

Zeit li eine Wiese von der Grosse
(j

nebst dem immer nachwachsendeu

Grase kahl weiden werden, wenn der Nachwuchs der Wiesen sowohl

als die Fresslust der weidenden Thiere

als unveranderlich gelten und a Kiihe,

/&amp;gt; Wiesen in c Zeit, sowie d Kiihe, e

Wiesen in / Zeit abweiden,

Bei der 24. geometrischen Textauf-

gabe nimmt Newton die Gelegenheit

wahr, sich dariiber zu aussern 3

),
welches

von den einer Aufgabe angehorendeu
Stucken man am vortheilhaftesten als

Unbekannte wahle, namlich ein solches, dem kein anderes gleich-

berechtigtes zur Seite stehe. Sei z. B. die Aufgabe gestellt

(Fig. 50) in einen rechten Winkel FAD eine gegebene Lange FE
der Art einzuzeichnen, dass die verlangerte FE durch den gegebenen,

*) Opuscula Neivtoni I, 56 letzte Zeile
s
) Ebenda pag 119.

2
) Arithmetica tiniversalis pag. 75.
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von AS und AD gleich weit abstehenden Punkt C hindurohgehe.

Man koimte die Entfernung DE als Unbekannte wlihlen, oder AE
}

oder CE. Aber diesen Stiicken sind andore, uamlich BF, beziehungs-

weise AF, beziehungsweise CF gleichberechtigt, und es liegt nieht

der geringste Grund vor, von jenen Paaren das eine Stuck dern an-

deren vorzuziehen. Unpaar dagegen tritt der zwischen E und F in

der Mitte liegende Punkt G auf, und man wird daher am zweck-

massigsten ihn zu bestimmen suchen, und zwar auch mittels eines

iiur einmal auftretenden Stiickes. Als Mittelpunkt der Hypotenuse
f TT*

EF des rechtwinkligen Dreiecks AEF liegt G auf dein mit -_ als

Halbmesser um A als Mittelpunkt bescbriebenen Kreise, braucht also

nur auf diesem Kreise festgelegt zu werden. Es gibt ferner keine

der CA ahnlich geartete Gerade in der Figur, und auf sie ist der

Punkt G durch die nur einmal mogliche Senkrechte GK zu beziehen,

wie umgekehrt eine in K senkrecht zu CA gezogene KG den vor-

erwahnten Kreis in G schneidet. Deshalb suche man endgiltig den

Punkt K, sei es, indem man AK oder CK als Unbekannte der Auf-

gabe betrachtet. Newton nimmt AK=^y, AC = e, EG = b und

behauptet, man finde alsdann if
= ---

2 e&amp;lt;J -{- y^
2

&amp;gt;

wahrend andere

Annahmen zu einer Gleichung 4. Grades fiihren. Die von Newton

angegebene Gleiehung lasst sich folgendermassen herleiten. Wegen
CD

||
BF ist L ECD= EFA und 45 + ECD = 45 -f EFA. Aber

45 -f ECD= BCA + ECD= 90- ACE= 90 -&amp;lt;-KCG= KGC.

Andererseits ist

45 -f EFA = 45+ GFA = 45 -f GAF=KAF+ GAF=KAG.

In den boiden rechtwinkligen Dreiecken KGC und KAG sind also

auch die grosseren spitzen Winkel einander gleich, und die Dreiecke

sind ahnlich. Folglich ist

.=GK*=AG*-AK* oder
\JF J IL A. J\.

und das stimmt iiberein mit y
2 = --

-ey + .,
b*.

Die 57. Aufgabe
1

) lasst zwei gegebene Winkel sich so um ihre

Scheitelpunkte drehen, dass der Durchschnittspunkt zweier ihrer

Schenkel eine grade Linie beschreibt, und fragt alsdann nach dem

Orte des Durchschnittspunktes der beiden anderen Schenkel. Wir

werden im 90. Kapitel auf diese und auch auf die vier zunachst auf

sie folgenden Aufgaben zuruckkommen.

) Arithmclica universalis pag. 169170.
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Diese vier, zugleich die letzten eingekleideten Aufgaben
l

) sind

ganz besonderen Inhaltes und auch riiumlich von den andor^n ge-

treiint. Etwa eine halbe Seite ist frei gelassen, bevor die 58. bis

61. Aufgabe im Drucke unmittelbar an einander schliessend nach-

folgen. Die vier Aufgaben verlangen: durch 4 gegebene Punkte eine

Parabel zu legen; durch 5 gegebene Punkte einen Kegelschni fct zu

legen; durch 4 Punkte einen Kegelschni tt zu legen, welch er in dem

einen gegebenen Punkte eine gegebene Gerade beruhre; durch B ge

gebene Punkte einen Kegelschnitt zu legen, der zwei von den ge

gebenen Punkten als Beriihrungspunkte mit zwei ebenfalls gegobenen

Geraden besitze. Das sind Aufgaben, welche Newton (S. 207) schon

im 5. Abschnitte des II. Buches seiner Principien aufgelost hatte, fur

welche aber in der Arithmetica universalis andere Constructionen an-

gegeben sind. Der Gedanke beruht natiirlich immer darauf, mit

Hilfe der gegebenen Elemente z. B. der 5 Punkte einen weiteren

Kegelschnittspunkt zu ermitteln; was man alsdann unter Benutzung
von irgend 5 unter den schon bekannten Punkten beliebig wieder-

holen kaun.

Nach den 61 Aufgaben, sagten wir (S. 395), gelangten die For-

men der Gleichungswurzeln zur Untersuchung. Eiue Gleichung

kann mehrere Wurzeln haben 2

), und man darf daruber sich nicht

wundern, weil auch die in Gleichungen gebrachten Aufgaben aui

mehrere Arten zu 16sen sind, zwei Kreise z. B. nicht bloss einen

Durchschnittspunkt, sondern deren zwei haben. Eine Gleichung kaun

so viele Wurzeln haben, als der Exponent ihres Grades angibt, jeden-

falls nicht mehr 3

).
Die Wurzeln selbst sind entweder affinnativ oder

riegativ und einige darunter nicht selten unmoglich
4
).

Hat eine

Gleichung keine uuinbgliche Wurzel, so ist die Anzahl der affirma-

tiven Wurzeln der der Zeichenwechsel gleich, alle iibrigen Wurzeln

sind negativ ).
Man beachte den Unterschied dieser Ausdrucksweise

von der bei Descartes (Bd. II, S. 796). Dort Zeichenwechsel uncl

Zeichenfolgen als Maassstab fur die mogliche Anzahl positiver und

negativer Wurzeln, hier die Anzahl uegativer Wurzeln durch Jen

Ausdruck die iibrigen bestimmt
,

offenbar mit llucksieht darauf
dass weiter oben der Gleichung wten Grades nicht Avirklich n Wur

zeln, sonderu hochstens n Wurzeln zugesprocheu waren. Das Vor-

liandensein unmoglicher Wurzeln rnacht das Abzahlen von Zeichen-

x

) Arithmetica universalis pag. 171 178. *) Ebenda pag. 180. 3

) Ebeucla

pag. 181: Potest vei o aequatio tot habere radices quot sunt dimensioned ejus, et

non plures.
4

)
Ebenda pag. 182. 6

) Ebenda pag. 184: Tot enim sunt ra

dices affirmativae quot signorum in continua serie mutationes de -f- in et in
-(-- ;

cacterae negativae sunt.
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wechseln und Zeichenfolgen allerdings unfruchtbar, und deshalb fragt

Newton 1

),
in welcher Anzahl unmogliche Wurzeln vorkommen?

Auch hier komint es auf ein Abzahlen von Zeichenwechseln an,

jedoch nicht l&amp;gt;ei den wirklich der Gleichung angehorenden Zeichen,

sondern bei kiinstlich errechneten. Sei die Gleichung

anxn + ^-.iz&quot;-
1
H-----h o

=

vorgelegt, deren Coefficienten zwar reell sind, aber beliebig positiv

oder negativ sein konnen. Man bildet, dem Gleichungsgrade n ent-

sprechend, n Briiche mit von 1 bis n ansteigenden Nennern, wahrend

die Zahler in umgekehrter Reihenfolge von n bis 1 abnehmen. Die

Briiche heissen daher y, *^-^,
- -, ^-p

- Aus diesen

n Bruchen werden n 1 Quotienten gebildet, indem jeder folgende

Bruch durch den ihm vorhergehenden dividirt wird. Diese Quotienten

.

2 . n &amp;gt; 3 . (n i) (k+ 1) (n k -f 1) n . 2

n 1 Mittelgliedern der Gleichung, von an-iX*-* anfangend bis zu

a^x, zugeordnet, so dass also
^ ,*

i )

/*~
j?+1)

zu -t^n &quot;~*

gehort.

Jeder solche Zahlenquotient wird mit dem Quadrate des zugehorigen

Gleichungsgliedes vervielfacht, d. h. es wir^ /^ i 1wOT_ ^ i~j\
an jc^n

gebildet und mit dem Producte der beiden Nachbarglieder innerhalb

der Gleichung, d. h. mit

/w JA g
&quot;&amp;gt;

verglichen. Je nachdem
75tE&quot;77r5T-^TnPl

l

i

a&quot;~ *
&amp;lt;

a*~ *+i a l - x

ausfiillt, schreibt man unter _*#&quot;-* das Zeichen + der Dem

ersten Gliede anxn und dem letzten a werden immer -f beigegeben.

In dieser Zeichenreihe zahlt Newton die Zeichenwechsel und behauptet,

ihre Anzahl stimme mit der der unmoglichen Wurzeln uberein.

Ist z. B. x3
-[- px* + 3p*x q = zu untersuchen, so ist

2 J_001 If 1 3 1

, ,

-- die zuerst zu bildende Bruchreihe und y = y ; Y = = T
&quot;1

**

die Quotientenreihe, und diese liefert, fiber die entsprechenden Glei-

T T

chungsglieder gesetzt, folgende Gestalt: x3
-f px* -f 3#

2# g = 0.

Nun ist
yj)

2
&amp;lt;

1 . 3p
2 und das gibt . Ferner -- 9#* &amp;gt;

i&amp;gt; ( q)

und das gibt +. Mit Hinzuziehung der beiden + fQr die aussersten

) Arithmetical wniversalis pag. 184 187.
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Glieder hat man also die Zeichenreihe -j
---

1 (- mit zwei Zeichen-

wechseln und folglich zwei unmogliche Wurzeln.

Fehlt in der zu untersuchenden Gleichung ein einzelnes Glied

zwischen zwei vorhandenen Gliedern, so wird es als mit dem Coeffi-

cienten behaftet angeschrieben, und die Regel iindert sich im TJebrigen

nicht. Bei x* -f Ox3 6*2 3z 2 = z. B. ist -*
-, -|, -jj-,

-~

o A o

die Bruchreihe und ~, y,
- die Quotientenreihe. Der Ansatz

A 1 .1

a-* -j_ Oz
3 6s1 Zx 2 = liefert A .

&amp;gt;
1

( 6) mit + ;

4- 36
&amp;gt; ( 3) mit +; A . 9

&amp;lt; ( 6) ( 2) mit . Man ge-y o

winnt die Zeichenreihe -\ ( |-
---

(- niit zwei Zeichenwechseln und

folglich zwei unmogliche Werthe.

Eine Schwierigkeit tritt auf, wo zwoi oder mehr Glieder in der

Gleichung fehlen. Bei a5
-f aar* + Ox3 + Oa;2 + Ox a5 = er-

scheint die Bruchreihe
, , , ,

--. die Quotientenreihe *-. --,1 ^2 o 4 u OA
A L JL ^

-i-,
~ Der Ansatz wird x5 + ax* + O.z3 -f Or5 + Oa;

5 =

mit y a2
&amp;gt;

1 mit -f ,
aber dann y = a 0, y = 0,

a

-.0 = 0- ( 1) mit lauter ungewissen Zeichen. Newton schreibt

vor, man solle die ungewissen Zeichen abwechselnd --
1

--
--f-

n. s. w.

schreiben. Nur in dem Falle, dass die Gleichungsglieder, zwischen

welchen Glieder fehlen, entgegengesetzten Vorzeicheus sind (wie in

dem gegebenen Falle ax* und a5
)
musse man ohne Riicksicht auf

die vorgeschriebene Abwechslung dem letzten Liickengliede das Zeichen

-j- zuertheilen. Hier entsteht also die Zeichenreihe -| |

---
1 | {-

mit zwei Zeichenwechseln und zwei unmoglichen Wurzeln. Die Glei

chung xb
-\- ax* -{- Ox

3
-\- Qx -{- Ox -\- a? dagegen wiirde die

Zeichenreihe -j |

---
(-
---

j- mit vier Zeichenwechseln und vier

unmoglichen Wurzeln liefern.

Wie endlich hat man zu verfahren, wenn eine Gleichheit der

das Zeichen bedingenden Ausdriicke ausserhalb einer Liicke eintritt?

Ein derartiges Beispiel ist x3
-\-px*-{-p*x q == 0, wo der Ansatz

ahnlich dem deis ersten Beispieles xs
-f~ Px

*
~h ^P^

x 2 = wird.

Die Kriterien p
2

1 -,-^
2
, .r -^p* &amp;gt; p ( q) bringen eine

i O O 7

Zeichenreihe 4~ 2- 4 jr- hervor, welche, je nachdem das ? durch -f~
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oder durch - - ersetzt wird, gar kcinen Zeiohemvechsel odor deren

zwei besitzt. Man hat in clern gegebeuen Falle zwei umnoglieho

Wurzeln, denn die Wurzelii von

** -f- Px
*
~f ~jPx q =

sind

Newton schweigt fiber diese Schwierigkeit.

Wir werden im XVIII. Abschnitte englische Schriftsteller kennen

lernen, welche Newtons Unterrachung aufnahmen. Hier niiissen wir

uns damit begniigen, nur das iestzustellen, dass Newton der Erste

war, der die Frage uach der wirklich \orhandenen Anzahl complexer

(jleichungswurzeln uberhaupt aufwarf und an einer Beantwortung

derselben sich versuchte.

Im weiteren Verlaufe 1
)
kornmt Newton zu den Formelu, welche

die Summen der 1., der 2., der 3., der 4. Poteuzen der Gleichungs-

wurzeln mit Hilfe der GJeichungscoefiicienten berechnen lassen. Es

sind genau die gleichen Ergebnisse, /u welchen Albert Girard

(Bd. II, S. 789) gelaugt war, nur dass sie bei Newton etwas weuiger

durchsichtig geschrieben sind. In zwei Beziehuugen geht aber Newton

fiber Girard hinaus. Er gibt zu verstehen, man kdnne Formeln fur

die Suinmen hoherer Wurzelpotenzen, so fiir die Summe der 6. Po

tenzen, finden, wenn auch ohne dieselben anzuo eben. Er benutzt

ferner die gegebeuen Formeln zur Auffindung einer Grenze,

unterhalb deren die Wurzelwerthe liegon miisson 2

). Quadrate,

4. Potenzen, 6. Potei-zen u. s. w. sind hnmor poritiv. Die Summe

solcher mit geradem Exponenten versehenen Potenien von Gleichungs-

wurzehi ist folglich immer grosser als die gleichhohe Potenz einer

einzelnen, wenn auch der grossten Gleichungswurzel. Heisst x
fl

diese

grosste Gleichungswurzel und 2,V;
2 &quot; die Summe der 2wten Potenzen

aller Gleichungswurzeln, so schreibt sich der ausgesprochene Safcz als

x-&quot;
1

&amp;lt;
2x*m

,
und folglich muss x

it
&amp;lt; &quot;&quot;^2^

sein. Der Unterschied

- x
fl

wird urn so geringfiigiger, je grosser m gewiihlt wird.

)
Arithmetica universal* j.ag. Hit -)

Ebenda pag. 193-196, De limitibus
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Aiidere Grenzbestimmungon fur die Gleiehungswurzeln schliessen sich

an Rolles Lehrsatz (S. 123) an.

Wir hobeu (S. 305) hervor, der Name Descartes sei einnial

genaunt. Dieses ist der Fall 1

), %vo Newton von der Auflosung

biquadratischer Gleichungen mittels Zerlegung in zwei quadratische

Factoren handclt, welche unter Vorausseizung der Losbarkeit kubi-

schev Gleichungen moglich sei (Bd. II, S. 797). Die Methode, sagt

er, ruhre von Descartes her, einpfehlensworth findet er sie nicht.

Nachdem die algebraische Auflosung von Gleichuugen nach den

verschiedensten Richtungen durchgesproehen ist, wendet Newton sich

geornetrischen Methoden zu, zuerst unter Anweuduug der Conchoide 2

^,

fur deren Berechtigung er eintritt. Gleichwie Archimed in semen

Wahlsiitzen die Conchoide zum Zwecke der Winkeldieitheilurig als

bekannt voraussetze und Pappus das Gleiche thue, diiiie man jene

Curve zu jeder Zeit anwenden. Der Zweck der Beuutzung geometri-

scber Hilfsmittel bei Gleichungsauflosungen sei die Auffindung erster

Naherungswerthe, von denen aus man dann rechnend den wahren

Wurzeln so nahe zu kommen vermoge, als man immer wolle. Die

Benutzung der Conchoide insbesondere zur Auflosung der voii ihrem

quadratischen Gliede befreiten kubischen Gleichung x*~}-f[X r, wo

7 und r positiv sein solleji, ist folgende (Fig. 51). Eine beliebige

Strecke KA werde n ge-
y

setzt und auf ihr KB /\n
r \

abgemessen. HA wird in C
halbirt und von K aus mit

KG als Halbmesser ein Kreis-
v^ \

bogen beschrieben, in welchen /

v
&quot;Ax&quot;

V r \\
eine Sehne CX = . eins-e-

n* \ ; &amp;gt;\

zeichnet wird, dann wird AX \ ; \\

gradlinig verbundeu. Mittels _j_ \i_ \*
der Conchoide ist os moglich,

K s

von K aus die Gerade
&quot;&quot;&quot;&quot;&quot;&quot;&quot;

\

so zu zeichnen, dass das zwischen den verlangerten AX und CX
enthaltene Stuck EY=AC sei, so ist X. Y die Wurzel der Gleichung.
Zura Beweise wird KF

\\
CX gezogen. Zunachst ist A-16 X^

und A E YX ~ EKF. Daraus folgt

^__ _ nnn --- / TZK

~*
_ - 1

AK &quot; KF YE\~ ACJ KE
Multiplication beider Glnichungen mit einander gibt

) Anthmetica universalis pag. 210 211. 2
&amp;gt;

Ebenda pag. 213 215.

CA^IOB. Cescbichte tier &amp;gt;.i atUematik. III. 2. 2. Auti. 27
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1 l~ &quot;

Daraus tblgt weiter ~ ~
-f ] = *

-f 1 |^_+_^ === ^ oder^ *V Ji 1 j Ji A_ f- J\. tii A. Hi

9 - = _~
1
~~

.!# + KE
Nach bekannteu Satzen der Planinietrie ist ferner

YK* = CY2 + 6# a CY. CX,
also auch

(r# + CK) (YR - CK) = CY(CY CX}
und

CT
rx ~

YK+ CK
Aber

= YK YE+CA+CK= EK
und

YK-- YE+CA CK = EK -BK,
, EKEK CY

also aucn ~
yx
-- ===

WK~~AK&amp;gt;
&quot;ezie &quot;ull?sweiSG wegen 2. aucn

YX ~~AK
Aus o. folgt aber sofort

4. rx3 + ^7ir.B^. rx= ^ JB:.^/^. YX.

Wegen 1. ist EK YX^AK.CX, und somit geht 4. uber in

+ ^A^ . ^JfiT. TX = ^ AT2
. CX oder, wegen

n. JE?A&quot; = -7-

, CX=--,, in FX 3 + g . FZ = r.*

Sind ^ nnd r nicht beide positiv, so sind einzelne von den auf-

getragenen Strtcken in entgegengesetzter Richtung zu nehmen.

Auch die Construction einer das quadratische Glied enthaltenden

kubishen Gleichung mittels der Conchoide wird in Augriff genom-
men 1

),
sofein die 3 Gleichungswurzeln nicht insgesammt positiv oder

insgesammt negativ sind. Wir brauchen kaum darauf aufmerksam

zu machen, dass durch diesen Zusatz der sogenannte irreductible Fall

als ausgeschlossen erkliirt ist. Aasser der gewohnlichen Conchoide

benutzt Newton zur Ermittelung der Wurzel einer kubischen Glei

chung auch eine Art von Kreisconchoide a
),

d h. er legt eine constante

nach einem fe.;
&amp;lt;ten Punkte gerichtete Strecke zwischen einen Kreis

und eilie gegobene Gerade. Wieder etwas spater
3
) zeigt Newton die

l

) Arithmetic.!/, universalts pag 218 20. *) Ebenda pag 220 8
) Ebenda

pag. 231.
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den Alten, wie er ausdriicklich sagfc, schon bekannte Auflosung kubi-

scher Aufgaben, wie die Auffindung zweier inittlerer Proportionaleii

zwischen gegebenen Strecken mit Hilfe der Cissoide und noch spiiter
1

)

mit Hilfe einer festen Ellipse und eines Kreises,

Wir haben diejenigen Bestandtheile de* Arithmetica universalis

erwalmt, von denen wir glauben, dass sie eine gewisse geschichtliehe

Bedeutung besitzen. Wollten wir alles hervorheben, was iiberhaupt

zu fesseln vermag, so miissten wir den ganzen Band iibersetzen.

Eines geht hoffentlich sclion aus unserem Berichte hervor: dass

Newton eine ganz besondere algebraische Begabung besass, und dass

er in der Grleichungslehre auch da mindestens erweiternd und ver-

allgemeinernd auftrat, wo Andere, die er freilich nie nanute, aber mit

grosster Wahrscheinlichkeit gekannt hat, ihm den Zutritt bahnten.

Wollen wir einen weiteren theoretischen Fortschritt in der Lehre

von den Zahlengleichungen aufzuzeiclinen finden, so mussen wir die

P. T. von 1717 zur Hand nehmen. Dort 2

)
hat Brook Taylor die

erste wirkliche Anwendung seiner Reihe gemacht, indem er an

Halleys Aufsatz von 1694 (S. 120) ankmipfte. Wir berichten in

aller Kiirze daruber, indem wir, wie jedesinal?
wenn es um Taylorsche

Arbeiten sich handelt, unseren Leserr nicht zumuthen, sich an seine

Bezeichnungen zu gewohnen, die Gedankeufolge aber unverandert

lassen. Die vorgelegte Gleichung moge y als TJnbekannte enthalten,

also etwa F(y) = a y
n

-f- i2/&quot;

-1
H----\- an heissen. Auf irgend

eine Weise, z. B. inittels Curvendurchschnitt, sei ein Niiherungswerth

is von y gofuriden, indem F(z) allerdiugs nicht 0, sondern x 7A\m

Werthe hat, aber x doch sehon zieinlich klein 1st. Der genaue Werth

von y kann als z -j- v betrachtet werden, wo die Erganzung v noch

zu suchen ist. Zweierlei weiss man, wovon man bei diesem Auf-

suchen von v Gebrauch zu machen hat, erstens dass F(z) = x,

zweitens dass (z -j- v)
= 0. Nach Taylors Satze ist

Ersetzt man hier F(z -J- v) durch Q und lasst, in Wiirdigung des

Umstandes, dass v klein sein wird, die Grlieder fort, welche hrihere

Potenzen von v als die zweite enthalten, so bleibt zur Bestinmmng

von v noch F(z) -f- F (z) . v -|
--ir~^2~

^&amp;gt;

^er anders geschrieben:

x -j~ x . v -j-
- - v3

0, woraus man gewinnt

.

x&quot;

l
) Arithmetica universalis pag. 232 flg. *)

P T. XXX, 610622.
27*
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Dann kann a -j- v =- ^ gesetzt werden, ^00 = ^, y =^ ^ --\-
vlf

um nacli clem \on yorhcr hekannteu Verfahrer ^ zu finden u. s. w.

Taylor setzt hin/u, man konne bei Aufsuchuug der Ergiinzungen v

die Qnadratwurzelausziehung vermeiden, Die Gleichung

x -{- x v -j-
^ v*

Uisst sich in der Form v ix -f-
^j-Sj

_ y schroiben. Daraus folgt
cc

X--,
und ersetzt man das v im Nenner des Brucbes recbts

vom Gleichheitszeichen in kettenbrucbartigem Verfahren durch das

ihra nahezu ^leiche -% , so entsteht v
x

.-, Tavlor be-x
, xx J

hauptct weiter, allerdings ohne diese Bebauptung irgendwio zu be-

griinden, sowohl der erstere irrationale, uls der /weite rationale Werth
von v liefere die doppelte Anzabl von Decinmlstellen genau, als dereu

scbon in z genau waren, y = z -f- v sei daher uuf dreimal so viele

Decimalstellen richtig als 2.

Einen Aufsatz De Lagnys aus dein Jahre 1722, der der Zeit-

folge nach bier zu ervvahnen ware, haben wir (S. 392) in dcni Sinne

vorweggenommen, dass wir erklarten, ein genauerer Bericht iiber ihn

sei iiberflussig.

Ganz auders verhalt es sich mit einem Abscbnitte eines 1722 in

England gedrackten Buches. Cotes hat die drei ersten Abschnitte

seiner Harmonia Metmiramm, den ersten, welchen wir (S. 377) be-

spracheri, den zweiten und dritten, welche sich mit Integrationen be-

schaftigen, bis 1716 so ziemlich druckfertig gestellt. Anderes war

nur auf fliegendeu Zetteln entworfen, und ibuen wusste Robert

Smith, der Herausgeber des Cotes schen Nachlasses einen sehr

schonen Satz zu entnehmen x

) ,
der so vom Untergange gerettet

wurde. Er bildet die Grundlage der Lehre von den sogeuannten
binaren Gleichungen, indem er den Ausdruck ar* -+- a* in A ein

fache Factoren zerlegt, deren jeder eiuzelu gleich gesetzt eine

Wurzel von x -

-f a* = erkeunen lasst. Cotes, oder vielleicht sagen
wir richtiger Smith, hat den Satz, welcher nachmals den Namen des

Cotes schen Lehrsatzes erhalten hat, allerdings nur geomotrisch

ausgesprochen ,
ihn auch \veder hergeleifcet nocb bewiesen. Durch

den MitteJpunkt eines Kreises (Fig. 52) vom Halbmesser a wird ein

) Harmonia Mtnuur^ruin pag. 113: Pnwaci l&amp;lt;in-t&amp;gt;. &amp;gt;n al&amp;gt; interitu Thcoreii&amp;lt;a
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Durchmesser hiudurcbgelegt und auf ibm etwa links von dem Mittel-

punkte in der Entfernung OP = x ein Punkt P bemcrkt. Dann

wird von dem Eadpunkte A des dnrcb P hindurchgebenden Durch

messers aus der Kreisumfang in 2 A gleicbe Tbeile getheilt und P
m it alien Tbeilpunkten gradlinig verbunden. Die Verbindungsgeraden

nach den Tbeilpunkten sincl nach den Puukten grader Ordnung gari/

ansgezogen, nach denen ungradcr Orduung nur punktirt gezeichnet.

Je nachdem A ungrad (etwa A 5) oder grad (etwa A = 6) gewahlc

ist. gehort die von P aus nach reehts gezogeue Durehmesserstrecke

zu den punktirten, bezielmngsweise zu den ausgezogenen Geraden.

In beiden Fallen ist das Product der A &amp;lt;

ausgezogenen Strecken

ax
x*, und das Product der A punktirten Strecken = a1

-j- x
1

.

Fallt P ausserbalb des Kreises, so dass x
&amp;gt; a, so ist das Product

der ausgezogenen Strecken x* a*
,
wiihrend die Werthforni des Pro-

cluctes der punktirten Streckeu sich nicbt verandert.

Nur franzosiscbe und bauptsiichlicb engliscbe Veroffentlicbungen

haben in dieseui Kapitel unsere Aufmerksauikeit in Anspruch ge-

nommen. In Italien bat Graf Jacopo Biccati, von weicbera im

100. Kapitel ausfubrlicher die Rede sein wird, die transcendente Glei-

cbung yf(
ln*

J\ I durch Einsetzung von log y = x und log b = c in

die algebraiscbe Gleichung xf(x) c umge\vandelt. Ausserdem hat

er die Aufgabe bebandelt
;

6 in geometriscber Progression stehende

Grossen: a, x, , ~, ?, ^-r zu finden, vvenn x -\ i
= b gegeben sei.

7 a* a 3 } a* a 4

rt^2 Q AM &quot;

Riccati setzt -^ = y oder x* ail. Daraus findeu er -- =
,
wo-

a J a- x
x6

fiir z gesetzt wird
;

d. h. er scbreibt y*=x2. Des Weitereu ist .s
2

,,

= ^-r Nuumebr ist b = x H oder ,7;
2
-\- z z~ bx. Somit sind

x a* x

die Unbekannten x, y, z durch die drei GleicLungen
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x* = ay

1J*
= XZ

X* -}- Z* = l)X

zu finden 1

), was practiscli nllerdings keine sonderliclie Erleichterung
zu verschaffeu scheint. In Deutschland war, wie aus den vorher-

gehenden Kapiteln sich schon zeigte, wie in den nachfolgenden sich

bestatigen wird, die Mathematik als Gauzes keineswegs zuriickgogangen,

aber die wirtlich bedeutendan deutschen Mathematiker waren am

wenigsten Algebraiker. Fast nur um einen deutschen Namen als

Stellvertreter einer an Zahl mehr als an Leistung ins Gewicht fallen-

den Klasse von Schriffcstellern hier zu nennen, erwiihnen wir Paul

Halcke 2

) (f 1731), den reimgewandten Rechenmeister zu Buxtehude,
der 1719 ein Buch unter dein Namen Matliematisclies Sinmnconfect

herausgab, welches deni von seiuem Lehrer Heinrich tho Aspern

(S. 38) und anderen niedersachsischen Fachgeuossen gegebenen Bei-

spiele folgend, zahlreiche Textgleichungen theils wortlich von Tho

Aspern entlehnte, theils sie selbstandig in uiehr oder weniger witzige

Verse kleidete.

Zahlentheoretische Untersuchungen haben wir in diesem Ab-

schnitte kauni andere zu erwahnen als nur Beschaftigung mit magi-

schen Quadraten von De la Hire, Poignard, Sauveur. 3
)

9,9. Ivapitel. y
Differcntiireii. Iiitegriren. Analytische und projectivc Geometric.

Zwei Abschnitte der von Roger Cotes 1722 herausgegebenen
Harmonia- Menswarum, so sagten wir (S. 410), waren Integrationen

gewidmet. In der That fanden auch die Methoden des Differentiirens

und Integrirens in dem Zeitraume, dem dieser Abschnitt gewidmet

ist, noch mancherlei Forderung. Fiir das Differentiiren war es

zwar kaum mehr nothig. Hier hatte Leibniz, hatte L Hopital
schon veroffentlicht, was erforderlich war, um jedes Differential sofort

hinschreiben oder doch herleiten zu tonnen. Die Differentiation

trigonoinetriseher Functionen mochte indessen immerhin, in be-

sondere Regeln gefasst, sich bequemer ausfiihren lassen, und diese

Regelu stellte, wenn auch mit zunachst anderer Absicht, Cotes auf.

l

) Briefliche Mittheilung von GinoLoria. 8
) Festschrift, herauBgegeben

\on der Mathematiachen Gesellschaft in Hamburg anliisslich ihres 200jahrigen

Jubelfestes 1890. I, 30 32 und 91. 3
) Giinther, Verinischte Untersuchungen

zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften (Leipzig 1876) S. 239246.
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Wir haben (S. 3tip) seine Aestimatio erronun etc. genannt. Fehler,

sagt er in dieser Abhandlung, seien unvermeidlich, wo imd wie man

Beobachtungen anstelltt-, aber man miisse suclieu sie in cngstmogliche

Grenzen einzuschliessen
1

).
Zu diesem Zwecke werden die kleinsten

Veriinderungen dcr trigonometrischen Functionen erne? Bogens zu

den kleinsten Veranderungen des Bogens selbst in Beziehung gesetzt,

oder, wie ein Mathematiker des europaischen Festlandes auch damals

schon gesagt haben wiirde, die trigononietrischen Functiouen des

Bogens werden nach dem Bogeu diiferentiirt. So giebt Cotes als

ox d sin x , . d tang x i

ersten Hilfssatz 2
) ^

= cos#, als zweitan ^--- = 860^, als
J dx ax

dritten -,
= tang x . sec x. Iin ersten der auf die Hilfssatze fol-

dx

genden Satze bleibt (Fig. 53) im Dreieck ABC die Seite AB und

der Winkel B unverandert, wahrend

BC in B2), AC in AD iibergeht.

Nennen wir (was Cotes natiirlich

nicht thut) BC = x, CD = dx,

ACy, AD y-\-dy und schnei-

den auf AD die Strecke AE ^= y

ab, so dass ED dy iibrig bleibt,

so ist im Dreieck CDE der Quotient

dy Bin DOE -^ . , , . ~ v i

-7--= -; VTEVTV Bei klemstmoglichendx sin DEC
Veranderungen

3
)

ist aber /. DEC = CEA = ECA == 90 und

LDCE=W&amp;gt;~ ACB, mithin ^ = cosACB. Ira dritten Satze
dx

wird der Winkel A nach x differentiirt. Wird CE
}
wie in dein soeben

erorterten ersten Satze, als mit dem Halbmesser 11 beschriebener

miniraaler Kreisbogen betrachtet, so ist CE = y . dA, CD dx und
dA 1 CE cos ECD sin ACB n , . ,

, ,

-7 ==
TTfi
= ~ = - . L/otes spncht das so aus: Dei-

da; y CD y y

Quotient der Winkelveranderung durch die Veranderuug der gegen-

iiberliegenden Sfite sei gleich dein Quotienten des Sinus des Winkels,
welcher der constanten Dreiecksseite gegeniiberliegt, durch die Seite

;

welche sich gegeniiber von dem constanten Dreieckswinkel befindet.

Er macht dazu die Bemerkung, es miisse dA dC sein, was
;
ab-

gesehen vom Yorzeichen, offenbar richtig ist, weil

J
) Magni momcnti fuerit ad Scientiae nobilissimae pcrfectioncm, errores istos

intra terminos quam inaxime fieri potest angusios i-oncludere et convctare, quos

omnino tollere merito desperemus. *) Variatio minima cujnsvi* urcus circularis

est ad Variationem minimum Sinus cjusdem areas tit Radius ad Sinum comple-

menti ^ ubi Variationes istac minimae sunt
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LBAD + ADB^ BAC + A.CB,
also ft

L SAD BAC = ACB - ADB.

Bine ganzo lleihenfolge ahnlicher Siifcze wird fur das ebene \vie far

das spharische Dreieck ahgeleitet.

Nun kommt Cotes erst zu seiner ain Anfange der Abhandlung

ausgesprochenen Aufgabe. Eine Beobachtungsgrosse A } sagt er, mogo
dadurch fehlerhaft sein, dass andere Beobachtungsgrossen B, C, D
fehlerhaft gegeben wurden. Man miisse alsdann eine Gleiclmng zwischen

A einerseits und J?, C, I) andererseits bilden und nach der Newton -

schen Metliode aus ihr die Fluxion von A ermitteln. Die Fehler

werden im Verhaltnisse der Fluxionen steben. Seien, wie es bei

trigonometrischen Aufgaben in der Regel sieh ergebe, die betreffenden

Grossen A, B, C, I) nicht als solche unrmttelbar in der Gleichung

enthalten, soudern durch ihre Sinus, ihre Tangenten, ihre Seeanten,

so bediene man sich bei der Fluxions-

bildung der drei an. die Spitze gestellten

Hilfssatze. Eino Aufgabe verlangt z. B.

(Fig. 54) die zur Standlinie AC senk-

rechte Hcihe AB rnit Hilfe des in C________ ______I--^/T

zu messenden i C zu berecbnen. Nach
Pip. 54.

dem 3. Satze, iiber welchen wir eben

berichtet haben, ist -TT^ ^ rf In dem bei A rechtwirikligen Drei

A T)n L I cos -B
i dC sin B . cos B sin 2B

ecke ABC ist =-. -
,

also aucli

B + C = 00, 2B + 20= 180.
sin 2

Das Verbaltniss des trrthums in der H(5he A B zu dieser Hohe selbst

ist mithiu ura so kleiner, je grosser sin 2C ist. Der grosste Sinus

ist 1, uud si.i2C hat diesen Werth, wenn 2 C =-90, 0=45 ist.

Man erhiilt folglich die Hohe AB am richtigsten ;
wenn man auf der

Standlinie AC so weit fortgehfc, bis [_ C sich nicht inehr von 45

unterscheidet.

Will man den wahren Ort s eines Gegenstaudes aus vier beobach-

teten Orten p, q, r, s ableiten (so schliesst Cotes seine Abhandlung),

so muss man diesen Orteu Gewichte P, Q, R, S beilegen, die den

BeobachfcuugstVhlern umgekehrt proportional sind. Der gesuchtePunkt^
ist aisdann der Schwerpunkt jeiier in p } q,r, 8 angebrachtcn Gewichte.

Zur Fertigstellung der Lehre von dem Differentiireri gehort aucli

Leibnizens hohere Differentiirung eiues Productes (S. o72) und

Taylors Vertauschung der VeranderJichen (S. H79) 7
an Avelche wir

erixmera.
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Mehr als das Differentiiren war das Integriren der Vervoll-

koramnung fahig. Wir wissen, dass Leibniz und Job ami Ber

noulli (S. 272 275) das Zerlegen einor gebrochenen algebraisehen

Function in Partialbriiche gelehrt haben und dadurch der Integration

solcher Functionen grossen Vorschub leisteten. Em besonderes Werk

iiber die unigekelirte Fluxionsmethode, welches ein Schotte
7 George

Cheyne
1

) (1671 1743), im Jahre 1703 herausgab, bietet weniger,

als man von einem Werke dieses Titels erwarten mochte. Hat doch

De Moivre 1704 ein eigenes Buch gegen jenes veroffentlicht, und

wcnn Cheyne 1705 neuerdings in grobem, von ihui selbst spater

uiissbilligten Tone antwortete, so erhoht das den Werth seiner Pluxio-

mim mdJtodus invcrsa ebensowenig, als es die darin vorkommenden

Irrthumer aufhebt. Wir nermen das Werk iiberhaupt nur, weil es

Johann Bernoulli Anlass zn Bemerkungen gab, welche von Wichtig-

keit sind, aber
7
da sie erst 1742 an die Oeffentlichkeit gelangten, hier

noch nicht wiedergegebeu werden diirfen. Cheyne war urspriinglich

zur Theologie bestimint, wurde dann Arzt und gab 1705 und 1715

zwei Biinde Philosophical Principles of Iteliyion heraus
?

in welchen

er Theolotrie, Naturwissenschaften und Mathematik in toller WeiseO 7

verquickl;e ;
wenu er auch friiher im Aerger fiber den Streit mit

De Moivre die Mathematik unfruchtbar und luftig
2

) genannt hatte.

Cotes hat dagegen Nainhaftes fur die Integralrechnung geleistet.

Der 2. und 3. Abschnitt seiner Harmonia Mcnsurarum enthalt Inte

grate, welche nach heutiger Schreibart besondere Falle von

oder von ahnlich gebauten Ausdriicken sind, und Anwendungen dieser

Integrale. Die Herleitung der verschiedenen Formeln hat Cotes unter-

driickt. Das letzte Integral, welches bei ihm vorkommt, ist

f-
J Ofe-f-

mit ganzahligem t und beliebigeni n.

Wir kommen zu den Fortschritten, welche die Goometrie seit

1700 geinacht hat. An der Spitze der zu erwahnendeu Personlich-

keiten steht Antoine Parent 3
) (1(500 1710). In Paris geboren

wurde er, noch bevor er 3 Jahre alt war, einem Landpfarrer, dem

Oheime seiner Mutter, anvertraut, der ihm die erste notbdiirftige Er-

ziehung gab, so gut er selbst dazu im Stande war. Wo sein Wissen

) National, Biography X, 217 21.9 (London 1887, edited by Leslie

Stephen).
2
) these barren and airy studies.

&quot;)

Histoire de I Academic des

Sciences. Auntie 1716 (Histoire pag. 88 93).
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nicht ausreichte, z. B. beini Rechemmterrichte, gab er dem Knaben

ein Lehrbucb in die Hand, dessen Rand bald mit Bemerkungen an-

gefullt war. Aehnlicherweise erfand ssich der Knabe spater eine eigene

Geometrie, und so wuchs seine Neigung zur Mathematik, der er sich

mehr und mehr zuwandte, aueh nacbdem er nach Paris zuruckgekehrt
dort das Recbtsstudium begonnen batte. Er gab bald selbst mathe-

matischen Unterricht und erhielt 1699 Zutritt zur Academic des

Sciences unter deui dauiaLs noch vorhandenen Titel eines Eleven des

wirklichen Mitgliedes Herrn von Billettes. Diese Academiker zweiten

Grades wurden erst bei einer Umgestaltung der Satzungen 1716 be-

seitigt, so dass Parent in seinezp. Todesjahre wirklicher Academiker

wurde. Er schrieb eine grosse Anzabl von Abbandlungen uber die

verschiedensten Gegenstande, die zum Tbeil in Sitzungen der Academie

des Sciences vorgelesen wurden und als Essais et JRccherchcs de mathc-

matiqw et physique erst 1705, dann stark vermehrt 1713 in drei

Duodezbanden im Drucke erschienen. Das Format stiess die Gelebrten,

der Inbalt und die ziemlicb scbwierige Darstellungsweise die Un-

gelebrten ab. Parents Leistungen wurden weit weniger bek.aimt und

batten geringere Wirkung, als sie beanspruchen durften. Dazu trug

nocb ein anderer Umstand bei, den uns der Verfasser seines acade-

mischen Nachrufes, welcbem wir alia diese Einzelbeiten entnehmen,

nicbt verscbwiegeu bat. Parent war in den Verhandlungen, welcbe

sich an einzelne Vortrage anschlossen, mit scbarfen, den Gewohn-

beiten guter Gesellschaft nicbt Rechnung tragenden Worten scbnell

bereit. Man erkannte das Verdienstvolle des so von ihm Gesagten

allerdings an, aber, rneint der Lobredner, es gehore dazu etwas An-

strengung des Billigkeitsgefiihls ,
und die erspare man besser den

Menschen 1

).
Die fur die Gescbichte der Matbematik wicbtigste Ab-

haridlung Parents ist die iiber die IJigenschaften ^er Oberflacben,
des affections des superficies*), welche er am 24. Juli und 23. August
1700 in der Academie des Sciences vorlas. Er beginnt mit der

Untersuchung der Tangentialebene an die Kugel. Er beziebt (Fig. 55)

die durcb die Punkte A
} I), C, E bindurchgebende Kugeloberflache,

deren Mittelpunkt sich in befindet, auf die Ebene IQS, auf welcher

die in Q beginnende Gerade QI gegeben ist. projicirt sich auf

die genannte Ebene mittels OH=a, H auf die Gerade QI durch

HIc, wahrend Qlb ist. Kugelhalbmesser ist OB=r. Dabei

ist B ein an sich beliebiger Punkt der Kugeloberflache, welcher durch

*)
II faMait gwlquc petit effort d equitc, qu il vaut tovjours mieux epargner

aux homines. *) Essais et Eedierches de mathematique et de physique II, 181

bis 200.
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die Strecken BL = 3, LH y, MQ x bestiuimt wird. Eine

durch den Mittelpunkt der Grundebene IQS parallel gelegte Ebene

FGiri&t, die verliingerte

LB in G. Zieht man

in dieser neuen Ebene

OF 1 #7 und GF-\\IQ,
welche in F zusammen-

stossen,so istBGa s,

Fig. 55.

Weil aber OFG und

FGB rechteWinkel sind,

muss das Quadrat von

OB der Summe der

Quadrate von OF, FG,
GB gleich sein, und

man erhalt die Oberflachengleichung
1

):

c
*
_|_ y

s _ 2cy -f 62
-j- x* 2bx -f a2

Diese Gleichung differentiirt Parent unter der Annahme, dass y con

stant sei
2

), und findet
&amp;lt;

^-
:: dz = dx, ein allerdings dem Vorzeichen

v SO

nach unrichtiges Ergebniss. Das Constantsein von y gibt aber, fahrt

Parent fort, der Kugelgleichung die Bedeutung des Kreises ABC, der

sich auf die Grundebene als die Gerade RLN\\ QI projicirt, oder,

mit Parent zu reden, der auf der Axe RLN aufsitzt 3
).

Dessen Be-

riihrungsiinie in B ist die BN, welche auf UN die Subtangente

LNz-r- abgrenzt. Unter Einsetzung des gefundenen Werthes

von -3 ist also LN= T- z. Aehuliches folgt unter der Annahme,dz b x
f* ILJ^_ #

dass x constant sei. Erstlich entsteht die Gleichung
- ds = dy\c y

zweitens erhalt die Kugelgleichung dabei die Bedeutung des Kreises

DBE, der sich als MLP
||
HI projicirt; drittens ist BP die Be-

ruhrungslinie dieses Kreises in B, und die Subtangente ist

dz c y

Die Beriihrungsebene an die Kugel in B dehnt sich aber ersichtlich

langs der BN und BP aus und trifft folglich die Ebene 7$$ in

der NP*). So die von uns nahezu wortlich ubernommene Darstel-

lung Parents.

*) on aura I equation superficielle *) Si on prend maintenant la differen-

ticlle de cette egalite, en laissant y constante, ^ un cercle ABC assis sur I axe

RLN 4
) II est evident que Ic plan tangent a la surface de la Sphere en B
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Parent blcibt aber bei cler Kugeloberfliiclie nicht stehen. Er

geht in unraittolbiir sich anschliessenderi Aufsatzen aueh zur Betrach-

tuiiff der Oberflachen -

7

-~ = I - und y = -,-*!-
-

iiber, deren
[} -\- (f r Z X -\- ttS

Sohnitte parallel den einzelnen Coordinatenebenen untcrsucht werden,

v.-obei die Erhobungen und Verticfungen der Oberflachen erkannt

werden. Selbst gegenwartig, wo die anulytische Geornetrie des Raurm s

zu den elementaren Kenntnissen /u ziihlen ist, bieten diese Aufslitze

dem Yerstfindnisse manche Schwierigkeit und raaclien es, ganz ab-

gesehen von den vorerwalmien personlichen Verhiiltnissen
;
leicbt be-

greiflicb, dasa sie so lange Jahre xieinlich nnbeacbtet bleiben konnten,

Parent bat sich 1702 der drei zu einander senkrechteri Raum-

coordinateu auch bedient, um den Satz zu beweisen, dass das Cylin-

droid, wie er das Uradrebimgsliyperboloid mit einer Manfcelflache

jiennt, durch IJmdrehung einer Geraden erzeugt werden kann 1

),
wiih-

rend er in einem Znsat/e 2

)
den gleichen Satz georaetrisch erlauterte.

Neu war iibrigens der Satz auch 1702 nicht, denn Wren hatte ihn

1069 in den P. T. ausgesprochen
3
).

Ferner verdient noch eine andere Arbeit Parents von 1702 er-

wiilint zu werden*), in welcher die Schraubenlinie mit Hilfe von

drei Coordinaten untersucht ist.

Jedenfalls hat also Parent die ersten Gleichurgen von

Oberfliichen in drei zu einander senkrechten Raumcoordi-

iiaten x, y, z im Drucke herausgegeben, mag die (S. 244) an-

gedeutete Moglichkeit, dass Johann Bernoulli schpn 1698 Aehnlicbes

iusgoheim besass, oder gar miindlich bekannt gegebqn hatte, Grand

haben oder nicht. Wir personlich zweifeln daran und stiitzen unsere

Zweifel aul Folgendes. Parent hat un den Pendeluntersuchungen von

Uuygens Ausstellungon gemacht, und Johann Bernoulli uuter-

riahin in den A. E. vom Juni 1715 Huygeiu Vertheidigung
5

).
Er

geht dabei mit Parent uichts weniger als glimpflich um. Er nennt

ihn einen Menschen, dessen Lebenszweck zu sein scheine Andere zu

rupfoii
6
).

Wiv glauben kaum, dass Johann Bernoulli, der fiber sein

ireistiges Eigenthura rait peinlicher Sorgfalt Wacheude, die Gelegen-

heifc hatte vorbeigeheji lassen, Parent auch als Siinder an seinen

Raumcoordinaten hiuzustellen, wonn er irgoud Veranlassung dazu ge-

h long ilex tangentes UN, B T cl qu il coupe par snnsttiuent If flan TQS

dans la llgne de rencontre NP.
l

)
Essais et flechcrches de matJienintiquc ct de physique II, fcftflgg;, be-

ouders 653. -
1

)
Kl.emJa lil, 473.

:1

) P. T. IE, 961-902. )
JStsais et

Iteclierchcs de matJiet.iatique ft de jrthysiyne II, 684. 5
)
Job. Bernoulli Opera

jl. 187204. 6
) honio nd carpendum, uti vidclur, naius.
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habt hatte. Wir geben allerdings zu. dass dieser Bowels hinfallig

wiirde, wenn Johann Bernoulli jenes Saramelwerk der Essais et

Rccherches niclit gekannt hatte, als er so beleidigend fiber Parent

sieh ausserte. 1st das aber anzunehmen? Am 11. September 1715

hat Bernoulli die Essais et Recberelies jedenfalls gekannt, denn unter

diesem Datura schrieb er an Leibniz 1

),
Parent suche Streit mit be-

ruhmten Gegnern und habe in den Essais et Recherches auch ihn

(Leibniz) angegriffen. Dazu kommt noch Eins. Wieder 1715 und

zwar am 6. Februar schrieb Johann Bernoulli an Leibniz 2

): Ich ver-

stehe unter einer gegebenen kramnien Oberfliicbe eine solehe, deren

einzelne Punkte, wie die Punkte einer gegebenen Curve, durch drei

Coordinaten x, ?/, z bestimmt sind, zwischen welchcn durch eine Glei-

ehung ausgedriickte Beziehungen bestehen. Jene drei Coordinaten

sind aber nichts Anderes, als senkrechte Gerade aus irger:d einem

Oberflachenpunkte auf drei der Lage nach gegebene und unter ein-

ander senkrechte Ebenen. Als Beispiel wird xyz = as

genannt. Das

klingt nicht, als wenn von allgemein bekaunten Dingen die Rede

ware. Wenn dann Leibniz antwortete 3

),
er habe ehemals angefangen,

an die Lehre von Ortsgleichungen init drei Coordinaten heranzutreten
-,

wer darauf Miihe verwende, werde leisten, was der Arbeit lohne, so

seheri wir auch in dieser Antwort nor so vie], dass der Gegenstand
tlamuls in der Luft lag. Parents Erstlingsrechte erscheinen uns davou

ni&amp;lt; lit beriihrt.

Der nachste Schriftsteller, mit welchem wir es zu thun haben,
Jacob Le Poivre 4

), it wahrscheinlich in Moiis in Belgien geboren,

jedenfalls im December 1710 doii gestorben, wo er als stadtischer

Bauaufseher seit 1706 angestellt war. Im Jahie 1704 erschieu von

ihiii in Paris ein wenige Bogen starkes Biichelchen Traitc de sections

du cylindre et du cone considerees dans le solidt ct dans le plan avec

des demonstrations simples et nouvelles. Eine zweite Auflage erschien

1708 in Mons, welche deni Titel der ersten Ausgabe noch die Worte

hin/Aifugte plus simples et plus yenvraUs que celles de Vedition de Paris,

also gewissermassen eine verbesserte und gekiirzte Auflage sein will 5

).

Schon die erste Auflage hat genugendes Aufsehen erregt, um einen

ausfubrlichen, etwas norgelnden Bericht in dem Journal des Sc,avans

von 1704, eine kurze, aber sehr anerkennende Besprochung in don

A. E. von 1707 hervorzurufen. Als Verfasser der letzteren nennt

eine handschriftliohe Randbemerkung Christian Wolf.

*)
Leibniz III, 946. *) Ebenda III, 938. *)

Ebenda IU, 989.
4
) Chasles, Aperpi hist. 130 134 (dentsch 126 --

130). Quetelet, Hi-sioire

dcs Sciences matb&natiqiies et physiques chez les Beiges pag. 271273. c
j B. C.

Wiu.s iuit 1851 einen Noudruck besorgl.
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Le Poivre nahm in der Vorrede den Mund etwas voll. Er

habe die Absicht gehegt und, wie er glaube, auch durchgefiihrt, ebenso

fiir Gelehrte wie fur Nichtgelehrte zu scbreiben. Den Ersten habe

er sich bemiiht gerecht zu werden, indeni er sie eine neue Projection,

neue Eigenschaften der Kegelschnitte und neue Beweise dafur keniien

lehrte, den Letzteren, indem er die Dinge so leiclit machte, dass zu

deren Verstandniss einige wenige Satze aus den Anfangsgruuden der

Geometrie ausreichen miissten. Ihm selbst als Verfasser seien dadurch

allerdings erhebliche Schwierigkeiten erwachsen, so dass die wenigen

Druckbogen eine Arbeitszeit von drei Jahren beanspruchten. Den

Marquis De 1 Hopital nannte er als seinen Gonner, ohne dessen

Anregung das Biiclielchen moglicherweise gar nicht entstanden ware.

Der Kritiker des Journal des Savans ist der Ansicht, Le Poivre

habe, ohne dass man ihm jedes Verdienst absprechen wolle, doch der

Hauptsache nach nur wiederholt, was De la Hire in seinem Plani-

couiques (S. 125 126) schon gelehrt habe. Ganz so schliinm scheint

es nun nicht gewesen zu sein, wenn auch De la Hire Einfluss auf

Le Poivre geiibt haben mag. Der Kegelschnitt erfolgt durch eine

Ebene, deren Lage im Raume gegeben sein muss. Sie ist theilweise

bestirumt, wenn man den Durchschnitt der Ebene mit der kreisfor-

migen Grundflache des Kegels kennt, aber doch nur theilweise, denn

die Neigung gegen die Grundflache ist mit jener Durchschnitts-

geraden nicht gegeben. Diese wird bekannt, sobald durch die Spitze

des Kegels eine zweite Ebene der Schnittebene parallel gelegt wird,

deren Spur in der Grundflache ebenfalls gegeben ist. Die beiden

genannten Parallelen in der Grundflache nebst der Spitze des Kegels

musseii folglich geniigen, um den Kegelschnitt selbst zeichnen zu

konnen
*).

,,Es ist leicht zu sehen, dass man nur durch einen Punkt M des

Kreises, der die Basis des Kegels bildet und erzeugender Kreis (cerde

ywierateur} genannt wird, irgend eine Transversale ziehen darf, welche

die Durchschnittslinie der schneidenden Ebene und ihre Parallele in

/wei Punkteu schneiden wird; darauf den zweiten dieser Puukte mit

dem Scheitel S des Kegels durch eine Gerade verbindeu und durch

den anderen Punkt eine Parallele mit dieser Geraden ziehen. Diese

Parallele wird offenbar in der schneidenden Ebene liegen und die

Seitenlinie SM des Kegels in einem Punkte M treffen, welcher der

gesuchten Curve angehort. Fiir einen anderen Punkt des erzeugenden

Kreises wird man einen anderen Puukt des Schnittes erhalten. Diese

*) Wir tblgen der Darstellung von C basics, welcher wir die mm folgen-

clen zwischen Gansefusscheu stehenden Satze wortlich entnehmeu.
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Construction ist allgemein, welches auch die Lage des Punktes S im

liaume sein mag, und sie besteht selbst dann noch, wenn dieser Puukt

in der Ebene des Kreises liegt. In diesem letzteren Falle hat man

zwar keineu Kegel, aber die durch den Pimkt gebildete Curve ist

doch noch ein Kegelschnitt&quot;

Jedenfalls hat Le Poivres Biicholchen, wenn auch von Fach-

mannern gelesen und
;
wie wir gesehen haben, offentlicher Besprechung

gewurdigt, nicht entfernt die fruchtbare Wirkung ausgeiibt, welche

man einer ebensowenig umfangreichen, aber von iiberraschenden neuen

Wahrheiten erfiillten Schrilt aus deni Jahre 1704 nachriihmeu muss.

Wir reden von New tons Etmmeratio linearmn tertii ordinis 1

).
Curven

3. Grades waren auch vor Newton schon oft untersucht. Auch auf

Durchschnittspunkte von Curven init anderen Curven war oft genug
die Aufmerksamkeit gelenkt worden, und -Jakob Bernoulli hatte

(S. 124) den Grad der Curve ins Quadrat erhebend gefunden, dass

Curven nten Grades ausreichen, um Wurzeln eiuer Gleichung vom

Grade w2 zu finden. Aber den Grud der Curve durch die Auzahi

von Durchschnittspunkten mit einer Geraden zu bestimmen und dann

die so definirten Curven dritfcen Grades in Gruppen zusammen-

zufassen, das hatte unseres Wissens vor Newton Niernand versucht.

Wir wollen und miissen demnach Newtons Enumeratio, niit welchem

abkiirzenden Namen wir die Abhandlung hinfort bezeichnen, genauer

besprechen.

Wir beginnen mit der wortgetreuen Uebersetzung des I. Kapitels

von der Ordnung der Linien 2

). ,,Geouietrische Liuien werden am
besten nach der Dimensionszahl der Gleichung, durch welche die Be-

ziehung zwischen Ordinaten und Abscissea bestimmt ist, oder (was
das Gleiche

ist&quot;)
nach der Anzahl von Punkten, in welchen sie von

einer geraden Linie geschnitten werden koimen
; in-Ordnungen unter-

schieden. Eine Linie erster Ordnung ist siolcher Weise die einzige

Gerade; Linien zweiter oder quadratischer Ordmmg werden die Kegel-

schnitte und der Kreis sein, und dritter oder kubischer Ordnung sind

die kubische Parabel, die Neilsche Parabel, die Cissoide der Alten

und die iibrigen, deren Aufziihluug wir zu unserer Aufgabe gemacht
haben. Eine Curve ersten Geschlechtes wird das Gleiche sein wie

eine Linie zweiter Ordnung (da die Gerade nicht zu den Curven zu

zahlen ist), eine Curve zweiten GescKlechtes das Gleiche wie eine

Curve dritter Ordnung. Eine Linie von der Ordnung unendlich ist

eine solche, welche eine Gerade in unendlich vieleu Punkten schneiden

*) Opuscula Newtoni I, 245 270.
*) Linearum ordines.

3
) quod per-

inde est-
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kami, wie die Spirale, die Cycloide, die Quadratrix und jede Linie,

welche durch unendlich viele Umdrehungen eiues Strahles oder eines

liades erzeugt wird.&quot;

Die Curven der verschiedensten Grade haben, behauptet Newton,

Eigenschaften, welche denen der Curven zweiten Grades uugeuiein

ahnlich sind. Bei den Kegelscbuitten das sind die Curven zweiten

Grades oder ersten Geschlechtes stosst man auf Durchmesser,

d. h. auf grade Linien, welche einander parallele Sehnen halbiren,

auf eiueu Mittelpunkt, in welchein alle Durchmesser zusarnmen-

treften, auf zwei Asymptoten der Hyperbol, welche die Eigenschaft

besitzen, dass jede ecante zwischen einem Curvendurchschnittspmikte

und der einen Asymptote die gleiche Lange besitzt wie zwischen dem

zweiten Curvendurchschnittspunkte und der anderen Asymptote. Bei

der Curve dritten Grades oder zweiten Geschlechtes treifeu zwei

parallele Sehnen die Curve in je droi Punkten. Mogen dieselben zur

Verdeutlichung, welche sich Newton wenig angelegen sein lassi, auf

der einen Sehne M1
M

2
M

3 ,
n.uf der anderen M MJM^ heisseu. Nun

existirt auf der ersten Sehne ein Punkt M
,

auf der anderen ein

solcher M
,
von der Eigenschaft, dass M Mi = M M9 + M M3

und

MQ MS = M MS + MQ M,, . Alsdann iat die Gerade M
9
M ein

Durchmesser der Curve, d. h. sie schneidet auch jede andere

Sehne M^ MJ MJ in einem Punkte M &quot;

von der in der Gleichung

MfXfMfltf+MfMf uusgesprochenen Eigenschaft
1

).
Treften

alle Durchraesser einer Curve zweiten Geschlechtes in einera Punkte

7AiSitmnien, so ist dieser der Mittelpunkt der Curve im Allgemeineu.

Die Zahl der Asymptoten uberschreitet den Grad der Curve nicht,

deshalb kann die Curve ersten Geschlechtes nnr 2, die zweiten, dritten

Geschlechtes nnr 3, 4 Asymptoten besiczen und nicht inehr u. s. \v.

Ueber die Zwischenriiume, welche auf einer Secante zwischen der

Curve und den Asymptoten abgegrenzfc sind, gelten Satze, die denen

von den Abschnitten einer Sehne. die durch den Durchmessfr hervor-

gebracht sind, entsprechen
2
).

Ein weiterer Satz, den Newton von

den Curven zweiten Geschlechtes ausspricht
3

),
heisst folger.dermassen,

indem wir wieder Buchstaben zur Verdeutlichung einfuhren: Werden

zwei parallele Sehnen L^L^, I^L^L^ durch zwei andere parallele

Sehnen M^M^ M^M^M^ in den Punkten 0, geschnitten, wo

*) Opuscula Neictoni I, 248. Ueber diesen auf Curven jeden Gradef=s aus-

dehnbaren Satz vergl. a. B. Sal ra on-F i.-dl er
, Analytische Geometrie der

hoheren ebenen Curven. 11. Auflago. Leipzig 1882 Nr. 128, S. U2. 4
) Opuscula

Nevioni I,
249. Salmon-Fiedler 1. c. Nr. 12;), S. 148.

3
) Opuscula New-

toni I, 250: DC Ratione contentorum Kill Pamlldontm ncffnientin.
Salmou-

Fiedler 1. c. Nr. 124, S. 137.
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den Durchschnittspunkt der b^iden unbestrichelten, den der

beiden bestrichelten Sehnen bezeichnet, so ist

____
OM

l
. 6M9 . OMS

&quot;

OMf, . O M
s

. 3f
s

In die Uneadlichkeit sich erstreckende Curvenz weige sind ent-

weder hyperbolisch. oder paraboliseh. Sie heissen hyperbolisch
wenn sie eine Asymptote besitzen, parabolisch, wenn sie eine solche

entbebren, und das zeige sich bei Aufsuchung der Beruhrnngslinie
an den unendlich entfernten Puukt des betreifenden Curvenzweiges,
Die BeruhVungslinie an den unendlich fernen Punkt eines hyperboli-
schen Zweiges falle namlich mit der Asymptote xusammeu, wahrend

die Beriihrungslinie an den unendlich fernen Punkt eines parabolischen

Zweiges in die Unendlichkeit zuriickweicht
, vprschwindet, nirgend zu

finden ist
1

).

Hierauf werden vier Hauptfalle der Gleichung 3. Grades hervor-

gehoben: xy* -\-ey- ax* -f bx~ -}- ex -f d] xy=^ ax* -f ft.r
2
-f- ex -f- rf;

7/

2 = ax9 + lxz
-\-cx--\-d] y = ax* + bx* + ex + n?; deren erster

wieder 11 Unterfalle unterscheiden lasst. Die Unterfalle zerfallen

ilirerseits wieder in Formen, von welchen im Ganzen 72 aiigegeben
sind. Bei den Benennungen, deren sich Newton zur Schilderuiig der

einzelnen Formen bediente, kommen die Ausdriicke einer mit Spitzen
versehenen Curve (cuspidata), eines conjugirten Punktes (quae con-

jugatum habt-t oval-em infinite parvam, id est punctuvt) vor 2

).

So vielfaltig die Curven sein mogen, konnen sie nach Newton s

Behauptung
:!

) stets durch optische Benutzung einfachster Ge-
bilde hervorgeLracht werden. Fallen auf eine unbegrenzte von einem

Lichtpunkte aus beleuchtete Ebene die S chatten von Figuren, so

sind die Schatten von Kegelschnitton stets wieder Kegelschnitte, die

von Curven zweiten, dritten Geschlechtes sind immer wieder Curven

zweiten, dritten Geschlechtes und so fort ins TJnendliche. Wie aber

der Kreis beiui Schattenwerfen jeden Kegelschnitt zu erzeugeri ver-

mag, so werden alle Curven zweiten Geschlechtes von den fiinf diesem

Geschlechte angel) orenden divergirenden Parabeln als Schatten erzeugt,
und auch bei hoherem Curvengeschlechte konnen einfache Formen
ermittelt werden, deren Schatten alie Curven ihres Geschlechtes er-

zeugen. Es ist ersichtlich, dass man den neueren Anschauimgen sich

niiher anbequemt, wenn man das Newtonsche Wort Schatten stets

durch Centralprojection ersetzt.

Auch Curvenerzeugungen, welche man gegenwiirtig projectivische

*)
in infmitnm recedet, evanescet et nullibi rcpcridur. *) Opuscitla Nno-

toni I, 253. s
) Ebenda I, 264: Genesis Cnrvarnm per Umbras,

CANTOR, Oescbichte d er Mathematik. III. 2. 2. Aufl. 2#
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nennt, lehrt Newton 1

)
unter dem Namen organischer Zeichnung

kennen. Seien (Kigur f&amp;gt;G)

zwei Winkel PAT), PBD von gegebenev

Grosse uin ihre Seheitelpunkte A, B, welche Pole heisscn sollen, in

Drehung versetzt, und zwar so, dnss dor

Durchschmttspunkt P ibrer Schenkel A F, It /

eine Gerade beschreibt, alsdann beschreibt

der Durchs -hnittspunkt I) der beiden anderen

Schenkel AJ), BD einen durcb die Pole

A, B bindurcbgehenden Kegt4scbnitt, der

aber in eine Gerade ausartet, wenn jene von

P beschriebene Gerade durcb einen der Pole

A, B hindurcbgebt, oder wenn die Winkel

BAD, ABD gleich/eitig verschwinden. Der gleicbe Satz ist scbon

in Newtons Principien als XXI. Lejnma des ersten Bucbes ausge-

sprocben und hatte daber (S. 207) erwiihnt werden konnen.

Bin zweiter Satz lasst (Figiir 57) den Durcbscbnittspunkl P der

beiden Schenkel AP, BP einen Kegelschnitt durcblaufcn, dein einer

der beiden Pole, eiwa A, angebort. Alsdann bescbreibe der Durch-

scbnittspunkt D der beiden anderen Schenkel AD, BD eine Curve

zwetten Geschlechtes, auf welcher der aadere Pol B liegt, wahrend

der erste Pol A ihr sogar als Doppelpunkt angebort. Eine Aus-

ig. 56.

Fig. 57. Fl. 58.

nab me liefert das gleicbzeitige
Verschwinden der beiden Winkel

BAD, ABJ), indem .
alsdann I) einen anderen durch den Pol A

bindurchgebenden Kegelschnitt bescbreibt.

Ein dritter Sat/ verlangt (Figur 58), dass der von dem Duix-li-

si-lmittspunktp P dtr Schenkel A P. BP dnrcblaufene Kegelschnitt

) Opuscula Newtoni I, 2G5 flg. : De cunarwn descriptione oryanica.
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keineii der Leiden Pole A, B enthalte. Der Punkt D durchlaufe

alsdann eine Curve 2-we iten oder dritten Geschlecbtes init Doppel-

punkt. Die Carve ist /weilen Gt-schlecbtes in dem Ausnabmefall

gleichzeitigen Vei-scbwindens der Winkel BAD, ABD, in alien an-

deren Fallen ist sie dritten Geseblecbtes und hat drei Doppelpunkte,

zu welcLen die beiden Pole A, B geboren.

Die drei Satze ftihren zn einer punktweisen Darstellung
eines Kegelscbuittes, von welcbem 5, einer Curve zweiten Geschlecbtes

rait Doppelpunkt, von weleher 7 Punkte gegeben sind, Aufgaben,

von welcben ein Theil auch Aufnabnie in die Arithmetica universalis

(S. 403) gefunden bat. Die in der Euumeratio gelehrte Zeicbnung

des Kegelschnittes ist folgende. Newton nennt die fiinf Punkte,

welche dem Kegelscbnitte angehoren sollen, A, 1?, Cy

, D, E. Nun

seien A, B Pole der Figur und CAB, CBA die zur Drebuug be-

stimniten Winkel, wobei ( denjen.igon Durcbscbnittspunkt zweier

Scbenkel vorstellt, der in Figur 56 mit D bezeicbnet war. Aucb die

Punkte D
}
E werden als ahnlicb mit C bervcrgebrrachte Punkte des

Kegelscbnittes betraehtet, und ihnen entspreeben Durchschnittspuiikte

P, Q der beiden anderen Winkelschenkel, Punkte P der Figur 56

hervorbringend. Die Punkte. P, Q gradlinig vcrbunden lieferu nun

diejenige Gerade, welcbe in der wiederholt genannten Figur 56 deren

Punkt P durchlauft, und dadurch werden nocli beliebig viele Punkte

D des zu zeicbnenden Kegelscbnittes ermittelt.

Eine kubische Curve durcli 7 Punkte A. B, C, D, E y F, (T zu

legen gebt man ahnlicberweise von dem Dreiecke ABC aus, lasst

CA und CB sicb dreben, bis sie in
Z&amp;gt;, E, F, G einander schneiden,

P inkte, denen die Durcbschnittspunkte P, Q, 72, S der gedrebten

BA und AB entspreeben. Der duvch A, P 7 ^&amp;gt;, B, S biiidurchgelegte

Kegeiscbnitt erzeugt die verlangte Curve zweiten Geseblecbtes, Wir

erinnern bier daran, dass Newton schon 1076 wusste, dass man obne

Rechnung eine Curve dritten Grades durch 7 gegebene Punkte legen

konne (S. 187). Daraus aber scbliessen zu wollen, die ganze Enuine-

ratio gebe bis 1676 zuriick, scheint docb allzukiibn.

Man kann, fiibrt Newton fort
1

), nach gleicber Methode Curven

3., 4. und nocb hoheren Gescblecbtes beschreiben, allerdings nicht

alle, aber doch die, so viele es sein rnogen, welcbe bequeuier Weise

mittels einer Bewegung erzeugt werden konnen. Eine doppelpunkt-

*) Opuscalu Ncwtoni I, 267: Eadem inetJtodo Curvas tertii, qiiarti et supe-

riorum Generum d?scril&amp;gt;erc lied, -non otn-ncs quidem, sed quotquot ration c tiliyurt

commoda per niotnm locale-m deserild posswrt. Nam Cwvam aliquant secvndi eel

superioris (le-nw-is Punctwn duplex noi&amp;gt; halc.ntem conrmode describere Probl&na est

inter difjiciUora numcrandiim.

28*
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lose Curve zweiten oder hoheren Geschlechtes bequera zu

beschreiben, gehort unter die schwierigeren Aufgaben.
Zuni Schlusse der Abhandlung bespricht Newton die Moglich-

keit, Gleiehungen hohereu Grades durch Curvendurchschuitte zur

Aufloung zu bringen
1

)
und beiiutzt dabei deri Ausdruck Ilyper-

bolismus, den er schon friiher dnhin erkliirt hat 2

),
cr verstehe unter

Hyperbolismus das Ersetzen der Ordinate einer gegebenen Curve

durch das Product eben dieser Ordinats in die Abscisse. 1st also

beispielsweise xy = 1 die Gleichung einer Hyperbel, so ist x . xy= 1

oder y = 2
deren Hyperbolismus. Nun sei etwa die Gleichung

a -f ex- + dx* -j- ex* -f fx
b + (&amp;lt;} + &amp;gt;

6
-f hx -f kx8 + ^9 =

gegeben
3
).

Division durch x6 verwandelt sie in

% + ~. + ^ -f # + 2 + 9 + &quot; + hx + kx* + Ix* =
,

und ersetzt man -
f durch ?/, so erscheiut die Curve

x*

ay
s

-f df -f- dxif -f ey + fxy + g + m + /* -f /^2 + lx3 ==

nebeu der Curve x*y= 1. Das sind zwei Curven zweiten Geschlechtes,

und die Abscisstn ihrer Durchschnittspunkte miissen Wurzeln der

vorgelegten Gleichung sein. Es ist iiicht unwahrscheinlich, dass diese

letzten Paragraphen unter dera Einflnsse von durch Ferraat veroffent-

lichten Untersuchungen (Bd. II
7

S. 819) entstanden, aber das Meiste,

was wir aus der Enumeratio mittheilten, war wesnntlich neu und

iiberraschend, wurde auch in der (S. 292) erwiihnten von Leibniz

herriihrenden Besprechung
4
)

unter Anfiihrung von einzelnen als neu

geriihmten Siitzen hochst anerkennend beurtheilt. Bemiingelt wurde

nur, dass keine Theorie von Brennpunkten hoherer Curven vorkorume,

deren Wichtigkeit aus den Arbeiten Tschirnhausens bervorgehe;

vielleicht entschliesse sich dieser die Liicke selbst aus/nfiillen.

Newton gab die neuen Satze, ohne auch nur einen Beweis an-

zudeutcn. Er iiberliess es Anderen, die Wahrheit der von ihrn aus-

gesprocbenen Gesetze zu priifen und zu sichern. Doch b,evor wir zu

solchen, Newtons Enumeratio erganzenden Schriften gelangen, nothigt

uns die Zeitfolge von anderen Arbeiten zu reden, welche theils vor

dem Erscheinen der Enumeratio schon fertig gestellt waren, theils

zeigen, dass die wunderbaro Abhandlung auf dem Festlaude Europas

zunachst noch keine Wirkung ausiibte.

l
) Opuscuht Ncwtoni I, 2G7 270. *) Ebcnda I, 2G1.

3

)
Ebenda I, 2C9.

&amp;lt;;

A. E. 1705 pag. 3034.
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Der Marquis De L Hospital war 1704 gestorben (S. 110). In

seinem Nachlasse faud sich ein Traite analytiqiic des sections coniqucs

d de leur usaye pour la resolution des equations elms Ics prollcmcs

iant determines qii iudeterminez in druckfertigein Zastande vor. Nur

eiue Vorrede fehlte noch, und da eine seiche, wie der Verleger in

einer Vorerinnerung bemerkt, nichi wohl von Jemaild anderem als

dem Verfasser ernes Werkes geschrieben werden kann, so wurde das

Vorhandene unerganzt 1707 der Oeffentlichkeit iibergeben und zwar

mit solcbem Erfolge, dass 1720 em zweiter unveranderter Abdruck

sich als nothwendig erwies. Das Werk besitzt die gleichen Eigen-

schaften, welche auch De L Hospitals Analyse des infiniments petits

(S. 245 flgg.) nachzuriihmen siud, eine ungeineine Fasslichkeit bei

grosser Sorgfalt zahlreiche EinzelsiLtze zu geben. Bahnbrechende

Neuerungen sind freilich uicht gar viele zu erwiihnen. Wir diirfen

vielleicht im III. Buche von der Hyperbel auf den Namen der ent-

gegengesetzten Hyperbeln
x

)
aufmerksam machen, der den beiden

Zweigen dieser Curve beigelegt ist. &quot;Wir diirfen auf das VII. Buch

hinweisen, welches die Ueberschrift: Geoinetrische Oerter 2
) tragt, und

in welchem eine Art von Discussion der allgemeinen Gleichung
zweiten Grades durchgefiihrt ist. Wir diirfen im VIII. Buche von

den unbestiininten Aufgaben des 11. Beispiels gedenken
3
).

Dort ist

folgende Aufgabe gestellt: Zwei unveriinderliche Winkel KAM
y
KBM

sind um die festen Punkte A, H drehbar, der Durchschnitt K der

Schenkel A.K, BK durchlauft eine gerade Linie; welche Liuie be-

schreibt der Durchschnitt M der beiden anderen Schenkel AM, BM ?

De L Hospital zeigt nicht bloss, dass ein Kegelschnitt entsteht, son-

dern auch welche besondere Bedmgungen erfiillt sein miissen, d?rmit

der Kegelschnitt eine Ellipse, eine Hyperbel, eiiie Parabel sei. Er

geht mithin iiber das hinaus, was Newton (S. 424) in seinen Prin-

cipien ausgesprochen hatte,

Die Kegelschnitte De L Hospitals gehoreu der ersten oben er-

wahnten Klasse an, Fertiggestellt vor, gedruckt nach dem Erscheinen

der Enumeratio konnten sie ebensowenig von Newton benutzt werden,
als die Ergebuisse seiner Forschungen in sich aufnehmen: beide Ver

fasser konnen nur wesentlich unabhiingig von einander sein. Anders

verhielt es sich niit Josef Saurin, dem Freunde De L Hospitals

(S. 250). Als dieser am 29. Juli und am 1. August 1716 der Pariser

Acadeinie des Sciences zwei geometrische Abhandlungeii vorlegte
4
J,

l

) De L HospitaJ , Sections coniques Livre III, pag. 47: Hyperboles opposees.

*) D(S lieux geonietriqw.s.
s
)
Ebenda pa.g. 281 flgg. *) Histoire de I Aca

demic des Sciences. Annee K1C pag. 5979 und pag. 275289: Remaryues sur

un cas singulicr du Probleme general des Tangentes.
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hiitte er Newtons Untersuchungen kennen und beriicksichtigen miissen,
and deshalb verdient hervorgehoben zu \verden, dass sich davon keine

Spur entdecken liisst. Eine loise Entechuldignng dai iir kann vielleicht

in dem Umstande gefnuden werden, elass Saurins Abhandlungeri sich.

selbst riur als Erganzungen und Erweiterungen von bereits am
3. August 1702 und am 15. Januar 1703 im Journal des S9avans
veroffentlichte Bemerkungcn bezeiehnen, und 1702 sowie 1703 war

die Enumeratio noch nicht im Drucke vorhanden. Saurin erklart

sich auch in den Abhandlungen von 1716 als bewundernden Freund

De L Uospitals, Seine Absicht sei, die Schwierigkeit aus dem Wege
zu ritumen, welche entstehe, wenn man die auf der ?/-Axe auftretende

Subtangente x~ -,-- fur einen vielfachen Punkt einer Curve suche,

eine Schwierigkeit, welche dariu sich zeige, dass jene Subtangente

unter die unbestimmte Form -:- sich verberge.

Das erste Beispiel Saurius in seiner Abharidlung gehort der Curve

y V + (16 12r)y
s + 4Szy + (4x* 64^) =

mit dem Doppelpunkte bei x = 2, y
- 2 an. Die Curvengleicbung

kann auch

(if 4?/ -f 2yy4~+lJ;c - -

4]/4 + 2x -- 2x + 8) x
~2x 2x 8 =

geschrieben werden und zerfiillt in dieser Gestalt vpn selbst in zwei

Factoren, die einzeln gleich Null gesetzt zwei Curven bedeuten, welche

beide durch den Punkt x &quot;2

, y = 2 hinduichgehen, und in deren

jeder die Auffindung der Subtangentc keiner Schwierigkeit mehr

unterworfen ist, wahrend bei der urspriinglicheu Curvengleichung

(Jy 3xy* -

X -5
=

8
-

,.- jd x y t&amp;gt; y

durch x = 2, y 2 in iibergeht.

Ein allgemein giltiges Mittel, diese Schwierigkeit aus dem Wege
zu raumen, ohne eine Zerlegung der Curvengleichung in Factoren zu

versuchen, wolche, wenn sie iiberhaupt gelingt, jedenfalls grosse Miihe

verursacht und nicht als Metliode gelten kann, hat Saurin in der

fweiteu Abhandlung angegeben. Er benntzt dabei die schon erwahnte

Curve 4. Grades mit dem Doppelpunkte bei x = 2, y = 2. Der dem

Punkte x
\ y benachbarte Punkt der Curve hat, so driickt er sich

imgefahr aus, die Coordinate!! .&amp;lt; -4- dx
\ &amp;gt;j

-f- dy, und setzt man diese

Werthe statt j~ und y in die Curvengleichung ein. so muss wieder
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eiiie richtige Gleichung erscheinen. Nach Gruppen geordnet, dereu

Unterscheidungstnerkmal die Dirnensionsxah] der auftreteuden Differen

tiate ist, wird die neue Gleichimg 1 + 11 -j-
III -\- IV-}- 7=

heissen, und die Bedeutung der einzelnen Gruppenzeichen ist:

I=if 8//
3

\%xf 4- 16//
2

4- 4Sxij 4- 4^ 2 -
04jr,

H --= 4fcty 2y-dy \2y*dx 24xydy

4- %xdy -f-

-f- QAdxdy + 4 da;
3

.

Die einzelnen Gruppen eutstehen, ausser durch jeue Einsetzung von

_|_ ^^ und ^ _|_ (/^ in die urspriingliche Curvengleicliung, anch durcb

fortgesetzte Differentiation aus einander, wenn ci-x und dy als Con-

stante betraehtet werdeu nud Division einer yfanzen Gruppe durch

eine Zahl gestattet wird. Sauriri erklart weiter, die gewohnliche Art

die Beriihrungslinie zu linden sei folgende. Die Gruppe /, als das

urspriingliche Gleichungspolynom werde gestrichen ;
dann bleiben die

Gruppen // bis V iibrig, von welcheu 111 -}- IV -\- V abermals weg-

gelassen -werden konneu, weil hohere Potenzon unendlich kleiner

Differentiale gegen niedrigere verschwinden, So bleibe nur 11=0

iibrig, woraus .-- sich ennitteiu lasse u. s. w. Dieses Verfahren

hore aber siuf statthaft za sein, wenn // iuentisch ver-

schwinde, was ausserlich dadurch ersichtlich werdo, dass

der aus 7/=0 bcj-vorgehende Werth von y-
die Form

besitze. Dann bleibe aber von der durch Einsetzuug von x -\~ dx

und y 4- dy statt x und y entstandenen Gleichung nur HI-\-IV-\- V

iibrig. In ihr fallen IV und V weg, weil sie hohere Potenzen der

Differentiale als 111 enthalten. und III - liefert eiue nach
a &

quadratische Gleichung, welche zwei Werthe von -J ermitteln lasse,

d. h. man habe einen Doppelpunkt der Curve 7=0 untersucht.

Lasst das gleiche Werthepaar ftir x und
//,

welches /=() und

//= identisch erfiillte, ebcuso auch /// identisch verec-hwinden,

so liefert die nach -_ kubische Gleichung /F--=0 di-ei Werthe von

- als Merkinai Jatur, dass man es mit einem dreifaehen Punkte
d /&amp;lt;;

7Ai than hatte u. s. w. Damit war die Lehre von den vielfachen
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Ourvenpuukten endgiltig abgeschlossen, hatte sie die Gestalt an-

genomnien, welche sie in den Lehrbuchern behalten sollte.

\Vir kehren nach Englaud zuriick, wo 1717 eine eigeiie Schrift

zur Erliiuterung der Newtonschen Euurneratio die Presse verliess.

James Stirling war ihr Yerfasser (S. 387), der Titel Liticae tcrtii

ordinis Ncutonianac
, sive ittustmtio tractatus 7). Neutoni de enumera-

tionc lineuntm tcrtii wdmffi, an subjunyitur solutio trium prolilematum,

Das nur 8 Druckbogen starke Biichleiu ist seinem ganzen Inhalte

naeh ein beredtes Zeugniss fur die Fiihigkeit seines Verfassers, sich

in Newtons Denkweise hineinzuversetzen. Wiisste man nicht
;

dass

Stirling in Venedig und uuabhiingig von Newton gearbeitet hat, so

wiire man gencigt anzunehraen, er habe seine Erlauterungen im tag-

licheu Verkebre selbst empfangen und nur niedergeschrieben, nicht

ersonnen. Es ist ja naturgemass nicht moglich, geradezu zu be-

liaupten, die von Stirling erganzten Beweise seien diejenigen, welche

der Erfinder der Satze im Sinne hatte, aber sie konnen es sehr

wohl sein. Sie raachen durchgangig von Methoden der Reihen-

entwicklung Gebrauch, welche, wie wir wissen, Newton in fur die

damalige Zeit unerreichter Weise beherrschte, vielleicht in etwas

iibertriobener Weise bevorzugte. Da Stirlings Lineae tertii ordinis,

wie das Biichlein mit abgekiirztem Titel heissen mag, eine fast un-

eutbehrliche Ergiinzung zur Enumeratio bilden, so haben wir naher

darauf einzugehen.

Stirling beginnt rait der Erklarung einer ratioualen Curve als

eiuer solchen, zwischen deren Abscisse und Ordinate ejne algebraische

Gleichung skittfinde, und mit der Feststellung des Begriffes der

Asymptote, die gradlinig oder krummlinig sein konne 1

).
Die

rationalen Curven zerfallen in Ordnungen, und die Gleichung der

Curve wter Ordnung heisst y
H

-)- (ax -f- b)y*~
1
-\-

= mit Coeffi-

cienten a, b, ..., deren Anzahl
&quot;

7&quot; ist
2
).

Eine durch ununter-

brochene Bewegung eines Puuktes erzeugte Curve kehrt in sich

zuriick oder erstreckt sich ins Unendliche. Wegen der ununter-

brochenen Bewegung des erzeugenden Punktes muss er von einein

unendJichen Curveuzweige unmittelbar zu einem andereu gleichfalls

unendlichen Curvenz\veige gelangen. Folglich konnen unendliche

Curvenzweige nur in grader Za)l vorhauden sein. Alle gradlinigen

Parallelen schneideu eine Curve in gleich vielen reellen oder ima-

) Linfue trrtii ordinis pag. 1. *) Ebenda pag. 34 und wiederholt

pag. 69, wo dev Schluss gezogen ist, dass - - Punkte die Curve ntcr Ord-
|

nung beslimmen.
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ginareu Punkten 1

).
Aus der die Veranderlichen x und y geinischt

enthaltenden Curvengleichang kann nach Methoden, welclie dem

Newton schen Parallelogramme (S. 107 108) nahe verwandt

sind, die Ordinate in eine Reihe entwickelt werden, die nach Potenzeu

der Abscisse init abnelimenden Exponenten fortschreitet, also eine Ent-

wicklung von der Gestalt y = Ax&quot; + Bx n~ r + Cx l~ Zl
-\ . Jo

grosser a wird, um so genauer stinimt die Curve mit der von der

einfacheren Gestalt y = Axn iiberein. Eine gradlinige Asymptote hat

mit der Curve wten Grades, zu der sie als Asymptote gehort, zwei in

der Unendlichkeit liegende Punkte gemein, kann sie inithin im End-

lichen nur noch in n 2 Punkten schneiden 2
).

Da eine Beriihrung

uberdies aus dem Zusammenfalien rnehrerer Durchschnittspunkte her-

vorgeht, so kann keine Curve 2. oder 3. Grades, wohl aber eine

solche 4. oder 5. Grades von ihrer Asymptote auch noch im End-

lichen beriihrt werden 3
).

Von hervorragender Wichtigkeit ist der Satz 4
),

dass die Wahl

eines Coordinatensystems, dessen Ordinatenaxe einer Asymptote parallel

lauft, den Vortheil mit sich bringt, dass alsdann kein Glied y* in

der Gleichung der Curve wteii Grades vorkommt. Sei der

Punkt H (Figur 59)

ein unendlich ferner

Punkt der CurveHLA
und KHD die die

Curve in H beriih-

rende Asymptote. Ihr

parallel sei von dem

endlichen Punkte L
aus die LB gezogen,

welche v heissen soil,

wahrend die zugeho-

rige Abscisse A T3

durch den Buchstaben z bezeichnet wird. Die urspriinglicheu Coordi-

naten von L sind LC=y, AC = x. Aehnlich heissen auch im

unendlich fernen Punkte AE = x, EH=y, AD = z, DH=v.
Ebendort ist HG = EF= dx, KG = dy, wie wir zu schreibeu

vorziehen, wahrend Stirling unter Anweudung der Fluxiouspuiikte

HG x
}
KG =

ij
schreibt. Aus der Curvengleichung erinittle rajin

y als Reihe von der Gestalt

rig. 59.

*) Line-ae tcrtii ordinis pag. 5: Omnes rectae parallelae secant eurvam ali

quain in t ixlem numero puttctis realigns et imaginariis. *) Ebcnda pag. 41

8
) Ebcnda pag. 43. 4

) Ebenda pag. 4445.
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y = Ax -f Jto1 -&quot;

-f- O?;1
- 2 &quot;

-{- D^1 &quot; 3 &quot;

H ,

welche um so rascher convergirt, je grosser x ist. Das Anfahgfcglied

wird die erste Potenz von y; enthalten, damit die Odinate HD mit

iler ihrer Richtung nacb bekannten Asymptote KHD zusainmenfalle.

Wird die Entwicklung von y differentiirt, oder mit Stirling zu reden,

benutzt, um zur Fluxion iiberzugehen, so erhalt man

^ = A + (1 tt)7te-&quot; + (I
--

2n)Cxr--
&quot;

H

und wegen der Aebnlicbkeit der Dreiecke KHG und ^Di/ ist zu-

leich auch = - Mithin ist I)E - ^^ :
- oder

-
&quot;

-f
- - -

. ,
B ,_ ,

.=

Aber
nB

und fur x = cx&amp;gt; wird genau 4; = -
^-*

1~ &amp;gt;I

- Nun ist n nach der

Natur der Curvengleichung positiv, also AD unendlicb viel kleiner

als AE oder aucb als EH, beziebungsweise als DH, welches zu EH
in einem durcb den Asymptotenwinkel gcgebenen endlicben Yerhalt-

nisse steht. Mit anderen Worten: z ist unendlicb klein gegen v,

und folglich kann in der Cuwengleicbung v nicbt von gleicb boher

Dimension mit e sein, beziehungsweise nicbt von der Dimension, die

dem Grade der Curve entspricbt.

Daraus folgt weiter 1

),
dass jede Curve 3. Grades bei ricbtiger

Wabl der Ordinatenaxe eine Gleichung von der Gestalt

(x -f a)y-
=

(Iz* + ex + d )y -f c:/;
3 + fx* + fjx + It.

besitzen muss, a. b. die von Newton angenommenen Gleicbungsformen

(S. 423) sind im Allgemeinen gerechtfertigt. Unendlicb feme Punkte

aber mussen immer angenomnien werdon, auch bei Ovalen. Bei diesen

hat man sich imaginare in der Unendlichkeit liegende Doppel-

punkte&quot;)
vorzustellen.

Wie es bei Aufsucbung der Asymptote auf die Gleicbungsglieder

hochsten Grades ankain, so ist ganz allgemein das der Dimension der

Veranderlichen nach hochstf Olied einer Keihe ausschlaggebend fiir

das Vorzeicben der Reihensumme 3
), ein Satz

? den, wie wir uns er-

*i Linw. tertii vnlini* pajr. 4(5.
s
)
Eben.Ui pag. 46-A7: itm l&amp;gt;e in ipsi*

Oeahbus obtiwk; nnm cw.&amp;gt;pi
:ndum ol cas Jtnbrre puncta dupliciti iwntjinarw ad

infinitum
3
)
Ebcnda paj?. -SJ.
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innern (S. 389), De Lagny im Jahre 1722 abermals aussprach. Aus

ihrn folgt eine wesentliche Verschiedenheit 1

)
der Curven

v = a-4-bx-] 1- lx* m+ l
.

Bei der ersten Gleichimg findet, sofern x gross genug gewahlt wird,

Zeichengleichheit zwischen y und k statt, bei der zweitcn unter

gleicber Voraussetzung zwischen y und Ix, bei der ersten Gleichung

ist daher das Vorzeichen von y unabhangig, bei der zweiten abhangig

von dem von x. Geometrisch ausgedruckt heisst das, die erste Curve

babe zwei imendliche Zweige, welche beide fiber oder beide unter

der Abscissenaxe in die Unendlichkeit sich erstrecken, wahrend bei

der zweiten Curve ein Unendlichkeitszweig fiber und einer unter der

Abscissenaxe sich befinde.

Stirling beweist den von Newton (S. 422) ausgesprochenen Satz

fiber Durchinesser 2

).
Sei eine Curvengleichung

y&quot;-t(a* + % H = 0,

wobei (Figur 60) AR = ar,
CB = y. Man verlangere AB nach rfick-

warts um AF= -
,
ziehe von A nach

unten (aber parallel zu CB) die AE=
und verbinde F mit E. Nunmehr soli

ED g, CD = v heissen, oder es hat

eine derartige Veranderung des Coordi-
v/,

:iatensystems stattgefunden, dass bei Ver-

legung des Anfangspunktes die Abscissen

axe einer Drehung unterworfen wurde,

die Ordinatenaxe ihre Richtimg beibehielt.

Vermoge der bekannten Lage von BF
gegen FD

}
welche der ebenerwahnten

v

Drehung der Abscissenaxe entspricht, ist
-^-^

d. h. eine gegebene

Constante A
}
oder es ist x = As. Perner ist

AF-.AE = --
:

--- = n : a = BF:BD (As + -) : BD,a n V a I

also

Fig. 60.

Aber BC= y

der Binomialentwicklung

und unter Anwendung

J

) Lincae tcrtii ordinis pag. 58 59.
J
)
Ebenda pag. 71-
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nAz-4-l\ n . A-- =
?&quot;

- As *
-f

Daneben ist y
n ~~ l

v&quot;

l

-f-

(ax -j- ^)y
n~ 1 = (aAz -f- l}y

n~ 1 =
(a-Az -f- ?&amp;gt;)f&quot;~

1 + .

Demnach verwandelt sich die Curvengleichung

in die neue Form vn
-f- Zvn~-

-j-
= 0, wo Z eine gauze rationale

Function von s bezeichnet. In der neuen Gleichung fehlt das Glied

v n~ l

}
dessen Coefficient daher nach der Gleichungslehre die Summe

sammtlicher Gleiclmngswurzeln vlt r
2 ,

. . . vn sein muss, d. h. die v

heben einander auf, oder die von D aus nach oben und nach unten

bis zum Durchschnitt init der Curve gezeichneten Ordinaten heben

einander auf. Bei den Curven zweiten Grades muss, wenn das Glied v

fehlt, v 2 = as2
-f ~bz -\- c iibrig bleiben 1

),
und es hiingt von a ab, ob

diese Gleichuiig eine Hyperbel, eine Ellipse, eine Parabel bedeutet 2

);

die Hyperbel erfordert a
&amp;gt; 0, die Ellipse a

&amp;lt; 0, die Parabel a = 0.

Man kann auch algebraische Folgerungen und geometrische Deutungen

derselben versuchen, wenn uicht das Glied v&quot;-
1

,
sondern vn~* oder

noch ein spateres zum Wegfalle gebracht wurde 3

).

Auch der Newtonsche Satz von den Producten der Abschnitte

einander schneidender Sehnen (S. 423) findet seinen Beweis, und zwar

zunachst bei der Curve zweiten Grades 4
).

Sei (Figur 61) AB als

Absci.jsenaxe gewahlt

nait A als auf der Curve

selbst liegendem An-

fangspunkt, so dass in

der Curvengleichung ein

&quot;6

y\ \ constantes Glied nicht

vorkommt, dieselbe viel-

mehr

i/
2 + (ax + fyy

-\- ex2 dx =
Fig 61. ..i j

beissen muss, wanreno

die Ordinaten irgend eine Richtung gegen die AB besitzen, z. B. der

DE parallel laufen Die Langen CE, CD, welch e von C aus bis zur

Curve erscheinen, sind die Werthe von y, welche aus der Gleichung

.,,2
_i_ (ax 4- l&amp;gt;)v 4- ex9 dx = unter der Annahrne x AC her-

. i \ i / y

) Liaeae tertii ordinis pag. 73. *) Ebonda pag. 79. )
Ebenda pag. 75.

)
Ebenda pag. 7677.
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vorgehen, und ihr Product muss folglich
= ex* dx sein, d. h.

CD . CE= c . AC* d . AC. Die Lange AB erhiilt man aus der

mehrbenutzten Curvengleichung mittels y ;
dann wird diese nam-

lich cx~ dx = 0, beziehungsweise

x=^AB= ~-=AC + CB und CB=- AC.
c c

AC CB=--ACAC2= ~[c-AC
2

d-AC}= ---CD-GE.
c c L c

DC CE
Folglich ist der Bruch

-r^r-fl?
seiner absoluten Grusse nach constant

und zwar = c. In ahnlicher Weise erliiatert Stirling auch den Pro-

ductensatz bei Curven dritten Grades 1

).

Eine Erorterung der verschiedenen Formen der Curven dritten

Grades bildet etwa ein Drittel des kleinen Buches 5
).

Statt Newtoiis

72 Arten (S. 423) gelangt Stirling zu deren 76.

Vielleicht darf noch auf eine gelegentlicbe Aeusserung Stirling s

hingewiesen werden 3

), in welcber eine Spitze als unendlicb kleiue

Scbleife erklart wird.

Der nacbste Schriftsteller, dem wir uns zuzuwenden baben, ist

Colin Maclaurin 4
) (16981746), Sobn eines Geistlichen in Kilmodan

in Scbottland; vaterlos seit er 6 Wocben alt war, ganz verwaisi in

seinem 10. Lebensjahre, kam er in die Fiirsorge eines gleicb seinem

Vater dem geistlicbeu Stande angehorenden Oheims, der ihn wiederum

zu derselben Laufbabn bestimmte. Er bezog scbon 1709 die Hocn-

schule zu Glasgow und entwickelte dort ein so bervorragendes matbe-

matiscbes Talent, dass er mit 15 Jabren bereits vielc der Satze ent-

deckt batte, welcbe naclinials in eineni Werke erscbienen, YOU deni

wir bald zu reden baben. Scbon im September 1717 im Alter von

nocb nicbt 20 Jabren bewarb er sicb um eine in Aberdeen frei ge-

wordene matbematiscbe Professur und erbielt sie. Fiinf Jabre sputer

verliess er Aberdeen obue Urlaub, um einen jungen Edelmann nach

Frankreicb /u begleiten. Nach dessen Tode entscbuldigte er sich

zwar im April 1725 vor der ihm vorgesetzten Schulbeborde Avegen

seiner eigenwilligen Abwesenheit, aber nach Ablauf des Jahres erhielt

er im Januar 1726 und nabin er ziemlich gleichzeitig im Februar

seine Entlassung. Tliatsacblich war er schon seit November 1725 in

Edinburg als Ersatzmann fur den dortigen altersschwach gewordenen
Mathematiker eingetreten, eine Stellung, welche er dem Einflusse

J

) Lineae tevtii ordinis pag. 7879. *) Ebenda pag. 83 120. 3
) Eberida

pag. 89: ut enim punctum est ovalis infinite parva, sic cuspis est nodus infinite

parvus.
4

) National Biography XXXV, 196 198 (London 1893, edited by

Sidney Lee).



New tons verdankte. Nun verblieb er, ein hochbeliebter Lenrer und

Rathgeber auf zahlreichen Gebieten, in Edinburg bis 1745. Er stand

in let/terem Jahre an der Spitze der Yertheidiger Edinburgh gegen

Aufstandige, und als die Stadt in deien Hiinde fiel, floh Maclaurin

nach York zu dem ihm befreundeten Erzbiscliof. Dort starb er im

folgenden Jahre. In den ersten Jahren seines Aufentbaltes in Aberdeen,

1718 und 1719, veroffentlichte Maclaurin zwei Abhandlungen in den

P. T. In der ersten Abhandlung
1

)
ist von folgender Entstehung der

Curven die Rede. An eine gegebene Curve werden in alien ihren

Punkten Beriihrnngslinien gezogen, und auf jede Beriihrungsliuie wird

von einem gegebenen Punkte aus eine Senkrechte gefiillt, deren Durcli-

schnittspunkt mit der Beruhrungslinie die neue Curve zum geometri-

schen Orte bat, worauf durch die Beriihrungslinien an diese und die

auf sie von dem wiederbolt in Anwendung tretenden festen Punkte

aus gefiillteri Senkrechten eine abermalige Curve hervorgebracht

wird u. s. w. Maclaurin bat damit die Fusspunktcurven verscbie-

dener Ordnung erfunden, hat zugleich die ihrer Lange nacb in

Rechnung tretenden Entfernungen eines festen Punktes von den

Curvenpunkten, also das, was man bei Anwendung von Polarcoordi-

naten Leitstrahlen genannt hat, einer Benutzung unterzogen. Die

zvveSte Abhandlung
2

)
lehrt Curvenzeichnungen kennen, bei welchen

iiichts anderes in Anwendung tritt, als ausschliesslich Drehungen ge-

gebener Winkel urn feste Scheitelpunkte. Diese Abhandlung ist in

so weit eine Erganzung von Newtons Enuuieratio, als nicht wie dort

vorausgesetzt wird, dass die den zweiten Grad iibersteigeiiden Curven

Doppelpunkte besitzen miissen. Irgend einen Beweis theilte Maclaurin

in dieser Abhandlung ebensowenig mit, als es Newton in seiner Enu-

meratio that. Die beiden Abhandlungen mogen schon auf ihren

jugendbchen Verfasser aufmerksam gemacht haben, und als Maclaurin

sich 1719 nach London begab und dort Newton besuchte, wurde ev

als Mitglied in die Royal Society aufgenommen. Im folgenden Jahre

1720 erschien Maclaurins Geomctria oryanica sivc descriptio Unearum

curvarum universalis, welche ihm mit einem Male einen Platz unter

den Geometern allerersten Ranges sicherte. In dem ersten Ab-

schnitte 3
)
handelt es sich urn die Newtonsche Construction von

Kogelschnitten mittels zweier um ihre Scheitelpunkte drehbarer

\Vinkel, deren eines Schenkelpaar sich auf einer Geraden schneidet.

Maclaurin beweist die llichtigkeit dieser Construction
4

) (Figur 62).

Die Winkel FCO, KSH seien die um C und S drehbaren Winkel.

)
P. T. XXX, 803812. !

)
Ebenda XXX, 939945. 3

)
Geometric

orgnniva pr.g. 111.
4

)
Ebenda pag. 12.
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Der Purchschnittspunkt Q von CF und SK hleibt auf der Geraden

AE, alsdaun soil P, als Durchschnittspunkt von CO und SH einen

Kegelschnitt besehreiben. Von Q und P aus werden die Senkrechteu

QN, PM auf die Verbindnng8gera.de CM der beiden Scheitel C und

S gefallt, rasserdem werden QSt Q.U und Pit, PT so gezeichnet,
dass L CUQ = CEP= FCG und

fifL(&amp;gt;
= 8TP = jr/ST)! Ersicht-

lich ist

QCU+ECP = 180 -

also LECP= CQU. und unter BerUcksicLtigiing vont,CRP=CUQ
erkennt man die Aehnliclikeit der Dreiecke CUP, QUC. Mittels

ganz ahnlicher Schlusse folgert man die Aehnlichkeit der Dreiecke

v.r

Pig. 62.

SLQ, PTS, und so gelaugt man in den Besitz der beiden Gleichuugen

j,-jg

=
fijj

nd
p^,
=

J-g
- Nun sei C# .. CA = &. Die Wiukel

&GO, KSH, CAE seien durch ihre trigonoinetrischen Tangenten

gegebeu
1

): tgFCO^^, igKSH=~ t tgCAE=*-%&amp;gt;
Weiter

sei CJf = a:
? PM^y, QN^z. Weil

= QCU+ JtCP= EPC
*

muss nuch =
tg

CB = (7Jf -

RCP -

sein odor Jlfjf? --==

-|
- Perner

d~

Ween

ist ach i un&amp;lt;i /. QNU= 90=-:

) Bei Mt daurin ist di*^ Ausdrucksweke etwas andcrs. Er pagt, der

Sinus des betreffenden Winkpid, z. B. FCO. verhalte sioh zu seinem Cyaimis

wie d zu .
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-_-:?* nn-QN PR
also Aft- PRM, also - ^=
neben NU T - Da flberdies ^rrT=tg CAE= uns uiit AN=d AN a c

bekannt macht, so besitzt man jetzt den Werth von

i a z az -, a

c d cd

Die Werthe von CR, PR, QU, CU, welche erhalten wurden, geben
f1

7? O TT
der friiheren Gleichung

- = ~ die neue Gestalt

dx ay ^ yyd* -}-
*

_ z yd* -\- a
1

1
bed a (c -f- d)z

~~d
: T~ ~d~~ ~~cd~ P

und aus ihr folfft z 75
X

. / , Js Aehnliche Betrachtuncren
(cd a 1

; y -f- (c -f- a)aiP

^estatten es, auch in die andere oben gefundene Gleichung j^^,
= -

PT SL
Werthe der vorkommenden Strecken einzusetzen, und zwar

= AN AS

Dann findet man aber einen zweiten Werth von Z, namlich

(a b)c(ae ex ay)~
(a*-\-ce)y -\-(e c)ax~\- a*(c e)

Gleichsetzung beider Werthe von z fiihrt endlich zu einer Gleichung,

welche ausser constanten Grossen nur noch x und y enthalt und

nach Wegschaffung der Briiche die Form besitzt:

[(a fycc + d(ae 6c)&amp;gt;* + [a\c -f- d e) + cdc]xy

H- [a(cd a 2

) lc(d + c}]y- + [alc(d + e) a?e(c + d}]x

-
[bc(a

2
de) + ae(dn a2

)]f/
= 0,

und das ist die Gleichung eines Kegelschnittes. Die Durchschnitts-

punkte des Kegelschnittes mit der CS finden sich mittels
tv = 0.

Die Gleichung wird dadurch

[(a
_

fy ce _|_ d(ac bc)]x
2 + [al)c(d + e) a?e(c + d)]x =

oder [ae(c + d) l&amp;gt;dd -\- e)}(x a)x = ?
und ist augenscheinlich

bei x = und x = a in den Punkten C und S erfttllt, welche sornit

der Curve angehoren, und zwar, setzt Maclaurin hinzu, als einfache

Punkte, denn keine Linie von niedrigerein als dem dritten Grade

besitzt einen Doppelpunkt
1

).

l

) ncc Linea quace is Ordinis tcrtio inferioris punctum habet duplex.
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Der zweite Abschmtt 1

) lehrt die Construction von Linieu driilen

Grades mit einem Doppelpunkte. Audi hier war Newton Maclaurins

Vorganger, aber Maclaurin hat sich uicht dimit begnugt, Newtons

Vorschriften 7,u beweisen, er hat ganz neue Vorscbrii teTi gegeben
2
).

Preilich sind os auch wieder, wie bei Newton, zwei beweglicbe

Winkel, deren Schenkel durch ihren Durchschnittspuukt die Lime
dritten Grades hervorbringen, aber (Figur 6,-V),

vriihrond der eine

Winkel FCO um seinen Scheitelpunkt C als Pol gedreht wird, be-

schreibt der Scheiielpunkt N des anderen Winkels LNQ eine Gerade

AE, und sein einer Schenkel NQ geht dabei fortwahrend durch d in

festen Pnnkt S, Eleibt bei diesen Bewegungen der den Schenkelri

OF imd SN gemeiusame Durchschnittspurikt Q auf der Geraden BQ,

so beschreibt der Durchschnittspunkt P der anderen Schenkel CO
und NL eine Linie dritten Grades. Zur Beweisiuhrung wird dei-

feste Punkt 5 uiit dem Scheitelpunkte C des nur um diesen Scheitel

drehbaren Winkels gradlinig verbunden und werden die Durch-

schnittspunkte A und B dieser Geraden mit den der Lage nach ge-

gebenen AE und BQ bemerkt. Es sei SC == a, BO = b, SA = c.

Ansserdem werden } M, NH, QK senkrecht /u SA gezogen und

y, CM~x genannt. Ft-rner werden die Winkel

L PRC=Q VC = FC und L 8TN = SNP

gemacht. Auf NT wird die Senkrechte Sy errichtet, welchr ver-

liingert die NH in J schneidet; endlicb ist Pe.
||
CS. Was die vor-

kommenden conatanten Winkel betrifl t, so sind sie durch ihre Tan-

genteu gegeben:

l

) Geomctria orgnnica pag. 1145 s
)
Ebeiula pag. 11 1:$

CASTOR, OfSfhichte der Muthcmatik HJ. 2. -2. Aufl. 29
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Nun werden DreieckUlmliehkeiteii uacbgewiesmi uud aus ihnen Pro-

port ionen gebildet ganz in der Art, wie wir bei der Beweisfuhrung

t iir die Er/eugung des Kegelsehnittes inittels zweier Wiukel bericbtet

baben. Es 1st cine urn stand Ik-he, urn nicht zu sagen langweilige

Reehn.u-ei, wolehe schlksslich zu einer Gleichuug von der Form

Ay* -f Bxf -f- rVy -f 1&amp;gt;;:

J
-f #v2 + *&amp;gt;?/ 4- &amp;lt;^

2 =
fiihrt. Diese Form lasst uicht bloss crkennen, dass man es mit einer

Linie dritten Grades zu thun bat, sondeni auch, dass C ein Doppel-

punkt der Curve ist. Setzfc man namlich y 0, so geht die Glei-

cliung in (J)x -\- G )& &amp;lt;) fiber, weicbe zwei gleiche Wurzeln x= ^

besitzt. Die weiteren dem zweiten Abschnitto angeboreuden Satze

beriicksichtigen zum Tbeil bcsondere Falle der erzengten Curve, zum

Theil betreifen sie dercn Asymptoten, die Umwandlung der Curven-

gleichnng in eine der Newtonscben Gleichungsformen mittels Coordi-

natenveriinderuug n. s. w.

Der dritte Abschnitt 1

) gibt seinen Inhalt durch die Ueberschrift

dahin zn erkennon, dass er der Erzeugnng der Linien vierten Grades

and doppelpunktloser Linien dritten Grades gewidmet sei. Die beiden

gegebenen Wiukel durchlanfen bier mit ihren Scbeiteln gerade Linien,

wabrend der eine Schenkel eines jeden durcb einen gegebenen Punkt

gelit.
Schnoiden die beiden anderen Schenkel einander auf einer

^eraden Linie
,

so bildet der Durchscbnittspunkt der der erwahnten

Bedingung unter^urfenen Sebenkel eine Linie vierten Grades. Die

Gleichung wird wieder nach ahulichen Grundgedanken ,
wie wir sie

wiederholt in Wirksamkeit treten sahen, abgeleitet. Sind die beiden

festen Puukte um a von einander entfernt, wird ibre Verbindungs

gerade zur Abscissenaxe, einer der Punkte selbst zurn Coordinaten-

anfangspunkt gewahlt, so heisst die Gleicbung
2

):

Ao* + Bx*y + (Wy* + Dxy
s + Etf + Fx5 + Gx*y + Hxy*

+ Jf + Kx* + Lxy -f My 2 =
0,

und .:etzt man ?/
=

0, so bleiben nur die Glieder Ax4&quot; + Fx* -\- Kx*=
ubrig; weicbe, wenn man die Constanten A, F, K ausrechnet und eine

ueue Constante N einfubrt, sicb in die Gestalt Nx*(x a)
2 =

bringeu lasst. Die Piinkte x = 0, x = fl, d. h. die beiden festen

Punkte, sind folglicb Doppelpnnkte der Curve. Fallen die beiden

Winkelscheukel, deren Durcbschnittspunkt die Curve erzeugt, zu

gleichor Zeit auf die als Abscissenaxe gewablte Gerade, so verlieren

die mebrgenainittn fasten Punkte ihre Eigenschaft als Doppelpunkte

und werilen clufac.he Pnnkte der Curve, deren Gleicbung aber aucb

) Gemntlitn vryvnica pag. 4660. 2
)
Ebenda vg. 47.
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die Glieder vierten Grades einbiisst, so dass eine Linie dritten Grades

ohne Doppelpunkt entsteht 1

;.
Auch schon friiher war gelegentlich

2

)

eine Curve dieser letztereu Art als Ausnahmefall erwahnt worden.

Eine Linie vierten Grades rnit dreifachcm Punkte wird ebenfalls er-

ortert 3
)
und zugleich bemerkt, es gebe auch Linien vierten Grades

mit drei Doppelpunkten. Maclaurin kniipft daran Untersuchungen
4
)

fiber die Anzahl und Lage vielfacher Punkte, welche wir uns

nicht enthalten konnen in Uebersetzung wiederzugeben: , ;
Ich babe

gesagt, eine Linie 4. Grades konne 3 Doppelpunkte besitzen, aber

dieselben kounen nicht auf einer Geraden liegen, weil diese Gerade

sonst die Linie 4. Grades in fi Punkten schnitte, was unmoglich ist.

Die Anzahl von 5 Doppelpunkten kann eine Linie 4. Grades nicht

besitzen, denn hatte sie deren 5, so liesse sich ein Kegelschnitt durch

diese hiudurchlegen, und der Kegelsehmtt hatte 10 Durchschnitts

punkte mit der Linie 4. Grades, wahrend nacii der Natur dieser

Linien nur H Durch schnittspunkte moglich sind. Die Linie 4. Grades

kann sogar nicht mehr als 3 Doppelpunkte besitzen. Waren deren

4 vorhanden, so wtirde ein dnrch sie hindurchgelegter Kegelschnitt

in 8 Punkten geschnitten werden, weil jeder Doppelpunkt als zwei

einfache Punkte gilt. Aber ein Kegelschnitt kann durch 5 Punkte

hindurchgelegt werden. Man wahie also noch einen beliebigen ein-

fachen Punkt der Linie 4. Grades, dann komite ein Kegelschnitt durch

die 4 Doppelpunkte und den 5. einfachen Punkt hindurchgehen ,
und

der Kegelschnitt hatte unter dieser Voraussetzung H Punkte init der

Linie 4. Grades geineinschaftlich, was unmoglich ist. Folglich kann

eine Linie 4. Grades

keine 4 Doppelpunkte
besitzen/

Der vierte Ab -

schnitt 5
) geht in all-

gemeinerer Weise zu

Linien hoherer Grade
(&amp;gt;.

fiber, welche mittels

gegebener Geradeu und
Fig. 1)4.

gegebener Winkel er-

zeugt werdeu. Der Hauptsatz ist der K

), dass, wenn (Figur 64) n Ge

rade BN, EE, FT ... einerseits und m Gerade DM, GL, HK . . .

andererseits gegeben sind, wenn ferner die der Grosse nach unver-

anderlichen Winkel CNR, NUT, ETQ ..., sowie SML, MLK,

l
) Geometria oryanica pag. 49.

2
)
Ebenda pag. 36. ^ Ebenda pag.

*}
Ebenda pag. 60. 5

) Ebenda pag. 61 78.
6
)
Ebenda pa?. 72.

.X . 3fe

59.

29
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... mit ihreu Scheitelpunkten die genannten Geraclen durch -

laufen
;
wenn endlieh Q auf der Geraden QA verbleibt, Jer Schnitt-

punkt P der CN und SM eine Linie vom Grade n -|- m -\- 2 be-

schreibi.

Diese vier Abschnitte bilden gemeinschaftlich den ersten Theil

der Geometria organica, in welchem seiner allgemeinen Ueberschrift l

)

zufolge Linien jeden Grades nnter ansschliesslicher Benutzung von

Wiwkelu und Geraden beschrieben werden sollten. Im zweiten Theile 2
)

solleu irgend Linien niedrigeren Grades bei der Erzeugung von solchen

hohereu Gvades in Anwendung kommen.

Sein erster Abschnitt 3

) behandelt Newtons Erzeugung eiuer Linie

dritten Grades mit Doppelpunkt als Ort des Durchschnittes von Schen-

keln /weier uui ihre Scheitelpunkte sich drehendeu Winkel, wahrend

das andere ScLenkelpaar sich auf einem Kegelschnitte trifft. Seien S

und C die Scheitelpunkte der sich drehenderi Winkel HSK, FCO.
Die Schenkel CF und SK schneiden sich in Q, und der Ort von Q
ist ein durch S hindurchgehender Kegelschnitt, den man uns gestatten

moge $tj zu nennen, um das Nachfolgende leichter aussprechen zu

konnen. Um den Ort von P
}
dein Durchschnittspunkte der Schenkel

( und SH, zu bestiminen, untersucht Maclaurin, wie oft eine durch

P hindurchgehende Gerade I)E diesen Ort sclmeideii kann? Wiirde

P eine Gerade DE stetig durchlaufen, und man unter dieser Yoraus-

setzung nach dem Orte von Q fragen, so ware derselbe, wie im ersten

Sat/,e des ersten Abschnittes ersten Theiles der Geometria orgauica

(S. 436) bewiesen ist,
ein durch S hindurchgehender, Kegelschnitt, der

i^2 heissen mag. Nun schneiden einander ^ und ^2
als Kegelschnitte

in 4 Punkten, also ausser in S etwa noch in M, N, T. Gelangt

folglich Q bei der wirklich von diesem Punkte durchlaufenen Bahn ^
nach J/, -A

7
, T, dann und nur dann bekommt P eine Lage, welche

der Geradon DE angehort. Das besagt uns aber, dass DE den Ort

von P in 3 Punkten und niemals in mehr als 3 Punkten schneidet.

Der gesuchte Ort inuss also vom dritten Grade sein.

Der zweite Abschnitt 4
)

ist eine Erweiterung des zweiten Ab

schuittes des ersten Theiles. Dort (S. 439 440) wurde ein Winkel um

seinen Scheitelpunkt gedreht, ein anderer verschob sich uiit seinein

Scheitelpunkte auf einer gegebenen Geraden und sein einer Schenkel

ging dabei fortwahrrnd durch einen festen Punkt und traf den einen

Schenkel des gedrehteii Wiulrels auf einem vorgeschriebeuen Raum-

gebilde. DJ*S Alles )&amp;gt;leibt gcnau ebenso, nur wird, was wir eben ein

r
)

(I ntimetriu organica pag. 1. *) Ebeuda pag. 19139. *)
Ebernla

7986. *) Kbcuda pag. 87 94.pag. T9--86.
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vorgescbi-ieboues Uaumgebilde nannter^ und was iin ersten Theile cine

Gerade war, jetzt eine Linie wten Grades. Sic mag Cn heissen, wenn

auch Maclaurin diese Bezeichnnng nicnt kennt. Dor geoinetriflche Ort

des Durcbschnittspunktes P der anderen Winkelschenkel ist da,nn voni

Grade on. Das traf ja auch in dem Sonderfalle des ersten Theils

zu, wo n= 1 war und P eine Linie 3. Grades beschrieb. Der Bewois

ist dem vorher aus dem ersten Abschnitte des xweiten Theiles bench-

teten durcliaus ahnlich. Wiirde P eine Gerade J)E stetig durch

laufen, so nriisste Q eine Linie 3. Grades C., beschreiben. 63 und Cn

scimeiden einander in 3n Punklen M1} Ms ,
. . . M$ n . Sowie also Q

bei dem Durchlaufen von Cn zu den Punkten Mi7 3f
2 ,

. . . M3n ge-

Jangfc, und nur dnnn, liegt P auf der DE, welche folglich den Ort

von P in l\n Punkten schneidet, d. h. dieser Ort ist eine Linie 3 wten

Grades. Verfolgt der Scheitel des sich verschiebeuden Winkels auch

keine Gerade, sondern eine Linie mten Grades 1

), so steigt die Glei-

chung des Orfces von P auf die 3&amp;gt;wte Potenz. Auch die Entstehung
der Linie 4. Grades, wenn die Scheitel der beiden erzeugeuden Winkel

und ebenso der Durchschnitt eines Schenkelpaares je eine Gerade

beschreiben, die (S. 440) im dritten Abschnitte des ersten Theils

gelehrt wordeu war, findet Verallgemeiuernng
2

).
Sobald Linien vora

Grade m, n
}
r an die Stelle der drei genannten Geraden treten, wird

die durch den Durchschnittspunkt des xweiten Scheqkelpaares erzeugte

Linie vom Grade 4mnr. Die Beweisfiihrung dieser and noch einiger

ahnlicher Satze beruht stets auf der gleichen GruncUage, Muclaurin

fragt regelmassig nach dem Orte von
&amp;lt;^&amp;gt;,

wenn P eine Gerade be-

schriebe. Jeuer Ort sei eine Cg ,
so gibt g vervieHacht mit wt, mit n,

mit r u. s. w. die Anzahl der Punkte auf tier von Q thatsachlich

durchlaufenen Curve, bei deren Erreicheu durch Q der Punkt P auf

der Geraden sich befindet, und die Anzahl gwnr . . . dieser Durch-

schnittspunkte bestimmt den Grad der von P erzeugten Curve.

Der dritte Abschnitt 3
) von den unendlichen Reihen von Cnrvan,

welche aus einer gegebenen Curve mit Hilfe von Beriihrungslinien

abgeleitet werden, behandelt die Fusspuuktcurven ,
steht also ziir

ersten Abhandlung Maclaurin s von 1718 (S. 436) in iihiilicher Be-

ziehung, wie die vorhergehenden Abschnitte der Geometria organica
zu seiner zweiten Abhandlung von 1719.

Der vierte Abschnitt 4
)
hat es uiit Curven zu tliun, deren Ent

stehung auf Anziehungskvafte zuriickzufiihren
ist, welche reciprok zu

gewissen Potenzen der Entfernung wirken.

1 Geometria organica pag. HS. 2
) Ebenda pag. W.

&quot;)
Ebenda jjag, i*-i

bis 120.
)
Ebenda pag. li&amp;gt;o 135.
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Der fiinfte Abschnitt 1
) endlich von der Besehreibung geometri-

scher Linien, von welchen eine Anzahl von Puukten gegeben ist, be-

griindet zuerst mittels ernes Elirninationsverfahreus den Safcz, dass

Curven vom Grade n und vom Grade 2 (beziehungsweise 3) einander

hochsteris in 2n (beziehungsweise 3w) Punkten schneiden. Sind die

Curven vom Grade m und vom Grade n, so scheint, sagt Maclaurin,

mn die Zahl der Durchschnittspunkte zu sein, aber 2

)
einen allgemeinen

Beweis dafiir habe er vergeblich gesucht, weil cs schwierig sei, bei

hocli ansteigenden Gleicliungen die Divisoren zu finden. Aus dem als

vvahr augenominener Satze werden alsdann wichtige Folgerungen ge-
vi(n I 8)

zogen
3

).
Eiue Curvengleichnng ten Grades enthalt - -- Coeffi-

cienten (S. 430), welche durch Angabe von ebensovielen Punkten,

durcL welche die Curve hindurchgehen soil, bereehnet werden konnen,

und folglich machen diese --
&amp;lt;r-

Punkte die Curve zu einer ganz

bestimmten. Andererseits schneiden sich zwei Curven wten Grades in

nz
Punkten, folglich besHmmen n2 Pankte die Curve nicht, da zwei

Curven gleichen Grades jeiie w2 Punkte enthalten. Wird n = 3 an-

genommen, so ist
n

j&quot;- = 9 und w2 =
9, also bestimmen neun

Punkte eine Curve 3. Grades und bestimmen sie auch nicht.

Maclaurin beruhigt sich bei dem Ausspruche dieser Schwierigkeit,

ohne eine Losung derselben auch nur zu versuchen. Eine andere

Folgerung gilt der Anzahl rucglicher Doppelpunkte. Die Glei-

AV-ii. (
~ 9X + 1)

* 3n + 2

chung n 2 ten Grades enthalt -

^
! =

^ |- n 2

Coefficienten, und daraus ergibt sich, dass die Curve wten Grades nicht

mehr als - -
Doppelpuukte besitzen kann. Besasse sie narnlich

I

&quot;

-\- 1 Doppelpunkte, so konnte man durch sie und noch
I

n 3 einfache Punkte eine Curve (n 2) ten Grades hindurchlegeu

und diese hatte rait der Curve wten Grades

Punkte gemeinsam, wahrend doch nur n(n 2)
= n9 2n gemein-

same Punkte miiglich sind. Daran kniipten sich noch einige weitere

Beinerkuugen iiber Punkte von noch hoherer Vielfachheit als Doppel

punkte.

; Gtometria, organica pug 135 139. !
; Ebetula pag. 136: Uniecrsahtn

wro Mjus rci dcinomtriione.w uilliuc /rusti v tiuaes-ivimua proplerea quod difficile

sit divisorts in nrtluis aequatiwibu* ihcenire.
3
)
Ebenda pag. 137.
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Wir hoffen in dieseni Berichte fiber die Geometria organica nicbt

All/ubedeutandes weggelassen /u hnbej), vveun auch selbstverstandlich

Kiirzungen unerlasslioh waren. Man wild das von uns (S. 436) zvim

vorans ausgesprochene Urtheil, das* Maolaurin sicli mit diesem AVerke

in die Reihe dei allerersten Geometer stellte, wolil nielifc nngereoht

linden. MaelauiUl inusste von da ah Grosses leistert, wenn seine

spateren Schriften den ersten Veroffentliclmngen ebtinbttrtig blcibon

sollten, and er hat es gethan. Wir diirfen dieson Wechsel auf seine

Zukunft hin schon ausstellen, wenn wir ihn aufch im nachsten Ab-

schnitte erst einlosen konnen.

Wir habon in diesem Kapitel nur noch Weniges hinzuzufiigen.

Guido Grandi veroifentliclite 1728 in den P. T. einen Aufsatz. von

welchem am Anfange des 114. Kapitels die Redo sein wird. Von

einem andoren Schriftsteller bandeln wir jetzt schon. Henri Pitot 1

)

(169f 1771 \ im siidliehen Frankreich geboren und in seinen spateren

Lebensjahren seit 1740 ebendort mit grossem Brfolge als Wasser-

baumeister thatig, verbrachte einen Theil seines Maunesalters in Paris,

wo er mit wisser-schaftlichen ITntersuchungen sich heschaftigte. Er

gehorte seit 1724 der Academic des Sciences an. Seine wichtigsten

Arbeiten gehoren der Hydranlik an, einige auch der Geometrio. Mit

einer von letzteron haben wir es zu thun, welche der Academie des

Sciences am 12. Jnli 1724 vorlag. Ein Nachtrag folgte am 17. Fe-

bruar 1725. Beide Beitrage vereinigt sind in dem Bande der Aca-

deniieverofiontlichungen abgedruckt, der fQr die Arbeiten von 1724

bestimmt bezeiehnet ist, aber erst 1726 erschien 2

).
Es haiidelt sich

um Robervals Compagne de la cycloide (Bd. Jl, S. 878) und deren

von Pitot in mehrfacher Weise abgeleiteten Quadratur. Die eine

Ableitung lasst die Sinuslinie, deim eine solche is! bekanntlich jene

Gefalirtin der Cycloide, als

Abwicklung der Ellipse

entstehe?i
7
welche aufeinem

gradenKreiscylinderdurch
eine schneidendeEbene ge-

bildet wird, die gegen die

Grundflache unter einem

Winkel von 45 geneigt
. i j-
ist und diese 111 emem
Durchmesser schneidet (Fig. 65). In der Nachschriffc zeigte Pitot,

dass ebendieselbe Gefahrtin der Cycloide auch durch Projection von

) I oggendorff II, 459. Cliaales, Aperru hist. 1.W (deutsch 136).

-} Histoire de 1 Academic des Sciences. Annee 1724, pag. 107113.
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auf dem gleichen Cylinder gezeichneten Sehraubenwindungen auf eine

init der Axe des Cylinders parallelen Ebene eritstehe. Bei dieser

Gelegunheit bediente er sich eines Ausdruckes, urn dessenwillen wir

eigentlich den ganzen Aufsatz erwahnt haben. Die Alien, sagt Pitot,

haben diese Curve Spirale oder Schneckenlinie genannt, weil ihre

Gestaltung auf dem Cylinder eine Aehnlichkeit mit der genieinen

Spirale in der Ebene erkennen liisst, aber sie ist sehr verschieden

vou der geineinen Spirale, indem sie eine Curve doppelter Krum-

mung ist
1

), oder eiue Linio, welche man sich auf der krummen

Oberflache eines Korpers gezcichnet denkt. Vielleicht werden diese

Arten von Curven doppelter Knimrnuog oder auf Oberflachen befindlieb

eines Tages den Gregenstand von Untersuchungen der Geometer bilden.

Das ist das erste gedruckte Vorkommen des Ausdruckes Curven

doppelter Kriimmung, welches nachgewiesen ist, und wenn auf der

einen Seite die weder begriindende noch besonders betonende Art,

in welcher Pitot sicb seiner bedient, an ein Bekarmtsein glauben

inachen konnte, so ist auf der anderen Seite die ahnungsvolle Scbluss-

ausserung dazu nugethan, in Pitot den vermuthen zu lassen, der zu-

erst iiber Curven auf krummen Oberflachen als solche nachdachte

und ihuen vielleicht insofern doppelte Kriimmung zusprach, als sie

erstens (/urven sind und zweitens an der Kriimmung der Oberflache

theilnehmeu: so glauben wir wenigstens die oben wiedergegebenen

Worte Pitots verstehen zu inussen.

100. Kapitel.

Differentialgleicliungen.

Wir haben im vorigen Kapitel mancherlei geouietrische Auf

gaben an unseren Blicken vortibergehen lassen, solche, deren Auf-

losung streng genommen auch vor Erfindung der Inlinitesimalrfchnung

mogtich gewesen ware, sowie solche, die erst nach dieser Erweiterung

des inathematisohen Gebietes eine Inangritfnabme gestatteten. Aber

unter letxieren habeu wir eine eigene Gattung von Untersuchungen

bisher ausgeschlossen: solche, welche zuniichst :mf eine Diiferential-

glficbung fiibren, deren Integration alsdann eine neue Aufgabe ilir

sich darstcllt. Indem wir diesen Untersucbungen uns zuwenden, losen

wir /ugieich eine (S. 241) gegebene Zusa.ge ein. auf das isoperi-

inetrische Problem zuruckzirtvommen, dessen Gescbidbte mit dem

) Histoir? de I Acadtmie des Sciences. Annee 172J pag. 118: etant une

des courbcs a, double
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Jahre 1699 kei lieswegs abgeschlossen war und daher iin XVI. Ab-

sehnitto nicht /u Ende erzahit werden kontite.

Wir erinuern daran, dass Jakob Bernoulli deii Mathematikern

die isoperimetrische Aufgabe o-estellt hatte, dass insbesondere Johann
Bernoulli zur Losung der Aufgnbe aufgefordert war, dass dieser

der Auftbrderung so weit entspracb, als or die Differentialgleichnng

tlv = ~rJ --T-. veroftentlichte. Er bemerkte dazu. er fasse dt. oder
at- ay*

das Curverielement, als constant auf 1

),
er hatte also eigentlieh schreiben

miissen -j-
= -v.--j~i doch legte man daraals auf solcbe form ale

at dt* ay-

Richtigkeit kein sehr grosses Gewicbt. Jene DifferentialgleichuiiQf,

sagte Johann Bernoulli also, ohne seine Bcbauptung genauer zu be-

grunden, gebore der gesucbtea Curve an. Wir erinnern weiter daran,

dass Leibniz den Streit der Briider entscheiden sollte, nacbdern er

erst von der Losung Jakobs
;
dann von der Johanns, die selbstver-

standlicb mit Beweisen zu versehen seien
; geuaue Kenntniss genomraen

baben wiirde.

Jakob Bernoulli veroifentlichte zuerst in Basel im Jahre 1700

eiue kleine Scbrift Jacobi Berncmllii ad fralrcm mum Johannem Ber

noulli epistola cum annexa solutions propria probletHMtis isoperimetrici,

von welcber ein Theil, im Wesentlicbeu eine Anzahl von Beispielen,

in den A. E. vom Juni 1700 abgedruckt wurde 2

).
Der in den A. E.

fehlende, aucb spater in die Gesammtausgabe von Jakob Bernoullis

Schriften nicht iibergegangene Tbeil des Briefes von 1700 ist 1792

durck Charles Bossut in der von dem Abbe Rozier gcleiteten

Zeitschrift: Observations sur la physique, sur I histoire natnrelle ef sur

les arts T. XLJ pag. 161 173 erneut zum Abdruck gebraeht worden.

Dann folgte in den A. E. vom Mai 1701 die Analysis mayni in oble-

matis isoperimctrici*}. Diese Artaly.se des isoperimetri.schen Problems

war allerdings schon im Marz 1701 bei Gelegenheit der Disputation
von Johann Jakob Biscbof 1

)
als Sonderschrift erschienen. Sie

war gewidmet dem unvergleichliehen Viergespanne von Manneru:

De L Hospital, Leibniz, Newton, Patio de Duillier, den Fiirsten unter

den Mathematikern, eine Zusammenstellung von Namen, welche uns

heute geradezu unmoglich erscheint, welche aber im Jahre 1701 bei

Nieinand Verwunderung erregeri konnte. Die Abhandlung beginut
mit ganz allgemeinen Betrachtungen, welche dahiii gerichtet sind, die

Ordnung der Diil erentialgleiehuiigen, zu welchen man gelangen miisse,

) Job. Bpruoulli Opera, I, 219:
&amp;lt;?.&amp;gt; prenant dt ou 1 ctcme-nt de In courbe

pour constant. 2
; Jac. Bernoulli Optra 11, 87-4887. :;

) Ebenda H, 896

bis fl 20. 4
) Episcopius heisst der Jateinische Name.
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-
-

sin ermitteln. Die Ziehung einer Tangente bediirfe eiiies Bogen-

elementes, also 2 consecutiver Punkte, beziehungsweise 1. Differentiate

von Abscisse und Ordinate. Die Auffindung des Krfimraungskreises

bediirfe des von zwei Bogenelementen gebildeten Winkels, also 3 con

secutiver Punkte, beziehuugsweise 2. Differentiate von Abscisse und

Ordinate. Damit von Isoperimetrie die Rede sein konne, iniisse ein

drittes Bogenelenient in das Bereich der Untersuchung gezogen werden,

die alsdann auf 4 consecutive Punkte sich beziehend die 3. Differen

tiate von Abscisse und Ordinate einschliessen werde. Das 1st der

cine Grundgedanke, wahrend als zweiter der Satz erscheint, von

vvelchem Jakob Bernoulli auch 1697 in seiner Abhandlung iiber die

Brachistochrone schon Gebrauch gemacht hatte (S. 235), dass eine

Curve, welche als Ganzes ein Maximum oder Minimum darstelle, auch

in ihren noch so klcinen Theileii die gleiche Eigenschaft besitzen

iniisse. Wir wollen nunmehr iiber die entwickelten Lehrsatze ihrer

Reihenfolge nach berichten 1

),
wobei wir uns die einzige wesentliche

Abweichung gestatten, dass wir das Differentialzeichen mit Zahleu-

Y index versehcn statt der Wiederholung
des

(/,
also nicht ddx

} dddx, sondern

d2
x, dzx schreiben.

Der I. Satz lautet, dass, weun x

(oder kuraer bezeichnet x). x&quot;
}

./;
&quot;,

x&quot;&quot;

vier auf einander folgende Ordinaten,

y (oder y), y&quot; , y
&quot;

, //&quot;&quot;
die entspre-

chenden Abscissen, a&quot; (oder jg), 2&quot;,

s
&quot;,

die zwischen der x und den an-

deren geuannten Ordinaten abgegrenzten

Curvenstuckchen bezeichnen, diese Grosseu, je nachdem fortwahrendes

Anwachsen oder fortwJihrendes Abnehmen vorausgesetzt wird, den

Gleichungen gehorchen miissen:

*&quot;
= x dx

&amp;gt;

x
&quot;

x
&quot;

^~ d%&quot; sss x

x&quot;&quot;
= x&quot; + &%&quot; x ib %dx ~\~

ebenso

ebenso ^, __ ,
, , _ i o j _i_ ;&

Der II. Satz behauptet (Figur 66) die Proportion

df : dg ==
(rst qsu) : (qsu ptu).

*) Vergleiche nusser der Origiualabliandlung selbst auch F Giescl,

Geschichte der Variationsreohnuug. Krater (einziger) Thoil. Programm des

Gymnasiums zu Torgau t iir Ostern 1857. S. 8 10.
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Die Bedeutung der vorkommenden Buchstaben 1st folgende: p= FX,
fJ
= GY,r = CZ,s~=BF,t = FG, u = GC, f=KF=HB-{ Pf

&amp;lt;t

= LG KF -\- q = HB -f- P -f- &amp;lt;1

Fernere Abkurzungen sind

b =.HB, I = BX, m = FT, n = GZ. Betrachtet man nun &, d. h.

HB als constant, so zeigt sich

df= dp, d(j
= dp -f- rf#.

Nun mogen die Piuikte B und 6 festgehaiten seiu. Die Punkte F
rind G werden als auf KF und LG verschiebbar gedacht, wahreiid

die Bogenlauge zwischen B und C, also

unverandert bleiben soli. In den rechtwinkligen Dreieckchen BXF,
FYG, GZC ist I* + p

2 = s\ m* + q*
=

t\ n3
-f &amp;lt;/

2 = u\ Zugleich

ist, da F und G ihre Lage nur in der Weise veranderten, dass die

Entfermmgen ihrer Ordinaten unter einander und \on deneu der fest-

gehaltenen 23 und C die gleichen blieben, durch diese Bedingungen

festgestellt, dass neben s + t -f- u aucJi I -\- m -\- n und p -{- q -f-

constante Sumnien sind 1

).
Durch Differentiation der aus rechtwink

ligen Dreiecken gefolgertou Gleichungen und der constanten Summen,
unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass I, m, n auch einzeln

constant sind, erhalt man:

1. p - dp s ds
,

2. q dq = t dt,

3. r dr = u du
,

4. dp + dq + dr = 0,

5. ds + dt + du = 0.

Aus 4. und 5. werden rfr und rfw entnommen und in 3. eingesetzt.

Man erhalt so dt = -
,
welches in 2. eingesetzt

ds =. I P~r r
q. q.uq uefer{. Diesen Werth fiihrt man wieder in

tu

1. ein, so entsteht (ptu rst}dp(rst qsu)dq oder

dp : dq = (rst qsu) : (ptu rsf),

beziehungsweise dp : (dp -\- dq)
=

(rst qsu) : (ptu qsu). Oben

war aber dp df, dp -j- dq = dy, und somit verwandelt sich die

gefundene Proportion in die vorher aufgestellte.

Bin III. Satz macht die Annahine, die Bewegung von F und G
finde auf kleinen Kreisbogen statt, deren Mittelpunkte B und C sind.

a

) Jac. Bernoulli schreibt geradezu l-\- w-j- w= const., |) -}- ^-j-r= const.
,

-f- 1 -(- u = const.
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Bci dioser Annalime nehmen die Ordinaten FK, GL MI der Bewegung
Theil, d. h. I, m, n sind einzeln veranderlicb, wiihrend s, t, u constant

erscheinen. Differentiation derselben Gleichungen wie oben fiihrt hier

zu den fiiuf Differentialgleichungen:

1. ldl+pdp=**Q,
2. mdm -f- qdq 0,

3. ndn -f- rdr *=
7

4. dl -f- dm -f- rfw = 0,

5. dp -\- dq -\- dr = .

Hier werden dn und rfr aus 4. und 5. in 3., dm aus dem veranderten

3. in 2., d aus dem veranderten 2. in 1. eingefiihrt. Dann wird

wieder dp = df, dp -}- dq = dg gesetzt. Das Ergebniss dieser Rech-

nung 1st: df: dg = (Imr Inq) : (Inq mnp).
Der IV. und V. Satz sind nur andere Schreibarten des II. und III.

Die aufeinander folgenden Ordinaten, Abscissen und Curvenstucke

sollen nainlicli HB = x, KF= x&quot;,
LG =

x&quot;,
AH= y, AK=tj&quot;,

AL = y &quot;,

AB = z, AF=z&quot;, AG == s
&quot;

heissen. Alsdann ist

BX = I =
y&quot; y = dy, FY= m == y

&quot;

y&quot;

=
dy&quot;
= dy + iPi^

GZ~=n = AI- y
&quot; =

dy&quot;
== dy

und entsprechend

p = dx, q = dx -f- d2
#, r = f/j: -f

sowie

s = tie t =--= d d*z u = dz +
Es kommt auf die Bereclinung der Werthe rst qsu und qsu ptu

einerseits, anf die der Werthe Imr Inq und Inq mnp anderer-

seits an. Zunachst wiirde erscheiuen:

und

rs t qsu = ds(d0(Px dxtfz) +
-f

-f d*

Die Glieder 6. Ordnung werden gegen die 4. und 5. Ordnung weg-

gelassen. Dann heisst es nur noch

und
dxtfz).

Es crschcint wiinschenswcrth d*z und &amp;lt;J?z wcgzuschaffen. Das gc-

sehieht mittels ds l ~= dx2
-f- dy

2 untcr Berucksichtigung des Urn
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standes, dass die Wahl vou HK=KL = L1, welche vorherging,

dy zu einer Constants gernacht hat. Dann liefert die wiederholte

Differentiation jener GJeichung

dzd*z = dxtfx und dzd*z + d*sz = dxtfx -f cPx*.

Durch Benutzung dieser Gleichungen sowie von dz* dx* = dy*

erbalt man
7 9 ,9 i j a -f\ dxdy*d&quot;x-

rst qsu= dy*d*x -\- dy*d*x
- -~-j

und
7 o ,., i 2dxdy tdtx t

qsu ptu difd- x -f-
-

jrt-

Jetzt rufen wir die Proportion des II. Satzes ins Gedachtniss zuriick

und unterwerfen sie folgender Umformung:

df: dg = (rst qsu} : (qsu ptu)

Das aber ist der IV. Satz. Der aus dem III. Satze eutstehende V. Satz,

dessen Ableitung wir iibergehen durfen, da sie der eben gefiihrten

Rechnung mit dem einzigen Unterschiede, dass jetzt bei der wieder-

holten Differentitaion von dx2
-f&quot; &amp;lt;fy

2 = dz2 ^as Bogenelement dz als

constant gilt, durchaus nachzubilden ist, kleidet sich in die Proportion

df : dg = (dy*d*x + dy*d*x -f- dxd*x*) : (dfd*x 2dxd*x*).

Ein VI. allgemeiner Satz folgt. Seien zwei Grossen f und g

gedacht, deren zweite g die erste f urn unendlich weuig iibertrifft;

sei ausserdein F genau so aus f gebildet wie G aus f/

1

), sei ferner

adF= hdfj adG = idg, so wird behauptet i h-\-dh. Jakob

Bernoulli fiihrt den Beweis an einern besonders gewahlten Beispiele

F= ya? + f, G = ]/a
2 + y*. Mithin ist

- dG-

Die Annahmen adF hdf, adG idg lieiern

/,, ^ -_^L_ i = a
9_

Denkt man sich eine Curve, deren Abscisse / einer Ordinate h ent-

spricht, so wird der von / unendlich wenig verschiedenen Abscisse g

die Ordinate i entsprechen, und diese kann, weil sie der Ordinate h

rursumqur aliae dune per has similitev expressae vel datae F et G
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unendlieh nahe liegt
1

),
vou ihr uur unendlich wenig verschieden sein.

Man wurde heute sageu: wenn die Gleichung i/
==

tp(.v) die einer

Curve ist, auf welcher zwei nachstliegende Punkte M
l
mid M

z heissen,

so ist die Richtung der Beriihruiigslinien Mt l\ und M%1\ nur unend

lich wenig verschieden, ein Ausspruch, der allerdings den stetigen

Verlauf der Curve an der fraglichen Stelle. voraussetzt.

Der VII. Satz ist der, den wir (S. 448) in Erinnerung gebracht

haben, dass eine Curve, welche als Ganzes ein Maximum oder Minimum

darstelle, auch in ihren noch so kleinen Theilen die gleiche Eigen-

schaft besitzen miisse.

An diese Einleitung schliesst sich die eigentliche Auflosung der

gestellten Aufgaben. Deren erste lautet: Seien AT und AM zwei

aufeinander senkrechte Axen, AN eine ganz beliebige Curve. Es soil

von alien zwischen A und T) gelegenen isoperimetrischen Curven die-

jenige AUD gesucht werden, welche bewirkt, dass, wenn von den

einzelnen Punkten B derselben auf jene Axen Lothe BHP und BMN
gefallt werden, wo N der Durchschnittspunkt der BM mit der Curve

AN ist, und wo HP stets = MN angenommen wird, die von der

so entstehenden Curve APV, der Abscisse AT und der Ordinate TV
oingeschlossene Flache ein Maximum oder Minimum werde. Die

Abscissenstiickchen HK, KL, LI werden als unter einander gleich

gedacht und durch 1) bezeichnet. Die in den Punkten ff, K, L, 1

fussenden Ordinaten heissen IIB = 6, KF= / ,
LG = y, 1C = c.

Aus ihnen leiten sich stets auf die gleiche Weise die Ordinaten

HP = B, KE == F, LS = G, IQ =- C ab. Dem yil. Satze gemass

muss, wie der ganze Flachenraum ATV, auch der sehr kleine Plachen-

raum PHIQ der Eigenschaft eines Maximums oder Minim urns theil-

haftig sein, analytisch ausgedriickt, sein DiflFereutial muss ver-

schwinden. Aber

Sind also I, B, C constant, F, G veranderlich, so ist

und dieses verschwindet, wenn dF-\-dG = (). Nimmt man nun an,

es sei dF=*^, dG=^, wodurch die Bedingung in hdf+id(j=a a

oder in df: dy=i:h iibergeht, so ist vermoge des VI. Satzes

i = h -f- dh, mithin df : dg = (h -{- dfy : h. Ausserdeni ist wegen

der gedachten Verschiebung der Punkte F und G auf ihren Ordinaten

der im IV. Satz vorgeschriebene Fall vorhanden, also

*) contigna et pro.rima.
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uud Hunach
li -\- til __ dz*d*x + &amp;lt;lz*d*x dxd-u i*

~T~ &amp;lt;l^&amp;lt;r.

beziehungsweise
dh _ dz*d tx

U
&quot;&quot;

dzitPiK

also auch

* dhdz*d&quot;x -f 2dlidxd*a~.

In dieser Gleichung sind die beiden Glieder links vom Gleichheits-

zeichen sowie das erste Glied rechts von 5., das zweite Glied rechts

von tj. Ordnung der Kleinheit. Letzteres fiillt daher fort, urid die

Aufgabe ist auf die Dillerentialgleichung dritter Ordnung

hds*cPx ShdxcPz* = dhdz*d?x

zuriickgefuhrt, deren Integration noch zu vollziehen ist. Zu diesem

Zwecke nimmt Jakob Bernoulli /.unachst noch eine TJmforraung vor.

Er wendet die bei. Ableitung des Satzes IV (S. 451) begriindete

Gleichung dxd?x === dzffz an, welche das zweite Glied links in

- hdzd?xd?z iiberfiihrt, dividirt darm durch dz, briugt alle Glieder

nach links und erhalt

hdzd?x 3hd?xd?a dhdzcPx = 0.

Die Form der einzeluen Glieder mag fur Jakob Bernoulli Ver-

anlassung gewesen sein, das Integral versuchsweise in der Gestalt

ln
mdzn d*

ixr = const, anzusetzen, indeni er sich die nachtragliche Be-

stimmung von m, n, r vorbehiilt. Die Differentiation der Versuchs-

gleichung ergibt ihm

= 0.

Er dividirt durch hm
~ i dgn -~ 1dixr~ l und erhalt dadurch

rlidzd^x -j- nhcPxd?* -j- mdlidzd?x = 0,

also eine Gleichung, welche mit der vorgelegten identisch wird, wenn

r = 1, n 3, m = 1 ist. D. h. die erste Integration liefert

7 ,3 const. Als Constante wahlt Jakob Bernoulli H rT-- Dazu
naz&quot; a. ay
ist die Berechtigung vorhanden, denn dy ist eine constante Lauge

(friiher I genannt), a2 eine willkiirliche Oonstante, nud das Doppel
zeichen -j- liefert die erforderliche Allgemeinheit des Vorzeichens.

Eine erste Integration hat mithin die Differentialgleichung zweiter

Ordnung hervorgebiacht:
/ 1 2 nt &quot;I

___. = ;
1 .

hdz 3 ~
Eine zweite Integration unterniinrnt Jakob Bernoulli durch einen
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abermaligen Versuch, zu welchem er adx tdy wiihlt. Da, wie

schou beiuerkt, dy constant ist, so folgt durch Differentiation

,9 dt dyn- T -- __ .U Ji 1 ~~~~

a

DaDoben ist a*dx- = t dtf, a*&amp;lt;lx* -f
2
r/y

2 --=
(a* -f &amp;lt;

2

)&amp;lt;fy

2 und zu-

gleich dx*+ dy* = d*-, also aW= (a
2
-f- *-&amp;gt;ty

2
,
d* = ^y^Tfft

Die Werthe von d*x und dg werden nun in die zu integrirende Diffe-

d*x 1

rentialgleichung ^^ _-f: ^j eingefuhrt und liefern nach leichter

TT ,. *&amp;lt;/ &amp;lt; , lidy , hdx , ,

Umforraung
- -_.- = H f = H . mdem man von der5
(a + *i)yrf

i-Hi
- *

Annahme adx tdy erneuten Gebrauch macht. Das gibt

i

a*tdt _ hdx

~(aj + OVa +e1

~
~^&quot;

Nun war aber rZ# = df und = dl
1

. Andererseits ist

_ T~

und die Integration der ziir Bestimmung von t fiihrenden Differential-

u *

gleichung erster Ordnung liefert F= -\- Statt F, worunter
4 I fit *^~ t

die Ordinate KR verstanden war, kann auch die benachbarte Ordinate

HP oder das ihr gleiclie Stiick MN gesetzt werden, fiir welches von

nun an der Buchstabe p zur Bezeichnung dient. Mithin ist nach

a 8 &quot;

a*
Jakob Bernoulli entweder p = - - oder p = a --

, ,
indem

j/a + e* ya*+&amp;lt;*

er, allerdings ohne dass eine bestimmte Veranlassung dazu vorlage,

die Integrationsconstante in dem einen Falle =0, in dein anderen

= a wahlt. Die den beiden Anuahmen entsprechenden Werthe von t

i j n\/a- p* al/Van p* XT , ,,
smd t = - uud t L - Nun war aber adx = tdy

p a p
uls Differentialgleichunp; der Curve angenommen, welche die Fliiche

ATV= ipdy als ein Maximum oder als ein Minimum erscheinen

liisst. Setzt man die beiden vorher gefundenen Werthe von t ein, so

gewinnt man die beiden Differentialgleichungen erster Ordnung

pdx (a p]dx
dif == - -B und dy = --,.

-----
,

* - *

]/* p-

von welchen die erste dem Falle des Maximums, die zweite dem des

Minimums entsprechen muss, wie noch auseinander gesetzt wird.

Die zweite Aufgube, welcher Jakob Bernoulli sich alsdann zu-

wemlet, uriterscheidefc sich in ihren Bedinguugen dadurch von der
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ersten Aufgabe, class die Ordinaten HP, KR, LS nicht aus den Orcli-

naten HJJ, JF, LG, sondern aus den Bogenstiicken AB, AF, AG
in gleieher Weise entstehen. Die Auflosung verfolgt einen ganz ahn-

lichen Gang, wie die soebeu ausftihrlich gescbildcrte Auflosung der

ersten Aufgabe. Sie stiitzt sich auf die Satze VII, VI, II, I und fuhrt

zu einer Differential gleichung dritter Ordnung. Aber diesmal begniigt

sieh Jakob Bernoulli damit, das Ergebniss zweimaliger Integration
in Gestalt einer Differeiitialgleichung erster Ordnuug sofort hinzn-

zuscbreiben. Er ersetzt die Herleitung durch nachmaligen Beweis

der Richtigkeit, welchen er mittels wiederbolter Differentiation liefert.

Als dritte Aufgabe, die ebenfalls wieder auf eine Differential-

gleicbung dritter Orduung fuhrt, ist endlich die allgemeinste Ketten-

linie bebandelt, d. b. die Curve, welcbe eine ar. beiden Enden auf-

gebangte biegsame Lime unter der Voraussetzung bildet, dass die

einzelnen Theile init beliebigen Gewichten belastet sind.

So der grundlegende Aufsatz im Maihefte 1701 der A. E., dem
wie wir schon erzahlt haben (S. 447), Jakob Bernoulli im Juni-

befte 1700 einzelne Beispiele vorausgescbickt batte. Durcb letztere

aufgeriittelt gab Jobann Bernoulli seine lateinisch gescbriebene

Behandlung des isoperimetriscben Problems am 1. Februar 1701 in

versiegeltem Umschlage an Varignon zur Einreicbung bei der Aca-

demie des Sciences, beziehurigsweise zur Eroffnung, nacbdem die Ab-

handlung der Bruders mit dessen theoretischer Auseinandersetzung
werde veroffentlicht worden sein. Nun trug sicb ein Zwiscbenfall

xu 1

),
iiber welcben wir durch einen Brief Variguons an Johann Ber

noulli vom 27. Februar 1701, welcher sich in den Saminlungen der

Stoekholmer Academie befindet, unterrichtet sind. Jakob Bernoulli

richtete nanalich an Varignon ein uberaus grobes Schreiben iiber

seine Parteilichkeit fur Jobann und verlangte bei der Eroffnung des

von diesem niedergelegten Packetes anwesend zu sein. Darauf sagte

Varignon nach Riicksprache mit De FHospital Jakob zu, Johanns

Abbandlung werde zuriickgezogen werden und bat deragemass Johann

die entsprechende Anordnung treffen zu wollen. Jobann muss das

wobl getban baben, denn am 23. Marz 1701 sehickte Fontenelle,
der Secretar der Pariser Academie der Wisserischaften, das Packet an

Johann Bernoulli zuruck, der es uneroffnet aufbewahrte, und der es

nach dem am 16. August 1705 erfolgten Tode des Jakob Bernoulli

neuerdings nach Paris sehickte. Es trug damals das erste noch un-

)
Job. Bernoulli Opera I, 424 in der Fussnote heisst es nur: Coinme il

y cut des difficultes sui cette publici. tioH. -- Das Genauere bei Euestrom in

der Bibliotheca mathematica 180(1, S. &quot;23.

CAKTOE, Geschichtc &amp;lt;ler ^lotliotuatik. III. 2. 2. Aufi. 30
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verletzte Siegel tier Pa riser Acadeinie, welches erst in der Sitzung
voni 17. April 1700 in oilentlicher Sitzung erbroclien wurde. Dann
wtirde der Inluilt ins Frauzosisehe iibersetzt und in den Abhandlungen
der Academic de.s Sciences fiir 1706 gedruckt

1

).
Johann Bernoulli

b^dient sich des schon 1697 durch Jakob Bernoulli kundgegebenen

Prinoipes (S. 235) ,
welches als VII. Einleitungssatz in die Abhand-

hmg von 1701 iibergegaugen war, ohne freilich den Urheber desselben

zu nennen. Er nennt FOy ein Bogenelement der gesuchten Curve,
welehe zur Entstehung der eineii Maximal- oder Minimalraum be-

grenzenden zweiten Curve Anlass gibt, F&(p ein Bogenelement der

zwischen den Punkten F und
&amp;lt;p isoperimetrisch verlaufenden Curve,

so liegt, da wegen der Isoperimetrie FO -f- Otp Fo -f- &amp;lt;p

sein

muss, und da wegen der Kleinheit der Abmessungen FO, 0&amp;lt;p, FGJ,

co(p sammtlich als gradlinig betrachtet werden konuen, in der er-

wahnten Gleichung die Aufforderung, und w als Punkte einer

Ellipse zu betrachten, wahrend FO -{- Otp die Lange der grossen
Axe angibt. So geistreich dieser Grundgedanke ist, leidet er an dem

wesentlichen Mangel, dass nur zwei consecutive Bogenelemente statt

deren drei in Erwagnng ge/ogen werden, und daher stammen die

Unrichtigkeiten, zu welchen Johann Bernoulli gelangte. Nur in der

ersten Auigabe, deren Anflosuhg er kannte, fand er das Ergebniss,

zu welchem er gelangen wollte, und er liess sich dadurch iiber die

Zuverlassigkeit cles eingeschlagenen Weges tauschen.

Zwei formal wichtige Diuge mbchten wir aus dem das eigent-

liche Ziel verfehlenden Aufsatze hervorheben. Wlr erinnern uns

(S. 215), dass Leibniz und Jakob Bernoulli 1694 in Aufsatzen, dann

Leibniz und Johann Bernoulli 1698 in Briefen von Functionen

sprachen. Wir erinnern uns ferner (S. 242), dass Jakob Bernoulli

sich 1698 des Wortes Functionslinie bedient hatte, ein Ausdruck,

von welchem er 1701 in der Abhandlung, fiber welehe oben ausffihr-

lich berichtet wurde, keirierlei Gebrauch machte, wiewohl er dort

sehr passende Verweudung hatte iinden konnen. In den Abhand

lungen der Academic des Sciences von 1706 trat jetzt Johann Ber

noulli mit dem Worte Function neuerdings an die Oeffentlichkeit.

Gleich im \Vortlaute der ersten Aufgabe sprach er 2
) von den fonc-

iions qudcowmes de ccs appliquecs, wahrend Jakob Bemoulli (S. 451,

Auui. 1) donsolben Sinn durch die Wortverbindung aliae duae per

Inifi similiicr cx-prexsa-e ausgedriickt hatte. Eine Definition des Wortes

gal) Johfinn Bemoulli freilich erst in den Abhandlungen der Aca-

) Joh. Jiernoulli, Opera I, 424435. *) Ebenda I, 424 und wieder-

holt im ganzon Autsatzw.
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demie des Sciences vou 1718. Dort beisst es 1

), er verstehe unter

function einer rerandorlicheu Grosse elnen Ausdruek, tier auf irgend

eine Weise avis der veranderliehen Grosse und Confitanten znsaminen-

gesetzt sei. Erst von da an war der neue Kunstausdruck der Wissen-

schaft erworben, und noch 12 Jahre spitter, in den Abhandlungen
der Academie des Sciences fiir 1730, unterschied wieder Johann Ber

noulli zwischen algebraischen und transceudenten Functionen 2
),

wenn er auch mit letzterem Namen nicltt den weiten Sinn verband,

der ihm nachmals beigelegt wurde, sondern ihn nur fraf Integrate

algebraischer Functionen bezog.

Noch eine zweite Bemerkung haben wir an die 1706 gedruckte

Abhandlung zu kniipfen. In ihr erscheint 3

)
das Zeichen A, welches

aber keineswegs wie in spaterer Zeit einec endlichen Unterschied,

sondern einen Differentialquotienten bedeutet.

Die Abhandlungen der beiden Briider waren nuhmelir der Oeffent-

lichkeit iibergeben. Jakob Bernoulli war todt und konnte nichts

mehr sagen. Johann Bernoulli hatte die Drucklegung seiner Abhand-

lung sieh verzogern lassen; er wiinschte jedenfalls nicht, ihr eine

Selbstberiohtigung auf dem Fusse nachziischicken, niochte das Studium

der brnderlichen Auflosung ilm auch misstrauisch gemacht oder gar

iiberzeugt haben. Da kam 1715 die Methodns Incrementorum von

Brook Taylor und in ihr, wie (S. 384) im Voriibergehen bemerkt

worden ist, eine Behandluug der isoperiinetrischen Aufgabe
4
).

In

Hilfssatzen, welche der eigeritlichen Aufiosung vorangehen
5
) ,

ist das

Princip des Statthabens in kleinsten Curventheilchen, was von der

ganzen Curve verlangt wurde, und die Beriicksichtigung von vier

gleich weit von einauder abstehenden Punkten der Abscissenaxe und

den zugehorigen Ordinalen beim Uebergang zu unendlich kleinen Ab-

messungen erortert. Sodann ist die Aufgabe auf eine Differential-

gleichung dritter
Or&amp;lt;Iuung zuruckgeftthrt. Reiner der beiden Briider

Bernoulli ist rait Namen erwahnt, aber man kann wobl sagen, Taylor

wiederLole die Auflosung -lakobs in /.usummengezogener, wenn auch

kaiiir weniger durehsichtiger Form und widerlege dadurch Johann.

Das Avar eiues von den Dingen, durch welche Taylor den Aerger von

Johann Bernoulli erregte, und welche, wie wir wissen (S. 384), einen

*) Job. Bernoulli Opera II, 241: On appelk id fonction d une grandeur

variuble, ui^c guantiie compose de quclqu j manure quc cc so it (le cftie grandeur
variable ft de. cviixtantes. *) Ebencla, III, 174. 3

)
Kbenda. 1, 4116: en

prt nant J povr le
t&amp;gt;igne

ou la carcctcfisttque den differences des fonctions. ^
r

ergl.

Knestrora in der Btblioiheca mathohutica 18% S. 21. 4
) Methodus Incremen

torum Propositio XVII, Probleiua XII, pag. 08--70. a
j Kbenda Lemma III

und Ltiuma IV
j&amp;gt;ag.

67 G8.

30*
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leidenschaftlich gefuhrten Streit zwischen beiden entfachte. Beziiglich

der Bernoullischen Reihe war ja, wie wir damals hervorhoben, der,

nach welchem sie nachmals benannt wurde, im Recht, nicht so be-

ziiglich der isoperimetrischen Aufgabe, und das wurmte den iiberaus

empfindlichen Gelehrten auf s Schmerzlichste.

Jetzt gab er in den Abhandlungen der Academie des Sciences

von 1718 eine neue Arbeit iiber den Gegenstand in die Oeffentlich-

keit 1

),
dieselbe Arbeit, aus welcber wir oben die Definition des Wortes

Function erwahnt haben, dieselbe Arbeit, von welcher schon (S. 241)

ankundigend die Rede war. Johann Bernoulli erklarte hier, er

habe, durch einen Freund darauf mifmerksam gemacht, dass seine erst

nach des Bruders Ableben erfolgte Veroffentlichung seiner eigenen

Auflosung der isoperimetrischen Aufgabe missdeutet werden konne,

als habe er sie nur aus Angst vor sachgemasser Beurtheilung zuriick-

gehalten, diese Auflosung noch einmal griindlich gepriift. Bei genauer

Ueberlegung habe er einen Fehler darin entdeckt. Diesen einzugestehen

sei Ehrensache fur ihn und somit iibergebe er jetzt die verbesserte

Methode der Oeffentlichkeit. Man werde seine Darstellung kiirzer

und klarer als die Jakob Bernoullis von 1701 finden, sicherlich auch

klarer als die Taylors, der im Bestreben zu kiirzen und deutlich zu

sein, so viel Dunkelheit fiber den Gegenstand verbreitet habe, dass

man glauben sollte, diese mache ihm Vergniigen.

Hier schliesst sich sehr naturgemass der Bericht iiber einen

anderen von Taylor behandelten Gegenstand an, dessen wir (S. 381)

vorgreifend mit kurzer Ankiindigung gedachten. In einem Lemma 2

)

macht Taylor die Bemerkung, der Differentialgleichung, die in heutiger

Schreibweise 4#3 4x* = (1 -f ^2

)
2

(^f)

2

^eisst, entspreche das Inte

gral x = 7
--

=x-, Eine Begrundung dieser Behauptung gibt
(a* + 1/1 a 2

)

er an der betreffenden Stelle nicht.

Heute wiirde man die Integration etwa folgendermassen vollziehen.

Man wiirde zunachst i == = T~r^ folgern und daraus
2 x\x l

arctg (+ YOC-^I) = arctg g -f- arctg G.

Geht man daun unter Benutzung der Formel

auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens zur Tangente iiber, so ent-

) Job. Bernoulli Opera II, 235269. *)
Methodus Incrementorum

pag. 17 Lemma T.
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__
steht 4- Vx 1 = -r-? und durch Quadrirungf i LZ

(^&quot; -

Gibt man aber der Constanten die neue Gestalt C= -7=
--

,
so

y 1 a*

geht die Gleichung in die von Taylor angegebene fiber.

Taylor selbst integrirt an einer spateren Stelle
1

) mittels eines

Kuustgriffes, der einigermassen an den erinnert, dessen sich Johann

Bernoulli 1697 bei der Bernoullischen Difterentialgleichung (S. 232),

dessen sich auch Jakob Bernoulli 1701 (S. 453) bediente. Er setzt

namlich x = v9 y
l und halt die beiden Constanten -9- und A, sowie

die Veranderliche v zu freier Verfiigung. Benutzen wir zur Abkiir-

zung bestrichelte Buchstaben, um die Differentiirung nach g anzu-

deuten, so ergibt sich

~ = x =&v*- 1

y*v + JLv*y*-
l
y = vO-^-^fiyv + Ivy )

(i Z

und in Polge davon auch x z
v&amp;gt;^-y

2*~ 2

(&yv
f

-\- Ivy )*. Setzt

man diesen Werth ebenso wie 4a^ =40i*y^ und 4a;
2 = v* 9 y**- in

die urspriingliche Differentialgleichung 4x3 4o?
a =

(1

ein, so entsteht

4 w3iy* __. 4 v2^2i = (1 -f ^s)V*

Division durch ^2,9 2^2^ 2 bringt dann

(1 -f s
a

)*(yv + IvyJ =

hervor. Taylor macht nunmehr drei Annahnien. Er set/t erstens

v = 1 -j- ^
2

. Diese Annahme gestattet ihni rechts vom Gleichheits-

zeichen durch v2

,
links durch (1 -f-

2
)
2 zu dividiren und ausserdem

das links auftretende v durch 2s zu ersetzen. Er gelangt also zu

(2&yg -f- lvy )
= 4w^y-+

2
4?/

2
. Die zweite Annahme ist I= 2.

Diese verwandelt die Gleichung weiter in v9 if
= (&yz vy )

z

oder in v 9 y
2

-f- -9-
2
^
2

/
2

Sfryzvy -f- v2
^&quot;

2
. Endlich drittens wird

^ = 1 gesetzt. Die urspriingliche Substitution # = w*/^ heisst also

l -I- z*

eigentlich x ~ und ihr Ergebniss ist

v = (1 -f 22

)?/
2

2ygvy + t
2

/
2 = v^

2
2yevy -f- ^2

y
2

-

Hier wird wieder durch v dividirt, so dass endlich

entsteht, mit der einmaligen Abkiirzung v 1 -f-
2

. Die ganze

Rechnung hat mithin keine Integration der vorgelegten Difierential-

l

,
Methodus Incrementorum pag. 26 27.
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gleichung, sondern nur eine Umformung derselben bewirki. Jetzt

komint Taylor, man begreifL nicht wieso, auf den Gedauken, die

umgeformte Differenfcialgleichung ncuerdings nach s zu

differentiiren, wobei er wiederholt, wie schou oben, v =%0 setzt,

Er erhalt

2/&quot;(wy *y)
= o

und diese Gleichung erfullt sich unter zwei Yoraussetzungen. Die

erste ist vy zy = Q, y = Einsetzung dieses Wcrthes in

briiigt

1 = y*
!?!

_|_
.

yy.
oder t? = vf *V (v

- z^f = y
8

,

11 v
,
= - uucl x -. = 1,

I/* 7/

cine singulare Losung, wie Taylor sich ausdruckt 1

).
Die zweite

Voraussefczung ist
y&quot;

= 0, y
== a. Die Einsetznng dieses Werthes

in die vorgelegte Differentialgleichung bringt i == f 2yza -f va 2

hervor, oder, da v = 1 -f ^2

,
auch

i _ a* = y* 2azy + a2^
2 =

(// an)*.

Mithin ist

. ,.-
|

V 1 + Z*
*

y- az + yi &quot;
&quot;

1
&quot; =

in Uebereinstimmung rait dem fruher Behaupteten. Bei Taylor lieisst

es allerdings an beiden Stellen, wo das Integral genainnt ist,

14-*?
OC

eine Form, welche aus der (lurch uns angegebenen hervorgeht, werm

man a (lurch 1/F--1*
2 ersetzt. Wichtiger als dieses erste von Taylor

aiigegebene Integral ist das andere x = i . Wenn auch Taylor sich

iiber die ganze Tragweite diescr seiner Bemerkung kaum klar ge-

wesen sein wird, da er sie sonst starker betonfc hattc, so hat er doch

das unzweifelhafte Verdieust sich erworben, die siugularen Losungen

und deren Erraittelung durch abermalige Difterentiation einer Diffe-

rentialgleichung entdeckt zu haben.

Wir schalten hier Weniges iiber einen italienischen Mathematiker

RID. Gabriello Manfredi 2

) (16811761) war seit 1720 Professor

der Mathematik an der Universitat Bologna. Er veroffentlichte schon

Mtthodus Incrementorum pag. 27: qiiar. eat xingnlnris quaedam solutio

2
) Monfcucla 111, 135 und 155. -- Poggendorff II, 32. -

Lori a in Hist. Festschr. 1899, P. 240252.



Differentialgleichuii^en. 461

vorber 1714 im XVIII. Bande des Giornale de Letterati d ltaliu einen

Aufsatz: Breve schediasma geometrico per la costruzivne di -mm- gran

parte dell cyuazioni differenziali dd prime yrado, welcher die Sub

stitution y tx lehrt, mittels deren hoinogene Different ialgleicJiungcn

erster Ordnung zur Integration gebracht werden. Manfredi hat dann

weiter im Jahre 1722 im zweiten Supplementba tide der genannten

r
Zeitschrift die Integration / ---- -- dx gelebrt, so oft p, q, r, t, u

r *?
10D Irr TV

ganze Zahlen sind. Der eingeschlagene Weg besteht in der Rationali-

sirang des Integranden mittels der Substitution x = yp&amp;lt;i und der Zer-

legung des Ausdruckes t/
m+aw in reelle Factoren ersten und zweiten

Grades.

Das naehste Problem, mit dessen Gescbichte wir uns zu beschaf-

tigen haben, ist das der Trajectorien. Die Aufgabe stand (S. 1*31)

seit 1697 auf der Tagesordnung der Veroftentlichungen Johann Ber-

noullis. Im darauf folgenden Jahre gab er ihr zwar erst in den

A. E. ihren Naraen, aber 16t7 hat er schon ausgesprochen, was er

1698 wiederholte, diese Aufgabe finde eine wichtige Anwendung bei

der Bestimmung der Bahn des Lichtes in einem ungleich dichten

Mittel, wenn man mit Huygens voraussetze, der Liclitstrahl sei

nichts anderes als eine Linie, welche Wellen rechtwinklig durch-

schneide 1

).
Wir rufen weiter ins Gedachtniss zuriick (S. 242&quot;)

,
class

Jakob Bernoulli 1698 die Anfgabe der rechtwinkligen Trajoctorie

fur logarithmische Curveu loste
2

),
aber or liess sich daran geniigen,

eine Construction der gesuchten Curve kenuen zu lebren, ohne die

Aufgabe auf eine Diiferentialgleichung zuriickzufiihren. Das that

Johann Bernoulli in dem erwahnten Aufsatze von 1698. Er be-

rief sich dabei auf Briefe an nnd von Leibniz. Lefcsterer babe die

Auffindung der Trajectorie eine Eliininutionsaufgabe zwischen zwei

Gleichungen genannt. Die eine Gleiehung sei die der geschnittenen

Curvenschaar und enthalte eine Grosse b, welche in jeder einzelnen

Curve constant, von einer Curve der Schaar zur anderen veranderlich

sei. Die aridere Glt-ichung gebe --,
t iir die Trajectoi ie mittels der

Bediugung, dass diese auf irgend einer der gescbnittenen Curve senk-

recbt stehe. Eliminire man b zwischen beiden Gleichungen, so erhalte

man die Difterentialgleichung erster Ordnung der Trajectorie. A us

y* *2bx z. B. finde er, dass b //-,-- der Bedingung der Per-

) Job. Bernoulli Opera I, 193 und -J(57. *) Jac. Bernoulli Opera.

II, 806813.
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fallig die singularen Losongen entdeckte? Wir halten diese Fragen
fiir gestattet, wenn auch deren Beantwortung nicht in unserer Ab-
sicht

liegfc, und wenn wir auch eine andere Erklarung fiir Newtons
Ausdrncksweise noch vermuthen, auf die wir spater zuruckkommen.

Newton hat noch einen kleinen Zusatz bei seiner Veroffentlichung,
dem zu Liebe wir abennals zu dem Aufsatze von Johann Bernoulli
von 1698 zuruckkehren miissen. Nachdem dieser die schon von uns

berucksichtigte allgemeine Auffassung Leibnizens nebst dessen Beispiel
von den durch Ellipsen geschnittenen Parabeln mitgetheilt- hat, fugt
er hinzu, er selbst habe die Aufgabe erweitert und sei zu deren all-

gemeinen Difterentialgleichung gelangt. Ob in dieser die Verander-

lichen sich trennen lassen oder nicht
;

sei eine andere Aufgabe und

nicht in dem Rahraen dieser, sondern einer anderen Untersuchung
zu besprechen

1

).
Fast in wortlicher Uebereinstimmung damit sagt

Newton in einem den Schluss bildenden Scholium: ,,Die Umformung
der Gleichungen und die Trennung der Veranderlicben womoglich in

geschlossener Gestalt 2

), wo nicht durch nnendliche Reihen, bildet

eine andere Untersuchung. Die hier behandelte Aufgabe blieb, da

sie kaum irgend welchen Nutzen besitzt, mehrere Jahre unbeachtet

und ungelost in den A. E. Aus dem gleichen Grunde verfolge ich

ihre Auflosung nicht weiter.&quot;

Hier ist die letzte Gelegenheit, bei welcher wir die Namen der

beiden grossen Nebenbuhler Leibniz und Newton gemeinschaftlich
in Beziehung auf eine und dieselbe wissenschaftliche Leistung in

nennen haben, und hier werden wir deshalb vielleicht am zweck-

massigsten unser Urtheil uber beide einschalten. A^ir beabsichtigen

selbstverstandlich keine Abschiitzung von massgebender Giltigkeit.

Wir erheben nicht den Auspruch, unsere Leser zu dem genau gleichen

Urtheil bestimmen zu wollen, welches wir fallen, wir wollen nur

nicht den Anschein haben, ein vergleichendes Urtheil vermieden zu

haben. Vielleicht ware zwar em solches Vermeiden das Kltigste.

Newton und Leibniz sind so hoch uber den gewohnlicheu Menschen-

schlag sich erhebende Geister gewesen, dass man sich die Freude

dariiber, dass sie beide lebten, nicht durch angstliches Gegeneinauder-

halten dessen, was jeder von ihnen leistete, verkuramern sollte. Beide

haben so viel in die Wagschalen menschlicher Fortschritte eingeworfen,

dass es kaum darauf ankommt, welche Seite die schwerer belastete

erscheint. Und dann wieder sind ihre Leistungen so ungeniein ver-

schiedenartig gewesen. dass auch daran das Urtheil zu scheitern droht.

) Job Bernoulli Opera I, 269: non enim hujus, scd alius est methodi

indcterminatas separare. *) absolute.
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Wer wagt es zu entscheiden, ob Michel Angelo oder Beethoven der

titanischere Kiinstler gewesen ist? Weit getrennt, wenn auch nicht

ganz so weit wie bildende Kunst und Musik, liegen die Gebiete, auf

welchen Leibniz und Newton ihre Lorbeeren pfliickten. Wir haben

hier nicht von dem Physiker, dem Astronotnen Newton zu reden,

nicht von dem Philosophen, dem Geschichtsforscher, dem Diplomaten,

dem alles menschliche Wissen gierig und nie erfolgslos in sich auf-

nehmenden Leibni/, wiewohl auch die Grosse der bearbeiteten Felder

neben der Tiefe, bis zu welcher eingedrungen wurde, in Betracht ge-

zogen werden darf, wir reden nur von den mathematischen Leistungen

des Einen wie des Anderen, und wir miissen suchen, uns dabei von

einem Einflusse frei zu halten, der geschichtlich fur die Hoher-

schatzung Newtons unzweifelhaft gewirkt hat, von dem Einflusse der

Zeitfolge. Newtons bahnbrechende Arbeiteu erschienen spater als

die Leibnizens. Sie wirkten begeisternd, als man jenen gegeniiber

pchon zu vergessen anfing, dass es eine Zeit gab, wo man ohne sie

sich behelfen musste, und auch unsere Leser haben sich vielleicht

diesem Eindrucke nicht zu entziehen vermocht. Ferner war Newton

mathematisch vielseitigor als Leibniz. In der Reihenlehro steht er

kaum von diesem erreicht, in der Lehre von den Gleichungen und

der Geometric iiberhaupt unerreicht iiber alien seinen Zeitgenossen.

Leibnizens Grosse ist die analytische Form, beginnend m it der Com-

binatorik, gipfelnd in der Erfindung des Differential- und Integral-

zeichens, ohne welche kerne Differential- und Integralrechnung ent-

standen waren. Newton hat diese Bedeutung der Form nie verstanden.

Man. mochte sich dafiir grade auf seine Versuche, das inverse Tan-

gentenproblem zu losen, berafen. Integration durch Reihen war fur

Newton der Stein der Weisen, das allgemeine Losungsinittel, wahrend

Leibniz als hochstes Ziel die Integration in geschlossener Form vor

sich sah. Es ist ja wahr, dass unsere Zeit die Gewohnheit annahm,

sich mehr auf Newtons Seite zu stellen, aber die heutigen und die

damaligen Forschungswege sind so grundsatzlich verschieden, dass

man es einern damals betretenen Pfade nicht als Verdienst anrechnen

kann, dass er den heutigen Weg kreuzt. Die Integration in ge

schlossener Form musste geschichtlich vorausgehen, und Leibniz hat

den Zugang dazu geebnet. Newton hat Schrifteu hinterlassen, an

welche da und dort nach funf Vierteljahrhunderten wieder angeknupft

werden konnte. Leibniz hat es moglich gemacht, dass iiberhaupt

Mathematiker da waren, welche diese Ankniipfung versuchten.

Wir kehren zu den Trajectorien zuriick. Leibniz hat (S.462)

jene Aufgabe fur Newton nicht ganz ohne befreundeten Rath gestellt.

Ende December 1714 schrieb Leibniz an Johann Bernoulli, er denke
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fallig die singularen Losungen entdeckte? Wir halten diese Fragen
fflr gestattet, wenn anch deren Bearitwortung nicbt in unserer Ab-

sicht liegt, und wenn wir auch eine andere Erklarung fiir Newtons

Ausdrucksweise noch vermuthen, auf die wir spater zuriiekkommen.

Newton hat noch einen kleinen Zusatz bei seiner Veroffentliehung,

dem zu Liebe wir aberinals zu dom Aufsatze von Johann Bernoulli

von 1698 zuriickkehren miissen. Nachdem dieser die schon von uns

beriicksichtigte allgemeine Auffassung Leibnizens nebst dessen Beispiel

von den durch Ellipsen geschnittenen Parabeln mitgetheilt hat, fiigt

er hinzu, er selbst habe die Aufgabe erweitert und sei zu deren all-

gemeinen Differentialgleichung gelangt. Ob in dieser die Verander-

lichen sich trennen lassen oder nicht, sei eine andere Aufgabe und

nicht in dem Rahraen dieser, sondern einer anderen Untersuchung
zu besprechen *).

Fast in wortlicher Uebereinstimmung damit sagt

Newton in einem den Schiuss bildenden Scholium: ,,Die Umformung
der Gleichungen und die Trennung der Veranderlichen womoglich in

geschlossener Gestalt 2

), wo nicht durch unendliche Reihen, bildet

eine andere Untersuehung. Die hier behandelte Aufgabe blieb, da

sie kaum irgend welchen Nutzen besitzt, mehrere Jahre unbeachtet

und ungelost m den A. E. Aus dem gleichen Grunde verfolge ich

ihre Auflosung nicht weiter.&quot;

Hier ist die letzte Gelegenheit, bei welcher wir die Namen der

beiden grossen Nebenbuhler Leibniz und Newton gemeinschaftlich

in Bezielmng auf eine und dieselbe wissenschaftliche Leistung in

nennen haben, und hier werden wir deshalb vielleicht am zweck-

massigsten unser Urtheil iiber beide einschalten. Wir beabsichtigen

selbstverstandlich keine Abschiitzung von massgebender Giltigkeit.

Wir erheben nicht den Auspruch, unsere Leser zu dem genau gleichen

Urtheil bestimmen zu wollen, welches wir fallen, wir wollen nur

nicht den Anschein haben, ein vergleichendes Urtheil vermieden zu

haben. Vielleicht ware zwar eiu solches Vermeiden das Kliigste.

Newton und Leibniz sind so hoch fiber den gewohnlichen Menschen-

schlag sich erhebende Geister gewesen, dass man sich die Freude

dariiber, dass sie beide lebten, nicht durch angstliches Gegeneinander-

halten dessen, was jeder von ihnen leistete, verkiiramern sollte. Beide

haben so viel in die Wagschalen men schlicher Fortschritte eingeworfen,

dass es kaum clarauf ankommt, welche Seite die schwerer belastete

erscheint. Und dann wieder sind ihre Leistimgen so ungemein ver-

schiedenartig gewesen. dass auch daran das Urtheil zu scheitern droht.

) Job Bernoulli Opera I, 269: non enim liujui, scd alius est methodi

indcterminatas separare. *) absolute.
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Wer wagt es zu entscheiden, ob Michel Angelo oder Beethoven der

titanischere Kiinstler gewesen ist? Weit getrennt, wenn auch nicht

ganz so weit wie bildende Kunst und Musik, liegen die Gebiete, auf

welchen Leibniz und Newton ihre Lorbeeren pfliickten. Wir haben

hier nicht von dem Physiker, dem Astronomen Newton zu reden,

nicht von dem Philosophen, dem Geschichtsforscher, dem Diplomaten,

dem alles menschliche Wissen gierig und nie erfolgslos in sich auf-

nehmenden Leibniz, wiewohl auch die Grosse der bearbeiteten Felder

neben der Tiefe, bis zu welcher eingedrungen wurde, in Betracht ge-

zogen werden darf, wir reden nur von den mathematischen Leistungen

des Einen wie des Anderen, und wir miissen suchen, uns dabei von

einem Einflusse frei zu halten, der geschichtlich fur die Hoher-

schatzung Newtons unzweifelhaft gewirkt hat, von dem Einflusse der

Zeitfolge. Newtons bahnbrechende Arbeiteu erschienen spater als

die Leibnizens. Sie wirkten begeisternd, als man jenen gegeniiber

schon zu vergessen anfing, dass es eine Zeit gab, wo man ohne sie

sich behelfen musste, und auch nnsere Leser haben sich vielleicht

diesem Eindrucke nicht zu entziehen vermocht. Ferner war Newton

mathematisch vielseitiger als Leibniz. In der Reihenlehrc steht er

kaum von diesem erreicht, in der Lehre von den Gleichungen und

der Geometric iiberhaupt unerreicht iiber alien seinen Zeitgenossen.

Leibnizens Grosse ist die analytische Form, beginnend mit der Com-

binatorik, gipfelnd in der Erfindung des Differential- und Integral-

zeichens, ohne welche keine Differential- und Integralrechnung ent-

standen wllren. Newton hat diese Bedeutung der Form nie verstanden.

Man mochte sich dafur grade auf seine Versuche, das inverse Tan-

gentenproblem zu losen, benifen. Integration durch Reihen war fiir

Newton der Stein der Weisen, das allgemeine Losungsmittel, wahrend

Leibniz als hochstes Ziel die Integration in geschlossener Form vor

sich sah. Es ist ja wahr, dass unsere Zeit die Gewohnheit annahrn,

sich mehr auf Newtons Seite zu stellen, aber die heutigen und die

damaligen Forschungswege sind so grundsatzlich verschieden, dass

man es einem damals betretenen Pfade nicht als Verdienst anrechnen

kann, dass er den heutigen Weg kreuzt. Die Integration in ge-

schlossener Form musste geschichtlich vorausgehen, und Leibniz hat

den Zugang dazu geebnet. Newton hat Schriften hinterlassen, an

welche da und dort nach funf Vierteljahrhunderten wieder angokniiptt

werden konnte. Leibniz hat es moglich gemacht, dass uberhaupt
Mathematiker da waren, welche diese Ankniipfung versuchten.

Wir kehren zu den Trajectorien zuriick. Leibniz hat (S. 462)

jene Aufgabe fur Newton nicht ganz ohne befreundeten Rath gestellt.

Ende December 1714 schrieb Leibniz an Johann Bernoulli, er denke
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daran, mit etwas herauszurucken, wobei Newtons Quelle verstopft

sein werde 1

).
Bernoulli billigte dieses Vorhaben am 6. Februar 1715

und schlug vor 2
), etwa solche Curven zu wahlen, bei welchen die

Differentiate de curva in curvam (S. 231) in Betracht komme; auch

die Complanation krummer Oberflachen liefere Brauchbares, und

hier ist die Stelle, auf welche (S. 419) hingewiesen wurde, um das

Vorkommen der rechtwinkligen Raumcoordinaten bei Johann Ber

noulli mit einem Beispiele zu belegen. In einern anderen Briefe vom

23. November 1715 schlug Bernoulli die Trajectorienaufgabe als ge-

eignet vor 3

), und ini December 1715 theilte Leibniz dem Freunde

endlich mit, in welcher Form er die Trajectorienaufgabe an Conti

schicke 4
).

Kaum war der Brief in Johann Bernoullis Handen, so

beantworfcete er ihn am 15. Januar 1716 unter Einsendung einer Auf-

16sung des besonderen Beispiels von den Hyperbeln
5
),

welche von

seinem dainals 21jahrigen Sohne Niclaus II. Bernoulli hemihrte.

Er machte zugleich auf die Nothwendigkeit aufmerksam, ein schwie-

rigeres Einzelbeispiel auszuwahlen als das der Hyperbeln, wozu er

alsdunn am 11. Marz Vorschlage machte 6

).
Der Aufsatz von Niclaus II.

Bernoulli erschien 7

)
im Maihefte 1716 der A. E. und kommt auf

Folgendes hinaus.

Sei (Figur 67) der Mittelpunkt, A der Scheitel der Hyperbeln

AC, AD, AG, welche durch die Trajectorie CDG senkrecht ge-

schnitten werden, d. h. das Trajecto-

rienelement CD steht senkrecht auf

der Hyperbeltangente CF, und das

unendlich kleine Dreieckchen CSD
mit den Katheten CS = dy ,

SD = dx ist ahnlich dem Dreieck

FEC mit den Katheten FE = x

und EC=y. Dabei wurde CVS = dy gesetzt, weil die Ordinate

der Trajectorie abnimmt, wahrend ihre Abscisse wachst. Daher muss

FE dy . -w dy- T -
sein, FE = y T-

y dx y dx

ax

Bei der Hyperbel findet aber die Proportion statt OF: OA=OA:OE.

J

)
Leibniz III, 934: Dabo etiam opcram, ut quaedam edam, in quibus

Newtono aquam liaerere scio. *)
Ebenda 1U, 937938. )

Ebenda IU, 949.

4
) Ebenda III, 952. 6

)
Ebenda III, 954.

6
)
Ebenda III, 958.

7
)
Er ist

auch abgedruokt in Job. Bernoulli Opera II, 270272.
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Demnach ist OF OE = A? a? und die DifFerentialgleichung
, rri j.

x*dx -\-xydy 9 , .
-,

der Trajectone ist - -~ - - a
, beziehungsweise

7 a 8 x* i a Ax
-,

ydy = ax = a? xdx.
X X

Die Integration liefert

y
2 i ^2 2#2

i x ^2 ^er aucn #2
-j- /

2 + &2 =
log (#

2a2
)

und mit w als Grundzahl des Logarithmensystems w^+s^l 6* #2a2
.

Nach dem jungen Niclaus II. Bernoulli trat Jakob Hermann
im August 1717 in den A. E. mit einem Aufsatze fiber rechtwink-

lige Trajectorien hervor, und schickte 1718 und 1719 noch Nachtrage
nach 1

).
Er stellte eine Regel auf, welche er zwar nicht ableitete,

deren Begriindung aber sehr nahe liegt. Sei F(x
f y, c)

= die

Schaar der zu schneidenden Curven, welche durch die von einer Curve

zur anderen ihren Werth andernde Constante c sich kennzeichnen.

Hermann nannte dieses c den Modulus der Curven, wahrend Leibniz

es einst (S. 211) als Parameter der Curven benannt hatte. Die

trigonometrische Tangente des Winkels, den die Beriihrungslinie an

eine geschnittene Curve mit der Abscissenaxe einschliesst, ist die ent-

gegengesetzt genommene Cotangente des Winkels, den die Beriihrungs
linie an die Trajectorie im Schnittpunkte mit der Abscissenaxe bildet.

SF

Ist daher y
-

-^ die ersterwahnte trigonometrische Tangente, so

hat der zweitgenannte Winkel
-^~,

als seine Tangente. Anders aus-

gesprochen besagt dieses: aus der Differentialgleichung der geschnit-
s$ 771 P Tf

1

-x dx -j- -~

s$ 771 P Tf
1

tenen Curve -x dx -j- -~ dy = folge die Differentialgleichung

w dx = -7T dy der Trajectorie, sofern die Gleichung F(x } y } c)
=

der geschnittenen Curven noch Beachtung findet, um c zu elimiuiren.

Hermann druckte nun diese Vorschrift folgendermassen aus. Man
solle die Diflerentialgleichung der geschnittenen Curven

bilden: man solle in ihr dx durch dy und dy durch dx ersetzen

f -7J dy -x dx 0\
;
man solle aus der letzteren Gleichung c er-

J

)
Hermanns Aufsatze sind abgedruckt in Joh. Bernoulli Opera, II,

275279; 279281; 299305.
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mitteln und in die Curvenglcichung (F(x, y, c)
= 0) einfiihren, alsdann

habe man die Differentialgleichung erster Ordnung der Trajectorie.

In dem Hyperbelbeispiele ist die Ausfiihrung folgeude:

odor 2

); a*ydy = (?xdx; a-ydx =

,dx

xdy
9X

a*)

oder ?/di/
= a2~

xdx, beziehungweise durch Integration

x2
-f- \f + 62 =- 2 2

log a;,

wie Niclaus II. Bernoulli gefunden hatte.

Die Regel driickt unzweifelhaft viel klarer Leibnizens

Meinung a us, als dessen eigene Worte (S. 461) es thaten, aber es

blieb und bleibt die Leibuizische Regel. Daher hat es geschichtlich

keine grosse Bedeutung, dass neben Hermann, wahrscheinlich sogar

vor Hermann, auch Niclaus I. Bernoulli m. derselben Formulirung

gelangte, die er zwar nicht sogleich veroffentlichte, aber doch seinem

Oheim Johanu Bernoulli mittheilte. So erzahlt Niclaus U. Ber

noulli in einem die Geschichte der Trajectorienuntersuchungen aus-

fiihrlich erorternden Aufsatze im Junihefte 1718 der A. E. 1

)

Hermann rechnete noch drei weitere Beispiele, auf deren letztes

er durch De Montmort hingewiesen worden war. Es stamrate aber

nicht von diesem selbst her, sondern hatte, was Hermann nicht wusste,

einen anderen Ursprung. Johann Bernoulli hatte (S. 466) unter

dem 11. Marz 1716 Leibniz eine schwierigere Trajeetorienaufgabo zur

Verfiigung gestellt,
um die Englander

sich daran ihre Zahne ausbeissen zu

lassen, und diese Aufgabe war in der

That nach London abgegangen, wenn

wir auch nicht wissen durch wessen

Vermittelung, war nicht minder Ni

claus I. Bernoulli, damals Professor

in Padua, rnitgetheilt worden, und

durch diesen an De Montmort ge-

langt.

Die Aufgabe selbst ist folgende

(Figur 68). Ueber AG als Ab-

scissenaxe sind Curven ABD gezeichnet, welche alle durch Punkt A

hiudurchgehen und die Eigenschaft besit/en, dass ihre Krummungs

A

_J/f

)
Der Aufsatz ist abgedruckt in Job. Bernoulli Opera II, 286 298.

Die*bier angefulirte Stelle auf II, 297.
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halbinessor, z. B. BO, durch die Axe in constantem Verhaltuisse ge-

sclinitteu werden, d. h. so, dass BO : BC = I : n. Man sucht die

Trajectorie EBF jener Curveu. Sollte Newton auch dics&amp;lt;; Auigabe

gekannt haben, als er 1716 seine kurze Notiz in die P. T. gab? Das

ist die Veramthung, auf welche wir (S. 404) anspielten, und welche

das Betonen von Krurainungshalbmessern in seiner Notiz rechtfertigen

wiirde, ohne freilich den Vorwurf zu entkraften, er sei iiber allge-

meine Redensarten nicht hinausgegangen.

Wohl aber that dieses Brook Taylor, der ungefahr gleichzeitig

mit Hermann sich mit der Aufgabe beschaftigte, und da in seiner

Veroffentlichung in den P. T. von 1717 1

) die Gleichung der Curven

ABD, deren Trajectorie nachher gesucht werden muss, hergeleitet

ist, wahrend Herrnann sich darnit begniigte, sie einfach hinzuschreiben,

so folgen wir hier Taylor mit dem wiederholt ausgesprochenen Vor-

behalte, von seiner Bezeichnung der Fluxionen keinen Gebrauch zu

machen. Die einzelnen Stiicke der Figur hcissen AHz, HB = x,

Bogen AB= v. Dann ist, sagt Taylor, BC= ^~ und 50 -^-
--

unter der Voraussetzung gleichfo*ranger Veranderung von v
} oder, wie

wir heute sagen, wenn v die unabhangige Veranderliche ist. Das

waren damals allbekannte Formeln, und die fiir den Krummungshalb-
messer z. B. konnte Jeder aus De L Hospitals in alien Handen

befindlichen Analyse des infinimerit petits entnehmen 2

).
Um unseren

Lesern die Priifung zu erleiehtern, leiten wir den heute wenig iiblichen

Ferner folgt aus der bekannten Gleichung {^j -f- (--)
=

1, dass

!

) Taylors Aufsatz ist abgetlruckt in Job. Bernoulli Opera II, 281 bis

285. -) Analyse des infiniment pel-its pag. 78 vorletzte Zeile.
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dx

dx d*x . dy d*y _ dry _ ds d*x
* -

~
9
~

*
dy
ds

Ulld

(^\*+ (^}*

ds ds

Mithin ist ^
= - - 4^~ oder unter Anwendung von Differentialen statt

der Differentialquotienten ^ = -
~^r~ Schreibt man e, x, v an

Stelle von x, y, s und zieht einzig den absoluten Werth des Krum-

mungshalbmessers in Betracht, so erscheint das von Taylor benutzte

VO= d ~-- Die gegebene Bedingung n-BO= BC nimmt dadurch

die Gestalt an ndxde xd2

2, und das Integral dieser Gleichung ist

(immer unter der Voraussetzung von v als der unabhangigen Ver-

anderlichen) x~ ndz = cr~ ndv mit ar ndv als Integrationsconstante,

wovon man sich durch Differentiation iiberzeugen kann. Taylor

wunscht dv aus der Gleichung zu entfernen. Er quadrirt diese des-

halb und ersetzt alsdann dv* durch dx2
-f dz*. So gelangt er zur

Differentialgleichung x~* n dz* = K~ 2n
(dx

2 + dz*) der geschnittenen
xn d x

Curven, welche sich leicht umformt in dz ^ =rr- Der zweite

Theil der Aufgabe sucht die Trajectorie zu den Curven, deren Diffe

rentialgleichung iin ersten Theile ermittelt Burden war. Aus der noch

nicht von dv befreiten Gleichung x~ n dz = ctr
ndv folgt die Proportion

dv : dz = an :xn
. Nun war BC = ^, BH= x, mithin ist auch

dv : dz= BC:BH und BC:BH= un : xn
. Betrachtet man AH= z,

BH=x als Coordinaten der Curve EBF, deren Bogen EB = r

heissen mag, und welche die BC als Beriihrungslinie besitzt, so ver-

halt sich dr : dx = BC : BH, und -~ = - - ist eine Differen

tialgleichung der Trajectorie in it r als unabhangiger Veriinderlichen.

Oben war dz == -

1 ,
und eiuo Reihenentwicklung (so behauptet

Taylor, ohne der Art der Entwicklung ein weiteres Wort zu widinen)

fiihrt zu = A -j- J5~H . Durch Integration entsteht daraus
CL Ji* Q ft

% =- _^f.. &quot;l&quot; J -x - --
-^ . Eine Jntegrationsconstante erscheint

?(- -4 1 /y
* O W ~j~

1
^&quot;
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nicht, well die Voraussetzung gemacht wurde, dass sammtliche Curven

durch A hindurchgehen, dass also zugleich mit x= auch z= sein

muss. In die durch Integration gewonnene Gleichung wird der vorher

xn dx
gefundene Werth =

eingetuhrt, so dass

z =
dr

Ax dx Ex dx s

n+ 1 dr 3n + 1 dr8

entsteht. Ohne dern r seine Stellung als unabhangige Veranderliche

zu verkiimmern, fiihrt Taylor eine weitere Veranderliche s mittels der

dx s
n

Annahme -- =
ein, wobei a constant ist. Diese Substitution

a

i . Ax s
n Bx s

Sn
.

bringt zunachst e = ^j + ^zn ~^ H---- hervor, dann durch

Multiplication mit -- die zweite Gleichung

*JL =
AsU+l

_j_
-Bg3M+1

,

*
~~

(n + l)a
n +

(3w + l)a
3n

Diese letztere differentiirt Taylor und gelangt zu

xzds -\-xsdz szdx

Die hier auftretende Reihe sieht der vorher benutzten Entwicklung
11

Glied fiir Glied ahnlich, muss daher
f
_*____ als Summe haben

|/
2n - s

2

oder es niuss sein

xzds-\-xsdz szdx s
nds

~^~ yiF^T*

Um das mittels ^ = eiugefuhrte s wieder wegzuschaJBfen, muss
R

ebendieselbe Definitionsgleichung Anwendung finden. Sie liefert zu
nachst

dx
s&quot; ~~dr dx : dx

|/a
2

&quot;-7&quot;

&quot;&quot;

1/rr?^ |/rf^-T^
* ~

~d~z
&amp;gt;

V dr*
also

xzds -f- asrfg sgda; dxds

beziehungsweise (xdx + zdz)xds + (jsJ^ zdx)sdz == und

dz
s xdx -f- 2dz

CANTOH, Gesohichto der Mathematik. III. 2. Z Anfl.
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Eine fernere Anwendung der Gleicjmng
- - besteht in deren

Differentiation nach r. Man erhalt dadurch

d*x _ n$n~ 1 ds _ n s
n ds _ ndxds , ds _ d*x

dr*
~

a dr s an dr
~

sdr* s
~~

ndx

ds
So hat man zwei Werthe von --

erhalten, deren Gleichsetzung zu

nzdzdx* xzdzffix nxdxdz* x*dxd?x =
fiihrt. Die unabhangige Veranderliche war r. Nach ihr darf man
daher dx* -f- dz* = dr* differentiiren und erhalt dxd^x -f- dzd*z= 0,

be/iehungsweise
-- x*dxd?x = x*dzd*z, welcher Werth in der ge-

fundenen Differentialgleichang zweiter Ordnung an Stelle des letzten

Gliedes links vom Gleichheitszeichen eingesetzt wird. Dividirt man
dann durch xn+ l

dz, so entsteht als neue Form

n 3 j d* z jV z
7 dz ~\- dxdz - = d - -- dx --

Integrirt man und wiihlt unter fortwahrender Berueksichtigung des

Umstandes, dass dr als constant gilt,
- als Integrationsconstante,
(I

so gewinnt man

^ dx -j-
-

-_ x
= - :~

, beziehungsweise (xdz gdx)an~ l =xndr
oc x ci

als Differentialgleichung erster Ordnung der Trajectorie, deren Inte

gration, meint Taylor, ohne bestimmte Annahmen fiir n zu machen

eine keineswegs leichte Aufgabe sei
1

).

Im gleichen Jahrc 1717 hat auch Stirling in dem Anhange zu

seinem Bandchen Linecw teriii ordinis (S. 430) die Hyperbeltrajectorie

besprochen
2

).
Er gelangte unter Anwendung der Fluxionszeichen,

welche wir wieder durch Differentialzeichen ersetzen, zur Gleichung

ydy = -
dx, von der er behauptet, sie konne nicht

Cl \T-

integrirt werden, weil offenbar der Ausdruck rechts die Flache einer

Hyperbel von der Gleichung y
- - darstelle. Er will

damit offenbar nur sagen, eine Integration durch algebraische Func-

tionen sei unmoglich und lasst y* -f- (a #)
2

-f- k = 2c2
log (a x}

nicht als ein wirklich ermitteltes Integral gelten.

) Hand prodive est aequationem, manente n in terminis generalibus, revo-

care ad aequationem llmntes tanttim involventem. *) Stirling, Lineae tertii

onlinis. Appendix pag. 15 19.
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Wir wiirden der Trajectorienaufgabe erne unverhaltnissmassig

grosse Bedeutung verleihen, wenn wir in gleieher AusfHhrlichkeit welter

berichten wollten, wie Niclaus I. Bernoulli uml Niclftns II. Ber

noulli in den A. E., Taylor in den P. T. s;ich tbrtgesetzt henim-

stritten. Slimmtliehen Abhandlungen isb Scharfsinn uach/viruhmen,

insbesondere kommen da und dort geistreiche Yersuche vor, eiue

erste Integration von Differentialgleichungen zweiter Ordnung zn voll-

ziehen, aber methodisches Vorgehen ist grade in letzterer Beziehung
am wenigsten zu erwahnen.

Johann Bernoulli hat sich ebenfalls rait Differentialgleichungen

zweiter Ordnung abgequalt und z. B. in eineni unter dem 20. Mai 1710

an Leibniz gerichteten Briefe 1

)
von dem Integral e einer besonderen

linearen Differentialgleichung /welter Ordnung in einer

Weise gesprochen, welche sicherstellt, dass er es gekannt haben muss,

aber wie er dazu gelangt war, sagt er nicht. Es handelt sich um
2xdz2

. Die heutige Integralrechnnng lehrt ihr Integral als

&amp;gt;

x = ^_
-j-

-

kennen, mit a und b als Integrationsconstanten. Mittels
a o z

6 = entsteht ax = z*, d. h. eine Parabel; mittels a = ot entsteht

6 2

xz -7-7 d. h. eine Hyperbel; ist b von und a von oo verschiedon,

so ist eine Curve dritten Grades vorhanden. Dem entspricht voll-

standig, was Johann Bernoulli behauptet, wenn er sagt, drei Gattungen

von Curven steckten in der Gleichung z*$x = 2-xdz*, Parabeln,

Hyperbeln und gewisse Curven dritten Grades.

Eine Abart der Trajectorienanfgabe ist die der reciproken

Trajectorieii
2

),
d. h. solcher Curven, die mit ihren Trajecfcorien von

derselben Art sind. Niclaus II. Bernoulli stellte die Aufgabe am
Schlusse einer langen Abhandlung iiber Trajectorien ;

welche theils in

den A. E. von 1720, theils im VII. Supplementbande der A. E. er-

schien 3

),
und bemerkte dabei, sein Vater, Johann Bernoulh

,
habe die

Aufgabe bereits bewaltigt. Eine lange Polemik kniipfte sich auch an

dieses Problem, welche von einem englischen Anonymus eroffnet

wurde. Johann Bernoulli scheint unter diesem seinen alten Gegner

Taylor vermuthet zu haben, was ihn wohl anregte, den Streit in

noch bissigerer Weise zu fiihren, als es ohnedies in seiner Gewohn-

heit lag. Spater erst erfuhr er, dass Pemberton, der Mitarbeiter

Newtons an der dritten Ausgabe der Principien (S. 205), jener Ano

nymus gewesen war. Der abschliessende Aufsatz von Johann Ber

noulli 4
)
von 1727 erschion erst im IX. Supplemeutbande der A. E.

) Leibniz III, 961. *) Kliigel V, 113136. 3
)
Der Aufsatz ist ab-

gedruckt in Job. Bernoulli Opera II, 423472. 4

)
Ebenda II. 600616.

81*
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und wiirde bier nielit mehr geuannt werden diirfen, weun wir nicht

beabsichtigten, die Bemuhungen Johann Beruoullis urn die Trajecto-

rien nicht in den folgenden Abschnitt mit number zu nelimen. Als

einfachste algebraische reciproke Trajectorie hat Johann Bernoulli die

semicubische Parabel
?/

3 = ax2
erkannt.

Ein italienischer Mtithernatiker forderte machtig die Lehre von

den Differentialgleichungen sowohl erster als zweiter Ordnung. Es

war Graf Jacopo Riccati 1

) (1676 1754). In Venedig geboren
\vurde der mit zehn Jahren vaterlose Knabe dem Jesnitencollegiura

iu Brescia anvertraut, wo er iiberraschende Fortschritte machte. Von

1693 1696 studirte er iu Padna und kehrte dann nach Venedig

zuriick, von wo ihn weder eine Berufung nach Padua, rioch eine

solche nach Wieii, auch nicht eine dritte an die Spitze der Peters-

burger Akademie einem glucklichen und dem Studium geweihten

Familienleben entreissen konnte. Ziemlich spat, 1747, siedelte er

nach Treviso iiber, wo er starb. Er fiihrte rnit zahlreichen Gelehrten

aller Lander Europas einen so ausgedehnten Briefwechsel, dass er ihn

nicht allein bewaltigen konnte, vielmehr auf die Mithilfe seiner beiden

Sohne, Vincenzo Riccati (1707 1775) und Giordano Riccati

(17091790) sich verlassen musste. Von 1720 bis 1722 befand sich

Niclaus II. Bernoulli als Hauslehrer in einer italienischen Adels-

familie in Venedig
2

).
Dort erneuerte er die Bekanntschaft mit Riccati,

welche er schon bei einem friiheren Aufenthalte 1716 gemacht hatte,

dort trat er auch bei funftagigem Zusammenseiu in nahere Beziehung

zu Christian Goldbach, wovon nachher noch die Rede sein muss.

Jacopo Riccati hatte 1712 im XI. Bande des Giornale de Letterati

d ltalia sich mit der Aufgabe beschaftigt, die Curve zu finden, deren

Kriimmungshalbmesser Function der Ordinate sein soil. Das kam

auf die Integration einer Gleichung von einer Gestalt heraus, welche

man gegenwartig durch

F(y,y ,y&quot;)
=

bezeichnen wiirde. Riccatis Verfahren stimmt in den letzten Gedanken

mit der noch heute iiblichen Ersetzung von
y&quot;

durch y
-

uberein,

l

) Nouvelle Biographic universelle XLII, 131132 (Paris 1863). Die in

4 Biinden (Lucca 1761 1766; erschienenen Gesammtwerke Riccatis waren uns

ebensowenig zu Handen wie die italieniechen Zeitschriften
,

in welchen die

Arbeiten zuerst verotfentlicht wurden. Dagegen hatte H. Lori a die grosse

Giite, uns Notizon dariiber zur Verfugung zu stellen. *) Vergl. den von

Daniel Bernoulli verfassten Nekrolog von Niclaus II. Bernoulli Correspon-

dunce mathematique et physique de quelqucs celcltres Geometric (hi XVIII. Siecle

cditee par P. H. Fuss II, 268269 (Petersburg 1843). Wiv citiren dieses wich-

tige Quellenwerk als Corresp. math. (Fuss).
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welch e die Differentialgleichung zweiter Ordnung auf eine solche

erster Ordnung zuriickfiihrt.

In den Jahren 1722 und 1723 verfasste Riccati einen langen

Aufsatz T

)
iiber die Trennung der Veranderlichen in Differential-

gleichungen erster Ordnung und fiber die Erniedrigung von Difle-

rentialgleichungen zweiter mid hoherer Ordnung. Dessen erstem

Abschnitte entnehmen wir die von Riccati erfundene halftige Tren

nung, separazione dimesiata. Man soil die Differentialgleichung so

schreiben, dass rechts vom Gleichheitszeichen das Differential einer

bekannten Function von x oder von y erscheine. Auf der linken

Seite soil dann ein Factor herausgegriffen werden, der aus der Suinrne

von Producten von dx mit einer Function von x und von dy mit

einer Function von y bestehend fur sich integrabel ist. Man soil

dessen Integral durch einen neuen Buchstaben darstellen und mit

dessen Hilfe entweder x oder y aus der urspriinglichen Differential

gleichung wegschaffen. Die neu entstehende Differentialgleichung

hat man, wenn nothwendig, einem ahnlichen Verfahren zu unter-

werfen u. s. w., bis schliesslich die voile Trennung der Yeranderlichen

erzielt ist. Sei z. B.
*

y
Adx ,

zur Integration vorgelegt. Riccati gibt dem Ausdrucke links die

Gestalt:

____x 3
y

3____ / dx . dy\

(
X*

_}. y^yx* + y* x*y* \ ** V*

und setzt

dx . dv ,/ 1 1 \ 1 1
___ j__2 ,-/ /______ I //*) n h t) -\---- -

x 3

y
3

&quot;

\ Vx* 2yV L 2x 2

*^2y*

Nun ist

y* x*

Die Differentialgleichung ist folglich in

dp

unigewandelt, in welcher die Veranderlichen getreunt sind. Die Me-

thode halftiger Trennung kam durch einen mit Leibniz in Brief-

wechsel stehenden Italiener zu dessen Kenntniss, und er zollte ihr

uneingeschrankten Beifall.

J

) Opcre di Riccati I, 432508.
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Einen anderen Aufsatz, in welchein wieder Diffcrentialgleichungen
zweiter Ordnung behandelt worden, iibergab Riccati in Venedig an

Niclaus II. Bernoulli, damit dieser ihn seiuern Vater Johann
Bernoulli zur Begutachtung einsende. Von letzterem sollte es dann

abhaugen, ob er den .Aufsatz zum Drucke geben wolle. Die A. E.

braehten den Aufsatz zieinlich bald 1

).
Wie schon bemerkt

;
niuimt

Jacopo Riccati semen Ausgangspunkt von Differentialgleichungen

zweiter Ordnung, zu deren Integration er es fur nothwendig erklart,

dass ein erstes Differential als constant gegeberi sei, oder dass man
ein solches annehme. Er verstehfc daruuter, man miisse eine unab-

hangige Variable annehmen, wenn sie nicht schon im Wortlaute der

Aufgabe selbst enthalten sei.

Riccatis Verfahren an der Gleicbung xmd?x == cPy -f- dy
z
gepriift

ist folgendes, wobei wir uns nur gestatten, zur grosseren Deutliclikeit

Ditferentialquotienten zu benutzen, wo Riccati sich nur der Differen-

tiale bedient. Er denkt sich irgend ein p als unabhangige Verander-

liche, wodurch die vorgelegte Gleichung die Gestalt

^_cZ*y (dy\*J

dp* dp*
i

\df)

annimmt. Wie freilich x und y von p abhiingen, ist unbekannt. Man

sct/e ferner -r- q, -%- = u, wo q und u irgendwie aua x
} y und

Constanten bestehen. Um unseren Lesern Riccatis Ausdrucksweise

einmal vorzufiihren, bemerken wir, dass die hier erorterten Annahmen

so ausgesprochen sind: Riccati sagt, er wolle - als constant be-

trachten, ferner --- dp setzen, welches hiernach auch constant sei,
1

ausserdem nehme er dy udp an, wo dp fortwiihrend constant bleibe.

Fortset/ung der Differentiation iiach p bringt
~

(
= -r , -7-^

= -r-

hervor, und die gegebene Ditiferentialgleichung nimmt die Gestalt an

dq du . 9 ,

xm - = -= h M . oetzt man
dp dp

dq dq ^ dp du du
&amp;gt;

dp

dp dx dx dp dx dx

und vervielfacht die dadurch neuerdings umgeformte Gleichung mit

-
r
- = -

,
so entsteht xm -~ = -

-,

u
- + &quot;

, eine Differentialgleichung,dx q dx r?x q

welche zwar erster Ordnung ist, bei welcher aber die Trennung der

)
A. E. Bupplementa V1I1, 6G 73. I&amp;gt;iper Snpplementband ist von 1724

datirt, abcr Riecatis Aufsaiz ist jetlenfalls 1rviher in die Oeffentlichkeit gelan^t,

da im .Novemberhefte 17 23 der A. K. schon von ihm die Rede ist.
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Veriinderliche i unter den ganz allgemeinen Voraussetzungen, welclie

fiir q und u gemacht werden mussten, nicht gelingfc. Riccati versucht

es \iun mit der weitaus engeren Annalime, dass q nur von x allein

abhange und 7.war eine Potenz xn
sei. Unter dieser Voraussetzung

sehliesst er seinen Aufsatz mit der Aufgabe: Werthe von n zu erinitteln,

welche die Trennung der Veranderlichen gelingen lasse, wahrend der

Werth des Exponenten m keiner Beschrankung unierworfen sein soil.

Unmittelbar hinter Riccatis Aufsatz sind Beinerkungen. des damals

etwa 22jahrigen Daniel Bernoulli (S. 90) abgedruckt, aus welclien

hervorgeht, dass Niclaus L, Niclaus II, aber aucb Johann und

Daniel Bernoulli sich mit der Riccatischen Gleichung, welche

in etwas anderer Schreibart

X *H
-f M 2 = M;r +2-i

dx

heisst, beschaftigt haben, und dass sie alle unabhangig von einander

arbeitend zu dem gleicben Werthe von n gelangten, welcher die

Trennung der Veranderlichen gestattet
1

).
Daniel gab seine Auflosung

in der damals so beliebten undurchsichtigen ariagrauiniatischen Form.

Im Novemberhefte 1723 der A. E. kam Riccati wiederholt auf

seinen Aufsatz zuruck 2
).

Er gab seiner Gleichung jet/t die einfacher

aussehende Gestalt

OC Ci 00 -- Ct It
j

&quot;&quot;

xn

fugte aber die von ihm 3elbst ermittelten, die Trennung der Ver

anderlichen ermoglichenden Bedingungen fiir n nicht bei, wahrend er

sich laut dagegen verwahrte, als habe er eine Herausforderung oder

gar eine Verletzung der von ihm hochgeschatzteu Familie Bernoulli

beabsichtigt.

Daniel Bernoulli wartete noch zwei Jahre mit der Veroffent-

lichung seiner Methode. Als aber kein anderer Mathematiker in den

A. E. die Riccatische Gleichung, wie sie nun schon genannt wurde,

um einen Schritt weiter fiihrte, gab er im Noyemberhefte 1725 heraus,

was er der Hauptsache nach seit 1722 besass a

)
und auch schou 1724

in Venedig in seinem Buche Danielis Bcrnmillii exercitationcs quacdam
mathematical1

, pag. 77 80 veroftentlicht hatte. Die Form der frag-

lichen Gleichung, von welcher er ausgeht, ist

x

) A. E. Supplementa VIII, 74: Pratscribit frater mem, se illud sohisse;

sed praeter ipsum alii quoquc existunt soiulores. solutionem e.nim erucrunt letter

et Patruelis Nicoluufi Btrnoulli pariter ac cgowct; conim vcro analyses nondum

vidi, excepta ilia a Parentc exCOffitata, qints liationc vperationis et in procedendi
modo a me diversa- est.

2
) A. E. 172:&amp;gt; pag. 502 510. 3

) Ebenda 1725

pag. 473 475.
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I. axndx -f- udx = bdu,

und nun behauptet er, wenn irgend ein Werth n m die Trennung
der Veranderlichen gestatte, so sei diese noch moglich erstens bei

n =
j

r und zweiteris bei n m 4.m -f- 1

Setzt man erstens u =
,
du { ,

so geht I. in

7 dx bdu
axndx -\ ?

=
;-

y* y*

fiber, oder in dx -f- ax
ny dx bdy. Nun sei

n

s~ n ^ 1

/&amp;gt;* Qfl ~\- 1 /7 /y ... ,7 oJU o ttU/
,

- Mo.
n-\- 1

Durch Einfiihruug des Werthes entsteht

n n

s &quot;+* -^-
os&quot;&quot;

1
*
11

ds -4- asn+ l
y-
- ds = bdy

n-^-l
J n -(- 1

oder M

TT S n+1
J 2J (M-f-1^ ,

II. - ds -\- y*ds = dy ,a n

eine Form, welche mit I. die grosste Aehnlichkeit besitzt. 1st also

I. in seinen Veranderlichen trennbar bei n = m, so muss Gleiches

fiir II. stattfinden bei -. m, d. h. bei n
;

- Zweitens
n -{- 1 M -j- 1

kann man

, = _.._!_ j.,
w2==

ir*~ !?+
& 2

2/
*

a;
8

a;
3

a;
8 ^

setzen. Dadurch geht 1. fiber in

b * 2 /&amp;gt; i/ &amp;lt;/

*
6 * 2 7&amp;gt; ?/ ^7

as-da + -
t
rf*

^fcfe + ^^ -
x,dx-- x3

dx + jj,^.

Das 2. und 3. Glied links streichen sich gegen das 1. und 2. Glied

rechts, und wird die noch aus drei erhalten bleibenden Gliedern be-

stehende Gleichung, mit x2

vervielfacht, so entsteht

w*
axn+~dx -f- ^dx = l&amp;gt;dy.X

Eine abermalige Veriinderung bringt x -
,
dx = - hervor.

Diese Substitution liefert nauilich

mit wieder in die Augen fallender Aehnlichkeit mit I. Hilft also

bei I. der Werth n = m die Trenuung der Veranderlichen zu voll-
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ziehen, so muss bei III. genugeu, wenn n 4 = m
,

d. h.

n = m 4 .

So sincl die beideu Hilfssiitze bewieseu, und es bedarf au dereii

Anwendung nur eines besonderen in. Aber augenscheinlich 1st eiu

solches m, denn bei n verwariclelt einfache Division durch a -f-
2

die Gleichung I. in d# = -- - --
s

- mit getrenuten Veranderlicben. In

Folge abwechselnder Auwendnng erst des zweiten, dann des ersteu

Hilfssatzes, dann wieder des zweiten, des ersten u. s. w. ist also die

Trennung der Veranderlichen ferner moglieh bei n= 4 I,

, . 4 4 , . 4 8
bei n = T-TT =:: r ?

&quot;ei H = -, * ** - u - s - w- S&quot;*&quot;

4 H 1 o &amp;gt; o

gemein bei n
,
wo c- irgend cine gauze positive oder nega

tive Zahl bedeutet. Die Verallgemeinerung bewies Daniel Bernoulli

allerdings nicht. Er iiberliess es vielleicht dem Leser, sich durch An

wendung vollstandiger Induction zu iibenrenger, dass von n ~
die Veranderung des ersten HilFssatzes zu

4c
n =

2c 1

-j-t-
1

fiihrt, und von diesern n
^~~j,

die Yeranderung des zweiten Hilfs-

4c 4(c 1)
satzes zu n = -- --- 4 = - --.,-2c 1 2(e l)-j-l

Dagegen fiigte Daniel Bernoulli noch einige Bemerkungeri hinzu.

Alle ermittelten Werthe von n, sa-gt er, seien innerhalb der Grenzeii

n = 0, n 4 gelegen. Bei c = oo entstehe w = 2, ein Fall,

der besonderer Betraehtung werth sei. Die Differentialgleichung 1.

hiesse narnlieh alsdann ~ 4- u*dx bdu und verwandle sich mittels

-
j
= -

&quot;jT
i
^e^ weicher die Trennung der Ver

anderlichen moglich sei, wie daraus hervorgehe
1

), dass die Verander

lichen in den einzelnen Gliedern gleiche Exponentensumme besitzen.

Diese Bemerkung lasst erkennen, dass damals schon Daniel Bernoulli

von der Integrabilitat homogener Differentialgleichnngen
in einer Weise spricht, als wenn es sich um eine ganz allgemeiu be-

kannte Thatsache handelte. Manfredis Aufsatz von 1714 (S. 461)
wird ihm also vermuthlich bekannt gewesen sein. Der Name der

homogenen Difierentialgleichungen erschien freilich erst 1726 in den

J

)
in qua constat indeterminatas separationem admittere eo, quod in singuHs

terminis indeterminatae eandetii Jtabent exponentiiun summitm.
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Verollcntlichungeii der Petersburger Akadeinie. Das ist grade das

Grenzjahr, welches von diesem Abschnitte zum folgenden ftihrt. Wir

beabsichtigen erst in jenem von dem Gegenstande welter zu reden.

Die Riccatische Gleichung war ein Gegensfcand steigenden Inter-

esses geworden mid wurde auch in dem Briefwechsel zwischen

Niclaus II. Bernoulli und Christian Goldbach viel besprochen. Wir

wissen (S. 387), dass Christian Goldbach 1720 eine Reise nach

[talien machte, und auf dieser wurde er (S. 477) in Venedig mit

Niclaus II. Bernoulli bekannt. Die angekniipften Beziehungen

fiihrten zu einem fiber die Jahre 1721 1725 sich erstreckenden

Briefwechsel, der allerdings erst 1843 in die Oeifentlichkeit trat,

vorher also ebensowenig eine allgemeine Wirksamkeit ausuben konnte,

als ein anderer gleichfalls 1843 gedniekter in den Jahren 1723 bis

1730 zwischen Goldbach und Daniel Bernoulli gefuhrter Brief

wechsel 2
).

Aus dem erstgenannten Briefwechsel geht hervor, dass

Jacopo Riccati die Einzc-lfalle, welche die Trennung der Ver-

anderlichen in seiner Differentialgleichung gestatteu. sehr gut kannte.

Goldbach suchte solche durch Reibeuentwicklung
3
).

Um namlich

axmdx -\- J)y
nxpdx = dy zu bchandeln, setzte er

y = cx&amp;lt; -f /V+ A
-f yx

e+- k + hz f+ st
H---- ,

entwickelte daraus

y = KXen
-f fix

en+ k + yx
sowie

dy = [cex
e~ l

-f f(e -f &

und erhielt nach Division (lurch dx auf beiden Seiten des Gleich-

heitszeichens Reihen, deren Glieder er der Ordnung ihres Auftretens

nach mit einander verglich. Er setzte also

+} =
f(e -f- tyx***-

1
u. s. w.

Aus der ersten Gleichsetzung fand er e = m -\- 1, c -- Aus der

zweiten ergab sich en -f P = + k 1
,
sowie I a -

f (c 4- k\ und

en -}- p = e + k 1 liess sich auch mn -f- n -f- P m + 1 + k 1

schreiben, woraus k = (m -\- 1
) n -\- p m folgte, nebst andererseits

f^J^ alg Folgerung aus la = f(e -f- /,:)
u. s. w. Die vorher will-

--

r
)

in qua comtat i-ndetcrm&amp;gt;iatns separationrm admitterc to, quod in singulis

terminis inclettnninatae mndcm Jiahent cxpontniium aummam. 2
) Der Brief

wechsel x.wischen Goldbar.h und Niclaus II. Bernoulli findet sich Cor

respond. math. (Fuss) II, 97170, der awisdhen Goldbach nnd Daniel Ber

noulli ebenda II, 173406. 3
) Correspond, math. (Fuss) II, 106flgg.
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kiirlich angesetzte Reihe fur y wurde dadurch zu einer ganz be-

stimmten. Niclaus II. Bernoulli dagegen brachte die Riccatisehe

Gleichung auf andere Formen zuriick 1

), welche, abgesehen von der

Gestalt gewisser in ihr auftretender Exponenten, der ursprunglichen

Riccatischen Gleichung durehaus ahnlich waren, so dass, wenn nicht

die (S. 477) erwahnte Aeusserung Daniel Bernoullis schnurstracks

entgegenstande, man sich fragen raiisste, ob letzterer bei dem oben

erorterten Aufsatze von 1725 ganz unabhangig verfuhr und nicht

Anregung von seinern Bruder erhielt, der ihn schon als Kind in die

Mathematik eingefuhrt hatte, und mit dem er, so lange Niclaus II.

Bernoulli lebte, in engster Bruderliebe vereint blieb, eine grade in

dieser Familie aufs Angenehrnste beriihrende Erscheinung.

Zum Schlusse des Kapitels sparten wir uns die Erwahnung einer

Arbeit wieder eines italienischen Adligen auf, welche uns zugleich

Gelegenheit gibt etwas nachzutrageri, was iui XVI. Abschnitte, wo

es eigentlich hingehort, aufgespart wurde. Wir konnen das Gebiet,

iiber welches wir zu berichten haben, mit einem freilich ganz der

Neuzeit angehorenden Namen als das der Additionstheorerne be-

zeichnen. Tschirnhaus hat im November 1695 einen solchen Satz,

wenn auch unbewiesen und unbeweisbar, ausgesprochen , indem er

(S. 155) behauptete, er sei im Besitze eines Verfahrens, welches ihm

ermogliche, bei jeder Curve ein Bogenstiick zu ermitteln, welches zu

einem anderen auf ihr gegebenen Bogenstiicko in gegebenera Ver-

haltnisse stehe. Tschirnhaus wollte vielleicht damit ubertrumpfen,

was die Bruder Bernoulli wirklich schon geleistet hatten.

Jakob Bernoulli brach die neue Bahn mit einem Aufsatze im

Januarhefte 1691 der A. Ev von welchem (S. 220) nur Wtmiges an-

gedeutet wurde, eingehendere Besprechung
bis hierhor verschiebend a

).
Jakob Bernoulli

will (Figur 69), man solle die Axe einer

gewohnlichen Parabel in Gestalt eines

Kreises BCDM zusammenbiegen Die

Ordinaten sollen senkrecht zur Axe ge-

richtet sein, wie z. B. DG~y, wahrend

BJ) = x. Die Endpunkte G der Ordi

naten, welche mit Hilfe der Gleichung

y
2 = Ix bestinimt sind, bilden die Curve,

welche parabola helicoidis oder auch spiralis
69.

x

) Correspond, math. (Fuss) II, 140 14.J.
2

)
Ueber don in Jac. Bcr-

n on His Opera I, 431 442 abgedruckten Anfsatz: Specimen calculi differentiates

in dimensionc pantbolat! lt?hcoidis vergl. G. D. E. Weyer, Ucter die parabolische

Spirale. Kiel nnd Leip/ig 1894.
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parabolica gcnannt werden konne. Der Name der parabolischen

Spirale ist der Curve geblieben. Schon hier kann Zweierlei be-

merkt werden. Erstens hat Jakob Bernoulli hier an einem beson-

deren Beispiele das benutzt, was Leibniz ein Jahr spater (S. 211)

kruminlinige Coordinaten nannte, und zweiteus sind hier wahre

Polarcoordinaten vorhanden. Jede auf die Kreisperipherie J3CDM
in irgend einem Punkte D senkrecht gezogene DG muss verlangert

durch den Kreismittelpunkt A hindurchgehen, kann mithin auch als

von dort ausgehender Polarleitstrahl gedacht werden, und der Kreis-

bogen 15CD ist dem Drehungswinkel des Leitstrahls aus seiner

Anfiingslage proportional. Wiirde man AB=r, AG=Q, DGr Q,

LitAD ft, arc. BCD = r%- nennen, so wurds als Gleichnng der

parabolischen Spirale (r p)
2 = lr& entstehen, wahrend Bernoulli

allfii dings es bei Ix = y* bewenden lassfc. Die Bogenlange wird ver-

moge des bei E reehtwinkligen Dreieckchens FEG gefunden. In

diosem Dreieckchen ist FG**=FJE*+EG*. Aber FE=*dy; EG: CD
A /-i A n i T&amp;lt;n

CD.AG dx(r )
, xix-9= AG : AD, also EG = -?= = ------ und FG 2 = dyAD r

-\-

r

jr^-
dx?. Aber die Gleichung Ix = y

2
liefert dx -

dy,

mithin

und

FG =

Kunnte man, sagt Jakob Bernoulli 1

), das Integral ^dieses Ausdruckes

finden, so hatte man die Lange der Curve BFG. Hier tritt also,

so weit uns bekannt ist, das erste Integral auf, in welchem eine

Quadratwurzel aus einem Ausdrucke 4. Grades vorkommt, mit anderen

Worten ein elliptisches Integral. Das ware schon von Wichtig-

keit, wenn wir darin auch nur ein zufalliges, durchaus unbewusstes

Verdienst Jakob Bernoullis erkeunen diirften, einem Integrale begegnet
zu sein, das da/.u bestimmt war, spater eine Rolle zu spielen. Aber

Jakob Bernoulli ging weiter als das.

Seit Van Heuraet (Bd. II, S. 920921) wurde die Aufgabe der

Rectification nicht selten auf eine solche der Quadratur zuriickgefiihrt,

/t
i

.

Xdx eine Curvenlange darstellte, eine

Ililfscurve y = X, deren Flache jener Lange als Maass diente. Fiir

:

) CI/./HK quantitntis integrals, si dari potset, exliiberet longitudinem curvae

BFG.
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die Integration als solche war damit natiirlich gar nichts gewonuon,

denn das Integral behielt seine Form, wahrend es die Bedeutnng

wechselte. Ein sehr grosser Vortheil ergab sich a her durch Zeich-

nung der Hilfscurve in dem besonderen Falle der parabolischen Spirale.

Hier zeigte namlich die Hilfscurve einen vollkommen syminetrischen

Verlauf, wodurch sich beim blossen Augenschein die Gleichheit ge-

wisser Flachenstiicke, beziehungsweise verschiedener Curvenlangeo,

welchen jene Flacheustiicke als Maass dienten, ergab, und Jakob Ber

noulli durfte den Satz aussprechen
1

),
es offenbare sicb dadureh auch

fiir Curven, deren Lange nicht bestimmt werden konne, eine Gleich

heit von einander unahnlichen Bogen. In Zeichen moderner Integral-

rechnung lautet der Satz fiir die parabolische Spirale

a

/v 1 i

]

J

=
J

i

~r

Setzt man namlich in dem links vom Gleichheitszeiehen befindlichen

Integrate y = -f- s
t

in dem rechts vom Gleichheitszeiehen befind-
u

lichen y = ~
z, so nehmen beide die gleiche Gestalt

Johann Bernoulli, damals

noch auf dem besten Fusse mit

seinem Bruder stehend, warf irn

Augustheft 1695 der A. E. die

Frage auf 3

),
ob man nicht im

Stande sei, Curven zu finden, deren

Sumine oder Differenz sich durch

einen Kreisbogen darstellen lasse,

und beantwortete sie bejahend.

Sei (Figur 70) eine Curve ABC
gegeben mit DE als Beriihrungs-

linie im Punkte A. Diese DE
wird als Beriihrende in Bewegung

dm an 2

).

Fig. 70.

)
wide patet, quod in curvis etiain illis, quae rectificationem nonchim accepe-

runl, nonnumguatn paries aeqiiales dissimilares assignari possunt. *)
Diese Form

der Bcweisfiihrung benutzte Enneper in Note VII seines Werkes: Elliptische

FunctJonen, Theorie und Geschichte. 8

)
Job. Bernoulli Opera I, 142144.
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gesetzt, so dass sie nach und nach die Lagen LBM, IBm, /ulet/t

GCF (als Beriihrende an die ABC iin Punkte (7) aunimint. Die

Enclpunkte der DE beschreiben bei dieser Bewegung die Curven

DUG und EMmF. Urn D als Mittelpunkt wird mit DE als

Halbmesser ein Kreisbogen ENnO beschrieben, (lessen Endpunkt
durch die Gleichheit der Winkel EDO = EPF bestimmt ist. Dann
wird behauptet, die Curvenlangen DG und EF glichen zusammen
dem Kreisbogen EO. Zum Beweis werden zwei zunachst auf ein-

ander folgende Lagen der bewegten DE, uamlich LBM und IBm
ins Auge gefasst und DN

|| LM, Dn
\\
Im gezogen. Die doppelt-

rechtwinkligen Dreiecke LBl, MBm, NDn sind der Construction

nach einander ahnlich. Folglich ist

BM_ __ Mm BL + BM _ Ll+ Mm
1BL

~
~Ll BL~~ ~~Ll

oder wegeii BL -f- BM LM auch

LM Ll+Mm LM BL
daraus~wr -------

r ; &amp;gt; -77-757 -7--,-.BL LI LI-}- Mm LI

oder
; wegen LM= DN, auch -j- = J, Wegen der hervor-

gehobenen Dreiecksahnlichkeiten ist aber auch -yr
==

~jw~~

lich Nn LI -f- Mm. Dasselbe Gleichheitsverhaltni^s findet iiber

den ganzen Bogen E statt, d. h. es ist E = DG -(- EF, wahrend

DG und EF zwei Evolvehten von ABC sind. Voraussetzung war,

dass der Punkt A sich zwischen D und E befand. Liegt dagegen E
zwischen D und A, so findet ein ganz ahnlicher Satz statt, bei

welchem nur statt der Summe zweier Curven deren Differenz auftritt.

Im Octoberhefte 1698 der A. E. kam Johann Bernoulli in

dem Aufsatze Theorema universale rectification* Linearum Curvarum

inservicns
1

)
auf den Gegenstand zuriick und fragte nunmehr, ob ntcht

der Kreisbogen der friiheren Untersuchung durch eine Gerade ersetzt

werden konne, ob es also nicht Curven gebe, deren Summe oder

Differenz eine geradlinig herstellbare Lange besitzen ? Er beant-

wortete die Frage dahin, jede parabolische Curve amy^ = bn
%v, wo

m -\- p = n -{- q, sei entweder fur sich oder mit einer anderen para-

bolischen Curve vereinigt rectificirbar. Die erste cubische Parabel

mit der Gleichung Saty = x3 habe die Eigenschaft, sich selbst in der

Art zugeordnet zu sein, dass auf ihr zwei Curvenstiicke angegebeu

&amp;gt;)

Job. Bernoulli Opera I, 249253.
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werden konnen, deren Unterschied rectificirbar sei
1

).
Einen Beweis

des so Ausgesprochenen gab Johann Bernoulli r.icht.

Nun trat eine ITjahrige Pause ein, bis ein italienischer Gelehrter

sich an den Gegenstand wagte. Graf Giulio Carlo de Toschi di

Fagnano
2

) (1682 176(3), gewohnlich kiirzer als Graf Fagnano
bezeichnet, gehorte einem alten Adelsgeschlechte in Sinigaglia an. Tin

Collegio Clementine in Rom, wo er erzogen wurde, zeichnete er sich

in alien Fachern aus mit alleiniger Ausnahme der Mathematik. Erst

spater beim Lesen der Recherche de la verite von Malebranche er-

kannte er die Nothwendigkeit mathematischer Bildung und warf sich

voll Eifer und ohne Lehrer auf die friiher vernachlassigten Studien,

die er bald beherrschte. Er war Consul der Konige von Spanien

und Sicilien in seiner Vaterstadt und pflegte die Wissenschaffc nur so

nebenbei. Hatte er seinen Schreibtisch verlassen, so horte er ohnedies

mit jedem Nachdenken auf. Dieser eigenthiimliche Geist hat nun

zahlreiche mathematische Arbeiten hervorgebracht, welche meistens

zuerst in dern Criornale de letterati d Italia erschienen, dann in zwei

Banden Produzioni matematiche (Pesaro 1750) gesammelt wurden.

Auf dem Titelblatte eines jeden der beiden Bande findet sich eine

Lemniscate mit der Ueberschrift Deo veritatis gloria, und Figur wie

Ueberschrift wurden Fagnanos ausdriicklicher Anordnung gemass auf

seinem Grabsteine wiederholt 3

).
Wir erkennen daraus, dass Fagnauo

das grosste Gewicht auf seine Untersuchungen iiber die Lemniscate

legte. Die Zeitfolge wie die Gedankenfolge, welche uns zu Fagnano

gefiihrt hat, verlangen indessen, dass vorher iiber andere Arbeiten

berichtet werde 4
).

Im XIX. Bande des Giornale de letterati d Italia, welches abge-

kiirzt G. L. I. heissen mag, stellte Fagnano 1714 unter ausdriick

licher Bemfung auf Johann Bernoulli und dessen Aufsatz in den

A. E. von 1698 die Aufgabe, man solle, wenn auf einer biquadrati-

schen Parabel erster Art von der Gleichung xl = y ein Curveustiick

abgegrenzt sei, auf derselben Parabel ein anderes Stuck abgrenzen,

so dass beide CJurvenstiicke einen gradlinig darzustellenden Unter-

:
) adeoque est Parabola cubicalis primaria, quae cum se ipsa comparata recti-

ficari potest, seu in qua assignari possunt duo arcus quorum differentia est recti-

ficabilis. -)
Memorie concernenti il Marches? Giulio Carlo de Toschi di Fagnano

fino al Mese di Febbi-aio dell anno 1752 inviate dal Padre Dwi Angela Calogcra

abate Benedettino Camaldolese al Contc Giovanni Maria Mazzuchelli abgedruckt
in Sulletino Boncompagni III, 37 46. &

) Bald. Boncompagni im Btdletino

Boneompagni El, 31. 4

)
F. Siacci, Sid teorema del Contc di Fagnano im

Bulletino Boncompagni HI, 1 26. Enneper, Elliptische Functionen, Note

VI und VII,
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schied besitzen. Im folgenden Jahre 17lo gab Fagnano im G. L. L

XXII die Auflosung seiner Auigabe unter Verallgemeinernng derselben

auf ParaWln verschieoener Art. sofern dieselben nur der Gleichnng

-M

- ymHgVHr
wo ? beliebig positiT oder negatir, ganz

oder gebroeben gewahlt werden darf. Wird s fur die Lange des

Bogeos, t far die Lacjie der Beruhrungslinie Tom Berutrungspunkte

bia wrr Mmtmtmttti guglii^ und bedeutet Bestrichelung die Differen-

-j- y
** dx nnd r= -.Vl -f y

5
- Die ge-s=

gebene
liefert y =^ und &amp;lt;

=^j )/1 -f
(-f )&quot;

dx=*+

wie sieh dureh nachtragliehe Differentiation leicht als wahr erkennen

Demzufoige 1st

dz

i a)

Die Einsetzung der Grenzen,

um von dem unbestimmten

Integrate zu dem bestimmten

&quot;bfrzugehen, erfolgt in &amp;lt;Jer

Weise, dass, wenn (Fignr 11)

P, PI, Q, Qi Curvenpnnkte

bedeuten, denen die Abscissen

bei welchen die entsprechen-

den Langen der Beriihrungs-

linien PH, P^, Q$, Qi*i

gind, die beiden Gleicbungen iUttfindf-n

^rc AP, - arc A
1&amp;gt;)

- (PJt,
- P/0



.

-

*

+(tr

:= -

integriren, so dass die aus ibrar
Integralgieicirang folgewie

formation TO * nadi x da

/ in

Erei, ao mfiasoi H^ die dieses beidea

grain gfekfaft WoAe enHricr adkt glm4 an, A k
PPi-*QQ1

= ^*l~PR)-(&Sl -QS). Bei

integrirt aick i. R

x. * * &quot;- -
^IT r J f^ft ti^ - .

steUt also den FaU der Ao%abe TOO 1714 her. etxMo wie 4
der Behaaptong Johann Bejnoaffis TWI 1686 (& 484)
Die Gleichung

wird alsdann dureh 3
(?|)V 1 -y + integrirt Awn der FaU

w = 3, d. h. die Ciunre ^oay = 4jr
5 wird Ton Fagnano beaaadelt

und

errkannt Anders EinielfSUle ubergetaa wir and en rt^rn aocn nkat
g^uauer, wie die Gleichungen, wekne wir Integra^tiekuugen g^uannt
haben, dau dieuen i aus jr, beiiehungswefee /, us x

t TO
CAxrom. CmMlXt a HilliiX^ TO. i i Art.
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Wieder ein Jahr spater, 1716 im G. L. I. XXVI, erschien das

Teorema da cui si deduce una nuova misura degli Archi Elittici, Iper-

bolici e Cidoidali. Mit Fagnanos eigener Bezeichnung, in welcher

h, I, f, g beliebige Constanten bedeuten und

ist, heisst der Fagnanosche Satz, dass unter der Voraussetzung

und s= -j- 1 das Integral von X-}- Z= im ersten Falle (s 1) durch

, im zweiten Falle (s == 1) durch &quot;.....
dargestellt werde.

V-n Vsi

Bei s = 1 ist

F) fhx*e* + fix* + flz* + gl =
und daraus

fhx

Mithin ist

^^ + ? I . hz* + l_ - __ nnn _ _ -
&amp;gt;

~
&amp;gt; *

fx*

und daraus

. , T , 7_ /dx.dz\i
. u. n. A (- j

x } yf

Differentiation von F) gibt nach Division durch 2fxsY fl die

Gleichung r ,

beziehungsweise

y^l /dx

Yf \ z

und folglich X -f- Z= -7-- d(aj^). Integration bringt daher

V Z Idx - &amp;lt;i2\ A , , . ,v h Jf N-
(
----

)
= __ (,sd# 4- xdz) = -------

d(xfs)
\ * */ Vfl^ l^fl

/-^
hervor.

Bei s = 1 ist

ru i i I V __ Q

Daraus erhalt man

Mithin ist

hx + l __ he* , hz +l __ hx*
&quot;

&quot;

&quot;&quot;&quot; UUvl _/ i

9 f**+9 9
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X + Z- (zdx
Va

Hier bringt die Integration Cx 4- A = ^=^ hervor.
J J yg

Der so in seiner allgemeinen Form bewiesene Lehrsatz entwickelt

seine eigentliche Wirksamkeit bei der Anwendung auf die Ellipse
und die Hyperbel.

Sei (Figur 72) die Ellipse AIHG gegeben, deren Qleichung

^ H- ?-!
= 1 sein soil. Ihr Bogeneleinent ist d

Fig 72.

Fagnano setzt, um die von ihm gewunschte Form zu erhalten,

a2 62= --, so dass das Bogenelement dx\/
*** +

f w ird,2 r 2 ax 1
4- 2 a 8

oder X, sofern I = 2 a8
, / = 2 a, g = 2 a3

gewahlt wird. Die Ver-
iii i i_ * fix* ql

mittlungsgleichung e2 =
-7, r:rvY~ zwischen s2 und x* heisst alsdann

/ /IvC ~j~ / i

., 2a8 2o 3
a;

&amp;gt;

& ===
o 3 i h a un &quot; gestattet, wie im allgemeinen Falle, z zu finden.

wenn x gegeben ist. Aus x = zum Beispiel folgt z = a, und

x angenominen werden mag. Sind&quot;^

1 was aucn

CD = x, CE = z zwei zu einander gehorende Abscissen, so stellt

JX den EUipsenbogen AB, )
Z den Ellipsenbogen AF vor, und der

Fagnanosche Lehrsatz spricht aus: arc AB 4- arc AF= ~^- z
- 4. jr

I 9 // * I

&quot;

32*
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wo K eine Integrationsconstante ist. Zu deren Bestimmung dient,

dass, wie wir hervorgehoben haben, x = mit z = a zusammen
stattfindet. Zugleich fallt aber bei x = der Punkt B auf A und
bei z = a der Punkt F auf G, d. h. es ist -f arc AG = -\- K.
Setzt man den Werth K= arcAG in die als Ausdruck des Fagnano-
schen Lehrsatzes angegebene Gleichung ein, so entsteht

arc AB -{- arc AF arc A G -

hxz

hxs
a &amp;gt;

oder endlich arc AB arc GF=
Die Hyper bei dient Fagnano als Beispiel des zweiten Falles, in

welchem -- - =
T7 , -I- .- --

f nx z i ix f I Z -\ j
=

ist, und

Vg

nach sich zieht. Sei (Figur 73) ABF die Hyperbel rait der Glei

chung s
~ = 1 . Ihr Bogenelement ist

Fagnano setzt a2
-j- &8 = -

t _

Bogenelement in der Form dx~\/ -A Y Vax*

(L {E fL

und erhalt dadurch das

2a 3

2 a 3 welche

mit X iibereinstimmt, sofern 1 = 2 a3
, f2a,

g = 2a8

gewahlt wird. Das Integral

Fig. 73.

nimmt also hier den Werth xz\/ -=?-,
=

Y 2o

und rechnet man die Hyperbelbogen von A an, nimmt

CD = x, CE = z, wo x und z mittels

z* = ~JS- f-,
: ~f- d. h. mittels z* =

hx*

x z~\/h

zusammenhangen, so wird arc AB -f- arc AF 4=* -f- K. Zur

Ermittelung der Integrationsconstante K wahlt Fagnano diesmal zwei

andere Abscissen Cd = t, Ce u, wo u* = und erhalt so

Durch Ab-

ziehen der zweiten Gleichung von der ersten fallt K weg, und es

TV/t*- , i
ht* a*h

eine zweite Gleichung arc Ab -j- arc Af= __ -f- J

ay2a

bleibt arc Ff arc Sb = (xz tu) _
ay2 a

Er fiigt die Bemerkung

liiuzu, der eine der beiden Hyperbelbogen, etwa Ff, konne gan/ be-

liebig angenommen werden, worauf der andere besiimmt sei.
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In spateren Aufsatzen von 1717 G. L. L XXIX und 1720 G. L. I.

XXXIII hat Fagnano noch weitere Differentialgleichungen mit Quadrat-

wurzeln behandelt und gezeigt, dass

dx

- + 3fe*= = mittels

yi - ** yi-z*
- = mittels

1/1
-f- 22

-\- %
2zz = 1 und

integrirt werde, dadurch eine Bahn zu neuen Entdeckungen eroffnend.

Wir haben (S. 485) von Fagnanos Untersuchungen iiber die

Lemniscate gesprochen. Dieselben ziehen sich durch mehrere Ab

handlungen, deren alteste aus dem Jahre 1718 zu stammen scheint 1

).

Die gewohnliche Gleichung der Lemniscate
(a:

2
-f- /

2

)
2 = 2 a2

(a
2

t/
2

)

kann durcti das Gleichungspaar YH -f- w2
,

-- ==- ]/w w2 ersetzt

, a*(l-\-2u)* , n , a s
(l 2w)

s

werden. Dann ist rfa;
2 = - i-du, dip -. r-4 M -- M* 4 W U*

und s -^ I
-&amp;gt;-=

|/2J ]/u(l ft&quot;)

Der Bogen CS (Figur 74)

soil von an gerechnet

werden
,

\v o a; == sowie

y 0, mithin auch u

ist. Im Punkte L ist

Fig. 74.

inithin?&amp;lt;= l. Im Punkte S

mag # ==
|/wz -f~ w2

,
M = w sein. Man hat alsdann

(/

,1cf a f* du
arc CS = --- I

-- =-.
1/2j y(i - u)

Nun wird eine neue Veranderliche v mittels u . eingefiihrt.

Diese Substitution macht, dass bei u = 0, v = 1 und bei u m,
i m

V =
1-fwi

wird. Ausserdem wird

, ,

du ==
;-

r und

Poggendorff I, 715. Wir geben unseren Auszug nach Enneper,

Elliptische Functionen, Note VII, da uns Fagnanos Werke und ebenso das

G. L. I. nicht zur Verfiigung standen. Dass allerdings Enneper sich nicht

genau an Fagnano angeschlossen haben kann, geht aus der gefuhrten Rech-

nung hervor.
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Man erhalt so
I m
T+m

a f dv _ = JL C *
~

yij y^r-^v*) VM y^i~&amp;lt;&amp;gt;

l+m
1 m
1+m

J_ /* JP .

VV l/v(!- )

In den beiden rechts stehenden Integralausdrucken
kann man ohne

Weiteres den Integrationsbuchstaben
v wieder durch u ersetzen.

bedeuten augenscheinlich wieder Lemniscatenbogen, und zwar beginnen

beide bei C, wo u = war. Der erste derselben endet bei L, wo,

wie wir bemerkten, u = 1 1st, der zweite etwa in M
,
wenn dort

u =1-^, beziehungsweise x = A^/^1̂ ^ ist Die gefundene
1 ~T~ Wl _

Gleichung heisst demnach arc CS = arc CL - arc CM =

Zwei Lemniscatenbogen von gleicher Lange sind gefunden, deren emer

in C, der andere in L beginnt, wahrend die anderen Endpunkte darch

= m und u ^F-^ bestimmt sind. S und -M fallen beide in einen
1

J
JW

Punkt T zusammen; wenn m = i^, d. h. m = J/2
- 1 irt. Dazu

gehort der Wert x = a/2~ 1/ und der fiber diesem Abscissenpunkt

liegende Lemniscatenpunkt T halbirt den Lemniscatenquadranten CTL.

Fagnano wusste aber ausser der Halbirung des Lemniscaten

quadranten auch dessen Drittheilung und Ftaftheilung zu voUziehen,

worauf wir nicht naher eingehen, und er zog die Folgerung,

Lemniscatenquadrant lasse sich algebraisch w-iheilen, wenn M in emer

der Formen 2 2m
,
3 2, 5 2 &quot; enthalten sei, wo m eine ganze pos

tive Zahl bezeichnet. Dieses 1st, ruft er aus, eine neue und eigen-

thumliche Eigenschaft meiner Curve 1

).

) Questa t una nuova e singolare proprieta della mia cwrva.
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101. Kapitel.

Geschichte der Mathematik. Klassikcrausgaben. Worterbucher.

Die Geschiclite der Mathematik als Gegenstand wissenschaftlicher

Forschung nahin in clem Zcitabschnitte, zu dessen Behundlung wir

uns wenden, einen gcwaltigen Aufschwung. Wir begegneu Scbrift-

stellern, deren Absicbt auf die Bearbeitung des ganzen Gebietes ge-

richtet war, wie solchen, welche an Einzeluntersuchungen sicb geniigen

liessen, und wir werden von ibnen in dieser Reibenfolge reden.

Johaun Cliristoph Heilbronner 1
) (17061747 etwa), eiu

Scblosserssohn aus Ulin, widmete sich nach der Theologie der Mathe

matik, iiber welche er in Leipzig mehrere Jahre lang Vorlesungen

hielt. Er bezeichnet sich auf dein Titelblatte seiner ersten Schriit:

Versueh finer mafliematischm Historic. Erstcr TJicil. Darinnen cine

Abhandlung von dem Nutgen der Mathcmatik iilMrlmnptf
und die Historic

der Reclienkunxt cnthalten aind (Franckfmi und Leipzig virleyts Samuel

Wohter, Bwhhandler in Ulm 1739) als Tlieol. &amp;lt;&amp;gt;t MatiietH. Studios.,

wiihrend er auf den Titel der 1742 boi Johunn Friedrich Gleditsch

in Leipzig erschienenen Historia maflttseos nnirersae a nnuido condito

ad semlum p. C. n. X VI frracripuorum m&amp;lt;tthcnwth-onmi vitax, doywata,

scripta et manuscripts compkxa. Accedit reeens/o clementorum, com-

pendiomm et operum mathematicorum afquc listoria arifhmetices ad

nostrn tempora nur Jo. Christoph. Heilbronner schlechtweg und ohne

jeden Zasatz heisst. Heilbronuer ist bald fiber
,

bald nuterschatzt

worden. Zur richtigen Wurdigung ist eine Vergleicliung mit dem

etwa hundert Jahre alteren Vossius (Bd. 11
7
S. &amp;lt;i52 -tJ53) unerlasslich.

Ibn hat Heilbronner als hauptsiichliche Quelle benutzt, allerdings

ausserst kritiklos benut/.t, so dass der Sinn des von Vossius Behaup-

teten unter Umstanden zur Ohketmtlichkeit entstellt ist. Am deut-

lichsten zeigt folgendes Beispiel, \vie wir das meinen. Vossius spricht
2
)

von der vor 86 Jahren durch Yertranius Maurus verl\issten Lebens-

beschreii&amp;gt;uug des Terentius Varro. Dereu Datum komint dadurch

l

) Allgemeine deutsche Biographie XI, 313. *j Vossiug pag. 3y.

33*
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uugefahr auf das Jahr 1500. Heilbronner sagt deranach in dem
deutschen Versuch u. s. w. ganz richtig

1

),
das Zeugniss des Vertranius

Maurus sei noch nieht 200 Jahre alt. In der lateinischen Historia u. s. w.

dagegen heisst es: haec cum ille anno 86 acripserit*}. Die 86 Jahre

des Vossius sind also oline Umrechnung wiederhergestellt, und kein

Leser wird jetzt dem Wortlaute ontnehmen konnen, wann eigentlicli

die schriftstellerische Thatigkeit des Vertrauius Maurus stattfand.

Wo Heilbronner anderen GewahrsmJinnern als Vossius folgt, ist er

nicht selten ungliicklich in seiner Wahl. Vossius 3
)

hat Hypsikles
etwas mehr als 100 Jahre vor Christi Geburt angesetzt, was der ge-

schichtlichen Wahrheit entsprechen diirfte. Heilbronner 4
) setzt deii-

selben mit Fabricius auf 160 nach Christi Geburt. Eudemus, der

ausdriicklieh als Schiller des Aristoteles bezeichnet ist
5

), soil im

4. nachchristlichen Jahrhunderte gelebt haben, Leonardo von Pisa im

15. Jahrhundert, wofiir Blancanus als Quelle angefuhrt ist
6

).
Und

dennoch ist neben den grossen Mangeln und groben Pehlern eine

Fiille von Gelehrsamkeit in dem deutschen wie in dern lateinischen

Bande Heilbronners aufgestapelt. Es ist auch an einzeluen Stellen

wenigstens versucht den mathematischen Inhalt der genannten Schriften

zu schildern, so z. B. wenn der Beweis des Pythagoraischen Lehr-

satzes aus der Aehnlichkeit der Dreiecke hergeleitet wird, welche bei

Ziehung der Senkrechten von der Spitze des rechten Winkels auf

die Hypotenuse entstehen 7

), wenn die Ariihmetica mfinitorum von

John Wallis als die Darstellung einer neuen Methode die Quadratur

von Curveu und schwierigere Aufgaben der Mathematik zu unter-

suchen bezeichnet wird, wenn hinzugesetzt ist,
sie laufe darauf hinaus,

dass die Summe der natiirlichen Zahienreihe, dann die Summe der

Quadratzahlen, der Kubikzahlen u. s. w. erforscht werde 8
).

Heibronner

hat ferner das Verdienst, auf mathematische Handfichriften aufuierksam

gemacht zu haben. Bern hard von Montfaucon gab 1739 seine

BibliotJieca bibliotliecarum heraus, ein grossartig augelegtes Hand-

schriftenverzeichniss. Heilbronuer hat es durchgearbeitet und, was

mathematischen Inhaltes schien, seijoem lateinischen Geschichtsw erke

einverleibt. Die Angaben sind nichts weuiger als stets zutreffend oder

gar vollstandig, wie man heute weiss, aber brauchbar sind sie iminer

uoch, wie Heilbronners ganze Historia matlteseos es ist, wenn man

nur bei der Benutziing die nothige Vorsicht walten lasst und ins-

l

) Heilbronner, Veiauch S. 115 inn Schlusse der Anmerkutig nn.

8
) Heilbrouner, Historia pag. 2 J1, Anmcrkaug rn.

s
)
Vossiuw

pn&amp;lt;?.
.
!

&amp;gt;28,

7. *) Heilbrouner, Historia pug. a42.
&quot;)

Kbenda pag. 370: Endcimix

Wiodiits, Ariatutelis
discij&amp;gt;ulufs.

G
)
Ebcmla pag. 407. 7

) Ebcmlu pug. lotf,

AnuK-fkung kk. *) Kbenda pag. o J .t, Ul, l\i . o.
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besondere stets auf die ersten Quellen zurttckgeht, eine Vorschrift,

welche man eigentlich bei geschichtlichen Untersuchungen nicht nbthig

haben sollte besonders einzuseharfen.

Johann Friedrich Weidler 1

) (1691. oder 1G92 1755) gehorte

mit seiner Thatigkeit der Universitat Wittenberg an. Wir finden ihn

dort 1712 als Assessor der philosophischen Facultat, 1719 als ordent-

lichen Professor der hoheren Matheinatik, beziebungsweise der Stern-

kande, 1733 (nachdem er 1727 zu Basel die juristische Doctorwiirde

erworben hatte) als ausserordentliches Mitglied der juristischen

Facultat
7
1746 als ordentlichen Professor der Rechte, ohne dass jedoch

anscheinend die Verpflichtung juristiscke Vorlesungen zu halten von

ihm gefordert oder erfullt wordeu ware. Sein geschichtliches Haupt-

werk ist die Historia astronomiac sive de ortu et progress^ astronomiae

von 1741, welcher er 1755 noch eine Bibliograplria astronomica etc.

Accedunt historiae astronomiae supplementa nachfolgeu liess. So wenig

wir die Astronomie in den Kreis unserer Berichterstattung eingezogen

haben, so wenig gehort deren Greschichte in das Bereich dieses Werkes,

and wir nannten Weidlers Buch nur gelegentlich, weil wir nachher

eine Sonderuntersuchung des gleichen Verfassers zu erwahnen haben,

der uns alsdaim keine unbekannte Personlichkeit mehr ist.

Wir haben (S. 271) fur Christian von Wolfs Elementa malhe-

seos universae auf den XVIII. Absohnitt verwiesen. Wenn wir in

diesein Kapitel die gegebene Zusage noch nicht vollstandig erfullen,

berichten wir doch fiber den fiinften, letzten Band des grossen Hand-

buchs. Er ist 1741 in erster, 1752 in zweiter Auflage erschienen 2

)

und bezeichnet seinen Inhalt auf dein Titelblatte als Tomus quintus,

qui commentationem de praecipuis scriptis mathematicis, comnientatlonem

de studio mathematico recte imtituendo . . . continent. Dessen zweiter,

grosserer Abschnitt 3

)
ist eine Gesamintabersicht aller Theile der

reinen Mathematik, wie sie nacheinander erlernt werden sollen. Wolf

greift dabei vielfach auf Dinge der forraalen Logik iiber und beruft

sich nicht selten auf sein Worterbuch, von dem weiter oben (S. 271)

die Rede war. Der erste Abschnitt 4
)

ist eine Zusammenstellung der

Literatur der reinen wie der angewandten Mathematik und besitzt

insofern auch heute noch eine gewisse geschichtliche Bedeutung, als

man entnehmen kann, welche Werke Wolf empfehlenswerth erschienen.

Ausser dieser allgemeinen Bemerkung mochten wir noch auf /,wei

Stellen besouders hinweisen.

J

) Allgemeine Deutsche Biographie XLT, 453 455. Artikcl von S. Uunthor.

*) Uns liegt diese zweite Auflage vor, uii-1 auf sic beziohon sich unsero Au-

fuhrungeu.
s
) Wolf, Elementa math.V, 120408. *) Ebenda V, I -128.
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DH.M niehrgeunnnlr \\Olfsche Worterbueli war vergriflen. Der

Verleger bat Wolf 1

), cine neuo Auf luge uach seinem, des Verlegers,

Sinne, ml nicnlcm ipsius, zu bearheiten oder zu gestatten, dass der

Titel weuigstens unveriindert Wolfs Nairien zeige, wiihrend dio Um-
arbeitung (lurch einen Ailderen vollzogen wiirde. Wolf nennt die

Zumuthung nbgeschmackt, myul^um petition, and konnto und wolltc

sieh uicht darauf einlaH.sen, well seine Feder nicht kiiuflich sei. Der

Verleger veranstaltete niehtsdestoweniger 17IJ2 cine neue Auflage
2

),

unit welcher in Verbindiuig gebracht zu werderi Wolf sich offentlich

v-rwahrt

Wir wissni HUH dera t)5. Kapitel, dass Wolf in dein Prioritiits-

streite zwiohen Nowton und Leibniz auf des Let/.tereu Seite stand

und ihin jnitncbe Dienste leistete. In dern gescliichtlidicn Abschuitte,

von deni wir reden, erzahlt Wolf jenen Streit
3
).

Er bi-gniigt; sicb

dainit, die nackten Thntsachen zu erw:ibnen
;

d. h. zu sageu in deui

und dom Jahre habe in der und der Zeitschriffc der und der Aufsatz

gesbnulen oder sei der und der Brief gesclmeben worden. Er theilt

init, dass or dem dainals in Wien bofimllicbeii Leibniz das Erscheinen

des Commercium cpistoliatm angozeigt und ilm gefragt habe, ob er

eine Hesprechung in den A, E. wiinsche. Zuletzfc sugt Wolf: ,,l)ieser

Streit, wer Erfinder der Differentialrechnung sei, ist nachher init

grosser Erreguiig der (iemfitber, insbesondere zwischen Keill und

lohann Hernoulli gefdhrt worden, wortiber in erster Linie die Lrip

y-iger A. E. nachzulesen wind. Unsere Aufgabe ist es nieht, den Streit

zum AbschhiKse zu bringen, da hier nicht Raum fur, -einc l
]r&amp;lt;&quot;)rt(!rung

ist, ohne welche ein Abschluss nicht moglich, und wir uns eine solche

anch nicht vorgcnominen li!i))en. Zudeni ist es nnnolhig, aus der

erwiilintcu Xeitschrift abzuschreiben, was dort geleseri \verden kann.

Wir sellisl verelirj ii die Verdienste Newtons, wir verehren die Ver-

dienste Leibni/ens, P.enioullis und Anderer. Wir halten es filr billig,

dass .ledem &amp;lt;l;is Seine /ugewiesen werde, und dass gnss-

) Wolf, Elnm-titd tnoth. V, 10, 21. *) Die Ilei.U Ih.TtM r I ni\crsit;itH-

bildiothek ln sit/t cin Kxomjlar der II Anflapo dea Wftrtrl)uch8 in altem Ein-

Itande, auf dvsHon Kiii ki n der Titel Jahonn Jliibmv Le.xi&amp;lt;-on matln ni&amp;lt;ili&amp;lt;-uHi ^e-

druckt ist. Wir !i:ih&amp;lt;&amp;gt;n nifht ermiiteln kduiicn, ob der dem Vcrlo^er willffthrigo

iifiic HeraUHgebtr wirkli li .lohann Hiibiier liienn. Scin Name koinmt wcdcr auf

dem Titrlliliittc norh in einer Vorrede vor. Wolfs Name elK nsowenig. G. Ene-
strum iHililiol/x cit w/itfitnniticii 185&amp;gt;K S. 54) inurht, daranf aufincrksiini, der HeniUH-

^clii r der II. Ant la^e des Wolftuihen WirrterbucliH werde bei .lohann Wolfgang
Miiller (AuHerlewene matheinathiKcho Itibliothek, Nilrnberg IH JO, S. 207) Richter

penannt, verinuiJilifh scii
(J&amp;lt;-org

Frieilrich Itirlilt-r (1091 J74 J vgl. I oggen-
dorff II, (W4--C36) geineint, der 17.V2 (KUMrordentliciwr rnifc.-is&amp;lt;r der Mathe-

nuit.ik iji Leipzig war. *) Wolf, Element* math. V, 61-53, . 54, 36, 36.



Geschichte dcr Mathcumtik. KlaKNikontvisguben. Worterbiiohcr. 409

durch (K li Kuhm, dor die Kraft /u gliinzenden Krishmgen verleitet,

angespornt werden. Wir sind bereit, die Verdienste Anderer zu er-

heben, aber wir erachten os n\ rim-ii Verstoss gegen die Grund

gosetze der Moral, iiber das hob in Stroit zu gerat.ben, nn&amp;lt;i kein

Beispiel wird una veranlasscn . t-iiu ii JStein zu solchora Streite bei-

zutragen.&quot;

Ein bierher gebonMidos \Vrrk ans dem .laliro 17.
r

&amp;gt;() ist die

Jlisforica &amp;lt;t dotimatica &amp;lt;nf M&amp;lt;it fit-sin introdndio qua wcincfa matheseos

historia cum ccteris cjiwlem pnu twinitis, me non tysttHtotit matlicmatici

tiHhu atio contincniur von Frobeaius 1

).
Ihr Verfivsser, mit doniscbein

Nanien .lohan Nikolaus Frobes (1701 1750), studirte in Helm-

stiidt, daun als enger Schttler Wolfs in Hnlle und Marburg. Seit

17 J() las er in Heluistadt ul)cr \Vollsrbe Pkilotophie /.uerst nls

Privatdoccnt, spiitcr als Professor. 1m Jsvbre 1741 wnrde er tlber-

dies zum Professor der Physik und Matbeinatik ernannt, und nun

lebrte er alle diese Fiicher durch 10 Juhre, bis er 1751 die philo-

sopliiseben Vorlesungen abgab. Das erwiihute historiscb-matbe-

uiatischo Werk verleugnet die Abhiingigkoit seines Urbebers von

Wolf keineswegs. Aucb Frobesius bat zwei grosse Abscbnitte unter-

scbii deii. di reu zweiter die Unirisse der gesammten Matheniatik xeicbnet,

wiibreud der erste nach einer Scbilderung der Natur und des Wesens

der Mathematik, also nach einer philosophiscben Einloitung, sicb in

den X XX auf pag. 62 136 der Geschicbte /uwcndet 2

).
Nach

einer Auseinandersetzung des Nutzena der Gescliichto folgt XJ eine

Literatur der Biographien der Mnthematiker, XII Literatnr der

raathematischen Bibliographien, XIII Literatur der Geschichte der

Mathematik, alle drei recht brauchbnr, wenn auch nicht ganz voll-

stiindig. Von XIV an folgt die Geschicbte selbst, welcbe Fro

besius in fiinf Perioden tbeilt: 1) barbarica sive orientjilis (Inder,

Chinesen, Chaldaer, Phonizier, Aegypter). 2) graecanica vel graeca,

von Thales bis zur Stiftung der Alexandrinischen Schule. 3) Alexan-

drino-roniana bis zum siebenten christliclien Jabrhundert. 4) arabica.

5) occidentalis. Eigene Forschungen sucht man auch bier vergebens,

indess gibt der Verfasser genau seine Quellen und Gewiihrsmilnner

an. Die Geschichte selbst ist eine ziemlich compendiarische Auf

/-iihlung der cinzelnen Mathematiker und ihrer Krlindungeu. Die

Bearbeitung der 4. Periode ist ein blosses numerirtos Namensverzeich-

niss, die 5. Periode fehlt ganz.

) Allgeraeine Deutsche iiiographie VIII, 12U 1HO. *) Wir ben. ht.Mi

von hir an wiirtlich nach NeBselinunti, J)io Algebra der Griechen 17, da

wir selbut das Werk von Frobesiun uie gesolu.n liaben.
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Johaun Friedrich Stockhansen 1

) (1718 1776) war Prediger
in Kirdorf in Oberhessen und verfasste verschiedene theologische
Schriften. Mit mathematisehen Studien hat er sich duneben aus

Liebhaberei beschaftigt uud Geschichtliehes iiber diese Wissenschaft

gesainmelt and 1752 in Berlin bei den bekannten Verlegern Haude
und Spener herausgegeben. Der Titel lautet: Historische Anfangs-

griinde der Mathematik, worinnen der Ursprwng, Waclisthum, manclierley

Veranderung und Iteutiger Zastand sowohl der Mathematik iilerhaupt,

als aueh alter mid jeder Thcile derselben insonderheit mit B&t/fiigung

eincs Registers der vornehmsten Sacticn mid Scribenten gezeiget wird.

Das Buchelchen hat dadurch ein gewisses Interesse, dass in ihm von

Beriihmtheiten des 17. und 18. Jahrhunderts die Rede ist, die heute

kein Mensch mehr kennt, wahrend wirklich hervorragende Mathe-

matiker nur ganz obenhin genannt sind. Eine gelungene Verwechs-

lung
2

)
ist die des John Newton, des Verfassers der 1658 gedruckten

Trigonomdria Britamiica (Bd. II, S. 747) mit Isaac Newton. Da des

Letzteren Geburtsjahr 1642 ausdrucklich angegeben ist, so raeinte

Stockhausen offenbar, Newton habe jene Trigonometric mit 16 Jahren

veroffentlicht.

Jean Etienne Montucla 3

) (1725 1799) wurde als Sohn eines

Kaufmanns in Lyou geboren. In dem dortigen Jesuitencollegium

erhielt er einen ausgezeichneteri Unterricht und erwarb sich ebenso-

wohl reiche Sprachkenntnisse nls er tief in die Mathematik eindrang,

beides gleich unentbehriich Iiir das, was spater seine Lebensaufgabe
sein sollte. Zunachst studirte er zwar in Toulouse Rechtsgelehrsam-

keit, dann aber ging er nach Paris, uni seine allgemeinen Bildnngs-

bediirfnisse zu befriedigen. Das Haus des Buchhiindlers Jombert
bildete dort einen Vereinigungspunkt fflr zahlreiche Schriftsteller,

namentlich fiir Mathematiker, deren Schriften eiucu Verlagsartikel

ihres Wirthes bildeten. Dort verkehrte auch Montucla, dort lernte

er D Alembert, dort De Grua de Malves, den Architekten Jacques

Francois Blondel 4
) (17051774), den Astronornen Joseph Je

rome le Fran9ois de Lalande 5
) (1732 1807), welcher gleichfalls

ein Zogling des Lyoner Jesuitoucollegiums gewesen war, Guillaume
Le Blond 6

) (1704 1781), don Mathematiklehrer der koniglicben

Pagen, spater der koniglichen Prinzen kennen, und er befreundete

sich mehr und mebr mit dem Gedanken, das Werden der so ver-

x

) Allgenicine deutsche Biographie XXXVI, 292 29iJ.
s
) Stockhausen

1. c. S 149. &quot;} Montucla IV. 6dS (J72 (Sur la vie et IKS outages dc Mon-

tnda, cxtrait dc la Notice hi&loriyuu hie par Augusts Sarinitn Le lilond a la So-

ctite de Vcrsaillrs le 15 Janrier 1800 a pec ties Hildilions fur JVrdw? UK Lulande).
4
) Poggendori f I, 213.

&quot;)

Ebeuda 1, 13491361.
6
)
Ebenda I, 13981399.
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schiedenurtigen wissenschaftlichen Richtungen, die er bei den Mannern

seines taglichen Verkehres vorfand, zu ergrundeu und es darzustellen.

Eine Sonderuntcrsuchung, auf welche wir zuriickkommen werden,

bahnte 1754 den Weg und lenkte die Aufmerksamkeit auf deren

Verfasser. Dann erscbien 1758 die Histoire des Mathematiques in

2 Banden und bracbte ihm neuen Ruhm und Beforderung. Montucla

begleitete 1764 Turgot als koniglicher Astronom uaeb Cayenne, wurde

1766 Oberaufseber der koniglichen Gebaude in Paris, zog sich 1792

nach Versailles zurtick. Jetzt draug De Lalande in ihn, eine neue

Auflage des grossen Gescbicbtswerkes zu veranstalten und es bis auf

die Gegenwart fortzufiibren. Der schon 67jabrige Montucla liess sicb

bewegen. Am 7. August 1799 erschieneu die beiden ersten Bande

der neuen Auflage, aber ani 18. December des gleicben Jahres starb

Moutucla, obne die Fortsetzung druckfertig haben macben zu konnen.

Dieser Aufgabe unterzog sich De Lalande, und der Abstand des

3. und 4. Bandes von dem 1. und 2. ist ein Zeugniss fur die Vor-

trefflichkeit von Montuclas eigener Arbeit. Sein Nekrolog, welchem

wir die lebensgeschichtlichen Angaben entnehmen, riihrt von Auguste
Savinien Le Blond 1

) (1760 1811) her, einem Grossneffeu von

Guillaume Le Blond. Wir entnehmen ihm auch, dass Montucla Mit-

glied der Akademieu von Paris und Berlin war. Wir haben den

hohen Werth der Gescbichte der Mathematik aus Montuclas Feder

nicht bloss hier durch den Vergleich rnit De .Lalandes Fortsetzung,

sondern an den verschiedensten Stellen unseres eigenen Werkes, wo

immer wir Montucla benutzen kounten, theils ausdriicklich, theils da-

durch anerkannt, dass wir ihm folgten. Allerdings stand uns uberall

nur die zweite Auflage zu Gebot, welche gegen die erste weeentlich

verbessert und fast um die Halfte vermehrt sein soil, die zweite

Auflage, welche durch das Jahr ihres Erscheinens erheblieh jenseits

der Grenze dieses Abschnittes liegt. Aber wenn uns die erste Auf

lage auch nicht bekannt ist, die Moglichkeit, dass sie sich zu der

mit Recht weit und breit beriihmten zweiten Auflage auswachsen

konnte, schliesst ihr Lob in sich. Zweifellos ist Montucla in zahl-

reicheu Einzelfalien heute iiberholt, allein man darf nicht vergessen,

dass es dazu eines vollen Jahrhunderts und der Anstrengung zahl-

reicher Forscher bedurfte, welche Neues entdeckten, Neues heraus-

gaben und dadurch Folgerungen ermoglichten, welche Montucla nie-

inals hatte ziehen konnen, weil ihm die Vordersatze fehlten. Was
Montucla geleistet hat, sein Eindringen in den Geist der zahllosen

von ihm gelesenen Schriftsteller, fsein Zusammenfassen der Haupt-

) Poggeudorff I, 1391).
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gedanken der Werke, ilber welche er berichtet, sein besonnenes Ur
theil iiber zahlreiche Streitfragen ,

an welchen er menials scheu

voruberschleicht, erheben ihn so hoch iiber alle seine Vorganger,
dass seine Nachfolger sich glttcklich schatzen konnen, wenn nur ein

halb so grosser Fortscbritt von Montucla z\\ ihnen zugestanden wird,
als er etwa von Vossius zu Montucla vorhanden war. Man darf dabei

nicht aus den Augen verlieren, dass Montucla sich seine Aufgabe
zuui Schaden seines Werkes dadurch ungeheuer erschwert hat, dass

er die ganze angewandte Mathematik in den Kreis seiner Betrachtungen
init hineinzog. Es Avar, wie init vollem Rechte gesagt worden ist

1

),

in der That /u viel fur einen Mann, eine ganz iieue Bahn betretend,
eine aus den unmittelbaren Quellen geschopfte Geschichte der Geonietrie,

Arithmetik, Algebra. Mechanik, Astronomic, Optik, Schiffahrtskunde,

Geographic, Chronologie, Gnomonik. Differential- und Integralrechnung
zu sehreiben. Dieses Streben nach extensiver Vollendung musste die

innere crsticken.

Niichst den Schriftstellern, welche der Geschichte der Mathematik
ini Allgcmeinen sich befleissigten, nennen wir solche, welche Einzel-

untersuchungen veroffentlichten, die selbst wieder nach zwei Richtungen

auseinandergeheu, indem entweder die Mathematik an besonderen

Orten oder einzelne Gebiete der Mathematik in Frage &quot;kommen.

Johann Gabriel Doppelmayr
2

) (16711750) war der Sohn
eines Niirnberger Kaufmanns, der sich aus Liebhaberei mit Physik

beschaftigte und in Niirnberg die erste aufrecht stehende Luftpumpe
in Gestalt einer Blumenvase angefertigt haben soil. ,. Der Sohn erbte

die Neigungen seines Vaters, zu denen sich Freude an der Mathematik

gesellte, und das Studium zu Altdorf als Schiller von Johann

Christoph Sturm (S. 11) befestigte ihn in seinem Vorhaben, sich

von der Rechtsgelehrsarnkeit, welcher er eigentlich sich widmen sollte,

abzuwenden. Er kehrte ihr 1700 vollstandig den Riicken, machte

zwei Jahre lang Reisen durch Deutschland, Holland, England und

erhielt nach weiteren zwei Jahren 1704 die Professur der Mathematik

am Egidischen Gymnasium zu Niirnberg. Diese Stellung behielt

Doppelraayr bis zu seinem Tode, den ihm vielleicht ein physikalisches

Experiment brachte. Nach Versuchen mit einer Leydner Flasche,

vermuthlich infolge derselben, befiel Doppelmayr eine rechtsseitige

Lahinung, welche mit seinem Tode endigte. Von seinen zahlreichen

Schriften hat die Historische Nachricht von den niirribergischen Maflie-

matiris und Kunstlern, Niiniberg 1730, bleibenden Werth. Die Sprache,

l

) Nesselmann, Die Algebra dev Griechen S. 19. *) Allgemeine
deutsche Biographic V, 344345.
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ein Geinenge von Deutsch und Latein, ist /war im hochsten Grade

unerquicklich, anch die Uebermcnge von Berufungen erleichtert das

Lesen des Werkcs kcineswegs; dafiir ist es aber im hochsten Grade

zuverlassig und geeignet, sowohl auf anderweitige Quellenschriften

fur die Geschichte der Mathematik hinzuweisen, als auoh dieselben zu

ersetzen.

Wolfgang Ludwig Graefenhahn 1

) (17181767) veroffent-

lichte als Subrector des Gymnasiums zu Bayreuth 1744 und 1745

Schulschriften iiber die hervorragende Bedeutung deutscher Gelehrten

in der Mathematik und der Optik, und Frobesius (S. 499) wid-

rnete 17511755 mehrere Abhandlungen den Helmstadter Mathe-

matikern. Hierher gehurt aucli die Erwahnung des Grafen Maruli

Giovanni Maria Mazzuchelli 2

) (17071765) aus Brescia, der

1737 Geschichtliches und Kritisches iiber Archiined veroflentlichte,

spater eine allgemeine italienische Schriftstellerbiographie herauszu-

geben beabsichtigte, aber mit sechs in den Jahren 17531763 ge-

druckten Banden nicht iiber den Bucbstaben B hinauskarn.

Gabriel Cramer 3
) (17041752) gehorte einer ursprunglich

holsteinischen Familie an, welche nach Strassburg tibergesiedelt war,

von wo aus in der Mitte des 17. Jahrhunderts ein weiterer Umzug

nach Genf erfolgte. Zwei Cramer, Vater und Sohn, wareu beliebte

Genfer Aerzte, und auch der zweite Solm des Letzteren, Gabriel,

wurde einer Gelehrtenlaufbahn zugefuhrt. Er studirte an der grade

damals an vorziiglichen Lehrkraften reichen Universitat Genf. Der

Inhalt seiner Studien kann aus dem Titel der 1722 von ilnn ver-

theidigten Abhundlung iiber den Schall entnommen werden. Sehon

1724 wurde Cramer mit einer abwechselnd durch ihn und eineu

Studienfreund zu versehenden Professur der Mathematik betraut. Im

Mai 1727 erhielt er einen /Aveijiihrigen Urlaub, den er zu Reisen

benutzte. Er verweilte zunachst fflnf Monate in Basel in nahem

Verkehre mit Johann Bernoulli. Von da aus begab er sich nach

England, nach Holland, irn December 1728 nach Paris, wo er bis

zu seiner Heimkehr verblieb. Sein Hauptwerk fiber Curveii von 1750

wird uns im 106. wie im 116. Kapitel ausfiihrlich beschaftigen. Es

ist bei rasch sinkender Gesundheit vollendet worden. Ein schwerer

Fall mit einem Wagen trug dazu bei, den Zustand zu verschliramern.

Ende 1751 suchte Cramer Besserung auf einer Reise ins siidliche

Frankreich, aber schon am 4. Januar 1752 endete sein Leben in

Bagnols, einem kleineu Orte bei Nismes. Dass &amp;gt;vir ihn hier als oinen

) Poggendorff I, 934. *)
Bbenda II, 9798. 3

) B.ud. Wolf, Bio-

graphien zur Kulturgeschichte der Schweiz III, 203 226.
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Vertreter geschichtlicher Forschung fiber localisirte Mathematik zu

nennen haben, beruht auf einer Veroffentlichuug Cramers in den

Abhandlungen der Berliner Akademie 1748. Es ist eine Unter-

suchung
1

) fiber Hippokrates von Chios, in welcher der Nachweis

gefiihrt wird, dass wirklich Hippokrates und nicht, wie gelehrte Philo-

logen damals raeinten, Oinopides die Quadratnr der Mondchen erfand,
womit alsdann eine matheraatische Erorterung der Frage sich ver-

band, uber welcherlei Kreissehnen quadrierbare Mondchen herzu-

stellen seien.

Zu geschichtlichen Untersuclmngen uber eirizelne mathematische

Gegenstande uns wendend haben wir zuerst einer (S. 497) ankiindigungs-
weise erwahnten Abhandlung Weidlers von 1727 zu gedenken. Sie

fiihrt den Titel: De characterilus numerorum vulgaribus et eorwn

aetatibtts veterum monimentorum fide illustratis Dissertatio mathematica
et critica. Wallis hatte bereits im 4. Kapitel seiner Algebra erwahnt
es gebe alte Ausgaben von Boethius, von Beda und Anderen, in

welchen Zahlzeichen vorkommen, welche mit den sogenannten ara-

bischen Zahlzeichen ubereinstiramen, aber es sei nicht glaublich, dass

dieselben alteren Handschriften entstaminen. Weidler wurde in Alt-

dorf mit der Handschrift der Geometrie des Boethius bekannt, welche

spater nach Erlangen kam, und welche in den neuesten Ausgaben der

mathematischen Schriften des Boethius als die Handschrift e be-

zeiohnet wird. Man nimmt gegenwartig allgernein an, sie starnme

aus dem 11. oder 12. Jahrhunderte. Weidler hielt sie fur wesentlich

alter
2

), und auf diese Ansicht sich stiitzend sprach er zuerst und

bestimmt die seitdem oftmals wiederholte, oftmals bekampfte Be-

hauptung aus, die sogenannten Apices des Mittelalters seien nicht

von Gerbert und seinen Schiilern eingefiihrt worden, sondern sie seien

bereits im G. Jahrhunderte etwa den Romern bekannt gewesen.

Gegen die Meinung von altem jenseits des Jahres 1200 hinaufreichen-

dem Gebrauche von Zahlzeichen mit Stellungsworth sind verschiedene

Abhandlungen von John Ward in den P. T. von 1735 bis 1748

gerichtet
3
).

Mit dem von Weidler und Ward behandelten Gegen
stande wird sich wohl auch Gabriel Cramers Abhandlung: A qui

est due I invention des chiffrcs arabes beschaftigt haben, welche 17,W
in Genf erschien, uns aber nur durch eine Erwahnung

1

)
bekannt ist,

J

) Histoire de I Academic de Berlin. Annce 1748. pag. 482 498.

*) Weidler, De dMruttwibm numerorum pag. 20: Occwrrunt in codice perve-

tusto, cu/jus literarum figurac monstrant, quod seculo minimum octavo vel nono

scriptus sit.
8
) P. T. 1735 pag. 120 mid 13G; 1744 pag. 79; 1745 pag. 283;

1748 pag. 603. 4

) Poggerulorff I, 4&amp;lt;J3.
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und ahulich diirfte der Inhalt von F. Giovanni, De numeralium

notarum minuscolarum origine (enthalten im 48. Bande von Calogera,

Raccolta d opuscoli) von 1753 gewesen sein 1

).

Nicht besser kennen wir eine andere Schrift aus dem gleichen

Jahre 1739: Entwurf einer Historic der Eechenkunst 2
) von Johann

Gottfried Biichner 3
) (1695 1749), Archivrath in Greiz und Schrift-

steller auf verschiedenen naturwissenschaftlichen Gebieten.

Im Voriibergehen nennen wir die 1741 von De Gua de Halves

veroffentlichten im Grossen und Ganzen recht zuverlassigen Unter-

suchungen zur Geschichte der Algebra. Sie bilden die Einleitungen

zu eigenen Arbeiten iiber die Gleichungslehre, iiber welche wir im

105. Kapitel berichten werden.

Georg Wolfgang Krafft 4
) (17011754) aus Tuttlingen, wurde,

nachdem er durch verschiedene Klosterschulen seiner Heimath hin-

durchgegangen und in Tubingen Magister geworden war, durch Ver-

mittlung des gleichfalls aus Wiirttemberg stammenden und von 1725

bis 1731 als Akademiker in Petersburg ansassigen Georg Bernhard

Bilfinger
5
) (1693 1750) gleichfalls in die russische Kaiserstadt

gezogen. Er folgte dem Rufe an das dortige Gymnasium, wurde

1730 Mitglied der Akademie, giug aber 1744 als Professor der Physik
und der Mathematik nach Tubingen zuriick. Dort verfasste er

Institutiones geometriac su~blimioris
&amp;gt;

deren erster und einziger Band

1753 kurz vor Kraffts Tode erschien. Kraift hatte ja offenbar mehr

die Curvenlehre selbst als ihre Geschichte sich zum Gegenstande er-

wahlt, aber, ihui vielleicht unbewusst, verschob sich das Hauptgewicht
in seiner Behandlung und, mag das Buch fur heutige Leser sonst

wenig Erfreuliches bieten, die zahlreichen geschichtlichen Angaben
bis auf die Zeit umnittelbar vor Krafft siud dankenswerth.

Alexandre Saverien 6
) (1720 1805), Ingenieur- bei der Marine,

spater Literat zu Paris, veroffentlichte 1753 eine Histoire critique des

infiniments petite. Wir haben das Buch nie gesehen, noch irgend eine

Beurtheilung desselben kennen gelernt. Der geringe Werth von jen-

seits der Zeitgrenze unseres Bandes erschienenen Schriften Sareriens

machen uns indessen im hochsten Grade misstrauisch.

Eiuen durchaus befriedigenden Eiudruck macht die letzte Einzel-

:

) Favaro, tiludi italiani sulla st&ria dclla mateniatica in der

niathanatica 18 1
J*2 S. (57 84. 2

) Nessclruann, Die Algebra der Grieohen

S. 15. Nacli Stockbausoii, Histoiiscbe Anfangsgrunde u. s. w. S. 114 115

wiire das Buch scbon 171 J erscbieuen y

) Poggendori f I, 333. 4
)

All-

gemein&amp;lt;!
deutsi-be Biographic XVII, 9 10. Artikel von S. Giintber.

c
) Ebeuda 11, 034 635. Artikel \oa J. Hai tinaiin.

j Poggcudorff,
11, 701.
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untersuuhung, bei welcher wir zu verweilen haben, em schon (S. 501)
erwahnter Vorliiufer von Montuclas grossem Geschichtswerke Wir
raeinen seine Ifistoire des rechwches stir la quadrature du circle von

1754. Allerdings kennen wir auch von diesem Buche ausschliesslich

die 2. Auflage, welche Sylvestre Francois Lacroix (1765 1843)
iin Jalire 1881 veranstaltete, aber auch in diesem Falle, und vielleicht

mit grosserem Hechte als bei der Histoire des mathematiques ,
konnen

wir aua der zweiten Ausgabe einen Riickschluss auf die erste ziehen,

da Lacroix in einer Vorrede erkliirt, er habe sich damit begniigt,

ziemlich zahlreiche Druckfehler zu verbessern, welche namentlich den

Anfang des Buches verunstalteten, und eine Keihe kurzer Fussnoten

beizugeben; einige wenige grossere Erganzungen seien am Schlusse

als Zusiit/e vereinigt. Mit Riicksicht auf diese Erklarung des spateren

Herausgebers konnen wir die Geschichte der Versuche zur Kreis-

quadratur zu gelangen von Montucla auch in ihrer urspriinglichen

Gestalt als ein Meisterwerk bezeichnen, welches heute noch Niemand

ohne Nutzen zu Rathe ziehen wird, geschweige denn zur Zeit, als es

in die Welt hinausging. Das damals erregte Aufsehen war in vollstem

Maasse gerechtfertigt.

Von anderen geschichtlichen Abhandlungen nordischer Verfasser 1
)

schweigen wir, da wir doch nur die Titel nennen konnten.

Abermals friiherer Gewohnheit folgend wollen wir nach den

eigentlich geachichtlichen Arbeiten die Ausgaben bedeutender mathe-

matischer Werke erwSthnen, durch welche die Literatur bereichert

worden ist. Man kann billigerweise nicht verlangen, dass wir hierzu

Voltaires Elements de la philosophic de Newton mis d la portee de

tout le monde von 1738 und seine Rfponse aux objections principalex

qui ont cte faites cottire la philosophic de Newton, von 1739 rechnen,

welche den Nachweis liefern, mit welcher Unbefangenheit der geist-

spruhende Veriasser fiber Dinge schrieb, die er nicbj; verstand.

Der erste ernsthaft zu nennende Gelehrte, der sich wiederholt

der oft niehr arbeitvollen als dankbaren Mflhe unterzog fremde

Schriften herauszugeben, war Gabriel Cramer. Seine erste derartige

Thatigkeit widmete er deu 5 Biinden von (Christian von Wolfs
Elementa matheseos universae. Es wird behauptet

2

),
Cramer habe

schon die Ausgabe von 1732 1741 besorgt. Davon ist indessen in

deren Vorrede nieht die leiseste Andeutung zu tinden. Die Vorrede

der Ausgabe von 17431752 dagegen nennt zwar auch Cramers

l

)
(.1. Enostrom in der llihliothmi maihematica 1898 S. 54. )

Rud.

Wolf, Hiographien zur KjUtorgesoMchte der Schweiz 111, Jl.rj Note 34 rnit Be-

rutuug an! Sonebier, J-fistoire iittcraire de Genwe.
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Namen nicht, allein Wolf erkliirt dort wenigstens, er habe den in

Genf wohnenden Verleger erinahnt, die Correctur dureh eine in der

Mathematik erfahrene Personlichkeit lesen zu lassen 1

), und damit

diirfte Cramers Mitwirkung bestiitigt sein. Ganz sichergestellt ist,

dass Cramer 1742 die 4 Biinde der Werke von Johann Bernoulli

mit dessen Einwilligung herausgab, und dass Johann Bernoulli aus-

driicklich erklarte, keine andere etwaige Aiisgabe anzuerkennen.

Cramer hat alle Abhandlungen anderer Schriftsteller, auf welche die

vielfach als Streitschriften zu bezeichneuden Arbeiten Johann Ber-

noullis sich beziehen, mit abdrucken lassen, sodass wir in unsereni

Geschichtswerke sehr haufig von der Vereinigung der auf den gleichen

Gegenstand sich beziehenden Untersuchungen, die Cramers Verdienst

ist, Gebrauch machen konnten. Auf die Werke von Johann Bernoulli

foltften 1744 in 2 Banden. deren Seitenzahlen aber ohne Unter-O

brechung durehgeziihlt sind, die Werke des seit 1705 verstorbeoeu

Jacob Bernoulli. Cramer schiekte ihnen eine Widmung an Nic-

laus I Bernoulli voraus, in welcher er sich G. C. G. (Gabriel Cramer

aus Genf) nannte
?
und noch deutlicher gab ihu die Vorrede an den

Leser zu erkennen, in welcher er die Herausgabe der Gesammtwerke

von Johann Bernoulli fur sich in Anspruch nahrn. Die Ars Conjedandi

ist nicht aufgenommen. Im Uebrigen hat Cramer bei Jacob Ber-

uoullis Werken die gleichen Grundsatze verfolgt wie bei deueu

Johanns. Schrifteu anderer Mathematiker, welche zum Verstiindnisse

unentbehrlich sind, sind mit abgedruckt, so dass man verschiedenen

AbhandJungen der beiden gegnerischen Briider sowohl in den Werken

von Johann Bernoulli als in denen von Jacob Bernoulli, zweimal

innerhalb zweier Jahre, begegnet. Jacob Bernoulli hatte auch Hand-

schriftliches hinterlassen, theils von seiner eigenen Hand, theils von

der Jacob Hermanns, dem er in die Feder dietirt hatte. Jacob

Bernoulli hatte als gemeinsame Ueberschrilt: I osthuma varia dariiber

gesetzt und dadurch zu erkennen gegeben, or wiiusche eine nach-

tragliche Veroffentlichung. Cramer erfiillte diesen Wunsch und gab

noch 20 weitere Nummern bei, die sich auf losen Blattern aufge-

funden hatten. und zu welchen Niclaus I Bernoulli Anmerkungen ver-

fasste. Andere Aumerkungeu riihren otienbar von Cramer her. Endlich

wird versichert&quot;),
Cramer habe 1745 den Briefwechsel zwischen

Leibniz und Johann Bernoulli in 2 Bandeu herausgegeben.

Dass der Verleger Bousquet, bei welchem auch Johann Bernoullis

l

) Editorcm hortaii mimm, ut corrcctionem tifporuw committeret Mathematwn

pento. *)
Kud. Wolf, Biographiuii zur Kulturgeschichte der Schweiz HI,

215 Note 35.



508 101. Kapttel.

Werke erschienen waren, sich Cramers zu bedienen wiinscheii musste,
dass Johann Bernoulli selbst mit dieser Wnhl sicherlieh einverstanden

war, liegt auf der Hand, mid so fehlt es jener Behauptung nicht an
Wahrscheinlichkeit. Anderes spricht dagegen, so z. B. dass sich in.

der Vorrede keinerlei Bestatigung nachwcisen lasst. Dieselbe ist ohne
Namensunterschrift Lausanne am 31. Januar 1745 gezeichnet, Cramer
aber lebte in Genf. Lausanne war in der angegebenen Zeit der
Wohnort eines anderen Gelehrten, zu welchem wir uus wenden.

Giovanni Francesco Mauro Melcliior Salveinini 1

) (1708
bis 1791) aus Castiglione im oberen Ariiothale, woher er den Bei-
namen Castillioneus annahm, der dann in der Form De Castillon
der Familie verblieb, gehorte einer alten Patricierfamilie an. Er war
in Pisa Student und erhielt dort 1729 die juristische Doctorwiirde,
nach seiner eigenen Aeusserung ohue das Geringste von der Rechts-
wissenschaft zu verstehen, wahrend er von Matliematik weiiigstens
Etwas gewusst habe. Letztere Wissenschaft und Sprachkenntnisse,
welche ihm zum Uebersetzen niitzlich waren, wurden seine Erwerbs-

quelle, als er wegen gottesleugnender Aeusserungen landesfluchtig
werden musste. Er fand 1737 eine Lehrerstelhmg in Vevey, von wo
er /u Anfang 1745 nach Lausanne iibersiedelte. Dort bemiihte er

sich 1748 um eine theologische Professur, eine Bewerbung, welche

zeigt, wie sehr seine religiose Gesinnung sich geandert hatte. Ende
1751 wurde er Lector, 1755 Professor der Philosophic und der

Mathematik in Utrecht. 1m Jahre 1763, unmittelbar ivich Beendigung
des siebenjahrigen Krieges, folgte De Castillon einem JBufe nach Berlin
als Mathematiklehrer des Artilleriecorps. Im naclistfolgenden Jahre
1764 wurde er Mitglied der Berliner Akademie, 1787 Director ihrer

mathematischen Klasse. Seiu Nachruf stammt aus der Feder des

einzigen Sohnes, der ihn von drei Kindern tiberJebte, und dessen

Angaben wohl Vertraucn verdienen. Er erzahlt, dass sein Vater in

Vevey den Plan fasste, bci welchem Gabriel Cramer ihn brieflich

unterstutzte, die kleineren Schriften Newtons zu sammeln. So ent-

standen die Opuscula matheii.atica Ncwtoni in 3 Banden, 1744 bei

Bousquet gedruckt, die Ausgabe, von der wir in nnaerem Werke fort-

wahrend Gebrauch gernacht haben, die thaisiicljlich wenigsteus auf
dem Festlande Europas die einzelnen Originaluns^aben vordrangt hat.

Wir erinneni ilaran, das?; 1745 in dom olciclieii Vorlago Lcilnntii ct

Johannis J3&amp;lt;*mouUii connnenimn pkilosopliiaim /7 tmttlti-nmtinu,! in

2 Biinden erscliien (S. 507j. Do Castillons Solm nonnt seiuen Vater

l

) Jlixioirc &amp;lt;/c rAcdtleinie ,-Jc Merlin. Ajiurc.-. ITO J ^|, ]7 .);;
-.JUti,,;,-,- p.

bis 60).
-

Al]j;( iueino deutschi- bio^mpdie IV. (17- (&amp;gt; ?.
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ausdriicklich als don Herausgeber
3

)
und setzt hin/u, Cramer habe

ihm das Manu.script verschaift. In der, wie wir wiederholen , aus

Lausanne datirten Vorrede des Herausgebers erwahrit dieser, inaneherlei

fur die Wissenschaft gleichgiltige, personliclie Verhaltnisse betreffende

Stellen scien weggelassen \vorden; Leibnizens Geist werde dariiber

nicht unwillig sein, und Bernoulli werde, darauf rechne er und darum

bitte er instandig, es fiir angemessen uud gut halten 2

).
Do Castillon

ubernahm damit offentlieh die Verantwortunsf fiir die stattgehabieno o

Kiirzungen. Ob sie ihm niclit trotzdem von Bernoulli vorgesehrieben

waren, mag dabingcstellt sein. Noch boi einem weitcren Worke
vertrat De Castillon den voin Druckorte weit entfernten Veriasser

als Herausgeber. Es war bei Eulers Introduct/io in analynin inftni-

torum von 1748. Euler selbst ging ;
wie wir wieder aus dein mebr-

erwiihnten Nacbrufe wissen. von Berlin aus De Castillon uri, den

Druek zu tiberwachen.

Robert Simsou 3

) (1087 1768) fiibrt uns nach England hiniiber.

Er war Schotte und seit 1711 Professor der Matheuiatik an der

Universitat Glasgow. Er legte scbon 1723 eine erste Probe seiner

Bescliaftigung mit griechiscber Geometiie ab, indem er in den P. T.*)

eine Abbandlung fiber die Porisuaen Euklids veroffimtlicbte. 1m

Jfahre 1748 folgte eine Wiederberstellung der Ebenen Oerfcer des

Apollonius, 1756 eine engliscbe Uebereetzong von Euklids Ele

ment en. In fast /ahllosen Abdriickeu und immer neuen Auflagen
beberrscht dieses Buch den englischen Elementaranterricht in der

Geometric, wenn aucb Augustus De Morgan 1840 einen Sturm-

lauf gegen den ausscbliesslichen und uneingescbriinkten Gebraueb der

euklidiscbeu Elemente begaun, an dem sich niehr uud melir Gelehrte

betbeiligten, so dass allmahlicb der Yorscblag ein arideres Scbulbuch

einzufahren gewagt werden konnte 5
). Nacb Simsoos Tode warden

1776 aus seinem Nacblasse nocb eine Wiederberstellung von dem
Bestimmten Schnitte des Apollonius und eine ausfiibrlichere

Arbeit fiber Porismen zum Drucke gegeben. Von beiden darf der

Zeitfolge nacb bier keine Rede sein.

In dem den XVII. Abscbnitt eroffnenden 93. Kapitel war (S. 271)
von mathematischen Worterbiichern, darunter von Christian von
Wolfs Mathernatischem Worterbucb.e von 1716 die Rede, und in

l

) Histoire de I Academic de Merlin, Annoes 1792 et 1793 (Hialoire pag. 42).

*) Hoc non aegre laturos beatos Lcibnitii Mattes, et aetfiti boniqw, ducturum Op
timum Jiernoullium confido, rttque ut id fadfit oro oliiextorqiie.

:i

) Pog^en-
dorff II, 938. 4

) P. T. Vol. 40 pag. 330. 6
) G. Lori a, JteUa aarui

fortuita di Euclide (Roma 1893) pag. 24 sqq.

CAKTOR, Gochicht dr aiathematik. in. 3. 2. Aufl. S4
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unserein gegenwartigen Kapitel (S. 498) von der neuen Bearbeitung
dieses Werkes von 1732. Auch das englische Werk von Stone ist

dorfc genannt worden. Ihra folgte Ephraim Chambers 1

) mit seiner

1728 in 2 Foliobanden gedruckten Cyclopaedia, einer Art von alpha-

betisch geordnetem Universallexikon, in welchem, naturlich neben-

sachlich genug,. auch die Mathematik bedacht war. Wir wurden

das Werk. kauin zu nennen verpflichtet sein, wenn es nicht den

Anstoss zu einem grossartigen franzosischen Unternehmen gegeben
hatte. Franzosische Buchhandler beabsichtigten namlich eine Ueber-

setzung der Cyclopaedia und ubertrugen De Gua de Malves die

Leitung des Unternehmens 2

).
De Gua (so nennt man ikn gewohn-

lich) trat zu diesem Zwecke mit zahlreichen franzosischen Gelehrten,

unter Anderen auch mit D Alembert in Verbindung, aber das

Werk sollte nach seinem Plane eine wesentliche Veranderung er-

fahren. Statt einer Uebersetzung dachte De Gua eine viel umfang-
reichere ganz neue Bearbeitung zu liefern, und dariiber kam es zum

Streit mit den Verlegern. De Gua trat von dem Unternehmen zuriick.

D Alembert und Diderot ubernahmen die Fiihrung ganz in De

Guas Sinne, und so entstanden 1751 1780 die 32 Baude der grossen

franzosischen Encyclopedic, deren mathematische und philosophische

Artikel grossentheils von D Alembert herriihren. Wir benutzeu diese

Gelegenheit zu lebensgeschichtlichen Angaben
3
).

Jean le Rond
D Alembert (1717 1783) fiihrt den Namen Jean le Rond wahr-

scheinlich von der Kirche Saint -Jean -le- Rond, auf 4eren Treppen er

ausgesetzt getimden worden sein soil, den Namen D Alembert von

einem Glaser Alembert, dessen Frau das Findelkind anvertraut worden

sei, wenn auch von anderer Seite die ganze Aussetzungsgeschichte

angezweifelt wird. Sicher ist, dass D Alembert die Frau, welche ihn

auferzog, fiir seine wirkliche Mutter hielt, dass er dagegen seine

thatsiichliche Mutter, eine Frau von Tencin, niemals kennen lernte.

Sein Vater Destouches, ein ArtilleriecommissiLr, setzte ihn in Besitz

eines lebeiislanglichen Einkommens von 1200 Francs, fur deren Aus-

zahlung dnrch Frau Destouches im Jahre 1781 der actenmassige

Beleg vorhanden ist. Von der Encyclopedic werden wir in verschie-

denen Kapitelri zu reden haben. Ein kurz nach dem Beginne der

Encyclopedic erschienenes zweibandiges Dictionnaire univcrscl de

mathcmatiqucs ct de physiques von Saverien aus dem Jahre 1752

kennen wir nur dem Titel nach.

) National Biography X, 16 17 (London 1887, edited by Leslie

Stephen).
2
)
Hirtoire de 1 Academic des sciences de Paris. Annee 178C.

(Hintoire pag. 08 6D).
J
) Mitrie, Histoire des sciences mathcmatiques et

phyxiques VIII, 172 174.
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Reclienkuiist, benonders in Dentschland.

Das Zahlenrechnen kann als die unterste Stufe der Mathematik

betrachtet werden und die Geschichte der Mathematik muss deshalb

wenigstens beriihren, wie es geiibt und wie es gelehrt wurde.

Wir konnen uns fiir den Rechenunterricht in Deutschland auf vor-

ziigliche Vorarbeiten T

)
stiitzen und haben es auch friiher gethan, wir

konnten uns uberdies mit manchen Originalschriften personlich be-

kannt machen, Fur den Rechenunterricht in den iibrigen Landern

Europas fehlt uns leider nach beiden Richtungen die nothwendige

Grundlage. Wir kennen weder eine brauchbare Zusammenstellung,

noch eine geniigende Menge von Schulbiichern iiber Rechenkunst,

um selbst aus ihnen zu entnehmen, wie es mit dem Zahlenrechnen

in England, in Holland, in Frankreich, in Italien und anderwarts

bestellt war. Wir bitten deshalb, es nicbt als Ueberhebung eines

deutschen Schriftstellers betrachten zu wollen, wenn wir wesentlich

iiber Deutsches hier berichten, wie es auch an friiheven Stellen des

II. Bandes und in diesem III. Bande S. 38 40 geschehen ist. Wir

geben uns vielmehr der Hoffnung hin, auswartigen Fachgenossen

damit einen Anstoss zu geben, dass jeder derselben uns fiir seine

Hciinath erganze.

Die Art, wie der Rechenunterricht sich in Deutschland irn zweiten

Viertel des 18. Jahrhunderts gestaltete, hilngt aufs Engste rnit der

Entwicklung des Schulwesens in jener Zeit zusaramen. Die Forderer

des offentlichen Unterrichtes waren besonders die Pietisten, ein

Name, unter welchem Manner von tiefster werkthatiger Frommigkeit

zu verstehen sind. Sie fassten das Erziehnngswerk im Geiste der

christlichen Liebe auf. Sie wussten, dass in der Jugend der Samen

gelegt werden muss, der spater aufgehen soil, und sie griindeten, um
Kinder aller Stande ihrem Unterrichte /AI gewinnen, Schulen, welche

ungleich den Lateinschulen und besser geleitet als die seitherigen

Rechenschulen, mit denen sie Manches gemein hatten, ihren Schwer-

punkt in den Realien besassen und deshalb Jieulschulen genannt

wurden.

Christoph Semler 2
) (16691740) verottentlichte schon 1705:

Niitzliche Vorschltige von Aiifrichtnm/ einer mathemutischcn Handworker-

sclmle bey der Stadt Halle. Er bezeichnete als tier Schulcn Etidzwedt,

l

) Unger, Die Methodik der praktischen Arithmctik in historischer Ent

wicklung. (Leipzig 1888.) *) Allgemeine deutsclic Biographic XXXIII,

694--698. Artikel von F. Jonas.

34*
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doss die, Kinder in denselben zwn gcnu;inen Lcbcn pracpariret werden,
und da die wemysten Schulkinder mum Studiercn, die mtistcn after zu

andcren Professional und sn Handwerkcrn ydangfon, so miissten schon

wahrend der Schulzeit ihnen so viel als moglich Anschauungen ge-

gebon werden. Materialien und Instrumente seien ihnen in natura

oder im Modell vorzuzeigen, denn oculare Demonstrationen gaben am
besten deutliche Vorstellungen.

Bin Gutachten der Berliner Akademie pflichtete Semlers An-

sichten bei, und die erste Realschule wurde 1708 in Halle eroffnet.

Sie hielt sich nur drei Jahre lang. Sender liess nicht von seinem

Vorhaben und brachte es dahiu, dass 1739 abernials ein Versuch

gemacht wurde, der wahrscheinlich in Folge von Semlers baldigein
Tode nicht mehr Gliick hatte als der friihere.

Semlers geistiger Nachfolger war Johann Julius Hecker 1

)

(1707 1768), der, als Sohn und Enkel von Schulmannern und nach-

dem er als Student an der Universitat Halle den Einfluss von

August Herrmann Francke, dem beruhmten Grunder der Waisen-

anstalt, der mit Philip Jacob Spener an der Spitze der Pietisten

stand, auf sich hatte wirken lassen, in doppelter Beziehung geeignet

war, Semlers Werk fortxusetzen. Nachdem Hecker 1735 als Prediger
und Schulinspector an das Militarwaisenhaus in Potsdam, dann 1738

als Prediger an die Dreifaltigkeitskirche in Berlin berufeu worden

war und in seiner Pfarrei aufs Thatkraftigste fiir Yermehrung und

Verbesserung des niederen Schulunterrichtes eingetreten war, gab er

1747 eine Schrift heraus, welche ihrein Zwecke riach eine Wieder-

holung von Semlei-s Vorschlagen von 1705 genannt werden darf.

Sie luhrte den Titel: Nachricht von einer oconomisch-mathentatisdwn

Rvalschule, welche bei den Schulonstalten der Dreifaltiykeitskirche am

Anfange des Maimonates dieses Jahres eroffnet werden soil. Sie ent-

hielt das Programm der aus einer ganzen Reihe von Classen, unter

welchen wir eine mathematische, eine geometrische, eine physikalisehe

hervorheben, geplanten Schule. Zu mehreren Classen sollte das

Zeichnen hinzukommen. Die Methode sollte durchweg eine praktische,

auf vielfache Anschauung und fortwahrende Anwendung gerichtete

sein. Der Unterricht in den alten Sprachen fiel nicht weg, wurde

aber in neuer vereinfachender Weise ertheilt und liess die Realien

zu weit ausgedehnterem llechte kommen, als es in den Gelehrten-

schulen der Fall gewesen war.

Schwierigkeiten aller Art, sowohl mit Riicksicht auf Beschaffung

der nothigen Geldmittel als auch auf Auffindung tiichtiger Lehrkrafte,

x

) Allgemeine deutsche Biogiaphie XI, 208 211. Artikel von H. Kr ilium el.
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stellten sich der Heckerschen Realschule nicht weniger als dem

Semlerschen Unternehmen entgegen, aber glucklicher als jenes fand

diese die nothwendige Unterstutzung bei der Bevolkerung und bei

den Konigen von Preussen und konnte sich erhalten und ausbreiten.

Ein Umschwung in der Sffentlichen Meinung gegenuber den leitenden

Grundsatzen der Jugenderziehung, welcher sich erst in einer Zeit

vollzog, die jenseits der Grenzen liegt, die wir uns gesteckt haben,

sei nur mit wenigen Worten angedeutet.

Den Pietisten traton die Philantropen entgegen, an ihrer Spitze

Johann Bernhard Basedow 1

) (1723 1790). Aber wenn ihr aus-

gesprochenes Bestrebeii auf die Aufklarung des Menschengeschlechtes

gerichtet war, mit welcher nicht frfth genug begonnen werden konne,

so mussten sie die realen Lehrgegenstande nicht minder bevorzugen,

a!s es die Pietisten schon vorher gethan hatten. Ihr Ringen war ein

Karr.pf uni die Leitung der Schule, nicht um das, was in der Schule

gelehrt werden sollte, wenigstens so weit es sich um mathematische

Dinge handelte. Sehr weit gingen ja die Anfordemngen nicht, welche

man an den Inhalt des mathematischen Schulunterrichtes stellte, aber

die Lehrart hob sich zusehends.

In ihr macbte sich ganz besonders der Einfluss von Christian

von Wolf geltend, der schon in seinem deutschen Amzug aus den

Anfangsgrunden alle)* mathematischen Wissenscliaften sich dahin aus-

sprach
2
):

Es ist nicht genug, dass der Lehrer die Wahrheit sagt,

sondern die Schiller miissen auch begreifen, dass es Wahrheit sei.

Es ist aber ohne Eriunern klar, dass man den Nutzen von der

Mathematik nicht zu erwarten hat, wenn nicht die von den alten

Geometris gebrauchte Lehrart in allem auf das sorgfiiltigste in acht

genommen wird. Denn nicht die mathematische Wahrheit, sondern

die Ordmmg, in welcher sie griindlich erkannt wird, ist das Mittel,

wodurch der Verstand des Menschen geandert wird. Daher fallt der

Nutzen der Mathematik weg, wenn man ihre Lehren auf gerneine

Art vortragt, nach welcher sie mehr in das Gedachtniss als in den

Verstand gefasst werden. Man muss nicht allein in der Erklarung
der Rochenkunst die Regeln zeigen, nach welchen man die verlangten

Zahlen finden kann, sondern man muss auch deutlich begreifen,

warum durch selbige Regeln die verlangten Zahlen konnen gefanden
werden. Die Schiller mussen allezeit gefragt werden, warum sie

dieses so und nicht anders machen, darait sie nicht allein den Grund

der Rechnung einsehen und sie daher besser behalten, sonderu auch

) Allgemeine deutsche Biographie II, 113 124. Artikel ron Max Milller.

} Wir citiren nach linger S. 147.
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gewohnt werden, Nichts ohne Gruncl von Jemand anzunehmen,

ingleichen in Allem, was sie selien und horen, um seinen Grund sich

zu bekiimmern.

Diesen Grundsatzen gemass 1st auch die Arithmetik in Wolfs

Elementa mathescos univcrsae von 1741 behandelt, doch vorher er-

schienen schon aiidere Werke, deren wir gedenken miissen.

Christian Peseheek 1

) (1676 1747), Lehrer der mathetnatischeu

Wissenschaften am Gymnasium seiner Vaterstadt Zittau, reicht rnit

seinen zahlreichen Schulbuchern, deren erstes, Vorhof zur Bechenkunst,

schon 1708 erschien, in den vorigen Abschnitt zuriick, zugleich aber

auch fiber die Grenzen dieses Abschnittes hinaus, da eine neue Auf-

lage seiner Italidnischen Itcchenstunden noch 17(52, eine ebensolehe

seiner AUgemeinen dmtsdwn Ileclicmtundcn gar iioch 17! )0 gedruckt

wurde. In der 1736 veroifentlichten 9. Auflage des schon genannten

Vorhofes konnte Pescheck sich riihmen, dass 44 namhai t gemachte

Schulmanner in alien Theilen Dentschlands sich seiner Schrifteu be-

dienten, nnd hat man - -
sagt der zuverlassige Berichterstatter, dem

wir folgen einige davon gelesen, so wundert man sich iiber den

imgeheuern unverdienten Beifall, den sie fanden. Pescheck besass

nur das besondere Geschick, dieselbe Sache ein wenig abgeiindert

unter neuem Titel imiuer wieder an den Mann ?AI bringen. Aber er

hat die selir bescheidencn Bediirfnisse der Schiiler, des gemeinen

Volkes und der ungeschickten Lehrer zugleich zu befriedigeu gewusst

und namentlich den letztoren (lurch eiugestreute pniktische Winke

sich fast unentbehrlich gemacht. r ,

Ganz anderen Werth besitzt die Demonstrative Rcclienkunst von

Christlieb von Clausberg
2

) (1689 1751). Er war von jiidisehen

Eltern geboren und ist in wahrscheinlich schon miinnlichem Alter in

Clausthal getauft wordeu. Er ertheilte in verschiedenen Handels-

stiidteu, in Danzig (vielleicht seineui Geburtsort), Hamburg, Liibeck,

Leipzig, Unterricht im Hebraischen und im Rechnen und war 1733

bis 1746 in koniglich diinischem Finoii/diensto, /ugleich auch Lehrer

des dortigen Kronprinzen. Das von uns schon genannte Werk gehort

dem Aufonthsilte in Leipzig un, wo es 1732, kurz vor Clausbergs

Berufuug nach Kopenhagcn, erschien. Eine zvveite Auflage
3
)

ist von

1748. Nach dem Titel der Demonstrativen Jlechenkunst liess Claus

berg den Zusatz folgen: Wissenschtif t yriindlich und Tturz zu rcclmen,

uud er hat erfullt, was beide Ueberschriften in Aussicht stellen. Ef

hat Rechnuugsvortheile, welche ein zuverlassiges und rasches Rechnen

) Poggeiuluvff II, 410. linger S. 100 12. *) Allgemeine deutsche

Biographic- IV, 285. Unger S. 14tV-10l). *)
Wir bedienten uns dieser

2. Auflage.
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sichern, zu sammeln und anzugeben gewusst, er hat nirgend dem Leser

zugemuthet, die Vorschriften auf Treu und Glauben fur riehtig zu

halten, sondern Beweise seiner Satze und seines Verfahrens angegeben,

welche im Allgemeinen befriedigen konnen. Nur sehr ausnahmsweise

finden sich ungeniigende Beweise, wie z. B. fiir die Vertauschbarkeit

der Factoren bei der Multiplication, welche daraus gefolgert wird 1

),

dass 2 mal 3 mal 4 und 2 mal 4 mal 3 beidemal das Product 24

liefera.

Yon einzelnen Vorschriften erwahnen wir, dass Clausberg beim

Subtrahiren die dem Minuenden zu borgende Einheit nachsthoherer

Ordnung dem Subtrahenden nach links vorruckend wieder zulegt
2

),

dass er das Abziehen einer mit einer einzelnen Ziifer zu verviel-

fachenden Zahl von einer andern Zahl in einem einheitlichen Denkacte

vollziehen lasst, und dass von diesem das Anschreiben der Rechnung

wesentlich vereinfachendem Verfahren bei der Division Gebrauch ge-

macht wird 3

).
Von vielem Schreiben ist Clausberg uberhaupt kein

Freund. So verpont er als eiue iible Gewohnheit 4
)
die Unsitte neben-

bei schriftlich zu bemerken, was bei Addition einer langen Zahlen-

reihe oder bei Multiplicationen zu der nachst hoheren Ordnung

hiniiber zu ziehen ist, wenn er auch andrerseits Gedachtnissanstrengung

durch Erlernen eines fiber 9 mal hinausgreifenden grossen Einmal

eins fur iiberflussig erklart 5

). Clausberg lehrt nach altem Muster

coniplementare Multiplication
6
)

und Division 7

).
Er wendet zwar

nicht die alte Neunerprobe an, empfiehlt aber dafiir uui so driugender

die Elferprobe
8
), wahrend er eine besoudere Abhandlung iiber die

verschiedenen Proben in Aussicht stellt
9
).

Die Regeldetri ist die Grundlage aller praktischen Auflosungen,

sei es dass sie einfach geiibt wird, sei es in mehrfacher Wiederholung

oder in Zusammenfassung, wobei die Hegel Quinque), beziehungs-

weiso, wenn noch mehr Proportionen vereinigt werden, die Eegel

Multiplex oder Conjointe
11

} erscheinen, also diejenigen Regeln, die mit

deutscheui Namen der Kettensatz heissen. Alles was in der Welt

anzutrelfen, hat seine Schranken, sagt Clausberg
12
) und zeigt, dass

nicht uberall die Regeldetri angebracht sei. d. h. dass nicht imuier

unter den in eiuer Aufgabe vorkommenden Grossen eine Proportion

) Clausberg, Demonstrative Rechenkunst S. 85. *) Ebenda S. 65.

3
) Ebenda S. 109 und 140.

4
)
Ebonda S. 60 und 104: Ich sehe nicht vor

gut an, die Jugend in ihrer Bluthe ziuu Kriechen und Faullen7-en anzugewohnen,

da man vielmehr ihre Sinnen, so viel als moglich, aufmuntern soil.
5
)
Ebenda

S. 461. 6
)
Ebenda S. 466.

7
) Ebenda S. 585. 8

)
Ebenda S. 678.

9
)
Ebenda S. 678 und 704. 10

)
Ebenda S. 7 2 2.

u
) Ebenda S. 769.

1S Ebenda S. 198.
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stattfinde. Wenn ein 3 Fuss tiefer Bruutien in 4 Stunden gegraben
werde, so konne die Frage, in weleher Zeit der Brunnen bis zu
UK) Fuss vertielt werde, nicht niich der Regeldetri beantwortet werdon,
denn je tiefer man komine, urn so langsamer gehe die Arbeit von

atatlen, weil die Erdc iminer hohor HUH der Tiefe heraufgeschafft
werdon miisse. Ebensowenig genfige die Regeldetri zur Beantworhmg
der Frage, in welcher Zeit ein Gegenstand aus einer 72000 Fuss
hohen Wolke zur Erdc inlle, wonn in der Nahe des Enlbodens in

einer Secunde ein Kaum von 20 Fuss durchfallen werde, denn es

zeigt die unleugbare Eifalmmg, dass, weun ein schwerer Korper
herunterfallt, seine Bewegung oder Geschwindigkeit im Fallen immer-
fort je inehr und mehr Kimeliine. Aebnliche Bedenken aussert Clans-

berg wiederholt, so wenn or das Gewicht des Brodes aus dem Roggen-
preise durch indirectc Regeldetri abgeleitet hat und dann fortiahrt 1

):

Jedocb ist dieses Fticit in dor Praxi keineswegs als eine ausgemachte
Sache anzunehmen, indeni die Erfahrung mich belehret, als ich in

einer beriihmten Stadt anf Ansucben der Becker bei einem Hoch-
cdlen Rath daselbst -in T;mf fiber die Gewichte der Kaufbrode nach
allerhand Preisen des Gotraydes vertiget, dass mir verschiedene andere
Uiiistiinde bey dieKcv Suclie beriehtet wordcn. welche das vorige
Facit allerdiugs veriindcm. Es ist inein Vorliabcn anitzo nicbt, die

Ausfertigung einer FC-lchen Tarif zu beschreiben. Jedoch nur von
einem Umstande zu erwehnen, so hat man zu consider] ren, Avenn der

Roggen theurer, dass der Becker aueJi die Kleyen theurer uiibringet,
welcher Nutzen hiuwiederum der Schwere dt-.s Brou&amp;gt; einigermassen

zutiiesset, und solches demnar.h ara Gewichte schwerer macht.

Grossten Fleitss hat Ulausberg auf die Zinsrechnuug verwandt,
und bei ihm diirfte zuerst die Vereinfachung der Rechnung vor-

kommen, dass wenn Kapitalien Klf JT
2 ,

. . . Kn wahrend t
lf t

z ,
. . . tn

Tagen sammtlich zum gleiohen Procentsutze p zinstragend angelegt
sind, die Summe K^ + Ka t

9 H f- Kn tn gebildet werden soil,

bevor man den Zinsfuss berucksichtigt
2

).
Das sind diejenigen Zahlen,

welche man, nachdem sie durch 100 getheilt sind, in spaterer Zeit

die Zinszahlen genaimt hat, und Clausbergs Rechnung Aveicht der

Hauptsache nach nur darin von der spiiteren ab, dass das Jahr zu

JU&amp;gt;5 Tagen, nicht zu 360 Tagen gerechnet wird, dass also der grosse

Vortheil eines bequcmcn lectors ~ }̂
,

rait welchcm jeue Summe

^1^1 ~h -^2^2 ~f&quot; ~\&quot; R--.it:&amp;gt;, sdiliesslieh zu vervielfachen
isfc, mangelt.

Zu den mathemafcisch interessanten Fragen gehort die der

J

) Clausbcrg, Demonstrative Kcchenknnst S 717.
-) Eb&amp;lt;&amp;gt;mla S 11.39.
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Summirung der unendlicben Reihe j-
-

-f- *-$- -f- v-3 -}-.
it U M- U tfr

Clausberg
1

) zerlegte dieselbe in folgende Unterreihen:ill
a \f tf W I* V I V

_j_
JL

_j_
_
l
- + -

-f

i i 3 i_

_i_ 4. +~
6^0 &quot;^

Die Suinmen der in den einzelnen Zeilen vorliandenen geonieirischen

Keiben sind 7^ rr- , 71 rr-j TT rri &amp;gt;T ^vi- &amp;gt; &amp;gt;

un&amp;lt;^ s e
(6 l)a (6 l)a (i l)6a (6 l)fc-rt

bilden selbst wieder die geometrisclie Keihe

_fc _ 4. _JL 4- -1- 4. - 1- -4-. _^1-
(ft l)a

^
(6 l)o (6 l)&o T (6 l)^

2
rt

&quot;

(& l) a

Von letzterer Summenforniel ausgehend findet dann Clausberg
2

)
durcli

weitere Zerlegung die Summen der unendlichen Reihen von Briicben,

deren Nenner in geometrischer Progression austeigen, wahrend die

Ziibler die von 1 anfangenden Dreieckszablen, sowie die gleichfaDs

in it 1 beginnenden Q^iadratzalilen sind.

Gleichungen als soiclu? kommen bci Clausberg, der iiberhaupt

nur sebr ausnahmsweise sicli aligemeiner Buchstabenausdriicke be-

dient, nicht vor, wobl aber die Regel Coed fur unbestiminte Auf-

gaben
3
)
und die Hegel falsi simplicis sowie duplids positionis

4
}. Setzen

wir hinzu, dass Clausberg eine durcli inn selbst auf 32 Decimal-

stellen berechnete Tabelle der Briggiscben Logarithmen der Zablen

1 bis 100 zum Abdruck bringen liess
5
), so sind schon zahlreiche

Vorziige der Dcmonstrativcn Rechmkunst erwabnt, und dennoch haben

wir zwei Gregenstande bisber vernachlassigt, deren erster die grosse

Verbreitung des Werkes wesentlich veranlasste, deren zweiter uns

zur Erwalmung anderer Schriftsteller binuberfiibrt.

Wir meinen in erster Linie die sebr ausfiibrlicbe Bebandlung der

Wecbselrechnung, welche Clausbergs dickes Buch i iir den Kauf-

inann geradezu unentbehrlicb niachte. Gab es docb dainals eine Fiille

von verschiedenen Maassen, Gewichten, Miinzen, zum Tbeil sogar

Recbtmngsmunzen, die gar nie geprligt eine darum nicbt minder

) Clausberg, Demonstrative Rechenkunst S. 141 J. *) Ebenda S. 1422

bis 14-20. 3
) Ebenda S. 1:531 Jig.

4

)
Ebenda S. 1350 flg.

6
^ Ebenda

S. 1431 1434.
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wichtige kaufinannische Bedeutung besasson, dass unsere Gegenwart
kaum inehr iin Stande 1st, sich hineinzudenken. Das gegenseitige
Verhaltniss alter dieser verschiedenen Einheiten, welches bald ein

bleibendes, bald ein mit dem Curs wechselndes war, kam in Betracht

so oft in Folge von Handelsgeschaften Zahlungen von einem Orte

nach dem anderen vorgenommen werden sollten. Gerade die Ver-

schiedenheit der Munzsorten vermehrte die Anzahl der Moglichkeiten,
die in Betracht gezogen werden mussten. Ein Leipziger konnte bei-

spielsweise seine Schuld in Hamburg durch unmittelbaren Wechsel-

verkehr ausgleichen, aber auch so, dass ein Umweg fiber Augsburg,
iiber Amsterdam, iiber London gewahlt wurde, und nun gait es, sich

dariiber Rechenschaft zu geben, welcher Zahlungsweg der vortheil-

liaftere sei. Wechselarbitrage *) wurde eine solche Aufo-abe e-
&amp;lt;~&amp;gt; / o O

nunnt, und der Name hat sich wie der Sinn desselben erhalten,
wenn auch die Gattung der Werthpapiere, auf welche die Arbitrage
sich bezieht, sich im Laufe der Zeit vielfach verschoben hat.

Der zweite Gegenstand, von welchem wir noch zu reden haben,
ist die Berechnung des In terusurium. Wir haben (S. 53 54)

erortert, wie Carpzow sich mit der Aufgabe abfand, wie Leibniz
in den A. E. von 1682 als Baarwerth der nach a Jahren zu zahlen-

den Schuld 1
,

unter der Voraussetzung, dass sie mit - - im Jahre

sich verzinsen solle, den Ausdruck (

v~Y ermittelte, beziehungs-

/20\ tt

weise
(^jj ,

sofern ein Zinsfuss von 5 Proceut angenommen wurde.

So klar und jeden Zweifel ausschliessend Leibnizens Darstellung ge-

wesen war, blieb sie dennoch den Rechtsgelehrten unverstandlich.

Zwei derselben, Barth und Caspar Heinrich Horn, suchten das

Abznziehende, das eigentliche Interusurium, anstatt des Baarwerthes

cier spater fiilligen Forderung, und sie fassten, da Leibniz bei 5 Pro-

cent die Ermassiguug der nach 1 Jahre falligen Forderung um

verlangte, seine Meinung so auf, als solle das Interusurium weiter im
A O

Verhaltnisse der Zeit wachsen, also fQr 2 Jahre
,

fur 3 Jahre

der Forderung betragen.

Ein Rechtslicentiat Gottfried August Hoffmann 2
) (1700 bis

1775) gab sich, wie es scheint, gar nicht die Muhe, Leibnizens Auf-

satz zu lesen, soudern faud die Berichte von Barth und Horn ge-

niigend, um 1731 in einer Schrift Klughvit hanszuhalten odcr Pru-

dentia occonomica nebst tineni Anhanye vom Interusurio gegeu Leibniz

) Clausberg, Demonstrative Rechenkunst S. 968 flg. *) Poggendorff
I, 1127. Die Schreibart Hotmann scheint irrig zu sein.



llechenkuuHi, besonderK in Deutschland. 519

mid zugleich auch gegen Carpzow aufzutreten. Carpzow rechne den

Baarwerth der nach n Jahren fiilligen Forderung K bei 5 Procent

als K ~, Leibniz habe statt dessen K- *---
empfohlen, das

richtige von ihm (Hoffmann) entdeckte Ergebniss sei
100 . 5n

&quot;

Gegen diesen Schriftsteller wandte sich Clausberg
1

)
mit aller

Entschiedenheit. Er hatte schon vorher 2
)

Leibnizens Bechnung,

welche bei einem Jahre die Rabattirung auf linndert, d. h. ~^~

fordert, genau erortert, hatte erortert, dass bei der Rabattiruug in

hundert, d. h. nach Carpzows Vorschrift, der 20jahrige 5proceritige

Rabatt die Forderung vernichten wiirde, hatte gefragt: ,,wie wiirde

es alsdann erst anssehen, wenn es eine Schuld ware, die langer als

20 Jahre uoch zu laufen hatte; da man nach solcher Jlechnung vori

jedem 100 mehr als 100 abziehen sollte?&quot; Er hatte hinzugefugt,

dass trotz der theoretischen Unrichtigkeit der Rabattirung in 100

dieselhe in Leipzig und in Italien kauftnannische Uebung sei, die

keine Uebervortheilung in sich schliesse, weil es ,,eine recipirte Sache

ist, wornach jeder Verkaufer beim Accord des Preises sich reguliret&quot;.

Er war dann zum Intcresse auf Interesse iibergegangen und hatte

Zinseszins bei Rabattirung fiber Zeitraume von mehreren Juhren in

Anwendung gebracht. So war er bei Hoffmanns Angriffen auf Leibniz

angelangt, nnd Clausberg unterliess es nicht zu zeigen, dass Hoffmann

den Anfsatz von 1682 gar iiicht verstand. ihm vielmehr einen ihm

anz fremden Inhalt unterschob. Wir kominen auf den Streit zwischen
O

Clausberg und Hoffmann noch zurfick. Vorher wollen wir von einigen

anderen Rechenbiichern reden.

Unter den Schriften, von welchen man vielleicht sagen kann, sie

seien durch den Wunsch des Wettbewerbs mit der rasch ungemein

beliebt gewordenen Dernonstrativen Rechenkunst hervorgerufen worden,

nennen wir die Allyemeine Rcyd der Rechenkunst von Caspar Franz

de Rees :t

) (geboren 1690). Das Buch kam in hollaudischer Sprache

heraus, wurde aber 1787 ins Franzosische, 1739 aus dem Franzbsi-

schen ins Deutsche ubersetzt und in dieser letzteren Gestalt mehrfach

neu aufifelest. Was ihm solchen Beifall erwarb, war die llees sche
o O

Regel zur Auflosung von Aufgaben, bei denen Clausberg sich des

Kettensatzes bediente, das Unterscheidende beider Regeln bestaml

in der Anordnung. Im Kettensatze war die kettenartige Verbindung

der Glieder vorgeschrieben. Die Benennung jedes Gliedes in der

.
&quot;) Clausberg, Demonstrative Kechenkunst S. 1237 flg.

S. 1164 tig. *) Kliigel V, 74 J 750 (s. v. Verhaltuiss). Un
*) Ebenda

Uuger S. 170171.
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Coluranc rechts rausste der des nachsten Gliedes in der Columne links

gleich sein, die Benennung des letzten Gliedes rechts mit der des

Fragegliedes, welches die Columne links eroffnete, ubereinstimmen.
Dadurrh iibte der Aufbau der Glieder eine Selbstkritik, welche fur

Sicherheit der Rechnung werthvoll war, wenn sie auch gewisse

Schwierigkeiten in sich schloss, sofern die Zeit bei Zinsrechnungen
in den Kettensatz eintreten sollte, wovon uns allerdings bei Claus-

bergs Kettensatzen kein Beispiel begegnet ist. Bei der Rees schen

Regel ist dagegen der Aufbau der Glieder so, dass je zwei auf gleicher
Zeile stehende Zahlen gleiche Benennung fiihren inussten und es in

dem Belieben des Rechners lag, wie er die Zahlen aufeinander folgen
Jassen wollte. Denken wir uns beispielsweise die Aufgabe: Wieviel
Mark Zins geben 800 Mark in % Jahren, wenn 2800 Mark in 2 Jahren
280 Mark Zins gaben? Der Kettensatz ist

? 800

1 3
A

2 1

2800 280

und wird folgendermassen gelesen: Wie viele Mark Zins geben
800 Mark Kapital, 1 Mark Kapital steht % Jahre, 2 Jahre stand
1 Mark Kapital, damit 2800 Mark Kapital 280 Mark Zins ergaben.

Die Rechnung liefert -~ ^^8
- = 30. Die Rees sche Regel da-

gegon zeigt die Gestalt:

? 280 Zins

2800 800 Kapital

2 /4 Jahre

Johann Christian Nelkenbrecher 1
), gestorben 1760, gab im

Jahre 1752 in Leipzig und zwar im Selbstverlage Lof/arithmische
Taletten zur Bertchnung derer Wecliselarlitracjen heraus. Ungleich
bekannter wurde das nach des Verfassers Tode erstmalig 1762 und
in 20. Auflage 1877 gedrnckte Taschenhuch eines BanJders und Knnf-
mnnnes, ein Nachsclilagebuch allerersten Ranges insbesondcre fiir

Miin/- und Maassverrjleichunn-on.O C?

In diesem Zus.iinmenlirjige oennen wir auch den 1753 gedruckten
Traiti dm rhanycs ci des arbitrages von Pierre Sen e bier 2

) (1715
bis 1778), Recheameister in Genf.

Martin Knutxen 3

) (17131751), Professor in Kon igsberg,
Bohemi in seiner Aritlimdica mf.chnnica odcr .ficschreibung eincs wm-

) All.^omemf deutsche Biographie XXIII, 417118. !
) Poggoiulorff

II. 903 s
; Ebenda

I, Ii85 iiioG.
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pcndiosen EechenkastcJtens von 1744 eine Erleichterung des Rechnens

durch aussere Hilfsmittel beabsichtigt zu haben.

An der Spitze der lateinischen Schulen in Deutschland stand die

Furstenschule zu Pforta, uhd an ihr wirkte Johann Georg Gott-

hold Hflbsch 1
), dessen Arithmetica portensis von 1748 den Plan

und zugleich das Muster dessen darstellt, was in seiner Anstalt ge-

lehrt wurde und wie es gelehrt wurde. Drei Abtheilungen von

Schulern waren nnterschieden. In der unteren wurden die ganzcn

Zahlen und die Briiche uaeh dem langen YVege gelehrt, in der

uiittleren die Praktik in Ganzen und Briichen nebst der Regeldetri,

in der oberen die Decinialrechnung und Regeldetri. Offenbar ver-

steht Hiibsch unter den ,,Briichen nach dem langen Wege&quot;,
man

solle mit den Bruchen als solchen rechnen, ohne sie in eine Sumnie

VOD Stammbruchcn zu zerlegen, wahrend die
,;
Praktik&quot; diese Zer-

legung vorschrieb. Nach dem langen Wege war beispielsweise

7

/8 3824 = l-^
8
-
24 = .- = 3346, nach der Praktik war

7
/8 3824 =

(-^
+ ~- + \ 3824 = 1912 + 956 + 478 = 3346.

Der Ausdruck langer Weg, der uns bei Hiibsch begegnet, der aber

auch bei anderen iSchriftstellern der gleichen Zeit vorkommt, erinnert

tauschend an das ad majorcm gaisam des Leonardo von Pisa

(Bd. II
7

S. 14), uiid da dieser Schriftsteller die Zerlegung in Stamm-

briiche trefflich zu handhaben wusste, so ist nicht ausgeschlessen,
dass sie es war. welche er minoris guise nannte, die spatere walsche

Praktik der deucschen Rechenmeister. Eigenthunilich genug, dass

ein Schriftstellur des 18. Jahrhuuderts uns eineri bisher unverstan-

denen Ausdruck des 13. Jahrhunderts deutlicher niachen musste, ein

neuer Beleg fiir die erhaltende Kraft der Gewohnheit.

Die Rechenkunst war fur Hiibsch wie ein Schleif- oder Wetzstein,

und man lernt distinct, ordeniiich und vorsichtig denken. Diesem Zwecke

gemass ist weit mehr Gewicht auf den Sinn der Methoden als auf

ihre Einubung gelegt ;
das Uebungsmaterial iss beschrankt, die Er-

klarungen werden auf ihre Richtigkeit, die Rechnungsvortheile auf

ihre Anwendbarkeit, die Rechnungsproben auf ihre Zuverliissigkeit

untersucht.

Hiibsch empfiehlt das Kopfrechnen, welches allerdings nach

und nach von selbst entstehe, wenn man viel mit der Feder gerechnet

habe und fest darin sei. Man hat diesem Ausspruche entnommen,
dass Hiibsch das Kopfrechnen der Zeit nach erst spater und nicht

gleich zu Anfang des Unterrichtes eingeiibt wiinschte. Aber seine.

) Unger S. 140, 148, 162, 168.
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Hochschatzung desselben spricht sich deutlich in der Verwunderung
aus, dass seines Wissens in keiner Practic ex professo davon gehandelt

sei, ungeachtet es bei den meisten ccincurrire; es sei das aller-

geschwindeste und bequemste Rechnen, da es ohne alien Apparat,

allerwegen und zu alien Zeiten, sogar im Finstern gescheheri konne

Die hierin entbaliene Anklage gegen andere Werke ist allerdings

Glaus berg gegeniiber, wie wir uns erinnern (S. 515), nicht gerecht-

fertigt.

Htibsch war der Erste, der beim schriftlichen Rechnen auf

Sorgfalt in der ausseren Darstoltung sah, der auf Reinlichkeit, Deut-

lichkeit und Ordnung Gewicht legte, welche letztere besonders bei

dem Untereinanderschreiben von Zahlen die genaueste Beachtung zu

finden habe. f

Wir kekren jetzt endlich zu Christian von Wolf und seinen

Elements mathcwos nnivrrsae von 1714 zuriick (S. 514). Die in dem

I. Bande enthaltenen Elnnmta arithmetirae stellen sich als ein wissen-

schaftliches Buch dar, aus welchem wohl Niemand das Rechneu ge-

lernt haV&amp;gt;en wird, der es nicht schon konnte, welches aber die Be

griindung und den Beweis der Vorschriften sich angelegen sein liess.

Wir heberi nur ganz Weniges hervor. Wolf stoht in der Divi

sion zwischen der alten und der neuen Zeit, indem er sowohl die

Division fiber sich als die unter sich lehrt 1

).
Er beweist die Ver-

tauschbarkeit der Factoren bei der Mnltiplicatioji und /war folgender-

nias.sen
2

).
Zwischen der Einheit und dem Multiplicator iindet das

gleiche Verhaltniss statt wie zwischen dem Multiplicands und dem

Producte, d. h. es ist 1 : A = B : AB und \:K = A:BA. Femer

bleibt ein Verhiiltniss, etwa das von 1 zu A, ungeiindert, wenn jedes

seiner Glieder mit dem Gleichen, etwa mit B nmltiplioirt wird, folg-

lich ist 1 : A = B : BA. Die erste und dritto der hier angeschrie-

benen Proportionen stinimen in den drei ersteri Gliedern uberein, also

miissen auch die vierten Glieder iibereinstimmen, d. h. AB BA
sein. Auch die Regel der Multiplication von liriichen versielit Wolf

mit einem Beweise 3
).

Es sei = A : B = F und -. = C : D G,

dann ist auch B : A = 1 : F und ]) : (1 = 1 : G . Proportionen

diirfen Glied fur Glied mit einander vervielfacht werden, somit wird

7&amp;gt;/): AC = 1 : FG, beziehungsweise .

{JJ
= FG und dflmit

das gesiichte Product gefunden sein. Wir wollen diese Beweisfuhrungen

keincswegs als tadelfrei bezeichnen, aber es waren immerhiri Beweise

) Wolf, Elementa matheseos I, 37 .58, 117. *) Ebeuda I, 55 56,

207.
3
)
Ebenda I, 62, 23 J.
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und so der hohere Standpunkt der Rechenkunst gewonnen, auf welchen

wir oben hingewiesen haben.

Am Anfange der Arithmetik 1st eine mindestens auffallende

Erklarung der Aehnlichkeit gegeben
1

): Dinge seien ahnlieh, bei

welchen das dasselbe ist, wodurch sie sich unterscheiden sollen. Wolf

will seine Erklarung Leibniz nachgebildet haben. Dieser sage nam-

lich 2
):

ahnlich sei, was nicht zu unterscheiden sei, wenn es nichfc

gleichzeitig vorhanden sei. Wir haben (S. 35) ungefilhr diesen

Wortlaut kennen gelernt.

In einem anderen Abschnitte des I. Bandes der Elemente, in den

Elementa Analyseos mathematicae spricht sich Wolf fiber negative
Zahlen aus 3

).
Sie sind, sagt er, das Nichtvorhandensein der wahren

Grossen, durch welche sie verstanden werden, sind also selbst keine

wahren Grossen.

Es ist von Interesse, dieser Aeusserung die Meinung D Alemberts

gegentiber zu halten. Wir habon (S. 5 10) von seiner Mitwirkung an

der Encyclopedic gesprochen. Unter dein Worte negatif sagt er,

es sei nicht leicht den Begriff der negativen Grossen festzustellen,

und einige geschickte Leute hatten sogar dazu beigetragen ihn durch

die daruber gegebenen ungenauen Mittheilungen vollends zu verwirren.

Von der negativen Grosse sagen, sie sei weniger als Nichts, heisse

etwas Unbegreifliches aussprechen. Weiter unten fahrt er fort, es

sei ziemlich natfirlich zu folgern, dass die negativen Grossen, denen

man bei Rechnungsverfahren begegne, thatsiichlich reelle Grossen

seien, mit denen man einen anderen Begriif zu verknupfen habe, als

der war, den man vorausgesetzt hatte. In den Opuscules mathematiques,

welche D Alembert 8 Bande stark von 1761 1768 herausgab, fiber

welche wir aber nicht mehr berichteu durfen, hat er sich dann noch

viel bestimmter ausgesprochen.

Vielleicht hing es mit dem wissenschaftlich gesteigerten Ansehen

der Rechenkunst und der Mathematik im Allgemeinen zusamnien,

vielleicht mit ihrer nachgerade dem Widerwilligsten sich aufdrangenden

Unentbehrlichkeit, dass in Deutschland Bucher fiber die mathema-

tischen Aufgabeu anderer Wissenschaften, der Theologie und der

Jurisprudenz, enstandeu.

Johann Bernhard Wiedeburg
4
) (16871766), seit 1718

ordentlicher Professor der Mathematik an der Universitat Jena, an

M Wolf, Elcmenta mafheseos I, 18, 24: Similia aunt, in quibus ea eadein

sunt, per quue a se invicem discerni dclcbant.
*) Ebenda I, IS), 27: Similia

quae non possunt distingui nisi per compraesentiam.
3
)
Ebenda I, 237, 17.

4
) Pog.gendorff II, 1316 1317. Allgemeine deutsche Biographic XLII, 379

bis 380. Artikel von S. Giinther.
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welcher er seit 1739 aucb theologischc Vorlesuugeu hielt, gab 1730
eine Mtrfhesis liUica scptem speciminitnis comprdieMsa heraus, Johann
Jacob Schmidt, Prediger zn Peest und Balow, 1730 einen Biblischtn

Mafliematicus oder Erlauterung dcr Heiligcn Sclirift am den Mathe-
matisclien Wissenschaften ,

nachdein allerdings Samuel Reyher 1

)

(16351714), Professor dor Mathematik in Kiel, deii wir im XVI. Ab-
sclmitte batten erwabncn konuen, 1671) rait einer Mathesis mosaica

sive Loca Pentateuclti mathematica matJicmatice explicata, cum appen-
dice aliorum S. Script. Locomm MatJwmaticorum vorausgegangen war.

Wiedeburg folgt in der Anordnung der erklaruugsbedurftigen Bibel-

stellen der Reibenfolge der bibliscbeu Scbriften, Scbmidt dem mathe-

matischen Inhalte, so dass er zuerst von der biblischen Aritbmetik,
dann von der biblischen Geometric, von der biblischen Sfcatik, Archi-

tektur, Astronomic, Horographie, Optik Landelt. Einen anderen

Uuterschied konnten wir zwischen beiden Werken, welche wir von

Augenschein kemien, nicht entdeck(;n, auch nichts Erwahnenswerthes
in ihnen finden, es sei denn, dass wir bei Spitzfiudigkeiten verweilen

wollten, welche vielleicht dem Theologen, aber keinesfalls dem Mathe-

matiker von Interesse sein konnen.

Johann Friedrich Polack 2

) (17001772), Professor an der

Universitat zu Frankfurt an der Oder, wo er abwechselnd Jurisprudenz,
Mathematik. dann wieder Jurisprudenz, zuletzt Oekonomie, Polizei

und Cameralwissenschaften lehrte, gab 1734 eine Maihesis forensis

heraus, von welcher 1739, 1756, 1770 neue Auflagen nothig wurden 8
).

Auch Johann Friedrich Unger gab 1743 und 1744 Beitrage zur

Mathesis forensis heraus, wodurch sich gleichfalls bestatigt, dass die

Juristen das Bediirfniss uach derartigen Schriften besassen, was andrer-

seits wieder ihre Anspruchslosigkeit beweist. Polack hatte aber seine

inathematischen Kenntnisse in den Vorlesungen Jacob Hermanns
in Frankfurt erworben, und man gewinnt einen traurigen Einblick

in das, was damals der Mathematiker an einer deutschen Hochschule

lehrte und lehren durfte, wenn man erfahrt, dass Hermann durch

abstracts Darstellung dcr llegeln seine Zuhorer entmuthigte, die sich

bis auf zwei, unter welchen Polack war, in den ersten sechs Wochen

verliefen, ehe Hermann noch die Halfte der Geometric abgehandelt
hatte. Die Mathesis foreusis lasst volleuds nicht erkennen, dass Polack

) Allgemeine dcutschc Biographie XXV1TI, 354 358. Artlkel von K
*) Ebenda XXVI, 381, wo in Folge eines Druckfehlers das Erscheinungsjahr der

Mathesis forensis 1743 statt 17;&amp;gt;4 heisst. *)
Wir bedienten uns der 3. Auf-

lage vou 1766, deren Vorrede wir eutnahmeu, was im Text fiber Unger gcsagt
ist. In der Vorrede zur 2. Aut lage von 1739 ateht das, was wir fiber Jacob

Hermanns Vorlesungen mitthcilou.
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aus seiner Ausdauer grossen Nutzen gezogen hatte. Mathematisch

interessant ist nur der Abschnitt von der Berechnung des Internsuriutns,

in welchem sich Polack in der ersten Auflage von 1734 vollstandig

auf die Seite von Gottfried August Hoffmann gegen Carpzow
sowohl als gegen Leibniz stellte (S. 518 519). Es bedurfte des

Eingriffes einer einflussreichen Personlichkeit, um Polack wenigstens

einigermassen anders zu stimmen. Georg Bernhard Bil finger

war, wie wir wissen (S. 505), 1725 1731 in Petersburg, von wo

er als Professor der Theologie nach Tubingen zuruckkehrte. Seit

1735 war er in Regierungsgeschaften in Stuttgart thatig. Bilfmger

also schickte Polack eine Abhandlung zu, in welcher er Leibnizens

Rechnung vertheidigte und aufdeckte, wie sehr man sie miss-

verstanden hatte. Polack nahra die Abhandlung wortlich in seine

2. Auflage auf und gestand zu, mathematisch sei gegen Leibniz

uichts einzuwenden, als Jurist dagegen miisse man sich fur Hoff

mann entscheiden. Dieser hatte namlich auch eine Abhandlung

eingesandt, welche gleichfalls zuin Abdrucke karn: G-otifried August

Hoffmanns
r

)
J. V. L. Demonstrationen von richtiger Berechnung des

Interusurii, worinnen zuyleicli das, ivas von dicser Materie in dem

Anhanyc crmeldten Autorix seiner Prudentiae Oeconomicae befi/ndlich

ist, wider die, von Ilerrn C. von Claunherg in desscn dcmonstrativer

EeckcnJiunst gcmaehte Einwurfc vcrflmdif/t wird. Hoffmann setzt sicli

auf das hohe Pferd, indem er erkliirt, es sei ihm ziemlich gleich-

giltig, ob Leibniz wirklich empfohlen habe oder nicht,
- als

Interusuriuin von einem in n Jahren falligen zu 5 Procent verzins-

lichen Kapitale K in Abzug zu bringen. Bei den Juristeu heisse

dieses Verfahren nun einmal Leibnizische Rechnung, und sornit sei

er berechtigt gewesen, es unter diesem Namen anzugreifen. Aber

auch Leibnizens wirkliches Verfahren, die herabgeminderte Forderung

in der Hohe von K- (^] anzusetzen sei falsch, weil ungesetzlicli.
\al/

P]r verlange Zins von den Zinsen, und dieses sei verboten, man moge
sich winden, wie man wolle. Die 3. Auflage der Mathesis forensis

unterscheidet sich in diesem Abschnitte in nichts von der ihr vor-

hergehenden.

sic!

OAKTOK, Geiobichte der Mutbernatik, III. 9. 8. Ar.fl, 35
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Lefcrbucher der Elementargeometrie. Parallelenlehre. Saccheri.

Wenden wir uns den elemeutargeometrischen Leistungen zu, so

wollen wir den Stoff in der Reihenfolge anordnen, dass wir zuerst

einige Werke besprechen, welche den ganzen Umfang der niederen

Geometrie betreffen, sodann solche Werke, welche nur einzelnen

Theilen der Geometrie gewidmet sind, endlich Abhandlungen ganz
besonderen Inhaltes.

Pierre Varignon war 1722 gestorben (S. 222). In seinem

Nachlasse fanden sich Elemens de mathematique vor, welche 1731 im

Druck herausgegeben wurden. Sie beginnen mit Elcmens d algebre et

d arithmetique auf 66 Seiten
;
die wir keine Veranlassung gehabt haben

im vorigen Kapitel zu erwahnen. Sie enthalten nichts von besouders

bemerkenswerther Natur. Dann aber folgen Elemens de geometric

auf 156 Seiten in neuer Seitenzahlung, eine Geometrie von uberall

durchblickender Eigenart, die philosophische Geistesrichtung ihres

Verfassers dadurch zu erkennen gebend, dass sie den Definitionen und

Axiomen ein grosses Gewicht beilegt und gerade in dieser Beziehung

sich manche Neuerung gestattet. Ein Axiom ist es z. B. ftir Varignon,

dass es zwischen den Umrandungen zweier Gebilde nur eine kiirzeste

Entfernung gebe
1

),
und an dieses Axiom schliesst sich im I. Buche

von den Linien die Definition der Geraden als kiirzeste Entfernung

zweier Punkte. Die Ebene wird alsdann als diejenige Flache be-

zeichnet, welche eine Gerade mit alien ihren Punkten beriihren kann 2

).

Varignon kommt dann bald zum Begriffe des rechten Winkels und

der Senkrechten 3
).

Den wichtigen Satz, dass jeder Punkt der Mittel-

senkrechten einer Strecke glqichweit von deren Endpunkten entfernt

sei, beweist er durch Umklappen der Figur um jene Senkrechte *).

Parallel heissen zwei derselben Ebene angehorende Gerade, welche

gegen eine dritte Gerade gleich geneigt sind 6
).

Bekanntlich ist diese

bei Varignon erstinalig auftretende Erklarung spater haufig ange-

wandt worden.

Auf die Definition der Ebene kommt das II. Buch von den

Oberflachen zuriick und spricht dabei als Zusatz aus 6
),

wie die gerade

*) Varignon, Elemetis de geometric pag. 4: Entre les exlremites de deux

grandeurs il n y a qu iine mesure qui soit la plus courte. *)
Ebenda pag. 5:

On appelle plan une surface que tous les points d une ligne droite peuvent toucher.

3
)
Ebenda pag. 6.

4
)
Ebenda pag. 10. 8

)
Ebenda pag. 17: Deux lignes

droites AC et BD dans le meme plan egaletnent inclinees sur la ligwe EH . . .

sont appellees paralleles.
6
)
Ebenda pag. 38.
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Lime die kiirzeste von alien sei, die man zwisclien zwei Punkten

ziehen konne, so sei die Ebene die kleinste aller Oberfliichen von

iibereinstimmender Begrenzung. Schon ini I. Buche war bewiesen

worden 1

), dass der Peripheriewinkel durch die Halfte des zwischen

seinen Schenkeln enthaltenen Kreisbogens gemessen werde. Iin II. Buche

dient dieser Satz zur Bestimmnng der Winkelsumnie des Dreiecks 2

).

Beschreibt man urn das Dreieck einen Kreis, wovon die Moglichkeit
auch bereits irn I. Buche nachgewiesen worden war 3

), so haben die

drei Dreieckswinkel als Peripheriewinkel auf Bogen, welche sich an-

einander anschliessen, zusauiuien den halben Umkreis oder zwei

Rechte als Maass. Aus der numnehr bekannten Winkelsumme des

Dreiecks folgt der Satz vom Aussenwinkel des Dreiecks*). Ferner

folgt aus der Betrachtung des uinschriebenen Kreises die Gleichheit

von Winkeln im gleichschenkligeu Dreiecke als Peripheriewinkel auf

Bogen mit gleichen Sehnen 5

).
Die Betrachtung von Parallelogrammen

fiihrt zu dem Satze von der Gleichheit paralleler Strecken zwischen

Parallelen und als Sonderfall zu der Gleichheit der Senkrechten

zwischen zwei Parallelen. Aus ihr aber folgt der Zusatz, dass zwei

Parallele ins Unendliche verlangert ein-

ander nieinals treffen 6

).

Das III. Buch enthalt eine Pro-

portionenlehre, das IV. Buch Anwen-

dungen auf Verhaltnisse von Strecken und

durch sie gebildete Figuren. Hier er-

scheinterst der pythagoraischeLehrsatz
7

)

als eiiie der drei Moglichkeiten in deri

gegenseitigen Beziehungen von Drei-

ecksseiten J50 2

^ AB* -f AC*. Mit

dem V. Buche von den Korpern schliesst

die speculative Geometric ab.

Eine praktisclie Geometric bildet mit

drei Kapiteln von der Grosse und Lage

gerader Linien, von Flachenniessungen,

von Korpermessungen eine besondere

Abtheihmg des Werkes. Wir erwahnen aus dem 1. Kapitel eine auf

Bewegung gestiitzte Dreitheilung des Winkels 8
).

Man sucht (Fig. 75)

den dritten Theil des Winkels AZD. An einen Zirkel GEH wird

ein zweiter FZB derart befestigt, dass EBZF ein in alien Eck-

) Varignon, EUmens de geometric pag. 35. *) Ebencla pag. 43.

s

)
Ebenda pag. 22.

4
)
Ebenda pag. 43. 6

)
Ebenda pag. 44. c

)
Ebenda

pag. 50.
7

)
Ebenda pag. 05. 8

)
Ebenda pag. 101.

35*

i\
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punkten bewegliches gleichseitiges Vicreek ist. Auf den Schenkelu

ZD, ZA des zu theilenden Winkels werden die Stiicke ZX, ZR
von der Liinge EB abgesehnitten, und dann wird der Doppelzirkel

so an den Punkt Z angelegt, dass EBH durch X, EFG durch R
geht. Nun ist sowohl A EBZ als A BZX gleichschenklig. Als

Aussenwinkd von /\EBZ ist /_ ZBX = ZXB = 2ZEX, und als

Aussenwinkel von A EZX isfc L XZS = ZEX -f ZXE= ZZEX.
Genau ebenso erkennt man L RZS=3ZER, mithin LAZD=3GEH
oder LG-EHAZD. Bei Vermessungsarbeiten auf dem Felde

soil man sich einer Vorrichtung bedienen, welche kurzweg das In

strument genauiii; ibt
j

).
Es besteht aus einm massiven in Grade

eingetheilten Halbkreise mit einem festen Durchmesser und einem

urn dessen Mittelpunkt drehbaren Diopterlineale, welches die Winkel

zu messen gestattet.

Mittels dieses Instrumentes werden im 2. Kapitel die verschie-

densten topographischen Aufnahmen vorgenommen
2

) ;
dann kehrt

Varignon zu theoretiscb Interessanterem zuriick, zu Theilungen von

geradlinig begrenzten Figuren mittels gerader Linien 3
).

Aus dem 3. Kapitel erwahnen wir uur. die letzte Aufgabe der

Ausmessung beliebig umgrenzter ganz nnregelmiissiger Korper
4
).

Man bringt den Korper in ein parallelepipedisches Gefass und schiittet

Wasser da/.u, bis der Korper vollstandig (iberdeckt ist
;
worauf man

sich die Hohe des Wussers durch einen Strich bemerkt. Bei der

alsdann vorgenommenen Entfernung des Korpers ,sinkt das Wasser

im Gefiisse bis zu einer neuerdings durch einen Strich zu bemerkenden

Hohe. Das Parallelepidedon zwischen den beiden am Gefasse ange-

brachten Strichen ist genau das Maass des Korpers.

Diese letztere Vorschrift diirfte eine althergebraclite Methode von

Praktikern sein. Jedenfalls nndet sie sich genau ebenso in einem

fast gleichzeitig rait Varigiions nachgelassenem Bande erschienenen

recht unbedeutenden deutschen Buche, in der Praxis Gcometriae von

Johann Friedrich Penther 5
) (10931749). Der Verfasser war

seit 1720 in graflich Stollbergischem Bergdienste und wurde 1736,

vielleicht in Folge der beifalligen Aufnahme des genannten Buches

von 1732, Professor der Mathematik und der Oekonomie an der

Universitat Gottingen. Die sehr gciiiigsainen Praktiker waren eben

durch den mehr als durftigen Inhalt, der sich auf die theils zeich-

nende theils rechnende Auflosung der leichtesten geometrischen Auf-

*) Varignon, Siemens de geometric pag. 121. *)
Ebenda pag. 133139.

3
)
Ebenda pag. 139 148.

4
) Ebenda pag. 155.

6
)

1 oggendorff II,

3J9 400.
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gaben und auf Aiiweisungen zum Feldmessen beschrankt, so hoch

befriedigt, dass das Buch es bis zu einer 8. Auflage brachte, welche

1776 in Augsburg erschien.

Etwas langer mussen wir bei dem geomefcrischen Theile der

Elcmenta maflteseos von Christian von Wolf verweilen. Ziehen

doch seine Defmitionen durch den Vergleich mit denen Varignons
unwillkiirlich unsere Aufmerksamkeit auf sich. Wir nennen einige

derselben. Diejenige Linie ist gerade, bei welcher jeder Theil dem

Ganzen ahnlich ist
1

).
Wir diirfen in Erinnernug bringen, dass Wolf

den Begriff der Aehnlichkeit schon in der Arithmetik (S. 523) ei-

ortert hatte. Eine Oberflache ist eine Ebene, wenn von jedem Punkte

des Uinfanges nach jedeni anderen Punkte ebendesselben eine Gerade

ganz in Jer Oberflache gezogen werden kann 2

).
Linien sind parallel,

wenn sie ttberail die gleiche Entfernung von einander bewahren, und

demgemass komieu auch ins Unendliche verlangerte Parallele nicht

zusainmer.treffen 3

).
Eine Figur ist regelmassig, wenn ihre Seiten und

ihre Winkel alle unter einander gleich sind 4
).

Der angedeutete Vergleich zeigt einen wesentlieheu Gegensatz:

Varignon beiniiht sich erst zu zeigen, dass gewisse geometrische

Eigenschaften an sich moglich sind, und erst dann gibfc er mit jenen

Eigbiiischaften behafteten Gebilden diesen oder jenen Namen. Wolf
kiimmert sich uicht um die Moglichkeit dessen, was er in seinen

Definitionen von dern erklarten Raumgebilde verlangt.

Alle erwahnten Definitionen gehoren noch dem I. Kapitel der

Principien der Geometrie an. Das II. Kapitel ist einigen grundlegenden
Satzen gewidmet. Wolf versteht darunter Vorschriften iiber das

Zeichnen von Figuren auf dem Papiere, iiber das Abrnesseii von

Geraden und von Winkeln auf dem Papiere und auf dem Felde, iiber

das Uebertragen einer Figur von dein Felde auf das Papier. Dabei

wird erwahnt, welcher Messschnure und Messketten, welcher Lineale,

welcherlei Federn beim Zeichnen, welcher Winkelmesswerkzeuge man
sich bedienen solle. Ein kleinerer Halbkreis zum Auftragen von

Winkeln auf dem Papiere heisst allgemein Instrumentmn transporta-

torium^
).

Im III. Kapitel von den Eigenschaften der geraden Linien und

*) Wolf, Elementa, matheseos I, 98, 17: Linca recta est cujus pars quae-

cumque est toti similis. *) Ebenda I, 100, 36: Planum est, si e qnovis puncto

perimctri ad quodlibet rjusdcm rectam in eadem dunere licet.
3
) Ebenda I, 103,

81 82: Linea purallela est altcri, si ubique eandetn ab ea distantiam servat.

Linear ergo parallelae in infinitum continuatae non coucurrunt. 4
)
Ebenda

I, 104, 106: Figura, regularis est fujura aequilatera et aequiangula.
B
)
Ebenda

I, Jll, 153.
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der Dreieoke beginnen di&amp;lt;-

&amp;lt;.-igentli&amp;lt;-hen
Siitxe der G^oru&amp;lt;:tn Kinigc

im engsten Zuaammenhange stehende sind folgeude. Ira rechtwink

ligen Dreiecke it die Hypotenuse grosser als jede Kathete ), folg-

lich ist die Senkr&amp;lt;; :ht.&amp;lt;; t}\&amp;lt; : kfirzeste Gerade, welche von einem I u

uach einer Geraden gewgen werden kann*), und die Entfernung eines

Panktes von einer Geraden wird dureh &amp;lt;iit- Seiikr-hr&amp;lt;
gemess&amp;gt;

Da Parallels iiberall gleiche Entfernungfcn huben, mussen demnachst

alle Senkrechten au Punkten einer ( auf die
paraii&amp;lt;;l^

G^rad :

TOD
gl&amp;lt; in^e sein 4

).
Hieratut folgert aher Wolf J&amp;lt;-n Satz,

dnt die Sa&kreehta auf eine Gerade auch auf flor f*Hrall,-J ,-;i ^eraden

senkrecht stehen muss 6
).

Sei (Fig. 76) HI |
JTZ und ^7^ J A L, so

muas auch ^ 7? J /// ein.

a mache BD = BE und

errichte in D und K di&amp;lt;-

// jrj -7 beiden Senkrechten DC,
I _. 7

/.Y bi.s zum Durehschnitte

mit der HI, so muss

win. Ueberdies ist i J) =
,

also sind die Dreiecke

BCD, // / # congruent und Bt = BG sowie Lu = tj.
\

a: _j_ M = v&amp;gt;

-}&quot; y = einem Rechten, muss x f&amp;gt; sein. Aber yl /,

sich aelbst gleich, also uind die Df .&quot; k&amp;lt; : I.A*. ll.\&amp;lt;/ congruent und

[. BAC = BAG einem Recbten.

Wir fibergehen die noch folgenden pknirn*
1

Kapitel. In

der Ktereometrischen Abtheilung machen wir auf den in Gestalt &amp;lt;

Scholium auftretenden Ausspruch aufmerkKam, elne Ebeue h&amp;gt;

einer anderen parallel, wenn beid

liberal] trleiche ButfemillUE fOB

haben*).

Nach der Georuetrie folgt

I

igt
.-. jrnetrie, aus weleher

/ , hervur

r in

.^en fill It, welche unw erst ein-

77. rnal bei &amp;lt;. ote.i ^.S. 41 Jy
.

kornrnen sind, und welcbe sich

auf beim Me*eM unterlaufene Irrt.hurner b-/.iehen. Sen.-/. ^Fig. 77;

die beiden .St.recken A B, AC genau gemettsen, die Measung

) Wolf, Kb;,,.-*!,. ...nth.-,,,, I. ]&amp;gt; ,, | 220. )
Ebenda I, 12, f 224.

Kbnla I, 124, g *) Ebeno 3 225. 6
; Ebenda I, 124, 280.

Kbenda 1, 184, | 4&H. 7
) Ebeuda I, 22B, 68-60.
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Winkels bei A aber mit einem Fehler behaftet, so dass statt der rich-

tigen Lage AC die AD in die Zeichmmg eingetragen wurde, wodurch

Huch BC in die unrichtige Lage BD mit dem Fehler in der Langen-

ausmessung BD BC=ED gelangte, indem CD eiu Kreisbogen ist,

welcher um A mit dem Halbmesser AC, CE ein eben solcher, wclcher

urn B mit dem HalbmesserBC beschrieben ist. Bei der Kleinheit beider

Bogen konnen sie als gerade Liiiien betrachtet werden, welche die rechten

Winkel ACD, BCE, CED hervorbringen. Zieht man von L BCE
= ACD den L ACE ab, so bleibt L BCA = VGE. Nun ist der

sin DCE= sin BCA = . Dat,e i j st CD das Maass des Fehlers

von i A, und bleibt dieses unveriindert, so wachsen gleichzeitig DE
(der Fehler von BC) und sin BCA

f
sowie L BCA selbst. Jener

Fehler 7) E wird daher um so geringer, je kleiner L BCA ist, Daraus

tblgt, dass man den Standpunkt A so wahlen soil, dass er erheblich

naher bei einem der Punkte B, C, deren unzugangliche Entfernung

dnrch Redlining ermittelt weeden soil, als bei dem anderen liege,

darait L BAG stumpf und L BCA recht spitz ausfalle.

Ein in Frankreich sehr beliebtes Lehrbuch der Geometric jener

Zeit wareu die Institutions de geometric von 1746 des Abbe&quot; De la

Ghapelle
1

) (etwa 1710 1792), welcher koniglicher Censor in Paris

und Mitglied gelehrter Gesellschaften in Lyon und Rouen war. Wir

selbst kenuen das Werk nicht, aber wenn wir nach des gleichen

Verfassers Traiti des sections coniques et autres courbes ancicnnes von

1750 urtheilen dtirfen, welches nicht geringerer Beliebtheit sich er-

freute und noch 1701 in deutscher Uebersetzung durch den bekannten

Technologen Bockmaim herausgegeben wurde, so muss es sich ebenso

durch Vollstandigkeit wie durch Fasslichkeit emplbhlen haben und

mehr durch zahlreiche geschichtliche Bemerkungen als durch irgend

neue Beweisfiihnmgen oder Auffassungen sich auszeichnen. Einem

Schriftsteller, welcher die Institutions de geometric wiederholt anfiihrt
2

),

entnehmen wir, dass De la Chapelle unter den Neueren sich am Aus-

fdhrlichsten mit den Bienenzellen beschaftigt habe 3

),
denen bereits

Pappus in der Einleitung zum V. Buche seiner Sammlung nach-

riihmte, dass sie in ihrer sechseckigen Gestalt keinerlei Raura ver-

loren gehen lassen, und dass er geometrische Grundsatze bewies 4
)

wie z. B. den, dass zwei Grossen, welche die Grenze einer und der-

) Poggendorff I, 1338. *)
Van Swinden, Elemente der Geometric

(deutsch von C. F. A. Jacob! Jena 1884) S. XI, 139, 202, 206, 208. 8
) De la

rhapolle, Institutions dc geometric II, 217 233 (,der 4. Auagabe von 1765).
4

)
Ebcnda II, 433 sqq.
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selben dritten sind, einander gleich sein miissen, and den, dass die

Grenze eines zusaminengesetzten Verhiiltnisses aus den Grenzen der

einzelnen ^erhaltnisse zusamrnengesetzt sei.

In England war, wie wir wissen (S. 509), die ausschliessliche

Benutzung der Euklidischen Elemente die Regel. Um so lauter

spricht es fur die Bedeutung eines Schriftstellers, wenn er es wagte,
dort als Neuerer aufzutreten. Thomas Simpson

1

) (1710 1761)

begann als Seidenweber, wozu sein Vater ihu bestimmte. Ein Astrolog
benutzte ihn als Rechner, und bald uberfliigelte er seinen Lehrer und

Meister. Von der Astrologie kam Simpson zur Astronomie und

Mathematik. Er siedelte 1732 nach London fiber, wo er seine theils

(lurch eigene, theils durch angeheirathete Kinder schon zahlreiche

Familie wieder durch Seidenweberei ernahrte. Nebenbei arbeitete er

an A new treatise of fluxions, welches Werk 1737 erschien und durch

Klarheit und Fasslichkeit grossen Anklang fand. Jetzt drangten sich

Schiller in Menge zu Simpson. Die Royal Society nahin ihn unter

Erlassung des Eintrittsgeldes als Mitglied auf. Schon vorher wurde

er 1743 bald nach Erscheinen von The doctrine of annuities and re

versions (1742) und von Mathematical dissertations (1743) Professor

an der Kriegsschule in Woolwich. Seinein dortigen Aufenthalte ent-

stammen Elements of plane Geometry (1747), Trigonometry plane and

spherical (1748), Doctrine and applications of fluxions (1750 in

2 Banden). Simpson verwahrte sich ausdrucklich dagegen, dass man
die reife Arbeit von 1750 als 2. Auflage seines 13 Jahre lilteren

Jugendversuches betrachte. Dann kanien noch Select exercises in

mathematics (1752). Im Januar 1761 zog sich Simpson gemuths-
krank nach seinem Geburtsort Market-Bosworth in Leicestershire

zuriick, im Mai 1761 starb er. Seine Geometric, welche uns die

Veranlassung bot, Simpsons Lebensgeschichte hier einzuschalten, ist

ausdrucklich fiir den Gebrauch durch Anfanger geschrieben. Es

komme ihm, sagt Simpson in der Vorrede, nicht in den Sinn, ein

Werk wie das Euklidische tadeln zu wollen, aber doch konue nebeu

jeuem auch ein anderes bestehen, und der Leser werde bei ihm

inanches Eigenthiimliche fmden.

Wir erwahnen, dass Simpson den Congruenzsatz fiir zwei stiick-

weise gleiche Seiten und gleichem von ihnen gebildetem Winkel als

Axiom ausspricht, welches allenfalls durch Aufeinanderlegen der beiden

Dreiecke gestiitzt werden konne 2
).

Seine ersten Lehrsatze 3
) zeigen,

dass unter Annahme des Euklidischen Parallelenaxioms eine Gerade,

M Connnissance dvs temp* powr 1767 von De la Laude pag. 197204.

*) Simpson, Elements of plane geometry pag. 8. *)
Ebeuda pag. 10 11.
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welche auf oiner anderen senkrecht steht, auch auf deren Parallelen

senkrecht stehe, dass zwei derselben dritten Geraden parallele Linieu

unter einander parallel seien, dass von einem Punkte aus nur eine

Senkrechte zu einer gegebenen Geraden gezogen werden konne. Der

26. Satz 1

) spricht aus, dass wenn (Fig. 78) auf den Seiten eines

Quadrates ABCD von den Eckpunkten aus gleiche Stiicke AE DF
= CG = BH abgeschnitten werden, das Viereck EFGH ein Quadrat

sei, und der 7. Sate des II. Buches 2

)
beweist

darauf gestiitzt den pythagoraischen Lehrsatz.

Das III. Buch beschaftigt sich mit dem Kreise.

Dort 1st der Satz iiber die Producte der Ab-

schnitte einander schneidender Sehnen ganz wie

bei Euklid bewiesen, aber daran kniipft Simpson

Satze iiber winkelgleiche Dreiecke 8

),
welche

(Fig. 79) so aneinander gelegt werden, dass die

Schenkel einander gleicher Winkel einander als

Fortsetzung dienen. Simpson beweist, dass die durch B
} C, F ge-

legte Kreisperipherie auch durch E gehen miisse, als leichte Folgerung

aus den Satzen fiber Peripheriewinkel, und nun sind BF, CE einander

schneidende Sehnen, mithin AB : AE
= AE:AF. Mit dem ptolemaischen

Lehrsatze 4
)

schliesst das III. Buch.

Das IV. Buch handelt von den Pro-

portionen, das V. und VI ist Auf-

gaben gewidmet, und zwar das V. sol-

chen iiber Zeichnung und Theilung

von Seiten und Winkeln, das VI.

solchen iiber Verwandlung von Figuren

bei gleichbleibendem Flacheninhalte.

Ein besonderer Abschnitt 5
)

lehrt Auf-

gaben iiber grosste und kleinste Werthe

elementargeometrisch losen. Simpson zeigt 1) dass das Quadrat das

dem Inhalte nach grosste Rechteck von gleichem Umfange sei,

2) dass das grosste einem beliebigen Dreiecke unter Benutzung von

dessen Grundlinie als Seite einbeschriebene Rechteck dasjenige sei,

welches die halbe Dreieckshohe als Hohe besitze. Als 17. Satz er-

scheint endlich, dass das regelmassige Vieleck das flachengrosste aller

isoperimetrischen Vielecke von gleicher Seitenzahl sei. Die noch

folgenden Abschnitte begniigen wir uns einfach zu nennen: Von

K

Fig. 79.

) Simpson, Elements of plane geometry pag. 27. *) Ebenda pag. 3G.

!l

) Ebentla pag. 57. 4
) Ebenda pag. 59. 5

) Ebenda pag. 106118.
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regelmassigen Korpern
1

), Ausmessung von Flacheninhalten 2

), Korper-
inbalte 3

), Vermischte Aufgaben
4
).

Die Trigonometric Simpsons von 1748 ist ungemein kurz ge-
halten. Auf nur 77 Seiten lehrt sie die ebene Trigonometrie, die

Herstellung einer Tafel von Sinussen, Tangenten und Secanten, die

spharische Trigonometric, die Herstellung von Logarithmentafeln,
deren Anwendung, Eigenschaften der Sinusse, Tangenten u. s. w.

Eigenschaften ebener und spharischer Dreiecke. Aber auch bei dieser

Kiirze fand Simpson Gelegenheit, Eigenes von Wichtigkeit mitzu-

theilen. Der 5. Satz 5
)

ist der vom Verhaltnisse der Summe und der

Differenz zweier Seiten eines ebenen Dreiecks. Simpson beweist ihn

wie folgt. Seien (Fig. 80) im Dreiecke ABC die Seiten AB, AC
gegeben, deren kleinere AB ist. Mit

ihr als Halbmesser wird um den

Mittelpunkt A ein Kreis beschriebeii,

welcher die verlangerte AC in D
und in F schneidet. Man verbindet

B mit D und F und zieht DE\\BF-,
ausserdem zieht man Ab _1_ CF und

verbindet b mit C und F. Wegen
AB = AD = AF ist die Sumrne

AC + AB = CF, die Differenz

Fig. so. AC ABCD. Anwendung der

Siitze vom Centriwinkel und Peri-

pherievvinkel auf gleichem Bogen und vom Aussenwinkel eines Drei

ecks tuhrt ferner dazu L FDB = *

(ABC + BCA}, [_ DBE
= -i (ABC -

hat man
CF
CD

oder

BCA) erkennen zu lassen. Weil A CFB ~ CDE

FB
DE

FP DE
SD BD

A T&amp;gt;\ firi 4 D\ ABC+BCA ABC -

(A C -|- A B) : (A C - AB) = tang
- ~ -

: tang
- - -ABC -BCA

2

An diesem Beweise eines schon bekannten Satzes lasst es aber Simpson

nicht geniigen. Er entwickelt vom A AbC ausgehend die den vor-

hergehenden ganz ahnlich gebaute Proportion

AbC+bCA AbCbCA
(AC -\- Al) : (AC - - Ab) = tang

- ~
: tang g

*) SimpBon, Elements of plane geometry pag. 119 133. *) Ebenda

pag. 134142.
&quot;)

Ebenda pag. 143 145.
4

)
Ebenda pag. 146 193.

6
) Simpson Trigonometry pag. G 7.
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und weil Ab AB, die Vorderglieder beider Proportionen also die

gleichen sind, verbinden sich beide zu einer einzigen, in welcher nur

trigonoraetrisclie Tangenten von Winkeln vorkommen. Simpson be-

zeichnet die Tangente durch Tang und schreibt demnach

AbC+bCA m AbCbCA m ABC+ AGE ABCACJi
Tang- -^--: Tang - = Tang- -f : Tang- -

Aber AbC -f ACb = 90, AbC ACb = AbC (AbC + ACV)
= 24feC 90 und folglich

Tang 45 : Tang (AbC- 45) = Tang
^^ A6̂

. Tang
**-C ~- A- .

Man hat, sagt Simpson, hier zwei Proportionen stutt einer, aber man

findet doch initunter in der Astronomic einen Vortheil in deren An-

wendung wegen ihrer bequemen logarithmischen Anwendung. Be-

dienen wir uns, um Simpsons Meinung besser zu verstehen, einfacher

Buchstaben. Sei BC = a, AB == Ab = c, AC =b, LBAC=A,
L ABC = B, L ACB = C, L AbC = (p. Zunachst ist tang g&amp;gt;

=
-]

und
&amp;lt;p

dadurch gegeben. Dann aber ist weiter 1 : tang (&amp;lt;p 45)

= cotang : tang und dadurch auch B C gefunden. Simpson

hat sich also hier eines Hilfswinkels bedient und den gleichen

Kunstgriff im weiteren Verlaufe der Trigonometrie
x

)
wiederholt an-

gewandt. Ganz neu war derselbe ja nicht
;
Ibn Junus scheint ihn

im Oriente gekannt zu haben 2

),
aber dessen Tafeln waren 1748 in

Europa noch unbekannt, so dass Simpsons Unabhangigkeit gegen

jeden Zweifel gesichert ist. Dass Simpson von der Anwendung des

gleichen Gedankens durch Burgi hatte Kenntniss haben sollen, scheint

namlich ebenfalls ausgeschlossen (Bd. II, S. 643).

Welcherlei Lehrbiicher der elementaren Geometrie damals in

Italien benutzt wurden, wissen wir personlich nicht genau aazugeben
und waren fiir eine Erganzung von kundiger Seite dankbar. Wir

vermuthen jedoch, dass namentlich in den von Geistlichen geleiteten

Anstalten die Euklidausgabe des Clavius, der Euclides restitutes des

Borelli, der italienisch geschriebene Euclide restitute des Gior-

dani, von welehem wir (S. 14) gesprochen haben, den Unterricht

beherrschten.

Unter den Schriften weniger allgemeinen Inhaltes, zu denen wir

uns wenden, ist gerade die alteste und hervorragendste in Italien

erschienen. Girolamo Saccheri 8
) {1667 1733) war Jesuit und

) Simpson, Trigonometry pag. 64 68. *) Delambre, Histoire de

I astronomie au moyen age pag. 165. 3
)
Stackel und Engel, Die Theorie

der Parallellinien von Eukiid bis auf Gauss (Leipzig 1895) S. 31 135.
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lehrte zuerst Grammatik an dem von seinein Orden geleiteten Colle

gium der Brera in Mailand. Gleichzeitig niit ihm wirkte Toramaso
Ceva (1648 1737), der Bruder des ungleich bekannteren Giovanni
Ceva (S. 20 21) als Lehrer der Mathematik an jener Anstalt, und

Saccheri trat mit beiden Ceva in wissenschaftlichen Verkehr. In

der Brera in Mailand pflegte Saccheri seine Herbstferien zuzubringen,
auch nachdem er von Mailand nach Turin, von Turin uach Pavia

geschickt worden war, in der Brera starb er. In Pavia war er ausser

in dem Jesuitencollegium auch an der Universitat thatig und hielt

dort Vorlesungen fiber Arithmetik, Algebra, Geometric u. s. w.

Bereits 1701 (nach Anderen sogar schon 1692) gab Saccheri in

Turin erne Loyica demonstrativa heraus. An mathematischen Schriften

sind drei bekannt. Quaesita geometrica von 1693 und 1(594 und

Neostatica von 1708 sind unter dem deutlichen Einfluss von Giovanni

Ceva verfasst, dessen Methoden Anwendung finden. Durchaus selb-

standig ist dagegen das Hauptwerk von 1733, welchem Saccheri seine

allerdings erst anderthalb Jahrhundert spiiter durchgedrungene Be-

ruhmtheit verdankt, der Eudides db omni nacvo vindicatus, gedruckt
wahrend der langandauernden letzten Krankheit seines Verfassers. Es

ist zweifelhaft, ob er noch ein fertig gestelltes Exemplar zu Gesicht

bekommen hat.

Henry Savile (Bd. II, S. 664), wenn wir von alteren Schrift-

stellern absehen wollen, hatte 1621 von zwei hasslichen Flecken am

schonen Korper der Geometric gesprochen. Er meinte damit die

Lehre von den Parallellinien und die von den Proportioned In

letzterer war durch falsche Uebersetzung der fiinften Definition des

V. Baches von Euklids Elementen Verkehrtes geschaffen, welches

schon Campanus (Bd. II, S. 105) aufgefallen war, und welches

beseitigt werden konnte und musste, sobald der richtige Text her-

gestellt war 1

).
Saccheri hat das 2. Buch seines Buches von 1733

der Proportionslehre in diesem Sinne gewidmet. Die Lehre von

den Parallellinien zu bereinigen, bedurfte es mehr als einer

sprachlichen Verbesserung, und wir haben an vcrschiedenen Stellen

darauf aufmerksam gemacht, dass in den verschiedensten Zeitraumen

Versuche einer Sicherstellung auch dieser Lehre unternommen worden

waren. So sahen wir (Bd. II, S. 556), dass Clavius die Parallelen-

theorie auf folgende beide Satze zu stiitzen suchte: 1) Eine Lime,

deren einzelne Punktc glcichweit von einer, derselben Ebene mit ihr

) Ausfiihrlich ist der GegcnsUnd behandelt bei Joh. Wilh. Camerer,

EucUdis Elementonun libri sex priorcs graccc et latine (Berliu 18242;&quot;)) II, 320

bis 368.
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angehorenden Goraden abstehen, ist gerade. 2) Wenn eine Gerade

von unveranderlicher Lange langs einer zweiten Geraden so hin-

geschoben wird, dass beide fortwahrend einen rechten Winkel mit

einander bilden, so beschreibt der freie Endpunkt der versehobenen

Strecke eine Gerade. Wir erwahnten (Bd. II, S. 661), dass Borelli

den zweiten Satz des Clavius als Grundlage der Parallelenlehre wahlte.

Wir haben in diesem Bande (S. 14 und 27) die Versuche von Gior-

dani, von Malezieu, von Wallis besprochen.

Das Buch von Malezieu kann Saccheri, zu welchem wir zuriick-

kehren, kaum gekannt haben, anders aber mag es sich mit dem

Euclide restitute des Giordano verhalten. Es war italienisch ge-

schrieben, was seiner Verbreitung nur forderlich sein konnte, und die

Anstelbmg des Verfassers an der Sapienza uiusste ihn dem Jesuiten

ohnehin empfehlen. Sichergestellt ist indessen die Bekanntschaft

Saccheris mit dem Euclide restitute nicht, wahrend er in den An-

merkungen zum 21. Lehrsatze des I. Buches des Euclidcs db omni

naevo windi&amp;lt;catus ausdriicklich auf Clavius, Borelli, Wallis als seine

Vorganger, mit deren Ansichten er sich auseinandersetzt, hinweist.

Wir beabsichtigen keineswegs Saccheris Untersuchungen voll-

standig zu erortern, aber das wesentlich Unterscheidende zwischen

ihm und seinen Vorgangern mussen wir hervortreten lassen und

schicken eine Bemerkung voraus. In Euklids Elementen kommen
Parallellinien erstmalig im 27. Satze des I. Buches in Anwendung.

Alles, was vor diesem Satze liegt, war niemals angezweifelt worden

und durfte von Saccheri unbedenklich benutzt werden. Dazu gehort

auch der Satz I, 10, dass der Aussenwinkel eines Dreiecks grosser

sei als jeder der beiden inneren gegeniiberliegenden Winkel, und

wenn in unseren Tagen dieser Sat/ bemangelt worden ist
1

),
weil sein

Beweis stillschweigend voraussetze, dass jede

Gerade von unendlicher Verlangerbarkeit sei,

so war fur Saccheri dieser Einwurf noch

uicht vorhauden, und man wird nicht zu hart

mit ihm ins Gericht gehen diirfen, dass seine MB
Kritik sich nicht auch darauf bezog. Fig 81

Sei (Fig. 81) AB, so beginnt Saccheri

seine Untersuchung
2

),
eine Gerade, auf welcher zwei gleiche Strecken

AC, J3D unter gleichen Winkeln A, S aufstehen; verbindet man C
mit-Z) geradlinig, so mussen auch die Winkel C, I) einander gleich

sein. Die Diagonalen AD, SC werden gezogen, dann sind die Droi-

J

) Stackel und Engel 1. c. S. 11 Note *, S. 52 Note ** und haufiger.

*)
Ebenda S. 50.
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ecke CAB, DBA wegen gleicher vou gleichen Schenkeln gebildeter

Winkel A und B congruent and CB=DA. Da uberdies DBCA,
CD DC, so luiissen auch die Dreiecke BDC, ACD congruent

und l_ D C sein. Wird sodann (Fig. 82) in einem derartigen Vier-

ecke ABDC, welches AC = BD, l_A = B,

i C= D enthalt, die Verbindungsgerade MH
der Mitten der beiden Seiten AB, CD ge-

zogen, so sind die vier von MH mit AB
und CD gebildeten Winkel sammtlich rechte

Winkel 1

).
Zieht man namlich AH, BH,

CM, DM, so ist ebensowohlA ACM^BDM
als ACH^BDH wegen gleicher von gleichen Schenkeln ge

bildeter Winkel. Uann folgt aber CM=DM und AH = BH.
Weiter ist jetzt wegen stiickweiser Gleichheit der drei Seiten

A CHM s DEM und t\AHM ^ BHM, folglich /_ CHM=DHM
und l_AMH=BMH: einander gleiche Nebenwinkel heissen rechte

Winkel, mithin ist die Behauptung bewiesen. Sind die im ersten

Satze als gleieh angenommenen Winkel A und B uberdies rechte

Winkel, so unterscheidet Saccheri im 3. Satze die von vornherein

vorhandenen drei Moglichkeiten fur die als gleieh bewiesenen Winkel

C und D. Sie konnen beide rechte oder stumpfe oder spitze Winkel

sein, und diese drei Annahmen heissen nun bald 2

)
die Hypothese

des rechten, des stuinpfen, des spitzen Winkels. Der 3. Satz 3
)

selbst behauptet, die Verbiudungsgerade CD der Endpunkte von AC
und BD sei unter den drei nach einander genannten Annahmen

gleieh AB oder kleiner oder grosser. Ware (Fig. 83) im ersten

Falle DC nicht =BA, also eine der beiden

// __i) Strecken grosser als die andere, so schneide

man von der grosseren, welche etwa DC
sein nioge, DK=BA ab, wo K von D
aus gesehen diesseits C liegen muss. Jeden-

falls ist nach der Annahme L B = D als

rechte Winkel und BA = DK, also nach

dein ersten Satze LBAK=DKA. Das

M
Fig. 83.

a

ist aber unmoglich, denn nach der Annahme ist iBAC =
ein rechter Winkel und nach dem Satze vom Aussenwinkel des Drei-

ecks L DKA &amp;gt;
DCA, wahrend gleichzeitig /. BAK&amp;lt; BAC. In der

Hypothese des stumpfen Wiukels halbirt man AB in M, CD in 77

and zieht die MH, welche nach dem 2. Satze auf BA wie auf DC

) Stiickel und Engel 1. c. S. 5061.
A 53.

s
)
Ebenda S. 54.

3
) Elieuda
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senkrecht steht. Man kann statt dessen auch sagen MA und HC
stehen auf MH senkrecht, bilden aber mit der AC bei A einen

rechten, bei C einen stumpfen Winkel, dann kann nicht CH=AM
sein, weil sonst die Winkel bei C und A einander gleich sein mflssten.

Ebensowenig kann CH&amp;gt; AM sein. In diesem Falle ware es aus-

fuhrbar HK (mit K zwischen H und C) = MA abzuschneiden,

und man hatte LHKA = MAK, wahrend /. MAK &amp;lt;
M AC,

L MA C
&amp;lt;
A CK, L ACK &amp;lt;

HKA dieser Voraussetzung widerspricht.

So bleibt nur CJ5T&amp;lt; AM ubrig, und die gleiche Beziehung gilt fur

die doppelten Strecken, d. h. CD
&amp;lt;
AB. Nun ist nocb die Hypo-

these des spitzen Winkels zu erledigen. Man zieht wieder HM
durch die Mitten von CD und AB und senkrecht zu beiden. Wie

in der Hypothese des stuinpfen Winkels kann wegen der Ungleichheit

der Winkel bei C und A kerne Gleichheit der Strecken HC und

MA stattfinden. Ware HC&amp;lt;MA, so miisste es einen Punkt L

jenseits C geben, so dass HL = MA. Dann ware aber [_ HLA
= MAL, wahrend nach den Voraussetzungen i HLA &amp;lt;

HCA
&amp;lt;

MAC
&amp;lt;
MAL sein muss. Also bleibt nur HC&amp;gt;MA und

2HC&amp;gt;2MA oder DC&amp;gt;BA. Nachdem aus den drei Hypothesen

Polgerungen gezogen worden waren, welche zu weiteren Uuter-

suchungen aufforderten, zeigte Saccheri 1

), dass ein Nebeneinander-

bestehen der drei Hypothesen ausgeschlossen ist. Findet die Hypo
these des rechten, des stumpfen, des spitzen Winkels nur in einem

einzigen Falle statt, so ist sie die in alien Fallen allein zutreffende.

Einer spateren Zeit war es iiberlassen, von diesem Punkte aus

cine Gabelung der Geometric eintreten zu lassen und neben der

euklidischen Geometric, welche die Hypothese des rechten

Winkels verwirldicht, eine nichteuklidiache Geometric durch-

zufiihren, welche jene Hypothese leugnet. Saccheri glaubte fest an

die ausschliessliche Moglichkeit der euklidischen Geometric, und sein

Bestre&quot;ben konnte mithin nur dahin gerichtet sein, weil ein director

Beweis der Hypothese des rechten Winkels fur ihn nicht auffindber

war, diesen Beweis indirect zu fttbren, d. h. zu zeigen, dass die

beiden anderen Hypothesen, die des stumpfen wie die des spitzen

Winkels, zu Widerspruchen fiihren.

Fiir die Hypothese des stumpfen Winkels gelingt dieses ver-

haltnissmassig leicht. Im 13. Lehrsatze 2

)
beweist Saccheri, dass

zwei Gerade, welche von einer Transversalen so geschnitten werden,

dass sie mit ihr auf derselben Seite innere Winkel bilden, welche

zusammen kleiner als zwei Rechte sind, in einem in endlicher Ent-

)
Stackel uud Kn{?el 1. c. S. 5458. 2

)
Ebenda S. 6364.
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fernung befindlichen Punkte auf der Seite jener Winkel zusammen-

treffen, wenn nur eine der beiden Hypothesen des rechten oder des

stumpfen Winkels stattfindet. Nun weist aber Euclid nach
,

dass

jenes Zusammeutreifen, als Axiom betrachtet, die Hypothese des

rechten Winkels zur Folge hat, also ist alien Geometern klar, dass

allein die Hypothese des rechten Winkels richtig ist, und dass fur

die Hypothese des stumpfen Winkels kein Platz iibrig bleibt 1

).

Wenn nur wenig spater der 15. Lehrsatz 2

) nachweist, dass die drei

Hypothesen des rechten, des stumpfen, des spitzen Winkels nur eine

andere Ausspruchsweise dafiir bieten, ob in irgend einem Dreiecke

die Winkelsumme gleich zwei Rechten, oder grosser, oder kleiner ist,

wenn im 16. Lehrsatze 3

)
noch eine andere Umformung erscheint,

indem von der Winkelsumme des Vierecks ausgesagt ist, sie sei

gleich Tier Rechten, oder grosser, oder kleiner, so fallt die inittlere

Moglichkeit hier schon weg, und nur die beiden ausseren Falle sind

naher zu betrachten.

Wir wurden all/u \veitlaufig werden miissen, wenn wir sammt-

liche Folgerungen hier mittheilen wollten, welche Saccheri zieht, bis

er zu seinem 33. Lehrsatze 4
) gelangt, der klipp und klar behauptet,

dass die Hypothese des spitzen Winkels durch und durch falsch sei,

weil sie der Natur der geraden Linie widerspreche. Freilich ist

Saccheri mit der blossen Aeusserung des Satzes nicht zufrieden, und

auf die im Vorhergegangenen bewiesenen Thatsachen allein kann er

den Beweis auch nicht stiitzen. Er bedarf dazu noch einer ganzen

Anzahl von Hilfssatzen 5

),
und nachdera ihru der Beweis seiner Meinung

nach gegluckt ist, liisst er noch einen zweiten Theil des ersten

Buches folgen
6

),
in welchem er der Hypothese des spitzen Winkels

abermals mit neuen Griinden zu Leibe geht. Ich will -

sagt er

rait eiuer Art von Selbstentschuldigung, die einer Selbstanklage

tauschend ahnlich sieht - - Nichts unversucht lassen, um die wider-

spenstige Hypothese des spitzeu Winkels, die ich schon mit der Wurzel

ausgerissen habe, als sich selbst widersprechend nachzuweisen.

Die zweite Betrachtungsreihe beschaftigt sich der Hauptsache

nach mit dem geometrischen Orte der Eridpunkte gleichlanger Senk-

rechten auf eine gegebene Gerade, welcher unter der Hypothese des

spitzen Winkels eine Curve sein miisste, deren Hohlseite der ge-

gebenen Geraden gegeniiberliige, und zu deren Unmoglichkeit Saccheri

gelangt. Er nennt bei dieser Gelegenheit die haufig benutzte Er-

l

) Stackel und Engel 1. c. S. 67. *) Ebenda S. 6769.
&quot;)

Ebenda

S. 69 70.
4

)
Ebenda S. 109. 8

) Ebenda S. 109 122. 6
)
Eb.-nda

S. 123135.
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klarung der Parallelen als ilberall gleichweit von einander abstehender

Geraden einen groben Verstoss gegen die strongo Logik, demi was

heisst zwei gleichweit eiitfernte gerade Linien als gegeben annehmeu

anders, als entweder verlangen, dass jede Linie, die in derselben

Ebene YOU einer angenommenen Geraden gleichweit entfernt ist,

wieder eine gerade Linie sei, oder wenigstens annehmen, dass eine

gewisse gleichweit entfernte Linie eine gerade Linie seiu kann, so

dass man also eine solche entweder auf Grund einer Hypothese oder

auf Grund einer Forderung in der betreffenden Entfernung von der

anderen annehmen darf 1

).

So die hervorragende Schrift von 171-53, welche allzusehr von

den bis dahin iiblichen Untersuchnngsweisen abwich, als dass sic

sofort auf Anerkennung hatte stossen konnen. Sie mag wohl von

einern oder dera anderen Gelehrten gelesen worden sein, aber eine

Nachwirknng ist Jahrzehnte lang riiclit nachzuweisen.

104. Kapitel.

Elementargeometrische Einzeluutersucliungeii.

Eine geometrische Schrift von grossera Werthe, welche 1746 in

Edinburgh erschien, fiihrt den Titel Some general theorems of con

siderable use in the hialier parts of mathematics. Ihr Verfasser

Matthew Stewart 2

) (17171785), aeinem Fache nach Theologe,

beschaftigte sich an den Universitateu zu Glasgow und Edinburgh,
wo er studirte, auch mit Mathematik. An der ersten Anstalt hatte

er Robert Simson, an der zwei ten Colin Maclaurin zum Lehrer.

Auch nach Vollendung seiner Studien blieb er als Geistlicher zu

Roseneath im westlichen Schottland seinen geometrischen Bestrebungen

getreu, wie das von uns genannte Werk bezeugt. Es kam in

Maclaurins Todesjahr heraus und lenkte die Aufmerksamkeit alsbald

auf Stewart, so dass er zu Maclaurins Nachfolger in der Edinburgher
mathematischen Professur ernannt wurde, in welcher Stellnng er ver-

blieb, bis er sich 1775 nach Ayrshire zuruckzog. Die General

Theorems fallen 163 Seiten und werden durch 24 auf einer Tafel

gedruckte Figuren verdeutlicht. Die 38 ersten Seiten enthalten Lelir-

satze mit ihren Beweisen, dann folgen 120 Seiten unbewiesener Lehr-

satze, endlich sind auf den 5 lot/ten Seiten Stitze iibor den Kreis

abermals unbewiesen ausgesprochen. In einer kurzen Vorrede ent-

) Stackel und Engel 1. c. S. 134.
-) Chasles, Apercu Just. 173 bis

186 (dcutsch 170182) ; Foggendorff JI, 10081000
CANTOR, Goschichtc ilei- Mathmnaiik. Ill 2 2. Ati. 36
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schuldigt Stewart diese Art der Veroftentlichung mit dem in seinen

Verhaltnissen unerschwinglichen Aufwand an Zeit und Arbeit, den es

verursacht haben wiirde, wenn er iiberall den Satzen ihre Beweise

hatte beigeben wollen. Er hoffe, die Satze, welche mit Ausnahme

von hochstens zweien durchans neu seien, wiirden auch so Beifall

finden. Wer sie 7Ai beweisen den Versuch mache, werde gewiss ge-

niigende Entschadigung fur die anzuwendende Miihe in der Eiitdeckung

neuer und merkwiirdiger Eigenschaften finden, welche sonst der Auf-

merksamkeit leicht entgangen seiu rnochten.

Die zwei von Stewart als nicht neu zugestandenen Satze sind

neuerdings
1

)
als Bestandtheile der von Robert Simson ausgefuhrten

Wiederherstellung der ebenen Oerter des Apollonius (S. 509) erkannt

worden.

Unsere Leser erwarten vielleicht, dass wir bei dieser Gelegenheit

auch eines andercn Satzes von Robert Simson gedenken, von welchem

oft Anwendung gemacht wird. Werden (Fig. 84) von irgend einein

Punkte M der Peripherie des einem Drei-

ecke ABC umschriebenen Kreises die

drei Senkrechten MA^, MBl}
auf

die weun nothig verliingerten Seiten

BC, CA, AB gefallt, so liegen die

Fusspunkte A1} B1} C
l

dieser Senkrech-

ten auf einer Geraden RS, welche den

Namen der Simsonschen Geraden er-

halten hat. Wir konnej* allerdings nicht

umhin, den Satz zu erwahnen, aber nur

um den ihni beigelegten Namen als un-

richtig zuruckzuweisen. Simson hat nir-

gend von der betreffenden Geraden gesprocheu. Sie kommt zuerst

in einem Aufsatze von William Wallace (1768 1843) vor und

mag den Jahren 1799 oder 1800 angehoren
2

).
Die Entstehung des

falschen Namen s war aber folgende. F. J. Servo is erwahnte den

Satz und ftigte bei 1
&quot;

),
er glaube, derselbe rtihre von Simson her.

Poncelet bemerkte dann 4
), Servois habe den Ursprung des Satzes

auf Simson zuriiekgefulirt, und nun schrieb em Geometer den anderen

ruhig ab, bis Herr Mackay der Legende ein Ende bereitete.

Der wirklich auf Simson zuriickfuhrende Satz ist dieser. Im

l

) J oli 11 S. Mackay, Matthew Steimrts Theorems in den Proceedings of

the Edinburgh Mathematical Society. \
7
ol. X (1891 1892). *) John S.

Mackay, The Wallace, line and Wallace point in den Proceedings of the Edin

burgh Mathematical Society. Vol. IX (1890 1891).
3
) Gergonnc, Annalu*

de MathematiqHes TV, 260.
4

) Poncelet, Proprietes projectives 468 (1822)
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BD = CD = ?-

D
Fig. 85-

II. Buche der Ebenen Oerter behauptete Simson pag. 156 als

X. Lemma, dass (Fig. 85) in jedem Dreiecke ABC bei Annahme

eines beliebigen Punktes D der Grundlinie BC die Gleichung stattfinde:

AB* CD -f At BD = BD* CD -f- 6 7)2 BD -f- AD2 BC.

Er setzte hirizu, dass im besonderen Falle BD DC der Satz schon

von Pappus in dessen VII. Buch als Satz 122 bemerkt worden sei.

In der That geht, wenn

Simsons

Gleichung- durch leichte Um-

wandlung in AB 2
-\- AC 2 =

2 (AD* + CD2

) fiber, und so

lautet der angefuhrte Satz des
,

Pappus
1

).
In dem Anhange

zu den Ebenen Oertern pag. 221

karn Simson auf seinen Satz zuriick, indem er ihm auch ffir den Fall

bewies, dass A nach A falle, d. h. dass es sich um Beziehungen
zwischen den Entfernungen von vier derselben Geraden angehorenden
Punkten von einander handelte. Hier sagt dann Simson weiter, er

habe diesen besonderen Fall friiber als das X. Lemma entdeckt und

habe seine Schfiler James Moor und Matthew Stewart veranlasst

Beweise dazu zu suchen, was diessen auch gelungen sei; Stewart

habe uberdies einen anderen Beweis des X. Lemmas in den zwei

ersten Satzen seiner General Theorems veroffentlieht. So Simson

in seinen Ebenen Oertern von 1748, deren Herausgabe aber bereits

1741 beschlossen gewesen zu sein

scheint. An der Richtigkeit von Sim-

sons Angabe ist nicht zu zweifeln,

da sie mit dem Eingestandnisse Ste

warts in dessen Vorrede von 1746,
etwa zwei seiner Satze seien nicht

neu, sich deckt, und da sie iiberdies

nieinals von Stewart in Abrede gestellt

worden ist, wiewohl dieser auch noch

1763 ein weiteres rein geometrisches
Werk herausgab, von dem ausfuhr-

licher zu reden die gesteckte Zeit-

grenze uns freilich nicht gestattet.

Sehen wir nun zu, wie Stewart in den ersten Satzen seiner

General Theorems das Simsonsche Lemma beweist. Sei (Fig. 86) um

Fig. 8(5.

Pappus (ed. Hultsch) III, 856.

36*
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das Dreiock ABC ein Kreis beschrieben und dwell irgond einen

Purikt J) der Seite BC die AT) gezogen und bis zum Durchschnitte

G init clem Kreise verlangert. Sei G mit B und C verbunden,

DE\\AC, DF\AB gezogen, AH nach K verlilngert ,
endlich von

E aus die EH so gozogen, dass LAEH=AGB, beziehungsweise

LAHE^ABG. Akdann ist &AEH~AGB und folglich

BA A E GA AH. eine Gleichung, welche Ste \vart in die

Worte kle. det, die Reehtecke BAE, GAH seien einander gleich
1
).

Ferner ist 21i = EHJ) + EHA == EHD + A.BG sowie 2E
= GCA+ABG, also L EHT) --= GCA. Da iiberdies /. EDH

== G A (J ais Wechselwinkel an den Parallel en J&amp;gt; /?, AC, so ist

A 7^ ~ GAC und ^ir/ /X7?(= ^1CT A/ 1

)
= yi(9 D.ff. Die

beiden Productengleichungpn acldiri gcben 23A A E -\- A C AF
= AG- AH+ A G OH **&amp;gt; A G AD = AD* + AD I) G == AD*

4- HI) DC. In dern Wortlaute

BA AE -{- CA -AF=^AD 2
-i- JW DC

dcs 1. Lehrsatzes kouimen also nur nocb der beliebige Punkt D der

&amp;lt;Trundlinie des beliebigen Dreiecks ABC und die Punkte E
y
F der

Seitc-n AB
}
AC vor, in welche

DEI AC uud DF^AB eintreffen.

Im 2. Satze sind die drei be-

liebig in gerader Linie liegenden

Punkte A, B, C mit dern ausserhalb

der Geraden liegenden Puiikte D
(yi*n- ^) verbundeti . Die Geraden

AE
||
CD bis zum Durchschnifcte init

der vorlangerten HD und DF
\\

AB volleuden die Figur. Leicht

ersicbtlich ist

BD 1

*
: BD DE BD : f)E = BC : CA,

A !&amp;lt; *(= CD-) : EA A E AF : EA = BD : BE -= BC : BA.

Atih Satz 1 folgt :ibcr AD* + BD DE --= BA A C -f EA AF.

Setzt man aus den beiden erhaltenen Propoi^tionen Bl) DE
BD* 4 7!

und EA AE^ CD&quot;
-

, multiplicirt dann mit BC,
jf C Jj *

&amp;gt;

so entsteht

A D* BC -f BD* A C ----- A B - A C BC + CD* AB.

Um die Vergleichung )nit Simsons Ergebui.ss voniehmen zu konnen,

ist zu orwagen, dass Stt;warts Punkte A, B, C, D bei Simson B, 6
,

D, A heissen. Stewarts Gleichung ubersetzt sicli daher in BA 2
- CD

l

) Stewart, Gi-neral thetn-ems pag. 1-2: Therefore the rectangle BAE Is

to the rectangle GAH.
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r
)

-f CA*-BD = BC BD CD + DA* BC, und da im ersten Gliedo

rechts vora Gleichheits/eiclien BC=BD-{-CD benutzt werdeii

kann, so geht BC BD CD in BD* CD + CD3 BD ttber, wie

Siinson geschrieben hatte.

Endlich wendet sich Stewart zu dem

Falle, dass A, B, C, D derselben Geraden an-

gehoren (Fig. 88). Er errichtet in C, D, B
senkrecht zu AB die CE, DG, BF, macht

CE=CA und zieht die Gerade AEGF, so

dass auch DG = DA, BF=BA wird.

So ist CG, BE und durch letztere CH be-

stimrat. Im Folgenden nioge nun ADG den

Flacheninhalt des Dreiecks ADG bezeichnen,

und ahnliche Bedeutung haben alle Vereini-

gungen von drei Buchstaben, bei welchen nie an einen Winkel zu

denken ist. Offenbar ist

1. AD9 = 2ADG.
Ferner ist BD2

: BD DH= BD : DH=BC: CE = BC : A C und

BD- DH=2BDH, also

2. ~ BD* = 2BDH.
11 L&amp;gt;

Weiter ist ABE =
J AB CE = -~ AB AC und

&amp;lt;~- &t
-

3. AB- AC = 2ABE.

Endlich ist EG : EF= CD : CB, aber auch EG : EF= GH : FB
= GH: AB, also CD : CB = GH: AB, beziehungsweise CD : GH
= CB : AB = CD* : CD GH = CD* : 2CGH^ CD2

: 2EGH,
woraus

4.

5.

6. &amp;gt;4 B -AC -f CD3 =
2(^4^7iJ -f-

Die linken Seiten der Gleichungen 5.
;

6. miissen wie ihre rechten

Seiten identisch sein, und verviclfacht man sie mit BC, so erscheint

genau dieselbe Beziehung

AD* BC + BD 2 AC = AB AC BC + CD2

AB,

welche stattfand, als D ausserhalb der Geraden ACB lag.

Eine gleich ausluhrJiehe Berichterstattung- auch nur iiber die

von Stewart mit Beweison versehenen Satze wiirde unverhaltniss-

Addition von 1. und 2. einerseits, von 3. und 4. andererseits liefert:

~-BD* = 2(ADG + BDH)=:2AGHB,

2AGHB.
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miissiges Verweilen bei dem Buche bedingen, welches, wenn auch von

der Erhndungsgabe seines Verfassers zeugend, doch zunaehst, wie

nachher erortert werden wird, einen nur sehr geringfiigigen Einfluss

auf die Entwicklung der Geometrie geiibt hat. Wir miissen uns

damit begniigen, in Anlehnung an denjenigen neueren Schriftsteller 1

),

der Stewart so zu sagen entdeckt hat, vier Satze anzufiihren, in

welchen die iibrigen inehr oder weniger enthalten sind, den 40., 42.,

44. und 49. beziehungsweise 53. Satz nach Stewarts Zahlung. Sie

lauten:

I. Man denke sich ein regelmassiges einem Kreise vom Halb-

messer r umschriebenes m-eck, und es sei n irgend eine Zahl kleiner

als m. Wenn man nun von irgend einem Punkte, der innerhalb des

Vielecks liegt, wenn n ungerade ist, und beliebig angenommen werden

darf, wenn n gerade ist, Senkrechte auf die w-ecks-Seiten fallt, so

ist die Sumtne der wteu Potenzen dieser Senkrechten = m(r
n
-j- Avz

&amp;gt;

2

-f- UtjV&quot;~
4

-f~ Cv*vn ~~ 6
-f- ),

wo v die Entfernung des gewahlten

Punktes vom Mittelpunkte des Kreises bedeutet und A den 2ton Bi-

uomialcoefficienten der wten Potenz multiplicirt mit
----,

B den 4ton

t

multiplicirt mit 57, C den P)
ten

multiplicirt mit -- *- u. s. w.,

so dass 2

)

(n 1) R n (n 1) (w 2) (n 3) -(n I)(H -2) (n 3) (n -4) (&amp;gt;)

~~2*~~ 7
-&quot;
=

2*~~4* 2*-4 2 ~6*
~

u. s. w.
v ,

II. Ist ein regelmassiges dem Kreise vom Halbmesser r einge-

schriebenes m-eck gegeben, ist n&amp;lt;m,
v die Entfernung eines be

liebigen Punktes vom Kreisruittelpunkte, und bedeuten a, b, c - -

den
1., 2., 3. Binomialcoefficienten der wten

Potenz, so wird die

Summe der 2wten Potenzen der Entfernungen des gewahlten Punktes

von den Eckpunkten des w-ecks 3

)
= m(r2 &quot;

-\-
2 v2r2n

- 2 + ^2 v4 r2n-4

III. Wenn m beliebige Punkte gegeben sind und ebensoviele

Zahlengrossen a, b, c und hat man n
&amp;lt; m, so kann man n -f- 1

andere Punkte finden, so dass die Summe der 2wten Potenzen der

Entfernungen eines beliebigen Punktes von den m gegebenen Punkten

ieweils mit - -.
,
-- vervielfacht zu der Summe der 2wten Po

rt a a

tenzen der Entfernungen der n -f- 1 gefundenen Punkte von eben-

demselben beliebigen Punkte in dem Verhaltnisse von (a -f- b -f- H )

zu (n -f- l)a stehe 4
).

J

) Chasles, Apertru hist. 177178 (deutsch 173176). ) Stewart,

General theorems pag. 106106.
b
) Ebenda pag. 110111.

4

)
Ebenda pag. 115.
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IV. Wenn m beliebige Gerade gegeben sind und ebensoviele

Zahlengrossen ,&, und man hat n
&amp;lt; m, so kann man n -(- 1

andere Gerade finden, so dass die Summe der wtcn Potenzen der Ent-

fernungen eines beliebigen Punktes von den m gegebenen Geraden

ieweils mit ,
,

- vervielfacht zu der Summe der wten Po
tt a a

tenzen der Entfernungen ebendesselben Punktes von den n -f- 1 ge-

fundenen Geraden in dem Verhaltnisse von (a -}- b -f- c -f- )
zu

(n -f- l)a stehe 1

).

Man begreift, dass diese ohne Beweis ausgesproclienen Satze, als

sie in unserem Jahrhunderte die Aufmerksamkeit eines Geometers

auf sich zogen, welcher dem kurz zuvor neu eingefiihrten Begriffe

geometrischer Dualitat einen Theil seiner Erfolge verdankte, und

als er in ihnen denselben Gedanken wiedererkannte, dass es kaum

eine Eigenschaft von Punkten gebe, der man nicht eine solche von

Geraden an die Seite stellen konnte, einen aussergewohnlichen, fast

verbliiffenden Eindruck machen niussten. Man begreift aber auch,

und das ist oben von uns angedeutet worden, dass das 18. Jahr-

hundert jenen mit keinem Worte hervorgehobenen Dualitatsgedanken

nicht sofort zu wiirdigen oder nur zu erkennen verstand.

Nur die bewiesenen Anfangssatze Stewarts gewanneu Beachtung,

und wie Robert Simson den einen derselben ausgesprochen hatte, so

dass man ihm statt des Namens des Stewartschen Satzes rich-

tiger dem des Siinson-Stewartschen Satzes beilegen sollte, so

hat noch ein zweiter Englander zu eben diesem Satze AD2
- BC

+ BD* -AC = AB-AC-BC+ CD2 AB (S. 545) einen neuen Be

weis gesucht und gefunden. Thomas Simpson (S. 532) war dieser

Geometer, und er hat seinen Beweis in seinen Select exercises in

matliematics mitgetheilt
2
).

Die von uns (S. 526) angekiindigte Reihenfolge fiihrt uns zu

einzelnen Abhandlungen ,
unter welchen wir abermals zu trennen be-

absichtigen, so dass wir zuerst die eigentlich geometrischen Aufsatze,

dann wenige trigonometrische nennen.

Zuerst nennen wir eine franzosische Abhaudlung. Charles

Francois de Cisterney Dufay
8
) (1698 1739), gewohnlich kurz-

weg Dufay genannt, verliess die Arrnee, welcher er mit dem Grade

eines Hauptmanns angehorte, um als Chemiker in die Akademie der

Wissenschaften einzutreten. Spater war er auch Intendant des bota-

J

) Stewart, General theorems pag. 128129 und pag. 139140.

*) Cbasles, Aperfu hist. 176 (deutsch 172)
s
)
Histoire de TAcademie des

Sciences de Paris. Annee 1739 (Histoire pag. 73 83). Heller, Geschichte

der Physik II, 472.
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nischen Gartens in Paris. Die Geschichte der Elektricitatslehre rtihmt

Dufay als denjenigen, der zuerst zwischen Glaselektricitat und Harz-

elektricitat unterschied, und dieser sowie ahnlieher hervorragender

Leistuugen wegen hat inan auch oiner vereinzelten geometrischen

ALhandlung Dufays Beachtung geschenkt, welche sich mit regel

massigen Sehnen- uud Taugentenvielecken beschaftigte und neue

Eigenscliaften derselben c-nthullte, die gam hiibsch, wenn auch von

geringer Tragweite sind. Der erste Satz sagt aus, dass wenn (Fig. 89)
zu oinem ifnd demselben Kreise ein regelmassiges Sehnenvieleck und
ein ebensolches Tangenteuvieleck von der gleichen Seitenzahl con-

struirt werden, der Flitcheimnterschied beider Vielecke einem dritten

regelinassigeri Vielecke von aberuials gleicher Seiteuzahl gleich ist
?

dessen umschriebener
( beziehungsweise eingeschriebener) Kreis die

Seite des zuerst gegubeneu Tangentenvielecks (Sehnenvielecks) zum
Durchmesser hat. Man braucht die Fignr nur etwas genauer anzu-

sehen, um sich von der Wahrheit des Satzes zu iiberzeugen. Der

Fig. fi9. Fig. 90.

zweite nicht ganz so auf den ersten Anblick einleuchtende, aber

auch nicht grade schwer zu beweisende Satz laast (Fig. 90) aus

einem regelmassigen Sehnenvieleck von n Seiten ein spiralformiges

Vieleck 2

)
von *2n -\- 1 Seiten daduroh entstehen, dass alle Ecken und

Seitenmitten des Solmenvielecks rait dem Mittelpunkte gradlinig ver-

bunden wcrden, dass man von einer Seitenmitte eine Senkrechte auf

die nachste nach dein Mittolpunkte fiihrende Hilfslinie fiillt und stets

von dem so gewonnenen Durchscbnittspunkte aus da gleicbe Ver-

fahren fortsetzt. Dufay drtickt alsdann den Inhalt des spiralformigen
Vielecks durch eine allgemeine Formel aus.

*) Histoire de I Academic des Sciences de Paris Anue 1727 pag. 297340.

*) potygone spiral.
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Philipp Naude
1

) (1684 1747) ist gleich seinem Vater Fhilipp
Naude dem Aelteren (1654 1729) in Met/, geboren. Als im Oc

tober 1685 die protestanfcische Kirche in Met/ geschlossen wurde,

wanderte die Familie aus. Sie zog erst naeh Saurbriicken, dann nach

Hanau, zuletzt nach Berlin. Vater und Sohn waren nach einander

Lehrer der Matheinatik am Jomvhimsthaler Gymnasium in Berlin,

Vater und Sohn gehorten der Berliner Akademio an. Der Sohn ver-

offentlichte in den Denkschriften dieser Akademie von 1737 und von

1743 zwei unter einander zusammeuhangendo Ablwndlungeri fiber

Trigonoscopie*). Er verstand darunter die Herstellurg eines Dreiecks

auf geometrischem Wege aus drei Bestiinmungss^iicken ,
wenn zu

solchen Anderes gewahlt wurde als Seiten und W Inkel des Dreiecks.

Wir fiihren als Muster einen der einffichston Satzr an. Seien (Fig. 91)

in dem Dreiecke DEF die Hohen 7)C, EB, FA gezogen und A, B, C

gradlinig mit einander verbunden.

Wegen der bei A, B, C gebildeten

rechten Winkel liegen A und C auf

dem Halbkreise iiber dem Durch-

messer DF, A und B auf dem Halb

kreise fiber dem Durchmesser EF.
Mithin sind ACFD und ABFE
Sehnenvierecke, d. h. /. DFC -f- DA C

180 und BFE -f BAE = 180,

beziehungsweise iDAC=BAE und auch LI&amp;gt;AB
= EAC. Da

ferner LDAF*=*EAF, so ist l_BAF=CAF, d. h. AF halbirt

den Winkel BAC. Genau ebenso folgt, dass BE(CD) Winkel-

halbirende von LABC(ACB) sind. Sind also die Fusspnnkte A,

.B, C der drei Hohen eines zu zeichnendeu Dreiecks gegeben, so

zeichnet man zunachst das Dreieck ABC und in demselben die drei

Winkelhalbirenden AO, BO, CO. Senkrecht zu dicsen in A, B, C
erhalt man die Seiten des gesuchten Dreiecks.

Der nachste Schriftsteller, von welchern wir zu reden haben, ist

ein Mathematiker allerersten Ranges. Schon ab und zu (z. B. S. 360,

371) hatten wir seinen Narnen zu nennen; im ganzen gegenwartigen
Abschnitte wird er die hervorragendste Eolle spielen, und das ver-

anlasst uns, etwas ausffihrlicher bei aeinen personlichen Verhaltnissen

zu verweilen. Leonhard Euler 3
) (1707 1783) war der Sohn ernes

Geistlichen, Paul Euler, der selbst solche Neigung zu den mathe-

J

) Histoire dc I Acadtmie de Berlin. Anntie 174G pag. 4H5 468.

*) Miscellanea Herolinct.sia V, 10 32 und VII, 243 270.
3

) Allgenieine
deutsolie

I5iogmi&amp;gt;hie VI, 422430.
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matischen Wissenschaften besass, dass er dem Unterrichte des grossen

Jakob Bernoulli zu folgeii vermochte. Von dem Vater vorge-

bildet bezog Leonhard Euler in so jungen Jahren die Universitat,

dass er im Stand e war, schon 1723 die Magisterwiirde zu erwerben.

Sein Lehrer war Johann Bernoulli, seine Studiengenossen waren

dessen beiden Sohne Niclaus 11. imd Daniel, von denen jener 12,

dieser 7 Jahre alter als Enler war, ein Altersunterschied, der Eulers

Friihreife, mit solcheu Gefahrten annahernd gleichen Schritt halten

zu konnen, in das glanzendste Licht setzt. Die Petersburger Aka-

demie entstand 1724 nach einem Entwurfe Peter des Grossen durch

Eaiserin Katharina I. ins Leben gerufen. Niclaus II and Daniel Ber

noulli gehorten zu den dorthin berufenen Gelehrten, und sie folgteu

dem Rufe 1725. In Petersburg trafen sie den schon etwas friiher

berufenen Jakob Hermann. Niclaus II Bernoulli anterlag bald den

ungewohnten Witterungsverhaltnissen. Nur um so rnehr bemiihten

sich Daniel Bernoulli und Hermann, in Euler einen weiteren hervor-

ragenden Basler heranzuziehen. Dessen Berufung als Adjunct fur das

niathematische Fach erfolgte. Aber Katharina I. starb an demselbeu

Tage des 17. Mai 1727, an welchem Euler den russischen Boden be-

trat. Peter II. war wissenschaftlichen Bestrebungen ungiinstig. Euler

musste froh sein
;

als Schiffslieutenant in der russischen Flotte Ver-

wendung zu finden, bis ein abermaliger Regierungswechsel 1730

Kaiserin Anna auf den Thron brachte. Jetzt wurde der Wissenschaft

neue Sorgfalt zugewandt, und wahrend Hermann, Bilfmger, Daniel

Bernoulli der Reihe nach Petersburg verlassen batten, wurde Euler

als Mitglied der Akademie erhalten. Eine Reihe erfolgreicher Arbeits-

jahre wurde 1740 durch den Tod Anna I. unterbrochen, dcnn nun

begannen in Petersburg wieder Palastrevolutionen, welchen erst nach

Jahrosfrist im December 1741 die Thronbesteigung von Kaiserin

Elisabeth ein Ende machte, und inzwischen war Euler der Aufenthalt

verleidet, hatte er im Juni 1741 einen Ruf an die Berliner Akademie

angenorarnen, deren Erneuerung und Erhebung zu immer grosserer

Hohe ein Lieblingsgedanke Friedrich des Grossen war. Euler wurde

1744 Director der neugestalteten mathematischen Classe der Berliner

Akademie und blieb dort bis iiber jeiie Zeit hinaus, mit welcher wir

unseren Band abschliessen. Wir vollenden deshalb in aller Kurze

Eulers Lebensgeschichte. Euler hatte Petersburg im Unmuthe ver

lassen, aber nie yergessen. Als Katharina II. im Juni 1762 den

russischen Kaiserthron bestieg und cine neue Bluthezeit der Wissen

schaften eintrat, regte sich wohl zuerst in Euler die Sehnsucht nach

einer Riickkehr, und im October 1763 sprach er sich brieflich gegen

Goldbach dariiber aus. Die Unterhandlungen zogen sich in die
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Lange, da Konig Friedrich II. der Entlassung Eulers imrner neue

Schwierigkeiten in den Weg legte. . Endlich erfolgte Eulers Abreise

von Berlin im Jimi 1766. Kaum in Petersburg angekommen, hatte

Euler im Herbste 1766 das Ungluck zu erblinden. Uin das rechte

Auge war er schon 1735 bei seinem ersten Petersburger Aufenthalte

in Polge von Ueberanstrengung gekommen. Jetzt verlor er auch

das linke Auge. Trotzdem horte die wissenschaftliche Thatigkeit

Eulers erst rnit seinem Tode auf. Ein unubertreffliehes Gedaehtniss

uud aufopfernde Schiller mid Freunde, besonders Ni col aus Fuss

(1755 1826) aus Basel, der 1773 eigens zu dem Zwecke, um Euler

als Hilfsarbeiter zu dienen, nach Petersburg berufen worden war,

ersetzten ihm das Augenlicht, soweit es einen Ersatz dafiir geben
konnte. Man wird kaurn ein Gebiet der reinen und angewandteu
Mathematik nennen konnen, in welchem Euler nicht thiitig war, und

Thatigkeit hiess bei ihm bahnbrechender Erfolg. Seine Schriften

bestehen aus 32 Quartbiindeu und 13 Octavbanden selbstandiger

Werke nebst mehr als 700 zum Theil sehr umfangreichen Abhand-

lungen, deren letzterschienenen erst 1862 in Petersburg zum Drucke

gelangten
1

).
Eine Gesamnitausgabe in Quart alles dessen, was Euler

geschrieben, wiirde mindestens 2000 Druckbogen stark werden, und

dieser Umstand erklart, ohne das Versaumniss zu entschuldigen,

warum bisher die beiden Akademien von Petersburg und Berlin die

Ehrenpflicht noeh nicht erfiillten, eine solche Gesammtausgabe zu

veranstalten, welche rnau von ihnen gemeinscbaftlich, weim nicht

von einer derselben, zu verlangen berechtigt ist. Der Gesammt-

charakter der Eulerschen Schreibweise, um auch diesen gleich hier

zu schildern, besitzt als wesentliches JVlerkmal die Neigung, auch

noch nicht vollstandig gegliickte Versuche der Oeffentlichkeit nicht

vorzuenthalten. Redseligkeit wird der Eine sie schelten, wahrend

der Andere von der liebenswiirdigen Offenheit entziickt sein wird,

welche den Einblick in die geistige Werkstiitte ohne jede Heimlich-

thuerei gestattete. Wir personlich gehoren zu diesen Letzteren, und

wir liebeu Euler wegen seiner neidlosen, fremdes Eingreifeii heraus-

fordernden Enthiillungen fast eben so sehr, als wir seine allseitige

Erfindungsgabe oder seine uniibertroffen klare Darstellungsweise be-

wundern.

Eulers erster elementargeometrischer Aufsatz erschien 1741 im

Drucke 2

).
Er fiihrt den Titel Solutio problcmatis ad geometriam situs

J

) Unter den verschiedenen Verzeichnissen von Eulers Schriften, welche

veroffentlicht sind
,

ist das letzte und vollstandigste : Index opcrum Leonardi

Euleri confectus a Joh. G. Hagen. Berlin 189(5.
s
) Commentarii Academiae

Petropolitdnae ad annum 1736. T. VIII, 128140.
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pertinentis. Seit Leibniz den Gedanken einer Geometric der Lage
(S. 36) geaussert hatte, war seine Anregung unfruchtbar geblieben,

und Euler war der erste, welcher eine Anfgabe dieaer Art stellte nnd

losfce. Konigsberg ist von dem Pregel in mehreren Armen dureh-

flossen, und zwei solche Arme schliessen eine grossere Insel, den

Kneiphof, ein, so dass mit Einschluss des Kneiphofs vier Stadttheiie

unterschieden werden konnen. Ueber den Pregel ftthrten zu Eulers

Zeiten sieben Briicken, welche den Verkehr zwischen jenen vier

Stadttheilen vermittelten. Kuun man die sieben Brxicken nach ein-

aiider iiberschreiten
,

ohne eine derselben wiederholt an benutzen?

Diese Frage war in Konigsberg als Scherzfrage entstanden und hatte

Anlass zu zahlreichen erfahrungsmassigen Losungsversuchen gegeben.

Euler erkannte die wissenschaftliche Bedeutung der Scberzfrage. Aui

seine Beantwortung derselben konnen wir erst im 108. Kapitel ein-

gehen, wenn wir von der Combinationslehre reden.

Ebendahin verweisen wir vorlaufig unsere Leser fur eine andere

elementargeometriscbe Aufgabe, iiber welche Euler sich in einem an

Goldbach gericbteten Briefe aus Berlin vom 4. September 1751 fol-

gendermassen ausserte 1

): Icb bin neuiich auf eine Betrachtung ge-

fallen
;
welche mir niebt wenig merkwiirdig vorkam. Dieselbe betrifft

auf wie vielerlei Arten ein gegebenes polygonura durch Diagonal-

linien in triangula zerschnitten werden konne.

In England gab es ausser den P. T., als den Veroifentlichungen

der Royal Society, noch Zeitschriften sebr gemiscbten Inhaltes, in

welchen zwiscben Reimfragen, Ratbseln, Bilderrathseln aucb Wissen-

schaftliches vorkam ^j.
Da war Toadies Diary, welcbes von 1704 bis

1840, Gentleman s Diary, welcbes von 1741 1840 erschien; da

waren Miscellanea Curiosa Maihematica seit 1745, Mathematician

17451754, Pdttadmm 1748 1779, Mathematical Exercises 1750

bis 1753 u. s. w. In ihnen mogen mancbe elementargeometrische

Wahrheiten erstmalig ansgesprochen sein, welcbe dem Erfinder ver-

loren gingen, weil es dem Organe, dessen er sich bediente, an Ver-

breitung fehlte. Weniges ist nachtraglich wiedererkannt worden. In

den Miscellanea Curiosci Maihematica erschien (vermuthlich im Jab re

1746) ein Aufsatz von William Chappie, An essay on the pro

perties of trianales inscribed in -and circumscribed about two given

circles*}, muthrnasslich der erste Versuch die Eigenschaften eines

) Corresn. math. (Fuss) I, 551 -552. *) John S. Mackay, Notice sur

le journalism* muihematiijue en Anyleterre in den Berichten der Association

franyaise pour I avanrement des sciences. Congrds de Jicsanqon. 1893.
s

)
John

S. Mackay, Historical notes on a geometrical theorem and its developments in

den Prou cdinyx of the Ednnbunjli Mathematical Society, Vol. V (1886 1887).
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Dreiecks zu cntdecken, welches zugleich Sehnendreieck eines und

Tangentendreieck eines anderen Kreises ist. Ist (Fig. 92) E der

Halbmesser des dein A A BO umschriebenen, r der des ihm ein-

geschriebenon Kreises, sind a, l&amp;gt;,

c die

Seiten der Dreiecks, und ist A dessen

Inhalt, so ist A = &quot;

- r und

A ctoc PIT! c\ Tt 2ctfec

-pp-, folglich 2rll = rT- -
4 R a -j- b -}- c

Chappie bewies ferner, dass, damit die

beiden Mittelpunkte Oj (des uinschrie-

bencn) and
8 (des eingeschriebenen

Kreises) zusammenfallen, nothwendig
E 2r sain musse. Bei excentri-

schen Kreisen muss E
&amp;gt;

2r sein.

Die Entfernang Oj 2 land Chappie

Fig. 92.

R(R 2r), was wieder mit der Bedingung JR=2r fiir die

Concentricitat der beiden Kveise tibereinstimnit. Der Satz wird zu-

verliissig nicht uber die Grenzen Englands hiuaus bekannt geworden

sein, wenn er innerhalb jeuer Grenzen auch einige Beachtung fand,

und so ward Euler unabhiingiger
Nacherfinder in einein Aufsatze 1

),

den wir hier kaum neuuen dfirfen,

weil er die Jahreszahl 1765
triigt.

Schon vorher, am 23. Februar

1748, ha,tte Euler 2

)
einen an

deren elementargeometrischen Satz

Goldbach mitgetheilt. Man ver- m
einige (Fig. 93) in eineni Vierecke

ABCD die Mitten M und N der beiden Diagonalen BD und AC
geradlinig, so wird sein:

AB- -f BC* + CD* + DA* = A C2
-f BD* + 4MNs

.

Er bewies den Satz alsdann in einera mehrfach bemerlzenswerthen

Aufsatze: Variae demonstration s gsomctricae
s

).
Euler begiunt mit

dem geometrisch gefiihrten Beweise eines einst von Format ausge-

sprochenen Satzes. Analytisch konue derselbe ohno jede Schwierig-

keit als wahr erkannt werden, aber er habe gerade den aualytiscben

Beischmack vermeiden wollen. Der Satz selbst ist folgender. Sei

) Novi Commentarii Academiac Petropolitanae (id annum 1705. T. XI,

108123. Vergl. dazu Proceedings Edinl). May. Vol. IV. a
) Corresp. math.

(Fuss) I, 446. 8
)
Novi Commentarii Academiae Petropolitanae an annum 1747

tt 1748. T. I, 49-66.
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(Fig. 94) iiber AB als Durchmesser ein Halbkreis und nacli der

anderen Seite fiber demselben AB ein Rechtsck ABFE gezeichnet,

dessen Seite A E = -4? Sei ein beliebiger Punkt M des Halb-
V2

kreises mit E und F durch Gerade verbunden, welche die AB in

R und 8 schneiden, so ist AS* -f
2 = AB2

. Bnler zieht von Jf

aus durch vi und 7^ auch noeh HP und
3f^&amp;gt;.

Die Aehnlichkeit

der drei rechtwinkligen Dreiecke PEA, AMP, BFQ lasst erkennen,

dass PE FQ = EA BF=
-J
EF*- Aehnliche Beziehungen miissen

zwischen den entsprechenden Abscbnitten von AB stattfinden, d. b.

es muss sein: 2AR BS = ES\ Nun ist AS + BE =- AB -{- ES
und durch Quadrirung A& + BE 2 + 2AS BE = AJ? + RS*

+ 2AB- RS = AB2 + 2AR BS -f 2AB RS. Durch Zerlegung

Fig. 94.

zusaminengesetzter Stiickc in ihre Theile ist aber leicht ersichtlich,

dass AB RS -f AR BS = AS BE
}
wo auch E und S auf der

AB liegen. Mithin kaim oben 2AS-BR gegen 2AR-BS
+ 2AB-RS gestrichen werden, und es bleibt AS2

-\- BE* -- - AB2
.

Auf diesen Satz, dessen Beweis wir wegen seiner ungemeinen Ein-

fachheit wiedergegeben haben, lasst Euler einige andere folgeu: den

elementargeometrischen Beweis der Heronischen Dreiecksformel, einen

eben solchen der Brahmaguptaschen Formel fur den Flacheninhalt

des Sehnenvierecks, endlich den seines eigeneri Viereckssatzes. Wir

haben kaum nothwendig besonders zu betonen, dass Eulers Beweis

der Heronischen Formel keine weitere Verwandtschaft mit dem von

Heron selbst herruhrenden zeigt, als dass bei beiden der dem auf

seinen Flacheninhalt xn bestimrnenden Dreiecke einbeschriebene Kreis

vorkomrat, dessen Halbinesser Euler sodtinu ermittelt, was Heron

unterliess.
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In clem gleicheu Bande der Petersburger neuen Abhandlimgen
ist ein trigonometrischer Beweis des Eulerschen Viereckssatzes von

Georg Wolfgang Krafft enthalten
*).

Erirmern wir uns, dass

Krafft seit inehreren Jahren in Tubingen, wie Euler in Berlin war,
so sehen wir, dass die Mitglieder der Petersburger Akademie ihr in

der Ferae treu blieben und Manuscripts zum Druck einschiekten.

Kraffts Beweis, von dem wir hier red en, besteht in wiederholter An-

wendung des Satzes, dass das Quadrat einer Dreiecksseite gleich der

Summe der Quadrate der beiden anderen Seiten weniger dem doppelten
Producte jener Seiten in den Cosinus des von ihnen gebildeten
Winkela ist. Im Anschluss an den Eulerschen Vierecksatz bewies

Kratft auch den Lehrsatz von Cotes (S. 410 411) fur die Sonder-

falle 2/1 = 4, 2/1 = 6, 2/1 = 8, eigentlich ein recht uberfliissiges

Bemiihen, nachdem (wie Krafft selbst erklart) Jol-ann Bernoulli in

dein vierten Bande 2

)
seiner Werke einen Beweis des allgenieiuen

Satzes gegeben hatte, der sich allerdings auf Reihenentwicklungen
stiitzte.

Irn Jahre 1754 karn im II. Bande der Memoires presented par
tics Savwits etrawjers der Pariser Akademie der Wissenschaften eine

Abhandlung von Esteve aus Montpellier heraus, in welcher die Auf-

gabe behandelt und fiir einen besonderen Fall auch gelost war, eiue

dreieckige Pyramids aus ihrer Grundflache und den drei ebenen

Winkeln, die an der Spitze zusammentreffen, zu bestimmen. Ist

ABC die Grundflache, D die Spitze, sind also ADB, 13DC, CDA
die gegebenen Winkel, so wahlte Esteve die Winkel DAB, DAC,
DBC als Unbekannte und brachte eine Gleichung zwischen ihnen

zu Staude, welche fiir den Fall, dass L DAC = DBC ist, zu einer

Gleichung vierten Grades nach sin. DAC wird 3

).

Das Jahr 1757 forderte eiuige Untersuchungen iiber Theilung
von Figuren zu Tage

4
).

Es scheint, als ob Johann Tobias Mayer
6
)

(1723 1762) den Anstoss dazu gegeben hatte. Aus einem gewohn-
lichen Handwerker entwickelte sich Mayer ohne fremde Unterweisung
durch Selbstthatigkeit und eine seine Heimath bestatigende echt

wiirtteuabergische ZSihigkeit zu einem hervorrageuden Astronomen

und Physiker und tiichtigen Mathematiker. Er wurde 1751 als

ordentlicher Professor der Mathematik und Oecoriomie nach Gottingen

berufen, und seine Vorlesungen iiber ])ractische Geometrie waren

beriihmt. War doch Mayer der Erfinder des Multiplicationsveiiahrens

*) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae d annum 1747 et 1748.

T. I, 131 136
-) Job. Bernoulli Opera IV, 6776. 3

) Mathetia,
Serie 2, VI, 18. 4

) Klfigel II, 231233. n
) Allgemeine deutache Bio

graphic XXI, lOJ 116. Artikel von S. Gfiuther.
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bei Winkelraessungen
1

), weicbes iu der practiscbeii Geometric nicht

minder hervorragende Uienste als in der Astronomic leistet, und hat

er sich doch anch mit der Frage nach der Benutzung iiberbestimmter

Gleichungssysteine beschiiftigt. Aus dem Inhalte der Vorlesungen
ilber practische Geometric ging ein Aufsatz De transmutatione fiyu-

rarum rectilinearum in triawjula hervor
;
welcher seit dein 1. Marz

1755 zur Veroffentlichung durch die Gottinger Akademie bestimmt

war 2

), aber aus nicht bekannten Griindeu ungedruckt blieb. Mayer
lehrte darin eine geradlinige Figur von beliebiger Seitenzahl ohne

Anwendung eines Zirkels, sondern unter alleiniger Benutzung eines

Parallellineals in ein Dreieck zu verwandeln und sie durch gerade

Linien, welche sammtlich auf der Grundlinie aufstehen, in gegebenem
Verhaltnisse zu theileu. Nun erschien 1757 von Christian Heinrich

Wilke 8
) (1722 1776), damals Decent der practischen Geometrie in

Halle, spater in Leipzig privatisirend, wo er auch Secretar der oco-

nomischen Gesellschaft war, ein Buch unter dem Titel: Neue und

erleichterte Methode, den Inlialt geradliniger Fladien zu finden und

dieselben ohne Eechnung einzutheilen. Die Gottinger Gelehrten Nach-

richten 4
) brachten eine sehr anerkennende Besprechung, aber noch

in deraselben Bande verwahrte sich Tobias Mayer
6
) gegen jenes

Lob, welches an die miriehtige Adresse gehe, da Alles, was in

Wilkes Buch gut sei, von ihm entnommen sei, ohne Jass Wilke

der Verpflicbtung nachgekommen ware, seine Quelle in ehrlicher

Weise zu nennen. Wilke vertheidigte sich dann wieder, so gut er

konnte, in einem 1758 gedruckten Anhange zu einer anderen Schrift:

New. Grundsdtze der prdctisdwn Geometrie.

Irn Jahre 1758 wurden ferner zwei Aufsatze Eulers gedruckt,

welche sechs Jahre friiher 6
) der Petersburger Akademie vorgelegt

worden waren: Ekmenta doctrinae solidorum^ und Demonstratio non-

nullarum insifinium proprictatum , quilws solida hcderis planis inclusa

sunt praedifa*). Der erste dieser beiden Aufsatze enthalt neben zahl-

reichen anderen meistens leicht zu beweisenden Satzen fiber die An-

zahl der Elemente von einer gewissen raumlichen Natur bei Viel-

ilachnern hauptsachlich den Satz, welcher den Namon des Eulerschen

) Haec vera methodus in multiplicutione anguli cotisistit, bagt Mayer in

einer Abbandlnng, welche 1752 im II. Bimde der VerOtfontlichungen der Gofc-

tinger Akademie gedruckt ist. *) Gottinger Gelehrte Nachrichten 17f&amp;gt;6,

S. 266. 3
) Poggendorff II, 1328. 4

) Gottinger Gelehrte Nachrichten

1767, S. 1252 flg.
f&amp;gt;

)
Ebenda 1757, S. 1329 flg.

6
) Brieflich ausserte

Euler ihren Inhalt schon 1760 an Goldbach. Corresp. math. (Fuss) I, 636 539.

7
)
Novi Commentani Acodemiue Petropolitanae ad nnninn 1752 et 1763. T. IV,

109140. 8
) Ebenda T. IV, 140160.
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Polyedersatzes sich bewahrt hat. Bekanntlich hat Descartes
bereits den Sat/ entdeckt, und hat Leibniz cine Abschrift von

Descartes beziiglichen Aufzeichnungen nehmen konnen (Bd. II, S. 683
bis 684). Aber dass Euler davon irgend Kenntniss erhalten haben

sollte, ist an sieh kaum auzunehmen und bei der fiber jeden Zweifel

erhabenen Wahrheitsliebe Eulers durch seine Erklarung, es handle

sich um einen durchaus neuen Satz, vollstandig ausgeschlossen. Euler

spricht den Satz in der Form

+ #=.4 + 2

aus 1

).
Dabei ist S = numerus angulorum solidorum (die Zahl der

Ecken), A = numerus acierum (die Zahl der Kanten), H= numerus
hedrarum (die Zahl der Flachen). Einen zuverlassigen Beweis dps

Satzes, gesteht Euler zu, besitze er nicht; er konne nur dessen Wahr-
heit fur alle Gattungen von Vielflachnern, an welchen er ihn der

Priifung unterziehen werde, erkennen lassen, so dass diese Induction

an Stelle .eines Beweises dienen moge. Im zweiten Aufsatze holte

Euler nach, was er im ersten vermissen lassen musste. Die Winkel-
sumine eines ebenen Vielecks, sagt er, wird gefunden, indem man
durch Ziehung einer Hilfslinie ein Dreieck abschneidet, beziehungs-
weise ein neues Vieleck sich verschafft, dessen Winkelzahl um die

Einheit, dessen Winkelsumme um zwei rechte Winkel abgenommen
hat. Heisst im w-eck die Anzahl der Winkel A, ihre Summe in

rechten Winkeln ausgedruckt jR
7

so sind im (n l)-eck die ent-

sprechendeu Zahlen A 1 und E 1 2
;
im (n 2)-eck sind sie

A 2 und E 2-2; im Dreieck sind sie A (n 3) und
E (n 3) 2, zugleich aber auch 3 und 2. Folglich ist

A (n 3)
= 3 und E (n 3). 2= 2 d.h.A= n, R= 2n 4.

Nun wird Aehnliches im Raume versucht. Durch Einlegung einer

Hilfsebene wird eine Ecke des Vielflachners abgespaltet und zu er-

mitteln gesucht, wie sich dabei die Zahlen andern, welche im ersten

Aufsatze 5, If, A hiessen. Sie gehen in S 1, H 2 f* + v
A 3

[i + v iiber, und nennt man diese Zahlen 8lf Hi} A i} so

ist fif
t + H

t
A

l
= S + H A, d. h. die algebraische Summe

S+ H A muss trotz aller Abspaltung von Ecken constant bleiben.

Beim Tetraeder mit =4 Ecken, H=4 Flachen, A 6 Kanten
ist aber 4 + 4 6 = 2, also allgemein S + H A == 2 .

An diese Entwicklung schliesst sich die Losung einer Aufgabe
2

)

an, welche eigentlich ganz anderer Natur ist und nur dadurch in

einem sehr lockeren Zusammenhange mit dem Vorhergehenden steht

l

) Novi Cnmmeniarii Academiae Petropoltianae ad annum 1752 et 1753.

T. IY, 119. 2
) Ebenda T. IV, 168 ICO.

CASTOE. Goscbichto der Matbomatik. III. a. 2. Au. 37
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dass es sich um ein Tetraeder handelt. Euler fragt namlich nach

dem Korperinhalte des Tetraeders dargestellt durch dessen
sechs Kanten. Stossen a, b, d in der Ecke A, a, c, e in der

Ecke B, b, c, f in der Ecke C zusammen, so dass die drei Kanten

a, b, c das Dreieck ABC bilden, so findet Euler fur das 144-fache

Quadrat jenes Korperinhaltes die Formel

rtYW + c
2 + d 2

-f r
s

) a-f\a
2
-f f*} a*W&amp;lt;?

+ 6V( 2
-f c

2 + d- -f /- ) 6V(fe
8
-f e

2

)

+ c&amp;gt;&amp;lt;P(a -f V + c
2 + /*) c A

welche er aber unter Beiziehung von Winkelfunctionen in eine viel

geschmeidigere Gestalt zu bringen weiss. Siud die drei in tier Ecke

A zusammenstossenden ebenen Winkel BAC = p, BAD =
&amp;lt;,

CAD = r, so ist der Korperinhalt des Tetraeders =
^ x.j~l/- P -\~ g.-\- r
-- abd ]/ sin C . Sin

.
. r . *

P 4- r 9
sin - ^ sin

Diese letztere Formel ebenso wie das oben tiber Aufsatze von Krafft

und von E sieve Bemerkte greift allerdings in das trigonometrische

Gebiet iiber, dem vollends zwei Abhandlungen angehoren, welche wir

noch nennen. Die erste derselben, schon 1727 der Petersburger
Akademie vorgelegt

1

),
fuhrt die Ueberschrift Trigonometrica und riihrt

von F. C. Maier her. Er erklart in den einleitenden Worten, er

wolle eine Zusanamenstellung von Satzen geben, welche er zu ver-

schiedenen Zeiten in der Petersburger Akademie, der er angehorte,

mitgetheilt habe. Allerdings flosst gleich der erste Satz der Zu-

sammenstellung nicht allzugrosses Vertrauen ein
;
denn derselbe be-

hauptet;
bei spitzen Winkeln seien Sinus und Cosiims, Tangente und

Cotangente positiv, beina stumpfen Winkel blieben Tangente und

Sinus positiv, Cotangente und Cosinus dagegen wilrden negativl
2

)

Auf die Ergebnisse der ganzen Abhandlung iibt dieser grobe Fehler,

den man als kennzeichnend dafiir beachten moge, wie wenig bekannt

der eigentliche Verlauf von Winkelfunctionen damals noch war, keinerlei

schadigenden Einfluss. Maier handhabt wesentlich spitze Winkel und

Summen oder Differenzen von spitzen Winkeln. Er bedient sich der

Formeln fur die Functionen solcher Winkelsummen, indent er regel-

massig die Functionen der einzelneu Winkel durch besondere Buch-

staben bezeichnet. Heisst S der Sinus, C der Cosinus des grosseren

*) Commentarii Acudemiae Petropolitunae ad annum 1727. T. II, 12 30.

*) obtusi anyuli tangens et sinus posit-ivi quidem manent, sed cotangens ipsius et

cosinus privativi fiunt.



Elementargeometrische Einzeluntersuchungen. 559

spitzen Winkels, s imd c dasselbe fiir den kleineren spitzen Winkel,

so behauptet Maier, der Sinus der Summe beider Winkel sei -

der Sinus ihrer Differenz - ^
,
wo r den Kreishalbmesser be-

r

zeichnet. In Ubnlicher Abkiirzung siud T und
t, M und m die

Tangeuten und Secanten dev beiden spitzen Winkel. Maier legte

Werth auf die logarithmische Benutzbarkeit der Formeln und be-

diente sieh deshalb, weun zwei Seiten und der von ihnen einge-

schlossene Winkel gegeben waren, gern der Gleichung, welche heu-

A + B
.

, tang
~

tigen Tages
-

~A~~B Sesc^riQ^eiL zu werden pflegt, bei

tang

* - !. f

Maier aber = heisst, und von deren Beuutzung durch Tho-
r c y

mas Simpson etwa 20 Jahre spater (1748) wir uns (S. 535) iiber-

xeugt haben.

Uebersichtliehkeit mogen die gewonnenen Formeln immerhin be-

sessen haben, so lange sie in Uebung waren; man gewohnt sich

verhaltnissmassig leicht an Bezeichnungen, so dass sie unersetzlick

scheinen; aber Durchsichtigkeit fehlte den Formeln insofern, als der

Zusammenhaug der Winkel, deren Functionen in Rechnung traten,

ihre Addition, ihre Subtraction nicht aus der Bezeidhnung selbst so-

fort zu entnehmen war. Zudem ist nicht zu vergessen, dass Maiers

Bezeichnungen keineswegs eineri Fortschritt, sondern vielmehr einen

nicht unbedeutcnden Ruckschritt gegen seit einem Jahrhunderte be-

kanqte Schreibweisen bildeten. Wir wissen, dass Albert Girard

(Bd. II, S. 709) schon 1626 die Silben tan und sec benutzte, um

Tangetite und Secante eines Winkels anzugeben, der selbst durch

einen einfachen Buchstaben bezeichnet jenen Silben nachgesetzt wurde,
dass er aber freilich folgewidrig genug den Sinus nicht durch sin

andeutete, sondern durch den gleichen Buchstaben, der vorher fiir

deu Winkel. selbst gebraucht worden war, so dass man unter A
oder a bald einen Winkel, bald dessen Sinus zu verstehen hatte.

William Oughtred ging in letzterer Beziehung iiber Girard hinaus
*).

In seiner Trigonometry von 1657 bediente er sich, wie es scheint,

regelmassig der Abkiirzungen s, sco, t, too, se, seco fiir sinus, sinus

complement!, tangens, tangens complement!, secans, secans comple-
menti. Aber weder Girard noch Oughtred fanden die Nachahmung,
deren sie wiirdig waren. Wohl hat bald dieser, bald jener Schrift-

) Briefliche Mittheilung von Herrn John S. Mackay, der sich dabei auf

De Morgan, Budget of Paradoxes pag. 451 bezielit.

37*
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steller einmal von sin A, von tan B tmd dergleichen gesprochen;
aber

immer nur beilaufig.

Erst in Simpsons Trigonometry von 1748 ist fast durchweg

mit den Wortern Sine, Co-sine, mit den Silben Tang, Co-tang ge-

rechnet. Das Einzige, allerdings ziemlich Unbedeutende, was man

bei ihm vermissen kann, ist eine ausdrttckliche Erklarung, er werde

fortan diese Bezeichnungen anwenden.

Euler hat in verschiedenen Aufsatzen das Seine zur Einfahrung

der kurzen Bezeichnung gethan. In den Petersburger Akademie-

schriften von 1737 findet sich zunachst ein Aufsatz 1

)
von ihm iiber

eine geometrische Aufgabe, die nicht ohne Interesse ist, aber doch

nicht von solcher Wichtigkeit, dass wir bei ihr selbst zu verweilen

haben. Dort ist gelegentlich
2
)

von A sin -- die Rede mit dem

Zusatze, er verstehe darunter den Arcus im Einheitskreise, dessen

sinus sei. In eirier Abhandlung des Jahrgangs 1744 der Nova
c

Acta Eruditorum 8

),
der Fortsetzung der friiheren A. E., spricht Euler

bei Gelegenheit der Integration jiner Differentialgleichung von dem

arcus, cujus tangens
=

t, seu A tag t,^ und zwei Seiten spater heisst

es: Ponatur Atagt = 90 9, ut exprimat &amp;lt;p angulum ADM, erit

t __ rnf m
c^i? & 1 4- #

2= -r^~,
6
) und dam it war auch der Arcus-

* &quot;

sin&amp;lt;p s^n&amp;lt;p

t

tangens wie friiher der Arcussinus erklart. Von durchschlagendem

Erfolge war jedoch erst eine Abhandlung Eulers., von 1753, welche

wir deshalb ale die zweite in diesem Kapitel zu nennende trigono-

metrische Abhandlung bezeichnen, die Principes de U trigonofnetrie

spherique tires de la methode des plus grands et des plus petits
6

).

Eulers Grimdgedauke ist folgender. Auf der Kugeloberflache

sind die Bogen grosster Kreise die kiirzesten Linien, welche von

einem Punkte nach einem anderen gezogen werden konnen, oder ein

von einem Punkte der Kugeloberflache nach einem anderen gespannter

Faden nimmt die Gestalt eines Bogens eines grossten Kreises an.

Ein spharisches Dreieck besteht aber aus Bogen grosster Kreise, und

es kann dahor als die Figur mit drei Eckpunkten auf der Kugel

oberflache dofinirt werden, welche aus den kurzesten auf der gleichen

) Commentarii AcaJenriae PetropoUlanae ad annum 1737. T. IX. 207221.

b ,b . .

7

)
Ebenda T. IX, 209: A sin denotat arcwn cujus sinus est i

radii 1. )
Nova A. E. 1744 pag. 315-336. 4

)
Ebenda pag. 326.

8
)
Ebenda pag. 327. )

Histoire de I Academie de Berlin. Aimfa 1753

yag. 223257 Eine deutsche Uel&amp;gt; -rsetzung von E. Hammer erschicn als Heft

Nr. 73 von OetwaldB Klassikern dor exacten Wisseaachaften.
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Oberflache moglichen Verbindungslinieri jener Eckpunkte besteht.

Gewinnt man aus dieser Definition, welche zur Anwendung der Me-

thode grosster und kleinster Werthe herausfordert
, Beziehungen

zwischen den Seiten und Winkeln des Dreiecks, so wird man daiuit

die allgemeinste Trigonometrie schaffen, welche man tiberhaupt denizen

kann. Sie wird zur ebenen Trigonometrie, wenn die Kugeloberflache

mit einem unendlich grossen Halbmesser beschrieben zur Ebene

entartet
;

zur spharoidischen Trigonometrie ;
wenn statt der Kugel

oberflache die Oberflache eines Spharoids gewahlt wird, und in der

That hat Euler dem Aufsatze, von welchem hier die Rede ist, un-

mittelbar einen zweiten: Elemens de la trigonometric spheroidique^

nachfolgen lassen. Euler setzt also die Lehre von den kiirzesten

Linien voraus, um trigonometrische Ergebnisse abzuleiten, eine zum

mindesten eigenartige Reihenfolge der Entwicklungen, welche uns

nothigen wird, im 117. Kapitel des Aufsatzes von 1753 abermals zu

gedenken.

Jetzt diirfen wir nur auf eine Zwischenbemerkung des Aufsatzes

eingehen. Euler sagt namlich 2
),

er wolle die Winkel eines sphari-

schen Dreiecks durch A, B, C, die ihnen gegeniiberliegenden Seiten

durch a, b, c bezeichnen. Das war eine an und fur sich unbedeu-

tende Neuerung, die jeder, auch der unbedeutendste Mathematiker

hatte einfiihren konnen, aber thatsachlich ist es nicht geschehen.

Deshalb erscheint es berechtigt, Eulers Aufsatz von 1753 als den

Ursprung der Form der spateren Trigonometrie anzuerkennen, um so

mehr, als in ihm fortwahrend von den Abkiirzungssilben sin, cos

(oder cs), tang (oder tag oder tg oder tng) Gebrauch gemacht ist.

105. Kapitel.

Algebra bis 1745.

Wir naben (S. 406) angekiindigt, dass die von Newton zuerst

aufgeworfene Frage nach der Anzahl der complexen Gleichungs-
wurzeln einer gegebenen Grleichung von anderen englischen Schrift-

stellern weiter gefordert worden sei. Wir haben unter ihnen in

erster Linie Colin Maclaurin zu nennen. Dieser hat seine Unter-

suchungen in zwei Briefen an Martin Folkes 3
) (1690 1754), einen

vermogenden Privatmann, der lange Zeit Vorsitzender der Royal Society

in London war, niedergelegt. Der erste Brief4) geht von folgendem

J

) Histoirc de I Academic de Berlin. Ann&amp;lt;5e 1753 pag. 258293. 8
) Ebenda

pag. 231.
) Poggendorff I, 766. 4

) P. T. XXXJV, 104112.
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Lemma aus. Sind m positive Zahlen a, b, c, tl -
gegeben, so

lassen sich aus ihnen Paare bilden, deren jedes sich zu
|

einem Producte, sowie zu einer Differenz verbinden lasst. Die Summe
aller zweifactorigen Producte heisse J? = alt -f- ac -j- -j- be -f- .

Die Summe der Quadrate der m Zahlen heisse A = or -j- ?&amp;gt;

2

-{- c
2

-f- d
2

-j- Die Summe der Quadrate der --- - Differenzen ist

positiv oder (a &)
2
-f- (a c)

2
H f- (6 c)

2
-j &amp;gt;

0. Ent-

wickelt nimmt sie die Gestalt (w I)A 27? an, folglich ist

-
&quot;I

A
&amp;gt;

B. Sind einzelne der vorgelegten Zahlen negativ, so findet
m

das Lemma in gleicher Weise statt, da A unverlindert bleibt, wahrend

J}. abnimmt, wenn em/elne der zu addirenden Producte negativ aus-

fallen. Sind alle a
, b, c, d einander gleich, so werden sammt-

liche gebildeten Differenzen, also auch die Summe ihrer Quadrate, zu

Null, d. h. es ist alsdann (in 1)^1 2S == 0, und will man diese

Moglichkeit mitberiicksichtigen, so lautet das nun ganz allgemeine
uj ^

nur an das Reellsein von a, b, c, d gekuiipfte Lemma -
-A&amp;gt; 13.

M

Man kann ihm umgekehrte Giltigkeit beilegen, d. h. 1?&amp;gt;
-- A

kann nur stattfinden, wenn nicht alle Zahlen a, b, c, d reell,

sondern einzelne derselben complex sind. Es bedarf kaum der Be-

merkung, dass wir nur neuerem Sprachgebrauche zu Licbe complex

sagen, die Schriftstollcr dieses Kapitels gebrauchten ausschliesslich

das Wort imagin&r. Das Complexsein von a odei- b u. s. w. konnen

wir auch so aussprechen, dass die Gleichung

(x a) (x- V) (x c) (x rf)
=
fli j

auch coraplexe Wurzeln besitzen muss, damit B
&amp;gt;

- A stattfinden
2

kann, wobei man weiter zu beachten hat, dass solche complexe

Wurzeln stets paarweise auftreten, sofern die Gleichungscoefficienten

reell sind. Maclaurin fuhrte das nun irn Einzelnen aus.

Darait x* (a -f- tyx -j- &amp;lt;*&
=: zwei complexe Wurzeln be-

a e
I It* 1

sitze, muss ab
&amp;gt; -^ oder abx2

&amp;gt; ((a -f- &)#)
2

sein. Die New-

^
2 1 ~2~ 1

tonsche Bruchreihe (S. 404) ist y,
* Ihr Quotient y = -j

T
ist fiber (a -{- b).x zu setzen. Man hat also zu vergleichen

-( (a + &)#)
2 mit ab x9

. Letztere Zahl ist voraussetzungsmassig

die grossere, und das fordert ein Minnszeichen. Das erste und letztf
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Glied haben immer
-J-&amp;gt; folglich erscheint -f

---
f- mit zwei Zeichen-

weehseln den zwei complexen Wurzeln entsprechend.

In der cubischen Gleichung x3
(a -{- I -f c^2 + (

a &
4&quot;

ac

_U bc)x abc besteht das Kennzeichen complexer Wurzeln in

a l) _|_ ac _j_ be &amp;gt;
a2

-f &2

-f c
2 oder in 3(afe -f ac -f fee) &amp;gt; (a -f I+ c)*321

Die Newtonsche Bruchreihe -, -- y Ktet die Quotienten

I. JL

-- = i
j

=
-i-, welche iiber (a -j- & -j- c)#

2 und fiber (& -j- ac

T Y
zu setzen sind. Nun ist zu vergieichen -( (&amp;lt;* 4~ ^ ~h c)^

2

)

mit a;
3

(a6 -f ac -f bc)x und --
((a& -f ac + ^c)^)

2 mit a&c

(
a _|_ &

._}_
c
)a;2.

Der erste Vergleich zeigt, dass die zweite Zahl

grosser ist als die erste, also - -
erfordert, den zweiten Vergleich

schenken wir uns und schreiben -f-
- - ? -j- ^l&g nun ^as ^ durch

-f- oder durch - - ersetzt werden, jedenfalls erscheinen zwei Zeichen-

wechsel und zwei complexe Wurzeln.

In der biquadratischen Gleichung z4 (a -\- 6 -j- c -f- d)x* -f-

(ab -\- ac -\- ad -\- lc -{- Id -}- cd) x
2

(abc -j- nbd -{- acd + bed) x

-f- abed ist als Kriteriuni complexer Wurzeln erkannt (ab -f- o&amp;gt;c

-f ad + &c -f bd + cd) &amp;gt;

|- (&amp;lt;t

2 + 62
-f- c

2
-f d 2

) oder (a 6 -f ac

o

_j_ aj _|_ J c _|- ^^ -|- c ^) &amp;gt;

---
(a -)- 6 -j- c -(- rf)

2
, welches, wenn die

Gleichung kiirzer #4
px* -\- qx

s
r#-{-s = geschrieben wird.

Q

die Form q &amp;gt; -^ j)
2 annimmt. Man kann aber auch q } r, s zu dem

Kriterium verwenden. Sind namlich nicht alle Grossen a, b
} c, d

reell, so gilt das Gleiche fiir die vier Grossen abc, abd, acd, bed,

auf welche man alsdann das Lemma B
&amp;gt;

- A anwenden kann,
p

d. h. man hat abc abd -f- abc acd -f- abc bed -f- abd acd -|-

aW bed + aed feed
&amp;gt;

-jj-
(a

2 6-c2

-f aW2 + a2
c
2d2 + feW). Die

sechs Glieder links sind nichts anderes als abcd(ab -f- ac -f- &c -f-

ad -j- fed + cd) sq, und die Klammergrosse rechts ist (abc -f-

aferf -j- acd -j--&c ^)
2 --

2(afec abd -f a & c - c^ + a6c feed -j-

abd acd -f- abd bed -f- aed feed)
= r2

2s#. Die TJngleichung
Q Q

wird demnach zu sq &amp;gt; -s-(/*
2

2sg) oder sg &amp;gt; -^-r
2

.

o

Ein letzter Satz, dessen Beweis genau naeh dem Muster der

mehrfach gezogenen Folgerungen gefuhrt wird, heisst endlich: Wenn
xm Ax&quot;

1- 1 + Bxm-* ---- + Cx* + Dx + E= eine Gleichung



564 105. Kapitel.

mit aussehliesslich roellen Wurzeln ist, so muss (w IVi*
&amp;gt;
2mB

und (m l)D
2

&amp;gt;2w(7jE sein. Wir bemerken zum Ueberflusse,

dass die in der ersten Ungleichung vorkommenden Gleichungs-
coefficienten A, B nicht mit den Wurzelfunctiorien A, B des anfang-
lichen Lemma verwechselt werden dtirfen.

Nun erschien nach einiger Frist im Jahre 1728 ein inhaltlich

verwandter Aufsatz 1

).
Der Verfasser hiess George Campbell, aber

iiber seine Personlichkeit NJiheres festzustellen ist nicht gelungen,
wenn er auch im 114. Kapitel uns aberinals begegnen wird. Die

englische National Biography z. B. kennt zwar einen Tlieologen

George Campbell, aber derselbe lebte 1719 1796, kann also unmog-
lich 1728 einen mathematischen Aufsatz von Bedeutung veroffentlicht

haben. Campbell schickt einige Lemmata roraus. Damit die Wurzeln
B*

von ax2 - 13x -j- A reell seien, miisse
&amp;gt;

aA sein. Aus der

Gleichung xn Bxn~ l

-j- + &# + -4 *=
folge mittels x -

die neue Gleichung Ayn
by

n~ l
-f- + By ^f 1 = 0, und jeder

Wurzel x = a der ersten entspreche eine Wurzel y = der zweiten

Gleichung
2

).
Die beiden Grossen a und - - seien gleichzeitig reell

und gleichzeitig complex, dernnach haben beide genannte Gleichungen

gcnau gleich viele complexe Wurzeln. Bilde man aus xn Bxn~ 1

-f- Cx
n~ - - + ex2

4^ &^ + A = 0, wofiir wir abweichend von

Campbell kurzer
&amp;lt;b(x)

= schreiben wollen, eine - neue Gleichung,
deren Eutstehung auf die Differentiation von

&amp;lt;b(x) hinauslauft, die

also &amp;lt;b (x}
= wird geschrieben werden diirfen, und habe

&amp;lt;b(x)

=
lauter reelle Wurzeln, so sei das Gleiche fur &amp;lt;b (x) der Fall,

wenn auch nicht urngekehrt, vielmehr konne 4&amp;gt; (#)
== ausschliess-

lich reelle Wurzeln besitzen, wahrend
&amp;lt;b(x)

= complexe Wurzeln

, habe. Dagegen lasse der Satz die Erweiterung zu, dass
&amp;lt;b(x)

mindestens ebensoviele complexe Wurzeln besitze als &amp;lt;b (x)
== 0.

Alle diese Lemmata, sagt Campbell, seien bekannt und aus der Lehre

von den grbssten und kleinsten Werthen leicht herzuleiten, Reyneau
z. B. habe sie in seiner Analyse dcmontree bewiesen.

Wir miissen hier einige Worte iiber diesen letzteren Schriftsteller

einschalten. Charles Reyneau
3
) (1656 1728) war in Brissac un-

) P. T. XXXV, 515531. ) Campbell nimmt .in der ^weimaligen

Verwendung von a als Gloichungscoefficient und als Gleichtmgswurzel keinerlei

Anstoss. Feruer schreibt cr auch in der r*weiLcu Gleichung nicht /, sondern x

fiir die Uiibekarmte. a
) Hisioirc de CAcademic des Sciences de Paris. Anne&quot;e 1728

(Histoire pag. lia 11(5).
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weit Angers geboren. Er trat 1676 dem Orden des Oratoriums in

Paris bei, nnd vielleicht schon aus jener Zeit stammte eine enge

Freundschaft mit Mallebraiiche. Reyneau fand als Professor der

Philosophic nach einander in Toulon and in Pezenas, dann 1683 als

Professor der Matheraatik in Angers Verwendung. Seit 1716 war er

Associc libre der Pariser Akadernie. Seiner Analyse demontree von

1708 wird nachgeriihmt, sie habe die wesentlichen Entdeckungen der

Descartes, Leibniz, Newton und Anderer in ein Werk vereinigt.

Zu den Anderen diirfte auch Rolle gezahlt werden miissen, an dessen

bahnbrechende algebraische Arbeiten (S. 120 124) die Abhandlung

Campbells ebenso erinnert, wie unser Bericht fiber Newtons Arith-

metica universalis (S. 407) ihrer gedenken musste. Es ist vielleicht

nicht ganz uberfliissig, darauf aufmerksarn zu maehen, dass die

Arithmetica universalis von 1707 der Analyse deinontree von 1708

vorausging. Newton wird also Holies Arbeiten im Originalwerke

kennen gelernt haben, wahrend Campbell eingestandenermassen aus

Reyneaus zweiter Quelle schopfte.

Wir kehren zu Campbell zuriick. Er geht, wie von
&amp;lt;J&amp;gt;(#)

zu &amp;lt;& (%),

auch zu den hoheren Ableitungen iiber, indeni er deren Gestalt erortert,

und kommt schliesslich zur quadratischen Gleichung (t&amp;gt;(

n~ 2
)(#)
=

n(n l)(n 2)-3*
2

(n l)(w 2)-3-2Bx+(n 2)...3-2.1C
r==0

oder zu
n ~

x* (n !)!?# -\- C = 0, von welcher aus behauptet
8

wird, (J)
(a;)

== habe mindestens ebensoviele complexe Wurzeln als sie.

Das Kennzeichen des Reellseins der Wurzeln von -*-= -x* (n \}Bx

-f- C = ist aber &
&amp;gt; C, und diese Ungleichung muss statt-

finden, wenn
&amp;lt;b(x)

= lauter reelle Wurzeln besitzt. In diesem Falle

sind ferner nach Campbells zweitem Lemma auch die Wurzeln von

Axn bxn ~- 1

-\- cxn -% == 0, beziehungsweise von xn

-j-
xn~ 1

i
c j n (n 1) 9 (n 1)& i

c r\4- --xn ~* = und von -2-5
L x* ^ -- x -4- -r =A 2 A A

reell, und es muss sein ^~ z-&amp;gt;*r oder ^-~Z&amp;gt;
2

&amp;gt;cJ.. Campbell2w A A 2n

zieht aus letzterer Ungleichung die Folgerung
- &2

&amp;gt;
cA

}
die an

sich ganz richtig ist, die er aber nicht weiter verwerthet. Das Reell-

sein der Wurzeln der Gleichung wteu Grades
&amp;lt;t&amp;gt;(#)

= xn Bxn ~~*

-}- + (cx
* bx -\- A) mit den drei letzten Coefficienten + c

,

-f
:

^-&amp;gt;

^ zient also
&amp;gt;

da (+ &)*
= & und (+ c) (4; A) == cA ist,

nothwendig die Folge nach sich, dass -

~
mal dem ins Quadrat

A 1

erhobenen Coefficienten von x grosser sein muss, als das Product des
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Coefficienten von a;
2 in die absolute Zahl 1

), d. h. in die Gleichungs-

constante.

Wie durch aufeinanderfolgende Ableitungen aus
&amp;lt;t&amp;gt;(#)

= eine

quadratische Gleichung hervorgebracht werden kann, kann die Reihe

der Ableitungen auch friiher unterhrochen werden, so dass etwa N
die Gleichungsconstante derjenigen Gleichung wird, bei welcher man
stehen blieb, wahrend die Coefficienten von x und von a? aus M und

aus L hervorgehen. Campbell nimmt m als Exp&nentcn des Coeffi

cienten M an, d. la. er liisst in 0(#) den Coefficienten M als Bestand-

theil des Gliedes + Mxn~m erschcinen. Die benachbarten Glieder

daselbst sind ^pZ(A
&quot;~

&quot;+
1 und + Nx*~m~ 1

. Nach n m Imaliger
Differentiation entsteht 4&amp;gt;(&quot;~

m~
*)(#) vom Grade n (n m 1)

IT 3 l-l T J J -7- l(n - m ~\- 1) (
n -= m -f- 1 und die bcnlussglieder sind -f- &amp;lt;-

-- T
&amp;gt;

(n m)Mx -j- N\- Sie lassen die Ungleichung
-

(n m -}- 1) (n T -\r j m n m TI/TS -^ T TVT J.J..G j
&amp;gt;

-- -LN oder - ~M 2
&amp;gt;LN stattfinden,2 m-\-l n m -f 1

sofern &amp;lt;t&amp;gt; (x} = lauter reelle Wurzeln besitzt. Dabei ist

nr-T
-~ T = m

,
r ,

d h. der Quotient, welcher entsteht,m -\- 1 m -}- 1 M i + !

m
, T, i-i ?t n 1 n m 4- 1 n m 1,wenn in der Brucnreme --

,
- ... - . . . - der

1 2 m m -f 1 M

(i -|- l)
te Bruch durch den mten dividirt wird, und das ist ja das

Bildungsgesetz der von Newton aufgestellten Zahlerifactoren. So oft

die als nothwendig erkannte Ungleictmng nicht stattfindet, kann man

auf das Vorhandensein eines Paares complexer Wurzelu schliessen,

und daraus, behauptet Campbell, konne man unmittelbar Newtons

Regel fur die Auffindung der Anzahl complexer Wurzeln herleiten 2
).

Campbell berechnet nunmehr die bei Gleichungen mit ausschliesslich

reellen Wurzeln positive Dilferenz rr -,-: ^ 2 LN und
m -f- 1 n m -\- 1

findet sie = 7 rv! 7&quot; i ^ --^ T &quot; unter Annahme
(m -\- 1) (n m -f 1) 2 3 4

folgender Abkurzungen. Als Coefficient von +#&quot;~
m in

4&amp;gt;(V)
ist M

die Summe der als Producte aufgefassten Combinationen zu je m
aus den n Gleichungswurzeln a, b

} c, d ;
bildet man aus diesen

~ m+
Gliedern von M alle Differenzen von je 2,

1 a &amp;lt; HI

*) numerus absolutus. *) Ex aictis immediate deduciiwr demonstratio

Eegulae quam dedit ittustrissimus Netctonus, qua determinotur Numerus Eadkum

impossibilium in quavis data Aequatione.
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1 n(n 1) (w m -f i) M( 1) (w w -f- 1)
deren es also -.- ~

t rg^TUT&quot;

&quot;

V~ &quot;T^T^T

gibt, und nimint die Sumrne ihrer Quadrate, so soil dieselbe Z
heissen. Unter den gebildeten Differenzen kanti man solche unter-

seheiden, deren Glieder bis auf einen Factor erster Dimension iiber-

einstimmen, solche, bei denen die Glieder der Uebereinstimmung in

Bezug auf Factoren 2t0)

,
3ter Dimension entbehren u. s. w. Die

Summon der Quadrate der so in Gruppen geordneten Differenzen lieissen

(n-fl)Z 7
, 0, y &amp;lt;. Das Negativsem von _

qpI^_ - --- --~ - -

bildet alsdann eine andere Form der Bedingung fiir das Vorhanden-

sein complexer Gleichungswurzeln.

Wollten wir rein chronologisch in unserer Erzahlung von dei

Entwicklung der Algebra fortschreiten, so ware an dieser Stelle fiber

eine Abhandlung Daniel Bernoullis von 1728 zu berickten.

Wir freuen uns diesen Bericht aus bestimmten Griinden bis zum

109. Kapitel hinausschieben zu konnen und dadurch in der Lage zu

sein, ohne von detn begonuenen Gegenstande abzulenken, weiter fort-

zufabren.

Maclaurins zweiter Brief an Folkes tbrdert namlich unsere

Aufmerksamkeit, den er 1729 dem ersten Briefe folgen liess
1

),
oftenbar

in einiger Verstimumng daruber, dass Campbell ihin Manches von

seinen seit Veroftentlicbung des ersten Briefes neu gewonnenen Er-

gebnissen vorweg genommen batte. So ist wohl Maclaurins Ein-

leitungssiitz zu verstehen, er habe die Absicbt gehegt eine Algebra

herauszugeben und habe dieser seine weiteren Forschungen einver-

leiben wollen, er ziehe jedoch aus gewissen Griinden vor, nun doeh

eine neue Abhaudhmg zu veroifentlichen. Die Gieichung, von deren

Wurzelii der Brief handelt, und die wir wieder mitunter durch

4&amp;gt; (x) bezeichnen werden, hat die Gestalt

*
Irr&quot;-

9
-f Kx&quot;- ---- = 0.

Die Wurzeln soiien a. &, c, d, e, f, g, n
: i, 7r, I sein, so dass

J4 = a-j-&-j- c ~}~^~l~ ~h &amp;lt; Maclaurin nennt a, 6, c Theile

oder Glieder des Coefficienten A, ebenso ah, ac, ad Theile oder

Glieder des Coefficienten S u. s. w. Dimension eines Gliedes

oder eines Coefficienten nennt er die Anzahl der in jedem Gliede als

Faetoren enthaltenen Wurzeln. Mithin ist A ein Coefficient von der

Dimension 1, B, C sind solche von der Dimension 2, 3 u. s. w.

&amp;gt;)
P, T. XXXVI, 59%.
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Theile verschiedener Coefficienteii sind unter einander ahniich, weim
alle Factoren des Theiles des Coefficienten niedriger Dimension in

dem Theile dessen von hoherer Dimension vorkommen. 1st umge-
kehrt kein Factor des Theiles des niedrigeren Coefficienten in dem
Theile des hoheren vorhanden, so heissen die Theile unahnlich. So

sind abc und abode ahnlicne Theile von C und E, ab und cdefyh
unahnliche Theile von B und F. Mit Hilfe dieser Benennungen er-

lautert Maclaurin alsdann auch eine Bezeichnung: er schreibt C D
fur die Summe der Producte, welche entsteheu, wenn alle Theile von

C mit den ihnen ahnlichen Theilen von D vervielfacht werden.

C C ist folglich die Summe der Quadrate aller Theile von C. Da-

gegen hedeutet ihm C C die Summe der Producte von je zwei un-

gleichen Theileu von C miteinander. Demnach ist CC=*C C -\- 2C C.

Bei Vervielfachung ahnlicher Theile von unter einander verschiedenen

Coefficienten inacht Maclaurin darauf aufmerksam, dass deren Pro-

ductentheile bei der Vervielfachung ganzer Coefficienten bald nur

einmal, bald wiederholt auffcreten. Wenn z. B. in C G das Glied

a*b*c*defg vorkommt, so ist in CG ebendasselbe Glied einmal ent-

halten. Anders verhalt es sich, wenn das Product DF gebildet

wird. Da nanilich a?b 2

c*defg = abed abcefg = abce abcdfg= abcf- abcdeg === abcg abcdef, so wird dieses Glied 4mal in DF
vorkommen, d. h. ebenso oft als die Ditferenz der Dimensionszahlen

von C und G, 1 3 = 4
;
vorschreibt. Wird ferner W gebildet, so

erscheint a2 b2
c
2

defg abode abcfg= abcdf abceg= abcdg abcef
oder 3 mal, d. h. halb so oft als 7 3 = 4 Elemehte zu je zwei

zusammengefasst werden konnen. Mit Hilfe dieser Betrachtung, he-

ziehungsweise Bezeichnung, und gestiitzt auf die Ergebnisse des ersten

Briefes stellt Maclaurin folgende Satze auf. Sei in der oben kurz

mit
&amp;lt;t&amp;gt;(#)

= bezeichneten Gleichung m der Unterschied der Dimen-

sionen von C und G, so ist CG = C G -f (m -f 2) B H
l i-f-37n-4-4., T , ,wi + 4m+6n + 6 T,-

-, -,

&quot;T 2
AT -\-

-J- f -J
1 K, d. h. wegen

m = 7 -^ 3 = 4 ist CG = C G -f GB H -f 28AT + 120JT.

Aehnlicher Weise ist auch DF=* D F -\- 4C G -}- lbH H +56A I

+ 210^T und T? == E W + 2D F -f QC G -f- 2QB H -\- IOA 2

-f- 2565&quot;. Ist ferner I

n
- -

n
~~- . ^-^

-
-,

wo die Anzahl der
\ It O

mit einander vervielfachfcen Briiche der Dimension von E gleich-

kommt, wodurch I die Bedeutung der Anzahl der den Coefficienten E
bildenden Glieder erhiilt, so ist unter Annahme lauter reeller

Gleichungswurzeln
Z

-^- &&amp;gt;DF CG + BH AI+K. Hat

Q&amp;gt;(x)

= nicht bloss lauter reelle Wurzeln, sondorn diese auch alle



Algebra bis 1745. 569

gleiehen Vorzeiehens, 1st fp.rner C von der Dimension r
}
S von der

Dimension r 1, G und //von den Dimensionen r -}- 5 und r -f s + 1

so ist (M r s)rC
f G

&amp;gt;(s + 1) (s + 2)B Hf

. Wird * = 0, d. h.

geht sowolil C als 6r in E iiber, so ninimt der Satz die Gestalt an

( r)rE E &amp;gt;
2D F oder WJET.E

&amp;gt;
2I/.F

,
wenn von jetzt an

m eine Abkiirzung fiir (n r)r ist, wahrend s dem fruheren m

entspricht. Dieselbe Abkiirzung gestattet (n r q) (r q)

_ m qn _j_ q* 7AL ^.hreiben und mit Anwendung dieser Zeichen

heisst (q r 1) (r l)D F
f

&amp;gt;
3 4C G auch (m w+ 1)D F

&amp;gt;
12C G . Ebenso ist (-m 2w+4)6&quot;G&amp;gt;30^

,ff
/

, (m a+9)JB ir

&amp;gt;
56AT, (m 4n -j- 16)J/I &amp;gt;

OOJST. Die unter der erwahnten

Voraussetzung, dass alle Gleichungswurzeln reell und gleichen Vor-

zeichens sind, stets positiven DilTerenzen zwischen je zwei mit einander

verglichenen Grossen hat nun Maclaurin durch bestriclielte kleine

lateinische Buchstaben bezeichnet, d. h. er setzt:

mE E

= c

(m
-- 3n 4 9)B H 56AT = d

und macht darauf aufmerksam, dass die Zahlen 2, 12
; 30, 56, 90 in

stets um 8 zunenmenden Differerizen imwachsen. Maclaurin verviel-

facht nunmehr die oben angefiihrten Werthe von JE2 und DF mit m,

beziehungsweisc mit m -f* n -f- I, RO dass er erhalt:

nD F + 6&amp;gt;wC G -f 2QmB H .

-f 256wJS:,

_|_ 4; + Y)D F -f 4(m + n -f 1)C G

+ lb(m -f n -f !)/? /? + 56 (w -f n+ 1)A T
4- 210(m -f n -f l)j

und zieht boide Werthe von einauder ab. Er erhalt:

ml? ~- (w + -I- 1) DF = w^ i&quot; 4. (w n 1)D F -j-

(2m 4w ^C G -fCow 15w 15)^ lT -f (14&amp;gt;w
56 n

+ (46 210w 210)JS:--=a -}

4- (5w 15 15) irir-f- (14m 5

Man sieht, wie \veitere Einfiihrungen kleiner bestrichelter Buchstaben

reclits vom Gleichheitszeichen erfolgen. Man setzt (m n~\-\}D F
r

-= V+ 126&quot; G
,
dann (2m 4n+ 8)&amp;lt;T(r=

2c + 60^ .ff u. s. w.

Man erhalt endlich: wE2

(m + n + \)DF= a
f

-f & + 2c -f- 5^
-f- 14e und die Zahlen 1, 1, 2, 5, 14, welche dabei auftreten, sind
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nichts anderes ale 1 0, 2 I, 6 4, 20 15, 70 56, d. h. die

Differenzen der Zahlen, welche vorher bei der Ent\vicklung von E-

und DF nach Summen von Producten grosser bestrichelter Buch-

staben auftraten. Die gefundene Gleiehung gestattet aber auch die

f9 m? i

-- -- -- -- XT
Umformung in r -E* = DF-\- Nunm -f- M -\- 1 M -f- n -f- 1

war w* = (w r)r positiv, ebenso muss m -f- w -{- 1 = wr r2

_j- w -|- 1 = ( r -f- 1) (r -f- 1) positiv seiu. Ferner ist

--7-= -r-T Die genannte Gleichung hat also
(n r -f 1) (r -j- 1) r -f 1

auch eine Ungleichuug _-^\ E?
&amp;gt;
2)F zur Folge, aobald alle

r

Wurzeln von
&amp;lt;$&amp;gt;(x)

reell sind; die Bedingung gleichen Vor-

zeichens fur die Wur/eln lasst Maclaurin hier plotzlich fallen, ohne

eine Begriindung dafiir zu geben. Dagegen macht er darauf auf-

n r

merksain, dass -
-, der Quotient zvveier Bruche sei, welchen

n r -f- 1

Newton dem Coefficienten E zuorduete. Maclaurin ftigt dann noch

einige andere Ungleichungen zwischen Producten von Coefficienten

hinzu, welche theils stattfindeu, wenn alle Wurzeln, von
&amp;lt;b(x)

reell, theils wenn sie reell und gleichen Vorzeichens sind. Das Nicht-

stattfinden der betreffenden Ungleichungen zieht die Folgerung auf

das Vorhandensein complexer Wurzeln nach sich, und der Verfasser

fttgt hinzu, er sei auch iui Stande die Anzahl der complexen

Wurzeln zu bestimmen, nur sei der Beweis sehr umstandlich. Er

verzichtet darauf und gibt ein anderes, von ganz audereu Gesichts-

punkten aus gefuudenes Merkmal dafiir, dass
4&amp;gt;(jc)

=0 lauter reelle

Wurzeln gleichen Vorzeichens besitze.

Wird, sagt er, eine Sumine in beliebig viele Theije zerlegt, so

ist das Product dieser Theile am grossten, wenn alle Theile gleich

sind, und unter derselben Annahme gleicher Theile wird auch die

Summe von Producten solcher Theile unter einander am grossten,

die Summe gleicher Potenzen der einzelnen Theile dagegen am

kleinsten. In Zeichen geschrieben wird, sofern x
t -f- #3 ~\ 4~ Xn~ a

ist, v/( &quot;***
bei *i &amp;lt;*&amp;lt;*&amp;lt;** ein Maximum und

ein Minimum bei y\
= x

t
= xn = -
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Da wir Reyneans Analyse demontree nie zu Gesicht bekommen

haben, so wissen wir nicht, ob nicht dort Aehnliches sich firidefc,

was uns nach Campbells Benutzung dieses Werkes (S. oG4) nicht

ausgeschlossen erscheint. Tiiuschen wir uns darin, so erkennen vsir

hier bei Maclaurin das erste Beispiel eines Maximum und eines

Minimum einer Function von beliebig vielen unabhangigen
Veranderlichen.

Die Aufgabe wurde eiiien ungeraeinen theoretischen Fortschritt

darstellen, wenn Maclaurin sie in dieser Bedeutung aufgefesst und ihr

mittels der Infinitesiinalreehnung

zu Leibe gegangen ware. Daran
&quot;&quot;&quot;

T, ~T e ~~L

dachte er freilich nicht. Er nahm Fig . 95.

als bekannfc an, dass das Quadrat

das grosste Rechteck gleichen Umfauges sei und sehloss von da

aus weiter. Man zerlege (Pig. 95) die AB in beliebig viele Stiicke

AC, CD, DE, EB und bilde ein Product AC CI&amp;gt; DE EB,
welches eiu Maximum sein soil. Jedenfalls wird E in der Mitte

zwischen J) urid B liegen mussen, weil dann DE EB
&amp;gt;
De eB,

wo auch e ausserhalb dieser Mitte zwischen D und B liegen mag.
Aehnlicherweise muss D in der Mitte von CE, C in der Mitte von

AD angenomnien werden, d. h. es muss ACCD DEEB sein.

Der von den so begriindeten Satzen gemachte Gebrauch ist

folgender. Sei wieder
&amp;lt;t&amp;gt;(#)

== xn Axn~ [
-f- Bxn ~~ Cxn ~ 3

-\- Dx&quot;~* ... = und D der Coefficient von der Dimension r, sei

iiberdies ~^~ ^---- w_ZlLl- __ ^ Gesetzt
&amp;lt;b(x)

= hatte lauterla r ^

gleiche Wurzeln, so miisste, weil A die Summe der n Gleichungs-

wurzeln ist, jede derselbe -- sein
;
und die Gleiehung hiesse alsdann

~=0 oder x

-j-
. . . = 0. Die Coefficienten von xn~ 2

,
von xn~ r sind zugleich die

Summen der Producte zu je zwei, zu je r der unter einander gleichen

Gleichungswurzeln, wahrend in dem wirklichen
&amp;lt;b(x)

der Coefficient

B und der Coefficient von der Dimension r die gleichen Beziehungen
zu den im Allgemeinen wenigstens theilweise von einander verschie-

denen Gleichungswurzeln besitzen, deren Gesammtsumme jedoch wieder

A ist. Jene hypothetischen Wurzeln machen die aus ihnen gebil-

deten Coefficienten unter einer bestimmten Voraussetzung, welche der

Figur sich entnehmen lasst, zu einem Maximum, namlich dann und

nur dann, wenn sammtliche Veranderliche, d. h. sammtliche Gleichungs

wurzeln reell sind. Unter dieser Voraussetzung muss z. B. I
&amp;gt;
D

vf
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sein, wenn D der Coefficient von der Dimension r ist. Aehniich ge-

baute Ungleichungen iassen sich auch mittels 7?, C horstellen, die

nothwendig stattfinden miissen, wenn alle Gleichungswurzeln von

&amp;lt;J) (#)
= reell und gleichen Vorzeichens sind. Das Nichtstatthaben

einer solchen Ungleichung schliesst also die ausgesprochene Be-

dingung fiir die Gleichungswurzeln aus.

Maclaurin schlagt noch einen dritten Weg zum Nachweise com-

plexer Gleichungswurzeln ein, indem er von der Herstellung von

Grenzen fiir die Wurzelwerthe ausgeht. Die Gleichung 4&amp;gt;(tf)

^=

xn Axn ~~ l
-j- Bxn ~ 2 == wird durch die Substitution

x = y -|- e, wo c irgend eine reelle Zahl bedeutet, in eine Gleichung

Y(jy)
= umgewandelt, deren Wurzeln um e kleiner sind als die

Wurzeln von O (x)
= 0. Ordnet man V (y) nach steigenden Potenzen

von y und betrachtet die e enthaltenden Ausdriicke, mit welchen

2/&amp;gt; y
l

&amp;gt; V* vervielfacht erscheinen, so ist, sagt Maclaurin, derei:

Bildungsweise offenbar, paid. Er beschreibt diese Bildungsweise,

ohne sich der Differentialquotienten zu bedienen. Ahmen wir ihm

darin nicht nach, sondern schreiben wir so, wie es gegenwariig ge-

brauchlich ist, und wie es Maclaurin mit Fluxionspiinktchen auch

hatte thun konnen, so ist:

0(,) + (e)
.

y + &amp;lt;&amp;gt;
. f + . . . + *&- .

yr + . . ..

Nun sei
&amp;lt;J&amp;gt; (#)==(# a) (x 6) (x c) und werde, wahrend

K&amp;lt;L und beide reell sind, negativ durch x = J, positiv durch

x = L. Das kann nur so erfolgt sein, dass von den Factoren K a,

L a oder K 6, L b oder K c, L c u. s. w. mindestens

einer das entgegengesetzte Zeichen besitzt als der ihm entsprechende,

dass also z. B. K 6 negativ, L & positiv ausfallt, d. h. K&amp;lt;,l)&amp;lt;.L

ist. Man besitzt also K und L als Wurzelgrenzen, zwischen welchen

mindestens eine Wurzel x & liegt, und dieses I) muss, fahrt Mac

laurin fort, reell sein. Complexe Wurzeln kornmen, sagt er, paar-

weise vor
;

neben x m ]/ n* muss auch x m -f- y n2 ein

Factor von
&amp;lt;J&amp;gt;(#) sein, also auch deren Product (x ni)

z
-f-

2

,
und

dieses andert sein Zeichen nicht, mag x K oder x = L gesetzt

werden.

Maclaurin kebrt jetzt zu
&amp;lt;b(x)

= V(y) = &amp;lt;D(c) -f- &amp;lt;t&amp;gt;

f

(e&quot;l y

_i_ ~-^ .
2

-f-
= zuriick unter Berucksichtigung einer Grossen-

1 Z

ordnung unter den Wurzeln vou
&amp;lt;b(x)

=
0, sodass etwa &amp;lt;&&amp;lt; &amp;lt;(?&amp;lt;.

Setzt man das an sich beliebigo e a, so wird (a)
=

0, und

&amp;gt;f(t/)

=
0, deren Wurzeln a c, & e, c e,d e-- jetzt a a 0,

6 a, c a, d a sein werden, geht nach Weglassung des
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gemeinsaTuen Factors y in
&amp;lt;4&amp;gt; ( .) -j

- -

;&amp;gt;

&amp;lt;}&amp;gt;

&quot;

(&amp;lt;i.]y

- -~
fiber, welche

nach ?/ nur noch voin Grade --
.1 i^t mid erfiillt werden muss,

wenn y b a, y -~- c a. y d a . Dabei ist (wenn etwu

als bestimmtcs Beispiel M -- 4 gcAviihH wirdj in dor naeh
?/

riorh

kubischen (Jleichung &amp;lt;!&amp;gt; () + T2 ^&quot;00^ 4~
(}

~^)/
&quot;(
a)//

2
4&quot; / *&quot; der

i/ nicht ruchr enthaltende (Heiclinngsihoil &amp;lt;J) (V/j
das negative Product

der noch iibrigen Wur7,elwertho b-a, c a, d a. Man hat also

&amp;lt;b (a)
-. (I ,) (c ) ((I a) ncgativ wegon a

&amp;lt;
l&amp;gt;

&amp;lt;
r

&amp;lt;
&amp;lt;/.

\Vird in M (y)
== ferner c--l

}
c = c,

c =- d eiugesetzt, .su

ent^tehen nocli drei weitcre naoh
;//

kubiscbe GHeichungetJ mit von Y/

freieri (Uicdern, dereu Vorzeichcn bekannt

(
f
) + ~

0&quot; (rO.V + y 0&quot; (CJTT + ?/

3 ^

+ ^ Wif + / -
juit

&amp;lt;D (6j
=

(
tt 6) (c b) (d I] &amp;gt;

(
c
)
=

( c) (Z&amp;gt; c) (d
- c

) &amp;lt;

&amp;lt;D

(rf)
=

( rf) (&
_

rf) (
C J) &amp;gt;

.

Der Reibe nacb ist
&amp;lt;t&amp;gt; (tt ); ^ ( 0? ^ (^} ^ ( negativ, positiv, nega-

tiv, positiv oder a und 6, i und r?
;

* umi d sind die Grenzwerthe

der drei reellen Wurzeln von &amp;lt;J&amp;gt; (e)-~0. Man kann daraus rii -k-

wiirts scbliessen, dass, wenn a
,

b
}

c reellc Wurzeln von &amp;lt;t&amp;gt; (t )
=

sind, ebenso reelle a, 6, c, (7 vorhanden scin niiissen, /wiscben di;ncn

die a
,
b

}
c liegcn, und dass dicse a, 6, c, d reelle Wurzeln der uin

einen Grad boberen Gleicbuug 0(V) = sind. Hat dagegen O (e)
=

eine conaplexe Wurzel, so kann diose, wie oben gezeigt wurde, nicht

zwiscben zwei reellen Wurzelgrenzen liegeu, d. h. aucb O(a;)
=

hat dann complexe Wurzeln. Man kaiin diese Schliisse wiederholen

und erbiilt das Ergebniss, dass wenn &amp;lt;t&amp;gt;

( &quot;~

^(x) 0, welches eine

quadratische leicht aufzulosende Gleichung ist, complexe Wurzeln

besitzt, das Gleiche auch fiir
4&amp;gt;(a:)

=== der Fall sein muss.

Fassen wir den Eindruck der beiden Abbandlungen Maclaurins,
der zwisclien beide fallenden Abhandhing Campbells, welehe, wenn
man auch an der Unabhtmgigkeit des Entstehens der Ergebnisse in

Maclaurins zweiter Veroftei)tlicbung nicht den geringsten Zweifel hegen

kann, sicherlieh ihr raschers Erscheinen her\orrief (S. 567) zusamnieii,

so muss man sagcn: diese Abhaiidlungen bruchtcn ErUiutenmgen /u

CAKTOB, fiegchiclito aer Matbcuiutik. JJI. 3. - . Aull. 38



574 l-r&amp;gt; Kapitol.

Newtons Regel fiir die Aufiindung dor An/.ahl coraplexer Wurzeln

einer gegebenen Gleicbung, bebaupteten auch seine Regel beweisen

jra konnen, blieben aber thatslichlich den Beweis schuldig und be-

riihrten nicht einmal die Schwierigkeit dor Ausnabmefaire (S. 405).

Ein grosser Fortscbritt lag aber imruerbin darin, dass ein Blick in

die Entstehung der Newtonschen Regel eroffnet war.

Euler hat sicb 1732 erstmalig mit algebraischen Fragen be-

schiiftigt und die Abhandlung Ik formis radicum aequationum &amp;lt;MJUS-

quc ordinis conjectatio
1

)
dem Druck iibergeben. Er zeigt darin, wie

die allgemeine Gleichung 2tcn
,
3len

,
4ton Grades jeweil auf eine Glei-

chung I**
11

,
2ten

,
3ten Grades zuruckgefiihrt werden kann, deren Wurzeln

zur Bestimmung der Wurzeln der urspriinglichen Gleichung Verwen-

dung finden. Auflosende Gleichung, aequatio rcsolvcns^} heisst bei

Euler die Gleichung niedrigeren Grades, welche bei der Auflosung
der Gleichung hoheren Grades Unterstiitzung bringt, und der Name

Resolvente ist allseitig angenominen worden. Fiir die Gleichungen

2*&quot;,
3ten

,
4ten Grades ist der Gedankengang folgender. Fiir a? = a

ist z a die Resolvente, und .r
t
=

-\- ]/, x^
== Ya sind die

Gleichungswurzeln. Ein Glied ersten Grades nach x kann als weg-

geschafft gedacht werden, da man jede Gleichung von ihrern zweit-

hochsteu Gliede beireien kann.

Deshalb heisst auch die allgeraeine kubische Gleichung x3
=ax-{-b.

Zum Zwecke ihrer Losung nininit Euler als Wurzel x == yA -f- y J&amp;gt;

an. Durch Erhebung auf die 3. Potenz entsteht x3
A. }- B

-f- ifyABfyA + VB) = 3 YAB -x+(A + B}. Uebereinstimraung

mit x3 = ax -f- b findet statt, wenn 3 YAB = a und A -f- B = I,

oder wenn A und B die beiden Wurzeln der quadratischen Resolvente

z*= be ^- sind. Euler gibt dann neben der Wnrzel x
t
= YA -f- y B

i

die beiden anderen Wurzeln x^ nYA-}- v}/B und x^
= vYA-}-iiyB

an, wo
t
u v = 1 und /*, v die von 1 verschiedenen dritten Einheits-

wur/eln sind.

Bei x4 = nx* + Ix + c setzt Euler x = YA + VB + |/6
r mit

der Annahme A, B, C seien die Wurzeln der kubischen Resolvente

f nttg*-.pg+ rt wo also u*=A + B+C, p=AB+ AC+ BC,

y = ABC sein muss. Quadrirung von x = YA -f Y^ 4~ V~U 1 efert

.r
2 = A -f B -f C + 2YAB -f 2YAC + 2/77r = a -f 2

Quadrirung von a* = 2(YAB -f

l

) Commeninrii Acculemkie Petropolitonoe a&amp;lt;l annum 1732 et 1733. T. VI,

21G231. *) Ebcnda pa^ J20.
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+ VB(P) liefert sodann tf 2ax- -f
2 = 4(AB -f AC -f BC)

-f syATiC(yi + VB + YC) = 4/34- H;&amp;gt;&amp;lt;l/j7
oder x* = 2 a*

_|_ g]/j; # -j- (4/3 ft
2

).
Das ist die vorgelegte Gleichung, wenn 2u= a,

=
ft, 4/3

- 2= e oder = f , /J
== | + -, y = ist. Die

Resolvente heisst also

Wnrzeln ,4, 7^ (7 geben die vier Werthe: x,
= j/Z -f V^ +

-\- yd. Daneben zeigt Euler, dass man auch eine kubische

llesolvente mit den Wurzeln E, F, G zu bilden im Stande sei, sodass

x == \/E -\- \/F -}- VG- die vorgelegte Gleichuug befriedige.

Das gibt ihm die Vermathung, es musse zu jeder vom zweit-

hochsten Gliedc befreiten Gleichung XK= ax&quot;~~ -j- bx
n ~*

-\- ex&quot;-
4

-\
----

eine Resolvente zn
~ l = ccz

n~ 2
/3^&quot;~

3
-f&quot; yz

n~ 4
geben, zu

welcher man mittels einer Substitution x = yA -f- Y& ~h V & -f-

gelange, welche x als Summe von n 1 \Vurzelgrossen wter

Ordnung
Miiffasst. Preilich sei die Schwierigkeit, die Resolvente wirklich zu

errnitteln, schon bei n = 5 eine fur ihu noch uniiberwindliche. er

glaube indessen, die Aufgabe werde losbar sein. Euler hat also hier

nicht so richtig wie Leibniz (S. 117) in die Zukunft zu schauen

gewusst, wahrend sein Auflosungsversuch mit einem Tschirnhaus-

schen Gedanken zusammentraf. Bei Versuchen solche Gleichungen

aufzufinden, ftir welche es gelingt eine Resolvente niedrigeren Grades

zu bilden, kommt Euler auf die reciproke Gleichung
1

)
zu redeii,

d. h. auf eine solche, welche ihre Form nicht andert, wenn ihre Un-

bekannte 7/ mit vertauscht wird.
V

Die innerhalb jedes Kapitels im Allgemeinen von uns festgehal-

tene chronologische Anordnung nothigt uns von Land zu Land hin

und her und fuhrt uns gegenwtirtig nach Italien. Graf Fagnano,
dessen Verdienste um die Integralrechnung uns (S. 485 492) be-

kannt geworden sind, hat sich in den Jahren 1735 1738 auch mit

Algebra beschaftigt und Aufsatze dariiber in dem 12., 13., 14., 15.

18. Bande der Eaccolta Calogerd verofteutlicht
2
).

Er gab damals

unter Anderem zwei sehr eigenthumliche Vorschriften zur Auflosung

dreigliedriger quadratischer Gleichungen. Erstens folgerte er aus

2& 27&amp;gt;a; 46 2 4& z
a;

1 46* /a;
1

1\*V* rr-1- /* rl==r_^ ft /V* fllOC! __ ^.L. __ _ L^^.-:_- _ I _ ___ __ -.^-_= I__-- - I
*^ 1

* i*^ * \4.^1C5O
&quot;

^
&quot;&quot;

-&quot; M M ~&quot;~- T
, B I ~t~*t\ a -*-

I

~ J
I % | I* f

a x* -f-,6
2 J *

(x* -f- b*)* a* \x* -j- Ir)

) Commentarii Amdemiat PetropQlitnnae ad annum 173Z et 1733. T. VI,

223. *) Loria in Histor. Festschr. 18&amp;lt;J9. S. 260264.
3ft*
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sein mfisse, inithin -7-ri =* 4- I/I r Daraus folgt aber
.r* + 6- n

*

26 /.r -
&amp;gt; \

!

AT ,

,-rn =
( , i

-Nun hat man
j-

(x + 6)* a -f 2& \J^ -f &/ ic -f

= u. s. w. Zweitens folgorte nr, abermals von #2+ &2
=

ausgehend, dass (.T + fr)

2

( + 2

a 26 /.r - - 7\*

U +

= -f- 1/
&quot;

und = &
1 1 a + 26

j/rt _j_ 26 + y 26

Wir gehen mit unseren Untersuchungen nach Deutschlarid.

Abraham Gotthelf Kastner 1

) (1719 1800) sollte nach dem

Wunschvi seines Vaters, der Professor der Jurisprudenz in Leipzig-

war, sich der gleichen Wissenschaft widmen, verliess sie aber, um

sich der Mathematik zuzuwenden und wurde 1739 Privatdocent in

Leipzig, wo er neben der Mathematik auch Logik und Naturrecht

vortrug. Im Jahre 1753 folgte er einer Berufung uach Gottiugen,

wo er bis zu seinem Tode blieb. Kastners grosse, nicht ganz uu-

verdiente, aber doch ini Verhaltnisse zu semen Entdeckungen in der

Mathematik iibertriebene Beriihmtheit verdankt er wesentlich seinen

Lehrerfolgen in Gottingen und denjenigen seiner Schriften, welche

erst zu einer Zeit erschienen, die jenseits der Grenze unseres Bandes

liegt. Seine vom 13. Mai 1739 datirte mathenaatische Dissertation,

Tfaoria radicum in acquationibus ,
soil von Klistnei s Lehrer, Chri

stian August Hausen*) (1093 1743) nicht sehr giinstig beurtheilt

worden sein, wohl aber sprach Euler, dem der junge Schriftsteller

t-in Exemplar zu iibersenden wag-te, seine Billigung der Arbeit aus.

Wir mochtcn von der 31 Seiten starken Abhandlung nichts anderes

.sagen, als dass sie den IV.feis liefert, dass Kastuer die Englander

genau studirt hat, und dass er bestrebt war etwas einleuchtender

diirzustellen
,
was bei Maclaurin und Campbell iiber Grenzen der

Gleichungswurze!)! und fiber die Anzahl complexer Wurzeln ausge-

sprochen war. Auffallend erscheint gegeniiber von Kiistuers spaterer

jieinlicher Gewissenhaftigkeit in der Angabe von Quellen, dass weder

M.-iclaurin noch Campbell genannt ist.

In Frankreich gehorte Jean Paul de Gua de Malves :;

) (etwa

]71i&amp;gt;
17Sf&amp;gt;),

den wir schon einigemal zu nenuen hatten, einer alien,

al(r (lurch ungliickliche Speculationen in der Zeit, wiihrend welcher

J
) Allgemeino Jeulscho Liograpbio XV, 439146. *; Poggcndorff

I, 1034. s
)

Hifitoire de VAcademic fles Rcimccx &amp;lt;!&amp;lt; Paris pour 178C (Jlistoire

pug. C3 7G).
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der Finanzroinisler Law ganz Franl&amp;lt;reich in eino Spielholle verwandelt

hatte
;
verannten Adclsfamilie des Langucdoe an. D^ Gun \var Geist-

Holier deui Berufe nach und Mathematiker aus Neigung. Schor. 1740

gab or ein Biindchen Usages de I Analyse dc Descartes herans, fiber

welches der Hauptsache nach im 114. Kapitel zu berichten sein win!

Aneh fur die Algebra ist etwas darin rorbanden, wovon wir im

niichstcn Kapitel bei Gelcgenheit von Cramers Arbeiten von 1750

reden woJlen, die Krsetzung von Newtous Parallelogram ra durcli ein

Dreieck, und nusserdem cine gleich hior /u erwahnende E limi na

tionsmet hod e. Sie gehort dem zweiten Absclmitte des kleinen

\\
r
erkes an *\ Man solle, schreibt er vor, um y.wischen drei gegebenen

Gleichungen eine Unbekannte fortznsehaflen, die beideu ersten Glei-

chungspolynorae durch das dritte dividiren und sicli die bei diosen

Divisionen bleibenden Kcste merken. Mit diesen licsten hat man

wieder in das dritte Gleichungspolynom /.u dividiren und die aber-

maligen Keste z\i merken u. s. vvv bis Gleichungen erscheinen, welche

die wegzusehaffende Unbekannte nicht mehr enthalten. Dieses Ver-

fahren, dem Aufsuchen des grosston Gemeiiitheilers zweier Zahlon

nachgebildetj wendet De Gua gleich in der ersten Aufgabe seines

dritten Abscbnittes 2

) an, um zu ermitteln, ob und (inter welchen

Bedingungen x2 ax -\- & 2 = und 3./&amp;gt;
- - 2ax -\- &2 =

ge-

meinsajue Wurzeln besitzen. Theilt man 3#8 - - 2 ax -f- /&amp;gt;

2 durch

^2 ax -f- It
2

,
so bleibt ax 2W als Rest. Tlieilt man dann

4 b*
;t* - ax -f- 6 2 durch ax 21r, so bleibt /&amp;gt;

2
-f- s-, and dicser

Rest = gesetzt d. h. tf
(&quot;

-f-
l) (

~ - -
l)

-= ist die gesuchte

Bedingung, welche mit ax 2/&amp;gt;

2 =
vereinigt die gestellte Frage

beantwortet. Entweder ist J&amp;gt;
= und x = 0, oder ?&amp;gt;

= 4- und

Vermuthlich war es die Verofferitlichung des genannten in

l&amp;lt;lpinstem Formate erschieneiieu, rnehr inhaltsreichen als leicht oder

uii;.roni:lun lesbaren Buchrs, welches De Gua L741 den Zutritt zur

Pnrisor Akatlemie der Wissenschaffcen gewahron liess, und im gleichen

Jabre 1741 legte er der Korporschai t, deren Mitglied er nunmehr

war, zvve-i algebraiscbe Abhandlmigen vor. Sie bilden zugleich seine

lot/to hervorragendo mathematische Leistung. Was er in den 44 spii-

ti&amp;gt;ren Lebensjahren hervorbrachte, hat keinen Platz in der Geschichte

der VVissenschaften jjefundeii.

l
] De Uua, Usaye dc, I Anuly&e &amp;lt;h Descnrtet pag. 60. *)

Fbenda
ysi sr/j.
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Der erste Aufsatz von 1741 Demonstration de la Jfrgle de Descartes 1

}

stellt sick die Aufgabe, die von Descartes angegebene Beziehung

zwischen Zeichenwechsel und Zeichenfolgen in einem Gleichungs-

polynome und der moglichen Zahl positiver und negativer Gleichungs-

wurzeln zu beweisen. Descartes (Bd. II, S. 796) hatte sich damit

begniigt den Satz auszusprechen. Wallis (S. 4), mit sich selbst in

Widerspruch tretend, hatte den Satz an einer Stelle fiir Thomas

Harriot in Auspruch genorumen, hatte an einer anderen Stelle

Descartes den nicht minder ungerechteu Vorwurf gemacht, sein Satz

sei falsch, weil er die complexen Wurzeln ausser Acht lasse. Aber

ob der Satz in der Beschrankung, in welcher Descartes, in welcher

spater Newton (S. 403) ihn aussprach, wahr sei, darum hatte fast

kein Mathematiker in der Oeftentlichkeit sich gekiimmert. De Gua

beginnt mit einer geschichtlichen Einleitung, in welcher er Descartes

gegen Wallis, aber auch gegen Fermat, gegen Rolle, gegen

Saunderson 2
) (1682 1739), den seit seinem ersten Lebensjahre

blinden Professor der Mathematik in Cambridge, in Schutz nimint,

von denen die Einen die Unrichtigkeit des Satzes in dem angegebenen

Sinne der Unvollstandigkeit behauptet, die Anderen die Urheberschaft

Harriots, als von den Meisten anerkannt, vertreten batten. Wir ent-

nehmen De Gua 3

) auch, dass Prestet einen, wie er nachmals selbst

zugestand, missgliickten Versucb ernes Inductionsbeweises des Descartes-

schen Satzes gemacht hatte. Einen Beweisversuch Segners von

1725, dessen wir am Schlusse des nachsten Kapitels gedenken wollen,

kannte De Gua offenbar nicht. Nach der Einleitung geht De Gua

zum eigentlichen Gegenstande fiber. Sind, sagt er in einem voraus-

geschickten Lemma, F, G, H die Coefficienten liickenlos aufeinaiider-

folgender Glieder eines Gleichurigspolynoms, welches wir wieder durch

ct&amp;gt;(V)
bezeichnen wollen, so ist iinmer G2

&amp;gt;
FH. Einen ahnlichen

Satz hatten Maclaurin und Campbell auch schon bewiesen, aber

er benutze ihn anders und habe sich deshalb nicht damit begniigen

wollen, sich auf jene beiden Schriftsteller zu berufen. Ein Zusatz

liisst die Ungleichung mit irgend einer Zahl p vervielfachen, natiirlich

uur unter der Voraussetzung, dass stets die absoluten Werthe in

Kochnung treten*). Man hat also pG*&amp;gt;pFH, ~fj&amp;gt;^:
Setzt

mau nun pF&amp;gt; G voraus, so geht die letzte Ungleichung in ^ &amp;gt;
1

oder pG&amp;gt;H iiber. De Gua fiihrt alsdann einige Kunstausdrucke

!

) Histoirr de I Academic des Sciences de Paris. Annee 1741, pag. 7-296.

^ i oggendorft II, 764. s
) Histoire de VAcademic des Sciences de Pans.

Aunee 1741, pug. 77.
4
)
n ayunt aucun egard aux signes -j- et .
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ein. Zwei aufeinanderfolgende Zeichen, Antecedent und Consequent,

bilden eine Zeichencombination und zwar eine Permanenz oder

eine Variation, d. h. eine Zeichenfolge oder einen Zeichenwechsel.

Das Gleichungspolynom einer lauter reelle Wurzeln besitzenden

Gleichuug wird nun mit x -\- p vervielfacht, wo p &amp;gt;
0. Das Product

wird alsdann genau dieselbe Anzahl von Variationen besitzen wie

&amp;lt;t&amp;gt;(#).

Sei etwa in dem mit xn links beginnenden &amp;lt;t&amp;gt;(#)

beim Fort-

schreiten nach rechts ~Fxn~m Gxn~m ~~ l die erste Variation, d. h.

alle Glieder x&quot; -{- -f- Fxn~m sollen positiv sein. Nach Multipli

cation mit x -\- p ist das xn~ m+ 1 euthaltende Glied unbedingt positiv.

Dann komrnt (pF G)x
n~m

,
auf welches

( pG -^H}x
n-m-*

folgt,

wenn in
&amp;lt;$&amp;gt;(x)

hinter - - Gxn-m~ l das Glied + Hxn-m~* stand.

Erstens sei pF G
&amp;lt; 0, so findet gegen das Glied rnit xn~ m+ l eine

Variation statt, der Zustand des urspriinglichen Gleichungspolynom s

ist also bier unverandert. Zweitens sei pF G
&amp;gt;

und rufe eine

vorher nicht vorhandene Permanenz hervor. War H in
&amp;lt;t&amp;gt;(#)

mit

dem Zeichen behaftet als Hxn~m~ *
}
und war demnach zwischen

Gxn~m~ 1 und ffxnm2 eine Permanenz, so ist pG J?&amp;lt;0,

also zwiscben pF G und pG H eine Variation entstanden,

welche die vorher verloren gegangene ersetzt. War aber H mit dem

in
&amp;lt;b(x)

eine zweite Variation hervorrufenden -f- Zeichen verbunden,
so muss zwischen pF G und p G -j- H eine Variation statt-

finden, weil nach dem oben erorterten Zusatze pF&amp;gt; G nothweudig

pG&amp;gt;H zur Folge hat. Zwischen Gliedern in
&amp;lt;t&amp;gt;(x)

mit F, G, H
als Coefficienten kann also hochstens eine Variation verloren

gehen, namlich die erste. Schreibt man 0(#) und (x -f- p)Q&amp;gt;(x)
in

zwei Zeilen unter einander, so dass die hochsten Glieder xn und x tl+ l

einander in ihrer Stellung entsprechen, so hat man:

&amp;lt;D(a;)

= 2* -j
-----\-Fx

n

(x

als die Anfange der beiden Zeilen. In der unteren Zeile steht hinter

F
l

das entgegengesetzte Zeichen als in der oberen Zeile hinter F.

So weit man die Glieder von
&amp;lt;b(x) verfolgt, werden, wenn fortlaufend

Variationen vorhanden sind, ebensolche in (x -f- p)Q&amp;gt;(x) auftreten,

bis einmal in
&amp;lt;t&amp;gt;(#)

eine Permanenz kommt. Diese verwandelt sich

nach dem Bewiesenen in eine Variation, und die Gleichheit der An

zahl der Variationen in 0(#) und (x -\-p)Q&amp;gt;(x)
ist hergestellt. Hinter

der Permanenz wird alsdann irgend eine neue Variation in
&amp;lt;J&amp;gt;(#)

gestatten, die gleichen Schliisse neuerdings zu ziehen. Folgt uber-

haupt keine Permanenz mehr in
0&amp;gt;(x),

wechseln die Glieder hinter
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Hxn~m~* fortwahreud init den Zeichen, so sieht tier Schlnss der

beiden Zeileu so aus:

.. 4. ^
(x -f /&amp;gt;)&amp;lt;Kr)

= ----h /rr- &quot;- 2

JEi.^-
3

:f ZLx pZ,

d. li. am Ende der untereu Zeilo tritt eine none Variation ein, und

die Gleichheit der Auzahlen von Variationen ist abermals hergestellt.

Wird dagegen 0(V) bei p &amp;gt;
mit y, p vervielfacht, so bleibt die

Anzabl der Permanenzen unveriindert. Der Beweis wird mittelbar

gefiihrt. Aus
&amp;lt;b(x)

= entsteht
&amp;lt;t&amp;gt;( y)

= mit Wurxeln, welche

den entgegengesetzteri Wertb wie die von
&amp;lt;l&amp;gt;(#)

= haben, indem x

durch y erset/t und jedt.-m Gliede von ungrader Potenz das entgegen-

gesetzte Vorzeichen beigelegt wird. Jede Permanenz wird dadurcb

in eine Variation, jede Variation in eine Permanenz iibergefiibrt, und

die nouen Variationen verandern ilire Anzahl niebt, wenn 0( y)

mit y -f- p vervielfaobt wird. Riickeinsendung von y x ver-

wandelt abermals jede Variation in eine Permanenz und umgekebrt,
und somit besitzen

&amp;lt;t&amp;gt;(.;:)

und (x p)
&amp;lt;

b(x) gleichviele Permanenzen.

Aus den beiden Satzen folgt aber von selbst die Descartesscbe

Zeicbenregel mit ausschliesslich reellen Wurzeln.

Eine Liicke hat I)e Guas Beweis, wie wir ihn wiedergaben,

allerdings. Wir haben nur pF^ZQt und nicht pF= G beriick-

sichtigt. De Gua hat diese Moglichkeit keineswegs iibersehen. Er

sagt pF= 6r lasse in (x -\- p}&amp;lt;b(oc)
ein Glied zum )Vegfall kommen,

dessen Coefficient verschwinde. 1st nun die Anzahl der Variationen

in (x -f- p)&amp;lt;b(x)
dieselbe wie in O(a;), so iange der verschwundene

Coefficient wegen pF ^ G vorhanden war, beliebig wie klein positiv

oder negativ er sein niocbte, so kann kein Unterschied entstehen,

mag das Verschwinden ;:ls -f- oder als aufgefasst werden.

De Gua lasst dann seiner ersten Eritwieklung sofort eine zweite

folgen, welcho einen geometrischen Gedankengang einschlagt, doch

sind auch rein algebraist-he Satze in diesem Anhange vorhanden wie

der, dass eine Gleichung, deren Glieder sammtlich gleiche Vorzeichen

haben, unmoglich positive \V
r

nrzeln besitzen kann, dass das Fehlen

von mehreren Gliederu nacli oinander das Vorhaiulensein complcxer
Wurzeln in sich schliosst u. s. w.

De Gua hat, wie wir (S 577) sagten, 1741 noch einen zweiten

Aufsatz in den Veroffentlichungen der Pariser Akademie zum Druck

gi-geben : Recherche du nomlrc des ratines recites on imayina ires
1

).

Auch in ihm stcht ciu uiufangreicher geschichtlicher Ueberblick an

1

,i
Hiftoirc dc &quot;Academic &amp;lt;k Science.* dc Paris. Annoe 1741, pag

1

. 4ao 494.
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der Spitze
1

)
und rechtfertigt in noeh holierem Grade als die Ein-

leitimg zum ersten Aufsatze unsere Erwiihnung De Gnas (S. 505)

unter den Schriftstellern fiber Geschichte der Mathematik. Man darf

getrost sagen, dass De Gua die meisten daraals ira Drucke vorhau

denen Schriften iiber Algebra kannte, und dass er ungleich Wallis,

gegen welclien er ziemlich seharf vorgeht, bemuht war, jedem Ver-

fasser semen ihm gebiihrenden Autheil an den Fortschritten der Al

gebra zuzuschreiben
,
ohne sieh durch nationale Zuneigung oder Ab-

neigiing blenden zu lassen. Das Dogmatische des Anfsatzes 2

)
ist

abnlich wie der Anhang des ersten Auisatzes von 1741, namlich

geometrisch behandelt. Ist die Gleichung &amp;lt;t&amp;gt;(ir)=0
zu untersucben,

so betrachtet De Gua die parabolisehe Ciu-ve 7/==0(o;), deren Durch-

sehnitte mit der Abseissenaxe in alien den Punkten stattnnden, deren

Entfernungen von dem Coordinatenanfangspnnkte reelle positive oder

negative Wurzeln von
&amp;lt;b(x)

= sind. Zwiscnen je zwei Durch-

sehnittspunkten gibt es mindestens ein reclles Maximum 3

),
and

De Gua verstent darunter offenbar einen Curvenpunkt, dessen Ordinatc

ihrer absoluten Lauge nach grosser ist als die gleicbfalls absohiten

Liingen der Ordinaten der Nacbbarpunkte. De Gua sagt dieses zwar

Fig. 96.

nicht ausdriicklich, aber dass er (Fig. 96) alle Piinkte P als reelle

Maxima betrachtet, gebt daraus hervor, dass er bemerkt, im Maximum
wie im, Minimum sei dy 0, aber im Maximum sei y mit ddy von

entgegengesetztem Zeichen, beziehungsweise sei das Product y ddy

negativ
4

).
Im Minimum findet sich dann y ddy positiv, und das ist

in den Punkten Q der Fall. Unter alien UmstauUen gibt es min

destens ein Maximum zwischen j zwei Durchschnitten der Curve rait

der Abscissenaxe, und die Anzahl der reellen Wur/elu, d. h. der

Durchschnitte, ist hochstens um die Einheit grosser,, als die der reellen

l
) Ilistoire de I Academic des Sciences dc Paris. Annee-.lTdl, pag. 435 458.

*) Ebeada pag. 458 4i)4.
3
) il est impossible qu entre deux intersections il

n y ait au moins n maximum red. 4
) duns le maximum y et ddy doivent

e.tre, de signe diffirr.nt, ow, ce ffiii est la mewe. chvae, le produit yddy doit y
etrc negatif.
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Maxima, welche man folglich zu ermitteln hat. Man hat zu diesem

Zwecke y = &amp;lt;b (x) zu bilden und die Wurzeln von 0&amp;gt; (x)
= zu

suchen, d. h. von einer Gleichung, deren Grad um die Einheit niedriger

ist, als der von
&amp;lt;t&amp;gt;(V)

= 0. Complexe Wurzeln von &amp;lt;b (x)
= fallen

weg; ebenso fallen diejeuigen reellen Wurzeln weg, welche
4&amp;gt;(#) &amp;lt;J&amp;gt;&quot;(#)

positiv werden lassen, und kommt dann eine Zahl von weniger als

n 1 Maximalstellen heraus, so hat 0(#)=0 sicherlich complexe
Wurzeln. Das ist der Grundgedanke von De Guas weiteren Unter-

suchungen, welche dem entsprechend nicht 7,11 algebraischen Ent-

scheidungsgriinden nach Art der Descartesschen Regel fiihren, wie

Newton, wie Maclaurin, wie Campbell sie auf/ustellen bestrebt waren,

sondern zu geometrischen.

Wir haben (S. 576) von einer ersteii algebraischen Veroffent-

licbung Kastners gesprochen. Eine zweite: Aequationum specio-

sarum resolutio Neivtoniana per scries folgte ihr 1743. Sie beschaf-

tigte sich mit dem Newtonschen Parallelogramme. Kastner hat

sie spater in seine Anfangsgriinde der Analysis endlicher Grossen,

deren erste Ausgabe 1759 erschien, aufgenomnien, und wer besondere

Neigung dazu fiihlt, mag Kastners fast unertraglich breite Darstellung

in jenem Werke nachlesen 1

),
welches ungleich verbreiteter als der

Urtext der Abhandlung ist. Wir ziehen vor, im nachsten Kapitel

iiber einen 1748 in England durch Maclaurin in seiner Algebra

gegebenen Beweis fur das Newtonsche Parallelogramm zu berichten,

welcher bei grbsster Uebersichtlichkeit in seinem Grundgedanken mit

dem Kastners sehr nahe iibereinstimmt. Dass daraus aber geschlossen

werden wollte, Maclaurin habe vorher die Kastnersche Abhand

lung kennen gelernt, dagegen verwahren wir uns aufs Hochste.

Wir sind im Gegentheil von Maclaurins Unabhangigkeit durchaus

iiberzeugt.

Eine dritte algebraische Abhandlung Kastners von 1745, gleich

den vorerwahnten als besondere Druckschrift erschienen, fiihrt den

Titel: Dcmonstratio thc&rematis Harriott. Irn Eingang beuierkt Kastner,

es gebe schon zwei Beweise in Deutschland fttr den Satz von der

moglichen Anzahl positiver und negativer Wurzeln einer Gleichung,

sie ruhrten von Segner und Stiibner her. Fiir Segner und seine Ab

handlung von 1725 haben wir schon (S. 578) auf den Schluss des

nachsten Kapitels verwiesen. Wir wiederholen diese Verweisung.

Friedrich Wilhelm Stiibner 2

) (17101736) aus Bayreuth wurde

) Kastner, Analysis endlicher GrSssen. 3. Ausgabe. 1794. S. 419

bis 476. 3
) Allgcmeine cleutsoho Biographic XXXVI, 712713. Artikel vn

S. G ii n t h e r.



Algebras bis 1745. 583

mil&quot; 20 Jahren auf Gruncl der von Kastner genannten Arbeit Privat-

docent in Leipzig. Seine Thatigkeit war cine ungemein grosse trotz

Kranklichkeit aller Art. Er betheiligte sich insbesondere lebhaft an

dem Streite fiber die Schatzung des Kraftmasses. Die Abhandlung
von 1730 kennen wir nur dem Namen nach. Dieser aber zeigt, wie

Segners Schrift von 1725, wie die Kastners von 1745, dass die

deutschen Gelehrten damals unter dem Banne des durch Wallis ver-

breiteten Irrtlmins standen und Harriot ein Verdienst beiinassen,

welches er nie besessen ha,t. Kastner betrachtet neben der Curve

xn
-j- px

n~ l

-f~ &amp;lt;Z#

W ~~ 2
H- 4~ tx-\-u= y auch deren Differential-

curve, curva differcntialis y
nxn~ l

-f- (n T)px
n~ 2

-f- (n 2)qx
n~ 3

_|_
. . .

-|_ t z und benierkt z *=f
finde statt, wenn y einen Grenz-

werth, limes, erhalte, d. h. Maximum oder Minimum sei. Es konne

y bei n reellen Werthen von x zu Null werden, z &quot;bei n 1 reellen

Werthen von x, und seien y = und =
Gleichurigen in x mit

lauter reellen Wurzeln, so mussen die Werthe von x, welche z

machen, einen abwecliselnd positiven und uegativen Werth von y

hervorbringen. Man sieht, dass Kastner sich ganz ahnlicher Be-

trachtungen bedient, wie De Gua sie anstellte, als er die Anzahl

reeller Gleichungswurzeln untersuchte. Kastner geht nun weiter, in-

dem er annimmt, in z seien m Zeichenwechsel, pervnutationes,

vorhanden und genau ebensoviele positive Wurzeln. Er behauptet,

auch y miisse alsdann genau ebensoviele positive Wurzeln als Zeichen-

wechsel besitzen. Der Beweis beruht auf zwei Voraussetzungen.
Ers^tens ist in jeder vollstandigen Gleichung, deren hochstes Glied

immer als positiv angenommen wird, die Zahl der Zeichenwechsel

grad, wenn die Schlussconstante positiv, ungrad, wenn letztere negativ

ist. Zweitens bedingt die positive, beziehungsweise negative Schluss

constante, dass die Curve bei x fiber, beziehungsweise unter der

Abscissenaxe liegen muss. Hat nun z = 0, wie angenommen, m po
sitive Wurzeln, so besitzt die Curve y = xn

-\- px
n ~ l

-f- qx&quot;&quot;

2
-j

auf der positiven Abscissenseite m Limesstellen, uin mit Kastner zu

reden, durch welche die Anzahl der Durchschuittspunkte mit der

Absissenaxe bestimmt wird. Bei m und positiver Constant?
ungradem ,

hat y = genau , 1 positive Wurzeln, bei ^ m und ne-m -}- 1 1

uugradem

gativer Constante ist die Zahl der positiven Wurzeln m
Nun schliesst dass Gleichungspolynom e mit + t. Ist -{- t vorhanden,

so muss m grad, bei t dagegen m ungrad sein. Das Gleichungs

polynom y schliesst mit + tx it M
&amp;gt;

so dass vier Falle zu unter-

scheiden sind. Sie liefern Folgendes:
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-f tx -f f grad

Bei ist m ?*V ,
und die Anzahl der

tx u ungrad

nt I 1

Wurzeln von y = ist
, , wabrend die Auzahl der Zeichen-

7ft
|&quot;&quot;

JL

m
wecbsel

1
ist. Die Gleichung ersten Grades ,r -- a bat aberm -j- i

m
einen Zeicbeuwechsel und eine positive Wurzel, uud nun schliesst

Kastner auf die Wahrheit des Satzes bei irnraer hoherein Gleichungs-

grade.

106. Kapitel.

Algebra sdt 1746.

War nunmehr seit 1741 dor Beweis der Descartesschen Zeichen-

regel go.geben und damit die theoretiscbe Algebra wesentlich gefordert,

so war doch die eigentliche Grundlage tier Lehre von den Gleiehungeii
noch nicht gesichert. Albert Girard hatte zwar 1629 ausgesprochen,
dass jede Gleichung so viele Wurzeln besitze als ihr Grad anzeige

(Bd. II, S. 788). Descartes hatte 1737 don Satz einschrankend ge-

sagt, jede Gleichung konne so vielo unterschiedene Wurzeln odor

Werthe besitzen, als ihr Grad /u erkennen gebc (Bd. II, S. 794 bis

795). Newton hatte nicht minder vorsichtig in seiner Arithmefica

univcrsalis behauptet, eine Gleichung konne so viole Wurzeln haben,

als der Exponent ihres Grades besnge, jedenfalLs nicht niehr (S. 403).

Bewiosen hatte Niemand, wie es sich init der Anzahl der Gleiehungs
wurzohi vorhalte, wenn man alle Wurzeln, positive, negative und

roinplexe, als gleichbereehtigt ansehe, uud in welcher Beziehung jedes

Gleichungspolynom zu einfacheror Factoron sl;ehe.

Euler diirfte der Erste sein, von dein wir bestatigen konnen

dass er dor Frage rifiher trat. Im December 1742 schrieb ftv
1
} von

Berlin aus an don in Petersburg befindlieln n Goldbach, er sei mit

Nictaos 1 Bernoulli in einem Brierwecnsel iibor die Integration von

Ausdriicken von der G estalt
, *? r ^r r~r^ dx beufriffen.

-I- /to -f- / - f- ** + &quot;

ICs komme auf die Zerlegung des A.usdrnckes in Partialbriicho an,

und zu diosorn Xwecke auf .jie ZerlejTunj; des Nenuers in Factoren.

!

i Correspoitdnncc rtialhciriatinuc (Fuss) I, 170-171.
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Er fiihrt dann fort: Weil aber ofters einige von diesen factoribus

iwaginnrii werdeu, so hatte ich angeinerkt, dass, da alle factores

imaginarii imraer numero pares s^in miissen, dieselben auch so be-

sehaffen siud, dass je zween mit einander multiplicirt ein productum
reole geben. An diesem Satze zweifelte nun letztens der H. Bernoulli

uud glaubte, dass es solche formulas gebe, deren factores imaginarii

nicht diese Eigenschaft hatten. Euler verweilt dann noch bei einem

einzebieu Beispiele und fasst dann seine Meinung in dein Lehrsatz

zusammen:

Omnem expressionem alyeltrairam a -j- fix+ Y x&amp;lt;i ~h^+ fx*
~\

in factores rcales sim-plices p -{- qx ,
vel saltern in factores rmles

(/iiadratos p -f- &amp;lt;1% -j- &amp;gt; -^
2

resolvi posse.

Er konne, meint er
?
ihn ungefahr beweisen, aber nicht niit aller

Streuge. Ein Brief von Niclausl. Bernoulli an Euler 1

) vom Ende

November 1743 gelit etwas auf die betreffende Zerlegung ein. Im

gleichen Jahre 1743 erschien Eulers Abhandlung DC intcgrationc

acquationum dieffcrcntiaUutn altiorum graduutn*), in welcher wieder-

iiolt von den binomon Factoren ersten Grades und von den trinomen

Fucfcoren zweiten Grades eines Gleichuugspolynoms mit reellen Coeffi-

cienten, wahrend auch in den Factoren riur reelle Coefficienten vor-

konimen, die Rede ist. D Alembert fasste das so auf, als kiindige

Enler damit an, seine Beuixihungen die Zerlegbarkeit zu beweisen

scicn mit Erfolg gekront, and er wandte sicli nun selbst dem zu,

was ruan sich in spaterer Zeit gewohnt hat, das Fundamental-
theorem der Algebra zu riennen. Die Frucht davon war ein Ab-

schnitt eiuer 1740 in den Berliner Veroffentlichungon gedruckten

Abhandlung fiber die Integration rationale! Briiche 3

).
Auch fiir

D Alembert war, wie fiir Euler, die Zerlegung eines Bruches in

Partialbrfiche die wichtigere Aufgabe, um derenwillen der Nenner in

einfacbste reelle Factoren zerlegt werden sollte.

D Alembert, ein Mathematiker, der an Tiefe des Geistes keiiiem

der Zeitgeno^sen nachsteht, dessen Darstellungsgabe dagegen, ins-

besondere wenn man in der Lage ist, inhaltlich verwandte Arbeiten

von D Alembert und Euler zu vergleichen, das Lob grosser Klarheit

und Verstiindlichkeit kauni erwerben diirfte, hat den Anfang seiner

Untersuchung in ein geometrisches Gewand gekleidet und spricht in-

folge dessen vou imaginsiren Ordinaten mid iniaginiiren Carven-

punkteu mit einer Unbefangenheit, welche beim Erseheinen der

l
) Correspondance matJiematique (Fn;,3) II, 711 713. *j Miscellanea

JJertiUmmia VI f, 193242.
!

) Hisloire tit I Academic Je Berlin. Aum e 174G,

pag. 182 lid.
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Abhandlimg und noch mehr als ein halbes Jahrhundert spiiter Anstoss

erregen musste, so dass beispielsweise Gauss in seiner beriihmten

Doctordissertation von 1799, welche gleichfalls dem Beweise des er-

wiihnten Fundamentalthcorems dt-r Algebra gewidmet war und als

Eiuleitung alle entspreehenden Versuche f riiherer Schriftsteller einer

strengen Priifiing unter/og, D Alemberts geometrische Sprache, wenn
man so sagen darf, ins Analytische YM iiberset/cn fur nothwendig
bielt. D Alembert nimnit ein reality inkliges Coordinatensystera der

z und y an, welches in T seinen Aniangspunkt besitzt, und auf

welches er eine Curve be/ieht, welche durch T hindurchgeht, d. h.

also, deren Gleicbung. durch y 0, 3 erfiillt wird. D Alemberfc

ervviihnt /war 1

) nuch die Moglichkeit eines Zusaramentreffens von

K = mit ?/= 30, welches TZ als Asymptote der Curve erkennen

lasse, kornmt aber im Verlaufe der Abhnndlung nicht mehr darauf

xuriick. In jenor Voraussetzung, dass die Carve durch T gehe, miisse

es thunlich soin eine, so lange ^ sehr klein ist, sehr convergente
ii r t

lleihenentwicklnng y == az n
-f- bz* + ( 3 &quot;

H anzusetzeu, in welcher

die Expoiienten wuchseu, &amp;lt;&amp;lt;&amp;lt;... ist. Die andere nur ein-
^?- S 11

mal angedeniete MogJichkeit von
?/
= oo bei s = wflrde bedungen

haben, dass hi und vielleicht auch noch Zahler anderor Exponenten

negativ gewiihlt worden vviiren. Mittcl.s jener lieihe raaohfc jedes 2,

wenn es nur positiv ist, if zu einer reellen Grosse. Ein negative;? s

entspricht entweder auch einem reellen
?/,

wenn alle Ncnner n
} s,n

der gebrochenen Exponenten ungrad sind, oder einem imnginareii ?/,

wenn mindestens einer der Nenner n, s, u grad and der zuge-

horige Zilhler m, r, t ungrad ist. Neben der reellen Curve in

der positiven Ausdehnung der -Axe gibt es also einen reellen

oder imaginaren Curvenarm bei negative r ^-Axe. Da, wie schon be-

merkt, die Reihe fiir
//

bei sehr kleinem z sehr rasch convergirt, so

geniigt es, statt der unondlichen Reihe nur ein Glied oder wenige
Glieder derselben zu beriicksichtigen. Bei negativem z wird dann

V === P ~\~ 9.V 1? un(^ zwar verandert sich y nur unendlich wenig,

wenn das Gleiche fiir g statt hat. Unendlich geringe Veriinderung

von p -f- q}/ 1 heisst aber unendlich geringe Veriinderung von p
und von q. Beziiglich der f iir y angesetzten Fonn p -f- qY i

erortert D Alembert in einem anderen Abschnitte der Abhandlung
von 174G den Satz, dass jede Function von beliebig vielen

imaginaren Grossen immer als
/&amp;gt; -f- q )/ f mit reellem p

und q geducht werden kann. Er gelangt sogar /ur Behauptung,

l Jlistoire de I Acudemie de Jietl-n. Aiiuue 1740. pa^,
r

It&amp;gt;:&amp;gt;.
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das Differential f(x -\- yY~~ i)d(x ~\~ yV 1) lasse sich stets in der

Form dp -{- )/ ld# darstelle-n
*).

Die Moglichkeit jede Function

von a -f- ft]/ 1 als .1 -f- J5]/ 1 auszudriicken hatte D Alembert

auch in einer Berliner Preisschrift von 1746 Reflexions sur la cause

yi nh alc ties ve&ts*} ausgesprocheu. Nach Erledigung der vorher

angegebenen Vorbemerkungen nimmt D Alembert ein Polynomiuin
xm -f- ax&quot;

1 1
-J- bx* -f- -f- f& -j- a^s gegeben an. Gibt es

kein reelles x, welches xm -j- ax
&quot; 1

-j- bx
n ~~-

-f&quot; -f- fx &amp;lt;/

also das Polynomium zu macht, so wird doch die reelle Substitu

tion x h den Werth hm + a I1 &quot;&quot; 1
-j- lhm-*

-|
---

-\- fh = A her-

vorbringen und 7r -j- afr&quot;-
1

-f- 6 A&quot;

~ 2
-)
----

-f- /7t J. = er-

scheinen lassen. Ein imaginarer Werth fiir x eingesetzt wird

xm -f- ax&quot;
1- 1

-f- bx
m-*

-f -f fx mit einem bald reellen, bald com-

plexen 7 jedenfalls von A verschiedenen Werthe hervortreten lassen,

und dieser muss bei allmahlicher Aenderung irgend einmal //

heissen. Dann wird aber bei Einsetzung dieses p -j- qY 1 statt x

der Ausdruck xm -f a.r;&quot;

- 1

-f bxm ~ 2
-j- -{-fx + g = 0. 1st

1 eine Wurzel der Gleichung, so muss auch x==p q}/ 1

eine solche sein, d. h. das Gleichungspolynom muss sich sowohl durch

x p g|/ 1 als durch x p -f~ QV 1 theiien lassen 3

).

Gauss hat dazu bemerkt, dass, wenn alle anderen Schliisse

D Alemberts zugegeben werdeu konnten, was unter gewissen Voraus-

setzungen der Fall sei, die Behauptung doch nicht gerechtfertigt sei,

dass wenn eine Function
(t&amp;gt;(#).

einen Werth S erhalte, einen Werth

U nicht erhalte, es einen Werth T zwischen S und U geben mtisse,

den
3&amp;gt;(x) erreiche, aber nicht iibersteige. Es sei vielmehr moglich,

dass
&amp;lt;b(x)

dem T zustrebe, ohne es zu erreichen.

Ein anderer franzosischer Mathematiker war Alexis Fontaine 4
)

(gegen 1705 1771). Zu Clavaison in dem Dauphine geboren und

in der Provinz erzogen, kain Fontaine gegen 1729 nach Paris, wo

erstmalig eine Geometric in seine Hande fiel, die er unter nur ge-

ringer Beihilfe des Jesuitenpaters Louis Bertrand Castel 5

) (1688
bis 1757) durchstudirte. So war Fontaine in der Hauptsache sein

eigener Lehrer und ohne genauere Kenntnisse dessen, was die Wissen-

schaft schon geleistet hatte. Er ward verschiedentlich Nacherfinder,
ohne es zu wissen, nannte etwaige Vorgange nur ausnahmsweise und

!

) Histoire de I Academic de Berlin. Ann^e 1746, pag. 195. *) Darauf

hat B. Baltzer in Crelle s Journal XCIV, 87 hingewiesen.
3
) Histoire de

VAcademic de Berlin. Annue 1746, pag. 190. 4
) Histoire de VAcademic des

Sciences de Paris. Annee 1771 (Histoire pag. 105- -116 und pag. 125 129).
:

) Poggendorff I,
393 394.
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war in Streitigkeiten von riicksichtsloser Derbheit. Im Jahre 1765

verkaufte er seine Bibliothek, welche er verinoge seines geschilderten

Bildungsganges und Beiuer Natur nur selten benutzte, und zog sich

im gleichen Jahre nach Cuisemix in Burgund zuruck, nachdem 1704

seine wichtigsten, theihveise bis 1739 zuriickgehenden Arbeiten iiber

Differentialgleichungen u. s. w. in einem Saimnelbande gedruckt
worden waren. Er veroftentlichte 1747 eine Abhandlung iiber die

Auflosung von Gleichungen
1

).
Zuerst ist der ihren Zweck verfehlen-

den Regeln zur Auffindung der Anzahl reeller und complexer Glei-

chungswurzeln gedacht, welche Newton, Maclaurin, Campbell,
De Gua aufgestellt batten. Allen diescn Schrifstellern sei es miss-

lungen den richtigen Weg einzuscblagen, der einzig in der Anferti

gung einer Tabelle bestehe. Seien m, n, p, g, r reolle positive

Grossen und a
&amp;gt;

l&amp;gt;

&amp;gt;
c, ebensolche. Jede quadratiscbe Gleichung

mit positivem, den Coefficienten 1 besitzenden quadratiscben Gliede

uauss in einer der secbs Formen enthalten sein: x* -f- mx -j- n = 0,

x -^ mx n= 0, a:
2 mx -f- n= 0, x* mx n= 0, :r

2
-f- n - 0,

x* n 0. Sie kann auf neun Arten aus Factoren ersten Grades

entstandeu sein: (x -f- ) (x -f- &)
==

^, (^ -\- a] (x 6)
==

0, (x a)

(
(: -f },)

=
0, (x

-
a) (.r rV)

=
0, (.r -f- ]/^~I) (x

- a)/^~I) = 0,

(x -|- a -f- lYl) (x -f a - by1) = 0, (x a -f- 6/^T) (a;
a

-
l&amp;gt;y-1)

= 0, [* -f- !, -f f/Y-~&quot;l) (a; -f- b - - ]/!) = 0,

(x b -f- a]/~~Tj (,-r
-

7&amp;gt; a]/^ l)
= 0. Alle diese Multiplica-

tionen werden auegefuhrt, uiid daw Product wird auf das Vorzeicberi

sowie auf die vergleicbsweise Grosse der Coefficienten der Glieder

ersten und nullten Grades gcpriift. Dadurch ergeben sicb Bedingungen
filr + ni und Hr n, aus deren Erfiillung die Form der Wurzeln jeder

vorgelegten quadratiscben Glcicbung bervorgebt. Bei der cubiscben

Gleicbung zablt Fontaine 30 moglicbe Fiille von Factorenvereinigungen

auf. Wie viele solcber Falle es bei Gleichungen 4teu
,
5teu

u. s. w.

Grades gebe, fflhrt er nicbt mehr aus. Nun sind aber auch die auf-

gezahlten Fiille nicht erscbopfend, da sic von der Voraussetzung

a
&amp;gt;

b
&amp;gt;&amp;gt;

c
&amp;gt; ausgeben, vvahrend a &amp;gt; b &amp;gt; c &amp;gt;

. erwogen werden

mflsste. Fontaines Vors-blag setzt unter alien Umstanden eine

Sumine von Vorarbeiten, welche erledigt sein mussen, bevor eine

Glfiichung Mton
Grades, bei n

&amp;gt; 3, auf die Form ihrer Wurzeln ge-

priift werden kann, voraus, die so ungebeuerlich anwachst, dass man

sich einen ^raktischen Vurtheil kaum v
r

orsprechen darf.

Maclaurin spraeh 17: 9 von seiner Absicht eine Algebra heraus-

*)
Jlistoire de VAcadeinie dcs faiences &amp;lt;lt- Paris. Aunee 1747, pag. GG5 G77.
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zugeben (S. 567). Er starb 1746, ohne seine Absicht ausgefiihrt zu

haben. Sein Nachlass wurde von einer durcb ihn selbst eingesetzten

Commission, in welcher auch Martin Koikes sick befand, gesiehtet

wad daraus 1748 die Algebra
1

)
zum Dmcke befordert. Sie i iillt

3(.H5 Seiten in 8, und ein mit neuer Seiteribezeichnung verseheuer

Anbang von 05 Seiten tiber algebraische (Jurven schliesst sieh ihr an.

Von diesem Anliange reden wir im 115. Kapitel. Die eigentliche

Algebra wollte Maclaurin, wie die Herausgeber erklaren, als einen

Oommentar zu Newtons Arithmetica universalis betrachtet

wisseu, utid somit diirfte unseren Lesern erapiblilen weVden, unseren

liier folgenden Bericlit mit dem tiber das Newtonsche Werk (S. 305

bis 409) zu vergleichen.

Eine negative; Grosse, sagt Maclaurin, wird kleiner als Nichts

genamit (S. 3l5), \veil sie der positiven Grosse entgegengesetzt ist

und dieselbe bei der Vereinigung beider vermindert, wahrend die

Addition von keinerlei Wirkung ausiibt, aber ein Negatives ist

deshalb nicht weniger eine wirkliche Grosse als ein Positives 2

).

Maclaurin beweist die Zeichenregel bei der Multiplication nnd

die Multiplications- und Divisionsregeln bei Briichen. In ersterer

Beziehimg
3
) geht er aus von a = 0. Weil n == == na na

ist, muss auch n(a a) na ~j- n( )
= sein, d. h. n( a]

na. Ebenso ist jedenfalls ( ri)
a -- no,. Ferner muss

- n(a a) n = na -f- na sein, neben n(a a)= na -f- ( n) ( a), d. h. ( n) ( a)
= na. Der Beweis fQr die

Brucbrecbnungsregeln ist folgender
4
): Se.i -~ m (folglicb. bm = a)

/

und -~ = n (folglich dn c\ Multiplication der beiden gefolgerten

Gleicbungen gibt ac = bm dn = bd - mn und , ,- =* mn = ~ --
bd I) d

T.T 7 j j 7 7 -.ad mbd m a c
Werner mbd = ad, nlxl = oc, -. -~ -= = = ~~

:
-- .

he nbd n b d

Potenziren mit ganzzahlig positivem Exponeuten heisst In

volution*}. Sie wird nacb dem binomischen Lebrsatze gelehrt
6
).

Wurzelausziehung heisst Evolution&quot;
1

} ,
und fiber den Nachweis der

Berechtigung, auch hier den binomischen Lehrsatz anzuwenden, setzt

J

) A treatise of algebra in three parts containing I. the fundamental rules

and operations, II. the composition and resolution of equations of all degrees and
the different affections of their roots, III. the application of algebra and geometry
to each other. To which is added an appendix concerning the general properties

of geometrical lines.
2
) Maclaurin, Algebra pag. 7: But a Negative is to be

considered not less as a J\ eal Quantity than the Positive. 3

) Ebenda pag. 13.
4

) Ebenda pag. 29.
5
)
Ebenda pag. 34. 6

) Ebenda pag. 3841. 7

) Ebenda

pag. 42.

CASTOR, Gcschicbte &amp;lt;}er Matliematik. III. 3. 2. Aufl. 39
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sich Maclaurin mit den kurzen Worten hinweg, der vorlier fiir die

Involution angegubene allgemeine Lehrsatz diene auch I iir die Evo
lution 1

).

Fur die Auflosung von Gleichungen ersten Grades rait einer und

mit inehreren Unbekannten werden Regeln und Beispiele gegeben.
Die Extermination von Unbekannten vollzieht sich nach der Cornbi-

nationsmethode (S. 400), neben welcher auch andere Kunstgriffe,

z. B. Addition von Gleichungen in Anwendung treten. Maclaurin

sieht sich aber auch in einem besonderen Kapitel
2

) die Form der

Werthe solcher Unbekanuten an, welche aus zwei, aus drei und aus

vier Gleichungen ersten Grades erinittelt warden, uud erkennt, dass

sie alle in Gestalt von Briichen erscheiuen, (leren Nenner
identisch sind 3

).
Er ist sogar dem Bildungsgesetze der Ziihler

mit Einschluss des Vorzeichens der einzelnen Glieder in Ziihler und

Nenner fast mehr als nur auf der Spur, und ware er nicht einer

zweckmassigen Bezeichnung, wie Leibniz sie in einem Briefe an

De L Hospital (S. Ill) einzufiihren wusste, wie er sie aber auch iin

Jahre 1700 in einem grade in England unzweifelhaft bekannt ge-

wordenen Aufsatze dringend empfahl (S. 329), man mochte fast sagen

geflissentlich aus dem Wege gegangen, so hatte er die Erfindung der

Determinantenlosung von Gleichungen zu semen iibrigen zahlreichen

Verdiensten hinzufiigen kbnneu.

Maclaurin geht zu den Wurzelgrossen iiber, bespricht die Eigen-

schaften, welche aus der Gemeinschaft oder Nichtgenieinschaft von

Theilern fiir zwei Zahlen hervorgehen, und beweist lien Satz 4
), dass

die Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl wieder eiue ganze Zahl oder

irrational sein muss. Dann kommt er zur Wurzelausziehung aus

selbst mit Irrationalitaten behafteteu Binomien 5
) (S. 399). Sci A^&amp;gt; 13

und die c
te Wurzel aus A+ B zu ziehen, welche in der Form x + y

angenornrnen wird. Dann ist (x + yf = x* + cxc~ 1

y -\- dtf
~
~y*

+ eor
~ 3

?/

3
-j

. Eine zweite Annahrne setzt x -f- dx
c~ t

y
l

-\
=

-4,

ctf- l
y -\- etf-*if -\ B, wodurch in der That (x + y)

e= A+ ^,

(x y]
c = A B wird. Vervielfachung der beiden Gleichungen

mit einander liefert (x* y~f = A2
Jf~, x2 ~

f/
2=VZ2 W= n.

Ein angenaherter Werth von ^A + B (oder von x -f- y) sei r, so

wird -- == -~ y
~~ = x y = &amp;lt;

-2x (x-{-y)
= 2x r und 2x =

r x -f- y
^

r-\-~. ein Werth, den man zu berechuen im Stande ist und der
I if 7 1r

l

) Maclaurin, Algebra pag. 51. *; Ebenda pag. 8185. 3
)
Ebenda

pag. 84.
4
) Ebenda pag. 103.

c
)
Ebenda pag. 120124.
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r + 7
genannt wird, so dass x t =

-^

-- Man entnimmt daraus

yl
__ X Z

/^.S y2\
_

^2 w ^
__ T/^j ^

/ \- / 7 J 7

x ih ?/
~ VC. B ^ ih y^&quot;

-- w. Voraussetzung diescr Entwick-

lung war freilich, dass sich yl
2

.B
2

als eine c
te Potenz enthiillte,

welche l/A? - - B2 = n zu finden gestattete. 1st dieses nieht der

Fall, so sei $ eine ganze Zahl, welche Q(A* B2

)
zu einer

c
ietl Potenz niacht, z. E. A&quot;~~B-= a^)Pdf und g= ac- ra &c-J #-y-*.
Wiire c

&amp;lt;im, so konnte man allerdings mittels dieser Aunahuie zu

kemem ganzzahligen Q gelangen, wohl aber mittels der Annahnie

Q(A
2

IF) = (aPYtfd
e
f

e
,

welche Q = apt-nlF-pffi-ift-i liefert

und eine derartige Wahl von p zulasst, dass f*c &amp;gt;
m wird. Hat man

Q gefunden, so setzt man ~)/(A* B2

)Q = n. Man wiirde dann

weiter nach der vorigen llegel verfahren, uni V(A 4- B) }/Q t^ &quot;j/^

2 n
C t I I/JLJ

~

zu finden und endlich yA + B = =--- - erhalten. 1st A oder

V^
I? imaginar, so verweist Maclaurin auf De Moivre. Wir komnien

im 109. Kapitel auf den Gegenstand zuriick.

Alle diese Dinge gehoreu noch dem I. Alischnitte der Algebra
von den Grundregeln und Operationen an. Der II. Abschnitt handelt

von der Zusammensetzung und Auflosung von Gleichungen jedes

Grades und von Eigenschaften ihrer Wurzeln.

Jede Gleichung karin als das Product so vieler Gleichungen ersten

Grades angesehen werden als ihr Grad anzeigt, oder als das Product

irgend anderer Gleichungen, weun nur die Suuime ihrer Diuiensionen

mit der Dimension der vorgelegten Gleichung iibereinstiinmt 1

). Keine

Gleichung kann eine ihren Grad (ibersteigende Anzahl von Wurzeln

besitzen 2

) (S. 403). Sind in einer Gleichung wten Grades p, q f

-
r, s, t, u die Coefficienten der auf xn folgenden Glieder, so

ist p die Suuime der Wurzeln, q die Summe der aus ihnen zu je

zweien gebildeten Producte
)

u. s. w. Sind weiter B, C, D, E die

Summen der 2ten
,
oteu

, 4.
teu

,
5ten Potenzen der Wurzeln, so konnen

diese mittels p, q, r, s, t berechnet werden 4
) (S. 406). Zunachst ist

!&amp;gt;*

= B -f 2q, also B = p
2

2q. Dann ist (B q\p = C 3r,
also C == Bp pq -f- % r r== p

3
^Pl + 3r. Aehnlicher Weise

konnen D= pC qB 4- pr 4s
;
E = pD q C -f- rB ps -\- 5

*) Maclaurin, Algebra pag. 132.
&quot;)

Ebencla pag. 135.

pag. 140141. 4
) Ebcnda pag. 142143.

s
) pjbenda

39*
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und auf dieselbe Art die Suminen irgend welcher Potenzen der Wurzeln

gefunden werden, da das Bildungsgesetz dieser Ausdruckc auf dt-r

Hand liegt
1

).
Maclaurin kommt zuia Schlusse des II. Abschnittes in

einem besonderen Kapitel auf den Gegenstand zuriick 2

).
Nennen wir

das Gleichungspolynom iramer wieder
4&amp;gt;(#)

und sei
&amp;lt;t&amp;gt;(#)

= (x a)

(x b)(x c)(x d)-- = x* Ax&quot;-
1

-f Bxn~* Cx l~ 3
-f

-

Lx -f- M und r&amp;gt;w. Multiplicirt man
&amp;lt;t&amp;gt;(#)

mit xr ~~ n
,
so

entsteht af Axr~ l

-f-
&quot;

~\~ Mxr~* = 0, welche Gleichung ebenso

wie die
&amp;lt;!&amp;gt;(#)

=
0, durch x a, x = b, x = c, x = d erfiillt

werden muss, d. h. es muss sein:

or Aar~ l

-\ (- Mar~ n=0 of= J.a 1 Mar~ n

l&amp;gt;

r Ab l
-\ h Mlr~ n ==() und ir = ^t6 Mb *

c
r A c 1

-\ h M(f~ n == (?
r = ^4 c

r~ l

Werden die Gleichungen addirt und ersetzen wir, was Maclaurin nicht

tliut, jede Summe der ktea Potenzen aller Gleicbungswurzelu durch

ein einfaches Zeicben, etwa durch /$*, so entsteht Sr***ASr i BSr

_|_
. . . MSr n . Dann bedarf es freilich noch eines langeren Be-

weises dafiir, dass ein ahnlicher Satz auch gilt, wenn r
&amp;lt;

n und

Maclaurin fiihrt ihn. Doch wir kehren zu der friiheren Stelle des

II. Abschnittes zuriick.

Der Satz von den Zeichenfolgen und Zeichenwechseln ist zwar

nicht bewiesen, aber doch erlautert 8

),
und bei dieser Gelegenheit sind

fur die quadratische und kubische Gleichung Unterfalle erortert,

welche einigermassen mit der von Fontaine gefbrderten Tabelle sich

decken. Aus irgend einer Gleichung wten Grades kann mittels einer

Substitution, welche selbst auf einer Gleichung ersten Grades beruht,

das Glied vom Grade n 1 und mittels einer Gleichung /i
ten Grades

das Glied vom Grade n ^ entferut werden 4
).

Das Fehlen des

Gliedes vom Grade n 1 lasst die Folgerung ziehen 5
), dass die

Gleichung positive und negative Wurzeln besitze, welche bei der

Addition einander gegenseitig aufheben.

Die Lehre von den vielfachen Wurzeln geht davon aus, dass eine

Gleichung F(x) = xn
-\- -\- lx

z
-f- ax -f- k unter der Voraus-

setzung k= eine Wurzel x= 0, unter der Voraussetzung a= Jc

zwei Wurzeln x= besitzen muss u. s. w. Nun setzt man x = y -f- c

in F(x~)
=

ein, so dass F(y -f- e)
= entsteht, deren Wurzeln

x
) And after the same Manner the Sum of any Powers of the Hoots may

be found ; the Progression of these Expressions of the Sum of the Powers being

obvious. *) Maclaurin, Algebra pag. 286 29G. s
) Ebenda pag. 143

bis 147.
4

)
Ebenda pag. 153 und 157,

8
)
Ebenda pag. 155,
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y = x e sein miissen. Das neue Gleichungspolynom schliesst mit

den beicleii Gliedern I (c)y }- F(e). 1st x = e eine Wurzel von

F(x) = 0, so muss y cine Wurzel YOU F(y -f- e)
=

sein, und

dazu ist wiederum F(e) erforderlich. 1st x = e zweifache

Wurzel von F(x} = 0, so rnuss y zweifache Wurzel von

F(y -{- e)
= sein. Dieses bedingt neben F(e) = auch -F

(e)
^ ^

oder e ist alsdann gemeinsame Wurzel fiir F(x) und F (x) 0,

und das ist die Huddesche Re gel, deren Erfinder allerdings bei

Maclaurin ebensowenig genannt ist als Ho lie in dem Kapitel fiber

Wurzelgrenzen, wiihrend dieses eine unrnittelbare oder mittelbare AV
htingigkeit von Rolle (S. 407) verniuthen liisst.

Eine Regel
1

) scheint Maclaurin selbst anzugehoren. Er setzt

x = y -\- c in
&amp;lt;t&amp;gt;(#)

==
ein, so dass 0(y -J- e} f(y)

= ^ entsteht.

Kann man c so wahlen, dass
/&quot;(?/)

aus lauter positiven Gliedern be-

steht, so kann kein positives y die Gleichung /&quot;(?/)

=
erfullen,

d. h. es zeigt sich x = y -j~ c
&amp;lt; e, und e ist erne obere Grenze fiir x

Der Vortheil einer solchen oberen Grenze ist besonders offenkundig,

wenn man Gleichungswurzeln mit Hilfe der Factoren der Gleichungs-

constaute zu erraitteln beabsichtigt
2

),
weil so unter Umstanden ge-

wisse Factoren von vorn herein von der Priifung ausgeschlossen sind.

Newtons Methode, einen Factor von
&amp;lt;b(x)

zu erniitteln (S. 305

bis 399), ist ziemlich genau in der gleichen Art bewiesen, wie es von

Niclaus I Bernoulli goschah
3

).
Letzterer Beweis ist (S. 398)

1745 in dem Briefwechsel zwischen Leibniz und Johann Bernoull

veroffentlicht worden, kann also

sehr wohl zur Kenntniss Maclau-

rins, welch er 1746 starb, ge-

kommen sein.

In den II. Abschnitt seiner

Algebra hat Maclaurin ferner

einen Gegenstand mit hinein-

gezogen
4
), von welchem in

Newtons Aritlimetica universalis

keine Rede ist, die Entwick-

lung einer Grosse in eine nach

Potenzen einer anderen Grosse

fortsclireitenden Reihe, ausgehond von einer zwischen beiden Grossen

staftfindentlcn Gleichung, und als Mittel zum Zwecke das Newtonsche

Parallelogramm (S. 107 108). Der Gruridgedanke diescr (Fig. 97)

Fig. 97.

l

j Maclaurin, Algebra pag. J70 171.
3
) Ebomla pag. 108.

) tlbeiula pag. t-li - -J7

*) Ebemla pag. 191 19ti.



594 106. Kapitel.

Anordnung von Producten von Potenzen von x und
// 1st der, dass

die Glieder einer Horizontalreibe, die eiuer Verticalcolumne, aber

auch die irgend einer Schragreihe eine geometrische Progression
bilden. Eine solche Schragreihe, dadurch gekennzeichnet, dass eine

gerade Linie die linken unteren Eckpunkte der die Keihe bildenden

Felder vereinigt, ist z. B. if, y x, y*x* t ya?, in der jedes Folgeglied

durch Vervielfachung des vorhergehenden Gliedes rnit ~ eritsteht.

Irgend ein spateres Glied einer solchen horizontalen oder verticalen

oder schragen Reihe entsteht aus einem anderen Gliede derselben

( x&quot;\

v

Reihe durch Vervielfachung mit ( -^ )
;
wo a, ft, v ganze positive

&quot;

Zahlen sind, cc oder
ft auch Null sein konnen. 1st der Werth irgend

(x

a
\

- I == 1 sein. also auch
yP /

xa
r = 1, xa =

y!
i

,
d. h. durch die Annahme xa = y? werden alle

y
Glieder der betreffenden Reihe einander gleich. Ihr Gracl

wird alsdann durch den Grad des Gliedes bestimmt, an dessen linken

unterem Eckpunkte die erwahnte grade Linie beginnt. 1st beispiels-
OC

weise -- =
1, so nehmen alle Felder der in der Figur bezeichneten

J

Schragreihe den Werth y
1

an. Die gleiche Annahine bringt aber

jedes Glied oberhalb der Schragreihe auf hoheren, jedes Glied unter-

halb der Schragreihe auf niedrigeren Grad als die (/lieder der Reihe
2T

selbst. So macht -^
= 1 wieder beispielsweise y*x* zu y

11 und ifx

zu \f mit 11
&amp;gt;

7
&amp;gt;

4. Dieses Gesetz, dessen Wahrheit aus der

Bildungsweise der einzelnen Reihen hervorgeht, hat die Folge, dass

wenn das Lineal, dessen Benut/ung Newton wunscht, in der von

ihm vorgescliriebenen Art angelegt wird, eiue solche Hilfsglcichung

zwischen x und y entsteht, welche den niedrigsten Grad nach y

hervorbriugt, also als massgebend fiir eine erste Annaherung der

Entwicklung von x in eine nach steigenden Potenzen von y fort-

schreitenden Reihe unter der Voraussetzung, dass y sehr klein ist,

gelten darf.

Wegen der Bestiinrnung der Anzahl der einer Gleichung ge-

niigendeu cornplexen Wurzeln ist ausser,auf Newton auch auf die

Abhandlungen von Maclaurin und von Campbell in den P. T.

verwiesen 1

).
Von De Gua ist keine Rede.

Wir gelangen zu dem kiirzesten III. Abschnitte von den gegen-

Maclaurin, Algebra pag. 27lt.
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seitigen Anwendungen von Algebra und Geometric auf einander, aus

welchem wir uns begnugen zwei Dinge hervorzuheben. Die gewohn-
liche Parabel ay = x2 und die cubische Parabel a?y = x3 unter-

seheiden sich (Fig. 98) wesentlich in ihrer Gestalt 1

).
Zwar haben

beide je zwei imendliche Zweige, aber bei der ersteren Curve er-

strecken sich dieselben auf der positiven, bei der zweiten auf der

positiven und negativen Seite in die Unendlichkeit. Dieselbe Ver-

schiedenheit findet zwischen a? v~ 1
y = xZv und a2v y = x2v+ 1

statt,i/ ./ /

und die grade Linie y = x ist unter die Parabeln der zweiten Gattung
zu rechnen, die sich auf entgegengesetzten Seiten der Abscissenaxe

nach entgegengesetzter Richtung in die Unendlichkeit erstrecken.

Fig. 98.

Alle Kegelschnitte haben Gleichungen zweiten Grades 2

)
und

lassen sich nach der Form der Glieder zweiten Grades unterscheiden.

Diese heissen bei der Parabel y-
-

bei der

bei der Ellipse

/T-
-

x~, woven es nur eine Abweichung sfibt, welche eintritt,
2tcr

wenn die Hyperbel auf ihre Asymptoten als Coordinatenaxen bezogen

ist, in welchem Falle in der Gleichung mindestens eine der beiden

Grossen x2
, y~ fehlt.

Wir haben (S. 509) des 1748 durch D e Cast ill on iiberwachten

Druckes von Eulers zweibandigem Meisterwerke der Introdiictio in

Analysin infniitorum gedacht. Der I. Band der Introdiictio (mit
diesein abgekiirzten Titel pflegt man sich zu begniigen) enthalt eine

algebraische Analysis, und wir verwenden das 111. Kapitel zum Be-

richte dariiber mit Einschluss dessen, was eigentlich der Algebra an-

gehoren wiirde, was wir aber nicht aus seinem Zusammenhange reissen

wollen. Der II. Band der Introductio ist eine analytische Geometric

und wird uns im 115. Kapitel beschaftigen. Aber auch im II. Band

l

) Maclaurin, Algebra pag. 317318. 2
)
Ebenda pag. 329 336.,
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ist em Kapitel, und /war das 19. von den Dureliscliiiittspunkten
der Curven, der Hauptsache nach algebraischen Inhaltes, \md wir
wollen ihm glcich bier unsere Aufmerksamkeit schenken. Sind zwei
Curven durcli ihre anf rechtwinklige Coordinateu bezogenen Glei-

chungen gegeben, so verlangt die Auffindung der Durchschnittspunkte
das geineinsame Stattfinden beider Gleichungen, also das Auffindea
von Wurzelpaaren x, y aus zwei die.se Unbekannten enthaltenden

Gleichungen hoheren Grades. Euler benutzt dazu zwei Wege.
Der eine ist derjenige, von welchem wir (8. 114) die Vermuthong

aussprachen, Tschirnhaus moge sich seiner bedient haben, weii wir
auf ihm uns bewegend genau das Eliminationsergebniss erhielten, zu
welchem Tschirnhaus gelangt war. Vielleicht darf man auch Newton
als einen Benutzer des gleichen Weges betrachten, denn Endergeb-
nisse, zu welchen er gelangte, ohne zu sagen wie (S. 400), Inssen

sich wiederum auf diesem Wege erreichen. Unter alien Umstiindeii

begegnen wir der Schilderung der Methode erst bei Euler. Er
schreibt ausdriicklich vor 1

), man solle die Elimination von y z. B.

zwischen

I- * + Qn + Ry* + -sy + Ty* = o

H. p + qy + rjr + sy* + tf =
so vollziehen, dass man die erste Gleichung mit p, die zweite mit P
vervielfache und deren Differenz durch y theile, dass man ferner die

Differenz der mit t vervielfachten ersten und der mit T vervielfachteii

zweiten Gleichung bilde, wodurch zwei Gleichungert dritten Grades

in y erscheinen, welche Euler abgekurzt

III. A -f By + Cy* -f Dys =

IV. a -f by -f cf + dy
3 =

schreibt. Die Fortsetzung des ahnlichen Verfahrens fuhrt zum

Gleichungspaare
V. E -f Fy -f Gy* =
VI. e +fy + gy* =
VII. H+Iy-Q

VIII. h -f iy =0,
endlich zu

IX. ff-i lh^Q.

Euler fflgt hinzu, dass, wenn man in die Gleichung IX. die vorher

abgekilrzten Werthe wieder in ihrer unabgekiirzten Form einsetze,

eine Gleichung entstehe, in welcher nur noch die Functionen P, p,

l

) Euler, Introdtictio II, 482.
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$ 7 $ u. s. w. aus L und II. eutlialten seien. Bei der allinalilichen

Wiedereinsetzung zeigten sieh der ganzen Gleichung gemeinschaftliche

Faeioren, welche weggelassen werden konnteri, und es eathalte dann

m der Eudgleichuug; jedes Glied nicht mehr als acht Buchstaben,

vier grosse und vier kleine.

Der zweite Yon Euler gezeigteWegistfolgender
1

;).
Die Glelebungen,

twisehen deneu y eliminirt werden soil, heissen

I py _j_ Qym-i _|_ Ey1&quot;-- + Sy&quot;&amp;lt;-

3
H-

- - =
II- P!/* + &amp;lt;iy

n~ l + ry
n ~* + sy&quot;~

3
-f--- = 0.

Nun wird erne positive gauze Zahl A: gewahlt, YOU der man zuniichsfc

nur verlangt, dass sie sowohl
&amp;gt;

in als auch
&amp;gt;

n.- sei. Dann hat man

I. mit pyk- u
-f- ay

k~ m- 1

-J- ly
k -&quot; - 2

-\- sowie IL mit Pyk~ u
-f-

J./*~
*~ 1

-{- Byk~* z
-(--.. zu vervielfacken, wo Jt

7 7 jB, .6 u. s. w.

vorlaufig noch unbestiinmte Functionen von x bfdeateu. Man erhalfc

so zwei neue Gleiclmngen, welche beide vom tm Grade nach y sintl
;

und in denen /,; m -f k n = 2k m Buchstaben A, a,

B
}
6 vorkommen. Die Gleichungen selbst heissen:

la. Pptf + (Po -f ^)j/*~
x
-f (P^ -f- ^ -f fll&amp;gt;)0*~

2 + =
II a. Ppy* + (P&amp;lt;/ + .Ij))^-

1 + (Pr -f^ + 5/))y*-
a + = .

Bildet man ihre Difterenz:

so hat diese neue Gleichung fc 1 Glieder, in welchen y vorkommt,

und eines, welches von y frei ist. Sind die Coefficienten jener k 1

ersten Glieder =0, so bleibt nur das von y freie Glied = zu

setzen, urn das Eliminationsergebniss zu besitzen. Allerdings setast

das voraus, dass das Verschwindenlassen von It 1 Coefficienten ge-

niige, ura 2/,: m n Grossen zu bestimnien, d. h. es muss sein

k 1 27,
1 m n, h = m -{- n -^1, so dass die multipliciren-

den Gleichungen py
n~ l

-j- ay*~* + by&quot;-* + = und P^1 &quot; 1 +
Aym

~ 2
-f- By&quot;&quot;

3 = heissen. Eine weitere Voraussetzung, welche

Euler aber unerwahnt lasst, ist die, dass das Verfahren nicht etwa

Identitaten oder sonstige Unbestimuitheiten hervorbringe.

Noch im Erscheinungsjahre 1748 der Introductio beschaftigte

sich Euler in den Veroffentlichungeu der Berliner Akademie 2
)

aber-

mals mit der Eliminationsaufgabe, indein er den Nachweis zu

fiihren suchte, dass eine Curve i
ton und eine Curve n*** Grades

l

) Euler, Introductio II, 48348-1, 2
) Histoirc de I Academic de Berlin.

Annec 1748, pag. 234 -248.
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mn Durchschnittspunkte besitzen, wenn man imaginare und im Un-
endlichen gelegene Durchschnittspunkte mit einrechne. Er will also

zeigen, dass die Elimination von x zwischen den Gleichungen

ay -f (I -f cx]y
m~ l

-\- (d -\-ex-\- fx^y
m- 2

-|
---- =

und ay* -f (ft -f yx)y
n- 1

-f (d -f sx + &*}y~ 2
-f . =

0,

wo a, a, b, /3 u. s. w. Constante bedeuten, eine Gleichung mnien Grades

in y hervorbringe. Meistens, sagt er 1

), gelangt man unter Anwendung
der gewohnlichen Eliminntionsuiethoden zu einer Gleichung, deren

Grad mn ubersteigt, und man konnte dadurch an der Richtigkeit des

zu beweisenden Satzes irre werden. Wenn auch Theiler der Gleichung,
zu welcher man auf dieseui Wege gelangt, vorhanden sind, so darf

man zunachst zweifeln
,
ob man jene Theiler zu vernachlassigen be-

rechtigt sei, ob sie riicht Wurzeln enthalten, denen Durchschnitts

punkte entsprechen. In dieser Bemerkung Eulers dringt, wie bei

Rolle (S. 393), durch den ausgesprochenen Zweifel das Bewusstsein

von einer Aufgabe fremden, nur durch ein Verfahren mit den Glei

chungen in dieselbe hineingetragenen Wurzeln. Euler macht nun
einen neueri Vorschlag

2

) zur Elimination. Die beiden Gleichungen,
zwischen welchen diesmal y eliminirt werden soil, seien y

m Pym
~ l

+ Qtf
l~* Rym ~* + Stf&quot;-*

---- = und y
n

py&quot;-
1 + qif

~ 2

-
ry

n~ z
-f sy

n~t ---- = 0. Die erstere Gleichung hat m Wurzel-

werthe fur y, welche A, B, C, D ,
die letzterc n Wurzelwerthe

fiir y, welche a, &, c, d heissen mogen und Sielbstverstjiudlich x

enthalten, ebenso selbstverstandlich reell oder imaginar sein konnen.

Die beiden Gleichungen konnen demgemass auch (y A) (y 13)

(y Q (y D} = und (y
-

a) (y b) (y
- ^ (y-d}...=

geschrieben werden. Das gleichzeitige Stattfindeii beider Gleichungen

fordert, dass ein Werth vou /, der der ersten geuugt, auch die

zweite befriedige, dass also z. B. A = a oder A b oder A c

oder A = d sei, oder 13 = a oder U = b oder S = c oder

B = d u. s. w., wofiir auch geschrieben werden kann A a = 0,

A b = Q,A c = Q --,B a = 0,B b = u. s. w. und

Nullsetzung des aus mn Factoren bestehenden Productes (A a)

(A --
&) (A c) (B a) (B 6) (C a) (C b} wurde

die von y freie Endgleichung sein, wenn A, 13, C
, a, b, c

bekannt waren. Letzteres ist zwar nicht der Fall, aber man kann

entweder die grossen oder die kleinen Buchstaben sofort und die

anderen hinterdrein wieder aus der Endgleichung herausschaffen. Es

J

) Histoire de I Academic de Berlin. Anne 1748, pag. 239. *) Ebenda

pag. 243246.
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war (y a] (y
-

6) (y c)
=

if py&quot;-* -f qij
n~ z ----

. Er-

setzt man y durch J, durch B, durch G ---, so wird (A a)

(A -1) (A c)
. = A* pA&quot;-

1 + qAn ~* ----
, Ba) (BV)

=
C&quot; pC&quot;-

1 4- qCn~- ---- imd die Endgleichung heisst folglich

(A* pAn~ l

-f qA n~ 2 ----
) (B

n pBn~ l
-f qBn~* ----

)

(O pC&quot;-
1

-f q C-* ----)...== 0.

Fiihrt man die angedeuteten Multiplicationen aus
?

so entsteht ein

Ausdruck, in welchein neben Bekanntem auch Vereinigungen der

grossen Buchstaben A, B, C unter einander anftreten. Diese sind

aber raittels der Girardschen Formeln fur die Summen der Wurzel-

potenzen in Verbindung mit den Formeln fiir Bildnng der Gleichungs-

coefficienten aus den Wurzeln durch die P, Q, R darzustellen.

Euler erlautert dann die sehr allgemein gehaltene Vorschrift an

einem bestimmten Beispiele, indem er dazu bemerkt 1

),
wenn in dem

Beweise noch Einiges dnnkel sei, so riihre solches von der grossen

Allgemeinheit der Betrachtungen her, und alle Zweifel schwiinden bei

der Anwendung auf besondere Falle. Es ist klar, dass diese Be-

merkung die Liicken eines Beweises nicht auszufiillen im Stande ist

und nur dazu dienen kann
;

als Eingestandniss eines noch nicht ganz
einwandfreien Beweises zu gelten.

Der nachste Band der Veroffentlichungen der Berliner Akademie

fiir 1749 empfiehlt sich unserer Aufmerksamkeit durch zwei Ab-

handlungen, deren erste YOU einer uns noch freinden Personlichkeit

herriihrt. Johann Samuel Konig
2

) (1712 1757) war der Sohn

eines Berner Theologen gleichen Namens, der wegen religioser Streitig-

keiten aus der Heimath verbannt als Hofprediger in Biidingen eine

Zuflucht gefunden hatte. Dort wurde der Sohn geboren, der aber

dann in Bern erzogen wurde und durch seine dortige Beliebtheit

wesentlich mitbewirkte, dass dern Vater die Riickkehr gestattet wurde.

Seine mathematischen Studien machte Konig seit 1730 in Basel unter

Johann und Daniel Bernoulli und Jacob Hermann, dann 1735

in Marburg unter Christian Wolf. In Basel waren Alexis Claude

J
) Histoire de I Academic de Berlin. Annee 1748, pag. 246. 2

)
Eud.

Wolf, Biographien zur Kulturgeschichte der Schweiz II, 147 182. J. H. Graf,
Geschichte der Mathematik und der Naturwissenschaften in Bernischen Landen.

III. Heft, 1. Abtheilung. S. 23 62. Ueber den Streit Konigs mit Maupertuis

vergl. die Festrede von Diels zur Feier des 27. Januar 1898 in den Sitzungs-

berichten der Berliner Akiidemie und C. J. Gerhardt: Ueber die vier Briefe

von Leibniz, die Samuel Konig 1753 veroffentlicht hat (Sitzungsberichte der

Berliner Akademie 1898, I, 419).
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Clairault und Pierre Louis Moreau de Maupertuis seine Studien-

genossen. Von 1738 an war Konig einige Jahre in Paris Hauslehrer

der Marquise De Chatelet (1706 1749), an deren Arbeiten er nicht

ohne Antheil gewesen ist. Eine feste Anstellung zu finden gelang

Konig weder im Auslande noch in der Sehweiz. In der Schweiz traf

ihn sogar 1744 das Verbannungsurtheil aus Griinden der Politik.

Nun bemiihten sich Daniel Bernoulli und Euler fdr Konig. Stellungen
in Berlin, in Petersburg wurden ihm angeboten, er entschied sich fiir

Franecker und verblieb nun bis zu seinem fruhen Lebensende in

Holland in verschiedenen Stellungen. Dort begann 1751 der heftige
Streit mit Maupertuis iiber das Princip der kleinsten Action,
welcher ein Seiteustiick zu dem Prioritiitsstreite zwischen Newton
und Leibniz genannt werden kanu, und in welehem die Berliner

Akadeinie dem gleichen Fehler einseitiger Parteinahme for ihren

Prasidenten verfiel, den 50 Jahre friiher die Royal Society begangen
hatte. Wir freuen uns, nicht genothigt zu sein, unseren Lesern auch

diesen hasslichen Zwist ausfiihrlich zu erzahlen, diese Pflicht flillt

nur dem Gesehichtsschreiber der Mechanik zu. GJeichwohl durfte

der Streit, der so viel garstigen Staub aufgewirbelt hat, nicht ganz
unerwahnt gelassen werden, wo der Name Konigs uus begegnet. Er

begegnet ims, wie schon gesagt, als Verfasser eines Aufsatzes von

1749 fiber den wirklichen Grand der Unzulanglichkeit der Del Ferro-

schen Forinel im irreductiblen Falle der kubischen Gleichung
1

).

Die von ihrem quadratischen Gliede befreite kubische Gleichung

ka,nn als xs+ qx r = mit positiveni q und r dargestellt werden,
denn. x? Hh qx -\~ r = geht durch x = y in die vorige Form
iiber und hat also die gleichen nur rnit 1 vervielfachten Wurzeln.

Von den allein zu unterscheidenden Formen:

A. x3
-\- qx r Q

B. x* qx r

lasst A. immer auf zwei complexe Wurzeln schliessen und B., voraus-

gesetzt dass alle Wurzeln reell seien, auf eine positive und zwei

negative Wurzeln, wofiir sich Konig auf den Satz von den Zeichen-

wechseln beruft. Das Fehlen des quadrutischen Gliedes bedeutet,

dass die eine -positive Wurzel so gross ist wie die zwei negativeri

Wurzeln zusammen, dass sic mithin den absolufc grossteu Wertli

unter den drei Wurzeln besitzt. Der irrcductiblo Fall kann sonach

unter alleiniger Beachtung von B., wofiir man auch

C. xs %a-x 2crc =
3

) Jllstoire dc I Academe &amp;lt;h Berlin. Amice 17 ill, pa^. ISO -192.
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schreiben darf, untersucht werden und nun ,folgt eine ausfiihrliche

Erorterung der Grossebeziehungen zwisclien a und c, welche statt-

fintlen mussen, darait C. die erwahnten drei reellen Wurzeln besitze,

auf die wir aber nicht eingehen.

Der gleiche Band der Berliner Veroffentlichungen schliesst eine

Arbeit Eulers 1

)
iiber die imaginaren Gleichungswurzeln in sich.

Euler stellt sich hier die gleiche Aufgabe, mit welcher sich D ALem-

bert (S. 585 586) im Jahre 1746 beschaftigt hatte. Er nennt diesen

Vorgiinger auch einmal 3

),
indeni er erkllirt, D Alembert babe in seiner

vortrefflichen Abhandlunsr von 1746 iiber die Integralrechnung uber

alien Zweifel erhobeh, dass jede imaginare Gleichungswurzel, von wie

verwickelter Zusammensetzung sie sein moge, sich stets auf die Form

M -f- NY 1 mit reellen M und N zuriickfiihren lasse. Er tadelt

nur, dass D Alembert das Unendlichkleine in seine Darstellung mit

aufgenommen habe und liefert Beweise des gleicheu Satzes, die von

deni durch ihn gerugten Mangel frei seien. Er zeigt also erst, dass

algebraische Operationen, dann aber auch 3

), dass alle bekannten

transccndenten Operationen die durcli sie hervorgebraehten imagi

naren Grossen in dem Rahmen jener Form belassen. Was dagegeu

D Alemberts Nachweis der Existenz von Gleichungswurzelii betriftt,

so spricht Euler davon mit keiner Silbe. Wir mochten glauben, er

habe D Alemberts Scbliisse nicht fiir zwingend gehalten und doch

den schwachsn Punkt in ihnen nicht aufzudecken vermocht, deshalb

habe er, ohne ein Wort des Lobes noch des Tadels fur diesen Theil

der Arbeit von 1746
7 versucht, eine andere seiner Meinung nach

einwandfreie Beweisfiihrung an deren Stelle zu setzen.

Drei Satze 4
)

sind in geoinetrischer Gestalt vorgetragen. Eine

Curve y = -x
2m+ 1

-j- Ax2 &quot;1

-f By^ m~ l + Cx~ m
~ z

-j 1- N mit ganx-

zahlig positivem Exponenten m und reellen Coefficienten A, S, C- N
hat bei jedern reellen Werthe der Abscisse x einen und nur einen

reellen Werth von y . Bei x = oo wird y ~ oo, bei x = oc wird

y = oo. Die Curve liegt also auf der positiven Abscissenseite

iin Unendlichen oberhalb, auf der negativen Abscissenseite im Un-

endlichen unterhalb der Abscissenaxe. Die rechts und links in die

Unendlichkeit sich erstreckenden Curvenzweige stehen aber in stetiger

Verbindung
5
), die Curve muss also die Abscissenaxe einmal oder

mehrere Mai schneiden, und wenn mehrere Mal
;

so muss die Zahl

J

) Histoire de VAcademic de Jicrlin. Annce 1749, pag. 222288. *) Ebcnda

pag, 267. s
) Ebenda pag. 2C5 sqq.

4

) Ebenda pag. 232 235. 6
) Cette

tranche [de la course audeesous de I axcJ etant continue avecl autre situee audessus

de I axe,
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der Schnittpunkte, in welchem y ==
1st, ungrad sein. Folglich hat

erstens die Gleichung x* m+ l

-f- Ax-
m

-\ f-N= jedenfalls eine

reelle Wurzel, vielleiclit eine grossere, dann aher ungrade Anzahl von

solchen. Die Curve y= x*m -\- Axlm~ l
-\-Hx-

m --
-\- Cx- m~ 3

-\ \-N
dagegen liefert y = oo sowohl wenn a; ~ &amp;lt;x&amp;gt; als wenn x = oo .

Ihre unendlichen Zweige liegen rechts wie links oberhalb der Ab-

scissenaxe und die Curve schneidet die Abscissenaxe in einer graden
Anzahl von Punkten oder gar nicht. Mithin hat zweitens die

Gleichung x-m -}- Ax*m
- 1

-\- \- N= eine grade Auzahl von

reellen Wurzeln oder gar keine. 1st die Constante N wesentlich ne-

gativ, etwa N= O 2

,
uud fragt man nach der Gestalt der Curve,

y = x* m -f- Ax*&quot;
1 - 1

-]-
2

,
so ist, wie wir soeben zeigten,

y oo, sowohl wenn x = oo als wenn x oo. Bei x = ist

y = O2
,

d. h. die Curve befindet sich unter dem Coordinaten-

anfangspunkte, dann aber im Unendlichen sowohl rechts als links

oberhalb der Abscissenaxe, die Curve muss daher die Abscissenaxe

sowohl rechts als links vom Coordinatenanfaugspuukte inindestens

einmal schneiden, d. h. drittens die Gleichung #2 &quot;

-f- Ax- n ~ l
-{--

O2 == hat mindesteus eine positive und eine negative Wurzel.

Gegen diese Satze, welche Euler selbst im I. Bande seiner Intro-

ductio in dessen - 2. Kapitel schon in analytischer Erorterung aus-

gesprochen hatte, ist niemals der geringste Einwand erhoben worden;

Wohl aber ist Eulers weitere Beweisfuhrung von Gauss in der

gleichen Abhandlung, in welcher D Alemberts Untersuchungen b-

miingelt wurden (S. 586 587), als nicht widerspruchslos erkannt

worden, und wir konnen nicht besser thun als den Bericht uber

Eulers Gedankengang nebst dem, was darin zweifelhaft erscheint,

Gauss zu entnehmen. Auch in der Bezeichnung folgen wir Gauss,

wahrend die Eulers selbst etwas davon verschieden ist.

Euler will das vom zweithochsten Gliede befreite Gleichungs-

polynom grader Ordnung in zwei Factoren halb so hoher Ordnung
zerfalien, also X= xZm -f- Bx*&amp;gt;&quot;-

2
-[- Cx* m~ 3

-| f- M als Product

von xm uxm~ l

-f axm ~ z + fix- 3
-j und xm -)- ux

m~ l + JLxrn
~ 2

-}- fi;r
m- 3

-f- darstellen. Die beiden Factoren enthalten 2m 1

unbekannte Coefficienten, und genau ebensoviele Coefficicnten kommen
in X vor. Vervielfacht man die beiden Factoren init einander und

vergleicht ihr Product gliedweise init X, so entstehen 2m 1

Gleichungen, und nun will bewicsen werden, es sei inoglicb, aus ihnen

reelle Werthe von
, a, /3,

-

; )., ft, zu entnebmen. Wiiro u

als bekanut angenommen, so konnte man, behauptet Euler, alle au-

deren Coefficienten a, /3, , A, /i, rational in u ausdriicken und

so wegschaffen, wodurch eine Gleichung 11=0 entstehe, welche neben
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u als Unbekannter nur die bekannten Coefficienten von X enthalte.

Wenn es auch praktisch nahezu unausfiihrbar sei
1

),
bei einigerrnassen

grossem m die Elimination auszufiihren, so genuge es, wenn nur der

Beweis geliefert werden konne, dass die Gleichungsconstante vori

JJ = wesentlicli negativ sei, denri dann gebe es vermoge des ersten

und dritten Einleitungssat/es ein reelles u, welches U erfiille,

und folglich lassen sich alle u, a, ft, , A, p, resell bestimnien.

Bei Euler ist der Beweis fur den Fall m = 2 erbracht, den Gnuss

dann verallgemeii: erte. Sei also mit .Euler X & -f- Bx* -f- Cx -\- J)

(x o) (x b) (x c) (x b) und sei x2 ux -f- ft einer der

trinomen quadratischen Factoren von X. Nun muss jede Wurzel von

x2 - - ux -f- ft
= auch eine Wurzel von X sein, uud da u die

Suuime der zwei Wurzeln von x* - - ux -f- /3
=

ist, kann u die

Summe von irgend zweien der Werthe o, b. c, b sein
;
also o -f~ &&amp;gt;

a + C; Q + b, b -f- c, b -f- b. C -f b. im Ganzen - - = 6 Combina-
3p

tionen, woraus man zu schliessen berechtigt ist,
die Gleichung in w,

namlich 17=0, werde genau vom 6ten Grade sein. Weil ferner in

X = das zweithochste Glied fehlt, muss a-|-b-}-C-|-) = sein,

d. h. die sechs Werthe von u sind paarweise geordnet u = Q -f- b = p,
M = C+b = p, u= a-{-t= q, M= b+ b= q, M= Q-|-b = r,

u = b -f~ c = r, und so zeigt sich U (u p) (u -f- p) (11 q)

(u -}- 3) (a r) (u + &amp;gt;*)==
w6

|&amp;gt;

2 V2 mit negativem constan-
t A ) *

ten Gliede, weil -- = 3 ungrad ist. 1st nun 2m eine Potenz
_ _

von 2, etwa 2m 2^, so kann X in zwei Factoren vom Grade

2 &quot;&quot;&quot; 1 zerfallt werden, jeder dieser Factoren in zwei neue vom Grade

2 &quot; - u. s. w., bis schliesslich lauter trinome quadratische Factoren mit

reellen Coefficienten ermittelt sind. Ist n der Grad der vorgelegten

Gleichung nicht ein
2&amp;lt;&quot;,

so gibt es doch jedenfalls ein 2&amp;lt;&quot;
&amp;gt;

n mit

2&amp;gt;&quot; n = v
}
und es geniigt, die gegebene Gleichung mit xr zu ver-

vielfachen, um ein in lauter reelle trinome quadratische Factoren zer-

legbares Gleichungspolynom entstehen zu sehen 2

).

Gauss hat vier Einwendungen gegen diesen Beweis erhoben.

Erstens sei nicht allgemein wahr, dass a, ft , A, ^ rational in

u ausdriickbar seien. Zweitens konnen selbst unter der Voraussetzuug
rationale!- Ausdriickbarkeit die Foruieln fur

, /3 , A, ^ unbe-

stimmt und dauiit unbrauchbar werden. Drittens sei in der Annahme,
in der vom zweithochsten Gliede befreiten Gleichung sei die Wurzel-

summe Null, eine Annahme von unzweifelhafter Richtigkeit, wenn

*) Histoire de I Academic de Berlin. Annee 1749, pag. 239. 2
) Ebenda

pag. 243.
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die Gleichung Wurzeln besitae, diese Thatsache doch vorausgesetzt,

auf deren Beweis es gerade ankomme. Viertcns brauche --p*q*r*
niclit negativ zu sein, da imuginiire Werthe von p, q, r das Gegen
theil bewirken konnen. Weiin Euler den letzterwahnten Einwurf

auch vorausgesehen ) hat, so ist es doch ungeniigend, was er /Air

ITebung des Zweifels beibrachte.

Euler hat noch eineu anderen Beweis 2
) angegeben, welcher daratif

hinausliiuft, die Wurzeln von x11

-f- Ax&quot;~-
1

-j- Ux* *
-(-. =

inQssten sicherlich mittels W urzelgrossen dargestelll werden konnen :)

).

Wi&amp;lt;r wissen, dass Euler hier nur seine irrige Vermuthung von 1732

(S. l)7o) wiederholt, ohne sie zu begriinden.

Euler, dessen von keinem anderen Matheumtiker auch nur an-

nlihernd jemals erreichte Erlindnngskraft so viele Friichte zeitigte,

dass die bestehenden Akadeuiisehriften sieh ala ungenugend erwieseu

sie anfzubewahren, gab 1740 1751 in Berlin drei Bitndchen Opuscula

varii aryuntenti heraus. In dem II. Biindehen von 1750 findet sich

eine algebraisehe Untersuchung
4

), /wei Beweise des Satws von den

Snmmen der Wurzelpoteiizen. Sei Z = .a? Ax&quot;~
l

-\~ Jixn ~-~

Cxn~ 3
-f- Dxn ~~* i^ e ne tfleichung, deren n Wur/.eln

KJ ft, j , d,
- v heissen, so dass also Zs= (x a) (x /3) (x y)

(x #)- (x v} mid log Z = log (x ) -}- log (x- /3) -j-

log (x y) -f- log (
x ^) ~\~ ~f~ lf? (x y)

i 15^ Differentiation

r f 1 dZ 1 1 1 l.ct.
nach x hefert z rf

~ ==
^ + ~^ -f

- -

-f-^ v
= h ^ HI

?! 4. . . 4.
l

4- .?. _L -l- . . . -f
l + -h

r
4- ~ . = *- 4-

3 ^ ^ 1 a *
&quot;

:i !x
1 /*

a ~h j /&quot;* ~f~ ^n leiicht verstiindlicher Ablcurzung. Anderer-

seits ist =-- wic&quot;-
1

(n \}A x&quot;~- -f- (n 2}Bx n ~*
&amp;gt;* und

. .

__--- --------
Multiplicirt man die fiir -

, ge-^ a;* - Ax-&quot;-
1

-f Ex&quot;
* - ^ rf -r

fundene Reihe mit ^ und setzt das Product der fQr
j^ gefundenen

lleihe glcich, so entsteht:

ii __
(n

__
l) Ax~* + (n

- -
2) 7?zn- 3 ~ =

[x*
-- via;&quot;-

1

-f (y nA)x
n-- + (J

s

ylj + nB)x-&quot; -\

&amp;gt;)

Histoire de I Academic &amp;lt;Jc Berlin. Annee 1749, pa^ . 240. -

) l-lbenda

}&amp;gt;ag.
263264. *) -?i est certain qw cctte formulc sera compose de phisieurs

signes radicuux, dont Jes yiiantites A, B seront comptiqixcs.
4

) P^uler,

varii argument* II, 108120,
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Jetzt werden die Reihen rechts und links vom Gleichheitszeichen als

gliedweise iibereinstiminend gedacht, und so entstehen die Formeln

(n 1) A j
a - - nA

-
(n 3) C =J 3 Afa* + BJa nC

(n 4)7)
=

f/o
4

Afa
9 + sfa* cfu -f

deren Gesete sofort ersichtlich 1st, und aus welchen fa, /a
2

,
/a3

sich der Reihe nach leicht ergeben. Eulers zweiter Beweis ahnelt

sehr demjenigen, welchen wir bei unserer Besprechung von Maclau-
rins Algebra (S. 591 592) zu erwahnen batten. Wir lassen dahin-

gestellt, ob Euler von jenem Werke Kenntniss besass.

Gabriel Cramers ungemem reichbaltige Introduction a I analyse

des lignes courses algc briques von 1750 gehort gleicb Eulers Intro-

ductio nur nebensachlich, aber mit wichtigen Gegenstanden in dieses

Kapitel. Der erste Gegenstand ist das Newtonsche Parallelo-

gramm, welches Cramer mit den den betreffenden Feldern zuge-
horenden Gliedern einer Gleichung zwischen x und y mit Eiuschluss

ibrer Zalilencoefficienten ausfiillt
1

), welcbes er aber auch nach dem

Vorgange des ausdriicklich dafiir genannten De Gua (S. 577) durch

eiu Dreieck, Triangle algebrique oder analytiqnc, ersetzt 2

).
Jedes Feld,

case, heisst nach den Potenzen von x und von
t/,

welche ihm ein-

geschrieben sind oder ihm eingeschrieben gedacht werden, also das

Fold x
}
das Feld x*if, das Feld x^y u. s. w. Das Feld an der unteren

Ecke des Dreiecks heisst die Spitze, pointe dtt triangle, und ist fiir

die Constante bestimmt. Im Uebrigen ist die Anordnung so ge-

troffen, dass die Glieder jeder Horizontalzeile von gleicher Dimension

sind, und man hat dem Dreiecke eine solche Ausdehnung zu geben,
dass die oberste Zeile dem Grade der Gleichung, mit der man es zu

thun hat, entspricht. Von unten nach oben und von links nach

reclits heisst also das unterste Feld a, die Felder der folgenden Zeile

y, x, dann t/
2

, xy, x 2

,
fcrner ?/

3
, xy

2
, x*y, x3

u. s. w. Das gezeich-
nete Dreieck liisst sich auch durch eiu aus Ilolz oder Elfenbein her-

gestelltes
3

) vertreteu, in welchem alle Felder durchlochert sind. In

die Locher eingesteckte Stifte machen kenntlich, welche Felder her-

T
) Cramer, Introduction a Vanalysc des lignes courltes pug. 55. 2

) Ebenda

pag. 66. 3
) Ebcncla pag. 1C5.

CANTOR, Geschichte dor Matheraatik III. a. 2. Aufl. 40
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vorzuheben sind, z. B. (Fig. 99) die Felder A, B, C, I), E nebst

den beiden durch Sternchen ausgezeichneten Feldern, und zwar hebt

man alle Felder hervor,

deren namengebende Aus-

driicke in der zu unter-

sucbenden Gleichung als

Glieder vorkominen. Un-

sere Figur entspricht also

der Gleichung x*y* -f-

axy2
-f- ~bx*y + c %3 +

&xy + e*x^+fy = 0,

weil A = y, B = xy*,

C= x*y\ D == xz
,
E= .T

2

und von den beiden Sterii-

chen das untere = xy, das obere xz

y ist. Man bildet sodann ein

nacb aussen gewolbtes Vieleck ABODE, welches die Eigenschaft

besitzt, dass die markirten Felder, soweit ihre Marken riicht auf den

Vielecksseiten selbst liegen, in das Innere des Vielecks fallen. Jede

Vielecksseite gibt zu einer Gleichung Anlass, indem die Suihnie der

ihr angehorenden Gleichungsglieder gleich Null gesetzt wird.

Fig. 99.

AB.

BC.

CD. x*\

DE. ex

EA. e
2
a

-f- ex3

=
=

=

und aus diesen Gleichungen entspringeu Anfange von Reihenent-

wicklungen:

ax

x a

y y?^?

welche man als Ausgangspunkt zu wahlen hat, je nachdem x gegen y

gross oder klein gedacht wird, dainit die entstehenden Reihen con-

vergiren. Wir bemerken dabei ausdriicklich, dass bei alien Schrift-

stellern, welche von dem Newtonschen Parallelogramme oder von

dem De Guaschen Dreiecke handeln, das Verlangen nach Convergenz
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der entstehenden Reihen ausgesprochen 1st, aber dass keiner ein

eigentlicbes Merkmal der Convergenz angibt.

Der zweite Gegenstancl aus der Lehre von den Gieichungen, mit

welcbem Cramer es zu tbun hat, 1st die Eliminationsaufgabe.
Schon in der Vorrede 1

) sagt er, die bekannten Methoden batten ihre

Unzulanglichkeit an den Tag gelegt, und so sei eiue neue aufzu-

suchen gewesen, welche die Sache dadurch zu einer leichten mache,
dass Zahlzeichen in einer eigenthiiinlichen Weise zur Darstellung

unbestimmt gelassener Grossen in Anwendung kommen, eine Bezeich

nung, welcbe auch bei anderen Untersuchungen sich niitzlich eweisen

konne. Die Bezeichnung 1st aber keine andere als die Leibnizsche,
von der wir (S. 590) sagten, dass Maclaurin sie vielleicht geflissent-

lich vermieden habe. Es ist auffallend, dass Cramer den Aufsatz

der A. E., in welchem er die Anregung zu seiner Bezeichnung ge-

funden haben diirfte, nicht erwahnt. Sollte er ihn wirklich nicht

gekannt und die Nacherfindung ganz selbstandig gemachfc haben?

Doch gleicbviel. Dem Cramerschen Bande, iiber welchen wir aus-

fiihrlich im 116. Kapitel handeln, ist ein dreitheiliger Anhang bei-

gefugt: iiber die Elimination von n 1 Unbekannten zwischen

n Gieichungen ersten Grades mit n Unbekannten, iiber die Elimination

einer von zwei Unbekannten zwischen zwei Gieichungen hoheren

Grades nach eben jenen Unbekannten, fiber die Huddesche Regel
zur Auffindung mehrfacher Wurzeln einer Gleichung mit einer Un
bekannten.

In der ersten Aufgabe
2
) ist Cramers Bezeichnung unter der An-

nahme von vier oder mehreren Unbekannten folgende:

A 1 = Z*g + Y l

y + Xlx + V l
v + etc.

A* = Z*z + Y*y + X2x -\- V-v + etc.

A3 = Z*z -f Y3
y -f X3x + F 3 y -f etc.

A* = Z*z -f Y*y + X*x + V*v + etc.

etc.

Die Exponenten erklart er als Stellenzeiger. Man habe keine Potenz-

grossen vor sich
;
sondern constante Coefficienten der Unbekannten

e, y, X, v ia. der
1*&quot;,

2ten
,
3*n

,
4ten

Gleichung. Cramer gibt

die Regel der Bildung des Nenners sowohl als des Zahlers in dem

Bruche, welcher den Werth irgend einer Uubekannten darstellt. Um
den Nenner zu erhalten, schreibe man bei n (etwa drei) Unbekannten

J

) Cramer, Introduction a I analyse, des ligncs courbes. Preface, pag. XIV.

*) Ebenda pag. 657659.
40*
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1 2 - 3 -

w(l 2 3 = 6) mal die Coefficientenbuchstaben (Z, Y, X)
neben einander. In jeder eirizelnen Anschreibung lege man den Ele-

raenten die Indices (1, 2, 3) stets anders geordnet, ini Ganzen also

in alien Permutationen, deren sie fiihig sind, bei und betrachte jeden

so gebildeten Einzelausdruck als ein Product. Das Vorzeichen der

entstandenen 1 2 3 n Producte richte sich nacli der Zahl der

derangements, der Abweiclmngen von der Ordnung. Ein derangement

findet statt, so oft eineni hoheren Index ein niedrigerer unmittolbar

oder mittelbar nachfolgt. Bei grader Anzahl der derangements soil

das Product das Zeichen -\-, bei ungrader das Zeichen erhalten.

Der Zahler entstebe aus dem Nenner, indem man den Coefficienten-

buchstaben der ihrem Wertlie nach zu bestimmenden Unbekannten

durch den fiir die Gleicbungsconstante eingefiihrten Bucbstaben A
ersetze, Indices und Vorzeicben bleiben ungeandert. Hier ist also die

Gleichungsauflosung mittels Determinanten ganz genau be-

sclirieben, und nur Namen und scbriftliche Anordnung waren nocb

nicht so, wie uu^ere Zeit sie benutzt.

Bezuglich der Elimination einer Unbekannten zwischen zwei

Gleichungen hoheren Grades
*)

schickt Cramer scbon vor Beginn des

ersten Anbangs die Bemerkurg voraus 2

),
die gewohnlichen Methodeu

fiibrten neben ihrer Uinstandlichkeit das Bedenken iierbei, dass

Gleicbungen von hoherem als notbwendigen Grade entstehen, welche

iiberfliissige Wurzeln enthalten, die es nicbt immer leicbt ist, aus

ihrer Miscbung mit der wabren Auflosung der Aufgabe herauszu-

finden 3

).
Das ist in etwas deutlicherer Weise bejahend ausgesprochen,

was Euler in seiner Abbandlung von 1748 verneinend zu versteben

gegeben batte (S. 598). Aucb die von Cramer gegebene Vorscbrift

deckt sich genau mit der in Eulers Abhaudlung, mit welcber Cramers

Bekanritschaft wird angenominen werden mtissen. Nur in einer Be-

ziehung geht Cramer fiber Euler hinaus. Wahrend Euler die That-

sache, dass aus eiuer GHaichung m**1 und einer solchen wten Grades

eine Endgleichung mn^n Grades hervorgeht, doch nur aus eirizelnen

Beispielen mit Sicherheit erkeunen liisst, sucht Cramer daftir einen

umstandlichen Beweis zu fiihren, aus welcbem die Zeitgenossen schwer-

lich den Kern herauszuschalen vermocht haben durften, wahrend man

in unseren Zeiten 4
)

eine Benutzung von symmetrischen Functionen

und eine Andeutung dessen, was man spater deren Gewicht genannt

J

) Cramer^ Introduction a Vanalyse des ligncs courbcs pag. 600 076.

*) Ebenrla pag. 656. 3
) qui renferment ties ratines zupcrflues, quil n cst pas

toujours aise de demclcr tie celles qui donncnt la vraye Solution du I rohlcmc.

*) Brill und Neither, Die Entwickluug- der algebraischcn Fuuctionen in illterer

uud ueuerer Zeit. I. Abschnitt, J5, S. l.JT.
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hat, darin zu erkennen vermochte. Was endlich die Huddesche Regel
1

)

betrifft, so beruht Cramers Beweis auf dem ohne Anwendung von

Differentialzeichen ans der Multiplication der Einzelglieder der Ent-

wicklung von (x -j- y)
1 mit der arithmetisehen Reihe 0, 1, 2, 3

sich ergebenden Satze -v- [(v -j- ?/) ]
=

l(v -f- y)
l~ 1

.

Ein Schriftsteller bleibt uns noch zu erwahnen. Johann An
dreas von Segner

2

) (1704 1777), aus Pressburg in Ungarn, stu-

dirte in seiner Heimath und in Jena Medicin, Physik und Mathematik,
war kurze Zeit Arzt in Pressburg, dann in Debreczin, wandte sich

aber 1732 dem Lehrberufe der Mathematik in Jena zu, der ihn 1735

nach Gottingen, 1755 nach Halle fiihrte. Seine physikalischen

Leistungen iibertreffen seine niathematischen. Von letzteren erwahnen

wir eine 1725 in Jena verfasste Abhandlung, Dissertatio epistolica ad

G. E. Hamberyerum, qua regulam Harriotti, de modo ex aequationum

signis numerum radicmn eas componentium coynoscendi demonstrare

conatur. Damals glaubte Segner mithin, wie jedenfalls auch sein

Lehrer Georg Erhard Hamberger
3
) (1G97 1755), der Sohn von

Georg Albrecht Hamberger (S. 4), dass Harriot der Erfinder der

Descartesschen Zeichenregel sei, worauf wir (S. 583) schon aufmerk-

sam gemacht haben. Ob Segners Beweis, den wir uns nicht ver-

schaffen konnten, stichhaltig war, ist uns unbekannt, jedenfalls var

or der erste, der in die Oeffentlichkeit drang. Wir haben indessen

einigen Grund, an der zwingenden Kraft jener Erstlingsschrift zu

zweifeln. Von Halle aus schickte nainlich Segner 175G eine Ab

handlung zum Abdrucke in den Veroffentlichungen der Berliner Aka-

demie 4
)
unter dem Titel: Demonstration de la regie de Descartes pour

connaUrc le nombre des racines affirmatives et negatives qui peuvent

se trouver dans les equations. Er wusste also jetzt, wer der Erfinder

der Regel war. Wir dachten, der friihere Irrthum in dieser einen

Beziehung hiitte ihn doch schwerlich verbindert, seine Jugendarbeit
zu nennen, wenn er sonst keine Bedenken gegen sie gehabt hatte.

Aber er erwahut sie mit keinem Worte, und das hat man wohl

mit Recht als ein beredtes Schweigen zu deuten. Was nun die

Abhandlung vori 175G betrifft, so ahnelt sie dem Beweise von

De Gua (S. 57!&amp;gt;)
so weit, dass sie ein vorhandenes Gleichungs-

polynom mit x -j- a vervielfaltigt und dann untersucht, welche Wir-

kung dieses Verfahren auf die Vorzeichen ausiibt. Die Ungleichungen,

) Cram or, hitrodnction it Vanalyse &amp;lt;lcs ligtu s courbes pag. 677 680.
2

) Poggendorff IT, 892 804. Allgemeine Deutsche Biographic XXXIII,

600610, Artikel von K. 3
) Poggendorff I, 10071008. 4

) Histoire de
VAcademic de Berlin. Annoe 1756, pag. 202 200.
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von welchen De Gua einen umfassendeu Gebrauch inachte, koinmeu

uiclit in Eetracht. Man kaim der Abhandhmg nicht grade iibergrosse

Klarheit nachriihmen.

107. Kapitel.

Za 111 entlie or ie.

Nur sehr wenige Manner beschaftigten sich rnit Zahlentheorie.

War sie doch und sollte sie doch noch lange Zeit bleiben eine

Sammlung von geistreichen }
fiir die Wissenschaft kaum nutzbar zu

inachenden Spielereieu. In Briefwechseln zwischen Goldbach und

Daniel Bernoulli, /wischen Goldbach und Euler kamen diese

Dinge hiiufig zur Rede, aber Euler war fast der Einzige, der damit

an die Oeffentlichkeit trat.

Um nur zwei Dinge aus jenen Briefwechseln zu erwahnen, so

schrieb Daniel Bernoulli unter dem 29. Juni 1728 an Goldbach 1

),

er habe die Gleichung xy = y
x unter der Annahme ungleicher Werthe

fur x und y gelost; von ganzen Zahlen geniigten der Gleichung nur

2 und 4, d. h. 24 = 4 2

, dagegen gebe es unendlich. viele gebrochene

Losungen. Auch andere Gattungeu von Grossen, so schliesst die

Mittheilung, gibt es, von denen ich nichts sage
2

).
Man wird nach

diesem Schlussworte wohl oder iibel annehraen rniissen, dass Bernoulli

an complexe Auflosungcn dachte.

Goldbach schrieb nnter dem 7. Juni 1742 an Euler 3
),

er halte

es nicht fur undienlich, dass man auch diejenigen propositions an-

merke, welche sehr probabiles sind, ohngeachtet es an einer wirk-

lichen Demonstration fehlet. In einer Fussnote bemerkte er dazu, es

scheme, dass eine jede Zahl, die grosser ist als 1, ein ayyrcgatum

trium numerorum primorum sey. In Enlers Antwort voni 30. Juni

heisst es alsdann 4
):

Dass ein jeder numerus par eine summa duoruni

primorum sey, halte ich fiir ein ganz gewisses theoreina, ungeachtet

ich dasselbe nicht dernoiistriren kann. Eben dieser Satz hat, seit

jener Briefwechsel durch den Druck bekannt geworden ist, den Nainen

des Goldbachschen Erfahrungssatzes erhalten 5

).

Unter den zahlentiheoretischeu Aufsatzen, welche fast insgesammt

in den Veroffentlichungeu der Petersburger Akademie zu finden sind

und, wie wir oben sagten, mit sehr geringen Ausnahmen von Euler

l

) Corresp. math. (Fuss) IT, 2fi2.
2
) II y a nwssi d autres csplccs lie quan-

titcs dont je tie dirai rien. *) Coresp. math. (Fuss) I, 127.
4
)
Ebenda

I, 136. 6
)
Enestrum scheint im Bulletino Boncompagni XVIII, 468 zuerst

auf die Stellc aufmerksam gemacbt zu haben.
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herriihren, haben wir zuerst einen zu nennen, der unserer letzteren

Beraerkung nach eine Ausnahme bildet: Goldbach, Criteria quaedam

aequationum, quarum nutta radix rationales est^. Goldbach benutzt

die Potenzreste ernes Gleichungspolynoms, um zu entscheiden, ob ra

tionale Wurzeln moglich sind und bedient sich dabei eines Zeichens

und eines Wortes, um derenwillen vorzngsweise der kleine Aufsatz

geschichtlich denkwiirdig erscheint. Das Zeichen ist das der Un-

moglichkeit ~i~, von welchern Goldbach seit 17oO in seineni Brief-

wechsel mit Euler Gebrauch machte 2

), das Wort ist das der Cou-

gruenz, welches den gleichen Sinn besitzt, init welchem es spater

durch Gauss Biirgerrecht in der Zahlentheorie gewann. Ist namlich

eine Zahl = dp -f- r
}

d. h. lasst sie durch d dividirt einen Rest r
}
so

nennt Goldbach diese Restzahl, numerum residuum r, der Kiirze wegen
ein congruwn. Sein Schlussergebniss ist folgendes: x? T&quot; p HX -f- p.

wenn p eine Priinzahl, e und m ganze positive Zahlen grosser als 1

und X = -f- $x -f- yx
2

-j- mit lauter ganzzahligen Coefticienten

bedeutet. Weil p
mX -f- p durch p theilbar ist, miisste, wenn die

Unmoglichkeit nicht stattfande, yf gleichfalls durch p theilbar, also

x = ap, xe ae

p
e

sein. Dann wiirde aber die Gleichung aepe ~~ l

= p
m~ 1X -f- 1 folgen, welche unmoglich ist, weil die linke Seite

durch p theilbar ist, die rechte nicht.

Unrnittelbar hinter Goldbaehs Aufsatz folgt ein solcher von

Euler, Observationes de theoremaie quodam Fermatiano aliisque ad

numeros primes spedantibus
3

).
Ferniat hatte (Bd. II, S. 778) be-

hauptet, die Zabl 2 2*

-f- 1 sei immer Primzahl und hatte an ]i = 1,

2, 3, 4 die Priifung vollzogen. Euler, im December 1729 durch

Goldbach auf den Satz aufmerksam gemacht
4
), war zunachst ganz

von demselben eingenominen, bis er zufallig It = 5 versuchte und

2 32
-f 1 = 641 . C700417 faud, wodurch der Satz hinfallig wurde.

Darin besteht der wesentliche Inhalt des Aufsatzes, denn wenn Euler

auch im weiteren Verlaufe von dein sogenamiten Fermatschen
Lehrsatze in der Form, dass an l n

jedesmal durch M -j- 1 theilbar

sei, redet, wenn M -f- 1 als Primzahl und a und & als durch n -j- 1

untheilbar angenommen werden, so gesteht er doch ein, den Satz

nicht beweisen zu konnen.

In einem spateren Aufsatze des gleichen Bandes, De solutione

problematum Diophantaeorum per numeros integros
5
}, zeigt Euler, wie

*) Commentarii Academiae Peiropolitanae ad annum 1732 et 1733. T. VI,

98102.
*) Corresp. math. (Fuss) I, 25. 3

) Commentarii Academiae Petro-

politanae ad annos 1732 et 1733. T. VI, 103107. 4
) Corresp. math. (Fuss)

I, 10. 6
) Commentarii Academiae PetropoUtanae ad annos 1732 et 1733. T. VI,

175188.
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aus eirier ganzzahligeu Auflosvmg der Gleichung ax* -j- l&amp;gt;x -f- c = t/
2

belicbig viele andere aberinals ganzzahlige Auflosimgen gefunden
werden konnen.

Im nachsten Bande wandte sieh Euler in it dem Aufsatze DC
inveniendo nmnc.ro qui per datos vumcros dtvisus rdmquat data residua*}

zu der Aufgube, mehreren uiibostimmten Gleichungen ersten Grades

gleichzeitig gerecht zu \verdeu. Soil eine Zahl s durch a getheilt

den Rest p, durch b getheilt den Rest q lassen und a
&amp;gt;

I sein, so

ist e = ma + p neben e = nl&amp;gt; + -a, und n = ----+ *-~-? = Wl-+-
v

b 6

soil ganzzahlig sein, wo p q v gesetzt wurde. Wegen a&amp;gt;&

muss nothwendig a = a b -f- c mit c
&amp;lt;

b gesetzt werden kounen, und

man erhalt n == m a -J-
:

^ ,
wo der letzte Bruch ganzzahlig zu

machen ist, etwa = A. Darau8 folgt m = - wiederum als

ganze Zahl. Man weiss c
&amp;lt; &, folglich i.st 6= /3c-(-^ mit rf&amp;lt;c und

&ul v . . ^irf v . ylrf r&amp;gt;

= Ap -\
---- = m, und es gilt

-- = B gauzznhhg

zu machen. Fortsctzung des Vevfahrens muss endlich zu einem ganz

zahlig zu niachenden G ----- fiihreu rait a
&amp;gt;

?&amp;gt;

&amp;gt;
c

&amp;gt;&amp;lt;/&amp;gt;&amp;gt; k
ft

und k als Theiler von v erkennen lassen. Aldann geniigt es H =
zu setzen, um ganz/ahlige G, B, A, m

, n, z zu finden, neben

welchem z auch jedes z -f- iab der Aufgabe geniigt. Soil zwischen

den Divisoren. a und b eine gewisse Beziehung obwalten, so verein-

facht sich haufig die Rechnung. Euler macht daranf aufmerksam,
dass a = b+ 1 schon bei Michael Stifel (Bd. U, S. 437438)
Beriicksichtigung gefunden habe.

Im folgenden Baude kain Euler auf den Fermatschen Lehrsatz

zuriick 2

).
Sei die Primzahl p &amp;gt;

2. Man hat 2* ==
(1 -f- I)P

= 1 -f- p

_|_ p !

_}_
. . 4, 1 == mp _j_ 2, mithin ist 2? 2 durch p theil-

bar und ebenso 2p
~~ 1 --l. Wird j? &amp;gt;

3 angenommen, so zeigt die

Entwicklung 3^ = (1 -f- 2f = J 4-^.3
I

=
jwj) 4- 1 4- 2 =

w/&amp;gt; 4-34- (2* 2), dass & 3 durch jp ge

theilt denselben Rest wie 2/ 2 d. h. den Rest lasst, mithin ist

3 3 und ebenso 3^~ J -- 1 durch p theilbar. Der Satz wird

durch jeweilige Erhohung der potenzirten Zahl um die Einheit er-

weitert, und deinnach ist die Theilbarkeit von ap
~~ l

1 durch p
erwiesen, wenu uur

j&amp;gt;&amp;gt;.
Der schon bei der Entwicklung von

!

) Commentarii Academ/ac Petropolitanae ad aivnos 1734 ct 1736. T. VII,

4666. *) Ebentla 1736. T. VIU, 141146.



Zahlentheorie. 613

(1 -j- l)
p zu Tage tretende Kern des Beweises besteht in der Theil-

barkeit jedes znr p**
n Potenz gehorendeu Binomialcoefficienten durch

p, und insofern ist es ganz richtig, dass Eulers Beweis mit dem der

Oeffentlichkeit vorentlialten gebliebenon von Leibniz (S. 331) iiber-

einstimmt, eine Uebereinstiinniung, welche indessen Euler nicht zum

Vorwurf gemacht werden darf, da er keinesfalls Kenntniss von Leib-

nizens Aufsatz hatte.

Die Theorematum quormidam aritkmeticorum demonstrationes *)

Eulers von 1738 betreffen einen besonderen Fall des beriihmten

Fermatschen Unmoglichkeitssatzes (Bd. II, S. 774), namlich

den, wo n 4 ist, und behandeln ilm nach einer Methode, in

welcher die Aehnlichkeit mit dem, was Fermat Methode der un-

endlicheii Abnahme (Bd. II, S. 778) nannte, sofort einleuchtet.

Ist a2
-f- 62 wieder ein Quadrat, und sollen a, ?&amp;gt; theilerfremd sein, so

muss eine dieser Zahlen, z. B. a ungrad sein, wahreud & grad ist.

Diese Bedingung wird durch a = p
2

#
2
,

b = 2pq mit theiler-

fremden p und g, deren eines grad, das andere ungrad ist, erfiillt.

Nun mogen a und 6 Zahlen der gedachten Art, d. h. theilerfremd

und a ungrad, & grad sein, und zugleich a4
-f- &4 ein Quadrat, ohne

dass I ware. Aber a4
-}- &4 = (a

2

)

2 + (fr

2

)
2

,
und dainit daraus

eine Quadrat entstehe, muss a2 = p
2

q
2

,
b2 = 2pq und von p, q

das eine grad, das andere ungrad sein. Wegen p
2

q
2 = a2 kann

nur p . ungrad und q grad sein. Das Quadratischsein von p
2

q
z

erfordert mit Einschluss der fur p und q schon gewonnenen Be-

dingungen, dass p
z m 2

-}- w
2

, q == 2mn und m, n theilerfremd und

eines grad, eines ungrad sei. Nun war 2pq = b
2

, q grad, 2 # durch

4 theilbar und ebenso wie p ein Quadrat, weil sonst bei theiler-

fremden p, q die Gleichung 2pq = Z&amp;gt;

2 nicht erfiillt werden konnte.

Daher ist 2q 4mn nur dann ein Quadrat, -wenn m und n jedes

far sich ein solches ist: m x*, n = y* } p = m2
-j- n

2 = x* -f- y
4

.

Aber p war als ein Quadrat erkannt, folglich bilden x* -f- y
4 eine

quadratische Summe, wahrend x, y wesentlich kleiner als a, & sind.

Eine solche beliebig oft fortzusetzende Verkleinerung der Zahlen,

welche die Aufgabe erfiillen, a4 -f- &4 zu einem Quadrate zu machen,
ist aber nicht moglich, folglich gibt es keine Anfangswerthe a, ft.

Ist a4 -f- M schon kein Quadrat, so ist es um so weniger ein Bi-

quadrat, also die Unmoglichkeit von a4 -f- &4 = c
4 in ganzen Zahlen

ist bewiesen. Auf wesentlich gleichartiger Grundlage beruhen die

Beweise einiger anderen durch Euler beigefiigten Satze, z. B. dass

auch a4
?&amp;gt;

4 kein Quadrat sein kann, wenn nicht I = oder b a,

*) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1788. T. X, 125 146.
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dass Aehnliches fur 2 (a
4 -h 64

) gilt, dass keine Zahl mit Ausnahme
der Einheit zugleich Dreieckszahl und Biquadrat sein kann u. s. w.

Der letztgenannte Satz wird als Fernwtianum
}

d. h. als Fermat be-

reits bekannt, bezeichnet. ,^

Erst nach mehreren weiteren Jahren veroffentlichte Euler neuer-

dings eine zahlentheoretische Abhandlung
1

), genauer gesagt eiue

grosse Anzahl beweislos ausgesprochener Satze liber die Divisoren

von Zahlen von der Form j)a
2 + qtf. Darunter befindet sich die

Behauptung der Zerlegbarkeit in zwei Quadrate fur alle Prirnzahlen

von der Form 4n -f- 1, der Nichtzerlegbarkeit in zwei Quadrate fur

die Primzahlen von der Form 4n -f- 3, Satze, welche Fermat bereits

kannte.

Der XIV. Band der Veroffentlichungen der Petersburger Akademie,
welcher die genannten Lehrsatze enthiilt, war der letzte, welcher den

Titel Commentarii Academiae Pctropolitanae fiihrte. Eine zweite

Reihenfolge von 20 Biinden schloss sicb ihnen an als Novi Commen
tarii Academiae Petropolitanae. Gleich im I. Bande veroffentlichte

Euler TJieoremata circa divisores numerorum*), d. h. Beweise zu einer

Anzahl der vorher schon gedruckten Satze. Er beginnt ahnlich wie

seiner Zeit beim Beweise des Fermatschen Lehrsatzes (S. 613). Seien

fortwahrend unter alien vorkommenden Buchstaben ganze Zahlen ver-

standen, unter p eine Primzahl. Nun ist (a -j- &)?
= a p

-f- pap~ l b

p(p-l)
a/,_ 2&2 _| ^pafr-ii JP . Alle Binomialcoefficienten

2t

welche bei Euler unciae mit einem 1631 durch Oughtred einge-

fiihrten Namen heissen, miissen ihrer Bedeutung als figurirte Zahlen

entsprechend ganze Zahlen sein. Der Factor p eines jeden kann als

Primzahl durch die in dem Nenner vorkommenden kleineren Zahlen

nicht weggehoben werden, er macht also alle Binomialcoefficienten

durch p theilbar, und folglich ist (a -\- fyp a p l p durch p theilbar.

Ein Zusatz lasst a= b= 1 annehmen, wodurch 2^ 2= 2(2P~
1

1)

durch p theilbar erscheint, beziehungsweise auch 2p
~ 1

1, wenn p
eine von 2 verschiedene Primzahl ist. Ist neben (a -{- b)

p ap &p

auch af a und &P & durch p theilbar, so folgt durch Addition

das Gleiche fiir (a + l}*&amp;gt; (a -f- 6). Aber If 1 = ist durch p
theilbar, demnach bedarf es bei b 1 nur der Theilbarkeit von ap a

durch p, nm die von (a -f 1)* (a -f 1), von (a -f 2)* (2 -f 2),

von cp c festzustellen, und weil bei a = 1. sicherlich ap a durch

p theilbar sich zeigt, so ist allgemein p in cp c = c(c
p~ l

1)

*)
Commentarii Academiae Petropolitanae ad annos 1744 1746. T. XIV.

151181. *) Novi Commentarii Academiae Pctropolitanae ad annos 1747 el

1748. T. I, 2048.
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enthalten, also auch in e*- 1
1, es sei derm, dass c ein Vielfaches

von# ware. Offenbar ist auch (a?-
1 -

1) (&&quot;-

1
l)
= a^- 1 6*- 1

dureh /; theilbar, weun weder a noch 6 fur sich diese Theilbarkeit

an den Tag legt. Unter der gleichen Voraussetzung kann die un-

grade Primzahl p = 2m + l gesetzt und der Satz ausgesprochen

werden,
8m 6*m = (

&quot;

-+- &
&quot;) (a

m &
&quot;)

miisse durch 2m + 1

theilbar sein, folglich auch einer der beiden Factoren am -J- Z
OT oder

aw &w
,

keinesfalls aber beide, weil sowohl a als 6 als durch

p = 2w -f- 1 untheilbar gewahlt wurden. Die Annahme p 2m -f- 1

zerfiillt abermals in zwei Moglichkeiten p= 4n 1 und p= 4n-\-l.

Bei p = 4n 1 wissen wir (imnier unter der Voraussetzung der

Untheilbarkeit von a und b durch p), dass a4 &quot;- 8 &*-* durch ^?

theilbar ist, a*&quot;-* + i4 &quot;&quot; 2 =
(a

2
)
2 &quot;- 1 + (6

2
)
2 &quot;- 1 demnach untheil

bar und ebenso jeder Factor von (a
2

)
2 &quot;- 1

-f- (ft*)
8 *- 1

,
mithin auch

a2
_j_ ^2^ Welches in (a

8
)
8 &quot;- 1 + (6

2

)
2 &quot;- 1 enthalten ist. Dadurch ist

der Beweis erbracht, dass keine Suinme a2
-j- &2 zweier Quadrate

durch eine Primzahl von der Form 4n 1 theilbar ist.

beziehungsweise uberhaupt durch eine Zahl von der Form 4w 1,

weil es keine solche gibt, die nicht mindestens eine Primzahl gleicher

Form als Factor enthielte. 1st folglich die Summe a2

-{- &2

zweier Quadrate uberhaupt theilbar, so miissen die un-

graden in ihr enthaltenen Primzahlen sammtlich von der

Form 4w -f- 1 sein. Euler geht noch etwas weiter. Er zeigt, dass

wenn a und b theilerfremd sind, die Factoren von a* -f- &3 nur 2

oder Zahlen von der Form 8n -{- 1 sein konnen. Wird die Theiler-

fremdheit von a und 1) festgehalten, so sind die ungraden Factoren

von a2 &quot;

-f- ?&amp;gt;

2 &quot;*

ausschliesslich von der Form 2 &quot;+
1 w -f- 1. Auch noch

einige weitere Satze beweist er, aber bis zur Sicherung der Zerleg-

barkeit der Primzahlen von der Form 4n + 1 in zwe i Quadrate ge-

langt er nicht.

Euler wandte sich ab von der zunachst undankbaren Aufgabe.

Wir meinen nicht, als ob er jetzt erst begonnen hiitte sich mit

Gegenstanden aus anderen inathematischen Gebieten zu beschaftigen,

das ging bei Euler alles neben einander her, aber innerhalb seines

zahlentheoretischen Denkens wcchselte er mit dem Stoffe. Er warf

sich auf eine wiederuin von Fermat in seinen Anmerkungen zu

Diophant gestellte Aufgabe: ein rationales, wenn auch nicht ganz-

zahliges rechtwinkliges Dreieck von der Beschaffenheit zu finden,

dass jede der beiden Katheten um den Dreiecksinhalt vermindert

eine Quadratzahl gebe
1

).
Eiilers Auflosung ist geistreich, entbehrt

-) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1749. T. II, 49 67.
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aber allgemeiner Gesichtspunkte, so dass wir nicht noting haben,
dabei zu verweilen.

Ein zweiter zahlentheoretischer Gegenstand, mit welchem Euler,
mit welchem aber auch durch Euler veranlasst Georg Wolfgang
Krafft sich beschaftigte, waren die befreundeten Zahlen. Beide

Abhandlungen durften ziemlich gleichzeitig, etwa 1749, aus den

Handen ihrer Verfasser gekommen sein. In den Buchhandel gelangte
vermuthlich Eulers Abhandlung zuerst, da sie die Erscheinungszeit
1750 aufweist, wahrend der Band der Veroffentlichungen der Peters-

burger Akademie, der Kraffts Abhandlung enthalt, dns Druckjahr 1751

tragt. Trotzdem lassen wir den kurzen Bericht iiber Kraffts Abhand

lung
x

) vorausgehen, weil sie die weniger vollkornmene ist. Wir
hebeu aus ihr den hier wahrscheinlich zum ersten Male dem Druck

iibergebenen Satz hervor, dass, wenn P, Q, E Primzahlen bedeuten,

die Summe aller Divisoren von P (1 und P mit eingeschlossen)

sich auf P -j- 1 belauft, die der Divisoren von
Q&quot;

1 auf 1 -f- Q -f- Q*

Qm+ l
1 JRn+ 1

1

-f&quot; &quot;f~ Q
m

7j~~Y~ &amp;gt;

die der Divisoren von TP1 auf s~~,~- ,

die der Divisoren von PQm
E&quot; auf das Product der gewonnenen Zahlen:

/jm-j-l T?&quot;&quot;^

1
l

(P -4- 1) --7,-
- 5 - u. s. w. Kraft stellt mit Hilfe dieses

y ^v 1

Satzes eine Tabelle der Zahlen 1 bis 150 mid der jedesmaligen

Divisorensumnie her, von welcher er dann weiter Gebrauch macht.

Eulers Abhandlung
2

) geht auch von der Angabe der Divisoren, be-

ziehungsweise der Divisorensumme einer Zahl n ausj welche Summe
er durch das einem Integralzeichen verwandte, aber nicht damit zu

verwechselnde bequeme Symbol in bezeichnet, das die Angabe von

Beziehungen erleichtert, wahrend bei Krafft ein Symbol fehlt. Euler

setzt z. B. N= m&quot; n? p* &amp;lt;f

mit m, n, p, q als von cinander ver-

schiedene Primzahlen und folgert daraus IN =
j

m&quot; j n^ IpY
j q

*.

Er weist auf Beziehungen bin wie In = 1 -f- n, f
n* =

j
n -f- n

2
.

und / w
2 = 1 4- njn oder In* = in* -4- n* und In4 1 4- nfn

3
.

*. *j / / /

Er weist ferner hin auf jn
1 =

(1 + ns

-f n* + n*)jn
=

(1 + n*}

(1 -{-n^fn und ahnliche Beziehungen, wolche es gestatten, die Divi-
/*

sorensummen in Form von Producten zu erhalten, z. B.
}
2 1 3 5 17,

was die Uebersichtlichkcit ungemein erhoht. Euler gibt dann auch

eine Tabelle der Divisorensummen, aber von ganz anderem Umfange

*) Novi Commentarii Academiae PetropoliUmae ad annum 1749. T. II,

100118. 2
) Euler, Opuscula varii argumenti II, 23107 (Berlin 1750).
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als Krafft. Euler stellt die Divisorensumme fur Primzahlen imter-

halb 1000 und fur deren 2te und 3 te Potenzen zusainmen. Bei den

kleineren Prirazahlen erstrecken sich die Potenzen, fiir welche die

Divisorensuramen berechnet sind, ungemein viel hoher, namlich bis

zu 2 8G
,
3 15

,
59

,
7 10

,
IT 9

,
13 7

,
17 5

,
19B

,
23*. Befreundete Zahlen sind

bekanntlicli solche, welche gegenseitig die Summe der Theiler der

anderen Zahl sind. Will man diese Forderung in Zeichen ausdriieken,

so darf man nicht iibersehen, dass Krafft uud Euler beide unter die

Divisoren einer Zahl die Zahl selbst einrechnen, die bei den Theilern

/n n und

die Doppelbedingung dafur, dass m und n beireundete Zahlen seien,

r c r c
lautet m = I n n, n = / m m oder / m = I n m -f- n. Aueh

diesen Satz kennt Krafft, aber seine mangelhafte Bezeichnung ge-

stattet ihm nicht, denselben so einfach hinzuschreiben. Bei m = n

wird jm m m, d. h. m ist alsdann eine vollkommene Zahl,

oder in it anderen Worten, jede vollkommene Zahl ist sich selbst foe-

freundet. Bei m
&amp;gt;

n ist jm m = n
&amp;lt; m, in n m

&amp;gt; n, d. h.

von zwei befreundeten Zahlen ist die grossere eine mangelhafte,
die kleinere eine iiberschiessende Zahl. Was die eigentliche Auf-

gabe der Auffindung befreundeter Zahlen betrifft, so hat auch Euler

nicht verrnocht sie zu losen. Er muss es beispielsweise dahingestellt

sein lassen, ob es untereinander theilerfremde befreundete Zahlen

gebeu konne. Er begniigt sich mit der Behandlung ganz besonderer

Falle. Seien p, q, r, s, t, u lauter unter einander verschiedene Prim

zahlen, von denen keine in der zusammengesetzten Zahl a enthalten

sein darf, so sucht Euler befreundete Zahlenpaare von der Form apq
und ar

}
oder apq und ars, oder apqr und as, oder apqr und ast,

oder apqr und astu, ohne irgend behaupten zu wollen, mit diesen

Annahmen sei der Kreis der Moglichkeiten erschopft. Es gelingt

ihm auf diese Weise 61 Paare befreundeter Zahlen aufzufmden, und

zwar 34 Paare grader und 27 Paare ungrader befreundeter Zahlen;

der Fall eines Paares aus einer graden und einer ungraden Zahl

kommt nicht vor.

Ein weiterer zahlentheoretischer Gegenstand, iiber welchen Euler

Untersuchungen anstellte, wurde ihin von Philip Naude dem

Jungeren jedenfalls vor 1743 unterbreitet, denn in einem Aufsatze,

der zwischen 1742 und 1743 bei der Petersburger Akademie einlief^

ist davou die Rede 1

).
Es handelt sich um die Zerlegung einer gauzen

J

) Commentarii Acadentiae Petropolitanae ad antws 1741 1743. T. XIII,

79 und 89.
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Zahl in additive aelbst ganzzahlige Theile, welche entweder alle von

einander verschieden sein miissen, oder auch unter einander gleich

sein diirfen. In der Introductio von 1748 hat Euler die doppelte

Aufgabe in einem besonderen Kapitel behandelt, iiber welches wir in

unserem 111. Kapitel berichten. Dann hat Euler noch eine Abhand-

lung De partitione numcrorum 1

) veroftentlicht, aber sie enthalt nicht

wesentlich mehr, als schon in der Introductio stand, und somit gehen
wir an ihr voriiber, ohne ihr Anderes als die Bemerkung iiber den

Urheber der Aufgabe zu entnehmen.

Im folgenden Bande der Veroffentlichungen der Petersburger

Akademie 2

)
kehrte Euler zu seineni wiederholt in Angriff genommenen

Gegenstande De numcrls qui sunt agreyata duorum qiiadratorum

zurtick. War doch, wenn man wollte, die Zerlegung in Quadrate,

ob in zwei oder in mehrere, nur ein besonderer Fall der Zerlegung

iiberhaupt, und mit dieser Andeutung hatte Euler im Aufsatze des

vorhergegangenen Bandes zu verstehen gegeben, er denke noch an

die scheinbar verlassene Aufgabe. Zur Losung brachte er sie auch

dieses Mai noch nicht. Man gestatte uns, urn uns kurzer fassen zu

konnen, das Nennwort Primzahl initunter durch das Eigenschafts-

wort theilerlos zu ersetzen und ferner eine Zahl, welche die Summe

zweier ganzzahliger Quadrate ist, eine Quadratensumine, eine Zahl,

welche nicht die Summe zweier gauzzahliger Quadrate ist, eine Nicht-

quadratensumme zu nenneu. Euler zeigt, dass wenn p Quadraten-

summe ist,
das Gleiche fur 2p gilt, und dass dieser Satz umkehrungs-

fahig ist. Er zeigt, das das Product zweier Quadratensummen wieder

eine solche gibt. Er beweist, dass, wenn pq Quadratensumme und

p theilerlose Quadratensumme ist, q Quadratensumme sein muss, eine

Folgerung, welche sich leicht auf den Fall ausdehnt, dass die Qua*

dratensumme p ein Product aus beliebig vielen theilerlosen Quadraten

summen ist. 1st dagegen pq Quadratensumme und q Nichtquadraten-

summe, so ist p entweder theilerlose Nichtquadratensumme, oder p

besitzt eine theilerlose Nichtquadratensumme als Factor, wahrend

man in dem letzteren Falle nicht so weit gehen kann zu behaupten,

p sei selbst Nichtquadratensumme. Sind a und b theilerfremd, und

isfc a2
_|_ &2 durch p theilbar, so kann man immer eine andere durch

P*
p theilbare Quadratensumme c8 -f d2

finden, welche hochstens = -

g
-

ist. Mit diesem Satze gewinnt Euler wieder die Moglichkeit, die

Methode der unendlichen Abnahme anzuwenden, welche folgern lasst,

dass eine Summe zweier theilerfremden Quadrate nur durch eine

J

) Novi Cominentarii Academiae Petropolitanae ad annos 1750 et 1751.

T. Ill, 125169. *)
Ebenda 1752 et 1753. T. IV, 340.
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Quadratensumme theilbar sein kann, und da jede Primzahl von der

Form 4n 1 Nichtquadratensurame ist, so konnen die theilerlosen

Quadratensurnmen, welche in Summen zweier theilerfremden Quadrate

als Factoren stecken, nur von der Form 4w -f- 1 sein. Ob aber jede

Primzahl von der Form 4w -}- 1 Quadratensumme sei, ist damit

keineswegs festgestellt. Euler fiihrt allerdings. die Untersuchung noch

etwas weiter. Ist 4n -f- 1 Primzahl, und sind a und b nicht dnrch

4n -f 1 theilbar, so muss a4 &quot; &4 &quot; =
[(a

n
)
8
-f (6

W
)
8

] [(a*)
2

(&*)
2
]

ein Vielfaches von 4w + 1 sein - Is* dabei a2n *&quot; nicht Viel-

faches von 4w -j- 1, so ist damit erwiesen, dass die Quadratensumme

(a&quot;Y + (&
w
)
2

&amp;gt; oder, wenn aw = wr, bn = ms und r, s thcilerfremd

sind, dass w 2
(V

2
-f- s

2
)
und folglich auch r2 -{- s

2 durch 4w -f- 1 theil

bar sein muss, womit nach dem Vorhergehenden die Sache erledigt

ware. Es bedarf also des Nachweises, dass, wenn 4w + 1 Primzahl

ist, immer zwei durch 4w -j- 1 nicht theilbare Zahlen a, b von der

Beschaffenheit gefunden werden konnen, dass a? n 62 &quot; nichfc diirch

4w -f- 1 theilbar ist. An dieser Forderung stockt die Untersuchung,

welche nur noch zwei weitere Satze feststellt: dass eine Zahl 4n -f- 1

sicherlich Primzahl ist, wenn sie nur auf eine einzige Art die Summe

zweier theilerfremden Quadrate ist, und ebenso sicher nicht Primzahl,

wenn sie auf mehr als eine Art Quadratensumme ist.

Im nachsten Bande gelang es Euler endlich die letzte Hand

anzulegen
1

)
und den lange urnworbenen Satz von der Darstellbarkeit

jeder Primzahl von der Form 4w -f- 1 als Quadratensumme endgiltig

und liickenlos zu beweisen. Da a und b durch die Primzal 4w -f- 1

nicht theilbar sein diirfen, so wird dieser Bediugung bereits geniigt,

wenn a und b aus den Zahlen 1 bis 4n ausgewahlt werden. Euler

bildet nun die 2wten Potenzen aller dieser Zahlen und behauptet,

dass, wenn man irgend eine von ihnen als a? n
,

die nachstkleinere

als tf n
betrachte, nicht alle Differenzen 22 I 3n

,
32n 22rt

,

42n 32n
, (4)

8n
(4n I)

2 &quot; durch 4n + 1 theilbar sein

konnen. Wiiren sie namlich sammtlich durch 4w -f- 1 theilbar, so

miisste die gleiche Theilbarkeit sich auch auf die Differenzen jener

Differenzenreihe, d. h. auf die zweiten Differenzen von I 2
&quot;,

22
&quot;,

3s
&quot;,

(4w)
2n erstrecken u. s. w. Die 2nien Potenzen der aufeinander-

folgenden Zahlen bilden aber eine arithmetische Reihe 2wter

Ordnung,
deren 2wte Differenzen alle unter einander gleich sind und zwar

1 2 3 (2ri) heissen. Das ist ein Satz, der schon lange bekannt

war und dessen Erfindung De Lagny 1705 fur sich in Anspruch

) Nom Comtnentarii Academiae Petropolitanae ad annos 1754 et 1755.

T. V, 358.



620 107. Kapitel.

nahm (S. 390). Nun ist aber das Product 1 2 3 (2) durch

die Primzahl 4w -f- 1 nicht theilbar, folglich kann unmoglich jede
der genannten ersten Differenzen mit jener Theilbarkeit behaftet sein.

Euler war bei dieser Beweisfiihrung von der Division von Diffe-

renzen (a -f- l)
w #* durch eine Zahl p ausgegangen. Welche Reste

stellen sich aber bei der Division der einzelnen Zahlen an durch p
heraus, welche insbesondere bei n = 2 ? Diese Frage knttpfte sich

fiir ihn an jene Untersuchung an. Hier, sagt er 1

), kommen viele

ausgezeichnete Erscheinungen vor, durch deren Betrachtung nicht

geringes Licht auf die Natur der Zahlen fallt. Damit war also die

Lehre von den Potenz.resten im Allgenieinen, von den quadra-
tischen Resten insbesondere den Fachgenossen zur Beachtung em-

pfohlen, und wenige Seiten spliter wurden 1

die Kunstausdriicke Reste,

residua, und Nichtreste, nonrcsidua, gebildet
2
), welche fortan

Biirgerrecht in der Zahlentheorie haben sollten. Euler zeigt, dass,

wenn a
&amp;lt; p , jedes (A

1

/) -(- of durch p getheilt denselben Rest liisst

wie a2
,
ferner auch (p a}- ebendenselben Rest, dass also hochstens

nur die Reste von I 2
,
2 2

,
(- - \

, beziehungsweise von f

~-J ,

wenn p grad ist. unter einander verschieden sein konnen. Er zeigt,

p 1
dass also unter den Zahlen 0, 1, 2, (p 1) hochstens --

t&amp;gt;

oder ^-
, je nachdem p ungrad oder grad ist, Reste fiir p sein konnen,

n

dass, wenn unter den Resten die Zahl r sich findet, auch r2

,
r3

,

kurz jedes rm unter den Resten vorkommt, vorausgesetzt dass man

iibereinkonimt, rm statt derjenigen Zahl zu schreiben, welche bei

der Division von r&quot;

1 durch p iibrig bleibt. Ist ferner r ein gegen p
theilerfremder Rest, ist m&amp;gt;n, und ist rm y* - f (fit-* 1)

(lurch p theilbar, so muss diese Theilbarkeit von rm
~

tt -- 1 oder von

r1 1 hernihren, wo A nicht grosser als - sein kann 3
).

Sind r

und s Reste, so ist auch rs Rest. Sind r und rs gegen p theiler-

fremde Reste, so ist auch s Rest. Ist von nun an p eine ungrade

Primzahl 2^-f-l, so lassen sich folgende Satze behaupten: Unter

den Zahlen 1, 2, 3, (2#) gibt es genau q Reste 4
)
und q Nicht

reste
5
).

Ein Rest mit einem Nichtrest verviclfacht gibt einen Nicht-

rest. Das Product zweier Nichtreste ist ein Rest. ErgSBZiing eines

Restes r, complcmcntum resiciui, nennt Euler die Zahl p r oder

l

)
Novi Commentarii Acadcmiae Pi tropolitanuc ad annos 1764 et 1755.

T. V, 14 Scholium. *)
Ebcncla T. V, 10 Corollarium 4.

3
) Ebenda T. V,

2:$ 24. 4

)
Ebenda T. V, 30 Theorema 8.

)
Ebenda T. V, 31 Corol

larium 2,
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r, da ja np -j- a durch a vertreten werden kann 1

),
und ahnlicher-

vreise gilt der mit -- 1 vervielfachte Nichtrest als eine Ergiinzung.

1st sowohl r als r Rest, so haben alle Reste die Eigenschaft, dass

ihre Erganzungen wieder Reste sind, d. h. die q Reste zerfallen in

2mal
-|&quot;

Reste. deren jeder positiv und negativ auftritt. Das kann
|

aber nur dann stattfinden, wenn q 2n, also p 4n -}- 1 ist,

wahrend bei jw
= 4w -j- 3 keine Zalil gleichzeitig mit ihrer Erganzung

Rest sein kann. Die Primzahlen zerfallen also auch in Ansehung
dieser Untersuchung in die zwei Klassen von der Form 4n -j- 1 und

4n -f- 3, wie sich diese Klassen bei der Frage der Quadratensummen

aufdrilngten. Damals war bewiesen worden, jede Primzahl 4w -f~ 1

sei Summe von zwei Quadraten. Eine andere Behauptung Fermats

ging dahin, jede Primzahl 4w -j- 3 sei die Summe von mindestens

drei, hochstens vier Quadraten, und nun sollen Schritte auf dem

Wege auch diesen Satz zu beweisen erfolgen
2

).

Wenn sich gezeigt hatte, r und r konnten nur bei p= 4w -J- 1

gleichzeitig Reste sein, so wird dieses bei jedem p 4w -j- 1 ein-

treffen, denn da jedes solches p = a2
-f- &

2

,
so wird sowohl a&quot; als &2

kleiner als p sein. Beide Zahlen kommen unter den q quadratischen

Resten von p vor, und ist a2 =
r, so ist 6 2 = p r. Allerdings ist

dieser Beweis kein unmittelbarer 3

).
Ein weiterer Satz ist der, dass

das Product zweier Suinmen von je vier ganzzahligen Quadraten eine

ahnliche Summe liefert:

(a* + V -f- c
2+ (F) (p

2 + q* + r2
-f- .9*)

=
(ap -f . Iq -f- cr + ds)*

+ ( 2 bp + cs + (Zr)
2

-{- (ar 41 Is cp + dq)
2

4~ (
as i ^ r ~F c #

wo einzelne der Zahlen a, &, c, d, p, q, r, s auch Null sein konnen.

Daraus folgt aber, dass der Quotient zweier Summen von je vier

n . o 8 + 6 2 + c
a + d z

., . .., ,

Quadraten --j-. ,
- ^ -

8 . wenn man ihn im Zahler und im
P ~r 2 ~r r &quot;

~r s

Nenner mit p
2

-j- g
2

-f- r3
-}- s

2
vervielfacht, als Summe von vier

Quadraten dargestellt werden kann, sofern man die Bedingung der

Ganzzahligkeit fallen lasst. Aus diesem Satze folgt dann endlich

mittels einiger Zwischensatze, welche wir uberspringen, dass jede

ganze oder gebrochene Zahl sich als Summe von hochstens

vier ganzen oder gebrochenen Quadraten darstellen lasst.

*)
Novi Commcntarii Academiae Petropolitanae ad annos 1754 et 1755.

T. V, 36 Definitio und Corollarium 1. *) Ebenda T. V, 39 40 Scholium.
8
)
Ebenda T. V, 44 Scholium.

CANTOR, Geschichte der Mathematik. in. 3. 2. Aufl. 41
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Euler liat sich noch in deniselben Bande in zwei sich unraittel-

bar an einander anschliessenden Aufsatzen 1

)
mit deii Divisorensummen,

welche zu den in der natiirlichon Zahlenreihe aufeinander folgenden

Zahlen gehoren, beschaftigt. Der Gegenstand hatte schon bei der

Arbeit uber befreundete Zablen (S. 017) seine Aufinerksamkeit so

weit auf sich gezogen, dass er eine Tabelle der Divisorensummen

von Primzahlen und deren ersten Potenzen zusammenstellte. Jetzt

erganzte Euler diese Tabelle zu einer solchen der Divisorensummen

der Zahlen von 1 bis 100 und warf die Frage auf, ob die in der

Tabelle spater erscheinenden Zahlen aus den ihnen vorhergehenden

hergeleitet werden konnten. Dass jinn =jm -jn,
so oft m und n

theile,rfremd sind, war ja bekannt, aber Euler wunschte auch einem

additiyen oder subtractiven Zusammenhange der Divisorensummen

auf die Spur zu kommen. Er bediente sich dabei folgender nichts

weniger als einwandsfreien Betrachtung. Er bildete das endlose

Product (1 rr) (1
- -

&quot;) (1
- -

a?
8
)

und fand dasselbe als

3.0 x i #2 _j_ x
t&amp;gt;

_j_ x
i xn xj.15 _|_

. . .

^
wo die Exponenten in

der Form
j
~ enthalten sind, indem man m nach einander die

Werthe
7

1. -

1, 2, 2, 3,
--

3, beilegt. Die Vorzeichen der

Glieder folgen dem Gesetze, dass nach dem positiven Anfangsgliede

je ein Paar - - mit einem Paare + abwechselt. Im zweiten Auf-

satze sucht er die ganz empirisch aufgestellte Bildungsweise durch

eine Induction zu stiitzen. Dann.geht er zu den , -Logarithmen der

als gleich geltenden Ausdriicke fiber, d. h. er setzt:

log (1 x) + log (1 x*) + log (1 --*)+
= log (x x i x* + x* + X1 -

)

Differentiation nach x und nachfolgende Multiplication mit x liefert:

x 2z 2
. 3 a-

3 x -f 2a; * 5a;5 - 7a;7 &quot; ----
-

, _
~~&amp;gt; *

Die liuksseitigen Bruche werden in unendliche Reihen verwandelt,

deren Addition die neue Reihe xf\ -f tfj? + ^3/3 +
&amp;lt;/&quot;

4 H----

hervorbringt. Diese Reihe wird mit dem Nenner des Bruches

rechts vervielfacht und das Product dem Zahler des Bruches rechts

gliedweise gleichgeset/t.
So gelangt Euler zu Gleichungen von der

Gestalt

) tfovi Conanentarii Academiae Pdropolitanue ud annos 1754 et 1755.

T. V, 59 74 (Obsermtio de summis dimsorum) und 75 83 (Demonstrate theo-

rematis circa ordinem in summis divisorum observatwn).
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j n =*J(n 1 ) -i-j(n 2)
-
-Jin

-
5) f{n 7)

Die Vorzeichen gebon die regelmassige YViederkehr von -{ f-
-

zu erkennen. Die Reihe bricht ab, sobald liinter dem / eine nega

tive Zahl ersclieinou wiirde. Komrnfc Jin ri)
= 10 vor, so ist fUr

dieses an sieh mibestimmte Symbol der Worth n zu setzen. Die

von n jedesmal abzuziehenden Zahlen sind wieder die - - mit
2

m = -f- 1,
_

1, -f 2, 2, -f 3, 3 etc. Die Priifung der Forinel

an n = 1, 2,
-

. 12 und an n = 101 gibt Richtiges.

Ueber drei Abhandiungen, welche Euler in den Jahren 1756

und 1757 der Petersburger Akademie zum Drucke iibergab
1

),
konnen

wir sehr rasch hinweggehon. Sie gehoren insgesammt der Lehre an,

welche man spater als die von den Formen bezeichnet hat, und zwar

sowohl der quadratischen als der cubischen Formen. Zahlreiche

Einzelsatze sind erkannt, aber ein einheitlicher Gesichtspunkt ist uicht

gewonnen, so dass man Euler wcnigstens bis zu der Zeitgrenze,

welche wir uns gesetzt haben, nicht als Schopfer der Lehre vou den

Formen in dem Masse bezeichnen darf, wie er es fiir die Lehre von

den quadratischen Resten und den Potenzresten iiberhaupt war.

Der Name Potenzrest kommt in einem Aufsatze Eulers
vor

;
mit dessen Erwiihnung wir unseren Bericht schliessen miissen.

Thcwemata circa residua ex divisione potestatum relicta*) enthalt von

besonders bemerkenswerthen Ergebnissen, dass, wenn p Primzahl und

a nicht durch p theilbar ist, es eine kleinste Zahl A geben miisse,

welehe hervorbringfe, dass ax- bei Division durch p den Rest 1
liisst-,

dass alsdann auch a- }-

}
o* 1 u. s. w. denselben Rest 1 lassen muss;

dass die Zahlen 1, a
;
a 2

,
a*~ v bei der Division durch p lauter

verschiedene Reste entstehen lassen; dass A ein Divisor von p 1

sein muss. Der Beweis dieses letzteren Satzes ist in sehr eigenthum-
licher Weise gefiihrt. 1st a* um 1 grosser als ein Vielfaches von

jt)

und a&quot; um r grosser als ein ebensolches, so muss auch a l+ bei

Division durch
/&amp;gt;

den Rest r lassen, uiid alle iiberhaupt bei der

Division irgend eines w dui ch p sich ergebenden Reste kommen bei

der Division der Zahlen 1, n, a2

,
a*~ 1 vor. Nun gibt es bei

der Division durch p irn Ganzen p 1 mogliche Reste, folglich ist

*) Novi Commentarii Academiae Pelropolitanac ad annum 1756 et 1757.

T. VI, 85 114, 155 184, 185 230.
*)

Ebenda 1758 et 1759. T. VII,

49 82.

41*
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1. 1st
A&amp;lt;J; 1, so wird gezeigt, dass A&amp;lt;^- sen

.y _ J
muss. Falls A&amp;lt;

^ ;
so ist die Folgerung gestattet, es werde

&amp;lt;n ^^ &quot;I

A
&amp;lt;[ 5 sein

;
und so geht es immer weiter. Endiich muss einmal

A = ^---
werden, d. h. A ist als Divisor in p 1 enthalten. Weil

in

aber a m&amp;lt;J

,
wie vorher gezeigt war, denselben Rest wie a liefert, nam-

lich den Rest 1, so ist am * a* 1 um 1 grosser als ein Vielfaches

von jp, uDd damit ist ein neuer Beweis des Fermatscben Lebr-
satzes entdeckt, der, nach Eulers Aussprucb, natiirlicher sei als der-

jerige, den er fruber veroffentlicbte, und der sich (S. 612) auf die

Binomialentwicklung stiitzte.

Da wir in friiheren Abschnitten aucb die Herstellung magischer

Quadrate in den zahlentbeoretiscberi Kapiteln erwahnten, so sei bier

D Ons en Bray mit einer eben dabin zielenden Abbandlung
1

)
von

1750 genannt.

108. Kapitel.

Combinatorik. Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Wir haben (S. 552) von zwei durcb Euler gelosten geometriscben

Aufgaben gesprocben, welche vermoge der von ibm benutzten Me-

thoden mebr der Combinatorik als der Geometrie angehoren. Wir
kommen gegenwartig auf sie zuriick. In der ersten Aufgabe von

1736 bandelt es sicb darum 2
),

ob es moglicb sei (Fig. 100), in fort-

gesetztem Laufe die sieben Bracken a, b, c, d, e, f, g derart zu iiber-

) Giinther, Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der mathemati-

schen Wissenschaften (Leipzig 1876) S. 246248. *) Commentarii Acadeiniae

Petropolitanae ad annum 1736. T. VHI, 128 140.
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schreiten, dass man fiber keiue Briicke inehr als eiumal gelie. Euler

drfickt ein Hiniibergehen Ton einein der Gebiete A, B, C, D nach

einem anderen symbolisch durch Aneinanderftigung der beiden Buch-

staben aus, welche jenen Gebieten zur Bezeichnung dienen. Demnach

bedeutet AB
}

dass man fiber irgend eine Briicke von A nach B
gegangen sei, BD dass man sich von B nach D begeben habe, und

ABD soil bei nur einmaliger Schreibung des Zwischenbuchstabens B
anzeigen, dass man von A nach B

}
dann welter nach D gegangen

sei u. s. w. Der Uebergang iiber eine Briicke wird also durch

2 Buchstaben, der iiber 2 durch 3 Buchstaben, der fiber n Brficken

durch (n -f~ 1) Buchstaben angedeutet, und wir wissen als erstes Er-

gebniss, dass der Weg fiber die 7 in Frage stehenden Brficken durch

8 Buchstaben zu bezeichnen sein wird. Zu einem zweiten Ergebnisse

gelangen wir folgendermassen. Ffihrt eine Briicke von A nach einem

anderen Gebiete, so niuss der Buchstabe A einmal in der Wegangabe
vorkommen. Er muss 2mal, 3mal, (m + l)-mal vorkommen, wenn

3, 5, (2w + 1) Brficken in das Gebiet A einmttnden, und genau
ebenso verhiilt es sich mit dem Buchstaben jedes anderen Gebietes.

Nun fiihren nach A, B, C, D der Reihe nach 5, 3, 3, 3 Brticken.

In dem Wege mtissen also vorkommen 3A, 2B, 2C
}
2D oder 9 Buch

staben, wahrend nur 8 Buchstaben zur Wegbezeichnung dienen dfirfen,

und die Aufgabe ist unmoglich. Euler blieb bei dem Falle, der die

Veranlassung zur Untersuchung bot, nicht stehen. Er legte sich die

weitere Frage vor, wie die Sache sich gestalte, wenn etwa 2, 4, 2m
Brficken in das Gebiet A einmfinden. Wahrend es bei der vorher

betrachteten ungraden Brfickenzahl keinen Unterschied machte, ob

man von A ausging, oder erst aus einem anderen Gebiete fiber eine

Brficke nach A gelangte, ist jetzt zwischen diesen Moglichkeiten zu

unterscheiden. Sind nur zwei Gebiete A und B vorhanden, und

kommt man von B nach A fiber eine erste Brficke, von A nach B
fiber eine zweite Brficke zuruck, endlich fiber die (2m l)

te Brficke

nach A, fiber die 2wto nach B, so heisst der Weg BAB---B, d. h.

A kommt mmal, B aber m -f- Imal vor. Allgeinein ausgedrfickt:

wenn ein Gebiet durch 2m Brficken mit einem anderen verbunden
O \ 11 O \\\

ist, so kommt dessen Buchstabe f- Imal oder -^-mal in der
ft ft

Wegangabe vor, je nachdein es den Ausgangspunkt enthalt oder nicht.

Durch Zusammenfassung dieser Regeln kommt Euler zu folgender

Anweisung. Man schreibe die Namen aller Gebiete unter einander

und neben jedes Gebiet die Zahl der Brficken, welche dort einmfinden,

so dass die Summe dieser Zahlen, weil jede Briicke zwei Endpunkte

besitzt, doppelt so gross als die Zahl der fiberhaupt vorhandeneu
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Bruckeu wird. Nebni jede der angemerkten Zahlen sckreibt man
deren Halfte, wenn sie grad, die Halfte der urn 1 vermehrten Zahl,
wenn sic ungrad war. , Addirt man diese nene Reihe Ton Zahlen und
erhalt die Anzahl der Gebiete oder 1 mehr, so ist die gestellte Auf

gabe erfiillbar, und zwar unter der ersten Annahme, wenn man in

einem ungraden, unter der zweiten, wenn man in einem graden Ge-

bie.te den Ausgangspunkt wiihlt, grad oder ungrad heisst aber ein

Gebiet nach der graden oder ungraden Zahl der dort einmiindenden

Briicken.

Die zweite Aufgabe von 1751 hat Euler dainals in einem

Briefe an Goldbach gestellt
1

).
Sie lautet: Auf wie vielerlei Arten

kann ein Vieleck durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt
warden? Ein Viereck ABCD wird entweder durch AC oder durch

J?7), durch die eine oder dureh die andere Diagonale, zusammen auf

zwei Arten, in zwei Dreiecke zerlegt. Die Zerlegung eines Funfecks

ABCDE in drei Dreiecke mittels zweier Diagonalen findet auf fiinf

Arten statt, niimlich mittels AC und AD, miitels BD uud BE,
mittels CA und CE, mittels I)B und DA, mittels EG und EB.
Bei einem mittels dreier Diagonalen in vier Dreiecke zu zerlegenden
Sechsecke gibt es vierzehn verschiedene Arten. Um die Arten zu

zahlen, nach welchen ein -eck mittels n 3 Diagonalen in n 2

Dreiecke zerlegt wird, hat man, wenn z ihre Anzahl heisst, folgende

Zusammenstellung :

w = 3, 4, 5
7 6, 7, 8, 9, ,.,10

2=1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430

und allgemein
2 6 1014 4tt 10

3
2 3 * (5 ~n 1

Die Induction, sagt Euler, so ich gebraucht, war ziemlich milhsam,

doch zweifle ich nicht, dass diese Sache nieht sollte weit leichter

entwickelt werden konnen.

Auch an Segner muss Euler die sieben ersten Zerlegungszahlen

1, 2, 5, 14, 42, 132, 429 aber ohne die zu ihrer Berechnuhg fiihrende

Formel haben gelangen lassen, und nun entwickelte dieser in den

Veroffentlichungen der Petersburger Akademie eine Recursionsformel

/ur Losung der Aufgabe
2
).

Sei ACDEFGfi (Fig. 101) das zur

Zerlegung gegebene Vieleck und AB irgend eine der n -f- 2 Seiten

desselbeu. Die Diagonalen von A urid von B nach C, deren erstere

J

) Corresp. math. (Fuss) T, 551552 .

2
)
Novi Conimentarii Academiae

Petropolitanae pro annis 1758 et 1759. T. VII, 283310.
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eine Vielecksseite selbst ist, lassen links nur die Seite AC, recbts

das (n -f- l)-Eck BCDEFCr ersclieinen. Das Dreieck ist das erste

iiberhaupt moglicbe Vieleck und kann init dem Index 1 verseben

werden, das Viereck init dem Index

2, das (M -j- l)-Eek init dem Index

n 1. Erne- Seite ist eigentlich

keine Figur und bat den Index

zu fiihren. Die Indices der durcb

Ziebung von AC und 13 C links

und recbts erscbeinenden Grebilde

sind dieser Erlauterung zufolge

und n- 1, die Indexsumme

-f (n 1) n 1 Kann die

Figur vorn Index n 1 auf q Arten in Dreiecke zerlegt warden, so

sind, well links eine weitere Zerlegung nicbt stattfindet, fiir das ganze

(n _j_ 2)-Eck q Zerlegungen vorhanden, so oft ABC ernes der ge-

bildeten Dreicke ist. Nun ziehe man AD und BD, betracbte also

ABD als eines der gebildeten Dreiecke. Links bleibt von der ganzen

Figur das Dreieck ACT) mit dem Index 1 iibrig, recbts ein w-Eck

rait dem Index n 2, die Indexsumme ist 1 -f- (n 2)
= n 1.

Kann die Figur vom Index n 2 auf p Arten in Dreiecke zerlegt

werden, so sind, weil abermals links eine Zerlegung nicbt stattfmdet,

fiir das ganze (n -f- 2)-Eck p Zerlegungsarteri vorbanden, so oft

ABD eines der gebildeten Dreiecke ist. Schiebt sicb die Spitze des

durcb zwei Diagonalen iiber AB gebildeten Dreiecks abermals weiter

nacb recbts, so bleibt links ein Viereck vom Index 2 mit 2 Zer-

legungsarten ,
recbts ein (n l)-Eck vorn Index n 3 mit etwa

o Zerlegungsarten, und da die Zerlegungen links und recbts von ein-

ander unabbangig sind, so gibt es 20 Zerlegungsarten mit dem bier

bescbriebenen Dreiecke. Die Thatsache, dass bier ein Product 20

auftritt, macht es wiinschenswertb, aucb den Zahlen q und p die

Productenform 1-g und \-p zu geben, oder mit a = 1, 6=1,
c 2 die drei Producte aq, l&amp;gt;p,

CO erscbeinen zu lassen, wo die

einander vervielfacbenden Factoren die Zerlegungszablen der links

und recbts von dem iiber AB gezeicbneten Dreieck iibrigbleibenden

Figuren sind und 1 als die Zerlegungszabl der iiberbaupt unzerleg-

baren mit dem Index bebafteten Seite gilt, uni die Gleicbraassigkeit

der Formelglieder berzustellen. Welcber Ptmkt des Vielecks daber

als Spitze des mit AB als Gnmdlinie bergestellteii Dreiecks gewablt

wird, immer erscbeint die Anzabl der alsdann mbglichen Zerlegungs
arten in Gestalt eines Productes wie aq, up, co d. b. in Glestalt des

Productes der Zerlegungsarten soldier Figure)], deren Indices sich zu
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n 1 ergiinzen, und die Snmme aller Producte aq -f- bp -(- co
-j

liefert die Anzahl der Zerlegungsarten, welche voraussetzen, dass
ein Dreieck die AS zur Grundlinie habe. Bei jeder uberhaupt
denkbaren Zerlegung muss aber ein Dreieck mit AB als Grund
linie vorkomrnen, also ist aq -j- bp -f- co -f- die gcsuchte An
zahl. Ihre Bildung vereiufaebt sich durcb die Erwiigung, dass einer

Figur mit dem Index k eine andere mit dem Index n 1 k

gcgeniiberliegt, mag sich die erstere links, die zweite rechts von dem
Dreiecke iiber AB befinden oder umgekehrt, dass also Producte wie

aq, bp, co je zweimal symmetrisch am Anfang und am Ende der

Entwicklung vorkommen. Alle diese Producte paaren sich ab, d. h.

sie erhalten den Factor 2 und treten in nur halber Gliederzahl auf,

so oft n 1 eine ungrade Zahl ist. Bei gradem n 1 erscheint

ein Product (I
2 zweier gleicher Anzahlen von Zerlegungen einer Figur

ft l
mit dem Index -

,
weil eine derartige Figur links und eine zweite

rechts von dem iiber AH beschriebenen Dreiecke erscheint. Segner

kntipft an diese Auyeinandersetzung eine Tabelle der ausgerechneten

Zerlogungsarten bis zum Zwanzigeck.

In den Veroffentlichungen der Pariser Akademie ging den eigent-

lichen Abhandlungen eine vom Secretar der Gesellschaft herriihrende

geschichtliche Einleitung, liistoire, voraus, welche meistens den Inhalt

der eingereichten Schriftstiicke in gedrangter Kiirze und ausserdem

Nekrologe \erstorbener Akademiker enthielt. Spater entstandene

Akademien befolgteu dieses Beispiel. Auch dem feando der Novi

Commcntarii Acadcmiae Petropolitanae, welche Segners Abhandlung

einsohloss, war eine aus Goldbachs Feder stammendo Einleitung

vorgedruckt. In ihr meldot Goldbach, dass Euler ihm seiner Zeit

die oben angefuhrte independente Form el mitgetheilt habe, welche

eine Ausrechnung noch leichter als Seguers Recursionsverfahren zu-

lasse, und welche einige Irrthumer in Segners Zahlen nachweise.

An diese Bemerkung schlicsst sich eine Tabelle der richtig gestellten

Zerlegungszahlen bis zum Fiinfundzwanzigeck einschliesslich, bei

welchem eine zwolfziffrige Zahl erscheint.

An den Bericht iiber die beiden geometrisch-combinatorischen

Aufgaben kniipfen wir den iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung

an, a]so iiber Dinge, von welchem zuletzt im 96. Kapitel die Rede war.

Jean Jaques d Ortous de Mairan 1

) (1078 1771), gewohn-
lich kurzweg De Mairan genannt, Mitglied der Pariser Akademie

der Wisseuschaften seit 1718 und Secretar derselben seit 1741, legte

J

) Poggendorff II, 1718.
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dieser Gesellschaft 1728 eine Untersuchung fiber das Spiel ,,Grad

oder Ungrad&quot; vor, welche aber nicbt gedruckt worden ist. Nur in

dem einleitenden Vorbericbte finden wir eine Erwahnung
1

), welche

so umfangreicb ist, dass wir ihr De Mairans Gedanken entnehmen

konnen. Halt Jenaand in einer festgeschlossenen Faust Rechenpfennige

verborgen und fragt, ob deren Anzabl grad odor ungrad sei, so ist

die allgemeine Anriabme die, es spreche ebensoviele Wahrscheinlich-

keit fUr die eine wie fiir die andere Antwort. De Mairan behanptet,

es sei vortbeilhaft auf ungrad zu wetten und begriindet diese Be-

bauptung wie folgt: Die in der Faust enthaltenen Rechenpfennige

sind einem vorher vorhandenen Haufen von Rechenpfennigen entnommen.

Enthielt dieser 2n Rechenpfennige, so konnten 1, 3, 5, (2w 1)

oder 2, 4, 6, (2w) erfasst werden, also genau ebenso leicbt eine

ungrade als eine grade Anzabl. Entbielt der Haufen aber 2n -}- 1

Recbenpfennige, so kommt zu den vorigen Fallen nocb die der Er-

fassung aller (2n -j- 1) Recbenpfennige binzu, die ungrade Wabl bat

also eine Moglicbkeit mebr fiir sich. De Mairan beutete diesen Grund-

gedanken dann nocb wetter aus, indein er annahm, dass mebrere

Haufen Rechenpfennige vorbanden waren, von deren einem die in

der Faust entbaltenen entnominen wurden, dass das Maximum der

Recbenpfennige, die in jedern Haufen sicb befinden konnen, aber nicht

thatsacblicb befinden mussen, gegeben sei, und dergleichen niehr.

Nicole hat im Februar und im Marz 1730 der Pariser Akadeniie

der Wissenscbaften zwei Abhandlungen
2

) vorgelegt, in deren ersterer

es sich daruni handelte, wer von zwei Spielern, deren Geschicklich-

keiten sich wie p zu q verbalten, unter einer vorbestimmten Anzabl

von Spielen mindestens eines mebr als der Gegner zu gewinnen boffen

diirfe, und als wie gross sein Vortheil sich berechne. In der zweiten

Abbandlung war die Aufgabe auf mebr als zwei Spieler ausgedebnt

und zum Gewinne als nothwendig erachtet, dass ein Spieler min

destens ein Spiel mehr als irgend einer der anderen Spieler gewinne.

Das Meiste, was Nicole bier vorbracbte, war nicht durcbaus neu,

sondern schon von DC Montmort und De Moivre in Angriff ge-

nommen, wenn nicht gelost. Eine Bemerkung ist allenfalls hervor-

zuheben, namlich die 3
), dass, wenn die in der ersten Abhandlung

vorausgesetzten beiden Spieler 2n Spiele mit einander machen, die

Gewinnboffnung des gescbickteren Spielers die gleicbe bleibe, als

wenn die Verabredung auf 2n 1 Spiele getroifen worden ware,

l

) Histoire de TAcademie des Sciences de Paris. Annee 1728. Histoire

pag. 53 57. *) Ebenda 1730, pag. 45 5 und 331 344.
&quot;)

Ebenda

pag. 5455.
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wahrend iin Allgemeiaeu die Gewinnhofthung des geschickteren Spielers
mit der Zahl dcr zu machcnden Spiele wachse. Den Grund des
sclieinbaren Widerspruchs erkennt Xicole darin, dass bei 2n 1

Spielen der Gewinn von
,
bei 2n Spielen dagegen der Gewinn von

n -f- 1 Spielen erfordcrlich ist, urn eine Entscheidung hervorzubringen,
d. h. bei 2n Spielen muss der Gewinner dem Verlierenden um zwei

Spiele voraus sein, bei 2n 1 Spielen nur um ein Spiel.
Das Jahr 1730 war es auch, welches in London ein Buch heraus-

kominen sah- Miscellanea analytica de seriebtis et quadratures. Accessere
variae consideration s de methodis comparationum , conibinationum et

differentiarum, solutiones difficiUorum aliquot probkmatum ad sortem

spectantium, itemque constrmtiones faciles orUum planeiarum, una cum
deterniinatione maximarum et minimarum mutationum quae in motibus

corporum coelcstium occurrunt. Auf dem Titelblatte war keiu Ver-
fasser angegeben, aber an der Spitze des Widaiungsschreibens an
Martin Folkes nannte sich De Moivre als Urheber der Miscellanea

analytita, wie man das Werk zu nennen pflegt. Wir baben sclion

(S. 356) erwahut, dass die Miscellanea analytica Dinge enthalten,
welche der Wabrscbeinlichkeitsrechnung angehoren. De Moivre ver-

theidigt sich dort gegen De Montmort, der, wie wir gleidifalls
schon wissen (S. 350), in der zweiten Ausgabe seines Essay d Analyse
sur les Jeux de Hazard eine im Grande sehr unschuldige Bemerkung
De Moivres zum Anlass f(ir eine breite Polemik gewahlt hatte.

Jetzt nahm De Moivre das Wort, Er widmete einen ganzeu Ab-
schnitt 1

) der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, beziehungsweise der Ant-

wort auf eiuige Anschuldigungen. Es wird darin erzahlt, dass De
Montmort 1715, also nach dessen Aeusserungeu von 1715, in London

gewesen sei, dass De Moivre ihn damals in freundschaftlichster Weise

herumgefuhrt habe, dass De Montmorfc bei der Rttckkehr nach Paris

geschrieben habe, er werde der ihm orwiesenen Liebenswiirdigkeiten
stets eingedenk bleiben. Die Spannung hatte demnach nur kurz ge-

dauert, und De Moivres Ton gegen den uberdies jetzt schon seit elf

Jahren Verstorbenen war ein hochst anerkennonder, nur die ihm
selbst gemachten Vorwiirfe zuriickweisender. Was an Aufgaben der

Wahrscheirilichkeitsrechmmg vorkommt, hat aber nur fiir eine aus-

ftihrliche Geschichte 2

) dieses besonderen Zweiges der mathematischen

Wissenschaften geniigende Wichtigkeit, um dabei zu verweilen.

Daniel Bernoulli hat in den Abhamllungen der Petersburger

) DC Moivre, Miscellanea analytics pag. 140 a 29, Liber VII. Eesponsio
ad quasdam Criminatione*. 3

) Todhunt^-r, Jlitilm-;/ of the mathematical

theory of probability from Uie tiin&amp;lt;: of Pascal to Hint of Laplace pag. 187190.
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Akademie fiir 1730 und 1731 einc Arbeit 1

) veroffentlicht, mit welcher

er eine Reihe von Untersuchungen begann, welche wir nicht zu er-

wahnen berechtigt sind, weil sie jenseits der Zeitgrenze fallen, die

wir uns gesteckt haben. Nur iiber den einleitenden Aufsatz durfen

wir berichten. Er fuhrt den Titel eines Versuches einer. neuen

Theorie eines Masses fiir den Zufall und bringt in der That Ge-

danken zum Vorschein, welche vorher niemals gedruckt worden waren,

und welche dann im Laufe der Zeiten zur Lehre von der im Gegen-

satze zur mathematischen Erwartung vorhandenen moralischen

Erwartung sich ausgebildet haben. Alie Schriftsteller -- das ist

etwa der Sinn von Daniel Bernoullis Entwicklungen setzten den

Werth einer Erwartung gleich der Summe der Producte der zu er-

zielenden Gewinne in den Bruch, der jedesmal zum Zahler die Anzahl

der der Erringung des Gewinnes gunstigen Falle, zum Nenner die

Anzahl aller iiberhaupt moglichen Falle besitze. Dabei komme der

Werth, valor, des Gewinnes, aber nicht das in Betracht, was man

seinen wirthschaftlichen Nutzen, seinen Vortheil, cmolumcntmn,

nennen konne. Dieser hange von dem wirthschaftlichen Zustande der

Person, ex&quot; conditione personae, welche den Gewinn erziele, ab. Mitt-

lereir Vortheil, emolumentum medium, sei alsdann die Summe der

Producte der einzelnen Vortheile in die vorher erklarten Bruche.

Der Vortheil selbst setzt sich aus Elementen zusammen, welche im

graden Verhaltnisse der Elemente des Gewinnes und im umgekehrten

Verhaltnisse des Vermogens, summa lonorum, stehen, eine Hypothese,

welche unter unzahligen gewahlt wird, und deren Begfundung auf

Folgandes hinauslauft: Die meisten Menschen verzehren ihre Ein-

kunfte, dieser 5000 Dukaten, jener halb so viel. Dem Ersten er-

wachst durch 1 Dukaten nicht mehr Voiiheil als dem Zweiten durch

1

1 Dukaten, was in der Gleichung^ =
2^0

sich sPiegelt &amp;gt;

und diese

Gleichung ist das erwahnte Gesetz fur die Ermittelung des Vortheils.

Ist also x das Vermogen, dx das Element der Vermogenszunahme,

dy das Element des Vortheils, I ein Proportionalitatsfactor,
so muss

dy = -,y = b-logx+C sein, oder bei C= - 1 log a, wo a

das Anfangsvermogen bezeichnet, auch y = I log
-- Denkt man

J
) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annos 1730 ct 1731. T. V,

175192. Eine deutsche Uebersetzung mit mathematischen Aumerkungen von

A. Pringsheim und mit einer mehr den natioftalokonomisclien Werthbegriff

und de6Sen Entwicklung betreffenden Einleitung von L. Fick ist (Leipzig 1896)

in der ,,Sammlung alterer und neuerer staatswissenschaftlicher Scbriften des In-

und Auslandes&quot; erschienen.
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sich das Vermogen x aus a und dem hinzugekommenen Gewinne,

lucrum, x
l gebildet, so ist y = b- log

^~~ Auch hier lasst sich

ein emolumentum medium bilden, wenn man die verschiedenen Einzel-

emolumente 1

) .ylf yz , y^ ,
mit der Wahrscheinlichkeit p1} p2 , jps ,

sie zu erzielen vervielfacht und die Producte addirt. Das mittlere

Emolument ist also

H----- (Pi H- ^2 -f- Ps H----)& log ,

ein Ausdruck, der noch einfacher wird, wenn die Wahrscheinlich-

keiten pl} pi} pa} alle Moglichkeiten erschopfen, d. h. wenn

Pi ~h Pa + ^3 H~ = 1 ist- Dann ist namlich

r= 6 logX 6 log a mit X = (a -fx^ (a -f-x^ (a + a?8)A

Eine solche Erschopfung der Moglichkeiten, wie sie hier vorausgesetzt

wurde, muss, da bei ehrlichem Spiele doch nicht in alien Fallen ge-
wonnen werden kann, einige der x negativ auftreten lassen, so oft

der Gewinn ein Verlust ist.

Bernoulli zeigt dann, dass jedes Spiel unvortheilhaft ist.

Haben zwei Personen je 100 Dukaten und spielen um 50 Dukaten

in eineni Spiele, welches genau gleiche Gewinnwahrscheinlichkeit ftir

Jeden bietet, so ist

X = (100 -f 50)2
.

(
100 _ .^ = y75oo &amp;lt;

87
,

also jeder der beiden Spieler verschlechtert sein Vermogen um mehr
als 13 Dukaten dadurch, dass er sich iiberhaupt auf das Spiel

einlasst.

Je grosser das Vermogen ini Verhaltnisse zum Einsatze ist, um
so geringer wird der der Spielgefahr gleichkornmende Verlast, und

somit bestatige sicli, was im burgerlichen Leben allgemeine Annahme
zu sein scheine, dass der Eine ein zweifelhaftes Unternehmen wagen
diirfe, ein Anderer nicht. Nachdem eine Nutzanwcndung der gleichen

Grundgedanken auf die Frage, ob man schwimmende Giiter versichern

solle, gemacht ist, wobei es wesentlich auf das Verhaltniss des

Betrages der schwiramenden Giiter zum Gesammtvermogen ankommt,
wendet sich Daniel Bernoulli einem anderen Gegenstande zu.

J

) Unsere Bezeichnung weicht hier im Anschlusse an Todhunter 1. c.

pag. 214 von der BernoulJis ab.
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Es 1st die 1713 von Niclaus I Bernoulli gestellte Aufgabe

(S. 352), welche in folgender Form ausgesprochen wird: Paul soil

dem Peter 1 geben, wenn dieser bei einem lten Wurfe mit einem

Geldstiicke Schrift werfe, dagegen 2, 4, 8
,
wenn Schrift erst beim

2ten^ gten^ ^ten . . . Wurfe erscheine; Pauls Verlusthohe wird gesucht.

Wenn auch unendlich viele Falle denkbar sind, konne man doch

deren Anzahl durch den Buchstaben N bezeichnen. Beim l
ten Wurfe

N
entscheidet sich das Spiel zu Peters Gunsten in y Fallen, beim

2ten
,
3ten

,
4ten Wurfe in ~

, ^9 ,

~ - - -

Fallen, so dass die Zahlen

-
-3= -3 erscheiuen und, was frtiher X hiess,

. .

den Werth (a + 1)
T -

(a + 2)
r -

(a -f 4)
8 .

(a -f 8)
16

erhalt, falls

a das urspriingliehe Vermogen von Paul war. Seine Verlusthohe ist

1 L i
demnach (a + 2)

21
(a + 2 1

)&quot;

21 -

(a + 2 2

)
2 ----

a, mithin wechselnd

je nach deni Werthe von a. Das war der erste Versuch eine Auf-

losung der Aufgabe herzuleiten, welchem andere, wie schon bernerkt,

folgten, und weil dieser Versuch in den Veroffentlichungen der

Petersburger Akademie erschien, erhielt die Aufgabe selbst den Namen
der Petersburger Aufgabe, wie wir schon friiher (Bd. II, S. 502)

gelegentlich berichtet haben.

Daniel Beruoulli gab als Nachschrift zu seiner Abhandlung einen

Brief Cramers an Niclaus I Bernoulli von 1728, welcher die gleiche

Aufgabe betrifft, und welchen Daniel Bernoulli zu lesen bekam,
nachdem sein eigener Aufsatz schon druckfertig war. Auch Cramer

war es nicht entgangen, dass zwischen dem calcul mathematique und

der estime vulgaire, Ausdrucke, welche etwa der mathematischen und

der moralischen Erwartung entsprechen, ein Gegensatz stattfinde, und

dieses Verdienst Cramers erkennt Daniel Bernoulli an. Dagegen
verhalt er sich ablehnend gegen Cramers Versuch, den Widerspruch
zu heben, welcher darin besteht, dass alle Potenzen der Zahl 2 von

224 an als einander gleichwerthig betrachtet werden, weil schon

224 = 16777216 als praktisch unendlich gross gelten durfe. Nicht

minder willkurlich ist ein anderer von Cramer in dem an Niclaus I

Bernoulli gerichteten Briefe geinachter Vorschlag, die Freude, welche

man an dem Besitze einer Sumine habe, und die er la valeur morale

des biens, ihren moralischen Werth nennt, ihrer Quadratwurzel pro

portional zu setzen.

George Louis Leclerc Graf von Buffon 1

) (1707 1788)

J

) Poggendorff I, 338.
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hat nur nebensacblieb seinen reicbeH Geist auf mathematische Dinge
gerichtet, dabei aber deii

Wahrscheiulichkeitsbetracbtungen ein ganz
neues Gebiefc eroffnet, das vorher nie beachtet worden war, das geo-
metriscbe. Ein kurzgefasster, aber sehr klarer Bericbt r

) aus dem
Jahre 1733 lasst Buffons Gedanken erkennen. Soil (Fig. 102) erne

kreisrunde Scheibe vom Durcbmesser d auf

ein in quadrntische Felder von der Quadrat-
seite a eingetbeiltes Brett derart geworfen

werden, dass sie genau in ein Feld zu liegen

kornme, obne fiber den Hand desselben

hinauszureicben, so kann dieses nur dann
erzielt werden, wenn der Mittelpunkt der

Wurfscheibe innerhalb des kleineren inneren

Fig 10S
Quadrates oder auf dessen Umrandung zu

liegen kommt, wobei die Seitenlange des

inneren Quadrates a d ist. Das Feld a* zerfallt durcb diese Unter-

gcbeidung in zwei Abtbeilungen, in das innere Quadrat n~ 2ad-\-d
2

und die umgebende Figur 2ad d2
. Soil gleich wabrscbeinlicb sein,

dass der Mittelpunkt der Wurfscbeibe in die eine oder in die andere

Abtheilung falle, so miissen deren Flacben gleicb sein, d. b.

a2 2ad -f &amp;lt;P
= 2ad d\ a = 2&amp;lt;i + rf]/2, -.- = 2 -j- 1/2 =

(.t

3,4142136 oder die Quadratseite niuss zwischen 6 und 7mal so

gross als der Halbmesser der Wurfscbeibe sein. Dieser einfachsten

Aufgabe stehen verwickeltere zur Seite. Zu diesen gebort es scbon,
wenn das Wurfstuck nicht kreisrund, sondern quadratiscb ist, weil

es dann Stellen gibt, die der Mittelpunkt des Wurfstuckes einnehmen

darf, wenn die Seiten des Wurfstuckes denen des Feldes parallel zu

liegen kommen, und bei scbragem Auffallen nicbt einnebmen darf.

Noch verwickelter ist das sogenannte Nadelproblem, bei welcbem
das Wurfstuck als Lange obne Breite gedacbt ist. Buffon, so erzahlt

der Bericbt, welcbem wir folgten, babe die Frage, bei welcben Ab-

messungen der Felder und der Nadel man init gleicber Wabrscbein-

licbkeit erwarten konne, dass die Nadel auf ein einziges Feld zu

liegen komme oder nicbt, mittels der Quadratur einer Cycloide be-

antwortet. Buffons Arbeit selbst erscliieu erst 1777.

Abermals ein neuer Gedanke von weittrageuder Bedeutung war

es, mit welcbem Daniel Bernoulli 1734 an die Oeffentlicbkeit

trat 1

).
Die Pariser Akademie batte eine Preisfrage gestellt, in welcher

J

) Histoire tie I Academie des Sciences de Paris. Annec 17:5:5. IJistolre

pag. 4345. 2
)

liecueil des pieces cpii out rciiiportee k prix a I Academic des
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eine Erklaruug cler versehiedenen Neigungen cler Ebenen, in welchen

die Planetenbahnen verlaufen, verlangt war, und Bernduffi begami

seine Abhandlung, durch die er die Halffce des Preises erwarb, mit

Untersuchung der Frage, ob jene Verschiedenheit der Neigungen auf

eine bestimmte Ursache zuriickzufuhren sei. Hier war also zum

ersten Male die Grosse der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine ge-

wisse Reibe von Thatsacben eine gesetzliche sei, als Gegenstand der

Erforscbung gewahlt.

Wir erwahnen in grosster Kurze einen Aufsatz des Grafen

Fagnano im 12. Bande der liaccolta Calogerd von 1735, der das

Lottospiel betraf 1

)
und zwar die WabrscbeinKchkeit, dass von einer

Gruppe von g Nummern dereu f in vorausbestimmter Reibenfolge

gezogen werden.

Wir haben uns nun abermals zu De Moivre zu wenden, dessen

Doctrine of chances 1738 in zweiter Auflage erschien (S. 356). Sie

batte sicb gegen die erste Auflage bedeutend vermehrt. Wahr-

acbeinlichkeitsfragen, welcbe sich auf verscbiedene Spiele, wie z. B.

auf Whist und Piquet, , bezogen, waren in weit grosserer Anzabl

als fruher vorlmnden. Wir begniigen uns mit der Angabe zweier

Zusatze.

A und B spielen
2

)
urn einen Einsatz s; A bat zwei Moglicb-

keiten zu gewinnen, B nur eine, in einem vierten Falle ziebt jeder

der beiden Spieler seinen Einsatz zuriick. Wie gross ist der Vor-

theil des Spielers A? Da vier Moglicbkeiten vorhanden sind, so ist

A im Vortbeil mit ^ -1 =
-*-.,

und B ist mit ebensoviel iiu

Nacbtbeil. Hatte man den Fall, der das Spiel nicbtig inacbt, nicbt

berucksicbtigt, so waren nur drei Moglicbkeiten vorhanden gewesen,

und der Vortheil von A, beziehungsweise der Nacbtbeil von B,

batte sich auf ^ = 4 belaufen. De Moivre sagt ausdriicklich,
33&quot;

er babe die an sich sehr leichte Aufgabe aufgenominen, urn dem

Leser bemerklich zu macben, dass keine Bedingung einer Aufgabe,

so unbedeutend sie auf den ersfcen Blic^k scbeinen konnte, unberUck-

sicbtigt bleiben diirfe.

Der zweite Zusatz 3
)

stellt sich dar als eine Erweiterung der

scnon von Fermat auf inehr als zwei Spieler ausgedebnte Frage

nacb der Theilung vor eingetretener Entscheidung (Bd. II, S. 757)

Sciences. T. Ill (1734) Gouraud, Histoire du calcul des probctiilites (Paris

1848) pag. 50. Todhunter 1. c. p. 222223.

)
Loria in Hist. Festschr. 1899 S. 266. *)

De Moivre, Doctrine of

chances, 2. edition, pag. 159161. s
)
Ebenda pag. 191-192.
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auf den Fall beliebig vieler Spieler, deren Geschicklichkeiten durch

entsprechende Masszahlen ausgedriickt sind, und bei deren Jedem
die Anzahl der Gewinnspiele bekaunt ist, die ihm zum endgiltigen

Siege noch fehlen. De Moivre lehrt liier ein Verfahren, welches auf

der Bildung von Combinationsformen zu alien moglichen Klassen bis

zu der der Anzahl der Spieler gleichen und darauf folgenden Weg-
lassung einzelner dieser Formen beruht.

Als eine Abkiirzung von De Moivres Werk lasst sich The Nature

and Laws of Cliance von Thomas Simpson (1740) betrachten 1

).

Fast alle darin enthaltenen Aufgaben sind von De Moivre entlehnt

und nach ahnlichen Methoden wie die, deren er sich bediente, be-

handelt. Nur an wenigen Stellen ist Originelles zu bemerkeu,

und davon sei ein Beispiel gegeben. Wir wissen (S. 337), dass

Arbuthnot 1692 eine Uebersetzung von Hujgens Abhandlung
iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung mit geringen Zusatzen veroffent-

lichte. Einer dieser Zusatze stellte die Aufgabe
2

),
deren Losung

Liebhabern iiberlassen blieb, die Wahrscheinlichkeit zu berechnen,
dass ein geworfener parallelepiped!scher Korper von den Seiten a, &, c

so falle, dass eine bestimmte E lache, z. B. die von den Seiten a und l&amp;gt;

gebildete, oben zu liegen komme. Simpson war der Erste, der eine

Auflosung veroffentlichte, und zwar folgende
3

).
Er beschreibt eino

Kugel um den genaunten Korper und lasst den Halbmesser der

Kugel eine Bewegung vollziehen, bei welcher er langs des Umfangs
der bestimmten Ebene hingleitet und auf der Kugeloberflache eine

Figur hervortreten lasst, deren Flache untersucht wird. Ihr Verhalt-

niss zur ganzen Kugeloberflache ist die Wahrscheinlichkeit fur das

Obeuliegen der betrefienden Ebene. Die Aehnlichkeit des Gedankens

mit dem von Buffon (S. 634), das Verhaltniss von Flachenstiicken

als Wahrscheinlichkeitsmass zu benutzen, liegt auf der Hand. Wir

wollen damit allerdings keineswegs behaupten, Simpson miisse Butfons

Arbeit gekannt haben.

Johann Bernoullis 1742 erschienene Gesammtwerke enthalten

einen nur kurzen Beitrag zur Wahrscheinlichkeitslehre 4
).

Die letzte

auf die Ausiibung des Wahlrechts bezugliche Aufgabe konnte die

Aufmerksamkeit einigermassen fesseln, wenn ihr Sinn nur deutlicher

ware. Es scheint fast, als nehrne Bernoulli an, alle Wahler, deren

Anzahl durch 3 theilbar sein solle, wiirden durch das Loos in Dreier-

gruppen eingetheilt, und die Wahl eines gewissen Candidaten, fur

l

) So lautet wenigstens Todhunters Urtheil 1. c. pag. 206. Wir selbst

kennen Simpsons Schrift nicht. 2
) Tod hunter 1. c. pag. 63.

3

)
Ebenda

pag. 209210. 4
) Job. Bernoulli Opera IV, 2833.
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welchen die Wahler A und B sich bereits ausgesprochen haben, sei

gesichert, wenn diese beiden A und -B der gleichen Gruppe afcgehoren.

Wir wollen indessen nicht als zweifellos hinstellen, dass wir Bernoullis

Meinung richtig verstanden haben.

Schon dem vorhergehenden Jahre 1741 . gehort ein Werk an,

welches, ohne der mathematischen Wahrscheinlichkeitslehre gewidmet
zu sem, doch wohl hier genannt werden muss. Johann Peter

Sttssmilch 1

) (17071767) hat abwechselnd Medicin, Theologie,
Mathematik studirt, hat als Hauslehrer, als Feldprediger, als Geist-

licher einer kleinen Ortschaft, zuletzt als Consistorialrath in Berlin

gewirkt. Sein Hauptwerk von 1741 fiihrt den Titel: Die gottliche

Ordnung in den Verdnderungen des menschlichen Gesehlechtes CMS der

Geburt, dem Tode und der Fortpflanzung desselben erwiesen. Die Vor-

rede schrieb er ,,auf dem Marsche zu Schweidnitz&quot;, also im Getummel
des Kriegslebens. Die gottliche Ordnung wurde 1761 zum zweiten,
1765 zum dritten Male aufgelegt. Eine vierte Auflage besorgte nach

Sussmilchs Tode dessen Schwiegersohn Bauuiann 1775. Seit der

zweiten durchaus umgearbeiteten Auflage ist die gottliche Ordnung
ein fur Gelehrte aller Lander unentbehrliches Musterwerk geworden,
welchem zahlreiche Nachahmungen folgten, eine statistische Social-

wissenschaft begriindend. Aber auch schon die erste Auflage fand

in Deutschland und Holland, in England und in der Schweiz, in

Danemark und Schweden laute Anerkennung. Was H alley (S. 49),
was Graunt und Arbuthnoth (S. 336), was andere Schriftsteller

zumeist in England an einzelnen Tabellen sich verschafft und heraus-

gegeben hatten, war hier vereinigt und vermehrt. Das 7. Kapitel der

ersten Auflage fiihrt beispielsweise bereits die Ueberschrift : ,,Von
denen Krankheiten und ihrem Verhaltniss&quot;. Als sodann eine heftige
Seuche 1757 viele Menschen dahinraffte, widmete Siissmilch ihr eine

besondere Schrift: GedanJcen von den epidemischen Krankheiten und
dem grosseren Sterben des 1757sten Jahres, deren Inhalt wieder in die

spateren Auflagen der gottlichen Ordnung eindrang. Siissmilch hatte

sich die Aufgabe nicht so gestellt, wie seine Vorganger und manche
seiner Nachfolger sie stellten. Es kam ihm nicht darauf an, der

Berechnung yen Leibrenten eine feste Grundlage zu geben, er wollte,

was der von ihm gewahlte Titel deutlich ausspricht. Der go tt-

lichen Ordnung auf die Spur zu kommen war seine Absicht, sie

zu erkennen, welche die Lebensverhaltnisse des Menschengeschlechtes

J

) Allgemeine deutsche Biographic XXXVII, 188195. Artikel von V. John.

Ludwig Moser, Die Gesetze der Lebensdauer (Berlin 1839), Vorrede S. V
bis VII.

CANTOK, Geichichte der Mathematik. ILL 3. S.Aufl. 42
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regelt, mochte der ttigliche Verkelir von den gefundenen Gesetzen

Anwendung machen konnen ocler nicht.

Wir sprachen von Nachfolgorn Siissrailehs. Der Hollander

Wilhelm Kerscboom 1

) (1691 1771) kann kauin als soldier be-

zeichnet werden, denn wenn auch seine bedeutendsten Schriften fiber

die Schatzung der Bevolkerung eines Landes erst 1742 und noch

spiiter, also nach der Gottlichen Ordnung erschienen, so reicht seine

erste durchaus unabhiingig entstandene Veroflentlichung aufwarts bis

17:57. In dem Bnche von 1742 erscheint erstmalig der Begriff der

mittleren Lebensdauer eines Neugeborenen, der alsdann miner

erortert wurde durch den Franzosen Antoine Deparcieux
2

) (1703

bis 1768) in seinera Essal sur les probability dc la vie kumainc von

1746. Als mittlere Lebensdauer benennt Deparcieux den Bruch

in welchem a + ^ -j- w
8 + % -\

---- die Anzahl der gleichzeitig

Geborenen angibt, von welchem a im Verlaufe des ersten, a
t
im

Verlaufe des zweiten, 2
und 3 im Verlaufe des dritten, des vierten

Lebensjalires sterben u. s. w.

Maclanrin scheint uiit seinen in den letzten Jahren seines

Lebens sich iiussernden Bestrebungen, eiue Wittvrenversorgungsanstalt

ZH begrunden, hierher zu gehoren. Wenigstcns erschienen dahin

zielende Reclmungeu von ihm 1748 nach seinem TDode im Druck 3

).

Zu den Schriftstellern uber Sterblichkeitsverhaltnisse gehort ferner

Per Vilhelui Wargentin
4
) (17171783). zuerst Adjunct der Philo

sophic an der Universitat Upsala, dann seit 1749 bestandiger Secretilr

der Akademie der Wissenschaften zu Stockholm. In Abhandlungeu

aus den Jahren 1754 und 1755 hat er sich so ausgedruckt, als ob

man von Halleys Gedanken der stationaren Bevolkerung (S. 49) Ge-

brauch machen solle, wenn auch vielleicht ohne diese Meinnng in

Wirklichkeit zu hegen. In einer Abhandlung von 1766 dagegen

bemerkte Wargentin ausdrttcklich, der kiirzeste Weg, urn die Ab-

sterbeordnung zu finden, bestehe in der Vergleichung der Zahl der

Verstorbouen rait der der Lebenden, uud mit dieser Bemerkung war

)
Nouvette BiograpJiie unicersdle XXVTI, 637 039. Statt der dort gc-

brauchten Schreibweise Kersseboom bcnutzen Avii- &amp;lt;lie mit nur einem s, welche

die weitans hiiufig^re ist.
2
;

Histoire. tie I Acadtm tc des Sciences des Paris.

Ann.Sc 17*53. ILstoirc pag. 15516*}. - Moser J. c. 8. 66. -- Knapp, Theorie

des Bevolkerungswechsels (1874) S. Cft und 135.
E
)
G ourand, 1. c. pag. 7071.

4

; Poggendorff If, 12611262.
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die heutige, von alien theoretischen Voraussetzungen absehende Her-

stellung von Sterblichkeitstafeln empfohlen
J

).
Audi Euler hat

Arbeiten uber Wahrscheinlichkeitsrechnung verfasst, von denen wir

aber nur die erste aus dem Jahre 1751 kurz enwahnen durfen. Sie

behandelt 2

)
das schon von friiheren Schriftstellern erorterfce Spiel, bei

welchem es darauf ankommt, dass bei gleieh/eitigem, von einander

unabhiingigem Zielien von Karten aus zwei ursprtinglich voilstiindigen

Kartenspielen von beiden Spielern die gleich bezeiclmete Karte nm-

gescblagen werde.

D Alembert musste in verschiedenen Biinden der Encyelopadie

zu Wahrscheinliehkeitsuntersuehungen sich herbeilassen. Der 1754

gedruckte Band entliielt einen Artikel Qroix on pile. Das ist das

Spiel, welches engliscb Head or Tail, dentsch Bild oder Schrift ge-

nannt wird. Man wettet, ob eine in die Hohe g-eworfene Miinze beini

Niederfallen die eine oder die andere Seite nach oben kehreri werde.

D Alembert griff in diesem Ajiikel die gewohnliclie Abscbiitzung

der Wahrscheinlichkeit an. Frage man naeh der Wabrecheinlichkeit

in zwei Wiirfen Bild zu erzielen, so gaben alle Schriftsteller die

gleiche Antwort. Sie sagten: von den vier Combinationen der beideu

Wurfe (Bild Bild, Bild Schrift, Schrift Bild, Schrift Schrift) bringe

nur die letzte dem Spieler Verliist, der in den drei ersten Fallen

gewinne, also sei 3 gegen 1 fiir ihn zu wetten. Sei diese Ueber-

legung richtig? D Alembert zweifelt daran. Wenn im er-stcn Wurfe

schon Bild falle, so sei damit das Spiel beendigt, und ein zweiter

Wurf erfolge nicht. Also gebe es nur drei Combinationen (Bild,

Schrift Bild, Schrift Schrift), von denen die letzte allein Verlust

bringe, und man habe 2 gegen 1 zu wetten. Derjenige Band der

Encyelopadie, welcher dann 1757 die Presse verliess, enthielt den

Artikel Gaffcure, Wette. Hier kani D Alembert auf die Frage zuriick,

um eiuige, wie er selbst sagt, sehr gute Einwendnngen gegen die

von ihm erhobenen Zweifel mitzutheilen, welche Necker, Professor

der Mathematik in Genf, ihm bricflich gemacht habe. Necker leug-

nete die Berechtigung, die Moglichkeit Bild den beideu anderen,

Schrift Bild und Schrift Schrift, als gieichartig zur Seite zu stellen,

und D Alembert gibt zu, dass dieser Einwand beachtenswerth er-

scheiue, ohne sich allerdings als numnehr von der Richtigkeit der

gewohnlichen Schliisse iiberzeugt zu bekennen.

In dein Artikel Croix on pile igfc als zweiter Gegenstand des

J

) Enestrom, P. W. Wargentin un&amp;lt;1 die sogenannte Halleyschc Mothode.

Hist. Festschr. 18U9, S. 83 05. s
; Histoirc de I Academic de Bertim,. Anu^e

1761, pag. 255 270.

42*
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Zweifels die Petersburger Aufgabe erwahnt. Ob Daniel Bernoullis

Auseinandersetzung gentigend befunden werden konne, wisse er nicht,

sagt D Alembert. Es liege da ein Aergerniss vor, welches wohl ver-

diene, die Algebraiker 7,11 beschaftigen
1

).
Am wenigsten Sorge macht

ihm die unendlicli hohe Erwartung dessen, dem ein in geoinetrischer

Progression wachsender um so grosserer Gewinn zufiillt, je spater der

ihm denselben verschaffende Wurf gelingt. Seine Erwartung musse

der Furcht des anderen Spielers, dein unendlicher Verlust drohe, ent-

sprechen. Jeder andere Spieler wiirde aber durch den Vorschlag
eines Spieles, in welchem er in einem Augenblicke unermessliche

Suinmen verlieren konnte, nur beweisen, dass er ein Narr ist, und

um mit einem Narren gleichauf zu spielen, muss man nicht minder

narrisch sein als er.

Die letzte Veroffentlichung, welche in diesem Kapitel zu nennen

ist, hat Thomas Simpson in den P. T. von 1755 zum Drucke ge-

geben. Es ist ein Brief fiber den Nutzen, welcher der praktischen

Astronomic daraus erwiichst, wenn man einen Mittelwerth verschie-

dener Beobachtungen in Betracht zieht 2
).

Dass es iiberhaupt vortheil-

hafter sei, zahlreiche Beobachtungen zu vereinigen, als sich auf eine

einzelne mit geniigender Sorgfalt ausgefuhrte Beobachtung zu be-

schranken, gait darnals keineswegs als ausgemacht, und Simpson er-

ziihlt in den einleitenden Satzeu
;

es gebe namhafte Personlichkeiten,

welche der entgegengesetzten Ansicht huldigten. Behufs mathe-

matischer Untersuchung, fahrt Simpson fort, miisse man irgend erne

Voraussetzung iiber die Grosse der Beobachtungsfenler und iiber die

Haufigkeit ihres Yorkommens sich gestatten. Man konne beispiels-

weise die Fehler v
} 3, 2, 1,0, 1, 2, 3, v annehmen

und die Wahrscheinlichkeit ihres Vorkommens durch
r~~&quot;,

r~ 3
,

r~ 2
,
r~ l

} r, r1

,
r2

,
r3

,
r* ausdriicken, eine Annahme, welche bei

r=l darauf hinauslaufe, dass jeder irgend mogliche Fehler die

gleiche Wahrscheinlichkeit besitze. Eine zweite Annahme ware etwa

die, dass die Wahrscheinlichkeiten der genannten Beobachtungsfehler

sich als r-
,
2r l~ v

,

- vr~*, (v -f l)r, vrl

,
2r~ 1

,
r&quot; dar-

stellen, was vielleicht der Wahrheit naher kame, weil bei dieser

Voraussetzung, sofern r = 1 ware, immerhin so viel sich ergabe,

dass die Fehler je grober um so seltener auftreten. Die Summe der

hier angegebenen Glieder enthult in der ersten und entsprechender

in der zweiten Voraussetzung alle Moglichkeiten, welche dem Be-

obachter sich bieten, und, wenn sie auf die n* Potenz erhoben wird,

l

)
II y a id qudqne scandale qui merite bicn d occuper les algebristes.

*) P. T. XLk, 8293.
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alle Moglichkeiten, welche bei n maliger Beobachtung auftreten. Eine

gewisse Anzahl von Gliedern dieser entwickelten n**
n Potenz dividirt

durch ihre Gesammtheit, bezeichnet Simpson als die Wahrscheinlich-

keit, dass der mittlere Fehler von t Beobachtungen eine gewisse

Grosse nicht ilberschreite, und eine an einein besfcimmten Beispiele

angestellte Zahlenrechnung gibt zu erkennen, dass bei sich haufenden

Beobachtungen die Wahrscheinlichkeit, das arithmetische Mittel der

Beobachtungen mit einem irgend erheblichen Fehler behaftet zu sehen
;

iiberaus rasch abnimmt. Das war der erste Schritt fiber Cotes

Gedanken, Beobachtungsfehler mit Gewichten zu verglcichen (S. 414),

hinaus, und wieder war eine neue Gattung von Untersuchungen den

Liebhabern der Wahrscheinlichkeitsrechnung erschlossen.

109. Kapitel.

Reihen bis 1736.

Die Geschichte der Lehre von den Reihen, zu welcher wir

gelangen, zeigt eine stattliche Entwicklung, so weit es sich um die

Beschaffung immer neuen Reihenmaterials handelt, aber iiber die Be-

nutzbarkeit der gebildeten unendlichen Reihen herrschen fast aus-

nahmslos Meinungen, welche eher einen Riickschritt gegen das im

97. Kapitel Berichtete, als einen Fortschritt darstellen.

Wir haben dort (S. 387) einen unbedeutenden Aufsatz Christian

Goldbachs von 1720 genannt. Kaurn hoheren Werth besitzt eine

Abhandlung Goldbachs von 1727, De transformations senerum 1

}.

Eine Reihe S kann
;
wie Goldbach erortert, sehr wohl den gleichen

Werth wie die Reihe C besitzen, und aus S C folgt B C = 0,

A + (B C) = A
y

d. h. die Reihe A wird ohne Werthveranderung

umgeformt, wenn man zu ihr gliedweise J5 addirt und C subtrahirt,

oder C addirt und B subtrahirt. Eine anciere Umformung ist die

folgende. Seien
, /3, y beliebige der Null naher und naher

kommende Grossen, so ist unzweifelhaft D^= 1 -{- K a-f-/^ ft

_[_ ^ y _j
= 1. Nimmt man nun eine unendliche Reihe A == a -f- &

-f- c -f- und vervielfacht sie gliedweise mit D, so bleibt der

Werth von A uuverandert, wiihrend die Form eine andere wurde,
d. h. die Summe einer formell neuen Reihe ist gefunden. Die neue

Gestalt ergibt sich als:

J
) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1727. T. II, 30 34.

Einige sinnentstellende Druckfehler sind in unserem Berichte verbessert.
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-j- + (c ) a -j- (e c) a -{-
(&amp;lt;/ e) -j-

-fa/3 + (,-a)/3 + (C
- c)0-|-

In einem Beispiele zu dieser allgemein und ohne jegliches Bedenken

angegebenen Urnformung setzt Goldbach = - --
n
.

1 ~~

,
ft =

&amp;gt;

.
,

.m+ 2 &amp;gt;

-f- 2

_ m 2
-j- m 1 _ m s

-\-m 1
1

,

/ i ^\~y y ~~~
i ^7 / r t\\ ! n s. AV., ft = 1 , y = WJ- ,

(m-\-2)~ m -f- 2 (/-(- 2)
3

c= m2
,
d= m3

u. s. w. Er wahlt also .1=1 m -f- w2 w3
-|
----

.

Bildet man die eiuzelnen Kolumnen der neuen Reihe, so erkennt man

sofort (a -f- I) + a =
_^ 2 , (c + rf) + (c a) a + a/3

=
.,, 5

u. .s. w. Die aimreformte Reihe heisst also J. =
,

4- ? ; c.
Wi -f- 2 (m -}- 2)

1

-f 7775^ 4&quot;
-^^e ers^e l^orm von A entspricht der Reihenent-

wicklung von --
:

,
die zweite der von

,
-. - ** . Heute

1 -f &quot;*

( -f 2_)
1 wt -}- 1

wiirde man hinzusetzen miissen, die erste Reihe convergire bei

-l&amp;lt;m&amp;lt;l,
die zweite bei m&amp;gt; 1, inithin auch in dem Con-

vcrgenzbereiche der ersten Reihe, inncrhalb desseu also eine wirkliche

Gleichung zwischen beiden unendlichen Reiheu stattfindet. Goldbach

hat nur eine leise Ahnung von der Nothwendigkeit einer etwaigen

Einengnng des Gleichungsbegriffes, welche aber durch eine Schluss-

bemerkung bei Seite geschoben wird. Icli weiss wohl, sagt er, dass

die Meisten behaupten, die erste Reihe A entstehe durch fortgesetzte

Division aus
r-j_ ,

sei aber diesem Werthe nicht gleich, wenn m &amp;gt;
1

;

aber wenn auch diese Art, endliche Grossen durch unendliche Reiheu

auszudriicken, etwas Ungewohntes hat, so sehe ich doch nicht ein,

warum sic uberhaupt zu verwerfen sein soil, da doch das eben an-

gefiihrte Beispiel zeigt, dass man solche Reihen in andere verwandeln

kaiiii, deren Glieder fortwahrend abnahmen.

Seit 1720 war der von De Moivre eiiigefuhrte Begriff und

Name der recurrent en Reihe (S. 390) vorhanden. Ohne von

diesen und verwandten Untersuchungen zu wissen, beschaftigte sich

Daniel Bernoulli mit dem gleichen Gegenstande, den er allerdings

zeitweilig bei Seite legte, als er erfuhr, dass ihm zuvorgekommen
sei. Bald grilf er ihn wieder auf, und die Frucht dieser Unter-
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suchungen waren Obscrvationes dc scrielus rccurrentilus *)
vom Sep-

tember1728, deren Hauptinhalt die (S. 567) angekiindigte Anwendung

recurrenter Reilien auf Gleichungsauflosungen ausmacht. Einen Be-

weis oder eine eigentliche Herleitung des Verfahrens gibt Bernoulli

nicht. Diesen Mangel erganzte Euler in seiner Introductio, und wir

werden daher irn 111. Kapitel bei unserer Berichterstattung fiber

letzteres Werk auf den Gegenstand zuruckzukominen haben. Das

Verfahren selbst ist folgendes.

Man bringt die aufzulosende Gleichung in die Gestalt 1 = ax

\.
\)X^

_|_ Cx* -f- ex* + ,
wo rechts etwa xv mit v als ganzer po-

sitiver Zahl die hochste Potenz von x sein mag, beispielsweise sei

v = 4. Man wahlt nun vier (d.
h. eigentlich v) willkurliche Zahlen

A, B, C, D mid setzt eine fiinfte E = a I) -f- 1C + ell + cA. Die

genau gleiclie
Recursionsformel F= aE +ID + CC+ cA liissL

eine secbste Zahl F finden u. s. w. Setzt man das Verfahren der

Auffindung immer. neuer Zahlen mittels der gewahlten Recursions

formel bis zu zwei beliebig weit vom Anfaug entfernten, unmittelbar

auf einander folgenden Zahlen M und N fort, so ist x =
-%

ein

Niiherungswerth einer Gleichungswurzel. Sei z. B. 1 = - 2x + ^x*

4x3
-(- x* die vorgelegte Gleichung. Man wahlt etwa A = B

C = D = 1 . Man findet

1 254

ist da er zu 1 = 247154^-10i59 = 0,999487 - fiihrt. Bernoulli er-m
i

C
2472806570256

kennt an, dass sein Verfuhren die Voraussetzung einschliesse, class

die Briiche
4r&amp;gt; 5i &amp;gt;&quot;*

y
jv

e &quot;ier gemeinsainen Grenze zustreben,

was nicht iminer der Fall sei, dunn z. B. nicht, wenn die Gleichung

zwei dem Zahlenwerthe nach gleiche Wurzeln von verschiedenem

l
} Com.mentarii Acadenriae Petrvpoldanac ad annum 1728. T. Ill, 85100
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Vorzeichen, oder aueh wenn sie complexe Wurzeln besitzc. In solchen

Ausnahmefallen habe man x y 4-;;

einzusetzen und die Gleichung
in y enthulle die Wurzel unter Anwendung des vorgescliilderten

Verfahrens.

Auch Goldbaclt hat sich in dem gleichen Bande der Ver-

offentlichungen der Petersburger Akademie 1

) mit recurrenten Reiheu

und der Form ihres allgemeinen Gliedes beschaftigt.

Wichtiger ist, was De Moivre in seinen Miscdlanea analytica

von 1730 fiber den Gegenstand veroffentlichte. Als Definition der

recurrenten Reihe 2

) gilt die Bedingung, dass eine gewisse Anzahl von

Anfangsgliedern willkiirlich angenommen werde, von welchen alsdann

das nachstfolgende Reihenglied in einer gegebenen Weise abhangen

muss, und dass die gleiche Beziehung jedes folgenden Gliedes zu der-

selben Anzahl vorhergehender Glieder andauere. Sei z. B. in A -j- B
-}-C-\-D -\--E-\-F-\- &quot;,

nachdem A, Bt
C willkiirlich angenommen

(etwa A=l, B=2x, C 3#8

),
der Zusammenhang D 3Cx 27?#2

4- 5Ax3 = l(h;3
,

ebenso E = 3Dx 26V -f 5Bx* = 34s4
,
F=

SEx 2Dx* -f- 5Ca;3 = 97 a?
5

u. s. w., so ist die so gebildete Reihe

1 + 2x + 3z2 + 10z3
-f-

eine recurrente und 3

oder kfirzer: 3 2 -)- 5 heisst der Index oder die Scala der Be

ziehung. Der 1. Lehrsatz 3
) kennzeichnet die geometrische Reihe, in

welcher jedes folgende Glied das m-fache der vorhergehenden ist,
x

auch als recurrente Reihe mit Abbangigkeit jedes Gliedes von den

beiden ihm vorhergehenden. Ist namlich C= mB, B = mA oder

B mA 0, beziehungsweise pB mpA = 0, so kann man letz-

teren Ausdruck auch der rechten Gleichungsseite von C = mB hinzu-

fvigen und erhalt C=(m-\-p)B nipA, wobei p zu beliebiger

Auswahl freistehi Eine zweite geometrische Reihe H-\-K-\~L-\----

mit K==pH} L*=pK u. s. w. liefert ahnlicherweise L (m -\- p)K
mpH, und durch Addition zu der fiir C erhaltenen Gleichung

entsteht*) C -f L = (m + p) (B -f K) mp(A -f BT). Die Werthe

m -f- p und mp }
welche die Scala der geometrischen Reihe dar-

stellen, sind aus (x m) (x p) = X* (m -\- p)x -f- mp zu ent-

nehmen 5
),

d. h. sie sind gefunden, wenn man aus diesem Producte

das Glied x* weglasst und die beiden anderen Glieder durch x und

1 dividirt. Die geometrische Reihe lasst sich ferner auch als

J
) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1728. T. Ill, 164 173.

2
) De Moivre, Miscellanea analytica pag. 27. *) Ebenda pag. 27, Thcorema 1.

4
) Ebenda pag. 27, Covollarium 1.

6
) Ebenda pag. 27, Corollarium 2.
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recurrente Reihe mit dreigliedriger Scala auffassen *)
u. s. w. Aus

dem oben gefundenen C(m-{-p)B mpA braucht man nur zu

folgern qC= mqB-{-pqB mpqA und qC mqB pqB -f

mpqA = und dieses mit D = (m -\- p) C mpB zu verbinden.

Man hat alsdann D = (m -f-p+ q) C (mp -j- m q -f- pq)B -f- wpqA
mit -willklirlichem p und q. Im Fortgange der Erorterungen zeigt

De Moivre, dass jeder Bruch, dessen Zahler 1 und dessen Nenner

eine ganze Function ist, sich in eine recurrente Reihe entwickelt

und komint damit weiter auf Partialbruchzerlegungen.

Die im IV. Buche der Miscellanea analytica gelehrte Surn-

mirung recurrenter Reihen geht von folgenden, den Fall einer zwei-

gliedrigen Scala voraussetzenden Erwagungen aus. Sei P -}- Q -f- R
-f- S -j- T -f- eine derartige Reihe mit der Sumrae g, so ist einer-

seits P -j- Q -j- R -}-
=

z, beziehungsweise Q -f R -j-
= ^ P

und andererseits vermoge der stattfindenden Scala:

P==P

= fxS

Addition aller dieser Gleiclmngen bringt

f = P+ Q H- /*(*
-

JP) 9*?*

hervor, woraus z = 3^-71^-1 r fl^ ^er unter der Annahme
1 fx + gx*

P = a, = bx endlich z = -~
* &amp;gt;

Dass die ganze Rech-
1 fx + 0#

nung nur dann einen Sinn hat, wenn die Reihe eine unendliche und

zugleich convergent ist, weil nur dann die rechts stehenden Q -j- R
-J- S -j- und P -\- Q -\- R -^- ebenso z P und z zur Grenze

haben, wie das links stehende P+^-j R -\- S -\- T -\- sich als

z summirt, bildet fur De Moivre keine Schwierigkeit.

Noch Einiges aus deni in der That mannigfachen Inhalte der

Miscellanea analytica fordert unseren Bericht. Im 3. Kapitel des

V. Buches hat De Moivre eine Aufgabe behandelt 2

), welche schon

von Jakob Bernoulli in der Ars conjectandi gestreift worden war,

die Aufgabe, das Glied grossten Zahlenwerthes in der n als ganze

positive Zahl voraussetzenden Binomialentwicklung (a -f- b)
n
ausfindig

*)
De Moivre, Miscellanea analytica pag. 27, Theorema Si.

*) Ebenda

pag. 107108.
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zu machen. Einige Druckfebler storen beim Lesen, nach deren Ver

besserung De Moivres Gedankengang folgender ist. Sei etwa
-, r n(n 1) (n 7+-) ,. , -r^.M= - --

}-
--&amp;gt;--! a*- l+*V~ l das grosste Ghed. Die beiden

* * * *

v,\* *)

Nachbarglieder links und rechts sind
n

* l ~~

I 1 a ,.. n(n !)(/ -f- 1) . , 7 . n 1 4- 1 b ,
-

, Jf und - an~ lV =-=-!--- M.
a

Da M grosser als jedes von beiden sein soil, so muss 1
&amp;gt; T,

t&amp;gt;

-=-

n 1
4&quot;

1 &quot;b . , &w*J-2w-ti tt T ^ bw *4- 6 n . , ,.
und 1

&amp;gt;

- sein
, oder - -

&amp;gt;
I

&amp;gt; -ir-r Sind diela it -\- a o -f- a

beiden urn die Einbeit verschiedenen Grenzwerthe Briicbe, so ist I

die zwischen beiden liegende gauze Zahl; sind die beiden Grenzwertbe

ganze Zablen, so gibt es iiberbaupt kein Glied M grossten Wertbes,
sondern zwei gleicb grosse, in der Entwicklung unmittelbar auf ein-

ander folgende Glieder.

Gleich auf der ersten Seite der Miscellanea analytica stebt der

Satz 1

),
der den Namen De Moivres vorzugsweise beruhmt macben sollte.

Wenn I und x, sagt De Moivre, die Cosinusse zweier mit dern Halb-

raesser 1 beschriebenen Kreisbogen A und B sind und A = nB
t

dann ist x ^ Vl + Vl* 1 -\ Der Sinn wird durch

andere Schreibweise deutlicber werden. Da Z = cos^l, so ist I
2 1

cos A* 1 = sin 4
s

_ und I -f- ]//^~l = cos,A + sin A. Y-~l
== cos nB -f- sin nB}^ 1 . Andererseits ist x = cos B, und die

Formel lautet:

cosB= (cos nB -f- V 1 sin W-S)
&quot; + ,y (cos nB -{- &quot;|/

1 sin nB) &quot;.

Man sieht, sie ist auch in dieser deni heutigen Branche angepassten

Schreibart nicht ganz ubereinstiminend rait dem sogenannten Moivre-

schen Binomialtheoreme
j_

cos B -f- Y 1 sin B = (cos nB -f- ]/ 1 sin nB)
n

,

aber letzteres hiingt doch cng mit ersterer zusammen.

Den Miscellanea analytica ist ein Complcmentum angebangt, in

welcbem De Moivre beilaufig aucb einen Kortschritt in der Lehre

von den Bernoullischen Zablen (S. .-&amp;gt;47) vollzog
2

).
Jakob Ber

noulli hatte fur die Summe der c
ton Poteuzen aller ganzen Zablen

von 1 bis n die Formel gefunden:

) DC Moivre, Miscellanea analytica pag. 1.
s
) Ebenda Complementum

pag. 6 sqq.
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. , .

C = 7i + y + a
An

-----
r 5 ,

&quot;s -STiTsTu&quot;

De Moivre setzte darin w = 1 und erhielt dadurch die orste Recur-

sionsformel zwischen jenen Zahlen:

1
2 . 3.4

_L
- - ~ 3

) (c
-

*) rr trTT

Dem gleichen Jahrgange 1730 wie DeMoivres Miscellanea analytica

entstammt ein zweites in England verfasstes und gedrucktes Werk:

Mefhodus differcntialis sive practatus de summatione ct interpolatiotie

serierum infinitorum von James Stirling. So sehr auch Stirling

in Newtons Fusstapfen zu treten liebte, an eine geistige Verwandt-

schaft mit dessen Methodus difFerentialis (S. 372 376) ist nicht zu

denken, und ebensowenig darf die bei Stirling vorkommende Ueber-

schrift De aequationilus differmtialibus quae definiunt series
1

)
uns

veranlassen, dort nach die Reihen definirenden Differentialgleichungen

im heutigen Sinne des Wortes zu suchen. Stirling bedient sich

folgender Bezeichnung. Seien T
,
T

,
T&quot; aufeinander folgende

Glieder einer lleihe, deren Stellenzeiger z
}
z -j- 1, s -(- 2 heissen.

Kennt man die Gleichung, welche T in seiner Abhangigkeit von T
und z darstellt, so kennt man auch die Abhangigkeit des Gliedes T&quot;

von T und e -j- 1 und iiberhaupt die siimmtlichen Reihenglieder,

und diese Gleichung nennt Stirling die Differentialgleichung der

Reihe. Sie kann auch durch den Zusammenhang zwischen T und

z ersetzt werden, und Stirling wahlt letzteren vorzugsweise in zwei

Gestalten :

1. T= A + g + Cs(z 1) + Dz(s 1) (z 2)

+ Ez(z 1) (s 2)
- 3 H----

A . S C )

4- - 4-r ~&quot;

Auf ahnliche Formen konnen auch die Folgeglieder T
,

T&quot;
,

/uruckgefuhrt werden. Von der Gleichung 1. aus gelangt man, indem

man (z -f- tyz(? 1) (^ ni -f- 1)
= (z m -\- in + 1)#( 1)

J

) Stirling, Methodus diffcrcntialis pag. 3.



648 109. Kapitel.

(g m + 1)
= (w 4- !)*(* 1) (g m +1)4- g(g 1)

(g rn) setzt, zu

+ E(z + IX* 1) (e 2) 4

= (A + &) + (B + 2(7)0 + (C + 3D)*( 1)

4. (D + 4JEX* 1)^-2) + ....

4

Beim Ausgang von Gleichung 2. hat man 7

1 m
, : r
-

; . r zu setzcn, um
---

7&quot; ^ _L ^-^ C-2B .__D-3C
,=

&quot;r ( -f ij
~r

*( + !)(* + 2)
^

(* + 1) (* 4- 2) (2 + 3)

zu ermitteln. Dass im ersten Falle T auch als Summe a -f bz

_|_ C(8I
2
_|_

. . .

dargestellt werden kann, ergibt sich durch Ausfiihrung

der in 1. angedeuteten Multiplicationen. Umgekehrt ist auch die Um-

wandlung z*=z-}-z(z 1), zl= e
^+ 3g(e !)+ ?( 1)(0 2)u.s.w.

leicht ersichtlich. Im zweiten Falle kann man wiinschen T in

J _ _L
J^.

J- . . . umzuwandeln und kann auch dieses erzielen
?

Z
l

Z* Z S

indem man bei jedem einzelnen Theilausdruck eine Division vornimmt,

e

Nun sei S die Sumine der mit T abschliessenden ersten Reihen-

glieder und S die der g 1 ersten Glieder ocler S S T,

wahrend S auch dadurch aus S hervorgeht, dass z durch z 1

ersetzt wird. Zieht man dann 8 von 8 ab, so bleibt T, das all-

gemeine Glied der durch S summirten Reihe, iibrig. Stirling geht

nun freilich nicht auf diesein Wege vor. Er setzt ein gewisses T
voraus und behauptet, dass ein gewisses S ihm entspreche. Sein

Beweis der behaupteten Thatsache ist dagegen genau so, wie wir

andeuteteu; er zieht S von S ab und zeigt, dass T iibrig bleibt.

Darnach ist keineswegs unmoglich, dass Stirling in dem Beweise

seinen Erfindungsgang enthiillt hat. Zu T= A + Be + Cz(z 1)

-\- De(g 1) (g 2) -f gehore, behauptet Stirling, S == Az

-
1) + Vz(z - 1) (* - 2) +

= Az + JB( + 1&amp;gt; -f j C(* + l)s(e
-

1) + ~ D(* + 1)*(^
&quot;

1)

(*__ 2) -|
----

. Dann ist,
fahrt er fort, S = A(g 1) + -* ^(^ 1)

_|_
I cf

*(* 1) (g 2) + J)g(e 1) (* 2) (* 3) H---- und

AT-- r ui-+ .JBf -i: c*(*
-

i) 4- 2&amp;gt;*r* i) (*
-

2) 4- -,
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wie behauptet war. Ein Beispiel 1st die Summe der Quadratzahlen

1 + 4-f 9H-----\-z\ Hier ist T=s*= z+ z(z 1), mithin A= 0,

7 &amp;gt; ^ 1 , c /.IN/ 1 1 / 1 N\ %(Z + !) + 2
)#==(7=1 und = 04- 1) (j-

s + y*(*
--

1)J
= -

-^-
Andererseits stellt Stirling der zweiten Gestalt angehorende ins

Unendliche sunimirbare Reihen her. Hier bedeute S die vom Gliede T
init dem Stellenzeiger z ins Unendliche sich erstreckende Reihe und

S S T oder was S wird, wann z in z -\- 1 iibergeht. Er be-

hauptet, zu T= -f

.A S C
gehore S --

\- --,
-

-f- . Wir durfen den
z 2z(z-\-l) 6s(z-\- 1)(2 + 2)

Beweis, der abermals deni Gedanken $ S T entspricht, uber-

gehen. Ist T= .
}

so muss man zur Anwendung der ent-

1 2
sprechenden Formel die Umwandlung in T =

4 = 1, 5 = - 2, C = 2 vornehmen,

! i .
, c 1 1 2 3*-f-6j& 2

alsdann ist o == - --
T

:- 4- 57 T-TVT r^= 5~7 rrr/ r~^2 r( 4-l) 3z(z-}- l)(z-\- 2) 3^(^ + !)( + 2)

setzt man * = 1, so findet man ^ + -^ +^ +^ + = ~-

Mitunter geht die Umwandlung von T, welche in dem angefiihrten

Beispiele drei Glieder in Anspruch nahm, nur mittels einer unend-

lichen Anzahl von Gliedern. Alsdann ist auch S mittels einer un-

endlichen Anzahl von Gliedern gegeben, oder die vorgelegte Reihe ist

nicht eigentlich summirt, sondern nur in eine andere unendliche

Reihe von meistens rascherer Convergenz umgewandelt. Ein Beispiel

bietet die Reihe der reciproken Quadratzahlen mit T= -j = . .-.

I

1
_,__ 1-2 j__12-3 _r 1~ T &quot;T

und folglichS -f-z & z

Setzt man z =*= 13, so ist 7^7 + TT? + TF + = r? + ssr +lo 14 15 lo obi

+ 29J20 ~f~ Nimmt man 13 Glieder dieser neuen Reihe, so ist

deren Summe 0,079957427. Daneben sind die 12 Anfangsglieder

i
f ~h 2 &quot;f&quot; ~h 12*

===
1&amp;gt;564976638. Die Summe der ganzen unend-

lichen Reihe x

) ist folglich ^ .4.
i

-j-
1

-|
= 1,644934065. Dass

dieser Zahlenwerth kiirzer durch - -
dargestellt wird, hat Stirling

) Stirling, Method-its differentialis pag. 29.
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nieht erkanut, auch nicbt, wo er spiiter
1

)
auf die gleiche Reihe

/iiriickkomrnt Die zur Aafiindung der Gleichung zwischen 8 und T

ungewandte Mathode fiihrt ouch leicht zu eincr Gleichung zwischen

J3 und S
, beziehungsweise zwischen T und T

t
und umgekehrt kann

man aus Gleichungen zwischen S und S oder zwischen T und T
auf den Zusammenhang zwischen $ und T sehliessen.

Bei Besprechung eiuer zwischen 6 und S aufgestellten Gleichung

kommt Stirling
2

)
auf den Gedanken, den Stellenzeiger 2 auch anders

als ganzzahlig positiv zu wiihlen, d. h. also die Reihe zu interpoliren,

auch wohl sie nach riickwarts fortzusetzen, und von dem lotzteren

Verfahreu ist ihm
&quot; ~

-f
--

-f 1 + x + x 2

H---- ein Beispiel
8
).

X X

In dieser Reihe ist 1 -}- x + x ~

H---- ~iH x x + ~

x * ~\~
&quot; ~ a^T

und bei a; == 1 werden beide Abhandlungen unendlich gross, wahrend

von deren Werthe bei x ^ 1 nichts gesagt ist.

Die Lehre von De Moivres recurrenten Reihen, welche aber bei

Stirling durch Division entstandene Reihen heissen, grundet er

auf das Geset//3

), dass, von welcheru Gliede an man die Reihe be-

ginne, ihre Suinine stetd ein Brueh gleichen Nenners ist, z. B.

a T t _
-f 55;^

-f-

, . ...
- = 5^

1 Stf + ic*

Bei anderen Reihen kommt es darauf an, ihrem Gesetze durch

Bildung von Fluxionen auf die Spur zu kommen, also ihre Difieren-

tialgleichung im heutigen Sinne des Wortes zu ermitteln. Wenn wir

die Fluxionspunktchen Stirlings durch Diffcrentialzeichen ersetzen,

B of1

so ist sein Gang
5

) folgender. Sei y = jy -j- ^, H---- T ^TT&quot;

&quot; **

) ist x ^ = X
4- A-----1- -I

---- Abennalige Differentiation
dx 1

^^ 2 n

liefert a: . + =l+x + ... + ^- + .-- = und dic

Differentialgleichung lautet x + == j^^
Eine zweite Hauptabtheilung der Methodus differcntialis ist durch

ihre Ueberschrift der Interpolation der Reihen 6
) zugewiesen. In

) Stirling, Mcthodus ditfcrcntiulis pag. 55.
2
)
Ebenda pag. 35

)
Elienda pag. MG 37.

4
) Ebenda pag. O J sqq.

c
)
Ebenda pag. 78-

6
)
Ebenda pag. 85163: Pars secunda de interpolatione seriervm.
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zahlreichen Fallen vollzieht Stirling die Interpolation, indem er die

aufeinander folgenden Glieder der Reihe als Ordinaten einer parabo-
lisehen Curve auffasst, welclie zu urn Gleiebes zunehmonden Abscissen

gehoren, aber iminer geht dieses nicht an, z. B. nicht bei der Reihe

1
; 1-2, 1-2-3, 1 2 3 4 etc., \velcbo zu rasch zunimmt 1

).
In

diesem Falle schliigt Stirling vor, zu den L.ogarithinen der Glieder

iiberzugehen, aus ibnen eine nach der Methode parabolischer Ordi

naten interpolirbare Reihe zn bilden, und zu dein so interpolirten

Logarithnms die Zalil zu suchen, welclie alsdann daa interpolate
Glied der eigentlich vorgelegteu Reihe sein werde.

Im weiteren Verlaufe kommt Stirling dann zu der Aufgabe
2

),

die Summe beliebig vieler Logarithmen zu fiuden, deren
Zahlen eind arithmetische Progression bilden, modern aus-

gedruckt, den Logarithmen einer Gammafunction zu ermitteln.

Seien x -\- ,
x -f- 3w, x -j- 5w ;

2 w die aufeinander folgenden
Glieder einer arithmetischen Progression mit der Differenz 2w. Ferner

seien /, z und
I, x die briggischen Logarithmen von s und x, end-

lich sei a = 0,434294481903252 der reciproke natiirliche Logarith-
mus von 10. Alsdann ist die Summe der briggischen Logarithmen:

I, (x + w) + I, (x + 3) + l
t (x -\- 5w) H-----\~ I, (0 )

&amp;lt;zl,
z _ o __ cm

,
Ian5

_ 31a . 127aw7 ollaw 9

_,

( 2w
&quot; ~

2n 12* 360 z* V26Uz*
&quot;

^

(xl, x ax an
,

7aw 3 31a s
. l 27aw T 511 an 9

Das Bildungsgesetz der auftretenden ZahlencoefEcienten ist fol-

gendes. Nennfc man - =
e^ ,

- - = u2.,

- = #3 ,

-: - ==
4 ,

511-
j-jgg

=%, wofQr Stirling ^4, B, C, D, E schreibt, bezeich-

net man ferner die Binomialcoefficienten durch die heute gebrauch-
i -i AH-- im\ m(m 1) (m k -4- 1)hche Abkurzung L jw*. fr^r.T/r~ &amp;gt;

welche Stirling mcht

kennt und dadurch die Moglichkeit einbUsst, eine allgemeine Formel

anzuschreiben, so ist -
vrvyT T = \, ) i, ferner -;--

==
(o) i +

(2)
u
*
und allgemein

Der Beweis wird wieder nach jener bei Stirling iinrner wieder-

kehreuden Methode gefuhrt, dass der Veranderliehen einer Reihe ein

neuer Werth beigelegt and dann die Differenz der beiden Reihen er-

) Stirling, Method-its differentialis pag. 110.
*) Ebenda pag. 135.
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mittelt wird, welche letztere Aufgabe auszufiihren Stirling dem Leser

iiberlasst, wahrend er sich damit begniigt, das Ergebniss auszusprechen.

Tn drrRrihr**
*

-
&quot;*

\

&quot;*&quot;&quot;

I
***- -I- ?* an

f I

tt
*an

*

i/me
2n 2n + e ^ z* ^ z* + 1. ^*-i T &quot;&amp;gt;

welche wir .F(s) nennen wollen, soil z durch z 2n ersetzt werden.

So entsteht F(,
-

2n) = &amp;lt;llMLJ!L=Jf&amp;gt; _ o

(^ ^ + _^_2 , 2 n z 2 n
g _ I

u cm3
cc aw 3 cc^on

4- 7 r-Tg + 7 T-TT + H--TI ? + . In dieser zweitenr
(^-2n)

3 r
(z 2n)

5

(^_2w)
2 *- 1

Reihe soil jeder einzelne Bruch durch Division in eine nach Potenzen

von fortschreitende Reihe verwandelt und dann die Subtraction
s

F(z) F(z 2n) vollzogen werden. Stirling behauptet, der Unter-

, . , . , 7 an an* an 3
7

. , / 1 \
schied trete ftl i,

---
^7, ^ ---- = Z,^ -f a log ^1 --J

=
Z, z -f- Z, (l

-
j
= l

f (z n) hervor, wenn die Silbe log den

natiirlichen Logarithmus bedeutet. Weiss man aber, dass F(z]

F(z 2n) I, (z n). so kann man, indem z jedesmal durch

z 2w ersetzt wird, beliebig viele ahnliche Gleichungen bilden, be-

ginnend mit F(z 2n) F(z 4w) = 1, (z 3n) und schliessend

mit I(x -f- 2) F(x) = 1, (x -\- n\ Addirt man dann alle diese

Gleichungen, so entsteht in der That F(i) F(x) = 1, (z n) -f- ^

Die Thatigkeit Eulers auf dem Grebiete der Reihenlehre be-

ginnt 1730. Er benutzte bei seinen Untersuchungen die Integral-

rechnung, welcher er bei eben dieser Gelegenheit Neuentdeckungen
von grosster Bedeutung hinzufugte. Wir sind nicht im Stande zu

entscheiden, ob Euler damals schon Kenntniss von Stirlings eben-

falls von 1730 datirten Methodus differentialis besessen haben kann.

Thatsache ist, dass er sich mit einigen dort behandelten Aufgaben
ebenfalls beschaftigt hat. Euler ist dabei noch weit mehr als Stirling

sorglos bis zum Uebermasse in der Anwendung unendlicher Reihen.

Eulers Aufsatz De progressionibus transcendentibus ,
seu quarum ter

mini generates algebraice dari nequeunt
1

), d. h. fiber transcendente

Reihen, deren allgemeines Glied sich als in algebraischer Gestalt

nicht darstellbar erweist, geht aus von der Reihe 1-J-1-2-J-1-2-3

-j-1-2-3-44- - Diese Reihe stimme mit derjenigen iiberein,

deren allgemeines Glied die Gestalt der unendlichen Factorenfolge

jl
n

_
2&quot;

9^ n
3&quot; 3*

n
.

4&quot; 4
1 n

6&quot;

1 + n 2 -fn a-f-n ~4-f-n

l

) Commentarii Academiac Pctropolitanae ad annos 1730 et 1731. T. V, 3657.
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besitze. Setzt man namlich in dem neuen Ausdnick n = 1
,
so wird

er 7Al
* 1 . L_? . Lli . . . am 1. Setzt man w == 2, so eritsteht234

4
2 8 44

. _ = 2. Desgleichen bringt
3 4 5 132-43-5

Q3 4.3

o j r^u I ** ** 3* 2-2-2 3-3-3 4-4-4
w = 3 den Wertn

6
=

1 ri ^7^1, 3
~

3T6

= 1-2-3 hervor u. s. w. Die neue Form liabe vor der urspriing-

lichen den ganz wesentlichen Vorzug, sich als zur Interpolation

geeignet zu erweisen, indem man in ihr dem n auch nichtganzzahlige

Werthe beizulegen vermoge, was in 1 2 3 n unthunlich sei. Bei

n = *

gehe die neue Form fiber in y P^ 3
- - ^ -J,

und ver-

gleiehe man die von Wall is seiner Zeit gefundene Factorenfolge

(Bd. II, S. 904), so sei der Werth dieses Gliedes vorn Stellenzeiger

*-

gleich der Quadratwurzel aus der Kreisflache, deren Durchmesser die

Einheit ist, wofur man heute --
j/ur schreibt. Da denizufolge 1 2 3 n

einen Ausdruck bedeute, der bald gaiizzahlig erseheine, bald von der

Quadratur des Kreises abhange, so habe ihn das, sagt Euler, auf den

Gedanken gebracht, eine abermalige Umformung zu versuchen, und

zwar in ein Integral, weil es ja lutegrale gebe, welche derart von

einem in ihnen vorkomnienden n abhangen, dass sie, je nachdem n

ganzzahlig ist oder nicht, algebraische Auswerthung oder nur eine

solche mittels der Quadratur von Curven gestatten. Beispiel eines

solchen Integrals sei txe
dx(\ x)

n
,
wenn bei der Integration beachtet

werde, dass das Integral zugleich mit x zu Null werden solle-, dann

werde es unter Einsetzung von x = 1 das %te Glied einer unendlichen

Reihe bilden 1

).
Euler meint also das bestimmte Integral, welches

i

heute /#*(! x)
ndx geschrieben wird, in welchem e eine beliebige

o

Constante bedeutet, das sogenannte erste Eulersche Integral oder

die Betafunction, welche seit Binet durch B(e-\-\, n -f- 1) be-

zeichnet wird. Die Auswerthung des angegebenen Integrals erfolgt

durch Binomialentwicklung von (1 xj~, ein in diesem Falle wegen

&amp;lt;
x

&amp;lt;
1 durchaus gerechtfertigtes Verfahren, wenn auch Euler sich

J

)
Sit prvposita have formula Jyfdxfl xf inccm termini generalis subiens,

quae intcgrata itu, ut fiat --=0, si sit ,-e 0, et tun), posito x 1, dut terminum

online n progressionis intle ortae.

OANTOB, Gescliichte der ALatliematik. III. 3. 2. Autt. 43
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dessen weder bewusst ist, noch bewusst sein kann. Er setzt also

!S-+ 1 + r

^^-
) ^+ 2 - -.. Bei der Integration

+ 3
n(n l)(w 2)a;

e+ 4
,

/

*

_^+1 *s +
..i n(n l)x

e

raj
a

;
ax - -

_^ ^ ^-^ -f -y-^qr

+ / .,, 1 1 M n (w 1)und J *
I
1 -

7+1
-

IF+ 2)
+ rrir+i)

- 4- ; . In diese selbst unendliche Reibe werden
1 2 d (e -f- 4)

fur w die mit beginnendei) aufeinander folgenden ganzen Zahlen
i

rt

ingesetzt. Man fiudet, dass j^(l xfdx

bei n = n 1 n 2 n i

anniramt, oder rait underen Worteu: Euler hat gefunden, dass

i

I x* (\. x)
u dx das wto Glied der Reihe 7 r + -

(
--, . -,- 77^

12 12-3
t. J \- ist und sicb

als Product schreiben lasst:

i

J r\n flr - 1 2
~

Diese Froductenform gibt. so oft n eine positive ganze Zahl ist,

den Werth des bestimmten Integrals iibersicbtlicber, als die zuvor

erbaltene unendliche Reibe es that; dagegen muss jene benutzt

werden, wenn n keine positive ganze Zahl ist.

f / a*+l
1st e == -

,
so wird I x J

(1 x}
n dx = ,.

&amp;lt;J J / + ( + !;!?
v

1 2
. und -,

(f + 1 0) /-M-f)-&quot; (/ + .9) (/ + 1

== ^+ ^ Li)f/^A __ aMi;. Durch / =-1 und 51
= geht

^
o
7

der Bruch links vora Gleichbeitszeichen in 1 2 n iiber, d. h.

in den Ausdruck, dessen Umwaudlung in ein Integral eigent-

lich beabsichtigt war, rechts abor bedarf es wegen des im

Kenner auftretendeu y zur Einsetzung jener Werthe noch einiger

_y

Vorbereitr.ng. Euler erset/t in dem Integrate x durcb xf+ 9
.
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Er erhalt
f.-Q-ll f^ * (l - - */

+&quot;*) * /Ti
&amp;lt;;*

i

r( -V
LJ~ JJL I 1 dx und nun besteht die Schwierigkeit.
(f+9T*1 / \ 9... /

o / +ff

bei Armahme von f 1, # = nicht mehr in dem Factor vor deni

Integrale, welcher = 1 wird, sondern nur noch unter dem Integrate,
1 _ y? .

wo auffcritfc, dessen Werth bei z zu ermitteln bleibt und

nach bekannter Regel *)
ermittelt wird. Zahler und Nenner von

II __ ?*% _ ,j
v

. // # .-- werden nach z differentiirt und geben
-

-.
,
welches

durch z = in --logo: iibergeht. Folglich ist endgiltig:

i

1 . 2 n = fdx( logx)&quot;.

o

Dainit war das zweite Eulersche Integral, die Ganima-

tunction f(w -f- 1), wie man seit Legendre sagt. und schreibt
;

in

die Wissenschaft eingefiihrt.

Wir erwalmen noch ein Letztes aus dem reichhaltigen Aufsatze,

der, dem Titel und den Anfangsausserungen nach der Reihenlehre ge-

widmefc, nach und nach die Lehre von den bestimuiten Integralen in

den Mittelpunkt der Betrachtungen riickte, sodass unser 118. Kapitel

auf ihn wird zuruckweisen raussen. Was wir noch anfuhren wollen,

ist die Differentiation mit gebrochenein Index. Wohl hatte

Leibniz (S. 230) in Briefen an Johann Bernoulli die Frage uach

der Bedeutung einer solchen Differentiation aufgeworfen, aber dieser

Briefwechsel, erst 1745 gedruckt, war fur die Oeffentlichkeit noch

nicht Torhanden, und wenn auch die Moglichkeit nicht geleugnet
werden will

?
dass Euler durch Johann Bernoulli miindlich in Basel

oder spater schriftlich in nicht bekannt gewordenen Briefen auf die

Frage aufmerksam gemacht worden sein kann, so steht diese Mog
lichkeit doch auf sehr schwachen Fiissen. Eiilers Auffassung ist

d?(z*}

folgende. Sei zunachst n eine ganze positive Zahl, so ist

i

1 2 3 c /
*=

7~&quot;2~~ 7~H~ nf
~ r

&quot;- Nun war aber 1 2 3 e jdx( logo?)*,
o

i

sowie 1 2 ? (e n) Jdx( log & )*- und demzufolge
_______ y

J

) per reyu-lam coynitum.

43*
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i

Jdx( logx)&quot;

dn (z
e

}v / __ ~e-

dzn

ein Ausdruck, der an und fur sich keineswegs an die Ganzzahligkeit
von n gebunden erscheint. Ihn wahlt Euler als Definition des

wten
Differentialquotienten und indem er beispielsweise e = 1 , n

m
i

i_ Jdx(-logx)

setzt, gelangt er zu -t~ =Ve ----- Der Zahler, fahrt Euler
ydz ___

Jdx}/ logx
i o

fort, ist jdx( log a;)
=

1, wie sich leicht als richtig erweist, da
o

J dx( log a;)
= x x log# bei x = in 0, bei x = 1 in 1 iiber-

geht. Fur den Nenner hat Euler im Vorverlaufe des Aufsatzes den
i

Werth JdxY log x = YA erkannt, wo A die Flache der Kreises

o

vom Durchmesser 1 ist, also nach heutiger Schreibweise A = -- und

i _

fay--*** - 1 y, ithi&quot; ^ = VI
In dem gleichen Bande der Petersburger akaderaischen Veroffent-

lichungen steht ein zweiter Aufsatz Eulers: De summations innume-

rabilium progressionum
J

), der sich die Aufgabe stellt, Reihen unter

Anwendung bestimmter Integrale zu summiren. Wie der Bruch

l xn

j2TT~
= 1 + ic + + ^&quot;~S

so ft w eine ganze positive Zahl, so

^ _ p
ist unter der gleichen Voraussetzung fflr n auch

^-^-p-
= 1 H~ P

-}- -f- Pn~ l

,
welche Function von x auch durch P angedeutet

werde, und integrirt man auf beiden Seiten nach x zwischen den

Grenzen und &, so entsteht k -f fpdx -f l
p*dx -f-

* 000
i\ _ pn

/ X\
a= / ------- dx. In einem beaonderen Falle sei P = f ) ,

so ist

i

K__ i

&quot;&quot;

*
(1 + a)a

a
(1 + )&quot;&quot; (1 + (n l)a)a*

a

:

) Commentarii Academine Pttropolitanae ad annas 1730 &amp;lt;? 17U1. T. V,

91 -105.
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I

ana - xna
dx. Die Reihe, welche hier summirt ist, kann- a

i t. + l J,2 +l r(n l)i+l

mit _ _l- -__U -____U 4- -T-:-rr- verglichen werden, d. h.ait c-^c + e c + 2e n c + (n l)e

mit einer Reihe von Brtichen, deren Zahler eine geometrische, und

deren Nenner eine arithmetische Progression bilden. Dazu ist nur zu

e c

setzen & = -, = -, a - und das summatorische Glied 1

)
c c t/

,, ne net ne t

n / ,n
/ (n-l)(c-ci) I e-ci
/

&quot; ~
j ^* & \b

o

ninimt dadurch den Werth an --
e~^dx. Weitere

Betrachtungen, auf welche genauer einzugehen wir unterlassen, ftthren

zu Doppelintegralen als summatorisch.es Glied, noch andere zur

Auswerthung und Umwandlung besonderer unendlicher Reihen.

In einem Aufsatze des nachstfolgenden Jahres: Methodus generalis

summandi progressioms*} hat Euler abermalige Reihenuntersuchungen

niedergelegt. Gleich zu Anfang ist beweislos eine sehr allgemeine

Doppelformel ausgesprochen. Ist s die Summe der n Glieder einer

Reihe und t das letzte Glied, welches naturgemass ebenso wie s

von n abhangig sein muss, so sei, behauptet Euler,

dss jjs__,

.

&quot;l-dn i-2dn l-2-3dn s l.2-3-4dw 4

und
fij * dt dSf _L d6

- - fp
S
*mj

tan -
-f- j^^

--
720^5 &quot;f 80240 dn 6

6

Spater wird die Summation von geometrischen Progressionen und

von solchen Reihen gezeigt, deren Glieder durch einen Factor eine

geometrische, durch einen zweiten eine arithinetische Progression auf-

zeigen, Reihen mit welchen De Moivre (S. 358359) es seiner Zeit

zu thun hatte. Ist s = z + x*+ b + af+ 86
H-----\- &+(-*,

so folgert Euler s v? -f ^+&quot; = x?+ b
-f

*+ 26
H---- + aJa+ **

a _ &amp;lt;r+ n *

= ^(ocf
1
-j- a^+

6++ #+ (n
~ l)6

)
== a^s und daraus s

1 - K

Ist ferner s = ^ + 2^+ 6 + 3a;+ 2 *
H-----f- wa:a+ ( &quot;- 1)6

,
so wird

gefolgert s -- a
-f ( -f l)^+

ft = 2^ + + 3^ + &quot; + +
(n -f

J

) terminus summatorius. 2
)
Commentarii Academiae Petropolitanae ad

annos 1732 e&amp;lt; 1733. T. VI, 6897.
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a*(, 4. a- + ^+ + . . . + +(-) = a* s -f I und
i

a _ x nx r
daraus s =

-7-
--^-- - r - Bei = 6 = 1 wird x 4- 2 a;

2

1.1 x ; 1 or

i- &amp;lt;+
. .+ f!! . Ealer

zeigt&amp;gt;
das3 der

tere Ausdnick auch durch Integration und darauf folgende Differen

tiation gefunden werden kann. Aus s x -f 2x&quot; -f- -f- nxn
folge

\-

.- ~ und dams 1 = ---

a; da; \ 1 x ) (1

nebst s = - ~
angewandte Kunstgriff

gewinnt alsbald fiir Euler den Charakter einer auch bei verwickelteren

Reihen niitzliche Methode.

Wir kommen zu Euler s Aufsatz De summis serierum recipro-
carum l

\ in welchem er als Erster die Summation der reciproken
Quadratzahlen veroffentlich.te und dadurch eine darcn Johann
Bernoulli (S. 96) auf die Tagesordnung gesetzte Aufgabe loste.

Eulers Gedankengang ist folgender. Sei s ein Bogen und y dessen

Sinus oder y = * - -?- + rT^7ri
-----

,
ist auch 1 - 1Sy

j?

~^~ iTa -3y I ~2 3 4 5 y ~f~
= ^ . Diese aus unendlich vielen

Gliedern bestehende Gleichung ist unendlich hohen Grades in s und
besitzt deshalb unendlich viele Wurzeln, wie es in der That unend
lich viele Bogen gibt, welchen alien derselbe Sinus zukomint. Ist

p der Umfang des Halbkreises, A der kleinste arcsiny, so kann

arcsin y ausserdem auch noch die Werthe
&quot;

-p
- -

,

Zp-A 4 +A ...
-P- A,

- 2p + A,

besitzen, und da jedes Gleichungs-

polynom in so viele Factoren zerfallt als der Grad der Gleichung

verlangt, da aus jedem Factor, indem man ihn = setzt, eine Wurzel,

beziehungsweise aus jeder Wurzel ein Factor ermittelt werden kann,

einem bekannten Satze findet zwischen den Coefficienten der Gleichung
und ihren Wurzeln der Zusammenhang statt, dass der Coefficient der

J

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annos 1734 et 1735. T. VII,

123 134.
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ersten, zweiten, dritten Potenz der Unbekaunten sich als negative

Summe der Wurzeln, als Summe der Wurzelproducte zu je zweien,

als negative Summe der Wurzelproducte zu je dreien
j

erweist.

Heissen die Wurzeln einer Gleichung a, b, c -,
ist a ihre Summe,

/3
die Summe ihrer Producte zu je zweien, y die Summe ihrer Pro-

ducte zu je dreien
,

ist ferner a -f & + c H = P
&amp;gt;

2 + & 2 +
C
2

_|
= Q }

a3
_|_

2
_|_ c

s
_j

= JR u. s. w., so ist nach einem

nicht weniger bekannten Satze P=K, Q = Pcc 2/3, .R =
#&amp;lt;*

P0 + 3y, S =EQp + Py d u. s. w. Im gegenwartigen

Falle ist i, /J
- 0, y-j^, ^ = 0-.-, ferner a = |,

&== __L^, c-^^- -. Demnach ist P =
^ , Q = p,

T?
l x

.c __ JL . - u . s. w. In diese allgemei*
&quot;p T71JV

-
,/ i-27/

8 1-2-3

nen Formeln setzt Euler y
=

1, wodurch Jl der kleinste arcsin 1= ^
= 2

wird wenn ^ die Lange des Quadranten bezeichnet. Die einzelnen

Wurzoln A, p - A, -p-A, 2p + A, --2p + A sind dann

q f qj 3g, 5g, 3^, 5^ -,
wo jeder Werth paarweise auftntt,

Somit wird 1-jd -~-l+ l-&quot;\+- )
und l^f^f-- 3

i I _ .
j J oder die Leibnizische Keihe ist gefunden. Die

5 i

Summe Q der Wurzelquadrate wird als -\ gleichfalls
=

1, ferner
J

E = -V, 5 = -
1

,
und die Sumrnen der 5ten

,
6ten

;
7
ten

Wurzelpotenzen

finden sich als T = ^ y
V == ~, W =&amp;gt; Man erhalt daher die

Gleichungen

P + P- + -)
neb9t P + i-

+ i + &quot;-
V&quot; ^

~ + - T - 82

96

1536

jj6

OAft &amp;gt;

wo p iiberall die Zahl bedeutet, die heute n heisst.

Aus diesen Reihen leitet Euler dann andere ab. Sei ^ -f ^
1

.

!
i ; A J- -

1
- 4- -1 4- -- -I = s, u. s. w. Er

&quot;i&quot;
* -T -*8&amp;gt;i4

F 2 * I 3* 4*



660 109. Kapitel.

.. ,
.

und s
a
= 1 1

4.
A + 1.

-|
---- = 1 . _ = |L&quot; . Aehnlicherweise

.

und

( _L l _L 1
\ 16 p 4 *

s*
~*

15 \F &quot;i&quot; 3^ &quot;r 5*
~

7
==

is 96
=

90
Euler zeig fc alsdann,

wie ausser dem besonderen Werthe y = 1 auch andere Werthe von

y eingefiihrt werden konnten, die wieder zu Reihensummirungen
fiihren.

Euler war der Erfinder dieser Reihensummen
*).

Er hat 1736
und 1737 Briefe fiber dieselben mit Johann Bernoulli gewechselt.
Als im Jahre 1742 Johann Bernoullis Werke in 4 Banden erschienen,
deren vierter wesentlich noch Ungedrucktes brachte, wurden vom
Verfasser selbst an dessen Spitze drei Aufsatze ttber Reihen gestellt,
deren dritter die Summirung der reciproken Quadratzahlen von der

Sinusreihe ausgehend vollzieht 2

), also ganz ahnlich wie Euler es ge-
macht hatte. Die einzige Erklarimg dieser auffallendeu Nachveroffent-

lichung kann darin gefunden werden, dass Bernoulli durch Euler nur
von dem Ergebnisse der Summirung Kenntniss erhalten haben diirfte.

Das geistige Zusammentreffen in der jedenfalls nicht ganz nahe

liegenden Herleitung bleibt immerhin erstaunlich.

Wir kehren zu Eulers Abhandlungen iiber Reihen zuriick, und
zwar zu seinen Bemerkungen iiber harmonische Reihen, De pro-

(jressionibus harmonicis observationes 3
). Die Reihe -

-] k
a a -4- b

c . . c .

ar+T6 &quot;T r
_j_(j_ 1yg

H eine harmonische, weil je drei

auf einander folgende Glieder derselben eine stetige harmonische Pro

portion bilden. Ihre Glieder nehmen fortwahrend ab. Trotzdem ist

die Summe der unendlichen harmonischen Reihe unendlich gross,
was mittels des Princips einleuchtet, dass, wenn eine unendliche Reihe
eine endliche Summe besitzen soil, die Summe von 2-i Gliedern sich

von der von * Gliedern nicht unterscheiden darf, d. h. in diesem Falle

muss die Summe der Glieder, um welche die weiter fortgesetzte
Reihe die kiirzere iibertrifft, unendlich klein sein; ist dieselbe dagegen
von endlicher Grosse, so kann die Summe der unendlichen Reihe nicht

endlich sein, sondern muss unendlich gross werden. Nun betrachte

man die (n l)i Glieder -
.-, -j-

-

-_T-rV 1 1

t

Das hat Enestrom in der Bibliotheca mathematica 1890 pag. 22 24

ausser alien Zweifel gestellt.
2
) Job. Bernoulli Opera IV, 2025. 3

) Com-
-ii Academiae Petropolitanne ad annum 1734 et 1735. T. VII, 150 161.
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Ihre S mme ist &amp;gt; o^% nd &amp;lt;, i h. bei sehr

grossem i, dem gegeniiber a wie 6 nicht in Betracht kommen, hegt

diese Summe zwischen ^^ und (~^; sie 1st somit von end-

licher Grosse, und die harmonische Reihe selbst unendlich gross.

Es 1st nicht zu verkennen, dass hier Jakob Bernoullis Divergenz-

beweis (S. 93) als Muster diente, aber ebensowenig, dass Eulers

Fassung des Beweises noch klarer war und das Wesen der Reihen-

divergenz noch mehr enthiillte. Nun setzt Euler weiter s als die

Summe der i ersten Glieder, d. h. - + ^l H-----\~ ^_^_i)&
= s -

Das nachste Glied ~- ist die Veranderung von s, welche der
a ~Y~ ^

Veranderung von i um 1 entspricht, und da bei sehr grossem i diese

Veranderungen als Differential zu betrachten sind, von welchen di

als constant gilt,
so ist .

=
jrpT5 , -/^= ^+|-log ( + )

Setzt man aber die Reihe bis zum Gliede
^: (

J_ 1)&
fort

&amp;gt;

so muss

als Summe C + |- log (a + nift) herauskomraen. Die uberschussigen

-- haben mithin die

Summe
[C+

*-
log (a + i&)] [C+ { log (a + i

6)]
=

|- log

welches bei sehr grossem * in
| log n iibergeht. Bei a= 6 == c= 1

ist also nahezu log w =
(^ -\- ^ + ^ + + ~

:j (j + 2 T 3

_|_
. . .

_j_
-\ . Die Gliederzahl der abzuziehenden Reihe ist nur der

wte Theil der Gliederzahl der anderen, d. h. man hat je n Glieder

der positiven und eines der negativen Reihe in eine Gruppe zu ver-

einigen. Man erhalt logw = (y -f~ ^ + + w
~~

T) + (jjqp i
+

-
1 J l

\ _L -l- ( -A- i -1
- - 4- 4-

H r---&quot; -n-li l -li2
1___ 1

\ Wenn auf diese Weise Reihen zur Logarithinenberechnung
ni /

hervorgebracht werden, so dienen umgekehrt Logarithmen zur Sum-

mirung der harmonischen Reihe. Aus der logarithmischen Reihe

J_ 4_ ________
, und setzt man fur x die aufeinanderfolgenden

2a;* 3o;
3 4 4

ganzen Zahlen von 1 bis *
;
so erhalt man
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-f

J
2~^

1

47*&quot;

Die Addition dieser Gleichungen fiihrt zu folgender Form el: -f-
-

1
r
1
4.

1
_u

1
_L H-L 1 ^ 1 l _L i n

a LT
&quot; ^ 27

- -

ij
+ ILT + To + si + -

T^J
----

Die zu log(*-f-l) noch additiv und subtractiv in Rechnung zu

bringendeu Ausdrucke sind convergent. Ihre angenaherte Auswerthung
liefert 0,577218, eine Zahl, welche man sich spater gewohnt hat die

Eulersche Constante zu nennen und sie durch C zu bezeichnen.

Dann ist also

Den Gedanken, das -f- I*
6 Glied einer Reihe als Unterschied

zwischen den Summen der i und der * -f- 1 An^ngsglieder zu be-

trachten, der dem Unterschiede 1 der Stellenzeiger entspricht, und

A B c D E F

somit den Differentialquotienten der Summe nach der Gliederzahl

darzustellen (S. 661), hat Euler auch in geometrische Form ge-

kleidet. In der Mefhodus universalis serierum convergentium summas

quam proxime inveniendi 1

) uimmt er (Fig. 103) auf einer Abscissen-

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 173G. T. VIII, 39.
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axe AQ lauter der Einheit gleiche Stucke AS= BC= CD = DE
EF= = P Q und errichtet in alien so bezeichneten Punkten

der Abscissenaxe Ordinaten Aa, Bbfl, Ccy, Pp, Qqg so, dass

in der angenommenen Langeneinheit gemessen Aa das erste Reihen-

glied einer gegebenen Reihe darstellt, Bb das zweite, Pp das

n l te

, Qq das wte
. Die Rechtecke Afi + By -f C8 -\ (- Pg

besitzen als Flacheninhalt die Summe der n 1 ersten Reihenglieder

und sind grosser als die von den Ordinaten Aa, Qq, der Abscisse

AQ und der Curve ab q eingeschlossene Flache, welche durch

ein bestimmtes Integral darzustellen in dem fruneren Aufsatze gelehrt

wurde. In einer zweiten Figur (Fig. 104) ist die Summe der Recht-

A B C D E F

ecke A(3 -j- By -\-Cd-\----\- PQ oder die Summe der n 1 ersten

Reihenglieder kl einer als die durch ein bestimmtes Integral dar-

gestellte Flache, welche von den Ordinaten Aa, QQ, der Abscisse

A Q und der Curve ccft Q einge-

schlossen ist. Letztere Curvenflache

ist also zwischen zwei Grenzen ein-

geschlossen, welche Newton (S. 200)
bereits gekannt hatte, und die Reihen-

summe zwischen zwei Integralen. Eine

dritte Figur endlich (Fig. 105) bringt

noch enger die Reihensumme ein-

schliessende Grenzen hervor als die

genannten Integrale, indem die dort

vernachlassigten gemischtlinigen Drei-

ecke insofern Beriicksichtigung finden
;

als man statt ihrer um weniges grossere oder kleinere gradlinige

Dreiecke in Rechnung bringt.
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Wir haben
(S. 667) gewisse Formeln auftreten sehen, in welchen

Differentialquotienten aufeinander folgender Ordnung die hervor-

ragendste Rolle spielten. Auf die Herleitung dieser Formel kam Euler
zuriick unter der Ueberschrift: Inventio summae cwjusque seriei ex

dato termino generali
1

*).
Die Bezeichnung ist eine andere als in dem

friiheren Aufsatze. Euler schreibt jetzt x statt n, X statt
t,
S statt s.

Er setzt ferner den Taylorschen Satz voraus, fflr welchen er dessen

Entdecker angibt, und der in der Form auftritt, eine Function y

von x nehme, wenn x in x -\- a ttbergehe, den Werth an y -f-
-

, a 8
d*y . a 3

d*y . . ... , ~ ..

&quot;&quot; I ~2 dx* T 1.2.3 3G? i

&quot;

&amp;gt;

eme unendllcne Reihe, an deren Be-

nutzbarkeit kein Zweifel laut wird. 1st beispielsweise y eine Function

von x, welche die Eigenschaffc besitzt, mit x zugleich zu verschwinden,
so lasse man a = x werden, weil alsdann x -}- a = x x

ist, und setze den neuen Werth von y als Null, d. h. man er-

L u A i
x dy x s

d*y . x 9 d a
y . , . ,= y + i Tx

-
IT2 rfJ + j-Ts d + beziehungsweise

x dy x* d*ii . x 8
d*y-

x Eme

gleich verschwindende Function ist naturgemass S oder die Summe
der #-gliedrigen Reihe A-}-B-}-C-{-----\-X. Bei^c 1 Gliedern

ist deren Summe S X der Werth, den S annimmt, wenn x in

x 1 iibergeht, d. h. wenn oben a 1, y = S gesetzt wird,

Oder man hat S- X = S - ? + ^- ?- r-f-,^ + -
tfa; 1-2 dx* 1-2-3 dx 8

Daraus folgt die erste der friiheren Formeln: X=~~-^-^dx 1-2 dx*

__ _ _
i~ 1-2 3 dx*

Soil eine Umkehrung der Reihe 2
)

in dem Sinne erfolgen, dass

S nach X und dessen Differentialquotienten entwickelt werde, so

nehme man a, /3, y y d, s als vorlaufig unbekannte constante

Coefficienten und setze ~ = aX + ft -f + y^ + d~ +
Cv* 6EtZ/ u . / / ,

8
~d^ H---- Fortgesetzte Differentiation gibt ^ = a~ + /3

*_? _L A^ _
&quot; * *

&quot;

y dx 3
&quot;da?

d X ,
.+ di*

- K
dx^ + &amp;gt;

wahrend Inte8ra
-

tion zu 8 = afxdx + pX + y~ + d^~ + &amp;lt; fuhrt. Die

DiiFerentialquotienten von S nach x setzt Euler alsdann in obige

) Cominenturii Academiae Petropolitamie ad annum 1736. T. VIII, 22.

*) Ebenda T. VIII, 1416.
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/ \ /t Y&quot;

erste Formel em und erhalt =
(1 a)X -f- \r~^ 0) ~J^

I f_ **. / __
\l-2-3 i-2~rr)dx i Vl-2-3.4 1-2 3 1

-
3 / dx3

Alle Einzelglieder dieser Entwicklung verschwinden, und die Ent-

wicklung selbst ist unabhangig von der Art des Zusammenhanges
zwischen X und x, wenn die Constanten a, /3, y, d so gewahlt

werden, dass = 1 * =^ ft
=^3 -

f
-
2 + y = r^8~4

-
JTTJ + ifi

~~ * ^ &quot; So erhalt man a==1
&amp;gt;
^^ y = v

-&quot;

,
d =

| + 9T &amp;gt;

Jeder folgende Coefficient hangt von

alien ihua vorhergehenden ab. Eine unabhangige Darstellung der

Coefficienten a, /3, y, d
,

halt Euler fiir unmoglich
x

), und nur

empirisch fortschreitend findet er a = 1
, /3
= --

, y = 1 , 2 .3.2 &amp;gt;

^ = 0, = . ~] --r
,
= u. s. w. In der Reihe fflr 8 fallen1**O 4*O*O

von d an die Coefficienten der Differentialquotienten von X nach x

von grader Differentialonsordnung weg, und man erhalt die friihere

.,
/&quot;

^ l rfX 1 ,l*X . 1 d*X .

zweite Formel: 8 =J Xdx + y + n^ &quot;

^o & + 30240 dd?
etc

Die bei der Integration hinzuzufiigende Constante muss der schon

erwahnten Nothwendigkeit, dass x = auch X == und S =
hervorbringe , Rechnung tragend gewahlt werden. Das hat natur-

gemass Schwierigkeiten, wenn X eine solche Function von x ist,

dass x im Nenner vorkornmt, wie bei der harmonischen Reihe mit

1 dX 1 d*X 2 d 3X 1-2-3A = , -. = --
9 , ,

* = g . --T- == ------
i u. s. w. Die

x dx x* dx* x 8 dx 3 x*

Summirung gestaltet sich hier mittels I Xdx I log x zuill l ill
T + Y + T + + = C + l0^^ + i

~
12&quot;^

+ iio?
-

-
8 -f- . Una nun C zu gewinnen, setzt Euler x = 10 und

findet naherungsweise seine Constante

= 0,577215664901*5329

auf 16 Decimalstellen, wahrend er sie frfiner (S. 662) nur auf

6 Decimalstellen berechnet hatte.

Andere Anwendungen der gleicheu Suminenforniel machte Euler

in einem wenig spateren Aufsatze: Methodus universalis series sum-

mandi ulterius promota*}.

l

) Ipsa autem series coefficientMm K, ft, y, S ita est comparata, ut vix

credam pro ea terminum yeneralem posse cxhiberi. *) Commentarii Acaclemiae

Petropolitanae ad annum 1736. T. VIII, 147 158.
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Reihen sell 1737.

Wir erinnern uns, dass Jakob Bernoulli (S. 94) im vollen

Bewusstsein des unendlichen Werthes der harmonischen Reihe gleich-
wohl in unbefangenster Weise mit derselben rechnend zu gewissen

Summenbildungen gelangte. Auch Goldbach (S. 642) rechnete mit

unendlichen Reihen von mindestens zweifelhafter Berechtigung, und

eiu Ergebniss theilte er Euler mit, der davon mit der Beraerkung,
es rahre von Goldbach her, in der Abhandlung Variae obserwtiones

circa series infinites
1

) Gebrauch machte. Sei x die Summe der un

endlichen haruaoiiischen Reihe oder x = , -4- - 4- - 4- I- 4- .234 5

Man weiss, dass - - = - -

-}- -}- -y -|- und setzt man der Reihe
C* L u ft

nach a 2, a 3, a = 5
?
a 6, so erhalt man

1 = 1 4- -

1
- 4- -

1
4- -

1 2 4 8

1 = I 4- -

1
- 4- -

1
- 4- .

2 8 &amp;lt;J 27

1 = ._ 4- A 4- -L 4- . . .

4 5 r 25 125

1 ---4- 4---4-
5 G 36 216

Zieht man diese Reihen von x ab, so bleibt x
( \- r -j -j )
\1 2 4 o/

= 1
4&quot;

^
4~ + -|- Offenbar lassen weitere Reihen fiir

ill
6 &amp;gt; 9 io ?

S C^ ^ ^en
7

^n denen lauter von einander verschiedene

Glieder T &amp;gt;

&quot;

t
* m it r &amp;gt; 1 vorkommen. Zieht man auch

7 10 11

diese Reihen wieder von x (-. 4- --- 4- - 4- -

} ab, so erschopfen
\1 4 5/

sich schliesslich alle Glieder der harmonischen Reihe mit Ausnahme der 1

und man behalt x - -

(
--

-\-
-

H~ ,+ - + g + n + ;, + )
^ 1

?

beziehungsweise
1- 1

f
1

i_
1

i

1
i

1
_i_

1
i

Nun war
i 1,1 i i i i

,X -
I
+ 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7-

+

*) Commcnt-ani Acau-emiue Pdropoittanac ad annum 1739. T. IX, 160 188.
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und zieht man die obere Reihe von der unteren ab, so bleibt Gold-

bachs Reihe

1 -- 1
4-

1 l
4--

1
4-

l
4-

l JL.~
3 7 8 15 T 24 26

deren Definition darin besteht, dass die Nenner der sie bildenden

Stammbriiche um 1 verruehrt sammtliche Potenzzahlen liefern, die

in der naturlichen Zahlenreihe rorkonimen.

Euler setzte ein ahnliches Verfahren fort, mittels dessen er die

eben gefundene Reihe von der Suinme 1 in zwei andere zerspaltete,

deren eine nur mit ungraden Nemiern behaftete Briiche enthielt, die

zweite nur Briiche graden Neuners. Er fand

*
_i_ 1 4. 1 _i_ 1 4. 1 4. _L j---- = 1 w 2.

8 ^ 24 20 48 80 120
~

In einem weiteren Satze ging Euler von der Leibnizisehen Reilie

1 _|_
.--- _- .

-j_
. . . =

-^ aus, und dieses dume die erste Stelle
%5 O I 4:

sein 1
),

an welcher Euler sich des Buchstabens it fiir die Zahl

5,1415926 bediente. Wir wissen, dass sieh William Jones

1706 mit eben dieser Bezeichnung versuchte (S. 306), aber ohue

Nachabmung blieb. Eulers Beispiel schlug durch. und bald nahni

ein Schriftsteller nach dem anderen das st an. Noch eine andere

bald allgemein gewordene Bezeichnung schreibt sich von dem in

Rede stehenden Aufsatze her, in welchem die erste ims bekannte

offentliche Benutzung des Buchstabens e fiir die Basis des natur

lichen Logarithmensystems sich findet 2

), wahrend Euler allerdings

in der gleichen Bedeatung schon in einem Briefe an Goldbaeii vom

25. November 1731 benutzt hatte 3
).

Euler blieb bei Reihensummirungen nicht stehen, sondern be-

schaftigte sich auch mit der Anwendimg unendlicher Factoren-

folgen
4
).

Sei die unendlich grosse Sumine der harmonischen Reihe 6
)

wiedev durch x bezeichnet. Von x -- -.- -f- ., -j-
-- + -. -f- zieht

1 A O 4c

Euler -y
=

-j- . -}- -.r + y + ab und behalt ==
2 , X ; W n D %S fc*.L*&amp;gt;-J

-j- -- -\-
-

,
eine Reihe, in welcher Stammbriiche geradeti tenners

:

) Commentarn Acadetniae Petropolitanae ad annum 1739, T. IX, 165.

*) Ebenda T. IX, 187: posito e pro numero cujus logarithmus h-yperhoUcm cKt 1.

3
) Corresp. math. (Fuss) I, 58. *) Commenturii Academiae 1 tcropolitanae ad

annum IIS-J. T. IX, 172 sqq.
c
) est-fjue adeo infinitum.
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fehlen. Aus ihr folgt
- - x = -

-j-
9&quot;

~h ^;

-f- 2 i
+

man diese Reihe neuerdings ab, so erhalt man (1 )
x -^ x

i \ A) 2 o

= -j- -f-
-

-j- |- -|- . In den Nennern dieser Reihe fehlen

alle durch 2 oder durch 3 theilbaren Zahlen. Man sieht, dass in

1 2 /
t

i\ 124 1111
2 3 I

1 &quot;

ft)*
==

2 3 6
* &quot;

T + 7 + 11 + IS + &quot; dl6 Nenn6r

der noch vorhandenen Stainmbruche durch 2, 3, 5 untheilbar sein

werden, und dass ein ahnliches Verfahren sich dazu eignet, auch die

Briiche aus der irnmer weniger Glieder enthaltenden Reihe zu ent-

fernen, deren Nenner durch die folgenden Primzahlen 7, 11, 13

theilbar sind. Endlich erscheint -
-_-

--
&quot;

x 1. be-
t ) &amp;gt; 7 11 lo

., . 1111 2357 11 13

ziehungsweise x = - - + , + ^ + T -f
- =

r j
r 4

-

6 10; ^ -,

wo die unendliche Factorenfolge aus lauter Bruchen -

^ gebildet

ist und p alle auf einander folgenden Primzahlen bedeutet. Die har-

monische Reihe nahert sich aber, wie Euler in der fruheren Ab-

handlung iiber dieselbe (S. 662) gezeigt hatte, bei i Gliedern dem

Werthe log (i -f- 1) und bei i = oo dem Werthe log oo, der, wiewohl

unendlich gross, doch kleiner als jede Potenz des Uneiidlichgrossen

ist,
und eben diesen Werth muss man der angegebenen Factorenfolge

zuschreiben x

).

In dem gleichen Bande der Petersburger akademischen Ver-

offeutlichungen findet sich eine theoretisch nicht gar bedeutende Zu-

sainmenstellung verschiedener Reihen, welche zur Berechnung von

it Anweudung gefunden haben 2

).
Euler zieht die Methode der An-

uaherung durch unendliche Reihen alien anderen vor, wenn die zu

benutzenden Reiheu zwei Eigenschaften besitzen, die erste rascher

Convergenz, so dass nicht viele Glieder in Rechnung gezogen zu

werden brauchen, die zweite einfachen Baues der Glieder, so dass

deren Einzelberechnung keine iibermassige Miihe verursacht. Die

Leibnizische Reihe = 1 -
-_)_... befriedige z. B. in

4 o O i

der zweiten, aber nicht in der ersten Beziehung, denn man miisse

10 Glieder in Rechnung ziohen, um n auf 100 Decimalstellen genau

zu erhalten. Unter den vortheilhafter zu gebrauchenden Reihen sind

einige, deren Herleitung auf dem Gedanken beruht, dessen Machin

*) Comtiicniafii Acadeiniac Pcfropolittonu: ad annum 1737. T. IX. 174: Erit

istius expressionis valor logtso, quod inftnitum inter omnes infiniti potentates

est minimum. 2

;
Ebenda T. IX, 222 238.
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(S. 364) sich bediente. Buler nennt aber diesen seinen Vorganger

nicht, wiewohl er dessen Zerlegung -=4arctg arctg -^- aus-
* O *.&amp;gt;.*

driicklich als eine der bequernsten anpreist. Als eine andere vor-

theilhafte Zerlegung wird
| 4 arctg

-
arctg -j- arctg

-- vor-

geschlagen. Wir erwahnen auch Eulers Zerlegung j
= 2 arctg

--

-j- arctg ,
weil sie mehrfach in Lehrbiicher der Analysis Eingang

gefunden hat.

Wir schliessen einige Bemerkungen fiber Dinge an, welche weder

nach dem Orte noch nach der Zeit ihrer Entstehung hier vollberecb-

tigt erscheinen, welche aber bekannt zu werden verdienen, und welche

wir anderwarts nicht unterzubringen wissen. Um die Mitte des

XVII. Jahrhunderts bereits bildete sich in Japan eine mathematische

Schule unter dem Einflusse (so glauben japanische Gelehrte) *)
der

damals vollzogenen Einfiihrung chinesischer Arithmetik, aber ohne

unniittelbare Fiihlung mit europaischer Wissenschaft. An der Spitze

dieser Schule stand Seki 2

) (f 1708). Ein handschriftlich gebliebenes
Werk Hoen Sankyo von Matsunga gehort etwa dem Jahre 1739 an 3

).

Yamaji verfasste urn 1765 em gleichfalls handschriftlich erhaltenes

Werk Ken Kon no Maki, in welchem Erfindungeii von Seki mit-

getheilt werden 4
).

Ein Schiller des Yarnaji hiess Naomaru Ajima
6
).

Er fiihrte Coordinaten in die japanische Mathematik em, und unser

Gewahrsmann lasst es dahingestellt, ob man dabei an eine selbstandige

Nacherfindung oder an fremde Lehren zu denken habe. Enzo Wad a 6

)

mit seinem als Handschrift aufbewahrten Werke Enri Shinko fiihrt

bis zum Jahre 1800 herab, und Hasegawas Kyuseki Tsuko ist gar
1844 gedruckt

7

).
In den allerletzten Jahren hat T. Endo eine Ge-

schichte der japanischen Mathematik in japanischer Sprache vollendet,

welche er die Griite hatte uns 1898 gedruckt zuzusenden. Leider

blieb das Buch, wie leicht begreiflich, fiir uns vollkommen unver-

standlich. Ob es, falls es in eine europaische Sprache iibersetzt wird,

eine genaue Bestimrnung der Entstehungszeit der einzelnen Formeln

ermoglichen kann, wissen wir nicht, unser bisheriger Berichterstatter

*) Briefliche Mittheilung von Prof. D. Kikuchi in Tokio voni 9. Januar

1896. H. Fujisawa aus Tokio hielt auf dem Mathematikencongress zu Paris

(August 1900) in englischer Sprache einen Vortrag uber die Mathematik der

alten japanischen Schule. 2

)
D. Kikuchi in der in Tokio erscheinenden Zeit-

schrift Tokio Sugaku Butsurigaku Kwai Kiji. Vol. VII, pag. 107. 3
) Ebenda

pag. 53.
4

) Ebenda pag. 107. 6
) Ebenda pag. 114. 6

) Ebenda pag. 47.
7
) Ebenda pag. 47.

CANTOR, (ieachiohte det Mathematik. III. 3. 2. Aufl. 44
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halt eine solche Bestimmung fiir mindestens sehr sehwierig, weil alles

in tiefstes Geheimniss gehiilJt und uur . den wenigen Eingeweihten

zuganglich war. Wir miisseu dieser Sehilderung nach fast an eine

urn 2000 Jahre verspatete Naehahruung
der Pythagoraisehen Schule denken.

Die spaten Verofientlichungen be-

cf? A \ ziehen sich auf Reihenentwicklungen fiir

;r und fiir jr
2

. Sei (Fig. 106) arc AC
= *

arc AB, CG = EH = d, CD = *

EF= s
x

. Man hat AF* = EF FH
$! (d i\). Andererseits AF2 ==

Pig. J06. sdCD DG} = ~CD-CG=*-^ Mit-

hia ist s
t

2
s

t
d -j-

-- sd = 0. Nun fand Seki, welchem diese Ent-

wicklung zugeschrieben wird
;

eine Reihendarstellung fiir s
t

aus der

angegebenen Gleichung:

- 1 L 1
s

_i_ 1 1
8

_4_ JL I
4

_j_
&6

6
l 4

S &quot; ~
16 rf

&quot;T&quot; 32 rf* 266 rf
5 &quot;T 512 c/

4

21

2048

Eine Herleitung dieser Reihe ist vorlaufig nicht rnitgetheilt. Man

(S

\ ^
*? 1 *v

~l) rf

=== ---
4 5 schreibt,

dann =.-
;,1/1

-
^ . die Quadratwurzel

&quot;j/1

- -

^-
nach dem

(

s \ 2

1 j ) =1
- (4\ ---- und nach Einsetzung dieses Werthes die gauze Gleichung
16 \d J

mit d vervielfacht. Sollte Sekis Verfahren wirklich so gewesen sein,

so iniisste man entweder seinen mathematischen Geist aufs Hochste

bewundern oder seine Uuabhangigkeit anzweifeln. In der fiir s
t

1 s

gleichviel wie gefundenen Reihe ist das Anfangsglied
-- s = ^ mit

dem Namen der Urzahl, original number^ belegt; die nachfolgenden

Glieder heissen l
te

,
2te

,
3te Differenz und werden durch Re-

cursionsformeln aus einander erhalten. Nennt man die Urzahl auch

nullte Differenz (was der Japaner nicht thut), so entsteht allgemein
e

die k _|_ i*e Differenz aus der &te; durch Multiplication mit ^ und

mit einern Zahlenfactor

f*
==

von der Art, dass /i
=

4 , /2
=

2 &amp;gt;

&quot;, /T
=

IS Allgemein ist ft+l
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wird nachher ersichtlich.

Wie die Gleichung s
x

2
s
1
rf + --s&amp;lt;?

= die Beziehung der

Sagitta des halben Bogens zu der des ganzen Bogens ausdriickt, so

muss, wenn s
2 ,

s3 ,
s4 die Sagitta des viertel, achtel, sechzehntel

Bogens bezeichnen soil, eine Reihe von Gleichungen stattfinden,

deren erste heisst $
2
2

s^d -{- . s
l
d = oder .s

2
2

d,s2 -j-

- - Alls lhr fiudet sich

o o

Reihe fiir S2 ,
die wieder mit einer Urzahl -- == ^ beginnt und sich

durch Differenzen fortsetzt, welche abermals durch wiederkehrende

Vervielfachung mit , und mit Zahlenfactoren entstehen, welche der
a

, 5 21 143 17 133 575 261
Reihe nach -, -, , -, ^, ,

heissen.

AIT j. -t. J / I ite V
Allgemem ist jetzt der k + l te 1 actor

Qanz allgemein zeigt sich, dass, wenn der urspriingliche Bogen in

n gleiche Theile getheilt ist und die Sagitta zu einem Bogen-
theile gesucht wird, diese sich durch eine Reihe berechnet, welche

mit einer Urzahl 2 beginnt und durch Differenzen sich fortsetzt

mittels Multiplication mit -^ und mit Zahlenfactoren von der Form

2 m ~ __
(mn l)(wn-|-l) n*

-L

&amp;lt;p
m =; =

^ 8 i

. welcher bei n oo in
* -3/wn--~ mn -- n

2m*

/ . w\ .

\mn-\-~\ (mn -f- n)

Zu jeder Sagitta geh6rt eine Sehne oder Chorda, zu sr die cr ,

wobei, wie oben, AF2 = ~ CD CG oder AC*=CD-CG war,4

allgemein cr _|_i =ysr d sein muss. Sei nun der urspriingliche Bogen
die halbe Kreisperipherie, cr_f-i die Sehne zu dem Bogen, der 2r+1 mal

genommen den Halbkreis liefert, so ist 2 + 1
cr+ 1

= 2 2r
|/srd ein

Naherungswerth fiir den Halbkreis -, beziehungsweise 4 22rsr c? ein

Naherungswerth fiir dessen Quadrat - Nun sei 2r n und fiir

sr entsteht eine mit - als Urzahl beginnende Reihe. Diese Reihe

muss mit 4 22r - d vervielfacht werden, um zu liefern, oder mit
4

n*d*
anderen Worten : ist die Summe einer Reihe, in welcher die

4
44*
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Factoren, welche die einzelnen Differenzen hervorbringen, wie oben

2(mn 1) (wn + l)

So entsteht

Beim Halbkreise, von welchern hier ausgegangen wird, ist s= -,

also 4&amp;lt;ls
= 2f, .J

_
| und 5 = 2(

?[l + 1 .

f
. I + .

|*
. I

12-4-61 &quot;1

4 a~6~7 8 beziehungsweise

^ == i 4_i L jTJ ^4-
J

J - 3
-I

8 2 3 3 3 5 4 3 5 7
n

Diese ganze Folge von Sehliissen soil, wie gesagt, der Hauptsache
nach bis auf Seki zuriickfiihren, bis zu der Zeit, in welcher Newton
den binomischen Lehrsatz zuerst auf die Ausziehung von Quadrat-

wurzeln anwandte. Sekis Nachfolger gaben alsdann Reihen fur

Bruchtheile von jt selbst, die, ihrer Herleitung nach gleichfalls geo-

metrisch, wieder so aufgefasst werden, dass sie mit einer Urzahl

beginnen, aus welcher die Differenzen durch fortgesetzte Verviel-

fachung mit einem Gesetze gehorchenden Factoren gebildet werden.

So soil z. B.

n -. 1 1 1 6
|

4
= ~

2 &quot;3 6-^8 7 16
~~

y 128 T
eine japanische Reihe sein.

Gehen wir nach dieser Einschaltung zu Eulers niichster Ab-

handlung Consideratio progressionis cujusdam ad circuli quadraturam
inveniendam idoneae 1

^ fiber, so linden wir hier die erste Andeutung
einer spater als sehr merkwiirdig erkannten Reihenart, namlich der

halbconvergenten Reihen. Da I
_. ,

==
arctg^, so meint Euler,

/ &quot;T&quot;

*

o

man konne das Integral in eine Summe zahlreicher sehr kleiner

Glieder umwandeln, indem man dt = -- und t der Reihe nach mit
n

den Werthen , , versehen in Rechnung ziehe, ein Ge-
n n n

danke, dem wir schon bei Kepler (Bd. II, S. 830) begegnet sind, der

ihn zum Nachweis der Richtigkeit der Gleichung /sin ydtp= 1 cos tp

o

l

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1739. T. XI, 116 127.
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beuutzte. Euler setzt also arctg t ~ .

-

t
.

, -j ITTTJ ~f~ ~rx~o*i

-f- -j j-q; jTj ,
eine annahernde Gleichung, die um so richtiger

ist, je grosser n gewahlt wird, immer aber an einem wenn auch ge-

ringen Ueberschuss von arctg t iiber die Summe der rechtsstehenden

Reihe leidet. Die genaue Summe nennt er 5 und entwickelt die

einzelnen Reihenglieder durch Division selbst wieder in unendliche

I j *i W p v lit v i tit
T&amp;gt; 6 V i

Kemen :
s , s

=
j -| j 7-r I-

&amp;gt; \ A
f
*
= r ~r

&quot;

r nr T &quot;

n^T &quot;9e

===
^

~ &quot;

~iF~ T ^
5 n 7

&quot;

&amp;gt; w 8
4-w*&amp;lt;

2

= ------
, H----.- --. h Man fasse die Glieder der neuen

n n s w6 w 7

Reihen, welche gleiche Potenzen von enthalten, zusammen, so ent-

steht S = [l+2 +3 +--- + w]-[
t
&

-j 5 [I
3
-f- 2s

-)- 3 s
-|
-----

(- w
3

] -}- Jede der in eckigen Klammern
W

stehenden w-gliedrigen Reihen hat Jakob Bernoulli (S. 344) in

eine Summe vereinigen gelehrt, und wenn Euler sich auch nicht

ausdriicklich auf ihn beruft, so benutzt er doch Bernoullis Formetn,
iiber welche er in einer Beziehung hinausgeht. Wahrend Bernoulli

sich an den fiinf ersten Bernoullischen Zahlen geniigen liess, benutzt

Euler noch sieben weitere, im Ganzen also zwolf Bernoullische Zahlen.

Der Anfang der Darstellung von s heisst also jetzt: s = -

t
a rn 3

j_ w *

j_ w l j_ *
8

f&quot;^

8

_i_ *^ i_ ^ n
~] j. r*

3

_i_
*
3

^ LT &quot;r Y + ?J &quot;^ ^ Ll&quot;

&quot;*&quot; T &quot; &quot; T &quot;~

3oJ
~ ~

LI &quot;T&quot;27t

Eine Umordnung der

Glieder, so dass diejenigen zusammengefasst werden, welche gleich-

hohe Potenzen von n im Nenner besitzen, fuhrt zu s = fy
- -

-f-

4(7 - - 5(S 14(5 - 30 *

42 2& 132 ^ _|_
. . .

j
u s w j)as CresetZ) welches die in der letzten

t
m

Anordnung mit ^ vervielfachte in Klammern eingeschlossene Reihe
Nn

befolgt, wird ohne weitere Begriindung angegeben. Es lasst diese Reihe

in der Gestalt t -^ 1^- 2) f + (^+i)(m+2)(m+ 3)(m+4) f _
2-3 2 3 4 5

erscheinen. Aber ihre fiir jeden positiven Werth von m unendliche

Gestalt behagt Euler nicht, und er nimmt eine geradezu verbliiffende

Umformung mit ihr vor.
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TT i. -L a . , . m(m -\- 1) (m -f- 2) ,

Heisst mre Summe v, so wird mv = mt-* -
^

- r -j-

m(m -f 1) (m+ 2) (m -f 3) (i -f 4) 5 __ _^
(l (/&quot;!)-

&quot;

(l -f f |/~ !)-&quot;&amp;gt;

1.2.8-4 2J/-1
eine Gleichung, welche unter der Voraussetzung, man durfe die

( m)
te Potenz ohne Weiteres nach her binomischen Formel ent-

wickeln, sich als richtig ervveist.

(i
_ t K^T)-

m -
(i + *v- 1)~

wi
i

Nun ist weiter = - x
----

, nd
2 (i + ^TY- i

unter abermaliger Anwendung des binomischen Satzes auf die

im Zahler vorkommeriden Fotenzgrossen entsteht mv = ~ --- x
(i + t*)

m

;;;;;
(&quot;*-^f _ . .

;j
y
d . h . ist

jetzt durch eine Reihe gegeben, welche von selbst abbricht, so oft

m eine ganze positive ZahJ ist. Diese Ilmformung liefert ais End-

t* f_ / t* . t* f \
~
V

&quot; &quot;

a
&quot; &quot;

6
&quot;

Y
&quot; &quot;

7

4-30w 4
Die Annahme i = l also

arctg 1 = --

,
liefert endlich die Formel n -^TT -| 077 H~ : * i

&quot;

a

+ . , _|_ _ _i. _ . _ _L_ ... welche um
n*4-n* 6 Iw 1 42 2 3

- 3 9 66 2 4 -5,1
l

&amp;gt;

so inehr conyergire, je grosser n gewahlt werde 1

).

Unmittelbar an diese Aeusserung anschliessend beginnt Euler

einen neuen Paragraphen seiner Abhandlung mit den Worten: Wenn
auch diese Reihe um so mehr zu convergireu scheint, je grosser n

ist, so convergirt sie doch stets nur bis zu einem gewissen Gliede,

und nach diesem wachsen die Glieder wieder; deshalb taugt es nicht,

die Reihe bis dahin anzuwenden, wo die Glieder zu divergiren be-

giunen, sondern es wird niitzlich sein, das Verfahren da einzustellen,

wo die grosste Convergenz beobachtet wird. 1st namlich von den

Briichen
, , , ,

~-
&amp;gt;

derjenige, dem der Stelleuzeiger v

zukoinrnt, == X und der nachstfolgende
= Y, so ist fortwahrend

Y , (v l)(2v 3)

X *&amp;gt;

~

a~i
un(^ &quot;ei Ins Linendliche wachsendem v wird

V t

^ = j
Daraus erkennt man, dass die Reihenglieder in bestandig

J

) Commentarii Academiue Petropolitcinae ad annum 1739. T. XI, 121:

quac series eo magis convergit &amp;lt;/o magis numems pro n accipiatur.
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hoherem Masse wachsen so dass keine noch so sehr convergirende

geometrische Progression, mit ihnen in Verbiridung gebracht, sie zum

Convergiren bringen kann.

Euler hat also eingesehen, dass die Bernoullischen Zahlen

schneller als in geometrischem Verhaltnisse wachsen, und

dass vermoge dieser Eigenschaft die am Anfang convergente
Reihe spater der Divergenz verfallt. Er hilft sich dann bei

der Anwendung dieser Reihen, indem er die neuerdings anwachsenden

Glieder durch ein Restglied ersetzt, von welchem er nicht erlautert.,

wie er dazu gelangt ist, wenn man auch unschwer errathen kann,

dass er sich dazu der Pormel 1 -4-4 -f- (^4^4)
&quot;

~~Ti7*

bediente, ohne die Divergenz der hier auftretenden geometrischen

Reihe bei 4ft
2

&amp;gt;
3t

4w4 in Erwagung zu ziehen. Und doch sagt Euler

nur wenige Seiten spater
1

),
man konne bei Anwe?idung divergenter

Reihen nicht vorsichtig genug verfahren, wahrend es ihm abermals

nur eine Seite spater nicht darauf ankomint, den Satz auszusprechen
2

),

dass alle geometrischen Progressionen nach vorwarts und ruckwarts

ins Unendliche fortgesetzt die Summe haben. Da namlich

- = n -f- w
2

-f- n
z

-j- und 377 =l-j~ H * ~}~ &amp;gt;

so

n n v i

*
i

1
i 1 i i 2

musse wegen 1

= U aucn -(-
~
8 ~r ~r *

i

^ ~r n

_j-
. . . = sein. Wir erinnern uns, dass Stirling (S. 650) die-

selbe beiderseits ins Unendliche sich erstreckende Reihe mit ihren

bei n = 1 unendlich grossem Werthe ins Auge gefasst hatte. Es

kann wohl sein, dass Euler dort die Anregung faud, auf das eigen-

thiimliche Gebilde zu achten. Jedenfalls aber wird es unseren Lesern

durch die erwahnten Widerspriiche deutlicher als bisher hervorge-

treten sein, in welcher Unklarheit sich Euler damals fiber die Be-

griffe von Reihenconvergenz und Divergenz befand.

Euler hatte im VII. Bande der Petersburger Commentarien die

Summe reciproker Potenzen der in der Zahlenreihe auf einander

folgenden Zahlen untersucht und mittels der in unendlich viele

Pactoren zerlegten Sinusreihe gefuuden (S. 658). Er hatte irn

VIII. Bande derselben Sammlung seine Surnmenformel abgeleitet, ohne

in den in ihr auftretenden Coefficienfcen ein Gesetz erkennen zu

konnen (S. 665). E.uler hat sich niemals mit einena negativen Er-

gebnisse zufrieden gegeben. Im XII. Bande kehrte er mit den Be-

l

)
Commentarii Academiae Petropolitonac ad annum 1739. T. XI, 125:

Ex his satis perspicitur, quam cunic. circa summationem serierum divergentiuin

versari oportet. *)
Ebenda T. XI, 126127, -20.
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trachtungen fiber einige Reihen, De seriebus quibusdam considerationes 1

},

zu den gleichen Fragen zuriick. 1st s ein Kreisbogen und y = sin s

. 2 . 3 4 6 ,&, die

Wurzeln der aus der Sinusreihe gebildeten Gleichung 0=1 -
-f-

8
s

S*
^

i .2.3y i . 2-8-4. 6y
~^~

&amp;gt;

scnreikt man K far die Sumine dieser

Wurzeln, ft, &amp;lt;y,

S fur die Summe ihrer Producte zu zweien,

dreien, vierten
,
setzt man dann, ungleich der friiheren Bezeichnung,

a + & + c + rf+...=.4, a*+W+c*+d*+--- = B, a3
-j-6

3
-f

c
3
-f ds

-\
---- = C u. s. w., so erhiilt man A = a, B = &amp;lt;xA 2/3,

C=ccB fiA + 2y u. s. w.
; Ergebnisse, welche von den frtiheren nur

in Bezug auf die grossen Buchstaben abweichen. Nun tritt aber neu

hinzu, dass eben diese grossen Buchstaben als Coefficienten einer

recurrenten Reihe erkannt- werden, indem JZJ
1 o

= A -\- Bz -{- Cz* -{- ist, wie einfache Division bestatigt. Euler

geht dann noch einen wichtigen Schritt weiter. Er setzt den Nenner
des hier benutzten Bruches 1 ae -f- /3^

2

yz* -\-
. . . = Z so wird

der Zahler sofort = - - und demnach A + Bs -f Czz
-f-

~
~Z 5J Ausser durch Z lasst sich aber 1 KZ -}- fig* y^

8

_|

auch noch durch 1 - - - sin e bezeichnen, wie aus der geschilderten

Entstehung der u, /3, y hervorgeht. Ist demnach Z= 1 - sin
y

und y dabei constant, so wird ~ = - cos e und - --

j

dz y Z dz
cos z

y COS*

i
=
^~n z &amp;gt;

mitnm getunden A -f- Bz -f- C^ 4- ...
1 sin z

y
COS Z

=
y sin7

Wir bemerken dabei, dass Euler statt sin e und cos

die Schreibweise sin^.* und cos A e, d. h. sinus arcus z, cosinus
arcus z hat, und dass der Abkurzungsbuchstabe A, abgesehen davon,
dass ihm ein Piinktchen

folgt, genau so aussieht, wie der Coefficient A,
wodurch man sich beim Lesen der Abhandlung nicht irre machen

lassen darf. Wird y= 1, also das friihere s= | angenommen, so

entsteht A + Be + Cz* + . . . = -^1_ und kann man __08f_
sin z i gm z

in eine nach Potenzen von z fortschreitende Reihe entwickeln, so
sind dainit die Coefficienten A, B, C gegeben, denn eine zweite

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1740. T. XII, 5396.
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Reihe P -j- Qz -f- Rz* -f-
* *

&amp;gt;

welche aus dernselben geschlossenen

Ausdruck sich herleitete, ohne dass P J., Q B, R = C

ware, ist unmoglich
1

).

Beilaufig bemerkt, diirfte dieses die erste Stelle sein, an welcher

der der Methode der unbestimmten Coefficienten zu Grande liegende

Gedanke deutlich ausgeprochen ist,
so vielfach die Methode auch seit

ihrer Erfindung durch Descartes (Bd. II, S. 749) Anwendung ge-

funden hatte.

Jene gewiinschte Reihe verschafft sich Euler so. Es ist

cos 2 sin (Y 4~ g
)

^ sin (~
-f&quot;

~\ cos (~ -\- ~\
,

ferner 1 sin z

fit . \ . in , z\* - /it . s\* , lit
,

2\*= 1 -f cos
(- -f

*)
= sin

(T + 2)
+ cos

(T + j
-f cos

(? + --)

/K i ^\
S

o /** i *\* i
C08J? /** i \- sm

(? + )
== 2 cos

(T -f
)

,
also p^^ = tang

(T + Y)

und dieser Ausdruck muss der Reihe A -f- B0 + C1

^2 + ent-

sprechen, welche Euler jetzt durch s bezeichnet, wofiir wir lieber tf

schreiben, um jede Verwechslung mit dem fruheren s zu vermeiden.

Aus tang (
~

-f~ |-J
= a folgt aber T 4~

~f

~ arc% ^
&amp;gt;

un&amp;lt;^ durch

rfc

Differentiation nach z erhalt man - ^F= - ~
2 ,

1 -}- (?
2 == 2 ^- ,

*- 1
*-J

ff W*

----
)
2 = 2 (B + 20* + 3D*2

H----)
= 2J5

-{- 4C# -f- 6D.22 + Nun eudlich findet Euler durch Ausfiihrung

der links vom Gleichheitszeichen geforderten Quadririmg, und durch

Gleichsetzung der auf beiden Seiten auftretenden zk enthaltenden

Glieder unter Beriicksichtigung des schon bekannten Werthes A = 1

die zwischen A, B, C stattfindenden Beziehungen A = 1,

-n A* + 1 ^ 2AB ~ 2AC+B*
B=*f-, C--J-, ^&amp;gt;

=-F u s - w&amp;lt;

Wir konnen unmoglich iiber alle weitere Entwicklungen berich-

ten. Wir miissen uns begnugen, aus dem Zusammenhange heraus-

gerissen, zu sagen, dass im 16 von trigonometrischen Functionen

mit imaginaren Argumente und ihnen gleichen Exponentialausdriicken

mit rellen Exponenten die Rede ist
2
), dass z. B. , ._x

== -=^-
sin(ay l) e

aa
1

erkannt ist,
wenn auch die Bezeichnung weniger einfach gewahlt ist.

Wir erwahnen ferner, dass die Summen der reciproken Potenzen der

ganzen Zahlen mit graden Exponenten bis zur Suinme der reciproken

24ten Potenzen ausgerechnet sind 8
), und zwar jeweils in der Form

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1740. T. XII, 61.

8
) Ebenda T. XII, 6566. 8

) Ebenda T. XII, 7374.
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-
^2 * wo aber auch

wieder insofern etwas anderer Bezeichnung sich bedient, als er da
wo wir durch Anwendung des Stellenzeigers k verallgemeinerten, die

besonderen Zahlenwerthe ansehreibt, auch wo es um die Ask sich

8 findet man also bei Eulerhandelt. Statt A
2 , A^ A

i 3

6 fo
^*e aMneme ine Summenformel endlich erhalt durch An-

wendung dieser Zahlen eine etwas andere Gestalt l
) : S

A,1^1 4|_ lx _ A
4 d *x

It

~

I- 2 3 da 1 2 5 rfrc
8

&quot;_
i .5 -7

&quot;

Die Zeitfolge fuiirt uns zu einem ganz hervorragenden urafang-
reichen Werke, welches 1742 in Edinburgh die Presse yerliess, zu
dem Treatise of fluxions von Maclaurin. Wir werden im 112. und
im 118. Kapitel uber dasselbe zu berichten haben, zunachst besprechen
wir nur die Stellen, welche fur die fteihenlehre von Wichfcigkeit sind.

Dazu gehort mittelbar der Satz 2

), dass die auf ein rechtwinkliges

unter derCoordinatensystem bexogene Curve y = ^L..^~ S -.
axn + bxn~ l

-f--
.*

Voraussetzung n&amp;gt;m die Abscissenaxe zur Asymptote habe, dass

aber der Flacheninhalt zwischen einer Anfangsordinate, der Curve
und der Abscissenaxe nur dann ein endlicher sei, wenn n&amp;gt;m -f 1,

Hagegen oin nnendlich grosser, wenn &amp;lt;w-f-l. Auf ihn beruft
sic}) uiimlich Maclaurin 3

),
wo er die Summirung einer Beihe zur Aus-

messung eiues Fllichenraums von der genannten Gestalt in Beziehung
setzt. Scien (Fig. 107

j die Abscissenstitcke AB = BC = CH= HI

) Commentarii Academine PetrnpoUtanac fid annum 1740. T. XII, 7476.
*) Maclaurin, Treatise of fluxions pag. 272 278, 327. 3

) Ebenda pag. 289
bis iJ04, 350362.
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= . - . = 1 und die Ordinaten AF, BE, CK, HL die einzelnen

Reihenglieder, so 1st die Reihensumme gleich der Summe der Recht-

ecke A Q -f- 13S -f CT -f- HZ -f . Diese Rechteeke sind aber

zusammen grosser, als die von der Curve FEKL mit AF und

AD gebildete Flache, welche selbst wieder, wie man durch gedachte

Verlangerung der SE
, TK, ZL - nach links sich leicht tiber-

zeugt, grosser ist als BS -f- CT -f- HZ -f- Je nacndem man

also die Curvenflache endlich oder unendlich findet, wird das Gleiche

fur die Reihensumme gelten miissen. Wird ferner in Erwagung ge-

zogen, dass die gradlinigen Dreiecke FQE, E3K, KTL, LZM
den Haupttheil des Ueberschusses der Rechteckssumme A Q -}- BS
-f- CT -f- HZ -{- fiber die Curvenflache ausmachen und zusammen

der Halfte des Rechtecks A Q gleichkommen, so wird jene Rechtecks

summe/ d. h. die vorgelegte Reihe, anniihernd eben so gross sein wie

die um das halbe erste Reihenglied vermehrte Curvenflache. Es sind

das die gleichen Gedanken, welche zum Theil Newton (S. 200),

welche genauer Euler 1736 ausgesprochen hatte (S. 663). Als dem

Zwecke der Reihensummirung noch naher kommend wird dann eine

Urnforamng vorgeschlagen
1

),
welche zur Reihensummirung unter Aus-

rechnung von verhaltnissmassig nur wenigen Gliedern fuhrt, und

welche init der Eulerschen Summenformel (S. 657) ubereinstimmi

Eine Herleitung verspatt sich Maclaurin auf den zweiten Band.

Maclaurin macht dann darauf aufmerksam, dass, wenn-4, B} C, D
die Glieder einer Reihe sind, und wenn man deren Differenzen bildet,

eben diese Difi&quot;erenzen A JB, B C, C D eine neue Reihe

darstellen, deren Summe der Unterschied zwischen dem ersten und

dem letzten Gliede der ursprungliehsn Reihe ist. Nehmen die Glieder

der ursprunglichen Reihe unter jeden angebbaren Werthe ab 2
), so

bleibt ihr erstes Glied allein als Summe der Differenzenreihe, z. B.

j_ = / i_
i \

,
/ 1_ M , / i J_\

1 . 2 \1 - 2 2 3/
&quot;

\t 3 3 4/ \3 4 4 ft/ 1- 2-3

4- --- -4- -
7

- 4- Dieses Verfahren sei im Wesentlichen
1 2-3-* 3-4-5

schon von Jakob Bernoulli (S. 92 flgg.) benutzt worden und habe

auch in den Handen von Taylor, von Nicole, von Stirling Dienste

erwiesen. Maclaurin selbst bedient sich desselben noch bei zahl-

reichen verwickelteren Betrachtungen.

) Maclaurin, Treatise of fluxions pag. 292 293, ,
352353. 2

)
Ebenda

pag. 293, 354: If the terms of the first series decrease in- such a manner that

by continuing the progression they may become less than any quantity hou/ small

soever that can be assigned.
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Die Verwandlung eines Ausdruckes in eine Reihe, mithin die der

Reihensummirung als Umkehrung gegeniiberstehende Aufgabe, kommt
bei Integrationen in Betracht 1

).
Kann das Integral nieht genau als

algebraischer Ausdruck angegeben werden, so muss man es durch

eine convergirende Reihe ausdriicken 2

).
Wie das zu geschehen hat

;

ist verschieden. In sehr vielen Fallen geniigt ein Divisionsverfahren,

wie z. B. bei - - = 1 -j-
-

-) j -f- ,
wo unter der Voraussetzung

eines gegen a sehr kleinen x wenige Anfangsglieder der Reihe ihrem

Gesammtwerthe nahezu gleich sind 8
). Differentiation fiihrt gleichfalls

nicht selten zur Reihenentwicklung, und als Beispiel dient fur Maclaurin

der binomische Lehrsatz Newtons 4
).

Ist n ganz beliebig, so

wird gleichwohl fiir (1 -f- x)
n eine nach Potenzen von x fortschrei-

tende Reihe vorausgesetzt werden diirfen, deren von x freies Anfangs-

glied 1 heisst. Man wird annehmen diirfen (1 -}- x)
n = 1 -f- Ax

-f Bx* -f- Cx* -f- Dx* + . Differentiation nach x liefert nach

einander

n(l + x)&quot;~

l = A + 2Bx -f 3C*
2

-f- 4Dxs
-f

n(n 1) (1 + x)&quot;~

2 = 2B -f- 2 3Cx + 3 -
4Z&amp;gt;*

2
-\
----

n(n 1) (n 2) (1 -f a?)- = 2.30+2-3. 4Dx -f .
/..

&amp;gt;

Setzt man uberall x 0, so rechtfertigt sich einestheils der

Anfang der fiir (1 -f- #)&quot; angenomrnenen Reihe mit 1 und ergibt sich

anderntheils n= A, n(n 1) = 2J3, n(n 1) (n 2)
= 6(7 u. s. w.,

^ li A 7? n(n 1) -, (n 1)^ 21 . , . ,
a. n. A. = n, t= r-5-^ ,

C= - \---
. Aehnhch wird

A * X A o

unmittelbar darauf der polynomische Lehrsatz 6

) hergeleitet, fiir

dessen Ei-findung auf De Moivre verwiesen ist (S. 86).
Die obige Herleitung des Binomialsatzes hat allerdings neben

anderen Erfordernissen, deren Erkennung erst spateren Zeiten ange-

hort, unter alien Umstanden zur Voraussetzung, dass die Auffindung
des Differentialquotienten von (1 -}- #) nach x als n(l -f- x}

n~ l nicht

selbst mittels des Biuomialsatzes stattgefunden habe, und diese Vor-
sicht hat Maclaurin geiibt. Seine Herleitung jenes Differentialquo-

tienten 6
) geht aus von der Ungleichung nEn~ l

&amp;gt; ?r~r.&amp;gt; nF*~ l
,

) Maclaurin, Treatise of fluxions pag. 604607, 746747. *) When
a fluent cannot be represented accurately in algebraic terms, it is then to be ex

pressed by a converging series.
) In that case a few terms at the beginning

of the aeries will be nearly equal to the value of the whole. 4
) Maclaurin,

Treatise of fluxions pag. 607 608, 748. B
) Ebenda pag. 608, 749.

6
) Ebenda pag. 683586, 710714.



Reihen seit 1736. 681

sofern E&amp;gt; JP&amp;gt;0 und n ganzzahlig positiv. Aus ihr folgt
---

&quot;V_

a
-

&amp;gt;
nA&quot;-

1 und 4^M~L &amp;lt;
w^-i oder (4 -f a) 4&quot;

&amp;gt;
naAn~l

&amp;gt;
A&quot; (A a)

n
. Mit anderen Worten: die wten Potenzen positiver

Zahleii wachsen in der Weise, dass ihre Difterenzen fortwahrend zu-

nehmen. 1st nun a die Fluxion von A, so muss naAn~ 1 die Fluxion

von A&quot; sein, weil die Annahme einer Fluxion naAn~ l

-j- r ebenso

wie die Annahme einer Fluxion naAn~ 1 -- r zu Widerspriichen
1

AU-I +
na

fiihrt. Sei namlich \/ An~ l
-\ A o, so foltrt waJ&quot;

1 4- rna
= na(A -f- o)&quot;&quot;

1
,

d. h. der Quotient der Fluxionen von An und von

A ist n(A -f- o)&quot;&quot;&quot;

1
. Denkt man sich ein u

&amp;lt;
o als Fluxion von vl,

so muss demgemass die entsprechende Fluxion von An sich als

nu(A -f- o)
w~ * erweisen. Nach dem Vorausgeschickten ist nu(A-\- o)

n1

&amp;gt; nu(A -f- w)&quot;

-1
&amp;gt; (A -\- u}

n an
,
und doch kann die Fluxion von

A&quot; als Grenze von (A -f- w)&quot;
J.&quot; nicht grosser als diese Differenz

selbst sein, welche bewiesenermassen zugleich mit u zunimmt, der

angekiindigte Widerspruch ist rnithin aufgedeckt. Aehnlich ist der

Beweis, dass auch naA&quot;
1 r nicht die Fluxion von An sein kann,

und demnach ist in der That naA&quot;~
l die genannte Fluxion, wenn

nur n eine ganze positive Zahl ist. Ist dagegen
- - der Exponent

m

von A und A&quot; = K, Am = Kn
,
und ist a die Fluxion von A, k die

m
von K, so ist maA 1 = nJcKn ~ l

. sowie k a ----r
n K n~

iu m
= ~aAni -- l :A

m~
n = ~aA~~. Ist dann weiter A~ r = K oder

n n

Ar K= 1, so folgt durch Fluxionsbildung raAr~ l K -|- ^ ^-r =
TV-

nebst fc = ra j = raA~ r~ l
. Auf den Fall eines irrationalen

Exponenten wird nicht Riicksicht genommen.
Wir unterbrechen hier einen Augenblick unseren Bericht iiber

Maclaurins Werk, um einem am 6. Mai 1742 der Royal Society vor-

gelegten Aufsatze J

)
eine Erwahnung zu gonnen. Johann De Castillon

hat damals den binomischen Lehrsatz mit einem Beweise versehen.

Bei der Entwicklung von (p -f- q)
m

miissen, sagt er, unter Annahme
eines positiven ganzzahligen m die Glieder p

m
, pm

~ 1
q ) pm ~*(f,

q
m

,
im Ganzen m -f- 1 Glieder vorkoinmen. Vervielfacht man

(Pi ~f&quot; 3i) (-Pa ~\~ ^2) (Pm -f&quot; 90 &amp;gt;

so entstehen 2m Glieder und

2m
&amp;gt;
m -f- 1 . Daraus folgt, dass beim Uebergange des Productes in

l
) P. T. XLII, 9198.
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eine Potenz, d. h. wenu alle p unter sich und alle q unter sicli

gleich werden, gewisse Glieder identisch werden mussen. Das Glied

p q
t (WQ s -}- t m) wird so oft vorkommen, als ,v Elemente p und t

Tiii
* 1)04-* 2)..- 1

Elemente
5- permutirt werden konnen, d. n. --r r\

&quot;

r ~7T~
8{$

-
1J

*
1 t^f

-
Ij 1

mal. Man kann aueh von einer Potenzenfrwicklung auf die nachst-

hohere schliessen mittels (p -\- q]
m = (p -(- q) (p -f- q)

m~ 1 nnd so

nnter Voraussetzung von (p -\- q)
2 = p* -f- 2pq -(- jt&amp;gt;

2 zu dem gleichen

Ergebnisse gelangen
1

).
Wird m =- und (p-\-q)

n =
Ap&quot; -f- Bp n

q

--*
-|- Cp n

q* -4-
&amp;gt;

sin versuchsweiser Ansatz, dessen Berechtigung

(r
r

Ap n
-j- l?p&quot; ^

r \n

1 J

-(- und durch Gleichsetzung der in Bezug auf p und q identischen

Glieder zu beiden Seiten des Gleiehheitszeiehens erhalt man A = 1,

- /-- - 1
n \n

[
.,

u. s. w. Wird der Exponent negativ, so begnugt sich

De Castillon mit Andeutung der in der Potenzirwng alsdann mit

enthaltenen Division, welche wiederum zu den durch den binomi-

schen Lehrsatz geforderten Coefficienten fiihre. Der Vergleich von

De Castillons Schlussen mit denen Maclaurins fallt sehr zu Ungunsten
des ersteren aus.

Noch drei Jahre spiiter begnflgte sich Kastner in einem Pro

gramme iiber den Birornialsatz (Leipzig 1745i nun gar mit dem Be-

weise des einfachsten Falles bei ganzzahlig positivem Exponenten.
Er nahm die Entwicklung von (a -}- b)

&quot;

als gegeben an, vervielfachte

mit -)- b, ahnlich wie es De Castillon beilaufig gethan hatte, und

zeigte die Uebereinstimmung des Productes (a -j- 6) (a -f- b)
m mit der

Entwicklung von (a -f- 6)&quot;

* 1
. Aber (a -j- b)

2 = 2
-j- 2ab -j- b2 steht

in vollem Einklange mit dem Binomialsatze
;
also gehorchen auch die

folgenden Poterizen dem gleicheu Gesetze. Als Erfinder der hier be-

nutzten Schlussweise der vollstandigen Induction nannte Kastner bei

dieser Gelegenheit Jakob Bernoulli. Das Erstlingsrecht Pascals
war ihni augenscheinlich unbekannt.

l

) P. T. XLII. y4.
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Hatte sich Maclaurin bei seinem Beweise fur den binomischen

Lehrsatz des Hilfsraittels bedient, eine Reihenentwicklung fur fl -f- x)
n

vorlaufig anzusetzen und durcli wiederliolte Differentiation nebst Ein-

setzung von x = die Reiheneoefficieuten zu bestimmen, so fiihrte

ihn genau der gleiche Weg zu derjenigen Entwicklung, welche den

Namen der Maclaurinschen Reihe 1

) erhalten hat, und von weleher

Maclaurin selbst erklart, sie finde sich bereits in Taylors Methodus

incrementorum. Bei unserem Berichte ersetzen wir die Fluxionspiinkt-

chen und die Buchstaben E, E, E, E -, welche die Werthe be-

zeichnen, die y (eine an sich beliebige Function von z) und dessen

Ableitungen unter der Voraussetzung 2 = annehmen, durch die

heute gebrauchlicbe Schreibweise bestrichelter Functionalzeichen. Wir
setzen also in Maclaurins Geiste, aber abweichend von seiner Bezeich-

nung, y = f(e) A -\- Be -+- Cz* + Dz3
-f - und die Ableitungen

/&quot;(*)
= B + 26^ + 3D*2

H---- , f (8)
= 26 + 2 - 3D* -\

----
,

f &quot;(z)
= &amp;gt; 3D -\

----
. Die Substitution e = bringt f(&)

= A,
f (0)

= B, f&quot;(0)
= 2C

7 / &quot;(O)
= 2 3D, - . .

beziehungsweise

A =
/-(o), B=

/&quot;(O),
c=9 D &quot; - hervor und so

ist gefunden /&quot;(^

=
f(0) + /&quot; (0)^ + ^ + -^ ^3 + . Von

einern Restgliede der Reihe ist, wie man sieht, ebensowenig die

Redt
;

als von der Moglichkeit, dass die entstehende unendliche Reihe

nicht brauchbar sein konue, und unbesorgt leitet Maclaurin einige

allerdings schon bekannte Entwicklungen als Beispiele fur die An-

wenduog seiner Reihe ab.

Noch ein letztes Mai kommt Maclaurin unter Benutzung des

Taylorschen Satzes auf Reihen zuriick 2

).
Es sei uns abermals ge-

stattet, seinen Gedankengang in die unseren Lesern jedenfalls gelau-

figere Bezeichnung zu kleiden. Nach dem Taylorschen Satze ist

f(x + z}
= fW+f (x}z + f

^z* + f^z*.... Wird mit de

vervielfacht und von bis 1 integrirt, so erhalt man

Ersetzt man die Function f(x), beziehungsweise f(x -|- z) durch

deren Ableitungen, so entstehen neue Gleiehungen in beliebiger Anzahl:

) Maclaurin, Treatise of fluxions pag. 610 611, 751. Vergl. Alfr.

Pringsheim, Zur Geschichte des Taylorschen Lehrsataes. Bibliotheca niathe-

matica 1900, S. 433479, insbeaondere S. 438. 2
) Maclaurin, Treatise of

fluxions pag. 672676, 828831.
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2.

i

//-
r

o
i

/*/
/

r&quot;/ \ i /&quot;&quot;(*) f
IV

(aO=
/ (a;) + -^r + ~~^

Vervielfacht man die Gleichungen des Systems 2.
;
wie sie unter

einander stehen, mit a, (5, y und addirt sie dann sammtlich zu 1.,

so entsteht:

- /w + r (*&amp;gt; G-2 + )
+ rw G-rrs + ri +

Die an sich beliebigen, also zur Erfullung irgend eines Wunsches
sich eignenden Zahlen a, /3, y bestimmt man so, dass in 3. alle

Glieder rechts vom Gleichheitszeichen mit Ausnahme von f(x) in Weg-
fall kommen, d. h. mittels des Systems

4. 3

1

1-234 ITS + r =

wodurch a=
, /8
=

f y = 0,

sich berechnet und 3. iibergeht in

30240

Die in 5. geforderten Integrationen lassen sich, so oft Differen-

i

tialquotienten unter dem Integralzeichen stehen, also von if (x-\-z}dz
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f(x _}_ 1)
__

f(x) an beginnend, leicht vollziehen, und man erhalt

demnaeh

i

f(x) */f(* + 8)d,
- *

(f(x + 1)
-

ft*)) + (f\X+ 1)
~

/*(*))

Man kann ein ganzes System ahnlicher Gleichungen aufstellen,

indem man x durch x -\- 1, durch x -f- 2 ersetzt. Innerhalb der

Klammern erscheint dann in jeder folgenden Gleichung als Subtrahend

der Minuend der vorhergehenden Substitution, und bei Addition des

Gleichungssystems, so dass man links f(x) -j- f(x -{- 1) -f- f(x -j- 2)

-\- -j- f(x -f- n) zu stehen bekommt, bleibt rechts in der ersten

Klammer f(x -}- n -f- 1) /&quot;(#)
und Aehnliches in den folgenden

Klammern. Die den Klarnmergrossen vorausgehenden bestimmten Jn-
i

tegrale vereinigen sich aber auch, denn es ist I f(x -j- 1 -f- z}dz
o

2 1 1

=ff(x + a) da u. s. w., also
J/*(ir -f *)&amp;lt;7* 4-J/(* + 1 + z)dz -\

----

1

1 12 n+1

n+ l ar+n-j-1

Jf(x -\- g)dg=Jf(e)da. Man erhalt also endlich

o x

x+n+ l

~
(f(*

und das ist, nur deutlicher geschrieben, die Eulersche Summen-
formel (S. 657). Die Frage liegt allzunahe, ob Maclaurin die Ar-

beiten seines Vorgangers auf diesem Gebiete im VI. und im VIII. Bando
der Abhandlungen der Petersburger Akademie gekannt habe oder

nicht, als dass sie nicht aufgeworfen worden ware. Man hat sie ver-

neinend beantworten zu miissen geglaubt
1

), und wir sind auch zu

der gleichen Ueberzeugung gekommen. Es ist ja richtig, dass

Maclaurin die Veroffentlichungen der Petersburger Akademie offenbar

studirt und benutzt hat. Er fiihrt in seinem Treatise of fluxions

) Reiff S. 87.

CANTOR, GoHChichtc der Mathematik. IIJ 3. 2. Aufl. 4^
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den
I., II., III., V. Band der Commmtarii Academiae Petropolitanae als

Quelle an 1

),
aber eine Erwahnung spaterer Bande ist uns nicht be-

merklich gewesen. Schon damit ist wahrscheinlich gemacht, dass

Malaurin den VI. und VIII. Band nicht benutzte. Beachtung des Er-

scheinungsjahres verstarkt die Wahrscheinlichkeit. Der VIII. Band

mit Eulers Herleitung der Summenformel gelangte 1741 zur Ausgabe
unmittelbar vor, vielleicht gleichzeitig mit dem Drucke des Treatise

of fluxions, von seiner Benutzung kann mithin keine Rede sein. Aber

auch der VI. Band, in welchem die Formel ohne Herleitung zu finden

war, und der 1738 im Druck erschienen ist, wurde von Maclaurin

kaum benutzt. Er beruft sich einmal 2

)
auf eine Abhandlung von

Clairaut, welche er einen late ingenious essay, einen jiingst veroffent-

lichten smnreichen Verstich nennt. Diese Abhandlung gehort den

P. T. von 1737 an, und damit diirfte der Endzeitpuukt der von

Maclaurin benutzten Literatur bezeichnet sein. Nimmt man hinzu,

dass Maclaurin in seiner Vorrede erklart, der grosste Theil seines

ersten Buches, also verinuthlich auch die Summenformel, sei schon

1737 gedruckt gewesen, dass ferner Maclaurin mit Verweisungen

keineswegs geizte, und dass endlich die Art, wie er zur Summen-

formel gelangt, so gut wie keine Aehnlichkeit mit Eulers Gedanken-

gange besitzt, so ist damit Maclaurins durchaus uuabhangige Nach-

erfindung in unseren Augen wenigstens siehergestellt.

Bis zu einem gewissen Grade gehort auch die sogenarmte

Simpsonsche Regel zur Reihensumuiation und mag daher, weun

auch nicht in strenger Einhaltung der Zeitfolge, hier, wo wir uber

ein englisches Werk berichteten, eingeschaltet werden. Wir erinnern

uns, dass Newton schon in den Principien eine Curve als Parabel

zu betrachten lehrte (S. 372), dass er spater auf den gleichen Ge-

danken eine angenaherte Quadratur griindete (S. 375 376). Thomas

Simpson fiihrte die An-

wendung um einen grossen

Schritt weiter, indem er

eine sehr bequeme Formel

angab, welche seinenNainen

behalten hat und denselben

bekannter machte als man-

ches andere, welches wisseu-

schaftlich bedeutender ist.

J

) Maclaurin, Treatise of fluxions pag. 441, 623; pag. 464, 544;

pag 485, 569; pag. 671, 826; pag. 691 (Note, wo auf einen Eulerschen Auf-

satz des V. Bandea hingewiesen ist). *) Ebenda pag. 726, 905.
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Die Formel steht in den MatJicmatical Dissertations on a variety of

physical and analytical subjects von 1743 und zwar in der Abhand-

lung Of the areas of curves etc. by approximation
1

}. Sei ale (Fig. 108)
als Bogen einer gewohnlichen Parabel gedacht und aA

} bB, cC als

drei gleichweit von einander abstehende zu AJ senkrechte Durch-

messer derselben. Weil bB Durchniesser ist und die Sehne ac in r

halbirt, wird die Beruhrungslinie an die Parabel in b der ac parallel

sein. Des Weiteren ist nach einer bekannten Eigenschaft der Parabel

2

jedes Parabelsegmeut
-- des ihm urnsehriebenen Parallelogramms, also

9 9
abcra = ^aSTc = (ASTC AacC) =O O

2 n-f [
v,-

- ^*w ^v . Wird das gradlinige Vier-

eck J.acC= ---
(
2
-^ + 2 Ccj

zum Segmente addirt, so entsteht

- Cc). Nun

kann fortgesetzt jedes folgende Curvenstuck cde, efg, yhi als Parabel-

bogen betrachtet Averden, und ist fortgesetzt AB = BC = CD
DE = EF*=FG =GH= HJ, so erhalt man neben

4 7?

AabcC = --- (Aa + Bb -f Cc)

auch CcdeE = - (Cc -f 4Dd

=~ (Gg

und als Suinme AabcdefghiJ= - -
[J.a -f- /&quot; -j- ^(Cc -j- j&e -f-

-}- 4:(Bb-\- Dd -\- .F/ -f- TA)] und das ist die Simpsonsche Regel.
War sie

?
wie wir oben sagten;

auch keineswegs die bedeutendste von

Simpsons Leistungen, neu war sie jedenfalls, und nicht jeder Schrift-

steller hatte Simpsons Bescheitlenheit besessen, der in der Yorrede

erklarte 2

), sie sei von Newton erfunden, von De Moivre, von

Stirling und anderen vervollkommnet, er nehme fur sich Nichts in

Anspruch als das Recht, den Gregenstand in ein helles und den Leser

befriedigendes Licht zu setzeu. Ob Simpson ;
ob die von ihm ge-

nannten Vorganger Nichts davon wussten, dass James Gregory in

seinen Exercitationes yeometncac von 1668 Aehnliches hatte durch-

J

) Simpson, Mathematical dissertations pag. 109 119. !
)
Ebenda

Preface pag. VII.

45*



088 HO. Kapitel.

blicken lassen 1

),
wie wir (S. 63) batten erwahnen sollen? Es scheint

fast so, und in der That war die Ausdrucksweise Gregorys so wenig

tliirchsichtig, dass es eines besonderen Studiuras und besonders gliick-

lichen Eindringens in semen Gedankengang bedurfte, um bei ibm

wiederzufinden, was man nur in ganz anderer Form kannte. Gregory
selbst aber war 1675 gestorben und daher nicht in der Lage, An-

spriiche m erheben, als die Betrachtungsweise einer zu quadrirenden

krummen Linie als parabolische Curve zweiten Grades durch Andere

in die Oeffentlichkeit gebracht wurde.

Auf das europaische Festland zuriickkehrend diirfen wir in aller

Kiirze auf einen Brief Daniel Bernoullis an Euler aufmerksam

macben, welcber mutbmasslicb 1741 gescbrieben ist und in welchem

wobl erstmals von einem anderen Matbematiker als Euler der Buch-

stabe e in der Bedeutung der Grundzabl des naturlichen Logarithmen-

systems benutzt ist
2

).

Euler war seit 1741 in Berlin. Beitrage aus seiner Feder zu

dem 1743 gedruckten VII. Bande der Misccllanca Berolinensia, wie

damals die akademiscben Veroffentlichungen dort hiessen, mtissen er-

wahnt werden. Da ist in einem Aufsatze fiber bestimmte Integrale
3

)

die Summe sins-j- sin(s-f-w) -f- sin (s-j- 2w)-| |-siii(s -f- (p l)w)

gefunden
4
)

und nicht minder die Summe cos s -f- cos (s -\~ u)

-f- cos (s -f- 2w) -f- -f- cos (s ~f&quot; (p 1) M )&amp;gt;

welcbe letztere in dop-

pelter Weise hergeleifcet ist
5

),
einmal unabbangig vo^i der Foruiel fiir

die Summe der Sinusse der in arithmetischer Progression wachsenden

Bogen, einmal mittels Differentiation dieser ersteren Formel.

Da ist in einer Abbandlung Eulers: De summis serierum reci-

procarum ex potcstatilms numerorum naturdtium ortarum*), uber die

Summen der reciproken Potenzeu der Zahlen der natiirlichen Zahlen-

reihe, die fruhere Herleitung der gleichen Summe mittels der als

Gleicbung unendlicb hohen Grades betrachteten Sinusreihe (S. 658)

bemangelt. Man wisse freilich, dass die Factoren der damals gebil-

deten Factorenfolge den reellen Wurzeln jener Gleichung entstammen,

aber man wisse nicht, ob ebeu jene Gleichung nicht aucb iinaginiire

Wurzeln besitze, und sei dieses der Fall, so seien alle friihereu Fol-

gerungen falsch. In einem Versuche, an die Stelle der als mangel-

haft erkannten Gedankenreihe eine einwandfreie zu setzen, ist niit

) G. Heinrich, Notizcn zur Geschichtc der Simpsonschen Regel in der

Bibliotheca mathematica 1900, S. 90 93. *) Commentarii Acadeimac Fetro-

politanae ad annum 1741 1743. T. XIII, 4.
3

)
Miscellanea BerolincnKia VII,

129171.
&quot;)

Ebenda VU, 133. 6
) Ebenda VU, 142143. 6

)
Ebenda

VII, 17-2192.
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diirren Worten ausgesprochen *),
dass e

z

(J -| ) ,
und dass

\ &quot; /(=&amp;gt; )

sins = -- -~~ &amp;lt;

L, Schon 1730 oder 1731 hatte Euler erkannt
ay i

AaA
(S. 655)) dass (

---
) _ =

logs, und von da an war der Ueber-

gang zur Auffassung cler Exponent!algrosse als Grenzwerth angebahnt.

Auch der Zusammenhang zwischen trigonometrischen Ausdrucken und

Exponentialgrossen mit imaginaren Exponenten war Euler nachweis-

lich schon fruher nicht entgangen. Er hat 1740 von Forineln

Gebrauch gemacht, welche dieses beweisen (S. 677), er hat in einem

in Stockliolm handschriftlich aufbewahrten Briefe 2

)
an Johaiin Ber

noulli vom 20. Juni 1740 ausdriicklich erklart, die Reihenentwick-

lung von 2 cos x und von exV~: *

-f- er
xVi fiihre zu dem gleichen

Ergebnisse 2 (l
j-^ -f- ^~srt^i

~~
) )

er ^ i folgeuden

Jahre, am 9. December 1741, an Goldbach geschrieben
3
) : Ich habe

letztens auch ein merkwlirdiges Paradoxon gefunden, nehmlieh, dass

,

z
--

der Werth von dieser Expression
:

&quot;~a~

-- quam proxime

gleich sei
,
und dieser Bruch differirt nur in partibus millionesimis

von der Wahrheit. Der wahre Werth aber dieser Expression 1st

der Cosinus dieses arcus 0,6931471805599, oder des arcus von

3942 51&quot;52&quot; 9IV in einem Circul
?

dessen Radius = 1. Beide

Thatsachen verhindern aber nicht, den Aufsatz von 1743 als erste

nicht misszuverstehende deutliche Verkiindigung der beiden rnerk-

wiirdigen Wahrheiten in der Oeffentlichkeit erscheinen zu lassen.

# ydTJi _ g I/ - , x

Eben dort findet sich 4
) die Formel cos 6 =- ~

&amp;gt;

wahrend

- = cos s -j~ Y 1 sin s, eine so uaturgemasse Folgerung aus den

Wertheu von sin s und von cos s, dass sie einem Euler nicht ent

gangen sein kann, nicht vorkommi
Den Jahren 1742 und 1743 gehort ein Briefwechsel an, welcher

fur die Geschichte der Reihenlehre von Bedeutung ist, der Brief-

wechsel zwischen Niclaus I Bernoulli und Euier, oder rich-

tiger gesagt, indera wir uns auf das noch Vorhandene beschranken,
vier Briefe des Ersteren an den Letzteren 5

).
Euler hat die Briefe

beantwortet, Bernoulli nimmt auf die Antworten Bezug, aber sie

scheinen sich leider uicht erhalten zu haben, sind jedenfalls nicht ver-

) Miscellanea Berolinensia VII, 177. a
) EnestrSm in der Btbliotheca

mathematiea 1897 S. 48. 3
) Corresp. math. (Fuss) I, 111, 4

) Miscellanea

Berolimmia VII, 179. c
) Corresp. math. (Fuss) II, P81- 713.
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offentlicht. Niclaus I Bernoulli, aus dessen Briefen an Leibniz

aus den Jahren 1712 und 1713 wir (S. 369370) merkwiirdig klare

Anschauungen iiber Convergenz und Divergenz von Reihen mitzutheilen

batten, ist in diesen seinen Ansicbten in den inzwischen verstrichenen

30 Jahren nur noch inehr befestigt. Er zeigt sich fiberhaupt in

seinen Briefen als einen ungemein ideenreicben Kopf. Scbreibt er

doch unter dem 13. Juli 1742 in dem ersten der gedruckten Briefe

an Euler 1

), er babe 1728 seinem Onkel, das ist also Johann Ber

noulli, mitgetheilt, er sei bei Untersuchungen fiber recurrente Reihen

zu der Formel sin s ^
~

gelangt,

und vielleicht bot diese Aeusserung fur Euler den Anlass, dass er

deutlicher als seither in dera oben erwahnten Aufsatze von 1743 die

Satze ausspracb, /u welcben er, der 1728 erst 21 Jahre alt war,
vermutblich ziemlich viel spater als Niclaus I Bernoulli, aber doch

auch selbstaudig gekommen war.

Im zweiten Briefe vom 24. October 1742 gibt Bernoulli zwar

zu 2
), man konne aus sin s = s - :~~

-\1-2-3 1-2 -3-4-5
/. s*\ /i s- \ /. s- \ ill

~) I

^ i 2) (1
~ u~ )

die .tolgerung ==.,-[ ~
\ * / A ** / \ ) 7t~ / O 7t~ 4 71

-\- y^T -f- ziehen, aber die erstere Gleichung erfordere zuniichst

den Beweis der Convergenz der Reihe s -4-
6 r 120

Im dritten Briefe vom 6. April 1743 schreibt Bernoulli 3

): Icli

wundre mich, dass Sie raich in einer leichten, Ibnen nicht unbekannten

Frage nicht verstehen sollten. Teh kann mir nicht vorstellen, dass

Sie annehmen, eine divergente Reihe, welcber, auch wenn sie ins

Unendliche fortgesetzt wird, immer etwas fehlt, gebe den genauen
Werth des eutwickelten Ausdruckes. Als Beispiel wird angefuhrt,

es sei nicht etwa - = 1 -f x + x* -j f- x&quot;
,

sondern
i x

Auch irn vierten Briefe vom 29. November 1743 kehrt der

gleiche Gegenstand wieder 4
). Es heisst dort: Ich halte den Begriff

einer Summe oder der Vereinigung vieler Glieder fiir nicht verein-

barlich mit dem Begriffe endlos weiter gehender Glieder und sehe

diese beiden Begriffe als einander widersprechend an. Jener schliesst

das Denken sammtlicher Glieder, des ersten, des letzten, der mittleren

J

) Corresp. math. (Fuss) II
, 683. 3

) Ebenda II, 091.
&quot;)

Ebenda II,

701702. 4

) Ebenda II, 708-710.
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ein, in diesem ist das Denken eines letzten Gliedes nicht eingeschlossen ;

der Geist wird vielmehr von dem Denken eines letzten Gliedes ab-

gezogen und folglich auch von der Zusamraensetzung eines Ersten,

Mittleren und eines Letzten. Die Unterscheidung zwischen einem

absoluten Unendlichen und einem bestimmten Unendlichen gebe ich

nicht zu. Ich behaupte, jedes Unendliehe. welches in Rechnung tritt,

muss als ein Bestimnites anfgefasst werden, und deshalb meine ich,

dass die Eigenschaften abgeschlossener algebraischer Gleichungen, bei-

spielsweise die Gleichheit des negativ genommenen Coefticienten des

zweithochsten Gliedes mit der Summe aller Wurzeln, keine richtige

Anwendung auf Gleichnngen mit endlos fortschreitenden Gliedern

tinde, deren keines als das Letzte betrachtet wird, Gleichungen also,

bei welchen der Begriff der Anzahl ihrer Wurzeln wie der ihrer

Summe fehlt. Bernoulli gibt nun Beispiele dirergenter Reihen. Er be-

dient sich dabei einer Kiirze der Ausdrucksweise, welche einem Euler

gegeniiber gerechtfertigt war, welche aber anderen Lesern im ersten

Augenblick Schwierigkeiten bereiten konnte. Wir wollen deshalb

nicht einfach iibersetzen, sonderu den Sinn der Beispiele erlautern.

Nimmt man von der Reihe 1 3 + 5 7
-|
---- erst 1 Glied, dann

deren 2, 3, 4 u. s. w., so zeigen sich die Summen 1,
-

2, 3, 4 .

Die Summe der unendlichen Reihe 1 3 -j- &amp;gt; 1 -\- muss also

das unendlich feme Glied der Reihe 1 2 -\~ 3 4 -j- oder

1 30

oof J)* sein. Andererseits ist durch Division
^ / l _j_ &amp;lt;2x

-j-
X

\ 3x *{- bx
2 lx3

-f- und mittels x- = \ entsteht r-
,

= 0=1 3-J-5 1 -\-
- als unlosbarer Widerspruch. Ein ahn-

licher Widerspruch ist folgender: Durch Division ist -_^ 1 -j-
x

i ^2 , ^3 i ... und -- -^*l J. x + 2a;8+ 3,^
3

-\
---- : Setzt

1 *C 3L

man in die erste Entwicklung x 2
,

in die zweite x = 1
,

so er-

halt man
-1 = 14-2 + 4 + 8 + -..

und
-1 = 1 + 1 + 2 + 3 + ,..

Beide unendliche Reihen miissten also einander gleich sein, wahrend,

abgesehen vom Anfengsgliede 1, jedes Glied der ersten Reihe grosser

als das ihni entsprechende Glied der zweiten Reihe ist. Ein letztes

Beispiel bildet r:
-

Setzt man x = 1
,

so entsteht 1 = 1 + 3 + 8+ 19 + 43 -|
----

d. h. die gauze Reihe ist gleich ihrem ersten Uliede, das Ganze

gleich einem winzig kleinen Theile desselben.
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Wir haben schon gesagt, dass Eulers Antworten keine Ver-

offentlichung gefundeu hnben, und ebensowenig Bernouliis weitere

Briefe iiber den Gegenstand, der noch lange nicht abgethan war.

Wir miissen UDS statt ihrer rait einem Briefe Eulers an Gold-

bach begniigen, der die -noch etwa anderthalbjahrige Fortdauer jenes

Briefwechsels mit Niclaus I Bernoulli bezeugt. Euler also berichtet

an Goldbach 1

)
aus Berlin unter dem 7. August 1745:

Ich habe seit einiger Zeit mit dem Herrn Prof. Nicolao Bernoulli

?,u Basel eioe kleine Dispute iiber die series divergentes, dargleichen

diese ist 1 1 -f 2 6 -f- 24 120 -f- 720 -f etc. gehabt, indem

derselbe gelaugnet, dass alle dergleichen series eine determinirte Summ
haben, ich aber das Gegentheil behauptet, weilen ich glaube, dass

eine jegliche series einen bestimmten Werth haben miisse. Um aber

alien Schwierigkeiten, welche dagegen gemaeht werden, zu begegnen,
so sollte dieser Werth nicht mit dem Nainen der Summ beleget

werden, weil man mit diesem Wort gemeiniglich einen solchen Be-

griff zu verknupfen pflegt, als wenn die Summ durch eine wiirkliche

Suminirung herausgebracht wurde: welche Idee bei den seriebus

divergentibus nicht Statt findet. Da nun eine jegliche series aus der

Evolution einer expressionis finitae entsteht, so habe ich diese neue

Definition von der Summ einer jeglichen seriei gegeben: Summ a

cujusque seriei est valor expressionis illius finitae, ex cujus
evolutione ilia series oritur. Der Herr Bernoulli hat diese De
finition voDkommen approbirt, zweifelt aber noch1

,
ob nicht ofters

eben dieselbe series divergens aus verschiedener expressionum fini-

tarum evolutione entstehen konne, also dass man riach dieser Definition

verschiedene Werthe zugeben miisste. Dariiber hat er zwar kein

Exempel gegeben, ich glaube aber gewiss zu seyn, dass nimmer eben

dieselbe series aus der Evolution zweyer wirklich verschiedener ex

pressionum finitarum entstehen konne. Und hieraus folgt dann un-

streitig, dass eine jegliche series, sowohl divergens als convergens
einen determinirten Werth oder summam haben muss.

Fur die am Anfange des Briefes angefuhrte Reihe 1 1 + 2

-6-J-24 120 -f 720 gibt Euler uls Suraine den Werth

0,5963475922, welchen er mittels Verwandlung in einen Kettenbruch
sich verschafft. Goldbachs Antwort 2

) (vermuthlich vom 25. Sep
tember 1745) pflichtet Euler in alien Dingen bci und macht dabei

einen Vorschlag, wie man eine divergente Reihe in eine convergente
verwandeln konne. Wir werden im 112. Kapitel sehen, wie Euler
ftiif Goldbachs Gedanken einging.

) Corresp. math. (Fuss) I, 323 Hgg. *) Ebeuda I, 330-331.
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Aus einem anderen Briefwechsel Eulers beinerken wir hier, dass

Daniel Bernoulli ihm unter dem 20. September 1741 schrieb *) :

Ich habe Ew. meditata iiber die series gelesen; selbige sind freilich

ingenios und profund, aber ich formire mir eine ganz andere Idee

von den seriebus. Ich glaube nicht, dass man allhier den calculum

differentialem nud integralem ohne Limitation gebrauchen dtirfe, weil

es nicht erlaubt ist, eine seriem als quantitates continuas aut fluentes

zu betrachten, indem es lauter quantitates discretae sind. Was Sie

also de interpolatione terminorum sagen, ist, meiner Meinung nach,

nieht proprie und stricte zu verstehen.

Wenn Daniel Bernoulli dann am 7. Marz 1742 sagte
2

): Die

methodum series inveniendi summabiles per methodum integrationum

et differentiationum hab ich schon gebraucht, ehe ich bin auf Peters

burg kommen, so sehen wir keinen Widerspruch zwischen den beiden

Stellen. Daniel Bernoulli hat, scheint uns, im September 1741 nicht

etwa dariiber Scrupel empfunden (wie man einen Augenblick glauben

konnte), ob man eine unendliche Reihe differentiiren und integriren

diirfe, das war ihm eine seibstverstandliche Wahrheit, sondern nur

darviber, ob von Eeihengliedern mit nicht gauzzahlig positivem

Stelieuzeiger die Rede sein konne.

In seinem Briefe an Goldbach vom 7. August 1745 hatte Euler,

wie wir oben sagten, von der Umwandlung einer Reihe in omen

Kettenbruch gesprochen, Diese Stelle benutzen wir als Briicke, um
auf seither von uns Vernachlassigtes, auf die Lehre von den Kettsn-

brlichen uberzugehen. Wir haben allerdings schon fruher (zuletzt

S. 9798) derartige Ausdriicke von Mathematikern benutzt gesehen,

aber die praktische Benutzung war dabei iiberall das Hervortretende,

eine Theorie der Kettenbrilche war kaum, ein Name fiir dieselben

iiberhaupt nicht vorhanden. Beides verdankt man Euler, der in

zwei Abhandlungen im IX. und XL Bande der Coinmentarii Academiae

Petropolitaaae zeigte, welches die Eigenschaften sind, um deren willen

die fractiones continuae - - das sind eben die Kettenbruche eine

nahere Betrachtung lohnen.

In dem ersten Aufsatze De fractionibus continms 3
) ist sogleich

der unendliche Kettenbruch definirt. Dabei erhalten
b -f

c+ y
d -f- etc.

alle durch griechische Buchstaben bezeichnete Zahlen den Namen

Zahler, wahrend die durch lateinische Buchstaben bezeichneten

J

) Corresp. math. (I uss) II, 476. 2
) Ebenda II, 487488. 3

) Com-

mentarii Academiae Peti-opolitanae ad annum 1737. T. IX, 98 187,
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Zahleii insgesammt (aach a mit eingeschlossen) Nenner heissen. Je

nachdem man a oder
&quot;

- oder T , - u. s. w. cler Ausrech-

nung unterwirft, erhalt man die Werthe
&quot;,

&quot;^-^ , -,
abed + aod -)- find -f yofo -f- y~&quot; ~ abwechselnd einen

kleineren und eineu grosseren Betrag, als der des ganzen unendlichen
Kettenbruches ist, bedeuten. Man kann dem genauen Werthe des

Kettenbruches durch Fortsetzung des Verfahrens beliebig nahe kommen 1

).

Zieht man den ersten so gefundenen Werth vom zweiten, den zweiten
vom dritten, den dritten vom vierten u. s. w. ab, so erhalt man

die abwechselnd positiven und negntiven Differenzen -&quot;-

,
&amp;gt;_ _

(fee + ft (bed + pd+ y b)
&amp;gt;

(bed + pd: + y 6) (bcd~e + pde + V&7+ *&c + j?*)

u. s. w. Diese Diiferenzen zu a hinzugefugt geben dann selbst wieder
den zweiten, dritten, vierten, fiinften u. s. w: vorher ermittelten

Naherungswerth. oder der Kettenbruch ist == a 4-
&quot;

- ?$
b a l&amp;gt;c__ _ ___

(be -f p) (bed + pd -f y &) (frcrf 4- ^rf -f- y ft) (lcde~+Jde + j-

-j- . Hier kann man aber neuerdings zusanimeufassen -

a

ofj?
ac

-f /?)

~=
I(6c~If~fl)

un ebenso
Je zwei anfeinanderfolgende Glieder,

deren erstes positiv und deren zweites negativ ist, in eine regel-

massig positive Summe. Man erhalt dadurch die Umwandluiig des

Kettenbruches in eine heftig convergirende Reihe von Bruchen, dereii

Zahler und Nenner einem nach dem Vorhergehenden sich von

selbst ergebenden Gesetze gehorchen
2

), namlich a -f --._?---
-f-1

l(bc -f- ft)

,

^
Raschheit der Con-

vergenz hangt insbesondere davon ab, dass die Zahler a, /J, 7, d

recht klein, die Nenner a, 6, c
, d, e - recht gross gewiihlt werden.

Sind aUe Zahler und Nenner ganze Zahlen, was durch Erweiterung
immer hervorgebracht werden kann, so findet die rascheste Con-

vergenz der Reihe, also auch des ihr gleichen Kettenbruches statt,
wenn sammtliche Zahler der Einheit gleich sind. Euler verwandelt

*) Commentarii Acadetniae Petropolitanae ad annum 1737. T. IX, 102:
Atque hoc modo fractionem continuam successive abnimpendo alternative valores
usto maiores et minores prodibunt; unde quantumvis prope ad verum fractions
cwtinuae valorem accedere Keebit.

*) Ebenda T. IX, 105: cuiwi nwmeratorum
et denominatorum lex ex supcriorc spontt se prodit.
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nun gegebene Briiclie in Kettenbriiche der letzteren Art und sucht

aus ihnen wieder Naherungswerthe zum ursprtinglichen Bruche in

kleineren Zahlen. Als Vorganger auf diesem Gebiete wird aus-

schliesslich W.allis genannt *),
die Arbeiten von Huygens auf

diesem Gebiete (S. 97 98) miissen Euler demnach unbekannt ge-

bliebeu sein.

Periodische Kettenbriiche, fiir welche allerdings ein beson-

derer Name nicht angegeben ist, werden dann ausgewerthet. Aus

x = a
wird geschlossen

2

) ,
dass x a

yni&quot; ; zr
~ unc^

x = a
,

also z. B.
1 +-*

l
= ]/2 ;

und ahnlich

erkennt man den Werth ernes Kettenbruches, dessen Periodicitat

sich iiber mehr als nur je einen Nenner ausdehnt, z. B. x =
= a f- 4- 1/4 h v Als wahrscheinlich erwahnt

0-4-1 2 r 4 b

Euler bei dieser Gelegenbeit
3

)
die Kettenbruchentwicklungen

__ 2 + 1 c
2

1 _ 3
-{-

1 e + 1 _ 2 -f 1

T+l
&quot;

2 5 + 1 e 1~
6&quot;+_l

&quot;2 + 1 7 + 1 10 + 1

1 + 1 &quot;9 + . 14 + .

.

und manche andere.

Eine Aufgabe, bei welcher gleichfalls verweilt wird
;

ist die der

Urmvandlung von Kettenbriicheri, wie der fiir e angegebene, bei

welchem die eine arithmetische Progression bildenden Nenner 2
;
4

6, 8 durch andere periodisch auftretende 1, 1 unterbrocnen werden,

in Kettenbriiche ohne periodische Unterbrechung des Gesetzes der

2-1-1
Nenner, z. B. in*) e v i 2

Endlich kommt Euler zu Be-

+JL
10+1

14 +
18 + 1

22 +

l

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1737. T, IX, 112.

Vgl. auch T. XI, 39. .

2
)
Ebenda T. IX, 117.

3
) Ebenda T. IX, 120122.

4

) Ebenda T. IX, 126.
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ziehungen zwischen unendlichen Kettenbriichen und gewissen Dif-

ferentialgleichungen
x
),

in welcben man eine ziemlicb bestimmte Vor-

ahnung des Beweises der Irrationalitat von e und von e&quot; erkannt hat 2

).

Eulers zweiter Abhandlung iiber Kettenbruobe hat derselbe Ver-
fasser eine solcbe iiber unendliche Pactor enfolgen: DC productis
ex infmitis factoribus ortis

s

) vorausgeschickt, auf die er sich alsdann

bezieht. Aucb der in dieser Abhandlung untersuchte Gegenstand
schliessfc sich der Reibenlehre eng genug an, dass wir in diesem

Kapitel kurz dariiber berichten dilrfen, wie wir es iihnlich im vorigen
Kapitel gehaiten haben. Wir erinnern an Eulers Summirung reci-

proker Potenzreihen mit Hilfe von Factorenzerlegung (S. 658), wir
erinnern insbesondere an die Untersuchungen iiber eine transcendente
Reihe (S. 652). Wie Euler in der Abhandlung von 1730 Be-

ziehungen zwischen Factorenfolgen und. bestimmten Integralen auf-

deckte, damals noch nicht alles enthtillend, was ihm bekannt war,
indem er schon unter dem 13. October 1729 die Definition der

Gammaiunction als unendliche Faetorenfolge in einem Briefo an
Goldbach ausgesprochen hatte 4

),
bilden solche Beziehungen auch den

wesentlichen Inhalt des Aufsatzes von 1739. Euler entnimnit 5
)

hier

der alteren VerofFentlichung die Formeln (f+g) (f-\-%g) (/ + n&amp;lt;j)

j

/* .-
j

- undJ y log x dx = yx ,
aus welchen

er dann weitere Folgerungen zieht. Wir erwahnen von letzteren
6
)

i i i

die Formeln JL = C**=^- . CX~~~-^- - C d^-
**9 J yi- x* J yr^&amp;gt; ^&quot;Jy}-^100

/ tfdx
I :/- ===&amp;gt;

o wie mancherlei Faetorenfolge als Auswerthung be-
./ V i ~~ x
o i

stimmter Integrale von der Gestalt Cj^^-.
J T/i -^

Wir haben gesagt, dass Euler in seiner zweiten Abhandlung

*) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1737. T. IX, 129 sqq.
Pringsheim, Ueber die ersten Beweise der Irrationalitiit von e und *.

;8itzung8ber. d. Bayer. Akad. d. Wiseensch. Mathem.-physik. Classe XXVIII, 325
bis 837.

^

1. August 1898). ) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum
XI, 3 81.

) Corresp. math. (Fuss) I, 3 1.
D
) Commentarii

Academiae Petropolitanae ad annum 1739. T XI, 6 und 7. ) Ebenda T XI
10, 11, 27.
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liber Kettenbriiche: De fractionilus continuis obscrvationcs x

)
sich

auf diese Ergebnisse beziehe. Zu Anfang ist allerdings von be-

stirnmten Integralen keine Rede, sondern der Kettenbruch

:.

-p p^ &quot;i&quot;

~Olt~ ~BS ^ cr^*r^ welche, so oft die A, B, C, D -

alle positiv, iin Uebrigen aber beliebig abnehiuend oder wachsend

sind, da P=C, Q= KP+D, E = GQ+ FP, S = IR+ HQ
ist, als convergent sich erweise, \veil jedes folgende Glied kleiner als

das ihm vorhergehende werde. Wir bemerken beilaufig, dass die

Behauptung der Abnahine der Glieder an sich riehtig ist, da z, B.

BDFIt BDF HQ HQ

Convergenz der betreffenden Reihe trotz des von Glied zu Glied

wechselnden Vorzeichens nicht ausreicht. Dazu ware nothwendig,
dass die Glieder beitn Abnehmen unter jeden angebbaren Werth

sinken, was bei der Allgemeinheit, in welcher A, B, 67
,
D ge-

wahlt werden dtirfen, keineswegs sicher ist. Euler kilmmert

sich darum nicht, sondern zeigt nun riickwarts die Verwandlung
T? ., B BD . BDF BDFH . v ,

der Reine -^ ^-^ -\ 7-= fo
-
s m den Kettenbruch

Jc * V V -&quot; &quot; &quot;

B j T -i-i * n b
&amp;lt;

c d c

-yj . ^ n und der Reihe 4- , mP -f- DP p q r s t

Q~-^+ FPQ
JK FP + HQE

den Kettenbruch
,

, 2 von welcher Beispiele gerechnet

aq bp -j- cg
s

br cq -f- bdr*

cs dr -j- .

werden. Eine eben solche Reihe ist aber nicht selten das Ergeb-
niss einer bestiminten Integration, und auf diesem Umwege kommt
Euler dazu, ein bestimmtes Integral durch einen unendlichen Ketten

bruch auszudriicken. Beispielsweise
2
) ist

i
r- w -i _

a? dx
m -f- fi

) Commentarii Acadcmiae Petropolitanae ad annum 1739. T. XI, 3280.

-)
Ebenda T. XT, 36.
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Eine andere Gedankenreihe fiihrt zu folgenden Betrachtuno-en^ O
Wallis hatte, wo er Brounckers Kettenbruch fiir it (Bd. II, S. 766)

mittheilte, den Satz ausgesprochen ,
dass a? das Product der beiden

unendlichen Kettenbruche und
2 (a 1) -\- 9

2 (a 1) + 25

*(-l)4--:.

sei. und Euler hatte schon in der ersten
&

v
a

i *) ~r y_
2(o+l) + 25

2(o + !} + -..

Kettenbruchabhandlung an dieses Ergebniss erinnert 1

).
Jetzt kam er

neuerdings auf den gleichen Satz zuriick 2
).

Gestatten wir uns

(was Euler nicht thut) die abgekiirzte Bezeichnung KL =

2(o + 1) +9 .

so
&quot;

keisst ^er von Wallis ausgesprochene
~

25

Sate ^_i KI = a3
,
und ihm stehen augenscheinlich beliebig viele

aimliche Satze xur Seite, welche man erhtilt., indem man a durch

a -j- 2, durch a -j- 4, durch a -f 6 ersetzt. So ist deranach

J5L-! JT - d
2

^3-^5 -
(a + 4)

2

(a + 6)
2 ,- ^ - JT

7

und durch Multiplication dieser Gleicbungen, wie sie miter einander

stehen und Weglassung der auf beiden Seiten vorhandenen Factoren

Klt K3 , K, fiudet man (a -f 2)
2

(a + ^K^ = a8
(a -f 4)

2
JST

7 ,

i IT- 4-4a4-47T,
also auch Jv_! = a - - f ~rX- ^- .

a + 2 a -f 2
-f- 6 a -f 6

Euler nimmt nun an, ohiie diese Annahme ausdriicklich in

Worte zu klelden, dass man die Schliisse fortsetze, bis rcchts als

letzter Factor
^ixL~ erscheint, und dass dieser letzte Ausdruck

sich bei wachsendem ^ nicht mehr von der Einheit unterscheidet.

So erhalt er K^ l
= a + 1 + L_ _ . .JL_ . LA .

2(o 1) + J_ tt-f-2 o + 2

2(a - 1) + 25__^
! - 20^=1) + -.

) Commentcvrii Academiue Petropolitanae ad annum 1737. T. IX, 101.
l

; Ebenda 1739. T. XI, 40.
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a
|

a
,

. Den in der Abhandlung iiber unendliche Factoren-
o, ~p 6 u -j- u

folgen gewonnenen Ergebnissen entnimmt nunmehr Euler, dass

a -j- 4 a -j- 4 a -f- 8

jx
a~ 1 dx : yi x*

o

und somit ist der wiederholt von uns definirte Kettenbruch

das a-fache des eben angegebenen Quotienten zweier bestimmter

Integrale.

Auch an verwandten Kettenbriiehen werden ahnliche Kunstgriffe

geiibt, so dass der Kettenbruch zunachst in eine Factorenfolge, dann

in einen Quotienten zweier bestimmter Integrale umgewandelt er-

scheint. Durch Einsetzung besonderer Werthe zeigt sich 1

)

i -f- 2_-
3

&quot;T~ + 3 4

~*~ +
. .

Als weitere Aufgabe stellt sich dann vor die Augen, derartige
i i

bestimmte Integrale / Pdx und j PTidx zu finden, dass ihr Quotient
o 6

sich als unendlicher Kettenbruch darstellen lasse, eine Aufgabe, welche

Euler gleichfalls in ziemlicher Allgemeinheit lost 2

),
urn alsdann wieder

besondere Beispiele der Rechnung zu unterwerfen.

111. Kapitel.

Eulers Introductio. Band I.

Zahlreiche Abhandlungen hatten Euler schon allbekannt ge-

macht, auch seine als besondere Bande gedruckten Mechanica von

1736 und Methodus inveniendi von 1744, von welch letzterer im

117. Kapitel die Rede sein wird, waren in den Handen derjenigen

Mathematiker, welche im Stande waren, den damals hochsten Ge-

bieten ihrer Wissenschaft Geschmack abzutjewinnen. Da erschien

J

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1739. T. XI, 43.
2

)
Ebenda T. XI, 59

sq&amp;lt;i.
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1748 Eulers Introductio in analysin infinttoruni*), von De Castillon

wahrend des in Lausanne stattfindenden Druck.es beaufsichtigt (S. 509),
und dieses Werk gab erst dem Namen Leouhard Eiders den volks-

thumlichen Klang, der ihm yermuthlich fiir alie Zeiten anhaftet.

Ein umfangreiches Vorwort, allzuumfangreich, um es hier

abzndrucken, was sein Wortlaut eigentlich verdiente, erortert die

Absicht, welche der Veroffentlichung zu Grunde lag. Euler will zu-

saminenstellen, was zu wissen bei Erlernung der Infinitesimalrech-

nung nothwendig oder wenigstens wiinschenswerth sei, man konnte

vielleicht sagen ;
was iiberhaupt ohne Inhnitesimalrechnung erworben

werden kann, und er geht darin viel weiter, als man es gewohnt
war. Er schuf, um eine moderne Benennung anzuwenden, ein Lehr-

buch der algebraischen Analysis sowie ein eben solches der analyti-

schen Geometric.

Der L Band der Introductio oder die algebraisehe Analysis zer-

fallt in 13 Kapitel, iiber welche wir in denkbarer Kurze berichten

wollen. Wir bemerken dabei ein fiir alle Mal
;
dass Euler es liebt,

den Gang seiner Untersuchungen durch geschickt gewahlte, lehr-

reiche Beispiele zu unterbrechen.

Das 1. Kapitel, Von den Functionen uberhaupt, erklart die

Function einer veranderlichen Zahlengrosse als einen analytischen

Ausdruck, der auf irgend eine Weise aus der veranderlichen Zahlen

grosse, d. h. einer unbestimmten, allgemeinen Zahlengrosse, welche

alle bestimmten Werthe ohne Ausnahme in sich oegreift, und aus

constanten Zahlengrossen zusammengesetzt ist. Die Function einer

Veranderlichen ist wieder eine Veranderliche. Sie zerfallt in ver-

scbiedene Unterarten. Algebraisehe Functionen stehen im Gegen-
satz zu Transcendenten, unter den algebraischen Functionen werden

rationale von irrationalen, unter den rationalen ganze von ge-
brochenen unterschieden. Eine sich anknflpfende Sonderung betrifft

eindeutige und mehrdeutige Functionen 2
).

Znr Bezeichnung
einzelner eindeutiger Functioneii dienen grosse Buchstaben wie P, Q,

R, S, T. Des weiteren wird von graden und ungraden Func

tionen gesprochen. Jene behalten ihren Werth, mag man ihre Ver

anderliche = -f- k oder = k setzen, diese nehmen durch die beiden

erwahnten Substitutionen entgegengesetzte Werthe an. Aehnliche
Functionen von y uud z neniit man Y und 7,, wenn Y auf eben

) Eine deutsche Ueboreet/ung von Johann Andreas Christian
Micbelsen (Berlin 1788) hat den ursprunglichen 2 Biinden noch einen 3. Band

Anmerkungen und Zueat/e beigel iigt,, beziehungriweise 17U1 folgen lassen. Eine

dentscbe Uebersetzung von If. Maser (BerJin 1885) enthiilt nur den 1. Band
der Introductio.

-) Functioned unifnrmcs, iniiltiforwi:s.
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die Art durch y und constante Zahlengrosseu bestimmt wird, wie Z
durch s und constante Zahlengrossen.

Das 2. Kapitel, Von der Umformung der Functionen,
unterscheidet zunachst zwei Gattungen von Umforraungen, je nachdem

dieselbe Veranderliche beibehalten oder eine andere Veranderliche an

Stelle der ersten eingefiihrt wird. Bleibt die Veranderliche, so bleibt

auch die Art der Abhangigkeit ihrer Function von derselben, nur

konnen vielleicht in der neuen Gestalt manche Eigenschaften deut-

licher hervortreten. In dieser Beziehung ist die Zerlegung einer

ganzen algebraischen Function in einfache Factoren von besonderer

Wichtigkeit. Eine gauze Function Z von z, in welcher der Exponent
der hochsten Potenz von z gleich n ist, wird n einfache Factoren ent-

halten, was ohne Weiteres daraus gefolgert wird, dass f -\- gz -f- /**

in zwei, / -f- gz -|- liz* -\- iz* in drei einfache Factoren, d. h. in solche

zerlegbar sei, in welchen z nur in erster Potenz vorkoinme. Man
findet die einfachen Factoren von Z, indem man die Wurzeln der

Gleichung Z= aufsucht. Aus jedein Wurzelwerthe entspringt ein

einfacher Factor der Function Z. Die einfachen Factoren des re ell en

Productes Z.sind theils reell, theils imaginar. Letztere treten itnmer

in grader Anzahl auf, und zwei imaginare einfache Factoren ver-

einigen sich dann zu einem reellen Factor 2 tcn
Grades, den man auch

einen reellen zweifachen Factor nennt. Die ganze Function Z von z

ist eiudeutig. Wird Z A bei z = a und Z B bei s = b, d. h.

geht Z von A in B iiber, wahrend z von a in b iibergeht, so kann

ersterer Uebergang nicht anders als durch alle zwischen A und B
gelegene Zwischenwerthe hindurch erfolgen, d. h. es muss eineii

zwischen z a und z b gelegenen Werth z= c geben, der Z= C

hervorbringt, wenn C zwischen A und B liegt. Mit andereu Worten,
wenn Z A = und Z 5 = je eine reelle Wurzel besitzt, so

muss, wenn A
&amp;lt;

(7
&amp;lt;
B oder A

&amp;gt;
C

&amp;gt;
B ist, auch Z 0=0 eine

reelle Wurzel besitzen. Ist beispielsweise Z von ungrader Hohe,
d. h. Z= z&quot;

n+ l
-f u^ n + fts

sn~ 1 + ,
so bewirkt # = oo, dass

Z= oo und z ~ oo, dass Z~ oo wird, mithin haben Z oo

und Z -f- oo je einen bekannten reellen einfachen Factor z oo und

z -f- oo. Alsdann muss auch Z Q Z eiuen reellen einfachen

Factor besitzen oder z**+ L
-f- az- n

-f fiz*&quot;-
1

-f = hat min-

destens eine reelle Wurzel. Die Gleichung Z =- z- n + K^~&quot;~
i +

fizin
i

_|_
. . .

_j_ V2 A = mit positivem A hat mindestens zwei

reelle Wurzeln. Die Aunahmen z oo und z : liefern naui-

lich Z= oo und Z A
}
zwischen welchen Z -----() liegt, welches

durch irgend ein negatives z c erzeugt werden muss. Anderer:

seits lieferu z == und z oc die Werthe Z ^=- A und Z == ex;
,

CANUOK, Guschichte tlor Mathemiitik. III. !&amp;gt;. 2. Aufl. 4(5
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zwischen welchen abermals . liegt, welches cluroh irgend ein

positives z = d erzeugt werden muss. Das sind lauter Siitze, auf

welche Euler 1749 zuriickkam (S. 602). Nun kommt die Zerfallung

einer echtgebrochenen Function in Partialbriiche an die Reibe. Der

einfacbste Fall -

-^r-~, wo S den einfachen Factor p qz
(P 2*J 5

,,
jrf A

nicht weiter erhalt, wird erledigt durch die Annabme ^ = - -

+ oder M == AS + (i&amp;gt;

-
42) P, woraus J. = --p folgt.

o *^

Hierein setzt man (weil A eine Constante ist, darf man das)

= und erbait A == -? t&amp;gt;er verwickeltero Fall,S (,-j,=o)

dass |) 5--?
mehr als einmal als Factor in N vorkomme, und dass

also Partialbriiche init den Nennern p C[Z } (p (y/)
2

, (p qzf -

zu ermitteln sind, bescbliesst das Kapitel.

Das 3. Kapitel, Von der Umformung der Functionen durch

Substitution, hat die Rationalisiruug irrationaler Ausdriicke zum
in 1

Zweck. So wird y = (a -\- ltz)
n durch

(&amp;lt;i-{-bz)&quot;x
in rationale

Gestalt iibergefiihrt. Ebenso wird
(&quot;-

fi\
=

(&quot; ^~\ durch ratio

nale Werthe von z und y erfiillt, indem uiun den beiden Aus-

driicken gemeinsamen Wertb in die Gestalt x&quot;

! &quot; kleidet. Bei

3 ~
y == -f _
worauf ?/ = (a 4- bf)X = - wird. Eine andere Methode

ox- rf

der Rationalisirung von y ]/p -f- qz -j- r^2 besteht darin, dass

y = xz -f- ]/p oder auch y == a: -j- ]/r ^ gesetzt wird, je naehdern 7)

oder r positiv ist. Sind beide Constanten p und r negativ, und ist

zugleich q* &amp;lt; ^Pr
j
so l$l y wesentlicb iraaginiir. 1st dagegen p und r

negativ, aber g
2

&amp;gt; 4pr, so ist man im Stande p -f- qz -f- r,?*

=
(a -}- bz) (c -\~ dz) zu setzen, wie vorher gelehrt wurde. Neben

dieser ersten Anwendung von Substitutionen lehrt alsdann Euler eine

zweite, welche darin besteht, dass er, wenn eine Grleichung zwischen

y und z vorliegt, eine dritte Hilfsveriinderliche x wahlt und Be-

/iehungen zwischen y und x sowie zwischen * und x nufsucht, ver-

moge deren die urspriingliche Gleichung eriullt wird. Sei z. B.

ay&quot; -|- bz? -\- cyYz* =====
0, so setzt Euler zunachst y =*= x &quot;z

r&amp;lt; und erhalt

axe&quot;nzan -f- bz? + cx/ mzY n+ d
===== und es kommt darauf an, n so zu

wahlen, dass aus der neuen Gleichung z in x gefunden werden kann.
Q

Dazu liegen drei Wege vor. Erstens kann an ==
/3,

n ===== gesetzt

werden, dann ist nach Division durch z? die weitere Behandlung
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/&amp;gt;
r.

augenscheinlich. Zweitens kann yn -f- 6
/J,

n *-- -
gesetzt und

abermals durch ^ dividirt werden. Drittens kann an = yn -j- d,

n = - -

gesetzt und durch #&quot;&quot; dividirt werden. Andere Beispiele
y

erfordern und gestatten andere Kunstgriffe.

Das 4. KapiteJ, Von der Darstellung der Functionen durch
unendiiche Reihen, ist schon durch den einleitenden Paragraphen,
welcher zeigt, wie Euler iiber Reihenentwicklungen dachte, von

hochster Bedeutung. Die Natur transcendenter Functionen, sagt

Euler, diirfte sogar besser zu erkennen sein, sobald dieselben in einer

solchen, wenn auch ins [Jneridliche fortlaufenden Form ausgedriickt

sind. Denn ebenso wie die Natur oiner ganzen Function am besten

dann erkennbar ist, wenn sie nach Potenzen von s entwickelt, also

auf die Form A -j- ^ ? + V** 4~ -^z 3

~h gebracht ist, so ist auch

diese Form, selbst weun die Anzahl der Glieder unendlich gross ist,

am geeignetsten, urn sich von der wesentlichen Beschaffenheit aller

anderen Functionen eine klare Vorstellung zu bilden. Wir durfen

bei dieser Gelegenheit an die Bemerkung erinnem. welche wir

(S. 465) an Newtons Integration durch unendiiche Reihen knupften.
Wenn wir dort eine nur unbewusste Verwandtschaft mit heutigem
Denken zu erkennen vermochten, so ist Eulers Aeusserung von ganz
anderer Natur. Mag ihm, wie wrir mehr als nur einmal gesagt haben

und kiinftig zu wiederholen haben werden, das Gefiihl fiir die An-

forderungen, welche die Mathematik an die von ihr zu benutzenden

unendlichen Reihen zu stellen hat, mehr abgegangen sein, als dieses

bei Newton der Fall wT

ar, den analytischen Nutzwerth der Reihen,
wenn wir so sagen dttrfeu, klar ausgesprochen zu haben, ist Eulers

Verdienst. Die einfachste Art der Reihenentwicklung ist die der

Division bei Umwandlung eines Bruches, und sie erzeugt die re

current e Reihe, deren Namen und erste Untersuchung nach Eulers

Aussage De Moivre augehore. Jene Umwandlung selbst braucht

nicht durch Division vollzogen zu werden. Sie erfolgt besser durch

Multiplication des Bruchnenners mit einer versuchsweise unter Be-

nutzung unbestimmter Coefficienten aufgestellten unendlichen Reihe.

Euler setzt z. B.
-~J~

= A + Bx -f Cz~ -f J)z&quot; -j und erhalt

-f~ (ttO -j~ fiB)z* -{- (aZ) -j- fiC)s
3

-f&quot; &amp;gt;

woraus neben A = *
die

cc

einander volistandig iihnlich gebauten, die Recursion vermittelnden

Gleichungen = uB -\- p A ,
== aC -f ftB, ctl) -f /J C

hervorgehen. In wesentlich Ubereinstimmendem Verfahren wird sodann

46*
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Ds* + und a -f be

4- y*
8
) (4 + Bs .4- C * 2

-f Dz H----)
= 4 -f (a -f

(uC -f /35 + y J.)
8
-f (a 7) -f C -f y.B) ^3

-f gesetzt, woraus

erstlich die zwei Coeffieienten A --, B --
? und ferner die

a a cr

uninifctelbar nur a, /3, y aber nicht a, t enthalfcenden Becursions-

gleichungen
= 6 -j-^J5+ y-^; K^ H~ /^^ ~f~ y^ entstehen.

Je rnehr Glieder der Nenner a -f- fig -f- J-

2 + besitzt, um so

zablreicher sind die Glieder der einzelnen Recursionsgleichungeu, und

die von den Coeffieienten des Zablers a-}-bz-\---- abbangenden Zahlen

A
y
B inehren sich in gleicber Weise. Vorausset/ung des Ver-

fahreus ist ein von Null verschiedenes a, da sonst die Entwicklung

mit A =00 beginnen musste. Unter der gleicben erfiillten

Voraussetzung einer von Null verscbiedenen Anfangsconstante des

Nenners wird auch der Brucb in erne nach steigenden Potenzen von z

fortschreitende recurrente Reibe verwandelt, dessen Nenner die

wte Potenz von 1 KZ ist, wabrend im Zahler Glieder bis zur Hohe

von zn ~ l vorkomrnen. Setzt man nacb vollzogener Entwicklung
a = z == 1

,
so gebt die Reihe in eine arithinetische Progression

n l tei

Ordnung iiber, welcbe somit aucb eine recurrente Reibe ist.

Euler gebt alsdan:i zur Entwicklung von Ausdrucken fiber, deren

Nenner eine Potenz des Polynoms 1 ctg fiz* ist, ferner

zu dem bis dahin ausgoschlossenen Falle, dass die Anfangsconstante
des Nonnerts Null wird, und den er dadurcb erledigt, dass er z, oder

welcbe Potenz sP- von z dem wirklich vorbandenen Anfangsgliede des

Nenners angehort, als Factor heraussetzt. Dann ist die ohnc Beriick-

sichtigung dieses Factors entwickelte Reibe noch durch #&quot; zu divi-

diren. Sie behalt dabei ihren Charakter als eine nacb steigenden
A

Potenzen von g fortschreitende Entwicklung, beginnt aber mit
*

Nun folgen die Reiben fflr (P -|- Q)
n u d allgemeiner fiir die

in. **

Potenz von Polynomeu. Von einein Beweise ihrer Ricbtigkeit

ist keine Rede. Der Biuomialsatz und Polynomialsatz tritt bei ge-

brochenem Exponenten in Anwendung, als wenn es sich von selbst

verstiinde.

Im 5. Kapitel, Von den Functionen zweier oder mebrerer

Veranderlichen, fallt das Hauptgewicht auf die bomogeneu
Functionen, dereu Name 1720 von Jobann Bernoulli 1

) einge-

) Commentarii Academiae Pctrnpolitanae T. I, abgedruckt in Job. Ber
noulli Opera III, 108124: DC- inie.grutionibu$ aequutionwn differentialiwn,
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fiihrt worden war. 1st V erne homogene Function wter Dimension

von y und e, so wird die Substitution y = uz zu dem Producte von

.0&quot; in eine Function von u fiihren. 1st w = 0, d. h. ist V fine

Function nullter Dimension von y und 2, so wird, wegen =
1,

die Substitution y *=uz dahin ftihren, dass V als Function von u

nllem erscheint.

Das 6. Kapitel, Von den Exponentialgrossen und den

Logarithmen, schildert das Wesen der genannten Functionen, wo-

bei die Behauptung auftritt, ausser den Potenzen der Basis a gebe
es keine Zahl b mit rationalem Logarithmus, nebst dem unbewiesenen

Zusatze, der Logarithmus von b konne auch keine irrationale Zahl

sein und rnfisse deshalb zu den Transcendenten gerechnet werden.

Von den zur Anwendung der Logarithmen eingeschalteten Beispielen

nennen wir zwei. Einmal fragt Euler, wie gross nach 100 Jahren

die Bevolkerung eines Landes sein werde, welche jetzt aus 100000
Menschen bestehe imd sich jahrlich um ihren dreissigsten Theil ver-

mehre. Wir erkennen hier einen Vorlaufer der schon (S. 360) er-

wahuten Untersuchungen Eulers von 1760 iiber Bevolkerungs-
verhaltnisse. Ein andermal fragt Euler nach der Anzahl x der

Jahre, welche zur Tilgung einer mit p Procent verzinslichen Schuld a

erforderlich sei, wenn jahrlich fttr Zins und Riickzahlung die Summe b

verwandt werde. Unter Benutzung der Abkiirzung TT
= n findet

Euler die Gleichung w*a = -
7^-,

welche man neuerdings die

Amortisationsgleichung zu nennen liebt, und folgert aus ihr

_ Iog b log (6
-

(n l)q)
.Z/ -

&quot;!

logn

Das 7. Kapitel, Von der Darstellung der Exponential
grossen und der Logarithmen durch Eeihen, gibt seinen In-

halt durch die Ueberschrift aufs Deutlichste an. Der Gredankengang
ahnelt sehr dem, welchen Halley 1695 eingeschlagen hatte (S. 85),

ohne dass auf diesen Schriftsteller verwiesen ware. Wir haben dieses

Schweigen wohl weniger daraus zu erklaren, dass Euler Halleys

Abhandlung nicht gekannt hatte, als wahrscheinlicher daraus, dass er

Dinge, welehe seit mehr als fiinfzig Jahren der Oeffentlichkeit an-

gehorten, als wissenschaftliches Gemeingut betrachtete, von welchem

Jeder ohne Quellenangabe Gebrauch machen dilrfe. Sei a, die Basis

In IX dieser Abhandlung heisst es: . . . p et q designant functiones rationales

et homogeneas indeterminatarwn x et y utcwniquc inter sc complicatarum atque

permixtarum, modo indeterminatae in singulis temninis eandem habeant cxponen-
tium summam propter qwod functiones, quae ita sunt comparatae, . . . voco

homogeneas.
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des zu wjihlemien Logarithrnensysteins, grosser als 1, sei ferner o
eine unendlich kleine positive Zahl, so wird a &quot; =*= 1 -|- ^, wo #

gleiehfalls positiv unendlich klein ist und etwa = ka&amp;gt; gesetzt werden

darf. 1st a*&quot; 1 -f- &o ;
so 1st o*=log(l -J- ^t3) i*1 dom Logarithraen-

systerae von der Basis a . Erhebt man a = 1 -f- &&quot; auf die

-i* Potonz mit vorlaufig beliebigem /, so wird a &quot; =
(1 -f- A co)

1 -}- fro -f-
~ -fr* 2

-f- -. 1st aber &amp;lt;

= - und a endlich. so
i 4 (J

wird i oc, zugleich aber auch toi = z und o = - - Diese Sub-

stitutionen liefern a4 = 1 -f- *2 -f ^-i P^2
-f

(llM^l jt
8^3+ .

Bei / = &amp;lt;x streichen sicli die in den Ztihlern und Nennern aut-

tretenden i enthaltenden Factoren gegen einander
r
und man erhalt

^*^i fcSgS
u c = 1 -|- Av -f-

- -
-{-

-
^~ -f- mit endlichen a,, k, z. Wird

vollends g = l
r so zeigt sieh der zwischen tf und A- obwaltende Zu-

A&quot;

*
A

3

samuienhang = 1 -f-
- 4- . . .. Der Ansdruck

1 &quot; *
ii 1 * M * M

a(&quot; l=
(1 -f- jtca)* 7 wclcher, wie wir sahen, den Werth 1 iibersteigt,

kann als 1 -f- x bezeichnct werden. Alsdann ist einerseits cat ==

A i

log (1 -f- x), andererseits 1 -}- Aw = (1 -f ) S AJW = (1 -f- #)~ 1,

If A 2
* 1 . X 3

(/ 1)(2 1) Tr . .
&quot;

-r.2&quot;T-+TTT:3
--

IfT
----

J-
Beii oover-

einfachen sich wieder die / im Zahler und im Nenner mit sich

fiihrenden gebroohenen T
oefficienten, und mit Benut/ung von

M* = log (1 + .r)
erhalt man log (1 -f x) = -*

(07 y -f
~- -

)

Diese Reihe verhilft alsdann zur Ermittelung von A- aus a, was aus

k k s k 3

rt 1 -}-
j

1~
i . 2 ~1~ 1.2 3

~^~ nicn ^ za erreichen war. Sei nam-

lich 1 4- # =
,

.r = a -
1

, log (1 -f- #) ==
log a ==

1, so geht die

Reihe iiber in 1 **

weise iu A-^--- --... Bei a 10 wird
* - o

9 Q* (i

k :==
Y

~ ~

&quot;2&quot;

~^~
&quot;IT

&quot; e ^ne ^ejne
?
von welcher Euler in fast naiver

Weise sagt, es sei schwer einzusehen, wie sie den Werth 2,30258
haben konne 1

).
Dazu gelangt er dureh folgende Schlusse. Neben

A log (1 -{- x) = x
-}-
~------ wird bei negativ gewahltem x auch

l

) Euler, Tntroductio
I, 120 am Schlusse.
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k \oa (1
_

x) x ~ - -- &amp;lt;

sein, und Subtraction fiihrt zu

1 log L^ + ?! 4-
* 6

4-
. . .

. Jetzt setzt Euler ^~- a,
2

108 ! __ 3. i & 5 1 *

wodurch log j-

* = 1 und x =^~
3

wird. Dann zeigt sich

_* -= ^~ l

4. (^-- -V+
*

-v und bei a = 10 die rasch
2

~
-]-! 3 Vo + 1/

zur Ermittelung des entsprechenden A- fiihreiide Keihe
y
= ^

4..* (-

9
-V-|-

-
1

-( )

J

H- Wird aber &quot;k als bekannt angenomrnen,

z. B. k ** 1, so geht 1 + v + i* a + r^ + iri 1 +1 + iTa

_j
___

^
__

_|_
...

uber, einen Werth, der durch c bezeichnet die Basis

der naturlichen oder hyperbolischen Logarithmeii heisst, und

den Euler auf 23 Decimalstellen berechnet angibt. Durch a =
e,

k = 1 geht awi = (1 -f ka}
1 fiber in eu&amp;gt;i =

(1 + ) ,
und da bei

oi = 2
f
o= r war, so hat man e

3 =
(l

-f
) ^

wir bemerken

dabei beilaufig, dass der Sonderfall
(l

-f-
-f) (̂

= x)

= 1 + 1 +
,,i- -I___---U . . . schon am 30. Januar 1728 im Besitze von Daniel
1 2
~

1 2 3

Bernoulli war, der ihii damals brieflich Goldbach mittheilte
1

).

Das 8. Kapitel, Von den transcendenten Zahlengrossen,

welche aus dem Kreise entspringen, ninimt die auf 127 De

cimalstellen angegebene Zahl n; und die trigonometrischen Functionen

in Untersuchung. Mittels der bekannten Formeln fiir den Sinus und

den Cosinus zusammengesetxter Winkel kommt Euler leicht zu den

Gleichungen
sin (2y 4- z)

=* 2 cos y sin (y + e) sin z

cos (2y + i)
= 2 cos y cos(?/ -f- ^) cos

^&amp;gt;

welche Recursionen darstellen, deren Fortgang einleuchtet, wenn z

durch y -f z ersetzt wird, was beliebig oft geschehen kann. Auch bei

Ausfubrung der Multiplication (cos y +Y l siu y) (cos ^+ /&quot;
X sin f)

== cos (y _|- ^) 4. y &quot;I sin (y 4- *) bedient sich Euler der Formeln

cos y cos s sin y sin s = cos (y + .?);
cos y sin * + sin y cos e =

sin (^ 4. 3) . Die fortgesetzte Multiplication fiihrt allmahlich zu

(coss + ]/ T sin *)
n = cos nz + V T sin w^

;
mit n als ganzer po-

sitiver Zahl, was Euler allerdings zu betonen unterlasst, und dann

weiter zu 2 cos ns = (cos z + }/ Hi sin
^)&quot; + (cos z j/^T sin

r)

n

Corresp. math. Fuss) II. 240.
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nnd zu 2)/ 1 sinn.: = (cos* -j- ]/ Tsin*)* (cos* }/ 1 nine)*.
Die Binomialcutwicklung der hier vorkommenden nton Potenzen liefert

Werthe von cosnx uud von sinw.r ausgedrfickt durch Producte von
Potenzen von cos* und von sin.:

1

n (nncos nz = cos zn
[-7.7

cos *&quot;

&quot; 8
sin p

. n (n 1) ( 2) (n M
iTjTgTi cos*&quot;-

4 sin *4

sin nz = =
^

cos 2&quot;~
l sin * - V- cos sns s jn ^,3

J_ (&quot; !)(- 4) w_ 5
. ^

1 . 2 ... SH1 ^

1st * = f und dabei n unendlich gross, * unendlich kleiu, so kann

cos z = 1
,

sin * = * = :

^ gesetzt werden nebst denjenigen Veriin-

deruugen der auftretenden Briiche in Bezug auf n, welche im vorher-

geheuden Kapitel benutzt waren. Man erhalt die Reihen cos v

1 - -
. sin v == v

v
-I -

1 2 3 1 2-3-4- 5

Werden diese Pteihen benutzt, um die Sinus und Cosinus von Bogen
unterhalb | (=30) zu berechnen, so findet man, da sin 30 == -

1
-

und somit sin (30 -f *)
= cos* sin (30 *) nebst cos (30 -f *)

= cos (30--*) sin*, von den Functionen der ^leineren Winkel
aus mit Leichtigkeit die der grosseren. Die gleiche Substitution

- v mit n = i (infinitum, unendlichgross), * = &quot;- lasst die fiir

2cosn* und fiir 2]/^-lsinw* gefundenen Formeln in folgende

iibergehen: 2 cost; ==
(l -f^^V (l ^.plj

und 2]/- 1 sin,

mithin ist auch e V-i _
( \ _[_ LL~_- i P- vy-i == M v v l

\ un

pCOS V = ~ . sin 11 +V~i
2 ,

sm v =
;

g -i cos v

+ sin vY 1. Ferner war im natiirlichen Logarithmensysteme

log fl -f- x)i
== * ((1 + a;)

7 -
l). Ersetzt man 1 -f- x zuerst durch

cos* + y~ 1 sins, dann durch cos* ]/ 1 sin* und zieht beide

Ergebnisse von einander ab, so entsteht log (cos * -f }/^-~T sin *)

-
log (cos * - y i sin g) _ iog 5Ei*_ y.:~ i_

8in _
,-
r
(cos ,,

.

cos.? --
}/ 1 sin^
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A -
i~]

:

(cos Y isin) J. Wiewohl vorhin die Her-

leitung der Forinel 2Y 1 sin nz = (cos s -f- ]/ 1 sin zf

(cos z y - ism#)
n
die Notbwendigkeit eines positiveu ganzzahligen

n mit sich fiihrte, welche wir deshalb besonders hervorhoben, nirnint

Euler nicht den geringsten Anstand n = zu setzen, und er ge-

langt damit zu 2 Y~- 1 sin -.- = (cos z -j- Y~~ 1 s^n #)
1

(cos

T AT i, i i cos z + V 1 tin ^ .,/ 4
1 sin s) beziehungsweise zu log

- - = 2 (/ 1
cos 2 y 1 sin ,2

/sin 4- Wird / :, so geht i sin
&quot;

in i- -.- == z fiber, und man
* ^ .

i ..,, 1
T

cos ^ -f V^ i sin , . m i 11
ernalt z = - --=-. log

- - oder erne Grleicnunff, welche
2 y 1 cos z ]/ 1 sin z

den Logarithmen einer imaginaren Zahl auf einen Kreisbogen zuruck-

ftihrt. Der logarithmirte Bruch kann auch durcli cos z gekiirzt

werden, worauf a= T_- log
&quot;t-* -^2

entsteht. Iin 7. Kapitel
2&quot;}/

i
&

i y
1 I /? yr or^ f^

war
2 log t _ ^

=
-^

-f-
--

-f-
---

-f- gefunden worden. Einsetzuug

-i /
-

T&quot; L i i? j
1

i
1 + V 1 tng 2 n / r /tnff

von x = V 1 tng $ iiefert -_- log - = y 1 -
G
l_-j/_l tng^ \ 1

tng,3
8

. tng^
5

tng z tngz
3

.- +~ ----- also aucn * = - --- -

beziehungsweise inittels tng z = t, z arctg i auch, arctg
=

t t
3

i
5

-
3-
+ 5

--- Diese zahlreichen Ergebnisse des 8. Kapitels

sind, wie kaum hervorgehoben zu werden braucht, weder in einwand-

freier Weise erworben, noch einzeln genommen neu. Johann
Bernoulli hatte 1702 den Zusammenhang zwischen einem Arcus-

tangens und dem Logarithmen einer imaginaren Zahl erkannt

(S. 362), James Gregory besass 1671 die Reihe fur arctg t (S. 75),

Leibniz hat deren besonderen Fall ? = 1 .. -j- ,
-

-j- ge

funden (S. 79). Machin hat 1706 eine zur praktischen Anwendung

vortheilhaftere Reihe fur &quot;- veroffentlicht (S. 364). Euler selbst hat

1737 eine Anzahi von Reihen zur Berechnung von ^ in den Druck

gegeben (S. 668). Jetzt kam er in der Introductio auf die Um-

formung der Arcustangensreihe zuriick. Ausgehend von tng (o -j- &amp;gt;)

tng a -f- tng ft , n=
1 - tng

: o~n Un(1 V n tnS = ! findefc er
&amp;gt;

n
, 1 tog a -f- tng t . 1 tng a=

. ist, 1 = - ~ sein muss und tng ft = 7 r-r
1 tng a tng o 1 -j- tng a
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1

Mithin ergibt sich aus tng a =
7,

ein tng b = - -&quot;- = -

3
- und

&quot;- =
arctg

-
-f- arctg -.- ,

worauf zweimalige Anwendung der Arcus-

tangensreihe eintritt.

Das 9. Kapitel, Untersuchung der trinomischen Factoren,
kehrt zu dem Gegenstande des 2. Kapitels zuriick. Dort war von

den reellen einfachen Factoren und von den paarweise auftretenden

imaginaren Factoren einer ganzen reellen algebraischen Function die

Rede, welche letztere einander zu einem reellen triuomischen Factor

vervielfachen, und auf sie wendet Euler nunmehr sera Augenmerk. Das

Trinoni p &amp;lt;iz-\-rz*
besteht aus zwei imagiuaren einfachen Factoren,

wenn 4;&amp;gt;r &amp;gt;
a* oder J ist. Jede Zahl, welche kleiner als I

ist, kann als ein Cosinus gedacht werden, /. B. ~= = cos
&amp;lt;p

als
2 -

Merkmal, dass p qz -f- rs~ aus imaginaren einfachen Factoren ent-

stand. Das Trinom heisst alsdann p 2 cos
&amp;lt;p Ypr z -j- r z* oder

wenn p durch p
2 und r dnrch q

2 ersetzt vrird, p*
--

2pqzcostp

+ q*jg*
= [q2 picostp+Y lsino&amp;gt;)] [qz p(cos&amp;lt;p }/ I sin 9)] ,

und die ganze algebraische Function -f- fiz -(- yz* -\- 62* -f- ,

auf deren Zerlegung es ankomint, muss verschwinden, sowohl wenn

})

(cos 9? -f- Y~ I sin (p) als auch wenn z == (c6s &amp;lt;p Y 1 sin (p)

eingesetzt wird, was unter Benutzung von (cos 93 -flX 1 sin
^)&quot;

=
cos

n&amp;lt;p
4- ]/ 1 sinwqp zu geschehen hat. Diese allgemeinen Vor-

beraerkungen leiten iiber zur Zerlegung von a&quot;

-j- z&quot;,
bei welcher die

beiden Fiille eines ungraden und eines graden n unterschieden werden.

Ist n ungrad, so hat an
-j- zn ausser dem Factor a -\- 2 noch r

trinome Factoren, ist n grad, so sind ausschliesslich trinome Factoren
ai

an der Zahl vorhanden. Aehnliches gilt fiir die Zerlegung von

a&quot; z&quot;. Bei ungradem n ist der Factor a z neben -- - trinomen

Factoren vorhanden, bei gradem n vereinigen sich die beiden ein

fachen Factoren a z und a -f- z init - : trinomen Factoren.
6

Sodann sind die einzelnen Factoren von an -f- zn und von &quot; zn

9 / 7T

wirklich gebildet. Letztere heissen a2 - - 2az cos -
\- z*, wo k

71

alle positiven ganzen Zahlenwerthe von anfangend erhalt, bis das

Product der Factoren die nothige Dimension erreicht. Es war
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!

, _-, v . -
,

- . roig-
I & o \ l I (i at)

lich muss, unter der Voraussetzung i = oo
,
aueh sein 1 4~ y + y ^

. .T.\&amp;lt; x . x* . x* . /
1 ,

x\i
1

4-
, J , y 4- T72 T i~2~.l&amp;gt;

T.- =
\!

4-
-

v j

-

Der Ansdruck rechts ist aber von der Form a&quot; zn wenu a 1

x I &\ 2

_i-
;

= 1 M = /, und die Facfcoren desselben werden (1 4~ )
i \ /

2 (l 4- -v) cos
2
^- 4- 1 . Bei k = erscheint (l 4- *}*

\ ^/ i \ i/

2 (1 4&quot; )
Cos0

4&quot;
1 &quot;^

(l 4~ &quot;^

l) (
r
) )

welches nber durch

*y* or 3u x
-r ersetzt werden muss, weil - 4* r u 4~ o * -}- sich nur durch
t 1 1 * A * ** V

(j,V / X^\

beziehungsweise -r I
,

aber nicht durch y? (beziehungsweise
~
s j

als theilbar erweist. Bei 1;
&amp;gt;

tritt fur cos - seine Reihenentwick-

lung 1 -
\j~r-] 4~ oi (--&quot;}

---. welche aber wegen i = oo

auf die beiden Anfangsglieder 1 y- beschrankt werden darf.

(

\% / 3C\ iJA TT OtP

{
_j _J 2(14-) cos . [-

1 =
-TJ- 4&quot;

J. / \ t / i i

^ 4-- 5r~ =-, (1 4- ^ 4-TT?l5 wobei der constante Factor
7- p I \ i is srv

unberucksichtigt bleiben darf. Somit zerfiillt eT 1 in unend-

x x&quot; x 3

lich viele jetzt bekannte Factoren, d. h. man erhalt - -
4- y~o 4~ T~2~3

setzt ausdriicklich die Bemerkung hinzn 1

):
Obwohl hierin die ein-

zelnen Factoreu den unendlich kleinen Theil . enthaiten, so darf

derselbe doch nicht weggelassen werden, weil sich aus ihm nach aus-

gefiihrter Multiplication aller --- trinomen Factoren das Glied - :

ergeben wird; Euler nennt das eine Uribequemlichkeit, der er

aus dem Wege gehen will, und dazu bedient er sich einer anderen

Factorenzerlegung. Neben e* = (l- -\- -rj
= 1 4~ 7 4&quot;

r&quot;^ &quot;i~.r~o~s

L /i ^ \* 1 X P* X*
, J

4- ist iH- =
(I 7)

- l - -

T 4- T:2
-

rfri + und

Nun setzt Euler

) Euler, Tntroductio I, 156 am Anfang.
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n = i. Hierdurch wird a2 2 as cos 4- s2 = 2 4- -

i*

^
I*

~~
;*) cos - - Man kann wieder cos- -.- = 1 ^A= schreiben

\ t

und erhalt dann a2 2* cos
2 * *

4- *&amp;gt;
= i*- 4- 1*!*-&quot; _

n i* i*i

e
x ~ex e~e x . x ,

P51 W oder &quot;

2&quot;

=
f + T + &quot; lst durch

/
&quot;

/
~

/
&quot;

/
~

p^i ^r
theilbar. Hiervon aber, fahrt Euler fort, kann man sicher

x s

den Theil ^ weglassen, well derselbe auch mit i raultiplicirt inimer

noch unendlich klein bleibt. Somit 1st also ermittelt: - 4-
i 6

i i
&

- +iio 5040
&quot;

Gleichung dient selbst wieder als Ausgangspunkt nener Zerlegungen.
So liisst mmjty-- l^links die Sinusreihe entstehen, rechts Factoren

z^ / z \ I z \~
k*n*

==
y- \-7t) y-

~^~ FJT)
un(^ ^aner ^a* man die Zerlegung

sin , _ , l _ . l + ,
__ _ i + . . . Wieder eine

Betrachtung beginnt mit
e
~-t-i-I = 14- ----- 4- -~-

2 1-2^1.2.3.4

(
+

?)
+

(
-

?)

;

g
mit a == 1 4- -r

,
g = 1 -

^, w = i. Man

erhalt eine Factorenzerlegung von 1 + -
;

4- -|
----

1
welche

tibergeht. Auch die Ausdrucke
(l
+

-&quot;t&quot;)

+
(
! + ~T^) besitzen

die Gestalt a&quot; + ^( und filhren Factorenzerlegungen herbei. Die tri-

nomen Factoren sind, nachdem der auftretende Cosinus durch die

beiden erston Glieder der ihm gleichen Reihe ersetzt und ein

constanter Factor
unberttcksichtigt geblieben ist, von der Form

4(& c)*-|_4 JJ
&quot;

&quot;w*W
s
4r(j7I~c)

mit ungradem, beziehungsweise gradem m, je

nachdem die Suinme oder die Differenz der beiden Potenzgrossen zu

zerlegen wur. Anch bei c + x
4^ e -* muss, damit eine wirkliche

Gleichung entstehe, ein Divisor hinzutreten, und zwar 6*4-^, weil

J+* 4. c
&amp;lt;--*

~
TTT&quot;

dlll cu * = in 1 flbergeht, wie alle Factoren der Zer-
XT ^

leguug durch a; = /u 1 werden. Besondere Annahmeu wie I =- 0,

=2 werden gemacht und raittels c==^|/^I, j/
=

7;&quot;|/-~l
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nocli weiter ausgebeutet. Schliesslich entstehen Factorenzerlegungen

fiir cos z -f- tng ^ sin z uud fur cos z cotg^sin^.
Es lohnt, die

friihere Herleitung von Fuctorenfolgen (S. 658) /u vergleichen, um
den Portschritt zu erkennen, so ungeniigend uns vo ii gegenwiirtigen

Zustande der Mathematik aus auch die Sehllisse in der Introductio

noch vorkonimen mogen.

Das 10. Kapitel, Von dem Gebrauche der gefundenen Pro-

ducte bei der Bestimmung der Siuninen unendlicher Reihen,
erinnert gleichfalls an Eulers Abhandlung von 1734. Genau nacli

3C^ X^
denselben Grundsatzen wie damals folgert Euler aus 1 ~\~ y + j^

mittels Xs = tfi in 1 +
&quot;*

: t + * + ** + &quot; &quot;

dass

Summe der in den einzelnen zweigliedrigen Factoren auftretenden

Coefficienten von z, ihrer Producte zu je zweien, zu je dreien

sein muss, und nennt man P, Q, E, S, T die Summe der l ton
,
2ten

,

3ten
,
4ten

,
5ten Potenzen jener Coefficienten, welche mittels des

Girardschen Satzes aus
, ^-,

-
hergeleitet werden, so entsteht

P - L i

i
i

A_ i

^ O 1 4- L 4- - 4- =
^ 4

~
I

2
&quot;

2 s
&quot;~

3 s G 7
&quot; &quot;

I
4 2 4 3 4 U0 ?

allgemein zeigt sich --

- V if

i
_

1_
. . . alg summirbar. Die Summe ist -~ ver-

I O 71 l fa*O **(*i^Z I 1 )

vielfacht uiit Constanten, welche, wie Euler bei dieser Gelegenheit

sagt
1

),
eine beiin ersten Anblick ziemlich unregelmlissige Reihe von

Briichen 1, ^-, ,

-

-, ^-, j^--,
--

bilden, die bei sehr vielen Ge-

legenheiten gebraucht werden. Jakob Bernoulli ist nicht erwilhnt

und ebenso wenig wird der Beziehungen gedacht, welche /wischen

den von Jenem beobachteten Zahlen (S. 347) und den bier genannten
3

I g
*

ot)walten. Euler leitet dann aus der Factorenzerlegung von - ^-----

/ rp\ /^G

1 -f-
~

-\- --. -j-
-

-[- ahnliche Reihensurnmirungen ab, bei

welchen wir uns nicht aufhalteu wollen, und ebenso gehen wir iiber

die Herleitung von Reihen fiir die Tangente hinweg
2

).

) Euler, Introductio I, 108 am Ende.
-)
Ebenda I, 181.
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Das 11. Kapitel, Von anderen unendlichen Ausdriicken fiir

die Bogeii und die Sinus, setzt den Gegenstand fort. Euler hat

den Wallisschen Ausdruck (Bd. II, S, 904)
~ =

i-i_iJ_J
J_l_:

selbstiindig hergeleitet. Er hat ihn durch Zusammenfassung von je

zwei Factoren des Zahlers und des Nenners -

7 r- r r
(Zn -f 1) (2w -}- 1)

1 -
(* +-.)

^ die GeS alt V
*

(
-

-J) (

-
) (

~
) ^

gebracht und bat auch inittels sin - -== unter Amvendung der

Factorenzerlegung der Sinusreihe ]/2
&quot;

----- -
L.

-- ---
gefunden.

Logarithinirung gibt ihin log
-* =-

log ft
--J -f- log (i ~\

-j- log (l
49) ~f~ &amp;gt;

wo Je(^er der recbts vom Gleichheitszeichen

befindlichen Logaritbuien sicb verraoge log (I x)
= -- x

.** . 3

-.- - - ... in Reihengestalt ansebreiben lasst. So wird. wenn

man die mit den Coefficienten \, -, o vervielfachten Glieder

satniutlicber Reiben vereinigt, log a == log 4
- -

1 L,- -~|- . a -f- ~T -f- )

in Klaramern bofindlicben Summen sind deni Leser, f des 10. Kapitels

bekannt, wenn aucb unser Bericbt, um nicht fiber Gebiibr sich aus-

zudehnen. sie iibergehen musste. Euler berechnet mit dereii Hilfe

log .T im natiirlicben Logarithmensysteme auf 23 Decimalstellen
1

).

Dass aucb die Logaritbuien eines Sinus, einos Gosinus von der

Factorenzerlegung der Sinus-, der Cosiuusreihe aus ermittelt werden,

liegt in der Natur der Untersncbung. Den Scbluss des Kapitels

bilden weitere Reiheu fiir die Taugente, welche aus deneii im

10. Kapitel dadurcb gewonnen werden, dass in ibnen auftretende

Briicbe abernials in Reibenform gebracht werden.

Das 12. Kapitel, Von der Entwickluug der gebrocbeneu
Functionen in reeller Form, kehrt zu der im 2. Kapitel be-

gonnenen Zerlegung einos Bruches in Parfcialbrttche zurtick. Dort

war auf das Reell- oder Imaginiirsein der in den Nennern der Partial-

briicbe auftretenden Factoren des urspriinglichen Nennera keinerlei

Gevvicbt gelegt; jet/t vereiuigt Euler wieder je zwei Partialbriiche

imaginaren Nenners zu einem eiiizigen, in dessen Nenner ein reelles

Trinom zweiten Grades erscheint, d. h. es handelt sich um die Er-

) Euler, Introductio I, 190 am Ende.
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Of
[^

~ _,

mittlung der Briiche von der Gestalt - - v . Heisst
(p* &quot;2pqz

cos
&amp;lt;f -f- q

s
z*)M

der zu zerlegende Bruch ^, ist zunachst JV (j)
2 -- 2pqa cos 9

4- q*z
r
)Z }

wo Z durch das erwahnte Trinom nicht welter theilbar

M 8H-&amp;lt;u r
sem soil, imd setzt man =====_

i
__-:? ~|- ^ ,

,

sich &amp;gt;
= -:

~ * ^ ~ g
-r^r- ,

welches aber eine gauze Function sein
p* 2pqz cos fp

-- 7

muss. Mithin muss der Ausdruck J/ WZ aZz durch den tri-

nomen Nenner theilbar sein oder gleichzeitig mit p* Zpqzcoscp

-f- q
z
z* verschwinden, beziehungsweise verschwinden, wenn z =

(cos9+Y~\ sing?) isfc. Die Vollziehung der beideu Substitutionen

fur ^ in M UZ aZz unter Anwendimg von 2&quot;

-J (cos wg?

4-}/ rsiuwg&amp;gt;)
liefert zwei Gleichungen, denen $ und o zu ent-

nehraen sind. Im weiteren Verlaufe des Kapitels wird alsdanu der

allgemeinere Fall erorterb, dass N das Trinom /c-inal als Factor ent-

halt und die ganze positive Znhl k
&amp;gt;

1 ist.

Das 13. Kapitel;
Von den recurrenten Heihen, kehrt zu dem

Gegenstande des 4. Kapitels zuriick. Dort war die recurrente Reihe

aus einem ihr gleichen Bruche unter Anwendung der Methode der

unbestimmten Coefficienten hergestellt, wahrend die Division als Ent-

wicklungsmittel verschmahfc wurde. Jetzt tritt grade die Division

in ihre Rechte. Zngleich kann aber der erzeugende Bruch in seine

Partialbriiche zerlegt werden. Jeder Partialbruch gibt fiir sich eine

recurrente Reihe, und die Summe dieser Reihen muss gleich der ans

dem unzerlegten Bruche hervorgegangenen Reihe sein, wobei der Satz

in Anwendung kornmt, der die eigentliche Grundlage der Methode

der unbestimmten Coefficienten bildet, dass aus der Gleichheit der

Reihen A -f Kz + (h* -f l)s* -f = + 33* + S^2
-f &amp;lt;&amp;gt; -f

mit Nothwendigkeit die Gleichheit der Coefficienten gleich holier

Potenzen von g in beiden }leihen folge. Euler war der Erste ge-

wesen, der diesen Satz unmittelbar aussprach (S. 677), er war auch

der Erste, der die Empfmdung der Nothwendigkeit einer Rechtferti-

gung des Satzes besass. Sein Beweis 1

) besteht darin, dass er inittels

2 = zeigt, dass A 51 sein miisse, dass er alsdann durch Weg-

lassnng dieser einander gleichen Grossen aus der anfanglichen Glei-

chung und darauf folgende Division durch z sich die neue Gleichung

S -f. Cz -f DZ* + == 93 -f $g -f X&amp;gt;*

2 + verschafft. aus

welcher er mittels z == auf 1? == S3 schliessen kann u. g. w. Der

l

) Euler, Introductio I, g 214.
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Nutzen der von uns als Grundgedanke des Kapitels bezeichneten Be-

trachtung liegt dariu, dass die vorhergegangene Zerlegung in Partial-

briiche es vielfacb ermoglicht, das an sicb imdurcbsichtige allge-

ineinc Glied einer recurrenten lieihe deutlich zu erkennen. Eine

solcbe Undurcbsichtigkeit berrscht z. B. bei den Coefficienten von

-f 454** + -

.,

wahrend - -4- -- _- (_ 1 __ 2*- _ 9 2 *2 _ .
&quot;i1

i _ fig + 6jf i _ 2z + 1 - 3*
~

-f (2 -f2-3*-f 2- 3V H---- ) zeigt, dass das allgemeine Glied

(2 3
2&quot;)

&amp;lt;
s
w

heisst. Venvickelter, aber keineswegs unlbsbar wird

die Aufgabe, das allgemeine Glied der einer Division entstammenden

recurrenten Reihe zu finden, wenn die reellen Nenner der gebildeten
Partialbriiche Trinome zweiten Grades oder deren Potenzen sind.

Das 14. Kapitel, Von der Vervielfacliung und Theilung
der Wink el, ist die Fortbildung der dem 8. Kapitel angehorenden
Tlecursionsforineln

sin (2y -f- z)
= 2 coy sin (y -f- e) sin z

cos (2y -f- s)
= 2 cos

$/
cos (y -j- z) cos .?.

Wie im 8. Kapitel wird der Sinus und der Cosinus des n-facben

Winkels aus den Functionen des einfachen Winkels gefunden, aber

auch umgekehrt ist der Sinus oder Cosinus des einfachen Winkels

als Wurzel einer Gleicbung nion Grades aufzufasseh
,

welcber eine

Function des w-fachen Winkels als Gleichungsconstante dient. Dern

algebraiscben Nachweise, dass eine solche Gleichung n Wurzeln be-

sitze, stebt die Tbatsache zur Seite, dass sin s = sin (it
- -

s)

= sin (2 JT -j- s)
= sin (3sc s)

= und dass, wenn z = S

ist,
auch

..,,.
# = z = ---

gewahlt werden darf, wodurch

sin z und cos z jedes so viele verschiedene Werthe erhalt, als die

Zahl n angibt. Jede zum voraus zu erkennende Gleichungswurzel

entspricht einem Factor des Gleichungspolynoms ;
und nun ergibt

sich die Zerfallung des Gleichungspolyrioms in Factoreu, ergibt sicb

die Vergleichung der Gleichungscoefhcienten mit den Coefficienten des

Productes aus den erkannten Factoren, ein Verfahren, welches im
9. Kapitel nicht angewandt worden war. Die erwahnten Recursions-

formeln fur Sinus und Cosinus von in aritbraetiscber Progression
fortscbreitenden Kreisbogen fubfen r

)
zu sin a + e sin (a -f- /&amp;gt;)

*s o (r, L 07 \ i

s &quot;* a+ z (sin (a -4- b) 2 siu a cos b) ... -.

-\-z sm (a ~\- lU) -{
---- = i. und inittels

1 20 cos 64-,z*

l

} Kuler, Introduclio I, 258.
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e = 1 zur Summirung der unendlichen Reihe sin a -f- sin (a -f~ V)

f rtlA sin a 4- sin (a -f 6) 2sina-cos& sin a sin (a b)+ sm (a -f 26) + ...= -
_yt^_._

______
/ 6\ . 6 / 6\

2 cos la -
J
sin- cos la -

j=--- - = -
. Ganz ahnlich muss die unendliche

.

28in-

Reihe sin (o -f (n -f 1)6) -f sin (a -f (n -f- 2)6) -f sin (a + (n -f 3)6)

COP (a + (n
+

-)
6
J

4- . . . =---r---
sein, und durch Subtraction der beiden

. o
2-sm--

uneudlichen Reihen von einander entsteht die endliche Reihe sina-f-

n
w(-s)--co.(a

3in
(
a +

^[-)
-sin

2-sin--

2
^ . Es ist geradezu merkwiirdig, wie Euler

hier auf dem Umwege iiber zwei ganz unzulassige Summirungen di-

vergenter Reihen zu einer durchaus richtigen Summe einer endlichen

Reihe gelangte. Wie far den Sinus verfuhr Euler auch fur den

Cosinus. Er gelangte *)
zu dem unrichtigen cos a -f- cos (a -f- 6)

sin
(
a
~2~)

-j- cos (a -f- 2 6) -|~
=

~~h~ unt^ von ^a aus zu ^em

richtigen cos a -J- cos (a -f- 6) -f- cos (a -f- 26) -{- -f- cos (a -f- w6)
nb

Das 15. Kapitel, Von den Reihen, welche aus der Ent-

wicklung von Producten entspringen, enthalt Untersuchungen,
welche man Anwendungen der Reihenlehre anf die Zahlentheorie zu

nennen versucht ware, indem, wo seither alle ganzen Zahlen der Reihe

nach gewahlt wurden, um das Gesetz einer Reihe zu verwirklichen,

jetzt ausschliesslich Primzahlen an deren Stelle treten. Schon im

Briefwechsel Eulers mit Goldbach von 1739 traten solche

Dinge auf2

).
Bei Annahme gleichen Werthes fttr die beiden unend

lichen Ausdrucke (1 + ae) (1 -f- fte) (1 -f- y*) (1 -f de) == 1 -f As

-f- Bz* -j- Cz* -f- Dz^ -}- zeigt sich A als Summe der einzelnen

Zahlen cc-\-fi-\-y-\-d-\--&quot;, 5, ,!) als Summe ihrer Producte

l

) Euler, Introductio I, 260. *) Corresp. math. (Fuss) I, 82 sqq.

CAHTCB, Geiohicbte der Mathematik. III. 3. J.AuH. 47
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zu je 2, 3, 4 . 1st nun =
2/?

,
=

8
W 7= r,;&amp;gt;

9a
~p &quot;&amp;gt;

d. h. hat man die reciproken w*
n Potenzen der Primzahlen gewahlt,

so ist .4 deren Summe u. s. w., und das ganze Product wird bei

-I------1
-----

1
---

1
-----

1
------ 4- und die Nenner der addirten

3&quot; 5&quot; 6&quot;

F
7&quot; 10&quot;

Brflche sind die wten Potenzen aller Zahlen, welche weder Potenzen,

nocli durch irgend eine Potenz theilbar sind. Wird z = 1 an-

genomnien, so sind die Glieder der aus dem Producte entstandenen

Reihe absolut betrachtet die gleichen.wie vorher, nur mit derart

wechselnden Vorzeichen, dass bei ungrader, beziehungsweise bei

grader Factorenzahl derjenigen Zahl, deren nie Potenz im Nenner

steht, das Minuszeichen, beziehungsweise das Pluszeichen auftritt.

+ &quot;- +
I

- Daim komrat a--) a
= i 4. Az -f- J^

2 + C-e
3
-f /&amp;gt;** + an die Reihe. Hier sind offen-

bar, sagt Euler 1

),
die A, B, 0, I) aus den

, /3, y, d - so zu-

sammengesetzt, dass J. die Suinme dieser Zahlen einzeln genommn;

B, C, D die Surame der Producte aus je 2, 3, 4 ist, jedoch

so, dass bei der Bildung dieser Summen diejenigen Producte, welche

/,wei oder mehrere gleiche Factoren enthalten, nicht ausgeschlossen

werden diirfen. Euler dachte sich rnuthmasslich die Herleitung

mittels auf einander folgender Division, durch die einzelnen Nenner-

factoren. So bekam er - ~ 1 4- az 4- a*^ 4- 3^3 4-
,
dann

l az

l+o*^^
.,
ferner

y2
= 1 -f (a + ft + y)^ 4- (

2 + a/3 -f /3

2
4- ay 4-

und ahnlich muss jede folgende Division wirken, wenn man sich mit

der rein forinnleri Bildung der Quotieuten in Gestalt unendlicher Reihen

begnllgt. Auch hier setzt Euler z~l und wahlt fur a, /J, y, $

der reciproken Primzahlen mit Aussehluss der 1. Die Reihenentwick-

lung muss siimmtliche Stammbriiche liefern, deren Nenner Primzahlen

odcr aus solchen durch Multiplicationen entstanden sind, d. h. (iberhaupt

) Euler, Introductw I, 270,
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1

alle Stammbruche, und es muss daher sein

= 1 -[-
-

o
-

-J-
--

-{- A -|- F -{- Nach dem gleichen Verfahren ge-

1

-2&quot;

langt man zu -
*

; 7-
- - = 1

_j 1 h Kenntniss des Werthes des im Nenner links vom
1

4
W

6&quot;

Gleichheitszeichen auftretenden Productes fiihrt also zur Kenntniss

der Reihensumme rechts und umgekehrt. Ferner kann auch rechts

und links die Logarithm!rung vorgenommen werden. Links ent-

steheu Summen von Logarithmen, deren jeder durch eine unendliche

Reihe ersetzt werden kanu, und so komrnen wieder neue Reihen mit

neu bekannt werdenden Sumrnen, beziehungsweise neue Producte zu

Stande. Eine Reihe, welche in diesem Zusammenhange zum ersten

Male auftritt, ist

1
_

J L_ i_i_! La..* l J
-
1

-L. i_ =o
1 2 3 5 6 7 r 10 11 18 UT-W

Das Gesetz der Reihe besteht darin, dass in ihr alle Stammbrtiche

fehlen, deren Nenner einen quadratischen Theiler besitzen
7
und dass

die vorhandenen Glieder positiv oder negafciv sind, je nachdem ihr

Nenner das Product aus einer geraden oder ungraden Anzahl von

einander verschiedener Factoren ist. Nur das positive Anfangsglied

weicht von dieser Regel ab 1

).

Das 16. Kapitel7
Von der Zerlegung der Zahlen in Theile,

setzt die zahlentheoretischen Betrachtungen fort und zwar an einer

Aufgabe, welche, wie wir wissen (S. 617), yor 1743 von Philip
Naude dem Jiiugeren gestellt worden war. Euler bringt sie in

Verbindung mit Productenbildungen, wie das 15. Kapitel sie gelehrt

hatte. Wird (1 -f &g) (1 -f xf a) (1 -f & z)
= 1 + Pz + Qe*

+ Rz* -\-
-

gesetzt, so ist P # -f- a# + & -\- . Die nach-

folgenden Coefficienten sind : Q die Sumine derjenigen Potenzen von x,

deren Exponenten dieSurnmen je zweier verschiedener Zahlen aus der

Reihe
; /3, y sind

;
E die Summe derjenigen Potenzen von x, deren

Exponenten die Summe je dreier verschiedener unter den genannten
Zahlen sind u. s. w- Kann ein Exponent auf mehrere verschiedene Arten

durch Addition hervorgebracht werden, so erhalt das betreffende Grlied

einen Zahlencoefficienten. Das Auftreteu von Nx&quot;z
m in dem gebil-

) Euler, Introductio I, 277. Ein Beweis von H. von Mangoldt in

den Sitzungeberichten der Berliner Akademie 1897* S. 885.

47*
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deten Prodacte bedeutet also, dass n in N verschiedenen Arten aus m
unter einander verschiedenen Zahlen der Reihe a, /3, y additiv her-

gestellt wurde, oder N ist die Zerlegungszahl von n in m verschiedene

Theile. Die Bedingung der Verschiedenheit der Theile fallt weg, so-

bald der Quotient -.
--

r-,
-

j-r-p
-

-r-
- - in die Reihe 1 -f- Pz

(l x&quot;z) (l mtt) (l x*e)

-f- Qz* + Rz* ~h verwandelt wird. Die Aufgabe der Zahlen-

zerlegung ist damit auf eine andere Aufgabe zurttckgeftthrt. Zu ihrer

Losung gentigt die Moglichkeit, in den beiden vorerwahnten Haupt-

fallen die Coefficienten P, Q, R leicht ermitteln zu konnen. Ist

Das ist aber das gleiche Product, welches entsteht, wenn in

(1 _|_ xz) (1 -f~ x*z)
* der Buchstabe z durch xz ersetzt wird. Das

Z genannte Product heisst als Reihe \-\-Pz-}- Qz* -
. Ersetzt

man in ihr z durch xz, so entsteht 1 -f- Pxz -\- Qx
2
z* + und

man erhalt die Gleichung
- - = 1 -f- Pxz -\- Qx*z* -j

----
,
woraus

j.
f
X Z

Z = (1 + xz) (1 -f Pxz + Qx**&amp;gt; H----)
= !+(! + P}xz +

(P -j- Q)x*z* -}- folgt. Durch Gleichsetzung der gleiche Potenzen

von z in sich schliessenden Glieder der beiden Reihenformen fur Z
entsteht P = (1 -f- P)x, Q = (P + Q}x*, E = (Q + E)x

5 und

p_ _. O - a;
3

T&amp;gt;_ Qx 3 x6

~1 ~x&amp;gt;

V~l a; (1 *)(i a?
1
) 1 a:

8

_(! a)(l aj^l a:
8
)

u. s. w. Der allgeineine Ausdruck fiir den mten Coefficienten heisst

Da nun der Bruch -

(1 aj) (1 x s
) (l

- xm) (lx) (1
-

a;)
-

(l xm)

in eine Reihe entwickelt genau dieselben Reihenglieder liefert wie
m (m+ 1)

derjenige, welcher x 2 im Zahler besitzt, wenn man auf die Coeffi

cienten allein achtet, wahrend freilich der Unterschied der Exponenten
von x in einander der Rangordnung und den Coefficienten nach ent-

sprechenden Gliedern stets
,

-~
ist, da ferner die Coefficienten

die 2ieiiegungszahlen sind, so folgt der Satz: Die Zahl n -f-
-

^Y~-

lasst sich auf ebensoviele Arten in m ungleiche Theile zeiiegen, als

die Zahl n aus den Zahlen 1, 2, m durch Addition zusammen-

gesetzt werden kann. Wird das dem Sinne nach gleiche Verfahren

auf den anderen Fall angewandt, wo Z= ~

= 1 -f- Pz -f- Qz* 4- -K^ 3 + war, so findet sich als allgemeiner

Ausdruck fur P, 0, E der Bruch --^
-.
- und
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daraus der Satz: Die Zahl n -\- m lasst sich auf ebensoviele Arten in

m gleiche oder ungleiche Theile zerlegen, als die Zahl n aus den

Zahlen 1, 2, m durch Addition zusammengesetzt werden kann.

Das 17. Kapiiel, Von dem Gebrauch der recurrenten Eeihen

bei der Berechnung der Wurzeln der Gleichungen, hat uns

schon (S. 643) den Anlass zu einer Verweisung gegeben. Euler ver-

spricht namlich in den Einleitungsworten des Kapitels eine sorgfal-

tigere Auseinandersetzung der von Daniel Bernoulli im IV. Bande

der Petersburger Contmentarien fiber denselben Gegenstand enthal-

tenen Untersuchungen. Unser Bericht wird sich auf die ersten Para-

graphen des Kapitels bescbranken diirfen, welche den grundlegenden

Gedanken erortern. Sei in dem Bruche -~
a ,

S
. der

1 KZ pz* yZ
9

Nenner das Product lauter von einander verschiedener reeller ein-

facher Factoren (1 pz) (1 gz) (1 rz] &amp;gt;

.,
und sei der Bruch

ebensowohl in Gestalt einer recurrenten Reihe A -f- ~Bz -j- C#3
-}-

-f- Pzn
-}- Q-0

n+l +
&amp;gt;

flls ^n seiner Zerlegung in Partialbriiche

31 58
= L.v,-.

.., r 4- . 1- ... bekannt. Jeder Partialbruch ffibt selbst
1 pz 1 qz 1 rz

OT

wieder eine recurrente Reihe wie ^
== 21 -f- tyipz -\- 2tp

2 #2 -f-

-f- ty.p
nzn -}-, und setzt man die Summe dieser partiellen recur

renten Reihe gliedweise gleich der aus dem ursprtinglichen Bruche

hervorgegangenen Reihe, so zeigt sich P=5Ipn
~h 93

3&quot; -f- Sr&quot;-f-

und Q = $Ijp
n+ 1

-f- $$qn+1 + Q,rn+ i
-\-

-
. 1st nun p am grossten,

oder die kleinste Wurzel der Gleichung 1 az /3#
2

yz* =0
und n eine grosse Zahl, so dass p

n fiber q
n

,
rn und p

n+ l fiber

q&quot;+i}
r +i ... weit fiberwiegt, so ist annahernd Pftp&quot;, Q= ^ip

n+ i

und demzufolge p = ^ ein Werth, der um so richtiger ist, je grosser

n gewahlt wurde. Zugleich ist aber p die grosste Wurzel derjenigen

Gleichung, welche aus 1 as /3#
2

yd* = mittels der

Substitution z = entsteht. Die- Zahlercoefficienten a, &, c. d -~
x

sind dabei vollkommen willkilrlich, konnen somit so gewahlt werden,
dass die Rechnung so wenig Mfihe als moglieh rnacht.^

I)as 18. Kapitel, Von den Kettenbriichen, endlich beruht auf

den beiden Abhandlungen im IX. und XL Bande der Petersburger
Commentarien (S. 693 699). Neues ist so gut wie nicht hinzu-

getreten, vielmehr ist nur der Inhalt jener Abhandlungen, soweit er

elementarer Natur ist, klar und einfach dargestellt.
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112. Kapitel.

Reilien 1749 1754. Die Grnndla^en dcr JMffrrentialreclmung.

In der Introductio war der umfassendste Gebrauch von Exponen-

tialgrossen mit coinplexen Exponenten gemacht. De Moivre (S. G46)
hatte 1730 einen fiir jene Grossen grundlegendeu Satz ausgesprochen.
D Alembert (S. 58(5 587) hatte 1740 erortert, dass jede Function

einer imaginaren Zahl sich auf die Form A -f- I$Y~ 1 bringen lassen

miisse. Euler (S. 601) bestatigte in dem auf das Erscheinen der

Introductio folgenden Jahre 1740 D Alemberts Behauptung. Eulers

Bestatigung wurde in den Veroffentlichungen der Berliner Akademie

gedruckt und in einer anderen Abhandlung ebendesselben Bandes
wandte sich Euler einer verwandten Frage zu, die schon lange theils

in dem Drucke iibergebenen Abhandlungen vou Johann Bernoulli

(S. 362) und Leibniz
(S. 367368) angedeutet, theils in dem Brief-

wechsel Beider erortert war (S. 371). Dieser Briefwechsel war aber

seit 1745 in alien Handen, und damit war der Aufmerksamkeit der

Zeitgenossen ein Gegenstand empfohlen, welchen endgiltig zu erledigen
der Augenblick gekommen war. Der Titel von Eulers Abhandlung

1

)

lautet: Ueber die Meinimgsverschiedenheit von Leibniz und Bernoulli

beziiglich der Logaritliiuen negativer und iinaginarer Zahlen.

Euler beginnt damit, fiber Bernoullis Meinung, man miisse

log f x)
=

log x setzen, zu berichten und die von ihrem Urheber

angegebenen Griinde zu priifen. Wenn Johann Bernoulli anftthre, die

nach x genommenen Diiterentialquotienten von log ( x) und von

log x seien einander gleich, oder, was eigentlich dasselbe nur in geo-
metrischer Form besage, die

Differentialgleichung der Curve ydx= dy
bleibe unverandert, wenn y durch y ersetzt werde, und daraus

folge, dass jene Curve auch unterhalb der Abscissenaxe einen Ast
besitzen miisse (vergl. Fig. 48 auf S. 371), so konne dem entgegen-
gehalten werden, die Gleichheit der Diiferentialquotienten bedinge die

Gleichheit ihrer Integrate nur unter Zuzielmng einer Constanten.

Finde doch auch die Gleichung ^J^ - &amp;lt;l^ x
&amp;gt;

8tatt, und dochax ax
sei nicht log nx = log x, sondern log nx = log x -f log n, und ahn-

licherweise sei log ( x)
=

log x -f log ( 1). Wenn Bernoulli
sich fur die Zusammensetzung der logarithmischen Curve aus zwei

*) De la controversy entrc Mis. Leibniz et Bernoulli sar les Logarithmic*
des nombres negatifs et imayinaires par M. Euler in der Histoire &amp;lt;h VAcademie
de Berlin. Annue 1749. T. V, 139 1 70.
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Aesten weiterhin darauf -sttitze, die Differentialgleichung dx = -~
ge-

y

bore, so oft n eine ganze ungrade Zahl sei, stets zu einer syminetrisch

zur Abscissenaxe zweiastig verlaufenden Curve, und n = 1 konne

keinen Ausnahmefall darstellen, so erinnert Euler daran, das sei

hochstens wahr, so lange es sich um algebraische Curven handle,

und auch bei diesen konne das Einsetzen bestimmter Werthe den

Charakter der Curve wesentlich andern. Aus y = ]/ax
-
f- Ya3

(b -f- x)

entstehe z. B. durch Rationalisirung eine Gleichung 8ten
Grades, in

welcher y nur grade Exponenten besitze, die Curve habe also zwei

zur Abscissenaxe symmetrische Aeste. Werde der besondere Fall

6 = ins Auge gefasst, und rationalisire man y == YO^X -\- ya
s
x,

so entstehe y* 2axy
2

4:O?xy -f- a?x 2 asx = 0, und das in

dieser Gleichung vorkommende Glied --Aa^xy beweise, dass von

einer Symmetric zur Abscissenaxe nicht die Rede sein konne. Wenii

Bernoulli endlich sage, wegen ( a)
2 ==

(-f- a)
8 sei log [( a)

2

]

=log[(-f-)
2
] oder 21og( a)

= 2 log(+a), also log( a)==log(-(-a)

so konne man mit genau gleichem Rechte aus (]/ l)
4 ==

(-J- a)
4

(/ \ *l

-tJ- _ a
j
=

(_|_ ft)3 aucj1 f igern I g a _ log(ay l)

== log ( ~^ )
Dass aber log (]/ l) nicht sei, habe

grade Johann Bernoulli einst selbst gelehrt, wo er den Zusammen-

hang /wischen den Logarithmen iniaginarer Grossen und der Rectifi

cation des Kreises in einer Weise erkannte (S. 362), welche auf die

Behauptung log(^- T) -^V 1 hinauslauft.

Auf der anderen Seite fiihre die Bestreitung der Bernoullischen

Meinung zu grossen Schwierigkeiten. 1st z. B. log ( a) von log n

verschieden, also log ( 1) nicht ==
0, so sei log ( 1)

= w. Nun

ist
( 1) x - und durch Logarithmirung logx -f-

= log x co,

oder co = to, was einen Widerspruch gegen die Behauptung, w sei

von verschieden, enthalt.

Euler geht sodann zur Priifung der Leibnizschen Meinung
vom Imaginarsein von log ( 1) fiber. Die logarithrnisehe Reihe

log (1 -\- x} x --x2
-f- o ^

3
T #4 + zeige bei x 0, dass

log 1 = sein miisse 1

).
Setze man x 2

;
so komme man zu

x

) Histoire de VAcademic de Berlin. Annde 1749. T. V, 149 schreibt hier

infolge eines offenbaren Druckfehlers die Substitution x = 1 anstatt x ==

vor. Auf andere Druckfeb ier, die nicht gar selten sind, machen wir nicht be-

sonders aufmerksara.
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A O

1)
= 2 ~ ---- und die Summe dieser divergenten

Reihe konne nicht sein, also sei log ( 1) von Null verschieden.

Aber warum, wirft Euler sich selbst ein, sollte 2 - _ -
2 3

von verschieden sein miissen ? Setze man in -_ =1 _ x
\-\-x

-fa
8 --*3

-)
---- zuerst x = 3, dann x=l, so erhalte man

-
* = 1 + 3 + 9 + 27 + -,

A = 1 - 1 + 1 - l + . . .

t
und

die Addition beider Entwicklungen fiihre zu = 2-f-2-f 10-f 26-j
____

,

was nicht weniger Schwierigkeit besitze, als die Annahme = _ 2
A rt|

----
. Einen anderen Beweis dafiir, dass log (1) nicht

= sein konne, erhalte man von der Reihenentwicklung & = 1

U tJ^ V ^

~^~ I
&quot;t&quot;

IT S ~^~ 1.2-3 ~1
---- aus

&amp;gt;

we ^ c^ e immer convergire, eine

wie grosse Zahl man auch fiir y wahle, so dass die aus der
Natur der divergenten Reihen entnommenen Gegengriinde
nicht Platz greifen

1

). Wenn e* = l, y = log( 1) sein solle,

liefere diese Reihe - - 1 == 1 -f- | -f- ^ -f. r^_ ^---- und dieser

Gleichung konne nicht durch y = genflgt werden, weil sonst

-1 = 1 sein miisste. Aber auch hier weiss Euler einen Einwand,
der sich dahin ausspricht, dass die Function, welche einer Reihe als

Ursprung -diene, Werthe besiken konne, welche in der Reihe nicht

ihren Ausdruck finden. So sei z. B. (1 z)~ = 1 -\-

l
-x 4-^ x*
2 2-4

J f
Q E

einen eindeutigen Werth,

wahrend die Function zweideutig sei und ebensowohl positiv als ne-

gativ genomraen werden durfe 2

).

Nachdem Euler so die unleugbaren Schwierigkeiten hervorgehoben
hat, welche sich ergeben, mag man nun ffir Bernoulli oder fur Leibniz

Partei ergreifen, fragt er nach dem tieferen Grunde aller dieser

Schwierigkeiten und findet ihn in der bis dahin von Niemand be-

merkten Unendlichvieldeutigkeit der Logarithmen. 1st y= logx
und x = (1 -f w)

n
,
wo n unendlich gross, o unendlich klein, so ist

bekannt, dass y = no. Aber aus x = (1 -f w)
n

folgt o = YX 1,

nco = n (}/x l) oder logaf= n tyx l) (n=*) . Wie eine Quadrat-
wurzel 2, eine Kubikwurzel 3 von einander verschiedene Werthe hat,

) Histoire de I Academic de Berlin. Ann^e 1749. T. V, 150. *) Ebenda
T. V, 152.
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so muss es bei einer wten Wurzel n dergleichen geben. In dem der

Aufsuchung von logx zu Grunde liegenden Falle ist n-= oo, folglich

gibt es .hier unendlich viele yx und ebensoviele log x. Ist ins-

besondere x = 1, so findet sich y = log 1 = (yT l) oder

(l -f~ \ 1 = 0, aus welcher Gleichung die n Werthe von y her-

vorgehen, indem man f 1 -f~ 1 I m n einfache Factoren zerlegt,

deren jedes fur sich =0 zu setzen ist, deren zwei sich aber auch zu einem

reellen trinomen Factor vereinigen. Nun weiss man, dass ein reeller

2 lit
trinomer Factor von p

n
q
n die Gestalt p*

-- 2pq cos |- q* be-

f) Ti-r

sitzt, wo A beliebig ganzzahlig ist, und dass p* 2pq cos -- -
-j- q

2 =
zu

&quot;= ff(-.cos-- h V 1 sin--&quot;--) ftihrt. In dem besonderen Falle1
\ n - n ;

von p = 1 4- - - q = 1 wird also 1 4- - = cos - + V 1 sin -

*-,* n n n

T\ i i r&amp;gt; i l l 2 X 7T ^ , fin 2 /, 7T
1 1 ?/

Dabei ist = oo
, xolglich cos = 1

,
sm =

, mithm 1 4-
n n n n

= 1 + y 1 -- - und y = + 2A^y 1 als unendlichvieldeutiger

Logarithmus von 1, indem A jeden ganzzahligen Werth annehmen kann.

Die Annahme A = liefert den einzigen reellen log 1 = 0. Um
log ( 1) mit seinen unendlichvielen Werthen zu finden, hat man

/=log( r)n(Y 1 l) zu setzen, beziehungsweise (1
+-)&quot;= 1,

und der in n Factoren zu zerlegende Ausdruck heisst Ml -f- ~J + 1.

Die trinomen Factoren von &quot;

-f- Q
n sind 2

2t)q cos ~
1-&amp;lt;7

2
,* i J. * J- M \ j. /

und setzt man diese allgemeine Form des Trinoms =0, so wird

(/Ql
1\^i^ /C)l *1\-^V

1 * A ilTf
i -i / ^ (iX &quot;^T\ n !! ^ i V

cos hV Ism- -} uegenwartiff ist p= 1 4-
,n - r n ) n

y (2^ 1) ^/ ;
. (2 A l)jr

2 = 1, also 1 4- = cos - H V 1 sm - =
w w n

(24 1)*
1

Nun bleiben noch die Logarithmen imaginarer Zahlen zu bestimmen.

Jede imaginare Zahl kaun auf die Form a -f- &]/ 1 gebracht

werden. Man kann ^=s=^. == cos qp , ,
= sin

&amp;lt;p setzen, und
Va 2 + 6* I/a* + b 3

f.

das entsprechende 9) trigonometrischen Tabellen entnehmen. Setzt

man ferner ]/a
2

-j- &^= c, so ist a -j- &]/ 1 = c(cos 9) -f- ]/ I sin
&amp;lt;p)

= ec(cos qp -(- |/m 1 sin 9). Demzufolge ist log (a + 6]/^l) =
-j- log (cos 9? -j- ]/ 1 sin

g&amp;gt;)

und es kommt auf die Auffindung von
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y = log (cos tp -f- y 1 sin qp) a,n, zu welcher die Gleichung n
-f-

j

(cos &amp;lt;p -f~ )/ 1 sin
&amp;lt;p)

== fuhren miisste, wenn man im Stande

ware, ihr die Gestalt p
n

q&quot;

= zu geben. Nun ist cos
&amp;lt;jp

= 1

qp-
,

qp
4

jp
8

,
qp

6
}-

lT2 &quot;1&quot; lT2T8&quot; 4
&quot; &quot;

HIT 3 ~1~ rYTyrrs 1

/ . qpl/-Tl\&quot;

-) ( r l

y 1
sin&amp;lt;jp,

d. h. die Umwandlung (l -f- ) (cosqp -f- |/

-f- Die einzelnen Factoren ergeben sich
,
wenn fortwahrend

n oo beriicksichtigt und deshalb der Cosinus eines durch n getheil-

ten Bogena durch 1, sein Sinus durch den Bogen ersetzt wird, mittels

. _/- v . 2ijr\ (. . 2X,jr
1/ ^\ , ,

., , yy- 1 sin
)
= q

(\
--- I/- 1),

d. h. 1 + --cos

und y = log (cos (p -f- I/ 1 sin 9?)
=

(&amp;lt;p
+ 2A))/ 1, beziehungs-

weise log(a-f 6]/^l)= C+ (9 2A^)]/ T, wo C= logya
s
~+&quot;6

2
,

&amp;lt;p

= arccos == = arC8 in -j=~ =?s = arctg
-

ya
1

-|- ?&amp;gt;* ya
8 + fc

1 6 a

Die Lehre von den imaginaren Zahlen war damit plotzlich um
ein Wesentiiches gefordert ;

so wenig man vergessen darf, dass der

erzielte Fortschritt allmahlich und seit geraumer Zeit von Cotes, von

De Moivre, von Euler selbst vorbereitet war. Aber in einem

Punkte war noch keine Klarheit geschaften. Das Iniaginare gait nach

wie vor als uninogliche Schopfung einer ungeziigelten Einbildungs-

kraft. Man hatte gelernt, alle ersinnlichen Rechnungsarten an ima

ginaren Zahlen auszuiiben, aber man hatte nicht gelernt, sie selbst

zu versinulichen. Den ersten Versuch dieser Art machte Heinrich

Kiihn 1

) (16901769), der, in Konigsberg geboren, seit 1734 am

Gymnasium in Danzig wirkte, auch 1743 an der Eegrundung der

Danziger naturforschenden Gesellschaft theilnahm. Die Abhandlung

Mcditationes dc quantitatibiis imaginariis conslruendis et radieibus ima-

flinariis exhibendis, um derenwillen wir Kiihn zu nennen haben, ist

von der Petersburger Akademie veroffentlicht
2

).
Kiihns Gedanken

iiber die Construction imaginarer Grossen und iiber die Nach-

!

) Allgemeine deutsche Biographie XVII, 341. Artikel von S. Gun the r.

*) Novi Commentorii Acndemiae Petropolitanae ad annum 1750 et 1751. T. HI,

170-223.
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weisung imaginarer Wurzeln sind folgende. Seien (Fig. 109) vier

congruente Rechtecke a, /3, y, d aus den Seiten a, b hergestellt und

ura den Punkt P herumgelegt, eine Annahme, deren erster Theil

fast unmittelbar dahin abgeandert

wird, dass die Rechtecksseiten als is-&quot;-

gleich gedacht und die Rechtecke ^ ^

dadurch zu Quadraten werden.

Die eiitgegengesetzte Richtung der

Seiten zwingt dazu,wennP$=-f&quot; f
*&amp;gt;

PR= -\-b\sk, Pq= a, Pr= b

zu setzen. Die Fliichen der ein-

zelnen Rechtecke sind demnach

-^. a ba, y a b

= ba, d = a -f- b = &

Man erkennt cc = y, /3
= d. Die

form ell verschiedene Anordnung
der Factoren ab, ba in den Producten ist nur gewahlt, um ausserlich

zwischen K und y, zwischen /3 und d zu unterscheideri. Ist die abso

lute Liinge von a b 3, so haben die Quadrate K und y jeweils

die Flache 9, die Quadrate /3
und d jeweils die Flache --9, und

i Y&i i V~~ 9 mussen die Seiten jener Quadrate sein. Es ist un-

thunlich, dagegen den Einwand zu erheben, eine Grosse wie + ]/ 9

sei nur irnaginar, unmoglich und unangebbar
x

),
weil aus -- a2

in

keiner Weise eine Quadratwurzel gezogen werden konne, da sowohl

-j- a -f- a -f- a 2
als auch a a = -f- a

2
sei; denn einestheils

konne cine Rechnnng, welche von moglichen oder reellen gegebenen
Grossen ausgehe und in Uebereinstimmung mit uuzweifelhaften Grund-

satzen behandelt sei
2

), auf keinerlei Weise zu Unmoglichem, oder

Nichtreelleni, oder Unangebbarem fiihren, und anderntheils lasse die

vorgescliriebene Construction erkennen, dass die Voraussetzung, alle

reellen Quadrate seien positiv, nicht zu Recht bestehe 8

).
Auch auf

quadratische Gleichungen, denen das Glied ersten Grades nicht fehlt,

geht Kiihn in fast zu ausfiihrlicher Darstellung ein, um die Falle

zu unterscheiden, in welchen deren Wurzeln imaginar werden, dann
auf die Gleichungen dritten Grades, zu deren Versinnlichung er acht

x

) No-vi Commentarii Academiae Petropolitanac ad annum 1750 et 1751.

T. Ill, 176: esse mere imaginarias, impossibiles et inassignabiks. *) Calculus
ex datis possibililus aut realibus profectus, et axiomatibus indubiis convenienter

tractatus. 3

) minus recte etiam supponi videtur, omnia quadrata realia

esse positiva.
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uin einen Punkt des Raumes herumgelagerte Wurfel benutzt, deren

Rauminhalt absolut genommen gleich, dem Vorzeichen nach ver-

schieden ist. Es sind das Untersuchungen, welche, wenigstens so weit

quadratische Gleichungen in Frage treten, aucli Wall is im 66. bis

69. Kapitel seiner Algebra beschaftigten. Eine Frage stellte Wallis,

stellte Kiihn nie und nirgend, auf deren Beantwortung es grad am
meisten ankame: wenn das in Fig. 109 gezeichnete Quadrat /3 einen

negativen Flacheninhalt besitzt, wo liegt dessen zur Versinnlichung
der imaginaren Zahl geeignete Seite? Und ganz ahnlich fehlt die ent-

sprechende Frage bei der Untersuchung iiber die cubische Gleichung.

Mag der Verfasser der dem III. Bande der neuen Petersburger Cora-

mentarien vorausgeschiekten Einleitung, in weleher iiber den Inhalt

der einzelnen Abhandlungen mehr oder weniger geniigende Andeu-

tungen gegeben sind, an Kiihns Arbeit mit den Worten vorbei-

gegangen sein: Diese Abhandlung ist so werthvoll, dass wegen der

Art der Auseinandersetzung nichts zu sagen ist, und wir vorzogen,

dass die Leser die Abhandlung selbst in Augenscheiii nahmen 1

), so

hindert das von ihm ausgesprochene iiberschwangliche Lob doch nicht

den Eindruck, als ob jenes Lob eine Art von Verlegenheitsredensart

gewesen sei, hinter welcher ein gewisses Nichtverstehen sich verbarg.

Alles in allem wird man es begreiflich finden, dass Kiihns Verdienst

die Frage nach dem sinnlichen Vorhandensein des Imaginaren auf die

Tagesordnung gesetzt zu haben, nachmals hoher geschatzt wurde, als

die Art, in welcher er selbst sich mit der unleugbafen Schwierigkeit

abzufinden suchte.

Der Band Petersburger Akademieschriften, in welchem Kiihns

Erlauterungsversuch des Imaginaren der Oeffentlichkeit iibergeben

wurde, enthalt auch zwei Eulersche Aufsatze, in welchen der Lehre

von den Reihen eine neue Seite abgewonnen ist. Deren erster, De

sericrum determinations seu nova metliodus inveniendi terminos generates

serierum*}, oder Bestimmung von Reihen und neue Methode, das all-

gemeine Reihenglied zu finden, beleuchtet eine Schwierigkeit der In-

terpolationsaufgaabe. Man sei, sagt Euler, geneigt anzunehmen,

dass der Verlauf einer Reihe bekannt sei, wenn man beliebig viele

Glieder derselben kenne, aber dem sei nicht so. Denke man sich die

einzelnen Reihenglieder als Ordinaten zu Abscissen, deren Lange die

Ordnungszahl des betreffenden Reihengliedes angibt, so kann durch

die Endpunkte jener Ordinaten eine unbegrenzte Anzahl von Curven

gezogen werden, welche alle unter einander verschieden darin allein

J

) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1750 et 1751.

T. Ill, Einleitung pag. 18. *) Ebenda T. Ill, 3685.
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tibereinstimmen, class sie bei ganzzahlig positiver Abscisse die gleiche

Ordinate besitzen. Fur die Interpolation der vorgelegten Reihe, ftir

die Auffindung eines Reihengliedes mit nicht ganzzahlig positiver

Ordnungszahl, oder geometrisch gesprochen fur den Verlauf der Curve

zwischen den gegebenen Punkten sei gar nichts gewonnen. Soil

z. B. bei jedem ganzzahligen Werthe von x die Ordinate y = x sein,

so wird dieses erreicht, wenn y die Summe von x und solchen Aus-

drucken ist, welche bei ganzzahligena x zu Null werden, wie z. B.

smnjtx bei irgend ganzzahligem n. Man kann also jedes Reihenglied

ansetzen als y x -f- P sin itx -f- Q sin Vitx -f- R sin 3jr# + *

wo P, Q, R beliebige Functionen von x bedeuten. Euler geht

dann zu Betrachtuugen fiber, welche zu tief in die Lehre von den

Differentialgleichungen eingreifen, als dass sie hier besprochen werden

konnten. Wir werden im 118. Kapitel in Kiirze darauf zuriickkommen.

Euler s zweiter Aufsatz in dem betretfenden Bande, Consideratio

quarundam serierum quae singularibus proprietatibus swnt praeditae*),

, ., .. ,. i lx . (l x)(a x)
gent von emer besonderen Reme aus. namhcn von (-

- -
$

JL d d ~~~~~ t

l_ (* )(. *)(&amp;lt;* a?) , I
(
t ~ a;)(a -x}(a?-x}-- (g&quot;-

l- x)
8 - e

&quot;

deren Summe = n ist, wenn x an
,
wie durch Induction sich er-

gibt, wenn nach einander x a === 1
,
x == a 1

,
x = a2

,
x = a3

u. s. w.

eingesetzt wird. Aber diese Summenbestimmung hort auf richtig zu

sein, wenn x einer Potenz von a init nicht ganzzahlig positivem Ex-

ponenten gleich gesetzt wird, anders ausgesprochen: s als Summe der

genannten Reihe ist nicht immer der Logarithmus von x fiir die

Basis a, sondern nur dann, wenn x eine Potenz von a mit ganzem

positiven Exponenten ist. Euler schreitet dann weiter zu Umwand-

lungen der Reihe fort, aus welchen vielfaltige Folgerungen gezogen

werden, deren wir nicht naher gedenken, weil sie nicht das Wesen

der Reihen iiberhaupt betreffen.

Anders steht es
tl pit zwei Aufsatzen Eulers im V. Bande der

neuen Abhandlungen der Petersburger Akademie. Der Aufsatz

Subsidium calculi stfMdtm*) bildet eine Erganzung zum 8. Kapitel des

I. Bandes der Introductio (S. 708). Dort war der Cosinus beziehungs-

weise der Sinus eines vielfachen Bogens durch Potenzen der Functionen

des einfachen Bogens dargestellt, jetzt wurden Formeln abgeleitet,

welche Potenzen der trigonometrischen Functionen einfacher Bogen
auf Functionen vielfacher Bogen zuriickfiihren. Die Grundlage bildet

*) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1750 et 1751,

T. HI, 80108. 2
)
Ebenda 1754 et 1765. T. V, 164204.



730 112 Kapitel.

die mittels fortgesetzter Multiplication bewiesene und demgemass n

als ganze positive Zahl voraussetzende Formel
(cos&amp;lt;p -f- sinqp)/^ l)&quot;

= cos ntp + si*1 H(pV 1- Wird abkflrzend cos
&amp;lt;p -f- sin

&amp;lt;p)/
i

,

cos
&amp;lt;jp

sin g)y- 1 gesetzt, so ist cos
&amp;lt;jp

= ~*~ lln(^

2&quot;
. cos

&amp;lt;p&quot;

=
(w -f v)

n =
M&quot; -f nw&quot;-

1
!? -f

* ^-2 w-*w2

-j-
. .

Offenbar kann man auch 2&quot;
cosqo&quot;

== (v -f- u)&quot;
vn -f- wv&quot;&quot;

1
?* -f~

;&amp;gt;

t;&quot;~
2u2

-f- schreiben und beide Gleicliungeu addiren. Man

erhalt 2&quot;
+ cos

9&quot;

=
(u

n
-f 0&quot;) -f n(u&quot;-* -f v- 8

)MV+ -^^-(M&quot;
~&quot;

-f

v&quot;~
4
)u*v

z
-}- . Leicht ersichtlich ist uv = irv ==== 1

7
sowie

u&quot; -j- u&quot;
= 2 cos w^p u. s. w. Man gewinnt dadurch 2&quot; cos

9&quot;

cos nip -f- w cos
(
n(P 2^)) -|

-
7&quot;~~

cos
(
M 9 4^) &quot;i&quot;

&quot; ^ e Reib^

bricht ab, sobald der Binomialcoefficient, der in jedeua Gliede auf-

tritt, den Werth annimnat. Tritt vorher ein cos(ncp m&amp;lt;p)
mit

m
&amp;gt;

n auf, so ist zu erwiigen, dass cos(w^p mtp) == cos(mcp ntp).

Nachdeni die Untersuchung so weit rait geniigender Strenge gefiihrt

war, setzt Euler plotzlich und ohne die geriugste liechtfertigung

seines Verfahrens n als negative ganze Zahl, so dass die entstehende

Reihe nicht von selbst abbricht, sondern ins Unendliche fortlauft.

Mit verbliitfender Sorglosigkeit scbreibt er - - == cos
&amp;lt;p

cos 3 rp

-f- cos
4&amp;lt;p

cos
5&amp;lt;p -(-, -----

i
= cos

2&amp;lt;p
2 cos

4&amp;lt;jp -f- 3 cos
(}q&amp;gt;

- 4 cos
8&amp;lt;p -f- ,

- --
j
= cos 3qp 3 cos

5&amp;lt;p -f- G cos
&quot;y&amp;gt;

-
o COS fp

10 cos9qp -f- u- s. w. In beiden Entwicklungsgruppen, bei posi-

tivem wie bei negativem n, geht Euler vom Cosinus zum Sinus fiber,

indem er 9)
=

2
^ achreibt. Dadurch wird cos qp

= sin^, cos 2
&amp;lt;p

- cos
2^&amp;gt;,

cos 3qp = sin
3i/&amp;gt;,

cos 497
= cos 4^ u. s. w. Zunachst

treten Gleichungen fiir 2 n- 1

sin^&quot; auf, in welcheii wegen positiv

ganzzahligem n rechts vom Gleichheitszeichen die Reihe abbricht und

vorher bei ungradem n nur Sinus, bei gradem n nur Cosinus enthalt,

z. B. sin V == sin
ty, 4 sin ^ = sin 3tf -f 3 sin V, 2 sin ty*

=
- cos

2v&amp;gt; -j- 1, 8 sin fy*
= cos

4^&amp;gt;
4 cos 2^ -f- 3 u. s. w. Neben

diesen gesicherten Ergebnissen steht in grosster Unbefangenheit

- 2 cos 4# 3 cos 6^ 4 cos 8^ u. s. w. War bis dahin
U 1 /*

nur cos
&amp;lt;p

= - unmittelbar benutzt und der Uebergang zu Sinus-

formeln vom Cosinus aus gewonnnen worden, so liefert auch sin
&amp;lt;p

==
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^^ Stoif zu weiteren Untersuchungen. Will man etwa 9in(p
M

-cos&amp;lt;p

n

*u If 1

in Reihengestalt ansetzen, so geniigt dazu die Erwagung, dass sin
&amp;lt;p

m -

cos&amp;lt;p&quot;

Z,,r Reihen-
2

&quot; +
&quot;(j/_- l)

&quot;

2&quot;
+

&quot;(}/ l)
&quot;

entwickluiig des Ausdruckes &amp;gt;S
=

(l
-

J
( 1 -j- J

benutzt Euler,

nachdem er = z gesetzt hat, die logarithmische Differentiation.

Er schreibt log 6* = m log (1 2) -\- n log (1 -f- z), dann -=-

mdz . ndz (n ni)dz (m-{-ri)zdz _,

,. ^dS f(y-----_ _i_ _ _ === ------ .---- .---- uncl ( i ~~ z )
~

-, /o
1 l-f* 1 z* } dz

-|- gSz = 0, wo die Abkiirzungen f n m, y m -\- n bedeuten.

Wird nach der Methode der unbestimrnten Coefficienten S = 1 -f-

Az -f- -S^2
-f- Cz

5
-f- Dz* ~h angenommen und in die gewonnene

Differentialgleichung eingesetzt, so entsteht (A f) -f- (2J5 fA-\-g)e

+ (ZCA fB + gA)!? + (4D 2B fC + gB)z* + =
woraus die einzelnen Coefficienten der Reihe fur S folgen, welche die

Gleichungen erfiillen miissen A / ,
2B fA g, 3C fB

(g 1)A, 4D == fC (g 2)5 u. s. w. Bei der Waht der Ex-

ponenten m und n lasst Euler sich wieder den weitesten Spielraum.

Er setzt unter Anderen n = m, so dass eine Reihendarstellung von

= tng ep
m in Frage konimt. Ain Schlusse des Aufsatzes wird

cos
&amp;lt;p

von der Differentiation sowie von der Integration unendlicher trigono-

metrischer Reihen ganz beliebige Anwendung gemacht. Euler hatte

gefunden cos op 4- a cos 2 op + a2 cos 3qp -{-== - r - -?-
1 + a* 2 a cos qp

sin w -4- a sin
2&amp;lt;p -j-

2
sin

3&amp;lt;p
4- = -

;
-s

~----- Einsetzung
1 -f a 2 2 a cos qp

von a = 1, dann von a = 1 liefert ihm cosqp -f- cos 29 -j- cosSqp

4-
-

q;
. cos

&amp;lt;p

cos 2 93 -|~ cos ^ V *

&quot;&amp;gt;

S &quot;J
9&amp;gt; -(- sin ^ 9

&amp;lt;J &amp;lt;M

-f- sin 89 -{-
==-

,
sin

&amp;lt;p

sin 2qp -j- sin
3&amp;lt;p

---- = tng ^

2tng|

Differentiation der zweiten Reihe fuhrt zu sinqo 2 sin 2 tp -f~ 3 sin 3 9)

- . . . =
0, wiederholte Differentiation zu cos qp 4 cos 2 90 -}- cos 3

&amp;lt;jp

- = 0. Dagegen fiihrt die Reihe cos
&amp;lt;p

cos
2&amp;lt;p -f- cos 3

&amp;lt;p

= ~ durch Integration zu

sin
(f&amp;gt;

sin 2 9) -j- sin 3 op =
,o *-

einem Ergebnisse, welches unter die vielen falschen Angaben, man

mochte fast sagen, sich verirrt hat. Die an dieser Stelle zuerst auf-
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tretende Reihenentwicklung von
]

wurde in spaterer Zeit vielfach

bestatigt. Wiederholte Integration fuhrt alsdann zu cos y -
4

cos 2 9?

-}- cos 3
y&amp;gt;

= a Die Constante u wird gefunden, indem

tp
=

eingesetzt wird. Alsdann entsteht 1
&quot;4

~h y
= und

da die Summe -; der mit wechselndem Vorzeichen versehenen reci-

t

proken Quadratwurzeln bekannt ist, a = ^
Euler war (S. 689692) seit 1743 von Niclaus I Bernoulli

wegen seines Gebrauches divergenter Reihen zur Rede gestellt worden,

und niemals hat er mehr Missachtung der ihm gemachten Vor-

stellungen an den Tag gelegt als in dem Aufsatze, iiber welchen wir

soeben berichtet haben. Vielleicht war dieser Uinstand die Veran-

lassung, dass Euler in unmittelbarem Anschlusse an den betreffenden

Aufsatz die allgemein wichtige Streitfrage offentlich zu behandeln

beschloss, und so entstand vermutblich die Abhandlung De seriebus

diveryentibus
1

).
Im ersten Paragraphen erklart Euler convergente

Reihen als solche, deren Glieder fortwahrend abnehmen
und schliesslich verschwinden; Reihen, deren Glieder nicht

schliesslich verschwinden, sondern entweder von endlicher

Grosse bleiben oder ins Unendliche wachsen, miissen, weil

sie nicht convergiren, zu den divergenten Reihen gerechnet
werden. Unter ihnen sind wieder zwei Abarten. &amp;gt;zu unterscheiden,

je nachdem alle Glieder gleichen Vorzeichens sind oder von Glied zu

Glied abwechselnd bald positiv bald negativ auffcreten. Bei diver

genten Reihen mit durchweg positiven Gliedern kann nach Eulers

im zweiten Paragraphen vorgetragener Meinung ein Zweifel nicht

bestehen. Ihre Summe wird immer durch einen Ausdruck dar-

gestellt werden. Um so bestrittener ist der Summenwerth divergenter

Reihen mit abwechselnd positiven und negativen Gliedern. Euler

berichtet hier mit grosser Unparteilichkeit fiber die Grtinde und

Gegengriinde, welche geltend gemacht wurden, seit Leibniz gewagt

hatte 1 - - 1 + 1 1 -|-
=

^ zu setzen. Die Gegner f
dieser

Meinung stutzen sich wesentlich darauf, dass = 1 a + a2

1 -j- a

a&quot; +^ und dass -^ == I + a + a2 + - - - + a&quot; +^ sei,

und dass die Mantisse (Euler versteht darunter das, was man heute

) Novi Commentarii Acachmiae Petropolitanae ad annum 1754 et 1755

T. V, 206237.
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Restglied nennt) nur dann weggelassen werden diirfe, wenn a einen

echtgebrochenen Werth besitze. Nur in diesem Palle dtirfe also die

Reihe rechts vom Gleichheitszeichen als eine unendliche in Reehnung

gezogen werden. Dagegen sei 1 1
-f&quot;l __!-{-...= unct

l_j_2-}-4-}-8-{---- = 1, woven das erste Ergebniss aus der

Reihe ftir -

;
durch a 1

, das zweite aus der Reihe fftr
l + a l

durch a = 2 hervorgehe, gleich unstatthaft. Die Anhanger der diver-

genten Reihen behaupten ihrerseits theils mit Leibniz (S. 366), die

Reihe 1 1-f-l 1 -f~
* an und fiir sich ins Auge gefasst habe

bei grader GUiederzahl die Summe 0, bei ungrader Gliederzahl die

Summe 1, im Unendlichen gejje es weder Grades noch Ungradea,

folglich miisse dorfc der mittlere Werth zwischen und 1 oder -r

auftreten, theils berufen sie sich zur Erklarung der Moglichkeit von

1 = 1 -f- 2 -}- 4 + 8 -j--... darauf, dass zuni Negativen der Durch-

gang durch das Unendlichgrosse nicht minder ftihre, ale der Durch-

gang durch 0. Sie schliessen sich also an Wallia (Bd. II, S. 902)
an. Briiche, sagen sie, wachsen mit Abnahme des Nennersj wenn

aber ~
&amp;lt;

-
&amp;lt; &amp;lt;

--
&amp;lt;

-
&amp;lt;

so musse dieses Gesetz auch Geltung5 4 A 2 1

haben, wenn der Nenner unter herabsinke, so miisse
ft

&amp;lt;
r d. h.

\7 J

oo
&amp;lt;

1 sein. Jetzt lasst Euler wieder die Gegner der divergenten
Reihen zum Worte konimen. Es gebe flberhaupt keine Summe der-

selben. Wenn man 1 -J-
-

-j-
-

[-....-=2 setze, so sei es zu-
& 4: O

lassig von einer Summe 2 zu reden, denn je mehr Glieder der Reihe

man durch gewohnliche Addition vereinige, um so naher komme man
an die 2 heran, bei divergenten Reihen dagegen sei, je mehr Glieder

man dureh Addition vereinige, um so weniger eine Annaherung an

einen bestiinmten Werth vorhanden, im Gegentheil unterscheide sich

jede Summe beliebig vieler Glieder um so mehr von der nachsten,

eine je grossere Gliederzahl man in ihr zusamrnenfasse. Merkwiirdig
iindet Euler 1

), dass trotz dieses Gegensatzes der Meinungen niemals

ein durch Anwendung divergenter Reihen hervorgebrachter eigent-

licher Fehlschluss habe nachgewiesen werden konnen! Wo immer

man z. B. die Reihe 1 1 + 1 !-)- durch
t

- ersetzt habe,

sei Fehlerloses hervorgetreten. Es gewinne daher den Anschein, als

ob es sich nur um einen Wortstreit handle, und in Wirklichkeit

*) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1754 et 1755.

T. V, 211, 10.

CANTOR, Geschiohte der Mathematik III. 3. 2. Aufl. 48
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verhalte sich die Sache so. Wenn man in der Analysis zu einem

gebrochenen oder zu einem transcendenten Ausdrucke gelange, so

pflege man ihn in eine geeignete Keihe zu verwandeln, mittels deren

die weiteren Rechnungen leichter ausgefiihrt werden konnen; unend-

liche Keilien linden dem entsprechend in der Analysis nur in so weit

eine Stelle, als sie aus der Entwicklung irgend eines geschlossenen

Ausdrucks hervorgegangen sind
;
und deshalb kann auch riickwarts

an Stelle der uneiidlichen Reihe allemal die Formel gesetzt werden,

aus deren Entwicklung sie entstand. Der Fruchtbarkeit der Regeln
zur Verwandlung geschlossener Ausdrucke in unendliche Reihen stelit

der grosse Nutzen solcher Regeln gegeniiber, mit deren Hilfe man
dem geschlossenen Ausdruck auf die Spur komint, aus welchem eine

vorgelegte Reihe zu entstehen vermag, und da dieser Ausdruck immer

ohne Fehler an Stelle der uneiidlichen Reihe gesetzt werden kann, so

muss der Werth beider derselbe sein. Es gibt also keine unendliche

Reihe von der Art, dass nicht ein gleichwerthiger geschlossener Aus

druck gedacht werden konnte 1

). Alle Schwierigkeiteu verschwinden

folglich, wenn man den hergebrachten Begrin einer Summe dahin

abandert, dass man sagt: Summe einer jeden Reihe sei der

geschlossene Ausdruck, aus welchem sie durch Entwicklung
hervorgebracht werden kanu. Nach diesen einleitenden Be-

merkungen glaubt Euler berechtigt zu sein
?
mit divergenten Reihen

ganz beliebig umzuspringen und irgend welche JCunstgriffe anzu-

wenden, welche zu einer zweckmassig erscheinenden Umformung ver-

helfen. 1st z. B. s a b -j- c d -f- e / + eine umzuwan-
delnde Reihe, so kann man die aufeiuanderfolgenden Differenzenreihen

bihlen, deren jede entsteht, indem man, absehend von den den Reihen-

gliedern vorstehenden alternirenden Vorzeichen, mit welchen verbunden

sie s bilden, jedes vorhergehende Reihenglied von dem nachfolgenden
abzieht. Die erste Differenzenreihe besteht also aus b a, c

fc,

d c, c d, f e--. Die zweite besteht aus c 2b -j- a,

d -- 2c -f b, c 2d + c, f 2e -f d . Die dritte lautet

d 3c -f 3ft a, e 3d -f 3c b, f 3e + 3df c - u. s. w.

Heissen a, /3, y, d die Anfangsglieder der aufeinander folgenden

Differenzenreihen, d. h. ist = b a, ft
= c 2b -f- a, y d

3c 4. 3fc a, d = e-- 4d -j- Qe 4b -f- a u. s. w., so ist: -

t P 7,&amp;lt;J
31 13, 1 3 7I 1

&quot;

16 &quot;T 32
=

32
a ~

16
~

2
C ~ ~

16
d + 32

* Bleibt * Qr

l
) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1754 et 1766.

. V, 212: et aim liaec expressio semper sine errore loco seriei infinitae siibstitui

possit, necesse est, ut utriusque idem sit valor; ex quo efficitur, nullam dart seriem

infinitam, quin simul expressio finita.illi aequivalens concipt queat.
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nicht bei d stehen, sondern fiihrt die neue Reihe nach dem in den

angesehriebenen Gliedern auftretenden Gesetze endlos weiter, so er

halt man einen mehr und mehr mit s zusammenfallenden Werth,
d. h. man erhalt:

a a 6 y $
s = -4- -I

2 4 8 16 r&quot; 3 .

2

und diese Reihe convergirt ausserordentlich viel rascher als die ur-

sprungliche. Auch eine Umwandlung einer Reihe in einen Ketten-

bruch wird gelehrt, bei deren Erorterung wir uns die den Grund-

gedanken zur Erscheinung bringende Aenderung gestattenj dass wir

die Coefficienten durch rait Stellenzeigern versehene Buchstaben be-

zeichnen, wahrend Euler seine Rechnung mit bestimrnten Zablen-

coefficienten fuhrt. Sei also in dieser Beziehung fiber Euler hinaus-

gehend A=l a
1 x-\- a^x* a,xz

-j . Setzt man A = r^=
1 + -H

so wird B --r - - 1 == - - - = - -
tt

*
x
- -a*- -T...&quot;

x
._ ~. _ __

a*
1 -: :r. _u.

&amp;lt;LX

hungsweise - , -A-.-..__ und C =

l- ?^ + -8 ^-... I_^ x + .r2 _...
i i a

x
a

x

Nun kaun man durch weitere Anwendung des gleichen Gedankens

vra!a.
C ~*-fr setzen und so fort. Man erhalt A *

i +,_

-..

Beide Umwandlungsverfahren und Abarten derselben werden an be-

stimmten divergenten R^ihen in Anwendung gebracht.
Etwa gleichzeitig mit der Einreichung von Eulers Abhandlung

iiber divergente Reihen bei der Petersburger Afcademie erschien 1754
in Paris der I. Band eines dreibandigen Werkes von D Alembert:
Eecherchcs sur diffcrcns points importans du systetne du mondc. Schon
der Titel zeigt ;

dass wir nicht eingehender davon zu reden haben,
nur eirie einzige Stelle 1

) fordert unser Verweilen. D Alembert gab
namlich dort seine spater so beriihmt gewordene Herleitung der

Taylorschen Reihe niittels partieller Integration. Taylor
selbst wird dabei nicht genannt und naturlich ebensowenig desseu

J

)
D Alembert, Becherches sur differens points importans du systeme du

monde I, 50.

48*
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Herleitung der Johann Bernoullischen Reihe (S. 383), welche fiir

D Alembert vorbildlich gewesen sein konnte. Sei
q&amp;gt;(z)

eine Function

von 0, so beginnt D Alembert unter Benutzung eines Functional-

zeichens, welches, wie wir im 118. Kapitel sehen werden, etwa

20 Jahre friiher gleichzeitig von Euler und von Clairaut erfunden

worden war. Die aufeinander folgenden Differentialquotienten von

y&amp;gt;(s)
nach z nennt D Alembert alsdann A(V), r(#), M^tf) mit system-

loser und dadurch wenig durchsichtiger Auswahl der Functional-

buchstaben, wie denn iiberhaupt Klarheit der Darstellung niemals

eine hervorstechende Eigenschaft D Alernberts gewesen ist. Man wird

uns gestatten, zur leichteren Uebersicht uns der spateren Bestriche-

lung der Differentialquotienten bedienen zu diirfen, also A (z) &amp;lt;p \z\

V(z)
=

y&quot;(z), ^(0) = y&amp;gt; &quot;(z)
zu setzen. D Alembert nimmt weiter

als eine sehr kleine Grosse an, eine Annahme, deren Nutzen er

zwar in keiner Weise begriindet, welche ihm jedoch vielleicht die

Berechtigung gewahren sollte, sich einer nach steigenden Potenzen

von fortschreitenden unendlichen Reihe zu bedienen. Nun setzt

D Alembert
&amp;lt;p(z -\- ) tp(z) -j- u und differentirt diese Gleichung

nach
,
wahrend z constant bleibt, was gestattet sei

1

).
Er erhalt

&amp;lt;p (z -f- Qdt,
= du und u j(p (z -j- )d, mithin tp(z -f- g)

= y(z)

+fa(g +Qdt. Weiter sei, fahrt er fort, &amp;lt;p (e -f )
=

&amp;lt;p (z)

+fg&amp;gt;&quot;(*
-f Od, femer

q&amp;gt;&quot;(g + Q - y
+fq&amp;gt;&quot;&amp;lt;(z

+ Qdt u. s. w.

Durch allmahKche Einsetzung dieser Werthe entstehe: cp(& -f- )

-f =

9&amp;gt;W + Sv W + ^y^ - + -
g . 3

(Z)

H---- - Eine Integrationsconstante

fiigt D Alembert nirgend hinzu, sagt aber auch nicht, dass er von

bis integrire, und dass deshalb jene Constante = sei.

Die nachsten Untersuchungen Eulers iiber Reihen sind in seiner

Differentialrechnung von 1755 enthalten. Wollen wir diesem hoch-

bedeutenden Werke, ahnlich wie wir es mit dem I. Bande der Intro-

ductio hielten, einen ausfuhrlichen Bericht widmen, so dtirfte es

gerathen sein, uns zuvor umzuschauen, was inzwischen im Laufe der

Jahre aus der Differentialrechnung iiberhaupt geworden war, und

zwar ist es wesentlich England, wohin wir unsere Blicke zu richten

haben.

Mochte auch die Verfehmung Leibnizens und seiner Schule,

eine Frucht des Prioritatsstreites, iiber Newtons Tod hinaus manchen

Englander vom Studium und noch mehr von der Wiirdigung fest-

J

) ce qui nous est permit.
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landischer Werke zuriickhalten, so ganz absperren konnte auch die

englische Mathematik sich nicht, und Edmund Stone gab 1730

A method of fluxions heraus, deren erster Theil nichts anderes war,

als eine Uebersetzung von L Hospitals Analyse des infiniments petits.

Auch in anderer Weise iiusserte sich eine Art von Gegenwirkung

gegen die unbedingte Verhimmelung Newtons und aller seiner

Leistungen auf mathematischem Gebiete. George Berkeley
1

)

(1685 1753), aus einer hohen englischen Beamtenfamilie in Irland

geboren, erhielt seine Ausbildung im Trinity College in Dublin, dem

er zuerst als Schiller, dann als Unterlehrer (fellow) bis 1713 ange-

horte. Dort liess er schon 1707 eine Arithmetica absque Algebra, aut

Euclide demonstrate, gefolgt von Miscellanea maihematica erscheinen,

eine herzlich unbedeutende Schrift, welche wir im vorigen Abschnitte

mit Pug und Recht iibergehen durften. In Dublin gab er auch 1709

den Essay towards a new Theory of Vision*) heraus, welcher mehr

die Physiologie als die Physik des Sehens zum Gegenstande hat, in

Dublin ferner 1710 die Principles of Human Knowledge und von

Dublin aus wenigstens 1713 die Dialogues between Hylas and Phi-

lonous. Die beiden letztgenannten Schriften^
besonders die fiber die

Grundlagen der menschlichen Erkenntniss, enthalten Berkeleys philo-

sophisches Glaubensbekenntniss, ein vollendetes Leugnen der Materie.

Sie ist nicht vorhanden. Es gibt keine an und fur sich ausserhalb

des Geistes bestehende Korperwelt. Nur dem Menschen und Gebilden

innerhalb seines Geistes kommt wirkliches Dasein zu. Im Jahre 1713

beginnen Berkeleys Waiiderjahre, welche ihn sieben Jahre in ver-

schiedenen Eigenschaften in Frankreich und Italien umherfuhrten.

Von 1721 bis 1728 war er wieder in England, dann bis 1731 in

Amerika, wohin seine neu angetraute Gemahlin ihn begleitete.

Schriftstellerische Thatigkeit fiillte nach Berkeleys abermaliger Riick-

kehr nach England drei Jahre aus, 1734 wurde ihm der Bischofssite

zu Cloyne in Irland iibertragen. Dort verweilte er bis 1752. Er

zog sich alsdann nach Oxford zuriick, wo er nach einigen Monaten

starb. Seine letzten Schriften waren medicinischen Inhaltes zum Lobe

des Theerwassers, welchem er die grosste Heilkraft nachruhmte.

Dem Jahre 1734 gehort Berkeleys Schrift The. Analyst an, deren

J

) George Berkeleys Works. 3 Biinde. London 1820. Berkeley, Die

Principien der menechlichen Erkenntniss, iibersetzt und mit einer Einleitung

fiber Berkeleys Leben und Schriften versehen von F. Ueberweg. Berlin 1869

[12. Band von Kirch manns Philosophischer Bibliothekj. Friedrich

Clausen, Kritische Darstellung der Lehrea Berkeleys uber Mathematik und

Naturwissenschaften. Halle 1889. 8
) Im Jahre 1733 folgte Tfieory of vision

vindicated and explained.
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Veroffentlichung mit seiner Uebersiedelung nach Cloyne iiahezu zu-

sainmenfallt, und um derenwillen namentlich wir Berkeley hier zu

erwahnen haben.

Schon in den Grundlagen der menschlichen Erkenntniss von 1710

hatte Berkeley iin 118. bis 130. Paragraphen von der Matheinatik

gesprochen, insbesondere von den die Infinitesimalbetrachtungen ein-

schliessenden Kapiteln derselben. Als ein Widersprucli ersclieint

ihm 1

)
die Annahme einer aus unendlich vielen Theilen bestehenden

endlichen Ausdehnung, und die Losung des Widersprucbs vcrlangt er

von dem Bewusstwerden-), dass die einzelnen Linien in den zur

Unterstiitzung geoinetrischer Untersuchungen gezeichneten Figuren
nur so betrachtet werden durfen, dass man ihre Grosse aasser Acht

llisst. Es gibt nichts derartiges, sagt er, wie der zehntausendste

Theil eines Zolles, wohl aber einer Meile oder dee Erddurchmessers,
welche durch jenen Zoll dargestellt werden konnen. Wenn ich also

ein Dreieck auf Papier zeicLne und eine Seite, die z. B. nicht iiber

einen Zoll lang ist, als Kadius eines Kreises wahle, so kann ich

diesen als in 10000 oder in 100000 oder mehr Theile getheilt inir

vorstellen. Die Linie sei danri, ineint er, ein blosses Zeichen fiir

grossere Ausdehnungen, bei welchen so viele oder mehr Theile that-

sachlich genommen werden konnen. In der jtingsten Zeit, fuhr

Berkeley in dem Buche von 1710 fort
3
),

sind die Speculationen iiber

unendliche Grossen so weit getrieben worden und haben so seitsame

Vorstellungen erzeugt, dass dadurch nicht geringe Zweifel und Wider-

streit der Meinungeii unter den Geoinetern der Gegenwart veranlasst

worden sind. Berkeley bezieht sich dabei darauf, dass man sich

nicht danait begniigt habe, endliche Langeu in eine uuendliche Zahl

von Theilen zu zerlegeu, sondern dass man jeden dieser unendlich

kleinen Theile selbst wieder in eine unendliche Zahl unendlich kleiner

Grossen zweiter Ordnung zerlegbar sein lasse und so fort selbst ins

Unendliche.

Diesem frOlien Geplilnkel lolgte 1734 oin ernster Angriff. PJin

Freund Berkeleys hatte auf dem Krankenbette geistiichen Zuspruch
abgelehnt, weil Halley, der so gewandte Handhaber von Beweisen,
ihn der Uabegreifbarkeit der Lehreu des Christenthums versichert

habe. Das erfuhr Berkeley, und nun schrieb er seinen Analyst
oder ReUe an einen unglaubigen Mathematiker gemeint war

Halley - in welcher gepriift wird, ob Gegenstand, Grundlage und

Folgerungen der modernen Analysis deutlicher zu erfassen oder

M Berkeley, Principles of Human Knowledge 124. *;
Ebonda 126

bis 127.
&quot;;

Ebonda 130.
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augenscheinlicher herzuleiten sind, als religiose Geheimnisse und

Glaubenssatze.

Er begiimt mit der Aiirede: Persoulich sind Sie mir fremd,

aber nicht fremd ist inir der Name, den Sie in dem Wissenszweige,

weleher Ihr besonderes Studium bildet, erworben haben und ebenso-

wenig die Machtfiille, welche Sie in Ikrem Berufe ganz fremden

Dingeii beanspruchen ,
noch auch der Missbrauch, welchen Sie und

nur zu viele Ihresgleichen bekauntermassen mit einer ihnen nicht

zukommenden Machtfiille treiben, um unachtsanie Personlichkeiten

bei Fragen. von hochster Bedeucung irre zu leiten, bei denen Ihr

mathematisches Wissen keineswegs ausreicht, Ihnen die Eigenschaft

eines berufenen Richters zu gewahren.

Mit ahnlich scharfen Worten fahrt Berkeley fort, schickt er im

2 sich an, Zweifel zu erheben, ob denn der Mathematiker als solcher

iiber ganz besonders scharie Denkweise verfiige, welche ihn befahige

em Eichteramt aus/uiiben, und priift er von 3 an die Grundlagen

der Fjuxionsmethode als des Sehliissels, niittels dessen die moderneu

Mathematiker die Geheimnisse der Geometric und in deren Gefolge

die der Natur erschliessen. Ein Haupteinwurf geht gegen die Fluxionen,

beziehungsweise die Differential hoherer Ordnung. Wenn Newton

die Fluxion als die Geschwindigkeit bezeichne, mittels deren Grossen

erzeugt werden, so inoge das gestattet sein-, aber was sei denn die

zweite, die dritte Fluxion und so fort ins Unendliche? Was bedeute

Geschwindigkeit einer Geschwindigkeit u. s. w.? An anderen Stellen

erklarte Newton die erste Fluxion als Zuwachs in statu nasccndi.

Dadurch sei der Schwierigkeit, einen Begriff mit den hoheren Fluxionen

zu verbinden, ebensowenig abgeholfen. Leibniz und die Mathematiker

des europaischen Festlandes, welche, sich deutlicher ausdriickend,

geradezu die unendlich kleinen Theile einer Grosse als deren Differen

tiate erkliiren
1

), lassen ziemlieh gleichlautende Gegenbemerkungen

unbeantwortet. Ungemein wichtig sei es, die Fluxion eines Rechtecks

zu finden, und Newton mache das irn 2. Lemma des II. Buches der

Principien folgendermassen
2

).
Er sage, A moge die eine, B die

andere Rechtecksseite, a und It deren momentaue Zuwachse sein. Ein

dem Rechteck AB in der Entstehuug vorhergeheudes Rechteck sei

A -
;;

/; - AB aB- IA + &. Ein auf AB

l

)
Wir dvirfen liier aufmerksam machen, dass Berkeley iiber die. Ent-

stehung der Difterentialrechnung als Engliinder denkt. Im 18 des Analyst

stellt er Fluxionstheorie und Calculus differentialis einander gegeniiber, which

method is supposed to have leen borrowed from the former with some alteration*.

2
) Berkeley, The Analyst J.
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folgendes Rechteck sei M. -|-
-|j

(B -f- A = AB -\- 2
aB -f- &J.

-f- yfl&- Ziehe man das vorhergehende Rechteck von dem nach-

folgenden ab, so bleibe aB -j- bA als Fluxion des Rechteckes. Aber

Newton gestatte sich da ein unerlaubtes Kunststiick. Man mtisse A
und B um ihre ganzen Zuwachse, nicht um halbe sich andern lassen,

und dann erscheine (A -f- a) (B -f- &) -4-Z? = aJ? -f- &^ -f- a&.

Nachmals habe Newton die Fluxion von xn durch ein anderes Kunst

stiick hergeleitet
1

).
Er habe (x-\-o)

n xn= nxn~ l

o-\-

~
xn~ 2 o*

-{- zu (x -f- o) x = o im Ve,rhaltniss gesetzt und nxn~*
-f-

a;&quot;&quot;~

2 o -f- gefunden, welches bei o = in nxn~ 1

iibergehe.

Dass sei wieder unerlaubt. Wenn x beim Fliessen den Zuwachs o

erhalte, so mfisse dieser Zuwachs als solcher bestehen bleiben und

diirfe nicht nachher = gesetzt, d. h. als gar nicht vorhanden be-

trachtet werden.

Allerdings venvahrt sich
Berkeley dagegen, selbst missverstanden

zu werden. Er beabsichtige keineswegs die mathematischen That-

sachen anzuzweifeln, welche die Anhanger der neuen l^ethoden be-

weisen. Er untersuche nur die Rechtmassigkeit ihrer Darlegungen,
deren Klarheit oder Dunkelkeit, ob sie den Werth der Wissenschaft-

lichkeit oder nur den eines Umhertastens besitzen, und er wolle dabei

zeigen, wie Irrthum Wahrheit, wenn auch

nichtWissenschaft hervorzubringen verraoge
2

).

Sei 8

) z. B. (Fig. 110) ABN eine Parabel,

deren Gleichung /
2 = px und TBL deren

Beriihrungslinie im Punke B. Sei ferner

In der Infinitesimalrechnung nimmt man an,

das Differentialdreieck BEN sei dem Drei-

ecke TPB ahnlich, weil die Curve als Un-

endlichvieleck mit gradlinigen Seiten gedacht

wird, deren eine BN mit der Beriihrungs
linie zusammenfalle. Aus jener Dreiecks-

ahnlichkeit folgt RN:RB= PB : PT, also

PT=j Das ist aber falsch, denn
dy

nicht das Dreieck BUN, sondern BEL ist dem TPB ahnlich, und

ist NL = z, so miisste cs richtig heissen PT=-^X
-, und der

tly -f- z

) Berkeley, The Analyst 1314. *) Ebenda 20. s
) Ebenda

2122.
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vorige Nenner war zu klein. Die Differentialrechnung folgert ferner

dass dy ~r-r Das ist abermals falsch, dennaus
y

_{- dy)* f = p(x + dx) px liefert %ydy

^P^-__ d
yl. Setzt man also in PT=

dy
2 = pdx und

fur den Nenner

den Werth ^~ C
-

,
so wird derselbe zu gross. Man hat zwei Fehler

begangen, hat einen Nenner erst zu klein, dann zu gross gewahlt,

und die beiden Fehler heben einander auf, so dass ein richtiges Er-

gebniss PT = --^- = 2x herauskommt. Dass in der That die Fehler
P

einander aufheben konnen, dass z = ~~
,
beweist Berkeley wie folgt.

Gemass der Eigenschaften der Parabel ist y*=px, PT=2x, und

ydx T-. i-io ydx -, , ydx- Deinnach ist 2x = -j-r- , dy -\- z = - -~

dy _|_ z O.y-j-2 &X

-, also pdx 2ydy -4- 2us. Die Parabel-

oben war PT

gleichung liefert ferner, wie oben gezeigt, 2ydy -j- dif pdx und

die Vergleichung der beiden Werthe von pdx lasst erkennen, dass

2yz = dy* oder z = Nun wirft sich Berkeley selbst Folgendes

ein 1

).
Sei (Fig. Ill) die Curve

ARS gegeben, deren Gleichung

y = #2
. Sei MRS eine Secante

der Curve, LR deren Beriihrungs-

linie in R, MN= s die Sub-

secante, LN die Subtangente der

Curve. Man setze NR y,

AN ==
x, NO = v, PS = z.

Dreiecksahnlichkeit lasst er-

kennen, dass
; 11

also

s = ^ Wie y = x2
,

ist auch

y -j- ^ = ($ + v
)
2 un(i daher yig . m .

K = 2vx -f- ^2
- Mithin ist s =

u 2

_ = -^---- Bei unendlich kleinem v geht die Subsecante in
2vx-\-v* 2x + v

die Subtaugente mit dem gariz richtigen Werthe
^ iiber, und hier

scheint doch nur einmal ein Unendlichkleines weggelassen zu sein.

Aber es scheint nur so! Eine Secante wird niemals Tangente, eine

Subsecante niemals Subtangente. Der Irrthum des Weglassens von v

Berkeley, The Analyst 24.
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wird durch den zweiten Irrthum, MN und LN als gleicli anzusehen

aufgehoben. Berkeley zeigt dann noch an anderen Beispielen, wie
die Annahme verschwindender Zuwachse stets an dem Maivel leide

dass jede Berechtigung fehle, eine Grosse o, aus deren Vorhanden-
sein man eben erst Schlusse gezogen hatte, plotzlicli = werden
zu lassen. Zum Schlusse koinmt er wiederholt auf die Schwierig-
keiten zu reden, welche das Verstandniss der Fluxionen hoherer Ord-

nung bereite.

Kaum war The Analyst 1734 erschienen, so traten Kainpfer fill-

die Fluxionsrechnung auf, zunachst Dr. James Jurin 1

) (1G84 bis

1750), ein beriibmter Londoner Arzt und Secretar der Koniglichen
Gesellschaft. Ueber das Matheinatische zog Jurin den Professor der

Universitat Cambridge Robert Smith zu Rathe. Jurin nanute sieh

nicht, sondern gab seiner Schrift den Titel Geometry no friend to

Infidelity by Philalethes Cantabriaiensis. Ein zweiter Vertheidiger der

Fluxionsrechnung war ein Dubliner Professor Walton, der Vcrfasser

einer Vindication of Sir Isaac Newton s Principles of Fluxions.

Wir kenneii keine der beiden Schriften aus eigenem Augenschein,
wohl aber neue Entgegnungen Berkeleys, und wenn diese nur

einigermassen ehrlich geschrieben sind, was bei dem Charakter ihres

Verfassers keinem Zweifel unterliegen kann, so muss man gestehen,
dass die Vertheidigung der Fluxionsrechnuug nicht Icicht von ungc-
schickteren Handen hatte geffihrt werden konnen.

]f
Scheint es doch,

dass insbesondere der pseudonyme Philalethes, wie schon aus der ge-
wahlten Ueberschrift erhellt, es namentlich daranf abgeseben hatte,
den Vorwurf des Unglaubens von den Mathematikern abzuwenden,-
der ihnen gar nicht im Allgemeinen geniacht war. Einzelne Mathe-

matiker, das hatte Berkeley im Analyst behauptet, und das wieder-

holte er in der Defence of frecthinling in mathematics, missbrauchten
ihren Eiufluss auf Freunde, urn diese zu Zweiflern an Glaubenssatzen,
die nicht streng beweisbar seien, zu inachen. Dem gegeniiber zeige
er, dass die Satze der modernen Infinitesimalrechnung noch weniger
als jene Glaubenssiitze beweisbar seien. Er denke nicht daran, ein

Ketzergericht gegen Mathematiker herauftubeschworen, er wolle nur

zeigen, wie wenig grade diese berufen seien, strenge Beweisfuhrung
fttr das zu fordern, woran man glaube. Und nun kehren die im

.Analyst erhobenen Einwendungen wieder 2

), eine Fluxion sei etwas

) George A. Gibson in den Proceedings of the Edinburgh Mathematical
Society Vol. 17, und ebenderselbe: Berkeley s Analyst and its critics: an episode
in tfa developetnent of the doctrine of limits in der Eibliotheca mathematica 1899,

s
) Berkeley, Defence of freethinking in mathematics 17.
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Unverstaudliehes, eine zweitc, dritte, vierte Fluxion sei noch unver-

standlicher, es sei nicht iiibglich, sich einen Begriff von einein ein-

fach Unendlichkleinen zu macben, noch weniger von dem Unendlich-

kleinen eines Unendlichkleinen. Berkeley fordert 1

)
fiir den Leser ohne

mathematische Vorbildmig, aber rait gesundem Menschenverstand das

Recht, dariiber zu urtheilen, ob er sich eine Geschwindigkeit ohne

Bewegung, eine Bewegung die keinen Raum durchmesse, ob er sich

Grossen denken konne, die weder endlich noch unendlich seien, oder

ein Ding ohne Grosse, welches noch theilbar sei, eine Figur ohne

Raumausdehnung, ein Verhaltniss von Nichts zu Nichts, ein wirk-

liches Product aus Nichts vervielfacht mit Etwas. Die letzterwiihnten

Worte zielen auf Newtons im Analyst bekainpfte Herleitung der

Fluxion eines Rechtecks. Sind, sagt Berkeley etwas spater
2

),
a und b

wirkliche Grossen, dann ist ab ein Etwas und bringt einen wirklichen

Unterschied hervor, sind beide Nichts, dann werden auch die Recht-

ecke zu Nichts, in welchen sie als Seiten auftreten, und das ganze

momentum oder incrementum ist gar Nichts. Berkeley versiiurat nicht,

von dem Meinungswechsel in Newtons Schriften Gebrauch zu machen,

den er allerdings nicht als solcheri, sondern als Widerspruch gegen
sich selbst vorfiihrt:

Sagen Sie mir doch, scharfsichliger Herr! ob Newtons momentum

eine endliche Grosse ist, oder ein Unendlichkleines, oder nur eine

Grenze? Sagen Sie eine endliche Grosse, so heben Sie gefalligst den

Widerspruch gegen das Scholium des 2. Lemma des 1. Abschnittes

des I. Buches der Principien auf: Cave intettigas quantitates magnitu-

dinc dctcrminatas, sed coyita semper diminuendos sine limite. Sagen
Sie ein Unendlichkleines, so heben Sie den Widerspruch gegen die

Einleitung der Quadratura auf: Volui ostendcrc quod in mcthodo flu-

xionum twn opus sit ft(/was infinite parvas in (/eometriam introducere.

Sagen Sie eine blosse Grenze, so versohnen Sie das mit dem Aus-

spruche des 1. Falles des 2. Lemma des II. Buches der Principien:

Ubi de luterilms A et B durant momentomm dimidia, wo eine Theilung
der Momente vorgenommen ist

3

).

Wir sahen, wie Berkeley iin Analyst das Erscheinen richtiger

Satze trotz Anwendung der Infinitesimalrechnung aus dem Vorkommen
zweier entgegengesetzter Fehler erklarte. Seine Gegner nannten diese

Erklarung alt und langst von Newton im 1. Abschnitte des I. Buches

der Principien vorweggenommen. Das konnte Berkeley leicht be-

streiten. Erstens, sagt er 4
), babe er mit diesem Bruchstiicke seiner

*) Berkeley, Defence of freethinking in mathematics % 20.
z
) Ebenda

32. 9
) Ebenda 36. 4

)
Ebenda 3839.



744 112. Kapitel.

Kritik sich gar nicht gegen Newton, sondern gegen den Marquis
de 1 Hopital gewandt, und zweitens sei es unwahr und ein Zeichen

der unerreichbaren Wahrheitsmissachtung des Philalethes, dass Aehn-
liches bei Newton sich vorfmde. Philalethes wird offentlich heraus-

gefordert, die von ihm behauptete Thatsache zu beweisen; er werde

dazu nicht im Stande sein. Einen Versuch dazu machte Jurin aller-

dings mit der Schrift Ihe minute Mathematician, or the Freethinker

no Just Thinker (1735), welche, wenn auch etwas besser als seine

Geometry no friend to infidelity, der Hauptsache nach doch die alten

Redensarten wiederholte und von Berkeley keiuer Antwort gewiirdigt
wurde 1

).
Der Widerspruch kam, wie wir weiter unten sehen werden,

vielmehr von Anhangern Newtons, von Benjamin Robins und

George Pemberton.
Dem zweiten Gegner, Walton, widmete Berkeley zunachst nur

einen kurzen Anhang zur Defence of freethinking in mathematics.

Darauf scheint Walton unter dem Titel Full answer erwidert zu

haben, und ihm neuerdings Berkeley mit einem Briefer Reason for
not replying to Mr. Walton s full answer. Das Hauptgewicht ist auf
die Frage gelegt, ob Geschwindigkeit ohne Bewegung, Bewegung ohne

Ausdehnung, Ausdehnung ohne Grosse gedacht werden konne. Walton

sage Ja. Die Geschwindigkeit, welche einem Korper durch eine

stetig wirkende Kraft beigelegt werde, sei nicht die gleiche in irgend
zwei Punkten des durchlaufenen Weges, andere sich vielmehr bei

den geringsten Platzwechsel. Berkeley spottet fiber diese Beweis-

fiihrung, die nicht erast gemeint sein konne 2

). Wje? Wenn in zwei

Punkten nicht die gleiche Geschwindigkeit stattfinden kann, so soil

daraus folgen, dass in einem Punkte eine Geschwindigkeit stattfindet?

1st das nicht ein Schluss von der gleichen Art, wie wenn man sagte:
ein und derselbe Mann kann sich nicht in zwei Nussschalen befinden,
also kann er sich in einer Nussschale befinden? Auf Berkeleys Be-

mangelung der Fluxion des Rechtecks AB hatte Walton geantwortet,
in Ab-^-Ba bedeuteten 6 und a keine ausgedehnten Grossen, sondern
nur Geschwindigkeiten. Was ist, fragt Berkeley neuerdings

8

), ein

Product aus einer Linie in eine Geschwindigkeit? Der Zuwachs eines

Rechtecks kann nur wieder ein Rechteck sein, ein Product zweier

Linien, also miissen 6 und a Linien sein oder Zuwachse von Linien,
was dasselbe ist. Gegen die Bemangelung der Fluxionen hoherer

Ordmmg hatte Walton sich auf das Beispiel eines Wilrfels berufon,
der sich vergrossert zeige, moge man nur eine oder zwei oder aile

) Gibson 1. c. *) Berkeley, Reason for not replying to Mr. Walton s

full atutwer 4.
3
) Ebenda 9.
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drei in einem Eckpunkte zusammentreifende Kanten als einer Ver-

grosserung unterworfen denken. Wo, entgegnet Berkeley
1

), ist bei

Newton die Rede davon, dass bei hoheren Fluxionen ihm Wurfel

vorschweben? Jede Grosse, auch eine Lange, muss zweite, dritte,

vierte Fluxionen der Auffassung zuganglich machen, und wie kann

dieses geschehen?
Es lasst sich nicht leugnen, dass Berkeleys Angriffe7

wenn auch

nicht durchweg neu (S. 254), nicht durchweg vernichtend, immerhin

den Grundlagen der noch iinmer verhaltnissmassig neuen Methoden

gefahrlich waren, und das von Berkeley erfundene Hilfsinittel der

sich gegenseitig aufhebenden Fehler wurde nachmals 1797 von

Lazare Carnot zum Ausgangspunkte fur die Rechtfertigung der

Infinitesimalrechnung genommen.
Wahrend die Streitschriften zwischen Berkeley, Jurin, Walton

gewechselt warden, erschien ein neuer Kampfer fur die Fluxions-

methode in Benjamin Robins 2

) (17071751). Er war ein in Bath

geborener Quaker, hatte ohne Lehrer sich reiches mathematisches

Wissen angeeignet. Am bekanntesten sind seine New principles of

gunnery (1742), in welchen seine Erfindung des ballistischen Pendels

vorkommt. Als General-Ingenieur der Ostindischen Gesellschaft iiber-

wachte Robins die Anlage der Befestigungen von Madras, erkrankte

dariiber und starb nach zweijahrigem Hinsiechen in Ostindien. Wir

haben es mit seiner (S. 744) von uns angeklindigten Schrift A dis

course concerning the nature and certainty of Sir Isaac Newton s

methods of fluxions and of prime and ultimate ratios (1735) zu thun.

Robins trat fur Newtons Anschauungen ein, indem er sie besser als

jener selbst darlegte. Er sicherte zunachst den Satz, dass die Fluxion

von r;
sich zu der von x wie - - zur Einheit verhalte, durch

an
~

an

ein den Alten nachgebildetes Exhaustionsverfahreu, also so etwa wie

Archimed den Beweis gefiihrt haben konnte, wenn ihm der Satz be-

kannt gewesen ware. Hierauf zeigte er, dass die Fluxionsinethode

zu dem gleichen Ergebnisse fiihre und somifc schon den Vorzug zu

erkennen gebe, leicht und rasch Richtiges auffinden zu lassen. Dann

erst erortert Robins, was eigentlich unter den ersten und letzten

Verhaltnissen zu verstehen sei. Der Kern der Darstellung liegt in

folgendem Satze: Nahert sich eine veranderliche Grosse dureh fort-

gesetzte Zu- oder Abnahme einer bestimtnten Grosse,, ohne sie je zu

iiberschreiten, und kann der Unterschied zwischen der bestimmten

:

) Berkeley, Reason for not replying to Mr. Walton s full answer 15.

*) Poggendorff II, 666. Gibson 1. o.
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Grosse und der sich ihr nahernden Veranderlichen kleiner als irgend
eine noch so kleine angebbare Grosse geniacht werdeu, so nimmt
man an, die Veriiuderliche werde schliesslich der bestimmteu Grosse

gleich. An einer wenig spateren Stelle nimmt Robins das, was er

von einer Veranderlichen ausgesagt batte
;
auch fur ein vertinderlich.es

VerhSiltriiss in Anspruch: es koune einer Grenzo sich nahern, ohne

dass damit behauptet werderi wolle, dass die iui Verhaltnisse steheu-

den Grossen selbst, jede fiir sich, eine endliche Grosse oder Grenze

besiizen. So wurde Robins der Begriinder einer unaufechtbaren

Grenzmethode.

Robins Discourse war gegen Niemand personlieh zugespitzt. In-

haltlich verwandt sind Streitaufsatze, welche Robins und der bald

an seine Seite tretende Pemberton gegen Jurin losliessen. Sie

wareri erzeugt durch die Einphndung, Jurin schade der Fluxions-

methode durch seine ungeschickte Vertheidigung derselben. Jurin

nahm den neuen Kampf auf, aber seine spateren Aufsatze sind nicht

besser als die fruheren, und man braucht sic der Vergessenheit, der

sie anheimgefallen sind, nicht zu entreisseri.

Dass auch Robins Discourse nahezu tier Verschollenheit anheim-

fiel, war die unbeabsichtigte Folge des Erscheinens eines giossartigen

Werkes, welches ebenfalls die unanfechtbare Begrundung der Fluxions-

methode sich als erste Aulgabe stellte, aber weit iiber diese hinaus-

ging. Der Verfasser war Maclaurin. Sein 1742^ erschienenes Lehr-

buch (S. 678) A treatise of fluxions wurde, wie es ausdrucklich in

deseen Einleitung ausgesprochen ist, durch den Analyst von 1734

hervorgerufen, durch dio dort sich kundgebenden Angriffe auf die

Fluxionsrechuung, deren falsche Schlusse und Geheimnisse. Der

grosste Theil des 1. Buches von Maclaurins Lehrbuch war schon
1737 gedruckt, wenn auch das Werk erst 1742 in den Handel kam.
Wir sprechen nicht neuerdings von den Kapiteln, welche wir in

unserem 110. Kapitel bcnutzt habon. wohl aber miissen wir, wie wir
dort zusagten, iiber Anderes berichten. Miu.,laurin ureift auf die

Exhaustionsmethode der Alteu zurtick, deren Wesen er in folgendem
Satze kennzeichnet 1

): Wenn zwei verunderliche Grossen AP und A Q,
welche fortwabrend in unverandorlichem Verhaltnisse zu einander

stehen, sich gleichzeitig zwei bestimmte Grossen AB und AD in

der Weise nahern, dass sie sich von ihnen urn weniger als irgend
ein Angebbares unterscheiden. so muss das Verhaltnias dieser Grenzen
AB und AD das gleichc sein, wie das unveranderliche Verhaltniss

der AP und A(J. Erst nachdem er sich Isinger uiit diesen Begriffen

l

) Maclanrin, Tmttise of fluxions pag. G.
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beschaftigt hat, kommt Maclaurin zur Erzeugung von Grossen mittels

Bewegung. Zwei Principien, sagt er 1

), sind grundlegend. Das erste

besteht darin, dass, wenn erzeugte Grossen einander fortwahrend

gleich sind, auch die erzeugenden Bewegungen fortwahrend gleich

sein miissen. Das zweite Princip ist die Uinkehrung des ersten:

sind erzeugende Bewegungen einander fortwahrend gleich, so miissen

auch die in gleicher Zeit erzeugten Grossen einander fortwahrend

gleich sein. Das erste Princip bildet die Grundlage der directen, das

zweite die der inversen Fluxionsmethode. Der Berkeleysche Vorwurf

einer Bewegung oder Geschwindigkeit ohne Rauin oder Zeit wird

alsdann entkraftet. Setxen wir voraus 2

),
dass ein Korper in irgend

einem Augenblicke der Zeit, wahrend welcher er sich bewegt, eine

Geschwindigkeit besitze, so ist damit keineswegs vorausgesetzt, Be

wegung konne in einem Endpunke, einer Grenze, einem Augenblicke
der Zeit oder in einem untheilbaren Punkte des Raumes stattfinden.

Wir werden vielmehr diese Geschwindigkeit stets durch den Raum

messen, welcher durchlaufen werden wurde, wenn die Geschwindig
keit gleichformig wahrend einer gegebenen endlichen Zeit anhielte,

und so wird sicherlich nicht gesagt werden, wir erhoben den An-

spruch, eine Bewegung oder Geschwindigkeit ohne Beachtung von

Rauni oder Zeit denken zu miissen. Fluxionen verschiedener Ord-

nung erlautert Maclaurin mit Hilfe der Bewegungslehre
s

),
and hier

tritt der Begriff der Beschleunigung zu deni der Geschwindigkeit.
Maclaurin vernachlassigt iiberhaupt keine Betrachtungsweise, welche

sich dazu eignet, die Fluxionslehre dem Verstandnisse naher zu bringen,

und deshalb erinnert er auch an Neper und seine Logarithmen-
erklarung (Bd. II, S. 730). Deren Natur und Entstehung, sagt er4

),

ist von dem Erfinder nach einer Methode hergestellt, welche der-

jenigen ahiielt, die in der Fluxionstheorie zur Erklarung der Ent

stehung von Grossen jeglicher Art dient, und er beschrieb diese

Methode nahezu mit den gleichen Ausdriicken. Zu der Lehre von

dem Unendlichkleinen leitet die Bemerkung hiniiber 5

),
es ware un-

verantwortlich, den Geometern nicht gestatten zu wollen, sich eine

gegebene, beispielsweise einen Zoll lange, und in der Entfernung
von zehn Fuss sichtbare Strecke in mehr Theilchen getheilt zu

denken, als in dieser Entfernung unterschieden werden kbnnen, da

bei Naherbringung der Strecke eine grossere Anzahl von JTheilcheu.

thatsachlich unterschieden werden. Dann heisst es an einer anderen

*) Maclaurin, Treatise of fluxions pag. 55. *) Ebenda pag. 56, 8.

B
) Ebenda pag. 99103, 6370. 4

) Ebenda pag. 158, 151. 5
)
Ebenda

pag. 243, 291.
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Stelle 1

),
die Infinitesimalbetrachtungen seien nur andere Ausdrucks-

weisen ftir die Auffassung sich bewegender GrSssen. Das Gleiche

gelte far die ersten und letzten Verhaltnisse. Allerdings sei Vorsicht

unerlasslich
;

bei Infinitesimalbetrachtungen miisse man namentlich

darauf achten, dass man nicht tiber die Ordnung des Unendlicbkleineu

strauchle; bei Uebung der nothigen Vorsicht aber seien die vorge-

worfenen Irrthiitner in der Infinitesimalrechmmg wie in der Fluxions-

methode gegenstandslos.

Neben diesen der Begriindung der Infinitesirnalmethoden gewid-

meten Stellen enthalt Maclaurins Treatise of fluxions noch sehr viel

Lesenswerthes. Wir heben hier nur zweierlei hervor, werden auf ein

Drittes im 118. Kapitel zu reden kommen.

Die Lehre von den grossten und kleinsten Werthen war
frtther nur so weit geftthrt, dass man das Versehwinden der ersten

Ableitung und das Vorzeichen der zweiten Ableitung derjenigen

Function, die auf ein Maximum oder ein Minimum untersucht werden

sollte, beachtete. Sie erhielt jetzt die Weiterbildung
2

), dass unter

Umstanden noch die folgenden Ableitungen hergestellt wurden, und

dass Maclaurin zeigte, dass, wenn ein Werth der uuabhangigen Ver-

iinderliehen x sammtliche Ableitungen der Function y von der l ten

anfangend bis zuletzt zur wten verschwinden lasse, ein Maximum oder

Minimum nnr daun stattfinde, wenn n ungrad ist, bei gradem n da-

gegen nicht stattfinde, und dass im ersteren Falle,.das negative, be-

ziehungsweise positive Vorzeichen der n -f- I*
6&quot;

Ableitung das Kenn-

zeichen eines Maximum, beziehungsweise eines Minimum bilde.

Das Zweite, was wir hier zu erwahnen nicht unterlassen wollen,

ist der spater sogenannte Maclaurinsche Satz von der An-

ziehung confocaler Ellipsoide
3

).
Schon der Begriff der diesem

Satze zu Grunde liegenden Korper, ja der der entsprechenden ebenen

Figuren war neu, und uns wenigstens ist keine friihere Erwahnung
concentrischer und zugleich confocaler EUipsen erinnerlich, als wenn

Maclaurin sagt
4
):

Seien ADP, Pdp zwei Halbellipsen, welche den

gleichen Mittelpunkt C und den gleichen Brennpunkt F besitzen.

Maclaurin hat nun nach einander folgende Satze bewiesen: 1. Die

Krafte, mit deneu confocale Rotationsellipsoide Maclaurin nennt

sie durchweg Spharoide denselben auf ihrer verlangerten Rotations-

axe liegenden Punkt anziehen, verhalten sich wie ihre Massen

!

) Maclaurin, Treatise of fluxions pag. 413423, 495 605. *)
Ebenda

pag. 226, 261 und pag. 659, 859.
&quot;)

Ebenda pag. 540, 649
; pag. 541,

651; pag. 543, 653. Vergl. F. Grube in der Zeitschr. Math. Phys. XVI, 261

bis 266. ) Ebenda pag. 539, 648.
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2. Die Krafte, mit denen confocale Rotationsellipsoide denselben in

der verlangerten Ebene ihres Aequators liegenden Punkt anziehen,

Yerhalten sich wie ihre Massen. 3. Die Krafte, mit denen dreiaxige

confocale Ellipsoide denselben auf ihrer rerlangerten Axe liegenden

Punkt anziehen, verhalten sich wie ihre Massen. Die Beweise der

beiden ersten Satze sind synthetisch-geometrischer Natur und genau

durchgefiihrt. Der Beweis des dritten wesentlich allgemeineren Satzes

uberlasst dem Leser die Ausfullung einiger weniger Liicken, schliesst

sich aber so eng an die vorhergehenden Beweise an, dass es keinem

Leser, der bis dahin verstandnissvbll folgte, schwer fallen konnte,

jene kleinen Erganzungen vorzunehmen.

Was wir flbrigens von der Natur der Beweise zu den Satzen

iiber Anziehung sagten, das gilt von dem ganzen Werke. Maclaurin

hat sich fast liberal! bemiiht, synthetisch geometrische Beweise zu

liefern. Nicht allein, dass er dadurch in einen gewissen Einklang
mit Newtons Principien kain, er konnte auch der niemals angezwei-
felten Exhaustionsmethode der Alten sich nahern und dadurch um
so sicherer den Zweek erMlen, den er (S. 746) sich als eigentliche

Aufgabe gestellt hatte, die Infinitesimalmethode gegen Angriffe zu

vertheidigen.

Moglicherweise ware an dieser Stelle ein Eingehen auf Georg
Wolfgang Kraffts 1752 in Petersburg gedruckte Schrift De infi

nite mathematico ejusque natura geboten, doch kennen wir dieselbe

nur dein Titel nach.

113. Kapitel.

Eulers Differentialreelmung.

Wir sind bei Eulers Differentialrechnung
1

)
von 1755 angelangt.

Es ist schwer, so beginnt Euler seine Vorrede, die Differential

rechnung und die Analysis des Unendlichen, wovon jene ein Theil

ist, denen zu erklaren, die darin noch gar keine Kenntniss besitzen.

Die Verhaltnisse der Zuwachse einer Veranderlichen und ihrer Func

tion, heisst es dann ungefahr, sollen unter der Voraussetzung beider-

seitigen Nullseins untersucht werden, und die Diffcrenfcialrechnung ist

nichts anderes nls die Methode, das Verhaltnisss der verschvviudenden

J

) Wir bedienen nns der sehr verbreiteten deutschen Uebersetzung von
Michelsen (1700), auf welche sich die Seiteuzahlen unserer Anfiilirungen be-

ziehen. Die gleichfalls angegebeue Paragraphennuinmer vennittelt die Ver-

gleichung des lateinischen OriginaLs.

CAMTOE, Geschichte der Mathematik. III. 3. 2. Aufl. 49
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Zuwachse oder Incremente zu bestiraraen, welche die Functionen ver-

anderlicher Grossen erhalten, wenn die veranderlichen Grossen, deren

Functionen sie sind, um eia verschwindendes Increment vermehrt

werden 1

).
Die Integralrechuung ist dmm die Methodo, aus dem Ver-

haltnisse der verschwindenden Incremente die Functionen zu finden,

von wclchen sie dergleichon Incremente sind 2
).

Um jene Verhalt-

nisse bezeicbnen zu konnen, bat, man fur die verschwindenden Incre

mente Syrabole eingefuhrt und bat sio Differentiate genannt, nur

muss man dabei bestiindig vor Augeu haben, dass man daraus, weil

sie im strengen Verstande Null sind, nicbts weiter ableite, als

das Verhilltniss derselben zu einander, welcbes man allerdings im

Stande ist, durch endlicbe Grossen anzugeben
3
).

Dass die Differen

tiate nicht etwa unendlich klein, sondern streng Null sind, folgt aus

der liicbtigkeit der Ergebnisse, welcbe aus dem Weglassen von Diffe-

rentialen in der Differeiitialrechnung gewonnen werden; es miisste

sonst irgend ein Fehler entsteben. es sei denn, dass man den be-O

gangeneu Fehler durch einen entgegengesetzten verbessert hatte, und

das ist nicht der Fall 4
).

So hat Euler sein Glaubensbekenntniss gleich in der Vorrede

niedcrgelegt. Er entfernt sich von Leibniz, indein er von dem Un-

endlichkleinen nichts wissen will, er nimmt auch nicht mit Berkeley
einander auf hebende Irrthiimer an, er verschmiiht New tons Grenz-

werthe, er sieht in den Differontialen wirkliche Nullen, in den Diffe

rentialquotienten Briiche mit Nullen im Zahler uud Nenner, welche

aber gleichwohl einen endlichen Werth besitzen.

Die Vorrede ist, wie es meistens geschieht, fiir solche Leser ge-

schrieben, welche den im Werke behaiidelten Gegeustand schon mehr

oder weniger beherrschen. Die Ausfiihrung der dort angedeuteten

Gedanken gibt die Differentialrechnung selbst.

Das 1. Kapitel, Von den Differenzen, entwickelt folgende Be-

griffe. Ist ?/ eine Function von x und. ersetzt man in ihr x durch

x -f- to, durch x -j- 2cj, durch x -|- 3w, durch x -j- no, so ent-

stehen aus y die Werthe y
l

, y
11

, y
uj

} t/&quot;&amp;gt;,

deren Differenzen man

bildet. Man erhalt 5

) y
l

7/
=

Aiy, ;//

u
7/

r= A?/
1

, y
ul

^&quot;^A^u.s.w.

mit erstmaliger Einfiihrung des Differenzenzeichens. Auch die

hoheren Ditferenzen hat Euler eingefflhrt und symbolisch dargestellt
6

):

AAy == A?/
1

A?/, AA?/
I= A7/

U
A//

1

, A^^AA?/1 AAyu. s. w.

Die niichstliegenden Aufgaben bestehen darin: zu gegebenen Func-

) Euler, Differentialrechnung I, S. L1V. *) Ebenda I, S. LVI LVII.
3
) Ebenda I, S. LXIII. 4

) Ebenda I, S. LXXV. ) Ebenda I, 5, 4.

a
) Ebenda I, G 7, C.
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tionen ihre Differenzen, zu gegebeneu Differenzen ilire Functionen zu

ermitteln. Die erste dieser Aufgabeu wird stufenweise gelost. Diffe-

renzeii jeder Ordnung eirier Summe von Functionen bestehen aus der

Suinrae der Differenzen der einzelnen Functionen. Differenzen einer

Constanten sind Null. Differenzen des Productes einer Function in

einen constanten Coefficienten bestehen aus dem Producte jenes
Coefficienten in die entsprecbende Differenz der Function. Die erste

Differenz des Productes pq zweier Functionen 1

)
ist p Ag -f- q

- Ap
-f- A?) A#. Dann koramen die Differenzen aller Ordnungen der

Potenz x&quot; an die Reibe und bei ihrer Bildung erweist sich eine

kleine Tabelle als nutzlich, welcbe in ihren Anfangen folgender-
massen aussiebt 2

):

i/lOOOOO
Ay 1 1 1 1 1 1 1 1

A 2

y 2 G 14 30 6*2 126 254

A3
*/ 0006 36 150 540 1806 5796

A4
*/ 24 240 1560 8400 40824

A5
*/

000 120 1800 16800 126000

A6
7/ 720 15120 191520

A 7

y 5040 141120

und deren Entstebung der Art ist, dass jede ihrer Zableu gefunden
wird

?
indem man die vorbergebende Zabl ebenderselben Zeile zu der

dariiber stebenden Zabl addirt und die Summe rnit dem Ordnungs-

zeiger des vorn stebenden Differenzenzeicben rnultiplicirt, z. -B.

5(1800 -f- 1560) == 16800. Fubrt man ferner, woran Euler nocb

nicht dacbte, Abkiirzungszeicben fiir die Binomialcoefficienten ein
;

scbreibt z. B. ?fc^^p*l) = Q ;
so entsteben die Gleicbungen

A*/ = w^- 1 +
A2

.e/

= 2
Q)

(D
2^- 2

-}- 6 3.^- 3
-f 14

(^
u*a;-* -\

A3
?/
== 6

Q)
o 8^- 3 + 36 Q ro*ar-* + 150Q ei

s
**&amp;gt;

fi

-|

A4
/
= 24 w4

a,-- 4 + 240 V- fi + 1500

wo jede Reihe fortgesetzt wird, bis sic von selbst abbricbt, was bei

ganzzablig positivem n stets der Fall sein muss. Aucb die allgemeine

l

) Euler, Diffcrentialrechuung I, 1011, 12.
s

)
Ebenda I, 10, H

49*
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Formel f iir A&quot; (of) ist Euler nicht entgangen
1

),
und er geht so weit,

von alien diesen Formeln auch noch Gebrauch zu machen, wenn n

kerne ganze positive Zahl ist. Dann brechen freilich die fiir die ein-

zelnen Differenzen sich ergebenden Reihen nicht ab
7
sondern laufen

ins Unendliche fort. Die gleichen unendlichen Reihen z. B. fur

A(#~
a
) ergeben sich auch folgendermassen. Ist y = x~* =

^, ,
so

ist i/
1 = -

J , und Aw = , n ---
F

- Verwandelt man dann
J

(x -\- to)* (T -f- wj
2 * 2

. durch Division in eine nach Poten/en von -- fortschreitende
(a; + w)

s #

unendliche Reihe, deren Anfangsglied
-

1
durch - -

-^
vernichtet wird,

so entsteht, wie aus der allgemeinen Formel. &(&-) = -
*

-J-
-

3
|

-

-f- . Eine dem letztgelehrten Verfahren nachge-# cc

bildete Entwicklung filhrt zu den Differenzen transcendenter Functionen.

Der Zusammenhang der auf einander folgenden y, y\
-

y
(^ mit AT/,

AV-- wird erortert
2

)
und y^= y + (*)

AT/+ g)A
2
t/ + Q)A

3
y +

ermittelt. So oft w ganzzahlig positiv ist,
bricht der Reihenausdruck

fiir
y(&quot;\

d. h. fiir den Werth, welchen y annimnit, wenn x durch

x -\- no ersetzt wird, von selbst ab, allein auch hier wird die Formel

mit grosster Unbefaugeuheit als unendliche Reihe benutzt, um T/~
W)

zu ermitteln, d. h. den Werth, welchen y in Folge.des Ueberganges

von x in x co annimmt. Als zweite Hauptaufgabe bezeichneten

wir es, die Function aus ihrer Differenz zu finden, eine Operation,

welcher das Sumrnenzeichen J^
7

client
3

).
Wenn z Ay, so ist

y = 7 genauer y = ^s -}- 6
,
da die hinzutretende additive Con-

stante bei der Differenzenbildung wegfilllt. Das ^ einer Sunime

besteht aus der Summe der ^. Ein constanter Coefficient hinter

dem ^ kann vor dasselbe gesetzt werden. Beide Regeln vereiuigt

fiihren zur Kenntniss von ^(^O- ^a namlich A
(a;

1

)
== co, A

(a;
2
)

o2
, A(a;

s

)
= 3w 2

-j- 3eo 2
iC -j- co

3
u. s. w., so ist J^(w) x,

-f ro
2

)
= 2 = ^(2tox) H- JJ(

2

)
== 2w^ + raa; und

Vx =
|^

Ferner JV(3wa;8 + :5 w ;̂ + w3 )
= ^ = 2:13(0^)

-f ^(Sw
2

*) -f ^(M!J
)
= 3co2V) + 3cj^ + w^ = ^w^V2

)

3 to 3&amp;lt;u

2
x.v 9\ i

Sw to* i -vv o\

-f
-

ic
2

&quot;&quot;* + w x 3w^(a;
2

) + --dr - --x und
&amp;gt;( j

) Euler, Differentialreclmung I, 17, 15.
!
) Ebenda I, 25,

)
Ebenda I, 27, 26.
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= i! **.
-f ^ u . s. w. Die allgemeine Formel 1

) zeigt ^JiV )
als

O ft) J O

eine Surnme von Gliedern beginnend rnit rc
w+ 1

,
#n

,
it;&quot;&quot;

1

,
dann aber

umschichtig auftretenden Potenzen von x, als xn~ 3
,
xn~*

. Auch

bei negativem n wenclet Euler mit grosster Gemiitlisrulie die Formel

an, ausser in dem einzigen Falle n 1. Das Glied der Entwick-

xn+ 1

lunjr, welches xn+ l
enthalt, heisst nainlich immer -,

---
-^ und wiirde

(n -f- 1; o

x
bei n = 1 in ^ ubergehen. Wesentlich bequemer findet sich

a)

das ^? gewisser Producte 2
).

Aus A [(x -f- n) (x -(- 2 to)] 2co(x-\-2 a)

folgfc J^(#+ 20) = 2^ (a? -+- ro) (a;+ 2 w), beziehungsweise ^(a;+ no)

=
(ic -|- (w

- -
1) GJ) (a; -j- no

). Aus A [(^ + (n
- -

1) o)

(x -f- wca) (x -j- (M + 1) ca]
== 3w(a; -j- wo) (* -f- (

w + l) w) ^^
^[(^ + a) ( + (w + 1) o)] = ^ (a; + (n

-
1) a) (x + wo)

(x -f- (w -f- 1) co)
u. s. w. Auch bei den Differenzen gebroehener

Functionen erweist dieser Weg sich gangbar. A(, j
=

\.i/
&quot;[&quot;

CO /

___ __ _ _ ______
\ :

--

/ ,
. f / ij\-v

x -f (n -j- l)ca a; -f na&amp;gt; (x -\- nto) (x -\- (n -}- l)oj)

\-? 7 \
(* + J) (^ + (n + !))/ to a;

Aehnlicberweise ist

-- -
\(x+ w w) ( -f- (n+ 1) eo) ( + (w -J- 2) co)/ 2 to (x + w) (a; -f- (n -f 1) wj

u. s. w. Ist die Function, deren ^V gesucht wird, eine echtgebrochene,

aber mit nicht constantem Zahler, so ist der Bruch in seine Partial-

briiche zu zerlegen und fur jeden derselben die Bildung des ^ vor-

zunehmen. Wir haben einen sehr ausfiihrlichen Auszug aus dem

1. Kapitel veranstaltet, weil in ihm erstmalig ein Lehrbuch der Diffe

rentialrechnung eine leichtverstandliche, wenn auch nicht immer

grundliche Lehre von den endlichen Differenzen und Summen zum

Ausgangspunkte nahm. Wir glauben wenigstens trotz des Voraus-

gehens von Taylors Methodus incrementorum diesen Ausspruch recht-

fertigen zu konnen, da jenes Werk kaum als leichtveistandlich und

noch weniger als Lehrbuch der Differentialrechnung wird bezeichnet

werden wollen.

Das 2. Kapitel, Von dem Nutzen der Differenzen in der

Lehre von den Reihen. Es gibt Reihen, bei denen in Folge von

so oft als nothig wiederholter Differenzenbildung zwischen den ein-

zelnen Gliedern irgeud einmal lauter Nulldifferenzen auftreten, und

r
) Euler, Differentialredmiulg I, 31, 20.

*) Ebcrida I, 3335, 3234.
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andere Reihen, bei denen dieses nie der Fall ist. Zu den letzteren.

gehort die geonietrische Reihe, deren Differenzen stets aufs Neue geo-

metrische Reihen bilden, zu den ersteren gehoren die arithmetischen

Reihen verschiedener Ordnung, und von ihnen will Euler handeln.

Bei ibnen ist das allgeiueine Glied und das suminirende Glied

zu finden, d. h. zwei Functionen von x von solcber Beschaffenheit,

dass die erste das xio Glied der vorgelegten Reibe liefert, die zweite

die Summe der ersten x Glieder derselben. Alle Reihen, deren Diffe

renzen einer bestimmten Ordnung constant, oder die der nachsthoberen

Ordming als Nullen erscheinen, sind recurrente Reihen 1

),
und deren

allgemeines Glied kaim gefunden werden. Mittels desselben findet sicb

sogar der Werth eines Gliedes niit gebrochenem Stellenzeiger, d. b.

die Interpolation ein or Reihe ist ermoglicht
2

).
Auf einander

folgende suminirende Glieder bilden selbst eine Reihe, die summi-
rende Reihe, zu welcher die gegebene Reihe als erste Differenzen-

reihe gebort. Sind also die uien Differenzen der gegebenen Reibe

constant, so bilden diese die -f- l
ton Differenzen der summirenden

Reibe, welche folglicb wieder eine recurrente Reibe ist, deren allge-

meines Glied daber gefunden werden kann 3

).
In eine Formel gekleidet,

spricbt diesc Folgerung sich also aus 4

): Sei X das x* Glied der vor

gelegten Reihe, S die Summe ibrer x ersten Glieder. Offenbai ist

S -- X die Summe der x -- 1 ersten Glieder und A (S X)
= s (S X) = X, mithin S -- X = J*;X. Unter Hinzufugung

der Constanten C wird also S = C -f- X -j- ^X, wo C sich dadurcb

bestimnit, dass augenscheinlicb bei x = auch 5 = sein muss.

Euler wendet die Formel an, um die Summe der wten Potenzen der

x ersten Zahten zu ermitteln, wozu der im 1. Ktipitel gefundene Werth

von
^?jc&quot;

dient. Euler macht dann darauf aufmerksam 5

) ,
dass die

auf einander folgenden Summen 1&quot; -j- 2&quot; -j- -f- x
n und 1&quot;+

A

-j_ 2&quot;+
1 4- -f- .r&quot;

+ x leicht aus einander gefunden werden konnen,
wenn n eine gcrade Zahl ist, indem alsdann von dein hochsten Gliede

der Summeuformel anfangend ein jedes mit n -f- 1 und noch mit

einem Factor vervielfacht wird, welcher der Reibe nach
n -f- 2 n -f 1

,
dann

,

- ...._. hei.sst. 1st n ungrad, so heisst der
Tl v ~~~ u rl ~~* 4 ^ cj /

letzt erscheinende Zahlenfactor
,-,

dann aber tritt in der Summen-

formel der n -j- 1** Potenzen noch ein neues Glied
&amp;lt;px

hinzu. Die

Constante
&amp;lt;p

findet man, indem x =-- 1 gesetzt wird; &amp;lt;p

muss ntimlich

) Euler, DifFerentialrechnung I, 17, g 4(5. *) Kbemla I, 52, 52.

*) Ebenda I, ;{, 53.
; Ebcnda I, 57, 59 . ) Ebenda J, 6162, 63.
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alsdann die iibrigen Coefficienten der Formel zur Eiuheit erganzen.

Den gleichen Satz hatte (S. 347) Jakob Bernoulli ausgesprochen
und vermuthlich ebenso hergeleitet.

Das 3. Kapitel, Von dem Unendlichen und dem Unendlich

kleinen, leugnet eigentlich die Begriffe, welche seine Ueberschrift

bilden. Eine unendliche Grosse gibt es nicht 1
), weil jede Grosse ins

Unendliche vermehrt werden kann. Eine Grosse aber, die immerfort

vermehrt wird, wird nicht friiher unendlich, ehe sie ohne Ende ge-

wachsen ist, und was ohne Ende geschehen muss, das kann man nicht

als schon geschehen betrachten. Ein Unendlichkleines aber ist
3
)

nichts anderes, als eine verschwindende Grosse und folglich in der

That 0. Wenn eine Grosse kleiner sein soil als jede Grosse, die

sich angeben lasst, so muss sie nothwendig = sein, weil sich, wenu

sie nicht = ware, eine andere ihr gleiche Grosse angeben liesse,

welches wider die Voraussetzung streitet. Mit dieser Vereinheitlichung
der beiden Begriffe, des Unendlichkleinen und der Null, ist Euler auf

dem Standpunkte angelangt, den er schon in der Vorrede als den

seinigen schilderte. Von ihm aus betont er dann weiter 3
), dass

n = und also n: 1 = : ist, dass zwei Nullen, ob sie gleich
arithmetisch betrachtet in dem Verhaltniss der Gleichheit

stehen, dennoch jedes geometrische Verhaltniss zu einander

haben. Letztere Mogliehkeit gibt auch die ErklSrung der Unend
lichkleinen verschiedener Ordnung. Ist dx ein Unendlichkleines, also

thatsaehlich 0, so gilt das Gleiche fur dxz

,
fur dx* u. s. w. Es

gilt auch, dass Unendlichkleines gegen Endliches, Unendlichkleines

hoherer Ordnung gegen solches niedrigerer Ordnung weggelassen
werden kann, beziehungsweise das Verhaltniss der Gleichheit nicht

stort, mag man arithmetisches oder geometrisches Verhaltniss darunter

verstehen : (a -f- n dx) a = n dx = und - - = 1 -j-

- . dx 1 bestatigen diese Wahrheit ebenso wie (dx + dx2

) dx

-f- dx2 und
&quot;f

= 1 + dx = 1 . Wie jdx ein Symbol(IX

des Unendlichkleinen oder der ist, so hat man oo als Symbol des

Unendlichgrossen, des Quotienten eines Endlichen dividirt durch 0,

aufzufassen. Ja es scheint aus der Gleichung
-- = 00 selbst moglich,

dass Nichts mit Unendlichgross multiplicirt ein endliches Product

gebe, welches allerdings auffallend sein miisste, wenn man nicht durch

eine ganz richtige Folgerung darauf kame 4
).

Jenes Product kann

x

) Euler, Differentialrechnung I, 73, 75. *) Ebenda I, 79, 83.
s
) Ebenda I, 81, 85.

4
)
Ebenda I, 86, 92. Vergl. auch I, 88, 94 am

Sohlusse.
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sogar unendlich gross werden, wie es unendlich klein sein kaun:

-- b dx&quot;
1 = abdxm~ n

ist, je nachdem m
&amp;gt; n, m n, m

&amp;lt; n, un-
dx

endlichklein, endlich, unendlichgross
1

).
Die Stellung der 0, aber auch

des Unendlichgrossen, innerhalb von Reihen endlicher Grossen gibt zu

mannigfachen Betrachtungen Anlass. Die nach rtickwarts fortgesetzte

Zahleureihe 4, 3, 2, 1, 0, 1, 2, 3, 4 fiihrt durch

die hindurch vom Positiven zuin Negativen. Die Reihe ---

_! 3 Zft* - 1 o i 2 3 &amp;gt; 4
&quot; vollziellt den gkichen Ueber-

gang durch das Unendlichgrosse hindurch. Man hat aus Ersterem

geschlossen, die negativen Zahlen seien kleiner als 0, aus Letzterem

sie seien grosser als oo (Bd. II, S. 902). Solche Schliisse sind vor-

eilig. Setzt man die Quadrate der positiven and negativen Zahlen

und deren Umkehruugen in Reihengestalt an, so tritt in
( 4)

2
,

(- 3)&amp;gt;, (- 2), (-1)
2
, 0, I

2
,
22

, V, V und in
(-L)

2

, (-^)\ (-j g)

s

,

(lli) &amp;gt; OT&amp;gt; l 4 V 16
^e ^ 7,wischen 1 und 1, aber auch oo

zwischen 1 und 1, und Niemand wird von diesen Reihen behaupten

wollen, sie setzten in ihren Gliedern das Grrosserwerden regelmassig

fort, so wenig man aus der Zahlenreihe
, , ,

==-_
)

-=, -j=. --p, -7=.
- auf Beziehungen zwischen dem Unendlich-

yo yi y2 ys y*

grossen und dem Imaginaren schliessen darf2
).

Den Schluss des

Kapitels bilden Erorterungen iiber den Begriff einer divergenten Reihe

und ihrer Summe 3
) in genauer Uebereinstimmung mit dem, was Euler

kurz zuvor im V. Bande der neuen Petersburger Commentarien aus-

gefithrt hatte. Er sucht die ganze Schwierigkeit, deren Vorhanden-

sein er keineswegs leugnet, auf den Sinn, der mit dem Worte Summe

verkniipft wird, iiberzuladen (S. 734).

Das 4. Kapitel, Von der Natur der Differentiate aller

Ordnungen, fiihrt Euler zu den Ergebnissen des 1. Kapitels zuriick.

Er lasst den Zuwachs ro
,
welchen x erhalten soil,

= sein und

deutet ihn deshalb durch das Symbol dx an, worauf A?/ zu dem

gleichfalls nicht von verschiedenen dy wird. Wie es Difierenzen

hoherer Ordnung gab, in welchen ro einen Bestandtheil bildete, so

werden Differentiale hoherer Ordnung wieder durch a = dx gebildet
werden. Die Bezeichnung ist an und fiir sich sehr nebensachlich

;

) Euler, DifFerentialrechnung I, 90, 97. *) Ebenda I, 9093, 98
bis 101.

s
) Ebenda I, 93-100, 102111.
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und es lohnt kaum, dariiber zu streiten, ob man Newton oder

Leibniz in Schreibweise und Benennung nachahmen solle. Fiir die

Leibnizische Form spricht vorzugsweise die Moglichkeit, ein Differen

tial unbestimmter Ordnung mittels dny zu bezeichnen, dem die eng-

lische Schreibweise nichts Aehnliches an die Seite stellen kann 1

).

Freilich aussert Euler nebenbei einen Wunsch, der leider unerfiillt

geblieben ist. Als Wurzelzeichen, sagt er 2

)7 gebrauche man den Buch-

staben r, dem man aber die Gestalt )/ gegeben habe, und dadurch

sei r zu beliebiger Verwendung wieder frei geworden. Wenn man

Logarithmus durch
I,

Differential durch d abkiirze, empfehle es sich,

diese Buchstaben gleichfalls in etwas veranderter Gesfcalt anzuwenden,

damit man sie nicht mit dem gewohnlichen Buchstaben, durch wolche

man beliebige Grossen zu bezeichnen wiinschen konne, verwechsle.

Die Differentiale hoherer Ordnung yon x selbst, welches voraussetzungs-

mlissig sich durch immer gleiche Zuwachse dx andert, mussen wegen
der Unveranderlichkeit von dx an sich sein. Damit ist, sagt Euler

bei dieser Gelegenheit
3

), nicht etwa gemeint, es seien d?x 0,

dzx = als unendlich kleine Grossen, sondern diese hoheren Diffe

rentiale seien ebensowohl jedes fur sich 0, als auch im Vergleich mit

irgend welchen Potenzen von dx, eine Eigenschaft, welche sie

mit den Differentialen jeder Ordnung aller constanten Grossen theilen.

Anders verhalt es sich 4
)
mit den Differentialen hoherer Ordnung der

Function y. Hier ist dy = pdx, und setzt man voraus dp = qdx, so

wird d2
y qdx

z
,

d. h. das zweite Differentia] von y hat ein end-

liches Verhaltniss zur zweiten Potenz von dx. Ganz anders lauten

die Formeln der hoheren Differentiation von y und werden z. B.

d2
y =pd2x -}- qdx*, wenn dx nicht bestandig ist, d. h. wenn die

Werthe x, x1
,
xu

,
- nicht in arithmetischer Progression auf einander

folgen, welches eintrifft, wenn x und ebenso y Functionen einer dritten

Veranderlichen sind, die selbst einander gleiche Incremente erhalt 5
).

Bei Gleichungen zwischen Differentialausdrucken muss Homogenitat

herrschen, wobei die Ordnung der Differentiale fiir ihre Dimension

gilt, und Glieder hoherer Dimension neben niedrigeren additiv ver-

schwinden 6
).

Das Kapitel schliesst mit kurzen Bemerkungen fiber

einfache und wiederholte Integration, welche den Differentiationen

gegeniiberstehen und mit Vorschriften beziiglich der Bezeichnung.
Der Buchstabe d soil ausschliesslich zu dem ihni nachfolgenden ge-

horen, mit welchem er ein untrennbares Ganzes bildet, auf welches

J

) Euler, Differentialrechmmg I, 104, 116.
)
Ebenda I, 106, 11D.

3
) Ebenda I, 109- lit, 124125. 4

) Ebenda I, 111, 127. 8
) Ebenda I,

112114, g 129-130. c
)
Ebenda I, 116118, 184-137.
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sich ein etwa auftretender Exponent bezieht. Soil eine Potenz der

Veranderlichen differentiirt werden, so muss eine Klaminer oder ein

Piinktchen solclies andeuten und c/(jc
2

) d xz von dx s =
(dx)*

unterscheiden 1

).
Aucb von den Bezeichnungen der Integralrechnung

ist die Rede.

Das 5. Kapitel, Von der Differentiation der algebraischen
Functionen einer veriinderlichen Grosse; das 6. Kapitel, Von
der Differentiation der transcendenten Functionen; das

7. Kapitel, Von der Differentiation der Functionen zweier

oder mehrerer veranderlicher Grossen; das 8. Kapitel, Von
der ferneren Differentiation der Differentialformeln; das

9. Kapitel, Vou den Dif ferentialgleichungen, bescbliessen den

I. Tbeil der Eulerschen Differentialrechnung. Wir konnen verhaltniss-

miissig rasch fiber sie binweggehen. Euler lehrt in ibnen das eigent-

liche Differentiiren, mitbin Dinge, welche zumeist scbon in alien vor-

bandenen Lehrbuchern der Differentialrecbnung vorbanden waren,
wenn aucb die Herleitung nicht iiberall in gleicher Weise erfolgte.

Euler setzt den binomiscben Lehrsatz als fiir jeden Werth des Ex-

ponenten unbedingt giltig voraus und findet von ihm aus
d(x&quot;)= nxn~ 1dx

}
wovon er daim bei der Differentiation verwickelterer

Functionsforuien Gebrauch macbt. Er kornmt dabei zu dem bedeut-

samen Satze 2

), dass man bei Aufsuchung des Differentials einer

Function das Differential eiues jeden Tbeiles so -iiehmen solle, als

wenn nur dieser Tbeil veranderlicb und die ubrigen alle bestandige
Grossen waren, -worauf man alle gefundenen Differential zu einer

Summe zu vcreinigen babe. In beutiger Redeweise entspricbt diesem

Satze die Regel, dass das totale Differential einer Function
sich aus der Suuime ihrer partiellen Differentiale zusammen-
setze. Der Satz wird z. B. auf die Differentiation von pi angewandt

8

),

spater auf die Differentiation von Fuuctionen mebrerer Veranderlichen 4
),

und wir finden auch ein erstes Symbol partieller Differentiation

mittels Einklammerung. Euler schreibt \-^\ um den partiellen

Differentialquotienteu von Q nach x zu bezeicbnen 5
),

also fiir das

ri O
beutige

-^&amp;gt;

Innerhalb des 7. Kapitels erscbeint der hochwichtige

Satz 6

), der sicb unter dem Nameu von Eulers Satz von den

homogenen Functionen eiugebiirgert hat. Ist V ein Function

von x und y und dV= Pdx -f Qdy, so muss zwischen P und Q

) Euler, Differentialrechnung I, 15-2123, 144146. *) Ebenda I,

146, 170. ) Ebenda I, 164, 189.
&amp;lt;)

Ebenda I, 183185, 213215.
D
) Ebenda I, 197198, 231. 6

) Kbenda 1, 180192, 217225.
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eine gewisse Beziehung obwalten. Ware z. B. V eine Function von

x and y yon der Dimension 0, so inuss, mittels y === tx
}

die Ver-

anderliche x ganzlich aus V verschwinden, und nur t noch in der

Function ubrig bleiben, die alsdann T neissen soil. Dann ist

dT=Qdt und eine Function von t. Aus y tx folgt ferner

dy = tdx -f xdt, also Tdx -\- Qdy = (P -f Qt}dx -f Qxdt = 0&amp;lt;fy

j&amp;gt; j&amp;gt;^.

d. h. P-|-$ = 0, $ -=
, beziehungsweise Px+Qy Q

t y

neben Qx. Weil aber weder x noch y enthalt, oder nullter

Dimension nach diesen Veranderlichen ist, muss auch Qx nullter Di

mension nach x und y sein, und mit Hilfe von Px -f- Qy (eben

der oben als nothweHig bestehend angekiindigten Beziehung zwischen

P und Q) erkennt man leicht, dass auch Px und Qy nullter Dimension

nah x und y sein miissen. Die mehrerwahnte Beziehung Px -f- Qy=
merkt sich Euler in der Weise, dass

?
wenn in d V Pdx -\-Qdy

die Grossen dx und d\i durch x und ersetzt werden, das Nullfache
*/ / /

von V entsteht. Ist ferner V eine Function von x und y von der

Dimension n, und setzt man auch bier y tx
}

so geht y in Txn

fiber, wo T wieder eine Function von t allein und dT Qdt ist.

Differentiation liefert dann dV = d(Tx
n
]
= nxn~ l Tdx -\- xndT

neben r?F= P^ -f- Q&amp;lt;ly

=--- Prfa? + ^&amp;lt;^a: + (?ic^!* und nx&quot;~
lT

11 Y
L = p -|_ qt, n V = Pa; 4- ^^-= Pic -f #y . Abermals ist

vC

also Pnfa; -f- ^^^/ durch Einsetzung von x und y statt &amp;lt;Z# und (7i/

zu verlindern und dem w-fachen von V gleichzusetzen. Euler hatte

den Satz schon 1736 fur den Fall einer Function von zwei Verander-

lichen in Besitz und deutete ihn damals in seiner 3fecfczn&1
)

so weit

an, dass, als derselbe Satz von Fontaine nachentdeckt wurde, Eulers

Friiherrecht Anerkeunung fand 2

).
Wir kommen im 118. Kapitel

darauf zuriick. Der Satz behalt seine Richtigkeit, wenn V eine

Function von der Dimension n (worunter selbstverstandlich wie oben

eine homogene Function von der Dimension n gemeint ist) mehrerer

als nur zweier Veranderlichen bedeutet. Aber auch, wenn V eine

ganz beliebige Function von x und y und fortwahrend dVPdx
4- Qdy ist, muss immerhin eine Beziehung zwischen P und Q ob

walten. Sie heisst 3
) in heutiger Schreibweise ^r- = **-, wofiir auch

dy dx&amp;gt;

d
t V c*V

^- ^-
= x-^

^- geschrieben werden kann*), und dieser Satz erweitert

d 3 V
sich wieder dahin, dass auch bei x- K- ^ die tleihenfolffe der par-
__ cx-cy-oz

l

) Euler, Mechanica T. II, Propositio 14, 100. a
) Histoire de I Aca-

demie dcs Sciences de Paris. Annee 1740 pa.. 322, Fussnote. 3
) Euler, DifFe-

rentialrechmmg I, 193195, 226228.
) Ebenda I, 1% 197, 231.
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tielleu Differentiation gleichgiltig ist
1

).
1st ~Pdx--\- Qdy gegeben,

O T) o /
j

ist aber -*-L von , verschieden, so kann Prf# 4- Orfw kein totales
dy ox x y

*&quot;i 73 Ci /&quot;I

Differential sein; ob es aber unter der Voraussetzuug -x = -~ immer

ein totales Differential sein muss, ist eine Frage, die erst in der

Integralrechnung griindlich beantwortet werden kann 2
).

Wir werden uns im 117. Kapitel iiberzeugen, dass Euler schon 1732

von dem Dasein eines integrirenden Factors zum Mindesten eine

Ahnung hatte, und dadurch vergrossert sich die Tragweite des Aus-

spruches von 1755, so dass wir annehmen diirfen, Euler sei damals

mit der Integration totaler Differentialgleichungen im Reinen

gewesen. In dem 8. Kapitel ist ausfiihrlich von der Vertauschung
der Veranderlicheu die Rede. Euler kleidet die Aufgabe in die

Worte, es solle nicht dx, sondern irgend ein anderer Differential-

ausdruck, beispielsweise &quot;J/c/a;

2
-f- dy* als bestandig betrachtet werden,

was bei Anwendung der Differentialrechnung auf die Curvenlehre

haufig geschehe
8

).
Das 9. Kapitel hat es mit denjenigen Aufgaben

zu thun, welche in spaterer Zeit als Differentiation iinpliciter
Functionen benannt wurden. Unter Anderem ist gezeigt, wie mittels

Differentiation Constante aus einer Gleichung entfernt werden konnen 4
).

Ist x3
-j- y

3 = oaxy }
so folgt mittels Differentiation Sx^dx -f- 3y

2
dy

X s
I w s= Saydx -(- Saxdy = 3a(ydx -(- xdy} = - ^-- (udx -f- xdy] oder

xy v

( 2 x3
y y*}dx -j- (2xy

3

x*~)dy
= 0. Eben diese Gleichung erhalt

man aber auch ohne nachmalige Elimination von a, wenn man zuerst
3 I 3

die ursprilngliche Gleichung auf die Gestalt - ~-^- = 3rt bringt und
xy

alsdaiin different! irt. Wenn Euler in diesem Kapitel ausspricht
5

), es

sei moglich, jede Differentialgleichung auf eine eudliche Iform zu

bringen, worin bloss endliche Grossen enthalten, und woraus alle

Differentiale oder unendlichkleine Grossen weggeschafft seien, so ver-

steht er darunter die Benutzung von Differentialquotienten uuter

Eutfernung der Differentiale. Er gebraucht dabei regelmassig die

Buchstaben p, q, r fur die drei ersten Differentialquotienten von y
riach x.

Der II. Theil von Eulers Differentialrechnung will, seinem be-

sonderen Titel entsprechend, den Gcbrauch dieser Rechnung in der

Analysis des Endlichen sowie auch in der Lehre von den Reihen

zeigcn. Er bestoht aus achtzehu Kapiteln.

J

) Euler, Different) alrochnung 1, 300201, 236. *) Kbenda I, 205,

% 240.
) Ebenda I, 229, 2G9. 4

) TObeuda I, 250, 289. )
Ebenda

I, ^59, 299.
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Das 1. Kapitel, Von der Umforrnung der Reihen, bedient

sich l
] nach oinander der doppelten Substitution x= r-v , V - ,

1 -\- y
y 1 x

cleren zweite die immittelbare Folge der ersten
ist,

indern nur zwisehen

der ersten und zweiten Substitution die vorkommenden Briiche in

unendliche Reihen verwandelt werden. Die Reilie S ax -j- bx*

-M*3 + -.. wird demnach S = + ~ 4- + .

a# . (& ).x
j

. (c 2b-\-a)x
s

, TV i_- n.+ = - --,,- ---h Die hier auftreten-
l x (ix)* (l #)

a

den Coefficienten a, b a, c 21) -\- a sind aber die Differenzen

verschiedener Ordnung, welche aus den Coefficienten a, b, c der

urspninglichen Reihe gebildet wurden
;
und sie konnen durch a, Aa,

A2 a bezeichnet werden. Folglich ist S = ax -f- l&amp;gt;x

z
-\- ex3

-}-..
Q= ------ a 4-

7,
--^ Aa 4- /T

1

r, A 2a 4- . Sind die Coefficienten
1 X (1 X)* (1 X)

a, b, c so beschaffen, dass sie zu constanten Differenzen irgend

einer Ordnung fiihren, so briclit die umgeformte Reihe nothwendig

irgend einmal ab, d. h. sie stellt eine Summenformel der urspriing-

lichen Reihe dar. Die Reihe Ix + 4#2 4- 9xi3

-{- Wx* + -\- n*xn

-\- z. B. besitzt 3
7 5, 7

7
9 als erste Differenzen der Coefficienten,

2
; 2, 2 als deren zweite Differenzen, mithin ist Ix 4/- 4ic

2
4,- 9x

iS

i IP 4 i i 2 *
. i

So;* 2o; 3
a:

:J

4--
/

;+ 16^ + - - - + n*x 4- - - - = 4, ^-^ + ^--,
-|^;

Ist eine ahnlich gebaute abgeschlossene Reihe a^p 4/- &a?
2
4~ ca;

3
4~

4~ on?&quot; zu summiren, so bildet man die beiden Summen 2

)
der unend-

lichen Reihen ax -\- bx2
-\- ex* + und pxn+ l

-\- qx
n +*

-\- rx
n+ 3

+ = xn (px -}- qx
2 + rx* + )) deren erste uns schon bekannt

ist, wahrend sich die zweite in der Gestalt ---
x&quot;p 4- / T-^x&quot;Av

1 X (1 -|- X)

+ TT -^xn
&?P + darstellt. Der Unterschied dieser beiden

(i a.)

Summen bildet den Worth der abgeschlossenen Reihe, inithin ax -\-

bx* + ex* + - - - 4- O.T&quot; r j-^- (a
-

+ 7^7-^3 (A
8a .r&quot;A

2
7)y-f- -. Eine grade fiir Euler hochst auf-

fallende Bemerkung bezieht sich auf Reihen, deren Coefficienten nicht

zu constanten Differenzen irgend einer Ordnung fiihren, bei welchen

also die umgewaudelte Reihe nicht abbricht. Ist alsdann, heisst es

wortlich 3

),
x &amp;lt;1 in der Reihe ax -\- bx* ~\- ex

5
-}- --,

und in diesem

) Euler, Differentialrechnung II, 4 7, 24. 8
) Ebendu II, 79, 5.

}
Ebonda 11, 9, 6.
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Palle findet die Summation iin eigentliohen Verstande allein

statt, so ist - -
&amp;gt; x, und die gefundeue Reihe convergirt weniger

I. JC

als die gegebene. Entgegengesetzt verhiilt es sich mit Reihen, deren

Grlieder abwechselnde Vorzeichen haben, und welche aus den vorher-

gehenden entstehen, indem man x negativ nimmt 1

).
Dann gebt S

ace - Ix* + r;r in S - a -
(r
~
^
A +^^ A

iiber, und diese Umwandlung ist immer vortheilhaft, weil bei

positivem x unter alien Umstanden
JTT^&amp;lt;^;

die gefundene Reihe

also starker als die gegebone convergirt. Bei x --= 1 wird a b -f-

c . . . =
^
a - Art -f- A a

-(--, und diese Formel dient als-

dann zur Surnrnirung divergenter Zableureihen wie 1 1 -f- 1 1

-f - - =, 1 - - 4 -f 9 - - 10 + - - . 1 -
\ + -|

= u. s. w.

Bricht die umgewandelte Reihe niclit ab, so bedingt das Verfabren

an Reihen mit wechselndem Vorzeichen ausgefiihrt miudestens die

Herstellung ciner tieuen convergenteren Reihe, deren Sunirairung

darch Addition niiherungsweise gelingt
2

),
z. B. 1 -f- 3 4 ~f~

&quot; *

=
iTj + r^5 + 3r.V H Ausser deri Substitutionen a: =^ ?/

,

?/
= nimmt Euler im Verlauf des Kapitels noch andere vor.

l x j
Das 2. Kapitel, Von der Erfindung snmmirbarer Reihen,

bedient sich vorzugsweise der Differentiation von abgeschlossenen

oder unendlichen eine allgemeine Grosse enthaltenden summirbaren

Reihen, urn neue Reihen ahnlichen Charakters zu erhalten. Eine

Verallgemeinerung des Verfahrens tritt ein, wenn die gegebene Reihe

und ebenso ihre Suminenformel vor der Differentiation noch mit

irgend einer Potenx der allgemeinen Grosse vervielfacht wird. Auch

gliedweise Vervielfachung einer summirbaren Reihe, welche nach

den Potenzen von x fortschreitet, mit je einem Gliede einer schliess-

lich auf constante Differenzen fiihreuden Zahlenreihe liefert neue

summirbare Reihen, wovon wir ein cinfachstes Beispiel
3

)
anfiihren.

Sei S ~= ax -f- bx
2

-f err
3

-|- . Multiplication mit # &quot; und Diffe

rentiation nach x bringt -X = mxm~ l S + x &quot;

(

J~r
^

(
m + 1)^m

+ (m -f 2)lx &quot;+
l

-f- (m -f- 3)cjf
&quot;+ 2

-\ hervor, und Division durch

Z&quot;

1 liefert mS + x*~~ = (,. + \) Q x + (m -f 2) b x* -f (m -f- 3)ca:
s

) Eulcr, DilTerentialrecbnung H, D--1-2, 79.
*)
Ebcnda IT, 10, 11.

)
Ebenda II, 30, 24.
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-|- . Nun sei m ---lr-
-

, so entsteht nach dieser Substitution und

nachfolgender Multiplication mit
ft

die Reihe: aax -\- (K 4- /3)&.r
2

+ (a + 2/3)c*
3 + ... =

(
~ 5 + fix

Das 3. Kapitel, Von der Erfindung der Differenzen, will

die Differenzen der Functiouen init Hilfe ihrer Differentiale berechnen,

also die Umkehrung der im ersten Bande erledigten Aufgabe der Auf-

findung der Differentiale mit Hilfe der Differenzen bewerkstelligen
x

).

Euler versteht darunter die Herstellung der Taylorschen Reihe,
welche er fast wortlich so vollzieht

2

)
wie der Erfinder, dessen Ver-

fahren wir (S. 381 382) mitgetheilt haben. Die Veranderung, welche x

erleiden soil, nennt Euler ^hw, und er findet als den Werth der Func

tion y, der dem veranderten Werthe von x, also # + to, entspricht,

, dy . &amp;lt;o* d*ii
,
w s d s

y , to
4

d*y , -p.. TVIS?
y + o -~ + ~- -~ + -

r T-I ~r . Die Differenz von y,y dx 2 dx* 6 dx 3 24 dx* -1-

auf deren Aufsuchung das eigentliche Bestreben gerichtet ist, findet

sich naturgemass durch Subtraction des ersten Werthes von y von

dem nachfolgenden zweiten Werthe oder Ay = y
1

y. Ersetzt man

x durch x -f- 2w, durch x -j- 3o&amp;gt;
,

so entsteht y
ll

} y
1 und

daraus A*y = y
11

2y
r

-f- y, A3
y == y

nj
3?/

11
-}- 3y

l
y u. s. w.

;

beziehungsweise unter Anwendung . der Taylorschen Reihe fur y
1

,

fiir y
11

,
fiir y

ul Ausdriicke fiir die hoheren Differenzen von y,

in welchen die Differentialquotienten von y nach x vorkommen 3
).

In der Reihe, welche den Werth von y unter der Voraussetzung,

dass x durch x eo ersetzt werde, angibt, nimmt Euler o x,

d. h. eigentlich x 0. Er erhalt den entsprechenden Werth
&quot;7* (I t/ T^ d ^

&quot;?y &quot;T* fl^ it

von w in Gestalt der Reihe 4
)

- : -.- 4- -
_- T^ -

y I dx 1-2 dx* 1-2-3 dx*

-\ TC ^ r -3j Das ist die von Johann Bernoulli her-
1-2-3-4 dx*

riihrende Reihe (S. 228), welche als Sonderfall der Taylorschen Reihe

auftritt

Das 4. Kapitel, Von der Umwandlung der Functionen in

Reihen, wendet die Bernoullische und die Taylorsche Reihe auf be-

stimmte Functionen an. Die biuomische Reihe entsteht z. B. mittels

der Taylorschen Formel 5

), allerdings ein Kreisschluss, da im ersten

Bande die Ditferenzirung von xn mittels des Binomialsatzes gewonnen

worden war (S. 758). Euler zieht aus (x 4- a}
1 = xn 4-

x

)

v

Euler, Different! airechuung II, 62, 44.
2
)
Ebenda II, 5256, 45

bis 49.
&quot;)

Ebenda II, 5860, 6258. 4

)
Ebenda II, 74, 67.

6
) Ebenda

II, 8082, 7273.
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-f- ( *)
xn~ 2

co* -{- eine geistreiche Folgerung. Sei ra ==
x+ u

.2n
?i x* . * a:

2 &quot;

/n\ xnu . /n\ ***
x 4- w == -

-. so wird =
x&quot; I , I

x + M
(a: _f_ w)

n \1/ x -\- u \2/ (a; + )*

. Division durch #2 &quot; liefert (x -4-
M)~&quot;

== a;-&quot; (?) ^~ n &quot;

\l/ x 4- w
r

-f- ( 2 )
#~ n ---r4 . Wird nun w = - m gesetzt, so erseheint

(x +
&amp;lt;r-*&amp;gt;\-*-^

+*^*iv + -, eine Reihe,

welche ins Uuendliche fortliiuft, wenn m positiv ist, und welche von

selbst abbricht, wenn m ganzzahlig negativ ist. Auch auf gebrochene
M wird die Keihe fur (x -f- coi)

n
angewandt und mit ihrer Hilfe der

Werth verschiedoner Wur/elgrossen gesucht. Dann kommen transcen-

dente Functionen an die Reihe, Logarithmen , Arcussinus, Arcus-

cosinus, Arcustaugens, Sinus, Cosinus, Tangens u. s. w.

Das 5. Kapitel, Von der Erfindung der Summen der Reihen
aus dem allgeineinen Gliede, bringt Untersuchungen, welche Euler

im VI. und
r

VIII. Bande der Petersburger Conamentarien angebahnt
hatte (S. 656 und 664) mit welchen auch Maclauriii sich unabhangig
von Euler beschiiftigt hatte (S. 685). Sei y das #te Glied einer Reihe

und Sy die Summe der x ersten Glieder, mithin 0, wenn x 0.

Ist y = p -f- q -\- r -j- ,
so ist selbstverstandlich Sy = Sp -f- Sq

-\- Sr -\
----

. Das x l
te

Reihenglied, welches y unmittelbar vorher-

geht, heisse v, so dass also v aus y entsteht, wenn darin x durch

x 1 ersetzt wird. Daraus folgt v = y .- 4- -
=-^ ^ T--,dx &quot;^ 2 dx* 6 dx a

-f- 24 ^4 neben Sv = Sy y -j- A, insofern das Suminen-

xeichen S sich stets fiber x Glieder zu erstrecken hat. Man muss

namlich aLsdann, um Sv iiberhaupt bilden zu konnen, noch ein nulltes

Glied der ursprunglichen Reihe, welches A heissen soil, nach rflck-

wiirts hinzudenken, oder mit anderen Worten, A ist eine Summations-

constante. Summirt man jetzt gliedweise die fur v aufgestellte Reihe,

so wird neben Sv = Sy y + A auch Sv = Sy S^ -f S j
o 1 t?

s

y . 1 d 4
?/ fly i ,/*,/- s

6 5? + *
24 & ----- und s

dic
= v

- A + s
r/J

-

^
&amp;lt;; (I&quot;r

:i ~^~ ^
&amp;gt;4 i/

&quot;&quot; worin die Constante ^l am einfachsten der-

urt bcstimmt wird, dass man a? = setzt, wodurch die Ausdrucke

auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens verschwinden miissen. Ist

(

- =
*, so wird

ja-..-jpj
-

U11d
f^Jgdx, in welches unbe-

stimmte Integral die Constante - - ^4 mit inbegriffen werden kaun,
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und man erhalt Sz = j zdx -f- 2 ^77 ^l
~

2 ~J~ 24 ^&amp;lt;T~
3

da Zahlencoofficienten wie
,

--
, augenscheinlich dem Summen-

2 o 4

zeichen vorgesetxt werden diirfen. Die nicht ausdriicklich angeschrie-

bene Integrationsconstante zu izdx ist so zu wahlen, dass x =
die Summe Sz zum Verschwinden bringe. Entsprechend der Reihe

fiir 82 findet man:
S-^-

z -f-
- S j^

--
S-j-,, -j- , S-f ~,

=
dz , 1 a d*z 1 a d*z T*. ,. -WITT ,,

-, 1-
-- o g

-- o -r--4 -j- u. s. w. Mnsetzung dieser Wertne
(v iC u (j&amp;gt; *C O CtttK

verwandelt aber die Reihe fiir Sz in

Sz =fzdx-\-az-\-fi-j?--\-y
~

-f- ^
3-7, ~h f i

und wird riickwarts statt jedes Werthes dieses neuen Ausdruckes die

ihm gleiche, Summenzeichen enthaltende Form benutzt, wird also

Cedx = Sz I S~ + - S^~ -- S P, -\/ 2 dx fa aa;- 24 dy*

ccz -= a/S %- y 6f

2̂ + -- 8^
Cl X CLX (j f/ T*

adz /&amp;gt;c* P a d z i

a -j
= p O j s O o ~T~

gesetzt und nach Addition aller dieser Gleichungen die links vom
Gleichheitszeichen entstehende Sumine gegen das zu rechter Hand
sich findende Sz gestrichen, so sind die noch iibrigen rechts stehen-

den Glieder nur dann, ohne Rucksicht auf die Art wie & von x ab-

hangt,
= 0, wenn die Zahlencoefficienten der einzelnen Summen =

sind, d. h.

-
-\- a oder K

,4 i

I -
J -j- ft

= oder ft
= 12---- oder =

Die nachsten Werthe 1
) sind d

, u. s. w. Man hatfM

damit y und s d. h. die Zahlencoefficienten von ~~ und von
ax* th *

l

) Euler, DifiFerentialrechnung II, 120127, 103112.
CASTOR, CJscliichte der lUathctuatik. III. 3. 2. Aufl. oU
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ala erkannt, und Euler will riunmehr allgeinein beweisen, dass

rf
2 k

&quot;

iedes den Zahlencoefficienten besitzen muss 1
). Zu diesem

dx* k

Zwecke setzt er F 1 -f- ecu -f- ^w
2
-f- yw

3
-f- und hebt hervor,

dass vermoge der Recursionsgleichungen, welche K, /J, y verbinden,

die Reihe fiir V erne recurrente sein nriisse, und zwar dieselbe,

welche aus der Division V=-~ ~7~ ~i
&quot;~ s^c^ ergebe-,__+_..+ ...

Bekanntlich ist er* 1 u -f- o u&amp;lt;

* u*
~f&quot; 57 w

* un(l

M O t:

daraus 1 e~&quot;

u = w
^
M2

-}- w3

^r
w4 -f- , beziehungsweise

==
1

- M + . w2 -- M3 4- . So ist eefunden V=
u 2 b 24

U U _
u M

~
2&quot;

+
2

e
u 1 -f e~ M

,,

i und F~ 2
=

t _ e
_ - =

2 ,~^- Man verwandelt

den Ausdruck rechts voni Gleichheitszeichen durch Multiplication niit

u u u

e* j , ..-., T7- u u e
2

-f- e ., ,,., 1 /w
- und erhalt F

,y
=

g
- - -- Aber e 2 = 1 + -

-f ., [

1 /tt\3 . 1 /tt\ 4 M

6 (?)
+ 24 If)

+ Und 6
1

i+j. __ 4..
AT JT i. Tr M 2-4 2 -4- 6-8 ^

T, n . , ,

Also endlich V \-
= Vollzient man

2
i-L-1^-4.

u
.r 4-6 4-6-8-10

die rechts vom Gleichheitszeichen angedeutete Division, so konnen

im Quotienteu nur Potenzen von u mit gradern Exponenten er-

scheinen. Andererseits war a = -
,

also V -- = F ecu 1

-[-y&quot;

s + dw4
-f-ew

5
-]
----

,
und da nach dem soeben Bewiesenen

Potenzen von u mit ungradem Exponenten in der Entwicklung nicht

vorkommen konnen, so muss y = .-=... = Q sein. Ausserdem gibt

der Bruch, dessen Werth 1 -\- flu* -j- dw
4

-}-
- durch die letzte Er-

ortemng bekunnt geworden ist, neue Recursionsgleichungen zwischen

/3, d . Euler zieht vor, in der Reihe fiir Sz wechselnde Vorzeichen

aiit tretoii xu ^rhen, und schreibt sie deshalb, narhdem durch seinen be-

) Euler, Ditierentialrechnimg II, 127129, 113 115.
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1 /7 ? //*^ y

kunnten Zahlenwerth
;,

ersetzt ist, Sz -=
fzdx

-v 6 D y 7 -j . wahrend A, B, C, D - die Werthe besitzen,

+
, - , ,-, ,

.

, ,
2.42.4-6-8 2 4 - 8 - 10 12

welclte aus der Entwieklung
-

j
_____ -

e
-~--

,-

4T6
&quot;&quot;

r.&quot;6~T-&quot;To

~
4 6- 8 &quot;lO 12Tl4 &amp;gt;

1 AU* Bu* Cu6 DMS sich ergeben
1

).
Aber Zahler

und Nenner des hier aufkretenden Bruches sind bekannte Reihen:

1
u*

,

u 1 u6
. _ M

i
u *

I

-2 -4 2-4-6 -8 -2 4 6~8&quot;OOn2
S

2 &amp;gt;

~
4^6 &amp;lt;

W 4 - M9 2 . U 111 M W_ will 11 71 M rflQMtiV f*f\TCf ^^?
4 roTg-.lo

~
4~6 8 : 10 . 12 : 14 T1

~
u

S n
2

T r
2

COt
2
~

1 -4w2 Bu* Cw6 Dw8
, beziehungsweise cotg =

1 _ AU Bu* Cw5 Du 1 oder die Zahlen A, B, C,u

I) treten als Coefficienten in der Cotangensreihe auf.

Setzt man Au Bus Cn rj Dti1 = s oder - == arccotg2,vu 2

und differentiirt nach u. so erhalt man :.- ^ :
-,- 4-j f- 1

2 1 -f 4s a du } dit ]

ds
-U 4s2 =0. Aber ieder der Ausdriicke 4 -r~ und 4s2 kann in Reihen-

du

form berechnet und in 4 j -j- 1 -}-4s*=*0 eingesetzt werden, welche

Gleichung bei allgemein gelassenem Werthe von u nur dann erfiillt

werdeu kann, wenn die Zahlencoefficienten aller Potenzeu von u

verschwmden. Diese Bedingung liefert die Recursiousgleichuugeu
. 1 A* ~ 2AS ^ 2AC+11* , riiiA

,
Baf=

J
C -, D --- - und es tallt

aus diesen Kormeln sehr (Jeutlich in die Augen, dass jeder
dieser Werthe positiv sein muss 2

).
Euler setzt alsdann

I 2A = f(, 1 2 3 - 4B =
,

1 2 3 4 5 66 =
,

1 2 3 4

5-6-7-87) = 2)--- und nennt diese letzteren nach dem Namen
ihres Erfinders, Jakob Bernoulli, die Bernoullischen Zahlen,
deren 15 erste er angibt

3

),
wahrend Bernoulli nur 5 derselben er-

mittelt hatte.

Wir diirfen nicht weiter ahnlich eingebend berichten. Wir

miissen das 6. Kapitel, Von der Summation der Progressionen
durch ohne En1e fortlaufende Reihen; das 7. Kapitel, Fort-

fuhrung der Suiumution der Progressionen dureb uuendliche

Reihen; das S. Kapitel, Von dern Gebrauch und dem Nutzeii

) Euler, Differentialrechnung II, 131 13-2, 118.
*
Ebenda II, 133,

119. ;;

! Ebenda II. 137, I2a.

60*
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der Differentialrechiiung bei Bildnng der Reihen, als solche

kennzeichnen, welche die allgemeinen Satze des 5. Kapitels anwenden.

Im 8. Kapitel kommen vielfach Entwicklungen folgender Art vor.

Es seien Z, N, S drei nach Potenzen von x fortschreitende Reihen,
deren letzte hypofchetisch, d. h. init unbestimmten Coefficienten an-

ym
genommen ist und - = S. Logarithinirung und darauf folgende

T^.. .... ,. ,. mdZ ndN dS ~ , . ,

Differentiation hefern ^
-----^---5~

=
&amp;gt; beziehungsweise

mNSdZ nZSdN ZNdS Q, und bei Ausrechnung der links

vora Gleichheitszeichen befindlichen Ausdriicke, deren Nullwerden auf

dem Verschwinden der Coefficienten der einzelnen Potenzen von x

beruht, erscheinen zahlreiclie Gleichungen, welche die Coefficienten

in S zu bestimmen gestatten. In eben diesem 8. Kapitel erscheinen

zum ersten Male die S ecan t en coefficient en
*).

Das 9. Kapitel, Von dem Nutzen der Differeritialrechnuno-

bei der Auflosung der Gleichungen, behandelt zuerst die An-

wendung der Taylorschen Reihe auf Gleichungen. Ist ?/ eine Function

von x, welche durch x=f zu Null wird, d. h. hat
?y
= die

Wur/el x = f= x -f (/ x), so ist nach der Taylorschen Eutwick-

kennt man ein von dem wahren Werthe / nicht sehr abweiehendes x,

welches f x und noch mehr dessen hohere Potenzen sehr klein

werden lasst, so kann man naherungsweise y -f- (/ %)-,-
= oder

Cv JC

i f f \ ^y i (f XY d 1

*!

y -f- (/ */ Ji i

---
2
---

d~*
== setzen und daraus einen ange-

naherten Werth von f finden, der dann selbst wieder fur x an-

genommen eine weitere Annaheruug gestattet. Man kann aber auch

sagen
2

),
es sei, wenn y eine Function von x ist, auch x eine Function

von y, deren Werth unter der Voraussetzung y = gesucht wird.

Dann muss anstatt = y + (f x)^- + (-f ^- *? + ^&quot;^^dx
~

2 dx*~ 6 dx a

H---- eine andere Gleichung stattfinden, welche f fiir-0 und fttr f,

y fur x und x fur y erscheinen lasst, d. h. die Gleichung f=x y^
n ^

rf^^E 77^ d^ T
~^~ 2~ (Tv*

--
6 rfip ~t~

&quot; -^^n 7weiter Gegenstand, der im 9. Kapitel

zur Behandlung kommt 8

),
ist das Auftreten mehrfacher Wurzeln einer

Gleichung. Euler geht hier von der Annahme aus, man wisse, dass

eine Gleichung zwei um a verschiedene Wurzeln besit/.e, duss also x

l

) Euler, DitFercntialrechniiiig II, 25U 200, 224. -) Ebemla II, 271

bis 273, 234235.
) Ebenda II, 287 2U4, 244 24tf.
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und .i
-

-f- (i beide geniigen, um y= werden zu lasscu. Der besomlere

Fall a = enthullt alsdann die bekanuten Mfrkmale mehrfacher

Wurzeln.

Das 10. Kapitel, Von den grossten und kleinsten Werthen
der veranderliehen Grossen, gibt semen Inhalt durch die Ueber-

schrift deutlieh genug zu erkennen. Dass es in ihm uicbt an lehr-

reichen Beispielen, noch an lesenswerthen Einzelheiten fehlt, bedart

kaum der Erwahnung. Wir machen nur etwa auf die Auffindung
p

des Maximum oder Minimum von y = ^ aufmerksam r
),

wo dy =
QdP PdQ Edx .

,
- ^ ,,

QT- ;
wo 11 = den vVerth von x liefert,

welcher ein Maximum oder Minimum von y hervorbringt, je naehdem

dR^O ist.

Das 11. Kapitel, Von den grossten und kleinsten Werthen
der vielformigen Functionen und der Functionen mehrerer
veranderliehen Grossen, ist gleichfalls in der Ueberschrift deutlieh

gekennzeichnet. Bei vielformigen Functiouen betout Euler, dass sic

ihre Versiunlichung in Curven besitzen, welche aus so vielen Schenkeln

bestehen, als y fur jedes x Werthe besitzt, und dass jeder solche

Schenkel fur sich auf grosste und kleinste Werthe der Ordinate y
zu untersuchen sei

2

).
Bei vielformigen Functionen gibt es aber

auch eine Art grosster und kleinster Werthe, welche nicht mittels

-p
= gefunden werden 3

).
Es sei y eine zweifbrmige Function

von x
}
und zwar seien ihre beiden Werthe reell und versehieden bei

x
&amp;lt; / ,

ihre beiden Werthe reell und gleich, etwa = g, bei x = f,

ihre beiden Werthe imaginar bei x
&amp;gt; f, so ist y = g oin Maximum

oder Minimum, ohne dass -,^
= ware. Wir werden irn 116. Kapitel

hierauf zudickzukommen haben. Ist eine Function zweier Verander

liehen x und y auf ihre grossten und kleinsten Werthe zu priifen,

so ist der Fall d^r eintachste, in welchem die Function X -f- Y heisst.

wo X ausschliesslich von x, Y ausschliesslich von y abhiingt*
4

).

LUesc Somme wird Maximum, beziehungsweise Minimum, wenn so-

wohl X als Y fur sich diese Eigenschaft besitzt, wogegen Werthe
von x und y, welche die eine der beiden Functionen X und Y zu

einem Maximum, die andere zu einein Minimum machen, fur die

Summe X -|- Y weder ein Maximum noch ein Minimum hervor-

bringen. Ganz- ahnliche Betrachtungen ruft die Function X Y
lurvor. Ist U eine irgendwie beschaffene Function von y und y, so

*) Euler. Differentialrechnung IE. 2S, 266. r
, Ebenda III, 46. -273.

*) Ebenda IE, 5556, J&amp;gt; 278. 4

) Ebenda III, 6970, -M6.
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ist die Behandlung folgendermassen
1

).
Differentiation moge cl U

Pdx -\- Qdy hervorbringen, wo P
} Q die partiellen Diiferentialquo-

tienten von U nach x und y sind. Ware der Werth von y bekannt,

der U zu einem Maximum oder Minimum macht, und nur der ent-

sprechende Werth von x gesucht, so ware U nach JD allein zu differen-

tiiren und dieser Differentialquotient von U nach x, mithin P =
zu setzen. Desgleichen ware Q zu setzen, wenn der Werth von

x bekannt ware, der U zu einem Maximum oder Minimum macht,
and nur der zugehorige Werth von y in Frage stiinde. Wenn also

sowohl x als y veranderlich sein sollen, so muss gleichzeitig P
und Q = sein. Dariiber, ob ein Maximum oder ein Minimum von

U vorhanden ist, wiirde in den beiden getrennt besprochenen Fallen

Ar ZP c*U cQ e*U
das Vorzeichen von -5==-^; und von --- =

-, den Ausschlagex ex cy cy

geben. In dem allgemeinen Falle iniissen wieder diese beiden Aus-

driicke befragt werden, und sie miisseu gleichen Vorzeichens sein,

sonst kann weder ein Maximum noch ein Minimum von U stattfinden.
oj r-r

Von der in spaterer Zeit hinzugetretenen Bedingung beziiglich -,

ist noch keine Rede, was man Euler nicht so hoch anrechnen darf,

da die ganze Frage uach grossten und kleinsten Werthen von Func-

tionen zweier Veranderlichen in seiner Differentialrecbnung zum ersten

Male allgemein gestellt ist.

Das 12. Kapitel, Von dem Gebrauche der Differentiale

bei der Erforschung der reellen Wurzeln der Gleichungen,
bringt hauptsachlich den Satz, dass, wenn zxn Axn~ l

-\- Bxn~ 2

- Cxn~ + -, die Anzahl der reellen Wurzeln von z = init der

An/ahl der Maximal- oder Minimalwerthe von z in Zusammenhang
stehe, und diese wieder mit der Anzahl der reellen Wurzeln von

-j
0. Hat z = etwa m reelle Wurzeln, so hat -,-~ = derenax dx

gewiss mindesteus m 1, und das Vorhandensein von weniger als

m 1 reellen Wurzeln von - = liisst erkennen, dass z =dx

weniger als m reelle Wurzeln besitze, wie viele weniger ist unbe-

kannt, da die Wurzeln von z = sogar insgesammt imaginar sein

konnen, wahrend die von ^= insgesammt reell sind 2

).
Ein sicherar

Az

dx
nur dann ziehen, wenn von den beiden Werthen von z, die durch

Schluss von den Wurzeln von ^
z = auf die von z = lasst sich

ax

) Euler, Differentialrechnung III. 6370, 288290. *)
Ebenda III,

9192, 298.
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Einsetzung solcher Werthe von x erscheinen, welche benachbarte

Wurzeln von -:-== sind, der eine positiv, der andere negativ 1st
1

).d&

Von diesen grundlegenden Satzen, welche mit solehen, fiber welche

im 105. und 106. Kapitel berichtet wurde, mannigfache Aehnlichkeit

besitzeu, werden dann zahlreiche Anwendungen auf bestimmte Glei-

chungen gemacht, namentlich auf solche des 2ten
,
3ten und 4ten Grades

und dann auch auf trinome Gleichungen
2
).

Das 12. Kapitel lehrt

niittelbar auch die Anzahl der imaginaren Gleichungswurzeln erkennen,

welche die Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung wten Grades zu

n erganzen muss.

Das 13. Kapitel, Von den Kennzeichen der imaginaren

Wurzeln, sucht deren Anzahl unmittelbar. Es kann geniigen zu

wiederholen, was Euler selbst ausspricht
8
), dass es sich um die

Wiedergabe der Regeln handelt, welche Newton aufstellte, Campbell

erganzte.

Das 14. Kapitel, Von den Differentialen fur besondere

Falle, erortert Dinge, welche seitdom, wenigstens in der von Euler

gewahlten Form, der Differentialrechnung nicht mehr angehoren.
Wenn unter Annahme eines bestiminten Werthes von x das Differen

tial dy einer Function zu verschwinden scheint, so kann es, meint

Euler, daruni doch als Unendlichkleines hoherer Ordnung vorhanderi

sein. Nach Taylors Satze ist y -j- dy oder der Werth, den y an-

nimmt, wenn x in x -f- dx iibergeht, durch die Reihe gegeben:
, dy , dx* d*y , dxa d8

, 7 ,
1 7V 1 r,

y + dx - + IT j^ + -r 3$ +- - y + d* + 2 ** + ?^
-{- und dy == dy -\- d?y -f- Q

d3
y + Fur gewohnlich lasst

man die rechts vom Gleichheitszeichen hinter dy nachfolgenden
Glieder einfach weg, weil sie als unendlichklein hoherer Ordnung

gegen dy verschwinden. Ist aber bei irgend einem bestimmten Werthe

von x das dy Q, so ist das wahre Differential von y, d. h.

also der unendlichkleine Zuwachs, den y erhalt, wahrend x um das

unendlichkleine dx gewachsen ist, thatsachlich durch -~d
z
y dargestellt.

Der Nutzen dieser Auffassung, von der wir nur nicht sehen konnen,
wie sie mit dem Grundgedanken der Eulerschen Differentialrechnung,
die Differentiale seien wirkliche Nullen und nicht Unendlichkleines,

in Einklang zu bringen ist
, trete, sagt Euler unter Anfiihrung von

Fallen, die sich auf transcendente Functionen beziehen, in der Lehre

J

) Euler, Differentialrechnung III, 9293, 299. 2
) Ebenda III, 114 bis

117, 310.
)
Ebenda III, 134, 326.
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von den Curven oft hervor 1

).
Er donkt dabei an die ITntersuchung

von Singularitaten einer gewissen Gattuug. Die Curve y x2
-.

beginnt beispielsweise im Coordinatenaui uiigspunkte. Sie setzt sich

von ihm aus steigend uach der positiven Abscissenrichtung fort, ohue

dass man von einem im Coordinatenanfangspunkte vorhandenes Mini

mum reden konnte. Ein gewohnliches Minimum finde dort nicht

statt, weil y keinen nachstvorhergehenden, einern negativen x ent-

sprechenden Worth besitze, und ein Minimum zweiter Art (S. 769)
sei dort auch nicht vorhanden, weil die Curve sich vom Coordinaten

anfangspunkte aus nur in einem Zweige und nicht in deren zwei

fortsetze.

Das 15. Kapitel, Von den Werthen der Functionen, die in

gewissen Fallen unbestimmt zu sein scheinen, gestattet Euler

eine zweite Anwendung des im 14. Kapitel Erorterten zu niachen.

p
Wenn

^
ein Bruch ist, dessen Zahler und Nenner bei x a gleich-

zeitig verschwinden , so setze man statt x zunachst x -j- dx, was

eigentlich wegen dx keine Veranderung ist
2
).

Die Substitution

verwaudelt in Trr *
un^ dieses geht bei x = a in -j tiber.

Man muss aber hier die wahren Differentiate von P und Q
wahlen, weil nur dann, d. h. wenn man weiss von welcher Kleinheits-

dP
ordnung (IP und dQ ist, der Werth von -y^ richtig ermessen werden

y
kann. Nach mannigfaltigen Beispielen, bei welchen auch wohl wieder-

holte Differentiation des Zahlers und des Nenners nothig fallt, geht

Euler zu den Formen ^, oo, oo oo iiber 3
),

deren Auswerthung

er, so viel uns bekannt ist, zuerst lehrte.

Auch im 16. Kapitel, Von der Differentiation der inexpli-
cablen Functionen, und im 17. Kapitel, Von der Interpolation
der Reihen, spielen die sogenannten wahren DificreiiLiale eine Rolle.

Inexplicabel heisst fiir Euler eine Function wie 1 -f
*

-f- I
-

-j-

-f -, die zvvar von x abhangt, aber auf keine Weise ent\vickelt

werden kann, wenii x keine positive ganze Zuhl bedeutet. Um sie

zu differentiiren, muss gleichwohl ein auf da.s xio Glied X (in dem

erwahnten Sondertalle
_J folgendes Glied Z, ermittelt werden, welches

mit dem Stellenzeiger x + dx versehen ist, und welches sich als

) Euler, Ditferentialrechnnng III, 166. 353, 1. Beispiel. *) Ebenda
IIJ, 175, 3S7.

3) Ebcncla III, 1U2 195, 362364.
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Z= dS zu erkennen gibt, wenn S = A-\-B-{-C -}---{- X die

inexplicable Function und S+dS=*A + B+C-\-----\- X + Z
ihr nachster Werth ist. Die in der Ueberschrift des 17. Kapitels ge-

nannte Interpolation nimmt gleichfalls eine aus x Gliedern bestehende

Heihe S = A -f- B + C -f- -}- X an und sucht deren Glied mit

dem Stellenzeiger x -j- to
,
wo ra ein echter Bruch ist.

Das 18. Kapitel, Von dem Gebrauche der Differential-

rechnung bei Auflosung der Briiche, endlicli lehrt die Zer-

legung in Partialbriiche ausgehend von der einfachsten Aufgabe: den

81 P
Partialbruch ^-r-

- der Zerlegung von
-^

zu finden, wenn Q =~ 9 x V

(/ -f- gx) S und S den Factor f -\- gx nicht raehr enthalt. Sei

P 21 V P WS , .
T
. .

-

/1
== -*.------h 5- . so folgt V =-- -i-r-- . und da V erne ganzo

Q f+gx ]

S&amp;gt; f+ gx
&amp;gt;

Function sein muss, so ist nothwendigerweise P 51 S durch f -\- gx

theilbar, d. h. / + gx = oder x = - macht P IIS = 0.

P f
Daraus folgt aber, dass St ==

-g- ,
wenn in dieseni Bruch x = -- ---

. , P P(f+qa) P(f+gtf
emgesetzt wird. Zuverlassig ist

^
=

S(
,. _!- J = - A &amp;gt;

enie

Form, welche mittels ^ == zu -- wird und nach Kapitel 15 ihre
(/

r

Auswerthung findet. Der wahre Werth ist daher ---
do

rt Z&amp;gt;y^ -.

wenn darin x -
gesetzt wird, oder noch einfacher 31 =

/

nach Rinsetzung von x =

114. Kapitel.

Analytische Geometrie bis 1 740. Claivaut. Braikenridge. De Gna.

Was dem Leser unseres Berichtes iiber Eulers Differontialrechnung

aufgefallen sein muss, ist, dass bei aller Aehnlichkeit des Inhaltes mit

demjenigen spaterer Dilierentialreclinungeu zwar auf geometrische An-

wendungen hie und da hingewiesen isfc, diese selbst aber, wie z. B.

Beriihrungei), Krtimmungen, Abwicklungen n. s. sv. nie niiher erortert

werden. Lag es in Eulers Absicht ein besonderes Work, etwa unter

dem Titel: Anwendvuigen der Dilferentialrecluiung uuf Geomotrie, zu

schreiben? Es will fast so scheinen, wir wordon auch im nachsten

Kapitel eine Art von Bestiitigung dieser Vermuthung linden, aber

bestimmte Angaben feblen. Nicht als ob zu den Anwendungen,
welche schon bei De L Hospital vorkamen, nicht inzwischen Koues
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hinzugetreten wiire. Euler und vor und nach ihm zahlreiche andere

Schriftsteller haben friiher, haben auch in der Zeit von 1727 1758

die Lehre von den Curven und Oberflachen bald ohne bald mit Be-

nutzung der Infinitesimalbetrachtungen machtig gefordert, wie wir

jetzt in einigen Kapiteln zu zeigen haben.

Guido Grandi veroffentlichte schon 1723 in den P. T. eine

Abhandlung Florum geometricorum manipulus
1

),
eine Handvoll geo-

metrischer Blumen, welche bereits (S. 445) kurze Erwahnung fand.

Welche ebene Curven unter diesen Blumen gemeint sind, hat Grandi

dann 1728 noch ausftihrlicher erortert unter Erweiterung seiner Con-

structionen auf den Raum. Er gab namlich 1728 in Florenz eine

besondere Schrift 2
): Flores geometrici ex llhodonearuni et Cleliarum

curvarum descriptione resuttantes zum Drucke, gewidmet der Grafin

Clelia Borroraei, weil sie im Stande sei, den Geruch dieser geo-

metrischen Blumen zu empfindeii und zu schiitzen. Die Rhodoneen

sind innerhalb eines Kreises gezeichnete, aus vielen Blattern be-

stehende und dadurch an eine Rose erinnernde ebene Curven, die

Clelien sind ahnlich gestaltete Curven auf einer Kugeloberflache.

Ein einzelnes Blatt einer Rhodonea entsteht so: In einem gegebenen

Kreise (Fig. 112) wird der Halbmesser CD = r unter dem Winkel &

mit dem der Lage nach gegebenen
Halbmesser CA gezogen. CG soil

dann mit CA einen -Winkel bilden, zu

welchem $ in dem gegebenen Verhiilt-

nisse a: b steht, d. h. l_GCA = -

7) ^
Dann ist GH r sin und nirnmt

a

man auf CD ein Stuck CJ= GH Q

ab, so soil J ein Punkt der Rhodonea

sein, deren von Grandi nicht her-

gestellte Gleichung in Polarcoordinaten
r f B ***-

p == r sin lautet. Spater hat dann
a

Grandi 1737 in Neapel noch eine Sectionum conicarum Synopsis
3
),

eine Uebersicht iiber die Kegelscbnitte herausgegeben.
Pierre Louis Moreau de Maupertuis

4
) (1698 1759) hat

1729 in der Zwischenzeit, wiibrend welcher er, nach Austritt aus der

franzosischen Armee und vor seiner Aufnahme in die Pariser Aka-

demie, als Privatmann in Paris lebte, einen Aufsatz: Sur quelques

) P. T. XXXJI, 355371, Nr. 378 for the months of July and August 1723

Klugel IV, 296.
) Poggendorff I, 940. 4

) Ebenda II, 8485.
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affections ties courbes
1

} veroffentlicht. Affection, Beschaffenheit oder

anhaftende Eigenschaft, nannten die franzosischen Geometer der da-

inaligen Zeit das, was man spiiter mit dem Namen Singularitiiten

der Gurven belegt hat. Maupertuis eriunert damn, dass man seit

]anger Zeit Inflexionspunkte und Ruckkehrpunkte kenne. Nun sei

aber augenscheinlich auch eine Aufeinanderfolge zweier Inflexions-

. 113. Fig. 114 .

K
Vr

punkte K (Fig. 113) oder zweier Ruckkehrpunkte K (Fig. 114) oder

eines Riickkehrpunktes K und eines Inflexionspunktes K (Fig. 115)

moglich, in deren Niihe eine Gerade GH die Curve AF in vier

Punkten scbneide, woraus folge, dass die Curve mindestens vom

vierten Grade sein

miisse. Die vier Durch-

scbnittspunkte konnen

durch besondere Ge-

staltung der Curve

naher und naher bei

einander liegen, in der

aussersten denkbaren

Nahe zusammenfallen.

Das Auge merkt dann

nichts davon
;

dass in diesen Grenzfalien die Beriihrende GH vier

beieinander liegende Punkte mit der Curve gemein hat. Den Punkt

BCDE nennt Maupertuis in den drei genannten Unterfalien einen

point de serpentement (Sehlangelungspunkt), point de double pointe

(Doppelspitze), point de rebroussement de la secondc sorte (Schnabel).
d 3v

Die analytische Bedingung besteht darin, dass ~s
in emem solchen

Punkte oder oo werden muss. Irgend ein bestimmtes Beispiel gibt

Maupertuis nicht an.

Fig. 115.

J

) Histoire de VAcademic des Sciences de Paris. Annee 1729, pag. 277 282.

Vergl. in demselben Bande den Abschnitt Histoire pag. 44 50.
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In demselben Bande der Pariser Abhandlungen, von welchem
wir reden, betindet sich auch ein Aufsatz von Francois Nicole:

Traite des lignes du troisicnte ordre 1

).
Nicole beruft sich gleich am

Anfange desselben auf die Vorarbeiten von Newton (S. 421 426),
von Stirling (S. 430435), von Maclaurin (S. 435444), von

deuen er Gebrauch zu machen nicht unterlassen habe. Dem ist in

der That so, und zwar in einem solchen Umfange, dass wir, da

Neues, wenn iiberhaupt, nur in unerheblicher Menge vorkoinmt, uns

weiterer Berichterstattung entheben diirfen. Am Schlusse verspricht
Nicole eine Fortsetzung in einer weiteren Abhandlung. Vielleicht

hat man zwei Aufsatze 2

) von 1731 als Theile dieser Fortsetzung zu

betrachten.

Der erste derselben, Sur les sections coniques, betrachtet die

Kegelschnitte als solche, d. h. Nicole denkt sich zwei mit der Spitze

zusammentreffende grade Gegenkegel von kreisformiger Basis und

deren beide in einer urid derselben Ebene befindlichen Axendreiecke.

Senkrecht zu dieser Ebene lasst er eine zweite Ebene durch einen

Punkt A der Seite des Axendreiecks gehen, und diese Ebene bnngt
auf der Kegeloberflache einen Schnitt hervor, welcher andere und
andere Eigenschaften zeigt, wenn die schneidende Ebene immer senk-

recht zum Axendreiecke bleibend um A in Drehimg versetzt wird.

Das ist die alteste schon von den griechischen Geometern benutzte

Entstehung der Kegelschnitte, und Nicole weicht von diesen seinen

um zwei Jahrtausende lilteren Vorgangern nur darin ab, dass er

bewusstermassen Coordinate!! benut/t und mit diesen rechuet, bis er

zur Gleichung der Curve gelangt, was nach unserer Ueber/eugung
den Griechen fern lag, wenn auch selbstverstandlich die Ergebui.sse

nicjht vori einander abweichert
, ..

konnen.

Der zweite Auls-atz heisst:

Maniere d cngcndrcr dans urt

corps solidi: toutes les liynes du

troiyieme ordre. Eine der von

Newton sogeuannten divergi-

reriden Parabeln dritter Ord-

nung schneide (Fig. 116) die Abscissenaxe EOF in den drei Punk ten

/, 77, ///. Um das Abscissenstiick II IJT als Durclnnesser stellt

die Curve ein Oval vor, von dem Punkte / aus geht sie oberhalb

) Histoire &amp;lt;le V Academic des Sciences de Paris. Ann^e 1729, pag. 194224.
Vergl. in demselben bande den Abschnitt Histoire pag. 3744. 2

) Ebenda.
Annee ITMl, pag. 130148 und pag. 4 .4 610.
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und unterhalb der Abscissenaxe in zwei syinmetrischen Aesten ins

Unendliche. 1st MP = y eine Ordinate, der Coordinateaanfangs-

punkt, E ein auf der Abscissenaxe gegebener fester Punkt, so ist die

kennzeichnende Eigenschaft der Curve in der Gleichung OE PM*
= PI PII PHI enthalten. In wird senkrecht zur Ebene der

Curve eine Gerade OC errichtet, von deren Punkte C aus Gerade

nach alien Curvenpunkten gehen, welche also eine Kegelfliiche bilden,

und nun untersucht Nicole die auf diesem Kegel durch ebene Schnitte

hervorzubringenden Curven. Es sind Schnitte eines Kegels von

anderer Ordnung als die im ersten Aufsatzc behandelten, aber iramer-

liin Schnitte eines Kegels, und damit ist der von Nicole selbst be-

tonte Zusammenhang der beiden Aufsatze hergestellt. Nicoles Zweck

ist es, die von Newton in seiner Enuineratio behauptete, aber weder

von ihm noch von Stirling oder Maclaurin bewiesene Erzeugung
aller Curven dritfcer Ordnung als Centralprojectionen (Schatten) der

fimf divergirenden Parabeln gleicher Ordnung sicher zu stellen. Er

erfullt seine Absicht mittels analytischer Rechnung fur die aus der

gegebenen Parabel herzuleitenden Curven. Die Untersuchung der

von. den vier anderen divergirenden Parabeln abhangigen Curven

stollt Nicole wiederum als Gegenstand eines spateren Aufsatzes in

Aussicht. Ein solcher ist aber niemals erschienen.

Der michste von uns zu erwahnende Schriftsteller ist der Abbe

Christophle Bernard de Bragelongne *) (1688 1744), der in

seinem 17. Jahre sich der Freundschaft Mallebranche^ erfreute, in

dessen Nahe er der Erholung bestimmte Stunden und Tage zubrachte.

Schon 1708 veroffentlichte Bragelongne in dem Journal des S^avans

einen Artikel iiber Newtons Zeichnung der Curven 3ten uud 4ten Grades

mit Doppelpunkten. Der Akademie legte er dann 1711 eine erste

Abhandlung iiber Quadraturen vor. Eine kirchliche Stellung in

Brioude (Haute-Loire) nothigte ihn zur Entfernung von Paris, wahrend

seine Ernennung zum Associe libre es ihm seit 1728 ermoglichte,

die Beziehungen zur Pariser Akademie von Brioude aus aufrecht zu

erhalten. Von dort schickte er 1730 den Anfang einer grossen Ab

handlung
2

)
iiber Ciirven 4ten Grades ein. Im folgenden Jahre kain

die Fortsetzung
3
).

Eine weitere Fortsetzung konnte 1732 nicht mehr

unter die eigentlichen Abhandlungen aufgenominen werden. Man be-

gniigte sich mit einer sehr abgekiirzten Inhaltsangabe
4
)
und mit der

*) Histoire de VAcademic des Sciences de Paris. Annee 1744. Histoire

pag. 6570. s
)
Ebenda. Amu-e 1730, pag. 158216 und pag. 363-434.

Vergl. auch Histoire pag. 68 87. 3
) Ebenda. Annee 1731, pag. 10 49.

Vcrgl. auch Histoire pag. 45 53. 4
) Ebenda. Annee 1732. Histoire

pag. 63 70.
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Zusage, die ganze Untersuchung, welche immer weitere Ausdehnung

gewann, werde kunftig als besonderer Band im Drucke erscheinen,

eine Zusage, die freilich niemals erfiillt worden ist. Bragelongnes

Verfahren ist durchweg analytisch. Er hat die Vorarbeiten von

Newton, von S-tirling, von Maclaurin griindlich iu sich aufge-

nommen und erkannt, dass es bei den hoheren algebraischen Curven

wesentlich darauf ankoraine, ihre vielfachen Punkte der Art

und der Anzahl nach 7.11 erforschen. Er hat bei dieser Unter

suchung cine grossere Manmgfaltigkeit solcher Punkte entdeckt, als

jemals vor ihm bemerkt worden war, und hat, was einen besonderen

Vorzug seiner Aufsatze bildet. sich nicht niit Aeusserung allgemeiner

Gedanken beguiigt, sondern iiberall mit bestinimten Beispieleii seine

Behauptungen belegt. Eine Eintheilung, bexiehungswei.se Aufzahlung

der Curven 4teu
Grades, beginnt erst in dem vorerwahnten Auszuge

von 1732. Zu den von Bragelongne benutzteu Eintheilungsgrunden

gehort seine Classe nzahl, welche so zu verstehen ist: eine Curve

wteu Grades, deren Coordinaten x und y heissen, besitzt die allge-

meinste Gleichung a^f -f- (i + \x)y&quot;~
l
-\-----\- (. /t _i + 6-i;r

-f- -f- ln-iXH ~ r
)?/ + ( H- b ttx -{- + m nxn) = 0, und vermogc

des Verschwindens anftretender Coefncienten konnen Potenzen von y

ganz in der Gleichung fehlen. Kommt y
n

vor, so ist die Curve von

der n*** Classe. Ist y
n ~* die hochste vorkouiniende Potenz von

;//,

so ist die Curve von der n I
16 &quot;

Classe. Sie gehort der l
teu Classe

an, wenn ^ nur als y
1 vorkommt. Beispielsweise ist die Parabel

ay x2 cine Curve 2 te &quot; Grades und l
ter

Classe, die Ellipse

= -f- -* 1 = eine Curve 2ten Grades und 2 tcr Classe. Einen an-
ft^ a*

dereu UuterscheiduTigsgrund bilden fiir Bragelongne die Asymptoten.
Jeder sich ins Unendliche erstreckende Curveuast besitzt uarnlich,

wie er behauptet, eine gradlitiige oder eine krummlinige Asymptote,
und auf diese ihre Verschiedenheit lasst sich abermals eine Ein

theilung griinden.

Alexis Claude Clairaufc 1

) (1713 1765) war das /weite von

21 Kindern eines Mafchematikers in Paris und wuchs, wie man wigen

darf, als Mathematiker unter Miithematikern auf Schon im Jahre

1726 reichte er uiit 12 1

/.,
Jahren der Pariser Akademie einen Aufsat//

ein, welchem Nicole uud Pi tot als Berichterstatter das Lol speu-

deten, er lasse grosse Erwartuogen auf den jugendlichen Verfusser

set/.en. Der Aufsatz wurde 1734 in den VerSffentlichuncen der

) Hiatoire de TAcademic des Sciences des Paris. Awiec 17(55 Histrri-re

pag. 144159.
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Berliner Akademie gedruckt
1
). Er besehaftigte sich mit den vier Curven

4ten
Grades, deren Gleiclmngen a? = a?(x

z
-f- y*), x*(x? -f- y

2
)
= a4

,

x2

(a
2

y*)
= or.

4
,

a-;
4 a 2

(a
2

i/
2

) heissen, und welche mit den

Hilfsmitteln dor Infinitesiinalrechnung discutirt werden. Die so rege

gemachten Hoffnungen tauschten nicht. Mit kaum 16 Jabreri reiehte

Clairaut der Pariser Akadeinie eine grosse Abhandiung ein, welche

von De Ma Iran und Nicole gepriift wurde. Ibr Urtheil vom
23. August 1729 ging dahin, es stiinden viele iaerk\nirdige und neue

Dinge in der Abhandlung, welche in dem Verfasser sowohl Erfindungs

gabe, als Kenntnisse in der Differential- uiid Integralreehnung ver-

rathen. Weit lobender driickte sich am 3. Juni 1730 Josef Privat

de Molieres 2
) (16771742) aus. Ihm, der seit 1721 der Akademie

angehorte, und von desseu mathematischen Leistungen eine Methode

zur Auffindung der Primzahlen, von der bebauptet wird 3

), sie babe

in Zeit von 2 3 Stunden sauimtlicbe Primzahlen unterhalb 25 0(X)

ermitteln lassen, am Anfange des 98. Kapitels hatte orwahnt werden

mussen, wenn nur die leiseste Andeutung, worin die Methode be-

stand, vorhanden ware, wurde die Arbeit Clairauts zu abermaliger

Berichterstattung vom Minister iibergeben. Die ge.schicktesten Mathe-

matiker der Gegeuwart und der Vergangenbeit^ sagte er, wiirden eine

Ehre dareiu gesetzt baben, Verfasser dieser Schrift zu sein; sie ver-

diene nicht nur gedruckt zu werden, man musse sie als ein Wander -

werk der Phantasie und der Fahigkeit anstaunen.

Der Druck erfolgte 1731 unter dem Titel Rectierclics mr les

courbes a double courbure in einem Bandchen von 173 Nummern auf

119 Seiten mit 6 Figurentafeln. Clairauts Name fehlt auf dein

Titelblatte, ist dagegen in den auf die Vorrede folgenden Gutachten
;

welche wir erwabnt haben, genannt. Die Vorrede ist so bemerkens

werth
?
dass wir uns nicht entbalten koimen, einige Stellen in Ueber-

sdtzung mitzutheilen.

Descartes diirfte der Einzige sein, der solche (d. h, auf ge-

krummten Oberflachen beschriebene) Curven ins Ange gefasst zu

haben scheint. Was er von ihnen sagt, belehrt uns einfach daruber,

dass man, urn sie zu priifen, von jedem ibrer Punkte Senkrechte auf

zwei selbst zu einander senkrechte Ebenen zu fallen und ihre Punkte

dann auf die Punkte der Curven zu bezieben babe, welche man solcher-

weise auf don beiden Ebenen gebildet hat Ich giaubte dergleichen

Curven Curven doppelter Kriimmung itennen zu sollen, weil sie,

) Miscellanea Bcrolincnxia T. IV, 143 152 (Berlin 1734). *) Histoire

de 1 Academic des Sciences de Paris. Anru-e 1742 Iliytoire pag. 195 205.
3
) Ebetula. Ann^e 1705. Hitfmre pag. 81.
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in der geschilderten Weise betrachtet, immer so zu sagen an der

Kriiminung zweier Curven theilnehmen, auch bat man ihnen diesen

Nainen in cincm der Akademie rorgelegten Aufsat/e gegeben, wo

man sie den Gcometeru nls einen der Untersuchung wiirdigen Gegen-
stand vorschliigt

1

)
. . . Ich beabsichtige in einiger Zeit eine Schrift

iiber gckriiiiiinte Oberfliichen herauszugeben ,
zu welcher diese

als Vorbereitung dienen kann. Ich halte den Gegenstand nicht fur

minder neu als die Curven doppelter Krumrnung, und bekannt diirfte

dariiber nur die Darstellung gekriiinmter Oberflachen mittels einer

Gleichung zwischen drei Veranderlichen sein, von der ich erfahre,

dass sie gelegentlich in einer Abhundlung des berfihmten Herrn Ber

noulli in den Leipziger Acten erwahnt sei . . . . Was die Curven

doppelter Kriimmung betrifft, deren Coordinaten von einem Punkte

ausgehen
2

), oder deren Coordinaten krumme Linien sind, so ver-

langen diese eine besondere Methode und konnen den Gegenstand

einer anderen Schrift bilden, welche ich mir zu veroffentlichen Rech-

nung mache.

Aus diesen Worten geht hervor, dass Clairaut kannte, was

Descartes (Bd. II, S. 815), was Pi tot (S. 445) iiber Raumgeometrie

geaussert batten, dass seine Gewahrsmanner dem Aufsatze Johann

Bernoullis in den A. E. von 1698 (S. 242 und 244) die Bedeutung

beilegten, als zeuge er schon von einer Benutzung dreier Raumcoor-

dinaten bei Oberflachen, dass er nicht kannte, was Parent (S. 418)

in dieser Beziehung geleistet hatte. Fur die Wahl der Benennung
der Curven doppelter Kriiminung gibt Clairaut eiuen ganz anderen

Grund an als den, der nach unserer Ansicbt vvenigstens (S. 446),

Pitot zu demselben Namen fiihrte. Sollte Clairaut die Meinung Pitots

richtiger als wir erkannt und wiedergegeben haben? Wir glauben es

kaum, denn wenn Pitot die Curve doppelter Kriimmung eine solehe

nennt, welche man sich auf der krummen Oberflache eines Korpers

gezeichnet denkt, so ist doch bei ihm in keiner Weise von Projec-

tionen der Curve die Rede, und ebenso wenig behauptet Clairaut, in

Pitots Sinne den Namen gewiihlt zu habcn. Wir verstehen Clairauls

Aeusserungen vielmehr nur so, dass sie zwei von einander unab-

hangige Dinge aussprechen: erstens er nenne die Curven doppelter

Krumuiung so, weil sie zwei Curven tils Projectionen haben, zweitens

komme der Name schon friiher einmal vor. Was Clairaut von einem

Punkte ausgehende Coordinate!! nennt, diirften Raumpolarcoordi-

) c est memc le, nom qu on. ICAW donne duns wn mcinowe (le TAcademie

Royale des Sciences ou on /e.s propose comme vn oltjef d&amp;lt;iijne
des rccJierches dfs

Gcomttre*.
*) dont lea cwtrdonnecs partcnt d uw
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naten sein. Die in Aussicht genommenen besonderen Arbeiten iiber

dieses Coordinatensystem und iiber Oberflachen sind nicht erschienen.

Der 1. Abschnitt, Ueber die Art, Curven doppelter Krum-

mung zu betrachten 1

), ist fur sich schon eine Zusammenstellung

wichtiger raumgeometrischer Lehren. Wird aus drei zu einander

senkrechten Geraden ein Coordinateneck gebildet, dessen drei Ebenen

die der x und y, der x und 2, der y uud 3 heissen 2

), und projicirt

man eine Raumcurve auf diese drei Ebenen, so entstehen Curven,

denen Gleichungen zwischen x und y, zwischen x nnd 8, zwischen

y und z angehoren. Zwei dieser Gleichungen geniigen zur Bildung

der dritten und zur Bestimmung der Raumcurve 3

).
Auch anders

gebildete Gleichungen konnen diesen letzteren Erfolg haben, aber

immer miissen es zwei Gleichungen sein, die moglicherweise aus den

Gleichungen zweier Projectionscurven durch Vereinigung hergeleitet

sind. Eine einzelne Gleichung zwischen den Coordinaten x, y, z

gehort einer Oberflache an*). Die Gleichung ersten Grades zwischen

x, y }
2 ist die einer Ebene 6

).
Lassen also die Gleichungen der Pro

jectionscurven eine solche Vereinigung zu, dass eine Gleichung ersten

Grades entsteht, so ist die Curve nicht doppelter Kruminung, sondem

liegt in einer Ebene 6
).

Zwei Gleichungen zwischen x, y f
z lassen

die Raumcurve als Durchschnitt zweier Oberflachen erscheinen 7
).

Clairaut zeigt nun, welche Gleichungen den bekanntesten Oberflachen

angehoren
8
).

Er findet bei der Kegelflache
9
), dass unter Annahme

der Kegelspitze als Coordinatenanfangspunkt die Gleichung aus lauter

homogenen Gliedern nach x, y, z mit Zahlencocfiicienten vervielfacht

besteht, oder, um Clairauts Worte zu gebrauchen, dass die Gleichung
alsdann keinen Parameter enthalt, d. h. ausser der Langeneinheit

keine Strecke, deren Kenntniss in der Gleichung als nothwendig

vorausgesetzt ist. Clairaut entwickelt die Gleichung der Kugel, des

Kegels mit kreisformiger Basis, des Paraboloids, anderer Rotations-

flachen, allgemeiner Kegelflachen. Er stellt diese Gleichungen in

homogener Gestalt her, indem er z. B. (y
2

-j-
2
)
3 = x2 durch

(y
2
~h ^2

)
3 === ^x^

ersetzt, wobei a statt der Einheit eintritt
10

).
Dann

wird der allgemeine Lauf einiger durch ihre zwei Gleichungen ge-

gebenen Raumcurven besprochen
11
) und zum Schlusse darauf auf-

*) Clairaut, Eecherches sur les cowrbes a double courbure pag. 1 39.

Premiere Section. De la maniere de considerer les courbes a double courbwe.

Nr. 167. 2
) Ebenda pag. 20, Nr. 42.

&quot;)

Ebenda pag. 23, Nr. 4.

4

)
Ebenda pag. 5, Nr. 8.

6
) Ebenda pag. 6, Nr. 10 und pag. 38, Nr. 66.

fl

) Ebenda pag. 67, Nr. 12. ^ Ebenda pag. 7, Nr. 13. 8
) Ebenda pag. 8

bis 19, Nr. 1641. 9
) Ebenda pag. 14, Nr. 30. 10

) Ebenda pag. 11, Nr. 22:

en mettant a pow I unite.
u

)
Ebenda pag. 28 34, Nr. 66 65.

CANTOR, Geschicbto der Mathematik. III. 3 &amp;gt; Auti, 61
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merksam geinacht, wie man von der Gestalt einer Oberflache eine

Vorstellnng gewinne, indem man untersuche, was aus der Ober-

fliichengleichung werde, wenn man jede einzelne Coordinate fiir sieh

bald zu Null, bald unendlichgross werden lasse
1
).

Der 2. Abschnitt 1st der Von der Anwendung der Differen-

tialrechnung bei Curven doppelter Kriiminung mit Riick-

sicht auf ihre Beruhrungslinien und Normallinien-). 1st N
ein Punkt der Curve doppelter Krummung, n em xweiter unendlich

nalie bei N gelegener Punkt derselben, sind M und m die Projec-

tionen dieser Punkte in der Ebene der x und der y r
so ist Nn ein

Theil der Beriihruiigslinie an die Curve doppelter Krummung, Mm
ein Theil der Beriihrungslinie an die Projectionscurve. Da nun Nn

und Mm der Ebene NMmn angehoren, so werden die verliingerten

Nn und Mm sich in t in der Ebene der x und der y schneiden,

und das rechtwinklige Dreieck NMt nebst einem ihm ahnlichen

unendlich kleinen Dreiocke, dessen Hypotenuse Nn ist, und dessen

Katheten dz und ]/t/#
2
-f dif sind, lassen Mt = -~

g Vdx* + dy* und

Nt= z

r Y(ix?~+ d~y*&quot;+~~d7*
finden 3

).
Die Subtangente Mt lasst

auch die Schreibweise -^&quot;&quot; 1
?* ~h *57/

zu
&amp;gt;

d h sie ist so

gross wie die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Ka

theten die Subtangenten der Projectionscurven in, der xz- und der

yz- Ebene in den Projectionspunkten von N sind 4
).

Neben der Sub-

tangeute ist auch die Subnormals hergeleitet. Nach /ahlreichen Bei-

spielen von Tangenten an bestimmte Curven doppelter Kriimmung

ist der Sat/ ausgesprochen, dass die Tangenten an zwei auf einer

Oberflache in einem Punkte durch zu zwei Coordinatenaxen senk-

rechte Ebenen herausgeschnittene Curven die Tangentialebene an die

Oberflache in eben jenem Punkte bestimmen 5

).
Was Clairaut als

Beweis des Satzes anfiihrt, ist allerdings recht diirftig. Die Ober-

ttache wird, sagt er, durch die genannten Ebenen in den Curven

NQ, NP geschnitten. Auf jeder der beiden Curven ist ein Punkt n

unendlich nahe bei N vorhanden, und es ist klar, dass die Tangential

ebene an die Oberflache in N diejenige sein muss, welche das Drei-

eckchen Nnn enthalt 6
).

Der Sat/ wird etwas spater erweitert
7

),
in-

*) Clairaut, Recherche.? sur leu courbes a double courbure pag. 36 .59,

Xr. 6667. *) Ebemla pa. 40 &amp;lt;&amp;gt;0. Seconde Section. Usage du calcul difte-

rentiel dans Jen courbes a double courbure par rapport a lews tangentes et a leurs

perpcmliculaires. Nr 6K 92. 3
) Ebenda pag. 4041, Nr. 6869. 4

)
Ebenda

pag. 43, Nr. 74.
6
)
Ebenda pag. 49, Nr. 81.

6
)

il est clair que le plan

trttgent dt la surface a*, point N est celui qiii paste pur cr petit triangle

) Clairaut, Tfaofardhet -/ leK wtwrbes a doable courbure pag. 52, Nr. 84.
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dem von der Tangente einer Curve, die als Durchschnitt irgcnd

zweier krummen Oberflachen gedacht ist, behauptet wird, sie miisse

der Tangentialebene jeder der beiden Oberfiachen in dem Punkte, in

welchem die Beruhrungslinie an die Curve gesucht wird, angehoren.

Andere Aufgaben verlangen die Orte der Durchschnittpunkte aller

Tangeuteri
1

)
und aller Normalen 2

) an eine Curve doppelter Kriim-

inung mit einer Coordinatenebene zu finden.

Der 3. Ahschnitt ist der Anwendung der Integralrechnung
auf Curven doppelter Krummung, deren Rectification, der

Ausmessung der durch sie bestiminten Raume u. s. w. 3
) ge-

widmet. Die Rectification wird durch / j/r/#
2

-f- dif -{- dz* geleistet
4
).

Die zweite Aufgabe verlangt die Complanation einer Oberflaehe be-

sonderer Art. Ist niimlich in der yz-Ebene eine Curve gegeben, auf

welcber als Basis ein gerader Cylinder errichtet ist, ist auf diesen

Cylinder eine Curve doppelter Krummung gezeichhet, und wird der

Flachenraum des gemischtlinigen Dreiecks aus Abscissenaxe, Curve

doppelter Krummung und obere Leitcurve der Cylinderflache gesucht,

so findet Clairaut fur denselben den Ausdruck 5
) fdxfydy* -f- dz*.

Zieht man dieses Dreieck von der ganzen graden Cylinderflache ab,

so bleibt ein zweites gemischtliniges Dreieck, dessen Flache unmittel-

bar durch die Formel
j xYdy* 4~ dz* dargestellt ist

6
), wahrend die

/?

Cyli?iderflache sich als x / Vdif -f- dz* ermittelt und durch die Gleichuiig/
/*

, ^.. ,
/~* _ /t /&quot;

x\ Ydy* -j- 5? / x~\/dy
2

-f~ &** f dxjydy* -j- dz* eine Priifung

der Ergebnisse gestattet. Eine weitere Aufgabe ist die folgende
7

).

Die Curve doppelter Krummung befindet sich wieder auf einer zur

^.sr-Ebene senkrechten Cylinderflache. Wird nun die Cylinderflache
auf die -Ebene abgerollt, so wird dabei die Curve dappelter

Krummung in eine ebene Curve verwandelt und diese wird gesucht.
Endlich werden auch Cubaturen aufgesucht

8

), welche abear ebenso-

wenig wie die Complanationen in allgemeinster Weise, aufgefasst

sind, sondern mindestens theilweise zu einer Coordinatenebene senk-

rechte Cylinderflachen voraussetzen. Wir haben kaum nothwendig

J

) Clairaut, Recherches siir les courbes a double courbure pag. 53, Nr. 85.

*) Ebenda pag. 57, Nr. 90. ^ Ebenda pag. 6196. Troisitmt Section. Usage
du calcul integral dans les courbes a double courbure, pur rapport a leurs rectifi

cations, a la quadrature des evpaces, qu elles determinant etc. Nr. 93 13G.
4
)
Ebenda pag. 6162, Nr. 93. 6

) Ebenda pag. 6566, Nr. 98. 6
) Ebenda

pag. 6970, Nr. 101103. 7
) Ebenda pag. 74, Nr. 108. 8

) Ebenda pag. 78

bis 79, Nr. 115; pag. 8384, Nr. 121; pag. 88-89, Nr. 128129; pag. 90 bis

91, Nr. 131.

51*
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zu sagen, dass auch im 3. Abschnitte jedein Satze Anwendungen auf

bestimmte Curven zugesellt sind.

Das Gleiche gilt fur die Satze des 4. und letzten Abschnittes,

Ueber einige allgemeine grundlegende Betrachtungen bei

Bildung von Curven doppelter Krflmmung und Erforschung
ihrer Natur 1

).
Die Curve, deren Gleichungen ermittelt werden, ist

bald durch einen Zirkel mit gegebener Weite auf einer gegebenen
Oberflache beschrieben, indem die eine Zirkelspitze in einem ebenfalls

gegebenen Punkte der Oberflache haftet, bald ist sie der geometrische

Ort der Endpunkte gleicher Strecken, welche auf den Erzeugungs-

geraden einer beliebigen Kegelflache mit doppelt gekrummter Leit-

curve von jener Leitcurve aus von der Kegelspitze sich entfernend

abgemessen werden u. s. w.

Die Leser unseres Auszuges werden wohl gleich uns in das ent-

ziickte Lob einstimmen, welches in dem Urtheile von Molieres (S. 779)

sich kund gab, und welches bald durch eine Thatsache bekraftigt

wurde, welche vereinzelt dastehen diirfte. Nach den Satzungen der

Pariser Akademie war die Aufnahme in dieselbe nicht vor dem Ab
schlusse des zwanzigsten Lebensjahres moglich, Clairaut hatte also

erst im Mai 1733 auf diese Ehre Anspruch erheben diirfen. Die

Akademiker richteten an den Konig die Bitte, bei Clairaut eine Aus-

nahme von der Regel zu gestatten, und nach Genehmigung dieses

Antrages wahlte man den erst Achtzehnjahrigen am 14. Juli 1731.

Der Band der Veroffentlichungen der Pariser Akademie fiir das

Jahr 1731 enthalt zwei Aufsatze Clairauts 2
).

Der erste leitet den

Schwerpunkt eines ebenen Itaumgebildes (sei es einer Flache oder

eines Curvenbogens) ab, indem das Raumgebilde um ein Differential

vergrossert, der Schwerpunkt um ein Differential verschoben wird

und alsdann der Satz in Anwendung kommt, dass der Schwerpunkt
der Vereinigung zweier Gebilde auf der Verbindungsgeraden der

Schwerpunkte der einzelnen Gebilde liegt, von jedem derselben im

umgekehrten Verhaltnisse des Gewichtes des betreffenden Gebildes

entfernt. Der zweite Aufsatz will die Curve kennen lehren, welche

auf irgend einer Oberflache durch eine schneidende Ebene. erzeugt
wird. Clairaut nimmt an (Fig. 117), A sei Coordinatenanfangspunkt,

AP, AQ, AR seien die Axen der x, der y, der z, BV sei der Durch-

schnitt der xy- Ebene mit der die gegebene Oberflache in N schnei-

) Clairant, Recherchts sur les courbes a double courbure pag. 97 119.

Quatrieme Section. Quelques principes gentraucc pour former des courbes a double

cow-bure et pour en trouver la nature, Nr. 137173. *) Histoire de I Aca
demic des Sciences de Paris. Ann^e 1731, pag. 159162 und pag. 483492.
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denden Ebene, welche als eine neue Coordinatenebene gewahlt ist.

Der Anfangspunkt der neuen Coordinaten ist in B, und BL = u,

LN=s sind die neuen Coordinaten von N, dessen fruhere Coordi

naten leicht ersichtlichAPx,
PM= y t

MN= z waren. Da- Jf
mit die Schnittebene VLN be-

kannt sei, muss gegeben sein

cotgNLM jyjy.
= -

,
wobei

wir den auffalligen von Clai

raut gebrauchten Ausdruck

Oeffnung eines Winkels 1
)

far deren Cotangente bemerken. Unter Benutzung der g, m, n, p, q

gelingt es, x, y, z durch s und u in Verbindung mit jenen fQnf Con-

stanten auszudrttcken. Aus cotstNLM? folgt -. \rr-
- -il-

q sin NLM q

und amNLM= == -~L===, also g ~~=^ - Aehnlieherweise
vP ~T&quot; 2 VjP ~t~ 2*

ist LM = --== Perner cotg VBT= -
,

cos VBT
n

Yin* + n

BE = -^=, sowie LE=*-= =̂=i . Weiter ist

Ym^+ri* j/w + n*

LC = ET = BT BE =- y
&quot;* CM = LD =

BA + AP= ~-J^L=^ -\-g-\-x. Nun steht LC auf 7Jf und
yi* 4- w*

auf VB senkrecht, d. h. A VCL ~ LCM und ~ = -j sin
K X&amp;lt; J-i jrL

= sin K^T = r^=v = (
y
~~

T/^TT^)
:

w-^r-&amp;gt;

al80 ^ &quot;=

~-=.--^.=~-
, . ^ + - a^ Aus derselben Dreiecksahnlichkeit

TTT n m / rttt= cos VLG= -==^.=

beziehungsweise x =&amp;gt; -r=?-- /
- r=f=r=i 9 Setzt man

endlich die Werthe von x, y, z in die Gleiehung der gegebenen
Oberflache ein, so entsteht die Gleiehung der ebenen Schnittcurve

mit den Veranderlichen u, s. Wir brauchen kaum hervorzuheben,
dass Clairauts Verfahreu nichts Anderes ist, als eine Coordinaten-

veranderung, bei welcher die Schnittebene der u, s eine der neuen

) Histoire de TAcademic des Sciences de Paris. Annee 1731, pag. 484:

I ouverture de I angle.
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Coordinatenebenen ist, die man als im Punkte B zu einem Coordi-

nateneck zusammenstossend zu denken hat.

Wir erwahnen aus dem nachstfolgenden Bande der Pariser Ver-

offentlichungen *)
zwei nicht sehr bedeutende Aufsatze fiber diejenige

Curve, von welcher (S. 215) unter dem Namen der Tractorie die

Rede war. Pierre Bouguer
2

) (16981758), am bekanntesten durch

seine Theilnahme an der Gradmessungsreise nach Peru von 1735, ist

der Verfasser des ersten, Maupertuis der des zweiten Aufsatzes.

In beiden ist von fruheren Bearbeitungen des Gegenstandes keine

Rede, in beiden ffihrt die Curve den Namen der Verfolgungslinie,

conrbe de poursuitc. Clairaut hat dann 1736 die Kraft untersucht,

mit welcher der Faden fortbewegt werden muss, damit der an ihra

befestigte Korper dem Zuge folge, und ebenderselbe 4
)
hat sich 1737

mit der Gestalt der Tractorie unter der Voraussetzung beschaftigt,

dass der die Curve beschreibende Punkt in einer anderen Ebene seinen

Weg vollziehe als die ist, in welcher der andere Endpunkt des

ziehenden Padens sich langs einer gegebenen Curve bewegt. Auch

Euler und Vincenzo Riccati haben, der Erstere 1736 in den

Petersburger Abhandlungen
5
), der Zweite 1752 in einer in Bologna

gedruckten Abhandlung De usu motus tradorii in constructione

(tequationum (iifferentialium commentarius und 1755 in den Veroffent-

lichungen der Akademie von Bologna
6

)
iiber die Tractorie geschrieben,

beziehungsweise iiber deren Anwendung zur Construction von Diffe

rent!algleichungen
7

).

Gleichfalls nur beilaufig gedenken wir eines Aufsatzes von

.lakob Hermann fiber Oberflachengleichvmgen
8
) : De superficiebus

ad aequationts locales rcvocatis variisque earum affedionibus aus dem

Jahre 1732. Konnte man daraus, dass von Clairauts 1731 ge-

druckter grundlegender Schrift mit keinem Worte die Rede ist, die

an sich nicht unwahrscheinliche Folgerung ziehen, Hermann habe

deren Einfluss nicht empfunden und ganz selbstandig gearbeitet, so

miisste man ihn mit unter die Schriftsteller zahlen, welche zur Ver-

breitung der Kenntniss von der analytischen Geometric des Raumes

beitrugen. Hermann gibt die Gleichung der Ebene an -\- by -j- ex
- cr = und bestimmt sie genau, indem er die Punkte F, E, H

l
] Histoire de I Academic ties Sciences de Paris. Annee 1732, pag. 114

und 1516, sowie Histvire pag. 5660.
*) Poggendorff I, 264 256.

s

) Histtrire de I Academic des Sciences de Paris. Ann^e 1736, pag. 1 22.

*) Miscellanea Jlerolinensia V, 3336. 6
) Commcntarii Academiae PetropoU-

tanar u&amp;lt;J annum 1736. T. VIII, 65 85. 8
) Commentarii Bonon. T. III.

) Kliigel V, 9091.
&quot;)

Cnmmentarii Academiae Petropolitanae ad annwn
1732 et 1733. T. VI, 86-67.
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e*

finden lehrt, deren Coordinaten x = y = Q, z = -; y = 2 - 0,

= -; = =
, f

&amp;gt;

- -

drei Coordinatenaxen durch die Ebene getroffen werden. Er gibt

auch die Gleichung verschiedener kruinmer Oberflachen, von Curven

doppelter Krummung aber nur die kiirzesten auf einer gegebenen

Oberflache zwischen zwei gegebenen Punkten zu ziehende Linien.

Das Jahr 1733 brachte eine in London gedruckte Abhandlung:

Exercitatio geometrica de descriptions lineamm curvarum. Dem Namen

des Verfassers William Braikenridge ist die Bezeichnung als

Ecclesiae Angliccmae presbyter beigefiigt, und dieser Titel nebst einigen

geringfiigigeri Angaben in der Vorrede ist Alles, was fiber die Per-

sonliehkeit bekannt ist. Auch eine Besprechung des Buches in den

A. E. 1

) geht nicht iiber das hinaus, was in der Vorrede gesagt ist,

und ebensowenig ein Aufsatz von Braikenridge in den P. T. fur 1735

und 1736. Der Vorrede entnehmen wir, dass Braikenridge 1726 in

Edinburg war und dort die wesentlichsten Satze seiner Curvenerzeu-

gung fand. Er theilte sie einem dortigen Geistlichen George Martin

mit, dann auch 1727 in London einern der Mathematik sehr kundigen

Mann, J. Craig, worunter offenbar John Craig (S. 56) zu verstehen

ist, der Schotte und langere Zeit Geistlicher war und 1731 in London

starb. Damals (1727) befand sich auch Maclaurin vorubergehend

in London, erfuhr aus Craigs Munde die von Braikenridge gefundenen

Satze und sagte diesem selbst, den er gelegentlich sprach, er habe

auch Aehnliches gefunden. Maclaurin zeigte dabei Braikenridge eine

gewisse HandschrifVj, die er ihm allerdings nicht in die Haude gab,

und in welche er ihm auch nicht den fliichtigsten Einblick gestattete.

Nun wollte Braikenridge wann? sagt er nicht nach Schottlaud

zuriickkehren, und er gab vor seiner Abreise ein Papier, welches

seine Satze enthielt, an Georg Gordon, der es Desaguliers
3

)

(1683_1744) 7
abermals einem Theologen, damals mit der Abhaltung

physikalischer Vorlesungen in London beauftragt, und dieser wieder

der Royal Society vorlegen sollte. Durch irgend ein Missverstandniss

ging, wie Braikenridge erfuhr, jenes Papier zu Grunde. Ausserdem

meldet die Vorrede, in der ganzen Schrift sei beweislos der Satz als

wahr vorausgesetzt, dass eine Curve wten und eine solche wten Grades

einander in mn Punkten schneiden. Georg Campbell besitze einen

*) Nova Acta Eruditorum anno 1735 publicata, pag. 2830. *) M. S. S.

ostendit, quo innuebat inventa sua contineri, sed qua ratiowe ductus nescio in

wanus wiea.s non tradidit nee licuit in illud vel leviter inspicere.
3
) Poggen-

dorff I, 55H 554.
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Beweis dieses Satzes, auf dessen Veroffentlicbung in Balde zu hoffen

sei. Der Satz selbst war (S. 444) in Maclaurins Geometria organica
zuerst ausgesprochen. Der von Braikenridge genannte Georg Campbell
1st offenbar derselbe, von welchem (S. 564) ein algebraischer Aufsatz

von 1728 herruhrt, und dessen Personlichkeit nns ebensowenig naher
bekannt 1st, als die seines Freundes Braikeuridge.

Braikenridges Schrift zerfallt in drei Abschnitte. Der I. Absohnitt

ist bezeicbnet als uber die Curven erster Art oder die Linien 2**
11 Grades

und ihre Construction 1

).
Dessen erster Satz ist folgender

8
). Seien

Fig 118.

(Fig. 118) drei Punkte A, B, C in einer Ebene gegeben. Drei Gerade

ASN, BSO, CON sind urn jene Punkte drehbar und bilden bei

ihrer Drehung die Durchschnittspunkte S, N, 0. Richtet man die

Drehungen so ein, dass 8 und N je eine Gerade DSK und EKN
durchlaufen, so beschreibt einen Kegelscbnitt. Man sieht leicht

den Fortschritt, der in dieser Construction gegen diejenige enthalten

ist, welche Newton in seiner Enumeratio vorsohlng (S. 424), welche
Maclaurin in seiner Geometria organica bewies (S. 436 438).
Jene batten den immerhin verwickelteren Apparat zweier Winkel,
welche in Drehung versetzt waren, wahrend Braikenridge sich mit in

Drebung versetzten Geraden begnttgte. Braikenridges Beweisfflhrung
ist analytisch nnd verfolgt den gleichen Weg, welchen Maclaurin bei
dem Beweise fur die Newtonsche Entstehung der Kegelscbnitte ein-

geschlagen hatte. Es wird gezeigt, dass zwischen den Coordinaten
des Punktes eine quadratische Gleichung stattfinde. Die Figur ist

so zu verstehen: Die Punkte A, B, 0, die Geraden DSK, RKN
sind beliebig gegeben. Die von A, B

}
C ausgehenden Geraden ASN,

) Braikenridge pag. 1--2S.
&amp;gt;)

Ebenda pag. 1-3.
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BSO, CON gehorchen keiner anderen Bedingung, als dass ihre

Durchsehnittspunkte S und N auf den vorgenannten Geraden liegen,

welche kurzweg die Trager heissen mogen, wahrend Braikenridge

keinen Namen fiir sie besitzt. Die drei Punkte A, S, C dagegen

nennt er Pole. Durch A, B wird eine Gerade gezogen, welche die

Trager in D und JR schueidet, desgleichen eine zweite Gerade durch

A, C, welche die Trager in Q und W schneidet. Dainit ist die Gerade

WNKE gegeben nebst ihrem Durchschnittspunkte Z mit der CB.

Als eigentliche Hilfslinien sind noch OP, SL, NE, KG sammtlich
|j
CA

und CMH
||
AB gezogen. Braikenridge bedient sich folgender Ab-

kiirzungen: AB a, AR 6, AD = d, AC c, AE = u,

AL = e, AP = #, OP = y. Die Dreiecke KGR, DKG sind aus

gegebenen. unveranderlichen Stiicken hergestellt, das Verhaltniss ihrer

fi -n

Seiten zu einander ist mithin bekannt und kann durch
&amp;gt;,
~= und

CrA g

dargestellt werden. Nun ist &KGR~NER und LDKG
ncr , GB ER AE AE I)G DL AD+ AL ,

DSL, also ~m = ~WN~ WK- LS
= ~TT~ oder

a & u a d-4-a , .
-i

. T-T.T &9 9U r a dk-\-ke

^
&quot;*^F I

=
-fi&quot;

bezl^ungsweise ^JVT

Ferner ist &AEN~ALS, also -r-j
= v~^AL LS

daraus s = T--r- Andererseits folgt aus A BPO ~ BLS.
og gu ku

JBP PO , a x ay , a*y + dkx adk
--

~ * _^_ * n- ** __ .

LS a z dk -\- kz ay kx -j- ak

Die Gleichsetzung der beiden fiir z gefundenen Ausdrticke liefert

Cl QK -f-^ &quot;I A S*t Tlf y&quot;i ^~ FT &quot;4T-
j 7 Daneben ist A CMO ~ CHN,x f/A

CJf C# AP AE , x

MO == HN OP - CA
= =

JVTJ5 CA er
y c

&quot;

&quot;

u (bg ac}x -r , ji- i. j j-
, woraus it = -~ - Jetzt endlich werden die

&quot;9 9U ay ~r 9X ac

a

beiden fflr u gefundenen Werthe einander gleichgesetzt und liefern

nach Wegschaffung der Bruche mittels Multiplication mit beiden

Nennern eine in x und y quadratische Gleichung. Als Zusatz ist

bewiesen
*),

dass die Gleichung sich in den Punkten K, B, R, C, Q
erfOllt, dass diese fiinf Punkte folglich dem Kegelschnitte angeboren,
und noch 14 andere Zusatze folgen, die sich meist auf besondere

Lagen der Punkte A, B, C und der Trager DSK, RKN beziehen.

Zwei Aufgaben schliessen sich dann an. Die erste verlangt einen

Kegelschnitt mit Hilfe eines gegebenen Durchmessers, des Winkels,

*) Braikenridge pag. 3.
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welchen er mit dera ihm conjugirten Durchmesser bilden soil, und

des Parameters zu zeichnen. Braikenridge lost sie
1
) fur die Ellipse,

die Hyperbel, die Parabel, indem er in jedem einelnen Falle die drei

Pole und die zwei Trager ermittelt, die zu der im ersten Satze ge-

lehrtcn Construction verwandt den jede.smal verlangten Kegelschuitt

liefern. Die zweite Aufgabe, einen Kegelschnitt durcli fiinf gegebene
Punkte 13, C, K, Q, R zu zeichnen, wird in dem gleichen Sinne der

Auflosung zugefuhrt
2

).
Werden davon zwei Punkte J9, C als Pole

gewahlt, so findet sich der dritte Pol A als Durchschnittspunkt von

BR und CQ, wiihrend R und Q, mit dem fiinften Punkte K ver-

bunden, die beiden Trager KR, KQ liefern.

Der II. Abschnitt von der Beschreibung von Curven jeden Grades

mit Hilfe von Curven niedrigeren Grades 3
) benutzt ebenfalls drei

Gerade, drei Pole, zwei Trager, wiihlt aber die letzteren nicht gerad-

linig. Schneiden die um die Pole A, B, C drehbaren Geraden ASN,
BSO, CNO einander in N, S, und lasst man N eine Gerade, S

eine Curve wten Grades als Trager dui-chlaufen
,

so beschreibt eine

Curve 2wten Grades 4
).

Der Beweis ist nach zwei Methoden gefiihrt,

deren erste dem oben ausfiihrlich berichteteu Beweise des ersten

Satzes, die zweite den Beweisen der Geometria organica fur die Eut-

stehung von Curven hoheren Grades nachgebildet ist, in welchen

es sich um Abzahlung der Durchschnittspuukte einer Geraden und

einer Curve handelt. Wird der eine Trager vorn m**n
,

der andere

vom w**
11 Grade gewahlt, so ist 2mn der Grad def durch den dritten

Durchschnittspunkt der drei drehbaren Geraden erzeugten Curve 5

).

Geht unter der Voraussetzung eines geradlinigen Triigers und eines

Triigers n** Grades dei- letztere durch eineu Pol, so entsteht eine

Curve 2n l
ten Grades 6

).
Ist dor eine Trager wteu Grades und geht

durch einen Pol, der andere n(e &quot; Grades und geht durch einen zweiten

Pol, so wird die Curve 2mu m wteu Grades erzeugt
7

)
u. s. w.

Der III. Abschnitt, in welchem Kegelschnitte durch mehrere um
Pole drehbare Gerade erzeugt werden 8

), gelangt, von Sonderfallen

beginnend, zu dem allgemeinen Satze y
), dass, wenn n Gerade sich um

ebenso viele Pole drehen, und wenn von ihren
v
- Durchschnitts-

punkten, deren n 1 auf geradlinigen Triigern bleiben, die iibrigen

g-- Durchschnittspunkte lauter Kegelschnitte beschreiben.

J
) Braikenridge pag. 1521. *) Ebeuda pag. 2123.

*j
Ebenda

pag. 2469. 4

) Ebenda pag. 2426. 6
) Ebenda pag. 2829.

)
Ebenda

pag. 30-32. 7
) Ebenda pag. 4142. 8

) Ebenda pag. 6070. ^ Ebenda

pag. 66.
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Wir haben (S. 787) einen Aufsatz Braikenridges in den P. T.

erwahnt. Es 1st ein Brief 1

)
an den koniglicben Leibarzt Benjamin

Hoadly*) (17061757), welcber seit 1727 Mitglied der Royal Society

war. Braikenridge wiederholt hier den ersten Satz aus seiner Exer-

citatio geometrica und fiigt ihm andere hinzu, ohne sie weitlaufig zu

beweisen, aber mit Angabe der betreffenden Satze der genannten

Schrift, auf welche der Beweis sich griinde. Es handelt sich uni

Pole, um welche Gerade in Drehung versetzt sind, um geradlinige

Trager einiger Durchschnittspunkte, um Erzeugung von Curven mittels

eines beschreibenden Punktes, der mit anderen Durchschnittspunkten

der um die Pole gedrehten Geraden in Verbindung steht. Das erste

Beispiel, dessen Anfuhrung hier geniigen muss, ist folgendes. Seien

(Fig. 119) ANS,BOS, CNO,
DPO die vier um die Pole

A, S, C, D drehbaren Ge

raden; seien (IKvuid UK zwei

geradlinige Trager der Durch-

schnittspunkte S und
JV&quot;;

der

dritte Durchschnittspunkt

der um die Pole A, B, C

beweglichen Geraden ist mit

dem vierten Pole D durch

DO verbunden und diese DO
schneidet die NS, d. h. die

Verbindungsgerade der auf den beiden Trager verbleibenden Punkte

in P. Dieses P beschreibt alsdann eine Curve dritten Grades.

Sechs Monate spater sah Maclaurin sich veranlasst, eine Er-

klarung abzugeben
3
).

Er habe, sagt er, schon 1721 an einem Nach-

trage zur Geomctria organica drucken lassen, aber nach Vollendung

einiger Bogen sei der Rest nicht fertig geworden und die Schrift

nicht zum Verkaufe gelangt. Inzwischen habe Braikenridge, der

einige Jahre hindurch in Edinburg Privatunterricht in der Mathe-

matik ertheilte, sich mit Curvenerzeugung beschaftigt und ihm ein-

mal einen Lehrsatz gezeigt, der schon in der Geometria organica

vorkam, ein Zusammentreffen, welches Braikenridge nicht bemerkt

zu haben scheine, wie denn in der That derartige Methoden sich oft

als mit einander ubereinstimmend erweisen, ohne dass man es beim

ersten Anblick erkennt. Dann habe etwas spater 1727 Braikenridge

) P. T. XXXIX, 2536, Nr. 436, Januar, Februar, Marz 1735. *) Poggen-
dorff I, 1115. ^ P. T. XXXIX, 143165, Nr. 430, October, November, De

cember 1735. Bei Poggendorff II, 6 fehlt die Angabe dieses Aufsatzes.
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zu ihm von neuen Lehrsatzen gesprochen, und er habe ihm sofort

auch diese in seinen Papieren gezeigt. Wir bemerken beilaufig, dass

Maclaurin nicht sagt, wo diese spatere Unterredung stattfand. Es
war jedenfalls dieselbe, welche Braikenridges Bericht (8. 787) nach

London verlegt. Jetzt, fahrt Maclaurin fort, mtlsse er wenigstens

Einiges yon dem, was er nach 1719 gefimden, der Oeffentlichkeit

iibergeben, damit man ihm nicht spater den Vorwurf der Aneignung
ireinden Gutes machen konne. So habe er im November 1722

naheres Augenmerk auf das zwanzigste Lemma im 5. Abschnitte des

I. Buches von New tons Principien geworfen und habe erkannt, dass

ihm die Entstehung eines Kegelschnittes mittels dreier um ebenso

viele Pole drehbarer Geraden unmittelbar entnommen werden kSnne,
da das Lemma selbst nur einen besonderen Fall dieser Entstehung
bilde. Spater habe er noch Vieles uber Beruhrungslinien, ttber

Asymptoten, fiber zwei- und mehrfache Curvenpimkte entdeckt, aber

nicht gross beachtet, weil er darin keinen Fortschritt liber das in

seinem Buche Behandelte hinaus fand. Er habe des Weiteren 1727
in einem Kapitel seiner in Edinburg sehr bekannten Algebra

1

)
einen

algebraischen Beweis dea Falles der Benutzung von drei Polen ge-

liefert, sowie auch die Con

struction eines Kegelsohnit-

tes durch fiinf gegebene
Punkte mit dem Zusatze,

dass bei Anwendung von

noch mehr Polen und um
dieselben sich drehenden

Winkeln oder Geraden

immer ein Kegelschnitt

entstehe.

Aus der Uebersicht

iiber Maclaurins Entdeck-

ungen nach 1719 begntigen

wir uns ein mit dem Ver-
merk Nancy 27. November 172Z versehenes Bruchstttck in lateini-

scher Sprache hervorzuheben 2

). Um die Pole (7, B, D (Fig. 120)
werden die Geraden Cd, Bm, Dr bewegt und der Durchschnitt der

Bm, J)r wird langs der gegebeuen Geraden PG, der der Cd, Dr

) In 1727 I added to a chapter of my Algebra, which is very publick
in tiiis place. Da die Algebra nicht vor 1748 gedruckt wurde, so kann der
Satz nur entweder bedeuten, dass die handschriftliche Algebra von Vielen
benutzt wurde, oder eine Berufung auf gehaltene Vorlesungen sein. ) P. T.

XXX, 163

Fig 120
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iiings der gleichfalls gegebenen Geraden PQ gefiihrt, alsdann be-

schreibt der Durchschnitt der Cd, Bm einen Kegelschnitt
4
).

Der Streit wurde unseres Wissens nicht weiter gefiihrt. Wir

glauben nicht irre zu gehen, wenn wir das allgemeiue Urtheil dahin

fassen, dass Niemand auch nur den leisesten Verdacht hegte, Maclaurin

konne sich eine fremde Entdeckung angeeignet haben. Aber auch

fur Braikenridge wird man selbstandige Arbeit anerkennen miissen,

die nur zufallig mit Maclaurins Ergebnissen zusammentraf, wie dieser

Letztere es selbst zugab.

Bin franzosischer Officier und Ingenieur Frezier (1682 1773)

ist wegen eines 1738 1739 in Strassburg erschienenen zweibandigen

Werkes: La theorie et la pratique de la coupe des pierres et des bois,

ou traite de stereotomie zu nennen. Eine zweite Auflage folgte in

3 Banden (Paris 1754, 1768, 1769). Wir haben (Bd. II, S. 675676)
unter den Eanden von Desargues und von Bosse die descriptive

Geometric entstehen sehen, die damals freilich diesen Namen noch

nicht fflhrte. Auch Frezier kannte ihn noch nicht, bezeichnet aber

in jeder anderen Beziehung einen grossen Fortschritt. Wir selbst

haben freilich sein Werk nie gesehen und berichten nach zweiten

Quellen
2

).
Darnach ist bei Frezier die Theorie von der Praxis ge-

trennt und ersterer nebst den Beweisen der erbrterten Dinge der

ganze I. Band eingeraumt.

Zur Darstellung, description, dient hauptsachlich die senkrechte

Parallelprojection, die man sich durch herabfallende Tropfen Tinte

veranschaulichen konne. Die Projectionsebene, plan de description,

ist entweder horizontal zur Aufnahme des Grundrisses, projection hori-

zontale oder ichnographie, oder vertical zur Aufoahme des Aufrisses,

orthographic. Unter den Oberflachen sind auch die windschiefen,

surfaces gauches, hervorgehoben. Diese werden durch parallel zu

einer Ebene fortgefiihrtes Hingleiten einer Geraden langs zweier

nicht derselben Ebene angehorenden Linien erzeugt, welche Linien

beide gerade, oder die eioe gerade, die andere gekrummt, oder beide

gekrummt sein konnen. Frezier rechnet zur den windschiefen Flachen

auch noch die durch ein ahnlich.es Gleiten einer krummen Linie

erzeugten Flachen, welche heute nicht mehr als windschief gelten.

Einen weiteren Gegenstand von Freziers Untersuchungen bildet die

Durchdringung von Korpern und die Abwickelung solcher Flachen,

:
) Auf Maclaurins Figur in den P. T. Bind zwei Buchstaben unrichtig,

welche wir mit dem Texte in Einklang gebracht haben. *) Chasles, Aperyu
hist. pag. 356 (deutsch S. 376) und besonders Chi-. Wiener, Lehrbuch der dar-

stellenden Geometric I, 23 24, dem wir fast wortlich folgen.
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welche aus einer endlichen oder unendliclien Anzahl von Ebenen ge-

bildet erscheineu.

Gleichfalls in Frankreich erschien 1740 das Bueb: Usage de

I analyse de Descartes pour deci/uvrir, sans le secour du caicul differen-

tiel, les proprietes oit affections principales des titjnes ycometriques de

tous les ordres von Jean Paul de Gua de Halves. Wir haben es

scbon (S. 577 und 605) wegen des algebraiscben Dreiecks als Ersat/

fiir das Newtonsche Parallelogramm erwabnt, auch (S. 577) eine

darin vorkommende Eliiuinationsmethode gescbildert. Das Buch von

De Gua wurde gleich dem von Clairaut (S. 779) durcb Privat de

Molieres gepriift, der es ain 3. November 1739 als des Druckes

wiirdig bezeichnete. Das Bucb, im kleinsten Formate gedruckt, zer

fallt in drei Abschnitte von sehr ungleicher Ausdehnung. Der I. Ab-

scbnitt gebt von S. 1 24, der II. von S. 24 347, der III. von

S. 348 454. Ein Inhaltsverzeichniss irgend welcber Art feblt, wo-

durcb das Zurecbtfinden ungeineiri erschwert ist, wahrend die nicbts

weniger als klare Schreibweise dem Studium des Baches in der Zeit,

als es erschien, ganz besonders hindernd in den Weg getreten

sein muss.

Der I. Abschnitt bandelt von den Mittelpunkten der Curven,

d. h. der algebraiscben Curven, von welcben allein die Kede ist, und

auf welche sich auch die Titelworte der geometrischen Linien jeder

Ordnung beziehen. Als Mittelpunkt, centre general, wird der Puukt

bezeichnet, in welchem alie durch ihn hindurchgehenden Sehnen

balbirt werden, oder von welchem aus ein Auge alle einander dia

metral gegeniiberliegende Curvenpunkte als symmetrische Punkte

sehen wiirde 1

).
De Gua verlegt nun zunachst das Coordinatensystem,

auf welches die Curvengleichung sicb bezieht, durch Parallelver-

schiebung nach einem anderen Anfangspunkte und dreht alsdann die

Ordinatenaxe. Heissen die urspriinglichen Coordinaten x, y, so wird

die Verschiebung durch x = | -|- p, y = y -}- q, die Drehung durch

r)
= mu, | = z -j- nu vollzogen, die ganze Coordinatenveranderung

beruht also auf den Gleichungen x = p -\- z -J- nu, y q -\- mu
mit u und z als den neuen Veranderlichen und m und n als von

der Neigung der Ordinatenaxe abhangigen Constanten. Ist der neue

Coordinatenaufangspunkt ein Mittelpunkt, so muss bei jeder Neigung
der Ordinaten zur Abscissenaxe im Mittelpunkte eine ebensogrosse

positive als negative Ordinate eines Curvenpunktes entstehen, d. b.

J
)
De Gua, Usage de 1 anulyse de Descartes pag. 2: at I on suppose vn

oeil place dans le centre general d une C ourbe quelconque, lex parties diumetrale-

ment opposeen de cctte Cuurle prtsenteront en tout stnn une symetrie parfaite.
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wenn z = gesetzt 1st, muss eine Gleichung in w erscheinen, welche

ebensoviele positive als negative Wurzeln von absolut genomraen

gleichem Werthe besitzt. Das kann nur dann der Fall sein, wenu in

der entstehenden Gleichung in u keine Potenz von u mit ungradem

Exponenten auftritt, d. h. wenn solche Potenzen alle den Coefficienten

besitzen. Anstatt x p -f- s -\- nu, y = q -j- mu und dann =
zu setzen, kann man aber sofort die Substitution x = p -j- nu,

y = q _|_ mu vornehmen, worauf die Coefficienten ungerader Potenzen,

von u gleich Null gesetzt die Werthe p und q der Coordinaten des

Mittelpunktes, wenn es einen solchen gibt, unabhangig von m und n

finden lassen mussen 1

).
Ware z. B. x* 2ax -f- y

2 = zu unter-

suchen, so verwandle man die Gleichung in
(&amp;gt;w

2
-f- w 2

)w
2
-f- (2w#

~{-2np 2 an)u -{- (p- -\- g
2

2ap) () und setze 2mq-\-2n(p a)

= 0. Bei willkurlichern m und n kann diese Gleichung nur inittels

q = 0, p = a erfiillt werden, und in der That hat der Kreis

(x a)
2

-f- 1/

2 = a 2 bei x = a, y = einen Mittelpunkt. De Gtta

behandelt dieses Beispiel allerdings ganz anders 2
).

Er differentiirt

die Curvengleichung 7
wodurch er 2(x a)dx -\- 2ydy erhalt,

und setzt die Coefiicienten von dx und von dy^ jeden fiir sich,,
= 0,

wobei sich x a, y = ergibt. Dass man so verfahren kann,

beruht auf der Entwicklung des Gleichungspolynonis x- - - 2ax -f- if

= F(x, y), in welchem x(y) den Zuwachs dx(dy) erhalten hat, nach

dem Taylorschen Satze. In dieser Enfewickluag erhalten dx und dy

die Coefficienten -. --
, -^ . die man xum Verschwinden zu bringendx &amp;gt;

ay

hat, wenn die ersten Potenzen von dx und dy in der Entwicklung
nicht vorkommeu diirfen 3

).
1st die Curvengleichung von hohereiu

als dem zweiten Grade, so muss die Differentiation und die Null-

setzung von partiellen Differentialquotienten fortgesetzt werden, wie

Saurin (S. 429) erkannt hatte, und fuhrt ausser zu den Coordinate!!

des Mittelpunktes auch zu Bedingungsgleichungen zwischen den Con-

stanten der Curvengleichung, welche erfiillt sein mussen, damit ein

Mittelpunkt vorkomme.

Der II. Abschnitt gibt die allgemeine Lehre von den singularen
oder merkwurdigen Punkten 4

)
der Curven und dergleichen mehr.

Der Name eines singularen Punktes diirfte hier erstmalig erscheinen,

wahrend Saurin (S. 427) nur von einem singularen Falle der Be-

riihrung gesprochen hatte. War im I. Abschnitte infolge von Coor-

l

) De Gua, Usage de I analyse de Descartes pag. 3 7. *) Ebenda

pag. 10. s
) Ebenda pag. 78 und Addition pag. 455457. 4

) Ebenda

pag. 72: des points Singuliers ou Memarquables, Auch in der Vorrede pag. X
ist von den Points Sing-utters die Rede.
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dinatenveranderungen der etwaige Mittelpunkt einer Curve zum

Coordinatenanfangspunkte geworden, so gebraucht De Gua im II. Ab-

schnitte ein ganz ahnliches Verfahren. Er verlegt den neueu Coordi-

uatenanfangspunkt nach einem singularen Punkte. Im Anfang des

Abschnittes erscheint das mehrgeuannte algebraische Dreieck mit

seiner Verwendung. Dahin gehort die Darstellung von y oder einer

Potenz von y dnrch eine nach Potenzen von x mit steigenden Ex-

ponenten geordnete Reihe, die sich in unmittelbarer Nahe des ge-
wahlten Anfangspunktes, wo x unendlich klein ist, auf das erste Glied

beschrankt 1

).
Daraus folgert De Gua weiter 2

) die Umwandelbarkeit

des Gleichungspolynoms der Curve ebendort in y
m Ax* mit po-

sitiven A, m und n, oder in ein Product solcher Ansdriicke. Da ein

singularer Punkt der Curve als Coordinatenanfangspunkt gewahlt

wurde, d. h. da x = 0, y = cinen Curvenpunkt darstellt, so muss
mindestens ein Factor des Gleichungspolynoms unter dieser Voraus-

setzung verschwinden, d. h. x und y mussen gleichzeitig positive Ex
ponenten besitzen, der erwahnte Factor muss y

m
Ax&quot; heissen 8

).

Nun seien drei Falle zu unterscheiden. 1st erstens m grad und n

ungrad, so entspricht auf der positiven Abscissenseite jedem x ein

positives und ein negatives y von gleicher Lange, auf der negativen
Abscissenseite sind die y imaginar. 1st zweitens m und n ungrad,
so wird dem positiven x ein positives y, dem negativen x ein nega
tives y entsprechen, und die singulare Coordinatenanfangspunkt ist

Inflexionspunkt. Ist drittens m ungrad und n. grdd, so entspricht
dem positiven wie dem negativen x ein gleichgrosses positives y t

und
im Coordinatenanfangspunkt ist ein Biickkehrpunkt erster Art, eine

Spitze, erkannt. Der vierte Fall, dass m und n beide grad, etwa
/ = 2/t, n = 2v waren, lasst die weitere Zerlegung y*f Ax* v =
G^ --

VAx*) (r -f V~Ax&quot;) zu, die emen der drei fruheren Falle

herbeifuhrt, oder, wenn auch
/* und v noch beide grad sind, bei

weiterer Zerlegung schliesslich herbeifflhren muss 4
).

Ein Riick-

kehrpunkt der zweiten Art, ein Schnabel, ist also nach
diesem Beweis a priori nicht moglich

6
). Auf diese Behauptung

Jegte De Gua ein solches Gewicht, dass er sie in seiner Vorrede auf-

nahm 6
).

An Figuren, welche wir so getreu als moglich nachbilden, urn
unseren Lesern eine Vorstellung von den Figurentafeln von De Guas
Buche zu geben, zeigt der Verfasser zuerst (Fig. 121), wie der Etick-

kehrpunkt zweiter Art nach dor Meinung De L Hopitals aussehe 7

),

De Gua, Usage de 1 analyse de Descartes pag. 47.
*) Ebenda

pag. 72. s
) Ebenda pag. 77.

) Ebenda pag. 77-79.
)
Ebenda pag 70.

) Ebenda Preface pag. XVII.
) Ebenda pag. 74
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um dann spater zu behaupten
1

),
eine solche Zeichnung sei nur als

Halite einer anderen (Fig. 122) aufzufassen, von welcher aber

De L Hopital vermoge der Evoluten, die er sich zeichnete, ein Theil

entging. Das 116. Kapitel wird uns mit

der Widerlegung dieser Meinung, welche

nicht ausblieb, bekannt inachen. 1st die

Curvengleiehung nach Potenzen von y mit

fallenden Exponenten geordnet, welchen

nach x geordnete Polynome als Coeffi- Fig 121. Fig. 122.

cienten dienen, so zeigt das Fehlen der

niedersten Glieder in y an 2

), dass der Coordinatenanfangspunkt der

Curve als vielfacher Puukt angehort. Aehnliche Beziehungen finden

zwischen dem Fehlen der dem Grade der Curvengleichung nach mog-
lichen hochsten Glieder in y und dein Vorhandensein von unendlichen

Curvenasten und Asymptoten statt
3

).
Wenn auch die von De Gua

hervorgehobenen Thatsachen bekannt waren (S. 431 und 440), so

hatte man doeh die Frage nach einem inneren Zusammenhange der-

selben noch unterlassen. De Gua stellte sie
4
) und beantwortete sie

durch eine Einfiihrurig neuer Veranderlichen auf Grundlage der Glei-

chungen x -

, y ,
ein Verfahren, welches er eine Pro

jection nennt und mit dem Schatten von New tons Enumeratio

in Uebereinstimmung findet 5

).
De Gua folgert daraus spater

6
) den

von Newton (S. 423) ausgesprochenen, von Nicole (S. 777) und

Clairaut (S. 784 785) bewiesenen Satz, dass alle Curven 3**^ Grades

als Projectionen einer der fQnf divergirenden Parabeln 3ton Grades

anzusehen sind, und aus den sogenannten Schatten ergibt sich ihm
der neue Satz, dass, wenn eine Curve 3ten Grades drei In-

flexionspunkte besitze, dieselben auf einer Geraden liegen
mii s sen. De Gua legt auf diesen Satz grosses Gewicht, so dass von

ihm in der Vorrede und an zwei Stellen des Buches die Rede ist
7

).

Hatte De Gua bisher immer darauf geachtet, einen singularen Punkt
zum Coordinatenanfangspunkte zu wahlen, so wendet er sich im
weiteren Veiiaufe der Aufgabe zu, ausserhalb des Coordinatenanfangs-

punktes befindliche vielfache Punkte zu ermitteln 8
) und gelangt zu

den Saurinschen Ergebnissen (S. 429). Er verbindet mit diesen Er-

orterungen Bemerkungen gegen De L Hopital, gegen Leibniz u.s.w.,
bei welchen das Recht nicht auf seiner Seite ist. Den Schluss des

) De Gua, Usage de Vanalyse de Descartes pag 81. *) Ebenda pag. 91

bis 92. 3
) Ebenda pag. 148 sqq.

4
) Ebenda pag. 198. 6

) Ebenda pag. 202 :

I equation de I Ombre ou de la Projection clierchee.
6
) Ebenda pag. 222

7
) Ebenda Preface pag. XVIII, pag. 225 und 313. 8

) Ebenda pag. 238.

CANTOR, Geaohichte der Matliematik. III. 3, 2. Aufl. 52
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II. Abschnittes bildet der Satz 1

),
dass der Uebergang von einem

gradlinigen Coordinatensysteme zu einem anderen den Grad einer

Curvengleichung nicht verandern konne.

Der III. Abschnitt wendet die allgemeinen Lehren des II. Ab
schnittes auf bestimmte Aufgaben an, welche zwar keineswegs des

Interesses entbehren, uns aber doch nicht zur Berichterstattung ver-

pflichten. Die Bemerkung niag genfigen, dass dort De Guas Elimi-

nationsverfahren (S. 577) inehriach zur Anwendung gelangt.

115. Kapitel.

Analytische Geometric 1740 1748. Maclaurin. Eulers Introductio,

Band II.

Etwa zur gleichen Zeit, in welcher De Guas Usage de I analyse

de Descartes in den Buchhandel kam, gab Edmund Stone in den

P. T. zwei Curven 3 ten Grades an, welche Newton und Stirling in

ihrer Auizahlung iibersehen hatten 1

), und anderthalb Jahre spater

diirfen wir einen in derselben Zeitschrift veroffentlichten Aufsatz von

De Castillo n iiber eine besondere Curve 4ten Grades erwahnen 3

),

welcher er den Nainen der Cardioide beilegte, nachdem Louis

Carre 4
) (16631711), ein Schiller von

Varignon, im Februar ,1705 die Curve

zum Gegenstande einer Untersuchung ge-

macbt hatte 5

),
in welcher nicht eininal

ihre Gestalt vollstandig erkannt war, und

in welcher ein gewisser Koenersma als

Vorganger auf diesem Gebiete erwahnt

wurde. Der richtige Name diirfte K o e r sm a

sein, wahrscheinlich ein Hollander Jacob

Koersma, von welchem eine kleineDruck-

Fig . las. schrift von 1690 bekannt ist
6

).
Die De

finition der Curve (Fig. 123) lasst sie als

den Ort des Punktes N erkennen, der auf irgend einer von dem
festen Punkte A einer gegebenen Kreislinie ausgehenden Sehne ge-

fimden wird, wenn von dem zweiten Kreisdurchschnitte M aus dem

*) De Gua, Usage de I analijse de Descartes pag. 340. *) P. T. XLI,

319320, Nr. 466, ffir Januar bis Juni 1740. s
) Ebenda 778781, Nr. 401,

fiir August bis December 1741. 4
) Histoire de I Academic des Science* de

Paris. AniitMi 1711. Hixtoire paj, . 102 107. 8
) Ebenda. Annee 1705,

pag. 56 ttl.
6
) EnestrSm in der Bibliotheca mathemutica 1898 S. 56.
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Durchinesser AS des Kreises gleiche Strecken MN nach beiden

Seiten abgeschnitten werden.

Der 1742 erschienene IV. Band der Gesarnmtwerke von Johann

Bernoulli wiirde uns veranlassen miissen, an dieser Stelle einen

Aufsatz fiber die kiirzesten Linien auf gekriimmten Oberflaehen zti

bespreehen, wir ziehen es aber vor, ihn nebst tlieils fruheren, theils

spateren Abhandlangen ahnlicheri Inhaltes von Euler und Clairaut

im 117. Kapitel zu behandeln.

Eine Schrift von Patrick Murdoch 1

) (f 1774) fiber Newtons

Schattenerzeugung der Curven^) gelangte 1746 zur Ausgabe, ist uns

aber nie zu Gesicht gekommen.
Wir haben im 10(3. Kapitel fiber die Algebra Maeiaurins be-

richtet, deren Druck 1748 sich vollendete. Wir haben dort gelegent-

lich (S. 589) von einem aus 65 Seiten bestehenden geometrischen

Anhange gesprochen, und gegenwartig, wo wir im Begriffe sind,

unsere damalige Zusage erfiillend den Inhalt des Anhauges zu sehil-

dern, miissen wir zugleich unsere Leser daran erinnern, dass Maclaurin

Braikenridge gegenuber von einem geometrischen Zusatze zu einem

Kapitel seiner Algebra gesprochen hat (S. 792). Wir miissen daran

erinnern, um zu betonen, dass der 1748 gedruckte Anhang sich nicht

vollstandig mit Maciaurins Ankiindigung deckt, eine auch uns etwas

rathselhafte Thatsache. Man kann den Herausgebern von Maciaurins

nachgelassener Algebra nur beipflichten, dass sie dem Anhange
3

)
eine

neu beginnende Seitenzahlung verliehen, denn es handelt sich in ihm

nirgend um algebraische Dinge, man kann aber ebenso nur eiriver-

standen damit sein, dass die Schrift als Anhang zur Algebra gedruckt

wurde, denn die in ihr gezogenen Schlussfolgerungen sind trotz des

geometrischen Inhaltes durchaus algebraisch. Maclaurin hat selbst

die Trennung durch einen Wechsel in der Sprache herausgefordert,

indem er die Algebra englisch, den Anhang lateinisch verfasste.

Dessen Titel lautet: De lincanim fjeGmetricarmn proprietatilms genera-

libus. Nach einer Einleitung von l
1

/^
Seiten folgt ein I. Abschnitt

uber geometrische Linien ini Allgemeinen
4
) 7

ein II. Abschnitt von

den Kegelschnitten
5
), ein 111. Abschnitt von den cubischen Curven G

).

Aus dem I. Abschnitte, welcher die Grundlage der beiden andei-en

bildet, heben wir Folgendes hervor. Die Gleichung einer Curve

*) Poggendorff II, 240 241.
-) Chasles, Aperfu hist. pag. 140

(deutsch 142).
s
) Eine franziosische Uebersetzung des Appendix&quot; mit Noten

und Zusatzen findet sich in E. de Jonquieres, Melanges de geometric pure,

(1856) pag. 197 261. 4
) Maclaurin, Appendix pag. 2 2i: De linein yeo-

metricis in genere.
5
)
Ebenda pag. 30 36: De lineis sec-Midi ordiuis sive

xection-ibus conicis.
6
)
Ebenda pag. 3765: De lineis tertii ordinis.

52*
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nten Grades wird, nach y geordnet, y
n

(ax -\- b)y*
1

-f&quot;

(cx* dx -\- e)y*~* = heissen. Durch die Substitution

y = u -f- entsteht eine nach u geordnete Gleichung wieder

vom n*** Grade, in welcher aber kein Glied u*~ 1
vorkommt, d. h.

die Summe positiver und negativer w, welche zu einem bestimmten x

gehoren, ist 0, beziehungsweise die Abscissenaxe der Curve ist ein

Durchmesser derselben 1

). Stirling hatte (S. 434) den gleichen Satz

fast genau ebenso bewiesen, und an Stirling (S. 435) erinnert aueh

der Beweis des Newtonschen Satzes von den Producten der Ab-

schnitte einer Curventransversale gestiitzt auf das von y freie letzte

Glied der Curvengleichung
2
).

Nun kommt Maclaurin zu einem wich-

tigen von ihm entdeckteu

Satze. Seien (Fig. 124) von

P aus drei Gerade PABC,
Pabc, PDIE bis zum

Durchschnitte mit einer

Curve gezogen, welche bei-

spielsweise als 3ten Grades

angenommen wird
, dann

stehen nach dem eben er-

wahnten Productensatze A P
HP-CPund aP bP-cP

in einem cqnstaiiten Verhalt-

nisse. Die logarithmischen Differentiate solcher Producte sind aber,

wie Maclaurin in einem Zwischensatze behauptet (natiirlich ohne dieses

Wortes oder der Differentialzeichen sich y.u bedienen, statt deren er

von Fluxionspilnktchen Gebrauch macht), einander gleich, d. h. es ist

dcP

Fig. 184.

dAP . dBP dC]P _
i n D J m&amp;gt; ~,AP - Eine weitere Zwischen-

bemerkung, von Maclaurin ohne Beweis und ohne Unterstiitzung durch

eine Figur als etwas ganz Bekanntes 3
) ausgesprochen, ist folgende:

Zieht man (Fig. 125) in A die Bertthrungslinie AK}
verscbiebt AP

unendlich wenig parallel zur Anfangslage, so ist
A L
AL aber

,.,., . dAP AP
a&P, also 5-^-5= -,, und

PK
daP dEP

Weise ergeben sich

PK
dAJP __

PK &quot;&quot;&quot; AP
=

dBP __ dEP
BP ~

PL

u. s. w. Das Lemma von dem logarithmischen Differen-

) Maclaurin, Appendix pag. 67,
tissimum.

) Ebeuda pag. 78. 8
)
no-
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,
und die Summe dieser reciproken Werthe ist auch

tiale der Producte fuhrt also zu dem Satze
^jrjjr -f~ -p-jT -f- ^pjgr

dEP , dEP . dEP v , . 1 1 1
*&quot;

&quot;PT&quot;
+ ~PT + ~P)r &amp;gt;

bezienungsweise zu THr+ PT -f
-

1 . 1 .

Pk &quot;r PI &quot;i

--=
-j- -py -f- pf,

- In Worten : Wenn man durch einen in der Ebene

einer geometrischen Curve lie-

erenden festen Punkt eineo
Transversale zieht, welche die

Curve in so vielen Punkten

trifft, als sie Dimensionen hat,

darauf in diesen Punkten Tan-

genten an die Curve zieht

und endlich durch den festen

Punkt eine zweite Gerade in

wiUkflrlicher Richtung, die

aber unveranderlich bleibt, legt,

so wird die Summe der reciproken Werthe der Abstande von dem

festen Punkte nach den Durchschnittspunkten der genannten Tan-

genten mit der festen Geraden constant sein, namlich gleich der

Summe der reciproken Abstande des Punktes von den Durchschmtts-

pnnkten der festen Geraden mit der Curve 1
).

Bin anderer Satz 2
)

hatte sich in den nachgelassenen Papieren von Cotes aufgefunden,

woher Robert Smith ihn Maclaurin mittheilte, der dann seinerseits

einen Beweis 3

)
dazu erfand. Der Satz heisst: Wenn man um einen

festen Punkt P eine Transversale in Drehung versetzt, welche eine

geometrische Curve in so vielen Punkten A, B}
C -

sohneidet, als

sie Dimensionen hat und man auf dieser Transversalen in jeder ihrer

Lagen einen solchen Punkt M annimmt, dass -=-=: das arithmetische

Mittel a,us
p-j, p~g , p-^ ist, so hat der Punkt M zu seinein

geometrischen Orte eine ge-

rade Linie. Maclaurin nennt

dabei PM das harmonische

Mittel, medium harmotvicum,

von PA, PB, PC---.

Im II. Abschnitte diirfte

folgender Satz Maclaurins

Eigenthum sein. Seien (Fig. 126) A, B } G, F vier Punkte eines

Fig. 126.

*) Maclaurin, Appendix pag. 11.

pag. 2425.
*) Ebenda pag. 2. Ebenda
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Kegelschnittes, P der Durchschnittspunkt der Geraden AB, FG,
17 der AG, BF, so schneiden die Tangenten AK, FK, beziehungs-

weise BL, GL, einander in Punkten K, L, welche mit P und TT auf

einer Geradeu liegen
1

).
Das Pascalsche Sechseck 1st kurz erwahnt 2

).

Maclaurin hatte es schon friiher in seiner Abhandlung in den P. T.

von 1735 und wiederholt in den Treatise of fluxions von 1742

behandelt.

Im III. Abschnitte sind viele Satze bemerkenswerth. Wir be-

schriinkeii unsere Auswahl auf einige wenige und kiirzen den Wort-

laut dahin ab, dass wir die Curve 3ton Grades einfach Curve nennen.

Schneidet eine Gerade die Curve in drei reellen Punkten, zieht man
an jeden Durchschnittspunkt die Tangente, welche noch einen wei-

teren Punkt mit der Curve gemeinsam haben wird, so liegen diese

drei neuen Durchschnittspunkte auf einer Geraden 3

).
Werden aus

einem Curveupunkte zwei Beriihrungslinien an die Curve gezogen,

schneidet dann die Beruhrungssehne die Curve in einem weiteren

Punkte, und werdcn an diesen und an den ersten Punkt die Be

ruhrungslinien gezogen, so schneiden letztere einander in einem

Curvenpunkte
4

).
Die Verbindungsgerade zweier Inflexionspunkte der

Curve geht durch den dritten Inflexionspunkt
5

).
Das ist der Satz,

welchen De Gua schon 1740 veroffentlicht hatte (S. 797), was aber

Maclaurin sehr gut unbekannt geblieben sein kann. Auch diese

unsere sehr knapp gewahlten Auszuge bestatigen das Urtheil des be-

rufensten Kenners&quot;), der den Anhang ein Werk von bewunderungs-

wiirdiger Eleganz und Pracision genannt hat.

Das Jahr 1748, in welchem Maclaurins Anhang bekannt wurde,
war auch das der Veroffentlichung von Eulers Introductio, und
wenn wir ihrem zweiten geometrischen Bande auch nicht ein ganzes

Kapitel widinen, so verlangt er doch eine einigerrnassen ausfiihrliche

^erichterstattung fiber seine zweiundzwanzig Kapitel eiuer analytischen
Geometric der Ebene, denen ein Anhang von den Oberflachen in

sechs Kapiteln nachfolgt.

Das 1. Kapitel, Von den Curven uberhaupt, unterscheidet

zwischen algebraischen oder geometrischen und transcendenten, zwi-

scheu em- und mehrdeutigen Curven, bespricht die imaginaren Durch-

schuittspunkt^ der Curven mit der Abscissenaxe, die nur paarweise
auftreten, und ebenso die gleirhfalls paarweise auftretenden unend-

lichen Aeste.

l

) Mac lun rin. Appendix, pag. 31.
*) Ebenda pag. 33, 14. )

Kbenda
PHJT. 39, 57. *) Ebenda pa^. 40, 59. 5

) Kbenda pa^. 44, 68.
6
j Chasles, Aprrfu hist. pag. 146 (deutsch S. 143).
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Das 2. Kapitel, Von der Veranderung der Coordinaten,
setzt nur geradlinige Coordinaten voraus, und zwar zunachst recht-

winklige. Die Coordinatenveranderung wird bei Verlegung des An-

fangspunktes zu den Gleichungen x = t / , y = u y fuhren, bei

hierauf vorgenoinmener Drehung des rechtwinklig bleibenden Coordi-

natenkreuzes um den Winkel q /u den Gleichungen : x = u sin q

-f- t cos q f, y = u cos q t sin q y oder x = mu -\- nt / ,

y = nu mt y mit m2
-f- w

2 1. Wendet man sie z. B. auf die

der Abscissenaxe in der Entfernung a parallele Gerade an, welche

die Gleichung y = a haben muss, so erscheint a nu mt y

oder nku mkt k(y -f- a)
= 0, beziehimgsweise an -f- jit -j- &=

als allgemeine Gleichung einer Geraden im rechtwinkligen Coordi-

natensysteme. In zweiter Linie wird von der Rechtwinkligkeit des

Coordinatensystems Abstand genommen und stufenweise die Umwand-

lung eines rechtwinkligen Systems in ein schiefwinkliges unter Bei-

behaltung der Richtung der Abscissenaxe oder in ein beliebiges

schiefwinkliges System vorgenommen.
Das 3. Kapitel, Von der Eintheilung der algebraischeu

krummen Linien in Ordnuugen, zeigt den Grad der Gleichungen

als naturgemassen Eintheilungsgrund, weil derselbe durch Wahl eines

anderen Coordinatensystems nicht verandert wird. Wohl aber kaua

die Art der Curve innerhalb derselben Ordnung sich verandern, je

nachdem ein oder das andere Coordinatensystem zu Grunde liegt.

Die Gleichung, welche z. B. iui vechtwinkligen Systeme die eines

Kreises ist, bedeutet in einem schiefwinkligen Systeme eine Ellipse.

Die durch eine Gleichung dargestellte Curve ist folglich nur dann

vollstiindig gegeben, wenn man das zu Grunde liegende Coordinaten

system kennt. Auch bemerkt Euler, dass die allgemeinste Gleichung

Mten Grades zwischen x und y aus A- - - Gliedern bestehe,

und dass Gleichungen, deren Polynome in reelle Factoren zerfallen,

eine Verbindung inehrerer von einander verschiedener Linien be-

deuten.

Das 4. Kapitel, Von den vornehmsten Eigenschaften der

Linien einer jeden Ordnung, nennt als Wissenswiirdigstes bei

jeder Curve die Anzahl der Punkte, in welchen sie durch eine Gerade

geschnitten wird, und die bei der Curve ten Grades hochstens n ist.

Man kann also aus dem Vorhanderisein von n Durchschnittspunkten

einer Curve mit einer Geraden nur folgern, dass sie nicht algebraisch

von niedrigerem als dem nten Grade sei, denn sie kann auch algebraisch

von hoherem Grade oder auch transcendent sein. Zur Bestimmung

der - Glieder der allgemeinen Gleichung wten Grades ge-
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H ( 4- 1) (w 4- 2) W (-|- 3)T j- -i si m
nugen

L
t&amp;gt;

x
1 =

t;
-

Bedmgungen, well em Coefficient

als Einheit gewahlt werden darf Die
n

^
-

Bedingungen konneu

ebensoviele Punkte sein, durch welche die Curve hindurchzugehen

hat, und man wahlt, wenn solche Punkte gegeben sind, die Coordi-

natenaxen vortheilhaft so, dass einer der gegebenen Punkte Coordi-

natenanfangspunkt werde, ein zweiter auf der Abscissenaxe, ein

dritter auf der Ordinatenaxe liege

Das 5. Kapitel. Von den Linien der zweiten Ordnung, geht
von der allgemeinsten Gleichungsform a -f- fix -}- yy 4- 8xs

-\- exy
i f,

o A j t . ex -4- v . Hx* -j- Boc -f n i iT fJT
&quot;&quot;

&quot; &quot;er IT H r-2 ^ -h
- - = aus

;
welche er-

o o

kennen liisst, dass zu jedem x zwei reelle y gehoren oder gar kernes

Bei g ===== fallt allerdings das eine y = oo aus. Schneidet (Fig. 127)
die Ordinate NMP die Curve wirklich in zwei Punkten N und M,

Pig. 118.

so sind die Ordinaten JVP, MP diejenigen, welche zu x == AP ge
horen, und ihre Summe ist der entgegengesetzt genommene Coeffi

cient von y in der nach y quadratischen Gleichung, d. h. PJtf-f
PN=- Eine andere Ordinate nm

|
NM liefert, da

ihr Stttck pm negativ ist, pn ~pm = i

^ + y und durch Sub

traction beider Gleichungen von einander entsteht PM + pm +
PN pn = *

*-p
5 = e

_^P. Wird mfl ||
W|/

jj
^p gezogen, so

zeigt sich PM -f- pw + P#_ pn = Mi Nv und =
f

wo die einzigen Voraussetzungen in dem Parallelismns von MN und
mn und von nv, wft und von AP bestanden Nun schiebe man
Tig. 128) die MN sich selbst parallel so weit fort, bis M und N in
7 zusammenfallen und die Sehne zur

Beriihrungslinie wird, wahrend
immer noch mn

\\ MN\\ JC und CD die Axe darstellt, die parallel
den mi. MJ, NK, nk verlauft. Wahrend aber vorher M(t, Nv
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nach gleicher Richtung sich erstreckten, ist bei CJ, CK und bei

Ci, Ck das Entgegengesetzte der Fall, so dass dein vorigen Er-

gebnisse jetzt die Gle.ichungen entsprechen ~wf T

gt -.* = JL aus welchem Ci CJc = ^-T (CJ CK) folgt. Wahlt
^

man die von vornherein an keinerlei Bedingung geknupfte Lage von

CD so, dass die ihr parallelen MJ und NK derart in JK eintreffen,

dass CJCK oder CJ CK=0 wird, so muss auch Ci Ck

sein; oder, weil CLMJ, CLNK, Clmi, Clnk lauter Parallelo-

gramme sind, folgt aus CJ CK nicht bloss LM= LN, sondern

auch Im = In, d. h. die Gerade, welche von einem Curvenpunkte

ausgehend eine der Beriihrungslinie an jenen Curvenpunkt parallel e

Sehne halbirt, muss auch jede andere ihr parallele Sehne halbiren

und ist ein Durchmesser der Curve. Euler bezeichnet diese Eigen-

schaft der Curven 2*&quot; Grades, die aus der Betrachtung des Coeffi-

cienten der ersten Potenz von y in der Curveugleichung ermittelt

wurde, als erste Haupteigenschaft, welcher eine zweite zur Seite steht,

zu der er von dem y nicht mehr enthaltenden Gliede

aus gelangt. Wenn (Fig. 127) die zur Abscissenaxe gewahlte AP
die Curve in zwei Punkten E und F schneidet, so ist dort y == 0,

und weil ebendort die Curvengleichung erfiillt wird, so muss in E

und F auch - = sein, d. h. diese letztere Gleichung

hat die zwei reellen Wurzeln x == AE und x AF oder es

ist - =
(x __ AE} (x AF). Derselbe Ausdruck

- ist aber bei jedem x, z. B. bei x =
AP&amp;gt;

wodurch

xAE= - PE, x AF= PF, j (x AE) (x AF)
ji= -

f
PE- PF wird, das Product der beiden dem x=AP entsprechen-

den y (PM und PN}. Man hat also
* PE PF= PM PN,

-z ,
wo der Bruch -? ausschliesslich von dem Winkel,

welchen die beiden Coordinaten mit einander bilden, abhangt.
Bleibt dieser unverandert, indem z. B. mn

|| MN, so muss auch

E~ F
== T Se^n * ^araus folgt leicht, dass, wenn zwei parallele

Paare einander schneidender Sehnen einer Curve 2*
011 Grades gegeben

sind, der Quotient aus dem Producte der Abschnitte der einen Sehne

getheilt durch das Product der Abschnitte der anderen Sehne bei

beiden Paaren der gleiche sein muss, und dieser Satz biidet nach
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Euler die zweite Haupteigenschaft der Curven 2*&quot; Grades. Be-
trachtet man einen Durchinesser CD (Fig. 128) als die eine Sehne
und wahlt sie zugleich zur Abscissenaxe mit C als Anfangspunkt
nimmt man ferner die Beruhrungslinie CK in C zur Ordinatenaxe
und betrachtet eine ihr parallele Sehne MN als die von CD in L

geschnittene, so 1st Mf~L^ von constantem Werthe, der etwa
1

h
heissen mag. Nun sei CD = a die Lange des Durchmessers bis

zu seinera zweiten Durchschnitte mit der Curve, CL x also

LD = a x, ML==LN=y, so erscheint y* = *

(ax x*) als

Gleichung der Curve 2ten
Grades. An einer spateren Stelle wird

?/-
== -f fix -f- &amp;lt;yx*

als Gleichung irgend einer Curve 2ten
Grades,

bezogen auf einen Durchmesser als Abscissenaxe und die durch ihn
halbirten Sehnen als Ordinaten, gefunden, weil in diesem Coordinaten-

systeine zu jedem x zwei gleiche einander entgegengesetzte y gehoren
milssen, weshalb in der Curvengleichung die erste Potenz von y nicht

vorkommen kann. Wir wiirden iiber das ganze Kapitel Satz fur Satz
berichten miissen, wollten wir Alles angeben, was Euler an merk-

wurdigen, wenn auch an sich nicht neuen, doch meistens in neuer
Weise hergeleiteten Ergebnissen in ihm vereinigt hat. Wir erwahnen
nur in aller Kiirze den Nachweis des Vorhandenseins zweier zu-

samincngehoriger Durchmesser, eines Mittelpunktes, zweier recht-

winklig zusammengehoriger Durchmesser, endlich z-weier Punkte auf
dem grosseren Hauptdurchmesser, welche symmetrisch zum Mittel-

punkte liegend die von Euler zuerst als Definition benutzte Eigen-
schaft besitzen, die von ihnen bis zum Durchschnitte mit der Curve

gezogenen Strecken rational duroh die auf dem Hauptdurchmesser
selbst gemessenen Abscissen jener Durchschnittspunkte ausdriicken
zu lassen, und welche Brennpunkte heissen.

Das (5. Kapitel, Von den Arten der Linien 2ten
Grades, steht

dem 5. an Eigenartigkeit und Neuheit der Behandluugsweise keines-

wegs nach. Aus der allgemeinen Gleichung f = a -f fix -f yx*,
welche man, da sie nur zwei

zusammengehorige Durchraesser als

(^oordinatenaxen voraussetzt, durch Wahl eines Hauptdurchmessers
/ur Abscissenaxe auch als auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem
bezogen betrachteu kann, folgert Euler ein wesentlich verschiedenes
Aussehen der Curve, je nachdem y positiv oder negativ oder Null ist.

Bei y &amp;gt; besitzt die Curve vier ins Unendliche fortlaufende Aeste,
weil sowohl x = oo als x = oo zu

//
=

-j- oo ftthrt. Bei y &amp;lt;

besitzt die Curve keinen Punkt im Unendlichen, weil
// imaginar

wird, ivHim z= + 00. Boi r -.= () besitzt die Curve zwei ins Un-
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endliche fortlaufende Aeste, weil y = -j-
oo wird, wenn fix im Un-

endlichen positiv ist, wahrend y imaginar ist, wenn fix iin Unend-

lichen negativ ist. Die drei Curvenarten werden Hyperbel, Ellipse,

Parabel genannt, und nunmehr hat Euler das Recht erlangt, sie ein-

zeln jede fur sich zu betrachten, was in der Reihenfolge: Ellipse mit

dem Kreise als Sonderfall, Parabel als Ellipse mit unendlichgrosser

Axe, Hyperbel rnit ihren beiden Asyinptoten geschieht. Die Tangenten-

eigensehaften ergeben sich aus im 5. Kapitel bereits ermittelten

Gleichungen. Von den Merkmalen, welche sonst zur TJnterscheidung

der drei Curvenarten gebraucht werden, und die sich unter Annahine

der Gleichungsform af -f- fixy + yx* -f dy -j- *% + = auf die

Werthe von /3

2 4y beziehen, ist hier noch nicht die Rede.

Das 7. Kapitel, Von den ohne Ende fortlaufenden Aesten,

fiillt diese Liicke aus, und zwar von einem Gesichtspunkte, der

weit tiber die Curven 2ten Grades hinausreicht. Euler betrachtet die

allgemeinste Curve n^a
Grades, deren Gleichungspolynom in n -\- 1

Gruppen zert
iillt,

in deren jeder solche Glieder vereinigt siud, welche

die beiden Veranderlichen zusammen in gleicher Dimension :iutweisen.

Die hochste Gruppe wird also sein P = uif -\- fiy
n-*x + yy

n-*x*

_| 1_ ^x&quot;.
Die zweithochste Gruppe soil Q, die dritthochste ft u.s. w.

heissen, die Gleichuug selbst also P + Q -\- R -{- S -{-
= U. Nun

kann P theils aus reellen einfachen Factoren, theils aus Factoren

^ ten Grades A 2
i/

2 2ABxy cosqn + ^-^ bestehen, welche letztere

uur in imaginare einfache Factoren zerfallen. Dass P ausschliesslich

solche Factoren 2ten Grades besitze, veiiangt ein grades n, mindestens

n 2. In solchem Falle kann die Curve keinen Punkt im Unend-

lichen besitzen, denn mag x= oo oder y= oo oder x= oo uud y oo

gesetzt werden, immer ist 2ABxy cosy kleiner als das wesent-

liche positive A*y* -f- IFx*, so dass der betreifende Factor unter

jenen Annahmen oo 2 wird und mit ihm aneh P unendliengross werden

muss. Gegen P verschwinden aber die Gruppen von niedrigerer Ab-

messung Q -f- E -f- S -j ,
und die Curve kann, wie vorausgeschickt

wurde, keinen Punkt ira Unendlichen, also auch keinen ohne Ende

fortlaufenden Ast besitzeu. Bei n = 2 ist P = ay* -f- 0^?/ + Y%*,

und dessen beide einfache Factoren ay -j- -= (/3 -f- 1//^&quot;

- -
4ayj und

ss

y -f z(fi VP* 4y) sind- imaginar, wenn
/3

2 4y &amp;lt;
0. Darin

besteht also das Merkmal fur die nur im Endlichen verlautende Ellipse.

Nun besitze zweitens P nusser dem aus lauter in grader An/ah I

vorhandenen imaginaren einfachen Factoren gebildeten Ausdruckc

M noch den reellen einfachen Factor p = tt-y
-

bx, d. h. die

beisse jiM -f Q + E -f 5 + = 0. Darans folgt
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f\ -n c

p = -
~~i/~

lm Unendiichen verschwinden R, 5,

gegen Q, und es bleibt p = ^.,
wo Q und M von gleicher Ab-

messung sind und einen endlichen von x und y unabhangigen Quo
tienten geben konnen, wenn nur das Verhaltniss von y zu x gegeben

ist
;

welches aus p = ay bx = sich als -=
ergibt. Mit

anderen Worten: die Curve geht im Unendiichen in ay bx =
iiber, in eine Gerade, weJche der Curve von ungradem Grade als

Asymptote dient, der sie sich mit zwei nach entgegengesetzter Richtung
ins Unendliche sich erstreckenden Aesten nahert. In einem dritten

Falle, wo P pqM und M sich aus in grader Anzahl vorhandenen

imaginareu einfachen Factoren zusammensetzt, wahrend p= ay bx
}

q cy dx von einander verschiedene reelle Factoren sind, gibt
es zwei Asymptoten ay bx = 0, cy dx bei vier ins Un
endliche sich erstreckenden Aesten. Die Annahme n 2 liefert hier

die Hyperbel, so oft die beiden Factoren von ay
z

-f- fixy -f- yx* reell

und von einander verschieden sind, d. h. so oft
/S

8
4y&amp;gt;0. Die

Parabel entsteht bei n = 2, /3

2 4y = 0, d. h. wenn die reellen

einfachen Factoren p und q ideutisch sincL Geradlinige Asymptoten
hat eine solche Curve p*M -}- Q -f R -f- S -\

=
nicht, wohl

aber eiue paiabolische. Auch bei diesem Kapitel miissen wir es bei

verhaltnissmassig geringen Andeutungen beweuden lassen. Euler geht
viel weiter. Er lost aus P mehr und mehr reelle qinfache Factoren,
die theik von einander verachieden siud, theils nicht, und die im
letzteren Falle zu krummlinigen Asymptoten ?on der Gleichungsform
t^ = Axv

fiihren.

Das 8. Kapitel, Von den Asymptoten, dringt tiefer in den

gleichen Gegenstand ein und unterscheidet die ins Unendliche sich

erstreckenden Curvenaste in hyperbolische und parabolische, von
welcheu nur die ersteren geradlinige Asymptoten besitzen.

Das 9. Kapitel, Von der Eintheilung der Linien 3** Grades
in Arten, benutzt als Eintheilungsgrund das Verhalten der ins Un
endliche sich erstreckeDden Curvenaste und zur Ermittelung des-

selben die cubischen Glieder des allgemeinsten Gleichungspolynoms
&quot;V* 4- fty*x -f yyx* + 8x3

. Dieser Ausdruck besitzt entweder einen
oder drei reelle einfache Factoren. Im letzteren Falle sind wieder
drei Moglichkeiten zu unterscheiden : die Verschiedenheit der drei

Factoren, die Gleichheit von zweien derselben, die Gleichheit aller

drei. So kommt Euler unter
Berttcksichtigung einiger anderer Be-

dingungen zu im Ganzen 16 Geschlechtern
,
wie er zu sagen vor-

schlagt, urn einer Verwechslung mit Newtons Arten vorzubeugen.
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Das 10. Kapitel, Von den vornehmsten Eigenschafteti der

Linien 3ten
Grades, erlautert die Durchmesser dieser Curven in

dem von Newton (S. 422) dem Worte beigelegten Sinne, beschaftigt

sich mit der Frage, wann jene Curven einen Mittelpunkt, wieder in

Newtons Sinne, namlich einen gemeinsamen Durehschnittspunkt ihrer

Durchmesser, besitzen, und init der Natur ihrer ins Unendliche sich

erstreckenden Aeste.

Das 11. Kapitel. Von den Linien 4teu
Grades, will fur diese

die gleiche Aufgahe losen, welche im 9. Kapitel fiir die Ourven

3**
u Grades behandelt worden war. Den Ausgangspunkt liefert die

Zerlegung des Ausdrucks a?/
4
-f- fiyx -\- y2/

2#2
-f- dyx* -j- X* n se in

theils imaginare, theils reelie, theils verschiedene , theils gleiche ein-

fache Factoren, und die acht in dieser Beziehung denkbaren Falle

fiihren zu nicht weniger als 146 Geschlechtern.

Das 12. Kapitel, Von der Erforschuiig der Gestalt der

krummen Linien, geht nur in aller Kiirze auf die an wenigen Bei-

spielen erorterte Frage ein, wie die Curve im Endlichen aussehe, ob

und wie viele reelie Ordinaten einer gegebenen Abscisse entsprechen,

und ob solche Ordinaten auch unter einander gleich werden konnen,

was einen viellachen Curvenpunkt anzeigt, der auch ein einzelner

coujugirter Puukt sein kann.

Das 1.3. Kapitel, Von den Eigenschaften der Curven, sucht

Curven niedrigeren Grades auf, welche in der Nahe ernes bestimmten

Curvenpunktes der Gestalt der in Frage stehenden Curve sich an-

schmiegen. Niedrigsten Grades ist die geradlinige Beriihrungslinie,

welche folgendermassen ermittelt wird. Weiss man, dass a: == p,

If q ein Punkt der betreftenden Curve ist, an welchen die Be-

ruhnmgslinie gesucht wird, so veiiegt man dorthin den Anfangspunkt
des in seiner Richtung unveranderten Coordinatensystems, indem man

in die Curvengleichung x = p -|- t, y = q -j- v&amp;gt; einsetzt. Da die neue

Gleichung durch t = u = erfiillt werden muss, so kann ein con-

stantes Glied nicht mehr in ihr vorkommen, sie muss vielmehr

heissen = At + Bu -f Ct* -(- Dtu + Eu? + . Bei imendlich

kleinen t und u verschwinden sammtliche Glieder gegen die beiden

ersten, d. h. die Gerade = At -f- Bu stellt die Gestalt der Curve

im neuen Coordinatenanfangspunkte dar, beruhrt sie daselbst. Ist

allerdings der ursprunglich = gesetzte Ausdruck in der Gleichung
der Curve keine rationale ganze Function von x und

t/,
so geht die

Umwandlung in die gewunschte Gleichung in t und u nicht ganz so

leicht vor sich, und solchen Schwierigkeiten zu begegnen war der

Anlass zur Erfindung der Diiferentialrechnung. Wir wollen deshalb,

setzt Euler in 290 hinzu. die Methode, die Tangenten zu finden,
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wenn die fur die Curve gegebene Gleiehung kerne rationale und

ganze Gleichung ist, der Differentialrechnung aufbewabren. Das ist

die Stelle, welche wir (S. 773) im Auge batten, als wir von einer

Bestatigung der Ealerscben Absieht, geometrische Anwendungen der

Differentialrecbnung zu schreiben, sprachen. Naeh der Beriihrungs-
linie im neuen Coordinatenanfangspunkte sucht Euler die Normallinie

ebendort, danri besprictt er den Fall, dass bei der vorgeschriebenen

Verscluebung des Coordinatenkreuzes nicht bloss die Gleichungs-

constante, sondern auch A nnd B verschwiudet, dass- also die nene

Gleichung = CP + Dtu -j- AV-j---- heisst und die Curve folglieh
in der unmittelbaren Na-he des Nullpunktes die Gestalt der Curve
= (Jp -f I)tu + Eu9

besit/t. Hier ist DZ 4GE fur diese Ge
stalt aasschlaggebend. Bei D2

-4CE&amp;lt;0 ist der neue Coordinaten-

anfangspunkt ein conjugirter Punkt der Curve; bei IP 4Ct

jB&amp;gt;0

ist er ein Doppelpunkt mit zwei verschiedenen Berfihrungslinien ;
bei

D* -4:CE = () haben die beiden in dem Nullpunkte zusammen-
treffenden Curvenaste dort nur cine Berfihrungslinie, beriihren ein-

ander. Das Wegfallcn der quadratisehen- Glieder in Verbindung mit
dem Wegfallen der Constant-en und der Glieder ersten Grades und
die Beziehungen dieser analytischen Ersclieinung zum Vorhandensein
eines dreifachen Punktes u. s. w. werden dann erortert.

Das 14. Kapitel, Von der Kriimmung der Curven, wendet
sich der Lehre von den Osculationen zu, d. h. nachdem der Coordi-

natenanfangspunkt auf die Curve

selbst gelegt ist, wird nicht die

Gerade At -j- Bu = 0, sondern

die krumme Linie At -\- Bu
-f Ct2 + Dtu -f Eu* = oder

-At Bu= Ct*+ Dtu -f- Eu*

untersucht, welche in der Nahe

des Nullpunktes sich an die

Curve auscbmiegt. In dem ge-
wahlten rechtwinkligen Coordinatensysteme (Fig. 129) ist Mq = t,

qm = . Unter der Voraussetzung, dass At -f Bu = Gleichung
der Beruhrungslinie pM ist, welche in (i erfullt sein muss, ist

jk

&amp;lt;JP

=
/^ Nun sei MN die Normallinie an die Curve in M

und mr
|| MT, wiihrend Mr ==

r, mr = a heisst. Nennen wir T

den VV.nkel MTP, so ,st tangT^&quot;^- cos T = =2=

~- //*

&quot; lld nach den Formeln &amp;lt;1&amp;lt;M- Coordinatendrehung,

die Euler in seinern 2. Kapitel hergeleitet hat (S. *03), ist
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t = ^---- , M == - = =^- , was Euler ohne weitere Begriindung,
2

hinschreibt. Er findet alsdann r = --

,
s = - = Nun

YA* + B* yA*+B -

war At Bu Cf -f~ Dtu -j- JE-w
2

-{- angenommen, d. la. der

Ausdruck fiir r ist von mindestens zweiter Dimension nach t und u,

wahrend der fiir s nur von erster Dimension ist. Daraus folgt, wenn

t und M beide uneudlichkleine Grossen sind, dass r unendlichmal

kleiner als s sein muss. Nach diesen Vorerorterungen setzt Euler

die gefundenen Werthe von t und u in At Bu = Ct2
-{-Dtu

-f Eu* ein und findet r J/J.
2
-f T? = &quot;--- *

-f-

A&amp;gt;D B*D 2ABC + 2ABE -^___ ____^^ M ^i i __ o I TI
A S _t_ RS &quot; 1^ J 2 _l_ Ai&quot;*~

&quot;

Gleichung ist
7 vermoge der erwahnten Kleinheitsbeziehung zwischen

r und s, das Grlied links vom Gleichheitszeiclien unendlichklein

2ter

Ordnung, wahrend die Glieder rechts der Reihenfolge nach un

endlichklein 4ter
,
3ter

,
2ter

Ordnung sind, so dass die beiden ersten

Glieder rechts neben dem dritten verschwinden und nur

., (A- -f B*) y= *-~- ~ r Ubr^ bleibt
&amp;gt;

die Gleichung einer Parabel, welche ihren Scheitel in M besitzt

und die Normallinie nebst der Beriihrungslinie in M als Coordi-

natenaxen benutzt. Die Curve aber hat im Coordinatenanfangs-

punkte M ebensolche Kriimmung wie diese Parabel, deren Parameter

,
heisst es im 308, die Kruru-

mung keiner Curve so deutlich und leicht erkannt werden, als die

des Kreises, weil dieselbe allenthalben gleich und desto grosser ist,

je kleiner der Halbmesser wird. Deshalb ist es wiinschenswerth,
die osculirende Parabel durch einen osculirenden Kreis zu ersetzen.

Man macht das so. Der Mittelpunkt des osculirenden Kreises oder

Krunimungskreises liegt offenbar auf der Normallinie in einer Ent-

fernung MN= a von M
,
und dieses a ist dann der Halbmesser des

Krummuugskreises oder der Krurninungshalbmesser. Man denkt sich

die urspriingliche x-Axe durch N gelegt, und deren Anfangspunkt A
um a von N entfernt, so dass der Kriimmungskreis ausser durch M
auch durch A hindurchgeht. Euler sagt das Alles zwar nicht aus-

driicklich, aber er nimmt die Gleichung des Kriimmungskreises in

der Gestalt
7/

2= 2ax xz an
;
woraus jene Bedingungen sich ablesen

lassen. Der Punkt M hatte die Coordinaten x=p, y q, also muss

auch q
2 = 2ap p* sein. Die Verschiebung des Coordinatenkreuzes

erfblgte mittels x = p -}- t, y q -j- Die Kreisgleichung heisst
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alsdann q* +- 2qu -f
2 = 2ap -}- 2atf

|&amp;gt;

2
2pt t*, oder nach

Tilgung von
tf

2 links gegen 2ap p- rechts, auch 0= (2 a 2p}t

2qu f
2 w2

. Vergleicht man diese Form mit = At -f- #

-f 67* + Dtu -f-
2

,
so ergibt sich: A = 2 2jj,

= 2g,

=.#=-- 1, D = 0. Dann wird aber unter abermaliger

(.4*4-

~

Berucksichtigung von q*=2app* sofort 2^ ~

_ _. 2a . Der

Kreis vom Halbniesser a wird folglich im Scheitel einer Parabel vom

Parameter 2a sich innig mit ihr beriihren, and umgekehrt ersetzt

sich die Osculation einer Parabel vom Parameter b durch einen

Kruinmungskreis vom Halbmesser
,

mithin ist der Krummungs-

halbmesser der Curve = At + Bu -f Ct* -f Dtu -\- Eu* -\
---- im

Nullpunkte durch *c:r &egel)en &amp;gt;

eine durchaus eigen-

artige Herleitung, iiber welche wir darum ausfiihrlich berichtet habeu.

Um so mehr miissen wir uns mit vortibergehender Erwahnung der

weiteren wichtigen Ergebnisse des 14. Kapitels begniigen. In der

Formel fur den Kriimmungshalbmesser kommt die Quadratwurzel

-j- B* vor, die als solche positiv oder uegativ sein kanu. Euler

zeigt, dass dieses mit der Art der Wolbung der Curve /usammen-

hangt. Er zeigt ferner, dass A*E ABD -j- SPC = die Be-

dingung t iir das Unondlichgrosswerden des Krummungshalbmessers

ist, und dass dieses in Inflexionspunkten eintrifft. Bei endlichem

Kriiinnmngshalbmesser kann weder ein Inflexionspunkt noch eine

Spitze vorhanden sein, weun auch umgekehrt das Unendlichgross-
werden des Krummungshalbmessers nicht immer das Auftreten solcher

sichtbar merkwiirdigen Punkte bedingt.

Das 15. Kapitel, Von den Curven, die einen oder mehrere
Durchmesser haben, erortert die Fragen, welche bei einer sym-
metrischen Gestaltung der Curven auftreten, und welche zum Theil

schon im Voraus erratheu laasen, wie die Gleichungen solcher Curven

aussehen konnen.

Das 16. Kapitol, Von der Erfindung der Curven aus ge-

gebenen Eigenscbaften der Ordinaten, behandelt Gleichungen
wie t/

a Py -{- Q = 0, ?/ Pf -f (Jy R = Q u. s. w. mit von x

abhangenden P, Q, li
,

deren algebraische Be/iehungen zu den

abermals von x abhangenden Wurzelwerthen y = p, y = &amp;lt;j, y
= r -

iiber manche Eigenschaften der Curve Auskunft geben ;
iiber das

Vorhandensein von Durchmessern, iiber Proportionen von Streeken-

producten u. dergl.
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Das 17. Kapitel, Von der Erfindung der Curven aus anderen

Eigenschaften, ist, so weit wir uns entsinnen konnen, die erste

geschichtlich bekannte umfassende Behandlung von Curven, die

keine Spirale sind, mittels Polarcoordinaten, wenn auch ein

Name fur dieses System nicht eingefiihrt ist. Die Entfernung des

festen Punktes C von dem Curvenpunkte M bezeichnet Euler durch 0,

den Winkel der CM mit einer festen Geraden CA durch
&amp;lt;p,

und ist

C zugleich Anfangspunkt eines reehtwinkligen Coordinatensystems der

x, y mit CA als Abscissenaxe, so fiudet der Uebergang aus dem einen

Systeme in das andere durch x z cos
&amp;lt;p, y= 2 sin

&amp;lt;p,

x* -j- y
2

z*

statt. Allerdings ist fiir Euler die Anwendung dieser Polarcoordi-

naten doch nur Mittel zum Zweck, und der Zweck ist die Bestim-

mung von Curven
;
welche durch eine von C ausgehende Gerade nur

einmal, beziehungsweise zweimal geschnitten werden, den Punkt C

selbst, falls er der Curve angehort, nicht als Schnittpunkt mitge-

rechne,! Dann wird bei zwei Schnittpunkten M und N die Frage
nach der Curve gestellt, welche CM 3

-f- CN 2 constant sein lasse u. s. w.

Das 18. Kapitel ;
Von der Aehnlichkeit und Verwandt-

schaft der Curven, schickt gleich in seinem ersten Paragraphen

( 435) den wichtigen Satz voraus, dass eine Gleichung mit geo-

metrischem Sinne homogen sein miisse, wenn constante Strecken, so-

genannte Parameter, von welchen eine auch als Einheit dienen kann,

bei der Zahlung der Dimensionen mitgerechnet werden, und dass

eine nur zwischen den Coordinaten x uud y ohne Parameter statt-

findende homogene Gleichung uberhaupt keine Curve, sondern eine

Vereinigung von Geraden bedeute. Das ist also der Satz, dass

jede homogene rationale ganze Function M** Grades V0n
zwei Veranderlichen in w reelle oder imaginare Factoren

l*&quot;

n Grades zerfallt. Ist nur ein Parameter a in der Curven-

gleichung neben x und y vorhanden, so entstehen je nach Wahl
dieses a lauter einander ahnliche Curven, welche die Eigenschaft be-

sitzen, dass homologe Abscissen und Ordinaten in gleichem Verhalt-

nisse stehen. Heissen etwa x, y die Coordinaten der einen, X;
Y

die Coordinaten der anderen ihr ahnlichen Curve, so muss x=*nX
und y n T sein. Ist dagegen x = mX und y = n Y, so sind die

beiden Curven immerhin verwandt, und Euler betrachtet nun ver-

schiedene Formen solcher Verwandtschaft. Auch von Curven mit

mehreren Parametern ist in diesem Kapitel die Rede, wo die Ver-

anderung von einem, von zwei . . . Parametern eine Schar von Curven

in der Anzahl von unendlich, von unendlich mal unendlich . . . her-

vorbringt, welche durch gewisse Bewegungen zu erzeugen sind.

Das 19. Kapitel, Von den Durchschnittspunkten der

CASTOR, Geschichte der Blathematik. UI 3 2. Anfl. 53
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Curven, ist dasjenige, von welchem schon (S. 596) die Rede war,

als wir ihm zwei Eliminationsmethoden entnahmen. In der That ist

das Aufsuchen von Durchschnittspunkten stets nur eine Eliminations-

aufgabe, insbesondere wenn neben den reellen Durchschnittspunkten

auch die imagiuaren Berucksichtigung finden, in welchen nicht beide

Coordinaten reell sind.

Das 20. Kapitel, Von der Construction der Gleichungen,

benutzt das vorher fiber die Durchschnittspunkte der Curven Gesagte

zur graphischen Darstellung der reellen Wurzeln einer Gleichung mit

nur einer Unbekannten, welche zu diesem Zwecke als das Ergebniss

der Elimination einer zweiten Unbekannten zwischen zwei Curven-

gleichungen aufgefasst wird. Es stellt sich heraus, dass zwei Gerade

zur Aufldsung einer Gleichung ersten Grades fuhren, eine Gerade und

ein Kreis oder auch zwei Kreise zur Auflosung einer quadratischen

Gleichung, zwei Kegelschnitte zur Auflosung einer biquadratischen

Gleichung.

Das 21. Kapitel, Von den transcendenten Curven, kann

selbstverstandlich das Gebiet der aus transcendenten Gleichungeu

hervorgehenden Curven nicht entfernt erschopfen. Nur einzelne Bei-

spiele siud behandelt. Unter ihnen hebeii wir die in 519 erorterte

Curve xy y* hervor. Mittels y tx und t 1 verwandelt

(

&quot;&quot;

M
-}-

-

J
welches Punkte der Curve auffinden lasst. Man

erhalt z. B. als zusammengehorige Werthe: M = 1, # = 2, y =
9 27 64 256=

2,

Das 22. Kapitel, Auflosung einiger den Kreis betreffenden

Aufgaben, beschliesst den der analytischen Geometric der Ebene

gewidmeten Theil, mit welchem es eigentlich gar nichts zu thun hat.

In diesem Schlusskapitel handelt es sich ausschliesslich um naherungs-

weise
Aufl(&quot;&amp;gt;sung gewisser transcendenter Gleichungen mit Hilfe eines

doppelten falschen Ansatzes. Die erste dieser Aufgaben verlangt die

Auflosung von s=coss, die neunte und letzte die von s = tngs.

Wir sind bei dem Anhang von den Flachen angelangt, bei

dessen 1. Kupitel, Von den Oberflachen der Korper iiberhaupt.
Nuch oiner riilimenden Erwahnung von Clairanta Abhandlung iiber

die Curvon doppelter Krurnmung, deren Lehre aber nicht gesondert

voj-zutragen, sondcrn sie mit der von den Plachen zu verbinden in

Knlers Absicht liege, werden die kruinmen Oberflachen iu ihrem

/o zu der Ebene als solche erkliirt, die es nicht gostatten,
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durch irgendwelche vier Puiikte derselben eine Ebene zu legen. Das

dreiaxige rechtwinklige Raumeoordinatensystem der x, y, z wird ein-

gefiihrt, und es wird gexeigt, wie eine Oberfiaehe als Versinnlicbung

einer Gleichung zwiscben x, , z zu betraehten sei. Die acht OctantenO i *s /

des Raumes, welche mit Bezug auf die Coordinatenaxen entstehen,

werden unterschieden.

Das 2. Kapitel, Von den Scbnitten der Flachen, wenn
Ebenen durch sie gelegt werden, lehrt zrunachst die Gleicbungen

einer bestimmten Flachen kennen, von denen bier nur die Kugel,

die Cylinderflacbe, die Kegelflache, die Umdrehungsflacbe, die Flache

zweiten Grades genannt sein mogen, und zeigt dann, dass ein ebener

Schnitt gefunden wird, wenn man in die Gleichung der Flache

x = t cos & -\- v cos y - sin &
f y = v cos cp cos -ft- t sin & / ,

g = v-smq) einsetzt. Als Kegelflachen, gebildet durch eine von A
ausgehende Gerade, welcbe sicb (Fig. 130) langs des Umfangs MSTsm
irgend einer Curve hinbewegt, geben
sicb diejenigen Flachen zu erkennen,

deren Gleichung in den Coordinaten

x, y, z homogen ist, also z. B.

#2= mzx -j- #
2
-f- y

2
- Jede einer der

drei Coordinatenebenen
,

etwa der

a;?/-Ebene APQ, parallele Ebene

z = h schneidet die Flache in

/i
2 = mlix -j- x2

-\- ?/
2

,
und diese

Schnitte sind alle einander ahnlich,

sowie sie auch von dem der Flacbe

angeborenden Coordinatenanfangs-

punkte A aus in dem Verbaltnisse

ibrer Entfernung von der Ebene APQ wachsen. Auf die parameter-

lose Homogenitat der Gleichung einer Kegelflacbe hatfce auch Clairaut

(S. 781) aufmerksam gemacht.
Das 3. Kapitel, Von den Cylinder-, Kegel- und Kugel-

s eh nit ten, wendet das im 2. Kapitel Gelehrte auf die in der Ueber-

schrift genannten Flachen an und ziebt insbesondere die Kegelscbnitte

in Betracbt.

Das 4. Kapitel, Von der Verwechslung der Coordinaten,
entbiilt die Gleichungen, welche als die Eulerschen Formeln zur

Veranderung von llaumcoordinaten bekanut sind. Euler gelangt

allmablich zu denselben, indem er erstlich eine Verlegung des Anfangs-

punktes mittels x t n~ a, y= u-^l) }
2= v + c vornimmt, zweitens

drei Drehungen von Geradeu und von Ebenen nach einander voll-

. ziehen lasst. welcbe zu den Endforrneln x = p (cos cos &
53*

Fig. iao.
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sin sin & cos
t;) -j- q (cos sin # -{- sin g cos # cos

17)
r sin

sin
17+ a; t/

=
jp(sin cos # -|- cos sin # cos if) #(sin g sin #

cos cos -fr cos
i?)

r cos sin
77 ^ fe

;
=

/) sin -9- sin
ry

-j- g cos # sin ^ -f- r cos ^ + c fiihren. Die Coordinateuecke des ur-

spriinglichen wie des umgewandelten Systems ist rechtwinklig. Der

Grad der Gleichungen bleibt unverandert. Aehnlicherweise zeigen die

im 2. Kapitel des Anhangs entwickelten Formeln, dass der ebene

Schnitt einer Flache von gleichem Grade wie die Flache selbst ist.

Die Flache I*
80 Grades ax -\- (ly -\- ys = a kann mithin durch eine

Ebene nur in einer Linie lten
Grades, d. h. in einer Geraden, ge-

schnitten werden, und dadurch bestatigt sich, dass die Flache

lten Grades eine Ebene sein muss.

Das 5. Kapitel, Von den Flachen 2ten Grades, wagt sich an

die vor Euler iiiemals gestellte Aufgabe, die allgeraeine Gleichung
KS* + fly* + yxz 4- ^&amp;lt;/

2
H- e%y + &* + n 8 4&quot; y + ix -I- * ^

auf ihren geometrischen Sinn zu befragen, beziehungsweise Unter-

scheidungen je nach dem Werthe der einzelnen Coefficienten zu ver-

suchen. War bei den Curven die Frage nach dem Vorkommen un-

endlicher Aeste fttr die Eintheilung der Curven von Wichtigkeit, so

stellt sich auch bei Flachen die Frage nach unendlieh fernen Flachen-

punkten ein. Sie erfordern, dass mindestens eine Coordinate unend

lieh gross werde, und, da man bei Benennung der Axen freie Wahl

hat, so sei z = &amp;lt;x&amp;gt; in einem unendlieh fernen Punkte. Dort kommt

n z + x gegen #*, &y gegen (lye, ix gegen yxz aicht mehr in Be-

tracht, und die im Unendlichen den Ausschlag gebenden Gleichungs-

glieder vermindern sich auf a^2
-J- pyz -\- yxz+ dy

2
-f- sxy -f- x*= 0,

welches zwar eine von der ursprQnglichen Flache verschiedene Flache

ist, die aber gleichwohl bei z = oo mit jener zusanunenfttllt, ahn-

licherweise wie Asymptoten mit Curven. Da alle Glieder der neuen

Gleichung vom 2&quot;* Grade nach x, y, e sind, so hat man es, wie

im 2. Kapitel des Anhangs gezeigt worden war, mit einer Kegel-
flache zu thun, welcher der Name des Asymptotenkegels bei-

gelegt wird. Aus dessen Gleichung folgt 2ag == py ?# +
V[(/3

J

4d)y8 + 2(fty 2at)xy -f (y
2

4ag)a;
8
].

Ein unendlieh

ferner Flachenpunkt in der Richtung der e - Coordinate ist nicht vor-

handen, wenn der Asymptotenkegel nur aus dem Punkte #t=0,
y = 0, z = besteht, d. h. wenn jede Wahl fur x und y ausserhalb
des Nullpunktes ein imaginares e hervorbringt. Die Bedingungen dafilr

sind
4e&amp;gt;y, 4&amp;lt;5&amp;gt;/3

2

, 4dg&amp;gt;a, fiye + 4adg&amp;gt;
2+ dy

3+ W\
deren Eintreten eine rings begrenzte, im Endlichen verlaufende Flache

anzeigen. Das Fehlen auch nur einer dieser Bedingungen beweist
das Vorhandensein eines Asymptotenkegels, der also sicherlich schon
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als Polge von at? -f dj&amp;gt;

a
-j- /3

2
&amp;gt; fiye + 4ad sich ergibt. 1st

a s
_J_ #7/2 _j_ g^2 =/Jj/e-{-4ft:d, so wird die Gleichung des Asym-

ptotenkegels zu

d. h. sein Gleichungspolynom zerfallt in zwei Factoren, die reell ver-

schieden, oder imagiuar, oder reell einander gleich sein konnen. Im

Ganzen sind folglich fiinf Geschlechter von Flachen 2ten Grades

zu unterscheiden. Nach Gewinnung dieser Erkenntniss wendet Euler

eine Drehung der Coordinatenecke unter Anwendung seiner aus dem

4. Kapitel des Anhangs bekannten Formeln an, wahrend eine Ver-

schiebung zunachst unterbleibt, also a 6 c = sind. Die drei

Winkel, welche in jenen Formeln vorkommen, konnen so gewahlt

werden, dass drei Coefficienten in der neuen Gleichung verschwinden,

nnd dass diese bei aller Allgemeinheit nur noch Ap* -f- Bq* -f- CV
8

+ Gp -f- Sq -}- Jr -}- K= Q heisst. Die in diesem Augenblicke vor-

genommene Verschiebung der Coordinatenecke gestattet auch die Coeffi

cienten der ersten Potenzen der Coordinaten zum Verschwinden zu

bringen, und alsdann bleibt die noch immer allgemeine Gleiehung

Ax* + By* + Cz* a8
flbrig. Aus ihr folgt, dass jede der drei

Coordinatenebenen eine Diametralebene der Flache sein muss, d. h.

zu jedem Punkte einer Goordinatenebene gibt es zwei zu ihm sym
metrisch liegende Flachenpunkte. Der Coordinatenanfangspunkt selbst

ist Mittelpunkt der Flache, ob er gleich, setzt Euler in 115 des

Anhangs sofort hinzu, in einigen Fallen unendlich weit entfernt 1st.

Die Unterscheidung von Geschlechtern der Flache iegt die Vorzeichen

der Coefficienten A, B, C und deren Verschwinden zu Grunde. Man

sieht, dass Euler bei seinem ersten Versuche einer Discussion der

Flachengleichung 2toa Grades der Hauptsache nach bereits den Weg
eingeschlagen hat, der noch heute vielfach gewahlt wird, um die

gleiche Aufgabe zu losen.

Das 6. Kapitel, Von den Durchschnitten zweier Flachen,
ist die Einlosung des von Euler in der Einleitung zum Anhange ge-

gebenen Versprechens, die Curven doppelter Kriimmung von den

Flachen aus behandeln zu wollen. In der That bilden irgend zwei

Flachen, deren keine eine Ebene ist
?

bei ihrem Durchschnitte eine

Curve doppelter Kriimmung, und will man dieselbe genauer kennen

lernen, so lost sich diese Aufgabe dadurch, dass man zwischen den

beiden Flachengleichungen der Reihe nach s, y, x eliminirt und so

drei Gleichungen erhalt: eine zwisohen x, y, eine zweite zwischen x, z,

eine dritte zwischen y, s, von welchen aber nur zwei gegeben zu sein

brauchen, da die dritte als Folgerung aus diesen beiden entsteht.

Erschiene dabei eine Projectionsgleichung, welche geometrisch keinen

Sinn besitzt, wie z. B. #8
-j- y* -f- *

2 =*
0, so ware dieses ein Kenn-
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zeichen dafiir, class die beiden Flachen sich nirgend schneideu. Fiihrt

die Projectionsgleichung zu einem Punkte als bildliche Darstellung,

so beriihren die Flachen einander in einem Punkte. Beriihrung der

beiden Flachen in einer Linie verlangt das Auftreten einer Projections

gleichung des Durchschnittes mit gleichen Wurzeln. In einem Bei-

spiele wird der Schnitt der Kugel z2
-f- 1/

2
-{- #

2 = #2
niit der Ebene

az -f- fly -J- yx == f gesucht, Einset/ung von g = -
&quot; 1J~7^_ ju ^e

Kugelgleichung gibt als #i/- Projection des Durchschnittes die Ellipse
2=0 aus

wdcher - - -
ent.

steht. Nimmt man nun an
;
es sei f== 0,^0? -f- /3

2
-f- y

2
,
so geht der Werth

.., . PV* + Pr:r71
l
3/^+ V (ra x I/a ^

von ?/ uber in f/
== - -=

_/ g3

welches nur dann reell ist^ wenn die imaginare Quadratwurzel ver-

schwindet, d. h. wenn x ~^ . Alsdann wird y= --zs
uud ,2?

= ---
1~ ^ &amp;gt;

^- n - Ebene und Kugel haben nur den einen
V K ~\ P *T&quot; V

Puukt gemein, welcher ihr Beriihrungspunkt ist. Als leichtestes

Mittel, die Beriihrungsebene einer Flache in einem bestinimten

Punkte M zu finden, wird gelehrt, man solle die Flache in dem Be-

ruhrungspunkte durch eine Ebene schneiden und die Beriihrangslime
an die Schnittcurve in M suchen, diese rniisse in der die Flache be-

riihrenden Ebene liegen. Nehme man dann einen zweiten durch M
hhidurchgehenden ebenen Schnitt mit seiner Beriihrungslinie in M,
so bestimmen die beiden Beriihrungslinien die gesuchte Beruhrungs-
ebene. Wir erinnern uns auch dieses Satzes bei Clairaut (S. 782),
und Eulers Beweisfiihrung in 147 des Anhangs ist um nichts

scharfor als die Clairauts. Allerdings konnte fur Euler eine gewisse

Entschuldigung leichter als fiir Clairaut gefunden werden. Dieser nam-
lich bedieute sich aller Hilfsmittel, welche die Infinitesimalrechnung
ihm bot, wiihrend Euler ohne dieselben auskommen wollte. Er beab-

sichtigte vielleicht, wie wir wiederholt gesagt haben, eine hohere

Geometric als besonderes Werk zu sohreiben, und in diesem Sinne
kounten die letzten Worte des Anhangs verstanden werden mussen:
Reicht das Bishorige nicht hiu, HO ist dazu die Analysis des Unend-
lichen erforderlich, wozu die gegeriwartigen Bucher den Weg bahnen.
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Eulers Introductio, ein Werk, dem wir jet/.t, nachdem wir iiber

beide Biinde berichtet haben, die Bezeiclmung als ernes der inhalt-

reichsten, der schonsten, der fruchtbarsten, die jemals die Presse ver-

liessen, verleihen diirfen, ohne Widerspruch von unseren Lesern zu

befurchten, war wahrscheinlich noch im Drucke begriffen, als Eul ei

der Berliner Akademie zwei zusammenhiingende Aufsiitxe einreichte,

durchaus geeignet, bei den Geometern im engeren Sinne dieses Wortes

Aufsehen zu erregen. Die Ueberschriften lauten: Sur une contra

diction opparcnte dans la doctrine dcs Ugnes cowles*), iiber einen

scheinbaren Widerspruch in der Curvenlehre, mid Demonstration sur

le nombre dcs points ou deux Ugnes d un ordrc qudconque peuvcnt se

couper-}, iiber die Anzahl der Schnittpunkte zweier Curven beliebigen

Grades.

Der im ersten Aufsatze gemeinte Widerspruch ist folgender.

Eine Curve wten Grades besitzt in ihrer allgerneinsten Gleichung

!L2I_5 Coefficienten, ist also durch ebensoviele Punkte bestimint,
t

z. B. eine Curve 2ten Grades durch 5 Punkte, eine Curve 3ten Grades

durch 9 Punkte. Eine Curve wten Grades und eine solche nica Grades

konneu einander hochstens in mn Punkten schneiden, zwei Curven

3ten Grades also in 9 Punkten. Dann gibt es aber zwei Curven

3ten
Grades, die durch 9 gegebene Puukte gehen, und die 9 Punkte

bestimmen die Curve nicht. Noch auffalliger ist der Wr

iderspruch

bei Curven von hoherem als dem 3ten
Grade, bei welclien imnier

n2
&amp;gt;

- - ist. Euler zeigt, dass hierdurch nur der Beweis geliefert

ist, es sei nicht immer wahr. dass ~~ Punkte
2 a . o . c

zur Bestimmung einer Curve nten Grades ausreichen,

weil diese Bestimmung auf die Auffindbarkeit von
ti f e t

f

^-~r-- Coefficienten aus ebensovielen Gleichunen

l ten
Grades, welche die erwahnten Coefficienten als y* h ?

Unbekannte besitzen, beruht, wahrend jene Auffind- Fig . 131.

barkeit nur dann vorhanden ist, wenn die betreffenden

Gleichungen alle von einander unabhiingig sind. Seien /. B. (Fig. 131)

9 Punkte a, l&amp;gt;,

c
} d, c, / , g, h

}
i quadratisch geordnet, und sei u

J

) Histoire de I Acadcmie de Berlin. Annee 1748, T. IV, 219 233.

*) Ebenda T. IV, 234248.
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die Entfeninug von je zwei neben einander oder senkrecht unter

einander liegendeu Punkten 1

).
Sei c der Anfangspunkt der recht-

winkligen Coordinaten mit der Abseissenaxe clef und der Ordinaten-

axe belt. Man erkennt sofort, dass die Curve iny(y* tr)
5= nx(x- a8

) durch die Punkte hindurchgeht, d. h. dass diese

Gleichung durch die Coordinaten der 9 Punkte erfiillt ist, welcheu

Zahlenwerth auch m und n besitzen. Wablt man also einmal m.

und o ein andresmal ma
und na

u. s. w., so erhalt man beliebig
viele Curven 3ten

Grades, die alle durch jene 9 Punkte hiridurchgehen,
und die mit AusnaLme der Falle m = 0, oder n = 0, oder m = n

}

oder m = n wirklich e Curven sind. In jeuen Ausnahmefalien hat

man es mit drei Geraden, oder mit einer Geraden und einer Ellipse
zu thun, da die Gleichungen alsdann x(x -\- ct) (x )

= 0,
Kr-h )(*/ )

=
0, (y x)(y* + xy + a? 2

)
==

0, (y + x)

(y
2

xy -j- ^
a a

)
= heissen.

Der /weite Aufsatz versuclit den allgemein als wahr angenom-
uienen, aber niemals streng bewiesenen Satx. von den mn Dureh-

schnittspunkten einer Curve witea Grades mit einer solchen wten
Grades,

wofera man die iui Unendlichen liegenden, sowie die imaginaren
Durchschnittspunkte mitzahlt, Curven dagegen, die in einzelnen grad-

linigen oder krummlinigen Aesten zusammenfallen, nicht als einander

schneidend auffasst, zu sichern. Wir haben wiederholt von diesem
Satze gesprochen, haben auch fiber Eulers versuchten Beweis von
1748 bei Gelegenheit der Aufgabe, eine Unbekannte zwischen zwei

Gleichungen zu eliminiren (S. 598), berichtet und damals hervor-

gehoben, Euler scheme selbst die Empfinduug von der Unzulanglich-
keit seiner Folgerungen besessen zu haben.

Auch in dem unmittelbar folgenden Bande der Berliner Ver-

oflFentHchungen
2

) begegnen wir einem Aufsatze Enlers: Sur le point
de relroussement de la seconde espece de M. le Marquis de I Hopital
Es ist eine Rechtfertigung von De L Hopitals Eflckkehrpunkten
zweiter Art, die einem Schnabel gleichen

8
), gegen De Guas

Angriffe (S. 796). De Gua sei allerdings berechtigt gewesen anzu-

nehmen, eine Curvengleichung lasse sich, wenn die Abseissenaxe die

Curve im
Coordinatenanfangspunkte berfihre, in die Form y = --

AxBx*Cx*...
bringen, aber die weitere Folgerung,

l
) Bei Euler heisst die Entfcrnung o. Wir wiihlten a, urn die Ver-

wcchslung mit dem Punkte a auszuschliessen.
) Histoire de VAcademic

Berlai. Annee 1749. T. V, 204-221.
) semblabks d un bee d oiseau

bagt Euler m 1 seines Aufsatzeg unter erstmaliger Anwendung dieeca
Aubdrucks.
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jene Gleichnng gelie in unmittelbarer Nahe jenes Anfangspuuktes in

/Y&amp;gt;S

y = - fiber
7
und deshalb miisse die Curve auf der positiven und

auf der negativen Abscissenseite, unmittelbar nach wie unmittelbar

vor dem Anfangspunkte, genau die gleiche Gestalt haben, sei irrig.

Die Glieder mit hoheren Exponenten verschwinden gegen a? nur,

wenn sie reell sind, d. h. wenn m, n, & ganze Zahlen oder Briiche

mit ungradem Nenner sind. Sei etwa y = x -\- xYx die Gleichung

einer durch den Coordinatenanfangspunkt gehenden Curve. Nach

De Guas Auffassung mtisste die Curve mit der Geraden y x nahe-

zu zusammenfallen
;

also im Anfangspunkte die Abscissenaxe unter

einem Winkel von 45 schneiden. Das findet aber nur nach der

positiven Abscissenseite zu statt, wahrend auf der negativen Seite

y = x #]/ x imaginar ist und das Aufhoren der Curve im

Coordinatenanfangspunkte anzeigt. Die Curve (y x)*
== x* erstreckt

sich nur nach der Seite der positiven x und hat im Coordinaten

anfangspunkte einen Riickkehrpunkt erster Art. Nun betrachte man

(y ax*)*
= 0V oder y = ax2

px*Yx (Fig. 132). Die Parabel

y = ccx* erstreckt sich als L AL rechts und links von der Ordinaten-

axe, aber die Curve (y a a;
8
)
2

==
/3

2a^ hat nur die Aeste AM,
AN mit gleichen Ordinaten-

entfernungenLM von der Parabel

nach oben und unten, wahrend

auf der negativen Abscissenseite

kein Curvenpunkt vorhanden ist.

In A findet ein Ructkehrpunkt
zweiter Art statt, welchen De Gua

gemeint hatte, leugnen zn sollen. Euler macht dazu die Bemerkung,
der Halbmesser der Evolute sei in jenem Punkte von endlicher

Grosse 1
).

Er meint damit, der Krtimmungshalbmesser von (y #2
)
2

==
/5

8
a;
5

sei bei x = y = von endlichem Werthe, und in der That

1 *+
wird derselbe dort 5- Ist y ux* + fix

* und m eine un-

k+^
grade, n eine grade Zahl, damit das Glied fix

* ein doppeltes

Vorzeichen besitze, so verlaaft die Curve immer in zwei Aesten vom

Coordinatenanfangspunkte nach der positiven Abscissenseite. Der

Exponent A* iibt einen eigenthiimlichen Einfluss auf die Gestalt der

x
) Histoire de I AcatMmie de Berlin. Annee 1749. T. V, 210: La courbe

au commencement oft x= Q, im point de rebrovssement de la seconde espece, et le

rayon de la developpee est dans ce point d une quantite finie.
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Curve 1
), ohne class auf die Ganzzahligkeit von

, vorausgesetzt dass

es, wenn gebrochen, keinen graden Neimer besitzt, also keiue Zwei-

deutigkeit von a.x
k

bedingt, Gewicbt zu legen ware. Wir hiiben ge-

sehen, dass im Anfangspunkte der Coordinaten, der zugleich Anfangs-
punkt der Curve ist, ein Kiickkehrpunkt stattfindet. Er

ist, vvie wir
auch schon gesehen haben

7
erster Art bei k1. Bei A?&amp;gt;2 ist

er zweiter Art und der Kriimmungshalbmesser unendlichgross. Bei
1

&amp;lt; k &amp;lt;
2 ist der Riickkehrpunkt wieder zweiter Art und der Kriim

mungshalbmesser 0. Bei 7t
&amp;lt;

1 wird die Curve senkrecht zur Ab-
scissenaxe mit einem Rfickkehrpunkte zweiter Art, in welchem die

Ordinatenaxe beide Curvenaste beriihrt und der Kriimmungshalbmesser

ist bei
g

&amp;lt;
7j

&amp;lt;
1 und oo bei k

&amp;lt;

*- Euler geht hier auch be-

ziiglich des Kriimmungshalbniessers wesentlich iiber das hinaus, was
De L Hopital (S. 247) angegeben hatte.

Noeh 1748 erschien in Mailand ein von einer Dame verfasstes

Werk, dessen wir hier wie der Verfasserin, Maria Gaetana Agnesi
2

)

(17181799), zn gedenken haben. Eine Hauptquelle fur die Kenntniss
ihres Lebens ist eine von Antonio Francesco Frisi herrflhrende

Lobrede. Man darf diesen nutiirlich nicht mit seinem Bruder Paolo
Frisi (17281784), Professor der Mathematik in Mailand und Ver-
fasser verschiedener anderer Lobreden, welcher 15 Jahre vor der

Agnesi starb, verwechseln. Maria Agnesi war in Sprachen ausser-

ordentlich bewandert und hat auch der Mathematik, erfolgreiche Be-

inuhungen ragewandt. Nicht als ob sie, sagt ihr Lobredner, eine
tiefe Spur von sieh hinterlassen hatte, aber sie nahm einen ehren-
vollen Platz unter den grossen Mathematikern des XVIII. Jahrhunderts
om. Im Juni 1748 nahm die Akademie von Bologna sie unter ibre

Mitglieder auf, im gleichen Jahre erschienen die Istituzioni analitiche
(id uso (Mia yiovcntu ituliana von Maria Agnesi in zwei starken

Quartbanden, und dieses Werk wurde so sehr geschatzt, dass es ins

Englische, und wenigstens der zweite Band auch ins Franzosische
ubersetzt wurde. Zwei Pariser Akademiker, De Mairan und Mon-
tigny, ruhmten das Werk als das vollstandigste und bestgearbeitete
seiner Art. Unter rnancherlei Curven, an welchen die Methoden der

Infinitesimalrechnung geiibt werden, ist auch eine, mit welcher schon
Fermat bekannt war, der sich in seiner Abhandlung iiber die Quadra-

J
) Histoire dc I Academic de Berlin. Annee 1749. T. V, 211 212.

) J. Boyer, La ntathematicicnne Agnesi in der Eevue Cafholique des Revues
s et etrangeres vom 20. Miirz 18-J7, pag. 451-458. - Gino Loria,

Verstera visiera c pseudo-versiera in der Bibliotheca mathematica 1897, pag. 7
bis 12 und pag. 3334.
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tureii
1

)
mit der Gleichung W = a2

e -j- 2&amp;gt;

2
e und init der Fliiche der

durch diese Gleichung bezeichneten Curve beschaftigt. Da Ferrnat

a fiir die Abscissen, e fur die Ordinaten
;
b fur irgend eine constante

Strecke zu schreiben pflegte (Bd. II
;

S. 817), so war jene Curve die

mit der Gleicbung a3 =
(a

2
-f- 3?)y, aber Fermat hatte sie weder ge-

zeichnet noch sich eingehender mit ihr beschaftigt Er hat iiur gezeigt,

dass, wenn man Substifcutionen vornimmt, welche wir in die Formeln

y = ,
x = kleiden d(irfen

?
die Kreisgleichung |

2

-f- rf
~ a 3 ent-

C6 7]

stehe, dass folglich die Quadratur der urspriinglichen Curve von der

des Kreises abhangen miisse.

Maria Agnesi hat eine geometrische Definition der Curve aus-

gesprochen und hat ihr von ihrer geschwungenen Gestalt (Fig. 133)

den Namen versiera beigelegt
1

),

den wir bei der sprachwissen-

schaftlichen Gewandtheit seiner

Erfinderin mit veriere (wenden)
in Verbindung zu bringen alle

Veranlassung haben. Die Defi

nition ist folgende: Ein Kreis

mit seinem DurehmesserA C= a #ig. 133.

sei gegeben, ebenso seine Be-

ruhrungslinien AG, CE an den Endpunkten des Durchmessers
,
AG

und AC sind Theile der im Anfangspunkte A senkrecht zu einander

stehenden Coordinatenaxen. Wird BM in irgend einem Pankte S
der AC senkrecht errichtet und der Punkt M dieser Senkrechten

mittels der Proportion AB:ACBD:BM bestimmt, so gehort

er der Curve an. Eine bequeme Construction von M ist folgende:

Nachdem BD _L AC gezogen ist, verbindet man A mit D gradlinig

bis zum Durchschnitte mit CE und zieht dann EM
\\
A C. Ist

AS y, SM= x, so heissb die Proportion y : a = Yy(a y) : x,

und daraus findet man die Gleichung a3=
(a

2
-}- x*)y.

Wenn wir uns jetzt der im Jahre 1750 erschienenen Introduction

a I analysc des lignes courbes algebriqucs von Gabriel Cramer zu-

wenden, von welcher schon im 106. Kapitel (S. 605 flgg.) die Rede

war, so konnte die Zeit der Veroffentlichung vermuthen lassen, das

Werk sei unter dem ganzen Einflusse von Eulers Introductio verfasst,

wenn nicht Cramer dem widersprache, ein Widerspruch, der allerdings

einen fast mehr als unbedingten Glauben an Cramers Wahrhaftigkeit

J
) Fermat, Oeuvres I, 279280 und III, 233234.

zioni analitidic I, 380381 und 391 393.

2
) Agnesi, Istitu-
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Ton dem Leser verlangt. Newtons Enumeratio, Stirlings Curven

3**&quot; Grades, die Aufsatze von Nicole, von Bragelongne, die uns

im 114. Kapitel bekannt geworden sind, De Guas Usage de 1 Ana-

lyse de Descartes nennt Cramer als von ihm benutzte Vorarbeiten,
um alsdann fortzufahren 1

):
Ich wtlrde grossen Nutzen aus Eulers

Einleitung in die Analysis des Unendlichkleinen gezogen haben, wenn
dieses Buch mir fruher bekannt geworden ware. Da sein Gegenstand
fast der gleiche wie der meinige ist, so ist dariiber nicht zu staunen,
dass unsere Folgerungen einander oftmals begegnen. Allein der

Unterschied der Methode ist so gross, als er nur bei Bearbeitung
des gleichen Gegenstandes sein kann. Ich sage das nicht, um dem

Wege;
den ich eingeschlagen habe, vor dem Eulers einen Voraug zu

beanspruchen, sondern nur um den Leser auf die Verschiedenheit

hinzuweisen.

Wir wollen fiber Cramers ungemein ausfiihrliches auf 680 Quart-

seiten sich ausdehnendes Werk genauer, wenn auch so kurz als thun-

lich berichten und vorausschicken, dass Cramer nicht weniger als

33 Tafeln sorgfaltig gezeichneter Figuren beigegeben hat, aus welchen

man den Lauf vieler auch recht absonderlicher Curven geiiau
kennen lernt.

Das 1. Kapitel, Von der Natur der Curven im Allgemeinen
und ihren Gleichungen, beschrankt /unachst die Untersuchung
auf ebcne Curven unter Ausschluss derjenigen von doppelter Krfim-

mung
2
).

Jede Curve kennzeichnet sich durch erne Gleiehung zwischen

den in eineni bestandigen Winkel gegen einander geneigten Strecken

x, y, welche ihre Coordinaten heissen. Die Art der Gleiehung beein-

flusst die Natur der Curven, und nun tritt die zweite Beschrankung
auf algebraische Curven em b

). Zahlreiche Beispiele lehren die Ein-

deutigkeit und Vieldeutigkeit der Ordinaten, ihre endliche oder un-

endliche Grosse, ihr Imaginarwerden bei gewissen Abscissenwerthen
kennen. Man erfahrt von der Vereinigung mehrerer Curven, deren

Gleichungspolynome mit einander vervielfacht = gesetzt werden 4
),

von der Erleichterung beim Aufsuchen einzelner Curvenpunkte, die

darin liegt, dass man nicht y als Function VOL x, sondera x und y
als Functionen einer dritten Vei-anderlichen z darstellt

6
), wie z. B.

/ + x*y* + ^y
3 o^ == 0, indem man x = ya einsetzt, in

^* 2 g* %g
y =&quot;=

z * + i )
x =

a t i

t iibergeht. Es fallt sehr schwer, hierbei

nicht an das zu denken, was wir (S. 702) aus dem 3. Kapitel des

) Cramer, Introduction a Vanalyse dea lignes courles. Preface, pag. XI.

*) Ebenda pag. 3
) Ebenda pag. 8.

&amp;lt;)

Ebenda pag. 28. 8
)
Ebenda

pag. 34,
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I. Bandes der Introductio berichteten, insbesondere wenn man beriick-

sichtigt, dass Cramer wie Euler bei dieser Parameterdarstellung
der Curvengleichung, um einen unserer Zeit angehorenden Kunst-

ausdruck zu gebrauclien, an nichts Anderes dachten, als an die Mog-

lichkeit, dadurch ohne grosse Miihe beliebig viele einzelne Curven-

punkte ermitteln zu konnen. Auf die Gleichung einer Zusammensetzung
von Raumgebilden zuriickgreifend, bemerken wir, dass Cramer ein

nicht in Factoren zerlegbares Gleichungspolynom irreductibel 1

)

genannt hat, und dass er an einer spateren Stelle
2

) von reductiblen

Gleichungen neben den irreductiblen spricht, um die Zerlegbarkeit

oder Nichtzerlegbarkeit des Gleichungspolynoms in Factoren an-

zudeuten.

Das 2. Kapitel, Von den Veranderungen, welche die Glei

chung einer Curve bei Beziehung derselben auf andere

Goordinaten erleidet, unterscheidet die Falle der Verlegung des

Anfangspuuktes, der Drehung der Coordinatenaxen, der Vereinigung
beider Veranderungen und gibt fur jeden Einzelfall die ihm ent-

sprechenden Formeln.

Das 3. Kapitel, Von den verschiedenen Ordnungen der

algebraischen Linien, spricht von dem Grade der Curvengleichungen,
welcher mit der Ordnung der Curven oder Linien zusammenfallt 8

).

Den gleichen Tausch der beiden Worter gestatteten sich. nabezu alle

Schriftsteller. Wird eine Coordinatenveranderung von den x und y
zu neuen geradlinigen Coordinaten z und u vorgenommen, was mittels

x = m -f- pa -f- ru, y = n -f- qz -j- su geschieht, so bleibt
;

wie

De Gua bemerkt habe, der Grad der Gleichung unverandert 4
).

Wir
habeu in der That auf diesen Satz bei De Gua (S. 798), auf eben

denselben bei Euler (8. 803) hingewiesen. Nun folgt die Schilderung

von Newtons Parallelogramm, von De Guas Dreieck 5
), von welcher

(S. 605) die Rede war, und auch was wir (S. 607 608) aus dem

Anhange zu Cramers Werke berichteten, schliesst sich eng an das

3. Kapitel an, denn nach der Bemerkung, dass die allgemeinste Curven-

gleichung v** Grades aus
(t?+ 1Kt&amp;gt; + 2)

Gliedern mit ^JLD Coeffi-

cienten bestehe, und dass diese Coefficienten aus der Kenntniss eben

so vieler Punkte, welche der Curve angehoren sollen, mittels lauter

Gleichungen lten Grades gefunden werden konnen, verweist Cramer 5
)

fur die Ausftthrung dieser algebraischen Aufgabe auf seinen ersten

Anhang und weiter unten 7

) auf seinen zweiten Anhang fur den Beweis

J

) Cramer, Introduction a I analyse des lignes courses pag. 29. 2
)
Ebenda

pag. 63. 3
) Ebenda pag. 53.

4
) Ebenda pag. 54. 6

) Ebenda pag. 54 57.

6
) Ebenda pag. 60. 7

)
Ebenda pag. 76.
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des Satzes, daas eine Curve mten und eine Curve ten Grades einander
hochstens in mn Punkten schneiden. Findet sich eine Ausnahrae
davon, hat z. B. die in fiinf Punkten erfullte Gleichung 2ten Grades
mit einer Gleichnng l ten Grades drei Wurzeln geinein, so stellt jene

Gleichung 2 t( n Grades keine Curve, sondern zwei Gerade dar, deren
eine durch drei von den gegebenen Punkten, die andere durch die

zwei iibrigen Punkte geht
1

).
Gleichfalls als Paradoxon, dessen Losung

keine Schwicrigkeit bereite, stellt Cramer es dar 2
), dass zwei Curven

3ten Grades einander in neun Punkten schneiden, also beide durch

diese neun Punkte hindurchgehen, wahrend doch -- = 9 Puiikte
y

eine cul)ische Curve bestiminen soUeu, ein Paradoxon, welches bei

Curven vtea Grades noch scharfer hervortrete, sobald -^-t^
&amp;lt;

v 2
sei.

I

Der Gnmd dieser Erscheinung liege darin, dass n Gleichungen
l
ten Grades /.war im Allgemeinen zur Bcstimmung von n Unbekannten

ausreichen, dass aber auch Umstande eintreten konnen, welche eine
Unbestimmtheit einiger Unbekannten bedingen. Das ist auch (S. 819)
von Euler 1748 bemerkt uud veroffeutlicht worden, doch scheiut
Cramer davon nicht gewusst zu haben, wenigstens nennt er Euler
nichi Die geometrisch merkwiirdige Thatsache hat unter Benutzung
von Cramers Ausdruck den Namen des Euler-Cramersehen Para
doxon fu-halten.

Das 4. Kapitel, Einige Bemerkungen iiber die geometri-
sche Construction von Gleichungen, will zeigen, wie die

Durchschnittspunkte zweier Curven zur Auffindung der Wurzeln einer

Gleichung mit nur einer Unbekannten nutzbar zu machen sind. Sei

y die Unbekannte der aufzulosende i Gleichung, welche die Anfangs-
gleichung heissen mag, so kann fast nach Belieben eine Curven-

leichung zwischen y und einer Hilfsunbekannten x aufgestellt und
ihrer Hilfe eine Umformung der

Anfangsgleichung vorgenommen
werden, welche die zweite

Curvengleichung erzeugt. Die Ordinaten

Durchschnittspunkte beider Curveii sind die Wurzeln der An-
angsgleichung. Beispielsweise

3

) wird f = a*l auf y*
=-- ax in Ver-

bindung mit x* = ly zuriickgefiihrt. AUerdings hat die betonte au-
;enaherte Willkur, die bei der Wahl der ersten Curvengleichun-
herrscht 4

), ahre Grenzen. Der
Schnittpunkt, der eine Gleichungs-

efern
soil, darf kein imaginarer sein. Man hat if + 15 3

y/

) Cramer, Introduction a Vanalyse des lignes courbes pa- 77-73.
Kbenda pag. 78-79.

*&amp;gt;
Ebenda pag. 80-81.

&amp;lt;)

Ebenda pag. 83:
k la ptmOn des deux equations wMenninvs qtti senent a canstnire

line hguhte esi p-esqae urbitraire.
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Wiihlt man nun die Curvengleichungen if ax*
7 yx

2
-j- 15a2

i/

-j- 14a3 = 0, welche durch Elimination von x die Anfangsgleichung

liefern, so zeigt sich, dass unter Voraussetzung von a&amp;gt;0 die Curve

y
3 ax*= nur oberhalb der Abscissenaxe, die Curve yx

2
-^- 15

&amp;lt;&y

-[- 14a3 = nur unterhalb der Abscissenaxe verlauft, dass also aus-

schliesslich imaginare Durchschnittspunkte der beiden Curven statt-

finden
;
wahrend die Anfangsgleichung zwei reelle Wurzeln besitzt

1

).

Eine andere Schwierigkeit kann dadurch entstehen, dass die Curven

mehr reelle Durchschnittspunkte besitzen, als die Anfangsgleichung

reelle Wurzeln. Diese Unbequemlichkeit erscheint, wenn zwei Durch

schnittspunkte in Bezug auf die Hilfsunbekannte zwar verschieden,

in Bezug auf die anfangliche Unbekannte aber in Uebereinstim-

mung sind 2

).

Wir erinnern uns hier an die Abhandlung von Rolle und

De la Hire aus den Jahren 1708, 1709, 1710 (S. 392393). Sehr

verwandten Inhaltes war 1727 ein Aufsatz von Jacob Hermann 3
).

Hier findet sich die Bemerkung, man solle als erste Curve eine solche

wahlen, deren Ordinaten von beginnend alle Werthe bis oo (Her

mann meint wohl eigentlich bis + oo) durchlaufen, damit unter ihnen

jedenfalls die reellen Wurzelwerthe der Anfangsgleichung, deren Un
bekannte die Ordinate geworden ist, vorkommen 4

).
Dann findet sich

bei Hermann eine zweite Regel
5
).

Sei die Anfangsgleichung vom

Grade 2n
}
was entweder thatsachlich der Fall ist, oder, wenn ihr

Grad 2n 1 gewesen sein sollte, durch Vervielfachung mit y erzielt

werden kann. Dann gibt es einen Ausdruck y
n

-J- gy
n~ l + -f&quot;^&amp;gt;

welcher genau oder annahernd die Quadratwurzel des Gleichungs-

polynoms der Anfangsgleichung darstellt, und dessen Coeificienteu man

soviel als moglich durch Vergleichung von (y
n

-\- gy
n ~~ l

-f-
* + &)

2

mit dem Gleichungspolynome der Anfangsgleichung bestimmt. Man

soil alsdann die parabolische Curve mx = y
n

-f- gy
n~ l

-\-
- -

-j- & als

erste Curvengleichung wahlen und mittels ihrer und der Anfangs

gleichung durch Einsetzung von tnx in letztere die zweite Curven

gleichung sich verschaffen.

Cramer eignet sich in seinein 4. Kapitel unter Berufung auf

Hermann diesen Vorschlag in der Form an, man solle die erste Curve

so wahlen, dass in ihrer Gleichung die Hilfsnnbekannte nur in erster

*) Cramer, Introduction a Vandlyse des lignes courbcs pag. 84 85.

8
) Ebenda pag. 8586. s

)
Observatio in sahediasma Rollii de constmetione

aequationum. Miscellanea Serolinensia T. Ill, 131146. 4
) Ebeuda III, 135.

6
) Ebemia III, 142143.
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Potenz auftrete, weil dann sicherlich nur eindeutige reelle Werthe

derselben in Frage kommen konnen 1

).
Auch eine andere Grenze hat

man der Wahl der ersten Curvengleichung gesteckt, indem man die

beiden Curven von so wenig als moglich verschiedenem Grade zu

erhalten wiinscht oder noch andere Zwecke erfullen will, wofiir

Cramer gleichfalls Regeln aufstellt, die zwar schon von Jakob Ber

noulli, von De L Hopital, von Stirling ahnlieh gegeben waren,
die aber Cramer einer eicgehenden Priifung unterwirft 8

).

Das 5. Kapitel, Werth des Productes der zu einer Abscisse

gehfirenden Ordinaten, gilt einem Satze, der, wie so Vieles bei

Cramer, nicht grade neu ist, fiir den er sich auch auf Newton,
Stirling, De Gua uuter genauer Stellenangabe beruft, der aber in

seiner Behandlung durch die eingehendste Erorterung an Bedeutung

gewinnt. Sei (Fig. 134) die Curve QMSLEN vom Grade v. Ihre

Gleichung, die man nach

y geordnet und auf ge-

bracht hat, beginne mit

(KX? -f fix*-
1
-f ya?-

2

-\
----

)y&quot;~~*
und schliesse

mit Ax- f

-f- Ex
- - 1

+ CV-&amp;lt;--f..... Be-

trachtet man ax* -f- fix**
1

+ yx
~*

-\
---- = und

denkt sich AT, AV,
184 AX - als die aus-

schliesslich reellen Wur-
zeln dieaer Gleichung, so kann man KX* -f- ftx*~

i
-f- yx*~* -{-...=

cc(x AT) (x AT) (x AX) - - - setzen. Ferner geht die

Curvengleichung in y= in Ax -
-^- Bx

- - 1
-f Cx- -*

-\
----=

fiber, und die wieder ausschliesslich reellen Wurzeln dieser letzteren

Gleichung sind nothwendig AQ, AR, AS--, wenn die Curve die

Abscissenaxe in Q, E, S - -

schneidet; man kann daher Ax -
-f-

setzen. Dividirt man die Curvengleichung durch den Coefficienten

von y~ ,
was immer gestattet ist, weil man das Gleichungspolynom

nicht mit dem ersten denkbaren, sondern mit dem ersten wirklich

vorhandenen Gliede hat beginnen ksseu, und setzt fiir ihn sowie
ftir das letzte von y freie Glied die soeben gefundenen Werthe,

so nimmt die Curvengleichung die Gestalt an
y&quot;- -\

-----f
&quot;

!

) Cramer, Introduction a I analyse des lignes courbes pag. 86 87.

*) Ebenda pag. 88108
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(x AQ) (x AK) (x AS} A , , ,
. . j -117-1.1.

ri~7-- -i^A = 0, welche bei jedem Werthe von x
(x A T) (x A J

) (x A X)
die zugehorigen Ordinaten y liefern* mass, z. B. y LP, y = MP,
y = NP---, wenn x = AP gesetzt wird. Dadurch erkonnt mau,

dass LP HP . NP = ^l1^--*-f ,
und darin besteht der

(X j: L &quot; V J -A.

in der Ueberschrift des 5. Kapitels gemeinte Satz von dem Producte

der Ordinaten 1

).
Cramer verfolgt seine Bedeutung bei verschiedeneu

Werthen von v auch in den Fallen, in welchen die verschiedenen in

dem Satze vorkommenden Gleichungswurzeln nicht sammtlich reell sjnd.

Das 6. Kapitel, Von den Durchmessern, Gegeudurchmessem
und Mittelpunkten der Curven, geht aus von dein Coefficieuten

des zweithochsteu Gliedes der wie im ,5. Kapitel nacli y geordneteii

Curvengleichung (ax* -j- fix
- 1

-f- &amp;gt;}y*~

l

-\- (arr
+ 1

-f- bx
f

-j- )

y-f-i _j
---- = 0. welche auch in f~* -f

^+1 + fcjM_^_ v~ t~i
r
axl

4-px -*~\-

-^-
. . , = umgeformt werden kann. Bei Annahme irgend einer, Ab

scisse x, zu weloher v I Ordinaten ?/ gelioren, ist r- ,_&quot;T-..

a i; -f jSo;--
1
-!-.

die Summf aller dieser Ordinaten, und das Gleiche fiodet statt, wenn

j. n j. n I

1

-f bx
l

-\
----

,man die v s Ordinaten einer Curve y
v~

-\
----~

~r~~t
---T &quot; ~

^&amp;gt;

ax&quot; -{-fix -j-

welche zur Abscisse x gehoren, negativ zu einer Sumine vereinigt.

Heissen die zu x AP gehorenden Ordinaten der ei\sten Curve PM,
Pm

f Pp-&quot;, die der zweiten Curve PN, Pn, Pv --, so ist also

PM -f- Pm + Pti H---- =*PN+ Pn -f- Pv -\
----

. Der Satz hat

die einfacbste Gestalt, wenn t == s, d. b. wenn die beiden Curven

gleichungen in ibren zwei ersteu Gliedern uud mitbin aucb in der

Anzahl der in jeder derselben zu einer Abscisse geborendtm Ordi

naten genau iibereinstimmen. Dann ist (PM PN) -f- (Pm Pn)
-f- (Pft Pv) -{-

= NM -f- nm -f- vy. -f-
= 0, und die gegen-

seitige Lage der Punkte N und M, n und in, v und p -

gibt dafiir

den Ausschlag, welche Strecken positiv, welche negativ sind 2

).

Cramer besclirankt hierauf die Allgemeinheit des Satzes weiter. Er
nimnit #==0 an und y* -f (ax -}- ft)?/*&quot;

1 n^s ^^e Anfangsglieder beider

Curvengleicbungen. Die eine Gleicbung kann als Vereinigung von

v Geraden gedacbt werden
,

d. h. ihre Gleicliung als (y -f- ai& ~\~ ^\)

(y -f &quot;2^ + ^ &quot;(y + a x + *&amp;gt;)

=
0, -wobei es genflgt, alt % ,

- a, und blf b*,
-

b, so zu wablen, dass a
t 4 a

a -f- &quot;f&quot;

ap
=*

a,

bi -\- b
2 -{- -{- b, b werde. Es stelit des Wciteren uichts im

) Cramer, Introduction ft Vunalyse ties lianes courbes pag. 108110.
*; Ebenda pag. 129131.

CJLHTOB, Gegobluhte der Mathematik. OI 3. s. Aufl 54
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Wege flj
=

a^
= = a v

=
,

&
t
=

Z&amp;gt;

2
= = &,,= - zu wahlen,

so class die v Geraden zusammenfallend die Gleicliung (// -j- x
~|

\ =0
erhalten uud mit der Ordinate PS, die zur Abscisse A P gehort,

nur einen Durchschnittspunkt S besitzen. Alsdann ist SM -\- Sm
-f- S(i -{-

= und die v-fache Gerade ist ein Durcbmesser der

Curve 1

)
in dem von Newton diesem Worte beigelegten Sinne

(S. 422). Da aber jede Curve tcn
Grades, wenn sie nicht von vorn

herein eine Gleiehung mit den Anfangsgliedern y* -[- (ax -f- &)^*~*

besitzt, durcli Drehung der Coordinatenaxen zu einer solchen gelangen

kann&quot;),
so bat jede algebraische Curve geradiinige Dureh-

messer. Wie das zweithochste Glied der Gleiehung if -}- (ax-\- l&amp;gt;)if~~

l

-j- (cx*-{- dx -|- c)if-~ -f-
= dureh seinen Coefficienten die ent-

gegengesetzte Summe der Wurzeln darbietet, so steht der Coefficient

von y*~
2 in Beziebung zu der Summe der Producte der Wur/eln zu

je zweien u. s. w., und daraus folgeu Satze fiber sogenannte krunim-

liuige Durcbmesser. Die in der Ueberscbrift des 6. Kapitels ge-
nannten Gegendurcbniesser stellen einen von Bragelongne eiu-

gefiibrten Begriff dar 3

) ?
der sich aber in der Geometric nicht zu

erbalten wusste, und dessen Erorterung wir uuterlassen. Als Mittel-

punkt
4
) wird in vollstandigern Anschluss an De Gua (S. 794) der

Punkt bezeicbnet, von dem aus nach alien llichtungeu syminetriseh

gelegene Curvenpnukte zu erkennen sind.

Das 7. Kapitel, Bestimmung der grossten Glieder einer

Gleiehung: Grundzuge der Methode der Keihen, soil den

Ueberj/ang zur Bescbiiitigung mit deii uiiendlicben Aesteu der Curven

hihkiu. In eineju unendlicb fernen Punkte iiberwiegen diejenigen

Glieder, welcbe hohere Potenzen einer unendlicbgrossen Strecke ent-

halten, gegcn andere, und diese letzteren durfen vernachliissigt werden.

Das ist uugemein einfacb, wenn nur eine Grosse, etwa x
t
unendlicb-

gi-oss winl, al&amp;gt;t r wenn zwei Veranderliche x und y vorkommen, von
-) i!(n man zum Voraus, namentlich bei vielgliedrigeii Gleichungen,
nicbt weiss, ob sic beido unendlichgross werden, und, wenn das der

Fall sein sollte, welclie Ordnuug der Unendlichkeit jede erreicbt, ist

t-s viol
schwieriger, die grossten Glieder des Gloichungspolynoms /u

tnnitteln, gegen welcbe alle andcren verscbwinden. Klar ist vor

itllfn Diugefe, dass mindestens zwei Glieder des Gleichungspolynoms
uneudlichgross von gleicber Ordnung seiii mtissen 5

),
weil ein ein-

l

) Cramer, Introduction a I wiaJyse des lignes courbes pag. 131134.
Ebenda pag. 134-135.

&quot;)
Ebeuda pag. 141. 4

) Ebenda pag. 144.

*,; Ebenda pag. 152.
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zelnes Unendlichgro&ses, neben welehem alle anderen Glieder vernaeh-

la&sigt werden, unmoglich = scin kami. Man wird also versuehs-

weise irgend zwei Glieder als die von iibervviegender Unendliehkeit

betrachten, daraus das Verbaltniss der Unendlichkeitsgrade von x und

y ermessen und schliesslich zusehen, ob unter Festhaltung dieses Ver-

haltnisses alle anderen Gleichungsglieder unendliehgross von niedri-

gerer Orduung oder gar endlich oder unendlichklein werden. Bei

der Gleichung
1

)
sc

2

y -f- ay
2 a?z = sind d rei Moglichkeiten. Ent-

weder kann x*y zugleicli mit ay* iiberwiegeud uneridlicligross werden,

oder x*y und a?x, oder ay
2 und o?x. loi ersten Falle folgt &amp;lt;aus

x*
X2

y -|- 7/

2 =
0, dass y- Hief 1st x unendlichgross erster,

y unendlichgross zweiter Ordnung, x2

y und cty^ sind beide vierter

Ordnung, a2x nur erster Ordnung und bleibt nait Recht weg. Im

zweiten Falle folgt aus x*y o?x 0, dass xy = a 2

,
x wird uuend-

a*
lichgross erster Ordnung, y = - unendlichklein erster Ordnung, x*y

und a?x sind beide unendlichgross erster Ordnung, ay? unendlich

klein zweiter Ordnung und bleibt mit Recht weg. Im dritten Falle

folgt aus a\f o?x = 0, dass
t/

2= ax, x wird unendlichgross erster

Ordnung, y uuendlichgross von der Ordnung --,. ay
2 und a*x sind

beide unendlichgross von der Ordnung 1, x2

y unendlichgross von der

Ordnung
-- und darf nieht weggelassen werden. Der dritte Fall ftthrt

mithin auf einen Widerspruch, und nur die beiden ersten sind zur

Annahme gestattet. Ganz ahnliche Betrachtungen sind anzustellen,

wenu die kleinsten Glieder eines Gleichungspolynorns gesueht werden,

wobei nur zu beachten ist, dass bei unendlichkleinen Grossen die

hoherer Ordnung neben denen niedrigerer Ordnung verschwinden.

Das Zeitraubende einer so gefiihrten Untersuchung, insbesondere wenn
das Gleichungspolynom aus zahlreichen Gliederu besteht, ist ein

wahrer Missstand, und Cramer beseitigt ihn durch Anwendung des

analytischen Dreiecks. Wie auf demselben alien Gliederu des

Gleichungspolynoms Felder entsprechen, welche bemerklich geniacht

werden, wie man ein Lineal durch je zwei soleher Felder zu legen

und dabei zu beobachten hat, dass nur diejenigen*Geraden niihere

Betrachtung findeu, welche kein bemerklich gemachtes Feld fiber, be-

ziehungsweise uuter sich erkennen lassen, je naehdern unendlichgrosse

oder unendlichkleine Glieder aufgesucht werden, das sind Diuge, die

weitlaufig bei Cramer beschrieben sind. Hat er unabhangig von

l

~) Cramer, Introduction a I analyse des lignes carries pag. 15

54*
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Maclaurin, den er nicht nennt, gearbeitet, and 1st er mit Maclaarin

auf gleichen Vorarbeiten fussend selbstandig zu Ergebnissen gelangt,

welche mit dem, was wir aus Maclaurins Algebra berichtet haben

(S. 594), so nahe ubereinstimmt, dass wir ein erneutes Eingehen
daraui ans ersparen &amp;lt;3urfen? Wir mfissen uns auch bier auf Cramers

wissenscbaftliche Redlichkeit verlassen. Er beruft sich an so zabl-

reichen Stellen auf Newton, auf Taylor, auf Stirling, auf

De Gua u. s. w., dass wir nicbt wussten, warum er Maclaurins

Namen hier hatte ubergeben sollen, wenn er dessen Algebra studirt

gehabt hatte. Wir baben fibrigens zweierlei hinzuzuf&gen, das Eine,
dass es der Gedankeniibereinstimmung zwiscben Cramer und Maclaurin

keinen Abbruch thut, dass Letzterer das Newtonscbe Parallelogramm,
Ersterer De Gtias analytisches Dreieck anwendet, das Andere, dass

Cramer vielleicbt als Erster die Namen der Zeilen (lignes) und

Columnen (colomncs) einffihrte
*),

um Felder zu bezeiclmen, die sicb

in einer wagerechten oder senkrecbten Linie befinden. Ausserdem

mussen wir feststellen, dass, wie es auch mit Cramers Unabhangig-
keit von Maclaurin bescbaffen sein moge, er unter alien Umstanden

wesentlicb fiber diesen seinen Vorganger binausgegangen ist. Cramer

wendet namlich seine Aufmerksamkeit aucb dem Falle zu, dass das

Lineal mebr als zwei mit Marken versebene Felder beruhre 2

).
Ist

xm if ein beriihrtes Feld, so heissen die anderen langs des Lineals

folgenden Felder vermoge der unmittelbar vorausgebenden Auseinander-

setzung ^+*y+ J

, y*n+2*yn+2i u 8 w^ unj ^e jm Unendlichen ubrig
bleibenden Gleichungsglieder liefern = anfy -j- ftic

m+ i
y

ri +
-f-

of+*V+2 + d^+&quot;y
+8

-I ,
wo einzelne der Coefficienten

a, fc, c, d auch sein kbnnen. Dividirt man diese Gleichung
durch x

*y&quot;
und setzt dann x*y

l ==
e, so geht die Gleichung fiber in

== a -}- bz -f- eg* -{- dz* + , oder nach weiterer Division durch

den Coefficienten der hochsten auftretenden Potenz von z nnd darauf

folgender Zerlegung des Gleichungspolynoms in einfache Factoren
=
(z E} (z r) (z Q) ,

d. h. die Gleichung zerfallt in

g = aty
1 = E, aty

1 =
r, aty

1 = Q u. s. w. Cramer unterscheidet

hier zwischen reellen und imaginaren Werthen R, r, Q ,
worflber

wir aber zu bericbten unterlassen. Cramer ist nun bei dem zweiten

in der Ueberschrift des 7. Kapitels genannteu Gegenstande angelangt,
bfli der Methode der Reihen, d. h. bei der Darstellung yon y durch
eine nach Potenzen von x geordnete Reihe auf Grand einer zwischen

x und y rorhandenen Gleichung. Cramer I8st die Aufgabe mittels

Cramer, Introduction a I analyse des lignes courbes pag. 158. s
) Ebenda

pag. 169 sqq.



Analytische Geometric 17481756 Cramer. 833

des aualytischen Dreiecks mit Unterscheidung der beiden Falle, dass

die Reihe nach steigenden oder nach fallenden PotenzeD von x ge-

ordnet sein soil. Die ersteren Reihen nennt er 1

) wachsend, series

croissantes, oder ansteigend, s. ascendantes, die zweiten abnehmend.

s. decroissantcs, oder absteigend, s. descendantes. Beide Gattungen von

Reihen solien convergiren, nicht divergiren. Die Reihe 1st con

vergent, wenn man dem gesuehten Wurzelwerthe um so

naher kommt, je mehr Reihenglieder man zusammenfasst;
sie wurde divergent sein, wenn man sich von dem Wurzel-

wertbe um so inelir entfernte, je mehr Reihenglieder man
zusammenfasste. Es ist klar, dass eine divergente Reihe irre-

fiihrend oder mindestens nutzlos ist
2
).

Wann aber das Eine, wanu

das Andere der Fall sei, fragt Cramer gar nicht, geschweige denn,

dass er dariiber Auskunft ertheilte. Soil eine steigonde R^ihe fur y

gesucht werden, so dient das analytische Dreieck zur Auffindung
ihres Anfangsgliedes Axh unter Voraussetzung eines unendlichkleinen

x
y
wie die Voraussetzung eines unendlichgrossen x zur Auffindung

des Anfangsgliedes Ax* einer fallenden Reihe fiihrt. Dann setzt man

y = A& -j- in die zwischen x und y gegebene Gleichung, welche

dadurch in eine solche zwischen x und u iibergeht, die nach der

gleichen Methode behandelt u = Bx1 -{-, also auch y Ax 1

-\- Bx f

-}- mit Kenntniss zweier Reihenglieder lieferb. Bei Fort-

setzung des Verfahrens konnte entweder u oder ein spateres Reihen-

glied mehr als nur einen Werth annehmen. Alsdann gibt es mehrere

mit denselben Gliedern beginnende, spater aber sich gabelnde
Reihen 3

).
Die Punkte, wo eine Grabelung eintritt, nennt Cramer

unregelmassige
4
).

Wir mochten in diesem hochinteressanten Ka

pitel nur noch auf zwei Einzelheiten hinweisen. Cramer beinerkt 5

),

dass, wenn ein einziges Reihenglied imaginar ausfalle, die ganze
Reihe imaginar sei. Das ist genau der Gedanke Eulers in der Ab

handlung von 1749 (S. 821), die Cramer kauni noch zu Gesicht

bekommen haben konnte. Ferner spricht Cramer von des Descartes

mefhode des imleterminees 6
).

Das diirfte das erste Vorkommen dieses

Kunstausdruckes sein.

Das 8. Kapitel, Von den unendlichen Aesten der Curven,
ist von einem Reichthume und einer Lanj^athmigkeit des Inhaltes 7

),

welche nur die Wahl ubrig llisst, sebr ausfuhrlich oder ungemeiu

J
) Cramer, Introducfwn a I aiialuse des Uqties courses pag 177. *) Ebenda

pag. 174: II est clair qu une serie divergente est trompeuse ou du moins inutile.

*) Ebenda pag. 184: La serie se fourche. 4
) Ebenda pag. 200: termes irre-

guliers.
6
) Ebenda pag. 184. *) Ebeada pag. 203. ^ Ebenda pag. 215

bis 351.
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knapp zu berichten. Wir ziehen das Letztere vor und erklaren,

dass hier die geometrischen Folgerungen aus den Lehren dcs

7. Kapitels gezogen werden, indem wir nur wenige allgemeiDe Ge-

danken hervorheben. Das Hinausriieken eines Punktes in die Un-

endlichkeit kann ebenso bei x ===== oo als bei y = &amp;lt;x&amp;gt; erfolgen. Es

gentigt also nicht, die Reihe y = Ax* -f- ##* -f- Gxk
-}- sich zu

verschaffen, man muss auch, wozu freilich neue Vorschriften nicht

erforderlich sind, x in eine nach y geordnete Reihe entwickeln x

).

Es genflgt ferner nicht, um einen unendlichen Curvenast kennen zu

lernen, bei dem ersten Gliede der Eutwicklung y A& stehen zu

bloiben 2

).
Es war gezeigt, dass man auch ti Bx*, t= Cxk finden

konne, und dass alsdann die ganze zu x = oo gehorende Ordinate

des wirklichen Curvenpunktes y -\- u ~j- t -f- sei. So wichtig es

nun ist, dass bei der Ausrechnung das reelle u gegen y, das reelle t

gegen u ais unendlichklein vernaehilassigt werden kann, so hort

diese Erlaubniss ;auf, wenn u oder t imaginar wird. In diesem

Falle wiederholt sich die im 7. Kapitel bervorgehobene Bemerkung,
dass ein imaginarer Bestandtheil der Oirdinate sie ganz imaginar

macht, und dass alsdaEn der unendlicbe Ast nicht wirklieli vor-

handen ist. Aber selbst bei lauter reeEen Bestandtheilen 1st .eine

Untersuchung von *, t erforderlich, um zu wissen, ob ieine

Gabelung des unendlichen Astes stattfinde. Die unendlichen Aeste

sind entweder hyperbolische mit geradlinigea Asymptoten oder para-

bolische ohne solche 3
).

Den Schluss des Kapitela
1 bilden zehn Sa^ze

fiber geradlinige Asymptoten, die fast insgesammt nicht neu sind,

vidmehr als schon bei Newton, Stirling, Nicole, De Gua
vorkommend in Fussnoten nachgewiesen sind. Die Beweisfiihrung
Cramers von der Methode der Reihen aus ist jedoch so durchaus

eigenartig, dass wir uns nicht rersagen konnen, wonigstens iiber die

des ersten Satzes von dem paarweisen Vorkommen unendlicher
Aeste 4

) zu berichten. Die Ordinute des unendlichfernen Punktes

sei y A& + Bx -f Cxk
-j- -, nnd diese Reihenentwicklung sei

durchaus reell, moge man x positiv oder negativ wahlen. In diesem

Falle inusa es auf beiden Seiten der Abscissenaxe bei x = oo und

bei x oo einen unendlichfernon Punkt geben, der einem unend-

liclien Aste angehoren muss. Zwcitens kann die Entwicklung iraa-

ginar spin, dnnn fiihrt sie iibevhaupt zu keinem unendlichen Aste.

Aber din Entwiekhmg kann drittens auch das sein, was Cramer an

eiuer fruhoren Stelle
5

) halbimaginiir genannt hat, d. h. sie enthiilt

x
) Cramer, Introdnrtion a Vanalysc des lignes courbes pag. 215. *)

Ebencla

pafj. a 1C 217. 3
) Ebenda pag. 230.

) Ebenda pag. 342343. B
) Ebencla

pag. 171.
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Potenzen von x- mit gebrochenem Exponenten init gradzahligcm
m

Nenner, z. B. X2n mit ungradein m, und wird dadurcli bei negativcm

x imaginar. Alsdann gibt es freilich nur bei x =
-f&quot;

oo eine reelle

Entwicklung, aber sie ist doppelt vorhanden, weil die Ausziehung

der 2wten Wurzel dazu nothigt, das betreffende Glied in der Eut-

wicklung einmal mit dem Pluszeichen und einmal mit dem Minus-

zeichen eingehen zu lassen.

Das 9. Kapitel, Allgemeine Eintlieilung der Linien der

funf ersten Grade, bedient sicli sclion bei den Kegelsclmitten der

unendliehen Aeste als Unterscheidungsmerkmal
r
).

Die im Unend-

lichen den Ausschlag gebeuden Glieder der Gleichung 2ten Grades

a _j_ fry _j_ ex -f- d#
2

-f- exy + A 3 = s ^n(i dy* 4- exV + Aa und

dieser dreigliedrige Ausdruck ist entweder bei
e&amp;lt;2]/&amp;lt;^/

das Product

zweier imaginarer einfacher Factoren, oder bei e&amp;gt; 2J/5/&quot;
das Pro

duct zweier verschiedener reeller einfacher Factoren, oder bei e= 2]7r7/

das Product zweier gleicher reeller einfacher Factoren, und diese drci

Moglichkeiten entsprechen der Ellipse ohne unendlichen Ast, der

Hjperbel mit vier hyperbolischen unendlichen Aesten und zwei grad-

linigen Asymptoten, der Parabel. Bei den Curven 3ten Grades heissen

die im Unendlichen den Ausschlag gebenden Glieder yy* -f- lixy
1

-f- ix*y -f- #8 und ihre Zerlegung in einfache Factoren fiihrt zur

Unterseheidung von vier Fallen: cin. reeller Factor ist mit zwci ima-

ginaren Faetoren vervielfacht, oder alle drei Factoren sind reell und

von einander verschieden, oder von den drei reellcn Factoren sind

zwei einander gleich oder alle drei reelle Factoren sind einander

gleich. Diese vier F^Ue lassen dann weiter 14 Geschlechter unter-

scheiden 2

),
was mit New tons Abzahlung (S. 423) iibereinstimmt.

Aehnlich ist die Eintheilung der Curven 4ten und 5ten
Grades, welche

letztere Cramer zuerst unternahm. Es handelt sich immer urn das

Reellsein oder Imaginarsein der einfachen Factoren der im Unend

lichen den Ausschlag gebenden Glieder des Gleichungspolynoms der

betreffenden Curve, deren Zerlegbarkeit in Facteren vorausgesetzt ist,

und wenn diese Factoren reell sind, um ihre Verschiedenheit oder

Gleichheit, Unterscheidungen, welche Cramer allerdiiigs hier in andere

Worte kleidet, indem er von dor Anzahl der parabolischen und der

hyperbolischen Aeste und der den letzteren zukommenden geradlinigen

Asymptoten redet. Cramer kornmt zu neun Gruppeu von Curven

4ten Grades 3

)
und zu elf Gruppen von Curven 5tcn Grades 4

), jedc mit

zahllosen Unterabtheilungen.

J

) Cramer, Introduction a I analyse des lignes courbes pag. 352 351).

*) Ebenda pag. 361).
3
) Ebcnda pag. 395396. 4

)
Ebenda pag. 307393.
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Das 10. Kapitel, Von den singularen Puiikten, den viel-

fachen Punkten, den Inflexiouspunkten, den Schlangelungs-

punkteu, behandelt zuerst die Inflexionspunkte und Schlangelungs-

punkte, in welchen eine Bertihrungslinie nicht bloss zwei, sondern

mehrere coincidirende Punkte 1

)
mit der Curve gemein hat, und zwar

2n-f- 1 Punkte in den Inflexionspunkten;
2n Punkte in den Schlange-

lungspunkten oder unsichtbaren Inflexionspunkten, welche nur die

Analysis erkennt, dereu Auge scharfer ist als das leibliche 2
).

Dann
kommcn die vielfachen Punkte, deren immer wieder durch das ana-

lytisclie Dreieck erleichterte Auffindung darauf hinauslauft, dass man
den Coordinatenanfangspunkt mittels x = m -}- z

} y n -f- u verlegt.

Lassen sich Werthe von m und n bestimmen, vermoge deren die

umgeforinte Qleichung kein constantes Glied mehr besitzt, so liegt

der neue Coordinatenanfangspunkt auf der Curve, und er ist ein ein-

facher, doppelter, dreifacher Punkt, je nachdem die Unbekannten

z vmd M in der neuen Gleichung zusammengerechnet von der l
ten

,

2Un
,
3ton Dimension anfangend vorhanden sind 8

). Cramer zeigt

dabei, wie man sich viele Uberfliissige Rechnung zu ersparen ver

moge, wenn man die Glieder der einzelnen Dimensionen nach ein-

auder berechne, also aufhore, sobald ein Glied irgend einer Dimension
nicbt mit dem Coefficienten behaftet erscheine. Ein isolirter Pnnkt
tritt in einem Beispiele hervor 4

).
Bei der Berechnung anderer Bei-

spiele erscheinen auch Gleichangen mit nur einer Unbekannten und
mehrfachen Wurzeln. Cramer bemerkt 5

),
dass eine von Hudde her-

ruhreude Methode bei der Aufsuchurg solcher Wurzeln gute Dienste
leiste und verweist fUr dieselbe auf den dritten Anhang.

Das 11. Kapitel, Von der Methode der Tangenten. Von den
Inflexionspunkten u. s. w. Von den grSssten und kleinsten
Abscissen oder Ordinaten u. s. w., baut auf die im 10. Kapitel
festgestellte Thatsache weiter, dass die Verlegung des Coordinaten-

anfangspunktes auf die Curve selbst die Curvengleichung in die Ge-
slalt bringt, dass sie nunmehr durch die Dimension ihrer niedersten
Glieder die Vielfachheit des zum neuen Anfangspunkt gewahlten
Curvenpunktes anzeigt. Wir hatten vielfach auf ParallelsteUen im

Bande von Enlers Introductio hinzuweisen Gelegenheit gehabt.
Wenn wir es in der Regel unterliessen, so wollen wir doch hier an

) Cramer, Introduction a I analyse des lignes courbes pag. 401: Points
infiniment proches I un dt fautre et coincidents.

) Ebenda pag. 403: L in-
flexwn ne parait plus, guoiqu elle exist* reelletnent dans un espace infiniment
petit et qu elk soit sensible a I Analyse, dont la we, si Von ose parler ainei,
esi plus percante que la nttre.

) Ebenda pag. 416. ) Ebenda pag. 449.
8
) Ebenda pag. 446.
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das 13. Eapitel jenes Bandes erinnern (8. 809 810). Euler wusste,

dass der Grad der Vielfachheit des als Anfangspunkt gewahlten

Curvenpunktes dem Grade des niedersten Gleichungsgliedes eutspricht.

Er wusste, dass, wenn nur das constante Grlied in der umgewandelten

Curvengleichung fehlt, die = gesetzten Glieder erster Dimension

die Gleichung der Beruhrungslinie im Coordinatenanfangspunkte dar-

stellen. Auch diese Folgerung entging Cramer nicht, aber er ver-

allgemeinerte sie noch. Er erkannte in den =0 gesetzten Gleichungs-

gliedern niedersten Ranges gy
1

-f- hxy
f~ l

-f- -f- lx? die vereinigten

Gleichungen der Berfthrungslinien an die im Anfangspunkte zu-

sammentreffenden t Curvenaste 1

); er sprach beweislos aus, was er im

9. Eapitel schon vorausgesetzt hatte, dass jene Glieder ter Dimension

in t einfache Factoren (Ay -f- #) (By + 0#) (Cy -f- yx) zerfallen,

worin eine Begegnung mit dem 18. Kapitel des II. Bandes von Eulers

Introductio (S. 813) zu erkennen ist. Ein maschinales Verfahren zur

Bestimmung der Vielfachheit des Coordinatenanfangspunktes und der

Gleichung der dort vorhandenen Berflhrungslinien
8

) gestattet das

analytische Dreieck. Sei etwa die Conchoide y*x* -f~ ^ 2axy*
2ax9 -{- a*y

2
-f- (a

8 &8
)#

s = zu untersuchen. Man legt das

Dreieck mit der Spitze nach unten, so dass die Felder von unten

nach oben im rechten Schenkel 1, x, x*, x3
,

x* und im linken

Schenkel 1, y, y
8
, j/

3
, t/

4 heissen. Man bezeichuet die Felder, welche

mit vorhandenen Gliedern gleichnamig sind, durch einen Stern, die

leeren Felder durch ein Ringelchen. Das

Leersein der beiden unteren Horizontalzeilen 00*0*
(Fig. 135) zeigt, dass der Coordinateuanfangs-

* *

punkt (er ist der Pol derjenigen Abart der o *

Conchoide, welche eine Schleife besitzt) ein o o

zweifacher Punkt ist. In der dritten Zeile o

von unten tragen die Felder x* und /

2
Sterne, Fig. 135.

also ist as
y
a

-j- (a
2 Vs

)
x* = die Gleichung

der beiden Berflhrungslinien, welche in ay -j- ]/6
2 a*x und

ay yV a*x = zerfallt. Eine durch die Substitutionen x ru,

y = su bewirkte Drehung der Ordiuatenaze lasst = erscheinen
y

und verwandelt die Curvengleichung a -f- (by -}- ex) -j- (dy* -f- exy

4-/-ic
2
)H ^0 in a + (&s+ cr)w+ (^s

2+ ers+ / r
8
)M

2
-f-...=0.

Fehlt bei der, wie gelehrt wurde, bewirkten Ausbreitung der Glei

chung auf dem analytischen Dreiecke eine gewisse Anzahl unterer

^Cramer, Introduction a Vanalyse des lignes courbes pag. 463. *) Ebenda

pag. 412 und pag. 466.
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Homontalreihen, so zeigt die erste iibrigblcibende Potenz von it

durch ihren Exponenten diese Anzald an. Bringt das Verhaltniss

5 welches aus der Nullsetzung des Coefficienteu jener ersten
* y }

ubrigen Potenz von u hervorgeht, aueh den Coefficienten der nachst-

hoheren Potenz von u zmu Verschwinden, so 1st im .Anfangpunkte

ein Inflexionspunkt erkannt *).
Cramer sucht auch die Qleichung der

Beriihrungslinie an einen ausserhalb des Coordinatenanfangspunktes

liegenden Curvenpunkt Sie findet sicb .am Leichtesten durck Ver-

legung des Coordinatenanfangspunktes in den Beruhruogspunkt, und

die dazu fuhrenden Rechnungen entspxeohen einer Kiflereiitiation.

Cramer sagt das zwar nicht, aber die Vorschriften, vie man es

raachen soUe, sind in genauer Uebereiosliimmung mit (den Lehren

der Differentialrechnung
2

)
and ,ebenso auch (die Aufsuchiaa^ der Sub-

tangente^) .und die ErmitteluDg ernes Inflexiemspunktes
4
),

in .welchem

der zweite DifferentialquotieM der Ordinate ,nach der AJaamse ver-

schwinden muss. War bis daliin das Ergbjsiiss so zu fafaaen
;J

dass

man die Gleicimng, d. h. die Lage und RicMujog der Beriilirttngslinie

an einem bestimmten Curvenpuntt finden konae., so kann ma& auch

urngekehrt naeh den Curvenpunkten fragen, in wfelchen die Beruiarungs-

Jinie eine bestimmte Richtung besitze, und wiihlt man dazu die Kich-

tung parallel zor Abscissenaxe, so findet man die Puukte eiaes

Maximum oder Minimum der Ordinate, es sei dm, dass ein sicht-

barer Inflexionspuukt auftretc 5
).

Abermals treibt C rauier verhulite

Differentialrechnuug in umfassendster Weise. Auoh die Methode der

Reihen fiihrt zur Kenntniss der in unserem Berichte erwahnten Dinge-

Wird die geometrische Eigenthiimlichkeit eines Curvenpunktes M
gesucht, so wahlt Cramer einen senkrecht unter demselben gelegeneri

Punkt P zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinatensystems,

dessen Ordinatenaxe mit MP zusammenfallt. Die Ordinaten dieses

Systems heissen u, die Abscissen z, nnd die Reihenentwicklung u= A
-f- Bz -}- 2* -f- wird vorgenommen, welche um so richtiger ist,

je kleiner z gewahlt Avird. Alsdann ist
6

)
A die Ordinate von M, B

die trigonometrische Tangents des Winkels, den die lieriihrungslinie

an M mit der Abscis?enaxe bildet, C nach Grosse and Vorzeichcn

der Unterschied zwischen den Ordinaten von unendlieh nahe bei M
liegenden Punkten der Curve und der Beriihrungslinic. Ein Maximum
oder Minimum der Ordinate in dem Sinne, dass die rechts und links

befindlichen Nachbarordinaten beide kleiner oder beide grosser als

*) Cramer, Introduction a Vanalyse des lignes courbcs pag. 467. *) Ebenda

pa^. 471 472.
) Ebenda pag. -173 475. 4

) Kbenda pag. 481 482.

) Ebenda pag. 487. 6
) Ebenda pag. 517525.
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die zwischen ihnen befindliche Ordinate Bind, findet moistens statfc,

wenn die Beruhrungslinie der Abscissenaxe parallel lauft, kama aber

auch bei dem Parallelismus der Beruhrungslinie mil der t)rdinaten-

axe in einem Riickkehrpunkte eintreten
1

).

Das 12. Kapitel, Yon der Krflmmung der Curyen in iiiren

verschiedenen Punkten, bringt die erste nahere Begriindung,

warum der Kreis zum Yergleiche mit der Krumomng einer Curve

gewahlt wurde. Zwar dass der Kreis uberall gleich gekriimmt sei,

haben schon Andere, dass seine Kriimmang um so grosser sei, je

kleiner der Halbmesser ist, hat auch Euler ausgesprochen (S. 811),

aber Cramer erlautert es. Biegt man, sagt er 2
),

zwei gleich e Streefcgn

kreisfbrmig zusammen, und zwar so, dass man aus der eiaen Streeke

einen ganzen Kreis bildet, aus der anderen einen Halbkreis, so ist

letzterer zweimal weniger gekriiimmt als ersterer, und sein Halbmesser,

ist zweimal so gross als der des ganzen Kreises. Stehen, fahrt er

fort, die Halbmesser AC, ac zweiier Kreise im Verhaltnisse von m
zu n, und ist der Bogen AB des ersten Kreises genau gleich lang

init dera Bogen ab des zweiten Kreises, misst man daim die Bogen

AB, ab in Graden, Minuten u. s. w,., so

verhalt sich AB zu ab wie n zu m, d. h.

1
&quot;**

wie ac zu AC, oder wie -T-;

d. h. die Krummung gleieh langer

bogen steht im reciproken Verhaltnisse

ihrer Halbmesser. Die Auffindung des

Xrummungskreises einer Curve lebrt

camer folgendermassen
3

).
Sei (Fig. 136)

Mw.(i die auf das Coordinatensystem der

AP und AQ bezogene Curve, und sei

J.P x, MP y, Pp Mn = z. Im
11. Kapiiel war gezeigt. dass, wenn die Reihe

zu

Fig. me.

P P

gebildet wird, A die Ordinate y bedeutet
&amp;gt;

Bs das Stuck nO, C^ -f-

Dz3
-\~

- das Stiick Om.. Nun ist OM Beruhrungslinie wie an die

Curve Mntfi, so auch an den Kreis MmiJH, und Omi ist eine

Secante dieses letzteren Kreises, also Jf2 = Om Oi, Oi

~~Om~
Sf

Cis*~+ I^-M77
=

C -f Dz&quot;+^

Bei 2 = fiillt Oi mit MJ zusammen, und man hat MJ
Nun ist ferner &MJH~MnO und deshalb

-^-j
==

ijj^,

J3*

l

) Cramer, Introduction a Vanalyse des lignes courbcs pag. 527. 3
) Ebcnda

pag. 539. 9

)
Ebenda pag. 541542.
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-, der KrOmmungshalbmesser

aber ist MK == -
9rl Der Krfimmungshalbmesser wird oo, die

Cx

Kriimmung also 0, wenn 0=0, und das ist nur in Inflexionspunkten

oder Schlangelungspunkten, aber nicht in alleii solchen der Fall, es

gibt vielmehr auch Inflexionspunkte, in denen die Kriimmung oo,

der Krummungshalbmesser also ist
1

).
Die Krftmmung einer Curve

in einem Punkte wird am leichtesten erkannt, indem man den Punkt.

zum Coordinatenanfangspunkte wahlt und die Curvengleichung in die

Form y = A.& -f- Sxi

-f- Cx* -f- bringt, d. h. sie als eine parabo-

lische Curve betrachtet 2

),
womit die Voraussetzung h

&amp;gt;
verbnnden ist.

Innerhalb der positiven Werthe von h sind alsdann TJnterscheidungen

wie
0&amp;lt;fe&amp;lt;^,

/*=
g, ^ &amp;lt;h&amp;lt;l,

7t = l, l&amp;lt;h&amp;lt;2, h&amp;gt;2 zu

treffen, welchen Folgerungen beziiglich der Kriimmungsgrosse ent-

sprechen.

Das 13. Kapitel, Von den verschiedenen Arten rielfacher

Punkte, welche bei Curven der sechs ersten Grade vor-

kommen, beschliesst das Werk. Er nimmt die ermittelten 3at/e

noch einmal im Zusammenhange und unter Vorfuhrung zahlreicher

Beispiele in Betrachtung.

So wenig wir einer Entschuldigung dafttr zu bedfirfen glaubten,
dass wir dem II. Bande von Eulers Introductio fast das ganze
115. Kapitel widmeten, ebensowenig werden wir unser langes Ver-

weilen bei Cramers Einfflhrung in die Lehre von den algebraischen
Curven besonders rechtfertigen miissen. Beide Bande, in Vielem tiber-

einstimmend, in Mehrerem einander erganzend, stellen die ersten wirk-

lichen Lehrbiicher der algebraischen Curven dar, in einer Vollendung

auftretend, wie sie nur als Frucht jabrelanger Vorbereitung erreicbt

werden kann. Grade diese Vortrefflichkeit des Cramerschen Werkes
kann als Bestatigung seines Ausspruches dienen, er babe die Eulersche

Introduction allzusplit kennen gelernt^ urn den Nutzen aus ibr zu

zieben, den er sonst davon hatte baben konnen (S. 824). Es ist nicht

moglich, in noch nicht /wei Jahren, wenn man die Druckzeit von
Cramers dickem Band? von dem Zwischenraume zwischen dem Er-

scheineu beider Werke in Abzug bringt, ein Manuscript wie das

Cramersche herzustellen
, beziehungsweise unter Zuhilfeziehung eines

neu erschienenen Werkes ganz timzuarbeiten. Eulers Erstlingsrecht

) Cramer, Introduction a I analyse des lignes courbes pag. 549. *) Ebenda
pag. 555.
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auf gemeinschaftliehe Entdeckungen bleibt natiirlicb unangetastet,

aber Cramers Unabhangigkeit iin Allgeineinen, abgeseben von kleinen

Einschaltuugen, deren Vorhandensein die von Cramer gebrauchte

Redewendung gar nicbt ausschliesst, 1st auzaerkennen.

Wir haben gelegentlich (S. 531) ein im Jahre 1750 erscbienenes

Bach des Abbe De la Chapelle iiber Kegelscbnitte genaunt und

von dessen rascber Beliebtheit gesprochen. Wir haben gegenwartig,

wo wir das Buch um seines Gegenstandes willen abermals liftmen

mfissen, unserer friiheren Kenn/eichnung nichts binzuzufiigen. De la

Chapelle unterschied in seiner Vorrede zum Traite des sections co-

niques erfindende Mathematiker von solchen, die es verstehen, Er-

findungen angenehm und leicht vorzutragen. Er beansprucht nnr einen

Platz unter den Letzteren, und den darf die Geschichte ibm gonnen.
In gleicber Ktirze mogen die Institutiones geotnetriae sublimioris

von Georg Wolfgang Krafft erwahnt werden, deren wir auch

schon (S. 505) gedachten. Das als I. Band bezeichnete Buch kiindet

in der vom 5. April 1753 datirten Vorrede eine Fortsetzung an,

welche man allerdings nicbt gar bald erwarten dfirfe. Ware diese

erschienen, was bei dem 1754 eingetretenen Tode des Verfassers un-

moglicb wurde, so hatte sie yielleicht sich mit hoheren Curven be-

scbaftigt und dem Namen des Werkes mehr entsprochen, als der

I. Band, der es nur mit Kegelschnitten und dem Ereise zu thun bat,

und der ein Interesse fast ausscbliesslich durch die zahlreichen ge-

schichtlichen Angaben verdient, urn derenwillen wir das Werk im

101. Kapitel nannten. Wir fflgen bier noch bei, dass die gescbicbt-

lichen Angabeu bis auf die Druckzeit hinabgreifen, und dass z. B.

mehrere angenaberte Rectificationen des Kreises aus der ersten Halfte

des XVIII. Jabrbunderts dort Platz gefunden baben.

Noch rascher mlissen wir an zwei Scbriften voriibergehen, welcbe

wir nur aus zweiter Quelle erwahnen konnen. Der Miiioritenpater

Francois Jacquier
1
) (1711 1788), aus Vitri-le-Fran9ais, der in

Rom lebte und lehrte, gab dort 1755 Elemente der Perspective nach

Taylors Grundgedanken bearbeitet heraus. In Form eines Aiihanges

soil dort die perspectivische Erzeugung aller Curven 3ten Grades von

den fiinf divergirenden Parabehi aus behandelt sein.

Achille Pierre Dionis du S^iour (1734 1794) und dessen

Freund Mathieu Bernard Goudin-) (1734 1817), von denen der

*) Chasles, Aperpt hist. 14G (deutscb 142). Poggendorff I, 11841185.

*) ChasJes, AperfU hist. 163 (deutsoli 150). Poggendorff I, 674575 und 932.

Loria in der Btbliofheca ntafhematica 1899 S. 10 12. Vergl. auch Histoire de

I Acudtinie des Sciences de Paris 1756, Histoire pag 79 iiber die Namon der

Verfasser des Werkes.
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Erstere der Pariser Akademie der Wissenschaften angehorte, gaben
1756 gemeinschaftlich, aber ohne ihren Namen zu neunen, ein AVerk

iiber algebraische Curven heraus. Aus einer Notiz in den Veroffent-

lichungen der Pariser Akademie aus dem Erscheinungsjahre des

Baches sind die Verfasser bekunnt. Das kleine aber inlialtsreiche

Buch behandelt in acht Kapiteln, denen cine aus zwei Kapitcln be-

stehende Einleitung vorhergeht, allgemeino Curveneigenschaften, wie

sie in den alteren Schriften von De Gua, von Euler, von Cramer

vorkommen, daneben auch manohes Neue. Aus der Einleitnng heben

wir den Satz hervor, dass eine Curve, welche durch em System

paralleler Geraden in keinem Punkte geschnitten wird, selbst aus

einem System paralleler Geraden bestehe, dann besonders aus dem
3. Eapitel von den vielfachen Punkten den wichtigen Satz, eine

Curve F* Grades konne nicht mehr als boebstens t
2

t Punkte be-

sitzen, in welchen die Beriibrungslinien einer gegebenen Richtung
parallel laufen. Dieser Satz ist erst 1818 von Ponce let zum zweiten

Male eutdeckt worden.

117. Kapilel.

Maximal- uud Minimalaufgaben. Eulers Methodus inveniendi.

Den Arbeiten, welche Aufgaben der analytiseheu Geometrie in

thuulich elementarster Weise bebandeln, schliessen sich am uatiir-

lichsten solche an, welche die Mittel der hochsten Matbematik der

damaligen Zeit in den Dienst der Geometrie stellten, und wir komuieii

so zu der (S. 799) fur dieses Kapitel in Aussicht gestellten Erzahluug
der Fortschritte, welcbe aus dem im 92. und im 100. .Kapitel ge-
schilderten Streit der Brttder Jakob uud Jobaim Bernoulli iiber

grosste und kleinste Werthe hervorgingen *).
Wir haben (S. 244)

gesehen, dass Johann Bernoulli zu Ende August 1008 die Lehre
von deu kOrzesten Liuien darauf grundeu wollte,, dass die Ebene
durch drei consecutive Punkte einer kurzesten Linie senkrecht zur

Beriihrungsebene an die Oberflache in einem jener drei Punkte stehe,
und dass er Ende 1728 eine Abhaudlung uber diesen Gegeiistand an
Professor Kliugenstierna von Upsala mitgetbeilt haben will, welche
aber erst 1742 im IV. Bande der dainals im Druck erscbeinenden

J

) P. Giesel, Geschichte der Variationsrechnuug I. Theil (Torgau 1857).
;tackel, Beinerkungen zur Geschichte der kiirzesten Linieu (Leipzig 1893).

Abhandlungeu zor
Variationsrechnung I. Theil, herausgegeben von P. Stackel

(Ostwalds Klas.siker der exacte.u Wissenschaiten Nr. 46, Leipzig 1894).
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Gesammtausgabe vou Johann Bemoullis Schriften mit anderen vor-

her noeh nicht herausgegebenen Arbeiten in die Oeffentlichkeit ge-

langte
1

).
Professor Klingensticrna

2
) (1698 1765) gehorte zu den

liervorragenden schwedischen Mathernatikern und ist auch wohl als

deren Erster bezeiehnet worden. Sein handschriftlicher Nachlass uin-

fasst niehr als 200 Abbandlungen, Unter den gedruckten Aufsiitzen

bebandelt einer die linearen Diiferentialgleickungeu. Er ist in den

Abhandlungen der schwedischen Akadenrie von 1755 veroffentlicht.

Wir baben jetzt iiber die an Klingenstierna gelangte Abbandlung
von. Johann Bernoulli zu bericbten, vorher allerdings iiber Arbeiten

Eulers und C lair ants, welcbe gleichfall hoheren Aufgaben aus

der Lebre von den grossten und kleinsten Werthen gewidmet waren.

Euler, der 1727 als zwanzigjiibriger .liingling, wie wir in Er-

innerung bringen inocbten, nacb Petersburg gekommen war (S. 550),

traf dort Daniel Bernoulli (S. 90) und erbielt durch diesen 3
)

die Auf-

fordemng seines Vaters Johann Bernoulli, sich mit der Frage der

kiirzesten Linien zu bescbaftigen. Jobaun Bernoulli selbst
;
wurde

bemerkt, besitze die allgemeine Gleiebung jener Linien. In einem

Briefe Eulers an diesen vom 10. December 1728 ist vou der Auf-

gabe noch keine Rede, dagegen gab Euler in emein am 18. Pebruar

nachfolgenden Briefe die Difierentialgleichung der kiirzesten Linien

als neuerdings von ibm aufgefuuden an. Die Niederscbrift der

Eulersehen Abbandlung De linea brevissima in superficic quacimquc

duo quacUbft puncta jungente*) muss daher friihestens im December

1728 begonuen worden sein, und ibr Scbluss ist sicherlich noch

spater uiedergescbrieben ,
denu er beziebt sicb auf die kiirzesten

Linien auf besonderen Oberfiachen, auf welcbe Jobann Bernoulli erst

in der Nachscbriffe eines Briefes vom 18. April 1729 Euler hin-

gewiesen bat. Die Ausgabe des Bandes der Petersburger Veroffent-

lichungen fiir 1728 und in ibm des Eulerschen Aufsatzes erfolgte

1732. Wenn am llande das Datum November 1728 angegeben ist, so

kann nach den vorerwahnten Tbatsachen damit unmoglich das Eiu-

reicbungsdatum des Aufsatzes gemeint sein. Hocbst wahrscheinlicb

war viehnebr November 1728 das Datum des Bekanntwerdens Eulers

mit der Aufgabe der kiirzesten Linien. Wohl konne man, sagt Euler

in der genaunten Abhandlung, eine mechanische Auflosung sofort

erhalten, wenn man einen Faden von einem Punkte der als convex

J

) Job. Bernoulli Opera T. IV, 108 128. *) Enestrom in der

Billiotheca mathcmatica 1898 S. 57.
&amp;lt;) Enestrom, Sur la decouverte de

J equation general? des liynes geodesiques . in der Bibliotheca matliemaiica 1899

S. 1924. 4
)
Coinmentarii Acadenriae Petropolitcmae ad annum 1728. T. Ill,

110124.
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gedachten Oberflache nach einem zweiten Punkte straff anziehe, aber

schon bei einer concaven Oberflache genuge dieses Verfahren nieht,

welches nur eine Sehne der Oberflache liefere, wenn man den Faden

nicht zwinge, sich uberall der Oberflache anzuschmiegen, und geo-
metrisch sei das Verfahren unter keiner Bedingung. Der Geometer

miisse damit beginnen, die Gleichung einer Oberflache herzustellen,

und dazu bediirfe man dreier Coordinaten x, y, e, wie zwei Coordi-

naten in der Ebeue dazu dienen, die Natur der Curve in eine

Gleichung zu kleiden.

Wir schalten Lier ein, dass wir nicht absichtslos auf das Druck-

jahr 1732 aufmerksam gemacht haben. Wir entnehmen ihm, dass

Clairaut, als er 1730 seine Eecherches sur les courbes a double cow-
bure herausgab, Eulers Aufsatz noch nicht kennen konnte, wie Eulers

Unabhiingigkeit von Clairauts durch den Brief vom Februar 1729

verbtirgt ist.

Eine Curve auf der Oberflache, fahrt Euler fort, konne man,
nachdem die Flachengleichung gegeben sei, entweder dadurch be-

stimmen, dass man einer der drei Coordinaten einen festen Werth

gebe, oder dadurch, dass man sich eine zweite Flachengleichung ver-

schaffe, so dass die Curve der Durchschnitt der zwei Oberflachen

werde. Endlich einen Flachenpunkt liefere die Verleihung fester

Werthe an zwei von den drei Coordinaten der Flachengleichung oder
die Vereinigung dreier Flachengleichungen. So lauft die Auffindung
der kurzesten Linien auf eiuer Oberflachft- von gegebener

Gleichung darauf hinaus, eine zweite Gleichung zwisehen v
f y, z zu

ermitteln, was unter Zugrundelegung der fur die Auffindung grosster
und kleinster Weiihe giltigen Methode erfolge, unter Beriicksichti-

gung des Satzes, dass die Mini-

maleigenschaft der ganzen Curve

auch irgendwelchen Elementen

der Curve zukommen miisse.

Das war der Satz, welchen

Jakob Bernoulli 1697 aus

sprach (S. 235), welchen eben-

derselbe 1701 wiederholt be-

nutzte (S. 448), von welchein

auch Johaun Bernoulli 1706

Gebrauch machte (S. 456), ebenso

wie die Bemerkung Eulers uber

eine mechanische Losung der

Aufgabe an
Redewendnngeu Johann BernouUis aus dem Jahre 1698

(S. 243) ankntipff
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Euler sagt: Es mogen (Fig. 137) G und H irgend zwei Punkte

der Oberflache sein, deren Coordinaten AR, BE(=V), EG (= r),

und AD(=AB + 2a), DF(**=f), FE (= g) heissen. Zwischen

ihnen liege der Punkt M mit den Coordinaten AC (= AB -j- a),

CS (= *), PM (= y). Dann ist Jf= fa2+ (x by+ (y cY,

MH = V~a*~+~(f x)* + (g y)* und soU GM + MH =
yai + ^ jy-Ky e)! + yfl

t + (f_ ) -j- (&amp;lt;,

_ y)t ein Mini

mum werden, so ist die Bedingung dafiir das Verschwinden seines

Differentials, d. h.
(^-6)

welches sich rechtfertigt, indem &amp;gt;w als unendlichnahe bei M gelegen

und alsdann GM -\- MH= Gm -j- m H angenommen wird. Die

vorhergehende Annahme BC=CD a rechtfertigt sich, wenn die

Punkte G und H selbst unendlichnahe bei M auf der als bekannt

angesehenen kiirzesten Linie IK liegen. Alsdann ersetzen sich aber

a, It, c, f, g durch andere Bezeichnungen. Es ist namlich a = dt,

fx-}- dx, g y -\- dy, 6 x dx -f- d*x, c = y dy -j- cPy,

wie Euler ohne weitere Begriindung hinschreibt. Femer ist, sagt

er, durch die Kcnntniss der IK auch die Kenntniss des Verkaltnisses
ft ft* f\

von dx zu dy im Punkte M bedingt als ^-
=

&amp;gt;&amp;gt;

Jaâ - die erhaltene

Gleichung geht, wenn in den Zahlern der darin yorkommenden Brftche

dx und dy durch Q und P, wenn sodann a, b, c, ff g durch ihre er-

wahnten Werthe ersetzt werden. uber in --L-^^- -^-^~
*&quot;_

}/dt* -f- (dx d*ai) + (dy d s
y)

s

====== Der links vom Gleichheitszeichen stehende Bruch

ist dasjenige, was aus dem rechts befindlichen entsteht, wenn dx um

d*x, dy um d*y abnimmt, wahrend P, Q f
dt constant bleiben, d. h.

die Gleichung behauptet, das unter der Voraussetzung canstanter

gewonnene Differential von
,

x
&quot;*&quot;

_ sei Null oder
dx* + dy*

x+ Pd*y) (^rfa;+ Pdy) (dxd*x + rfyrf y) _^ Q

i i_ a; (rx-yii XT , ,.

beziehungsweise ^s---53-^ = .;..
,

, ~-^ Neben dieser ersten
Qdx+ Pdy dt*-\-dx*-\-dy*

Differentialgleichung bedarf man einer zweiten, welche durch Differen

tiation der Flachengleichung als Pdx = Qdy + Rdt gewonnen wird.

Dass in ihr die Grossen P, Q vorkommen miissen, geht daraus her-

vor, dass, wenn in dem der kiirzesten Linie angehorenden Flachen-

punkteM das Coordinatenstiick t constant geworden ist, nur PdxQdy
tibrig bleiben kann, wie vorher angenommen war.

CANTOR, Oescldchte der Mathematik. III. 3. 2. Aufl. 55
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Will man Eulers Gleichung auf ihre Uebereinstimmung mit der

heute iiblichen Form der Gleichung der kiirzesten Linie priifen, welche

F(x, y, *)
= als Flachengleichung und ~= P, -^f

=
Q, ^= E,

voraussetzend P(dyd*z dzd?y] + Q(dzd*x dxd?e) -f E(dxd*y
- dyd x)

=
lautet, so 1st zu beachten, dass bei Euler t steht, wo

wir heute z, und - -
P, wo wir heute P schreiben, dass er ferner dt

(beziehungsweise ds) als constant betrachtet, wodurch d?z = wird.

Die heutige Gleichung verwandelt sich dadurch in Pdtd2

y -f- Qdtd?x
-4- R(dxd*y dyd^x) = 0. Vervielfacht man sie mit dt, so nimint

sie die Gestalt an (Pd ij -f Qd~x)dP -f Rdt(dxd*ij dyd^x) =
oder (Pd*y + Qd*x)d? = (Qdy - - Pdx) (dxd*y --

dyd*x] =
dxdy(Pd

2
y + Qd*y)

oder endlich

Die weitere Fortsetzung des Aufsatzes wendet die bisher all-

gemein gehaltenen Betrachtnngen auf besondere Oberflachen an, wie
wir (S. 843) gesagt haben.

Von viel grosscrer Tragweite waren die Ergebnisse des um vier

Jahre spateren Aufsatzes Problematis isopcrimetrid in latissimo sensu

wcepti solutio gencrnlis
1

). Euler wusste hier, unter dem Titel einer

allgemeinen Auflosung des im weitesten Sinne des Wortes gefassten

isoperiinetrischen Problems, alle auf die Auffindung grosster oder
kleinster Werthe gerichteten Aufgaben in ein System von Classen zu

bringen, welche die Art ihrer Behandlung sofort von selbst enthiillen.

1. Solle eine Curve bestimmt werden, welche eine Eigenschaft A
im grossten oder kleinsten Masse besitze, so miisse man zwei an-

einanderstossende Curvenelemente in Betrachtung ziehen.

Solle eine die Eigenschaft A besitzende Curve bestimmt werden,
welche ausserdem die Eigenschaft B im grossten oder kleinsten Masse

besitze, so musse man drei aneinanderstossende Elemente in Be
trachtung ziehen.

3. Solle eine die Eigenschaften A und B besitzende Curve be
stimmt werden, welche ausserdem eine Eigenschaft C im grossten
oder kleinsten Masse besitze, so miisse man vier aneinanderstossende
Curvenelemente in Betrachtung ziehen u. s. w.

Solle man also eine mit n Eigenschaften bereits versehene
Curve so bestimmen, dass sie eine (n + l)

te

Eigenschaft im grossten

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annos 1732 et 1733 T VI
1^3155.
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oder kleinsten Masse besitze, so miisse man n -f- 2 aneinanderstossende

Curvenelemente in Betrachtung ziehen.

Euler erkennt ferner die Vertauschbarkeit der Bedingungen in

dem Sinne, dass, wenn von n -f- 1 georaetrischen Thatsachen n der

Curve bereits anhaften, die (n -f- l)
te im grossten oder kleinsten

Masse erzielt werden soil, jede der n -j- 1 Eigenschaften als die

(n -f- l)
te

gewahlt werden darf, ohne den Classencharakter der Ani-

gabe zu verandern. Als Princip gilt ihm 1

), dass die Maximal- oder

Minimaleigenschaft der ganzen Curve jedem ilirer Theile innewohnen

miisse. Als Regel schreibt er vor 2

),
dass man VOD der Curve, welehe

bereits als gefunden gedacht werde, zu einer nachsten Lage derselben

ubergehen und dann die bedungene Eigenschaft als noch bestebend

in Recbnung bringen solle. Dann gibt er genauere Vorschriften fur

die Aufgaben der aufeinanderfolgenden Classen, jedein Kenner sein

Studium der Jakob Bernoullischen Abhandlung vom Mai 1G97 (S. 235,

Fig. 41) sofort enthiillend.

In der ersten Aufgabenclasse ist (Fig. 138) a fie die neue Lage
der friiheren Curve ale, in welehe der Uebergang so stattfindet,

dass das Curvenelement ab zu aft wird
s\

und um fim zunimmt, wahrend das

Curvenelement be zu 8c wird und um
bn abnimmt; eine Zunahme (Abnahme)
um das Stiick 6/3 hat auch bM(cN) er-

litten. Nun ist
A/3?&amp;gt;m

~ baM uud

- bcN und deshalb ftm == -~

sowie bn = -
=-

,
sodass alle Verande-

CO

rungen auf 6/3 zuriickgefuhrt erseheinen.

Als Beispiel wird die Aufgabe
3

) behandelt,

diejenige Curve zu finden, fiir welehe jx
n ds ein Minimum sei. Das

findet statt, wenn jedes Element des Integrals ein Minimum ist, also

auch An ab und OBn
-bc, sowie deren Sumnie. Der Sutnme

OAn
- ab -f OIF- be entspricht in der Neulage OAn

-

aft -f OBn
-

3c,
und Gleichsetzung der Summen fuhrt zu OAn

ftm = OB&quot; bn oder

OAn
-bM-bp OBn -cN-bB . OA&quot;-IM OBn -cN

zu -
,

^ =---r--- oder zu -^ = --= Der
ab cb ab cb

Ausdruck rechts ist das, was aus dem Ausdrucke links wird, wenn
die denselben bildenden Strecken sich je um ihr Differential ver

andern. Die Gleichung besagt also, dass das Differential von

J

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annos 1732 et 1733. T. VI,

128. 2
) Ebenda T. VI, 129. 3

) Ebenda T. VI, 129130.
55*
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OA&quot; bM . , , . , OAn bM
T verschwmde, bezienungsweise dass =- erne Constante

sei, welche man dutch an bezeichnen darf. Dabei 1st OA = x,

1&amp;gt;M dy }
ab = ds, folglich -jr?

= an die Differentialgleichung der

gesuchten Curve. Ware die Bedingung allgemeiner die gewesen, es

soil / Pds ein Minimum sein, wo P irgend eine Function von x be-

zeichnet, so hiesse die Differentialgieichung der gesuchten Curve

Pdy Ads, wo A eine Con

stante ist.

Bei der zweiten Aufgaben-
classe bildet sich (Fig. 139) die neue

Lage a
/3 yd der als bekannt ge-

daehteu Curve abed in der Weise 1

),

dass A x, Aa = y, oa s,

AB = BC= CD= dx, bM= dy,
ab = ds, cN= dy -f- d*y, bc= ds

+ &amp;lt;l*s,
dP= dy -f- 2d*y + d*y,

rig. is9. cd = ds -|- %d?s -}- d*s war, und

dass aft
= ab -}- m(l, fiy

= &c -

&p vr, yr/
= cd -f yw, J//3

= Mb -\- Itfi, Ny = Nc 1)ft cy

wird, und auch Pd ist gegen das friihere Pd urn cy gewachsen.

Dreiecksahnlichkeiten fordern /J,
= ^LL*, ftun,^-^, CJ/ =

ao
~

aft

:

f I , yn jjp Zwei Bedingungen sollen erfUllt werden,

fiihren mi thin zu zwei Gleicliungen, in welchen nach den erforder-

lichen Einsetzungen 6/3 und cy im crsten Grade hervortreten, so

dass die Gleichungen die Form haben P
ft/3 Q cy = 0, E &/3

-5-ay = 0. Meistentheils, fahrt Euler fort 2

), ist dabei Q =-- P
-f dP, S = E -f- (772; habeii aber die Grossen P, und

,
&amp;gt;S diese

formelle Eigenschaft nicht, so konnen sie dieselbe immer erhalten,
indem man die Gleichungen mit einem Factor vervielfacht oder durch
einen Divisor theilt

8
).

Bleiben wir einen Augenblick bei dieser Aeusserung stehen. Sie

sagt nichts Anderes als dass Q P, und genau das Gleiche gilt fur
- E, ein vollstandiges Differential sei, beziehungsweise dass diese

Behauptung immer fflr M(Q P) Geltung habe, wo M irgend einen
Factor bezeichnet, dor im einfadisten Falle die Einheit ist. Euler

*) Commentarii Acmlemiae Petropolitanae ad annos 1732 eb 1733. T. YT.
-134.

) Ebenda T. VI, 134.
*) Si rero Imiusmodi formam non habut-

rnit poterunt semper nvMq.Jicando vel dimdcndo aeytationes ad talem reduci.
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muss also damals das Vorhandensein des integrirenden Factors

bereits erkannt haben, von welchem allerdings ein gauz besonderer

Fall schon bei Johann Bernoulli (S. 227) Anwendung fand. Wir

haben (S. 760) zum voraus auf diese Stelle verwiesen.

Sei nun der einfachste Fall M= 1 als vorhanden gedacht, und

dividirt man die Gleichungen P fe/J
= (P -j- dP)cy ,

E -

6/3
=

J? P -I- dP
(E -(- dtycy durch eiuander, so entsteht ^

= p T
&amp;lt;;
R un^ daraus

leicht -p-
= --, woraus durch Integration P -f- JR = folgt, worin

o eine Integrationsconstante ist. Die Aufgabe ist aber damit auf die

der Auffindung der Functionen P und E zuriickgefiihrt, und ist diese

gelungen, so ist ein maschinales Hinschreibeu der Endgleichung er-

moglicht. Euler fuhrt specielle Annahmen fur die in der Einleitung

(S. 846) als A und J5 bezeichneten Eigenschaften ein, d. h. er wahlt

gewisse Integrate, von denen das eine constant bleiben, das andere

ein Maximum oder ein Minimum werden soil, und zeigt, wie unter

dieser Voraussetzung F und JR ausfallen. Soil etwa die ebene Curve

gesucht werden 1

),
welche bei gleichem Umfange die grosste Flache

umschliesst, so ist A =jydx, B = fds. Euler findet P dx und

R dq }
wo q eine Abkiirzung fiir

^- ist
2

).
Die gesuchte DifEeren-

tialgleichung heisst demnach dx adq und nach der Integrirung

= aq a~ oder dy -^L- ,
welche neuerdings integrirt zu

us
yoi* a?*

Bei der dritten Aufgabenclasse werden an einer den vorigen

Figuren im Ganzen ahnlichen und nur durch die Berucksichtigung

von vier Curvenelementen von ihnen abweichenden Zeichnung und

mit gleichfalls im Ganzen ahnlichen Schliissen drei Gleichungen er-

mittelt
4
),

deren jede die Form P bft Q cy -j- E dd = besitzt,

zwischen welchen alsdann &/S, cy, dd sich elimmiren, so dass eine

Endgleichung P -j- mp -f- nx entsteht, innerhalb deren m und n

willkiirliche Constanten sind, hervorgegangen aus zwei nach einander

vollzogenen Integrationen.

Eulers Aufsatz war noch nicht gedruckt, da reichte Clairaufc

1733 der Pariser Akademie eine Arbeit fiber einige Maximal- und

Minimalaufgaben, Sur quelques questions de maximis et mimmis 4

), ein,

Die Aufgaben, welche er erwahnt, sind ungemem sinnreich erdacht,

z, B. diejenige, welche verlangt, auf einer gegebenen Oberflache den

l

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1732 et 1733 T. VI,

143. 2
) Ebenda T VI, 142.

)
Ebenda T. VI, 149. *) Histoire de I Aca-

des Sciences de Paris, Annee 1733 pag. 186194.
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Weg zwischen zwei gegebenen Punkten der Art zu vollziehen, dass

der auf diescm Wege sich Befindende die geringstmogliche Einwirkung

von mehreren Kriiften empfinde, welche selbst auf der Flaehe ihre

Wirkungsmittelpunkte besitzen und jede von dem ihrigen aus nach

irgend einem bekannten Gesetze sich aussern. Insbesondere behandelt

alsdann Clairaut die Aufgabe: Auf einer durch ihre Gleichung nach

x
y y }

2 gegebenen Oberflache eine Curve zwischen den gegebenen

Punkten f und g zu zeichnen, so dass fur die Ausdehnung der Curve

f Gg das Integral / Xds einen constanten Werth besitze, das Integral

lX*ds dagegen ein Minimum werde 1

).
Dabei bedeuten X und X 2

irgend welche Functionen von #, y, s, also X 2 nicht etwa das

Quadrat von X. Audi Clairaut benutzt drei consecutive Curven-

eleuiente
2

) GH, HJ, JK und sucht sie so zu bestimmen, dass
;
wenn

X und X2 in H die Werthe Y, Y\ in J die Werthe Z, Z* annehmen,

X- GH + Y- HJ+ Z-JK constant und X 2
- GH~\- Y2 HJ+

Z* JK ein Minimum werde. Ein wesentlich neuer Gedanke ist zu

dem, was man schon laugere Zeit wusste, nicht hinzugetreten.

Ausserdem hat Clairaut in dem gleichen Jahre 1733 einen

wenigstens zum Theil hierher gehorenden Aufsatz fiber die Gestalt

der Erde veroffentlicht 3

), welchem er 1739 eine Fortsetzung folgen

liess
4
).

Beide Aufsiitze hangen mit den Gradmessungen in Lappland
und in Peru zusarninen, an deren ersterer Clairaut theilnahm. In

dem Aufsatze von 1733 bewies Clairaut den Satzy dass bei jeder

kiirzesten Linie atif einer Umdrehungsflache das Product aus dem

Radius des Parallelkreises, dem einer ihrer Punkte angehort, in den

Sinus des Winkels, den ihre ebendort gezogene Beriihrungslinie mit

dem Meridiane bildet, einen constanten Werth besitzt; in der Fort

setzung von 1739 sind die kiirzesten Linien auf wenig von der

Kugelgestalt abweichenden Umclrehungsellipsoiden mit Hilfe von

Reihen, die nach Potenzen der Excentricitat fortschreiten, naherungs-
weise bestimmt

Wollen wir die der Zeitfolge nach sich hier anschliessenden

Arbeiten Eulers, dessen Interesse an verwickelteren Maximal- und

Minimalaufgaben 1732 keineswegs erschopft war, besprechen, so

fordert der Zusammenhang, dass wir rttckgreifend einen alteren Auf
satz kurz erwahnen. Euler hatte 1726 in den A. E. einen Aufsatz

) Histoire de VAcademic des Sciences de Paris. Annee 1733 pag. 188.

) Ebenda pag. 189: Soicnt GH, HJ, JK trots cotes consecutifs de la courbe

cherchee.
*) Ebenda : Determination geometrique de la perpendiculairc a la

meridtenne tracee par M. Cassini avec plusieurs methodes d en tirer la grandeur
et la figure de la terrc.

4

) Ebenda. Annee 1739: Suite du memoirc de 1733.



Maximal- und Minimalaufgaben. Eulers Methqdus invcniendi. 851

uber die Isochrone im widerstehenden Mittel veroffentlicht und dabei

gelegentlich die Aufgabe gestellt
1

): Die Brachystochrone im wider

stehenden Mittel unter der Voraussetzung einer gleichmassig wirken-

den Schwerkraft zu finden. Hermann gab 1727 eine Auflosung
dieser Aufgabe

2
)

in einem ausserdem nocb mannigfache mechanische

Fragen behandelnden Aufsatze und kam darin auf Irrwege, welche

ihn zu einem anderen Ergebnisse fiihrten als Euler erlangt hatte.

Euler machte ihn brieflich darauf aufmerksam und erhielt von Her

mann die Antwort, er sei selbst an seiner Untersuchung zweifelhaft

geworden und behalte sich vor, diese Frage neuerdings zu priifen.

Bevor ihm dieses moglich war, starb Hermann im Juli 1733, und

nun glaubte Euler es dem Andenken des verstorbenen Freundes

schuldig zu sein, den Sachverhalt so, wie wir es ihm folgend gethan

haben, zu schildern, damit man Hermann nicht spater einmal be-

schuldige, Unrichtiges veroifentlicht zu haben, ohne jemals seinen

Irrthum eingesehen zu haben. Zugleich theilte Euler seine eigene

Auflosung mit 3

),
uud es kennzeich.net die fur die damalige Zeit noch

unbesiegbare Schwierigkeit der Aufgabe, dass auch Eulers Behand-

lung als eine verfehlte bezeichnet werden muss, was Daniel Ber

noulli in einem Briefe vom 12. September 1736 4
) (also bevor der

betrefFende Band der Petersburger Abhandlungen 1740 in die Oeffent-

lichkeit gelangte) Euler selbst gegeniiber aussprach.

In eben diesem Jahre 1736 erschien Eulers erstes umfang-

reiches Werk, seine Mechanica sive motus sclentla analylicc exposita.
(

Wie wir, um uns nicht allzuweit von der reinen Mathematik zu ent-

fernen, Hermanns Phoronomie von 1716 nur im Voriibergehen

(S. 276) genannt haben, wie wir auch auf Daniel Bernoullis

Hydrodynamik von 1738 keine Rttcksicht zu nehmen gedenken, so

werden wir uns versagen miissen, ausfiihrlich iiber Eulers Mechanik

zu berichten. Was indessen in ihrem II. Theile in nachster Beziehung

zu den in diesem Kapitel behandelten Fragen steht, diirfen wir nicht

iibergehen.

Schqn in der Vorrede zum II. Theile der Mechanik 5
) sagt Euler:

Ich habe bewiesen, dass ein durch keine Krafte angetriebener Kbrper
sowohl auf einer gegebenen Linie als auch auf einer gegebenen Ober-

flache sich gleichformig bewegen mttsse-, dass aber auf der letzteren

der Weg des Korpers die kiirzeste Linie sein werde, welche auf dieser

Oberflache gezogen werden kann.

J

) A. E. 1726 pag. 363. 2
) Commentarii Academiae Petropolitanae ad

annum 1727. T. II, 139 sqq. )
Ebenda 1733 ct 1734. T. VII, 135 149.

4
) Corresp. math. (Fuss) II, 434. 8

) Eulers Mechanik (deutsch von J. Ph.

Wolfers) II, 3.
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Gleich iin 1. Kapitel vou der nichtfreien Bewegung inj Allge-

raeinen ist der 8 und 9. Satz 1

)
dazu bestimmt, die in der Vorrede

ausgesprocheue Bemerkung zu rechtfertigen. Der 8. Satz hat fol-

genden In halt. Sei (Fig. 140) auf der Ober

flache ABC ein Weg DM durch einen be-

wegten Korper durchlaufen. An und fur

sich hatte der Korper alsdanu die Neigung,
sich in der Tangentialrichtung Mn zur seit-

herigeu Bahn weiter zu bewegen, wenn dem
nicht der Zwang auf der Oberflache zu

bleiben, entgegenstiinde. Urn die thatsach-

liche Bahn der Fortbewegung des Korpers
zu ermittelu, zerlegt man das in einem Zeit-

clemente zu durchlaufende Wegelement Mn
in zwei Componenten, in

&amp;lt;Ji&amp;lt;?

zur Oberflache senkrechte nm
||
MO

und in die der Oberflaohe selbst angehorende Mm. Die Bewecrunero O O
nm wird durch den genannten Zwang aufgehoben, die Bewegung Mm
wird durch jenen Zwang nicht verandert und bleibt die eigentliche

Bahn des Korpers. Die Ebene Mmn auch nach riickwarts in der

Richtung der MD fortgesetzt, enthalt die zur Oberflache senkrechte

nm, ist also selbst senkreeht zu dem als Ebene aufzufassenden

Flachenelement, die Bewegungsbahn hat also die Eigenschaft, dass

die Ebene, in welcher zwei beliebige zusammenhangende Elemente

derselben liegen, normal zur Oberflache steht. Das ist die Eigen
schaft der kflrzesten Linie, welche Johann Bernoulli schon 1698

kannte (S. 244), welche aber, da dessen Briefwechsel mit Leibniz

erst 1745 im Drucke erschien, 1736 fttr die Oeffentlichkeit noch neu
war. Fiir Euler war sie allerdings nicht neu, denn Johann Bernoulli

hatte sie ihm in dem (S. 843) angeftihrten Briefe vom 18. April 1729

Diitgetheilt, und Euler hatte sie nur zu beweiseu. Das that er im
9. Satze. Der Kruminungshalbmesser der Curve DMm liegt in der

durch zwei zusammenhangende Curvenelemente bestimmten Ebene
und fallt deshalb in die Richtung der Flachennormale MO, wahreud
er zugleich senkreeht zur Curve DMm ist. Es war also einestheils

der Krummungshalbmesser einer beliebigen Flachencurve im PunkteM
y anderentheils die Flachennormale in ebendemselben Punkte M

zu ermitteln und alsdann die Frage zu beantwortcn, unter welcher

Bedingung beide Richtungen zusammenfallen Die Antwort bringt
Euler in die Gestalt einer

Differentialgleichung, welche genau eben-
dieselbe

ist, die er im III Bande der Petersburger Coinmentarien,

J

) Eulers Mechanik fdeutsich von J. Ph. Wolfera) II, 2429.
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auf den er sich ausdriicklieh bezieht, als Gleichung der kurzesten

Linie (S. 845) gefunden hatte. Soweit war Doppeltes erreicht: es

war gezeigt, dass die Bewegungsbahn eines zum Verbleiben auf einer

Oberflache genothigten Korpers eine kiirzeste Linie sei, es war die

geometrische Haupteigenschaffc der kurzesten Linien bewiesen.

Ein Zusatz zum 8. Satze 1

) sagt: Ein auf der Oberflache ausge-

spannter Faden bezeichnet die kiirzeste Linie
,
und daher wird der-

selbe zugleich den Weg angeben, auf welchem der Korper an der

Oberflache fortgeht. Vieileicht darf man annehmen, Eulcr sei, als er

Satz 8 kennen lernte, alsbald auf diesen Zusatz gestossen, der ihn dann

veranlasste, in Satz 9 den Nachweis des Besitzes der Eigenschaft des

Satzes 8 fur die kurzesten Linien zu liefern. Hat man doch auch

fur Johann Bernoulli die Entdeckung eben jener Eigenschaffc der

kurzesten Linien mit mechanischen Untersuchungen, namlich mit der

Aufsuchung der Kettenliuie, in Verbindung zu bringen gewusst
8
).

Im 4. Kapitel, von der Bewegung eines: Punktes auf einer ge-

gebenen Oberflache 3

), ist wiederholt von kurzesten Linien die Rede,

ist wiederholt auf die Abhandlung ron 1728 Bezug genommen. Wir

begniigen uns damit, dieses zu bemerken und zu gleicher Zeit darauf

aufmerksam zu machen, dass Euler schon hier eine voile Beherrschung
der analytischen Geometrie des Raumes an den Tag legte, wenn auch

die im Anhange zum II. Bande der Introductio zusammengestellten

Entdeckungen noch fehlten, vielleicht auch nur noch aicht zum Aus-

spruche kamen, weil keine Gelegenheit dazu vorlag.

In dem Erscheinungsjahre&quot; 1736 der Mechanik legte Euler der

Petersburger Akademie eine Abhandlung unter dem Titel Curvwrum

maximi minimive proprietate gaudentium inventio nova ct facilis*) vor.

Die Bedeutung dieser neuen uiid leichten Auffindung von mit Maximal-

oder Minimaleigenschaften versehenen Curven ist schon aus folgendeni

ihrer Einleitung entnommeDen Satze ersichtlich: ,,Ich bin jiingst auf

derartige Fragen gestossen, zu deren Erledigung die frtiher von mir

aufgestellten Formeln nicht gentigten, so dass ich mich genothigt sah,

neue weitere Aussichteu eroffnende Formeln zu betrachten und fttr

sie zur Auflosung der Aufgabe geeignete Werthe zu suchen.&quot; Er

will also die 24 frtther betrachteten EinzelformeLn (S. 849) zunachst

durch eine einzige ersetzen und dann fruher noch Unberiicksichtigtes

erledigen. Euler bedient sich dabei romischer Zahlzeichen als Stellen-

J
) Euler 3 Mechanik (deutsch von J. Ph. Wolfers) IT, 25, Zusate 2.

2
) P. Stackel, Berichte der Konigl. Sachsischen Gesellsehaft dor Wisnenschaften

zu Leipzig vom 3. Juli 1893. S. 447 448. 3
) Eulers Mechanik (deutsch

von J. Ph. Wolfers) II, 419 460. 4
) Comntwtarit Academiae Petropolitanae

ad annum 1736. T. VIII, 159190.
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zeiger, welche iiber den Buchstaben augebracht andeuten sollen, dass

von einem Raumpuukte zu einem zweiten, dritten u. s. w. Consecutiv-

punkte iibergegangen sei, fur welche die mit dem Stellenzeiger ver-

sehenen Buchstaben das Gleiche bedeuten, wie die nichtindicirten

Buchstaben fur den urspriinglichen Punkt. Demnach ist y= y -j- dy,n i u
y = y -f 2dy -f d*y f dy = dy -f d?y, dy = dy -f 2d*y + d*y,

i i

(Py = &amp;lt;Py + d3
y, Q = Q -f dQ u. s. w. Ferner bedeutet p die erste

Ableitung von y nach #, s die Bogenlange, so dass dypdx,
ds = ]/l -f- p*dx ist, wobei dx als constant gilt. Stellt nun

Qdx das Integral vor, von welchein gewimscht wird, dass es eine

Maximal- oder Minimaleigenschaft erhalte, und ist Q eine Function
von

6-, y, x
} p, so wird dQ = Lds -f Mdy -f Ndx -f Vdp, oder mit

anderen Worten : es ist ~ = L = M = N ^ =- V
cs dy dx &amp;gt;

8p
Das auf das einzelne Element ab der gesuchten Curve bezugliche

Qdx wird in dem consecutiven Elemente be zu Qdx, und fiir die

beiden Curvenelemente ab -f- be zusammen findet Qdx -f Qdx statt.

Bei einer benachbarten Curve, welche zwischen a und c einen

Zwischenpunkt p besitzt, bringt der Uebergang von a b nach aft nur

die Veranderun^ von p in p -j- ^ zu Stande, wiihrend die dem Punkte

a entsprechenden x, y, s unverandert bleiben, daher ist hier dQdx
V-bp. Der Uebergang von be nach PC dagegen veiiangt, dass
I IIII I? 1.0 I

in Q die Grossen y, s, p in y -f fc/J, s -f !&amp;lt;?/_!

^ p - .

JE ubergehen,

und dadurch wird rf(?r^ = z (/s -f 3frf?/ -f Ndx -f-

I dx dy 6fl . ^ ,

J

^- + Mdx bfi V- bfi. Der Unterschied zwischen den

Ausdrucken, welche der Elementeusumme ab -f be und derjenigen

a-
ft + PC entsprechen, ist daher [Vf rf̂

+ Jtfda; V\ bft oder

/s + Mdx
dVjbp,

und da derselbe =P-bp sein und

P = die
Curvengleichung darstellen soil, so heisst eben diese

)

Ldxdy + Mdxds = dsdV, wo alsdann die Indicirung von L und
3/ weggelassen ist. Euler zeigt die Anwendung dieser Formel an

Beispielen, auch an solchen, deren Maximal- beziehungsweise Minimal-

*) Commcntarii Academiac Petropolitanae ad annum 1736. T. VIH, 164.
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eigenschaft sich nicht auf ein einfaches Integral f Qdx, sondern auf

ein Doppelmtegral j QdxJRdx bezieht 1

),
und wo das gelehrte Ver-

fahren weniger einfache, aber doch dem Grundgedanken nach ganz

ahnliche Ergebnisse zu Tage fordert.

Wesentlich anderer Natur wird aber die Aufgabe, wenn die

Function ausser x, y }
s und deren erste Differentiate auch zweite

Differentiate in sich schliesst
2

)
und vier Curvenelemente der Be-

trachtung zu unterziehen sind. Euler fiigt seinen bisherigen Be-

zeichnungen noch r fur die zweite Ableitung von y nach x bei, setzt

also d?y r dx* und d*s = -
,

-

g ,
und nirumt -^ W an.

In diesem Falle erhalt er die Curvengleichung
3

): d*W dV dx

-|-
- ~- ^

-\- M dx2

0, und unter den Beispielen fur diese An-

iiahnie ist die bcrichtigte Herleitung der Brachistochrone im wider-

stehenden Mittel zu finden 4
).

Im noch allgemeineren Falle, dass

wieder ein Doppelintegral in Frage komme, fiihrt die Darstellung

von P zu einer ausserst verwickelten Exponentialgrosse
5
).

Gegen Ende der Abhandlung kommt Euler zu dem wichtigsten

Ergebnisse von der Unrichtigkeit von Jakob Bernoullis Vor-

aussetzung, von welcher er selbst, wie alle seine Vorganger, bis

zu diesem Zeitpunkte unbedenklich ausgegangen war. Werm, sagt

er 6
), unter alien die Punkte o und z verbindenden Curven eine be-

stiinmt werden soil, bei welcher die bedingende Function Q weder s

noch ein Integral einschliesst, dann wird die Curve oz die betreffende

Bediugung erfiillen, insofern jedes ihrer Elemente oa die gleiche

Eigenschaft besitzt; hangt dagegen Q von s oder von einem Integrate

ab, so kann die Curve oz die Grosse / Qdx zu einem Maximum oder

Minimum machen, auch ohne dass irgend eines ihrer Elemente der

gleichen Eigenschaft theilhaftig ware.

Man begreift, dass Johann Bernoulli, auch wenn sein Charakter

ein anderer gewesen ware, und wenn er nicht so eifersiichtig daruber

gewacht hatte, dass ihm der Ruhm seiner unleugbar ausserordent-

lichen Verdienste nicht vorenthalten bliebe, nur mit einigem Ver-

drusse sehen konnte, wie Euler und, wenn auch in geringerem Masse,

Clairaut die Aufgabe von der kiirzesten Linie erledigten, ohne dass

seiner anders gedacht wurde als dadurch, dass Euler ihn 1729 als

J

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1736. T. VIII, 165.

*) Ebenda VIII, 167. 3
) Ebenda VIII, 169. 4

) Ebenda VIII, 172174 und

180181. 6
) Ebenda VIII, 184. )

Ebenda VHI, 188.



850 117 Kapitel

Denjenigen nannte, durch welchen er selbst auf den Gegenstand hin-

gcwiesen worden sei, und der sich in Besitz der allgemeinen Losung
befinde (S 843). Bernoulli musste die Gelegenheit der Herausgabe
seiner Gesammtwerke 1742 benutzen, inn zu veroffentlichen, was?

weil schou iiberholt, in Akademieschriften nicht mehr gut unter-

zubringen war, und er fiigte, wie schon (S. 244) angedeutet wurde,
eine Fussnote des Inlialtes bei, die Niederschrift riihre nicht von

ihru selbst her, sondern von Professor Klingenstierna in Upsala,
svelchem ei Ende 1728 die entsprechenden Mittheilungen gemacht

habe, eine Datirung, welche sich sehr gut damit deckt, dass Euler

gleichzeitig oder auch schon etwas fruher die Aufgabe vorgelegt er-

hielt. Johanu Bernoulli hat dann der Klingenstiernaschen Fassung
uoch Verschiedenes beigefiigt, Erlauterungen und Zusatze, fiir welche

er auch die stylistische Verantwortung ubernahm 1

).
Nach einleiten-

den Bemerkungen iiber ein rechtwinkliges Coordinatensystein der

x
} y, z, zwischen welchen eine Gleichung als Flachengleichung ge-

dacbt ist, stellt Johanu Bernoulli die Aufgabe der kiirzesten Linie

uud nndet ihre Losung darin 2

), es werde die Ebene, welche durch

drei einander unendlich nahe liegende Punkte einer kiirzesten Linie

bestimmt sei, senkrecht zur Berflhrungsebene der Oberflache stehen.

Eineu Beweis fiir diese Behauptung sucht man vergeblich. Was
Johann Bernoulli gibt ;

ist eiue Gleichung, welche unter der Voraus-

setzung des gegenseitigen Senkrechtstehens jener beiden Ebenen zu

einander erfullt wird, und welche die Differentialgleicnung der kiirze

sten Linie ist. Aendert man die Buchstaben und. einige Annahmen,
so zeigt sich voile Uebereinstinimung mit Eulers Ergebnisse von

1729, wie in einem Scholium gezeigt wird 3

).
Johann Bernoulli hat

bei dieser Gelegenheit der durch drei Consecutivpunkte einer Raum-
curve bestimmten Ebene den Naraen der osculirenden Ebene,
planum osculant), beigelegt, welcher von manchen Schriftstellern

beibehalten worden ist, wahrend andere ihn durch den der Schmie-

gungsebene crsetzten. Den Rest der Abhandlung Widen Beispiele.
Wir mussten diesen Seitenblick auf die Abhandlung Johann

Bernoullis werfen und kehren nun wieder zu Euler zurttck. Die

Ergebnisse von 1736, mit welchen er theilweise sich selbst wider-

Itgte, batten ihu noch fester an den Gegeustand gefesselt. Es war
an der Zeir, die Summe aller Forschungen zu ziehen, und er that es

in einem 320 Quartseiten starken Bande, der 1744 unter dem Titel:

) Job. Bernoulli, Opera IV, 111, Fussnote: Scholii Jiujus ut et sequen-
tium tiunt ipsiits Autharis verba

) Ebenda IV, 100
)
Ebenda IV, 112.

) Ebenda IY. 113 und 115.
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Methodus inveniendi tineas curvas maxim i minimise proprietatc gau-

dentes, sive soliilio problematis isoperimctrici latissiino sensu acceptl

bei dem bekanntesten Verleger mathematisctier Schriften in jeuer

Zeit, bei Bousquet in Lausanne und Genf, erschien. Der lange Titel

wird gemeiniglich abgekurzt, und man spricht schleehtweg von Eulers

Methodus inveniendi. Der Band zerfallt in 6 Kapitel und 2 Zusatze,

von welchen,Unterabtheilungen jede aus Paragraphen mit immer neu

beginnender Nummerirung besteht.

Kapitel 1, Von der zur Auffindung krummer Linien

dienenden Methode der Maxima und Minima im Allge-

meinen, zeigt zuerst das Unterscheidende des Aufgabe. Nicht eine

Curve sei gegeben, auf welcher Punkte gesucht werden, in denen

gewisse Grossen Maxima oder Minima werden, die Curve selbst werde

gesuchfc. Die Briider Bernoulli batten zuerst solcherlei Aufgaben

gestellt;
uud zwar hatten sie die Brachistochrone erforscht. Man hat

mit Recht darauf aufmerksam gemacht
1

),
dass darin eine geschicbi

licbe Ungenauigkeit liege. Schon Newton batte in der in seinen

Principien behandelten Frage nacb dem Korper des kleinsten Wider-

standes (S. 291) eine Aufgabe gestellt und gelost, welcbe dem gleichen

Gebiete angehort, und welche Euler selbst in 36 des 2. Kapitels

seiner Methodus inveniendi sich vorgelegt hat. Dass er weder an

jener spateren Stelle noch hier bei den geschichtlichen Bemerkungen
Newton genaunt hat, kann in seiner unleugbar vorhandenen, durch

die Art, wie der Prioritatsstreit gegen Leibniz gefiihrt worden war,

hervorgerufenen Abneigung gegen Newton und dessen nachste An-

hanger begrundet sei, doch halten wir auch nicht ffir ganz aus-

geschlossen, dass Euler die Newtonschen Behauptungen im Scholium

zum 34. Satze des 7. Abschnittes des 2. Buches der Principien nicht

als eine Behandlung der eigentlicben Frage gelten liess, wenn er sie

auch wohl gekannt haben wird. Als Brachistochrone, sagt Euler,

bezeichne man nicht etwa eine Curve, auf welcher die Zeit des

Herabfallens die kiirzeste wird, denn dann ware eine verticale Gerade

die Brachistochrone, vielmehr sei nur diejenige Curve gemeint, langs

welcher das Herabgleiten von einem gegebenen Punkte nach einem

zweiten in der kiirzesten Zeit erfolge. Die Differentialgleichung der

Brachistochrone, zu welcher man gelange, sei zweiter Ordnung. Deren

Integration fiihrt also zwei Constanten ein, und diese werden durch

die zwei Punkte als Anfangspunkt und Endpunkt der Bewegung be-

stimmt 2

).
Innerhalb der schon als nothwendig gekennzeichneten Ein-

J

) Stiickel in Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaffcen. Kr. 46,

S. 139, Anmeikung 18.
2
) Euler. Methodus inveniendi, Cap. I, 6.
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schrankung der Aufgabe ist eine weitere Unterscheidung geboten.

Entweder hat man es mit der absoluten Methode der Maxima
und Minima zu thun, welche lehrt 1

),
unter der Gesaraintheit aller

Curven diejenige zu bestimmen, in welcher eine vorgelegte verander-

liclie Grosse den grossten oder kleinsten Werth erhiilt, oder mit

der relativen Methode der Maxima und Minima, welche das

Gleiche nur fur diejenigen Curveii lehrt 2

),
welche (iberdies eine vor-

geschriebene Eigenschaft besitzen. Man weiss, dass die von Euler

den Methoden beigelegten Benennungen als absolut und relativ spater

auf die Maxima und Minima selbst iibertragen worden sind. Was
die Bezeichnung betrifft, so schreibt Euler in der Methodus in-

veniendi 3

) dy pdx, dp = qdx, dq = rdx, dr = sdx und iv fill-

die meistens s genannte Bogenlange
4
).

For in el des Maximum
oder Minimum heisst, und wird durch W bezeichnet r&amp;gt;

)7
die Grosse,

welche in der gesuchten Curve emeu grossten oder kleinsten Werth
annehinen soil. Ob es um ein Maximum oder um ein Minimum sicli

handelt, ist fur den Gang der Untersuchung unwesentlich und wird

am sichersten nachtriiglich zur Entscheidung gebracht
6

).
Das er-

wahnte W ist ein Integral mit der Integrationsvariabeln x und muss
auf einen bestimmten Abscissenabschnitt bezogen werden 7

), d. h. W
ist ein bestimmtes Integral zwischen Grenzen x^ und x

2 . In ihm
miissen ausser x auch noch andere Variable vorkoruinen 8

), sei es y
oder Ableitungen von y nach x, oder w oder andere Integrate, in

welchen wiederurn x nicht allein vorkommen darf,
-

die aber wie W
selbst erst dann bestiminbar werden, wenn der Zusammenhang zwi

schen y und x gefunden ist
9

).
In diesem Sinne heisst W ==

fzdx,
wo Zdx aber nicht integrirt werden kann, ohne dass eine Gleichung
zwischen y und x festgestellt wird 10

), und drei Fiille sind zu unter-

scheiden 11

).
Erstens knnn Z eine algebraische oder doch eine be-

stiinmte Function von x, y, p t q, r sein; zweitens kounen in Z
ausserdem Integrate vorkommen; drittens kann Z durch eine Diffe-

rentialgleichung gegeben sein, deren Integration man nicht zu voll-

ziehen weiss. Im ersten Falle waltet das Princip, dass die Eigen
schaft des Maximum oder Minimum fUr jeden nocli so kleinen Theil
der Curve gilt, wenn sie fur die ganze Curve stattfinden soil

12
),

wahrend in den anderen Fallen von diesem Principe abgesehen und

) Euler, Methodus inreniendi, Cap. 1, 7. *) Ebenda Cap. I, 10.
s
) Ebenda Cap. I, 1C.

) Ebenda Cap. I, 20.
) Ebenda Cap. I, 23

6
) Ebenda Cap. I, 33.

) Ebenda Cap. I, 25. 8
)
Ebenda

Cap. I, 2!
) Ebenda Cap. I, 34. 10

) Ebenda Cap. I, 36.
&quot;}

Ebenda
Cap. I, 37.

) Ebenda Cap. I, 38.
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auf die Curve in ihrer ganzen Ausdehnung Riicksicht genommen
werden muss 1

).
Die Beweisfuhrung fiir diesen schon 1736 von Euler

xi

ausgesprochenen Satz (S. 855) ist folgende. Man will W= IZdx
XL

zu einem Maximum oder Minimum machen, sage man etwa, urn

Zweideutigkeiten auszusehliessen
,

zu einem Maximum. Die Curve

amz werde durch die Ordinate in m (bei x #,) in zwei Theile
T

?)i XL

getheilt, und es sei fzdx = P, fzdx = Q, also W=P + Q.
*i *

Ist Q unabhangig von P, so muss allerdings, damit W Maximum

werde, auch P und Q ein solches sein. Komrnt aber in Z ein ohne

die Kenntniss der Functionalitat von y in x unbestimmbarer Aus-

druck vor, so findefc jene Unabhiingigkeit zwischen P und Q nicht

statt. Das Curvenstiick mz konnte ausser von seinem Anfangspunkte
m auch von dem nach m hinfiihrenden Curvenstiicke am abhangen,
und in Folge dessen konnte, nachdem das Curvenstiick am etwas

geandert wurde, P in P p, Q in Q -f- q, W in P p -f- Q -)- q

libergehen. Ist alsdann q &amp;gt; p, so wird W fiir die ganze neue Curve

ein Maximum, aber nicht fiir deren einzelne Stiicke. Zur bequerneren
Uebersicht werden weitere Bezeichnungen eingefiihrt

2

),
nicht uberein-

stimmend mit denen von 1736 (S. 854), aber doch ihnen ahnlich.

Statt der roinischen Zahlzeichen iiber -den Buchstaben dient eine

rechts oben angebrachte Bestrichelung, um den Zustand in einem

spateren consecutiven Punkte anzudeuten, und eine rechts unten an

gebrachte Bestrichelung weist auf den Zustand in einem friiheren

Punkte bin. So ist z. B. y y -f- dy, y&quot; y -j- dy == y -j- %dy
-f- d

z

y, wahrend y = yt -\- dyt , y,
= yit -\- dyit

bezeichnet. Auch

irgend eine durch F dargestellte Function von x erleidet solche Be

strichelung, wie an F&amp;lt;=F
t -\-dFs

und F = F -f- dF ersichtlich

ist. Dem F als Functionalzeichen die Variable x beizuschreiben

unterliess Euler in der Methodus inveniendi, wiewohl er schon zehn

Jahre friiher (S. 736) diese Bezeichnungsweise benutzt hatte. Die

Methode, deren man sich zu bedienen hat, um die Curve zu ent-

an-

,

decken, fiir welche I Zdx einen grossten oder kleinsten Werth
xi

nimmt, ist die gleiche, deren Euler sich seit 1728 bediente. in der

Methodus inveniendi begriindet er sie aber 3

).
Jeder Ausdruck, sagt

l

) Euler, Methodus inveniendi, Cap. I, 43. ) Ebenda Cap. I, 48

bis 55.
&quot;)

Ebenda Cap. I, 58.
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er, der ein Maximum wird, d. h, bis zu einem gewissen Werthe an-

steigt und dann wieder abnimnit, nabert sich dera Maximalwerthe in

der Weise, dass die Zunahme, beziehungsweise die Abnahme, vor und

nach dem grossten Werthe unmerklich ist. In Ausnahmefallen sei

freilich die Zu- und Abnahme nahe beim Maximum unendlich gross,

doch dflrfe man von diesen absehen. Sei nun die Curve amnog
*

diejenige, fQr welche JZdx Maximum (Minimum) wird. Bei einer

*
anderen von a nach z sich erstreckenden Curve wird / Zdx einen

*i

anderen Werth annehmen, der sich von dem vorhergehenden um so

mehr unterscheidet, je mehr die Curven von einander abweichen.

Der Unterschied wird nur dann unmerklich, wenn die Abweichung
unendlich klein ist. Man wahle daher einen Punkt v unendlich nahe

*

bei n, berechne den Werth vonJZdx einnial fiber die Curve amnoz
*i

und einmal ttber die Curve amvoz und setze beide Werthe ein

ander gleich, beziehungsweise deren Unterschied gleich Null, so erbalt

man die Bedingung dafQr, dass amnoz die gewiinschte Maximal-

oder Minimaleigenschaft besitzt, d. h. die Differentialgleichung von

amnoz. Man darf ja nicht ausser Augen lassen, dass die Aende-

rung der Curve unendlichklein sem muss, es gentigt also z. B. nicht,
den Bogen mno unendlichklein zu wahlen, die Entfernung nv muss
im Verhaltnisse zum Bogen mno unendlichklein sein 1

).
Der vor-

i

erwahnte Unterschied zwischen den beiden Werthen von Czdx wird
xi

der Differentialwerth der Pormel, valor differentialis formulae,

genannt
2

).

Kapitel 2, Ueber die absolute Methode der Maxima und
Minima zur Auffindung von Curven, wendet die am Schlusse
des 1. Kapitels gegebene Vorschrift auf bestimmte Aufgaben an,
welche selbst wieder vom Allgemeinen zum Besonderen fortschreiten,
indem zuerst die Gestaltung von Z im weiteren Sinne des Wortes
zur Rede kommt, woran einzelne Beispiele sich anschliessen. Die
erste Aufgabe ist und muss sein, die Aenderungen zu finden, welche
in einer Curve amz die einzelnen bestimmten, auf die Curve bezflg-
licheu Grossen erleiden, wenn die Ordinate Nn eines Punktes um
ein unendlich kleines StOck nv vermclii-t wird 3

) (Fig. 141). Die

) Euler, Methodus invtniendi, Cap. I, 59. ) Ebenda Cap. I, 62.
8
) Ebenda Cap. II, i.
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Ordinate Mm y, welche zur Abscisse AM x gehort, bleibt un-

veranderfc, ebenso LI = yi}
welches zu x dx gehort, und Oo

y&quot;f

Pp = y
&quot;

u. s. w., denen die Abscissen x -f- %dx, x -}- 3dx u. s. w.

entsprechen. Die zu x -\- dx ge-

horende Ordinate Nn = y erhalt

den Zuwachs nv. Daraus folgt aber

das Uebrige. Es ist z. B. p= ~rjp ,

p = y ~~ y
. Die Veranderung von

p ist folglich -j-
und die von p

ist ^ Ferner ist q = *. -
dx dx

,
dessen Veranderung

L M N OP
Fig. 141.

also , V u - s - w Euler stellt in einer kleinen Tabelle die Aende-

rungen von y , p } p , qt , q, q f
r
//f

r
t , r, r

,
r&quot; zusamraen. Ist die

Aenderung eines aus solchen Grossen zusainmengesetzten Ausdruckes

zu ermitteln x

),
so differentiirt man den betreffenden Ausdruck und

ersetzt die Differentiale der eiuzelnen Grossen durch die ihnen der

Tabelle gemass zukommenden Aenderungen, 1st z. B. y Yl -\- p*

zu behandeln, so sucht man d(y
~ -*

-j&quot; /

Man hatte aber nv als Aenderung von y und -y- als Aenderung von p.

Die gesuchte Aenderung von y ]/!-{- p* ist rnithin nvY\ -\- p*

-j ^-~== Als zweite Aufgabe wird die Curve gesucht. welche
*

a,

/ Zdx zu einem Maximum oder Minimum macht, wahrend Z erne

*\

bestimmte Function von x und y ist
2

).
Theilt man das Abscissen

intervall von x
l

bis x.2 in lauter glciche Elemeute dx von unendlicher

a-z

Kleinheit, so lasst das Integral JZdx sich als Summe ebensovieler

&quot;i

Theile von der Gestalt Zdx betrachten, welche aber in jedem Theil-

punkte der Abscissen ein anderes Z in sich schliessen, d. h. man hat

**

fZdx = -f- ZMdx -f Zt
dx -f Zdx + Z dx -f- Z&quot;dx + -

. Der
*i

Differentialwerth der Formel wird, wenn Nn = y um nv wachst,

alle iibrigen Ordinaten aber ungeandert bleiben, einzig in dem DifiEe-

l

) Euler, Meiliodus inveniendi, Cap U, 3 u. 4.

CANTOR, Geschichto der Machcinatik III. 3. 2. Aufl.

&quot;)

Ebenda Cap. H, 7 .

56
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rentialwerthe von Z dx bestehen. 1st dZ= Mdx -f- Ndy, dZ =M dx

-j- N dy ,
und erwilgt man, (lass infolge der unmittclbar vorher-

gehendeii Erorterimg in dZ fur dx der Werth (weil die Abscisse

si&amp;lt;;h nicht iiudert), fiir dy der Werth nv gesetzt werden muss
?
so

ontstoht als Aemlerung von Z ausschliesslich N -nv, und als den

gleicli xu setzenden DifFerentialwerth von Z dx erhalt man N -dx-nv
= (N -f- dlS^dx nv = N dx nv, weil dN gegen N verschwindet.

Als gesuchte Ourvengleichung behalt man schliesslich N=0. So

wird 1

)
z. B. das Integral JQbaFaPy \bcfixy -f- 5a

2

?/

3
37/

:

&quot;

)^,r

zu einem Maximum oder Minimum, wenn a?x* a5x -J- a2
?/

2
?/

=
(a.r ;/

2

) (rta- -j- /y

2
ft

2

)
= ist. Enthalt Z neben x und ?/ auch

p, so class dZ ?i/r/.6 -f- JV^// -f- Pr/^ ist, so verleiht die Curve

dP /*
I

^T--- . dem Integrale /
Zdx einen Maximal- oder Minimalweiih 2

j.

a~,

Als Beispiel wird eine kiirzeste Linie in der Ebene gefordert, oder

verlangt, dass / |/1 -\- jrdx ein Minimum werde 3
).

Zunachst wird

darauf aufmerksam gemacht, dass der Sinn der Aufgabe es mit sicb

bringo, dass kein Maximum, sondcrn nur eiu Minimum eintreten

kiinne. Ferncr ist Z= ]/l -f F*, dZ~~L==-.dp t
also iV=0,

1/1 + p
2

P=- und (IP=Q die verlangte Gleichung, welche i/-* &quot;

zu P = r
f

d. h. - =**C n= - =n fiihrt. Dann ist

Vi -h p
9-

&quot;

YI o*

weiter dy = ndx und y = a -f- w.r eine Gerade, deren beide Inte-

grationsconstanten n und a sich bestimmen, sobald man die beiden

Punkte der Ebene kennt, zwischen denen die kiirzeste Linie verlangt

wird. Ein anderes Beispiel
4

) fordert, dass /
rf v_, ^- 8 ein Maximum

oder Minimum werde, welches, wie Euler sagt, bei der Frage nach

dem Rotationskorper auftritt, der in der Richtung seiner Axe, in

einer Fliissigkeit bewegt, den geringsten Widerstand erleidet. Das
ist also die Newtonsche Aufgabe ohne Newtons Namen, wie wir

(S. 857) ankundigtcn. Durch dy pdx nimmt das friiher W ge-

nannte Integral eine andere Gestalt an. !{* = / ?-T^-, mit
J dx* -\- dy- J 1 + p*

7
, *!-***+

Nun hatte Euler schon etwas friiher 5
) die Bemerkung gemaeht, eine

l

) Euler, Metliodus inveniendi, Cap. II, 18. *) Ebenda Cap. IT, 21.

) Ebenda Cap. II, 3.
&quot;)
Ebenda Cap. IT, 36. ) Ebenda Cap. II, 30.
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einmalige Integration der Difierentialgleichung der gesuchten Curve

voll/iehe sich leieht, wenn (wie hier) M= sei. Die Curven-

d P
gleichuug war N---J-Q, oder nach Multiplication mit dy und

Ersetzung von
&quot;

^ dureh p auch Ndy pdP==0, oder Ndy -\- Pdp
il 3&

- Pdp -- pdP 0, oder Ndy -f Pdp = Pdp -f- pdP, d. h:

dZ=d(Pp), woraus Z -f- a =
P^&amp;gt; folgt. In unserein Beispiele heisst

WM 3
?^/(3 7&amp;gt;

2 +.P 4

) ad-fpV
dicse Gleiehung f+1? + ft = (iTW ?/

=
&quot;Tp

3

Nun kann man aus == y- den Schluss zienen dx = ,
x I -

dx P J P
11 Cydn o(l+^ s

)
2

, A(l-f^ 1
)

2
7= + - un(1 in unserein Falle x = -i-z r^- + /

-
r^s P

P / 2^
2

2^)
4 J 2^

= a
~, 4- -g + 1 + lofiriHi so ^s die Curve ermittelt oder

2 L4jJ
4

p
2 nz j 7

wenigstens construirt werden kann. Der weitere allgemein gebaltene

Fortschritt lasst ausser x, y, p auch q in Z vorkommeii, so dass

*f

dZ= Mdx + Ndy + Pdp + Qdq ist. Dann wirdj Zdx ein Maxi-
a t

mum oder Minimum fur die Curve 1

) N ~
f- -.- == 0. Kommen

dx dx*

aber in Z ausser x und ?/ beliebig hohe Ableitungen von y nach x

vor, so dass dZ = Jlf^a: + ^r
^?/ + ^^1; + ^^2 + -Tt^ &amp;gt; + wird,

daiin ist = N - --
-\- j~ ,-.,- -(- die Gleichung der Curve,

.rz

welche dem Integrate- I Z dx einen Maximal- oder Minimalwerth ver-

X,

leiht
2

).
Wir gehen an den Beispielen fiir die beiden letzterwalmten

Fiille, an den Bemerkungen fiber die vollstandige oder mindestens

theilweise Integrirbarkeit der Gleichung fiir den bisher allgemeiusten

Fall voriiber.

Kapitel 3. Ueber die Auffinduug von mit Maximal- oder

Minimaleigenschaften versehenen Curven, wenn in der

Formel des Maximum oder Minimum unbestimmte Grossen

vorkommen. Euler versteht unter unbestimmten Grossen, welche in

Z vorkommen solleu, ein unbestimmbares Integral TT = f[Z~\dx, wo

\Z\ cine Function von x, y } p, q, r bezeichnet und d[Z]= [M]dx
4- [N]dy + \P]dp + [Q]dq -f [E}dr H---- ist. Euler zeigt nun 3

),

dass, wenn [Z] etwa a aufeinanderfolgende Ableitungen von y nach x

) Euler, Method-us inveniendi, Cap. IT, 40. 2
) Ebenda Cap. II, 56.

3
)
Ebenda Cap. Ill, 1.

56*
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enthalt (er wahlt a 5
?

d. h. er lasst p, q, r, s, t vorkoinmen), man

TT fur zwei Curveiipunkte mehr mit um gleiche Stiickchen dx zu-

nehmcjulen Abscissen, also TT, TT
, TT&quot;,

H(a+V beachten raiisse,

deren Verlinderung in Folge der Zunahine einer Ordinate urn das

Element nv zu suchen 1st. Fiir noch spiitere Punkte sind die Aende-

ruugen des entsprechenden TT dicselben, wie die zuletzt gefundene,

d. h. JTT&quot;+
J

&amp;gt; =W+ -&amp;gt; = dTT ( &quot;+ 3) ==. Dieser Satz dient als

Grundlage zur Auflosung von Aufgaben, bei welchen
j
Zdx ein

Maximum oder Minimum werden soil, wiihrend in Z ausser TT uiehr

und mehr andere veranderliche Grossen vorkomrnen. Zuletzt ist vor-

ausgesetzt
J

), es sei dZ= if/TT -}- Mda -\- Ndy + Pdp -\- Qdq,

neben TT=J[Z]dx. Die Allgemeinheit erstreckt sich be/ttglich des TT

so weit, dass dasselbe sogar nur durch eine Differentialgleichnng

dTf = [Z]dx gegeben zu sein braucht, wiihrend TT selbst innerhalb

[Z] vorkommt 2

).

Kapitel 4
;
Von der Anwendnng der bisher gelehrten Me-

thode auf die Auflosung verschiedener Aufgaben, fiigt den

Rchon unmittelbar nn die gegebenen Vorschriften sieh anschliessenden

Beispielen noch wcitere hiuzu. Da begegnen vvir, um nur wenige
Einzelheiten zu erwahnen, der Aufgabe, die ebeue Curve von ge-

ringster Bogenlange zu finden, welche fiber einer gegebenen Strecke

mit Hilfe zweier der Lage nach gegebenen Endordinaten einen ge

gebenen Fluchenraum bilde, nebst ihrer Auflosung den Kreis 3

).
Da

finden wir die Aufgabe, auf irgend einer nach aussen oder nach innen

gewolbten Oberflache die kiir/cste Linie zwischen zwei gegebenen
Punkten zu ermitteln 4

), welche zu einer Differentialgleichung zweiter

Ordnung ftthrt. Ein andernial soil das Product zweier Integrate
X X

J Zdx
-J
Ydx bei x = a ein Maximum oder Minimum werden und

o o

die Curve gesucht sein, bei welcher dieses stattfindet 5
).

Euler nimmt
die Curvengleichung zwischen x und y als bereits gefunden an, wo-

a a

durch JZdx = A,JYdx = B sich ergibt und A und B Constants
o o

sind. Nimmt y um nv zu, so wird A in A -f dA, B in B -\- dB,
AB in AB -f 4dU -f BdA -f dA dB ubergehen. Die Verande-

rung von AB ist also, da dA dB gegeii die anderen Glieder ver-

schwindet, AdB -f BdA, welches -=
gesetzt werden muss. Aller-

) Euler, Metliodus inveniendi, Cap. Ill, 31.
*) Ebenda Cap. Ill, 38

) Ebenda Cap. IV, 8.
) Ebenda Cap. IV, 11.

B
) Ebcnda Cap. IV. 14
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dings diirfe man, fiihrt Euler fort, von dieser Gleichung aus nicht

welter schliessen = AdB -\- 13dA = d(AB), also AB Const.,

denn dA und dB seien nur uneigentlich so geschrieben und bedeuten
X X

die Differentialwerthe von fZdx und j Ydx, aus welchen die Con-

o o

stanten A und B mittels x = hervorgingen
1

).

Kapitel 5, Methode unter alien mit der gleichen Eigen
schaft ausgestatteten Curven diejenige zu finden, welche

iiberdies ein Maximum oder Minimum hervorbringt, geht

zur relativen Methode fiber und beginnt nach Schilderung dessen,

was gemeinschaftliche Eigenschaft von beliebig vielen Curven heisse
;

mit der Behauptung
2

), dass, wenn eine Curve unter der Gesammtheit

aller zu derselben Abscisse gehorenden eine vorgeschriebene Eigen
schaft im hochsten oder geringsten Grade besitze, sie zugleich diese

Eigenschaft im hochsten oder geriugsten Grade unter denjenigen

Curven besitzen miisse, welche mit ihr irgend eine Eigenschaft ge-

meinsam haben. Der allgerneine Gang bei Behandlung der Aufgabe
8
),

unter alien Curven mit der Eigenschaft B diejenige zu ermitteln,

welche eine andere Eigenschaft A im hochsten oder im geringsteu

Grade besitze, wird folgender sein. Die der Aufgabe geniigende

Curve as (Fig. 142) wird, weil es um ein Maximum oder Minimum
von A sich handelt, diesem A
den gleichen Werth bewahren,
nachdem eine unendlich kleine

Aenderung vorgenommen wurde,
welche aber die geineinsame

Eigenschaft B nicht storen

darf. Zwei BedmgungQn
Unveranderlichkeit von A und

von B konnen unmoglich
durch Beachtung einer einzigen

der Veranderung unterworfenen

Ordinate in Rechnung gozogen werden. Der Anzahl der Bedingungen

entsprechend miissen vielinelir bei der abweichenden Gestalt der Curve

zxvei Ordinaten Nn und Oo sich um Elemente nv und o& verandert

haben. Darauf werden beide Bedingungen gesondert berflcksichtigt.

Man setzt den Differentialwerth von B fur sich = und ebenso

den von A, so weit beide durch die Verschiebung von n und o

nach v und o zu Stande kommen Beide Gleichungen haben die

I K LMN
Fig. 142.

!

) Euler, Methodus invent cndi, Cap. IV, 18

Ebenda Cap. &quot;V,
J4.

*) Ebenda Cap. V, 10,



866 H7- Kapitel.

Form S- nv -f- T- oco == init S und T als auf die Curve beziig-

lichen Grossen. Sie gestatten die Elimination von nv und oca, un.d

deren Ergebniss ist die gesuchte Differentialgleichung der fraglichen

Curve. Die beiden Ausdriicke A und B werden ganz gleichmassig

behandelt, und es komint nicht in Betracht, welcher von ihnen die

geineinsarne Eigenschaft, und welcher das Maximum oder Minimum
bezeichnet. Beide konnen daher ,unter einander vertauscht werden 1

).

Da die ganze Rechnung auf die Bildung der beiden Gleichungen
S nv -j- T oco hinauslauft, d. h. auf die Bildung der Diffe-

rentialwerthe von jy und von A, so isfc die grn^ .llegende Aufgabe

die, den Differentialwerth irgend eines uubestimmten auf ein ge-

gebenes Stuck der Abscissenaxe sich bezieheuden Ausdruckes zu

finden, welche aus der Verschiebung der beiden Curvenpunkte n und

o nach v und &amp;lt;o hervorgeht
2

).
Eine die Aenderungen der Ordinaten

y uud ihrer drei ersten Ableitungen p, q, r fur fiinf aufeinander-

folgende Curvenpunkte enthaltende Tabelle lasst als Differentialwerth

jcdes unbestimmten Ausdruckes ein / nv -f- K oco erkennen, in

wclchem K == /
,

d. h. gloich dem Werthe von / ini niichstfolgenden

Curvenpunkte. Mit anderen Worten: hat ein Ausdruck V unter der

Voraussetzung alleiniger Zuuahme vou Nil urn nv nach den Regeln
der friiheren Kapitel den Differentialwerth I nv, so ist sein Diffe-

rentialwerth bei gleichzeitiger Zunahme von Nn um nv und von
Oo um oca durch 1 nv -f / oco gegeben. Zu den gleichen Folge-

rungen fuhrt folgende Betrachtung
3

).
Der aus den beiden Ordinaten-

zuwachsen nv, oco hervorgehende Differentialwerth / nv -f K- ow
eines Ausdruckes geht bei oco = in den cinzig nv enthaltendon

Their/- nv iiber, bei nv = dagegen in den einzig oco enthaltenden

Theil, welcher, weil der Zuwachs oa einer nachfolgei.den Ordinate

angchort, 1 oco heissen muss. Werden beide Zuwachse nv und oco

zusammen betrachtet, so inuss der Ditferentialwerth I-nv + I oco

sein (vervielfacht mit dem in unserer ganzen Darstellung weg-
gelassenen gemeinschaftlichen Factor dx), denn bei der Rechnung
beeinflussen die Stuckchen nv und oco einander nicht. Ebenso leicht

wie die Gleichungen, welche oben S nv -f- T oco = hiessen, sich

beschaffen lassen, ist auch die Elimination von nv und oco zwischen
denselben auszufuhren. Soil namlich die Curve gesucht werden, fur

welche W mit anderen iiber einem gegebenen Stiicke der Abscissen
axe gezeichneten Curveu gemeinschaftlich und zugleich V am grossten
oder am kleinsten

ist, und ist dA nv -f dA oco der Differential-

) Euler, Methodus invcniemli, Cap. V, 1 J.
*) Ebenda Cap. V, 22.

&quot;)
Ebenda Cap. V, 26.

%
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werth von F, nebst dB nv-\- dB oo der Differentialwerth von W,
so vervielfache man die der Null gleichgesetzten Differentialwerthe

mit zwei Factoren a und /3,
so dass man erhalt:

a dA nv -f- a dA oo =
p dB-nv -f ft

-dB - oca = 0.

Dann setzt man a dA -f- ft
dB = und a dA -f- /? dfl? = 0,

woraus cc und /3 proportionale Werthe sich bestimmen lassen miissen.

1st aber a dA -j- ft dB0, so muss auch f?J. -f- /3
- dB = 0,

d. h. beim Vergleich mit ccdA -}- ftdB untcr Beriicksichtigung

des Umstandes, dass a sich von nicht um ein Endliches uuter-

scheiden kann x

) ;
muss a, = a und zugleich ^ = /3 .sein. Der Sinn

dieser Gleichungen a = a
, /3

==
/3

ist der, dass a und /3 constant

sind, und zwar willkiirliche Coustante, und die mit diesen Constanten

behaftete Gleichung ccdA -f- fidB = ist die Difierentialgleichung

der gesuchten Curve 2

).
Mit Herstellung dieser Gleichung hat aber

Euler die Aufgabe, welche er sich vorlegte ;
so weit bewaltigt, dass

der ganze iibrige Theil des Kapitels, so lesenswerth er ist, gewisser-

massen als Folgerung oder als Anhaufung von Beispielen zu dem in

unserem Berichte Enthaltenen aufgefasst werden kann.

Kapitel 6, Methode unter alien Curven, welchen mehrere

Eigenschaftn genieinschaftlich sind, diejenige zu bestim

men, bei der ein grosster oder ein kleinster Werth auftritt,

erweitert nur die im Vorhergehenden benutzten Methoden, ohne sie,

abgesehen von der Anzahl der in der Schlussgleichung auftretenden

willkiirlichen Constanten, wesentlich zu veriindern. Auch fiber die

beiden Anhange, Von den elastischen Curven und Yon der

nach der Methode der grossten und kleinsten Werthe zu

behandelnden Bewegung geworfener Korper im widerstand-

losen Mittel, eilen wir schweigend hinweg.

Dagegen miissen wir bei zwei Eulerschen Abhandlungen von

1753 kurz verweilen, von welchen schon (S. 560 561) in einem ganz

anderen Zusammenhange die Rede war. In der ersten Abhandlung:

Principcs dc la trigonometrie spheriqite tires de la methode des plus

grands et des plus petits
3
), schickt Euler gewissermassen eine Ent-

schuldigung voraus. Grundziige der spharischen Trigonometrie auf

die Lehre von den kiirzesten Linien stiitzen zu wollen, scheme eine

Anwendung allzuhoher Mittel zu niedrigeren Zwecken, wenn man

J

) Auf diese nothwendige in der Metliodus inveniendi fehlende Ergilnzungs-

bemerkung hat P. Stiickel in se
:ner Uebersetzung (Ostwalds Klassiker Nr. 40,

S. 141, Note 28) hingewies-en.
2
) Euler, Metliodus inveniendi, Cap. V, 27.

=*)
Histoire de VAcademic de Berlin. Anne&quot;e 1753. T. IX, 223257.
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nicht bedenke, dass damit der Weg zur Trigonometric kiirzester

Linien iiberhaupt auf jeder Oberflache gezeigt sei. Sei (Fig. 143)

der Pol einer Kugel, AB der Aequator, M ein beliebiger Punkt

mifc der Breite MP und der Lange AP, AM die kiirzeste Linie

von A nach M- sei ferner AM um das Element Mm bis zum

Durchschnitte mit dem Meridiane Op verlangert und Mn senkrecht

zu Op. Euler fflhrt dabei folgende abkilrzende Bezeichnongen ein:

AP = x, PM=y t Pp dx, mn = dy, AM=s, Mm = ds,

LAMP = &, LPAM=t,. Der Kreishalbmesser ist als Einheit

gewahlt. Euler nimmt ferner als bekannt an, dass Mn und Pp
im Verhaltnisse von sin OM und sin OP stehen, d. h. Mn : dx =
sin (90 y) : sin 90 und Mn = cos y dx. In dem bei n recht-

dy
3

-j- cos y*dx
s
,
oderwinkligen Dreieckchen Mnm ist mithin ds* =

unter Einsetzung von dy = pdx auch ds = dxYp
2
-j- cos y

9 be-

ziehungsweise s =J(fa}V + cos y
2

. Dainit ^Jfcf eine kurzeste Linie

sei, muss
alsojdzl/y -j- ces y

2
ein Minimum werden. Euler beruft

sich jetzt auf seine friiheren Arbeiten. Er setzt ]/p
2
-|- cos y*

= Z,
er erinnert daran, dass dZ= Mdx + Ndy -f Pdp zu suchen sei,

dass, wenn x in Z nicht unmittelbar vorkoinme, wenn also JW== sei,

die Curvengleichung Ndx dP = in Ndy pdP= ubergehe,
wodurch dZ= pdP + Pdp = d(Pp} sich ergebe, beziehungsweise
Z = Pp -\- C (S. 863). Auf das hier vorliegende Z angewaudt

filhrt die Vorschrift 7.11 n = ^M ^ cosayco-s y
2 (/-

un(j ^

^ |f
w ^ VX

Integrationsconstante C bestimmt werden. Im Dreieckchen Mmn
ist L Mmn = und tng 0- = = a; c08 y
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Q
woraus weiter sin ft == -- folgt. G ist als Constants unabhangig

von der Lage von M, man kann also M auch auf A fallen lassen.

In diesem Aagenblicke wird y = 0, cos y = 1
,

sin 9 = cos
,

also

C= cos . Die beiden gefundenen Differentialgleichungen gehen also

iiber in
, cos

/~~
cos y ycos y* cos *

und

|/cos y* coa *

neben welchen die endliche Gleichung

a. COS
sin # = *

cosy

besteht. Die Integration jener Differentialgleichungen, welche keine

neue Integrationsconstante erfordert, weil im Punkte A sowohl x,

als if. als s verschwindet , ftihrt zu x = arcsin --- T-~ und
cos y sin

1 /cos y* cos * . . cos siii y ,

s = arccos I/ ^-T~- oaer zu sm ^ =- - und cos s =
1 cos t* cos sm t

Vcos cos *
. . , , . _ cos ,,., TT.,. j.1 ^z immer wieder neben sin = - Mit Hufe dieser

sin cos y

drei Gleicbungen lassen sick aber alle moglicnen Beziehungen zwischen

je vier von den sechs Grossen x, y, s, &, g und 90 == LAMP her-

stellen
;

d. b. die Formeln der spharischen Trigonometrie fur das recht-

winkbge Dreieck sind gefunden, ohne dass die eigentliche Natur der

kflrzesten Linien auf der Kugeloberflache sich hatte wahrnehmen

lassen miissen. Da es nur in unserer Absicbt lag anzudeuten, welchen

Weg Euler einschlug, so dfirfen wir uns damit begniigen zu bemerken,

dass nach dem reehtwinkligen auch das beliebigwinklige spharische

Dreieck untersucht wird, und dass alle dafiir geltenden Gleichungeu
mit Einschluss der Flachenformel hergeleitet werden.

Mit noch grosserer Kflrze gehen wir iiber die zweite jener ersten

sich unmittelbar anschliessenden Abhandlung Eulers: Elements de

trigonometric spkeroidique tires de la mcthode des plus grands ct des

plus petits
1

) hinweg. Sie bringt in Ausfflhrung, was in der Einleitung

zur ersten Abhandlung angekiindigt war: eine Trigonometrie kflrzester

Linien auf einer von der Kugel verschiedenen Oberfiache, namlich

auf dem Spharoid, d. h. dem Umdrehungsellipsoid.

Histoire de I Academie de Berlin Annee 1753. T. IX, 258203



870 118 - Kapitel.

1 Kapitel.

Bestimmte Integrate. Differentialgleichnngen.

Wir haben ira 109., im 110., im 117. Kapitel bestimmte In-

tegrale auftreten sehcn und uns iiberzeugen konuen, dass Euler in

den Jahren 1730 bis 1733 niehrfach von solchen Ausdriickeu um-

zugehen hatte und umzugehen wusste. Euler war es auch, der 1743

den ersten Aufsatz veroffentlichte, der seiner Ueberschrift De inven-

tiotie intcyralium si post integrationem varialili guantitati determinatus

valor tribuatur 1

) nach den bestimmten Integralen gewidmet war oder,

mit Euler zu reden, der Auffindung von Integralen, wenn nach voll-

zogener Integration der veranderlichen Grosse ein bestimmter Werth

beigelegt wird. Es ist der gleiche Aufsatz, von welchem (S. 686)
als wichtig fiir die Lehre von den Reihen die Rede war. Allerdings
kommen nur solche bestimmte Integrale vor, deren Integration auch

unbestimmt vollzogen werden kann, und wo das eigentlich Fesselnde

erst bei Einsetzung des bestimmten Werthes der Veranderlichen sich

bemerklich macht.

Schon ein Jahr fruher (1742) war Maclaurins Treatise of fluxions

erschieuen, jenes hervorrageude Werk, das uns im 110. und im
112. Kapitel beschaftigte, das jetzt abermals unsere Aufmerksamkeit
in Anspruch nimmt. Wir meinen uicht wegen solcher bestimmten

Integrale, wie sie in der Eulerschen von Maclaurih nacherfundenen

Summenformel vorkommen, daruber hat das 110. Kapitel uns Auf-

schluss gegeben, wir meinen Maclaurins Behandlung der elliptischen
Integrale.

Ganz neu war auch dieser Gegenstand nicht. Wir haben im
100. Kapitel (S. 482) die Anfange der Lehre von den elliptischen

Integralen entstehen sehen. Wir konnten eine Abhandlung Eulers
Solutio proUeniatum rectificationem ellipsis requirentium&quot;) von 1736

nennen, in welcher Aufgaben gelost sind, welche mit der Recti

fication von Ellipsen zusammenhangen, d. h. die Aufgabe auf Ellipsen,
welche iiber einer upd derselben Axe 2a mit veranderlicher zweiter

Axe 26 beschrieben sind, von dem Endpunkte A der gemeinschaft-
lichen Axe aus gleiche Bogenlangen abzuschneiden, beziehungsweise
die Curve anzugeben, welche von der unendlichen Schar solcher

Ellipsen je gleiche Bogen, alle von dem gemeinsamen Anfangspunkte A
aus gemessen, abschneidet. Gleichwohl sind diese Ergebnisse fur die

J

) Miscellanea Berolinensia VII, 129171 (Berlin 1743). *) Commentarii
Acadcmiae Petropolitanae ad annum 1736. T. VIII, 8698.
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spatere Eutwicklung der Wissen.schaft uicht von -soldier Tragweite

gewesen wie die Untersuchungen Maclaurins.

Maclaurin 1

) hat sich dabei, wie in seinem ganzen Treatise of

fluxions, geometrischer Methoden bedient, welche auf gewisse Eigen-

schaften der Kegelschnitte, insbesondere der gleiehseitigen Hyperbel,

deren Gleicliung x2
if = a 2

heisst, sich stiitzen. Sei (Fig. 144)

EAE f

erne solche gleichseitige Hyperbel uiit A als Scheitelpunkt,

S als Mittelpunkt, SA als Axe. Der Hyperbelpunkt E hat die Coordi

naten SG= $, EG r,,
die Beruhrungs-

linie EP hat die Gleicliung %x yy a2
.

Im Durchschnittspuukte C der EP ruit

der Abscissenaxe ist x SC -

-,

Fig. 144.

Im Dreiecke CEG ist CG= yingCEG.
Folglich ist tngCEG = tngESG und

L ESG = CEG = CSP, wenii SP die

von S auf die Beruhrungslinie EP ge-

fallte Senkrechte. ist, oder die Axe der

gleiehseitigen Hyperbel halbirt den Win-

kel, welchen der Leitstrahl r vom Mittel-

punkte S an einen Hyperbelpunkt E iLit der Senkrechten SP von

S an die Beriihrungslinie in E bildet. Den Winkel a-= PSG= GSE
triigt man zum dritten Male als ESM auf, so dass M der Durch-

schnitt seines Schenkels SM init der Scheitelberiihrenden AM ist.

Man hit zunachst |= SE cos a, i] SE sin a, a2= SA2= 2
tf

= SE 2

(cos K 2 sin a2

)
= SE2 cos 2 a = SE 2

- cos MSA= SE 2

^
und SA2= SE 2

-

1-^ gestattet die Folgerung SE 2=SA - SM, d. h.

SE = r ist das geometrische Mittel zwischen SA = a und SM,
welche letztere Strecke m heissen soil, so dass die gefundene Gleichung
auch r2 = am geschrieben werden kann. Ist ferner ANA-SM, so

soil SN=n, AM^=iL, AN=v, EP=t, SP=Q geschrieben

werden, wo die Beziehungen ji
= ]Aw

2 2
, v==]/a

2 w2
,
=

]/r
2

Q
2

auf der Hand liegen. Da 2 a = ASM = NSA = PSE, so sind die

durch dieselben drei Buchstaben benannten rechtwiukligen Dreiecke

*\ w n a p

w r
einander ahnlich, und es ist -*=

&quot;

t p a
neben r*=

l
) Felix Muller, Studien iiber Max Laurins geometrische Darstellung

elliptischer Integrale. Osterprogramm 1875 fur die K6nigl. Realschule
,
Vor-

schule und Elisabethschule in Berlin.
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a
woraus sich p

2 =
ergibt. Auch cine Diflerentialbeziehung zwischen

dem Hyperbelbogen s A E und dem Leitstrahle r weiss Maclaurin

.sich zu verschaffen, nainlich -y
1 -

. Aus r9= am folgt
f
1 y /H- 8

, _ aaM _ adm yVj . j j
m J

-i
2}/&amp;lt;u 2ym j/iw* a8

= y* fit&quot;. Wird a = 1 gesetzt und der Anfang des Hyperbel-

bogens s, wie oben schon angedeutet ist, im Scheitel A angenommen,
M

woselbst auch m = a = 1 wird, so ist s /
- dm. Dieses

J 2 ]/M- 1
i

Integral fur den Hyperbelbogen ist mit Hilfe der vorher geometrisch

gewonnenen Beziehungen in andere Formen zu bringen Es war

p = |/jw
8 a* = )//w

a
1 Mithin ist m }/l -f- /t

2
,
dm =

und s= /-. Andererseits war =
, und bei

I
j^TTZTtti a m

n

i i.
1

7 f^ n /* ^w TV- m 1.
1 ist m =

,
r&amp;lt;m
= -

s I =; Die Gleichuujrn H ; J 2

v = fa
2 8 = VT-^n* liefert n = 1/1 v8

,
dn = ==rrfv,^-H 8

s = I i u. s w. Der wesentliche Grundzuff aller dieser Um-
J ay&amp;lt;i

-
)

o

formungen ist ein geometrischer. Maclaurin yertauscht nicht eioe

Veranderliche mit einer anderen Veranderlichen, zwischen welcber

und der ersten eine algebraische Gleichung stattfindet, er bringt viol-

mehr den Zuwachs des Hyperbelbogens in Verhaltniss zu dem Zu-

wachse einer bestimmten Strecke, welche in der Figur hervortritt

und in Folge geometrischer Satze von einer anderen Strecke abhangt.
Neben dem Hyperbelbogen ist auch der Ellipsenbogen und der

Lemniscatenbogen durch mehrfach ungewandelte Integrals dargestellt

und nicht minder der Unterschied zwischen Curvenbogen und der

Lunge von Beruhrenden 1

).

Genau den entgegengesetzteu Gedanken hat D Alembert ver

folgt. Ihin sind die Umformungftn, welchen er bestimmte Integrale

unterwirft, durchaus analytische Verfahren. Geonietrische Bedeutung
als Mass eines Hyperbel- oder Eilipsenbogens hat fur ihn nur das

einfachste zur Ausfuhruug der Rectification jener Curven liergestelltc

) Maclaurin, Treatise of (luxiws pag. 652660
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Integral und allcnfalls die analytische Umwandlnng anderer Integral-

forrnen auf diese, in so weit als dieselbe eine Zuruckfilhrung auf die

Rectification der Ellipse und Hyperbel genannt wird. D Alemberts

franzosisch geschriebene Abhandlung Recherches sur le calcul integral^}

ist von ihm 1746 der Berliner Akademie zugeschickt worden. Die

Untersuchungeu zur Integralrechnung zerfallen in zwei Abtheilungen,
deren erste den besonderen Titel Integration rationaler Brfiche 2

) fubrt.

Sic beginut
y

)
niit deni (S= 585) von uns besprocbenen Versucbe eines

Beweises des algebraischen Fundamentalsatzes von der Zerfallbarkeit

jeder ganzen algebraischen Function einer Veranderlichen in reelle

Factoren ersten oder zweiten Grades, und daran scbliessen sich Be-

raerkungen iiber die Integration rationaler Brfiche nach ihrer Zer^

legung in Partialbruche mit Nenuern ersten oder zweiten Grades.

Die zweite Abtheilung
4
), von den Differentialen, welche sich auf die

Rectification der Hyperbel oder der Ellipse beziehen, ist es eigentlich,

um derenwillen die Abhandlung uns in diesem Kapitel beschaftigt.

Nachdem D Alembert ausdriicklich Maclaurins Treatise of fluxions

als das Werk genannt hat, in welchem zuerst Untersuchungeu iiber

auf die Rectification der Ellipse oder der Hyperbel zuriickfuhrbare

Differentiate vorkommen, gibt er das Differential des Ellipsenbogens

y*+*T tt

als ds dx
}
wo p den Parameter der Ellipse, d. h.

26 s

die Doppelordinate im Breunpunkte bedeutet oder p = ist, wenn

a die grosse, b die kleine Halbaxe bezeicbnet, die Mittelpunkts-

gleichung der Ellipse also px* -f- 2a/
2= a?p oder W2= ^-(

2 x2
)u a

geschricben werden kann. Eine Umwandlung erfolgt mittels ^-
== q

und a 2
-4- (q 1)#

2= az. Dadurch wird ds= *
*
az

Setzt man qa -f- a = &quot;~~ == f un^
&amp;lt;?

2
(= ^2

)
= ^

2
&amp;gt;

so heisst die

Gleichung ds ===L====r, und das Differential rechts vom Gleich-
2y?&amp;gt;-^-^

heitszeichen beruht auf der Rectification einer Ellipse von den Halb i

f T /f*
axen g und r

f
wo fr r* g

z
, beziehungsweise r == - + y

-
g* ist.

Darnach darf, wenu die Ellipse nicht imaginar sein soil
5

), f
2

&amp;lt;4g

*) Histoire de I Academic de Berlin. Ann5e 1746 T. IT, 182224.
2
) Ebenda

T. II, 182200 3
)
Ebenda T. IT, 182 191. 4

) Ebenda T. II, 200224.
6
) Ebenda T. II, 201: f Ellipse serait imaginaire auasi,
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nicht stattfinden. Wiire dieses doch der Fall, so .sahe man aus
y*2y*2 y

/*
2

/&amp;gt;
a
2

fj-= 4 #
2

(|
e\

,
dass der Ausdruck Vfz *&amp;lt;-*&amp;lt;/*

iniaginar wiirde und mit ibm /ugloich Us, welches folglicii kein reelles

Integral besitzen konnte. In einer Hyperbel
1

)
~

v* =1, in deren

21* 9
a?

1 a-
9

Gleichuug man wieder p = -
einfiihrt, ist ds = - -t

YX* a*

Setzt man - = y nebst (q -f l).r
2 a 2 == a^r

,
so wird ^/,s

Zf Audl llier bnngt die neue Bezcicbnung

rya
2

(= ?/
2

)
= g* uud a 2 a (=

-^&quot;--)

= _+ /&quot;

die neue Form

7 ^^Va2;

^o^fiE liervor uutl zeig fc
,

iass em solehes Differential
y t

anf der Uectifieation einer Hyperbel mit den Halbaxen g und r be--

rnbt
r
wo &amp;gt;-

2

--/;-- =

_-f- /&amp;gt;
ist

2

).
Die beiden gewonnenen Differentiate

ilos Ellipsen- und Hyperbelbogcns bilden die oben erwabnte geometriscb

eutstandeue Grundlage aller weiteren Reehnunc. Ist z B f- -
v y^

zn ermitteln 3
}, so setzt D Alembert ^= ?

- und erbalt ( ^J?_____ J HyuVu~
_*V*f*-b* r yudu

V~ J j/^-t*l^
h&amp;gt; die ZlVv

den Hyperbelbogen. Als zweites Beispiel ist / , ge-

wahlt*). Der Ausdruek b* fz & ist immer durch Multiplication

zweier reeller Factoren
(
lA 2

-f-
-- 4- f

-f- g
)

.

( I/J2
~|-
^

If!
/ _

entstanden, kann also ==
(a z) (m -f 3} gesetzt werden. Dann aber

ist weiter /- = C~( *!.+ ? _*_ \

J myzya^z / mi/ - s)( ~~

&quot; ^as zwe^e dieser beiden neuen

Integrale ist das im ersten Beispiele auf die Rectification einer Hy
perbel zurilckgefuhrte. Im ersten bringt ! + *! die Umformung

J m~y(a~-\- 2m^u^u*^- \

^ervor
&amp;gt;

welches einera Ellipsenbogen

entspricht Diese beiden Beisj)iele, setzt D Alembert ln n/u, sind die

mzigen, deren Umwandlung Maelaurin gelang. In ihnen ist uuter

} Jfintoire tie rAcadtwie
&amp;lt;?&amp;lt; Berlin. Annt e 1746. T. II, 202. *)

Ebenda
&quot;)

Ebenila T. II, 203.
) Ebemla T. IF, ii()4.
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dem Integralzeichen ]/ z bald im Zahler, bald ira Nenner und ausser-

dem im Nenner die Quadratwurael ]/+/&amp;gt; #2
. Man sieht sofort,

wie reichhaltige Abanderungen moglich sind. Innerhalb des Trinoms

I2 + fs & kann den einzelnen Gliedern bald das positive., bald

p

das negative Vorzeichen beigelegt werden; }/z kann zu z- mit nn-

gradem p, sowie ]/-}-&-}- cz* zu (a -j- l)z -f- c#2
)
2 mit ungradem n

erweitert werden. Alle diese Einzelfalle behandelt D Alembert, d. h.

er fuhrt so gegtaltete Integrale auf elliptische Integrale zuriick. Auch

bei ihnen bleibt er nicht stehen. Seine neunte Aufgabe
1

) verlangt

C -
die Umformung des Integrals fdx(ax -\- fy

p
(f-\- yx -j- hx* + xs

)~

rnit ganzzahlig positivem p und ganzzahlig ungradem n . Seine zwolfte

Aufgabe bezieht sich auf

Der ersten Abhandlung von 1746 liess D Alembert am 13. April

1747 eine zweite wieder aus zwei Abtheilungen bestebende folgen
2

).

Diese beginnt aber unter fortgesetzter Zahlung der Abschnitte mit

der dritten Abtheilung von den Differentialen, welche sich auf die

Quadratur von Curven dritten Grades beziehen. Einfache Differen-

i P..I 1 1 v IA ~r~ f;t- -p- LUX -i- / ^ i ax
nation fuhrt zu a

bx + ex* -j-

-f- 3/ #~2 + 1

]. 1st nun q = 1, so erkennt man leiclit, dass

i-i/ i~r~ o . ,. o /* fcrfo;
, /* Zrfa;

- Va 4- &a: 4- ca;
2 4- frc

3 ==
/
----========:+ I

------ --

J a;
sy-f &H-c.c

2
4-fa;

3 J xya+ bx+cx*-{-fx*

I
j _________ ________ i __,__._______ . DAS Grsi)6 uGr VIGI*

J YO, + 6x +~cx
r+fx~3 J }/a+ bx-\-cx*+ ~fx*

rechts vom Gleichheitszeichen vorkommenden Integrale ist dadurch

in Abhangigkeit von den drei anderen gebracht. Die beiden letzten

(das dritte und das vierte Integral) sind in Folge der neunten Auf

gabe der zweiten Abtheilung von 1746 auf llectificationen von Kegel-

J
(Jx

-----_ ^=^
xya-\-bx+ cx*+fx*

auf Kegelschnittbogen fehle, und doch fiihre auf dieses Integral in

letzter Linie 4
) nicht bloss / .________

x
_____________

,
sondern jedes

J x*Ya -f bx + c.c
s + fx

3

mit ganzzahlig positivem n. In besonderen
f*

I

J

ft W

+ bx -f ex* -\- fx*

Fallen, welche mit ziemlichen Aufwande von Rechnung narnhaft ge-

*) Histoire de I Academic de Berlin. Ann^e 1746. T. IT, 219. *) Ebenda

T. II, 222. s
) Ebenda Annee 1748. T. IV, 249291. 4

) Ebenda T. IV, 250.
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i
macht werdeu, erfolgt das Zuriickfiihren von /

J x \ a

auf Kegelschnittbogen, im Allgemeinen aber, gesteht D Alembert in

einer Anmerkung
1

) zu, sei ihm solches nicht gelungen. Alsdann hilft

er sich durch die Einsetzung von # -
, welche I -=-=L^===:u J yya-4-bx-^-cxi

-\-fx
i

I . .= hervorbringt. Das neue Integral haiiirt

J yk 4. / _j_ , _|.
.WM

, .. fduyk 4- Ju 4- mu* 4- MM&quot; T , . . ,

aber init I ~-- - zusammen. Letzteres ist narn
J V*

i. , / du(k -f ZM 4- witt
2 4- wu 3

) /* ic?ul/t*
lien = / _-

v

_,
_ *---- - = I

y____ _;._ -- 4-
J I/K ^yk + lu -f &amp;lt;M* + mu 3 J yk -f lu -\- wzu 2 + u s

tt
3
) ,

, -i J LJ. rn i
-

--- und das zweite der recnts vom Gleich-
lu -f wt* f n s

heitszeichen befindlichen Tntegralo weiss D Alembert durch Kegelsclmitt-

bogen darzustellen 2
), folglich gelangt man von

J

I /t
- = oder umgekehrt, welches von beiden man

J \k -f- /u-J-ww* -f nw 3

/*

J

vorziehen moge. Das Integral stellt die

Quadratur der Curve dritten Grades ^
2

j&amp;lt;

== ft -j- lu -}- ww2
-}- nz s

dar,

und somit ist erzielt, was die Ueberschrift der dritteu Abtheilung
erwarten liees, eine Zuruckfuhrung von mit Irrationalitaten behafteten

Integralen auf durch Curven dritten Grades begrenzte Flachenraurne,
insofern Kegelschnittbogen zur Auswerthung nicht ausreicheu, wahrend

allerdings das Hauptgewicht auf die Ermittelung solcher Beziehuugeu
zwischen den innerhalb der Irrationalgrosse vorkommenden Coeffi-

cienten gelegt ist
;
welche von jenen Quadraturen abzuseheu gestatten

und ausschliesslich von Kegelschnittbogen Gebrauch machen, D Alem
bert hat unter dem 21. Juni 1752 noch eine dritte Abhandlung tiber

Integralrechnung veroflFentlicht
8
) , welche bezfiglich der Auswerthung

mit Irrationalitaten behafteter Integrate mittels Kegelschnittbogen nur
einen Irrthum verbessert, der sich in den vorhergehenden Aufsatz

eing-eschlichen hatte, Auf die vierte Abtheilung, beziehungsweise die

zweite von 1748, kommen wir weiter unten zurttck.

Schon hn vorigen Abschnitte erwies sich die Nothwendigkeit,
das 100. Kapitel fflr die

Differentialgleichungen in Ansprach zu

nshmen, d. h. die Mathematiker begntigten sich nicht mehr damit,

DifiFerentialgleichungen, zu welchen die Behandlung irgend einer Auf-

J

) Histoire de PAeaeUmie de Berlin. Ann&amp;lt;5e 1748. T. IV, 267, Remarque II.
* Ebeuda T, IV, 254-266.

)
Ebenda Annee 1750. T. VI, 361-378.
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gabe gefiihrt hatte, um der betreffenden Aufgabe willen zu integriren,

das Integriren der Differentialgleiclnuigen wurde ihnen allmahlich an

und fttr sich erfbreehungswftrdig, and die friihei-e Hauptaufgabe sank

zum Range eines Beispiels herab
;

bei welchem eine Diiferential-

gleichung von einer vorbestimmten Form auftrat. Diese Verschiebung
wurde nachgerade zu einer bleibenden, und gleich iin I. Bande der

Veroffentlichungen der Petersburger Akademie fttr 1726 finden sich

Abhandlungen yon Jacob Hermann, Johann Bernoulli, Chri

stian Goldbach, Niclaus II Bernoulli in unmittelbarer Folge,

welche der Wahrheit unserer Behauptung als Sttitze dienen.

Jacob Hermann reichte im Mai 1726 eine Abhandlung DC
calculo integrali

1
) ein. Nicht jedes Differential, sagt er, besitze ein

algebraisches Integral, weit haufiger trete ein transcendentes Integral

auf, dessen Werth sich nur mittels der Quadratur einer Curve ergebe.

Daher sei es die eigentliche Aufgabe der Integralrechnung, Mittel an

die Hand zu geben, welche sicher entscheiden lessen, ob eine vor-

gelegte Differentialgleichung integrirbar sei oder nicht. und wenn

integrirbar, ob algebraisch oder nur durch eine Quadratur, beziehungs-
weise welche Curve alsdann die einfachste sei, deren Quadratur zur

Integration der Differentialgleichung hinreiche. Hermann schlagt vor,

jede Differentialgleichung auf eine canonische Gleichung
8
) zurflck-

zufiihren, eine Benennung, welche er Harriot (Bd. H, S. 791) nach-

gebildet haben diirfte. 1st z. B. du = R*dK, wo J?, K, aber auch

in anderen Aufgaben etwa erscheinende Ausdriicke S, T u. s. w. Punc-

tionen beliebig vieler Veranderlichen darstellen, so moge u = M72^+ i

das gesuchte Integral sein. Dessen Differentiation fahii zu du =**

(A H- l}ME*dE + R*+*dM und die Vergleichung mit du = R*dK
zu dK(l-\- i)MdR-{-RdM, welches die canonische Gleichung
ist. Ganz entsprechend wird als Integral von du R^S^dK die

,
als Integral von du == R*&T*dK die w

l
angenommen, und die entsprechenden canonischen

Gleichungen sind dK= (A -f \}MSdE + (p + l)MRd8 -f RSdM
und dK= (A -f l)MSTdE + (/* -j- l)MRTdS -f (v + l)MRSdl
-{- RSTdM. Alsdann wird folgende allgemeine Vorschrift 3

) gegeben:
Man solle in dem Elemente dR irgend ein Glied auslesen, welches

bezuglich der Veranderlichen von hoherer Dimension als die iibrigen

Glieder sei, und mit diesem Gliede in alle Glieder des Elementes dK
dividiren, bei welchen die Division moglich sei; Vorzeichen und

Zahlencoefficienten der Quotientenglieder solle man durch uiibestimmte

a

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1726. T. I, 149167.

) Ebenda I, 151. 8
) Ebenda I, 152.
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Coefficienten A, B, C, 1) ersetzen und fiir die Summe der so

veranderten Quotientenglieder Z, ferner M Z -\- N schreiben
;

die

Substitution dieses Werthes von M iu die canonische Gleichung und

die Vergleichung der so entstehenden Glieder mit den homologen
Bestandtheilen des Eleinentes dK gestatte die Bestimmung von A,

B, C, D ;
was aber von dR gesagt sei, gelte ahnlich fur SdR,

fiir STdR u. s. w. Nach mehreren Beispielen, in welehen nur eine

Veranderliche vorkomnit, so dass die Frage ausschliesslich auf die

Auswerthung eines Integrals gerichtet ist, legt sich Hermann die

Differentialgleichung vor 1

): du = 3a?y*dy 6a*x*ydy -f- 3ax*dy

6a*xy*dx -f- 12ax9
ydx Gx^dx = (3a

dx~ 6
y*dy 6a?x~ 3

ydy

-f 3ax~ l
dy 6a*x~*y*dx -f 12ax~*ydx 6dx)x* = dK- R*. Er

nimmt folglich R = x, K == 5 und dK= %a9x~ &
y*dy 6a?x-*ydy

-f- f^ax~ 1
dy 6a*x*y*dx -f- 12ax*ydx 6dx. Die canonische

Gleichung ist: dK= 6Mdx -f- xdM. Die in dem fur dK ange-

nomraenen Ausdrucke mit dx behafteten Glieder heissen ( 6a?x~*y*

+ 12aar- 2
!/ 6)dx. Ersetzung der Vorzeichen und Zahlencoefficienten

durch A, B, C bringt Ax~*y* -|- Bx~*y + @ hervor und M =
Ax-*y* -f Bx~*y -f C-f N nebst dM= - ^Ax~^fdx 2Bx~ 3

ydx

-\-2Ax~*ydy-\-Bx~*dy-{-dN}
und die canonische Gleichung wird:

3a*x 5
y*dy 6a?x~ 3

ydy -f- 3ax~ 1

dy 6a?x~*y*dx -f-

- Qdx = 2Ax~*ydy -f Bx~ l

dy + 2Ax~ y*dx
6Cdx -\- QNdx -f- xdN. Homologe und folglich einander gleich zu

setzende Glieder sind 6a?x~*y*dx == 2Ax~*y*dx, 12ax~ 2
ydx

4Bx-*ydx, Qdx= 6Cdx, woraus A= 3a2
, 5=3a, C= 1

folgt. Setzt man diese Werthe von A, B, C in die umgewandelte
canonische Gleichung ein und streicht Identisches auf beiden Seiten

des Gleichheitszeichens weg, so bleibt Sa3
x~*y*dy = 6Ndx -\-xdN.

Multiplication mit x5
fiihrt zu 3as

t/

2

rfy
= $Nx*dy -\- x

GdN
}
und das

Integral dieser letzten Gleichung ist os
y

s = Nx6
, beziehungsweise

JV== a*x-V- Nun folgt weiter M Ax~*y* -f Bx~*y + C -f

+ 3a^ 2
t/ l-f-o

8
ar-V und w== If- JRi+ 1 =lfa;6

-f- 3aa^y z6
-J- a3

i/
8 =

(at/ re
2
)
3

. In weiteren Bei

spielen treten bald drei Veranderliche x, y, z neben u auf, bald

zweite Diflferentiale.

Johann Bernoulli brachte im Juni 1726 seine Abhandlung:
De integrationibus aequationum differentialium, ubi traditur metfwdi

ctiicuius specimen integrandi sine praevia separatione indeterminatarum *),

von der Integration der Differentialgleichungen ,
wo ein Muster einer

) Commentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1726. T. I, 163164.
*) Ebenda I, 167184. (Vergl. Job. Bernoulli Opera III, 108124.)
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Integrationsmethode ohne vorherige Trennung der Veranderlichen

initgetheilt wird. Es ist die Abhandlung, von welcher (S. 479) vor-

ankiindigend die Rede war, in welcher der Kunstausdruck der hoiao-

genen Differentialgleichung eingefiihrt *)
und deren Integration

durch die Annahme y = xz, dy xdz -f- zdx gelehrt wurde, indem

letztere Annahme die Trennung der Veranderlichen in der umgewan-
delten Differeutialgleichung leicht gestatte. Auch Johann Bernoulli

spricht dabei von canonischen Gleichungen
2

), versteht abei

darunter ganz Anderes als Hermann, namlich diejenigen homogenen

Gleichungen von aufeinanderfolgenden Dimensionen, welch e alle iiber-

haupt mogliche ganze Glieder enthalten, also (ax -j- by)dx -j-

(cx -f ey)dy = 0, (ax* -f bxy -f cf]dx+ (ex
z
-f fxy -f gy*)dy = 0,

(ax
3

-\- bx
2
y -f- cxy* -f- ey

z

)dx -f- (f%
s + 9^y H~ hxy* -f- iy^dy ===

u. s. w. Die canonische Form der homogenen Differentialgleichung

gestattet aber die Integration ohne vorhergegangene Trennung der

Veranderlichen 3
).

Ist sowohl dx als dy init einer homogenen ganzen
Function wten

Grades, die aus w -f- 1 Gliedern besteht, vervielfacht, so

kommen in der homogenen Differentialgleichung 2n -f- 2 Constante

vor. Ebensoviele enthalt das Product von n -j- 1 Factoren von der

Gestalt (x -j- ccy)
a

,
und setzt man dieses n -f- 1 -

factorige Product

C und differentiirt nach vorhergehender Logarithmirung, so er-

scheint eine homogene Differentialgleichung vori Art der vorgelegten.

Man erhalt so nothwendigerweise die genugende Anzahl der Be-

dingungsgleichungen zur Bestimmung der Constanten a, n u. s. w.

Sei z. B. n 1, also (x -f- ay)
n

(x -f- fly)*
= C das vorausgesetzte

Integral von (ax -f- by]dx -f- (ex -j- ey)dy = 0. Logarithmirung
liefert sr log(y; -f&quot;

a
li) ~\~ r log(ic -j- fty)

= c. Differentiirung bringt
o(a; 4- andy . xdx -{- Bxdy f . , , ,, . -. ,

dann - == hervor oder ((* -4- r)x -\-
x-{-uy --

-f ((ax -f /5^)^ + (/? + u

gleichung uiit der canonischen Form erfolgt uiittels ^r -|- T = a t

fin -{- KT ~b
,
an -}- fir c, cifin -{- ccflr e, d. h. man erhalt

c* 4ae

_ ab ac-(-ay 6*4-2l
l

)e-f-c
g 4ae ab -f

&quot;

2 6 c -c1
&quot;

lac

Ist, setzt Johann Bernoulli hinzu, (x -j- ay}
71

(x -f- Py}
r niit con-

stantem Werthe versehen, so muss das Gleiche auch fiir

n

(2ax -f- 2ai|/)
n

(2aa? -f- 2afiy)
n

gelten, und das gesuchte Integral

J

) Commentarii Academiae Petropolitanaf ad annum 1726. T. I, 175.

*) Ebenda I, 175176.
&quot;}

Ebenda I, 178180.
57*
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lasst sich unter Anwendung der Abkiirzung y7&amp;gt;

2
-f-2&e+ c* ^ae= nt

auch schreiben (2ax -f- (b~\~c W y)
b~c+m - (2a# -\-(b-\-c-\-m) ^)

e H- = C.

Bernoulli geht auf beachtenswerthe Einzelfalle ein und sehliesst mit

der Bemerkung, bei hoherer Dimension der mit dx und mit dy ver-

vielfachten ganzen homogenen Function SGI die Arbeit mtihseliger,

aber nicht schwieriger.

Christian Goldbach schrieb
1

) fiber die der Riccatischen Diffe

rentialgleichung (3. 476 481) unter Einffigung eines weiteren Gliedes

ahnlich gestaltete Gleichungsform a^dx -j- byxfdx -j- cy*dx dy
und deren Integrirbarkeit, sowie einen zweiten kleir.en Aufsatz 9

)

iiber einige besondere Differeutialgleichungen. Er zeigte in diesem

letztereu die Ueberfiihruug von (ax* -j- bjfx* 1
-j- cz* tx*~* -\ -}dx

-f- (mx*4*~
l
-f- nx*~ l8**~ l

-f~ ox
a~*ss& t~~ 1

-|- )&* = durch tf y
in cine homogene Differentialgleichung, zeigte auch wie ebendasselbe

fflr die Gleichung (a -j- ex -f- fy)dx -f- (& -j- ex -}- &amp;lt;jy)dy
durch

bf ag . ae be . ,, , -,, , ,x = z -\-
~

t y = M -\ , erzielt werde. Er gab ohne
eg ef eg ff

weitere Herieitung das Integral der Gleichung dy = dx(ay -f- fcaf

-|- cx*~* -j- ex11- 9
-\ ) in der Gestalt y ^

x&quot; + *
x*~^

a a

a Q ,
wo ^1, x,

die Coefficienten der jeweils unmittelbar vorhergehenden Glieder

bedeuten.

Zwischen Goldbachs beiden Aufsatzen steht ein solcher von

Niclaue II Bernoulli 8
), die letzte Arbeit des im Juli 1726 ver-

storbenen geistvollen jungen Gelehrten. Ihren Hauptinhalt bildet die

Riccatische Gleichung und deren Iiitegrabilitatsbedingungen, in der

Emleituug aber stehen einige andere Bemerkungen, welche der Ver-

gessenheit entrissen zu werden verdienen. Wir haben (S. 232 233)
von einem Aufsatze von Johann Bernoulli von 1697 gesprochen, in

welchem ady*=ypdx-}-bifqdx, wo p und q irgend welche Functionen

von x bedeuten, durch die Substitution y = me, d. h. y gleich oineia

Producte zweier Functionen von x, integrirt wird. Wir haben ge-

sagt, dass diese Methode sich bei der Integration der linearen Diffe

rentialgleichung erster Ordnung erhalten habe. Wir hatten dort auch

hervorheben k6nnei, dass Johann Bernoulli den Uebergang jener so-

genannten Bernoullischen Differentialgleichung in die lineare

Differentialgleichung ^-dv == vpdx -f- bqdx mittels der Substitu-

) Cotnmentarii Academiae Petropolitanae ad annum 1726. T. I, 186197.
*) Ebenda

I, 207209 ) Ebeuda 198207.
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tion y
l

&quot;== v bemerkt hat 1

).
Auf diese Dinge bezieht sich die Ein-

leitung des Aufsatzes von Nielaus II Bernoulli von 1726. 1st eine

Gleichung axmy&quot;dx-}-bx
i&amp;gt;y9dx= dy gegeben, nnd setzt man

so geht sie in
,

UP+ I
y
ndu -j

--
T-T^^M

= dy und nach Division

ft
-

durch
y&quot;

in uf+ 1 du -j -^-r y*~
ndu y~

n
dy flber. Nun sei

, . . m p

y
i n = v

f
also y~*dy =*

j~ t
so entsteht dv = -~~u &amp;gt;+* du

-f-
--^-&quot;du oder, wenn u und v wieder durch x und y }

ferner

a(l ) &(1 ri) m p 1 , , T, j i.
-

. j-f ,
durch a, o, m, q ersetzt werden, die~l n

einfachere Gleichungsgestalt axmdx -j- by^dx = dy. Diese sei aber

unter der Voraussetzung q = 1 auch dann noch integrirbar, wenn

an Stelle von axm irgend eine Function Jf von x trete, das habe

Johannes Bernoulli gezeigt. Man sieht also, dass Nielaus II Ber

noulli hier gleichfalls die Integrirbarkeit der linearen Differential-

gleichung Xdx -f- bydoo == dy betont, einen Naraen hat er ihr noch

nicht beigelegt. Die von ikm vorgeschlagene Integrationsmethode

weicht von der seines Vaters ab. Sein Verfahren ist folgendes, wo-

bei wir uns die einzige Aenderung gestatten, die Basis des natiir-

lichen Logaritiimensystemes durch den erst 1737 dafftr eingefuhrten

(S. 667) Buchstaben e zu bezeichnen, wahrend Niclaus II Bernoulli

1726 dafflr c schrieb. Man setze y ailerdings als ein Product, aber

uicht als ein solches zunachst ganz unbestimmter Factoren m und z,

sondern y = ebx s. Alsdann ist dy l&amp;gt;d

&amp;gt;xsdx -f- &*dz, und die

Gleichung Xdx -}~ bydx dy geht iiber in Xdx -f- ~b&*sdx

bf?*2dx -j- &
xdz

y beziehungsweise in dz e~ bxXdx mit getrennten

Veranderlichen.

Bahnbrechend nach den verschiedensten Bichtungen waren zwei

zusammenhangende Abhandlungen Eulers: De infinitis cwrvis ejusdem

generis*) und Additamentum ad dissertationem de infinitis curvis ejusdem

generis*). Da finden wir zum ersten Male den Satz, der in moderner
8* A. ffl A.

Bezeichnung 070 = o yrt lautet*), und der in dem 7. Kapitel der

Eulerschen Differentialrechnung von 1755 auch auf hohere Diffe-

rentialquotienten ausgedehnt erscheint (S. 759). Der partielle DiflEe-

rentialquotient wird schon im Aufsatze von 1734 als ein solcher

) Job. Bernoulli Opera I, 176. *) Commentarii Academiae Pebro-

politanae ad annos 1734 et 1735. T VH, 174183. Diese Abhandlung ffillfc

nicht 9, sonderu 19 Seiten, da die Pagination hinter 189 nochmals mit 180

beginnt.
8
) Ebenda VII, 184200. *) Ebenda YE, 177.
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definirt, der beispielswei:w sich bilde, indeui t als veranderlich, u da-

gegen als constant betrachtet, beziehungsweise behandelt werde.

Eulers dainaliger Beweis fiir den Satz von der Vertauschbarkeit

der partielien i)ifferentiationsfolge isb in moderner Bezeich-

nung folgender. Sei F(t, n) eine Function von t und u. Ihr Diffe

rential nach t ist F(t -f- dt, u) F(t, M). Das nach u geuommene
Differential dieses Ausdrr.cks ist (F(i -\- di, n -f- dii) F(t, ti -f- d-u))

-
(F(t + dt,, if) F(t, u))

= F(t -f dt, n -f dw)
--

F(i!,
. -f aw)

-
F(t + rf/, M) 4- F(t, M)

--= / (/ + dt, u -h rfw)
--

F(t + f//, M)

-
F(t, u -f (?) -f F(t, w)

== (! (&amp;lt; -f rf&amp;lt;

?
w -f rfw)

- -
F(t -f rf, M))

-
(F(^ 7

M -J- /M) JP(&amp;lt;, )) und die /uletxt geschriebene Form ist

das zweite zuerst nach u und dann nach t genommene Differential.

Da finden wir gleichfalls zum ersten Male ausgefiihrt, wovon wir eine

Andeutung in einem Aufsatze des vorhergehenden VJ. Bandes der

Petersburger Veroffentlichungen erkannt habeu (S. 849) ,
namlich die

Benutzung eines integrirenden Factors. Euler sagt
1

)
dx

a
1

werde durch Vervielfachung mit integrirbar, und das Integral sei

3T

-{- c.j
wo c eine constante von a unabhangige Grosse bedeute. Er

sagt ferner 2

), dx werde durch Vervielfachung mit integrir-
ct

bar, und das Integral sei -

p

u. s. w. Da finden wir zum ersten
a

Male die Bezeichnung einer Function dufch den Buch-
staben f, hiuter welchem in Klammern die Grosse angegeben
ist, welche der Function zu Grunde liegt

3
),

die eine der (S. 736)

angekiindigten Stellen.

Man darf nie ausser Augen lassen, dass der Druck der akade-

mischen Veroffentlichungen ini 18. Jahrhunderte langere Zeit in An-

spruch nahm, und dass die Zeit der Einreichung einer Abhandlung
zwar das Eriinderrecht ihres Verfassers ausser Zweifel, die Unab-

hangigkeit eines Nacherfinders jcdoch durch ihr Datum allein keines-

wegs in Frage stellt. So ist der VH. Band der Petersburger Ver

offentlichungen llir die Jahre 1734 und 1735 erst 1740 erschienen und

zuverlassig ohne Einfluss auf Abhandlungen gewesen, welehe Fontaine,
welclie Claim ut am 4. Marz 1739 der Pariser Akademie vorlegten.

) Comtitentarii Acadcwiae Petropolitanae ad annos 1734 et 1735. T. VII,
186 (zweiter Zahlung). ) Bbenda VD, 187 (zwciter Ziildung). &amp;gt;)

Ebenda

VII, 187 (zweiter Zahlung): ,SV f ( -f c
j
demtet functumem quamcunqite i&amp;gt;st.s

&
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Fontaines Abhandlung war die friihere. Sie kam vermuthlich

durch Schuld des Verfassers, der sie nicht rechtzeitig zurn Drucke

fertig gestaltete, in den Veroffentlichungeu der Pariser Akademie

iiberhaupt nie zum Abdrucke, sondern bildet einen Bestandtheil der

1764 besonders herausgegebenen Memoires de mathematiques recueillis

et publies avec quelques pieces inedites von Fontaine (S. 588), so dass

wir berechtigt sind, die Abhandlung dem Verfasser eines etwaigen

IV. Bandes dieser Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik zum

Berichte zu uberlassen, eine Berechtigung, von welcher wir insbeson-

dere mit Riicksicht auf den Umstand Gebrauch machen, dass Fontaines

sehr seltener Band von 1764 uns nicht zuganglich war.

Clairauts Abhandlung Reclierches generates sur le calcul integral
1

}

zeigt, dass der Satz von der Vertauschbarkeit der partiellen Differen-

tiationsfolge bei Functionen von zwei unabhangigen Veranderlichen

Clairaut ebensowenig als Euler entgangen war. Clairaut beweist ihn

dadurch, dass er sagt, jede solche Function mtisse, wenn sie in eine

Reihe entwickelt werde, aus Gliedern rxmy
n
p1 bestehen, wo p einen

Parameter der Function bedeute. Fur jedes einzelne dieser Glieder

finde augenscheinlich der betreffende Satz statt, also auch fur deren

Gesammtheit. Aber auch der Gedanke des integrirenden Factors war

in Clairauts Geiste aufgetaucht. Die Gleichung Mdx -\- Ndy
ist, sagt er, integrirbar und liefert, so oft der partielle Differen-

tialquotient von M nach y dem von N nach x gleich ist

(was Clairaut in das Symbol -, = -5 kleidet), als Integral eine

einer Constanten gleich zu setzende Function von x und y, welche

er
&amp;lt;f

nennt. Finde aber die Bedingungsgleichung nicht statt,

so konne man sie durch Vervielfachung der Differential-

gleichung Mdx -f- Ndy= mit einem Factor p herbeifiihren,

welcher 5 = --^- hervorbringen miisse. oder, was auf das
ay ax

Gleiche herauskomme, welcher die Gleichung a -= I- M -^ p -r-n
ay ay ax

N-~ = befriedige. Ist [iMdx -f- pNdy = dtp und dividirt
a x

, , ,
Mdx -\~ Ndy dm ,,

man durch das Integral &amp;lt;r&amp;gt;,

so entsteht - = - = ==flogop,R cp

wobei jR = ~ Nun sei, setzt Clairaut hinzu, d log &amp;lt;p

als Differential

eines Logarithmen von der Dimension 1. Gleicher Dimension

iniisse
-p sein, d. h. R sei von einer urn eine Einheit hoheren Dimen

sion als M . Weiter aber sei log &amp;lt;p

selbst eine Function oder mit

Histoire de I Academic des Sciences de Paris. Annee 1739, pag. 425 436.
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Riicksicht darauf
* *

~^

y
das vollstandige Integral einer Function,

mithin ,, ein integrirender Factor, der gefunden werde, indem man

fttr jR die allgemeine gauze Function von x nnd y setze, deren Di

mension die von M urn eine Einheit flbertreffe. Als Beispiel wird

die Integration von (ix -f- ky)dx -}- (Ix -f- my -}- np)dy ver-

sucht, in welcher Difterentialgleichung das Fehlen ernes constanten

Bestandtheiles lip in dem Factor von dx die Allgemeinheit nicht be-

eintrachtige, da es koiuer Schwierigkeit unterworfen sei, einen solchen,
wenn er vorkomme, durch eine einfache Umformung /u beseitigen.
Hierauf wird, da M vom ersten Grade ist, E vom zweiten Grade

gewahlt, d. h. E = x* -f- bxy -f cpx -f ef -f- fpy -f yp- gesetzt. Ist

R (beziehungsweise ^j
der partielle Differentialquotient der Integral-

function nach x (nach y), so muss, indem wir von hier an Clairants

- /
M\ - iN\

t&amp;gt;(n) f(jf)
Schreibweise durch die heutige ersetzen. --- = -4=^ sein oder

cy ox }

^dM ,-dE ^dN . ^SR A ,
,

dy dy&quot;

~ ~
~dx &quot;&quot;&quot;

J~x:
.

^
&amp;gt;

* * unter Emsetzung von

I*-* -
&amp;gt;&amp;gt; II

- ^ + + P, If
- * + + /&amp;gt;,

es

muss sein: (& -f ^ &*)z
2

-f 2(m _ e^x .

y _j_ (jfc
c_^ _|_ 2&amp;gt;a; +

(?&amp;gt;m
ek el) y* -f- (bn + em

/&quot;O^y -f (gk gl -f wc)jp
a == 0.

Aus den sechs Gleichungen, welche man erhalt, wenn jeder Coefficient

fflr sich =
gesetzt wird, findet Clairaut die init einigen Rechen-

oder Druckfehlern behafteten Werthe von I, c, e, f, g, mithin M,
und dann ergibt aieh ihm die vollstandige Differentialgleichung und
deren Integral. Will man Clairauts Gedanken verstehen, so muss
man oifenbar davon ausgehen, dass er wenn er es auch nicht

ausdriicklich ausspricht
- - M und N als ganze Functionen von x

und y betrachtet, die iiberdies unter Zuziehung des constanten Para
meters p beide homogen von der gleichen Dimension sind.

Im darauf folgenden Jahrgange hat Clairaut abermals eine

Abhandlung: Sur I integration on la construction fas equations differen-
tielles du premier ordre 1

) der Oeffentlichkeit iibergeben. Ihr erster

Abschnitt stimmt in der Hauptsache mit der Arbeit von 1739 ttber-

ein, deren Form nur noch klarer und durchsichtiger geworden ist.

So iat z. B. der Sat/, von der Vertauschbarkeit der partiellen DifPe-

reutiatiousfolge in ein viel helleres Licht gesetzt. Clairaut erortert
die Sache jetzt folgendermasseu, wobei wir uns wieder als einzige

) Histoire de I Acodemie des Sciences de Pari*. Ann^e 1740, pag. 293323.
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Aenderung den Gebrauch der geschwungenen d zum Zeichen par-

tieller Differentiation gestatten. Sei Adx -f Bdy das vollstandige

Differential einer Function, so muss diese gefunden werden, indem

man Adx ausschliesslich nach x, oder Bdy ausschliesslich nach y

integrirt, das erste Mai aber die Integrationsconstante durch Y be-

zeichnet, weil sie, nnr nach x constant, y enthalten wird, und das

andere Mai aus ahnlichem Grande die Integrationsconstante durch X
bezeichnet Man hat also }Adx-{- Y=jBdy-\-X. Diese Gleichung

/*O A O XT

partiell nach y differentiirt gibt I , dx 4- - B und differentiirt

J cy cy
o A O *D

man neuerdings partiell nach x, so entsteht a~ ~TT&amp;gt;
was bewiesen

werden. sollte. Clairaut erklart in einer Fussnote, auch Fontaine

sei, wie er sich aus einem Manuscripte habe iiberzeugen konnen, im
n i o -n

Besitz des Satzes ~- = - eewesen, und das Gleiche gelte fur
cy ex

Euler, dessen hierfeer gehorige Abhandlung in den Veroffentlichungen

der Petersburger Akademie sich zur Zeit unter der Presse befinde.

Er selbst habe 1739 noch in keiner Verbindung mit Euler gestanden

und erst ziemlich viel spater von seinem geistigen Zusaxnmentreffen

mit jenem hervorragenden Mathematiker Kenntniss erhalten. In Clai-

/V\ j ^s -y

rauts Beweise hatte sich ais Zwischenergebniss I y- dx -|-
- = B

oder ? = B f^~^x herausgestellt, und diese Gleichung wird

dann zur Auffindung von Y benutzt, so dass damit die Integration
der vollstandigen Differentialgleichung erledigt ist. Clairaut

geht hierauf zur Aufsuchung des integrirenden Factors ft fur den

Fall, dass die gegebene Differentialgleichung keine vollstandige ist,

fiber und benutzt das gleiche Beispiel wie 1739 mit der kleinen

Veranderung, dass p = 1 gewahlt ist, dass also (ix -\- ky)dx

-}- (Ix -f- my -\- ri)dy = integrirt werden soil Die Rechnung ist

diesmal richtig geftthrt oder gedruckt.

Bin zweiter selbst in drei Eapitel zerfallender Abschnitt ist den

Differentialgleichungen mit mehr ais zwei Veranderlichen gewidmet.

Das 1. Kapitel nimmt drei Veranderliche x, y, s an oder eine Differen

tialgleichung Mdx -f- Ndy + Pd* = - Damit diese vollstandig sei,

,. ,. dN SM dP dN 3P .9M ,

miissen die Bedingungen -g^--^, ^=^, -ft
=^ erfmlt

werden. Die Integration verlangt alsdann /Mdx unter ausschliess-

licher Betr;ichtung von x ais veranderlieh zu berechnen, die hinzn-

tretende Integrationsconstante K wird y und 2 enthalten. Nun ist
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riickwarts die Gleichung /Mdx -f- K= const, nach y und nach z

zu differentiiren, und so gewinnt man Mittel, die Grosse K nach den

im ersten Abschnitte gelehrten Regeln aufzufinden. Auch hier kann
ein integrirender Factor /i die unvollsttindige Differentialgleichung

Mdx-\- Ndy-\- Pdz = in eine vollstandige verwandeln, und dieses

p wird alsdann drei partielle Differentialgleichungen erfullen mussen,
aber es gibt auch Difterentialgleichungen mit drei Veranderlichen,
welche der Integration uberhaupt widerstreben, und bei welchen also

der Versuch p aufzufinden ein vergeblicher sein muss. Eliminirt

man, sagt Clairaut, zwisehen den drei partiellen Differentialgleichungen

die Grossen -T-
,

-, , so fallt u von selbst mit heraus, und esCX Cll Z 7 }

dM
bleibt nur N?~ P?- 4- M-~ N v

-&quot; 4- P-- M =
ox ex oz cz oy cy

welche Gleichung mithin ftir sich erfullt sein muss, wenn die In

tegration von Mdx -f- Ndy 4- Pdz == moglich sein soil. Die

Meinung ist die, dass die mehrerwahnten drei partiellen Differential

gleichungen

M ^ 4- u, ^~ = N~^ 4- -
dy dy dx

&quot;

dx

-iqd [i |^
dN -nd p

i
cP

dz
&quot;

dz dy *

dy
j|

werin man die erste mit P, die zweite mit N
t
die dritte mit M ver-

vielfacht und dann addirt, als Summe

Jf -
cyjtiz dy

liefern, womit wir aber keineswegs behauptet haben wollen, Clairaut

habe sich gerade dieses Eliminationsverfahrens bedient. Was er ana-

lytisch gezeigt oder doch behauptet hatte, bestatigt er alsdann

geometrisch. Sei (Fig. 145) ver-

sucht, die Oberfliiche herzustellen,

welche der Differentialgleichung

dz = codx 4- 9-dy geniigt, und

dabei zu ermitteln, ob es immer

eine solche gebeii konne. Man

legt durch die Oberflache zwei

benachbarte Schuitte PNv und

pnl senkrechj; zur x-Axe und

zwei andere gleichfalls benach-
&quot; 5 barte Schnitte QNn, qvl senk-
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recht zur /-Axe. Ausgeheml von der Obernachenglmchung

man, dass QN die Gleiehimg tig = &dx und PN die Gloichung

ds^frdy besitzen muss. Nun sei NM= z eine Ordinate der

Curve P.ZW. Die Nachbarordinate vfi ist -j- dz = ^
-f&quot; #*ty-

Geht man von u auf der Curve pnl nach /, so findet sich Mr, indera

vorher NM durch MM = s -f- d# ersetzt wird und dann &amp;lt; durch

das, was es wird, wenu x in a? -f &amp;lt;^ un&amp;lt;i iu * + &dx ubergeht,

d. h. durch & -f ~dx + l^arfir. Man hat also Ik = z -\- atlx
ox cz

_|_ ftdy _|_

d~dx dy 4- adxdy. Andererseits kann man aueh auf
^ * C 2

^vZ nach { gelangen. Das geschieht, indera man erst NM durch

V(l g ^, &dy ersetzt uiid dann mit o die Veranderung vornimmt,

welche auf dem Uebergange von y in y + %&amp;gt;
von # in

bemht. Man erhalt Ik = g + dy + &dx + ^dy&e +
Damit beide Werthe von Ik iibereinstimmen

,
was nothwendig der

Fall sein muss, wenn eine Oberflache iiberhaupt vorhanden sein soil,

ist erforderlich, dass
|| -f

c~ to = ~ -f ^ sei, eine Bedingung,

von welcher naeh einer Fussnote Clairauts auch Fontaine Kennt-

niss gehabt haben muss. Fruher war Mdx -f Ndy -f- Pdz die

Form der gegebenen Differentialgleichung, welche auch As = ---
p &amp;lt;lx

- -.- dy geschrieben warden kaim, d. h. die Beziehungen &amp;lt;o
= - - ~

,

N 2 M 3P 1 dM
p huden statt, nebst -

g
= = ^ ^-

- -

p dy
u. s. w.

Durch Einsetzung dieser Werthe nimmt aber die Bedingungsgleichung

..*. Fonn K^-Pg+lfir-^+Pf -

If--? = an. Das 2. Kapitel behaudelt die Gleiehung mit noch
dy

mehr Veranderlichen == Mdx + Ndy+ P^/^ -f Qdu + IWs + .

Clairaut zeigt, dass hier, wenn die Integration moglich sein soli,

je drei Veranderliche das Diisein einer Bedingungsgleichung nothig

machen, n Veranderliche also zunachst so viele, als Dreiergruppen aus

ihnen gebildet werd&amp;lt;iu konnen, d. h. - Aber diese

Bedinguiigsgleichungen sind nicht alle von einander unabhangig,

die Nothwendigkeit einiger derselben fallt somit weg, und schliess-

lich miissen bei VerSinderlichen noch -~ Bedingungs-
m

srleichunjren naeh dem Wegfall von deren -

iibrigO O O

bleibeu. Das 3. Kapitel behaudelt die Diflerentialgloichungen von
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der Gestalt ra = Mdx -f Ndy -f Pds -\ fiir den Fall, dass M,
N

t
P keine Constanten in sich schliessen. Hier sind Clairauts

Worte in gleicher Weise zu deuten, wie eine Aeusserung in seinem

Aufsatze von 1739 (S. 883). Er meiut M, N, P
,
welche von

vornherein als homogen gelten, so dass ihre Dimensionen theils dnrch

Veranderliche x, y, z
,
theils durch einen constanten Parameter p

hergestellt werden, enthalten diesen Parameter fiberhaupt nicht, sind

also homogene Functionen von x, y, s -
. Beschranken sich die

Veranderlichen auf #, y, z und setat man y = xu, z xt, ist ferner

m der Grad der Homogenitafc, so dass M=xM
F, N^^G,

P= ofH wird, wo F, G, H nur t und u enthalten, erwagt man
endlich dy = xdu -f udx, dz xdt -f- tdx, so geht Mdx -{- Ndy
-f Pdz = uber in xmdx(F -f- Gu + Ht) -f xm+*Gdu -f

x*+ lHdt 0, beziehungsweise in + -&quot;-

.

-
Tl

- mit so-# j -f- Cru -J- /i c

weit getrennteii Veranderlichen, dass die Integration beztiglich x
sofort vollzogen werden kann, ohne dass es eines weiteren integriren-
den Factors bedftrfte. Dabei bleibt aber Clairaut nicht stehen. Er

fragt, welcher integrirende Factor
ft es war, der die Umwandlung

von Mdx -f Ndy -f- Pde - in
*

-f Of***** = bewirkt

habe? Unmittelbar zeigt sich u =
-j- Aber daftlr

X-W+ ^jP-f CrW-|- JH)

lasst sich auch schreiben u, = =
ar a,-

&quot;F -f- XM a;
&quot;

#,-&amp;lt;-}-
a; &amp;lt;

- ^ &quot;TT

x~M+ yN+e~P
^er ^*e neue ^eines integrirenden Factors mehr be-

dttrftige Differentialgleichung ist - ^f
^..:^

dz = o. Clairaut

ist damit der Erfinder der in spatere Lehrbucher Ubergegangenen
Methode, die Integration der homogeneu Differential-

gleichungen als ein Beispiel fflr die Benutzung eines Inte

grirenden Factors zn behaudeln. Clairaut zieht noch eine letzte

Folgerung. Worm xdx(F+ Gu -f Hf) + xm+ l Gdu -f- x&quot;+
lHdt

=
integrirbar sein soil, so muss ~~ (F -f Gu + Ht) = const,

das Integral sein, ohne dass weitere Functionen von t und u hinzu-

triiten, weil sonst bei rQckwiirts vollzogeuer Differentiation in der

Differontialgleichung Glieder vorkommeu miissten, welche keinerlei

Factor x enthielten. Wird sowohl in der Differentialgleichung als

in ihrem Integrale u =
| ,

t=*
z

- u. s. w. gesetzt, so zeigt sich

MX -f- Ny + Pz

&quot;~m~4- 1
= 9 als Integral von Mdx -f- Ndy -f Pdg = 0, in-

sofern M, N, P homogene Functionen m* Grades von x
} y, z sind,
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qp also ebenfalls homogene Function vom Grade m -f- 1 ist. Ist aber

Mdx + Ndy -f- Pdz = dq&amp;gt;,
so bedeutet dieses, es sei M= ~,

Vtp . Off) . Off)

oy ## w-j-l w -j- 1

mithin (wr -4- 1) a #^ 4- ^ 4- ^ Das ist aber Eulersv ex l y
cy cs

Satz von den homogenen Functionen. Clairaut erkennt, wie

wir (S. 759) gesagt haben, in einer Fussnote Eulers Erfinderrechte

offen an, betont aber zugleich, auch Fontaine habe unabhangig von

Euler, dessen Arbeiten iiber diesen Gegenstand er nicht keunen

konnte, den Satz entdeckt.

Wir mussen, nachdem wir der Eutwicklung der Lehre von den

Differentialgleichungen erster Ordnung so weit nachgegangen sind,

auf einen mehrere Jab re alteren Aufsatz Clairauts von 1734 zuriick-

greifen, auf die Solution de plusieurs problemes, ou il s agit de trouver

des courbes dont la propriety consiste dans une certaine relation cuhe

leurs branches, exprimee par wie equation don-nee
1

*).
In ihm ist nara-

lich ganz gelegentlich gezeigt, wie man die singulare Losung einer

Differentialgleichung erster Ordnung mittels wiederholter Differentiation

erhalte 8
), und wie die so erzielte Losung in der That durch keinen

der willkurlichen Constanten beigelegten besonderen Werth aus dem

allgemeinen Integrale hervorgehe. Eines der von Clairaut gewahlten

Beispiele ist dy* (x -f- fydydx -f- ydx* = 0, dessen allgemeines

Integral eine gerade Linie bedeutet, wahrend die singulare Losung
die Gleichung einer Parabel liefert, wie man leicht erkennt, wenu

man das Ergebniss wiederholter Differentiation in der Form

(2
- x 1 ) -j-K

= schreibt und entweder aus -j-4
= durch

\ dx J ax* ax*

Integration die Folgerung
- =

a, oder aus 2^ x 1=0
ohne Integration die Folgerung

~
=&amp;lt;=*

x
~^

zieht. In diesem Auf-

satze Clairauts yon 17S4 befindet sich die zweite (8. 736) angekun-

digte Stelle: eine Function der Yeranderlichen u ist durch TT

bezeichnet, jedenfalls in gegenseitiger Unabhangigkeit yon Eulers

f\~&quot;
~h c

) (S- 882), da beide Abhandlungen gleichzeitig geschrieben,

beide auch nicht sofort gedruckt wurden.

In einer deutschen Zeitschrift finden wir eine Differential

gleichung mit singularer Losung zuerst 1752 von Heinrich Wil-

*) Histoire elf fAcademic des Sciences de Paris. Anne 1784, pag. 196216.

*)
Ebenda pag. 209213.
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helui Clemm 1

) behandelt. Clemm (1726 1775) war wflrttemberger

Theologe und Mathematiker, in letzterer Eigenschaft Schiller von

G. W. Krafffc seit dessen Anstellung in Tubingen 1744. Von 1750

bis 1752 war Clemm Repetent in Tubingen. Er ging hierauf auf

Reisen und weehselte dann in seiner Heimath mit bald mathemati-

scher, bald theologischer Thatigkeit ab. Zuletzt war er seit 1767

Professor der Theologie in Tubingen. Wir haben es mit einem Auf-

satze von 1752 zu thun, der die Differentialgleichung

behandelt 2

).
Differentiation derselben liefert:

d*y dx dx*

Aus der Multiplication der urspriinglichen Gleichung mit der aus ihr

abgeleiteten geht nach leiehter Umformung

9

hervor und daraus entweder -/ = -^ - oder ^=0 mit derax x* a* dx9

Flge
dx
= c- Die erstere Annahme bringt die singullire Losung

x3
-f f = a?

hervbr, die zweite das allgemeine Integral

y ex = a,y\ -f c
2

.

Wir wenden uns zu den Differentialgleichungen zweiter

Ordnung. Man war wiederholt zu solchen gekommen und hntte

bald diesen, bald jenen Kunstgriff zu Hilfe gezogen, um sie zu

integrircn. Euler war der Erste, welcher 1728 in der Abhandlung
Nova mcfhodus innumerabiles aeguationes differentiales secundi gradus
reducendi ad aequationes differentiales primi gradus

91

}
die Zuriick-

fuhrung von
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

4
)

auf die erste

Ordnung sich als eigentliche Aufgabe stellte, und welcher als Mittel

zur Losung dieser Aufgabe die Einfuhrung neuer Veranderlichen in

der Art erkannte, dass er, wenn x die unabhangige Veranderliche,

i Allgomoine deutsche Biographie IV, 321322. *) Hamburgisches
Magazin X, G37 (1752).

s
) Commentarii Academiae Petropolitanae ad

annum 1727. T. Ill, 124-137. ) gradus 1st hier rait Ordnung zu uber-
setzen.
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d. h. dx constant war, # = e &quot; und y = c*t setzte
1

).
So wurde

dx = aea *dv, dy = ev

(dt + tdv), d*x = aea *(d*v -f ccdv*), d*y =
e*((Pi -|- Zdtdv -f- td*v -f- tdv*}. Aber wegen der Annahme dx sei

constant, musste d*x 0, d. h. d*v adv2

genoramen werden,

und so ging der Werth von d?y in die Form iiber d?y = ev

(d
2
t -\-

2dtdv -f- (1 a)tdv*). Diese Einsetzungen erfullen z. B. ihren

Zweck bei der Gleichung axmdxp = y
n
dyp-*d

2
y. Sie rerwandeln

dieselbe in

Die Exponentialgrosse hebt sich durch Division weg, wenn

ccv(m -j- p) (n -f- P 1)^, d. h. a ==
n ~- ----- Mit anderen Wor-

(n+ P-l)&quot;

ten, die Einsetzung von x = e
m+f

, y e l

bringt

hervor, eine Gleichung, welche der urspriinglichen gegeniiber so weit

vereinfacht ist, dass v selbst nicht mehr in ihr vorkommt, sondern

nur dv. Sei nun neuerdings dv = zdt oder vJzdt. Wir batten

oben d*v = adv* erkannt, welches jetzt zu d*v &amp;lt;x2*dfi wird.

Andererseits fiihrt die Differentiation von dv = zdt zu d?v = zd*t

-f- dzdt, und da beide Werthe von d?v iibereinstimmen miissen,

also -- az*dt* = md^t -f- dzdt sich zeigt, so ist nothwendigerweise

d*t- ------
\-

- adf2

,
und aus der Differentialgleichung

zweiter Ordnung zwischen v und t ist inittels v =
j
zdt eine Differen

tialgleichung erster Ordnung zwischen z und t hervorgegangen. Ist

a = m = n p = \
}

also xdxdy yd*y gegeben, und vollzieht

man die nothwendigen Einsetzungen auf einen Schlag, so werden sie

x = eJ*
dt

, y = e^
zAt

i heissen miissen. Aehnlich werden gewisse

andere Differentialgleichungen zweiter Ordnung behandelt. Das Ge-

ineinsame des Verfahrens liegt wesentlich in der Einfiihrung einer

Exponentialgrosse fiir die eine, einer mit einer Veranderlichen ver-

vielfachten Exponentialgrosse fiir die andere Veranderliche. Zum
Schluss der Abhandlung gestattete Euler einen Ausblick auf kiinftige

Untersuchungen, indem er bemerkte, eine Benutzung von Exponential-

grossen fiihre auch in zahlreichen Differentialgleichungen von hoherer

als der zweiten Ordnung zur Integration.

*) Euler nannte 1727 die Grundzahl des natiirlichen Exponentialsystems

noch nicht e, sondern c. Wir gestatten uns die kleine Abiinderuug.
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Es dauerte 16 Jahre, bis Euler seine dahin gerichteten Arbeiten

herausgab und unvermuthet die Lehre von den linearen Differen
tial gleichungen beliebig hoher Ordnung als einen Gegenstand
des Nachdenkens von bister nicht geahnter Fruehtbarkeit enthttllte,

Im Stillen war Euler schon friiher dahin gelangt. Wir entnehmen
einen in der Bibliothek der Stockholmer Akademie aufbewahrten und

wenigstens zum Theil veroffentlichten x

) Briefe Eulers an Johann
Bernoulli vom 16. September 1739, dass Ersterer damals schon mit

der Integration der Differentialgleichung 0=-y-fa^-f-fe^
&quot;t~

c
Jx* ~J~ d dx* ~^~ e

da? ~^~ etc
&amp;gt;

a*so mit der Integration der unvoll-

standigen linearen Differentialgleichung mit constanten Coefficienten

iin Reinen war, und dass er dieselbe in Beziehung zu der algebrai-
schen Gleichung 1 ap -f- bp* cp* -j- dp* ep* -f etc = zu

setzen wusste. Aus Johann Bernoulli s Antworten 3

) vo j 9. De
cember 1739 und vom 14. April 1740 ist zu entnehmen, d;s dieser

Eulers Methode aus dessen Andeutung nicht ganz vollstandg zu er-

rathen vermochte, sowie dass er schon vor 1700 die Integration einer

anderen linearep
Differentialgleichung hoherer Ordnung zu vollziehen

wusste, namlich die von = y -f ax^ 4- lx*^{ -4- cx*^K -f- etcax ax* dxa

Bernoulli vereprach Euler die Mittheilung seines Verfahrens auf
einem besonderen Blatte, und auch dieses ist in Stockholm aufge-
funden worden. Nach dem fiber dessen Inhalt Veroffentlichten 8

)

ging Bernoulli folgendermassen zu Wege. Er vervielfachte seine

Gleichung mit a?, so dass diese zu = a?v 4- a3?+ 1 -^ 4- bxf+*^dx dx*

(*
+1y\

&quot;

&amp;gt; -f etc- w^de. Nun setzte er z

die
er axP+l

d
*&quot; a(P + 1

) ef a(P + l)^y- Fortgesetzte

Differentiation fdhrt zu lxf+ -f l)
2^ -f b(p + \}x-

?&amp;lt;-
d X

- b(P + 1) (p -f %)xPy u. s. w. Die Gleichung nimmt folglich die

Gestalt an - a3*y + a/, + b,x*^ + e^* 4. etc. und ersfo-eckt

sich zu einer urn die Einheit niedrigeren Ordnung als die ursprfing-
liche Gleichung. Ausserdem komint ;) in cc vor und kann so ge-

) EnestrOm, ffwr la decowerte de I integrule complete des tquatiow
differentelles limaires a coefficients constants Bibliotheca mathematica 1897

?**
4

*) Corrctp Mrtfc. (Fuss) H, 28-29 uud 36. ) EnestrOm
1. c. pag. 49 Note 1.
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wahlt werden, dass = wird. Dann 1st die Form der urspriing-

lichen Gleichung unter Erniedrigung ihrer Ordnung wieder vollstandig

vorlianden, und man kann das einmal erprobte Verfahren abermals

anwenden, so oft es nothig ist.

Wir kommen zu Eulers Aufsatz: De intcgratione aequationum

differentialium altiorum graduum*), iiber die Integration von Differen-

tialgleichungen hoherer Ordnung, in welchem er 1743 durch den

Druck bekannt machte, wortiber er 1739 nnr gegen Johann Ber

noulli sich geaussert hatte, die Integration der unvollstandigen
linearen Differentialgleichung mit constanten Coefficienten.

Er scbrieb sie in der Form = Ay -f-^ -f
C
- + ~~^ +

. 4 -j -, -f -}- )
und man darf wobl die Wahl dieser unbedingt

weit durchsichtigeren Form, als es die sonst im Drucke iibliche unter

Anwendung von Differentialen war, als einen Fortschritt bezeichnen.

Wesentlicher sind folgende neue Wahrheiten, welche im Drucke zum
ersten Male ausgesprochen wurden. Bei der Integration der Differential-

gleichung wter

Ordnung miissen n willkdrlicbe Constanten auftreten 2
),

denn jede Integration, welche eine Constante mit sich ftthrt, er-

niedrigt die Ordnung der Differentialgleichung um eine Einheit und

n solcher Integrationen sind folglich erforderlich. Ist y = p ein

Integral von = Ay + -% -f -^/ -f -^/ + ,
so ist auch

y up ein Integral, wenn a eine Constante bedeutet 3

).
Man suche

daber n partikulare Integrale
4
) yp, y q etc., vervielfache jedes

mit einer Constanten
, ft

und bilde deren Sumuie, so ist y = ap
4~ $0. ~\~

&quot; ^ie gesuchte vollstandige Integralgleichung. Nach-

deni diese Satze vorausgeschickt sind, nimmt Euler die Substitution

y = eJpdx vor 5
),

durch welche, nachdem p als constant angenommen,

uiithiu ipdxpx gesetzt ist, die gegebene Gleichung = Ay -f-

sidl yerwandelt in o-.-1 j-C
sei nun pg q ein Factor von A -\- Be -f-

-j- -j- JW1 oder s == --- eine Wurzel der Gleichung = A
--J- Bz

If

-f- CsP -f- -}- JV&amp;gt;&quot;,
so muss y = ae p ein parfcikulares Integral der

vorgelegten Differentialgleichung sein. Der Zusammenhang zwiscben

der Differentialgleichung

l
) Miscellanea Berolinensia T. VII, 193242. *) Ebenda VII, 194195.

&quot;)

Ebenda VU, 198. 4
) Ebenda VII, 800: valores particulares im Gegeusatz

zur aequatio integral-is completa. ) Ebenda VII, 201.

CAWTOB, UesckicUto der MaUtmtik. Ill, 3. 8. Aufi. 58
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Ifi. Ay -I- ??* + ?- ? + - +(lx fix*

und der algebraischen Gleichung

= A -f Se -f- Cz* H-----(- A

ist also folgender
1

): Erfullt die Wurzel a - der algebraischen

Gleichung q pz= die genannte algebraische Gleichung wten Grades
I*

so erfiillt y = cce? als Integral der Differentialgleichung &amp;lt;/i/ p
/&quot;

= die gegebene Differentialgleichung n* T

Ordnung, und ebeasoviele

von einander verschiedene reelle Factoren A -f- Be -f- Cz
a

-j
-----

(-
.NV1

besitzt, ebensoviele partikuliire Integrale der Differentialgleiehung

0-Ay + **!L + lg + ... + z sind ermittelt. Bine erste
tf iC

Schwierigkeit besteht in dem Auftreten mehrfacher Wurzeln der

Gleichung. in g. In solchem Falle schreibt Euler vor 2
), die Sub-

stitution y = e?u in die Differentialgleichung vorzunehmen, und er

findet mittels derselben, dass dem Machen Factor (q pzf das mit
qx

k Constanten behaftete partikulare Integral y e y (cc -f- fix -f- yx*
-f -j- x^*-

1

) entspricht. Eine zweite Schwierigkeit besteht in dem
paarweisen Auftreten complexer Wurzeln 8

) der Gleichung in z. Ein
solches Paar complexer Wurzeln vereinigt sich zu p rf- qz -f- rz* oder

zu p S^J/p^cosqp + rz* mit 0039 = ^, und diesem Factor

entspricht die
Differentialgleichung = py 2Yprcosg&amp;gt;^ -f- r~^

(I X (I X
zu deren Integration die Substitution y = e^xc09 fu fiihrt. Auch das

wiederholte Auftreten eines Factors p qz + rz* weiss Euler zu

bewiiltigen
4

).
Elf Aufgaben zur Einiibung der allgemein geschilderten

Methode beschliessen die AbhandlungO
Euler kam 1750 in dem Aufsatze: Methodus aeqmtiones dif-

f erentiales altiorum graduum integrandi ulterius promota*) auf die

Untersuchung zuriick und zeigte hier zunachst, wie man die Sache
nicht machen solle, d. h. er zeigte, zu welchen fast unuberwindlichen

Rechnungsschwierigkeiten es fuhre, wenn man auch nur bei der un-

vollstandigen linearen
Differentialgleichung mit constanten Coefficienten

versuchte von dem 1743 gezeigten Wege abzuweichen. Dann vollzog

) Miscellanea Berolinensia T. VII, 203204.
) Ebenda VII 204206

Ebenda VII, 206-207.
) Ebenda VII, 208-210.

) Novi Commentarii
Academiae Petropolitanae ad annum 1760 et 1751. T. Ill, 335.
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&amp;gt;

er aber den Uebergang zur vollstandigen linear en Differential-
~f\, -j.

gleichung nut constanten Coefficienten
*)

X.= Ay -{
~-~

Cd*H~-
-\- . Die von Euler benutzte Methode besteht durin, dass

ci oc

die Differentialgleichung mit eaxdx vervielfaclit und dann integrirt

wird, so dass man erhalt / e
axXdx = j[e

ttXAydx -f- e
axBdy -{-

e
axC-

1

--
-f- ]. Die versuchsweise anzusetzendc Form des rechts

VV 3&

vom Gleichheitszeichen sich befindenden Integrals moge (wenn wir

annehmen, die vorgelegte DifferentialgleicLmng sei zweiter Ordnung,

schliesse also rait -^~ ab) etwa e
ax LA y~] ^^J heissen. Durch

Differentiation der angenommenen Gleichung / e&quot;*Aydx -\- e
axBdy

-f *&quot;

r

C^J]
=

&&quot;(A y + -^ erhalten wir: e*(Aydx + Bdy -f

C^~^(*A yd&^A +B^dy+&^ und daraus: B ^C,
A

A = B ccC =
,
mithin A Bcc-4-Ca 2 ==0, woraus a und daim

K

A und B sich finden,. d. h. man hat fe
ttXXdx = eu*(A y + ~^

beziehungsweise e- ax
je

axXdx~A y-\- &quot;~J~ )
un(^ ^as ^s^ e^ne ^^ *

ferentialgleichung von ganz ahnlicher Gestalt wie die ursprunglich

gegebene, nur von einer um die Einheit erniedrigten Ordnung. Man

vervielfache sie weiter mit eP xdx u. s. f. Dabei zeigt sich a -j- /3
==

g- ;

d. h. a, uud /3 sind die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

^1 Ba, -f- C a2 == 0. Bei der Differentialgleichung wter
Ordnung

treten n solcher Exponentialgrossen eax auf, in welchen jedes a erne

der Wurzein einer algebraischen Gleichung wten Grades ist. Auch

hier treten die Schwierigkeiten gleicher reeller Wurzeln und com-

plexer Wurzeln der betreffenden algebraischen Gleichung auf
7
und

Euler weiss sich mit ihnen abzufinden.

WT

ir haben (S. 728729) von einem Aufsatze Eulers iiber Reihen:

De serierum detcrminatione sen nova methodus inveniendi tcrminos

generates serierum 2

) ? gesprochen, der fast ebensosehr der Lehre von

den Differentialgleichungen ;
als der von den Reihen angehore. Er

schliesst sich unmittelbar an den iiber lineare Differentialgleichungen

mit constanten Coefficienten an, iiber welchen wir soeben berichtet

haben. Wir haben bei seiner ersten Erwahnung nicht mehr zuge-

l

) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae ad ar:,ium 1750 ct 1751.

T. Ill, 13. -) Ebeuda JU, 3685.
58*
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sagt, als dass wir in Kurzt- darauf zuriickkommen wiirden, und dem

eutsprechend werden wir uns damit begntigen, an einer Aufgabe den

Znsammenhang zwischen Reihenlehre und Difterentialgleichungen auf-

zudecken. Euler verlangt
1

), das allgemeine Glied einer mit 1 be

ginnendon Reihe aus der Bedingung zu ermitteln, dass jedes Glied

demjenigen, dessen Stellenzeiger um die Einheit grosser ist, gleich

sein solle, moge man den Stellenzeiger ganzzahlig wahlen oder nicht.

Gehort also das Glied y zum Stellenzeiger x, das Glied y zum Stellen

zeiger x -f- 1
,
so soil y = y sein. Weil y das ist, was aus y wird,

wenn x in x -f- 1 flbergeht, so muss (nach Taylors Reihe) y \j

dy d*y d*y
~

. , .+ sem
&amp;gt;

nnd

i:fe + r //T3F + v
*

Differentialgleichung des allgemeineu Gliedes der betreffenden Reihe.

Sie ist von unendlich hoher Orduuug, und die ihr nach den Vor-

schritten von 1743 entsprechende algebraische Gleichung wird un-

endlichen Grades seiu
;
namlich = + - ---

1- -; ; -\
---- c

1
1

1 1-2 1 2 3

1&quot; unter der Voraussetzung n oo . Aber an
b&quot;

ist durch a2 2a6 cos -
-f- 6s

theilbar, wo 7; irgend eine ganze

Zahl bedeutet. Bedenkt man nun erstens, dass g ein Factor von
Z 3* Z*

F ~^~ i 2 ^&quot; JT~2~3 4~ i8** und zweitens dass, wenn a = 1 -j ,

cosb = 1 irt, a8 2a6 cos
2 **

+ 6* (l + -V- 2 (l 4- -
n \ / \

it 9 /i i *\ /, 2/:\ . * /- 2
I
1 J i

1 - C S
&quot;IT)

+ -i == 2
(1
- C

i i _i_ ,- - ~
7

~~2kTi\ \
wird

;
un(* &amp;lt;&quot;IS3 wegen cos

2n*(l cos -

J
I

- ebensowohl 2 l _ cos

= 4A;
8 2

wird, so nimmt jener allgemeine Factor die Gestalt

~~
I
1 + n + JF^i) ^ (

4A 8*2+
4

^-
: ^ -I-

s*)
an. Des Weiteren

ist
w

sowohl von jer als von & unabhangig und braucht deshalb bei

der Ermittelung der Factoren von e? 1 nicht beachtet zu werden,
und man hat als solche * enthaltende Factoren nur z selbst und

4fc
2
jr

8
-|
--

-f- g* mit ganzzahligem k. Der Factor g bringt das

l

; Novi Cominentarii Avadeiniae Petropilitanae ad annum 1750 et 1751.
T. Ill, 43.
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partikulare Integral y C hervor. Das aus 4fc*jr* -j z ~\~

entstehende partikulare Integral heisst e n
(aain2Jcxx-}-^icoa2kycx).

Es geht durch n oo in a sin 2Jcjtx -|- 51 cos 2kxx fiber. Das all-

gemeiue Glied der Reihe heisst also, indem k alle ganzzahligen Werthe

von k == 1 an annimint und die Bedingung zu berttcksichtigen ist,

dass y 1 sein muss, wenn x = ist:

y 1 -|- sin 2jr;r -|- ft
sin 4jr# -f- y sin 6 jr# -{-

-f 3((eos 2sr.r 1) -f S9(cos4a? 1) -f &amp;lt;(cos
6** 1) -f ,

wo K, 31, ^, S3, y, ganz beliebige constante Werthe besitzen.

Zwischen die Abhandlungen Eulers von 1743 und 1750, welche

wir ihres inneren Zusammenhanges wegen nicht trennen w oil ten, fallen

Untersuchungen von D Alembert. Sie hi! den den vom 13. April

1747 datirten 4. Abschnitt seines Aufsatzes tiber Integralrechnung
1

),

dessen Besprechung wir nns (S. 876) aufgespart haben. Ungleich mit

unseren Berichten ilber andere Schriftsteller halteu wir uns nicht an

die Bezeichnungen des Yerfassers. Er benutzt nicht x, sondern y

als nnabhangige Veranderliche, er setzt ^-
=

^, ^-^==u, ji = ^,

er benutzt neben tp auch A als Functionakeichen und klammert das

Argument der Function nicht ein, lauter ungewohnte Dinge, welche

das Verstanduiss nur erschweren und deshalb von uns in die heute

iibliche Schreibweise umgewandelt werden. Sei y = xcp KM -f- ^(^)
zur Integration vorgelegt. D Alembert sagt, aus jeder solchen Glei-

chung lasse sich durch Differentiation -

-^ &amp;lt;p

(-,-
j -f- x&amp;lt;p

(-,-^-\ -r-^

-j- F ~ finden und behanptet, ohne an einem Beispiele seine

Behauptung zu bestatigen, es sei leicht, nuninehr x durch ^- aus-

zudrucken; ebenso konne auch w == i-^-dx alsdann durch j~ aus-
J dx dx

gedrftckt werden. In einem Zusatze ist erklart, genau das gleiche

Verfahren fflhre zur Integration von -^-=
xq&amp;gt;( 4? I H- &( -----3^ I

dxn
* Vd^+V W*+

In einem zweifcen Zusatze wird der besondere Fall y == x-. ~\~

erortert. Aus dieser Gleichung gehe ix -j- F (f }) d~*
^ hervor,

und diese wieder ffthre entweder mittels * zu einer Geraden,dx*

*) Histoire de VAcademic de Berlin. Ann^e 1748. T. IV, 275291.
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oder initials x -j- F l-^-\
= zu einer nrv.e. Eine Einwirkung

von Clairauts Abhandlung Ton 1734 (S. 8$9) 1st hier ersichtiicli.

In auderen in dieser Veroffentlichung von 1748 enthaltenen Auf-

gaben *)
sind n Differentialgleichungen zwiscfaen n -f- 1 Verander-

lichen, von denen eine als unabhangige Veranderliehe betrachtet wird,

gegeben, und D Alembert verbindet ein Eliminationsproblem mit

dern der Integration. Das Erstere fiihrt ihn datti, die vorgelegten

Gleichungen zu addiren, nachdem jede derselben mit Ausnahme der

ersten mit einem zunachst unbestimmten Factor vervielfacht ist,

wahrend die Factoren nachher so gewahlt werden, dass gewisse Be-

dingungen zur Erfullung kommen, ein Gedanke, der wenige Jahr-

zehute spater sich in der Lehre von den algebraiscben Gleichungen
als ungemeiu fruchtbar erwies. In zweiter Beziehung ist D Alembert
hier als Begriinder der Lehre von den simultanen Differential-

gleichungen aufgetreten. Ein allerdings ziemlich dunkel gehaltener
Zusatz 3

) macht auf die Moglichkeit der Zuruckfuhrung einer Diffe-

rentialgleichung hoherer Ordnung auf mehrere von niedrigerer Ord-

nung aufmerksam.

D Alembert ist in dem zwei Jahre spater gedruckten Schlusse

der Abhandlung
5
) darauf zuruckgekommen, und zwar mit Bezug auf

die lineare
Differentialgleichung n**

1

Ordnung mit constanten Coeffi-

cienten. Damals war der VII. Band der Miscellanea Berolinensia

liingst gedruckt, der III. Band der Novi Commentarii Academiae Pe-

tropolitanae kauni geschrieben. D Alembert kannte also nur Eulers

Behandlung der unvollstandigen linearen
Differentialgleichung, und

wenn er seine Methode auf die vollstandigen linearen Differential-

gloichungen anwandte, so war das ein Fortschritt, von dem er noch
nicht wissen konnte, dass Euler ihn gleichzeitig ebenfalls vollzog.

Doch wir mtissen zu den simultanen Gleichungen des Bandes
fur das Jahr 1748 zurUckkehren, welche

;
wie es vielfach bei den An-

faugen einer Lehre sich zeigt, von besonders einfacher Gestalt sind.

Zuerst 4
) behandelt D Alembert die zwei Gleichungen

dx + (Cx + Dy)dt =

wo t als die unabhangige Veranderliche
gilt. Multiplication der zweiten

Gleichung mit v und darauf folgende Addition zur ersten liefert die

) Histoire de VAcademic dv Berlin. Ann&amp;lt;5e 1748. T. IV, 283 (Problcme V)
und IV, 386 (Probleme VI, wofiir durch einen Druckfehler Probleme IV stcht).

Ebenda T. IV, 289, Nr. LIH.
) Ebenda Ann^e 1760. T. VI 369-374.

4
) Ebenda Ann^e 1748. T. IV, 283.
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combinirte Gleichung dx -f- vdy+ (( -\- Kv}x -f

D Alembert will, dass (C -f j&&amp;gt;&amp;gt; -f (P + Lv)y ein Vielfaches von
7) T

x -j- 0y sei
;
mit anderen Worten, er will, dass C -\~ Kv = ^

T _ /^

sei, uud er erkennt, dass dieses der Fall, wenn v
^-g- +

_1_ i// O)
2

-f- 4DjBT ist, zwei Werthe von v, welche er p und #
*- J\.

nennt, Nun setzt er x -{- vy = u, dx -}- vdy = du, (C ~\- Kv)x

-J- (D -f Li;)y
= (C -4-

JSTt?) (a; + v?/)
= (0 + ^v)w und erhalt far

die combjnirte Gleichung die neue Gestalt du -f- (C -f- Kv)udt= 0,

weleiie sieh durch M = ge-^
c+K^ t

integrirt. In diesem Integrale ist

g eine willkurliclie Constante, wahrend eine andere willkiirliche Con-

stante, welche wir sogleich auftreten sehen werden, g heisst. Setzen

namlich fiir ID einmal p und einmal p ,
schreiben x-{-py= u und

, u u pu pu , ,

x 4- = u wo aus y = -
7 , x -

, lolfft, so hat man
i r y y p p p P

for u und u die beiden Gleichungen u= ger (-c+KP^
)
u

Di Constanten g und g werden vermoge der Werthe bestimmt,

welche x und y bei t annehmen. Eine weitere Aufgabe be-

laandelt
1
) die drei Gleichungen

dx -\- (ax + by -f cz)di =
dy -f (ex -\-fy-\- 9*} dt ==

dz -f- (hx -j- my -j- w^)r7^
= 0.

D Alembert multiplicirt die zweite Gleichung mit v, die dritte mit /i

und addirt dann zur ersten. Er erhalt die combinirte Gleichung

dx -f vdy + pdz + ((a -j- ei/+ hp)x + (6 -f

. 0. Dann wird a e

gesetzt, damit unter der weiteren Abkiirzung x -}- vy -{- [iz
= u die

combinirte Gleichung die Gestalt du -\- (a -{- ev -\- h[i)udt annehme,

welche durch x + vy -\- pz = 1ce-^a+ ev+ l^ t

integrirt wird 8
).

Es

handelt sich darurn, die zweckentsprechenden Werthe von p und v zu

l-{-fv4-mu. ., , . ,
--

finden. Aus a-f ev-\-kp -L- -
ergibt sich (i= __

und setzt man diesen Werth von p in a -f- ev -}- 7ift
== -

ein, so erhalt man eine Gleichung in v, welche dadurch vom 4ten

auf den S*811 Grad sich erniedrigt, dass v4 in ihr den Coefficienten

e
zh e*h = erhalt. Es gibt also drei Werthe von v, zu deren

) Histoire de VAcademic de Berlin. Annee 1748. T. IV, 268. 2
) Bei

D Alembert steht g statt k. Wir haben k vorgezogen, weil g scbon innerhalb

der zweiten simultanen Differentialgleichung eine bestimmte Bedeutung hatte.
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jedem ein Werth von p gehort, mithin drei Werthepaare v=j),

-=;;r =p , (t
==

;
v=

p&quot;, ft
= m &quot;

Die eine Integralgleichung

liefert demnach deren drei, und aus ihnen lasat sich x, y f
s jedes

einzeln als Function von t darstellen. D Alembert ftbersieht keines-

wegs die Sebwierigkeiten, welche durch das Auftreten gleicher oder

complexer Wurzeln in den algebraisclien Hilfsgleichungen entstehen,

wir wollen indessen bier auf diese fhganzungsbemerkungen nicbt

naber eingeben.

Haben wir D Alembert als denjenigen Matbematiker kennen

gelernt, der sich zuerst mit simultanen Differentialgleicbungen be-

;-fhiittigte, so ist sein Verdienst um die Lehre von den partiellen

Differentialgleichungen kuurn geringer
1

).
Die Aufgabe von der

schwingenden Saile war erstmalig von Brook Taylor (8. 384)
in Angriff genommen warden. Er batte sie sich. in dem Sinne gestellt,

dass er durch matbematische Erwagung die Gescbwindigkeit jedes

einzelnen Punktes der Saite und hierauf die Anzabl der Schwingungen
innerbalb einer gegebenen Zeit zu linden beabaichtigte. Johann
Bernoulli lenkte dann 1727 in einem im II. Bande der Commen-

tarien der Petersburger Akademie veroffentlichten 8
) Briefe an seinen

Sohn Daniel Bernoulli (lessen Aufinerksamkeit auf den Gegenstand
und bracbte selbst im III. Bande jener Veroffentlichungen einen Auf-

satz De chordis vibrantibus*), von den schwingenden Saiten. Johann

Bernoulli ging ebenso wie Taylor von der Voraussetzung aus, dass

alle Punkte der Saite gleiehzeitig ihre Gleichgewichisslage verlassen,

oder anders ausgedruckt, dass die Saite stets als Ganzes schwinge.
Von dieser unrichtigen, weil zu engen Annahme aus kam Jobann

Bernoulli fur die Gestalt der Saite, welcbe sich durch ihre Schwingung

ergebe, zu der gleichen Meinung, welche auch Taylor schon besass,

sie sei die einer compagne de la cydoide, d. h. also (Bd. II, S. 878 bis

879) einer Sinuslinie. D Alembert liess in dem Aufsatee Sur la

courbe que forme une chorde tendue mise en vibration 4
) jene einengende

Annahme fallen und ersetzte sie durch die folgenden, welche in der

That mit de Vorgangen der Natur in sehr angenaherter Ueberein-

stimmung sich befinden. Erstens sollen die Schwingungen uuendlich

klein sein, so dass, wenn eiri Punkt P aus seiner Ruhelage um ein

Stttckchen PM y entfernt und dadurch nach dem senkrecht fiber

f
) Einen vorziiglichen Ueberblick uber die hier in Frage kommenden Ab-

handlungen yon D Alembert, Euler and Daniel Bernoulli gab Riemann
in der Einleitung zu seiner berflhmten Habilitationsschrift von 1854: Ueber die

Darbtellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe. *) Johann
Bernoulli, Opera HL, 126. *

} Ebenda m, 198210. 4
) ffistoire de I Aca-

dtmie de Berlin Ann^e 1747. T. ffl, pag. 214219.



Beetimmle Integrals. Differentialgleichungen. 901

P befindlichen Punkte M gebracht wird und A der eine Befestigungs-

punkt der Saite ist, die Gleichung AM AP = s gerechtfertigt

erscheine. Zweitens soil die Saite iiberall gleich dick sein. Drittens

soil die spannende Kraft F dem Gewiehte der Saite proportional oder

Fmpl sein, wo I die Lange der Seite, p das Gewicht ihrer Langen-

einheit, m einen Proportionalitatsfactor bedeutet Viertens endlich

soil die Beschleunigung des Punktes M in der Hiclitung MP sich

^*y
durch -f- F-T-% ausdriicken, wo das Vorzeichen davon abhangt, ob

die durch die Saite gebildete Curve in M gegen die Ruhelage concav

oder convex ist. D Alembert kommt 1

)
von diesen Annahmen aus

durch der Mechanik angehorende Betrachtungen /.u einer Gleichung
K = ft ,

welche wir in die gegenwartig gebrauchliche Form umsetzen

intissen. Wenn D Alembert AM AP s schreibt und dabei an

den Bogen AM denkt, so konnte er ebenso gut die Abscisse AP
nls naniengebend betrachten und x schreiben. Alsdann ist y &amp;lt;p(t,x),

und die iibrigen bei D Alembert auflretenden Buchstaben bedeuten:

&amp;lt;/y dy d*y #*y d*y , , ..i

p = J. = _ a = v = xj-f- ,
& m* *-

,
und die erwahnte

ct ox fit* dt-ox dx*

fity g v
Differentialgleichung a =

ft
heisst ~-^ ==

-r^f ,
unterscheidet sich also

von der heute gewohnlichen Schreibart ^ = a2

g-^
nur durch das

Fehlen des positiven Coefficieriten a2
. Wenn y t

mithin eine Strecke,

zu der Strecke x und zugleich zur Zeit t in einem Abhangigkeits
verhaltnisse steht, so wird die darin enthaltene begriffliche Schwierig-

keit dadurch gehoben, dass aucb die Zeit durch eine Strecke versinn-

licht wird 2
).

Sei a der Raum, welcher von eiiiein unter dem Einflusse

des Gewichtes p stehenden Korpers in einer Zeit durchlaufen wird,

und lasst man 6 durch eine an sich beliebig lange Strecke dar-

stellen, so muss anch jedes t als Strecke gezeichnet werden. Nach

der oben erlauterten, den einzelnen Buchstaben beigelegten Bedeutung
ist dp = tcdt -f- vdx, dq vdt -f- fidx vdt -{- adx, mithin

dp -f- dq ==
( -f- v) (dt -f- dx) und dp dq (a v) (dt dx}.

D Alembert zieht daraus den Schluss 8
), -j- v miisse eine Function

von t ~\- x, v eine Function von t x sein. Er begrflndet ihn

nicht naher, meint aber offenbar, nur wenn die in aeinem Schlusse

ausgesprochenen Abhangigkeiten stattfinden, sei eine Integration der

beiden Differentialgleichungen ausftthrbar. Dann folgt aber weiter

bei Vollziehung der Integration, dass p -f- q eine Function von t -j- x

und p q eine Function von t x sein muss, etwa p -f- q= cp(t -f- #),

l

) Histoire de I Academic de Berlin. Aonee 1747. T. Ill, 216.
)
Ebenda

T. HI, 216216. 3
) Ebeuda T. Ill, 216.
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-
x).

x), p=- ~2 -, -
3

Ferner soil t/ =f(pdt -f gdz) sein, oder y = J/1P0 + x)d{t + a)

_}_
1/A(&amp;lt;

x)d(t x)
= Y(* -}- a) + I&quot;(T 4, wo Y und T zu-

nachst ganz unbestimmte Functionalzeichen sind. Der Natur der

Aufgabe innewohnende Bedingungen lehren Einiges fiber aie. Bei

t = ist die Ruhelage noch nicht gestoii, mithin y = 0. Ebenso

ist y = in den beiden Befestiguugspunkten der Saite, bei #0
und bei x = I. Man weiss also:

2.

Aus 2. folyt f(0 = Y(#, also auch P(f ^) = V(&amp;lt; .*),

und man ist schon bereclitigt # = V(t -f- ) V(* x) zu schreifcen.

Durch T(t x) = -- W(t~~ x) geht aber L fiber in ^(a;)

Y( a;)
= ooder in ^(ic) ==\y( x). Die Y-Fonction muss also.,

damit sie bei Ersetzung ihres Atgumentes durch den entgegengesetztem

Werth ungeandert bleibe, eine sqlche sein, welche, in eime Reihe ent-

wickelt, nur graSe Potenzen dee Argumentes enthalt 1
), oder

;
wie c

etwas spater heisjt-
2

), il&amp;gt;(x)
muss (eine grade Function von x sein.

Dazu kommt noofc mit Rticksickt auf 3. die Bedingung Y(tf + I)

= V(t Z), wodureh nachgewieseasi ist, dass die Function V ihren

Werth unveraadert wiedererhalt, wienn das Argument sich um die

Constante 21 yejgr&wert, oder dass V(s) = V (0 + 2J) aein muss.

Wird y nach t partiel differentiirt, eo entsteht die Geschwindigkeit

des betreffenden Punites der schwingenden Saite
-jr
= --

*j

^ : , welche, wenn t gesetzt wird, seine Anfangs-

geschwindigkeit ist und eine ungrade Function sein muss, wenn

die Aufgabe iiberhaupt m5glich sein soil 8
),

Unmittelbar hinter diesem an den fruchtbarsten neuen Wahr-

heiten tiberreichen Aufsatze ist eine zweite Treit umfangreichere, auch

inhaltlich sich anschliessende und deshalb durch Ziffern, welche die

Paragraphennummerirung der ersten Veroffentlichung einfach fort-

setzen, in kleinere Absatze abgetheilte Arbeit D Alemberts ge-

druckt 4
).

Sie will der eigentlichen Gestalt der schwingenden Saite

) Histoire dc l Acad6mie de Berlin. Annee 1747. T. Ill, 217. *) Ebenda

T. Ill, 218: V() doit etre une fonclion paire de s. *) Ebenda T. Ill, 219:

NJ la fonction de s, qui exprime cette vitesse initiate, n etait pas une function

impaire de s, le prooleme serait impossible. *) Ebenda T. Ill, 220249.
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naher kouunen und bedient sich zu dieseiu Zwecke einer erzeugenden

Curve, courbe generatriee ,
OTK (Fig. 146). Ihre Definition liegt in

der Gleichung y=^V(x). Aus den ermittelten Eigensehaften der

Function Y folgt, dass der zu symmetriseh liegende Punkt K von

O mn 21 entfernt sein muss, und dass OS =*=
I, wenn T der senk-

reeht iiber S gelegene Hohepuukt der Curve ist. Die unter einander

parallels Geraden QP, JF, BA sind so gezeiehnet, dass die erstere

nj.it QN einen Winkel von 45 bildet, dann wird, wenn QN als Mass

von t gwahlt ist, acli PN= t sein. Q ist der Anfangspunkt der

Saite, welehe zugleick auch Abscissenaxe ist, QGr=Qg x und

G = PN-{- NA = QB = t + x nebst QN--Qg = NP
= QJ= t x. Wegen der Gleaehung der erzeugenden

Curve ist demnach BD Y(^ + a), JE =- W(t x) und V(t + so)

x} = BD JE = CD -DE. Wird diese Differenz als

/P FlfA
Fig. 1*B.

(?y gezeiehnet, so ist
j&amp;gt;

der Ort, nach welchem der Punkt G der

Saite in einer Schwingung gelangt. D Alembert nennt nun tidt den

Weg, welchen jeder Punkt der Saite im ersten Augeoblicke der

Bewegung (also bei t = 0) zuruckzulegen das Bestreben Jhat. Als-

dann ist
d~ == & V V * =tf dx. Ferner

war V(a?) M&amp;gt;( a?)
= 0. Mithin ist V() = j^^ -f Const.,

und riickwarts ist die Anfangsgeschwindigkeit jedes Punktes der

Saite proportional r^-, d. h. proportional den Differenzen von Ordi-

naten der erzeugenden Curve, getheilt durch die Differenzen der zu-

gehorigen Abscissen. Ganz frei ist aber die Wahl der betreffenden

Function (#) nicht. Diese muss den Gesetzen gehorchen, welehe

in Bezug auf Gradheit oder Ungradheit der Functionen im ersten

Aufsatze bekannt geworden waren. Dabei verandern sich, wenn als

Anfangslage der Saite nicht eine Gerade, sondern eine Curve an-

genommen wird, die Functionalbedingungen so sehr, dass in diesem
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Falle Mf

(#) als eine ungrade Function erscheint 1

), und unter ihrer

Voraussetzung werden betreffende Functionen zu ermitteln gesucht.

Die Behauptung D Alemberts von den die freie Wahl von V(x)
hemmenden Beschrankungeu sollte einen Streitpuukt zwischen ihm

und Euler bilden. Man kann, sagte Euler in einer im nachstfblgenden

Bande der Veroflentlichungen der Berliner Akademie abgedruckten

Abhandlnng Sur la vibration des cordes*) eine Saite von gegebener

Lange, gegebenem Gewichte und gegebener Spannung in irgend eine

von der graden Gestalt nur unendlich wenig abweichende, sonst aber

gnnz beliebige Form bringen und sich alsdann die Aufgabe stellen,

die Schwingungen der plotzlich losgelassenen Saite zu bestirnmen,

welche auch durch eine geometrische Construction losbar wird. Er

erhielt als eine Gleichung der Curve, welche die Saite bildet, und

welche fur sich allein geniige, die ganzen Bewegungserscheinungen
zu begreifen, dass y gleich der Suuime einer endlichen oder unend-

lichen Anzahl von Gliedern sein mflsse, deren jedes aus eineru mit

einem Coefficienten vervielfachten Sinus bestehe 8
), also y sin -

,,
. . . ,

+ P sin - + Y sm ra a

Nun nahm nach weiteren zwei Jahren D Alembert wiecler das

Wort 4
).

Der wesentliche Punkt seiner Entgegnnng ist darin erkannt

worden 6
),

dass D Alembert, an den functionalen Bedingurigen seiner

frfiheren Untersuchung festhaltend, verlangte, doss y sich durch t

und x derart darstelle, dass die verschiedenen Gestalten. welche die

schwingende Saite zu erbalten verraiige, sich aus einer und derselben

Gleichung herauslescn lassen. Neben dieser Verschiedenheit zwischen

den Anschauungen von D Alembert und Euler, dass Ersterer eine ana-

lytisch erfassbare, Letzterer irgend eine empirisch herzustellende An-

fungsveranderung der schwingenden Saite beanspruchte, blieb zwischen

Beiden und Taylor der Streitpunkt, ob eine nicht in alien Theilen

regelmassige Curve oder ausschliesslich eine einfache Sinuslinie die

Schwingungscurve bilde.

Daniel Bernoulli suchte in zwei zusammenhangenden Abhand-

lungen
6
) Klarheit dariiber zu verbreiten. Er begann mit physikali-

schen Betrachtungen, aus welchen wir nur hervorheben, dass die

Gehorsempfindung der sogenannten Obertone als eine solche bezeichnet

wird, Uber welche alle Musiker einig seien 7

), und in der That gehort

f

) Histmre de I Academic da Berlin. Annce 1747. T. ffl, 230 231.

*) Ebenda Annde 1748. T. IV, 6985.
&quot;)

Ebenda T. IV, 86. ) Ebenda
Ann^e 1750. T. VI, 356360.

&quot;)
Riemann 1. c.

e
) Historic de VAcademic

de Berlin. Annee 1763. T. IX, 147172 und 173196. *) Ebenda T. IX, 152



Beetiimnte Integrate. Differentialgleichungen. 905

die Entdeckung der Obertone sclion dem Pater Mersenne an (S. 384);

deren Bestatigung zahlreichen Physikern und Praktikern. Wenn aber

eine angestrichene Saite mehrere Tone gleichzeitig vernehinen lasst,

wenn jeder Einzelton einer in einer Sinuslinie gekrfimmten Saite ent-

stainmt, so muss bei dem Entstehen mehrerer Tone die Saite gleich-

zeitig in mehreren Sinuslinien schwingen, und eine Darstellung von

deren Vereinigung muss geometrisch moglich sein. Bernoulli meint

das so (Fig. 147). Wenn em Ton, der der Curve AmanB entspricht,

sich mit einem Tone ver-

einigt, dessen ebenfalls ganz

regelmassig ausschauende

Curve ihre Axe ausser in

A und S auch in der Mitte

zwischen diesen beiden

Punkten schneidet, so kann Fig. 147

bei der unendlich kleinen

Weite der Schwingungen die AmanB selbst als geradliiiige Axe

gedacht werden, um welche sich die zweite Toneurve schlangelt, und

so entstelit die Curve ApaqB, welche den beiden gemeinschaftlich

vernehmbaren Tonen entspricht, und welche zugleich den Bedingungeu
der Syminetrie und der Periodicitat geniigt, welche fiir solche Curven

gefordert werden mfissen. Aehnlich verhalt es sich, wenn noch inehr

Tone gleichzeitig vernommen werden. Die allgemeinste Gleichung
1 r* L &quot;*

i a blttt I 3jtX
i i

der Curve ist y = a sin 1- p sm
(- y sm {- ,

also ge-

nau dieselbe Gleichungsform, welche Euler 1748 erhalten hatte 1

).

Bernoulli knupfte an diese synthetische und geometrische Behandluug
der Aufgabe auch noch aualytische Betrachtungen, iiber welche wir

ebenso hinweggehen, wie fiber den ganzeu zweiten Aufsatz, dessen

Hauptinhalt dahin zusammengefasst worden ist
3

),
dass Daniel Bernoulli

in ihm die Schwingungen eines masselosen gespannten Fadens unter-

suchte, der in einzelnen Punkten mit endlichen Massen beschwert ist,

und dabei zeigte, dass die Schwingungen desselben stets in eine der

Zahl der beschwerten Punkte gleiche An/ahl von solchen Schwingungen

zerlegt werden kann, deren jede fttr alle Massen gleich lange danert.

An den zweiten Aufsatz Daniel Bernoullis schliesst im Drucke

unmittelbar eine letzte von uns zu beriicksichtigende Abhandlung
Eulers an: Eemarques sur les memoires de Daniel Bernoulli*). Euler

driickt seine Bewunderung tiber Bevnoullis theils physikalische, theils

geometrisch combinirende Auffassung der Aufgabe aus und wiirde ihr

*) Histoire d* I Academie de BerUt. Ann^e 1753. T. IX, 167. ) Eie-

mann 1. c.
8
j Histoire de I Academie de Berlin. Anuee 1763. T. IX, 196222.
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emeu weit hoheren Rang zuweisen, als D Alemfoerts u,nd seine eigenen
Bemiihvmgen beansprnchen durften, wenn Benioullis Auflosuno- in der

That die allgemeine ware, was aber von der Gleichung y = K sin

-\- ftsm- -

-f- jAsin-^ -j nicht behauptet werden konne. Denke

man sich etwa die Ooefncienten
cc, p, y als eine uaendliche geo-

metrische Reihe bildeud, so koane die rechts vom Gleichheitszeichen
stehende Reihe suminirt werden, und man gelange zur Gleichung

. .7.1

c sin
d

y= ~^x ^etztere se i unbedingt viel durchsichtigor als die
1 n cos

a

erste Form, und man wurde sich sehr uneigentlich ausdrucken 1
),

wcllte man sagen, die Curve mit dieser Gleichung sei aus unendlich
viekn Sinuslinien combinirt. Er selbst babe seiner Zeit die Gleichung

y == a sin ~ -f /J &in -~ -f r sin ~ -| nur als die in eineni

besonderen Falle zut)-effende aufgestellt, und die Hauptfrage, ob alle

durcb schwingende Saiten gebildete Curren in jener Gleichung ent-
halten seien oder nicht, bleibe zu erortern 2

). Euler leugnet die Mog-
hchkeit. Es sei doch sicher, dass man zu Anfang die Saite in irgend
eine Gestalt bringen konne, bevor sie losgelassen ihre Schwingungen
beginne, und dass, selbst wenn man kehaupten wolle, die Gestalt der
Saite werde allgomach in eine aus Sinuslinien combinirte ubergehen,
dieses doch immer eine grossere Zeit beanspruchen m usse, und dass
die

Anfangsschwingungen sich keiner solchen Combination unterordnen

wiirden. Bestimmte Eigenschaften von sin~
-, z. B. diejenige, zu-

gleich mit x in den entgegengesetzten Werth flberzugehen, bei Zu-
nahme des x urn a eine Periodicitat an den Tag zu legen ?

mussen
sich auf y flbertragen, und kerne Curve, welcher derartige Eigen
schaften abgehen, z. B. keine algebraische Curve, konne in der mehr-
erwn.hnten Gleichungsform enthalten sein 3

). Nur soviel sei an der
Bernoullischen Darstellung zweifellos, dass, weun P, Q, E Functionen
ron x und t seien, welche y = P, y = Q y = E als Integrale von
c^y _ Fa fry .

dt*
~
2lf ^c

e ^emen lassen, auch y = ap + pQ + yR ein ln .

tegral sein
miisse*).

) Histoire de VAcademic tie Berlin. Annee 1753. T. IX, 197: ce sertnt parler
fomnproprement.

&amp;gt;
Ebeo.la T. IX, 198: La question principle qne j ai a

developer est &amp;lt;Jonc si to*t* la conrbcs fme corde mise en viourewni sont com-
tans: I Hjuation rapport, ott nan?

*) Eben,la T IX, 200-201.
*) Elwnda T. IX, 208--20U.
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Man sieht hier die Frage nach der Darstellbarkeit irgend
eines Werthes, z. B. eiiier algebraischen Function^ durch
eiiie Sinusreihe verstohlen auftauchen, aber HUT um so rascher

wieder zn Terschwinden. Die Zeit ihrer Beantwortung war noch nicht

gekommen. Fourier, der Mathematiker
;
welelier in iibeiTaschender

Weise leisten sollte, was Euler, ohne Widersprach. zu befiirchten, fur

unmoglich erklarte, war noch nicht geboren. Lagrange r den man
freilich irrigemeise ehedem als Vorganger Fouriers auf diesem Ge-

biete zu riiliraen liebte, schrieb erst an seiner ersten, Abhandlong,
welche 1759 in einer neuen Abhandlungssammlung, in den Turiner

Veroffentlieiiungen, erscheiuen sollte.
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Christine von Schweden 14. 825. 836. 837. 838.

Cicero 6. Coordinatenverfinderung im Raume 785

Cissoide 177. 409. 421. bis 786. 815816.
Clairaut (Alexis Claude) 600. 686. 736. Corressp. math. (Fuss) 474.

778786. 794. 797. 799. 814. 81 K. Cosinusreihe 74. 79. 764.

843. 844. 849. 850. 865. 882. 8S3 bin Cotangentenreihc 767.

889. 898. Cotes (Roger) 204. 360. 377378. 410
Classenzahl einer Curve 778. bis 411. 412414. 630. 641. 726. 801.

Clnusberg (Chriatlieb vcn) 514518. 622. Cotesscher Lehrsalz 410411. 555.

Clausen (Friedrich) 737. Coujwe
- Abscisse 246.

Claviits (Christ.) 26. 27. 40. 535. 636. Conrbe flmeratrice 903.
537. Cousin 8.
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Craig (John) 56. 195196. 197. 208. Diderot 510.

251. 307. 787. Diels 599.

Cramer (Gabriel) 503. 504. 506. 607. Differetitiakalcul, das Wort 194.

508. 509. 577. 605609. 633. 823 bis Differentialgleichung, das Wort 189.

841. 842. Differentialgl-eichungen zu integriren 171

Croix ou pile s. Bild oder Schrift. bis 173. 183184. 213214. 227. 232

Curva summutrix 150. bis 233. 262253. 446492. 876 bis

Curven dritten Grades 187. 421426. 906.

432. 435. 436. 439 440. 444. 776. Differentialgleichungen zweiter Ordnung
777. 791. 797. 798. 800. 802. 809. 835. 473. 476. 890. 891.

841. 875. 876. Differentialgleichung hoherer Ordnung
Curven vierten Grades 440. 775. 777 bis als notkwendig 291. 463.

778. 798. 809. 835. Differentialgleichung derBrachistochrone

Curven funften Grades 835. 235237.
Curven boherer Grade 425. 430434. Differentialgleichung der Isochrone 218.

442 444. 790. 800801. 803804. Differentialgleichung der kiirzesten Lime
Curven doppelter Krurninung, das Wort 243 244.

446. Differentialgleichung der Segelcurve 220.

Curven doppelter Krummung 779784. 234.

785. 799. 804. 817818. 824. Differentialgleichung einer Reihe 650.

Cycloide 130. 138. 139. 141. 177. 178. Differentialwerth der Formel, das Wort
190. 198. 206. 210. 234-237. 238 bis 860.

239. 240. 242. 422. I&amp;gt;t/ferewtmitoneinerDifferentialgleichung

Cylindroid 418. 213. 214. 460. 463. 889. 890.

Differentiation mit gebrochenem Index
_ 230. 655656.

Differentiation mit negativem Index 230.

D Aletnbcrt (Jean le Rond) 500. 510. Differentiation nach einem Parameter
523. 585587. 601. 602. 639640. 722. 211. 215. 231. 466.

735736. 872876. 897904. 906. Differentiate de curva in ciirvam 231.

Dalgarno (George) 42. Differentiation unendlicher Reihen 693.

De Backer 14. 731. 762.

Dechales (Claude Fran9ois Milliet) 46. Differentiren 158. 169171. 412414.
1519. 680681. 739. 744. 745. 758.

Decrement 379. Differentiren vou Exponentialgrossen
Definitionen 14. 34. 35. 395. 523. 526 232. 254. 256.

bis 527. 629. Differentiren trigonometrischer Functio-

De la Hire (Philipp) 125 130. 139. nen 214. 412414.
276. 393. 412. 420. 827. Differenzenrechnung 7677. 373375.

Delambre 535. 378381. 384 38$. 387389. 750 bis

Del Ferro (Scipione) 600. 763. 761762.
De Morgan (Aug.) 69. 284. 307. 308. Differemenzeichen 457. 750.

319. 327. 509. 559. Dimension, das Wort 567.

Deparcieux (Antoine) 638. Dinostratut 18.

Derangement 608. X^om/tt&amp;lt;Sfy Mr(AchillePierre)841 8-12.

Derivare 189. Diophant 17. 18.

Desaguliers 787. Dicergente Reihe, das Wort 370.

Desargues (Girard) 18. 126. 129. 130. Diiisorensumme 616617. 622623.
207. 793. Divulsiones 329.

Descartes (Rene) 4. 17. 18. 35. 39. 40. D Ons en Brey 624.

78. 102. 124. 137. 144. 147. 149. 162. Doppclintegral 657. 855.

181. 194. 222. 322. 341. 350. 392. 395. Doppelmayr (Job. Gabriel) 502503.
403. 407. 557. 565. 678. 584. 677. 780. Doppelpunkt 424. 426. 428. 429. 432.

833. 436. 438. 440. 441. 792.

Descriptive Geomttrie 14. 793. Dreicck 20. 21. 22. 549. 553. 554. 556.

Des Maizeaux (Pierre) 304. 315. 322. 462. Dualitfit in der Geometric 547.

Dcsprats (A.) 96. Due de Bourgoyne 14. 15.

Determinanten 111 112. 590. 608. Dufay (Charles Fra^ois de Cisterney)
Diacaustica 148. 149. 228. 246. 547548.
Diagonakn (Anzahl der Zerlegungen Duhamcl (Jean Baptiste) 7.

durch) 552. 626628. Duhre (Anders Gabriel) 387.

Diametralelcnc 817. Durchmesser 422. 433434. 805. 809.

Diametralzald 266. 829. 830.

59*
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DurchscJnritlsputikte von Curven 118. Hitlers Introductio Bd. I 509. 505. 602.

110. 120. 124. 409 (s. Anzahl von 618. 643. 699721. 729. 736. 819.

Durchsclmittspunkten von Curven). 823. 824.

Dutens 352. Enters Introductio Bd. II 509. 596597.
Dyadik 361. 802818. 819. 823. 824. 836. 837.

839. 840. 853.

_, Eiders Mechanica 699. 759. 851853.
Eiders Methodus inveniendi 699. 856

e als Basis des natiirlichen Logarithnien- bis 867.

systems 667. 688. 707. 881. 891. Euler CramerschesParadoxon, dasWort
Ebcne 35. 826.

Edleston 168. 181. 196. 199. 202. 204. Eukrs Polyedersatz 556557.
208. 278. 279. 283. 295. 296. 300. 307. Eulers Satz von den homogenen Func-
312. 316. 318. 320. 324. 377. tionen 758759. 889.

Eggenberger 349. Eulers Sum menfo-rmel 657. 664 665.675.
Einhullende 211. 215. 246. 677. 678. 683686. 764767.
Elastische Curve 221. Euler (Paul) 549.

Elemcntares Rechnen 15. 514516. 519 Eutokius 269.

bis 522. Evolute 130. 138. 140143. 149. 177.

Eliminationsproblem 111112. 114. 115. 190. 212. 228. 247248.
184. 400. 577. 590. 596599. 607 bis Evolution = Wurzelausziehung 589.
609. 794. 798. 814. 886. 898. Evolvente 140.

Elliptische Integrals 220. 482. 870 876. Exponens = Combinationsclasse 43. 342.
Endo 669. Exponent, das Wort 17.

Enestrom 6. 225. 265. 307. 387. 455. Exponentialgrosse 232. 254256. 330.
457. 498. 506. 610. 639. 660. 689. 798. Exponentialgrosse als Grenzwerth 55.

843. 892. 689. 707. 711.

Engel 14. 635541. Exponentialreihe 55. 73. 339. 705707.
Englisch-hannovrische Thronfolge 32. 66. Exterminate 400. 590.

67.

Englische Zeitschriften 552. _
Enneper 483. 485. 491.

y
Epicycloide 129. 130. Fabri (Honor.) 30. 78. 162. 293. 294.
Enzo Wada 669. Fabricius 496.

Episcopius s. Bischof (Johann Jakob). Factorenfolge 662. 653. 668. 676. 688.
Eratosthenes 13. 690. 696. 698. 699. 710 713. 717 bis

Erwartung (mathematische) 631. 721.

Erwartung (moralische) 631. Fagnano (Graf) 485 492. 675 576. 635.

Erzeugende Differenzen 7678. 310. 351. Fagnanos Theorem 488.

Esperance = moralische Erwartung 352. Farddla 43.
Esteve 655. 658. Fatio de Duillier (Nicolas) 153155.
Eudemus 6. 496. 208. 257261. 285291. 294. 297. 299.
Euklid 6. 11. 12. 13. 15. 186. 267. 268. 300. 317 322. 331 334 447 463

509. 536. 537. 540. Faulhaber (Johann) 78. 343. 389.
Euklidische Geometric 539. Favaro (Antonio) 506.
Euler (Leonhard) 360. 371. 509. 549 bis Format (Pierre de) 18. 99. 101. 130. 135.

551. 552. 553554. 655. 556568. 136. 137. 144. 145. 147. 162. 163. 170.
560561. 674575. 584585. 597 bis 174. 194. 335. 341 365 400 401. 426.
599. 601605. 608. 610616, 617 bis 553. 578. 611. 613. 614. 621. 635. 822.
626. 639. 652669. 672678. 679. 823.
688-699. 702. 705. 709. 713. 722 bis Fermatscher Lehrsatz 331. 611. 612613.
726. 728736. 764. 786. 799. 819 bis 624.
822. 826. 833. 843-849. 850-851. Fermats Unmoglichkeitssatz 101. 613.
853855. 859. 867869. 870. 881882. Festus 96

^885.
889. 890897. 900. 904906. Fick (L.) 631.

Eulersche Constant? 662. 665. Figurirte Zahlcn 343. 351. C14.
Eulers Differentiatrcchnumj 736. 749 -773. Flamsteed (John) 267. 307.
Eulers Formeln der Raumcoordinaten- Fliessen 133

veranderung 815. 816. Florentiner Aufgabe 212-213.
fiulcrsches Integral, erstea, a. Beta- Fluens, das Wort 169. 185.

function.
Fluxion, das Wort 169. 186. 203. 328.

Aulerschcs Integral, zweites, s. Gamma- Fluxionspunktchcn 169. 185. 199. 208.
futictiou. 281. 314. 328.
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Folium Cartcsii s. Cartesisches Blatt.

Fottcs (Martin) 561: 567. 589. 630.

Fontaine (Alexis) 687588. 592. 759.

882. 883&quot;. 885. 889.

Fontf.mlle (Bernard Le Bovier de) 33.

455. 462.

Form, das Wort 330.

Farm 623.

Formel des Maximum oder Minimum,
das Wort 858.

Foster (Samuel) 11.

Fourier 907.

Fractio continua, das Wort 693.

Francke (Aug. Herrm.) 512.

FrewdeGleichungswurzeln 392 393. 598.

608.

Frenicle de Bessy (Bernard) 99. 103.

Frezier 793.

Frisi (Antonio Francesco) 822.

Frist (Paolo) 822.

Fritz 90.

Frobes (Job. Nicolaus) 499.

Frobesius 499. 503.

Fujisawa 669.

Function, das Wort 216216. 242. 456.

457.

Functionalzeichen 215216. 736. 859.

882. 889. 897.

Funetionen (geracle) 700. 902.

Functionen (ungrade) 700. 902.

Functions!inie 242. 456.

Fundamentaliheorem der Algebra 584
bis 587. 602604. 701. 873.

Fuss (Nicolaus) 551.

Fuss (P. H.) 474.

Fusspunktcurven 436. 443.

O.

Gabelung von Reihen 833.

Galande = Cartesisches Bla,tt 137.

Galilei (Galileo) 13. 212. 219.

Gallois (Jean) 8.

Gammafunction 651. 655. 696.

Gauss 586. 587. 602. 603. 604. 611.

Gegendurchmesser 829. 830.

Geme.intheiler von Gleichungspolynomen
124. 399. 577.

Geminus von Rhodos 5. 6.

Generateur, das Wort 351.

Generateur 389.

Generatrices 76. 351. 389.

Genita = Function 203.

Gentile (Benedetto) 336.

Geoddtische Linien s. Kurzeste Linien
auf Oberflachen.

Geometria situs 36. 552. 624626.
GeometrischeBehandluny vonGl eichungen

118. 119. 120. 124. 407 409. 421.

770771. 814. 826828.
Gerade 34.

Gerade Functionen s .Functionen (gerade).

Gergonne 128.

Gerltardt (C. J.) 29. 30. 33. 37. 41. 42.

43. 44. 45. 78. 131. 161. 162. 164.

165. 166. 167. 183. 184. 192. 228. 270.

320. 354. 355. 599.

Geschichte der MathematiJc 4- 6. 18. 265
bis 266. 325. 495506. 580581.

Gcschlechtsverscfticflenheit bei Geburteu
306. 336. 337.

Gesetz der grossen Zahlen 349. 353354
360.

Gewicht der algebraischen Functionen
608.

Gewicht von Beobachtungswerttieii 360.

414. 641.

(7/&w (George A.) 742. 744. 745.

Giesel (F.) 22. 161. 199. 233. 285. 315.

448. 842.

Giordani (Vitale Giordano) 14. 27. 535.

537.

Giovanni (F.) 505.

Girard (Albert) 406. 559. 584.

GirardsSatz von denSummen derWurzel-

poteuzen 406. 591. 592. 599. 604605.
658659. 713.

Gleiclmngen (zweiten Grades) 17. 575

bis 576. 588. 771.

Gleichungen (dritten Grades) 4. 110.

114115. 118119. 124. 393. 394.

395. 405406. 407409. 574. 588.

600601. 771.

Gleichungen (vierten Grades) 115. 119.

120. 124. 393. 395. 407. 574575. 771.

Gleichungen I fiinften Grades) 112. 115.

116. 117. 575.

Gleichungen (hSherer Grade) 113114.
771.

Gleichungen (reciproke) 575.

Gleichungen (binare) 410 411.

Gleichungen (trinomische) 771.

Gleichungen (numerische) 17. 105 109.

110. 119. 121122. 156. 168. 181.

323. 391. 406407. 409410. 567.

643. 644. 701702. 721. 768769.

Gleichungen (transcendente) 112. 814.

Gleichungen (unbestimmte ersten Grades)
103105. 120. 612.

Gleichungen (unbestimmte zweiten Gra

des) 17. 100102. 612.

Gleichungen (unbestimmte hoheren Gra

des) 101. 106107. 158. 169. 181. 252.

Gleichungen (unbestimmte zwischen Ex-

ponentialgrossen) 610.

G. L. J. = Giornale de letterati dItalia

485.

Goesius (Wilbelm) 10.

Goldbach (Christian) 387. 474. 480481.
552. 553. 584. 610. 611. 626. 628. 641

bis 642. 666. 667. 692. 693. 696. 707.

717. 877. 880.

Goldbachs Erfahrungssatz 610.

Gordon (Georg) 787.

Gottignies (Gilles Francois) 14.

Goudin (Mathieu Bernard) 841842.
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Gouraud 635. 638.

Gow/e (Pater) 270.

Graefenhnhn (Wolfgang Ludwig) 503.

Graf (J. H.) 19. 509.

Gram (Johannes) 266.

Grandi (Guido) 365368 369. 372. 445.

774.

Grandis Eeihe 1 1 -f 1 1
-|

96.

365. 366. 369 724. 732. 733. 762.

Graunt (John) 336. 637.

Gregory (David d. a.) 311.

Gregory (David) 267. 269. 289.

Gregory (James) 56. 62- -63. 75. 76. 79.

80. 83. 84. 157. 170. 267. 310. 311.

327. 364. 687. 688. 709.

Grube (F.) 748.

Gua de Mnlvcs (Jean Paul de) 500. 505.

510. 576 582. 583. 588. 594. 605.

609. 610. 794-798. 802. 820. 821.

824. 825. 828. 830. 832. 834. 812.

Guas Dreifck 577. 605-606. 794. 796.

825. 831. 832. 837. 838.

Gitarini (Camillo Guarino) 14.

Giinther (S.) 11. 97. 103. 107. 412. 497.

605. 523 582. 624 726.

Guisa (ad majorem mid ad ininoreru&quot;!

521.

Guldin (Paul) 165-166.

H.

Uni/cn (Johann G.) 551.

Halbcoti-vcrgeiite Itcihen 672. 675.

Hitlfiitnaginares 834.

llnlt-kK (Paul) 412.

Halley (Edmund) 4953. 55. 8486.
119120. 124. 196. 268. 269. 305.

306. 308. 309. 338. 357. 358. 377. 378.
395. 409. 637. 638. 705. 738.

Hambcrger (Georg Albreoht; 4. 609.

H tmlterger (Gteorg Erhardj 609.

Hummer (E.) 560.

llantH-l, ,Mi, hael Gottlieb) 269.

Ilannontlcalen 127

Hfinnunische Reine 59. 9395.660662
6&amp;lt;&amp;gt;5. 666 G67.

Harmonische
Tltfi1nt&amp;gt;g 127129.

Harriot (Thomas) 4. 109. 578. 582. 583
609. 877.

Harrison (Robert) 287.

Harscher 90.

Hurlmann (J.) 505.

Hurt mini /nSigismund Ferdinand) 21 22.

Hasegawa 669.

Hauscn (ChmtiaD August) 576.
Head or tail H. Bild oder Schrift.
Hfdi-r (Joh. Jul.i 512. 513.
Hninuville 8.

Heiberg 266.

HeiUn-onner (Joh. Christ.) 270. 495 bis
497.

Hcinrich (Georg) 688.
lldl&amp;lt;r 144. 384. 547.

Hcnnessy (H.) 25.

Henry (Ch.) 101.

Jleriyone (Piern
1

) 136.

Hermann (Jakob) 90. 256. 275276.
297. 298. 362. 467. 468. 469. 507. 524.

550. 599. 786787. 827. 851. 877 bis

878. 879.

Heron 554.

IFeuraet (Heinrich van) 138. 141. 482.

Jlfvelius 269.

Httfnrinkel in trigonometrischen For-
meln 535.

Hill (Abraham) 305. 306. 308.

Hippokrates von Chios 504.

Hirsch (Th.) 269.

Hist. Festschr. 1809 8.

Historioln 311. 327.

Hoadly (Benjamin) 791.

Hoche 352.

Hodie, das weggelassene Wort 287. 303.

311. 321.

Hiihere Differentiation 111. 194. 214. 217.

229. 254256. 283. 285. 314. 316. 372.

414. 756757. 881. 883.

.HiiJtere Differentiation eines Productes
230. 372. 414. 738. 739. 742. 744 bis

745.

IKicelcke (Johann) s. Hevelius.

Hoffmann (Gottfried August) 518. 519.

525.

Hofmann (Heinrich) 39.

Homogene Diffe.rfntialgleichun-g 461. 479.

879. 880. 888.

Homogene Function 7Q4 705. 758759.
889.

Hooke (Robert) 144.

Horn (Caspar Heinrich) 518.

Hordey (Samuel) 168.

Iludde (Johann) 30. 48. 174. 179. 180.

184. 205. 235. 355. 593. 607. 609. 836.

Htibner (Johaun) 498.

Hiibsch (Johann Georg Gotthold) 521
bis 522.

Hume (A.) 6.

Hnygens (Christian) 30. 36. 62. 68. 78
79. 9798. 110. 115. 130 138. 145

147. 148. 149. i:5. 161. 162. 177. 190

206. 210. 214. 215. 216217. 219. 223.

232. 235. 25.7260. 270 276. 286. 305.

334. 335. 337. 340. 354. 355. 418. 461.

636. 695.

Hnygens, Horologium oecillatorium 78.

130. 138144. 149. 177. 178. 190. 206.

Hi/ginus 44.

Hyperbolischer Curvenzweig 423. 834. 835.

llyperbolismus 426.

Hyperboloid 418.

Jfypothese d-es rechten Winkels 538.

Hifpothese dea spitzen Wiukels 538.

Jlypothese des stunipfen Winkels 538.

Hyprithcsrn = versuchsweiee angenom-
mene (jleichungswurzeln 121.

496.
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I. X.

Ibn Junus 535. Kdstner (Abraham Gotthelf) 24. 107.

Inmyiwlre Ellipse 873. 874. 576. 582584. 682.

Imx tfinare WcicMngmurzeln 108. 39 1. Kalender 31.

40J406. 561574. 580. 582. 594. Kaujmann (Nicolaus) == Mercator 06.

610. 688. 701. 771. Kegelfliiche 781. 815.

Tmr.iiinii.re Punkie 430. 431. 432. 585. Kegelschniite 12. 16. 18. 19. 21. 118.

JJg 119. 1241.29. 155. 187. 201. 207. 215.

Imaaintires 110. 273. 274. 362. 363. 223. 402403. 409. 420-421. 422.

367-368. 370. 585-587. 591. 601. 424. 425. 427. 434. 436438. 442. 489

646 674 677 688 689. 707710. 722 bis 491. 595. 774. 776. 788790. 791

bis 728. 756. 821. 832. bis 793. 801802. 804807. 835. 841.

Imnlicite Functwnen 760. 870876.
Increment 379 Kegelschnitie durch AVinkeldrehung er-

IndivisibfUe* 16. 18. 133. zeugt 402. 424. 427. 436-438. 440.

Inllexionspunkt 130. 175. 194. 231. 247 788.

bis 948 400 401 775 796. 797. 802. Keill (John) 283. 298. 299, 300. 301.

B36~838 302. 303. 304. 308. 312. 316. 318. 319.

Instrument 528. 320. 322. 324. 325. 378. 384. 498.

Instrumentum transportatorium 529. Kepler (Johannes) 130. 206. 269. 672.

Integral, das Wort 219. Kerseboom (Wilhelm) 638.

Integration von Differentialgleichungen Kersey (John) 10. 109.

durch willkfirliche Annahmen 233. 453. K&fen&rfefe 9798. 693699. 721. 735.

459. Kettenlinie 219220. 228. 235. 289. 384.

Integration totaler Differentialglei- 455. 853.

ehungen 760. 883. 885. Kettensatz 515. 519. 520.

Integration unendlicher Reihen 693. 731 Kielmannsegge (Grafin) 315.

bis 732. Kikuchi 669.

Integriren 171 173. 226. 230. 231. 273. Kinckhuysen (Gerhard) 109. 168.

275 283 285 382 383. 415. Klingenstierna 244. 843. 856.

Integnrender Factor 227. 760. 849. 882. Klugd 37. 214. 306. 473. 519. 555. 774.

883 886. 888. 786.

Interpolation 375. 383. 387. 388. 650651. Kluyver (J. C) 25.

693. 728729. 754. 772773. Knnpp 638.

Interusuriutn 53. 518519. 525. Knutzen (Martin) 520.

Inrolution = Potenzerhebung 589. Kochansky (Adam Adamandus) 2223.

Irrationals GkicJiungswwrzeln 391. Koenersma 798.

Irrationalitdt von e 696. Konig (Job. Samuel) 599 601

Irreductible Ghichung, das Wort 825. Korper geringsten Widerstandes 291.

Irreductibler Fall der kubischen Glei- 857. 862.

chung 4. 110. 408. 600601. Kocrsma (Jakob) 798.

Isoclirone 139. 210211. 216. 218219. Kopfrechnen 515. 521. 522.

234 298 851. Korteweg (D. J.) 149. 155.

Isolirter Punkt 836. Krafft (Georg Wolfgang) 505. 555. 558.

Isopcrimetrisclie Aufgabe 237241. 384. 616. 617. 749. 841. 890.

446458. 533. 846849. Krammel (H.) 512.

Kreis 2325. 35. 36. 187.

Krciscowchoide 408.

j^ Kreisthtiiung 2325.
Kreza (Jakob) 12.

Jacobi (C. F. A.) 531. Kriegsschriftsteller
10.

Jacquier (Francois) 841. Krummung 2627. 140- 80.

Japanische MathematSe 669-672. 196-197. 810-812.

Jaquemet (Claude&amp;gt; 100102. Kriimmungslialbmesser 143. 17o 177.

John (V) 637 221. 228. 231. 234. 247. 291. 469-470.

Jonas (F.) 511. 474. 812. 821. 822.

Jones (William
1

) 279. 305. 306. 308. 309. Kriimningshalbme*ser m Intiexions-

364. 372. 667. punkten 231. 247. 812. 839. 840.

Jonquicres (E. de) 799. Knimnningsmittelpunkt 175.

Journal des S?auans gegrundet 78. Kua der Ohinesen 361.

Journal literaire 313. Kitlatur 159. 160. 528. 783.

Jurin (James) 742. 744. 746. Knbikwurzel aus emem Binoimum 4.
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Form 023.

KiiJin (FJeinrieh) 726728.
Kiirzeste Lime auf Obcrfliu hen 2.

!

J8.

211-244. 560-561. 780. 799. S43 bis

846. 852853. 856. 862. 804. 807-809.
Ktinstaus lriickc 11. 12. 15. 10. is. r.i :{:{.

104. 121. 122. 120. 127. 128. 133. 139.

148. 150. 211. 212. 219. 220. 221. 228.
231. 232. 235. 237. 242. 246. 217. 218.
251.

L.

Labbe (P.) 42.

Lacroix (Sy)vestre Francois) 500.

Lngny (Thomas Fantot tie) 120. 200.

364. 305. 388-389. 390-392. 410. 4.J3.

019.

Laijrttnge (Louis dp) 907.

Latande (Joseph Jerome le Francois de)
500. 501. 532.

La Montre 25.

Lantz (Johann) 40.

La Jtoque 8.

Lcbensdauer, mittlere 038.

Lebcnsduuer, Wfehncheinlkhe 5051.
Lc lilonit (Augnste Savinicu) 500.
Le Blond ((juillaume) 600.
Le Clcrc (Sebastien) 19.

Lefort (F.) 07. 312. 318.

Lfgi ndrf. 655.

Legrand (Pierre) 223.

Lehnmnn (Ernst) 125.

Leibni; (Gottfried Wilhelm) 3. 2933.
40. 64. 69. 7084. 88. 94. 95. 100
109112. 113. 115117. 151152. 101
bis 168. 171. 182. 184. 196198. 199. 203
205. 207. 208217. 221. 222. 221. 228
229. 230. 234. 235. 239. 240. 241. 243
246. 250. 251. 253. 254256. 258 bis
201. 270. 271. 272-278. 284 328 bis
334. 341. 350. 351. 352350. 301. 302.
305371. 389. 390. 397. 412. 415. 420.
447. 461. 462. 463. 464. 465. 460. 407
468. 475. 482. 49. 523. 557. 505 575
590. 007. 013. 722-724. 732. 733 739
750. 797.

Leibniz, politische Beziehungen 29 31
bis 32. 67. 300. 304. 307. 313. 320.

Leibniz, erster Londoner Aufenthalt 30
7677. 161.

Leibniz, zweiter Londoner Aufenthalt
SO. 83. 84. 105. 182. 319.

LeibnizKcher Aiixzuy aus der Analysis
per aequationes 84. 182. 191.

Leibniz, Italienist-he Reise 14 31 208
209. 218.

Leibtvz, Datumsveranderunif 182 183
320.

Leibniz, das Flugblatt v&amp;lt;m 1713 313
bis 314.

Leibniz, Briefwechsel 14. 22. 30. 36 40
67. 76. 77. 79. 82. 86. 110 112. 115
bis 118. 129. 118. 149. 150. 161. 161.

102. 103. 107. 179--181. 187191. 215.
21.0. 217. 218. 222. 221. 228. 229. 230
bis 232. 243-244. 251. 253-254
259-260. 27?{. 274. 270. 277. 278. 287
bis 290. 294. 300. 313 319. 321323.
330. 352- 350. 301. ;56 2 366367.
309371. 385. 389. 398. 419. 401. 403.
400. 507. 508. 509. 59.0. 593. 055. 090.
722724. 852.

Leibniz, de arte combinutoria 29. 41
4345. 70. 337.

Leibniz, Scieutia generalis 4143. 70.

Leibniz, Characteristic* geomefrico, 33
bis 36. 43. 552.

.Leibniz, Krfiudung des Differeutial-
zeicheris 100. 107. 193.

Leibniz, Erfindung des Integralzeichens
104. 100. 197.

Leibniz, Abhaudlung von 1084 193195.
210. 217. 218. 222. 224. 251. 258 294
328.

Leibniz, Rtetigkeitsgesetz 277278. 367.

.Leibniz, Historia et origo 320.

Leibniz, Rechentnaschine 37. 41. 76. 304.

Leibniz, De iiiterusurio 53-- 55. 192. 518
519. 525.

Leibniz iiber Partialbruche 272 276
302.

&quot;Jt

Lcibnizische Jteihe fur 70. 79. 80. 83.
4

304. 059. 608. 709.

Leibrenten 4553.
Lemniscate 221. 485. 491492.
Lense (Jakob) 45,
Leonardo von Pisa 496. 521.

Leotaud (Vincent) 20.

Le Poimc (Jaques) 419421.
Lcurcclion 103.

L Hnpital s. L Hospital.
L Hospital (Guillauron Fran9ois, Mar

quis de) 110. 103. 104. 222226. 231.
234. 235. 240. 241. 243. 244 249. 250.
254. 275. 287. 288. 291. 293. 353. 412.
420. 427. 428. 447. 455. 469. 590. 737.
744. 773. 796. 797. 820. 822. 828.

Lhuilicr (Simon) 382.

JAekttcketdt (Ferdinand Helfreich) 289.
Linen conctirsuum Einhiillende 211.
Lineare Differentialgleicluing 233. 473.

843. 881. 892895. 898.
Linien rcchnen 1 5 .

Loyarithnie als Integral 58. 158. 172.
226. 229230. 255266.

Logarithms imaginaire 274. 362.

Logarithmen 15. 8486. 195. 362. 377.
517. 705. 714. 722726. 747. 764.

Logarithmen negativer Zahlen 362. 367
bis 368. 371. 722726.

Lof/urithme der Gammafunction 051 bis
052.

Logarithm &amp;gt;sche Jieilien 58. 02. 03. 73.

80. 88. 230. 661. 602. 705707. 709.

Loyarithmiw/ie Curve 232. 242. 371.
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Logarithmische Spmile 220.

Loria (Gino) 8. 15. 232. 412. 4CO. 474.

509. 575. 635. 822. 841.

Lottospiel 336.

Lucas (Henry) 11.

Lvdolfhische Z(M 354.

M.

Kac/ww (John) 305. 306. 308. 309. 364305.
378. 668669. 709.

Mack-ay (John S.) 542. 552. 55l&amp;gt;.

Maclaurin (Colin) 435445. 541. 561 bis

564. 567573. 576. 578. 582. 588505.
605. 607. 638. 678681. 683---68i.

746749. 764. 776. 777. 787. 78H. 791

bis 793. 799802. 832. 870872. 875.

874.

Maclaurins Reihc 683.

Maclaurins Sats von der Anziehung
confocaler Ellipsoide 748749.

Maffei (Scipione) 9.

Mugalotti (Lorenzo) 6.

Magische Quadrate 22. 103. 412. 624.

Maier (F. C.) 658559.
Mairan (Jean Jaques d Orton de) 628

bis 629! 779. 822.

Majuskel 333.

Mvlezieu (Nicolas de) 1415. 537.

Mallebranche (Nicolas) 100. 101. 102.

222. 223. 224. 277. 485. 565. 777.

Mamerkus 6.

Mamertinus 5.

Manfredi (Gabriello) 460461. 479.

Mangelhafte Zahlen 617.

Mangoldt (II. von) 719.

Mantisse,_
das Wort 96. 132. 732.

Marchetti 365.

Marie (Maxim.) 138. 199. 510.

Mariotte (Ed me) 161.

Marre (Arist.) 100.

Martin (George) 787.

Maser (H.) 700.

Maseres (Francis) 57.

Mathesis biblica 523524.
Mathesis forensis 524.

Matsunga 669.

Matthiessen (H. F. Ludwig) 114.

Maupertuis (Pierre Louis Moreau de)
600. 774-775. 786.

Maximal- und Minimalavfgal&amp;gt;en 145 bis

147. 152. 174. 192. 193194. 205. 216.

222. 234244. 246. 631. 533. 564. 581.

748. 769770. 772. 838. 843. 846 bis

851. 862855. 857869.
Maximum von Minimum unterschieden
193194.

Maxima und Minima bei mehreren Ver-

iinderlichen 147. 570571. 769770.
Mayer (Johann Tobias) 555 556.

Mazzuchelli (Graf Maruli Giovanni

Maria) 503.

Medici (Leopold von) 6.

Nnicke (Otfco) 9. 152. 20!). 292.

M&amp;lt; rctttor (Nico1au) 5658. 62. 71. 78.

81. 84. 198. 343.

Mere (Chevalier de) 355.

Mcrinn 88.

Mersen tte (Pater Marin) 144. 384. 905.

Mclhoda cler Cascailen 122123.
Methode der Kt-ihen 830. 833. 838.

MetJiodc der unbestimmten Coefficienten,
das Wort 833.

Methode, der unbestimmten Coefficienten

87. 88. 173. 185. 213. 214. 262. 253.

254. 282. 285. 292. 330. 332. 341. 350.

480. 6646(55. (577. 715. 766. 833.

Mdliode der uuendlichen Abnahrne 613.

Methode der vollstandigon Induction
341. 682.

Michelsm (Job. Andr. Christ) 700. 749.

Mihtt-i (Francesco) 8.

Minuskel WZ33&.
MittelpwM 422. 809. 817. 829. 830.

Modulus von Curven 467.

Modulus von Logarithmen, das Wort
377.

Matter (Arnold) 38.

Motir (Georg) 179.

Moivre (Abraham de) 8688. 102. 306.

307. 308. 322. 332. 333. 337-339. 340.

350. 356360. 389390. 393. 394.

395. 415. 591. 629. 630. 635636. 642.

644647. 680. 687. 703. 722. 726.

Moivres Binoimaltheorem 591. 646. 707

bis 709. 722. 726. 730.

Molieres (Josef Privat de) 779. 784. 794.

Moment Augenblicksvertlnderung 159.

202203.
Moment, mechanisches 165.

Monade 43.

Mondchen, Qiiadratur von 504.

Montague (Karl) 65.

Montfaucon (Bernhard von) 496.

Montigny 822.

Montmort (Pierre Kemond de) 265. 321.

323. 334335. 337. 340. 349361.
352. 354. 355356. 384385. 468.

629. 630.

Montucla 49. 120. 276. 364. 460. 500502.
506.

Moor (James) 543.

Moray (Robert) 68.

Moreiti (Pietro) 8.

Moi-er (L.) 637. 638.

Mouton (Gabriel) 76. 77. 310. 389.

Moxon (Joseph) 270.

Matter (Felix) 871.

Mutter (Johann Wolfgang) 498.

Mutter (Max) 513.

Multiplicationscerfahren bei Winkel-

messungen 555 556.

Murdoch (Patrick) 799.

Mutter 53.

MvtzenbecJicr 9.

Mydorge (Claude) 18.
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,q.
darin vorkommcnde Versehen 283
285. 314. 316. 319. 32i.

Nadelprobkm 634. Neictons Arithmetica univer.oalis 394 bis

Naomaru Ajima 669. 409. 565. 566. 570. 574. 578. 582. 584.

Nasir Eddin 2728. 588. 589. 593. 594. 771.

Naude (Philipp der Aeltere) 549. Neirtons Parallelogramm 107 108. 169.

Naude (Philipp der Jiingere) 549. 617, 184. 431. 577. 582. 593594. 605. 794.

719. 825.

Nazari (Francesco) 8. NewtonsMethodusd-ifferentialis312316.
Necker 639. 647.

Negatives grosser als unendlich 367 368. Newtons Enumeratio 279. 292. 421 42C.

733. 766. 427 428. 430. 432. 433. 434. 435. 436.

Negatives kleiner als Null 395. 523. 589. 439. 440. 442. 776. 777. 778. 788. 797.

756. 798. 800. 809. 824. 828. 830. 832. 834.
Neil (William) 138. 141. 835.

Neilsch-e Paraltel 421. Ni-chicukli Iische Geometric 539.

Nelkenbreclter (Job. Christ.) 620. A ichts durch 6 dargestellt 121.

Neper (John) 37. 84. 169. 747. jYtcflfc (Francois) 334^ 385 387.629 630.
Nenselmann 5. 499. 502. 605. 679. 776777. 778. 797. 824. 834.
Newlon (John) 500. Nicomedes 18.

Norton (Isaac) 3. 4. 11. 29. 6367. 84. Nicastrates 18.

86. 88. 119. 120. 131. 135. 161. 164. Niemcenlijt (Bernhard) 254256. 275.
166. 182. 190. 191. 192. 235. 240. 241. 276
260. 261. 278. 334. 341. 377. 378. 387. Nother (Max) 608.
430. 436. 447. 462. 463. 464. 465. 469. Normalenproblem der Kegelschnitte 126
498. 500. 506. 508. 561. 565. 672. 680. 129
686. 687. 703. 736. 738. 739. 750. Normahtefo* der Pcrmutationen 357.

Neictons pohtische Besitlmngen 6467. Nourettes literaires 315
278-279. 295-297. 300. Nullio 342.

Newtotis Krankheit 66.

Newtons Mitarbe.it am Commercium
cpistolicum 312. 319 320. 324. 326. O.
327.

Neutons Tangentenbrief an Collins vom als Seeeiehnnng einer verschwinden-

10. XII. 1672 167. 180. 205 301 310 den Grosse 156. 15,7. 169170. 251

327. 401. bis 252. 281. 284.

Newtom erster Brief an Leibniz vom Oberflachengleichung 244. 416419. 466.

13. VI. 1676 79. 179. 180. 184. 260 844 -

278. 302. 311. 314. 327. Oberflachcn 780. 781. 782. 783. 784. 785.

Newtons ratter Brief an Leibniz vom 793 - 814818. 843846. 851853.
24. X. 1676 6971. 107108. 181. 886887.
184 187. 203 204. 251252. 2n() Oberfluchen zweiten Grades 141. 221.

278. 283. 286. 302. 311. 314. 319. 372 816817.
375. 425. Obertone 905.

Nen-ton$ Briefe an Wallis 250254. Oinopides 504.

260. 281. 286. 302. 328. Oldenburg (Heinrich) 7. 30. 67. 69. 76.

Ncu-tutm Analysis per aemuitiones 68 77 - 79 - 83. 113. 161. 167. 179. 180.

69. 7175. 84. 105107. 109. 119 181 - 184. 192. 286. 303. 310. 319. 327.

156160. 165. 169. 182. 191. 207. 28o! 389 -

302. 306 310. Omerigue (Antonio Hugo) 125.

Newtons Methodm fluxitmum 108 109. Ordnung von Buchstabenausdrucken bei
l( ,8 178. 190. 194. 196. 206. 284. 400. der Division 395.

Ordnung von Curven, das Wort 421.
Newtons Geometria analytica Metho- OrdnunghaUen beim schriftlichen Rech-

dus Huxionum 168. nen 522
Newtons Principal 195-196. 199-207. OscitlationsmMdpunlt 143-144. 223.

i. 209. 253. 267. 278. 284. 291. 294 384
U2. 314. 316. 323. 326. 328. 372. Oscillation 196 221 246

I 427. 473. 663. 679. 686. 739. Oscu/irende Ebene, das Wort 856.
&amp;gt;. 792. 857. 862. OugUred (William) 10. 85. 559. 614.

^r&amp;gt;rton*Vw,drut&amp;gt;&amp;lt;.raa &amp;lt;rva rum-2S5. Ouverture de I angle ^ Cotangente 785.
29 2M 301 302. 379. 743. Oza:,am (Jacques)^108-103. 270. 364.

Quadratura curvarum, das Ozonam 19.
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P.

K zur Bezeichnung ties Verbaltnisses
des Kreisumfangs zum Durcbmesser
306. 667.

n = 3,1415 23.

TC auf 2 Decimalstellen genau 354. 364.

jt auf 100 Decimalstellen genau 365.

it auf 127 Decimalstellen genau 365. 707.

n als Reihe 76. 79. 80. 83. 364365.
659. 668669. 672. 674. 709.

7t als Factorenfolge 653. 714.

n als Kettenbruch 698. 699.

7r
2 als Reihe 659. 67-J. 690. 713. 732.

Paciuolo (Luca) 6.

Pappus 268. 407 531. 543.

Paraboliscker Ourvenzweig 423. 834. 835.

Parabolische Spirale 481 483.

Paradoxon von den bestimmenden

Curvenpunkten 444. 82G.

Paralklcurven 212. 246.

ParallelUnien 1415. 2729. 207. 212.

526. 532533. 536541.
Parameter, das Wort 197. 211. 467.

Paramcterflarstellung einer Curvenglei-
chung 702. 824. 825.

Parities (Ignace Gastou) 139. 210.

Parent (Antoine) 415419. 780.

Partialbruche s. Zerlegung in Partial
bruche.

PartiaJreihen 83.

Particuldres Integral 893.

Part-idle. Differentialgleichungen 173. 885
bis 887. 900906.

Partieller Differentialf[uotient 758 760.

881. 882. 884. 885.

Pascal (Blaise) 18. 37. 41. 70. 78. 130.

133. 162. 163. 164. 198. 207. 335. 341
354. 355. 367. 682. 802.

Pascals Sechaeck 802.

Pell (John) 10. 76. 310.

Pemberton (Henry) 205. 473. 744.

Penddlangf, als Masseinheit 144.

Peniher (Job. Friedricb) 528529.
Percurrente Gr&amp;lt;isse 232.

Periotlischc Denmalbriiclie 99 100.

Periodische Kettenbriiche 695.

Pcrntamnz = Zeichenfolge 579.

Permutationm, das Wort 340 341.

Perrault (Claude) 9. 10. 214.

Perspective 841.

Peschfck (Christian) 514.

Pet-crsbu-rger Aufgabe 352. 633. 640.

PfaMtz (Christoph) 196 209.

Philalethes Cantabrigiensis 742.

Philosophische Grun-dlage dor Tnfinifcesi-

malrechnung 209210. 264256. 275
bis 278. 279280. 284. 294295. 366.

368. 738748. 750. 755756. 771.

Pilot (Henri) 445446. 778. 780.

Placcius 352.

Pldkl-e (Vincent) 352.

Plume (Thomas) 377.

Pocock. (Edward) 27.

Pogaendorff 4. 6. 11. 12. 14. 21. 22. 27.

38. 40. 49. 76. 78. 86. 139. 254. 265.

266. 270. 271. 289. 292. 298. 306. 321.

325. 365. 445. 460. 491. 498. 500. 501.

503. 504. 505. 509. 514. 518. 520. 523.

528. 531. 541. 556. 576. 678. 587. 609.

628. 633. 638. 745. 774. 786. 787. 791.

799. 841. ;

Poignard 412.

Point de rebfousscment 247.

Pol 128.

Polack (Job. Friedricb) 524. 525.

Polarcoordinaten in der Ebene 482. 813.

Polarcooriiinaten im Raume 780.

Polare 128.

Poleni (Giovanni) 9.

Polynumwlcoefficient 330. 331. 351.

Polynomischer Lehrsatz 8687 330. 347.

680. 704.

Poncelet 542. 842.

Potential fiir einen inneren Kugelpunkt.
206207.

Pofltenot (Laurent) 25.

Potenzrcste 620. 623.

Potenzsuunnen 343347. 752 754.

Pmktik 521.

PraJrtische Geometric. 25. 360. 413414.
527. 528. 529. 530. 531. 555556.

Pmntl 29.

Prcssland (A. J.) 24.

Prestet 6Tean) 102. 341. 343. 578.

Primzalilenformel 331. 611. 779.

Priiwip der kleiusten Action 600.

Pringsheim (A.) 631. 683. 696.

Prioritdtsstreit zwischen Newton und
Leibniz 261. 271. 285328. 356. 378.

462. 498. 600. 736. 857.

Probe beim Rechnea 515.

Product s. Factorenfolge.

Projective Geometric 125126. 402. 420
b is 421. 4*24426. 436. 439444.
787793.

Proklos 5. 6.

Protokolle der Royal Society 68. 75. 196.

300. 301. 305. 309 317. 318.

P. T.= Philosophical Transactions 50.

Q.

Quadratische Form 623.

quadratisclte Reste 620621.
Quadratocubus (von Dechales verworfen)

16.

Quadratrix 18. 137. 422.,

Qundratur 18. 5760. 69. 78. 8081.
129. 160. 151. 156157. 159. 160. 164.

165. 181. 186. 187. 189. 281. 375376.
445. 504. 506. 678679. 876.

tyuvulratnr und inverse Tangentenauf-
gabe 137. 158. 165.

Quadratu-urzd 120. 266.
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Quadraticurzel sins irrationalen Binomien
309.

Qnadrirbare Ctirven zu fimlen 150 151.

189. 282283.
Quetelet 14. 419.

Quotient von Null durch Null 224. 248
bis 250. 428. 655. 689. 772.

Quotient von Unendlich durch Unend-
lich 772.

R.

Raccolta Cttlogera 9.

Rdhn 10.

L amus (Petrus) 5.

Randbcnicrkimyeti zu den A. E. 22. IDG.

208. 27fi. 289. 292. 297. 3 J I. 335. 419.

J2aAe 290.

JiapJi*on (Joseph) 119. 120. 323.

Rmtiomlitirwtg irrstionaler Ansdrficke
702-703.

RatiwinlisiruHg von Gleicliungen 400
bis 401.

Rationex iiltin/ne 200202.
Ratiunculne 86.

Raumcoonliiiiilcn 244.

Realschulcn 511 513.

Jtcchcnnmxchinc. 37. 41.

JffcJicnutiibe 37.

Rcchcnutiterricfit 37 to. 511522.
lleciiflcaticn 23. 138. 141. 155. 159-160.

177. 178. 181. 191. 228. 482-492. 783.

841.

2iccuc.il Dc.s Maizeaux 316.

Recurrentc lieihe 390. 642 645. 690.

703. 704 715716. 721. 766.

Recursio-nsverfahrcn 366.

Reilucirter Tiruch, das Wort . 9.

Reductible Gleichung, das Wort 825.

Rees 1.

Rees (Caspar Fran/ de) 519 520.

Jfeeti schr, Retjel 51 J. 620.

Regr.l Coed 517.

RrgeUhtri 515 516.

Rfgel falsi 617.

Jiajcl Multiplex 516.

Rpqiomontanus 6. 267.

Bnff (R.) 66. HO. 84. 107. 365.
Rcihc der reriproken Quadratzahlen 96.

649. 658660. 675. 688. 690. 696 713
732.

Reihenlehrc 54. 6663. 6975. 7988
9196. 106107. 158. 179. 181. 213
bis 214. 221. 229230. 252254. 281
282. 283. 285. 310. 314. 322. 327. 329
bis 330. 332 T 333. 359- 360 364366
369371. 381383. 384-387. 389
390. 401. 480481. 517. 641603
703-721. 728736. 753755. 761 bis
768. 833. 895897. 906907.

ReilcntntH-ickliuirj durch Division 57
58. 62. 71. 72. 8081. 96. 369 642
650. 690. 691. 703. 716. 718.

durch Wurzelaus-

ziohung 70. 71. 72.

Relative Mcthode der Maxima und Mi
nima 858.

Pemiiiclin (Johannes) 343.

Remond (Nicolas) 355.

Reinond de Monimott s. Montmort.
Renaldini (Carlo) 2324. 100.

Residuum 611. 620.

Jtesnlvcnlc, das Wort, 574.

Restglied einor Rcihe 370.

Reyher (Samuel) 524.

Reifncau (Charles) 564. 565. 571.

Jihodoneen 774.

Riccati (Graf Jacopo) 411412. 474 bis

481.

Riccati (Oiordano) 474.

Riccati (Vincenzo) 474. 786.

Iticcatischa Diffcrentialtjlcichung 476 bis

481. 880.

Richter (Georg Friedrich) 498.

Ricmann 900. 904. 905.

Rlessen 38.

Rix 1.

Robartes (Francis) 305. 307. 308. 337.

R.oberti 8.

Roberts (Francis) 337.

Roberval (Giles Persone de) 131. 135.

144. 163. 445.

Robins (Benjamin) 744. 745. 746.

Rocmer (Olaf) 129130.
Rolle (Michel) 103105. 120124. 276.

392. 393. 565. 578. 593. 598. 827.

Rolle sclier Lehrsatz 123. 407.

Ronayne (Philipp) 25.

Rnse-nberger (Ferdinand) 63.

Rouse Sail s. Ball (Rouse).

Royal Society in London 6 7.

Rosier 447.

TliickkehrpUKkt 281. 247-248. 769. 775.

796797. 820822. 830.

Rtidno&rtM inschneiden 25 .

Ruprecht, Prinz von der Pfalz 25.

S.

s = Bogenlange 220.

Hnccheri (Girolamo) 535541.
(Sar/tWrt == Abscisse 19.

tiaite, schwin^ende 384. 900907.
Sallo (Denis de) 7. 8.

Salmon 422.

Sats des C eva 21.

Salz do, Mendaos 20.

Saundei-son 578.

Saurin (Josef) 250. 276. 427430. 795.

797.

Kuuveur (Josef) 334. 412.

Xaverien (Alexantlre) 505. 610.
Vai?t7e (Henry) 536.

Kawycr (Rgbert) 65.

Scaiiger 97.
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Schatten von Figuren 423. 777. 784785.
797. 799. 841.

Scheffelt (Michael) 37.

Schimpfer 38.

Schlangelungspunkt 775. 836.

Schluss von n auf n -f- 1 341.

Schmidt (Jobann Jakob) 524.

ScJtmiegungsebene 856.

Schnabel, das Wort 820.

Schnabel 248. 775. 796797.
Scholium im II. Buche von Newton s

Principien 203205. 284. 291. 298.

326.

Schooten (Franciscus van) 194. 335. 341.

342.

Schraubenlinie 418. 446.

Schulenburg (Job. Chr.) 361.

Schwenter (Daniel) 41. 103.

Schwering (Carl) 346.

Schwerpunkt 2021. 155. 159. 165166.
784.

Schwingungsmittelpunkt 143 144. 223.

384.

Secantencoefficienten 768.

Secantenreihe 75.

Sedillot (L. Am.) 25.

Segekurve 220. 228. 234.

Segner (Job. Andreas von) 578. 582. 583.

609610. 626628.
Seki 669. 670. 672.

SemicubiscJie Parabel 178. 210. 219.

Semler (Cbristoph) 511512.
Senebier 506.

Senebicr (Pierre) 520.

Serenus 269.

Serpentement, das Wort 775.

Serret (J. A.) 123.

Servois 128. 542.

s Gravesande (Wilhelin Jakob) 270. 394.

Sharp (Abraham) 86.

Siacci 485.

Simpson (Thomas) 532535. 547. 560.

636. 640641. 686. 687.

Simpsonsche Eegel 187. 372. 375376.
686688.

Simson (Robert) 509. 542. 543. 544.

545.

Simson-Stewartscher Satz 547.

Simsonsche Gerade 542.

Simultane Differentialgleichungen 898 bis

900.

Singulare Losung 460. 889. 890. 897 bis

898.

Singularer Punkt, das Wort 795.

Sinuslinie 445.

Sinusreihe 74. 75. 79. 179. 213214.
764.

Sloane (Hans) 290. 299. 300. 301. 303.

304. 305. 315. 317.

Sloman 303.

Sluse
(Ren&amp;lt;; Franvois de) 137138. 146.

147. 163. 179. 184. 188. 322. 373.

Smith (John) 377.

Smith (Robert) 377. 410. 742. 801.

Smith (Thomas) 267.

Snellius (Willebrord) 25.

Soiitdrspiel 355.

Spener (Philipp Jakob) 512.

Spielen ist tinvortheilhaft 632.

Spiess (Edni.) 38.

Spinoza (Baruch) 48.

SpiraUlnien 18. 422. 446.

Spira mirabilis ==LogarithmischeSpirale.
220.

Spitze 248. 423. 435. 796.

Stuckel (P.) 14. 241. 244. 274. 535541.
842. 853. 857. 867.

Stansfeld 53.

Stationare Beviilkerung 49. 638.

Steinschneider (Mpritz) 265

Stellenzeiger 35. 110112. 372.

Sterblichkeit 46. 4951. 53. 55. 335.

336. 354. 356. 357360. 705.

Stereometric 25. 528. 555. 556558.
StesicJwnts 5.

Stetigkeitsgesetz 277. 367.

Stevin (Simon) 109.

Stewart (Matthew) 541547.
Stifel (Michael) 17. 70. 343. 612.

Stirling (James) 387388. 389. 430 bis

435. 472. 647652. 675. 679. C&amp;gt;87. 776.

778. 798. 800. 824. 828. 832. 834.

Stockhausen (Job. Friedr.) 500. 606.

Stone (Edmund) 69. 271. 510. 737. 798.

Streit der Briider Bernoulli 233244.
842.

Studnicka 12.

Stubner (Friedr. Wilh.) 582683.
Sturm (Job. Christ.) 11. 12. 502.

St. Vincentius (Gregorius von) 18. 26.

67. 78. 150. 162.

Subtangente, das Wort 147. 214.

Sussmilch (Johann Peter) 637638.
Sulla 6.

Summenrechnung 752 754.

Suminenzeichen 752.

Summirendes Glied 754.

Summirende Eeihe 754.

Surface gauche, das Wort 793.

Suter (Heinrich) 325.

Sicinden (Jan Hendrick van) 531.

T.

Tachystoptota = Brachystochrone 236.

Tacquet (Andreas) 26.

Tangentenaufgabe 130. 134137. 145.

146. 147. 152. 153155. 158. 164. 165.

174175. 187189. 197. 214. 216.

Tangentenreihe 75. 709. 764.

Taagentialebene einer Oberflache 782.

818.

Tannery (Paul) 96. 158.

Tartaglia (Nicolo) 41. 343.

Tautochrone 139. 206.
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Taylor (Brook) 275. 306. 308. 378. 409
bis 410. 469472. 473. 679. 683. 832.

841. 900. 904.

Taylors Methodus incremrntorum 378
bis 384. 414. 457. 468460. 463. 683.

753.

Taylors Reihe 381382. 409410. 664.

683. 735. 736. 763764. 768. 771. 796.

Tetractys 3940.
Tetraeder 658.

Tlwodosiuft 11. 15.

Theon von Smyrna 6. 266.

Thtvenot (Melchisedech) 10.

Tho Aspern (Heinrich) 38. 412.

Thomas a St. Josephs 22.

Tiraboschi 14. 23.

Titel (Basilius) 22. 39.

Todhuntcr 337. 630. 6S2. 635. 636
TorricelU (Kvangelista) 135. 232.

Totales Differential als Summe der par-
tiellen Differentiale 758.

Totale IJifl i

rciitialgleichung s. Integration
totaler Ditterentialgleichungen.

Tractorie 214215. 786.

Trajectorie 231. 242. 461474.
Trajectorie, reciproke 473.

Transcend cnte 112. 197.

Transctndente Function, das Wort 457.
Transmutation 78. 8081.
Trennung der Veriinderlichcn, das Wort

228. 878. 879.

Trcw (Abdias) 11.

Trigonometric 15. 530531. 533535.
655. 558561. 867869.

Trigotumetrwche Jteilwn 716717. 729.
731732. 897. 906907.

Trigonometrisch* Tafcln 15.

Tftcfiirnhaus (Walther von) 30. 112 bis
118. 148165. 167. 180. 189 193. 195.
197. 246. 258259. 426. 481. 575. 596.

U.

Uelerflussige Gleichunyswurzeln s. Fremde
Gleichungswur/eln.

Lebergang von Curven in einander durcb
Verscbwinden von Constanten 247 bis
248.

t- ebcrlebenswahrsclteinlichkeit 5253. 359.
Ueberschicssende Zahlen 617.

Uebersetzuny fremdsprachiger Kunstaus-
driicke 11. 12.

L chcnceg (F.) 737.

Umbilicus = Focus 19.

Umgekchrtt* J anyento/^roblcin 165 166
172-174. 181. 183-184. 185 J14
252253. 259260.

Umkehrtmg von Jleihcn 72 73.

Unbestimmtc. Formen s. Quotient von
Null durcb Null u. a. w.

Unciae = Binomialcoefficienten 85. 614.
Unendlieher Cyrveninoeig 423 430 43&amp;lt;j

778. 806808. 830. ^33. 834. 835.

Unendiiches Wachscn von Potenzen un-
echter JJrfiche 389.

Unendlich jemer Punkt 207. 423.
Unendlich mal Null 772.

Unendlich, minus Unendlidi 772.

UmndUchrieldfutiykeit der Logarithmen
724726

Unger (Friedrich) 38. 611. 513. 514 619
521.

Unger (Jobann Friedricb) 524.

Ungrade Functionen B. Functionen (un-
grade.

Uylenbroek 148. 155. 258.

V.
Vacca 331.

Valerius (Harald) 6. 255.

Valhrius (Johannes) 255.
\
7
allisnf.ri (Antonio) 9.

Varcin (Aim^) 6.

Variable, das Wort 245.

Variation = Zeicbenwecbsel 579.
Variation-en zu bestimmten Smnmen 329.

Varignon (Pierre) 222. 238. 240. 250
276. 366. 368369. 370. 371. 455
526528. 529. 798.

Varro 495.

Vater (Abraham d. j.) 309.
Vernon (Francis) 109.

Veroffentlichungen der Accademia del
Cimento 6.

Veroffentlichungen der Acaddmie des
Sciences 8.

Veroffentlichungen der Royal Society
7 8.

Veroffentlichungen der Turiner Akademie
907.

Versiera 823.

759760. 882. 884. 885.

Vertauschung der Veranderlichen 379
bis 381. 414. 760.

VcrtraiHHS Maurus 495. 496.

VericandtscJiaft von Curven 813.
Vicuna (G.) 125.

Vielcck 546547. 548. 656.

Viel/ache Glcichungswurzcl 593. 607. 609.
836.

Vielfacher Punkt 428. 429. 441. 778.
792. 797. 836. 840.

Viereck 553.

Vieta (Franciscue) 16. 17. 97. 102. 109.
121. 361. 391. 400.

Vilk. (Antoine de) 23.

Vitalc (Geronimo) 27C.

Vitruvius 10.

Viranti 277. 366.

Vivian i (Vincenzo) 212.

Vollkomniene Zahlen 102. 617.

Vottstdndige* Integral 89;.-.

Voltaire 506.

Vossius (G. .).)
5. 495. 496. 502.
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w.

Wdhl der. Unbekannten 401402.
Wahres Differential 771. 772,

Wahrscliei-nlichkcitsrechnung 41. 4553.
65. 56. 91. 105. 221. 334360. 367.

628641. 705.

Wahrscheinlichkeit a postericri 348. 349.

353. 355.

Wahrscheinlichkeit a priori 348. 355.

Wahrscheinlichkeit von Beobachtuugs-

werthen 360. 413. 414. 530531.

Wahrscheinl-ichkdt bei Geschicklichkeits-

spielen 338339.
Wahrscheinlichkeit des Vorhandeuseins

eines Gesetzes 635.

Wahrschcinliche Lcbensduuer 50 51. 335.

Walford (Cornelius) 53.

Wallace (William) 542.

Wallis (John) 4. 10. 18. 2629. 35. 57.

59 62. 96. 97. 99100. 102. 107.

109 118 130. 131. 135. 137. 141. 15(3.

195. 250252. 260. 286. 287. 288. 290.

299 302. 303. 308. 311. 328. 341. 343.

367 368. 378. 39c. 496. 504. 537. 578.

581. 583. 653. 695. 698. 714. 728. 733.

Walton 742. 744.

Ward (John) 504.

Wargeniin (Per Vilhelm) 638.

Warschauer 336.

Wechselarbitrage 518. 520.

Wechselrechnung 517. 518.

Weidler (Johann Friedrich) 49. 497. 504.

Weigel (Erhard) 29. 3840.
Weissenborn (Hermann) 112. 116. 131.

149. 150. 151. 152. 155. 171. 173. 254.

Weld 307.

Wendepw&t s. Infiexionspunkt.

Weyer (G. D. E.) 481.

Weyermann 37.

Whewell 10.

Whiston (William) 377. 394.

Wiedeburg (Job. Bernhard) 523524
Wiener (Christian) 793.

Wilke (Christ. Heinricb) 556.

Wilkins (John) 42.

Winkeltheilung 361. 716.

Winkelvervielfachung 361-363. 708. 716.

bis 717. 729730.
Wins 419.

Wissenschaftliche Zeitschriften 7

Witt .(Jan de) 4548. 51. 354. 355.

Worterbiicher, mathematische 270271.
498. 509. 510.

Wolf (Christian von) 163. 270271. 309,

313 324. 325. 335. 366. 419. 497. 498

499. 506. 507. 509. 513. 514. 521 523.

529531. 599.

Wolf (Rudolf) 217. 223. 257. 335. 503.

506. 507. 599.

Wolferft (J. Ph.) 199. 851. 852. 853.

Wren (Christoph) 138. 141. 418.

Wurzelauszichung, angenaherte 120. 266.

Wurzclgrenzen bei Gleichungen 121. 406

bis 407. 593.

Wydra, 12.

Yamaji 669.

Y,

Z.

Zahleniheorie 44. 98-105. 331. 351. 590.

610624. 705. 717721. 779.

XMzeichcn, Geschichte der 504505.

Zaubergiiadrat s. Magisches Quadrat.

Zedler 324.

Zeichen, geometrische 3536.
Zeiclien der Iniinitesimalrechnung 166

bis 167. 169. 185. 187. 191. 193. 195.

197. 199. 216. 217. 229. 230. 251. 253.

281. 379. 457. 756. 757. 758. 759. 760.

854. 859.

Zeichen fur Rechenkunst und Algebra
16. 35. 43. 54. 103. 111. 116. 121. 194.

329. 330. 332. 379. 611. 616. 651. 757.

Zeichen, trigonometrische 535. 558561.
676.

Zeichenweclisel und Zeichcnfolge 4. 404

bis 406. 578580. 582584. 592. 600.

609.

Zeilen, das Wort 832.

Zeno (Apostolo) 9.

Zeao (Tier Catarino) 9.

Zcrlegliarkeit in Priinzahlen 610.

Zerlegbarkeit in Quadrate 613. 615. 618

bis 621

Zerkgbarkeit in Theile 618. 719-721.

Zerlequng eines Buchstabenausdrucks in

Factoren 395399. 584. 585. 807808.
813.

Zerlegung homogener Functionen zweier

Veranderlichen in lineare Factoren

813. 837.

Zerlequng in Partialbriiche 272275
362. 390. 414. 584. 585. 645. 702. 715.

716. 721. 753. 773.

Zeuthen 131. 137. 157. 158.

Zinseszinsrechnung 47. 51. 63 55. 368

bis 359. 518519.
Zinsverhaltniss 358.

Zinszahlen 516.

Zusammmengcsetzte Curven 820. 824. 826.
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