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STAT.
UBRARY

Als Clebsch vor nunmehr drei Jahren, auf der Höhe seiner

Wirksamkeit, durch einen plötzlichen Tod dahingerafft wurde, entstand

im Kreise seiner Freunde und Schüler alsbald der Plan, eine Heraus-

gabe wenigstens seiner geometrischen Vorlesungen zu veranstalten.

Waren sie doch das hauptsächliche Mittel gewesen, durch welches er

einen immer wachsenden Kreis von Zuhörern um sich gesammelt hatte.

Aber die Aufgabe erwies sich grösser und umfassender, als man

zu Anfang hatte glauben können. Die Vorlesungen Clebsch 's ent-

halten in der Form, in welcher sie in verschiedenen nachgeschrie-

benen Heften vorliegen, nicht eigentlich Abgeschlossenes; Clebsch

hatte wechselnd bald diesen, bald jenen Gegenstand berührt, ohne

systematische Vollständigkeit anzustreben. Bei einem Werke, das

zugleich ein Lehrbuch sein sollte, musste der Stoff nach einheitlichen

Principien durchgearbeitet, es musste manche Lücke ergänzt werden;

es konnte endlich nur in Clebsch's eigenem Sinne liegen, wenn

der Versuch gemacht wurde, die Darstellung bis zu dem neuesten,

von der Wissenschaft in den letzten Jahren gewonnenen Standpunkte

durchzuführen.

Man wird Herrn Dr. Lindemann hohen Dank wissen, dass er

diese umfangreiche und schwierige Aufgabe mit ebensoviel Hingebung

als Verständniss in Angriff genommen hat. Es ist das Werk dadurch,

zumal in den späteren Partieen, namentlich auch sein eigen gewor-

den; verschiedene Abschnitte mussten von ihm, auf Grund der Original-

arbeiten, überhaupt erst entworfen werden. Aber der Name Clebsch

durfte voranstehen — nicht bloss, weil Clebsch die Veranlassung

zum Entstehen des Buches abgegeben, und weil die ümgränzung des
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Stoffes doch immer seinen Vorlesungen conforra bemessen wurde —
sondern weil der innere Gehalt des Buches durchaus auf ihn zurück-

geht: sein ist die Art der Darstellung, die durchgehends angestrebt

wurde, — von ihm lernten wir Anderen die Tendenz, auch fremde

Untersuchungen umfassend in Betracht zx} ziehen und mit den eigenen

zu verweben, — aus Dankbarkeit gegen ihn entstand der Plan des

Werkes und gelang die seitherige Durchführung.

München, Februar 1876.

Felix Klein.



Vorbemerklingen des Herausgebers.

Die nachstehenden Bemerkungen sollen dazu dienen, die Ent-

stehungsweise des vorliegenden Bandes und die bei Abfassung desselben

befolgten Gesichtspunkte darzulegen; insbesondere muss ich dabei an-

heben, in wie weit der Inhalt desselben den Vorlesungen und nach-

gelassenen Manuscripten meines hochverehrten Lehrers entnommen ist,

in wie weit ich entsprechend dem für das Ganze angenommenen Plane

genöthigt war, das vorhandene Material, sei es durch Darstellung frem-

der, sei es durch Einschaltung eigener Untersuchungen zu ergänzen.

Die folgenden Vorlesungen von Clebsch bilden die Grundlage

des Buches:

1) Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Sommer 1871.

2) Theorie der algebraischen Curven. Winter 1871/72.

3) Theorie der algebraischen Formen. Sommer 1872.

Für die Bearbeitung derselben sind mir neben eigenen Auf-

zeichnungen besonders die Hefte der Herren Ahlboru und Godt von

Nutzen gewesen. Ausserdem standen mir für die in früheren Jahren von

Clebsch gehaltenen Vorlesungen Hefte der Herren Baule, Dieck-

mann, Klein und Riecke zu Gebote; letztere behandeln ebenfalls

die genannten Gegenstände, jedoch in gedrängterer Fassung, überdies

die Theorie der AbeFschen Integrale. Ferner konnte ich für die

Vorlesungen 1) und 2) ein kurz gehaltenes Manuscript von Clebsch

benutzen, welches zunächst für die letzterwähnten früheren Vorträge

entworfen zu sein scheint und wohl mit demjenigen identisch ist, aui

das sich Herr Fiedler für einige Stellen seiner Bearbeitung von

Salmon's Kegelschnitttheorie bezieht (vgl. die Vorrede zu diesem

Buche). Endlich wurde der Inhalt eines Manuscriptes über die Theorie

der Connexe, welches von Clebsch unvollendet hinterlassen wurde,

möglichst verwerthet.

Um diesen reichen, doch mannigfach getheilten Stoff zu einem

Ganzen zusammenzufügen, waren selbstverständlich manche Aende-

rungen in Anordnung desselben, sowie gelegentliche Ergänzungen

nothwendig. Ueberdies aber erweiterte sich mir während der Arbeit

allmälig der Plan des Werkes; immer mehr erschien es wünschens-
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werth, auch neuere Untersuchungen unter die algebraischen Gesichts-

punkte einzuordnen, von denen der Gedankengang in Olebsch's
Vorträgen beherrscht ward, insbesondere solche Theorien in ihrer

neueren Entwickhmg zu verfolgen, deren Ausbildung auch eine natur-
gemässe Erweiterung des in jenen Vorlesungen gebotenen Stoffes zu
fordern schien, und so iin Anschlüsse an Clebsch einen in gewisser
Richtung vollständigen Ueberblick über die heutige geometrisch -alo-e-

braische P'orschung zu geben. Eben diese allmälige Verrückung des
gesteckten Zieles bezeichnet zum grossen Theile den Charakter des
vorliegenden Buches und damit auch manche Mängel desselben. Es
ist keineswegs ein in sich vollendetes Werk , an welchem alle Uneben-
heiten mit sorgfältig bessernder Hand vermieden wären ; vielleicht war
bei Auswahl des Stoffes in den zugefügten Ergänzungen die Richtung
meines Interesses und des Fortschreitens meiner Entwicklung von
grösserem Einflüsse, als eine rein objective Beurtheilung des Ganzen
für zulässig halten dürfte. Immerhin hoffe ich jedoch, gewisse An-
schauungen und Methoden, die sonst nur in dem engeren Kreise von
Clebsch's Freunden und Schülern gekannt und benutzt wurden, all-

gemeiner zugänglich gemacht zu haben; und dies um so mehr, als

diejenigen Gebiete, in denen sie am meisten zum Ausdrucke gelangen,
in den seitherigen Lehrbüchern nicht behandelt oder doch nur kurz
berührt sind.

Sollte es mir schliesslich gelungen sein, mich dem bezeichneten
Ziele eihigermassen zu nähern, so habe ich dies zu nicht geringem
Theile der freundschaftlichen und stets bereitwilligen Unterstützung
des Herrn Klein zu verdanken, mit welchem mich sowohl während
meines Aufenthaltes in Erlangen (Ostern 1873 bis dahin 1875), als

nachher in München (bis Ostern 1876) ein reger wissenschaftlicher
Verkehr immer enger verband, und dessen wohlthätiger Einfluss auf
meine Arbeiten daher wohl grösser ist, als dass er sich mit Worten,
durch Anführung von Einzelheiten, würde schildern lassen. Ich be-
schränke mich darauf, dankbar hervorzuheben, dass es vor Allem sein
Bestreben war, mir bei Anordnung und Sichtung des reichen Stoffes
und beim Zusammenfassen verschiedenartiger Untersuchungen unter
einheitliche Gesichtspunkte fördernd zur Seite zu stehen. In München
hat Herr Brill sich mit gleicher Bereitwilligkeit um die Förderung
meines Unternehmens bemüht (besonders für einzelne Abschnitte der
vierten und sechsten Abtheilung); auch ihm spreche ich daher meinen
lebhaft gefühlten Dank aus. Im Winter 1874/75 hatte ich überdies
Gelegenheit, mit Herrn Gordan in persönlichen Verkehr zu treten,
und so verdanke ich ihm ebenfalls manch' schätzenswerthe Bemer-
kung, wie auch an einzelnen Stellen des Buches besonders hervor-
gehoben ist. —
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Im Folgenden möge noch kurz geschildert werden, wie der

gegebene Stoff geordnet und verarbeitet wurde; diejenigen Gegen-

stände , welche nicht den Vorlesungen von C 1 e b s c h oder den

betreffenden Originalaufsätzen desselben entnommen wurden, will ich

kurz als „hinzugefügt" bezeichnen.

Die ersten beiden Abtheihmgen sind eine Wiedergabe der oben

unter 1) genannten Vorlesung von Clebsch.

In der dritten Abtheilung findet man im Grossen und Ganzen den

Inhalt der Vorlesung 3) wieder, insoweit letztere die Theorie der

binären Formen, der ternären Formen im Allgemeinen und der ter-

nären quadratischen Formen behandelte. Es mussten indess verschie-

dene Umstellungen, Abkürzungen und Erweiterungen vorgenommen

werden, um den geometrischen Inhalt der algebraischen Theorien mehr

hervortreten zu lassen; und dies konnte um so eher geschehen, als die

Algebra der binären Formen von Clebsch selbst in einem grösseren

Werke behandelt ist. Die Theorie der Polaren binärer Formen und

der Involutionen (p. 203 ff.) ist einem besonderen Manuscripte von

Clebsch entnommen. Der Abschnitt über Collineationen im ternären

Gebiete (p. 250 — 264) bildete ursprünglich die Einleitung zu den oben

unter 2) genannten Vorträgen, Die Theorie der algebraischen Formen

habe ich, abweichend von der zeitlichen Aufeinanderfolge obiger Vor-

träge, vor die der algebraischen Curven gestellt, um mich in letzterer

gelegentlich der durch erstere gewonnenen Vorstellungen, Bezeichnungs-

weisen und Rechnungsmethoden bedienen zu können. Hinzugefügt

sind (p. 272 f.) in etwas modificirter Form die Untersuchungen über

die Darstellung invarianter Eigenschaften durch Verschwinden von

Functionalinvarianten und (p. 288 ff.) die Ableitung des vollständigen

Systems zweier ternären quadratischen Formen (nach einer Mit-

theilung des Herrn Gordan), ferner die Aufstellung der Invarianten-

relationen, durch welche die- besonderen Lagen zweier Kegelschnitte

gegen einander charakterisirt werden. Die Berechnung der Relationen

zwischen ihren verschiedenen quadratischen Covarianten dagegen ist

wieder den Vorträgen von Clebsch entnommen.

In der vierten Äbtheilung sind die ersten vier Abschnitte (p. 305

—372) eine Bearbeitung der ersten Hälfte der Vorlesung 2), an

einzelnen Stellen modificirt in Folge der voraufgeschickten Theorie

der algebraischen Formen, zum grösseren Theile aber wohl ohne

Kenntniss der letzteren verständlich. Es sind hinzugefügt die Sätze

von Nöther über die Gleichung /"=- Ag) -\- ßt (p- 338 ff.), die

mittelst symbolischer Rechnung geführten Beweise für das Verhalten

der Hesse'schen Curve in den singulären Funkten der Grundcurve

(p. 354), die directe Bestimmung der Wendetangenten der Steiner-
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sehen Curve (p. 365) und eine Erweiterung des Satzes über die Spitzen

der letzteren. Die Abschnitte über Systeme von Curven, über das

erweiterte Correspondenzprincip und über die eindeutige Abbildung

zweier Ebenen auf einander sind ihrem ganzen Umfange nach auf

Grund der betreffenden Originalaufsätze ausgearbeitet; nur die alge-

braische Behandlung der Elementarsysteme von Kegelschnitten (p. 393

— 395) ist einem Seminarvortrage von Clebsch aus dem Winter

1870/71 entnommen; über die Crenio na 'sehen Transformationen gab

derselbe eine kurze Uebersicht in seinen Vorlesungen über AbeTsclie

Functionen (Winter 1870/71) und über Raumgeometrie (Winter

1868/69). In den genannten Abschnitten wird man vielleicht, wenn
nicht in den Resultaten , doch in den Beweisen einiges Neue finden;

ich darf hier erwähnen: die Bestimmung des Verhaltens der Jacobi-

schen Curve in gemeinsamen Punkten der drei Grundcurven (p. 377),

die Beweise für die Sätze von Chasles und Cremona über Kegel-

schnittsysteme (p. 398 ff.), die algebraischen Erörterungen über

Zeuthen's Theorie der Curvensysteme (p. 419 ff.), die Berechnung

der Coincidenzcurve für die einfachsten Fälle der Correspondenz auf

einer Curve beliebigen Geschlechts (p.* 446 ff'.), die Untersuchungen

über Schaaren von Curven , welche dieselbe feste Curve berühren

(p. 454 ff.) und die Ableitung des BriH'schen Reciprocitätsgesetzes

für solche Schaaren mit Hülfe des erweiterten Correspondenzprincips.

Die fünfte Abtheiluny enthält in ihren ersten drei Abschnitten

die Fortsetzung der Vorlesung 2); hinzugefügt habe ich die Unter-

suchungen über Kegelschnitt -Netze und -Gewebe (p. 519 ff', nach
R OS an es) und die Bemerkungen über den Zusammenhang der

Grassmann'schen Erzeugungsweise mit der Chasles'schen. Die
Theorie der ternären cubischen Formen ist eine Darstellung des be-

treffenden Theiles von Vorlesung 3), doch über die Grenzen der

letzteren hinaus fortgeführt und durch- Einschaltung geometrischer

Ueberlegungen erweitert. Der sechste Abschnitt bildete seinem geo-

metrischen Inhalte nach den Schluss der Vorlesung 2). Die Abschnitte

über die Anwendung der elliptischen Functionen und über die Para-

meterdarstellung sind selbstständig von mir ausgearbeitet. Erstere

berührte Clebsch nur kurz am Schlüsse seiner Vorlesung über ellip-

tische Functionen (Sommer 1872); der letzteren ist die Einführung der

Hermite 'sehen H- Functionen direct entnommen (p. 627). Ich hebe
noch den Versuch hervor, gewisse algebraische Eliminationsaufgaben
durch Benutzung der Theilungsgleichungen für elliptische Functionen
zu lösen (p. 652 ff.).

Die sechste Abtheilung ist eine vollständig selbstständige Bearbei-
tung des in ihr gegebenen Stoffes; eine solche glaubte ich um so
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mehr untenjehmen zu dürfen, als der Zusammenhang der Theorie der

Abel'schen Functionen mit der Geometrie eine der schönsten Ent-

deckungen ist, welche wir Clebsch verdanken, und als diese An-

Wendungen in dem Werke von Clebsch und Gordan über Abel 'sehe

Functionen nur beiläufig berücksichtigt werden. Die rein alge-

braischen Untersuchungen sind zum Theile als Ergänzungen der

betreffenden Abschnitte in der vierten Abtheilung aufzufassen. Man
findet auch hier einige vielleicht neue Gesichtspunkte und Beweise;

ich nenne: die Darstellung des directen Beweises für die Erhaltung

des Geschlechts bei eindeutiger Transformation (p. 662 ff.), die Ab-

leitung der Brill'schen Formeln für simultane Correspondenzen auf

einer Curve (p. 720 ff.), die Zerlegung algebraischer Differentialaus-

drücke in Summen von Normaldifferentialen (p. 778 ff.), die Ableitung

des J a CO bi 'sehen Satzes und des AbeTschen Theorems aus ihm

(p. 818 ff.), die Erledigung des erweiterten Umkehrproblems für den

Fall p = 2 auf Grund Riemann 'scher Principien (p. 867 ff.) und

die Behandlung der Curveu vom Geschlechte Null (p. 889 ff.).

In der siebenten Abtheitung ist auf Grund des Schlusses der Vor-

lesung 3) und des oben erwähnten Manuscriptes von Clebsch die

Tlieorie der Connexe dargestellt; da letztere noch durchaus in ihren

Anfängen steht, ist die ganze Abtheilung mehr als Anhang zu be-

trachten. Hinzugefügt habe ich einige Abzahlungen auf p. 940 und

957, die Ableitung der Eigenschaften der durch F = und =
bezeichneten Curven (p. 969), die Beispiele für die Bestimmung von

Hauptcoincidenzcurven (p. 978 ff.), eine avisführlichere Behandlung des

Connexes (1, 1) auf Grund der im Texte genannten Aufsätze, die

allgemeinen Sätze über den Connex (1, n) und Godt's Untersuchun-

gen über den Connex (1, 2). Dem Manuscripte von Clebsch sind

insbesondere entnommen: Die Berechnung des coujugirten Connexes

eines Connexes (2, 2), die Bemerkungen über die Differentiale mehr-

facher algebraischen Integrale und die Entwicklung auf p. 977. Den

begrifflichen Entwicklungen über die Integration einer Differential-

gleichung, sowie der Behandlung der Lie 'sehen Berührungstrans-

formationen liegt ein schriftlicher Entwurf des Herrn Klein zu

Grunde, welchen mir derselbe gütigst zur Benutzung überliess.

Endlich muss ich hier noch einige Worte über die Liieralur-

nachweise anschliessen. Clebsch pflegte in seinen Vorträgen nur die

allerwichtigsten Originalaufsätze zu erwähnen, und demgemäss habe

ich mich in den betreffenden Theilen dieses Werkes auf nur kurze

historische Notizen beschränkt, die durchaus nicht den Anspruch auf

Vollständigkeit machen, die aber hinreichen werden, um den Leser

in die Literatur einzuführen. In den von mir selbstständiger bearbei-

teten Abschnitten dagegen hielt ich es für meine Pflicht, die benutzten
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Quellen vollständig anzugeben; und so musste in den Citaten hin-

sichtlich ihrer Vertheilung auf die letztgenannten und die ersteren Ab-

schnitte nothwendig eine gewisse Ungleichmässigkeit entstehen. Einige

derselben habe ich in den ,,Verbesserungen und Zusätzen" noch ver-

vollständigen können. Diese Verbesserungen wurden leider in grösserer

Zahl nöthig; manche derselben verdanke ich den gütigen Mittheilun-

gen der Herren Nöther, Wedekind und Zeuthen.
Dem Herrn Verleger bin ich für die Bereitwilligkeit, ipit welcher

derselbe meinen Wünschen stets entgegengekommen ist, in ausser-

ordentlicher Weise verpflichtet, um so mehr, als der seit October

1873 begonnene Druck in Folge der Entstehungsweise des Werkes,

und in letzterer Zeit durch störende Ortsveränderungen meinerseits,

wiederholt für längere Zeit unterbrochen werden musste.

Seedorf in Lauenburg, 10. Septb. 1876.

F. Lindemann.
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Erste Abtheilung.

Einleitende Betraclitungen. — Punktreihen und Strahlbüscliel.

I. Darstellung geometrisclier Oerter durch Gleicliungeii.

— Vorbereitende Aufgaben.

Die analytische Geometrie, mit der wir uns vorwiegend beschäftigen

werden, basirt auf der geregelten Benutzung gewisser einfacher

Hülfsmittel, durch welche es gelingt, geometrische Probleme in eine

algebraische Form einzukleiden, ja geradezu alle krummen Linien und
Flächen durch Gleichungen darzustellen. Diese Behandlungsweise der

Geometrie unterscheidet sich wesentlich von der Anwendung der Rech-

nung, wie sie z. B. in der Lehre von den Proportionen üblich ist.

Während letztere schon sehr alt ist, datirt die eigentliche analytische

Geometrie aus der Mitte des 17. Jahrhunderts: es ist Descartes, welcher

sich das ausserordentliche Verdienst erworben hat, die Wissenschaft

um die von uns bezeichnete Disciplin bereichert zu haben, um so für

alle Zeiten die Schranken" der alten Geometrie zu brechen. Durch
Einführung der sogenannten Coordinaten"^) schuf er ein Werkzeug,
durch welches, wie er sich ausdrückte, die Möglichkeit gegeben war,

eine jede geometrische Aufgabe zu lösen, d. h. für jede den Anzatz

zu machen, sie in bestimmter Weise zu formuliren. Und in der That
ist noch immer durch diese Form der Fragestelluno; der CharakterO TD

analytisch - geometrischer Untersuchungen bedingt, hauptsächlich auch

gegenüber den Methoden der neueren synthetischen Geometrie, die wir

später berühren werden.

Die Grundlage der analytischen Geometrie bildet demnach die

Auffindung eines Mittels, welches uns in den Stand setzt, jeden Punkt
der Ebene durch Zahlen zu charakterisiren ; und diese Aufgabe löst

sich einfach durch Analogie mit der Trigonometrie. In letzterer be-

stimmen wir jeden Punkt eines mit dem Halbmesser Eins beschriebenen

Kreises durch zwei Strecken, den sinus und den cosinus, welche stets

der Bedingung genügen müssen, dass die Summe ihrer Quadrate gleich

*) Das grundlegende Werk von Descartes erschien 1637 unter dem Titel:

Geometrie.

Clebsch, Vorlesungen.
'
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der Einheit ist. Lassen wir dagegen diese ßedingungsgleichung bei

Seite, so können wir ebenso jeden Punkt der Ebene durch zwei

Strecken charakterisiren : seinen Abstand von einer festen Geraden,

der Ordinale, und das Stück, welches auf dieser festen Geraden

von einem festen Punkte derselben aus gerechnet, durch den Fuss-

punkt der Ordinate abgeschnitten wird, die Abscisse. Lässt man dann

zwischen diesen beiden Grössen wieder die Bedingung bestehen, dass

die Summe ihrer Quadrate gleich der Einheit sei, so erhält man alle

Punkte eines mit dem Radius 1 um jenen festen Punkt beschriebenen

Kreises. Der augenscheinlichen Gleichberechtigung zwischen Ordinate

und Abscisse entsprechend nahm man später zwei in einem willkühr-

lich gewählten Punkte der Ebene, dem Anfangspunkte , sich senkrecht

durchschneidende Gerade als Coordinatenaxcn , und charakterisirte

einen Punkt durch seine Abstände von diesen Axen: seine Coordinaten.

In Folge dieser Festsetzungen gehört nun zwar zu jedem Punkte ein

bestimmtes Paar von Coordinaten; es ist aber nicht umgekehrt durch

Angabe zweier Coordinaten ein Punkt eindeutig bestimmt; sondern

es gibt je vier Punkte, deren Coordinaten dieselben Grössen sind, ent-

sprechend den vier Quadranten, in welche die Ebene durch die Coordi-

natenaxen getheilt wird. Es muss also noch ein Mittel hinzutreten,

diese vier Punkte zu trennen; und dies geschieht wieder analog, wie in

der Trigonometrie, durch Vorsetzen verschiedener Vorzeichen. Man
unterscheidet nämlich die beiden Erstreckungen jeder Coordinatenaxe

zu beiden Seiten des Anfangspunktes als die positive und die negative

und bezeichnet eine Coordinate als positiv oder negativ, jenachdem

j-ig 1
das betreffende Loth sich auf der

Seite der positiven oder der nega-

tiven Erstreckung der parallelen

Axe befindet. Die beiden Axen
unterscheidet man als A'- und F-Axe;

die von dem zu bestimmenden
''Jl Punkte aus auf sie gefällten Lothe

werden dann die Y- und JT- Coor-

dinate genannt und in der Regel

durch ij und x bezeichnet (vergl.

Fig. 1). Das somit aufgestellte

Coordinatensystem, in dem nun-
mehr jedes Coordinatenpaar einschliesslich des Vorzeichens nur einen

Punkt der Ebene definirt, wird in neuerer Zeit nur in den angewandten
Zweigen der Mathematik, besonders also in der Mechanik, noch aus-

schliesslich verwendet; für unsere rein geometrischen Speculationen
dagegen werden wir uns später eines allgemeineren Coordinatensystems
bedienen. Es ist überhaupt nicht schwer, eine unbegrenzte Reihe
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verschiedener Systeme der Art aufzustellen; es kommt nur darauf an,

für die jedesmal vorliegenden Probleme das möglichst passende zu

wählen.

An die hier gegebene Coordinatenbestimmung schliesst sich sofort

eine andere, in der ein Punkt nicht durch die beiden Grössen x und

y, sondern durch seine Entfernung r von einem festen Punkte, dem

Anfangspunkte , und den Winkel a dieser Strecke gegen eine durch

den Anfangspunkt gehende feste Gerade bestimmt wird. Dabei wird

man freilich r mit einem bestimmten Vorzeichen und a zwischen

und 360*^ nehmen müssen, wenn man will, dass zu jedem Punkte nur

ein Coordinatenpaar gehört. Der Uebergang von diesem sogenannten

Polarcooräinatensysteme zu unserem rechtwinkligen ist einfach gegeben;

es ist nämlich die Entfernung eines Punktes x, y vom Anfangspunkte

:

(1) r = ^a;2 + y^ .

und der Winkel dieser Linie gegen die X- Axe bestimmt durch

(2) r cos OL = x , r sin a = y , tang a = —
,

Gleichungen, welche uns die Coordinaten x, y durch die Polarcoor-

dinaten r, a ausdrücken lehren, und umgekehrt.

Welches Coordinatensystem wir aber auch wählen mögen, immer

sind zwei Grössen nöthig, um einen einzelnen Punkt zu bestimmen;

ist nur eine solche- Grösse, nur eine Bedingung für einen Punkt ge-

geben , so gibt es eine unendliche Anzahl von Punkten , die alle

dieser Bedingung genügen und in ihrer Gesammtheit einen geometri-

schen Ort, eine Cvrve, darstellen. Halten wir z. B. die Richtung a fest

und lassen die Entfernung r unbestimmt, so beschreibt der Punkt, dessen

Coordinaten der letzten Gleichung (2) genügen, eine Gerade, die durch

den Anfangspunkt geht; halten wir dagegen die Entfernung r fest

und lassen a unbestimmt, so stellt die Gleichung (1) einen Kreis dar,

dessen Mittelpunkt im Anfangspunkte liegt und dessen Radius gleich

r ist, es ist die Gleichung des Kreises, wie (2) die Gleichung einer

durch den Anfangspunkt gehenden geraden Linie. ' Ebenso stellen die

Gleichungen

x = 0, y = ,

wo das eine Mal y das andere Mal x unbestimmt bleibt, die Y- resp.

A''-Axe dar, während

X = a

die Gleichung einer in der Entfernung a zur F-Axe gezogenen Paral-

lelen ist.

Der Begriff des geometrischen Ortes, für welchen wir soeben einige

Beispiele betrachteten, ist für die analytische Geometrie fundamental:

das Studium dieser Oerter, d. h., für die Ebene, der Curven und ihrer
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Eigenschaften, können wir geradezu als Aufgabe derselben bezeiclmen.

Eine Curve wird also gebildet von allen Punkten, die nur einer Be-

dingung genügen, welche wir durch eine Beziehung zwischen ihren

Coordinaten gegeben denken. Der fundamentale Begriff des geome-

trischen Ortes fällt sonach zusammen mit dem Begriffe einer Glei-

chung zwischen den Coordinaten x, ?/; d. h. eine Gleichung

stellt eine Linie in der Ebene dar, und die Eintheilung der Curven

kommt zurück auf die der Gleichungen. Die heutige ' Geometrie der

Ebene beschränkt sich jedoch wesentlich auf die Untersuchung der

algebraischen Curven, d. h. derjenigen, in deren Gleichungen nur

positive und ganze Potenzen von x und ij vorkommen. So interessant

nämlich auch gewisse andere, transcendente Curven in ihren Eigen-

schaften sind, so wichtig dieselben auch für gewisse Anwendungen

erscheinen, so ist uns die wahre Natur der transcendenten Functionen

noch zu sehr verschlossen, als dass wir die durch sie darstellbaren

Curven in ihrem inneren Zusammenhange behandeln könnten, während

besonders durch neuere Untersuchungen in der Kenntniss der alge-

braischen Functionen wesentliche Fortschritte gemacht sind, so dass

hier der rein geometrischen Speculation ein weites, aber durch allge-

meine Principien übersichtliches Gebiet eröffnet ist.

Man theilt die algebraischen Curven zunächst ein nach ihrer

Ordnung, d. h. nach der grössten Anzahl von Factoren x oder ?/,

welche in der Gleichung der Curve mit einander multiplicirt vor-

kommen (höchste vorkommende Dimension). Bei dieser Abzahlung richten

wir zuvor die Gleichung durch passende Multiplication so ein, dass

eine ganze, rationale Function von x und y gleich Null gesetzt wird.

So ist also z. B. nach (1) der Kreis eine Curve der zweiten, nach (2)

die gerade Linie eine Curve von der ersten Ordnung. Die Curven

der ersten und zweiten Ordnung werden uns zunächst vorwiegend be-

schäftigen
; wir werden auf die Theorie derselben aber erst dann aus-

führlicher eingehen, nachdem wir im Folgenden durch einige vorbe-

bereitende Aufgaben mit den wichtigsten bei ihnen auftretenden

Gestalten bekannt geworden sind. Von ganz anderem, allgemeinerem

Gesichtspunkte werden wir später auf dieselben zurückkommen.

/. Es sind zwei Punkte (1 und 2) gegeben, es soll ihre Entfernung

(r) und die Richtung ihrer Verbindungslinie bestimmt icerden.

Wir unterscheiden die Coordinaten der beiden Punkte durch bei-

gefügte Indices; sie seien also x^, y, und x.^, y.^ Die Lösung der

Aufgabe folgt dann unmittelbar aus beistehender Fig. 2; es ist

r = y {x^ — XiY + (?/2 — tJi)'' ;

und zwar überzeugt man sich leicht, dass diese Formel ungeändert
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bleibt; wenn auch die beiden Punkte nicht, wie in der Zeichnung, in

dem positiven Quadranten des Coordinatensystems liegen.

Die Richtung der Strecke 1-2*) da-
*''^" ^•

gegen, d. h. ihr Winkel gegen die ^V-Axe

ist bestimmt durch:

also

0-2 -



Fig. 3.

r
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(1) ri + r2 = 2a,

jx.y} WO

:

rj = y{x — eY~-\^'tß

\—-^— j;
Diese Gleichung

Vy \- 1\ — 2 a =
können wir aber durch Multiplication mit geeigneten Factoren von
den in i\ und rj enthaltenen Irrationalitäten befreien. Multipliciren

wir nämlich zunächst mit

rj —r.^ — 2a,

so verschwindet die Irrationalität von r^
; die von i\ wird aufgehoben,

wenn wir weiter mit "^
'><^

{r,-r, + 2a){r,-^r,^2a)
multipliciren.

Wir setzen also an Stelle von (1) die Gleichung:

(2) \r, + r^ -2(1) {r, -r^~ 2a) (r, - r^ + 2a) {r, + r^ + 2«) = 0,

oder ausgerechnet:

(3) = 16«' - 8a^ (rj2 + ^.,2) + (rj2 _ ,.^2)2 _

Diese Gleichung ist aber nicht mehr die ursprüngliche, sondern
sie ist noch mit Factoren multiplicirt. Es kann daher die Frage ent-
stehen, ob "die neue Glei&hung auch stets die Bedingung der Auf-
gabe darstellt; und das ist in der That nicht immer der Fall. Der
durch die Gleichung (2) dargestellte geometrische Ort sagt nur aus,
dass das Product der vier Factoren Null ist, dass also einer von ihnen
verschwindet, Avobei aber keineswegs der erste Factor ausgezeichnet
ist; und nur seiji Verschwinden wird ja in unserer Aufgabe gefordert.
Der letzte Factor kann nicht verschwinden, da r^ und r^ wesentlich
positiv sind. Es ist also entweder

^'1 + r^ = 2a,

oder es verschwindet einer der beiden anderen Factoren, d. h. es ist:

^1 — r.^ == 2 a oder r^ — r^=2a ,

was nicht wesentlich verschieden ist. Unser- geometrischer Ort stellt also
eine Curve dar, bei der entweder die Summe oder die Differenz der Ent-
fernungen des beschreibenden Punktes von zwei festen Punkten constant,
= 2a, ist; und wir haben somit diese beiden Aufgaben gleichzeitig be-
handelt. Welcher dieser beiden Fälle eintritt, entscheidet sich aus dem
Grössenverhältnisse von 2a zu 2c mit Hülfe der Sätze über Summe und
Differenz zweier Seiten im Dreieck. Ist uämlicli a > e, so ist in dem
durch den beweglichen und die beiden festen Punkte bestimmten
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Dreieck 2 a nothwendig die Summe der Seiten, da ihre Differenz nicht

grösser, als die dritte sein darf; ist aber a < e, so kann 2a nur die

Differenz der beiden Entfernungen sein, da sonst die Summe zweier

Seiten kleiner, als die dritte wäre. Die Gleichung (3) stellt also eine

Curve dar, für deren Punkte die Summe oder Differenz der Abstände

von zwei festen Punkten constant ist, je nachdem « > ^ oder « < e ist.

Drücken wir r^ , r.^ wieder durch x, y und e aus, so Avird diese

Gleichung (3)

:

^'
_!_ ^JJL 1=0.

a^ ' a^ — e^

Ist hier a > e, so wird a~ — e"^ positiv, = 6% also:

eine Curve, die den Namen Ellipse führt. Im zweiten Falle, d. h. für

a < e, ist ß- — e^ negativ, = — IP-, und unsere Gleichung wird

:

eine Curve, welche man als Hyperbel zu bezeichnen pflegt. Was die

Gestalt beider Curven angeht, so erhellt aus ihren Gleichungen, welche

nur die Quadrate der Veränderlichen enthalten, sofort, dass immer 4

symmetrisch gegen die Coordinatenaxen liegende Punkte ihnen ge-

nüsren, d. h. 4 Punkte, deren Coordinaten sich nur durch die Vor-

zeichen unterscheiden. Jede der Curven besteht also aus vier con-

üTuenten Theilen, und wir brauchen dieselben nur in einem Quadranten

des Coordinatensystems zu untersuchen.

Bei der Ellipse sehen wir ferner, dass x nie grösser als a, y nie

grösser als b w^erden kann, dass also die Curve ganz im Endlichen

liegt, begrenzt von vier Geraden, die wir in den Abständen a und b

respective zur V- und X-Axe parallel zu ziehen haben. Punkt für

Punkt können wir die Ellipse auch einfach construiren, wenn wir die

Aehnlichkeit ihrer Gleichung mit der Identität:

cos^ (p -f- sin'^ cp = 1

beachten. Setzen wir nämlich

X = a cos cp

(6) / •

so wird die Gleichung* (4) unabhängig von cp erfüllt, und wir erhalten

alle Punkte der Curve, wenn wir g) von bis 27t variiren lassen.

Diese Darstellungsweise eines Punktes, bei welcher seine Coordinaten

von einer dritten Variabein, einefn Parameter, abhängig gemacht werden,

ist der Darstellung der von dem Punkte beschriebenen Curve durch

eine Gleichung völlig gleichberechtigt; die letztere ergiebt sich wieder

durch Elimination des Parameters. Diese neue Form, in der ein geome-
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irischer Ort hier auftritt, wird uns später sogar ein wichtio-es Hülfs-
mittel zur Eintheilung der Curven höherer Ordnung sein indem wir
dabei auf die Natur der Functionen, welche den Parameter mit den
Coordinaten verknüpfen, Gewicht legen.

Unsere Gleichungen (6) ergeben nun unmittelbar folgende Con-
struction für die Ellipse: wir beschreiben um den Anfangspunkt einen
Kreis mit dem Radius a, einen zweiten mit dem Radius h und ziehen

von aus einen unter beliebigem
Winkel g) gegen die A'-Axe geneigten.
Strahl; alsdann ist (vergl. Fig. 4):

OA = x = a cos (p

B C = y = b Bm (p ,

und also ist D ein Punkt der Ellipse,
~* und in dieser Weise ist die Curve nach

ihrer ganzen Erstreckung zu zeichnen.

Die Construction der Brennpunkte, d. h.

der beiden festen Punkte, von denen ans
wir ursprünglich zu der Ellipse geführt
wurden, ergibt sich aus der Relation

a- F-,

sie werden also durch einen mit dem Radius a um den Punkt E be-
schriebenen Kreis auf der A-Axe ausgeschnitten. Die Entfernung
e eines Brennpunktes vom Anfangspunkte wird ExcentvlcHät der Ellipse
genannl', verschwindet dieselbe, ist also a-^h, so geht die Gleichung
in die des Kreises

X- + y- = (C-

über. Die Grossen a und h werden bezüglich als grosse und kleine
halbe Axe der Ellipse bezeichnet.

Bei der Hyperbel haben wir ebenfalls vier congruente Theile; es
kann ferner, wie der Anblick der Gleichung zeigt, x nie kleiner als a
werden, während wir für das Wachsthum von y keine Grenze angeben
können. In dem Streifen, den wir erhalten, wenn wir zur J-Axe
im Abstände + a von ihr Parallele ziehen, befindet sich folglich kein
Punkt der Curve. Im Uebrigen wird x und y in Betreff der Grösse
nicht beschränkt; die Hyperbel erstreckt sich demnach ins Unendliche.

Um ihren Verlauf näher kennen zu lernen, ziehen wir durch den
Anfangspunkt, unter irgend einem Winkel cp gegen die A-Axe ge-
neigt, eine Linie und suchen die auf ihr befindlichen Punkte der Curve.
Bezeichnen wir die Entfernung eines solchen Punktes vom Anfan^rs-
punkte mit r, setzen also

X = r cos (p

y ^-= r sin cp
,
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SO ergibt die Gleicliimg der Curve (5) für ;• eine quadratische Gleichung

1

sm'* qp

und auf jedem solchen Strahle liegen also im Allgemeinen 2 Punkte.

Lassen wir cp von an wachsen, so Avird im Nenner das erste Glied

immer kleiner, das zweite immer grösser, d. h. r wächst von a an

constinuirlich und erreicht für

cos- (p sin^ qp

einen unendlich grossen Werth, während r für noch grössere Werthe

von cp imaginär wird. Nennen Avir diesen Winkel, der die Richtung

der unendlich fernen Punkte der Hyperbel gibt, a, so ist

fang a = -\ •

Es gibt somit zwei symmetrisch gegen die Coordinatenaxen liegende

Linien, denen sich die Curve unbegrenzt nähert, ohne sie jemals zu

erreichen, zwei Linien, Avelche aus diesem Grunde J'si/mplo/en der

Hyperbel genannt Averden. Ihr

geometrischer Zusammenhangmit
den beiden Brain'pimkten^ Avie wir

Avieder unsere festen Ausgangs-

l)unkte nennen, ergibt sich aus

der Gleichung:

mit deren Hülfe Avir die Asym-

ptoten einfach construiren kön-

nen (vergl. Fig. 5).

Nehmen wir a =^ b au, so erhalten Avir eine Curve, die gleich-

seitige Hijperbel, Avelche zu der Hyperbel in ähnlicher Beziehung steht,

Avie der Kreis zur Ellipse; sie ist besonders dadurch ausgezeichnet,

dass ihre beiden Asymptoten zu einander rechtAvinklig sind.

3. Es soll der geometrische Ort eines Pimktes

gefunden werden^ für tvelchen der Quotient sei-

ner Abstände von einem gegebenen festen Punkte

und einer gegebenen festen Geraden constanl ist.

Wir legen zunächst Avieder das Coordi-

natensystem so, dass die analytischen Ope-

rationen eine möglichst einfache Gestalt ge-

Avinnen: Zur X-Axe Avählen Avir die von

dem gegebenen Punkte auf die gegebene

Gerade gefällte Senkrechte, deren Länge p
sein möge; den Anfangspunkt nehmen wir,

Fig. 6.

>,yy

•y

X-p-i
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um gleichzeitig alle hier möglichen Fälle zu erhalten, zunächst noch
beliebig, etwa im Abstände a von der Geraden, an; für den constan-
ten Quotienten sei der Werth fn gegeben. Alsdann wird die Glei-
chung unseres geometrischen Ortes (vergl. Fig. G):

?• = ]/(x — p — af + 1/ = m {x — a)

,

oder, wenn wir das Wurzelzeichen fortschaffen:

= (nf- - 1) a;2 — 2 {{m' - l) a — p) x + ni'a^ — (p + ay — y\
eine Gleichung, welche in ihrer Ordnung mit der obigen für Ellipse
und Hyperbel übereinstimmt, auch, abgesehen von dem Gliede mit x,
ihnen ganz analog gebaut ist. Dies Glied aber lässt sich, wenn nicht
m = 1 ist, welchen Fall wir nachher behandeln werden, durch passende
Wahl von a herausschaffen. In der That brauchen wir nur

in^— 1

ZU setzen, um die Gleichung des Ortes in der uns bekannten Form

(1 — ;««)2'' r=V2^ •

zu erhalten: es ist die Gleichung der Ellipse für ;;? < 1, der Hyperbel
für m > \. Es folgt also:

ht ein Punkt und eine Gerade gegeben^ und ein ziveUer Punkt he-
ivegl sich so, dass der Ouotient seiner Abstände von jenem Punkte und
jener Geraden constant bleibt, so beschreibt der Punkt eine Ellipse, wenn
er immer dem gegebenen Punkte, eine Hyperbel, ivenn er immer der ge-
gebenen Geraden näher bleibt.

Wir sehen hier einen gewissen Punkt und eine gewisse Gerade
m enger Beziehung zu unseren beiden Curven zweiter Ordnung, und
eine kleine Rechnung wird zeigen, dass der Punkt einer der uns
schon bekannten Brennpunkte ist. Es sei zuerst )n < l (Ellipse)

;

dann sind die Quadrate der halben grossen und der halben kleinen
Axe gegeben durch

und es ist also:

oder:

'-1
Ferner ist die Entfernung des gegebenen festen Punktes vom

Anfangspunkte
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also gleich der Entfernung des Brennpunktes vom Anfangspunkte;

beide Punkte sind folglich identisch. Ebenso steht natürlich eine

zweite Gerade zu dem andern Brennpunkte in derselben Beziehung,

wie es die Symmetrie der Curve gegen die F-Axe erfordert; beide

Linien werden als Directrice^i der Ellipse bezeichnet. Die Berechnung

des Abstandes / einer solchen vom Mülelpunkte der FMipsc (d. h. dem

Anfangspunkte bei unserer Coordinatenbestimmung) führt zu einer

einfachen Construction der Directrix. Es ist nämlich

J2 = ßp^ folglich:

d. h. die halbe grosse Axe ist mittlere Proportionale zwischen der Excen-

triciiäl und der Entfernung der Directrix vom Mittelpunkte. Zur Con-

struction errichtet man also

(vergl. Fig. 7) in einem

Brennpunkte (1) ein Loth

auf der X-Axq, schneidet

dies in A mit einem um
mit dem Radius a beschrie-

benen Kreise, und errichtet

auf OA ein Loth, welches

in B den Schnittpunkt der

Directrix mit der .Y-Axe

bestimmt. Die zweite Linie

der Art ist parallel zu

dieser in gleicher Entfernung vom Mittelpunkte; beide nehmen die

Curve in ihre Mitte {C0 = OB).

Ganz ähnlich gestalten sich diese Verhältnisse bei der Hyperbel

{m> 1), nur liegen die Directricen hier in dem inneren Räume so,

dass sie die Curve ebenfalls nicht treffen. In der That, setzen wir,

um zur Hyperbel überzugehen, in den für die Ellipse geltenden Glei-

chungen — h"^ statt ^>2, so erhalten wir für den Abstand der Directrix

vom Anfangspunkte:

f=

die halbe grosse Axe ist also ivieder mittlere Proportionale zwischen der

Entfernung des Brennpunktes und der Entfernung der Directrix vom

Mittelpunkte, und daraus ergibt sich eine einfache Construction der

letzteren, ähnlich wie bei der Ellipse.

Es bleibt uns noch übrig, den Fall //^ = 1 zu untersuchen, wo
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also der bewegliche Piinkl von dem festen Punkte und der festen Geraden

(jleiclt weil entfernt bleibt. Unsere ursprüngliche Gleichung wird dann:

setzt man also

so geht sie über in:

a == p

2 '

= 2 px

,

ebenfalls eine Curve zweiter Ordnung, die Parabel, deren Gleichung

X nicht im Quadrate enthält. Ferner zeigt die Form der Gleichung,

dass X nie negativ werden kann; die

Curve liegt also ganz auf einer Seite der

Y-Axe und erstreckt sich auf dieser,

vom Anfangspunkte als Scheitel begin-

nend, in's Unendliche. Die Eigenschaft

der Parabel, von welcher wir ausgingen,

ergibt eine einfache Construction der-

^ selben : Man beschreibt um den festen

Punkt, den Brennpunkt der Parabel^ mit

beliebigem Radius (r) einen Kreis und
schneidet diesen mit einer Parallelen

zur y-Axe, welche von der festen Ge-

raden, der Direcirix der Parabel, um
die Länge jenes Radius entfernt ist:

die beiden Schnittpunkte sind dann Punkte der Curve (vergl. Fig. 8).

•/. Es soll der Flächeninhalt des durch drei gegebene Punkte be-

stimmten Preiecks berechnet iverden.

Nehmen wir zunächst den Anfangspunkt der Coordinaten als in
einem der Punkte gelegen an. Ziehen wir durch jeden der beiden
anderen (1 und 2) eine Parallele zur X- und F-Axe (vgl. Fig. 9), so

i"ig »• flieht man sofort, dass der Inhalt des fraglichen

durch

:

k^\ y 1
—

-i (^'i — ^'^2) (2/2 ~y\)

Dreiecks gegeben ist durch

/1

= k (^1 Vi — V^ ^^2) •

Ertheilen Avir nunmehr dem dritten Punkte
die Coordinaten x^, y^, so haben wir in diesem

- Ausdrucke nur x, — x^, x, — x, , ?/, — y,, y^ - y,
statt a-,

, x^, j/,, y., emzusetzen, wodurch wir erhaltene

^ = i [G-^i - ^-^^o) {y'z - 2/0) - (^2 - ^0) (yi - ^o)]

Der vor uns stehende Ausdruck ist wegen der Anordnung seiner Glie-
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der besonders beachtenswerth , es ist eine sogenannte Determinante.

Man versteht hierunter im Allgemeinen eine nach gewissem Gesetze

aufgebaute ; algebraische Combination einer quadratischen Anzahl von

Elementen; deren Natur am besten an Beispielen zu erläutern sein

wird. Das einfachste Beispiel liefert die zweigliedrige Determinante aus

vier Elementen:

ah' — h a
,

wofür man zur Abkürzung

schreibt; und auf diese werden alle mehrgliedrigen Determinanten

durch ein recurrirendes Verfahren zurückgeführt. Die nächst höhere

Stufe würde die aus Ele?nenten zu bildende dreigliedrige Determinante:

a
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Glieder vorkommen müssen. Doch wollen wir hier auf die allgemeine
Determinantentheorie nicht näher eingehen*), wir beschränken uns
auf die Angabe einiger Sätze, welche wir im Folgenden wiederholt
gebrauchen werden.

Zunächst bemerkt man, dass unsere Entwicklung der Determinante
sich nicht ändert, wenn wir obere und untere Indices vertauschen, d. h.

die Determinante behält denselben Werth, ivenn man Horizontal- und
Verticalreihcn vertauscht :

R
a,
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zusammeD stellen; wo z. B.

\a.. a..

a: =
a.. a.

A'" = ,1 , u. s. w.

Zufolge unserer Definition der Unterdeterminanten können wir R aus

ihnen erzeugen, indem ivir eine Reihe von Elementen resp. mit den Unier-

detenninanten der entsprechenden Reihe mullipliciren und diese Producte

addiren. Wir erhalten so, wenn wir nach den Horizontalreihen

ordnen

:

R = «; a; + «/' A," + a;" a;"

= «// a;, + a;; a;; + «,/" a,;"

=" ^w ^in "r ^111 -^111 ~r ^111 -^in J

oder wenn wir nach den Vertiealreihen ordnen:

R = a', a; + a,; A,; + a„; A„;

= «/' a;' 4- «,/' A,;' -{- a,,;' a,,';

= a'," a;" + a,;"A„" + a,,;" A,,;"

.

Für dreigliedrige Determinanten iLisst sich ein einfaches mechani-

sches Gesetz angeben, um die Bildung der Unterdeterminanten, und

somit die Entwicklung der Determinante seihst zu erleichtern; man
schreibe nämlich die ersten beiden Vertiealreihen noch einmal rechts

neben die Determinante, also:

a, a,
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Wenn in einer Determinante zwei parallele Reihen Glied fiir Glied
einander gleich sind, so verschivindet dieselbe; eine Vertauschuii<y der
beiden Reihen nämlich würde eine Vorzeichenänderung erfordern,
ohne dass die Determinante selbst doch verändert wird. Hieraus folo-t

unmittelbar: Multiplicirt man die Unterdeterminanten einer Reilic respeclive

mit den Elementen einer zu der entsprechenden Elementenreilie pqrallelen
Reihe, so ist die Summe der Productc stets Null. Also z. B.:

= a;A,; + a," A,;' + a;"A,;", oder:

Und als eine Folge dieses Satzes erscheint der folgende^ welcher zur
Berechnung einer Determinante oft von Wichtigkeit wird: Der Werth
einer Determinante wird nicht geändert, wenn man die Elemente einer
Reihe um ein Vielfaches der Elemente einer parallelen Reihe vermehrt
oder vermindert , d. h. es ist z. B,

a', + ma'/' a'/ a,'

= a,; 4- ma,;" a,',' a,;

\a„; 4- m a,,;" a,,," a„

Denn entwickelt man nach den Gliedern der ersten Verticalreihe
und ihren Unterdeterminanten, so liefern die mit 7n nmltiplicirten
Glieder einen verschwindenden Beitrag.

Eine der wichtigsten Anwendungen für die Deterrainantentheorie
bietet die Auflösung eines Systems von linearen Gleichungen, welche durch
sie in einfacher Weise ermöglicht wird. Wir beschränken uns auch
hier auf die Behandlung von drei linearen Gleichungen mit drei Un-
bekannten: x^, X.,, x^. Diese Gleichungen seien in der Form o-e-

gebeu

:

a; x^ + a^; X, + a,,; x.^ = tj'

a," X, + a,;' X, + a,,;' x, = g"

und wir setzen:

«/"a-, + a,;"x., + a,,;'\r. y

R =
a. a.

a. a.

Die Lösung obiger Gleichungen erhalten wir dann unmittelbar
in folgender Weise: wir multipliciren dieselben bezüglich mit den
Unterdeterminanten A',, A',', A,"' und addiren ; alsdann fallen nach
einem früheren Satze alle anderen Glieder fort, und es bleibt nur:

Rx,=^a;ij' -\- A;'y"J^ A;"y'\
Ebenso erhält man durch Multiplication mit A,;, A,", A,"' und
^///j ^///"; A,,,'" respective:
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Rx^== A,: y -^r A,;' y" J^ A,:" y"

^^3 = ^.nV + An','y" + A„;"y"\

und damit ist unsere Aufgabe gelöst. Die Bildung der rechts stehen-

den Ausdrücke geschieht demnach dadurch, dass man in R die Ele-
mente der ersten, zweiten, dritten Verticalreihe durch y ,

y" y"
ersetzt.

Ist insbesondere y' = und y" = gegeben, so haben wir:

X — ^- A '"

r =^— A '"

und daraus ergibt sich:

tn 1

eine Gleichung, welche unabhängig von dem Werthe von ij" besteht.

Sind uns demnach nur zwei homogene lineare Gleichungen mit drei

Unbekannten gegeben:

«; x^ + a,; x^ -f a„; x^ =
"

I
"

I
'" o

U> M VU< '
j" " ^ff vCty ' \" ^ftf *vq •

— '" \J •

so können wir diese selbst zwar nicht daraus bestimmen, wohl aber

ihre Verhältnisse; dieselben sind nach wie vor gleich den belr. Unter-

determinanten, wie man auch finden würde, wenn man die gegebenen

Gleichungen als zwei nicht homogene mit den Unbekannten — , —

ansehen wollte. Die Unterdeterminanten mit 3 oberen Indices hängen

ja auch nur von den in den beiden ersten Gleichungen vorkommenden
Constanten ab.

Verschwindet endlich auch y", so haben wir nach der Division

mit x-^ drei- Gleichungen mit zwei Unbekannten, die im Allgemeinen

nicht gleichzeitig zu befriedigen sein werden; sondern es muss, damit

sie zusammen bestehen können, den Coefficienten eine Bedingung auf-

erlegt werden: es muss eine gewisse Function derselben, ihre Resultante,

verschwinden, eine Gleichung, welche man aus den 3 Gleichungen

durch Elimination der Unbekannten erhält. Ist nämlich gegeben:

«/ x^ + a,; x^ + a„; 0:3 =
«/' x^ -f a," x.^ + a,,'; a^3 =

SO finden wir durch unsere allgemeine Lösung für Kneare Gleichungen

:

, i?.T, =0, ßiC2 = 0, Rx^ = ^ .

Clebsch, Vorlesungen. 2
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Es muss also entweder

tV4 —
'

•" «^9 JLft - • - \J

sein, eine Lösung, durch die alle homogenen Gleichungen unserer Art

selbstverständlich erfüllt sind, oder es muss die Gleichung

E =
bestehen; und diese ist das Resultat der Elimination der Unbekannten

aus den gegebenen Gleichungen. Ganz Analoges gilt für n Variable

und n-gliedrige Determinanten; wir haben:

Wenn n homogene lineare Gleichungen zusammen bestehen sollen, so

muss die Determinante ihrer Coe/ftcienten verschwindeil.

Aus der allgemeinen Lösung, welche wir für die 3 nicht homo-

genen Gleichungen fanden, indem wir die x durch die y ausdrückten,

müssen wir natürlich rückwärts die y wieder aus den x berechnen

können, und zwar durch ein ganz analoges Verfahren. Statt der

Determinante B werden wir dabei die aus den Unterdeterminanten J
zu bildende Determinante nöthig haben , nämlich

:

Af A, Af

// ' /l " A "'\
^in "tu ^ttt

1

die Determinante des adjungirten Systems'^ denn mit diesem Ausdrucke

bezeichnet man das System der Unterdeterminanten A gegenüber dem
der ursprünglichen Elemente a. Bezeichnen wir ferner die Unter-

determinanten von S durch obere und untere Indices, setzen also z. ß.

' ^^A " A

so erhalten wir als Auflösung die Gleichungen:

Sy = R {s; x^ -f- s,; x^ + s„; x.;)

Sy" = R {S'; X, + S,:' x, -f SJ X,)

Sy- = R {Srx, + S,rx, + S,rx,) .

Da diese wieder mit den ursprünglich gegebenen identisch sein müssen,

so folgt:

a, — s '
'> ^" "^

's " ' "'" ^^
S '" ' ^* ^'

Nun ist aber nach dem sogleich zu erwähnenden Multiplicationssatze

der Determinanten:

S = R-^,

und somit erhalten wir die Relationen:

s; = Ra;
, s,; = Ra,; , SJ = Ra„:

s;' = Ra,"
, s,;' = Ra,;' , s,,;' = /?«,,/'

sr = Rar, s,r = Ra,r , s„r = Ra,-

.
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Das soeben benutzte MultipUcationstheorem besteht aber in Folgendem:
Sind zwei Determinanten mit den Elementen a und h gegeben, so ist

ihr Product:

«;
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das Aggregat der anderen Factoren dann nichts anderes, als die Deter-

minante der b in entwickelter Gestalt ist, sieht man am einfachsten,

wenn man insbesondere setzt:

a; = 1 «/' = «;" =
a,; =0 <' =1 a,;" =0
a„; = a,,;' = a,,;" = 1 .

Dadurch wird die Determinante der a gleich der Einheit und obige

grosse Determinante geht direct in die der b über, womit unser Mul-

tiplicationssatz bewiesen ist. —
Setzen wir nun, um das Theorem zum Beweise der obigen Be-

hauptung zu verwerthen, für die Elemente b die Unterdeterminanten A
von R, so erhalten wir:

\B Ol

B. S=^ R O] = ß3;

r\

denn alle anderen Glieder der resultirenden Determinante verschwinden

nach einem früheren Satze, und somit folgt in der That:

S=RK

II. Die Curve erster Ordnung: die gerade Linie.

Wir kehren nunmehr zu dem Ausdrucke zurück, welchen wir für

den Flächeninhalt eines durch 3 Ecken gegebenen Dreiecks gefunden
hatten, und erkennen, dass er sich in der That in Form einer Deter-

minante schreiben lässt. Es ist nämlich:

Xn Vn 1

1 X, Vi ^viVt ^1^0 "^iVv •

Die Bedingung nun, dass der Inhalt des Dreiecks verschwinde,

ist offenbar identisch mit der anderen, dass die drei gegebenen Punkte
in einer geraden Linie liegen. Lassen wir daher den Punkt x^, y^
unbestimmt, so wird uns das Verschwindeil der Determinante die Glei-

chung der durch die Punkte 1 und 2 bestimmten Geraden geben, nämlich

:

X y \

(1)

y

Vi

=

sie ist wieder vom ersten Grade, wie die oben in anderer Weise ge-
wonnene Form. Dass die Linie durch die gegebenen Punkte geht,
erhellt sofort aus einem der obigen Determinantensätze, wenn man
die Coordinaten derselben für x und y einsetzt.
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Statt durch zwei beliebige Punkte können wir die Gerade auch

durch die Strecken a, h bestimmen, welche sie auf den Coordinaten-

axen vom Anfangspunkte aus abschneidet; wir haben zu dem Zwecke

die Coordinaten ihrer Schnittpunkte mit diesen Axen a, und 0, b

in (1) einzusetzen ; wodurch wir erhalten:

== ab — bx — ay
,

1=0,

eine Gleichung, welche für die Theorie der Geraden und insbesondere

für unsere späteren allgemeineren Erörterungen von hoher Bedeutung

ist. Indem wir nämlich die Gleichung einer jeden Geraden auf diese

Form bringen können, sind uns bei jeder auch sofort ihre Abschnitte

auf den Axen gegeben. Die Gleichung (1) z. B. in dieser Weise um-

geformt, ergibt:

-\
1 1=0.
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die Grösse m als Parameter auffassen, d. h. ihr successive alle mög-

lichen Werthe beilegen: eine Darstellung eines Systems von Geraden,

wie wir sie in der Folge öfter anwenden werden. Ist m = 0, so er-

halten wir hieraus die durch den Anfangspunkt gehende Gerade,

welche nunmehr durch die Richtung des Parallelensystems völlig

bestimmt ist.

Zur Feststellung dieser Richtung können wir uns natürlich auch,

wie früher schon einmal, statt der Abschnitte a, h des von der Linie

mit der J'-Axe gebildeten Winkels bedienen, den wir mit a bezeichnen

wollen. Es kommt dies darauf hieraus, dass wir die Coordinaten eines

zweiten, der Geraden angehörigen Punktes angeben, nämlich des

unendlich fernen Punktes , in welchem sich alle Parallellinien der

betr. Richtung schneiden. Diese Coordinaten sind aber r cos a und

r sin a für r = oo, wenn r den Abstand des Punktes vom Anfangs-

punkte bedeutet; also nur ihr Verhältniss hat einen endlichen Werth.

Setzen wir diese Werthe in die Gleichung (1) für x^, y^ ein, dividiren

durch r und nehmen dann r unendlich gross, so erhalten wir:

X y 1

(3) a^i ?/i
1 =0,

cos « sin a.

oder entwickelt:

(4) {x — x^ sin a — (j/
—

?/
J cos a = :

unsere erste Form für die Gleichung einer Geraden, die wir in die

beiden anderen:

,_. X = X, -4- r cos a
(5) '

y = i/i -\- r sm a

zerlegt hatten, wo r ein Parameter ist (p. 5).

Die Gleichungen (1) bis (5) geben uns die verschiedenen Formen,
in denen die Gleichung einer Geraden je nach der Wahl ihrer Be-

stimmungsstücke aufzutreten pflegt. Ihnen allen gemeinsam ist die

Dimension, in welcher die Variabein vorkommen; alle sind von der

ersten Ordnung, und es drängt sich daher die Frage auf, ob auch

jede Gleichung erster Ordnung uns eine Gerade darstellt. Wir werden
sehen, dass dies in der That der Fall ist. Hat man nämlich die all-

gemeinste Form einer linearen Gleichung:

(6) Ax-\- By -{-C = 0,

so kann man dieselbe auch in folgender Weise schreiben:

y+ -S-i = o,

A B
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und dies ist nach (2) die Gleichung einer Geraden, welche auf den
c c

Coordinatenaxen bezüglich die Stücke ^ und — ^r abschneidet: also:° A B ^

Jede Gleichung ersten Grades zwischen x und y stellt eine gerade

Linie dar.

Soll die durch unsere allgemeine Form (6) dargestellte Gerade

insbesondere durch den Anfangspunkt gehen, so haben wir

C =
zu setzen; soll sie zur X- oder F- Achse parallel sein, so müssen wir

A^ respective B verschwinden lassen. —
Während wir bisher zwei Punkte zur Bestimmung einer Geraden

benutzten, sei es, dass dieselben beliebig waren, oder besondere Lagen

hatten (z. B. auf den Axen, oder im Unendlichen), können wir eine

gerade Linie auch durch zwei andere Stücke charakterisiren. Auf eine

besonders wichtige Gleichungsform werden wir noch geführt, wenn

wir dazu den Jbsta?id p der Geraden vom Anfangspunkte und die Rich-

tung ihrer Normalen^ d. h. deren Winkel a gegen die ^-Axe wählen.

Die Abschnitte auf den Axen sind dann, wie man leicht aus einer

Figur ersieht:

und somit ist nach (2) die Gleichung der Geraden:

(7) X cos a -\- y ^\n a — j9 = 0,

die sogenannte Hess e'^cÄe iVorm«//brOT*), deren weitere Bedeutung wir

sogleich an einem Beispiele erkennen werden.

Die Vergleichung dieser Form mit der allgemeinen Form (6)

legt die Frage nach Zurückführung der einen auf die andere nahe.

Die Gleichung (7) ist aber besonders dadurch charakterisirt, dass die

Quadratsumme der beiden ersten Coefficienten gleich der Einheit ist;

wir werden daher (6) mit einem solchen Factoi: multipliciren , dass

dies auch hier der Fall ist, d. h. mit ., ^= , wo das Vorzeichen

der Wurzel so zu wählen ist, dass das letzte Glied (wie in (7))

negativ wird. Hieraus ergeben sich für die verlangte Umformung die

Gleichungen

:

(8) cos a = —
,, — , sm a = — -—rzr:,^-^^

,

(9) p=---;^^=.

*) Vgl. hier, wie für diesen ganzen Abschnitt; Hesse, Vorlesungen aus der

analytischen Geometrie der geraden Linie, des Punktes und des Kreises in der

Ebene. Leipzig 1865.
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Je nach der Natur eines gestellten Problems werden wir nun
eme der jetzt entwickelten Gleichungsformen der geraden Linie be-
nutzen, um die Lösung möglichst einfach zu erhalten; ^im^^ Aufgalen
werden uns dies erkennen lassen:

1. Es soll der Abstand eines Punktes (x„ y^) von einer Geraden
gefunden tcerden; die letztere sei in der Normalform (7) cregeben Ist
dann P die gesuchte Entfernung, so ist ist die Gleichung'' einer durch
den gegebenen Punkt gehenden Parallelen zu der Geraden:

X coB a -\- y sin a — p — P=Q
wenn wir voraussetzen, dass der Punkt auf der dem Anfangspunkte
abgewandten Seite der Linie liegt. Da die Gerade aber durch ihn
gehen soll, so folgt:

a:o cos « -f ?/^ sin « — p — />= ,

also

:

/• = 0^0 cos « -f- y^ sin a — p.
Das Resultat können wir folgendermassen aussprechen-

^^enn man in die Normalform der Gleichung einer Geraden die
Coo'^dinaten eines beliebigen Punktes einsetzt, so gibt die linke Seite den
Abstand des Punktes von der Geraden an, und zwar unmittelbar, wenn
der Punkt auf der dem Anfangspunkte abgewandten Seite der Geraden
liegt; sonst ist das Vorzeichen zu ändern.. Letzteres wird nur unbe
stimmt, wenn die Linie durch den Anfangspunkt geht, (d h p = Q^
weil dann die Richtung der Normale zweideutig wird.

Ist die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form gegeben
so hat man, um den Abstand zu finden, wieder durch die Wurzel ausder Quadratsumme der ersten Coefficienten zu dividiren und die Coor-dmaten des Punktes einzusetzen; man erhält also:

2. Es sollen die Coordinaten des Schnittpunktes zweier Geraden
bestimmt tcerden. Die Gleichungen derselben seien:

Ax -\- By -^ C={)
A'x + B'y + <7'=

,

aus ihnen haben wir x und y zu berechnen. Um dem Resultate eine
symmetrische lorm zu geben, werden wir die Gleichungen homogen
schreiben; wir fügen daher dem dritten Coefficienten noch einen
l-actor, den wir gleich der Einheit setzen, hinzu:

Ax'-^ By J^ C '1 =
A'x-\- B'y ^C' '1=0,

und berechnen nunuiehr hieraus die Verhältnisse von x, y, 1 Eswird dann: > y
>

^' ^^



Einleitende Betrachtungen. — Punktreihen und Strahlbüschel. 25

x:t/ :l = BC' — CB' : CA' — AC : AB' — BA',

also:

^^ BC — CB' CA' — AC
^~AB'-^BA'^ y ~ AR'— BA''

Verschwindet der Nenner, so können nicht beide Zähler verschwinden,

denn sonst wären die gegebenen Gleichungen identisch; daher liegt

dann der Schnittpunkt im Unendlichen: die Linien sind parallel. Bie

Bedingung des Parallelismus ist also:

AB' — BA' = 0.

3. Es soll die Gleichung einer durch zivei gegebene Punkte gehenden

Geraden gefunden iverden. Wir können dieselbe nach der ersten Form
(1) unserer Gleichungen sofort hinschreiben; sie mag aber noch einmal

in anderer Weise abgeleitet werden, um ein Beispiel zu geben, wie

das Homogenmacheu der Gleichungen durch Hinzufügen eines gleich

der Einheit gesetzten Factors den Eliminationsprocess erleichtert. Die

Gleichung der Geraden ist die Bedingung, dass ein beweglicher Punkt

(x, y) mit den beiden festen {x^, y^ und {x^, y^) auf derselben

Geraden liege. Es müssen also zugleich die Gleichungen bestehen:

Ax -{- By + C- 1 =
Ax^ + By^-\- C '1 =
Ax, + By,-i-C- 1 = 0,

daher erhalten wir durch Elimination von A, B, C wieder:

jx y 1|

U)c^ y^ 1| = .

Wir können diese Gleichung nun umgekehrt benutzen, um den

Inhalt des von drei Punkten gebildeten Dreiecks zu linden, wovon
wir ursprünglich ausgingen: wir fällen von dem einem Eckpunkte

i^oy !/o) ^uf die Verbindungslinie der beiden andern, deren Länge r

sei, ein Loth h, so ist der gesuchte Inhalt:

^ = ^rh,

wo r = l/{Xi— x^y + {y, — y^f .

Das Loth h aber bestimmt sich nach Früherem, indem wir unsere

Gleichung der Geraden auf die Normalform bringen und die Coor-

dinaten x^, y^ einsetzen; es ist also:

l'^'ü
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und daher^ wie oben:

4. ^5 50// <?er von zwei geraden Linien eingeschlossene Winkel v

bestimmt werden. Sind beide Gerade in der Normalform gegeben:

X cos ß -\- y sm ß — p =0
X cos ß' -\- y Bva. ß' — ^ :=

so sind ß, ß' die Winkel ihrer Normalen mit der Z-Axe; diese

schliessen aber denselben Winkel ein, wie die gegebenen Linien, und

es ist daher:

v==ß'-^.

Wie sich dieser Winkel aus den Coefficienten der allgemeinen Form
berechnet, folgt unmittelbar aus den Gleichungen (8) ; es wird nämlich

:

AB' — BÄ
sin V = sin (ß' — ß)

cos V cos iß' -ß) = -~^

yA^ -\- B^ .y Ä^ -{- B'^

AÄ-\-BB'

yA^ + ip~. y^i^B"^ *

Für den Parallelismus beider Linien (sin'y = 0) folgt also wieder

AB' ~ BA' = ,

während sie zu einander senkrecht sind (cos y = 0), wenn:

AA'-\-BB' = 0.

5. Diese Bemerkungen erlauben uns, die Gleichung einer Geraden

anzugehen, welche durch einen Punkt (x^, y^) parallel oder senkrecht zu

einer gegebenen gezogen iverden kann. Diese - letztere sei:

Ax-\- By -[- C = ,

dann müssen im ersten Falle die Gleichungen zusammen bestehen:

A'x -\- B'y + C" =
A'x,-\-B'y,^C' = ^

A' B —B'Ä =0,
also durch Elimination von A', B\ C wird die Gleichung der ge-

suchten Parallelen:

oder:

X
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Um die Normale zu linden, haben wir in der dritten Bedingungs-

gleichung nur B mit A und A mit — B zw. vertauschen, wodurch

wir erhalten:

B {x — a'o) — A {y — y^) = 0.

III. Liniencoordinaten. Punktreihen und Strahlbiiscliel.

Bei unsern bisherigen Betrachtungen war ein Punkt stets durch

zwei von einander unabhängige Stücke (seine Coordinaten) bestimmt;

ebenso aber auch die Gerade, sei es, dass wir sie durch ihre Abschnitte

auf den Coordinatenaxen oder durch ihre Entfernung vom Anfangs-

punkte und die Richtung ihrer Normalen gegeben annahmen.

Ist für den Punkt nur eine Bedingung gegeben, so kann derselbe

noch unendlich viele Lagen annehmen : er beschreibt bei seiner Bewe-

gung eine Curve, und auf diesen Ortsbegriff gründeten sich unsere

obigen Untersuchungen. Ebenso bei der Geraden: wenn zwischen

ihren Bestimmungsstücken eine Gleichung gegeben ist, so gibt es

noch unendlich viele Geraden, die derselben genügen; als geometri-

schen Ort derselben fassen wir die Curve auf, welche von der Geraden

in allen ihren Lagen berührt wird. Wir können somit jede Curve in

verschiedener Weise entstanden denken, einerseits als beschrieben durch

unendlich viele Lagen eines Punktes, anderseits als umhüllt (vgl. z. B.

unten Fig. 13, j) durch unendlich viele Lagen einer Geraden. Je

zwei unendlich benachbarte Geraden dieses Systems (Tangenten der

Curve) schneiden sich dann auf der Curve, so dass bei letzterer An-

schauung die Curve als Punktgebilde entsteht durch die Aufeinander-

folge der Schnittpunkte benachbarter Tangenten. Umgekehrt ist die

Tangente einer Curve in Punktcoordinaten definirt als die Verbin-

dungslinie zweier benachbarter Punkte der Curve. Um dieser dop-

pelten Erzeugungsweise ebener geometrischer Gebilde auch einen

analytischen Ausdruck zu geben, um eine Curve als Enveloppe ihrer

Tangenten durch eine Gleichung darzustellen, müssen wir die beiden

Bestimmungsstücke einer Geraden ebenso als veränderlich betrachten,

wie bisher die Coordinaten eines Punktes; wir sprechen daher eben-

sowohl von den Coordinaten einer geraden Linie, als von denen eines

Punktes: eine Gleichung zwischen den letzteren stellt eine Curve als

Ort ihrer Punkte, eine solche zwischen den ersteren als Enveloppe

ihrer Tangenten dar. Welche Bestimmungsstücke der Geraden man
dabei benutzen will, ist zunächst gleichgültig, aber unsere weiteren

Betrachtungen werden die folgende Wahl als die zweckmässigste er-

scheinen lassen:

Wir verstehen unter den Coordinaten u, v einer Geraden die nega-
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tiven reciproken Werthe ihrer Abschnitte auf den Coordinatenaxen; es

ist also nach unserer obigen Bezeichnung

:

.

1 1

a ' h

Die Einführung gerade dieser Bestimmungsstücke der Geraden

hängt mit einem der wichtigsten Principien der analytischen Geome-

trie zusammen, dem Principe der Dualität*), zu welchem jene doppelte

Auffassung der Curven hinführt. Zuvörderst: es gibt doppelt unend-

lich viele**) Punkte und doppelt unendlich viele Gerade in der Ebene;

sieht man dann einmal die Punkte, einmal die Geraden derselben als

die Grundelemente an, aus denen man die zu betrachtenden Gebilde

erzeugt, so zeigt sich auch im Einzelnen eine gewisse Gleichartigkeit

beider Anschauungen. Zwischen beiden Entwicklungen der Geometrie,

der nach der Geraden und der nach dem Punkte, besteht aber neben

der Analogie auch bis ins Einzelne eine vollständige Wechselbe-

ziehung. Dieselbe findet ihren Ausdruck in Folgendem: gehen wir voju

Punkte aus, so entsteht die Gerade durch Verbindung zweier Punkte;

gehen wir von der Geraden aus, so entsteht der Punkt durch den

Schnitt zweier Geraden. Der einfachste geometrische Ort für den

Punkt ist die Gerade, beschrieben von dem sie durchlaufenden Punkte,

für die Gerade der Punkt, den sie bei einer Drehung um ihn umhüllt.

'

Durch Bewegung eines Punktes jedoch können wir keinen Punkt,

durch Bewegung einer Geraden keine Gerade erzeugen. Alle diese

Relationen fassen wir in dem Principe der Dualität zusammen; dasselbe

sagt uns, dass gewisse Sätze, welche für Punktgebilde gelten, sich auf

Liniengcbilde übertragen lassen; diese Uebertragung gibt die Verbindung

zweier Punkte und den Schnitt zweier Geraden, sowie für alle Construc-

tionen, die sich aus solchen Operationen zusammensetzen lassen, sie gilt

nicht mehr, wenn andere Hülfsmittel verwandt werden, also z. B.

nicht, sobald eine Massbestimmung in die Aufgabe eintritt. Aber

deshalb ist das Princip keineswegs als ein beschränktes aufzufassen;

*) Auf dieses Princip wurden zuerst Poncelet (Traite des propriätes projeetives

des figures; 1822) und Gergonne (Sur la theorie des surfaces reciproques; Annales

de mathematiques, VIII, 1817— 18, Crelle's Journal Bd. IV.), ausgehend von der

unten zu besprechenden Polarentheorie bei Kegelschnitten
,
geführt. Unabhängig

von der Kegelschnitttheorie wurde dasselbe aufgestellt von Gergonne und Möbius
(Barycentrischer Calcul, 1827); die Coordinaten der Geraden benutzte zuerst

Plücker (Crelle's Jojimal Bd. 5, 1829 und Analytisch - geometrische Entwicklungen

2. Bd., 1831). In iVankreich wurde dasselbe beinahe gleichzeitig von Chasles
entwickelt: Aper9u historique sur l'origine et le developpement des methodes en

geometrie, 1837.

**) Mit einer solchen Ausdrucksweise ist gemeint, dass der Punkt und die

Gerade von je zwei Bestimmungsstücken abhängen, deren jedes unabhängig vom
andern alle möglichen Werthe. durchlaufen kann.
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wir werden vielmehr Mittel kennen lernen, auch solche metrische

Relationen auf jene einfachsten zurückzuführen. —
Führen wir nunmehr die Coordinaten der Geraden in ihre Glei-

chung ein, so wird dieselbe:

(1) ux -{- vy -\- 1 = 0.

Die Bedeutung dieser Gleichung können wir jetzt besser so aus-

drücken, dass sie die vereinigte Lage des Punktes x, y mit der Geraden

Uj V anzeigt, d. h. die Lage, bei welcher der Punkt auf der Geraden

liegt, die Gerade durch den Punkt geht, wobei wir dann nach Be-

lieben die Coordinaten des Punktes oder die der Geraden als ver-

änderlich denken. Im ersteren Falle haben wir in (1) die • Gleichung

einer Geraden, im andern die Gleichung eines Punktes vor uns, d. h.

die Bedingung, welcher die Coordinaten einer Geraden genügen

müssen, damit dieselbe durch einen gegebenen Punkt {x, y) geht. Die

Gleichung ändert ihre Form nicht, wenn man u, v mit x, y vertauscht;

durch passende Wahl der Coordinaten einer Geraden hat man also

erreicht, dass in der Gleichung, welche die vereinigte Lage des Grund-

elementes der einen und des Grundelementes der andern Anschauung

angibt, diese Grundelemente symmetrisch auftreten.*) Der Punkt nimmt

somit in der Geometrie der Geraden dieselbe Stelle ein, wie die Ge-

rade in der Geometrie des Punktes:

Eine lineare Gleichung in
\

Eine lineare Gleichung in

Punktcoordinaten x, y stellt eine
\

Liniencoordinaten u , v stellt einen

gerade Linie dar, Punkt dar.

In der Gleichung (1) waren jedesmal die constanten Coefficienten

zugleich die Coordinaten des durch sie dargestellten Gebildes; legen

wir dagegen eine allgemeine lineare Gleichung zu Grunde:

Gleichung des Punktes

Au-\- Bv + C==0 ,

Coordinaten des Punktes:

_A _B
X — ^ , y — Q

)

eine Reciprocität, welche nicht stattfinden würde, wenn wir direct die

Abschnitte auf den Axen als Coordinaten der Geraden genommen

hätten.

Versuchen wir nunmehr die in der Theorie der geraden Linie
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gefundenen Sätze dualistisch auf die des Punktes zu übertragen, so

gelingt dies nur mit einer der dort gelösten Aufgaben.

Es seien nämlich gegeben:

zwei Punkte

dann ist die Gleichung

ih?'er Verbindungslinie

:

X y l

(3) ^0 «/o 1=0
2/1 1

zwei Gerade

ihres Schnittpunktes:

u V \

Wo y,) 1=0.
U, V, 1

Das analytische Resultat und die dazu führenden Operationen
sind also in beiden Fällen dieselben, nur die Bedeutung der Variabein

ist eine* andere. Die übrigen Formen der Gleichung der Geraden
können wir hier nicht unmittelbar umformen, da dieselben von
Winkel- und Streckengrössen abhängen. Wir wollen indess die sich

daran schliessenden Aufgaben mit Hülfe der Gleichungen (2) in ihrer

Abhängigkeit von den Coordinaten der betreffenden Linien darstellen,

um so Beispiele für den Gebrauch von Liniencoordinaten zu haben.

Es wird nämlich der Abstand eines Punktes von einer Geraden:

(4)
ux -\- vy -\- 1

der von zwei Geraden eingeschlossene Winkel:

arc cos
K«o'' + V K«,« -f V '

die Bedingung des Parallelismus:

«1 Vfl
— y, Wo =

und die Bedingung des Senkrechtstehens:

WoWi + Vo«'i
= 0.

Der Ausdruck für r gibt uns ein einfaches Beispiel zur Darstel-
lung einer Curve als Enveloppe ihrer Tangenten, wenn wir u und v

als variabel betrachten, a;, y und r dagegen als constant; dann stellt

nämlich (4) die Bedingung dar, dass eine Linie (m, v) von einem
festen Punkte (x, y) die constante Entfernung r habe. Die Gesammt-
heit dieser Geraden umhüllt aber bekanntlich einen Kreis mit dem
Radius rund dem Mittelpunkte (x, y); legen wir letzterem, wie schon
früher, die Coordinaten a, b bei, so wird also die Gleichung des Kreises
in Liniencoordinaten, d. h. die Bedingung, welcher alle seine Tangenten
genügen müssen:
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während die Gleichung desselben Kreises in Punktcoordinaten ist:

(^ _ af +{t/- by = r\

Beide sind vom zweiten Grade, die letztere trägt aber einen wesent-

lich anderen Charakter, als die Gleichung in Liniencoordinaten, was

wieder in den metrischen Eigenschaften des Kreises seinen Grund hat.

In ähnlicher Weise gibt es für jede Curve zwei Darstellungsweisen:

ihre Gleichung in Punktcoordinaten:

f{x,y)=0,
und ihre Gleichung in Liniencoordinaten

:

(p (uy v) =0;
und zwar sind beide Gleichungen im Allgemeinen verschieden, sowohl,

wie beim Kreise, hinsichtlich ihrer Form, als auch hinsichtlich des

Grades in Bezug auf die Variabein. Daraus ergibt sich eine zwie-

fache Eintheilung der algebraischen Curven, einmal nach dem Grade

ihrer Gleichung in Punktcoordinaten, das andere Mal nach dem ihrer

Gleichung in Liniencoordinaten, und zwar

nennt man die höchste Bimension,

in ivelcher die Fariabeln x, y in

der Gleichung in Punktcoordinaten

vorkommen, die Ordnung der Curve.

Die Curven erster Ordnung sind

nennt man die höchste Dimension,

in welcher die Variabein u, v in

der Gleichung in Liniencoordinaten

vorkommen, die Klasse der Curve.

Die Curven erster Klasse sind

also Gerade; eine Curve erster
|

also Punkte; eine Curve erster

Ordnung ist daher nie als Klassen- Klasse ist daher nie als Ordnungs-

curve darstellbar; die Gerade stellt
j

curve darstellbar; der Punkt stellt

sich in Punktcoordinaten durch sich in Liniencoordinaten durch

eine, in Liniencoordinaten durch 1 eine, in Punktcoordinaten durch

zwe'i Gleichungen dar.
|

zwei Gleichungen dar.

— Die fundamentale Bedeutung des hier entwickelten Princips

wird sogleich in den folgenden Betrachtungen hervortreten, welche

von um so grösserer Wichtigkeit werden, als sie den Zusammenhang der

neueren synthetischen und analytischen Geometrie zu vermitteln be-

stimmt sind. Wir untersuchen nämlich zunächst Beziehungen zwi-

schen verschiedenen Punkten auf einer Geraden und entsprechend

zwischen verschiedenen Strahlen durch einen Punkt: wir beschränken

•uns so zu sagen auf die Geometrie auf einer Geraden und die in

einem Punkte. Wir lösen dabei die Gerade in die Reihe von Punkten

auf, welche auf ihr liegen, den Punkt in die Schaar von Geraden,

welche sich in ihm schneiden, und bezeichnen in dieser Auffassung

die Gesammtheit der Punkte auf einer Geraden als Punktreihe, die der

Geraden durch einen Punkt als Strahlbüschel. Es ist dann unsere
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Aufgabe^ jeden Punkt einer Reihe, d. h. , welcher mit zwei gegebenen

auf einer Geraden liegt, individuell darzustellen, ebenso jeden Strahl

eines Büschels, d. h. welcher mit zwei gegebenen Strahlen durch

einen Punkt geht., Die erstere dieser Aufgaben wurde schon oben

gelöst, indem wir die Punkte einer Reihe darstellten durch die Glei-

chungen (vgl. p. 5):

X == Xq -\- r cos a

y = yo + r sin a ;

in ihnen ist die Punktreihe, wenn r einen Parameter bedeutet, durch

einen Punkt (x^, ?/„) und ihre Richtung '(d. h. einen unendlich fernen

Punkt) bestimmt. Analog wollen wir nun allgemein jeden Punkt der

Reihe durch zwei feste Punkte derselben mit Hülfe eines Parameters

ausdrücken. Die Gleichung einer Geraden durch die Punkte 0, 1 war

:

= 0,

dieselbe wird nach einem bekannten Determinantensatze identisch er-

füllt, wenn wir setzen (vergl. p. 16):

X == pX(^ -\- qx^

(5) y = py(i-\- QVi

1 =;> +^ ;

jene Determinante ist dann das Resultat der Elimination von p, q, \

aus diesen Gleichungen. Dividiren wir mit der letzten Gleichung in

X
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Werthe von — c» bis -|- oo bei, so erhalten wir successive alle Punkte

der Reihe, bez. alle Strahlen des Büschels.

Die Zahl A hat aber auch eine einfache geometrische Bedeutung.

Aus den Gleichungen (5) folgt nämlich:

Q = ^~^o = y — yo p ^^ fLzL^» = y ~y i

x^ — xq y, — yo' xq — xi yo — yi'

oder wenn wir durch r, s die Entfernungen der Punkte (x^, ?/„),

(a;j, y,) von (x, y) bezeichnen und beide positiv nehmen, so lange

{x, y) zwischen den festen Punkten 0, 1 liegt:

P =r ~\- s^ r -j-

Es ist also l der Quotient der Abstände des beweglichen Punktes von zwei

festen Punkten der Reihe, eine Deutung, welche wir nicht unmittelbar

auf Strahlbüschel übertragen können, da sie wesentlich auf metrischen

Begriffen beruht. Man sieht hieraus auch leicht, dass jedem Punkte

der Geraden nur ein Werth von A zukommt, und wie sich diese

Werthe auf die ganze Gerade vertheilen. Zwischen den festen Punkten

sind r und s, also auch X positiv ; bewegt sich der Punkt von nach

1, so geht A .von bis oo, und hat für den Mittelpunkt dieser Strecke

{r = s) den Werth 1. Ausserhalb der Fig. lo.

festen Punkte dagegen wird links r, rechts
\

iL ^
\

s negativ, folglich in beiden Fällen auch A
o ^y x

(vgl, Fig. 10). Während der Punkt von bis in's Unendliche fort-

schreitet, geht A von bis — 1, im Unendlichen ist A == — 1, und

während der Punkt sich vom Unendlichen nach 1 bewegt, geht A von

— 1 bis — oo, wodurch dann der Kreis von Werthen geschlossen ist.

Besonders bemerkenswerth ist es, dass A im Unendlichen nur den einen

Werth -r 1 hat; man spricht deshalb von einem unendlich fernen Punkte

der Geraden; d, h. jede gerade Linie verhält sich analytisch so, als

wenn sie nur einen unendlich fernen Punkt habe.

Die Gleichungen (6) dienten uns dazu, die Coordinaten eines

beliebigen Elementes einer Punktreihe oder eines Strahlbüschels durch

die von zwei festen Elementen darzustellen. Um die Gleichung eines

solchen Elementes zu erhalten, müssen wir diese Coordinaten in die

Gleichung

:

ux -\- vy \- \ =^
einsetzen, wodurch wir finden:

Punkt der Reihe:

{ux^-\-vy^^-V)-^l{llx^-\-vy^-^\)=^

Strahl des Büschels:

(:u^x-\-v^y-[-l)-\-l{u^x-]-v^y-]r\)^0.

C leb ach, Vorlesungen, H
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fFir erhalten also die Gleichung des beweglichen Elementes, indem

wir die des einen festen Elementes mit einem Parameter X mvltipUcirt zu

der des andern addiren. Dabei haben wir jedoch die Gleichung der

festen Gebilde in der besonderen Form vorausgesetzt, wo das constante

Glied gleich der Einheit ist; dies ist im Allgemeinen nicht nöthig.

Sind uns nämlich die Grundelemente (d. h. die Punkte 0, 1) gegeben

durch

zwei Punkte: zwei Strahlen:

A x-{- B y -{- C =0Au-\- B V -\- C =0
A^u-\- B^v -\- Ci =0

so stellen die Gleichungen:

Au-\- Bv -\- C -\- ii {A^u -\- B^v -\- C^) = ,

Ax-^By + C + ii {A,x + B,y + C,) =
wieder ein beliebiges Element der Reihe, bez. des Büschels dar, nur

die Bedeutung des Parameters fi ist eine andere geworden; denn

setzen wir

c
^ Ci'

so erhalten wir wieder die frühere Form. Der Parameter fi ist also

nicht obiges Abstandsverhältniss selbst, sondern das Product dessel-

ben in eine von der Lage des beweglichen Punktes unabhängige Con-

stante, wodurch im Wesen der Sache nichts geändert wird.

Die letztere Bedeutung von ft lässt sich auch dualistisch für den

Strahl eines Büschels übertragen. Fällen wir nämlich von einem

Fig. 11. Punkte des beweglichen Strahls Lothe auf die beiden

festen von der Länge r und s (vergl. Fig. 11), so ist das

Verhältniss - für alle Punkte des beweglichen Strahls

dasselbe, und wir wollen es als das Abstandsverhältniss

des beweglichen Strahls von den beiden festen be-

zeichnen; von ihm ist dann wieder der Parameter A

nur um einen constanten Factor verschieden, wie jetzt

I

gezeigt werden soll. Sei x, y irgend ein Punkt der
^2 (u,v) o- o Geraden u, v, welche dem Büschel angehört, das

durch die beiden Geraden i/^, Vq und Wj, v, bestimmt wird; dann ist

nach einer oben gegebenen Regel (vgl. p. 30):

^, ^^ Uqx -f Vpy + 1

s = "i ^ + «iy+ 1

und die Gleichung des Strahles selbst:
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ux -\- vtj -\- 1 =
geht über in:

also wird

y^o' + v„^

Der Werth von A variirt ganz analog, wie bei der Punktreihe, und

es entspricht wieder jedem Strahle nur ein Werth von A. Nehmen wir

die Strecken r und s für einen Strahl in einem Winkel der Grund-

strahlen positiv, so werden sie im Scheitelwinkel beide negativ, wäh-

rend sie in den beiden Nebenwinkeln verschiedene Zeichen annehmen.

Für die festen Elemente ist A" wieder einmal Null, einmal unendlich, und

'für die zwischen diesen beiden Grenzen liegenden Strahlen hat A

einen zwischen Null und + oo oder — oo liegenden Werth, Ein Unter-

schied gegenüber der Vertheilung der Werthe des Parameters auf der

Punktreihe zeigt sich jedoch darin, dass wir im Büschel von einem

uneigentlichen, unendlich fernen Elemente nicht reden können. — Als

wesentliches Resultat dieser Betrachtung erkennen wir also, dass im

Strahlbüschel der Parameter schon, wenn die beiden Grundelemente

in der Form

Wo^r -f y^y + 1 =
u^x + Vj y + 1 =

gegeben sind, sich um einen constanten Factor von dem Abstands-

verhältnisse unterscheidet , so dass bei der allgemeinen Form noch ein

c
zweiter constanter Factor ^ hinzutritt.

Die Darstellung dieser Verhältnisse können wir sehr vereinfachen,

wenn wir eine abgekürzte Bezeichnung beim Schreiben der Gleichungen

einführen. Wir werden nändich die linke Seite einer linearen Glei-

chung durch einen einzigen Buchstaben ersetzen, ein Verfahren, von

dessen Fruchtbarkeit wir uns noch wiederholt werden überzeugen

können.*) Wir wollen demnach in der Folge durch G, H, . . . lineare

Ausdrücke in x, y, durch P, Q , . . . solche in u , v bezeichnen, d. h.

wir setzen z. B.:

P= A u-\- B V -{- CG = A x-\- B y -^ C

H = A,x + B,y^C,,

Es sind dann

Q = A,v,-^B,v + C,

*) Diese Methode wurde von Plücker zuerst principiell angewandt und aus-

gebildet, vgl. dessen Analytisch -geometrische Entwicklungen, 1. Th. 1828; gleich-

zeitig auch von Bobillier aufgestellt: Gergonne, Annales, t. 18, 1827-28.

3*
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die Gleichungen zweier Geraden:

und die eines Strahles durch ihren

Schnittpunkt:

die Gleichungen zweier Punkte:

P = 0, = 0,

und die eines Punktes auf ihrer

Verbindungslinie

:

Es ist natürlich wieder ft in beiden Fällen bis auf einen constan-

ten Factor, welcher von der zufälligen Form der Gleichungen der

Grundelemente abhängt, gleich dem erwähnten Abstandsverhältnisse.

VI. Die (rrundlagen der synthetischen Geometrie.*)

Auf das Studium der Punktreihen und S-trahlbüschel stützt sich

die sogenannte neuere synthetische Geometrie; diese einfachsten Ge-

bilde geben für sie insbesondere die Grundlage für eine rein geome-

trische Erzeugung der algebraischen Curven, sei es dass man sie von
ihren Punkten beschrieben oder von ihren Tangenten umhüllt denkt.

Wir werden diese Verhältnisse auch in unserer analytischen Darstel-

lung erkennen ; wenn wir eine Function des eben benutzten Para-

meters IL herstellen, welche von dem in ihm enthaltenen constanten

Factor unabhängig ist und demnach eine rein geometrische Bedeu-

tung hat. Eine solche Function ergibt sich aber sofort, wenn wir

ausser den beiden Grundelementen der Punktreihe, bez. des Strahl-

büschels gleichzeitig noch zwei andere Elemente betrachten; in der

That wird der Quotient der beiden ihnen entsprechenden Werthe des

Parameters ft von jener Constanten unabhängig.

Sind uns zwei Punkte

gegeben, und nehmen wir auf ihrer Verbindungslinie zwei beliebige

andere Punkte:

so sind nach dem Früheren ihre Abstandsverhältnisse von den Grund-
punkten :

wo C eine Constante bedeutet; also wird

r • •

^ __ _s_

jti' r

s'

unabhängig von C, eine rein geometrische Grösse, die wir als das

*) "Vgl. für die Darstellung im Folgenden: Clebsch, Theorie der binären
lagebraischen Formen, Leipzig. 1872 p. 58 ft".
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Doppelverhältniss der gewählten vier Punkte*) bezeichnen. Aus letzteren

lassen sich auch noch andere Doppelverhältnisse ableiten, denn bei

unserer Darstellung sind nicht alle 4 Punkte gleichmässig benutzt;

sondern zwei sind dadurch ausgezeichnet, dass wir sie als Grund-

elemente der Reihe annahmen, und dieselben treten wieder verschieden

in die Rechnung ein, da wir die beiden andern Punkte ebensowohl

in der Form

hätten voraussetzen und dann —> als Doppelverhältniss bezeichnen

dürfen. Wir können aber das Doppelverhältniss auch für irgend vier

Punkte der Reihe ohne Rücksicht auf die Grundpunkte bilden. Es

seien dieselben bestimmt durch:

P+it,Q=0 P-\-^,Q =

man kann dann die i\.ufgabe auf den vorigen Fall reduciren, indem

man gewissermassen zwei der Punkte als neue Fundamentalpunkte

einführt, d. h. indem man für den Augenblick setzt:

R = P+ii^Q, S=P-^rHQ-
Wir finden hieraus:

(^1 —V2) ^ = ^ — -^ j (^2 — f^i) ^= ^2 ^ — ;*i ^ >

also sind die vier Punkte dargestellt durch:

i? = -S =

'
f^s — H (^i — (^»

und dies ist wieder die frühere Form, wenn wir die mit S multipli-

cirten Grössen als Werthe eines neuen Parameters betrachten. Es

wird demnach das Doppelve?^fiältniss der vier Punkte:

H — H
„ — ^3 — ^8

H — (^i

also eine Function der vier Parameter, ganz unabhängig von den

Fundamentalpunkten.

Genau auf denselben Ausdruck wären wir gekommen, wenn wir

vier Strahlen eines Büschels:

*) Doppelverhältnisse finden sich in ihrer Bedeutung für projectivische Be-

ziehungen schon gelegentlich in Poncelet's Traite' des proprie'te's projectives des

tigures (z. B. p. 11). Principiell eingeführt wurde das Doppelverhältniss von

Möbius (1827, in dessen barycentrischem Calcul), und in Frankreich (als anharmo-

nisches Verhältniss) von Chasles (1837, in dessen Apercu historique sur l'origine

et le developpement des methodes en g^omätrie).
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zu Grunde gelegt hätten; auch hier wird das DoppelverliäUniss der vier

Strahlen unabhängig von der Lage der Fundamentalstrahlen und un-
abhängig von den in dem Parameter enthaltenen Constanten, es ist

ebenfalls eine rein geometrische Grösse.

In dem Werthe von a sind aber die Parameter der vier Elemente
(seien es Punkte oder Strahlen) verschieden benutzt; ändern wir ihre
Eeihenfolge, so kann auch a sich ändern ; und wir erhalten alle mög-
lichen Werthe von a, wenn wir die 4 Indices auf alle möglichen Weisen
permutiren. Die dadurch entstehenden 24 Permutationen würden
somit auf 24 verschiedene Werthe des aus denselben 4 Elementen zu
bildenden Doppelverhältnisses führen, während sich dieselben that-

sächlich, wie eine nähere üeberlegung zeigt, auf nur 6 verschiedene
Werthe reduciren.

Setzen wir nämlich fest, dass zur Aufstellung des obigen Werthes

:

a == ^1 ~ ^3 f^4 — it'i

ftg — ft2 • fi, — ft4

die Indices in der Ordnung 1, 2, 3, 4 benutzt worden seien, so sieht

man, dass a dasselbe bleibt für die Anordnungen

1234, 2143, 3412, 4321;
d. h. das Doppelverhältniss ändert sich nicht, wenn man gleichzeitig
die Indices des ersten und des zweiten Paares je unter sich vertauscht,
und wenn man die beiden Paare vertauscht. Dies gilt, von welchem
Werthe man auch ausgehen mag; immer vier Permutationen geben
also dasselbe Doppelverhältniss, es bleiben folglich nur noch 6 ver-
schiedene Werthe desselben übrig, und diese lassen sich alle einfach
durch eines derselben ausdrücken. Wir erhalten sie alle, wenn wir einen
Index, etwa 4, ungeändert lassen und die übrigen drei unter einander
permutiren, und zwar findet man durch leichte Rechnuno-:

für die Anordnung 12 3 4:« = ^l^Ji^ • »^4 - f^g

fi3 — ft2 • /A, — /[i4

„ „ „ 2 1 3 4 : a' = ^'izUhlJt±rzJh == 1
f*3 ~ ^1 • fi2 — f«4 a

;, „ „ 13 2 4:«"= ^J_-Ji2^/^i_-ZZ3 _ 1 _ ^
^8 — ;t3 • /i, — /a.4

« „ „ 2 3 14: a" = 1 _ «' = "LZll
a

V „ „ 3 12 4: «(4) ^ 4 _ _L_
cc 1 — a

3 2 14; a(^) =
a — 1
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Es ist hier a aus a durch Vertauschung von ^^ mit fij;
"" ^^^ "

durch Versauschung von ^.^ mit ^«.3 gebildet. Vertauscht man ferner

in a fii und ^^3, in a" ^^ und ^2, in a" ^^ ^^^ i^3J ^o entstehen

bez. die Werthe a", «(** und a^^h

Die sechs zusammengehörigen Werthe eines Doppelverhältnisses sind

also, wenn einer derselben a genannt wird:

1 ^ 1 a — 1 a

' a '1 — CC
' a CC — 1

Während dieselben im Allgemeinen sämmtlich von einander verschie-

den sind, kann es in Folge besonderer Lagen der vier Elemente gegen

einander eintreten, dass einige unter ihnen identisch werden. Da-

durch sind, jenen Lagen entsprechend, ausgezeichnete Werthe des

Doppelverhältnisses bedingt. Es können hier folgende Fälle vorkommen:

1

.

a = a == —
, oder a = -\- 1

a —
2. a == a" =1 — CC , oder « == ^

3. « _ a'" = ^^-^
, oder a"" — a -^ \ =

CC

4. a = «(^* =
, oder a^ — «-4-1 = 1

1 — a

5. a == a<5> = —^- , oder a^ — 2« = , d. h. « = oder « = 2 .

CC — 1 '

Aber diese Fälle sind nur zum Theil verschieden. Zunächst be-

merken wir, dass die Fälle 3. und 4. identisch sind: die eine Bedin-

gung ist eine Folge der andern. Die übrigen Fälle geben noch zu

zivei ausgezeichneten Lagenbeziehungen der vier Elemente Veran-

lassung. Setzen wir nämlich « = 1, so sind die 6 Werthe des Doppel-

verhältnisses :

1, 1, 0, 00, 0, 00;

hier ist also a" == a^*\ gleich dem einen Werthe von a im 5. Falle,

und in der That erhalten wir von dem letzteren ausgehend, dieselben

sechs Werthe für das Doppelverhältniss, nur in anderer Reihenfolge,

nämlich

:

0, 00, 1, 1, CO, 0;

beide Fälle geben daher geometrisch dasselbe Resultat.

Setzen wir ferner « = — 1 , so erhalten wir für die 6 Werthe

des Doppelverhältnisses

:

-1, - 1, 2, i, 2, i;

dieselbe Reihe, nur anders geordnet erhält man aber auch, wenn man

vom Falle 2. oder dem zweiten Werthe von a im Falle 5. ausgeht,

auch diese geben daher wesentlich dasselbe Resultat. Wir haben somit
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nur drei ausgezeichnete Lagen der vier Punkte oder Strahlen zu unter-

scheiden; die geometrische Bedeutung derselben ergibt sich in folgen-

der Weise:

1) a = \. Hier müssen zwei Elemente den andern beiden gegen-

über dasselbe Abstandsverhältniss haben, d. h. sie fallen in eitis zu-

sammen.

2) « = — 1. Die Abstandsverhältnisse zweier Elemente gegen die

beiden andern sind entgegengesetzt gleich: die harm,onische Lage der

vier Elemente'., es ist dies der wichtigste Fall, wir werden auf diese

Lagenbeziehung im Folgenden bei den verschiedensten Untersuchungen

geführt werden, so dass noch einige Erläuterungen hier ihre Stelle finden

mögen. Unter den möglichen Theilungen der vier Elemente in Paare

ist diejenige ausgezeichnet, welche bei der Bildung des Doppelverhält-

nisses den Werth — 1 liefert; die Glieder der beiden Paare heissen

dann zugeordnete Elemente und das negative Vorzeichen von a zeigt,

dass, wenn ein Element eines Paares zwischen den zwei Elementen
des andern Paares liegt, das andere Element ausserhalb dieser beiden

liegen muss; die zugeordneten Elemente der beiden Paare trennen sich

also gegenseitig von einander. Diese Anordnung der Elemente ist

auch noch dadurch charakterisirt, dass die Vertauschung der Elemente
eines Paares den Werth von a ungeändert lässt.

Liegt insbesondere auf einer Punktreihe der dritte Punkt in der

Mitte zwischen den beiden andern, so liegt der vierte im Unendlichen,

und ivir können somit die Halbirung einer Strecke als eine blosse Doppel-

verhältnissrelation auffassen. Rückt der dritte an einen der beiden

ersten unendlich nahe heran, so rückt auch der vierte an denselben-

Dasselbe gilt auch für Strahlbüschel, nur der metrische Satz über den
Mittelpunkt der durch ein Paar bestimmten Strecke wird geändert;

man weist nämlich leicht nach, dass, wenn der dritte Strahl den
Winkel zwischen den beiden ersten halbirt, der vierte den Neben-
winkel in zwei gleiche Theile theilt; beide Strahlen stehen dann zu

einander senkrecht.

3) a^-. a-{-\^{), oder a = \±1^1 , folglich a^ = — \. In

diesem Falle ist a eine imaginäre dritte Wurzel aus — 1 , und die drei

anderen Werthe des Doppelverhältnisses sind gleich der conjugirt

imaginären dritten Wurzel aus — 1. Es werden hier also zweimal
drei Werthe des Doppelverhältnisses einander gleich, während in den
vorigen Fällen dreimal zwei Werthe dieselben waren. Die durch
diesen Fall charakterisirte Lage der vier Punkte pflegt man, nach dem
Vorgange von Cremona*), als die äquianharmonische zu bezeichnen.

*) Vergl. dessen „Eiuleitung in die Theorie der algebraischen Curven", deutsch
von Curtze, Greifswald 1865.
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Wegen der vorkommenden imaginären Grössen ist die geometrische

Bedeutung derselben jedoch nicht so evident; man kann nämlich

keine vier Elemente mit reellen Coordinaten angeben, welche der ge-

stellten Forderung genügen, und folglich lassen sich vier solche Punkte

auch nicht constructiv auf einer Geraden bestimmen. Wir werden

so zuerst darauf geführt auch imaginäre Werthe der Veränderlichen

und Coefficienten in geometrischen LFntersuchungen zu berücksichtigen,

und in der That hat man sich in neuerer Zeit genöthigt gesehen, diese

grundsätzlich, ebenso wie die reellen in das Gebiet der geometrischen

Betrachtung hineinzuziehen. Wenn sie selbst sich auch der unmittel-

baren Anschauung entziehen, so kann man doch analytisch alle Ope-

rationen so durchführen, als wenn man mit wirklichen Punkten oder

Geraden zu thun hätte, ja, durch Vereinigung verschiedener imaginärer

Elemente können reelle erzeugt werden, deren Bedeutung ohne Be-

trachtung jener uns verschlossen bliebe. Von den vier Punkten eines

äquianharmonischen Systems können höchstens 3 reell sein, so dass

nur der vierte imaginär wird. Denn sind durch die Gleichungen

p=0, =
zwei reelle Punkte vorgestellt, so bilden sie mit den Punkten:

P-^^iQ = 0, P-^fi'0 =
ein äquianharmonisches Quadrupel, wenn

(i' 2 '

und daraus ergibt sich für ^' immer ein imaginärer Werth, wenn ^

reell ist. Gleichzeitig folgt aus dem doppelten Vorzeichen: Es gibt

zwei Punkte, welche zu drei gegebenen äquianharmonisch liegen"^). Sind

dagegen zwei der drei Punkte conjungirt imaginär, so können die bei-

den andern reell sein. Sind nämlich dann

pj^cY^^l Q = 0, P—c]/^^Q = 0,

pj^ fiO^O, P-\- . ii'0 = 0,

so bestimmt sich für ein reelles ft der Werth von /i' aus der Glei-

chung :

Also wird:

, ^ 2 + fi (V— 3 + c)yi
^ — QT^s + c)n - 2^

und dies ist eine reelle Grösse für c = c'±j/-S, wenn ^ reell ist.

*) Vergl. die Theorie der binären cubischen Formen in der dritten Abthei-

lung dieser Vorlesungen.
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Liegen dagegen vier Elemente harmonisch, so können nur ent-

weder zwei imaginär oder alle vier gleichzeitig imaginär sein; und
zwar wird im ersten Falle das eine der beiden zugeordneten Paare
von den reellen, das andere von den imaginären Elementen gebildet.

Man kann vier solche Punkte alsdann darstellen durch die Glei-

chungen :

Die Theorie des DoppelVerhältnisses, wie wir sie hier durchge-
führt haben, führt von selbst auf die Untersuchung gewisser Gebilde,
welche für die Geometrie von fundamentaler Wichtigkeit sind. Be-
trachten wir nämlich gleichzeitig zwei Reihen von Elementen, gegeben
durch die Gleichungen:

P+iiO=0, P' +^£)' =
oder: G + iiH^O, g' -\- ^iH' = 0,

jenachdem wir von Punktreihen oder Strahlbüscheln ausgehen, so wird
durch denselben Werth von ;* in beiden Gebilden je ein Element be-

stimmt. Bezeichnen wir zwei solche Elemente als einander entsprechend,

so sind beide Gebilde eindeutig auf einander bezogen: jedem Punkte
oder Strahle des einen ist ein Punkt oder Strahl des andern zuge-
ordnet, und umgekehrt. Beide Gebilde heissen dann projectivisch auf
einander bezogen, die eine Piinktreihe ist der anderen^ der eine Sirahl-

büschel dem andern projectivisch. Da nun das Doppelverhältniss von
vier Elementen eines Gebildes allein von dem Parameter y, abhängt,
so folgt aus dieser Definition der Projectivität unmittelbar der für
diese Beziehung geltende Hauptsatz:

Bei projectivischen Gebilden haben vier Elemente des einen und die

vier entspsechenden des andern dasselbe Doppelverhältniss (vorausgesetzt,

dass bei Bildung desselben entsprechende Elemente gleichmässig be-
nutzt werden; sonst können zwei verschiedene, aber demselben Sy-
steme von 6 Werthen angehörige Doppelverhältnisse auftreten).

Dass man auch mehr als zwei Punktreihen oder Strahlbüschel
auf einander projectivisch beziehen kann, dass zwei Gebilde projecti-

visch sind, wenn sie in dieser Beziehung zu demselben dritten stehen,
braucht wohl kaum erwähnt zu werden. Man nennt aber auch eine
Punktreihe

P+iiQ =
zu einem Strahlbüschel

G -{- iiH=()

projectivisch, indem man wieder einem Punkte der Reihe einen Strahl

.

des Büschels entsprechen lässt, wenn beiden derselbe Werth des Para-
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meters ft zukommt; auch für zwei solche Gebilde gilt dann natürlich

der Satz von der Gleichheit des Doppelverhältnisses.

Gerade diese letztere Beziehung einander dualistisch gegenüber-

stehender linearer Erzeugnisse soll uns zur geometrischen Construction

von projectivi^chen Gebilden überhaupt dienen. Wir brauchen zu dem

Zwecke nur die folgenden Sätze zu beweisen.

1, Man kann drei Elemente eines Gebildes (Piinktreihe oder Strahl-

büschelj dreien beliebigen Elementen des anderen entsprechend setzen;

dann ist jedem vierten des ersten ein viertes Element des zweiten zuge-

ordnet, d. h. dann ist die Projectivität festgelegt. Nehmen wir nämlich

in einem Gebilde zwei Elemente

M =0, N =0
und lassen ihnen in einem anderen zwei Elemente

M' = 0, N' =
entsprechen, so muss in der Gleichung des Elementes, welches einem

beweglichen

M -\- iiN =
des ersten Gebildes zugehört, ft ebenfalls linear vorkommen, sie muss

also die Form haben:

(a + ^/i).r + (y + ^^);V'=0,

wo a, ß, y, d Constante sind. Da aber für ^ = das Element im

ersten Gebilde ^/ = wird und diesem im zweiten für denselben

Werth von ^ AJ' = entsprechen muss, so ist y = zu nehmen; und

ebenso muss, da N = 0, A" = sich entsprechen (/[i = cc), auch

ß = sein. Es bleibt also für die Elemente des zweiten Gebildes

die Form:
aM' -\- dfiiY = 0.

Nun setzen wir fest, dass irgend einem dritten Elemente

M-{-lN=0

ein bestimmtes, beliebig gewähltes Element

3J' -\- mN' =
entspreche; dann muss für ^ == l:

-^ = m
a

sein , also - = - • Es erscheint demnach N' im zweiten Gebilde noch
^ a l

in die Constante j multiplicirt , wodurch die Bedeutung der Gleichung

r =
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nicht afficirt wird; wir können daher statt ^ iV' wieder N' schreiben

(wodurch nur die Bezeichnung geändert ist), und dann sind die Ge-
bilde in ihrer projectivischen Beziehung zu einander analytisch voll-

ständig gegeben. Wir dürfen also einem dritten Elemente des einen
noch ein beliebiges drittes Element des andern zuordiren; aber dies

geht nicht mehr mit einem vierten, denn vier Elemente geben ein
bestimmtes Doppelverhältniss, welches dem aus den vier entsprechen-
den gebildeten gleich sein muss ; und dies ist nur noch für einen
Punkt im zweiten Gebilde möglich, wenn ein vierter des ersten ge-
geben ist. — Den hier bewiesenen Satz können wir noch in einer
anderen Form aussprechen, in welcher er in unseren weiteren Unter-
suchungen besonders zur Anwendung kommt, nämlich:

Vereinigt gelegene projectiviscfie Gebilde (d. h. zwei Punktreihen auf
derselben Geraden oder zivei Strahlbüschel durch denselben Punkt) sind
congruent, sobald drei entsprechende Elementenpaare sich decken.

2. Verbindet man die Punkte

einer Reihe:

mit einem nicht auf ihr liegenden

Punkte {xq, y^), so bilden die Ver-

bindungslinien einen der Reihe pro-

jectivischen Rüschel , wenn man je-

dem Punkte den durch ihn gehen-
den Strahl entsprechen lässt.

Schneidet man die Strahlen

eines Büschels:

G-{- [iff=0

mit einer nicht zu ihtn gehörigen

Geraden {uq, Vq), so bilden die

Schnittpunkte eine dem Büschel pro-

jectivische Reihe, wenn man jedem
Strahle den auf ihm liegenden

Punkt entsprechen lässt.

Zum Beweise genügt es, die Gleichung des so erzeugten Büschels,
bez. der Punktreihe aufstellen. Setzen wir:

P= au -\- bv -\- c

Q z= au -\- ßv -\- y

so ist die Gleichung

der Verbindungslinie mit x^^ y^:

X Xq a -{- fial

1 1 c -\- ftyl

oder durch Zerlegung:

G = ax -\- by -{- c

B=ax-{- ßy -{-y,

des Schnittpunktes mit u^, v^^

a -j- ^a\

b + iiß^^ =
c-i- (iy\

X
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von fi zu, wie in dem gegebenen Gebide, und darin beruht jedesmal

die Projectivität von Reihe und Büschel. In diesem Falle, wo jeder

Strahl durch den ihm entsprechenden Punkt geht, sagt man: die pro-

jectivischen Gebilde sind in perspectivischer Lage.

3. Punktreiheri und Strahlbüschel , welche projectivisch sind, lassen

sich immer in perspectivische Lage bringen.

Sind nämlich a, b , c drei Punkte einer Reihe, a, ß, y die ihnen

entsprechenden Strahlen eines Büschels, so kann man den letzteren

sich selbst congruent so verlegen, dass a durch «, ß durch b, y durch

c geht-, man braucht, um dies zu erreichen, nur über ab einen Kreis-

bogen, der den Winkel a/3, über bc einen solchen, der den Winkel

^ fasst, zu construiren und den Schnittpunkt beider zum ßüschel-

scheitel zu nehmen. Durch diesen Büschel wird dann auf der Geraden

eine zweite Punktreihe ausgeschnitten, diese und die gegebene sind

beide zu dem Strahlbüschel, also auch zu einander projectivisch. Sie

haben aber zufolge der Construction drei Elementenpaare entsprechend

gemein-, sie fallen daher nach einem soeben bewiesenen Satze ganz

zusammen; und die gegebene Punktreihe liegt in der That zu dem

• Strahlbüschel perspectivisch.

Projectivische Gebilde verschiedener Art kann man also geometrisch

als aus der perspectivischen Lage hervorgegangen definiren; gleiches gilt

aber auch bei projectivischen Gebilden derselben Art.

Proj ectivischePunktreihen näm-
|

Proj ectivische Strahlbüschel näm-

lich heissen perspectivisch, wenn
|

lieh heissen perspectivisch, wenn

die Verbindungslinien entsprechen-

der Punkte durch einen Punkt,

das Centrum der Perspectiviiät , ge-

hen. Man kann diese Lage immer

hervorrufen, indem man die eine

Reihe, sich selbst congruent, so

verschiebt, dass ein Punkt dersel-

ben mit dem ihm entsprechenden

der andern Reihe zusammenfällt.

Denn verbindet man dann zwei

Punkte der einen Reihe bez. mit

den beiden entsprechenden der an-

dern und den Schnittpunkt dieser

Linien mitdem gemeinsamen Punkte

der beiden Reihen, so bestimmt

jeder vierte Strahl dieses Büschels

mit den drei Strahlen ein Doppel-

die Schnittpunkte entsprechender

Strahlen auf einer Geraden, dem

perspectivischen Durchschnitte, lie-

gen. Man kann diese Lage immer

hervorrufen, indem man das eine

Büschel, sich selbst congruent, so

verschiebt, dass ein Strahl dessel-

ben mit dem ihm entsprechenden

des andern Büschels zusammenfällt.

Denn nimmt man dann die Schnitt-

punkte von zwei Strahlen des einen

Büschels bez. mit den zwei ent-

sprechenden des andern und schnei-

det ihre Verbindungslinie mit der

Verbindungslinie derBüschelcentra,

so bestimmt jeder viertePunkt jener

Geraden mit diesen drei Punkten
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verhältniss, gleich dem der vier

Punkte, in denen die vier Strahlen

eine der beiden Punktreihen sehnei-

ein Doppelverhältniss, gleich dem
der vier Strahlen, welche die vier

Punkte mit einem der beiden Bu-
den. Also schneidet in der That schelcentren verbinden, also gehen
jeder Strahl des Büschels auf den in der That durch jeden Punkt
beiden Pnnktreihen zwei zugeord- der Geraden zwei zugeordnete
nete Punkte aus.

|
Strahlen der beiden Büschel.

Diese Betrachtungen haben uns vom Begriffe des Doppelverhält-

nisses aus auf die Grundlagen der neueren synthetischen Geometrie
geführt, denn diese gründet sich, hauptsächlich seit Steiner*), wesent-

lich auf die Auffassung der Geraden als Punktreihe, des Punktes als

Strahlbüschel und auf die projectivische Beziehung verschiedener

solcher Grundgebilde zu einander, welche dann zunächst durch die

perspectivische Lage vermittelt wird. Durch Einführung der Linien-

coordinaten und des Princips der Dualität ist aber auch in unseren
analytischen Untersuchungen dieser Gedanke mit völliger Klarheit

eingeführt, und es ist daher der Unterschied zwischen neuerer ana-

lytischer und synthetischer Geometrie nicht mehr als ein wesentlicher zu

betrachten; beide Disciplinen operiren genau mit denselben Begriffen,

und die erstere gibt eine präcise Ausdrucksform der letzteren. Wir
wollen noch kurz die Grundzüge einer synthetischen Behandlung der

Curven zweiter Ordnung und zweiter Klasse verfolgen, um auch hier

die üebereinstimmung mit den analytischen Operationen zu erkennen.

V. Erzeugnisse projectivischer Punktreihen und Strahlbüschel.

An die Theorie projectivischer Gebilde knüpft sich eine rein geo-

metrische Erzeugungsweise der Curven zweiter Ordnung und der

Curven zweiter Kiasse, auf welche dann die weitere Untersuchung
dieser Curven gegründet wird. Es gelten nämlich die folgenden
beiden fundamentalen Sätze, die sich dualistisch gegenüberstehen:

Zwei projectivische Büschel, die

nicht in perspeclivischer Lage sind,

bestimmen durch die Schnittpunkte

entsprechender Strahlen eine Örts-

curve von der zweiten Ordnung.

Zwei projectivische Reihen, die

nicht in perspectivischer Lage sind,

bestimmen durch die Verhindungs-
linien entsprechender Punkte eine Um-

hüllungscurve von der zweiten Klasse.

*) Steiner: Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geometrischer
Gestalten von einander. Berlin 1832. Noch in sich consequenter ist die Dar-
stellung von V. Stau dt: Geometrie der Lage, Nürnberg 1847. Ebenso bildet

das Doppelverhältniss die Grundlage für die beiden Werke von Chasles:
Traitd de geometrie supörieure, 1852, und: Traite des sections coniques, premiere
partie. 1865.
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Der einfachste Fall für die Erzeugung einer Orts-

curve ist hier der, wo die beiden projeetivischen Büschel

(mit den Centren und 0'; vergl. Fig. 12) congruent

sind; die Curve ist dann ein Kreis, wie aus der

Gleichheit der Peripheriewinkel 102 und 10'2, etc.

folgt. Allgemein beweisen wir die angeführten Sätze

analytisch folgendermassen

:

Fig. 12.

(1)

Die beiden Strahlbüschel seien

:

G -\- ^H =0
G'-\-iiH' = 0.

Für den Schnitt je zweier Strahlen,

denen derselbe Werth von ^ ent-

spricht, müssen beide Gleichungen

zusammenbestehen. Eliminiren wir

fi, so erhalten wir eine von fi un-

abhängige Gleichung, welche also

für alle Schnittpunkte entsprechen-

der Strahlen gilt, nämlich:

(2)
G H
G' H'

= GH' — HG' ^0

Flg. 13, a.

Ö^fiS'O

Hier sind G, H, G', H' lineare

Functionen von x, y\ die Glei-

chung stellt also in der That eine

Curve zweiter Ordnung dar; und

zwar geht dieselbe durch die Schei-

tel der beiden Büschel, denn (2)

ist erfüllt, wenn gleichzeitig

G = und H =0
oder

6f' = und ^' == .

Die beiden Punktreihen seien :

/> +^9 =0

Für die Verbindungslinie je zweier

Punkte, denen derselbe Werth von ft

entspricht, müssen beide Gleichun-

gen zusammenbestehen. Eliminiren

wir |Lt, so erhalten wir eine von ft

unabhängige Gleichung, welche also

für alle Verbindungslinien entspre-

chender Punkte gilt, nämlich:

= P0' — QP' ^0.

Fig. 13, b.

Hier sind P, Q, P', Q' lineare

Functionen von ii, v; die Glei-

chung stellt also in der That eine

Curve zweiter Klasse dar ; und zwar

berührt diese die Träger der beiden

Punktreihen, denn (2) ist erfüllt,

wenn gleichzeitig

i> = und ^ =0
oder

/>' = und r/ = 0.
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Wenn wir die so gewonnene Erzeugungsweise als eine fundamen-
tale auffassen wollen, haben wir noch zu zeigen, dass jede Curve
zweiter Ordnung, bez. zweiter Klasse in der Weise erzeugt werden
kann. Wir führen dies nur für Punktcoordinaten durch und stellen

den gefundenen Resultaten die entsprechenden für Liniencoordinaten
sofort gegenüber; denn darin beruht der grosse Nutzen des Princips
der Dualität, dass man jede analytische Operation geometrisch auf
zwei Weisen deuten kann, und so durch eine Entwicklung zivei Sätze
erhält*). Wir gehen dabei von der folgenden Bemerkung aus:

Es ist immer möglich, durch

5 Punkte, von denen keine 3 auf

einer Geraden liegen, eine Curve

zweiter Ordnung zu legen.

Es ist immer möglich^ an 5

Gerade, von denen keine 3 durch

einen Punkt gehen, eine Curve zwei-

ter Klasse zu legen.

Zwei der fünf Punkte nämlich kann man als Scheitel von Strahl-
büscheln betrachten und diese projectivisch auf einander beziehen,
indem man je zwei Strahlen sich entsprechen lässt, welche durch einen
der drei anderen gegebenen Punkte geht. Dadurch ist dann die Pro-
jectivität völlig festgelegt, und die beiden Büschel bestimmen durch
die Schnittpunkte entsprechender Strahlen eine Curve zweiter Ord-
nung, welche durch die gegebenen fünf Punkte geht.

Nachdem wir so die Möglichkeit der Aufgabe, durch fünf gege-
bene Punkte eine Curve zweiter Ordnung zu legen, erkannt haben,
können wir die Frage nach der Gleichung dieser Curve stellen.

Diese muss vom zweiten Grade in x, y sein, also die Form haben:

ax^ -{-hxy -\- ci/ -\- dx-\- ey -^ f= {)-^

sie muss ferner erfüllt sein, wenn man für x, y die Coordinaten eines
gegebenen Punktes einsetzt; unterscheiden wir letztere durch beigefügte
Indices, so müssen also noch die fünf Gleichungen bestehen:

aoc^^ -\-hXyy^-\-cy^^ -\- dx^-{- cy^-\-f=0
ax^^ + ^^2^2 + cy^ + f/a:^ + ^^2 + /=
«V + ^x-iVT^ + cy^ -\- dx^ 4- cyg + /=
ax^' + hx^y^ -f cy/ -{. dx^-^ cy^ ^ f ==Q
ax,^ + bx,y, + cy,^ -f dx, -j- cy, -\- f= 0.

Dies sind aber fünf lineare Gleichungen für die 6 homogenen
Unbekannten a, b, c, d, e, f, wir können daher letztere aus ihnen
eindeutig berechnen, und unsere Aufgabe ergibt nur eine einzige
Lösung, also:

•) Wenn wir bisher die Beweise in doppelter Form gaben, so geschah dies,
um die ungewohntere Auffassung einer Curve als Erzeugniss es ihrer Tangenten
geläufiger zu machen; auch im Folgenden werden wir deshalb noch öfter beide
Betrachtungen durchführen.
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Eine Curve zweiter Ordnung ist
\

Eine Curve zweiter Klasse ist

vollkommen bestimmt, wenn fünf \ vollkommen bestimmt, wenn fünf
ihrer Punkte gegeben sind.

I
ihrer Tangenten gegeben sind,

Ist nun eine Curve zweiter Ordnung gegeben, so kann man fünf

Punkte derselben beliebig wählen, und indem man zwei von ihnen

als Büschelscheitel annimmt, die drei anderen aber zur Festlegung

der projectivischen Beziehung zwischen beiden Büscheln benutzt, eine

durch die 5 Punkte gehende Curve zweiter Ordnung als Ort der

Schnittpunkte entsprechenden Strahlen construiren. Diese Curve muss

dann mit der gegebenen zusammenfallen, da durch fünf Punkte nur

eine solche Curve 'geht; es folgt also:

Eine jede Curve zweiter Klasse

kann durch zivei projectivische

Punktreihen in obiger Weise ent-

standen gedacht werden.

Eine jede Curve zweiter Ord-

nung kann durch zwei projectivische

Strahlbüschel in obiger Weise ent-

stafiden gedacht iverden.

Da man hiernach fünf ganz beliebige Punkte einer Curve zweiter

Ordnung wählen kann, um auf sie eine Erzeugungsweise unserer Art

zu begründen, so folgt, dass die Scheitel der benutzten Büschel (bez.

die Träger der Punktreihen) in keiner Weise ausgezeichnet sind; und

hieraus ergeben sich weiter die folgenden Sätze, welche eigentlich nur

verschiedene Ausdrucksweisen dieser Bemerkung sind

:

Die Verbindungslinien von ir-

gend zwei Punkten einer Curve

zweiter Ordnung mit den übrigen

Auf irgend zwei Tangenten

einer Curve zweiter Klasse be-

stimmen die übrigen Tangenten

Punkten derselben ergeben zwei der Curve durch ihre Schnittpunkte

projectivische Strahlbüschel.

Bewegt sich ein Punkt auf

einer Curve zweiter Ordnung, so

bleibt der Büschel der Strahlen,

welche ihn mit den andern festen

Punkten der Curve verbinden, stets

sich selbst projectivisch.

Wie man auch vier feste Punkte

einer Curve zweiter Ordnung mit

einem fünften Punkte derselben ver-

zwei projectivische Punktreihen.

Bewegt sich eine Tangente

einer Curve zweiter Klasse um
diese, so bleibt die auf ihr durch

die übrigen Tangenten ausgeschnit-

tene Punktreihe stets sich selbst

projectivisch.

Wie man auch vier feste Tan-

genten einer Curve zweiler Klasse

durch eine fünfte Tangente derselben

bindet, das Doppelverhältniss der
j

schneidet, das Doppelverhältniss der

vier Strahlen ist immer dasselbe.
\
vier Schnittpunkte ist immer dasselbe.

Diese Sätze geben gewissermassen die Grundlage für eine Geo-

metrie auf der Curve zweiter Ordnung, wie wir sie oben auf einer

Punktreihe und in einem Strahlbüschel studirt haben ; sie können aber

auch zur Ableitung der meisten über Curven unserer Art geltenden

Clebsoh, Vorlesungen. 4
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Relationen dienen. Ein Beispiel für ihre Fruchtbarkeit mögen die

folgenden wichtigen Sätze geben, welche als der Pascal 'sehe und der

Brianchon'sche Satz*) bekannt sind:

Die gegenüberliegenden Seiten

eines einer Cnrve ziveiter Ordnung

eingesehriebenen Sechsecks (d. h. des-

sen Ecken auf ihr liegen) schnei-

den sich in drei Punkten einer ge-

raden Linie (vgl. Fig. 14, a).

Fig. 14, a. ,

Die Verbindungslinien der gegen-

ilberliegendcn Ecken eines einer

Curve zweiter Klasse umgeschriebenen

Sechsseits (d. h. dessen Seiten sie be-

rühren) gehen durch einen Punkt

(vgl. Fig. U,i,).

Fig. 14, h.

Bezeichnen wir nämlich die Ecken des Sechsecks durch Zahlen
und betrachten diejenigen Seiten als gegenüberliegende (die Anordnung
ist übrigens gleichgültig), welche in dem Schema:

12 45 I

23r 5G II

34 61 III

neben einander stehen, wo 12 die Verbindungslinie der Punkte 1 und
2 bedeutet, etc. und sind I, II, III bez. die fraglichen drei Schnitt-

punkte, so werden z. B. auf den Linien 34 und 45 beziehungsweise

von den zu einander projectivischen Büscheln mit den Scheiteln 6
und 2 zwei projectivische Punktreihen ausgeschnitten, welche perspecti-

visch liegen, da sie den Punkt 4 entsprechend gemein haben: die

Verbindungslinien entsprechender Punkte also, d. h. die Linien I III,

23, 56 schneiden sich in einem Punkte II, q. e. d.

Mit Hülfe des Pascal'schen Satzes ist es leicht, beliebig viele

Punkte einer Curve zweiter Ordnung, von der fünf Punkte (1, 3, 2, 4, 5)
gegeben sind, zu construiren: Man lege durch einen der gegebenen

Punkte (etwa 5) eine beliebige Gerade (etwa ölT); alsdann ist die

Construction ihres zweiten Schnittpunktes (6) mit der Curve unmittel-

*) Pa.scal: Essai pour les coniques, 1630; in der Gesammtausgabe seiner
Werke. — Brianchon: Journal de l'ecole polytechnique, eahier 13, 1806.
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bar aus Fig. U,a ersichtlich. Ebenso gibt der Brianchon'sche SatzT ein

Mittel, beliebig viele Tangenten einer durch fünf ihrer Tangenten ge-

gebenen Curve zweiter Klasse zu finden.

Unsere geometrische Erzeugungsweise der Curven zweiter Ord-
nung und Klasse gibt ferner die Lösung der Aufgabe: Es sollen die

beiden Schniltpunkle einer Geraden mit einer durch fünf ihrer Punkte
gegebenen Curve zweiter Ordnung construirt werden. Bezeichnen wir
nämlich die fünf gegebenen Punkte mit 1, 2, 3, A, 5, und legen durch
zwei von ihnen, etwa 1 und 2, Strahlen nach den drei andern: 3, 4, 5,

so sind dadurch zwei projectivische Strahlbüschel mit den Scheiteln

1 und 2 bestimmt, welche den Kegelschnitt in bekannter Weise er-

zeugen. Die beiden Büschel schneiden auf der gegebenen Geraden zwei

projectivische Punktreihen aus. Ein Punkt der Geraden wird nun
gleichzeitig auf der Curve zweiter Ordnung liegen, wenn in ihm zwei

entsprechende Strahlen der Büschel sich schneiden, d. h. zwei ent-

sprechende Punkte der Reihen zusammenfallen. Da es immer zwei

reelle oder imaginäre Schnittpunkte geben muss (die für eine Tangente
nur zusammenfallen), so folgt beiläufig der Satz: In zwei vereinigt

gelegenen, projectivischen Punktreilien gibt es immer zwei Punkte, tvelche

mit iliren entsprechenden zusammenfallen^: die sogenannten Doppelpunkte

der beiden Reihen*). Unsere Aufgabe ist somit auf die andere zurück-

geführt, die Doppelpunkte zweier vereinigt gelegenen projectivischen

Punktreihen zu construiren.

Es seien nun die beiden Reihen durch drei ihrer Punkte \ A, B, C
und «, b, c gegeben, welche bez. einander entsprechen sollen (vgl.

Fig. 15). Wir nehmen dann eine beliebige Curve zweiter Ordnung,

am einfachsten einen

Kreis K, als gezeich-

net gegeben an. Von
einem Punkte M des

Kreises ziehen wir

Strahlen nach den

Punkten A, B, C,

a, b, c, welche den

Kreis noch bez. in

den Punkten A\ B\ C

,

a , b' , c treffen mö-
^

gen. Betrachten wir ^-^
""^7

\b o\ Tr \h :TV o^
dann einmal den Punkt M , einmal einen der drei zuletzt erwähnten

Punkte, z. B. A' als Scheitel eines Strahlbüschels, so ist

*) Es lässt sich dies übrigens auch leicht direct nachweisen. Vgl. darüber
die dritte Abtheilung dieser Vorlesungen.
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das Büschel M (A' ß'C) projectivisch zu d {A' B'C)
und ebenso /

das Büschel M{a',h',c) „ „ A' {d, b', c) .

Da nun der Annahme nach M {A' B'C') und M {a , b', c) einander

projectivisch sind, so ist auch

d {A' B' C) projectivisch zu A' (a', b', c)

.

Die beiden Büschel sind aber in perspectivischer Lage, weil sie den

Strahl A 'd entsprechend gemein haben ; sie erzeugen also als per-

spectivischen Durchschnitt eine Gerade, welche den Kreis in den bei-

den Punkten P, P' treffen möge. Die Strahlen MP, M P' sind dann

die Doppelstrahlen der beiden projectivischen Büschel

.V {A' B'C) und M {d, .

b'
, c)

,

oder, was dasselbe ist, der Büschel:

M{ABC) und M{a,b,c).

Ihre Schnittpunkte mit der gegebenen Geraden {0 und 0') bestim-

men daher die beiden gesuchten Doppelpunkte der auf ihr gegebenen

projectivischen Punktreihen; und damit ist unsere Aufgabe gelöst.*)

— Die ausdrückliche Voraussetzung für die Gültigkeit - unserer

letzten Betrachtungen war, dass die zur Erzeugung benutzten projecti-

vischen Gebilde nicht perspectivisch liegen dürfen. Ist dies dagegen

der Fall, so sind die erzeugten Gebilde keine eigentlichen Curven

unserer Art mehr. Sind nämlich die beiden Strahlbüschel in perspec-

tivischer Lage, so besteht die durch sie erzeugte Curve zweiter Ord-

nung aus zwei Geraden: dem perspectivischen Durchschnitte beider

Büschel und der Verbindungslinie ihrer Scheitelpunkte. Ebenso be-

steht die Curve zweiter Klasse aus zwei einzelnen Punkten, wenn die

beiden zu ihrer Erzeugung benutzten Punktreihen perspectivisch liegen

:

dem Schnittpunkte beider und dem Centrum der Perspectivität. Dies

erhellt auch analytisch sofort; denn die projectivischen Gebilde haben

bei perspectivischer Lage ein Element entsprechend gemein, und wir

können die Gleichungen daher in der Form annehmen

;

zwei Strahlbüschel: zwei Punktreihen:

G -{- ^H =i) P+ (iQ =0
6'4-^//' = 0, P-\-(iQ' = 0,

wo dann die Elimination von ft ergibt:

G{H'-H) = Q,
i

7>(0'_^) = 0,

d. h. die Curve zerfällt, wie es sein muss,

*) Ebenso kann man alle Gleichungen zweiten Grades constructiv lösen, wenn
man einen gezeichnet gegebenen Kreis zu Hülfe nimmt. Vergl. Steiner: Die

geometrischen Constructionen ; Berlin 1833.
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in die beiden Geraden:

G =
und: H'-H=0.

in die beiden Punkte

und: Q'—Q = 0.

Analog kann eine jede Curve n**^'" Ordnung in n Gerade, eine Curve

n*" Klasse in n Punkte zerfallen; und umgekehrt können wir stets die

Gesammtheit von n Geraden als eine Curve n*^' Ordnung, die von n

Punkten als eine Curve n^^"" Klasse auffassen. Wir vrerden später die

allo"emeine Bedingung dafür kennen lernen, dass eine Curve zweiter

Ordnung, bez. Klasse in dieser Weise ausartet.

Wir haben oben gesehen, dass man eine Gerade nie als Enveloppe

von Geraden, einen Punkt nie als Ort von Punkten darstellen kann,

während im Allgemeinen jede Curve in doppelter Weise aufzufassen

ist. Beim Zerfallen der Curven tragen also die entstehenden Gebilde

einen wesentlichen verschiedenen Charakter, je nachdem man die Curve

ursprünglich als Punkt- oder Tangentengebilde ansah; es ist dies hier

um so bemerkenswerther, als sonst die Curven zweiter Ordnung mit

denen zweiter Klasse identisch sind, wie wir sogleich zeigen wollen.

Der Beweis knüpft sich an eine Definition von Ordnung und Klasse

der Curven, wie man sie in der synthetischen Geometrie anzunehmen

pflegt, nämlich:

Eine Curve n'"' Ordnung wird • An eine Curve n'"" Klasse gehen

von einer Geraden in n (reellen oder
\
von einem Punkte aus n (reelle oder

imaginären) Punkten geschnitten. imaginäre) Tangenten.

Dies stimmt mit der früheren Definition; denn sei die Curve:

und die Gerade:

ax -\- htj -\- c = 0,

f{u,v) = Q

und der Punkt:

au -\- bv -\- c = 0,

so erhält man eine Gleichung n^^"" Grades

für y,
für y,

•

wenn man in f (x, y) setzt: wenn mau in f {u, v) setzt:

x = — ^y + "
. M = - ^^^^:^ •

a ^

Hieran anknüpfend stellen wir zum Beweise unserer Behauptung

die Gleichung einer in Punktcoordinaten gegebenen Curve 2. Ordnung

wirklich in Liniencoordinaten auf, wobei sich dann in der That eme

Gleichung zweiten Grades in u, v ergibt.

Die Curve zweiter Ordnung sei gegeben durch die beiden Büschel

:

also ihre Gleichung
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Gir ~ G'H = ();

die Gleichung der geraden Linie sei:

IIX -\- VIJ -\- \ :=z 0.

• Wir wollen den Werth von ^i bestimmen, welcher den nach den
Schnittpunkten der Geraden mit der Curve gehenden Strahlen jener
Büschel zukommt. Die Gleichungen der letzteren können wir aufge-
löst in der Form schreiben:

iOx + .it^i) X + {g, -f iih,) y -\-{g. + ^Äg) =
[Uy + ^h;) X + (^2' + it*V) y + («73' + /iV) == 0.

Diese Gleichungen müssen für die gesuchten Schnittpunkte mit der
der gegebenen Geraden zusammenbestehen, d. h. es ist für sie:

\di' + Hh^' g.; + iuÄ,' g^ + iwV =
,

\

u V \

eine in ,a quadratische, in u, v lineare Gleichung. Ordnen wir nach
,u , so wird sie also von der Form

:

wo P, 0, R lineare Functionen von u und v sind, und darauf kommt
es uns hier allein an. Betrachten wir u, v als Constante, so gibt die
Auflösung dieser Gleichung die beiden gesuchten Werthe von ^it;

nehmen wir jedoch ^ constant und u, v variabel an, so ist dies die
Gleichung des Durchschnittspunktes der beiden Strahlen, welche dem
gewählten Werthe von /i in den Büscheln entsprechen, d. h. die
Gleichung eines Punktes der Curve zweiter Ordnung. Lassen wir pi

nach einander alle möglichen Werthe durchlaufen, so erhalten wir
alle Punkte der Curve; diese also erscheint durch unsere Darstellung
mit Hülfe eines Parameters ^i in die Gesammtheit aller ihrer Punkte
aufgelöst: sie ist so, da (li quadratisch vorkommt, gewissermassen als
Pnnklreihe zweiler Ordnung aufgefasst, ebenso wie die Gerade in der
Gleichung

als lineare Punktreihe vorgestellt wird.

Fügen wir noch die Bedingung hinzu, dass die Linie u, v eine
Tangente der Curve ist, so erhalten wir die gesuchte Gleichung der-
selben in Liniencoordinaten. In diesem Falle muss sie von der Gera-
den in zwei zusammenfallenden Punkten geschnitten werden, d. . h. die
beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung in }i müssen einander
gleich werden. Diese sind aber:

^ 2H^ 2R >
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und die Bedingung für ihre Gleichheit ist:

die Gleichung äer Ciirve in Liniencnordinaten. Hier sind P, Q, R linear

in M, y, die Gleichung daher in ihnen quadratisch, also*):

Jede eigentliche Curve zweiter Ordnung ist auch von der ztveilen Klasse.

Durch eine ganz analoge Betrachtung wird auch der umgekehrte

Satz bewiesen. Eine Curve zweiter Klasse sei durch die beiden pro-

jectivischen Punktreihen:

P -\-^0 =0
p'-\-^Q' =

gegeben. Die von einem durch die Gleichung:

tfx -\- VI/ -\- 1 =
o-eo-ebenen Punkte an dieselbe gehenden Tangenten werden durch die

quadratische Gleichung:

X y l
I

bestimmt, worin P, 0, P' ,
0' durch ihre linearen Ausdrücke in x, y

ersetzt sind. Nach ^ geordnet wird diese Gleichung von der Form:

wo G, H, K in x, y lineare Ausdrücke bedeuten. Es ist dadurch die

Curve, wenn wir x, y als variabel, fi als Parameter auffassen, darge-

stellt in ihrer Entstehung durch die Schaar ihrer Tangenten: als

Strahlbüschel ziveiter Klasse. Fallen die beiden diesem angehörigen

Linien, welche durch einen Punkt gehen, zusammen, d. h. die beiden

Tangenten an die Curve, so muss der Punkt auf der Curve liegen;

die Bedingung dafür:

H'i — AGK =^0

gibt daher die Gleichung der Curve in Punktcoordinaten , und diese ist

vom zweiten Grade in x, y\ also:

Jede eigentliche Curve zweiter Klasse ist auch von der zweiten Ordtiung.

Die Identität beider Arten von Curven berechtigt uns im Folgen-

den, sie zunächst nur als Punktgebilde zu betrachten; auf die duali-

stische Behandluugsweise werden wir dann von selbst geführt. Auch

werden wir sie, unabhängig davon, wie wir sie gerade auffassen, kurz

als Kegelschnitte bezeichnen. Sie können nämlich durch den Schnitt

einer Ebene mit einem Kreiskegel erzeugt werden, und wurden unter

diesem Gesichtspunkte schon im Alterthume behandelt.

*) Auf das Verhalten zerfallender Curven kommen wir später zurück.
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VI. Harmonisclie Theilung,

Unter den ausgezeichneten Werthen, welche ein Doppelverhältniss
annehmen kann, ist der für die harmonische Lage bereits oben be-
sonders hervorgehoben. Schon die Betrachtung der einfachsten Ver-
hältnisse zwischen vier beliebigen Punkten oder Geraden führt auf
diese Lagenbeziehung

; und im Anschlüsse hieran ergibt sich eine ein-
fache Construction des vierten harmonischen Elementes zu drei ge-

^'^^'^'"' gebeneu. Die Combination von
vier beliebigen Geraden bezeichnen
wir als vollständiges Vierseit; ein sol-

ches hat 6 Ecken, welche einander

paarweise gegenüberstehen (die

Schnittpunkte von je 2 Seiten; die

Punkte eines Paares sind in Fig. 16,«

mit gleichen Zahlen bezeichnet) und
3 Nebenseiten (in Fig. 16, a mit I,

II, III bezeichnet), die Verbin-
dungslinien der Punkte eines jener
Paare. Für die letzteren gilt dann
der Satz:

Jede Nebenseite eines vollständigen Vierseits wird von den beiden
andern Nehenseiten und den auf ihr liegenden Ecken harmonisch getheilt.

Analoges gilt für das vollständige Viereck; dasselbe hat 6 Seiten,

die einander paarweise zugehören, und 3 Nebenecken (in Fig. 16, i mit
den Zahlen I, II, III bezeichnet):

Die Verbindungslinien einer Neben-

ecke mit den beiden andern Neben-

ecken liegen harmonisch zu den bei-

den durch dieselben gehenden Seiten.

Dieser Satz steht dem vorher-

gehenden nicht nur dualistisch

gegenüber, sondern ist eine un-

mittelbare Folge desselben, und
umgekehrt, wie denn überhaupt
die Figur des Vierecks mit der des

Vierseits im Ganzen identisch ist:

beide -sind nur verschieden aufge-

fasst, indem man einmal von vier

^ c^ , ' ^^^ ^ Ecken, einmal von vier der
o beiten ausgeht.

Der Beweis des angeführten Satzes ergibt sich wieder einfach
durch Anwendung der abgekürzten Bezeichnungsweise. Es seien
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G = 0, 11=0, K^O, L =
die Gleichungen der Seiten eines vollständigen Vierecks, wo:

G = ffix -\' (j.,ij -\- g

H == h^x -\- h^y -\- h

A' = A-jO; -j- k.^y -\- k

l =l^x -\- l^y -\- l.

Man kann dann immer vier Grössen a, ß, y, d so bestimmen, dass

die Gleichungen:

ag +/3Ä +yÄ- -\- 81 =0
erfüllt werden, denn durch diese drei Gleichungen sind die Verhält-

nisse von a, ß, y, 8 völlig bestimmt; multiplicireu wir sie bez. mit

X, y, 1 und addiren, so ergibt sich identisch:

aG-\- ßff-{-yK-^dL = ,

oder wenn wir G statt aG, H statt ßH, K statt yK, L statt öL

schreiben, wodurch die geometrische Bedeutung nicht geändert wird:

G-ir ff+ Ä'-f Z =
Gleiches ergibt sich für vier lineare Functionen in u, v:

i>=0, ^ = 0, B = 0, S = 0.

Also zivischen vier Geraden, bez. vier Punkten besteht immer eine Iden-

tität, d. h. eine Gleichung, die von den Coordinaten aller Punkte, bez.

Geraden erfüllt wird; Avir können ihr, wenn die vier Geraden nicht

demselben Büschel, die vier Punkte nicht derselben Reihe angehören,

die Form geben:

G + H -\- K ^ L = i)

(vollständiges Vierseit).

Die drei Nebenseiten sind dann

gegeben durch:

G-{-K=-{H-^L) =
. G-{- L = ~ {H -\- K) = 0,

denn die erste von ihnen z. B.

geht wegen ihrer beiden Glei-

chungsformen gleichzeitig durch

den Schnitt von C = 0, H =
und durch den von A' = 0, Z = 0.

pj^QJ[-RJ^S=0
(vollständiges Viereck).

Die drei Nebenecken sind dann

gegeben durch:

P+ Q = — {R + S) = i)

P+ R — — {Q-\-S) =
P^S--{Q-^R) = 0,

denn die erste von ihnen z. B. liegt

wegen ihrer beiden Gleichungs-

formen gleichzeitig auf der Ver-

bindungslinie von P = 0, Q =
und auf der von R = 0, S = 0,
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Der vierte harmonische Strahl ! Der vierte harmonische Punkt
zu 6^ = ü, //= und G -^ H ^ zvi P =^ 0, = und P -\- Q =
ist daher: ist daher:

G—B^(G-\-A')-{/J-{-A')=^0, P- 0-^{P-\-B)~{n-^R) = 0,

d. h. Zu zwei Seiten und der durch d.h. Zu zweiEcken und der auf ihrer

ihren Schnittpunkt gehenden Ne- Verbindungslinie liegenden Neben-
benseite geht der vierte harmonische ecke liegt der vierte harmonische

Strahl durch den Schnittpunkt der Punkt auf der Verbindungslinie der

beiden andern Nebenseiten, oder: beiden andern Nebenecken, oder:

Jn einem volMändigen Vierseit In einem vollständigen Viereck

liegen je zivei Schnittpunkte der iverden die Verbindungslinien je

Nebenseiten harmonisch zu je zwei zweier Nebenecken von je zwei Sei-

Ecken des Vierseits; q. e. d. ten harmonisch getheilt; q. e. d.

Es ergibt sich hieraus die Construction des vierten harmonischen
Elementes zu drei gegebenen von selbst. Seien nämlich auf einer

Geraden drei Punkte: 1, 2, 3 gegeben, und soll ein Punkt 4, der zu

ihnen harmonisch liegt und mit 2 das dem Paare 1, 3 zugeordnete

Paar bildet, construirt vrerden, so ziehe man durch 1 und 3 zwei be-

liebige Gerade, verbinde deren Schnittpunkt mit 2 und ziehe durch 1

und 3 zwei andere Gerade, welche sich auf dieser Verbindungslinie

schneiden. Letztere trejffen die zuerst gezogenen Linien in zwei Punkten,

und die Verbindungslinie dieser schneidet auf der gegebenen Geraden
den gesuchten Punkt 4 aus. Die Richtigkeit der Construction erhellt

sofort aus der Fundamentaleigenschaft des vollständigen Vierseits,

welches hier von den vier durch 1 und 3 gezogenen Strahlen gebildet

wird. Ebenso findet man zu drei gegebenen Strahlen den vierten

harmonischen; man braucht dieselben nur durch eine vierte Gerade
zu schneiden und zu den drei auf diesen so bestimmten Schnittpunkten
in angegebener Weise den vierten harmonischen Punkt zu suchen,

wobei man die drei Strahlen selbst sofort benutzen kann.

Das principielle Interesse, welches diese Constructionen bieten,

liegt darin, dass wir allein durch Ziehen von geraden Linien, ohne
Anwendung des Cirkels, zum Ziele gelangen. Eine jede Aufgabe,
welche nur eine Lösung zulässt, muss sich in dieser Weise lösen lassen;

erst wenn dies gelungen ist, dürfen wir sie als vollständig gelöst be-

trachten. Dabei ist jede Anwendung anderer Hülfsmittel, als der durch
das Verbinden von Punkten oder durch das Schneiden von Geraden
gegebenen, zu vermeiden, zumal jede Benutzung von Strecken und
Winkelgrössen, wo es sich nur um Lagen beziehungen handelt. Eine
solche bringt in die Lösung Elemente hinein, welche der Natur der
Aufgabe nicht entsprechen.
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, VII. Natur des Coordinatensystems.

Das Cartesische Coordinatensystem ist ein willkürlich gewähltes

Werkzeug zur Behandlung von Aufgaben ; die Wahl derselben , d. h.

die Lage der Coordinatenaxen in der Ebene, ist an und für sich gleich-

gültig, die geometrischen Eigenschaften der behandelten Figuren

müssen unabhängig von ihr bestehen. In der That fanden wir bisher

in der abgekürzten Bezeichnungsweise ein Mittel, um unsere Unter-

suchungen ohne Rücksicht auf die Lage des Coordinatensystems durch-

zuführen. Gleichwohl wird im Folgenden die Betrachtung oft durch

geschickte Wahl desselben wesentlich erleichtert, und es bietet sich

dadurch die Aufgabe, zu untersuchen, wie man aus einer Lage des

Coordinatensystems zu einer anderen übergehen kann, wie 'sich die

vorliegenden Gleichungen durch Einführung neuer Coordinatenaxen

ändern; wir werden dadurch zur Lehre von der sogenannten Coordi-

natentrctnsformation geführt. Gleichzeitig werden wir eine wesentliche

Verallgemeinerung unseres Coordinatensystems kennen lernen, wie die-

selbe später von uns fast ausschliesslich gebraucht werden soll.

Verrücken wir die Axen des Coordinatensystems nur parallel zu

sich selbst und bezeichnen die Coordinaten eines Punktes x, ij in Be-

zug auf die neuen Axen durch x, ij, so ergeben sich für Einführung

dieser neuen Veränderlichen unmittelbar die Gleichungen:

X == X -\- a

oder aufgelöst:

x = X — a

wo rt, h die Coordinaten des neuen Anfangspunktes in Bezug auf das

alte System sind.

Drehen wir dagegen die Axen nur

um den Anfangspunkt und bezeichnet a

den Winkel der neuen ^if-Axe gegen die

alte, so ist (vgl. Fig. 17)

Fig. 17.

oder aufofelöst:

X = X cos u — y sin a

IJ == x sin a -\- y cos er

,

>

a;' = X cos fi -\- y sin a

y' = — X sin a -\- y cos a .

Führen wir endlich beide Bewegungen zusammen aus, so ergibt

die Combination der Gleichungen (l) und (2):
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X = a -{- X cos a — y sin a

// = ö -|- a;' sin a -{- y' cos a

oder umgekehrt:
*

X = [x — a) cos a -\- (y — b) sin a

y = — ix — d) sin « + (y — T)) cos «

Diesen Gleichungen gemeinsam ist ihr linearer Charakter, und das

ist für uns wesentlich; die alten Coordinaten drücken sich linear und
ohne Nenner durch die neuen aus, und ebenso diese durch jene.

Einen gleichen Charakter würde das Princip der Dualität für die

Transformationsgleichungen der Liniencoordinaten fordern; thatsäch-

lich erscheinen diese jedoch zunächst in anderer Form, und dieser

Umstand wird uns das Cartesische Coordinatensystem als für unsere

Forderungen ungenügend erscheinen lassen, wir werden es deshalb

durch ein allgemeineres ersetzen.

Als Liniencoordinaten werden die Coefficienten von x, y in dem
Ausdrucke

ux -\- vy -\- 1

bezeichnet; geht dieser also durch eine Transformation mittelst der

Gleichungen (1), (2) oder (3) in die Form:

px -{- qy -\- r

über, so sind

P^ ,
' g '

die neuen Liniencoordinaten. Wenden wir zunächst die Gleichungen

(1) an, so wird

nx -\- vy -\- l = ux + vy' ~\- {au -\- bv -j- 1) ,

also sind die Transformationsgleichungen für eine Parallelverschiebung

des Coordinatensysteras:

' u
u = -—~—^_

ati -\- bv -{ 1

Die umgekehrte Substitution ergibt:

ux 4- v'y -\- l = ux -{- vy + (— au — bv + 1) ,

also

:

— au — bv -\- 1

n
V = — au — Aw-f-l

Für eine Drehung der Coordinatenaxen (Gleichung (2)) er-

halten wir:
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nx-\-V!/-\-l = {u cos a -{- V sin a) x + (— u sin a -j^ v cos a) y -4- 1,

also:

u = u cos a -\- V sin a
(5) ' • T^

V = — u sm a -\- V cos a

oder aufgelöst:

u = u cos a — v sin a

t; = li sin a 4" ^' ^^s a .

Die Zusammensetzung beider Transformationen endlich ergibt:

ux-\-vy-\-\=-{ii cosa+ y sin a)x -{- (— ?/sin a+ t; cos«) y'-f- (öw-|-&y-f- !)

also:

u

y =

u cos or -f- »^ sin a

au -\- hv -\- ^

— u sin a -f" i* C^s a

oder aufgelöst:

?/ =

V =

au -{- hv -\- 1

u COS a — w sm a

— ('I cos a -\- h sin a) ?«'
-f- (« sin a -}~ * ^^^ "')

^'

v' sin cc -\- v cos a

— (rt cos a -\- b sin et) m' + (« sin a + * cos a) d'

Die so für die Transformation der Liniencoordinaten aufgestellten

Formeln tragen zunächst einen anderen Charakter, als die für Punkt-

coordinaten gefundenen, denn in ersteren tritt rechts ein Nenner auf,

welcher gleich Null gesetzt, die Gleichung des neuen Anfangspunktes

gibt, während in letzteren ein solcher Nenner nicht vorkommt. Diese

Formeln sind daher dem Principe der Dualität, welches gleichmässige

Umformung der Punkt- und Liniencoordinaten fordert, nicht ent-

sprechend, und es liegt dies daran, dass das Cartesische Coordinatensystem

ein undualistisch particularisirter Fall eines allgemeineren ist. Der erste

Versuch, dasselbe zu erweitern, bestand in der Einführung schiefwink-

liger Coordinaten, welche parallel zu zwei beliebigen, sich unter

irgend welchem Winkel schneidenden Axen gemes-

sen werden. Man gelangt zu ihnen (vgl. Fig. 18),

von rechtwinkligen Coordinaten x, y ausgehend,

unmittelbar durch die Gleichungen:

X == x cos ci -\- y cos ß

y = x sin a -\- y sin ß ,

wo {ß — a) der von den neuen Axen eingeschlos-

sene Winkel ist. Alle Formeln behalten jedoch

durch Einführung dieser Coordinaten ganz den Typus der rechtwink-

ligen, und es wird deshalb durch dieselben für unsere Anschauungs-

weise nichts Neues gewonnen. Die Verallgemeinerung, welche uns

zum Ziele führen wird, besteht vielmehr in Folgendem,

Fig. 18.
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Wir legen drei beliebige Gerade, welche nicht durch einen Punkt
gehen, zu Grunde und denken uns einen Punkt durch seine Abstände

P\y Pi, P.\ Von den gewählten drei Linien definirt. Diese drei Be-
stimmungsstücke sind nicht von einander unabhängig, schon zwei
derselben genügen zur Festlegung eines Punktes. Jene drei Grössen
sind aber nur zweien äquivalent, wenn wir nicht die Abstände selbst,

sondern nur ihre Verhältnisse benutzen; in der That werden die drei

Fundamentalgeraden dann gleichmässig angewandt, und wir können
auch, wenn wir wollen, die Abstände selbst eindeutig bestimmen. Das
letztere ist jedoch bei Anwendung dieser Coordinaten niemals erfor-

derlich; wir brauchen sogar nicht die senkrechten Abstände zu wählen,
sondern können diese in beliebiger Richtung von dem betreffenden
Punkte aus messen, d. h. die senkrechten Abstände noch mit belie-

bigen Constanten multipliciren. Wir geben daher die folgende Defi-

nition für diese Dreieckscoordinaten:

Die Coordinaten eines Punktes sind drei Zal\len, welche sich verhalten,

wie die Abstände des Pmiktes von den Seiten eines Dreiecks, jeder Ab-
stand muUiplicirt mit einer beliebig, aber fest geivählten Constanten.

Bezeichnen wir die drei Coordinaten des Punktes durch x
so haben wir also nach dieser Definition:

\j ^ly "^-i)

ox.^ = ]>., x^

QX^ = p.^ • X.^

wo x^, ^2, Xr^ die zunächst willkürlichen Constanten sind, der Pro-
portionalitätsfactor q dagegen völlig unbestimmt bleibt, und nur an-
deutet, dass die absoluten Werthe der 3 Coordinaten völlig gleich-

gültig sind; wir können die Gleichungen deshalb auch in der Form
schreiben

:

.T, : x^: x.^ = p^ X, : p.^ x^ : p.^ x.^ .

Insbesondere sind die drei Coordinaten der drei Ecken des Fun-
damentaldreiecks bez. gegeben durch:

a:^ = ; ar.j = ,

oc^ ~— yj
j oc \ == u .

.r, = , x.^ ==
,

während in diesen drei Fällen bez. x^ , x.,, x,^ völlig unbestimmte Werthe
haben, die nur nicht verschwinden dürfen. Die auf einer der drei

Seiten liegenden Punkte genügen bez. den Bedingungen

X, =
x^ =
«3 = 0,

d. h. dies sind die Gleichungen der drei Seiten in Dreieckscoordinaten.
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Ganz analog führen wir homogene Liniencoordinaten durch folgende

Definition ein:

Die Coordinaien einer Geraden sind drei Zahlen, welche sich ver-

hallen, wie die Abstände der Geraden von den Ecken des Coordinaien-

dreiecks, jeder Absland mulliplicirl mit einer beliebig, aber fest gewähllen

Conslanlen.

Die Gleichungen zur Definition der Liniencoordinaten sind also,

wenn ^, , fj,, q-^ jene Abstände, A,, l.,, A3 die beliebigen Constanten

bedeuten

:

öw, = ^,A,

a w., = q-i
A2

(jM^ = q^h

wo 6 der willkürliche Proportionalitätsfactor ist. Die Grössen A

werden wir so wählen, dass sie von den m. in gewisser Abhängigkeit

sind, nämlich so, dass die vereinigte Lage von Punkt und Gerade

durch die Gleichung:

7/,a:i + u.^x.^ 4- W3.r3 =
angegeben wird; die Art dieser Abhängigkeit werden wir sogleich

erkennen, wenn wir den Zusammenhang der Dreieckscoordinaten mit

den rechtwinkligen untersuchen, wo dann die erwähnte Bedingung

in der Form
ux -\- vy -\- \ =

auftreten muss. Es seien die Gleichungen der drei Seiten, bez. der

drei Ecken des Fundamentaldreiecks in rechtwinkligen Coordinaten:

«1^: + />,«/ + ^1 =0
(1) a.,x-\-b.,y -\-c^ =

a.,x-]r h.^y -\- c.^ =^ ,

wo die ./, D, C die Unterdeterminanten der Determinante

b

A,u + B,v -{- C, =0
A.yU + B,v + 6^2 =
A.,u-\- B,v^C, = 0,

«., b,

bo

sind, z. B.:

A^ = b^c.^ — c^b^ ,
i?, = ^2«3 — ^'2^3 ; ^1 = ^2^3 — h^'-^ 5

die a, b, c hingegen sind ganz willkürlich; nur darf der Fall r =
nicht eintreten, da dann die der Geraden durch einen Funkt gehen

würden, was wir ausgeschlossen haben. Nach früheren Erörterungen

ergeben die Gleichungen (1) für die Abstände eines Punktes ^o;, y von

den drei Seiten, oder einer Geraden w, v von den drei Ecken die

Ausdrücke (vergl. p. 24):
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Pi
=

^1
=_A^u + B^v + C,

^2 =

Die jö müssen wir mm mit beliebigen Constanten Xi, x^, x^ mul-
tipliciren, um die Dreieckscoordinaten des betreffenden Punktes zu
erlialten. Wir können aber, ohne eine specielle Annahme zu machen
setzen

:

denn eine weitere Aenderung der Constanten a^, b^, c^ etc. um einen

gemeinsamen 'Factor würde auf die Bedeutung der Gleichungen (1)

doch ohne Einfluss bleiben. Um auch die Coordinaten einer Geraden
in einfacher Gestalt zu erhalten, setzen wir:

A, = C^j , X.^ = C.^ , A3 = C3

,

wodurch auch die oben gestellte Forderung für die Abhängigkeit der A

von den n erfüllt ist, und lassen den gemeinsamen Nenner j/u^~^V'
in den Proportionalifätsfactor 6 eingehen. Dadurch ergibt sich:

(2) Qx.^-^a.^x^h.^y -irc.

6u^ = A^u-\- B.^v + 6^3

Sowohl für Punkt als Gerade kann man also von rechtwinkligen

zu Dreieckscoordinaten übergehen , indem man diese proportional setzt zu
linearen Ausdrücken in jenen mit ganz beliebigen Coefficienten , deren

Determinante nur nicht verschwindet. Um umgekehrt von Dreieckscoor-

dinaten zu rechtwinkligen zu gelangen, haben wir die Gleichungen (2)
für M, V, 1 aufzulösen, wodurch man findet:

(3)

y =
Q^j + Cga?2 + ^8^3

ßx JCy -j- ^2^2 "4" ^:i^3

Ci^'i + C2X2 4- f's--^''.

Ojl/f -f r,2"z + «'s "3

r,«, + C2M2 + ''s "3

In diesen Formeln findet sich keine Spur einer Verletzung des
Dualitätsprincips; für Punkt und Gerade sind die rechtwinkligen Coor-

dinaten gleich linearen Ausdrücken in den Dreieckscoordinaten mit ge-

meinsamen Nenner. Aus den Gleichungen (2) ergibt sich nun:

Q . O {u^x, + u,x, -f ^30-3) = U {a;x + b^y + c,) {A^u + B,v + d)

,

wo die Summe über den Index i von ? = 1 bis 2 = 3 zu nehmen ist,

oder wegen der drei Gleichungen:
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ffiAi + b,B; + Cid = r
, (/ = 1 , 2, 3) :

Q ' ^ 0^1 ^-^'i + «'2 ^'2 + ^h ^-i) = r {ux J^vy -^Y).

Die Bedingung für die vereinigte Lage von Punkt und Gerade wird
also in der Thai durch

(4) WjO;, -}- J/jXo -f~ ^3^3 = ^

ausgedrückt , und dies ist Folge der Bestimmung, welche wir für die

Constanten A,, Aj, Ag oben getroffen haben. Hätten wir dieselben

anders gewählt, so wären in diese Gleichung noch Coefficienten ein-

getreten. Während also durch Aenderung der absoluten Werthe der

a, l> , c die Grössen x^, x.^, x^ ganz willkührlich bestimmt werden
können, sind die A damit zugleich völlig festgesetzt, denn es war

Aj = «2^3 — ^2^3 "^^ ^1

(5) A.^ = a.^b^ — b.,a^ = C^

A3 = </, />2
/^i

('2 ""^ ^3 •

Um das rechtwinklige Coordinatensystem als besonderen Fall des

hier eingeführten allgemeineren aufzufassen, nehmen wir, was stets

erlaubt und durch eine einfache Transfor- ^^«- ^^-

TT

mation zu erreichen ist, zwei der drei Coor-

dinatenseiten zu einander rechtwinklig

an. Sind dann x, y bez. die Abstände

eines Punktes von diesen beiden Seiten

(0:^ = 0, a:2 = 0), und p sein Abstand

von der dritten Seite (vgl. Fig. 19), so

haben wir:

oder wenn wir

setzen, wo q die Entfernung der Seite x^ = vom Anfangspunkte

bedeutet:

QX^=X
Qx.^ = y

Lassen wir nun die dritte Seite, parallel zu sich, in's Unendliche,

fortrücken, so convergirt -^ gegen Eins, denn p unterscheidet sich

von dem unbegrenzt wachsenden q immer nur um eine endliche Grösse

so lange der betrachtete Punkt nicht selbst unendlich fern liegt. Es

ist daher

C 1 e b s c h , Vorlesungen. 5
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d. li. wir leiten ans Gleichungen in Dreieckscoordinaten solche in

rechtwinkligen ab, indem wir eine der Coordinaten = 1 annehmen
und die beiden anderen durch x, y ersetzen, wie auch aus den Glei-

chungen (2) hervorgeht, wenn man a^ = b.^ = <?., nimmt und die

übrigen Coefficienten verschwinden lässt. Der Ausdruck

geht dabei bis auf einen Factor in

über, d. h. wenn wir auch u^ = 1 setzen (und das ist bei blossen
Verhültnisszahlen im Allgemeinen erlaubt) , so werden u^ , u., die

rechtwinkligen Liniencoordinaten, Letzteres lässt sich auch o-oome-

trisch in folgender Weise einsehen: verfügen wir über die (joeffi-

cienten der Gleichungen (2) in angegebener Weise, so wird wegen (5)

:

A, : Aj : A3 = — 1 : — 1 : ex»

also

:

u^ . iin . 11^ — — "~
• — —

: oo •

Uezeiehnen wir ferner mit /?,, p.^ die Abstände der Schnittpunkte
der betreffenden Geraden mit den zu einander senkrechten Seiten

^1 = ^, ^'2 = von den Ecken u^=0, u.^ = des Coordinatendrei-
ecks, mit a, h die Abstände dieser Punkte von der Ecke w., == 0,

so ist:

qa a '
q^ h

Rückt nun die dritte Seite 0:3 = wieder in's Unendliche, so
wird in der Grenze

und dann ergibt sich, wie bei rechtwinkligen Coordinaten:

w, :«„:?/.> = — - : — --
; 1

.

^ -^ f> a b

Durch specielle Wahl der willkürlichen Constanten können tvir also
in einfacher Weise von Dreieckscoordinaten zu rechtwinkligen übergehen. *)

Die Art dieser Bestimmung lässt uns nunmehr auch erkennen, wes-
halb wir oben die negativen reciproken Abstände als Coordinaten
einer Geraden einführten, denn nur dadurch geht die Gleichung (4),
wenn man

*) P]benso einfach kann man von Dreieckscoordinaten zu den oben berührten
schiefwinkligen übergehen; man hat dann zu setzen:

Ar, = /r2 = sin w, Aj = ^
,

7
wo w der von den Coordinatenaxen eingeschlossene Winkel ist.
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x^ = X Wj = II

^2=1/ 11.2= V

vx -{- vy -\- \ =
setzt, unmittelbar iu

über.

Der umgekehrte Uebergang wurde durch die Gleichungen (3) ver-

mittelt. Da hier die x, y und die n, v lineare, homogene Functionen

mit gemeinsamen Nenner werden, so wird der Grad einer Gleichimg

in den Veränderlichen durch Einführung der neuen Coordinaten niemals

erhöht und niemals erniedrigt, der Charakter einer solchen aber inso-

fern wesentlich geändert, als sie durch Multiplication mit einer be-

treffenden Potenz des gemeinsamen Nenners in eine homogene Gleichung

zwischen 3 Variahein iXbergeht.'^) Nur homogene Gleichungen derselben

haben in der That eine geometrische Bedeutung, da nur die Verhält-

nisse der x bestimmt sein dürfen. Insbesondere also ist die lineare

homogene Gleichung:

m^x^ -j- m^x^ -\- m.^x.^ =
die Gleichung einer Geraden mit den Coordinaten m^, m,^, m.^, und

m^u^ -\- m^Uc^ -\- m^u.^ =
die eines Punktes mit den Coordinaten w, , m^, m.,-^ und von dieser

Form ist die Gleichung jeder Geraden, bez. jedes Punktes.

Unter den Gleichungen ersten Grades ist eine besonders ausge-

zeichnet, nämlich die, deren linke Seite beim Uebergange zu Carle-

sischen Coordinaten (Gl.(3)) den Nenner gibt:

C^x^ -j- C2X2 -}- C's^s = 0.

Für alle Punkte dieser Geraden und nur für diese wird a; = 00,

y = 00; sie enthält also alle unendlich fernen Punkte der Ebene.

Da somit die Gesammtheit dieser Punkte durch eine lineare Gleichung

dargestellt wird, werden wir im Folgenden stets von einer uneiidlich

fernen Geraden sprechen;**) es soll dadurch jedoch nur diese analytische

Thatsache, aber keinerlei metaphysische Auffassung ausgedrückt werden.

Die Einführung dieser Bezeichnung erlaubt uns dann, manche Sätze

einfacher zu beweisen und auszusprechen, indem wir mit der unendlich

fernen Geraden wie mit einer wirklich vorhandenen operiren. Es folgt

*) Homogene Coordinaten finden sich zuerst bei Möbius (Barycentrischer

Calcul, 1827); aber sie wurden für die Geometrie erst von wesentlicher Bedeu-

tung durch Plücker (Crelle's Journal, Bd. 5, 1829), indem derselbe Anwendungen

im Sinne der Theorie der homogenen Functionen gab.

**) Diese so fruchtbare Ausdrucksweise wurde von Poncelet eingeführt:

Traite des proprietes projectives des figures, Paris 1822; p. 49 und 53.
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hieraus z. B. wieder der schon früher hervorgeliobene Satz , dass ei7ie

gerade Linie nur einen unendlich fernen Punkt hat (vgl. p. 33), denn

jede Gerade wird von einer anderen Geraden nur in einem Punkte

geschnitten. Ebenso werden wir von zwei unendlich fernen Punkten
einer Curve zweiter Ordnung, oder allgemein von n unendlich fernen

Punkten einer Curve w*" Ordnung sprechen.

Die oben erhaltenen Transformationsformeln waren sämmtlich

linear in den neuen und in den alten Variabein, und dies war für

dieselben charakteristisch. Da nun bereits der Uebergang vom recht-

winkligen Coordinatensystem zum Dreieckssystem auf beliebige lineare

Functionen führt, so können wir nichts Allgemeineres erhalten, wenn
wir in den Ausdrücken (2) die rechtwinkligen Coordinaten mittelst

Gleichungen von der Form (3) auf ein zweites Dreieckssystem beziehen

und so den Uebergang von einem Dreieckssystem zu einem anderen

vermitteln. Sind also x^, x.^, x.^; u^, Wj, u^ die Punkt- bez. Linien-

coordinaten in dem einen System; y,, y^, y^\ v^, v.^, v^ die in dem
andern, so werden die ersteren proportional zu linearen homogenen
Functionen der letzteren, deren Determinante, nach Analogie mit Frü-

herem, nur nicht verschwinden darf. Ferner muss

1 1 ~i 2 2 ~r" ^^ Oßty

bis auf einen Factor in

i\ x^ ~r ^2 "^2 ~r ^3 *^3

übergeben. Daher sind zusammengehörige Transformationsgleichungen

für Punktcoordinaten

:

I für Liniencoordinaten

:

QVi == «11^1 + «12^2 + «13^3 ;
I

<^Wi = f'n^x + «21 "2 + ^'31 «^;p

(G) p?/2 = «21^1 + «22^2 + «23^3 7 !

^^'2 = «12^1 + «22«^2 + «32^3'

QVi = a^^X^ -1- «32^2 4- «33^3 ; I <?^fj = «13^1 + «23^2 + ^^33 ^3 7

(wo die Determinante der a,A- nicht verschwinden darf). Es enthalten

hier die Gleichungen, welche die neuen Punktcoordinaten (y) durch

die alten {x) ausdrücken, dieselben Coefficienten, wie die Gleichungen,

welche die alten Liniencoordinaten {u) durch die neuen (y) darstellen,

nur transponirt; d. h. aus der Determinante der links stehenden Glei-

chungen erhält man die der rechts stehenden, wenn man die Horizon-

talreihen mit den Verticalreihen vertauscht; beide Determinanten sind

demnach identisch. Die Auflösung des Systems (6) ergibt

für Punktcoordinaten: für Liniencoordinaten:

iix^ = A^^y^ + A^^y^ +^3iJ'3 ^v^ = A^^u^ + A^^u^ +^13^3
(7) ilX.^ = Ay^yi 4- ^22^2 + ^32^3 ^^2 = ^21 ^1 + ^22^2 + At «^3

/ix, = A^^y^
-f- ^2:5^2 + ^3^3 • '»^^3 == ^ii ^1 + 42^2 + 4t3% •

Es bedeuten hier die Aik die zweigliedrigen Unterdeterminanten
von der Determinante der Substitution:
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«12

»21 *23

*3i '^hi 'h?,

Aus diesen beiden Systemen von Gleichungen erkennt man sofort

die geometrische Bedeutung der Substitutionscoefticienten. Da nämlich

yi=0; ^2 = 0, ?/3 = 0,

y, = , ^2 = , Vg = ,

bez. die Gleichungen der Seiten und Ecken des neuen Coordinaten-

dreiecks darstellen, so sind bez. die Coordmaten der neuen

Dreiecksseiten

*ii '12 13

21
a22

a23

a,32 a33 )

Breiecksecken.

h2 As
*21

^31

.^22 ' 2̂3

^33 }

und ebenso in Bezug auf das neue Breieck die Coordinaten der allen

Breiecksseiten.

Au

^,3

*21

^23

M

*33

Breiecksecken:

*22

'31

'^32

*33

Das neue Coordinatensystem, welches wir soeben untersucht haben,

'zeigt sich besonders geeignet zur Behandlung solcher Probleme, in denen

von Massverhältnissen nicht die Rede ist, welche sich also nur auf

Lagenbeziehungen ausdehnen. Wenn wir daher, wie es im Folgenden

geschehen soll, unsere früheren Betrachtungen über Punkte und

Strahlen kurz in Dreieckscoordinaten wiederholen sollen, so müssen

wir uns dabei auf diejenigen beschränken, welche eine vollkommen

dualistische Uebertragung gestatten.

Bie Bedingung der vereinigten Lage von Punkt und Gerade ivar:

Es ist dies nunmehr auch die allgemeinste Form für die Glei-

chung eines Punktes oder einer Geraden, je nachdem man die x oder

die u als constant ansieht; in rechtwinkHgen Coordinaten dagegen

mussten wir neben der Bedingung für die vereinigte Lage:

Mo; -j- y?/ -f- 1 =
noch bez. die Gleichungen

^.-c + ^y + C^O, Au-\- Bv-\- C =
als die allgemeinsten für einen Punkt bez. eine Linie untersuchen. -
Wir behandeln im Ausschlüsse hieran die folgende Aufgabe:
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Es soll die Gleichung der Ver-
j

Es soll die Gleichung des Schnilt-

bindungslinie u von zwei gegebenen
\

punkles x von zivei gegebenen Gera-
Punkten y und z aufgestellt iverden. den v und iv aufgestellt iverden.

Ist X ein Punkt auf dieser

Linie, so haben wir:

• «1 x^ + v^x-i + u.^x^ =
(8) Wi y^ + «2 ^2 + «3 2/3 =

^/, e, + w, z, -j- Wg z.^ =

Ist u ein Strahl durch diesen

Punkt , so haben wir

:

Wj x^ -\- u^ x^ -f ^h ^3 =
y, o;, -|- r, o:.^ + ^3 x.^ =
IV^x^ -f ?f;2r.^ -j- ^ügo-g = .

Die Elimination von u bez. von x hieraus ergibt

(Ö)

als Gleichung des Punktes:

w
V., V,,

1 ?^2 «'3

0.

als Gleichung der Geraden:

jvTj X2 X^
j

Z, ^2 ^3l

Es sind also die Coordinaten

der Verbindungslinie zweier Punkte

y, z:

liUy =^2?:, — ^2^3'

(10) iiu.^ = V^Zx — %y,
^u.^ =y^z.^ — z^tj.^.

Die Gleichungen (9) kann man in die folgenden auflösen, welche
uns die Coordinaten eines beweglichen Punktes der Geraden bez. eines
beweglichen Strahles durch den Punkt darstellen:

Es sind also die Coordinaten

des Schnittpunktes zweier Geraden
V, lu:

(IXi = V^W^ — ^^2^3

^0^2= V.^Wy — W^Vi

fix, == V,W^ W, ^2 .

Punktreihe

(11) Qx^^g^-^ Xz.^

9 ^'^3 = ^3 + ^^3

Strahlbüschel

QU2 = V2 -\- X w.^

QU^ = ^3 + -^«^3-

Hier ist A wieder ein Parameter. Multipliciren wir die Glei-
chungen links bez. mit u^, u.^, u^, die rechts bez. mit .c,, x^, x,,

und addiren auf beiden Seiten, so erhalten wir

dui
^

Gleichung eines beweglichen
\

die Gleichung eines beweglichen

Strahles des Büschels:Punktes der Reihe:

P+/l() = 0, G-\- ?iH=0,
wo Q linear in den w^ G, H linear in den x sind, nämlich:

= u^z^ -f u^z^ + u.^z^

G = v^ x^ -j- v^ X2 -\- v.^ x.^

H = w^ a;, + w.y x.^ + w^x.^

.

In dieser Darstellung hat der Parameter A dieselbe Bedeutung^
wir früher A und ^ beim Gebrauche von rechtwinkligen Coordinaten;
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er gibt nämlich wieder bis auf einen coustanten Factor das Abstands-

verliältniss des betreuenden Elementes von den beiden festen Griind-

elementen. Man überzeugt sich hiervon leicht, indem man die Glei-

chungen (11) und (3) combiuirt. Dadurch erhält man*):

Z a,- ü,- -f- A, 2 a,- tu,-

!/
=

ZC.y. + XZCiZi

S c^ v^ -(- XHc^w^

WO die Summen (die von / = 1 bis / = 3 zu nehmen sind) nur ge-

gebene constante Grössen enthalten; daher wird die Gleichung des

Punktes x, y bez. des Strahles u, v in rechtwinkligen Coordinateu

von der Form:

d. h. wie früher, linear in A, und dadurch ist unsere Behauptung

bewiesen. Auch erhalten wir wieder für A = den Punkt y, resp.

den Strahl v und für A = oo den Punkt z, resp. den Strahl w. Alle

an die geometrische Bedeutung des Parameters angeknüpften Betrach-

tungen bleiben somit auch unabhängig vom Coordinatensysteme be-

stehen, d. h. alle Sätze über Doppelverhältnissc und über projectivische

Beziehungen behalten denselben analytischen Ausdruck. Insbesondere

also die Relationen zwischen projectivischen Punktreihen und Strahl-

büscheln und die Erzeugung der Kegelschnitte aus denselben. Wir

wenden uns nunmehr zum genaueren Studium der letzteren Curven.

*) Es wird kein Missverständniss möglich sein, wenn in diesen CUeichungen

die Buchstaben y, v einmal als rechtwinklige Coordinaten, einmal (mit Indices

versehen) als Dreieckscoordinaten auftreten.
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Die Curven zweiter Ordmiug und zweiter Klasse.

I. Sclinittpunkte mit einer Geraden. — Polarentheorie.

Die Curven zweiter Ordnung und Klasse, deren geometrische Er-

zeugungsweise uns schon früher beschäftigt hat, wollen wir nun

untersuchen, indem wir nicht von dieser EntstehungsAveise , sondern

von der allgemeinsten homogenen Gleichung zweiten Grades in

Xi, X2, x.^ ausgehen. Wir werden dabei finden, dass es keine eigent-

liche Curven zweiter Ordnung gibt ausser den schon in unseren

einleitenden Aufgaben erwähnten, nämlich: Ellipse, Hypci-bel und

Parabel, Es können aber, wie bereits bei Gelegenheit hervorgehoben,

uneigentliche Curven auftreten, welche durch Zerfallen der Gleichung

2. Grades in zwei lineare Factoren entstehen; dies führt dann wie-

der zum Geraden- oder zum Punktepaar.

Die allgemeinste Gleichung zweiten Grades werden wir erhalten,

wenn wir die Quadrate und zweigliedrigen Producte der Veränder-

lichen :

X^ , X^ > X^ , X^X^ ) X^ X'^ , X^ X-^

mit beliebigen von einander unabhängigen Coefficienteu multiplicirt

addiren. Diese Coefficienten setzen wir, wenn nicht ausdrücklich das

Gegentheil bemerkt wird, als reelle Grössen voraus. Wir wählen für

sie denselben Buchstaben und unterscheiden die Coefficienten der

verschiedenen Glieder durch zugefügte Indices, welche den in sie

multiplicirten Variabein entsprechen; wir fügen ihnen ferner noch

den Factor 2 hinzu, wenn in dem betreffenden Gliede zwei verschie-

dene Veränderliche mit einander multiplicirt sind. Wir schreiben also

die Gleichung einer Curve zweiter Ordnung in der Form:

(1) «11^1^ + tt-^^x.^ -f- «33^3^ + 2ay^x^ X2 + 2a^^x^x._^ -|- 2«23^2''*^3 ==" ^^•

Die Vortheile dieser Schreibweise werden im Laufe unserer Dar-

stellung von selbst klar werden. Das Hinzufügen der Zahlenfactoren

empfiehlt sich besonders, da wir den Ausdruck (1) auch kürzer in

der symbolischen Form:

{a^x^ + a^x^ + a.^x^y =
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schreibeu könneu; vf'iv müssen uns dann nur vorstellen, dass wir statt

eines Productes r/,^//, den Coefiicienten rti/c (= ('k!) zu setzen haben,

also «ij statt a^a^, «23 ^^^^^ ^'i^'a? u. s. f.

Au die Spitze der Theorie stellen wir die Aufgabe, die Schnitt-

punkte der Verbindungslinie ziveier Punkte y und z mit dem Kegelschnitte

(1) zu bestimmen. Die Coordinaten eines Punktes dieser Linie sind

nach dem Früheren:

^i = J/i + ^Z\

•^3 ^= ^3 "T" ^ ^3 5

und wir haben den Wertli des Parameters A zu suchen, für welchen

die Coordinaten x^, x^, x-^ der Gleichung (1) genügen, d. h. wir

müssen setzen:

{Kyi + «2y2 + ^'3^3) + ^ (^'1-1 + «2^2 + ^-^3^3)}^ = ^ ?

oder entwickelt:

(2) A2ß + 2A()+ P= 0,

wo nun P, Q, R bestimmt sind durch:

^= («1^1 + «2y2 + '!'3y3?

ß=K-l + «2^2 + «3^3?

(3) Q = («,yi + «2^2 + «32/3) («1^1 + <^2^2 + ^^3^3)

= 2ri («,1^1 + ^12^2 + «13^3)

+ 2^2 («21^1 + «22^2 + ^^232/3)

H- ^3 Kl 2/1 + «32^2 + «332/3) ;

oder wenn wir uns der Bezeichnungsweise der Differentialrechnung

bedienen wollen:

iif^n j-^j^u -L^^^, \

P und E entstehen also, wenn man in die linke »Seite der Glei-

chung des Kegelschnitts (1) die Coordinaten y bez. z statt x einsetzt;

dagegen ist aus den ij und z symmetrisch zusammengesetzt und in

beiden linear. Die Auflösung der quadratischen Gleichung (2) nach

A ergibt:

j q: J/o^ — PR^==
7?

'

und daher sind die Coordinaten der beiden Schnittpunkte , wenn wir

den gemeinsamen Nenner R in den Propörtionalitätsfactor q ein-

gehen lassen:
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().r, -= /?y, — (() --f
/(>•-' _I7v/) j^

QX, = liy., — (() =jl /()-' — Pr) z^

- QX-i = Ry., — {Q + yo^^ZTpji) ^_^._

Wir haben somit auf der Geraden yz vier Punkte: die gegebenen
mit den Coordinaten y,- und zi und die soeben gefundenen Schnitt-
punkte mit dem Kegelschnitte, deren Coordinaten yi -f kzi und
yi + iizi sein mögen, wo X und ^ die Wurzeln der quadratischen
Gleichung (2) sind. Diese Punkte werden ein bestimmtes Doppelver-
hältniss besitzen. Theilen wir zur Bildung desselben die Punkte, ent-
sprechend der Natur unserer Aufgabe, in zwei Paare, so erhalten wir
für dies Doppelverhältniss nur zwei verschiedene Werthe, nämlich
entweder

:

X
a = -

oder fy' —. R
l

•

Nun ist, da A, ft die Wurzeln von (2) sind:

3 1 -C' 1 P

daher auch;

'

>.fi Pli

Also sind (wegen aa =1) a, a die Wurzeln der quadratischen
Gleichung:

„._li^--„+l = 0,
4 C>2 - 2 Pli

^
PR

oder:

(4) (« + 1)'^ PR — 4,Q2a = {),

und die Auflösung dieser Gleichung gibt unmittelbar das Doppelver-
hältniss der vier Punkte. Wie müssen letztere nun liegen, damit die
Gleichung besondere Eigenschaften hat, damit also besondere Werthe
des Doppelverhältnisses entstehen ? Einen der gegebenen Punkte, z. B.

y, können wir beliebig wählen; durch ihn ziehen wir alle möglichen
Strahlen und fragen nach den Punkten z, welche mit y und den bei-
den Schnittpunkten des betreffenden Strahles ein gegebenes Doppel-
verhältniss a bilden. Ist y constant, so ist die Gleichung (4) homo-
gen vom zweiten Grade in z

; dieser Punkt liegt also wieder auf einer
Curve ziveiler Ordnung. Lassen wir a variiren, so ist demnach jedem
Punkte durch den gegebenen Kegelschnitt ein System von Curven
zweiter Ordnung zugeordnet. Unter diesen ist aber eine, icclche in

eine doppelt zählende Gerade zerfällt; und diese wird für uns von be-
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sonderer Wichtigkeit. Mit ihr werden wir uns zunächst ausschliess-

lich beschäftigen, die Beziehung der anderen hier gefundenen Kegel-

schnitte zur Grundcurve dagegen erst später kennen lernen.

Setzen wir:

« = - 1

;

so reducirt sich (4) in der That auf (/- = 0, d. h, auf die Linie

Soll also die Gerade tjz die Curve harmonisch schneiden, so muss

z auf der geraden Linie (> = liegen, der ,, Polaren des Punktes y in

Bezug auf den Kegelschnitt"; y dagegen wird der Pol der Geraden

() = genannt. Wir sprechen diese wichtige Beziehung als Satz in

der Form aus:

Wenn man durch einen Punkt alle möglichen Strahlen legt und auf

jedem den vierten harmonischen Punkt zu y und seinen Schnittpunkten

mit einem /Kegelschnitte sucht, so liegen alle diese Punkte auf einer Ge-

raden, ,,der Polare des Poles y."

Unter diesen Strahlen sind solche, welche die Curve gar nicht,

oder vielmehr in zwei imaginären Punkten schneiden; dies tritt ein,

wenn die beiden Wurzeln der Gleichung (2) imaginär werden. Dem
ungeachtet bleibt der vierte harmonische Punkt reell, denn die ge-

nannten Wurzeln sind dann immer conjugirt imaginär, und die Glei-

chungen der vier Punkte haben daher die schon früher erwähnte

Form (vgl. p. 42):

Von besonderer Wichtigkeit ist die symmetrische Form der Glei-

chung (3):

= 0.

Da sich dieselbe nicht ändert, wenn man y und z vertauscht, so

folgt unmittelbar:

Liegt y auf der Polare von z, so geht die Polare von y durch

z\ also:

Beiücgt sich z auf der Polare von y, so dreht sich die Polare von

z um y; und umgekehrt:

Dreht sich eine Gerade um einen ihrer Punkte, so bewegt sich ihr

Pol auf der Polatx dieses Punktes.

Die Polare schneidet den Kegelschnitt in zwei Punkten. Ver-

bindet man einen derselben mit dem Pole, so muss auf dieser Geraden

eine Gruppe von vier harmonischen Punkten 1, 2, 3, 4 liegen (wo

1, 2 und 3, 4 die zugeordneten Paare seien), von denen zwei Punkte

(2 und 3) zusammenfallen. Dann fällt aber (vgl. p. 40) auch 4 in
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dieseu Punkt, d. li. die Sclmittpunkte (3, 4) der Geraden mit der

Curve fallen zusammen, und somit folgt:

Die Polare eines Punktes gehl durch die Berührungspunkle der beiden

von ihm an die Curve gezogenen Tangenlen. (Dass es zwei solche

Taugenten gibt, haben wir oben gesehen, da jede allgemeine Curve

2. Ordnung auch 2, Klasse ist.)

Bewegt sich also ein Punkt auf einer Tangente, so geht seine

Polare immer durch den Berührungspunkt derselben. Daher ist der

Berührungspunkt der Pol der Tangente, d. h. die Polare eines Punktes

der Curve ist die in ihm an die Curve gelegte Tangente.

Die hier ausgesprochenen Sätze führen auch unmittelbar zur

Construclion der Polare, wenn der Kegelschnitt gezeichnet vorliegt und

ausser ihm ein Punkt als Pol gegeben ist. Man braucht nur durch

den letzteren zwei beliebige Gerade zu ziehen, und auf ihnen den

vierten harmonischen Punkt zu dem gegebenen Punkte und ihren

Schnittpunkten mit der Curve zu construiren, was ja mit Hülfe der

Sätze über das vollständige Viereck geschieht: Betrachtet man die

vier Schnittpunkte der beiden Hülfsgeraden mit der Curve (1, 2, 3, 4

in Fig. 20) als Ecken des Vierecks, so ist die eine Nebenecke der ge-

gebene Pol y, und die Verbindungslinie der beiden andern Nebenecken
seine Polare v. Diese Construction liefert aber nach dem Obigen

j,j 2y
auch zugleich die Berührungspunkte der beiden

durch den gegebenen Punkt gehenden Tan-

genten, also auch diese Tangenten selbst. Ins-

besondere können wir in dieser Weise die von

einem Punkte an einen Kreis zu legenden Tan-

genten finden, und diese Construction verdient

von unserem Standpunkte aus den Vorzug vor

der bekannten, welche mit Hülfe eines anderen

Kreises ausgeführt wird. Denn .wir brauchen

nur sechs Hülfslinien zu ziehen, um. die Auf-

gabe in allgemeinster Weise zu lösen; diese

Construction ist also auch praktisch ebenso

einfach als jene andere. Beim Kreise steht die Polare eines Punktes

überdies, als Verbindungslinie der Berührungspunkte der beiden Tau-

genten, senkrecht gegen die Verbindungslinie des Mittelpunktes mit

dem Pole. Liegt der Punkt innerhalb des Kreises, so werden die

beiden Tangenten imaginär, die Polare verläuft also ganz ausserhalb

desselben, d. h. ohne ihn in reellen Punkten zu treffen. Ebenso wird

durch jede reelle Curve zweiter Ordnung die Ebene in zwei Theile

getrennt: in dem einen liegen die Punkte, von denen reelle, in dem
andern diejenigen, von denen imaginäre Tangenten an die Curve

gehen. Die Punkte der letzteren selbst dagegen vermitteln den Ueber-
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gaug zwischen beiden Theilen der Ebene, indem für sie die beiden

Tangenten in eine zusammenfallen.

Ist der Kegelschnitt nicht ganz gezeichnet gegeben, sondern nur

durch fünf seiner Punkte bestimmt, so kann man gleichwohl die

Polare eines beliebigen Punktes constructiv angeben. Diese Aufgabe

kommt nämlich offenbar auf die andere zurück: Man soll den zweiten

Schnittpunkt einer durch einen jener fünf Punkte gehenden Geraden

mit dem Kegelschnitte finden; und die Lösung der letzteren haben

wir schon früher mit Hülfe des Pascal 'sehen Satzes bewerkstelligt.

Wir haben die betreffende Construction nur für zwei Linien auszu-

führen, die durch den gegebenen Pol und je einen der fünf Punkte

o-ehen: und können dann die Polare wieder mit Hülfe der Sätze über

das vollständige Viereck finden. —
Bei diesen Constructioneu ist vorausgesetzt, dass Jede Gerade der

Ebene Polare eines Punktes ist. Zum Beweise hierfür schreiben wir

die Gleichung der Polare eines Punktes y {Q == 0) in der Form:

so sind Vi die Coordinaten dieser Polare; sie werden wegen (3) ge-

geben durch:

(5) 0V.^ = a^^y^ -f «22^2 + «23^3

<?l^3 = «312/1 + «32^2 + «33^3-

Durch Auflösung dieser Gleichungen nach y,, f/27 2/3 wird man daher

in der That auch zu jeder Geraden v einen Pol y bestimmen können,

sobald die Determinante der Gleichungen (5) nicht verschwindet.

Diesen letzteren Fall schliessen wir vorläufig von der Betrachtung aus

und werden ihn später eingehend behandeln: wir setzen zunächst stets

voraus, dass

"11 "12 "13

$"»21 "22 "23
i

j

jögj «32 «33
1

Diese ßeierminante des KegelscMitts ist von ausserordentlicher

Wichtigkeit; sie ist symmetrisch, d, h. die symmetrisch gegen die

Diagonalreihe stehe-nden Elemente sind einander gleich, und ihre

Unterdeterminanten sind:

^23 = ^32 = «12^^13 ~" «II «23 i

= -^13 ^^ «21 «23 «22«13 >

= //.„ = ft.„r/.,2 — «;j3«12 •

A
Die Auflösung der Gleichungen (5) ergibt nun, wenn wir q für -

setzen

:

^11 «22 «33
~
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wodurch der Pol y einer Geraden v bestimmt ist. Um diesen Punkt
auch zu construiren. haben wir in obiger Weise nur die Polaren von
zwei Punkten der gegebenen Geraden zu suchen; der Pol der letzteren
ist dann als Schnittpunkt jener beiden Polaren nach den oben ausge-
sprochenen Sätzen bestimmt. Die Gleichungen (6) können uns dazu
dienen, den gegebenen Kegelschnitt als Curve zweiter Klasse, d. h.
in Liniencoordiuaten darzustellen. Wir haben oben gesehen, dass ein
Punkt der Curve selbst auf seiner Polare liegt, und dass diese dann
Tangente wird; die Gleichungen (5) zeigen uns nunmehr, dass dies auch
nur für Punkte der Curve eintreten kann, denn die Bedino-uno--

(7) ^1^1 +«^2^2 + ^32/3 = 0.

welche man erhält, wenn man die Gleichungen (5) bez. mit y,, ?/.,,//,

multiplicirt und addirt, gibt wieder:

«nyi' + «22^2' + %3y3' + 2 a,,y, t/., + 2 a,^y,y^ + 2 a.r,y,y.^ = ,

d. h. der Punkt y liegt in der That auf dem Kegelschnitte. Bilden
wir ebenso aus (6) die Bedingung für die vereinigte Lage von Pol
und Polare, so erhalten wir eine Gleichung für die Coordinaten der
letzteren; und dies ist, da die Polare, wenn die Bedingung erfüllt ist,

zur Tangente wird, die Gleichung der Curve zweiter Ordnung in
Liniencoordinaten ; sie wird:

^n<+ ^22 «2^ + ^33V + "'iJy.UiU^ + 2^13?/,M3 -f 2^23^2^., =0.
Man erhält also die Gleichung des Kegelschnitts in Liniencoordinaten,

wenn man in seiner Gleichung in Punktcoordinaten die Xi hez. mit den
Ui und die Coefficienten mit den Unterdeterminanten der Determinante des
Kegelschnitts vertauscht.

Wir klnmen diese Gleichung übersichtlicher darstellen durch das
Verschwinden der ,,mit den ui geränderten" Determinante*) A des Kegel-
schnittes:

M2 "13

a.

a.32

23 -.,_^^^

eine Gleichungsform, welche man direct erhalten kann, wenn man

*) Die geränderton Determinanten, welche für die symmetrisclie Durch-
führung mancher Reclinungen sehr wiclitig sind, wurden von ITosse in die ana-
lytische Geometrie eingeführt.
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die Gleichungen (5) zusammen mit (7) als ein System von vier in

den Grössen Q, y^, y-i, y>, homogenen , linearen Gleichungen auffasst,

und aus ihnen letztere Grössen eliminirt.

Die Anwendung des Satzes auf die uns bekannten einfachen

Gleichungsformen für Ellipse und Hyperbel:

^ 4- ^ _ 1

ergibt

:

also

0|
I

;

- 1|

y^lQ ^O'l '-'

+i-

^11 h A2 >

12 ^13 '2:i

2
A. = 4-

Es wird daher, nach Multiplication mit (t^h-, die Gleichung der

Ellipse in Liniencoordinaten:

«2^2 _|_ ^,2y2 _ 1=0,
und die der Hyperbel in Litiicncoordinaten :

(r-u"- — h'^'v"' —1=0.
Dascegen filr die Parabel

wird;

also;

r 2px =

I

—p
A=\ 1

\—pO

^11 = ^;{;i
==^ ^12 ^^^ ^23 ""^ ^' 7

und es ist die Gleichung der Parabel in Liniencoordinaten:

II. Beziehungen zur unendlich feraen Greraden. — Polardreiecke.

Sehen wir nunmehr, zu welchen Fragen die soeben durchgeführten

Untersuchungen Veranlassung geben, wenn wir statt einer beliebigen

Geraden der Ebene die unendlich ferne Gerade in ihren Beziehungen zu

einem Kegelschnitte betrachten (vgl. p. G7). Indem wir dabei gleichzeitig

das Gebiet unserer bisherigen Ueberlegungen erweitern, werden wir
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Gelegenheit haben, allgemeinere, von dieser ausgezeichneten Geraden

unabhängige Verhältnisse von fundamentaler Wichtigkeit zu berühren.

Es bietet sich zunächst von selbst eine Eintheilung der Curven zwei-

ter Ordnung, für die ^^ .^ ist, je nachdem sie von der unendlich fernen

Geraden in zwei rellen, in zwei imaginären oder in zwei zusammen-
fallenden Punkten geschnitten werden. Andere Fälle sind nicht mÖ2-
lieh; und die angeführten werden uns dieselben Haupttypen dieser

Curven wiedererkennen lassen, auf welche wir durch die einleitenden

Aufgaben geführt wurden. Wir bezeichnen unter diesem Gesichtspunkte:

als Ellipse eine Curve, welche von der unendlich fernen Geraden

in zwei imaginären Punkten geschnitten wird,

als Hyperbel eine Curve, welche von der unendlich fernen Geraden

in zwei reellen Punkten geschnitten Avird,

als Parabel eine Curve, welche von der unendlich fernen Geraden

berührt wird.

Zu einer weiteren Eintheilung gibt die Frage nach dem Pole der

unendlich fernen Geraden Veranlassung. Zieht man durch ihn eine

beliebige Gerade, so muss diese durch den Kegelschnitt und die un-

endlich ferne Gerade harmonisch getheilt werden; der erwähnte Pol

liegt also in der Mitte zwischen den beiden Schnittpunkten der Gera-

den mit der Curve, d. h. der Pol der unendlich fernen Geraden halbirt

alle durch ihn gehenden Sehnen. Man nennt ihn deshalb den Miiiel-

piinkt der Curve zweiter Ordnung, die durch ihn gehenden Sehnen
heissen Durchmesser der Curve. Ist die unendlich ferne Gerade Tan-

gente des Kegelschnittes, so liegt der Pol auf ihr, also auch unendlich

fern. Wir unterscheiden demgemäss:

Curven mit Mittelpunkt: Ellipse und

Hyperbel.

Curven ohne Mittelpunkt: Parabel.

Im Folgenden beschränken wir uns

zunächst auf die Curven mit Mittelpunkt.

Um hier weitere Relationen zwischen den

Durchmessern zu erhalten, betrachten wir

die unendlich ferne Gerade, als wenn sie

im Endlichen läge, und übertragen dann

nur die so erhaltenen Sätze. Es sei y
diese Gerade (vergl. Fig. 21) und c ihr

Pol in Bezug auf die vorliegende Curve.

Ist dann a ein Punkt auf y, so liegt der

Pol b der Linie ac ebenfalls auf y und a

ist der Pol der Linie bc. Ein solches

Dreieck, in welchem jede Ecke {a, b, c)

Fig. 21.
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der Pol der gegenüberliegenden Seite («, /3, y) ist, nennen wir ein Polar-

dreieck. Dasselbe enthält drei Willkürlichkeiten ; nämlich die Wahl
der ersten Ecke hängt von der Bestimmung zweier Constanten (der

Coordinaten) ab; sind diese beliebig angenommen, so kann die zweite

Ecke noch auf der Polare 'der ersten willkürlich gewählt werden,

wird also durch eine weitere Constante bestimmt. Wir sprechen dies

kürzer so aus: Es gibt dreifacti nnendlicli viele Polardreiecke zu einem

gegebenen Kegelsclinitte. Um ein wirkliches Polardreieck zu erhalten,

darf man nur niemals eine Ecke auf der Curve liegen oder eine Seite

sie berühren lassen. Aus der Definition des Polardreiecks folgt nun
unmittelbar:

Die von einer Ecke eines Polardreiecks ausgehenden Strahlen werden

durch den Kegelsclinitt und die gegenüberliegende Seile harmonisch getheilt;

und dualistisch entsprechend: Zieht 7nan von einem Punkte der Seite

eines Polardreiecks die beiden Tangenten an den Kegelschnitt , so sind

diese harmonisch zu der Seile selbst und der Verbindungslinie des Punktes

mit der gegenüberliegenden Ecke. Unter diesen Strahlen sind auch

jedesmal die durch die betreffende Ecke gehenden Seiten des Dreiecks

selbst und die von ihr an die Curve gelegten Tangenten. Zwei Seiten

des Dreiecks stehen zu einander also in ganz reciproker Beziehung:

die eine (a) theilt die Strahlen durch b, die andere (/3) die durch a

harmonisch. Mail nennt daher zivei solche Geraden, bei denen der Pol

der einen auf der andern liegt, conjugirte Polaren in Bezug auf den

Kegelschnitt.

Nehmen wir nun als eine Seite y eines Polardreiecks die unend-

lich ferne Gerade, so gehen die andern beiden durch den Mittelpunkt

c der Curve; sie sind dann conjugirte Durchmesser derselben. Man
versteht darunter überhaupt zwei Gerade, bei denen der unendlich ferne

Punkt der einen der Pol der andern ist. An Stelle der harmonischen

Theilung tritt dann die Halbirung der betreffenden Sehnen, an Stelle

der Strahlen durch a die Gesammtheit der zu ß parallelen Geraden.

Obigen Satz können wir daher folgendermassen aussprechen: Von
zwei einander conjugirten Durchmessern halbirt jeder die zu dem andern

parallelen Sehnen, und die Tangenten in den Endpunkten eines jeden

sind parallel zu den Sehnen, welche er halbirl.

Zwei conjugirte Polaren sind immer harmonisch zu den beiden

von ihrem Schnittpunkte an die Curve gelegten Tangenten, denn die

Berührungspunkte der letzteren liegen harmonisch zu den Polen der

beiden Polaren. In jedem Strahlbüschel kann man unter Benutzung

dieser Bemerkung zu einer beliebigen Geraden die conjugirte Polare

construiren. Ist der Punkt insbesondere der Mittelpunkt der Curve,

so folgt:

C leb seil, Vorlesungen. 6
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Alle Paare conjugirler Durchmesser liegen harmonisch zu den beiden

„Asijmptoten" der Curve, d. h. zu den beiden Tangenten derselben in

ihren SchniUpunklen mit der unendlich fernen Geraden.

Jedem Kegelschnitte, der einen Mittelpunkt hat, kommen zwei

solche Asymptoten zu, die Verbindungslinien des Mittelpunktes c (vergl.

Fig. 21 auf p. 80) mit den beiden unendlich fernen Punkten o und o.

Je nachdem die letzteren reell oder imaginär sind, sind es auch die

Asymptoten; also nur bei der Hyperbel sind diese Linien wirklich zu

zeichnen (vergl. p. 9). Für die Ellipse ist dies nicht der Fall; die

angeführten Sätze gelten hier jedoch ebenso, da die analytischen Ope-

rationen dieselben sind. Lassen wir insbesondere den einen Durch-

messer eines Paares in eine Asymptote hineinfallen, so fällt nach den

Gesetzen der harmonischen Theilung auch der conjugirte Durchmesser

in dieselbe Gerade ; also : Jede Asymptote ist ein sich selbst conjugirter

Durchmesser. Halbirt dagegen der eine Durchmesser den Winkel zwi-

schen den beiden Asymptoten, so halbirt der andere als vierter har-

monischer Strahl den Nebenwinkel, d. h. Jede Curve zweiter Ordnung

hat zwei zu einander rechtwinklige conjugirte Durchmesser^ „die Haupt-

axen der Curve."

Die soeben angestellten Ueberlegungen zeigen deutlich, wie vor-

theilhaft die Einführung der unendlich fernen Geraden für die geome-

trische Betrachtung ist, indem wir gewisse metrische Beziehungen als

besondere Fälle allgemeinerer Relationen erkannten. Auch in der

analytischen Behandlung dieser Dinge werden uns im Folgenden die

Vortheile der erwähnten Anschauungsweise entgegentreten. Um die

gefundenen Beziehungen auch hier zu verwerthen, kehren wir zu

rechtwinkligen Coordinaten zurück, bei denen ja die unendlich ferne

Gerade eine ausgezeichnete Stellung einnimmt. Wir setzen also

JL/4 " %J0 • %jU(y —— U m vLi^ '-"'' i-

U^= U , U^ = V , My == 1 .

Alsdann werden die Gleichungen zwischen Pol und Polare:

(1) QV = «21^ "H ^22^ H" ^23 ^y = ^21^ H" ^22^ ~l~ ^23

q\= a.^^X + «32?/ + «;;3 (? 1 = 4i W -f ^32«; + 4j3 ,

WO aiu = aki, Aik= A/^i, und wo vorausgesetzt wird, dass die Deter-

minante der üik nicht verschwindet.

Die Abschnitte der unendlich fernen Geraden auf den Coordi-

natenaxen sind unendlich gross; daher verschwinden die negativen

reciproken Werthe derselben, d. h. für die unendlich ferne Ge-

rade ist:

w = 0, y==0.
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.
Wegen (1) werden demnach die Coordinalen ihres Poles, des Mittel-

punktes der Curve:

t __ fll3 __ «12 «32 On^M

/2\ ^33 «11 «22 — «12^ '

-JJ
= ^?? = ^12^ 13 ~ «11 «23 .

^33 «11 «22 — «12^

Sollten y^j.,, ^23? ^33 sämmtlicli verschwinden, so würde auch
^ = sein , was wir ausgeschlossen haben. Der Mittelpunkt ist also

immer bestimmt; nur rückt er, wenn

(B.) ^33 =
ist, in's Unendliche; dies ist also die Bedingung für die Parabel.

Dieselbe Bedingung erhält man direct, indem man das Verhalten
der unendlich fernen Geraden zur Curve untersucht; es ergeben sich

so die analytischen Criterien zur Unterscheidung von Ellipse, Hyperbel
und Parabel. Wir legen durch den Anfangspunkt eine beliebige

Gerade, welche den Winkel a gegen die .Y-Axe bilden möge, Sie

schneide die Curve in der Entfernung r vom Anfangspunkte; dann
ist für diesen Schnittpunkt:

x = r cos a
, y = r sin er

.

Die zugehörigen beiden Werthe von r ergeben sich, wenn wir
mittelst dieser Gleichungen die Gleichung des Kegelschnittes:

a^^x^ + «22^^ + «^33 + ^«i2^y + 2«)3a; + 2a^^y -fj =0
umformen. Es wird dadurch:

,

.

r- («jj cos^ a -\- «22 sin^ cc -j- 2 «,2 sin a cos a)

-\- 2r (aj3 cos a -j- «.^3 sin a) -f- ö'ns
= 0.

Legen wir umgekehrt r einen bestimmten Werth bei, so ergibt

sich hieraus der zugehörige Winkel a, welcher übrigens reell oder

imaginär ausfallen kann. Jedenfalls hat die Curve aber zwei unend-

lich ferne Punkte, und wir erhalten daher die nach ihnen gehenden

Strahlen, d. h. die Asymptoten der Curve, wenn wir r = 00 setzen.

Dadurch wird die Gleichung (4): •

«jj cos- a -\- 2a,2 sin a cos a -\- «22 sin^ « = ,

also

(5) tancr « = - "it ± y^ii"
-
zJ^iJhi _ ^'hL±Imhi

9 «22 «22

Die beiden Asymptoten sind demnach reell, imaginär oder zu-

sammenfallend, je nachem ^^33 negativ, positiv oder Null ist. Wir
Ilaben also die folgenden Kennzeichen für die uns bekannten Kegel-

schnitte:

6*
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'3;^ > : Ellipse,

^gg = : Parabel,

^33 < : Hyperbel.

Die Bedingung für die Parabel ist somit in der That mit der

oben gefundenen identisch; man erhält dieselbe endlich auch, wenn

man von der Gleichung des Kegelschnittes in Liniencoordinaten aus-

cfeht. Diese ist:

A^^u^ + A^^ii^ -\- 2 A^^ UV -\- 2 A^^u -{- 2 A.^^v -\- A^^ =
Soll die Curve von der unendlich fernen Geraden berührt werden, so

muss diese Gleichung für w = und y = erfüllt sein, und wir er-

halten wieder die Bedingung:

• ^33 = 0.

Durch (5) sind uns zunächst nur die Richtungen der Asymptoten

gegeben; da dieselben aber durch den Mittelpunkt gehen müssen, so

sind sie dadurch völlig bestimmt. Wir können also auch ihre Glei-

chungen unmittelbar aufstellen. Um die beiden ihnen parallelen Geraden

durch den Anfangspunkt zu finden, brauchen wir nur die höchsten

Tenne der Gleichung in Punktcoordinaten gleich Null zu setzen

:

(G) tfi,x2 + 2a,2«^2/ + «22?/^ = ^;

denn es folgt daraus wieder:

(7) ^^^-''-^i-^-^^tang«,

und dies sind dann die Gleichungen der beiden Linien. Diese Be-

stimmung kommt darauuf hinaus, dass man die Verhältnisse der

Coordinaten ihrer unendlich fernen Punkte aufsucht. Machen wir

nämlich die Gleichung der Curve für den Augenblick wieder homogen,

indem wir — ,
-- statt x, y setzen, so erhalten wir die Schnittpunkte

des Kegelschnittes mit der unendlich fernen Geraden, wenn wir 0:3 =
nehmen; dies gibt aber gerade die Gleichung (6). Die Asymptoten

selbst ergeben sich, wenn man die Gleichung der zu den Geraden (7)

parallelen Linien sucht, die durch den Mittelpunkt |, ri gehen, eine

Aufgabe, welche wir früher gelöst haben (vergl. p. 26). Unmittelbar

werden sie durch (7) dargestellt, wenn der Mittelpunkt mit dem
Coordinatenanfangspunkte zusammenfällt. Letzteres ist der Fall bei

den Gleicliungsformen der Kegelschnitte, auf die wir bei Behandlung

der einleitenden Aufgaben geführt wurden, und die wir dort als

Ellipse und Hyperbel bezeichnet haben, nämlich:

^ 4- ?^i _ ] =

^ _ ?/' _ 1 ==
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Es ist liier für die Ellipse;

^33 =^ . also >
für die Hyperbel:

4,3 = — ^; also < 0.

Unter den nach ihren Beziehungen zur unendlich fernen Geraden

als Ellipse und Hyperbel bezeichneten Curven sind also jedenfalls die

früher so genatinten enthalten.'^) Die Gleichung (6), welche das Pro-

duct der Asymptoten darstellte, zerfällt hier unmittelbar in zAvei

lineare Factoreu; wir erhalten für die Asymptoten der Ellipse:

für die der Hyperbel:

. (f + f)(f -!)="•

Für die früher als. Parabel bezeichnete Curve

iß = 2px =
haben wir:

^33 = ,

wie es auch nach unserer neuen Definition sein mus!s. Dieselbe hat

keinen Mittelpunkt und in Folge dessen auch keine eigentlichen

Asymptoten. Die Gleichung (6) gibt uns vielmehr nur die doppelt

zählende Richtung nach dem einen unendlich fernen Punkte, indem

sie übergeht in

y' = 0.

Wir wollen nun im allgemeinen Falle ebenfalls den Mittelpunkt

als Anfangspunkt einführen und dann insbesondere zwei conjugirte

Durchmesser zu Coordinatenaxen wählen, lieber die Form der so

entstehenden Kegelschnittgleichung können wir uns im Voraus eine

Vorstellung machen, wenn wir von einem beliebig gelegenen Polar-

dreiecke ausgehen. Ein solches haben wir dadurch charakterisirt, dass

jede Seite Polare der gegenüberliegenden Ecke sein soll.

Setzen wir nun in der allgemeinen Gleichung:

EüikXiXk ==

etwa 0:3 = 0, so gibt der übrig bleibende Theil derselben:

das Product der beiden Geraden, welche die Schnittpunkte der Curve

*) DasB beide Definitionen auch völlig identisch sind, wird sich im Folgen-

den ergeben. ,
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und der Seite x-^ = mit der gegenüberliegenden Ecke verbinden.

Diese Gleichung wird dann in zwei lineare Factoren von der Form

vTj — Ix^ =
und ^j — mx^ =
zerfallen. Soll nun das Coordinatendreieck ein Polardreieck sein, so

müssen diese Linien, welche den Pol mit den Schnittpunkten von
Curve und Polare verbinden, Tangenten des Kegelschnittes sein, also

harmonisch gegen die durch ihren Schnittpunkt gehenden Seiten des

Coordinatendreiecks liegen. Es folgt daraus:

m = — t

,

so dass die Gleichung des Productes der beiden Strahlen von der
Form wird:

a;,2 — fix.^^ = 0.

Soll letztere nun mit der Gleichunsf:

(/^^x^'^ -f- 2 üy^x^x., -j- a^^x^'

identisch sein, so darf also in der Kegelschnittgleichung bei dieser Coor-
dinatenbestimmung ein Glied 2a^2^^X2 nicht vorkommen. Genau die-

selben Ueberlegungen lassen sich für die andern beiden Ecken des Drei-
ecks anstellen; auch die Glieder mit x^x^ und x^x^ müssen fortfallen:

die Gleichung des Kegelschnitts enthält nur noch die Quadrate, Sie wird:

(^) «1 x^~ -\- a.,x^^ + ^H^'A^ = ^
>

und in diese Form ist sie auf dreifach unendlich viele Arten zu
bringen, da die Wahl des Polardreicks von drei Willkürlichkeiten
abhängt. Dieselbe Gestalt muss auch übrig bleiben, wenn x.^ =- die

unendlich ferne Gerade wird, und die beiden anderen Seiten demnach
zu conjugirten Durchmessern werden. Wir haben dann nur zu setzen:

x^ = X y x.^ = y , ^3 == 1

.

Um den Uebergang von der allgemeinen Gleichungsform zu der
eben erwähnten wirklich durchzuführen, verlegen wir zunächst den
Anfangspunkt in den Mittelpunkt. Alsdann werden die X- und
F-Axe harmonisch von der Curve und der unendlich fernen Geraden
geschnitten; es fallen also die Glieder mit x^x. und x.yX,^ oder mit
X und y schon heraus, und es bedarf nachher nur noch einer Dre-"
hung des Coordinatensystems,

Setzen wir zu dem Zwecke:

X'i^y = y + n

x.^ = 1

wo

J — :^ K) — ^J
^33 ^3
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die Coordinaten des Mittelpunktes sind, so wird nach den Gesetzen

der Determinantentheorie

:

«11^ + «12»? + «13 =
(9)

«21^ + «22>? + «23 =
- «3J + «32 ri + «33 = "^-'-^3. + ^^3» ^32 +^33 ^33 "

^33

/}

^33

Daher hat man:

rtjja: + «12?/ + «13 = «11^' + «12?/'

«21^ + «22^/ + «23 = «21'''^' + «22^'

«310: + «32?/ + «33 = «31^' + «32 ?/ + 7" '

33

Multipliciren wir diese Gleichungen nun links bez. mit x, (/, 1,

rechts mit o;' + |, y' -\- Vj 1 ^^^ addiren, so erhalten Avir unter

Benutzung der Gleichungen (9) zwei verschiedene Ausdrücke für die

linke Seite der Curvengleichung, und diese selbst wird (x^ = x,

X2 == y } ^3 ^^^ •)•

(10) 0= E UikXiXk = «11
^'- + «22?/"^ + 2 «12^ y' + j^^

•

Es sind die Terme mit x
, y fortgefallen, während die ersten

Glieder sich nicht geändert haben. Natürlich müssen wir hier den

Fall der Parabel (^33 = 0), wie es ja auch oben geschah, ausschliessen,

da für sie das letzte Glied unendlich gross wird und (geometrisch) ihr

Mittelpunkt unendlich weit liegt. Das Verschwinden der Determinante

Ä dagegen würde uns nicht hindern, die analytischen Operationen in

derselben Weise durchzuführen; nur die geometrische Bedeutung der-

selben wird eine andere; wir werden darauf später zurückkommen.

Zur Vereinfachung unserer Gleichung geben die conjugirten

Durchmesser naturgemässe schiefwinklige Coordinatensysteme. Wir

wollen daher zunächst die analytische Bedingung für ein solches

Durchmesserpaar aufstellen. Nehmen wir die Gleichung der Curve in

der reducirten Form:

(10)
«11«:'' + 2012«;?/ + «22^- + 2;^

=

an, so wird die Bedingung, dass ein Punkt x, y auf der Polare eines

Punktes x',y' liegt, ausgedrückt durch:

Ana
= a^^xx' + a^^yy' + «12 (^y + y^') + ^ = 0-

Solleu diese Punkte unendlich fern liegen und so die Richtungen

zweier conjugirter Durchmesser angeben, so müssen r, r unendlich

gross werden, wenn man setzt:
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X = /• COS « , X = /•' cos Ci

U =^ r sin «
^ V = r sin a .

Die Gleichung (10) geht dadurch für r = r = c» über in:

= rt!,j cos « cos a' + rt,2 (cos a sin «' + sin a cos «') + a^., sin « sin d.

Zwischen den Richtungswinkeln a, a von zwei conjugirten Durch-
messern besteht also die Gleichuns;:

(11) tang «' = - ^+«L^*^gL^ .

^^12 + ('iz tang a

Für a = a geht hieraus wieder die Bedingung (5) für den Win-
kel einer Asymptote gegen die JT-Axe hervor; und in der That haben
wir gesehen, dass eine Asymptote als sich selbst conjugirter Durch-
messer aufgefasst werden kann.

Zunächst liegt die schon früher berührte Frage nahe, ob es unter
den Paaren conjugirter Durchmesser ein solches giebt, in welchem der
eine zum andern rechtwinklig ist. Die Möglichkeit dieses Falles haben
wir schon oben erkannt; wir werden aber auch nachweisen, dass es

immer nur ein reelles System der Art gibt.

Da dann a = 90" -f « sein muss, wird die Gleichung (11):

(1^) tang 2 « = _l^l?_ .

«11 — ('22

Die Werthe von a, welche sich hieraus ergeben:

)

f/3= artg~A«.?^V
« = £-f_180« « = |_j_270o^ «11 -«22/

unterscheiden sich nur um rechte Winkel; sie geben also immer
dasselbe System, nur in seineu verschiedenen Beziehungsweisen ; d. h.
es gibt immer ein und nur ein System zu ei?iander rechtwinkliger con-
jugirter Durchmesser. Wir bezeichnen sie als die Hauptaxen des
Kegelschnitts.

Der einzige, hier mögliche Ausnahmefall tritt ein, wenn gleich-
zeitig

und

a,2 =
ist. Die Gleichung (10) des Kegelschnittes hat dann die Form:

X- -\- y"^ = Const.

;

sie stellt also einen Kreis dar. Für ihn wird der Winkel a unbestimmt;
es gibt also unendlich viele Paare conjugirter Durchmesser, welche zu
einander rechtwinklig stehen, und in der That tritt dies beim Kreise
immer ein.

« = f « = I + 90«
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Um die diircli (12) bestimmten conjngirten Durchmesser nun-

mehr wirklich als Coordinatenaxen einzuführen, setzen wir (vgl. p. 61)

:

X = x' cos a — v' sin «
(13) , . ,,
^ ^ y = X sm ci -f- y cos a.

Durch diese Substitution muss die Gleichung der Curve nach

unseren obigen Bemerkungen von der Form (8) werden, wenn man

darin a-, == x, x^^ y, x^= l setzt. Es muss also in der reducirten

Form

(10) «11^* + «22«/^ + 2rti2a:?/ + -^^ =

auch das Glied mit xy herausfallen, und dies ist in der That der

Fall. Führen wir nämlich die Substitution (13) aus, so wird der

Coeflicient von xy va. der neuen Gleichung:

cos a («22 sin a + a^^ cos a) — sin a (rt,i cos a -f- (ly^ sin «)

,

und dies verschwindet wegen (11), wo wir a = n -j- 90" zu setzen

haben. Wir können also setzen:

(14)
0,1 cos a -{- «12 sin " «i2 cos a + »22 sm a ,

cos a sin a '

oder:

{f/^^ — X) cos a + «12 sin « =
«12 cos a -\- («12 — A) sin a = .

Wenn wir aus diesen Gleichungen cos cc und sin « eliminiren, so

werden wir auf eine sehr wichtige quadratische Gleichung für A ge-

führt, deren Wurzeln unmittelbar die Coefficienten von x"^ und y'^ in

der transformirten Gleichung darstellen. Die erwähnte Elimination

erffibt nämlich:

ßti — A «12

«00 — A
= 0,(15)

oder entwickelt:

r — («,, + «2.) ^ + «^11 «22 - f'v' = 0.

Sind A,/x die Wurzeln dieser Gleichung, so entspricht einer jeden

von ihnen nach (14) ein Werth von a; und beide Werthe können

sich nur um 90" von einander unterscheiden, wenn das Glied mit xy

fortfallen soll. Für ^ haben wir daher die Relationen:

«1, sin a — «,2 cos a = fi sin a

«12 sin a — «22 cos a = —-;« cos a

.

Diese Gleichungen liefern zusammen mit den Gleichungen (14):

«,, cos a -\- «12 sin a == A cos a

«12 cos a -f- «22 sin « = A sin cc
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die zur Ausführung der Transformation nötliigen liülfsmittel. Wir
multipliciren die erste und zweite bez. mit x und y und addiren; dies

gibt wegen (13):

(rtji sin « — «j2 cos a) x -\- (üy^ sin a — a.,^ cos a) y = —
ny'-^

und wenn man ebenso mit der dritten und vierten Gleichung verfährt,

erhält man:

(«11 cos a -{- (1^2 sin a) x -\- («jj cos a -f- (i^i ^^^^ oc) y = Xx .

Multipliciren wir weiter die erste der beiden letzten Gleichungen mit

y = — X sin a -\- y cos a,

die zweite mit

x == X cos a -^ y &m a
,

so findet man durch Subtraction beider:

a^x'^ -f- 2ai^xy + a.^.,y^ = Xx"- + fiy'--,

und also ist die Gleichung des Kegelschnitts in der trausformirten

Form

:

(16) ^Xx^ + ^y'^-i--j-^=0.

Li der That gehen uns demnach die Wurzeln der Gleichung (15)

die Coefficienten der neuen Gleichung. Diese Bestimmung derselben

bleibt auch noch für den oben erwähnten Ausnahmefall gültig, wo

^W =^ ^22 ^^^ ^'i2 = '-^•

Die beiden Wurzeln X
, ft müssen aber auch immer reell sein

;

denn wir haben oben gesehen, dass es, so lange nicht A = 0, oder

^33 = ist, immer ein Paar reeller Hauptaxen gibt. Wir können
dies auch einfach in folgender Weise nachweisen: Die Auflösung der

Gleichung (15) gibt:

X = "'' + "^ -1- 7//'"ll — 'hzV
_j_ ^ 2

12

Hier steht unter dem Wurzelzeichen die Summe von zwei Quadraten,

also stets ein positiver Ausdruck, so lange wir die Coefficienten der

Kegelschnittgleichung als reelle Grössen voraussetzen.

Untersuchen wir nunmehr näher, welche Curven in der Glei-

chungsform (16) enthalten sind. Wir können dieselbe in der Form:

/2 y'2

+

schreiben, und erhalten dann unmittelbar eine Eintheilung der be-

treffenden Curven, welche im Wesentlichen mit unserer früheren

übereinstimmt (vergl. p. 85). Das Product der Nenner:
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hat nämlich immer dasselbe Vorzeichen, wie das Product A/w,. Das

letztere ist nun identisch mit ^33, denn A, /w, sind die Wurzeln der

Gleichung (15); d. h. es ist

X\x. = «11 «22 — ^v>^ ""= ^33 •

Theilen wir also die Curven nach dem Vorzeichen des Products

der Coefficienten von x- und y- ein, so ist dies dasselbe, als ob wir,

wie oben, nach dem Vorzeichen von ^^33 eintheilten. Die hier mög-

lichen Fälle sind im Folgenden zusammengestellt:

I) ^33 > 0; A, fi haben gleiche Zeichen.

1) — _4-= tt-, 4"= b"^: Ellipse,

2) —- = — a^

,

^-7- = — ö- : Imaginäre Ellipse.
^ IA33 (i ^33

II) .1/33 < 0; l, ^ haben ungleiche Zeichen.

1) — = a-, j- == — &': Hyperbel, welche von der A'-Axe
*

'^ ^'
in reellen Punkten getroffen

wird,

2)
'— = — d-, -j- = b- : Hyperbel, welche von derT-Axe

^'
' ^* in reellen Punkten getrotfer

wird.

Die beiden letzteren Curven sind nur durch die Bezeichnung der

Cüordinatenaxen von einander verschieden. Wir haben also nur drei

Fälle zu unterscheiden, von denen uns die der beiden reellen Curven

schon bekannt waren, und es gibt keine anderen KegelschniUe mit

Mittelpunkt. Auf die imaginäre Ellipse werden wir im Folgenden nicht

weiter eingehen; es mag hier nur darauf hingewiesen werden, dass

ihr Mittelpunkt sowohl, wie ihre Hauptaxen reell sind, dass sie hin-

gegen keinen reellen Punkt hat; die Polare, welche sie einem reellen

Punkte zugeordnet, ist aber jedesmal reell.

Die Hauptaxen, auf welche sich in den letzten Untersuchungen

unser Interesse vorwiegend richtete, sind nur ein besonders ausge-

zeichnetes Paar von conjugirten Durchmessern; es liegt daher nahe,

das behandelte Problem zu dem folgenden zu erweitern: Es sollen mit

Hülfe solcher conjugirter Durchmesser derartig schiefwinklige (nicht homo-

gene) Coordinaten eingeführt werden, dass die Ciirvengleichung eine mög-

lichst einfache wird. Als Ausgangspunkt dient uns dabei die nunmehr

gewonnene einfache Gleichungsform:

(1) r^+g-i=o,
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welche zunächst allerdings nur eine reelle Ellipse darstellt. Wir
brauchen aber die folgenden Erörterungen nur für diese durchzuführen •

die entsprechenden Resultate für die Hyperbel ergeben sich dann ein-

fach, wenn wir b durch b •]/— \ ersetzen.

Da ein Paar conjugirter Durchmesser immer mit der unendlich
fernen Geraden zusammen ein Polardreieck in Bezug auf den Kegel-
schnitt bildet, so kann durch Einführung derselben als Axen eines
schiefwinkligen Coordinatensystems die Form der Gleichung (l) nicht
geändert werden. Wir führen die neuen Coordinaten nach früheren
Ausführungen (vergl. p. 61) ein mittelst der Gleichungen:

-gx X = X cos a -f-
?/' cos /3

y = X sin « -|- y sin ^ ,

wo

(3) ß-cc = u

gleich dem Winkel ist, welchen die betreffenden conjugirten Durch-
messer einschliessen. Die Gleichung (1) geht durch diese Substitution'
über in:

denn der Coefficient von x'y' muss nach einer oben gemachten Be-
merkung verschwinden, d. h. es ist:

- V Cos cc cos ß ,

sin a sin |3 .-,

Die Grössen p und q in (4) dagegen sind definirt durch die Gleichungen

:

1 cos* a
f^ sin* a

(6)
p^-~^-^-W~
1 cos* ß . sin* ß
9* a* ' A*

Ihre geometrische Bedeutung ist unmittelbar klar: p und q sind
die Längen der beiden conjugirten Durchmesser (gemessen vom Anfangs-
punkte bis zum Schnittpunkte mit dem Kegelschnitte). Setzen wir
nämlich a;' = 0, so wird

t/'2 = q^

und ebenso für ?/' = 0:

x"^ = p^.

Die Gleichungen (5) und (6) lassen uns also diese Längen aus
denen der Hauptaxen berechnen; (5) dagegen ist die Form, welche
die zwischen zwei conjugirten Durchmessern bestehende Relation
(Gleichung (11) auf p. 88) bei unserer Coordinatenwahl annimmt. Die
Winkel a, ß sind durch (.3) an den von den conjugirten Durchmessern
eingeschlossenen Winkel gebunden ; um sie bei gegebenem u direct zu
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berechnen, verfahren wir folgendermassen. Wir haben die Glei-

chungen :

cos a cos ß -\- sin a sin /3 = cos u

cos a cos ß , sin k sin ß ,.

Ti
1

iJ ^ '
b^

und daraus folgt:

COS a cos /3 = -TZTi^i ^^^ "

. ^ — 62

sm a sm p = ^^ _ ^^
cos u

^

also, wenn man subtrahirt:

(7) cos (« + /3) = ^p cos M.

Diese Gleichung gibt zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe

+ V für a + /3; und daraus folgt wegen (o):

— u-\- V
a = ^-2—

^ 2 *

Wir erhalten demnach, wie es bei der Symmetrie der Curve gegen

die Hauptaxen zu erwarten war, zwei Systeme von conjugirten Durch-

messern, deren eines das Spiegelbild des andern in Bezug auf die

Hauptaxen ist, denn der zweite Werth von ß ist dem ersten von a,

der zweite von a dem ersten von ß gleich und entgegengesetzt.

Bei der Ellipse sind diese Lösungen jedoch nur reell, so lange:

^ ö^ _ ^2

cos U < -^j-j, '

Wir erhalten hier also eine Grenze für den Winkel u: der kleinste

Winkel, welchen die conjugirten Durchmesser bilden können, ist be-

stimmt durch:

cos u = ^_py, ,

woraus man findet

+51n (T

2 a

. u b
tang TT = -

Die beiden conjugirten Durchmesser sind dabei in diesem Falle die

Diagonalen dos der Ellipse parallel zu den Hauptaxen umgeschriebenen

Rechtecks; ihr Winkel wird von den Hauptaxen halbirt. Es ist hier

ferner

:

cos (« + /5) = ^ ;

also

:

d. h. die beiden so bestimmten Durchmesser sind zu sich selbst symme-

trisch gegen die Hauptaxen.
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Bei der Hyperbel findet sich ein derartiger Grenzfall nicht. Hier

wird

:

cos (a-\- ß)^^ -, cos u ,

es tritt also keinerlei Beschränkung ein, denn es ist stets h- < a^.

Wir wissen, dass sogar der Werth für u vorkommen kann, denn

eine jede Asymptote ist ja ein sich selbst conjugirter Durchmesser,

Ein eleganter zweiter Weg zur Lösung der behandelten Aufgabe,

analog dem bei den Hauptaxen eingeschlagenen, besteht in der directen

Aufsuchung von p"- und ff, indem wir für sie eine quadratische Glei-

chung aufstellen. Für p, q, a, ß hatten wir die Gleichungen (5)

und (6):

1 cos^ a 1^ sin* a

p. cos cc cos ß |_ sin a sin ßU_
^^

|_
^^

1 cos« ß . sin« ß

Multipliciren wir die erste und zweite Gleichung einmal bez. mit

sin ßj — sin a, und ein zweites Mal bez. mit — cos ß, cos cc und addiren,

so erhalten wir die beiden Gleichungen:

sin ß cos a

cos ß sin a

sm U

sm u

Ebenso ergibt sich aus der zweiten und dritten Gleichung, wenn
man dieselben bez. mit sin ß, — sin a und dann bez. mit — cos /i,

cos a multiplicirt und addirt:

sin a cos ß .

^— = —— Sin u

cos cc sin ß .

q^ 0^

Bildet man ferner aus den letzten vier Gleichungen das Product der

ersten und vierten, sowie das der zweiten und dritten und subtrahirt

diese Producte von einander, so findet man:

(8) p^ g"^ shi^ u = a"^ b"^ .

Wir können dieser Formel eine einfache geometrische Deutung
geben. Es ist nämlich Aab gleich dem Inhalte des Rechteckes, welches

parallel zu den Hauptaxen, der Ellipse umgeschrieben werden kann;

4:pg sin n dagegen der Inhalt des der Curve, parallel zu den Durch-

messern p, q umgeschriebenen Parallelogramms. Die Gleichung (8)

sagt demnach aus:
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Ein dem Kegelschnitte umgeschriebenes Parallelogramm, dessen Seiten

zu zwei conjxigirten Durchmessern parallel sind, hat constanten Inhalt.

Schreiben wir nun die aus (5) und (6) abgeleiteten Gleichungen

in der Form:

ti^ sin /3 = p^ cos a sin w, h"^ cos /3 = — p^ sin a sin w,

d^ sin a = — q^ cos /3 sin u , b"^ cos a = q^~ sin /3 sin m,

und raultipliciren wir die links stehenden bez. mit cos a, — cos /3

und die rechts stehenden bez. mit — sin «, sin /5, so ergibt sich durch

Addition

:

«2 -_ p1 cos^ «4-0'' cos'^ /3

(9)
f

\ ^ r
^ ' &2 __ jp2 gjjj2 ß, _|_ ^2 gjjj2 |3 _

Und hieraus folgt unmittelbar:

(10) f^J^q^^a-^J^b^

(f. h. die Quadratsumme der Längen von zwei conjugirfen Durchmessern

ist conslant. Die Gleichungen (8) und (9) lassen uns />^ und (f als

die Wurzeln einer quadratischen Gleichung erkennen, und zwar der

folgenden

:

ß2 62

(11)
,2_(„, + ,.), + ^^ = 0.

Kennt man also die Hauptaxen der Curve, so gibt diese Gleichung

für jeden Werth von u die Quadrate der zugehörigen conjugirten

Durchmesser. Es wird nämlich :

««//^

«2 + ja _ /p^+ 62X2 ^fc^
_*'~" '2 f V 2 / sin«?^

Diese Ausdrücke sind in dieser Form ganz ähnlich denen, welche

wir aus der Gleichung

(«11 — ^) («22 — Z)- «12^ ==

für die Quadrate der reciproken Werthe der Hauptaxen erhielten.

Sind auf diesem Wege p^ und q"- bestimmt, so ergeben sich die Winkel

« und ß aus (9) 5 man findet:
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Überhaupt reell sind (d. h. so lange u die gegebene untere Grenze
nicht überschreitet), stets positive Werthe haben. Bei der Hyperbel
dagegen (— h"^ statt h"^) ist ein Werth immer negativ, der andere
positiv; der eine Durchmesser schneidet also die Hyperbel in zwei
imaginären, der conjugirte Durchmesser in zwei reellen Punkten. Ihre
Richtungen hingegen, d. h. die Winkel a, ß sind immer reell, da u
hier keiner Beschränkung unterworfen ist. Die Gleichung der Hyper-
bel, bezogen auf ein Paar conjugirter Durchmesser, hat also die Form:

^^_ _ ^ =, 1
I P" 9^

'

Mithin gilt allgemein der Satz: Die Curvengleichung , bezogen auf
conjugirte Durchmesser, ist immer von der Form der Hauptaxengleichung,
d. h. die Vorzeichen der Coefficienten von x^ und t/ sind dieselben
in beiden Gleichungsformen. —

Bei der Hyperbel gibt es noch ein anderes, nahe liegendes, reelles

Coordinatensystem, durch dessen Einführung ihre Gleichung sehr ein-

fach wird, das der Asymptoten. Für die Ellipse ist die Einführung
dieses Systems nicht so wichtig, da bei ihr die Asymptoten imaginär
sind, wir also den Variabein complexe Werthe beilegen müssten, um
reelle Punkte der Curve darzustellen.

Sind a, /3, die Winkel der beiden Asymptoten gegen die J'-Axe,
wo also /3 = 180" — «, und ist die Hyperbel durch die Gleichung

^ ^ 1

gegeben, so sind die anzuwendenden Transformationsformeln:

X = X cos ß -\- IJ GOB a

y = x sin /3 -f ?/' sin a

.

Nun ist aber

tang a == —
,ö a '

also

:

cos « = — cos ß == :rp=^L-r: , Sin OT = sin ß = ''—
:

wir müssen daher setzen:

X = ^itz^f}

Durch diese Substitution erhält die Curvengleichung die einfache Gestalt:

4^V^ .

a« -f Ä«,~ -^ '

eine Gleichung, welche den folgenden Satz begründet:
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Zieht man durch einen Punkt der Hyperbel Parallele zu den beiden

Asymptoten, so hat das von diesen Parallelen und den Asymptoten einge-

schlossene Parallelogramm constanten Inhalt. —
Es bleibt uns noch übrig, in ähnlicher Weise die Kegelschnitte,

für welche ^33 = ist, d. h. diejenigen ohne Mittelpunkt, die

Parabeln, zu behandeln. Ihre Gleichung nehmen wir in der allge-

meinen Form:

a^^x"^ -f 2a^^xy -f a.^^y"- -\- 2a^^x + 2^23^ + ^'33 =^
an, wo:

^33 = «ll«'22 — «'l-i^^O.

Es müssen nun, wenn wir nur reelle Elemente in Betracht

ziehen, «jj und «.,2 dieselben Vorzeichen haben, damit ihr Product

gleich einem Quadrate werde, und wir können setzen:

,2
«11 = ?n sm^ a

a^.y = m cos- a

äf^2 = — '^ sin a . cos a
,

wodurch die Bedingung ^33 = identisch erfüllt wird. Es ist hier

a bis auf eine Periode n bestimmt durch:

tang ß =
,

und fn ergibt sich dann aus den Substitutionsgleichungen. Durch

Anwendung der letzteren geht die Gleichung der Parabel über in:

(12) m {x sin a — y cos a)^ + 2a^r^x -\- 2 a^.^y -j- «33 = .

In ihr bilden also die Glieder höchster Dimension das vollständige

Quadrat eines linearen Ausdrucks; und dies ist charakteristisch für die

Parabel.

Um die geometrische Bedeutung der Richtung a zu erkennen,

drehen wir das Coordinatensystem so, dass diese Richtung parallel zu

einer Axe wird. Dazu dienen die folgenden Transformationsglei-

chungen :

X = x cos a — y sin a

y = X sin a. -f- ij cos a

.

Die Gleichung der Curve geht dann über in:

(13) ?ny'^ + 2px -i-2gy-\- a,, = ,

wo:

p = «,g cos a -f- «23 si^ "

q == — fl'j3 sin a -{- «03 cos a.

Die Gleichung (13) können wir auch in der Form schreiben:

Clebsch, Vorlesungen. '
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m

Setzt man also:

y +„— y , y +,^ = .^,-?/ ,

so erhält man die Gleichung der Parabel in der bekannten Form:

(14) my'"' -{-2px" = 0,

welche wir schon in den einleitenden Aufgaben betrachtet haben. Der
neue Anfangspunkt liegt auf der Curve, und diese selbst liegt symme-
trisch gegen die Axe y" = 0. Die Richtung a ist die dieser Axe,
d. h. die Richtung nach dem einen unendlich fernen Punkte der
Parabel. Wir sehen somit, dass jeder Kegelschnitt, welcher die unend-
lich ferne Gerade berührt, eine Parabel in dem früheren Sinne ist.

Zu dem soeben benutzten rechtwinkligen Coordinatensysteme steht

ein anderes schiefwinkliges in ähnlicher Beziehung, wie das System
eines Paares conjugirter Durchmesser zu den Hauptaxen bei den
Kegelschnitten mit Mittelpunkt: Wir können den unendlich fernen
Punkt der Parabel als ihren Mittelpunkt auffassen und wollen somit
unter Durchmessern derselben alle durch diesen Punkt gehende Gera-
den verstehen, d. h. alle Parallelen zur Axe der Parabel. Fixiren wir
nun einen anderen Punkt der unendlich fernen Geraden und ziehen
alle durch ihn gehende Parallellinien, so müssen diese durch die Polare
jenes Punktes und durch die Parabel harmonisch getheilt werden. Die
Polare konnten wir allgemein als die Verbindungslinie der beiden Be-
rührungspunkte der von ihrem Pole an die Curve gehenden Tangenten
definiren. In unserem Falle ist nun die eine Tangente die unendlich
ferne Gerade selbst, und die andere läuft parallel zu dem Sehnen-
systeme, welches wir durch den unendlich fernen Punkt gelegt hatten.

Die Polare des letzteren ist somit diejenige Linie, welche durch den
Berührungspunkt der letztgenannten Tangente parallel zur Axe der
Curve (d. h. nach dem unendlich fernen Punkte der Parabel) gezogen
werden kann; und der Satz von der harmonischen Theilung geht über
in den folgenden:

Jedes System paralleler Sehnen wird halbirt von einer Geraden,
welche durch den Berührungspunkt der diesen Sehnen parallelen Tan-
gente parallel zur Axe der Parabel verläuft. Ausgenommen sind dabei
natürlich diejenigen Sehnen, welche selbst zur Axe parallel verlaufen.
Wählen wir insbesondere die Richtung des parallelen Sehnensystems
senkrecht zur Curvenaxe, so ist diese Axe selbst die halbirende Gerade.

Führen wir nun ein neues Coordinatensystem ein, gebildet aus einer
Tangente der Curve und einer durch ihren Berührungspunkt gezogenen
Parallelen zur Axe (wobei die Linien den Winkel /3 einschliessen
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mögen), so wird dadurch die Form der Parabelgleichung ebensowenig

geändert, wie die der Curven mit Mittelpunkt durch Einführung eines

Paares conjugirter Durchmesser als Coordinatenaxen. Gehen wir näm-

lich von der Gleichung

y- = 2px

aus, und ist a, b ein Punkt der Parabel, so sind die Transformations-

gleichungen, welche diesen Punkt zum Anfangspunkte des neuen

Coordinatensystems machen:

X = x' -\- ij cos /3 -f- rt

y == V sin ^ + Z/

.

Nach Ausführung dieser Substitution geht die Gleichung der Curve

wegen
h"' = 2pa

über in:

ij"^ sin^ ß -f- 2yb sin ß — 2px — 2 py' cos ß == 0.

Diese Gleichung darf jedoch y' nur im Quadrate enthalten, denn

jede zur F-Axe gezogene Parallele muss durch die A"-Axe und die

Curve halbirt werden, wir müssen also ß so wählen, dass

b sin ß = p cos ß

oder tang /?=''•

Dann wird aber die Gleichung der Parabel:

'2 __ ^/L^'

also in der That von derselben Form, wie unsere Normalgleichung für

diese Curve.

III. Das Llnienpaar.

Die Transformation, durch welche wir die Parabelgleichung (1;

auf die Form (14) zurückführten, hat in der Gestalt nur eine Bedeu-

tung, so lange,

p = rtj.j cos a -f- fl?23 sin a

von Null verschieden ist. Ist dagegen

. _ P = 0,
so erhalten wir

:

(1) ;/iy'2 _|_ 2<7?/' -f ^/33 = 0,

d. h. die Curve besteht aus zwei geraden Linien

y' _ r =
und y' — .s- = ,
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wo r und s die Wurzeln von (1) sind, und diese Linien sind der
X'-kxQ parallel. Ist insbesondere r = s, so wird die Curve durch
eine dopiielt zählende Gerade dargestellt. Der Fall /> = entspricht

nun der Bedingung, dass die Determinante A des Kegelschnitts ver-
schwinde. Die Gleichung des letzteren ist nämlich hier:

771 {x sin a — ?/ cos a^ -{- 'la^^x + 2^23?/ + «33 = ;

also wird:

I

'771 sin'^ a — 771 sin a cos a «jg

A =^ — m sin « cos a 7n cos^ a «23

«31 «32 «33

und diese Determinante verschwindet in der That; denn multipliciren
wir die erste Horizontalreihe mit cos a und addiren dazu die zweite,

multiplicirt mit sin a, so verschwinden alle Glieder der ersten Reihe.
Wir wollen nun zeigen, dass überhaupt ein Kegelschnüt, dessen Dete7^-

minante vc7'schivindef, in ein Linienpaar ze7fäUt. Der Schnittpunkt der
beiden Geraden des Paares wird jedoch im Allgemeinen im Endlichen
liegen; wenn er in dem eben erwähnten Beispiele ein Punkt der
unendlich fernen Geraden war, so lag dies daran, dass wir von der
Parabel ausgingen, also 4„ = voraussetzten. Um dies einzusehen,
gehen wir zunächst von der Mittelpunktsgleichung des allgemeinen
Kegelschnittes aus. Diese war:

«11^^ + «22?/^ + 2a^^xy -f -i- = 0.
-^33

Setzen wir hierin

A =
und nehmen wir an. dass ^33 nicht verschwindet, so zerfällt die
Gleichung

«1, a;2 -f a.^^iß + 2a^^xy =
in zwei lineare Factoren. Denn setzen wir:

y

und sind X', k" die Wurzeln der quadratischen Gleichung:

so ist

— ^i? = A' + X"

"''^ =r . r:
«II

'

und die Gleichung des Kegelschnittes wird

{x — X'y) {x — l"y) = 0;
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derselbe zerfällt also in zwei durch de?i Anfangspunkt gehende Gerade.

Je nach dem Vorzeiclien von ^33 können wir die Linienpaare in zwei

Gruppen theilen, ebenso wie die Curven mit Mittelpunkt in Ellipsen

und Hyperbel:

1) Ay^ < 0: Reelles Linienpaar
-^

dasselbe hat also auch zwei

reelle, unendlich ferne Punkte, wie die Hyperbel.

2) /I33 > 0: Imaginäres Linienpaar; dasselbe wird von der un-

endlich fernen Geraden in zwei imaginären Punkten getroffen, wie

die Ellipse. Nur der Schnittpunkt beider Linien ist reell, wie dies

immer bei zwei conjugirt imaginären Geraden der Fall ist. Endlich

gibt der Fall:

3) ^gg = 0: Zwei parallele Linien; sie werden von der unend-

lich fernen Geraden in zwei zusammenfallenden Punkten getroffen, wie

die Parabel. Nach dieser vorläufigen Orientirung wollen wir den Fall

A = ^ noch in allgemeinerer Weise, ohne besondere Annahme über die

Lage des Coordinatensystems, behandeln.

Die Gleichungen, welche einem Punkte x seine Polare « in Bezug

auf den Kegelschnitt:

21 an; Xi xi; =
zuordnen, waren:

Qii^ = a^^x^ + «10^2 + ^13^3

(3) Q 1^2 = ff-2\ ^1 + «22 ^'^'2 + «23^3

Q l'^ = «3K^'l + «32^2 + «33^3 ^

und diese Gleichungen gelten auch noch, wenn A verschwindet. In

diesem Falle sind sie jedoch nicht mehr auflösbar, d. h. einem Jeden

Punkte entspricht noch eine bestimmte Polare, aber dieser Polare nicht

mehr umgekehrt ein bestimmter Pol. Wir können ferner einen Punkt l

bestimmen, dessen Coordinaten gleichzeitig den drei Gleichungen ge-

nügen :

«11^1 + «12^2+ «13^3 =ö
(4) «21 ^1 + «'22^2 + «23^3 = ^

«31^1 + «32^2 + «33^3 = 0,

denn die einzige Bedingung für das Zusammenbestehen dieser Glei-

chungen ist eben:

^ = 0.

Für diesen Punkt l wird also die Polare unbestimmt (d. h. wir können

in gewissem Sinne jede Linie der Ebene als seine Polare betrachten),

während anderseits die Polare eines jeden anderen Punktes durch ihn

hindurchgeht; denn multipliciren wir die Gleichungen (3) bez. mit

l^,i,2y ^3 ^^^ addiren, so sehen wir, dass die Bedingung

«lll + W2I2 + «3^3=^
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unabhängig von den Werthen der x, d. h. für die Polaren aller

Punkte erfüllt wird (der zu der letzten Gleichung noch hinzutretende
Factor q wird nur verschwinden, wenn die Uik sämmtlich gleich Null
sind, was wir ausschliessen). Es können daher auch umgekehrt mir die-

jenigen Geraden als Polaren von Punkten aufgefassl werden, welche durch
i, hindurchgehen, ivenn man nicht eben alle anderen Geraden als Polaren
von l selbst auffassen will. Einer jeden solchen Geraden u gehören
dann aber unendlich viele Punkte als Pole zu; denn ist x ein solcher
Punkt, welcher den Gleichungen (3) genügt, so werden diese Glei-
chungen wegen (4) auch durch jeden Punkt x -\- ki, der Verbindungs-
linie von X und § befriedigt.

Um die Gestalt der Curve selbst zu erkennen, betrachten wir die
Verbindungslinie von ^ mit irgend einem Punkte x derselben. Setzen
wir X -^ l't, statt X in die Curvengleichung ein, so erhalten wir eine
Gleichung

P4-2AO + A2/? = 0,

deren Coefficienten sämmtlich verschwinden, denn es ist nach (4):

also ^ liegt auf der Curve; ferner ist nach der Annahme:

R = EaikXiXi, = 0,
und auch wegen (4):

= ^(likli Xu = .

Die Linie x -^ X^ gehört also ganz der Curve an, und diese kann
daher nur aus zwei Geraden bestehen, ivelche sich in l schneiden; und
zwar zwei solchen wegen des Grades der Kegelschnittgleichung. Die
Coordinaten des Punktes ^ sind aus zwei der Gleichungen (4) zu be-
stimmen; dieGleichung desselben können wir demnach in den 3
Formen schreiben:

A,,u, -]- A,.^u.,-\- A,^u^ = {),

^^) ^21 ^1 + A,^,U, -f ^3 «3 = ,

von denen jede mit der Gleichung

gleichbedeutend ist. Wir können deshalb setzen:

^33=/^^3' ^23 = i^^o^3.
Für einen zerfallenden Kegelschnitt iverden also die Unterdeterminanten
seiner Determinante proportional zu den Quadraten und Producten dreier
Grössen, der Coürdinaten seines „Doppelpunktes" (§).
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Auf anderem Wege werden wir zu der Gleichung dieses Doppel-

punktes geführt, wenn wir die Gleichung des Kegelschnittes in Linien-

coordinaten bilden. Dieselbe ist nämlich:

Sie gab uns früher die Bedingung, welcher einer Linie u genügen

musste, um den Kegelschnitt in zwei zusammenfallenden Punkten zu

schneiden. Dies ist nun bei einem Linienpaare, so lange dasselbe

nicht in eine Doppellinie ausartet, nur möglich, wenn die Gerade ii

durch den Doppelpunkt desselben hindurchgeht ; und in der That geht

die Gleichung in Liniencooräinaten wegen (6) über in:

(^,^l+^2^^2 + ^3^'3)' = 0,

d. h. sie (jiht doppelt zählend die Gleichung des Boppelpxmktes.

Die Coordinaten (ß, und /3/) der beiden Geraden, in welche der

Kegelschnitt zerfällt, bestimmen sich aus den Gleichungen:

«] /^l
= ^h 1 «2/^3 + «3 ^2 = 2 r/23

(7) «2/^2 = «'22 «3/^1 + «1 h = 2 <^31

Ö^3^3 = «33 «1/^2 + «2^1 =2fl'i2
5

dieselben ergeben sich unmittelbar durch Vergleichung der Coefficien-

ten gleicher Producte der x in der Bedingungsgleichung:

Uaj/^x.X/, = (a^Xy + a.,x., + a.^x.^) ißlX^ + ^2 ^'2 + ß^^i)

Die Gleichungen (7) ändern sich nicht, wenn man gleichzeitig die

«,, «2- «3 J^i* ei^^r Grösse k multiplicirt und die ß^, ß^, ß.^ durch

dieselbe Grösse Ä- dividirt; und da wir es nur mit Verhältniss - Grössen

zu thun haben, ist eine solche Operation für ihre Bedeutung gleichgültig.

Wir können daher eine der sechs Unbekannten a^, a^^. a.^, ßi, ß-^, ß^

gleich der Einheit setzen und haben dann 6 Gleichungen mit 5 Un-

bekannten. Sie sind im Allgemeinen nicht auflösbar, sondern damit

dies möglich ist, muss eine Bedingung zwischen den Coefficienten 0,7,

bestehen. Eine solche ist uns bei unserer Voraussetzung aber durch

die Gleichung

A =
gegeben, und wir werden später sehen, dass das Verschwinden von A

die einzig mögliche Relation zwischen den «m- ist, welche zum Ziele

führt. Um die Unbekannten selbst zu berechnen, kann man etwa

mit a,|3i in a^ß.^ und a^ß.,-\-ß^a, dividiren; es ergeben sich dadurch

Summe und Product von ^
, |^ , und diese Grössen sind also durch

«1 pi

eine quadratische Gleichung bestimmt; die übrigen findet man dann

linear.
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Symmetrischer und eleganter ist dagegen der folgende Weo-. Der
Punkt g ist der Schnittpunkt der Linien a und /3 ; es bestehen daher
die Gleichungen:

folglich ist auch:

2()^, = a,ß.^ — ß.^a^

(8) 2Ql, = a,ß,-ß^a^

2 qI^^ a^ß.,-~ ß^a.,.

Man hat also, Avenn man die § aus (4) irgendwie bestimmt denkt,
wegen (7) die folgenden 9 Gleichungen zur Berechnung der cc und ß :

"^1^1 = ^'1 «2^1 = «21 - P^3 <^,ßi = «31 +9^2
(9) a,ß, = a,,-]-Q^. a,ß,==a,, a,ß, = a,,-Q^^

«1 ß, = «13 — 9h «2/^3 = «23 + (>^1 «3/^3 = «33 •

Es sind hiernach die Verhältnisse a, : a, : cc, und ^, :
/^a

: /53 unmittel-
bar gegeben, sobald noch q bekannt ist. Dies q ist zwar zunächst
nur als Proportionalitätsfactor eingeführt und würde als solcher voll-
kommen willkürlich sein. Dasselbe ist jedoch hier wegen der Glei-
chungen (6) von dem Proportionalitätsfactor ^ abhängig. Wir können
nämlich wegen (7) die Unterdeterminanten A^, durch die a und ß aus-
drücken und müssen dann zu denselben Ausdrücken kommen, wie sie
die Quadrate und Producte der ^ aus (8) ergeben. Es ist so z. B.

und also wegen (6):

()2 = — fi

wodurch p derartig bestimmt ist, dass in (9) auf den rechten Seiten
nur noch die a,,, linear vorkommen. Wir haben für p zwei Werthe

9 = + '/— (i, 9 = — //^;
beide geben aber dasselbe Resultat, denn man erkennt leicht, dass
sich die^Werthe der a und ß nur vertauschen, wenn man einmal

+ /— ^; einmal — /_ ^ statt q setzt; und somit ist unsere Auf-
gabe gelöst: Die Coordinaten der beiden Linien des zerfallenden Kegel-
schnittes sind gegeben durch:

ßr-ß,: ß, = a,,
: a,, + V^^^T^,, : a,, - V^^A,,

= «21 — Vi^Az ' «22 : «23 + V^A^i
= «3j -|_ j/_ ^ ^22 .

fi^^ _ y_ ^J^^ .^^^.

«, : «, : a, = a,,
; a,^ - V'^TJ'i;, : a,, + ?/^=^~

= «j, + ]/— /i^33 : «2-, : «32 — y— ^A~^

= «13 — V— iiA^^ : flf23 -f yZiyA^^
: ^ .
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Es gilt nun auch umgekehrt der Satz, dass immer A verschwinden

muss, sohcdd der Kegehchnill ausartet; denn die Gleichungen (3) ver-

wandeln sich alsdann wegen des Bestehens von (7) in:

Qu^ = ß^ UaiXi -\- ßj HßiXi

0U^== ß^ ^^i^i + ^} ^ßiXi

Qu^ = ß.^ HaiXi -\- «3 EßiXi

,

und alle drei Ausdrücke verschwinden für x = ^ identisch , da

E Ui li = und E /3,- §,• = ,

d. h. es gelten wieder die Gleichungen (4), aus denen

folgt.

Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen über zerfallende

Kegelschnitte bildete die Unbestimmtheit der Polarenbeziehung, welche

dabei in gewisser Hinsicht eintritt. Nach unserer allgemeinen Be-

handlung ist andererseits diese Gestaltung der Polarentheorie geome-

trisch selbstverständlich. Denn es folgt unmittelbar aus der Theorie

des vollständigen Vierseits, dass alle Strahlen eines Büschels die bei-

den Geraden so treffen, dass der vierte harmonische Punkt stets auf

einer durch den Doppelpunkt gehenden Geraden liegt. Und umgekehrt

ist es klar, dass einer durch den Doppelpunkt gehenden Linie alle

Punkte der vierten harmonischen Geraden zu ihr und dem Linienpaare

als Pole zugeordnet sind. Man construirt demnach die Polare eines

Punktes, indem man denselben mit dem Doppelpunkte verbindet, und

zu dieser Verbindungslinie und den Geraden, aus welchen der Kegel-

schnitt besteht, die vierte harmonische Gerade sucht. Diese zu den

beiden Grundlinien harmonischen Linienpaare entsprechen den Paaren

conjugirter Durchmesser bei nicht zerfallendem Kegelschnitte, insofern

man den Doppelpunkt als Mittelpunkt auffassen kann. —
Voraussetzung bei alle diesen Betrachtungen ist, dass die Glei-

chungen (4) den Doppelpunkt §• wirklich bestimmen. Dies ist jedoch

nicht mehr der Fall, wenn dieselben sich auf eine einzige Gleichung:

Yi^\ + y-^l + 7;j^,3
=ö

reduciren, von der sie dann nur durch constante Factoren {m,) ver-

schieden sind. Wir können in dem Falle setzen:

rtj, = Wjj/j a^.y = m^y. «,3 = m^ y^

(fn = ^2?! a.^r, = m.^y2 a^^ = m^y.^

^'31 = ^3^1 «23 = "hVi ^33 = "hV'i'

Da aber au, = aki ist, so haben wir auch

m^\m^:m.^ = y^:yi'. y^



«li = ^n^
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WO P, Q, R die folgende Bedeutung hatten. Es war^ wenn wir uns

der symbolischen Bezeichnung bedienen:

= («1^1 + «2^2 + ^/3^a) («i2/i + «22/2 + «3^3)-

Hieraus erhielten wir für « = — 1 insbesondere eine Doppellinie

:

0' = 0,

die Polare des Punktes y. Soll dagegen a = -|- 1 sein, so müssen

nach unseren allgemeinen Betrachtungen über Doppelverhältnisse von

den vier Punkten zwei, welche bei Bildung des Doppelverhältnisses

als ein Paar benutzt werden, mit einem Punkte des andern Paares

zusammenfallen, also in unserem Falle auf dem durch y gelegten Strahle

:

die Schnittpunkte des Kegelschnittes mit dem Punkte z (denn diese

Punkte sind allein beweglich). Es muss daher die Linie t/z die Curve

in zwei zusammenfallenden Punkten treffen, d. h. sie muss dieselbe be-

rühren ; und die für a = -f- 1 resultirende Gleichung stellt uns das

Produci der beiden von y an die Curve gehenden Tangenten dar, es ist:

(11) PR-Q'^ = 0.

Um diese Gleichung wirklich in ihre linearen Factoren zu zerfallen,

verfahren wir folgendermassen. Es seien Vi die Coordinaten der Polare

des Punktes y in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt:

also die Coefficienten der z in. Q:

(12) (7 Vi = «,-, ?/( 4- a,-2 ^2 + «/3 2/3 •>
(« = 1 ; 2, 3)

.

Alsdann haben wir in (9) an Stelle der «',/, nur die Coefficienten von

Zi Zk in (11) zu setzen, d. h. die Grössen:

ttih P — O"^ Vi Vi; .

Die Coordinaten ai und ß; der beiden Tangenten bestimmen sich daher

aus den Gleichungen:

ci^ß.i^=^a^^P- ö'-'t;, V, -f()y;5, a.,ß^^a^^P-6^v.^^

,

aiß,-^a,^.,P-G-v.^v.,-Qy^,

«1^3= ^13^- ö'-V,f3— ()y2, a2/53= ^'23^--<^^^2^3+ Pyi; «3 Ar ^^33 ^- <^^ ^'3^ •

Hierin sind die y unmittelbar gegeben, und wir haben nur noch q zu

bestimmen, um dann die Verhältnisse der a und ß sofort angeben zu

können. Diese Bestimmung geben wieder die Gleichungen (6), denn

wegen (6) haben wir:

(13) A'i,;^ — Q'^yiyu,
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wo die Aik aus den Äjk hervorgehen, wenn man in letzteren an Stelle

der rtTj/, die Grössen «,/t • -P — ö-v.y/, setzt. Bilden wir nun die 6
Gleichungen (13), multipliciren eine jede mit a'^ViVk und addiren alle,

so erhalten wir wegen (12):

(14) 6"^ EA 'iu Vi Vk = — Q^P^.

Den hier links stehenden Ausdruck könoen wir noch passend um-
formen, wenn wir die Liniencoordinatengleichung des Kegelschnittes

in der früher (p. 78) gegebenen Determinantenform:

«12 «13

»m a^22

"32

Mo

23 =
U, Mo ?/.,

zu Grunde legen.

Wenden wir diese Darstellung auf unsern Fall an und schreiben
statt der a ,/ wieder die Grössen «//, P ~ o^ vi vu , so geht die Glei-

chung (14) über in:

()2/>2 _ Ql

oder indem wir die letzte Horizontalreihe der Determinante bez. mit
a'h\, ö'^v.,, (?2y^ multiplicirt zu der ersten, zweiten und dritten Hori-
zontalreihe addiren:

i«ll^ «,,/> «13
/>

a.^, P a-icP a.^P

a^^P— a'^v^'
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und somit haben wir in (13) für q die beiden Werthe

:

() = + /— PA nnd Q = — ]/— PA

einzusetzen; eine Vertauschung beider Werthe hat nur eine Vertau-

schung der beiden Linien a und ß zur Folge, ist also unwesentlich. —
Das Vorzeichen von q^ gibt uns ein Criterium über die Lage des

Punktes y gegen die Curve; wir haben für eine reelle Curve die fol-

genden Fälle zu unterscheiden:

1) Q- == — PA > 0: Die beiden Tangenten sind reell.

2) Q- = — PA < 0: Die beiden Tangenten sind imaginär.

3) q"^ = — PA = 0: Die beiden Tangenten fallen in eine zu-

sammen {P = 0).

Bie Ebene wird daher durch einen reellen Kegelschnilt in zwei

Theile gelrennt: in dein einen {dem inneren Theile} liegen nur Punkte

mit imaginärem Tangentenpaare; in dem andern (dem äusseren Theile)

nur solche mit reellem Tangentenpaare. Für Punkte der Curve findet

ein Uebergäng vom Reellen zum Imaginären Statt, indem beide Tan-

genten in die des betreffenden Punktes zusammenfallen.

Das Tangentenpaar vom Punkte y an die Curve erschien uns

hier als die Ausartung eines Kegelschnittes von der Gleichungsform

(vergl. p. 74):

(16) {ci-\-\f PR — 4:aff' = 0.

Fassen wir hierin a als einen veränderlichen Parameter auf, so stellt

uns die Gleichung ein System von einfach uneüdlich vielen Kegel-

schnitten dar, unter denen insbesondere die doppelt zählende Polare

von y und das Tangentenpaar enthalten war. Dieselben beiden Curven

erhält man aber auch, wenn man den Kegelschnitt

i>=0
durch irgend einen andern des Systems ersetzt, d. h. alle KegelschniUe

des Systems haben dasselbe Tangentenpaar und dieselbe Polare für den

Punkt y. Setzt man nämlich y -|- Az statt z, so erhält man:

(ß + \f P {B -^ 2 XQ -^ P l>) — 4. a {Q -\- l Pf = ,

oder
'

'X^R' + 2 A(/ + />' = 0,

wo nun:

/>'=(«-!- 1)'^ PR = ^aff-,

Q'=^(a-iyPO,
'

R' = {a - \y P"'

,

und daher:

P'R' — Q'-i = {a.-^ — 1)2 />2 ^pf^ „ ^2)_

Es sind also die Ausdrücke P' R' — Q"^ \xn^ Q"^, welche gleich Null

gesetzt die Gleichungen des Tangentenpaares und der Polare für
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irgend eine Curve des Systems geben, nur um eonstante, nicht ver-

schwindende Factoren verschieden von den entsprechenden Ausdrücken
für die gegebene Curve; und damit ist unser Satz bewiesen: Alle

Kegelschnitte des Systems (16) hernliren sich in zivei Punkten, und tj ist

der Pol ihrer Beriihrtmyssehne.

Wir wollen die Zerlegung der Gleichung des Tangentenpaares
noch an einem einfachen Beispiele verfolgen. Es sei gegeben die

Ellipse:

""^
_J_ ^^ _ 1 =^

und man soll das vom Punkte l,y] an dieselbe gehende Tangentenpaar
bestimmen. Es ist hier:

P = ^- 4- ^ _ 1

= i^ -4- "^Ä — 1

^ = ^ + S — ^ •

Die Gleichung des Linienpaares lässt sich dann in der Form schreiben

:

«2^,2 f^pj^ _ ^2) _ (-^^ _ y ^)2 _ (^ _ ^y. ^2 ._ (y _ ,,^y2 ,,2 _ Q.

Um diesen Ausdruck in seine beiden linearen Factoren

cc X -\- ß y -\- y =0,
a'x -\- ß'y -\- y =

zu zerlegen, haben wir uns der Gleichungen für aißk zu bedienen;

dieselben nehmen hier die folgende Gestalt an (dieselben sind alle

mit a^h"^ multiplicirt)

:

au = rf~ —Z/2 ßa'^ — lri —q ya = b"^^ + P>?

aß' = -^rj -i-Q ßß'= ^2 -«2 ^ß'^ a'rj—Q^
ay' = b^ - Qrj ßy =- a^r] -\- qI yy = — b^h,"^ — a'^r]\

wo nun nach (15), wie man auch leicht direct nachweist:

p2 = ^,2|2 _j_ ^2^2_ ^2^2_

Die Gleichungen der beiden gesuchten Tangenten sind also, wenn q
eine der Wurzeln der Gleichung für q^ ist, gegeben durch:

bmx—l)-{-a-^7]{y — 7])-j-Q{^y — xri) =
und:

bH (^ - ^) + a'v (y ~ n) - 9 {ly - xri) = 0.

Aehnliche Betrachtungen lassen sich für Hyperbel und Parabel ein-

fach durchführen.
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IV. Dualistisches.

Wenn wir in unseren bislierigen Untersueliimgen stets von der

Gleiciiung des Kegelsclmittes in Punktcoordinaten

:

27 «,7, XiXic =
ausgingen, so geschali dies nur, um uns der geläufigeren Vorstellung

anzuschliessen , dass man den Punkt als erzeugendes Element für

geometrische Gebilde betrachtet. Andererseits waren wir zu dieser ein-

seitigen Betrachtung berechtigt, da wir bewiesen haben, dass im All-

gemeinen eine Curve zweiter Ordnung auch von der zweiten Klasse

ist, und umgekehrt. In der That würden wir unter Zugrundelegung

der Gleichung des Kegelschnittes in Liniencoordinaten:

(1) 27 An, Ui lik = (^1 Wf + A^iL, -\- A^u-i)- ==

auf ganz dieselben Probleme geführt werden, die wir schon behandelt

haben ; dieselben würden nur unter anderem Gesichtspunkte erscheinen.

Es gilt dies jedoch nicht mehr für zerfallende Kegelschnitte, sondern

es tritt hier an Stelle des Linienpaares das Punktepaar. Wir wollen

den Gang, welchen die den vorigen entsprechenden Untersuchungen

bei diesem Ausgangspunkte nehmen würden, im Folgenden allgemein

andeuten. Wir stellen dabei die dualistisch entsprechenden Aufgaben

und Sätze, wie wir sie früher behandelten, den nunmehr sich dar-

bietenden der Uebersichtlichkeit wegen noch einmal (rechts) gegenüber.

Den Anfangspunkt der Theorie bildet die Aufgabe, welche wir in

der früheren Darstellung zuletzt behandelten:

Es sollen die beiden durch den

Schnittpunkt zweier Geraden v und

lü an die Curve gehenden Tangenten

bestimmt werden.

Es sollen die beiden auf der

Verbindungslinie zweier Punkte y

und z liegenden Punkte der Curve

bestimmt loerden (vgl. p. 73).

Wir setzen hier in (1):

(l) Ui = Vi + }iiVi
, (/ = 1 , 2, 3)

und erhalten dadurch eine quadratische Gleichung in ft:

ii'-L + 2^// + 6^ = 0,

wo
L = (^,y, + A.,v^ -f Jgt'a)-,

G= {A^iVi-\- A.yw^ + A^iv^y-,

H={A^v^ -f A^v., + A^v.^ {A^iv^ -f A^w.^ + A.^w.;).

Die den beiden Wurzeln entsprechenden Werthe der Ui geben dann

die Coordinaten der beiden Tangenten. Dieselben sind
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reell für H''- > GL,

imaginär für H"^ < GL,

sie fallen zusammen für LI"^ = G T^
\

im letzten Falle liegt der Schnittpunkt der Linien v, w auf der

Curve.

Hieran schliesst.sich ferner die Frage:

Wie muss die Linie rv liegen,

damit sie mit v und den beiden Tan-

genten ein bestimmtes Doppelverhält-

Wie muss der Punkt z liegen,

damit er mity und den Schnittpunkten

der Verbindungslinie ein bestimmtes

Doppelverhältniss bildet? (vgl. p. 74)niss a bildet?

Es findet sich für rv die quadratische Gleichung:

{a 4- lyGL — 4a^2^0;
dieselbe stellt, wenn man a als veränderlich betrachtet, ein System
von Kegelschnitten dar, welche von w umhüllt werden müssen. Ins-

besondere ist darunter ein ausgezeichneter für c: = — 1 : ein doppelt

zählender Punkt; also:

Wenn man von allen Punkten

einer Geraden v die Tangenten an

den Kegelschnitt zieht und von jedem

aus den vierten harmonischen Strahl

zu V und den beiden Tangenten, so

gehen die&e harmonischen Strahlen

alle durch einen Punkt, den Pol der

Geraden v. Seine Gleichung ist:

//=0.

Wenn man auf allen Strahlen

durch einen Punkt z die Schnitt-

punkte mit dem Kegelschnitte be-

stimmt und auf jedem den vierten

harmonischen Punkt zu y und den

beiden Schnittpunkten, so liegen diese

harmonischen Punkte alle auf einer

Geraden, der Polare des Punktes y.

Lhre Gleichung ist:

= 0.

Die Coordinaten des Poles sind die Coefficienten der Grössen wi
in dem Ausdrucke //, also:

(2) 6y^ = A^^ v^ + A^^.^ v^ -f A.^^^v^
,

Gy^ = 4i ^1 + ^'ii'^h + ^:«^;! •

Die Beziehung des Poles zur Linie v ist daher dieselbe, wie die früher

gefundene, wenn wir unter den Au, die Unterdeterminanten der Deter-

minante A eines als Punktgebilde gegebenen Kegelschnittes

verstehen. Man sieht dies auch sofort, wenn man die Punkte betrachtet,

in denen die Berührungssehne der von einem auf v gelegenen Punkte
gezogenen Tangenten die Linie v selbst schneidet. Ein solcher Punkt
ist immer der Pol einer zugehörigen Linie w. Diese Geraden
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müssen daher nach den bekannten Gesetzen über die Polarreciprocität

den Pol von v umhüllen. Die Frage nach dem Orte, welcher von den

harmonischen Strahlen zu einer Geraden und den von ihren Punkten

ausgehenden Tangenten umhüllt wird, führt also hier auf nichts Neues

:

wir kommen auf die schon oben eingehend erörterten Polaritäts-

gesetze zurück. Insbesondere haben wir daher die folgenden Sätze:

Geht u durch den Pol von v,
j

Liegt x auf der Polare von y,

so geht v durch den Pol von u. \
so liegt y auf der Polare von x.

Der Pol einer Geraden ist der

Schnittpunkt der Tangenten des

Kegelschnittes in seinen Schnitt-

punkten mit der Geraden.

Der Pol einer Tangente des

Kegelschnittes ist ihr Berührungs-

punkt.

Der letzte Satz gibt uns das Mittel, die Gleichung der Curve in

Punktcoordinaten darzustellen, wie oben der entsprechende Satz zum
umgekehrten Schritte. Bezeichnen wir nämlich durch A die Deter-

minante

Die Polare eines Punktes ist die

Verbindungslinie der Berührungs-

punkte der beiden von ihm an den

Kegelschnitt gehenden Tangenten.

Die Polare eines Punktes des

Kegelschnittes ist seine Tangente.

A=- A21

12

A
22

-^13

A,23

A,'31 ^32 ^33

und durch kiu ihre zweigliedrigen Unterdeterminanten, so ergibt die

A
.

a
Auflösung der Gleichungen (2) für q

QVl= Aii^i + Ai2?/2 + AigJ/g

9^2 = Aoi?/i + ^02I/2 + ^23!h

9^3= ^31?/! -f A32?/2 + A33?/3

und die Bedingung , dass y auf y Hege, ergibt die Gleichung des Kegel-

schnittes in Punktcoordinaten:

AuZ/i" + Ao^yo^ + Aasya^ + 2^^^y^y., -\-2K^^y^y.^ + ^A23?/2y3 =0,

eine Gleichung, welche wir in Determinantenform erhalten würden,

wenn wir aus (2) und

6 und die Vj eliminiren. Wir haben also:

Ist die Gleichung eines Kegel-

schnittes in Punktcoordinaten:

(3)* 2:aikXiXk=()j

so ist derselbe in Liniencoordinaten

Ist die Gleichung eines Kegel-

schnittes in Liniencoordinaten:

(3) EAikUiUk = ,

so ist derselbe in Punktcoordinaten

dargeslelll durch: dargestellt durch:

C leb seil, Vorlesungen.
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(4) Z ki,,XiX,: =^ ,

oder durch:

(4)* EAiuUiU,

oder durch:

iP)

'II

^31

X,

n
*33

X., = (5)^

^1 Mo

an

a,,

Wo

''3

Setzen wir insbesondere voraus, dass die Gleichungen (4)* (5)* mit

(3) identisch sind, so müssen die Gleichungen (4), (5) umgekehrt auf

(3)* zurückführen; und es ist dies nach den in der Einleitung über

adjungirte Systeme gegebenen Determinanten - Sätzen (vgl. p. 20) in der

That der Fall. Nach diesen ist nämlich:

(6) A = A'-

und für die Unterdeterminanten:

(7) A//, = A . oik .

Die Gleichung (4) geht daher in der That über in:

A ' 27 auc Xi xi: = ,

d. h. sie unterscheidet sich von (3) * nur durch einen constanten. nicht

verschwindenden Factor; denn wir setzen bei allen diesen Betrachtungen
nicht zerfallende Kegelschnitte voraus.

Die Polarentheorie führte uns oben durch die Betrachtung söge-

nannter Polardreiecke auf eine einfachste Form der Kegelschnittglei-

chung; dasselbe gilt auch hier. Legen wir ein Polardreieck als Coor-

dinatendreieck zu Grunde, so ist die Gleichung

in Punktcoordinaten

:

in Liniencoordinaten

:

«."»''» (^',' + ?^ + f)="-
Die Untersuchungen, welche wir an diese Gleichungsform knüpften,

indem wir zu einer Dreiecksseite die unendlich ferne Gerade wählten,

sowie überhaupt die Betrachtungen über die Beziehungen des Kegel-

schnittes zu dieser Geraden fallen jedoch bei unseren jetzigen Dar-

stellungen aus, denn es existirt kein einzelner entsprechend ausge-

zeichneter Punkt in der Ebene. Wir werden dagegen später zwei

ausgezeichnete imaginäre Punkte der Ebene kennen lernen, welche

durch ihre Beziehungen zu einem Kegelschnitte metrische Sätze für

denselben begründen; insbesondere werden wir dadurch auf die Brenn-
punkte geführt werden.

Wir haben zunächst noch zu erörtern, was das Verschwinden der

Determinante A bedeutet. Die Gleichungen (2) sind dann nicht mehr
auflösbar; man kann dagegen eine Linie a so bestimmen, dass gleich-

zeitig die Gleichungen bestehen:
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^•>I '^l ~f" ^22*^2 ~i~ ^23 '^:! ^^ ^

und es findet sich weiter, dass, wenn eine Linie v der Gleichung

U AiU Vi Vi: = '

genügt, auch jede Linie des Büschels v -\- Xa diese Bedingung be-

friedigt. Wir folgern daraus, indem wir zugleich weitere Sätze über

das Linienpaar dualistisch übertragen:

Verschwindet die Determinante

A eines Kegelschnittes, so zerfällt

derselbe in ein Punktepaar. Zu

jeder Geraden gehört ein auf der

Verbindungslinie der Punkte des

Paares liegender Punkt als Pol;

und jeder Punkt dieser Verbin-

dungslinie hat alle Linien durch

den vierten harmonischen Punkt

zu Polaren.

Die Gleichung des Kegel-

schnittes in Punktcoordinaten stellt

doppelt zählend die Verbindungs-

linie der beiden Punkte dar; es ist:

(cj^ x^ -f- öo x.^ -\- ojo x^'^= 2JA,7, XiXi,.

Verschwindet die Detej^minante

A eines Kegelschnittes, so zerfüllt

derselbe in ein Linienpaar. Zu

jedem Punkte gehört eine durch

den Schnittpunkt der Linien des

Paares gehende Gerade als Po-

lare; und jeder Strahl durch den

Schnittpunkt hat alle Punkte des

vierten harmonischen Strahles zu

Polen.

Die Gleichung des Kegel-

schnittes in Liniencoordinaten stellt

doppelt zählend den Schnittpunkt

der beiden Linien dar; es ist:

Um die Coordinaten der beiden Punkte a und b, in welche der

Kegelschnitt zerfällt, zu bestimmen, haben wir hier die Gleichungen:

a^ &j = ^H ffo&3 + *2% = ^ ^^23

«0^2 ^22 «3^1 +^3 «1 =2^3,

«3^3 = -^33 «1&2 + ^1^2 =" ^ ^12 »

und dieselben sind nur unter der Bedingung

A =
auflösbar. «

Eine weitere Particularisation tritt ein, wenn auch die Unterdeter-

minanten A,7t verschwinden; wir haben alsdann:

Wenn sämmtliche Unterdeter-

minanten von A verschwinden, so

stellt die Gleichung:

Z!Ai/(UiUk ==

einen doppelt zählenden Punkt dar.

Wenn sämmtliche Unterdeter-

minanten von A verschwinden, so

stellt die Gleichung:

EaikXiXu =
eine doppelt zählende Gerade dar.

g!:
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Auch aus dem so gewonnenen Satze können wir erkennen, dass

die Gleichung eines Kegelschnittes, U a,/c Xi x^ = , mit verschwinden-

der Determinante A, in Liniencoordinaten, EAik ui «a= 0, den Doppel-

punkt des Kegelschnittes gibt. Denn bilden wir für diese Gleichung

die ünterdeterminanten ihrer Determinante A, so verschwinden diesel-

ben wegen (7) sämmtlich.

Die Gleichungen, welche uns eine Curve zweiter Klasse mit ver-

schwindender Determinante in ihre linearen Factoren zerfallen lehrten,

können wir insbesondere zur Lösung der folgenden Aufgabe benutzen.

Es sollen die Schnittpunkte Es sollen die Tangenten von

einer Geraden v mit einer Curye einem Punkte y an eine Curve zrvei-

ztveiter Klasse bestimmt loerden. ter Ordnung bestimmt werden.

Wir gehen dabei von dem Kegelschnittsysteme:

(a + 1)2 GL — 4a/^2^0 .

aus, welches für a == — 1 die Gleichung des Poles der Linie v:

11=0
ergab. Die beiden gesuchten Punkte erhalten wir für « = 1 ; denn

für sie muss die vierte harmonische Gerade zu v und dem von einem

der Punkte ausgehenden Tangentenpaare mit der Doppellinie, aus

welcher dies Tangentenpaar besteht, zusammenfallen. Das Punktepaar

ist also dargestellt durch:

GL— //2=0;

und die Zerlegung dieser Gleichung geschieht dann ganz, wie oben

die der entsprechenden (vgl. p. 107)

PR—0-i = 0.

Im Anschlüsse hieran lässt sich weiter nachweisen, dass alle Cur-

ven des Systems (8) (wenn wir a als Parameter ansehen) mit der

Linie v dieselben Schnittpunkte und in ihnen dieselben Tangenten haben.

Eine gleiche Eigenschaft hatten wir aber oben für das System

(9) {a i-iy PB - ^aO'^ =
abgeleitet; allen Curven des letzteren sind die von ij ausgehenden

Tangenten und deren Berührungspunkte gemeinsam. Betrachten wir

also V als die Polare des Punktes y, so stelle?! uns die Gleichungen (8)

und (9) dasselbe Kegelschnittsystem dar, sobald wir unter den Am die

Unterdeterminanten von A verstehen. Wir wollen weiter nachweisen,

dass das eine System dem andern durch die auf den Kegelschnitt

2Jai/,XiX/c =^ begründete Polarreciprocität zugeordnet ist, d. h. dass

die Polare w einen /{egelschnilt von (8) umhüllt, wenn ihr Pol z die durch

den gleichen Parameter a bestimmte Curve von (9) durchläuft. Zwischen

IV und z bestehen die Eelationen:
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(10) Q ivi = an zi + ai2Z-i -f- «,3 23 ,
(«==1,2,3).

Nun ist nach der zweiten Form, welche wir der Gleichung eines Kegel-

schnittes in Liniencoordinaten gegeben haben:

G = 2JAi/;lü,tV/c ==

'12 "13

IV, IV.,

i'i

IV.

IV..

a a,..
i;i

J.
1

«'•.'1

9 !«., '32 13

^11^1 "f" ^12^2 'T ^13^3

«2,^1 + «22 2^2 + «23^3

«'31^1 + «32^2 + «^33 ^3

^
I

Multipliciren wir in der rechts stehenden Determinante die erste, zweite

und dritte Verticalreihe bez. mit z,, z^, z., und subtrahiren dieselben

von der letzten, so erhalten wir wegen

Q (t^l^) + ?^2^2 + '^3 2^3) = SttikZi Zu

das Resultat:

q'G
a..

w.

a.,.

"32

a.
23

«..

ZüikZiZk

oder:

(11) Q-^G^^Äß.

Führen wir ebenso in den Ausdruck für L die Coordinaten des Pols y

der Geraden v ein, so ergibt sich:

(12) p^Z =

Um endlich auch

*31

//

a,.,

22

*32

a.y

^'!3

= A . P

2J Alle Vi tvk

entsprechend umzuformen, beachten wir, dass derselbe bis auf einen

Factor ^ aus G entsteht, indem wir nach iv^, w^, w^ ordnen, d. h. G

in der Form

iViZctikiVk -\- w^^ctikiVk + iv^Za-^kW/c

schreiben und in den Summen die w durch die v ersetzen, ein Process,

den wir unter Benutzung der in der Differentialrechnung üblichen

Bezeichnungsweise kurz in folgender Weise ausdrücken können ; es ist

:
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Nehmen wir nun diese Operation mit der Determinante vor, durch
welche wir G darstellten, so erhalten wir:

// =
[«11 «,2 «11 IL\

I

«21 ^22 - ^^23 ^2

«31 «32 «33 ^^3

2^1 V., V..

Multipliciren Avir in dieser Determinante die erste, zweite und dritte

Verticalreihe bez. mit — z,, ~ z^, — z.,, addiren dieselben zu der
mit Q multiplicirten letzten Reihe und berücksichtigen die Gleichung:

so linden wir:

qII == — ^21 «22 «23 'J

'32 "33

•'2 ^'3
t; f.,

oder

:

Durch die Gleichungen (11), (12), (13) geht also in der That das
CurvenSystem

(8) («+ l)2 6^Z-4f<://2 =
bis auf den nicht verschwindenden Factor ~ in das andere über-

(9) (a-\-iy PR — 4:aO'' = 0,

und damit ist unsere Behauptung bewiesen. —
Zum Schlüsse dieser Betrachtungen wollen wir die verschiedenen

Arten von Curven zweiter Ordnung und Klasse, wie sie durch eine
»luadratische Gleichung in Punkt- oder Liniencoordinaten dargestellt
werden können, übersichtlich zusammenstellen. Wir fügen bei jeder
Ourvenzahl die Zahl der Constanten hinzu, von welchen sie abhängt,
d. h. die Zahl der Punkte bez. Tangenten, durch die eine Curve der
Art bestimmt wird. So enthält eine allgemeine Curve 5, ein Linien-
paar 4, eine Doppellinie 2 Constante. Eine von 3 Constanten abhän-
gende Curve würde gegeben werden durch eine Doppellinie und einen
mit ihr vereinigt gelegenen Doppelpunkt, wie sie aus dem Linienpaare
oder dem Punktepaare entsteht, wenn man die beiden Linien oder
Punkte allmähhch zusammenrücken lässt, ohne dass dabei ihr Durch-
schnittspunkt resp. ihre Verbindungslinie unbestimmt wird. Eine solche
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Curve kann aber nicht durch eine Gleichung in Punkt- oder Linien-

coordinaten dargestellt werden-, es sind dazu vielmehr zwei Glei-

chungen erforderlich von der Form

Z a ik Xi Xk = , Hh ik Ui uu = ,

wo sowohl die Unterdeterminanten der a,/c, wie die der bi^ ver-

schwinden, und wo

a^^ : «,,, : a^.^ == «21 • ^22 • ^23 """^ ^n • ^32 • ^33

= li :|2 :i3

^11 ' *12 '• ^13 = *21 • ^22 : ^3 = ^31 ' ^32 ' ^33

= ca, : a., : co.^

und endlich:

«1^1 + »2^2 + «3^3 = Ö.

Der Vollständigkeit wegen führen wir auch diesen Fall in der folgen-

den Tabelle mit auf, in der er dann gleichzeitig als Greuzfall zwischen

Linienpaar und Doppellinie, und zwischen Punktepaar und Doppelpunkt

auftritt. Wir haben somit für Curven zweiter Ordnung oder zweiter

Klasse, deren Gleichungen nur reelle Coefficienten enthalten, folgende

Tabelle:

1. Curven zweiter Ordnung und zweiter Klasse {A ^ 0, A < 0).

5 Constante.

1) Ellipse, reell oder imaginär.

2) Hyperbel.

3) Parabel.

IT. Curven zweiter Ordnung iH. Curven zweiter Klasse

(A = 0). I

(A = 0).

1) Linienpaar. 1) Punktepaar.

4 Constante: 4 Constante:

zwei reelle oder conjugirt ima- ' zwei reelle oder coöjugirt ima-

ginäre Linien. ginäre Punkte.

(Als Klassencurve Doppelpunkt.)
i

(Als Ordnungscurve Doppellinie.)

2) Doppellinie und Doppelpunkt in vereinigter Lage.

3 Constante.

3) Doppellinie.*) 1
3) Doppelpunkt.*)

2 Constante. |

2 Constante.

Wenn auch die Parabel in der Tabelle unter den Kegelschnitten mit

5 Constanten aufgeführt wurde, so soll damit nur hervorgehoben wer-

den, dass dieselbe der Ellipse und Hyperbel gleichberechtigt beizu-

*) Diese Gebilde sind bei reellen Coefficienten a,y, in der Gleichung 2aii.XiX;^=0,

bez. A-f. in S^-/. m-m/. = immer reell.
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stellen ist, insofern eben ein nicht zerfallender Kegelschnitt noch ver-

schieden gegen die unendlich ferne Gerade liegen kann. Die Parabel,

als solche, dagegen hängt nur von 4 Willkürlichkeiten ab, indem

durch das Wort „Parabel" schon eine Constante bestimmt, d. h. eine

ihrer Tangenten, nämlich die unendlich ferne Gerade, gegeben ist.

Eine Parabel ist schon völlig bestimmt durch drei ihrer Punkte

und durch die Richtung ihrer Axe; denn letztere bestimmt den Punkt,

in welchem die Curve von der unendlich fernen Geraden berührt wird,

so dass uns ausser jenen drei noch zwei weitere unendlich ferne^

einander unendlich benachbarte Punkte gegeben sind.

Der aufgestellten Tabelle gegenüber ist das Verhalten der Kegel-

schnitte in dem Systeme, welches durch die Gleichung (8) oder (9)

dargestellt wird, besonders interessant. Die Gleichung in Linien-

coordinaten (8) gibt uns einen Doppelpunkt {H = 0) und ein Punkte-

paar {GL — IP == 0); beide Curven werden dagegen durch eine

Gleichung der Form (9) nicht dargestellt, und man erschliesst ihre

Existenz in diesem Systeme nur, insofern dieselben durch einen Gränz-

übergang aus den allgemeinen Curven des Systems bei Variation des

Parameters a entstehen. Die Gleichung in Punktcoordinaten (9) gibt

dagegen eine Doppellinie [Q == 0) und ein Linienpaar {PR — (v^ = 0);

und beide sind durch eine Gleichung von der Form (8) nicht auszu-

drücken. Dabei ist der Doppelpunkt in (8) gleichzeitig der Doppel-

punkt des Linienpaares in (9), und die Doppellinie in (9) gleichzeitig

die Verbindungslinie der Punkte des in (8) enthaltenen Punktpaares.

V. Beziehungen zwischen zwei Kegelschnitten.

Sind zwei Ivegelschnitte gegeben, so bietet sich naturgemäss zu-

nächst die Frage nach der Zahl ihrer gemeinsamen Punkte, respective

Tangenten und nach der analytischen Bestimmung dieser gemeinsamen

Elemente.

Die Gleichungen der beiden vorliegenden Kegelschnitte seien in

Punktcoordinaten

:

f= 2J CliU Xi Xk =
und:

q) = 2Jbik Xi x/c == .

Um die Schnittpunkte beider zu bestimmen, können wir folgender-

massen verfahren. Wir ordnen die Ausdrücke links nach Potenzen

einer Variabein, z. B. x^, schreiben also die Curvengleichungen in

der Form:
/•= ^ -f ^'

0^3 -f A" x,:^

<p = B+ B'x, + B"x,',

wo A, B vom zweiten, A', B' vom ersten Grade in Xi, x.^ sind, und wo
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A", B" diese Grössen nicht mehr enthalten (also A" = 0^33 , B" = ^33).

Aus den letzten Gleichungen können wir 0*3 eliminiren, indem Avir aus

ihnen die Verhältnisse

bestimmen. Wir erhalten dadurch:

5, . 1 == A' B" — B'
A"

Q . X., = A"B — B"A

Q . x.^ = A B' — B A'
',

und hieraus folgt unmittelbar, dass das Product des ersten und letzten

Ausdruckes gleich dem Quadrate des mittleren ist, d. h. dass:

(iA'
B' — B' A") {AB' - BA') = {A"B - B"Af

.

Es ist dies eine biquadratische Gleichung für die Unbekannte — • Ihre K
vier Wurzeln geben also vier durch den Punkt a:, = 0, x-j = ge-

hende Strahlen nach den Schnittpunkten beider Curven; und somit

haben wir, da Entsprechendes auch für zwei Curven zweiter Klasse

gilt, die Sätze:

Zwei Kegelschnitte schneiden

sich im Allgemeinen in 4 Punkten.

Zwei Kegelschnitte haben im

Allgemeinen 4 gemeinsame Tangenten.

Es brauchen natürlich nicht alle vier Punkte oder Tangenten

reell zu sein; sondern es können auch zwei imaginär und zwei reell,

oder auch alle vier imaginär sein. Es können endlich auch von den

vier Punkten mehrere einander unendlich nahe rücken, wo sich dann

die Kegelschnitte berühren. Die letzteren Fälle schliessen wir jedoch

zunächst ausdrücklich von unserer Betrachtung aus; Avir werden später

genauer auf dieselben eingehen. Wir nehmen also an, dass vier ge-

trennte reelle oder imaginäre Schnittpunkte, bez. gemeinsame Tan-

genten vorhanden sind; wir werden uns jedoch im Folgenden zunächst

auf die Bestimmung der gemeinsamen Punkte beschränken, die der

Tangenten folgt dann durch dualistische üebertragung.

Da erst fünf Punkte einen Kegelschnitt völlig bestimmen, so wird

es noch unendlich viele Curven zweiter Ordnung geben, welche durch

die vier Schnittpunkte von /= und g? = hindurchgehen ;
und es

lässt sich die Gleichung einer jeden Curve der Art in der Form

(1) f-l^ = ^

schreiben, wo A ein Parameter ist, so dass jedem Werthe von A ein

bestimmter, durch die 4 Punkte gehender Kegelschnitt entspricht.

Denn die Gleichung ist erfüllt, sobald gleichzeitig / und tf verschwin-

den, und anderseits muss jeder Kegelschnitt unserer Art die Form (1)

haben, weil durch einen beliebigen fünften Punkt nur noch ein solcher
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hindurchgeht, und sich unter den Kegelschnitten (1) eben ein solcher

findet. Setzt man nämlich die Coordinaten dieses fünften Punktes in

(1) ein, und sind /q, cp^ die Ausdrücke, welche dadurch aus /', cp ent-

stehen, so kann man die Gleichung

als eine Gleichung zur Bestimmung von X betrachten, und die Glei-

chung des durch den betreffenden Punkt gehenden Kegelschnitts ist

daher

:

/ — ^9^ = 0.

Das System dieser Kegelschnitte mit vier gemeinsamen Punkten pflegt

mg,n als ein KegelscJmittshüschel zu bezeichnen, die Gleichung (1) gibt

dann einen beliebigen Kegelschnitt des Büschels, es ist die Gleichung

des Büschels.

Durch die vici- Grundpunkte dieses Büschels gehen nun insbesondere

drei ausgezeichnete, uneigentliche Kegelschnitte, d. h. (da wir / und cp

in Punktcoordinaten gegeben annehmen) solche, die in ein Linienpaar

zerfallen ; es sind dies die Paare von Verbindungslinien der vier Punkte,

d. h. die sechs Seiten des durch die vier Punkte bestimmten voll-

ständigen Vierecks. Je zwei derselben, welche zusammen alle vier

Punkte enthalten, bilden in der That einen Kegelschnitt unserer Art.

Die drei in dieser Weise ausgezeichneten Curven müssen daher auch
für besondere Werthe von X durch die Gleichung (1) .dargestellt sein.

In der That führt die Bedingung, dass der Kegelschnitt /— Xcp =
zerfalle, auf eine ciihische Gleichung für l, denn sie ist durch das

Verschwinden der Determinante dieses Kegelschnittes gegeben, und
jeder Coefficient seiner Gleichung enthält l linear. Bezeichnen Avir

diese Determinante mit z/ (A), so erhalten wir also die Bedingung:

^21 ^^21 ^'^'2 ^^22 ^'^23 ^^23 ^^^^ ^ •

«31 -- -^^31 %2 — ^^^32 «33 " ^^^33 ^

Sind A', A", A'" die Wurzeln dieser Gleichung, die zunächst verschieden

sein mögen, so stellen die entsprechenden Curven unseres Büschels
obige Linienpaare dar, und wir können setzen:

f— X' rp = A' B\
(3) f-X" q^ = A" .B",

r-X"'tp=^A"'-B"',

wo die A, B lineare Functionen der x bedeuten. Kennt man demnach
die Wurzeln der cubischen Gleichung (2) und führt man bei zweien
der Ausdrücke (3) die Zerlegung in lineare Factoren wirklich aus.

(2) z/ (A) =
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W07AI nach unseren früheren Betrachtungen jedesmal eine quadratische

Gleichung erforderlich ist, so geben die Durchschnitte der beiden so

gefundenen Paare von Geraden die vier Schnittpunkte der beiden

Curven zweiter Ordnung auf lineare Weise.

Wir wollen diese Aufgabe noch ausführlicher behandeln, indem

wir von einem anderen Gesichtspunkte ausgehen; wir finden zugleich

Gelegenheit, eine Reihe fundamentaler Beziehungen zwischen zwei

Kegelschnitten zu erörtern. Wenn wir dabei scheinbar auf einem

Umwege zum Ziele gelangen , indem die Lösung des Problems von

der eines anderen mittelst einer cubischen Gleichung abhängig gemacht

wird, so müssen wir bedenken, dass die wirkliche Lösung der direct I

aufgestellten biquadratischen Gleichung* eben auch nur mit Hülfe einer
\
h\fy j-

cubischen, „ihrer Besolvenie^', erfolgen kann.*) '

Construiren wir zunächst die Nebenecken des von den vier

Schnittpunkten bestimmten vollständigen Vierecks (vgl. unten Fig. 22),

so folgt aus der Construction der Polare, dass jede der drei Ecken

die Verbindungslinie der beiden andern für beide Curven zur Polare

hat. Bas von den Nebenecken gebildete Dreieck ist daher ein gemein-

sames Polardreieck für beide Kegelsclmitte , und zwar ist dies das einzig

mögliche Dreieck der Art. Letzteres ergibt sich, weil das Dreieck aus

denselben Gründen auch für alle Kegelschnitte des Büschels

Polardreieck ist, insbesondere also auch für die drei darin enthalteneu

Linienpaare. Für diese geht aber die Polare eines beliebigen Punktes

durch den Doppelpunkt des Linienpaares. Es müssen folglich die

Verbindungslinien der drei Doppelpunkte der Paare die Seiten des

Polardreiecks, und die Doppelpunkte selbst die Ecken desselben bilden.

Die Aufsuchung dieses Polardreiecks bildet den Hauptgegenstand der

folgenden Untersuchungen. Statt nämlich die drei Linienpaare des

Büschels zu bestimmen, suchen wir die Doppelpunkte derselben, d. h.

die Ecken des Polardreiecks, durch deren Auffindung dann unsere

Aufgabe im Wesentlichen gelöst ist.

Wir haben früher gesehen, dass in der Gleichung eines Kegel-

schnittes nur noch die Quadrate der Veränderlichen vorkommen, sobald

ein Polardreieck als Coordinatendreieck gewählt wird. Nehmen wir

daher als solches das gemeinsame Polardreieck von f und 9?, so werden

die Gleichungen dieser beiden Kegelschnitte von der Form:

f = «i2/i- + «2^2' + ^32/3
•' = 0,

*) Vgl. über die Lösung der biquadratischen Gleichungen die folgende Ab-

theiluDg dieser Vorlesungen.
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Die drei Coefficieiiten einer der beiden Functionen /' und g? kann man
jedoch einfach gleich der Einheit annehmen, so dass z. B.

wird. Denken wir uns nämlich die ij so als lineare Functionen der
früheren Coordinaten x bestimmt, dass durch Einsetzung der letzteren
/'und g) wieder die frühere Form Eüik'XiXh und EhiuXiXk anneh-
men, so können wir durch Multiplication der drei Gleichungen, welche
eine solche Transformation darstellen, mit passend gewählten Con-
stanten die Definition der Coordinaten y so wählen, dass obige
Factoren h^, b^, h^ mit in die ij eingehen.*) Freilich wird — und

--^. N| das soll geschehen — dabei vorausgesetzt, dass cp nicht aus einem
Linienpaarc besteht, wo dann einer der Coefficienten h gleich Null
sein würde. In diesem Falle wäre 99 = selbst eines der gesuchten
drei Linienpaare; und die Bestimmung der Schnittpunkte erforderte
dann nur die Trennung der beiden Factoren von cp und das Aufsuchen
der Schnittpunkte der so erhaltenen Geraden mit f= 0. Durch diese
Festsetzung über die Coefficienten von (p sind die von /" auch völlig
bestimmt. Denn damit die drei Gleichungen (3) bestehen können,
dürfen in einem Ausdrucke f—Xcp nur noch die Quadrate von zwei
Veränderlichen vorkommen; eine homogene lineare Function der
Quadrate von drei Variabein kann man nicht in lineare Factoren zer-

legenl+" Wir haben daher die a bez. gleich den Wurzeln der Gleichung
(2) zu setzen^ und können dann unsere Aufgabe folgendermassen
formuliren

:

Es soll eine lineare Substitution:

y, = «(' x^ + «.; x.^ + «3' a-3

(^) ^2 = ^\" X\ + «2" ^2 + «3" ^3

y; = a^"x^ -f a^"x^ + afx^
so hestinmt tverden, dass zwei gegebene Functionen f = 2: an, xixu,
^ = ^bikXiXu durch dieselbe gleichzeitig in die Formen

(5)
f- ^'y' + ^'vi' + ^"y^

9^= yc+ 2/2'+ y,'

übergeführl tverdcn ; wobei dann A', A", X'" die Wurzeln der cubischen
Gleichung z/ (A) = werden.

*) Eine Gleichung:

?/l^ -f- .'/2^ + Z/3' =
stellt zunächst nur einen imaginären Kegelschnitt dar, doch kann man auf diese
Form auch die Gleichung

^1^ ± ^2' ± ^3' =
bringen, wenn man y, = a-,, y, = jZ+'i a:^, y^ ^ ^+ i ^.^ ^etzt.
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Nehmen wir diese Aufgabe zunächst als gelöst an, so sind die

drei gesuchten Linienpaare dargestellt durch:

/• - A' <p^ {X" - X
) y;~ + (A"' - r

) y.;^ = ,

/ - r 9> = (A' - A"
)

?//-' + (A'" - A" ) .y,2 = ,

/•- A"> = (A' - A"') y,2 -f (A" - A'") y./ = ;

und diese Ausdrücke sind sofort in ihre linearen Factoren zu zerfallen.

So sind die Linien des ersten Paares z. B. gegeben durch:

, \/ \f'f v>

/A" - A' y, + J/^'^^-^ A^ ^3 = > -'^

und:

//A" — X'y, — yrL.^W 2/3 = 0. /> - / '

t^w endlich die Schnittpunkte von f und (p selbst zu finden, brauchen

wir nur die beiden Ausdrücke (5) gleichzeitig gleich Null zu setzen,

wodurch wir zwei homogene lineare Grleichungen für y^-, ?/.,-_, y.^- er-—
halten. Aus ihnen können wir die Verhältnisse dieser Quadrate dann

nach bekannten Regeln berechnen, und zwar ergibt sich, wenn q ein

Proportionalitätsfactor ist

:

QVx- = ^" — ^"'

,

/

9^2' = ^" — ^'
,

"^

Qy,^ = 1! - k" .

Für die Coordinaten der Schnittpunkte haben wir also, wenn wir a

statt Yq schreiben:

(6)

<??/i = + V^"
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h;i; zu bildenden zweigliedrigen Unterdeterminanten, so sind die Glei-

chungen der Kegelschnitte f und cp in Liniencoordinaten

:

F = H Aik iii Uk = ,

= ZBi,,UiUu = 0.

Ist ferner ^ ein Parameter, so stellt die Gleichung

(7) F — ^(J^ = {)

eine „Schaat^" vofi ein/ach imendl/ch vielen Kegelschnitten dar, welche

alle mit F und dieselben vier Tangenten gemeinsam haben; und zwar
sind unter dieser Gleichungsform alle Curven zweiter Klasse enthalten,

welche diese vier Tangenten berühren. Insbesondere gibt es in der

Schaar drei in ein Punktepaar zerfallende Curven; es sind dies die

Paare der Schnittpunkte der vier Tangenten, d. h. die sechs Ecken
des durch die letzteren bestimmten vollständigen Vierseits (vgl. Fig. 22)

;

je zwei Punkte, durch welche zusammen die vier Tangenten alle hin-

durchgehen, bilden eine Curve der Schaar. Die Construction des Poles

einer Geraden lehrt ferner, dass die Verbindungslinie zweier Punkte

Fig. 22.

je eines Paares Polare des Schnittpunktes der durch die beiden anderen

Paare bestimmten Geraden ist, dass also die Nebenseiten des von den

gemeinsamen Tangenten gebildeten vollständigen Vierseits ein beideii Kegel-

schnitten gemeinsames Polardreieck bilden. Da wir aber oben gezeigt

haben, dass es für zwei Kegelschnitte nur ein solches Dreieck gibt,

so muss das hier gefundene mit dem identisch sein, auf welches wir

zuerst, von Punktcoordinaten ausgehend, geführt wurden. Man über-

zeugt sich davon überdies sofort durch einen Blick auf die Construc-

tion der beiden Dreiecke. Die ßestimmunsc der vier gemeinsamen
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Tangenten geschieht nun ebenso mit Hülfe dieses Dreiecks, wie oben

die der gemeinsamen Punkte; und damit ist dies Problem auf das

vorige zurückgeführt, denn auch die dazu nöthige cubische Gleichung

ist durch die Gleichung (2) bereits gelöst.

Legen wir nämlich das gemeinsame Polardreieck von f und g?

wieder als Coordinatendreieck zu Grunde und nehnen wir diese Curven

in der Form (5) an, so sind ihre Gleichungen in Liniencoordinaten

:

F = n"'v^- + ri'v:- + i'^v^- = o
^^^ <5= y,-' -f 2'.2+ ?^,' = 0.

Die Coefficienten hängen also in der That nur von den Wurzeln der

Gleichung

(2) z/ (A) =
ab.*) Die Bestimmung der Punklepaare selbst, d. h. der Schnittpunkte

der gemeinsamen Tangenten, geschieht nun, indem man in der Glei-

chung
F — ^(p =

ft bez. gleich l" l"', X" X , X k" setzt. Man findet so die drei zer-

fallenden Kegelschnitte der Schaar:

F— r X" = X" (X — r) V.-? + X' {x — x") v,} = o

F — x"X o = X" (r — X) v,^ + X {X' — X") v.;- = o

F— X X' = X' {X" — X) v^' 4- X {X" — r ) Wo- = ,

Für die Coordinaten der vier gemeinsamen Tangenten ergeben

sich endlich aus den Gleichungen (8) die Werthe:

p«;j = 4-/r'"(X"' — ry

(9) Qv. = ± yrXx - x^

und die acht hier möglichen Vorzeichencombinationen geben wieder,

wie bei den Gleichungen (6), in der That nur vier verschiedene Lagen

der Tangenten.

Wir haben nun noch die Bestimmung der Transformations

-

coefficienten a, die wir vorläufig als bekannt annahmen, wirklich aus-

zuführen.

Lösen wir die betreffenden Transformationsgleichungen:

//j = a{ Xy + «2' ^2 + ^z ^3

(4) y^ = «/' Xy -f «2" ^2 + ^^' ^3

2/3 = «i"'^i + ^2'" ^2 + ß^3"'^3

*) Man sieht aus den Gleichungen (8) , dass die Wurzeln der cubischen Glei-

chung, welche durch das Verschwinden der aus den Grössen ^,/. — ft^j/.- "^^ ^^^'

denden Determinante gegeben ist, die reciproken Werthe der Wurzeln von

d {?.] ^ sind.
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nach den x auf und bezeichnen die Unterdeterminante eines Ele-

mentes a. der Determinante:

I «/ a.,' a.^'

r == \a." aS a.'

dividirt durch diese Determinante selbst, mit /S'^'^ so erhalten wir nach

bekannten Determinantensätzen die Gleichungen

:

(10) X, = /3,>, + ^,"y, + ^;"y,

^3 = ß^i'fJi -h ßi"l/2-\- ß-rV'S'

Nach den allgemeinen, früher über Coordinatentransformation gegebenen

Regeln sind die entsprechenden Gleichungen für Liniencoordinaten

dann durch die transponirten "Substitutionen gegeben, d. h. durch

:

^;, = ß^ w, -f- ß'i ^'2 + ßz ^3 ^1 = k{v^ -f- a^'v^ -\- «i"'t'3

(11) fo = ß\' '^1 + ß-i' '^'•i + A3" % ^2 = ^2'^! H~ ^2" ^2 ~j~ «2 '^3

^3 = ßi" ^i ~\~ ßi'^i '\'ß-i"'^':\ ''3 = ^s'^i + ^3" ^3 H~ ^3'"^3-

Ferner haben wir uns früher auch die geometrische Bedeutung

der Substitutionscoefficienten vergegenwärtigt; es sind darnach die

Grössen (vgl, p. 69)

«,'
, «./

, <;
'r I, II

^

Kj
, «2 7 ^3

bez. die Coordinaten der Seiten des neuen Fundamentaldreiecks in

Bezug auf das alte Coordinatensystem der x, und die Grössen:

ß; , ßi , ß,'
;

ßr , ß-z', ß^'-.

ßr, ßr> ßr
bez. die Coordinaten der gegenüberliegenden Ecken des neuen Dreiecks

in Bezug auf das frühere. Dies neue Coordinatendreieck ist aber in

unserm Falle das den Kegelschnitten / und q) gemeinsame Polardreieck,

und folglich hat jede Ecke desselben in Bezug auf beide Kegelschnitte

dieselbe Polare ; d. h, die Coordinaten der letzteren, gebildet in Bezug

auf / und cp müssen einander proportional sein. Dadurch erhalten wir

die folgenden drei Systeme von je drei Gleichungen:

«11 ß? + «12 ^2' + ^^.3 ^3' = h (^ .

ß'' + K ßf + ^3 ß?) ,

«2. ß'^ + «22 ß^ + «23 ßf = f*,- {K ßf + *22 ßf + ^23 ß^) ,

«3. ß', + «32 ß^ + «33 ^f = f*, (^3, ß'I' + ^^32 ß'^ + *33 ßf) •
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Hierin haben wir für ß^^') bez. /3//, ß/,", ß,"' und für ^, bez. ^^, (i^, ^^
zu setzen, um die drei Systeme von Gleichungen zu erhalten. Ordnen
wir noch nach den Grössen ß, so gehen dieselben über in:

(12) («,, - ^,^,) ßf + («22 - ^i *>o) /3^' + («,, - ^i b,,) ß^ = ,

(«31 - Z^'-^Sl) ^i'' + («32 - ^.- ^^32) ß2 + («33 - i^/ ^33) ^3^ = ,

und hieraus erhalten wir durch Elimination der ß zur Bestimmung
von ft wieder die cubische Gleichung (2):

I «21 — ^ ^^21 «22 — ^^22 «23 — i^^23 ' = ^ •

I
«31 ^ ^31 «32 ~^ ^^32 «33 f*«33

Die Grössen {i^, fi,,? 11^3 Jn den Gleichungen (12) sind also mit den

eben auftretenden Wurzeln A', X", l"' dieser Gleichung identisch. Setzen

wir einen dieser Werthe in (12) ein, so können wir aus je zweien der

Gleichungen die Verhältnisse der ßf^ berechnen: für die beiden an-

deren Systeme von je drei Gleichungen haben wir dann bez. die

beiden andern Wurzeln von (2) zu verwerthen. Wir können 'somit

die Werthe

von /3,', /3./, ß^ bis auf einen Factor q

von ß^'
,

ß.,", ß^" bis auf einen Factor q"

von ß/", ß^"
,

ß.^" bis auf einen Factor q"'

berechnen ; um diese Factoren selbst endlich noch zu bestimmen, setzen

wir die gefundenen Werthe der ßf in die Gleichungen (10) ein;

vermittelst dieser muss dann der Kegelschnitt (p auf die Form

yr + 2/2"-' + ^3^ =
gebracht werden ; und gemäss dieser Forderung müssen wir q\ q\ q"

^

noch wählen, ivodurch dann unser Transformationsproblem vollständig

gelöst ist. —
Der Weg, welcher uns zum Ziele geführt hat, ist jedoch keines-^

wegs als ein algebraisch eleganter zu bezeichnen; wir haben das

Problem allerdings gelöst, aber das Resultat erscheint als Ergebniss^

unübersichtlicher Rechnung. Wir haben dabei keinen tiefern Einblick

in die Natur derartiger Transformationsprobleme überhaupt gethan,

während gerade die vorliegende Aufgabe bei geschickter Behandlung

mannigfache Gelegenheit zu allgemeinen Erörterungen, zur Vervoll-

ständigung unserer BegrifiPsbildung überhaupt bietet. Wir wollen

daher die Berechnung der Coefficienten ßf noch von einem anderen

Gesichtspunkte aus durchführen, wobei wir dann von selbst zur Ent-

Clebsch, Vorlesungeu. ^
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Wicklung wichtiger und allgemeiner Principien Veranlassung finden

werden. *)

Transformiren wir eine quadratische Function von drei homogenen
Variabein

:

/= EttihXiXk

durch die Substitution (10):

^i = ßiy^ + ßi'y, + ßry, , ii = i, 2, 3),

so geht dieselbe über in eine homogene quadratische Function der tj:

f = ZaikViVu,

in welcher, wie man leicht übersieht, die Coefficienten an,' vom ersten

Grade in den «a, dagegen vom zweiten Grade in den Substitutions-

coefficienten /3*.'* sind. Wir haben nun oben eine Function der «,/,,

die aus ihnen zu bi^^€>ade Deteirminante , keimen gelernt^wüMie zu

der Function / in einer-iBiifjehung stand, die durch Einführung eines

neuen Coordinatensystems niclrt'--Äej^ört werden kann; denn ihr Ver-

schwinden sagte aus, dass der durciTT^'^^^-ÖLdargestellte Kegelschnitt

in ein Linienpaar zerfällt. Verschwindet daher diese"~öd5erminante A,

so muss dies auch für die aus den au/ gebildete Determinante A' statl;-

finden, damit auch die Function f in zwei lineare Factoren zerlegbar

sei. Da demnach A' immer gleichzeitig mit A verschwindet und um-
gekehrt, so können wir setzen:

A' = m . A
j

wo m ein nicht verschwindender Factor ist. Dieser letztere kann dann
aber die au, nicht mehr enthalten (denn Ä sowohl wie A sind von

der 3. Dimension in denselben), sondern nur noch die /S'^*' , und zwar

in der 6. Dimension, denn zu so hohem Grade kommen dieselben in

A' vor, während A von ihnen unabhängig ist: m ist also eine nicht

verschwindende Function 6. Grades der /3j'\ Nun sind diese aber

vollkommen willkürlich, nur haben wir ausdrücklich vorausgesetzt, dass

ihre Determinante R nicht verschwinde, denn sonst würden unsere

Transformationsgleichungen (10) nicht auflösbar sein. Das Quadrat
dieser Determinante ist daher die einzige Function 6. Grades in den

/3^*, welche nicht verschwindet, und also muss

m = c . R^

sein, wo c eine rein numerische Constante bedeutet. Wir bestimmen
dieselbe durch Betrachtung einer speciellen linearen Transformation,

*) Vgl. die Behandlung des Problems bei Aronhold: Ueber eine fundamen-
tale Begründung der Invariantentheorie, Borchardt's Journal, Bd. 62.
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wodurch ihr Werth nicht geändert werden kann. Betrachten wir näm-
lich die Anwendung der Gleichung

A' ^c . K^A

auf die identische Substitution:

X\ = Vx , X.2 =
1/2 , Xj = y.j

,

so wird A' = A, R = \, und es folgt:

c= 1.

Wir haben deshalb auch im allgemeinen Falle*)

(13) A' = R^.A.

Dieselben Schlüsse gelten für beliebige andere Verbindungen der
Coefficienten einer oder mehrerer Curven, sobald dieselben, gleich Null
gesetzt, Eigenschaften angeben, welche zu den betreffeaden Curven in

unzerstörbarer Beziehung stehen und deshalb von der Wahl des Coor-

dinatendreiecks unabhängig sind. Solche Functionen der Coefficienten

pflegt man als Invarianten zu bezeichnen; die Invarianten sind dann
allgemein charakterisirt durch die Bedingung

wo 1 die betreffende Function für das alte Coordinatendreieck, T die-

selbe für das neue ist, und R die Substitutionsdeterminante bedeutet.

Die Determinante eines Kegelschnittes bietet uns somit zum ersten

Male ein Beispiel für einen äusserst fruchtbaren und für die weiteren

Entwicklungen der Geometrie unentbehrlichen Begriff. In der That
führt erst die systematische Untersuchung solcher invarianter Gebilde

dazu, algebraische Rechnung und geometrische Ueberlegung als iden-

tische Operationen hinzustellen. Wir werden daher im Folgenden
auch noch ausführlich auf die sich hieran knüpfenden Theorien eingehen

müssen. Für jetzt möge noch eine Anwendung unserer Schlussweise

in folgendem Beispiele dargelegt werden, welches uns dann unmittelbar

die Mittel zur Lösung unseres Transformationsproblems an die Hand
geben wird.

Die Bedingung, dass eine gerade Linie u den Kegelschnitt /=
berührt, d. h. die Gleichung

Z! Aik UiUk =
drückt jedenfalls eine von der Lage des Coordinatendreiecks unabhän-

gige Beziehung aus. Durch unsere lineare Substitution (10) hängen

dann die neuen Liniencoordinaten v mit den u durch die Gleichungen

*) Man erhält diese Gleichung direct durch zweimalige Anwendung des

Multiplicationssatzes der Determinanten; vgl. Näheres hierüber am Schlüsse der

folgenden Abtheilung dieser Vorlesungen.



132 Zweite Abtheilunff.

(11) zusammen, und die erwähnte Schlussweise ergibt für die trans-

formirte Gleichung:

U Aik Vi Vi: = R'' ' 2; Aik ui ui; .

Hier sind auf der linken Seite die Aik in den /3//') von der 2. Dimen-

sion, die V dagegen linear; im Ganzen kommen also die /3/,('' links

wieder in der 6. Dimension vor, und es folgt somit k = 2. Wir er-

halten also für die Transformation der Curvengleichung in Liniencoordi-

naten die Identität:'^)

( 1 4) E Aik ' Vi Vk = R'^ 2: Aik Vi Uk .

Setzen wir nun wieder

«11 — '^^t

J (A) = ^^1

h\ ~ ^^%\

(t \ 2 KU \cy a 13 Xl
13

^ v-^ + (^' ^) y^

'32 "^32 "33 "•^33

und wenden die Gleichungen (13), (14) auf einen Kegelschnitt unseres

Büschels

/-A9) = (r-yi)y,2_|_(r-

an, so ergibt sich:

\l' — l

-<15) i?2 z/ (A) =-
1

i

r — X

r

und:

(16) /?2 ZJikV; Uk == (A"- A) (A'

= (A' — A) (A" — A) (A'" — A)

A)i»i'+(A"'-A)(A'-A)i;,2-f (r-A)(A"-A)v3

wo die z/,vt die Unterdeterminanten von zJ (A) sind. Aus der Glei-

chung (15) folgt zunächst wieder, dass A', A", A'" die Wurzeln der

schon mehrfach erwähnten Gleichung z/ (A) = sind, ferner aber

durch Vergleichung der beiderseitigen Coefficienten von P:

1 = ^2

und also;

/?'-'

bn
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wo,^-€He-4ieterminante des Kegelschnittes qp == bedeutet, von der

wir überall angenommen haben, dass sie nicht verschwinde. Unter

dieser Voraussetzung erhalten wir dann aus (16), indem wir nach

einander l = A', k", X" setzen, unter Berücksichtigung von (11) die

Relationen

:

(1 7) V,' = (^," u, + ß.;' V, -f ß," u,y =
TTii-'-nn' -n ^^'•''^^" ) "^'^^^

, V.;- = {ßr^t + ß^^^2 + Ar%)^ = mv -nir-o * ^'^'^•(^">''-"^-

Wir könnten hier auf beiden Seiten die Wurzeln ziehen und die /3j!^

aus den drei dann linearen Gleichungen berechnen. Direct ergeben

sie sich jedoch aus der Vergleichung der Coefficienten von tu Uk, in

(17), wodurch man die folgenden Bestimmungen erhält:

(lo) P,- Pk — ß ^(h)

Durch diese Gleichungen sind nun die Substitutionscoefficienten bis auf

die noihwendig unbestimmt bleibenden Vorzeichen gegeben; in ihnen haben

wir noch die mit dem obern Index h versehenen Buchstaben durch

ein-, zwei-, oder dreimal gestrichene zu ersetzen, und es ist:

ii
= (r - A' )

{X" -X)
I

..

(19) ft" =(A"'-r)(r -A") /^
^" = (r - X") (A" - X") . I

' Wir haben damit unser Transformationsproblem und also auch das

der Bestimmung der vier gemeinsamen Punkte von f und cf in voll-

ständiger und systematischer Weise gelöst; und zwar sahen wir, dass

dadurch gleichzeitig das dualistisch entsprechende Problem, die Auf-

suchung der vier gemeinsamen Tangenten von selbst mitgelöst wurde.

— Wir wollen zunächst noch einige weitere Betrachtungen über diese

Kegelschnittsysteme

:

/•_A9)==0 und Z'— A^ =
hinzufügen, wobei wir den gefundenen Sätzen die ihnen dualistisch

entsprechenden sofort gegenüberstellen. Wir fanden schon oben die

folgenden Sätze:

^ Burch jeden Punkt der Ebene i

Jede Gerade der Ebene wird

geht ein Kegelschnitt des Büschels von einem Kegelschnitte der Schaar

f ~ Iq) mit 4 gemeinsamen Punkten. \ F — l^ mit 4 gemeinsamen Tan-

I

genten berührt.

Die sich hieran anschliessende Frage nach der Zahl der Kegel-
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schnitte des Büschels, welche eine gegebene Gerade berühren, wird

durch Nullsetzen des Ausdruckes (16) beantwortet; denn die Gleichung

U ^iu (A) Vi Uk =
ist die Gleichung einer solchen Curve in Liniencoordinaten. Setzen

wir hierin für die u die Coordinaten der gegebenen Geraden ein, so

erhalten wir, da die ^iki^) vom zweiten Grade in k sind, eine qua-

dratische Gleichung zur Bestimmung von A; und somit folgt der Satz;

Jede Gerade wird von zwei
j

Durch jeden Punkt gehen ziuei

Kegelschnitten des Büschels berührt. \ Kegelschnitte der Schaar.

Von besonderem Interesse ist ferner die Lage der Schnittpunkte

einer beliebigen Curve des Büschels mit der betrachteten Geraden

gegen die Berührungspunkte der beiden soeben bestimmten Kegel-

schnitte. Um diese zu untersuchen, nehmen wir die betr. Gerade zur

Coordinatenseite

a^i = 0.

Setzen wir dann für einen diese Linien berührenden Kegelschnitt

0:^ = 0, so muss eine in x.^, x^ quadratische Gleichung mit zwei

gleichen Wurzeln für — übrig bleiben, d. h. das Quadrat eines in

x^, Xn^ linearen Ausdruckes. Die Gleichungen der beiden berührenden

Kegelschnitte sind daher von der Form:

f=x^G -\- H' = 0,

(p = x^G' -\- H"^ = 0,

wo G, G' linear in x^, x.^, x-^ und H , IV linear in x~^y x.^ sind. Eine

beliebige Curve des Büschels ist dann dargestellt durch die Gleichung:

f - Itp = x^{G — IG') -\- m — l IV = ^) ',

und die Schnittpunkte derselben mit der gegebenen Geraden bestimmen

sich durch:

X, = ,

die letzte Gleichung stellt ein von der Ecke x.^ = ^; •^is
= ^ ^^^

Coordinatendreiecks nach den betreffenden Schnittpunkten gehendes

Geradenpaar dar, gebildet aus den beiden Linien:

Diese beiden Geraden sind aber harmonisch zu den von ihrem Schnitt-

punkte nach den Berührungspunkten von f und 9? gehenden Linien,

welche durch H=0, //' = gegeben sind; und also liegen die ge-
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suchten Schnittpunkte zu den beiden Berührungspunkten harmonisch.

Ein solches System von Punktepaaren auf einer geraden Linie, wo

jedes Paar zu denselben zwei bestimmten Punkten harmonisch liegt,

nennt man nun eine Involution und die beiden ausgezeichneten Punkte

die Doppelpunkte der Involution (ebenso spricht man auch von einer Invo-

lution von Geradenpaaren in einem Strahlbüschel). Es sind dies im

Grunde nichts weiter, als die Doppelpunkte zweier vereinigt gelegener

projectivischer Punktreihen von speciellem Charakter (vgl. p. 51).

Letztere erhält man in diesem Falle, wenn man jedem Punkte der Gera-

den den vierten harmonischen in Bezug auf zwei feste Punkte (die

beiden Doppelpunkte) zuordnet, also jedes Punktepaar der Involution in

zwei entsprechende Punkte der beiden Reihen auflöst.*) Unter Be-

nutzung dieses auch für andere Probleme äusserst wichtigen Begriffes

der Involution können wir jetzt folgende Sätze aussprechen:

Die Schnittpunkte der Kegel-
\

Die von einem Punkte an die

schnitte eines Büschels mit einer
\

Kegelschnitte einer Schaar gehenden

Tangenten bilden eine Involution.

Die beiden Doppelstrahlen derselben

werden in dem Punkte von je einer

Curve der Schaar berührt.

Geraden bilden auf dieser eine In-

volution. In den beiden Doppel-

punkten derselben wird die Gerade

von Je einer Curve des Büschels

berührt.

VI. Besondere Lagen zweier Kegelschnitte gegen einander.

Es gibt einige Fälle, in -denen die oben zur Bestimmung der

Transformationscoefficienten /Sj^angewandte Methode nicht zum Ziele

führt. Dieselbe ist nämlich nur so lange zulässig, als alle ^<^') (vgl.

Gl. (18)) von Null verschieden sind. Die Grössen ft'^) verschwinden

aber nur (vgl. (19)), wenn zwei Wurzeln der Gleichung ^ {X) =
einander gleich werden. Bei der näheren Durchführung zeigt sich,

dass noch immer besonders zu berücksichtigen ist, ob für eine mehr-

fache Wurzel auch alle Unterdeterminanten von z/ verschwinden, oder

nicht. Wir haben sonach die folgenden Ausnahmefälle zu unterscheiden.

1. Zwei Wurzeln X sind gleich.

2. Zwei Wurzeln l sind gleich, und die zugehörigen ünterdeter-

minanten ^ik verschwinden sämmtlich.

3. Alle Wurzeln l sind gleich.

4. Alle Wurzeln X sind gleich, und die zugehörigen Aik verschwin-

den sämmtlich.

- 5. Alle drei Wurzeln sind gleich und Jedes einzebie Glied der Deter-

minante /J (A) verschwindet für diesen Werth von l.

*) Vgl. Näheres hierüber in der dritten Abtheilung dieser Vorlesungen.
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J\

Diese Fälle wollen wir im Folgenden der Reihe nach näher be-
handeln; auf den zuletzt genannten brauchen wir jedoch nicht näher
einzugehen; denn für denselben werden die äf,/, den b,/, proportional:
Beide Kegelschnille sind identisch.

1
.

Wenn zwei der A*') einander gleich werden, so bedeutet dies im
Allgemeinen, dass zwei Seiten, resp. Ecken des Polardreiecks einander
unendlich nahe rücken. Daher ist dasselbe dann als Coordinaten-
dreieck unbrauchbar, und unsere obige Transformation verliert ihre
Bedeutung. Aus der früher gegebenen Constrnction des Polardreiecks
folgt in diesem Falle, dass zwei der durch die Schnittpunkte der
Curven gelegten Linienpaare unendlich wenig verschieden sind. Diese
gehen aber noch nicht (was erst im zweiten Falle eintritt) in eine
Doppellinie über; daher sind nothwendig zwei ihrer Schnittpunkte

Fig. 2:!.
unendlich benachbart zu den bei-

den einander unendlich nahen
Doppelpunkten der Paare (d. i.

Ecken des Polardreiecks). Somit
fallen in der Grenze zwei Schnitt-

punkte der beiden Kegelschnitte

zusammen in einen Punkt : die Cur-

ven berühren sich in diesem Punkte
P (vgl. Fig. 23), und in ihm lie-

gen gleichzeitig zwei Ecken des

Polardreiecks vereinigt. Letzteres

geschieht aber so, dass die ge-

meinsame Tangente der Curven
in P mit der Verbindungslinie der

unendlich nahen Dreiecksecken das Doppelpaar harmonisch theilt; wo-
bei diese Linie als Polare des Schnittpunktes Q der Tangente mit der
Verbindungslinie der beiden andern gemeinsamen Punkte der Kegel-
schnitte construirt werden kann. Ebenso werden die Schnittpunkte der
doppeltzählenden Tangente mit den beiden getrennt gebliebenen gemein-
samen Tangenten durch die Punkte P und Q harmonisch getrennt.

Es liegt nahe, hier neben den beiden noch verschiedenen Seiten
des Polardreiecks als dritte Coordinatenseite die Verbindungslinie der
beiden getrennten Schnittpunkte der Curven einzuführen. Sei also

y, = die Gleichung der gemeinsamen Tangente des Berührungs-
punktes, ^2 = die der einfachen Seite des Polardreiecks, J/y = die
der erwähnten dritten Linie, so kann man die beiden Linienpaare,
bei geeigneter Bestimmung der absoluten Werthe der Coefficienten,
in der Form darstellen:

f \
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In der That werden dann die beiden Geraden des ersten Paares har-

monisch von den Seiten y^ = 0, i/o "= ^ getrennt, während die des

zweiten mit zwei Seiten des Coordinatendreiecks zusammenfallen. Die

kanonische Form , in welche wir hier die Curven f= 2] an, XiXk und

(p = l^biuXiXic zu transformiren haben, ist somit die folgende:

Um die dazu nöthigen Substitutionscoefficienten zu berechnen, wenden

wir wieder die Gleichungen (13) und (15) auf eine Curve des Sy-

stems f— Arp = an. Alsdann ergibt sich:

I

/i" - A r — ;.

\x' — X
I

Es ist also rjVie^/^pppeltef l" die einfache Wurzel der cubischen

Gleichung z/(A) = 0; durch Vergleichung der beiderseitigen Coeffi-

cienten von A'^ folgt:

wo B wieder die Determinante von qp bedeutet. Die Anwendung von

Gleichung (14) p. 132 auf die Curve /"— Aqp, ergibt ferner:

/^^•2;^,A-(A)?/,M^= — (A'-A)i;,-'-f (r— A)t;.r'-2(A'--A)(r— A)v,y3,

und hieraus folgt, wenn

E^ihiiyiiUu = P - 2 A() + A25

gesetzt wird:

Ri .1>= — l"^~v.? + r''v^' - 2 A' A" V, V,,
, .

j(t .Q = — X v.^ + A" vi - (A' + A") y, v^

,

ßi,S=- v^ - v^— 2v,v^.

Multipliciren wir diese Gleichungen bez. einmal mit 1, — 2A", A'^

einmal mit 1 , — 2 A', X"\ und dann noch bez. mit 1 ,
— (A' -|- A"), A' A"

und addiren dieselben jedesmal, so erhalten wir:

/?'-' {P— 2 A" {> -f A" 2 S) = — (A' - A")- 1;,2

7^2 (p _ 2 A' ^ + A'^5) = + (A' - A")2y32

7^2 (/> _ (^' ^ X") Q _|_ A' A"5) = + (A' - A")-'?;i i/g

.

Aus den ersten beiden Gleichungen könnten wir nun v^, v.^, aus der

letzten dann durch Division i\ berechnen. Durch Vergleichung der

beiderseitigen Coefficienteu von m, «/, dagegen finden wir diröct die

gesuchten Transformationscoefficienten durch die Gleichungen, welche

an Stelle der Gleichungen (18) auf p. 133 treten:
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ßrßk" == ß f^i^ry ^^'^'< - '^^ ^^'^ + ^''^^<^

ßlßk" + ßi'ßk = ßjf^y ^^^'^ - (^' + ^") Oik + XTSi,) .

In ihnen haben die ßf dieselbe Bedeutung, wie in (11) p. 128 und es

ist gesetzt:

P= 2J PikUi Uk, = U Qik Ui Uk, S = U Sik ui Uk .

2. Wenn ausser z/ (A) = für die Doppelwurzel auch alle Glei-

chungen ^ik (A) =0 erfüllt sind'^), so werden die /Sj,'* nicht unendlich

gross, sondern unbestimmt, die beiden Seiten des Polardreiecks, welche

vorhin zusammenfielen, nehmen eine unbestimmte Eichtung an. Zugleich

vereinigen sich die beiden unendlich nahen Linienpaare des vorigen

Falles zu einer einzigen Doppellinie oder eigentlich vierfach zählenden

Linie, denn die Bedingung dafür ist eben nach p. 106 das Verschwinden
aller z/,vt. Sämmtliche Curven des Systems müssen sich daher in den

Schnittpunkten der Doppellinie mit f=0
oder (p = berühren (vgl. Fig. 24) ; d. h.

es ist dies ein System der Art, wie wir

es schon früher (vgl. p. 116) behandelt

haben. Hierdurch erklärt es sich auch

geometrisch, dass unendlich viele ge-

meinsame Polardreiecke möglich sind;

eine Seite eines solchen ist nämlich

immer jene Doppellinie, die andern beiden

Seiten gehen durch den Pol derselben und liegen harmonisch zu den

beiden gemeinsamen Tangenten.

Um auf ein bestimmtes, ausgezeichnetes Coordinatendreieck zu

kommen, kann man dasjenige wählen, welches durch die Doppellinie

und die in den beiden Berührungspunkten gezogenen Tangenten (die

zusammen auch einen Kegelschnitt des Systems geben) gebildet wird.

Sind y., = 0, y.^ = diese Tangenten, ist ferner y^=Q die Doppel-
linie, X' die einfache, A" die Doppel- Wurzel von ^ (A) = 0, so hat

man die Linienpaare:

*) Dies Letztere kann auch nur bei einer Doppelwurzel eintreten, denn es ist

dl ~^^ikhk^

mit allen zf,,. verschwindet also auch immer —- , was die Bedingung einer Dop-

pelwurzel ist. Ebenso würde ein Verschwinden der zweiten Unterdeterminanten
nur bei einer dreifachen Wurzel eintreten können.
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/_ A>^ tjC-{i' - r)
/ _ r (p =- — 2 //2J/3 (A' — i")

,

also:

(p =^ ?/,2 + 2y,f/^.

Zur Durchführung des betreffenden Transformationsproblems benutzen

wir wieder die Gleichung:

A' = R^'- A,

welche jetzt übergeht in:

\X - X i

R^ . z]{X) =\ A" — A

I

X" — l

und hieraus folgt wieder:

- (A' - A) (A" — A)2;

Ferner haben wir:

R'-i: z/m- (A) UiUk = — (A" — A)2 t;,2 _ 2 (A' — A) (A" - A) ?;2?;3;

und es ergeben sich die Coordinaten der Doppellinie v^ {ß^, ß.^, ß.^),

wenn wir A = A' setzen und die Coefficienten gleicher Producte uiUk

vergleichen. Wir finden so:

o'-i ^11 (O _

a ' a ' ^12 V" )

Pl P2 —~B (i" - k'f
'

a ' a I ^13 (^ )

Pl Pi — B (r - A')2

'

Nachdem die Doppellinie gefunden, ist die Bestimmung der beiden

Tangenten auf ein bestimmtes Problem, welches wir früher (vgl. p. 107)

behandelten, zurückgeführt.

3. Wenn alle drei Wurzeln von z/ (A) = gleich werden , ohne

dass die Unterdeterminanten verschwinden, so rücken alle drei Linien-

paare zusammen, ohne jedoch in Doppellinien überzugehen; denn das

Auftreten von Doppellinien würde ein identisches Verschwinden der

ünterdeterminanten zur Folge haben (vgl. den folgenden Fall). Von

den beiden Schnittpunkten zweier unendlich naher Linienpaare, welche

im ersten Falle sich nicht in der Nähe ihrer Doppelpunkte befanden,

muss noch einer diesen ebenfalls unendlich nahe rücken, damit auch

das dritte Linienpaar sich mit jenen vereinige. Die Curven berühren

sich also in einem Punkte zweipunktig , was so zu verstehen ist, dass

die eine Curve die andere in 3 benachbarten Punkten schneidet: sie

tritt in dieselbe hinein, geht wieder heraus und tritt dann sofort
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wieder ein (vgl. Fig. 25) ; der vierte Sehüittpunkt bleibt dagegen isolirt,

Fig. 25. und ebenso haben die Curven eine

isolirte gemeinsame Tangente. Es exi-

stirt kein eigentliches gemeinsames
Polardreieck mehr; ein ausgezeich-

netes Coordinatendreieck dagegen ist

-^ys'O uns durch die folgenden Linien ge-

geben: die gemeinschaftliche Tan-
gente im Berührungspunkte (y, = 0),

die Verbindungslinie dieses mit dem isolirten Schnittpunkte {y.^ = 0),

und die durch den letztem gehende Linie, welche mit yo = ^
und den Tangenten der beiden Curven in dem Punkte harmonisch
liegt (?/3 = 0). Da die Punkte y, = 0, ij^^^) und y.^ = 0, 2/3 =
dann beiden- Curven angehören, so müssen in f und 9) die Glieder

y/,2, y.^ fehlen; da ferner y, = Tangente ist, so müssen /, 9? für

y, = in Quadrate übergehen, also müssen auch die Glieder mit y,, y.^

fehlen. Endlich müssen die mit y^ multiplicirten Theile, welche die

Tangenten im isolirten Schnittpunkte darstellen, harmonisch zu y^ = 0,

yg = sein, d. h. sich als Summe und Differenz darstellen. Wir
können daher setzen:

qp= 2y, (-^2 + ^3) + y-i^'

In der That gibt dann die Gleichung / — A'95 = das einzige in dem
Büschel noch vorhandene Linienpaar: ^/j == 0, y^ = 0. Zur Bestim-
mung der Transformation von / und (p auf diese kanonische Form,
welche aber nicht zu sich selbst dualistisch ist, haben wir:

I

X' -\- X X - X

/?2 . ^ (A) =
I

A' -f A A' — A

A' — A

also:

= -{X'~-xy,

und ferner:

i?2 2;z/,y,(A)w,w/,-^/?2(/>-2A(>»4-A'^6^)==-{(A'-A)y2~(A>A)y3}-'-2(A'--A)2e;,t,

Setzt man hierin nach einander A = A', A = — A', A = , so findet

man durch Combination der erhaltenen Gleichungen:

/)_ 2A'(v-f X'^S =
tf^

4yl' 4X^^ y

y

^
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und hieraus ergeben sich durch Vergleichung der Goefficienten gleicher

Producte der ui die gesuchten Substitutionscoefficienten /3^5^-

4. Der vierte Fall, wo alle Wurzeln von z/ (A) = einander gleich

werden, und zugleich alle Unterdeterminanten z/,/.- verseinvin den, vereinigt

den zweiten und dritten: die Curven berühren sich dreipunktig (d, h.

schneiden sich in vier successiven Punkten) und haben demnach

keinen weiteren Punkt gemein. Anhaltspunkte für ein besonders aus-

gezeichnetes Coordinatensystem sind nicht mehr gegeben. Nehmen
wir jedoch die gemeinsame Tangente im Berührungspunkte zur Gera-

den y, = 0; und sei y-i^^ irgend eine durch diesen Punkt gehende

Linie, so können wir die beiden Curven in der Form schreiben:

^> = y^'-\- {.^yt -^ ßy\y2-\-yy\yi)^

denn die Gleichung f — X'cp = gibt dann in der That die einzige

im System noch vorhandene Gerade

— Während wir bisher die verschiedenen Lagen betrachteten,

welche bei zwei Kegelschnitten durch verschiedenartiges Zusammen-

rücken zweier oder mehrerer der 4 Schnittpunkte entstehen können,

wollen wir jetzt noch einen Blick auf diejenigen Lagenbeziehungen

werfen, welche dadurch bedingt werden, dass das Polardreieck eine

besondere Lage gegen die unendlich ferne Gerade hat. Dies wird

insbesondere eintreten, wenn eine Seite des Dreiecks mit der unendlich

fernen Geraden zusammenfällt, woraus dann folgt, dass die beiden Kegel-

schnitte einen gemeinsamen Mittelpunkt (den Pol der unendlich fernen

Geraden) haben; und nach unseren früheren Erörterungen (vgl. p. 81)

bilden die beiden andern Seiten des Polardreiecks ein Paar conjugirter

Durchmesser in Bezug auf jeden der beiden gegebenen Kegelschnitte.

Die Aufgabe, bei zwei Kegelschnitten mit demselben Mittelpunkte das

ihnen gemeinsame Paar conjugirter Durchmesser zu finden, ist also

durch unsere obigen allgemeineren Betrachtungen schon gelöst; wir

wollen nur noch die Gestaltung der betreffenden Gleichungen unter

Benutzung nicht homogener Coordinaten näher verfolgen.

Nehmen wir an, dass der Anfangspunkt des Coordinatensystems

bereits in den Mittelpunkt verlegt sei, so haben die beiden Kegel-

schnittgleichungen die Form (vgl. p. 87)

/= «11^'^ + ^a^^xy -f a.r,j/ —1=0,
^ ^ (p=^ ^,,:f2 -{-2b,,xy + b,.,y' —1=0,

und wir haben dieselben auf die Form:
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(2)

^
p ^ q

^

ZU transformiren. Die letzteren Gleichungen zeigen, da sie nur die
Quadrate der Veränderlichen enthalten, unmittelbar, tlass die vier
Schnittpunkte von / und cp symmetrisch gegen die gemeinsamen con-
jugirten Durchmesser liegen; und Gleiches folgt für die vier gemein-
samen Tangenten, denn die Gleichungen in Liniencoordinaten werden

:

Wir können auch die Coordinaten der gemeinsamen Elemente vermöge
der Gleichungen (6) auf p. 125 und (9) auf p. 127 leicht angeben;
sie sind:

q ^ — q
2 „'2q 'q

^" 2~

p q

Fig. 26.

Die Lage der Schnittpunkte ergibt sich auch aus unserer obigen
allgemeinen Construction des Polardreiecks, wenn wir die Ausartung

desselben näher verfolgen. Die drei

Linienpaare des Büschels f~l gj ==

bestehen nämlich aus je zwei Pa-
rallelen zu den gemeinsamen con-

jugirten Durchmessern, und aus
zwei Geraden, welche sich im Mittel-

punkte schneiden. Ebenso sind die

gemeinsamen Tangenten von /' und
9^ zu zweien einander parallel und

^ schneiden sich auf den beiden ge-

meinsamen conjugirten Durchmes-
:" Sern (vgl. Fig. 'ifo).

Die betreifende Transformation

möge nun durch die Gleichungen:

.ON ^ = ^' cos « -+- y' cos /3

X = X ^vü. a -\- y' sin /3

geleistet werden; wir haben dann a, ß, p, q\ p"
,
q" zu bestimmen.

Die Gleichung z/ (A) = gibt uns hier:

'«11 — -^^11 «21 — ^^-n

(4) Z/ (A) =
I

«,2 — hby ^22 ^^22

l - 1

= 0;
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und es ist uns eine Wurzel X = 1 unmittelbar bekannt, was dem
Umstände entspricht, dass wir die eine Ecke des Polardreiecks, den

Mittelpunkt, als gegeben annehmen. Sind A', A" die beiden andern

Wurzeln von (4), so können wir nach dem Früheren sofort eine

Substitution angeben, wodurch die Ausdrücke /" und q) übergehen in:

/•= A'a;"2 + r?/"2—

1

^^^
(p = x"-^ + y"-^ — 1

Von diesen Gleichungen gelangen wir dann zu der Form (2), wenn
wir weiter setzen:

Die Wurzeln von (4) geben uns also unmittelbar nur die Verhältnisse

der Längen der conjugirten Durchmesser, d. h. es ist:

Die Längen derselben selbst finden wir durch Benutzung der Glei-

chungen (18) , p. 133:

(6) ^,^,. =^^„_^,^^^,„^^^.^,u.s.f.

An Steile der durch die Grössen /3['' bestimmten Substitution (Glei-

chung (10), p. 128) tritt nun hier die folgende:

X = p" cos a x" -\- q" cos ß y"

,

y = p" sin a x" -\- q" sin ß y"

.

Ferner ist:

und also erhalten wir aus (G):

p ^ cos^ a = -^, 7-,,- • -r—, r-2

,

p 2 cos a sm a = — -,V—py^ • 7—7——7—^

,

,

p ^ sm' a = -{rr~±iir • jr^ 7— '

* ,
"*" O11O22 '^12'

Hieraus ergibt sich sofort:
, / ,

„2 __ («22 — ^'^22) \- (<?ii — y^ \\) ^ /

ebenso könnte man cos ß , cos /3 und «?" berechnen. Für p findet man

:

,

9

(«22 — A' A22) -l" (ffir — "^^^
xx^ A./

^^
'
— "rTX'-n (^11*22 - *.2')

'

und einen ähnlichen Ausdruck würde mau für q' erhalten.
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Fig. 27.

Der hier eingeschlagene Weg wird wieder unmöglich, resp. un-
bestimmt, wenn einer der soeben behandelten Ausnahmefälle eintritt,

d. h. wenn sich die Kegelschnitte irgendwie berühren. Da uns hier
aber immer eine isolirte Ecke (der Mittelpunkt) und eine isolirte Seite

des Polardreiecks (die unendlich ferne Gerade) gegeben sind, so kön-
nen nur die Fälle 1 . und 2. vorkommen, in denen sich die Curven auf
einer Seite des Polardreiecks in einem, bez. in zwei Punkten berühren.
Im Falle 2. gibt es unendlich viele gemeinsame Polardreiecke, deren
eine Seite immer die Berührungssehne ist, während die beiden andern
Seiten immer durch den Pol dieser Linie gehen. Die unendlich ferne
Gerade wird daher Seite eines solchen Dreiecks sein können, wenn
sie selbst Berührungssehne ist, oder wenn sich die beiden Kegelschnitte
auf einem gemeinsamen Durchmesser berühren, wo dann der Pol der
Berührungssehne auf der unendlich fernen Geraden liegt. Für unsere
jetzige Betrachtung tritt also ein Ausnahmefall ein, wenn die Curven
eine oder zwei gemeinsame Asymptoten haben, oder wenn die beiden ihtien

gemeinsamen Durchmesser zusammenfallen.

Im erstem Falle sind die beiden conjugirten Durchmesser in die

Asymptote zusammengefallen, was damit übereinstimmt, dass eine jede

Asymptote (vgl. p. 82) ein Paar
conjugirter Durchmesser vertritt.

Das bei unserer obigen Behandlung

(p. 136) ausgezeichnete Coordinaten-

dreieck wird durch die gemeinsame

Asymptote (ic = 0), die Verbin-

dungslinie der beiden noch getrennt

^ liegenden Schnittpunkte {y = 0) und
die unendlich ferne Gerade gegeben

(vgl. W\^^. 27). Unter Zugrundelegung dieses Dreiecks werden die

Gleichungen der beiden Kegelschnitte von der Form:

/=« (a;2-(- 1) j^2bxy = ^

q) == a;"' -f- 1 -|- 2 xg = .

Haben die Kegelschnitte beide Asymptoten gemeinsam, so wird
unsere Aufgabe unbestimmt: die Curven haben alle Paare conjugirter

Durchmesser gemein. Dieser letzte Satz gilt gleichmässig für ElHp-
sen und Hyperbeln, nur dass bei ersteren die beiden Asymptoten ima-

ginär sind. Man nennt in diesem Falle die Kegelschnitle ähnlich und ühn-

iich gelegen. Zur Bestimmung der Asymptoten von f und <p dienen
uns nämlich bez. die Gleichungen (p. 84):

r/,1^^ + 2a^^xtj -\- a^.y = 0,

Z/j, X-' -f- 2 by,xg -f b.^^y- = .
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Sollen nun die Asymptoten zusammenfallen, so können sich beide

Gleichungen nur um einen constanten Factor unterscheiden, d. h.

es ist:

^11 • ^12 • ^hl ""^^ "\\ • ^12 • ^22 >

und deshalb werden die Curven ähnlich genannt. Ihre Gleichungen

haben alsdann die Form:

f= a^^x- -^ 2 a^^xy -\- a^^y"^ — 1 = ,

(p = m («11 ^2 -|- 2a^.^xy + 0^22^^) — 1 = 0.

Der erste oben genannte Fall dagegen kann bei zwei Ellipsen überall

nicht vorkommen, weil die beiden Asymptoten einer solchen immer

conjugirt imaginär sind. Fallen also zwei derselben zusammen , so

muss dies auch mit den beiden andern der Fall sein.

VII. Der Kreis.

Wir haben in unseren bisherigen Betrachtungen immer zwischen

metrischen und rein projectivischen Eigenschaften geometrischer

Gebilde unterschieden. Die letzteren waren im Wesentlichen da-

durch charakterisirt , dass bei ihnen von Winkeln und Entfernungen

nicht die Rede war, dass vielmehr gewisse Doppelverhältnissrelationen *)

(hauptsächlich harmonische Theilung bei der Polarentheorie) den

Hauptgegenstand der Untersuchung bildeten. Wir werden jedoch nun-

mehr im Anschlüsse an die Kreistheorie eine Methode entwickeln,

durch welche es gelingt, alle auf Winkel bezüglichen Sätze als be-

sondere Fälle allgemeinerer, auf den Begriff des Doppelverhältnisses

gegründeter Beziehungen aufzufassen. Es führt dazu der folgende

fundamentale Satz: Alle Kreise haben zwei imaginäre (bei allen Bewe-

gungen der Ebene in sich absolut feste), auf der unendlich fernen Geraden

gelegene Punkte gemein.

Zwei Kreise können sich bekanntlich nur in zwei reellen Punkten

schneiden; und in der That erhalten wir bei Benutzung Cartesischer

Coordinaten zur Bestimmung der Schnittpunkte nur eine quadratische

Gleichung. Als charakteristisch für die Kreisgleichung erkannten wir

früher den Umstand, dass ihre höchsten Terme (bei rechtwinkligen

Coordinaten) immer die Form x""- -f-
y"^ haben und das Glied mit xy

fehlt (vgl. p. 88). Die Gleichungen zweier Kreise sind also:

x'^ + y'^-\-2ax-^2ly-\-c=0,
^^ + y" + ^ «'^ -\-2b' X -\- c =0 .

Aus ihnen ergibt sich durch Subtraction eine lineare Gleichung, die

der Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte. Die letzteren selbst

*) In der That kann man nach v. St au dt (vgl. Geometrie der Lage. 1847.)

auch ein Doppelverhältniss ohne Benutzung des Begriffs der Entfernung definiren.

C leb seh, Vorlesungen. 10
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sind also dann durch eine quadratische Gleichung bestimmt. Dass die

Aufsuchung der Schnittpunkte hier in so einfacher Weise möglich ist,

ist lediglich in der speciellen Beziehung des Kreises zum rechtwink-
ligen Coordinatensysteme begründet. Führen wir nämlich mittelst der
Substitution :

^ ^_ K ia^i -f «2-^2 + 0^3 a?.^ __ A
yi 3^1 + 72 •»'2 + 73^3 C

y = ßl^l +^2 3^2+ ^3^3 ^ H

yi^i + 72^2 + ys^'s c

homogene Veränderliche ein, wo dann ^=0 die unendlich ferne Ge-
rade darstellt, so werden die Gleichungen der beiden Kreise:

A^ ^r B"- -^2a AC-^2h AC-\-cC~ = ()

J''- ^ ß-^ J^ 2 dAC -\- 2 b'AC -f cC = ;

und zur Bestimmung der Schnittpunkte erhalten wir:

C(2{a- a')Ä + 2{b — b') B J^ {c -- c) C) =0

,

also ein Linienpaar. Der eine Factor desselben, C = 0, gibt die bei-

den früher nicht berücksichtigten Schnittpunkte. Die biquadratische
Gleichung, welche im Allgemeinen die vier Schnittpunkte von zwei
Kegelschnitten bestimmt, ist also in unserem Falle durch zwei quadra-
tische Gleichungen lösbar. Es liegt dies daran, dass sich die früher
zur Lösung benutzte cubische Resolvente (z/ (A) = 0) auf eine qua-
dratische Gleichung reducirt; denn wir werden sehen, dass eine Seite
des zwei Kreisen gemeinsamen Polardreiecks immer mit ihrer Centrale
zusammenfällt, und dem entsprechend ist eine Wurzel der cubischen
Gleichung z/ (A) = von vornherein gegeben. Die durch C = o-e-

gebenen Schnittpunkte sind durch den Schnitt der unendlich fernen
Geraden mit dem imaginären, zerfallenden Kegelschnitte:

^2 _j_ ^2 _,

oder

:

x'^ -j- y2 ^
bestimmt, also unabhängig von den Coefficienten a, b, c, d, b', c in
den Gleichungen der beiden Kreise. Wir haben somit den Satz:

Alle Kreise der Ebene gehen durch dieselben beiden imaginären Punkte,
die der unendlich fernen Geraden angehören. Wir wollen dieselben in
der Folge kurz als die imaginären Kreispunkle der Ebene bezeichnen.
Die Gleichung dieser Punkte in Liniencoordinaten ergibt sich durch
Elimination von A, B, C aus den Gleichungen:

A +iB =0
C=0

Au-\- Bv -\- C ^0
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in der Form:

:1 +/ 0]

li= + /w_y = 0,

U V 1
I

Es ist daher das Product der Kreispunkte dargestellt durch:

Die Richtungen nach diesen ausgezeichneten Punkten, d. h. die der

Asymptoten des Kreises, sind durch die Gleichung:

tang^ a -|- 1 ==

also durch tang « =^ + V— 1 bestimmt. Wir können somit den er-

wähnten Satz auch folgendermassen aussprechen:

Die Asymptoten aller Kreise sind parallel^ wenn anders wir auch

von parallelen imaginären Linien sprechen wollen. Die so bestimmten

Richtungen haben noch andere merkwürdige und wichtige Eigen-

schaften, von denen zunächst die folgenden beiden erwähnt sein mögen

:

1) Sie bilden mit allen anderen Richtungen denselben (unendlich

• grossen) Winket. Ist nämlich tang a = i =^ }/— 1, so ist:

tanff (m — a)= tang gp — tang cc ^ tang gp - i ^ ^^ ^^ ^ 1 -f- tang qp . tang a 1 -j- « tang qp
'

also von (p unabhängig; ebenso für tang a = — /. Der Grund hierfür

liegt darin, dass der Winkel a , und also überhaupt der Winkel einer

Linie, welche durch einen der Kreispunkte geht, mit einer beliebigen

anderen Geraden als ein unendlich grosser aufzufassen ist. Wir haben

nämlich

:

arctangß=
/iT^''

und dies Integral wird unendlich für a: = + ^- Während also die

Punkte, deren Entfernung von einem beliebigen Punkte unendlich

gross ist, auf einer Geraden, der unendlich fernen Geraden, liegen,

umhüllen die Linien^ welche mit einer beliebigen andern Linie einen un-

endlich grossen Winkel bildeii, und die man daher als unendlich ferne

Linien bezeichnen könnte, ein Punktepäar : die imaginären Kreispunkte.

In diesem verschiedenen Verhalten der unendlich fernen Punkte und

der unendlich fernen Linien ist weiterhin die Ungültigkeit des Prin-

cips der Dualität bei metrischen Relationen begründet.

2) Zivei auf einander senkrechte Linien sind harmonisch zu den

von ihrem Schnittpunkte nach den beiden imaginären Kreispunklen gezo-

genen Geraden. In der That sind dann die beiden letzteren Asymptoten

für einen jeden Kreis, der seinen Mittelpunkt in ihrem Schnittpunkte

10*
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hat; und die beiden gegebenen Geraden sind eonjugirte' Durchmesser

eines solchen Kreises, also nach früheren allgemeinen Sätzen harmo-

nisch zu den Linien nach den imaginären Kreispunkteu, w. z. b. w.

Diese beiden Sätze zeigen, in wie inniger Beziehung die beiden

ausgezeichneten Punkte der Ebene zu allen Winkelrelationen stehen;

insbesondere ist durch den zweiten Satz das Ziehen von senkrechten

Linien auf die rein projectivische Aufgabe einer harmonischen Thei-

lung zurückgeführt. Dieser Zusammenhang geht aber noch weiter. Die

Theorie der Kreise muss zufolge unserer Definition des Kreises überein-

stimmen mit derjenigen der Kegelschnitte mit 2 gemeinsamen Punkten.

Die Untersuchung dieser letzteren erfordert aber nur rein projectivische

Betrachtungen; und somit erscheint die gewöhnliche metrische Geometrie,

insofern sie auf der Kreistheorie beruht, nur als Anwendung unserer frü-

heren rein von Lagenverhältnissen abhängigen Erörterungen."^^ Insbe-

sondere ist die Definition des Kreises selbst als eines die Kreispunkte

enthaltenden Kegelschnittes jeder metrischen Gestalt entkleidet; und

auch den Begriff des Winkels können wir, wie sogleich gezeigt

werden soll, direct durch den eines Doppelverhältnisses ersetzen, welch'

letzterer ja in unseren bisherigen Betrachtungen als fundamental für

alle projectivischen Untersuchungen auftrat. Der Winkel zweier Linien

mit den Coordinaten w, v und m', v wird bekanntlich gegeben durch:

Uli -V- vv'
a = arc cos —===r-v:;=^==--

;

und dies ist nach einer bekannten Formel der Analysis**):

t 1 uu -{- vv' -\- V{uu -f- vv')^ — (?<* + v^) («'*
-f" v'^)

^ uu' -{- vv' — y\u'.i 4" vv')^ — (m* -j- v^) (u'^ -{- v'^)

Hier haben wir den Logarithmus eines Ausdrucks vor uns, welchen

wir sofort als den Quotienten der Wurzeln erkennen, die sich für X

aus der Gleichung:

i^2 _|_ y2 _|_ 2 A {uu' + vv') + P (w'2 + v"') =
ergeben. Dies ist aber nach (1) die Gleichung des Productes der

imaginären Kreispunkte (1), wenn man darin die Coordinaten m -j- A?',

u -{- /iv' einsetzt; und somit haben wir den Satz:

Der Winkel zweier Geraden ist gleich dem mit ~ multiplicirten Lo-

garithmus des Doppelverhältnisses, welches dieselben mit den von ihren

Schnittpunkten nach den imaginären Kreispunkten gehenden LAnien bilden,

ein Satz, durch den die projectivische Auffassung der Winkel-

Geometrie in jeder Weise durchgeführt werden kann: Man untersuche

*) Als Begründer dieser Anschauungsweise ist besonders Chasles zu nennen.

**) Diese Definition gab Laguerre: Nouvelles annales de math. 1853, p. 57.
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die zu betrachtenden Gebilde in ihrer Beziehung zu zwei beliebigen

Punkten und zu deren Verbindungslinie, man ersetze diese Punkte

dann durch die imaginären Kreispunkte, also ihre Verbindungslinie

durch die unendlich ferne Gerade, und es ergeben sich aus den ge-

fundenen projectivischen Sätzen metrische Relationen in ihrer ge-

wöhnlichen Form. Als Beispiele mögen noch für den Kreis die fol-

genden Beziehungen erwähnt werden:

Ein Kreis ist durch drei Punkte der Ebene vollkommen bestimmt;

denn er ist ein Kegelschnitt, der ausserdem noch durch die beiden

Kreispunkte gehen muss, für den also fünf Punkte gegeben sind.

Der Mittelpunkt eines Kreises, wie überhaupt eines Kegelschnittes,

ist der Pol der unendlich fernen Geraden in Bezug auf denselben; in

Folge dessen sind concentrische Kreise dadurch definirt, dass sie ge-

meinsame Asymptoten haben. Sie berühren sich also in den beiden Kreis-

punkten, können sich daher nicht mehr schneiden. Ein solches System

von Kreisen wird dargestellt durch die Gleichung (vgl. p. 139)

wo iCg = die unendlich ferne Gerade gibt, während x^ =0, x^ ==

die Gleichungen der beiden Asymptoten sind. Um auf rechtwinklige

Coordinaten zu kommen, müssen wir setzen (/ = /— l):

x^ = X -\- iy , X2 = x — iy, x. = l

,

und erhalten dann die gewöhnliche Form:

a;2 _p y2 __ ;t = ,

wo nun der Parameter A das Quadrat des variirenden Radius ist.

Auf demselben Bogen stehende Peripheriewinkel sind gleich, denn

dies ist nur eine andere Form des bekannten Satzes, dass das Doppel-

verhältniss der von einem Punkte des Kegelschnittes nach vier festen

Punkten desselben gezogenen Strahlen constant ist. Diese vier Strahlen

nämlich gehen in unserm Falle von dem Scheitel des betreffenden

Winkels nach den Endpunkten des betrachteten Bogens und nach

den beiden imaginären Kreispunkten.

Je zwei conjugirte Durchmesser eines Kreises stehen auf einander

senkrecht, denn zwei solche Linien sind der Definition nach harmonisch

zu den beiden Kreisasymptoten (vgl. p. 82). Da wir nun früher

gesehen haben, dass jede Asymptote eines Kegelschnittes als ein Paar

zusammenfallender conjugirter Durchmesser zu betrachten ist, so könnte

man den paradox scheinenden Satz aussprechen : Jede Kreisasymptote

(jede unendlich ferne Gerade) steht zu sich selbst senkrecht.

Durch die obigen Erörterungen ist nur der Begriff des Winkels

durch den rein projectivischen eines Doppelverhältnisses ersetzt; m
'

ähnlicher Weise muss aber auch die Strecke definirbar sein, wenn
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man alle metrischen Sätze in projectivische übertragen will. Letzteres

gelingt jedoch nicht so immittelbar, denn zur Messung eines Winkels
ist uns eine bestimmte Einheit (etwa der Winkel von 90") von vorn-
herein gegeben; zur Messung einer Strecke dagegen müssen wir eine

willkürlich zu wählende Einheit zu Grunde legen. Bezeichnen wir
nun mit r, s, bez. r, s' die Entfernungen zweier Punkte A, C von
zwei anderen Punkten B, B ihrer Verbindungslinie, die in demselben
Sinne, wie früher, gemessen sein mögen (vgl. p. 33), so ist das Doppel-

verhältniss der vier Punkte gleich - • -, , also gleich r für s= /, r'== 1.

Nehmen wir insbesondere 5 = / = oo, so haben wir den Satz: Bie
Entfernung zweier Punkte A und B ist (hei richtiger Wahl des Sinnes)

gleich dem Boppelverhältnisse, ivelches mit ihnen der unendlich ferne Punkt
und der um die Einheit von B entfernte Punkt bilden. Dieser Satz würde
von Nutzen werden, wenn wir auch Streckenrelationen projectivisch

auffassen wollten. Um dann auf verschiedenen Geraden gelegene
Strecken zu vergleichen, muss man noch die Festsetzung machen, dass
die Punkte eines Kreises von seinem Mittelpunkte gleich weit entfernt
heissen sollen; wir gehen darauf im Folgenden jedoch nicht weiter ein.*)

*) Zufolge dieser Ausführungen kann man die metrische Geometrie auffassen
als die Theorie der Beziehungen ebener Figuren zu einem in ein Punktepaar
zerfallenden Kegelschnitte. In ähnlicher Weise lassen sich auch alle projectivi-
schen Beziehungen ebener Figuren zu einem allgemeinen Kegelschnitte in ein
metrisches Gewand einkleiden, wodurch dann die betreffenden Sätze wesentlich
kürzer und präciser auszusprechen sind: Man wird die Tangenten des auso-e-

zeichneten ,. Fundamentalkegelschnittes" ebenso einführen, wie die unendlich
fernen (durch die Kreispuukte gehenden) Geraden, die Punkte desselben, wie die
unendlich fernen Punkte, und somit den (mit einer Constanten multiplicirten)
Logarithmus des Doppelverhältnisses, welches zwei beliebige Linien mit den bei-
den durch ihren Schnittpunkt gehenden Tangenten des Fundamentalkegelschnittes
hilden, als Winkel der beiden Linien bezeichnen. Ist also Za^|. m- u^. = die Gleichung
des Kegelschnittes in Liniencoordinaten, so ist der Winkel zweier Geraden «, v

1 H + Vgl - m= c log
// — Vgl — m

wo ff, /., H die frühere Bedeutung haben (p. 111), und woraus für Za^,^ u- u,. — m'-|- d«

und c = Y wieder die Definition der gewöhnlichen metrischen Geometrie folgt.

Unter Benutzung eines allgemeinen Kegelschnittes ist aber auch das Princip der
Dualität für metrische Relationen vollkommen gültig; man hat daher auch zur
Messung von Strecken eine bestimmt gegebene Einheit und man wird die Ent-
fernunq zweier Punkte definiren als den (mit einer Constanten multiplicirten)
Logarithmus des Doppelverhältnisses , welches mit ihnen die Schnittpunkte ihrer
Verbindungslinie mit dem Fundamentalkegelschnitte bilden. Die Entfernung
zweier Punkte ar, y wird also

= e'log^^±i:ZZiH^\
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Von besonderer Wichtigkeit ist die in den angeführten Sätzen

ausgesprochene Beziehung der metrischen Geometrie zur projectivischen

für eine systematische Behandlung geometrischer Aufgaben. Nur zu

oft beruht die Lösung der letzteren, wenn man von den imaginären

und unendlich fernen Elementen keinen Gebrauch macht, auf Kunst-

griffen, deren Zweckmässigkeit eben nur der Erfolg lehrt. Mit Hülfe

unserer Anschauungsweise gelingt es jedoch metrisc'he Aufgaben so-

fort in ein allgemeineres Gewand einzukleiden und dann auf die-

selben die allgemein gültigen, directen Methoden der projectivischen

Geometrie anzuwenden. Andererseits können wir auch aus jedem

bekannten metrischen Satze einen allgemeineren ableiten, wenn wir

einfach die Kreispunkte durch zwei beliebige Punkte der Ebene er-

setzen. Für beide Fälle werden uns im Folgenden noch verschiedene

Beispiele begegnen. Wir wenden uns jedoch zunächst dazu, die Ge-

staltung unserer allgemeinen Kegelschnitttheorie für die Kreise weiter

zu verfolgen, indem wir die Beziehungen zwischen zwei Kreisen

untersuchen.

Dieselben können sich (ausser in den Kreispunkten) nur noch in

zwei reellen, oder conjugirt imaginären Punkten schneiden. Jedenfalls

ist daher die Verbindungslinie dieser Schnittpunkte stets reell. Wir

wollen sie als die Chordale der beiden Kreise bezeichnen; für dieselbe

gibt die folgende Betrachtung eine bemerkenswerthe Eigenschaft.

Es sei die Gleichung des einen Kreises gegeben durch*):

Ä'=(a;-ö)^ + (y-&)^- r2 = 0;

alsdann hat der Ausdruck K in ähnlicher Weise, wie die Hesse 'sehe

Normalform der Geraden (p. 23), für jeden bestimmten Pankt {x, y)

eine geometrische Bedeutung. Bezeichnen wir nämlich die Entfernung

des Punktes {xy) vom Mittelpunkte {a, b) mit q, so ist

K = q' - r' = f

,

wenn t die Länge der von dem Punkte an den Kreis gezogenen Tan-

gente bedeutet. Ist nun

wo />7ö^V^die früher so genannten Ausdrücke bedeuten. Insbesondere sind

hiernach zwei Linien zu einander rerhtwinklif/, wenn 7/ = (««' -}- vv' = für die

crewöhnliche Metrik), also wenn die Linien harmonisch sind zu den von ihrem

Schnittpunkte ausgehenden Tangenten. Mit den so als Winkel und Entfernungen

definirten Grössen lässt sich weiterhin ebenso operiren, wie mit denen der ge-

wöhnlichen Metrik. VgL Näheres hierüber bei Cayley: A sixth memoir upon

quantics, Philos. Transactions, vol. 149, 1859 und Klein: Ueber die sogenannte

Nicht- Euklidische Geometrie, Math. Annalen, Bd. IV und VI.

*) VgL für die Darstellung des Folgenden Plücker: Analytisch - geometrische

Entwicklungen, Bd. 1., und über die Eigenschaft der Chordale, Radicalaxe oder

Potenzlinie: Steiner in Crelle's Journal, Bd. 1 und Gaultier: Journal de

l'dcole polytechnique, cah. 16.
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K' = {x- a'f + (y - by-r'^- =
die Gleichung des zweiten Kreises, so ist die der ChorJale gegeben
durch

:

K—K' =
d. h. es ist für einen Punkt dieser Linie

^2 = r-

wenn t' die Länge der von dem Punkte an den zweiten Kreis gezo-
genen Tangente ist. Also folgt:

Die Chordale ist der geometrische Ort der Punkte, für welche die
an die beiden Kreise gezogenen Tangenten einander gleich sind.

Die Bestimmung der auf dieser Linie gelegenen Schnittpunkte
geschieht nun durch eine quadratische Gleichung. Wir setzen:

C = «2 _p ^^2 _ ^2^ g' ^ ^'2
_f_

^'2 _ ^'2^

u = x'' + y2

und haben dann für dieselben:

u — 2ax — 2by-^c =0
u — 2 ax — 2 b'y -j- c' =^0.

Hieraus können wir x und y linear durch u ausdrücken und haben
zur Bestimmung von u diese Werthe dann nur noch in die Gleichung
u = x'^ -\^

y'^ einzusetzen.

Hierdurch sind die vier gemeinschaftlichen Tangenten beider Kreise
ebenfalls gegeben, denn sie hängen allein von der Lage des gemein-
samen Polardreiecks ab, welches durch die vier Schnittpunkte völlig
bestimmt ist. Die Ecken dieses Dreiecks sind die Doppelpunkte der
drei in dem Kreisbüschel:

K— kK' =
enthaltenen Linienpaare. Von diesen ist nur eines reell: gebildet von
der Chordale und der unendlich fernen Geraden; die beiden anderen
sind immer imaginär, ihre Doppelpunkte aber ebenfalls reell, wenn
sich die Kreise in zwei imaginären Punkten schneiden. Man erkennt
dies daraus, dass dann die vier Tangenten reell sind, und somit auch .

das Polardreieck. In diesem Falle sind zwei Seiten des Dreiecks
{s^ und 6-2 in Fig. 28) parallel der Chordale (c) und die zwischen
ihnen gelegene Strecke der Centrale (^3) wird von der Chordale halbirt;
denn die Richtung der letzteren bestimmt die unendlich ferne Ecke

*) Eine gerade Linie bildet also nach unserer Definition des Kreises zusam-
men mit der unendlich fernen Geraden einen Kreis (mit unendlich grossem Ra-
dius); ebenso bilden zwei conjugirt imaginäre Linien, z. B. x-\-iy = und
x — iy=o, von denen jede durch je einen Kreispunkt geht, einen Kreis vom
Radius Null: a;- -j- t/^ = 0.
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des Polardreiecks, und die Centrale muss als ^^^- ^^•

Polare dieses unendlich fernen Punktes die

dritte Seite des Dreiecks sein. Eine jede

solche Seite wird aber von den beiden andern

und dem entsprechenden Linienpaare des

Büschels /{ — XJ{' = harmonisch getheilt,

woraus in der That, da die Chordale mit der

unendlich fernen Geraden zusammen ein sol-

ches Linienpaar bildet, die Halbirung der

erwähnten Strecke folgt. Auch die beiden

andern Seiten des Dreiecks (ausser der Cen-

trale) sind leicht zu construiren, da sich

die gemeinsamen Tangenten der Kreise auf

den drei Seiten schneiden müssen. Durch

diese Schnittpunkte sind dann die drei

Punktepaare gegeben, welche in der durch

die beiden Kreise bestimmten Kegelschnitt-

schaar vorkommen.

Insbesondere liegen zwei dieser Punkte ''•^

auf der Centrale : die Aehnlichkeitspunkte der beiden Kreise (/ und A
Fig. 28). Analytisch kaiin man diese in folgender Weise erhalten.

Die Gleichungen der Kreise in Liniencoordinaten sind (vgl. p. 31):

ui 4- y2 _ p2

p'2

0,

= 0,^' + ^^ — -2

WO durch

p =ua -{-vh -^\ =0,
p' = ua -\- V h' -\- \ = i)

bez. die Mittelpunkte der Kreise gegeben sind. Durch Subtraction der

Kreisgleichungen erhalten wir dann das Punktepaar:

^r _ ^''
==

r r

-^^ + ^ = 0,

oder aufgelöst:

(^)

(3)

In jedem dieser Punkte schneiden sich zufolge der Ableitung zwei

der gemeinsamen Tangenten; (2) und (3) sind also die Gleiclmngen

*) Vgl. z. B, Hesse: Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der ge-

raden Linie, etc. Leipzig 1873, 2. Auflage,
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der beiden Aehnlichkeitspunkie. Sie liegen harmonisch gegen die Mittel-

punkte der Kreise und theilen den Abstand dieser im Verhältnisse

der Radien (daher der Name). Ersteres zeigt unmittelbar die Glei-

chungsform; das andere folgt; weil die Abstände einer Linie {u,v)
von den Mittelpunkten bez. gegeben sind durch:

P P'

und weil diese Abstände, wenn die Linie durch einen Aehnlichkeits-

punkt geht, wegen (2) und (3) noch bez. den Bedingungen:

y*)
P' ,.' ' P' r' '

genügen müssen. Im ersten Falle sind beide Radien in derselben

Richtung von der Centrale aus gemessen, dies gibt deii äusseren Aehn-

lichkeitspimkt, im zweiten Falle in entgegengesetzter Richtung: innerer

Äehnlichkeitspunkt. Für ersteren haben wir aus (2) die Coordinaten:

a a b b

y =
1 '

für den innern Punkt dagegen aus (3):

a . a b . h'
H ; — -\ ;

Mit Hülfe dieser Werthe können wir nunmehr die Coordinaten der

gemeinsamen Tangenten unmittelbar berechnen, und zwar wie bei den

Schnittpunkten mit Hülfe von nur quadratischen Gleichungen. Wir
haben wegen (4) für

den äussern Punkt:

/^= r z

P= r z

u^ -\- v"^ = z"^

,

den innern Punkt:

P =^r z

P' = r' z

11^ -\- v"^ = z-

,

woraus durch Elimination von u, v jedesmal eine quadratische Glei-

chung für z resultirt. Die Coordinaten der beiden durch den betref-

fenden Äehnlichkeitspunkt gehenden Tangenten sind dann linear be-

stimmt. Sie werden für beide Punkte imaginär, wenn der eine Kreis

innerhalb des andern liegt, nur für den innern, wenn sich die beiden

Kreise in reellen Punkten schneiden. Die Aehnlichkeitspunkte sind

jedoch immer reell vorhanden; der innere fällt bei äusserer, der äus-

sere bei innerer Berührung mit dem Berührungspunkte zusammen.
Der Satz von der Theilung der Centrale im Verhältnisse der Radien
behält jedoch immer reelle Gültigkeit. —
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Betrachten ivir ein System von drei Kreisen:

K =0, ir = 0, A"' = ,

so sind die Gleichungen der bez. durch je zwei derselben bestimmten

Chordalen

:

Ä- _ Ä" = ,
/{' — /{" = , K" ^ /i' = ;

und da die Summe dieser drei Gleichungen Null ist, so haben wir

unter Berücksichtigung einer oben für die Punkte der Chordalen er-

wähnten Eigenschaft den Satz:

Die durch drei Kreise bestimmten drei Chordalen schneiden sich in

einem Punkte, dem Mittelpunkte eines Kreises, welcher die drei gegebenen

unter rechtem Winkel schneidet, des sogenannten Orthogonalkreises. In

der That sind nämlich die Längen der Tangenten, welche man vom

Mittelpunkte des letzteren an die drei Kreise legen kann, einander

gleich. Bezeichnen wir die Längen dieser Taugenten mit q, die Coor-

dinaten des Mittelpunktes mit a, ß, so haben wir zur Berechnung dieser

Grössen die drei Gleichungen:

(,, __ a y -^(ß-bf -r •-' = (>^

{a-aYi-(ß-b'y-r^' = Q\

(a-ay-i-(ß-by-r"^=^Q\
und dies sind, wenn man noch

u = a"^ -\- ß~ — q"^

setzt, drei für a, ß, u lineare Gleichungen.

Der zuletzt bewiesene Satz gilt, wie man leicht übersieht, nicht

nur für die drei gegebenen Kreise, sondern für alle die einfach unend-

lich vielen Kreise des Systems*):

K -\- XK' -{- iiK" = 0,

wo A, |u, veränderliche Parameter sind. Entsprechendes muss aber auch

für Curven zweiter Ordnung überhaupt gelten, die zwei feste Punkte

gemein haben. Uebertragen wir die für Kreise gewonnenen Sätze

demnach in eine allgemeinere Form , indem wir die imaginären Kreis-

punkte durch zwei beliebige Punkte ersetzen, so erhalten wir:

Von allen Kegelschnitten, welche dieselben zwei Punkte enthalten,

haben je zwei eine bewegliche Sehne gemein. Zieht man von einem

Punkte derselben die vier Tangenten an die beiden Kegelschnitte, so

liegen die vier Berührungspunkte mit den beiden festen Punkten auf

*) Ein System von Kegelschnitten, in dem jede Curve von zwei linear vor-

kommenden Parametern abhängt, wird als Kegelsctunilnelz bezeichnet. Auf die

allgemeinen Kegelschnittnetze werden wir in der 3ten und 5te° Abtheilung die-

ser Vorlesungen zurückkommen.
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einer Curve zweiter Ordnung. Nimmt man drei Curven des Systems,

so schneiden ihre drei Sehnen sich in einem Punkte; die sechs von

ihm an die Curven gelegten Tangenten berühren in sechs Punkten,

die mit den beiden festen Punkten auf einem Kegelschnitte liegen.

Der Pol der Verbindungslinie dieser beiden Punkte in Bezug auf

letztere Curve ist der Schnittpunkt jener drei Sehnen.

Von Interesse ist ferner in dem System der drei Kreise die Lage
der durch je zwei bestimmten Aehnlichkeitspunkte. — Die drei äus-

seren von ihnen (^oi ; ^12? ^20 ^^ Fig. 29) sind gegeben durch die

Gleichungen

:

P p' ( p' p" p" p
r v ' r v" ' r" v '

und die drei inneren {I^^, 7,2, /20 i^ ^^ig- ^9) durch:

^+^; 0, 5: + ^=.o, z;; + z'_o.

*^i»- ^^- Da sowohl die Diffe-

renz je zweier Glei-

chungen der zweiten

Reihe, vermehrt um
die nicht darüber

stehende der ersten

Reihe, als auch die

Summe der drei

ersten Gleichungen

identisch verschwin-

det, so haben wir

den Satz:

Die durch je

zwei von drei ge-

gebenen Kreisen be-

stimmten sechs Aehnlichkeitspunkte bilden die Ecken eines vollständigen

Vierseits. Eine Seite desselben enthält die drei äusseren, jede andere

einen äusseren und die zwei mit ihnen nicht auf derselben Centrale lie-

genden inneren Aehnlichkeitspunkte. Die drei Nebenseiten des Vierseits

sind die Centralen der drei Kreise. —
Wir wollen die gewonnenen Resultate noch zur Lösung einiger

Aufgaben verwerthen. Unter Benutzung des Satzes, dass sich die

durch drei Kreise bestimmten Chordalen in einem Punkte schneiden,

kann man zunächst aucl;i für zwei sich nicht in reellen Punkten schnei-

dende Kreise die Chordale construiren. Um einen Punkt dieser Linie

zu finden, hat man nämlich nur den Schnittpunkt der Chordalen zu

nehmen, welche ein beliebiger dritter, die ersten beiden in reellen

Punkten treffender Kreis mit ihnen bestimmt. Wird der dritte Kreis
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SO gewählt, dass er die beiden gegebenen berührt, so schneiden sich

die Taugenten desselben in den Berührungspunkten auf der gesuchten

Chordale. Bei dieser Annahme des Hülfskreises fallen (bei äusserer

Berührung) die beiden inneren Aehnlichkeitspunkte , welche er mit

jedem der gegebenen Kreise bestimmt, mit den Berührungspunkten

zusammen, und da dieselben zufolge unseres letzten Satzes auf einer Ge-

raden mit dem äusseren Aehnlichkeitspunkte der gegebenen Kreise

liegen müssen, so können, falls dieser Punkt bekannt ist, einfach zwei

Punkte der Chordale gefunden werden, ohne dass man einen Hülfs-

kreis zu zeichnen braucht. Man übersieht leicht, wie sich diese Be-

trachtung ändert, wenn man vom inneren Aehnlichkeitspunkte der

gegebenen Kreise ausgeht. Noch einfacher gestaltet sich die Con-

struction mit Hülfe des folgenden, aus der Elementargeometrie be-

kannten Satzes:

Legt man durch einen Aehnlichkeitspunkt zweier Kreise irgend zwei

Gerade, so liegen je zwei nicht homologe Schnittpunkte der einen Geraden

mit den Kreisen und je zwei nicht homologe Schnittpunkte der anderen

auf einem Kreise. Man hat also nur zwei solche Linien zu ziehen,

von ihren 8 Schnittpunkten zwei Paare nicht homologer Punkte her-

auszuwählen und je zwei auf demselben Kreise liegende Punkte der

letzteren zu verbinden, um als Schnitt der Verbindungslinien einen

Punkt der Chordale zu erhalten.

Aus dem zuletzt erwähnten Satze folgt unmittelbar der folgende:

Wenn zwei Kreise von zwei anderen herühi-t werden, so geht die

Chordale eines jeden dieser Paare von Kreisen durch einen Aehnlichkeits-

punkt des andern Paares, vorausgesetzt dass die beiden ersten Kreise

von den beiden andern gleichartig berührt iverden."^) Denn die Berüh-

rungspunkte eines jeden Kreises des einen Paares müssen als Aehn-

lichkeitspunkte mit einem solchen des andern Paares auf gerader Linie

liegen; und zwei solche Geraden müssen sich auf der Chordale des

letztern Paares schneiden, da die vier Berührungspunkte nach dem

vorigen Satze auf einem Kreise liegen.

Durch diese Ueberlegungen sind wir in den Stand gesetzt, fol-

gende, schon im Alterthume als Problem des Apoll onius behandelte,

*) D. h. wir haben die folgenden Möglichkeiten:

X) Beide Kreise berühren die gegebenen Kreise von aussen, oder beide von

innen, oder jeder der beiden Kreise berührt den einen von aussen, den an-

dern von innen. Hier geht die Chordale des einen Paares durch einen

äusseren Aehnlichkeitspunkt des andern.

2) Der eine Kreis berührt beide gegebene von aussen, der andere beide von

innen, oder

3) der eine Kreis berührt den einen der gegebenen von aussen, den andern

. von innen, und der zweite Kreis verhält sich umgekehrt. Die Chordale geht

in den beiden letzten Fällen durch einen inneren Aehnlichkeitspunkt.



158 Zweite Abtheilung.

Aufgabe ziemlich einfach zu lösen: Es soll ein Kreis conslruirt wer-
den, welcher drei gegebene Kreise berührt.

Es seien a, /3 die Coordinaten des Mittelpunktes, q der Radius
für den gesuchten Kreis; alsdann haben wir zur Bestimmung dieser

Grössen, wie man unmittelbar aus der Lage der Kreise ersieht, die

drei Gleichungen:

(,, _ af JriP -ßY = iQ±r y-

(5) .
{a -ay-^ib' _/3)2 = (p4:r')2

(«" _ ay + (r - ßy = (^ + r"y .

Es sind hier in den rechts stehenden Ausdrücken im Ganzen
8 verschiedene Vorzeichencombinationen möglich. Da sich jedoch
durch gleichzeitige Aenderung sämmtlicher Vorzeichen die aufgestellten

Gleichungen nicht ändern, so haben wir die folgenden vier Combi-
nationen zu berücksichtigen:

P + ^'; 9-i-r, () + r",

9 + r, Q~r,Q-{-r,
9 + ^', 9-\rr', q — r"

.

Durch Benutzung einer jeden dieser Reihen erhalten wir nun zwei

Lösungen, und es sind daher im Ganzen acht Lösungen der Aufgabe mög-

lich. Setzen wir nämlich:

(7)
«2 ^^2 _p.. _,,^

a"^ _|_ ^'2 _ ^'2 ^^ (.'
^

a'"- -\- h'"^ — r"2 = c'

,

so erhalten wir, wenn wir die Vorzeichen von r, r'^ r" in den Glei-

chungen (5) z. B. alle positiv nehmen, die Gleichungen:

ii±^ ^aa-\-bß^rii

-^ = a' a -{- b' ß -{- r'
Q-

—V- = a a-^ b ß -^r Q .

Hieraus können wir a, ß, q linear durch u ausdrücken, und dies in

die quadratische Gleichung (7) eingesetzt, erlaubt in der That zwei

Lösungen.

Die gestellte Aufgabe enthält eine Reihe specieller Fälle, welche

durch sie von selbst mit gelöst sind: je nachdem man den Radius

eines oder mehrerer der gegebenen Kreise unendlich klein oder unend-

lich gross werden lässt. Setzen wir z. ß. r = 0, so sind in den
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Gleichungen (5) nur noch vier Vorzeichencombinationen möglich, ist

auch r' = Oj so sind nur noch zwei Combinationen vorhanden; also:

Es gibt vier Kreise, ivelche zwei gegebene berühren und durch einen

gegebenen Punkt gehen.

Es gibt zfvei Kreise ^ welche einen gegebenen berühren und durch

zivei gegebene Punkte gehen. Und endlich:

Es gibt einen Kreis , welcher durch drei gegebene Punkte geht.

Lassen wir dagegen r unendlich gross werden, so muss der Punkt
{a, ß) von der dadurch entstandenen Geraden um q entfernt sein, und

es ist die erste der Gleichungen (4) zu ersetzen durch (vgl. p. 23):

a cos (p -\- ß sin (p — d = -\- q .

Da hierin nur + Q und nicht q- vorkommt, so sind immer noch 8 Lö-

sungen möglich; ebenso wenn gleichzeitig r' = oo wird. Ist dagegen

auch r" = oo, so haben wir statt der Gleichungen (5) die folgenden:

a cos q) -{- ß sin qp — d = -\- q

a cos q)' -{- ß sin (p' — d' = + p

a cos q)' -\- ß sin q)' — d" = -\- q.

Diese sind alle in q linear, und es gibt nur noch vier wesentlich ver-

schiedene Zeichencombinationen. Wir haben also:

Es gibt vier Kreise^ ivelche drei gegebene gerade Linien berühren.

Es gibt acht Kreise, welche drei gegebene Kreise , oder zwei Kreise

und eine Gerade^ oder einen Kreis und zwei Gerade berühren.

Die constructive Behandlung unserer allgemeinen Aufgabe ergibt

sich nun einfach aus den sogleich zu erwähnenden beiden Sätzen, die

eine unmittelbare Folge der früheren sind. Es sei zuvor bemerkt, dass

wir durch unsere Construction immer zwei der acht Kreise gleichzeitig

finden, und zwar sind diese vier Paare dieselben, welche durch das

Schema (6) gegeben sind, nämlich:

1) ein KreiS;, der alle drei von innen und einer, der sie alle von

aussen berührt;

2) ein Kreis, der K von innen, ä" und K" von aussen berührt

,

und einer, der K von aussen, K' und K" von innen berührt;

3) ein Kreis, der K' von innen, K und K" von aussen berührt,

und einer, der K' von aussen, K und K" von innen berührt;

4) ein Kreis, der A'" von innen, K und K' von aussen berührt

,

und einer, der K" von aussen, K und //' von innen berührt.

Nehmen wir nun eines dieser Paare (A"" und K^^ in Fig. 30)

mit je zwei der gegebenen Kreise zusammen, so muss die Chordale

jedes Paares durch einen Aehnlichkeitspunkt des andern gehen; und

somit folgen die Sätze:

Der Mittelpunkt des Orthogonalkreises der gegebenen Kreise ist ein
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Aehnlichkeüspunkt für jedes der vier Paare der gesuchten Kreise, und

zwar ein innerer für das erste Paar, ein äusserer für jedes der beiden

anderen Paare.

Fig. 30.

7J/*'* ist der Mittelpunkt des Kreises k'^'K

Tj/. „ der innere A-ehnlichkeitspunkt der Kreise Ä^'^ und Ä*^\

A,;. „ „ äussere „ „ „ Ä*') „ Ä"^^^

c,y. „ die Chordale derselben Kreise,

f^''
„ der Pol von C34 in Bezug auf k'-'K

Die Chordale Jedes der vier Paare ist eine Seite des durch die sechs

Aehnlichkeitspunkte der drei gegebenen Kreise bestimmten Vierseits (Aehn-

lichkeitsaxe) ; und zwar enthält die Chordale des ersten Paares die

drei äusseren Aehnlichkeitspunkte, die eines der anderen je einen

äusseren und zwei innere Aehnlichkeitspunkte. Die drei Berührungs-

sehnen für eins der vier Paare müssen nun als Verbindungslinien von
zwei Aehnlichkeitspunkten (hier den Berührungspunkten) noch einen

bestimmten dritten enthalten, d. h. wie man nach dem Vorhergehen-

den leicht übersieht, durch den Mittelpunkt des Orthogonalkreises der

gegebenen Kreise gehen. Ferner schneiden sich die in den Berüh-

rungspunkten eines der drei Kreise gezogenen Tangenten auf der

Chordale des betreffenden Paares (vgl. einen Satz auf p. 157), d. h.

der Pol der Berührungssehne in Bezug auf den gegebenen Kreis liegt

auf dieser Chordale. Daher muss der Pol der Chordale auf der
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Berührungssehne liegen, und wir können so einen zweiten Punkt der-

selben finden, da die Chordalen als Aehnlichkeitsaxen der gegebenen

Kreise bekannt sind.

Wir construiren also die Pole [P, P', P"] einer der vier Aehnlich-

keitsaxen (in Fig. 30 ist die äussere [C34] gewählt) in Bezug auf die

drei Kreise, und verbinden dieselben mit dem Mittelpunkte des Ortho-

gonalkreises (/3j) ; diese Verbindungslinien schneiden die gegebenen

Kreise in 6 Punkten, in welchen zwei der gesuchten Kreise berühren;-

und damit ist unsere Aufgabe gelöst. In der That bietet die Construc-

tion der Mittelpunkte M"\ M^^' der drei Kreise, welche mit /.;, auf einer

zu C34 senkrechten Linie liegen müssen, keinerlei Schwierigkeiten mehr.

VIII. Die Brennpunkte der Kegelschnitte.

In der Einleitung lernten wir bei Hyperbel und Ellipse zwei

Punkte, bei der Parabel einen solchen kennen, welche zu diesen

Curven in einer besonderen metrischen Beziehung standen^ und welche

wir als Brennpunkte derselben bezeichneten. Auf diese Punkte wer-

den wir jetzt naturgemäss wieder geführt, Avenn wir einen Kegelschnitt

in seiner Beziehung zu den imaginären Kreispunkten betrachten; erst

dadurch sind wir im Stande, die wahre Natur dieser merkwürdigen

Punkte in voller Allgemeinheit aufzufassen.

Von einem jeden der Kreispunkte gehen nämlich, wie von jedem

Punkte der Ebene, zwei (hier imaginäre) Tangenten an einen gegebenen

Kegelschnitt; so entstehen vier Linien, welche sich noch in weiteren

vier Punkten schneiden: in den vier Brennpunkten des Kegelschnitles.

Von letzteren sind, wenn die Curve selbst reell ist, zwei (nicht auf

derselben Tangente liegende) Punkte imaginär, die beiden anderen

reell; und wir werden sehen, dass die reellen Brennpunkte mit den

früher so genannten Punkten identisch sind. Analytisch werden die

so definirten vier Punkte folgendermassen gefunden.

Es seien

F =0 und (P =
die Gleichungen zweier Kegelschnitte in Liniencoordinaten; alsdann

sind in der Schaar

(1) F—X(^ =
im Allgemeinen (vgl. p. 126) drei Punktepaare enthalten: die Schnitt-

punkte der gemeinsamen Tangenten von F und cP. Lassen wir insbe-

sondere eins dieser Paare mit den imaginären Kreispunkten zusammen-

fallen, so geben die beiden anderen Paare die vier Brennpunkte. Um
dies analytisch auszudrücken, brauchen wir nur

. (/> = u'- -\- v'^

C leb seil, Verlesungen. »1
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zu setzen, denn das System (1) wird dadurch nicht geändert, und dann
können wir F in der Gestalt annehmen : *)

Dadurch geht die Gleichung (1) über in

(2) («2 — x)v ^ {b'^ — A) ?;.-]=().

Das eine Punktepaar der Schaar erhalten wir für A = oo (die Kreis-

l)unkte); für die beiden andern Paare bestimmt sich A durch:

^ - A

h'^ — l = («-' - A) (Z/2 _ A) = .

1,

Setzen wir die Wurzeln dieser Gleichung in (2) ein, so ergehen sicli

die Gleichungen der beiden Paare von Brennpunkten in der Form:

(3) (*2 _ ^2) y2 _ 1 _
(4) («2 _ jf-i) u^ — 1=0.
Nehmen wir, wie gewöhnlich «2 ^ jp ^n, so stellt (2) die imaginären

(3) die reellen Brennpunkte dar. Für die Coordinaten der letzteren

findet man

:

,

x = + /ä2 _ ^2^

dieselben slimmen daher in der That mit den früher so bezeidinelen

Punkten überein (vgl. p. 8).

Wie diese vier Punkte, so werden auch ihre Polaren in Bezug
auf /'' eine ausgezeichnete Stellung einnehmen. Die Gleichung von /''

in Punktcoordinaten ist:

also die der Polare eines Punktes (x, y") :

Setzen wir hierin die Coordinaten eines reellen Brennpunktes ein, so

geht dies über in:

X = -\-

d. h. in die Gleichung einer der Directricen von F (vergl, p. 1 1). Also:

*) Die Transformation der Schaar F -{- H^ = auf die kanonische Form
kommt also auf die Bestimmung der Hauptaxen von F = zurück. Das letütere

Problem erscheint somit jetzt als specieller Fall für die Aufsuchung des gemein-
samen Polardreiecks ; es hängt nur von einer qmidratischen Gleichung ab (p. 89),

da eine Seite des Dreiecks, die unendlich ferne rjorade, schon bekannt ist.
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Die Birectricen eines Kegelschnittes sind die Polaren seiner reellen

Brennpunkte.

Es gibt nun eine Menge von Sätzen über die merkwürdigen

Eigenschaften der Brennpunkte , die bei unserer Behandlungsweise

dieses Gegenstandes sich einfach als Specialfalle allgemeinerer Betrach-

tungen ergeben. Um der Charakter dieser Sätze zu zeigen, mögen
nur noch einige derselben erwähnt werden.

Wir haben früher gesehen (vgl. p. 49), dass das Doppelverhält-

niss, nach dem eine beliebige Tangente eines Kegelschnittes vier feste

Tangenten desselben schneidet, constant ist. Nehmen wir nun statt

der vier festen Tangenten die zwei durch einen der Brennpunkte

gehenden und zwei beliebige andere Tangenten, so ist also das Doppel-

verhältniss der vier Strahlen constant, welche von dem Brennpunkte

nach den imaginären Kreispunkten und nach den Schnittpunkten der

beweglichen Tangente mit den beiden festen gehen, oder mit anderen

Worten

:

Die Sirecke, welche mif einer beweglichen Tangente des Kegelschnittes

von zivei festen Tangenten ausgeschnitten wird, erscheint, von einem

Brennpunkte aus gesehen, immer unter demselben Winkel.

Zieht man von einem beliebigen Punkte die beiden Tangenten an

einen Kegelschnitt, so sind dieselben bekanntlich harmonisch zu je zwei

conjugirten Polaren, welche durch den Punkt gehen. Nehmen wir

daher statt dieses Punktes einen Brennpunkt, so haben wir, da die

Tangenten dann durch die Kreispunkte gehen, den Satz:

Je zwei Linien, welche durch einen Brennpunkt gehen und auf

einander senkrecht stehen, sind conjugirle Polaren in Bezug auf den

Kegelschnitt. —
Das Kegelschnittsystem

:

F — A0 = O,

von welchem wir ausgingen, ist ein specieller Fall der allgemeinen

früher behandelten Kegelschnittschaar, und nur dadurch ausgezeichnet,

dass die vier gemeinsamen Tangenten desselben durch die Kreispunkte

gehen. Alle Curven dieser Schaar haben mit F dieselben Brennpunkte,

denn diese waren als die Punktepaar der Schaar bestimmt; man nennt

daher die Gesammtheit dieser Curven ein System von confocalen Kegel-

schnitten. Solche Systeme kommen in den Anwendungen häufig vor;

wir wollen deshalb noch einige Eigenschaften derselben anführen, in-

dem wir einfach unsere früheren allgemeineren Resultate entsprechend

particularisiren. Wir erhalten so die folgenden Sätze:

Die Gleichung der Kegelschnitte eines confocalen Systems in Punkt-

coordinuten i^l (wegen (2)):

11*
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-^^
1- -^ _ 1 ==

(i'—l^h^ — l

Jede Gerade der Ebene wird von einem Kegelschnitte des Systefns

berührt.

Durch Jeden Punkt der Ebene gehe?!, zwei Curven des Systems (vgl.

Fig. 31).

Die in dem System enthaltenen Punktepaare sind die imaginären

Kreispunkte und die beiden Paare von Brennpunkten.

Es gibt keine in Linienpaare zerfallende Curven in dem System.

Alle Curven haben dieselben Hauptaxen; diese bilden mit der unend-

lich fernen Geraden zusammen das den Curven des confocalen Systems

gemeinsame Polardreieck.

Die Tangenten der beiden durch einen Punkt gehenden Curven

der Schaar sind die Doppelelemente der Involution, welche die durch

den Punkt gehenden Tangentenpaare bilden (vgl. p, 135), d. h. sie

sind stets harmonisch zu je zwei von dem Punkte an eine andere

Curve der Schaar gelegten Tangenten, also in unserem Falle auch

harmonisch zu den beiden Verbindungslinien des Punktes mit den

Kreispunkten, oder mit anderen Worten

:

Die beiden durch einen Punkt gehenden Kegelschnitte des confocalen

Systems durchschneiden sich rechtwinklig.

Unter den von dem betrachteten Punkte an die Curven des

Systems gehenden Tangentenpaaren sind auch insbesondere die Linien

nach den beiden reellen Brennpunkten [E und E' in Fig. 31), auch

diese sind also harmonisch zu den Doppelstrahlen der beiden vereinigt

gelegenen involutorischen Strahlbüschel. Sie bilden daher, weil die

letzteren auf einander senkrecht stehen, mit diesem gleiche AVinkel

(vgl. p. 40), d. h.

Die Tangente in einem Punkte eines Kegelschnittes bildet gleiche

Winkel mit den Verbindungslinien ihres Berührungspunktes und der Brenn-

punkte. Und zwar gilt dieser, besonders für physikalische Anwendungen
ausserordentlich wichtige Satz für jeden Kegelschnitt, ganz unabhängig

von dem confocalen Systeme, von welchem wir ausgingen. —
Die Parameterwerthe für die beiden durch einen gegebenen Punkt

{x, y) gehenden Kegelschnitte sind bestimmt durch die quadratische

Gleichung für A:

^''' a'— l^ b^— l

Sehen wir dann x und y als variabel an, so stellt dieselbe (wenn

wieder ä^ > b"^)

für &^ > A eine Ellipse

,

für h"^ < A, a- > A eine Hyperbel,

für a' < A, IP <i X einen imaginären Kegelschnitt
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dar. Wir werden jedoch sehen, dass hier für reelle Werthe von x und

y immer die beiden ersten Fälle möglich sind. Wir setzen:

f (A) = a;2 (^2 _ A) -f y2 (^^2 _ A) — («2 _ ;t) (b^ _ A) = 0,

dann ist

/'{((') = X' {b- — «2J _^ aisQ negativ,

'/"{b-) = y'' («^ — ^^) , also positiv,

/(_ oc) = {- ^- -\- • • }x = --^^ also negativ.

Hieraus folgt nach bekannten Sätzen ^'^«- ^'•

aus der Theorie der Gleichungen, dass die

beiden Wurzeln der Gleichung (5) reell sind,

und dass die eine zv^^ischen a- und b"^, die

andere zwischen b"^ und — oo liegen muss.

Zufolge der eben aufgestellten Merkmale für

die besondere Art der durch (2) dargestell-

ten Curven ergibt sich sonach:

Durch Jedeji reellen Punkt der Ebene geht

eine Ellipse und eine Hyperbel, welche dem

System confocaler Kegelschnitte angehören, und

andere reelle Curven kommen ausser dem Paare der Brennpunkte nicht

vor. Es ist leicht, sich hiernach ein Bild von der gegenseitigen

Lage der Curven zu machen (vgl. Fig. 31).

Dass sich je zwei solche Kegelschnitte, die durch einen Punkt

{x
,
y') gehen, rechtwinklig schneiden, ist unschwer analytisch einzu-

sehen. Die Gleichungen der beiden Tangenten in dem Punkte sind,

unter A, f* die entsprechenden Parameterwerthe verstanden

:

(<>)
yy+ — 1 = 0.

Zieht man dieselben von einander ab, so findet sich unter Vernacli-

lässigung eines Factors (A — ^):

^'
1 #' =

(a^ — A) (ö« - (i)^ (b^ — l) (0^ — ft)
'

und dies ist in der That die Bedingung dafür, dass die Linien (6)

auf einander senkrecht stehen. Den Factor (A — (i) konnten wir fort-

lassen, da derselbe nur für einen auf den vier gemeinsamen Tangenten

gelegenen Punkt verschwinden kann. In ähnlicher Weise sind auch

die andern oben erwähnten Sätze leicht zu beweisen; es ist dies aber

durch unsere allgemeinere Darstellung nicht nur vollständig, sondern

auch in systematisch consequenter Weise geleistet.
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Wir verlassen liiermit zunächst die Theorie der Curven zweiter

Ordnung und Klasse, um uns zu anderen Betrachtungen von funda-

mentaler Bedeutung zu wenden. Dieselben werden uns neue Metho-

den und Hülfsmittel kennen lehren, deren Anwendung auf die Kegel-

schnitttheorie uns Gelegenheit geben wird, die Hauptmomente derselben

noch einmal hervorzuheben und von einem neuen Gesichtspunkte aus

zu überblicken. Es führt hierzu die allgemeine Invariantentheorie der

algebraischen Formen, deren Wichtigkeit wir schon gelegentlich bei

dem Probleme der gleichzeitigen Transformation zweier Kegelschnitte

in die kanonische Form erkannt und hervorijehoben haben.
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Einleitung in die Theorie der algebraischen Formen.

I. Vorbemerkungen. — Resultanten und Discriminanten.

Unter der Theorie der algehraischen Formen verstehen wir die Theorie

der ganzen homogenen Functionen einer beliebigen Zahl von Veränder-

lichen ^ insbesondere hinsichtlich ihres Verhaltens gegenüber beliebigen

linearen Transformationen der Variabein. Dieselbe ist zuerst für die

Zahlentheorie von grosser Bedeutung geworden; in der Form jedoch,

in welcher wir sie im Folgenden behandeln wollen, ist sie im Wesent-

lichen aus der analytischen Geometrie erwachsen. Anfangs nur im

Dienste dieser verwerthet, hat sie sich allmählich zu einer selbständigen

Disciplin erhoben. Den ersten Anstoss dazu gaben wohl die Unter-

suchungen von Hesse über die ebenen Curven dritter Ordnung; ihre

heutige Gestalt verdankt die Theorie jedoch wesentlich den Arbeiten

englischer Mathematiker, unter denen Cayley und Sylvester vor

Allen zu nennen sind, und denen sich in Deutschland besonders

Aronhold anschliesst. Den Grundgedanken der heutigen Formen-

theorie können wir in folgender AVeise aussprechen: Man führe in

eine gegebene algebraische Form statt der n Veränderlichen, von wel-

chen sie abhängt, n neue Veränderliche ein, welche mit den ursprüng-

lichen durch n homogene lineare Gleichungen zusammenhängen. Als-

dann geht die gegebene Form in eine andere über, welche mit

ihr gewisse Eigenschaften gemein haben wird; und das Sludhim

solcher durch lineare Substitution unzerstörbaren Eigenschaften der Formen

ist als Hauptaufgabe der Formentheorie zu bezeichnen. Es kommt dies

dann weiterhin im Wesentlichen darauf hinaus, solche homogene ganze

Functionen der Coefficienten (die auch noch Variable enthalten

können) aufzustellen, welche bis auf eine Potenz der Substitutions-

determinante denselben Werth annehmen, gleichviel ob man sie für

die ursprüngliche oder für die transformirte Function bildet, oder, wie

man sich kurz ausdrückt, welche die „Invarianteneigenschaft" haben.

Beispiele für solche „invariante Bildungen" haben wir schon bei den

Kegelschnitten kennen gelernt ; wir brauchen nur an die Discriminante

einer Curve zweiter Ordnung oder an ihre Gleichung in Linien-
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coordinaten zu eriunen,. Gc4it nämlich die Gleichung einer solchen
Ourve:

durch die Substitution:

2J üik Xi Xk =

über in
y:{

so fanden wir, wenn r die aus den ß gebildete Determinante bedeutet
lur die üiscrnniuante:

a «,.,

«.,

12 "i;!

i
"21

^^12

"32' r/.,.

und für die linke Seite der Gleichung in Liniencoordinaten
, wenn

letztere für das neue Coordinatensystem durch v, bezeichnet sind:

«II

a.,.

ii.>

«13

«23

«33

IL,
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mehr, sondern untersucht dann sogleich Formen mit n Veränderlichen.
Neben diese Eintheilung stellt sich eine andere nach dem Grade, zu
loelchem die Veränderlichen in den untersuchten Formen vorkommen;
und nach diesem Grade behandelt man dann innerhalb der einzelnen,

durch die Zahl der Variabein getrennten Gebiete die verschiedenen
Formen, von denen niedrigeren Grades zu höheren aufsteigend.

Für die Geometrie der Ebene würden wir also zunächst auf die

ternären Formen näher eingehen müssen. Es gibt jedoch noch eine

Vorstufe, welche wir bisher nicht so explicite berücksichtigt haben:
die Theorie der Formen mit zwei homogenen Veränderlichen, der binären

algebraischen Formen. Dieselbe findet, wie wir weiterhin sehen wer-

den, ihre geometrische Interpretation in jedem Gebiete, dessen ein-

zelne Inviduen nur von einer Variabein (zunächst linear) abhängen,
also insbesondere: in der Geometrie auf einer Punktreihe (Geraden)

oder in einem Sirahlbüschel,'*) Gebilde, deren Untersuchung wir früher

beiläufig durch Einführung eines Parameters schon begonnen haben
(vergl. p. 33). Die weitere Entwicklung der ebenen Geometrie und
mit ihr der ternären Formentheorie, sowie vor Allem ein systematisch

consequentes Fortschreiten von einfachen Gebilden zu complicirtereu

erfordert unbedingt ein genaueres, directes Studium dieser binären

Formen: die Geometrie auf der Geraden oder im Strahlbüschel ist

ebenso als ein selbständiges Gebiet aufzufassen, wie die in der Ebene
oder im Räume. In der That hat sich diese Theorie in den letzten

Jahren auch schon zu einer umfassenden Wissenschaft selbstständiir

entwickelt; und wenn wir im Folgenden auf dieselbe eingehen, so

müssen wir uns darauf beschränken, die Gesichtspunkte zu kenn-

zeichnen, nach denen dieselbe in neuerer Zeit- vorwiegend bearbeitet

Avurde.**) Nur die weiterhin geometrisch unmittelbar zu verwerthen-

den Abschnitte werden wir ausführlicher darlegen.

Die mehrfach erwähnte geometrische Interpretation der binären

Formen ergibt sich in folgender Weise. Es seien auf einer geraden

Linie zwei Punkte Ä, B (die „Grundpunkte^'J fest gegeben; ihr gegen-

*) Dazu tritt im Räume noch das Ebenenbüschel.

**) Die betreffenden Untersuchungen finden sich mehr oder weniger vollstäii

dig in den folgenden Werken zusammengefasst:

Cayley: Fourth und Fifth Meraoir upon Quantics, Philosophical Transactions,

vol. 148, 1858.

Salmon: Lessons introductory to the modern higher Algebra; deutsch von

Fiedler. Leipzig 1863.

Fiedler: Elemente der neueren Geometrie. Leipzig 1862.

Clebseh: Theorie der binären algebraischen Formen. Leipzig 1872.

Auf letzteres Werk verweisen wir inabesondere für alle die Punkte, welche im
Folgenden nur andeutungsweise berührt werden.
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suitiger Abstand sei c. Jst nun p der Absland eines beweglichen

Punivtes C von a, q der desselben Punktes von B, so ist immer

(1) p-\-q=.c.

Dabei wird vorausgesetzt, dass p und q beide positiv gezählt werden,

wenn C zwischen A, B liegt und dass, wenn dies nicht der Fall ist,

der Abstand von dem näheren der beiden Punkte A, B negativ ge-

nommen wird. Es ist nun oöenbar der Punkt C vollkommen bestimmt,

sobald für ihn eine der Grössen p, q oder das Verhältniss beider

bekannt ist; denn man kann in letzterem Falle wegen (1) p und q

einzeln berechnen. Dasselbe gilt aber auch noch, wenn nicht das

Verhältniss der bezeichneten Abstände selbst gegeben ist, sondern das

i'roduct desselben in eine gewisse Constante; und es ist zweckmässig

diese Constante der Allgemeinheit wegen hinzuzufügen. Ein Punkt

der Geraden ist daher durch zwei Zahlen x^, x.^^ seine Coordinalen,

völlig bestimmt, wenn wir dieselben folgendermassen definiren:

Die Coordinaten (a:,, x^ eines Punktes sind zwei Zahlen, ivelche

sich verhalten, wie die Abstände des Punktes einer Geraden von zwei

festen Grundpunkten derselben, jeder Abstand multiplicirt mit einer belie-

big über fest gervählten Constanten. ''^) Bezeichnen wir diese Constanten

mit a, b, und ist q irgend eine willkürliche Grösse, so haben wir also

die Gleichungen:

^2)
QXi=ap,
QX2 = bq

.

Jedem Werthe von — entspricht nur ein Werth von '^
, und somit

auch nur ein Punkt der Geraden. Insbesondere ist der eine Grund-

j)unkt gegeben durch x^ = 0, der andere durch Xj = 0. Die Bedeu-

tung des Abstandsverhältnisses -'- ist also für a = b ganz dieselbe,

wie die des früher zur Darstellung eines Punktes der Geraden be-

nutzten Parameters A, wo die Punkte der Verbindungslinie zweier

Punkte (Xq, y^^•, x^, y^) gegeben waren durch die Gleichungen:

*) Man kann über diese Constanten insbesondere so verfügen, dass die Coor-

dinaten als Doppelverhältnisse auffassbar sind. Man nimmt alsdann a = b und

zeichnet noch einen dritten Punkt aus, für den - == 1 : den sogenannten Einheila-

punkt. Der Quotient -^ gibt dann für einen beliebigen Punkt (.T), x^) das

Doppelverhältniss , welches derselbe mit den beiden Grundpunkten (a'j = und

a?2 == 0) und dem Einheitspunkte (a;, = Xf) bestimmt; und dadurch sind dann die

Coordinaten rein projectivisch definirt; vgl. Fiedler: Darstellende Geometrie.

Leipzig 1871, Anhang.
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^ •»» + ^ ^t

(3,
' + ^'

•^ 1 + ;i
'

Wir köiiiieii daher alle an diesen Parameter geknüpften Betrachtungen
über die Geometrie auf einer Geraden unmittelbar für unsere jetzige

Anschauung, d. h. für das Verhältniss ''' verwerthen: mussten wir

doch auch damals der Allgemeinheit wegen statt X einen Parameter fi

einführen, der von A nur um eine von der Lage des Punktes auf der

Geraden unabhängigen constanten Factor verschieden war.

Durch dieselben Gleichungen (3) stellten wir aber auch die Strah-

len eines Büschels dar; wir hatten für ein solches:

i + ;i '

Der Parameter A ist wieder bis auf eine Cuustante gleich einem Al>
Standsverhältnisse, nämlich:

, « r

h s '

WO r, s die Längen der von einem Punkte des beweglichen Strahles

auf die beiden Grundstrahlen gefällten Lothe bedeuteten. Wir können
daher für die Grössen x^ , x'j auch folgende geometrische Interpretation

wählen

:

Es sind a;, , Xj zwei Zahlen, welche sich zu einander verhalten, wie

die Lolhc von einem beweglichen Strahle eines Strahlhüschels auf seine

festen Grundstrahlen, die Länge eines jeden Lothes multiplicirt mit einer

beliebig, aber fest gewählten Constanten. Wir haben in diesem Falle zu

setzen

:

qx^ = ar

,

QX2 = bs

,

wenn a, b wieder die willkürlichen Constanten bedeuten. Es braucht

Avohl kaum bemerkt zu werden, dass auch die für Strahlbüschel früher

gemachten Bemerkungen hier ohne Weiteres ihre Gültigkeit behalten.

Im Folgenden werden wir jedoch die geometrischen Sätze nur für die

Geometrie auf der Geraden aussprechen; die Uebertragung derselben

auf Strahlbüschel ist dann selbstverständlich.

Die geometrische Bedeutung der linearen Transformationen, mit

welchen wir es im Folgenden stets zu thun haben, ist hiernach sofort

verständlich. Wählen wir als Grundpunkte statt A, B zwei andere

Punkte ^1, B^ der Geraden, von denen (um die Ideen zu fixiren) A^
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um d jenseits A, />, um c jenseits B liegen mag, und nennen y^,y.i

die Coordinaten des Punktes C in ,,. .,,,

Bezug auf diese neuen Grundpunkte, A gZ ^ e ^
so sind y,, y.^ proportional zu den ^ 1 'y, ' 7 ^

'

Abständen des Punktes C von A
und B^, multiplieirt mit zwei neuen Constanten «, /3; und wir haben:

(^y2 = ß {^ -\- ß),

also wegen (1), wenn wir statt a . c wieder 6 schreiben:

atji = a{cp -\- cl {p + q))

(Sy'i = ß{cq-\- e [p + q)).

Drücken wir noch p, q nach (2) durch x, , .r., aus, so kommt:

ic-\-d . d \

f^y> = PQ [—jj- ^2-i-j^^rf ^

oder, da es nur auf" das Verhältniss — ankommt:
1/2

öyi = « {^/ (c + c?) 0:1 + aclx.,\

^y-i ^= /^
{

hcx^ -\- a {c -\- e) x.A ,

Dies sind ganz allgemeine lineare Beziehungen zAvischen tlen y und x,

für welche auch die Bedingung, dass die Substitutionsdeterminante

aßahc {c -\- d -\- e)

nicht verschwindet, erfüllt ist; denn Letzteres würde nur eintreten für

c = 0, d. h. wenn die Punkte A und B zusammenfallen, oder für

c -{- d -\- e = 0, d. h. wenn die Punkte A^ und B^ zusammenfallen.

Wir haben somit den Satz:

Jede lineare Substitution, deren Beterminante nicht verschwindet, ist

identisch mit einer Veränderung der Grundpunkte und der multiplicirenden

Constanten in jener geometrischen Interpretation, hei welcher das Ver-

hälitiiss der Veränderlichen durch einen Punkt einer Geraden darge-

stellt wird.

Auch die Coefficienten in den Gleichungen (4) haben eine directe

geometrische Bedeutung, es sind die Coordinaten der neuen Grund-

punkte in Bezug auf die alten. Bezeichnen wir dieselben bez. mit

x{, x.^ und x,", x.^'j so ergibt sich unmittelbar aus der Bedeutung der

Grössen a, b, c, d, e:

Qx^' = — ad, Qx{' = a{c-\-e),

Q x.^' = h {c -\- d)
,

Q X2" = — be .
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Man erkennt dies auch daran ^ dass für die Punkte A^, B^ bez. die

Gleichungen

(6) y. = , y, =
bestehen müssen.*) Eine lineare Gleichung:

a^x^ -\- «2^2 = *^

stellt nämlich immer einen Punkt mit den Coordinaten a^, — «, dar,

wie sich durch Auflösung nach -- sofort ergibt; und hierdurch würde

man wieder aus (6) die Relationen (5) erhalten.

Ueberhaupt können wir jede homogene Gleichung zwischen a:, , x.^'.

f G'^i > ^2) =
als eine Gleichung für das Verh'altniss ' auffassen, für welches sich

aus ihr im Allgemeinen eine bestimmte Anzahl von Werthen ergibt,

oder geometrisch ausgedrückt:

Eine binäre algebraische Form von der n"" Ordnung stellt, gleich

Null gesetzt, ein System von n Punkten auf einer Geraden dar.

Wirklich construirbar sind diese Punkte jedoch nur alle, wenn

die Gleichung für ^' lauter reelle Wurzeln hat. Um auch die imagi-° Xi

nären Wurzeln zu repräsentiren , werden wir auch von imaginären

Punkten der Geraden sprechen, in ähnlicher Weise, wie wir früher

solche Punkte in der Ebene schon mehrfach eingeführt haben. **) Es

ist dann erlaubt, alle algebraischen Sätze auch geometrisch auszu-

sprechen, unabhängig von der Realität der betreffenden Grössen. Die-

selben gelten dann aber auch unabhängig von der Realität der Coeffi-

cienten in den betreffenden binären Formen. Wir können die letzteren

daher auch stets als complexe Grössen voraussetzen, wo dann der Form

im Allgemeinen kein reeller Punkt entspricht; und es sei dies im

*) Vgl. die entsprechenden Bemerkungen für die lineare Transformation ter-

nilrer Formen auf p. 69.

**) Auch die imaginären Wurzeln kann man geometrisch repräsentiren, wenn

man nach Gauss die complexe Ebene (^ -f ly) als Träger des binären Gebietes

betrachtet, oder besser bie Riemann'sche Kugelfläche (vgl. z. B. C. Neumann:

Theorie der AbeTschen Integrale, Leipzig 1863), wie dies in der Functionen-

theorie üblich ist. Vgl. hierüber Möbius: Berichte der k. sächsischen Gesell-

schaft der Wissenschaften; math.-phys. Klasse, 1852 und 1853, oder Cr eile 's

Journal, Bd. 52, p. 218 und 229; ferner Beltrami: Sulla geometria delle forme

binarie cubiche, Acad. di Bologna, 1871; F. Klein: Vergleichende Betrachtungen

über neuere geometrische Forschungen, Erlangen 1872, p. 47. — In Betreff einer

rein projectivischen Definition der imaginären Elemente des binären Gebietes

vgl. V. Staudt: Beiträge zur Geometrie der Lage, 2. Heft, Nürnberg 1857; Stolz:

Math. Annalen, Bd.. 4 und Lüroth: Das Imaginäre in der Geometrie und das

Rechnen mit Würfen, ib. Bd. 8.
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Gegensatze zu der in der Kegelschnitttheorie gemachten Voraussetzung

ausdrücklich hervorgehoben.

Die Bedingung^ dass ein solches System von Punkten eine von der

Lage der Grundpunkte unabhängige Eigenschaft habe, Avird nach den

angeführten allgemeinen Bemerkungen gegeben durch das Verschwinden

einer ganzen rationalen Function der Coefficienten der das Punktsystem

darstellenden Form, welche die Invarianteneigenschaft hat. *) Eine solche

Function der Coefficienten ivird als Invariante der Form hezeicJmet.

Ferner wird es im Allgemeinen für ein gegebenes Punktsystem

gewisse andere Punktsysteme geben, welche zu demselben eine ausge-

zeichnete, von der Lage der Grundpunkte unabhängige Beziehung haben.

Eine Punktgruppe der Art wird dann durch das Verschwinden einer

Function dargestellt, welche die Invarianteneigenschaft hat, und welche

ausser den Coefficienten der gegebenen Form auch noch die Veränder-

lichen x, , x.t enthält. Eine solche Function heisst eine Covariante der

gegebenen Form. Dass die Ordnung einer solchen Covariante in den

Veränderlichen, wie überhaupt jeder Form, bei linearer Transformation

ungeändert bleibt, ist unmittelbar ersichtlich. Betrachtet man gleich-

zeitig mehrere Formen, so wird es invariante Bildungen geben, welche

gleichzeitig von den Coefficienten der verschiedenen Formen abhängen

;

diese werden dann simultane Covarianten oder simultane Invarianten des

Systems genannt, je nachdem sie die Veränderlichen enthalten, oder nicht.

Bezeichnen wir also durch «„, a^, «,, ... die Coefficienten der

Form f[x^, x^) und durch a^ , «/, a^... die einer Form F {y^, y.^,

wo F aus / durch eine lineare Transformation entsteht, ist ferner TT

eine ganze rationale Function ihrer Argumente und r die Substitutions-

determinante, so ist eine Invariante von f definirt durch**):

*) Es kann auch eintreten, dass das Verschwinden einer oder mehrerer In-

varianten nicht genügt, um die betreffende Eigenschaft darzustellen, sondern dass

dazu noch das identische Verschwinden von Covarianten erforderlich ist. — Näher

werden wir auf diese Frage bei den ternären Formen eingehen, dort auch die

betreffenden Beweise erbringen, nachdem wir in der Theorie der binären Formen
Beispiele für das Verschwinden von Covarianten kennen gelernt haben.

**) Daneben stellt sich eine andere Definition der Invarianten durch gewisse

partielle Differentialgleichungen, deren rationale Lösungen sie sind. Vgl. Cayley:
Crelle's Journal, Bd. 47 und A ronhold: Ueber eine fundamentale Begründung

der Invariantentheorie, ib. Bd. 62. Für diese Fragestellung ist ferner von Wich-

tigkeit der Aufsatz Christoffel's: Beweis des Fuudamentalsatzes der Invarianten-

theorie, Borchardt's Journal, Bd. 68; vgl. auch Aronhold, ib. Bd. 69. Letz-

terer gibt noch eine andere Definition, wobei die Invarianten durch die Rela-

tionen bestimmt sind, welche unabhängig von den Transformationscöefficienten

zwischen den Coefficienten zweier Formen bestehen, wenn dieselben linear in

einander transformirbar sein sollen. Ueber 'jene Differentialgleichungen vergl.

auch Clebsch: Theorie der binären Formen, § 80, und Borclia.rdt's Journal,

IM. 65, p. 267.
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itnd f'ine Covariante von f durch:

n K, «,', < . • o y, . 2/0) = '^- n (fl-o; «, , «2 • • - ^\

Es raöfe dies an einigen Beispielen erläutert werden.

Es seien zunüclist zwei Formen beliebiger Ordnung:

ffet^eben; dann ist, wie wir zeigen wollen, die Form:

i
dr df

X.,) .

dxx



]7() Dritte Abtlieihnior.

(1. h. die Fnnclicmaldclerminanle von f und cp ist eine simultane Cova-
riante, q. e. d.; in unserem Falle ist nämlich:

Ein Beispiel für eine Covariante einer einzigen gegebenen Form
f (x,

,
x.^ gibt uns die Determinante aus den zweiten Differential-

quotienten derselben:

|__a'/i av
I

dx^ dxy dx^

welche nach ihrem Entdecker Hesse*) gewöhnlich als die Hesse Wie
Determinante von f bezeichnet wird. Es sei wieder F {y^, y.,) die
Form, in welche / {x^, x.^) durch die Transformation (7) übergeht;
dann folgt durch Differentiation der Gleichungen (8):

J1L_ — cp n ,
dp

^.'/i dt/2

dp
I

dp
OXj ' dx2 '

ox^ ^ ' dx2

=1^ ß + i' s,

dg
dx,

I
dq

'"^dk^

wo zur Abkürzung gesetzt ist:

(^)

P = 15 « +OXi

dx.

dx2

ß

+

Ä ^-

Setzen wir dies in die für F gebildete Determinante ein, so wird;

I

c^F d^F
I dy{^ dyx dvi

! d'̂ F d^F
dy\ dyz dy^

^P ^1 dp
die,

'^ + ä"^ ^

dq , da
ox, ' dx^ '

^P
ß + l^ddx, ' ' dx2

^1 o \
dg

dx] P "T
a.^.

8

und dies ist nach dem Determinantenmultiplicationssatze
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O^F
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f == OqX^"^ -f- 2 a^x^x^ -\- a.,x^ =
ZV/ei gleiche Wurzeln haben; und die Bedingung hierfür ist be-

kanntlich :

(12) a^a.^ — a^'^ = 0.

Dies ist aber bis auf einen Zahlenfactor die Hesse'sche Determinante

der Form /, denn wir haben hier:
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Setzen wir nun x = '^

' , so ist f eine binäre Form, und setzen wir

Vi » <^'
V *" ~ ^'

gleichzeitig p = '^, /yd) == ^~
, . . . .

;>("-i) = --(- _ 2)
? so sind die p

Pi P2 P2

die Coordinateii der die Form /" repräsentirenden Punkte. Wir

haben dann für y = c . p^P-^^^ • • P-,^"
~ ^*

:

/'= y ix^p,- x,Pi) . {x^p':^^ -- x.^p^^^) {x^pf - x,p^^^) (xiPf~^^-x-iPi~^)>

oder wenn wir zur Abkürzung (rs) für die Determinante {r^s.^ — ^2^1)

schreiben

:

( 13) f=y {xp) (x/>d)) (.rpC^)) .... (.T/V« - 1')

.

Ist ferner eine zweite Form cp vom w"^" Grade gegeben, und sind q

die Coordinateii ihrer Verschwindungspunkte, so haben wir ebenso:

(14) q) = y' (xq) {xq^'^) {xq(-'-)) .... {xq^"^-'^).

Soll nun ein Punkt ;;*'") von / mit einem Punkte ^''^ von (p zusammen-

fallen, so muss die Determinante

(pMqW') = p^^^')q^^'^ — p.M'h/'>

verschwinden. In diesem Falle muss auch immer die gesuchte Resul-

tante ß ihrer Definition nach Null werden, und zwar für jedes Werthe-

paar der Tndices ,11, v. Andererseits darf diese Function aber auch nur

unter dieser Bedingung verschwinden; sie muss daher das Product

aller der Determinanten (/?<•"'</''>) sein, und wir haben:

(15) B= {p q) {p q) {p q") {pq^'"-'^}

• {P (j) (/ f/) {P ff) {P f/'"-'^)

. ifq) {p"q') ip'q") .
(//V/'"-i))

(/?(« - 1)
q) (

/>("
-

1) q) (p(" - '

) q") (p^" " ^^ ?<"' - i>)

Uns kommt es jedoch wesentlich darauf an, die Resultante in Func-

tion der Coefficienten von /' und cp, ohne Benutzung der Verschwin-

dungswerthe p^ q zu bilden. Die Coefficienten einer dieser Formen

sind leicht in B einzuführen ; denn die Horizontalreihen, in dem ge-

gebenen Ausdrucke (15) entstehen, wenn man in q) die x der Reihe

nach durch die verschiedenen p ersetzt und die Verticalreihen , indem

man in /" die x durch die q ersetzt. Es ist somit auch:

R= f {q^, Q'z) f (^1'; q-l) •
/

C'?!"' (h) • • •
/' W"-'\ q-t-^^)

und die Form dieser Bildungen ergibt unmittelbar den Satz:

t2*
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Die Resultante zweier Formen der ;«"'" und n^''" Ordnung ist in den

Coefficienten derselben homogen und vom n'"" Grade in den Coefßcienten

der ersten^ vom m*"" Grade in den Coefficienten der ziveiten.

Zur directen Darstellung der Resultante in Function der Coeffi-

cienten beider Formen hat man verschiedene Methoden, die jedoch

im Ganzen keinen Einblick in die eigentlichen Bildungsgesetze liefern,

wenigstens nicht in dem Sinne, wie es die Invariantentheorie fordern

muss. Man kann z. B. nach dem Vorgange von Sylvester in fol-

gender Weise verfahren:

Wenn für einen Werth von x f und qp verschwinden {x = -^'

gesetzt), so müssen auch die folgenden m -{- n Gleichungen bestehen:

/ =0, X ./• =0, xKf=0, ...-. a:'"-i ./ =0,
^ = , X . (p = , x"^ . (p = , . . . . X" -^

. (p = 0.

Aus ihnen können wir dann die {m -\- n) Grössen: 1, x, x-, . . . x"' + " — ^

eliminiren und erhalten so die Resultante in der Form einer {m -\- «)-

gliedrigen Determinante. Ist z, B. / vom zweiten, q) vom dritten

Grade, also:

/ = af^x- -{- 2 a^x -f- «•>

q) = Öq x-^ -\- d b^x"^ -f- 3 b^x
-f- ^3

,

so bestehen für eine gemeinsame Wurzel die Gleichungen:

x""-
.

/'= a^^x^ -{- 2 a^x^ -{- a.^x"^ =0
X .

/= a^x'' -j- 2«,.t"' -(- a.^x =
/"= a^x"^ -\- 2 a^x -\- a^

=^

X . cp = b^x^ + 3
^'i
x^ -f 3 b.^x"^ -f ^^,0: =

und die Elimination von x^, a;-', x"^, x, 1 ergibt:

ÜQ 2a^ «2 1

a^^ 2a^ a.,

a, 2 a,R =
öo 3&1 ?>b, b.^

&o 3&1 3^2

Schon etwas übersichtlicher wird das Eliminationsresultat bei zwei

Formen gleicher Ordnung nach einer von Bezout und Cayley ge-

gebenen l^TetliMsT Sind nämlich / und (p beide von der w'^" Ordnung,
so ist:

/ {x) (p (y) — fp (x) f {y)

ein Ausdruck, welcher unabhängig von y für einen gemeinsamen Punkt
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Ton f und tp verschwindet, und der durch {x — ij) theilbar sein muss,

da er für x = y Null wird. Daher ist

eine Form von der Ordnung {n — l) in den x, die für jeden Werth

von 1/ verschwindet, sobald x eine gemeinsame Wurzel von / und qp

ist. Ordnen wir /' nach Potenzen von y, so erhalten wir dafür die

Form:

(16) F= r„„+ foi^+ r,,,a:2 + ...4- Con-ix"-'

( qo+ ^11-'^+ c,,x' -^ .
.

. -\- c,„-ix--')

+
"20 —J— Co

1
X —p- Coo "^ "~r •

" •
1

+ y" " ^c« _ 1, + O, - 1 . 1 a; + c„ _ 1,
2^;- + • • • + ^« - 1. " - i-^" •

Soll diese Function nun unabhängig von y verschwinden, so müssen

die Coefficienten der einzelnen Potenzen von y sämmtlicii Null sein.

Dies gibt ti Gleichungen, aus denen wir die Grössen 1, x, x''....x"-'-

eliminiren können, um dann die Resultante in Gestalt einer Deter-

minante zu bekommen, nämlich:

I Cnn Cnx Cn, ... Co « - 1
I

Ä =
"10

20

M2

6*2

)

C„ _ 1, C„ — 1, 1 Cn - 1, 2

= 0.

Cl « _ 1

C'in—X

Cn - 1, » - 1

' haben wir in diesem Falle
Mit Hülfe der eingeschobenen Form F

die Resultante auf eine /<gliedrige Determinante reducirt, während sie

nach der Sylvester 'sehen Methode 2n Reihen enthalten würde. —
Auf die Elimination von x aus zwei Gleichungen von gleich

hohem Grade lässt sich auch immer die Bildung der Discriminante

zurückführen. Soll nämlich eine Form n' ^ Ordnung f {x^, x.^, wenn

man sie wie in (13) in ihre linearen Factoren^ auflöst, das Quadrat

eines derselben enthalten, so kommt dieser Factor in den Functionen

?L K noch linear vor, wenn man für x,,x., die Coordinaten des

betreffenden doppelt zählenden Punktes einsetzt; und man hat daher

für diesen Punkt gleichzeitig die beiden Gleichungen (/» — 1)*"

Ordnung:

(17)
df = 0,

cf =
Aus ihnen sind x^, x., zu eliminiren. Die Gleichung / = brau-

chen wir dabei nicht mehr zu berücksichtigen, denn sie ist wegen der

Relation

:
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"^=?^-. + --
eine Folge der Gleichuiig-on (17).

Die Discriminante einer Form ist also die RcsuKanle der beiden ersten
Differentialquotienten der Form wid daher vom Grade 2 {n — 1) in den
Coefficienten derselben.

Als Function der Wurzeln von /'= können wir die Discrimi-
lumte, ähnlich wie die Resultante, leicht darstellen. Sie muss nämlich

(')
.. (')immer und nur dann verschwinden, wenn zwei, Wurzeln ?^ und p\

W^ P^^'^
von /-^-O einander gleich werden. Eine Function der Art ist aber
jedenfalls das Product aller Factoren

welche man aus den n Wurzeln von f bilden kann, d. h. (hu- Aus-
druck:

p = [pWpCi))
.
(;>(l)^P))

. (^(1)^,(4)) _ _ (^^(,) ^,„)-^

Das „Differenzenproduct" 1> ändert aber sein Zeichen, wenn man irgend
zwei der Wurzeln mit einander vertauscht, was bei einer rationellen
Function der Coefficienten von /', wie es die Discriminante ist, nicht
eintreten darf, weil diese Coefficienten dadurch nicht geändert werden.
Da sich nun eine stj7?imetrische Function der Wurzeln immer als
rationale Function der Coefficienten darstellen lässt, so ist die Discri-
minante durch das Quadrat des Differenzenproductes der fVurzeln von
f=0 gegeben, d. h. durch das Quadrat von P.

Um ein Beispiel für die Bildung der Discriminante als Resultante

der Formen
^^^

und ^^ zu geben, führen wir dieselbe noch für eine

cubische Form aus. Ist also:

/•= ax^^ 4- 3 bx.'^x., + 3 ex, x.,^ + dx.;K

so haben wir die Resultante zu bilden aus:

und daher ist die Discriminante von /, wenn wir das S.ylvester'sche
Eliminationsverfahren anwenden
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a 2b c

a 2b c

,b 2 c d

JO b 2c d

Diese Betrachtungen haben uns allerdings gezeigt, wie es möglich ist,

die Resultanten und Discriminanten allgemein aufzustellen; aber die-

selben erscheinen in einer Form, welche uns nicht ohne weitläufige

Rechnungen ihren invarianten Charakter erkennen lässt, obgleich

letzterer nach ihrer Bedeutung vorhanden sein muss. Man kann

jedoch die fraglichen Bildungen auch in solcher Form herstellen, dass

ihre Invarianteneigenschaft, auf die es uns hier wesentlich ankommt,

sofort in's Auge fällt; und zwar geschieht dies mit Hülfe der im

Folgenden zu entwickelnden Methoden. Dieselben lassen nämlich

überhaupt jede Invariante und Covariante so darstellen, dass sie als

solche ohne weitere Rechnung sofort erkannt wird.

IL Die symbolisclfe Darstellung der binären Formen.

Die für die weitere Entwicklung der Invariantentheorie funda-

mentale Betrachtungsweise, welcher wir uns jetzt zuwenden, stützt sich

im Wesentlichen auf den folgenden Satz:

Ist n eine Function der Coefficienten a^, a„ a.,...a„ einer allge-

meinen Form n-'- Ordnung f{x„ x.^), ivelche die Invarianieneigenschaft

besitzt, so hat die Form:

ebenfalls die Imarianteneigenschafl, toenn die b die entsprechenden Coef-

ficienten einer anderen Forin n'"' Ordnung qj sind.

Leeren wir nämlich statt / die Form /' + xcp zu Grunde, so muss

n eine Invariante dieser Form sein, sobald man dann die a durch die

Coefficienten a -}- ^^b ersetzt, da die Form f+^^ccp von ebenso allge-

meiner Natur ist, als /; und zwar muss dies unabhängig von dem

Werthe von % stattfinden. Es ist also:

nK'+^C a;-\-^b;,...a,:-i-xb,;)= r^T]{a,-}-^b,, a,-\-Kb„...a,,+ xb„),

wenn die gestrichenen Buchstaben die Coefficienten von Formen sind,

welche aus / und q> durch eine lineare Transformation mit der Deter-

minante ;• hervorgehen. Diese Gleichung soll unabhängig von x be-

stehen, und folglich müssen, wenn man nach Potenzen von x ent-

wickelt, die Coefficienten gleicher Potenzen auf beiden Seiten dieselben

sein. Insbesondere hat man also für die erste Potenz von %:
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und damit ist unser Satz bewiesen. Man erkennt auch leicht, dass

derselbe ebenso für eine simultane Invariante eines Systems von

Formen gilt : Fügt man diesem Systeme eine weitere Form (p hinzu,

so erhält man eine simultane Invariante des so erweiterten Systems,

indem man eine simultane Invariante des ursprünglich gegebenen

Systems in der bezeichneten Weise nach den Coefficienten einer der

gegebenen Formen, welche mit q) von gleicher Ordnung ist, differen-

tiirt, bez. mit den Coefhcienten von q) multiplicirt und addirt. —
Setzt man dann in (1) b; == a,, so entsteht nach dem Euler 'sehen

Satze von den homogenen Functionen wieder bis auf einen Zahlen-

factor die ursprüngliche Invariante TT.

Der Grad von TT in den Coefficienten von /" wird durch Anwen-

dung dieses Differentiationsprocesses jedesmal um eine Einheit ver-

ringert. Wir können daher, indem wir nach einander die Coefficienten

verschiedener neuer Formen einführen, es erreichen, dass aus TT eine

in den Coefficienten aller dieser Formen und in denen von /* lineare

Invariante entsteht. So ivird eine Invariante v''" Grades in den Coeffi-

cienien einer gegebenen Form n"'" Ordnung unzweideutig vorgestellt durch

eine Invariante, welche die Coefficienten von v Formen n''-''' Ordnung je zum

ersten Grade enthält, und bis auf einen Zahlenfactor in die gegebene

Invariante übergeht, ivenn man die v Formen alle der ursprüng-

lichen gleich setzt.

Wir können in dieser Reduction aber noch weiter gehen: wir

werden zeigen, dass eine jede Invariante formal so darstellbar ist, als

wäre sie eine simultane Invariante von lauter linearen Formen; und

darauf beruht dann die sogenannte symbolische Darstellung der binären

Formen. Zu dem Zwecke müssen wir zunächst die Systeme von

solchen linearen Formen näher in's Auge fassen. Es sei eine Anzahl

linearer Formen gegeben, bez. mit den Coefficienten r/,,«, ; Z>,,^.,5

Cj, Cj • • • 5
"^^^^' stellen uns die Aufgabe, den formalen Typus einer

simultanen Invariante

n («1, «./, b^, b,; c^, Co-, . . .)

dieses Systems ganz allgemein anzugeben. *) Es kommt im Wesent-

lichen darauf an, den Ausdruck TT als Aggregat anderer Ausdrücke

darzustellen, die zum Theil aus weniger linearen Formen gebildet,

zum Theil auch von niedererem Gesammtgrade als TT sind, wobei

unter Gesammtgrad die Summe der Grade in den Coefficienten der

einzelnen Formen verstanden ist.

*) Ausführlicheres hierüber vgl. bei Clebsch: Ueber symbolische Darstel-

lung algebraischer Formen, Grelle - Borchardt's Journal, Bd. 59; und: Theorie

der binären algebraischen Formen, Leipzig 1872, p. 24 fF.
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Wir bezeichnen durch TT' das, was ans TT entsteht, wenn man

darin Oi = hi setzt, also

:

n' = TT («,, a.^; a^, a.,\ c,, c,,; . . .);

und bilden die^ folgende Reihe von Functionen, die nach unserem

letzten Satze sämmtlich simultane Invarianten sind:

TT, = T^- &i + ^— y>

Es ist dabei unter / der Grad von W in den Coefficienten b^ , 0., ver-

standen; alsdann ist durch diesen suecessiven Process aus TT' wieder

rückwärts eine Invariante Ui gebildet, welche die tt und b zu dem-

selben Grade enthält, wie TT, nur in anderer Weise, denn TT/ ist

abgeleitet aus einer Invariante W einer um Eins geringeren Anzahl

von linearen Formen. Ist ferner k der Grad von T\ in den Coeffi-

cienten «,, «2; so ist TT' vom Grade k + l in den cf, n,' dagegen

vom Grade a' + / — 1 , und allgemein TT,' vom Grade k -\- l — r in

den a. Wir haben somit nach dem Eul er 'sehen Satze über homo-

gene Functionen:

(n;).=.. = (%«,+%' 4^, =....=(*+i)(^+2)-(^+"-n-

So entsteht also TT' einmal (bis auf einen Zahlenfactor) aus TT/ für

ai = bi, einmal aus T\ für «,- = &,. Wir haben daher die Relationen:

m - {k + 1) (A- + 2) . . . (A- -f /) n}„ ^, = .

Wenn aber die links stehende Differenz für «, = b^, a^ = ^'2 immer

verschwinden soll, so muss sie durch den Factor

{ab) = a^b., — b^a.^^

theilbar sein; und wir können setzen:

T[ — mWi = {ab) . M

,

wo M eine neue Function von invariantem Charakter ist, und m den
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reciproken Werth des Zahlenfactors {k -f- 1) (/{• -j- 2) . . . {k -j- /) be-

deutet. Wir haben somit TT zunächst zerlegt in eine Invariante TT/,

welche aus TT' durch unseren invarianten Process hervorgeht, wo TT'

eine Reihe von Coefficienten weniger, als TT enthält, und in eine

andere M von niedererem Gesammtgrade, multiplicirt in die Deter-

minante {ah).

Es ist nun klar, wie man diesen Zerlegungsprocess fortsetzen

\( kann, indem man . TT/ und M wieder derselben Operation unterwirft,

u. s. f. bis man schliesslich zu lauter Producten aus Invarianten vom
Gesammtgrade 2 gelangt, bei denen nur je zwei lineare Formen be-

nutzt sind (aus einer einzigen Form der Art ist ja überall keine

Invariante zu bilden). Zwei solche Formen, etwa

und 11' - i

haben aber nur eine Invariante, die wir schon oben betrachteten,

(p. 177) nämlich

«1 «2
^{ab),

hy &2

denn zwei Punkte können offenbar keine andere besondere Lagenbe-
ziehung zu einander haben, als die, dass sie zusammenfallen.*) — Die
hier durchgeführte Ueberlegung begründet nun den folgenden funda-

mentalen Satz:

Jede sbnuUane Invariante von linearen Formen ist ein Aggregat aus

Producten der aus je zweien der Formen gebildeten Invarianten: {ab),

(ac), (bc), u. s. f. •

Für den allgemeinen Typus der simultanen Covarianten eines

Systems von linearen Formen brauchen wir nunmehr keine besondere
Betrachtung mehr anzustellen. Eine Form

11 ~I ^O«^*; }

gleich Null gesetzt, stellt nämlich einen Punkt dar mit den Coordi-

naten y^ = — a.^, «/^ = «i (vgl. p. 173). Wir erhalten daher aus
jeder Invariante linearer Formen eine CoVariante, wenn wir darin eine

Reihe von Coefficienten mittelst der Gleichunsfen

(2) «, = X., a.y = — Xi

durch Veränderliche ersetzen. In der That erkennt man leicht, dass

sich die Coefficienten in derselben Weise linear transformiren, wie die

Variabein, denn durch die Substitution

*) Ein algebraischer Beweis hierfür findet sich unten, wo bei den quadrati-
schen Formen gezeigt ist, dass eine solche Form nur eme Invariante hat, welche
durch ihr Verschwinden aussagt, dass die beiden repräsentirenden Punkte zu-

sammenfallen.
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QXi = ciij^ + /3y, ,
Qx., = yy^ + 8y.>

wird:

wenn man setzt:

3/an hat also in den Suhstitutionsgleichungen der Variahein nur die

Coefßcienten zu iransponiren , utn diejenigen der Coefficientcn linearer

Formen zu erhalten.

Durch die Substitution (2) geht aber jeder Determinantenfactur

{alf) über in einen linearen Factor />,.t, -^ b.,x.,\ und da umgekehrt

auch aus jeder simultanen CoVariante durch die Substitution (2) eine

Invariante, also eine Bildung aus Determinanten {ah), {ac), u. s. f.

entsteht, so folgt:

Jede simultane Covariante von einer Reihe linearer Formen ist ein

Aggregat von Producten, deren Factoren einen der folgenden Typen

haben

:

1) {ah), Invariante aus je zweien der linearen Formen

2) a^x^ -\- a.,X2, eine der linearen Formen selbst.

Wendet man die Substitution (2) gleichzeitig auf mehrere Reihen

von Coefßcienten an, indem man auch mehrere Reihen von Variabein

einführt, so sieht man, dass ausser den genannten Factoren nur noch

solche vom Typus {xy) vorkommen : sogenannte identische Covarianten.

Man könnte ferner überhaupt bei der Untersuchung Formen mit

mehreren Reihen von Veränderlichen {x^., x.-,\ //, , //./, z,, z'jj • • •) zu

Grunde legen. Es lässt sich jedoch zeigen, dass man dabei nicht zu

neuen Bildungen gelangt, dass es vielmehr hinreichend allgemein ist,

bei den Grundformen eine solche Reihe allein anzunehmen; und so

werden wir es im Folgenden immer thun. —
Indem wir nun eine symbolische Bezeichnung für die binären Formen

einführen, gelingt es mittelst der hier für lineare Formen gege-

benen Sätze auch den Typus einer beliebigen invarianten Bildung

allgemein anzugeben. Wir erörtern dies zunächst an einem einfachen

Beispiele, und zwar wollen wir die Discriminante der quadratischen

Form:

f= a^^ x{^ + 2 ay, .T, X., + a.,., x.?

als Product zweier Determinantenfactoren {ab) darstellen. Zu dem

Zwecke fassen Avir f symbolisch als Quadrat einer linearen Form auf

(vgl. auch p. 72) und setzen:

Wir können dann, wenn wir wollen, statt der Symbole «,, «2 st^*»

wieder die wirklichen Coefficientcn einführen mittelst der Gleichungen

:
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r,2 = a^^ , «j a, = r/j, , «/ ^ ^^_^

.

doch dies geht nur, wenn wir es mit einer in den üuc linearen Bildung
zu thun haben. In der That könnte man z. B. für a^'^ a.^^ ebenso-
wohl das Product a^^a.,.^, als das Quadrat a^^- setzen; es würden also

Mehrdeutigkeiten möglich sein. Um das zu vermeiden, führen wir in

der unsere Discriminante darstellenden Determinante ;

/ =

in der ersten Verticalreihe die angegebene Substitution aus, schreiben

aber in der zweiten Reihe neue Symbole b statt der a, welche mit
diesen gleichwerthig sein sollen:

Dann wird

:

^-'i''
= ^'i 1 ; *i h = ff\2

, h' = ^'r'

r, f.-, b^b,
-1 ^

Da es aber gleichgültig sein muss, in welcher Verticalreihe wir die a,

in welcher die b einführen, so ist auch

— bia., {ab),
*i «1

1 == by a,

und wenn wir die Summe beider Ausdrücke bilden; .

/= ^ {a,b, - b,cL,) (ab) = ^ {abf,

womit die verlangte Darstellung geleistet ist. Statt der Symbole a, b

können wir nun umgekehrt unzweideutig wieder die Coefficienten «,/,

einführen; denn man findet unmittelbar

2 /= (a, &2 - /;, a,y = a^'^b.;- — 2a^ a,^b^ b, + b'' a.;^ = 2 {a^
,
a^, — ^/,,-')

.

— Im Allgemeinen gestaltet sich die Einführung der verschiedenen
Symbole jedoch nicht so einfach; vielmehr ist dazu die wiederholte

Anwendung des bekannten Differentiationsprocesses nöthig. Die be-

treffenden Erörterungen stellen sich folgendermassen.

Wir haben gesehen (p. 184), dass man eine beliebige Invariante

in eine solche überführen kann, welche die Coefficienten jeder Form
einer Reihe von Formen gleicher Ordnung linear enthält, wobei wir
uns nachher diese Formen als mit der Grundform identisch ange-
nommen dachten. Statt der Coefficienten jeder dieser Formen können
wir nun weiter die einer linearen Form einführen, indem wir eine

jede der Hülfsformen durch die Potenz einer linearen Form ersetzen.

Wir schreiben also statt der Coefficienten a der gegebenen Grundform
die entsprechenden der Form
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und ebenso statt der Coefficienten h einer der anderen Formen n*"

Ordnung die der Form

u. s. w. Alsdann ist unsere invariante Bildung unzweideutig durch die

Coefßcienten dieser linearen Formen: ö,a;, + a.^x.^, l),^x^ + h-^x.^, u. s. f.

ausgedrückt; denn man kann von dieser „symbolischen Darstellung"^

derselben*) jederzeit zu der wirklichen Darstellung zurückkehren. Sei

nämlich die Grundform f gegeben durch

:

1 , n in — 1) ,, 9 .0 I \ ri -v n

f = rt,.x,» + na^x^"-^x, + Y. 2 ^i ^2" + • • • + ^'"-^2 y

so haben wir nur die folgenden Substitutionen zu machen:

a, = a," =V =^-1" =•••

a., = ^,"-2^0^ = b,"-''b./ = c,"-'c^ = . . .

,/„ = a," = b," = c^" = • • •

Eine nothwendige Bedingung für die Möglichkeit dieser Substitutionen

— und darin liegt der Grund für die Einführung obiger Hülfsformen —

ist immer die, dass die invariante Bildung in der That linear in den

Coefßcienten einer jeden der Hülfsformen angenommen wird. Andern-

falls würde, wie schon obiges Beispiel lehrte, der Rückgang zur

ursprünglichen Function nicht mehr eindeutig möglich sein; denn

käme z. B. ein Glied mit dem symbolischen Coefßcienten

vor, so könnte man dies für i=k-^l auf sehr verschiedene Weise

in zwei Factoren von der Form:

zerlegen und die zugehörigen wirklichen Coefßcienten ak, Oi würden

also unbestimmt werden. — Einige Beispiele werden diese Methode der

symbolischen Rechnung am besten erläutern. Wir beginnen wieder

mit der Invariante einer quadratischen Form

*) Die symbolische Darstellung in der hier angewandten Form wurde zuerst

von Aronhold mit Erfolg gebraucht (Borchardt's Journal, Bd. 39, 55 und 62)

und von Clebsch zur Grundlage der ganzen Invariantentheone gemacht (vgl.

ib Bd. 59). Schon vorher wurde von Cayley eine Symbolik benutzt (vgl. be-

sonders die Memoirs upon Quantics und Salmon's Introductury lessons etc.),

welche sich von der unsrigen eigentlich nur durch die Bezeichnungsweise unter-

scheidet und in dieser sich mehr an die auch sonst in der Theorie der Differen-

tialgleichungen (von Cauchy, Boole u. A.) oder in der Darstellung der iay-

lor'schen Reihe angewandte Symbolik anlehnt.
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cl h, mit der Function

7 = ö'i,a22 — öTi-r .

Sind nun 0^^, b^.^, h.^^^ die Coefficienten einer zweiten, nachher mit /
X identisch zu setzenden Form, so haben wir bei Anwendung der" allge-

meinen Methode

:

>

^ = don ^1 + da^ *12 +^ hl = «„ ^>o + Z^H «22 " ^ «12^2 •

Hierin sind noch die «//, durch die Coefficienten der Form:

die hii: durch die der Form

zu ersetzen, um unsere Invariante / symbolisch in der Gestalt

/' = a^'b.,'' + b.'a.-' -2b^b,a,a,

zu erhalten. Da für /y = « nun J' = 2 1 wird, und da wir hier in
der That die Symbole b, ebenso wie die a, durch wirkliche Grössen
a,7, ersetzt denken müssen, so haben wir:

2 f=a^'^b.^^^ — 2a^a./b^b., + a.^-b^'^,

oder, wie schon früher gefunden:

j = ^(aby=^x(a,b, -b,a.^^-

als symbolische Darstellung unserer Invariante.

Ein anderes Beispiel möge uns die Functionaldeterminante zweier
binären Formen liefern, welche wir ebenfalls schon als Covariante
erkannten (vgl. p. 175). Es seien

/• = (a^x^ + «30:2)"' = (bi X, -f b, x.^'"

cp = (a^x, + «2^2)" = (ßix, -f ß,x.^"

die beiden Formen in ihrer symbolischen Gestalt, die wir noch kürzer
durch Einführung der Bezeichnung:

«jT = «i^;, -}- ^'^2''^"2

in der Form schreiben können:

cp = aj> = ßj' .

Die Functionaldeterminante ist dann gegeben durch:

/'

dr



Einleitung in die Theorie der algebraischen Formen. 191

Auf unsere symbolisclieii Potenzen /, cp können wir nun die gewöhn-

lichen Regeln der Differentiation anwenden ; denn der Grad der Form

in den Co^efficienten wird durch diese Operation nicht beeinflusst, und

es kann also dadurch keine Zweideutigkeit entstehen: Wir erhalten:

^1 = m aj- -^a,, ¥- = m aj" - ^ a,

,

und die Punctionaldeterminante wird symbolisch dargestellt durch:

1 rt m n ."' — 1

// = ma--^a, ^n^^--^y^^,,,,aj"-^aj'-^{aa)
n a.r" -^a^ n «./' " ^ a

In ganz analoger Weise stellt sich die (Hesse'sche) Determinante A

der ''zweiten Differentialquotienten einer Form /= «.v« = ^.r" clar. Wir

setzen in ihr:

av
d

»•''
=.„(.. -1)'V -''*,*„ £'-, =«(«--i)/v-V ,

dx.2 OX^ ^-^2

und erhalten:

A = n^ in — 1)
-

rt, &2 (« ^)
^'-' "

'

*-•" ""
'

'

also auch wegen der gleichen Bedeutung der a und b:

A = n2 (n — 1)2 «, Z/, {ab) a.r" - ^b.^" " -

= J.«M«- 1)- {aby-a,"'n.r"'^-

Es erinnert die sogenannte symbolische Bezeichnung an eine ab-

kürzende Schreibweise, deren wir uns schon in der Theorie der Kegel-

schnitte bedienten (vgl. p. 72); aber, während sie dort eben nur

als erleichterndes Hülfsmittel verwerthet wurde, bietet sie uns jetzt

die principielle Grundlage für die ganze Theorie; und zwar gewinnt

sie diese hohe Bedeutung durch den folgenden Satz, der sich aus unse-

ren bisherigen Ueberlegungen unmittelbar ergibt:

rede Invariante einer binären algebraischen Form stellt sich symbo-

lisch als das Aggregat von Producten symholischer Determinanten vom

Typus {ab) dar; Jede Covariante als das Aggregat von Producten sym-

holischer Determinanten {ab) mit linearen symbolischen Factoren vom

Typus Cr-
1 1 1 1 ,1;..

' Der zu diesem Satze führende Gedankengang, welcher durch die

Beispiele wiederholt unterbrochen war, ist kurz folgender. Wir haben

crezeigt, dass jede solche Invariante oder Covariante als simultane Bii-

duncr mit Invarianteneigenschaft eines Systems von linearen Formen

angesehen werden kann, deren Potenzen als symbolische Ausdrucke



192 Dritte Abtheüung.

für die Grundform dienen; ferner, dass jede solche Invariantenbildung
linearer Formen ein Aggregat von Producten aus Factoren vom Tvpus
(ab), resp. c.r sein muss: und diese beiden Bemerkungen haben' wir
nur zusammenzufassen. - Die prineipielle Wichtigkeit "des Satzes ist

evident; denn, während wir früher erst durch Rechnung die Invarian-
teneigenschaft nachweisen mussten, können wir letztere nunmehr an
der symbolischen Form ohne Weiteres direct aus der Xatur ihrer
Bildung abnehmen: jeder einzelne Factor hat eben für sich invarianten
Charakter. — Dass der Satz auch umkehrbar ist, braucht wohl kaum
hervorgehoben zu werden: Man kann Jede Invariante oder Covarianle
linearer Formen, welche die Coefficienten dieser Formen in geeigneten
Dimensionen enthält, als symbolische Darstellung einer Invariante oder
Covariante höherer Formen auffassen; die Dimensionen müssen dabei
nur bez. dieselben sem, wie die Ordnungen der entsprechenden höhereu
Formen. In der That ist es auch evident, dass die Symbole einer
Form sich durch dieselben Gleichungen linear transformken , wie die
wirklichen Coefficienten linearer Formen (vgl. p. 187). —

Die Beispiele, welche wir soeben für symbolische Bildungen
augeführt haben, bestätigen obigen Satz; ihre Invarianteneigenschaft
tritt nunmehr unmittelbar hervor. In derselben Weise müssen sieh
aber auch die Resultanten und Discriminanten durch symbolische
Determinanten -Producte darstellen lassen. Es führt dazu eine Methode,
mittelst deren es überhaupt gelingt, eine jede symmetrische Function
der Coordinaten der Verschwindungspunkte einer Form (d. i. der Wur-
zeln einer Gleichung) in eine rationale Function der Coefficienten der
Form überzuführen, und zwar in die symbolische Darstellung dieser
rationalen Function.*) Wir werden jedoch von dieser allgemeinen
Methode weiterhin keinen Gebrauch mehr machen, und beschränken
uns daher darauf, später bei Besprechung der quadratischen, cubischen
und biquadratischen Formen die Discriminantenbildungen in ihrer
symbolischen Form zu geben. Liegt es doch überhaupt im Charakter
solcher allgemeiuen Methoden, dass sie verhältnissmässig umständlich
werden, wenn specielle Fälle vorliegen, wo dann andere Behandlungs-
weisen schneller zum Ziele führen. —

Bei längeren symbolischen Rechnungen, wie sie in den folgenden
Ent\vicklungen nicht immer zu vermeiden sind, kann man durch ge-
schickte Anwendung gewisser identischer Gleichungen sehr oft eine
wesentliche Vereinfachung erzielen. Wir stellen dieselben daher hier
kurz zusammen. Durch Elimination von ], .r,, .r., aus den drei iden-
tischen Gleichungen:

•) Vgl. § 20 in dem Werke von Clebsch.
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«^ = a^x^ -\- a.^x.,

b-, = Z/j.rj -f b.,x.^

folgt zunächst die ebenfalls identische Gleichung:

ctx fi\ ci-,

'

oder nach den Gliedern der ersten Verticalreihe entwickelt:

(I) {bc) a^ + (c a) b^ + (« b) c^ = .

Schafft man ein Glied auf die andere Seite und quadrirt, so folgt

weiter die Identität:

(II) {ab) («c) b,c, = \ {{aby cj + {acy bj — (bcy aj } .

Ersetzen wir in (I) Xi, x.^ bez. durch d., und — d^, so erhalten wir.

(III j \{bc) [ad) + {ca) (bd) -{- {ab) {cd) = 0. ,^ ^-f\^ ^^Y
Setzen wir dagegen in (I) c^ = ij\, r, =- — y.,, so folgt die wichtige "

[^ i^

Gleichung: »i^ 4c f*^j^k*k<^
(IV) a.,hy - b^üy = {ab) {xy). ^^^C^.d^€.{^

Ein anderes häufig anwendbares Mittel zur Umformung symbo-

lischer Ausdrücke und zur Herstellung ihrer einfachsten Form besteht

in der Vertauschung zweier Symbole, wodurch bei der gleichen Be-

deutung beider der wahre Werth des betreffenden Ausdrucks unge-

ändert bleiben muss. Ein Beispiel hierfür bietet uns die Function

F {x, y) , welche wir früher bei Bildung der Resultante zweier Formen
/ und (p gleicher Ordnung benutzten (vgl. p. 181). Es sei symbolisch:

(p = «a"

;

dann ist F{x, y) gegeben durch:

=.''^y^^'^ax'>-^ay"-'+ aJ>--'ay''-'axay+ a."-''ay"-'a.^^ay^+...\,

oder wegen der Identität (IV):

F{x, y) = {aa) {a^^-'a/-^ -\- «.
." -

^ «/ -
^ c^^r «^ +•••},

Nehmen wir insbesondere an, dass / und cp die ersten Differential-

quotienten einer Form ö^" seien, also

:

/•=a^"-^a^, cp = aj'-'a.^,

so wird, da wir in q) neue Symbole b einführen müssen:

Clebsch, Vorlesungen, ^^
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F(x, tj) = {ah) a,h., {^/'-2/y'--' -\. a,"-'^h,;'-^aylK, + •••},

oder ivenn wir a und h vertauschen:

J'(x, y~)==~ (ab) a,b^ {aJ'-H/-^ + aj'-^b,"~^^ayb,,. + ...},

und wenn wir beide Ausdrücke addiren, so kommt:

^ {^> y) = i {abf {«.,"-2^^,-2 ^ «."-•^V'"'«y'>- 4- . • .}

.

Setzt man hierin insbesondere n = 2, so erhält man ^ (abf , die

Discriminante der quadratischen Form aj, wie es sein muss.

Aus dieser Verfahrungsweise folgt noch die oft nützliche Bemer-
kung: Wenn ein symbolischer Ausdruck durch Vertauschung zweier

gleichiverlhiger Symbole sein Zeichen ändert, so verschwindet er iden-

tisch. Es ergibt sich z. B. mit Hülfe dieses Satzes das identische

Verschwinden eines jeden Ausdrucks:

in welchem k eine ungerade Zahl ist, und a, b Symbole derselben

Form n*^'- Ordnung f = a^^" = bj' bedeuten. Für n = 2, k = \ ist

diese Behauptung auch leicht direct zu verificiren, denn wir haben:

{ab) a'b:, = {a^b. — b^a-i) . 2J {ctibk + biUk) x^xu

= H (f/i aibibk — «2 (libxbk — a^aubybi + Oiaub^b^ XiXu

= H {auciik + ctiiCiik — cHidik — ciua^i?) XiX^.

Weitere Anwendungen der hier bezeichneten Hülfsmittel werden
sich im Folgenden noch in grosser Zahl darbieten; und die sorgfältige

Durchrechnung aller dieser Beispiele dürfte als bestes Mittel zur
Einführung in die symbolischen Operationsmethoden zu empfehlen
sein. —

Wir erwähnen hier nur noch eines Resultats, welches die symbo-
lische Darstellung sofort ergibt, und das uns gelegentlich nützlich
sein wird. Jede invariante Bildung TT einer Form n*«^' Ordnung f
ändert sich bei linearer Transformation um eine Potenz r^, wo r die

Substitutionsdeterminante bedeutet. Die Transforraationsformeln der
Symbole (p. 187), lehren aber, dass dabei jeder lineare Factor «^ von
TT ungeändert bleibt, Avährend jede symbolische Determinante {ab) den
Factor r erhält. Um die Zahl l zu bestimmen, haben wir also nur
nach der Zahl solcher Determinantenfactoren zu fragen. Es sei nun
TT vom ;>ten Q^ade in den Coefficienten und von der tn^'''' Ordnung in
den Variabein*), so enthält TT — wie aus der Einführung der Symbole

*) Wir werden in der Folge das Wort „Grad'' immer für die Dimension an-
wenden, zu welcher die Coefficienten der Grundform, das Wort „Ordnumf für
die Dimension, zu welcher die Variabein vorkommen.
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sofort folgt — p verschiedene Symbole und jedes zur n*''" Dimension,

so dass im Ganzen p . « Symbolreihen vorkommen. Diese vertheilen

sich zum Theil paarweise auf die X Determinantenfactoreu, zum Theil

einzeln auf die m symbolischen linearen Factoren von TT. Man hat

also die Gleichung:

2 X -\- m = p , n ,

und den Satz: Eine invarlanle Dildung einer binären Form n^"'' Ordnung,

vom Grade p und der Ordnung m erhall X = \ {pn — in) symbolische

Delerminantenfactoren , ändert sich also um die X''' Potenz der Substitu-

tionsdeterminante bei einer linearen Transformation.

III. Projectivische Punktreihen. Polarentheorie. Involutionen.

Eine lineare Transformation haben wir früher als analytischen

Ausdruck für die Veränderung der Coordinatengrundpunkte erkannt.

Man kann aber noch eine andere geometrische Deutung für dieselbe

angeben; und diese ist für die Auffassung der Invariantentheorie von

hervorragenderer Wichtigkeit. Wir werden durch dieselbe gleichzeitig

wieder auf die Grundlagen der synthetischen Geometrie geführt, die

wir schon früher eingehend behandelten.

Diese neue Interpretation der linearen Substitution kann gewisser-

massen als der früheren entgegengesetzt aufgefasst werden: Während

wir dieselbe früher zur Darstellung desselben Punktes (bez. Strahles)

mit Hülfe verschiedener Grundelemente benutzten, betrachten wir sie

nunmehr als Beziehung zwischen zwei verschiedenen Punkten, die auf

dieselben Grundelemente bezogen sind, als analytischen Ausdruck „einer

linearen Verwandtschaft". Durch die Gleichungen

9^2 ^^^ ^21 Xj^ -\- a<^2'^i^

ordnen wir jedem Punkte der Geraden einen anderen Punkt derselben

Geraden zu, und umgekehrt, wobei vorausgesetzt ist, dass die Deter-

minante der Substitution {a^^ nicht nothwendig ==«2i)-

"11 "12

0^21 l'i

= a^^a<^2 — ^12^21

von Null verschieden ist; und zwar ist diese Zuordnung dieselbe,

ivelche überhaupt zwei projectivische Punktreihen mit einander verbindet.

Diese Reihen sind hier nur als vereinigt, d. h. auf demselben Träger

gelegen anzusehen. Die projectivische Zuordnung ist bekanntlich da-

durch charakterisirt, dass das Doppelverhältniss von je vier entspre-

chenden Punkten der Reihen denselben Werth hat; der letztere ist, wenn

jij, ^,, ft^, ft^ die Parameter der vier Punkte sind (vergl. p. 37)

13*
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(."3 — ft2)~C"l — /i4)

Nach einer oben gemachten Bemerkung erhalten wir das Doppelver-

hältniss für vier Punkte x, y, z, t gebildet in deren Coordinaten,

wenn wir setzen:

^1 j/i 2, ti

f^l „7 ^'•2 — \. > fh — \ 7 ^4 = 7" ;

und es wird also (wie man auch leicht direct aus der Definition der

binären Coordinaten ableitet):

Ebenso ist das Doppelverhältniss der entsprechenden Punkte |, t], ^, r

und dass dieser Ausdruck gleich dem Werthe a ist, ergibt sich sofort,

da jeder der Factoren (xz), {yt), {xt), (yz) beim Uebergange zu dem
entsprechenden Factor (|^), {rjr), (|t), (tj^) sich, wie wir wissen, nur
um die Substitutionsdeterminante r ändert, diese Determinante aber

in dem Quotienten (2) sich forthebt. Es ist damit obige Behauptung
bewiesen, und wir können in Folge dessen auch die geometrische Be-

deutung der invarianten Gebilde folgendermassen aussprechen:

Invarianten und Covarianten gleich Null gesetzt, liefern solche Glei-

chungen, ivelche projectivische Beziehungen zwischen Elementen von Punkt-

reihen, bez. Strahlbüscheln darstellen. Dabei sind unter „projectivischen

Beziehungen" diejenigen verstanden, welche, wenn man ein mit dem
ursprünglich benutzten Gebilde projectivisches construirt, für die ent-

sprechenden Elemente dieses neuen Gebildes erhalten bleiben.

Der Begriff des Doppelverhältnisses, dem wir hier wieder begegnen,

und den wir früher als fundamental für die neuere synthetische Geo-
metrie erkannten, ist auch für die Invariantentheorie als solche von
hervorragender Bedeutung. Er gibt nämlich zunächst ein erstes und
einfachstes Beispiel einer „absoluten Invariante", d. h. einer Function
der Coefficienten der Grundform, welche bei einer linearen Transfor-

mation vollkommen ungeändert bleibt. Solche Functionen kann man
immer bilden, sobald die Grundform mehr als eine Inv-ariante besitzt.

Seien z. B. / und 7^ zwei Invarianten derselben, die bei einer linearen

Substitution in 7' und /,' übergehen mögen, so haben wir:

/' = r'"- 1

T ' ,.,« /^1 — ' -'u

und also ist der Quotient

l^ _ 7^

-'1 '1
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eine absolute Invariante. Eine solche kann man weiter immer gera-

dezu als Function von Doppelverhältnissen darstellen. Jede Inva-

riante nämlich ist auch Invariante der linearen Factoren der Grund-

form und in Folge dessen ein Aggregat von Producten der Form

wo X t/,z...(lie Coordinaten der Verschwindungspunkte der Grund-

form sind, und wo die a, ß, y . . • so bestimmt sein müssen, dass die

Function in den Coordinaten aller dieser Punkte symmetrisch wird.

Dividirt man nun das Aggregat durch eines seiner Glieder, so erhält

man unmittelbar eine absolute Invariante, deren Zusammensetzung aus

Doppelverhältnissen evident ist. Erinnern wir uns ferner daran, dass

jede CoVariante als simultane Invariante linearer Formen und der

Grundform aufgefasst werden kann (p. 186); so haben wir also, wenn

die Function auch noch von Veränderlichen abhängig gedacht wird,

den Satz:*)

£i7ie Invariante oder Covariante einer binären Form ist der Zähler

einer ganzen rationalen Function von Doppelverhältnissen, ivelche aus den

Vcrschwindungsele7nenten der Grundform und im Falle der Covariante aus

anderen (veränderlichen) Elementen zusammengesetzt sind.

Die Theorie der Doppelverhältnisse selbst haben wir bereits ge-

nauer behandelt, ebenso diejenige der projectivischen Punktreihen und

Strahlbüschel; auch erwähnten wir schon gelegentlich (p. 51), dass

zwei vereinigt gelegene projectivische Punktreihen im Allgemeinen

zwei Elemente entsprechend gemein haben. Dieselben ergeben sich

hier analytisch, wenn man in (1) l^ = x^, %., = x., setzt, indem man

dann durch Ehmination der x eine für q quadratische Gleichung

erhält:

I

«11 — Q «12 ^ Q

i
«21 «22 — 9

Setzt man die gefundenen Werthe von () in (1) ein, so ergeben sich

daraus die Coordinaten der Doppelelemente. Man kann dieselben auch

direct aus der Gleichung:

(3) («11 — 0,0) a-, X, + üy^x,?- — a,^x-^ = ,

Avelche man durch Elimination von q findet, berechnen. Die con-

structive Bestimmung dieser Punkte wird, indem man das binäre Ge-

biet verlässt, mit Hülfe eines Kegelschnittes ermöglicht, wie ebenfalls

schon früher ausgeführt wurde. —
Eine andere Darstellung projeclivischer Punktreihen, an welche sich

weitere interessante Betrachtungen knüpfen, ergibt sich in folgender

Weise. Die Gleichung

*) Vgl. Weiteres hierüber im zweiten Abschnitte des Werkes von Clebsch.
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(4) rf,,-{-2.b^ =
stellt offenbar, wenn man A als veränderlichen Parameter betrachtet,

alle Punkte der Geraden dar, welche zur Repräsentation des binären
Gebietes dient. Dabei ist A gleich dem negativen Verhältnisse des
Abstandes eines beweglichen Punktes von zwei festen Centren («^ = 0,

b,r = 0) multiplicirt mit einer constanten Zahl. Diese Punktreihe ist

zu einer anderen

(5) ai + A/3| =
projectivisch, wenn zwei Punkte beider Reihen, für die A denselben
Werth hat, einander entsprechend gesetzt werden; denn das Doppel-
verhältniss der Punkte A = 0, A = oo, A = A, , A = A, ist dann für

beide Reihen gleich -'
, und aus den Gleichungen

:

a ^Xh _ ^^ - ^"^ ^"- + ^'^
^) - (^ - ^') (^^ + ^"^.)

a^ + A/5| = 5

T^TI""^
'^-

folgt, dass die Beziehung beider Reihen zu einander nicht geändert
wird, wenn man die Punktepaare, a^, br\ at, ßt durch zwei beliebige

zusammengehörige Paare «^ + X'b^, a^, + A"Z>^; a^ -f A'/3|, at -\- l" ßt
ersetzt. An Stelle des reihenden Elementes A tritt dann nur das
andere

:

(6) ^--'j^r-
Man kann übrigens auch direct wieder aus (4) und (5) eine lineare

Transformation herstellen, indem man das Verhältniss h aus der

Gleichung

berechnet.

Für die Doppelpunkte der beiden Reihen (d. i. für a;i = ^, , x., = ^.,)

erhält mau durch Elimination von A die für ""'
quadratische Gleichung:

welche an Stelle von (3) tritt, oder durch Elimination von a;, , x^ die
in A quadratische Gleichung:

«, -\- Xb. a^ -\- Xß.\
(7) =

*) Man kann überhaupt die lineare Verwandtschaft durch eine in den x und
I bilineare Gleichung

^'ll^^'l ll + «12^1 li + (ll\ .'2 g, + «22 .ra ^2 =
vermittelt annehmen; vgl. Clebsch, a. a. 0. ji. 66.
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Es gibt also in der That im Allgemeinen zwei Doppelpunkte, wenn

nicht etwa die Bedingung:

(8) [{aß)-i-iba)Y = 4iaa){bß)

erfüllt ist, wo dann die beiden Doppelpunkte zusammenfallen. Es

könnte endlich auch vorkommen, dass geradezu alle Coefficienten von

(7) verschwinden, wodurch die lineare Transformation eine sogenannte

identische wird: jeder Punkt der Geraden entspricht dann sich selbst.

Setzen wir voraus, dass diese Fälle nicht eintreten, so können wir die

Doppelpunkte als Coordinatengrundpunkte einführen. Seien A', A" die

Wurzeln von (7), so müssen wir zu dem Zwecke setzen:

(91
^ ' «.r + ''- b.-c = Xo == q,r ,

und dadurch muss auch identisch sein:

a> -|- A' /3i = c ;?! = c pt

wo c, c Constante sind. Die Gleichungen der beiden Tunktreihen

sind dann nach (6) gegeben durch

oder für

durch

:

Xi — 9X2 =

Die hier auftretende Constante ^ ist für die Transformation charak-

teristisch-, sie gibt nämlich unmittelbar das Doppelverhältniss ziveier

cnlsprechender Punkte mit den beiden Doppeleletnenten; und dies ist somit

constant. Es bietet daher Interesse, die Constanten c\ c durch die

Coefficienten der Transformation, d. h. in unserem Falle durch die

Coefficienten a, b, a, ß auszudrücken. Für A', A" haben wir aus (7)

die Werthe:

2 {bß) A' = - [{aß) + ibci)] + //

2 (bß) A" = - Kaß) + (ba)] -]/l,

wo
/ = \(aß) + {ba)f — 4 {tia) (bß)
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gesetzt ist. Wegen der Identität (vgl. (Tj p. 193):

gehen dann die Gleichungen (9) über in:

(12)
^^"t^^ - (*^) + yO K~2 (ab) ß., = 2 (bß) /;,

•

{{aß) ~{ba)- yi) b,, ._ 2{ab)ß,^2 (bß) q^, ;

und diese Gleichungen sollen auch für x, = ^, bestehen. Setzt man
andererseits die Werthe von X, X" in (10) ein und benutzt die
Identität

:

{bß)a, = {aß)b.~{ab)ß^,,
so kommt

(13)
^ ^^^^ ^""^ + ^' ^^^ ^ (^' + y^^ ^^ + 2 («^) ^^

2 (bß) (a^ + rß^ = (/, + j/f) ß. 4_ 2 (aß) b.,

wo zur Abkürzung

k = (aß) — (ba)

gesetzt ist. Mit Hülfe der Identität

(aa) (bß) = (ab) (aß) + (aß) (ba)

kann man nun die Invariante / auch auf die Forin

/ = i(aß) _ (ba)Y - 4 (ab) (aß) = /-^ _ 4 (ab) (aß)

bringen. Unter Berücksichtigung dieser Relation erhält man, wenn
man in (12) die x mit den g vertauscht, daraus b^, ß^ berechnet und
in (13) einsetzt, das Resultat:

a, + X"ß,= '^-y^q,^c',,.

Wir können somit den folgenden Satz aussprechen:
Das DoppelverhäUniss zwischen den Doppelpunkten und zwei entspre-

chenden Punkten der beiden projectivischen Reihen ist eine Constante;
und zum- drückt sich dieselbe durch die Invarianten k, l aus in der
Form:

c k — V7
k + Vi

Für besondere Werthe dieser Constanten ergeben sich auch be-
sonders ausgezeichnete Beziehungen der beiden Punktreihen zu ein-
ander. Zu einer weiterhin noch öfter anzuwendenden Invarianten-
relation gelangt man z. B. in folgender Weise. Jedem Punkte mit
dem Parameter q der ersten Reihe (13) entspricht in der zweiten



Einleitung in die Theorie der algebraischen Formen. 201

Keihe ein Punkt, welchem, insofern er der ersten angehört, der Para-

meterwerth q • ^7 zukommt, d. h. welcher gegeben ist durch:

Diesem entspricht wieder ein dritter Punkt der zweiten Reihe, dessen

Parameter, insofern er der ersten angehört, gleich (> (
^

)
ist, u. s. f.

bis zu einem (n -j- 1)*^" Punkte mit dem Parameter (>(7 )
• Wir ha-

ben dann eine Reihe von Punkten:

c /c\2 /c\"-l /c\"

von denen jeder folgende dem vorhergehenden durch unsere projecti-

vische Zuordnung der beiden Punktreihen entspricht. Wir fragen

nach der Bedingung dafür, dass wir durch Fortsetzung dieses Processes

zu dem Ausgangspunkte q zurückgeführt werden. Soll dies z. B. für

den (m -\- 1)'"' Punkt eintreten, so haben wir offenbar nur

(^r-a
anzunehmen. Bezeichnen wir nun ein Systen von solchen Punkten

als ein cyclisch-projectivisches, so haben wir den Satz:

Wenn das eine projectivische Vcrwandhchaft charakterisirende

Doppelverhältniss gleich einer n'"" Wurzel der VAnheil ist, so kann man

von jedem Punkte der Reihe ausgehend ein cijclisch-projcctivisches System

von n Punkten angeben."^) D. h. sind A, , A., . . . A„ die Parameter dieser

Punkte in der Reihe

X, + AX, = 0,

so sind die durch folgendes Schema angegel)enen Systeme von Punkten

alle zu einander projectivisch:

*) Legt man statt der Punktreihe ein Strahlbüschcl als geometrisches Bild

»u Grunde und wählt die beiden vom MittelpuiAte desselben nach den imagi-

nären Kreispunkten gehenden Linien als Doppelstrahlen für eine lineare Trans-

formation, so ist die letztere identisch mit einer Drehung des Büschels um seinen

Mittelpunkt. Die Forderung der cyclischen Projectivität geht dann in die an-

dere über, dass ein Strahl durch w- malige Wiederholung einer Drehung um

einen bestimmten Winkel (welcher durch das Doppelverhältniss^ gegeben ist)

in seine Anfangslage zurückkehre. Man wird also dann zu den Kreisthtiluv(js-

ijleichungen geführt.
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0.
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einander entsprechenden Punkte erhalten.*) Unter diesem Gesichts-

punkte erscheint die Involution als Specialfall eines allgemeineren

Gebildes, das durch eine Gleichung von der Form:

ttx" + Uj' =
daro-estellt wird. Ehe wir jedoch auf diese sogenannten Involuüonen

höherer Ordnwuj näher eingehen, müssen wir kurz einen Blick auf

eine Art von Covarianten mit zwei Reihen von Variabein werfen, die

aus der Grundform / durch wiederholte Anwendung des Processes

df ,
df

entstehen und eben dadurch schon als invariante Bildungen gekenn-

zeichnet sind.

Wir erhalten dieselben nach dem Taylor 'sehen Satze einfach

als Coefficienten einer Reihenentwicklung, Avenn wir in der Form

/ = cicc" setzen

:

'•^2 = Vi + ^-'n

wo dann der veränderliche Parameter

X = ^^
{xz)

proportional zu dem Abstandsverhältnisse eines beweglichen Punktes

X von zwei festen Punkten y und z ist. Durch diese Substitution

geht die Gleichung /=0, nach Potenzen von l entwickelt, über in:

= «/ + \ lay—Ui-^ + ^n^"^ A^V'^^' + + '^"«--" •

Die n Wurzeln dieser Gleichung geben die n Punkte, durch welche

die Form f geometrisch dargestellt wird.

Die Coefficienten der Gleichung sind bekanntlich proportional zu

den Combinationssummen ihrer Wurzeln; und hieraus ist die geome-

trische Bedeutung einer jeden Gleichung:

üy^-'a/ =
evident. Dieselbe ist, je nachdem die tj oder z als gegeben angenom-

men werden, eine Gleichung von der r*«-^ Ordnung für die z oder von

der in — rY"" Ordnung für die y. Man nennt im ersten Falle dio

Punkte z das Polarsystem'**) r'"' Ordnung oder das {n — r)" Polarsystem

*) Vgl. Näheres hierüber in dem folgenden Abschnitte über binäre quadra-

tische Formen.
**) System der harmonischen Mittelpunkte nach der Bezeichnung von Fon-

celet: Memoire sur les centres des moyennes harmoniques, Crelle's Journal,

Bd. 3, 1828. — Der Polarenbegriff im ternären Gebiete (vgl. die folgende Ab-
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des Poles y in Bezug auf das gegebene System der n Punkte x, im
letzteren Falle die Punkte y das Polarsystem {n — i-J"'- Ordnung des
Poles z. Wir können also sofort die folgenden Sätze aussprechen:

Pas r'" Polarsystem eines gegebenen Poles z in Bezug auf ein gege-
benes System von n Punkten besteht aus n — r Punkten y, ivelche die

Eigenschaft haben, dass für sie die Summe der Combinationen der Quo-

tienten (Abstandsverhältnisse) ^~^\ zu n — r verschwindet.
\xz)

Gehört y zum r'"' PolarSysteme des Poles z, so gehört z zum (n — ;)'««

Polarsysteme des Poles y.

Der letztere Satz ist in dem folgenden allgemeineren enthalten, der
sich aus Betrachtung einer Gleichung

a.t^at" . . . a/ =0, (}i -\- v -{-... -\- X = n)

von selbst ergibt: Bildet man für die gegebene Punktgruppe das v"'

Polarsyste?n eines Poles t, für dies neue Punktsystem das fi^" Polarsystem
eines Poles z, etc. und gelangt ?nan so schliesslich zu einer Gleichung A""
Grades, welcher l Punkte y entsprechen, so bleibt derselbe Zusammen-
hang noch bestehen, tvenn man in irgend einer Weise gleichzeitig die

Punkte y, z, t ... und die Ordnungen A, ^, v ... der einzelnen Polar-
systeme vertauscht.

Ferner folgt aus der Gleichung

a,/aJ'a^" = a,/agf^ + ''

.

Bildet man für die gegebene Punktgruppe das v^"^ Polarsystem des
Poles z und für dies neue System das ^»^ Polarsystem desselben Poles,
so ist das letztere auch das (^ -f v)*« für diesen Pol in Bezug auf die

gegebene Punktgruppe.

In ähnlicher Weise lassen sich noch eine Menge Sätze über die

Polargruppen ableiten.*) Wir erwähnen nur die folgenden:
Das (n — 1)'« Polarsystem besteht aus einem einzelnen Punkte. Ist

nun das gegebene System entstanden aus einem Punkte b,,. = und
einer Gruppe von {n — 1) Punkten c^"-i = 0, so ist

theilung dieser Vorlesungen) findet sich bereits bei Gramer, der jedoch nur den
unendlich fernen Punkt der r-Axe als Pol nahm (Introduction ä Fanalyse des
lignes courbes, Genf 1750, p. 135); die {n — l)tcn, d. h. linearen Polaren mit un-
endlich fernem Pole hat schon Newton. Die Bezeichnung der ganzen ßeihe
als erste, zweite . . . Polare stammt von Bobillier (Gergonne, Annales t. 18
find 19, 1828); die einfache Behandlung der Theorie mittelst homogener Coordi-
naten von Plücker (Crelle's Journal, Bd. 5, 1829). Vgl. ferner Grassmann:
Theorie der Centralen, ib. Bd. 24, 1842; Jonquieres: Memoire sur la the'orie

des poles et polaires, Liouville's Journal, aoüt 1857; Cayley: Fifth momoir
upon quantics, Phiios. Transactions, t. 148, 1858; und Cremona's Einleitung in
die Theorie der algebraischen Gurven.

*) Es sei bemerkt, dass diese Sätze später für die Theorie der algebraischen
Gurven von Wichtigkeit worden.
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nciy oJ' -^ = hy C-" - 1 -f (rt — 1) h.^CyCJ' - -

.

Genügt also y zugleich den Gleichungen

hy = und CyCJ' -2 = 0,

so verschwindet auch ayü^' — ^, d. h.

:

Der {n — 2)''' Polarpunkt eines St/slems von (« — 1 ) Ptinkten ist

auch der (n — 1)''" Polarpunkt des Syste7ns, welches aus jenen (ji — 1)

Punkten und aus ihm selbst gebildet wird.

Fallen p Punkte der gegebenen Gruppe zusammen, so enthält,

wenn p > r, die Gleichung ay" — ''a^'' = den betrefiFenden Punkt {ij)

{p — r)-mal als Factor, oder:

Fallen in dem gegebenen Systeme p Punkte zusafnmen, so fallen in

denselben Punkt {p — r) Punkte des r"'" Polarsystemes eines jeden belie-

bigen Poles.

Ist der vielfache Punkt, dessen Gleichung c~ = sein mag, zu-

gleich der Pol, so folgt aus der Form

rt.v" = cJ>b,-,"-P

bei Bildung der r*^" Polare für diesen Pol:

a,," - ' as = ft . Cyi' by"
~p->- bJ

,

wo II einen Zahlenfactor bedeutet, d. h.

Pas r^" Polarsystem eines p-fachen Punktes besteht aus diesem Punkte

selbst, p-mal gerechnet, und aus der r"" Polare dieses Punktes für die

übrigen (n — j^) Pu>if^l(^ f^^^s Systems.

Für p -\- r '^ n verschwindet aber der Ausdruck r/,/'- ' «/ identisch

d. h. unabhängig von den z\ und das Polarsystem wird unbestimmt.

Also:

Alle Polarsysteme des p -fachen Punktes von einer Jiöheren , als der

{ri — />)''" Ordnung sind unbesiim?nt.*}

Die hier entwickelte Polarentheorie gibt sofort Gelegenheit zur geo-

metrischen Interpretation einiger sehr wichtiger Covarianten, die noch

erwähnt sein mögen. Es gibt nämlich solche Pole (y), für welche zwei

Punkte des ersten Polarsystems (z) zusammenfallen. Zur Bestimmung

derselben haben wir (vgl. p. 181):

oder wegen

) Dem entspricht z. B. in der Ebene der Satz, dass für einen zerfallenden

Kegelschnitt jede Gerade als Polare des Doijpelpunktes aufgefasst werden kann

(vgl. p. 101).
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(IG)
"^^ ^-^^-^

.

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen y, , ?/., , so sind die

Doppelpunkte der Polarsysteme gegeben durch (rechts müssen in einer

^Jleichung neue Symbole h eingeführt werden, vgl. p. 191):

j

dH gy
j

I
dzz dzi dz^^

I

Dies ist aber die uns schon bekannte Hesse'sche Determinante von
/, die wir oben auch in ihrer symbolischen Gestalt bildeten. Wir
wollen dieselbe abgesehen von dem Factor ^ ti"^ (ji — 1)'^ mit A be-

zeichnen, und also setzen:

(18) A = aJ- -'-b,"-^ (a b) (r/, b, — b^ a.^ = (a b) -' a," - ''bJ' - ^

n^Xn - 1)2 \czi^ dz^^ ^dz.dzj )
'

Eliminirt man dagegen aus den Gleichungen (IG) die z, so erhält

man eine andere Gleichung P = 0, die ebenso wie A = von der

Ordnung 2 n — 4 ist. Also:

Für Jedes Syslem von n Punkten gibt es eine Gleichung (2 n — Ay^''

()rd7iung (P = 0), ivelche die 2 ?^ — 4 Pole angibt, deren erste Polar-

systeme Doppelpunkte haben. Biese Doppelpunkte selbst sind durch die

HesseVÄe Covariante ((17) bez. (18)) gegeben.

Ferner kann man nach solchen Polen fragen, deren erste Polar-

systeme in Bezug auf die Grundform und in Bezug auf die Hesse-
sche Form einen gemeinsamen Punkt haben. Diese Pole bestimmen
sich durch das Zusammenbestehen der Gleichungen:

(19)
^-' ^''

= ?^ y, + 1^ y.^ = [n-2){^ab)\aJ'~H.--H,-^bJ'-^aJ'-'^a,;).

Die Elimination der y führt hier auf die Functionaldeterminante der

Grundform und der Hesse sehen Covariante:

df
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gesetzt ist. Um für dieselben die Symbole der Grundform {a, h ^ c)

einzuführen^ haben wir nur die Elimination aus den in (19) rechts

stehenden Ausdrücken auszuführen. Wir müssen dabei jedoch die n

einmal durch neue Symbole c ersetzen, weil sonst beim Rückgange

zu den wirklichen Coefficienten Mehrdeutigkeit entstehen könnte.

Ferner bemerken wir, dass die beiden Glieder der zweiten Gleichung

mit einander identisch sind, denn das eine geht aus dem andern durch

Vertauschung von a und h hervor. Wir haben demnach die y aus

den folgenden beiden Gleichungen zu eliminireu

:

ciyttJ'-'^ =

und erhalten dadurch an Stelle von (20):

(21) T = {ab) (b c)- a," - i cJ' -^bJ'-'^ =

n(2« — 4) \dzi 8z2 dz, dz^)

Die Elimination der z aus (19) ergibt eine andere Gleichung

0=0, die ebenso wie 7' = von der Ordnung 3 // — 6 ist ; wir

haben also den Satz:

Es gibt 3 w — 6 Pole (0 = 0), deren erste Polarsystetne, gebildet für

das gegebene . Systejn und für das System der Doppelpunkte (d. /. der

H e s s
e
"irÄön Form), einen gemeinsamen Punkt haben. Die gemeinsamen

Punkte bestimmen sich durch die Gleichung T = von der (3 n — 0)''''"

0?^dnung.

— Von der Polarentheorie werden wir nun in der Theorie der

allgemeineiLJnyolutionen*) Gebrauch machen, zu der wir uns jetzt

wenden. Eine Involution n'"''' Ordnung ist durch die Gleichung:

(22) «,« + AV =
gegeben, wo unter a und b Symbole verschiedener Formen verstanden

sind, und A ein veränderlicher Parameter ist. Die Gleichung stellt eine

Reihe von Punktgruppen (in Anlehnung an Curvenvorstellungen auch

Büschel genannt) vor, deren jede aus n Punkten besteht, so dass jeder

Punkt der Geraden nur in einer Gruppe vorkommt; und das ganze

Büschel ist durch irgend zwei Gruppen bestimmt. Die Betrachtung x

entspricht sonach durchaus derjenigen eines Kegelschnittbüschels in

der Ebene, wo auch durch jeden Punkt der Ebene nur eine Curve

des Büschels geht. Wie hierin drei zerfallende Kegelschnitte (drei

Curven mit Doppelpunkt) vorkommen, so gibt es in der Involution

*) Vgl. Cremona: Einleitung in die Theorie der ebenen Curven; Jonqui-

ijres: Generalisation de la theorie de rinvolntion. Annali di Matematica t. II

Tiud Cayley: Transactions of the Cambridge Philosophical Society, t. XI, 18G5.
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einige Gruppen, welche zwei zusammenfallende Punkte enthalten; sie

sind gegeben durch die Bedingungen:

Hieraus ergibt sich durch Elimination von k das Verschwinden der

Punctionaldeterminante von «.,.« und h^"

:

(23) (^ab)a^--n^-,"-^^0,

J^ und eine andere Gleichung ebenso hoher Ordnung durch Elimination
von x, , X.,, in welcher l die Unbekannte ist. In einer Involution n'"'

Ordnung gibt es daher 2n — 2 Punktgruppen, die einen Doppelpunkt
haben; und die Doppelpunkte sind durch die Gleichung (23) bestimmt.

Diese Gleichung ändert sich nicht, wenn man eine oder beide der

Formen aj" , hj' durch irgend eine andere der Involution ersetzt:

So ist z. ß. die Functionaldeterminante der Formen aj' -j- XbJ',

a^." -\- A'^>.^.", wenn a und ci, b und // bez. gleichwerthige (vertausch-

bare) Symbole bedeuten, gleich:

{aa) a,."-'a\."~' -{- X (ba) ZV'-Iö,."- ' + T (ab) a,,"-'bj'-^

+ AA' (bl/) bJ'-H'.,""' = (r — 2.) . (ab) r/,,."-
W-i

;

denn das erste und letzte Glied ändert bei der Vertauschung von a
und a bez. b und b' sein Vorzeichen; beide verschwinden also iden-

tisch (vgl. p. 194). Solche simultane invariante Bildungen aus Formen
gleicher Ordnung, ivelche sich nur um einen Factor ändern, wenn man
eine dieser Formen durch eine lineare Co?nbination aller ersetzt, sind von
ausserordentlicher Wichtigkeit, und wir werden denselben noch wieder-

holt begegnen. Man pflegt sie als Combinanten des betreffenden

Systems*) von Formen zu bezeichnen: Insbesondere ist also die

Functionaldeterminante zweier binärer Formen gleicher Ordnung eine

Combinante für die durch dieselben bestimmte Involution.

Eine Involution kann man z. B. unmittelbar durch die ersten

Polarsysteme einer Form aj'\

aj' - ^ Uy =
erzeugt denken , wenn man '^ als Parameter ansieht: also: Jedes erste

Polarsystem einer Gruppe von n Punkten bildet eine Involution {ii — l)'^'"

^ Ordnung. Mit Hülfe des vorigen Satzes folgt hieraus wieder die geo-

metrische Bedeutung der Hesse 'sehen CoVariante einer binären Form.
Zwei Involutionen von der Form :

af -f A^i'" = 0,

•) Vgl. Näheres hierüber bei Gordan: Ueber Combinanten, Math. Annalen,
Hd. 5.
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die einander so zugeordnet sind, dass einer Gruppe von n Punkten x

der ersteren immer eine Gruppe von 7n Punkten ^ der anderen ent-

spricht, wenn beiden Gruppen derselbe Werth von X zugehört, heissen

projectivisch (allgemeiner^' könnte man in der zweiten Involution einen

Parameter ^ annehmen, der mit A durch eine lineare Gleichung

verknüpft ist). In diesem Sinne ist folgender Satz sofort ersichtlich:

Wenn man von einem Involutmissysteme ausgeht u?id für eine belie-
"

biffe Anzahl fester Pole in Bezug auf jede Gru^^e des Systetns nach

einander die PolarSysteme derselben Ordnung bildet, so sind alle Reihen

dieser neuen Systeme involutorisch ^ und die Involutionen sind alle hinter

einander projectivisch. Die (n — 1)*^^ Polarsysteme eines gegebenen

Poles y:

bilden eine einfache Punktreihe. Das Doppelverhältniss von vier Punk-

ten dieser Reihe soll auch das Doppelverhältniss der entsprechenden

(d. i. für denselben Werth von A gebildeten) Gruppen der gegebenen

Involution, oder, was dasselbe ist, der für jenen Punkt als Pol abge-

leiteten Polarsysteme heissen. Das Doppelverhältniss ist aber nur
^

von den Werthen des reihenden Elementes l für die vier Punkte

abhängig, also unabhängig von dem Pole; und somit folgt:

Das Doppelverhältniss von vier Punktgruppen einer Involution, welche

durch Polarenbildung aus vier Gruppen einer gegebenen Involution ent-

standen sind, ist gleich dem Doppelverhältniss der letzteren und unab-

hängig von den benutzten Polen. —
Die projectivische Zuordnung der beiden Involutionen (24) können

wir auffassen als eine höhere Verwandtschaft: Jedem Punkte x der

Geraden entsprechen m Punkte l und jedem Punkte i n Punkte x;

und zwar ist der Zusammenhang zwischen den Punkten x und | ge-

geben durch die Gleichung:

(25) ä!.r" i3t™ — bj' af = ,

welche das Resultat der Elimination von X aus (24> ist und die Stelle

der bei der linearen Verwandtschaft auftretenden Gleichung (6) ver-

tritt. Es kann nun insbesondere vorkommen, dass ein Punkt x mit

einem der ihm entsprechenden Punkte i zusammenfällt, d. h. dass die

beiden einander zugeordneten Gruppen der Involutionen einen gemein-

samen Punkt haben. Wir erhalten diese gemeinsamen Punkte aus

der Gleichung

(26) «.•"/3.."'-&."«r"' = 0,

oder aus einer Gleichung für X von ebenso hohem Grade. Es ergibt

sich also der Satz:

Zwei Involutionen vom m^'" und n^"" Grade, welche projectivisch sind,

haben m -\- n entsprechende Gruppen , denen ein Punkt gemeinsam ist.

Ulebsch, Vorlesungen. 1"^ K- ' . r,
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Dieser Satz ist in einem noch allgemeineren enthalten; zu

letzterem gelangt man einfach, wenn man die Gleichung (25) durch

die andere

(27) <p(x, i)=-0

ersetzt, wo rp eine homogene Function w*«»' Ordnung in x^, x., und
w*« Ordnung in ^,, ^2 bedeutet. Die Gleichung (27) begründet dann
wieder eine Verwandtschaft (Correspondenz) allgemeinster Art, bei der

jedem x n Funkte ^ und jedem ^ tn Punkte x entsprechen. Die Be-
dingung, dass ein Punkt x mit einem entsprechenden g zusammen-
falle, gibt eine Gleichung von der Ordnung m -\- ti, d. h. ?n -{- n

„Coincidenzpimkte der Correspondenz cp". Wir sprechen dies im fol-

genden Satze aus, der als Chaslessches Correspondenzprincip*)

bekannt ist, und den wir noch sehr oft anwenden werden:
Hat man auf einer Geraden eine Verwandtschaft (Correspondenz)^

durch welche jedem Punkte x m Punkte | , jedem dieser Punkte % aber

n Punkte x entsprechen, so kommt es {in + n)-mal vor, dass ein Punkt
X mit einem entsprechenden Punkte % zusammenfällt. —

Wenn in (24) die Functionen aj' , bj' einen gemeinsamen Factor
pitr Ordnung enthalten, so kommen die ihm entsprechenden Punkte
in jeder Gruppe der Involution vor, und letztere besteht aus diesen p
festen Punkten und einer Involution {n — /j)*^'" Ordnung. Ist dasselbe

mit der zweiten Gleichung (24) für einen Factor vom ;;'*"^" Grade der

Fall, so zerfällt die Gleichung i^'o) in die beiden Factoren von der

Ordnung p und p und in einen Factor von der {m -\- n — p — y)ten

Ordnung. Also: es gibt dann nach Ausscheidung dieser festen Punkte

nur noch m -\- n — p — p Gruppen der Involutionen mit je einem ge-

meinsamen Punkte.

Enthält dagegen eine bestimmte Gruppe der einen Involution

einen linearen Factor r-fach, die entsprechende der andern denselben

Factor s-fach und ist r > s, so enthält die Gruppe der gemeinsamen
Punkte der Involutionen diesen Factor ,9- fach; und so lassen sich noch
eine Reihe ähnlicher Sätze aufstellen. Wir verlassen indessen diese

allgemeinen Erörterungen; wir werden im Folgenden noch (Telegen-

heit haben auf die quadratischen, sowie auf einige besondere cubische

und biquadratische Involutionen näher einzugehen.

IV. Die binären quadratischen und cubischen Formen.

Wenn wir uns jetzt dazu wenden, die Formen niedrigster Ord-

nung systematisch zu behandeln (um hauptsächlich die geometrischen

*) Vgl. Chasles: Comptes rendiis de l'acadumie des sciences, 27. Juin I8G4.
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Bedeutungen ihrer Invarianten und Covarianten kennen zu lernen),

so ist es nach den obigen formentheoretischen Ausführungen zunächst

unsere Aufgabe, für die betrachtete Grundform alle möglichen Inva-

rianten und Covarianten aufzustellen und die etwaigen Abhängig-

keitsgesetze derselben unter einander anzugeben. Es drängt sich

somit die Frage auf: Giebt es für eine gegebene Form eine endliche

Anzahl von unter einander unabhängigen invarianten Bildungen,

durch welche sich alle andern rational und ganz ausdrücken lassen?

In der That hat nun Gordan den Beweis gegeben*), dass eine jede

binäre Form, sotvie ein Jedes siinultane System solcher Formen ein endliches

,,Fo7^mensystem'-' besitzt^ d. h, eine endliche Anzahl von Invarianten und

Covarianten der verlangten Art. Der Beweis dieses Satzes, auf den

wir hier nicht näher eingehen können, beruht wesentlich auf der von

uns schon sonst als wichtig erkannten symbolischen Darstellung der

Formen. Wir sahen früher, wie man mittelst derselben ganz allge-

mein die äussere Gestalt der invarianten Bildungen angeben kann; es

kommt also nur darauf an, einen Process anzugeben, durch welchen

man im Stande ist, die zunächst unendliche Zahl derselben in syste-

matischer Weise nach einander und aus einander zu bilden ; und dann

hat man nachzuweisen, (dass dieser Process alle Invarianten und Co-

varianten gibt, und) dass derselbe nicht in's Unendliche fortgesetzt

werden kann, ohne auf Verbindungen von schon vorher erhaltenen

Bildungen zurückzuführen. Diese Bildungsmethode besteht in Fol-

gendem.

Es seien zwei Formen gegeben

f == </ /' und (p = aj" , wo n "> ?n
,

so kann man in einfachster Weise aus denselben Covarianten erzeugen,

indem man die Ausdrücke

(1)
(««)''•«/-''•«/"-*

für /t = 1 bis k == m bildet. Dass diese sogenannten „Ueherschiehvngen

von f i'iber cp" die Invarianteneigenschaft besitzen, ist aus ihrer Gestalt

klar; und gleichzeitig sind es die einzigen Formen, in welchen die

Coefficienten von a.r" und a,^.'" linear vorkommen. Für A = würden

wir das Product der beiden Grundformen, für A- = 1 ihre Functional-

determinante erhalten. Das nicht symbolische Bildungsgesetz für

letztere kennen wir bereits; es ist dargestellt durch die Gleichung:

, N , , 1 /df dcp df dcp\.
(acc) aj'-^a-c"'-^ = [^ ^ — ^ SV

)

\ I ^ -^
n . m \dxi 0x2 0x2 OXxJ

*) Für eine einzelne binäre Form im 69. Bd. von Grelle' s Journal; verein-

facht und für ein simultanes System iiji 2. Bd. der Math. Annalen. Vgl. auch

den vierten und sechsten Abschnitt in dem erwähnten Werke von Clebsch.
14*
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ebenso lässt sich aber auch die A*^ Ueberschiebung (1) auf eine Com-

bination der Differentialquotienten von f und cp zurückführen. Durch

Entwicklung der Potenz (««)'' und nachherige Multiplication mit

r/.^."
~ ''•' uj" ~ '' erhält man nämlich lauter Glieder von der Form

^ /
^ y

/c (A: - 1) . (/; - i + 1) ^_JLL__ gS .

'^ ) 1 . 2 . . . t . « . . . (w — A + 1) . m . . . (m — A + 1) ^x.^-'dx^ dx^dx^- '
'

und man übersieht nun leicht, wie sich durch Einsetzung dieser

Werthe die wirklichen Bildungen gestalten.*) Für k = 2 bekommt

man z. B.

:

(«aV ^ « - 2^ «< - 2 _, \ /_^ ü? _ 2 ^'^ g'y ,

oH d^cp 1

^ J -^
'*"

?j (7j Ij ;« (;rt 1) \dx,^ dXz^ dxy dx.^ dXf ^.Tj "^ ^ir2^ ^^|^ /

Statt zweier Formen f, cp kann man bei Bildung einer Ueber-

schiebung auch zweimal dieselbe Form /"= a^" = b^^'^ anwenden ; es

entstehen dadurch Invarianten und Covarianten von /', welche die Coef-

ficienten im zweiten Grade enthalten, und von denen man nach den

oben genannten Principien beweist, dass sie die einzigen Bildungen zwei-

ten Grades sind, nämlich:

Für k == 2 erhält man so z. B. wieder die Hesse 'sehe Covariante.

Es verschwinden hier aber alle diejenigen üeberschiebungen identisch,

für welche k eine ungerade Zahl ist, weil diese Formen durch Ver-

tauschung der beiden gleichbedeutenden Symbole das Vorzeichen

ändern (vgl. p. 194). Ist nun eine Form /' gegeben, so bildet man,

um ein vollständiges Formensystem zu erhalten, zunächst alle üeber-

schiebungen von / über sich selbst; darauf die der erhaltenen neuen

Formen über /, u. s. f. Es wird dann in dem von Gordan gege-

benen Beweise gezeigt, dass man auf diese Art sämmliche Covarianten ,

und Invarianten erhalten kann, und dass die Zahl der von einander

unabhängigen eine endliche ist. — Es sei noch bemerkt, dass sich

durch diesen Process unmittelbar eine Anordnung der erhaltenen

Formen nach dem Grade in den Coefficienten der Grundform ergibt,

denn dieser wird bei jeder neuen Ueberschiebung über die Grundform
um eine Einheit erhöht. Es ist diese Eintheilung wichtiger, als etwa

die nach der Ordnung in den Variabein, da sie gleichzeitig Covarianten

und Invarianten umfasst.

Wir wollen diese Principien nun zum Studium der quadratischen,

*) Diese Bildungen wurden von Cayley angegeben: A fourth memoir iipon

quajitics; Philos. Tranaactions, 1858.
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cubischen und biquadratischen Formen benutzen. Es sei zunächst eine

quadratische Form

f= aj = «0^1^ + 2 a^x^x.y + «2^2"

gegeben. Die erste üeberschiebung derselben über sich selbst liefert

die uns schon bekannte Invariante

D = {cihy = 2 (f/,, a, - f/r) ^

'^

und weiter können wir den Process des Ueberschiebens nicht fort-

setzen In der That lässt sich hier auch leicht direct zeigen, dass D

die einzig mögliehe invariante Bildung von f ist. Ein jedes Punktepaar

nämlich kann, wenn es nicht aus zwei zusammenfallenden Punkten

besteht, in jedes andere Punktepaar (oo oft) linear transformirt werden,

denn eine lineare Transformation ist erst festgelegt, wenn man drei

Punkte dreien anderen zuordnet. Ein Punktepaar hat daher keine

absolute Invariante, d. h. es kann nur die eine Invariante auftreten,

deren Verschwinden das Zusammenfallen der Punkte des Paares aus-

sagt: und diese Bedingung ist, wie wir schon früher sahen (p. 190)

durch D = gegeben. Eine Covariante von / müsste nach unseren

allgemeinen Sätzen (p. 187) von der Form sein:

W = {ah) acclyy • M,

wo ¥ die Symbole a, h nicht enthält, und wo x, y beliebige Grössen

sind (entweder selbst Punktcoordinaten oder, indem z. ß. y, - c.^,

„ =L.c Symbole von f, die durch weitere in M enthaltene Sym-

bole zu wirklichen Coefficienten von f ergänzt werden). Vertauschen

wir in n die Symbole («, b) und nehmen die halbe Summe beider

Ausdrücke, so kommt nach Identität IV:

n = i (<^&) («r ^y — b.v cty) M
= ^{abY{xy)M.

Hat also eine Covariante von f den Factor (ab), so hat sie auch den

Factor (nby. Indem man nun auf M denselben Process anwendet,

erkennt man, dass alle Covarianten Aggregate von Producten der Form

Jß^ . r .
^' sein müssen, wo N die Coefficienten von / nicht mehr

enthält. ^ ., n i- j-

Die Theorie einer quadratischen Form wäre damit vollständig

behandelt; es sei nur noch erwähnt, dass der Pol eines Punktes y zu

diesem:Punkte und den Punkten der Grundform immer harmonisch

liegt.'^^Die Gleichung

a^ (fy =
sacvt nämlich unseren allgemeinen Bemerkungen zufolge aus, dass die

Summe der Abstands Verhältnisse des Poles und des Punktes^ y von

dem gegebenen Punktepaare Null, d. h. das Doppelverhältniss der vier
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Punkte gleich - 1 sei. Führt man daher den Punkt y und dessen
Pol, „zwei in Bezug auf f conjugirte Punkte''^ als Coordinatengrund-
punkte ein, so wird / bei passender Bestimmung der in die neuen
Coordinaten g,- eingehenden Constanten von der Form (vgl. p. 86):

— Sind zivei quadratische Formen gegeben:

(^) /== ax = h.-? und 95 = «,2 ^ ^^2
^

so veranlassen dieselben zum Studium der Involution zweiter Ord-
nung:

(3) «,2_|_;^^;^_Q_

Letztere lässt sich immer auf die schon erwähnten projectivischen
Punktreihen zurückführen, deren entsprechende Punkte zu demselben
festen Paare harmonisch sind. Dieses Paar wird nämlich durch die
beiden in (3) enthaltenen Gruppen gegeben, welche aus zwei zusam-
menfallenden Punkten bestehen (vgl. p. 135). Wir erhalten' dieselben
hier aus der für X quadratischen Gleichung:

«1 + Attj a^ '-\- Xa^^\
'

oder symbolisch, wenn man berücksichtigt, dass {p a)'^ = {a ^y= (rt!c:)2 ist:

(4) {ahY + 2 A {aaY + A2 {a^f = 0.

Die Wurzeln dieser Gleichung seien X\ X" und wir wollen zu-
nächst ausdrücklich annehmen, dieselben seien von einander verschie-
den; dann ist identisch in Bezug auf die x:

^5)
aj -^ X' aj ^ a,;-' = ^2

aj -f X"aJ = a,."2 = 7^2
^

wo nun die a, a" wirkliche Coefficienten linearer Formen a^, a^'
sind. Eliminiren wir hieraus und aus (3) «,.2, bj, und führen stLtt 1
das neue reihende Element

l — l'

ein, so wird die Involution dargestellt durch

|2_^^2_0,
und zerfällt also in der That in die beiden projectivischen Punktreihen

welche die verlangte Eigenschaft haben. Die Coefficienten der Glei-
chung (4) sind gegeben durch die zweite Ueberschiebung von / über
sich selbst:
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I)= (rtZ^)2 = 2K«,> — <-),

die zweite Ueberschiebung von ^ über sich selbst:

i>" = (a/3)2 = 2Cßo«2 - <')^

und durch die zweite Ueberschiebung von / über ^

:

Die erste Ueberschiebung von f über cp führt dagegen zu der simul-

tanen Covariante (Functionaldeterminante von / und tp und Combi-

nante der Involution f -\- ^ fp)'-

%- = {et a) a.r a,r = Q'.^^

.

Durch diese vier Formen ist das vollständige simultane Formensystem

von /" und cp gegeben ; denn alle weiteren Ueberschiebungen führen

auf sie zurück oder verschwinden identisch, wie hier jedoch nicht

weiter ausgeführt werden soll.

Die geometrische Bedeutung von D und B" sind uns bekannt; es

sind dies bez. die Discriminanten f und cp. Die Bedeutung der simul-

tanen Invariante D" folgt aus Gleichung (4); ihr Verschwinden sagt

nämlich aus, das die Summe der Wurzeln A' -f A" verschwinde. In

diesem Falle erhalten wir aus (5) durch Addition

und durch Substitution:

aj = ,.At'. ^^' - ^')

'

das Punktepaar von f ist daher gegeben durch

und das von q) durch

Das Doppelverhältniss der vier Punkte wird somit

_ LzlI -'+ ^ = _ 1"~
i -f r — i — i

nie (Ueichimy T)' ^iaay = i) sarjt also aas, dass die Punkte von

f=^Ozu dene?uvon (p = harmonisch liegen.*) Mit Hülfe dieses

Satzes ergibt sich auch leicht die geometrische Bedeutung von ^ = 0.

Bilden wir nämlich die D' entsprechende simultane Invariante der

»^Bedient mau sich der geometrischen Repräsentation auf der Kugelfläche

vgl. die Anmerkung auf p. 173), so ^verden alle Punktepaare, welche zu einem

gegebenen harmonisch liegen, durch diejenigen geraden Linien ausgeschnitten,

welche die Verbindungslinie der gegebenen Punkte und deren harmonische 1 olare

in Bezug auf die Kugelfläche gleichzeitig treflen.
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beiden quadratischen Formen f= aj und 0- = a-.,.2, so ist dieselbe
= (ö;^)-; sie entsteht also aus ^_r^, wenn man darin die Grössen
x^

,
x^ bez. durch a^ = b^, ~ a^ = —b^ ersetzt, und sie wird sonach

= (« a) {a h) (a b~)

.

Diese "Form ändert aber durch Vertauschung von a und b ihr Zeichen,
verschwindet also identisch. Dasselbe ist mit der simultanen Inva-
riante von %• und cp der Fall, und somit folgt aus der eben abgelei-
teten Bedeutung dieser Invarianten, dass die beiden durch % = dar-
gestellten Punkte zu den Verschwindungselementen sowohl von f, als von (p
harmonisch liegen, d. h. mit den Grundpunkten der Involution (3) iden-
tisch sind.'^) Denn da die beiden simultanen Invarianten (ad-y, (a&y
in den Coefficienten von d- linear sind, kann es nur ein Punktepaar
dieser Lagenbeziehung geben.

Durch die Gleichungen (5) ist das Problem gelöst, zwei binäre
quadratische Form durch ein Aggregat der Quadrate der Veränder-
lichen darzustellen, was der gleichzeitigen Transformation zweier
Kegelschnitte in die kanonische Form (p. 124, ff.) im ternären Gebiete
entspricht. Wir erhalten nämlich:

4« — v^
^

X — l"

f =- V — X"

Die VerschWindungselemente beider Formen sind nun gegeben durch
die Gleichungen:

Bei der hier vorliegenden Trennung der vier Punkte in zwei Paare
können wir das Doppelverhältniss derselben nur auf zwei Weisen
bilden. Bezeichnen wir mit a einen Werth desselben:

so ist der andere gleich ^. Da aber A', A" die Wurzeln der Glei-

chung (4) sind, so haben wir:

*) Diese Punkte sind andererseits durch das Product der Gleichungen (5) ge-
geben. In der That erweist man leicht durch Anwendung der Identitäten auf
p. 193 die Relation:

^2 = — i {DT - 2 D'fcp + //>2) .

Es ist dieselbe auch eine Folge einer später zu gebenden allgemeinen Gleichung
für das Quadrat einer Functionaldeterminante.



Einleitung in die Theorie der algebraisclieu Formen. 217

1 : ;i' _|_ A" : XX' == ß : — 2 D' : D"

,

und folglich wird

,

t _ p U' +i"]!+iiX = o £'^ -\- DD"
^

' a
"~~

(r 4- A")« — 4 X'X" D"^ — D D"
'

Die beiden iVerlhe des Doppelverhällnisses a und - sifid daher gegeben

durch die quadratische Gleichung (vgl. das entsprechende Problem der

Kegelschnitttbeorie auf p. 74):

oder :

D"^ {a— \y — BD" {a-\--iy = 0',

eine Gleichung , welche für « = 1 und « = — 1 das vorhin über die

Bedeutung von D, D' und D' Gesagte bestätigt.

" Obige Herstellung der „kanonischen Form" ist jedoch nur möglich,

so lange die Wurzeln der Gleichung (4) verschieden sind. Ist dies

nicht der Fall, d. h. ist

R = DD" — D"' = Q,

so fallen die Punkte | und ij zusammen, und -9' wird das Quadrat

eines linearen Ausdruckes. In der That ist die Bedingung R =
auch mit dem Verschwinden der Invariante von '9' (der zweiten Ueber-

schiebung von % über sich selbst) identisch, denn wir haben

R=={ahf {aßf- {^aaf {bßf= [{ab) {aß)-\-{aa) {b ß)][{ab) {aß)-{aa) {bß)-\,

oder wegen der Identität III, (p. 193):

R = [(««) ibß) + {ab) {aß)] {aß) {ba).

Dies entsteht aber aus

^,-c:^y = \(iaß){a,,ß +a,jß^),

wenn man für x^, x.^, y^, y^, bez. a^, — «i, *2; — *i ^^^^^ ^"^ ^"^^

— 2 {ba) multiplicirt. Es ist daher auch

:

R = — 2{^a) {^b) {ba)',

und dieser Ausdruck wieder entsteht aus

'0' = '0'/^ = {ba) &^ a^;

,

wenn man Xy, or^ durch d".,, — ^i ersetzt und mit — 2 multiplicirt.

Es folgt also in der That

R = — 2 {xt&y,

wo {xtxt'Y die Invariante von d- ist.

Soll nun auch in diesem Falle das Punktepaar ^ zu / und (p

harmonisch liegen — Avie dies doch aus den früheren Formeln, die
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hier durchaus ihre Geltung behalten, hervorgeht, so ist dies nur mög-
lich (vgl. p. 40), wenn / und (p gleichzeitig den durch -^ = doppelt
dargestellten Punkt enthalten; also:

B/e ResiiUanle ziveier quadratischen Formen kann durch die JJiscri-

minanle ihrer Fimcüonaldeterminanle ersetzl iverden; sie ist

(6) R=^-2 {^d-J = DD" — D'\

Nicht symbolisch kann man dieselbe durch Elimination von x^\
2x^x.;,, .Tj* aus den drei Gleichungen

f = «„ x^' + 2 «1 a:, ^2 + «2 ^2' = ^^

(p = a,,a:,2 -}- 2 a, a;, x., + a.^ x^^ =
^ = .^o'^'i' + ^ ^, a:, x, + ^^x.^' =

in Gestalt einer Determinante erhalten; man findet:

«n a. ö„

R «,) a^ «2

^0 ^1 ^2

Das Verschwinden derselben ist gleichzeitig die Bedingung dafür,

dass die Gleichung (3) einen von A unabhängigen Factor hat. Denn
wenn identisch (indem der Ausdruck (4) ein Quadrat wird)

K + ^^o) K + ^«2) - K + ^«1)' = — {p-r ^q?
ist, so kann man setzen:

«0 + Aßo = ^ {(«1 + -^«0 + (/> + ^q)}

«2 + Aa2 = ^- {(«2 + ^^«2) — (/>+ ^Q)},

und dadurch geht die Gleichung (3) über in:

{inx^ + oc^) {(«1 + /l«,) (w.Tj + .T2) + Q) 4- Ar/) {mx^ — .r,)} = 0.

Die Involution löst sich also für R = Q in einen festen Punkt und
in eine einfache Punktreihe auf. —

— Gehen wir nunmehr zur Betrachtung einer binären cubischen

Form über. Für eine solche:

f == aj = bj = c.r^ = dj
= a(,Xi^ + 3 a^x{Kx., -f 3 a^XiXr,^ -f a.^x^^

ist das vollständige Formensystem gegeben durch:

Die ziveilc UeberSchiebung von f mit sich selbst, die Hesse'sche
Covariante (zweiten Grades und zweiter Ordnung)

:
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(7) A= (ö&)'«r^.r;

Uq Ct^ X>2

= 2 = 2 |«i «2 — x^x
a^x,-\-a,x, a,x^-^a,x,\

j^^ ^^^
^,^.'

i>/e zM;£?<Ve Ueberschiehung von A = A.,.- = A.;^ ^7^^er 5/cÄ s^'/^s/,

die Discriminante von A (Invariante vierten Grades):

(8) R=(AA'y
= 2 {4 («0^2 - «1^) («i«3 —O — K«3 - «i«2)'}-

Die erste ueberschiehung von f mit A, die Punctionaldeterminante beider

Formen (dritten Grades, dritter Ordnung):

(9) Q= {cl\) Cj£ii.r

= (V«3-3«o«l«2+ 2«l>l'+ 3Kf'l«3-2«o«2'+V«2)^l'^2

-3(«o«2«3— 2«^«3+«l«2')^lV-K«3'-3a,«2«3
+ 2^V>2'•

/)/6; ztveite UeberSchiebung von f mit A

:

{cLf C.r ! . 1

verschwindet jedoch identisch; sie entstellt, wenn man in (9) x.^, x^ ~f

bez. durch c^, — c^ ersetzt und mit c.^ multiplicirt ;
also ist

(cA)2 r, = («Z')- («c) (*0^.r.

oder wenn man einmal c mit a, einmal c mit b vertauscht und die

Summe der drei Ausdrücke bildet:

(10) {cLfCr = \- {ab-) («0 (pc) {{ab) Cr - {cb) a,. - (ac) &.} = .

Dieser" Ausdruck verschwindet nämlich, weil der eingeklammerte Theil

desselben nach der Identität I. p. 193 Null ist. Es lassen sich ferner,

wie hier nicht ausgeführt werden soll, auch alle weiteren Ueberschie-

bungen auf die Formen /', A, R, Q zurückführen. Dass es in der

That nur eine Invariante von /' gibt, ist auch daraus klar, dass jedes

Punktefcripel in jedes andere linear transformirt werden kann; denn

durch die Zuordnung dreier Punkte ist gerade eine lineare Verwandt-

schaft festgelegt. Es ist dabei nur vorausgesetzt, dass nicht ein ein-

zelnes der Tripel einen doppelt zählenden Punkt enthalte, d. h. dass

nicht eine der Discriminanten der beiden betreffenden cubischen

Formen verschwinde. Eine cubische Form hat also nur eine Invariante,

und dies ist ihre Discriminante'^), nämlich

*) Der in (8) gegebene ausgerechnete Werth von R stimmt in der That mit

dem auf p. 183 beispielsweise berechneten Werthe der Discriminante bis auf den

Factor - 2 überein. Diese Discriminante ist bis auf einen Zahlenfactor gleich
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R == (AA')^

die Discriminante der Hesse'sahen Covariante. In It köimen Avir statt

A, A' in folgender Weise die Symbole «, h, c, d der Grundform
einführen

: es entsteht R aus A,,' ^ = (^ b)'- a^. b.^. , indem wir darin
a-j, x.y bez. durch A^,, — A, ersetzen, also ist:

R=(^aby {aä.'){bL).

Dieser Ausdruck entstellt nun aus

^.r^y -= Hcdf {C.rd,j -^ d,,Cy)

= {cdy c_rdy,

wenn man darin für .Tj , x.^ die Symbole a^^ — a^, für ^/^, y.^ die
Symbole b.^, — b^ einsetzt und mit {ab)'^ multiplicirt; es ist also

endlich

:

(H) R={aby {cdY{ac){bd).

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen A = und Q =
ergibt sich aus früheren allgemeinen Sätzen. Wir erwähnten damals
im Zusammenhange mit A noch einer anderen Covariante P = 0,

welche sich aus den Gleichungen (16) p. 206 durch Elimination der z
ergab, während die Elimination der y die Hesse 'sehe Determinante
lieferte. Diese Gleichungen werden für « = 3

(lyü-a^ =
OyO^a.^ =

;

in ihnen kommen also die y, z symmetrisch vor. Die Elimination
der letzteren führt somit ebenfalls auf A = 0, d. h.

Für ein Pimktetripel gibt es zwei Pole, deren erste Polargn/ppe

dem Quadrate des aus den Differenzen der Wurzeln von f=0 gebildeten i'ru-
ductes, d. h. gleich

wenn «, , «2, «3 Jie aus/'= sich ergebenden Werthe von
^''

sind. Um den Zahlen
J'2

tactor zu bestimmen, brauchen wir nur in den Ausdruck (8) für 11 die Wurzeln a
durch die folgenden Gleichungen einzuführen:

— 3 -* = «, + «2 + «3
"0

3^ = or,«2 + «20^3 + «3«,
"0

«3— - = a, ofj «3 .

"o

Alsdann tritt z. B. das Glied «,' «,« «3« mit dem Zahlenfactor - f auf, während
dasselbe in dem Producte (a, — «j)« («j - „3)» („^ - «,)' den Factor - 6 liat;
und es ist sonach:

^ = 2^ "0* («1 — a^Y (ag — «3)2 («3 — a,}2

,
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aus zivei zusammenfallenden Punkten besteht; und zwar gehört immer

zu jedem dieser Punkte als Pol der andere als Doppelpunkt der

Polargrvppe.

Die Form Q entsteht für n = 3 aus der im allgemeinen Falle

durch T bezeichneten Covariante (p. 207); sie ist daher, wenn man

die Symbole von / statt derer von A einführt, gegeben durch:

(12) Q = {aby{ch)cja,,.

In Verbindung mit Q erwähnten wir noch eine andere Form 0,

deren Verschwinden sich für w = 3 durch Elimination der z aus den

Gleichungen /

a-g a^ =
A..A. =

ero-ibt. Die Ausführung dieser Elimination geschieht, indem wir in

«^«^2 ^ Q (jie Grössen z^, z^ durch A.,A.r, — A, A.^. ersetzen. Da aber

der Ausdruck a^^-a.'- in den z quadratisch ist, so dürfen wir diese

symbolische Substitution nur in dem einen Factor a~ desselben aus-

führen, während wir in dem"andern Factor a^ ?, = A./ A./, z.,= — A,' A./

zu setzen haben (A.,.2 = AJ- = A); wir erhalten somit:

= a,.A.rA.,.' (aA) («A').

Diese Form lässt sich auf / zurückführen. Wir haben nämlich wegen

der Identität II (p. 193):

(aA) («A') A.,.A.; = i {(r/A)2 A,."^ + («A')- A.^ _ (AA')^ r,J} .

Setzen wir dies in ein, so verschwinden die beiden ersten Terme,

von denen jeder die zweite Ueberschiebung von /" mit A als Factor

enthält, identisch wegen (10); und wir erhalten:

(13) = - i (A A')2 aj = -\f-

Geometrisch gibt dies wegen der bekannten Bedeutungen von

() = und = den Satz:

Nur die drei gegebenen Punkte selbst haben die Eigenschaft, dass ihr

erstes Polarsystem denjenigen Punkt enthält, tvelcher ihr Polarsystetn in

Bezug auf das Punktepaar A = bildet; die drei so entstehenden Polar-

punkte für dieses Paar sind durch () = gegeben.

Hieraus folgt ferner, da der Polarpunkt eines Poles in Bezug auf

ein Punktepaar nichts anderes, als der vierte harmonische Punkt ist:

Man erhält die Punkte der Covariante Q = 0, indem man zu den Grund-

punkten von f=0 die vierten harmonischen Punkte in Bezug auf das

Punktepaar A = construirt; oder mit andern Worten

:

Die beiden durch () = und f=0 gegebenen Punktetripel bestimmen

zwei involutorische projectivische Beihen, deren Doppelpunkte durch A =
gegeben sind.
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ö)

Wegen der ausgezeichneten Rolle, welche sonach den Punkten

von A zukommt, empfiehlt es sich, dieselben als Coordinatengrund-

punkte einzuführen, wodurch dann die weitere Theorie der cubischen

Formen sowie der Involution dritterjOrdnung

:

wesentlich vereinfacht wird. Um den Einfluss der dazu führenden

Substitution auf f und Q leicht zu übersehen, stellen wir zunächst eine

identische Gleichung auf, welche zwischen den drei Covarianten f, Q, A
besteht. Eine solche muss nämlich immer bestehen, sobald eine

binäre Form zwei linear von einander unabhängige Covarianten zulässt;

denn man kann z. B. in unserem Falle aus den drei Gleichungen

f = oj

A = {aby tta^bx

Q = [abf {cb)cja^

die Variabein x^, x^ eliminiren, und erhält dann eine Gleichung, in

welcher als Coefficienten der Ausdrücke /, A, Q Invarianten von /"

auftreten. Statt die Elimination direct auszuführen, beweisen wir so-

gleich den folgenden allgemeineren Satz

:

Das Quadrat der Functionaldeterminante zweier Formen (ersten

UeberSchiebung) ist eine quadratische Function dieser Formen, deren

Coefficienten die zweiten UeberSchiebungen sind.

Für die Functionaldeterminante zweier quadratischer Formen a,^-

und a^ haben wir nämlich:

öj a^^ X2

a2 "2

Multipliciren wir diese Identität auf beiden Seiten mit a^-'"~^, cc^"-^

und seien /, cp die beiden gegebenen Formen:

/= «.,.'«
, cp = a,:"

;

so folgt für die erste Ueberschiebung (/, (p)^ derselben, wenn

/; /.
= av

Cpik
d^cp

(« — 1) dxjdx^.'
gesetzt wird:

{?i — 1) dxfdoc/.

/l2 9^12 -^'l ^2

/22 ^22 ^\

Wenn wir nun die oben für eine Ueberschiebung gegebene nicht sym-

'^ bolische Definition benutzen (p. 212), so wird offenbar:



Einleitung in die Theorie der algebraischen Formen. 223

2(A <p)i-='A2 9Pi2 —XyX^/2
22 9^22 ^^l'

/22 ^n ^i^
1

I

(^ Ol ifj ^)2 f
I— 2/,2 —29512 2 a:,a;2 i

= ' CA <p)2 (<P, 9)2 «P 1^

/ii 9'ii Vi!/' <P (^

!

wo (/", g))2 die zweite Ueberschiebung von / über 9 bedeutet, also:

Durch Ausrechnung der in der letzten Gleichung rechts stehenden

Determinante erhalten wir schliesslich die gesuchte Relation:

CA 9^),^ = - k {isf. ^\ • n - 2 (A 9)2 . f^> + CA f\ . «3P'}

.

— In unserem Falle haben wir f = aj'
, g? = A = (/", /)2,

(g), (p\ = R, {f, cp\ = (wegen (10)), (/", qp), = (>, und somit geht

jene Identität über in:

(y2 = _ ± f^Rp + A^l

,

oder:

A» = — (2 ()2 4- ß /2)

(14) =-2{0 + //-l!{^-/'/-||/
Denken wir uns nun A in seine linearen Factoren aufgelöst und

führen diese als neue Variable ein, d, h. setzen wir*)

(15) A = -2E»?, ^

so haben wir in (14) auf der linken Seite das Product zweier voll-

ständiger Guben. Auf der rechten Seite steht das Product zweier

cubischen Formen ; und da diese im Allgemeinen keinen gemeinsamen

Factor haben (wovon man sich durch ein Zahlenbeispiel überzeugt),

so muss jede dieser Formen ebenfalls den Cubus eines der linearen

Factoren von A darstellen. Wir dürfen somit setzen:

(> + /*/-? = 2 |3

(16) __:_

und dadurch sind die linearen Factoren l, i] bis auf dritte Wurzeln

der Einheit bestimmt. Wir kennen nämlich die Coefficienten der

cubischen Form Q -\- f y — ^i dieselben seien «„; -^«o ^'^2; "35

alsdann haben wir zur Bestimmung von § = ^1^1 + §2^2 die Glei-

chungen

l,^ = a,, l,H^ = a,, l,l^ = a,, lo^^ = «3.

Wir brauchen also nur eine Cubikwurzel auszuziehen, denn es ist:

•) Vorzeichen und Zahlenfactor sind mit Rücksicht auf das Folgende gewählt.
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5l ^ «Q , 52 3
,

Durch Einführung dieser neuen Coordinatengrundpunkte sind /",(), A
gleichzeitig auf eine kanonische Form gehrachl; und zwar erhält man
aus (16):

f //- \= I' - ri'

(17) - Q= i^^ri'

A = — 2^7j.

Die Grundform f ist dadurch zugleich in ihre drei linearen Factoren

zerlegt. Bedeutet nämlich b eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit,

so wird

(18) f=~= (§ - n) (I - ,ri) a - B'-ri) .

Y
~~

1^

Durch diese Transformation ist ferner auch die Tripelschaar

welche wir näher untersuchen wollten, auf eine einfache Gestalt ge-

bracht: auch sie enthält nur noch die Guben der neuen Veränderlichen.

Ihre Gleichung wird nach (17):

(19) (;c + A /- I)
|3 _^ (^^

_ ;t //- I)
^3 _ 0.

Die Verschwindungspunkte irgend eines Tripels dieser Involution sind

jetzt gegeben durch:

(20) I — «^ = , l — sari = , ^ — e^a7j = 0,

wo: a == /-l
Jf + vl/-

Insbesondere erhalten wir hieraus für A = die Verschwindungspunkte

von /:

(21) ^_^ = o, ^-s^ = 0, l-B^r}=0,

und für x = die Verschwindungspunkte von Q:

(22) ^ + ^ = 0, ^ + sf] = 0, ^ + £2/2=0.

Man sieht hieraus zunächst, dass von den Wurzeln von /= ttnd

= nur Je eine reell ist, we?in die Wurzeln von A = reell sind.

Nehmen wir jedoch an, dass {i = ]/— l) :

l=p-\-qi, yi=p — qi,

so wird:
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/ • /- f
= (P + qi? -ip- qi? = 2 / (3pVy - q^)

;

und die linearen Factoren von /" sind also proportional zu q, p ]/o -\- q,

p j/'d — q , mithin reell. Also : ßei reellen Coefficienten hat die cubhche

Gleichung drei reelle Wurzeln hei positivem, nur eine hei negativem R.

Mau erkennt ferner aus (21) und (22), wie in der That jedem

Punkte von /' ein Punkt von Q zugeordnet ist, welcher mit ihm und

d^n Punkten von A harmonisch liegt, wie oben erwähnt wurde. Aber

zwischen den Punkten von f und Q besteht noch eine andere Lagen-

beziehung. Suchen wir nämlich zu je zwei Punkten von / den vierten

harmonischen Punkt in Bezug auf den dritten Punkt von /", so führt

dies auf drei andere Punkte, deren Coordinaten |, r] bez. bestimmt

sind durch / () = -
j

;

S 11 p f2 — 1
^ > g2 _ p • 1 _ s

^ J 1 _ p •
f _ f2 >

und hieraus ergibt sich für - bez.

:

ä=-l. «=-^, 5=_,,.
ry // ri

Dies sind aber nach (23) gerade wieder die Punkte () = 0; also:

Die drei Punkte = liegen so , dass Jeder zu einein Punkte der

gegehenen Form in Bezug auf die heiden anderen derselhen harmonisch,

conjugirt ist; und ebenso überzeugt man sich, dass die Punkte von

/= zu denen von (} = in derselben Beziehung stehen , dass also

ziüischen f und Q in dieser Beziehung völlige Beciprocität stattfindet. *)

Die Elemente von f=0 und die von Q = liegen ferner so

zu denen von A = 0, dass sie mit diesem Punktepaare ein cyklisch-

projectivisches System bilden (vgl. p. 201); denn das Doppelverhältniss

je zweier Elemente von f mit den Punkten § = 0, rj = ändert sich

bei cyklischer Yertauschung nicht, es bleibt immer gleich , und

dasselhe gilt für die Punkte von Q, sowie für ein Jedes Tripel der Schaar

(19). Wir haben für jeden Werth von ^ die folgenden drei projecti-

vischen Punktreihen

:

\) 1 = l- ari^^^O 1-8 ari =
2)^ = ^ — sa7i = l~a^ari =
3)^ = l-e''-ari = ^- a^ =

Sind andererseits beliebig drei Punkte gegeben und vertauscht

*) Vgl. V. Staudt: Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, p. 121, und: Bei-

tiilge zur Geometrie der Lage, ib. 1857, \). 178.

Ol eb seh, Vorlesungen. 15

^
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man dieselben cyklisch unter einander, d. h. macht man eine lineare

Transformation, welche jeden der gegebenen Punkte in einen anderen

von ihnen überführt, so sind dadurch zwei Punkte auf den Geraden

bestimmt, welche bei diesen Transformationen stets sich selbst ent-

'sprechen; und diese stellen die quadratische Covariante des betreffen-

den Tripels dar.*) Da nun die Verschwindungspunkte von A = nach

dem Vorigen zu allen Tripeln der Schaar x/'-\- k()^=0 in dieser Be-

ziehung stehen, so folgt, dass die quadratische Covariante irgend einer

cubischen Form k/ -\- XO sich von A nur um einen Factor unter-

scheiden kann. Wir haben also, wenn wir überhaupt durch die Indices

X, k andeuten, dass die betreffende Form für. xf-\-XQ statt für /'

gebildet werde:

A^i= M . A.

Es kann sich ebenso die Invariante By,x von R nur um einen Factor

unterscheiden, denn R^i ist die Discriminante von A^a, wie R die von

A; und da sie vom zweiten Grade in den Coefficienten von A^;. sein

muss, so wird

Ry.x = M'^R.

Diese Resultate können wir nach unseren früheren Erörterungen dahin

zusammenfassen, dass A und R Comhinanten des Systems 7if-\-X0

sind (vgl. p. 208). — Endlich muss Qy,x ein zu A;,^, mithin auch zu

A cyklisch projectivisches Tripel liefern, d. h. es muss die Form
haben

:

Qy.x = kf+IQ.

Diese Relationen für die Formen A^a ; R»x , Qy.i kann man in der That

direct aufstellen und so den Factor M und die A-, / bestimmen.

Sind nämlich ö',,, «, , a.^, «3 die Coefficienten von /"; «q, «j , a^, cc.;

die von Q , so hat man in den Formen nur ycttj -{- X k; statt üj einzu-

setzen und nach Potenzen von x, A zu entwickeln. So wird z. B.

A;,;. = x^A + ;«AA, + PA,
,

wo

:

A, == 2: 1^^ Ki , A, == 2; I^J «,

.

' Oa^ ' ^ da-

Indem man nun diesen Differentiationsprocess an den symbolischen

Ausdrücken ausführt, wobei man nur jedes in der betreffenden Form

*) Für die Interpretation des complexen Werthgebietes der Variabein --

auf der Kngelfläche (vgl. die Anmerkung auf p. 173) gelangt man für die cubi-

schen Formen zu folgenden Resultaten : Ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen,

kann mau f=Q durch drei äquidistaute Punkte eines grössten Kreises, des

Aequators, darstellen. Dieselben mögen die geographische Länge 0°, 120°, 240"

haben. Dann ist = repräsentirt durch drei Punkte des Aequators mit der

Länge GO», 180«, 'M)()'\ und die Punkte von A = iiillen in die beiden Pole.
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vorkommende Symbol von /" nach einander durch ein solches von A

zu ersetzen und die erhaltenen Ausdrücke zu addiren braucht, wird

man schliesslich nach passenden Umformungen zu den folgenden

Uesultaten geführt; es wird:*)

(23) A.^ = (^^ + f ^') A

(24) B.i = (^^' + f A-) B

(25) OxA = (x'^ + 2
A^) {^0 -Ur)-

Die Gleichung (24) gibt zu folgendem Satze Veranlassung:

In der Tripelschaar (19) kommen nur zwei Tripel vor, bei 'welchen

Elemente zusammenfallen ; es vereinigen sich dann jedesmal alle drei in

einen der Verschivindungspunkte von A. Denn setzt man die aus

R^^^i) sich ergebenden Werthe von ^ in (19) ein, so geht dies in

^3 == oder in tf = über.

Durch die Gleichung (25) endlich entspricht jedem Tripel der

Schaar

:

ein anderes Tripel

ycQ - I A/-=0,

und umgekehrt, so dass je ein Punkt der einen Schaar zu einem

der andern in Bezug auf die beiden übrigen der letzteren conjugirt

ist. Diese Zuordnung ist ferner eine reciproke, denn von dem Tripel

^ Q _ -^J Xf wird man durch Wiederholung desselben Processes zu

_^ (jf/_|_A^), also zu dem ursprünglichen Tripel zurückgeführt.

Insbesondere gibt es jedoch solche Tripel, welche sich selbst conjugirt

sind. Diese bestimmen sich durch die Gleichung

und fallen daher mit je einem (dreifach zählenden) Verschwindungs-

punkte von A zusammen. —
Die vorstehenden Betrachtungen erleiden eine wesentliche Modifi-

cation, wenn die Discriminante R verschwindet, wenn also jede der Glei-

chungen f=0, A = zwei gleiche Wurzeln hat. Man hat dann

l = ri, und A wird ein volles Quadrat, während nach (14) oder (17)

dem Cubus desselben linearen Ausdrucks proportional wird, so dass

^) Vtrl. Näheres hierüber in dem Werke von C leb seh.
^ ^ 15'
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^ diesen Ausdruck selbst darstellt. Die Doppelwurzel von A ist aber

auch gleichzeitig Doppelwurzel von f. Die Coefficienten der zweiten

Ueberschiebung von /" mit A nämlich verschwinden nach (10) identisch;

setzen wir nun A -= — 2 {i^x., — l-yX^)- , so gehen dieselben über in

die ersten Differentialquotienten von / für .r, = |, ; wir haben

:

•0 = K^,--' + 2 a, l, l, + a,V') ^, = 1 (g)_ ^^,

= (.,, i;^ + 2 a,l, l, + a,l^) l, = .1

(I^Q^^
• q. e. d.

Während diese Doppelwurzel aus ^=0 direct bestimmt wird, kann

man also die einfache Wurzel aus der linearen Gleichung v =
finden.

Hat endlich f eine dreifache Wurzel, d. h. ist/^ {l^x^ + ^2^2)^
so wird A = (1^)2 ^j.2 ^:: 0: A verschwindet identisch, d. h. es bestehen

die Relationen :

a^^ a., — a^"^ = , «„ a.^ — «, a., = , a^ a., — a./ == ,

welche sich auf die beiden reduciren:

«0 «1 «2

V. Die binären biquadratischen Formen. — Schlussbemerkungen.

Verwickelter, als die Theorie der cubischen Formen wird bereits

die der biquadratischen, d. h. der Formen vierter Ordnung.*) Ist eine

Form vierter Ordnung symbolisch gegeben durch

/ = «a-^ = ^.r"* . • . . , oder in gewöhnlicher Weise

:

/-= rt„a-j* -|- 4 «lO^i^x^ -f- a^Xy-x.,' -{- 4 a.^x^ x./ -\- a.^x.^*
,

so kann man zeigen, dass sie durch die folgenden vier Bildungen zu

ihrem vollständigen Formensysteme ergänzt wird:

Die ziveite Uebe7'schiehimg von f über sich selbst'*'*), die Hesse'sche

CoVariante (zweiten Grades, vierter Ordnung):

*) Für die Theorie dieser Formen vgl. neben den mehrfach erwähnten Auf-

sätzen von Cayley, besonders: Hesse, Crelle's Journal, Bd. 41; Hermite, ib.

Bd. 52 und Brioschi, ib. Bd. 53.

**) Dieselbe ist, wie üblich, mit // bezeichnet, während vnr sie allgemein

A nannten (p. 206), zum Unterschiede von der entsprechenden Bildung bei cu-

bischen Formen.
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a^Xi' + 2 a^x^x^ + «2^2^ ^1^1" + 2 r/.^ a:, a-._, + f-i^-*'

«ja;,^ + 2 «2^1 ^'2 "f~ ft^x^^ fi2^\' H" 2 «;r'*''K'*''2
~\~ ^'j^\>'

^?/c y/t'/Yc Ueber'schiebung von f über sich selbst (Invariante zweiten

Grades)

:

(2) i=(aby
= 2 («^«4 — 4 r/jfl'y + 3 ar)

'-,

die erste Ueberscliiebung von f mit H, die Covariante T nach unserer

früheren (p. 207) Bezeichnung (dritten Grades, sechster Ordnung):

(•3) T = {cH) cJ^HJ = {abf {ob) cjajb^ = TJ

= 1 SlL^JL^l^. ll-i

= («„2^3— 3«o«i'?.+ 2«i^)a:,*5+(V«4+ '^«o«i«3— 9'^u<'+ 6«i-«2)^^"r^^'»"2

+ 5 (ao«i«4 — 3 «0 «2 «'s + 2 «,2^/3) ^i^«2* + l<^(«i'«4 — «o«3^) X\^Xi^

+ 5 (-ao«3«4+3«,»2«4-2a,«3^) a;i2a;/+(9«4«2*-«4X-2«i«3«4-6^>2)'^'i^2''

+ (3 «2 «3 «4 — «1 «4^ — 2 «3^) 0^2®

;

endlich ^/e vierte Ueberschiebung von f mit II (Invariante dritten Grades):

. {^)j = {cHy^{aby{_acy{bcy-

= 6 {a^(L,a^ + 2 ^, rtr^r^t — «2=^— a^^ay — «j*«,} = G «, «2 «3

«'2 ^^3 ''4

Alle weiteren Ueberschiebungen und somit nach dem Gordan-

schen Satze alle weiteren Invarianten und Covarianten von /" lassen

sich auf diese zurückführen, wie wir bei einzelnen auch noch gelegent-

lich nachweisen werden. Insbesondere gilt dies also für die Formen

P und 0, deren Verschwinden uns Gruppen von vier und sechs

Punkten liefern, welche mit denen von ff ^= bez. r = in be-

kannter Relation stehen (vgl. p. 206). Mit der letzteren ist in unserem

Falle, wie wir später sehen werden, die Punktgruppe = identisch

;

die Covariante P dagegen erscheint als lineare Combination der

Formen /" und //, wie die folgende Rechnung zeigt. Das Verschwin-

den von P gibt diejenigen Punkte, deren erste Polargruppen einen

Punkt doppelt zählend enthalten; P selbst ist daher die Discriminante

der cubischen Form

a_, ay = «,•' = ßy = . . .

d. h. wir haben (vgl. Gleichung (U) p. 220)

P^(aßy{ydy{ay){ßd)
= (a b)' (6- d)'^ (rt f) {bd) a.rb.rC.rdv

(ÖJ
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Zur Uinfbnmnig dieses Ausdrucks benutzen wir zunächst die beiden
Identitäten (vgl. (11) p. 193):

— {nh) {ca) b., (y, = .1 {{aby c,.' + {b cy bj - (acf aj}

— (ab) (hd) a,r.dr = 1 {(aby dj + {bdy aj — (ady bj}.

Setzen wir dies in (5) ein, so werden bei Ausführung der Multiplica-
tion zweimal zwei Glieder einander entgegengesetzt gleich, da sie bis

auf das Vorzeichen durch Vertauschung von a und b aus einander
entstehen; und es bleibt, wenn wir zweimal zwei andere sich nur
durch die Stellung der Symbole a, b unterscheidende Glieder durch
das Doppelte eines derselben ersetzen:

(6) 4 p = {nby [cdy cjd,y ~ 2 (bcy {bdy {cdy aj
+ 2{cdy'{acy {bdy ajbj

= UI — 2jY + 2 (cdy (acy (bdy ajby.

Den letzten Term dieses Ausdruckes können wir ebenfalls leicht durch
/ und // ausdrücken, indem wir seine Bildung in der folgenden Weise
geschehen lassen. Quadriren wir die Identität (II) p. 193, so kommt:

(7) (aby (acy bjc.y ^ (bay (bcy aj cj + (cay (rby ajb.y
=

l {ffj (l>cy + br' (acy + cj (abyj
,

und sehen wir hierin a, b, c als gleichbedeutende Symbole einer
biquadratischen Form an, so wird dies, wenn wir b durch d ersetzen:

(8) (cay (cdy ajdj = ^- (ady cj = J i f

.

Durch Polarenbildung folgt hieraus weiter:

2 (cay (cdy (ajd,,d„ + dja.^ay) = 4 (cay (cdy ajd_,d, = 2 icjc,
,

und:

(9) (cay (cdy (2 a.,.a,j d.,d,j + r/.,^^//) = 3 ^v.,^;-'.

Nun ist aber identisch, wie sich durch Quadriren der Gleichung (IV)
p. 193 ergibt:

a,,.a,jd.,d,, =
.]
{a.ydy' + a,'d.,^ — (ady (xyy)

,

oder, da in unserem Falle a und d vertauschbar sind:

(l'^O a.rttyd.rd,, = ajdy — ^ (ady (a-//)^

Dadurch erhalten wir aus (9):

3 (cdy (cay ajdy = | ic^c,/ + (cay (cdy (ady (xyy

= iic.ycy'+j (xyy.

Setzen wir hierin endlich y,=b.„ y.^ = — b, und multipliciren auf
beiden Seiten mit^ by , so erscheint links der in Gleichung (6) noch
umzuformende Term; es wird nämlich:
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(1 1) {cdf {ac)-' ibd)'' ajOy = ^ i {bcf c.,H.,' + ^ J bj

und für die gesuchte Covariante finden wir demnach:

(12) P = i[^iti-2jn.

Die Punkte, deren erstes PularSystem in Bezwj auf /^O einen

Doppelpunkt enthalten, bilden also ein Quadrupel der Sc/mar v-f -\- kH=^0,

gegeben durch die Gleichung:

?,iH — 2jf=0.

Ehe wir auf das Studium letzterer Involution vierter Ordnung näher

eingehen, Avollen wir die Lage der Punkte T = untersuchen.
^
Es

knüpfen sich diese Betrachtungen wesentlich an eine identische Glei-

chung, welche einer früheren Bemerkung zufolge zwischen den

Formeii /', //, T bestehen muss. Dieselbe ergibt sich wieder aus dem

Satze, nach welchem das Quadrat der Functionaldeterminante zweier

Formen als quadratische Function dieser Formen selbst darstellbar

ist. Wir haben somit in unserem Falle, wenn wieder {(p, %), die r^^

Ueberschiebung von cp mit % bedeutet (vgl. p. 223):

(i;)) r = (/, IJy = - 1 {(/•, /•). i^' - ^ (A n^ 'f'l+ (//; ll\ n) •

worin noch die Ueberschiebungen (/; li\ "nd {II
,
H\ zu berechnen

sind. Zu dem Zwecke gehen wir von den Polaren der Form // aus.

Es ist

4 //,,:! 7/,^ = {nJjf (2 l),^}j,ja,:^ + 2 a,,a,jb;'),

„der da beide Glieder durch Vertauschung von a und b in einander

übergehen

Ilr^Hy = {aby a.raybj.

Hieraus folgt ferner für die zweite Polare von //:

3 /7;^//;i = (aby {a^f-bj + 2 a..,a,jb.rby),

oder nacli Gleichung (10):

(14) H.^'^H,/ = (aby a,HJ - -\ i (xyf.

Setzen wir nun y, = c,, y, = - q und multipliciren mit c.y, so er-

halten wir:

(/•, H\ = {cjiy- ii.y-c.,:' -= iaby («<)' ^>^<^-^' - '^ '^-'>

oder unter Berücksichtigung von (8):

(15) (/> //)o = |2V.

Die zweite Ueberschiebung von H mit sich selbst entsteht dagegen

aus (14), indem man y„ y, bez. durch H:,-H; ersetzt und mit

//.;2 multiplicirt; man erhält dann:
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Nun folgt aber aus der identischen Gleichung (7), indem man //' statt

c schreibt und die Vertauschbarkeit von a und h berücksichtigt:

2 {ah)'' {aH'f b,^Hj^ + {aliy {bH'y ajbj
= i {(«*)* ^^'-^ + 2 (« IiyhJ)

und dadurch erhalten wir:

(//, //), = /// + ^jf-\ {aHj {hHy ajbj.

Das letzte Glied dieses Ausdruckes entsteht wieder aus Hp Hy'~, wenn

man in bekannter Weise die z durch Symbole a, die y durch Symbole

b ersetzt und mit a/b_r' multiplicirt ; wegen (14):

Hr-H,p = (cdy c^^d.y - \ i {zyf

ergibt sich daher:

{H' af {H'bf aj bj = {c df {c ay {dby aj bj —
-J-
iH,

oder wegen (11)

:

Setzen wir dies schliesslich in den Ausdruck für (//, //)., ein, so er-

halten 1017' für die zweite lieberSchiebung von H mit sich selbst:

(IG) {H,H), = \jf-\iH;

was nebenbei den Satz ergibt, dass die Hesse 'sehe Form der Hesse-

schen Form von f ein Quadrupel der Involution %f -\- XH hildet, wie es

sein muss, Avenn obiges Formensystem ein vollständiges ist.

Wir haben somit alle in (13) vorkommenden üeberschiebuugen

gebildet; und diese Gleichung geht wegen der erhaltenen Resultate

über in:

(17) r = -
^ {^3 _ j ^ffp ^ .,.^/-.|

.

Die Gleichung T- = kann daher als eine cubische für die Grosse

. aufgefasst werden; und folglich muss sich, wenn — ;«), — m.,, — m.,^

die Wurzeln dieser cubischen Gleichung sind, der Ausdruck (17) in

der Form

r' = - i (//+ w,/-) (// + m,n (// 4- m,/-)

darstellen lassen. Hier steht links ein vollständiges Quadrat; dasselbe

muss also auch auf der rechten Seite der Fall sein. Aber keiner dci-

drei biquadratischen Factoren hat im Allgemeinen mit den andern

einen linearen Factor gemein; denn ein solcher würde dann auch

gemeinsamer Factor von /' und 7/ werden,' und Letzteres tritt im

.Vllgemeinen nicht ein, wovon man sich durch folgendes Beispiel

überzeujien mag: Es sei



dann wird:
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/ = rCj -f- .Tj
5

// ^ OC t ^*}

Daher muss jeder der Factoren (// -\- m,f) das vollständige Quadrat

eines Ausdrucks zweiter Ordnung sein, dessen Coefficienten sich mit

Hülfe von Coefficientenvergleichung durch Ausziehen einer Quadrat-

wurzel bestimmen lassen müssen. Wir können demnach diese qua-

dratischen Factoren von 7", welche durch qo, ^}, % bezeichnet sein

mögen, als bekannt ansehen und dieselben durch die folgenden Glei-

chungen bestimmt annehmen:

H -f Wj /•= — 2 ^r

(18) Ä^-f W2/=-2t/;2

(19) J=29Pj/.;t,

wobei das Vorzeichen zweier Formen beliebig gewählt, das der dritten

dann aber aus der letzten Gleichung bestimmt ist, und wo /«i, m.^^ m.^

die negativ genommenen Wurzeln der Gleichung:

sind. Durch die Möglichkeit dieses Verfahrens ist T als eine Form

sechster Ordnung von sehr speciellem Charakter gekennzeichnet, denn

bei den allgemeinen Formen dieser Art ist eine Zerlegung in quadra-

tische Factoren durch eine cubische Gleichung nicht möglich.*)

Zwischen den Punkten von 7 = bestehen in der That entsprechend

der Eintheilung in drei Punktepaare noch besondere Relationen. Die

Functionen q), il^, % genügen nämlich der folgenden Bedingung, die

sich aus (18) durch Elimination von // und /" ei-gibt:

1

= 0,

1

oder, wenn wir die Determinante entwickeln:

(20) (fu., — W3) (p- + Qm^ — Wj) i^^ + (/w, — m.,) %' = 0.

Diese Gleichung sagt aus, dass jedes der drei Punktepaare ^ = 0,

!/) = 0, X ^ ^^ 2;u den beiden anderen harmonisch liegt. Bilden wir

nämlich nach einander die ersten Ueberschiebungen der Formen

(p, il), l mit dem Ausdrucke (20), so erhalten wir, da die erste Ueber-

schiebung einer jeden Form mit sich selbst verschwindet:

*) Ueber die Bedingungen, denen eine binäre Form G. Ordnung zu genügen

hat, damit sie als Covariante T einer biquadratischcii Form aufgefasst werden

kann, vgl. Clebsch: a. a. 0. p. 447, und Crelle's Journal, Ud. 67.

1
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(W;, - w,) ^ . {ip, (jp), + (Wi — m.,) X . (X, 9)1 =
(m, — ;/«3) «p . (g), »Z»), + (m^ — w,)

;k
• (;k, ^), =

und hieraus folgt zunächst, dass Jede der Formen (p , ip
, % pi-oporlmial

ist zu der Funcüonaldeterminanie der beiden anderen. Jede dieser

Functionaldeterminanten stellt aber die beiden Doppelpunkte der durch

die betreffenden zwei Punktepaare bestimmten Involution dar (vgl.

p. 216); und somit haben wir den Satz:

Die sechs Punkte T = lassen sich der Art in drei Paare einlheiten.,

dass jedes Paar gleichzeitig zu den beiden andern harmonisch liegt, oder,

ivas dasselbe ist, dass immer das eine Paar die Doppelpunkte der durch

die beiden anderen bestimmten quadratischen Involution darstellt.

Die betrachteten sechs Punkte stehen ferner aucli zu dem gege-

benen Punktquadrupel in einer wichtigen Beziehung. Aus iXaii Glei-

chungen (1(S) ergibt sich nämlich:

(21) /•= 2
^'~'^" = 2 ^—^' = 2 '^' - ^' •

m, — vu m. "2

d, h. die Form /" ist, wenn q), t, Z bekannt sind, in zwei quadra-

tische Factoren zerlegt und zwar auf drei verschiedene Weisen: die

vier Punkte von /' sind dann dargestellt durch jedes Paar der Glei-

chungen :

t + X =0, t — X =0
(22) x-\-9^ = 0, Z-^ =

qp-|-^ = 0, q) — t^ = 0.

Aus diesen kann man nun die Coordinatoi der vier Grundpunkle rational

berechnen; und damit wäre die vollständige Lösung der Gleichung

vierten Grades /=0 gegeben, worauf wir hier jedoch nicht näher

eingehen wollen.

Der geometrische Inhalt dieser Beziehung der Punktepaare von

7=0 zu denen von /" = folgt ebenfalls aus unseren früheren

Betrachtungen über quadratische Involutionen. Nach denselben liegen

alle Punktepaare t^ -|- A qp = harmonisch zu dem Paare , welches

durch das Verschwinden der Functionaldeterminante von ^ , ip gegeben

ist, also zu

(gp, i\))^ = {(pt) (p^^-tp,, = .

Diese Functionaldeterminante aber ist nach einem soeben bewiesenen

Satze proportional zu der dritten Form %] und also liegt das durch

letztere dargestellte Punktepaare harmonisch zu allen Paaren der In-

volution tp-{-X(p = 0, und insbesondere daher auch zu den beiden

Paaren

rp -{- q) = , ^ — (p = 0.
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Analoges gilt für die andern Formen (22), und somit haben wir

den Satz:

Theilt man vier gegeheiie Punkte auf die drei möcjUchen Arien in

zwei Paare und sucht jedesmal das zu beiden Paaren harmonische Punkte-

paar, so sind die entstehenden drei Paare auch unter einander hartnonisch.

Die letzteren werden, wenn die vier Punkte durch das Verschwinden

einer biquadratischen Form f gegeben sind, durch das Verschwinden

der Covariante sechster Ordnung T bestimmt. — Dieser Satz lehrt uns

die Punkte von T construiren, wenn die von /' gegeben sind, wie man

unmittelbar einsieht.

Damit sind die Covarianten von f geometrisch vollständig inter-

pretirt, und es bleibt uns noch übrig die geometrische Bedeutung der

Invarianten i, j aufzusuchen, Ihr Versclnvinden nuiss unseren allge-

meinen Betrachtungen zufolge (p. 1Ü7) eine Kelation für das Doppel-

verhältniss der vier Funkte /'= ergeben , und ebenso muss die

absolute Invariante \ mit diesem Doppelverhältnisse in enger Bezie-

hung stehen. Das letztere (a) ist aber, je nachdem wir die vier

iXegebenen Punkte in zwei Paare eintheilen, durch eine der folgenden

Gleichungen bestimmt (vgl. p. 217):

DP {a - ly^ - d^d;' (« -f ly^ = o

(23) A'2 (^ _ 1)2 _ 2?,^;' {a + 1)' =
V («- 1)2 -i?3i>3"(« + 1)2 = 0.

Es bedeuten hier D^,D^, D.^ bez. die Invarianten der quadratischen

Formen t^' + Z> Z + ^; 9' + ^! ^i"; A"; ^i ^^^^ ^^^ Jnvarianten

der Formen t^- — ;k, l — ^^ ^ <p — ^; und />,', //.', //,' bez. die simul-

tanen Invarianten aus je einem Paare der quadratischen Formen (22).

Von den Wurzeln einer jeden dieser Gleichungen ist die eine der

- reciproke Werth der andern ; und alle sechs Wurzeln zusammen

o-eben uns daher die sechs Werthe des aus den vier Punkten von /

ZU bildenden DoppelVerhältnisses, nämlich, wenn a einer dieser

AVerthe ist:

1 ^ 1 ^—

i

"
« > -„ j 1 — « , -^^^ , ^ , ^ _ 1

•

Durch Multiplication der Gleichungen (23) erhalten wir also eine

Gleichung sechster Ordnung für dies Doppelverhältniss , von deren

Wurzeln sich je fünf durch eine derselben in angegebener Weise

ausdrücken, und bei deren Bildung die Formen fp , t, % in symmetri-

(„ 1)2 p
scher Weise benutzt sind. Dieselbe wird, wenn wir (^^ i^sj

=
^

setzen

:

(24) A„p3 _ A,pV/ + ^,pq' - A,q' = 0,
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wo zur Abkürzung gesetzt ist:

Ao = J)PD{'D^\ A, = yy, D,U,I)^"I),"J),;',

Die Coefficienten dieser Gleichung lassen sich nun rational durch die
Invarianten ?, J ausdrücken. Wir können sie nämlich als symmetrische
Functionen der Grössen fn^, ?n^, m.^ darstellen und somit auch als

Functionen der Coefficienten der Gleichung:

(25) Q (X, A) =: Jf-- 71 V i A3 =

als deren Wurzeln ^ eben — m^, — m^, — ^3 gegeben waren.

Zunächst führen wir erstere Darstellung aus. Wir sahen schon
früher, dass sich die erste Ueberschiebung zweier der Formen (p, t, X
von der dritten nur um einen Zahlenfactor unterscheidet. Letzteren
können wir durch die folgenden Bildungen, welche sich aus (18) und
(19) ergeben, bestimmen. Es ist:

4(pf((pxlj)(p^X()^=A^
l^ + '».Ä

+ w,
dH

f»2 — OTj l'dxi

I
^^2

dB
,

df

K
da:2

IL

^L

dH
, IL

UXo

(w, — ?n.,) r-= 2 qp j^' X (w j
— m.?).

Hier kann man auf beiden Seiten den Factor 2(pi}} fortlassen und
erhält so, wenn man die analogen Bildungen für die beiden anderen
Ueberschiebungen macht, die drei Gleichungen:

^ ix, <p)i = O'h — »li) t

2 {<P, t)i = (»2| — rn.^) X'

Andererseits lässt sich (vgl. p. 223) das Quadrat jeder der links stehen-

den Ueberschiebungen durch die beiden betreuenden Formen aus-

drücken: Man erhält z. B.:

(9, ^.)r = - -1 {^' (^, t), -2cpf (qp, t), + r- (rp, 9)),} ,

(nler wegen der soeben abgeleiteten lielationen und mit Hülle der

Identität (20):

woraus sich durch Vergleichung der Coefficienten von «jp-, </;- die

Werthe der Invarianten (rp , (p).,, [cp, f).,, (^i-, xp).^ ergeben. Bildet man
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die beiden entsprechenden Gleichungen für die Quadrate der Ueber-

schiebungen (i',x)\, {%, (p)i, so kommt man also zu den folgenden

Resultaten

:

(20

J

it. ^)2 = i (f'h — ^^h) (f^i — ^^^-2) >

(21) (t,x).,==0, {x,<P)2 = 0, {<p,i'), = 0.

Die letzten drei Gleichungen ergeben sich auch aus dem Satze, dass

jedes der drei Punktepaare cp, il), % zw. den beiden anderen harmonisch

liegt. Mittelst dieser Relationen können wir nun die Invarianten D
durch die Wurzeln m^, m.,, m^ darstellen. Es wird nämlich*) wegen

des Verschwindens der simultanen Invarianten:

D., = Z>," = {%, x), + (95, qp)2 = - 2- {^h - ^xT'

7?3 = />3" = {cp, cp\ + (t^, t/.), = - 1 (w, - m.,y-;

und wenn wir berücksichtigen, dass wegen des Fehlens des zweiten

Gliedes in der Gleichung Q (x, A) = die Summe der Wurzeln

m^, m.,, m.. verschwindet:

d; = ii', t\ -{%, Z)2 = t ('^'2 — ^'^0 '^'i

j),; = {cp, (p\ — ijp, t\ = i (//«i
— w.) W3

.

Die Coefficienten der Gleichung (24) sind mittelst dieser Relationen

als symmetrische Functionen von m^, m.^, w., dargestellt; um diese

nun weiter durch i und / auszudrücken, müssen wir uns der folgenden

Gleichungen bedienen:

2Jwj = ?w, -f- tn., -(- W3 =
j

Hm^ m.^ = m^ m., -f- m.^ w.. -f f^-:^ w, = — ^

7

Aus ihnen leitet man ferner die folgenden Gleichungen ab:

(2:w,)- — 2:2 Wj m.y = m;- + w?,2 -f ;?i.52 = 2.><|-' = ?•

.

V;;?,'* = — Em^'^m.^ = 3 m^m.^m.^ = 3 >

*j Vgl. Gleichung (4), p. 214, worin l = 1 zu uelinien ist.
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Endlich müssen wir noch das Qoadrat des Productes der Diffe-

renzen tn^ — m.,, 7n., — m.^, w., — ;«, bilden. Dasselbe ist bekanntlich

von der Discriminante R der cubischen Form Q (x, A) nur um einen

Zahlenfactor verschieden, und zwar hat man (vgl. p. 220, Anmerk.):

Andererseits findet man in unserem Falle nach Gleichung (H) p. 219:

und somit folgt:

(^«, — ^2)2 {m, - m^f {fii.^ — w,)2 =
I-

(/3 _ (Sf),

Die Anwendung der aufgestellten Relationen und der Gleichungen

(26), (27) ergibt nun für die Coefficienten der Gleichung (24) die

folgenden Resultate. Es wird:

Ay = |£ (wi — ^2)' (^2 — ^3)^ (% — ^i)' m^hn.fm.^^

^1 = M (^'«1 — ^^2)' C^^-'
— ^3)' (^3 — m;)'^ [m;^m.,'^ (Wi — m,y

-\- f?l.,'^?/l.^• {m.y — m.^y- -\- m.^7n{^ (jn., — w,)-l

= t¥s (f^
— 6/) {^m^^m,^ - 2 i:7n^hn^^}

^2 = T2sO'^ -Qj'){m{^{?n^—7n^y'(^fn.^— 7n{)''-\-77^.^•{7}l.,~ln.J'{Tn^-''i7hJ-

-f~ ^^3^ 0'^3 — ^^^3' C^^^)
~

^^'i)'}-'

-}- »?j »«2% (4 2;'mj^ — 2 E77l^h7l.^ -\- O W, 77l.,77l.J\

A.j =
-(^-J

{j7i^ — 77i.y (^2 — ''n^y (jn.^ — Tn^

Setzen wir die so gefundenen Werthe in die Gleichung (24) ein, so

geht dieselbe, abgesehen von dem Factor y^^ (^^ — ^ß) über in:

81 p^f - 81 p^rj i^-j") + 'dpcf d' + 3/) -{q^ if^
- 6/) = 0,

oder anders geordnet:

H Pq {2pq - ^ r' - 9;>-^) + 3/ (277>-' + 27 /iVy + Qpq' + ^0 = ^^

woraus sich der Werth für die absolute Invariante ergibt, nämlich:
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oder, wenn wir statt '' wieder das Doppelverhilltniss a einführen, d. h.

" -^-i:»' setzen-
V
""

(a + 1)^
•

(28) "1 = 24 a-« + «^)^

f (1 + «)- (-' - ocf (l — 2 «;2

Diese Gleiclmng stellt die gesuchte Beziehung zwischen dem

DoppelVerhältnisse der Grundpunkte von f und der absoluten Inva-

riante dar. Sie lässt uns auch die Bedeutung des Verschwindens der

Invarianten ?, ,;' unmittelbar erkennen. Soll nämlich das Doppelver-

hältniss a äquianharmonisch werden, so inuss a- — a -\- \= i) sein,

d. h. der Zähler in (28) verschwinden. Die Bedingung der äquian-

harmo?iischen Lage ist also

Dieselbe ist ferner nach Gleichung (16) dadurch charakterisirt, dass

die Hesse'sc/ie Furm der Hesse'sehen Form von f mil der Grundform

f identiseh isl. Sollen dagegen die vier Punkte f=0 harmonisch

liegen, so wird a = — 1, +2 oder + 2? ^^^ "^ ^^^^^^ ^^^^ Fällen

verschwindet der Nenner in (28). Die Bedingung der harmonischen

Lage ist also

J = 0.

Der Werth des Doppelverhältnisses wird endlich gleich der Einheit,

wenn zwei der vier Grundpunkte zusammenfallen. Setzen wir also

in (28) « = 1 , so folgt als Bedingimg dafür, dass die biquadratische

Gleichung f=0 eine Doppelwurzel habe:

f — 6f = 0.

Die Discriminante B der cubischen Form Q (x , A) ist daher gleich-

zeitig die Discriminante von f.
—

Durch das Verschwinden von B werden die vorstehenden Betrach-

tungen mehrfach modificirt. Es möge in diesem Falle m., = m.^ wer-

den, dagegen m^ und m, noch verschieden sein; dann wird zunächst:

Q = (. + -;A)'(x-yA),

und also:

nh = — { ;
m, = 2 f

.

Aus (18) folgt ferner > = ;^, und aus (26) {i' , t/;).^ = 0; es ist also

i' = X das Quadrat eines linearen Ausdrucks l, und es wird:

B -f m,f= // — •( /= — 2^'

Die Identität (27) (<p, f)., = geht hier über in {cp^)- = 0-^ es ver-

schwindet also cp, wenn man .i\ == ^.,, x.^ = — ^, setzt, d. h. man hat
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wo Tj ein von | verschiedener linearer Ausdruck ist; denn es wird
nach (20)

(.<p, <p)-^ = \ {m {nn) - {In?} = -\ i^UY

^= (/«, — w.,)2, also nicht = .

Setzt man nun die ungegebenen Werthe von w, , m, in die Gleichun-
gen (18) ein, so findet man:

/ = f j |2 (r - ^/^)

//=- 1^(2^2.^»;^)

und dies gibt den Satz: Wenn R versclnvindel, so wird der Doppel-

faclor \ von f hesümmt durch die Gleichung iH — jf =^ il,^-^ und der-

selbe ist auch zweifacher Factor von H und fünffacher von T.

Diese Bestimmung der Doppelwurzel wird aber illusorisch, wenn
neben R auch i verschwindet; dann muss, da i? = ^^ {i^ — 6/),
auch y Null sein. Dadurch wird aber Q = ;c=*. Die drei quadratischen
Factoren von 1' sind also unter einander identisch: (p ==

ii) = 2, und
zwar alle gleich dem Quadrate eines linearen Ausdrucks ^; denn aus

(26) folgt {<p, «jp)2 = 0. Ferner wird nach (18), da ?n^ = f?i., = m.^ = 0,

H das Biquadrat dieses linearen Ausdrucks, und T proportional zu
der sechsten Potenz desselben:

//=_-2i^, 7-= 2^«'.

Nun ist aber nach (15), wenn / = 0, auch (/,.//)., = (), d. h.

(«^)2«,.2 = 0,

unabhängig von den x, also (c|)' -= 0: /' enthält den Factor t
Setzen wir demnach:

f= aj = l -u, {u = a,^?)

und bilden wieder die Form (/, H\y so wird:

3(./^)2«..2 = |.(«|)2«_ 0,

also auch {a^f = 0; und eine Fortsetzung desselben Verfahrens
zeigt, dass wir setzen müssen:

wo ri ein von | verschiedener linearer Ausdruck ist. Umgekehrt folgt,

wenn f == ^^ , rj und somit B = ~ ± (§7^) . ^4^ dass dann immer i und

y verschwinden; denn wegen i/I —Jf=i^i muss 7 = sein, und
dann ergibt sich wegen R = auch i = 0.

fVe?in also // ein Biquadrat ist, so hat man ?== 0, 7 ==: 0, imd f
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hat einen dreifachen Factor; so wie umgekehrt im letzteren Falle immer

H ein Biquadrat und i = 0, j = ist.

Die Bestimmung der Doppelwurzel von / durch die Gleichung

^ = j^
= iH — jf= (^ wird aber auch illusorisch, wenn die einzelnen

Coefficienten dieser Gleichung Null sind. In dem Falle verschwindet

also % =^
i> identisch, und wir haben

:

iU-j/-=0, T=0.
Ferner gibt die erste der Gleichungen (18):

Ist umgekehrt f das Quadrat einer Form zweiter Ordnung: /"= (o'.^.'^)-,

deren Invariante D = {aßf ist, so wird / = Z^^, J =- D^ und ff= />./";

also haben wir den Satz

:

fVenn ff von f nur um einen constanten Factor verschieden ist

(^/ff =zj/')^ dann und nur dann hat f zwei verschiedene Doppelfactorefi,

d. h. ist f das Quadrat einer quadratischen Form.

Dieser Fall ist also nicht mehr, wie die beiden vorigen durch das

Verschwinden von Invarianten zu charakterisiren; vielmehr geschieht

dies durch das identische Verschwinden der Covariante iff — jf (vgl.

p. 174). Dies führt auf 5 Gleichungen, zwischen den 5 Coefficienten

von /, während doch das Auftreten zweier Doppelwurzeln nur die Be-

stimmung von 2 Constanten involvirt. Wir haben also zwar eine zu

grosse Zahl von Gleichungen; aber keine von ihnen ist überflüssig,

und ihr Zusammenbestehen wird eben nur durch die erwähnte Ausartung

unseres Punktquadrupels /"= ermöglicht. Aehnliche Vorkommnisse

werden uns später bei den Kegelschnitten und den Curven dritter

Ordnung wiederholt begegnen ; wir heben den soeben behandelten Fall

nur als erstes Beispiel hervor.*) (Vgl. hierzu auch unten p. 272, f.)

Endlich kann es noch eintreten, dass // identisch verschwindet,

dass also die Gleichungen bestehen:

a^^a.^ — «,- =0, a^a^ — a^a.y = ,

^0 «4 + 2 a, «3 — ^a.^' = ,

a^a^ — a^a^ = 0, a2a^ — «3^ == 0.

Dan wird «2 = ^ » ^3 = ^2 7 ^-^4 = ^3 ;
und:

/"= «0 (^1 + ^* ^2j
•

Alsdann verschwinden alle Invarianten und Covarianten von /, indem

*) Der Fall einer dreifachen Wurzel bei einer cubischen Gleichung (p. 228)

gab allerdings schon ein Beispiel für das identische Verschwinden einer Cova-

riante (A); aber dies lieferte gerade so viele Bedingungsgleichungen (nämlich

zwei), als durch das Auftreten einer dreifachen Wurzel gefordert sind.

Clebsoh, Vorlesungeu. •'"
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die symbolische Darstellung in die wirkliche übergeht; wir haben also:

JVenn H identisch verschwindet, so ist f immer das Biquadrat eines

linearen Ausdrucks, und umgekehrt. —

Zu den vier Punkten / und den covarianten Punktgruppen der-

selben steht die Schaar von Punktquadrupeln

in besonders merkwürdigen Beziehungen, Es ergeben sich dieselben,

wenn wir die Formen H, T , i, j für die zusammengesetzte Function

vierter Ordnung Tif -\- XH ebenso bilden, wie dies früher für die

Form f geschah. Wir wollen diese invarianten Bildungen bez. durch

Hnii T^iy ixi, jy.i bezeichnen. Es ist dann, nach dem Taylor 'sehen

Satze

:

H.i = J^' (A t\ + 2 jc A (/, /?)2 + A^ {H, H\

,

wo der Definition zufolge (/", f)^ = // ist, während sich die üeber-

schiebuugen (/, H)^, {H, H).^ aus den Gleichungen (15) und (16)

ergeben. Durch Einsetzen der dort gefundenen Werthe erhalten wir

:

H.nl

Diese Formel können wir in eine elegantere Gestalt mit Hülfe der

Function

¥ -^^ - 3
''9. {k, X) = x3

bringen; es wird nämlich:

(29) "'^-^{"t-rfi)-
Die Einführung der Function Q erleichtert auch die Berechnung von

T^x\ denn diese Form ist nach (3) als die Functionaldeterminante von

'nf -\- IH und II^x, dividirt durch 16, definirt; d. h. wir haben:

df _^ 2 dH dff dQ

dH du dQ.
Ty.X==-

.•i . IG df

I

OOC2 0X2

3 . 16

A
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Diese Gleichung giebt geometrisch den folgenden Satz:

Die drei quadratischen Facioren von T stehen zu allen Quadrupeln

der Schaar xf-\-lH = Q in derselben Beziehung, wie zu dem Qua-

drupel f= 0. B. h. die Involution vierter Ordnung '>if -\- Iff=0 lässt

sich auf drei verschiedene Arten in zwei projectivische Involutionen zweiter

Ordnung auflösen, deren Gruppen einander wechselseitig entsprechen. Je

zwei solche projectivische Involutionen haben immer ein Paar der Punkte

T = gemeinsam; das zweite dieser Punktepaare aber bildet für die eine,

das dritte für die andere dieser Involutionen die beiden Boppelelemente. *)

*) Bei Betrachtung der drei möglichen CoUineationen, welche die vier Punkte

ti, b, c, d einer binären biquadratischen Form in einander überführen, insofern:

[ab cd) projectivisch zu {bade)

r, n {cd ab)

„ „ (dcba),

erscheinen die Punktepaare von T bez. als die Doppelelemente dieser CoUinea-

tionen, Man gelangt dadurch für die Darstellung auf der Kugel (vgl. die An-

merkungen auf p. 173 und p. 215) zu folgenden Resultaten. Die drei Punktepaare

von T kann man sich durch drei zu einander rechtwinklige Durchmesser der

Kugel ausgeschnitten denken. Sind in Bezug auf letztere x, y, z die Coordinaten

eines Punktes des Quadrupels iif-{-lH=0, so sind die vier Punkte des Qua-

drupels durch das Schema
X y z

X — 7/ — z

— X y — z •

— X — y z

dargestellt. Es sind die Ecken eines symmetrischen Tetraeders, dessen gegen-

überstehende Seiten von den Axen des Coordinatensystems halbirt werden. Einem

jeden Quadrupel der Schaar ist ein anderes zugeordnet, dessen Punkte conjugirt

imaginär zu denen des ersteren sind. Dieselben haben dann die Coordinaten

X y — ~~

X —y z

— X y z

Die auf drei Weisen mögliche Zerlegung von m/'+A// in zwei quadratische

Involutionen wird geometrisch übersichtlich, wenn man als Träger des binären

Werthgebietes statt der Geraden einen Kegelschnitt zu Grunde legt (vgl. Hesse:

Vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie; Leipzig, 1866). Führt man

zu dem Zwecke die drei quadratischen Factoren q), ip, X "^^^ ^' ^^^ ternäre Va-

riable ein, so ist die Gleichung des Kegelschnittes durch (20) gegeben. Die 6

Punkte von T werden also durch die Seiten eines Polardreiecks ausgeschnitten.

Benutzt man zwei dieser Seiten als Doppelelemente einer Strahleninvolution, so

schneiden je zwei zusammengehörige Strahlen dieser Involution nach (21) auf

dem Kegelschnitte eine Form des Büschels h/'4- XH sms. Der verschiedenen Be-

nutzung der drei Ecken des Polardreiecks entspricht die dreifache Zerlegung des

Büschels in quadratische Involutionen. — Aehnliches gilt auf der Kugel.

16*
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An diese Beziehung der Punkte von T zu jeder Gruppe xf -\- XH
knüpfen wir sogleich die folgenden Bemerkungen. Es gibt (vgl.

p. 207) sechs Pole = 0, deren Polarsysteme in Bezug auf / und
H und also in Bezug auf jedes Quadrupel y.f-\-lH bez. in den sechs
Punkten von T einen gemeinsamen Punkt haben. Nun zerfällt das
Polarsystem in Bezug auf ein Paar von Doppelpunkten stets in diese

Doppelpunkte und den zu ihnen und dem Pole vierten harmonischen
Punkt (vgl. p. 205 und p. 213). Das zu zwei Punktepaaren von T
gleichzeitig harmonisch liegende Punktepaar hat also die Eigenschaft,
dass, wenn man einen Punkt des Paares als Pol betrachtet, der andere
ein Punkt seines Polarsystems wird in Bezug auf die beiden anderen
Paare von T, und also auch in Bezug auf alle Gruppen ^f -\- l H, da
sich diese linear aus zwei Punktepaaren von T zusammensetzen lassen.

Jenes dritte Paar gehört also sowohl zu T als zu 0; und demnach
haben wir folgenden Satz:

Die Punkte = sind identisch mit den Punkten T = 0, in der
Weise, dass zu jedem Punkte von derjenige von T gehört, der mit

demselben ein Paar von T bildet. Das Resultat der Elimination der x
ans den Gleichungen:

aj a,j =
Jljff,^ = (aby ajb,.b, =

ist also durch T= gegeben.

Unter Berücksichtigung der Gleichung (30) für T,,i können wir
auch iy,i und jy,i leicht bilden. Für ein Quadrupel xf -\- kll=0 zer-

fällt nämlich die Form Ty.i in drei quadratische Factoren, deren
Quadrate nach (18) durch drei Gleichungen:

k,{xf+lH)^l,H,, =
(31) k,{xf+lH)-^l^H,, =

k.,{^icf-^Xn) + L,H,x =
bestimmt sind, wenn / , / , -> die negativen Wurzeln der cubischen

'1 '2 '3

Gleichung

:

(32) ^i^k,lU = k^-'fkP-'fp==0
bedeuten. Nach (30) sind diese quadratischen Factoren jedoch iden-
tisch mit den Formen cp, t^, %, in welche T zerfällt, und deren Qua-
drate durch die Gleichungen (18) gegeben sind; sie können sich daher
von diesen nur um einen Factor unterscheiden. Die Ausdrücke (31)
sind aber wegen (29), wenn wir nach / und // ordnen

:
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und diese Formen entstehen ^ wenn man x, k als binäre Variable

auffasst aus einer Form xf -}- X'H mittelst der linearen Substitution

r = Ä-A — il?/."^ OK

Die für
* aus (32) zu findenden Werthe müssen daher identisch sein

mit denjenigen, welche sich aus der Gleichung

Q(x,Vf = x^-{x'X-(P =

ergeben, wenn man darin x, A bez. durch die Ausdrücke

ersetzt. Beide Gleichungen können sich also dann nur um einen

Factor M unterscheiden, d. h. wir haben

MQ {k, lU = ^ (^'^ + i 1^ ^' ^^ - i I? ^)

'

oder wenn wir auf der rechten Seite nach Potenzen von k, l ent-

wickeln, indem der Factor von k^-l identisch verschwindet:

(33) M . (A-3 -
'-f

kP - 'f
P) = k'Q (x, A) + i <t>kP - i V/S

11/ _ 1
j^o aß _ao oQi

^ -"^
\dy^ dl dl d^S

Drücken wir in O die ersten Differentialquotienten von Q einmal

nach dem Satze von den homogenen Functionen durch die zweiten

aus, so dass dieselben nur noch linear vorkommen, so wird:

^ = i\ [^ Y^ + ^ älj Kd^-' ül^ VgH dl) )

Betrachten wir nun Q als binäre Form dritter Ordnung in x, A

und bezeichnen durch Aß, Q£2 die ihr zugehörigen Formen A, 0,

von denen die erste als die Hesse "sehe Determinante, divuhrt durch

18, die zweite als die Fuuctionaldeterminante von Q und A, dividirt

durch G, definirt ist, so erhalten wir:

wo
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^ ' ^ \rJyi dl dX dyi ]

= — 6 Q,A ()i2

.

Durch Vergleichung der Coefacienten von k^, kl\ l^ in (33) finden
wir schliesslich:

und also:

(34) /xA = — 3 Ai2 = ?x2 + 2jxX + I A2

(35) y,, = -30^ =JH^ ^'^^'^+ f ^^•-' + (^3
- £) ^^

Diese Invarianten haben für die zusammengesetzte Function x/' -\- IH
dieselbe Bedeutung, wie i, j für die Form /. Ihr Verschwinden gibt

Gleichungen bez. vom zweiten und dritten Grade in y, und folglich

haben wir den Satz:

Es gibt in der Involution v.f -\-XH =0 zwei Punktquadrupel mit

äquianharmonischem und drei Quadrupel mit harmonischem Doppelver-

hältnisse.

Im Allgemeinen dagegen ist das Doppelverhältniss a eines sol-

chen Quadrupels gegeben durch die Gleichung sechsten Grades in ^:

i^ ^ 94 ( 1 - " + «')^

Es gibt daher in der Involution x/-j- A//=0 sechs Punktquadrupel mit

gegebenem Doppelverhällnisse.

Soll letzteres gleich der Einheit sein, d. h. das Quadrupel einen

Doppelpunkt enthalten, so muss

i^X^ — ^jy-X^ =
werden. Diesen Ausdruck können wir mit Hülfe der Form ^^2 =
^V («'^ — 6/), der Discriminante von /, leicht durch / und j darstellen.

Zwischen den Formen Q, l\, Q, R besteht nämlich die Identität

(vgl. p. 223):

und hieraus folgt wegen (34) und (35):

(36) i,,3 - 67,,2 = [Q (^^ ^)]2 (,-3 _ Qßy
Hier steht links die Discriminante von x/+ IH] dieselbe kann wegen
des Ausdruckes auf der rechten Seite im Allgemeinen, d. h. so lange

/? % 0, nur verschwinden, wenn Q (z, A) = () ist. Die letztere Glei-

chung bestimmt aber die Punktepaare von T =Q, und somit folgt:
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Unter den Quadrupeln der Involution yif-\-XH^() kommt, ausser

den doppelt zählenden Punktepaaren von T = 0, keines vor, ßr ivelches

zwei Punkte zusammenfallen.

Es sei schliesslicli noch erwähnt, dass man die biquadratische

Form / auf eine kanonische Form, in der nur noch die Quadrate der

Veränderlichen vorkommen, bringen kann, wenn man die linearen

Factoren einer der quadratischen Formen 9), t^, x als neue Variable

einführt. Da jedes der letztere darstellenden Punktepaare zu den

beiden anderen harmonisch liegt, so können wir z. B. setzen

In der That erhalten wir alsdann wegen der Gleichungen (21) für f

die folgende kanonische Darstellung:

Hierin kommt eine absolute Constante | vor, und dieselbe ist dadurch,

dass man die gegebene Form für / verlangt, völlig bestimmt, soweit

es die Gleichberechtigung der Functionen cp , ^ , % erlaubt; und zwar

wird sich zeigen, dass sie bei derselben Form / 6 verschiedene Werthe

annehmen kann. Der Werth dieser Constanten ist daher charakteri-

stisch für die biquadratische Form, und man kann nur solche Formen

der Art linear in einander überführen, für welche diese Constante

einen von 6 zusammengehörigen Werthen hat. Es erhellt hieraus,

dass letztere mit der absoluten Invariante von / in enger Beziehung

steht wie wir auch sofort erkennen werden. Die Invarianten und

Covarianten von / erhalten für die kanonische Darstellung die fol-

<.ende Gestalt. Es wird, wenn wir die neuen Bildungen durch beige-

setzte obere Striche bezeichnen, und wenn r die Substitutionsdeter-

minante {^rj) bedeutet:

H = r^H' = {Inf- {^P^ (^^ + ^*) + 2 (f -orff ^'^f

}

T = r^ r = {Uf .Hn{l^ + n') C^''
- n')

i =rU' =ar?)4.2(/>2 + 3r/)

Aus diesen Gleichungen folgt für die absolute Invariante:

f ~ 9 q^Jp^ - q^y '

wodurch der Zusammenhang derselben, sowie, nach (28), der des

Doppelverhältnisses mit der Constanten |
gegeben ist. Wir haben
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eine Gleichung sechsten Grades für -
, die sich jedoch auf eine

cubische für „ reducirt. Den drei Wurzeln für den letzteren Aus-
r

druck entspricht der Umstand, dass man die Formen q), ip, % gleich-

massig zur Herstellung der kanonischen Form benutzen kann. Zu

jeder Wurzel - gehört ferner eine andere — - ; und zwar führt auf

die letztere die Einführung von ]/— l^ri statt einer der quadratischen

Formen, wenn die erstere der Einführung von ^^ entspricht.

Das angewandte Verfahren zur Bestimmung von J9, ^, der Coef-

ficienten der transformirten Form ist überhaupt von Nutzen, wenn
man eine als möglich erkannte kanonische Darstellung nur in der

Endform angeben will, ohne dabei auf die linearen Substitutionsglei-

chungen zu achten, welche die Transformation selbst leisten. In einem

solchen Falle braucht man nur die absoluten Invarianten der Form
aus den Coefficienten ihrer kanonischen Darstellung zu bilden, und

erhält so unmittelbar Gleichungen zur Bestimmung dieser Coefficien-

ten, ebenso wie wir oben die Gleichung sechsten Grades für - auf-
q

stellten. —

An die Theorie der biquadratischen Formen würde sich naturge-

mäss die der Formen fünfter und höherer Ordnung auschliessen.

Wir werden auf dieselbe jedoch nicht eingehen, zumal da wir sie für die

späteren geometrisch -algebraischen Untersuchungen nicht nöthig haben.

Zur Orientirung in den betreffenden Theorien erwähnen wir nur das

Folgende. Soweit man auf die Theorie der höheren Formen bisher

näher eingegangen ist, verfolgt man dabei wesentlich andere Gesichts-

punkte und bedient sich demgemäss anderer Methoden, als wir es

bisher gethan haben. Während wir nämlich nach solchen invarian-

ten Bildungen fragten, aus denen sich alle anderen nach dem
Gordan 'sehen Satze rational und ganz zusammensetzen lassen, kann

man sich auch die Aufgabe stellen, ein System von Formen anzugeben,

durch welche alle anderen nur rational darstellbar sind. *) Zu einem sol-

chen Systeme von „associirten Forme?i" gelangt man am einfachsten,

indem man zwei lineare Covarianten einer Form als neue Variable

einführt; die Coefficienten der neuen Form sind dann Invarianten der

*) Die in dieser Richtung liegenden Fragen wurden zuerst von Hermite
(Cambridge and Dublin, matli. Journal 1854 und Crelle's Journal, Bd. 52) und
Brioschi (Annali di matem. t. I) aufgeworfen und behandelt. Vgl. die weitere

Entwicklung der Theorie in dem erwähnten Werke von Clebsch, sowie einen

Aufsatz von Clebsch und Gordan: Annali di matemat. , Bd. I, 2. Serie, 1867,

und Gundelfinger: Crelle's Journal, Bd. 74.
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gegebenen und es tritt eine Potenz der Substitutionsdeterminante, also

auch eine Invariante, in den Nenner. Bei Formen gerader Ordnung

existiren jedoch keine lineare Covarianten ; man bedient sich in diesem

Falle der Polaren von anderen Covarianten in Bezug auf einen varia-

beln Punkt y. Sind nämlich zwei der letzteren durch tp, i^ bezeichnet;

so setzt man

^ - g^ ^1 + die, ^2

und hierdurch werden die alten Veränderlichen y^ , y.^ durch die neuen

^, r\ ausgedrückt, welche für y = x in Covarianten der gegebenen

Form / übergehen. Man wird so auf die folgende „typische Darstellung

von /" geführt; es ist:

f {y\ , Vi)
=

ji ,

wo nun B, Aq^ J^, . . . A„ Covarianten von / sind; und zwar ist D
die Substitutionsdeterminante, d. h. in unserem Falle die Functional-

determinante der Formen g? und ip. Ist nun TT {y^ , y., , «q , a^ . . . r/„)

eine Covariante von /, wo «q, a^ . . . a„ die Coefficienten von /' be-

deuten, so wird durch unsere Substitution:

n Cy, , th, a,, «, . . . a„) = n
(^^,

r], ^L ^1 • • • ^^t) '

und wenn wir hierin y =^ x setzen, nach dem Satze von den homo
genen Functionen:

c T\{y^, y~y, «0, «, • • . ««) . i>^ = TT (9, i^, A^^, A^ . . . A,,)
,

wo c ein Zahlenfactor ist. Eine jede Covariante von f ist daher

durch die n -{- 4 Covarianten D, A^^, A^, . . , A„, cp , rp rational dar-

stellbar. Die letzteren sind jedoch nicht von einander unabhängig,

sondern sie lassen sich noch auf eine niedrigere Anzahl reduciren.

Wir haben nämlich früher hervorgehoben (p. 222), dass eine binäre

Form nur zwei von einander unabhängige Covarianten haben kann;

durch dieselben müssen sich alle anderen, wenn auch irrational, aus-

drücken lassen. Ferner hat eine Form n^^"" Ordnung im Allgemeinen

n — 3 absolute Invarianten, denn mittelst einer linearen Transforma-

tion können wir bei passender Wahl der vier Substitutionscoefficienten

immer vier von den n -\- \ Coefficienten einer Form w*" Ordnung

bestimmte Werthe annehmen lassen ; und es bleiben also nur n — 3

für die Form charakteristische Zahlen oder absolute Invarianten. Jede

derselben muss der Quotient zweier Invarianten sein, und um « — 3

solche Quotienten bilden zu können haben wir « — 2 Invarianten
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nöthig. Nehmen wir hierzu die zwei von einander unabhängigen

Covarianten, so haben wir also n Fonnen, durch welche sich alle anderen

invarianten Bildungen der Grundform ausdrücken lassen; und zwar lehrt

die Theorie der associirten Formen ein solches System von Bildungen

angeben, dass dies auf rationale Weise ausführbar ist.

Diese Bemerkungen mögen dazu dienen, im Allgemeinen die

weitere Entwicklung der binären Formentheorie zu kennzeichnen.

Eine eingehendere Ausführung würde unserem gegenwärtigen Zwecke

nicht entsprechen, zumal da die geometrischen Resultate, welche die

typische Darstellung der Formen liefert, bisher verhältuissmässig nur

gering zu nennen sind.

VI. Die CoUineationen im ternären Gebiete.

Die Theorie der binären Formen, wie wir sie im Vorstehenden

entwickelt haben, gewinnt wesentlich an geometrischem Interesse durch

die Anwendungen, welche man von ihr auch in der Geometrie der

Ebene machen kann; in der That werden wir weiterhin ein Princip

entwickeln, welches erlaubt, aus einem jeden Satze über binäre

Formen einen solchen für das ternäre Gebiet, d. h. die Geometrie der

Ebene, abzuleiten, ein Princip, dessen Ausdehnung auf mehrere Variable

dann keiner Schwierigkeit unterliegt. Andererseits haben wir bei der

Behandlung der binären Formen gewisse Gesichtspunkte gewonnen,

deren Befolgung und Erweiterung naturgemäss auch für ternäre

Formen zu wichtigen Resultaten führt. Zu wesentlich neuen Gedan-

ken werden wir jedoch beim Aufsteigen zu den homogenen Functionen

von drei Variabein durch das bekannte Princip der Dualität geführt.

In der Geometrie auf der Punktreihe war der Punkt (bez. im Strahl-

büschel der Strahl) das einzige erzeugende Element; in der Geometrie

der Ebene tritt dagegen dem Punkte die gerade Linie als gleichbe-

rechtigt gegenüber: wir haben demnach ebensowohl ternäre Formen

zu betrachten, deren Variable Punktcoordinaten, als solche, deren

Variable Liniencoordinaten sind ; und nur die gleichzeitige Berück-

sichtigung der beiderlei Bildungen wird eine erschöpfende Behandlung

der Theorie der ternären Formen erwarten lassen. Die letztere nun

beschäftigt sich mit Aufsuchung und Behandlung der durch lineare

Transformation (mit nicht verschwindender Determinante) unzerstör-

baren Eigenschaften einer ternären Form, oder, geometrisch ausge-

sprochen, mit der Untersuchung der Eigenschaften einer algebraischen

Curve, welche unabhängig von der Lage des Coordinatendreiecks sind,

sei es, dass man die Curve als Punkt-, oder als Liniengebilde auffasst.

Gemäss dieser Fragestellung der Tnvariantentheorie Averden Avir uns

im Folgenden zunächst mit den linearen Transformationen an sich
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eingehender beschäftigen müssen, insbesondere um uns über die geo-

metrische Bedeutung derselben völlig klar zu werden.

Bei den binären Formen erkannten wir^ dass die lineare Trans-

formation, welche zunächst eine Veränderung der Coordinatengrund-

punkte repräsentirte, auch als der allgemeinste analytische Ausdruck für

die projectivische Beziehung zweier Punktreihen oder Strahlbüschel

aufgefasst werden kann. Dem entsprechend lässt auch die lineare

Transformation im ternären Gebiete eine doppelte Interpretation zu:

sie kann einmal — und so haben wir sie bisher allein betrachtet —
als Coordinatentransformation angesehen werden, dann aber auch —
und diese Auffassung entspricht der geometrischen Begriifsbildung der

Invariantentheorie in höherem Masse — als Beziehung disr Punkte

zweier verschiedener Ebenen auf einander, sei es dass dieselben ge-

trennt oder mit einander vereinigt liegen.

Denken wir uns die beiden Ebenen zunächst vereinigt liegend

(unendlich benachbart) und die Punkte derselben auf dasselbe Coordi-

natendreieck bezogen. Bezeichnen wir die Coordinaten der Punkte

der einen Ebene mit x, die der anderen mit y, so wird durch die

linearen Gleichungen {an, nicht nothwendig gleich «/,,):

Qyi = Ö'll^l + ^12^2 + «13^3

(1) Qy2 == «21^1 + ^^^22^2 + ^23^3

Qi/i = «31^1 + ^32^*2 + %3^^3

derartig eine Jineare Verwandtschaft'' oder „Collmealmt'^ zwischen

beiden Ebenen begründet*), dass jedem Punkte x der einen Ebene

ein Punkt p (Bildpunkt von x) der anderen Ebene entspricht. Es ist

dieses Verhältniss im Allgemeinen nicht unmittelbar umkehrbar; einem

Punkte y entspricht nicht wieder derselbe Punkt x, sondern der ihm zu-

gehörige Punkt der ersten Ebene bestimmt sich durch Auflösung der

Gleichungen (1), vorausgesetzt, dass ihre Determinante nicht verschwin-

det, mittelst der Formeln:

ÖX^ = A^ylJ^ + ^,22/2 + ^13^3

(2) (?a;2 = ^.,1^1 + -^^22^2 + ^nV-i

ÖX^ == ^3,^1 + ^322/2 + ^33?/3 ?

WO die Aik in bekannter Weise die aus den rt,x gebildeten zweiglie-

drigen Determinanten bedeuten. Die Formeln sind also dieselben wie

die der Coordinatentransformation (vgl. p. 69); aber während dort

derselbe Punkt auf zwei Coordiuatensysteme bezogen wurde, sind hier

zwei verschiedene Punkte auf dasselbe System bezogen.

*) Die Collineationen sind zuerst eingehend behandelt von Möbius: Bary-

centrischer Calcul. Leipzig 1827, p. 266 fF. , dann von Magnus: Aufgaben und

Lehrsätze aus der analytischen Geometrie, Berlin 1833. Vgl. auch Chasles:

Apercu historique etc., Note 4.
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Durchläuft einer dieser Punkte eine Cnrye f (x^, x.2, x^) = 0, so

durchläuft sein Bildpunkt eine andere F (t/^, y^^ y^) = 0, wo F aus f
durch die Gleichungen (2) entsteht. Da letztere linear sind, so folgt

der Satz:

Einer algebraischen Curve entspricht hei einer linearen Verwandt-

schaft immer eine andere von derselben Ordnung,

Beide Curven werden nun gewisse Eigenschaften mit einander

gemein haben, die eben durch Collineationen überhaupt unzerstörbar

sind; und zwar müssen dies dieselben Eigenschaften sein, welche wir

früher durch ihre Unabhängigkeit vom Coordinatensysteme charakte-

risirten, denn Coordinatentransformation und lineare Verwandtschaft

sind ja nur verschiedene Auffassungen für dieselbe algebraische Ope-

ration. Diese Eigenschaften werden daher durch das Verhalten der

zu der ternären Form f [x^ , x^^ Xg) gehörigen Invarianten*) angegeben,

und somit haben wir für letztere selbst einen neuen und wichtigen

Gesichtspunkt gewonnen, dessen volle geometrische Bedeutung im

Folgenden entwickelt werden wird.

Betrachten wir zunächst eine gerade Linie mit den Coordinaten u:

SO entspricht derselben in der Bildebene eine von Punkten y durch-

laufene Gerade, deren Coordinaten v ebenso wie bei der Coordinaten-

transformation durch die transponirte Substitution von (1) gegeben

sind, d. i. durch die Gleichungen:

(4) ^Ui = au Vi + a2iV2 -f- asiVB .

Diese Gleichungen haben dieselbe Form, wie die für Punktcoordinaten

bestehenden; es gilt daher der Satz, Avelcher übrigens auch eine

directe Folge des allgemeinen Dualitätsprincips ist:

Zwei durch Collineation einander entsprechende Curven sind vo7i

gleicher Klasse.

Drücken wir einen Punkt der Geraden u mittelst eines Para-

meters A durch zwei feste Punkte «, b derselben aus, so haben wir

bekanntlich

(SXi = ai -f- Ibi]

seien ferner «, ß die den Punkten a, b entsprechenden Bilder, so

wird die von y auf v durchlaufene Punktreihe gegeben durch

wo

*) Solche Eigenschaften können statt durch das Verschwinden von Invarianten

auch durch identisches Verschwinden von Covarianten angezeigt werden, wofür

wir bei den binären Formen Beispiele hatten (vgl. p. 241). Wir gehen hierauf

weiter unten näher ein (p. 272, f.).
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QCCi = aadi -f a,-2«2 + «i3«:i

Qßi = «,1*1 + «,2*2 + «,3&3 •

In beiden Gleichungen kommt aber derselbe Parameter X vor, und

somit folgt:

fVenn ein Punkt eine Punktreihe durchläuft, so beschreibt der ent-

sprechende Punkt eine ihr projectivische Punktreihe; und Analoges gilt

für Strahlbüschel.

An diesen Satz knüpft sich unmittelbar die Beantwortung der

sich zunächst aufdrängenden Frage: wie construirt man zu einem ge-

gebenen Punkte den Bildpunkt? Dieselbe wird durch eine rein geo-

metrische Bestimmung einer Collineation ermöglicht, welche in fol-

gendem Satze ausgesprochen ist:

Ordnet man vier Punkten, von denen keine drei in gerader Linie

liegen, lyez. vier andere zu, von denen ebenfalls keine drei in gerader

Linie liegen, so ist dadurch die lineare Verivandtschafl völlig bestimmt.

In der That kann man, wenn die Gleichungen

QVi = anXi + 012X2 + «.-3^3

für vier Punkte, a;", x', x", x" und für die vier entsprechenden y", g\

y'\ ij" bestehen sollen, die Coefficienten an, eindeutig bestimmen ; denn

man hat für sie 12 lineare Gleichungen mit 13 homogen vorkommen-

den Unbekannten (den 9 Grössen an, und 4 Proportionalitätsfactoren

Q^, Q, q", q"). Aus irgend dreien der vier Gleichungen:

(5) p(/'V.'''' = «aa:/'') -f «/a^a^''^ + «,3^3^^'^

berechnen wir nämlich die Coefficienten an, ai2, ttjz- Anderseits kann

man letztere aus je dreien dieser Gleichungen eliminiren, und erhält

dadurch bez.:

= Q^yPX^ + Qij-X' + q'yl'X" + Q"yl"X"'.

Hier bedeuten die ^(''' die vier aus den x zusammengesetzten Deter-

minanten, z. B. ist

\ri\ ff ff f

yi. —— ^j vt/o wQ
ffr fff /

jy% /y« yy
I •*'l "^2 ^Z

dieselben verschwinden nicht, weil keine drei der vier Punkte x auf

gerader Linie gelegen vorausgesetzt sind. Aus den drei Gleichungen,

welche sich so für die q ergeben {i = \ , 2, 3), finden wir für die

Verhältnisse derselben folgende Ausdrücke:

(6) q'^X'' = m Y\ q'X' = mF\ q"X" = m F", q" X'" = m V"

,

wo die V die aus den y zu bildenden Determinanten sind, also z. B.:
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vi y% 2/3'

y^ = yC y^ yi'

y\" y%" y%

und wo m einen unbestimmt bleibenden Factor bedeutet. Aus (6)

werden somit die Verhältnisse der p, aus (5) dann die der aiu berech-

net; und damit ist unser Satz bewiesen.*)

Vorausgesetzt nun, dass vier Punkte der einen Ebene als vier

Punkten der andern bez. entsprechend gegeben sind, so construirt man

zu jedem fünften Punkte «(^^^ den ihm entsprechenden Punkt y'^^^ in

folgender Weise. Nach einem soeben bewiesenen Satze ist das Büschel

der vier von x^ nach x , x", x"\ ^t'^^' gehenden Strahlen zu dem von

«/" nach y ,
y'\ y"\ y^^^\ und das der Strahlen von x nach x^\ x", x", a;^^^>

zu dem von ij nach ?/**, y", y"y y^^^'^ projectivisch. Man kann daher

nach bekannten Sätzen die Strahlen y^y'^^^^ und y'y^^"^^ conströiren, so

dass ?/(^^' selbst als Schnitt beider bestimmt ist. Diese Construc-

tion wird in der That, ebenso wie die Rechnung, nur dann nicht

ausführbar, wenn drei der Punkte x oder drei der Punkte y auf

gerader Linie liegen.

Tritt jedoch dieser zunächst ausgeschlossene Fall ein, so werden

wir dadurch zu dem Begriffe der sogenannten Centralperspecüve ge-

führt. Die dabei vorkommenden Besonderheiten entsprechen gewisser-

massen denjenigen, welche wir im binären Gebiete bei der perspecti-

vischen Lage zweier projeetivischen Punktreihen und Strahlbüschel her-

vorgehoben haben. Wir wollen dieselben in den folgenden üeberlegun-

gen um so mehr näher erörtern, als wir sehen werden, dass man sich

jede CoUineation aus diesem besondern Falle hervorgegangen denken darf

Die linearen Gleichungen (1) oder (2) beziehen sich auf ein

*) Die Bestimmung einer CoUineation durch vier Punkte und die ihnen zu-

geordneten kann man auch in folgender Weise einsehen. Der Verbindungslinie

zweier Punkte in Ä, entspricht jedenfalls die Verbindungslinie der entsprechen-

den Punkte in Äj, und dem Schnittpunkte zweier Geraden in Ex der Schnittpunkt

der entsprechenden Geraden in E^. Verbinden wir nun die vier in Ei gegebenen

Punkte unter einander, so bestimmen die 6 Verbindungslinien 3 neue Punkte,

deren zugehörige in E^ durch die entsprechende Construction sofort gegeben

sind. Verbinden wir die 3 neuen Punkte in Ä, wieder unter einander und mit

den 4 ursprünglich gegebenen, und setzen diese Construction beliebig fort, so

erhalten wir immer neue Punkte in Ä, , deren entsprechende in E^ sofort ge-

geben sind. Schliesslich wird die ganze Ebene £, mit einem Netze von beliebig

vielen Geraden bedeckt, und zwar lässt sich zeigen, dass man durch fort-

gesetzte Verdichtung des Netzes jedem Punkte von E^ beliebig nahe kommen
kann. Denkt man sich nun gleichzeitig das entsprechende Netz in E^ construirt,

so ist durch diese Netze die gegenseitige Zuordnung der einzelnen Punkte beider

Ebenen festgelegt; und also die ColUnealion völlüj bestimmt. Vgl. hierüber Mö-
bius, a. a. 0. p. 273.
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beliebiges Coordinatendreieck ; bei Aenderung desselben werden ihre

Coefficienten immer andere Werthe annehmen. Legen wir z. B. ein

rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde, so werden sie (wenn

wir dieselben Coefficienten der Einfachheit wegen beibehalten) von

der Form:

Q .1 = a^^X + «32J/ + «;,3

oder

:

Ä =
«'31^ + "322/ + «33

F =

und umgekehrt;

X =

«31^ + CzzV + «83

^2,X+ ^22^ + ^23

y

Die Gleichung

«31^ + ^hiV + ^'33 =ö
ist dann die einer geraden Linie, deren Punkte den unendlich fernen

Punkten des Bildes {X = oo, F= 00) entsprechen und ebenso sind

die Punkte der Geraden

^31^+^32^+^33 =
die Bilder der unendlich fernen Punkte der ersten Ebene Qx = 00,

y = 00). In der That müssen wir ja überhaupt die unendlich fernen

Punkte der Ebene als auf einer Geraden gelegen annehmen (vergl.

p. 67); aus einer solchen kann aber durch Collineation nur wieder

eine Gerade werden.

Die erwähnten beiden geraden Linien wer-

den als Fluchtlinien bezeichnet; durch eine be-

sondere Lage derselben gegen einander können ^

wir nun die Centralperspective charakterisiren

:

Wir wollen uns die eine der beiden unendlich

nahen Ebenen (^ und E') — ohne beide von ein-

ander zu entfernen — so gegen die andere ge-

dreht denken, dass die beiden Fluchtlinien ein-

ander parallel werden. Alsdann entspricht der

unendlich ferne Schnittpunkt P der beiden Flucht-

litiien f und /" sich selbst; denn, insofern er /
3'

auf /liegt, muss ihm ein unendlich ferner Punkt

der Ebene E', insofern er auf /" liegt, ein solcher

der Ebene E entsprechen, und dies kann nur

gleichzeitig eintreten, wenn er mit dem ihm J?

zugeordneten zusammenfallt. Einem beliebigen \^'

anderen Punkte A auf / entspricht dagegen ein

Fig. 33.

ff

A
A



256 Dritte Abtheilung.

unendlich ferner Punkt in E', der durch die von A nach ihm führende

Richtung a gegeben ist (vgl. Fig. 33); diesem unendlich fernen Punkte,

betrachtet als Punkt von E, entspricht wieder ein auf /' gelegener

Punkt A\ 'so dass seine Verbindungslinie d mit diesem zu a parallel

wird. Gehen wir ebenso von einem Punkte B auf / aus, so werden

wir in derselben Weise zu einem Punkte B' auf/" geführt, so dass

zwei parallele bez. von B und B' ausgehende Linien h und h' den un-

endlich fernen Punkt bestimmen, welcher zu B und B' in besagter

Beziehung steht. Durch ParallelVerschiebung der beiden Ebenen gegen-

einander, können wir es nun insbesondere so einrichten, dass bez. die

Linien a und «', h und h' zusammenfallen*) und so durch ihren Schnitt-

punkt einen dann besonders ausgezeichneten Punkt bestimmen; und

zwar ist dies auf zwei Weisen möglich, da wir die eine Ebene immer
noch um 180** drehen können, ohne das Resultat zu ändern. Die

Fluchtlinien bleiben dabei einander parallel und ändern nur ihren

gegenseitigen Abstand.

Die Beziehung, in welche die Ebenen nunmehr gebracht sind,

ist es, welche als die perspectivische Lage der ehenen Systeme bezeichnet

wird; der Punkt heisst das Centrmn der Perspectivität oder der

CoUineation. Dieser Punkt ist in der Weise ausgezeichnet, dass nicht

nur die Strahlen a und h mit ihren entsprechenden Strahlen «', b'

zusammenfallen, sondern dass jeder durch ihn gehende Strahl sich

selbst entspricht. Es folgt dies unmittelbar daraus, dass ausser den

Strahlen a, h auch die Ver-

bindungslinie von mit dem
unendlich fernen Punkte P
der Fluchtlinien mit ihrem ent-

sprechenden Strahle zusam-

menfällt, und sonach die beiden

durch gehenden, einander

projectivischen Strahlbüschel

der Ebenen E und E' ganz

zusammenfallen müssen (vgl.

p. 44). Bei dieser perspectivi-

schen Lage können wir den

zu einem beliebigen Punkte .4

in E gehörigen Punkt A' in

E' sehr einfach construiren.

Letzterer nämlich muss zu-

nächst auf der Linie A liegen.

*) Dass dies in der That immer möglich ist, ergibt sich auch aus den fol-

genden analytischen Entwicklungen.
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da dieselbe mit A' Ö zusammenfällt. Auf diesem Strahle sind dann

zwei projectivische Punktreihen in perspectivischer Lage bestimmt.

Der eine Doppelpunkt derselben fällt in das Collineationscentrum

(vgl. Fig. 34); ferner entspricht dem unendlich fernen Punkte der

einen Reihe der Schnittpunkt F' von AO mit /', und dem Schnitt-

punkte F von AO mit /' der unendlich ferne Punkt, insofern er der

andern Reihe angehört; durch diese Zuordnung ist die Projectivität

festgelegt. Der zweite Doppelpunkt 0' ist ebenso weit von dem

Schnittpunkte mit der Fluchtlinie F' entfernt, wie von dem mit F;

in der That ist nämlich das Doppelverhältniss dieses Punktes mit den

drei erwähnten Punkten der einen Reihe gleich dem Doppelverhältnisse

mit den drei entsprechenden der andern, nämlich

oo

WO n die Entfernung FF', m die Entfernung FO = F'O' bezeichnet.

Der Punkt 0' , und ebenso jeder Punkt der durch 0' zu den Flucht-

linien gezogenen Parallele entspricht daher sich selbst. Diese Paral-

lele wird als Collineationsaxe (c m Fig. 34) bezeichnet. Wir haben

dann die Sätze:

Bei der perspeciivischen Lage coUinear verwandter Systeme

entspricht jeder Strahl durch das
I
entspricht jeder Punkt auf der Col-

Collineationscentrum sich seihst.
\

lineationsaxe sich selbst.

Die Punkte der Ebene werden also in diesem Falle durch die Trans-

formation auf den durch gehenden Strahlen verschoben, und die Linien

der Ebene um ihre Schnittpunkte mit der Collineationsaxe gedreht. Mit

Hülfe dieser Sätze können wir nun die verlangte Construction des dem

Punkte A entsprechenden Punktes Ä auch ohne Benutzung der

Fluchtlinien ausführen, vorausgesetzt, dass Centrum {0) und Axe {c)

der Collineation, sowie zwei entsprechende Punkte {B , B') (deren

Verbindungslinie durch geht) oder zwei entsprechende Gerade

(deren Schnittlinie auf der Axe liegt) gegeben sind. Es müssen

nämlich auch die Verbindungslinien von B und A, B' und A', als

einander entsprechend, sich auf der Axe schneiden.*) Verbinden wir

daher den Schnittpunkt {ß) der Linie und der Axe mit B\ so wird

diese Verbindungslinie von dem Strahle A in dem gesuchten Punkte

A' geschnitten.

Die hier betrachtete perspectivische Beziehung gibt eine klare

Anschauung über die durch eine lineare Transformation hervorge-

*) In Fig. 34 ist für B ein Punkt auf f und also für B' der unendlich ferne

Punkt von B gewählt.

Clebach, Vorlesungen. *'



258 üiitte Abtheilung.

brachten Veränderungen ebener Figuren überhaupt. Es gilt nämlich

wie bei projectivischen Punktreihen und Strahlbüscheln der fol-

gende Satz:

Zwei colUneare Systeme können durch congruenie Ortsveränderung

des einen von ihnen immer in perspectivische Lage gebracht tverden.

Zunächst nämlich ist ersichtlich^ dass wir eine projectivische Be-

ziehung zweier Ebenen auf einander durch folgende räumliche Con-
struction herstellen können, von der wir dann unmittelbar zur per-

spectivischen Lage zurückgeführt werden. Wir beziehen zwei gegen
einander im Räume geneigte Ebenen dadurch auf einander, dass Avir

sie von einem Punkte ausserhalb derselben betrachten, d. h. dass wir

je zwei Punkte, deren Verbindungslinie durch einen bestimmten, will-

kürlich gewählten Punkt (ö) des Raumes geht, einander entsprechend

setzen.. In der That sind dann entsprechende Punktreihen und ent-

sprechende Strahlbüschel in beiden Ebenen projectivisch. Man über-

zeugt sich davon sofort, wenn man durch den Punkt eine beliebige

Ebene legt; diese schneidet die gegebenen Ebenen in zwei Linien,

welche unmittelbar perspectivisch auf einander bezogen sind. Lassen

wir nun die beiden gegebenen Ebenen allmählich zusammenfallen, in-

dem wir die eine um ihre Schnittlinie mit der andern drehen, so geht

letztere Gerade in die Collineationsaxe über und der Punkt fällt in

die eine Ebene hinein: er gibt das Collineationscentrum. Die beiden

ebenen Systeme befinden sich somit in perspectivischer Lage. Unser
oben aufgestellter Satz ist also bewiesen, sobald wir noch zeigen,

dass durch die angegebene räumliche Construction die allgemeinste

collineare Verwandtschaft erhalten werden kann.

Letzteres ergibt sich nun folgendermassen. Wir können immer
in jeder der Ebenen E, E' zwei entsprechende Punktreihen angeben,

welche einander congruent sind. Setzen wir nämlich die Transforma-

tionsgleichungen in der Form voraus:

^ __ axxX-\- a^^y -|- gj3 __ A

Y ^_ <?2ia? + a^zy -f ^23 ^_ B

SO muss für ein Punktepaar einer solchen Geraden und für das ent-

sprechende Paar der andern Ebene die Gleichung:

bestehen. Nehmen wir nun die Punkte x, y und x\ y auf einer zu

der Geraden C = (der einen Fluchtlinie) parallelen Geraden an, d. h.

setzen wir:

C=C' = k,



Einleitung in die Theorie der algebraischen Formen. 259

so erhalten wir die Relation:

^(:r'— x)2+(y'— y)2= (^a,Ja;'— a;)+ &i2(y'— ?/))2 -f (a2j(a;'— a:)+ ^/22(y'— y))-

;

und diese ist für:

x — X = r cos a
j y — y = r sin a

offenbar erfüllt, wenn wir

A-2 = (rtj^ cos a -f- ^12 sin a)^ -\- {a^^ cos a -\- a^^ sin a)'^

nehmen, und zwar unabhängig von dem Werthe von r. Es gibt

daher in jeder Ebene zwei Gerade, parallel und symmetrisch zur

Fluchtlinie gelegen, deren Punktreihen mit denen der entsprechenden

Geraden congruent sind. Bei obiger Construction sind nun die

Ebenen nur so gegen einander gelegt, dass diese beiden Geraden in

die Schnittlinie der Ebenen zusammenfallen, und dass je zwei einan-

der entsprechende Punkte derselben über einander liegen. Um die

Verwandtschaft der beiden ebenen Punktsysteme durch Zuordnung von

vier Punkten festzulegen, können wir daher, ohne eine Specialisirung

zu verursachen, zwei Punktepaare auf der Schnittlinie der Ebene E und

E' annehmen, während die beiden anderen beliebig, aber in einer

dritten Ebene*), liegen mögen. Die Verbindungslinien entsprechender

Punkte der letzteren Paare bestimmen dann den festen Punkt ö, und

dass jeder andere von ihm ausgehende Strahl die Ebenen EE' in

entsprechenden Punkten trifft, ersieht man leicht aus der Gleichheit

der in der §o construirten Figur auftretenden Doppelverhältnisse.

Legt man insbesondere durch eine Parallelebene zu der einen Ebene,

so schneidet dieselbe in der andern die Fluchtlinie derselben aus.

Man erkennt hieraus, dass bei allmähligem Nähern der beiden Ebenen

das Collineationscentrum in einen Punkt fällt, der von der einen

Fluchtlinie ebensoweit entfernt ist, wie die Collineationsaxe , die

Schnittlinie der beiden Ebenen, von der andern. Diese Strecke (jn)

und die gegenseitige Entfernung der beiden Fluchtlinien (n) sind

somit für die perspectivische Lage besonders charakteristisch, sie be-

stimmen dieselbe geradezu vollständig.

In der That lassen sich auch die Coefficienten unserer Transfor-

mationsgleichungen (7) durch diese Grössen ?n , n ausdrücken; wir

brauchen, um dies zu erkennen, nur das Coordinatensystem passend

zu legen. Der Anfangspunkt falle mit dem Collineationscentrum zu-

sammen, und die Z-Axe laufe zu den Fluchtlinien parallel. Die

Gleichung der einen Fluchtlinie (7 = wird dann

*) Dies ist nöthig, da die Verbindungslinie des Paares in E die Schnittlinie

von E und E' in einem Punkte schneidet, der mit seinem entsprechenden ver-

einigt liegt und der daher ebenso durch die Verbindungslinie des Paares in E'

erhalten werden muss.
17*



260 Dritte Abtheilung.

X — 7n — w = .

Ferner muss der Punkt x, y mit dem Punkte X, Y auf einer durch

den Anfangspunkt gehenden Geraden liegen; wir haben also

X : Y = X : y ^

und die Transformationsgleichungen nehmen daher die Form an:

j:=—^

—

r= Qy

Für .r == oo, j/ == oo muss die Gleichung der anderen Fluchtlinie

resultiren, d. h. X = — m werden. Es ist daher

Q =^ m {m -\- n)

zu setzen. Führen wir noch eine neue Constante = m -\- n ein , so

erhalten wir die Collineation bei perspectivischer Lage in allgemeinster

Weise dargestellt durch die Gleichungen:

X == ^-?-^- Y = --?-^ .

X — (T
' X — G

Auf diese Form müssen sich nach dem Vorhergehenden die Gleichun-

gen für jede lineare Verwandtschaft durch Einführung neuer, recht-

winkliger Coordinaten, d. i. durch Drehung und Verschiebung bringen

lassen. Um die betreffenden Umformungen durchzuführen, gehen wir

von den Gleichungen (7) aus. Wir verschieben die Ebene der X, Y,

indem wir dem früher mit dem der andern Ebene vereinigten Coor-

dinatensysteme die Verschiebungen p, q und die Drehung 90 ertheilen.

Der zu x, y gehörige Punkt (früher X, Y) erhält dann die Coordi-

naten X', Y', und zwar ist:

X' = p -{ X cos 90 — Y sin (p

Y' = q -\- X sin (p -\- Y cos cp

.

Es gilt jetzt, p, q, cp so zu bestimmen, dass die Bedingung dafür,

dass ein Punkt X', Y' mit einem Punkte x, y zusammenfällt, auf eine

lineare Gleichung in x, y führt, die dann die Collineationsaxe dar-

stellt. Setzen wir also die Werthe der X, Y aus (7) in die letzten

Gleichungen ein, so müssen für X' = x, Y'= y die entstehenden Glei-

chungen (t sei Proportionalitätsfactor)

:

T (x P) == (<^ll^' "t Öfl2y H" ^13) cos Qp — («21^ + 0(22^ "f- «23) ^^^ 9'

'^ il/— Q) = Ki^ + «'12^ + «13) sin g) -f («^jo; + «22^ + «23} cos cp

r = «3,x + ö'^sy + «33

sich sämmtlich auf die eine Gleichung
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XX -\- Xtj -\- \ ==

reduciren. Zunächst haben wir daher:

wo sich nun t aus den ersten beiden Gleichungen durch Coefficienten-

vergleithung bestimmt. Man findet:

fl,i cos qp — «21 sin cp — T Os^ «n sin gp -}- aj, cos gp £31

^,2 cos qp — fl22 sin qp «32 ' «,2 sin qp -f «22 cos qp — r «-32
'

oder^ wenn man die Unterdeterminanten

^13 = ^32^^21 ~~ "22^31 ' ^23 = ^31^12 ~ '^11^'32

einführt

:

.4,3 sin cp -\- ^.,;. cos q) = — to.^o

.7^3 cos (p -\- ^23 S^^ ^ ^^
"^^^'iX'

Für den Werth von x hat man also:

2 __ ^13 ~r -^23'
.

die Grössen p, q, <p ergeben sich dann linear; es gibt also zwei

Arten, die perspectivische Lage hervorzurufen, wie wir auch schon

vorhin rein geometrisch erkannten (p. 256).

Es liegt nahe, auch bei der allgemeinen Collineation nach solchen

Punkten zu fragen, welche mit ihren entsprechenden zusammenfallen.

Wir finden die Coordinaten derselben aus den Gleichungen

QUi = UiiXi 4- üi^x^ + a,-iX'A

,

wenn wir yi = Xi setzen, wodurch wir erhalten:

(«11 — q)x^-\- ay,x.i -\r
(l^^x^ =

(8) «21^1 + («22 - Q) ^'i + ^23 ^"3 = ^^

«gpTj + (ly^X.^ + («,;, " ?) .^3 = j

und die Elimination der x ergibt die für q cubische Gleichung:

(9) A (9) = «21 «22 — 9 ^23 1

= 0.

«31 «32 '"^33 — q\

Im Allf/emeinen f/ibi es daher drei Punkte, ivelche mil ihren zuge-

hörigen zusammenfallen. Ebenso muss es auch drei sich selbst entspre-

chende Gerade geben; es sind offenbar die Verbindungslinien der drei

Punkte, da die Linien, welche entsprechende Punkte verbinden, auch

entsprechende sind. Das so bestimmte Dreieck bildet ein besonders

einfaches Coordinatensystem für die Transformation. Da unter Zu-
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gründe!egung desselben der Linie Xi = die Linie t/i == entspricht,

so müssen die Gleichungen (1) dann die vereinfachte Form annehmen

:

(10) Qi/^ = a^x^

Man kann sich dieselben aus (1) entstanden denken, indem man jene
Gleichungen mit «, , it^, u.^ multiplicirt und addirt:

(11) ^ (W| y^ -^ Wj y.^ + u^ yg) = 2: ttik Ui Xu
,

und dann die u so bestimmt, dass der lineare Ausdruck links dem
rechts proportional wird, also:

Die Uk sind dann die Coordiuaten einer sich selbst entsprechenden
Geraden, und die Elimination derselben aus den letzten Gleichungen
führt für a auf die cubische Gleichung (9). Die Gleichung (11) ver-

wandelt sich in (w,. = u^x^ -f- u„x.y + n^x^):

QUy = a. Ur ,

d. h. in eine der Gleichungen (10). Man sieht also, dass «j, a.^, «3
die Wurzeln jener ciihischen Gleichung sind.

Die drei so ausgezeichneten Punkte sind im Allgemeinen von
einander verschieden*); und nur dann ist das Dreieck derselben in

dieser Weise einzuführen. Rücken zwei der Punkte einander unend-
lich nahe, oder, was dasselbe ist, hat die Gleichung (9) -zwei gleiche
Wurzeln, so wird kein eigentliches Dreieck mehr gebildet, und man
kann die Transformation nicht mehr in der Gestalt (10) darstellen.

Dagegen ist dies noch möglich, wenn eine unendliche Zahl von Punk-
ten existirt, die alle mit ihren entsprechenden zusammenfallen, wie es
bei der perspectivischen Lage der Fall war; und zwar tritt dies ein,

wenn alle ünterdeterminanten A,/, der Determinante (9) verschwinden.
Denn die Coordinaten der drei Punkte genügen nach (8) den Re-
lationen :

X^ '. X^ '• «^'3 = Aj
I

'. A|.) C A.3

= A,j : A22 : A03

= A3, : A.,, : A33

;

ein solcher Punkt wird also in der That unbestimmt, wenn für eine

*) Zwei derselben können auch imaginär werden. Es tritt dies z. ß. ein
bei den Transformationen, durch welche eine Drehung der Ebene in sich um
einen ihrer Punkte dargestellt wird. In diesem Falle fallen zwei der Punkte in
die imaginären Kreispunkte, der dritte ist das Rotationscentrum; ebenso sind zwei
der Geraden imaginär, die dritte fällt in die unendlich ferne Gerade.
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Wurzel von (9) alle A,/, Null werden. Diese Wurzel ist dann aber

üoppelwurzel der Gleichung A (p) = 0, denn es wird auch

||=-p(A„+A,, + A33):==0.

Bezeichnen wir diese Doppelwurzel durch <j , so können sich also bei

der perspectivischen Lage, vorausgesetzt, dass A ((<) = nicht eine

dreifache Wurzel habe*), die Gleichungen (8) nur um einen constanten

Factor unterscheiden; d. h. w/'r können die neun Coefficienten au, der

Transformalion in der folgenden Weise durch sechs Grössen ausdrücken:

rt, ^=a^ß^-{- (3 rt,,i = «1 ß, «31 = «1 ^3

«in ==«3^1 «23 = «3/5-- «33 = «3/^3 + 0'

Unsere Gleichungen (1) nehmen dadurch die einfachere Form an:

(12) QVi = <3Xi + ßi (ßj.f, + tvo.r. + ci.^x^)
,

und die cubische Gleichung geht über in:

'«ii^i-(p-^) «2/^1 «3/^1
!

0^; «,/3, «2/3,-(9 (j) ci.ß., ^ '{Q-a)\Q-a~-ß,a,-ß.ju~ß.,i<,}.

\
a^ß^ «2^3 «3/^3-(9-<^)i

Wir erhalten also in der That die Doppelwurzel q= a und die ein-

fache Wurzel

p = (? 4- aj/3^ + «2^0 + «3/3.3.

Die erstere gibt uns die Gleichung der Collineationsaxe

:

«, x^ + «20:2 + «3-^3 = ^

;

die andere die Coordinaten des Collineaäonscentrums:

x^ : X., : Xr. = ß^: ß^: ßi-

Die Gleichung dieses Punktes ergibt sich ebenso, wie die der Axe aus

(12), wenn wir die Collineationsgleichungen für Liniencoordinaten auf-

stellen ; denn diese werden

:

(13) Q Ui =^avi-{- ai (/3i
i\ + ß, V., + ß-i

v.^ .

Aus (12) folgt ferner durch Elimination von 9, und a ^. :

j

Vi y-i Vi

und ebenso aus (13) durch Elimination von q, 0, v^^:

*) Eine vollständige Behandlung der verschiedenen hier auftretenden Mög-

lichkeiten findet sich in der letzten Abtheilung dieser Vorlesungen.

=
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VII. Die ternären Formen im Allgemeinen.

Bevor wir zu allgemeinen Sätzen über ternäre Formen übergehen,

schicken wir einige Bemerkungen über die Natur der bei ihnen auf-

tretenden Bildungen voraus. Weiterhin wird uns hauptsächlich die

symbolische Darstellung derselben und die aus dieser fliessende Ueber-

tragung der Resultate der binären Formentheorie auf das ternäre

Gebiet beschäftigen.

Betrachten wir zunächst eine lineare Form:

so stellt dieselbe bekanntlich gleich Null gesetzt eine gerade Linie

dar; und die Ui sind die Coorahmten dieser Geraden. Dies werden wir

jedoch gemäss dem Dualitätsprincip besser dahin aussprechen, dass die

Gleichung:

Wj x^ -f- W2 -^^2 ~h ^.i ^3 =
die Bedingung für die vereinigte Lage des Punktes x und der Geraden u

ist (vgl. p. 69). Schon hieraus ersehen wir^ dass unsere lineare Form

die Invarianteneigenschaft haben muss; denn wir haben gesehen, dass

die vereinigte Lage von Punkt und Gerade durch eine Collineation

nicht zerstört werden kann. Sei nun eine solche gegeben durch die

Gleichungen

:

(1) QÄi = aixXi -\- ai2X~^ -}- tti-iX'i,

so werden die entsprechenden Gleichungen für Liniencoordinaten

(vgl. p. 68):

(2) 0Ui = au Ui + a-2i U^ -\- a^i U% .

Durch Benutzung dieser Relationen und unter Anwendung des

Multiplicationstheorems der Determinanten erkennt man zunächst, dass

die Determinante

X, y^ Zi

^3

die Invarianteneigenschaft hat, ebenso wie bei den binären Formen

die zweigliedrige Determinante (xy). Wir haben nämlich, wenn Y , Z

die Coordinaten der Punkte sind, in welche y, z vermöge der Glei-

chungen (1) übergehen, unmittelbar:

X.

Y,
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oder wenn wir die aus den o:, ?/, z gebildete Determinante kurz darch
(xtjz), die Substitutionsdeterrainante der «,/, durch r. q'-^ bezeichnen:

(3) {Ä FZ):^r {xyz).

Die Coordinaten einer Geraden sind nun proportional zu den zwei-
gliedrigen Unterdeterminanten irgend zweier auf ihr gelegener Punkte;
und die dabei auftretenden Proportionalitätsfactoren wollen wir in der
Folge immer so bestimmt denken, dass der Ausdruck U^ X^^+ U.^ X.^ -f- U., X.^

ohne Factor in w, a;, -f u^x^ + ^3^:3 ühergelit. D. h. wir setzen:

«3 = y\h

rU, = F,Z,-
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NiiUsetzen einer Zwischenform jedem Punkte x der Ebene eine

von Linien u umhüllte Curve, jener Linie u eine von Punkten x

beschriebene Curve zugeordnet. Man hat diese Gebilde bisher

nur eingehender betrachtet, wo man, ausgehend von Grund-

formen mit Punkt- oder Liniencoordinaten, durch covariante Bil-

dungen auf sie geführt wurde. Es ist jedoch, wenn anders

man systematische Vollständigkeit erreichen will, von diesen

Zwischenformen selbst als Grundformen auszugehen. Wir wer-

den hierauf später zurückkommen.*)

Es braucht wohl kaum hervorgehoben zu werden, dass endlich

noch absolute Invananfe?i**) auftreten, d. h. Functionen, die bei

linearen Transformationen völHg ungeändert bleiben, und die, wie bei

den binären Formen, durch Quotienten passender Potenzen von Inva-

rianten gegeben werden (p. 106). — Alle diese Bildungen wollen wir

im Folo-enden kurz unter dem Ausdrucke Functionalinvatiante zusam-

menfassen. Wir theilen dieselben ein nach dem „Grade^^ in den

Coefficienten der Grundform, nach der ,,Ordnuno'^ in den Punktcoor-

dinaten und nach der ..Klasse" in den Liniencoordinaten.

Es drängt sich hier naturgemäss die Frage auf, ob es möglich

ist, ganz allgemein die formale Gestalt einer solchen invarianten

Bildung zu charakterisiren , wie uns dies ja bei den Invarianten und

Covarianten binärer Formen gelang. Dies ist nun in der That er-

reichbar; und zwar werden wir dazu durch Anwendung einer symbo-

lischen Bezeichnungsweise geführt, welche der bei zwei homogenen

Variabein benutzten ganz analog ist, und welche daher wohl nur

einer kürzeren Erörterung bedarf. Es beruht diese Symbolik daraut;

dass wir eine ternäre Form «'" Ordnung in den x oder u durch die

;/to Potenz eines linearen Ausdrucks ersetzen, so dass dieselbe in der

Form
/ = {a^x^ + n!.,.r.. -f r/^a;,)" = rt^.r"

bezüglich:

erscheint. Die Functionalinvarianten einer Grundform sinil dadurch,

wie bei den binären Formen, auf diejenigen linearer Formen zurück-

zuführen. Von einem symbolischen Ausdrucke aj' einer solchen

*) Vgl. die letzte Abtheilung des vorliegenden Bandes.

**) Die Zahl derselben für eine Form «tei- Ordnung ist

{n 4- 1) (/» + 2) „

denn durch lineare Transformation kann man immer 9 von den 4- (« -f 1) (« + 2)

Coefficienten der Form beliebig gegebene Werthe annehmen lassen. Vgl. die

entsprechende Bestimmung für binäre Formen auf p. 249 ,
und Aronhold:

Crelle's Journal, Bd. 62.
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Bildung nämlich kann man zu dem wirklichen der betreffenden Form
nur in eindeutig bestimmter Weise zurückkehren, wenn in jenem die

Coefficienten von aj^ linear vorkommen. Ist nun die Bildung vom
()*<=" Grade in den Coefficienten von «.,,", so können wir durch Anwen-
dung des invarianten Processes:

wo die üi die wirklichen Coefficienten von /* bedeuten, die bi diejeni-

gen einer andern Form /", welche von derselben Ordnung wie f in

den Variabein ist, aus TT eine andere invariante Function ableiten,

welche vom {q — l)*«"^ Grade in den Coefficienten von f und vom
ersten Grade in den Coefficienten von f ist. Durch {q — 1) malige

Wiederholung des angeführten Processes, wobei jedesmal die Coeffi-

cienten einer neuen Grundform eingeführt werden, erhalten wir so

schliesslich eine simultane invariante Function, welche die Coefficien-

ten einer jeden von q verschiedenen Formen n^^^ Ordnung linear ent-

hält; und von der wir zu der ursprünglichen Function TT unzweideutig

zurückgehen können,wenn wir successive die Symbole dieser verschie-

denen Formen durch die wirklichen Coefficienten der einen Grundform
/ ersetzen. Denkt man sich andererseits die verschiedenen Hülfsformen

w*^"^ Ordnung durch Potenzen linearer Formen hj', cj% ^.," etc. ersetzt,

so ist TT als simultane Functionalinvariante linearer Formen darge-

stellt. So erscheint z. B. die Invariante eines Kegelschnittes f= aj~=
als simultane Invariante dreier Formen a^^^, b,/, c,-. In der That

setzen wir in der ersten Horizontalreihe der Determinante

J =
*11 "12 "13

«21 «22 ^23

*31 "23 "33 1

üi/c = ai a/( , in der zweiten aik = bibic, in der dritten aiu = CiCk,

so wird:

A = a^ b.^c^ (abc)

,

oder wenn wir in der zweiten Reihe die «, in der dritten die b, in

der ersten die c einführen und so alle möglichen Vertauschungen

vornehmen

:

(j A = (abc) Uf^b.^c^ -j- «2^:1^1 + «3*1^2 — «2^i^3 — a.^b.,c^ — «i^3^2}

= {abcf. —
Dass der benutzte Differentationsprocess in der That die Invarianten-

eigenschaft der Function TT nicht ändert ^ erkennt man in derselben

Weise, wie den entsprechenden Satz bei binären Formen, denn der

dort gegebene Beweis ist seinem Inhalte nach völlig unabhängig von
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der Zahl der Veränderliehen (vgl. p. 183). Es sei nur bemerkt, dass

man in die Form TT statt der hi, wenn die ««• als Coefficieuten linearer

Formen in Punktcoordinaten angesehen werden, auch die entsprechen-

den zweigliedrigen Unterdeterminanten aus Coefficienten «, ß von

linearen Formen in Liniencoordinaten : Ua, Uß einführen kann; denn

diese Unterdeterminanten verhalten sich ja bei linearen Transforma-

tionen, wie die «, oder b, d. h. ebenfalls wie Liniencoordinaten. Also

auch die Operation

(5) 1^ («2^3 - h ^3) + f„^
(«3/3, - ^3«l) + Ya, («> ^2 - ^1 «2)

ändert die Invariameneigenschaft nicht, wenn die a Coefficienten linearer

Ausdrücke in Punktcoordinaten waren. Dass ganz Analoges für eine

FunctionalinVariante einer Form n*^"" Klasse w«" oder einer Zwischen-

form, sowie für simultane Systeme gilt, braucht wohl kaum erwähnt

zu werden.

Durch diese symbolische Darstellung sind alle invarianten Bildun-

gen auf solche von simultanen linearen Formen zurückgeführt. Wir

brauchten also nur die symbolische Gestalt dieser letzteren zu unter-

suchen, um zur Beantwortung der gestellten Frage zu gelangen. Auf

directerem Wege gelingt dies auch, wenn wir das folgende fundamen-

tale Theorem voraussetzen, auf welches wir erst bei einer späteren

Gelegenheit eingehen werden; dasselbe lautet:

FAn System von beliebig vielen ternären Formen , deren jede mehrere

Reihen von Punktcoordinaten {x,y, . . .)_und Liniencoordinaten (u, v, . . .)

enthält^ kann stets durch ein „reducirtes äquivalentes System"

ersetzt werden, d. h. durch ein anderes System von Formen, deren keine

mehr, als eine Reihe Punkt- und eine Reilie Liniencoordinaten enthält,

und dessen sämmtlicke simultane covariante Bildungen mit denen des

ursprünglichen Systems identisch sind;*) und zwar besteht dies reducirte

System immer aus einer endlichen Anzahl von Formen. Ist z. B.

eine ternäre Form gegeben, welche vom m*^" Grade in den x und vom

n*®'^ in den y ist, so kann man dieselbe durch ein reducirtes äquiva-

lentes System von drei Formen ersetzen. Stellen wir die gegebene

Form symbolisch durch

/== «.r"'V = («1^1 + «2^2 + ^3X3)'" (PxVl + *2 2/2 + ^S^s)"

dar, wo dann erst das Product von je w Symbolen a und je n Sym-

bolen b durch einen wirklichen Coefficienten zu ersetzen ist, so wird

das verlangte zu f äquivalente System gegeben durch:

*) Vgl. Clebsch: Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentbeorie,

Abhandlungen der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Bd. 17, 1872;

und die letzte Abtheilung dieser Vorlesungen.
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Dabei bedeutet wieder (abu) die Determinante

«1



Einleitung in die Theorie der algebraischen Formen. 271

iu ihr können wir die Coordinaten der Geraden u durch die ünter-

determinanten aus denen zweier ihrer Punkte ersetzen, nämlich:

Nach dieser Substitution wenden wir auf die Function TT {pc, w) die

folgende specielle lineare Transformation an:

U = ^-1 ^1 + 2/1 ^2 + -1 ^';i

t, = x.^ T, + y, 7 2 + z, 7^3

^3 =^ ^3 M ~r Vz ^2 I
-^3 '3>

wobei die ^^ die laufenden Coordinaten sein mögen, und die Ti die

entsprechenden für das neue Coordinatensystem. Bezeichnen wir

durch X, Y, Z die neuen Coordinaten für die Punkte x, y, j, so

ergeben sich für dieselben, indem man t bez. mit x, y, z identisch

setzt, die Werthe:

X^ = ^, ^2 = 0> -^3 =
(6) Y, = i), n = i; 1^3-=^

Z, =0, Z, = 0, ^3 = 1,

und hieraus für die der Linie u entsprechenden Coordinaten:

V^ = \, ü^ = ^, ^3 = 0.

Nun ist zufolge unserer Definition einer Functionalinvariante

(7) n = r^n',

wenn TT' die Function TT, gebildet für die neuen Coordinaten, und r die

Transformationsdeterminante bedeutet. Letztere ist in unserem Falle

^1 y\ z\
i

^2 Vi ^1 = (xyz)

,

^3 2/3 ^3 1

und somit geht wegen (6) die Gleichung (7) über in:

TTCxi, x.y, arg; w, , Mjj ^3) = G^T^y TTT (1, 0, 0; 1, 0, 0).

Rechts steht jetzt aber wegen der über die Natur von TT gemachten

Annahme neben der Potenz von w.^ ein reiner Zahlenfactor ; bezeichnen

wir denselben also mit c und führen statt der Coordinaten von y

und z wieder die ihrer Verbindungslinie ein, so wird:

Und damit ist unsere Behauptung bewiesen, denn die angewandte

Transformation ist der Definition nach auf die Natur einer Invariante

ohne Einfluss.

Wir können daher nunmehr das folgende wichtige Theorem aus-

sprechen:
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Jede invariante Bildung eines Systems von ternüren Formen kann

als ein Aggregat symbolischer Producte dargestellt werden, deren Factoren

identische Invarianten der Form u,., {xyz) oder {uvtv) sind.

Wir wollen die symbolische Darstellung der Formen zunächst

verwerthen, um die Natur solcher Functionen festzustellen, durch

deren Verschwinden Eigenschaften des Systems von Grundformen
gegeben werden, welche bei allen Collineationen erhalten bleiben, und
um uns so zu überzeugen, dass dazu die oben erwähnten Functional-

invarianten genügen. Der Einfachheit wegen werden wir nur eine

Grundform f= aj' = hj^ als gegeben voraussetzen : man erkennt

sofort, dass ganz dieselben Schlüsse für Systeme von beliebig vielen

Formen gültig sind, unter denen dann auch Contravarianten und
Zwischenformen enthalten sein können.

Man übersieht nun sofort, dass eine einzelne Bedingung der Art

nur durch das Verschwinden einer Invariante dargestellt iverden

kann. *) Ist nämlich TT (die Function, deren Verschwinden die besagte

Bedingung liefert) Invariante, und TT' eine daraus durch Collineation

hervorgehende, so muss TT' = sein, sobald TT == und nur, Avenn

n = 0; also hat man
W = c ,T\

,

wo c nur von den Substitutionscoefficienten abhängt. Um nun TT als

Invariante zu erkennen, haljen wir zu zeigen, dass c eine Potenz

der Determinante r ist. Da wir es aber nur mit ganzen, algebraischen

Functionen zu thun haben, so können wir wieder die schon gele-

gentlich bei den Kegelschnitten benutzte Schlussweise anwenden
(vgl. p. 130} und erhalten so unmittelbar:

TT' = r''- . TT, q. e. d.

Genügt die Form /jedoch gleichzeitig mehreren Bedingungen**):

ni = o, n2 = o, n3 = o...,

wo die TT; keine Veränderliche enthalten, so lässt sich zeigen, dass

dieselben dadurch erhalten werden können, dass man die Coefficienten

einer (oder mehrerer) von den Variabein abhängigen Functionalinva-

riante von / einzeln Null setzt, wie wir dies schon bei den binären cu-

bischen und biquadratischen Formen gesehen haben (vgl. p. 228 und

p. 241). Denken wir uns nämlich einen Ausdruck TTj symbolisch

dargestellt, so wird derselbe neben Factoren vom Typus {abc), welche

unmittelbar die Invarianteneigenschaft haben, noch einzelne Symbole

ai, bh oder zweigliedrige symbolische Determinanten vom Typus

aibk — btak als Factoren enthalten, d. h. es wird:

*) .Vgl. Aronhold: Crelle's Journal, Bd. 63, p. 302.

**) Vgl. im Folgenden Gram: Math. Annalen, Bd. 7, p. 230.
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TTi = TT {(a&c)e . . . a^ hk^" . . . (a,bf, ~ ha^y . . .}

.

Das System der Functionen TTj soll nun durch eine Collineation in das

System der entsprechenden Functionen TT/ übergehen, wobei jedoch

nicht nöthig ist, dass jede Function TTj einzeln in die entsprechende

TT/ übergeführt wird. Wir wenden dazu insbesondere diese specielle

lineare Transformation an:

-^1 = ^i^'^^i
4- ^^1^2 + ?i ^:j 7

Wj = ^1 ^1 + ^2 ^2 + ^3 ^3 ;

^2 = ^2^1 + ^2^2 + ^2^3 ; «2 = ^I ^1 + ^2 ^2 + ^3 ^3 ;

-^3 = ^2^1 + ^3^2 + ^3»*3 ;
W3 = ^1 ^1 4- ^2 f/j + ^3 ^3 ;

WO die lö 7^,-, ^i Coordinaten beliebiger fester Punkte bedeuten, oder

aufgelöst, wenn v, w, t bez. die Coordinaten der Verbindungslinien

^, l^, J^ sind (z. B. 1;^ = i^j^s - '^3^ und r = (|ijO gesetzt wird:

ra;, = v^ ^j + ^2 ^2 + ^3 ^3 ^^ ^^1 = ^1^1 + ^1^2 + ^i"3>

ra;2 = ^^7, Xj -|- 1^2 ^2 + ^3 ^3 » ^ ^2 = ^2^1 + "-'2 "2 4" ^2^3

;

rxg = ^1 X, + ?2 J^2 + ^3 ^3 ; ^" ^3 = ^3«! + ^3 «2 + ^3 «^3 •

Wir wissen nun, dass sich die Symbole Ui bei der Transformation

verhalten wie die Ui, also die zweigliedrigen Determinanten aus den

a und b, wie die entsprechenden Determinanten aus zwei Reihen

Liniencoordinaten , d. h. wie Punktcoordinaten. Bezeichnen wir also

mit ö', b' . . . die Symbole der aus /" durch unsere Transformation

entstehenden Form, so wird z. B.

«1 = ^1 «/ + l2< + ^3< = ^1

(«&)2= (Ö3&1 — &3Ö,)

= ^ [w^ {ab'), + ^^;2 («'*')2 + «^3 («'^')3] =
f

{a'b'w).

Die Function TT/ enthält also nur noch symbolische Factoren, deren

Invarianteneigenschaft evident ist, und welche noch von den völlig

lüillkürlichen Grössen l, tj, ^, v, w, t abhängen; und TT/ muss unab-

hängig von den Werthen der letzteren verschwinden, sobald alle TT,-

Null sind. Wir können also insbesondere setzen:

h= rii == li = ^i

,

Vi = Wi = ii = Ui,

und dann ist TT/ von der Form

n \{ab'cy . . . ax^'^bx^ . . . {a'b'Uy . . .} ,

also eine Zwischenform; und man muss das System der Gleichungen

TT/ = erhalten, welches dem Systeme der TT. (oder einem Theile des-

selben) entspricht, wenn man die einzelnen Coefficienten dieser Zwi-

schenform gleich Null setzt. Dann folgt aber, dass sich auch die

1 ^
C leb seh, Vorlesungen. ''^
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Functionen TT,- als Coefficienten einer Zwischenform auffassen lassen
5

und wir haben das folgende Theorem (wodurch dann gleichzeitig

der entsprechende Satz für binäre Formen bewiesen ist, vgl. p. 174):

Jlle invarianten Eigenschaften einer ternären Form können durch

Verschwinden von Invarianten oder durch identisches Verschwinden

von Covarianten , Contravarianten und Zwischenformen derselben darge-

stellt werden."^) —
An die symbolische Darstellung der Formen knüpfen sich ferner

die folgenden Erörterungen. Wir hoben schon früher hervor, dass

auf derselben bei den binären Formen hauptsächlich der Beweis des

Gord an 'sehen Satzes von der Endlichkeit der Formensysteme beruht.

Einen entsprechenden Satz für ternäre Formen aufzustellen, ist jedoch

im Allgemeinen nicht gelungen; nur für die quadratischen und cubi-

schen Formen**) ist der Beweis eines solchen geliefert. Ferner

liefert uns die Symbolik hier ein Princip, auf das wir bereits oben

hinwiesen, und nach welchem es möglich ist, alle für binäre Formen
bekannten Sätze sofort für ternäre Bildungen zu verwerthen, und so

eine gewisse Klasse von Invarianten auch geometrisch leicht zu inter-

pretiren, sobald dies für die entsprechenden binären Formen ge-

schehen ist.

Man wird zu diesem Uebertragungsprincipe naturgemäss durch das

Studium des Schnittpunktsystems einer Geraden mit einer gegebenen

Curve geführt. Bekanntlich wird eine Curve n*'"'^ Ordnung von einer

Geraden in n Punkten geschnitten (vgl. p. 53). Dieselben werden

im Allgemeinen keine besondere Eigenschaft haben, d. h. keine,

welche durch das Verschwinden einer bestimmten Invariante der das

Schnittpunktsystem auf der Geraden repräsentirenden binären Form
gegeben ist. Dies kann jedoch sehr wohl bei besonderen Lagen der

betrachteten Geraden eintreten. So wird z. B. für eine Tangente der

A Curve, die ja dadurch definirt ist, dass zwei ihrer n Schnittpunkte in

den Berührungspunkt zusammenfallen, die Discriminante der betreffen-

den binären Form w*" Ordnung verschwinden; und so kann man bei

*) Betrachtet man alle ternären Formen als identisch^ welche aus einander

durch lineare Transformationen hervorgehen, so ist nach diesem Satze eine ter^

näre Form durch das Verschwinden gewisser Functionalinvarianten völlig definirt,

d. h. bestimmt bis auf solche Formen, die aus ihr eben durch lineare Trans-

formationen hervorgehen; und hieraus folgt sofort der Satz: Zivei tertiäre Formen

können linear in einander transformirt werden , sobald für beide dieselben Relationen

zwischen den Functionalinvarianlen bestehen; (die Gleichheit der absoluten Invarianten

ist in dieser Bedingung mit eingeschlossen). .

**) Vgl. hierüber Gord an: Ueber ternäre Formen dritten Grades, Math. An-
nalen, Bd. 1, p. 90. Zufolge einer Mittheilung an den Herausgeber hat Gordan
die Endlichkeit des Systems auch für ternäre Formen 4. Ordnung bewiesen und
das vollständige System einer solchen Form aufgestellt.
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einer Curve vierter Ordnung nach denjenigen Geraden fragen, deren

vier Schnittpunkte mit der Curve ein Doppelverhältniss von gegebenem

Werthe bestimmen. Es kommt also bei derartigen Fragen nur darauf

an, die zugehörigen binären Formen für die Schnittpunktsysteme herzu-

stellen; und dies geschieht einfach, indem wir den beweglichen Punkt

X der Geraden in bekannter Weise mittelst eines Parameters — als

Function zweier Punkte y und z derselben darstellen. Wir setzen

also (unter Vernachlässigung des das Folgende nicht beeinflussenden

Proportionalitätsfactors)

:

rt'2 = 3f,?/2 ~r ^2^2

wo dann x^, x^ die binären Coordinaten des Punktes x auf der Verbin-

dungslinie von ij und z vorstellen; und zwar sind die letzteren Punkte

die Grundpunkte dieser Coordinatenbestimmung (vgl. p. 171).

Führen wir diese Ausdrücke von x in die Gleichung der Curve

ein, welche durch

f{x^, x^, x.^ = aj' = bj' =
gegeben sein mag, so sind die Schnittpunkte der Linie i/z bestimmt

durch die n Wurzeln — der Gleichung:

/•= [Xj («,yi + «2?/2 + «32/3) + ^2 ('^i^i + «2^2 + «3^3)]"

= (xj üy -\- x^aS)" = .

Bezeichnen wir daher die symbolischen Ausdrücke a^, a^ kurz bez.

durch a^, a^, so erhalten wir eine binäre Form

qp = (;f
j
Kj -|- ^2 «2)" = ^t" = ßy" == • • •

welche geometrisch auf der Linie y z durch die n Schnittpunkte mit der

gegebenen Curve /'==0 repräsentirt ist. Eine einzelne projectivische

Eigenschaft dieses Punktsystems ist nun durch das Verschwinden

einer Invariante der binären Form 9? bedingt.*) Eine solche Inva-

*) Es gibt zweifach unendlich viele Linien in der Ebene. Stellen wir also eine

Bedingung für das Sehn ttpunktsvstem, so wird es noch einfach unendlich viele

Gerade geben, die ihr genügen. Dagegen gibt es nur eine endliche Anzahl von

Geraden, welche gleichzeitig zwei Bedingungen genügen Eint- Bedingung wird

nun im binären Gebiete immer durch das Verschwinden einer Invar.ante darge-

stellt, und die entsprechenden Geraden der Ebene umhüllen dann nach den Ent-

wicklungen des Textes eine Curve (Contravariante). Fügt man nun als zweite

Bedingung das Verschwinden einer zweiten binären Invariante hinzu, so werden

die heidni Bedingungen genügenden Geraden der Ebene durch die Gesammlluü

der gemeinsamen Tangenten zweier Curven gegeben. Werden dagegen die bei-

18*
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riante besteht nach den Sätzen über binäre Formen aus einem Aggre-

gate von Producten, deren einzelne Factoren durch symbolische Deter-

minanten von der Form {aß) = a^ß^ — ß^a^ gegeben sind. Stellen

wir sie demnach dar durch

1 = i:cT[{aß),

wo die c die etwa hinzutretenden Zahlenfactoren bezeichnen mögen,

so wird, wenn wir die a, ß wieder durch ihre Ausdrücke m. y, z

ersetzen, eine Invarianteneigenschaft des Schnittpunktsystems gegeben

durch eine Gleichung von der Form:

[=. ZcT] {ayb; — l)ya^)=0.

Hier können wir schliesslich die Liniencoordinaten u leicht einführen

;

denn es ist:

Uyh, — bya:= {a^y^ -f. a^yj + «22/3) (^1^1 + ^2^2 + ^3^3)

— (^1^1 + *2«/2 + ^3^3) K^i + (^2^'! + «3^3)

= (fl'i &2— &i «2) iVi. ^2 ~ 2r,
1/2) + («2h—h «3) (1/2 2^3— ^2 y-i)

+ («3 h — h «1) (^3 ^1 — ^3 «/i )

;

oder da die Unterdeterminanten der y, z zu den Coordinaten u ihrer

Verbindungslinie proportional sind, wenn wir den Proportionalitäts-

factor vernachlässigen

:

ciyb: — &3/ör~ = (abu) .

Die Bedingung dafür, dass das Schnittpunktsystem einer Linie u mit

der Curve f= die Invarianteneigenschaft

UcT] (iaß} =
habe, ist also gegeben durch die Gleichung:

UcU iabu) = 0;

dieselbe stellt dann eine von den betreffenden Linien u umhüllte

Curve dar, deren Klasse gleich der Anzahl der symbolischen Determi-

nantenfactoren in einem Gliede der binären Invariante TT ist. Wir
können den durch diese Entwicklungen gefundenen einfachen und
äusserst fruchtbaren Satz in folgender Weise aassprechen:

Soll eine Gerade eine Curve n^"^ Ordnung in einer Punktgruppe schnei-

den, welche eine besondere projectivische Eigenschaft besitzt, so erhält man

den binären Bedingungen durch das identische Verschwinden einer Covariante

dargestellt, so sind die entsprechenden Geraden durch die gemeinsamen Tangen-
ten eines Systems von Curven gegeben, wo dann je zwei Curven des Systems

ausserdem noch andere Tangenten gemein haben. Ein Beispiel wird sogleich

unten angeführt werden. Es sei hier nur bemerkt, dass sich z. B. drei Gerade
der Ebene am einfachsten als die gemeinsamen Tangenten eines zweifach unend-
lichen Systems von Kegelschnitten darstellen, in dem je zwei Curven noch eine

bewegliche Tangente gemein haben.
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die Gleichung der von der Geraden umhüllten Curve in folgender Weise:

Man stelle die Invariante der binären Form n""' Ordnung, deren Ver-

schwinden die geforderte Eigenschaft aussagt, sytnholisch dar und ersetze

jede in ihr vorkommende zweigliedrige Determinante {ab) durch eine

dreigliedrige {abu), wo die u Liniencoordinaten und die a , b . . . Symbole

der gegebenen ternären Form bedeuten.'^')

Einige Beispiele mögen dazu dienen, die Fruchtbarkeit dieses

Satzes zu erweisen, sowie die Art von Problemen zu kennzeichnen,

deren Lösung durch denselben im Principe geleistet ist.

Stellen wir uns zunächst die schon anderweitig behandelte Auf-

gabe, einen Kegelschnitt:

«.,2 = bj =
in Liniencoordinnten darzustellen. Derselbe wird von einer Geraden

u, wenn wir uns der obigen Bezeichnungen bedienen, in einem Punkte-

paare getroffen, das durch die Gleichung

o-e^eben ist. Für eine Tangente müssen die beiden Punkte zusammen-

fallen, d. h. die Discriminante der Form ß^^:

{aßY

verschwinden. Die Gleichung des Kegelschnittes 'in Liniencoordinaten ist

daher symbolisch dargestellt durch:

Man kann leicht die Uebereinstimmung dieser Gleichung mit der

früher gegebenen nachweisen. Ist nämlich entsprechend unserer

sonstigen Bezeichnung:

aj ==hj = a,,x''+a^^x.?-\-a^^x.,^-\-2a^.x^x,-\-2a.,.,x.yX.i-]r^a.^^^^^

so haben wir in {abuY zu setzen:

«/flf/t = bibk == ciik.

Die Entwicklung der symbolischen Determinante ergibt dann:

{abuy = u^^ («2&3— ^•.«3)'+ «^2' i,o.,b,-b^a,Y-^u,^ {a^b^^-b^a^Y

+ 2W2M3 {a^b,-b.^a^){a^b2-b^a.^+ 2^^.iU^{a,b.-b^a^){a^b._^-boas)

= 2m/- («22«33— «23^) + • • • + 4 W2M3 K2^'l3 -^^ll''^23) + ' ' • J

oder wie man leicht übersieht:

*) Dieser Satz lässt sich auf beliebig viele Veränderliche ausdehnen und

wurde in dieser Form von Clebsch gegeben in der erwähnten Abhandlung im

59. Bd. von Crelle's Journal.
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(aft «)•-' = _2
''^ll ^''12 ^^13

«21 «22 ^^^23

fl'.,, A'-io «•>'31 "32 "33 "3j

Z/j ^/2 ?/3 !

In ähnlicher Weise lässt sich allgemein die Gleichung einer in Punkt-
coordinaten gegebenen Curve in Liniencoordinaten darstellen, wenn
man von der Discriminante der entsprechenden binären Form ausgeht,

worauf wir sogleich zurückkommen werden. Wir erwähnen hier zuvor
noch die folgenden Beispiele:

Die Discriminante einer binären cubischen Form

ö,3 _ ^^3 _ ^^3 _ ^^3

war gegeben durch

{ahy {cdr {ac){b(1),

und es ist daher die Bedingung dafür, dass eine Linie u eine Curve
dritter Ordnung

in zwei zusammenfallenden Punkten trifft, oder die Gleichung der Curve
driller Ordnung in Liniencoordinaten:

{ahuy (cduy-(acu) (bdu) =0,
wo b, c, d mit a gleichwerthige Symbole sind.

Die allgemeine Curve driller Ordnung isl also von der sechsten Klasse.

Die Discriminante der binären biquadratischen Form

war dargestellt durch r U V^f? I^vSt.^^^

wo i={ah)\ j = [abf {bcy {caf-^ es ist daher die Gleichung der
Curve vierter Ordnung

aj =
in Liniencoordinaten:

wenn man setzt:

73 _ 6 y^ = ,

I=(abuy
J={abuy (bcuy(cauy.

iJie allgemeine Curve vierter Ordnung ist somit von der zwölften Klasse.

Da man nun allgemeine Methoden hat, um die Discriminante
einer binären Form zu bilden (vgl. p. 192), so kann man auch die

Liniencoordinatengleichung einer jeden in Punktcoordinaten gegebenen
Curve aufstellen. Insbesondere kann man also auch die Klasse einer
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Curve w*" Ordnung sowie den Grad der Liniengleichung in den Coef-

ficienten allgemein angeben. *) Die Discriminante einer binären Form
/?*cr Ordnung nämlich ist vom Grade 2 (« — 1) in den Coefficienten

derselben, enthält also 2 {n — 1) verschiedene, einander gleichwerthige

Symbole, von denen jedes zur n*«^«^ Dimension vorkommt. Diese Ver-

hältnisse werden aber nicht geändert, wenn man eine binäre Deter-

minante (ab) durch die ternäre (abu) ersetzt; also:

Die Liidejicoordinaiengleichung emer Curve n'^'' Ordnung ist vom

Grade 2 {n — 1) in den Coefficienten ihrer Punktcoordinaten- Gleichung.

Ferner wissen wir (vgl. p. 195), dass eine binäre Invariante vom

Grade r in den Coefficienten einer Form s*^' Ordnung immer ^rs

symbolische Determinantenfactoren enthält. In unserer Discriminante

kommen daher n {n — V) Factoren vom Typus (« b) vor : und da bei

Anwendung des Uebertragungsprincips aus jedem solchen Factor ein

in den u linearer Ausdruck wird, so folgt:

Eine Curve n""' Ordnung ist im Allgemeinen von der Klasse

n {n — 1).
—

Wir kehren zu dem zuletzt von uns behandelten Beispiele zurück.

Das Verschwinden der Discriminante einer binären biquadratischen

Form ist nur ein specieller Fall davon, dass die absolute Inva-

riante derselben '.^ einen gegebenen Werth hat, d. h. dass die vier

Punkte ein bestimmtes Doppelverhältniss bilden. Dem entsprechend

ist nach unserem üebertragungsprincipe durch die Gleichung

wenn man k als Parameter auffasst, ein System von einfach unendlich

vielen Curven zwölfter Klasse gegeben, deren jede die Eigenschaft hat,

dass alle ihre Tangenten die gegebene Curve vierter Ordnung in einem

Punktquadrupel mit gewissem Doppelverhältnisse trifft; und zwar be-

stimmt sich letzteres (a) mittelst der Gleichung (yglj^J^

'^ — ^* (7+ (^f (.1-2 ay [2 ~af ' ^

in bekannter Weise durch den Parameter k. Geben wir demselben

insbesondere die Werthe und oo, so erhalten wir bez. die folgen-

den Sätze:

Die geraden Linien, welche eine gegebene Curve vierier Ordnung

aj' =
nach äquianharmonischem Doppelverhältnisse schneiden, umhüllen eine

Curve vierter Klasse:

'

*) Die folgende .Abzahlung bezieht sich zunächst nur auf den Fall, dass die

Curve keine sogenannte „mehrfachen Punkte" besitzt; vgl. hierüber die folgende

Abtheilung dieser Vorlesungen.
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Die Linien^ welche jene Curve nach harmonischem Doppelverhältnisse

schneiden, umhüllen eine Curve sechster Klasse:*')

J = (abuy (bcuf {cauf = 0.

*) Indem wir der Entwicklung des Textes vorgreifen und die BegriflFe einer
Wende- und Doppeltangente voraussetzen (vgl. die folgende Abtheilung), knüpfen
wir hier im Anschlüsse an die Anmerkung auf p. 275 folgende Bemerkungen an.
— Die Curve aj == hat eine endliche Anzahl von Wendetangenten, d h. Tan-
genten, welche die Curve in drei successiven Punkten treffen. Für eine solche
niuss die ihrem Schnittpunktsysteme entsprechende binäre Form eine dreifache
Wurzel haben, d. h. es muss gleichzeitig i = und j = sein (vgl. p. 240). Das
Uebertragungsprincip gibt also den Satz:

Die Wendetangenten der Curve 4«'- Ordnung sind die gemeinsamen Tangenten der
Curven

Z=,(^abuy = 0, J= {abuf {hcuY {cauy =: Q;

ihre Zahl ist also 24.

Stellt man das entsprechende Problem bei Curven dritter Ordnung, so müsste
die entsprechende binäre cubische Form a^^ ein vollständiger Cubus sein, d. h.

ihre 'Re^&e'^ch.e Vovm A = {ab)^ a^b^ identisch YQX&Gkw'mden. Sind nun allge-

mein zwei
' Bedingungen für das Schnittpunktsystem durch das identische Ver-

schwinden einer binären Coonvariante :

n(ai) 0^6^ =
gegeben, so geht diese Gleichung bei Anwendung des Uebertragungsprincips,
wenn man wieder xj?/- 4- Xgz, durch a;,- ersetzt, über in:

^{abu)a^b^ = 0,
wo nun X irgend ein Punkt auf der Linie u ist. Der letzteren Bedingung geben
wir Ausdruck durch die Substitution:

wo die V. ganz willkürliche Grössen sind. Dann erhalten wir den Satz:

Soll für das Schniltpunktst/stem einer Linie u mit einer Curve aj'^ = eine binäre

Covariante T[ (ab) a^b^ identisch verschwinden, so wird u von allen Curven des zwei-

fach unendlichen Systems (mit den Parametern «i : Vj : v^) :

TT (abu) (auv) (buv) =
berührt.

Insbesondere folgt für das beregte Beispiel:

Die Wendetangenten einer Curve 3^"- Ordnung aj = sind die gemeinsamen Tan-
genten des Systems von Curven ^'er Klasse:

{abuY [auv) {buv) = 0.

Da ferner für eine binäre biquadratische Form f die Bedingung für das Auf-
treten zweier Doppelwurzeln durch das identische Verschwinden der Covariante
*'^ ~jf gegeben ist, so haben wir:

Die Doppella7igenten einer Curve 4''"- Ordnung aj = sind die gemeinsamen Tan-
genten des Systems von Curven We>- Klasse:

{abuy {cduf {cuvf {duvf — [abuf {bcu^ {cauy [duvY = .

— Vgl. hierüber: Gundelfinger, Math. Annalen, Bd. 6, p. 16.
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Ganz dasselbe Princip findet auch auf die simultanen Invarianten

mehrerer binärer Formen Anwendung. Sind /. B. zwei quadratische

Formen gegeben:

aj^ und «x"

,

so werden dieselben durch zwei Punktepaare repräsentirt ,
deren

Doppelverhältnis/«^ich durch die Gleichung

2>'2 («_ 1)2 _2>Z)"(ß-f 1)^=0 ?^^^ ^

bestimmt (vgl. p. 217)^ wo 1)' die simultane Invariante (rta)^ B und ]j^ \^

D" bez. die Invarianten {ab?, {aßf bedeuten. Hieraus ergibt unser

Uebertragungsprincip sofort den Satz:

Die geraden Linien, deren Schnittpunkte mit zivei Kegelschnitten:

ein hestiiumtes Doppelverhältni&s («) Mden, umhüllen eine Curve vierter

Klasse, gegeben durch die Gleidkung^

j)'i („ _ 1)2 _ DD' (a + 1)"^ = 0,

ivenn man setzt:

D' = {aauf, D = {abuy, D"-={aßuy.

Diese Curve besteht insbesondere aus dem doppelt zählenden Kegelschnitte

(aauy == ,

tvenn das erwähnte Doppelverhältniss harmonisch sein soll.

Ebenso können wir auch die Gleichung des Productes der vier

Schnittpunkte beider Kegelschnitte in symbolischer Form unmittelbar

hinschreiben. Soll die Linie u durch einen dieser Punkte gehen, so

müssen die beiden binären Formen «^^ ^ud «/- einen linearen Factor

gemein haben, und die Bedingung dafür ist, unter D, D', D" die be-

kannten binären Invarianten verstanden, nach Früherem:

])'i — DD"=0.

Dieselbe Gleichung stellt daher auch das Product der vier Schnitt-

punkte dar, wenn wir unter D, D', D" die erwähnten, eine Reihe u

enthaltenden dreigliedrigen Determinanten verstehen.

In derselben Weise lässt sich allgemein die Gleichung der Schnitt-

punkte zweier Curven ?«""' und n*«' Ordnung

angeben. Man hat die Resultante der binären Formen a^"\, cc^" sym-

bolisch zu bilden und durch Hinzufügen von u die einzelnen symbo-

lischen Determinanten zu dreigliedrigen zu ergänzen. Wir können

aus diesem ßildungsgesetze der Gleichung die Klasse derselben und

also die Zahl der Schnittpunkte beider Curven ableiten. Die binäre
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Resultante nämlich ist vom n^«'^ Grade in den Coefficienteu von a,^,

enthält also n verschiedene Symbole a, b, c . . . , von denen jedes

w-mal vorkommt; im Ganzen enthält sie also mn linear vorkommende
Grössen a, h, c . . . und ebensoviele Grössen a, ß, y . . .. Von diesen

2mn Grössen werden je zwei in einen Determinantenfactor vereinigt:

die Resultante besteht also aus m . n symbolischen Determinanten-

factoren (vgl. p. 195) 5
und somit wird die Gleichung der Schnittpunkte

von der Klasse mn. Es folgt also der unter dem Namen des ße-
zout'schen Theorems*) bekannte Satz:

Zwei Curven von der m'^'^ und n''"' Ordtiung schneiden sich in mn
Punkten. Dieselben sind natürlich nicht nothwendig alle reell.

Die besprochenen Beispiele werden genügen^ um die ausserordent-

liche Fruchtbarkeit des aufgestellten Uebertragungsprincipes vorläufig

darzulegen;**) wir werden dasselbe überdies in unseren weiteren Be-

trachtungen wiederholt anzuwenden haben. Gleichzeitig zeigen sie

uns aber die grossen Vortheile, welche unsere symbolische Darstellung

mit sich führt; in der That braucht man nur einen Blick auf die

entsprechenden wirklich ausgerechneten Bildungen zu werfen, um sich

von der unübersichtlichen Weitläufigkeit derselben zu überzeugen.

Auch bei unseren weiteren geometrischen Untersuchungen wird uns

diese Symbolik wesentliche Erleichterungen bieten; wir stellen daher

hier einige identische Gleichungen zusammen, die oft zur Umformung
symbolischer Ausdrücke von grossem Nutzen sind.

) Vgl. Bezout: Theorie gene'rale des equations algäbriques, 1769. Es wer-

den hier die Gleichungen der beiden Curven ?fttor und nter Ordnung in der Form
p q r s

angenommen, -wo f, cp bez. vom ;jten^ ^ten Grade in x und vom ^teu^ «teu Grade
in 1/ sind; alsdann wird für die Schnittpunkte die Zahl angegeben:

m . n — (m — p) (n — r) — {m — q) {n — s) .

Die an der Zahl des Textes angebrachte Reduction rührt daher, dass die Cur-

ven f= 0, qp = in der angenommenen Form auf der X-Axe einen {m — p)-, bez.

(« — r) -fachen, auf der i^-Axe einen (m — q)-, bez. {n — s)- fachen Punkt haben,

und dass die in diese Punkte fallenden Schnittpunkte nicht mitgezählt sind. "Will

man nur die Zahl der im Endlichen liegenden Schnittpunkte haben, so hat man
von obiger Zahl noch die der sonst etwa auf der unendlich fernen Geraden ge-

legenen abzuziehen. — Es sei bemerkt, dass sich das Bezout 'sehe Theorem
auch sehr einfach mittelst des Chasles'schen Correspondenzprincips (p. 210)

beweisen lässt; vgl. Chasles: Comptes rendus, t. 75, 1872.

*=t=) Vgl. noch besonders die Anwendungen dieses Princips auf die Theorie

der binären Formen fünfter Ordnung in der Arbeit von Clebsch: Das Fünfseit

und die Gleichung fünften Grades; Math. Annalen, Bd. 4, p. 284. In Betreff

der oben erwähnten Curven P — k,P = wird hier beiläufig gezeigt, dass sie

in sechs Kegelschnitte zerfallen, wenn die gegebene Curve 4. Ordnung aus vier

geraden Linien besteht.
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Offenbar verschwindet die Determinante

a^ «2 ^h ^^^

bi b.2 &3 *^

C/ * Co Co c^

dy d^ d.^ da

identisch, denn indem man die ersten drei Verticalreihen bez. mit

x^, x^j .r.) multiplicirt und von der letzten abzieht, verschwinden alle

Glieder dieser Reihe. Die Entwicklung der Determinante gibt uns

daher die Identität:

(I) {ahc) d^^ — {abd) c^. -\- {acd) b.r — {bcd) a,,. = 0.

Man kann dieselbe leicht dem Gedächtnisse einprägen, wenn man be-

merkt, dass die drei Buchstaben in den einzelnen Determinanten immer

auf einander nach dem Alphabete folgen, und das Vorzeichen abwech-

selnd positiv und negativ ist. Aus dieser Gleichung leiten wir eine

andere ab, indem wir die x durch die zweigliedrigen Determinanten

der Grössen

Cj ^2 ^3

A A A
ersetzen. Es ist dann identisch

(II) {abc) {def) - {abd) {cef) + {acd) {bef) — {bcd) {aef) = 0.

Vertauschen wir ferner die Buchstaben d in (I) mit u, so kommt die

gleich bedeutende Identität:

(III) (« b u) c., — {ac i() b:, = {abc) ii^ — (bcu) a^
;

und hieraus folgt durch Quadriren:

(IV) (a b iif c^c"^
— 2{ab u) (a c u) b^c c.v + («

c

u)^ bj

= {abcf uj — 2 {abc) {bcu) u.,a,, + {bcuf aj .

Schliesslich fügen wir noch die schon oben bewiesene und benutzte

Identität hinzu (vgl. p. 276):

(V) (abu) = a^by — b^^Uy
,

welche besteht, sobald tt^ = und^Wy = ist, und id -= {xy\.

Die Verwerthung dieser Formeln bei symbolischen Rechnungen

geschieht ganz ebenso, wie die der entsprechenden Identitäten bei den

binären Formen (p. 193). Es sei noch besonders hervorgehoben,

dass dabei die Vertauschung gleichbedeutender Symbole und Addition

der so erhaltenen, unter einander identischen Ausdrücke ein oft be-

nutztes Hülfsmittel bildet, und dass daher insbesondere der folgende

Satz gilt:

Wenn ein symbolische^^ Ausdruc/,- durch Vertauschung zweier gleichiver-

ihigcr Symbole sein Vorzeichen ändert, so verschwindet derselbe identisch.
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VIII. Die ternären quadratischen Formen.

Wir wollen die für die ternären Formen im Vorstehenden ge-

wonnenen Anschauungen zunächst insbesondere für die quadratischen

Formen,*) d. h. für die Theorie der Kegelschnitte verwerthen. Wir
haben letztere schon früher, wenn auch in ganz anderer Weise be-

handelt und können uns daher in Betreff der geometrischen Resultate

kurz fassen. Gemäss den Forderungen der Invariantentheorie haben

wir hier nur nach solchen Eigenschaften der Kegelschnitte zu fragen,

welche bei beliebigen linearen Transformationen ungeändert bleiben,

d. h. welche allen perspectivischen Projectionen eines solchen gemein-

sam sind. Es fallen demnach für unsere jetzige Fragestellung alle

Unterschiede zwischen Ellipse, Hyperbel und Parabel fort; denn die-

selben beruhen allein auf den Beziehungen der Curven zu der unend-

lich fernen Geraden. Da wir nun durch eine Collineation die letztere

stets in eine im Endlichen gelegene Gerade überführen, und umge-

kehrt jede beliebige Gerade der Ebene in die unendlich ferne proji-

ciren können, so ist diese hier nicht weiter ausgezeichnet. Neben
Ellipse und Hyperbel stellen wir ferner den als imaginäre Ellipse be-

zeichneten Kegelschnitt, welcher dadurch charakterisirt ist, dass alle

seine Punkte imaginär, die Coefficienten seiner Gleichung jedoch reell

sind. Wir können nun aber, wie schon früher (p. 173) bemerkt,

auch die Coefficienten als complexe Grössen annehmen, ohne dass

dadurch die Gültigkeit der algebraischen Entwicklungen beeinflusst

würde. Damit hätten wir dann eine neue Klasse von Kegelschnitten

bezeichnet. Es ist aber klar, dass auch letztere in reelle Curven, und

umgekehrt diese in jene linear transformirt werden können, wenn wir

auch den Transformationscoefficienten complexe Werthe beilegen. In

diesem Sinne können wir ganz allgemein folgenden Satz aussprechen:

Ein eigentlicher Kegehchnitt hat keine projectivischen Besonderheiten; ein

jeder kann in jeden anderen durch Collineation ühergeßihrt tverden.

Insbesondere kann eine ternäre quadratische Form keine absolute

Invariante haben; denn eine solche würde nur erlauben, diejenigen

Kegelschnitte in einander zu tran^formiren , für welche der Zahlen-

werth dieser Invariante derselbe wäre. Wir werden uns von diesen

Resultaten im Folgenden auch direct durch Betrachtung der überhaupt

möglichen invarianten Bildungen überzeugen.

Die Gleichung des Kegelschnittes

(1) /= aj- = b,r^ == EaikXiXk =

*) Vgl. für diese Theorie neben Cayley's mehrfach erwähnten Memoirs upon
quantics, besonders Salmon: Lessons introductory to the modern higher algebra,

sodann dessen Kegelschnitttheorie (Cap. XXXI der Fiedler'sehen Bearbeitung).
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in Liniencoordinaten liabeu wir in ihrer symbolischen Gestalt schon
^

früher bei Besprechung des üebertragungsprincipes aufgestellt; sie ist u^Hi
dargestellt durch das Verschwinden der zugehörigen Form: '

(2) F={abuy=~^
^n "v> ^13 "i!

021 0^22 ^23 ^2 I

«3j «32 «33 W-t
j

M, M., Wo
I

Setzen wir in F die Coordinaten u proportional zu den Unter-

determinanten aus den Coordinaten x, y, so erhalten wir wegen der

Identität
^ 'j'^L

(abu) = a,r:by — b^a,, p«c { \)

die Gleichung des Productes der beiden vom Punkte y an den

Kegelschnitt gelegten Tangenten, in der bekannten Form (vgl. p, 107)

= («^öy - b^OyY = ajby'' + bjay-" — 2 a.^ayb^^by

= 2{/-(a;)./-(y)-(i2;|f^j/,y}.

Die Gleichung der Berührungspunkte dieser beiden Tangenten fj

ergibt sich leicht, da dieselben die Schnittpunkte des Kegelschnittes

mit der Polare von tj sind, deren Coordinaten durch

Vi = ^ ^^-= a,j cii = by bi = Cy d

o-eo-eben werden. Diese Werthe haben wir nur in die Gleichung der

Schnittpunkte der Linie v mit der Curve f= 0:

{avuY ==

einzusetzen, um das Product der Berührungspunkte zu erhalten. Dabei

müssen wir, weil die Coordinaten v in (avu)"^ quadratisch vorkommen,

einmal durch den bekannten Differentiationsprocess (Polarenbildung)

andere, gleichbedeutende Coordinaten w eiQführen, und dann die Vi

durch biby, die Wi durch dCy ersetzen-, die gesuchte Gleichung

wird also:

(avu) {awu) = (abu) (acu) byCy = 0.

Wir sind hier zu dem ersten Beispiele für eine Zwischenform geführt;

nehmen wir in ihr ij constant, so gibt sie, gleich Null gesetzt, das

Product jener beiden Berührungspunkte, nehmen wir u coustant, so

stellt sie die Gleichung der beiden in den Schnittpunkten der Linie

71 mit f an diese Curve gezogenen Tangenten dar. Diese Zwischen-

form lässt sich jedoch unter Anwendung der für ternäre Formen

geltenden Identitäten (p. 283) als rationale und ganze Function

einfacherer Bildungen darstellen. Zunächst ergibt die identische

Gleichung IV wegen
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F = {abuf = dacuy- = {bcuy

I "'X ^x ^.r ;

wenn wir x statt y schreiben und

A^ [alcf

setzen:

2 {(ihu) iacu) &,. c,c = fF — A . uj -{-](« Je) ipcii) n,^ a^^

.

Vertauschen wir ferner in dem letzten Gliede dieser Gleichung die

gleichwerthigen Symbole «, h, c, so können wir dasselbe durch ein

Drittel der Summe der so erhaltenen Ausdrücke ersetzen; es wird:

{ahc) (heu) iKCL^: ==
l-
(abc) Ubcu) a^: — {acn) b^ -f~ («^w) cA.

Wenden wir hierauf endlich die Identität III an, so erhalten wir:

(abc) (bcu) ii^a^ = ^ A . vj^-^

und somit haben wir für unsere Zwischenform:

(3) 2 (abu) (a c ii) b^. c,^ = fF — -^ A uj^

.

Die hierin auftretende Invariante A muss nach dem Obigen mit

der Determinante von f, deren Verschwinden die Bedingung für das

Zerfallen in ein Linienpaar ist, bis auf einen Zahlenfactor identisch

sein. In der That finden wir, wie schon früher ausgeführt wurde

(vgl. p. 268):

^11 ^12 ^13
I

(4) A = {abcy = 6 a^^ «22 «^23 1

'

I
^31 ^^32 ^33 i

Mit den Formen /", F, A ist nun der Kreis der hier möglichen

Bildungen abgeschlossen. Der Beweis hierfür gründet sich auf die

folgenden beiden Sätze:*)

Jedes symbolische Prodiict, ivelcbes den symbolischeil Factor (abc)

hat, enthält den luirklichen Factor A.

Jedes symbolische Product, ivelches einen symbolischen Factor {abu),

aber keinen symbolischen Factor des Typus (abc) mehr enthält, zerfällt

in Glieder, welche theils den wirklichen Factor F, theils den wirklichen

Factor A . u^ haben.

Zum Beweise des ersten Satzes braucht man nur zu bemerken,

dass man einen Ausdruck mit dem Factor [abc^ jedenfalls als eine

Summe einzelner Glieder darstellen kann, deren jedes von der Form
[ctbc) aibkCi . M ist, wo M die Symbole a, b, c nicht mehr enthält.

Von diesen verschwinden alle diejenigen, bei denen zwei der Indices

/, k, l gleich sind, da sie durch Vertauschung der betreffenden Sym-

'^-) Vgl. Clebsch: Zur Theorie der Charakteristiken, Math. Annalen, Bd. 6, p. 1,
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bole ihr Zeichen ändern würden; und jedes der anderen Glieder ist

wegen der Vertauschbarkeit von a , h, c gleich
J
(abc)-, hat also in

der That den wirklichen Factor A.

Enthält dagegen ein symbolisches Product den Factor (abu), ohne

dass darin gleichzeitig ein Factor (abc) vorkommt, so müssen die

Symbole a, h noch einmal in einer der folgenden vier Verbindungen

auftreten

in einer Determinante (« b 21), wo dann der Factor F unmittel-

bar hervortritt,

oder in zwei Determinanten: (acu) {bau),

oder in einer Determinante und einer linearen Form: (acu) b^;,

oder in zwei linearen Formen : a^,. b^.

Im letzten Falle verschwindet der Ausdruck identisch, denn der

Factor {abc) a_-^b_^ ändert bei Vertauschung von a und b sein Vor-

zeichen. Im zweiten Falle haben wir wegen der-Vertausehbafkeit^ von \/

^~cy-4^ und wegen der Identität II (p. 283) , wenn wir darin d und /
durch n, e durch d ersetzen, und wenn wir den von a , b freien Factor

mit M bezeichnen:

M (abu) {acu) (bdu) == | (abu) Uacu) (bdu) — {adu) {bcii)\ M
= 1- {abuy (cdu) M = \F (cdu) . M.

Im dritten Falle erhalten wir nach der Identität III:

{abu^ {acu) b,^ . M= \ {abu) Uacu) b,^ — {bcii) aA M
= ^ {abu) f(abu) c^. — {abc) uA M
=

l; Fc^ . M — {abu) (abc) w^r M.

Hier enthält der zweite Term den wirklichen Factor A nach dem

ersten Satze; und somit ist auch der zweite Satz wegen der Theilbar-

keit aller anderen Glieder durch F bewiesen.

Jede zu / gehörige invariante Bildung mit nur einer Reihe von

Punkt- und einer Reihe von Liniencoordinaten setzt sich nun aus

symbolischen Factoren der Form {abc), {abu), da-, Kx-, zusammen.

Wir können daher von einer solchen durch obigen Zerlegungsprocess

Theile mit den Factoren A, F oder A . u^^ absondern, bis symbolische

Factoren vom Typus (abc) oder {abu) nicht mehr vorkommen. Das

übrig bleibende Product kann dann nur noch eine Summe von

Termen der Form aj . bj .... uj^ sein, also nur noch aus einer

Potenz von f und einer Potenz von m^. bestehen. Somit ist der fol-

gende Satz bewiesen:

Jede Invariante, Covariante , zugehörige Form und Zwischenform

einer ternären quadratischen Form mit höchstens einer Reihe von x und

u ist eine ganze Function der Formen

u., , f, F, A.
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— Ungleich grösser wird die Zahl der invarianten Bildungen,

wenn man das simnltane System zweier quadratischer Formen betrachtet,

d. h. die gegenseitigen Beziehungen zweier Kegelschnitte untersucht.

Wir wollen für dieselben zunächst das vollständige System aufstellen,

d. h. diejenigen simultanen Functionalinvarianten angeben, durch

welche sich alle andern rational und ganz ausdrücken lassen; und

zwar gehen wir auf die betreffenden Erörterungen um so lieber ein,

als wir auf derartige Fragen weiterhin nicht zurückkommen werden.

Das Folgende mag daher als ein einfachstes Beispiel für solche Unter-

suchungen überhaupt gelten.

Die beiden gegebenen Formen seien:

f = «r- = l>:^^ . . . = 2:aik Xi Xu

/" == ö'a'^ == l).p . . . == 21aik Xi Xu •

Alsdann haben wir nach dem Früheren zunächst die zugehörigen

Formen

:

(6) ^1 1 = (« ^' «)^ = ^^"^
y ^11 = («' *' ^^y = W„- 2

.

und die Invarianten:

(T) ^111 = {abcf = a,r > ^222 = {cih'c'Y = da'-

Durch principielle Einführung der in diesen Formen benutzten

Symbole

a^ = «2 &3 — Z>2 ^'3 ' ^2 = ^h ^1 — ^'i ^\ > ^w ==^ ^^1 ^2 — ^'\ ^2 >

werden nun die folgenden Betrachtungen wesentlich vereinfacht. Zu-

nächst gilt der Satz:

Hat ein symbolisches Product TT den Factor {abv) = Va, so kann

dasselbe so umgeformt werden, dass in ihm auch ein Factor {abiv) = Wa

auftritt, wo v , w Liniencoordinaten oder Symbole irgend welcher Formen,

also überhaupt beliebige Grössen sind.

Alsdann ist nämlich:

TT = {abv) ay b^ . M,

wo M die Symbole a, b nicht mehr enthält, und wo y, z irgend

welche Bedeutung haben. Nach der Identität V, p. 283 wird also:

2 TT == {abv) {ayb^ — bya^ . M
= {abv) {abw) . M

,

wenn iv, =^ {y z)i gesetzt wird, q. e. d.

Wir denken uns nun immer die Symbole a, b etc., so weit es

möglich ist, zu Symbolen a zusamraengefasst; und wenn wir von
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Symbolen a sprechen, so verstehen wir darunter nur diejenigen, welche

nicht mit andern Symbolen b zu Symbolen a vereinigt werden können.

Entsprechendes gilt für d, h' und «'. Nach dieser Festsetzung

können in einem symbolischen Producte Factoren vom Typus (ahv)

oder [et'
h'

V) nicht mebr vorkommen; denn, wie soeben bewiesen ist,

lässt sich dieses Product alsdann so umformen, dass noch ein Factor

{abiv), bez. {ah'iv) auftritt; dann können wir aber (aJ) = a setzen,

wodurch Factoren vom Typus VaWa bez. Va'tOa' entstehen. Ganz das-

selbe gilt auch für die Symbole a, «': Jeder Factor {aßy) bedingt

einen weiteren Factor (aßz), und nach dem Satze von den adjungirten

Determinanten ist dann (vgl. p. 114):

3 {ccßy) (ccßz) = .^m a^ a^

.

Aus diesen Ueberlegungen folgt, dass in einem symbolischen

Producte der von uns betrachteten Art nur Factoren der folgenden

Typen vorauszusetzen sind:

(8)

(adu)
,

(^adx) .

Das Einfachste ist nun, dass wir eine simultane Form aus zwei

gleichen Factoren dieses Schemas bilden ; dadurch entstehen neben den

in (6) und (7) gegebenen Formen noch- die folgenden*):

^,,, = «„'2, .4,22 = a«.^ F^^ = {aduy, (t>y^ = Qua x)-.

Für eine aus verschiedenen Factoren zusammengesetzte Form

können wir nun zeigen, dass von den in (8) au/geführten Typen

niemals zwei verschiedene Factoren von gleichem Typus in ein

symbolisches Product eingehen können, d. h. dass sich Jede Form

ttx cixj bz bt oder aj Uy bz b't

als Aggregat anderer Formen darstellen lässt, die enttveder direct in

niederere Bildungen zerfallen, oder in denen sich die Symbole a, b {bez.

d, b") zu a {bez. d) zusammenziehen lassen.

Wenn die Form a.^aybJ)t nicht direct in zwei Factoren zerfallen

soll, so haben wir, damit zwei Factoren des gleichen Typus vorkommen,

nach dem Schema (8) folgende ?> Möglichkeiten

V) y = z =^ a

2) y = z = d

3) y = ^ = {d u) ,

wo man statt y auch x und statt z auch t schreiben kann.

*) Nach der hier befolgten Bezeichnungsweise würden <X>^^ und Oga bez. die

Formen {aßxy, (d ß' a-y darstellen; es ist aber (vgl. p. 114):

3 (D,,= //„,. /•, .3
(i)2.>
= .-/222 •

/'

•

Gl ebscü, Vorlesungen. 1''
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hJh

Im ersten Falle ist für /3 = {ah) identisch nach V (p. 283);

= i ißabt — baCtt) {baU^^ — ctab^) -\- Cl^ . h^ht

= i (/5«a;) (/SaO + ^m • b^bt, q. e. d.

Im zweiten Falle ist ebenso für a =^ {ab)\

(ta'bcL'ttxbt = cia'bt {aa'x) -\- a«-' • ba:bt= ^ (aai) {aa'x) -\- A^.^.,

Im dritten Falle endlich wenden wir die Identität an:

{(lau) bt = {abit) Ut — {aha) Ut + {bäu)at

,

und es wird:

a^citybzbt = ö^ {bau) {Uaai — aäu^ \- {häuf a^^at

= 4- («a'w^ — UattJ) {VuClt ««'«<) + -^12 • ^xClf
;

und hier zerfallen die Terme rechts in der That in getrennte Factoren.

Damit ist unsere Behauptung bewiesen; denn es ist klar, dass sich

ein Product ajaybjbt' ganz ebenso behandeln lässt; mit Hülfe des

Satzes über adjungirte Determinanten fot^mi man ferner auch Ausdrücke

der Form UaVaWßS^ oder Ua'Va-Wß-Sß' in entsprechender Weise um. —
Aber auch die beiden Factoren ö-«, a'a oder a^-, «« dürfen niemals zu-

sammen vorkommen; denn nach Vorstehendem könnten aus (8) nur

noch zwei Factoren «„, a'a (oder «„, «'„) oder ein Factor {aa'u) z. 15.

zu aaa'a hinzutreten. Es ist aber für u = {bc):

aada {aa'u) == ^ {abc) ^{a'hc) {aa'u) — {a'ac} {ba'i/:)\

= ^ {abc) {ab «) {cau) = — ^ c^tta {cau) /
also gleich Null; und aus den Gleichungen (17) folgt:

aaäatt.^d^ = /*i2
==

i^ ^jii • /'; q- e. d.

Auch für die Combination zweier Factoren von verschiedenem

Typus aus unserem Schema können wir endlich noch eine Einschrän-

kung hinzufügen. Es dürfen nämlich niemals die beiden Delerminanten-

factoren{aa'u), {aa'x) vereinigt vorkommen. Der Beweis hierfür ist

unmittelbar durch die Identität gegeben:

Ä., «,

X, da
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1) Formen ohne Determinantenfactor

:

yjjjl da f 222 ^ "

C9^ .^2) Formen mit einem Determinantenfactor: *-
i

-

iV' = (aau) a^aj , N == {ua x) UaUa- •
,

^' ^ ' '

C^ = (aau) aä a^Ua , fj = {aa'x) ««'M««^
,

Cj = {aau) a^ajua- , Tj == (ccax) a^Ua-aJ ,

2) = (aa'u) üu-aaUaUa-, A = (acc'a;) üa-aüa^ a^ .

3) Formen mit zwei Determinanteniactoren

:

-

— Wenn wir nun im Folgenden mehr geometrische Fragen

mittelst der Formentheorie behandeln woller. so wird es unsere

Hauptaufgabe sein, alle dabei auftretenden Bildungen auf die Formen

des Systems (9) zurückzuführen. Gleichzeitig werden wir dann die durch

Nullsetzen der letzteren dargestellten Gebilde kennen lernen, sowie

die Bedeutung der durch das Verschwinden der simultanen Invarianten

gegebenen Bedingungen.

Für unsere frühere Untersuchung des Kegelschnittbüschels

(10) Xi/'+x./'^O

war die Determinante von y,J+ y..^f und die Gleichung in Linien-

coordinaten besonders wichtig. Die Determinante, welche mit A^ be-

zeichnet sei, entsteht, wenn man in {abcY die «,/, durch x, a;A--h "'^-i'^iu

ersetzt und nach dem Taylor 'sehen Satze entwickelt; also wird:

Xt«,l+X2«l/ 5fi«i2 + ^2<^12' ^l«13 + »^2<^13'

Ay,=^^ X,«.^, + X2«2l' ^1«22 + ^2^22' '^1^23 + ^2^23'

X, «3, + X2«3,' y Jf|«32 + '«2<^32' ^1 %3 + ^2^33'

= {ahcf J£i3 4- 3 {ahdY v-x^v-i + 3 {al!df v.^'k^ + {ah'c'f ^^

oder nach unserer obigen Bezeichnungsweise^)

:

*) In ausgerechneter Form ist also, wenn für den Augenblick A^,^ die Unter-

determinanten von ^1,,, A^l^ die von A^^^i bezeichnen:

3^„2=^'|^' «,/,'= 6 {^H«.l'+'422«22'+ ^»3«33'+ 2 ^««.a'+ S ^23 "23'+ 2 ^3, 03/}

.3^,22=2:1^ «,7. = 6 |^„'«„+^/2,'«22+^33'''33+ 2 ^,2'ö,2+ 2 ^23' "«3+ 2 J3,' «3, } .

19*
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F. — 2

(11) Ay. = ^111 Jfi^ + 3 A^^.,%^^., -f 3^,22)<iX,2 -|- 4,22V-
In derselben Weise findet man für die linke Seite der Liniencoordi-

natengleichung :

Xi«2i + >«2^')l' 5<,rt22 + X2^^22' ^1 «23 + ^2 «^2:!'

^i^ni + ^2^'^,ti' ^i«,r2 + «o rt.,2' '/fi.^/.).( + 5^2^:53'

«1 2^2 «:!
I

= (iabity Xi^ -f ^{ab'iiy' -\- {ba'uyj x^x., + {ab'ii)'- x.f

,

oder wegen der Vertausehbarkeit von a und Z^, a und Z^':

(12) A^. - /'n^r + 2/V>^,^2 + ^22'<>'--

Die Coefficienten von x^', x.f sind also die zugehörigen Formen
der gegebenen Kegelschnitte; und der Coefficient von XyX^ gibt be-

A kanntlich, gleich Null gesetzt, den Kegelschnitt, dessen Tangenten die

" Curven / == und /
' = in harmonischen Punktpaaren treffen (vgl.

p. 281). Das quadratische Vorkommen des Parameters x in (12) sagt

aus, dass jede Gerade der Ebene von zwei Curven des Büschels be-

rührt wird (vgl. p, 134)." Nur wenn die Gerade durch einen der vier

Grundpunkte des Büschels geht, fallen die beiden Berührungspunkte

zusammen; es ist daher, wie auch aus dem Uebertragungsprincipe

sofort folgt (p. 281), das Proclucl der vier Schnittpimkte von f und f
gegeben durch das Verschwinden der Discriminante von F^'.

[

Ersetzt man in der Determinante F^ die ui des einen Randes
"^ durch Vi, so stellt Fy, = die Gleichung des Poles der Geraden v in

^ Bezug auf den Kegelschnitt ^^f -\- x., /"' = dar. Nimmt man ferner

Vi = i (^1 y^. + ^2 ^) = ^i «e^/-^- + ^2«/«..'

,

d. h. betrachtet man die Gerade v als Polare von x in Bezug auf den

Kegelschnitt A, / -f- Aj/" = 0, so wird der Pol dieser Geraden in

Bezug auf Xif -\- x^/" = dargestellt durch das Verschwinden der

Bildung (A.=.ij^^,// = i|:):

x^a^^ + Xj«,,' x^Oy, + x.^a^.; x^a^.^ -\- x^dy^^ v^

^\ "-A\ + 5^2^31' ^1^32 + ^2'''32' ^1^33 + '<2 «33' "3
^x; — 2

/i.A + VV
oder symbolisch aus (12):

ij\^^x.j.: A,/:, + A2/;,'
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Byi = y,^ Ua 1^1 Ca C.r + '^2 ^«' '^^•'}

(13) + 2 X] X
2
(«'«'?/) {^1 {tt"-'c) c_r + K [cia'c) c^^)

Das erste und letzte Glied hängen nur von den Coefficienten je einer

Form ab und haben bez. den Factor Ca, c a\ also enthalten sie bez.

den wirklichen Factor ^u,, ^222- Der Coefficient von %^ U ist die

Form B^ der von Xj'A, die Form B.^. Um auch die andern Glieder

auf einfache Bildungen zurückzuführen setzen wir x,- = A,-. Alsdann

ist Byy. = die Gleichung des Poles der Polare von x in Bezug auf

den Kegelschnitt x, /*+ x,/" = 0, d. h. die Gleichung des Punktes x,

und somit muss By.y. den Factor w.,. enthalten. In der That multipli-

ciren wir die ersten drei Horizontalreihen der Determinante jPxx bez.

mit x^, x-o, x^ und subtrahiren sie dann von der dritten, so ver-

schwinden" in dieser sämmtliche Glieder bis auf das letzte, avo an

Seile von der Term — w.,- auftritt. Wir erhalten also nach (11):

Byy. = 1 tl.r . -4y. .

Setzen wir andererseits in (13) jc,= A,-; so findet man durch Ver-

gleichung der Coefficienten gleicher Potenzen der A die folgenden

Relationen, welche sich übrigens auch leicht direct durch symbolische

Keclmung in obiger Weise ableiten lassen:

{abu) (abc) c.,. = ?/« Ca C,- = i --^iii • ^-^

i?, -f 2 {aau) (aa'c) c.,. = .4,,2 . w.r

2 [aa'ii) {aa'c) cj -\- B.^ = ^4,29 • Kv

{a'b'u) (a'b'c) cj = ^^aCucJ = l -^^222 • "^•

Damit ist die Zurückführung auf die Formen unseres Systemes

gegeben. Ueber die geometrische Bedeutung der Gleichungen B^ = 0,

^2°= braucht wohl nach dem über B^i = Gesagten kaum etwas

hinzugefügt zu werden: B^ entsteht ja aus By.i für A, =0, «2 = 0;

B^ ebenso für A., = 0, x, = 0.

Aus ßyi entsteht nun sofort eine Reihe von quadratischen Cova-

rianten, wenn wir die tu durch ft,/; + ^.Ji' ersetzen; und wir werden

zeigen, wie sich dieselben alle auf /•, /' und <i>,, zurückführen lassen.

Die so aus B^i hervorgehende Bildung:

^
\x^a..^-\-x^a^i x^a.y^-{-x^ao^' J<i'%+ 3f2«23' ^1/2+ ^2/2

^"^''^"^jxiaai+ Xjrts,' Jf,%2+ »'2«32' »«l%3+ ^2«33' f^l/3+ ^2/'3'

i
A./'i+ AjA' A/2+ V2' Ai/:,+ A2/";5'

I

gibt, gleich Null gesetzt, die Bedingung dafür, dass die Polare eines

Punktes x in Bezug auf den Kegelschnitt XJ-^^.J"=-0 und die
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desselben Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt f^^/' -{- (i^/" =
einander conjugirt sein in Bezug auf die Curve x,/+ x^/" = 0. In
symbolischer Gestalt haben wir aus (13):

(14) IJyXf, = X,2
l^j

dad, + fl^da'dr} {A, ('„C,- + A.r^V,,'}

+ 2lx^x.,^^^ (aa'd)d^-^fi^{aad')d^'} ^l^(aa c)c,.+ l^{aac)c\r}

+ ^2^ { f*i da' d.r + iü., d'a.dj } { Ai c«. c.^ + A2 c'«. c.^' } .

oder wenn wir die hier auftretenden Covarianten mit P bezeichnen
und durch entsprechende Indices unterscheiden:

(15) H,x^,= ^'{Ki'xPn + ^1(^7^12 + ^2f^i^21 4- A2i^2^22 }

+ 2x^x, jAiftjP,,' -|-A,^2Pj2' +^2/^1^21' + ^2/^2^22'}

+ V {^l^I^ll" + ^^1/^2^12" + ^2i^.^2l" + ^2/^2^22"},

woraus die Bedeutung der einzelnen />,/,(^') unmittelbar ersichtlich ist.

Um dieselben auf die Formen unseres Systemes (9) zurückzuführen,
setzen wir in der Determinante ff^x/u zuerst Xi = A,-. Ziehen wir dann,
wie bei B^^, in (14) die bez. mit Xi, x.^, x.^ multiplicirten ersten drei

Horizontalreihen von der vierten ab, so wird:

Macht man andererseits dieselbe Substitution in (15), so erhält man
durch Coefficientenvergleichung die Relationen:

^11 =i^iii •/, ^,2 =i^ni -r
2/^,,'+ Pn = ^U2'f, 2/^,,;+ P,, = A,,,.r
P,;'J^2P,;= A,,,.f, p^;'^2P,;= A,,^.r

/>2i == A^^^
. f

,

P'l'l' = \ ^121 • f

'

Damit sind die fraglichen Covarianten zunächst auf vier reducirt;
zwischen letzteren bestehen aber noch weitere Gleichungen, welche
sich ergeben, wenn man in (15) ;< = ^, setzt. Dann wird entsprechend
der Gleichung (16):

und durch Coefficientenvergleichung findet man:

Pn =i'^iii -f

,

P-n =\ A,,, .f^

/>,/' + 2 />,/= ^,22-/', 7^,/' + 2 P22' = A,^,.f

P\i '= \ ^222 • /

»

P12'= \ ^222 • f •

Die Formen P,,, P^^ = />,,, p^^' =^ p^^-'
^ p^^" zerfallen also direct in

zwei Factoren, und die andern lassen sich alle durch eine mit Hülfe
der Invarianten und der Grundformen /", /', ausdrücken. Wir haben

(17)

(18)
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nur noch die Zurückführung dieser einen, etwa P,/', auf O,,, zu geben.

Nun ist aber:

und hier ist der letzte Term eben unsere Form P^;'. Es folgt also:

(19) />j," = J.l22•/'-i^l2•

f^/r haben somit in der Thal die zwölf Covarianien, welche in H^i^

vorkommen, auf die Formen unseres Systems zurückffeführt. ^
Mit Hülfe der Gleichung (19) können wir ohne Schwierigkeit die ^

durch A^,^ = oder ^,22 = ^ gegebenen Lagenbeziehungen von f

und f geometrisch -charakterisiren. Die Form O^j entspricht duali-

stisch-der Form i^,^' 0,2 = stellt daher den Ort der Punkte dar, von ^J
welchen zwei Paare zu einander harmonischer Tangenten an f und f
gehen. Ferner entsteht P,/' aus F,-, = ^«.2, wenn man m/ = A setzt; A
p " = f) ist also der Kegelschnitt, ivelcher von den Polen der Tangenten

j,^,^
/•' = in Bezug auf f=0 gebildet wird. Die Bedingung ^,2,, =

sagt nun wegen (19) aus, dass diese beiden Curven identisch sind.

Nehmen wir unter dieser Voraussetzung eine Tangente w von /' = 0, so

entspricht ihr vermöge f=0 ein auf P,;' gelegener Pol, und die

beiden von letzterem an f = gezogenen Tangenten v, w sind har-

monisch zu den beiden an f=() gezogenen, d. h. sie sind in Bezug

auf /=0 conjugirte Gerade. Somit bilden die Tangenten u, v, iv

von /•' = ein Polardreieck von /"= 0; und ein solches Dreieck kann

man für jede Tangente u von f construiren. Da aber ^122 = ««'^

symmetrisch in den Coefticienten von «'.," und w«.^ ist, so kann man

auch dualistisch entsprechend, von einem beliebigen Punkte von

f^{) ausgehend, ein Dreieck construiren, dessen Ecken auf/'=0

liegen, und welches Polardreieck von /" = ist. Wir haben daher

folgenden Satz:

Wenn die simultane Invariante A^^^ = «„-^ der Kegelschnitte aj =
lind Ua-- = verschwindet, so gibt es in Bezug auf aj = einfach

unendlich viele Polardreiecke , ivelche der Curve «„-^ ^ umgeschrieben,

und in Bezug auf «/„.^ == einfach unefidlich viele Polardreiecke, welche

der Curve aj = eingeschrieben sind. *)

Der entsprechende Satz gilt selbstverständlich, wenn ^„o ver-

schwindet; man hat dann nur die Curven /= und /" = zu ver-

tauschen.

Es ist leicht auch den durch iV= 0, (7, = 0. C^ = dargestellten

Gebilden geometrische Deutungen unterzulegen; dasselbe gilt für N,

*) Ueber Kegelschnitte, welche in dieser Beziehung stehen, vgl. Smith:

Proceedings of the London math. Society, vol. 2, p. 94; Rosanes: Math. Anua-

len Bd. 6; Darboux: Bulletin des sciences math., t. 1, p. 348.
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Tj und r.j. Man sieht z. B. sofort, dass N=0 die Gleichung des Schnitt-
punktes der Polaren von x in Bezug auf / = nnd /" = ist. Wir
betrachten hier nur noch die Form C, sie ist die Functionaldetermi-
nante von B^, f und ?/.^.:

t\ = {a a u) a^'a,. ?/„ = i
: K |^-'

i

0^2 OCt'2

Nun ist ^1=0 die Gleichung einer Geraden v, für deren Punkte
die Polaren in Bezug auf /' = zu der Linie u in Bezug auf f=0
conjugirt sind; die Differentialquotienten ^~' sind also die Coordi-

naten dieser Geraden, und C^ = ist die Bedingung, dass die Polare
von X in Bezug auf f durch den Schnittpunkt von u und v geht.

Von grösserem Interesse für die Geometrie sind die Formen D
und A. Sie haben zunächst die Eigenschaft, dass die eine die reciproke
Bildung der andern, sowohl in Bezug auf /, als in Bezug auf f ist.

Zum Beweise dessen gehen wir von D aus und setzen:

Vi = fi = b.rhi = Crd = f4. di

.

Bezeichnen wir die dadurch aus P entstehende Bildung mit D',

so wird

:

P' = {a ab) aa- aä c„ d„. b.r c.r d,^

= \ {a a b) (aa- b.r — *«• a.^) aä Ca d^. c.^ d.^

= — i V {ß^<-' x) a„'c^d„'('.rd_r.

Durch Anwendung der Identität {a --= {a b))

OaC,: =- {ciab) c, -- (abc) a,; — {a bc) r/.,, + {a ac) b^^

finden wir nun:

aä<'.,a,iCa ---= Ca- . aja,,' -j- 2 {abc) {a ac) b^a^^'

oder für {ac)i = «,

:

(iä(i;i Cu'-.r -= r,;- . a^i a,,' — 2 baa^ b^.a^i .

Das letzte Glied rechts unterscheidet sich aber von dem Ausdrucke
Imks nur durch den Zahlenfactor und durch Vertauschung von b und
c-^ also wird:

aäa^ CaC,,. = -^ r,;- . a^a^^

Setzen wir dies iu P' ein, so korauit:

^'-= -i -All • ^> q- e. d.

Ebenso ist natürlich für u.^^fr.
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B" = - i^2T> ^5

und dualistisch entsprechende Gleichungen gelten zur Ueberführung

von A in B. Wir wissen aber, dass nur den Seiten des gemeinsamen

Polardreiecks von /" und /' die Eigenschaft zukommt, dass die Polaren

ihrer Punkte in Bezug auf f und /" dieselbe Curve dritter Klasse

umhüllen; und zwar besteht letztere aus den Ecken jenes Dreiecks.

Hieraus folgt:

Die Gleichung ß = stellt das Product der drei Seiten, A = das

der drei Ecken des gemeinsamen Polardreiecks von f und f dar.^)

Dies Resultat war übrigens vorauszusehen, da nur die eine Cova-

variante D von der dritten Ordnung in unserm Systeme enthalten ist,

und das Polardreieek jedenfalls durch eine CoVariante dargestellt wird.

Aus diesem Grunde muss D auch das gemeinsame Polardreieck von

/^,2 und 0,2 darstellen, und somit ergibt sich:

Alle covarianten Kegelschnitte von f und /" halen mit letzteren

Curven dasselbe Polardreieek D = 0, A = gemeinsam ;
oder mit andern

Worten: Die Formen D und A sind Combinanten für alle Formen des

SySternes

ivenn cp irgend eine zu f und /" covariante quadratische Form, also am

einfachsten 0^2 j bedeutet. Sie dürfen daher alle, wenn dies Dreieck als

Coordinatendreieck eingeführt wird, in ihren Gleichungen nur die

Quadrate der Veränderlichen enthalten. In der That setzen wir:

f' = xi^ + x'i^-^rri^

/= ^,2_|. y_^ ^2^

so wird für x, = x, yi.^== \ , A, = A, A2 = 1
,
^. = ft , ^2= \ :

X + r (f^ + ^'
) ^1

x + A" {^^l")l,

y. + A'" {}i + A'") I3

,(A + A')I, (A + A")^2 {^ + m^ ^->

und bei der Entwicklung der Determinante treten nur die Quadrate

der % auf. —
Die bei der kanonischen Form in f auftretenden Coefficienten

sind bekanntlich die Wurzeln der cubischen Gleichung A^ == 0. Wir

haben ferner gesehen (p. 135 ff.), dass die Transformation auf diese

Form nicht mehr unbedingt möglich ist, wenn jene Wurzeln zum

H„Au=-^

*) Durch Zerfällung von D bez. A in die drei linearen Factoren würde man

somit eine neue Lösung für die gleichzeitige Transformation von f und f' auf die

kanonische Form (p. 127) erhalten. Mittel zur Ausführung der Zerfällung wer-

den wir in der Theorie der Curven 3. Ordnung kennen lernen.
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Theil einander gleich werden. In diesem Falle berühren sich die

Curven f und f in gewisser Weise, und die Art dieser Berührung
wurde durch das Verhalten der Unterdeterminanten von A^ gegenüber
der mehrfachen Wurzel besagter Gleichung bestimmt. Diese Berüh-
rungsbedingungen müssen sich aber nach einem früheren Satze auch
durch das Verschwinden von Functionalinvarianten der Formen /"

und f darstellen lassen (vgl. p. 274). Es führen dazu die folgenden
Ueberlegungen.

Wir wissen, dass f und f sich berühren, wenn zwei Wurzeln von
^x = gleich sind, d. h. wenn die Discriminante der cubischen Form
A^ verschwindet (vgl. p. 136). Die Bedingung für die einfache Berüh-
rung ist also:

(20) 4(^„,^j22— ^j,2') (^112-^222— ^122') -(^1,1^222— ^112^12'^)'=0-

Hat dagegen Ay_ = drei gleiche Wurzeln, so osculiren sich f
und /"; andererseits muss dann die Hesse 'sehe Form der binären
cubischen Form Ay. identisch Null sein (vgl. p. 228). Die Bedingungen
für die zweipunktige Berührung sind also*'):

(21) ^=flil2=^.
-^lii -^122 ^222

Berühren sich / und /' in zwei verschiedenen Punkten, so steht
der Büschel Jc,/+ x^f = sich selbst dualistisch gegenüber: Durch
jeden Punkt geht eine Curve desselben, jede Gerade wird von einer

Curve berührt. Letzteres wird dadurch möglich, dass Fy = eine

von den m unabhängige Wurzel für -"'
zulässt, und zwar ist dies die

Doppelwurzel von Ay = 0. In der That enthält der Büschel k,/+ x^f
eine Doppelgerade, die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte,
welche von jeder Geraden der Ebene berührt wird (p. 106); und diese

ist eben durch die Doppelwurzel von Ay, = bestimmt. Die letztere

aber wird durch die Gleichung A^ = doppelt zählend gegeben,
wenn A.^ die Hesse 'sehe Form von Ay ist. Es muss daher die Re-
sultante der beiden quadratischen Formen Fy und A,^ Null sein. Diese
Resultante reducirt sich hier aber, da A^ ein vollständiges Quadrat
ist, auf die Invariante (AF)'^, wenn für den Augenblick

A^ = (A, X, -f A2 K,y , Fy = (F, X, + F, x,f

gesetzt wird. Nach Ausrechnung der Invariante (AFy haben wir
also den Satz;

Wenn f und f sich in zwei getrennten Punkten berühren, so besteht

neben (20) unabhängig von den ui die Bedingung:

(22) (^1,1 ^122- ^ii2')-^22-Kll-^222- -^122^112) ^'^12+ Kl2-^222--^122')-^ll—0-

*) Vgl. Salmon-Fiedler: Kegelschnitttheorie.
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Den Fall der dreipunktigen Berührung von f und /' können wir

endlich als eine Combination der beiden letzten Fälle auffassen: Ay.

hat einen dreifachen linearen Factor und Fy. enthält denselben Factor

einfach. Da A,, == {A^ x^ -f A^ x^y nun ein vollständiger Cubus ist, so

ist die gestellte Bedingung erfüllt, sobald die binäre lineare Cova-

riante {AFy A^ unabhängig von den x verschwindet. Tragen wir

also die wirklichen Werthe der Coefficienten von x^, x., ein, so haben

wir den Satz:

Wenn sich f und f dreipunktig berühren, so bestehen neben (21)

ufiabhängig von den tu die Bedingungen:

,t,o\ ^111^22 2 ^j, 2^,2 + -^122^11 = ^

^ ^ ^,12^22-2^122^12+^222^11 = 0.

Die hier besprochenen ausgezeichneten Lagen zweier Kegelschnitte

beziehen sich jedoch nur auf die geometrisch besonders hervortretenden

Fälle. Vom Standpunkte der Invariantentheorie aus müssen wir da-

gegen jedes System zweier Kegelschnitte von jedem anderen Systeme

zweier solcher Curven streng unterscheiden, sobald es nicht möglich ist,

die beiden Systeme linear in einander zu transformiren. Diese Mög-

lichkeit hängt aber von dem Werthe der simultanen absoluten Inva-

rianten beider Kegelschnitte ab*), und durch diese Werthe ist daher

die Lage der Kegelschnitte gegen einander charakterisirt. Die Zahl

der absoluten Invarianten ist leicht zu bestimmen. Die beiden Kegel-

schnitte nämlich hängen zusammen von 10 Constanten ab; die 8 Con-

stanten einer linearen Transformation können wir nun so bestimmen,

dass 8 jener 10 Constanten beliebige Werthe annehmen; die beiden

übrigen sind dann aber absolut fest gelegt; d. h. zivei Kegelschnitte

haben zivei absolute Invarianten. Die letzteren haben wir aus den vier

Invarianten A^^^, ^,,2; ^122 > ^222 «o zu bilden, dass die Coefficienten

von /' und /' in ihnen in Zähler und Nenner zu gleichen Dimensionen

vorkommen; und zwar legt man am einfachsten die folgenden beiden

zu Grunde

-^111 • -^122 A[ 2 • -^22?

Es ist nun weiter unsere Aufgabe, den Zusammenhang dieser absoluten

Invarianten mit den in der Figur der beiden Kegelschnitte auftreten-

den Doppelverhältnissen darzulegen. Wir bemerken zunächst, dass

die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes von f=0 mit den

*) Und zwar ist die Transformation immer möglich, wenn die absoluten In-

varianten in beiden Systemen dieselben Werthe haben, und wenn in beiden die-

selben Covarianten, Contravarianten und Zwischenformen identisch Null sind,

also überhaupt, wenn in beiden Systemen dieselben Functionalinvarianten ver-

schwinden ; vgl. die Anmerkung auf p. 274.
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vier Schnittpunkten von /" und /
' ein für alle Punkte von /' constantes

Doppelverhältniss bilden (vgl. p. 49). Ein anderes constantes Doppel-
verhältniss ist ebenso durch die Verbindungslinien eines Punktes von

f mit jenen vier Punkten gegeben: Wir wollen beide Doppelver-
hältnisse durch Aj, bez. Aj ausdrücken. Zu dem Zwecke bemerken
wir, dass in jedem der vier Schnittpunkte (y) von / und /" durch
die Tangenten der Curven des Büschels:

ein Strahlbüschel gegeben ist, in welchem jeder Strahl durch die ent-

sprechenden binären Coordinaten ;f, , x., bestimmt wird; insbesondere

ist also durch Xj = die Tangente von f, durch yt., = die von /
im Punkte y gegeben. Demgemäss stellt uns Ay. eine binäre cubische

Form dar, deren entsprechende Strahlen des Büschels die Tangenten
der drei Linienpaare in y sind, d. h. die Verbindungslinien von y mit
den drei anderen Schnittpunkten. Diese drei Linien bilden dann mit
der Tangente von /in y, d. i. mit der Linie X2 = 0, jenes für alle

Punkte von /" constante Doppelverhältniss. Wir haben somit die Auf-
gabe, das Doppelverhältniss einer binären biquadratischen Form zu
bestimmen, Avelche in die cubische Form A^ und in eine lineare Form
3<.^ zerfällt, und dies geschieht in bekannter Weise mit Hülfe der In-

varianten % und j der biquadratischen Form (vgl. p. 239). Ist letztere

nun durch

gegeben, und setzen wir

^y.'^ = fx^ (ty.

-= («„x,3 -f 3 r/, ;<,'^X2 + 3 a^yc^^^ + o^yi.;^) . (^/,'x, + a.^v.^,

so müssen wir in

i = 2 («^«, — 4 «1 «3 4- 3 «2')

I «n «1 «o

und 7 = 6

substituiren

:

1*3

«0 = «'o«i ? ^\'^"z(t'ij

Für unsern Zweck haben wir insbesondere a,' = 0, a.l = 1 zu

wählen, und dadurch erhalten wir für (ty;^ = Ay-.

2i= .</,,, 2 -3^,22--^,,!

^,/ = O --^,,1 ^<^
11
2-^] •'2 — -^lll''-^2.2 — ^ ^J12''

und somit für das gesuchte Doppelverhältniss «:
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P _ , (1 — et 4- a^y ^ s
(^112'^ - 3 ^i22^in)'

ji ^
(1 + c)2 (2 — «> (1 — 2 a)2 ^ (3 ^„1 Am A^^ — ^,i,*^222 — '^ ^112')*

'

oder nach einer einfachen Umformung der rechten Seite:

r9P.A
(A. -3)3AtAg^ c)7 (i-« + K»)3

^

i>«s Doppelverhällniss a der Verbindungslinien eines Punktes von f

mit den vier Schnitlpunkten von f und f i^t oho durch Gleichung (25)

gegeben; und ebenso das Doppelverhällniss ß der Verbindungslinien eines

Punktes von f mit jenen vier Punkten durch die Gleichung:

rocK^ ^A^ -3)^A,A,^ _ ^7 d - ß + ß'Y . •

'^'^^^ (3XÄ^2A,^A, -1) ~ ^ (l + ^f (2 - 0)M1 - 2 ?Y

In Folge dieser Gleichungen können wir unter Berücksichtigung

der Relationen:

A A 2 f^ii?i A 2 A = —^i*?i—

insbesondere den folgenden Satz aussprechen;

Wenn gleichzeitig die Invarianten ^,12 und .4,22 verschwinden, so

ist das Doppelverhällniss jener vier Schnittpunkte auf beiden Kegel-

schnitten äquianharmonisch.

Es liegt ferner nahe nach den drei Doppelverhältnissen zu fragen,

welche auf den Seiten des Polardreiecks durch ihre Schnittpunkte mit

den Kegelschnitten / und f bestimmt werden. Um die entsprechende

cubische Gleichung aufzustellen, nehmen wir / und /" in der kano-

nischen Form an:

r = s,^ + i.^ + i3^

Auf der Seite ^1 = liegen dann die beiden Schnittpunktepaare:

^.;2 + 132 = und r|2^ + A"'|32 = Ü;

und zu dem Systeme dieser beiden binären quadratischen Formen ge-

hören die Invarianten (vgl. p. 215):

7) = 2, D' = x' + 1'\ D" = 2 }:'r

.

Aus letzteren berechnet man das Doppelverhältniss a, der entsprechen-

den vier Punkte mittelst der Gleichung (vgl. p. 217):

DD" il"l"' (a, — 1)«*

Um also ccy zu finden, brauchen wir nur die absolute Invariante

^1 "~ " itX'" ~ DD"

ZU kennen, d. h. wir müssen eine cubische Gleichung aufstellen, deren

Wurzeln die ch-ei Grl'jssen:
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sind ; aus ihnen finden wir dann die drei gesuchten Doppelverhältnisse

mittelst der Relationen:

^^®>' J'l
(t,, _ 1)2 J ^2 — („^ _ 1)2 ? y-i — („^ _ i)2

Wir kennen aber die symmetrischen Functionen dieser drei Wurzeln y,

da die der Wurzeln A', A", X" bestimmt sind; und zwar findet man
aus den Gleichungen:

Am
9. -112 _^ _ (^'_|_ ^'. _^ j^'^'^

34^*= A' k" + A" A'" 4- X" k'

— rrr^222

An

unter Berücksichtigung von (27) die folgenden Relationen:

Dt y^iii ^j22

/vi/i; J-T/zy -L-vf __ '^ -^222 ^111 ^ -^112^122^222^111 "T ^"^ f^ll« ^2 >2 "T ^12' ^lll)
' 1 ' 2 ~r /2/:5, I /3/I Iß // 2/4 2* ^" -^111 -^222

= tV{1-3A,A2(1-9A, -9A2)}

ri + ^2 + ^3 = - 3 -L^Ai-^i^^'iL-^- = -3(1 + 3 A1A2) .

^111-^222

i?2e absoluten Invarianten der drei Paare von binären quadratischen

Formen j welche auf den Seiten des Polardreiecks durch ihre Schnitt-

punkte mit f und f dargestellt iverden^ sind also die Wurzeln der

Gleichung

:

(29) j.3_f_3(i^3A,A,)72+ ^{l_3A,A2(l-9Ai-9A2)}r-^(l-9AA)=
und aus den Wurzeln dieser Gleichung findet man die Doppelverhältnisse

a der drei Punktquadrupel mittelst der Gleichungen (28)*).

*) Benutzt man einen der beiden vorliegenden Kegelschnitte zur Begründung

einer allgefneinen projeclivischen Massbestivirnung (vgl. die Anmerkung auf p. 150),

so wird man entsprechend den 2 absoluten Invarianten, welche ein beliebiger

Kegelschnitt mit ersterem bestimmt, zweifach unendlich viele, in metrischer Hin-

sicht von einander verschiedene Kegelschnitte in der Ebene unterscheiden müs-

sen. Eine weitere Eintheilung der letzteren ist dann nach den etwaigen Be-

rührungen mit dem Fundamentalkegelschnitte durchzuführen, d. h. nach dem
Verhalten der im Texte erwähnten Functionalinvarianten. Es würde dies der

Eintheilung in Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln bei gewöhnlicher Metrik ent-

sprechen, denn die Realität der vier Schnittpunkte mit dem Fundamentalkegel-

schnitte wird von den Werthen der absoluten Invarianten abhängen. Die von

den beiden Kegelschnitten auf den Seiten des Polardreiecks bestimmten Doppel-

verhältnisse entsprechen dann gewissermassen den Längen der Hauptaxen bei

gewöhnlicher Moti-ik.
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Wir fügen noch einige Bemerkungen über das System von drei

Kegelschnitten hinzu. Es seien die drei quadratischen Formen ge-

geben :

dann bietet sich zunächst als einfachste simultane Covariante die

Functional- oder Ja,kohi'sche Detei^minanle derselben, d. h. die Deter-

minante der ersten Differentialquotienten:

^=i

df
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Vierte Abtheilung.

Allgemeine Theorie der algebraischen Cnrven.

I. Die Polaren eines Punktes in Bezug auf eine Curve.

An die Theorie der Kegelschnitte würde sich, naturgemäss die der

Curven dritter Ordnung bez. Klasse anschliessen und in Verbindung

mit ihr die Theorie der ternären cubischen Formen. Es lässt sich

jedoch eine grosse Zahl der bei denselben hervortretenden Fragen

ohne grössere Schwierigkeiten sofort allgemein für Curven beliebiger

Ordnung beantworten; und gleichzeitig wird durch diese allgemeineren

Betrachtungen von vornherein grössere Uebersichtlichkeit für die

mannigfachen invarianten Eigenschaften und covarianten Gebilde ge-

wonnen, denen wir bereits bei Curven dritter Ordnung begegnen.

Wenn wir es daher im Folgenden unternehmen, eine allgemeine

Theorie der algebraischen Curven in ihren Grundzügen zu entwerfen,

so geschieht dies wenigstens zunächst in der Absicht, um Gesichts-

punkte zu gewinnen, nach denen die Bearbeitung der Theorie specieller

Curven in Angriff zu nehmen ist; und zwar wird uns hauptsächlich

die Bestimmung gewisser für eine Curve charakteristischer Zahlen

beschäftigen. Selbstverständlich beschränken wir uns dabei auf die

Betrachtung projectivischer Eigenschaften der Curven, d. h. solcher

Eigenschaften, welche bei beliebigen linearen Transformationen (deren

Determinante nur nicht verschwindet) erhalten bleiben. Weiterhin

werden sich jedoch hieran Untersuchungen knüpfen, bei denen andere,

in gewissem Sinn, allgemeinere Vorstellungen massgebend sind, als

wie sie durch die Invariantentheorie der linearen Transformationen

gegeben werden: Dieselben beziehen sich auf die Frage nach solchen

Eigenschaften einer Curve, die bei beliebig eindeutiger (nicht linearer)

Umformung ungeändert bleiben, und eröffnen somit unserer Forschung

ein wesentlich weiteres Gebiet. —
Eine Curve n*®' Ordnung ist durch eine Gleichung gegeben, in

der die Veränderlichen x^, x.^, x.^ zur w**"^ Dimension vorkommen.

Ordnen wir die Glieder derselben etwa nach Potenzen von x.^, so

erkennen wir, dass sie im Allgemeinen
t'lebsch, Vorlesungeu. 20
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1 + 2 + 3 . . . . + n + 1 = ^-^ + ') ^" + -^

2

Coefficienten enthält. Von diesen kann immer einer gleich der Einheit

angenommen werden; die Curve ist daher von ^^ÜH^+i)—j^^MH:^

Constanten abhängig. Da nun die Forderung, dass die Curve durch

^ gegebene Punkte gehe, ebenso viele lineare Gleichungen zur

Bestimmung der Coefficienten gibt*), so können wir den Satz aus-

sprechen: sie ist im Allgemeinen durch
"<^"+-^ ihrer Punkte bestimmt.

Wir erwähnen dies hier vorläufig, um erst später auf die sich hier

anknüpfenden Fragen näher einzugehen. Zunächst wenden wir uns
dem Studium des Schnittpunktsystems einer Geraden mit der Curve
zu. Die Gleichung der letzteren sei:

/ [x^y X2, x^j = dj/^ = U.

Ihre Schnittpunkte mit der Verbindungslinie zweier Punkte y und z

ergeben sich, wenn wir setzen (vgl. p. 70):

x^ = ^xVx -f- ^2^1

(1) ^2 = ^l«/2 + »«2^2

X^ = ^lUi -f- ^2-^3 '

Entwickeln wir alsdann / nach Potenzen von ^'
, so kommt (vgl. das

Entsprechende für binäre Formen auf p. 203):

(2) = x^-ay''-\-nx,"-^x,a;'-^a.-\-'^'i-^^^.z^-~'x,'a/-^a,^^

Das Bildungsgesetz der Coefficienten dieser Entwicklung in nicht

symbolischer Form ist unmittelbar durch den Taylor'schen Satz o-e-

geben. Setzen wir

^Y= /'(yi;y2.2/3) = V

so haben wir die recurrireude Formel:

Ganz in derselben Weise können wir auch umgekehrt jeden Coeffi-

cienten in (2) aus dem nächst folgenden finden, denn es ist

*) V<?1. das Entsprechende für Kegelschnitte auf p. 48.
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A+ l A + l /.-fi
/

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen

Df=0, 1)^=0, . . . Z>V=0, . . . D"f =
ist nach dem über binäre Formen Gesagten (vgl. p. 204) bekannt.

Durch die Substitution (1) haben wir auf der Verbindungslinie von ?/

und z eine binäre Coordinatenbestimmung (^f,, Xj) eingeführt. Die

den n Wurzeln von (2) entsprechenden Schnittpunkte der Geraden

yz mit der Curve, geben die n Grundpunkte einer binären Form. Die

Gleichungen B'^f == stellen daher auf der Linie ijz die verschiedenen

Folarsysteme des Punktes z in Bezug auf die Grundpunkte dar. So

ist Bf= die Bedingung dafür , dass y der ersten Polargruppe von

z, oder z der (n — l)**"" Polargruppe von y in Bezug auf jenes

Schnittpunktsystem angehöre. Lassen wir daher in (2) y constant

und z variabel sein, so gibt die Gleichung

eine Curve A-^«'" Ordnung, deren k Schnittpunkte mit einer durch y gellen-

den Geraden das {n — A-)''' Polarsystem des Punktes y in Bezug auf die

n Schnittpunkte der Geraden mit der Grundcurvc /=0 bilden. Die

Curve selbst wird daher als die (n — /.)''' Polnrcurve oder Polare von

y in Bezug auf die Grundcurve bezeichnet.*) Von besonderer Be-

deutung sind jedoch die Schnittpunkte einer jeden Polaren Z>^7'==0

mit der nächst höheren B'' + ^f= 0. Es ergibt sich dies, wenn man
die Gleichung der Tangente eines Curvenpunktes näher betrachtet.

Es möge nämlich der Punkt y auf der Gurve / == liegen, also

2)0/•= «y" =
sein. Alsdann fällt in (2) das erste Glied fort, und es sondert sich

ein Factor * ab: die Gleichung hat eine Wurzel -' = 0, wie es sein

muss. Stellen wir nun die Forderung, dass ein weiterer Schnittpunkt

der Geraden yz mit y zusammenfalle, d. h. dass sich in (2) noch ein

Factor '*' absondere, so muss ausser B^f auch noch Bf verschwinden,

was eine lineare Gleichung für z gibt. Eine gerade Linie, welche

die Curve in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, haben wir

aber als Tangente bezeichnet (vgl. p. 27). Es ist daher die Gleichung

der Tangente von f=0 im Punkte y (in den Veränderlichen z"):

Df= a,-^a. = y g^ ., + §l^z, + 1^ z,) = ,

*) Für die Entstehung und Entwicklung dieser Theorie vgl. die Anmerkung

auf p. 2()P. und 204.

20*
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und die Coordinalen der Tangente sind:

df

df
^ * dl/3

Es bietet sicli uns hier die Aufgabe, mittelst dieser Gleichungen

den Uebergang von der Gleichung der Curve in Punktcoordinaten zu

der in Liniencoordinaten zu bewerkstelligen. Letztere Gleichung Avürde

sich durch Elimination von q, j/j, y.,} Us ^^s den drei Gleichungen

(5) und aus

nf (xj , rcj, x.^ = Q (u^x^ -\- u^x.^^ + ^3^3) = ^

ergeben; und so sind wir in der That bei den Kegelschnitten zum
Ziele gelangt (p. 78). Dies Eliminationsproblem ist jedoch im All-

gemeinen ein sehr hohes, und die directe Auflösung desselben bietet

nicht geringe Schwierigkeiten. Um so wichtiger ist es, dass wir durch

die symbolischen Methoden der Invariantentheorie in der Lage waren,

mittelst des Uebertragungsprincipes, die ganze Frage in das binäre Gebiet

zu verweisen, so dass es nur nöthig ist, die Discriminantenbildung für

eine binäre Form zu leisten (vgl. p. 279); und hierfür hat man allge-

meine, mehr übersichtliche Methoden. Zugleich ergab dieses Ver-

fahren für die Klasse der Curve w*^' Ordnung die Zahl n (ti — 1),

während der Grad in den Coefficienten gleich 2 (;t — 1) gefunden

wurde. Zu ersterem Resultate gelangt man auch durch folgende

Ueberlegung, die uns gleichzeitig zu den Polaren zurückführt.

Nehmen wir in der Gleichung der Tangente

den Punkt z constant und t/ variabel, so bestimmt dieselbe zusam-

men mit

a," ==

auf der Grundcurve diejenigen Punkte y, deren Tangenten durch z

gehen, d, h. die Berührungspunkte dieser Tangenten. Diese beiden

Curven von der n*"" und (?i — 1)*«" Ordnung schneiden sich in w(n — 1)

Punkten; ebensoviele Tangenten kann man also von z an die Curve

legen, und somit ist die Klasse einer Curve n''''' Ordnung im Allgemeinen

gleich n (n — 1).*) Ganz dualistisch entsprechend rauss auch die Ord-

nung einer Curve k'^'' Klasse gleich k (k — 1) sein. Indem man so von

der gegebenen Curve n {n — 1)'"'' Klasse dieselbe Ueberlegung rück-

wärts anstellt, würde man zu dem Widerspruche kommen, dass die

*) Die Bestimmung dieser Zahl gab Poncelet: Auuales de Gergonne, t. 8,

p. 214.
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gegebene Curve w*®'' Ordnung von der Ordnung n {n — 1) (n" — n — 1)

sei. Dieser Widerspruch löst sich jedoch bei genauerer Ueberlegung;

denn eine Curve, welche als Punktgebilde von der allgemeinsten Art

ist, hat, als Liniengebilde aufgefasst, immer sehr specielle Eigenschaften.

Bei den Kegelschnitten, welche von der zweiten Ordnung und Klasse

sind, tritt diese Eigenthümlichkeit noch nicht in der Weise hervor.

Doch kann uns eine in ein Linienpaar ausartende Curve zweiter Ord-

nung immerhin schon als Beispiel für solche Vorkommnisse dienen:

es war uns nicht mehr möglich, die ganze Curve in Liniencoordinaten

darzustellen, sondern die betreffende Gleichung ergab' nur doppelt

zählend den Scheitel des Linienpaares; der Rückgang von dieser

Liniencoordinatengleichung zur Punktgleichung verlor dagegen über-

haupt jede Bedeutung. Eben deshalb kann dieses Beispiel noch

keine Anschauung für die allgemeinen Fälle geben: Ein Linienpaar

ist eben als Punktgebilde eine Curve zweiter Ordnung, nullter Klasse.

Auf die Gestaltung ähnlicher Verhältnisse bei höheren Curven können

wir erst später eingehen.

Der hier befolgte Weg zur Bestimmung der n {n — 1) von z

ausgehenden Tangenten gibt unmittelbar den Satz:

Die n (n — 1) Berührungspunkte der von einem Punkte an eine

Curve n*"^ Ordnung gelegten Tangenten bilden das vollständige Schnitt-

punktsystem der Curve mit einer Curve (n — V)""' Ordnung , der ersten

Polare von z.

Für n = \ sagt dieser Satz noch nichts Besonderes aus , denn

2 Punkte liegen immer auf einer Geraden; wohl aber für höhere

Curven. So haben wir nach ihm bei Curven dritter Ordnung 6 Be-

rührungspunkte, welche auf einem Kegelschnitte liegen, während

letzterer doch schon durch 5 Punkte bestimmt ist. Ueberhaupt ist

eine Curve (n — 1)*" Ordnung nach Obigem durch — ~ o

^ —
Punkte bestimmt; und unser Satz sagt aus, dass von jenen n{ii — 1)

Berührungspunkten die übrigen

„ („ _ 1) _ (lL:rJ}iü+^= (iL^^C^i)

auf derselben Curve (n — 1)*«^ Ordnung liegen.

In ähnlicher Weise sind D'^f= 0, P^f= . . . Curven der Ord-

nungen n — 2, n — 3 . . ., welche in ganz bestimmter Weise zu

einem Punkte z gehören. Nach dem für dieselben angegebenen Bil-

dungsgesetze lässt sigji der geometrische Zusammenhang derselben

dahin aussprechen, dass wie Df=0 die erste Polare von z in Bezug

auf /"= 0, so D''-f^ die erste Polare von z in Bezug auf Pf= 0,

])^f= die in Bezug auf D'^f= u. s. w. Man kann demnach

überhaupt allgemein den folgenden Satz aussprechen:
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Die k" Polare von z in Bezug auf die i" Polare von z nach f=
ist die (i -j- ky^^ Polare von z nach /= 0-

Betrachtet man gleichzeitig mehrere Tunkte und bildet immer die
/v-t« Polare des einen in Bezug auf die /*« des andern, so kann man
eine Reihe ähnlicher Sätze aussprechen, wie wir dieselben bei den
Punktsystemen auf einer Geraden erhalten haben (vgl. p. 204). Es
ist daher unnöthig auf dieselben noch näher wieder einzugehen; man
kann sie vielmehr von den dort gegebenen unmittelbar ablesen. Wir
erwähnen als Beispiel nur einen Satz, welcher als Verallgemeinerung
der bei den ' Kegelschnitten auftretenden Polarenbeziehung erscheint!
Aus der Gleichung

ay"~''aJ =
folgt nämlich: Liei/( y auf der /.'"' Polare von z, so Uerjt z auf der
(n — A-y'^" Polare von y.

Die (n — 1)'« Polare eines Punktes y endlich ist stets eine gerade
Linie. Liegt der Punkt insbesondere auf der Grundcurve, so wird die-
selbe nach (5) zur Tangente. Diese Gerade ist aber immer gleichzeitig
lineare Polare von y in Bezug auf alle höheren Polarcurven, also
etwa die {ii — i - l)tc Pokre in Bezug auf die i'^ Polare von //.

Liegl also der Pol auf der Grundcurve, so gehen alle seine Polaren
durch ihn hi?idurch utid berühren in ihm die Ginmdcurve.

Da hiernach die erste Polare eines Punktes der Curve in diesem
berührt, so fallen von den n {n ^ \) Tangenten, die man von ihm an
die Curve ziehen kann, zwei in seine eigene Tangente zusammen
Fon einem Punkte der Curve kann man also nur noch n {n - 1) — 2
Tangen len an dieselbe legen.

Die Tangenten hatten wir dadurch bestimmt, dass wir eine Gerade
die Curve in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden liessen. Wir
i-ig. 35.

^^önnen nun weiter nach solchen Geraden fragen, welche die

^^ Curve in drei consecutiven Punkten treffen. Diese Tangenten
werden Wende- (oder Inflexions-) Tangenten genannt; ihre Be-
rührungspunkte Wende- oder Tnflexions- Punkte. Die Bezeich-
nung rührt daher, dass in einem solchen Punkte die Curve
ihre Krümmung ändert, wie in den Anwendungen der Differential-
rechnung auf Geometrie in der Regel gezeigt wird (vgl. Fig. 35).
Wir können uns von der Gestalt der Curve in der Nähe
eines Wendepunktes auch durch folgende Ueberlegung ein Bild
machen.*) Im Allgemeinen wird sich die Tangeute continuir-

lich um die Curve drehen, während ihr Berührungspunkt in gleichem
Sinne fortschreitet. In einem Wendepunkte fallen nun zwei successive

*) Vgl. Plücker: Theorie der algebraischen Curven, Bonn 1839 2 Ab-
schnitt, §. 3.

'

/
I



All^^emeine Theorie der algebraischen Curven. 311

Fig. 36.

Tangenten zusammen: während also der Punkt gleichmässig fort-

schreitet, wird die Drehung seiner Tangente im Wendepunkte gleich

Null; letztere steht einen Augenblick

still, um sodann ihre Drehung gemäss

den Gesetzen der Continuität in entgegen-

gesetztem Sinne fortzusetzen. Es wird

dies recht deutlich, wenn wir uns die

Curve für den Augenblick, Avie in Fig. 36

durch ein Polygon ersetzt denken. Der

beschreibende Punkt {x) rückt auf der

umhüllenden Geraden (m) immer nach

derselben Richtung fort; diese Linie aber

hat sich von der Lage u bis zur Lage ii

in demselben Sinne, dann aber von u bis

u" in entgegengesetztem Sinne gedreht. ^
Wird die Bewegung nun continuirlich,

lassen wir also das Polygon in eine Curve übergehen, so ist die

Grösse der Tangentendrehung bei der Lage u Null. Während also die

Elementarseiten der Curve mit den früheren und späteren vergleichbar

bleiben, werden an u' die Contingenzwinkel a gegen die früheren und

späteren unendlich klein; und so ffeht in der Thai Fig. 36 in Fig. 35 über.

Die analytische Bedingung für einen Wendepunkt erhalten wir

durch die Forderung, dass von den Schnittpunkten der Geraden yz

mit der Curve drei Punkte in y zusammenfallen. Es muss sich dann

in der Gleichung (2) ein Factor (0' absondern, d. h. es müssen

gleichzeitig die drei Bedingungen bestehen:

D^f=a,/ =0
D /= «/-!«, =0

Ist y ein Wendepunkt, so müssen dieser Ableitung zufolge die letzten

beiden Gleichungen zusammen bestehen, sobald z auf der Tangente

von y liegt. Die Gleichung DV=0 kann aber nur für jeden Punkt

dieser Tangente erfüllt sein, wenn />Y den Ausdruck Df als Factor

enthält. Der Kegelschnitt

I)'if=:EfiuZiZk=^0,

^.^ f, für 1_ ^l- gesetzt ist, muss daher in ein Linienpaar

zerfallen. Die Bedingung dafür wird durch das Verschwinden seiner

Determinante, d. h. der aus den zweiten Differentialquotien von f

gebildeten, gegeben, nämlich*):

^T^^TTahlenfactor \ ist hinzugefügt, damit A in der symbolischen Form

ohne einen solchen definirt ist.
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iA = = 0.

Ml f\i fn

'n f'vi fiz

/ 31 /32 /as

In der symbolischen Form wird diese, analog wie bei den binären
Formen, als Hesse'scÄe Determinante bezeichnete Form wegen

gegeben durch:

«1^ «,</., a.a.

iy"~'b/-^^c,/-^\b,b, V hb,\ = a,b,c, (abc-) a/~H,"~^Cy» ~2

!^3^1 C.^C^ <^3^

oder, wenn wir a, b, c in jeder Weise vertauschen und die Summe
aller so entstehenden Ausdrücke nehmen (vgl. p. 268):

iß) A = {abcy ay"-^by''-^Cy"-^.
'

Die Wendepunkte werden also auf der Grundcurve durch eine
Curve 3(w-2)t- Ordnung, A = 0, ausgeschnitten. Es ist nämlich
auch leicht zu zeigen, dass jeder dieser Schnittpunkte einen Wende-
punkt von f=0 liefert. Setzt man, entsprechend der Bedingung-
A = 0: ^ °

fik = UiVk + ViUi,
,

so wird

DH=2u,v,, Bf=uyv,^vyu,, i)^r=2uyVy.
Ist nun D^'f^Q, so muss Uy oder Vy verschwinden. Sei «^=0;
dann ist Df=u,Vy, also von 11, nur um eine Constante verschieden
und mithin ein Factor von Z^Y, w. z. b. w. Wir haben also den Satz:

Die Wendepunkte sind die Schnittpunkte der Grundcurve /•= mit
der Hesse'^cÄen Curve A = 0; ihre Anzahl ist daher gleich 3n(n—2).*)

Es ist jedoch keineswegs umgekehrt die Curve A = durch die
Wendepunkte allein bestimmt; sondern man kann dieselbe durch iro-end
eine Curve des Systems

°

A + ^/c^O
ersetzen, wo M ein beliebiger Ausdruck von der Ordnung 3 {n ~ 2)_ n = 2 n — 6 ist. Diese Bemerkung ist für Curven dritter Ordnuno-
besonders wichtig; denn durch passende Bestimmung des Factors M
gelingt es bei diesen die Coordinaten der Wendepunkte durch blosses
Wurzelziehen wirklich anzugeben. —
^^^Tehr^s drei Schnittpunkte der Tangente mit der Curve können

*) Vgl. Hesse: Ueber die Wendepunkte der Curven dritter Ordnun^r- Cr eile 's
Journal, Bd. 28. Die Zahl der Wendepunkte wurde von Plücker' gegeben:
ib, Bd. 12.

°
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niemals in den Berührungspunkt zusammenfallen, es sei denn, dass die

Coeffieienten von f besonderen Bedingungen genügen. *) Wir haben

nämlich an /"= einfach unendlich viele Tangenten und können

denselben also nur eine Bedingung auferlegen, um eine bestimmte

Zahl zu erhalten.

Die obige Bestimmungsweise der Wendepunkte wird jedoch illu-

sorisch, wenn es Punkte auf der Curve gibt, deren Tangente über-

haupt unbestimmt ist, was dann ebenfalls nach sich zieht,
j,;^ ^^

dass die {n. — 2)*^ Polare in ein Linienpaar zerfällt. Es wird

dies immer eintreten, wenn die Curve sich in einem Punkte

selbst durchsetzt (vgl. Fig. 37), wo dann in der That zwei

verschiedene Tangenten möglich sind. In einem solchen

^^Doppelpunkte der Curve^^ kann daher die Gleichung der

Tangente nichts mehr aussagen, ihre Coordinaten (5) müssen

sämmtlich verschwinden. Wii^ haben somit für einen DoppclpunlA y die

Gleichungen ifi==- ^\

(7) /i = rt/^-i«, = 0, f^ = a,/-^a^ = Q, f^=. a,/-^a., = 0.

t)amit dieselben erfüllt sind, muss nicht nur y eine besondere Lage

haben , sondern es muss eine Relation zwischen den Coeffieienten der

Curve bestehen; denn wir können die y aus den drei Gleichungen (7)

eliminiren. Die Curvengleichung f= braucht dabei nicht berück-

sichtigt zu werden, da sie wegen

von selbst erfüllt ist. Die Ausführung dieser Elimination wird zu

einer Gleichung

72 =
führen, deren Bildungsgesetz in übersichtlicher Weise anzugeben-;^

jedoch bisher nicht möglich ist.**) Den Ausdruck R nennt man als-

dann die üiscriminante der Curve; sie ist natürlich eine Invariante der

Form /; für Kegelschnitte ist sie z. B. mit der Determinante A= {abcY

identisch. Wir können auch leicht den Grad der Discriminante in

den Coeffieienten von f angeben. Es gilt nämlich überhaupt der Satz:

Die Resultante dreier Gleichungen , hez. von der m^^", n"^" und p*"^

Ordnung in drei homogenen Veränderlichen^ ist vom Grade np in den

*) Vgl. über solche höhere Ausnahmspunkte: Gramer: Introduction ä l'ana-

lyse des lignes courbes, Geneve 1750, p. 403, und Caj'ley: Crelle's Journal, Bd. 34.

**) Allerdings hat Sylvester ein Verfahren angegeben, welches die Resul-

tante aus drei Gleichungen von gleicher Ordnung in Determinantenform gibt.

Es tritt dabei jedoch der Invariantencharakter der Resultante nicht deutlich hervor.

Vgl. Salmon: Lessons introductory etc. (p. 82 in Fiedler's Uebersetzung).



314 Vierte Abtlieilung.

Coefficienten der ersten, vom Grade mp in denen der ziveiten, vom Grade
mn in denen der dritten Gleichung. Zum Beweise dieses Satzes denke
man sich etwa die Coordinaten der np gemeinsamen Punkte der beiden

letzten Curven berechnet. Sollen dann alle drei Curven einen ge-

meinsamen Punkt haben, so müssen die Coordinaten eines dieser np
Punkte die erste Gleichung identisch befriedigen. Man wird daher
die Resultante erhalten, wenn man das Product der np Ausdrücke
bildet, weiche aus der ersten Gleichung entstehen, wenn man darin

bez. die Coordinaten der erwähnten np Punkte einsetzt. Die letzteren

hängen nur von den Coefficienten der zweiten und dritten Gleichung
ab; das Product ist daher vom Grade np in den Coefficienten der

ersten Gleichung; und also, weil bei der Resultantenbildung alle drei

Gleichungen symmetrisch benutzt werden müssen, vom Grade mp in

denen der zweiten, vom Grade mn in denen der dritten Gleichung.

Die Anwendung dieses Satzes auf die Gleichungen (7) ergibt nun
unmittelbar:

Die Discriminante einer terndren Form n""' Ordnung, d. h. die In-

variante, deren Verschwinden die Bedingung für die Existenz eines

Doppelpunktes der entsprechendeil Cvrve n^'''' Ordnung gibt, ist vom Grade
3 {n — 1)2.

Eine jede durch einen Doppelpunkt y gehende Gerade hat in dem-

selben zwei zusammenfallende Schnittpunkte mit der Curve; in der

That gibt die Gleichung (2) dann immer zwei Wurzeln - = 0. Wir

können nun, wie bei einem beliebigen Punkte der Curve nach seiner

Tangente, so hier nach solchen Strahlen fragen, ivelche in y die Curve

dreimal schneiden. Alsdann muss z so liegen, dass auch

D'^f= a,/-'^a.} = EUziZk = 0.

Da aber y ein Doppelpunkt ist, so haben wir nach (7)

= /;• = /'iiyi -}- /;-2y2 + fi-si/a, (i== 1,2,3),

also die Determinante der ///, gleich Null. Da/ier gibt die (ji — 2)"

Polare des Doppelpunktes

Dif=ay"-'^a:' = ()

ein Linienpaar: das Product seiner beiden Tangenten; wo das Wort
Tangente insofern berechtigt ist, als von den drei in y zusammen-
fallenden Schnittpunkten einer solchen Geraden, zwei einander conse-

cutiv auf dem einen durch y gehenden Curvenzweige liegen, während
der dritte als einfacher Schnittpunkt mit dem andern Zweige anzusehen

ist (vgl, Fig. 37). Durch dat^, Verschwinden der Determinante A ist

gleichzeitig angezeigt, dass das Vorkommen von Doppelpunkten bei

einer Curve auf die Anzahl der Wendepunkte von Einfluss ist, indem
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durch den Doppelpunkt eine gewisse Zahl von Schnittj)unkten beider

Curven absorbirt wird; die genaue Bestimmung dieses Einflusses werden

wir später geben.

Um die Coordinaten ?/,, vt der Tangenten im Doppelpunkte zu

finden, haben wir also zu setzen:

/, , = ?<, Vy 2 fy, = U^ V., -f l\ IL,

/:,, = ti.,v^ 2/23 = ^^,r.J + iK^7i.^

fs2 = "3 ^3 2
/-.ji
= ?/3 Vi + v.^ ?/,

,

und für die Auflösung dieser Gleichungen sind in der Kegelschnitt-

theorie allgemeine Methoden gegeben (vgl. p. 103). Insbesondere kann

es jedoch eintreten, dass die beiden Linien u, v in eine ^. gg

einzige zusammenfallen (vgl. Fig. 38); alsdann wird:

/n=V
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iiachbarten Punkt von ü''
f, setzen also z,; = y, -f- dy;, so haben wir

zur Bestimmung der k Fortschreitungsrichtungen auf der Curve D''f=
dieselbe Gleichung:

ay"-''aa,/ = 0,

wie zur Bestimmung der Fortschreitungsrichtungen auf der Grundcurve;

womit obige Behauptung bewiesen ist. Näher werden wir weiterhin noch

auf die Natur der vielfachen Punkte eingehen; wir werden dabei in

erhöhtem Maasse die Bedeutung der Polarentheorie für die Unter-

suchung solcher Punkte und für die Bestimmung ihres Einflusses auf

die Zahl der Wendepunkte, die Klasse der Curve etc. erkennen.

Von nicht geringerer Wichtigkeit wird jedoch die Polarentheorie,

wenn man sich die Aufgabe stellt, symbolische Bildungen geometrisch

zu deuten. Das Uebertragungsprincip gab uns ein Mittel, dies für die

zugehörigen Formen zu leisten, vorausgesetzt, dass dieselben keine

Factoren vom Typus {ahc) enthalten*); der Begriff der Polarenbildung

erlaubt nun dasselbe für alle Zwischenformen, welche nur aus sym-

bolischen Factoren vom Typus {abu) und «^ zusammengesetzt sind.

Lassen wir nämlich zunächst alle in einer solchen Form vorkommenden
Factoren «^«, hj . . . fort, so können wir die Symbole a, b . . . in

dem übrig bleibenden Ausdrucke bez. als Symbole für die «*% /3'° . . .

Polare des Punktes x ansehen, wie sogleich an einem Beispiele näher

erläutert werden soll. Der geometrische Satz, welcher durch Null-

setzen des so umgeformten Ausdrucks dargestellt wird, ist dann aber

nach dem Uebertragungsprincipe gegeben. Auf Zwischenformen der

hier gemeinten Art kommt man z. B. , wenn man nicht das Product

der n (n — 1) von einem Punkte x an eine Curve gehenden Tangenten

aufstellt, sondern das Product der Gleichungen ihrer Berührungspunkte

in Liniencoordinaten. Dieselben sind als Schnittpunkte der Grund-

curve rtj" == und der ersten Polare von x a^" - ^ ^^ = gegeben.

Man hat also nur die Resultante zweier binären Formen aJ", or/'-^

von der n*«"^ und (« — 1)*«" Ordnung zu bilden, auf dieselbe das Ueber-

tragungsprincip anzuwenden, alle n Symbole von «/' — ^, welche in

der Resultante vorkommen, durch solche von a," zu ersetzen und n

Factoren b,^, c^ . . . hinzuzufügen. So ist z, B. das Product der Be-

rührungspunkte der Tangenten von einem Punkte x an einen Kegel-

schnitt ttz^ = gegeben durch (vgl. p. 285)

(abu) {acu) b^rCx = 0.

Wir haben hier eine quadratische Form a^ und eine lineare Form
«j = /3z = «o: «2 ; deren Resultante gleich (aa) (aß) ist. Ergänzt

man in ihr die Determinanten durch Hinzufügen von u zu dreiglie-

*) Vgl. jedoch eine Anmerkung zu der letzten Abtheilung dieses Bandes bei

Gelegenheit der Theorie der lineo- linearen Zwischenformen (Connexe).
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drigen, ersetzt a, ß bez. durch b, c und fügt die Factoren b-,, c^: hinzu,

so entsteht die genannte Bildung. Ein anderes Beispiel gibt die

Gleichung

:

(8) {abuya^"-H^"-^ = 0.

Nehmen wir x constant, so stellt dieselbe die (n — 2)*«' Polare von x

in Liniencoordinaten dar. Nehmen wir u constant, so gibt sie also

eine Curve der Ordnung 2 (w — 2) als Ort der Punkte, deren {n — 2)*«

Polaren die gegebene Gerade u berühren. Auf jeder Geraden gibt es

daher 2 (n — 2) Punkte, deren (n — 2y' Polaren von derselben Geraden

berührt werden.

Auf dieselbe Gleichung (8) 'werden wir auch durch die folgende

Ueberlegung geführt. Wir fragen nach solchen Punkten tj auf einer

Geraden u, deren erste Polare von eben dieser Geraden in einem

Punkte X berührt wird. Die Coordinaten der Tangente dieser Polare

im Punkte x sind nun:

= aj^-^aytti = fnyi -f fi2i/2 + fisys-

Diese müssen mit den Coordinaten der gegebenen Geraden propor-

tional werden; also haben wir die Gleichungen:

Ai Ui + fn Vi + /"i3 «/3 = C«i

Ai 2/i + f-ii y-i + fn Vi = Q^h

/":!! 2/l + /32 2/2 + As y-A = 9«3

?/, (Ji + U., IJ., + U.^ 1/3 = 0.

Die Elimination von q und ?/j, y.,, y-^ ergibt dann neben u-c = wie-

der die Bedingung:

/ii fn f\i ^1

Al /22 /23 ^2

/•il /32 A3 W3

u. «., Wq

\{abufaj^-''b.

Aus diesen Beziehungen folgern wir die Sätze:

Auf jeder Geraden gibt es 2 (n — 2) solcher Punkte, deren erste

Polare von eben dieser Geraden berührt wird. Die {11 — 2)''" Polaren

der 2 (n — 2) Berührungspunkte werden dann von derselben Geraden

berührt.

Durch jeden Punkt lassen sich zwei solche Gerade ziehen ,
in deren

jeder ein Punkt die Gerade selbst der Art zur Tangente seiner ersten

Polare hat, dass der Berührungspunkt in dem gegebenen Punkte liegt. Es

sind dies die beiden von dem Punkte an seine (n — 2)'" Polare zu legen-

den Tangenten.

Die llea^e'sche Curve ist der Ort der lenkte, für welche diese
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beiden Linien zusammenfallend) Soll nämlich letzteres eintreten, so
muss entweder der Pol auf seiner eonischen (d. i. [n — 2)*«°) Polare
liegen, was nur für die Punkte der Grundcurve eintritt, oder die
conische Polare muss zerfallen, wo dann die beiden Tangenten in die"

Verbindungslinie des Poles mit dem Scheitel des Linienpaares zu-
sammenfallen.

Durch eine ähnliche Reciprocität zwischen der (n — 2)*«" und P«»
Polare eines Punktes, wie sie uns in diesen Sätzen entgegentritt,
können wir auch die Bedeutung der Hesse 'sehen Curve in anderer
Form als bisher aussprechen. Stellen wir nämlich die Forderung,
dass die erste Polare einen Doppelpunkt x habe, so müssen für den-
selben nach (7) die drei Gleichungen bestehen:

n— 1 dxi
~ ^-^^ ^^y^' "" ^ •

Eliminiren wir aus diesen die y, so kommen wir wieder auf die Be-
dingung:

^i^2<^3 (ß^c) a^h.^c,-^ = 0,

Avo der links stehende Ausdruck sich wegen der Vertauschbarkeit von
«, h, c nur um einen Zahlenfactor von A unterscheidet.

Die Hesse'scÄe Curve ist daher gleichzeitig der Ort der Punkte,
deren (w — 2)'' Polare einen Doppelpunkt hat, und der Ort der Doppel-
punkte der ersten Polaren.

Als Beispiel für die Fälle der aus der Polarentheorie fliessenden
geometrischen Sätze sei endlich noch das Folgende erwähnt. Es ist

die Gleichung der zur ersten Polare von y.

Df=a^^~^a,j = {)

als Grundcurve gehörigen Hesse'schen Curve, welche auf jener die

Wendepunkte ausschneidet, gegeben durch:

(9) ^Df == {a b cf a,r" -H^^- ^ c.^
-

^ a, b,, c, = 0.

Nehmen wir hierin die x als gegeben an, so ergibt sich in Verbindung
mit Df= der Satz

:

Es gibt auf der {n — 1)'^'' Polare eines Punktes x iinmer drei

verschiedene Pole, deren erste Polaren in dem Punkte x einen Wende-
punkt haben.

*) Vgl. Clebsch: Ueber eine Klasse von Eliminationsproblemen und über
einige Sätze aus der Theorie der Polaren; Borchardt's Journal, Bd. 58. Die
zahlreichen Sätze, welche hier über Polaren aufgestellt werden, gründen sich
auf eine allgemeine Methode, aus m Gleichungen mit m homogen vorkommenden
Veränderlichen, von denen eine von beliebiger Ordnung, eine quadratisch ist, und
?» — 2 linear sind, die Veränderlichen zu eliminiren. Mittelst dieser Methode
wird z. B. die Curve untersucht, welche die Berührungspunkte x durchlaufen,
wenn die Linie u eine gegebene Curve umliüllt.
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Rückt nun der Pol y auf einer Curve 9 (y) == fort, so beschrei-

ben die Wendepunkte seiner ersten Polare eine Curve, welche aus

Df= 0, hi>f=0, cp = durch Elimination der i/ erhalten wird. Ist

die Curve q) insbesondere eine Gerade

Uy = 0,

SO kann man wegen Df= aj'—^üy = in Apf setzen:

^2 = «sA — ^1/3 = («3^1 — ^1^3) «^"~^

1/3 = ^1/2 *^2A = ("l'^2
~~

^2^^l) ^.r""^'

Dadurch erhält man als Gleichung der gesuchten Curve, wenn man

in diesen drei Gleichungen die Symbole a bez. durch d^ e, f er-

setzt denkt:

(10) {a b cf {a du){be 11) {cfu) aj' - ^ bj' - ^ cj' - ^ dj' - ^ ej'
-

1/;,.«
-

1 = .

Wenn also der Pol eine Gerade beschreibt, so durchlaufen die

Wendepunkte der ersten Polare eine Curve von der Ordnung 6 (n — 2).

Sämmtliche Polaren, deren Pole auf der Geraden liegen, schneiden sich

in (n — 1)^ Punkten, den Lösungen der Gleichungen:

(11) QUi=fi, QU.^=f^, QU^=f^,

Biese (w — 1)- Punkte sind dreifache Punkte der Curve (10). Letzteres

folgt daraus, dass für QUi= fi= d,r" ^'^di=- . . . jeder der drei Factoren

{adu) dj'-^
,

(beu) ej'-^, (cfu)fr"~^ identisch verschwindet, und

somit auch jeder zweite Differentialquotient des Ausdrucks (10) nach

den Xi.

Betrachtet man dagegen in der Gleichung (10) die x als constant,

die u als veränderlich, so gibt dieselbe das Product dreier linearer Fac-

toren; es sind dies die Gleichungen der vorhin erwähnten drei Pole,

deren erste Polaren in x einen Wendepunkt haben.'*^

Aus (11) folgt weiter:

Wenn die Gerade u eine Curve cp (wj , Wj , Wg) = von der m^'"

Klasse umhüllt, so beschreiben die (n — 1) Schnittpunkte der ersten Polaren

die Curve m {n — 1)'"' Ordnung fp
{fx-, f^, f:^ ==^- Breht sich ins-

besondere die Gerade um einen Punkt |, so ist die beschriebene Curve die

erste Polare von §.

II. Die singulare!! Punkte.

Wir kehren zum Studium der vielfachen Punkte zurück; wir be-

ginnen mit dem Doppelpunkte. Die Natur eines solchen hängt davon

*) Vgl. Clebsch: Ueber Curven vierter Onliiung; IBorchariU's Journal,

Bd. m.
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ab, ob die linearen Factoren von D'^f reell (eigentlicher Doppelpunkt),

imaginär (isolirter Punkt) oder zusammenfallend (Rückkehrpunkt) sind.

Wir wollen nun das Verhalten der Curve in der Nähe des betreffenden

Punktes eingehend untersuchen. Zu dem Zwecke verlegen wir den
Anfangspunkt der Coordinaten in den Doppelpunkt, so dass die Coor-
dinaten des letzteren werden:

3/j U , X^ ^^^^= 'J
y

Xo = 1 .

Ziehen wir dann durch ihn eine beliebige Gerade, so können wir die

Coordinaten x^, x^ eines Punktes der Geraden auffassen als Coordi-
naten ihres Schnittpunktes mit der dritten Seite X3 = 0, die dritte

Coordinate eines solchen Punktes dagegen als einen für die einzelnen

Punkte der gezogenen Geraden variirenden Parameter. Wir fragen
nach den Schnittpunkten einer solchen Linie mit der Curve und
müssen die Gleichung derselben daher nach Potenzen des Parameters x.^

entwickeln. Setzen wir also

X^ X y X2 ^=
1/ j

X; = Z
,

so wird

(1) rix^, X^, X.,) = /-Wz« +/Wz"-1 +/(2)z--2 _|_ . . .+/("),

wo die Functionen /(') homogen in x, y und von so hoher Ordnung
sind, als ihr oberer Index angibt. Soll der Punkt x = 0, ?/ = auf
der Curve liegen, wie wir es annehmen, so muss der von x, y unab-
hängige Factor /(«) verschwinden. Für einen Doppelpunkt muss aber
auch der zweite Term identisch Null sein, damit ein Factor z- vortritt,

d. h. zwei Schnittpunkte der betrachteten Linie in den Anfangspunkt
zusammenfallen. Im Allgemeinen dagegen gibt die Gleichung

(2) /•(!) =ax-\-by =
die Tangente im Anfangspunkte; denn für einen Punkt in unmittelbarer

Nähe des Anfangspunktes werden x, y unendlich klein, und die

Coefficienten der niederem Potenzen von z verschwinden im Vergleiche
zu dem Coefficienten /'(^J von z"-^. Die Gleichung (1) reducirt sich

also auf das erste Glied, d. h. die Curve /'= kann in der Nähe des

Anfangspunktes durch die gerade Linie /(i) == ersetzt werden , oder
mit andern Worten: Diese Gerade ist Tangente der Curve /"= im
Punkte x = 0, ?/ = 0, q. e. d.

Bei einem Doppelpunkte verschwindet also /f^' identisch. Der
Verlauf der Curve in der Nähe des Doppelpunktes ist daher bei Ver-
nachlässigung höherer Potenzen von x, y dargestellt durch

oder mit anderen Worten: Es ist dies die Gleichung des Productes der



Allgemeine Theorie der algebraischen Cnrven. 321

beiden Tangenten im Doppelpunkte. Wir haben hier, wenn die Coeffi-

cienten a, ß, y als reell vorausgesetzt werden, die folgenden Fälle zu

unterscheiden

:

ß'^ > ay, eigentlicher Doppelpunkt , zwei reelle rig. 39.

Tangenten (vgl. Fig. 37).

^2 -3, fj^y^ Rückkehrpimkl , eine doppelt zählende x o

Tangente (vgl. Fig. 38). yto "Y
ß"^ < ay , isolirter Doppelpunkt , zwei imaginäre

Tangenten (vgl. Fig. 39).

Im letzteren Falle ist der Schnittpunkt beider Tangenten reell:

die Curve hat einen reellen Punkt, durch den kein reeller Zweig hin-

durchgeht.

Führen wir die beiden Tangenten des Doppelpunktes als Coordi-

natenaxen x = 0, y = ein, so können wir also die Curvengleichung

auf die Form bringen:

(4) / {x, , o:, , X,) = xy . z" - •' + /<3)z" - 3 + . . . = 0.

Für einen Rückkehrpunkt dagegen wird die Gleichung, indem beide

Tangenten (etwa in die Axe x = 0) zusammenfallen

:

f (x^ , X,, x,) = a;- . 2" - 2 + f^z" - 3
-I- . . . = .

Die Form der letztern Gleichung können wir noch weiter verein-

fachen. Es sei die Function /(^^ gegeben durch

/(3) = ax^ -j_ 3 &a;2?/ + 3 cxi/ + di/.

Die Linie y = ist zunächst nur insoweit bestimmt, als sie durch den

Rückkehrpunkt gehen soll; wir können daher, während x fest bleibt,

über y und z noch derartig verfügen, dass die Terme dritter Dimension

in einen vollständigen Cubus übergehen. Setzen wir nämlich:

y = y' -^ Ix

z = z -\- iiy' -\- vx,

so möge f übergehen in:

/= x'^Z" - 2 + (p(^) z'" - 3 -f 9 W.Z'« -4 + . . .
,

WO die cp Functionen von der Ordnung ihres oberen Index in x, y
sind. Wir können nun A, jt, v so wählen, dass der Coefficient

9)(3) = (n — 2) x'^ {jjLxj + vx) -f ax"^ -f 3 hx^ {y + kx)

-f 3cx {y -\- Xxf -f d{y^-\- Kxf

sich auf den einen nur y'^ enthaltenden Term reducirt; es ist dabei

natürlich vorausgesetzt, dass d nicht verschwindet, was eine höhere

Singularität bedingen würde. Wir haben dann zur Bestimmung von

A, n, V die folgenden Gleichungen:
C leb seh, Vorlesungen. 21
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(w — 2)ft + 3& + GcA + 3fU2 =0
c-}-dX = 0.

Schreiben wir nun wieder y, z statt ij, z und /('' für qp^'', so kann

also für einen Rückkelirpwikt die Curvengleichvng immer in die Form

gebracht werden:

(5) f=x'^Z»-^-\- ö??/3^"~3_|_^(4)2«-4_|_ ... =0.

Wir knüpfen an die Gleichungen (4) und (5) sogleich einige Be-

merkungen über das Verhalten der Polaren und der Hesse 'sehen Curve

in den Doppel- und Rückkehrpunkteu der Grundcurve *) , welche in

der Folge für uns von grosser Wichtigkeit sein werden. Wir wissen

bereits (vgl. p. 313), dass alle ersten Polarcurven durch den Doppel-

punkt gehen. Bilden wir nun die Gleichung der Polare qp = des

Punktes ^, ri, t, unter Zugrundelegung von (4), so wird

cp = {i,y + TJX) z"-^ + {{n - 2) xy^ + ^^ ^ + ^\) .«-3 + . .

Die Tangente derselben im Anfangspunkt ist durch den Term niedrig-

ster Ordnung, d. h. durch

ly -{- rix =
gegeben. Dagegen ist die Gleichung der Verbindungslinie des Poles

I, VI, t, mit dem Anfangspunkte

ly — iqx = 0.

Aus der Form dieser Gleichungen folgt, weil x = 0, ?/ = die Tan-

genten des Doppelpunktes sind, unmittelbar der Satz:

Die erste Polare eines beliebigen Punktes geht durch den Doppelpunkt;

und ihre Tangente in demselben ist harmonisch zu den Tangenten der

Grundcurve im Doppelpunkte und der Verbindungslinie desselben mit

dem Pole.

Bilden wir ebenso, ausgehend von der Gleichung (5), die Polare

des Punktes %, "yi,
t, für eine Curve mit Rückkehrpunkt, so kommt,

wenn wir nach z ordnen

:

9) = 2a;|z«-2 -f (3</7^y2_j_ (n _ 2) ga;^) 2r"-3 + (^'(4) j'' -4_{- . .
. = Q.

Die Linie a- = ist also auch Tangente einer jeden ersten Polare:

hn Rückkehrpunkte berührt die erste Polare eines jeden Punktes die

Rückkehrtangente. Es ist von Wichtigkeit ein Urtheil über die Zahl

der Schnittpunkte beider Curven zu gewinnen, welche man sich im

Rückkehrpunkte vereinigt gelegen denken muss. Man gelangt dazu,

*) Dieselben Sätze werden im folgenden Abschnitte (über die Plücker'schen

Formeln) ohne Benutzung eines speciellen Coordinateusystems bewiesen werden.
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soweit es sich um reelle Punkte handelt, etwa durch folgende Ueber-

legung. Ein eigentlicher Doppelpunkt tj einer Curve kann insbeson-

dere dadurch entstehen, dass die Curve eine Schleife besitzt, wie es in

Fig. 40 veranschaulicht ist; und von einem derartigen Doppelpunkte

müssen wir ausgehen, wenn aus ihm durch Grenzübergang ein Rück-

kehrpunkt entstehen soll. Alsdann muss nämlich beim allmählichen

Zusammenrücken der Tangenten im Doppelpunkte der von diesen in

dem einen Winkelraume eingeschlossene Curventheil völlig zerstört

werden; denn beim Rückkehrpunkte finden sich über diesen Punkt

hinaus keine rellen Punkte der Curve. Aus (5) ergibt sich nämlich

für einen unmittelbar benachbarten Punkt {z = 1):

X = j/— dy^,

und dies ist, für 6? > imaginär, sobald y>0 wird. Ein solches

Zerstören eines Curvenzuges ist aber nur beim Auftreten einer Schleife

durch allmähliches Zusammenziehen derselben möglich; denn andernfalls

würde durch das Zusammenfallen der beiden Tangenten ein sogenann-

ter „Selbsiberührunffspunki" entstehen (vgl. unten Fig. 48).

Eine beliebige durch den Doppelpunkt gehende Gerade, die wir

uns auch durch irgend einen anderen Curvenzweig {cp in Fig. 40) er-

setzt denken können, trifft diese Schleife dann noch

in einem Punkte z, und die Entfernung des letzteren

vom Doppelpunkte wird an einer gewissen Stelle

ein Maximum erreichen, von dem wir die Aus-

dehnung der Schleife überhaupt abhängig denken

können. Aus dem Doppelpunkte lassen wir nun

einen Rückkehrpunkt entstehen, indem wir die

Schleife immer mehr zusammenziehen und so jenes Maximum immer

kleiner werden lassen, bis sie auf einen einzelnen Punkt reducirt ist

(indem also ay — ß- in Gleichung (3) sich immer mehr der Null

nähert). In diesem Momente fallen die beiden Tangenten des Doppel-

punktes mit jener Geraden zusammen, und in den entstandenen Rück-

kehrpunkt, fällt auch der weitere Schnittpunkt z des betrachteten

Curvenzweiges hinein. Im Ganzen liegen also insbesondere bei der

ersten Polare drei Schnittpunkte im Rückkehrpunkte der Grundcurve

vereinigt; denn ein Doppelpunkt würde offenbar zwei über einander

liegende Schnittpunkte ergeben. Zu demselben Resultate gelangen wir

auf analytischem Wege: Durch die Schnittpunkte von / und q) geht

auch jede Curve xf -\- ?.(p = hindurch, insbesondere also auch die

Curve

2^f—X(p = (2^dy^ — 3 7]dxy'^— {n — 2) ^x^) z^-^ + . . . = 0.

Wir können daher, so lange es nur auf die Schnittpunkte von / und qp

ankommt, f auch durch diese Curve ersetzen. Dieselbe enthält aber

21*
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keinen Term erster oder zweiter Dimension in x, y, d. h. sie liat im
Anfangspunkte einen dreifachen Punkt (vgl. p. 329), dessen 3 Tan-
genten gegeben sind durch

2 I </?/3 __ 3 ^aa-i/ — (n — 2) ^x^ = .

Diese Linien sind also sämmtlich von der Tangente der Grundcurve
verschieden, und somit haben wir drei Schnittpunkte von / und
2^f—xcp = 0.

Eine Citrve mit Rückkehrpimkl wird in diesem von jeder ihrer ersten

Polarcurven in drei zusammenfallenden Punkten geschnitten, d. h. die

Gleichung, von welcher die Schnittpunkte heider Curven abhängen, hat

entsprechend dem Rückkehrpunkte drei gleiche Wurzeln.

Eine ganz ähnliche Anwendung gestatten die hier gegebenen
Methoden zur Charakterisirung der Schnittpunkte, welche die Hesse'-
sche Curve in einem Doppel- oder Rückkehrpunkte mit der Grund-
curve bestimmt. Dass diese Curve durch die singulären Punkte über-

haupt hindurch geht, haben wir schon früher gesehen (p. 314).

Wir beginnen mit der Betrachtung eines Doppelpunktes , nehmen
also die Grundcurve in der Form (4) an:

f=xy . -"-s-f/Oi^w-s.!. _ ^ ^0.
Setzen wir nun
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und es folgt daraus der Satz:

Die Ke SS e'sehe Curve hat in einem Doppelpunkte der Grundcurve

ebenfalls einen Doppelpunkt; und zivar sind die Tangenten beider Curven

im Doppelpunkte dieselben (nämlich x = 0, y = 0).

Jeder Zweig der Grundcurve wird also im Doppelpunkte von

einem Zweige der Hesse 'sehen Curve in zwei zusammenfallenden

Punkten geschnitten (d. h. berührt) und von dem andern

Zweige in einem einzelnen Punkte getroffen*), was zu-

sammen drei Schnittpunkte beider Curven ergibt (vgl.

Fi<^. 41). Die Anzahl der Schnittpunkte, welche überhaupt

im Doppelpunkte vereinigt gedacht werden müssen, ist also
^^^

gleich sechs. Dasselbe erkennt man auch direct aus den

Formeln; denn bei Untersuchung der Schnittpunkte können wir die

Curve A = durch irgend eine des Systems

A + Mf=0
ersetzen, wo M eine Function von der Ordnung 2 (ji — 8) ist, ins-

besondere auch durch:

.1 (n {n - !))•' A - (n - 1) (n — 2) A'^«- « = 0.

In dieser Gleichung sind die Glieder zweiter Ordnung m x, y ganz

fortgefallen; sie stellt daher eine Curve mit dreifachem Punkte im

Anfangspunkte dar, dessen drei Tangenten nicht weiter ausgezeichnete

Beziehungen zu den Tangenten des Doppelpunktes haben. Jeder Ast

derselben wird von jedem Aste der Grundcurve in einem Punkte ge-

troffen, was wieder 6 Schnittpunkte gibt.

*) Mittelst der sogleich im Texte zu entwickelnden Methoden beweist man,

dass die beiden sich im Doppelpunkte berührenden Zweige der Grundcurve ^^n£^ Hesse

-

sehen Curve sich gegenseitiq die convexe Seite zukehren, wie es Fig. 41 zeigt. Be-

trachten wir nämlich die Zweige, welche die Seite x = berühren , dann ist für

benachbarte Punkte .x- von höherer Ordnung der Kleinheit, als y ,
und daher der

betreffende Zweig der Grundcurve annähernd dargestellt durch die Parabel

x-\-dy^ = Q,

wenn d der (reelle) Coefficient von / in Z'^^' ist. Lassen wir ebenso in -\ n {n— 1 )3 A

die in x multiplicirten Terme aus , so finden wir als Coefficienten von z
"~

den Ausdruck:

2 („ _ 2) {n - 3) /-y*^) _ („ _ 3) (n - 4) f^^^ - {n - 2f y^fy>ß •

Vernachlässigt man hierin wieder die mit x multiplicirten Terme, sucht also den

Factor von /y% so erkennt man, dass der entsprechende Zweig der Hesse 'scheu

Curve dargestellt wird durch die Parabel:

(/i — 2) a; — K . rf . 2/2 = ;

und diese kehrt in der That ihre convexe Seite der convexen Seite jener ersten

Parabel zu.
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(nin-l))'

— 12(w— ]) Qn

, 2{n— 2)xz"~'^-\-.

Fig. 42.

Für einen Rückkehrpunkt haben wir (die obige Constante d =1
gesetzt)

:

/= X^Z'*-'^ + t/z"-^ + /•(4)^«-4 -|_ . . .
•

und es wird also:

0+.
6y2«-3-j-.

,3(/«-3)yf3«-4+ .

- 2) ?/^c2 -.3 « - 9 _^ ^f4) ^3 « - 10 _[_ _ ^

Man findet also in A die niedrigsten Terme in x, y von der dritten

Dimension; und das Auftreten des Factors a;^ gibt den Satz:

In einem Rückkehrpunkte der Grundcurve hat

die Hesse'sehe Curve einen dreifachen Punkt; und
zwar berühren zwei Zweige desselben die Rückkehr-
tangente'*'), während der dritte von diesen getrennt

verläuft (vgl. Fig. 42).

Die Zahl der hier vereinigt liegenden Schnitt-

punkte erkennen wir durch Betrachtung der Curve
(für 2n>l):

wo ^ für den Zahlenfactor 12 (w — 2) (w — 1
)

gesetzt ist.

Diese Gleichung enthält auch keine Terme dritter Ordnung mehr:
das Merkmal eines vierfachen Punktes. Die vier Tangenten desselben
haben keine besondere Lage gegen die Rückkehrtangente, werden also
von den beiden Zweigen der Grundcurve zusammen in 8 Punkten ge-
schnitten: Von den Schnittpunkten einer Curve mit Rückkehrpunkt und
ihrer Eesse'schen Curve liegen acht im Rückkehrpunkte vereinigt. Dies

*) Dass diese beiden Zweige von A in der That, wie in Fig. 42, eine Spitze
bilden, folgt aus der sogleich zu erörternden Newton-Cramer'schen Regel.
Man überzeugt sich nämlich leicht, dass der Ausdruck A'^^ in obiger Gleichung
ein Glied mit i/ enthält, während die andern noch in x^ multiplicirt sind. Diese
andern Glieder können aber für einen Punkt in der Nähe des Rückkehrpunktes
vernachlässigt werden; denn x ist von höherer Ordnung der Kleinheit als y. Die
Curve A = kann also ersetzt werden durch:

2/a;2 -f dy< = ,

wo 8 eine Constante ist; d. h. sie besteht aus zwei Zweigen, von denen der eine
die Linie y = berührt, der andere dagegen vom Typus des Rückkehrpunktes ist;
wie es sein soll. Die in Fig. 42 angegebene Lage der Spitze von A gegen die— 3

i „372 ' '^' ^^"" ^^ ^^^ Coefficienten von g H in /"an-
von f folgt daraus, dass 8

gibt, also jedenfalls kleiner, als rf, so dass einem gegebenen Werthc von y für A
immer ein kleineres x entspricht, als für /'.
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ist durch unsere analytische Betrachtung zunächst nur für 2 w > 7

bewiesen, gilt aber auch noch für n = 3. In letzterem Falle gibt es

im Allgemeinen 9 Wendepunkte; man sieht aber leicht, dass beim

Auftreten eines Rückkehrpunktes nur einer übrig bleibt. Es ist näm-

lich dann, wie wir gesehen haben, / in der Form darstellbar:

f=x'~z + yS
und also

|2z 2x
62 A=

I

6?/ = — 24a;2?/.

\2x

Pur ^^ 0, A = ist daher entweder x"- = und >/ = 0, was 6 im

Rückkehrpunkte vereinigte Schnittpunkte gibt, oder y = und x'^ z= 0,

was noch 2 im Rückkehrpunkte liegende Funkte gibt und ausserdem

den einzigen Wendepunkt x = 0, z = 0.

Diese für das Folgende sehr wichtigen Beispiele werden hinreichen,

um das Wesen und die Anwendbarkeit der angeführten Methoden

darzulegen. Wir gehen nunmehr zu der allgemeineren Aufgabe über,

die Gcslalt einer Curve in der Nähe eines k-fachen Punktes aus der

gegebenen Gleichungsform abzuleitend) Durch einen solchen Punkt

<rehen immer k Zweige der Curve hindurch; es kann jedoch eintreten,

dass mehrere dieser Zweige unter einander in ihm eine einfache oder

höhere Berührung eingehen, während andere Zweige von diesen ge-

trennt verlaufen, wie wir soeben z. B. an dem Verhalten der Hesse-

schen Curve in einem Rückkehrpunkte der Grundcurve gesehen haben.

Die folgenden Untersuchungen sollen nun dazu dienen, diese verschie-

denen Zweige der Curve von einander zu trennen und in ihrem gegen-

seitigen Verhältnisse zu einander zu charakterisiren ; und zwar werden

wir sämratliche Vorkommnisse in erster Annäherung als Combinationen

von drei Grundtypen erkennen, welche für den Verlauf einer Curve

in der Nähe eines Punktes möglich sind. Diese Grundtypen sind

dann namentlich für die Gestalt der Curvenzweige in der Nähe des

Punktes wichtig, soweit dieselben reell sind.

Wir nehmen den betreffenden Punkt wieder zu einem Eckpunkte

des Coordinatendreiecks, oder, indem wir z = 1 setzen, zum Anfangs-

punkte eines rechtwinkligen Coordinatensystems ; ferner setzen wir

der Einfachheit wegen voraus, dass die F-Axe eine Tangente der

Curve im Anfangspunkte sei. Die Gleichung der Curve ist dann nach

(2) von der Form:

/=.T -1-/(2) _}_/-(3) _|- ... = 0.

*) Eine andere, von Nöther angegebene Methode zur Auflösung eines viel-

fachen^Punktes in seine Bestandtheile werden wir am Schlüsse dieser Abtheilung

kennen lernen.
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Gehen wir nun in Richtung der Tangente x == auf der Curve

weiter, so wird für einen dem Anfangspunkte unmittelbar benachbarten

Punkt die Coordinate x unendlich klein gegen die Coordinate y : Man
muss sich in diesem Falle, da wir es nur mit algebraischen Functionen

zu thun haben, gemäss den für solche Functionen gültigen Elementar-

begriffen die Vorstellung bilden, dass es eine gewisse Potenz von y
gibt, welche mit x von derselben Ordnung unendlich klein wird ; oder

wie wir uns ausdrücken wollen: Es wird x mit einer gewissen Potenz

von y vergleichbar; und diese Potenz ist dann eine für die Natur

des Anfangspunktes charakteristische Zahl. — Da wir nun die F-Axe
als Tangente der Curve annehmen, so werden in

f^ X -\- ax''- -\- 2 b xy -]- cy"^ -\- f(^^ + . . .

jedenfalls die Terme ax"^ und 2bxy, wenn x und y unendlich klein

sind, gegen x verschwinden, dagegen nicht nothwendig y'-. Setzen

ivir also voraus, dass c < 0, so haben wir als einfachsten Fall, dass x

mit 2/' vergleichbar wird.

Alsdann können wir die Curve in der Nähe des Anfangspunktes

ersetzen durch die Parabel

(6) = a; + c . ?/2

.

Dies ist also charakteristisch für eine einfache Berührung mit der

F-Axe. Ist dagegen der Anfangspunkt ein fVendepmikt, so muss seine

quadratische Polare die Wendetangente x == als Factor enthalten,

d. h. in f^^'^^
= ax'^ -\- 2 bxy -\- cy'^ muss c gleich Null sein. Wir

haben dann, wenn wir für einen Augenblick wieder die dritte Variable

z einführen:

f=xz"-'^-\-{ax-\-by)xz''-^-[-{ax^-\-?,ßx'^y-^^yxy'^ -\- dy^) ^"-^^-f

.

Hierin können wir durch Aenderung der Lage von z = die Glieder

zweiter Ordnung ganz fortschaffen, indem wir setzen:

, ax -\- by

n — 1

Die Terme zweiter Ordnung heben sich dann in der That direct fort,

und es bleibt ein Ausdruck von der Form:

/•= xz'"-'^ -\- (^a'x'^ + Sß'xy'^ -f- 'dy'xt/ + d'y^) z'"-'-^ + • • •

In der Nähe des Anfangspunktes ist jedenfalls x wieder von höherer

Ordnung unendlich klein, als ?/; die Terme a x'^ , Sß'x'^y, Sy'xy"^

können wir daher vernachlässigen, und es wird x mit y^ vergleichbar.

Die Curve kann also in der Nähe eines Wendepunktes ersetzt werden

durch eine Curve

(7) x-\-dy^ = 0.
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Ein Doppelpunkt gibt hier nichts Besonderes, denn einen solchen

können wir durch zwei Curven von der Form (6) ersetzen; anders

ist es mit einem Rückkehrpunkte. Für einen solchen haben wir:

/=:«- + ^2/=' + .-.;

es wird x^ mit iß oder x mit iß vergleichbar, und die Curve kann ersetzt

iverden durch:

(8) x^ -{- dl/ = 0.

Die Gleichungen (6), (7), (8) stellen uns die erwähnten drei

Grundtypen dar. Die erste Curve (Fig. 43) verläuft auf einer Seite

der r-Axe und ist symmetrisch gegen die X-Axe. Die zweite liegt

Fig. 43. Fig. 44. Fig. 45.

X

gleichzeitig symmetrisch zu den beiden Coordinatenaxen (Fig. 44),

während die dritte auf einer Seite der X-Axe verläuft und sich sym-

metrisch gegen die F-Axe verhält (Fig. 45, wo d negativ angenommen).

Kehren wir nunmehr zu der gestellten Aufgabe zurück, eine

Curve in der Nähe eines ^-fachen Punktes zu untersuchen. In diesem

Falle beginnt die Entwicklung von f mit dem Gliede /"<'')

Gleichung

Die

(9) /(^) = a^x'' + «1 cc^ - ^y + . . + ttky'' = ^

gibt die k Tangenten des Punktes, die wir zuerst bestimmen müssen.

Der einfachste Fall ist der, dass die Gleichung Ä*«» Grades lauter ver-

schiedene Wurzeln hat, wo dann die Singularität des vielfachen

Punktes durch Aufsuchung dieser Wurzeln erschöpft ist, es sei denn,

dass die einzelnen Zweige in ihm noch Wendepunkte besitzen, was

einer näheren Untersuchung bedarf. Alsdann können wir uns den

Punkt durch Vereinigung von ^^^i^ Doppelpunkten entstanden denken.

Man erkennt dies sofort, indem Fig. 46.

man die verschiedenen Zweige

der Curve so zeichnet, dass sie

noch nicht genau durch einen

Punkt gehen, wie es in bei-

stehenden Figuren für einen

4 -fachen Punkt geschehen ist.

der Schnittpunkte dieser k verschiedenen Zweige (vgl, Fig. 46).

Die Zahl ^^^Ü gibt eben die Zahl
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Setzen wir dagegen voraus, dass etwa r Wurzeln der Gleichung

(9) zusammenfallen, so haben wir das gegenseitige Verhalten der r

Zweige, welche dann eine gemeinsame Tangente haben, näher festzu-

stellen. Wir verlegen zu dem Zwecke die Z- Achse in diese r-fach

zählende Tangente; die Gleichung der Curve wird dadurch:

(10) f= x'-cpC' - '•) + /•('' + 1) + /(^- + 2) + . . . = 0.

Unter dieser Annahme ist wieder x in der Nähe des betrachteten

Punktes von höherer Ordnung der Kleinheit als y; und es ist unsere

Aufgabe, in f alle diejenigen Glieder aufzusuchen, welche mit x^y^-'^

vergleichbar sind. Die Summe derselben, gleich Null gesetzt, stellt als-

dann eine Curve dar, durch welche f in der Nähe des Anfangspunktes

ersetzt werden kann, insofern es nur auf diejenigen r Zweige vofi f an-

kommt, welche die Y- Axe berühren. Die Function rp nämlich ist von

der Form

Cp(l< — '•) = a^y''^ "" ' ~h ^1 y'^~ ^'~^X -f- . . . -j- ttk—rX''~''\

und zwar kann in g? das Glied mit y^ ~ '" nicht fehlen, denn sonst

würde tp noch einen Factor x enthalten, während wir voraussetzen,

dass dieser Factor nur r-mal in /*(''> vorkommt. Alle weiteren Glieder

von (p enthalten noch Factoren x, sind also gegen das erste zu ver-

nachlässigen. Die mit x'iß~'' vergleichbaren Glieder sind daher in

den Functionen f^'^
+ ^'

,
/"''' + 2* ... zu suchen ; und zwar sind nur Glieder

der Form xPyi zu berücksichtigen, für die p<ir ist. Die Summe
dieser Terme gleich Null gesetzt stellt unsere Curve in erster An-

näherung dar. Diese neue Curve wird wieder aus verschiedenen

Zweigen bestehen; und für jeden dieser Zweige werden x und y in

ganz bestimmtem Verhältnisse zu einander in Bezug auf das Unendlich-

kleine stehen; für jeden Zweig wird x mit einer bestimmten Potenz

von y, etwa y", vergleichbar sein, oder x** mit y^. Wir werden nun

eine Regel angeben, nach welcher man diese Zahlen a, ß finden kann,

um so die Curve in verschiedene Zweige aufzulösen. Es führt dazu

die folgende Ueberlegung. Setzen wir zunächst voraus, es sei das

Verhältniss ^ für einen gewissen Zweig bekannt. Führen wir dann

eine Grösse e als Maass der Kleinheit ein, so können wir setzen:

lim x = €^ ^^

lim y = £«

-1 ^
denn dann wird in der Grenze a = xß , also y = s» = xi^ , d. h. y(^

mit X" vergleichbar, wie es angenommen wurde. Für ein beliebiges

Glied von /' ist somit
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xPyi = £P|? + ^«.

Verlangen wir nun, dass xPiß von einer bestimmten Ordnung unend-

lich klein werde, so muss die Zahl pß + ^« einen bestimmten con-

stanten Werth haben, also etwa

sein. Wir haben somit den Satz:

Sind .K" und yl^ von gleicher Ordnimg der Kleinheit, so werden alle

Glieder x^yi, welche von der Ordnung (i unendlich klein werden, durch

die Bedingung

(11) p^J^fia = ^
bestimmt.

Die betreffenden Zahlen p, q wirklich anzugeben, lehrt die

Zahlentheorie; es kommt dies auf die Lösung der Congruenz

pß ^e: ^ (mod . cc)

heraus, welche in unserem Falle immer möglich ist, weil a und ß,

auf deren Quotienten es allein ankommt, als zu einander relativ prim

vorausgesetzt werden können. Für unsern Zweck sind natürlich nur

die Werthe brauchbar, für welche p -\- q < n ist, wenn n die Ordnung

der untersuchten Curve bedeutet. Wir haben nun ^ möglichst klein zu

ivählcn; denn es kommt uns darauf an, diejenigen Glieder heraus-

zufinden, gegen welche alle anderen von höherer Ordnung der Klein-

heit sind. Wir können uns hiervon eine deutliche Vorstellung durch

ein geometrisches Hülfsmittel machen.*) Betrachten wir nämlich die

ganzen Zahlen p, q bez. als Abscisse und Ordinate eines Punktes der

Ebene, so können wir jedes Glied x^y'^i durch einen Punkt mit den

Coordinaten p, q vorgestellt annehmen. Die Gleichung (11) stellt

dann eine gerade Linie dar, und die Zahl ^ können wir als Maass

ihres Abstandes vom Anfangspunkte betrachten, denn dieser Abstand

ist bekanntlich

Bei dieser geometrischen BePräsentation liegen also alle Punkte, deren

entsprechende Terme in f von der ^^'"' Ordnung unendlich klein werden,

*) Dies Verfahren wurde von Newton angegeben, zunächst um aus einer

gegebenen algebraischen Gleichung f{x,i/) = Oy in Function von x angenähert

darzustellen; vgl. dessen Methodus functionum et serierum infinitarum, London

1736 (Opuscula ed. Castillion, tom. 1, p. 37 ff.); für die Curventheorie verwerthet

von Gramer: Introduction ä l'analyse des lignes courbes alg^briques, 1750. Vgl.

im Folgenden auch Puiseux: Recherches sur les fonctions algebriques; Liou-

ville's Journal de mathe'matiques pures et appliquees, t. 15, 1850 (Deutsch von

Fischer, Halle 1861, p. 24 ff.).
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wenn o;" mit yP vergleichbar ist, auf einer Geraden in der Entfernung

',=,~^= vom Anfangspunkte.

Jedes Glied, welches von höherer Ordnung der Kleinheit ist,

dem also ein Werth fi' > fi entspricht, liegt dann auf der dem
Anfangspunkte abgewandten Seite der Linie (11). Um die Glieder

niedrigster Ordnung zu finden, haben wir demnach das folgende

Verfahren einzuschlagen. Es sei y" das Glied niedrigsten Grades in

/', welches von x frei ist. Ihm entspricht ein Punkt in der Entfernung

s auf der Ordinatenaxe ; durch diesen Punkt und einen anderen, dessen

zugehörige Zahlen p = 7t, q = x möglichst klein sind, legen wir eine

gerade Linie, deren Abstand vom Anfangspunkte ft sei (vgl. unten

Fig. 47). Diese Linie wird noch durch eine Reihe weiterer Punkte

gehen, welche zwischen n, x, und o, s liegen und denen Terme in

/ entsprechen; die Summe aller solcher Terme:

(12) K^ = UupgXPy^ =
gibt uns dann eine Curve, für deren durch den vielfachen Punkt
gehende Zweige x" mit y'* vergleichbar ist, wo a und ß bestimmt

sind durch

ccx -f- ßn = ^
as = }i.

Setzen wir ferner x == x^, y = y'", so geht (12) in eine homogene
Gleichung vom Grade fi in x', y über (binäre Form), denn es wird

dann x^yi = xßi'y'"i. Sind alle Wurzeln -, derselben verschieden, so

stellt Ä'j = eine Reihe von Zweigen dar, welche sich nur einfach

im Anfangspunkte berühren, und von denen jeder durch den Typus

der Parabel dargestellt wird. Sind dagegen mehrere Gruppen von

Wurzeln einander gleich, so werden diese Zweige sich wieder in

weitere Klassen auflösen, die durch Wiederholung ganz ähnlicher

Betrachtungen bestimmt werden. Wir wollen darauf aber erst später

eingehen.

Von dem Punkte itc, x gehen wir nun weiter zu einem Punkte

jr', X, welcher jenseit der Linie ccq -\- ßp = }i, ihr aber möglichst

nahe liegt. Die Verbindungslinie beider Punkte wird eine zweite

Reihe von Gliedern enthalten, und die entsprechende Gleichung

(13) Ä-, =
stellt wieder ein System von Zweigen dar, für welche in der Nähe
des Anfangspunktes a;*' mit yl^' vergleichbar ist, wo nun

7t ß' -}- X a = ^'

71 ß' -\- x a = IL ^
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wenn fi' den Abstand der neuen Linie vom Anfangspunkte bedeutet;

und zwar gibt es zufolge unserer Construction keine Glieder, für welche

das Verhältniss % dasselbe wäre, während u' einen kleineren Werth
p

hätte. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir eine Reihe

von Linien, die sich zu einem Polygone vereinigen. Dasselbe kehrt

seine convexe Seite den beiden Coordinatenaxen zu, und zwar der-

artig, dass alle Punkte, welche Gliedern von f entsprechen, durch das

Polygon von diesen Axen getrennt werden oder selbst auf den Seiten

des Polygons liegen. Diesen Seiten entspricht eine Reihe von Curven

^^ =

Ä, =

Jede derselben vereinigt die Terme, welche bei einem bestimmten Werthe

von " von der möglichst niedrigen Ordnung der Kleinheit sind. Die

letzte der Geraden geht durch den Punkt p = r, q = k — r, denn

alle Glieder, für die p > r ist, brauchen wir nicht zu berücksichtigen.

Damit ist dann das Polygon gegen die Abscissenaxe abgeschlossen. Eine

weitere Fortsetzung des Verfahrens würde wenigstens nicht mehr zu

Curvenzweigen führen, welche die Axe rc = berühren.

Ein Beispiel"^) wird dazu dienen, dies Verfahren völlig klar zu

stellen. Wir betrachten die Curve:

(14) f (pc, y) ^ x^y + ax^ -|~ ^^'y^ + c^"^ + dx^y'^ -}- exy'^

also eine Curve 10. Ordnung mit 6 -fächern Punkte im Anfangspunkte.

Zunächst können wir alle Glieder fortlassen, in denen der Exponent

von x grösser, als 5 ist, denn diese verschwinden jedenfalls gegen

x'-'y] ebenso das Glied mit y^^ , denn wir be- Fig. 47.

ginnen unsere Construction mit y^. Wir
behalten dann eine Curve 9. Ordnung: ^,

(15) x^y -\- hx-y^ + dx'^y^ + exy"^ -f- fx^y^
'

+ ^y« = ,

Die Terme dieser Gleichung sind in beistehen- ,

der Figur markirt. Wir haben zunächst den j

Punkt 0, 9 mit 2, 5 zu verbinden; diese 2

Linie geht auch durch 1,7. Daher stellt uns

nachAbsonderung des Factors y^ die Gleichung

:

*) Vgl. auch die in den Anmerkungen auf p. 325 und p, 326 behandelten

Beispiele.
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(16) K, = hx-"- + extf + ^y* =
eine Curve 4*" Ordnung dar, welche 2 Zweige von (14) in der Nähe
des Anfangspunktes ersetzt. In letzterem hat sie einen sogenannten

Fig. 48.
Selbstherührungspunkt. Sie wird in ihm von der Z-Axe
in 2, von der F-Axe in 4 zusammenfallenden Punkten
getroffen, ein Punkt, wie er durch das Zusammen-
rücken von 2 Doppelpunkten (Fig. 48) entsteht. Noch
genauer erhalten wir den Verlauf der beiden Zweige,

wenn wir nach dem oben angegebenen Verfahren

X = x""-, y = y in (16) setzen, oder x = x, tj- = y',

und die quadratische Gleichung auflösen. Dadurch zerfällt dann 71",

in zwei Factoren

x—m^y\ x—m.^ij'^

und wir können daher Zj = ersetzen durch zVei Gleichungen vom
Typus der Parabel (6):

X — m^iß = ^ ^ X —7n^iß = ,

vorausgesetzt, dass m^ und m.^ von einander verschieden sind.

Unserer Regel zufolge haben wir nun weiter den Punkt 2, 5 mit

dem Punkte 5, 1 durch eine Gerade zu verbinden. Diese Linie ent-

hält keinen markirten Punkt weiter. Wir haben daher nach Abson-
derung des Factors a;^^ die Curve:

(17) K, = x'-\-ht/ = 0.

Für die hierdurch annähernd dargestellten Zweige der Curve (14) wird
also a;3 mit y^ vergleichbar. Die Curve hat im Anfangspunkte einen

dreifachen Punkt mit 3 in a: = zusammenfallenden Tangenten; die

drei Zweige legen sich nach Art einer Parabel einfach au die F-Axe
an. Es wird

x = y'— by*;

also sind zwei der Zweige imaginär und einer reell.

Fig. 49. Damit sind alle Zweige der vorgelegten Curve,
^ welche die F-Axe berühren, völlig bestimmt.

Setzen wir unser Verfahren noch weiter fort.

^ f so erhalten wir eine Näherungsgleichung für den

die X-Axe berührenden Zweig des sechsfachen

Punktes. Wir müssen dann zu (15) aus (14) den

Term ax'^ hinzunehmen und noch die Linie 5, 1 — 7,

ziehen. Diese enthält keinen markirten Punkt mehr,

und der gesuchte Zweig ist daher nach Absonderung

eines Factors x^\

Z=y-f-rt.T2 = 0,
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also vom Typus der Parabel. Die verschiedenen reellen Zweige des

sechsfachen Punktes verlaufen demnach, wie es Fig. 49 zeigt.*)

Es kann jedoch insbesondere eintreten, dass der Ausdruck K^ in

unserm Beispiele ein vollständiges Quadrat wird. Alsdann reicht dies

erste Näherungsverfahren nicht aus, um die beiden Zweige der Curve

zu trennen: dieselben haben eine höhere Berührung mit einander.

Allgemein kann es vorkommen , dass aus einer der Gleichungen K =
((12) und (13)) durch Einführung der Variabein x

, y eine Gleichung

ff (x, y) =
entsteht, welche einen vielfachen linearen Factor (oder mehrere solche)

X — my'

enthält. Um die entsprechenden Zweige der Curve zu trennen, führen

wir wieder x, y ein, und haben dann annähernd

x" — mßy? = .

Setzen wir ferner

y = Tf

,

so wird also

(18) X = m"r]ß + 5 ,

wo l eine Grösse ist, welche von höherer Ordnung unendlich klein

wird, als 7^/*. Diese Substitution haben wir in f{x,y) zu machen,

um ^ in Function von 7} annähernd zu bestimmen. Und zwar hat

man bei dieser annähernden Berechnung von tj wieder die Glieder

höherer Ordnung nach der Gram er 'sehen Regel auszuscheiden. Soll-

ten in den verschiedenen dadurch entstehenden Klassen wieder

Gleichungen vorkommen, welche einen vielfachen linearen Factor

^«' _ m'ß'rii^' enthalten, so hat man diesen Factor wieder in derselben

Weise zu behandeln. Schliesslich wird man so immer durch Einsetzen

der Werthe ^, tj in (18) für x eine Entwicklung nach steigenden, ge-

brochenen Potenzen von y erhalten, welche das Verhalten der verschie-

denen Zweige charakterisirt. Wir erläutern dies zunächst wieder an

einem Beispiele. Setzen wir voraus, dass bei obiger Curve f {x, y) =
der Ausdruck K^ (16) ein vollständiges Quadrat werde, dass wir

also haben:

/fj = hx^ -f" ^^y^ ~l" ffy* = (^^' ~f" vy"^)-

.

Nach der eben angegebenen Regel müssen wir dann setzen (a = 1,

ß = 2y.

und dadurch wird, wenn wir alle höheren Terme vernachlässigen:

*) In Fig. 49 ist vorausgesetzt, dass a, b, ?«j, ?H2 positive Grössen sind.
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u' '

also ^ = +^7/^,— u r u'

und somit:

(21) x=-^(.+/:i).

In diesem Falle verlaufen daher l)eide Zweige symmetrisch zur X-Axe,

nach dem Typus der Parabel.

Im Allgemeinen wird ganz ebenso, nachdem die Trennung sämmt-

licher Curveuzweige durchgeführt ist, schliesslich /"ür x eine Reihen-

enhvicklmig nach steigenden gehrochenen Potenzen von y erhalten von

der Form:

(22) X = cyP + c^y^(^' + c^y^P'ß- + . . .

Ein jedes Glied der- Entwicklung hat so viele verschiedene Werthe,

als der Nenner des Exponenten angibt ; den zugehörigen verschiedenen

Werthen von x entsprechen dann ebenso viele getrennte Zweige der

Curve f=0. Dabei ist nicht ausgeschlossen, dass der Exponent

eines Gliedes eine ganze Zahl wird, denn in diesem Falle ist der

Coefficient desselben noch immer irrational und gibt also eine Reihe

verschiedener Werthe, wie 'z. B. in Gleichung (21). Zur ('harakteri-

siruiig der Gestalt eines Zweiges in der Nähe des Anfangspunktes

wird im Allgemeinen das erste Glied der Entwicklung schon einen

Massstab geben; und zwar wird die Gestalt in erster Aunilherung da-

von abhängen, ob die Zahlen a, ß in Bezug auf Gerade oder Ungerade

sich beide gleich oder ungleich verhalten. Wii^ haben darnach, indem

wir unsere früheren Benennungen verallgemeinern^ die folgenden 3

Haupttypen :

(I) x^/i + i ==jj2 k fyp^g ^gj, Parabel (Fig. 43)

,

(II) aj2^ + i = J/2A + 1 Typus des Weiidepunktes (Fig. 44),

(III) x^ '' = ?/2 A- + 1 Typus des Rückkehrpiinktes (Fig. 45).

Insofern man besonders auf das Reelle achtet, könnte man endlich

noch einen vierten Typus, den der Spitze zweiter Art, hinzufügen, für

welchen uns Gleichung (20) ein Beispiel gab. Derselbe würde all-

gemein dadurch charakterisirt sein, dass in der Reihenentwicklung für

x einmal eine gerade Wurzel aus einer ungeraden Potenz zu ziehen

ist, und dass in Folge besonderer Werthe der eingehenden Constanteu

das Vorzeichen dieser Wurzel ohne Einfluss auf das Vorzeichen von x

bleibt. In diesem Falle werden die betreffenden Zweige an einer

Seite der ^Y-Axe in der besprochenen Weise imaginär. Es ist jedoch

hervorzuheben, dass die von uns entwickelte Methode letzteren Fall

Clebsch, Vorlesungeu. 22
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nur wegen des Verhaltens im Reellen (p. 336) vor anderen Fällen

auszeichnet, die algebraisch durch ganz analoge Reihenentwicklungen

gekennzeichnet sind. — Um auch die imaginären Vorkommnisse geo-

metrisch anschaulich darzustellen, muss man sich, wie es in der Func-

tionentheorie geschieht, der sogenannten Riemann 'sehen Fläche be-

dienen, worauf hier jedoch nicht näher eingegangen werden kann.

Es sei besonders als ein Ergebniss der hier durchgeführten Unter-

suchung hervorgehoben, dass ein reeller Zweig einer algebraischen

Curve an keiner Stelle aufhören kann, oder was dasselbe ist:

Von jedem Punkte einer algebraischen Curve aus gibt es auf der

Curve eine gerade Anzahl von verschiedenen Fortschreitungsrichiungen:

von denselbefi können nur mehrere einander unendlich nahe liegen (wie

beim Rückkehrpunkte). —
Wir wollen die im Vorstehenden benutzte Methode zur Behand-

lung eines singulären Punktes, nach welcher wir den Punkt in den

Anfangspunkt verlegen und nach Potenzen von x, y entwickeln, noch

zur Ableitung eines vielfach angewandten, von Not her*) streng be-

wiesenen, wichtigen Satzes benutzen.

Wir haben schon wiederholt von dem Satze Gebrauch gemacht,

dass sich die Gleichung einer Curve f=0, die durch die Schnitt-

punkte zweier Curven 9? = 0, ip = hindurchgeht, in die Form:

/"= A(p + ^V =
bringen lässt, wo A = 0, B = ebenfalls Gleichungen von Curven

sind. Dies ist aber nur unbeschränkt gültig, so lange in den Schnitt-

punkten von q) und ij^ keine dieser Curven vielfache Punkte besitzt.

Andernfalls sind gewisse Bedingungen zu erfüllen, wenn obige Dar-

stellung von f möglich sein soll; und diese Bedingungen wollen wir

im Folgenden aufstellen. Wir untersuchen zu dem Zwecke das Ver-

halten einer Curve

/"^ A(p -{- Bt^O
in der Nähe eines Schnittpunktes P der Curven 9? == 0, ^ = 0, in

dem die erstere einen </- fachen, die andere einen r- fachen Punkt
haben möge, in dem also rq Schnittpunkte beider Curven vereinigt

liegen ; und zwar sei r^q vorausgesetzt. Wir beschränken uns hier

auf den Fall, wo die verschiedenen Zweige der Curve g), bez. t^ sich

nicht unter einander berühren. Nehmen wir den Punkt P zum Anfangs-

punkte, so müssen jedenfalls alle Glieder 0'^% l*^', 2*^'',
. . ., (q — 1)*^'^

Ordnung von / verschwinden, also jedenfalls / einen 0' -fachen Punkt
haben. Dies gibt zunächst das Verschwinden von

*) Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Functionen : Göttinger

Nachrichten, 1872, p. 490, oder Math. Annalen, Bd. 6, p. 352.



Allgemeine Theorie der algebraischen Curven 339

1 + 2 + 3... + , = ^^^
Constanten, was uns beiläufig zu dem Satze führt:

Soll ein bestimmter Punkt q-facher Punkt einer algebraischen Curve

sein , so ist diese Forderung '^--^^-~— linearen Bedingungen äquivalent^ d. h.

mau kann für eine Curve n*^"^ Ordnung dann nur noch
^ v w-r

weitere Punkte willkürlich wählen.

In unserem Falle treten jedoch für r > ^ noch weitere Bedingungen

hinzu. Es verschwinden die Glieder ^*", {q -\- 1)*"
, . . .

,
(r — 1)*«''

Dimension von i/;. Die (fl
-{- i -\- 1) Coefficienten der Terme (^q -f- iy^^

Ordnung in / (/ =- 0, 1, . , ., r — q — 1) sind daher nur abhängig

von den Coefficienten der Terme gleicher Dimension in dem Producte

Acp. Letztere entstehen durch Multiplication

der Glieder q^^"" Ord. von (p mit den Gliedern ?*^'^ Ord. von A,

n V (^+1)*" ;, „ 9 n v v (/-l)^- „ „ A,

Es müssen sich also die {q -\- i -\- 1) Coefficienten von / linear durch

1 + 2 + 3 + . . . 4- (*• + 1) = ^'• + ^H» + ^)

willkürliche Grössen (Coefficienten von A) ausdrücken lassen. Im
Ganzen enthalten nun die Termen ^*", {q -}- ly^'^ ...(/• — 1)*" Dimen-

sion von /

to + l) + to + 2) + ... + r== '^ + '-+^'"'--^'

Coefficienten, und diese sind demnach lineare homogene Functionen der

1 + 2 + 3 + . . . + (r - ^) = (--g+^i)(---g)

willkürlichen Coefficienten der Glieder 0*^'^
, 1*", . , . , (r — q — 1)*«'

Dimension von ^; d. h. es sind nur ebensoviele Coefficienten von f
willkürlich zu wählen; oder, was dasselbe ist, es müssen zwischen

den Coefficienten der Glieder ^*", {q -f-
1)*" ... (r — l)*«"^ Dimen-

sion von f noch

(23) (!L- llirJl9_+i) _ (r-g)(r-g-f 1) _ ^^ _ ^) ^

lineare homogene Gleichungen bestehen.

Aber auch eine Reihe von Gliedern höherer Ordnung in f wird

noch durch die vielfachen Punkte von cp und ^ beeinflusst. Allgemein

entstehen die Coefficienten der Terme /:*" Ordnung von / durch

Multiplication

22*
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lineare Functionen der Q Coeffieienten von Acp -j- BiIj sein, wo

d. h. zwischen den Coeffieienten von / müssen

P—0=^rq-^iq{q + l)

lineare Gleichungen bestehen, unter denen dann die in (23) angege-

benen q {r — q) Gleichungen enthalten sind. Da nun ausserdem

I ^ (^ _j_ 1) Bedingungen durch den ^y- fachen Punkt von f in P ge-

fordert sind, so haben wir folgenden Satz bewiesen:

fVenn zwei Curven (p = 0, tp = in einem ihrer Schnittpunkte P

bez. einen q-fachen und r- fachen Punkt haben (r > q}, und wenn eine

andere durch die Schnittpunkte von cp und ij^ gehende Curve in der Form

f=Äfp -\- Bjp =
darstellbar sein soll, so muss diese Curve in P einen q-fachen Punkt

haben, und, wenn letzterer Anfangspunkt ist, müssen ausserdem die Coef-

fieienten der Glieder von f bis exclusive zur (r + g — IJ'" Dimension

rq — ^ q[q -{-l) linearen homogenen Bedingungsgleichungen genügen.

Ein Theil dieser Bedingungen ist jedenfalls identisch erfüllt, wenn

f einen m -fachen Punkt {m > q), gleichzeitig A einen {m — ^)- fachen

und für m> r auch B einen {m — r)- fachen Punkt in P hat; d. h.

wenn die betreffenden Glieder niederster Dimension in A und B selbst

fehlen ; für die Terme m*" bis {r -\- q — 2)*«^^ Dimension bleiben da-

gegen die übrigen Relationen bestehen. Man kann dieselben auffassen als

Bedingungen für die Lage der verschiedenen durch P gehenden Zweige

von f zu denen von qp und t/;. Ist also m == r -\- q — 1 , so bestehen

für die Gruppirung dieser Zweige keine Bedingungen weiter Es er-

gibt sich dann der wegen späterer Anwendungen wichtige Satz:

Eine Curve f^ 0, ivelche in einem Punkte P einen {r -{- q — 1)-

fachen Punkt hat, und ivelche durch die Schnittpunkte zweier Curven

(p = 0, ^ = geht, wo (p einen q- fachen, t/; einen r-fachen Punkt in

P hat, kann immer in der Form

f= A(p -}- Bxp =
dargestellt werden, wo A = in P einen (r — 1)-fachen, B = da-

selbst einen (q — 1)-fachen Punkt hat.

III. Dualistisches. — Die Pliicker'schen Formeln.

Neben den singulären Punkten müssen wir, entsprechend dem

Dualitätsprincipe , auch singulare Tangenten berücksichtigen. Nach

dem genannten Principe nämlich müssen wir uns jede Curve auf zwei

verschiedene Arten entstanden denken: durch einen sich bewegenden
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Punkt beschrieben und durch eine sich bewegende Gerade umhüllt.*)
Der beschreibende Punkt bestimmt in jedem Intervalle eine Richtung,
und diese einem unendlich kleinen Fortrücken entsprechende Richtung
ist die Tangente der beschriebenen Curve in dem Punkte. Ebenso
bestimmt die umhüllende Gerade durch jede unendlich kleine Lagen-
änderung einen Punkt, denn eine solche kann immer als Drehung um
einen bestimmten Punkt aufgefasst werden; und dies ist der Berührungs-
punkt der betrachteten Geraden. Wir erhalten also dieselbe Curve,
wenn wir die Drehung der Geraden immer als eine Function des
Fortschreitens eines ihrer Punkte ansehen. In dieser gegenseitigen
Abhängigkeit beider Bewegungen können aber Besonderheiten vor-
kommen, und diese sind es, welche zu den singulären Punkten und
Tangenten Veranlassung geben. Es tritt dies ein entweder, wenn das
beschreibende oder umhüllende Element ein und dieselbe Lage zweimal
erreicht, oder wenn das eine der beiden Elemente den Sinn seiner

Bewegung ändert, während das andere continuirlich weitergeht. Für
den ersten Fall haben wir im Doppelpunkte ein bekanntes Beispiel,

für den zweiten im Wendepunkte.'^''') Dem Doppelpunkte entspricht
^^g- ^^'

^
nun dualistisch die Doppeltangcnlc,

d. i. eine Tangente mit zwei ver-

schiedenen Berührungspunkten
(vgl. Fig. 51); und entsprechend

den verschiedenen Arten vielfacher Punkte unterscheidet man ebenso viele

verschiedene Arten vielfacher Tangenten. Es ist aber wohl zu beachten,

dass eine Doppeltangente nicht als Singularität aufgefasst werden
darf, insofern man sich die Curve nur als Ort von Punkten denkt,

und ebensowenig darf ein Doppelpunkt als Singularität gelten,

wenn maa die Curve als Liniengebilde betrachtet. Wenn nun bei

einem Doppelelemente zunächst eine Unbestimmtheit für die Fort-

schreitungsrichtung, d. h. für die Wahl des benachbarten Elements,

vorliegt, so tritt doch keine Discontinuität in der Bewegung des

Punktes oder der Tangente ein, insofern man sich dem Doppelelemente

auf einem bestimmten Zweige nähert und so die Curve in ihrer

Entstehung auffasst. Anders ist dies beim Wendepunkte, indem hier

die Singularität in der Beziehung zwischen Punkt und Tangente
besteht, während es sich nur um einen einzigen Curvenzweig handelt;

und dualistisch entsprechend ist es beim Rückkehrpunkte. Denn man
sieht sofort an einer Zeichnung, dass hier der Punkt seine Fort-

schreitungsrichtung ändert, während die Tangente mit demselben

Drehsinne weiter fortrückt. Wir Averden Letzteres übrigens auch noch

*j Vgl. im Folgenden Plücker: Theorie der algebraischen Curven, Bonn
1839, p. 200 ff.

**) Vgl. die ausführlichere Erörterung auf p. 310.
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algebraisch nachweisen, und diese Entwicklung gilt dann ebenfalls für

imaginäre Singularitäten.

Durch gleichzeitige Untersuchung dieser beiderlei Singularitäten

gelingt es nun leicht den scheinbaren Widerspruch zu lösen, welchem

wir früher begegneten, als es galt, von der Liniencoordinatengleichung

einer in Punktcoordinaten gegebenen Curve zu dieser ursprünglichen

Punktgleichung zurückzukehren. Wir werden nämlich erkennen, dass

es eine Curve von höherer als der zweiten Ordnung, welche weder

vielfache Punkte noch vielfache Tangenten besitzt, überall nicht gibt,

dass vielmehr jede Curve höherer Ordnujig ohne vielfache Punkte eine

bestimmte Zahl von Doppel- oder vielfachen Tangenten haben muss, soivie

jede Curve ohne vielfache Tangenten eine bestimmte Zahl von Boppel-

oder vielfachen Punkten. Fügen wir dann die Bemerkung hinzu, dass

die Zahl n (n — 1) für die Klasse einer Curve beim Auftreten viel-

facher Punkte gewisse Reductionen erleidet, so wird klar, dass dualistisch

entsprechend die Ordnung einer mit Doppeltangenten versehenen Curve

aus ihrer Klasse k nicht unnjittelbar durch die Zahl k (k — 1) zu

bestimmen ist; und damit ist dann jener scheinbare Widerspruch

beseitigt. Aehnliches gilt für Wendetangenten und Rückkehrpunkte.

Die letzterwähnte Bemerkung über die Abhängigkeit der Klasse

von der Zahl der Doppel- und Rückkehrpunkte folgt aus den oben

bewiesenen Sätzen über das Verhalten der ersten Polaren in diesen

Punkten (vgl. p. 322), von denen wir zunächst nur einfache Doppel-

und Rückkehrpunkte als vorhanden annehmen wollen.

Die Klasse einer Curve war bestimmt durch die Zahl der Schnitt-

punkte der ersten Polare eines beliebigen Punktes mit ihr. In einen

Doppelpunkt fallen aber für jeden Pol zwei, in einen Rückkehrpunkt

drei idieser Schnittpunkte zusammen; und diese sind nicht mehr als

eigentliche Berührungspunkte der vom Pole ausgehenden Tangenten zu

zählen. Jeder Doppelpunkt reducirt daher die Klasse um 2, jeder Rück-

kehrpunkt um 3 Einheiten, d. h. es ist:

(1) A: = w (« - 1) — 2 d — 3 r

,

wenn d die Zahl der Doppel-, r die der Rückkehr- ^'^^- ^^

punkte der vorliegenden Curve angibt. So weit es

sich um reelle Punkte handelt, kann man die

Nothwendigkeit dieser Reductionen auch in folgender

Weise einsehen. Man betrachte eine Curve, die zwar

keinen Doppelpunkt besitzt, von der zwei Zweige aber

nahe an einander vorbeigehen, so dass aus ihr mittelst

einer kleinen Deformation eine Curve mit Doppel-

punkt entsteht. Es ist dann klar, wie die beiden

von einem Punkte y an diese Zweige gelegten Tan-

genten {u und V in Fig. 52), in die Verbindungslinie von y mit dem
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Doppelpunkte zusammenfallen, sobald besagte Deformation ausgeführt

wird, so dass diese Verbindungslinie als uneigentliche Tangente in der

That zweifach zählt. Dass dann letztere beim Rückkehrpunkt drei-

fach zu rechnen ist, erkennt man unmittelbar aus unseren früheren

Betrachtungen über die Entstehung des Rückkehrpunktes aus einem

Doppelpunkte mit Schleife (p. 323).

Die Gleichung (1) ist die erste einer Reihe von Relationen, denen

die für die Curve charakteristischen Zahlen genügen, und welche nach

ihrem Entdecker*) die Flu cker'sehen Formeln genannt werden.

Eine zweite Gleichung der Art bestimmt die Zahl der Wende-
punkte in ihrer Abhängigkeit von d und r. Dieselbe ist bekanntlich

gleich der Zahl der Schnittpunkte der Grundcurve mit ihrer Hesse'schen.

Wir wissen aber (vgl. p. 325), dass in einem Doppelpunkte der

Grundcurve 6, in einem Rückkehrpunkte 8 dieser Schnittpunkte ver-

einigt liegen. Jeder Doppelpunkt einer Curve reduciri daher die Zahl

10 ihrer Wendepunkte um 6, Jeder Rückkehrpunkt um 8 Einheilen , d. h.

es ist:^^)

(2) ^^; = 3n(n — 2) — 6(? — 8r

Es ist jedoch sehr wohl möglich, dass die Curve in einem Doppel-

punkte ausserdem noch Wendepunkte hat, wie dies z. B. bei der

bekannten Figur der Lemniscate eintritt. Solche Vorkommnisse geben

zwar zu weitereu Schnittpunkten der Hesse'schen mit der Grundcurve

im Doppelpunkte, aber nicht zu weiteren Reductionen Veranlassung.

Aus den Formeln (1) und (2) ergeben sich andere durch das

Princip der Dualität. Nach demselben entsprechen sich wechselseitig

Ordnung und Klasse; ferner Doppelpunkt und Doppeltangente; wir

haben also n durch /.-, d durch t zu ersetzen, Avenn t die Zahl der

Doppeltangenten bedeutet. Einer Wendetangente, d. h. einer die Curve

in drei successiven Punkten treffenden Geraden entspricht dualistisch

ein Punkt, in welchem sich drei successive Tangenten schneiden; und

zwar ist dies ein Rückkehrpunkt; d. h. die Zahlen w und r entsprechen

sich in obigen Formeln dualistisch. Zum Beweise vergleichen wir das

Verhalten der Tangenten in der Nähe einer Wendetangente mit dem
der Punkte in der Nähe eines Rückkehrpunktes. Beginnen wir mit dem

*) Flacker: Solution d'une question Ibndamentale concernant la theoric

generale des courbes. Crelle's Journal, Bd. 12, 1834; vgl. ferner dessen System

der analytischen Geometrie, Berlin 1835, p. 289 und: Theorie der algebraischen

Curven, Bonn 1839, p. 207 ff.

**) Aus Fig. 52 erkennt man leicht, dass ein Doppelpunkt mit reellen Tan-

genten immer zwei reelle Wendepunkte absorbirt; dieselben sind in der Figur

bezeichnet. Ebenso werden nach Fig. 53 durch eine Doppeltangcntc mit reellen

Berührungspunkten zwei reelle Spitzen absorbirt.
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letzteren und verlegen denselben in den Anfangspunkt, so ist die

Gleichung der Curve von der Form (p. 322):

/= a;2z"
- 2

-{- ySz« - 3
-f . . . = 0.

Die Coordinaten der Tangente eines dem Anfangspunkte unendlich

benachbarten Punktes x, y, z sind daher unter Vernachlässigung

von Gliedern höherer Ordnung der Kleinheit:

QU =^ = 2xz--''

Qv =|^==3yV-3

Qia = ^^ = (n — 2) x^z"-' + (n — 3) t/z"-^.

Mit Hülfe der Gleichung x'^z -\- i/ = folgt hieraus die Bedingung:

der die Tangenten der Curve in der Nähe des Rückkehrpunktes

genügen: eine Curve dritter Klasse, welche die Aufeinanderfolge der

Tangenten in der Nähe dieses Punktes darstellt. Sehen wir von dem

Zahlenfactor ^\ ab, so ist also die Curve in der Nähe des Rückkehrpunktes,

aufgefasst als Punktgehilde von dem Typus: x^z +y=^ = 0,

„ „ Liniengehilde „ „ „ •• u^ iv -\- v^ =-
,

wo nun x = 0, y = die Coordinaten des Rückkehrpunktes, 'v = 0,

IV = die seiner Tangente sind. Die letztere Gleichung ist aber das

dualistische Gegenstück der für den Wendepunkt charakteristischen

Form (vgl. p. 328):

xz"^ ~\- y^ = .

Denn wir haben tu durch x, u durch z zu ersetzen, weil die Coor-

dinaten der Rückkehrtangente in der ersten Gleichung y = 0, w = 0,

in der zweiten die des Wendepunktes .i; = 0, y = sind. Zu demselben

Resultate gelangt man natürlich, vom Wendepunkte ausgehend. Es

ist dann die Gleichung der Curve in der Nähe des Wendepunktes:

xz"" + ?/3 = ;

und also sind die Coordinaten der Wendetangente:

QU = z'^j QV = 3y'^, Q IV = 2 xz

.

Dieselben genügen der Bedingung:

4^3 _ 21uiü^;

und ersetzen wir wieder u durch z, iv durch x, so haben wir den

Typus des Rückkehrpunktes: Die Gleichung der Curve in der Nähe des

IVendepunkies ist daher

,
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aufgefasst als Punktgebilde, von dem Typus xz"^ -{- y^

Liniengehilde

,

IIw + v^

0,

0.

In Bezug auf das Unendlichkleine verhält sich daher der Rückkehr-
punkt (^^ = 0), ivie die Wendetangente {x=0), imd der Wendepunkt
ivic die Rückkehrlangente.

Wir fassen diese Resultate in der folgenden Tabelle über-
sichtlich zusammen, in welcher zwei neben einander stehende Singulari-
täten sich dualistisch entsprechen

:

Punktcoordinaten.

Üoppelpunkt mit zwei reellen Tan-

genten.

Liniencoordinaten.

Doppeltangente mit zwei reellen

Berührungspunkten.

Wendetangente.

Doppeltangente mit zwei imagi-

nären Berührungspunkten (isolirte

Tangente).

Rückkehrtangente.

Rückkehrpunkt.

Doppelpunkt mit zwei imaginären

Tangenten (isolirter Punkt).

Wendepunkt.

Zufolge dieser Ueberlegung gibt nun die dualistische Uebertragung
der Gleichungen (1) und (2) die folgenden beiden Relationen:

(3) n= k{k~\) — 2t—'6w
(4) r = 3 /t (/t — 2) — 6^ - 8 m;.

Den Inhalt der Gleichung (3) kann man sich, wie bei Gleichung

(]), auch direct geometrisch veranschaulichen, wenigstens soweit es

auf das Reelle ankommt ; und zwar geschieht dies, indem man von einer

Curve ausgeht, die nur noch ein Wenig deformirt zu werden braucht,
um eine Doppeltangente zu erhalten. Es laufen dann zwei Zweige

der Curve eine Strecke

^i5 dicht neben einander

her, wie in Fig. 53, um^^ '' '

dann bei Ausführung

der Deformation in die

Fig. 53.

et Doppeltangente zusam-

menzufallen. Die beiden

Schnittpunkte einer be-

liebigen Geraden (w) mit
erwähnten Curvenzweigen werden dabei auf die Doppeltangente verlegt,

und sind somit als uneigentliche Schnittpunkte von der Zahl k{k—V)
abzuziehen. In der That ist ja ein Schnittpunkt von u mit der Curve
dadurch definirt, dass von ihm aus zwei zusammenfallende Tangenten
an die Curve gehen; Letzteres ist aber für jeden Punkt einer Doppel-
tangente der Fall. Lässt man ferner bei der Curve mit Doppel-
tangente in Fig. 53 die beiden Berührungspunkte derselben allmählich
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zusammenrücken, so erkennt man, dass noch ein dritter Schnittpunkt

von u in die Doppeltangente fällt, während diese selbst zur Wende-

tangente wird. (Man kann dabei etwa die mit a bezeichneten Zweige

ganz 'in die Doppeltangente fallen lassen, so dass die in Fig. 53

punktirte Curve entsteht.)

Die 4 Plück er 'sehen Formeln (1), (2), (3), (4) zeigen, dass

wirklich jede Curve gewisse der behandelten Singularitäten besitzt, wie

es oben behauptet wurde. Ferner gibt uns die Gleichung (3) die

Ordnung der Curve in Function ihrer Klasse ; die verlangte Reduction

ist also durch das Auftreten von Doppeltangenten und Wendetangenten

bei jeder allgemeinen Curve n'" Ordnung bedingt und geleistet.

AVende- und Rückkehrpunkte können nur gleichzeitig fortfallen für

k = n , d = t = ^ ,

also für eine sehr specielle Art von Curven gerader Ordnung;

Doppel -Punkte und -Tangenten nur für

Ä (jfc — 2)
k = n , r = IV = g

—

-

,

also, abgesehen von Curven zweiter Ordnung bei einer besondern Art

von Curven der Ordnung 3 h oder 3 Ä -f- 2. Beides zugleich dagegen

kann für n > 2 nicht eintreten.

Die vier Gleichungen, welche zwischen den drei Paaren regel-

mässiger Singularitäten, d. i. den Zahlen nk, dt, rtu bestehen, sind

jedoch nicht von einander unabhängig. Vielmehr ist eine die Folge

der drei übrigen; denn aus (1) und (3) folgt ebenso, wie aus (2) und

(4) die dualistisch nicht mehr zu verändernde Gleichung:

(5) Z{k — n) = iu — r.

Durch drei der sechs Singularitäten sind daher die drei übrigen

völlig bestimmt. Ist z. B. eine Curve w*^"^ Ordnung ohne Doppel- und

Rückkehrpunkte gegeben, so hat man:

k = n (ri — 1)

IV = 3n (n — 2)

t =^w(w~2)(w2 — 9).

Die 3 n (/? — 2) Wendepunkte haben wir früher durch eine sie

ausschneidende Curve von der Ordnung 3 n (n — 2) bestimmt. Ganz

ähnlich können wir auch die Zahl l direct ableiten, indem wir eine

Curve von der Ordnung (n — 2) (n- — 9) angeben, welche durch die

n {n — 2) (n2 — 9) Berührungspunkte der Doppeltaugenten hindurch-

geht. Die Möglichkeit dieser Bestimmungsweise ist keineswegs selbst-

verständlich; denn wir werden später sehen, dass von den Schnitt-

punkten zweier Curven immer eine gewisse Anzahl durch die übrigen
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bestimmt wird, so dass es nicht möglich ist, ein jedes Punktsystem
auf einer algebraischen Curve ohne Auftreten weiterer Schnittpunkte
mittelst einer andern Curve auszuschneiden.*)

Sei y der Berührungspunkt einer Tangente und x ein beliebiger

Punkt derselben, so ist:

rty" = und «/ - 1 «^ = 0.

Aus der Gleichung m*«° Grades

welche die übrigen « — 2 Schnittpunkte der Tangente bestimmt,
sondert sich dann ein Factor X^ ab. Die übrig bleibende Gleichung

in — 2)ten Grades muss eine Doppelwurzel haben , wenn die Linie loy

Doppeltangente sein soll. Den Punkt x können wir nun insbesondere
als Schnittpunkt der Tangente von y mit einer willkürlichen Geraden
Uy, «2 7 ^3 definiren, so dass wir die x durch die Unterdeterminanten
aus den Ui und den Grössen a,/-'^ai = b,/-ni zu ersetzen haben.
Die Forderung, dass y Berührungspunkt einer Doppeltangente sei,

ist dann gegeben durch das Verschwinden der Discriminante der

Gleichung:

(6) ' [liay + ^ {.ahu) h,/ ~ i]" = 0.

Wenn es gelingt, die Discriminante unabhängig von den w,- darzu-
stellen, so gibt ihr Verschwinden eine Curve der verlangten Art. Dies
ist aber in der That immer möglich, denn aus der Discriminante F{y, u)

lässt sich ein Factor Uy'* immer absondern. Setzen wir nämlich:

k = QVy,

SO folgt wegen der Identität

• {abu) Vy = {avu) by -f [abv) Uy — {bvu) üy

und wegen by" = aus (6)

:

[(^ — Q {bvu) b,/^ - 1) cty + QUy (abv) by"--"]" =
oder

(7) [fi'ay^X' {abv)by"-^y = 0,

wenn man setzt:

^' = QU,, = A 'V

.

"!/

*) Man kann auch mittelst des Uebertragungsprincips immer ein System
von Curven angeben, das die Doppeltangenten 7ai gemeinsamen Tangenten hat,
sobald man die Bedingung für das Auftreten zweier Doppelwurzeln in einer bi-

nären Form «ter Ordnung hat. Vgl. die Aumerk. auf p. 280.
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Die letzteren Gleichungen geben eine lineare Substitution für die

l
mitbinäre Veränderliche - mit der Determinante;

^

Bei der linearen Substitution kann sich die fragliche Discriminante

nur um eine Potenz dieser Determinante ändern; ferner ist der Aus-

druck (7) von derselben Form, wie (6) : es sind nur die u durch die v

ersetzt. Wir haben daher

oder
F(y, u) ^^ F {y , v)

"y

d. h, äie Discriminante ist von den wiUküiiichen Grössen ut völlig vnah-

liängig. Sondert man daher den Factor Uy so oft ab, dass der Rest die

w, nicht mehr enthält, so wird letzterer eine Curve darstellen, deren

Ordnung zu bestimmen ist. Dies geschieht mittelst der Regel:

Wenn in einer Gleichung

a^yj^ + ?nai(i"'-n + . . . + m «,„_ifiA'»-i _|_ a,,,^^^ =
die Coefficienten «/ homogene Functionen von x^y x.^, x.^ sind, und die

Zahlen für den Grad dieser Fu?ictionen «,, , a, , «o • • • ^»^ ^"*^ arithmetische

Reihe bilden: so ist die Discriminante vom Grade {m — 1) («o + ^»O "*

Wir beweisen dies in folgender Weise. Der Grad der Discriminante

F {Uq, «1 . . . «„,) ist derselbe in Bezug auf die x, wie der Grad, auf

welchen der Ausdruck

i^(«o^"^ «1^"', • • • ttmt"'")

in Bezug auf t ansteigt. Bilden nun die Zahlen a^, a^ . . a„, eine

arithmetische Reihe mit der Differenz /3, so dass

«»• = «0 + ^ß'

so hat man, da F vom Grade 2 (m — 1) in den «, ist:

F (a^t""^ a^t"', . . . a„j"'") = f^'n-i)a.p («^^ a^t^ , a.J'^^, . . . «m^'"'*).

Hier steht aber rechts die Discriminante einer Gleichung m*^° Grades

in den Veränderlichen A', \i , aus welcher die gegebene Gleichung in

X, fi, durch die lineare Substitution:

A' = tn
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hervorgeht. Durch die Substitution ändert sieh die Discriminante um
die m {m — 1)*^ Potenz der Substitutionsdeterminante //* (vgl. p. 195),
d, h. wir haben:

F{a^, a,tß, a.,t^ß, ..., «„./-/») = p(—i)/J
. ^^ («^^ a,, ... a„)

,

und daraus:

F{a,t"o, a,t"^, . . . a,,f-*) = ^(—i)(2«o+-/?)
, p [a„ a„ . . . «J

,

oder da 2 «y + mß = «o + ^m ist:

/'
(^/o^"% fit"", • • . a,„f»-) = ^(— i)(«o+«.),

^(^^^ ^^^ _ ,g _

Hier enthält F {a^, «j . . . «„,) die Grösse t gar nicht; der links

stehende Ausdruck ist daher vom Grade {m — 1) {a^^ + a,„) in /; und
also auch unsere Discriminante von ebenso hohem Grade in x^, x.,, x^
w. z. b. w.

In unserem Falle nun ist tn = n — 2 zu setzen, und die Coeffi-

eienten der gegebenen Gleichung sind bez.

vom Grade (n — 2), (;i _ 3), . . . 1 , in den y,-

yy ;j ^ ? 3 , . . . (n — 1) , w „ „ Xi.

Ferner sind die Xi wieder vom Grade w — 1 in den yi und linear in

den Wi-; im Ganzen ist daher nach dem eben bewiesenen Satze F {y, n)

vom Grade

(n — ^)(n-2)-\-(n — 3) (ji + 2) (w - 1) = Qi — 3) («2 + 2 « ~ 4)

in den yi und vom Grade (n — 3) (« + 2) in den w,-. Es muss sich

daher aus F(y,u) ein Factor ?^y(" - 3) (« + 2) absondern lassen, so dass
der Rest vom Grade

Ol - 3) (^2 + 2n - 4) — (n — 3) (n + 2) = (w — 2) (w^ — 9)

in den y ist. Die Gleichung ^^
(//, w) = stellt dann eine Curve dar,

welche die gegebene Curve w*« Ordnung in den Berüln-ungspunkten
der Doppeltangenten schneidet. Da nun auf jeder dieser Tangenten zwei
Berührungspunkte liegen, so haben wir den zu erweisenden Satz: Bie
Zahl der Doppeltangenten einer Curve n'"' Ordnung ist im AUgemeinen
gleich \ n (n — 2) (n2 — 9).*)

*) Eine die Berührungspunkte der Doppeltangenten ausschneidende Curve
wurde zuerst von Cayley angegeben: Crelle's Journal, Bd. 34, p. 37. Für die
Darstellung im Texte vgl. einen Aufsatz von Jakobi ib. Bd. 40, p. 37 und von
Clebsch ib. Bd. 63^ p. 186. Die wirkliche Absonderung der überflüssigen Fac-
toren bei Curven 4. Ordnung gab Hesse, ib. Bd. 36, p. 156, Bd. 40, p. 260 und
Bd. 41, p. 292. — Eine andere Methode zur Bestimmung dieser Curven rührt von
Salmon her (Quaterly Journal of inathematics, vol. 3 und Higher plane curves,
chap. IX); dieselbe wurde bewiesen von Cayley: Philosophical Transactions,
1859, p. 193 und 1861, p. 357. — Vgl. auch die auf den Principien der symboli-
schen Rechnung beruhende Darstellung von Dersch: Math. Annalen, Bd. 7, p. 497.
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Die Reduction, welche diese Zahl zufolge der Plücker'schen Formeln

durch das Auftreten von Doppel- und Rückkehrpunkten erleidet,

können wir leicht aus unsern obigen Gleichungen bestimmen; man

findet die folgende Formel:*)

(8) t==^ 71 (n - 2) (n2_ 9) — (2 rf+ 3 r) [n (w — 1) - 6] + 2 ^ (<?— 1

)

-\-^r{r — V)-\-Qdr.

Die Plücker'schen Formeln lassen sich in besonders einfacher

Gestalt schreiben, wenn wir neben n, k, d, r, i, w noch eine siebente,

sich selbst dualistisch entsprechende Singularität einführen: das

Geschlecht der Curve.**) Dasselbe (p) ist definirt durch

(n — 1) (« — 2) ,

p = y^ ^-^ < — d — r

(9)

Auf die eigentliche Bedeutung dieser Zahl werden wir erst später bei

der Theorie der eindeutigen Transformationen geführt werden; wir

benutzen dieselben hier nur, um die vier Pliickerschen Formeln in der

folgenden einfachsten Form darzustellen, welche sich auch dem Gedächt-

nisse am leichtesten einprägen dürfte:

2/? — 2 = X: + r — 2w "^ vi^^j

==n-\-w — 2k ' - ^-

^^^^ =;Kn-3)-2(rf + r)
. ^;^

= Ä-(Ä- — 3) — 2(/+^^). r>

Diese Gleichungen geben nur die nothwendigen Relationen,

welchen die Singularitäten einer algebraischen Curve unter allen Um-
ständen genügen müssen. Es ist jedoch bisher nicht bewiesen worden,

dass U7ngekehrt jedes System ganzer Zahlen^ das den VlücVer"^sehen

Formeln genügt, wirklich bei einer Cwve auftreten kann. Man ist im

Allgemeinen nur in der Lage, gewisse obere Grenzen für d, r, t, w
anzugeben, welche diese Zahlen nicht überschreiten dürfen; und zwar

gilt der Satz: "^^^^

Es muss im?ner p^O sein , woin die Curve nicht in niedrigere

Curveji zerfallen soll, d. h.

s^

*) Man kann sich die Bedeutung dieser einzelnen Reductionen auch direct

geometrisch veranschaulichen; vgl. darüber Plücker: Theorie der algebraischen "~^

Curven, p. 210.

**) Der Begriff des Geschlechts einer algebraischen Function wurde von

Riemann eingeführt: Theorie der Abel'schen Functionen, Crelle's Journal, «^

Bd. 54, für die Curventheorie verwerthet besonders von Clebscb (zuerst ib. -

Bd. 63, p. 189 und Bd. 64,). Vgl. die sechste Abtheilung dieser Vorlesungen, - -^
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und
(k -l){k- 2) ^ .

,

Wäre nämlich p <. 0, also etwa

(oder grösser)
, so könnte man eine (eigentliche oder zerfallende) Ciirve

(;i _ i)ter Ordnung durch diese Doppel- und Rückkehrpunkte und
durch

(n - 1) (n + 2) („_!)(„_ 2)

2 2 \- l = Jn — ö

andere Punkte der Curve n*" Ordnung legen. Diese Curve würde mit
der gegebenen

2(^°~^V"~- + ') + 2«-3 = «(«-]) + l

Schnittpunkte haben, also einen mehr, als möglich ist, wenn nicht

Theile der Curven zusammenfallen, und also die Curve n*" Ordnung
zerfallen soll; damit ist obiger Satz bewiesen. Für den Fall p --=

d. h. für

_(n — l)(n~2)

haben wir insbesondere

" + '

w = 3(w — 2) ^ 2r,

und somit auch eine obere Grenze für die Zahl der Rückkehrpunkte,

denn tv darf niemals negativ werden : Unter den ^-^:iili^~^ Doppel-

und Rückkehrpunkten einer Curve vom Geschlechte Nidl können höchstens

I (w — 2) Rückkehrpunkte vorhanden sein.

Wenden wir nunmehr die gewonnenen Resultate auf die ein-

fachsten Curven an, so erhalten Avir für Kegelschnitte zunächst nichts

Neues. Es ist hier

d = r ==w = t = 0,

und

A- = w = 2;

dagegen k = 0, für n = 2, d=\, d. h. das Linienpaar ist von der
Klasse Null, wie es sein muss (p. 309). Entsprechend hat man beim
Punktepaare k = 2, t = \, n = 0.

Bei Curven dritter Ordnung oder dritter Klasse ist im Allgemeinen

^ = 1, und daher im Besonderen nur ein Doppel- oder Rückkehrpunkt,
bez. eine Doppel- oder Wendetangente möglich. Für die möglichen
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Singularitäten bei Curven dritter Orämmg erhalten wir somit aus den

P lücker 'sehen Formeln die folgende Tabelle:
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immer durch eine gewisse Anzahl niederer Singularitäten ersetzen.

Dies ist zunächst evident bei einem r- fachen Punkte mit lauter

getrennt verlaufenden Zvi^eigen. Denn in einem solchen hat jede erste

Polare einen (r — 1)- fachen Punkt, dessen Zweige die der Grundcurve

nicht berühren, und es fallen daher r (r — 1) der vom Pole aus-

gehenden Tangenten in seine Verbindungslinie mit dem r- fachen

Punkte zusammen. Ebenso viel beträgt die Erniedrigung der Klasse

/.-, d. h. wir haben d = —^—- zu setzen : Der r - fache Punkt ist

äquivalent mit ^—
~

Doppelpunkten, wie wir es früher schon in

anderer Weise gezeigt haben (p. 329). Dasselbe gilt auch für die

Zahl der Wendepunkte; denn man überzeugt sich leicht, dass die

Hesse'sche Curve in dem r-fachen Punkte ebenfalls einen r- fachen

Punkt hat und die Zweige der Grundcurve sämmtlich berührt.

In ähnlicher Weise hat man auch complicirtere Singularitäten

aufzulösen ; man wird zu dem Zwecke den betreffenden Punkt in einen

Eckpunkt des Coordinatendreiecks legen und dann die Gram er 'sehe

Regel auf denselben anwenden (vgl. p. 330 ff.). Es ist dabei jedoch zu

beachten, dass eine Singularität durch gleichzeitiges Auftreten viel-

facher Tangenten in einem vielfachen Punkte entstehen kann; und

dadurch wird dann ihre Untersuchung erschwert. Cayley hat zur

Behandlung solcher Fälle Regeln angegeben*), nach denen es gelingt,

mittelst Reihenentwicklungen den Einfluss der Singularität auf die

Klasse zu bestimmen; es fehlt jedoch bisher an einer vollständigen

Darstellung dieser Verhältnisse.

Die Beweise für die Plück er 'sehen Formeln beruhen wesentlich

auf den Sätzen über das Verhalten der Polaren und der Hesse sehen

Curve in den Doppel- und Rückkehrpunkten der Gi^ndcurve. Diese

Sätze haben wir gelegentlich bewiesen und beim Beweise eine specielle

Lage des Coordinatendreiecks benutzt. Die symbolischen Methoden

geben jedoch ein Mittel, um diese Hülfssätze auch leicht direct ohne

Verlegung des Coordinatensystems abzuleiten, so dass ihr projecti-

vischer Charakter auch äusserlich hervortritt; und wir wollen hierauf

um so lieber eingehen, als uns darin ein passendes Beispiel für solche

symbolische Rechnungen vorliegt.

Es sei die Gleichung der Grundcurve :

(1) = aj' =- />.,." = c^' = • • •

,

und y ein Doppelpunkt derselben, so dass:

*) Cayley: On the higher singularities of plane curves, Quaterly Journal,

vol. 7; und: Note sur les singularites des courbes planes, Crelle's Journal, l^d. (U,

p. .'5G9. — Vgl. auch den Schluss dieser Abtheilung der Vorlesungen.
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(2) ciy" - ißTj ==
, «y" - i«2 = ^ ' ^'y' -^«3 = 0.

Durch diese Gleichuugen ist unmittelbar ausgesprochen, dass die erste

Polare eines jeden Punktes durch den Doppelpunkt geht. Die (n — 2)*®

Polare des letzteren:

(3) V~'«.t' =
stellt dann das Product der beiden Tangenten in y dar. In Linien-

coordinaten gibt dieselbe daher doppelt zählend die Gleichung ihres

Schnittpunktes (vgl. p. 106), d. h. wir können setzen:

(4) (« h uf a,/ - 2 b," - 2 = ^ . ?//

.

Dieser Ausdruck verschwindet wegen (2) jedenfalls, wenn man
setzt

:

und zwar unabhängig von den Werthen der xi. Wir haben daher

die drei Gleichungen:

(5) Q Cy" -^Ci= {ahcf üy" - 2 by" -^Cy"-^Ci = 0,

und diese sagen aus, dass die üesse'sche Curve im Punkte tj einen

Doppelpunkt hat.

Das Tangentenpaar der Hesse'schen Curve im Doppelpunkte ist

gegeben durch:

n~^) . («&nVv-2&/ - 2^^«-4^^2_|_2 (;, _2) . {abcfa,f-^by^-'^Cy''-H,.c,,=().

Das erste Glied des links stehenden Ausdrucks entsteht (bis auf den

Factor n — 3) aus der linken Seite der Gleichung (4), wenn man darin

Uillk = CiChCy"-'^cJ-

setzt. Durch diese Substitution wird aber auf der rechten Seite

von (4)

:

Uy i-

y Vj:
,

und also gibt das erste Glied unseres Ausdrucks, gleich Null gesetzt,

das Tangentenpaar der Grundcurve: wir werden zeigen, dass dies

auch mit dem zweiten Gliede der Fall ist, nämlich mit:

U={abcf cty" - '^by" -'^Cy" - ^b^-c^.

.

Multipliciren wir diesen Term mit Uy, wo die Vi ganz willkürliche

Grössen sind, so ist identisch (nach III, p. 283)

:

U .Uy = aj'
-
-by"-'^Cy"-^ba:Ca: {(tbc) .f^{bcu) fiy— (acti) by + (ahn) Cyj .

Hier verschwindet das erste Glied wegen (2); die beiden andern sind

identisch, da das eine aus dem andern durch Vertauschung von b und

c hervorgeht; mithin ist:

23*
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V . u„ = 2ay"-%,"-^Cy"~^b^.c,-, (abc) {abu),

= ay"-^b,/'-'^Cy"-'^ba: {abc) Habii) c^ — {bcu) aA

oder nach der Identität III, p. 283:

U .Uy = a/-^by"-^ry"-^b,r (abc) |(ärcw) b,r — (abc) ifA.

Der zweite Term verschwindet nach (5), und der erste hat nach (4)

den Werth:

U . Vy = — Qby" - ^bj . Uy
,

denn er entsteht bis auf das Vorzeichen aus

(abu) (abv) ay"-^by" '^ = [acu) {acv) Oy"- ^Cy"-^ = QUy . Vy
,

wenn man v; = i>/~^bjbi setzt. Damit ist unsere Behauptung

bewiesen : die Hesse 'sehe Curve beruhigt die beiden Zweige dei' Grund-

curve im Doppelpunkte. Dass die Tangente einer beliebigen ersten

Polarcurve harmonisch zu dem Tangentenpaare des Doppelpunktes

und zu der Verbindungslinie des letzteren mit dem betreffenden Pole

{z) ist (p. 322), folgt daraus, dass diese Tangente:

(6) r//-2äf.a^ =
zufolge der Form ihrer Gleichung mit der Polare des Punktes z in

Bezug auf das Linienpaar «,/' "~ ^ a-^"^ = zusammenfällt.

Hat die Grundcurve im Punkte y einen Rückkehrpunkt, so wird

die quadratisch^ Polare von y das vollständige Quadrat eines linearen

Ausdrucks, d. h. es ist:

(7) ay"-'~aj = vj,

wo Vi die Coordinaten der Rückkehrtangente bedeuten. Die Gleichung

der Tangente der ersten Polare eines Punktes z in y (6) ist dann

identisch mit

y^ . y . = ;

also : die erste Polare eines beliebigen Punktes boidirt die Bi'ickkehrlangente

im Rückkelirpunkte.

Aber in letzterem hat auch die (« — 3)*'' Polare von y,

tty'-^aj' =
Rückkehrpunkt und Rückkehrtangente mit der gegebenen Curve

gemein. Nach dem eben bewiesenen Satze berührt also die Polare

eines Punktes in Bezug auf diese Cnrve dritter Ordnung:

die Rückkehrtangente v im llückkehrpunkte. Folglich wird die

Gleichung dieses Kegelschnittes in Linien coordinaten:

ö^« -

3

by''
-'^ {ab uy a, b, =
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erfüllt, wenn man setzt:

und zwar unabhängig von den z,. Es ist daher die Gleichung:

(8) {ahc)' ay"-'^by"-'^c,/--a-J., = 0*)

identisch erfüllt. Dies ist aber die Gleichung der quadratischen Polare

von ij in Bezug auf die Hesse "sehe Curve; denn das in derselben

sonst noch auftretende Glied

üy'' - '^ by" - ^ Cy" -'^ (abcY n,'

geht aus dem wegen (7) verschwindenden Ausdrucke (bcuj-b.," - '^Cy"-'^

für UiU/c ^== aiaka,/'-'^aJ hervor, und ist demnach ebenfalls identisch

Null. Aus (8) folgt also: Die llesse'schc Curve hat im Rückkehrpunkie

der Gnmdcurve einen dreifachen Punkt.

Die Bestimmung der 3 Tangenten im dreifachen Punkte werden

wir leicht erledigen, wenn wir zuvor die entsprechenden Verhältnisse

bei Curven dritter Ordnung betrachtet haben. Hat eine solche einen

Rückkehrpunkt y mit der Rückkehrtangente v, und ist ^ ein Punkt

der letzteren, so geht die Gleichung (7) über in:

OyCtJ =^vj = {xyif.

Es sei nun
A = {abcy'a,^.b,,:C,r,

so wird, wenn die lu beliebige Grössen bedeuten:

Auy = {(ibc) a^rb.vC.^ ^{abu) Cy — (acu) by + {bcu) </y}

= 3 {(ibc) {(ibii) axb.vCa:Cy = 3 {abv) (abu) a,^b,^ . i-.^

= 3 (cfybt — byat) (abii) (/.,.b.c . v.v

= 6 Oybi (abi/) ar:ba: . ?'x = 6 (vbii) b.rb^ . vj.

Da wir nun die w, so gewählt annehmen können, dass der Factor

(vbii) b^rbt nicht identisch Null ist, so folgt: Die Resse'sche Curve einer

Curve dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt besteht aus drei geraden Linien,

von welchen zivei mit der Rückkehrtangente zusammenfallen (vgl. p. 327).

Bei Curven w»" Ordnung sind uns die drei Tangenten der

*) Das Verschwinden dieses Ausdruckes, der mit P bezeichnet sei, erkennt

man auch in folgender Weise. Es sei i ein Punkt der Rückkehrtangente {v^ = 0;,

dann ist nach (7):

und ferner:

Hieraus folgt wieder, dass identisch:
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Hesse'schen Curve dargestellt durch die cubische Polare von y in

Bezug auf letztere, d. h. durch die Gleichung:

. denn das Glied

{ahcf ay"-^b,/-^c n — ^n 3

verschwindet wegen (7) identisch. Wir untersuchen nun die beiden
Glieder in (9) einzeln: Das erste, für sich gleich Null gesetzt, gibt

die Hesse'sche Curve der Curve dritter Orduuno;

^y ^oc — ^ >

welche in y auch einen Rückkehrpunkt mit der Rückkehrtangente v

hat; es enthält daher nach dem soeben bewiesenen Satze den Factor
?'.^.-. Dasselbe gilt aber auch für das zweite Glied auf der linken

Seite von (9j, Bezeichnen wir dasselbe nämlich, abgesehen von dem
Factor 2 {n — 3) durch Q, so ist nach (7):

Ist nun wieder h, ein Punkt der Rückkehrtangente, also v^ =• 0, so

wird ferner:

= ay"-%"-^ (_a^bt - b.a.y ajb,,

= a,j"~''aj . b,j" - =5 bt^ b.r + a^-
-

" r/.,^ «.'^
. b/ ~ ^ b.r

— 2 a,/ - 3 «.^2 rt, . h,/ - 2 h:, b^^
,

oder wegen (2) und (7):

Q = vJ . by'^-^b^b:, — 2 i\^v^^ . a,/ ~ -^aja'^

und endlich wegen v^ = 0:

0=vJ.b/-H^H,,.

Es enthält also in der That der Ausdruck (9) den* Factor vj, und
somit haben wir den Satz : Bat eine Curve einen Rückkehrpunkt, so hat

in ihm die Ress e'sche Curve derartig einen dreifachen Punkt, dass zwei

Tangenten derselben in ihm mit der Rückkehrtangenle der gegebenen

Curve zusammenfallen.

In der Umformung, welche wir mit Q vorgenommen haben, liegt

ein geometrischer Satz. Es ist nämlich

Q = ay^-%'' - 3 (^^,^yy2 ^^2^,^ ^
die Gleichung der ersten Polare von y in Bezug auf die Curve:

(10) «/' -

4

hy>^ -^ {ab vf a^^ bj = .

Die letztere hat daher ebenso wie Q in y einen dreifachen Punkt. In

(10) haben wir aber gleichzeitig die Gleichung des Kegelschnittes

"-^«.r^a.^^o
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in Linieneoordinaten, d. h. der quadratischen Polare von x in Bezug

auf die Curve

:

(11) a,;'-'a,^ = 0,,

eine Curve vierter Ordnung mit Rückkehrpunkt in y. Die Gleichung

(10) gibt also den Ort der Punkte x, deren quadratische Polaren in

Bezug auf (U) eine Linie mit den Coordinaten vi berühren. Hat also

eine "curve vierter Ordnunff einen Rückkehrpunkt, so liegen die Punkte,

deren zweite Polaren die Rückkehrtangente Urühren, auf einer andern

Curve vierter Ordnung. Die letztere hat im Rückkehrpunkte einen drei-

fachen Punkt, und zwei ihrer Tangenten in diesem fallen ?mt der

Rückkehrtangente der gegebenen Curve zusammen.

IV. Ueber einige covariante Curven.

Es wurde schon früher bemerkt (p. 316), dass man in symbolischer

Form sofort unbegrenzt viele Covarianten hinschreiben kann, deren

Bedeutung dann eben mittelst der Polarentheorie zu erschliessen ist.

Von solchen Covarianten sind jedoch allgemein bisher nur wenige

untersucht, nämlich diejenigen, welche durch die einfachsten geome-

trischen Forderungen bedingt werden; und das Studium der ent-

sprechenden Curven soll uns zunächst beschäftigen. Wir werden dabei

ein erstes Beispiel für eine eindeutige, nicht lineare Reziehung zivischen

zivei Curven kennen lernen ; und die erst später hervortretende ausser-

ordentliche Wichtigkeit solcher Beziehungen wird ein längeres Ver-

weilen bei diesem Gegenstande rechtfertigen. Wir werden ferner

Gelegenheit haben, von den soeben entwickelten Plücker 'sehen

Formeln wiederholt Gebrauch zu machen.

Wenn beregte Gattung von Covarianten allgemein durch die

Forderung charakterisirt war, dass die ;'« Polare eines Punktes eine

bestimmte Invarianteneigenschaft habe, so stellen wir insbesondere

die Bedingung, dass die erste Polare eines Punktes x in Bezug auf

die Grundcurve

/= aj^ = b.^" = . . . =
einen Doppelpunkt besitze. Wir erhalten bekanntlich (p. 318) als Ort

dieser Doppelpunkte die Hesse 'sehe Curve von der Ordnung 3 (n — 2)

durch Elimination der iji (Coordinaten des Poles) aus den 3 Gleichungen

ff, L_ _^/: \.

a,^^ - ^üy «1 = SfikVic =
(1) aj'-^ayai = 2:fikVk = ^

aj' -^ayU'i^ ^f'ikyk = .

Eine zweite Curve wird alsdann von dem Pole y durchlaufen: die
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Stein er 'acA<? Ciirve der Grundvurve ; eine dritte von den Verbindungs-
linien eines Poles y (Punktes der Stein er'schen Curve) mit dem
Doppelpunkte seiner ersten Polare (Punktes der Hesse'sehen Curve)
umhüllt: die GQ,j\ey'sche Curve der Gru?idcwve/*) Eine vierte Curve
endlich wird von den Taugenten der ersten Polaren in ihren Doppel-
])unkten umhüllt.**) Wir werden unsere Betrachtungen jedoch auf
die drei zuerst erwähnten Curven beschränken. Ferner wollen wir
voraussetzen, dass die Coefficienten der Grundcurve sämmtlich von
einander unabhängig sind.

Die Hesse "sehe Curve besitzt — so nimmt man an -— im All-
gemeinen weder Doppel- noch ßückkehrpunkte. Ihre Gleichung
nämlich ist:

A = {abcy </./- ^^.," - V.,,« - ^ --
,

und für einen Doppelpunkt y derselben müssen also die 3 Gleichungen
(vgl. (7) p. 313) bestehen:

^, = 3 (_abcya," - H/ - h'^—'-^a ^ .

Aus diesen drei Gleichungen würde man durch Elimination der
rj die Discriminante von A erhalten. Dieselbe enthält jedenfalls die
Discriminante von /" als Factor; denn die Hesse 'sehe Curve hat
immer gleichzeitig mit der Grundcurve einen Doppelpunkt (p. 355).
Ihr zweiter Factor wird durch eine andere Invariante von /*, bez.
durch das Product mehrerer solcher, gebildet werden. In Folge des
Verschwindens von Invarianten der Grundcurve kann daher die
Hesse 'sehe Curve vielfache Punkte erhalten. So werden wir z. B.
sehen, dass dieselbe für eine Curve 3*«'- Ordnung in drei Gerade zer-
fällt, sobald eine bestimmte (in der Regel mit S bezeichnete) Inva-
riante der letzteren verschwindet. Es könnte jedoch auch sein, dass

*) Von Cayley zuerst für Curven :^. Ordnung unterHucht: A menioir on
curves of the third order, Philosophieal Transactions, vol. Hl, part. 2, 1857.— Die Singularitäten derselben gab Steiner ohne Beweis in Crelle's Journal,
Bd. 47. Für die Stein er 'sehe Curve leitete Cremona die betreffenden Zahlen
ab (Einleitung in die Theorie der algebraischen Curven). Die unten folgenden
analytischen Beweise erbrachte Clebsch: üeber einige von Steiner behandelte
Curven; Crelle's Journal, Bd. 64. . Steiner bezeichnet die später nach ihm be-
nannte Curve als Kerncitrvc.

**) Aus später zu erwähnenden allgemeineren Untersuchungen von Zeuthen
über einfach unendliche Curvensysteme (vgl. Abschnitt VI dieser Abtheilung)
ergibt sich für die Ordnung p dieser Curve:

2 p = 2 . .3 (« -- 2) + 12 {n - 2) [n - 3) = 6 (« - 2) (2 n - 5)

.
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die Diseriminante der Hesse 'sehen Curve für n > 3 einen identisch

verschwindenden Factor erhält, wenngleich dies erfahrungsniässig für

n = 3 noch nicht der Fall ist; und dann würde sie Doppelpunkte

besitzen, ohne dass für die Grundcurve eine Tnvariantenrelation besteht.

Wir wollen jedoch im Folgenden, wenngleich dafür bisher ein Beweis

nicht erbracht ist, wie es gewöhnlich geschieht, annehmen, dass die

Res se'sehe Curve keinen Doppelpunkt hat, ivenn die Coefßcienten der

Gleichung der Grundcurve von einander^ unabhängig sind.

Für die Singularitäten der Hesse "sehen Curve (die durch gestrichene

Buchstaben bezeichnet seien) ergeben sich sonach aus den Plück er-

sehen Formeln die folgenden Zahlen:

n'=3(n-2), d' = 0, r' = ,

A' = n' {n - 1) =3 (n — 2) (3 n - 7)

,

IV = 3 }i' i?i
— 2) = 9 (n - 2) (3 « - 8)

,

t' = 1 ,/ {n - 2) (n"' - 9) = V (" - 1) ('* - ^) (" " ^) ^^ " - ^^

P =h (;/ _ 1) (;/ - 2) =
\ (3 n - 7) (3 n - 8)

Die Gleichung der Stein er "sehen Curve wird durch Elimination

der X aus den Gleichungen (1) erhalten; sie ist daher nach dem

Satze (p. 313), dass der Grad der Resultante in den Coefficienten

einer jeden Gleichung gleich dem Producte der Ordnungen ist, zu

welchen die Variabein in den beiden andern Gleichungen vorkommen

(also hier gleich [n — 2)2). vom Grade 3 (n — 2)'^ in den y, d. h. die

Ordnung der ^ieiwer'sehen Curve ist gleich 3 (n — 2)-.

Um ihre Klasse zu bestimnien, bemerken wir, dass die Coordinaten

Ui einer Tangente derselben aus den Formeln

'
Uidg^ + u,dij., + ?/;jrfy;j -=

gefunden werden; denn die Tangente ist die Verbindungslinie zweier>

benachbarter Punkte der Curve mit den Coordinaten y, und y, + dtji.

Der Punkt ij -\- dy muss ebenso wie y den Cileichungen (1) genügen,

wenn man in denselben xi -f dxi statt Xi schreibt. Wir haben also

noch die drei Gleichungen:

/'ndtjs + fndy., + fv^dy, + rf/",,!/, + dr^yi + d/\,y, =0
(3) A, dy, + f.y,dy., + /\,,dy., + rf/;,y, + dn-,y, + df^,y, =

fudy, + /3,rfy, + /\idy., + df.^y, + r/^.y, + df,,y,, = .

Multipliciren wir nun die Gleichungen (1) einmal mit x,, x.^, x.^,

das andere Mal mit dx^, dx.^, dx.^, und addireu jedes Mal, so kommt:
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Ferner geben die Gleichungen (3), mit x,, x,, x, raultiplicirt und
addirt, unter Berücksichtigung von (4) das Resultat:

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Gleichungen (2), so
findet man:

^^) i''h=f^, ^W2=/'2> i^Wg^/s;

und dadurch ist jedem Punkte der Hesse'schen eine Tangente der
Steiner'schen Curve zugeordnet. Eliminiren wir hieraus "und aus
der Gleichung:

A =
die X, so resultirt eine Gleichung in den u: die Gleichung der
Steiner'schen Curve in Liniencoordinaten. Die Klasse derselben ist
durch die Zahl der Tangenten bestimmt, welche durch einen beliebigen
Tunkt ^ gehen, d. h. der Gleichung ^^^ = oder:

genügen. Diese Gleichung stellt aber eine Curve {n — \y^- Ord-
nung dar, welche mit der Hesse'schen Curve zusammen diejenigen
3(n — 2)(w — 1) Punkte bestimmt, deren entsprechende Tangenten
der Steiner'schen Curve durch den Punkt ^ gehen. Damit ist auch
die Zahl der letzteren gegeben: Die Steiner'sehe Curve ist von der
Klasse 3 (n — 1) (^ — 2).

Wir wenden uns zunächst zur Bestimmung von Ordnung und
Klasse der Cayley'schen Curve. Ein Punkt derselben ist definirt als
Schnittpunkt von zwei benachbarten Tangenten ; um die Ordnung zu
finden, müssen wir also fragen: wie oft kommt es vor, dass sich zwei
unendlich benachbarte Tangenten auf einer beliebigen Geraden v
schneiden? Es seien z, die Coordinaten eines Punktes der Curve;
dann ist die Tangente in ihm Verbindungslinie eines Poles y mit dem'
Doppelpunkte x seiner ersten Polare, und also die benachbarte
Tangente Verbindungslinie zweier Punkte x -f dx, y -{- dy, wenn x
und x-\-dx benachbarte Punkte der Hesse'schen Curve sind. Wir
haben somit:

und auch:

Zi = (fi + dii) {xi + dxi) + (A + dX) (yi -f dy,^

und daraus folgt:

•^^3 ^.-^^ + l^dxi + yidX -j- Xdy, = .
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Soll z ferner auf einer bestimmten Geraden v liegen {v, ==0), so ist

nach (7):

Daher kann niam setzen:

und dadurch geht (8) über in:

(9) ocidii + i/idX + Q iy^^dyi — Vydx,) = .

Setzen wir aus diesen Gleichungen die Werthe der d>ji in die auch

hier bestehenden Gleichungen (3) ein, so finden wir unter Berück-

sichtigung von (1):

(10) Qv^ {y.dfn + y^dfr' + J/a^As) + QVyEfadx,, - fid^i = .

Aus diesen Gleichungen können wir die Differentiale der Xi nach

einer passenden Umformung derselben elimiuiren und erhalten dann

eine Gleichung, welche zwischen je zwei entsprechenden Punkten x

und y der Hesse "sehen und Steiner 'sehen Curve bestehen muss,

damit der Berührungspunkt ihrer Verbindungslinie mit der Cayley'-

schen Curve auf der Geraden v liege. Bezeichnen wir nämlich durch

fiuh die dritten Differentialquotienten von f:

fikk = ^^z^j^-^^ Jxjkd^, ^ ^^" " '''''''''' '

yydfi, 4- ytdU, + y-^^fi-^ = (^* — 2) llllfiuhyk dxh ,

und setzt man ferner zur Abkürzung:

g)./t = (« — 2) {y^fxik + Vifiik + Vifuk) ,

so geht der Ausdruck links über in:

yid/'ii + y-2d/'r> + y^dfis = (fudxi + cfi^dx^, + (pi-idx;^

.

Substitutiren wir dies in die Gleichung (10), so kommt:

Q v^ Ucpik dxk -\- Z^QVydXk — Xkd\i) fik = .

Diese Gleichungen multipliciren wir nun mit Vy und fügen Glieder

— d\iZ(fiuXk hinzu. Die letztere Operation ist ohne Eiufluss, denn

wir haben nach dem Eul er 'sehen Satze und nach (1):

^)i^x^ + g><2^2 + ^>izXi = {n — 2) {fi\yi + A-2J/2 + fi^y-i}

= 0.

Unsere Gleichungen werden dadurch endlich:

Vy . Epu fik + ?'.r ^Vk (pik = ,

wo pf, = Qdxk — Xkd(i gesetzt ist; und die Elimination der yj^, und

somit auch die der dx/, gibt das Resultat:



364 Vierte Abtheilung.

(11)
j

yy/„ + «'.rg'vt Vy/'22 + ''.r 9'22 ^^A? + «'.f 9>32 1
= 0.

Diese Determinante ist homogen vom dritten Grade in i\^ und v^

,

also von der Form:

IJier ist aber ^ die aus den /•,/, gebildete Determinante, und also
gleich Null wegen A = 0; ferner bedeutet P die Determinante der
(piu, und diese verschwindet ebenfalls wegen

Daher ist der Ausdruck (11) durch v^Vy theilbar, und nach Fort~
lassung dieses Factors bleibt eine Gleichung von der Form

EU Aiuyiiju = 0,

wo die Au, Functionen von der Ordnung 3 « — 7 in den x bedeuten.
Inzwischen werden in Folge von (1) die Producte y.y^ den Unter-
determinanten Fik von A proportional*), und man kann also (llj
schliesslich ersetzen durch die Gleichuntv

welche nur noch von den x abhängt. Sie stellt, da die /',/, die x in
der (2w — 4)teu Dimension enthalten, eine Curve von der Ordnung
3w — 7-f2w — 4 = 5n— 11 dar, .welche auf der Hess e 'sehen
Curve diejenigen Punkte x ausschneidet, deren Verbindungslinien mit
den entsprechenden Polen y die Gay ley "sehe Curve in ihren Schnitt-
punkten mit der Linie v berühren, d. h. die Ordnung der Cayley W<6'/i
Curve ist gleich 3 {n — 2) (5 n — 11).

Einfacher gestaltet sich hier die Bestimmung der Klasse. Soll
die als Verbindungslinie zweier einander zugehörigen Punkte x und y
definirte Tangente der- Curve durch einen bestimmten Punkt l gehen,
so muss man haben:

yi = iiXi-\- kli.

Dies in die Gleichungen (1) eingesetzt, gibt:

wenn

:

fpi = fix Ix + fi^ + fi^l^ .

Man findet also die entsprechenden Werthe der x aus den Glei-

chungen :

*) Man hat uämlich aus (1) naeh Sätzen der KogelHchnitttheorie:

(«6«) «^ b^ =9-V-
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(13) h^x~^Jy = ^,

/,9D2 — 97,A = 0.

Die Zahl der gemeinsamen Lösungen der ersten beiden Gleichungen

ist gleich (2 n — 3)-. Aber davon sind die (n — 1) (n — 2) Lösungen

der Gleichungen f-^
= 0, 9^3 = auszuschliessen, für welche nur die

ersten beiden Gleichungen erfüllt sind, nicht aber die letzte; und

ferner haben wir die offenbar unbrauchbare Lösung Xi = |, abzusondern.

Es bleiben also nur (2n — 3)^ — (w— 1) (n - 2) — 1 =3 («— 1) (w— 2)

gemeinsame Punkte der Curven (13). Einem jeden derselben entspricht

eine Tangente der Gay ley 'sehen Curve durch den Punkt \\ also ist

fite Klasse der C ayle j'sclien Curve gleich 3 (n — 1) (n — 2).

Die Bestimmung der weiteren charakteristischen Zahlen für die

Steine r'sche Curve, insbesondere der Zahl ihrer Wendetangenten

kann man an die Gleichungen (6) anknüpfen, vermöge deren eine

Tano-ente u derselben einem Punkte x der Hesse 'sehen Curve durch

die Relationen

dr

zugeordnet ist. Hieraus folgt nämlich zunächst: Die ^ieiwer'sehe

Curve ivird von den linearen Polaren der Punkte der Hesse'sehen Curve

umhüllt; und zivar ist der Berührungspunkt einer solchen Polare immer

der dem Pole x der Hesse'sehen Curve entsprechende Punkt y der

Steinerschen Curve. Letzteres folgt daraus, dass wegen (1) für ?/

immer die Gleichungen (4) bestehen:

fxVx + fiVi + Ay^ =^^

und also y immer Schnittpunkt von zwei successiven Tangenten u und

n + du ist. Man kann nun überhaupt nach Ordnung und Klasse

einer Curve = fragen , die von den linearen Polaren der Punkte

einer Curve m^" Ordnung

(14) (p =
in Bezug auf die Grundcurve /= («'"" Ordnung) umhüllt wird,

wobei dann die Curve ;w*" Ordnung an Stelle der Hess e'schen Curve

in den bisherigen Untersuchungen tritt. Die Klasse ist bestimmt

durch die Anzahl der Tangenten durch einen festen Punkt |, also

durch die Zahl der Schnittpunkte der Curve {n — 1)*" Ordnung:

mit <jp = 0, und somit ist dieselbe gleich w {n — 1). Zur Bestimmung

der Ordnung müssen wir den Punkt | auf einer beliebigen Geraden v
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SO wählen, dass zwei der durch ihn gehenden Tangenten, und somit
zwei Schnittpunkte der Curven (14) und (15) einander unendlich nahe
rücken; entspricht doch jedem dieser Schnittpunkte eine jeuer
Tangenten. Hieraus folgt zunächst:

Die ersten Polaren der Punkte einer Ciirve, welche von den linearen
Polaren einer anderen Citrve cp umhüllt wird, berühren die letztere Curve.

Zur Erreichung unseres Zweckes haben wir sonach die Bedingung
dafür aufzustellen, dass die Curven (14) und (15) sich berühren, oder
wenigstens den Grad dieser Bedingung in den Coefficienten von (15),
und somit in den l anzugeben. Wir erweitern diese Aufgabe dahin,
dass überhaupt der Grad der „Tactinvariante" (d. i. der Berührungs-
bedingimg) zweier Curven m^"- und ^'''- Ordnung in den Coefficienten
ihrer Gleichungen bestimmt werden soll. — Sind <^ = 0, ^ == bez.
diese Curven, und dieselben berühren sich im Punkte x, so müssen,
wenn v eine beliebige Gerade und | ihr Schnittpunkt mit der gemein-
samen Tangente von cp und ^ m x ist, folgende Gleichungen bestehen

:

Elimiiiirt man aus ihnen die ^/, so folgt:

(16) V =

Qlp cip dip

dcci cxz dx^

d(p dcp d cp

dxi dxz dx.

V, v.

= 0,

eine Gleichung von der Ordnung m -j- ^ — 2, welche im Allgemeinen
den Ort der Punkte darstellt, deren lineare Polaren sich auf der
Linie v schneiden; und diese Curve geht also unabhängig von den v

durch den Berührungspunkt. Nehmen wir dagegen die x constant,

die v veränderlich, so gibt (16) die Gleichung des Schnittpunktes der
beiden linearen Polaren von x. Dieser Schnittpunkt fällt aber mit
dem Pole x zusammen, wenn letzterer ein gemeinsamer Punkt von
9) = und 1(^ = ist. Die Elimination der x aus den Gleichungen
9; = 0, ip = und aus (16) gibt also das Product der Schnittpunkte
von (p und ip. Doch ist dasselbe noch mit einem Factor behaftet,

denn die Gleichung würde hier vom Grade m^ in den Coefficienten

von F, vom Grade ^ {m -\- ^ — 2) in denen von <p und vom Grade
m (m -{- ^ — 2) in denen von xIj, also im Ganzen bez. vom Grade

^ (2 w -f ^ — 2) und m (2 ^ -}- m ~ 2) in den Coefficienten von cp

und ^ werden, während diese Zahlen doch nach früheren lieber-
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lec^ungen (vgl. p. 282) nur bez. gleich ^ und m sein dürfen. Der

hinzutretende Factor ist demnach vom Grade /x (2 w + ft — 3) und

f,i (^2 ^i -\- m — 3) in den Coefficienten von cp und t^. Da nun die

Gleichung (16) und also auch unsere Resultante unabhängig von den

V verschwindet, wenn x ein Berührungspunkt von 9) und t/> ist, so

gibt der besprochene Factor, gleich Null gesetzt, eben die Bedingung

der Berührung und wir haben den Satz:

ß/e Bedingung der Berührung (Tactinvariante) zwe/er Curven von

der 771'"' und ^'''" Ordnung ist von dem Grade ^ (2 m -f .u — 3) in den

Coef/icienlen der ersten U7id vo7n Grade »2 (2 ^ + m — 3) in de7ien der

zfveiien Cnrve.*)

In unserm Falle haben wir eine Curve w*" Ordnung (14) und

eine (n — 1)*" Ordnung (15)-, ihre Tactinvariante ist daher in den

Coefficienten der letzteren, und somit auch in den ^ (worauf es uns

hier allein ankommt) vom Grade 7n (2 n -}- m — 5). Die "Invariante

gleich Null gesetzt gibt aber unmittelbar den Ort der Punkte §, deren

erste Polaren die Curve cp berühren, d. h. die Curve O = in Punkt-

coordinaten, d. h. die 07d7m7ig der von den linearen Polaren der Pu7)kte

von cp = u77ihälUen Curve ist gleich 7n (2 n -f- m — 5).

Ersetzen wir nun wieder cp = durch die Hesse 'sehe Curve und

also m durch 3 (w — 2), so würden wir die Ordnung der St einer 'sehen

Curve gleich 3 (n — 2) (5 n — U) finden, während dieselbe doch

thatsächlich gleich 3 (« — 2)^ ist. Dies rührt daher, dass von den

Tangenten, die von ^ an = zu legen sind, auch für jeden Punkt

einer Wendetangente von O zwei successive"^*) zusammenfallen. Bei

der Steiner'schen Curve treten daher Wendetangenten auf, (was im

Allgemeinen bei einer als Liniengebilde gegebenen Curve = nicht

der Fall sein wird) ; und sonach folgt:

Der Ort der Punkte, deren erste Polaren die Hesse'Äc//6' Cu7've

berührrn, zerfällt in die St einer Wie Curve von der Ordnung

3 {ji _ 2)2 und in eitie a7idere Curve von der Ordnung 3 {n — 2)(5 n — 11)

_ 3 (;, _ 2)' = 3 (/i — 2) (4w — 9), das Product der We7idetangenten

der ^i&inQrsehen Curve. Für die ersten Polaren der Punkte dieser

Wendetangenten ist die Berührung eine eigentliche, für die der Punkte

der Steiner'schen Curve hingegen eine uneigentliche, insofern die

letzteren auf der Hesse "sehen Curve einen Doppelpunkt haben. Der

zuletzt ausgesprochene Satz gibt uns die Zahl der Wendetangenten

der Steiner'schen Curve, nämlich:

3(n — 2)(4w -9),

*) Vgl. Salmon: Higher plane curves, chap. III. — Als Beispiel vgl. die

Tactinvariante zweier Kegelschnitte auf p. 298 dieses Bandes,

**) Für den Punkt einer Doppeltangente fallen zwar auch zwei dieser Tan-

genten zusammen; dieselben sind aber niclit successiv.
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lind somit können wir die übrigen Singularitäten vermöge der
PI ück er sehen Formeln berechnen.

Diese Bestimmung gelingt jedoch auch auf anderem Wege, wenn
wir einen erst später zu beweisenden Satz benutzen wollen, welcher uns
zugleich die Wichtigkeit der Zahl p, des Geschlechtes der Grundcurve,
erkennen lässt. Es ist dies der folgende:

Wenn zwei algebraische Ci/rven so auf einander bezogen sind, dass
jedem. Punkte der einen Curve nur ein Punkt der andern entspricht, so

ist das Geschlecht fiir beide Curven dasselbe.

Zwischen der Hesse "sehen und St ein er "sehen Curve besteht
nämlich eine Beziehung der Art: einem beliebigen Punkte der letzteren

entspricht ein Punkt der ersteren: der Doppelpunkt seiner ersten

Polare, und ebenso ist die umgekehrte Beziehung eindeutig. Ebenso
sind aber auch die Hesse'sche und die Stein er "sehe Curve eindeutig
auf die Cayley'sche Curve bezogen: Einem beliebigen Punkte der
ersteren entspricht eine Tangente und somit ein Punkt der letzteren,

und umgekehrt. Das Geschlecht der Cajdey "sehen und Steine r'schen
Curve ist daher gleich dem Geschlechte der Hesse sehen Curve*),
gleich 1(3 w — 7) (3 w — 8); und aus Geschlecht, Ordnung und Klasse
können wir für jede der Curven die übrigen Singularitäten nach den
P lücker 'sehen Formeln berechnen. Die Ausführung der Rechnuno;
liefert uns folgende Tabelle, in der wir die Zahlen für die Hesse 'sehe

Curve zum Vergleiche noch einmal mittheilen:

l/'
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zwei getrennt liegenden Punkten x der Hesse 'scheu Curve ein und

derselbe Punkt y der Stein er'schen Curve entspricht, der dann eben

ein Doppelpunkt der letzteren wird; und umgekehrt entsprechen einem

solchen Doppelpunkte zwei getrennt liegende Punkte der Hesse 'sehen

Curve. £s gibt daher | (n — 2) (n — ?>) (3 «- — 9 w — 5) erste Polaren

mit zwei Doppelpunkten, vnd die zugehörigen Pole sind die Doppelpunkte

der Steiner'sehen Curve. Die beiden Tangenten in den letzteren sind

nach Früherem die linearen Polaren der beiden zugehörigen Punkte
der Hesse 'sehen Curve.

Hat dagegen die erste Polare von y m x eine Spitze, was eben-

falls die Erfüllung von zwei Bedingungen erfordert und also für eine

bestimmte Zahl von Punkten möglich ist, so haben wir, wenn
«1, a.,, K.^ die Coordinaten der Rückkehrtangente sind, die sechs

Gleichungen:

oder nach der oben eingeführten Bezeichnung:

(17) cpik = (n — 2) . aiak,

Avo:

Wir werden nun zeigen, dass in diesem Falle die Steiner'sehe Curve
im zugehörigen Pole y ebenfalls eine Spitze hat, d. ]i. (vgl. p. 344)

dass drei successive Tangenten derselben durch den Punkt y gehen.

Aus den Gleichungen nämlich:

^ ii, = //

d^Vi -(- yidui = (n — 1) E fikdxk

finden w^ir weiter:

d'^Ui -\- 2 diidui -\- ^d-Ui = (n — 1) (» — 2) EEfikhdxkdx,,

+ {n— 1) Efikd'Kn.,

und wenn wir die letzten drei Gleichungen bez. mit y, , y., , y.,

multiplicireu und addiren, so erhalten wir, da immer (vgl. (4))

(18) E Uiyi = und Edmy , = ,

unter Berücksichtigung von (1):

/* . Ed'^myi == (n — 1) (n — 2) EEEfiUhVidXkdxh

= (« — 1) EEfpuh dxk dxh .

Im Falle einer Spitze ist daher wegen (17):

(19) ^ Ed-Uiyi =(« — ]) Qi — 2) (^ccidx^ -{- u.,dx.y -\- a^dx.^y--,

und dieser Ausdruck verschwindet. Multiplicireu wir nämlich die

drei Gleichungen (10) bez. mit yj, y.^, y^ und addiren, so erhalten wir:
Clebsch, Vorlesungen. 24
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Qv^ . Z2:dfikyiyk = ^J^it/idfi — QVyEEfiudxkyi

,

wo y, y -|- dy zwei Punkte der Steiner'schen, x und x -\- dx die

entsprechenden Punkte der Hesse'schen Curve sind, deren bez. Ver-

bindungslinien sieb auf der Linie v schneiden. Hier verschwinden

aber die rechts stehenden Ausdrücke wegen (18), und es folgt, da Vy

im Allgemeinen nicht Null ist:

(20) 2J2J dfik yiyk = af Oy' ~ ^(idx = ,

wo adx = ti^\dx^-\- a^dx^-\- a^dxy Diese Gleichung gibt zunächst

den Satz:

Hat die erste Polare von y in x einen Doppelpunkt, so berührt die

Tangente der zweiten Polare von y in x die Hesse'i'cA^ Curve; oder

nach einem früheren Satze aus der Polarentheorie: Die Tangente der

Hesse'scÄ(?n Curve in einem Punkte x ist die vierte harmonische Gerade

zu der Verbindungslinie von x mit dem zugehörigen Pole y und zu den

Tangenten der ersten Polare von y im Doppelpunkte x.

Im Falle der Spitze ist nun aber wegen (17):

yxdfii + y^dfii + y^dfiz = c^iCCdx
,

und daher:

EHdfikyiyk = ccyCidai,^^

also wegen (20) aj^r = oder a^ = 0. Letzteres kann aber nicht

eintreten; denn nach (17) ist

und dieser Ausdruck würde dann auch Null, und zwar unabhängig

von den z, d. h. es müsste die zweite Polare von y in x einen

Doppelpunkt haben, während sie doch als erste Polare von y in Bezug

auf aya^^^'-^ = nur einfach durch den Rückkehrpunkt dieser (kirve

(in ihm die Rückkehrtangente berührend) hindurchgehen darf (vgl.

p. 322). Es bestehen somit für den Pol y nach (19) in der That

gleichzeitig die drei Grleichungen:

2j Uiyi = 0, 2Jd Uiyi = , Zd-uiyi = .

Die Gleichung a^^. = sagt zugleich aus, dass auch der Punkt x -j- dx

gleichzeitig auf der Hesse 'sehen Curve und auf der Rückkehrtangente a

liegt, wir haben also mit Rücksicht auf die Zahlen der Tabelle den Satz:

I'Js gibt 12 (n — 2) (rt — o) erste Polaren, welche einen Rückkelu^-

punkt haben; die zugehörigen Pole sind die Spitzen der ^liaiwer'sehen

Curve'-:), und die Rückkehrtangenien der Polaren berühren die R esse sehe

Curve im zugehörigen Rückkehrpunkte. Das Letztere folgt unmittelbar

aus der vorhergehenden Bemerkung.

*)' Dieser Satz wurde von Clebsch für Curven 4. Ordnung (ßorchardt's

Journal, Bd. 59) und von Cremona (a. a. 0.) allgemein bewiesen..
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Wir erwähnen ferner noch die folgenden von Steiner angegebenen

Beziehungen zwischen den hier betrachteten Curven:

Wie die Hesse'^cÄe Curve durch die Wendepunkte der Grundcurve

geht, so berührt die Steiner'sche Curve sämmtliche Wendetangenten

derselben.

Dies folgt unmittelbar daraus, dass die letztere Curve überhaupt

von den linearen Polaren der ersteren umhüllt wird, denn für die

Wendepunkte sind dies eben die Wendetangenten.

Ferner : Zivei Pole, deren Polaren einander berühren, liegen immer

auf einer Tangente der ^iein&x'sehen Curve; und zwar berühren sich

die Polaren aller auf einer solchen Tangente gelegenen Pole in einem
Punkte^ dem Doppelpunkte x, ivelchen die Polare des Berührungspunktes

y der Tangente enthält; die gemeinsame Tangente aller Polaren ist aber

die Verbindungslinie von x und y, also Tangente der Cnylej'sehen

Curve.

. Sollen nämlich z, t zwei Punkte sein, deren Polaren

sich in x berühren, so müssen die drei Gleichungen bestehen:

Setzt man also

Vi = Zi — fi ti

,

so hat man die Gleichungen (1) vor sich; die Verbingungslinie von

z und / enthält aber den Punkt y der Steiner'schen Curve und ist

Tangente in diesem Punkte, da die Gleichung der Tangente in y
(vgl. (G)):

für X = z und X = t erfüllt ist. Endlich ist die Gleichung der

gemeinsamen Tangente der Polaren im Berührungspunkte x:

Xt2:f,uZu-\-X^2:f,uz,-{-X,Ef,,Zk = 0.

Da diese Gleichung für X= a; und X= y erfüllt ist, so stellt sie die

Verbindungslinie des Poles mit dem zugehörigen Doppelpunkte der

Polare dar. —
In ähnlicher Weise, wie wir hier durch die Forderung, dass die

ersten Polaren gewisse Singularitäten haben, auf covariante Curven

geführt werden, kann man auch von Polaren beliebiger Ordnung aus-

gehen und covariante Gebilde erzeugen, die dann ebenso wie die hier

behandelten Curven gewisse Singularitäten zeigen werden; doch sind

die so entstellenden Curven noch nicht eingehender untersucht. —
Wir wollen schliesslich nicht unerwähnt lassen, dass die von uns auf

analytischem Wege gefundenen Resultate sich auch mit Hülfe des

24*
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Chasl es 'sehen Correspondenzprincips (p. 204) ableiten lassen, ein

Princip, für dessen Anwendbarkeit wir sogleich noch mehrere Beispiele

kennen lernen werden ; aber durch die algebraische Untersuchung sind

wir gleichzeitig in das Wesen derartiger Beziehungen zwischen Curven

tiefer eingedrungen.

V. Ueber Systeme von Curven.

Nachdem wir gewisse allgemeine; an eine einzelne algebraische

Curve sich anknüpfende Betrachtungen, soweit es die bisherige Aus-

bildung der Theorie erlaubt, näher verfolgt haben, entsteht zunächst

die Frage nach den gegenseitigen Beziehungen zweier Curven, die im

Allgemeinen von verschiedener Ordnung sein mögen, d. h. nach den

simultanen Functionalinvarianten von zwei ternären algebraischen

Formen. Es lassen sich hier jedoch bisher nur wenige Fragen all-

gemein erörtern.

Eine simultane Invariante zweier Curven der w*^" und n'®" Ordnung

ist jedenfalls durch die schon früher erwähnte (p. 366) Tactinvariante

gegeben, deren Verschwinden aussagt, dass sich die beiden Curven

berühren : sie ist vom Grade n {2 m -\- n — 3) in den Coefficienten

der Curve w'^' und vom Grade 7n (2 n -\- m — 3) in denen der Curve
^ter Ordnung*, auch haben wir diese Invariante für zwei Kegelschnitte

wirklich aufgestellt (p. 298).

Zu simultanen Covarianten wird man z. B. durch die Forderung

geführt, dass die Polaren einer gewissen Ordnung der einen Curve zu

der andern Curve in einer bestimmten Invariantenrelation stehen, also

etwa wieder in der Relation der Berührung. Nimmt man z. B. eine

Curve n*" und eine 1*" Ordnung:

«r" == und w^ =:=
,

so gibt die Forderung, dass die konischen (d. i. {n — 2)*^°) Polaren

eines Punktes die Linie u berühren, die schon früher erwähnte (p, 317)

Curve von der Ordnung 2 (n — 2)

:

Ebenso erhält man, wenn die cubischen Polaren die Linie u berühren

sollen, die Gleichung 4 (w — 3)*" Ordnung (vgl. p. 278} :

(abu)'^ {cduy {acii) ibdu) a^^'-^bJ^-^CoT-^dJ'-^ = .

Ist ferner eine Curve n^^^ Ordnung und ein Kegelschnitt gegeben:

aj' = und o:.^.- = ,

so kann man die Bedingung stellen, dass für die beiden Kegelschnitte

aJ' -~ ^ aJ == und aJ =
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eine der beiden simultanen Invarianten (//,,., oder A^^^ nach unserer

früheren Bezeichnung) verschwinde; man erhält dann bez. die beiden

Curven

:

und
{abay a/'-^by"-^ = 0',

und daraus folgen wegen der geometrischen Bedeutung der Gleichungen

^,,2 = 0, ^122 = (vgl- P- ^^^) ^^^ beiden Sätze:

Der Ort eines Punktes, dessen konische Polare unendlich viele Polar-

dreiecke besitzt, die einem gegebenen Kegelschnitte eingeschrieben sind,

ist eine Curve der Ordnung {n — 2); und:

Per Ort eines Punktes, dessen konische Polare in ein einem gegebenen

Kegelschnitte zugehöriges Polardreieck (und somit in unendlich viele)

eingeschrieben ist, ist eine Curve der Ordnung 2 (n — 2).

Wenn man nun weiter den in solcher Weise entstandenen

covarianten Curven bestimmte Invarianteneigenschaften auferlegt,

wird man wieder zu simultanen Invarianten der beiden gegebenen

Curven geführt. So ist z. B. für w = 4 die eben aufgestellte Curve

{n — 2)*^^^ Ordnung ein Kegelschnitt:

{aaßf a.^:^ = 0,

und jenachdem, dass derselbe zerfallen, oder zu dem gegebeneu

Kegelschnitte in den angeführten Invariantenrelationen stehen soll,

erhält man bez. die folgenden invarianten Bedingungen:

A = {aaßf (bydf (est)' {abcf =
ß = {aaßf{aydy = 0,

C = {aaßY {bydy (abey- = ,

wo die Symbole ß, y, S , £, t, sämmtlich mit a gleichbedeutend sind.

Diese sehr willkürlich gewählten Beispiele werden hinreichen, um

eine Vorstellung von der Mannigfaltigkeit der auftretenden Bildungen

zu geben.

Sind die beiden betrachteten Curven (/"= 0, qo = 0) von gleicher

Ordnung, welche dann durch n bezeichnet sei, so gibt es unendlich

viele Curven n*" Ordnung, welche durch ihre n^ Schnittpunkte*)

hindurchgehen und den „Büschel"

bilden; und zwar geht durch jeden Punkt der Ebene noch eine Curve

*) Es steht dies nicht im Widerspruche damit, dass eine Curve jtter Ordnung

schon durch ''J_" + ^'
Punkte bestimmt ist, indem die n^ Punkte nicht von ein-

ander unabhängig sind; vgl. den Abschnitt VII dieser Abtheilung.



374 Vierte Abtheilung.

des Büschels. Wie in einem Kegelsehnittbüschel im Allgemeinen
drei Linienpaare, d. h. drei Curven mit Doppelpunkt vorkommen, so
werden sich unter den Curven des Büschels /"

-f- A ^ = eine
bestimmte Anzahl mit Doppelpunkten befinden ; denn diese Forderung
gibt eine Bedingung für die Coefficienten der Curve f-\-X(p, also

eine Gleichung für A: das Verschwinden der Discriminante. Letztere
ist aber für eine Curve w*«' Ordnung vom Grade 3 (n — 1)2 'in den
Coefficienten, und also in unserm Falle in A: Es gibt daher in einem
Büschel von Curven n*"' Ordnung im Allgemeinen 3 (n — 1)^ Curven mit
Doppelpunkt. Diese Zahl kann jedoch dadurch verringert werden, dass
die Curven / und (p sich berühren, dass in dem Büschel eine Curve
mit Rückkehrpunkt vorkommt, dass alle Curven einen gemeinsamen
Doppelpunkt haben und durch ähnliche Vorkommnisse.*) Li solchen
Fällen bezeichnet o {n — 1)2 die Zahl der eigentlichen Lösungen
zusammen mit den uneigentlichen, wenn von letzteren jede in richtiger

Vielfachheit gezählt wird.

In derselben Weise kann man überhaupt verlangen, dass für eine

Curve des Büschels eine bestimmte Livariante verschwinde; es ivird

dann immer \i Curven des Büschels der Art gehen, wenn die Invariante

vom \il'" Grade in den Coefficienten der Curve n*"' Ordnung ist. Man
kann weiter auch den Büschel zu einer beliebig gegebenen Curve
;;?*" Ordnung in Beziehung setzen; es wird dann eine bestimmte Zahl
von Curven geben, für welche eine simultane Invariante mit der
Curve ;?jter Ordnung verschwindet. Wegen der oben für den Grad
der Tactinvariante angegebenen Zahlen gibt es z. B. in einem Büschel
n*"'- Ordnung m {2 n -\- m — ?,) Curven, welche eine gegebene Curve m*"'

Ordnung berühren. Hat letztere Curve jedoch Doppelpunkte, so sind

unter diesen m(2n -\- m ~d) berührenden Curven des Büschels auch
diejenigen mit enthalten, welche durch diese Doppelpunkte hindurch-
gehen; denn dann liegen im Doppelpunkte ebenfalls zwei Schnittpunkte
vereinigt. Jede solche Curve absorbirt aber zwei eigentlich berührende
Curven des Büschels. Man erkennt dies geometrisch genau ebenso,

wie bei den Plücker'schen Formeln den Satz, dass jeder Doppelpunkt
einer Curve die Klasse derselben um zwei Einheiten erniedrigt; d. h.

indem man die feste Curve m'^^^ Ordnung erst allmählich in eine Curve
mit Doppelpunkt degeneriren lässt, und dann beachtet, dass an den
beiden kurz zuvor entstehenden Wölbungen jedenfalls zwei Berührungs-
punkte liegen, welche nachher in den Doppelpunkt zusammenfallen
(vgl. Fig. 52 auf p. 343). Lässt man schliesslich die Schleife eines

Doppelpunktes sich immer mehr zusammenziehen, so wird in der

Grenze, ebenso wie bei der Bestimmung der Klasse (p. 323), noch

*) Vgl. hierüber Cremona's Einleitung in die Theorie ebener Curven.
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ein weiterer Berührungspunkt mit dem entstehenden Rückkehrpunkte

sich vereinigen. Die Zahl der Curven n'"' Ordnung eines Büschels,

ivelche eine Curve m^"- Ordnung mit d Doppelpunkten und r Rückkehr-

punkten ,,eigenilich" berühren, ist daher

= m{2n-\-m-?>) — 2d — ^r,

oder wenn wir das Geschlecht p = ^ {m - \) {m ~2) - d — r ein-

führen (p. 351):

= 2 {mn + p — 1) — ^;

eine Zahl, welche wir später auf anderem Wege durch allgemeinere

Betrachtungen ableiten werden.*)

An die Betrachtung der Ourvenbüschel knüpft sich eine einfache

geometrische Erzeugungsweise einer algebraischen Curve mittelst

Curven niedrigerer Ordnung, die als Verallgemeinerung der Erzeugungs-

weise eines Kegelschnittes aus zwei projectivischen Strahlhuscheln

angesehen werden kann. Statt der letzteren nehmen wir nämlich zwei

beliebige Curvenbüschel, bez. von der Ordnung m und n:

Q^ F-\-l<^ = und f-{-^(p =

und beziehen dieselben so auf einander, dass jeder Curve des einen

Büschels eine des andern entspricht, ' und umgekehrt, dass also zwischen

ihren Parametern A, ^ eine lineare Gleichung:

(2) rtAft -f &A + cfx + ^ =

besteht; der Ort. der Durchschnittspunkte entsprechender Curven der

beiden '„projectivisch auf einander bezogenen" Büschel ist dann eine

Curve der {m -f n)'<^'^ Ordnung, deren Gleichung sich durch Elimination

von A, ^ aus den drei Gleichungen- (1) und (2) ergibt. Nimmt man

die projectivische Beziehung - was immer erlaubt ist — insbesondere

in der einfachen Form an, dass sich je zwei Curven mit demselben

Parameter l in den Büscheln (1) entsprechen, so ist die resultirende

Curve gegeben durch:

Fcp — (X>f=0,

also in der That von der Ordnung m + w; und man erkennt, dass

diese Curve durch sämmtliche Basispunkte der beiden Büschel hin-

durchgeht. Die projectivische Beziehung der Büschel auf einander

kann man sich geometrisch in folgender Weise vermittelt denken.

Setzen wir

F=a:,'% <^ = aj'%

*) Vgl. den unten folgenden Abbchnitt VllI über das erweiterte Correspondcnz-

princip.
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und sei y ein Basispunkt des ersteren, z ein solcher des andern
Büschels, so bilden die Tangenten aller Curven der beiden Büschel
in diesen Grundpunkten zwei Strahlbüschel, gegeben durch:

Diese Strahlbüschel sind dann auch einander projcctivisch; und man
kann nun umgekehrt die verlangte Zuordnung der Curvenbüschel
herstellen, indem man zwei solche Tangentenbüschel projcctivisch auf
einander bezieht, denn jeder Tangente entspricht nur eine Curve des
betreffenden Büschels.

Es liegt hier zunächst die Frage nahe, ob die so erzeugte Curve
die allgemeinste ihrer Art ist, und ob jede algebraische Curve in der
Weise erzeugt werden kann. Wir werden spcäter in der Lage sein,

diese Frage in der That bejahend zu beantworten, indem wir zeigen,
dass man auf jeder Curve zwei Systeme von Punkten bestimmen
kann, die als Grundpunkte zweier projectivischen Curvenbüschel zur
Erzeugung der gegebenen Curve benutzt werden können. Dies voraus-
gesetzt, haben wir den Satz:

Jede algebraische Curve n*<"- Ordnung kann durch die Schnittpunkte
entsprechender Curven zweier projectivischen Büschel der m"" und
(n — mY" Ordnung erzeugt werden, deren Basispunkte auf der Curve n'"'

Ordnung liegen'^); und zwar wird diese Curve die allgemeinste ihrer
Art sein, wenn zwischen den beiden erzeugenden Curvenbüscheln keine
Relationen bestehen. Fällt dagegen z. B. ein Grundpunkt des einen
Büschels mit einem des andern zusammen, so wird die erzeugte Curve
in ihm einen Doppelpunkt haben; und zwar ist sofort ersichtlich, dass
die Tangenten im Doppelpunkte eben die beiden Doppelstrahlen der
in ihm vereinigt liegenden projectivischeij Tangentenbüschel sind. So.
entsteht eine Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt aus einem
Kegelschnittbüschel und einem ihm projectivischen Strahlbüschel,
dessen Scheitel in einem der vier Grundpunkte des Kegelschnittbüschels
liegt, und eine Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten aus
zwei projectivischen Kegelschnittbüscheln mit drei gemeinsamen
Basispunkten. —

Wir gehen zur gleichzeitigen Betrachtung dreier Curven über.
Von den simultanen Functionalinvarianten , zu denen dieselben Ver-

*) Der Satz wurde für Curven 3. Ordnung gegeben von Chasles: Cornjites
rendus, t. XLI, 1853; allgemein von Jonquieres: Essai sur la ge'ne'ration des
courbes geometriques, Memoires presentdes par divers savants ä l'academie des
sciences, t. XVI, 1858. Es sind in diesem Aufsatze besonders viele sich an den
Satz knüpfende Constructionsaufgaben behandelt. — Für Curven 3. Ordnung vgl.
die folgende Abtheilung dieser Vorlesungen.
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Nun ist

jM, Aj' ~
' Aj= (aaa") a,r"'' "^^aj'"' ' '^aj'"'"-^ U?n"— 1) a^aj a,"

4- {771 — 1) a^'a^rttz -\- {m — 1) aj aj' aS^
,

oder, wenn wir mit w.^, multipliciren, wo die lu vollkommen willkürlich

sind (nur ii^ > oder < 0), und die Identität

(3) {cida^ Ux = (ad u) Ox — {ad' u) aj -f- {et a" u) a^

benutzen, indem die in (p, i(^, % multiplicirten Terme ausfallen:

(4) ^A,r^~^A- . rta: = {jn' — 1) «/'"'" " ^ «/ • {a

d

XI) a,-^'"' -^aj'"'
~ i

+ (w'— 1) flf.r'"' ~^ «»''"'"
^ aj'

"'"-
1 /

(«" a u) rt/+ {d d' u) a, \ .

Hier reducirt sich aber der letzte Term wegen A = auf den ersten,

denn es ist identisch:

(5) {a" au) a~ -\- {d a" u) a. = {ada") u^ — {add) a~'

\

und also wird:

ft A^'* -^A. . i(,r = {m" — m) aj' '"" - ^ «/' . (ad u) a^-"''
-

1 aj '"' - ^

,

d. li., da der Factor (adii) aj"'-^a^'"'' - ^ wegen der Willkürlichkeit

der 11 immer als von Null verschieden angenommen werden darf: die

Tangente von A in a: fällt mit der von % zusammen, w. z. b. w.

Ist aber x ein Doppelpunkt von j^
== 0, so verschwindet die

rechte Seite unabhängig von z, also auch die linke, d. h. A = hat

in X gleichfalls einen Doppelpunkt. Die Tangenten desselben werden

wegen des Verschwindens von aj''""~'^ a^" durch Nullsetzen des

folgenden Ausdrucks gegeben, wo C ein Zahlenfactor ist:

^ {^ — ]) A.^.^-2A^2.M.^. = C oj'"'"-'^ (t,"^ . {Ud U) rt./«' " ^ttj'"'-^,

d. h. die Tangenten des Doppelpunktes von A fallen mit denen des

Doppelpunktes von % zusammen.

Der somit bewiesene Satz lässt sich für den Fall verallgemeinern,

dass der gemeinsame Punkt x für die Curven cp und ^»ein (r — l)-

facher, für % dagegen ein r-facher ist; wobei wir zunächst voraus-

setzen, dass die Tangenten der verschiedenen Curven in x von einander

getrennt verlaufen. In dem Falle verschwinden die Differential-

quotienten V.
-

,
^- im Punkte x {r — 2) -fach, ^ aber (r— l)-fach.

- OX^ CX^ ^ ' ox^ ^ -'

Die aus ihnen zusammengesetzte Determinante A wird daher Null

von der Ordnung

2(r — 2) + r— l = 3r — 5.

Die Curve A = hat also mindestens einen (3 r — 5) - fachen Punkt

in X. Zur weiteren Untersuchung des letzteren bemerken wir, dass
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(]ie {^ — 4-)*^ Tolare von x in Bezug auf A = durch das Ver-

schwinden des folgenden Ausdrucks gegeben ist:

(6) ^ (ft — 1) . . . (fi — 6- + 1) . A./ - -^^ A/

= (rt a rt") V V V m/ mk m'i'
«/'' "

'-
^ rt^''"'- ''—

^ aj''"'-^- 1 rt^'«'/' <//''

,

! -1- yt + iT= 4

WO zur Abkürzung gesetzt ist:

m'i = (m' — 1) {ni — 2) . . . (w/ — /)

und m'i' entsprechend definirt sein soll. Wenn nun zufolge unserer

obigen Annahmen unabhängig von den z die Gleichungen bestehen:

(7)
«/'' - ' + 2«/-2=.0, «./'"' -'• + 2rt'/'-- 2=0, «/'""-' + W/,"'— 1ee:0,

so fallen in obiger dreifachen Summe alle Glieder fort, welche einen

der symbolischen Factoren «/"'-'+% «^''"'-'' + 2, «/"'"- '+1 oder,

was dasselbe ist, einen der Factoren «2'"^, (tz"'"'^, a-''-^^ enthalten;

es bleiben also nur Glieder, die in Factoren

«z'"-^ «/'-S «."'-^

oder in höhere Potenzen von a^, «/, (tz' multiplicirt sind. Für

s = 3 r — 5 ist aber wegen der Relation i -\- k -\- l =^ s die höchste

Potenz von a-', welche vorkommen kann, eben die (r — 1)*«', indem:

r — l = 3r — 5 — 2(r — 2).

Unsere Summe reducirt sich also abgesehen von einem Zahlenfactor

auf das eine Glied

(«d a") . aj"' - ' + 1 aj "•' - '' + ^ aj' '"" - '' aJ' -^ctz'-^ ctz"
'' - ^

.

Multipliciren wir dieses mit ti,^ und wenden wieder die Identität (3)

an, so wird es eine lineare Combination der verschwindenden Aus-

drücke (7) , also ebenfalls Null : A = haf in x einen (3 r — 4)-

fachen Punkt.

Wir untersuchen weiter die Tangenten von A in diesem Punkte;

d. h. wir bilden die Summe (6) für s = 3 r — 4. Es fallen in ihr

wieder alle in a-'-'"^, aJ''-~'^, r/,"'-^ multiidicirten Glieder fort, und

wegen i -\- k -{- l = o r — 4 ist die höchste Potenz, zu welcher dz"

vorkommen darf, gleich

3 r- - 4 — 2 (r — 2) = r

,

während die niedVigste gleich r — \ ist. Sonach bleiben in jener

Summe ein Glied

(8) {ad d') a.^'"'
- '• + 1 aJ '"' -r + i a^'m-' -r-\ f,^r - 2 ^^' r - 2 rtr

/' r

und zwei Glieder, deren Summe die symbolischen Factoren enthält:
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(9) {aa d") ay '- ^a/- '-V/;''" — ^ OhffJ + ff.v(fz) •

Multipliciren wir diese Factoren mit m^. und wenden wieder die

Identität (3) an, so werden sie gleich

fix «t' {
{»' oi' u) iiz — (« a" u) a^ \ «," '" -

^ a/ — ^ «/ ''— ^

^

und dies ist nach der Identität (5) gleich

«x«r' {(«««") . Wz — iadu) a~'\ a^'-'^aJ — ^a:!''-'^.

Hier ist aber der erste Terni das Glied, welches in der Entwicklung

von A^c'' ~ ^'"^^ Aj3'~5 vorkommt, und daher Null; während der

zweite Term den Factor a^'^ hat, wie das erste oben erwähnte Glied

(8). Die Symbole a" kommen aber in dem Klammerfactor {aa'u)

desselben nicht mehr vor, es enthält also auch den Factor aj''"" — ''.

Letzteren Factor können wir auch in dem Gliede (8) erkennen, wenn
wir ebenfalls mit u^ multipliciren und die Identität (3) anwenden. Es

bleibt dann wegen (7) gerade dasselbe Glied, auf welches wir die

Summe (9) soeben reducirten; und demnach wird, wenn C einen

Zahlenfactor bedeutet:

Der Ausdruck links enthält also den Factor a^' '"" -^'a."'' , welcher

das Product der r Tangenten von %=^0 m. x bestimmt. Dies gibt

den Satz:

Wenn zwei Ciirven gleicher Ordnung in einem gemeinsamen Punkte

je einen (r — X)-fachen Punkt haben, und in demselben eine dritte

Ciirve einen r-fachen Punkt besitzt falle mit getrennten Tangenten), so

hat die J'dkohi'sche Curve daselbst einen (3 r — A)- fachen Punkt, von

dessen Tangenten r mit den Tangenten jener dritten Curve in ihm

zusammenfallen.

Dieser Satz wird nicht modificirt, wenn von den Tangenten der

Curve % 'va. X mehrere gruppenweise zusammenfallen. Haben dagegen

etwa die Curven fp und ^ in x die {r — 1) Tangenten ihres vielfachen

Punktes gemeinsam, so wird

«r'"'
- '• +

1 a/ - 1 zu «/ '"' - '• +
1 a~! ' -

1

proportional; und man erkennt, dass A einen 3 (r — 1) -fachen Punkt

erhält. Noch weitere Besonderheiten treten ein, wenn einzelne dieser

gemeinsamen Tangenten von ^ und t^ oder alle zugleich Tangenten

des vielfachen Punktes. von % sind. —

Sind endlich alle drei Curven von gleicher Ordnung (;/2 =z m' '= m"),

so kann man eine jede von ihnen durch irgend eine Curve des

Systems

(10) X9 + A(A + ^;K =
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1

ersetzen, ohne die Jakobi'sche Curve zu ändern. Man nennt letztere

in diesem Falle auch die Hesse 'sehe Curve des Systems und dieses

selbst ein Curvennetz. Die Zakohi sehe Curve ist also eine ComUnanie

desselben (vgl. p. oOB). Ein Netz ist analytisch dadurch charakterisirt,

dass eine seiner Curven von zwei Parametern linear abhängt, also

geometrisch dadurch, dass alle Curven desselben, welche durch einen

bestimmten Punkt gehen, einen Büschel bilden; denn setzt man die

Coordinaten dieses Punktes in (4) ein, so kann man einen der Para-

meter ^ ^' durch den andern linear ausdrücken. Das einfachste

Beispiel eines Netzes bilden somit alle Curven n*" Ordnung, welche

durch
"^"^"^•'^- — 2 feste Punkte gehen. Ein anderes Beispiel liefert

uns die Gesammtheit der zu einer gegebenen Curve {a^" = 0) gehören-

den ersten Polaren:

wo dann - und '^^ als die beiden linear vorkommenden Parameter auf-

zufassen sind. Für dieses Netz fällt die Hesse 'sehe Curve mit der

Hesse'schen Curve der Grundcurve zusammen, denn wir können

erstere überhaupt auch durch folgenden Satz definireu:

Es gibt in eine?n Curvennetze unendlich viele Curven mit einem

Doppelpunkte; der Ort der letzleren ist die Hesse 'atA<? oder JakobiW/e

Curve des Netzes. Die Elimination von %, l, {i aus den drei Glei-

chungen, welche die Bedingungen für einen Doppelpunkt darstellen:

X a,r"'
-

^

cii -f A aj '" -
^ a- -\- ^ aj' '" -

^
a-' = ,

führt nämlich in der That auf die Functionaldeterminante von (p, 4', %.

Wir können für diese Curve endlich noch eine dritte Definition

geben. Es wird unendlich oft vorkommen, dass sich zwei und somit

unendlich viele Curven des Netzes in einem Punkte berühren; denn

dies erfordert die Erfüllung einer Bedingung für die beiden willkür-

lichen Parameter. Seien nun g) = 0, ^ = zwei solche sich be-

rührende Curven des Netzes, so geht, wie wir früher zeigten (vgl.

p. 3G6), jede Curve

gqp ^<p d^
dcci dx2 dccg

dfp dj^ djp

dxi dxi docj

V, Vo Vq

= 0,

wo die V beliebige Werthe haben können, durch ihren Berührungs-

punkt. Dies ist aber, wenn wir

Vi = ^
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setzen, die Gleichung der Hesse 'sehen Curve unseres Netzes; und
sonach folgt: •

Bie Hesse'6TÄ(? Curve eines Netzes ist der Ort der Punkte, in denen
sich zwei Curven des Netzes berühren können.

Für diese Curve gelten nun in Bezug auf ihr Verhalten gegen
ausgezeichnete Punkte des Netzes ganz ähnliche Sätze, wie bei dem
Netze der ersten Polaren für die singulären Punkte der Grundcurve.

Wir erwähnen nur den folgenden: In einem gemeinsamen Punkte aller

Curven des Netzes hat die Yles,s,e'sche Curve einen Doiipelpimkt.*) Für
fn = m" = m geht nämlich die Gleichung (4) über in

ft A^'' -1 Az . w.r= (w— 1) ^
{aa'u) a~'-\-{aa"u) a^-\-[a" au) a^\aj" - ^ a^"'~'^a^'"'

= [m--\){ad a")aj''-'^aj "'-^ a^' "'-^ .u.= [m~\)Lj' .Uz\

der Ausdruck L.J^-^t^^ verschwindet also unabhängig von den z, da

nach dem Früheren für den gemeinsamen Punkt A = ist, w. z. b. w.

Bestehen dagegen für den Punkt x die Gleichungen:

- SO hat die Jakobi'sche Curve in x jedenfalls einen 3 (r — 1) -fachen

Punkt, da die ersten Differentialquotienten von cp, t^ % jetzt noch je

(r — l)-fach verschwinden, d. h. es ist

Bildet man aber weiter den Ausdruck A.,,*"- 3'"+^Az^'-3 nach Glei-

chung (6), so dürfen in den Gliedern der Summe die Factoren <-/,,

a/, a^" wegen (10) nur je zur (r — 1)*«" oder höheren Potenz vor-

kommen; denn z. B. zu dem Factor von r//-^ würde noch «/' - '+i

hinzutreten müssen. Die Summe enthält daher nur das eine Glied

{a d a") a,r"'
~

'' aj "' - '" aj' "' - 'Y// - 1 a^ '- 1 a." '- ^

.

Multiplicirt man dieses aber mit w,. und benutzt die Identität (3), so

sieht man, dass es verschwinden muss. Aus ganz denselben Gründen
reducirt sich der Ausdruck A.^/'-^'+^A/'' ^^, abgesehen von einem
Zahlenfactor auf die Terme:

{ad d') a^'" - '• - i aj '" - '• -

1

uj' '"-r -
\ aJ

~

i « / '• -
1
a," '• - i

.

. {azaja^.' -f a^^-a^nj' -f «a- «/«/'};

und wenn man wieder nach Multiplication mit ?/.^. auf jedes Glied die

Identitäten (3) und (5) anwendet, so kommt:

*) Vgl. weitere Sätze dieser Art, sowie überhaupt für die Theorie der Netze
<!remona's Einleitung in die Theorie der algebraischen Curven, besonders den
Anhang in der deutschen Ausgabe. Ueber die Zahl der Curven mit Rückkehr-
punkt und mit 2 Doppelpunkten in einem allgemeinen Netze vgl. de Jon-
quieres: Math. Annalen, Bd. 1, p. 4'24.

— 1
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{cid a) ^ßzCi^aJ:' + a^aJaJ' + fi.rfix' »z'] • Ux

= (licüj a^' Had u) a" — (ad'u) a^ -\- {ci d' u) ciA

= üxüj aj' {ad d') . Uz .

Fügen wir endlich rechts wieder die andere^ symbolischen Factoren

hinzu, so erhalten wir das Glied der Entwicklung des verschwindenden

Ausdrucks A^.''-3'- +3A/'-^ d. h. es ist auch A^-^-^'+'-AJ^' - 2 — 0.

Naben also alle Curven eines Netzes in einem festen Punkte einen

r-fachen Punkt, so hat die Jakobi'scÄe Curve daselbst einen (3 r — 1)-

fachen Punkt.

Unserer ersten Auffassung zufolge erschien die Hesse'sche Curve

als Ort der Punkte, deren lineare Polaren in Bezug auf alle Curven

des Netzes sich in einem Punkte schneiden; diese Schnittpunkte wer-

den eine andere Curve, die Steiner'sehe Curve des Netzes, beschreiben,

deren Gleichung sich durch Elimination der x aus den 3 Gleichungen

aj" -^«2 = 0, aj '" - 1 «2' = , aj' '" - ^ «/' =
ergibt; die Steinev'sche Curve ist daher von der Ordnung 3 (m — 1)-;

sie ist ihrer Definition zufolge eindeutig auf die Hesse'sche Curve

bezogen.

Eine dritte Curve endlich, die C&ylej'sche Curve des Netzes, wird

von den Verbindungslinien entsprechender Punkte der Hesse'schen

und Steiner 'sehen Curve umhüllt; sie ist von der Klasse 3 7n {m — 1).

Es gilt nämlich überhaupt der Satz *)

:

fVenn zwei Curven der Ordnung ?n und m eindeutig auf einander

bezogen sind, so umhüllen die Verbindungslinien entsprechender Punkte

eine Curve von der Klasse m -f- m'.

Zum Beweise betrachten wir einen beliebigen Strahlbüschel. Jeder

Strahl u desselben schneidet die eine Curve in m Punkten; einem jeden

von diesen entspricht ein Punkt der andern Curve ; die letzteren Punkte

verbinden wir durch Linien v mit dem Scheitel des Büschels. Als-

dann haben wir in diesem eine Correspondenz (vgl. p. 210) zwischen

den Strahlen u und v der Art, dass jedem Strahle u m Strahlen v,

und ebenso jedem Strahle v m Strahlen ?/ entsprechen. Nach dem
Correspondenzprincipe von Chasles kommt es daher {m -\- ;/i')-mal

vor, dass zwei entsprechende Linien u und v zusammenfallen; d. h.

durch einen beliebigen Punkt gehen m -\- ni Verbindungslinien ent-

sprechender Punkte der beiden Curven, w. z. b. w.

Für die Singularitäten der Steiner'schen und Cayley 'sehen

(^urve gelten nun wieder analoge Sätze, wie für die entsprechenden

*) In ganz derselben Weise hätten wir die Klasse der Cayley 'scheu Curve

einer Grundcnrve /'=0 (p. 365) bestimmen können. — Die im Texte benutzte

Anlage der Abzahlung ist überhaupt bei derartigen Aufgaben sehr nützlich.
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Verliiiltnisse bei dem Netze der ersten Polaren. Es ist diese Beziehung

jedoch keineswegs der Art, dass jedes Curvennetz ;«'''' Ordnung als

Folarensystem einer Curve {m -f-
1)*" Ordnung aufgefasst werden kann.

Drei beliebige Curven eines allgemeinen Netzes hängen nämlich zu-

sammen von ^ m {m -\- 3) Constanten ab ; drei beliebige Curven //i*"

Ordnung eines Systems erster Polaren dagegen von den ,^

" -

Constanten der Grundcurve und den 6 Coordinaten ihrer drei Pole,

zusammen also nur von ^ {ni -f- 1) {m -|- 4) -|- 6 Constanten. Beide

Zahlen sind jedoch für m==2 einander gleich: Ein Nelz von Kegel-

schnitten kann daher nach dieser vorläufigen Abzahlung immer als ein

System von ersten Polaren einer Curve S'''^''^ Ordnung angesehen iverden.

In der später folgenden Theorie der Curven U**^' Ordnung werden wir

hierauf noch näher eingehen.

Von den Netzen kann man weiter aufsteigen zur Untersuchung

von Curvensystemen, die von 3, 4, .... Parametern abhängen, und

somit bez. eine 3 -fach, 4 -fach, . . . unendliche Mannigfaltigkeit reprä-

sentiren; so kann man bei Curven w*" Ordnung weiter gehen bis zu

einem Systeme mit | n (w -{- 3) linear vorkommenden Parametern:

ein System, welches dann die Gesammtheit aller Curven n*®' Ordnung

umfasst. Der einfachste Typus für ein r-fach unendliches System

wird dann immer durch die Gesammtheit der Curven /?*" Ordnung

mit 4 t^ {n + 3) — r gemeinsamen Punkten gegeben sein. Dualistisch

entsprechend wird man ferner Curvensysteme untersuchen müssen,

deren Liniencoordinatengleichung eine gewisse Anzahl von Parametern

linear enthält. Es ist aber bemerkenswerth , dass einem r-fach un-

endlichen Systeme von Curven n*'^^ Ordnung immer ein bestimmtes

I ^ 71 (n -\- 3) — r — 1 l-fach unendliches System von Curven n*"

Klasse zugeordnet ist; und zwar geschieht dies in ähnlicher Weise,

wie einer Linie u (d. i. einer Curve V^^ Ordnung, also n= \, r f== 0)

vermöge der Bedingung

(11) M.i- =^ U^X^ -\- V^X.^ -\- l^s^s = ^

ein l-fach unendliches System von Punkten x, als „mit ihr vereinigt

geiegen^^ beigesellt ist. Zwei Curven

a^" = und Ua" ==

geben nämlich zu der simultanen, in den Coefficienten beider linearen

Invariante a^" Veranlassung. Fassen wir hierin die a als gegeben,

die a als Parameter auf, so ivird der festen Curve aj^ = durch die

Gleichung

a" =
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ein {\ n [n -\- ^ — \)-facJi unendliches lineares System von Curven n*"'

Klasse als „mit jener Curve vereinigt gelegen" zugeordnet. *)

Ist allgemeiner ein lineares oo*"- System gegeben durch die

Gleichung

:

Ay«^." + A, a'^." + . . . + A,ö('V' = 0,

so gibt es ein System von Curven «*" Klasse ?/«" = 0, dessen Indivi-

duen die r -f- 1 Gleichungen

ö„« = (j
, a'cc" = 0, ... «e-)«" =

befriedigen , welches somit in der That noch von ^ n (n -j- 3) — r — 1

willkürlichen Parametern abhängig ist. Dies System nennen wir mit

jenem ersten in vereinigter Lage befindlich. *^^ Umgekehrt ist natürlich

in dieser Weise auch mit einem Systeme

vermöge der r -\- 1 Gleichungen a^(if = ein System von Curven

a^" = in vereinigter Lage. Sind insbesondere die «ä^') nicht Sym-

bole von Formen u^i", sondern Coordinaten wirklicher Punkte, so

gehen die Curven des Systems a.^" == wirklich durch diese Punkte

hindurch; in diesem Falle hat also unsere Bezeichnung eine unmittel-

bg-re geometrische Bedeutung. Eine solche kann man jedoch im

Allgemeinen bisher nicht angeben; nur für Kegelschnitte ist die Be-

deutung der Bedingung Oa^ = bekannt (vgl. p. 295). Bei ver-

einigt gelegenen Kegelschnitten muss man streng unterscheiden,

welcher in Punktcoordinaten, welcher in Liniencoordinaten gegeben

vorausgesetzt wird, denn diese Curven sind von gleicher Ordnung und

Klasse, und der Invariante J^^^ stellt sich sofort die andere ^122

dualistisch entsprechend gegenüber (p. 289). Ist für n = 2 ins-

*) Man kann die Coefficienten einer Curve n^^^ Ordnung als selbstständige

Veränderliche Xi, ^2, ... (Coordinaten) in einer Mannigfaltigkeit (Raum) von

\ n (n -{- 3) Dimensionen auffassen; dann entspricht jedem Punkte dieser Mannig-

faltigkeit eine Curve «ter Ordnung und den mit ihr vereinigt gelegenen Curven

Titer Klasse die U ?i (w -j- 3) — 1
) - fach unendlich vielen Ebenen {u^ = 0) , welche

durch den Punkt hindurchgehen. Den linearen Mannigfaltigkeiten verschiedener

Stufe, welche durch das Schneiden verschiedener Ebenen u^. = 0, v^ = 0, ...

oder durch das Verbinden verschiedener Punkte entstehen, entsprechen dann die

Curven -Büschel, -Netze, ... unserer Ebene und die mit ihnen vereinigt ge-

legenen Gebilde.

**) Rosanes gebraucht a. 3. 0. dafür das Wort conjugirt (vgl. die Anrnerk.

auf p. 295); für entsprechende Untersuchungen bei binären Formen vgl. ferner

dessen Aufsatz : Ueber ein Princip der Zuordnung algebraischer Formen, Crelle's

Journal, Bd. 7G.

Clebs ch , Vorlesungen. 25
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besondere r = 2, so liegt mit einem Kegelschnittnetze ein ebenfalls

2 -fach unendliches System von Kegelschnitten „ein Kegehchnittgewehe'^

vereinigt; und beide Systeme stehen dann in mannigfachen interes-

santen Beziehungen zu einander. Wir werden hierauf noch bei den
Curven dritter Ordnung zurückkommen. —

Die in emem Netze auftretenden Parameter können wir auch als

Coordinaten eines Punktes der Ebene aufi'assen. Bezeichnen wir

dieselben demgemäss mit ?/, , y^, y^, so ordnet die Gleichung des

Netzes :

jedem Punkte y eine Curve w*" Ordnung und jedem Punkte x eine

gerade Linie zu. Man kann dann entsprechend der Stein er 'sehen

Curve einen Ort der Punkte y angeben , denen Curven mit DopiDclpunkt

entsprechen; und den Doppelpunkten derselben werden Curven mit

zwei Doppelpunkten zugehören, ebenso wie irr einem Netze von ersten

Polaren (p, 369). Man kann ferner überhaupt Curvensysteme

betrachten, die durch eine sowohl in den x als in den y homogene
Gleichung von der Ordnung m, bez. n in den x und y:

m n

rix,y) =
dargestellt werden. Es entspricht dann jedem Punkte x eine Curve
n}^"^, jedem Punkte y eine Curve w*®'^ Ordnung. Wir erwähnen nur
einen auf sie bezüglichen Satz*), welcher als Erweiterung des

Chasles'schen Correspondenzprincips (vgl. p. 210) für das ternäre

Gebiet zu betrachten ist, und der für gewisse Abzahlungen oft in

ähnlicher Weise, wie jenes nützlich sein kann.

Sind nämlich zwei Curvensysteme der erwähnten Art gegeben:

f {x, y) = und (p{x, y)=0 ,

so entsprechen jedem Punkte x der Ebene a = nn Punkte y, die

Schnittpunkte der beiden ihm durch /"= und cp = zugeordneten

Curven, und ebenso jedem Punkte y der Ebene a = mm' Punkte x:

wir fragen nach solchen Punkten x, die mit einem der ihnen ent-

sprechenden Punkte y zusammenfallen. Setzen wir demnach x = y
in den Gleichungen /=0, 9=0, so erhalten wir die gesuchten

Punkte (Coincidenzpunkte) als die Schnittpunkte der beiden Curven
m n m' n'

f{x,x) = 0, cp{x,x') = 0\

ihre Zahl ist also gleich

*) Vgl. Salmon's Geometry of tliree dimensions, second edition, 1865, p. 511,

oder p. 556 im 2. Theile der 2. Auflage von Fi edler 's Bearbeitung, Leipzig 1874.
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{ni -j- n) {m -f n) = mm + nri + mn + nni

= « + «' + /?,

wenn ^ = mn -\- nm gesetzt wird. Die Zahl /3 ist hier gleich der

Ordnung der Curve, welche ein Punkt y beschreibt, wenn x auf einer

Geraden fortrückt. Die Gleichung dieser Curve ergibt sich nämlich,

wenn wir in /"= 0, 93 ==

setzen und X eliminiren ; das Eliminationsresultat ist aber dann gerade

von der Ordnung mn -\- nm' in y. Von derselben Ordnung ist

natürlich die Curve, welche x durchläuft, wenn y eine Gerade be-

schreibt.

Definirt man die Zahl ß in dieser Weise geometrisch, so gilt

unser Satz von der Zahl a -\- a -\- ß auch noch , wenn die a bez. a

Punkte nicht als das vollständige Schnittpunktsystem zweier Curven

darstellbar sind, was immer eintreten muss, sobald a und a Prim-

zahlen bedeuten. Wir können den Satz aber noch allgemeiner aus-

sprechen, wenn wir annehmen, dass für alle Punkte einer bestimmten

Curve eine Coincidenz eintrete. Wir fragen dann nach der Zahl der

nicht auf jener ,,Comddenzcurve" gelegenen Coincidenzpunkte der

Correspondenz.*)

Es mögen also einem Punkte x a Punkte y, einem Punkte y

a Punkte x entsprechen-, es sei ferner /3 die Ordnung der Curve,

welche die zu x gehörigen Punkte y durchlaufen, wenn x eine Gerade

beschreibt. Letztere Annahme können wir offenbar auch so aus-

sprechen, dass auf einer beliebigen Geraden ß Punktepaare existiren

sollen, so dass immer der eine Punkt unter der Gruppe der dem

andern entsprechenden Punkte ist. In dieser Form ist ß symmetrisch

von den Punktgruppen x und y abhängig; ß ist daher zugleich die

Ordnung der Curve, welche die zu y gehörigen Punkte x beschreiben,

wenn y auf einer Geraden fortrückt. Endlich bezeichnen wir mit y

die Ordnung der „Coincidenzcurve" , deren Punkte also sämmtlich

Coincidenzpunkte sind, und mit 8 die Klasse derjenigen Curve, deren

Tangenten einen Punkt x der Coincidenzcurve mit dem ihm unendlich

benachbarten, entsprechenden Punkte y verbinden.

Wir bestimmen nun zunächst die Ordnung einer Curve A'^, die

von einem Punkte x durchlaufen wird, wenn seine Verbindungslinie mit

einem der ihm zugeordneten a Punkte y durch einen festen Punkt

gehen soll. Wir verbinden zu dem Zwecke mit den Punkten x

•) Diese Ausdehnung des Satzes gab Zeuthen: Comptes rendus, Juni 1874.

— Für den Fall, dass die Correspondenz durch zwei Gleichungen /'=0. 9 =
darstellbar ist , wird eine Coincidenzcurve dadurch entstehen ,

dass sich für x= y

von f und 9 ein und derselbe Factor absondert.
25*
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einer beliebigen Geraden w durch Strahlen u. Jedem solchen Strahle
V entsprechen dann a Strahlen v, welche mit den a zn dem
Schnittpunkte x von u und w gehörigen Punkten y verbinden. Jeder
Linie v entsprechen dagegen ß Strahlen u : die Verbindungslinien von
mit den Schnittpunkten der Linie iv und der Curve von der Ordnung ß,
welche von den Punkten x beschrieben wird, wenn y den Strahl v

durchläuft. Nach dem Chasles'schen Correspondenzprincipe (p. 210)
wird es nun (a + ^)-mal vorkommen, dass eine Linie u mit einer

entsprechenden Linie v zusammenfällt. Von diesen Coincidenzstrahlen
müssen wir jedoch y ausschliessen : die Verbindungslinien von mit
den y Schnittpunkt der Linie tv und der Coincidenzcurve; denn jeder
solchen Linie, aufgefasst als Strahl u, entspricht zufolge der Definition

jener Coincidenzcurve ein unendlich benachbarter Strahl v. Es gibt

auf w daher a -^ ß -— y Punkte, deren Verbindungslinien mit einem
entsprechenden Punkte y durch gehen, d. h. die gesuchte Ordnung
der Curve Ä'.^. ist gleich a -\- ß - y. Ebenso ist der Ort der Punkte y,
deren Verbindungslinien mit einem zugeordneten Punkte x durch
gehen , eine Curve Ay von der Ordnung a -{- ß — y.

Wir nehmen ferner einen zweiten festen Punkt P und verbinden
denselben mit den einander entsprechenden Punkten x und y, die

paarweise auf einer durch gehenden Geraden liegen, bez. durch
Linien u und v. Jede Linie n' schneidet die zu üehöriffe

Curve /f^. m a -j- ß — y Punkten rc; zu jedem der letzteren gehört
ein Punkt y, dessen Verbindungslinie mit ihm durch geht; also

jeder Linie u entsprechen a -\- ß — y Linien v, und jeder Linie v

in analoger V^^eise a -\- ß - y Linien ii. Zwischen diesen Strahlen
treten daher a -{- a -\- 2 ß —2 y Coincidenzen ein. "Von letzteren

Coincidenzstrahlen entfallen aber ß — y in die Verbindungslinie von
und P, denn diese enthält, wie jede beliebige Gerade, ß Paare

entsprechender Punkte x und y, von denen iudess y in die Schnitt-
punkte von w mit der Coincidenzcurve zusammenfallen. Die übrig
bleibenden a + a -{- ß — y Coincidenzen geben zufolge unserer Con-
struction die Verbindungslinien von P mit den Coincidenzpunkten der
ursprünghchen Correspondenz in der Ebene. Unter ihnen sind aber
noch die d Verbindungslinien von P mit den d Punkten der Coincidenz-
curve enthalten, welche die ihnen zugehörigen Tangenten der oben
definirten Klassencurve durch schicken. Es gibt daher schliesslich

f^-\-cc-^ß — y — ö isolirt liegende Punkte, welche mit einem der
ihnen zugeordneten zusammenfallen. Wir haben also das Theorem:

Es sei in der Ebene eine „Correspoiidenz" gegeben, vermöge deren
jedem Punkte x a Punkte y und jedem Punkte y a Punkte x entsprechen;
es sei der Ort der Punkte x oder y, welche den Punkten einer beliebigen

Geraden entsprechen, von der Ordnung ß; die Correspondenz habe eine
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,,Coincidenzci(rve" von der Ordnung/ y; die Enveloppe der Verbindungs-

linien der Punkte dieser Curve mit den ihnen unendlich benachbarten zu-

gehörigen Punkten sei von der Klasse d*): Alsdann gibt es in der Ebene

a -\- a -\- ß — y — ö

Punkte, in denen zivei entsprechende Punkte x und y zusammenfallen

(Coincidenzpunkte).

Als eine Anwendung geben wir den Beweis für folgenden Satz

:

Es gibt im Allgemeinen

{n - 1)2 + (n - 1) (n'_ 1) + (n - 1)^

Punkte, deren lineare Polaren in Bezug auf eine Curve n'"' und eine

Curve w''^'" Ordnung zusammenfallen.

Sind nämlichY= «./' = 0, (p = aj "' = die beiden Curven, .so

gehören zu der linearen Polare eines Punktes x in Bezug auf /"=
(^n' — 1)2 Punkte x, deren lineare Polare diese Gerade in Bezug auf

(p = ist; wir haben also «' = {n — l)^ und ebenso a = {n — \f.

Zur Bestimmung von /3 bemerken wir, dass die lineare Polare eines

Punktes x in Bezug auf f=0 eine Curve {ji — 1)*^^ Klasse umhüllt,

wenn x eine Gerade durchläuft (vgl. p. 365). Jede Tangente dieser

Curve ist wieder [n —.1)"' Polare von (n — \f Punkten x in Bezug

auf g? = 0; und alle diese Punkte x bilden dann eine Curve der

Ordnung {n — 1) (n — 1). Letzteres folgt aus dem allgemeinen Satze:

Wenn eine Gerade eine Curve f*'""
Klasse ?/„'* = umhüllt, so beschrei-

ben ihre {m — 1)^ Pole in Bezug auf eine Curve aj" = eine Curve der

Ordnung H {jn — 1). Erhält man doch die Gleichung der letzteren

unmittelbar, wenn man in uj' == für ui die Werthe aiaj"-^ einsetzt.

Wir haben also in unserm Falle ß = {n — V) {n — 1) zu nehmen;

und somit ist (da y = d = 0) in der That die Zahl der gesuchten

Punkte gleich:

a _|_ a' 4- ^ = (w — 1)2 -f (n — 1) in - 1) + {n - If .

In diesem Falle hätten wir die gefundene Zahl auch leicht direct

algebraisch ableiten können. Setzen wir nämlich f =
'f^->

9^« = g^.>

so müssen für die Coincidenzpunkte x folgende Gleichungen bestehen

:

oder

:

*) Wenn für die Beziehung der beiden benachbarten Curven ytcr Ordnung

keine besonderen Ausnahmepunkte vorhanden sind, so ist S^'ly, vgl. p. 383.
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Die ersten beiden sind je von der Ordnung w — 1 -f w' — 1,

haben also (n — 1 -f- w' — 1)2 gemeinsame Lösungen. Hierunter sind

aber auch die (n — 1) (n' — 1) Schnittpunkte von (p.> = 0, f^ = 0,

durch welche die Curve /g^j, — gcg/, =0 nicht hindurchgeht. Die
Zahl der gemeinsamen Lösungen aller drei Gleichungen ist daher

.-=(n-]-|-w'-l)2-(w-])(w'-l)=(n-l)2+ (w'-])'^4-(n_l)(n'-l),

wie wir oben fanden.*)

Für den Fall n = n sind die resultirenden 3 (n — 1)2 Coincidenz-
punkte identisch mit den in dem Büschel / -|- A 9? = auftretenden

Doppelpunkten, denn die Bedingungen für einen solchen:

/,+ A9), =
lassen sich nach Elimination von l eben in der Form schreiben:

VL Fortsetzung. — Die Methode der Charakteristiken.

Ausführlicher sind in neuerer Zeit solche Systeme von Curven
untersucht, die noch von einem willkürlichen Parameter abhängen;
und diese Betrachtungen haben insbesondere für die richtige Auf-
fassung der Ausartungen algebraischer Curven zu wichtigen Resultaten
geführt. Wir müssen uns jedoch im Folgenden darauf beschränken,
die hierbei zu verfolgenden Gesichtspunkte zu kennzeichnen; nur bei

den Kegelschnittsystemen werden wir etwas länger verweilen. Wir
betreten hiermit ein Gebiet der Geometrie, das in neuerer Zeit sich

zu einer immer vollständigeren Disciplin erhoben hat und demgemäss
wohl auch als die „Geometrie der Anzahl" bezeichnet wird. —

Ein solches System von einfach unendlich vielen Curven lässt

sich in folgender Form algebraisch darstellen: Die Coefficienten der
beweglichen Curve der Schaar C/=0) sind algebraische, nicht noth-
wendig rationale Functionen eines Parameters L Ist diese Abhängig-
keit eine irrationale, so kann man die Coefficienten immer, wie die

Theorie der algebraischen Functionen lehrt, rational durch zivei Para-
meter darstellen, zwischen denen eine algebraische Gleichung besteht,

oder wenn wir noch einen Homogeneitätsfactor einführen, als ganze
homogene Functionen gewisser Ordnung von Aj, Aj, A3, wo zwischen
A, , Aj, A3 eine homogene Gleichung besteht.

Für das Curvensystem sind nun besonders zwei Zahlen wichtig:
die Charakteristiken des Systems, nämlich

•) Vgl. über solche Systeme von Gleichungen: Salmon-Fiedler: Raum-
geometrie, Bd. 2, p. 519 flP. in der 2. Auflage, 1874.
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II, die Zahl der Curven des Systemes, welche durch einen beliebigen

festen Punkt gehen, und

V, die Zahl der Curven des Systems, welche eine beliebige feste

Gerade berühren*);

und zwar reichen diese Zahlen für Kegelschnittsysteme aus, während

bei höheren Curven noch andere Zahlen hinzutreten (vgl. unten).

Die Zahl ^ stimmt, wenn die Coefficienten der beweglichen Curve

rationale Functionen eines Parameters sind, mit der Dimension überein,

zu der letzterer in der Gleichung /•=0 des Systems m Punkt-

coordinaten vorkommt. Die Zahl v wird alsdann im Allgememen die

Dimension angeben, zu welcher dieser Parameter in die Gleichung cp =
des Systems in Liniencoordinaten eingeht, also bei Curven n*- Ord-

nuncr gleich 2 ^ (n - 1) sein, da (p -vom Grade 2 (n - 1) m den

Coefficienten von / ist.**) Es kann jedoch eintreten - und wir

setzen im Folcrenden solche Vorkommnisse im Allgemeinen voraus -

,

dass in dem Systeme Curven enthalten sind, die eine jede beliebige

Gerade berühren, indem nämlich eine der Curven n*- Ordnung z B

in eine {n — 2)*" Ordnung und eine doppelt zählende Gerade zertallt,

oder überhaupt einen mehrfach zählenden Zweig enthält. Alle solche

Curven, welche der Gleichung 9^ = identisch genügen, würden unter

der Zahl 2fi(n— 1) mit einbegriffen sein, während wir unter der

Zahl V nur die eigentlich berührenden Curven verstehen wollen.

Ebenso soll ^ nur die Zahl der in eigentlichem Sinne durch emen

Punkt gehenden Curven angeben, ohne Berücksichtigung derjenigen,

die etwa einen doppelt zählenden Punkt enthalten und so in gewissem

Sinne durch jeden Punkt hindurchgehen: Curven, die dann Ireilich

nur durch die Liniencoordinatengleichung vollständig darstellbar sind.

Eben diese Vorkommnisse machen es für die algebraischen

Untersuchungen nothwendig, immer gleichzeitig die beiden Gleichungen

/•= und g) = im Auge zu haben. Bei der geometrischen Betrach-

tung erscheinen diese „sinffulären Curven" mit mehrfach zählenden

Zweigen, wenn man eine allgemeine Curve allmählich degeneriren

lässt.***) Geht man dabei von der Punktautfassung aus, lasst also z. B.

^Tüiese" Charakteristiken wurden von Chasles zuerst eingeführt, welchem

überhaupt die Entstehung der Ckarakteristikenlheorie zu verdanken ist. Letztere

wurde ferner durch de Jonquieres, Cayley, Salmon, Zeu hen gefordert

Vgl besonders die zusammenfassende Arbeit von Cayley: On the curves, wich

satisfy given conditions, Philos. Transactions, London 1868, vol. 1585 ferner Sal-

mon's Higher plane curves und Cremona's Einleitung m die Theorie der

algebraischen Curven. Einen vollständigeren Literaturnachweis findet man bei

Cavlev a. a 0. und bei Painvin: Bulletin des sciences math. t. 3, p. 155.

**) Auf diese Annahmen beziehen sich die ersten Untersuchungen von

de Jonquieres.
»**) Vgl. Beispiele hiefür auf p. 343 und p. 346.
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zu den etwa schon vorhandenen EToppelpunkten noch einen weiteren

hinzutreten, oder einen Doppelpunkt in einen Rttckkehrpunkt über-

gehen, so stellt sich bei der Linienauffassung diese Reduction dadurch

dar, dass sich von der Curve ein einzelner auf ihr liegender Punkt,

eventuell mehrfach zählend, absondert. Einen solchen Punkt, in dem

die betreffende Curve als von jeder durch ihn gehenden anderen Curve

berührt anzusehen ist*), nennen wir einen Klassensclteliel (sommel nach

Chasles). Ebenso werden sich einzelne, eventuell mehrfach zählende

Gerade absondern können, die bei der Linienauffassung allein unbe-

rücksichtigt bleiben würden; wir bezeichnen sie als Ordnungsstrahlen.

Diese Auseinandersetzungen zeigen, dass es zur Bestimmung der

Zahlen ft, v für ein System vor allen Dingen nothwendig ist, die

singulären Curven des Systems vollständig zu kennen; und in

Bestimmung der letzteren, besonders der Vielfachheit etwa auftreten-

der Ordnungsstrahlen und Klassenscheitel, liegt meist die Haupt-

schwierigkeit.

Wir erläutern diese Verhältnisse zunächst an den KegeJschnlU-

systemen. In einem solchen sind folgende singulare Curven möglich:

1) bei der Punktauffassung:

Linienpaar , dessen Doppelpunkt dann ein Klassenscheitel ist, und

Boppellinic, selbst, ein Ordnungsstrahl, auf dem dann zwei

getrennt liegende oder zusammenfallende Klassen-

scheitel liegen;

2) bei der Linieuauffassung

:

Punktepaar , deren Verbindungslinie Ordnungsstrahl ist,

Doppelpunkt, selbst ein Klassenscheitel, durch den zwei ge-

trennte oder zusammenfallende Ordnungsstrahlen

gehen.

Wir bestimmen zunächst die Zahl

X der vorkommenden Doppellinien

it „ „ „ Doppelpunkte.

Durch jeden Punkt einer beliebigen Geraden gehen ft Curven des

Systems, von denen jede die Gerade noch in einem Punkte y schneidet;

ebenso sind jedem Punkte y f* Punkte x auf der Geraden zugeordnet;

wir haben also 2 fi Coincid^nzen. Diese entstehen entweder durch

Berührung der Geraden mit einem eigentlichen Kegelschnitte, oder

durch den Schnitt mit einer Doppellinie; es gibt aber v eigentlich

berührende Kegelschnitte, und also haben wir:

A = 2 fi — V

*) Ein Klasseuscheitel braucht nicht in einem einzelnen vielfachen Punkte

zu liegen, wie in dem Beispiel, er kann 'auch auf einem vielfach zählenden

Zweige der Curve beliebig liegen (vgl. p. 417, Anmk.).
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Vermöge dieser Gleichungen kann man die Charrakteristiken ^, v

eines Systems, wenn dies nicht direct gelingt, mittelst der Zahlen

l, 7t bestimmen, sobald man letztere kennt; und auf diese Bestim-

mungen beziehen sich besonders die Untersuchungen von Zeuthen.

Dieselben sind noch einfach für die durch die sogenannten Elementnr-

bedingungen gegebenen Systeme, d. h. wenn verlangt wird, dass die

Kegelschnitte durch vier Punkte gehen sollen, oder durch drei Punkte

gehen und eine Gerade berühren, etc.: Systeme^ die wir kurz durch

die Symbole

(::), (*M). (*^ll), (^111), (IUI)

bezeichnen wollen. Wir stellen in der folgenden Tabelle die sich

hier weiterhin für ^, v, X, % ergebenden Werthe zusammen:

(2)

1
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32 32 32
(o) ~ ^2^3 ~r 7/ 3:3

a^i
-{- — oj^o;., = ,

wo:

(4) A, + A2 + A3 =
Da hier A, , Aj, A3 quadratisch vorkommen, ist (i = 2.

In dem Systeme sind drei Linienpaare enthalten, gegeben

(3
2 12 7 2\

~~h] aber

ein vollständiges Quadrat ist, so zählt jedes Paar doppelt, ebenso also

auch jeder der drei Scheitel; daher die Zahl jr == 6 in der Tabelle.

Diese Scheitel sind die Schnittpunkte der drei Dreiecksseiten mit der

festen Geraden; jede Seite wird durch die Verbindungslinie des auf

ihr liegenden Scheitels mit der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks

zu einer Curve des Systems ergänzt. Doppellinien sind nicht vor-

handen, es ist daher r = 4 und A = 0; in der That sondert sich bei

Bildung der Liniencoordinatengleichung kein Factor ab.

Von dem Umstände, dass die drei Linienjiaare als Kegelschnitte

des Systems doppelt zu zählen sind, kann man sich auch in folgender

Weise rein geometrisch Rechenschaft geben. Wir verfolgen zunächst,

wie in einem linearen Curvensysteme ein Kegelschnitt allmählich in

ein Linienpaar oder Punktepaar übergeht. In einem Büschel müssen

wir uns ein Linieopaar offenbar dadurch entstanden denken, dass in

dem einen Winkelraume desselben die Zweige einer Hyperbel sich immer
enger an die Gestalt des Linienpaares anlegen, um dann, in stetiger

Fortsetzung ihrer Bewegung, nach Erreichung dieser Grenzlage, sich

in dem andern Winkelraume wieder von demselben zu entfernen. Das

Linienpaar wird dabei offenbar nur einmal durchlaufen : es zählt nur

einfach. Entsprechend ist es beim Punktepaare in einer Kegelschnitt-

schaar mit vier gemeinsamen Tangenten (z. B. einem confocalen

Systeme): eine Ellipse zieht sich immer mehr um die Punkte des

Paares zusammen, bis sie schliesslich die zwischen den Punkten

liegende Strecke ihrer Verbindungslinie doppelt überdeckt, wo sie

dann als Liniengebilde eben durch die beiden Punkte (Klassenscheitel)

dargestellt ist. Gehen wir zu der nächst benachbarten Curve weiter,

so ist dieselbe eine Hyperbel, welche sich an die beiden von den zwei

Punkten aus sich in's Unendliche erstreckenden Zweige der Geraden

eng anlegt und so diesen Theil der Linie doppelt überdeckt. Beim

Fortschreiten zu weiteren Curven werden dann die Zweige der

Hyperbeln immer steiler gegen jene Doppellinie. Das Punktepaar ist

offenbar wieder einfach zu zählen ; es bildet eine einfache Durchgangs-

lage der Curven des Systems.

Anders ist dies bei dem uns vorliegenden Systeme ([), wie in

Fig. 54 schematisch veranschaulicht ist. Es sind hier A, B, C die



Allgemeine Theorie der algebraischen Curven. 395

drei festen Punkte, u ist die feste Tangente. Einem der bezeichneten

Linienpaare (mit dem Scheitel D) nähert sich die Hyperbel tp, deren

einer Zweig die Linie u berührt, während der andere ihr von der

andern Seite her unendlich nahe kommt. Nachdem das Linienpaar

erreicht ist, tritt die Hyperbel mit ihren Zweigen nicht bez. in die

benachbarten Winkelräume über, sondern geht zurück, indem sie die

Lage der Curve -4) in der Figur annimmt: sie verhält sich in dem

Curvensysteme gev^^issermassen wie ein Rückkehrpunkt auf einer

algebraischen Curve und muss daher, wie dieser, doppelt gezählt'

werden. —
Zur Darstellung des sich selbst dualistischen Systems^ (. .||) nehmen ,

wir den Schnittpunkt der beiden Geraden als Ecke u^ = des

Coordinatendreiecks, die Verbindungslinie der beiden Punkte als Seite

x^ = 0. Die übrigen Elemente des Dreiecks bestimmen wir so , dass

die beiden gegebenen Punkte harmonisch zu den Punkten u.^ = 0,

Wg = 0, und gleichzeitig die gegebenen Geraden harmonisch zu x^ = 0,

0^3 == sind. Die Gleichung des Kegelschnittes hat dann die Form:

«11 ^1^ + 2 «123^1^2 + 2 «iga.-! X^ + Öf22«2^ + «33V = ^.

2 : «33 = c ein

coordinatengleichung

wo «22 • «33 "^ ^ öine Constante ist. Ebenso muss in der Linien-

«lifl33 — «13*

constant sein, und das Glied mit u^u^ fehlen, was die Bedingung gibt:

«12 • «13 = 0.

Jede der Annahmen 0,2 = ^1 «13 = ^ ge^iügt also den gestellten

Forderungen, und wir haben den Satz:
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Das Kegelschnittsystem mit zwei festen Punkten und ziuei festen

Tangenten ist rediicibcl, d. h. zerfällt in zwei völlig getrennte Systeme. *)

Setzen wir nun z. B. «,„ = und

so wird die Gleichung des einen Systems:

1

h — ^13 ;

0,(5) A, x,^ + -^ X, {cx,-^ + V) + ^ h^,x,

wo die Bedingung besteht:

(6) l^L, {c — c) + cc'X.^^ = .

Durch jeden Punkt gehen also noch zwei Kegelschnitte; ebenso im
Systeme «jg = 0; es ist hier also

i^
= 4, und wegen der Dualität

auch V = A. Daraus folgt ferner wegen (1): X = n = A.

That für zerfallende Kegelschnitte muss die Discriminante

verschwinden. Die beiden Gleichungen

In d(

, ^\^2 — <^^J

führen aber wegen der Bedingungsgleichung zu demselben Resultate:

X, = 0, h^ =
Es gibt daher in jedem der beiden Systeme nur eine Doppellinie
(a:j2 ^ 0) als singulare Curve, die Verbindungslinie der beiden Punkte;
und dieselbe zählt in jedem Systeme (wegen A32 = 0) doppelt, im
Ganzen also vierfach (A = 4). Ebenso gibt es einen vierfach zählen-

den Scheitel (jt = 4) : den Schnittpunkt der beiden gegebenen Geraden.
Von der Vielfachheit der singulären Curven können wir uns

durch eine ähnliche geometrische Ueberlegung Rechenschaft geben,
wie bei dem Systeme (»!). In Fig. 55«, und 56« sind je zwei

Kegelschnitte der beiden Sy-

steme, in die das System ((!)
zerfällt, kurz vor und kurz

nach der Grenzlage dargestellt,

welche durch die Doppelliuie

AB angezeigt ist. Die beiden

Systeme unterscheiden sich,

wie man sieht, dadurch, dass in

dem einen je zwei Curven sich

Fig. 55«. Fig. 56«.

*) Dies ist evident, wenn man die beiden festen Punkte in die Kreispunkte
fallen lässt. Die Kreise des einen Systems liegen dann in dem einen, Winkel-
raume zwischen den beiden festen Tangenten, die des andern in dem andern
Winkelraume.
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immer, in dem andern nicht immer in vier reellen Punkten schneiden, ,

Durch den Umstand, dass die unendlich Hach gewordene Ellipse sich

nicht wieder in der oben (p. 394) geschilderten Weise zu einer

Hyperbel erweitert, sondern sogleich in eine benachbarte Ellipse über-

geht, ohne dass also die unendlichen Aeste der Doppellinie von einer

unendlich flachen Hyperbel überdeckt würden, ist es hier angezeigt,

dass die Doppellinie zweifach zählen muss; sie verhält sich eb*en wie

ein Rückkehrpunkt einer algebraischen Curve. Ganz dualistisch ent-

sprechend geschieht in den beiden Systemen die allmählige Annäherung

an den Schnittpunkt C der beiden gegebenen Geraden u, v, was aus

Fig. 55 a und 56 /> ersichtlich sein wird. Die Tangenten der Hyperbeln

Fig. 55 ^. Fig. 56*.

in den Punkten A, B nähern sich immer mehr den Linien AC , BC,
dem entsprechend, dass in ersteren Figuren die Berührungspunkte der

Ellipsen immer mehr an die Schnittpunkte der Doppellinie mit u und
V heranrücken,*) —

Die von uns eingeführten Charakteristiken ^i, v, statt deren man
wegen der linearen Gleichungen (1) auch k, % anwenden kann, werden
nun von fundamentaler Bedeutung durch einen von Chasles zuerst

durch Induction gefundenen Satz, Nach diesem ist die Zahl der

Kegelschnitte eines Systems (^, v), welche noch einer fünften Bedia-

gung genügen, immer von der Form

aft+ ßv,

wo die Zahlen u, ß von dem Kegelschnittsysteme vollständig unab-

hängig sind, sich vielmehr allein aus der Natur der hinzutretenden

' *) Durch unsere geometrische Ueberlegung ist eigentlich nur entschieden,

ob die Vielfachheit der betreffenden Curve durch eine gerade oder ungerade
Zahl gegeben wird.
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Bedingung bestimmen. Man nennt letztere Zahlen daher die Charak-

teristiken der Bedingung. *) Wir beweisen den wichtigen Satz in

folgender Weise.

Für die Coeffieienten an, der Punktgleichung eines Kegelschnittes

seien die vier Bedingungsgleichungen

(7) ,
n, =0, n^^o, TT3 = o, n4 = o

gegeben, welche den Kegelschnitt in invariante Beziehungen zu festen

Punkten, Linien oder Curven setzen. Dadurch ist dann ein Kegel-

schnittsystem unserer Art festgelegt. Wir nehmen an, dass diese vier

Gleichungen zusammen mit einer fünften, welche in den Coeffieienten

des veränderlichen Kegelschnittes linear ist, für diese Coeffieienten /u.

verschiedene Werthe zulassen. Alsdann ist ^ die eine Charakteristik

des Systems, denn die Forderung, dass der Kegelschnitt einen

bestimmten Punkt enthalte, gibt eben eine lineare Gleichung für die

ttik. **) In Folge dieser Annahme ist nach einem bekannten Satze der

Algebra ja von dem Grade der Gleichungen TT, = in den ö,vt abhängig,

und zwar ist, wenn qi den Grad von TTj bezeichnet:

f* = ^1 • ^2 • ^3 • 5'4 •

Tritt nun zu den Gleichungen (7) statt der linearen eine Glei-

chung TT5 = vom Grade q^ in den üik, so wird die Zahl der gemein-

samen Lösungen aller 5 Gleichungen gleich

Unter diesen ft^j Kegelschnitten des Systems sind aber möglicher

Weise noch zerfallende enthalten , welche die Bedingung TT5 =
.identisch erfüllen, während wir nur nach der Zahl der eigentlichen

Kegelschnitte fragen, die den gestellten Bedingungen genügen. Jeden-

falls ist darunter nicht jedes Linienpaar; denn alsdann müsste. TTg den

Factor {aljc^ {= 2^ -A^ Cn^nC-%i) enthalten; und wir wollen TT5 als

irreducibel voraussetzen. Für eine Doppellinie dagegen verschwindet

bekanntlich die linke Seite der Liniencoordinatengleichung /"^^^^ (</öw)'^

= u^ unabhängig von den u; es wird daher jede in unserm Systeme

enthaltene Doppellinie der Bedingung TT5 = genügen, sobald die

Coeffieienten aik in TT5 sich theilweise der Art zu Coeffieienten «,/, der

Liniencoordinatengleichung vereinigen lassen, dass die letzteren homo-

gen in TT5 vorkommen. Es wird dann jede der A Doppellinien /3-mal

*) Vorausgesetzt wird dabei, dass die hinzutretende Bedingung in gewisser

Weise von den das System bestimmenden Bedingungen unabhängig sei (vgl. p. 400).

**) Es kommt also nur darauf an , dass diese Gleichung linear ist. Man kann

daher im Folgenden die Bedingung, dass ein Kegelschnitt durch einen Punkt

gehe, z. B. durch die andere ersetzen, dass er mit einem festen Kegelschnitte

u^ = in vereinigter Lage (p. 385) sei.
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als eine Lösung unseres Problems zu zählen sein, wenn wir mit ß den

Grad bezeichnen, zu welchem TT5 die a,/, enthält. Bezeichnen wir

ferner mit a den Grad, zu welchem die Coefficieuten üi/c ausserdem

noch in TT5 eingehen (d, h. ausser in den «,/,-), wo dann*)

q, = a-\-2ß,

so wird die Zahl der eigentlichen Lösungen gleich

oder wegen der Gleichungen (1):

= afi -^ ßv
, q. e. d.

Bei dieser Betrachtung ist zunächst vorausgesetzt, dass die Bedin-

gungen TTi = 0, TT2 = 0, TTg = 0, TT4 = nicht alle durch jede

beliebige Doppellinie erfüllt werden. Dies würde eintreten, wenn

TTi, TTo, TTg, TT4 selbst auch homogen in den «,* sind. Alsdann werden

einer fünften linearen Bedingung unendlich viele Doppellinien genügen

;

aber unser Resultat bleibt auch dann gültig, wenn wir unter /x die

Zahl der eigentlichen Kegelschnitte verstehen, welche einer hinzu-

tretenden linearen Bedingung genügen. Wird letztere durch eine

Bedingung vom Grade ^5 = a -j- 2 /3 ersetzt, so ist die Zahl der

eigentlichen Lösungen zunächst wieder gleich ^^/x (und davon ist noch

die Zahl ßk abzuziehen). Den Beweis hierfür erbringen wir durch

einen Satz, der zugleich eine andere Verallgemeinerung unserer,

Betrachtung zur Folge hat; derselbe lautet:

Wenn ein System von Gleichungen (ztvischen einer beliebigen

Zahl von Unbekannten) zusammen mit einer linearen Gleichung ^i

Lösungen zulässt, so hat dasselbe zusammen mit einer Gleichung q*^^

Grades fiq Lösungen; und zwar gilt dies auch, wenn es ausserdem

einfach unendlich viele Lösungen gibt, welche jene lineare Gleichung

und die Gleichungen des gegebenen Systems identisch befriedigen.

Zum Beweise denken wir uns aus dem gegebenen Gleichungs-

systeme die Unbekannten als Functionen ^)i ()*®° Grades dreier homogen

vorkommenden Parameter r , s, t berechnet, zwischen denen noch eine

algebraische Gleichung 0*^' Ordnung besteht

:

cj) (r, s, t) = 0.

Führen wir die Parameter dann in eine hinzutretende lineare

Gleichung ein, so geht letztere in eine Gleichung Y = von der
^ten Ordnung über, gibt also mit 0=0 zusammen q6 Lösungen.

Sollen aber einfach unendlich viele Lösungen möglich sein, so müssen

*) Diese Bedeutung der Zahlen a, ß gab Clebsch bei Gelegenheit eines im

Uebrigen etwas anders angelegten Beweises für den Chasl es 'sehen Satz: Math.

Annalen, Bd, 6, p, 1.
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die Functionen <t> und ¥ einen Factor, sagen wir t*""^ Ordnung, gemein

haben; und soll dies für Jede lineare Combination V der g); eintreten,

so muss dieser Factor in jeder der Functionen q)] enthalten sein. Der-

selbe Factor wird sich daher von jeder Gleichung r/^^ Grades, welche

an Stelle der linearen tritt, ^-fach absondern. Eine solche hat folglich

zusammen mit =
q {q — r) {a — t)^ g . (i

Lösungen , wo nun' in der That ^ = {q — t) (a — t) die Zahl der

eigentlichen Lösungen von = mit einer linearen Gleichung Y =
bedeutet. — Diesen Satz hat man nur an Stelle des andern über die

Zahl der gemeinsamen Lösungen von 5 Gleichungen zu benutzen;

alsdann behält obiger Beweis im Uebrigen seine Gültigkeit. Zugleich

erkennt man aber, dass der Chasles'sche Satz auch für ein Kegel-

schnittsystem gilt, welches nicht durch 4 getrennte Bedingungen

gegeben ist, sondern durch ein mit 4 Bedingungen äquivalentes System

von mehr Gleichungen dargestellt wird.

Es sei noch besonders hervorgehoben, dass die Bedingung TT- in

gewisser Weise „imahhmigig von dem gegebenen Systeme" sein muss;

d. h. sie darf nicht durch die Bedingungen des Systems schon iden-

tisch erfüllt sein. In dem Falle müsste man durch einen Grenzüber-

gang zum Verschwinden sämmtlicher Coefficienten einer Covariante

etc. übergehen, um die Natur der hinzutretenden Bedingung aus-

drücken zu können. Dies ist z. B. der Fall, wenn das Kegelschnitt-

system eine feste Curve nochmals berühren soll, welche jeder Kegel-

schnitt des Systems ohnedies schon berührt. Diese Beschränkung

trifft keineswegs alle Fälle, in denen die Elemente der Bedingung von

den bedingenden Elementen der Ourvenreihe selbst abhängen, sondern

eben nur diejenigen, die nicht mehr durch . das Verschwinden einer

einzelnen Invariante ausdrückbar sind. — Wir haben somit den Satz*):

Unter den Kegelschnitten einer Reihe mit den Charakteristiken /u-, v

gibt es ccfi -\- ßv, welche einer fünften Bedingung genügen, ujenn letztere

durch das Verschwinden einer invarianten Bildung vom Grade cc in den

Coefficienten der Punktgleichung, vom Grade ß in denen der Linien-

gleichung des variabeln Kegelschnittes gegeben ist.

Durch unseren Beweis sind somit die Charakteristiken einer-

Bedingung algebraisch definirt. Für eine geometrisch gegebene

Bedingung ist jedoch die Bildung des Ausdrucks TT5 im Allgemeinen

nicht bekannt; und es bietet sich daher zunächst die Aufgabe, für

eine solche die Charakteristiken a, ß in anderer Weise zu bestimmen.

*) Einen anderen (weniger kurzen, auf Betrachtungen über das Chasles'sche

Correspondenzprincip beruhenden) Beweis gab Halphen: Bulletin de la soci^te

niathematique de France, t. 1, 187.S, p. 130.
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Man kann zu diesem Ziele oft einfach gelangen, indem man die

Zahlen r, s der Kegelschnitte aus den einfachsten Systemen (::) und

(IUI) für die Bedingung irgendwie direct feststellt und dann aus den

Gleichungen

(8) a-\-2 ß = r, 2a-\- ß = s

a und /3 berechnet. Wir haben z, B, gesehen (vgl. p. 375), dass es

in einem Curvenbüschel in}^^ Ordnung

2 (jim -\- p — 1) — r

Curven gibt, welche eine feste Curve der Ordnung n, vom Geschlechte

p, mit r Rückkehrpunkten berührt. Bezeichnen wir mit k die Klasse

dieser Curve, so ist nach den Plückerschen Formeln (p. 351):

2p — 2 = k-\-r-2n,

und somit die angeführte Zahl gleich

2n{m—\)-\-k.

Für das Kegelschnittsystem (::) haben wir also, da m = 2, ^= 1,

v = 2:

a-\-2ß^2n-\- k,

und dualistisch entsprechend für das System (j || j)

:

2a-\- ß = 2k -j-n;

woraus man findet:

a = k
, ß =^ n .

Die Charakteristiken a, ß für die Bedingung der Berührnng mit

einer festen Qurve sind also bez. gleich filasse vnd Ordnung dieser

Curve'*); d. h. es gibt in einer Kegelschnittreihe {(i, v)

k^ -\- nv

Kegelschnitte, die eine feste Curve n'"' Ordnung, k'"' Klasse berühren.

Ein Beispiel für die Bestimmung der Zahlen a, ß aus der alge-

braischen Darstellung gibt die Forderung, dass ein Kegelschnitt des

Systems die Entfernung zweier festen Punkte harmonisch, oder all-

gemeiner nach einem gegebenen Doppelverhältnisse d theilen soll.

Sind X, y die beiden Punkte, so haben wir die Bedingung (vgl.

p. 74):

n, = a^n,/ (,J -j- 1)2 _ 4(J . a^a,j . b^^by = ,

und hierin ist a ^ 2, /3 = 0, da eine Umformung von rTg, durch die

Factoren {abu) auftreten würden, nicht möglich ist. Demnach folgt

das Resultat

*) Man kann diese Zahlen nach Chasles auch durch Betrachtung des Ortes

der Punkte ableiten, deren lineare Polare in Bezug auf eine Curve des Systems zu-

sammenfällt mit ihren linearen Polaren in Bezug auf die feste Curve.

C leb seh, Vorlesungen. 'Jß
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Jn einer Reihe mit den Charakteristiken fi , v gibt es 2 ^ Kegel-

schnitte , welche eine gegebene Strecke nach gegebenem Doppelverhältnisse

theilen.

Eine Ausnahme tritt für d = — 1 ein, denn hier wird TT5 ein

vollständiges Quadrat:

Es gibt daher ^ Kegelschnitte, welche die gegebene Strecke harmo-

nisch theilen.

Für d =r
-f- 1 kommen wir wieder auf die Bedingung der Berüh-

rung. In der That wird

TT5 = 4 a^by '{a^by — b^ay) = 2 {abuy,

wenn ui die Coordinaten der Verbindungslinie von x und g sind ; und

also ist: 0: = 0, ß = \ , wie es sein muss. —
Der zuvor bewiesene Satz von Chasles ist um so wichtiger, als

es vermöge desselben überhaupt gelingt , die Zahl der Kegelschnitte

anzugeben, welche 5 einzelnen Bedingungen:

n, =0, n2 = o, n3 = o, n, = o, n5 = o

genügen, wenn deren Charakteristiken

bekannt sind. Diese Zahl nämlich muss nach dem Chasles sehen

Satze linear in den Charakteristiken jeder Bedingung sein, d, h. sie

ist, wenn /?, q, r, s, /, u reine Zahlenfactoren bedeuten:

+ s2Ja^a,ß,ß^ß, + fUa,ß,ß,ß,ß, + uß,ß,ß,ß,ß,
,

wo die Summenzeichen sich auf alle verschiedenen Vertauschuugen der

Indices 1, 2, 3, 4, 5 beziehen. Zur Bestimmung der hier vorkommen-

den Zahlenfactoren betrachten wir specielle Fälle.*) Soll ein Kegel-

schnitt durch 5 Punkte gehen, so ist:

ß, == «2 = «3 = ß^4 = % = 1 5

^.=^2 = ^3 = ^4 = ^5 = 0,

also

:

Z = p = 1 .

Kegelschnitte mit 4 festen Punkten und 1 festen Tangente gibt es 2.

Hier ist aber

«1 = «2 = «3 = «4 = 1 » «5=0,
ßi=ß2 = ß-s

= ßi=0, ß, = l,

und also

:

Z = q = 2 .

Endlich gibt es vier Kegelschnitte durch 3 feste Punkte mit 2 festen

Tangenten. Hier ist

*) Man kann übrigens diese Factoren auch direct aus dem Bildungsgesetze

der Zahl Z ableiten.
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«1 = «2 = «3 = 1 ^ «4 = % = ö ,

^1=^2 = ^3 = 0, ^,=^, = 1,

und also

:

Z = r = 4 .

Mit p, q, r müssen u, t, s wegen des dualistischen Charakters der

Zahlen «,, /3,- identisch sein; wir haben daher:

5 = 4, t = 2, w==l,
und somit den Satz:

Die Zald der Kegelschnilte, welche 5 Bedingungen TT/ = 0, bez. mit

den Charakteristiken «,-, /3j geniigen, ist gleich

' «iK^aattjas + 2 27«!«, «3^^/35 +4 2:«! «2 «3/^4/^5

^ ^ -{-4Za,a,ß,ß,ß,-\-2 2:a,ß,ß,ß,ß,+ ß,ß,ß,ß,ß, .

Wir können hiernach sofort die Zahl der Kegelschnitte angeben,

welche durch eine gewisse Anzahl von Punkten gehen und eine

gewisse Anzahl von Curven berühren sollen. So gibt der angefiihrle

Ausdruck die Zahl der Kegelschnitte, welche 5 Curven berühren, wenn
wir unter den a,-, ßi bez. Klasse und Ordnung dieser Curven ver-

stehen; und zwar sind hierunter keine Doppellinien mehr enthalten.

Es gibt also (für «/ = ßi = 2) z. B. 3264 Kegelschnitte, welche 5 gege-

bene Kegelschnitte berühren. —
Nach Cremona kann man in ganz ähnlicher Weise, wie einfach

unendliche Kegelschnittreihen durch die zzt'e« Zahlen \i, v, auch zivei-

fach unendliche Reihen durch drei Zahlen charakterisiren ; und so kann
man weiter gehen zu drei- und vierfach unendlichen Systemen. Eine
ooC'- Reihe bedarf dabei aber keiner besonderen Untersuchung mehr,

sobald die 00^ — ?- Reihe betrachtet ist: So haben wir die c»^- Reihe

schon durch Vorstehendes erledigt. In der That, wenn wir mittelst

(8) die Zahlen a, ß durch r, s ausdrücken, so können wir das

Chasles'sche Theorem allgemeiner folgendermassen aussprechen:

Wenn in einer einfach unendlichen Kegelschnittreihe (bestimmt durch

4 getrennte oder untrennbare Bedingungen) fi Curven durch einen belie-

bigen Punkt gehen, v eine belieMge Gerade berühren, wenn ferner in

einer davon unabhängigen vierfach unendlichen Reihe r Kegelschnitte

durch vier beliebige Punkte gehen, s Kegelschnitte vier beliebige Gerade

berühren; so gibt es^-)

*) Für das vierfach unendliche System würde man zunächst 5 charakteristische

Zahlen haben, nämlich:

r = (::), « = (.-. I), v = {:\\), u, = (.|||), s = (||||).

Drei von ihnen kann man jedoch durch die beiden andern ausdrücken; man
findet analog den Gleichungen (8):

u = 2a-{- iß=2r, w = i a -{- 2 ß = 2 s , v = i a -{- 4. ß = j (r -\- s)

.

•2G*
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1 {2s - ;•) ^ -f 1 (2r - s) V _- 1(2^ — 1/) 5 -f 4 (2 7. — ^t) ;•

KegehchniUe
, welche gleichzeitig beiden Curvenreihen angehören.

Für ein zweifach unendliches Kegelschnittsystem, das sich durch
drei getrennte Bedingungen (3 B):

n, = , Hj = , Hg =
bestimmt, ist nach unserem allgemeinen Satze (9) die Zahl der Curven/
welche durch zwei Punkte gehen:

Q-^i, ,,3B) = a^a^a^ + 2 ^«, «o/^g + 4 2;a,|32^., + 4 /3,/3.,/3,, ,

die Zahl derjenigen, welche zwei Gerade berühren:

r = (II, 3^) = ^,^2^3 -f 2 Uß,ß,a, + 4i:ß,a,u, + 4a,a,a,
,

die Zahl derjenigen, welche durch einen Punkt gehen und eine Gerade
berühren

:

ö = i,\, 3B)= ^ (^.cc^cc, + 4 i:a,a,ß, -{- 4i:cc,ß,ß, -^ 2 ß,ß,ß.^

.

Hieraus findet man aber die Zahl (9) wieder in der Form:

(10) (5 B) = a,a, . q + {a,ß, + ß^a,) . a + ß,ß. . x .

Diese Zahl setzt sich also linear ans q, ö, r zusammen. Dasselbe gilt

aber auch, wenn das System durch 3 untrennbare Bedingungen
definirt ist, sowie auch, wenn die beiden hinzutretenden Bedingungen
untrennbare sind, wie jetzt gezeigt werden soll.*) Es sei ein^ zwei-
fach unendliche Kegelschnittreihe mit den Charakteristiken q, (?, r

gegeben und eine dreifach unendliche mit den Charakteristiken

r={r.,2B), s = i:\,2B), / = (,
1 1

, 2 ^J , w = (||j,2/?).

Wir fragen nach der Zahl der beiden Reihen gemeinsamen Curven.
Zunächst scheiden wir aus der ersten Reihe ein einfach unend-

liches System ab, indem wir die Curven betrachten, welche durch
einen festen Punkt gehen; also eine Reihe mit den Charakteristiken

Q, 0. Von den Curven der letzteren wird ein fester Kegelschnitt K
in vier beweglichen Punkten geschnitten. Durch je drei dieser Schnitt-
punkte können wir r Kegelschnitte der gegebenen oo^- Reihe legen.

Es wird demnach in unserem 00' -Systeme eine endliche Zahl von
Curven geben, für welche eine dieser zugehörigen Curven der oo'*-

Reihe auch noch den vierten Schnittpunkt enthält; und zwar ist die

Zahl dieser durch gehenden Kegelschnitte der oo' -Reihe nach dem
obigen Chasles 'sehen Theoreme gleich

• ^ = « () -j- /3 (7
,

wo die Zahlen a, /3 nur von den das oo^. System definirenden Bedin-

*) Dies bemerkte Cremona: Coinptes rendus, t. 59, p. 77C. Einen von dem
des Textes verschiedeneu Beweis gab Halphen: a,. a. 0. p. 233.
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gungen abhängen; und jedem dieser ^ Kegelschnitte ist dann eine Curve

der ©o3- Reihe zugeordnet. Die Werthe der Zahlen a, ß selbst haben

wir nicht weiter nöthig. — Ferner ist durch eine beliebige feste

Tangente aus der gegebenen oo'- Reihe eine cc^ -Reihe mit den

Charakteristiken ö', t ausgeschieden; und in ihr niuss es wieder nach

dem C ha sl es 'sehen Theoreme

V = Cid -\- ßr

Kegelschnitte geben, welche den Kegelschnitt K in vier Punkten

treffen, durch die auch eine Curve des cjo^- Systems hindurchgeht.

Das Resultat dieser Ueberlegungen können wir auch in folgender

Form aussprechen: Es gibt in der gegebenen zweifach unendlichen

Ke^elschnittreihe eine einfach unendliche Reihe mit den Charakteri-

stiken ^i, v, deren Curven einen festen Kegelschnitt in vier Punkten

treffen, durch Avelche noch eine Curve einer dreifach unendlichen

Reihe hindurchgeht. Und dieser Reihe Ä, ist Curve für Curve durch

unsere Construction eindeutig eine andere R^ zugeordnet, welche in

jener dreifach unendlichen Reihe enthalten ist. Wenn es uns nun

«•elingt, die Zahl der Curven in der einen Reihe zu bestimmen, welche

mit den ihnen entsprechenden der andern zusammenfallen, so haben wir

damit zugleich die gesuchte Zahl der Kegelschnitte gefunden, welche

den beiden vorliegenden zwei- bez. dreifach unendlichen Systemen

zugleich angehören. In R^ wird es eine unendliche Anzahl von

Kegelschnitten geben, welche eine beliebige Gerade so schneiden, dass

auch der entsprechende Kegelschnitt in 7?., durch einen dieser Schnitt-

punkte hindurchgeht; und zwar ist die Zahl dieser Curven wieder

nach dem Chasl es 'sehen Theoreme

= y a -\- dv
,

wo die Zahlen /, 8 nur von der Reihe i?2? ^- h- ^^^ ^^^ cxd'*- Reihe

abhängen. Hierunter sind auch die 2 yi Kegelschnitte enthalten, welche

zu je ^ durch die beiden Schnittpunkte der Geraden mit K hindurch-

gehen. Schreiben wir also y für / — 2, so wird die Zahl der für uns

brauchbaren Lösungen

= yft-(- 8v = ag -{- hö -\- et

.

Jeder dieser Kegelschnitte hat dann aber mit seinem entsprechenden

5 Punkte gemein, fällt also ganz mit ihm zusammen. Damit ist

unser Satz bewiesen; denn die Zahl yft + 8v ist linear in q, ö, t.

Um endlich noch die Coefticienten von q, a, t in dem Ausdrucke

y^ _|_ öv zu bestimmen, betrachten wir insbesondere die durch (.*.)>

OD; (.|i)^ (IM) bestimmten oc- -Reihen. Für sie haben wir bez.:



406 •

Vierte Abtheilung.

(>= 1, (? = 2, T = 4,

Q = 2, 6 = 4, T = 4,

Q = 4, a = 4, T = 2,

Q = 4, 6 = 2, r=\-
und daher zur Bestimmung von a, b, c die vier Gleichungen:

r = (^r ., 2B)= a-^2b-^4c
s=(t\ ,2B) = 2a-\-4b-\-4c'
t ={.\\ ,

2D-) = 4a^4b-\-2c
u = {\\\ , 2B) = 4a^2b-^ c.

Hieraus folgt zunächst der folgende Satz, den man mit Hülfe von (9)
auch leicht für den Fall zweier getrennten Bedingungen verificirt:

Zwischen den Charakleristiken einer dreifach unendlichen Kegel-
xchnittreihe besieht immer die Belaiion:

(11) 2(,-O-3(:|) + 3(.||)-2(|||) = 0.

Aus den aufgestellten Gleichungen ergeben sich unter Anwendung
von (11) für a, b, c die Werthe:

4a = 2u — t, 4c = 2r — s,

16b = 5s — 6r — 6u-\-dt-

und somit haben wir folgenden Satz:

Die Zahl der gemeinsamen Curven einer durch drei getrennte oder
untrennbare Bedingungen gegebenen Kegelschnittreihe mit den Charakteri-
stiken Q, 6, X und einer davon unabhängigen, durch zwei getrennte oder
untrennbare Bedingungen gegebenen Kegelschnittreihe mit den Cliarakteri-

stiken r, s, t, u ist gleich

I- (2 ?/ —
. p + tV (5 5 — 6 r — 6 w -f 5 . (T + ^ (2 r - s) . r

,

wo zivischen r, s, t, u die Gleichung besteht:

2{r — u) = 3 {s - t)

.

Dieser Satz gibt zusammen mit dem von Chasles die Mittel,
um die Anzahl aller Kegelschnitte zu bestimmen, welche beliebig
gegebenen Bedingungen genügen, sobald man die Zahl derjenigen
kennt, welche ausserdem durch einzelne Punkte gehen und einzelne
Gerade berühren. Diese Sätze reichen jedoch nicht aus, wenn alle 5
Bedingungen von einander untrennbar sind. Handelt es sich aber
nur um die Zahl der Kegelschnitte, welche gegebene Curven ein-
oder mehrfach berühren, so können wir auch diese Aufgaben mit
Hülfe des später zu erweisenden „erweiterten Correspondenzprincips"
von Cayley erledigen. Wir geben hier nur noch einige Beispiele:

Für die doppelte Bedingung der Osculation mit einer gegebenen
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Curve der Ordnung n, der Klasse k, mit r Rückkehrpunkten, w

Wendetangenten, werden wir später mit Hülfe jenes Correspondenz-

princips folgende Zahlen finden:

r = a, s = 2a, t = 2a, u = a,

^Q « — 3 A- -f. r == 3 n + ^^ gesetzt ist: Die Zahl der KcgeUclinüle,

ivelche eine Cvrve osculiren und ausserdem einer zweifach unendlichen

Reihe mit den Charakteristiken Q, ö, r angehören, ist gleich ^aa. Ist

insbesondere das zweifach unendliche System bestimmt durch die

Bedingung der dreipunktigen Berührung mit einer Curve, deren Sin-

gularitäten n, k', r, w, a = 3// -f r' = ?>n -\-w sind, so wird, wie

später gezeigt werden soll,

(? = — 8 n' — 8 A' + 6 «'

.

Es gibt also a (3 «' — 4 «' — 4 Ä:') Kegelschnitte, welch eine Curve n*"-

Ordnung, k'"- Klasse, . . . zweipunktig und eine Curve n"' Ordnung,

A'""'' Klasse, . . . dreipunktig berühren.

Die Zahlen der Kegelschnitte, welche gegebenen Berührungs-

bedingungen genügen, lassen sich aber nach den Untersuchungen

Zeuthen's auch direct in mehr geometrischer Weise durch Unter-

suchung der Ausnahmskegelschnitte bestimmen.*) Wir müssen uns

jedoch hier begnügen, auf diese Methoden ausdrücklich hinzuweisen.

Wenn wir uns nunmehr zu den entsprechenden Untersuchungen

für Curven beliebiger Ordnung zurückwenden, so drängt sich zunächst

die Frage auf, ob der .Chasles'sche Satz über die Zahl {a^i -{- ßv)

der Curven eines einfach unendlichen Systems auch hier gilt. Wir

werden sehen, dass diese Frage im Allgemeinen zu verneinen ist,

wenngleich der Satz in einzelnen Fällen, z. B. für alle Berührungs-

bedingungen, richtig bleibt.

Betrachten wir zunächst ein Beispiel: es sei ein einfach unend-

liches System von Curven 3. Ordnung gegeben; und jede Curve des-

selben soll einen Rückkehrpunkt haben. Es mögen ^ Curven durch

einen beliebigen Punkt gehen, v eine beliebige Gerade berühren.

Ferner nehmen wir an, dass in dem Systeme a Curven enthalten

sind, die in eine doppelte und eine einfache Gerade zerfallen. Wir

versuchen die den Gleichungen (1) entsprechenden aufzustellen.

Auf einer beliebigen Geraden haben wir eine Correspondenz, vermöge

deren jedem Punkte x 2^ Punkte tj entsprechen: die 2 ft weiteren

Schnittpunkte der durch x gehenden Curven des Systems; und umge-

kehrt. Die 4(1 Coincidenzpunkte dieser Correspondenz müssen nun

*) Zeuthen: Nyt Bidrag til Laeren om Systemer af Keglesnit, Kiobenhavn

1865; oder in französischer Uebersetzung: Nouvelles annales, t. 6, 1866. Vgl.

Salmon's higher plane curves, p. 446 ff. in Fiedler 's Uebersetzung.
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gebildet werden durch die v Berührungspunkte und die Schnittpunkte

der Doppelliuien jener zerfallenden Curven mit der Geraden. Dazu
kommen aber noch die auf der Geraden liegenden Spitzen von Curven
des Systems, deren Zahl c sein vv^ird, vrenn c die Ordnung der von
den Spitzen gebildeten Curve bedeutet; und zwar zeigt eine nähere

(sogleich noch anzustellende) üeberlegung, dass jede dieser Spitzen

dreifach als Coincidenzpunkt unserer Correspondenz zu zählen ist, so

dass man hat:

(12) 4(i = v-{-3c-{-a,

und entsprechend, wenn c die Klasse des Orts der Wendetangenten*),
a die Zahl der in einen einfachen und einen Doppelpunkt ausartenden

Curven bedeutet:

(13) 4v = (i-\-3c-\-a.

Man sieht, dass in diesen Gleichungen neben den auch bei Kegel-
schnitten auftretenden Zahlen ft, v, a, a (letztere für X, n) noch
die Zahlen c, c zu berücksichtigen sind; ganz ebenso sind dann
weiter die Zahlen für die Klasse der von den Rückkehrtangenten um-
hüllten Curve und für die Ordnung des Orts der Wendepunkte ein-

zuführen; und noch mehr Zahlen treten bei Systemen von Curven
höherer Ordnung auf. Ueber letztere nun hat Zeuthen begonnen,
bis zu gewissem Grade allgemeine Betrachtungen anzustellen**); wir
bezeichnen im Folgenden einige seiner Resultate.

Eine beliebige Curve des betrachteten einfach unendlichen Systems
sei von der Ordnung n, und besitze d Doppel-, r Rückkehrpunkte;
und durch obere Striche seien der Einfachheit halber die dualistisch

entsprechenden Zahlen bezeichnet; also durch n die Klasse, durch d'

die Zahl der Doppeltangenten, durch r' die der Wendetangenten. Für
unser Curvensystem werden dann nach Zeuthen zunächst die fol-

genden Zahlen besonders charakteristisch sein :

ft die Zahl der Curven, welche durch einen beliebigen Punkt
gehen

,

/; die Ordnung des Orts der Doppelpunkte,

c „ „ „ „ „ Rückkehrpunkte

,

p die Klasse der von den Tangentenpaaren in den Doppelpunkten
umhüllten Curve,

*) Eine Curve dritter Ordnung mit Spitze hat immer einen Wendepunkt,
ist also zu sich selbst dualistisch; vgl. p. 353.

**) Zeuthen: Almindelige Egenskaber ved Systemer af plane Kurver med
Anvendelse til Bestemmelse af Karakteristikerne i de elementaere Systemer af
fjerde Orden. — Avec un resumö en fran9ais. Abhandlungen der dänischen Ge-
sellschaft der Wissenschaften, Serie V, Bd. 10, 1873. — Vgl. auch einen Bericht
im Bulletin des sciences mathömatiques, t. 7, 1874, p. 97.
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q die Klasse des Orts der Rückkehrtangenteu

,

u die Klasse der Curve, welche durch die n' — 4 von einem

Doppelpunkte aus an die betreffende Curve des Systems zu

legenden Tangenten umhüllt wird*),

V die Klasse der Enveloppe der in entsprechender Weise von

einem Rückkehrpunkte ausgehenden Tangenten,

X die Klasse der Enveloppe der Verbindungslinien zweier Doppel-

punkte,

y die Klasse der Enveloppe der Verbindungslinien eines Doppel-

punktes mit einem Rückkehrpunkte,

z die Klasse der Enveloppe der Verbindungslinien zweier Rück-

kehrpunkte,

Insbesondere werden in unserm Systeme sogenannte s/w^w/ö're Curven

enthalten sein, d. h. solche, welche eine Singularität mehr besitzen,

wie eine beliebige Curve des Systems; und zwar haben wir hier zwei

Klassen von singulären Curven zu unterscheiden : Eine solche entsteht

entweder durch Auftreten eines neuen Doppelpunktes, resp. Ausartung

eines Doppelpunktes in einen Rückkehrpunkt, oder indem (in Folge

der speciellen Natur der das System definirenden Bedingungen) sich

ein mehrfach zählender Zweig (am einfachsten eine Gerade) von einer

Curve des Systems absondert. Wir setzen nun voraus, dass keine

andern Vorkommnisse der Art im Systeme eintreten , als diejenigen,

welche in folgender Tabelle aufgeführt sind. Wir bezeichnen mit

a = «y -f- a, -f- «2 die Zahl der Curven, bei denen ein neuer Doppel-

punkt auftritt, wo
Cq die Zahl der Curven bezeichnet, bei denen keiner der

den Doppelpunkt bildenden Aeste eine Gerade ist,

f<r, die Zahl derjenigen, wo ein Ast eine Gerade ist,

a.y die Zahl derjenigen, wo beide Aeste Gerade sind,

/3 die Zahl der Curven, bei denen ein Doppelpunkt in einen Rück-

kehrpunkt ausartet,

y = Yü ~\~ 7\ "^'^ Zahl derjenigen, bei denen ein Rückkehrpunkt

in einen Selbstberührungspunkt übergegangen ist,

wo bei

j^„ Curven keiner der sich berührenden Aeste eine

Gerade, bei

y, Curven ein Ast eine Gerade ist,

(2f/) die Zahl der Curven, bei denen zwei Doppelpunkte zusammen-

fallen ,

*) Die Zahl n — 4 ergibt sich daraus, dass die erste Polare des Doppel-

punktes in ihm beide Zweige der Grundcurve berührt, was 6 Schnittpunkte ab-

sorbirt, während für einen beliebigen Punkt der Ebene nur 2 Schnittpunkte in

den Doppelpunkt fallen.
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(rfr) die Zahl derjenigen, bei denen ein Doppel- mit einem Rück-

kehrpunkte zusammenfällt,

(2;-) die Zahl derjenigen, wo zwei Rückkehrpunkte zusammenfallen,

(o d) die Zahl derjenigen mit 3 zusammenfallenden Doppelpunkten

(dreifacher Punkt),

(2 dr) die Zahl derjenigen, wo 2 Doppelpunkte und ein Rückkehrpuukt
zusammenfallen

,

{d 2 ;-) die Zahl derjenigen, wo ein Doppelpunkt und 2 Rückkehrpunkte

zusammenfallen.

Es mögen endlich dieselben Buchstaben, versehen mit oberen

Strichen, die dualistisch entsprechenden Bedeutungen haben; ins-

besondere also bezeichne {i (wie bisher v~) die Zahl der eine beliebige

Gerade berührenden Curven. Die Curven (2rf), {dr)^ (2 r) haben

aber eine sich selbst dualistische Singularität, d. h. es bestehen die

Relationen

:

(2^) = (2^'), {dr) = {d'r), (2r) = (20.

Der Beweis hierfür kann durch eine Grenzbetrachtung erbracht werden,

Avie hier nicht weiter ausgeführt werden soll. Es ist ferner auch

Vi = y{ ,

wie man aus der sogleich mitzutheilenden Tabelle bestätigt.

Die verschiedenen hier anfgezählten singulären Curven findet man
a, a. 0. eingehend discutirt, besonders auch die Art, wie sie durch

Grenzübergang aus den allgemeinen Curven des Systems entstehen.

Wir beschränken uns hier auf die Betrachtung einiger Beispiele. In

Fig. 57 ist der Durchgang einer Curve des Systems durch eine Curve

7o dargestellt, während Fig. 58 das Entsprechende für eine Curve y^

Fig. 57. Fig. 58.

gibt. In beiden Fällen vereinigt sich ein auf der Curve c^" Ordnung
fortschreitender Rückkehrpunkt mit einem benachbarten sehr scharf

gewölbten Zweige der betreffenden Curve ; und natürlich rauss dies in

einem Schnittpunkte des Orts der Spitzen mit der von den Systems-
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curven eingehüllten Curve stattfinden. Es gibt jedoch keineswegs

umgekehrt jeder dieser Schnittpunkte zu einer Curve y Veranlassung.

Ebenso stellen Fig. 59 und 60 bez. den Durchgang durch eine Curve

ß und durch eine Curve (dr) dar. Im ersten Falle geht der Doppel-

Fig. 59.
- Fig. 60.

4V

punkt durch die Spitze in einen isolirten Punkt über; im andern

entsteht durch Vereinigung eines Doppel- und eines Rückkehrpunktes

eine Spitze zweiter Art. In den Figuren ist mit a immer die Um-
hüllungscurve aller Curven des Systems*) bezeichnet; es sind ferner

die reellen durch Eintreten einer neuen Singularität absorbirten

Doppel- und Wendetangenten angedeutet.**)

Für die singulären Curven a, ß, y stellen wir in folgender Tabelle

die für das Folgende wichtigen Plück er 'sehen Zahlen zusammen,

welche sich mittelst der PI ücker 'sehen Formeln sofort aus ihren

Definitionen ergeben. Es sei hier nur z. ß. daran erinnert, dass nacli

Gleichung (8), p. 351 durch das Auftreten eines Doppelpunktes

2 (/i (n — 1) — 6) — 4 <7 — 6/- = 2 {n — 6)

Doppeltangenten absorbirt werden, dagegen nur 6 Wendetangenten.

Bei den zerfallenden Curven a, , «55 Vv beziehen sich die angegebenen

Zahlen nur auf die nach Absonderung der betreffenden Geraden übrig

bleibenden „Bestcvrven". So ist a^ von der Ordnung 71 — 1 und hat

d — (n — 2) Doppelpunkte ; denn von den (n — 1 ) Schnittpunkten

der sich ablösenden Geraden müssen n — 2 aus den Doppelpunkten d

*) Ueber die Bestimmung der PI ücker 'sehen Zahlen dieser Umhüllungscurve

vgl. Zeuthen: Comptes rendus, t. 78, 1874, p. 274 ifnd p. 339.

**) Man sieht so insbesondere, dass eine Spitze zweiter Art (p. 336) äqui-

valent ist mit einem Doppel-, einem Rückkehrpunkte, einer Doppel- und einer

Wendetangente. Vgl. auch Salmon's higher plane curves, p. 56 in Fiedler's
Uebersetzung. — Die Linie h^ in Fig. 60 ist eine isolirte Doppeltangente der

Curve 3.
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entstanden sein, während einer als der neu hinzutretende Doppelpunkt
zu zählen ist. Die so gewonnene Tabelle ist folgende:
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tangente ist anzusehen als entstanden durch Vereinigung zweier

benachbarten Curvenäste (vgl. p. 346). Wir haben somit als Verall-

gemeinerung der Gleichungen (12) und (13) die Gleichung:

(14) 2(n-l)^ = ft' + 2^> + 3c + a',

und dualistisch entsprechend:

2 (;^' - 1) ft' = ^ + 2 &' + 3 c' + « ,

Wir betrachten ferner die folgende Correspondenz zwischen

Strahlen § und f] durch einen beliebigen Punkt 0. Auf einer Linie

^ liegen b Doppelpunkte von b verschiedeneu Curven, an jede der

letzteren kann man von aus noch n' Tangenten rj legen. Jedem ^

entsprechen also bn Strahlen tj, und jedem rj offenbar dfi Strahlen ^.

Die ^ -{- r] Coincidenzstrahlen sind andererseits durch die u bez. ß

durch gehenden Tangenten der Curven u und ß gegeben, sowie

durch die p Tangenten der Curve p. Von letzteren zählt aber jede

doppelt; denn eine Tangente im Doppelpunkte schneidet die Curve

auf zwei verschiedene Weisen in zwei zusammenfallenden Punkten;

einmal insofern ein weiterer Schnittpunkt der Linie durch den Doppel-

punkt mit dem Punkte desselben Zweiges, das andere Mal, insofern

er mit dem Punkte des andern Zweiges zusammenfällt. Wir haben

daher

:

(15) nb-\-d(i' = 2p-{-u-\-ß,
und in analoger Weise findet man:

(16) nc -(- r^' = 3 // + y + y :

Suchen wir ferner die Coincideuzen der Correspondenz i,= {d— 1) b,

y^ = {d — 1) b, welche durch die Verbindungslinien von mit einem

Doppelpunkte einer Curve und diejenigen mit den d — 1 übrigen

Doppelpunkten derselben Curve bestimmt wird, so haben wir die

Paare von Doppelpunkten zu berücksichtigen, welche bei den Curven

a durch die neue Doppeltangente zufolge unserer Tabelle absorbirt

werden, und zu beachten, dass jede durch gehende Tangente der

Curve X zweimal als Coincidenzstrahl zu zählen ist, einmal indem man
von dem einen, einmal indem man von dem andern auf ihr liegenden

Doppelpunkte ausgeht. Man findet so*):

*) Die im Texte gegebene Bestimmung der Zahlenfactoren wird man nicht

in allen Fällen für absolut streng ansehen dürfen. — Zur genauen (auch analy-

tisch verfolgbaren) Bestimmung der in die Gleichungen eingehenden Zahlen-

factoren betrachet Zeuthen die zu den singulären Curven benachbarten Curven

und wendet dann die folgende Regel an: Wenn auf einer Geraden ein Punkt |

nnd ein entsprechender Pinikt rj in einen Punkt d zusammenfallen, und dabei, sobald

die Strecke d^ unendlich klein ivird, die Strecke ärj proportional zu {S ^)^ wird, so

ist der Punkt S als Coincidenzpunkt der Correspondenz g-fach zu zählen. — Vgl. auch

eine Mittheilung desselben im Bulletin des sciences math. t. 5, p. 186, sowie

Halphen: Bulletin de la societe mathematique de France, t. 1, p. 132.

/
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(17) 2 (t? - 1) Z. = 2 a: + (2 ^) + 6 (3 t?) + 3 (:2dr)

+ (^ - 6) < + (^ - 4) a; + (n - 2) a.;

und analog:

(18)2(r-l)c= 2^ + (2r)+3(rf2r)+4<+2< + ^'+12;.;;

oder wenn man die durch gehenden Strahlen betrachtet, auf welchen
gleichzeitig ein Doppel- und ein Rückkehrpunkt liegt:

(19) rb-\-dc = i/-{- (dr) -f- 2 (2 ^r) + 3 (</2 r) .

Wir fragen ferner nach der Zahl der Punkte auf einer Geraden,
durch welche eine Curve geht, die ihre Tangente durch schickt.

Geht nun die Gerade durch selbst, so liegen ^ solche Punkte in

vereinigt, und ^' andere sind durch die Berührungspunkte der Geraden
mit Curven des Systems gegeben. Wir haben also den Satz:

Der Ort der Berührungspunkte von Curven des Systems mit den
Tangenten durch einen festen Punkt ist von der Ordnung /Lt + ft' (mit

^-fächern Punkte in letzterem).

Durch Betrachtung der Schnittpunkte der betreffenden Ortscurven

mit einer beliebigen durch gezogenen Geraden findet man in ähn-

licher Weise folgende Sätze:

Der Ort der n — 2 Schnittpunkte einer Curve des Systems mit einer

ihrer durch einen festen Punkt gehenden Tangenten ist von der Ordnung
{n - 2) ft + {11 - 2) /.'.

Der Ort der n — 2 Punkte, in denen die Verbindungslinie eines

festen Punktes mit einem Doppelpunkte einer Curve des Systems diese

Curve noch schneidet, ist von der Ordnung d^ -{- (n — 2) b.

Der Ort der n — 2 Punkte, in denen die Verbindungslinie eines

festen Punktes mif einem Rückkehrpunkte einer Curve des Systems diese

Curve noch schneidet, ist von der Ordnung r^-\-{n — 2) c.

Diese Sätze sollen uns zur Aufstellung weiterer Gleichungen

dienen. Zwischen den Strählen ^ und r], welche durch einen zweiten

festen Punkt P gehen, ist in folgender Weise eine Correspondenz

bestimmt. Auf jedem Strahle ^ liegen in Folge des ersten der eben

ausgesprochenen Sätze ft -|- |tt' Punkte, durch welche je eine Systems-

curve geht, die ihre Tangente in ihnen durch schickt. Jede Tan-

gente schneidet die betreffende Curve noch in (« — 2) Punkten, die

wir mit P durch Linien rj verbinden. Jedem ^ entsprechen so (n — 2)

. (^ -|- ft') Strahlen ri\ und umgekehrt jedem iq nach dem zweiten Satze

{n — 2) ft + (n — 2) fi' Strahlen ^. Unter den ^ + t; Coincidenz-

strahlen ist aber die Linie OP, welche von ^' Systemscurven berührt

wird, (« — 2) ^' -fach zu zählen. Es bleiben also {ii -f- n — 4) /t -f-

(w — 2) ^ Strahlen, welche durch gehen und eine Curve des Systems

je in drei zusammenfallenden Punkten schneiden. Bestimmt man
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diese Zahl andererseits aus den oben aufgestellten für das System

charakteristischen Zahlen, so erhält man die Gleichung

(20) (n — 2)^'-\-{n-{-n—4:){i = c-\-p + 2q.

Analos findet man mit Hülfe des dritten Satzes für die Zahl der

Linien, welche mit einem Doppelpunkte einer Systemscurve ver-

binden und in ihm die Curve dreipunktig schneiden, indem die Linie

OP hier (n — 2) ö-fach zählt:

(21) (jn — 2)b-\-d^=p-\-3{3d)-\-^{2dr)-{-2id2r)-\-(in- 6) «„'

-|- (n — 4) «/ -{- {n — 2) a^
;

und analog:

(22) {n — 2)c + r^ = 2q + {2dr) + 4(</2r) + 4< + 2«/ + 8^0';

für die Zahl der Geraden, welche durch gehen, eine Systemscurve

berühren und dieselbe noch einmal in zwei zusammenfallenden Punkten

schneiden, indem die Vielfachheit der Linie OP hier gleich {n — 2)

. (n — 3) ft' zu nehmen ist:

(23) (_n — 3) [(n - 2)fi' + 2 (n - 2) /i] = 2 y + 2 M + 3 y + n a^

+ («'-l)< + (n'-2X;
für die Zahl der Linien, welche mit einem Doppelpunkte einer

Systemscurve verbinden und letztere ausserdem noch in zwei zusammen-

fallenden Punkten schneiden:

(24) (n — 3) [in — 2)b -}-2dti]=u -\- 4x + 3tj -\- [d - 2 {n— 6)]a^;

^^d-2{n- 4)] «/ + [rf _ 2 (« - 2)] «;

;

und analog:

(25) (n — 3) [(« — 2) c -f 2 r^] = y -f 2 y -f 6 z -f (r — 6)«;

+ (r — 3) «/ -f-
/• a.; .

Neben die so gefundenen 12 Gleichungen (14)— (25) stellen sich

natürlich ebenso viele andere, die aus ihnen durch Vertauschung der

gestrichenen und der nicht gestrichenen Buchstaben entstehen. Man
kann diesen Gleichungen mit Hülfe des Correspondenzprincips leicht

noch weitere hinzufügen; z. B. findet man für die Zahl der Doppel-

punkte von Systemscurven, deren Tangenten eine feste Gerade in 2

zusammenfallenden Punkten treffen:

2p = 2b-\-ß-{-2(2d)-\-3 \dr) -f- (</ 2 r) .

Es zeigt sich jedoch, dass nur 23 der so gefundenen Gleichungen von

einander unabhängig sind. Man kann daher 23 der Zahlen fi, ^i,

b, b', c, c\ p, p\ q, q, u, u, v, v, x, x, y, y , z, z, a^, a^, a^,

«;, < <, ß, ß\ ro, r„ y,', {2d), idr), (2r), (3^), (3rf'). (^^ dr),

{2dr), (d2r), (d' 2 r) linear durch die 11 anderen ausdrücken. Die

23 Gleichungen treten so gewissermassen für Curvensysteme höherer
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Ordnung an die Stelle der Plücker'schen Formeln, welche für Systeme

von Geraden bez. Punkten (an bez. auf einer Curve) gelten.

Die aufgestellten Gleichungen sind selbstverständlich nicht mehr
anwendbar, wenn noch andere singulare Curven, als die von uns

genannten im Systeme auftreten, d. h. Curven mit mehrfach zählenden

Aesten, insbesondere solche, von denen sich mehrfach zählende Gerade

absondern. Für diese Vorkommnisse fehlt es jedoch an allgemeinen

Untersuchungen; und die hier auftretenden Möglichkeiten sind auch

verschieden je nach den Werthen der Zahlen n, d, r. Nur für die

Fälle n = 3 und n == 4 sind diese Art Curven, vorausgesetzt, dass

das System nur durch feste Punkte und Tangenten definirt ist (also

für „Elementarsysteme"), eingehend untersucht; und in Folge dieser

Untersuchung gelingt es dann die charakteristischen Zahlen für die

Elemeniarsysteme der Curven dritter vnd vierter Ordnung zu bestimmen. *)

Die von uns betrachteten singulären Curven genügen jedoch immer,

wenn die Curven des Systems gezwungen sind , durch mehr als

i (w^ — n -|- 2) beliebige Punkte zu gehen oder mehr als \ {fi"^— n' -\- 2)

beliebige Gerade zu berühren. Sollte sich nämlich etwa eine doppelte

Gerade absondern, so würde eine Restcurve der Ordnung n — 2 übrig

bleiben; und diese ist schon durch ^ (n — 2) (n -f- 1) Punkte bestimmt.

Man kann also in der That höchstens durch ^ {n — 2) {n -\- 1) -j- 2

== ^ (n^ — n -\- 2) feste Punkte eine Curve n^^^ Ordnung legen, von

der sich eine doppelte Gerade absondert. Insbesondere gilt dies für

ein System von Curven n'''' Ordnung ohne singulare Punkte, das durch

\ {n^ — « -|- 4) feste Punkte und 2n — 3 andere Bedingungen bestimmt

ist. Man hat hier {n > 2)**);

n' = n (;j — 1) , </- = ^ n (n — 2) («2 _ 9) , r' = 3 n (n — 2)

;

d == r = b =^ c = a^ = a.^ = ß = y = a = ß' ^ y = ,

(2d) = {dr) = (2 r) = (3 d) = (2 dr) = {d2r) = 0,

und für die übrigen Zahlen findet man aus den Gleichungen (14)—(25):

ft' = 2 (« - 1) . ^ ,

1/=:2n{n— 2)(n — 3).fi, c'=3n(« — 2) . ft, «= «^^= 3 («— l)'^-itt,

;/ = (n — 3) (2 «2 + 5 w — G) . fi , ^/ = ß {n — 1) . ^i,

*) Für Curven 3. Ordnung wurden diese Bestimmungen fast gleichzeitig ge-

geben von Zeuthen (Comptes rendus, t. 74; 19, 26 fevrier et 11 mars 1872)

und Maillard (auf anderem Wege: Recherche des caract^ristiques des systemes

elementaires de courbes planes du troisieme ordre. These pour le doctorat

(1870), publie'e en decembre 1871); für Curven 4. Ordnung von Zeuthen:
Comptes rendus, t. 75, p. 70.3 und 950; und in ang. dänischer Abhandlung.

**) Vgl. auch de Jonquieres: Crelle's Journal, Bd. 60.
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t^' = ^(«_3)(n-4)(5w2+ 5w— 6) . ^, y'= :3(n— 3)(w2+ 2n— 2).^,

a;' = ^(/i — 3) (2n6~8n5_i6n4+96w3 — 40n2 — l96n + 90).^,

y' = I (^^ - 3) (n^ + 3 «4 — 28 w3 + 20 n^ -\- 16 n - 40) . ja

z' = 3(3n4-12n3+ 39n-20).^, (3rf')==(w-3)(n-4)(«~5)(«2_(-3n-2).^,

(2d'/-')= 3(«-3)(n-4)(n2-f6;z-4).ft, (</'2r')=.6(n-3) (3n-2). ft.

Unsere singulären Curven reichen aber auch aus für die Systeme

von Curven dritter Ordnung mit singulärem Punkte (« = 3; d= 1,

r = oder d = 0, r = 1) und von Curven vierter Ordnung mit drei

singulären Punkten. Wir geben jedoch im Folgenden als Beispiel

nur noch kurz die Untersuchung der Elementarsysteme für n = 3,

d = 0, r = 1 (also auch ?/ = 3, (t = 0, r' = 1), wo man sich von

der Richtigkeit dieser Behauptung auch leicht direct durch die geo-

metrische Anschauung überzeugt. Eine Curve dritter Ordnung und

dritter Klasse kann nur in einen Kegelschnitt und eine Tangente des-

selben, oder in eine Doppellinie und eine einfache Gerade, oder in

eine dreifache Gerade, oder in drei durch einen Punkt gehende Gerade

ausarten.*) Die letzten drei Ausartungen hängen aber, wenn man nur

noch die auf ihnen möglichen Klassenscheitel in richtiger Weise mit-

zählt**), bez. von 5, 4, 4 Constanten ab; sie können daher in einem

Systeme von Curven, welches ö von einander unabhängigen Elementar-

bedingungen unterworfen ist, nicht vorkommen; und ein solches

System haben wir zu untersuchen, denn eine allgemeine Curve dritter

Ordnung ist von 9, also eine solche mit Rückkehrpunkt von 7 Con-

stanten abhängig, Als einzige singulare Curven bleiben daher die-

jenigen zu betrachten, welche aus einem Kegelschnitte und einer

Tangente desselben bestehen, d. h. Curven y, = y{. Unsere Formeln

(14)— (25) reduciren sich dann auf die folgenden

:

(26) 2 y, = ^ + ^'

,

(27)
I

'i^ c = A ^ — II , 3 c' = 4 ^' —
iu^

,

Q q == 1 [i — II , 6 q = 1 ^—ji

.

Die Zahl y^ können wir nun in den einzelnen Elementarsystemen

leicht direct bestimmen; und daraus lassen sich weiterhin in jedem

Falle ft, ^' berechnen, — Wir beginnen mit dem System (3/^, 3/),

dessen Curven durch 3 Punkte {p^, p.^, p^) gehen und 3 Gerade

*) Vgl. Ausführlicheres hierüber in dem betreffenden Abschnitte der unten

folgenden Theorie der Curven 3. Ordnung.

**) Im ersten Falle nämlich zählt der Schnittpunkt der einfachen und zwei-

fachen Geraden doppelt; auf letzterer kann daher noch ein Klassenscheitel liegen

(vgl. die Anmk. p. 392) ; auf einer dreifachen Geraden dagegen können noch 3

Klassenscheitel beliebig vertheilt liegen.

C leb seh, Vorlesungen. 27
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(/i, Z^, y berühren. Dasselbe ist sich selbst dualistisch, wir haben
also jedenfalls

(28) ft = /^'

.

Als Curven y^ haben wir folgende Arten von je in eine C,^ und
eine Cj zerfallenden Curven zu berücksichtigen:

1) zwei C.^ durch p^, p.^, p^ und den Schnittpunkt von g^, ff.,, die

^3 berühren, zu einer C^ ergänzt durch ihre Tangenten im
Schnittpunkte von ff^, ^25

2) vier a_j. durch p^, p^, p.^, die ff^ und ^2 berühren, jeder zu einer

C3 ergänzt durch je eine seiner Tangenten in seinen Schnitt-

punkten mit ^3;

3) zwei C.^, welche die Verbindungslinien von jö, mit dem Schnitt-

punkte von ^1 , ^2 iii letzterem und ausserdem ^3 berühren und
durch P2, p^ gehen; jeder ergänzt zu einer C3 durch jene Ver-
bindungslinie

;

4) acht C2, welche durch p, , p^ gehen, ff^, ff., berühren und ^3
so schneiden, dass die Tangenten in den Schnittpunkten durch

/?3 gehen*); jeder durch diese beiden zugehörigen Tangenten zu

je einer C.^ ergänzt;

5) die dem Falle 3) dualistisch entsprechenden Curven;

") >f }J }} '^) V V >; ?; ;?

Beachtet man in jedem dieser Fälle auch die aus ihm durch
Vertauschung der Punkte p^, p.^, p.^ oder der Geraden ff^, ff.^, y.^ ent-

stehenden, so erhält man schliesslich:

y^ = 3. 2 + 3. 4. 2 + 3. 3. 2 + 3. 3. 8-1- 3,. 3. 2 + 3. 4. 2-f 3.

2

= 168.

Aus (26), (27) und (28) ergibt sich also für das System (3j3, 3/);

ft = ^' = 168 , c = c' = 168
, q = q' == 168 .

Für das System {Ap, 21) folgt hieraus sofort ^'=168; und
wir finden durch eine der obigen analoge geometrische Ueberlegung:

j/j = 1 + 2. 2. 2 + 4 + 4. 2 (4 + 2) +4. 4. 2 + i^. 2.2 + ^-^^4

= 141

.

Für das System {4 p, 21) haben wir also wegen {2Q) und (27):

^=114, ^'=168, c = 96, c' = 186, $ = 105, $' = 177

.

*) Es gibt 8 solche Curven, da die Punkte p,, p^ und die Geraden g^, g^ ein
C^ - System mit den Cliarakteristiken jtt = v = 4 bilden , und weil der Ort der
Berührungspunkte der von 773 an die C^ des Systems gelegten Tangenten nach
einem Satze auf p. 414 von der Ordnung ^ -\- v ist.
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Die Zahl ^ des Systems (4;;, 21) liefert sofort die Zahl ^' des

Systems (pp, l). Für y^ dagegen finden wir:

y, = 2 + 5 (l + 2) + 5 . 2 . 2 +^ + ^^ . 4 = 87 .

Für das System (b p , l) haben wir also:

^^m, /i' = 114 , c = 42 , c' = 132
,

q=^b\, ^' = 123
;

und endlich für das System (6j3):

y,=6. 2+^2 = 42,

^ = 24
,

/i' = 60 , c = 12 , c =12, * = 18
, q = m .

Dieselben Zahlen in umgekehrter Reihenfolge gelten natürlich für

die Systeme {2p, 4/), {p, öl), (6/). Hieraus findet man für die

Zahlen der Curven dritter Ordnung und dritter Klasse, welche durch

gegebene Punkte gehen und gegebene Gerade berühren, folgende Werthe:

(7i>)= 24, {idp,\l)= 60, (5p,2/)=ll4, (4p,30=168,

(3//, 4/) = 168, (2p, 5/)= 114, {\p,ijl)= 60, (Jl)= 24.

Wenn wir nach diesen Betrachtungen unsere ursprüngliche Frage

nach der Zahl der Curven eines einfach unendlichen Systems, welche

einer hinzutretenden Bedingung genügen, allgemeiner zu erörtern

versuchen, so zeigt sich, dass eine algebraisch erschöpfende Behand-

lung der Frage noch wesentliche Schwierigkeiten bietet. Wir be-

zeichnen daher nur einzelne Punkte, welche man besonders wird

berücksichtigen müssen. •

Wir denken uns das System algebraisch dargestellt; und zwar

sehen wir, wie bei den Kegelschnitten (p. 390), die \ 7i (n -\- 3)

Coefficienten der Curve als Variable an , für die uns ^ n (n -|- 3) — 1

Bedingungen gegeben sind. Letztere können durch ebenso viele von

einander unabhängige Gleichungen, oder durch ein System von
mehreren untrennbaren Gleichungen dargestellt sein. Die Zahl yi

detiniren wir als die Zahl der Lösungen, welche jenes System von
Gleichungen zusammen mit einer linearen Gleichung noch zulässt.

Eine Gleichung ^*®" Grades wird dann q^i Lösungen liefern. Aber
unter letzteren können Curven enthalten sein, welche die Bedingung

identisch befriedigen, d. h. dieselbe erfüllen, ohne von den die Bedin-

gung etwa bestimmenden festen Curven oder Punkten abhängig zu

sein, sondern allein wegen der Art, in welcher die Coefficienten der

veränderlichen Curve in die Bedingungsgleichung eingehen; und die

Anzahl solcher Lösungen ist von der Zahl q^ abzuziehen. So kann

es eintreten, dass es im Systeme einzelne Curven gibt, für welche zwei

Invarianten A, B des Systems verschwinden, ohne dass eine dieser

27*
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Invarianten für eine beliebige Curve des Systems Null wäre*); und
dann würden diese Curven auch jede Bedingung

/^n, 4- BT\^ =
identisch erfüllen, wenn TTi; TT^ irgend welche andere Functional-

invarianten sind, die von den Coefficienten der Systemscurven und
beliebigen festen Elementen abhängen. Oder es kann im Systeme

eine Zahl von Curven vorkommen, für die eine zugehörige Form Ua^

identisch Null ist; dann werden diese Curven T-fach zählend Jede

Bedingung erfüllen, welche die Coefficienten a,/,^
. . . der verschwinden-

den Form zum t*^" Grade enthält. Man erkennt hieraus, dass der

Begriff der singulären Curven bei unserer algebraischen Auffassung

folgendermassen allgemeiner als früher hingestellt werden kann:

Unter einer singulären Curve des Systems verstehen wir jede Curve

desselben, ivelchc eine Jnvarianleneigenschaft hat, die durch zwei oder

mehr Gleichungen dargestellt wird, und die einer beliebigen Curve des

Systems nicht zukommt.**) Und diese Festsetzung reicht aus, insofern

man unter einer singulären Lösung eine jede versteht, welche einer

gegebenen Bedingung genügt, ohne von den durch diese und die Be-

dingungen des Systems eingeführten constanten Elementen abzuhängen.

In der That erkennt man leicht, dass alsdann das Verschwinden

simultaner Functionalinvarianten nicht berücksichtigt zu werden

braucht. Sollte nämlich eine solche (deren Verschwinden zwei oder

mehr Bedingungen äquivalent ist) Null werden, so kann dies erstens

dadurch eintreten, dass sie für eine jede Curve des Systems Null ist;

und dann würde eine hinzutretende Bedingung, welche die Coefficienten

dieser Functionalinvariante homogen enthält, nicht in der Weise von
den Bedingungen des Systems unabhängig sein, wie wir es immer
voraussetzen (vgl. p. 400). Zweitens kann es vorkommen, dass eine

der das System definirenden Bedingungen durch einzelne Curven des

Systems mehrfach erfüllt wird; wie an folgendem Beispiele sofort

klar werden wird. Wenn alle Kegelschnitte aj==0 einer oo' -Reihe

einen festen Kegelschnitt «^'2 = berühren sollen, so verschwindet

die Tactinvariante (p. 298):

4 (^111^122 ^112 ) (^112^222 ~~ ^122 ) ~" (^111-^222 — -^1 12 ^^122)^ •

Dann wird eine bestimmte Zahl von Kegelschnitten der Reihe die

*) So verschwindet in einem Systeme von Curven 3. Ordnung mit Doppel-
punkt für alle Curven die Invariante S^ — Q T"^ (vgl. die 5. Abtheilung dieser

Vorlesungen); und für die im Systeme enthaltenen Curven mit Rückkehrpunkt
die Invarianten -S, T einzeln.

**) Curven mit einer durch eine Gleichung darstellbaren Invarianteneigenschaft

können selbstverständlich nicht als singulare auftreten (vgl. p. 398).
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feste Curve osculiren. Für diese verschwindet die Tactinvariante

quadratisch, indem zugleich die 3 Relationen bestehen:

^111^122 = ^112% ^^112^222 = ^122^7 -^111^222 = ^112^122-

Durch alle diese Curven wird eine hinzutretende Bedingung, welche

durch das Verschwinden eines Ausdrucks von der Form

(^,1, .^,22 — ^,12') Hl + (^,,2^222 - -^122') TT2 + (-^111 ^222- ^11 2^1 22) TT3

darstellbar ist, identisch erfüllt. Es geschieht dies aber doch nur

durch Beziehungen der Curven zu gegebenen festen Elementen, nicht

durch eine Eigenschaft dieser Curven an und für sich: Solche Vor-

kommnisse wollen wir daher nicht als singulare bezeichnen. In der

That würde man, wie unser Beispiel lehrt, andernfalls schon für

Kegelschnittsysteme nichts Allgemeines aussagen können.

Insbesondere folgt aus unserer Definition der singulären Curven,

dass in einem Systeme von Curven n^"'' Ordjiung jede Curve als singulare

auftreten kann. Es wird dies recht deutlich an folgendem Beispiele.

Eine jede Curve des Systems wird eine Anzahl absoluter Invarianten

(vgl. p. 267) A|, A2, . . . A,. besitzen, die von Curve zu Curve ver-

schiedene Werthe annehmen. Stellen wir die Forderung, dass eine

von ihnen, etwa A, einen bestimmten Werth Aj habe, so ist dadurch

(wenn nicht dieser Werth für alle Systemscurven derselbe ist) eine

bestimmte Zahl von Curven festgelegt. Für eine jede von diesen

haben dann aber auch die übrigen absoluten Invarianten bestimmte

Werthe. Letztere mögen für eine der Curven folgende sein:

A| = Aj , A2 = Aj , • . . Ar = ^r j

Dann ist diese Curve singulär in Bezug auf jede hinzutretende Bedin-

gung von der Form:

(A, - A.) n^ -f (A2 - A2) n2 + . . . + (A. - K) n,. == .

Ob eine Curve in Bezug auf eine hinzutretende Bedingung singulär

ist, oder nicht, hängt hiernach wesentlich von der letzteren ab

(ausserdem natürlich von den Bedingungen des Systems).

Inwiefern nun das Auftreten singulärer Curven durch die Natur der

Bedingungen des Systems begründet werden kann, davon mag man sich

für einzelne Fälle in folgender Weise eine Vorstellung bilden. Eine

singulare Curve sei durch das Verschwinden einer Functionalinvariante

TT, (oder eines Systems von solchen) charakterisirt. Das entsprechende

System von Gleichungen möge ^ n {ii + 3) — s einzelnen Bedingungen

äquivalent sein, so dass es überhaupt 5 -fach unendlich viele 6'„ gibt,

für welche TT, Null ist. Wir haben nun zwei Fälle zu unterscheiden.

Erstens können sämmtliche das System definirenden Bedingungen die

Coefficienten von TT, enthalten. Dann wird ihnen zunächst durch die
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ganze oo*- Reihe von C,, identisch genügt. Man wird aber nur solche
Curven dieser Art als Curven des vorliegenden oo'- Systems auffassen,

welche aus anderen Curven dieses Systems durch Grenzübergang"
abgeleitet werden können, wie schon bei den Kegelschnitten erörtert
wurde (p. 399). Zivcitens kann es vorkommen, dass nur eine Gruppe
der ^ 71 (ji 4- 3) — 1 Systemsbedingungen durch jede Curve der er.

wähnten oo*- Reihe identisch erfüllt wird. Dann erhalten wir eine
endliche Anzahl der letzteren, welche gleichzeitig dem oo^- Systeme
angehören, wenn jene Gruppe äquivalent mit ^n {n -\- ?>) — l — s

Einzelbedingungen ist; denn dann wird durch die Gruppe der übrigen
Systemsbedingungen, äquivalent mit s Einzelbedingungen, eine endliche
Zahl von Curven bestimmt, für welche die Functionalinvariante TT,,

verschwindet. Dies sind dann singulare Curven unseres oo'- Systems
in Bezug auf jede hinzutretende Bedingung, welche homogen in den
Coefficienten von TT, ist.

Für eine bestimmte hinzutretende Bedingung ist nun die Zahl
der verschiedenen Arten von singulären Curven eine endliche, denn
dieselbe kann nur von den Coefficienten einer endlichen Anzahl von
FunctionalinVarianten*) abhängen. Nehmen wir an, sie sei vom
Grade t, in den Coefficienten einer Functionalinvariante TT,-, die

Coefficienten der letzteren seien vom Grade (?, in den Coefficienten a
der Gleichung der veränderlichen Curve n*" Ordnung des Systems,
und in der ßedingungsgleichung seien die Coefficienten a noch zum
«*«'' Grade enthalten, ohne sich zu Coefficienten einer Functional-
invariante der C„ zusammenziehen zu lassen; so wird der Gesammt-
grad q der Bedingungsgleichung gegeben durch

q = a-{- Zöiti.
i

Seien ferner A,- Curven vorhanden, für welche TT,- identisch Null ist**),

so ist, wenn ^ Systemscurven durch einen beliebigen Punkt gehen,
die Zahl der Systemscurven, welche die gestellte Bedingung nicht iden-

tisch erfidlen ***) ;

== q^ — Ukiti = ßfi -f 2; {6i^ — A,-) ti,
i

die Summe ausgedehnt über die Indices aller Functionalinvarianten

*) Ob jedoch zu der C„ überhaupt ein endliches System von Functional-
invarianten existirt, durch die sich alle anderen ganz und rational ausdrücken
(p. 211), kommt hier zunächst nicht in Betracht.

**) Dabei ist jede r-fach zählende Curve der Art für r verschiedene Curven
gezählt.

***) Bei dieser Betrachtung verfahren wir unsymmetrisch, indem wir die
Systemscurven nur als Punktgebilde auffassen. Es wird sich diese Unsymmetrie,
wie oben bei den Kegelschnittsystemen, im Resultate vermöge der zwischen den
Zahlen (i, t- und den zu ihnen dualistischen bestehenden Relationen beseitigen.
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TT,-, deren Coefficienten in der gestellten Bedingung vorkommen. Es

hängen hier, analog den Verhältnissen bei Kegelsehnittsystemen ,
die

Zahlen a, 6i, t, nur von der gestellten Bedingung, die Zahlen ^i, h
nur von dem gegebenen Systeme ab. Man wird aber nicht behaupten

dürfen, dass es für jedci^ Curvensystem eine bestimmte Anzahl von

solchen Zahlen A, gibt. Dies e'rhellt schon aus dem oben über die

absoluten Invarianten Gesagten; allgemeiner aus folgender Ueber-

leo-ung. Es sei eine singulare Curve des Systems durch das Ver-

schwinden einer Reihe von Functionen TT,- bezeichnet. Zwischen den TT«

und anderen Functionen P, können dann (eventuell in Folge der

gegebenen Bedingungen des Systems) solche Relationen bestehen, dass

gleichzeitig mit den TT, immer die P, verschwinden, ohne dass sich

doch die P,- direct rational «nd ganz durch die TT, ausdrücken Hessen.

Es tritt dies z. B. ein, wenn

wo die 0, in Folge der Bedingungen des Systems verschwinden mögen.

Durch die betrachtete singulare Curve ist dann jede hinzutretende,

die Coefficienten von P,- enthaltende Bedingung identisch erfüllt, ohne

dass letztere die Coefficienten der n,- selbst enthielte. Es würde also

edenfalls nicht ausreichen, wenn man etwa bei Bestimmung der Zahlen

h für ein gegebenes System nur die Fun ctionalinVarianten berück-

sichtigen wollte, deren Coefficienten homogen in -den Bedingungen

des Systems vorkommen. —
Diese Erörterungen werden hinreichen, um die Schwierigkeiten

zu kennzeichnen, auf welche eine allgemeine algebraische Behandlung

der Charakteristikentheorie zunächst stossen wird. Wir erwähnen

hier nur noch ein Beispiel, um zu zeigen, wie unter den Zahlen h

insbesondere diejenigen enthalten sein können, welche sich auf die

singulären Curven, genommen in unserm früheren Sinne (p. 409)

beziehen:

Es soll die Zahl der Curven gefunden werden, welche eine

gegebene Gerade so schneiden, dass durch einen der Schnittpunkte

noch eine der Doppelpunktstangenten derselben Curve hindurchgeht,

oder mit andern Worten: Es soll die Ordnung des Ortes der Punkte

bestimmt werden, in denen eine Curve des Systems von den Tangenten in

ihren Doppelpunkten noch geschnitten wird. Auf der Geraden halben

wir hier eine Correspondenz, vermöge deren jedem Punkte g die

2y.d Schnittpunkte rj. der Doppelpunktstaugenten der ft durch l

gehenden Curven entsprechen, während jedem Punkte i] umgekehrt

np Punkte l zugehören. Unter den | -f t^ Coincidenzpunkten sind

aber eine Reihe von uneigentlichen Lösungen unserer Aufgabe
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mitgezählt, wie man leicht übersieht. Zieht man letztere ab, so erhält

man für die gesuchte Zahl den Werth*):

np-^2(l^~ {G^*+ (/j — 2)c^i+2(n— 2)a2+2(n-6X4-2(n—4)«;

+ 2{n~ 2) «.; + 2 (n - 4) /3' + 3 (n - 5) fo + 3 (n - 3) y,} .

Derselbe setzt sich also in der That aus unsem obigen Zahlen (p. 409)

linear zusammen.

Aus dem Vorstehenden erhellt sofort, weshalb der Chasles'sche

Satz nur für Kegelschnitte gilt : Eine solche Curve kann eben nur

eine, mit zwei Bedingungen äquivalente Invarianteneigenschaft haben,

nämlich die, dass die linke Seite der Liniencoordinatengleichung, die

Form F= {abuY, identisch werschwindet, d. h. dass der Kegelschnitt

in eine Doppellinie ausartet (bez. in einen Doppelpunkt, wenn man
von der Linienauffassung ausgeht). In Folge dessen haben wir nur

zwei Zahlen /x, und A, oder — wegen der Gleichungen (1) — ft und

V zu berücksichtigen. Andererseits erkennt man aber, dass der

Chasles'sche Satz auch allgemein gilt, sobald die hinzutretende

Bedingung die der Berührung mit einer festen Curve (C„,), sagen wir

der w**^" Ordnung und A"""^ Klasse, ist. Eine solche Bedingung näm-

lich wird offenbar identisch (d. h. unabhängig von der zu berührenden

festen Curve) erfüllt durch jede Curve des Systems, welche einen

doppelt zählenden Ast enthält, und zweifach durch jede, welche auf

der C,n einen Doppelpunkt, dreifach durch jede, welche auf ihr einen

Rückkehrpunkt hat.**) Dies geschieht aber auch durch keine an-

deren Curven des Systems, als durch solche mit den eben genann-

ten Singularitäten (oder höheren der Art); denn keine andere

Systemscurve schneidet jede beliebige feste Curve in zwei zusammen-

fallenden Punkten. Nun ist aber für die hinzutretende Tactinvariante

q = 2m {n — l)-f-^; denn dieselbe ist vom Grade m in den Coeffi-

cienten der Liniengleichung, vom Grade k in denen der Funktgleichung

der beweglichen Systemscurve, wie durch Verallgemeinerung unserer

obigen Betrachtung bei Kegelschnitten leicht zu beweisen ist (vgl.

p. 401). Die Zahl der die C„, eigentlich berührenden Curven ist daher;

= (2 m (n - \)-\- kn)iL— (2 6 + 3 c -f a) m
,

oder nach Gleichung (14):

== A' |u -j- m ^'
.

*) Vgl. Zeuthen, a. a. 0.

**} Dies iolgt direct aus den Plückei-'schen Formeln. Die C,,. nämlich kann

in der Nähe eines solchen Punktes durch ihre Tangente ersetzt werden; für eine

Gerade aber gelten obige Sätze nach jenen Formeln.



Allgemeine Theorie der algebraischen Curven. 425

Wir haben daher den folgenden, auch schon von Chasles aus-

gesprochenen Satz*):

In einem Systeme von Curven, von denen ^ durch einen heliehigen

Punkt gehen, (i eine beliebige Gerade berühren, gibt esk^-\-fn[i

Curven, welche eine beliebige feste Curve m^^'' Ordnung und k'^'' Klasse

berühren. **) —
Wir machen schliesslich noch einmal auf die bei unsern Unter-

suchungen befolgte Methode aufmerksam: wir erlangten die meisten

einzelnen Resultate durch Anwendung des Chasles 'sehen Correspon-

denzprincips. Dasselbe müsste aber auch auf rein algebraischem

Wege zu erreichen sein; beruht doch jenes Correspondenzprincip

auch nur auf einer algebraischen Thatsache (vgl. p, 210). Der Vor-

theil, den dagegen die Anwendung dieses Princips gewährt, ist, dass

man bei der Betrachtung einer Frage alle ihr fremden Verhält-

nisse durch die Anlage der Abzahlung ausschliesst, und so die Zahl

der Lösungen ganz direct findet, während bei der algebraischen Be-

handlung, welche nicht nur den Grad der Schlussgleichung, sondern

diese selbst verlangt , verschiedene Schwierigkeiten (z. B. die Aus-

scheidung überflüssiger Factoren) zu beseitigen sein werden. Umge-

kehrt wird man die durch das Correspondenzprincip gewonnenen

Resultate für die algebraische Behandlung verwerthen können, inso-

fern dann der Grad der zur Lösung dienenden Endgleichung, sowie

die Vertheilung der verschiedenen Arten von Lösungen von vornherein

bekannt sind. In diesem Sinne muss man die doch wesentlich auf

dem Correspondenzprincipe beruhende Theorie der Charakteristiken

als einen wichtigen Beitrag für die algebraische Behandlung der ent-

sprechenden Eliminationsprobleme auffassen.

VIL Die Geometrie auf einer algebraischen Curve.

Wir haben schon verschiedentlich darauf hingewiesen, dass von

den Schnittpunkten zweier Curven , insbesondere von den Grund-

punkten eines Curvenbüschels nicht alle willkürlich gewählt werden

können, dass vielmehr immer eine gewisse Zahl durch die übrigen

bestimmt ist.

Es sollen nun zunächst diese Verhältnisse genauer untersucht

werden. Eine gegebene Curve w*®"^ Ordnung / = wird von einer

*) Vgl. Chasles: Comptes rendus, 15. fevrier 1864. Einen Beweis gab

Zeuthen: Math. Annalen, Bd. 3, p. 153.

**) Man sieht sofort, dass der Satz auch gilt, wenn im Systeme ausser den

Curven a noch andere mit mehrfach zählenden Zweigen vorkommen ; denn durch

letztere Curven wird die Zahl q ^i immer entsprechend beeinflusst, wie die Glei-

chung (14).
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Curve w*" Ordnung (p = in mn Punkten geschnitten, von (^enen

wir zunächst annehmen, dass sie nicht in Doppel- oder Rückkehr-

punkte von /= fallen. Ist m < n, so sind ^^+-^ Schnittpunkte

als gegeben erforderlich; durch diese ist die Curve g) = vollkommen
bestimmt, mithin auch ihre übrigen Schnittpunkte mit /'=0. Ist

hingegen m>n, so kann man, wenn es sich nur um die Schnittpunkte
beider Curven, nicht um die schneidende Curve (p selbst handelt, an
Stelle der Gleichung g) = die Gleichung

cp' = (p-jr ^^=0
setzeu, wo ^ ein Ausdruck (m — w)ter Ordnung ist. Die vollkommen
willkürlichen

I- (w — w + 1) (m — n -f 2)

Coefficienten von fi dürfen nun besonders so gewählt werden, dass

ebensoviele Coefficienten der Function (p' verschwinden. Man kann
also, ohne das Schnittpunktsystem zu ändern, statt einer allgemeinen
Curve q) = 0, eine specielle Curve:

cp' = cp -i- ^f=0
setzen, welche nur noch von

m (m -f 3) (t7i — n -f 1) (m — w + 2) fw — 1) (n — 2)

2 2
^^^ ^'

2

Constanten abhängt. Diese reducirte Curve ist dann durch mn —
2 (^ — 1) (n — 2) Punkte bestimmt; sind also so viele Schnittpunkte

von /= 0, cp' ==0 gegeben, so sind die übrigen ('^ ~ i^
(^Lnj) dadurch

festgelegt; und dasselbe gilt natürlich für die Schnittpunkte von
/= 0, 9? = 0, da dies dieselben Punkte sind.

Die beiden Zahlen

771 (m 4- 3) , (n — 1) (n — 2)mn ^-—^—'- und ^^ '—^
,

welche bez. für w < n und m^n angeben, wie viel Schnittpunkte
des Systems durch die übrigen gegeben werden, stimmen überein für

m = n ~ l und m = n — 2. Für m> n — ^ kann man also immer
die Zahl ^ (n — ]) (n — 2) gelten lassen, welche — und das ist das

Wichtige — von m ganz unabhängig ist.*) Für kleinere Werthe von

*) Auf diesen Umstand bei Curven gleicher Ordnung wies zuerst Euler hin
(Abhandlungen der Berliner Akademie, 1748; Sur une contradiction apparente
dans la doctrine des lignes courbes); derselbe wurde ausführlich erörtert von
Gramer (Introduction ä l'analyse etc., 1750, p. 78), und von Plücker: Ger-
gonne's Annalen", Bd. 19. Die Erweiterung des Satzes gaben gleichzeitig Jacob

i

(De relationibus etc., Crelle's Journal, Bd. 15) und Plücker (ib. Bd. 16); eine
noch weiter gehende Verallgemeinerung des Satzes findet man in Plücker's
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m aber ist die Zahl der Punkte , welche durch die übrigen gegeben

sind, eine geringere.

Diese Betrachtungen verlangen eine leichte Modification, wenn ^
durch einige Doppel- oder Rückkehrpunkte von / geht. Diese Punkte

nämlich müssen als Bestimmungsstücke von ^) einfach, dagegen als

Schnittpunkte von qp mit / doppelt gezählt werden. Die Anzahl der

durch die übrigen bestimmten Schnittpunkte wird dadurch um die Zahl

{ß) derjenigen Punkte vermindert, welche in diese Ausnahmepunkte

hineinfallen und daher von vornherein bekannt sind. Man hat also

den Satz:

Von den Schnittpunkten einer gegebenen Curve n'"'' Ordnung f =
mit einer Curve m'"" Ordnung, welche durch 8 Ausnahmepunkte von

f= gehen soll, ohne in diesen selbst mehrfache Punkte zu haben, sind

1) wenn m^ n — 2 ,
^-~^-~ — d durch die übrigen bestimmt;

2) we?m m <i n — 2, mn — ^
>>

^ durch die übrigen be-

stimmt.

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass die nicht in

singulären Punkten der Grundcurve liegenden Schnittpunkte einander

beliebig gruppenweise unendlich nahe rücken können, ohne dass

dadurch die Gültigkeit unseres Satzes beeinflusst wird. Derselbe

erleidet jedoch eine Ausnahme, wenn die willkürlich zu wählenden

Punkte in gewisser Weise von einander abhängig sind. Zerfällt z. B.

die Curve 9 = in mehrere Curven niedrigerer. Ordnung, so zerfällt

auch das ganze Schnittpunktsystem in mehrere, und in jedem dieser

Schnittpunktsysteme dürfen sich nur so viel Punkte unter den gege-

benen befinden, als für eine solche Curve niedrigerer Ordnung hin-

reichen, vermittelst unseres Theorems die übrigen zu bestimmen.

Schneiden wir z. B. eine Curve 4. Ordnung ohne Doppelpunkte (d= 0)

mit einer Curve dritter Ordnung, welche in eine Gerade und einen

Kegelschnitt zerfällt, so dürfen von ersterer nur 2 Punkte, von

letzterem 5 Punkte, im Ganzen also nur 7 Punkte willkürlich auf der

C^ gewählt werden, während in dem Schnittpunktsysteme einer belie-

bigen C3 mit der C4 9 (= 3 w — \{n — 1) [n — 2)) Punkte beliebig

auf der C^ angenommen werden dürfen. Es kann andererseits eintreten,

dass bei nicht zerfallenden Schnittpunktsystemen die mn — \{n—V)
(n — 2) -\- d gegebenen Punkte (für m^n — 2) noch nicht ausreichen,

um die übrigen zu bestimmen: Man wird sich geradezu die Aufgabe

stellen können, zvi mn — ^ (w — 1 ) (n — 2) -{- 8 — r gegebenen Punkten

Theorie der algebraischen Curven, Bonn 1839, p. 11. — Für die Darstellung des

Textes vgl. Clebsch und Gordan: Theorie der AbeTscben Functionen, Leip-

zig 1866, p. 34,
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r weitere so zu bestimmen, dass sie mit jenen die übrigen ^ (n — 1)

. (ii — 2) — d Schnittpunkte einer durch d Ausnahmepunkte von /==
gehenden Curve w*" Ordnung nicht bestimmen. Und in der That
wird das entsprechende Problem für m = n — 3 später für uns noch
von besonderer Wichtigkeit werden. Genauer sprechen wir den an-

geführten Satz daher in der Form aus, dass höchstens, ^"C^ — 1)
{n — 2) — 8, hez. mn — ^ ?n {m -\- ^t) — 8 Schnittpunkte durch die übrigen

bestimmt sind, wenn keine anderen Bedingungen hinzutreten.

Dieser Satz gehört wegen seiner zahlreichen Anwendungen zu

den wichtigsten in der Theorie der algebraischen Curven; besonders

für das zunächst Folgende bildet er im Wesentlichen die Grundlage. *)

Wir bemerken zunächst, dass für 7n == n von den m"^ Grundpunkten
eines Büschels in der That ^ {m ~ 1) (m — 2) durch die übrigen

bestimmt, also nur ^ m {m + 3) willkürlich sind (vgl. p. 373). Ferner
gibt das Theorem, angewandt auf Curven dritter Ordnung einen

äusserst einfachen Beweis für den Pascal'schen Satz, den wir nicht

unerwähnt lassen wollen. **) Für ?n = n = 3 lautet dasselbe

:

Alle Curven dritter Ordnung , rvelche 8 Punkte gemein haben, gehen

auch durch einen neunten Punkt.

Es seien nun die sechs auf einem Kegelschnitte liegenden Punkte

1, 2, 3, 4, 5, 6 in der Weise zu Paaren vereinigt, dass wir die in

dem Schema (vgl. p. 50):

12 45 I

23 56 II

34 6l III

neben einander stehenden Linien als gegenüberliegende Seiten des

Sechsecks auffassen. Bezeichnen wir die Schnittpunkte von je zweien

derselben bez. mit I, II, III ; so können wir die ganze Figur aus drei

zerfallenden Curven 3. Ordnung mit 8 gemeinsamen Punkten zusammen-
gesetzt denken; dieselben sind:

1) der Kegelschnitt und die Linie I Ü,

2) die 3 Linien 12, 56, 34,

3) die 3 Linien 45, 23, 61.

Jede dieser Curven geht durch die 8 Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6, I, II;

*) Aus ihm lassen sich eine Reihe weiterer Sätze über Sehnittpunktsysteme

ableiten, auf die wir nicht eingehen; vgl. Cayley: Cambridge and Dublin ma-
thematical Journal, vol. III, p. 211, und die angeführten Werke von Cremona
und Salmon.

**) Vgl. Plücker, Analytisch -geometrische Entwicklungen, Bd. 1, 1828, p. 267.
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folglich geht durch den 9*^" Schnittpunkt III zweier von ihnen auch

die dritte, und damit ist der PascaTsche Satz bewiesen.*)

Der uns beschäftigende Satz bildet nun zusammen mit dem später

zu begründenden „erweiterten Correspondenzprincipe" die Grundlage

für die Geometrie avf einer algehraischen Curve, d. h. er erlaubt uns

in ähnlicher Weise eine Theorie der auf einer solchen gelegenen

Punktgruppen herzustellen, wie wir dieselbe auf der geraden Linie

bereits kennen gelernt haben (Theorie der binären algebraischen

Formen). Bei den hierauf bezüglichen Untersuchungen wird uns

zuerst die fundamentale Bedeutung des Geschlechtes (p. 351)

jö = ^ (n — 1) (n — 2) — r/ — r

einer Curve w*" Ordnung ihrem vollen Umfange nach entgegen treten

:

Es zeigen sich die wesentlichsten Eigenschaften der Punktsysteme auf

einer Curve geradezu allein von der Zahl p, nicht von Ordnung oder

Klasse der Curve abhängig, so dass wir weiterhin genöthigt sind,

die Curven je nach ihrem Geschlechte näher zu untersuchen, sie nach

demselben in wesentlich verschiedene Klassen zu theilen. Es steht

dies in genauem Zusammenhange mit der Theorie der Abel'schen

Integrale und der eindeutigen Transformationen: erst an der Hand

dieser Theorien werden wir einen vollständigen Ueberblick über die

Geometrie auf einer Curve gewinnen können. Besonders auf Grund

der Arbeiten von Brill und Nöther sind wir jedoch in der Lage,

schon jetzt eine Reihe von Problemen rein algebraisch zu erledigen. **)

Wir beschränken uns dabei auf Betrachtung der Punktsysteme,

welche auf einer gegebenen festen Curve durch sogenannte adjungirte

Curven ausgeschnitten werden; eine Beschränkung, welche sogleich

noch näher begründet werden wird. Unter einer „adjungirten

Curve" verstehen wir eine solche, die durch sämmtliche Doppel- und

Rückkehrpunkte den festen Grundcurve einmal hindurchgeht, oder all-

gemeiner, die durch jeden i-fachen Punkt derselben {i — l)-fach

hindurchgeht, ohne dass sich dabei einzelne Zweige beider Curven

berühren. Ferner setzen wir voraus, dass die gegebene Curve n^^^

Ordnung (C„) in jedem ?- fachen Punkte lauter getrennte Tangenten

besitzt.***) Alsdann können wir jeden /-fachen Punkt durch \ i {i— 1)

*) Man überzeugt sich leicht, dass die oben hervorgehobene Einschränkung

des Satzes für zerfallende Schnittpunktsysteme in diesem Falle ohne Einfluss bleibt.

**) Vgl. für das Folgende Brill und Nöther: üeber die algebraischen

Functionen und ihre Anwendung in der Geometrie: Göttinger Nachrichten, Fe-

bruar 1873 und Math. Annalen, Bd. VII. p. 269.

***) üeber die Berücksichtigung von vielfachen Punkten mit theilweise zu-

sammenfallenden Aesten vgl. den Abschnitt über eindeutige Transformation in

der 6. Abtheilung, sowie den Schluss dieser 4. Abtheilung.
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Doppelpunkte ersetzt denken (vgl. p. 329), und dem entsprechend

setzen wir das Geschlecht

rt
— ('^ -!)(«- 2) i (t - 1)

p __ ^ ß: . —____
^

wenn die Curve Cn cc^ Doppel-, «3 dreifache, . . . «/ 2- fache Punkte
besitzt. Für das Schnittpunktsystem einer adjungirten Curve haben
Avir in den Formeln unseres Fundamentaltheorems ^ = 4- Zai i {i — 1)

zu setzen ; und wir können dasselbe dann folgendermassen aussprechen,

wie man leicht erkennt, da in einem /-fachen Punkte immer i (i — 1)

Schnittpunkte mit der adjungirten Curve zusammenfallen:

Von den nicht in die singulären Punkte falle^iden Schnilipunkten

einer adjungirten Curve m''-''' Ordnung mit der gegebenen C„ sind

1) für m ^ n — 3: höchstens p durch die übrigen nm— 2Jc(i.i{i—l)

— p = na-\-p— 2 (^a = m — {n — 3)) Schnittpunkte bestimmt*)
;

2) für m == n — 2 ~ r: höchstens p — 1 — ^ (r -\- 2) [r— 1) durch

die übrigen ^ m {m -f- 3) — ^- Hui . i (i — 1) bestimmt.

Wenn wir uns nun zu Betrachtungen von Systemen von adjun-

girten Curven wenden, oder vielmehr zur Betrachtung der von solchen

Systemen auf der C„ ausgeschnittenen Punktgruppen, wollen wir die

letzteren durch folgende Elemente als charakterisirt ansehen:

1) Die Zahl {()) der in jeder Gruppe der „Schaar" befindlichen

Punkte, d. h. die Zahl der beweglichen Schnittpunkte einer

adjungirten Curve des betrachteten Systems (letztere kann
nämlich auch ausserhalb der singulären Punkte von /' eine An-
zahl feste Schnittpunkte mit der d gemein haben).

2) Die Mannigfaltigkeit der Schaar, d. h. die Zahl {q) der will-

kürlichen Parameter, von denen die Coefticienten einer Curve

des Systems abhängen.

3) Der Grad der Schaar, d. h. die Dimension^ bez. die Form, in

welcher diese q Parameter in die Gleichung der Curve ein-

gehen. Dieselben sollen im Folgenden immer rational vor-

kommend vorausgesetzt werden.

Einige Beispiele mögen diese Unterscheidungsmerkmale näher

erläutern. Die Cn sei eine Curve 3*®' Ordnung ohne singulären Punkt;

alsdann bilden die sämmtlichen- Geraden der Ebene ein 2 -fach unend-

liches {q = 2) System (c?o'^) von adjungirten Curven, das von zwei

Parametern linear abhängt; die von ihnen auf der C3 ausgeschnittenen

Punktgruppen bilden daher eine lineare 2 -fach unendliche Schaar von Je

3 Punkten {()=?)). Dagegen bestimmen alle Linien, die durch einen festen

Punkt der 6^3 gehen, und also noch in 2 beweglichen Punkten schnei-

den, eine lineare 1-fach unendliche Schaar von je 2 Punkten ((> = 2,

*) Dieser Satz gibt also eine directe geometrische Bedeutung für die Zahl p.
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^=1); ferner die Tangenten eines festen Kegelschnittes (x^x.^— X3''= 0),

da dieselben in der Form

x^ -{- 2 ?.X2 -{- ^-x^ =
darstellbar sind , eine quadratische einfach unendliche Schaar von je 3

Punkten. Hat die C^ einen Doppelpunkt und betrachten wir den von

ihm ausgehenden Strahlbüschel, von dem jeder Strahl die C^ noch in

einem beweglichen Punkte trifft, so bestimmt dieser Büschel eine ein-

fach unendliche lineare Schaar von je einem Punkte {0 = \). Allgemein

endlich schneiden alle adjungirten Curven w*^' Ordnung {m > n — 3),

die durch s beliebige feste Punkte gehen, auf der 6',, eine lineare

Schaar von Punktgruppen aus, für welche

Q == nm — Uai . i (i — 1)

q = nm — Uai . i {i — 1) — p — s
\

denn von den Q Schnittpunkten sind nach unserm Fundamentalsatze

über Schnittpunktsysteme p durch die übrigen bestimmt, und somit

nur noch Q — p willkürlich ; also ist q = Q — s — p. Liegen hin-

gegen von den 6' festen Punkten R auf der C„,. so haben wir:

Q =^ mn — Hai . i (i — 1) — R

q = mn — Hai . i {i — 1) — s — p .

Während die Punktgruppen auf der 6'„ durch die bisherige Dar-

stellung wesentlich von den betreffenden adjungirten Curven abhängig

erscheinen, gelingt es durch den sogenannten Restsatz, ZM dessen

Darlegung wir nun übergehen, diese Gruppen in gewissem Grade

unabhängig von den sie ausschneidenden Curven zu dehniren, wodurch

sie entsprechend den Forderungen einer Geometrie auf der Curve mehr

als selbständige Gebilde dastehen. Um den Restsatz präcis aussprechen

und beweisen zu können, müssen wir die folgenden Bezeichnungen

einführen.

Als Residuum einer Gruppe Co von Q Punkten bezeichnen wir

eine jede Punktgruppe {Gr), welche mit jener zusammen das voll-

ständige Schnittpunktsystem der vorliegenden C„ mit einer adjungirten

Curve bildet; die Ordnung der letzteren ist dabei gleichgültig. Es

sei hierbei noch einmal hervorgehoben, dass wir in dem Schnittpunkt-

systeme die in singulare Punkte der 6'„ fallenden Schnittpunkte nie

mitzählen, sondern da ihre Zahl (Zi'a, . / [i — 1)) für dieselbe 6'„ immer

die gleiche ist , stets als selbstverständlich ergänzen. Es kann jedoch

vorkommen, dass von den Punkten der Go (etwa durch Berührung

der ausschneidenden Curve mit den Aesten der Grundcurve im singu-

lären Punkte) in einen solchen ausnahmsweise noch mehr Schnitt-

punkte fallen ; diese sind unter den Q -\- R Punkten mitzuzählen. —

•

Die Punktgruppe 6'^ heisst dann zu Gq residual, und umgekehrt.
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Corresidual in Bezug auf Gq nennen wir zwei Punktgruppen Gr
und Gr-, welche zu derselben dritten Gruppe Gq residual sind, welche
also von zwei adjungirten Curven ausgeschnitten werden können,
deren übrige Schnittpunkte mit der C„ sämmtlich in die Punkte Q
fallen; diese beiden Curven können dabei von gleicher oder ver-

schiedener Ordnung sein. Der Begriff der Correüdualiiäl ist deshalb

von besonderer Wichtigkeit, weil er eben durch den Restsatz von
einem speciellen Residuum {Gq) unabhängig gemacht wird.

Um ein Beispiel für die Anwendung dieser Definition zu geben,

wählen wir eine Curve 5*«"^ Ordnung (n = 5) mit 2 Doppelpunkten

{^p = 4). Alle adjungirten Kegelschnitte, welche durch 2 feste Punkte
der C5 (und durch die Doppelpunkte) gehen, schneiden die C^ noch
in 4 anderen Punkten. Jede dieser Gruppen G^ ist dann zu jenen

beiden festen Punkten residual, und alle diese einfach unendlich

vielen G^ sind unter einander corresidual in Bezug auf die feste 6^2-

Der zu beweisende Satz lautet nun allgemein folgendermassen :

Sind auf einer algebraischen Curve die Punktgruppen Gr , Gr. , . . .

einander corresidual in Bezug auf eine Punktgruppe G^, so' sind sie

auch corresidual in Bezug auf jede andere Punklgruppe Gq-, welche zu

einer von ihnen (etiva Gr) residual ist.*)

Wir erläutern den Sinn des Satzes zunächst an einigen Beispielen.

Wir betrachten wieder eine C- mit zwei Doppelpunkten (/? = 4) und

den Büschel adjungirter C, mit 2 festen Punkten G^ (ausser den

Doppelpunkten). Letzterer bestimmt uns eine einfach unendliche

lineare Schaar von G^, welche in Bezug auf die G.^ corresidual sind.

Durch eine solche G^ kann aber nur ein einziger adjungirter Kegel-

schnitt gelegt werden; um daher zu einer Gruppe Gq- zu gelangen,

die in Bezug auf eine G^ zu der G^ corresidual ist, müssen wir durch

die 6^, eine adjungirte Curve höherer, sagen wir 3*" Ordnung, legen.

Diese schneidet die C^ dann noch in 7 anderen Punkten, die eine

in Bezug auf G^ zu G2 corresiduale Gruppe G^ bilden. Der Restsatz

sagt nun aus, dass man durch diese 6^7 einen Büschel von adjungirten

C3 legen kann, welche auf der C^ dieselbe Schaar von Punktgruppen

G^ ausschneiden, die wir vorhin durch einen Büschel adjungirter Kegel-
'

schnitte bestimmt haben. Die zuerst willkürlich durch eine der G,

*) Der Satz wurde für Curven 3. Ordnung auch von Sylvester gegeben

und findet sich in dem Werte Salmon's über höhere Curven^ welches gleich-

zeitig mit der Note von Brill und Nöther in den Göttinger Nachrichten er-

schien. Historisch ist derselbe zunächst, wenn auch nicht in der Form, aus dem
Additionstheoreme der Abel'schen Integrale erwachsen. — Der Satz gilt übrigens

auch für Punktgruppen auf einer zerfallenden Curve; denn wir werden beim

Beweise an keiner Stelle die Ineducibilität der Curve /=0 vorauszusetzen

brauchen.
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gelegte adjungirte C^ hätten wir auch so wählen können, dass sie in

einem der 4 Punkte die C^ berührt, dass also ein Punkt der durch

sie ausgeschnittenen Gruppe G-. mit einem Punkte der G^ zusammen-

fällt; an dem Wesen der Sache wird dadurch nichts geändert. Ueber-

haupt sei bemerkt, dass es gleichgültig ist, oh die Gruppen Gr, Gr- , . . .

und die Gruppen Gq, Gq-, . . . lauter verschiedene oder theilweise je

dieselben Punkte enthalten.

Zum Beweise unseres Theorems nehmen wir an, die gegebene

Curve (C„) sei

auf ihr mögen die Punktgruppen

Gq
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von /= 0, während ^ = in einem solchen einen (i — 1) - fachen

Punkt hat. Wegen der Identität (1) muss nun ferner das Verhalten

von ß . A gegenüber y . /, dem von u . B vollkommen analog sein,

ß = also in jedem *- fachen Punkte von / (/ — ])-fach verschwin-

den, ohne die Zweige von / zu berühren, d. h. eine adjungirte Curve
darstellen, w. z. b. w.

An Stelle von B = können wir nun eine Schaar von Curven
B = treten lassen , welche alle durch Go gehen , indem wir die

Coefficienten von B als abhängig von einer Anzahl Parametern

betrachten. Diese Curven schneiden auf f ein System von beweglichen

Punktgruppen Gjf aus. Ist dann A = eine feste Curve, welche

durch GiQ und ausserdem durch eine Gruppe Gr geht , « = dagegen

eine feste Curve, welche durch Gß iind ausserdem durch eine dritte

Gruppe Go' geht; und soll dann wieder die Identität (l) bestehen: so

muss ß = offenbar eine zweite Schaar von Curven darstellen,- welche

alle durch die festen Punkte Gq- hindurchgehen und auf f= das-

selbe System von beweglichen Punktgruppen Gji^ ausschneiden, das wir

vorhin durch die Curvenschaar ^ = bestimmt hatten. Und es muss,

wenn (1) eine identische Gleichung sein soll, die Schaar ß = die-

selben willkürlichen Parameter in derselben Form enthalten, wie die

Schaar B = 0. Beide Schaaren, B == und /3 = 0, sind somit in

ihrer Beziehung zu /"= völlig vertauschbar : sie sind , wie wir uns

ausdrücken wollen, zu einander äquivalent. Kommen in ihnen insbeson-

dere die Parameter linear vor, so können wir dies Resultat in folgen-

dem Satze aussprechen, den wir noch mehrfach benutzen werden:

Bie Zahl der linear von einander unabhängigen Curven

einer linearen Schaar von adjungirten Curven ist gleich der entsprechen-

den Zahl für eine jede zu ihr residuale Schaar. Für die letztere darf

'dabei natürlich nicht eine solche gewählt werden, die durch besondere

Bedingungen specialisirt ist und in Folge dessen eine Schaar von
geringerer Mannigfaltigkeit vorstellt.

Als Beispiel für solche Vorkommnisse betrachten wir zwei ein-

fach unendliche Curvenbüschel, wodurch wir wieder auf die Chasles-
Jonquieres'sche Erzeugungsweise der algebraischen Curven geführt

werden. Durch einen festen Punkt (also Q = \) einer Curve w**'

Ordnung (C„) ohne singulare Punkte legen wir einen Strahlbüschel

i? ^= M.r + '^ ^.^ = 5 durch welchen eine lineare einfach unendliche

Schaar von Gn - i (== Gr') auf der C„ gegeben ist. Durch eine beliebige

Gruppe (= G/i) dieser G,, _ i (bestimmt durch ^ e^ w^ -{- A' y^ = 0)

legen wir eine Curve {n — 1 )*'*' Ordnung a = 0, was immer möglich

ist; dieselbe schneidet die C„ noch in einer Gq-, bestehend aus

n (n — 1) — (n — 1) = (w — 1)^ Punkten: es muss sich dann eine

Curvenschaar /3 = so bestimmen lassen, dass wieder
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a.B = ß .A-^y./',

d. h. durch jene Gruppe Gg- von (n — 1)^ Punkten gehen noch

unendlich viele Curven (n — 1)*" Ordnung ß = hindurch. Die

Gesammtheit der letzteren bildet einen zu B = äquivalenten Büschel,

der Art, dass jeder Curve B = eine Curve ß = durch unsere

Construction zugeordnet ist, und umgekehrt.*) Beide Büschel sind

daher projectivisch auf einander bezogen und man kann sich also die

Cn aus ihnen in bekannter Weise erzeugt denken (p. 376). — Dasselbe

gilt aber auch noch, wenn die Cn vielfache Punkte hat. Den Strahl-

büschel nämlich können wir dann zu einem Büschel von adjungirten

Curven durch Hinzufügen einer festen adjungirten Curve P=
ergänzen ; d. h. wir setzen

:

B = P (u^ -\- Iv^) , A = P.{u^.-{- A' v^) .

Durch die n — 1 Schnittpunkte des Strahles u^: -{- ^' v^: = mit /=
können wir immer noch eine adjungirte Curve (n — 1)*®' Ordnung

a = ö.r"
- ^ + A' a^" - ^=

legen; denn für eine solche dürfen nach Obigem mindestens 2{n — \)-\-p

Punkte willkürlich gewählt werden. Dieselbe schneidet die Cn ausser-

dem noch in (n — 1)^ Punkten, von denen Z'a,- i {i — 1) in die

vielfachen Punkte der C„ fallen. Wegen der Identität (1) muss sich

nun wieder ein zu B äquivalenter Büschel ß = bestimmen lassen,

welcher jene {n — 1)^ Punkte zu Basispunkten ist. Hieraus folgt

zunächst, dass jede algebraische Curve durch einen Geradenhüschel und

einen ihm projectivischen Büschel von Curven (n — l)'*"'' Ordnung erzeugt

Tverden kann. In ähnlicher Weise kann man verfahren, wenn der

Strahlbüschel durch einen Kegelschnittbüschel ersetzt wird, dessen 4

Basispunkte auf der Cn liegen. Jede Curve desselben schneidet noch

in 2 (n — 2) Punkten; durch diese wird man aber nur eine adjungirte

Curve (n —^ 2)*'''^ Ordnung legen können, wenn n — 2 -\- p'^2 (n — 2)

ist (vgl. p. 430). Andernfalls hat man einen Büschel von C„_2 zu

construiren, welcher durch Hinzufügen einer festen Curve zu einem

äquivalenten Büschel adjungirter Curven ergänzt wird, und dann kann

man wieder die Identität- (1) anwenden. Es ist klar, wie man in der

Weise weiter gehen kann zu projectivischen Büscheln m*"^^ und

(w — my^^ Ordnung. Dabei hat man nur zu berücksichtigen, dass die

m"^ Grundpunkte eines Büschels m>^'' Ordnung nicht von einander

unabhängig sind, dass man also von ihnen auf der C„ nur eine

geringere Zahl wird willkürlich annehmen dürfen, wenn auch die

übrigen auf der C„ liegen sollen (vgl. darüber d e Jonquieres a. a. 0.).

—

*) Man weist nämlich sehr leicht nach, dass im binären Gebiete jede ein-

deutige Transformation linear sein muss.

28*
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Aus den letzten Beispielen ist ersichtlich^ wie man die Sätze

über Schnittpunktsysteme adjungirter Curven für Punktgruppen ver-

werthen kann, die durch nicht adjungirte Curven ausgeschnitten

werden, indem man letztere durch Hinzufügen fester Curven zu ad-

jungirten ergänzt. Begründet ist die von uns eingehaltene Beschrän-

kung aber wesentlich darin, dass für adjungirte Curven die Iden-

tität (l) immer angenommen werden kann, und dass die Schnittpunkt-

systeme solcher Curven auch für andere , später zu • entwickelnde

Theorien von besonderer Wichtigkeit sind.

Wir beschränken uns nun im Folgenden auf die Betrachtung der

linearen Schaaren von Punktgruppen. Zur Abkürzung führen wir für

sie folgende Bezeichnungen ein; es bedeute:

9^Q > v'^Qj • ' eine lineare ^-fach unendliche Schaar von Gruppen zu

je Punkten, und

Gq^ , rj^^ , . . . eine einzelne Gruppe aus einer'solchen Schaar ^^^ ,
y^*^ , . .

.

Jede Gruppe in einer linearen Schaar ^^ ist offenbar durch q will-

kürlich zu wählende Punkte eindeutig festgelegt; die übrigen Q — q
Punkte einer Gruppe der Schaar sind dadurch mit bestimmt. Da nun
aber nach unserem Fundamentalsatze über Schnittpunktsysteme von
Curven w*^' Ordnung auf der C„

für m > n — 3 höchstens p ,

für m = n — 2 — r höchstens p — 1 — 4- (r -f- 2) (r — 1)

durch die übrigen bestimmt sind, so haben wir den Satz:

Zwischen den Zahlen ^, Q einer durch Curven w^"' Ordnung auf

einer Curve vom Geschlecht p aufgeschnittenen Schaar ^^^ besteht die

Relation:

im m '> n — 3 : q'^Q — p ^

*

für m = n — 3 — r : g- > ^ — j9 -f 1 4- ^ (r + 2) (r — 1) .

Von besonderer Wichtigkeit ist aber — wie spätere Anwendungen
lehren werden — der Umstand, dass sich dieser Satz i\\r m <n — 3

umkehren lässt. Wir brauchen dies nur für m = n — 3 nachzu-

weisen; denn wir haben nirgends vorausgesetzt, dass die adjungirten

Curven nicht zerfallen, und daher kann jede Schaar von Curven
niedrigerer Ordnung durch Hinzufügen fester Curven zu einer solchen

von Curven (n — 3)*'^'^ Ordnung ergänzt werden, üeberdies sind diese

Curven für das Weitere, besonders für die eindeutigen Transforma-

tionen, von grösster Wichtigkeit. Wir sprechen deshalb zunächst die

Schnittpunktsätze noch einmal für sie besonders aus:
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Von den 2 p — 2 Schnittpunkten einer adjungirten Curve (n— 3)''""

Ordnung sind, ivenn p > \ höchstens*) p — l durch die übrigen p — l

Punkte bestimmt; und zwischen den Zahlen q, Q einer durch solche

Curven ausgeschnittenen Schaar besteht die Gleichung \

q>Q~P + '^-

Die nunmehr zu erweisende Umkehr der letzteren Behauptung

ist die folgende

:

Eine q-fach unendliche lineare Schaar g\f von Gruppen zu Je Q

Punkten kann immer dann durch eine Schaar von adjungirten Curven

(n — 3}''^'' Ordnung ausgeschnitten werden , wenn

(2) q^O — p -\- \ , also Q — q^p — l.

Es sei bemerkt, dass unter den :^ Punkten jeder G^^^ sich auch solche

befinden können, die für alle Gruppen der g^^^ dieselben sind. Für Q

ist uns eine obere Grenze durch die Bedingung

^0£2p-2
gegeben ; denn in so viel beweglichen Punkten kann eine C,, _ 3 über-

haupt nur schneiden. Diese Bedingung ist jedoch auf den Gang des

Beweises ohne Einfluss; und gerade aus diesem Umstände werden wir

eine bemerkenswerthe Folgerung ziehen.

Zunächst ist sofort klar, dass der Satz richtig ist für q =
(also Q <p— 1) ; denn durch eine vollständig bestimmte einzelne

Gruppe von p — 1 oder weniger Punkten kann immer eine adjun-

girte Curve (n — 3)*®' Ordnung gelegt werden. Ebenso sieht man

die Richtigkeit des Satzes für q =1 (also Q < p) leicht ein. Denn

für = p und m > n — 3 würden im Allgemeinen p Punkte durch

die übrigen, hier festen Punkte bestimmt, dieselben können also nur

für m^n — 3 beweglich sein. Liegen aber die festen Punkte der

schneidenden C,„ so, dass sie die weiteren p Punkte nicht bestimmen, so

construiren wir in folgender Weise einen äquivalenten Büschel (n — 2)*^'^

Ordnung von besonderer Art. Wir legen durch eine der beweglichen

*) Das Wort „höchstens" ist z. B. wegen des folgenden Falles nöthig: Man

nehme auf einer C5 mit 2 Doppelpunkten (p = 4) p — 1 = 3 Punkte in einer

Geraden durch einen der Doppelpunkte an; eine andere Gerade durch den an-

dern Doppelpunkt ergänzt dann erstere zu einem adjungirten Kegelschnitte

(C„_3); ihre p — 1 = 3 Schnittpunkte sind aber durch die jener Linie nicht be-

stimmt, sondern bilden noch eine g^^\ Nimmt man die p — 1 == 3 Punkte jedoch

so an, dass zwei auf einer Geraden durch den einen, einer auf einer Geraden

durch den andern Doppelpunkt liegen, so sind dadurch die übrigen 3 Schnitt-

punkte wieder bestimmt, — Bei Curven mit p = oder p = 1 gelten ähnliche

Sätze für Curven {n — 2)tei Ordnung.
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G^^"* eine C„_2, die in eine Gerade A und eine Cn-i zerfällt, so dass

letztere durch p — 1 von den Punkten der G^^^ bestimmt wird und die
p

C„ noch in p — 1 anderen Punkten Fp _ i trifft, während die Gerade A
beliebig durch den 7?*®° Punkt a hindurchgeht, und die C,, noch in

n — 1 weiteren Punkten F» _ 1 schneidet. Letztere Gruppe F„ _ 1

bildet dann zusammen mit der Fp^i das System von Grundpunkten

für den äquivalenten Büschel von C,j _ 2 , welcher die ff
^^^ ausschneidet.

Die Gerade A ist aber allen diesen Curven 6'„_2 gemeinsam, und also

bleibt ein Büschel von C„_3, durch welches die ^^'' ausgeschnitten

werden muss. Insbesondere muss auch, wenn dies für alle anderen

Gruppen der Schaar eintritt , die bei unserer Construction benutzte

Gp auf einer 6'„_3 liegen; und somit folgt, dass von den p — 1

Punkten der Fp ^ i einer in den Punkt a hineinfällt. Wir können

dies Resultat (0 = p, «?= 1) in folgender Weise aussprechen:

Wenn ein Büschel von adjungirten Curven eine g^^^ bestimmt , d. h.

in p beweglichen Punkten schneidet, so liegt jeder Punkt einer einzelnen

G'p ' der Schaar mit den p — 1 anderen Punkten auf einer Cn-z, und

diese Curven C„ _ 3 bilden einen zum ersten Büschel äquivalenten Büschel.

Für q = \, <i p endlich ist die Richtigkeit unseres obigen

Theorems wieder evident, denn durch p — 1 oder weniger Punkte

kann man immer eine Cn-3 legen ; und somit ist hier die Construction

eines äquivalenten Büschels von C„_3 selbstverständlich.

In ähnlicher Weise kann man den Beweis überhaupt führen,

indem man von einer g^oZl^ zu einer g^^ aufsteigt. Wir brauchen

also nur noch zu zeigen, dass der Satz richtig ist für jede Schaar g^^\

wenn er richtig ist für Schaaren g^^ZW immer vorausgesetzt, dass

q^ — p — 1 , und zwar nehmen wir ^ > 2 an , da wir die Fälle

^ = und q = l schon erledigt haben.

Zu dem Zwecke fassen wir einen beliebigen festen Punkt a ins

Auge. Alle Gruppen der gegebenen Schaar g^^\ welche diesen Punkt

enthalten, bilden noch eine gßZl\ da wir lineare Schaaren voraus-

setzen. Diese g^Zi kann der Annahme nach durch eine oo«' — ^ - Schaar

von C^^_^ ausgeschnitten werden, welche alle noch durch Ba=2p —
2 — (^Q — 1) feste Punkte gehen. Wir haben nur nachzuweisen, dass

unter letzteren Ba Punkten der Punkt a selbst mit enthalten ist; denn

nehmen wir diesen dann wieder beweglich, so erhalten wir von selbst

eine 001- Schaar von C„ _ 3 , welche alle durch die übrigen Ba — 1
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festen Punkte gehen, und die gegebene g^^ ausschneiden, wie es ver-

langt wurde.

Ist nun zunächst Ra> P — 1 j so folgt

:

Dann ist unser Satz selbstverständlich, denn wir können jedenfalls

über einen der i?« Punkte willkürlich verfügen, ihn also mit a zu-

sammenfallen lassen

¥üY B^ = p — l, und also Q — l = p — 1 wird iiiv q > 2 (also

^ — 1 > 1) unter den 00*?-^ Gruppen von je p — 1 Punkten jeden-

falls eine bestimmte Zahl vorhanden sein, welche eine durch sie

gehende 6',, _ 3 noch nicht bestimmt ; denn dies erfordert die Erfüllung

von 2 Bedingungen.*) Durch eine solche Gruppe und den Punkt a

können wir dann noch eine C„_3 legen, welche in ;? — 2 weiteren

Punkten schneidet. Die letzteren bilden nach dem Restsatze zusammen

mit a die p — l Basispunkte für einen Büschel von C„ _ 3 , welcher

ebenfalls die von den cj^.^ bestimmte g^^Zi^ ausschneidet, q. e. d. Durch

jede Gruppe der letzteren Schaar (von p — l Punkten) gehen also zwei,

und somit unendlich viele C„_3, ebenso wie der Annahme nach

durch die Gruppe von R^ = p — 1 Punkten. Hieraus folgt beiläufig

:

Wenn p — 1 Punkte so liegen , dass sie eine adjungirte Cn - 3 nicht

bestimmen, so schneidet Jede durch sie gehende adjungirte Cn-% die C,,

in p — 1 weiteren Punkten , durch welche ebenfalls noch unendlich viele

Cn-z hindurchgehen.

Wir hätten hiernach also jede beliebige Gruppe von /> — 1 Punkten

des Büschels von 6"^/^' 3 zur Construction eines äquivalenten Büschels

von Cn--i benutzen können. — In Folge des letzten Satzes erledigt

sich aber auch der Fall i?„ = p — 1 für q = 2 von selbst. Nach

demselben können wir nämlich durch irgend eine Punktgruppe von

p — \ Punkten, in der eine durch die festen Punkte Ra gehende

6'^/"'3 die Cn noch trifft, immer eine Cn-z legen, welche durch den

Punkt a hindurchgeht und also wieder einen zu dem Büschel der

(^T-% äquivalenten Büschel von anderen, durch a gehenden €„--6 con-

struiren, wie im Falle ^ > 2.

Für den Fall i?„ < p — 1, d. h.

Q—l->p — \, oder — 2'^p — l
,

(der auch im Allgemeinen eintreten wird , da durch p — 1 Punkte nur

in besonderen Fällen unendlich viele C„ _ 3 gehen) construiren wir neben

*) Wir werden nämlich später sehen , dass man zu p — 3 Punkten immer

2 weitere finden kann , so dass alle p — 1 eine adjungirte C^ _ 3 nicht bestimmen.

Vgl. die VI. Abtheilung dieser Vorlesungen (Normalcurven).
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der Schaar ^J"'^ eine zweite oc?- ^ - Schaar C ^^\
, welche eine o^'^~^^

ausschneidet und zu allen Curven der ursprünglich gegebenen Schaar

g^^ , die durch einen beliebigen festen Punkt ß gehen, äquivalent ist.

Wir betrachten die Punktgruppen der gegebenen g^^ welche gleich-,

zeitig die Punkte a und ß enthalten, was für /? > 2 immer möglich
ist. Durch die Q ~2 beweglichen Punkte einer solchen Gruppe
können wir dann der Annahme nach 2 Curven (n — 3)'«' Ordnung
legen, von denen eine der Schaar C^^"}^ angehört und durch ß geht,

die andere der Schaar cj^2-ä angehört und durch a geht. Dies ist

aber im Allgemeinen nicht möglich*), denn durch die {> — 2 (^ /? — 1)
Punkte ist eine C„ _ 3 im Allgemeinen bestimmt. Die beiden erwähnten
C„_3 müssen daher identisch sein, und somit jede durch beide Punkte
•gehen. Da ferner ß völlig beliebig war, so folgt, dass jede Curve

der Schaar C^^"^^ den Punkt a enthält, dass also letzterer unter den

Ra festen Punkten der Schaar mit enthalten ist; q. e. d.

Das folgende Beispiel möge den hiermit bewiesenen Satz erläutern

;

wir behaupten: Die einzigen auf einer Curve ö*®"" Ordnung mit 2

Doppelpunkten möglichen Gruppen ^^'^ sind die beiden oo'-Schaaren,

welche von den durch die Doppelpunkte gehenden Strahlen aus-

geschnitten werden. Nach unserem Satze nämlich kann jede ^3^^ durch

adjungirte Kegelschnitte ausgeschnitten werden; soll also ein C^-

Büschel ausser den Doppelpunkten noch 3 (= p — 1) feste Punkte
mit der C^ gemein haben, so muss jede C.y des Büschels zerfallen.

In dem Beweise haben wir an keiner Stelle von der Bedingung
Q<,2p — 2 Gebrauch gemacht. Auch wenn diese nicht erfüllt wäre,
würde dieselbe Schlussweise, und somit auch der resultirende Satz
gelten. Weil aber adjungirte C„^^, die in mehr als 2p — 2 Punkten
schneiden, nicht existiren, so müssen wir rückwärts schliessen, dass

Punktgruppen G^^^ von mehr als 2p — 2 Punkten, für welche q> Q —
/> -f- 1 ist, nicht existiren.

Diese Bemerkung kann man zum Beweise eines wichtigen Satzes

benutzen. Gruppen Gd, welche durch adjungirte C,,-^ ausgeschnitten

werden, bilden mindestens eine {0 — p + l)-fach unendliche Schaar;
also Gruppen G2P-2 mindestens eine cxjp - ^ - Schaar ; sie bilden aber
auch höchstens eine solche. Denn bildeten sie z. B. eine cx)?- Schaar,

*) Sollte dies doch in speciellen Fällen möglich sein, so könnte man einen

dritten Punkt y und eine dritte Schaar C^'Ls hinzunehmen und entsprechende

Ueberlegungen anstellen, etc.
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so könnte man, durch Hinzufügen desselben willkürlichen festen Punktes

ß auf Cn zu jeder Gruppe der Schaar, eine Schaar 0.^^^^^ herstellen;

eine solche kann aber zufolge der eben gemachten Bemerkung nicht

existiren. Es gibt somit keine Schaar g^'"/!.^, und um so weniger eine

0^!p'^-l ü- s. w.

Es gibt also nur eine {p — \)-fach unendliche Schaar, d. h. nur p

linear von einander unabhängige adjungirie Curven {n — S)*'''' Ordnung.

Mit diesem Satze, dem wir später noch wieder begegnen werden,

brechen wir die Untersuchungen dieser Art über Schnittpunktsysteme

ab, um darauf später in Verbindung mit der Theorie der Abel'schen

Functionen zurückzukommen, wo sie dann unter neuem Gesichtspunkte

erscheinen und unter Anwendung neuer Hülfsmittel formal einfacher aus-

zusprechen sind. Das hier Angeführte wird zunächst genügen, um emen

Einblick in die von Brill und Nöther befolgte Methode zu gewähren.

VIII. Fortsetzung. — Das erweiterte Correspondenzprincip.

Mit den letzten Betrachtungen nicht in unmittelbarem Zusammen-

hange steht ein für die Geometrie auf einer Curve nicht minder

wichtiger Satz, das sogefiannte erweiterte Correspondenzprincip, zu dessen

.Aufstellung wir uns wenden. Dasselbe ist eine von Cayley an-

gegebene, von Brill bewiesene Verallgemeinerung des auf der Geraden

gültigen und uns bekannten (vgl. p. 210) Chasles'schen Correspon-

denzprincips für eine beliebige Curve. Von dem Chasles'schen

Principe ist dasselbe für Curven vom Geschlecht Null nicht verschie-

den; es kommt eben nur ein vom Geschlechte der Curve (C,) ab-

hängiges Glied zu der von jenem gegebenen Zahl hinzu, so dass auch

hier wieder die hohe Bedeutung des Geschlechtes für eine Curve

hervortritt.*) Die zahlreichen Probleme, deren Erledigung mittelst

dieser allgemeineren Correspondenzformet gelingt, und von denen wir

einige weiterhin bezeichnen, werden ein näheres Eingehen auf den

Gegenstand hinreichend rechtfertigen.

*) Das Princip wurde zuerst ohne Beweis von Cayley ausgesprochen:

Comptes rendus, t. 62, p. 586; ausführlicher in: On the correspondence of two

points on a curve, Proceedings of the London math. society, vol. 1. 1866 (Be-

weis für einen speciellen Fall) und mit zahlreichen Anwendungen in: Second

memoir on the curves, which satisfy given conditions, Philos. Transactions of

the R. Soc. London, vol. 158, 1868. Einen algebraischen Beweis zugleich für

eine allgemeinere Formel gab Brill: Ueber Entsprechen von Punktsystemen auf

einer Curve, Math. Annalen, Bd. VI, p. 33, 1873. und mehr geometrisch: Ueber

die Correspondenzformel, ib. Bd. VII, p. 607, 1874. — Die Gültigkeit seines

Princips für Curven vom Geschlechte Null benutzte schon Chasles: Comptes ren-

dus, t. 62, p. 584, März 1866.
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Die Gleichung der betrachteten Curve (C„) von der Ordnung ?i

und dem Geschlechte p sei

:

(1) nx) = o;

und zwar setzen wir sie zunächst ohne Doppel- und Rückkehrpunkte
voraus. Es sei ferner eine Gleichunsr:

(2) (p (x, y) =
gegeben, vermöge deren jedem Punkte x der Ebene eine Curve 5*"

Ordnung, jedem Punkte y eine Curve r*" Ordnung entspricht. Auf
der Curve f haben wir dann, wenn gleichzeitig

r(x) = und /•(y) = 0,

eine Correspondenz, vermöge deren jedem Punkte y der Curve a= rn
Punkte X und jedem Punkte x derselben b = sn Punkte tj zugeordnet
sind. Dabei soll zunächst vorausgesetzt werden, dass nicht alle be-

tveglichen (zu y {bez. x) gehörenden) Curven dieselben festen Punkte
gemein haben*), dass also die a bez. b Punkte sämmtlich mit y bez.

X beweglich seien. Die Curve (r -|- s)*°'' Ordnung
r s

(3) fp {x, x) =
stellt nun den Ort eines Punktes dar, für welchen die ihm ent-

sprechende Curve durch ihn selbst hindurchgeht. Sie schneidet auf /*

'

daher {r -{- s) n = a -{- b Punkte aus, für welche einer der y corre-

spondirenden Punkte x m y fällt, oder umgekehrt. Diese a -\- b

Punkte nennen wir die Coincidenzpnnkte der Correspondenz (p] die

Correspondenz selbst werden wir, insofern sie in Bezug auf / betrachtet

wird, kurz durch {a, h) bezeichnen.

Diese Betrachtung verliert jedoch ihre Gültigkeit, wenn die

Gleichung (3) vermöge / {x) = und f {y) = Q für jeden Punkt x
oder y von / erfüllt ist**), d. h. wenn von den Schnittpunkten der

einem Punkte x entsprechenden Curven einer oder mehrere, sagen wir y,

in X selbst hineinfallen, und von den Schnittpunkten der zu y gehören-

den Punkte d in y liegen. Es kann dies dadurch eintreten, dass die

betreffende Curve in x eine {y — 1) -fache Berührung mit f hat, d. h.

y unendlich benachbarte Schnittpunkte, oder einen y- fachen Punkt,
oder einen ^-fachen Punkt und y — q successive Schnittpunkte, wobei
sich die letzteren noch in verschiedener Weise auf die q Zweige der

Curve (p vertheilen können. Wir sagen in allen diesen Fällen, die

*) In Betreft dieser Fälle sei auf den Abschnitt über eindeutige Transforma-
tionen in der 6teii Abtheilung dieses Bandes verwiesen.

**) Dies tritt z. B. ein, wenn (p
= 'xp [x) % [y) — % {x) ip (y) ist, oder wenn

qp für X = y eine Potenz von /" zum Factor erhält.
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Curve habe mit / einen „y-werthigen Schnittpunkl in x = //". Ana-

loges gilt für y und d. Es ist aber sehr wichtig, dass immer

(4) r = ö

sein muss. Denken wir uns nämlich aus (p {x, y) = mit Hülfe von

f(^x)=0 eine der Coordinaten Xi von x, etwa a:,, eliminirt, so muss

in der Eliminationsgleichung, da sie für Xi = yi y-fach verschwindet,

der Factor x^y^ — x^yi y-mal auftreten. Eliminirt man dann noch

^3 mittelst f (y) = 0, so enthält die Resultante diesen Factor wy-mal.

Dasselbe Resultat muss sich aber ergeben, wenn man umgekehrt erst

?/3 und dann x^ eliminirt, wodurch jener Factor m d-mal vorkommen

würde. Daher hat man in der That y == d. Die Zahl y zeigt sich

für diB Correspondenz tp charakteristisch; wir werden eine solche mit

einem j^-werthigen Punkte in x durch (a — y, b — y)y bezeichnen,

oder durch (k, ß)y, wenn a — y == a, b — y = ß gesetzt wird.

Unsere Aufgabe ist es nun, anzugeben, wie oft noch ein (j'-f-l)*'""

Schnittpunkt der zu x gehörigen Curve mit x zusammenfällt, d. h.

wie oft in der Correspondenz (a — y, b — y)Y ein Punkt y mit einem

entsprechenden x zusammenfällt.

Zu dem Zwecke betrachten wir zunächst für y = gleichzeitig

zwei Correspondenzen («, &) und («', 6'):

r i- r a'

und fragen nach der Zahl der Punktepaare x, y auf /, welchjB

gleichzeitig beiden Correspondenzen genügen.*) Nun entsprechen

jedem Punkte y der Ebene die rr Schnittpunkte x der ihm zugehörigen

Curven g) = 0, «p' = 0; ebenso sind jedem Punkte x der Ebene ss

Punkte y zugeordnet. Bewegt sich y auf einer Geraden, so durch-

laufen die entsprechenden rr Punkte x, wie wir bei einer anderen

Gelegenheit sahen (p. 387), eine Curve der Ordnung rs -{- sr, also

wenn y unsere Curve f beschreibt, durchlaufen sie eine Curve von

der Ordnung

(5) n {rs -{- sr) .

Jeder Schnittpunkt x der letzteren mit f wird mit einem auf f liegen-

den Punkte y ein Paar der gesuchten Art geben. Die Zahl der zwei

Correspondenzen («, b'), («', b') zugleich genügenden Punktepaare auf

f ist daher gleich

(6) w^ {rs' -f- sr) = ab' -\- ba'

.

Zeigen die Punkte x und y zu jeder der beiden Correspondenzen

ein symmetrisches Verhalten (wofür nothwendig a == b, a' = b'), so

*) Das Verhalten dieser Aufgabe zu der vorhergehenden ist analog demjeni-

gen der Bestimmung des Grades der Resultante zweier Gleichungen zu der Be-

stimmung des Grades der Discriminante einer Gleichung.
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ergibt das angeführte Verfahren dieselbe Curve der Ordnung n {rs'-{-sr'),

wenn wir y, und wenn wir x auf der Curve / wandern lassen; jeder

Schnittpunkt mit / trägt daher zweimal zur Bildung eines Paares bei.

Die Zahl der gesuchten Paare ist also gleich der Hälfte der eben gefun-

denen Zahl: r == aa ==hb'.

Eine Reduction ist jedoch an obiger Zahl ah' -]-hd anzubringen,

wenn eine oder jede der beiden Correspondenzen einen mehrwerthigen
Punkt in x = y hat, und wenn man dann die Anzahl von getrennt

liegenden Punkten x,y auf / angeben will, welche beiden genügen.
Wenn nämlich etwa cp' einen /-werthigen Punkt besitzt (also für rp'

beim Wandern von x auf / immer / Punkte y mit x vereinigt lie-

gen), so genügt ein aus zwei solchen benachbarten Punkten x,-y be-

stehendes Paar zugleich der Correspondenz cp an denjenigen a -{- b

Stellen von f, wo Coincidenzen von tp stattfinden, und zwar an jeder

solchen Stelle /-fach; wir haben daher y (a -\- b) abzuziehen. Die

Anzahl der getrennt liegenden Punktepaare, welche zwei Correspondenzen

{a, b) und {d — y , h' — y')^

gleichzeitig genügen, ist also gleich

(7) a{b' ~y')J^b{d -y'^.

Die weitere Reduction, welche eintritt, wenn rp zugleich einen

j'-werthigen Punkt m x = y hat, d. h. wenn die Correspondenzen

9^ = (« — y ; ö — y)y , cp ={d — y ,b' — y')y

gegeben sind, bestimmen wir durch folgenden Grenzprocess. Wir
denken uns zunächst die eine Correspondenz, etwa tp, ein wenig de-

formirt (d. h. die Coefficienten der entsprechenden Gleichung g? =
sehr wenig geändert) in eine andere

welche dann m x ^ y keinen ein - oder mehrwerthigen Punkt besitzt,

dagegen y diesem benachbarte Punkte x, bez. y auf der Cn für jeden

Punkt y bez. x ergibt. Die Zahl der gemeinsamen Punktepaare für die

Correspondenzen n und cp ist nun nach dem Vorigen gleich:

ab' -\- bd — y {a -\- b) .

Unter diesen Paaren gibt es noch solche, welche aus zwei nahe

benachbarten Punkten x, y bestehen und, indem diese Punkte zu-

sammenfallen, zu einer weiteren Reduction unserer Zahl Veranlassung

geben, sobald die Deformation von (p m 7t rückgängig gemacht wird.

Diese Paare sind zu finden.

Wir betrachten einen Coincidenzpunkt G der Correspondenz cp'

näher, d. h. einen Punkt, in dem / + 1 Punkte x = y von (p liegen.

Während sich x dem Punkte G nähert, rückt der mit ihm später
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coincidirende Punkt y zunächst in die Nähe von x, fällt, wenn x G

erreicht, mit x zusammen und entfernt sich wieder von x, wenn x

sich von G entfernt. Während also x durch einen Coincidenzpunkt

von (p geht, durchläuft y alle zu x benachbarten Punkte von /, indem

der eine Punkt den andern gewissermassen einholt und dann über ihn

hinaus eilt. Unter den benachbarten Punkten von x sind aber auch

die y Punkte, welche aus dem y-werthigen Punkte von (p in Folge

unserer Deformation entstanden: auch jeden dieser y Punkte muss

daher, wenn x durch einen Coincidenzpunkt G von cp' geht, der coin-

cidirende Punkt y einmal passiren. Für jeden Punkt G entstehen da-

durch y aus nahe benachbarten Punkten x, y gebildete Paare, welche

zugleich den Correspondenzen qp' und n genügen, und welche bei

Aufhören der Deformation von cp eine entsprechende Reduction der

Zahl ah' -\- bd — ?' {a -\- h), hervorrufen.*) Ist also C' die Zahl der

Coincidenzpunkte von cp\ so bleiben

(8) {cp(p) = ab' -\-bd — y {a-\-h) — yC'

Paare von getrennt fallenden Punkten x,y, die den Correspondenzen

tp und (p zugleich genügen.

Nun verfahren wir aber unsymmetrisch, wenn wir die eine Corre-

spondenz q) deformiren; hätten wir statt dessen (p deformirt, so wür-

den wir die Formel

(9) {(p(p) = dh + b'a — y {a -f b') — y'C

erhalten haben, wo C die Anzahl der Coincidenzpunkte der Correspon-

denz (p bedeutet. Da die beiden Werthe für (95 9') einander gleich sein

müssen, so erhält man durch Vergleichung:

CIO)
C-{a-y)-{b-y) ^ C - ja - y') - (b' - y)

_

Dieser Quotient hat für 99 dieselbe Form, wie für cp' und muss

daher von der speciellen Natur der Correspondenz ganz unabhängig

sein; er kann durch irgend eine Correspondenz, für welche die Zahl

C anderweitig bekannt ist, bestimmt werden. Nehmen wir z. B. die

Correspondenz zwischen dem Berührungspunkte y einer Tangente der

Cn und ihren anderen n — 2 Schnittpunkten x mit der C„, für welche

C gleich der Anzahl der Wendepunkte von /, also gleich 3 n (n — 2)

ist. Hier haben wir

a = n, b = n {n — 1), y = 2
,

*) Die Schlussweise des Textes würde zunächst nur für reelle Punkte gelten.

Man kann jedoch den gemachten Grenzprocess auch algebraisch verfolgen, wo-
durch sich dann auch imaginäre Vorkommnisse erledigen; vgl. Brill, Math.
Annalen, Bd. VI, a. a. 0.
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und also den Werth des Quotienten gleich (n — 1) (n — 2) , gleich 2p.

Daher hat man die Correspondenzformet:

(11) C={a- y) +.(6 - y) + 2 y/>

,

und ferner durch Substitution:

{cp cp') = (« — y) (^;' _ y') _|_ (^, _ y) (a' __ y') _ 2 py/

.

Setzt man noch:

a — y = a\ d — y = d
^

b-y = ß', b'~y'=^ß',

wo dann also a die Zahl der vermöge der Correspondenz cp dem Punkte

ij entsprechenden nicht mit y zusammenfallenden Punkte x ist, u. s. w.,

so haben wir den Satz:*)

Die Anzahl der Coincidenzpunkte einer Correspondenz (p = (a, ß)y

auf einer Curve vom Geschlecht p (zunächst ohne Doppelpunkte etc.) ist:

(12) (?=a + ^ + 2py;

und die Zahl der den beiden Correspondenzen cp = («, ß)y, tp = («', ß'^y

zugleich genügenden Punktepaare x, y ist:

(13) {(ptp') = aß' + ßd — 2pyy.

Von der letzteren Zahl ist wieder nur die Hälfte zu nehmen, wenn
cp und cp ein völlig symmetrisches Verhalten zeigen, wie früher für

den Fall y = y = {) schon ausgeführt wurde. —
Wir stellen uns nunmehr die Frage, wie die Coincidenzpunkte

einer Correspondenz algebraisch durch ein Eliminationsverfahren zu

bestimmen sind. Wir werden insbesondere zeigen, dass sich immer
eine Curve angeben lässt, welche die Coincidenzpunkte C auf / aus-

schneidet, dass also die Coincidenzpunkte immer das vollständige Schnitt-

punktsystem von f mit einer anderen Curve bilden. Diese Curve möge
zunächst für die einfachsten Fälle y = 1 und y = 2 wirklich gebildet

r .1

werden; für y = ist sie ja direct durch cp (x, x) = gegeben.

Es sei also erstens y = 1. Wir setzen symbolisch:

(14) f=a^» = b^» = ..., (p = ajßy' = djß'/ = .~.
.

,

so dass in cp erst je r Symbole « zusammen mit je s Symbolen ß eine

wirkliche Bedeutung gewinnen. Der Annahme nach haben wir:

(15) ttj'ß^' = 0, (eventuell vermöge /== 0) ;

•) Es sei besonders hervorgehoben, dass die gefundenen Formeln ihrer Ab-
leitung nach nur angewandt werden dürfen, wenn die Correspondenz zwischen

den Punkten x und y durch eine Gleichung qp = darstellbar ist, d. h. wenn
die a = a -|- y zu ?/ gehörigen , sowie auch die h = ß -\- y zw x gehörigen Punkte
durch eine bewegliche Curve ausgeschnitten werden.
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und es soll sein für y = x -{- dx:

(16) aarß.'-'ßäa: = 0, aj^-^a,^ = 0.

Um zwischen beiden Gleichungen die Differentiale dx; in symmetrischer

Weise elirainiren zu können, sei bemerkt, dass man zwischen den x,-,

um ihnen absolute Werthe zu ertheilen, immer eine Gleichung der Form

annehmen kann, wo die ki Constante bedeuten. Hieraus ergibt sich

dann als dritte Gleichung:

(17) kydx^ -f- k^dx^ -\- k.^dx^ = .

Aus ihr und den Gleichungen (16) kann man nun die dx elirainiren

und findet die Bedingung:

(18) {aßk) aj'-^a/ßj-^ = 0.

Aber statt (16) hätte man auch die Gleichungen:

(19) ocj-'ßjccda: = 0, a^—^ai^ = Q

zu Grunde legen können; es ist also auch

(20) («aA:)a.,"-ia,'-i/3^' = 0.

Hieraus schaffen wir die A,- durch Anwendung der Identität (p, 283):

{aak) ß^ = {aßk) a^ + {ßak) a^ + {aaß) k^

fort; denn wegen (18) und wegen /"= geht dann (20) bis auf den
Constanten Factor k^ über in

(21) {aaß) aj -/ ß^^ - ' a^- - ^ =
,

und diese Gleichung stellt die gesuchte Curve dar. Die Zahl ihrer

Schnittpunkte mit / ist in der That gleich:

nr -\- ns -\- n {n — ?>) ^ nr — \ -\- ns — 1 + 2/?

.

Es sei zweitens y = 2] und zwar möge dies zunächst dadurch
geschehen, dass die zu x gehörige Curve in x und ebenso die zu y
gehörige in g einen Doppelpunkt hat; d. h. dass unabhängig von den z:

(22) a^'ß.^-'ß.^O, a^'~'ßja, = 0.

Wir fragen nach den Punkten x, in denen ein Zweig des Doppel-
punktes die Curve f berührt, d. h. für welche

(23) aJß^s-2ß^j^Q^ a^"~^a^^ = 0.

Die Elimination der dx aus diesen Gleichungen und (17) ergibt:

(24) (ßak) (ßbk) a^rß^s-2aj>-ib^n-i^o^

Statt (23) hätte man aber auch die Gleichungen:

(25) «,.'• '^aaJ ß.^ = , a^" - i
«,,, =
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zu Grunde legen können; es ist also auch:

(26) {aak) (ab/c) aj-^ßja^—^bj'-^ = .

Es sei ferner bemerkt, dass auch die Gleichungen (18), (20) und (21)

-wegen (22) für jeden auf / gelegenen Punkt x erfüllt sind. — Zur Fort-

schaffung der ki aus (24) wenden wir die Identitäten an:

{ßak) a^ = {ßaa) k^^ + (/3aÄ-) «^ -j- {aak) /3.^

,

{ßhk) a^ = {ßba) k,, + {ßak) b., + {abk) /3.,

.

In dem entstehenden Ausdrucke verschwinden die Glieder mit den

Factoren a^, b^ wegen /= 0, das mit ß,^^ wegen (26); es bleiben eia

in kj^ und zwei in /r^ /3^ multiplicirte Glieder. Die letzteren sind

wegen der Vertauschbarkeit von a und b bis auf gemeinsame Factoren

:

{aak) {ßba) ß^ + {ßaa) {abk) ß^ = 2 (aak) (ßba) ß^

.

Für den rechts stehenden Term benutzen wir die Identität:

{aak) bcc = (ccab) k^ -\- {abk) a^ -f- {bak) «^

.

In dem entstehenden Ausdrucke verschwindet das zweite Glied wegen

f=0, das dritte wegen der Gleichungen (22). Der Ausdruck (24)

geht also, abgesehen von dem Factor kj^, über in:

p= {aßb) {{aßa) b^ -\- 2 {aab) ß^} aJ-^ßJ-Hj^-^aJ'-K

Diesen können wir noch symmetrischer schreiben; es ist nämlich:

{aab) ß^ = {aßb) a^ + (ßab) a^ + {aaß) b^

,

und also, indem sich die übrigen Glieder fortheben:

P=(aßb) {iaab)ß^-j-{ßab)a^} a^—Hj^-^aJ-^ßJ-K

Hierin können wir noch a und b vertauschen und die Summe beider

Ausdrücke bilden. An Stelle von {aßb) a^ tritt dann der Factor:

^ {{aßb) a^ - {aßa) b^} = -^ {{aab) ß^ — {ßab) a^} .

Die Gleichung der gesuchten Curve ist also schliesslich:

(27) 2P= {{aabyßj — {ßab)''a^-') aj -^ßj-^a^"-^b^"-^ = .

Die Zahl der von ihr auf /= ausgeschnittenen Coincidenzpunkte

stimmt mit der oben gefundenen überein.

Eine andere Curve 'gleicher Ordnung erhalten wir bei der An-

nahme, dass der 2-werthige Punkt in x = y durch Berührung ent-

steht. In dem Falle treten an Stelle von (22) die Gleichungen:

(28) aj ß^' -^ßj^ = 0, «,'• -'ß^'a,^ = 0,

und an Stelle von (23) die Bedingungen:
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(29) «..'-/S,' - 1/3^.. + («-!) «-'^-' - 'ßä^' =
(30) a^"-'a^^. + (n - 1) a^— ^a^J =
(31) k^ cPxi + k.^d'^x^ + k^d'^x^ = ,

während wieder die Gleichungen (18), (20), (21) für jeden Punkt von

/ erfüllt sind. Man kann sich hier die dxi aus (29) und (30) in

Function der d^Xi berechnet denken, ihre Werthe in a,^"-'^ a^-c = ^

und eine der Gleichungen (28) einsetzen, und aus diesen beiden Glei-

chungen zusammen mit (31) die d'^xi eliminiren. Symmetrischer ge-

schieht diese Elimination jedoch in folgender Weise. /

Man füge die an Stelle von (19) tretende Gleichung:

(32) «V-'aV.r^V + (r — 1) cc'J-^a'.J'-ß'j =
hinzu, und eliminire aus ihr, sowie aus (29), (30) und (31) die Grös-

sen d'^Xi. Dies gibt das Resultat:

/3,/3., ^,/3., ^3^.. {s-l)ßa.'

a\a\^ a\^a\. a\a\ {r~\)a\,J

a^a^ a^a^ a.^a^ (n — 1) «,/a-2 1

Kt /T.) ftn \j

Diese Determinante entwickeln wir nach den Gliedern der letzten

Verticalreihe. Alsdann verschwinden wegen der Gleichungen (18) und

(20) zunächst alle Glieder einzeln; das Glied mit dem Factor aj'-~'^aax^

aber verschwindet sogar quadratisch. Letzteres ist nämlich gleich

= CCx'ßa:'-^Cc'j-^ß'ja,

(n — 1) (ßa'k) a^J . ajßj-^a J --^ß'^' a.
« — 2

)

und durch Anwendung der Identität

{ßa k) a,ix = (ßaa} Av^ -\- (ßak) a\u- + {aa'k) ß,u-

entsteht aus ihm eine Summe, deren einzelne Glieder je für sich

quadratisch verschwinden. Für die beiden letzten Glieder folgt dies

unmittelbar aus den Gleichungen (18), (20) und (28); das erste Glied

enthält den verschwindenden Factor ka^c, und das Verschwinden des

andern Factors ergibt sich durch Elimination der dx; aus (28) und

ax"~^Odx = 0. Den Term mit «^"'"^«^/.r'^ als Factor können wir

daher gegen die beiden andern Terme der Determinante fortfallen

lassen ; die letztere reducirt sich somit auf die Summe

:

(33) {{s-'i){aak)cx'xßaJ— ir-l){ßak)ß,,a,J}ajß^.-^-'-aJ--^ß'ja^-~K

Zur weiteren Umformung dieser Summe dienen folgende Bemer-

kungen. Jedem Punkte x entsprechen unserer Annahme nach die

Punkte X und x -f- dx'^ umgekehrt müssen daher dem Punkte x -j- dx
wieder die Punkte x -\- dx und x entsprechen, d. h. neben (28) besteht

noch die Gleichung:

Clebs ch , Vorlesungen. 99



H— 1.

450 Vierte Abtheilung.

(34) «.'•-^«d.^^-^^,/. = 0.

Da ferner in unserm Falle, wie oben bemerkt (p. 446), der Ausdruck

ccx^'ßx identisch Null ist oder den Factor / hat, so ist auch vermöge
/=0 und df= 0:

(35) s .a^'-ßj-^ß.f.-^-r .a^^-'ß^^aa^ = 0,

oder wegen ff^"- ^«^^r = 0, kdx = 0:

s . (ßak) a^"- ß^' -i a^" - ' = — r .-{aa/c) ccj-'^ß:c'aj'-^

.

In Folge dieser Gleichung kann man aus (33) einen gemeinsamen
verschwindenden Factor absondern. Vertauscht man noch im zweiten

Gliede die gestrichenen Buchstaben mit den nicht gestrichenen, so

erhält man also als das Resultat der Elimination der d'^xi aus (29),

(30), (31):

(36) [s {s - 1) ßa.-^aj -^^ r {r - 1) a.jßj) aj-^ßj-^ = .

Die Elimination der dXj aus dieser Gleichung und aus «/'—%^^= 0,

hiia: = gibt also

:

0={sis-\){ßak){ßbk-)aJ-]-r{r—\){aak){ahk-)ßJ']aJ-^ßJ-'^aJ'--'b

oder, wie wir kurz schreiben wollen:

(37) s (s _ 1) . Hl + r (r - 1) . n2 = .

Zur Fortschaffung der ki wenden wir im ersten Gliede die Iden-

titäten an:

{ßak) cc^~ = ißaa) A-^ + (ßak) a^ -j- {aak) ß^^ ,

{ßbk) a^ = ißbtt) k^ + {ßak) b^ + {abk) ß^ .

Es wird dann wegen /"= 0:

\], =- {aßa) Qaßb) a^--^ß^^-^a^"-H^"-^ . kj -f K, -{- 2 k^ . K,

,

wenn: TJ ^ = (ßaa)' (abk) a:^''-^ ßj-^ Ua:"-^ b^"-^

.

Letzteren Ausdruck formen wir nochmals mittelst der Identität

(ßaa) k^ = {ßak) a^ — (ßcck) a^ — {aak) /3^

um. Von den drei dann entstehenden Gliedern verschwindet das

erste wegen (34), das zweite wegen /"== 0, das dritte ist gleich — TTj;

und also wird, wenn S den Factor von kj bezeichnet:

(38) Hl + Hj = 5-
. kJ .

Um auch die Differenz TT, — TTj zu bilden, benutzen wir für TT^

folgende Identität (IV, p. 283)

2 (ßak) (ßbk) a^b^ = {ßakf bj + {ßbkf aj - {abky ßj
- {abßY kJ + 2 {ßab) {abk) k^ß^ .
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Setzt man dies in TTj ein, so bleiben nur die letzten beiden Glieder

der rechts stehenden Summe. Es wird also bis auf die Factoren

ccJ-^ßx^'^^aJ'-^b^"-^ der Ausdruck TT, gleich

— \ (abßy aj . kj -{- (ßab) (abk) ß^^aj . Ä:^,

und ebenso bis auf dieselben Factoren TTj gleich

- I (abay ßj . kj + {aab) {abk) ß,/3.,2 , ^^

,

Bei Bildung der Differenz benutzen wir für die letzten beiden Glieder

die Identität:

(iß ab) a^ — {aab) ß^ = (ccßa) &^ — [ccßb) a^

.

Wegen der Vertauschbarkeit von a, b und wegen des Factors {abk)

können wir für die rechts stehende Differenz 2 {aßa) b^ schreiben.

Den so umgeformten Factor von k,^ in TT, — TTj wollen wir für den

Augenblick mit 2 X bezeichnen. Derselbe lässt sich auf TT, und TT.^

zurückführen.

Die Form (a/3a) a^.'" - ^/3/- 'ff^."- ^ nämlich ist für unsern Fall

identisch Null oder hat f= a^" zum Factor; jedenfalls ist also auch

vermöge f=0 und df =0:

{aßa)aJ-'-ßJ-^a^^-^[r—\)ß^a^aaa:Ms-'^y.-axßd.-\-{n-^)^^ß:^aa.}=0.

Ersetzen wir aber hierin wieder die dxi durch die ünterdeterminanten

[bk)ibjp — ^ , so wird der Coefficient von (n — 1) gerade gleich jener

Form X\ der Coefficient von (r — 1) dagegen wird gleich dem oben

mit TT3 bezeichneten Ausdrucke, also sein Product mit A.^^. gleich — TTj,

und entsprechend muss der Coefficient von {s — 1) bis auf den Factor

kj, gleich -|- TT, werden. Wir haben sonach die Relation

:

{n — \)k,.x = {r^ 1) n2 - {s - 1) n,

.

Tragen wir dies in den für TT, — TTj gefundenen Ausdruck ein und

bezeichnen den Coefficienten von kj' in TT, mit J,, in TTj mit T^, so

ist also:

{n-\){U-T],) = \kJ{n-\){T,--T,)-{-2{r-i)W,-2{s-l)T],,
oder:

(39) 2 (2 s + n — 3) n,— 2 (2 ;• + n — 3) Ho = kj{n — Y){T,,— T^).

Diese Gleichung zusammen mit (38) gibt die Resultate:

4 (r + s + n — 3) n, = ;t.,2 {2 (2 r + n — 3) 5 + 2\ - T,}

4 (r + s + n — 3) n2 = kj [2 {2 s -^ n — ?,) S — T^-\- T^} .

Damit ist die Absonderung des Factors kj^ aus der Gleichung (37)

geleistet. Die Gleichung der gesuchten Curve , welche auf /= die

Coincidenzpunkte der Correspondenz dx^ ßy^ = ausschneidet, ist also:

(40) 2S[s{s—\){2r-\-n—^)-\-r{r—'[)[2s-\-n—?>)]-\-T[n—\)[r{r—\)—s{s—\)Y=0,

29*
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WO S, T = T^ — T^ in folgender Weise definirt sind:

S=(aaß) (baß) aJ-^ßj-^a,"-H^--'
T = {ahßfajßj -

^

«,- -

2

b^- -^ — (abayaj

-

2ßj a^n -^b^"-^

Aus diesen Beispielen wird es klar sein, wie man im allgemeinen

Falle zu verfahren hat: Man wird mit Rücksicht auf die Gleichungen

k/:v = durch ein dem obigen analoges Verfahren, bei dem die

Symbole a und ß der Function q) == ccjßy^ symmetrisch benutzt wer-

den, nach einander die Differentiale verschiedener Ordnung aus den

Gleichungen eliminiren können, welche den j^-werthigen Punkt der

Correspondenz in x = y definiren ; sei es dass letzterer durch einen

mehrfachen Punkt der Curven ^ daselbst oder durch mehrpunktige

Berührung derselben mit f == oder durch gleichzeitiges Eintreten

beider Vorkommnisse entsteht. Aus dem Endresultate hat man dann
immer noch durch identische Umformungen in obiger Weise eine

Potenz von /r^ als Factor abzusondern, um schliesslich die Gleichung

der Curve zu erhalten, welche die Coincidenzpunkte auf f ausschneidet.

Die Ordnung dieser Curve können wir indess ohne nähere Betrachtung

jener algebraischen Operationen angeben, da wir nach Formel (11)

die Zahl ihrer Schnittpunkte mit / kennen, dieselbe ist (a = rn,

b = sn) gleich

:

(41) ^r + s-j-y{n- 3)] .

Diese Zahl bleibt die nämliche, wenn /= Doppel- und vielfache

Punkte besitzt, denn die angedeuteten algebraischen Operationen bleiben

immer ausführbar. Andererseits wird aber auch unsere zur Aufstellung

der Zahl C == a -\- ß -\- 2 yp führende Ueberlegung durch das Auf-

treten vielfacher Punkte auf /" nicht modificirt, wenigstens nicht, wenn
die verschiedenen Aeste des vielfachen Punktes alle getrennt verlaufen.*)

Die Zahl C wird alsdann aber kleiner, wie die Zahl der Schnittpunkte

obiger Curve mit /= 0. Dies erklärt sich dadurch, dass diese Curve

durch die vielfachen Punkte von / hindurchgeht, dass in diesen also

Coincidenzen entstehen, ohne dass die coincidirenden Punkte einander

benachbart auf demselben Curvenzweige liegen, wie sogleich noch

deutlicher werden wird; und für Coincidenzen dieser Art gelten unsere

obigen geometrischen Schlüsse nicht. Demgemäss führen wir folgende

Unterscheidungen ein: Wir bezeichnen als eigentliche Coincidenz

*) Bei der oben zur Bestimmung der Zahl der Wendepunkte (p. 445) be-

nutzten Correspondenz tritt noch die Besonderheit ein, dass die Curven qp (die

ersten Polaren) in den vielfachen Punkten gemeinsame feste Punkte haben. Zur

Umgehung der dadurch vielleicht entstehenden Schwierigkeiten (auf die wir

später eingehen), kann man ein anderee Beispiel wählen, z. B. die Correspon-

denz {n — 1, n — 1), , welche durch die Linien eines Strahlbüschels auf /"=0
bestimmt wird.
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eine jede, welche dadurch entsteht, dass einer der a beiveglichen einem

Punkte y entsprechenden Punkte diesem Punkte auf demselben Curven-

ziveige unendlich nahe liegt; als uneigentliche Coincidenz eine jede,

für welche dies nicht der Fall ist. Nach dem Obigen gilt dann in

Folge dieser* Definitionen der Satz, dass die uneigentlichen Coincidenzen

zusammen mit den eigentlichen Coincidenzen auf f =^ ein vollständiges

Schniltpunktsystem bilden. Bezeichnen wir also mit G die Zahl der

ersteren, so muss die Zahl

C J\- G = nr — y^ ns - y -\- [y {n ~ \) {n — 2) — 2 d] -^ G

,

wo d die Zahl der Doppelpunkte von /' = angibt, durch n theilbar

sein, d. h. es ist ö = 2 y c?.

In jeden Doppelpunkt von f fallen also 2 y (ebenso in jeden i-

fachen Punkt mit getrennten Tangenten y . i [i ~ \) ) uneigentliche

Coincidenzen.

In der That verschwindet für 7 = 1 die linke Seite von (21) in

jedem /-fachen Punkte von f (/ — l)-fach. LTm dies in (27) zu erkennen,

hat man für einen Doppelpunkt x von /'nur zu beachten, dass der

Ausdruck {abuf «r"~^^.r"~'^ in einem solchen proportional zu uj wird.

Von diesem Verhalten der die Coincidenzpunkte ausschneidenden

Curve, die wir im Folgenden kurz als „Coincidenzcurve" bezeichnen

wollen*), in den singulären Punkten von / mag man sich in folgen-

der Weise direct Rechenschaft geben für den Fall, dass die zu x ge-

hörigen Curven q) in x = g einen y- fachen Punkt haben.**) Nähert

sich dann x einem Doppelpunkte von/ auf dem einen Zweige dieser

Curve (mit dem also die zugehörige Curve qo immer y Schnittpunkte

in a; = ?/ hat), so wird die Curve (p, sobald x in den Doppelpunkt

eintritt, in x noch weitere y Schnittpunkte mit dem andern durch den

*) Dass dies Wort früher in anderem Sinne gebraucht wurde (p. 387), wird

nicht zu Missverständnissen Anlass geben können.

**) Dies kann entweder unabhängig von f=0 eintreten oder vermöge /"= 0.

In ersterem Falle hat die Curve qp selbstverständlich auch in einem Doppelpunkte

von f einen y- fachen Punkt, dessen Tangenten von den Doppelpunktstangenten

verschieden sind. Dass letzteres auch im zweiten Falle im Allgemeinen eintritt,

beweist man, indem man die Function g? [x, y) = a/ß/ nach dem von Gordan

gegebenen Satze (Math. Annalen, Bd. 5, p. 100) in eine Reihe entwickelt, deren

s _[_ 1 Glieder für r"^ s bis auf Zahlenfactoren bez. aus den Formen:

durch einen Folarenprocess entstehen. Die Formen cp^^, cp^, cp.^ . . . (py müssen

dann bez. die Potenzen f^ , f^
"^

, f^
~^

. . . f'^ zu Factoren haben. Verschwinden

insbesondere die Formen qp^, qPi, • • • Vy — i
alle identisch, so hat man den Fall,

wo der y-fache Punkt in o; = y unabhängig davon eintritt, ob x auf /"liegt oder nicht.
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Doi)pelpuiikt gehenden Zweige von f besitzen, so dass y uneigentliche

Coincidenzen eintreten. Dasselbe gilt, wenn x auf diesem andern

Zweige an den Doppelpunkt heranrückt; und so haben wir in der

That zusammen 2y uneigentliche Coincidenzen, wie es sein soll.

Betrachten wir ferne'r den Fall, wo der y-werthige Punkt in

X = y durch Berührung entsteht. Hier können wir uns immer die

zu Punkten x gehörigen Curven q) aus einer zweifach unendlichen

Mannigfaltigkeit von Curven s*«"" Ordnung, deren jede die Curve/'=0
in y — 1 consecutiven Punkten trifft, eben durch die Bedingung aus-

geschieden denken, dass eine solche Curve noch einen weiteren be-

nachbarten Punkt mit /' gemein habe. Jedem Punkte x entsprechen

dann die übrigen ns — y einfachen Schnittpunkte y einer solchen

Curve mit /", von denen im Allgemeinen keiner in den Doppelpunkten

liegt. Durch jeden Punkt y dagegen gehen einfach unendlich viele

Curven jener oc^-Schaar, deren jede in einem nicht in y liegenden

Punkte die Curve /'in y — 1 benachbarten Punkten trifft; unter

diesen wird aber eine endliche Zahl von Curven sein, welche f in je y
benachbarten Punkten schneiden: Dem Punkte y entspricht daher

eine Curve, welche die so ausgezeichneten Berührungspunkte der

letzterwähnten Curven ausschneidet, d. h. die Coincidenzcurve (p. 453)

einer Correspondenz mit {y — l)-werthigem Punkte. Eine solche

Correspondenz hat aber, wie wir sogleich sehen werden, y (y — 1)

uneigentliche Coincidenzen in jedem Doppelpunkte von /; und also

fallen in jeden y [y — 1) Schnittpunkte der zu y gehörigen Curve. Hai

also eine Correspondenz in x = y einen y-werlhigen Punkt, der durch

{y — \)- punktige Berührung entsteht^ und gehen die zu x gehörigen

Curven nicht durch die Doppelpunkte von /, so fallen doch für jede zu

einem Punkte y gehörige Curve y {y — 1) Schiiittpunkte in jeden Doppel-

punkt von f; d. h. wir haben eine Correspondenz mit festen Punkten.

Solche Correspondenzen haben wir allerdings von der Betrachtung

vorläufig ausgeschlossen. Für sie soll später der folgende Satz be-

wiesen werden*), den wir einstweilen wiederholt werden benutzen müssen

und deshalb hier mittheilen: Entfallen hei einer Correspondenz mit

y - werthigem Punkte in x = y für jede der zu x gehörigen Curven a,

für jede der zu y gehörigen t Schnittpunkte mit f in einen festen ein-

fachen Punkt von f, so liege?! in diesem 6 -\- t uneigentliche Coincidenzen

;

ist der feste Punkt jedoch Doppelpunkt von f, so liegen in ihm (}-^r-\-2y

uneigentliche Coincidenzen. — Die eigentlichen Coincidenzen dagegen

bestimmen sich wieder durch die Formel (12), wenn man nur unter

a, ß die Zahlen der beweglichen zu x, bez. y gehörenden Punkte versteht.

*) Vgl. den Absclinitt über eindeutige Transformationen in der 6. Abtheilung

dieser Vorlesungen.
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Wir wollen nun voraussetzen, dass 6 Schnittpunkte der zu x

gehörenden Curve in einem Doppelpunkte liegen. Ist dann y = 2

(durch Berührung in x), so bestimmt sich die zu tj gehörige Curve in der

geschilderten Weise als Coincidenzcurve einer Correspondenz mit y = 1,

6=6, und auch x = 6. Für diese liegen aber 6 -\- x -\-2y = 2{6-\-\)

uneigentliche Coincidenzen im Doppelpunkte, d. h. in der Correspon-

denz" mit y = 2 liegen 2 ((? + 1) Schnittpunkte der zu y gehörigen

Curve im Doppelpunkte. Wir haben also hier 6=6, x = 2{6 -\-\)\

und somit wird die Zahl u der uneigentlichen Coincidenzen: u =
3 ((? _|- 2). Für eine Correspondenz mit y = 3 ergibt sich hieraus

0^0^ X --= 'd {6 -\- 2), und also: u = 4: (6 \- 3). Durch Fortsetzung

dieser Schlussweise (durch einen Schluss von y auf y -f 1) findet man

allgemeiner, wenn 6 = 6 gegeben ist:

Tr = y(a + y — 1), u=6^x -^2y = {y-\-\^{6 -\-y).

Fallen also in einer Correspondenz mit y-werthigem Punkte in x = y

für die zu x gehörige Curve, welche in x {y — \) -punktig berührt, 6

feste Schnittpunkte in einen Doppelpunkt von /', so fallen in diesen für

jede zu y gehörige Curve y ((? + y — 1) feste Schnittpunkte; und es

liegen in ihm (y + 1) (ö -f y) uneigentliche Coincidenzen. — Für (?= folgt

hieraus der oben ausgesprochene Satz; ebenso beweist man auch den

folgenden: ^enn bei der genannten Correspondenz für die zu x ge-

hörige Curve 6 Schnittpunkte in einen festen einfachen Punkt von f fallen,

so fallen in ihn y6 feste Schnittpunkte für jede zu y gehörige Curve und

(j, _[_ 1) (j uneigentliche Coincidenzen.

Lassen wir andererseits den Punkt x in einen Doppelpunkt von /

rücken, so wird ihm zunächst keine bestimmte Curve zugehören, indem

der Ausdruck (p {x, y) unabhängig von den y zu Null wird. Man

erhält daher erst eine bestimmte Curve, wenn man unter den beiden

von X aus auf f möglichen Fortschreitungsrichtungen eine Wahl trifft

und demgemäss x -\- dx statt x in (p{x,y') setzt. Dem Doppelpunkte,

als Punkte x, entsprechen daher 2 völlig verschiedene Curven, deren jede

einen Zweig von f {y — \)-punktig berührt. — Es möge dies noch an

folgendem Beispiele erläutert werden:

Man soll die Correspondenz cp = angeben, vermöge deren jedem

Punkte X die in ihm die Curve f=0 berührende Curve m'^'' Ordnung

eines Netzes entspricht. Sind a^"' = 0, aj'" = 0, «^"'" = drei be-

liebige Curven des Netzes, so hat man zu dem Zwecke zunächst

jc, X, ^ aus den drei Gleichungen
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und aus dem Resultate die dxi vermöge der Relationen «^"-i«rf^==0
kd.-c = zu eliminiren. Mittels einiger identischer Umformungel hat
man dann noch einen Factor k.^ abzusondern, um schliesslich das
Resultat zu erhalten:

«-./-' {{aaa) a>-iaV-^«/' + {aa'a) «V" " ^ «
/" -

^

«
'/"

Die Richtigkeit des Resultats verificirt man auch leicht nachträglich. Die
Gleichung stellt nämlich in den Veränderlichen y jedenfalls eine Curve
des Netzes dar; setzt man in ihr y ^ x, so sondert sich in der That
wegen der Identität*)

{aaa") a.^ -f- {aaa) d\^ + {aa!' a) a^ == (aß'«") «^

ein Factor r/.^« ab; und ebenso, wenn man tj = x -\- dx setzt, ein
Factor aj'-^adoc, wie es sein soll. Die Gleichung kann aber als
lineare Function der Grössen aj'-^ai angesehen werden; und daraus
folgt, dass jede zu einem Punkte y gehörige Curve in der That durch
die Doppelpunkte von / gehen muss, wie behauptet wurde.

Ausserdem kann es natürlich eintreten, dass der j/-werthige Punkt
dadurch entsteht, dass die Curve qo in x = y einen vielfachen Punkt
hat, dessen einzelne Zweige die Curve noch ein- oder mehrpunktig
berühren. Diese F'älle können als Combinationen der soeben behan-
delten angesehen werden. —

Las&en wir nun den Doppelpunkt von f in einen Rückkehrpunkt
ausarten. Alsdann behalten die vorstehenden Betrachtungen jeden-
falls ihre Gültigkeit, insofern es auf die uneigentlichen Coincidenzen
ankommt. In einem Rückkehrpunkte aber sind zwei zusammenfallende
Punkte immer als auf demselben Curvenelemente gelegen zu betrachten

;

es werden daher die in einen solchen fallenden Coincidenzen theilweise
als eigentliche gezählt werden müssen, so dass auch an der Zahl C in
(12) noch eine Reduction anzubringen ist, wenn man nach der Zahl
der nicht in singulare Punkte von f fallenden eigentlichen Coincidenzen
fragt. Wir geben im Folgenden einige Beispiele für die Bestimmung
dieser Reduction.

Nehmen wir an, dass die Curven qp in x = y einen y- fachen
Punkt haben

;
dasselbe wird dann der Fall sein, wenn x ein Rückkehr-

punkt ist, und im Allgemeinen sind die Tangenten des y- fachen
Punktes von der Rückkehrtangente verschieden. Die Zahl der in x

*) Aus dem Satze (p. 382), dass die Curven eines Netzes, welche durch einen
Pjinkt der Jakobi'schen Curve desselben gehen, sich in diesem alle berühren,
folgt, dass die zu einem Schnittpunkte x der Jakobi'schen Curve mit /" gehörige
Curve qp in a; einen Doppelpunkt hat, also nicht eigentlich berührt; was man
auch direct bestätigt.
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liegenden eigentlichen Coincidenzen ist dann offenbar unabhängig von

der speciellen Correspondenz und kann für dieselbe Zahl y an einem

beliebigen Beispiele bestimmt werden. In der Nähe von x können

wir aber die Curve mit y- fächern Punkte durch ihre y Tangenten

ersetzen. Wir brauchen also die betreffende Zahl an einem Beispiele

nur für den Fall zu bestimmen, dass die zu x gehörigen Curven 93 in

y gerade Linien zerfallen. Zu dem Zwecke betrachten wir die Corre-

spondenz (n — 1, n — 1)y, welche einem Punkte von f die y (ti — 1)

von ihm an eine beliebige Curve y*«"^ Klasse zu legenden Tangenten

zuordnet. Die Zahl der eigentlichen Coincidenzen muss gleich der

Zahl der gemeinsamen Tangenten beider Curven sein, d. h., gleich

Ä-
. y = 7 {« (n — 1) — 2 ^ — 3 r}

,

wenn k, d, r für die Curve f die bekannten Bedeutungen haben.

Unsere Correspondenzformel ergibt aber die Zahl:

C = 2 y {11 — ^) -]- 2 yp = y [n {n ^ \) — 2 d — 2 r)
;

und hieran haben wir noch eine Reduction von yr anzubringen, um
die Zahl ky zu erhalten. Entsteht also der y-werthige Punkt in x = y

durch einen y-fachen Punkt der Curven (p, so entfallen in jeden Rück-

kehrpunkt y eigentliche Coincidenzen. .

Entsteht dagegen der y-werthige Punkt durch Berührung, so kann

man für y = 2 die Curven cp in der Nähe von x wieder durch gerade

Linien ersetzen und so die eintretende Reduction aus den Plücker-

schen Formeln bestimmen. Wir werden erst später auch den allge-

meinen Fall erledigen*) unter der Voraussetzung, dass die zu x ge-

hörigen Curven cp aus einer linearen y-fach unendlichen Schaar von

Curven eben durch die. Bedingung der Berührung ausgeschieden

werden. Es scheint jedoch misslich ganz allgemeine Regeln anzugeben.

Insbesondere treten z. B. Ausnahmen ein, wenn die zu x und die zu

y gehörenden Curven (p durch einen Rückkehrpunkt von / gehen,

wie das folgende Beispiel zeigt.

Man bestimme die Zahl der von einem Rückkehrpunkte an die Curve

f zu legenden Tangenten. Die Berührungspunkte sind die Coincidenz-

punkte einer Correspondenz {n — 3, n — 3), mit einem zweifach

zählenden festen Punkte im Rückkehrpunkte für jede Curve qo (d. i.

Gerade durch den Rückkehrpunkt). Die Zahl der eigentlichen Coinci-

denzen ist also, wenn ausserdem (der Kürze wegen) keine Rückkehr-

punkte auf f mehr vorhanden sind (also r == 1), gleich

2w — 6 + 2j9 = Ä:— 3.

Andererseits sind diese Punkte die nicht in Doppelpunkte von /

*) Vgl. den Schluss dieses Abschnittes.
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fallenden Schnittpunkte der ersten Polare des Rüekkehrpunktes mit f.

Für diese fallen aber in den Rückkehrpunkt 6 Schnittpunkte mit /,

d. i. 3 mehr, als wie für einen beliebigen Pol; wir erhalten also noch
k — Z andere Schnittpunkte; und somit fällt in den einen Rückkehr-
punkt keine eigentliche Coincidenz. —

Wir gehen dazu über, im Folgenden eine Reihe von Beispielen

und Anwendungen für die Correspondenzformel zu geben, wobei wir

gleichzeitig verschiedene, an sich wichtige Theoreme, sowie eine Ver-

allgemeinerung unserer Correspondenzformel kennen lernen werden.

1) Als Beispiel zu der Formel (13) für (g^g)') diene das folgende:

Gegeben sei ein einfach unendlicher Curvenbüschel, der die d in einer

Zahl fester und in M beweglichen Punkten schneidet, worunter die

Punkte X und ij sich befinden mögen. Es soll die Zahl der Paare

von Schnittpunkten a;, y bestimmt werden, welche in Bezug auf einen

beliebigen festen Kegelschnitt conjugirte Pole sind. Ein solches Paar

muss zugleich der Correspondenz 9? = (yJ/ — 1 , M — l)i zwischen

den beweglichen Schnittpunkten und der Correspondenz cp' = (n, n)^

zwischen einem Punkte y der Y'„ und den n Schnittpunkten x der

Polaren von y genügen. Man erhält daher

^{q^cp') = n{M-\)
für die Anzahl der gesuchten Paare (den Zahlenfactor ^ wegen der

Symmetrie).

2) Die Formel (12) benutzen wir zuerst zur Ableitung des schon

früher angegebenen Satzes von der Gleichheit des Geschlechtes zweier

eindeutig auf einander bezogenen Curven (vgl. p. 368). Wir fragen

sogleich allgemein: Wie ist das Geschlecht i^p) einer Curve C von
demjenigen (/?') einer Curve C abhängig, wenn beide so auf einander

bezogen sind, dass jedem Punkte P von C x Punkte P' von C' ent-

sprechen, und jedem Punkte P' von C x Punkte P von C?*)

Wir bezeichnen mit y und y die Zahlen der Coincidenzen von 2

Punkten, welche bez. auf C und C' demselben Punkte der andern

Curve entsprechen, wobei die durch Doppelpunkte der Curven hervor-

gerufenen Coincidenzen nicht mitgezählt sind. Ausserdem möge es

z-mal (auf jeder Curve) vorkommen, dass zugleich zwei einem Punkte P
entsprechende Punkte in P' zusammenfallen, und umgekehrt zwei von

den P' zugehörigen Punkten in P. Wir setzen ferner voraus, dass

die Curven C und C nur Doppelpunkte, keine Rückkehrpunkte haben.

Zur Bestimmung der Punkte y und z auf C haben wir nun eine

Correspondenz:

{x {x — 1) , x {x — 1)).^' .

*) Vgl. im Folgenden Zeuthen: Nouvelle demonstration de theoremes sur

les sdries de points correspondants sur deux courbes. Math. Annalen, Bd. 3, p. 150.
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Jedem Punkte P von C entsprechen nämlich x Puukte P' von C,

jedem dieser Punkte wieder x Punkte Q auf C, von denen je einer

(also im Ganzen x) mit P zusammenfällt; und so entsteht die er-

wähnte Correspondenz, welche zufolge unserer Bezeichnung y -f 2 z

Coincidenzpunkte hat; denn als solcher zählt jeder der z Punkte

zweimal, indem dann noch zwei Punkte Q mit P zusammenfallen. Es

ist daher:

y -\-2z = 2x {x — \) -[-2xp,
und ebenso:

. , « c» / - ix i o
y' -|_ 2 2 = 2 a: (a; — \) -\-2xp -^

also durch Subtraction : *)

y-y =2x {p ~\)-2x{p -\).

Zwischen zwei „x-x -deutig auf einander bezogenen Curven^', bez. vom

Geschlecht p und p mit y bez.y Coincidenzpunkten besteht die Relation:*"^)

y--y=2x{p- \)-~2x{p-\).

Für X = x =\ , also y =^ y' =^ haben wir insbesondere p = p';

und so ergibt sich das Theorem, dessen Darlegung im Einzelnen uns

noch später beschäftigen wird:
,

Zwei eindeutig auf einander bezogene Curven sind von gleichem

Geschlechte.

3) Mit Hülfe der Correspondehzformel können wir ferner die

Frage nach der Zahl der Curven eines Systems beantworten, welche

eine gegebene Curve f vom Geschlechte p in gewissen Punkten mehr-

fach berühren.***) Die dabei auftretenden Correspondenzen sind nach

dem Obigen (p. 454) immer solche mit festen Punkten; bei Bestim-

mung der eigentlichen Coincidenzen hat man aber nach der daselbst

*) Dieselben Gleichungen würden übrigens beim Auftreten von Rückkehr-

punkten fortbestehen, wenn man nur unter y, bez. y' die Gesammlheit der eigent-

lichen Coincidenzpunkte versteht (vgl. oben), also ohne die durch Rückkehrpunkte

noch besonders veranlassten Reductioaen.

**_) Nimmt man insbesondere a;' = 1 , also y' = 0, und p '= p' , so wird

yz=t{p — 1) — 2a;(p — 1). Weil nun y immer eine positive Zahl sein muss,

so ist auch x ^= 1 (wenn nicht ^ = 1); und es folgt der Satz: Sind zwei Curven

von gleichem Geschlechte {p~^ \) so auf einander bezogen^ dass jedem Punkte der

ersten ein Punkt der zweiten entspricht, so ist diese Beziehung auch eindeutig um-

kehrbar. Hierfür gab Weber mit Hülfe Riemann'scher Principien auch einen

directen Beweis: Grelle 's Journal, Bd. 76, p. 345. — Der Fall p = 1 bedarf einer

besondem Erörterung; er bezieht sich auf die Transformation der ellipt. Functionen.

***) Die betreffenden Formeln sind (für r = 0) zuerst von de Jonquiöres
aufgestellt: Sur les problemes de contact des courbes algebriques, Crelle's Jour-

nal, Bd. 66, 1866; erweitert für Curven mit Rückkehrpunkten von Cayley:

Phiios. Transactions , vol. 158, p. 109, 1868. Vgl. auch Bischoff: Crelle's Jour-

nal, Bd. 56. Exacte Beweise für jene Formeln gab Brill: Math. Annalen,

Bd. 6, p. 46.
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angegebenen Regel nur auf die beweglichen Schnittpunkte der Curven

cp (x, y) = und f= zu achten. Wenn wir also im Folgenden

Curvensysteme betrachten, die linear von q Parametern abhängen, so

können auch immer einzelne einfache oder Doppelpunkte von f allen

Curven des Systems gemeinsam sein, ohne dass unsere Formeln da-

durch beeinflusst würden; denn diese zeigen sich nur von der Zahl M der

beweglichen Schnittpunkte abhängig. Wir setzen hier zunächst voraus;

dass f keine Rückkehrpunkte habe, fügen aber der Vollständigkeit halber

die betreffenden (später zu beweisenden) Reductionen sogleich hinzu.

Es sei zunächst ein Curvenbüschel {q = 1) gegeben. Durch jeden

Punkt X von / geht eine Curve desselben, die /"in M — 1 weiteren

Punkten y schneidet. Wir haben also eine Correspondenz {M — 1,

M — l)j ; und die Zahl «j der berührende?! Curven ist:

ai = 2{M~ l)-}-2 p — r = 2 iM-\- p— l) — r,

wobei die in etwa auf der C„ liegenden festen Punkten berührenden

Curven nicht mitgezählt sind.*)

Nehmen wir ein Curvennetz mit M beweglichen Schnittpunkten,

also q = 2, so berührt in einem beliebigen Punkte x der C„ eine

Curve des Systems, denn durch zwei (hier successive) Punkte ist eine

solche bestimmt. Dieselbe schneidet M — 2 correspondirende Punkte

y aus. Durch jeden Punkt y geht dagegen ein Büschel von Curven

des Netzes mit M — 1 beweglichen Schnittpunkten, unter denen nach

dem Früheren a, — 2 berührende sind; denn die Zahl «j geht in

«j — 2 über, wenn man M durch M— 1 ersetzt. Wir haben y = 2,

denn es gibt ausserdem noch 2 unendlich benachbarte Curven, welche

in y selbst berühren. Wir finden so zwischen den Berührungspunkten

X und den andern Schnittpunkten y der Curven eine Correspondenz

iM~2, «1-2)2.
Es gibt daher

K^ = M — 2 -\- a^ ~ 2 -\- ^p — r = ^ {M -{- 2 p — 2) — 2 r

*) Ist die Gleichung des Büschels ^wxch. a'
J"

-{- .1 a"J^ = gegeben, so ist

die Correspondenz auf f bestimmt durch

9 EE «/' 13/' = a'/'«"/' - a'J" a ;' = .

Beachtet man nun, dass in nicht symbolischer Form:

•^ -^ ^ ^xzdya dx^dyi'dxi\dx^dtji dx^dyjdx^

^dx^dyz dxzdyj dx^ '

so ersieht man, dass die Coincidenzpunkte ausgeschnitten werden durch die

Curve (p. 447):

n — 1 ' m — 1(««' a") «/-'«'"- ^ « ' *" - ' =
,
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oscnlirende (in 3 successiven Punkten schneidende) Curven im Netze."^)

Ganz in derselben Weise kann man weiter von q auf ^ + 1 sehliessen,

und gelangt dann zu dem Satze:

In einer q-fach unendlichen linearen Schaar von Cwven, welche die

C„ in M beweglichen Punkten schneiden, gibt es

«? = ($+ 1) {^^ -\- QP - Q) — <ir '

Curven, welche die Cn in q -\- l benachbarten Punkten treffen (q-punklig

berühren).

Sind die Curven der Schaar von der ;?«*^" Ordnung und keiner

Bedingung unterworfen, so haben wir insbesondere M= nm, q = ^ ?n

. (w -j- 3) zu setzen. Es gibt also z. B. auf der C„

12w + 30(j!>— 1) — 5r

Punkte^ in denen ein Kegelschnitt 5 -punktig berühren kann.**)

4) Um weiter auch die Zahl der Curven eines Netzes zu be-

stimmen, welche die C„ in zwei getrennten Punkten berühren, muss

man zuvor die Correspondenzformel in gewisser Weise verallgemeinern.

Wir haben bisher immer vorausgesetzt, dass die zu einem Punkte x

oder y gehörigen Curven cp {x, y) = ausser in x ^ y die Curve f
nur in lauter einfach zählenden Punkten schneiden. Es kann aber

vorkommen, dass dieselben z. B. in einem Punkte ein- oder mehrfach

berühren und in den übrigen mehrfach schneiden. Diese complicirteren

Fälle wollen wir hier nur kurz erwähnen. ***) —
^ Man beweist zunächst

(ähnlich wie oben die Formel y = d, p. 443) den folgenden Satz

:

Wenn unter den beweglichen einem Punkte x entsprechenden Punkten

y ein i-werthiger Punkt y vorkommt (d. lt. ein solcher Punkt, in welchem

i einfache Schnittpunkte vereinigt liegen), so verhält sich umgekehrt unter

den zu y gehörigen Punkten x der Punkt x ebenfalls wie ein i-werthiger.

Gehören nun zu einem Punkte x in einer Correspondenz mit

y-werthigem Punkte in x = y allgemein ß' (nicht in x fallende)

«'-werthige Punkte ?/', ß" T-werthige Punkte y", u. s. w., also zu-

sammen

ß = ß'i^-{-ß"i" + ß"'i"' + ...

Punkte y, so wird man nach dem erwähnten Satze zu jedem Punkte

?/<?' eine Anzahl «(?> von Punkten x^Q^ finden können, die ihm 2'?*-

*) Eine die Osculationspunkte ausschneidende Curve ist von Brill angegeben,

Math. Annalen, Bd. 3, p. 459. Man wird dieselbe aus der obigen Gleichung

(40) auf p. 451 ableiten können, wenn man die Form cp {x, y) wie auf p. 456

gegeben denkt.

**) Cayley hat auch eine Curve angegeben, welche diese Punkte auf der

Grundcurve ausschneidet: Philos. Transactions , 1859 und 1865.

***) Vgl. Cayley: Comptes rendus, t. 62, 1866 und Brill a. a. 0.
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fach entsprechen, so dass die Zahl der einem Punkte y im Ganzen

entsprechenden Punkte x gleich

a = ai-\-at-\-ai -}"•••

wird. Die Zahl der Coincidenzpunkle der so entstehenden Correspondenz

{a, ß)y ist dann nach der Correspondenzformel (12): C = a -\- ß -\- 2'yp;

d. h. es besteht die Relation:

r {C' -a - ß') + i" {C" - a" - ß") -\-... = 2yp,

wenn f'e> angibt, wie oft eine Coincidenz zwischen einem 2'?*-werthigen

Punkte x'-Q^j bez. y^Q^ mit dem y-werthigen Punkte y = x eintritt,

wenn also gesetzt wird:

C = i'C + i" C" + i"'C"' + . . .

Das einfachste Beispiel für die Anwendung dieser Formel gibt die

Bestimmung der Zahl der Doppeltangenten der Curve /, oder allge-

meiner die Bestimmung der Zahl der an zwei verschiedenen Stellen

der C„ berührenden Curven eines Netzes mit M beweglichen Schnitt-

punkten auf f. Durch jeden Punkt x geht ein Büschel von Curven

mit M — 1 beweglichen Schnittpunkten, in dem sich nach der früheren

Bezeichnung «j — 2 berührende Curven befinden (denn die obige Zahl

«j wird um 2 verringert, wenn man in ihr M — 1 statt M schreibt).

Von diesen schneidet jede die Cn in 1 zweiwerthigen und in i/ — 3

einwerthigen Punkten. Wir haben also:

i' =\, ß' =a ={a,—2){M—?,), y = a,—2
r = 2, ß" = a,-2, a" = M—2*).

Ferner ist C" = 0:2 ^i^ (^^^ schon bekannte) Zahl der osculirenden

Curven, während C = 2 a^^ das Doppelte der gesuchten Zahl angibt.

Setzen wir also die Curve / ohne Rückkehrpunkte voraus, so finden

wir für die Zahl der doppelt berührenden Curven des Netzes:

«j, = («, - 2) (#/- 3) -a,-\- K - 2) + (^- 2) + («1 -2)p.

In derselben Weise können wir aber auch die Zahl a^^ der an
'

einem Punkte ^- punktig, an einem andern 1 -punktig berührenden

Curven eines linearen ^'-fach unendlichen Systems von Curven mit M
beweglichen Schnittpunkten finden. Es ergibt sich: -

a,, = 2{a,-q - 1) {M ~ q -2) ~ {q + l) { a, + i -(a, - q - l)

^ (^M - q - l)} + 2 (a,- q - 1) p ;

*) Die Zahl a" bestimmt sich, wie folgt. In jedem Punkte y" berührt eine

Curve des Netzes. Dieselbe zählt aber doppelt in der Gesammtheit der or, durch

y" gehenden Curven des Netzes, welche /"berühren; also ist in der That jeder

der übrigen M — 2 Schnittpunkte mit /"als 2-werthiger zu y" gehöriger Punkt

x" zu zählen, wie es obiger Satz verlangt.
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oder wenn wir mit [q']^ die Zahl der in einem Punkte ^'-punktig

berührenden (in q -{- l Punkten schneidenden) Curven einer in M
beweglichen Punkten schneidenden linearen oc«^-Schaar bezeichnen

und analog a^g = [1, q']M setzen, die Recursionsformel:

[1 , q-\M = 2 lq-]M-i {M-2- q) - {q + l){[g + 1]^ - M^f- i

-{M-l-q)} + 2p[q-]M-^.

In ganz analoger Weise kann man eine Formel bilden , welche die

Zahl \_s, ^].i/aus der Zahl [s — 1, ql^M-i bilden lehrt; und eine weitere

Verallgemeinerung gibt schliesslich eine Recursionsformel für die Zahl

\Qi 1, ' • 9^^']v/, d. i. für die Zahl der an q verschiedenen Stellen

bez. q-, q -, . . . ^'P'- punktig berührenden Curven einer linearen Schaar

von der Mannigfaltigkeit q -\- q -\- . . -\- q^^^ (vgl. Brill a. a. 0.).

5) Wir geben noch einige Beispiele für die Bestimmung mehrfach

berührender Curven aus einer nicht linearen Schaar, auf die wir uns

schon früher bezogen (p. 407); und zwar beschränken wir uns auf

Kegelschmttschaa,ren. Zunächst folgt aus der obigen Formel für a^,

dass es 3 k -{- r (= 3 7i -\- w) Kegelschnitte gibt, welche durch 3 feste

Punkte gehen und die gegebene Curve osculiren. Nehmen wir aber für

die Schaar 2 beliebige Punkte und 1 Tangente fest, so gehen durch

2 benachbarte Punkte der €„ noch 2 C.^ der Schaar, während durch

einen beliebigen Punkt derselben 2 k -{- 4n — 4 C, gehen, welche die

C„ noch in einem andern Punkte berühren (vgl. p, 401); wir haben

also eine Correspondenz (4n — 4, 2 k -j- 4n — 4)^ zu betrachten.

Dieselbe hat zunächst 6 k -\- A r eigentliche Coincidenzen; davon sind

aber nach obiger Bemerkung über den Einfluss von Rückkehrpunkten

(p. 457) noch 2r abzuziehen. Es gibt daher 2 (3 k -{- r') = 2 (ßn -^ w)
Kegelschnitte, welche unsere feste C„ osculiren, durch 2 Punkte gehen, und

1 Gerade berühren; und dualistisch entsprechend gibt es ebenso viele,

die ausserdem 2 Gerade berühren und durch 1 Punkt gehen. — Analog
bestimmt sich die Zahl der dreipunktig berührenden C^, welche durch

1 Punkt gehen und 1 Gerade berühren mittelst einer Correspondenz

(4w — 6, 6X: + 2r — 6)6.

Die Zahl der Coincidenzpunkte findet man zunächst gleich n -\-3k
\-3w -^br\ davon sind aber nach jener Bemerkung noch 2r
abzuziehen. Die übrig bleibenden Coincidenzen sind zwar alle eigent-

liche und liegen nicht in singulären Punkten der C„, sind aber

nicht alle durch eigentliche berührende Kegelschnitte bedingt. Jede

von dem festen Punkte an die C„ gelegte Tangente nämlich ist

doppelt genommen auch ein Kegelschnitt, welcher den gestellten Be-

dingungen genügt; er schneidet die C„ im Berührungspunkte ebenfalls

in 4 zusammenfallenden Punkten. Da ferner die beiden in einem be-
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liebigen Punkte der C„ osculirenden C.^ der Scliaar für einen jener

Berührungspunkte in die doppelt zählende Tangente desselben zu-

sammenfallen, so zählt der Berührungspunkt einer jeden dieser A Doppel-

linien 2 -fach als eine Lösung; und wir haben von obiger Zahl noch

2 k abzuziehen. Dieselbe wird dann gleich

w-{-Ä-f-3r-(-3t^= — 8n — ^ k -{- Q a
,

wenn « = 3 Ä- -|- r = ^n -\- w gesetzt wird; eine Zahl, welche, wie

es bei dem sich selbst dualistischen Charakter der Aufgabe sein muss,

symmetrisch in n, k und r, iv ist. In letzterem Umstände haben wir

gleichzeitig eine Controlle für die richtige Berücksichtigung der

Rückkehrpunkte. —

Schliesslich kehren wir noch einmal zu den Formeln für die

Zahlen aq zurück, da die nähere Untersuchung derselben zu bemerkens-

werthen geometrischen Beziehungen zwischen gewissen Curvensystemen

führt. Wir werden dabei ein Gesetz der Reciprocität*) kennen lernen,

welches in gewissem Sinne als Verallgemeinerung des Princips der

Dualität anzusehen ist.

Es seien zunächst zwei Correspondenzen (p {x, y) = und

^ [x, ?/) = gegeben; es sei = die Coincidenzcurve (p. 453) von

qp^ Y = die von ip] ferner mögen tp und ^ beide von der Ordnung

r in den x, der Ordnung s in den y sein und keinen gemeinsamen

Coincidenzpunkt haben. Wir betrachten die lineare Schaar von Corre-

spondenzen cp -\- Itl) = 0. Jeder Punkt von / wird dann Coincidenz-

punkt einer Correspondenz der Schaar sein , und ' auch nur einer.

Sollten nämlich zwei Correspondenzen der Schaar einen Coincidenz-

punkt gemein haben, so müsste derselbe offenbar Coincidenzpunkt für

alle Correspondenzen der Schaar sein, also auch für cp und ip, was

der Annahme widerspricht. Hieraus folgt, dass durch jeden Punkt

von f nur eine der zu der Schaar cp -\- lip = gehörenden Coincidenz-

curven hindurchgeht, d. h. dass diese Curven den Büschel <^ -\- X'^ =
bilden; oder mit anderen Worten: Die Gleichung der Coincidenzcurve

einer Correspondenz (p {x, y) = ist linear in den Coefficienten von fp;

einer linearen Schaar von Correspondenze?i entspricht daher auch eine

lineare Schaar von Coincidenzcurven. Es wird dies durch die oben

von uns berechneten Beispiele (bei y = l und y = 2) bestätigt.

In der Schaar ^ -|- A t/» = wird nun eine Zahl von Correspon-

denzen enthalten sein, für die zwei Coincidenzpunkte benachbart liegen,

und zwar sind dies diejenigen, deren entsprechende Coincidenzcurven

aus dem Büschel <P -\- ?.^ = die Curve /= berühren. Wir kennen

*) Vgl. Brill: Math. Annalen, Bd. 4, p. 527.
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aber nach dem Obigen (p. 452) die Ordnung der Curven und Y,

aber auch nach der Formel für a, die Zahl dieser berührenden Curven

des Büschels und somit die Zahl der in genannter Weise ausge-

zeichneten Correspondenzen.

Für die spätere Anwendung dieser Ueberleguugen ist noch fol-

gende Bemerkung von Nutzen. Für die Zahl «^ der ^- punktig be-

rührenden Curven einer linearen cx)? - Schaar *) mit M beweglichen

Schnittpunkten fanden wir oben den Werth (p. 461):

«g = (^ + 1) {M + qp - q)

Setzen wir hierin M — 1 statt M, d. h. betrachten wir eine Schaar

von Curven von derselben Mannigfaltigkeit mit nur M — 1 beweglichen

Schnittpunkten, so erkennt man, dass es in ihr nur cCq—{q-{-\)

^- punktig berührende Curven gibt. Die eine in dem festen
_
Punkte

selbst q-punktig berührende Curve der Schaar zählt also {q + \)-fach

unter der Gesammtheit der q -punktig berührenden Curven. —
Es seien nun (^ -f 1) Curven gegeben cpQ, (px,^)'i - - (fqi wir

betrachten die cc«- Schaar:

«Po + ^l9^1 + ^2 9^2 + • • • + ^?T? = 0,

deren einzelne Curven in 31 beweglichen (und ausserdem in a festen

einfachen oder Doppel -Punkten von /) die Curve / schneiden. Durch

die Berührungspunkte der (^ — 1)- punktig berührenden Curven der

oo« - ^ - Schaar

:

^1 + /*i9'2 + • • • + ^2-i9'? = 0,

legen wir eine Curve Oq (also die Coincidenzcurve einer Correspondenz

zwischen einem Punkte von / und den Punkten, in welchen eine durch

ihn gehende Curve der Schaar {q — 1) -punktig berührt). Durch die

entsprechenden Punkte der Schaar

9^0 + ^1 9^2 + ^29^3 + ••• + ^?-i9'<? = ^

legen wir eine andere Curve 0^ etc. , so dass wir im Ganzen q -\- l

Curven Oq > ^i> Oj • • • ^? erhalten. Irgend eine lineare Combination

der so bestimmten ^ + 1 oo'? - ^ - Schaaren der cp gibt dann auf /eine

Correspondenz, welche sich linear**) aus den q -j- 1 genannten (d. i.

die bestimmenden) Correspondenzen zusammensetzt; und also setzt

sich die Coincidenzcurve derselben nach obigem Satze ebenfalls linear

aus den zusammen. Den ^-fach unendlich vielen c»? - ^ - Schaaren,

welche die gegebene oo?- Schaar der g? enthält, entspricht so eine

*) Unter Schaar soll hier immer eine lineare Schaar verstanden werden.

**) Einem Punkte x von f nämlich muss dann eine in ihm {q — 2) -punktig

berührende Curve <p der oo*~ ^-Schaar entsprechen, also eine Curve, die sich

li7iear aus den Curven qp zusammensetzt; vgl. auch unten p. 472.

C leb seh, Vorlesungen. 30
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lineare oo?-Schaar von Curven O. Aus der letzteren wählen wir

wieder eine oo' ~" ^ - Schaar

(I) «t>i+^i^2 + --- + i'^^-i^, =
aus. Jeder- Curve derselben entspricht eine bestimmte oo^-^-Schaar
von Curven (p , und zwar immer eine solche, welche die Curve g),,

enthält; denn die bez. zu den Curven O, , <^.^ . . . O,^ gehörenden
Schaaren enthalten einzeln die Curve tp^. In der Schaar (I) nun wird

es eine Anzahl von {q — 1)- punktig berührenden (^- punktig schnei-

denden) Curven geben. p]iner solchen Curve O muss dann eine

(X)'? - ^ - Schaar von Curven rp entsprechen^ für welche q der in ihr

enthaltenen {q — 1)- punktig berührenden Curven zusammenfallen;
denn jedem Schnittpunkte einer 'Curve O mit f entspricht eine daselbst

{q — 1)- punktig berührende Curve q) der zugehörigen Schaar von (p.

Unter den oo? - ^ - Schaaren von Curven (p , welche in der gegebenen
oo-?- Schaar möglich sind und die Curve ^j, enthalten, sind aber

jedenfalls diejenigen, deren Curven sämmtlich durch einen Schnittpunkt

von (Pq mit f hindurchgehen (denn dies gibt eine lineare Bedingung
für die q Parameter). In einer solchen Schaar zählt die in dem festen

Punkte selbst (^ — 1) -punktig berührende Curve nach der soeben

gemachten Bemerkung ^-fach. Unter den Berührungspunkten der

(</— 1)- punktig berührenden Curven unserer cx>? - i-Schaar sind

folglich jedenfalls die Schnittpunkte von f mit 9?,,; ausserdem noch
andere (nur von der Gesammtheit der Curven (p abhängende) Punkte,

die uns später beschäftigen sollen.

Die Reciprocilät zwischen den Curven und (p lässt sich demnach
in folgender Weise aussprechen'*'): Gruppirt man die ^ -f 1 Curven 9?

zu ^ + 1 Schaaren von je ^ und sucht diejenigen Curven einer solchen

Schaar, welche f {q — 1) -punktig berühren, so lässt sich durch die

Berührungspunkte eine Curve legen, welche ausser in diesen f nur
noch in den festen Punkten der cp und den singnlären Punkten trifft.

Jede Schaar liefert so eine Curve 0, welche zusammen wieder eine

Schaar von ^ -j- 1 Curven bilden. Auf letztere kann man dieselbe

Operation, welche man auf die (p angewendet hat, wiederum anwen-
den; und die hieraus hervorgehenden beweglichen Curven sind als-

dann keine anderen, als die tp, von denen man ausging.

Bevor wir weiter gehen, erläutern wir dies an einem Beispiele.

Es sei q = 2, also das Netz

gegeben. Wir bilden die 3 Curvenbüschel:

*) In der von Brill gegebenen Ableitung (a. a. 0.) erscheinen diese Sätze
als Anwendungen eines auch sonst wichtigen Determinanteusatzes , auf den hier

nicht eingegangen werden soll.
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In jedem von ihnen gibt es eine Anzahl berührender Curven, deren

Berührungspunkte bez. durch die Curven O.^ = 0, 0^ = 0, Oj =
ausgeschnitten werden. Wir betrachten nun z. B. die einfach unend-

liche Reihe der Büschel

welche alle Curven des Netzes umfasst, dieselben nur in besonderer

Weise anordnet, indem allen Büscheln die Curve 9?, gemeinsam ist.

Einem Punkte x von f entspricht nun im ersten Büschel die Curve

(p^Xx) g), (y)
— cp^ (x) (p^ (y) = 0, im zweiten die Curve 9), (x) (p.;^ («/)

— 9>2 (^) 9'i iy) = ^^' ^^^^ i"^ -^®*^® ^^^^ unserer Anordnung) der

Büschel von Curven:

{(p,(x) (pM - cpiix) cpM} + Q {(Pi (x) cp,(y) - cp^{x) (p,{y)} = 0;

in der That eine Correspondenz, .welche sich linear aus den durch die

beiden ersten Büschel gegebenen Correspondenzen zusammensetzt.

Ihre Coincidenzcurve ist demnach gegeben durch O, + P ^0 = ^ (P- ^6^)-

Einer berührenden Curve des letzteren Büschels entspricht nun ein

Büschel der (p, in welchem zwei berührende Curven zusammenfallen,

welcher also entweder (in der geschilderten Weise) in einem Schnitt-

punkte von f mit ^j einen festen Punkt hat oder eine osculirende Curve

des Netzes der cp ' enthält. Bezeichnen wir also die Coincidenzcurve

der Correspondenz

^2 (^) ^0 (y) - ^0 (^) ^2 (2/) =

mit X^=0, so ist X^ = (pi
. L, wo L = auf / die Punkte aus-

schneidet, in denen Curven des Netzes osculiren. Diese Punkte aber

sind von der speciellen Anordnung der Curven zu Büscheln, wie wir

sie treffen, unabhängig; man hat also auch X^^^ (pi • L, X.^ = (p.^ . L,

wenn Xj = 0; ^3= die berührenden Curven der Büschel O0+ ?^i =^^

0^ _|_ p(t)._j = bestimmen (dass auf den rechten Seiten bei 9),, (p.^, cp^

keine constante Factoren mehr auftreten können, wird weiterhin noch

gezeigt werden). Es folgt hieraus, dass in jedem Büschel, welcher in

dem Netze der O enthalten ist, Curven vorkommen, die /"= m den

Schnittpunkten mit L = berühren. Während also in einem be-

liebigen Punkte von f nur eine Curve des Netzes der O berührt, be-

rühren in jedem dieser Punkte unendlich viele Curven dieses Netzes.

Ein Punkt, in dem dies stattfindet, liegt aber bekanntlich auf

der Jakobi'schen Curve desselben (p. 382); und somit haben wir

den Satz:
30*
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Die Punkle, in denen eine Curve des Netzes der cp die Ciirve f
oscuUrt, liegen avf der 3 ak oh i' sehen Curve des Netzes der 0.*)

Wir können hier auch die Zahl dieser Punkte direct bestimmen.

Die schneiden in a^ beweglichen Punkten, wo «^ = 2 {AI -{- p — 1),

wenn / keine Rückkehrpunkte hat. Die Coincidenzpunkte der durch

einen Büschel der O gegebenen Correspondenz bestimmen sich daher

mittelst einer Correspondenz {a^, aj)^; und ihre Zahl ist gleich

a, + M=2{a, +jo- 1).

Hieraus folgt in der That, wie oben (p. 460):

«2 = 3 (y1/+2jö — 2).

*) Man kann dies auch direct algebraisch nachweisen, wobei sich dann er-

gibt, dass L die schon früher erwähnte Coincidenzcurve der die osculirenden

Curven bestimmenden Correspondenz mit y = 2 ist (p. 461 Anmk.}. — Wir be-

zeichnen mit [cpi'tp) die Functionaldeterminante dreier Functionen cp, Xj 'H>
divi-

dirt durch das Product ihrer Ordnungen ; dann ist nach der Anmk. auf p. 460

:

(1) % = ifVi<P2), '^i = {r(P2<Po). ^2 = (/''Pü<Pi);

(2) Xo = (AO,02), X, = (A02 0,), X2 = (/-0o^i);

also auch nach den Erörterungen des Textes:

(3) (/'0i02) = 9o.^, (r^2<Po} = cpi . L
,

(/-(P,^,) = cp, . L

.

Ferner bestehen, wie schon auf p. 456 bemerkt, die Identitäten:

{f<i>,<t>,) Oj 4- (/0,(I>2) 00 + (/•O^CPo) ^1 = (^0 01^2) r,

(ffpafpi) 9'2 + (/"qpiqpa) qpo + {f<P2(Po) qpi = (g'üqpiqP2) A;

und durch Benutzung derselben findet man wegen (1) und (3) zur Bestimmung
von L die Relation:

(4) (qpoqpiqp2) • ^ = (^i02<J>3).

womit der Satz des Textes bewiesen ist. Es lässt sich weiter zeigen, dass L
immer eine ganze Function ist. Die cp mögen von der Ordnung ?« sein und der

Einfachheit wegen nicht sämmtlich durch die Doppelpunkte von /" gehen. Dann
sind die <i> nach (1) von der Ordnung 2 w -f /i — 3; und L ist nach (3) von der

Ordnung 3 {m -\- 7i — 2), also in der That von derselben Ordnung , wie die Coin-

cidenzcurve der auf p. 456 betrachteten Correspondenz (vgl. dazu p. 452);

(ä) (f'Po'Pi) 9'2 (y) + {f<Pi^-2) fo iy) + (/'9'2 9o) qoi {y) = o.

Von den Schnittpunkten der letzteren Curve mit f liegen in jedem Doppel-

punkte von / y (y -|~ 1) = 6 vereinigt (nach dem Satze über uneigentliehe Coin-

cidenzen p. 454); in demselben liegen aber auch ebenso viele Schnittpunkte einer

jeden der Curven (/'et) .0^.) = mit f, wie aus einem Satze auf p. 455 folgt (denn

die O gehen als Coincidenzcurven alle durch die Doppel- und ßückkehrpunkte
von f). Die Curve (/0,0/.) schneidet also f in ganz denselben Punkten , wie das

Product cp( . L und kann daher in der Form cp^ . L -\- K . f dargestellt werden.

Da sich somit L auch in den singulären Punkten von f verhält, wie die Coin-

cidenzcurve der Correspondenz (5), so folgt, dass L die von Brill (Math. Annalen,

Bd. 3, p. 462) berechnete Function ist (bis auf einen Zahlenfactor). — Die in den
Gleichungen (3), (4) ausgesprochenen Sülze über FunclionaUleterminanten schliessen

sich an die von Clebsch (Crelle's Journal, Bd. 69 und 70) gegebenen an.
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Ganz analog gestalten sich diese Verhältnisse im allgemeinen

Falle. Wir haben hier zunächst noch zu zeigen, dass in einer oo? - ^-

Schaar von nur 31 der {q — 1)- punktig berührenden Curven bei

der gewählten Gruppirung der q betrachteten oo? - ^ - Schaaren von

Curven (p abhängen, die übrigen dagegen nur von der Gesammtheit

der Curven g?; und zwar wollen wir nachweisen, dass diese übrigen

die ccq Punkte sind, in denen eine Curve (p </- punktig berühren kann.

Zu dem Zwecke stellen wir folgende Betrachtung an.

Eine in der gegebenen oo''-Schaar der 9 enthaltene oo^-^-Schaar

ist jedenfalls durch q aus ersterer beliebig herausgewählte Curven be-

stimmt. Wir betrachten nun eine solche oo* - > - Schaar ,
welche eine

beliebige Curve cp (etwa (po)
enthält und ausserdem andere zu einander

benachbarte q — 1 Curven (p, welche in q — i zu einander benach-

barten Punkten | von / je {q — 1) -punktig berühren (d. i. ^y- punktig

schneiden).*) Die zu der so construirten Schaar gehörige Curve

wird dann immer / in ^ (^ — 2) -punktig berühren, sonst aber noch

in weiteren Punkten einfach schneiden, in denen andere Curven 9

unserer Schaar die Curve / (^ — 1)- punktig berühren. Lassen wir

nun I auf /" wandern, so wird sich unsere oC? - ^ - Schaar mit | ändern

(aber immer noch 9^0 enthalten); und insbesondere kann h, so liegen,

dass die zugehörige Curve O (^ — 1) -punktig berührt (^- punktig

schneidet). In dem Falle haben wir in der betreffenden 00-? - ^ - Schaar

der cp nicht q — i, sondern q benachbarte Curven ,
welche / in den

Punkten | je (q — 1) -punktig berühren. Dies tritt nach dem Frü-

heren erstens in den Schnittpunkten von /" mit 9),, ein (p. 465); zweitens

in den a^ Punkten, wo eine Curve (p 5 -punktig berühren {{q — 1)-

punktig schneiden) kann, indem diese Curve dann doppelt zählt. In

andern Punkten von / kann dies aber nicht eintreten. Eine anderswo

('^_ 1). punktig berührende Curve <p zählt nämlich immer einfach;

durch q benachbarte Curven der Art ist daher eine in der oo^- Schaar

der (p enthaltene 00«- ^-Schaar schon völlig bestimmt, wird also nicht

mehr die vollkommen willkürlich zu wählende Curve «p« enthalten.

Unter den Berührungspunkten der (g- — 1)- punktig berührenden O

der zu 9),, gehörigen 00« -^-Schaar sind also in der That ausser den

Schnittpunkten von (p^ mit f nur die von der Gesammtheit der (p
^

abhängenden Punkte a^ enthalten.

Diese Punkte sind aber je (q — V)-fach zu zählen. Da nämlich

die zufolge ihrer Definition /in «^ _ 1 beweglichen Punkten treffen,

wo nach p. 461 (wenn f zunächst keine Rückkehrpünkte hat):

a,^, = q [M -\- iq - \) {p - V)} ',

*) Solche Curven cp kann man in jedem Punkte von /" bestimmen, da eine

Curve q) gerade durch q (hier benachbarte) Punkte festgelegt wird.
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so ist die Zahl A^_i der Curven, welche der Schaar (I) angehören
und (^ — 1)- punktig berühren:

A,_i = ^ {«,_!+ (q — l)(p- 1)1 = cfM -{- q {q'-- 1) (p ~ 1) .

Diese Punkte sollen theilweise in den M nicht allen Curven (p ge-

meinsamen Schnittpunkten von 9),, mit / liegen (denn durch die

gemeinsamen Punkte gehen auch die 0), theilweise in den a^ Punkten;
d. h. es soll für alle Werthe von M die Relation bestehen:

q'M + q (q^ ~ l) (p — {) =. ^^ M -\- l (q -{- 1) (y}/ -\- q p - q) .

Hieraus folgt aber x == l und X == q — l, q. e. d.

Die A^_i Punkte werden durch eine Curve ausgeschnitten, die

wir mit X^^ bezeichnen wollen, und Welche ausserdem noch durch die

singulären Punkte sowie durch die den cp gemeinsamen einfachen
Punkte von / hindurchgeht. Das Verhalten von X^ in letzteren Punkten
wollen wir bestimmen. Dies können wir nach einem obigen Satze

(p. 455), da Ä"„ Coincidenzcurve einer Correspondenz mit {q — 1)-

werthigem Punkte in x = y ist, vermöge deren jedem Punkte x eine

Curve der Schaar (I) zugeordnet wird. Das Verhalten der in den
betreflFenden Punkten kennen wir aber, da dieselben Coincidenzcurven
von Correspondenzen sind, vermöge deren jedem Punkte x eine in

ihm {q — 2) -punktig berührende Curve 99 zugehört. Und zwar liegen

in jedem Doppelpunkte von /, in welchem a feste Schnittpunkte der

(p liegen, nach jenem Satze, indem y = q—] ist, q (0 -^ q — 1) Schnitt-

punkte der 0^ und also

(II) q {q Qö -{- q — i) ^ q -- Ij = q'^a -j- q (q"- — ))

Schnittpunkte von X^. In jedem einfachen Punkte von / dagegen,
in dem die O Punkte mit f gemein haben, liegen qa Schnittpunkte
der 0, und also q'^a Schnittpunkte von X^. Es ist nun leicht zu
sehen, dass sich in allen Schnittpunkten von X^ mit f das Product

9),, . Lgi-'^ ebenso verhält, wenn L^ == die Coincidenzcurve ist, welche
die Uq Punkte ausschneidet. Für letztere nämlich fallen nach dem-
selben Satze (^ -j- 1} ö Schnittpunkte von L^ in jeden einfachen Punkt
von / der zuletzt genannten Art, also in der That

a-\-(q-l){q-^l)a = q^a

Schnittpunkte des Productes rp^L^i-^. Ferner liegen in jedem Doppel-
punkte von /, in. denen a feste Schnittpunkte der (p liegen, (^ + 1)
• (^ ~\- Q) Punkte von Lg, also wie in (II)

^ + {q - 1) {q + 1) ((? + ^) = q'^a + ^ (^2 _ 1)

Punkte von gp„ . Z,'?-^; und endlich geht letzteres Product einfach
durch die M Schnittpunkte von 9,^ mit / und (^/ — l)-fach durch die
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Kq Punkte, wie es sein soll. Bedeutet also C einen constanten Factor,

so können wir (unter Adjunction von /" = 0) setzen*):

(III) -Xo = 6'. 9o- V~'-
Der Factor C aber kann nur ein Zahlenfactor sein, d. h. die Coeffi-

cienten der fp und / nicht mehr enthalten. Andernfalls nämlich würde

er durch sein Verschwinden aussagen, dass es in der Schaar (I)

unendlich viele {q — 1) -punktig berührende Curven O gibt (indem

XoEeO); dann aber müsste entweder cp^^ unendlich viele Punkte mit

f gemein habfen, oder es müssten auch unendlich viele </- punktig be-

rührende Curven cp in der' gegebenen Schaar sein (also Lq zel O).

Beide Bedingungen können aber oflFenbar nicht durch das Verschwinden

eines einzigen Ausdrucks C angezeigt werden. Da somit C em

Zahlenfactor ist, muss derselbe der Symmetrie wegen in allen Glei-

chungen den gleichen Werth haben, welche aus (III) durch Vertauschung

von g)o
mit' 9),. cp^ . . . cpq entstehen; und wir können ihn in die

Definition der "X.- eingehen lassen, wenn X^, X^, . . . Xq entspre-

chende Bedeutung wie X,, haben. Es bestehen dann also die Glei-

chungen :

(IV) Äi=(pi.Lq9-'.

Damit ist obiges Eeciprocitälsgeselz völlig beiviesen (p. 466).

Dasselbe findet seinen Ausdruck in dem Entsprechen der Zahlen

M und a.y-1, d. h. der Zahlen für die beweglichen Schnittpunkte der

Curven (p und O. Aus jeder Relation zwischen den Zahlen M, aq_i

und andern von den cp abhängenden Zahlen kann man daher eine

zweite ableiten, indem man M mit a^_i vertauscht und jene anderen

Zahlen mit den ihnen im Systeme der O entsprechenden. Insbesondere

wirft sich hier die Frage auf, welche Zahl ßq in letzterem als der

Zahl Uq entsprechend angesehen werden muss. Die Punkte aq sind

zusammen mit den (eventuell mehrfach zu zählenden) Rückkehrpunkten

von / die eigentlichen Coincidenzpunkte einer Correspondenz, deren

Coincidenzcurve durch Lq = gegeben ist. Um die Zahl ßq zu finden,

haben wir also die Curve Lq für das System der statt für das der

<p zu bilden. fVir wollen zeigen, dass diese Curve mit der Curve Lq

identisch ist.

Die Correspondenz, für welche Lq Coincidenzcurve ist, ordnet

jedem Punkte x eine in ihm {g — l)-punktig berührende Curve der

Schaar von Curven (p zu, jedem Punkte g aber eine Curve, welche

*) Man überzeugt sich auch leicht, dass auf beiden Seiten die Ordnungen überein-

stimmen; denn (vgl. p. 452) L^ ist von der Ordnung (9 -f 1 ) { '« + A (" — 3) 9 }

.

wo m die Ordnung von cpo- n die von f bezeichnet, und X„ ist von der Ordnung:

<? { 7 ['« + i (» - 3) (7 — 1)] + ^ (« - 3) (7 - 1) } = 9^n -f 1 (n — 3) «? (7 — 1) .
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auf / die Berührungspunkte der durch tj gehenden {([ — 1) -punktig

berührenden (p ausschneidet, d. h. eine Curve der Schaar 0. Diese

Correspondenz wird daher durch eine Gleichung dargestellt, welche

linear in den (jp (?/) und linear in den <t> {x) ist. Betrachtet man nun

einen Punkt a;, für welchen 0q verschwindet, so muss die in ihm

(^ — ])- punktig berührende Curve 9? zufolge der Definition von O^,

eine lineare Combination der Functionen q)^, q)^ . . . cpq sein ; d. h.

in unserem lineo- linearen Ausdrucke muss jedenfalls ct>„ in qoy multi-

plicirt sein, die übrigen O dagegen dürfen den Factor qpy nicht haben.

Betrachtet man ferner einen auf
g?,, gelegenen Punkt y von /, so

erkennt man ebenso , dass O,, auch nicht in qp, , qpj • • • 9^^ multi-

plicirt vorkommen darf. Zu dem Producte O^g^o kann ferner kein

constanter Factor (keine simultane Invariante der (p und /') hinzu-

treten. Das Verschwinden eines solchen nämlich würde zur Folffe

haben, dass in der Gleichung der Correspondenz ein Glied mit g)„ (y)

nicht mehr vorkommt. Vermöge der Correspondenz würde also jedem

Punkte X von / eine in ihm (q — 1)- punktig berührende Curve aus

der durch 9),, 9^2 • • • 7?-? bestimmten 00^- ^-Schaar zugeordnet; die

ausreichende und nothwendige Bedingung dafür, dass in dieser Schaar

unendlich viele {q — 1)- punktig berührende q^ sind, ist aber offenbar

das identische Verschwinden von O,,; dieselbe Bedingung kann daher

nicht durch das Verschwinden einer Invariante ausgedrückt werden.

Das Product
4>,)9>o

kä-nn sonach in der Correspondenzgleichung nur

in einen Zahlenfactor multiplicirt sein; ein solcher aber muss der

Symmetrie wegen dann ebenso bei den Gliedern O] 7)1 , . . . ^qq'q

auftreten. Die fragliche Correspondenz kann man daher in folgender

Form darstellen'"^):

\ (^) • 9^0 (y) + ^1 (^) • 9i (y) + • • • + <t>g (^) • 9^ (y) = .

Stellt man die entsprechende Correspondenz für die auf, so

erhält man ganz dieselbe Gleichung; nur sind die x und ij vertauscht.

Man hat nämlich O, statt 9?,, Xi statt 0, zu schreiben; dann sondert

sich aber wegen (IV) ein Factor Z,* — ^ ab, und man erhält das

erwähnte Kesultat. Da nun die beiden Correspondenzen dieselben

sind, so sind auch ihre Coincidenzcurven identisch, q. e. d.

Die aus vorstehenden Betrachtungen geschlossenen algebraischen

Resultate behalten offenbar ihre Gültigkeit, wenn die Curve / Rück-

kehrpunkte besitzt; es rücken dann nur einzelne der Uq eigentlichen

Coincidenzpunkte in diese Rückkehrpunkte' (in näher zu bestimmender

Weise) hinein. Die Untersuchung dieser Verhältnisse wird uns zu

der geforderten Bestimmung der Zahl ßq führen. — Die Schnittpunkte

von Lq mit f, welche eigentliche Coincidenzen geben, zerfallen in 2

*} Vgl. dazu das Beispiel 7 = 2 auf p. 456.
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Gruppen: die nicht in den Rückkehrpunkten liegenden Punkte a^ und

die r Rückkehrpunkte von /, durch welche die Curven 99 zunächst

nicht hindurchgehen mögen. In jedem Punkte der ersteren Gruppe

berührt ^m«? Curve rp (/-punktig, und zwar geht jede Curve (p, welche

daselbst q benachbarte Punkte von f enthält, auch durch einen

{q -f-
1)*^" benachbarten Punkt von f. In einem Punkte derselben

Gruppe berührt ebenfalls eine Curve ct> ^- punktig (eventuell mehrfach

zählend), ausserdem aber einfach unendlich viele Curven je (^ — 1)-

punktig. *) In einem Rückkehrpunkte dagegen verhalten sich die g?

gerade so, wie die in einem der a^ Punkte; in der That berührt

jede der einfach unendlich vielen rp, welche durch den Rückkehrpunkt

und q — 2 benachbarte Punkte gehen {q — 1) -punktig, da der Rück-

kehrpunkt doppelt zählt; und unter diesen wird es eine (event. mehr-

fach zählende) Curve geben, welche noch einen {q — 1)*^° benachbarten

Punkt von / (d. i. zusammen wieder q -\- 1 benachbarte Punkte)

enthält. Hieraus folgt nach unserem Reciprocitätsgesetze , dass sich

umgekehrt die in den Rückkehrpunkten von / verhalten wie die rp

in den Punkten a^; d. h. wir haben /3j = r zu nehmen: Vermöge der

Reciprocität zwischen den (p und <^ entsprechen sich die Zahlen «^ und r.

Das besondere Verhalten der in den Rückkehrpunkten kann

nur dadurch begründet sein, dass dieselben sämmtlich (als Coincidenz-

curven) durch die Rückkehrpunkte hindurchgehen; denn andernfalls

würde für sie dieselbe Schlussweise wie für die qp gültig sein. Hieraus

kann man rückwärts schliessen, dass unsere Schlussweise auch für

die cp ungültig wird, wenn dieselben in den Rückkehrpunkten gemein-

same feste Punkte haben, d. h. dass sich diese dann verhalten wie

die a^ Punkte. Gehen also die cp sämmtlich durch r Rückkehrpunkte

von f hindurch, so entsprechen sich die Zahlen a^ und r — r oder r

und Uq -{- r', so dass jeder der r Rückkehrpunkte sich selbst entspricht. —
Die letzteren Ueberlegungen gestatten uns endlich auch die in

den Gleichungen auf p. 460 f. vorläufig mitgetheilten Reductionen zu

bestimmen, welche die Zahl a^ beim Auftreten von Rückkehrpunkten

erleidet. Wir betrachten eine (/-fach unendliche Schaar von Curven

qp, für welche M, r, r die angegebenen Bedeutungen haben mögen.

Die Zahl der Curven (p, welche durch einen beliebigen Punkt der

Ebene gehen und die Grundcurve {q — 1)- punktig berühren, ist dann:

<^q-i = q {M + (^ - 1) (p - 1)} — Qr - Q'r'

,

wo Q, Q noch zu bestimmen sind. Hieraus folgt aber, wenn man
nach unserem Reciprocitätsgesetze a^ _ 1 mit M, r mit ciq -\- r , ver-

tauscht, die andere Gleichung:

*) Man erkennt dies in ganz derselben Weise, wie oben das Entsprechende
für (7 = 2.



474 Vierte Abtheilung.

.¥ == ^ {«j _i 4- {q —\){p— 1)} —Q{aq-]- r') — q r
,

und durch Elimination von a^ _ i aus beiden Gleichungen

:

Qa^ = (f — 1) {M + qp - q) — Qqr — r {^ -f (^ -f- 1) ^'} .

Für r = r' = ist aber bekanntlich «^ ==» (^ -[- 1) {M -\- qp — q), und

somit Q = q — 1. Setzt man dies in die letzte Gleichung ein, so

haben- alle Glieder derselben den Factor {q — 1) bis auf den in q

multiplicirten Term; es ist also ?' = + (^ — 1) ^^ nehmen, so dass

«. = (V + 1) {M Jrqp-(])-qr-[l ± {q + 1)] r .

Diese Zahl muss aber für r = r' = 1 , M=n — 2, ^ = l, d. h. wenn

man den von einem Rückkehrpunkte ausgehenden Strahlbüschel be-

trachtet, nach p. 457 den Werth k — 3 annehmen, was nur bei Wahl
des negativen Zeichens eintritt. Man hat also den Satz:

In einer q-fach unendlichen linearen Schaar von Curven, ivelche auf

f beliebige gemeinsame feste Punkte haben und unter diesen r Rückkehr-

punkte von /, ausserdem aber f in M beweglichen Punkten treffen,

gibt es

«^ = (^ + 1) iM -\- qp — q) — q {r — r)

Curven, die f (nicht in den festen Punkten) q -punktig berühren. Dabei

ist p das Geschlecht, r die Zahl der Rückkehrpunkte von f.

Es sei schliesslich bemerkt, dass sich analoge Reciprocitätsgesetze

für die niederen aus der oo*?- Schaar der rp. auszuscheidenden linearen

Mannigfaltigkeiten von Curven (p aufstellen lassen.*) Dieselben ge-

statten dann die genaue Bestimmung der an verschiedenen Punkten

von / mehrpunktig berührenden Curven (vgl. Brill, a. a. 0.).

IX. Eindeutige Abbildung zweier Ebenen auf einander.

Den Ausgangspunkt unserer Untersuchungen über algebraische

Curven bildete die Theorie der linearen Transformation. Wir lernten

letztere als analytischen Ausdruck für die projectivische Beziehung

zweier Ebenen zu einander auffassen, und konnten demgemäss die

von uns allein berücksichtigten Eigenschaften der Curven als diejenigen

definiren, die durch beliebige (reelle oder imaginäre) Projection der

Curven nicht geändert werden. Im Anschlüsse an diese Auffassung

trat zuerst die Theorie der ternären algebraischen Formen und mit

ihr die symbolische Bezeichnung und Rechnung in den Vordergrund^

um einen eleganten algebraischen Apparat für die geometrische Ueber-

legung zu liefern. Bei weiterem Fortschreiten jedoch haben wir die

*) Es sei darauf hingewiesen, dass diese Reciprocitätsgesetze in enger Be-

ziehung stehen zu dena gewöhnlichen Dutilitlltsgesetze, wie dieses bei Mannig-

faltigkeiten von mehr Dimensionen auftritt (vgl. auch die Anmk. auf p. 385).



Allgemeine Theorie der algebraischen Curven. 475

Grenzen des durch diese Gesichtspunkte bezeichneten Gebietes allmählich

überschritten: In der That boten uns schon die gegenseitigen Bezie-

hungen zwischen der Hesse 'sehen und Stein er' sehen Curve ein

Beispiel für die Untersuchung zweier nicht linear, aber doch eindeutig

auf einander bezogenen Curven, und noch mehr wurden wir beim

Studium der Geometrie auf einer Curve gelegentlich zu der Bemer-

kung veranlasst, dass die entwickelten Sätze nicht nur gegenüber

linearen j sondern überhaupt gegenüber cindeuliyen Transformationen

der Grundcurve einen invarianten Charakter zeigen, d, h. für die

transformirte Curve ebenso gelten, wie für die ursprüngliche. Während

wir aber hier nur von zwei einzelnen, eindeutig auf einander bezogenen

Curven sprachen, kann man auch die Frage stellen, ob es möglich

ist, zwei ganze Ebenen Punkt für Punkt eindeutig auf einander zu

beziehen, und welche Eigenschaften derartigen Transformationen zu-

kommen. Diese auf die ganze Ebene bezüglichen Transformationen

sollen uns hier zunächst allein beschäftigen; auf die anderen, nur

für zwei einzelne Curven eindeutigen werden wir bei einer anderen

Gelegenheit eingehen.

Die Möglichkeit einer nicht linearen eindeutig umkehrbaren

Beziehung zwischen zwei Ebenen zeigt sofort ein einfachstes Beispiel:

die quadratische Verivandlschaft.'*) Dieselbe wird zwischen den Punkten

X und y zweier vereinigt oder getrennt gedachten Ebenen E,^ und Ey

vermittelt durch di^ Gleichungen:

(1) Qx^=y^y^, Qx.,=y^yy, Qx^=^y^y^\

und diese geben unmittelbar die ebenfalls eindeutige Umkehrung:

(2) 6y^=x^x.^, 6y.^ = x.^x^, 0y.^ = x^x^.

Wir wollen diesen für das folgende besonders wichtigen Specialfall

noch nälier betrachten. Einer geraden Linie w^; = entspricht ver-

möge (1) in Ey ein Kegelschnitt

und umgekehrt einer Linie v,, = vermöge (2) in E,r ein Kegelschnitt

ViX2X.^ -f- V.2 Xg x^ -\- v-^XiX2 = yJ
]

wir sehen, dass die Beziehung beider Ebenen auf einander vollkommen
dieselbe ist. Die Eindeutigkeit dieser Beziehung wird geometrisch

folgendermassen evident. Dem Schnittpunkte zweier Linien u^r =
*) Sie wurde zuerst betrachtet von Magnus: S|immlung von Aufgaben und

Lehrsätzen aus der analytischen Geometrie, Berlin 1833, und vorher im Crelle's

Journal, Bd. 8; später von Steiner: Systematische Entwicklung der Abhängig-
keit, etc. Gelegentlich finden sich quadratische Verwandtschaften auch schon

bei Poncelet (Traites des proprietes projectives des figures, 1822, p. 198) und
Plücker (Crelle's Journal, Bd. 5).
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und u.v = in E,r^ entsprechen in Ey die Schnittpunkte des Kegel-

schnittes (3) mit dem Kegelschnitte

Wir bemerken aber, dass von diesen vier Schnittpunkten drei immer

dieselben sind: die Ecken des Dreiecks y, =0, yj = 0> ^3 = 0.

Den Geraden der einen Ebene entsprechen also Kegelschnitte durch drei

feste Punkte, „Fundamentalpunkte", in der andern; und dem Schnitt-

punkte zweier Geraden der vierte bewegliche Schnittpunkt der beiden

zugehörigen Kegelschnitte. *)

In der Weise können wir uns diese „quadratische Verwandtschaft"

überhaupt geometrisch definirt denken: wir setzen die Gesammtheit

der zweifach unendlich vielen Geraden einer Ebene entsprechend zu

der Gesammtheit der zweifach unendlich vielen Kegelschnitte eines

Netzes mit drei festen Fundamentalpunkten. Den Kegelschnitten

durch einen Punkt der einen sind dann die Geraden durch einen

Punkt der andern Ebene zugeordnet; jedem Punkte der einen Ebene

entspricht also der Schnittpunkt zweier (und somit unendlich vieler)

Geraden der andern Ebene und umgekehrt. Demgemäss können wir

die algebraische Darstellung der Verwandtschaft allgemeiner f'olgen-

dermassen fassen. Es seien Q^, Q.^, 0-^ und Q^', Q.^, Q^ beliebige lineare

Functionen in y,, y^, y^, dann geben die beiden linearen Gleichungen:

Q, x^ + (^, a;2 + ^3 -^3=0

Q{x^ + Q^x^ + Q-iX^ ==

wieder unsere Beziehung; denn durch Auflösung erhalten wir**):

*) Von den Fundamentalpunkten können zwei oder alle drei einander be-

nachbart liegen, wo sich dann alle Kegelschnitte des Netzes bez. ein- oder zwei-

punktig berühren.

**j Die Gleichungen (4) kann man in der Form schreiben ZZa^^x]j|^ = 0,

SZh-,.x-yi^ = 0. Nimmt man dann insbesondere a^,^ = U/^-, b-f^ == b/.^ und lässt die

Ebenen E und E zusammenfallen, so bilden je zwei entsprechende Punkte x

und ij ein conjugirtes Folepaar in Bezug auf die beiden Kegelschnitte Za^i.x-Xi. == 0,

Sb'/.x^x/. => 0. Die Fundamentalpunkte der einen Ebene fallen mit denen der

andern zusammen und bilden die Ecken des beiden Kegelschnitten gemeinsamen

Polardreiecks. — Eine andere einfache geometrische Darstellung der Beziehung

ergibt sich, wenn man zwei Fundamentalpunkte (bei vereinigter Lage beider

Ebenen) in die imaginären Kreispunkte, den dritten in den Anfangspunkt eines

rechtwinkligen Coordinatensystems legt. Setzen wir demgemäss:

Xs ^3 2/3 2/3

SO gehen die Gleichungen (1) für p^ _, |2 _^ ^2 (j^er in:

und diese Gleichungen stellen bekanntlich die sogenannte Verwandtschaft der

reciproken Radien dar.
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Qx^ == O2 Q./ — £>3 0.;, Qx.^ = 0^ Q{ — 0, Q^, Qx^ = Ol p.; — O2O1 ',

und die Gleichungen x^ = 0, Xj == 0, x.^ = stellen in der That

wieder drei Kegelschnitte mit drei festen Punkten dar, den Funda-

mentalpunkten der Ebene Ey. Die ürakehrung dieser Formeln würde

sich ergeben, wenn wir die Gleichungen (4) nach den y, ordnen und

auflösen wollten.

Wir bezeichnen mit ß^, ß^, ß^ die drei Fundamentalpunkte in

Ey, mit «1, «2, «3 die drei Fundamentalpunkte in U^r. Für diese

Punkte selbst ist unsere Verwandtschaft nicht mehr eindeutig; und solche

Ausnahmepunkte treten bei allen höheren eindeutigen Beziehungen

auf. Dem Punkte c:, (0:2 = 0, x^ == 0) entsprechen nämlich nach (1)

und (2) alte Punkte der Geraden ß.^ß.^ (y^ = 0) in Ey] und umgekehrt

entspricht Jedem Punkte dieser Geraden ein und derselbe Punkt a^ in

E^.. Da aber die Gerade ß.^ß^ die Punkte ß^, ß^ enthält, denen bez.

die ganzen Geraden «30;^, «30:2 entsprechen, so erleidet gleichwohl der

Satz, dass Jeder Geraden in dem einen Systeme in dem andern ein

Kegelschnitt durch die drei Fundamentalpunkte zugehört, für die

Gerade /Sj/Sg keine Ausnahme.

Mit Hülfe dieser Bemerkungen können wir leicht die Aenderungen

angeben, welchen eine Curve durch unsere Transformation unterworfen

wird. Es ist klar, dass einer C,, in E^^ eine C2n in Ey entspricht,

deren Gleichung sich einfach durch Einsetzen von y^Ui ^^^^^ ^1 etc.

aus der Gleichung der C„ ergibt. Da aber die Geraden a^a^, «3«!,

«jOfo von der C„ in je n Punkten geschnitten werden, denen immer
derselbe Punkt (bez. /3, , ß^^ ß.^) in Ey entspricht, so geht die €2»'

durch die Punkte /3,, ß^, ß^ je n-mal; und zwar werden diese n

Zweige der €2» alle von einander getrennt verlaufen, wenn die n

Schnittpunkte der C„ mit der betreffenden Fundamentalgeraden der

andern Ebene alle von einander getrennt liegen. Geht dagegen die

Cn durch einen Fundamentalpunkt 0:, , so wird von der zugehörigen

C2U ein fester Theil, die «j entsprechende Gerade ß^ß^ abgesondert:

es bleibt nur eine Curve von der Ordnung 2 n — 1 ; und dieselbe

geht durch ß.y und ß^ nur noch je (n — l)-mal hindurch.

Allgemein entspricht daher einer Curve n'"' Ordnung der einen Ebene,

welche durch die Fundamentalpunkte a, , «3, a.^ derselben bez. k^-, k.^-,

k^-mal hindurchgeht in der andern Ebene eine Curve von der Ordnung
2n — k^ — ^2 — '^s ; welche durch die Fundamentalpunkte ß^, ß.,, ß.^

dieser Ebene bez. n — {k^-\- k.^), n — (k.^ -\- k^), n — (A-, + ^3) ^^«^

hindurchgeht. So entspricht z. B. einer 64 mit je einem Doppelpunkte
in «j, «2, «3 eine C^, die nicht durch ^,, ß^, ß^ hindurchgeht; und
umgekehrt jedem solchen Kegelschnitte eine C^ mit 3 Doppelpunkten
in Kj, «2; ^3-
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Durch directe Verallgemeinerung dieser Anschauung werden wir

zu der geometrischen Definition einer allgemeinen eindeutigen Trans-

formation der Ebene geführt, einer sogenannten rationalen oder

Cremona'schen Transformation; Cremona ist es nämlich, welcher

diese wichtige Theorie zuerst in voller Allgemeinheit aufgestellt hat. *)

An Stelle des Kegelschnittsystems mit 3 festen Punkten haben wir

ein doppelt unendliches lineares System von Curven n^^^ Ordnung mit

einem beweglichen, also n^ — 1 festen Schnittpunkten zu setzen. Nun
sind aber nach unserem Fundamentaltheoreme über Schnittpunktsysteme

(vgl. p. 427) durch \ n {n -\- ?>) Schnittpunkte zweier Curven n*®"^ Ord-

nung den übrigen \ [ii — \{n — 2) Punkte im Allgemeinen schon

völlig bestimmt. Soll daher bei n^ — 1 festen Schnittpunkten noch

ein beweglicher möglich sein, so müssen diese w^ — 1 festen Punkte

eine ganz besondere Lage zu einander haben, bez. die Curven des

Systems sich in ihnen besonders verhalten; und die Feststellung dieser

Verhältnisse ist im Folgenden unsere wesentliche Aufgabe. Daran

knüpft sich dann von selbst eine Erörterung über die Natur der die

Transformation vermittelnden Functionen, und die andere Frage, ob

noch andere eindeutige Transformationen einer Ebene möglich sind, als

die durch solche Curvensysteme mit n^ — 1 festen Punkten vermittelten.

Eine eindeutig umkehrbare Transformation sei durch die drei

Gleichungen

(5) (>?/e=A (^1, 3^2, ^3), (/=1,2,3)

gegeben, wo die fi Functionen ;2*'^' Ordnung sind, welche keinen Factor

gemein haben, und deren Functionaldeterminante nicht identisch ver-

schwindet.**) Nehmen wir an, es sei in Folge -derselben jedem Punkte

y umgekehrt ein Punkt x zugeordnet vermittelst der Gleichungen:

(6) GXi = (fiiy^, y^, 2/3),

wo die cpi rationale, ganze Functionen f*" Ordnung in den y sein

mögen.

Den Geraden u,^ = in E^-^ entsprechen dann die Curven t''^''

Ordnung Zui(pi=^0 in Ey und den Geraden Vy = in E,, die

Curven n"''" Ordnung Evifi in E.^.. Den Schnittpunkten von

*j In den beiden Abhandlungen: Sülle transformazioni geometriche delle

figure piane, Memorie dell' Accademia di Bologna, Serie II, t. 2, 1863 und t. 5,

1865; abgedruckt in Battaglini's Giornale, t. 1 und 3. Vgh die zusammenfassen-

den (für den Text benutzten) Darstellungen von Oayley: On the rational trans-

formations between two spaces, Proceedings of the London math, Society, vol. 3,

1870; und Rosanes: Ueber rationale Substitutionen, Crelle's Journal, Bd. 78, 1871;

sowie Bulletin des sciences mathe'matiques, vol. 5, p. 207. — Verallgemeinerungen

lür mehrdeutige AbbilduDgen findet man bei Wiener: Math. Annalen, Bd. 3, p. 11.

**) In letzterem Falle würden die drei Curven f einem Büschel angehören,

vgl. p. 377, Anmk.
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M.r = und Evifi =
4»

entsprechen also die Schnittpunkte von

Vy = und U Ui <pi = .

Die Anzahl derselben muss aber wegen der vorausgesetzten Eindeutig-

keit unserer Beziehung zwischen ^^ und F^ beide Male die gleiche

sein; also ist n = v:

Die eindeutig umkehrbaren Substitutionen sind von derselben Ordnung
wie ihre inversen.

Suchen wir den Punkt x, welcher dem Durchschnitte zweier in

Ey gelegenen Geraden v und w entspricht , so haben wir aus den
Gleichungen :

die X zu eliminiren. Das Endresultat, welches die u zum Grade n"^,

die V, w ]e zum Grade n enthält, gibt die Gleichung des Productes
der «2 Schnittpunkte der Curven (7). Unter letzteren muss sich der
gesuchte befinden, dessen Gleichung, wie wir wissen, durch Zuicpi =
dargestellt wird, der Ausdruck UuiCpi muss also, wenn wegen (7)

yi = ^2 «^3 — «^2 ^3 ; Vi = Vr^Wi— W^ Vy
, y^ = VyW^ — W^V^

gesetzt wird, ein Factor des Eliminationsresultates sein. Aber auch
Zluitpi enthält dann die v, w ie in der n*«" Ordnung: die übrio-en

i^actoren jenes Resultates können daher v, w nicht mehr enthalten,
und man hat den Satz:

Je zwei Curven des Systems Uvifi = schneiden sich nur in einem
beiveglichen und in n"^ — 1 festen Punkten, „den Fundamentalpunkten der
Transfor?natio7i". Dasselbe gilt natürlich für das System der Curven
2; Ui cpi = in der andern Ebene. Jede eindeutige Beziehung der
beiden Ebenen auf einander ist daher eine Gxemono.' sehe.

Wir haben nunmehr die Lage der n"^ — 1 festen Punkte in den
beiden Ebenen festzustellen. Da den Punkten einer Geraden Vy =
eindeutig die Punkte einer Curve Lvif = {) zugeordnet sind, so folgt
nach einem früheren Theoreme (p. 459), dass diese Curve und die

Gerade von demselben Geschlechte sind; d. h. die Curven des eine

eindeutige Transformation vermittelnden Netzes sind sämmtlich vom Ge-
schlechte p==0: sie haben mehrfache Punkte, welche mit -^ {n — 1)
. (w — 2) Doppel- bez. Rückkehrpunkten äquivalent sind. Wir wollen
nun zeigen, dass diese vielfachen Punkte sämmtlich in den festen Fim-
damentalpunkten liegen müssen. Nehmen wir nämlich an, dass in ihnen
die hinreichende Zahl noch nicht vereinigt wäre, so müsste jede Curve
des doppelt unendlichen Netzes ausser den feste. i jedenfalls noch einen
Doppelpunkt besitzen. Da es aber auch nur doppelt unendlich viele

Punkte in einer Ebene gibt, so könnte dies nur in den beiden folgen-
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den Fällen eintreten. Entweder müsste jeder Punkt ein solcher

Doppelpunkt sein, d. h. die drei Gleichungen: *

müssten für jedes Werthsystem o:, , .r^, 0:3 ein bestimmtes Werth-

system i\, v.^, v.^ ergeben, im Ganzen also zweifach unendlich viele

solche Werthsysteme. Dann aber müssten sich die drei Gleichungen

auf eine reduciren^ d. h. es beständen die Gleichungen:

dxf
' dxf ' dx3 dxi ' cx^ ' cxj cxi ' cxt ' dx, '

was der Voraussetzung widerspricht, dass /",
, f.,} ^a keinen gemeia-

samen Factor besitzen. Oder es gäbe e//?fach unendlich viele Werth-

systeme X, denen je ein Werthsystem v zugehört, nämlich diejenigen,

für welche die Functionaldeterminante der // verschwindet; und es

müsste jeder solche Punkt x Doppelpunkt für einfach unendlich viele

Curven des Netzes sein. Dann würden aber für je zwei dieser ein-

fach unendlich vielen Curven vier Schnittpunkte in x zusammenfallen,

während wir voraussetzen, dass je zwei Curven f sich nur in einem

beweglichen Punkte schneiden. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Von den allen Curven des Netzes gemeinsamen Fundamental-

punkten wird nun im Allgemeinen jeder einer mehrfachen Anzahl

von Schnittpunkten je zweier Curven äquivalent sein; es können je-

doch höhere als (n — 1)- fache Punkte nicht auftreten, denn sonst

würden alle Curven (pi zerfallen. Nehmen wir an, es seien a, ein-

fache Punkte aller Curven, or., Doppelpunkte, «3 dreifache, . . . a«_i

(n — 1)- fache Punkte darunter, so müssen dieselben zusammen ein

System von n- — 1 Punkten darstellen, d. h. man muss haben:

(8) ß, -f 4c2 + 9«3 + V • + ^'^
-!)'««-! = ^'' — 1-

Dabei setzen wir voraus, dass die Curven (f sich in den Fundameutal-

punkten nicht berühren und dass die Taugenten einer beliebigen Curve

(p in den vielfachen Punkten getrennt verlaufen.

Eine zweite Relation für die Zahlen «, folgt aus der Bemerkung,

dass ein A-facher Punkt mit getrennten Tangenten immer mit \k{k — \)

Doppelpunkten äquivalent ist (p. 329). Da nämlich die Gesammtzahl

der Singularitäten gleich -^ (n — 1) (/i — 2) sein muss (d. l p = 0),

so haben wir:

(9) «., + 3^3 + . . . -f i {n — 1) (;. - 2) a,_i = ^ (« — 1) (« - 2),

und ferner durch Combination mit (8):
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(10) «1 + 3ao + 6f^3+. .. + ^«(« -l)a„_a = ^«(« + 3)-2.*)

Für ein bestimmtes // erhält man aus diesen beiden Gleichungen je

nach der Zahl ihrer brauchbaren ganzzahligen Lösungen eine bestimmte

Reihe verschiedener Möglichkeiten für die Transformation, wofür von

Cremona und Cayley Tabellen gegeben sind. Von « == 1 bis

11 = 1 hat man z. B.

:

n



482 Vierte Abtheilung.

können zwischen den ^i noch eine beliebige, z. B. lineare Gleichung

annehmen. Eine solche Darstellung ist aber, wie wir später sehen

werden , nur bei Curven vom Geschlechte p = möglich. Wir haben

also den Satz:

Einem Fundamentalpunkte k^"^ Ordnung in Ex entspricht eine Qurve

k*^'' Ordnung vom Geschlechte p = in Ey.

Den k vß. % vereinigten Punkten einer Curve des Systems I^Vifi=
entsprechen hiernach k einzelne Punkte der Geraden fj, = 0: die

Schnittpunkte derselben mit der zu % gehörigen Curve A*®'^ Ordnung,

Die Beziehungen dieser sogenannten Fundamentalcurven zu den in

Ey gelegenen Fundamentalpunkten des Systems Uui(pi=0 sind nun

von besonderer Wichtigkeit. Zunächst müssen natürlich auch für

diese die Gleichungen (8), (9) und (10) bestehen; d. h. wenn es in

Ey ß^ einfache, ß^ zweifache . . , Punkte gibt, so ist:

2Ji-ißi =w2 —

1

t

2:i{i-l)ßi={n- l)(n-2)
i

Ui(i-{- l)/3, = n(n + 3) -4.
i

Durch Combination der letzten beiden Gleichungen folgt ferner:

2ißi=3n — 3 = Uicci.
i i

Legen wir auf die Werthe der Zahlen «j, ßi kein besonderes Ge-

wicht, und sind die Fundamentalpunkte in ^^ der Grösse nach ge-

ordnet von den Ordnungen r^, r^ . . ., so dass ^i ^ ^2 ^ ^3 • • • ;>
ebenso

die Fundamentalpunkte in Ey von den Ordnungen Sj, s., . . ., so dass

Si^_ s^^ s^ . . ., so können wir diese Gleichungen durch die folgenden

ersetzen

:

Zr-" = n^—l, Esk^ = w^ — 1

^^^^ 2:re=3n — 3, 2;^^ =3« — 3.
i k

Alsdann gilt ferner, wenn wir als k^^ Fundamentalcurve von E^

die zum A-*^'» Fundamentalpunkte von Ey gehörige bezeichnen, der

Satz: Die k'" Fundamentalcurve von E^^ geht ebenso oft durch den P«

Fundamentalpunkt von E^, wie die P Fundamentalcurve von Ey durch

den k*"' Fundamentalpunkt von Ey geht.

Sind nämlich zwei Fundamentalpunkte A, B gegeben, bez. in E^

und in Ey, und Fa, Fß die ihnen zugehörigen Fundamentalcurven,

und geht Fa ^-mal durch B, so entsprechen diesen q von B aus-

gehenden Fortschreitungsrichtungen q Punkte auf der Fb\ letztere

müssen aber alle mit A zusammenfallen, da jedem Punkte der Fa eben

wieder A entspricht. Also die Fb geht ebenfalls Q-mA durch A,
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w. z. b. w. Aus diesem Beweise erkennt man ferner die Richtigkeit

des Satzes:

Die Fundamentalcurven in E^^ haben ihre vielfachen Punkte in den

Fundamentalpunkten von E^.

Wir bezeichnen nun mit a,A die Zahl, welche aussagt, wie oft die

i^^ Fundamentaicurve in Ey durch den A:'<^° Fundamentalpunkt in Ey
geht. Zwischen diesen Zahlen aik und den Zahlen r, s besteht dann
eine Reihe von Relationen. Zunächst gibt der Satz, dass die Fun-
damentalcurven vom Geschlechte Null sind, die Gleichungen:

(13) (r,— l)(;v-2)= 2:a,,(a,,-l), (^,-1) {s,-2)== Ea,,{aik-\) .

k i

Würden sich zwei Fundamentalcurven F^, Fa' derselben Ebene ausser

in den Fundamentalpunkten dieser Ebene schneiden, so raüssten dem
Schnittpunkte die beiden Punkte A und Ä der andern Ebene ent-

sprechen; also:

Fundamentalcurven schneiden sich nur in Fundamentalpunkten,'
d. h. es ist:

(14) riri' = IJcCikKi'h, SkS/,' == Uai^aik'

.

k i

Wenn eine Curve des Netzes Zvif = von einer Fundamentai-
curve Fb ausser in den Fundamentalpunkten noch geschnitten wird,

so müsste einem solchen Schnittpunkt zugleich ein Punkt der Linie
Vy = und der Punkt B entsprechen, was nicht möglich ist. Also

:

t Die Curven, welche Bilder von Geraden sind, werden von den
Fundamentalcurven nur in Fundametitalpunkten geschnitten; es ist somit:

(15) nri = Zsk ß/Ä- , nsk = 2:

n

a,vt

.

k i

Schliesslich werden wir sogleich den Satz beweisen:

Die Anzahl aller Zweige von Fundamentalcurven, welche durch
einen Fundamentalpunkt gehen, ist gleich dem Dreifachen der Ordnung
des letzteren, vermindert um Eins; was die Gleichungen gibt:

(16) 3r,- 1 = 2:«,,, ^dSk—\ = Eai,.
k i

Durch Combination der Gleichungen (16) mit (13) folgt ferner:

(17) r,^ + 1 = 2:a,,2
^

,^^2 _!_ 1 _ ^^^.^0
^

k i

Zum Beweise des zuletzt erwähnten Satzes bemerken wir, dass

die Fundamentalcurven der Ebene Ey zusammen die Jakobi'^cAe Curve
des Netzes Huicpi === 0, 'Und ebenso die Fundamentalcurven von ^.^ die

JakobiW^e Curve des Netzes Evifi = ^ bilden.

Die Jakobi'sche Curve nämlich ist der Ort der neuen Doppel-
punkte derjenigen Curven des Netzos, welche ausser in den Fun-
damentalpunkten noch einen weiteren Doppelpunkt haben. Dies ist

31*
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aber nur möglich, wenn die betreffenden Curven zerfallen, denn alle

Curven des Netzes haben schon das Maximum der möglichen viel-

fachen Punkte. Solche zerfallende Curven können wir nun in der

Ebene Ey auf folgende Weise construiren. Wir betrachten eine

Gerade, welche durch einen Fundamentalpunkt von der Ordnung r

in E:c geht. Ihr entspricht in Ey eine C„ des Netzes Uuiq)i = 0,

welche in die zu dem Pundamentalpunkte gehörige Fundamentalcurve

Cr und in eine C„_,. zerfallen rauss. Dreht sich nun die Gerade in

Ej; um den Punkt r, so bleibt jene Cr fest, während die C„-r sich

ändert. Letztere wird dabei von der Cr in einem beweglichen Punkte,

einem neuen Doppelpunkte der betreffenden C^n — r) + r, geschnitten

werden; und also ist die Cr ein Theil des Ortes dieser Doppelpunkte,

d. i. ein Theil der Jakobi'schen Curve, Umgekehrt entspricht auch

Jeder zerfallenden Curve des Netzes der qo eine Gerade durch einen

Fundamentalpunkt in E^. Einer solchen Curve in Ey nämlich ent-

V spricht jedenfalls eindeutig eine Gerade; zerfällt nun die Curve, so

müsste auch die Gerade zerfallen, was nicht möglich ist. Dem einen

Theile der zerfallenden Curve muss daher ein einzelner Punkt der

Geraden, d. i. ein Fundamentalpunkt entsprechen; q. e. d. Nun haben

wir aber früher gesehen (p. 383), dass die Jak obi 'sehe Curve in einem

Punkte einen (3r — 1) -fachen Punkt hat, wenn daselbst die Curven

des Netzes alle einen r- fachen Punkt haben; und damit ist die

Formel (16) bewiesen. — , .

Mittelst der aufgestellten Gleichungen finden wir nun weitere

Beziehungen zwischen den Fundamentalpunkten in den beiden Ebenen.

Wir bezeichnen mit q die Anzahl der Punkte r, mit 6 die der Punkte

Sj d. h. wir setzen

Summiren wir nun die eine Seite der Gleichungen (16) nach i, die

andere nach k, wobei die rechten Theile einander gleich werden,

so folgt:

3 ZTi — Q = 3 Esk — .

i k

Aber nach (12) ist Er^ = Ssu, und daher q = 6: Die Zahl der Fun-
i k

damentälpunkte in den beiden Ebenen ist dieselbe, es ist U(Xi= Ußi.

Wir wollen auch noch weiter zeigen, dass die Zahlen «j, «j • • •

von den Zahlen /?, ,
/J, . . . überhaupt nur der Anordnung, nicht der

Grösse nach verschieden sind, dass es also zu jedem cci ein ihm gleiches

ßk geben muss.*) Wir führen diesen längeren Beweis um so mehr

*) Den Beweis dieses von C r e m o n a schon aufgestellten Satzes gab

Clebsch: Zur Theorie der Cremona' sehen Transformationen, Math. Annalen,

Bd. 4, p. 490.
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an, als er allein auf Constantenzählen und gewissen Symmetriebe-

trachtungen beruht und so an sich von Interesse ist.

Wir können den Werth für das Quadrat der aus den Zahlen «,*

zu bildenden Determinante A mittelst der Gleichungen (14) und (17)

angeben, denn in diesen stehen rechts unmittelbar die einzelnen

Glieder dieses Quadrates, d. i. diejenigen Ausdrücke, welche als Glie-

der in der q (= <})- reihigen Determinante auftreten, die aus A durch

Multiplication mit sich selbst nach dem Determinantenmultiplications-

satze hervorgeht. Der Werth derselben (A^) ist demnach unter Be-

nutzung von (12) gleich den beiden Determinanten:

= i + _2.,'=

= 1 +^.-

Der absohlte Werth der Determinante der au, ist also gleich n:

(18) A = 4:^-

Das Vorzeichen bleibt unbestimmt, weil die Ordnung der Reihen

in der Determinante durch die Anordnung der r, s nach ihrer Grösse

nicht völlig bestimmt zu sein braucht. Unter denselben können

nämlich gleiche sein, deren Vertauschung dann das Vorzeichen von

A ändern würde; und dies ist auch bei den bisher bekannten Bei-

spielen immer der Fall.

Wir denken uns nun die Determinante A der Ujk durch horizon-

tale und verticale Linien getheilt, so dass in jedem der entstehenden

Rechtecke nur Horizontalreihen vorkommen, welche zu gleichen r, und

nur Verticalreihen, welche zu gleichen s gehören.

Betrachten wir eins dieser Rechtecke. Zu den in ihm vorkom-

menden*) r gehört eine Gruppe von Fundamentalpunkten in K^ und

diese liefert für die Transformation eine gewisse Zahl von Constanten,

welche bei der Bildung des Curvennetzes Uvifi = in E^ voll-

*) Die Abhängigkeit zwischen den zu einem u;,^ gehörigen r-, s/^ wird durch

obige Formeln vermittelt. Dieselben können wir mit Hülfe von (18) noch in

einfacherer Gestalt schreiben. Durch Auflösung von (15) nach den r, s ergibt

sich nämlich:

"k ^Z- ' ± *A = ^'."~
k ^^il Cccii.
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kommen symmetrisch benutzt werden.*) Dasselbe gilt für die in

dem Rechtecke vorkommenden s: die entsprechende Gruppe von
Fundamentalpunkten der Ebene Ey muss von jenen Constanten der
zu r gehörigen Gruppe in E,^- ebenfalls symmetrisch abhängen,
und umgekehrt: Zwischen den r und s fnuss völlige Symmetrie in dem
Rechtecke herrschen. Die in einer Verticalreihe unseres Rechtecks
stehenden a müssen demnach in den verschiedenen Verticalreihen des-

selben sich wiederholen, und zwar in allen Permutationen, u'bd jede
Permutation gleich oft. Sei k die Zahl der Elemente einer V\u-tical-

reihe des Rechtecks, p die Zahl ihrer Permutationen, / die Zahl der

Elemente in einer Horizontalreihe, q die Zahl ihrer Permutationen.
Man muss dann haben:

wo ft eine ganze Zahl; und ebenso folgt, wenn man in Vorstehendem
die Rolle der Horizontal- und Verticalreihen vertauscht:

(20) k = vq',

wo V eine ganze Zahl. Nun ist die Zahl der Permutationen immer
grösser, als die der Elemente, ausgenommen

1) wenn alle Elemente gleich sind, wo die Zahl der Permuta-
tionen gleich 1 ist;

2) wenn alle Elemente bis auf eines einander gleich sind, wo
dann die Zahl der Permutationen gleich der Zahl der Elemente.

Schliessen wir diese beiden Fülle vorläufig aus, so sind die Glei-

chungen (PJ), (20) unmöglich, denn sie würden gleichzeitig fordern,

dass Ä^ > / und / > k. Im Falle 1) haben wir dagegen p = \^ q = \^

also k und / beliebig; im Falle 2) aber wird p = k, q = l, also

/ = ^uÄ-, k ^^vl. Demnach muss |U = v = 1, A- = / sein: Das Recht-
eck geht in ein Quadrat über. Mithin gilt der Satz: In den Ttecht-

und unter Benutzung dieser Gleichungen aus (14) und (17) durch Auflösung nach
den cc^f. (bei constantem i' bez. //):

_ dA

*) Eine Cremona'sche Transformation ist überhaupt durch eine gewisse
Anzahl von absoluten Constanten charakterisirt , die allein von den Fundamental-
punkten abhängen können, da durch diese das Netz der cp völlig bestimmt ist.

Betrachtet man projectivische Umformungen beider Ebenen (abhängig von 8
Constanten) als unwesentlich, so kann man ohne den Charakter der Transforma-
tion zu ändern, in jeder Ebene noch 4 Pundamentalpunkten beliebige Lagen
geben und dann als eigentliche Constante der Transformation die 2 p — 8 Doppel-
verhältnisse der Strahlbüschel auffassen, welche von zweien solcher 4 Punkte
je nach den 3 anderen und einem 5ten Fundamentalpunkte gerichtet sind. Es
sind dies absolute Invarianten der Transformation, insofern sie sich durch pro-
jectivische Umformung nicht mehr ändern.
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ecken von A, welche durch die Gruppen gleicher r und gleicher s ahge-

theilt werden, sind immer die Elemente a einander gleich; nur in den

Fällen, wo das Rechteck ein Quadrat ist, kann in Jeder Horizontal- und

Verticalreihe ein von den übrigen verschiedenes Glied vorkommen. Diese

Glieder sind dann unter sich gleich, und mit ihnen lässt sich durch Um-

stellen der Reihen die eine Diagonale des .Quadrates ausfüllen.

Ferner kann man zeigen, dass in dem Schema der ganzen Deter-

minante niemals zwei solche Quadrate horizontal oder vertical neben

einander stehen können. Sonst nämlich würden wir in zwei Quadraten

von gleicher Grösse die 9,bweichenden Elemente an gewissen Stellen

finden, die dadurch auf einander bezogen erschienen. Es würde also

eine gewisse Zuordnung der r bez. s der dem einen Quadrate zuge-

hörigen Gruppe von Fundamentalpunkten gegenüber den r und *• der

dem andern Quadrate zugehörigen Gruppe hervorgerufen. Da eine

solche Zuordnung wegen der durchaus selbständig innerhalb jeder

Gruppe auftretenden Symmetrie nicht existiren kann, so sieht man

den Satz ein:

Jeder Gruppe von r kann höchstens eine Gruppe von s entsprechen,

welche eine gleiche Zahl von Elementen enthält, und welche mit jener

zusammen auf ein Quadrat von a/k innerhalb A führt, dessen Elemente

nicht sämmtlich gleich sind.

Aber andererseits muss auch loenigsiens eine solche Gruppe

existiren, denn sonst würden der Gruppe der r lauter Rechtecke ent-

sprechen, welche gleiche Elemente enthielten, und die Determinante

der a würde verschwinden, während doch ihr Werth nach (18) gleich

-h n ist. Nur wenn die Gruppe der r sich auf ein einziges r reducirt,

trifft dieser Schluss nicht zu. Jeder Gruppe von r, welche mehr als

ein r enthält, entspricht also irgend eine gleich grosse Gruppe von s

und umgekehrt. Lassen wir diese bei Seite, so bleiben nur noch,

einzelne r, bez. s übrig, welche sämmtlich unter sich verschieden

sind; aber die Zahl dieser r muss der Zahl dieser 6" gleich sein, und

sie bilden daher wieder ein System von Gruppenpaaren gleicher

Grösse. Damit ist endlich unsere Behauptung bewiesen, d. h. der Satz:

Die Zahlen ai, welche angeben, wie viele r jedesmal einander gleich

sind, und die Zahlen ßi, welche angeben, wie viele, s jedesmal einander

gleich, sind höchstens der Anordnung, nicht der Grösse nach verschieden.

So haben wir z. B. in obiger Tabelle für n = Q eine Trans-

formation :

«1 = 4, «2=1? ^3 = 3, «4 = 0, «5=0
und eine andere:

«1 = 3, «2 = 4, «3 = 0, «4 = 1, «5 = 0.

Von beiden wird nach unserem Satze die eine die inverse Transfer-
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mation der andern sein^ wenn nicht etwa in einem besonderen Falle
jede zu sich selbst invers ist. Letzteres ist für die Transformationen
von n = 2 bis w = 5 zufolge der Tabelle immer der Fall ; für diese

Transformationen niedrigster Ordnung sagt also unser Satz nichts aus.

Ebenso wie bei w = 6 verhält es sich mit den beiden letzten Vertical-
reihen der Tabelle für n = 1. —

Von ganz fundamentaler Bedeutung für diese Theorie ist endlich
der folgende Satz:

B/e Summe der Ordnungszahlen für die drei höchsten Fundamental-
punkte einer Transformation n'"' Ordnung ist grösser als n; d. h. es ist:

rx-{-r^ + r^-> n,

wo nach unserer früheren Annahme r^ > Tj > rg > r^ . , .

Wir haben nämlich wegen (12) die Gleichungen:

2:V,-2 + rgZ = w2 — 1 - ri2 _ r^^
,

(21)
2;V, +r3 =3n - 3 - r, - r^

,

i

wo sich das Summenzeichen Z' auf alle Indices i ausgenommen « = r„
r^, r^ bezieht. Wir wollen zeigen, dass unmöglich

sein kann.

Multipliciren wir die zweite der Gleichungen (21) mit r^ und
subtrahiren von ihr die erste, so kommt:

r^E'ri — 2:'r,2 = rg (3 n — 3 — r^ — r.^) — n^ -f-
1 -f r^^ + r.,^ .

Hier steht aber links ein positiver Ausdruck, da rg ^ r^ . . . ; derselbe

ist nur Null für rg = r^ = r. . . . Wir haben also rechts

rg (3w — 3 — ri — r^) > n'^ - 1 — r^^ — r^"^

,

Nehmen wir nun an, es sei w ^ r^ -f- r.^ + rg , so erhalten wir

:

r, (Brg - 3 + 2rj + 2 r^) > rg^ + 2 {r,r, + r,r, + r,r,) - 1
,

oder: ^rg^ _ 2 rj^j — Srg + 1 ^ ;

und dies ist nicht möglich, denn es ist der Annahme nach r, r^ > rg^

und 3 Tg > 1 , da r^ mindestens gleich 1 sein muss. Damit ist der

gewünschte Beweis geliefert.

Dieser Satz über die Multiplicität der drei höchsten Fundamental-
punkte erlangt so grosse Wichtigkeit durch die folgende aus ihm
sich ergebende Folgerung. Wir unterwerfen die Ebene E^ einer quadra-

tischen Transformation, deren drei Fundamentalpunkte mit den Punkten
r,

, Tj, Tg zusammenfallen. Durch dieselben geht jede Curve «'''' Ord-
nung des Netzes Uv^f = Ohez. r^-, r^-, rg - mal hindurch ; einer jeden
entspricht also nach der oben für quadratische Transformationen ge-
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gebenen Regel eine Curve von der Ordnung 2 w — r, — r^ — r^ in

der neuen Ebene E^-^ und alle diese Curven bilden wieder ein Netz

mit einem beweglichen Schnittpunkte, denn ihnen entsprechen durch

Vermittlung der Ebene E^, eindeutig die Geraden der Ebene Ey. Die

directe Beziehung zwischen Ey und E^ wird sonach durch Functionen

der Ordnung 2n — i\ — r^—r^ hergestellt. Nun ist aber r^ + r.;^

-}- r3 > «; also jedenfalls

2n — rj — r^ — r^ <. ri]

d. h. die ursprüngliche Transformation ist auf eine andere von nie-

drigerer Ordnung zurückgeführt. Mit dieser kann man weiter in

derselben Weise verfahren, bis man schliesslich auf eine quadratische

oder lineare Transformation zurückkommt; und umgekehrt muss

man natürlich durch wiederholte Anwendung quadratischer Transfor-

mationen wieder auf die ursprüngliche geführt werden. Wir haben also

den Satz:

Jede Cremona'scÄe Transformation kann durch eine Reihenfolge

quadratischer Transformationen ersetzt werden, indem man die drei

Fundamentalpunkte einer solchen je in die höchsten Basispunkte des

Systems der Transformationscurven hineinlegt.*)

Ist z. B. die Transformation 4*" Ordnung mit

«j = 6, «2=0, «3=1
gegeben, so legen wir die 3 Fundamentalpunkte einer quadratischen

Transformation in den dreifachen und in zwei der einfachen Punkte.

Dadurch kommen wir auf Curven dritter Ordnung mit einem Doppel-

punkte, welcher dadurch entsteht, dass die Verbindungslinie der beiden

einfachen Fundamentalpunkte (lineare Fundamentalcurve der quadra-

tischen Transformation) von den C^ noch in zwei Punkten getroffen

wird. Wir haben also eine Transformation dritter Ordnung mit

«j = 4, a^ = \. Benutzen wir nun zwei Punkte «, und den Punkt

«2 zu einer neuen quadratischen Transformation, so erhalten wir

Curven 2*" Ordnung mit drei einfachen Fundamentalpunkten, wie es

sein sollte. —
Wie wir früher die Curven hinsichtlich ihrer Eigenschaften unter-

suchten, welche gegenüber beliebigen linearen Transformationen unge-

hindert bleiben, so kann man, wie schon oben hervorgehoben, auch

nach solchen Eigenschaften der Curven und überhaupt der ebenen

*) Dieser Satz wurde ziemlich gleichzeitig von Clifford (ohne Beweis, vgl.

den angeführten Aufsatz von Cayley), Nöther (Math. Annalen, Bd. 3, p. 164)

und Rosanes (a. a. 0.) gefunden. Die Ungleichung w < n + rj -|- rg und somit

auch dieser Satz von der Zusammensetzbarkeit der Transformationen gilt auch

noch, wenn mehrere Fundamentalpunkte einander unendlich nahe rücken, was

im Texte nicht berücksichtigt wurde; vgl. Nöther, Math. Annalen, Bd. 5, p. 635.
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Gebilde fragen, welche bei beliebigen C remona'schen Tra:Qsforma-

tionen erhalten bleiben, und andererseits nach der Art, wie solche
Eigenschaften durch die Transformation beeinflusst werden. Dabei
kann man sich wegen unserer letzten Ueberlegungen immer auf die

Betrachtung quadratischer Transformationen beschränken. Wie bei

einer solchen die Singularitäten einer einzelnen Curve geändert wer-
den, haben wir schon früher erwähnt, wenigstens insoweit diese

Aenderungen durch die Fundamentalpunkte der Transformation ver-

anlasst werden (p. 477). Andere Aenderungen, als die dort erwähnten
treten aber auch nicht ein. Hat nämlich die C,, misserhalb der Funda-
inentalpunkte einen Doppclpunkt P in E,^, so entspricht diesefn auch ein

Doppelpunkt P' der zugehörigen C in Ey. Dies folgt unmittelbar aus
der Eindeutigkeit unserer Transformation, denn in Folge derselben

muss jeder von P aus auf der C„ möglichen Fortschreitungsrichtung

eine von P' ausgehende Fortschreitungsrichtung auf der 6" entsprechen.

Analoges gilt für vielfache Punkte. — Insbesondere tritt hier nun
wieder der Satz von der Erhaltung des Geschlechts in den Vordergrund

(p. 459), den man auch für quadratische Transformationen leicht

direct bestätigt. Einer C„, in E^ möge eine C^ in E,, entsprechen.

Dann ist ^ = 2m — k^~ k,^~ k.^, wenn die C^ bez. k^-, k^- , k^-

mal durch die 3 Fundamentalpunkte in E^. geht; und die C^ geht
bez. 3<j-, K.^-, ^fg-mal durch die Fundamentalpunkte von Ey, wenn:

^i = m — k-^ — k.^ , %^ = ?n ~ k^ — A-, , x.^ = m ~ k^~ k^

.

Aus diesen Relationen ergibt sich direct die Identität:

'=3 ,-3

Von diesen Ausdrücken unterscheidet sich aber das Geschlechf beider

Curven nur um eine Zahl, welche allein von den nicht in Funda-
mentalpunkten liegenden vielfachen Punkten derselben abhängt; und
die letzteren sind für beide Curven dieselben. Folglich haben auch
beide Curven dasselbe Geschlecht, q. e. d.

Man kann übrigens auch leicht den Einfluss einer Transformation
w*" Ordnung auf die Cm angeben; man gelangt mittelst der oben ent-

wickelten Principien zu folgendem Satze:

Einer Curve C„, in E,^, welche li-mal durch einen Fundamentalpunkt

ri geht, entspricht eine Curve C^, wo ^ == nm — ZriU, welche Ik-mal
i

durch jeden Fundamentalpunkt Sk geht, wo lu = msk — Uria,/,.
i

Mittelst dieser Formeln könnte man ebenfalls die Gleichheit des

Geschlechts bestätigen; doch gehen wir hierauf nicht ein, da wir
später bei Betrachtung der nur für einzelne Curven eindeutigen Trans-
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formationen ähnliche Verhältnisse ohnehin näher besprechen müssen.

— Um Beispiele für andere Eigenschaften zu geben, welche bei

Cremona'schen Transformationen erhalten bleiben, sei bemerkt, dass

je zwei sich berührende Curven nothwendig wieder in zwei sich be-

rührende (und zwar ebenso vielpunktig) Curven übergehen, oder mit

andern Worten, dass einej* Punktgruppe der einen Curve, welche

einen 7- fachen Punkt enthält, auf der transformirten Curve wieder

eine Punktgruppe mit einem 7 -fachen Punkte entspricht. Hieraus

fokt dann z. B., dass die zu einer auf einer Curve f gegebenen

Correspondenz gehörige Coincidenzcurve (p. 453) nicht nur gegen-

über linearen, sondern auch gegenüber Cremona'schen Transforma-

tionen Invarianteneigenscliaft hat.*)

Wir betrachten im Folgenden noch eine Anwendung der hier

entwickelten Theorie. Die Bemerkung nämlich, dass jedem vielfachen

Punkte einer Curve durch eine C r em n a'sche Transformation, sobald

er Fundamentalpunkt derselben ist, einzelne getrennte Punkte der

neuen Curve entsprechen, kann man dazu benutzen, um eine gegebene

Curve mit beliehigen singulären Pimklen in eine andere zu Iransformiren,

welche nur gewöhnliche vielfache Funkle enthalt (d. i. vielfache Punkte

mit getrennten Tangenten). Durch solche Transformationen wird

dann - und das ist das Wichtige — die Singularität des betrachteten

vielfachen Punktes von / in analoger Weise in verschiedene Klassen

zerlegt, wie wir es früher an der Hand der Methoden von Newton,

Cramer und Puiseux kennen gelernt haben.**) Den Unterschied

beider Methoden werden wir später noch kurz charakterisiren. —
Wenn wir bei den betreffenden Untersuchungen nur quadratische

Transformationen anwenden, so liegt darin keine Specialisirung, denn

aus solchen lassen sich ja alle anderen Cremona'schen Transforma-

tionen zusammensetzen (p. 489).

Zur näheren Discussion dieser Verhältnisse nehmen wir nun

erstens an, dass die betrachtete Curve C va. P einen 2- fachen Punkt

mit lauter getrennten Tangenten besitzt. Wenden wir dann auf C die

quadratische Transformation

:

an, deren einer Fundamentalpunkt (x^ =0, x., = 0) in P liegen möge,

so entsprechen dem Punkte P von C auf der neuen Curve C i ein-

zelne Punkte der Geraden 2/3 = (vgl. p. 477), und damit ist die

Singularität von P erschöpft.

*) Vgl. die Beispiele für solche Curven auf p 447, 448, 451 und p. 460 Anmk.

**) Vgl. im Folgenden Nöther: Göttinger Nachrichten, 1871, p. 267, sowie

einen demnächst in den Math. Annalen erscheinenden Aufsatz desselben.
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Zweitens mögen alle i Zweige von C m P zusammenfallen, jedoch
so, dass je zwei Zweige sich nur einfach berühren, also nur in Grössen
erster Ordnung der Kleinheit übereinstimmen. Dann ist, wenn C von
der n*™ Ordnung

die Gleichung unserer Curve; und durch jene quadratische Transfor-

mation geht sie über in:

Diese Curve hat, entsprechend dem Punkte P von C, mit j/g = in

dem Schnittpunkte der Linie Xj?/2 + ^2^1 = i consecutive Punkte
gemein, ohne daselbst jedoch einen vielfachen Punkt zu besitzen; eine

weitere Trennung dieser benachbarten Punkte ist daher durch keine

rationale Transformation mehr möglich. Wir behaupten nun, dass in

diesem Falle die Singularität von C in P aufzufassen ist als entstanden

durch Zusammenrücken von ^ i {i — 1) Doppelpunkten, unter denen i — 1

Rückkehrpunkte enthalten sind, oder mit anderen Worten, dass die Re-

duction, welche die Klasse n (n —- 1) von C in Folge der Singularität P
erleidet, gleich i (i — 1) + « — 1 zu setzen ist. Zum Beweise bemerken
wir, dass den Linien durch den Punkt Q (x^=0, x^ = 0) in der

Ebene Fy die geraden Linien durch den Punkt Q'
(y^ = 0, g^ = 0)

entsprechen, während im Allgemeinen einer Geraden in F^ ein Kegel-

schnitt in E,j zugeordnet ist, und umgekehrt. Da nun benachbarte

Punkte von C in benachbarte Punkte von C übergehen, so muss die

Zahl der Tangenten, welche man von Q an C legen kann, gleich der

Zahl der von Q' an C zu legenden sein, wobei natürlich die in Q'

selbst berührenden Tangenten nicht mitzuzählen sind. Man bestätigt

diese Behauptung auch leicht direct mit Hülfe der obigen Sätze (p.

477). Die Curve C nämlich geht /-mal durch den Fundamentalpunkt

x^ = 0, Xj = 0, hingegen nicht durch die beiden andern Fundamen-
talpunkte; die Curve C ist also von der Ordnung 2n — i und hat im

Punkte ?/j = 0, ^2 = ^ einen n- fachen, dagegen in den beiden andern

Fundamentalpunkten je einen (n — 2) -fachen Punkt, alle mit getrennten

Tangenten. Bezeichnet nun d den Einfluss, welchen alle andern sin-

gulären Punkte von C (die dann ebenso bei C vorkommen) auf die

Klasse von C haben, so wird letztere:

k' = (2n—i')(2n — i—l)— d — n(n — l) — 2(n — i)(n — i—l).

Wegen besagter Vielfachheit des Punktes Q' ist die Zahl der von

ihm aus noch an C gehenden Tangenten gleich

k' — 2(n — i) = n{n - l) — d — i(i
—

-[)

.

Diese Zahl aber ist gleich der Klasse von C, vermehrt um die Zahl

der in P vereinigten Rückkehrpunkte, also, da P nicht auf C ange-
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nommen wurde, in der That gleich der Zahl der durch P gehenden

Geraden, welche C in zwei benachbarten Punkten treffen; womit

unsere Zwischenbehauptung bewiesen ist. — Unter jenen k' — 2 {n — i)

von Q' ausgehenden Tangenten ist nun die Linie y^ == (/ — l)-fach

enthalten, denn auf ihr liegen i benachbarte Punkte von C. Letztere

aber sind aus dem Punkte P durch die Transformation hervorgegangen;

also zählt die Linie Q' P' ebenfalls {i — l)-fach als Tangente von C,

d. h. die Klasse von C ist:

k = n(n — \) — d — iii—V) — {i - 1) , q. e. d.

Drittens nehmen wir an, dass der Coefficient von x.^'—' in C den

Factor ^^Xy + ^..x,^ zur /"•" Potenz enthalte (/^Oi die übrigen Fac-

toren von x,^"
-

' können unter einander auch wieder in verschiedene

mehrwerthige Gruppen zerfallen, was dann einer weiteren ganz ana-

logen Untersuchung bedarf; jedenfalls ist die folgende Untersuchung

des Verhaltens von C gegen jenen /-fachen Factor davon unabhängig.

Ferner möge der Factor n^x^ + ^2^2 i^ jedem Factor /; + ,. {x^, x^

mindestens (/^
— r)-mal enthalten sein, so dass also in C für 2/3 =

und Xi?/2 + ^22/1 =0 alle späteren Glieder /^-fach Null werden. Die

neue Curve C wird dann wieder von 2/3
= in i zusammenfallenden

Punkten getroffen; aber diese liegen nicht wieder sämmtlich einander

benachbart auf demselben Curvenzweige von C. Vielmehr hat jetzt C
in dem Schnittpunkte von 2/3 = mit Tt^y^ + »«1 2/2 = ^ einen /i- fachen

Punkt, dessen Zweige die Linie 2/3 = im Allgemeinen nicht sämmt-

lich berühren werden. Durch diesen vielfachen Punkt werden l^ der

/ in ihm liegenden Schnittpunkte von 2/3 = mit C absorbirt, und

es bleiben nur noch / — l^ einander benachbarte. Ganz ebenso, wie

in vorstehendem Falle, ist daher der Punkt P von C, so weit es auf

die von uns betrachteten / Zweige ankommt, äquivalent mit \i{i— 1)

Doppelpunkten, unter denen l — l^ Rückkehrpunkte sind, und mit

i h (^ — 1) weiteren Doppelpunkten, unter denen ebenfalls noch

Rückkehrpunkte vorkommen können, was einer weiteren Untersuchung

bedarf. Die letztere geschieht ganz ebenso, indem man die Curve C
wieder durch eine quadratische Transformation umformt, deren einer

Fundamentalpunkt in dem /j- fachen Punkte liegt; u. s. w. Geome-

trisch hat man sich die Singularität von P so zu denken, dass von

den i Zweigen l zusammenfallen, und dass von diesen wieder l^ noch

einen weiteren benachbarten Punkt gemein haben, dass also an den

i-fachen Punkt ein l^-facher Punkt unendlich nahe herangerückt ist, und

zwar in einer Richtung, in welche l Tangenten des i-fachen Punktes zu-

sammenfallen. In der That muss ja nach unsern obigen Sätzen (p. 489 f.)

aus einem nicht in x^=0, x^ = selbst, sondern nur dazu benach-

bart gelegenen /^- fachen Punkte von C wieder ein /j-facher Punkt

von C entstehen; wie es bei unserer letzten Transformation eintrat.
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Wir erläutern das Vorstehende an dem folgenden Beispiele. Es
sei eine Curve 2 n'^' Ordnung mit (2 w — 2) - fächern Punkte in P
[x^ = 0, ^2 = 0) gegeben durch die Gleichung:

C = x.^ [fn -x{x,, x;)f + f^n {x, , X,) = ,

wo wieder der untere Index an f die Ordnung der beiden in x^, x.^

homogenen Functionen / anzeigt. Durch Anwendung der Transforma*
tion (22) erhalten wir die Curve:

G' = y'yf [A~i (2/2; y^)]- + f^n {y^, y,) . ij,' = o.

Dem singulären Punkte von C entsprechen auf C die n — l gewöhn-
lichen Doppelpunkte , bestimmt durch y.^^ = und f„_^{y y ^ = 0.

Es bilden sich also zuerst n ~ l Klassen, von denen jede sodann in

zwei Punkte zerfällt, d. h. C hat in P einen (2w — 2) -fachen Punkt
mit n ~ 1 getrennten Tangenten, in deren jeder noch ein Doppel-
punkt zu P benachbart liegt, d. h. in dem Punkte P liegen n — 1

Selbstberührungspunkte von C (vgl. p. 334). Die Zahl der getrennten
Doppelpunkte, mit welchen P äquivalent ist, wird also schliesslich

gleich

i (2 w - 2) (2n - 3) + n - 1 = ^ (n - 1) (2 w — 1) .

Wie man durch Fortsetzung dieses Verfahrens schliesslich nach
einer endlichen Anzahl von Operationen zu einer Curve mit nur ein-

fachen, einander benachbarten oder von einander getrennten Punkten
an Stelle der Singularität P kommt, wird aus Vorstehendem klar sein

5

in der That können sich zwei Curvenzweige ja nur in einer endlichen

Anzahl von benachbarten Punkten treffen. Um uns nun einfacher

ausdrücken zu können, wollen wir das Ausarten eines Doppelpunktes
in einen Rückkehrpunkt dadurch bezeichnen, dass nn den Doppelpunkt
ein Verzweigungspunkt herangerückt sei."^) Alsdann haben wir
folgenden Satz:

Jeder i-fache Punkt einer algebraischen Curve kann definirt werden
als Grenzfall eines geivöhnlichen i-fachen Punktes, zu dem eine in obiger

Weise zu bestimmende Zahl von Verzweigungspunkten treten, und an
welchen überdies eine Reihe von Z^-, /j-, • • • fachen Punkten (wo

^1 + ^2 + • • • ^ *)> J^d(^^^ wieder eine gewisse Zahl von Verzweigungs-

punkten enthaltend, unendlich nahe heranrücken.

*) Diese Bezeichnungsweise ist aus der Theorie der Riemann'schen Flächen
herübergenommen. Die Verzweigungspunkte derselben entsprechen nämlich den
Berührungspunkten der von dem unendlich fernen Punkte der i^-Axe aus an die
Curve zu legenden eigentlichen Tangenten. Von letzteren aber rückt (nach den
Plücker'schen Forrmeln) einer an einen Doppelpunkt unendlich nahe heran,
wenn ein solcher in einen Rückkehrpunkt übergeht (so dass jeder Rückkehr-
punkt zu einem Verzweigungspunkte der Riemann'schen Fläche Veranlas-
sung gibt).
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Die Reduction, welche ein solcher Punkt an der Klasse von C

verursacht, ist dann gleich

i(i - 1) + /j (/, ^ 1) + /^ (/, _ 1) + . . . + r,

wenn r die Gesammtzahl der in ihm liegenden Verzweigungspunkte

bedeutet.

Um auch den Einfluss von P auf das Geschlecht der Curve C zu

bestimmen, betrachten wir wieder die einfachsten Fälle. Wenn alle i

Zweige von P getrennt verlaufen, so verursacht P eine Reduction um
^ i (i — 1). Fallen einige Zweige zusammen, ohne dass eine weitere

Besonderheit hinzutritt, so transformiren wir C in obiger Weise in

eine Curve C \ das Geschlecht der letzteren ist dann (vgl. p, 430):

p' = ^ (2 n — /— 1) (2 w — i~ 2)—\n{n— 1) - (n— i'){n— i— 1) — ^,

wenn d- die durch andere singulare Punkte, welche auf C und C'

gleichmässig vorkommen, hervorgerufene Reduction bedeutet. Diese

Zahl ist aber gleich

^(n_l)(n -.2)-\i{i- 1)-^.

Die letztere Zahl werden loir auch als das Geschlecht von C bezeichnen;

dasselbe ist dann seiner Definition nach bei eindeutiger Transformation

constant. — Für den allgemeinen Fall, der ja eine Combination der

beiden genannten ist, folgt hieraus der Satz:

Die in P oder unendlich benachbart zu P liegenden Verztveigimgs-

punkte haben auf die Bestimmung des Geschlechtes von C keinen Einfluss.

Man kann dies auch direct durch eine Grenzbetrachtung aus

unserer Definition der Singularität von P erkennen, und so direct ohne

Benutzung einer Curve C das Geschlecht von C definiren. In der That

ist ja der bei einem Rückkehrpunkte zum Doppelpunkte hinzutretende

Verzweigungspunkt ohne Einfluss auf das Geschlecht; und der Punkt

P ist eine Vereinigung verschiedener einzelner Doppelpunkte mit Ver-

zweigungspunkten. Berechnet man nun das Geschlecht von C auf

Grund dieser Bemerkung, so kommt man, wie leicht zu übersehen,

zu demselben Werthe, welchen das Geschlecht von C' ergab: Beide

Definitionen stimmen also überein. Mittelst dieser Ueberlegung ergibt

sich auch, dass für das so bestimmte Geschlecht von C ganz dieselben

geometrischen Sätze gelten, wie für das Geschlecht einer Curve mit ge-

wöhnlichen vielfachen Punkten (vgl. p. 425— 474). —
Wir machen schliesslich auf den Unterschied zwischen der hier

gebrauchten Methode von Nöther und der früher zur Discussion

eines singulären Punktes benutzten Cram er 'sehen Regel aufmerksam

(p. 330, ff.). Zunächst lehrt ein Rückblick auf letztere sofort, dass

auch sie eigentlich Transformationen der vorgelegten Curve benutzt.

Diese sind aber im Allgemeinen nur eindeutig für die Nähe des be-
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trachteten Punktes P, nicht für die ganze Ebene (z. B. die Transfor-

mation x = x'ß^ y = y''' auf p. 332); man beherrscht daher das

Verhältniss von P zu der Curve C nicht so unmittelbar und erhält

nicht so leicht Aufschluss über den Einfluss von P auf die Klasse
von C, wie dies bei eindeutiger Transformation möglich ist. Die
successive Trennung der durch P gehenden Zweige in verschiedene

Klassen ist jedoch bei beiden Methoden dieselbe, insofern man jedes-

mal alle Zweige zu einer Klasse zusammenfasst, welche in Grössen
von gleicher Ordnung der Kleinheit übereinstimmen. In der That
kann man auch mittelst der quadratischen Transformationen dieselbe

Reihenentwicklung für den singulären Punkt aufstellen, zu welcher die

Anwendung der Gram er 'sehen Regel führt; wie hier jedoch nicht

weiter ausgeführt werden soll.*)

*) Zu dem Zwecke bedient man sich besser der quadratischen Transforma-
tion mit zwei zusammenfallenden Fundamentalpunkten:

Xi:x^:x^ = y^y^ --y^yz-- yg^ .

Dieselbe gibt für Xi = x, xz = y, x^ = \, yi = x
, y2 = y'

, 2/3 = 1 die Substitu-

tion o; = a;', ?/= a;'?/', welche Hamburger (Schlömilch's Zeitschrift, Bd. 16,

p. 474 ff.) und Königsberger (Theorie der elliptischen Functionen, Leipzig

1874, p. 187 ff.) zur Aufstellung jener Reihenentwicklung benutzen.
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Die Curven dritter Ordnung oder dritter Klasse.

I. Das System der Wendepunkte.

Wenn wir nunmehr dazu übergehen, die gewonnenen allgemeinen

Sätze und Anschauungen insbesondere für Curven dritter Ordnung zu

verwerthen*), so wollen wir dem Vorstehenden entsprechend die fol-

genden verschiedenen Punkte berücksichtigen:

1) Ihre Beziehung zur Polarentheorie und zu den Plück er 'sehen

Formeln, besonders also die Lage der 9 Wendepunkte. Auf

die Theorie der letzteren, welche bei den Curven dritter Ord-

nung zuerst vorkommen, wird sich unser Hauptinteresse con-

centriren.

2) Die Darstellung ihrer Eigenschaften mittelst der Theorie der

ternären cubischen Formen.

3) Die Geometrie auf einer Curve dritter Ordnung. Für diese

werden wir dann durch Anwendungen der Theorie der ellipti-

schen Functionen ganz neue Hülfsmittel kennen lernen.

4) Curven dritter Ordnung mit vielfachen Punkten und Ausar-

tungen dieser Curven.

Endlich könnten wir noch Systeme von Curven 3. Ordnung unter-

suchen, besonders die Anwendung der Methode der Charakteristiken

auf diese Systeme. Darauf soll aber nicht eingegangen werden; es

sei nur daran erinnert, dass die Elementarsysteme der Curven

*) Für die Ausbildung der Theorie dieser Curven sind besonders folgende

Aufsätze von Wichtigkeit: Newton: Enumeratio linearum tertii ordinis; Mac-
laurin: De linearum geometricarum proprietatibus generalibus tractatus (in's

Französische übertragen von de Jonquieres: Melanges de geometrie pure, p. 197,

Paris 1856); Plücker: System der analytischen Geometrie; Hesse: Crelle's Jour-

nal, ßd. 28, 36 und 38; Cayley: Philosophical Transactions , vol. 147, sowie die

mehrfach erwähnten Werke von Salmon, Cremona und Chasles (Geometrie

_
superieure). Eine Zusammenstellung der geometrischen Theorien gab auch

Durege: Die ebenen Curven dritter Ordnung, Leipzig 1871. Auf letztere Werke
sei in Betreff weiterer Ausführungen einzelner Punkte der Theorie vei'wiesen

;

man findet daselbst auch eingehendere Litteraturnachweise.

Clebsch, Vorlesungen. 32
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dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt schon früher betrachtet wurden

(P. 417). -
Zuerst werden wir fragen, wie eine Curve 3*" Ordnung überhaupt

aussehen kann, ob wir der Gestalt nach mehrere projectivisch ver-

schiedene Typen zu unterscheiden haben, oder ob, wie bei den Kegel-

schnitten, jede reelle Curve durch reelle Combination (oder auch nur
durch continuirliche Verzerrung) in jede andere reelle Curve überge-

führt werden kann. Dass wir die Coefficienten der Curvengleichung
für diese gestaltlichen Ueberlegungen reell annehmen müssen, braucht

wohl kaum hervorgehoben zu werden. Eine ganz imaginäre Curve
kann höchstens 9 reelle Punkte besitzen: die Schnittpunkte der

reellen Curven f=0 und 90 == 0, wenn die imaginäre Curve in

der Form

/"+]/- 19 =
darstellbar ist, vorausgesetzt, dass diese Schnittpunkte reell sind. Für
die weiteren algebraischen Untersuchungen ist eine Annahme über

die Realität der Coefficienten jedoch nicht nothwendig.

Eine reelle Curve 3'^' Ordnung wird nun von einer Geraden
immer in 3 reellen Punkten, oder in 2 conjugirt imaginären und
einem reellen getroffen; und zwar gibt es in der Ebene immer gerade

Linien beider Arten. Geht man nämlich von einer Geraden mit drei

reellen Schnittpunkten aus und dreht dieselbe um einen beliebigen

ihrer Punkte, so wird sie nach dem Gesetze der Continuität allmählich

in eine Lage kommen, wo zwei der Schnittpunkte zusammenfallen.

Setzt man die Drehung über diese Grenzlage hinaus noch weiter fort,

so müssen die beiden Punkte imaginär werden, denn sonst müsste

der Berührungspunkt der Grenzlage ein Doppelpunkt der C.^ sein; die

Existenz eines solchen aber schliessen wir vorläufig aus. So wird
man in der That zu einer Geraden mit nur einem reellen Schnitt-

punkte geführt; von dieser ausgehend kann man dasselbe Verfahren
rückwärts anwenden. — Insbesondere muss auch die unendlich ferne

Gerade in einem reellen Punkte oder in drei solchen schneiden; be--

zeichnen wir daher die Tangente einer Curve in einem unendlich

fernen Punkte als Asymptote derselben, so haben wir den Satz:

Jede reelle Curve dritter Ordnung hat mindestens eine reelle Asym-
ptote und kann immer in eine Curve projicirt werden^ welche nur eine

reelle Asymptote hat.

Ausserdem haben wir für unsern nächsten Zweck noch den fol-

genden Satz zu beweisen:

Jede reelle Curve dritter Ordnung hat drei reelle Wendepunkte.

Dass auch nicht mehr dieser Punkte reell sein können, werden wir erst

später zeigen.
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Wie eben bewiesen ist, können wir nämlich die Curve immer so
annehmen, dass sie nur einen Zweig besitzt, welcher sich ins Unend-
liche erstreckt; und dieser muss zwischen den beiden Punkten rig. gi.

A und B in Fig. 61, in denen er sich der Asymptote zu
nähern beginnt, in continuirlichem Zuge verlaufen. Nun
liegen die Punkte A und B immer auf verschiedenen Seiten
der Asymptote (ebenso wie bei der Hyperbel), und auf beiden
Seiten entfernt sich die Curve zunächst von dieser Linie. Sollen
also beide Theile sich einander nähern, um einen zusammen-
hängenden Zug zu bilden, so müssen sie ihre Krümmung
ändern, d. h. etwa in W^ und W^ zwei Wendepunkte bilden.
Dadurch entstehen aber zwei verschieden gekrümmte Theile
des Zweiges, deren Vereinigung nur in einem dritten Wende-
punkte, etwa JFo, möglich ist; und damit ist unser Satz bewiesen.

Der hier beschriebene Zweig der Curve wird von jeder reellen
Geraden der Ebene in einem reellen Punkte geschnitten; die Curve
kann also ausserdem nur noch einen Zweig enthalten, der von einer
beliebigen Geraden in höchstens zwei reellen Punkten getroffen wird,
d. h. ein Oval. Letzteres kann aber auch ganz fehlen. Wir erhalten
so die 'folgenden beiden Typen für die möglichen Gestalten einer Curve
dritter Ordnung:

1) Eintheilige Curve, bestehend aus einem einzigen Zuge mit 3
Wendepunkten (1 in Fig. 62).

2) Zweitheilige Curve, bestehend aus einem solchen Zuge und
einem ausserhalb desselben gelegeneu Oval (.3 in Fig. 62).

Als Uebergangscurve zwischen beiden Arten kann man die Curve
mit Doppelpunkt (2 in Fig. 62) auffassen (vgl. p. 343, f.); je nach

Fig. 62.

/
2~ 1

^

der Art und Weise, wie man sich diese aus einer allgemeinen Curve
S*«-- Ordnung entstanden denkt, wird man auf die ein- oder auf die
zweitheilige Curve geführt, wie es Fig. 62 wohl hinreichend veran-
schaulicht. Und durch diesen üebergangsprooess ist gleichzeitig der
im Obigen noch fehlende Existenzbeweis für die beiden angeführten
Typen geliefert.*)

*) Aehnliche Ueberlegungen gelten übrigens' für Curven beliebiger Ordnung.
Eine solche besteht aus verschiedenen, getrennt verlaufenden Zügen, die man

32*
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Die Gestalt einer Curve S*'^'^ Ordnung kann jedoch von den in

Fig. -62 dargestellten scheinbar sehr verschieden sein, indem das Oval

durch die unendlich ferne Gerade in zwei Theile getrennt wird, indem

ein- Wendepunkt unendlich weit rückt, u. s. f. ; und in der Weise er-

hält man je nach diesen Beziehungen zur unendlich fernen Geraden

die mannigfach verschiedenen Arten von Curven dritter Ordnung, wie

sie in den Eintheilungen von Newton, Gramer, Plücker, Möbius
und Cayley*) angegeben werden. — Durch unsere Fundamentalein-

theilung in ein- und zweitheilige Curven soll übrigens keineswegs

gesagt sein, dass alle Curven einer Klasse durch Collineation in ein-

ander übergeführt werden. Dies ist im Gegentheile nicht möglich;

denn eine Curve dritter Ordnung hat, wie wir später sehen werden,

eine absolute Invariante; und diese muss für zwei Curven denselben

Werth haben, wenn sie linear in einander transformirbar sein

sollen.**) —
Wir stellen im Folgenden zunächst eine Reihe von Sätzen kurz

zusammen, welche sich aus früheren allgemeineren Erörterungen

unmittelbar ergeben, wenn man nur die betreffenden Zahlen specialisirt.

Wir werden dadurch sogleich auf wichtige Sätze über die Lage der

Wendepunkte geführt.

Die Curve S*^"" Ordnung (/"^ aj" = 0) ist im Allgemeinen von

der 6*®° Klasse (vgl. p. 278 und 353), d. h. man kann von einem be-

liebigen Punkte y aus an dieselben 6 Tangenten legen. Die 6 Be-

rührungspunkte der letzteren liegen auf dem Kegelschnitte äfa:^«y= 0,

der ersten Polare von y (p. 309). Alle ersten Polaren bilden ein

Kegelschuittnetz ; unter ihnen gibt es einfach unendlich viele, die

einen Doppelpunkt haben, d. h. in ein Linienpaar zerfallen. Der Ort

nach V. Staudt (Geometrie der Lage, Nürnberg 1847, p. 81) in paare und unpaare

einzutheilen hat. Ein unpaarer Zug kann, wie der Zug mit 3 Wendungen bei,

den C3, durch Verzerrung einer Geraden erzeugt werden; ein paarer Zug dagegen

durch Verzerrung eines Kegelschnittes. Zwei unpaare Züge schneiden sich immer;

eine Curve ohne Doppelpunkt kann daher höchstens nur einen solchen Zug ent-

halten. Eine Curve ungerader Ordnung ohne Doppelpunkt enthält auch immer

einen der Art, eine allgemeine Curve gerader Ordnung besteht nur aus paaren

Zügen. — Vgl. auch Klein: Math. Annalen, Bd. VI, p. 577 und Zeuthen: ib.

Bd. VII, p. 410.

*) Vgl. darüber Salmon's higher plane curves.

**) Die ^3 hat nämlich zwei Invarianten S und T, derart, dass S^ dividirt

durch T'^ die absolute Invariante ist (vgl. unten). Die Bedingung für einen

Doppelpunkt ist dann 5^ — 6 T^ = Q\ der Unterscheidung zweier Typen von C3

entspricht eine Trennung der Fälle, in denen der Werth von S^ — 6 7^ ;> oder <<

ist, wie sich durch Betrachtung der 4 von einem Punkte des unpaaren Zuges

ausgehenden Tangenten ergibt, wenn man die Sätze über die Realität der Wur-

zeln einer biquadratischen Gleichung benutzt (Clebsch: Theorie der binären

Formen, p. 160 und 468); vgl. den Schluss des 5. Abschnittes dieser Abtheilung.
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der Pole für diese Kegelschnitte ist eine Curve 3*^'' Ordnung (Deter-

minante der zweiten Differentialquotienten), die Hesse' sehe Curve

(p. 312):

Cabcy ayb^e^ = ,

welche die Grundpunkte in den 9 Wendepunkten schneidet. Ihre

Gleichung ergibt sich durch Elimination der x aus den drei Glei-

chungen:

k

wo l'ik = i ^~^ 7
^^^ ^^ ^^^ ^i ^^^ Coordinaten des zu y gehörigen

Doppelpunktes sind. Diese Gleichungen ändern sich aber nicht, wenn

man die Xi mit den yi vertauscht; und somit folgt der Satz:

Für eine Curve dritler Ordnung sind Ke^se'sche und '^iein er'sehe

Curve identisch. Hieraus ergibt sich ferner (vgl. p. 365):

Die linearen Polaren eines Punktes y der Hesse'sehen Curve berühren

diese Curve in dem Doppelpunkte der ersten Polare von y.

Auf das Verhalten der von den Linien xy umhüllten Cayley'-

schen Curve werden wir erst später eingehen. —
Wir können auch leicht die Gleichung des Productes der G von

y ausgehenden Tangenten angeben. Ist nämlich x ein Punkt einer

solchen Tangente, so muss die Gleichung:

f {x ^ ly) = f -\- ?, XDf -\- d> r- D'-f -^ l'^ D^f= ,

wo /= aj, Df= ajay, D'^f=a^ay^, D'^f =a^\ für l zwei gleiche

Wurzeln ergeben; d. h. ihre Discriminante muss verschwinden. Das

Product der 6 von einem Punkte y ausgehenden Tangenten ist also ge-

geben durch (vgl. p, 219):

(1) 4 (f . D'^f — {DfY) {Df.D'^f- {D'^ff) — (/ . D'^f— Df . D^-f)^ = .

Rückt der Pol y in einen Punkt der Curve, so fallen zwei der

von ihm ausgehenden Tangenten in die Tangente dieses Punktes, und

die Grundcurve wird in ihm von seiner Polare berührt. In der That

erhält die Gleichung (1) für Z?Y=0 den Factor {D-f)'-] von einem

Punkte der Curve kann man also noch 4 Tangenten an dieselbe ziehen,

gegeben durch:

(2) 4/-. />V— 3 (/>/*)- = 0.

Für diese Lage von y sind die Punkte der ersten Polare ebenso einfach

geometrisch zu definiren, wie bei den Kegelschnitten. Es sei z der

zweite Schnittpunkt eines von y ausgehenden Strahles mit der Polare,

so dass ayaj^ = 0. Sucht man dann die Schnittpunkte y -\- Xz des

Strahles mit der- Grundcurve, so erhält man: Say^a- -f- A^«^^ = 0, also

eine reine quadratische Gleichung für A, und es folgt:
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Sucht man avf den durch einen Punkt y der Curve gelegten Strahlen

zu y und den beiden anderen Schnittpunkten den vierten harmonischen
Punkt, so beschreibt dieser die erste Polare von y. Es folgt dies auch
unmittelbar aus unseren früheren allgemeinen Sätzen über Polarsysteme
bei binären Formen (vgl. p. 205).

Ist endlich der Pol y einer der 9 Wendepunkte, so zerfällt die

Polare, da y dann gleichzeitig auf der Hesse 'sehen Curve liegt; und
zwar in die Wendetangente (da die Polare berühren muss*)) und in

eine andere Linie, die dem Wendepunkte zugehörige „harmonische
Gerade.^' Von einem Wendepunkte aus kann man daher nur noch 3
Tangenten an die Curve ziehen; die Berührungspunkte derselben sind

die 3 Schnittpunkte der ihm zugehörigen harmonischen Geraden mit
der Curve. Nach dem vorigen Satze ist ferner die harmonische Gerade
selbst der Ort der vierten harmonischen Punkte zu dem Wendepunkte und
den beiden andern Schnittpunkten der durch diesen gehenden Strahlen

mit der Curve.

Um nun die gegenseitige Lage der Wendepunkte näher zu discu-

tiren, knüpfen wir an unser Fundamentaltheorem über Schnittpunktsysteme
an, welches für Curven 3»^^ Ordnung aussagt, dass alle Curven der

Art, welche 8 Punkte gemein haben, auch durch einen bestimmten
9*«" Punkt gehen (vgl. p. 428), und welches uns früher einen einfachen

Beweis für den PascaTschen Satz lieferte. Wir machen hier eine

andere Anwendung desselben Theorems. Auf der vorliegenden Curve
nehmen wir drei Punkte A^, A.,, A^ auf der Geraden «, ebenso drei

Punkte B^, B^, B^ auf einer anderen Geraden b und ziehen drei

andere Linien, welche je einen Punkt A mit einem Punkte B ver-

binden, also z. B. die Linien A^ B^ , A^B^, A^B^. Dieselben mögen
bez. mit <?j , d^, d^ bezeichnet werden und unsere Curve bez. noch
in den Punkten C^, C^, C^ schneiden. Wir behaupten, dass diese drei

Punkte C ebenfalls auf einer Geraden c liegen. Wir haben nämlich
drei Curven dritter Ordnung:

1) die gegebene Curve

2} die Linien d^, d^, d^

3) die Linien a, b, c,

welche jedenfalls 8 Punkte gemein haben, nämlich A^, A^, A.^, B^,

^1} ^3J ^n ^2' ^''^^ folglich auch alle den neunten Punkt C^ ent-

halten, q. e. d.

Verbindet man also je einen von den drei Schnittpunkten einer Gera-

*) Diese Berührung kann in der That keine uneigentliche sein, d. h. nicht
etwa dadurch entstehen, dass der Doppelpunkt der zerfallenden Polare im Wende-
punkte liegt; denn sonst würde man auch von dem Wendepunkte aus noch 4
Tangenten an die C^ ziehen können, während doch offenbar eine von diesen zu
der Wendetangente benachbart liegen muss.
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den mit einer Curve dritter Ordnung mit je einem von den Schnittpunkten

einer anderen Geraden, so schneiden diese Verbindungslinien die Curve

noch in drei Punkten, welche wieder in einer Geraden liegen.

In dieser Weise kann man unendlich viele Gitter von je sechs

Geraden construiren, von deren Ecken immer 9 auf der Curve S*^""

Ordnung liegen. Durch besondere Wahl derselben werden wir nun

wieder auf die Wendei^unkte geführt. Lassen wir zunächst die Gera-

den a und h einander unendlich nahe rücken, so dass ein Punkt Ji

zu Bi unendlich benachbart liegt. Alsdann sind die Linien ^i, d<^, d.^

die Tangenten der Curve in den Punkten A^, A.^, ^.-.; und wir haben

den Satz:

Liegen die Berührungspunkte dreier Tangenten einer Curve dritter

Ordnung in gerader Linie, so liegen ihre drei weiteren Schnittpunkte

ebenfalls in gerader Linie.

Gehen ferner die beiden benachbarten Geraden a und b durch

zwei Wendepunkte, sind also A^ {= B{) und A^ (= ^2) zwei Wende-

punkte der Curve, so sind die Linien d^, d.^ ihre Wendetangenten.

Die weiteren Schnittpunkte C^ und Cj der letzteren fallen dann aber

bez. mit A^ , A^ zusammen, d. h. die Linie c fällt auch in die Linie «•

Da nun die Punkte A^, B^, C^ auch auf einer Geraden liegen müssen,

hier aber einander unendlich nahe gerückt sind, so bilden sie auch

einen Wendepunkt unserer Curve. Also:

Eine gerade Linie, welche zwei Wendepunkte verbindet, geht immer

noch durch einen dritten Wendepunkt."^)

Die 9 Wendepunkte haben also eine besondere Lage zu einander.

Durch jeden gehen 4 „Wendepunktslinien", von denen jede je 2 der

anderen Wendepunkte enthält. Solcher Wendepunktslinien muss es

also, da bei dieser Anordnung jede Linie dreimal auftritt, -^ 9 . 4 = 12

geben. — Wir bezeichnen im Folgenden die Wendepunkte durch die

Zahlen

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

und durch Luth eine Wendepunktslinie, welche die Wendepunkte i, k, h

enthält. Es sind sonach 1, 2, 3 z. B. die drei auf der Linie Zj^s

liegenden Punkte. Durch jeden von ihnen gehen dann noch 3 Linien

ausser Z,23, so dass wir zusammen 10 Linien haben. Es gibt also

noch zwei weitere Wendepunktslinien, welche die Punkte 1, 2, 3 nicht

enthalten. Nehmen wir nun an, dass 4, 5, 6 auf einer Geraden Z^^g

liegen, so muss es eine 12*® Linie Z^gg geben, welche die Punkte

7, 8, 9 enthält. Eine solche Combination von drei Linien wie Zj.^s,

Z^.g, Z^gg, welche zusammen alle neun Wendepunkte enthalten, nennt

*) Vgl. Maclaurin a. a. 0. — Einen rein algebraischen Beweis dieses Satzes

werden wir weiter unten kennen lernen. •
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man ein Wendepimktsdreieck. Die Zahl dieser Dreiecke bestimmt sich,

wie folgt: Durch jeden Wendepunkt gehen 4 Wendepunktslinien;-

jede muss Seite eines und nur eines Dreiecks sein. Da aber der be-

trachtete Wendepunkt in jedem Dreiecke vorkommen muss, so gibt es

überhaupt nur 4 Wendepunktsdreiecke. Wir können somit den Satz

aussprechen

:

Die 9 Wendepunkte liegen zu dreien auf 12 Geraden, und diese

Geraden ordnen sich in vier Gruppen zu drei (Wendepunktsdreiecke), so

dassjede aus 3 Linien bestehende Gruppe sämtntliche 9 Wendepunkte enthält.

Dieser Satz bildet den Kern für die algebraische Behandlung des

Wendepunktsproblems, welche wir später durchführen werden; wir

skizziren hier nur kurz den dabei zu befolgenden Gedankengang. Aus
dieser Gruppirung der 9 Punkte folgt nämlich, dass die Gleichung
9'^" Grades, welche sie bestimmt, einen ganz besonderen Charakter

hat, dass sie durch Wurzelziehen lösbar ist. Sie muss zuerst auf eine

Gleichung vierten Grades führen, von welcher die 4 Wendepunkts-
dreiecke abhängen; zwei der letzteren je in ihre 3 Seiten zu zerlegen,

erfordert dann nur je eine Gleichung 3'^" Grades; die Schnittpunkte

der einzelnen Seiten verschiedener Dreiecke sind dann die Wende-
punkte. Zur Bestimmung der letzteren hätte man also nach dieser vor-

läufigen Abzahlung ausser linearen Gleichungen nur eine biquadratische

und zwei cubische Gleichungen zu lösen. Um die biquadratische Glei-

chung selbst aufzustellen, hat man noch folgende geometrische Ueber-

legungen nöthig.

Die gegebene Curve /= und ihre Hesse'sche A = bestimmen
den Büschel x/" -j- A A = 0, dessen Grundpunkte die 9 Wendepunkte
sind. Unter den Curven dieses Büschels müssen auch die 4 Wende-
punktsdreiecke enthalten sein, denn jedes bildet eine zerfallende Curve
ßter Ordnung, welche durch die 9 Wendepunkte geht. Wir haben

also eine biquadratische Gleichung für y zu bilden, welche diese vier

besonderen Curven des Büschels ^f/" -f- ^A = bestimmt. Durch
einen Wendepunkt gehen nun vier Strahlen, welche je zwei weitere

Wendepunkte enthalten. Zwei dieser Linien können wir dazu be-

nutzen, um die harmonische Gerade des Wendepunktes zu construiren,

indem wir auf ihnen die vierten harmonischen Punkte in der ange-

gebenen Weise suchen; die Verbindungslinie der letzteren ist die

gesuchte harmonische Gerade. Diese Construction hängt nur von den

Wendepunkten, nicht von der gegebenen C^ ab; geht also irgend eine

C^3 durch die 9 Wendepunkte, so liegen immer die zu einem derselben

in Bezug auf diese 63 gehörigen vierten harmonischen Punkte in einer

Geraden, d. h. die Polare des Punktes zerfällt. Letzteres tritt aber nur

für die Wendepunkte ein ; und somit haben wir den wichtigen Satz

:
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Sind die Fundamentalpmkte eines Büschels von Curven dritter

Ordnung Wendepunkte für eine Curve desselben, so sind sie es für alle

Curven des Büschels;'^) oder:

Alle Curven des Büschels x/'+AA = haben dieselben Wende-

punkte. (Die Wendetangenten dagegen sind natürlich verschieden.)

Insbesondere folgt hieraus, dass die Hesse'sche Curve von

x/+AA = wieder eine Curve des Büschels ist Bezeichnen wir

ihre Gleichung durch A^;. = 0, so haben wir also:

(3) A.A = Ä'/-+ZA,

wo [{ und L vom dritten Grade in 3c, A sind, da die Hesse'sche

Form immer vom dritten Grade in den Coefficienten der Grundform

ist. Die Avirkliche Bestimmung dieser Functionen K, L geschieht mit

Hülfe der Theorie der ternären cubischen Formen, auf welche wir

später eingehen werden.

Unter den Curven des „syzygetischen'^ Büschels %f -\- kt^ =
sind nun, wie schon erwähut, auch die vier Weiidepunktsdreiecke ent-

halten. Dieselben können wir dadurch charakterisiren , dass ihre

Hesse'sche Curve mit der Grundcurve zusammenfallen muss; denn

auf einer aus drei Geraden bestehenden Curve ist jeder Punkt ein

Wendepunkt, indem in jedem drei successive Punkte auf gerader Linie

liegen. Soll also die Curve x/'+AA = in drei Gerade zerfallen,

so muss von den Gleichungen:

x/+AA--=0, Z/'+ZA =
die eine eine Folge der andern sein. Durch Elimination der Xi ergibt

sich daher als die Gleichung vierten Grades, welche die Wendepunkls-

dreiecke bestimmt

x

(4) kL — kK =0.
Aus der Vertheilung der Wendepunkte auf die Seiten dieser 4

Dreiecke können wir ferner Schlüsse auf die Realität derselben ziehen.

Wir stellen zu dem Zwecke die Lage der 9 Punkte auf den 12 Seiten

in einem Schema übersichtlich zusammen. Dabei benutzen wir den

Satz: Wenn durch einen Wendepunkt, etwa 1, zivei Wendepunktslinien,

etwa Zj23 und L^^^ gehen ^ so schneiden sich die Verbindungslinien von

2, 3 mit je einem der Punkte 4, 7 niemals in einem Wendepunkte. Denn

wenn sich 2T und 37 in 6 schnitten und etwa 5 der Punkt wäre,

welchen 16 noch enthält, so müssten 8, 9 (als die allein übrig blei-

benden) sowohl mit 1, als mit 6 in gerader Linie liegen, was nicht

möglich ist. Hiernach werden wir nun sogleich folgendes Schema

*) Vgl. hier und im Folgenden Hesse: a. a. 0.
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der auf den 12 Wendepunktslinien liegenden Tripel der 9 Punkte
aufstellen

:

VI) 1,2,3 "'2) 1,4,7 -3) 1,5,9 4) 1,6,8
(5) 5) 4, 5, 6 v6) 2, 5, 8 ^ 7) 2, 6, 7 v/8) 2, 4, 9^'

9) 7, 8, 9 10)^ 3, 679 vli) 3, 4, 8 -12) 3, 5, 7 .

Wir können nämlich 1), 2), 3), 4) ganz beliebig wählen, da durch l

jedenfalls vier Wendepunktslinien gehen. Ferner können wir, wie
schon früher gezeigt wurde, annehmen, dass 4,5,6 und 7, 8, 9 je
auf einer Geraden liegen, wodurch dann 5) und 9) festgelegt sind.

Den Punkt 2 können wir dann noch mit 4, 5 und 6 verbinden; und
weil die Zahlen 24, 25, 2ß in 1), 2), 3), 4), ö); 9) noch nicht ver-

einigt vorkommen, dagegen 4 mit 7 schon in 2), 5 mit 9 in 3), 6
mit 8 in 4) vereinigt ist, so haben wir für jedes der drei Paare 24,

25, 26 nur noch die Wahl zwischen je zweien der Zahlen 7, 8, 9;
andere Zahlen können dagegen nach obigem Satze nicht hinzugefügt
werden. Ebenso erkennt man endlich, dass nach diesen Bestimmungen
die von 3 ausgehenden Linien nur die in 10), 11), 12) bezeichneten
Punkte enthalten können. In dem so entstandenen Schema bilden

gleichzeitig je drei unter einander stehende Gruppen ein Wendepunkts-
dreieck; denn in ihnen kommt jedesmal jede der Zahlen 1, 2 ... 9
nur einmal vor. Wir können das Gesetz dieser Gruppirung noch
übersichtlicher in folgender Weise darstellen. Wir schreiben die 9
Zahlen in Determinantenform:

1 2 3

(6)
.

4 5 6

7 8 9.

Bezeichnen wir nun die Dreiecke in der Reihenfolge, wie sie in obigem
Schema (5) neben einander stehen, mit I, II, III, IV, so dass z. B.
III aus den Linien 2,59, Z,67, Z348 besteht, so erkennt man sofort die

Richtigkeit der folgenden Regel.

Es liegen immer auf gerader Linie:

in I je drei Punkte einer Horizontalreihe von (6)

,

;; n „ „ „ j^ Verticalreihe von (6),

M m ;; j7 >7 j
welche in (6) als Determinante ein po-

sitives Glied geben,

;; 1^ ;; ;> » ,
welche in der Weise ein negatives Glied

ergeben.

Aeusserlich noch einfacher gestaltet sich diese Gruppirung, wenn
wir jeden Wendepunkt (wie ein Element einer Determinante) mit
zwei Zahlen bezeichnen, also 00 für 1, Ol für 2 etc. schreiben. Wir
haben dann die 9 Wendepunkte:
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00 Ol 02

10 11 12

20 21 22,

und die einfache Regel: Es liegen immer und nur drei solche Punkte

in einer Geraden, hei denen sowohl die Summe der ersten als die der

zweiten Zahlen durch 3 theilbar ist. Diese Darstellung erscheint hier

nur äusserlich bequemer; wir werden jedoch später mit Hülfe der

Theorie der elliptischen Functionen in der Lage sein, den Zahlen-

paaren 00, Ol etc. eine reale Bedeutung beizulegen, wodurch wir dann
direct auf den zuletzt ausgesprochenen Satz geführt werden. Um so

mehr werden wir uns im Folgenden dieser Schreibweise bedienen.

Bezeichnen wir also durch Verbindungsstriche die Wendepunktslinien,

und zwar durch parallele Striche solche Linien, welche ein Wende-
punktsdreieck bilden, so haben wir das Schema (vgl. p. 15):

ÖO- Ol 02^ -00- (H

IV

00, 12, 21

01, 10, 22

02, 11, 20

(7)

oder man hat die folgenden Linien und Dreiecke;

I II III

00, Ol, 02 00, 10, 20 00, 11, 22

((10, 11, 12 Ol, 11, 21 Ol, 12, 20

Qy- 20, 21, 22 02, 12, 22 02, 10, 21

Man kann dies auch so aussprechen, dass in I je drei Punkte mit

constantem ersten Index auf einer Geraden liegen, in II je drei mit

constantem zweiten Index, in III je drei, bei denen jeder Index von
Punkt zu Punkt um 1 wächst, in IV je drei, bei denen der eine

Index von Punkt zu Punkt um 1 abnimmt, der andere aber um 1

wächst.

Eins der so gewonnenen Dreiecke, z. B. das erste, legen wir den

folgenden Betrachtungen zu Grunde und bezeichnen die Ecken des-

selben durch A^^, A^, A^, die gegenüberliegenden Seiten durch «„, «j,

«2, so dass auf ai die Punkte iO, il, i2 liegen. Betrachten wir etwa

die beiden Punktreihen:

a,) A„ 20, 21, 22, A„

«,) A„ 10, 12, 11, A,,

so folgt ans dem Vorstehenden, dass sie projectivisch liegen, denn je

zwei unter einander stehende Punkte liegen mit 00 auf gerader Linie.

Statt 00 können wir aber auch Ol oder 02 als Projectionscentrum

wählen, wenn wir die Reihe «, nur bez. in folgender Weise ordnen:
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a{) A^, 12, 11, 10, ^.,, und:

O A„ 11, IQ, 12, A.r

Die drei Punktreihen «, , «/, <7j" sind also unter einander projecti-

visch, da sie alle zu a.^ projectiviseh sind; sie unterscheiden sich aber

nur durch cyclische Vertauschung der Elemente 10, 12, 11 und sind

daher zu einander cj^clisch- projectiviseh (vgl. p. 201). Dasselbe gilt

für die andern Dreiecke und Linien, so dass wir den Satz ausspre-

chen können:

Fasst man die drei auf einer Wendepunktslinie liegenden Wendepunkte

als ein cyclisch-projectivisches System auf, so werden die beiden festen

Grundelemente durch die auf der Linie liegenden Ecken des zugehörigen

Wendepunktsdreiecks gegeben; und zwar kann man auf 36 Arten zwei

Punktreihen so wählen, dass sie perspectivisch liegen, und dass ihr Pro-

Jectionscentrum ivieder ein JVendepunkt ist*), oder mit anderen Worten

(vgl. p. 225):

Fasst man die drei auf einer Geraden liegenden Wendepunkte als

Verschwindungspunkte einer binären cubischen Form auf, so werden die

Punkte ihrer Hq^sq'sehen Form durch die Ecken des zugehörigen

Wendepunktsdreiecks dargestellt. Jede solche Ecke bildet also mit den

drei Punkten ein äquianharmonisches Doppelverhältniss.

Hieraus folgt schon, dass die beiden Ecken conjugirt imaginär

sein müssen, wenn die drei Wendepunkte reell sind; denn vier Punkte

mit äquianharmonischem Doppelverhältnisse können niemals sämmt-

lich reell sein. Sollen dagegen die beiden Ecken reell sein, so müssen

zwei der drei Wendepunkte conjugirt imaginär werden. Dass in

unserm Falle nun nicht alle 9 Wendepunkte reell sein können, er-

kennt man auch daraus, dass zwei projectiviseh liegende Punktreihen,

wie «, und a^, nur ein reelles Projectionscentrum ergeben können.

Des Näheren gestaltet sich die Vertheilung von reellen und imaginären

Punkten in folgender Weise,

Schon früher haben wir gesehen, dass mindestens immer drei

reelle Wendepunkte vorhanden sein müssen. Diese drei liegen alsdann

auf einer Geraden, denn die reelle Verbindungslinie von zweien der-

selben muss die Curve in einem dritten reellen Punkte treffen; und

dies ist dann nach dem obigen Satze ein Wendepunkt. Die zwei auf

dieser Wendepunktslinie liegenden Dreieckseckea sind dann nothwen-

dig conjugirt imaginär, und ebenso die beiden durch sie gehenden

Linien, welche mit jener reellen Geraden ein Wendepunktsdreieck

*j Man schliesst aus diesen Verhältnissen leicht, dass jede Curve dritter Ord-

nung IS lineare Transfurinutionen in sich selbst zulässt; und diese Transformationen

führen zugleich alle Curven des Büschels x/'+ AA == in sich über. Vgl. darüber

Klein: Math. Annalen, Bd. 4, p. 353; Harnack: ib. Bd. 9, p. 42 ff.
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bilden. Also sind alle die andern Wendepunkte imaginär, und zwar

in dem betrachteten Dreiecke die Wendepunkte einer Seite conjugirt

zu denen der andern. Verbindet man nun je zwei conjugirte Punkte,

so entsteht eiih zweites Dreieck, dessen Seiten sämmtlich ^reell sind,

und wo auf jeder Seite ein reeller Wendepunkt liegt. Die beiden

andern Dreiecke sind ganz imaginär und einander conjugirt, denn

sonst müsste es mehr, als drei reelle Wendepunkte geben, was nicht

möglich ist. Beeil sind also immer: 3 Wendepunkle, 4 Wendepimkls-

linien, 1 Wendepunktsdreieck, 4 Ecken von Wendepunktsdreiecken^)

Letzteres sind die drei Ecken des reellen Dreiecks, und die Ecke,

welche der Verbindungslinie der drei reellen Wendepunkte in dem

zugehörigen Dreiecke gegenüberliegt.

Diese Verhältnisse lassen sich algebraisch einfach darstellen, wenn

wir eines der Wendepunktsdreiecke, etwa das reelle, als Coordinaten-

dreieck einführen, d. h. uns einer (reell herstellbaren) kanonischen

Form für die Gleichung der Cvrve dritter Ordnmig bedienen. Während

eine solche vereinfachte Gleichungsform bei den Kegelschnitten auf

dreifach unendlich viele Weisen möglich war, gibt es für sie bei

Curven dritter Ordnung nur vier verschiedene Fundamentaldreiecke.

Bei höheren Curven jedoch wird die durch eine kanonische Form

veranlasste Vereinfachung verhältnissmässig immer geringer; denn

eine lineare Transformation enthält 8 Constante, und man kann diese

so bestimmen, dass 8 Constante der Curve fortfallen, also in der ka-

nonischen Form nur noch ^n (n -\- 3) — 8 Constante vorkommen.

Aber diese Zahl ist schon für n = 4 gleich 6, die erzielte Verein-

fachung daher nicht mehr so bedeutend. Bei Curven dritter Ordnung

muss hiernach eine kanonische Form möglich sein, in der nur noch

eine absolute Constante vorkommt; und diese Constante hängt mit der

einen absoluten Invariante der Curve, die wir später aufstellen werden,

eng zusammen. In der That ergibt sich eine kanonische Form der

Art durch die folgenden Ueberlegungen.

Ist z. B. durch ^i
= eine Wendepunktslinie dargestellt, so

haben wir auf ihr eine binäre Coordiuatenbestimmung 2/2-^3; deren

Grundpunkte mit den auf i/y
= gelegenen Ecken des Coordinaten-

dreiecks zusammenfallen. Diese Ecken sollen nun — so nehmen wir

an — Ecken eines Wendepunktsdreiecks sein, also nach dem soeben

bewiesenen Satze die Hesse 'sehe Form der binären cubischen Form

darstellen , welche durch die drei auf t/i = gelegenen Wendepunkte

gegeben ist. Die Gleichung der letzteren in dem binären Gebiete,

bezogen auf die Grundpunkte der Hesse'schen Form ^2 = 0, 2/3 =

*) Die Sätze über Gruppirung und Realität der Wendepunkte sind zuerst

von Plücker entwickelt: System der analytischen Geometrie, Berlin 1835, p. 283 flF.
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kann aber nach unsern früheren Untersuchungen in der Gestalt

2/2^ + ^3^ = 0*) vorausgesetzt werden; und in diese Gleichung muss
also die Curvengleichung für

?/i
= übergehen. Ebenso können von

den Gliedern derselben für y^ = und «/g = bez. nur die Ausdrücke

y^^ + y-i^ und y^^-\-y^^

stehen bleiben. Die Gleichung der Ciirve dritter Ordnung, bezogen auf
ein Wendepunkisdreieck ist daher von der Form:

(8) f^ a (y,3 + y^3 ^ y^3) _p Qby^y^^y^ _ 0,

wo dann ~ eine für die Curve charakteristische absolute Constante ist,

deren geometrische Bedeutung wir später erkennen werden. Diese
Gleichungsform tritt nicht nur immer beim Wendepunktsdreieck ein,

sondern kommt <auch ausschliesslich demselben zu; denn wir können
leicht zeigen, dass eine Curve von der Gleichung (8) ihre Wendepunkte
immer auf den Seiten des .Coordinatendreiecks hat. Zu dem Zwecke
bilden wir die Gleichung der Hesse'schen Curve; dieselbe ist:

«^1 by^ J)y2

iA= by^ ay^ by^

^y-i *yi tty-i

= («3 + 2*3) y,y.,y^ - ab' (y^3 + ^^3 _|_ ^^3) _ o,

oder wenn wir « = — 6 ab-, ß = a^ -{- 2b^ setzen:

(9) A EZ « (j/,3 + y^3 _|_ y^3) + 6 ßy^ y^y^ _ Q ^

also von derselben Form wie die Curvengleichurfg. Für die Schnitt-

punkte der Curven (8) und (9) haben wir also entweder

(10) aß -ba = 0,
oder:

(11) yi' + 2/2' + 2/3' = und y,y,y3 = 0.

Die letzte Gleichung sagt aber unmittelbar aus, dass die Schnittpunkte
von (8) und (9), d. i. die Wendepunkte auf den Seiten yj = 0, ?/2 = 0,

?/3 = liegen.

Die Gleichung (10) wird im Allgemeinen nicht erfüllt sein; sie

gibt vielmehr für « : & die Gleichung (f^ == i) ;

=== a* -i- S ab^ = a {a -j- 2 b) (a-^2sb) (a + 2£'b).

Wenn einer dieser vier Factoren verschwindet, ist die Curve immer
ein Dreieck, hat also unendlich viele Wendepunkte und kommt für

*) Die auf p. 224 benutzte Form y^^ — y,' = geht offenbar in diese über,
wenn man nur — y^ statt y^ schreibt.
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uns jetzt nicht in Betracht. Für a = gibt nämlich die Gleichung

(8) direct 1/^1/2^3 = 0; und für a = — 2a'b oder b = — 1 a£^' geht

sie über in:

Mit Hülfe obiger kanonischen Form beweisen wir auch leicht

wieder den Hesse 'sehen Satz, dass alle Curven des Büschels

3c/-|-AA = die Wendepunkte gemeinsam haben. Die Hesse 'sehe

Curve der Curve

;./•+ AA EZE (xa + Xa) {y,^ + y./ + y,^) + 6 (x& + Xß) y,y,y, =
ist nämlich gegeben durch

(12) A,, = A iy;^ + ^,3 _|_ y^3) ^ QBy,y,y, = 0,

wo A, B von xa -f- Aa, x5 -f- A/3 ebenso abhängen, wie a, ß von
a, ö, wo also:

A= —6{xa-\- ka) (xb -\- kßf
B = {xa-{- Xaf-\-2{Kb -^ kßf;

und da ^1^ + 2/2^ + ^3^ und y^y^y,^ sich durch f und A ausdrücken

lassen, so folgt wieder die Gleichung (3): A^^i = A'/+ ZA, was den

Hesse'schen Satz involvirt.

Die Coordinaten der 9 Wendepunkte, sowie die Gleichungen der

12 Wendepunktslinien können wir nun auch leicht angeben. Nehmen
wir an, die Linien y^=^0, y.^ = 0, ?/;5

= seien reell, so haben wir

für y, =0:'

y,' + y,' = o,

also, wenn y.^ = 1 gesetzt wird: ^3 = — 1, — £ oder — «2 5 und so

findet man für die Coordinaten der 9 Wendepunkte die Tafel (c^ = 1)

:

Auiy,=0: 0,
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I. 2/lJ/2y3
= 0,

n. (y, + y2 + y3)(2/i + «y.' + *^y3)(yi + «V2 + «y3) = o,

III. (yi + «^2 + 2/3) (y. + 2/j + ^^3) (yi + «V2 + ^'2/3) = ^

;

IV. (2/1 + fVo + 2/3) (yi + 2/2 + ^Vs) (yi + «2/2 + «2/3) = •

Hier entsteht II aus den positiven Determinantengliedern der Tafel,

es enthält eine reelle und zwei eonjugirt imaginäre Seiten; III ent-

steht aus den Horizontalreihen und ist ganz imaginär; IV entsteht

aus den negativen Determinantengliedern und ist zu III, Seite für Seite,

eonjugirt imaginär.

Ganz analog gestalten sich natürlich diese Verhältnisse, wenn

man statt des reellen Dreiecks eines der imaginären zu Grunde legt.

Ben TJehergang von einem Wendepunktsdreiecke zu einem andern kann

man in folgender Weise bewerkstelligen. Es sei die Curvengleichung

/•=0 in der Form (8) gegeben, bezogen auf das Dreieck I (</, = 0,

y =0, 2/3
= 0), dann setzen wir, um sie statt dessen z. B. auf das

Dreieck II zu beziehen:

^1 = 2/1 + 2/2 + 2/3

^2 = 2/1+ ^2/2 + «^2/3

^3 = yi + «'2/2 + ^2/3

und zur Abkürzung:

95 = 2/1^ + ^2^ + 2/3^ ^ = 2/12/22/3;

dann wird

:

cp' = z,3 + z.-^ + V = 3 (2/,3 + 2/2' + 2/3') + 18 2/,2/22/3

= 3^+18^
xp' = zj z^z., = y;' + 2/2' + 2/3' + 3 (£ + «') 2/12/22/3

= (p — 3t^,

also: 9 ^ = 9P' + 6 t^', 27 t/^ = qp' — 3 j/;'

und die gesuchte Gleichung der Curve, bezogen auf das neue Dreieck

:

^f=Qa(p -f 54^1/; = (ö + 2&) (jp' + 6 (« — Z*) t^' = 0.

Zur wirklichen Lösung des Wendepunktsproblems bleibt uns nach

diesen ausführlichen Erörterungen über die Gruppirung der neun

Punkte übrig, die Transformationsformeln aufzustellen, mittelst deren

eine beliebige Curve dritter Ordnung in die als möglich erkannte

kanonische Form gebracht, d. h. auf ein Wendepunktsdreieck bezogen

werden kann. Die Frage nach der Bestimmung der Wendepunkte ist

also ebenso auf ein Transformationsproblem zurückgeführt wie die

früher behandelte der Aufsuchung der gemeinsamen Punkte zweier

Kegelschnitte. Die biquadratische Gleichung (4) vertritt dabei die

für° letzteres Problem benutzte cubische Gleichung A (A) = (vgl.

p. 122 ff.).
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IL Die zugehörigen Curven dritter Klasse.

Wir knüpfen wieder an die Betrachtung der zu den 9 Wende-
punkten gehörenden 9 liarmonischen Geraden an. Man kann eine

solche, wie schon erwähnt, construiren, indem man auf den durch den

zugehörigen Wendepunkt gehenden Wendepunktslinien die vierten

harmonischen Punkte zu den beiden andern Wendepunkten der Linie

sucht. Zufolge unserer Untersuchungen über binäre cubische Formen
(vgl. p. 225) haben wir den Satz:

Fasst man die drei auf einer Geraden liegenden Wendepunkte als

Griindpunkle einer binären cuhischen Form auf, so bilden die Schnitt-

punkte der zugehörigen drei harmonischen Geraden mit der Wendepunkts-

linie die Grundpunkle der Covariante Q. Und da die binäre quadra-

tische Covariante A durch die auf der Linie gelegenen Ecken des

zugehörigen Wendepunktsdreiecks dargestellt wird (vgl p. 508), so

folgt weiter:

Der Schnittpunkt der zu einem Wendepunkte gehörigen harmonischen

Geraden mit einer durch ihn gehenden WendepunktsHnie ist der vierte

harmonische Punkt zu den beiden auf dieser Linie liegenden Ecken des

zugehörigen Wendepunktsdreiecks und dem Wendepunkte.

Diesen Satz können wir auch leicht direct einsehen: Die 9 har-

monischen Geraden sind für alle Curven des Büschels ;£/"-(- AA =
dieselben. Als Theile der Polaren der Wendepunkte in Bezug auf

alle diese Curven erhält man sie daher auch, wenn man als Curve

dritter Ordnung ein Wendepunktsdreieck zu Grunde legt und die

Polare eines Wendepunktes in Bezug auf dasselbe construirt. Letztere

besteht dann aber aus der durch den Wendepunkt gehenden Seite des

Dreiecks und aus der Polare in Bezug auf die beiden andern Seiten

desselben. Die harmonische Gerade entsteht also einfach, wenn man
den betreffenden Wendepunkt mit der gegenüberliegenden Ecke eines

der vier durch ihn gehenden Wendepunktsdreiecke verbindet und zu

dieser Linie und zu den in jener Ecke zusammenlaufenden Seiten des

Dreiecks den vierten harmonischen Strahl sucht. Die harmonischen
Geraden gehen hiernach jede durch eine Ecke jedes Wendepunkts-
dreiecks :

Die 12 Ecken der Wendepunktsdreiecke liegen zu 4 auf den 9

hartnonischen Geraden. Und ferner erkennt man aus der Coustruction

sofort den Satz:

Die harmonischen Geraden, ivelche zu drei auf einer Wendepunkts-

linie gelegenen Wendepunkten gehören, schneiden sich in einer Dreiecks-

ecke, ivelche dadurch jener Wendepunktslinie entspricht: Den Seiten eines

Dreiecks entsprechen die gegenüberliegenden Ecken.
Clebsch, Vorlesungen. 33
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Die harmouisclien Geraden bilden also hinsichtlich ihrer Gruppi-

rung ein den Wendepunkten dualistisch genau entgegengesetztes

System; sie müssen daher ebenso die gemeinsamen Rückkehrtangenten
einer Schaar von Curven dritter Klasse sein, wie die Wendepunkte
allen Curven eines Büschels von Curven dritter Ordnung gemeinsam
sind. Die Theorie der Curven dritter Ordnung ist daher unzertrenn-

lich von derjenigen der Curven dritter Klasse; die eine führt noth-

wendig auf die andere. Ehe wir auf die erwähnte Schaar mit ge-

meinsamen Rückkehrtangenten eingehen, w^ollen wir die bisher

erhaltenen Sätze über Curven dritter Ordnung dualistisch auf Curven
dritter Klasse übertragen und kurz zusammenstellen.

Was zunächst die Gestalt der letzteren anbetrifft, so können wir

dieselbe erhalten, indem wir etwa die polaren Gegenbilder der in

Fig. 62 dargestellten Curven in Bezug auf einen beliebigen Kegel-

schnitt construiren. Aus einem Ovale wird dabei wiederum ein Oval,

wie ein Kegelschnitt wieder in einen Kegelschnitt übergeht; aus dem
Zuge mit drei Wendepunkten in gerader Linie dagegen ein Zug mit

drei Rückkehrtangenten durch einen Punkt, und zwar ein geschlossener

Zug*), denn derselbe muss ebenso aus einem Strahlbüschel durch all-

mählige Degeneration erzeugt werden können, wie jener Zug mit drei

Wendungen aus einer Geraden. Wir haben demnach die folgenden

Typen von Curven dritter Klasse:

1) Eintheilige Curven, bestehend aus einem einzigen Zuge mit

drei Rückkehrtangenten (vgl. Fig. 65 und 3 in Fig. 64).

2) Zweitheilige Curve, bestehend aus einem solchen Zuge und

einem ihn umschliessenden Ovale (vgl. Fig. 6)3, und 1 in

Fig. 64).

Im letztern Falle kann das Oval nicht im Innern des dreispitzigon

Zuges liegen, da es sonst Punkte geben würde, von denen aus man
Fig. 63. Fig. G,5.

fünf Tangenten an die Curve ziehen könnte. Zwischen beiden Curvon-

arten stellt sich als Uebergangsstufe'-'*) die Curve mit Doppeltangente

*) Man erkennt dies auch daraus, dass die Curve dritter Klasse von der

sechsten Ordnung ist, und dass eine Curve gerader Ordnung ohne Doi^pelpunkt

nie einen unpaaren Zug enthalten darf; vgl. die Anmk. auf p. 499.

**) Vgl. dazu Fig. 5:} auf p. 346.
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(vgl. 2 in Fig. 64). Wie aus dieser Curve die zweitheilige von Fig.

63 entsteht, wird aus der Zeichnung unmittelbar klar sein; die Curve

von Fig. 65 entsteht dagegen aus der Curve 3 in Fig. 64 durch

passende Verzerrung und Projection.

Wir erhalten ferner durch dualistische Uebertragung sofort die

folgenden Sätze:

Eine Curve dritter Klasse ist im Allgemeinen von der sechsten

Ordnung und hat neun liückkehrtangenten. Die erste Polare einer

Geraden v in Bezug auf die Curve q) ^^ uj = ist ein Kegelschnitt

j/^2 y^ ,^ Q^ welcher die 6 in den Schnittpunkten von v mit cp = an

diese Curve gezogenen Tangenten berührt. Ist v insbesondere eine

Tangente von cp = (J, StO berührt der Kegelschnitt die Curve dritter

Klasse in ihrem Berührungspunkte. Er zerfällt in ein Punktepaar,

wenn die Gerade v der Bedingung

Afp EFE (aßyy i'aVfiVy =
ffenüat, d. h, die Hesse'sche Curve von cp = berührt: und letztere

Curve wird gleichzeitig von den Geraden berührt, welche je zwei

Punkte eines solchen Paares verbinden. Diese Curve hat dieselben

Rückkehrtangenten, wie (p = 0, und die gleiche Eigenschaft kommt

allen Curven der Schaar xcp -\- kA,/, = zu; doch sind ihre Rückkehr-

punkte verschieden. Die Polare einer Rückkehrtangente zerfällt in

zwei Punkte, von denen der eine der Rückkehrpunkt selbst ist, wäh-

rend der andere einer harmonischen Geraden dualistisch entspricht,

und also für alle Curven der Schaar mit gemeinsamen Rückkehr-

tangenten derselbe ist.

Von jedem Punkte einer Tangente der Curve dritter Klasse kann

man noch zwei weitere Tangeuten an dieselbe ziehen. Sucht man zu

diesen und der ersteren die vierte harmonische Gerade, so umhüllen

letztere Geraden einen Kegelschnitt; und dies ist die Polare jener

ersten Tangente. Derselbe zerfällt, wie erwähnt, in ein Punktepaar,

wenn die Tangente eine Rückkehrtangente war. Die 9 Punkte der

so entstehenden 9 Paare , welche nicht in die Rückkehrpunkte fallen,

bilden ein System von Punkten, welches gleichzeitig die Grundpunkte

für einen syzygetischen Büschel von Curven dritter Ordnung liefert;

u. s. w.

Wir werden nun zeigen, dass die Schaar von Curven dritter

Klasse, welche zu dem Büschel xf -\- lA ^= gehört, nichts anderes

ist, als die Gesammtheit der Cayley 'sehen Curven dieses Büschels,

dass darunter also insbesondere die Cayley'sche Curve von /=
selbst enthalten ist. Diese Curve müsste unsern allgemeinen Formeln

zufolge von der Klasse 6 sein (vgl. p. 368), da aber bei Curven

dritter Ordnung die Hesse'sche und St ein er "sehe Curve zusammen-
33*
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fallen, so zählt jede Tangente, als Verbindungslinie entsprechender

Punkte beider Curven, doppelt. Die Qdijlej'sche ist daher von der

dritten Klasse.

Diese Curve wird auch gleichzeitig von den Linienpaaren umhüllt,

in ?velche die ersten Polaren zerfallen können. Betrachten wir nämlich

zwei einander conjugirte Punkte x und y der Hesse 'sehen Curve,

so dass also die erste Polare von x in tj , und die erste Polare von tj

in X einen Doppelpunkt hat. Die beiden so entstehenden Linienpaare

schneiden sich in vier Punkten 5 und alle durch diese gehenden Kegel-

schnitte haben ihre Pole auf der Linie xij. Unter letzteren Kegel-

schnitten ist noch ein drittes Linienpaar, dessen Doppelpunkt z eben-

falls auf der Hesse 'sehen Curve liegen muss', während der zugehörige

Pol z ebenfalls auf xy liegt. In z schneiden sich ferner die Tan-

genten der Hesse 'sehen Curve in x und y\ denn die Tangente in y

ist nach dem Früheren (p. 501) zugleich die lineare Polare von x in

Bezug auf die Grundcurve; die letztere ist identisch mit der Polare

von X in Bezug auf das zugehörige Linienpaar. Nun sind aber x,

y, z die Ecken des Polardreiecks, welches den Kegelschnitten des

erwähnten Büschels gemeinsam ist; und also ist die lineare Polare

von X die gegenüberliegende Seite; sie geht somit durch z. Dies gibt

den Satz:

Die Tangenten der Curve von Hesse in zwei conjugirten Punkten

X und y derselben . schneiden sich auf dieser Curve in einem Punkte z^

welcher der conjugirte Pol des dritten Schnittpunktes derselben Curve mit

der Geraden xy ist.

Da also die linearen Polaren von x und y sich in z schneiden,

so muss die erste Polare von z durch x und y gehen; und weil z ein

Punkt der Hesse'schen Curve, also die Polare von z ein Linienpaar

ist, so folgt:

Eine Gerade, loelche zwei conjugirte Pole x und y der Hesse'*rÄ^w

Curve verbindet, d. h. eine Tangente der Cix,j\ey'sehen Curve, bildet

einen Theil der ersten Polare des Punktes z, ivelcher dem dritten Schnitt-

punkte der Linie xy mit der H e s s e 'i-cÄ<?n Curve auf letzterer conjugirt

ist. Und damit ist unsere Behauptung erwiesen.

Mit Hülfe dieser neuen Definition der Cay ley'schen Curve kininen

wir ihre Gleichung leicht aufstellen. Sei

/ := aj '^ ZZHaikhXiXkXh =
die Gleichung der Grundcurve dritter Ordnung, und setzen wir:

/,/.• = üiuXi -\- ttik^Xi -f atk^Xi.,

so wird die Bedingung, dass die erste Polare eines Punktes x in zwei

Linien u und v zerfalle, gegeben durch die Gleichungen:
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/'i , = Mj y, 2 /"js = ^h ^3 + ^2 ^h

Elimiiiiren wir hieraus die linear vorkommenden Grössen Xi und y^

so erhalten wir die Gleichung der Oajley'schen Curve in der Form:

(1)

«Ml
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x/'-\-XA = 0-j denn um ihre Gleichimg zu erhalten, braucht man
nur in (2) xa -\- Xa, xb -^ Iß statt a, h zu setzen, wodurch die Form
der Gleichung nicht geändert wird.

Da nun bei denjenigen 9 Linienpaaren, Avelche den Wendepunkten

als erste Polaren entsprechen, immer eine Gerade des Paares die

Wendetangente ist, so Averden auch letztere von der Cayley 'sehen

Curve berührt und sie bestimmen dieselbe vollständig. Mit Hülfe

dieser Bestimmungsstücke kann man dann die Cayley 'sehe Curve in

später zu erörternder Weise construiren. — Mit den reciproken Be-

trachtungen vereinigt stellen wir diese Resultate in den folgenden

Sätzen zusammen:

Die 9 Wendeiangenien einer je-

den Curve des Büschels mit gemein-

samen Wendepunkten bestimmen eine

Cin^ve 3'^' Klasse, und diese sämmt-

lichen Curven S*'''" Klasse haben ge-

meinsame Rückkehrtaugenien .

Die durch die 9 Wendetangen-

ten einer Curve 3*^' Ordnung be-

sli?n?nte Curve 3*"^"^ Klasse ist die En-

veloppe der Linienpaare, in welche

die Polaren gewisser Punkte in Bezug

auf erstere Curve zerfallen können,

und gleichzeitig die Enveloppe der

Verbindungslinien dieser Punkte fnit

den Doppelpunkten der zugehörigen

Linienpaare.

Die 9 Rückkehrpunktc einer je-

den Curve der Schaar mit gemein-

samen Rückkehrlangenten bestimmen

eine Curve 3*°' Ordnung, und diese

sämmtlichen Curven 3*" Ordnung

haben gemeinsame Wendepunkte.

Die durch die 9 Rückkehrpunkte

einer Curve 3*^' Klasse bestimmte

Curve S*'^'' Ordnung ist der Ort der

Punkiepaare, in welche die Polaren

gewisser Geraden in Bezug auf

erstere Curve zerfallen können^ und

gleichzeitig der Ort der Schnittpunkte

dieser Geraden mit den Doppellan-

genten der zugehörigen Punktepaare.

Unter den Curven 3*°' Ordnung fanden sich indess 4 Systeme von

3 Geraden (Wendepunktsdreiecke); also sind unter den Curven dritter

Klasse 4 Systeme von 3 Punkten (bez. die Ecken jener WendeiJunkts-

dreiecke). Auch letztere Curven müssen von den Wendetangenten

einer Curve des syzygetischen Büschels 3*^^ Ordnung berührt werden;

es folgt also:

Unter den Curven mit gemein-

samen Wendepunkten gibt es vier

solche, deren Wendetangenten sich

dreimal zu drei in Punkten schnei-

den., welche die Ecken eines Wende-

punktsdreiecks bilden.

Unter den Curven mit gemein-

samen Rückkehrtangenien gibt es vier

solche, deren Rückkehrpunkte drei-

mal zu drei in geraden Linien lie-

gen., welche die Seiten eines Wende-

punktsdreiecks bilden.

Dadurch ist für die betreffenden Curven dritter Ordnung eine

besondere Invarianteneigenschaft ausgesprochen; und wir werden
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später auch die Invariante aufstellen; durch deren Verschwinden die-

selbe bedingt wird. —

Die Hesse "sehe Curve einer Curve dritter Ordnung konnten wir

auch als Jakobi'sche Curve des Netzes der ersten Polaren auffassen.

Wir haben gesehen, dass dies Netz gleichzeitig das allgemeinste Kegel-

schnittnetz ist (p. 384); und dies Resultat werden wir dadurch be-

stätigen, dass wit geradezu die Gleichung der zugehörigen Grundcurve

o*'''^ Ordnung aufstellen. Wir können also die Hesse'sche Curve auch

von einem solchen Netze ausgehend definireu: sie ist der Ort der

Doppelpunkte zerfallender Curven desselben. Ebenso lässt sich aber

auch die Cayley'sche Curve definiren als Enveloppe der Geraden,

aus welchen diese zerfallenden Kegelschnitte bestehen; und unter

diesem Gesichtspunkte pÜegt man letztere Curve als Hermite'sche

Curve des Systems zu bezeichnen.*) Die Gleichung der 3 ^kohi'sehen

oder Hesse'sehen Curve des Kegelschnitlnetzes:

(3) X rt ^.2 4- k bj + ii cj= y. Eüiu xi x;, + A Ebu, Xi xu + ,« Zc,/, Xi xu =
ist nach dem Früheren:

(4) / («, b, c) E^ {übe) UxbxCx = .

Die Gleichwny der Her mite'sehen Curve desselben ergibt sich aus den

Gleichungen

:

2 {Küiu -\- ^biu + ,ac/A-) = UiVk + ViUk

durch Elimination von x, A

an ^11

f*

(5)

"22

2 äTjg

2 «31

2 «12

*22

2 b,,^

2&3,

2&,.,

Cn

'l c,.

()

u.,

v->\ sie ist also

W3

«2

M,

Symbolisch lässt sich diese Determinante sehr einfach darstellen, wie

wir sogleich sehen werden. Wir bezeichnen als zicei zu einander in

Bezug auf das Netz conjugirle Punkte zwei Punkte der .Takobi 'sehen

Curve der Art, dass sich die Polaren des einen in Bezug auf alle

Kegelschnitte des Netzes in dem andern schneiden (vgl. p. 377).

Zwei solche conjugirte Punkte stehen hiernach zu einander in derselben

*) Vgl. Hermite in Crelle's Journal, Bd. 57. — Für die folgenden Unter-

suchungen über Kegelschnittnetze und conjugirte Gewebe vgl. Smith: Procee-

dings of the London Math. Society , Mai 1868 und Rosanes: Math. Annalen,

Bd. 6, p. 264 ff. — Kein algebraisch sind diese Verhältnisse neuerdings von

Gundclfinger dargestellt und erweitert: Crellc's Journal, Bd. 80, p. 73.
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Beziehung, wie zwei Punkte der HesseWien Curve einer Curve
dritter Ordnung, Pol und Doppelpunkt seiner Polaren, . welche wir
früher als conjugirt bezeichneten. Die Enveloppe der Verbindungs-
linien dieser Punkte war aber die Cayley'sche Curve; also hab'en
wir den Satz (welchen man übrigens auch direct für Kegelschnittnetze
leicht in obiger Weise ableitet):

Die Hermiie'sehe Curve eines Kegelschnütnetzes ist die Enveloppe
der Geraden, welche die in Bezug auf das Netz einander conjngirten
Punkte paarweise verbinden.

Betrachten wir eine Tangente der Curve, so müssen hiernach die
Schnittpunkte eines beliebigen Kegelschnittes des Netzes mit ihr har-
monisch liegen zu den beiden conjugirten Punkten, deren Verbindungs-
linien die betrachtete Tangente ist. Letztere wird also von den
Curven des Netzes in Punktepaaren einer Involution getroffen. Es
ist aber die Bedingung dafür, dass drei binäre Formen

«|2_0^ &|2 = 0, C|2 =
Punktepaare derselben Involution darstellen, leicht anzugeben. Als-
dann nämlich müssen dieselben zu dem nämlichen vierten Paare
gleichzeitig harmonisch liegen. Nun sind die Paare a^^ = 0, *|2 ^ q
jedenfalls harmonisch zu dem Paare &J = (ab) a^b^ = (vgl. p.^ 216);
soll also auch c^"^ = zu letzterem Paare harmonisch liegen, so muss
die Invariante (^6')'- verschwinden. Die gesuchte Bedingung ist daher
gegeben durch die Gleichung:

{&cy=^{ab)(bc){ac) = 0.

Nach unserm Uebertragungsprincipe (vgl. p. 276) ist also die Glei-
chung der Enveloppe der Geraden, welche die Kegelschnitte

aj = 0, bj = 0, cj =
in Punktepaaren einer Involution schneiden, d. h. die Gleichung der
Revmite'schen Curve des Netzes*):

(6) //(«, b, c) = (abu) {bcu) (acii) = 0.

Ganz ähnliche üeberlegungen gelten für ein Kegelschnittgewebe,

wenn wir unter diesem Ausdrucke das dem Netze dualistisch gegen-
überstehende Gebilde verstehen, also ein System von Kegelschnitten,
gegeben durch die Gleichung:

(7) VUa^ -f- QUß"^ ~\- <5Uy^ = .

Die Jakobi'icAe Curve des Gewebes, der Ort der Doppeltangenten der
in Punktepaare zerfallenden Curven, ist gegeben durch:

*) Die Vergleichung einea beliebigen Gliedes zeigt, dass sich der Ausdruck
H{abc) von der Determinante (5) durch den Factor — \ unterscheidet.
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(8) / (cc, ß, y) =. (aßY) UaU-iiiy = ,

und d/e Her miteWie Curve des Gewebes, der Ort der Punktepaare'

zerfallender Kegelschnitte, gegeben durch:

(9) ffia, ß, y) = {aßoc) {ayx) (ßyx-) = 0.

Ein solches Netz und Gewebe kann man nun direct in einfache

Verbindung bringen, so dass das eine unmittelbar durch das andere

bedingt ist. Alle Kegelschnitte, welche mit einer beliebigen Curve

des Netzes (3) vereinigt liegen (vgl. p. 385 und 295), d. h. alle Kegel-

schnitte UcT = 0; für welche die Invarianten «a^, ba^, c«- verschwin-

den, bilden offenbar ein Gewebe; denn die Gleichungen

«„2=0, ba'' = 0, cj =
geben drei lineare Bedingungen für die Coefficienten cc/a- von Ua^. Wir

wollen das so erhaltene, mit dem Netze (3) vereinigt gelegene Gewebe

kürzer als dem Kegelschnitlnetze (3) conjugirt bezeichnen, und umge-

kehrt dieses als jenem conjugirt.

Zunächst entsteht die Frage nach dem Zusammenhange der

Jakob i'schen und Her mite 'sehen Curve des Netzes mit den ent-

sprechenden des conjugirten Gewebes ; sie erledigt sich sehr ein-

fach. Zwei in Bezug auf das Netz conjugirte Punkte, welche also

auf der Jakob i'schen Curve desselben liegen, sind harmonische Pole

in Bezug auf alle Curven des Netzes und bilden demnach einen

Kegelschnitt des conjugirten Gewebes ; denn die Bedingung üa^ =
geht für ?/«2 = K^ , iiy über in a^^ciy = 0. Wir haben also den Satz:

Die Jakob i'6Y'/«e Curve eines KegeUchniitnetzes ist identisch mit der

lil ermiie'sehen Curve des conjugirten Geivehes. Und dualistisch ent-

sprechend :

Die Jakob i'irÄe Curve eines Kegelschnittgewebes ist identisch mit

der Hermite'i'cÄcn Curve des conjugirten Netzes.

Hieraus können wir Schlüsse auf die Beziehungen zwischen der

Hesse'schen und Cayley 'sehen Curve einer Curve dritter Ordnung

ziehen. Die erstere ist gleichzeitig (in dualistisch übertragenem Sinne)

die Cayley 'sehe Curve derjenigen Curve dritter Klasse der Schaar mit

gemeinsamen Rückkehrtangenten, deren Polarkegelschnitt -Gewebe zu

dem Polaren - Netze der Grundcurve conjugirt ist. Und die Hesse'sche

Curve dieser Curve dritter Klasse ist identisch mit der Cayley'schen

Curve der Grundcurve dritter Ordnung. Wir können die Gleichung

dieser Curve dritter Klasse selbst auch aufstellen, sobald es uns ge-

lingt, die Gleichung der Curve dritter Ordnung anzugeben, deren

Polarsystem mit dem Netze (3):

KCiJ -\- IbJ -{- yicj =
zusammenfällt. Zu dem Zwecke müssen wir einen Satz voraussetzen.
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den Avir später bei Betrachtung der ternären cubischen Formen be-

weisen werden. Ist uns die Grundcurve dritter Ordnung gegeben durch

(10) • p,' ^ qj EE rj = sj =
,

wo p, q, r, s gleichbedeutende Symbole sind, und soll ihr System von
ersten Polaren mit dem Netze (1) identisch sein, so ist die Gleichung

ihrer Hesse 'sehen Curve:

J {a,b, c) z^ (abc) a.rb^^c^ :zz ij = i'J zzi i"J = .

und die Gleichung ihrer Cayley 'sehen Curve:

B {a, b, c)e^ {abu) (acu) {bcu) ^ u/,^ zu u,,^ ^:^ u,,-^ = 0,

Zwischen p^^ und u^^ besteht nun — und das ist der erwähnte Satz

aus der Formentheorie — die Relation:

(11) \Pl?Uh^P.v = S . ll,c

wo S eine Invariante der Grundcurve ist, nämlich:

S = {pqr) {pqs) (prs) (qrs)

,

Die Gleichung (11) sagt aber aus, dass (wenn nicht 6" = 0) die Polare

eines Punktes x in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung mit der Polaren

einer Geraden u in Bezug avf die Cayley'scÄe Curve immer vereinigt liegt,

wenn x und u vereinigt liegen. Sind also u, v zwei Gerade, welche

sich in tj schneiden, so können Avir den Kegelschnitt des Netzes (3),

welcher Polarkegelschnitt von y in Bezug auf die Curve pj = ist,

dadurch bestimmen, dass er mit den Polarkegelschuitten von v und w
in Bezug auf // («, b, c) == vereinigt liegen soll; d. h. es müssen die

Gleichungen bestehen:

zaj -\- kbj + fic^.- = U

ua (ica/r -f A^/,2 -f ^ca^) =
va {'>cn/r + ^^/r + ^ca^) = .

Durch Elimination von %, A, ^ finden wir hieraus für den Polar-

kegelschnitt des Schnittpunktes y von u und v (d. i. für /^^ [puv] = 0)

die Gleichung:

"a; "x ^x

(12) a^'' &ä2 ^2 uaVa' = 0.

üh^ bh^ ca^
\

Diese Determinante haben wir so umzuformen, dass in ihr die Coor-

dinaten von y statt derer von u und v vorkommen; wenn wir dann

yi = Xi setzen, so resultirt die gesuchte Gleichung der Grundcurve

pj" == 0. Zu dem Zwecke betrachten wir die Determinante:

tt,^ [/.(; C^

D = tty^ by^ Cy^

a:^ b 2



• Die Curven dritter Ordnung oder dritter Klasse. 523

welche in die linke Seite von (12) übergeht, wenn mau y, = lit-,

2i=hi setzt und mit ii/,VA' multiplicirt.

Die Determinante I) verschwindet, sobald irgend zwei der Werth-

systeme a, b, c oder x, y, z einander gleich werden; sie ist daher eine

lineare Combination der beiden Bildungen

6 {xyz) . ijyi-, = {xyz) . {abc) .^ aj),jr.

-V, !/,

6 (hyz) (hzx) (hxy) = ^ (_abii) {acv) {hciv)

,

It, V, IV

wo sich die Summenzeichen auf alle verschiedenen Ausdrücke er-

strecken, welche durch Vertauschung von x, y, z, aus a.^byC^, bez.

von u, V, lü aus {abii) {acv) {bctu) entstehen, und wo gesetzt ist:

^'t
= {y ^)i = y-2 -3 — y-i ^2 ;

etc.

i'i
= (zx)i = z,x,^ — x.,z.y , etc.

tc\ == {xy)^ = x.,y.i — x^^y.,, etc.

Wir haben sonach die Relation:

(13) D = m {xyz) . Uyi, + n {hyz) {hzx) (hxy)

,

wo 7n und n Zahlenfactoren sind. Zur Bestimmung derselben setzen

wir insbesondere

a:, = 1 , x.^ = 0, x-i = 0; ?/, = 1 ,
n, = ^> % = ^ ^

J/i =0, y, = 1, 2/3=^5 ^1=^; t'2-1, v,=^0,

z,=0, z, = 0, z.,= i; tv^=0, iv.,^(), ^^3=^
und:

aj = x,^, &.2 = x^\ cj = x,-"

.

Dann wird, da 8 / (^, b, c) gleich der Functionaldeterminante der

drei Formen und H (a, b, c) gleich der mit — 2 multiplicirten Deter-

minante (5) ist*):

(14) / («, b, c) = x^x,x^ ,
H(a,b, c)= - ii^u.^u.^

,

und also in (13):

{xyz)^\, i^ hj L =4 ,
{hyz){hz x) (hxy) = - ^ .

während die Determinante D vermöge unserer Substitution den Werth

1 annimmt. Wir haben also:

6 = m — n .

Zweitens setzen wir aj = x^x^, hj^ = x.^x^, r,^ = .t, .1-2
',
dann wird

in gleicher Weise:

(15) I {a.,b,c) = \x^x^x^, H (a,b,c^ = \it^u^u^\

*) Vgl. die Anmk. auf p. 520.
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während D jetzt den Werth annimmt. Die Gleichung (13) geht
sonach über in:

0==m + 2w;

und aus den so erhaltenen Gleichungen für w, n findet man: w = 4,

n = — 2. Wir haben also das Resultat*}:

"^.r Ox Ct.

= 4 {xyz) iriyiz — 2{hyz) {hzx) (lixij) .
D = üy by Cy

a^} bJ c.}

Setzen wir hierin endlich yi = Ä,-, zi = hl und multipliciren mit Uu

und y/,', so erhalten wir links den Ausdruck (12) und rechts:

{4(ÄÄ'a:) iJuii, — 2{h"hh') {h" h' x) {h" xh)} . u^Vh-

.

Wegen der Vertauschbarkeit von h und h' ist dies ferner gleich:

{2 (/? Ji x) iJhih {liHK') {h"h'x) {hh"x)j (u/,v/,. — v/, u/,) .

Trägt man hierin yi = {uv)i ein, so sind also die Gleichung der Polare

des Punktes y in Bezug auf die Curve dritter Ordnung, deren Hesse-
sche Curve durch 1 {a,b,c) = ij = 0, deren C Si jlej'sche Curve durch
B {a, b, c) "^ U/,^ = gegeben ist:

2 (hh'y) (hh'x) iJkik- — {hh'y) (Ji" h' x) {hh" x) {hh'h") = .

Für yi = Xi erhalten wir also als Gleichung der Curve dritter Ordnung,
deren Polarennetz mit dein Netze (3) zusammenfällt:

(16) pj = 2 (hh'xy iJuii, — {hh'h") {hh'x) {h'h"x) {h"hx) = 0.

Ganz in gleicher Weise können wir nun auch die Curve dritter

Klasse m«^ = finden, deren Polarkegelschnitte das zu (3) conjugirte

Gewebe

:

bilden. Die Jakobi'sche und die Hermite'sche Curve des letzteren

seien gegeben durch die Gleichungen

I{a,ß,y)^ vf = , ll{a,ß,y) = IlJ = .

Alsdann haben wir als Gleichung dieser ^Curve:

(17) v^'= 2{HH'uf HiHiui-{HH' H"){HH'u){H' H"u){H"Hu)=^^.
Wir können auch hierin die Symbole von I(ci,b,c) und H{a,b,c)
einführen, denn die Curven wy^ = 0, HJ = sind bez. identisch mit
den Curven Uh^ = 0, iJ = 0. Wir haben also, wenn c, c Zahlen-
factoren bedeuten:

•) Diese Formel kann man auch mit Hülfe der von Gordan für Formen
mit mehreren Reihen von Veränderlichen (a;, y, 2) gegebenen Reihenontwick-
hingen ableiten: Math. Annalcn, Bd. 5, p. 106.
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I{a^ h, c) = c .H{a, ß, y) , H (a , h, c) = c . I (a, ß, y) .

Um c, c zu bestimmen, betrachten wir wieder das specielle Kegel-

sehnittnetz, dessen Curven ein gemeinsames Polardreieck besitzen:

und für welches 7 {a , h, c), H {a, h, c) durch (14) bestimmt sind.

Ein Kegelschnitt Uu' = des conjugirten Gewebes muss mit den

Doppelliuien x^- = 0, x.^^ = 0, x.^ = vereinigt liegen, d. h. die

Linien x^ == 0, x^ = 0^ x.^ = berühren; dies Gewebe ist also dar-

gestellt durch:

V U^ «2 + p Wo Wg -f- (? llo^ Wj = ,

und wir haben daher wegen (14) und (15):

J («, ß,y) = \ U^ ^2 «3 = - \ H («, h, C)
,

<// (a, ß, y) = J- x^x.,x^ = \ T {a, b, c)

.

Es ist daher c = 2, c' = — 4 zu setzen, und für die Symbole /, H,

h, i bestehen die Beziehungen:

w/' = — i Uh^, HJ = ^ ?J

.

Führen wir mit Hülfe dieser Relationen die Symbole h, i in die Glei-

chung (17) ein, so erhalten wir endlich als Gleichung der Curve dritter

Klasse^ deren Polarkegelschnitte das zu dem Netze (3) conjugirte Gewebe

bilden, für welche also H {a, b , c) = die Hesse'sche, J {a, b, c) =
die Ca.y]ej'sche Curve ist:

(19) —l Un^ ^ {iiiif Uhi/ii/i -\- (ii'i") {ii'u) {t i"ti) {i"iu} = .

Die Polare eines beliebigen Punktes y in Bezug auf p^^ = und die

Polare einer beliebigen Geraden v in Bezug auf u„^ = liegen vereinigt,

wie aus der Ableitung der Gleichung (19) folgt; d. h. unabhängig von

den y und v besteht die Relation:

(20) pn'p,v„ = .

Die gewonnenen Resultate können wir benutzen, um die Resultante

der drei Kegelschnitte a^"^, b,r-, c^r^ aufzustellen. Sollen dieselben näm-

lich einen Punkt y gemein haben, so ist dieser Punkt doppelt zählend

ein Kegelschnitt, welcher mit allen C.^ des vorliegenden Netzes ver-

einigt liegt, d. h. er bildet einen Kegelschnitt des conjugirten Gewebes;

und wir dürfen Uy"^ = u,/ setzen. Dann wird aber nach den Glei-

chungen (18):

7 (rt, b,c) = 2 {aßx) {ßyx) (ccyx) , H {a, b, c) = — 4: Uy . {aßy) UaUß .

Die Jakobi'sche Curve ?V^ = hat also den Punkt y zum Doppel-

punkte, und alle Polarkegelschnitte derselben gehen durch y. Hieraus

folgt, dass der Kegelschnitt Uy- = mit alle?i Kegelschnitten des
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Systems der ersten Polaren von ij = vereinigt liegt; d. h, man

kann in dem Gewebe vii^'- + qu/ + öiiy'^ = eine Curve (nämlich

Vy-) SO bestimmen, dass die drei Gleichungen bestehen:

ITnd durch Elimination von v, q, 6 ergibt sich:

(21)

?«-?!

= ?.,

^ a" ^3

/'2

'y^'l«v''?,

i'y:h\^\ ^Ei-l iiii")

r

hi'

i ß-

-0

Nun besteht dualistisch entsprechend zu der für die obige Determinante

D gefundenen Relation die Gleichung:

/>' =
2

Wv

rv

V.'

IVv'

= 4 {vvw) viviwr — 2 {Hvw) {Htvn) {Huv)

oder wegen (18):

D' = — {iiviv) UhVhiVh — (iviv) {i7vu) {hiv) .

D' aber gibt die in (21) auftretende Determinante, wenn Avir darin

u durch i, v durch /', iv durch i" ersetzen. Die Bedingung dafür, dass

die drei Kegehchnille a^"^ = 0, bj = 0, cj = eitlen Punkt gemein

haben (oder dass im conjugirten Gewebe ein doppelt zählender Punkt

auftritt) ist also:

(22) {ii'ty iki'hi'h - {ü'i") {H'i'") {ü"H {fi"i") = <^

wo ij = die Jakobi'sche, w//' = die Ilermite'sche Curve des

Netzes darstellt; und dualistisch entsprechend die Bedingung für das

Auftreten einer Doppellinie in dem Netze der Kegelschnitte aj, bj, cj

(oder einer gemeinsamen Tangente der Curven des conjugirten Gewebes)*)

:

(23) 2 {hh'h"y i,Jj,i;r + {hh'h') {hh'h'") Qih" h'") (Jih"h"') = .

Wir h'eben schliesslich noch als Resultat der soeben gelegentlich

angestellten Ueberlegungen über das besondere Kegelschnittnetz:

die Sätze hervor:

*) Die von uns hier betrachteten Bildungen sind silmmtlich (schon wegen

ihrer Bedeutung) Comhinanleti des Netzes bez. Gewebes (vgl. p. 303 und 208).

Der in Obigem hervortretende Zusammenhang derselben mit der Determinante 1)

ist kein zufälliger; vielmehr hat Gordan nachgewiesen, dass alle Combinanten

des Netzes als Functionalinvarianten dieser Determinante darstellbar sein müssen:

Math. Annalen, Bd. 5, p. 116.
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Das conjngirte Gewehe zu einem

Netze, dessen Kegelschnitte ein ge-

meinsames Polardreieck haben, be-

steht ans den die Seiten des Dreiecks

bcrülirenden [{egelschnitten.

Das conjngirte Geivebe zu einefn

Netze, dessen Kegelschnitte drei

Punkte ge?nein haben, besteht aus

den Kegelschnitten, welche das durch

die Punkte gebildete Dreieck zum

Polardreiecke haben.

III. Zur Geometrie auf einer Curve dritter Ordnung. — Erzeugungs-

weisen derselben.

Zu jeder Curve dritter Ordnung des Büschels 'nf -\- Xl^ =
mit gemeinsamen Wendepunkten gehört eine andere Curve desselben

Büschels als deren Hesse 'seh e, gegeben durch die Gleichung:

wo K, L vom dritten Grade m k, X sind (vgl. Gleichung (3) p. 505).

Diese Beziehung zwischen beiden Curven ist aber nicht umkehrbar.

Soll nämlich die Hesse'sche Curve von icf -\- AA = mit f = zu-

sammenfallen , so muss Z= sein , damit die Relation A^a == K . f
bestehen kann. Da aber L die Grössen n, l m. der dritten Dimen-

sion enthält, so haben wir den von Hesse gefundenen Satz:

Eine allgemeine Curve dritter Ordnung ist die Hesse'irÄtf Cw^ve von

drei anderen Curven dritter Ordnung.

Fassen wir nun eine vorliegende Curve als Hesse'sche einer

anderen auf, so sind damit die Punkte derselben paarweise einander

zugeordnet, und zwar der Art, dass der Polarkegelschnitt des einen

Punktes eines Paares im andern Punkte einen Doppelpunkt hat: Es

sind, nach unserer früheren Bezeichnung, zwei conjugirte Pole in Bezug

auf das Netz der Polarkegelschnitte der gewählten Grundcurve, oder,

wie wir uns kurz ausdrücken wollen, ein Polepaar der Hesse'schen

Curve. Aus unserem letzten Satze folgt also:

Man kann eine allgemeine Curve dritter Ordnung /" == auf drei ver-

schiedene Weisen in Punktepaare (Polepaare) auflösen, so dass die Punkte

eines Jeden Paares conjugirte Pole in Bezug auf das Netz der Polar-

kegelschnitte einer Curve qp = siiid, für ivelche / = die Hesse'i'CÄ^

Curve ist.*)

Wir haben also auf der Curve drei verschiedene Systeme von

Polepaaren. Für die Paare eines Systems gilt nun der folgende

wichtige Satz:

JVenn fnan die Punkte zweier Polepaare desselben Systems kreuz-

iveise verbindet , so schneiden sich die Verbindungsliinen auf der Curve,

und diese Schnittpunkte bilden ein drittes Polepaar desselben Systems.

*) Vgl. Maclaurin und besonders Hesse a. a, 0.
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Es seien die Polepaare 1, 1' und 2, 2' gegeben; es sollen dann

die Linienpaare 12, 1'2' und 12', 1'2 sich in zwei Punkten 3 und 3'

sehneiden, die wieder ein Polepaar sind. Wir nehmen zum Beweise die

Nebenseiten des durch die Linien 12, 1'2', ^'2, 12' bestimmten voll-

ständigen Vierecks zu Seiten des Coordinatendreiecks ; ferner bestimmen

wir die Constanten in den Coordinaten so, dass die Gleichung der

einen Seite des Vierseits, etwa 12 wird:

x^ -f- X.2 -f- x^ = ü

;

dann sind nach den Sätzen über das Vierseit (p. 5G) die Gleichungen

von 1'2'
: x^ -\- x^ — x.^ = ,

„ 12' : — x, -\r x.^ -\- x.^ = ,

und von 11', 22', 33' bez

:

ajj = , X2 = Q , rcg = .

Die Coordinaten der Punkte 1,
1' sind in Folge dieser Festsetzungen:

Oß* == U . ^.) == J j r^o '•—' ~y~ 1 5

damit sie also conjugirte Pole eines Kegelschnittes Hau^XiXk = sind,

muss «22 — ^33 = ^ sein, und ebenso damit 2 und 2' conjugirte Pole

in Bezug auf denselben Kegelschnitt sind: «,, — a^.;^ = 0. Hieraus

folgt aber die dritte Gleichung: r/, ,
— «.^2 "^ ^; ^- ^- auch 3, 3' sind

conjugirte Pole für die Curve UctucXiXk = 0. Weim also zwei Paare

von gegenüberliegenden Ecken eines vollständigen Vierseits conjugirte Pole

für einen Kegelschnitt sind, so sind es auch die Punkte des dritten Paares.

Und hieraus ergibt sich unmittelbar der von uns aufgestellte Satz

über die Polepaare auf einer Curve dritter Ordnung, da sie als con-

jugirte Pole in Bezug auf die Kegelschnitte eines Netzes dofinirt waren.

Aus diesem Satze können wir nun nach dem Vorgange von

Schröter eine sehr einfache Construction der Curve dritter Ordnung

ableiten. Eine solche ist nämlich durch drei Polepaare desselben Systems

vollständig und eindeutig bestimmt; und zivar kann man diese Polepaare

beliebig annhemen.

Ist für das betreffende System von Polepaareu <p ^^ aj'' = die

Gleichung der Grundcurve, auf deren Hesse'scher Curve f=0 die

Polepaare liegen sollen, und bezeichnen wir mit x,-, o:/; y,, yi \ z,-, z/ die

(Joordinaten der in den drei gegebenen Paaren vorkommenden Punkte,

so bestehen die Gleichungen;
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Und zwar leistet diese von Schröter angegebene Construction

an Einfachheit das Aeusserste, was man verlangen kann: man erhält

jeden neuen Punkt der Curve als Kreuzungspunkt zweier Geraden,

ohne weiterer Hülfslinien zu bedürfen.

Gegenüber diesen drei Systemen von Polepaaren zeigen in Bezug

auf das Reelle und Imaginäre die ein- und zweitheiligen Curven dritter

Ordnung ein wesentlich verschiedenes Verhalten. Man übersieht dies

leicht mit Hülfe des bei den Kegelschnittnetzen (p. 516) gegebenen

Satzes, dass sich die Tangenten der Curve in den Punkten eines Pole-

paares wieder in einem Punkte der Curve, „dem zugehörigen Tangential-

punkte^^, schneiden; ein Satz, welcher sich übrigens aus dem Hesse-

schen Satze über das von zwei Polepaaren gebildete Vierseit unmittelbar

ergibt, wenn man die beiden Paare einander unendlich benachbart

annimmt. Gehen wir umgekehrt von einem Punkte als Tangential-

punkte aus, so gehören ihm vier Punkte 1, 2, 3, 4 zu: die Berüh-

rungspunkte der vier von ihm an die Curve gelegten Tangenten.

Nehmen wir etwa den Punkt 1 heraus, so kann zu ihm als conjugirter

Pol in einem der drei Systeme nur einer der Punkte 2, 3, 4 gehören.

Also sind die Punkte 2, 3, 4 diejenigen, welche bez. mit 1 in den

drei Systemen von Polepaaren ein Paar bilden; und wir haben

den Satz:

Die vier Berührungspunkte der vier von einem Punkte der Curve an

dieselbe zu legenden Tangenten bilden sechs Polepaare; imd zwar gehören

je zivei sich ergänzende Paare zu einem der drei möglichen Systeme.

Letzteres folgt daraus , dass immer zwei der sechs Polepaare 1 2,

13, 14, 23, 24, 34, die keinen Punkt gemeinsam haben, zu demselben

Systeme gehören müssen, und man so die Paare nur in einer Weise

einander zuordnen kann. Da in den vier Berührungspunkten der

Tangenten die Grundcurve von dem Polarkegelschnitte des Tangential-

punktes geschnitten wird, können wir den Satz unter Berücksichtigung

des Hesse 'sehen Satzes vom vollständigen Vierseit (p. 527) auch

folgendermassen aussprechen:

Der Polarkegelsclmilt eines Punktes der Curve dritter Ordnung

schneidet dieselbe in vier Punkten^ deren kreuzweise Verbindungslinien

sich wieder auf der Curve treffen.

Von den betrachteten vier Tangenten gehen nun, wenn ihr gemein-

samer Schnittpunkt auf dem Zuge mit drei Wendungen liegt, immer

zwei an das Oval, welches bei einer zweitheiligen Curve vorhanden

ist, denn an ein Oval kann man, wie an einen Kegelschnitt, von

jedem Punkte ausserhalb desselben zwei Tangenten ziehen: An den

Zug mit drei Wendungen kann man also von einem Punkte desselben

nur noch zwei Tangenten ziehen. Fehlt aber das Oval (also bei

einer eintheiligen Curve), so werden zwei der vier Tangenten
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imaginär. An eine eintheilige Curve dritter Ordnung kann man
daher von einem ihrer Punkte aus nur zwei reelle Tangenten ziehen.

Von einem Punkte des Ovals dagegen kann man überhaupt keine

reelle Tangente an die Curve legen, denn eine solche müsste das Oval

immer noch in einem zweiten reellen Punkte schneiden; was nicht

möglich ist, da die Gerade dann 4 Schnittpunkte mit der C^ haben

würde. Aus diesen Ueberlegungen in Verbindung mit dem Vorher-

gehenden ergibt sich für die Vertheilung der Polepaare auf der Curve

das Folgende.

Eine zweilheilige Curve kann man mittelst der Seh röter 'sehen

Construction auf drei Arten in reeller Weise erzeugen. Bei zweien

derselben durchläuft ein Punkt des Polepaares das Oval, der andere

den Zug mit drei Wendungen; bei der dritten Erzeugungsart bilden

die Punkte des Ovals eine Schaar von Paaren, die Punkte des unend-

lichen Zuges eine andere. Bei einer eintheiligen Curve bleibt, indem

das Oval fortfällt, nur die letzte Erzeugungsweise als einzig reelle

bestehen; eine solche Curve kann daher nur auf eine Art aus reellen

Polepaaren zusammengesetzt wei'den.*) —
Für den hier betrachteten Büschel der vier Tangenten gilt noch

der folgende fundamentale Satz:

Das Doppelverhältniss der vier Tangenten, welche man von einem

Punkte der Curve dritter Ordnung an dieselbe legen kann, i^st constant

für alle Punkte der Curve.

Wir geben hier einen einfachen geometrischen Beweis, der von

Salmon herrührt, indem wir einen directen algebraischen auf später

verschieben. Von einem Punkte der Curve ziehen wir die vier

Tangenten

Ol, 02, 03, 04

an dieselbe; ihre Berührungspunkte 1, 3, 3, 4 liegen auf dem Polar-

kegelschnitte von 0. Auf denselben Kegelschnitt projiciren wir von

einem zu benachbarten Punkte 0' der Curve aus die Berührungs-

punkte 1', 2', 3', 4' der vier von 0' ausgehenden Tangenten. Diese

Projectionspunkte (d. h. die Schnittpunkte letzterer vier Tangenten

mit der C^ sind dann von den Punkten 1, 2, 3, 4 nur um unendlich

kleine Grössen zweiter Ordnung verschieden, wenn von 0' um eine

Grösse erster Ordnung entfernt ist. Da ferner der Polarkegelschnitt

von die Grundcurve in berührt, d, h. (bis auf Grössen zweiter

Ordnung) auch durch 0' geht, so haben die Strahlen von nach

1, 2, 3, 4 (bis auf Grössen zweiter Ordnung) dasselbe DoppelverhäHniss,

*) Es knüpfen sich hieran weitere Folgerungen über die Abhängigkeit der

Gestalt der Cayley 'sehen Curve von der der Hesse 'sehen etc: Vgl. darüber

Harnack: Math. Annalen, Bd. 9, p. 9 ff.

?A*
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wie die Strahlen von 0' nach 1', 2', 3.', 4', oder von 0' nach 1, 2, 3, 4.

Das Doppelverhältniss der vier Tangenten wird somit nicht geändert,

wenn man von Punkt zu Punkt auf der Curve fortschreitet; es muss

also für die ganze Curve constant sein, q. e. d.

In demselben finden wir somit eine für die Curve charakteristische

Constante: Man wird nur solche Curven dritter Ordnung linear in

einander transformiren können, bei denen dies Doppelverhältniss den-

selben Werth hat. Eine für. die Curve ebenfalls charakteristische

Constante haben wir schon bei anderer Gelegenheit gefunden; es ist

die Zahl ~ in der kanonischen Form der Curvengleichung (p. 510):

(3) a (xj^ -)- oc^^ 4" ^3^) -}- ^bx^x^x^ = .

Daraus, dass von den Constanten der Curve durch Coordinatenver-

änderung alle bis auf diese eine | zerstört werden können, folgt

gleichzeitig, dass der Werth jenes Doppelverhältnisses nur von dieser

Grösse k = -^ abhängig sein kann. Dies wird in der That durch die
a '^ °

folgende Betrachtung bestätigt. Wir bilden das Doppelverhältniss z. B.

für die vier Tangenten, die von einem Wendepunkte ausgehen, und

von denen eine mit der Wendetangente zusammenfällt. Ein reeller

Wendepunkt ist z. B. gegeben durch die Coordinaten (vgl. p. 511):

x^ = 1, x,^ = — 1, x.^ = Q. Die Gleichung seiner ersten Polare zerfällt

in die der Wendetangente:

(4) a:, -{- 0^2 — 2 kx^ =
und in die der zugehörigen harmonischen Geraden:

(5) x^ — ^2 = .

Die Schnittpunkte der letzteren Linie mit der Grundcurve, d. h. die

Berührungspunkte der drei vom Wendepunkte ausgehenden Tangenten,

erhält man also aus (3) für x, = x^-, d. i. durch die Gleichung:

(6) 2x;^ -\- x^^ + 6 kx^'^x^ = .

Das gesuchte Doppelverhältniss ist nun gleich demjenigen, welches

diese drei Punkte zusammen mit dem Schnittpunkte der harmonischen

Geraden und der vierten Tangente, der Wendetangente, bilden. Für

diesen Schnittpunkt haben wir aber wegen (4) und (5) die Coordinaten:

-,
1

pX| = pX2 = 1, QX.^ = -^.

Die Coordinaten der vier Punkte sind nur von k abhängig, und somit

auch ihr Doppelverhältniss, wie behauptet wurde. Besser gestaltet sich

auch diese Darstellung in der Theorie der ternären cubischen Formen; das
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Doppelverhältniss und die Constante k erscheinen dann beide abhängig

von der absoluten Invariante der Curve.*) —

Die Untersuchungen über Polepaare auf der Curve dritter Ord-

nung, welche uns hier beschäftigten, unterscheiden sich wesentlich

von den Betrachtungen , welche wir bisher über die Geometrie auf einer

allgemeinen Curve w*" Ordnung angestellt haben. In der That lassen

sie sich nicht unmittelbar auf Curven höherer Ordnung übertragen,

denn eine solche kann im Allgemeinen nicht als Hesse 'sehe Curve

einer anderen angesehen werden. Auf die Theorie der Schnittpunkt-

systeme einer Curve dritter Ordnung mit anderen Curven wollen wir

hier auch nicht weiter eingehen, wir werden darauf später unter An-

wendung der Theorie der elliptischen Functionen zurückkommen. Wir

behandeln hier nur zwei darauf bezügliche Probleme:

1) die Lage solcher Punkte auf der Curve, in denen Kegelschnitte

mehrpunktig berühren können; und

2) die Chasles'sche Erzeugungsweise der Curve aus einem

Kegelschnittbüschel und einem ihm projectivischen Strahl-

büschel, woran wir dann noch die Besprechung der sogenannten

Grassmann 'sehen Erzeugungsweise anknüpfen.

Stellen wir die Forderung, dass ein Kegelschnitt die Curve dritter

Ordnung berühre, wo er ihr begegnet, so haben wir zunächst folgende

Fälle zu unterscheiden:

1) Der Kegelschnitt berührt in 3 Punkten einfach,

2)
„'

„ „ „ „ 2 „ 2 -punktig.
^

.

Alle anderen Möglichkeiten erscheinen als Grenzfälle dieser beiden.

In letzteren sind je drei Bedingungen gegeben; es gibt also noch

doppelt unendlich viele Kegelschnitte, welche ihnen genügen. Im

ersten Falle können wir daher noch zwei Berührungspunkte willkür-

lich annehmen und nach der Lage des dritten fragen. Derselbe be-

stimmt sich durch den Satz:

Die Tangentialpunkte der drei Punkte, in denen ein Kegelschnitt die

Curve dritter Ordnung einfach berührt, liegen auf einer Geraden.

Der Beweis ist folgender: Sind A, B, C die drei Berührungs-

punkte, A, B, r ihre Tangentialpunkte (Schnittpunkte ihrer Tangenten

mit der Curve), so haben wir drei Curven dritter Ordnung mit 8

gemeinsamen Punkten, nämlich:

1) die gegebene Curve

2) ihre drei Taugenten in A, B, C,

3) den berührenden Kegelschnitt und die Linie AB.

*) Vgl. den Schluss des Abschnittes V in dieser Abtheilung. — Die absolute

Invariante ist dann eine symmetrische Function der 6 verschiedenen Werthe,

welche das Doppelverhältniss von vier Punkten annehmen' kann.
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Die 8 ihnen gemeinsamen Punkte sind: die Punkte A, B und die je

doppelt zählenden Berührungspunkte A, B, C. Die drei Curven

müssen daher auch den 9*®"^ Punkt V gemein haben (vgl. p. 428),

q. e. d. Sind nun die Punkte A, B gegeben, so ist es leicht, den

Punkt C zu construiren. Wir ziehen die Tangenten in A und B,

welche die Curve noch in A und B treffen. Die Linie AB liefert dann

als dritten Schnittpunkt den Punkt f, und von letzterem aus haben

wir nur die vier Tangenten an die Curve zu legen : Jeder Berührungs-

punkt ist ein Punkt C. Doch nur drei von ihnen geben eine eigent-

liche Lösung.- Bezeichnen wir nämlich durch D den dritten Schnitt-

punkt der Curve mit AB, so liefert die Linie AB, doppelt genommen,
auch einen in den drei Punkten A, B, D berührenden Kegelschnitt;

und dass die Tangente von D in der That auch durch f geht, folgt

aus einem unserer ersten Sätze über Curven dritter Ordnung (vgl.

p. 503).

Es gibt also drei verschiedene Systeme von je zweifach imendlich

vielen Kegelschnitten, welche eine Curve dritter Ordnung in drei Punkten

berühren."^)

Diese drei Systeme sind wegen des Zusammenhanges der Pole-

paare mit den Tangentialpunkten ebenso von einander vollkommen

getrennt, wie die drei verschiedenen Systeme von Polepaaren auf der

Curve. Ebenso wie wir hier wieder auf die Polepaare geführt werden,

kommen wir bei den zweimal zweipunktig berührenden Kegelschnitten

auf die Wendepunkte. Es seien A und B die beiden Berührungs-

punkte. Wir legen durch dieselben drei einander unendlich benach-

barte Gerade, welche die Curve noch in drei weiteren, unendlich

benachbarten Punkten schneiden; letztere müssen dann in gerader

Linie liegen, d. h. einen Wendepunkt bilden. Denn wir haben wie-

der drei Curven dritter Ordnung, welche 8 Punkte und also auch den
gten gemein haben, nämlich:

1) die gegebene Curve,

2) die drei benachbarten Geraden durch A und B

,

3) die Wendetangente und den berührenden Kegelschnitt.

Hieraus folgt der Satz

:

Jede durch einen Wendepunkt der Curve dritter Ordnung gehende

Gerade bestimmt durch ihre beiden anderen Schrnitpunkte mit derselben

zwei solche Punkte, in denen gleichzeitig ein Kegelschnitt zweipunktig be-

rühren kann; und weiter, da die Curve neun Wendepunkte hat:

*) Vgl. Plücker und Hesse a. a. 0.; über die nähere Beziehung dieser

Kegelschnitte zu der Curve z. B. Cremona's Einleitung in die Theorie der al-

gebraischen Curven.
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Es gibt neun verschiedene Systeme von Kegelschnitten , welche ei?ie

Curve dritter Ordnung in zwei Punkten zweipunklig berühren.

Die beiden Berührungspunkte A, B fallen insbesondere zusammen

für die von dem Wendepunkte ausgehenden Tangenten an die Curve.

Im Berührungspunkte einer solchen kann daher ein Kegelschnitt fünf-

punktig berühren. Da es neun Wendepunkte gibt und von jedem

drei Tangenten an die Curve, haben wir also den Satz:*.)

Es gibt 27 Kegelschnitte, welche eine Curve dritter Ordnung fünf-

punktig berühren; ihre Berührungspunkte sind die 21 Schnittpunkte der

9 harmonischen Geraden ?nit der Curve. —
Wir wenden uns nunmehr "zur Betrachtung der Chasl es 'sehen

Erzeugungsweise der Curven dritter Ordnung (vgl. p. 375). Nehmen

wir auf derselben vier Punkte beliebig an, so können wir durch sie

noch unendlich viele Kegelschnitte legen. Wir wählen zwei beliebige

heraus: ^ = und ^^ = 0; ein jeder von ihnen schneidet die Curve

noch in zwei Punkten, deren Verbindungslinien bez. A = und B =
sein mögen. Wir haben dann wieder drei Curven dritter Ordnung

mit 8 gemeinsamen Punkten, nämlich:

1) die Grundcurve,

2) den Kegelschnitt cp = und die Gerade B = 0,

3) „ „ ;, ^ = „ „ „ A = 0.

Dieselben müssen auch den 9**^" Punkt, d. h. den Schnittpunkt von

A = und B = gemein haben. Wir erhalten somit den Satz:

Jeder Kegelschnitt eines Büschels, dessen vier Grundpunkte auf der

Curve dritter Ordnung liegen, schneidet letzlere in zwei beweglichen

Punkten, deren Verbindungslinie immer durch einen festen Punkt der

Curve geht: „den jenen vier Grundpunkten gegenüber liegenden Punkt^'.

Dieser Satz ist übrigens auch eine unmittelbare Folge des Rest-

satzes: der Strahlbüschel ist mit dem Kegelschnittbüschel äquivalent

(vgl. p. 434). Beide Büschel sind aber auch zu einander projectivisch**),

denn, ist /=0 die Gleichung der Grundcurve, so muss sein:

/"= yicp . B — Xtp . A
,

wo X, A Constante sind; die Gleichung f=0 entsteht daher durch

Elimination von ^ aus den beiden anderen:

gj-|-^^ = 0, XA -{- ^xB = 0.

Nimmt man also vier beliebige Punkte einer Curve dritter Ordnung

zu Grundpunkten eines Kegelschtiittbüschels, so gibt ihr gegenüberliegender

*) Aus der auf p. 461 gegebenen Formel Avürde sich statt 27 zunächst 36 für

die Zahl dieser C^ ergeben; darunter sind aber die 9 Wendetangenten (jede

doppelt zählend) mit als Kegelschnitte gezählt.

**) Dies folgt auch schon aus der eindeutigen Beziehung beider Büschel auf

einander (vgl. p. 435, Anmerkung).
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Punkt den Scheitel eines Strahlbilschels, ivelches mit dem Kegelschnittbüschel

zusammen die Curve dritter Ordnung nach Chasles'scÄer Weise erzeugt.

Mit Hülfe dieser Sätze lässt sich nun die Construction der Curve

dritter Ordnung aus 9 gegebenen Punkten ausführen.*) Die neun Punkte

dürfen natürlich nicht so liegen ^ dass durch sie noch unendlich viele

Curven dritter Ordnung hindurchgehen, denn sonst würde die Lösung
unbestimmt werden. Wie dann die Lösung selbst zu geschehen hat,

mag hier nur angedeutet werden. Vier der gegebenen Punkte wählt

man zu Grundpunkten eines Kegelschnittbüschels; man kann dann

zunächst den diesen vier Punkten auf der zu construirenden Curve

gegeüüberliegenden Punkt M construiren; und zwar ergibt sich dieser

als vierter Schnittpunkt zweier Kegelschnitte, deren andere drei

Schnittpunkte gegeben sind. Ist so der Punkt M gefunden, so kann

man leicht einen Strahlbüschel durch M dem Kegelschnittbüschel der-

artig zuordnen, dass aus beiden die gesuchte Curve nach Chasles-
scher Weise erzeugt wird, dass also je zwei Punkte als Schnittpunkte

eines Strahles mit einem Kegelschnitte gefunden werden (vgl. p. 51).

An die hier behandelte Aufgabe schliesst sich sofort die folgende

an : Es sind S Punkte beliebig gegeben, man soll den zugehörigen neunten

Punkt consttmiren, welcher mit ihnen zusammen eine Curve dritter Ord-

nung nicht bestimmt. Die Lösung beruht wieder wesentlich darauf,

dass man zu vier der gegebenen Punkte für zwei verschiedene Curven

des durch die 8 Punkte gehenden Büschels den gegenüberliegenden

Punkt construirt und dann den leicht zu erweisenden Satz anwendet,

dass der Ort der Punkte, welche vier Basispunkten eines Büschels von

Curven 3. Ordnung auf den verschiedenen Curven dieses Büschels gegen-

überliegen, ein Kegelschnitt ist, welcher durch die fünf andern Basispunkte

geht. —
Den von uns besprochenen Erzeugungsarten von Schröter und

Chasles steht eine andere gegenüber, die von Grassmann**) ge-

fanden und auch auf Curven beliebiger Ordnung angewandt wurde;

dieselbe ist von wesentlich anderem, gewissermassen mechanischem

Charakter. Wir wollen sie zunächst für Kegelschnitte aussprechen,

für welche sie schon von Maclaurin und Taylor in der Form an-

gegeben wurde. Wir haben hier den Satz***):

*) Vgl. Chasles: Construction de la courbe du troisieme ordre döterminee

par neuf points, Comptes rendus, Mai 1853. Man findet die Lösung der Auf-

gabe auch eingehend behandelt in den erwähnten Werken von Cremona und
Durege.

**) Grassmann: Die lineale Ausdehnungslehre /Leipzig 1844, sowie verschie-

dene Aufsätze in Crelle's Journal, Bd. 31, 36, 42, 52.

***) Vgl. auch Chasles: Apercu historique, Note XI.
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Fig. 66.

JVenn ein Punkt x sich so bewegt, dass seine Verbindungslinien mit

zwei festen Punkten a, b bez. zwei feste Gerade a, ß in zwei Punkten

schneidet, deren Verbindungslinie immer durch

einen festen Punkt c geht, so beschreibt der

Punkt X einen Kegelschnitt (vgl. Fig. 66).

Bezeichnen wir nämlich die Coordinaten

der Punkte x, a, b, c bez. mit xi, «,-, bi, d
und die der Geraden a, ß bez. mit «,, ßi,

so sind die Coordinaten der Verbindungslinie

von x und a:

u^ = (xa)i , u.^= {x a\ , u^ = {x a\ ,

wo zur Abkürzung:

(X a)y = X., «3 — 0^3 «2 , G-^ «)2 = ^-i «1 — ^1 «3 ; (^ ^)3 = ^^1 Cl^- X.Ct,.

Ebenso sind die Coordinaten der Verbindungslinie von x und b:

v^ = {xb)^ , v^ = {xb)^ , ^3 = ixb\ ,

und also die des Schnittpunktes von u und a:

y^ = {xa\cc.^ — {xa\a^ = [ixa), a],

?/3 = {xa)^a^ — {xa\a^ = [{xa), k]^
,

und ebenso die Coordinaten des Schnittpunktes von v und ß:

(8) ^i=[{^^'),ß]i-

Die Punkte ?/, z und c sollen nun in gerader Linie liegen; d. h. es

besteht die Gleichung:

[{xa),a'], \_ixb'),ß\ c^

(9) {ixa),a\ \ixb),ß\ c^

[{xa),a\ [.{xb),ß']^ c.

Diese ist aber von der zweiten Ordnung in x, stellt also in der That

einen Kegelschnitt dar. Das Resultat kann man auch leicht geome-

trisch verificiren. Der Strahlbüschel mit dem Mittelpunkte c nämlich

schneidet auf a und ß zwei perspectivisch liegende Punktreihen aus;

die Verbindungslinien dieser Schnittpunkte bez. mit a und b geben

zwei projectivische Strahlbüschel init den Scheiteln a, b] der Schnitt-

punkt X zweier entsprechender Strahlen der letzteren beschreibt also in

der That einen Kegelschnitt. Man erkennt gleichzeitig, dass letzterer

durch die Punkte a, b und den Schnittpunkt von a und ß geht.

Ferner muss er auch den Schnittpunkt von ac und ß, sowie

den von bc und a enthalten; denn für diese Punkte ist die Forderung
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des Satzes jedenfalls erfüllt. Es sind so auch 5 Punkte für den
Kegelschnitt unmittelbar gegeben.

Für Curven dritter Ordnung können wir die Grassniann'sche
Erzeugungsweise folgendermassen aussprechen

:

Ein Punkt x beschreibt eine Curve dritter Ordnimg, wenn seine Ver-

bindungslinien mit drei festen Punkten a, b, c einzeln drei feste Gerade

a, /3, y in drei Punkten schneiden, welche

auf einer (beiveglichen) Geraden liegen.

Diese Gerade umhüllt dabei eine Curve dritter

Klasse (vgl. Fig. 67).

Der letzte Theil des Satzes ist nur

eine Folge des ersten •, denn die beweg-

liche Gerade bewegt sich eben so, dass

ihre Schnittpunkte mit drei festen Gera-

den a, ß, y, verbunden mit drei festen

Punkten a, b, c drei Gerade ergeben, welche

sich in einem (beweglichen) Punkte x
schneiden; und diese Eigenschaft entspricht dualistisch vollkommen

der dem Punkte x auferlegten Forderung.

Die Gleichung der betreffenden Curve dritter Ordnung können

wir direct aufstellen. Die Coordinaten des Schnittpunktes der Linien

xa und a, sowie xb und ß sind wieder durch die Gleichungen (7)

und (8) gegeben. Analog sind die Coordinaten des Schnittpunktes

von xc und y:

(10) t^ = [ixc).yy.

Da nun die Punkte y, z, t immer in gerader Linie liegen sollen,

so folgt:

[_{xb), ß],

und dies ist die Gleichung unserer Curve dritter Ordnung. Wir
können hier auch leicht neun Punkte angeben, durch welche die Curve

bestimmt wird; es sind die folgenden (vgl. Fig. 67):

1) die Punkte a, b, c,

2) die Ecken «', b', c des Dreiecks a, ß, y,

3) die Punkte a", b", c", in welchen die Geraden a, ß, y be-

ziehungsweise von den Geraden bc, ca, ab getroffen werden.

Man erkennt in der That leicht bei Betrachtung der betreffenden

Figur, dass die Forderungen unseres Satzes von selbst erfüllt sind,

sobald X in einem dieser neun Punkte liegt. Die letzteren haben
hier eine besondere Lage gegen einander, jedoch keineswegs der Art,

(11)

[{xa), a],

{{xa), a].j

[{xa), a]3

[{xc), y],

[{xc), j/].^ = 0;
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dass durch sie noch unendhch viele Curven dritter Ordnung gehen

könnten. Es ergibt sich dies einfach daraus, dass wir in (11) eben

auf eine ganz bestimmte Curve geführt sind, oder auch, wie folgt.

Durch die acht Punkte

ö", h", c"] ü , y, c\ a, 1)

geht ausser einer allgemeinen Curve dritter Ordnung noch die aus

den Geraden a, ß, ah bestehende; der neunte Punkt, welchen beide

gemein haben, ist aber der als Schnittpunkt von a und ß doppelt

zählende Punkt c, also nicht der Punkt c, q. e. d.

Von besonderem Interesse ist hier die Frage, wie man auf einer

gegebenen Curve dritter Ordnung diejenigen Elemente finden kann,

aus welchen sie vermöge des Grassmann'schen Mechanismus ent-

steht.*) Hiermit wird dann zugleich gezeigt, dass ^^^^ Curve dritter

Ordnung auf solche Weise erzeugt werden kann. Wir knüpfen an

das soeben erwähnte System von neun Punkten an. Die charakteri-

stische und ausreichende Eigenschaft desselben besteht darin, dass die

Punkte a, h, c und a, h' , c zwei Dreiecke bilden, deren Ecken auf

der Curve liegen und deren Seiten sich entsprechend in a", h", c" auf

der Curve schneiden. Sehen wir also die ]etzteren drei Punkte als

beliebig auf der Curve gegeben an, so haben wir die Aufgabe

zu lösen:

Es soll ein Dreieck gefunden werden, dessen Ecken a, h, c auf der

Curve dritter Ordnung liegen, und dessen Seiten einzeln durch drei auf

der Curve gegebene Punkte a", h", c" gehen.

Hat man zwei Dreiecke dieser Art gefunden, so begründen sie

zusammen eine Grassmann'sche Erzeugung der Curve, und zwar

auf doppelte Art; denn es ist noch gleichgültig, welches von ihnen

man als Dreieck a, h, c und welches man alsJ^Dreieck a, ß, y an-

sieht. Wir werden zeigen, dass mau zu drei Punkten a", h", c" immer

vier Dreiecke finden kann ; diese bilden sechs Paare, und man hat also

den Satz:

Drei beliebig auf der Curve dritter Ordnung gegebene Punkte führen

auf zwölf Arten, die Curve nach Grassmann'scÄer Methode zu erzeugen.

Die erwähnten vier Dreiecke ergeben sich folgendermassen. Wir

verbinden die Punkte b" und c" durch eine Gerade, welche die Curve

noch in d treffen möge; ferner werde die Curve von der Linie a"

d

in a" geschnitten. Von letzterem Punkte a" aus ziehen wir eine

Tangente an die Curve, deren Berührungspunkt a sei; die Verbindungs-

linien von a mit b" und c" mögen ferner die Punkte c und Z; auf ihr

ausschneiden: Wir behaupten, dass alsdann auch die Gerade ä'b

*) Vgl. Clebscli: Math. Annalen, Bd. V, p. 424.
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durch c geht, dass also die Punkte a, b, c eiu Dreieck der gesuchten

Art bilden. In der That haben wir drei Curven dritter Ordnunir:

1) die gegebene Grundcurve,

2) die Linien da" a" , b"ac^ c" ab

,

3) die Linien db" c" , ä"aa, a"b,

welche sich in den Punkten a", b", c", d, b, d" und dem doppelt

zählenden a, also in acht Punkten schneiden; sie müssen daher auch
den neunten Punkt c gemein haben. Da wir nun von d" aus vier

Tangenten an die Curve legen können, und da, wie sich in ähnlicher

Weise leicht einsehen lässt, die Wiederholung der Construction von
einem analog wie d" gefundeneu Punkte b'" oder c" nichts Neues
ergibt, so haben wir den Satz:

Es gibt vier Dreiecke, deren Ecken auf der Curve driller Ordnung
liegen^ und deren Seiten einzeln durch drei auf der Curve gegebene

Funkle gehen.

Da ferner die Punkte a, b, c als Berührungspunkte der von
d" , b'" , c" ausgehenden Tangenten gefunden waren, so folgt:

Aus einem Dreiecke der Art findet man die drei anderen , indem man
zu den Ecken desselben die drei Systeme conjugirter Pole sucht, loelche

ihnen auf der Curve als Hesse'5CÄ<?r dreier anderen Curven entsprechen.

Durch diese Beziehung der Grassmann 'sehen Erzeugungsweise zu

den Systemen conjugirter Polepaare ist der Zusammenhang derselben

mit der oben besprochenen S ehr öt er 'sehen Erzeugungsweise gegeben.

Man erkennt sofort, dass dieselbe Curve, welche wir nach Grassmann '-

scher Weise aus den Punkten a ,b, c und den Linien cc, ß, y erhalten,

auch nach Schrote r'scÄ^^r Weise aus den drei Punktepaaren a~a\

b-b\ c-c construirbar ist.

In der That überzeugt man sich auch leicht direct, dass diese

Punktepaare conjugirte Polepaare sind. Zu dem Zwecke hat man nur
zu zeigen, dass die Schnittpunkte der Linien ab' und db., oder ac
und de oder bc und b' c wieder auf der Curve liegen; dies ist aber

offenbar der Fall, denn verbindet man z. B. den Schnittpunkt der

letzteren beiden Linien mit a,b, c, so liegen die Schnittpunkte dieser

Verbindungslinien auf einer Geraden, wie es die Grassmann 'sehe

Erzeugung verlangt, nämlich der Geraden y. Während also der

Grassmann 'sehe Mechanismus die Curve durch einen continuirlichen

Process entstehen lässt, gibt gleichzeitig die Schröter'sche Methode ein

Mittel, um beliebig viele discrete Punkte der Curve linear zu construiren.

Wenn so der gegenseitige Zusammenhang zwischen diesen beiden

Erzeugungsweisen hergestellt ist, wird man weiter verlangen, dieselben

wieder auf die Chasles'sche Erzeugungsweise zurückzuführen; dies

kann in folgender Weise geschehen. Man halte in Fig. 67 den
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Punkt 3 fest und benutze die Punkte a, b, 3 und die Linien a, ß, um
einen Kegelschnitt nach Grassmann zu erzeugen, der Art dass die

Verbindungslinien des erzeugenden Punktes x mit a,b die Linien a, ß
bez. in Punkten treffen , deren Verbindungslinie durch 3 geht. Dieser

Kegelschnitt geht dann jedenfalls auch durch den Schnittpunkt d der

Linien ab' und ba, denn dessen Verbindungslinien mit a^b schneiden

die Linien a, ß eben in b', a, welche, ebenso wie 3, auf y liegen.

Der Punkt d ist daher immer derselbe, wo auch 3 auf der Linie y
liegen mag; lässt man also 3 sich auf y bewegen und construirt für

jede Lage von y in angegebener Weise einen Kegelschnitt, so bilden

alle diese Kegelschnitte einen Büschel, dessen Basispunkte in a^ b, c, d

liegen. Jetzt nehmen wir noch den Punkt c hinzu. Jeder Lage von

3 entspricht auch ein Strahl durch c : die Verbindungslinie von 3 mit

c, welche auch durch x geht. Durch Vermittlung des beweglichen

Punktes 3 ist also der durch c gehende Strahlbüschel projectivisch

auf den soeben erwähnten Kegelschnittbüschel bezogen; und die Schnitt-

pujikle X entsprechender Curven beider Büschel erzeugen wieder dieselbe

Curve, welche wir vorhin auf andere Weise erhalten hatten. Statt des

Punktes c kann man dabei selbstverständlich auch den Punkt a oder b

auszeichnen. Zu bemerken ist noch, dass der hier benutzte Kegel-

schnittbüschel zu dem Strahlbüschel in besonderer Lage ist, insofern

ein Basispunkt des ersteren mit dem Träger des letzteren auf der con-

struirten Curve ein Polepaar bildet; man wird also nicht umgekehrt

aus den gegebenen Elementen einer beliebigen Chasles'schen Erzeu-

gungsweise unmittelbar die Elemente einer Grassmann 'sehen oder

Schrot er 'sehen Erzeugungsweise für dieselbe Curve finden können.*)

*) Ganz analoge Ueberiegungen gelten übrigens für die Grassmann 'sehe

und Chasles- Jonquieres'sche Erzeugungsweise einer Curve beliebiger Ord-

nung. Lässt man z. B, m Fig. 67 den Punkt c sich auf einer neuen Geraden 8

bewegen und construirt zu jedem Punkte dieser Geraden die ihm als Punkt c

zugehörige C3, so bilden alle diese 00' C3 einen Büschel, dessen 9 Basispunkte

leicht anzugeben sind. Einen dazu projectivischen Strahlbüschel erhält man in

folgender Weise: Man verbinde jeden Punkt c von 8 mit einem festen Punkte d

und den Schnittpunkt dieser Verbindungslinie und einer festen Geraden f ver-

binde man mit einem neuen festen Punkte e. Der Büschel durch e ist dann

projectivisch zu der Punktreihe auf d\ also auch zu obigem Curvenbüschel. Man
erhält so die Erzeugung einer Curve Q, welche sich auch leicht in Grassmann'-
scher Weise aussprechen lässt. Noch einfacher gestaltet sich dies, wenn man
die Curve durch zwei Cj- Büschel bestimmt. Ein solcher entsteht aus Fig. 66,

wenn man c sich auf einer Geraden y bewegen lässt, ein zweiter aus einer ent-

sprechenden Figur, in der « , 6 , c , a
, ß durch a', b\ c', a', ^ ersetzt sind , wenn c

auf y' fortrückt. Die projectivische Beziehung zwischen beiden kann man da-

durch herstellen, dass man vermöge eines beliebigen festen Punktes die Punkt-

reihen auf y und y' perspectivisch auf einander bezieht. — Es lässt sich zeigen,

dass man so jede Grassmann'sche Erzeugungsweise auf eine Chasles'sche

zurückführen, d. h. aus den Elementen der einen die der andern bestimmen bann.
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IV. Die ternären cubisclieii Formen.

Wir haben in Betreff der vollständigen algebraischen Erledigung

o-ewisser Probleme über die Curven dritter Ordnung schon wiederholt

auf die Theorie der ternären cubischen Formen verwiesen. In der

That werden wir in ihr nicht nur eine algebraisch elegante Darstel-

lung der von uns behandelten Fragen finden, sondern auch über die bis-

herigen Grenzen unserer Betrachtungen hinausgeführt werden ; wie dies

ja auch bei den ternären quadratischen Formen der Fall war. Während

so die Formentheorie zunächst aus der Nothwendigkeit entsprang, die

Probleme der projectivischen Geometrie algebraisch zu fornmliren,

tritt nunmehr überhaupt eine umgekehrte Wirkung der Algebra auf

die Geometrie hervor: Es ist die Aufgabe der letzteren, die Begriffe

der ersteren sich anzueignen und so den eigenen Gesichtskreis mannig-

fach zu erweiterji, wie es z. B. besonders durch Aufnahme des Be-

griffes der Polaren bereits geschehen ist. Im Folgenden werden wir

also die Theorie der cubischen Formen*) zunächst so weit verfolgen,

als es zur Erledigung des Wendepunktproblems erforderlich ist-, die

weiteren Bildungen und deren Zusammenhang unter einander werden

wir dann jedoch nur flüchtig berühren, zumal da ihre geometrische

Bedeutung noch nicht vollkommen erfasst ist. Dass diese Theorie

durch Gordan's Beweis von der Endlichkeit des zugehörigen Formen-

systems in sich einen gewissen Abschluss gefunden hat, haben wir

schon früher hervorgehoben (p. 274).

Für die ternären cubischen Formen haben wir zunächst zwei Grup-

pen von Bildungen zu betrachten, von denen die eine aus der Theorie

der binären cubischen, die andere aus der Theorie der ternären quadt^a-

tischen Formen herübergenommen ist.

Bezeichnen wir eine binäre cubische Form symbolisch durch

*) Die Anfänge dieser Disciplin finden sich in den Arbeiten von Hesse über

die Wendepunkte. Nachdem sodann Aronhold im 39. Bd. von Crelle's Journal

(1849) besonders die beiden Invarianten gegeben hatte, wurden diese, sowie die

Covarianten und zugehörigen Formen dritter und sechster Ordnung bez. Klasse

von Cayley im dritten Memoir upon Quantics (1856) entwickelt. Die Grundlage

einer einheitlichen Ausführung bildet jedoch die Arbeit von Aronhold (Crelle's

Journal, Bd. r-^b, 1858), in der die Resultate von 1849 im Zusammenhange darge-

legt und erweitert wurden. Für die Entwicklung der Theorie sind ferner zu er-

wähnen: Aufsätze von Clebsch und Gordan, Math. Annalen, Bd. 1 und 6,

Gordan, ib. Bd. 1, Gundelfinger, ib. Bd. 4 und 5, sowie Cayley: Seventh

Memoir upon Quantics, Philos. Transactions ISGI. — Vgl. eine Zusammenstellung

der verschiedenen im Gebrauche befindlichen Bezeichnungsweisen: Math. Anna-

len, 'Bd. G, p. 439 , Anmerkung.
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f=a^^, so besteht bekanntlich (vgl. p. 219) das Formensystem von

f aus den Bildungen*):

ix = {abf adn = r^S Q = (er) c^'^t^ = {aby {ca) cfb. , ,

^ ^
I B = (tt')2 = {aby {cdf {ac) (pd)

.

Aus diesen Formen ergeben sich sofort solche, welche einer ter-

nären cubischen Form

(2)
- r^aJ

angehören, durch Anwendung unseres Uebertragungsprincipes (vgl.

p. 276) ; nämlich

:

= (abuf a^b^

(3) 0=iabuy(icau)cjb:,

F^ {ahuy {cduf {acu) {bdu) .

Die geometrische Bedeutung der durch Nullsetzen dieser Formen

dargestellten Gebilde ergibt sich unmittelbar aus dem Uebertragungs-

principe und ist uns schon theilweise bekannt:

I)le Gleichung F = ist die Gleichung der Curve f= in Linieti-

coordinaten (vgl. p. 278).

Die Gleichung = gibt für constante x: die Gleichung der ersten

Polare von x in Liniencoordinaten ; für constante u: den Ort der Pole x,

deren erste Polaren die Linie u berühren, „die Poloconik der Geraden u"

(vgl. p. 317).

Für die letztere Curve folgt ferner wegen der Bedeutung des

Punktepaares t = bei den binären Formen aus dem Uebertragungs-

principe der Satz: Die Schnittpunkte der Poloconik einer Geraden u mit

dieser Geraden liegen äquianharmonisch zu den Schnittpunkten von u mit

der Grundcurve f == 0.

Die Bedeutung von Q = finden wir durch die Bemerkung, dass

aus der Bildung

0' == (abuy (auv) ö^:

für Vi = CicJ^ entsteht. Es ist aber Q' = die Bedingung, dass der

Punkt X und der Schnittpunkt der Linien u, v einander conjugirt seien

in Bezug auf die Poloconik der Geraden m; setzen wir also für v die

Coordinaten c,c^^ der linearen Polare von x, so folgt:

Vermöge der Gleichung Q = wird jeder Geraden u eine Curve

dritter Ordnung zugeordnet als Ort der Punkte x, deren lineare Polare

von der Linie u in einem Punkte getroffen wird, welcher zu x in Bezug

auf die Poloconik von u conjugirt ist; und ferner wegen der Bedeutung

*) Es sind die bei den binären Formen früher mit A und R bezeichneten

Formen hier t und B genannt, um Verwechslungen mit den bei den ternären

cubischen Formen so genannten Bildungen zu verhüten.
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des Punkte - Tripels ^ = bei binären Formen und dessen Beziehung

zu t = 0: Die Linie u wird von der ihr so zugehörigen Curve in drei

Punkten geschnitten ^ welche in Bezug auf ihre Schnittpunkte mit ihrer

Poloconik harmonisch sind zu ihren Schnittpunkten mit der Grundcurve.

Von der Form Q werden wir jedoch im Folgenden keinen Ge-

brauch weiter machen. Von besonderer Wichtigkeit dagegen ist für

uns die Form 0. Wir bezeichnen dieselbe symbolisch durch:

(4) = 0,2W^2_0'^2^^,2^

so dass nur das Product zweier Factoren und zweier Factoren %^

eine wirkliche Bedeutung erhält, nämlich:

2 QiQk^i^m = {ah)i {ab)k {aib,„ -\- b/a,„)

.

Wegen der Vertauschbarkeit von a und b ist also:

{abuy- tti bk == 0,- Qh w^^
,

und hieraus ergibt sich eine einfachere Darstellung der Formen Q und

F] denn man kann hiernach in einer Form mit dem Factor {abuy

denselben immer durch us^ ersetzen, wenn man gleichzeitig die in der Form

noch linear vorkommenden a und b beide durch Symbole ersetzt. *) Es

ist daher auch:

Q = u»- {cOu) cJQ^ , Fr^u»"- (cdu)' (Qcu) {ßdu)

und, da F noch den Factor {cdu)^ enthält, nach Wiederholung des-

selben Verfahrens:

(5)
• F^u^'^u^.^eQ'uy.-

Dies ist aber, gleich Null gesetzt, nichts anderes, als die Gleichung

des in Punktcoordinaten gegebenen Kegelschnittes Q^k^us^= in Linien-

.(6) F=

(und damit auch F) können wir auch nicht symbolisch definiren,

da die Liniengleichung für den Kegelschnitt a,/a,^.=^ Hfikt/ii/k liefert,

wo fiu= If^^^'i es wird (vgl. p. 317):

lUJ. \^
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fn
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Ebenso findet man für eine zugehörige Form von der Klasse v und

dem Grade x mit X Determinantenfactoren

:

X w = 3 A — V
,

und endlich für eine Zwischenform von der Ordnung fi, der Klasse v,

dem Grade k:

Aus diesen drei Gleichungen ergibt sich für den Fall, dass n durch 3

theilbar ist, der Satz: Ist die Ordnung einer ternären Grundform durch

3 theilbar, so besitzt sie nur solche Covarianten und zugehörige Formen,

deren Ordnungs- bez. Klassenzahl auch durch 3 theilbar ist, und nur

solche Zwischenformen, für welche dasselbe für die Differenz dieser bei-

den Zahlen gilt. Aehnliches gilt überhaupt für die zu einer Grund-

form mit r homogenen Veränderlichen gehörigen invarianten Bildungen,

wenn die Ordnung der Grundform durch r theilbar ist.

Analoge, allgemeine Betrachtungen können wir für Invarianten

anstellen. Da eine solche sich immer aus Factoren des Typus {abc')

zusammensetzt (vgl. p. 272), so muss sie wenigstens vom dritten Grade

sein, in welchem Falle nur die Bildung {cibcy möglich ist. Die-

selbe ändert aber, wenn n ungerade ist, ihr Zeichen durch Yertau-

schung zweier Symbole, verschwindet also dann indentisch : FAne Form

ungerader Ordnung besitzt keine Invariante dritten Grades. Ferner muss

für eine Invariante vom Grade % mit l Determinantenfactoren immer

die Relation bestehen (ft = i/ = in obigen Gleichungen) : x w = 3 A

;

d. h. Eine Invariante vom Grade x enthält ^xn Determinantenfactoren.

Eine Invariante der cubischen Form muss also mindestens vom

vierten Grade sein und vier Determinantenfactoren enthalten. In der

That können wir eine solche aus vier Symbolen a, b, c, d direct

bilden: Da kein Determinantenfactor dasselbe Symbol zweimal ent-

halten kann, ist der erste Factor jedenfalls {abc)-^ die drei andern

Factoren müssen jeder einmal d enthalten; und es bleibt mithin für

die Vertheilung der übrigen Symbole a, h, c in denselben, abgesehen

von der Wahl des Vorzeichens, nur eine Möglichkeit. Bezeichnen

wir die so entstandene Invariante mit A ronhold durch S, so

haben wir*):

(10) S = {abc) {abd) {acd) (bcd) .

*) Es ist dies die schon früher erwähnte Invariante (vgl. p. 522). Ausge-

rechnet findet man nach Aronhold für /"= Za-/^;^x.x/.x^:

|W = (a,226r,,c3 — «123*)^ + (^/222''333 — "'223^) («111 «133 — «113^)

+ («'223Ö'333 — ^233^) («111«)22 — «112^) + («222Ö'333 — «2a3«233) («'112«I13 — «Hl «123)

+ ("l.'2^'333 + «i23«133 " 2 fll23ä'233) («112Ö123 «113 «122)

+ («122 «233 4" «133 «222 — 2 0123^223) («113 «123 "~ «112«133) •
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Die geometrische Bedeutung der Bedingung S = werden wir erst

später untersuchen.

Die so gefundene Invariante können wir aber auch aus der Form

ableiten; denn wegen (4) ist:

(abu) (cibv) a,rb,r = QJ^u^i\^ ,

und wenn wir hierin die u durch c, die v durch d, die x durch die

Unterdeterminanten von c und d ersetzen, so entsteht links wieder S;

es ist also:

(11) S=iecdycsd^,

ein Ausdruck, welcher wieder aus Q'Juft'-==(cduyCad^ abgeleitet

werden kann, indem man die x durch &•, die u durch ersetzt. Es

ist sonach auch:

(12) S=Q»'Q'^K

Hieraus können wir ferner für S eine nicht symbolische Definition

ableiten. Es ist nämlich nach (12):

s = {Q,^; + 0,.^; + 03^37 (0,'^, 4- 0;^, + 03' ^3)%

worin

:

4 dxidx^du„^du^ ^ du.du,ßx„^dx^

Wir erhalten also für S auch die vierfache Summe:

i k m n

Aus S entspringt nun eine zugehörige Form, wenn wir eine

Symbolreihe, etwa d,^ durch Liniencoordinaten u ersetzen; es kommt

wegen (10) und (11):
^—^ 7\ ^

Z == iabc) Uibii) (neu) (bcu) = 4- > „ UiUuith

(14)
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ oa;,.,^

= {QcufcsUs-,

also eine zugehörige Form dritter Klasse und dritten Grades. Eine

solche war aber durch die linke Seite der Gleichung der Ca yley 'sehen

Curve gegeben ((1) auf p. 517); da es ferner wegen der nothwendigen

Anordnung der Symbolreihen — ähnlich wie oben bei S — nur eine

zugehörige Form dritten Grades geben kann , so stellt uns 1 = die

Gleichung der Cayley 'sehen Curve dar. Es wird dies dadurch be-

stätigt, dass dieselbe für ein Kegelschnittnetz:

xaj f ^bj -{- ^cj =
durch (fibu) (acii) {bau) = gegeben war (vgl.- 520). Setzen wir hierin

nämlich a^oj für aj, b.^bj für bj', c.^cj für cj, wo dann a, b, c

Symbole der Grundform sind, so erhalten wir für das Polarennetz von f:
35*
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a^b^c^ (jcihu) (acu) {bcu) = O5

und der links stehende Ausdruck ist in der That wegen der Vertausch-

barkeit von a, h , c gleich \ Z.

Die Gleichung 1 = stellt also die CayleyW«? Curve dar.

Umgekehrt kann man natürlich auch .S' aus Z ableiten: Setzen

war Z = Us^, so ist:

(15) S = tts^

.

Die bisherigen Bildungen zeigen schon die besondere Bedeutung

der Form 0. Wir wollen zunächst für dieselbe noch zwei im Folgen-

den nützliche Sätze beweisen. Wir bemerken zuvor, dass aus einer

Form (p von der ^'^''" Ordnung und der v*«" Klasse, immer eine neue

mit (p' zu bezeichnende Form

^ [IV Xdxidu\ dx^diti dx^dri^i

hergeleitet werden kann, welche die Invarianteneigenschaft besitzt.

Denn setzen wir symbolisch q) == rj^ii^" , so haben wir:

(p' = r^rj^-h/f/'-'^]

und dasselbe gilt für die durch Fortsetzung des Processes entstehen-

den Formen:

cp" = rp2 rj' -'^y/-^ , n s.w.

Unterwerfen wir nun der angedeuteten Operation, so kommt

wegen (4)

:

0' = Q^^e.vK9 = i {abu) {(«&«) b:,: -f- (abb) (U-j ,

was identisch verschwindet. Also:

Die aus abgeleitete Form 0' verschwindet identisch.

Dann müssen aber wegen 0' = 0,<^0a•w^ alle Coefficienten Q^tQi^i,

verschwinden, und somit folgt:

Jeder Ausdruck, ivelcher den symbolischen Factor 0^ enthält, ver-

schwindet identisch.

Der zweite uns beschäftigende Satz über bezieht sich auf die

Bildung:

F = 0^- W,9- .x' =\ ^
dx-dx/^dti^du/.

= {abu)'^ ac^.b^S'J = (cduY c^^dsQ'J

=={abc) {abd) {cdiCf a^b^ .

Auf diesen Ausdruck wenden wir die Identität an:

. (c^/m) b^. = (bcd) XL,: + {bdu) c^, — {bcu) d^

.

Es wird dann:

F = {iibc) Cabd) (cdu) a^ [(bcd) «^ -f (bdii)C:c — (bcu) d^]
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Hier hat rechts das erste Glied den wirklichen Factor «/.,-; das zweite

aber ist mit dem dritten identisch, da beide durch Vertauschung der

Symbole c, cl in einander übergehen. Es ist also:

wo:

(16) M= (abc) (abd) (bcd) {cdii) a.r

n7) = («^<^) (abd) {cdu) {bdu) a^c^ .

Vertauschen wir in Q die Symbole a und c und addiren den so ent-

stehenden Ausdruck von Q zu dem obigen, so wird:

2Q={(ibc) (bdii) a,c^ [{(i^d) icdu) - {cbd) {adu)].

Der in der Klammer stehende Theil ist nach einer bekannten Identität

gleich {acd) {bdu), und daher wird:

2 Q = (abc) (acd) {bdu)- a^c^r

-

Dies «-eht aber in — P über, wenn man b mit c vertauscht; daher

ist: P=^3I.u^.
In dem Ausdrucke 31 vertauschen wir nun a mit c und mit d

und addiren die so entstehenden Ausdrücke zu yT/; wir erhalten dann:

SM=iabc) {abd) (bcd) [(cdu) a^ — (adu) c.^ — (cau) d^,] .

Hier ist der eingeklammerte Theil nach der bekannten Identität gleich

{acd)u.v\ daher wird:

(^13) 3 M = {abc) {abd) (bcd) (acd) . u,-, = S . i(^

,

und folglich:

(19) P=lS.uJ.

Wir sjjrechen dies in dem Satze aus:

Die aus abgeleitete Form

p= 0^.2 0^2 j^^2 ^ (^c^JJc) {abd) {cdu)- a^^b^

hat den Werth
-J-
S . uj.

Geometrisch können wir diese Formel leicht auffassen, wenn wir

beachten, dass P nichts anderes ist als die Invariante a^' für die bei-

den Kegelschnitte aj ^ Q.r''it3' = 0, und uj = 0V''^''' = 0. Dabei

ist aj und w„- für dieselbe Form geschrieben, aber in aj ist

= als Gleichung der Poloconik von u, in m«- als Liniencoordi-

natengleichung des Polarkegelschnittes von x gedacht. In (19) liegt

also der Satz (vgl. p. 385): Bcr Polarkegelschnitt von x liegt mit der

Poloconik von u vereinigt, sobald x mit u vereinigt liegt; dagegen auch

ohne letztere Bedingung, wenn S verschwindet.

Ganz ähnlich können wir die Gleichung (18) interpretiren. Aus

(16) erkennt man nämlich, dass 31 nichts anderes als der Ausdruck

üs'^Ustt^^ ist, denn wir haben (1. = u/' gesetzt):
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3vs''u,=(abc){{abv){acv)(bcu)-\-{bcv){abv){acu)-{-{acv){bcv){abu)},

= S(abc)(abv){bcv){acn)

,

und dies geht in M über, wenn man a durch d, v durch « ersetzt

und mit a,, multiplicirt. In (18) liegt daher der schon früher ange-
wandte Satz*):

Der Polarkegehchnitt eines Punktes x in Bezug auf die Grundcurve
und der einer Geraden u in Bezug auf die Cayley'sc/«6' Curve sind in

vereinigter Lage, ivenn u und x vereinigt liegen ; jedoch auch ohne diese

Bedingung, wenn S verschwindet.

Die Gleichungen (18) und (19) sind nur specielle Fälle einer all-

gemeineren Kegel, welche folgendermassen lautet:

Enthält die symbolische Darstellung einer Form zwei Factoren von
S, etwa (abc) (abd) und ausserdetn die Reihen c, d in einem symbolischen
Determinantenfactor vereinigt, so ist die Fortn durch S theilbar.

Jedes Product der bezeichneten x4rt nämlich besteht aus einer
Summe von Gliedern der Form:

{abc) {abd) {cdu) aibkCid,,, . E
wo E die Symbole a, b, c, d nicht mehr enthält, und wo die u ent-
weder eine andere Symbolreihe oder Liniencoordinaten bedeuten.
Dieses Glied wird nun immer durch S theilbar sein, sobald dies mit
dem Ausdrucke

L =^ [abc) (abd) (cdu) a,^byC^de

der Fall ist. Da aber letzterer für a und b symmetrisch ist, so ent-
steht er durch Polarenbildung aus der Form

L' = {abc) {abd) [cdu) a^^b.^c.dr^

und wir haben daher nur zu beweisen, dass diese den Factor S ent-
hält. In L' vertauschen wir c, d und addiren die so entstehende
Bildung zu L'- dann kommt:

2 L' =z{abc) (abd) (cdu) a.^b,^ {c~dt — d,C()

= {abc) {abd) {cdu) {cdv) a^^b^,

wenn vi = {zt)i gesetzt wird. Dieser Ausdruck entsteht aber aus

P= {abc) {abd) {cdu)'^ a^r^x-,

wenn wir die Gleichung des Poles der Geraden v in Bezug auf /> =

*) Vgl. p. 522. Die aus den Kegelschnitten ,/^.2 = o, 6/ = 0, r « = abge-
leitete Form //(«, h, c) = {ahu)[acu){hcu) ist gleich Oib^c, (alni) {neu) [heu),
wenn man sie für die Polarkegelschnitte der Coordinatenecken in Bezug auf
nj = bildet, also gleich | I. Daher der Factor \ in Gleichung (11) auf p. 522
statt des Factors 3 in Gleichung (18).
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bilden. Da nun P nach (18) den Factor S hat, so gilt dasselbe auch

für L'
,

q. e. d. —
Mit den Formen 0, 0, F, S, I sind die einfachsten Bildungen

erschöpft; wir sind durch ihre Betrachtung gleichzeitig in den Stand

gesetzt, den syzygetischen Büschel x/-+AA = näher zu studiren,

wozu wir jetzt übergehen. Wir beginnen damit, die uns bekannten

Formen (F und Q schliessen wir hier jedoch aus) statt für f, für die

zusammengesetzte Function x/'+ AA zu bilden.

Zu dem Zwecke ist die Einführung des sogenannten d-Processes

nützlich, von dem wir schon früher nachgewiesen haben, dass er die

Invarianteneigenschaft einer Fgrm cp des zu f gehörigen Systems nicht

stört (p. 268). Dieser Process besteht darin, dass man (p nach den

Coefficienten au^h von / difPerentiirt, mit den entsprechenden Coeffi-

cienten «/m von A multiplicirt und die Producte addirt; d. h. er üt

deßnirt durch die Gleichung:

SS -^ Sqo

wo sich die Summe auf alle Combinationen der Indices i,k,h bezieht.

Bezeichnen wir nun mit (f^x die Form, welche zu x/-+ AA in der-

selben Beziehung steht wie <jp zu /, so erhalten wir nach dem

Taylor'schen Satze für cp,x eine nach Potenzen von %, A fortschrei-

tende Reihenentwicklung, deren Coefficienten cpi aus einander in be-

kannter Weise durch Differentiationsprocesse entstehen. Diese letzteren

aber werden wir später durch ^-Processe ersetzen -lernen, und somit

haben wir zunächst den Einfluss des Processes 8 auf /, A, 0, S, I

zu untersuchen.*)

Der Definition nach ist nun:

(20)
^/^A.

Um den Einfluss des d- Processes auf einen complicirteren symho-

lischen Ausdruck 93 festzustellen, bemerken wir, dass jede in (p ent-

haltene Symbolreihe ein lineares homogenes Vorkommen der Coeffi-

cienten «,AA in (p anzeigt. Man sieht daraus, dass der Process der

Differentiation auf die Summe der Ausdrücke führt, welche entstehen,

wenn man nur bezüglich nach einer solchen Reihe difPerentiirt ;
es ist:

S^(a,l,c...)^^/4 '"- + ^^ «" + ^ /^ "'" + •

Also: Aus einer Form rp entsteht die Form dcp, wenn 'man in der

*) Beide Processe unterscheiden sich dadurch, dass bei jenen Differentiationen

die a,/,/, als von den a^,.,^ unabhängig angesehen werden, was beim d -Processe

nicht geschieht. Der letztere ist von Ar on hold eingeführt.
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symbolischen Form vo7i cp der Reihe nach jede Symbolreihe durch eine

Symbolreihe von A ersetzt und die Summe der erhaltenen Ausdrücke bildet.

Um dann statt der Symbole a von

(21) A = {ahcfa^b^^c^, = aj = ßj ...

die Symbole a, b, c der Grundform / einzuführen, hat man zu be-
achten, dass wegen der Vertauschbarkeit von a, b, c in A

= («^C)2 üibkCk

ist. Kommt daher in einem symbolischen Producte das Symbol a vor, so

geschieht die Einführung von Symbolen a., h, c der Grundform dadurch,
dass man statt des dreimal vorkommenden a einmal a, einmal b und ein-

mal c schreibt und mit [ahc^ multiplicirt.

Die Anwendung des ^-Processes auf A ergibt also nach der
ersteren Regel zunächst;

dA = d {{abcy-a^b,-,c^^) = 3 {abaf a.^b^a^,

und dann durch Anwendung der zweiten Regel, wenn wir für a
Symbole c, d, e von / einführen:

dA = ^Qabc) {abd) a.^b^^e,^ {cde)-

.

Der hier rechts stehende Ausdruck entsteht aber aus P, wenn man
Ui==ei setzt und, mit e^ multiplicirt; es ist deshalb nach Gleichung
(19), da ^.,=' = /-:

(^2) dA = Z{ab ay a,^ b.^ a^, = ^S . f.

Die Anwendung des Processes d auf die Covariante A führt also auf
die Form f zurück, multiplicirt rnit 4- S. '

[

Hieraus geht mit Rücksicht auf (20) hervor, dass auch die wieder-
holte Anwendung des Processes d auf A zu keinen neuen Covarianten
führen kann. Alle dadurch entstehenden Covarianten müssen lineare
Functionen von / und A sein, und die Coefficienten derselben sind
Invarianten, welche durch wiederholte Anwendung des ^-Processes auf
S erzeugt werden.

Der Ausdruck {abay a.^b^a,^ ist nun nichts anderes als die eine
simultane Invariante der Polarkegelschnitte von x in Bezug auf /=
und A = 0. In (22) liegt also der Satz : Wenn x ein Punkt einer
Curve dritter Ordnung ist, so kann man dem Polarkegelschnitte von x in

Bezug auf dieselbe Dreiecke umschreiben, ivelche Polardreieckc des

Polarkegelschnittes von x in Bezug auf die Hesse'Ä-cÄe Curve sind, und
letzterem Dreiecke einschreiben, welche Polardreiecke des ersteren sind.

Dies gilt für Jeden Punkt x, ivenn die Invariante S verschwindet.
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Gehen wir auf den Fall S = etwas genauer ein. Zu den

Kegelschnitten des Netzes a^^ «^ = stehen nach unsern frühereu

Untersuchungen zweifach unendlich viele in der besagten Beziehung;

und diese bilden „das conjugirte Gewebe", lassen sich also in der

Form xUß"^ -\- luy"^ -\- ^Uä"^ = darstellen, wenn «^^ = 0, i/y- = 0,

2<j- = drei beliebige Curven des Gewebes sind. Die Kegelschnitte

EEE (jcibuy üxl^x = hängen dagegen im Allgemeinen von zwei Para-

metern quadratisch ab, während ihre Gleichung in Punktcoordinaten

aj^aa: = diese Parameter linear enthält. Wenn nun S=0 ist, so

muss daher das quadratische Vorkommen von a:^, rr,, x^ nur schein-

bar sein; letzteres wird aber nur möglich, wenn alle Kegelschnitte

des Gewebes ein gemeinsames Polardreieck haben*); denn dann lassen

sie sich in der Form darstellen:

und in Punktcoordinaten für xl = fn, X^i = k, ^x =^ l:

wo dann k, l, m drei neue, ebenfalls linear vorkommende Parameter

sind. In diesem Falle besteht aber das conjugirte Netz a,j'^a,^ =
des Gewebes = aus den Kegelschnitten durch die Ecken des dem

Gewebe gemeinsamen Polardreiecks; dieselben haben also drei Punkte

gemein, d. h. die Curve A rr^ «y'"^ = hat drei Doppelpunkte, besteht

aus drei Geraden (p. 382). Da ferner die Heseesche Curve des

Gewebes = zugleich Cayley'sche Curve des conjugirten Netzes

ist (vgl. p. 521), so haben wir den Satz:

Die Bedingung S=0 sagt aus, dass die Hesse Wie Curve von

/'= in drei Gerade zerfällt. Die Ga,y\ey 'sehe Curve besieht alsdann

aus den drei Doppelpunkten der H. esse 'sehen; und das von letzterer

gebildete Dreieck ist Polardreieck in Bezug auf alle Polarkegelschnitte

der Grundcurve. Aus dem letzten Theile dieses Satzes folgt ferner,

dass sich die Gleichung der Grundcurve^ ivenn S verschivindet, in die

Form transformiren lässt:

*) Genauer stellt sich der Beweis, wie folgt: Die Behauptung des Textes

können wir auch dahin aussprechen, dass es kein anderes C.,-Netz gibt, bei dem

durch zwei beliebige Punkte nur eine Curve geht und auch zivci beliebige Gerade nur

von einer Curve berührt werden, als dasjenige, in welchem alle C^ ein gemeinsames

Polardreieck haben. Beweis: Alle durch einen beliebigen Punkt x gehenden C.^

bilden einen Büschel von Tj, die jedenfalls ein gemeinsames Polardreieck haben;

eine beliebige Gerade u wird von zwei Cj dieses Büschels berührt, denen das-

selbe Polardreieck gemeinsam ist. Seien ihre Gleichungen in Liniencoordinaten

qp = 0, (/; = 0, so sollen alle anderen die Linie u berührenden Q des Netzes in

der Form qp -j- Ai/) = darstellbar sein, d. h. sie haben auch alle dasselbe Polar-

dreieck gemeinsam. Da nun x und u ganz beliebig waren , so ist hiermit unsere

Behauptung bewiesen.
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^i^ + ^2^ + ^'»'3^ = 0.

In diesem Falle ist ferner das Gewebe der Polarkegelschnitte der

Cayley 'sehen Curve zu dem Netze derer der Grimdcurve conjugirt,

indem alle Curven des ersteren von den Seiten jenes Dreiecks berührt

werden. Hieraus würde wieder folgen, dass der Ausdruck i7/==fl!^-^?/4(7.^,

bis auf einen Zahlenfactor gleich dem Prodycte S . ?/.^. sein muss, wie

wir es in Gleichung (18) gefunden haben. Umgekehrt hätten wir

auch aus letzter Gleichung die Bedeutung des Verschwindens der

Invariante S und die Nothwendigkeit der Relation (22) erschliessen

können.

Ein analoger Satz wie für die aus /" durch den Process d entstehen-

den Bildungen gilt für die aus durch denselben Process abgeleiteten.

Aus entspringt zunächst die Form

(23) H = i-dQ = ^d \{ab uy a,^ b^} = {a a uf a^ «^ .

Wie man sofort sieht, isl H = d/e Gleichimg eines Kegchchniltes,

dessen Tangenten u von den Polarkegelschnitten des Punktes x in Bezug

auf f= i) nnd A==0 in harmonischen Punktepaaren getroffen werden

(vgl. p. 281).

Wenden wir nun auf H abermals den Process d an, so entstehen

zwei Glieder, deren eines durch Anwendung der, Operation auf die

durch die Symbole a vertretenen Coefficienten von f gebildet wird,

während der andere aus der Anwendung der Operation auf die durch

die a vertretenen Coefficienten von A entspringt. Der erste Theil

gibt eine neue Zwischenform

(24) K = (aßuy' a^ß.r.

Der zweite aber führt wegen (22) auf zurück; denn letztere Glei-

chung sagt aus, dass:

(25) daah = ^ S . atkh= l-
S . hm .

Dieser zweite Theil wird sonach ^ S (jihuy a,^bx^ und es folgt:

(26) dH = K + |5.0.

Mit der Form K ist aber diese Reihe von Bildungen auch abge-

schlossen; denn mit Hülfe derselben Betrachtung erhält man sofort:

(27) ÖK==S{aauy axax = S.H.

Die Formen 0, H, K bilden demnach, wie f nnd A, dem Pro-

cesse d gegenüber ein in sich geschlossenes Syste?n.

Zwei ähnliche in der Weise begrenzte Gruppen gehen aus den

Formen S und Z hervor. Zunächst finden wir:

8S = 8 {(a&c) {abd) (acd) {bcd)j = 4 (abc) (aba) (aca) (bca)

öJ. = 8 i{abc) (abu) (acu) {bcu)\ = 3 (aba) (abu) (aau) {bau).
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Bezeichnen wir die beiden neuen Formen, abgesehen von den Zahlen-

factoren bez. mit T und T, so haben wir also:

^dS == T == (cthc) {aha) {aca) (bca)

^^^^
I dl =T = {aba){abu){aau){bau).

Um die Eigenschaften von T und T kennen zu lernen, geben wir

zunächst ihre Ausdrücke in den ursprünglichen Symbolen von f, und

zwar nach unserer früheren Regel über die Ersetzung der Symbole

von A durch diejenigen von f. Wir ersetzen also die a einzeln

durch d, e, f und multipliciren mit ißefy-^ es wird dann:

T={ahc) (abd) (ace) {bcf) {deff
^^^^

J = {abd){abv) {aeu) {bfu) {deff .

Wir bemerken, dass T ebenso aus T entsteht, wie I aus S, indem

man die c durch Liniencoordinaten u ersetzt-, und dies ist zur Berech-

nung von dT wichtig. Bildet man aber den Ausdruck ^^^-' ^iHkU/,,

so erhält man im Ganzen G Ternie, welche dadurch entstehen, dass

der Reihe nach jede der 6 in 7 vorkommenden Symbolreihen durch

u ersetzt wird. Nun treten a, b, c in T symmetrisch auf; denn T

ändert sich nicht, wenn man etwa a, b vertauscht, sobald nur gleich-

zeitig c, f vertauscht werden. Die Symbolreihen a, b, c liefern also

drei gleiche Terme, welche nach (29) sämmtlich gleich T sind. Ebenso

liefern die Reihen d, e, f drei gleiche Terme, denn auch sie kommen

insofern symmetrisch vor, als sich T nicht ändert, wenn man etwa d

mit e und zugleich b mit c vertauscht. Bezeichnen wir also die drei

von den Reihen d, e, f herrührenden Terme mit T', so haben wir:

2:/l-«,M,j^, = 3CT + T').

Wir werden jedoch zeigen, dass T und T' einander gleich sind. Es ist:

T' = {abc) {abd) {ace) [bcu) {deiCf

,

und wenn wir in T c für das' Symbol f schreiben und a mit d vertauschen

:

T = {abd) {bdu) {den) {bcu) {acef .

Die Differenz beider Ausdrücke gibt also:

T' — T = {abd) {ace) {bcu) {den') <[(öröc) {deu) — {ace) {bdu)'^ .

Die beiden in Klammern eingeschlossenen Glieder sind aber nach

einer bekannten Identität gleich

{dau) {ebc) -\- {dcu) (abe) ,

Setzt man dies ein, so folgt aus einem früheren Satze, dass T' — T
durch S theilbar ist; denn der erste Theil enthält {ebc) {ace) und
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a, b noch vereinigt, der andere enthält (abe) {ahd) und d, c noch ver-

einigt. Es ist also:

T' — T = 6\X.

Aber der Factor X kann nur noch, ausser drei Reihen u, eine Symbol-

reihe von /' enthalten; und da hieraus kein nicht verschwindender

symbolischer Determinantenfactor zu bilden ist, so folgt:

T' — T = 0, w. z. b. w.

Zivischen der Invariante T und der zugehörigen Forin T bestehen

also die Relationen

:

(30) ' ^''iM

T = a,K

Nun kann eine Curve dritter Ordnung nur eine absolute Inva-

riante haben, denn man kann in ihrer Gleichung alle Constanten bis

auf eine durch lineare Transformation zerstören. Es gibt daher auch

nur zwei Invarianten, S und T; und der Process d auf T angewandt

muss auf S zurückführen. Um ÖT wirklich zu bilden, brauchen wir

wiegen (30) nur in 6 T oder 6 T' die u durch Symbole a von A zu

ersetzen. Wir wühlen T' und erhalten also:

(J J = 6 (rt bc} (abd) (cice) (bca) {deay .

Nach (25) ist aber:

S 9

-J-
öauj, = {deay diekau = g- //;«/, a^ = ~ didudh

;

s
wir haben also in dT statt d, e, a immer d und .- statt {deay zu

schreiben; d. h. es ist:

(31) 8T^ {übe) {abd) {acd) (bcd) . S = S''

.

Die Invarianten S und T bilden daher, wie f und A oder 0, H

und K, ein in sich geschlossenes System gegenüber dem ö-Processe.

Die geometrische Bedeutung der Bedingung T = 0, werden wir

später bei Bildung von A;,;. sofort erkennen; die der Curve T =
ergibt sich durch folgende Betrachtung. Wir gehen von der mit T'

bezeichneten Form von T aus:

T = {abc) {abd) (ace) {bcu) {deu^

.

Dieselbe kann aus den Coeffieienten von und Z zusammengesetzt

werden. Denn da

= {deuy d,re^. = QJur ,

so folgt, wenn man nach den x diöerentiirt, mit den ij multiplicirt

und addirt, wegen der Vertauschbarkeit von d und e:
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Ersetzt man nun links und rechts die x durch Determinanten der

a, b, die tj durch Determinanten der a, c und multiplicirt mit {abc)

(bcu), so erhält man rechts die obige Form von T' = T; und es

ist also:

T = {Qab) (0 ac) (abc) (bcu) us' .

Nun ist ferner nach (20), wenn s^ die Coefficienten von Z bedeuten

:

v,-i(, = [abc) (abv) (acv) (bcu)
,

und demnach, wenn wir v durch ersetzen und mit iic^- multipliciren

:

(32) T = w,^ = 0.2w.w.^2.

Hier steht aber rechts die eine simultane Invariante pa"^ der Polo-

conik jOo;- E= = von u und des Polarkegelschnittes Va"^ ^ vj^n, ==

von u in Bezug auf X == 0.

Die Curve driller Klasse T = ivird also von denjenigen Linien u

umhüllt, deren Polarcurve (zweiter Klasse) in Bezug auf 1 = mit ihrer

Poloconik (zweiter Ordnung) in Bezug auf f=0 in vereinigter Lage ist.

Die in (32) gegebene Form von T führt uns auch zu dem Aus-

drucke von dl\ wir wollen (^e betreffende Rechnung aber nicht mehr

durchführen, da wir die Form TxA im Folgenden nicht weiter benutzen

werden. Es seien hier nur die dabei benutzten Hülfsgieichungen an-

geführt, um zu zeigen, wie sich der Inhalt derselben auch geometrisch

formuliren liisst. Mit Rücksicht auf die VVerthe von öQ und (31 in

(23) und (28) folgt nämlich aus (32):

(33) 81 = 2 H.-'usVn' + 3 0/ «,?/<,2

;

und zu weiteren Umformungen dieses Ausdruckes beweist man dann

die folgenden drei Gleichungen *)

:

(34) W = -IS . uj + nMdJ
(35) Hs''u.u,,-' = iS.T
(3G)- 0/w,z/^2_.^S.X,

Gleichungen, welche bez. zu den folgenden Sätzen Veranlassung geben :

Ist u eine Gerade, welche die ersten Polaren von x in Bezug auf f und

A in harmonischen Punklepaaren trifft, so geht die li^ieare Polare von x in

Bezug auf /= durch den Pol von u in Bezug auf Z = , wenn x

und u vereinigt liegen; dagegen unabhängig davon, wenn S verschwindet.

Die Curve 2. Ordnung, ivelche einer Linie u durch die Gleichung

H = in bekannter Weise zugeordnet ist, liegt für die Tangenten u der

Q&,j\ey'schen Curve ??iil der Polare (2. Klasse) von u in Bezug auf

) Vgl. Clebsch und Gordan: Math. Annalen, Bd. 6.
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letztere Curve vereinigt; dies gilt aber für jede Linie u, wenn S ver-

schwindet.

Die Cayley'icAe Curve ivird auch umhüllt von denjenigen Linien u,

deren Polarkegelschnilt in Bezug auf! = mit ihrer Poloconik vereinigt

liegt. Letzteres tritt aber beim Verschwinden von S für jede Linie u

ein. — Es liegt hierin nach der Definition von T durch (32) eine

gewisse Reciprocität zwischen den Curven T = und T = 0.

Fasst man nun schliesslich die in (33), (35) und (36) gegebenen

Resultate zusammen, so ergibt sich

(37) dT = iS.T.

Die Formen T und T bilden also in der Thal in Bezug auf den

d-Process ein ebenso in sich geschlossenes Sijstem, ivie f und A. Wir

werden später sehen, wie die Schaar x Z + A T = auch geometrisch

dem Büschel 'nf -\- X^ = gegenübersteht; sie bildet eben die Schaar

von Curven dritter Klasse, welche die 9 harmonischen Geraden zu

gemeinsamen Rückkehrtangenten haben.

Durch die Formeln für dA, 8Q, dH, ^K, öH, 8S, 81, 8T
haben wir nun das Material gewonnen, um diese Formen für die zu-

sammengesetzte Function nf -\- Xt^ zu bilden.

Die Form Q^x können wir ohne Weiteres hinschreiben; es ist:

Qy,x= {a b uy tta: &^ . x^ -j-
I
(a &uy a^ b,r+ (« « u)' a^^ «^. | . ;t A+ (« /3 u)'^ a^.ß.^

.

^'
-* =x20+ 2;fAH+ rK.

Für Ayx finden wir zunächst die Entwicklung:

(39) Ay.x =Ax^ + SA, an + 3 AjxA^ + A3 A»

,

wo nach dem Taylor'schen Satze:

A, = (abay a^b^rCCa: , A. = {aaßy a.^a^ß^ , A3 = {aßyf a^ß^y^, .

Jede von diesen Formen entsteht aus der vorhergehenden durch einen

Difi"erentiationsprocess, bei welchem die am von den a^ als unabhän-

gig betrachtet werden, während der ö^-Process sich immer auch auf

die in den o:,u enthalteneu Coefficienten von / erstreckt. Deuten wir

daher durch einen dem d zugefügten Index a an, dass sich der ö'-Pro-

cess nur auf die in den a,k/i enthaltenen Coefficienten der Grundforui

beziehen soll, so haben wir:

öA = 3 Ai , dAi = 2 A2 -f ^«A, , d A^= A3 -f d« A,

.

Nun ist aber nach Gleichung (25): öaiu = ^ S . auj,, also auch:

^„Ai=iS'A, (y„A2 = ^Ai,

und somit können wir aus obigen Gleichungen die A, bereclmeu,

es wird:
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I

A3 = i (J (r/- - i SA) - 1"/= iV SV-\TA.

Setzen wir die gefundenen Werthe in die Formel für A^i ein und

ordnen nach f und A, so kommt*):

(41) Aw = (x=^ _ I X A2 -
I'

A^) A + (^1
kH + T'aV + f^-

'^^^) /"•

Man übersieht sofort^ dass die für die Ausdrücke Ai angestellten

Betrachtungen für Coefficienten einer jeden Entwicklung:

cp>ci = Jt> + nx"-U9)i + ^4^~ K"-n'^(p.^ + • • • + ^"^>i

Gültigkeit haben, wenn (p^x die zu /" gehörige Form cp
,
gebildet für

xf-\-XA, bedeutet. Für die Coefßcienten go/ besteht immer das System

von Gleichungen:

dcp = w^i, dqp,= (M— 1)9)..+ ^.S'. cp
,

dcp.^ =(«-2)g)3+ -^5. 2qDj, d(p^= {n— 3)cp^-{-{-S.3(p.,,

dcp„_i= cp,,-\-^S.(Ti—l)(p,,-2, äq)„= \S.n(pn-i.

Benutzen wir diese Gleichungen zu der Berechnung der Coefficienten

Z,- in

Tyx = Ix=' + 3 I, nn + 3 i:,xA2 + Y.,,P

so erhalten wir:

(43) I;,^= (z-' 4- \ SkI'- + I TX') I + (3 ^U - ^- Sk^) T .

Die Gleichungen A3 = und Y.^^ = geben bez. die Hesse'sche und

Cayley'sche Curve von A = 0; wir haben daher wegen der für A3 und

Z3 gefundenen Ausdrücke die Sätze:

Wenn S verschwindet, so fällt die Hesse'sc/^e Curve von A mit A
zusammen, d. h. A = besteht aus drei geraden Linien, und die

CayleyVÄ^ Curve von A = fällt fnit der von f=0 zusafnmen, sie

besteht aus drei Punkten; wie wir schon früher fanden (p. 553 f.).

Wenn die Invariante T verschwindet, so ist die liiesse'sche Curve

der Hesse'schen wieder die Grimdcurve f=0; die Ca,ylej'sche Curve

der iLesse'schen fällt dagegen mit T = zusammen.

In der Formel für Axx bemerkt man, dass die Coefficienten von

/ und A die nach k und A genommenen Diff'erentialquotientcn der-

*) In dieser Formel liegt wieder der Hesse'sche Satz, vgl. p. 505.
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selben biquadratischen binären Form G (yi, X) = G sind, welche den
Ausdruck hat*):

(44) ö = :k4 ._ ^^2X1 _ .4. T^x^ _ ^^ s'-V .

In der Tliat wird

:

'(4b)
^ax ' 2 3

^ ^ dG S ^

und folglich nimmt Ax2 die einfache Gestalt an:

Diese Formel können wir benutzen, um die Bildungen Syj, Tyj

u. s. f. einfach herzustellen. Wir brauchen nur den Einfluss des

d'-Processes auf eine Form gj^A zu untersuchen, wenn sich derselbe

statt auf die Coefficienten von / und A, auf die von v.f -\- Ib. und

Ax2 bezieht. Da die letzteren aber nach (46) durch

G^ Kikh — G^Oikh

gegeben sind, so Avird:

(47) ^G,^^ G

Js( also (p eine aus f entstandene Form, so ist die für die zn-

sammengesetzte Form v.f -\- Ib gebildete Form {8 cp)„i gleich der Func-

tionaldeterminante von G und cpxx.

Mit Hülfe dieses Satzes bilden wir aus (46) S^x, indem wir be-

rücksichtigen, dass d A = -- f; es wird:

i *w. (./+ AA) = (dA)..= G, (^A-^ /•) -e, (IfiA-^V) •

Hierin führen wir die zweiten Differentialquotien1!fen von G, divi-

dirt durch 12, ein, nämlich die Ausdrücke:

d'G .., S .,
'" ~ 12 g^2 — ^ Q ^

(48) dyidX 3 3

T^ ar ~ G
** "3 '*'^~"i2

Die Formel für /S';;;i.wird dann zunächst:

*J Die Gleichung G = ist also die früher durch kL — XK = bezeichnete

Gleichung, vgl. p. 505.
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'S.;i(;c/'+/lA)=6
^1

G\2^ — G^^f

oder nach den bekannten Eigenschaften der homogenen Functionen;

^^xa(x/'+/IA) = 6

=

G^-yTi -f- G22 ^

6'
12 G.,

G,,A-
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Die ciibische zugehörige Form M= (aaiiy verschwindet identisch.

Es entsteht nämlich M aus A= aj' = (cde)^ c^d^^-e^:, wenn man

die a durch die aus den u und a gebildeten Determinanten ersetzt;

es ist also

M= {cdeY (cua) {dua) {eud).

Nun ist nach einer bekannten Identität:

{cde) {cua) = {cue') (cda^ — (cud) {cea) .

Führen wir dies in M ein, so wird:

M = [cde) {dua) {eua) Heue) {cdä) — {cud) {ceä)\,

oder, da beide Theile durch Vertauschung von d und e in einander

übergehen, also identisch sind:

M =^2 {cde) {cda) {dua) {cue) .

Dieser Ausdruck enthält den Factor S, denn er hat den symbo-

lischen Factor {cde) {cda), und die Symbole e, a kommen no^h in

einer Determinante vereinigt vor. Aber der nach Absonderung von

S übrig bleibende Factor von M kann dann keine Symbole mehr ent-

halten, sondern nur noch die m, muss also, da aus letzteren nicht

verschwindende Determinanten nicht mehr zu bilden sind, nothwendig

gleich Null sein, q. e. d.

V. Fortsetzung. — Anwendungen der Formentheorie.

Die von uns in Vorstehendem durchgeführten formalen Entwick-

lungen geben uns im Wesentlichen die Mittel, um die Gleichungen

vollständig aufzustellen, von denen das wichtigste der bei den Curven

dritter Ordnung auftretenden Probleme abhängt: die Bestimmung der

Wendepunkte; wir werden dabei auch einige neue Formen benutzen

müssen, auf die wir dann später zurückkommen. Ueber die Natur

der Gleichung neunten Grades, von welcher dies Problem abhängt,

haben wir schon verschiedene Schlüsse aus der gegenseitigen Gruppi-

rung der Wendepunkte gezogen; und letztere wieder gründete sich

auf den einen Fundamentalsatz, dass immer drei Wendepunkte auf einer

geraden Linie liegen. Wir wollen zunächst für denselben einen rein

algebraischen Beweis erbringen.

Es seien x und y zwei Wendepunkte, dann bestehen gleichzeitig

die Gleichungen:

a 3 0, V = 0;
^^^

«.-•'' = 0, V = 0;

und wir haben nachzuweisen , dass auch für einen von und oo ver-

schiedenen Werth von X die Gleichungen Ux + ly'^ = , a^j^ x/=
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zusammen bestehen müssen. Diese beiden Gleichungen geben aber

entwickelt und mit Hülfe von (1) vereinfacht:

-also durch Elimination von k:

(2) a:^^ay . a^ay"^ — a^cty- . ajay = 0.

Diese Gleichung ist aber in der That eine unmittelbare Folge der

Gleichungen (1), denn sie ergibt .sich aus dem soeben bewiesenen
Satze, dass die Form {aauY identisch Null ist, wenn man Ui = {xy)i

setzt. Wir erhalten zunächst die Salmon'sche Identität:

(«..«y — üya^^y = ajayi — SaJayK^ay'' + Sa^ciy'^ccjay — ajay^=0,

und hieraus folgt wegen (1) wieder Gleichung (2). Der Gang dieses

Beweises lässt noch die Richtigkeit des folgenden Satzes erkennen:
Zwei Curven dritter Ordnimg aj^ = und aj = haben ihre neun

Wendepunkte gemeinsam, sobald die simultane zugehörige Form (aau)^
identisch verschwindet. Aus letzterem Umstände folgt nämlich zunächst
wieder, dass je zwei der 9 Schnittpunkte mit einem dritten auf einer

Geraden liegen, dass also die 9 Punkte gruppirt sind, wie die Wende-
punkte einer C.^, d. h. dass durch sie 4 Dreiecke hindurchgehen; dann
sind sie aber nach Früherem auch Wendepunkte für alle durch sie

gehenden Cg. —
Aus der Gruppirung der Wendepunkte haben wir zunächst ge-

folgert, dass es in dem Büschel jc/"-]- AA = vier in gerade Linien
zerfallende Curven gibt: die vier Wendepunktsdreiecke; und zwar
werden die zugehörigen Parameterwerthe als Wurzeln einer Gleichung
vierten Grades gefunden, welche sich aus den Gleichungen

x/--\-kA=0,

Ayx = £/•-{- LA ^ G^A — GJ =^

durch Elimination von /, A ergibt (vgl. p. 505). Dadurch kommen
wir aber auch auf die Form G {x, A), welche durch Gleichung (44)
auf p. 560 definirt war, also: .

Die Gleichung vierten Grades G {x , k) = bestimmt die vier Wende-
punktsdreiecke, d. h. die Parameterwerthe x, k für die zerfallenden

Curven des syzygetischen Büschels. Das Product der Gleichungen der

vier Dreiecke ist daher gegeben durch:

(3) GCA,—f) EEs A4 — <SAY2 _|_ 1 TAf^ — ^\ SV* = .

Untersuchen wir die für uns nunmehr besonders wichtige Form

G = x^ - SxW^ — ^TxP — j^Sn^

etwas genauer. Wir bilden zunächst ihre beiden Invarianten ie und
jG (vgl. p, 229); die erstere ist:

36*
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(4) /^ = 2{-3-V5^ + 3.3V5^} = 0.

Die erste Invariante von G verschwindet also identisch.

Geometrisch können wir 'H, X, zufolge der Bedeutung voh G = 0,

als Coordinaten in einem Strahlbüsehel auffassen, dessen Mittelpunkt

ein Wendepunkt von /"= ist; wo dann 6^ = durch die vier Wende-
punktslinien repräsentirt wird, welche von dem gewählten Wendepunkte
ausgehen. Die Gleichung (4) gibt also den Satz:

Die vier durch einen Wendepunkt gehenden Wendepunktslinien sind

zu einander äquianharmonisch (vgl. p. 239).

Wenn wir so in einem Wendepunkte unsere Constructionen aus-

führen, können wir die Bedeutung der Gleichung

LyA= 6',A — GJ= G^K -f ^2^'

(für % f -\- A'A = 0) auch folgendermassen aussprechen

:

Die Wendetangenten der drei Curven, deren Hesse'ic/^e Curvc eine

gegebene Curve dritter Ordnung {x f -\- X t^ = ^') ist, bilden die erste

Polare der Wendetangente der letzteren in Bezug auf die vier Wende-

punktslinien.

Umgekehrt wird die Wendetangente der H e s s e "atä^w Curve durch

die lineare Polare der Wendelangente der Grundcurve in Bezug auf die

vier Wendepunktslinien gegeben.

Dadurch sind in dem betrachteten Büschel besonders diejenigen

Linien ausgezeichnet, deren Polare in Bezug auf 6^ = eine Doppel-

linie enthalten. Da aber die Invariante ia verschwindet;, so sind dies

bekanntlich (vgl. p. 231) die Grundstrahlen von G = selbst; und

die erste Polare eines solchen besteht aus dem Strahle selbst und aus

zwei in einen Strahl der Hesse'schen Form von G zusammenfallenden

Strahlen. Jedes Wendepunktsdreieck ist daher Hesse 'sehe Curve

seiner selbst und einer anderen Curve dritter Ordnung; und die

Wendetangenten der den vier Dreiecken so zugeordneten Curven

bilden in dem betrachteten Strahlbüschel die Hesse 'sehe Form Ha
von G (x, A). Die Curven, deren Hesse'sche in ein Dreieck zerfällt,

sind aber, wie wir wissen, durch das Verschwinden von S charakterisirt

(p. 553), und somit folgt:

Die Invariante Sy_x der zusammengesetzten Form x/ -j- AA unter-

scheidet sich nur ditrch einen Zahlenfactor von der llesse'schen Form

der binären Form G {x, X); wie es durch Gleichung (49) auf p. 561

bestätigt wird.

In dem betrachteten Büschel von Wendetangenten gibt es ferner

sechs Strahlen Tg = (p. 244), die sich in drei Paare theilen, so

dass die erste Polare eines Strahles in jedem Paare in Bezug auf

G = den andern Strahl enthält (gleichzeitig auch in Bezug auf

Hg = 0, was uns aber jetzt nicht angeht). Ein solches Strahlenpaar
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ist sonach wegen der soeben gegebenen Constructionen dadurch aus-

gezeichnet, dass von den zugehörigen Curven des Büschels die eine

immer Hesse 'sehe Curve der andern ist. Da dies Verhältniss durch

des Verschwinden von Tyj. ausgedrückt wird (p. 559); so folgt:

Die Invariante T^i unterscheidet sich nur durch einen Zahlenfactor

von der Covariante sechster Ordnung Tq der binären Form G (;«, A); wie

es durch Gleichung (50) auf p. 561 bestätigt wird.

Bilden wir endlich noch die zweite Invariante von 6'; sie ist:

—

(5) JG = Ö -^ -
6

T

12

=*(l-^-)

Wenn auch diese Invariante verschwindet, so hat bekanntlich die

Gleichung G = drei gleiche Wurzeln, d. h, drei der vier durch einen

Wendepunkt gehenden Linien fallen zusammen (p. 240). Dies ist aber

nur möglich, wenn die Curve /' = einen Doppelpunkt hat, denn nur

dadurch kann die Zahl der Wendepunkte nach den Plück ersehen

Formeln reducirt werden. Bezeichnen wir also den in (5) rechts

stehenden Ausdruck mit — |Ä, so haben wir:

Die Discriminante der Curve dritter Ordnung f=0, d. h. die

linke Seite der Doppelpunklsbedingung ist gegeben durch die Bildung*):

(6) R=T' -iSK l^^^it^
Die Invariante R hat die besondere Eigenschaft, dass sie sich von

der Invariante B^i nur um einen Factor unterscheidet: sie ist, tvie man

sich ausdrückt, eine Combinante des Systems x/"-|- AA (vgl. p. 208); ^

ebenso wie die Form Tg einer binären Form G für das System ^^^j^ö'^

xG -\- XHg. Zwischen den letztgenannten Formen besteht nämlich _ ^"•y

die bekannte Relation:

T^ = - •!
{//6=* - 1 tG Hg G-' + \ J

*) Nach A ronhoid i^t^isgerephne^y-^j^^^
^^^f Vfj^^

"Ul ''122 "l33 "123 "ll3 "ll2

li = 36

'III

«211

«311

«111

«in

pfsii

«122

'222

'';22

*f|22

V222

'322

«233

«3:3

f>'l33

^^233

«333

«123

«223

«32!

«123

«223

«»23

'113

«213

«213

«313

«112

«21>

«312

«112

«212

«312

Diese Determinantenform von /{ erhält man "'v bis auf einen Zahlenfactor sofort

durch Elimination der x aus den 6 Gleichungen «,/«j==0, aj^a^ = ^, welche
^

bestehen müssen , wenn x ein Doppelpunkt von f ist.

(ÄJ:^(# r^ w«ÄAi|. qJ l
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und diese verwandelt sich in unserm Falle wegen (4) und (5), und da
Tg = ~ i Tyx, Hg = ~ ^ S^x, in:

(7) R., = r,,2 - I 5,,3 = (72 _^^s^).G' = R. G-i (^, A) .

In dem syzygeüschen Büschel xf -\- kl\ = sind daher keine Curven
mit Doppelpunkt (Ry.i = 0) enthalten ausser den in drei Gerade zer-

fallenden (G [k, l) = 0).

~ Die Auflösung der Gleichung G =0 wird durch das Verschwin-
den ihrer ersten Invariante sehr vereinfacht, indem die Anwendung

der Euler 'sehen Methode zum Ziele führt.*) Wir setzen - = x, so

dass wir die Gleichung haben:

(8) x^ — Sx'^ — iTx--^S^ = 0..
Für X machen wir die Substitution:

X = II -{- V -}- tv

,

so dass:

a;2 = («2 -\- V- -\- IV-} -{-2 {viv -{- ivu -{- uv)
,

X^ = (W2 + «2 4- w'^y + 4 (W2 -f- t;2 _|_ «^2) (^^^ J^WU + UV)

-\- 4 {v'^w'^ + ^'"^ + W'^') + 8 uvw (u -\- V -\- tv) .

Führen wir diese Werthe von x, x"^, x'^ in Gleichung (8) ein, so wird
dieselbe erfüllt, wenn wir setzen

t;2«;2 _|_ ^2j^2 _j_ ,^2y2 ^ ^1^^2

e/2 + ^;2 4- m;2 ^ ^ 5

uvtü = ^ T

.

Dann sind aber u~, v^, iv^ die Wurzeln der cubischen Gleichung für z

:

(9) z^ -^Sz^- + ^2 s'^ ~i^r^ = o,

oder nach einer einfachen Umformung:

3 7'2 53

(^-ly 1 p
36 63

"" ^^

Für w2, i;2, t^2 a^ig Wurzeln dieser Gleichung haben wir somit die

Werthe

:

wo s eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit bedeutet. Die Wurzeln
der Gleichung G = sind also gegeben durch:

X == ^ =4-//^:-^^ 4- ]/'' + ' ^e"^_, j/
s + s^^ î^

*) Vgl. eine andere Behandlung der biquadratischen Gleichung mit ver-

schwindendem i in Clebsch's Theorie der binären Formen, p. 171.
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ivo die Vorzeichen so zu wählen sind, dass das Product uviv der drei

Quadratwurzeln gleich -{- ^T ivird.

Es sind demnacli in der That nur vier Vorzeichencombinationen

möglich, entsprechend den vier Wurzeln von G = 0. Von den Wur-

zeln u"^, v"^, iv^ der cubischen Gleichung (9) sind, wenn die Coeffi-

cienten von / reell angenommen werden, zwei Wurzeln conjugirt

imaginär; das Product derselben also ist positiv, und folglich die dritte

reell und positiv, damit ii^v'-w"- = ^V ^^ sein kann. Die Grösse u ist

daher immer reell, v und w einander conjugirt imaginär. Hieraus

ergibt sich, dass von den vier Wurzeln der Gleichung (8) immer zwei

reell und zwei conjugirt imaginär sind; und zwar geben die Vor-

zeichencombinationen

+ + +
• +

reelle, die andern beiden imaginäre Werthe. Oder mit andern Worten:

Das Product der drei Seiten eines Wendepunktsdreiecks ist für zwei

Dreiecke reell, für zwei conjugirt imaginär, wie wir es schon früher

auf anderem Wege gefunden haben.

Zur Bestimmung der Wendepunkte von /"= würde es nunmehr

noch nöthig sein, zwei der Wendepunktsdreiseite in ihre einzelnen

linearen Factoren aufzulösen.*) Wir wollen diese Aufgabe jedoch

auf einem anderen Wege durchführen, indem wir dieselbe an ein

früher bezeichnetes Transformationsproblem anknüpfen**) (vgl. p. 512).

Wird ein Wendepunktsdreieck als Coordinatendreieck eingeführt, so

erscheint, sahen wir, die Gleichung der Curve dritter Ordnung in

der Form:

(10) f=a {tj,^ + y,^ + y.,^) + 6 hy.y^y., = .

Zunächst kommt es uns nur darauf an, die Coefficienten a, b der

transformirten Form in ihrer Abhängigkeit von den aju der Grund-

form f darzustellen; ohne dabei die directe Berechnung der Transfor-

mationscoefficienten zu verlangen. Wegen der vier vorhandenen

Wendepunktsdreiecke würden wir vier Werthe für - finden müssen.

Aber die Gleichung (10) ändert sich nicht bis auf einen zu b hinzu-

tretenden Factor s oder s-, wenn wir den ?/,• beliebig dritte Wurzeln

der Einheit als Factoren hinzufügen, während dadurch thatsächlich

*) Vgl. über diese directe Lösung des Problems Gundelt'inger: Math. An-

nalen, Bd. 4, p. 567 ff., sowie den folgenden Abschnitt dieser Vorlesungen.

**) Vgl. im Folgenden Clebsch: Math. Annalen, Bd. 2, p. 382. Eine an-

dere Behandlung des Problems gab Gundelfinger, ib. Bd. 5, p. 442. Vgl.

ferner Clebsch's Theorie der binären algebraischen Formen, Leipzig 1872,

p, 234 ff., sowie den Schluss der 5. Abtheilung dieses Bandes.
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A'^ = 6

doch nur die Beziehung geändert wird. Wir werden daher nicht

für -^ , sondern für ^ -eine biquadratische Gleichung aufstellen, welche

im Wesentlichen auf G = zurückführen muss. Es geschieht dies

durch Vergleichung der beiden Werthe der absoluten Invariante*),

die wir einmal für die allgemeine, dann für die kanonische Form von
/ bilden. Wir setzen nun

X = !/i^ + y-i^ + ^3^

y,

^2 =6?/,y2y3j

,0 2/3

so dass also
;c
= eine Curve des syzygetischen Büschels

(11) /eee:«;K + *A/ =
ist und A/, deren Hesse 'sehe Form. Dieselbe ist, wie dies mit allen

Bildungen in der kanonischen Form geschehen soll, durch einen
oberen Strich von der entsprechenden Bildung in Bezug auf die

ursprünglichen Variabein xi unterschieden. Da A/ in drei lineare

Factoren zerfällt , so ist i = ^ dadurch ausgezeichnet, dass ihre In-

variante S.j^ verschwindet. Wir können ferner mit Hülfe der Formeln
(49) und (50) p. 561 für Sy.i und Ty.i die Invarianten S' und T' (und
auch die Substitutionsdeterminante r) für /berechnen, sobald wir die

Form G, gebildet für % keonen, welche mit f bezeichnet sein mag.
Es ist aber nach Gleichung (46) auf p. 560:

^y-i

= («3 -I- 2 *3) A';^ - ^ah\.A' = 6

(12)
^yx

1 L^ V

'4r = Qab'^

da "J^

also durch Vergleichung beider Ausdrücke:

und somit:

(13) V = a^^%ah\
r,, =«rt-, r,2 = 2z>2, r22 = 4«*.

Hieraus folgt nach (49) und (50), wenn r die Substitutionsdeterminante

bedeutet

:

s' = H.s = -6(r„r2, -r,2^)

= 24^» {b^ — a^)
(14)

*) Vgl. das entsprechende Verfahren bei den biquadratischen binären Formen
auf p. 248.
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T' — ,6 y 1 /r ^ r £^\
(15)

3

Bilden wir hieraus die absolute Invariante, so komml für ",., die Glci-

chung vietien Grades:

S^ 384 A3 ('''' — «')•'

(16) 7'2 (86« + 20 «3 63 _ ^,f,)2

und gleichzeitig findet man die Transformationsdeterminanle, ivenn
''' = a

bekannt ist, aus der Gleichung:

in der noch willkürlich angenommen werden kann^ was damit über-

einkommt, dass die Substitutionscoefficienten (also auch r) nur bis

auf einen Proportionalitiltsfactor bestimmt sind.

Die Gleichung (16) können wir leicht auf G = zurückführen.

Setzt man nämlich:

(18) „ = 2!=1_JS^J,

so geht dieselbe über in:

S^ 16xU«53
72 9(x* — .SxU2- 1^,5^0^'

und hier braucht man nur auf beiden Seiten die Wurzel zu ziehen,

um wieder die Gleichung G {x, A) = zu haben.

Die tvirkliche Berechnung der Ausdrücke y, , y.,, y,j in Function der

Coefficienten von / erfordert etwas weitläufigere Betrachtungen. Durch
die Formen % und A;^, sind uns zwei symmetrische Functionen der ge-

suchten Grössen y,^, y^^, g./ gegeben; denn aus (11) und (12) ergibt

sich (da A' = r"^ . A):

yi' + y2' + y^ = % = | {/. r, - r^A .*}
(19)

^ * ^

yiyiUs = i ^'x = 6T W ^2 + r'A . «}

.

Wenn wir nun noch den Werth der dritten symmetrischen ^Function

y2^y.i'^ -{^ y/yi^^ -{- y 1^1/2^ angeben, so können wir eine cubische Glei-

chung aufstellen, deren Wurzeln uns die Werthe von yj^, g./, g./ an-

geben. Aber diese dritte Function ist von der sechsten Ordnung,
verlangt also die Benutzung von Covarianten sechster Ordnung, denen
wir bisher noch nicht begegnet sind. Auf dieselben werden wir so-

gleich noch zurückkommen ; wir erwähnen hier nur, dass der von uns
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gewünschte Ausdruck aus entsteht, wenn wir die ui durch die

Grössen Aj=^k— ersetzen, d. h. wir wählen die Covariante:
c ^^

cp = QJa^ß^aJßJ = {aha) {abß) a.rb,^.ajßj

fn

In

A,

'22

Ao

In

'33

A.

A,

A.

A3

In der That linden wir für die kanonische Form;

! «/i '^y^Vz

(20) 9';=-2 y-x

^3 2^1 2/2

= 8(yoV3'+y3'Vf'+yrV2-^)

2 2/2^3 2?/3yi 2?/i?/2

Die erwähnte cubische Gleichung, deren Wurzeln y^, y^j y^^ sind,

würde also sein:

(21) ^3_^^2^i^;,_(^A/)3 = 0.

Die Auflösung derselben wird dadurch vereinfacht, dass wir die Qua-

dratwurzel aus ihrer Discriminante, d. h. das Differenzenproduct

{Vx — ^2^) (2/2'' — Vz") iVz — P\^)}

wie sogleich gezeigt werden soll, durch eine Covariante neunter Ordnung

von / darstellen können; man hat also eine Quadratwurzel weniger

auszuziehen, als bei einer allgemeinen cubischen Gleichung.*)

Wir können jedoch die schliesslichen Ausdrücke für yf' auch

ohne directe Auflösung der Gleichung (21) finden, wenn wir auch

noch die symmetrische Function y^^ -\- y<^^ -{- y^^ mittelst Covarianten

von / berechnen. Dass dies möglich ist, folgt aus der Bemerkung,

dass jede Covariante von f in der kanonischen Form eine ganze Function

von y^, y^t y-^, yxViVz und in y{^^ y.^, y^^ symmetrisch sein mi/ss.

Eine Covariante darf sich nämlich nicht ändern, wenn man zu

Ui) ^2} y-i Jö dieselbe dritte Wurzel der Einheit als Factor hinzufügt,

denn dadurch wird die Form /" nicht afficirt. — Alle Covarianten

sechster Ordnung lassen sich aber, wie man an der kanonischen Form

leicht beweist, durch eine von ihnen und / und A rational ausdrücken.

Unter ihnen ist die Form rl) besonders ausgezeichnet, welche durch die

Gleichung

(22) xi, = n,,n:njn::^

definirt ist, wo die Symbole iV, n sich auf die uns ebenfalls neue

Zwischenform beziehen:

*) Vgl. die Formeln (16) auf p. 223.
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(23) ^ = i
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r''Q = Q' = P.ß/ 6P
1^3^ ^1^2 2/3'

Z?«s Dilfcrenzenproduct der Cuhen y^, y./, y^'*, ^?. A. die Qundraiwur-

zel aus der Dtscriminanle der Gleichung (21) ist daher gegeben durch:

(^9) (y,3 _ y,.^ (y,^3 _ y^3) (y^3 _ y^3) _ _ ^^ ,

Dabei ist zu bemerken^ dass das Vorzeichen auf der rechten »Seite

nicht bestimmt ist, weil durch Gleichung (17) nur r^, nicht aber r

selbst gefunden wurde. Der Ausdruck (29) enthält also noch den

irrationalen Factor

r =

und der numerische Werth unter dem Wurzelzeichen besteht aus einer
1 3

völlig gegebenen nur von \ abhängigen Grösse und aus einem will-

kürlich zu wählenden Factor b"^, welcher, wie man sieht, aus der

Irrationalität als solcher ausscheidet.

Mit Hülfe der gefundenen Ausdrücke kann mau nun die Cuben
und das Product der beiden irrationalen Co Varianten

(30) M = y;^ + sy.^ + shj,^ , N = y,^ + ehj,^ + ey,^

darstellen. Beachten wir bei Berechnung dieser Guben die Relationen:

1 -f. f -I-
£^ =

yy'-\-y2'+y^-iy^+y^-^y^?-^iy^'+u^+u^{y^y^-^y^y^+y^y^^^)

M^*+ N'^=-2ry/'+ y/+ y/)-3(y,-'+ y,/^-fy33)(y,V3^+ y3^yr'+ y.-V./)

+ 21y,W>
so finden wir unter Berücksichtigung von (19), (27) und (29) sofort:

8 P (M-' + N'^) = 12;-''-.^ (/T, - r'-l^b) + 10 (/T, - r'^Aö)»

+ {fV, + r'ü^af
^^^^ 8 r-' (M'' - W) = 4 £ (1 — £) r"Q

r^MN = i rß^ + I (/• r, - r'l^bf .

Aus den ersten beiden Gleichungen sieht man, dass folgende

beiden CoVarianten neunter Ordnung vollständige Cuben sind:

*) Dass die Determinante bei der Ausrechnung in dies Product übergeht,

erkennt man am einfachsten daraus, dass sie verschwindet, sobald zwei der y
einander gleich werden und dass sie symmetrisch in den drei Cuben sein muss.

Zur Bestimmung des Zahlenfactors braucht mau dann nur ein Glied auszurechnen.
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16 n M3 = (/ r, + r'-Aa)'' + 10 (/" T, - t-'^Abf

^ ^ 16P N3 = (/T, + r^A«)» -f 10 (/T, - r^AZ^)^

+ 12r6|/;(/Ti — ;'^A&) + 4£(£ — 1) r"Q.

Aus den Gleichungen (30) in Verbindung mit der Gleichung:

;^
= y^3 _[_ y^z _j_ y^3 können wir endlich die drei Guben «/j^, ^/2^ ^3^

linear in M, N und % berechnen/ wo dann ?/j = 0, y.^ = 0, j/g =
die Gleichungen der Seiten eines Wendepunktsdreiecks sind.

Ziehen wir also aus den Grössen (32) die Cuhikwurzel, so erhallen

wir eine der gesuchten Transformationen auf die kanonische Form durch

die Cubikivurzeln aus den folgenden drei Ausdrücken:

'3y,3 = ^(/'ri -r2A&)+ M+ N

(33) 3 ^2^ = I (/Ti — r'Al) + £ M + f^ N

wo nun Tj eine Wurzel der biquadratischen Gleichung (IG) ist*), wo

ferner f durch (13), r durch (17), M und N durch (32) definirt sind,

und in M, N die Form ^ durch (22), Q durch (28).

Durch die Gleichungen (33) ist das Wendepunktproblem vollständig

erledigt. Wir hatten dabei eine biquadratische und eine cubische

Gleichung zu lösen; erstere war durch das Verschwinden der Invari-

ante i ausgezeichnet, letztere dadurch, dass das Differenzenproduct der

Wurzeln bekannt war. —

Wir haben noch einige Bemerkungen über die neuen von uns

benutzten Bildungen hinzuzufügen, insbesondere die zwischen tp und

1^ bestehende Identität sowie die Combinanteneigenschaft der Formen

^ und Q nachzuweisen. Wir werden daran ferner einige Bemerkungen
über das System ;cZ -[- ^T = von Curven dritter Klasse knüpfen.

Die von Brioschi eingeführte CoVariante i\) hatten wir aus der

Zwischenform (23):

iV = [aau) a^^aj-

abgeleitet; gleich Null gesetzt, ordnet letztere jeder Linie u die Curve

4. Ordnung der Punkte x zu, deren lineare Polaren in Bezug auf

/"= und A = sich auf u schneiden. Um i|; zunächst durch Sym-
bole ^/, a von /, A auszudrücken, bemerken wir, dass i^ nach (22) aus

*) Man erhält diese Wurzeln mittelst der Substitution (18) direct aus den

Wurzeln der Gleichung (8) G = Q.
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N^^Nyiin = \ {aaü) a^a^. {a^ccy -\- ayU^)

entsteht^ wenn man ij durch x, u durch N ersetzt und mit N^^ multi-

plicirt. Daher ist:

Hier entstehen beide Glieder wieder aus NjNyUn Q>, ß für a, a ge-

schrieben)
;
das erstere, indem man u durch o, y durch Determinanten

der a, a, das andere j indem mafl. u durch a, y durch Determinanten

der a, a ersetzt. Also ist:

^ = {a^a.rb^ß^ |ö^ {bßa) + a^. {bßa)j {^>^ (ßaa) -f- /3.^ {baa)^ .

Multiplicirt man aus, so entstehen vier Glieder, von denen aber zwei

durch Vertauschung von Buchstaben in einander übergehen; es

wird also:

(34) lA =-1(9,4-2^' + ^")

wo: (p = {(ibß) {aba) a^^b^aj^ßj^

(35) (p' = — [abß) (aßa) a^ß^^ajbj^

cp" = (aßa) (aß b) cc^rß^ajbj.

Wir werden nun zeigen, dass sich 2 cp' sowohl auf q) als auf cp"

zurückführen lässt; man kann daher weiterhin alle cp durch ^ aus-

drücken. Es ist nämlich {a, b vertauscht):

2cp' = (abß) a^b^ajß^ {— b^ {aßä) -\- «^ (aßb)}

= (abß) a^b^ajßa: {j8^ (^aba) — a^ {abß)j

= qp — A . {abßy- a^b^cßcc

=^cp - ^SAf] (nach Gl. (22) auf p. 552)

aber auch (a mit ß vertauscht):

2(p' == (aßa) a^^.ß,^.a-,bj ^— a^ (abß) -{- ß^. (aba)^

= {aßa) a^ß^a^bj {«^ {oi-ßb) — b^ («/3«)}-

= (p" ~\f{^Tf— SA). (vgl. Gl. (40) p. 559)

Tragen wir diese Ausdrücke von (p, rp" in die Formel (34) ein, so

kommt

:

(36) Lp' =_|^_^Vr/2
^" = _|^+ I TP-^SAf.

Die erste von diesen drei Gleichungen ist die vorhin benutzte.

Um nachzuweisen, dass tl^ und Q Combinanten sind, brauchen wir

nur zu zeigen, dass dies lür die Zwischenform N gilt, aus welcher

beide nach (22) und (28) abgeleitet werden. Dass sich N und Nyx in

der That nur um einen Factor unterscheiden, ersieht man schon
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daraus, dass die linearen Polaren von x in Bezug auf die Curven

xf -{- ^A = einen Strahlbüschel bilden, dessen Mittelpunkt eben

durch iV = gegeben ist. Um diesen Factor als eine Potenz von G

zu erkennen, gehen wir von der Form aus:

(37) //=aja/-a/aj= f{x) A (y) - A {x) fitj)

,

welche man, wie sich zeigen lässt*), allen Corabinantenbildungen von

/ zu Grunde legen kann. Es ist aber:

xf {x) -[- AA {x) G^ A {x) — GJ (x)

x/(2/) + ylA(y) G,t^{y)-G,f{y)
[f{x)L{y)-i^{x)f{y)]

y.l

% l \ /" (x) A (x)

-G, G,\' r{y) A (y)

= G (X, A) . {/• ix) A (y) - A {x)r(y)} .

Also die Form U ist eine Comhinante : Hy_i z== G . H.

Nach (37) ist aber auch

//= {a^ay — (lya^:) {aja,^ -\- ajay"^ + ctj^aa^aya^J)

,

und es ist identisch (vgl. p. 563):

= {cL^.ay — ßyar) {Ox^ccy^ -\- ajüy"^ — 2a^.(x^ayCCy') = {a^^ccy — «^aj^;

der letzte Ausdruck entsteht nämlich aus der verschwindenden Form
{aaii)'^, wenn man die u durch Determinanten aus den x, y ersetzt.

Daher ist auch:

H ==\ {cixCCy — üya^ {aj'ay'^ -f ajtty'^ -\- 4 a^^a^ciytty).

Dies entsteht aber aus N = {aau) aja^?, wenn man N wiederholt

nach den x differentiirt, mit den y multiplicirt und schliesslich für

die u Determinanten der a:, y setzt. Es ist also H eine aus N ent-

standene Form und zwar entstanden durch lineare Operationen.

Ebenso entsteht aber auch N aus //;'denn für .¥ kann man den Werth
setzen, welchen der Ausdruck**) ,

iS'l > \dxzdy3 dx^d]h) "^Kdx^dyx dxidyz) ~^
'^ Kd^idyz dx^dyi)]

annimmt, indem man die y den x gleich setzt. Hierdurch ist der

Zusammenhang von vV und // bewiesen, und es folgt:

Die Form N, und somit auch ip und Q sind Combinanten; es ist:

N,i = G.N, 4;,;, = G"" . ip , Q>ci = GKQ.

*) Vgl. Näheres über die Combinanten der ternären cubisclien Formen in

dem Autsatze von Clebsch und Gordan, Math. Annalen, Bd. 6 und den VIII.

Abschnitt dieser Abtheilung; über Combinanten im Allgemeinen ib. Bd. 5, p. 95.

**) Derselbe lässt sich, wenn man symbolisch 11 = hj'k^^ setzt, übersicht-

licher in der Form \(Jiku) h^ k^ schreiben.
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Damit haben wir die für Aufstellung der Transformationsformeln

(33) benutzten Sätze sämmtlich bewiesen, —
Die Behandlung des Problems der Wendepunkte hätte man natür-

lich auch an das Studium der zugehörigen Formen Z und T anknüpfen

können. Statt der Wendepunkte gilt es dann, die neun gemeinsamen

Rückkehrtangenten der Scliaar xJ. -\- ^J = zu finden. Bass diese

Curven sämmtlich die harmonischen Geraden von /= zu Rückkehr-

tangenien haben und also die früher erwähnte Schaar von Curven dritter

Klasse bilden (p 518), erkennt man sofort aus der kanonischen Form.

Z und T nämlich waren definirt durch:

T = \ H K-— UiUicUu , 1 = 111 ö HiUuUh
;

mithin erhält man aus (14) und (15):

2:' = tV% (^i' + '^' + '-'^ + ^ 1? "1 '-^ '-^
'

1
.

, cS' dS' dS' 4 dS'
denn es ist : >,— = t^— = ^— = + -ö~ •

Ebenso wird: !'= ^V g« (^i^ + ^2^ + ^3') + ~c ^ ^i ^2»'3; und also

durch Ausrechnung:

I' = 6 (4Z/3 _ a^) v^ v.^v.^ — 6ba'' {v^^ + v^^ + v.^^)

r = 4 (Ab^ + 5«"') b'v^ v,v.^ -f 2(100-3— a^) «2 ^v^^^v.,^+ v.;').

Die Form der Gleichungen Z = 0, T = ist also in der That die-

selbe, wie die der Gleichungen f=0, A = 0. Um nun die inva-

rianten Bildungen des Systems y.lL -\- 11 zu studiren, legt man jedoch

zwei andere Formen TT und P dieses Systems zu Grunde, welche

dadurch ausgezeichnet sind, dass die Bildung ATT — /P eine Combi-

nante ist, und dass sie den Bedingungen

nxA = G2. (xn-f AP); ?,x = (''' .{G,p — G^n)

genügen. Sie sind definirt durch die Gleichungen*):

*) Die Einführung dieser Bildungen gestattet z. B. die früher gewonnenen

Ausdrücke für 1^^;^ und T^;i fp. 559 u. 561) übersichtlicher darzustellen; man findet:

/M,, = I
jP ^^— n -g^- j

, Il.Ty.x-
.,
(P ^~ ^' -^]

Wegen des Näheren vgl. den angeführten Aufsatz von C leb seh und Gordan:

Math. Annalen, Bd. 6. — Wir eiv/ähnen hier nur noch einige Resultate, welche

mit unseren früheren Untersuchungen über das einem Kegelschnittnetze conju-

girte Gewebe zusammenhängen (p. 521). Wir haben damals die Gleichung einer

Curve dritter Ordnung aufgestellt, deren Hesse 'sehe Curve durch ij = 0, deren

Cayley'sche durch u^^ = Q gegeben ist, und zwar in der Form

pj" EH 2 {hHxY i^ i,^i^. — {hin") {hh'x) ih'h"x) iji'hx) = .
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(m n = -ST - 7^1

^ ^ P = TT— I-S2I.

Für das System xT] -f-' A P gibt es nun entsprechend der Form i^

eine Form sechster Klasse, welche sich aus F^ der linken Seite

der Liniencoordinatengleichung von /=0, Z und T zusammensetzt*),

und eine Form neunter Klasse, welche der Form Q dualistisch gegen-

übersteht. Es ging aber nach (29) Q in der kanonischen Form in

Die linke Seite dieser Gleichung darf sich nun von unserer Grundform /" nur um
einen Factor unterscheiden, wenn wir setzen (vgl. die Anmerkung auf p. 550):

(1) 6 ij ==A = aJ, 6 «,/ = I = «/ .

Dann entsteht das erste Glied von p^^, wenn man die Form Q^^^ = {ss' xy i/^u^.

bildet, darin die u durch cc ersetzt und mit cc^ multiplicirt. Nun ist aber (vgl.

Gleichung 90 a..a. 0.):

e'-^) = K + ^ .S0

und also wird (nach Gleichung 40, p. 561):

(2) 63 (h Ji xf V,
i,, /_^ == A3 + i 5A, = -

;|
TA .

Das zweite Glied von pj^ gibt gleich Null gesetzt die Cayley'sche Curve

l(-^^ = von Uf^ = o. Nun ist aber (a. a. 0. Gl. 99):

j{xn+XP) _ ^ ,j2 {Gif— ff, A) = — I 7^2 . A^;i

,

und hieraus ergibt sich, wenn man 1 = 6 u/^ in der Form y.'U -\- X? mittelst der

Gleichungen (38) darstellt:

Z^ ' = {ss' s") (ss'x) {ss" x) {s's"x)

= — 63 {hk'h") (hh'x) (kh"x) (h' k" x)

(3) =|(i-S2/-+7'A).
Die Gleichungen (2), (3) geben uns in der That für pj die verlangte Relation:

Wir haben ferner die Gleichung der Curve dritter Klasse aufgestellt, deren
Polarkegelschnitte mit denen von p^^ == vereinigt liegen (p. 525); dieselbe war:

— i "7t^ = (««' '0^ V(V,'"A + ("''O (2 i'") {i'i"n) [i'iu) = .

Wegen (1) findet man aber (a. a. 0. Gl. 92):

- 6^ {ii^^cf i,^i;n,^ = (a/3^)2 «,ß,», = K/«,.^;/,

und ferner (wegen, des Ausdruckes für Z^;^):

6^ (zi'i") (iiu) (ii"u) {i"iu) = — (aßy) (aß?<) («y«) ißyu)

und' somit erhalten wir

:

63

Die Gleicliung TT = stellt daher die Curve dritter Klasse dar, deren Polarengewebe

zu dem Polarennetze von /"= conjugirt ist (vgl. Aronhold a. a. 0.).

*) Vgl. a. a. 0. die Darstellung von O in § 18.

Cle b 8 ch , Vorlesungen. 37
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das Differenzenproduct von
^/i», y^^^

y^a ß^er. Ebenso unterscheidet
sich die Form neunter Klasse von dem Producte:

nur um einen Factor. Eine Gleichung v^^ -~v.^ = ist aber die Glei-

chung des Productes der drei auf der Seite y^ = gelegenen Wende-
punkte; denn dieselben genügen noch der Bedingung:

Vi^ + Vo' = {y, + y.) {ij, -f f //,) {y, + £^2) = ;

und die Gleichung des Schnittpunktes einer Linie y^ + e'y^ = mit
^/3 = ist eben:

2>/e zugehörige Form neunter Klasse stellt daher, gleich Null gesetzt,

das Product der neun Wendepunkte vor.*)

Und dualistisch entsprechend:

Die Form neunter Ordnung (28) Q stellt, gleich Null gesetzt, das
Product der neun harmonischen Geraden vor.

— Den Umstand, dass die Curve dritter Ordnung nur eine abso-
lute Invariante und also nur zwei Invarianten, haben kann (vgl.

p. 556), wollen wir noch verwerthen, um den früher geometrisch erhal-

tenen Satz zu beweisen, dass das Doppelverhältniss der vier von einem
Punkte der Curve dritter Ordnung an dieselbe gelegten Tangenten con-

stant ist, und um die absolute Invariante in Function dieses Doppel-
verhältnisses der Curve auszudrücken.

Ist tty-^ =: 0, so ist die Gleichung des Productes der vier von y
an die Curve f^E^aJ = zu legenden Tangenten (vgl. p. 501):

4 /•
. 2)V- 3 {Dff = 4 aj . b/b^ - 3 aja, . bjb, =

= JJ = BJ = CJ,

eine Curve vierter Ordnung, welche ihrer besonderen Natur nach von
jeder Linie u in vier Punkten von demselben Doppelverhältnisse ge-

schnitten wird. Die Curve vierter Klasse (vgl. p. 278):

i:::{ABuy = 0,

deren Tangenten die Curve JJ in vier äquianharmonischen Punkten
treffen, wird daher entweder von allen Linien u berührt oder sie stellt

wieder den Punkt y dar. Die Form (Aßu)^ muss also in zwei Fac-
toren zerfallen, von denen der eine von den u, der andere von den
A, B unabhängig ist. Der letztere kann aber nur Uy* sein, wie geo-

metrisch sofort erhellt. Da nun (ABuy eine invariante Bildung ist.

*) Ueber die Bildung des Productes der Gleichungen der 9 Wendetangenten
vgl. Salmon's Lessons on liigher algebra und Clebsch: Crelle's Journal, Bd. 58.
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SO bleibt für den ersteren nur noch ein von den Coefficienteu der

Grundform f allein abhängiger invarianter Ausdruck, und zwar vom
vierten Grade in diesen Coefficienten, d. h. die Invariante S. Es

ist daher*):

(39) i={^ABuY = c .S .Uy^,

und ebenso

:

(40) j = {ABuf dACuy {BCuf = c . T . Uy\

wo c, c Zahlenfactoren bedeuten. Nun hängt das Doppelverhältniss

der vier Strahlen AJ^ = bekanntlich von der absoluten Invariante

ab, ist also in der That von y unabhängige*^, w. z. b. w. Insbesondere

haben wir den Satz:

Das Doppelverhältniss einer Curve driUer Ordnung ist äquianhar-
monisch, wenn die Invariante S, harmonisch, wenn die Invariante T
verschwindet. Eine äquianharmonische Curve ist also nach dem Früheren

dadurch charakterisirt , dass ihre ILesse'sche Curve in drei Gerade zer-

fällt, und dass sich in den drei Doppelpunkten dieser Curve die fVende-

*•) Die Invarianten und Covarianten der durch die 4 von y ausgehenden Tan-
genten gegebenen binären Form sind neuerdings von Harnack durch die Func-
tionälinvarianten von f vollständig dargestellt: Math. Annalen, Bd, 9, p. 218.

**j Eine ganz analoge Schlussweise führt bei Curven höherer Ordnung zu

einem entsprechenden Satze. Das Product der k — 2 von einem Curvenpunkte y
einer Curve Ater Klasse an dieselbe zu legenden Tangenten wird durch eine

Gleichung (A — 2)'" Ordnung aJ'~^ = gegeben, welche aus der Liniencoor-

dinatengleichung entsteht, wenn man u^ = (a^y), setzt und von der linken Seite

derselben sodann vermöge a" = einen Factor [«,/'" ^«J^ absondert. Die

Gleichung (k — 2)ter Ordnung, wo k = n (71 — 1) , ist dann vom Grade 2 (?i — 1) — 2

indenCoefficienten von/"(vgl. p. 279), undvomGrade A; — 2(« — l) = (7i — 1) (w — 2)

in den y. Eine Invariante j^ten Grades der binären Form (k — 2)ter Ordnung,

welche der Form aJ'~'^ entspricht, enthält (nach p, 195) \p{k — 2) Determi-

nantenfactoren ; die aus ihr nach dem Uebertragungsprincipe zu bildende ternäre
Form — entsprechend der obigen Form {ABuf — enthält daher die u zur Di-

mension \ p {k — 2). Dieselbe muss in zwei Factoren zerfallen, von denen der
eine die u nicht enthält, der andere eine Potenz von uy ist. Diese Invariante

enthält nun die y im Ganzen zum Grade p {n — 1) (« — 2); nach Absonderung

des Factors Uy'"P^'~^^ kommen dieselben daher noch zur Dimension

:

p{n—l){n-2)-^p{k — >2)=\ (« _ 2) (n — 3) p

vor ; und wir haben den Satz : Auf einer Curve -nfer Ordnung ohne Doppelpunkte gibt

es ^ p n {n — 2) {n — 3) Punkte , von denen k — 2 Tangenten an die C^ zu ziehen

sind, für welche, aufgefasst als Repräsentanten einer binären Form, eine Invariante
ptcn Grades der letzteren verschwindet.

37*
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lüngenlen zu dreien schneiden; eine harmonische dadurch, dass die E. esse sehe

Curve ihrer Eesse'sehen wieder die Grundcurve ist (p. 518 u. 559).

Die absolute Invariante einer binären biquadratischen Form
hatten wir früher als Function des DoppelVerhältnisses a dargestellt;

es war (s. Gl. (28) p. 239):

i' = 24 - (1 - « + a'^Y

f (1 + af (2 — a)2 (1 — 2 ai'

'

Insbesondere erhalten wir hieraus für a = 1 die Bedingung für eine

DoppelWurzel : i'^ — Qß-^O. Die linke Seite dieser Gleichung muss
aber in unserem Falle mit der Discriminante von / = aj^ bis auf

einen Factor C übereinstimmen^ d. h mit

Wir haben also wegen (39) und (40):

also ~7^= 1: Die absolute Invariante hängt mit dem Doppelverhältnisse

a der Curve dritter Ordnung zusammen durch die Gleichung:

Ebenso ist natürlich für eine Curve des Büschels xZ-f- ^A = 0:

S ,3~ = 24
(l + '^..l)M2-«,;i)Ml-2«,J^

und da X, A in iS^ und T- zum zwölften Grade vorkommen, so folgt:

Es gibt in dem sijzygetischen Büschel ;c /"-j- AA = immer 12 Curven

von gleichem Doppelverhältnisse (jedoch nur vier äquianharmonische und

sechs harmonische).

VI. Curven dritter Ordnung mit Doppel- oder Mckkehrpunkt. —
Ausartungen derselben.

Nachdem wir in Vorstehendem die wichtigsten Punkte aus der

Theorie der allgemeinen Curven dritter Ordnung erörtert haben, bleibt

uns übrig, die Modificationen zu untersuchen, welche die erwähnten

Verhältnisse durch das Auftreten von Singularitäten (also insbesondere

von Doppel- und Rückkehrpunkten und durch das Zerfallen der be-

trachteten Curve) erleiden. Dabei werden uns immer zwei wesentlich

verschiedene Fragen beschäftigen:

1) Welche Relationen zwischen den Functionalinvarianten der

cubischen Form sind nothwendig und hinreichend zur Charakte-

risirung der betreffenden Singularität?
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2) Wie kann man, die Erfüllung dieser Relationen vorausgesetzt, die

auftretenden singulären Punkte oder Tangenten etc. durch die

Functionalinvarianten der Grundform darstellen?

Drittens endlich müsste man untersuchen, welche Besonderheiten

bei den verschiedenen covarianten Curven etc. in den betrachteten

Specialfällen auftreten. Doch würde uns letztere Frage hier zu weit

führen ; auch für die Beantwortung der beiden zuerst gestellten reichen

die im Vorstehenden gegebenen Bruchstücke aus der Theorie der

ternären cubischen Formen nicht aus; gleichwohl werden wir dieselben

der Vollständigkeit halber behandeln, indem wir uns dabei eventuell

auf andere Arbeiten beziehen.*) Ausserdem aber werden wir bei den

Curven mit Doppel- sowie bei denen mit Rückkehrpunkt für die Be-

handlung der Geometrie auf der Curve neue Hülfsmittel kennen

lernen, deren Erweiterung dann später zu den Anwendungen der

elliptischen Functionen auf die Theorie der allgemeinen Curven dritter

Ordnung führt.

Wir beginnen mit Betrachtung der Curven mil einem Doppelpunkte**)

Dieselben sind charakterisirt durch das Verschwinden der Discriminante

E, welche sich aus den beiden Invarianten

S = {abc) (cthd) (acd) {bcd) , T = {abc:) {abd) {ace) {bcf) {deff

in folgender Weise zusammensetzt (p. 565):

Es entsteht hier sofort die Frage nach der Bestimmung des Doppel-

punktes y für den Fall ^ = 0. Wir haben uns also nach einer zu-

gehörigen Form umzusehen, welche gleich Null gesetzt diesen Punkt

darstellt, und zwar mindestens dreifach zählend, da es keine zugehörige

Form niedrigerer Klasse gibt. Eine solche Form ist nun die früher

mit TT bezeichnete (p. 577), welche durch die Gleichung:

(1) 1\ = S1 — TU
definirt war.

Als Bedingung dafür, dass eine ternäre cubische Form aj die

dritte Potenz einer linearen Form darstellt, werden wir nämlich weiter-

hin das identische Verschwinden der Zwischenform = (abu)'- a^cbx

erkennen. Diese Form gebildet für xTT -|- A P statt für aj gibt aber***)

:

*) Und zwar besonders auf den mehrfach erwähnten Aufsatz von Clobsch

und Gordan: Math. Annalen, Bd. 6.

**) Ausführlicher findet man manche Punkte aus der Theorie dieser Curven

in dem Werke von Salmon erörtert, sowie bei Wej'r: Theorie der mehrdeu-

tigen geometrischen Elementargebilde, Leipzig 1869.

***j Vgl. a. a. 0. Gleichung (91).
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und diese Bildung verschwindet in der That unabhängig von den Ui

und Xi, sobald R Null ist, insbesondere ist also für x = 1, A == 0:
0(JTj ^ 0, wie es sein sollte. *) Sonach können wir setzen

(2) n=(w,2/i + w,?/, + W3y3)3.

Um zu zeigen, dass die Grössen tji mit den Coordinaten des Doppel-
punktes zusammenfallen, haben wir nur nachzuweisen, dass für

TT = Un^ sowohl «/ als an^ verschwindet (wo wieder aj= {abcY a^b.rC^^),

d. h. dass der Punkt p sowohl auf /'= als auf der Hesse'schen
Curve A = liegt. Alsdann nämlich kann y nur der Doppelpunkt
sein, denn einer der drei (nach den PI ücker 'sehen Formeln noch
möglichen) Wendepunkte von /, die doch symmetrisch auftreten,

kann unmöglich allein für sich rational dargestellt werden. Nun ist

aber für I = ii/, T = u/^ (vgl. p. 548 und p. 556):

a,^ = S, a,^=T',

also nach (1) a^'^ == auch unabhängig von M = 0.**) Ferner ist nach
p. 554 und wegen der Relation T = T auf p. 556

:

also: a„' = ^ S^ — T'^ = — H

.

und sonach in der That a^^ = und aj = 0, q. e. d.

fVir haben also die Gleichung:

TT :zE ^«3 ^ ESEitikhUiUkUk = {ii^y^ + u,^tj.^ -\- u.^.^)^
;

und die Coordinaten des Doppelpunktes y bestimmen sich durch die lau-

fende Proportion ***) ;

Vx' -y^Vt • Vi Vi : . . • : ViViVi = ^m : 7^,12 ' ^113 '•' ' ^123

;

wo für T = w/, I. = uj^:

TCik/t == Stikh — Tsikh

'

*) In dem Büschel >cn4-;iP=0 ist auch die Curve 1 = enthalten und

zwar nach p. 577 für x = — -, A =^ ; für I verschwindet also nicht,

ebenso wenig für T ; es ist vielmehr z.B. 0^-^) = K + ^ S0 nach Gleichung (90) a. a. 0.

**) Diese Relation folgt auch aus der Identität «/«^m^, = 0, welche nach

Gleichung (20) p. 525 besteht; denn ii„'' = TT stimmt nach der Anmk. auf p. 577

mit der dort durch u^^ bezeichneten Form bis auf einen Zahlenfactor überein,

und p^ haben wir durch aj zu ersetzen. Bezeichnen wir aber die Form aja ti^

mit P, so ist:

^ dx^dui dxidu^ dx^du^'

verschwindet also in der That mit P.

***) "Vgl. Aronhold: Crelle's Journal, Bd. 55, p. 165.
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Nachdem so der Doppelpunkt gefunden ist, kann man die Curven-

gleichung in eine sehr einfache kanonische Form bringen. Zwei

Seiten des einzuführenden Fundamentaldreiecks sind durch die beiden

Tangenten des Doppelpunktes gegeben, werden also durch Zerfallung

des Ausdruckes üya^^ in seine beiden linearen Factoren gefunden

(vgl. p. 104); die dritte Seite ist die allein noch übrige Wendepunkts-

linie. Es sind nämlich nur noch drei Wendepunkte vorhanden, die

anderen sechs fallen in den Doppdpunkt zusammen (vgl. p. 327 und

357), indem die Hesse 'sehe Curve A = in ihm ebenfalls einen

Doppelpunkt hat, und ihre beiden Zweige die der Grundcurve be-

rühren: Die drei Wendepunkte liegen natürlich wieder auf einer

Geraden, und diese soll die dritte Seite unseres Coordinatendreiecks

bilden. Um sie zu finden, haben wir die zerfallenden Curven des

Büschels

(3)
;c/-+AA =

zu suchen, welche im Allgemeinen durch die biquadratische Gleichung

^ (x, A) = gegeben sind. Letztere hat aber, da wegen II = ihre

beiden Invarianten verschwinden (vgl. p. 564 und 240 f.), drei gleiche

Wurzeln.

Es gibt daher in dem Büschel (3) zwei in drei Gerade zerfallende

Curven, von denen eine dreifach, die andere einfach zählt.

Die erstere jedoch gibt kein eigentliches Dreieck, denn dieselbe

besteht (wie man durch Grenzübergang von der allgemeinen zur

speciellen Curve beweisen mag, indem man dabei berücksichtigt, dass

im Doppelpunkte G Wendepunkte vereinigt liegen) aus den Verbin-

dungslinien des Doppelpunktes mit den drei Wendejamkten. Die

letztere dagegen besteht aus der Wendepunktslinie und den beiden

Tangenten im Doppelpunkte; zwei Seiten sind uns also schon durch

Zerlegung des Ausdrucks UyaJ' in lineare Factoren bekannt, und so

ist es leicht, die Coordinaten der dritten Seite zu finden. Sei nun

die Gleichung der letzteren ^3 = 0, und seien 0^1 = 0, x.^ = die

Gleichungen der Tangenten im Doppelpunkte. Alsdann kann die

Curvengleichung immer auf die Form

gebracht werden ; denn diese Curve hat in x^ = 0, x.^ == einen

Doppelpunkt und diese Coordinateuseiten selbst zu Tangenten; und

x.^ = schneidet die Wendepunkte aus, da die Gleichung der Hesse-

schen Curve wird:

\axi yx.^ 'yx2\

^-A = |7^^•3 ß^i yx^\=f'(2yx^X2X.^ — ccx^^-ßx.,^).

17^2 y^i I
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Dieselbe schneidet also /"= ausser im Doppelpunkte in der That nur
noch in den Schnittpunkten von x.^ = 0. Aber auch die Constanten

«; ßj 7 in / können wir durch Aenderung der Definition der Coor-
dinaten x um passende Factoren fortschaffen, was dem Umstände
entspricht, dass die Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt keine

absolute Invariante (d. h. keine für sie charakteristische Constante)

mehr hat. Aus letzterem Umstände folgt dann auch, dass jede C.^

mit Doppelpunkt in obiger Form' darstellbar ist; denn jede solche

Curve kann in jede andere der Art transformirt werden. Wir haben
also den Satz:

Die Gleichung einer Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt kann
immer auf eine Weise in die Form

(4) /= a;^^ + 0^2^
-f- 6 x^ x^x^ = ^

transformirt werden; und die Gleichung der B^e&sQ'sehen Curve ist dann

:

^ A :z=E 2 Xy x^ x.^ — a:,3 — a:.y' = .

Der Büschel Kf -\- kd^ = oder:

(5) (rcjS + x,^) (^ _ 6 ;i) + 6 Xy x^ x., {x -}- 2 X) =
enthält nun in der That nur zwei zerfallende Curven, nämlich für

X = 6 A und für x =- — 2 A. Wir erkennen ferner, dass für die Laffe

der Ecken des Fundamentaldreiecks auf der Wendepunktslinie noch
derselbe Satz gilt wie bei einer allgemeinen Curve (vgl. p. 508); die-

selben werden nämlich ausgeschnitten durch die Linien x^ = 0,

a-j = 0, während die Wendepunkte durch x./ -\- Xy^ = bestimmt
sind. Also

:

Die Tangetiten im Doppelpunkte schneiden die Wendepunktslinie in

zwei Punkten, ivelche die Hesse'irAc' Form für die durch die drei

Wendepunkte gegebene binäre cvbische Form darstellen. Die Covariante

Q der letzteren wird durch die drei harmonischen Geraden der drei

Wendepunkte ausgeschnitten . *)

*) Man kann überhaupt (vgl. die Fortsetzung des Textes) die Geometrie auf
der Curve mit der Theorie der binären cubischen Form in Verbindung setzen,
wenn man für letztere die Strahlen vom Doppelpunkte nach den drei Wende-
punkten als Grundstrahlen annimmt, wie dies von Igel (Math. Annalen, Bd. 6,

p. 63.S) und Rosenow (Ueber Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt. Bres-
lau 1873) ohne Benutzung der kanonischen Form durchgeführt ist. Wir erwähnen
hier nur noch den Satz:

Ist a-^^ die binäre Form, welche die Wendepunkte darstellt, d. h. die Ver-

bindungslinien des Doppelpunktes mit ihnen, so liegen drei Punkte der Curve
in gerader Linie, wenn ihre Verbindungslinien 'g, tj

, ^ mit dem Doppelpunkte
der Bedingung a^a a^ = genügen.

Für rj = ^ ergibt sich hieraus der Zusammenhang der Polarcnbildungen von n>-^

mit der Theorie der Tangentialpunkte. — Wir kommen hierauf später bei Be-
handlung der C„ vom Geschlechte Null zurück.
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Diese drei Linien gehen, wie die Polare eines jeden Punktes,

durch den Doppelpunkt; der eben ausgesprochene Satz gilt also ebenso

für die Strahlen des durch den Doppelpunkt bestimmten Büschels, wie

für die Punkte der Wendepunktslinie x.^ = 0. Ferner rauss auch für

die Realität der Wendepunkte dasselbe gelten, wie für die Grund-

punkte einer cubischen Form in ihrer Beziehung zur Hesse 'sehen

Form.

Von den drei Wendepunkten sind daher zwei conjiigirt imaginär

und einer reell, wenn die Tangenten des Doppclpunktes reell sind, da-

gegen alle reell, ivenn die Tangenten des Doppelpunktes imaginär sind,

d. h. tvenn letzterer ein isolirter Punkt ist.*)

Wir können aber überhaupt die Geometrie auf der Curve mit der

Geometrie in dem durch den Doppelpunkt bestimmten Strahlbüschel

in Verbindung setzen; denn jeder Strahl desselben trifft die Curve

nur noch in einem Punkte: Die Curve ist also eindeutig auf den

Strahlbüscliel und somit auf eine beliebige Gerade ahgebildel. Um dieser

Beziehung einen algebraischen Ausdruck zu geben, um die Coordinaten

eines Punktes der Curve durch diejenigen des entsprechenden Strahles

im Büschel auszudrücken, knüpfen wir an die Chasles'sche Erzeu-

gungsweise der Curven dritter Ordnung an, welche durch einen

Strahl- und einen ihm projectivischen Kegelschnittbüschel vermittelt

wurde (vgl. p. 535). Eine solche Curve mit Doppelpunkt wird nämlich

erzeugt, ivenn man den Mittelpunkt des Strahlbüschels in einen Grund-

punkt des Kegelschnittbüschels verlegt. In der That, es sei ersterer ge-

geben durch: a:, -f Aar., = 0, dann ist die Gleichung eines ihm pro-

jectivischen Kegelschnittbüschels der beregten Art von der Form:

Ax^ + Dx.^ + l {Cx^ + Z)a;,) = ,

wo A, B, C, D linear in den x sind; und durch Elimination von

A folgt:

{Ax^ -f- Bx^ X., — {Cx^ + -^^2) x^ = ,

eine Gleichung, in der jedes Glied mindestens von der zweiten Ordnung

in x^, x.^ ist, w. z. b. w.

Auf Grund dieser Erzeugungsweise lässt sich auch die Construclion

der Curve ausführen, wenn der Doppelpunkt und sechs andere Punkte

1, 2, 3, 4, 5, 6

gegeben sind. Wir benutzten etwa die Punkte 0, 1, 2, 3 als Grund-

punkte eines Kegelschnittbüschels, ordnen dann dem Kegelschnitte

*) Wie die erstere .dieser Curven aus der allgemeinen C^ entsteht, ist auf

p. 499 gezeigt; die mit isolirtem Punkte kann man aus der Curve 3 in Fig. 62

dadurch entstanden denken, dass sich das Oval immer mehr auf einen Punkt

zusammenzieht.
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durch 4 den Strahl 04, dem durch 5 den Strahl 05^, dem durch 6 den

Strahl 06 zu, womit die projectivische Beziehung zwischen Strahl-

und Kegelschnittbüschel festgelegt ist. Denkt man sich diese Bezie-

hung wieder durch den Tangentenbüschel der Kegelschnitte in einem
der Punkte 1, 2, 3 vermittelt (vgl. p. 375), so bietet die Construction

des Schnittpunktes eines beliebigen Strahles durch mit der Curve
keine Schwierigkeiten mehr.

Um die Gleichung der Curve sofort in der Form (4) zu erhalten,

brauchen wir den Kegelschnittbüschel nur in der Form:

(6) . Aa;i2 -j- x^^ + 6 A x, x^ =
anzunehmen, wenn wieder x^-\- Xx^ = {) der Strahlbüschel ist. Aus
(6) folgt aber weiter für x^ = — Ax,:

(7) 0^2 — A2x, -j- 6Ax3 = 0.

Schreiben wir nun - statt A, so finden wir hieraus:

6X^ = 1, 6X^= — II, 6X^ = Ql^ '

oder wenn wir mit Q X^ multiplicireii

:

(8) () a^i
= 6 A'-* ft , QX2 = — ^k^', Q x._^ = X^ -{-

^'^

.

Die Coordinalen der Punkte der Curve stellen sich also als Functionen

dritten Grades eines Parameters — dar, wo A, ^ die Coordinalen der

Strahlen des durch den Doppelpunkt bestimmten Büschels sind, bezogen

auf die Tangenten des Doppelpunktes als Grundstrahlen; dabei entspricht

jedem Punkte der Curve ein Strahl des Büschels und umgekehrt.

Diese Parameterdarstellung ist besonders zur Untersuchung der

Geometrie auf der Curve nützlich. Wir wollen mit Hülfe derselben

einige Probleme behandeln, welche wir später überhaupt für Curven

vom Geschlechte Null in ähnlicher Weise erledigen werden. — Schnei-

den wir die Curve mit einer beliebigen Geraden u, so bestimmen sich

die den Schnittpunkten entsprechenden Parameterwerthe aus der

cubischen Gleichung:

6 l'^iiu^ — 6 A/Lt^w^ 4" G ' + Z*^) W3 = .

Dividiren wir dieselbe durch u.^^-\ so haben wir eine Gleichung für

-
, deren constantes Glied stets gleich der Einheit ist, wie auch die

Gerade gewählt sein mag. Bezeichnen wir also durch beigefügte In-

dices die Wurzeln der Gleichung, so ist immer:

(9) h .h .h = 1

.

f*l f*2 ^3
'
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und hieraus kann man den dritten Schnittpunkt jeder Geraden bestimmen,

wenn die beiden anderen bekannt sind.

Wird insbesondere die Curve von der Geraden u berührt, so sind

zwei der Wurzeln einander gleich, und wir haben

Diese Gleichung bestimmt die beiden Berührungspunkte

(10*) i = + ?/=^ . :-:=-/-

der von einem Punkte A3, fi.^ der Curve an dieselbe zu ziehenden Tan-

fjenten, oder umgekehrt den Tangentialpunkt A3, /ig des Punktes A,
, fij.

Ist die Linie u endlich Wendetangente, so wird:

A' = - 1 oder A3 + fi3 = ,

d. h. x.^ = 0, wie es sein muss. Die Gleichungen (10*) geben, da sich

die beiden Werthe von Aj : ^, nur durch das Vorzeichen vmterscheiden,

unmittelbar den folgenden Satz:

Wenn man die Berührungspunkte der beiden an die Curve von einem,

Punkte derselben zu legenden Tangenten mit dein Doppelpunkte verbindet,

so liegen diese Verbindungslinien harmonisch zu den Tangenten im Doppel-

punkte. Alle diese Hlrahlenpaare bilden also die quadratische Involution

der ersten Polaren der durch die Linien nach den Wendepunkten dar-

gestellten binären cubischen Form*)

Hierdurch entspricht jedem Punkte der Curve ein zweiter; je

zwei zusammengehörige Punkte haben denselben Tangentialpunkt,

bilden also ein Polepaar ^ wenn wir dieses Wort, wie bei der allge-

meinen Curve dritter Ordnung, gebrauchen wollen (vgl. p. 527).

Beim Auftreten eines Doppelpunktes gibt es aber auf der Curve nur

noch eine Schaar solcher Polepaare; und in der That lässt sich eine

Curve dritter Ordnung des Büschels (5) nur für eine andere Curve

desselben als Hesse'sche Curve auffassen, denn die Coefficienten von

L.XX werden durch Absonderung eines gemeinsamen quadratischen

Factors linear in k, A. Die Verbindungslinie der Punkte eines solchen

Polepaares umhüllt die Cayley'sche Curve (vgl. p. 516); in Folge

dessen können wir die Gleichung derselben leicht aufstellen. Die

Gleichung einer solchen Verbindungslinie ist nämlich nach (10*)

:

= 0,

X,
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oder ausgerechnet:

Die Cajlej'sche Curve zerfällt also in den Doppelpunkt und in

einen Kegelschnitt , dessen Tangenten gegeben sind durch: .

dessen Gleichung also ist:

Wj u.^ + u.^'^ = .

Derselbe berührt somit die Tangenten des Doppelpunktes in ihren

Schnittpunkten mit der Wendepunktslinie. Dieses Resultat lässt sich

auch ganz allgemein nachweisen, denn wir werden sehen, dass die

zugehörige Form:

P= TT - IS'^T

identisch verschwinden muss, wenn die Form f = aj' in einen qua-

dratischen und einen linearen Factor zerfallen soll; und man findet*):

(11) Pi-n + xF) _ _ ^1^. ^7^s,,2 (^ A - ^'I^^^A
,

\ 0% üK J

also für j£ = — -^, ^ ^^
Ti

^^^ ^^^ Formel für ^S';,^:

CK 8l

und es erhält P^-^) in der That den Factor R, verschwindet also iden-

tisch beim Auftreten eines Doppelpunktes. —
Wir wollen die Relation (10) noch zur Betrachtung gewisser der

Curve eingeschriebenen Polygone benutzen. Wir gehen von einem

beliebigen Curvenpunkte (Ag) aus (es ist Iq für — gesetzt), ziehen von

ihm eine Tangente an die Curve, deren Berührungspunkt A^ sei; von
letzterem ziehen wir wieder eine Tangente, die in Aj berührt, u. s. f.

Es fragt sich, wie muss der Punkt Aq liegen, damit sich das Polygon
schliesst, d. h, damit die w*« Seite eines so construirten Polygons wie-

der durch ihn hindurchgeht.**) Es ist nun nach (10):

*) Vgl. Gleichung (108) in dem Aufsatze von Clebsch und Gordan, Math.
Annalen, Bd. 6.

**) Diese Polygone sind von Clebsch an einer Curve dritter Klasse mit
Doppeltangente angegeben; vgl. dessen Note zu der Abhandlung des Hrn. Cre-
mona „sur Thypocycloide ä trois rebroussements", Crelle's Journal, Bd. G4,

ferner Ausführlicheres (insbesondere auch in Rücksicht auf das Reelle und Ima-
ginäre) bei Durege: Math. Annalen, Bd. 1, p. 509, und Rosenow (a. a. 0.)
— Die Uypocyklo'iäe entsteht aus einer allgemeinen Curve Ster Klasse, 4*" Ord-
nung, wenn man als Doppeltangente die unendlich ferne Gerade, als deren Be-
rührungspunkte die imaginären Kreispunkte wählt. Aus den früheren Sätzen
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j '> 1 32 ^ ;2 l 32 — __ __J .

und also sind die Parameter dieser Punkte in umgekehrter Reihenfolge:

Zwr Bestimmung der Punkte, von denen aus sich in der angegebenen

Weise ein geschlossenes Polygon (A„ = A„) construiren lässt, hat man

also die Gleichung:

(12) Ao(-2)"-i = l.

Aber nur dann erhält man für jede Lösung dieser Gleichung ein wirk-

liches n-YxtV, wenn n eine Primzahl ist. Ist dagegen etwa n = m . p,

wo p eine Primzahl ist , so ist (— 2)" — 1 durch (— 2)p — 1 theilbar

und also entsteht die Gleichung (12) aus der Gleichung:

wenn man beide Seiten der letzteren in die a*® Potenz erhebt, wo

c = ^~ ^^ ~ ^
. Wir erhalten daher nur ein jw-Eck, welches «-mal

(- 2)P- 1

durchlaufen wird, um ein n-Eck zu liefern. Man erkennt, dass

eine genauere Behandlung dieser Aufgabe zahlentheoretische Ueber-

legungen erfordert, mit Hülfe derselben sich dann aber leicht erledigt. *)

Wir behandeln noch ein ähnliches Problem, dessen Lösung (für

Curven ohne Doppelpunkt) Steiner zuerst gegeben hat. Auf der

X X
Curve seien zwei feste Punkte mit den Parametern - = i? , T= 9' ge-

/* f*'

geben. Wir ziehen durch p eine beliebige Gerade, welche noch in

den Punkten Aj, l^ schneiden möge. Wir verbinden l^ mit q, er-

halten als dritten Schnittpunkt dieser Linie Ag , seine Verbindungslinie

mit p schneide in l^ u. s. f. Wir construiren also ein Polygon, dessen

ungerade Seiten alle durch p, dessen gerade alle durch q gehen, von

dessen Ecken also immer zwei auf einander folgende mit p oder q in

gerader Linie liegen. Wir fragen nach den Bedingungen der Mög-

hchkeit, dass sich ein solches Polygon schliesst, d. h. dass eine Gerade

desselben wieder durch Aj geht. Die Gleichung (9) gibt uns nun die

Bedingungen

:

des Textes folgt dann, dass zwei Tangenten der Hypocykloide , deren Berührungs-

punkte auf einer dritten Tangente derselben liegen, zu einander senkrecht stehen,

und dass die Schnittpunkte je zweier solcher Tangenten einen Kreis beschreiben,

welcher zusammen mit der unendlich fernen Geraden die Cayley'sche Curve

der Hypocykloide bildet.

*) In ähnlicher Weise erledigt sich auch die Frage nach den Polygonen,

welche der Curve 3. Ordnung, betrachtet als Hesse 'scher Curve einer anderen,

eingeschrieben und der zugehörigen Cayley' sehen umgeschrieben sind. Vgl.

Rosenow, a. a. 0.



590 Fünfte Abtheilung.

Qhh = — ^j ^AjA. = — 1 , . . . <^A2;jA^ =_1.
Multiplicireu wir alle Gleichungen, in denen p vorkommt, mit einan-

der, und ebenso alle, in denen q vorkommt, so folgt:

pH __ qu^ Q^gj. p^^ g^i ^

Wenn p gegeben ist, so ist also q niclit mehr willkürlich; dagegen

kann der Punkt X^ noch völlig beliebig gewählt werden : das Polygon

schliesst sich immer, denn man kann aus den aufgestellten Gleichungen

die Parameter seiner Ecken successive direct berechnen. Also:

Es gibt unendlich viele Polygone von 2 n Seiten und 2 n Ecken,

deren Ecken auf einer gegebenen Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt

liegen^ deren ungerade Seiten sich in einem Punkte p der Curve treffen,

und deren gerade Seiten durch einen ziveiten Punkt q derselben gehen.

Ist p gegeben, so ist q dadurch mehrdeutig bestimmt; zu zwei zusammen-

gehörigen Punkten p, q gibt es aber unendlich viele Polygone, indem die

erste Seite ganz beliebig gewählt werden kann.

Es ist jedoch auch hier zu bemerken, dass die Natur der Zahl n

für die Anzahl der eigentlichen Lösungen des Problems von Bedeutung

ist. Wir gehen jetzt nicht näher auf diese Fragen ein, da wir das

gleiche Problem später bei den allgemeinen Curven dritter Ordnung
mit Hülfe der elliptischen Functionen behandeln werden. Ueberhaupt

sollen die hier angeführten Betrachtungen nur als einfache Beispiele

für eine Methode zur Behandlung der Geometrie auf einer Curve

dienen, welche wir später für beliebige Curven vom Geschlecht Null

und im Anschlüsse an die Abel'schen Integrale auch für solche von

beliebigem Geschlechte entwickeln werden. —

Wir wenden uns zur Betrachtung der Curven mit Rückkehrpunkt.

Für dieselben bestehen nach Salmon gleichzeitig die Bedingungen:

(13) S=0, T=0.
Denn S und T waren die beiden Invarianten der biquadratischen Form,

welche durch die vier von einem Punkte der allgemeinen Curve dritter

Ordnung an dieselbe möglichen Tangenten dargestellt wird (p. 579);

und ihr Verschwinden sagt also aus, dass von den vier Tangenten

drei zusammenfallen, wie es in der That nur beim Auftreten eines

Rückkehrpunktes möglich ist. Znr Bestimmung der Coordinaten y
des letzteren*) bemerken wir, dass T in Folge von (13) ein vollstän-

C2 y
diger Cubus wird; denn 0('^^ + '^^) gibt für y, = — i -tt ; ^ ^^

Jr

*) Vgl. hier und für die weiter unten behandelten Fälle des Zerfallens der

Curve 3. Ordnung: Gundelfinger, Ueber die Ausartungen einer Curve 3. Ord-

nung, Math. Annalen, Bd. 4.
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Diese Form verschwindet sonach mit S und 1\ und das ist, wie wir

sogleich sehen werden, die Bedingung dafür, dass T die dritte Potenz

eines linearen Ausdruckes ist; und zwar wird

T = wr = u/ .

Um dies einzusehen, haben wir zu zeigen, dass die Gleichungen

cj = , (^abuya^b,^ = ,

welche für Xi = ?/; unabhängig von den ui erfüllt sind , ebenso für

Xi = ti befriedigt werden.

Nun ist aber (s. Gleichung (29) p. 555 und (36) p. 557):

(it^ = T, {ahuyathtUt = ^ S .T,

also beide Ausdrücke verschwinden in der That unabhängig von den

Ui in Folge von (13); und wir haben den Satz:

Die hinreichenden und nothwendigen Bedingungen dafür ^ dass die

Curve /=0 einen Rückkehrpunkt besitze, sind S = und T= 0. Die

Coordinaten des Rückkehrpunktes bestimmen sich durch die laufende

Proportion (T = u^) :

Vx" ' 2/1V2 ' 2/1^2/3 : • • • : 2/1^2^3 = ^111 • ^112 : ^113 — • • : ^123 •

Die Hesse'sche Curve muss nach unseren allgemeinen Erörte-

rungen (p. 327) im Rückkehrpunkte einen dreifachen Punkt haben,

und zwar so, dass von ihren drei Tangenten in demselben zwei mit

der Rückkehrtangente zusammenfallen. Sie besteht also in unserem

Falle aus der Rückkehrtangente und. der Verbindungslinie des Rück-

kehrpunktes mit dem einen noch vorhandenen Wendepunkte. * Den

letzteren kann man hiernach leicht algebraisch bestimmen, sobald die

Coordinaten des Rückkehrpunktes bekannt sind. Denn man kann aus

A den Factor a^a^'^ absondern; der andere lineare Factor gibt dann

unmittelbar die Gleichung der erwähnten Verbindungslinie mit dem

Rückkehrpunkte. — Ein eigentliches Wendepunktsdreieck ist in dem

Büschel xf -\- XA = nicht vorhanden. Denn auf der linken Seite

der Gleichung G (x, l) = bleibt, w^enn S =0 und T = 0, nur das

Glied X*; dieselbe hat also vier gleiche Wurzeln x = 0; das eine

dadurch bestimmte Dreieck ist somit die Curve A = selbst. Ein

naturgemässes Coordinatensystem zur Herstellung einer kanonischen

Form ist uns jedoch durch die folgenden Linien gegeben (vgl. unten

Fig. 68):

die Verbindungslinie von Rückkehr- und Wendepunkt, X2==0

,

die Rückkehrtangente

,

x^ = , -

die Wendetangente

,

^3 = 0.

Unter Zugrundelegung desselben wird die Gleichung der Curve von

der Form (vgl. p. 327):
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(14) x/ — 3 Xj^^a = ,

und, wie es sein muss, die Gleichung der Hesse 'sehen Curve;

^ A = X, JC 4 30n —— \) ,

Die'Cayley'sche Curve wird von den ersten Polaren der Punkte
der Hesse 'sehen Curve umhüllt. Es ist aber die Polare eines auf

a:, = gelegenen Punktes z:

also ein Liuienpaar, dessen Scheitel im Rückkehrpunkte liegt, und die

Polare eines Punktes z auf x.^ = :

Xi (2x^z^ -\-x^z.^) = Q,

also ein Linienpaar bestehend aus der festen Rückkehrtangente und
einer beweglichen Linie durch ihren Schnittpunkt mit der Wende-
tangente. Da nun jeder Punkt von x^== als Punkt der Hesse'-

schen Curve doppelt zählt, so besteht die Gajlej'sche Curre aus dem
doppelt zählenden Rückkehrpunkte und dem Schnittpunkte der Wende-

und Rückkehrtangente.

Aus Gleichung (14) erkennt man sofort, dass sich die Punkte

der Curve auf folgende Weise in Function eines Parameters - dar-

stellen lassen:

(15) qx^ = ^, QX2 = ^''^, QX^ = P.

Mit Hülfe dieser Darstellung wollen wir, wie bei den Curven mit

Doppelpunkt, einige Probleme über die Geometrie auf der Curve be-

handeln. — Dieselbe wird von einer Geraden u in drei Punkten se-

schnitten, bestimmt durch die Gleichung:

Wj ft^ -j- it^i^'^X -{- Mg A^ = .

In ihr fehlt das Glied mit dem Factor A^/i; für die Parameter von

drei auf einer Geraden gelegenen Punkten besteht daher im?ner die

Relation:

(16) h j^hj^h ^Q,
fij flz (^3

Dieselbe ist von wesentlich anderer Natur als die entsprechende (9)

bei den Curven mit Doppelpunkt. Wir werden später bei den all-

gemeinen Untersuchungen über die Curven vom Geschlechte p ==

erkennen, wie die Gleichung (16) durch einen Grenzprocess aus der

Gleichung (9) hervorgeht, indem wir letztere zunächst in der Form
voraussetzen

:
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log
(^J

+ log
(^J

+ log
(^^)

:^ (mod. 2 «).

Ziehen wir nun von einem Punkte yl„ |= -
|
die eine noch mög-

liche Tangente an die Curve, welche in A, berühren möge, von Aj wiederum

die Tangente mit dem Berührungspunkte Aj, u. s. f., so haben wir:

A„ + 2Aj=0, A,-1-2>1, = 0, ^2 + 2A3 = 0,... A,_i + 2A,= 0,...

oder:

Aj = — ^ ^i), ^2 = i '''ü ; '^a
= —

-k K y • • ^>- = (-- i)' Aq, . . .

Die Parameter werden also immer kleiner, nähern sich bei Fortsetzung

des Verfahrens unbegrenzt dem Werthe 0, welcher dem Wendepunkte

entspricht, Bei fortgesetztem Tangentenziehen an unsere Curve dritter

Ordnung von einem beliebigen Punkte aus, nähert sich daher der Be-

rührungspunkt ohne Aufhören dem Wendepunkte. Es ist klar, dass man
dabei niemals zum Ausgangspunkte zurückgelangt; man kann also in

dieser Weise keine geschlossenen Poly-

gone construiren. Mit Hülfe des letzten

Satzes kann man die Vertheilung der

reellen Parameterwerthe über die Curve

leicht anschaulich darstellen, wie es

Fig. 68 zeigt. Dabei kann der Punkt

Ay = 1 noch beliebig auf der Curve ge-

wählt werden ; von ihm ausgehend

kann man die Punkte — \, \, —
^,

u. 8. f. nach unserem Satze leicht construiren. Der Parameter durch-

läuft auf dem einen der beiden möglichen Wege zwischen Wende-

und Rückkehrpunkt (d. i. zwischen und oo) alle positiven, auf dem
anderen alle negativen Zahlenwerthe ; und zwar folgt aus Gleichung

(16), dass immer zwei Punkte, denen entgegengesetzt gleiche Para-

meterwerthe zukommen, mit dem Wendepunkte (A = 0) in gerader

Linie liegen.*)

Auch die Construction der Steiner 'sehen Polygone in ange-

gebener Weise führt hier zu keinem Resultate. Gehen wir dabei

*) Es ist übrigens leicht, sich in ähnlicher Weise über die Parameterver-

theilung auf einer C^ mit Doppelpunkt Rechenschaft zu geben. Aus (8) folgt,

dass (für ^ ^ i) dem Doppelpunkte, je nachdem er als auf dem einen oder auf

dem andern Zweigö der Cj gelegen betrachtet wird , die Werthe A = oder

il = OO zukommen, während A = — 1 den einen reellen Wendepunkt bestimmt;

aus (9) folgt dann, dass je zwei Punkte mit den Parameterwerthen X und —

mit dem Wendepunkte auf einer Geraden liegen. Der Werth A = -f- 1 gibt nach

(10) den Berührungspunkt der einen vom Wendepunkte noch an die C^ zu

legenden Tangente, u. s. f.

C leb seh, Vorlesungen. ' 38
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nämlich von den Punkten p, q aus, so erhalten wir das System von

Gleichungen

:

p -f lu _ 1 + X^n = ^ + A2„ + A, = ,

und hieraus folgt p = (i\ dann erhält man aber keine eigentlichen

Polygone. —

Weitere Singularitäten können neben einem Doppel- oder Rückkehr-

punkte den PI ücker 'sehen Formeln zufolge nicht vorkommen^ ohne dass

die Curve zerfällt. Es ist aber immerhin von Interesse die algebrai-

schen Bedingungen für ein solches Zerfallen vollständig aufzustellen;

und dies möge im Folgenden noch geschehen.

Soll die Curve zwei Doppelpunkte hohen, so muss sie in einen

Kegelschnitt sj = und eine ihn in zwei getrennten Punkten schnei-

dende Gerade zerfallen. Es wird also

:

(17) /= aj = r^c • sj = r^ . s'^^'^ . . .

Wir sahen, dass beim Auftreten eines Doppelpunktes die Form TT

in den Cubus der linken Seite der Gleichung dieses Doppelpunktes

überging. Wenn noch ein zweiter Doppelpunkt hinzutritt, wird daher

TT identisch verschwinden müssen; und dies wird durch die folgende

Ueberlegung bestätigt.*) Die Invarianten S und T verschwinden in

diesem Falle offenbar nicht einzeln, denn sonst müsste die Curve mit

zwei Doppelpunkten aus der Curve mit Rückkehrpunkt durch einen

Grenzprocess ableitbar sein, was nicht möglich ist (p. 596). Dagegen

besteht, wie bei eincfn Doppelpunkte, die Relation:

Nun hat die Form /"= ^.^ . sj nur noch die beiden Invarianten:

i = {t-ss'y und J = (sss'y.

Von diesen sagt das Verschwinden der zweiten aus, dass noch ein

dritter Doppelpunkt vorhanden sei; mit J kann also S nicht propor-

tional sein, da dieser Fall U = 0) ebenfalls nicht aus dem Auftreten

eines Rückkehrpunktes ableitbar ist. Wird dagegen i = 0, so berührt

die Linie r den Kegelschnitt, d. h. die C^ erhält einen Rückkehrpunkt,

und es muss auch 5=0, T=0 sein. Letztere Invarianten werden

also mit Potenzen von i proportional, und zwar haben wir, weil S

vom vierten Grade ist, nur die Möglichkeit:

•) Vgl. Gordan: Ueber Curven dritter Ordnung mit- zwei Doppelpunkten,

Math. Annalen, Bd. 3 und Gundeifinger a. a. 0.
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(18) s = c.i\

wo c einen Zalilenfactor bedeutet, und also:

(19) T=^c^.P==^c^.i.S.

Da ferner Z und T aus ^S" und T durch den Differentiationsprocess

dS
27 ö UiUkUh entstehen (vgl. p. 547 und 556), indem:

•v i -r, dS -f. . ^ d T
2. = l U ö- UiU^Uh

,
\ = l Z ^- UiUk Uh ,

(^"•ikh <^^ikh

so folgt auch, wenn wir diesen Process auf R = anwenden :

(20) QTl — S-'I. = 0, oder: yÖcil = cfI.,

oder nach Multiplication mit i j/c auf beiden Seiten wegen (18) und (19)

:

(21) n = TI - <ST = .

Dass das identische Verschwinden von TT auch hinreichend ist, folgt

daraus, dass es eintritt, ohne das Verschwinden von S und T voraus-

zusetzen und dass es, wie wir sehen werden, nicht hinreicht, um
das Auftreten von drei Doppelpunkten zu bedingen, während doch

der eine durch E = bedingte Doppelpunkt unbestimmt wird.

Die Bestimmung des Zahlenfactors c führt man aus, indem man
mit Hülfe der Gleichung:

3 ßikh = nskh + rkSM -f- r^Sik
,

die betreffenden Bedingungen direct berechnet. Wir theilen hier nur

die Resultate mit, es wird:

9 0= 9{abiiy a^h^ = 4 rj (ssuf — 2 sj {sruf
-\- iuj— Aux Vx {r s s) (s s' u)

27 A = 27 {abcf a^b^c^ = 4. rj . j - ^ i . f

(22) \ 9 1= ^{ecufci^u» =2(rsuf .{ssu){rss)

9T= 9(0aw)2«^w,.^ = — e.I

21 S = 21ißcdyc^d9 =2P
\24S T =243 (Oady a^d^ = — 2 iK*-)

Aus diesen Gleichungen finden wir sofort c = ^^ und ferner

:

und also haben wir den Satz:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für das Zerfallen einer

Curve dritter Ordnung in einen Fegelschnitt und eine ihn schneidende

*) Hieraus folgt, dass man in (19) rechts das negative Vorzeichen der Wur-
zel zu nehmen hat.

38*
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Gerade ist das identische Verschwinden der Form TT = 7'Z — ST ; die

Coordinaten der Geraden berechnen sich alsdann aus der Gleichung:

r, : Tj r^ : r, r^: . . . : r^r^r^ =^ (?jj, : 0^^^ : a^^^ : . . . : (7,23

,

wo (A = ccj)

:

öikh = S . aikh — Taikh
;

die Coefficienten der Kegelschnittgleichung findet man durch Division mit

r^ in f.
~

Eine weitere Speeialisirung tritt ein, wenn der Kegelschnitt von

der Geraden berührt wird. Dann ist

i ^ (ss'ry = ;

es verschwinden also nach (22) die Invarianten S und T, wie es sein

muss, da dieses Vorkommniss auch aus dem Falle des Rückkehrpunktes

durch Degeneration entsteht. Aber auch T ist nach (22) identisch

Null, wenn / verschwindet, und es wird

:

(24) 27 a^3 = 27 A = 4 rj . j .

Andererseits folgt aus dem Verschwinden von T wegen der Relationen

:

immer, dass S und T Null sind, und wegen der Gleichung*):

immer, dass K = 0^ identisch Null ist, d. h. (vgl. unten) dass A ein

vollständiger Cubus ist. Ferner sehen wir aus (22), dass Z bis auf

einen Zahlenfactor gleich Uy^ wird, wenn y, die Coordinaten des

Berührungspunktes von r sind; denn das Verschwinden von (rsu)-

sagt aus, dass der Schnittpunkt von r und u auf 5^,- = liegt, und

(ss'u) {rss) =
ist die Gleichung des Poles g von r, welcher hier mit jenem Schnitt-

punkte zusammenfällt. Wir haben somit:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Curve

dritter Ordnung aus einem Kegelschnitte und einer ihn berührenden Gera-

den besteht, ist das identische Verschwinden von T. Die Coordinaten yi

des Berührungspunktes bestimmen sich aus der laufenden Proportion

(I = w.=^):

Vi • 2/1 ^2 • ^1 ^3 • • • • Vxy^y'i ^^^
*"lll • ^112 • ^113 • • • • ^)23 •

und die Coordinaten ri der Tangente aus (A = a^^)

:

Tj : ^1 r, : ^1 r3 : . . • : r^r.^r.^ == «j^ : a^y^ : aj,3 : . . . : «^33 •

*) Vgl. Gleichung (46) in dem Aufsatze von C leb seh und Gordan.
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Wenn die Curve dritter Ordnung drei Doppelpunkte haben soll, so

muss der Kegelschnitt sj in dem durch HeeeO charakterisirten Falle

in ein Linienpaar zerfallen, d. h. es ist:

i =
und :

.

sj = p.r • qx , f= r^ P.v - ^.r •

Hier ist jeder Punkt der Curve ein Wendepunkt; es muss daher A zu

/• proportional werden, und in der That folgt aus (22) und (23) wegen

./ = 0:

(25) 9A = -ir und SA-Tf^O.
Für das Zerfallen einer Curve dritter Ordnung in drei Gerade ist

es daher nothwendig und hinreichejid , dass f zu A proportional tvird,

d. h. dass die Zivischenßrm (vgl. p. 571)

jV= {(IttU) «.,.' a 2

identisch verschwinde. Die Coordinaten der drei Geraden pi, qi, n be-

stimmen sich aus den Gleichungen:

Q (Piq/c rh + Pk qh fi + Phqtnd = 3 «,a-a •

Um diese Gleichungen wirklich aufzulösen kann man folgender-

raassen verfahren. Es seien y und z zwei beliebige Punkte der Ebene

;

man bestimme die Schnittpunkte y + ^z ihrer Verbindungslinie mit

der Curve f= aj = mittelst der cubischen Gleichung

:

,,^3 _|_ 3 Aa/«, + 3 AV/,<'' + Pa,' = .

Die Coordinaten dieser Punkte mögen mit |, t,', f bezeichnet sein,

so dass, wenn A, T, A" die Wurzeln der letzten Gleichung sind:

^,. = y,. -I- A Zi , i' = tji + A' zi , ^/' = gi + A" Zi .

Die Taugenten von /= in den Punkten ^ , l', l" fallen dann mit

den drei Geraden zusammen, in welche f= zerfällt, d. h. die p„

qi, n sind durch folgende linearen Gleichungen bestimmt*):

QPi^a^^tti, Qqi=a^''^ai, Qn^a^^'a;. -

Insbesondere kann es ferner vorkommen, dass die drei geraden

Linien durch einen Punkt gehen, d. h. dass die Determinante (pq?-)

verschwinde. Wir haben dann auch:

«2 = {pqry = und J = 0,

und somit nach (22):

T = 0, -S = ü, T=0,

wie vorauszusehen war; denn dieser Fall entsteht, wenn in dem durch

T = bedingten der Kegelschnitt sj = in ein Linienpaar zerfällt,

) Ein ganz analoges Verfahren ist natürlich, wenn eine Form nter Ordnung

in n Hneare Factoren zerfällt, zur Bestimmung dieser Factoren anwendbar.
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dessen Scheitel auf r^ = liegt. Ferner folgt aus (23): A ^ 0, und
in der That besteht die Polare eines jeden beliebigen Punktes nach
unseren allgemeinen Gesetzen aus einem Linienpaare^ dessen Scheitel

im dreifachen Punkte von /= liegt; und hieraus erkennt man
geometrisch die Umkehrbarkeit unserer letzten Beliauptuncj-. *)

*) Es gilt überhaupt allgemein der Satz:

Wenn die Hesse'«cÄe Form einer ternären Form 7it<-r Ordnung identisch ver-

schwindet , so stellt letztere
,
gleich Null gesetzt, n durch einen Punkt gehende Gerade vor.

Derselbe wurde von Hesse (Crelle's Journal, Bd. 5G, p. 263) aufgestellt;
einen genaueren Beweis gab Sylvester: Philosophical Magazine 1853. Einen
solchen kann man auch in folgender Weise führen. Setzt man;

so ist bekanntlich A I3 {abc)'^ <iJ'~^b"~'^c "~^=6('aßy)o; '^~'^ß "~^v ""^

(vgl. p. 312). Wegen der Identität:

(« ß y) «.r = (« ^ '0 7^ + C« « y) ß^. + (" /5 y) a^

folgt nun für beliebige Grössen u^ aus der Bedingung A =e die andere (vgl.

p. 304 und 377 Anmk.):

^° ^'^«;^ = («<^") «r"~^ßa:'"~^ "• s- f- Die Curve y = muss daher durch alle

einfachen Schnittpunkte von ß = 0, u = gehen, denn die u- können immer so

gewählt werden, dass iV^^ = O durch diese Punkte nicht hindurchgeht. Für einen

gemeinsamen vielfachen Punkt von or und ß verschwindet allerdings auch N
aber in einem solchen Punkte hat y immer einen gleich vielfachen Punkt, denn
man kann die Ecken des Coordinatendreiecks, deren Polaren doch a, ß, y sind
stets so wählen, dass diese Polaren keine anderen vielfachen Punkte haben, als

die durch die Singularitäten von /" in bekannter Weise bedingten. In Fol^e dessen
kann man zwei Constante x, X so bestimmen, dass: y = -na -\- Iß , oder wenn
wir die Coordinatenecken durch drei beliebige Punkte y, z, t ersetzen, dass:

(3) «;'"'«.= ''«/~'^+^«/-'«,.

Andererseits kann man, wenn | ein beliebiger Punkt ist, immer Constante
m', r, II so bestimmen, dass: <. = x'y. + i'z, -f ^tf,-, und also auch:

(4) «/-'«.= '''«;' -'«^ 4- r«/-^., + f.«/-!«..

Soll aber diese Gleichung mit '^3) zusammenbestehen, so muss

(h'- H) aJ'-\,^ + a'-X) aj'-'a^ + ^^J'-^^^^O
sein. Es gibt also einen Punkt r;, bestimmt durch:

Tj. = (x' - x) y. + {X' - l) z. + ^ I,. ,

für welchen die Gleichung ö/-^ö^ = unabhängig von x besteht, welcher

sonach w-facher Punkt von /• ist; oder mit anderen Worten: /"= zerfällt in n
durch 7] gehende Gerade, q. e. d. — Die hier angewandte Schlussweise bleibt auch
gültig, wenn man annimmt, dass /"unendlich viele Doppelpunkte, d. i. einen
mehrfach zählenden Zweig , besitzt. Das Verschwinden von A sagt dann aus, dass
dieser Zweig aus einer mehrfach zählenden, durch rj gehenden Geraden besteht.
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Die hinreichende und nothwendige Bedingung für das Zerfallen der

Curve in drei Gerade eines Büschels ist daher durch das identische Ver-

schivinden von A gegeben. Die Coordinaten des dreifachen Punktes y

berechnen sich aus der Gleichung: •

ir-^{abuy (cdu)' {acti) (bdii) = «/.

Hat man dieselben gefunden, so führt man zur Bestimmung der

;,,, qi, n neue Veränderliche ein mittelst der Gleichungen:

(»'•t^l = ?/l§l + «1^2 + ^1^3

QX.y = y2 ^1 + ^*f2^2 + ^2^3

P'^'S = ^3 ^1 + ^^i ^2 + h ^3 }

WO die «,, bi völlig willkürlich sind. Alsdann geht / in eine binäre

Form in ^,, I3 über und lässt sich nach der Theorie der bmaren

cubischen Formen bei gehöriger Bestimmung der «, und b, m der

Form
I2' + t^

darstellen. — Man erkennt übrigens auch leicht, dass in diesem Falle

die Form I, da sie den Factor {pqr) erhält, identisch Null ist. -

Fallen auch noch zivei der Geraden p und q zusammen, d. h. ist

f=r.q:-,

so wird die Curve /= von jeder Linie « in zwei zusammenfallen-

den Punkten geschnitten, und also verschwindet die Form F identisch.

Wir können dann in den Gleichungen (22) s = s^q setzen, und

haben also:

(26) 9 = — 2^/ (ryrM)2,

und hieraus kann man gleichzeitig die Doppelgcrade q und den Schnitt-

punkt von q und r bestfmmen. Letzteres geschieht in anderer Weise,

wie im Falle .V = 0, nur dass die betreffende cubische Gleichung hier

zwei gleiche Wurzeln hat. —
Fallen e?idlich alle drei Gerade zusammen, so wird in (26) qt = n,

und also identisch:

= {abuya.rb:, = 0.*)

*) Dies Resultat lässt sich zu folgendem Satze verallgemeinern: Wenn für

eine terväre Form f= «/ die Zwischenform = {abuf «/-'*/ ' identisch ver-

schwindet so ist f die n'e Potenz eines linearen Ausdrucks. Nach dem Uebertra-

gungsprincipe (p. 276) nämlich sagt die Bedingung = aus, dass jede Gerade

die Curve /•=0 in einer Punktgruppe trifft, für welche, aufgefasst als binare

Form, die Hesse 'sehe Covariante identisch Null ist. Dies sagt aber aus, dass

die binäre Punktgruppe aus einem n-fach zählenden Punkte besteht, q. e. d.

Den Beweis für letztere Behauptung führt man ganz analog, wie den entspre-

chenden für das ternäre Gebiet in der Anmerk. auf p. 598.



600 Fünfte Abtheilung.

Aus der Bedingung f= qj^ finden wir ferner unmittelbar zur Be-
rechnung der Qi die fortlaufende Proportion:

fh^
' Qx'q2 ' Qx'Qz ' ' q^q^q^ = «m = «1,2 : «,13 : • • . : «,23

.

'^

Die so gewonnenen Resultate stellen wir schliesslich in der fol-
genden Tabelle übersichtlich zusammen, indem wir jeder Curvenart
zugleich die Zahl der in ihr noch willkürlichen Constanten beifüo-en*V

Curven dritter Ordnung.

1) Allgemeine Curve, 9 Constante, mit Doppelverhältniss «, wenn:

•^ ^ 24 (1 - « + «*)•' _
^''

(1 + a)^ (2 - ccf (1-2 a;2

a) Aequianharmonische Curve, 8 Constante.

^ = 0; l--a-f-ß2_,o
b) Harmonische Curve, 8 Constante.

y=0; «=-1,2, 1

2) Curve mit Doppelpunkt, 8 Constante.

R~T'^--lS^ = 0. «=1, 0, oü.

3) Kegelschnitt und Gerade

1 Constante.

TJ = SJ — TT==0

4) Drei einzelne Gerade

6 Constante.

N = (aau) ajaj =

5) Curve mit Rückkehrpunkt

7 Constante.

5=0, J=0
6) Kegelschnitt und Tangente

6 Constante.

T =
7) Drei Gerade durch einen Punkt, 5 konstante.

aJ = L=:^

8) Einfache und Doppel-Gerade, 4 Constante.

i^^=0

9) Dreifache Gerade, 2 Constante.

Q E^ (ab iif a^^h^ = 0.

Zwischen 8) und 9) könnten wir noch eine von 3 Constanten
abhängige Curve einschieben, bestehend aus einer dreifachen Geraden
nud einem auf ihr gelegenen Punkte (sommet, Scheitel). Eine solche
ist aber nicht durch eine Gleichung /•=0 in Punktcoordinaten dar-

*) Vgl. die entsprechende Tabelle für Kegelschnitte auf p. 119. — Die nach-
stehende Tabelle ist so gehalten, dass jede C^ derselben aus der nächst vorher-
gehenden durch Grenzprocess abgeleitet werden kann.
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stellbar, und deshalb hier zunächst übergangen. Betrachtet man hin-

gegen Systeme von Curven 3. Ordnung, so hat man bei den Aus-

artungen die auftretenden Klassenscheitel mitzuzählen, obgleich die-

selben durch eine Punktgleichung allein nicht mit dargestellt werden.

Alsdann erhält man auch für die Fälle 8) und 9) fünf Constante;

denn in 8) wird dann der Schnittpunkt der beiden unendlich benach-

barten Geraden, welche" sich zu der Doppelgeraden vereinigen, bei

Verfolgung des Grenzüberganges vollkommen bestimmt sein, so dass

auf der Doppelgeraden noch ein Klassenscheitel liegt. Ebenso können

auf der dreifachen Geraden in 9) noch drei Klassenscheitel auftreten,

wenn man sie aus drei einzelnen Geraden entstanden denkt, dagegen

nur zwei solche Scheitel (von denen dann einer doppelt zählt), wenn

man sie aus dem Falle 8) ableitet (vgl. die Anmk. auf p. 417).

Wenn man in der angedeuteten Weise die Entstehung einer Aus-

artung aus einer allgemeinen Curve verfolgt, so werden auch Wende-

und Rückkehrtangenten für die Grenzcurve noch bestimmte Lagen

haben, welche aber andere und andere sein können, je nach dem

Systeme von C3, in dem die betrachtete Ausartung vorkommt. Zer-

fällt die 6^3 z. B. in einen Kegelschnitt und eine Tangente desselben

(ein Fall, der nach Fig. 58 p. 410*) aus dem Falle einer Cg mit

Rückkehrpunkt abzuleiten ist), so besteht die Curve als Tangenten-

gebilde aus dem Kegelschnitte und dem Berührungspunkte. In letzterem

sind Rückkehr- und Wendepunkt vereinigt, während Rückkehr- und

Wendetangente in die Tangente des Kegelschnittes zusammenfallen.

Artet nun aber die C^ noch in eine Doppellinie aus, so können Rück-

kehr- und Wendetangente in diesem Grenzfalle durch zwei getrennte

Gerade dargestellt werden, welche durch den Schnittpunkt der Doppel-

mit der einfachen Geraden gehen, doch so, dass zwischen diesen vier

Linien und der Geraden, welche in der Grenze an Stelle der Verbin-

dungslinie von Wende- und Rückkehrpunkt tritt, noch Relationen

bestehen.**) Zählt man auch die so zu der Curve, insofern sie einem

Systeme allgemeinerer Curven angehört, hinzutretenden Geraden als zu

ihr wesentlich gehörig mit, so wird die Zahl der Constanten, von

denen die Ausartung abhängt, natürlich in entsprechender Weise

erhöht.

*) Ebenso kann man übrigens auch die anderen Ausartungen leicht zeichnend

veranschaulichen.

**) Diese Vorkommnisse sind von Schubert für die Ausartungen einer C^

mit Rückkehrpunkt vollständig untersucht; vgl. Göttinger Nachrichten 1875,

p. 359, sowie einen demnächst in den Math. Annalen erscheinenden Aufsatz

desselben.
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VII. Die Verwerthung der Theorie der elliptisclien Functionen für die

Geometrie auf einer Curve dritter Ordnung.

Bei Behandlung der Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt
haben wir gesehen, däss sich die Coordinateu der Punkte der Curve
in Function eines Parameters rational darstellen lassen, und dass diese

Darstellung für das Studium gewisser Punktsysteme auf der Curve
von besonderem Vortheile ist. Es liegt nun die Frage nahe, ob ein

ähnliches Verfahren auch bei einer allgemeinen Curve dritter Ordnung,
und weiterhin bei einer beliebigen Curve w*" Ordnung möglich sein

wird. Es zeigt sich dies hei näherer Untersuchung von dem Geschlechte

der betre/fejiden Curve abhängig: Jede Curve vom Geschlechte /? =
ist rational durch einen Parameter darstellbar; bei einer Curve vom
Geschlechte p = l dagegen sind elliptische Functionen für die Para-

meterdarstellung einzuführen. Diese Sätze werden wir später ganz

allgemein beweisen; für allgemeine Curven 3'" Ordnung, welche eben-

falls p = i haben, Können wir die Richtigkeit unserer Behauptung,
sowie die aus ihr fliessenden Folgerungen auch leicht direct nach-

weisen; und damit wollen wir uns im Folgenden beschäftigen.

Wir gehen zunächst von einer speciellen Gleichungsform der

Curve dritter Ordnung aus und zeigen an ihr den Charakter der vor-

liegenden Probleme, Dabei werden wir die möglichen Relationen

zwischen den Schnittpunkten einer Geraden, die zu Fragen verschie-

denster Art Veranlassung geben, ai^ßführlicher studiren; insbesondere

die Steiner 'sehen Polygone, wie bei den Curven mit Doppelpunkt.

Für höhere Curven dagegen werden wir nur kurz die uns bekannten

Sätze über ihre Schnittpunkte mit der C.^ neu begründen. Schliesslich

mag dann noch gezeigt werden, wäe die Einführung der elliptischen

Functionen auch geschehen kann, wenn man die Gleichung der C-^ als

in allgemeinster Form gegeben annimmt.

Die Gleichung einer jeden Curve dritter Ordnung kann in die Form
gebracht werden:

Denn wir können zeigen, dass das Doppelverhältniss dieser Curve
eben von der Grösse k"^ abhängig ist, dass F = also in der That
die allgemeine Curve dritter Ordnung darstellt. Für x-j = geht die

Gleichung (1) über in ,^^^ = 0; die Coordinatenaxe x^ = schneidet

also die Curve in drei unendlich nahen Punkten, d. h. a;, = 0, a-j =
ist ein Wendepunkt und a:, = seine Wendetangente. Durch ihn

gehen die drei Geraden

(2) x.^ = 0, Xi — cir.^== , x^ — k^-x^ = ,
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für welche die Gleichung der Curve immer in x^x^ = übergeht.

Jene drei Geraden sind also die vom Wendepunkte an die Curve zu

legenden Tangenten und 0^3 = ist die Gerade, auf welcher ihre

Berührungspunkte liegen, d. h. die zu dem Wendepunkte gehörige

harmonische Gerade. Ferner erkennt man sofort, dass k- eines der

sechs DoppelVerhältnisse der drei Geraden (2) und der. Weudetangente

x^ = ist, d. h. das Doppelverhältniss der Curve dritter Ordnung,

welches in bekannter Weise mit der absoluten Invariante derselben

zusammenhängt (vgl. Gleichung (41) auf p. 580).

Um also die Gleichung einer beliebigen Cm've dritter Ordnung in

der Form (1) zu erhalten^ hat man die Constante k"^ aus der Gleichung*)

/Q\ ^! __ 94 (1 — A:'^ -f k*Y
^'^^ y2 (l.+ Ä*/ (2 — k'^Y (!-•-' k^f

ZU berechnen, wenn S und T die Invarianten der Curve sind.

Die Gleichung (1) nun wird identisch erfüllt, wenn wir setzen:

QX^ = ft3 ^
Qx.;, = ft ,

QX^ = /(l — ft2) (1 _ ^y2) 5

und damit ist die Einführung der elliptischen Functionen von selbst

gegeben. Nehmen wir nämlich ^ == sin am u, oder

(4) u= ^7==^^==^

so wird unmittelbar:

j/\ — f-^
= cos am w

,

j/l — k'^^i- = A am u
,

wo nun die Wurzeln links immer mit bestimmtem Vorzeichen (also

eindeutig) zu nehmen sind, und wo die bekannten Relationen er-

füllt sind:

sin- am n -{- cos^ am u = l

k"^ sin- am u -{- A^ am u = A .

Die Coordinaten der Curve (l) F=0 sind daher eindeutig als

elliptische Functionen eines Parameters u dargestellt durch die Glei-

chungen:

*) Die sechs Wurzeln dieser Gleichung lassen sich rational durch eine von

ihnen (A^) darstellen; sie sind bekanntlich (vgl. p. 39):

Die Gleichung (3) ist daher algebraisch auflösbar; und in der That geht sie

mittelst der Substitution '=7,^-,,^, aus der cubischen Gleichung:
q [k^ -j- if

7'2 3

hervor; vgl. oben die Theorie der binären biquadratischon Formen, p. 238 f.
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Q x^ == sin^ am u

(5) QX2 = sin am u

Qx^ == cos am u . A am ii

.

Jedem Werthe von u ist dadurch ein ganz bestimmter Punkt x der
Curve zugeordnet

Aber nicht entspricht umgekehrt jedem Punkte x auch ein Werth
von u, wie aus den Periodicitätseigenschaften der elliptischen Functionen
hervorgeht. Das Integral (4) nämlich hat bekanntlich zwei Periodici-

tätsmodeln Q und Q', definirt ais die Werthe des Integrals genommen
über die beiden Querschnitte der zugehörigen Riemann 'sehen Fläche,

und welche für die Normalform des Integrals erster Gattung in fol-

gender Weise durch geradlinige Integrale gegeben werden*):

dl
(6) Q = 4 /-iL, Q' = 2 /*-iL-2 /-00
wo R{X) = (1 - A2) (l - A-U2). Ist nun u ein Werth des Integrals

(4), so unterscheiden sich alle anderen Werthe desselben von u um
ganzzahlige Vielfache von 9. und Q', d. h. sie sind von der Form:

u -\- pQ -\- qQ'

,

wenn p, q ganze Zahlen bedeuten. Diese Periodicitätsmodulu sind

nun gleichzeitig Perioden für die Function sin am, d. h. es bestehen

die Gleichungen:

sin am (w + ß) = sin am (m -[- Q ') == sin am u
,

während erst 9. und 2 Q' gleichzeitig für die drei Functionen sin am u,

cos am?/, A am u Perioden liefern. Für die Verhältnisse der Xi erhält

man aber aus (5) schon dieselben Werthe, wenn man das Argument
u nur um ^ Q oder um Q' wachsen lässt; denn es ist auch:

sin am {u + Q') = sin am u, sin am
( m + -

J

= — sin am u
,

cos am (w + ß') = — cos am u , cos am fu -j-
^ |
= — cos am u

,

A am (m + ^') = — A am w , A am fu -(- |\ = A am m .

Jedem Punkte x der Curve entsprechen daher unendlich viele Argu-
ment- Werthe; dieselben setzen sich aus einem von ihnen (u) in der Form

u + J
Q + qQ'

*) Vgl. z. B. Königsberger: Theorie der elliptischen Functionen, Leipzig
1874, Bd. 1, p. 277 ff.
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zusammen, ivcnn p, q ganze Zahlen sind. Oder wie wir uns ausdrücken

wollen: Die Curve hat die Perioden

(7) 03 = ^ Q und co' = Q
'

.

Dass das elliptische Integral erster Gattung u hier in der be-

kannten Normalform auftritt, ist die Folge der speciellen Lage unseres

Coordinatendreiecks; im Allgemeinen wird dies nicht der Fall sein.

Alle anderen elliptischen Integrale erster Gattung jedoch kann man

auf eines von ihnen zurückführen, und in der That ist es aus der

Theorie der elliptischen Functionen bekannt, dass alle Integrale mit

gleichem Modul k linear in einander transformirt werden können. Es

hängt dies, wie später allgemeinere Untersuchungen lehren- werden,

damit zusammen, dass die Curve dritter Ordnung vom Geschlechte

/) = 1 ist und nur eine absolute Invariante besitzt.

Unter Zugrundelegung der Normalform (4) können wir die Ver-

theilung der Werthe des Integrals über die Punkte der Curve leicht

im Einzelnen verfolgen, wie wir weiterhin sehen werden. Es führen

dazu die folgenden Ueberlegungen, welche uns gleichzeitig zur Be-

handlung weiterer an sich wichtiger Fragen Veranlassung bieten

werden.

Sind Wj, w.^, W;, die Parameterwerthe für drei auf einer Geraden

liegende Punkte, und setzen wir zur Abkürzung:

sin am w, == /,• , cos am Ui = Ci , A am m, = A/

,

so besteht wegen (5) die Relation:

(8)

Sj •'»2 *3

Sj «2 *3 = 0.

qAi C2A2 C3A3

Diese Gleichung sagt aber nichts anderes aus, als dass die Summe

der Agrumente Ui, u^, W3 verschwindet, resp. gleich einem ganzen

Vielfachen der Perioden unserer Curve ist. Man erkennt dies am

einfachsten, wenn man die Gleichungen für das Additionstheorem

der elliptischen Functionen in der von Her mite gegebenen Form zu

Grunde legt.*) Man hat dann:

(9) sin am (?/, + Wj + • • • + «2«) = ^^7^7^^

'

wo (p {u) die folgende Function von s = sinamM, c = cos am ?/,

A = A am u ist:

(10) cp(u)=^s if" -\- p^s"^"-^ -f p^s'^''-^ + ... + ;?«)

-f c . A (yis^''-^ -f q^s^- - ^ + . , . + ^n) .

*} Her mite: Note sur le calcul differentiel et le calcul inte'gral; extrait de

la 6c edition du calcul difF. et int. de Lacroix, Paris 1862, p. 68. Vgl. auch

Königsberger: Theorie der elliptischen Functionen, 2. Th., Leipzig 1874, p. 16.
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Die hierin vorkommenden 27i Constanten p,, q, bestimmen sich
aus den 2n linearen Gleichungen:

(11) 9P {u,) = 0, cp (u,) = 0, ^ (u,) = 0, ... 9, (^,,„) = .

Das Vorzeichen des in (9) rechts stehenden Ausdruckes wird durch
einen speciellen Fall bestimmt, etwa indem man ^2= ^/3= . . . =W2«=
nimmt, wodurch derselbe in + sin am w, übergehen muss.

Setzen wir nun insbesondere n = 2 und u„, = 0, so gibt Glei-
chung (9) den Werth von

sin am (w, + u., + u.,)
,

und die Gleichungen (10), (11) zur Bestimmung der Function cp (n)
geben ^2 = und:

= s^^ -\- p^s,^ -j- p^s^ -j-c^ .A^qs,^

= s^^ + pj s^^ + p^sr, + C2 . A,qs.,'-

= ^3^ + p, s,^ + p^s, + c, . A,qs,'
,

also durch Auflösung, da die Determinante des Nenners nicht ver-
schwindet :

e4 e2

(p(u]

c A s

c^A^s^

C2A2S2

^3 ^3 ^3

^1^1 ^1

^2^2 52

^3 ^3 ^3

Setzen wir hierin, um die Gleichung (9) zu bilden w = 0, so

kommt wegen sin am == 0, cos am = A am = 1 links ^-^ und
wir erhalten, da auch ii2n == u, == war:

sin am'(wj -j-u^-j- u.^) ==

CjA,

C2A2

^3^3

So'

CiA,s,

C1A2S2

Hier steht aber im Zähler die Determinante, deren Verschwinden nach
(8) aussagt, dass die drei Punkte mit den Parametern m,, u^, u., in
gerader Linie liegen. Da nun der rechts stehende Nenner nur für
besondere Werthe der Argumente u,, ?/,, u, zugleich mit dem Zähler
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verschwinden kann, während unsere Gleichung für ganz beliebige

Argumente derselben gilt, so folgt aus (8)

:

sin am («^ -1- ^2 + ^3) = ^ ^

odgr: w^ + Wj + W3 nn 0,

wo das Zeichen ^ andeuten soll, dass die links stehende Summe ent-

weder gleich Null selbst oder nur um einen Ausdruck der Form

pco-\-qc3' von Null verschieden sein soll; p, q als ganze Zahlen

vorausgesetzt und unter co , o' die beiden durch (6) und (7) definirten

Perioden unserer Curve verstanden.

Dies Resultat sprechen wir in dem Satze aus:

Stellt man die Punkte einer Curve dritter Ordnung mittelst der

Gleichungen (5) als elliptische Functionen eines Parameters dar*), so ist

für die Schnittpunkte einer Geraden mit der Curve immer die Summe der

Argumente congruent Null:

(12) Wj + M2 + % ^ ^ (mod. ö, oj') .

An diese Gleichung knüpfen wir die Lösung einer Reihe von

Aufgaben, die wir früher zum Theil schon in anderer Weise behandelt

haben. Lassen wir zunächst zwei der Punkte zusammenfallen, die

Gerade also zur Tangente werden, so ist

(13) 2u,+u^E^0,
oder

:

„ W2_l_ PCO 4- q (o'

«1
—

2 ' 2 '

WO p, q ganze Zahlen sind. Wir brauchen aber nur /?, q gleich

und 1 zu nehmen, da dann jede höhere Zahl durch Addition ganzer

Vielfacher von Perioden entsteheji kann. Also:

Die Argumente der Berührungspunkte der vier von einein Punkte u

der Curve an dieselbe zu legenden Tangenten sind:

. u u -\- (O u-\- (a u -\- co -\- w
^

(14) 2^ , ^

;

2 ' 2 '

und umgekehrt ist der Tangentialpunkt u eines Punktes v der Curve le-

stimmt durch:
^==r_2y (mod. 03, co')

.

Wenn wir die Beziehungen der vier Berührungspunkte zu den

drei auf der Curve vorhandenen Systemen von Polepaaren berück-

sichtigen (vgl. p. 530), so können wir den ersten Theil dieses Satzes

auch in der folgenden Form aussprechen:

*) Dieser Satz ist übrigens, wie später gezeigt wird, unabhängig von der

Form der Gleichungen (5). Die Darstellung muss nur so eingerichtet sein, dass

dem Parameter m = ein Wendepunkt entspricht; andernfalls würde auf der

rechten Seite von (12) statt Null eine Constante stehen (vgl. p. 630 f.).
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Die Argumente der drei Punkte, welche einen Punkt u der Curve
in den drei Systemen von Polepaaren zu einem solchen Paare er-
gänzen, sind:

(15) « + f, t^ + l',
u +^'

«

Verbinden wir nun den Punkt u mit einem beliebigen Punkte v,

so ist das Argument w des dritten Schnittpunktes dieser Verbindungs-
linie bestimmt durch: w ~ — u — v. Dasselbe Argument ergibt sich
aber auch für den dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie von

?/-]-- mit i; -f- |, während sich die Verbindungslinien von u mit

V + I und von v mit u + | in dem Punkte mit dem Argumente

^^ -f ^ schneiden. Somit folgt der bekannte Satz (p. 528)

:

Die Verbindungslinien von nicht entsprechenden Punkten zweier Pole-
paare desselben Systems schneiden sich auf der Curve in zwei Punkten,
welche ein drittes Polepaar desselben Systems bilden.

Wir erkennen ferner aus (14) wieder die für die Realität der drei

Systeme von Polepaaren früher gemachten Bemerkungen (p. 530). Ist

die Curve nämlich zweitheilig, so sind die vier Tangenten und somit
auch ihr Doppel verhältniss k'' reell; und letzteres kann immer kleiner
als 1 angenommen werden, da andernfalls doch einer der fünf übrigen
Werthe des Doppelverhältnisses kleiner als 1 sein würde. Dann ist

aber bekanntlich nach (6) Q reell und Q' rein imaginär (/^j/ZTi):

2(ö = Q = 4ä', aj' = Q'==2/Ä",
wo für k"^ = \ — Ä 2

:

1 1

r . ^^ /• dl - / dX

Das erste der Argumente (15) ist also selbst reell; aber auch die Ein-
setzung der andern Argumente in die Werthe der Coordinaten in (5)
gibt für letztere reelle Grössen, denn es ist für 7/2 = 1 — k-:

( I (a\ , cos am n • / , ca\ 1
Sin am (m + -1 = 4- — _ sm am [u + -"

) = • -^-1—
,V — 2/ — Aam« ' V-^s/ A sin am«'

COS am (u + ") = + '-'^"^^
, cos am (. + "') = + A^ ^^ «-

,\ — 2/ ' A am M ' \ -^ 2/ "^ÄsinamM'

A am (n + f) = ^^~- , A am (u -f
"') = + L4^°L "

\ — 2/ A am M ' \ ' -2 / "^ sm am ti '

(, CO -4- a»'\
, A am u

' 2 / -^ A CO

COS am

cos am u

(0 -f- co\ ik'

("+-r)=-* cos am u

> • ' 2 / — cos am M
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Ist dagegen die Curve eintheilig, so wird das Doppelverhältniss

F complex (mit dem absoluten Betrage Eins), und man erkennt aus

diesen Gleichungen, dass nur der eine Punkt mit dem Argumente

« -}- ^ reelle Coordinaten erhält. —
Lassen wir ferner in (12) alle drei Argumente einander gleich

werden, so erhalten wir die Bedingung für einen Wendepunkt:

3m ^0 (mod. CO, co')

,

oder, wenn p, q ganze Zahlen sind:

(16) UE^'-^'^-^-

Bas Problem der Beslimmung der Wendepunkte ist sonach, ivenn ein

Wendepunkt {u^O) bekannt ist, identisch mit dem Probleme der soge-

nannten speciellen Dreitheilung der elliptischen Functionen. Dasselbe

hängt also von einer Gleichung 4*«" Grades ab; und letztere ist

keine andere, als eben die Gleichung G {y.,X) = ^, mittelst deren wir

früher die Wendepunkte bestimmten, wie wir später noch sehen

werden.*) Die Argumente der 9 Wendepunkte sind daher:

, CO oj' CO -{- co' 2(0 2co' co-\-2co' 2(o-\-co' 2 co -|- 2 co'

^' ¥' 's' 3 ' X' IT' 3"
' 3 '

3~

Auf einer geraden Linie liegen dann immer die Wendepunkte, für

"deren Argumente die Summe der p sowohl, als die Summe der q

durch 3 theilbar ist. Ordnet man also die Werthepaare p, q wie die

Elemente einer Determinante in das Schema:

0, 0, 1 0, 2

1, 1, 1 1, 2

2, 2, 1 2, 2,

so liegen je auf einer Geraden solche Punkte, die derselben Horizon-

talreihe oder derselben Verticalreihe angehören, und endlich solche, die

in der Determinante mit einander multiplicirt erscheinen würden. Wir

haben sonach für die Gruppirung der Wendepunkte ohne weitere

Ueberlegung dieselben Regeln, welche wir früher auf anderem Wege
ableiteten (vgl. p. 507); und in der That stimmt unser Schema ganz

mit dem damals aufgestellten überein: die in demselben benutzten

Zahlen haben aber durch unsere jetzige Betrachtung eine unmittel-

bare Bedeutung gewonnen; es sind die Werthe der Zahlen p, q in

(16). Man erkennt ferner, dass nur drei und immer drei reelle

Wendepunkte auf einer reellen Curve vorhanden sind, nämlich die-

jenigen, welche durch die Parameterwerthe 0, ^a, f gj gegeben

werden. Hieraus kann man schliessen, dass die Argumente der Punkte

*) Vgl. den Schluss dieses und des folgenden Abschnittes.

Clebsch, Vorlesungen.
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des mit drei Wendepunkten versehenen Zuges alle in der Form -^ «
q

dargestellt werden können, wo p, q reelle Zahlen bedeuten ; man kann
auch direct die Vertheilung dieser Argumentwerthe durch fortgesetztes

Tangentenziehen verfolgen. Zunächst sind die Berührungspunkte der

von einem Wendepunkte E^jtjL^ ausgehenden Tangenten nach (1.4)

gegeben durch

l^'^\
pto + qco' (p+ 3)ca+ yca' p (o -[. {q J^ ^) ca' (p4-3)ö,-|-(«4-3)üj'

^^'^
6 ' 6 ' & ^ 6"

Setzt man hierin die Werthe von p, q ein, so erkennt man, dass
einer dieser Punkte in den betreffenden Wendepunkt zurückfällt;

z. B. für p = 1, ^ = erhält man, wenn man alle Argumente um
die Perioden co und ca' vermehrt:

«
; i"; l« + io5', \co-\-^03'.

Von den drei Berührungspunkten liegt also nur einer (| tö) mit dem
Wendepunkte \ co auf demselben Zuge; die beiden anderen dagegen
auf dem Ovale. Wir können hieraus schliessen, dass die Argumente

Fig. 69. der Punkte des letzteren immer von

z*%'>:^' ^N^v ^^^ Form mci-\-^G) sind, wo m
eine reelle Zahl ist, und so überhaupt

,<|.' durch fortgesetztes Tangentenziehen

ein Urtheil über die Vertheilung der

Argumentenwerthe auf den reellen

J^ Zügen der Curve gewinnen, wie dies

Fig. 69 veranschaulicht. Auf den Zug
mit den drei Wendepunkten fallen, wie erwähnt, die Werthe w = bis

u = CO, auf das Oval die Werthe m = -f- ^- o' Us u = a -\- ^ co'.

Damit ist aber nur die Vertheilung der Parameter für die reellen

Punkte der Curve gegeben; es fragt sich, ob für die imaginären
Punkte eine ähnliche Versinnlichung derselben möglich wird. Letzteres

ist nun in der That der Fall, wenn man sich der von Klein einge-

führten Vorstellungsweise bedient. *) Diese Darstellung der imaginären
Elemente der Curve schliesst sich an die Auffassung derselben als

Umhüllungsgebilde ihrer Tangenten an; wir werden daher im Folgen-
den statt der Curve dritter Ordnung eine Curve dritter Klasse zu
Grunde legen.

Zuvor betrachten wir jedoch das Entsprechende an einem Kegel-
schnitte. Jeder Tangente eines solchen, wie überhaupt einer alge-

*) F. Klein: Ueber eine neue Art der Riemann'schen Flächen; Math.
A-nnalen, Bd. 7, p. 558.
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braischen Curve, mag die Tangente reell oder imaginär sein, kann

man im Allgemeinen einen reellen Punkt der Ebene zuordnen. Ist

die Tangente reell, so wählen wir als ihr entsprechenden Punkt den

Berührungspunkt; ist sie imaginär, so wählen wir den einen reellen

Punkt, den sie überhaupt besitzt. Beide Festsetzungen stimmen inso-

fern mit einander überein, als die auf reelle Tangenten bezügliche aus

der anderen durch Grenzübergang hervorgeht. Denn der reelle Punkt

einer imaginären Tangente ist ihr Schnittpunkt mit der conjugirt

imaginären Geraden; und, wenn diese beiden conjugirten Linien in

eine reelle zusammenfallen, so geht ihr Schnittpunkt eben in den

Berührungspunkt der letzteren über. Es sei nun zunächst ein reeller

Kegelschnitt gegeben, den wir als Ellipse voraussetzen. Von jedem

Punkte ausserhalb derselben kann man zwei reelle Tangenten an sie

legen, dagegen von jedem Punkte im Innern der Ellipse zwei con-

jugirt imaginäre. Es gibt also immer zwei imaginäre Tangenten,

welchen derselbe reelle Punkt zugehört: Die reellen Punkte, welche

den imaginären Tangenten der Ellipse entsprechen, erfüllen das Innere

derselben doppelt, sie bilden eine Fläche von der Gestalt eines ellipsoi-

dischen Doppelblaltes. Wenn wir dabei von einem Doppelblatte

sprechen, so denken wir uns alle Punkte des Innern einmal zu einem

Blatte vereinigt, insofern sie einer Tangente G -\- iH=0 zugeordnet

sind, und einmal, insofern sie zu einer Tangente G — iH == gehören.

Dieses Doppelblatt nun repräsentirt uns die Gesammtheit der imaginären

Tangenten der Ellipse, d. h. die Vertheilung der complexen Werthe
eines Parameters, von dem jene Tangenten rational abhängen. Beide

Blätter sind durch die reellen Punkte der Ellipse mit einander

verbunden.

Ganz analoge Ueberlegungen können wir nun auch an einer

Curve dritter Klasse anstellen. Eine solche besteht bekanntlich ent-

weder aus zwei geschlossenen Zweigen, von denen der eine drei

Spitzen, der andere eine ovale Form hat, oder allein aus einem drei-

spitzigen Zuge (vgl. p. 514). Wir betrachten hier nur den ersten

Fall. Die Tangenten einer Curve der beregten Art können wir

ebenso als elliptische Functionen eines Parameters darstellen, als die

Punkte einer zweitheiligen Curve dritter Ordnung; d. h. die eine

Periode des betreffenden elliptischen Integrals erster Gattung ist reell,

die andere rein imaginär (vgl. p, 608); und also ist die Parameter-

vertheilung für die reellen Tangenten der beiden Züge dieselbe (nur

dualistisch übertragen), wie in Fig. 69.

Setzen wir also einem Punkte der Curve dritter Klasse den Ar-

gumentwerth seiner Tangente bei, so erhalten wir die in Fig. 70

dargestellte Parametervertheilung : Längs des Zuges mit drei Spitzen
39*
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ft»-^»'

|C3 + ^03',

sind die reellen Zahlen von

bis CO in der Weise ver-

theilt, dass den drei Spitzen

die Argumente 0, ^a, f «
zukommen; und die ent-

sprechenden drei Rückkehr-

tangenten schneiden die

Curve noch in drei Punkten,

welche den von einem

Wendepunkte der Curve

dritter Ordnung ausgehen-

den Tangenten entsprechen,

und also bez. die folgenden

Argumente haben:

|0J + 4-Cö',

Für die Punkte des umschliessenden Ovals hat der imaginäre Theil

des Arguments überhaupt gleichmässig den constanten Werth ^- a,

während er für die Punkte des dreispitzigen Zuges verschwindet.

In Betreff der imaginären Tangenten der Curve gilt das Folgende.

Von jedem Punkte ausserhalb des Ovals, sowie von jedem Punkte

innerhalb des dreispitzigen Zuges kann man, wie ein Blick auf die

Figur lehrt, drei reelle Tangenten an die Curve legen; die reellen

Punkte dagegen, welche conjugirt imaginären Tangenten der Curve

entsprechen, von denen also nur noch eine reelle Tangente ausgeht,

erfüllen den Raum zwischen beiden Curvenzügen doppelt. Denken

wir uns demgemäss diese Punkte wie bei der Ellipse auf zwei ver-

schiedene, über die Ebene zwischen beiden Curvenzügen ausgebreitete

Blätter vertheilt, die längs der beiden reellen Curvenzüge an einander

geheftet sein mögen, so bilden sie eine Art Ringßäche, d, h. eine Fläche,

die durch continuirliche Deformation in einen gewöhnlichen Ring

übergeführt werden kann.*) Jedem Punkte dieser Fläche gehört nun

*) Die von uns construirte Fläche hat also auch denselben Zusammenhang , wie

eine Ringfläche, und somit auch wie die zum Studium der elliptischen Functionen

zu benutzende Riemann'sche Fläche. Man kann nun überhaupt die letztere

direct durch unsere Ringfläche ersetzen und auf dieser die Integrationswege des

elliptischen Integrals verfolgen; es ist dies in mancher Beziehung bequemer und

anschaulicher. Die beiden Perioden dieses Integrals entstehen dann dadurch,

dass man dem zwischen bestimmten Grenzen geführten Integrationswege beliebig

Meridiancurven und Breitencurven hinzufügen kann. — Aus der Zahl für den

Zusammenhang der Ringfläche kann man ferner in Riemann 'scher Weise

schliessen, dass die Curve dritter Klasse vom Geschlechte 1 ist. Aehnliches gilt

auch bei höheren Curven. Vgl. Klein a. a. 0.
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ein complexer Wertli des Arguments u zu und dem gerade über. ihm

liegenden des andern Blattes der conjugirt imaginäre Werth. Insbe-

sondere finden sich etwa an den drei Stellen, welche in Fig. 70 durch

kleine Kreise bezeichnet sind, diejenigen Punkte der Fläche, welche

die 6 paarweise conjugirt imaginären Rückkehrtangenten der Curve

repräsentiren, denen also bez. die folgenden Argumente zukommen:

o + i«', iw + i«'; !« + ¥"';

denn diese Punkte müssen bez. zwischen den Punktepaaren und

4-
I-

ö', I CO und i tö + i «', I 03 und I 03 + ^ oj' symmetrisch liegen.

Auf der Fläche sind nun besonders zwei Curvensysteme von Wichtig-

keit die wir als Dreitencurven und Meridianciirven unterscheiden wollen;

sie sind dadurch deflnirt, dass auf ihnen bez. der imaginäre und der

reelle Theil des Arguments einen constanten Werth hat. Die Meri-

diancurven werden, wie hier nur kurz bemerkt werden mag, durch die

Tangenten des dreispitzigen Zuges gebildet, d. h. auf der Ringfläche

durch eine Ebene ausgeschnitten, welche durch eine solche Tangente,

etwa senkrecht zur Ebene der Zeichnung, gelegt wird. Eine Curve

der Art ist in Fig. 70 durch Verbindung der Punkte \co und ^Jo + ^03'

angedeutet. Die Breitencurven, auf denen immer der imaginäre Theil

des Arguments constant ist, verlaufen gewissermassen senkrecht zu

den Meridiancurven ; zu ihnen gehören insbesondere die beiden reellen

Züge der Curve selbst, indem auf dem Ovale der imaginäre Theil stets

gleich ^03', auf dem dreispitzigen Zuge stets gleich Null ist. Eine

nähere Untersuchung ergibt weiter, dass je zwei Breitencurven, für

welche die constanten imaginären Werthe um i- 03' differiren, zusammen

die beiden reellen Züge einer algebraischen Curve vom Geschlechte

p = \ bilden. *) —

*) Diese Curven sind ferner durch die in folgenden Sätzen ausgesprochenen

Eigenschaften charakterisirt:

Das Doppeluerhältniss der vier reellen Schnittpunkte jeder Curve init den Tangenten

am dreispitzigen Zuge der Grundcurve ist constant. Die Breitencurven bilden einen

Theil eines Curvensystems , welches dadurch erhalten wird, dass man auf jeder Tan-

gente der Curve dritter Klasse zu der binären biquadratischen Form f, gebildet durch

ihre Schnittpunkte mit der Curve, die Hesse'icAc Form H und den Büschel v.f-\-XH

construirt:

Für die Breiten- und Meridiancurven erwähnen wir schliesslich noch die

Relation , dass die beiden von jedem Punkte der Hingßärhe ausgehenden conjugirt ima-

ginären Tangenten harmonisch zu den Richtungen dieser Curven liegen. Diese Be-

ziehung gibt dann weiter einen bemerkenswerthen Zusammenhang des Systems

der Breitencurven mit der zur Grundcurve gehörigen Zwischenform Q. — Vgl.

Näheres über diese Verhältnisse bei Harnack: Ueber die Verwerthung der

elliptischen Functionen für die Geometrie der Curven dritten Grades, Math.

Annalen, Bd. 9; ferner unten p. 622.
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Wir wollen nun mit Hülfe der Gleichung (12) einige weitere
Probleme behandeln. Zunächst stellen wir eine Frage, auf deren Be-
antwortung wir schon bei Gelegenheit der Grassmann 'sehen Erzeu-
gungsweise der Curve dritter Ordnung geführt wurden, nämlich (vd
p. 539): ^

^'

Es sind auf der Curve drei Punkte mit den Argumenten a, h, c
gegeben, es sollen durch dieselben drei Gerade gelegt werden, welche sich

auf der Curve schneiden.

Bezeichnen wir mit u, v, w diese drei Schnittpunkte, so haben
wir die drei Bedingungen:

a -\- V -\- lü^^O

,

b -]-iü -{- u ^0

,

c -\- u -\- V ^0

,

und hieraus durch Addition:

' '
—

2
^^

2 '

also schliesslich {P= pa -\- qa'):

a ~ h — c , p

(18) v = 'L:^-:zJijL.P

! — ß — 6 , PW ^ ^^ : -|- -

Hier haben wir für p und q nur oder 1 zu setzen und erhalten so
wieder den bekannten Satz:

Es gibt vier Dreiecke, deren Ecken einzeln auf der Curve liegen, und
deren Seiten durch drei gegebene Punkte der Curve gehen.

Ferner ergibt der Vergleich der Ausdrücke (18) mit (15) das uns
ebenfalls bereits bekannte Resultat:

Wenn man zu den Ecken eines dieser Dreiecke die correspondirenden
Punkte in den drei Systemen von Polepaaren construirt, so erhält man die
Ecken der drei anderen Dreitcke.

Man leitet hieraus ferner leicht die früher gegebene Construction
der vier Dreiecke ab. — Wenn die Punkte a, b, c in gerader Linie
liegen, so ist:

« -f Z' + ceeeO,
•

und es gibt eine Periode H = ttoj + xca', so dass:

i(a-f Z^ + c)EE:^n.

In Folge dessen gehen die Gleichungen (18) über in:
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Von den vier oben gefundenen Lösungen wird demnach eine {P = TT)

uneigentlieh, indem das entsprechende Dreieck in die Verbindungslinie

der drei gegebenen Punkte übergeht.*)

Es lassen sich also einer Curve dritter Ordnung nur drei Dreiecke

einschreiben , deren Seiten durch drei auf der Curve gegebene , in einer

Geraden liegende Punkte gehen. Ihre Ecken sind die drei Punkteiripel,

welche den gegebenen Punkten als conjugirie Pole in den drei Systemen

entsprechen. (Man kann auf diese Breiecke noch sechs Grassmann-
sche Erzeugungsiveisen der Curve begründen.) —

Wir können ferner mit Hülfe der Gleichung (12) die Steiner-

schen Polygone**) behandeln, die wir auch schon bei Ourven mit

Doppelpunkt betrachtet haben, wie denn überhaupt der Satz von dem

Verschwinden der Integralsumme an Stelle des bei Curven mit Doppel-

punkt geltenden vom Verschwinden der Summe der Logarithmen zu

treten hat (vgl. Gleichung (9) auf p. 586 und p. 593).

Zur Construction eines St ein er 'sehen Polygons ziehen wir durch

einen festen Punkt a der Curve eine beliebige Gerade, welche noch

in zwei Punkten mit den Argumenten Mj , u.^ schneidet, Wj verbinden

wir mit einem beliebigen festen Punkte b der Curve durch eine Linie,

welche noch durch Wy geht, W3 wieder mit a durch eine in u^ schnei-

dende Gerade, u. s. f.: Wir fragen, wie b liegen muss, damit ein

geschlossenes Polygon von 2 n Seiten entsteht, d. h, damit die 2 n^^

Seite wieder durch den Punkt u^ geht. Diese Construction gibt uns

nun unmittelbar die folgenden ßedingungsgleichungen:

a -{- u^ -j- ^2 ^ , b -\- U2 -\- u^ ^E^i ,

a -{- u^ -{- W4 ^ , b -{- u^ -{- Ur, ^ ,

a -{- Ur, -f «6 = , b -{- Uq -^ Uj — O,(19)

.a -\- U2n-l -^ U2u^0 ,
b -{- U2„ -{- Ui^^O.

Durch Addition folgt also

:

n . a -\- Eui^ , n . b -\- 2Jui^ ,

oder?

(20) a = b + ^(pa,+qco').

Mittelst dieser Gleichung ist b mehrdeutig bestimmt, wenn a ge-

geben ist. Alsdann lassen sich aus (19) alle Ecken des Polygons
•

*) Vgl Clebsch: Math. Annalen, Bd. 5, p. 425, und für den besonderen

Fall, dass a, b, c in gerader Linie liegen: Hesse, Crelle's Journal, Bd. 36.

**) Vgl. Steiner, Crelle's Journal, Bd. 32, p. 182, und Clebsch, ib. Bd. 63:

Ueber einen Satz von Steiner und einige Punkte der Theorie der Curven drit-

ter Ordnung. In letzterem Aufsatze wurden überhaupt zuerst die elliptischen

Functionen für die Curven 3. Ordnung verwerthet.
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successive berechnen, sobald eine, etwa ?/, , willkürlich gewählt ist;

lind somit liegt in (20) der Beweis des Steiner'schen Satzes:

Es gibt unendlich viele Polygone von 2 n Seiten und 2 n Eckenj deren

Ecken auf einer allgemeinen Curve dritter Ordnung liegen^ deren unge-

rade Seiten sich in einem Punkte a der Curve treffen und deren gerade

Seiten durch einen zweiten Punkt h der Curve gehen. Ist a gegeben, so

ist b' dadurch mehrdeutig bestimmt; zu zwei zusammengehörigen Punkten

a, b, „einem zur Zahl n gehörigen Steiner'schen Punktepaare", gibt es

aber unendlich viele Polygone, indem die erste (durch a gehende) Seite

ganz ivillkürlich ist.

Was die Bestimmung von a aus b (oder b aus a) betrifft, so zeigt

die Gleichung (20), dass dieselbe durch das Problem der n-Theilung

der elliptischen Functionen geschieht; in der That hat man, um die

Coordinaten des Punktes a anzugeben, nach (5) für&= — die Aufgabe

sm am l
—^—

I
aus sm am p

zu finden. Dieselbe hat bekanntlich n^ Lösungen, wenn n eine unge-

rade Primzahl ist, und diese lassen sich mit Hülfe von Wurzelzeichen

durch die Wurzeln einer einzigen Gleichung (n -f- l)**'" Grades dar-

stellen. Unter jenen n"^ Lösungen ist aber eine für uns unbrauchbare

enthalten, nämlich diejenige, wo a = b wird.

Ist daher n eine Primzahl, so gibt es n"^ — 1 Punkte b, welche mit

einem gegebenen Punkte a ein 'S\e'\\\e\'sches Punktepaar bilden. Diese

Punkte ordnen sich in n -\- \ Gruppen, entsprechend den Wurzeln
jener Gleichung {n -j- 1)^^" Grades; und jede Gruppe besteht aus n — 1

Punkten. Aus den später anzugebenden Beziehungen zwischen ver-

schiedenen Steiner'schen Punktepaaren wird man ferner sehr ein-

fache Beziehungen zwischen den Punkten einer solchen Gruppe

ableiten.

Ist jedoch n keine Primzahl, so wird es vorkommen können, dass

die Zahlen p , q \n. dem Ausdrucke

£ — ,
n

welche die Werthe 0, 1 , 2, . . . w — 1 annehmen können, mit n

gleichzeitig denselben Factor gemein haben; und dann entsteht das

2w-Eck offenbar durch wiederholte Umgänge eines Polygons von

geringerer Seitenzahl.*) Man hat 'also allgemein den Satz:

Zu jedem Punkte a der Curve gehören so viele Punkte b, als Zahlen-

paare p, q (< n) existiren, ivelche mit n keinen Factor gemein haben.

*) Vgl. die entsprechenden Ueherlegungen bei Curven mit Doppelpunkt
auf p. 589.
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Zu besonders ausgezeichneten Polygonen geben die Wendepunkte

Veranlassung. Man erkennt nämlich aus (16), dass je zwei Wende-

punkte ein Steiner'sches Punktepaar für w = 3, und aus (17), dass

je zwei Berührungspunkte der von verschiedenen Wendepunkten aus-

gehenden Tangenten ein solches Punktepaar für ^i = 6 bilden. Man
hat also den Satz, dessen ersten Theil schon Steiner angab:

Je zwei Wendepunkte können die Schnittpunkte der geraden und

ungeraden Seiten eines Steiner'schen Sechsecks und je zwei ßernhrungs-

punkte der von zweien unter ihnen ausgehenden Tangenten dergleiclien

Punkte für ein Steiner'sehes Zwölfeck sein.

Ferner können wir in folgender Weise Punktsysteme auf der

Curve angeben, die für einen speciellen Fall {n = 3) auf die Wende-

punkte zurückführen. Wir stellen die Forderung, dass von dem

Systeme der zu einem Punkte a gehörigen Punkte /; immer auf der

Verbindungslinie zweier noch ein dritter liege. Sind zwei solche

Punkte {p, h') durch die Gleichungen:

a^b 4- ^—^^^-—
, a ^z b 4- —

gegeben, so müssen sich alsdann zwei Zahlen p", q angeben lassen,

so dass

und ö-f &' + ^?" = ü, d. h.:

3</ -\{{v^-r> -\- p") 03 + {q + q -\- q") »'} = ;

oder es muss sein, wenn r, s ganze Zahlen sifid:

(21) a =^^' + ^J(p -f;/ + /') (o + {q-\-q' -i- q) «'} .

Da nun der erste Theil d^r rechten Seite das Argument eines Wende-

punktes ist, so hat man folgenden Satz:

Alle und nur diejenigen Punkte a, welche mit einem Wendepunkte

ein zur Zahl 3n gehöriges 'Steiner'sches Punktepaar bilden können,

haben die Eigenschaft, dass die Vei^bindiingslinie von irgend zwei Punkten,

die mit a ein zur Zahl n gehöriges Punktepaar bilden^ die Curve in

einem dritten Punkte schneiden, welcher a zu einem ebensolchen Punkte-

paare ergänzt. •

Das nähere Studium der so definirten Punktsysteme a, b, welche

von den Wendepunkten abhängen, und als deren speciellster Fall das

System der Wendepunkte selbst erscheint, bietet grosses Interesse.

Dieselben sind verschieden je nach der Natur der Zahlen

n, Po^p -\- p + p", qo = q -\- q + ^'^
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und zwar in folgender Weise. Genügt a der Relation (21), so wollen

wir einen Punkt, welcher mit a ein zur Zahl n gehöriges Punktepaar

bildet, dessen Argument also von der Form a 4- ^"
'

^ " ist, kurz

einen Punkt r, s nennen. Sollen dann also die Punkte r, s] r , s';

r", s" auf einer Geraden liegen, so muss man haben:

r -\- r -\- r" ^ ;>„ , s -\- s -\- s" :i^ q^ (mod. n)

.

Wenn tiun eistlich n durch 3 theilbar ist, aber nicht ;>„ und q^, so

können die Punkte r, s; r, /; r'\ s" nie in einen Punkt zusammen-

fallen. Ist dagegen n nicht durch 3 theilbar ^ so kann man, und zwar

auf eine Art

3 r ^ jÖQ , 3 5 ^ ^0 (mod. w)

machen; dann gehört also ein Wendepunkt zu dem Systeme. Ist end-

lich jede der Zahlen n, p^, q^ durch 3 theilbar, so gehört jeder der

9 Wendepunkte zu dem Systeme.

. Ist ferner n ungerade^ so bestehen die Congruenzen

r' -|- 2 r E^ Po , / -f- 2 s zz:
5'o

(mod. n)

so zusammen, dass jedem Punkte r , s ein Punkt r, s entspricht, und
umgekehrt. In diesem Falle also kann man von jedem Punkte des

Systems eine Tangente ziehen, deren Berührungspunkt dem Systeme

angehört, und die Tangente in jedem Punkte des Systems geht noch
durch einen anderen desselben. Ist dagegen n gerade., so gehört zwar

zu jedem Punkte r, s ein Punkt r, s] aber umgekehrt gehört zu

einem Punkte r, s' nur dann ein Punkt r, s, wenn die Zahlen

Po — ^') fh — *' gerade sind ; dann aber gehören zu demselben auch

noch die Punkte

„ ,
w , n , n , nr+-^,s; r,s + -; r + -, s -\- ^

.

Es geht also zwar noch die Tangente in jedem Punkte des Systems

durch einen andern, aber immer vier durch denselben, so dass über-

haupt nur durch den vierten Theil aller Punkte Tangenten anderer

Punkte hindurchgehen.*) —
Die Untersuchung der St ein er 'sehen Punktepaare gibt uns noch

zu einigen allgemeineren Erörterungen Veranlassung, insofern durch

dieselben auf Äfer Curve eine paarweise Zuordnung der Punkte (Corre-

spondenz) gegeben wird. Ein solches zur Zahl « gehöriges Punkte-

paar ist durch die Kelation (20) definirt, nämlich:

(22) . a-b = ^(poy-j-q<o'), {= s)

.

*) Vgl. noch Näheres über diese Punktsysteme bei Clebsch a. a. 0.
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Lassen wir nun a die Curve durchlaufen und suchen zu jedem a den

entsprechenden Punkt h, indem wir den Zahlen p, q bestimmte,

constante Werthe beilegen, so werden wir alle auf der Curve denk-

baren zur Zahl n gehörigen Paare erhalten, für welche die Zahlen

p, q diese bestimmten Werthe haben; und es ist klar, dass alle diese

Punktepaare d, b' aus dem einen gegebenen a, h durch Aenderung

dieser Argumente um die gleiche Constante hervorgehen, so dass

immer die Bedingung d — b' ^ a — h erfüllt bleibt. Letzteres gibt

die folgende geometrische Construction dieser Paare: Wir verbinden

die Punkte a, b mit einem beliebigen Punkte c der Curve, so dass

letztere von den Linien ac , bc in den Punkten b', d getroffen

wird, wo:

a' E^ — {b -\- c) , b' lEE. — {a -\- c) .

Dann folgt aber:

(23) d — b' = a — b~s.

Um den Inhalt dieser Gleichung einfach auszusprechen, wollen

wir nun die Punktepaare (22) in verschiedene Klassen eintheilen,

indem wir zu derselben Klasse alle diejenigen vereinigen, für welche

die Zahlen p, q dieselben Werthe haben. Die Gleichung (23) gibt

dann den Satz:

Verbindet man ein ^ieiuer'sches Punktepaar mit irgend einem

Punkte der Curve, so schneiden die Verbindungslinien die Curve in neuen

Punktepaaren derselben Klasse^ so dass man alle Punktepaare einer

Klasse aus einem derselben erhält, indem man den willkürlichen Punkt

sich über die ganze Curve bewegen lässt.

Die verschiedenen Klassen von Punktepaaren ordnen sich nun

weiter in Gruppen^ insofern man alle Klassen zu einer Gruppe ver-

einigt, für welche die Grösse s = ~ {pa -\- qa') sich nur um ganz-

zahlige Factoren unterscheidet, für welche also:

a — b ^ £ , 2«, 3g, . . . (n — 1) s .

Es ist aber zu bemerken , dass die zu. hs und (n — h) s gehörigen

Klassen einer Gruppe nicht von einander verschieden sind, indem die-

selben durch blosse Vertauschung von a mit b in einander übergehen.

Jede Gruppe umfasst also nur ^ (n — 1) Klassen; und es gibt (n -[- 1)

solche Gruppen entsprechend den Wurzeln der Gleichung {n + l)**""

Grades, von welcher die w-Theilung abhängt.*) Ferner sind in jeder

Gruppe, wenn n keine Primzahl ist, Klassen uneigentlicher Polygone

enthalten, wie man durch ähnliche Ueberlegungen, wie oben, erschliesst;

*) Diese Gruppen entsprechen also den verschiedenen, nicht äquivalenten

Klassen, welche man bei einer Transformation n^^^ Grades unterscheidet.
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fragen, die zu verschiedenen Zahlen n gehören; wir unterlassen jedoch

die weitere Ausführung dieser Theorien, um an das Vorstehende

Untersuchungen anderen Charakters anzuknüpfen, indem wir die Be-

ziehungen zwischen verschiedenen Punkten auf der Curve mit anderen

geometrischen Gebilden der Ebene in Verbindung setzen. Legt man

nämlich den Zahlen p, q in (22) constante Werthe bei, so werden

die Verbindungslinien je zweier einander entsprechenden Punkte a, b

eine bestimmte Curve umhüllen: und diese Cvrve ist von der sechsten

Klasse. *) Einem Punkte h entspricht nämlich vermöge (22) der Punkt

a^h -^ £, yfo 8 eine Constante, und der dritte Schnittpunkt u der

Verbindungslinie von a und h ist bestimmt durch:

Die Punkte b, deren Verbindungslinien mit dem entsprechenden ' & + £

durch denselben Punkt u gehen, sind also bestimmt durch

(24) t = _li." + £^L±l£L;

d. h. ihre Zahl ist gleich 4, entsprechend den 4 Werthepaaren, welche

p, q beizulegen sind; ausserdem aber geht noch durch n die Verbin-

dungslinie von u (als Punkt b) mit dem entsprechenden Punkte u -\- s

und die Verbindungslinie von u (als Punkt a) mit dem entsprechenden

Punkte u — £; so dass wir im Ganzen 6 Tangenten durch u haben,

üie Relation (24) gibt durch Vergleichung mit (15) beiläufig den Satz:

Gehl die Vei^bindungslime des Punktes a mit dem ihm zugeordneten

« + £ durch u, so gehen auch die Verbindungslinien der drei Punkte,

welche a zu einem Polepaare ergänzen, mit den ihnen zugeordneten

Punkten durch u.

Nimmt man nun insbesondere in (22) n = 2, also 8 = ^ co, oder

= ^ to' oder =
-^
(« -f- cj') , so bilden je zwei einander zugeordnete

Punkte a, b ein Polepaar, und die Beziehung zwischen ihnen wird

eine wechselseitige, das Umhüllungsgebilde ihrer Verbindungslinien

daher nur noch von der dritten Klasse. Die drei so entstehenden

Curven sind aber nach bekannten Sätzen (p. 516) keine anderen , als

die drei Cayley 'sehen Curven bez. zu den drei Curven dritter Ord-

nung, denen die gegebene Grundcurve als Hesse 'sehe zugehört. Unter

den soeben definirten Curven 6'*^'^ Klasse sind also für n = 2 insbesondere

die drei Gajlej'schen Curven, Je doppelt zählend, enthalten, welche der

Grundcurve in bekannter Weise zugehören.

Das Vorstehende kann man übrigens von der Betrachtung der

St einer 'sehen Punktepaare ganz unabhängig machen, indem man s

*) Vgl. im Folgenden Harnack a, a. 0., wo man insbesondere auch das

Verhalten dieser Curven in Bezug auf Reell und Imaginär näher erörtert findet.
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als continirlich veränderlichen Parameter auffasst ohne Rücksicht darauf,

ob derselbe in der Form — (p co -{- q a ) erscheint. Jedem Werthe von

£ ist dann eine Curve 6*""^ Klasse in angegebener Weise zugeordnet;

und zwar wird jede Tangente der Ebene von drei Ciirven des durch Varia-

tion von £ entstehenden Systems heriXlirl. Denn man kann die drei

Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit der Grundcurve offenbar

auf dreierlei Weisen zu je zweien als zugeordnete combiniren.*)

Statt durch die Relation a — b ^ s kann man natürlich auch

jedem Punkte a einen Punkt b durch die Bedingung a -\- b ^n e zu-

ordnen. Dann geht die Verbindungslinie je zweier entsprechenden Punkte

immer durch denselben Punkt — e; diese Art der Zuordnung ist daher

von der vorhin besprochenen wesentlich verschieden. Von besonderem

Interesse sind hier die Fälle, wo der Punkt — £ in einem der neun

Wendepunkte liegt. Jede durch einen solchen gehende Gerade wird

nämlich von' der Curve und der harmonischen Geraden des betreffen-

den Wendepunktes harmonisch getheilt. Die durch die Relation

a -\- b '^^ \ {p a -{- qa') auf der Curve gegebene paarweise Zuordnung

ihrer Punkte wird also algebraisch durch eine Collineation in der Ebene

dargestellt, und zwar durch eine perspectivische Transformation, deren

Collineationscentrum in einem Wendepunkte liegt und deren Collineations-

axe mit der betreffenden harmonischen Geraden zusam?nenfällt.**)

Man kann endlich die allgemeinere Beziehung:

7na— nb EU £

zwischen Punkten a, b auf der Curve untersuchen. Jedem Punkte a

entsprechen dann n^ Punkte b und jedem b umgekehrt m^ Punkte a, wenn

m und n ungerade Primzahlen sind. Die Verbindungslinien entsprechen-

der Punkte umhüllen hier eine Curve der Klasse 2{m'^ -\- mn -\- n^), was

man leicht in analoger Weise beweist, wie das Entsprechende

im Falle m = n = 1. Man wird dagegen nicht mehr zu algebraischen

Curven der Art als Umhüllungsgebilden geführt, wenn man zwei

Punkte a, b durch die noch allgemeinere Relation

a = Qb -\- £

*) Dies System von Curven ist dasselbe (nur in dualistisch übertragenem

Sinne), welches bei einer Curve mit zwei reellen Zügen auf der Ringfläche die

Breitencurven liefert; vgl. die Anmk. auf p. 613. Auf den Zusammenhang des-

selben mit dem Connexe Q -^ {abuy {cau) cjb^ werden wir in der VlI. Abthei-

lung dieser Vorlesungen noch zurückkommen.

**) Ausser diesen 9 gibt es 9 andere Collineationen der C^ in sich, von denen

jede durch Combination je zweier der ersteren entsteht; vgl. die Anmerkung auf

p. 508. — Von den Wendepunkten ausgehend wird man mit Hülfe der ellipti-

schen Functionen auch einfach zur Betrachtung der sogenannten Inßexionstripel

geführt; vgl. darüber Gent: Schlömilch's Zeitschrift, Bd. 17.
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in Verbindung setzt, wo q eine heliehige Constante bedeutet. In

jedem dieser Fälle kann man übrigens die Tangenten iii der entstehen-

den Enveloppen leicht als elliptische Functionen eines Parameters

darstellen; man hat nur aus (5) die Coordinaten xi und yi der Punkte

mit den Argumenten u und qu -\- s zu berechnen und dann Ui={xy)i
zu setzen. —

Wir wenden uns nunmehr zu wichtigen Verallgemeinerungen des

Vorhergehenden, welche sich auf die Schnittpunkte der C.^ mit belie-

bigen anderen Curven beziehen Es seien zunächst u^, u^ . . . u^ die

Argumente der 6 Schnittpunkte der C., mit einem Kegelschnitte. Die

Verbindungslinien von u^ und u^, u^ und u^, u^ und u^ mögen die

Curve noch in v,, v^, ^3 schneiden: Dann müssen nach unserem Fun-
damentalsatze über Schnittpunktsysteme (vgl. p. 428) die Punkte t;,,

v.^, ^3 auf einer Geraden liegen; denn wir haben drei Curven dritter

Ordnung, welche 8 Punkte gemein haben und sich also noch in einem
gten Punkte schneiden müssen, und zwar sind dies:

1) die vorliegende C^

2) die drei Linien l2, 34, 56

3) der Kegelschnitt und die Verbindungslinie von v^ und y.,.

Demnach besteht wegen (12) die Relation:

Vi + 1'.. + y3.= 0;

und aus unserer Construction der Punkte Vi folgt:

Wi 4-^2 + ^1=0,
W;5 + W4 + «^2 = ,

«5 + Wo + V3 ^ >

folglich durch Addition:

(25) ?/, 4- u., -f ?/., -j- w_j + ?/. -f My = (mod. oj, «').

Also: JJie Summe der Argumente der sechs Schnittpunkte eines

Kegelschnittes mit einer Curve dritter Ordnung ist congruent Null (bei der

von mis benutzten Parcunelerdarstellung)

,

In derselben Weise kann man nun weiter fortfahren, und man
gelangt so unter fortgesetzter Anwendung der Sätze über Schnittpunkt-

systeme zu dem Resultate, dass für die Argumente der Schnittpunkte

unserer C3 mit einer 6'„ die Gleichung besteht:

w, + ?/2 + W3 -f . . . + W3„ = .

Dies Resultat folgt aber auch direct aus dem Additionstheoreme
der elliptischen Functionen, wie wir es in Gleichung (9) ausgesprochen
haben. Wir können nämlich die .Gleichung einer Curve w^'^ Ordnung
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<\> = 0, insofern es uns nur auf ihre Schnittpunkte mit der 6'^ /=
ankommt, durch eine jede Curve

ersetzen, wenn M eine homogene Function (n — 3)^^^ Ordnung in x,,

X.,, Xr^ ist (vgl. p. 426). Die ^ (n — 1) (n — 2) willkürlichen Coeffi-

cienten von M können wir dann so wählen , dass eben so viele Coef-

ficienten des Ausdrucks -f- M/" Null werden, dass letzterer also

nur noch
1 (n + 1) (n + 2) - 4- (w - 1) (n - 2) = 3n

Glieder enthält. Nehmen wir zunächst an, dass n gerade, = 2m
sei, so können wir insbesondere in -j~ ^/ ^^^^ ™it ^3^ ^a"*?

^'3^ • • • ^3"

multiplicirten Glieder verschwinden lassen; denn die Zahl aller der

hier bezeichneten Coefficienten ist eben gleich ^ (n — 1) (n — 2).

Setzen wir dann nach (5):

wo wieder:

s = sin am u , c = cos am u , A = A am u
,

und berücksichtigen, dass:

c^ = 1 — s^

,

so wird 4" ^^f '^on der Form-;

A2= 1 ^•2^2,

-|- #//•= <,«'« 4- «j s«'"
- 2 + ö._,6-6'" - 4 _j_ + "'S'«

+ ^3«< - 0;

und die Coefficienten «;, &/ dieses Ausdrucks setzen sich aus den

Coefficienten von 0, f und dem Quadrate des Moduls k unserer C^

zusammen.

Die Form -|- Mf muss nun verschwinden, sobald man für u

eines der Argumente ?/,, ii^ . . . ii^,, der 3n Schnittpunkte einsetzt.

Dies gibt 3 n = 6 ;« homogene Gleichungen mit 3 n Coefficienten.

Setzen wir also wieder:

Si = sin am w, , Ci = cos am ui , A, = A am ui

,

so muss die Gleichung Ä = bestehen, wenn R die folgende Deter-

minante bedeutet: R =

, 3 // e 3 H— 2
'•2 ; *2

SZu"" ^i,,'

1, CiAiSi3"-3

1 /. A ? 3«-3J, 6202*2 ,
C2A2^2'""

1 , r;j „ A3

«

s-i ,^ "-^, Cs

„

A3 „ .s-3 «^
" "

•'

,

c.Ai

CoA.,

C:u,^3n
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Bildet man andererseits mit Hülfe der Gleichung (8) und (9) den
Ausdruck

sin am («, -f- w,, _}_... -^ «3„) = ±(piO)

so tritt in dessen Zähler gerade die Determinante 7?; es wird:

9,(0)
^'

wo zur Abkürzung gesetzt ist: S

„ Sj . ^2 . S^ . . i'3/,
y

3« - 3

S:u, ^3«^

. 6-2 ;
C2A2523«-2

, C2A2V~'
C,A,

C2A2

Sin, C3„A3«%«3"-2^ C3„A3.,S3„=^"-^ ... C3 « A3 „

Man überzeugt sich nun leicht (wie in dem Falle n = 1), dass die

Determinante S im Allgemeinen in Folge der 3n Gleichungen

+ Mf= nicht verschwinden kann ; und somit folgt aus (9)

:

sin am {uy -\- u^ -\- . . . -\- U3„) == .

oder endlich:

(26) Uy -\- u.;, -\- u.^ -{-... -\- ii3„ = (mod. «, co').

In ganz ähnlicher Weise lässt sich die Betrachtung für ein unge-
rades n durchführen 7 wie schon das Beispiel der Geraden zeigt, und
wie daher hier nicht ausgeführt zu werden braucht. So kommt man
zu dem fundamentalen Satze:

StelK man die Punkte einer Curve dritter Ordnung als elliptische

Functionen eines Argumentes dar, der Art, dass dem Argumentemoerthe
Null ein Wendepunkt entspricht, so ist die Summe der Argumente für
die 3 n Schnittpunkte mit einer Curve n'"' Ordnung immer congruent Null.

Durch diesen Satz wird gleichzeitig der uns schon bekannte
bestätigt, dass von den Schnittpunkten einer Cg mit einer C„ immer
einer durch die übrigen bestimmt ist (p. 430); denn das Argument
dieses einen drückt sich eben wegen (26) linear durch die der übrigen
3 « — 1 aus.

Wir wollen das letzte Theorem nur noch zur Ableitung einiger auf
Berührungskegelschnitte bezüglichen Sätze verwerthen, die uns eben-
falls schon auf anderem Wege bekannt geworden sind (vgl. p. 533).

Soll zunächst ein Kegelschnitt die C^ in 3 Punkten u^, u,^, u^

berühren, so fallen je zwei Schnittpunkte zusammen, und wir haben:

2 (M, + W2 + Wg) == ,

oder

:

(27) u^ -f- lt., -f i/3 = ^ (joo -f ^cj').

Clebsch, Vorlesungen. 40
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Der Fall p = 0, g = gibt die Bedingung , dass die drei Punkte auf

einer Geraden liegen, und in der That kann eine solche, doppelt

zählend, auch als ein berührender Kegelschnitt aufgefasst werden. Es

gibt also nur drei Systeme von eigentlichen Berfihrimgskegelschnilten, und

sie unterscheiden sich dadurch, dass zwischen den Argumenten ihrer drei

Berührungspunkte bez. die Gleichungen gelten:

(28) M,+ W2+ ?^3= ic), Wi+ W^+ WgZEE^Oj', ?/, -|- j/^ -f- M3= ^(o -f Oj') .

Mit Hülfe dieser Relationen verificirt man auch leicht unter Berück-

sichtigung von (15) die früher für den dritten Berührungspunkt abge-

leitete Construction , wenn die beiden anderen gegeben sind. Legt

man durch u^, u^, u^ einen anderen Kegelschnitt, der die C^ noch in

^1; ^2> ^3 schneiden möge, so ist:

w, + W2 + W3 + «^1 + «^2 + ^3 = 0;

also wegen (28):

Vi + ^2 + ^3 = i 05? i «'j i (ö + "')

;

und es folgt der von Hesse herrührende Satz:

Legt ?nan durch die drei Berührujigspunkte eines Kegelschnittes einen

neuen Kegelschnitt, so schneidet derselbe die Curve noch in drei Punkten,

in denen ein weiterer demselben Systeme ungehöriger Kegelschnitt beriihrt.

Soll der Kegelschnitt zweimal (in u^ und v^ zweipunktig be-

rühren, so haben wir:

3 (Wi + Wj) = ,

oder: «i -j- ^2 ^ i (P" + ^"') •

Die beiden Berührungspunkte liegen also nach (16) stets mit einem TVe?ide-

punkte in gerader Linie.

Wir erwähnen schliesslich noch als letztes Beispiel die Bestim-

mung des vier Punkten (w,, u^, «3, W4) der Curve „gegenüberliegenden"

Punktes v (vgl. p. 535). Wir nehmen u^, u.^, W3, u^ als Grundpunkte

eines Kegelschnittbüschels, dessen einzelne Curven die C^ noch in den

beweglichen Punkten u^ , u^ schneiden mögen , dann ist

:

W5 + Wß = — (Wi + W2 + ^3 + «'4) •

Setzen wir also v zz^ u^ -\- u^ -\- u^ -\- u^, so besteht immer die Glei-

chung

d. h. die Verbindungslinien der beweglichen Schnittpunkte gehen alle

durch denselben Punkt mit dem Argumente v. In derselben Weise

lassen sich überhaupt alle auf Schnittpunktsysteme bezüglichen Unter-

suchungen, insbesondere also der Restsatz hier durchführen, worauf

wir um so weniger eingehen wollen, als uns die entsprechenden
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Erörterungen bei höheren Curven noch beschäftigen werden. — Es
sei nur noch bemerkt, dass die Sätze über Stein er'sche Polygone

eine leichte Verallgemeinerung zulassen, indem man die geraden Linien

durch Curven w"'' Ordnung ersetzt, welche die 63 in drei beweglichen

Schnittpunkten schneiden und also 3 w — 3 feste Schnittpunkte mit

ihr gemein haben. Man kann also insbesondere statt der Polygon-

seiten, wie es schon Steiner gethan hat, Kegelschnitte wählen, welche

durch drei feste Punkte der Curve hindurchgehen. —

Die Einführung der elliptischen Functionen in die Theorie einer

Curve dritter Ordnung knüpften wir oben der Einfachheit wegen an

eine kanonische Form ihrer Gleichung; man ist jedoch in der Lage,

die betreffenden Rechnungen auch ganz unabhängig vom Coordinaten-

systeme durchzuführen, wie wir weiterhin noch sehen werden.*) Es
soll hier zunächst nur kurz der Gang der dazu führenden Ueberlegungen

bezeichnet werden. Wir legen das Coordinatendreieck so, dass die

Ecke .Tj = 0, 0^2 = auf der Curve liegt, was die Kenntniss eines

beliebigen Punktes derselben (nicht mehr eines Wendepunktes) voraus-

setzt. Die Gleichung der Curve wird dann von der Form:

wo ^3, i^^-) X\ homogene Functionen in x^, x., bez. von der Ordnung

ihres Index sind. Wir suchen die Coordinaten der Schnittpunkte eines

Strahles des Büschels x^ — /la;2 = mit der Curve. Setzen wir in

9?3, i/>2? Xi demgemäss Xi = IX2 und lassen die Indices fort, so geht

unsere Gleichung über in:

und also wird:

Xa __ — 11) + Vip^ — ^_9X

oder, wenn q einen willkürlichen Factor bezeichnet:

.gg. |9^i==2x, QX.^ = 2Xx>

[qx.^ = — if + l/ip'^ — Acpx-

Transformiren wir nun die Curve auf ein beliebiges anderes

Coordinatendreieck, so werden die neuen Coordinaten lineare Func-

tionen von iCj, x^, x^, folglich die Coordinaten eines Punktes der

Curve lineare Combinationen der in (29) rechts stehenden Ausdrücke.

Diese Coordinaten sind daher im Allgemeinen ganze Functionen zweiten

Grades eines Parameters X, vermehrt um die Quadratwurzel aus eitlem

Ausdrucke vierteil Grades. Bezeichnen wir also letzteren mit M und

*) Vgl. den folgenden Abschnitt dieser Abtheilung.

40'
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jene ganzen Functionen mit G^, G.^, G^, so wird für einen Punkt x

der Curve:

(30)
- QXi^Gi+aiYM

,

wo die ai Constante bedeuten. Dass die Function M in allen drei

Ausdrücken dieselbe sein muss, ergibt sich auch daraus, dass die Be-

dingung «^ = nur auf eine cubische Gleichung führen darf, was

sonst nicht der Fall sein würde. Allerdings erhalten wir auch aus

(30) die biquadratische Gleichung:

die Gleichungen (30) werden daher, wenn G^, G^, G.^ und 31 von ein-

ander unabhängig sind, eine Curve vierter Ordnung darstellen*), welche

sich nur (durch Absonderung einer Geraden durch den Scheitel des

obigen Strahlbüschels) auf eine Curve dritter Ordnung reducirt, wenn

diese biquadratische Gleichung eine von den Ui unabhängige Lösung

zulässt. Letzteres ist aber hier in Folge der Gleichungen (29) der

Fall ; denn setzen wir in ihnen % = und nehmen das Vorzeichen

der Wurzel positiv, so werden die Xi unbestimmt, und die Coefficienten

der Ui in u^ verschwinden identisch.

Um nun elliptische Functionen einzuführen , denken wir uns für

A einen neuen Parameter " T]
^

r gesetzt und die Constanten a, ß, y, ö

so bestimmt, dass die Function M abgesehen von einem constanten

Factor in A (1 — A) (1 — k'^X) übergeht. Dann sind A = 0, A = oo,

. A = l, ^ = Ki die vier Wurzeln von 71/ =0; d. h. in dem Strahl-

büschel X, — Aa;2 == sind für die Strahlen x^ = und x^ == zwei

der vom Büschelscheitel an die Curve gehenden Tangenten gewählt;

denn den Werthen A = und A = oo entspricht dann vermöge (29)

oder (30) nur je ein Punkt der Curve. Dies vorausgesetzt, sei nun:

|,/ A = sin am m
, j/ 1 — Ä == cos am u

, j/ l — /.'^A = A am u
,

so dass die Gleichungen (30) übergehen in:

(31) QXi = (fi (sin^ am u) -f ßi j^
,

wo jetzt die ßi Constante, die 9), ganze rationale Functionen zweiten

Grades ihres Arguments sind, während das zu einem Punkte x ge-

hörige Argument selbst definirt ist durch:

(32) u = i /; ^i -. = /;,
^^ __ .

ü

*) Jedoch eine solche mit zwei Doppelpimkten (/> = !), wie wii- später sehen

werden.
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In den Gleichungen (81) ist gleichzeitig die Willkürlichkeit verschwun-

den, welche früher in dem zweifelhaften Vorzeichen der Wurzel lag;

ein Paar auf demselben Strahle des Büschels Xi — ^^x^^O gelegener

Punkte wird jetzt durch die Argumente u und — u unterschieden.

Ausgehend von den Gleichungen (31) weist man man nun die Iden-

tität der früheren Sätze über Schnittpunktsysteme auf einer Curve dritter

Ordnung mit dem Additionstheoreme der elliptischen Functionen am einfach-

sten nach, indem man statt der Functionen s, c, A die sogenannten

H- Functionen einführt und dann für letztere ein Theorem benutzt,

aus dem das früher verwendete Additionstheorem für sin am wieder

als specieller Fall abgeleitet werden kann. Ersteres geschieht mit

Hülfe des aus der Theorie jener Functionen bekannten Satzes von

Hermite'*):

Jede doppelt periodische Function von der Form F (s^) -{- cAf {s'^)f

lüo F und f ganze Functionen bez. vom Grade n und n — 2 in s^ sind,

lässt sich darstellen als Quotient eines Productes von H - Functionen, dividirt

durch eine Poleriz einer Q- Function; und zwar ist:

„ . ,s 1 d sin^ am M ^ , .,n ^ H (m — a,) . H (!< — «2) • . . H (« — «2«)

^ ('
) H d,7—-^ ^'') == ^ &^u) '

lüo C eine Constante bedeutet und a^, «3? • • • «2« die Verschwindungs-

iverthe des Argumentes für die links stehende Function sind. Zivischen

letzteren besteht dabei immer die Relation:

^1 + ^2 + % + • • • + «2n ^ .

Selbstverständlich hätten wir auch schon bei unserer früheren

Darstellung die Einführung von s, c, A ganz vermeiden und dafür

direct H -Functionen benutzen können, wodurch die Berechnung von

sin am {u^ -\- u^ -\- . . . -\- Usn) erspart wäre; immerhin ist jedoch in

den einfachsten Fällen das Rechnen mit den gebräuchlicheren Func-

tionen s, c, A übersichtlicher.

Unter Benutzung des angeführten Satzes erhalten wir nun statt

der Gleichungen (31), wenn wir für ^0^ {u) wieder 'q schreiben,

Formeln der folgenden Art:

QXi =Ci.Hiu - ii) . H (w - rji) . H {u - g/) . H (m - d;)

,

Avobei

:

^i -f- tj,-+ ^, -f -O-,- ee: .

Es sind hier drei der Grössen |/, tj:, ^i, O',, sagen wir die drei ersteren,

die Argumentwerthe u für die Schnittpunkte der Linie Xi = mit

der Grundcurve. Nach unsern früheren Ueberlegungen muss es aber

einen Werth von u geben, für den die drei Grössen QXi unbestimmt

werden; und deshalb können wir setzen:

'9'. == Q"^ = Q'.i
== n^ .

*) Vgl. Hermite a. a. 0. p, 66.
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Lassen wir dann auch den Factor H (u — d-) in q eingehen, so wird:

(33) .QXi = (7,H (u - h) .H{u~ f],) . H (w - g,)

,

wo nun:

^l + Vi + tr= ^2 + V2 + ^2 = h + Vi + ts= - ^ '

Durch eine lineare Transformation des Arguments:

(34) u=v-^^&
können wir aber immer erreichen, dass auf der rechten Seite dieser
Relationen Null statt — ^ steht; denn alsdann sind die Verschwin-
dungswerthe der Xi gegeben durch die Werthe

und nach dem Hermite'schen Satze ist wieder: \

(35) ^:+r]i+t/ = 0.

— Wir haben nun die Schnittpunkte der Curve dritter Ordnung
mit einer Curve w*ei Ordnung:

{xi', x^, 0:3) =
zu betrachten. Führen wir in cj) mittelst der Gleichungen (33) die
H- Functionen ein, so erhalten wir einen Ausdruck, der durch Multi-

plication mit \—-^f^^y^^x einer doppelt periodischen Function werden

muss, da jedes Product gxi nach (33) durch iVIultiplication mit W"~l^
m eine solche übergeht; und diese doppelt periodische Function hat
3 n Verschwindungswerthe

:

u = V
1 j

u = u^, . . . u = ^n
,

entsprechend den 3 n Schnittpunkten von O = mit der Grundcurve,
und einen «-fachen Verschwindungswerth ^/ = 0-, entsprechend dem
Factor {\\{u~Q')Y. Wenden wir also wieder den Hermite'schen
Satz an, so muss sieh in folgender Form darstellen lassen:

j" . (D ix, , X,, Xo) (^^fl±^Y^ 0'.Hiu- u^) .H(u-u,) .. . H(«-«3 ) . H"(«--^)

wo wieder:

(36) • w, + W2 + • . . + W3« = — ^w .

Die letztere Relation erscheint wieder, wie in Gleichung (35) in
der Form

:

wenn wir mittelst (34) ein neues Argument v statt u einführen. Es
ist übrigens leicht zu sehen, dass dte wirkliche Ausführung letzterer Trans-
formation, d. i. die Bestimmung der Constanten %• auf die Bestimmung
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eines Wendepunktes der Grundcurve zurückkommt. Für die Schnittpunkte

einer beliebigen Geraden mit der letzteren nämlich folgt aus (36):

Wi + «2 + "3 ^ — '^

;

und hieraus für einen Wendepunkt u:

3meee — -^ oder u — — -\^-\-\P,

wenn P eine lineare Combination von Vielfachen der Perioden be-

deutet. Die Argumente der Wendepunkte sind also bekannt, sobald

der Werth der Constan*ftn %• bekannt ist. Gleichzeitig erkennt man,

dass durch die Transformation (34) einem Wendepunkte der Argument-

werth v = beigelegt ist, was mit unseren obigen Festsetzungen bei

Benutzung der kanonischen Form übereinstimmt (p. 609). Wie man

nun in der That die Grösse ^ ganz allgemein in ihrer Abhängigkeit

von den Coefficienten der Gleichung der Grundcurve und von dem

Scheitel des bei der Parameterdarstellung benutzten Strahlbüschels

bestimmen kann, werden wir erst später sehen.*)

Wir sind somit, unabhängig von einer kanonischen Form, wieder

zu folgendem Satze geführt:

Die Coordinaten der Punkte einer Curve dritter Ordnung ohne Doppel-

punkt lassen sich als elliptische Functionen eines Arguments darstellen;

und dann ist die Sumtne der Argumente ihrer Schnittpunkte tnit einer

beliebigen anderen Curve congruent Null, vorausgesetzt, dass dem Argu-

mente Null ein Wendepunkt zugehört. —
Durch diesen Satz ist eine Eigenschaft der Curven dritter Ord-

nung ausgesprochen, welche in gleicher Weise allen Curven vom

Geschlechte p = 1 zukommt, wie spätere allgemeinere Untersuchungen

lehren werden. Wir werden dann auch weiterhin erkennen, dass jede

Curve vom Geschlechte p = 1 eindeutig irr eine Curve dritter Ordnung

durch algebraische Substitutionen übergeführt werden kann.

VIII. Die typische Darstellung einer ternären cnbischen Form und

die allgemeine Parameterdarstellung der Curve dritter Ordnung.

Die allgemeinste Herstellung ' der Parameterdarstellung für die

Curven dritter Ordnung, die im Vorstehenden nicht wirklich durch-

geführt wurde, erfordert speciellere Untersuchungen aus der Theorie

der ternären cubischen Formen, die hier nur noch so weit mitgetheilt

sein mögen, als es zur Aufstellung der Schlussformeln erforderlich ist.

Es sind dabei etwas weitläufigere Rechnungen nöthig, welche wir hier

zuerst zusammenstellen, und welche die Erreichung der sogenannten

typischen Darstellung der ternären Grundform /= aj zum Zwecke

*) Vgl. den Schluss des folgenden Abschnittes, p. 650 ff.
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haben; unter Benutzung der aufzustellenden Formeln gestaltet sich
dann jedoch die Einführung der elliptischen Functionen sehr einfach.

Wir knüpfen zunächst wieder an die Zwischenform:

(1) N ^{aau)aj aj == JVJ u„ ,

an, welche wir als Combinante des Systems x/-|- AA erkannten. Man
ersieht sofort (unter Berücksichtigung von Gleichung (22) auf p. 552),
dass die sogleich zu benutzende Relation besteht:

(2) ^iV = 0, ^
wenn mit dem Buchstaben d wieder der bekannte durch df=A defi-
nirte Process bezeichnet wird (p. 551). Die Gleichung (2) ist aber
auch eine Folge des allgemeinen Satzes, dass für Jede Cotnbinanle TT
identisch dTT = ist. Eine Combinante TT ist nämlich definirt durch
die Bedingung

(3) T\{7ia-^ la) = M .T]{a).

Es sei nun nach Potenzen von n, k geordnet:

(4) M = Mf^x^' 4- ^/, X"- U + . . .
,

so hat man zunächst für A = 0, x = 1

:

(ö) T[{a) = M,.T[ (rt)

,

also Mo == 1. Vergleicht man aber beiderseits die Coefficienten von
x^-^X, so erhält man nach dem Taylor'schen Satze:

Nun ist dJl nur um zwei Grade höher in den Coefficienten von
/" als TT, daher muss M^ eine Invariante von /" sein, welche vom
zweiten Grade in den a ist. Eine solche gibt es aber nicht (p. 546);
daher hat man Mi = 0, und also auch d H = 0. Der somit bewiesene'
Satz ist umkehrbar, d. h. es besteht auch der folgende;

Jede Form n, für welche die Form ÖT] verschwindet, ist eine
Combinante.

Ist nämlich drr = 0, so verschwindet auch die entsprechende
Bildung {ßT\)y.x, d, h. die Form ÖU gebildet für xf ^ AA statt für f.
Es ist aber (nach p. 560):

Ol d%

und man hat daher für TTx;i die partielle Differentialgleichung:

dv. dl dl ^
da

Dieselbe gibt integrirt:

(6) T]y.x = F (G)

=
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wo F eine willkürliche Function bedeutet. Da aber TT^a eine ganze

homogene rationale Function von x, A ist, so kann man nur haben:

T[y.x = C . G^ , wo Q eine ganze Zahl, C eine von x, l unabhängige

Grösse ist. Setzt man nun x=\, 1 = 0, so wird 6" = 1, also

C = TT. Die Gleichung (6) verwandelt sich daher in

:

(7) T\,x = G^ .T\,

d. h. TT ist eine Combinante, q. e. d. Zugleich* erkennt man hieraus,

dass der Factor M in (3) stets eine Potenz des Avsdrucks G = x*

— S'x^A^ — ^Ty,P — y'j-S'^/l' ist. Der Umstand, dass in der Entwick-

lung (4) das zweite Glied fehlen muss, wird hier dadurch bestätigt,

dass in G, mithin auch in jeder Potenz von G, das zweite Glied

fehlt. —
Neben N betrachten wir nun die beiden folgenden Zwischen-

forraen, welche ebenfalls von der vierten Ordnung und der ersten

Klasse sind:

^ M = ß„ IVJ /3., {ßNu) = jVJ u,n .

Wegen (2) und wegen dA = ^ Sf stehen dieselben offenbar in

der Beziehung zu einander, dass:

(9) dL = M, ÖM = ^S.L.

Drücken wir nun Z und .1/ in Symbolen von /" und A aus. Es

entsteht Z aus

^'J^yt'n = ^ (aau) a^ar (fa-ccy + «^ar)

,

wenn man die y durch die Determinanten der u und b, u aber durch

b ersetzt und mit b^^ multiplicirt. Demnach ist:

L = ^ (aab) a.rdjcb^ hi,. (baii) -f- a^. (batt)\ .

Von den beiden Theilen rechts kommt der erste auf den zweiten

zurück, wenn man «, b vertauscht und die halbe Summe des alten

und neuen Ausdrucks bildet. Dann ist:

{(lab) (bau) aJcc,T;bj: = 4- {aab) a^a^^b^c \iba\i) a,,. — {aav) bA

= \ (aab) a^^a^^b.r Üb au) «,,. — (aab) tiA

== ^ (aba) {abu) aja^^b^ — ^ n^ . Sf

,

denn nach p. 552 ist (aba)'^ «r&.r«.r == |dA = {S/'. Tragen wir dies

in den obigen Ausdruck für Z ein, so wird:

(10) Z == l{abu) (aba) a^b.^aj — -h^/' ^^ •

Ganz ebenso ist: M = ^(aaß) a^a.^ß.r Ußau) a^^ -\- (ßau) aA; aber

wenn man hier mit dem zweiten Gliede ähnlich verfährt, wie soeben

mit dem ersten von L, so hat man:
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{a aß)(ßa u) «^ a.^' ß,^= — ^{aa ß) {u a ß) aj a, ß,^ -f ^ u^ {aaßy a,-, a^ ß^^ .

Der Factor von w^. ist der bei der Entwicklung von A^a mit Ag be-

zeichnete (p. 558), und hat also den Werth ^.^-S'^f — ^ TA. Trägt

man alles in den Ausdruck von M ein, so wird:

(11) M= — ^(aßa) (aßu) aj a^ß^ -{- -^^ u, (2 T/-— SA).

Wir müssen nun zunächst gewisse simultane Bildungen aus den
Formen f, A, L, 31,'N berechnen, die zu verschiedenen Gruppen von
Gleichungen Veranlassung geben. Zur Abkürzung wollen wir dabei

gelegentlich die Zwischenformen nur durch die betreffenden kleinen

Buchstaben bezeichnen, d. h. die symbolischen Factoren Z.^-*, M,^'^, N^J
fortlassen, so dass wir schreiben

ui statt LJ ui , u,n statt MJ u,^ , Un statt N^^ u,i ,

wo dann die l, m, n wirkliche Grössen sind, indem:

du-' du-' ' du-

Die zu berechnenden Bildungen sind dann folgende*):

1) ajcti, ccjcci, aja„,, ccja„,, aja„, ccja,,-^

3) axOia„t, a^ajnü,,, a^^üntti, a^«/«^, «^ «,„«„, «^ «,,«/;

4) {Imop), (mnx), (nix), (Imn).

Für das System 1) haben wir nach (10) und (11):

cjci = ^(abc) (aba) aj^rccjcj — ^^:^ Sp
yjyi = i(aby) (aba) a.^b^rC^JyJ — -^ SA/'

cjc„, = — I (aßa) {aßc) a^^ß.rajcj + ^ / (2 J/— SA)

yjy,. = — f («/3«) i<^ßy) (^.ß.ajyj ^^A(2Tr- SA).

Die ersten Glieder rechts in der zweiten und dritten Gleichung

sind direct die früher bez. mit g), q)" bezeichneten Formen (p. 574),

lassen sich also durch /", A und die Combinante ijj ausdrücken (p. 575).

Das erste Glied rechts der ersten Gleichung ist wegen der Vertausch-

barkeit von «, b, c:

= -^ {abc) cCx^a^rbxCx ^{aba) c^r — (aca) b,^ — {cba) ciA

= \ {abcf a^bxC:c • o-J' -== \ A\

Ebenso findet man das erste Glied auf der rechten Seite der letzten

Gleichung wegen der Vertauschbarkeit von a, ß, y gleich — ^A^/j

(12)

*) Vgl. im Folgenden : Clebsch und Gordan, Math. Annalen , Bd. l,p. 56ff.

Hier sind die Zwischenformen L und M zuerst eingeführt und die Formeln für

die typische Darstellung abgeleitet.
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wo A3 nach p. 559 gleich i^ S-f— i ^A zu setzen ist. Die Glei-

chungen (12) gehen daher in folgende über:

<^J oc.n = lTAr- ^V SV - nV SA-"' .

Die jetzt rechts stehenden Ausdrücke lassen sich aber sehr ein-

fach durch die zweiten Differentialquotienten der binären biquadrati-

schen Form G {k, l) ausdrücken, wenn man darin jc = A, A = — /'

setzt und die auf p. 560 gegebenen Werthe von 6^1,, G^,.,, 6^22 ^^'

rücksichtigt. Setzt man zur Abkürzung

:

(13) r = c (A, - f) , n = Gi (A, — /) , r,/. = g,, (a, - /)

,

und fügt die evidenten Gleichungen ö^;^«« == 0, a,r^an = ^ hinzu, so

hat man also für die unter 1) genannten Bildungen die Werthe:

(14)

ajttn 0,

f^x ^m 4' I 2

ccJa,, = .

Wir gehen zur Betrachtung der Bildungen 2) über. Es ist

offenbar

:

Ml '12 /i3 A ^1

a.^a. ZZfiknitik

'21 '22

'31 f'i2

fx

A.

tn h A2

A
A.

oder, wenn man die /", zerstört:

In tn

'21 '22

'31 '32

fn

'23

/33

A,

A,

= l/qp-iAS-
-/• -A

Ai A. A3 — A
oder, wenn man wieder g) durch xj), A, f ausdrückt (p. 575):

a^aj = _ ^ A=' + !/(- 4 ^ - i TP + i SAf)

wo wieder f, durch (13) definirt ist. Wendet man auf diese Gleichung

den d-Process an und berücksichtigt, dass nach obigem Satze über

Combinanten (p. 632) (^yV= und drp = 0, so findet man weiter:

(15)

(16) a*«n^ = — i fj — I A t^

.
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Bei der Berechnung von rt'x^//'^ ß^.r«/*; «.r«m^ ci,,.aj, finden wir

zugleich die Formen axCiiCim und a_raia„t, und zwar mittelst sehr ein-

facher symbolischer Rechnungen. Es ist nach (10) und nach (40),

p. 559:

'(17) a^^ap = ^ (b c a) (b c a) a,^ b,^ c,^ ccj <// — | A , aj ai

.

Vertauschen wir im ersten Gliede rechts die Symbole a, c oder

a, b und schreiben statt dieses Gliedes die Summe der entstehenden

Ausdrücke, dividirt durch 3, so tritt an Stelle von 3 (bca) ai das

Aggregat:

ibca) ai — {aca) bi — (baa) ci = (« hc) ai

,

und es ist also nach (14):

(18) a.,at^ = - i A V - tV Ai Tu + ^\ A r,^ •

Vertauscht man ferner in (17) die griechischen mit den lateini-

schen Buchstaben, so verwandelt sich /in — m, A, in A^, /"in A,
und man hat also:

cc.xKm^ == — lißya) (ßycc) a.-cß.ry.vfix'^ccm + }Ar^aJa„,

(19) = — i A., . aja„, + { A.,ajcc„,

= - i A3I/; - j\ A,r,, + -tV Aor,,

.

Aus (17) erhält man sogleich a.rCiiam} wenn man rechts / durch

m ersetzt; man findet dann:

,,.... a.v ai a„, = ^ A «^2 o;„^ — ^ A^ a,.,^ a,„

= -iA,^-,VA,n, + ,VAr,,.

Ersetzt man hingegen in (19) ein m durch /, so findet man:

.„IX ^-f ^i^m = — \ A;5 (t^r^ «/ + ^ A2 aj ai

= -iA,^-j,A3r,, + ,-vA2r,,.

Um endlich a_ra„'}, a.,«/^ zu finden, unterwirft man a.ra/'^, c^.rC(,n^

dem d'-Processe, wo dann neben den bekannten Functionen ü.raia,»,

(^.vCC/a„, die gesuchten entstehen. Dabei hat man die folgenden früher

abgeleiteten Formeln zu benutzen (p. 552 ff.):

dY=A, dA^3A, = ^.9/, ^A, = 2A, + ^SA, dA, = A, + .sAj

aA., = |5A2, dS=T, dT=S'\ d> = 0.

Man findet alsdann zunächst:

(dr,, = d(A''-isr) =2r,,,

(22) d r,2 = d a sAf - i TP) = r,, + ^ 5r„

(dT22 = <^ (- i SA-^ + 1 JA/- - ^ -sv^) = ^ . r,.,

.

und also wegen (9):
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dcijcftt'^ == «r«/^ -f- 2 a^rttidm-

= - I A,iA - t A,r,i + tV ^1 r,2 + tV Ar,,
,

= ~^SA,ip- i^ 5A,r„ - ^j A,.ST,, + ^V. SAJ,, .

In diesen Formeln wollen wir noch statt der Fi/, die Formen A/ ein-

führen (p. 559) mittelst der Gleichungen:

Fl, = A2-/-Ai; r„ = AAj-/-A,, r,2 = AA, -^3-,

dann geben dieselben wegen (20) und (21) die beiden gesuchten Bil-

dungen bez. in der Gestalt:

«,«,2 = - 1- A,^ -f 3V/ (A.A - A.A^) + AA(Ai2 - AA,),
^^""^

a.r aj = - i A, t^ + ,V A (A3A - A, A,) + ^\ f (A,^ - A A3).

Diese Formen lassen sich übersichtlicher schreiben, wenn man

noch die zweiten Differentialquotienten von S^i nach x und A, divi-

dirt durch 12, und die dritten Differentialquotienten von G ix, l),

dividirt durch 24, für x = A, 1 = — /" einführt, d. h. die Ausdrücke

(p. 561):

(24) 5,,=6(A,2-AA2), 5,,= 3(AiA.,-AA3), -S,,= 6(A,2_AiA3).

(25) riii = A, ri,2 = A,, r,02 = A2, r,,, = A3.

Alsdann erhält man unter Hinzunahme der Gleichungen (15), (IG),

(18) und (19) für die unter 2) genannten Formen folgende Dar-

stellungen :

{a^ctt,? = — I fi — I jpf , a^a,'^ == — -^ f, — f ^A ,

a.vCtr = — L r,,, t^' -j- y'^ 5j,/", a^aj =t= — | r,,,^^ + ^-^ S.,.,A,

CC.rCCl^ = — i r,,2T/^ — ^V ^12/+ ^V -^11A .

(26)

Von den oben unter 3) genannten Bildungen haben wir schon

zwei in den Gleichungen (20) und (21) gefunden. Von den vier

übrigen bestimmt man zunächst «a«««/ dadurch, dass man in (10) die

Ui durch Ci ersetzt und mit <?,,- {caa) a^^'^aj^ = Ca-d multiplicirt. Hier-

durch geht L in a^rünOi über; der aus v^^ entstehende Ausdruck

[cacC) cjaj aj- verschwindet, und es geht (ahu) (ab a) a^:!)^. a-"-'-

über in:

{ahc) (aha) {cdß) a_^h:^c,rdja,,-ß,^^

= i {abc)a^b^^.c.rdjajßj ^{aba){cdß) — (cba) (adß) - {acu) (bdß))

= ^(ab cf a^ b^ c... . {adß) ajßj dj = ;

und somit hat man die Formel:

(27) «^.«„«^ = 0,
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und hieraus durch wiederholte Anwendung des d-Processes nach (9):

(28) «r«««/ + «r «««;« = ,

(29) a^K„a,„ = .

Die Ausdrücke cc_^a,iai und a,^.ana,n selbst endlich, welche nach

(28) einander gleich und entgegengesetzt sind, erhält mau durch Be-

trachtung der aus rp' = (p'J zu bildenden ersten Polare (p. 574)

:

(30) QcpJ^tpy' = {aßh){aaß)[ß^ccJ'bJay-\-ß,a,,HJ'fu,-]-^ß^a,n:,hya^.

= A + A' -\-2 B -\-2 B'

.

Die Bedeutung der Grössen A, A\ B, B' wird hieraus leicht zu

ersehen sein. Wegen der Vertauschbarkeit von a, ß findet man nun

:

A = ^üybj^a.rß.v {accß) {{dßb) cc_^. — (aab) ßA
= \ayhja^ß,r (aaß) {{aßb) «,. — {aaß) b.r}

,

oder wenn man den ersten Theil nach (11) umformt, und berück-

sichtigt, dass sich der Factor von &^^ = /" im zweiten Gliede nicht

ändert, wenn man die x, y permutirt (was man leicht beweist) für

A = — ^ a,na^^ay + ^ Aj . ajoy — ^ (A^)^ {A^)y .
/"

Der Term A' in (30) entsteht aus A, indem man die «, b mit

den ß, a vertauscht; dabei vertauscht sich / mit A, A2 mit Aj, M
mit — Z; und es ist also:

^' = I aia^ccy + i Ai . K^'^üy — ^ (Ai)J (Aj^ . A .

Für den Ausdruck B finden wir durch Vertauschuug von a, ß:

B = ^a,rßa:b.rbya^ (aaß) {{aßb) «^. — (accb) ß^j

=
i cc.rß^b^.bya^. {aaß) [{aßb) a^ — {aaß) ft^} .

Hier ist der erste Theil gleich dem ersten Theile von A in (31), denn

er geht durch Vertausehung von a mit b in denselben über, während

der zweite Theil von B gleich \A^bJ^by ist. Es wird daher:

B == — \ üma^üy — \ A.^ajay .

Denkt man sich hierin wieder die a, b mit den ß, a vertauscht,

so erhält man:

B' == ^ aiKjcay — \ Aj aJ^Uy .

Trägt man schliesslich die für A^ A\ B, B' gefundenen Werthe
in (30) ein und drückt noch Aj, A^ durch /, A aus, so kommt:

6 (pj'-" (py = ~ 2 a„,a^ay -\- 2 aia^ ay — \Tf a:,^ay .
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(34)

Drückt man noch cp durch tp aus (p. 575), so hebt sich auch der

in T multiplicirte Term fort, und es bleibt:

(32) 2 tj^J ^y = ttm (i^cty — Kl a^ ccy .

Aus dieser Formel ergibt sich endlich, wenn man yi = nt

= {aa)iajaj setzt und die auf p. 572 gegebene Definition der

Combinante Q beachtet:

(33) 2 Q = «^. Gm a„ — cc^ an oii

.

Unter Hinzunahme von (20), (21), (24), 25), (27), (28), (29)

findet man also für die unter 3) genannten Formen das folgende Glei-

chungssystem:

[a^üia,,, = — i r,,2^ + ^ S^^f—-^^ S^^L,

w.r am Ufi Jt
,

CC^ CCfn CC^ U
,

a^anüi =0, K^anCCi = — 0..

Die Berechnung der unter 4) auf p. 634 genannten Formen ge-

staltet sich nunmehr sehr einfach. Aus (10) ergibt sich zunächst:

Qyx) = l{aba) a^^b^aj ^ttyh^ — Z^^«^}

= I {aba) a^bjajay = f ana,ray .

Ersetzt man hierin die y, bez. durch Mi und n,, so findet man nach

(26) und (34):

ilnx) = I a^^ür^ = — I Tj — i\)f

,

{Imx) = f a^aniUn = fß ;

und aus der ersten dieser Gleichungen durch Anwendung des 8-

Processes:

(36) {rnnx) = \ a^a^ == — | f, — ^A .

Zur Berechnung von (Imn) benutzen wir die Identität:

' {Imti) Ux= (Imx) u„ -\- (?nnx) ui -j- Qxn) u^

== l^N -{- \{y,M ~ V,L) + t {fM- AL)

.

Nun ist aber nach (35) und (14):

\Ua: L M
3 Q jv= (/m x) . (a a u) aj aj=

| f aj ai aj a„

A ajcci aja„

w^. Z M
f \^n \ r„ + i,

(37) .= w. {t^2 _ ^v Sj,^^} —^(y^M- r,L) - ^ (Mf— ZA)

;

denn nach Gleichung (49), p. 561 ist:

(35)
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^^,_/- = — 6(r,,r22 — r222)

(38) = ^A4 — 4 TAVH- S^A''P—lSTAP-i-{^^r^—^S^) fK
Trägt man den gefundenen Werlh für QiV in die Gleichung für

(Inm) ^^.^. ein, so bleiben rechts auch nur in w^. multiplicirte Glieder,

so dass man direct (/fnn) findet. Nimmt man die Gleichungen (35)

und (36) hinzu, so ha( man für die vier aus den vier linearen Zwischen-

formen L, M, N, w,^. zu bildenden Functionaldelerminanten folgende

Werthe

:

wo Sj^ _ /- durch (38) definiri ist. — Damit hätten wir die für das

Folgende nöthigen simultanen Bildungen aus /", A, Z, M, N voll-

ständig berechnet.

Die hier entwickelten Formeln geben noch ein bemerkenswerthes

Resultat, welches wir mehrfach benutzen werden*), und daher sogleich

noch ableiten wollen. Setzt man nämlich in (32) y, = li oder t/i = mi

und wendet die Gleichungen (26) und (34) an, so erhält man:

(40) tJ fl = tV Sl , ^-r' ^'n = -- -ik S2 ,

wo -S',, S^ die durch 4 dividirten Dififerentialquotienten von Sy,x für

X = A , A = — / bedeuten. Setzt man nun in Gleichung (37)

Ui = ilfx^ifi, so geht dieselbe über in:

Q2 _ I ^ (^2 _ ^ Sj,_^) - ^tl;J^I;,„(r,-j-4tf)+ j, i^Jxl^, {f, + 4^A)

Hier kann man endhch noch die Invariante T^x, genommen für

X = A, k = — f, einführen; denn es ist (p. 561):

(41) Tj,_f=V,S,-V,S,.

Man erkennt so, dass sich das Quadrat der Form Q {d. i. der

Functionaldelerminanie von f, A und i^, dividirl durch 54) durch die

Formen f, A, ^ selhsl ausdrücken lässt, und zwar mittelst der Glei-

chung*"^):

(42) 242Q2_384^3_ 12 t^5^,_/-+ 2 T^,-/-,

'WO Sj^—f und Tj _ f bez. durch (38) und (41) definjrt sind. —
Aus den Zwischenformen L, M und w^, setzen wir nun eine

neue Zwischenform erster Klasse und siebenter Ordnung zusammen,

welche die Combinanteneigenschaft hat, nämlich:

(43) K=LA—fM -^2^ .Ua, = UkK^? .

*) Vgl. auch den unten folgenden Abschnitt über die zu einer Curve gehöri-

gen algebraischen Integrale.

**) Vgl. Brioschi: Comptes rendus 1863, erste Hälfte, p. 305.
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In der That wegen (9) dl{==0, wodurch nach Obigem K ah

Combinante gekennzeichnet ist. *) Für diese neue Zwischenformen haben

wir nun wegen des Folgenden wieder die Bildungen

ciJiU, ccJcc/,, ßa^a/J^, a^-a/J^, a^ünttk , a^c^n^k

zu berechnen. Dieselben findet man leicht, wenn man beachtet, dass

nach der Definition von K\

(43 *) ki^y^ = Ali - ffUi -{-2tXi.

Man findet hieraus sofort wegen (14):

(44) aJa, = ^r^-\-t/', aja, = if, -{- fA ,

ferner aus den letzten Gleichungen (34):

(45) a^cindk = — Q/; a^cCnKk = — QA
,

und endlich

:

cixCti? = A^a^a^ — 2 Afa^ata,,, + pa^ aj

+ 4 ^ {Aajai — faja^) + 4 i/^Y,

c^xO^i? = A2«^.a^2 _ 2 A/'a^aia„, -f- pa^.aj

+ 4?^ {Aajai — faj^a,,,) -}- 4:f^A,

oder wegen der letzten Gleichungen des Systems (26) und der ersten

des Systems (34) unter Anwendung des Eul er 'sehen Theorems über

homogene Functionen:

(46) a-.a/J^ = | r/; T^ + ^^ / . ^^, _ /-, cc^ a^^ = f i/^ Tj + ^2" ^ ^^, - f-

— Die Elimination, welche schliesslich die gesuchte Parameter-

darstellung der Grundcur^e liefert, gestaltet sich nun sehr einfach,

wenn wir ein neues Coordinatendreieck einführen, dessen Ecken durch

einen festen Punkt x und durch die beiden (von x abhängenden)

Punkte

iV^ i/„ == und K ^Uk = ^

gegeben sind, deren geometrische Bedeutung wir sogleich erkennen

werden. Bezeichnen wir die laufenden Veränderlichen mit «/,-, so

haben wir also statt derselben' neue Veränderliche ^, t;, ^ einzuführen

mittelst der Gleichungen:

r?/i = Ix^ + ^n, + ik^, .

(47) ^y2 = ^T2 4-7?n. + e^2;

*) Die Combinanteneigenschaft von K ergibt sich auch daraus, dass K aus A^

abgeleitet werden kann mittelst der Gleichung

vgl. Math. Annalen, Bd. 6, p. 483, Gleichung (71).

Clebs ch , Vorlesungen. 41
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WO wieder V = G {A, ~ /")• -^i® TransformationscDefficienten hängen
allein von der Curve /"(?/) = und dem beliebigen Punkte a: ab ; da

nun u„ und u^ Combinanten sind, so müssen auch die Coefficienten der

transformirten Gleichung von den Cotnbinanten des Systems Jc/'-{-/lA =
abhängen. Um die neue Curvengleichung zu erhalten, thut man daher

besser, zuerst die Form:

i/ (y) = A {x) f{y) - f{x) A(y) = A/- (y) - /A (y) ,

welche selbst Combinante ist und gleich Null gesetzt die durch x
gehende Curve des Büschels xf -j- ^A == darstellt, in den ^, t], ^

auszudrücken , anstatt direct f {y) als Function der letzteren Grössen

darzustellen. Zunächst ist nach einer bekannten Identität, welche aus

{aauf = für Ui = {xy)i entsteht (vgl. p. 563 und 575):

(48) ff('y) = 3 {a^üy' . ajuy — «^^^^ . a^a/)
,

wo nun die Factoren der einzelnen Glieder nicht mehr vom dritten,

sondern nur noch vom ersten und zweiten Grade in den y sind. Aus
den Formeln (47) hat man sofort:

T . ajay = !/• -f fjaja„ -\- ^aja/,

r . ajuy = |A + riaj^a„ + la^'^aj:

r . f/^-«/ = r/'+ 2 ^i^f/x^ö-« + 2 Itajak + n^a^^ün^

-f- 2 ^la^anttu + ^-a^au-
(49)

+ 2 i?^axO:„aA+ ^^«a;«A^.

In Folge der Gleichungen (14), (26), (44), (45) und (46) lassen

sich nun die hier rechts auftretenden Coefficienten immer in folgender

Weise ausdrücken:

(50)

«x



P.^(y)= 3

3g(r2l^+^ii^'+ ^22^^)+ 3e
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ist; und indem man diesen Factor durch Division fortschafft, bleibt:

oder wenn man die zweite Verticalreihe mit Hülfe der ersten reducirt

und
(?i
= 0, r^ = 0, Tjj = setzt:

p^(y) = 3i^ + '''^' ~ ^' + ^^^"^^ + ^ ^i2^e+ c?22e^

<^2, <^nV'+ 2<^i2nt+ G2-it'

Führt man hierin endlich auch für die übrigen Grössen 6, t die

Werthe (51) ein, so kommt:

(52) nff(y)=U't-iW+lt^t'+i^Vt'+i{^t'-i^Sj,^f)^K
Dies ist die sogenannte typische Darstellung von H{y); die Form

H (y) ist dadurch rational (aber nicht ganz) mittelst der Functional-

invarianten von f dargestellt (vgl. p. 248 f.), und zwar mittelst der

Grössen f,£s.,'^ und Q, wo jedoch f und A nur in der Combinante

Sj, — f vorkommen, so dass in (52) alle Coefficienten Combinanten sind.

Aus der Gleichung (52) erkennt man , dass die Gerade ^ = in

ihrem Schnittpunkte mit -jj = 0, d. h. im Punkte x, die Curve

JI (y) = berührt , während der Schnittpunkt von ^ = mit | = 0,

d. i, u„ = 0, ebenfalls auf der Curve liegt und also mit dem Tangen-

tialpunkte von x zusammenfällt (p. 530). Gleichzeitig ist aber in

dem Punkte u„ = die Linie | = Tangente der Curve II {y) = 0.

Da ferner die erste Polare von x in Bezug auf iT = in der Form

erscheint, so ist t^ = die Polare des Punktes N = (d. i. ^ = 0,

1 = 0) in Bezug auf die erste Polare des Punktes x, gebildet für

H =^0. Damit hätten wir die geometrische Bedeutung der Transfor-

mation (47) erkannt; das Resultat können wir auch in folgenden

Sätzen aussprechen:

Ist X ein heliehiger Punkt der Ebene ^ so stellt N^u„ = den

Tangentialpunkt von x auf der durch x gehenden Curve des syzygetischen

Büschels ;c/"+ AA = dar; Kz^Uk = dagegen gibt den Schnittpunkt

der Tangente dieser Curve im Punkte N =0 mit der Polare von N =
in Bezug auf den Polarkegelschnitt von x.*)

*) Man hätte dies auch direct durch Auflösung der Gleichungen (47) und
einige Umformungen der für |, tj, t resultirenden Werthe erkennen können,
Tgl. Clebsch und Gordan a. a. 0. — Die Bedeutung von iV = ergibt sich

übrigens direct aus der Salmon' sehen Identität. Der Tangentialpunkt muss
unbestimmt werden, wenn // in ein Dreieck zerfällt, was mit den Resultaten

auf p. 597 übereinstimmt.

41*
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Die Form von // {i/) lässt weiter sogleich die Richtigkeit folgen-

der Sätze erkennen:

Die Curve ^ = ist der Ort der Punkte x , für welche die Ecke
Ä^ = des zu X gehörigen Dreiecks | = 0, ^ = 0, ^ = auf dem
Polarkegelschnitte von x liegt; | = ivird dann Tangefite des letzteren

in K==0.
Die Gleichung 3 xl^^ — -^ Sj,^f= stellt eine Curve 12^"'' Ordnung

dar, für deren Punkte x die Ecke K =0 jenes Dreiecks ebenfalls auf
der durch x gehenden Curve des syzygetischen Büschels liegt.

Für die 72 Schnittpunkte x von ip = mit den vier durch Sj^ __^=
gegebenen äquianharmonischen Curven des Büschels 'nf -\- kl!:^ =0 ist das

zu X gehölige Dreieck | = 0, r] = 0, t, = der durch x gehenden

Curve des Büschels gleichzeitig ein - und umgeschrieben : N ist Tangential-

punkt von x, x von K und K von N.

Und endlich, da nach (42) für t/» = 0, r^_ _^= auch Q = wird:

Für die 108 Schnittpunkte von f = ?nit den sechs durch Tj^ _ f

gegebenen harmonischen Curven des syzygetischen Büschels fällt der zu

x gehörige Punkt K=Q in einen Wendepunkt; und die Wendetangente

des letzteren ist durch § = gegeben.

Für einen Punkt x der 12 durch V ^^ G (A, — /") = darge-

stellten Wendepunktslinien wird unsere typische Darstellung illusorisch,

in der That verschwindet alsdann auch die Determinante unserer

Transformation (47), denn es ist nach (43*) und (39):

(xnk) = A (xnl) — f {xnm)

^ ' =l(r,A- v) = ir.

— Aus (52) kann man nun typische Darstellungen für alle

Functionalinvarianten von H{%j) ableiten, d. h. dieselben so darstellen,

dass ihre Coefficienten rationale Functionen von f, A, -^ und ß wer-

den. Wir wollen hier nur noch die Hesse'sche Form A// von H [y)

berechnen. Dies geschieht, indem man zunächst die Hesse'sche

Determinante von H in Bezug auf die ^, ^, ^, d. h. die Determinante

aus den Grössen:

Hn = n> H,, = ~l^, 7/33 = fg + ^Qt? + 1(3 1^2 _^^^^_^.)g^

bildet, und dieselbe mit 6 und dem Quadrate der Determinante der

aus (47) sich durch Auflösung ergebenden Transformationsgleichungen

multiplicirt. Nun findet man aber aus den Gleichungen (47)

wegen (53):

g = 4 {ynk)
, ^ = 4 (xyk)

, ^ = 4 (xny) .

Nach dem Satze über die adjungirte Determinante ist aber die Deter-

minante dieser Gleichungen gleich 4^ {xnk)'^ = 4P- Bilden wir
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andererseits die Hesse 'sehe Form für die linke Seite von (52), also

für V'H, so wird dieselbe gleich PA//. Durch Division mit V^ auf

beiden Seiten und Ausrechnen der Determinante der Hik fipdet man

daher unter Berücksichtigung der Gleichung (42) für Q^*).

PA// = |3 + 3 ^|2g - 2 xi^w -Q^lni + -ii Sj,_^^t'

(54) - ißf - (Qt' - ^,Sj,-r)vn - i2tQn^'

Um nun schliesslich die Coordinaten eines Punktes y auf der

Curve fiy)=0 als Functionen eines Parameters auszudrücken ,
be-

trachten wir den durch den Tangentialpunkt .V = eines Punktes x

der Curve gehenden Strahlbüschel

(55) ^ aJ dtj — ^ ^x «j, =
und berechnen die beiden übrigen Schnittpunkte eines Strahles aus

diesem Büschel mit / {ij) = 0, was durch eine quadratische Gleichung

geschieht. Da in unserm Falle fix) =f=0 ist, so wird H^y)= A .f[y)

und (vgl. p. 560):

A// = Fl «/ — Tj«/ = Ti «/ ^

oder wegen f= aj = 0: A// = A^ a/. Die Gleichung (55) zusammen

jjjit /(y) = a^^ = könijen wir daher ersetzen durch die Gleichungen:

xA-'HjIIy - A (A//).2 (A//)^ == , B{y) = 0,

wo symbolisch: ff/ = IIiy), (A//)/ = A^. Es ist aber, da den

Werthen y, = xi die Werthe ^ = T, >? = 0, g = entsprechen:

BJH, = i 2:2; ^|- .xva;.= i T^ f^ ,
2 77 _ X 5^ y- _±.j^_- -»v.-»',.= 4 r2

(A//y (A//), = i 2:2;^^ a;,.r.= i T^-^'^ •

Indem man sich also Alles in den Variabein §,??,& ausgedrückt denkt,

hat man die beiden Gleichungen:

%

*) Andererseits ist nach der bekannten Formel für A^^:

A;/=r,A(y)-r2/'(2/).

Nimmt man die Definitionsgleicliung für IJ hinzu, so findet sich:

r./-(2/) = /-A//+riff(2/);

und dies ist die typische Darstelluiig für die Grundform f {y) selbst. Hieraus schliesst

man weiter, dass jede Functionalinvariante von f mit einer solchen Potenz von T

mulliplicirt toerden kann, dass sie eine ganze Function der 7 Grundformen /", A, i/),

Q, iix, N, K wird. Zwischen letzteren besteht die einzige Relation (42), Alle

Relationen zwischen den Tunctionalinvarianten von f sind damit auf diese Glei-

chung und auf die Ausdrücke derselben durch die 7 Grundformen zurückgeführt.

Vgl, Clebsch und Gordan a. a. 0.
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Wenn man aus ihnen und der Gleichung:

Wy = oder m^| -|- iv^ -|_ ^g ==

die g, r], t, eliminirt, so erhält man das Product der Gleichungen aller
Punkte y, in denen ein Strahl des Büschels (55) die Grundcurve
f{y) = Q trifft. Unter diesen ist der Scheitel jenes Büschels (;v^== 0)-
die Form N muss daher ein Factor des Eliminationsresultates sein!
Nun sind von den drei gegebenen Gleichungen zwei linear, nämlich:

In Folge dieser beiden Gleichungen kann man also setzen:

ri = ~ Kl — u, (I xA2 - A ^) .

Führt man diese Werthe in H {y) ein und bemerkt noch, dass ^^,_/>
Tj,^f für /= bez. in St^^ und TA^ übergehen, so erhält man die
Gleichung

:

= f iV{;V^2[(|xA2-A^^)U+ 3^;(ijcA2-A^)A2+ (3T^2_^,^5^^4-);i3]

— I (i X A2 _ A^O [Ä'A + K, (I jjA2 — A^)]2

— 2 Q vV [Ä-zl + w, (I ;( A2 — A^)] A2} . -

Lassen wir den für die vorliegende Frage irrelevanten Factor | N fort,
so ändert sich diese Gleichung wegen der Relation (42) nicht, wenn man
nach Multiplication derselben mit K^^tA^-A^) auf der rechten
Seite |Q2^U4 subtrahirt und gleichzeitig den Ausdruck

addirt. Man erhält dann, indem sich alle in A^j/;, A^^^ ^^^ ^3 j^^].

tiplicirten Terme, welche aus der ersten Klammer hervorgehen, fort-
heben, die Gleichung:

.0 = -j-f^ b.n («3 _ ^ SyiX' + 4- 7'A3} 7\^2

- {CiJ«A2— A^)[^A+ w, {\^b} — Az^)] + f Q.VA2}2^

die man auch in der Form schreiben kann:

(56)
*^^''^' ~ '^^^ ^^'^ "^ "" ^^''^' ~ '^^^-l

+1^^^'^'

+ 1 A3;y^j/p7j«3 - J-^;{A2 -fjjp = .

Die ersten Glieder dieses Ausdruckes vereinfachen sich noch, wenn
man für /T und Q A^ ihre Werthe in Z, M einsetzt. In Rücksicht auf
/= hat man nämlich wegen (37) und (43)

:
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K=Lt\-\-'ir\)U^,

I QA' = w, (^2 _ ^ 5A4) - ^y¥A3 + t/;AZ .

Indem' man diese Werthe einführt, geht die Gleichung (56) nach

Auslassung des Factors -^ A^ über in

:

Dieses ist die Gleichung Uy = eines Punktes y, in welchem ein

Strahl des Büschels %a^''ay — la^^ay=^Q) die Curve f{tj) = schneidet;

dabei ist x ein beliebiger Punkt von f; der Tangentialpunkt desselben

{N=Q) ist der Scheitel Jenes Büschels; die Formen Z und M sind

durch (10) und (11) definirt; A, S, T haben die bekannten Bedeu-

tungen. Die beiden verschiedenen Schnittpunkte eines Büschelstrahles

erhält man durch die beiden Vorzeichen der Quadratwurzel. Die

Coefficienten von u^, u^, «3 in dem vorliegenden Ausdrucke sind

also die Coordinaten des auf der Curve variabeln Punktes selbst; man

hat daher, wenn q einen ivillkürlichen Factor bezeichnet, diese Coordinaten

in Function des Parameters % : A dargestellt durch folgende Gleichun-

gen, in denen M= u,„, L = iii, N= u„ gesetzt /s^*):

,og^= A(x'--lS^.^)x,-4Xhni-\-4:ii?.l,±n,}/Qk{oi''-^STl-'-{-iTP)

(57) Lg.^=A{x''—iSP)x,-4:Pm,-\-4^Xl,±n,y6H}{^^Ys'^^''+ ^^^'')

(Qy,= A(x'^-iSl^)x,-4:X^m,-j-4xXl,±n,l'QX{K^-^STP+ iTP).

Unter dem Wurzelzeichen**) erscheint hier der Ausdruck G^ {x, — A)

^multiplicirt in 6 A. Da nun durch das Verschwinden dieser Irratio-

nalität die vier von i\^= ausgehenden Tangenten des Büschels

xajtty — Xajuy = bestimmt werden, so erkennt man, dass die

Gleichung G^ (x, — A) = die übrigen drei von diesen Tangenten be-

stimmt , wenn eine von ihnen, entsprechend dem Werthe A = (also die

in X berührende Tangente), bekannt ist. Insbesondere kann man nun

den Punkt x mit einem Wendepunkte zusammenfallen lassen, wo dann

der Scheitel des von uns betrachteten Büschels ebenfalls in dem be-

treffenden Wendepunkte liegt. Dem Werthe A= entspricht dann

die Wendetangente von x und die Wurzeln der Gleichung G^ {x,— A)=0

liefern die drei von x noch ausgehenden Tangenten der Grund-

*) In anderer Form ist eine solche Parameterdarstellung gegeben von Aron-

Hold: Monatsberichte der Berliner Academie, 25. April 1861. Daran knüpfte

dann Clebsch die Verwerthung der elliptischen Functionen, insbesondere ihres

Additionstheorems, für die Schnittpunktsätze an: Crelle's Journal, Bd. 63 a. a. 0.

— In den entsprechenden Gleichungen bei Clebsch imd Gordan (Math. Anna-

len, Bd. 1 a. a. 0.) sind die Glieder mit den Coefficienten mi ausgelassen,

**) Ausser dieser Wurzel ist in (57) noch eine Irrationalität enthalten, insofern

ein Punkt x der Curve als bekannt angenommen ist; die Aufsuchung eines sol-

chen Punktes verlangt eben noch die Lösung einer cubischen Gleichung.
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curve.*) Für die hier über die Lage von x gemachten Voraussetzun-
gen würden allerdings unsere Formeln für die typische Darstellung
von H iy) ihre Gültigkeit verlieren; denn für /=0, A r= würde
auch r, d. h. die linke Seite der jene Darstellung liefernden Gleichung
(52) Null sein. In der That wird auch das von uns benutzte Coor-
dinatendreieck | = 0, ty = 0, g = in diesem Falle unbrauchbar, in-
dem die drei. Seiten desselben zusammenfallen. Gleichwohl aber
bleiben die Endgleichungen (57) bestehen. Die Gleichung (56*) näm-
lich, aus welcher (57) abgeleitet wurde, ist nichts anderes als das
Resultat der Elimination der yi aus den Gleichungen:

xaj'-ay — X ajay = , «/ = , ?/^ = ;

und dies Resultat muss vollkommen unabhängig von der Wahl des
Coordinatendreiecks bestehen bleiben; das oben benutzte Dreieck war
nur zur Herleitung desselben passend gewählt, indem so die Coeffi-
cienten der Potenzen von ;<, A in (56*) sofort als Functionalinva-
rianten der Gruudcurve gegeben waren. Setzt man nun aber in (57)
A = 0, so kommt:

(58) p y,.= _ 4 A2 w,-+ 4;< A k+ m j/6 ?. {k^ — ^ SxX^ -\- ^ TP) .

In die Gleichungen (57) führt man nun leicht Avieder die ellipti-

schen Functionen sin am, cos am, A am ein; es sollen die dazu noth-
wendigen Rechnungen hier zunächst mitgetheilt werden; weiterhin
wird sich dann aber ergeben, dass sich die betreffenden Ueberlegungen
weit übersichtlicher gestalten, wenn man sich statt der Functionen
sin am, etc. einer neuen doppelt periodischen Function bedient, die sich
selbstverständlich durch sin am, cos am, A am ausdrücken lässt. Die
Einführung der letzteren Functionen nämlich wird hier dadurch um-
ständlicher, dass in (57) unter dem Wurzelzeichen ein Ausdruck dritter
Ordnung steht, multiphcirt in A, welcher zuvor auf die für sin am
brauchbare Normalform ^ (1 _ ^i^) (l _ a-2^) gebracht werden muss.
Insbesondere soll uns dann noch die Bestimmung der Wendepunkte
beschäftigen, d. h. die Bestimmung der neun Strahlen des Büschels
X ajüy — Xaja,j = 0, welche den Scheitel N=0 des letzteren mit
jenen neun Punkten verbinden; wir werden sehen, wie sich dies rein
algebraische Problem mit Hülfe der elliptischen Functionen lösen lässt.

*) Da andererseits Ö, = die drei Curven des syzygetischen Büschels be-
stimmt, deren Hesse'sche Curve /"= ist (p. 527), so folgt hieraus beiläufig,
dass Jede Curve des syzijfjetischen Büschels von den Wendelangenien der drei Curven
berührt wird, zu denen sie als Resse'sche Curve gehört. Man beweist dies übrigens
auch leicht direct. Vgl. Clebsch: Ueber die Wendetangenten der Curven drit-
ter Ordnung, Crelle's Journal, Bd. 58.



Die Curven dritter Ordnung oder dritter Klasse. . 649

Zur Erreichung des angegebenen Zweckes führen wir nun den

Parameter x statt x : A ein und bezeichnen mit %', n", x" die Wurzeln

der Gleichung:

(59) G,{x,-\)^z-k^-\Sk^\T^O,

d. h. wir setzen: x == jc, k = \ und:

x3 — ^ ,S;c + I r = C;c — %') (a — a") (?« — x"') .

Ferner machen wir die Substitution:

jc = ^ {x" — x") + x"
;

durch letztere wird:

^^^^Sx-\-iT= (x" - x"f ix" - x) ii{\~^){\- k'^ii)

,

wenn

:

k"^ = -^ r •

Wir brauchen jetzt nur noch durch die Gleichung

(60) f*
= sin^ am u

einen neuen Parameter « einzuführen, um die folgenden Relationen

zu erhalten:

(61) X =^ x" sin- am ii + x" cos'^ am u

,

j/^3 — ^Sx ^ ^ T = {x" — x") j/x" — x sin am u cos am w A am w

(62) =^{x' -x)yx -X ^ ,;

und dadurch wird das zu unserer Curve gehörige elliptische Integral

erster Gattung, d. h, der neue Parameter' m gegeben durch:

J Kä"^«)!! - AV') J y^i- V) (1 - k^)

X

x'"

Unsere Formeln (57) endlich gehen über in:

d sin^ am u
QUi = (fi (sin^ am w) -|- mai

du

*) Eine andere, elegante Methode, um das elliptische Integral mit allgemeiner

binärer Form 4ter Ordnung unter dem Wurzelzeichen des Nenners durch rationale

Transformation so umzuformen, dass statt dessen die allein von den Invarianten

i und j (oder wenn man k ^ statt k setzt, allein von der absoluten Invariante -v^j

abhängende cubische Form auftritt, ist von Hermite angegeben: Crelle's Jour-

nal, Bd. 52, p. 8. Vgl. auch Cayley, ib. Bd. 53 und Clebsch: Theorie der

binären Form, p. 233.
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wo die ai Constante, die cpi ganze rationale Functionen zweiten Gra-
des ihres Arguments sind, und wo:

^ = IK'-o/—
dieselben werden also in der That von der Form der Gleichungen (31)

p. 628. Um von den letzten Gleichungen aus (durch Vermittlung der

H- Functionen) die Sätze über Schnittpunktsysteme wieder durch das

Verschwinden entsprechender Integralsummen darzustellen, ist es nach
dem Obigen noch nothwendig, den Werth des Integrals u für einen

Wendepunkt oder den zugehörigen Werth von sin am u zu bestimmen.

Letzteres geschieht im Anschlüsse an folgende Ueberlegungen.

Wir wollen die Bedingung dafür aufstellen, dass drei Punkte der

Curve mit den Parametern x^, jc^, Xg oder bez. mit den zugehörigen ^In-

tegralwerthen u^, u^, u.^ auf einer Geraden liegen. Zur Abkürzung
schreiben wir die Gleichungen (57) in der Form

(64) Qyi = pi J^ qiZ-\- nx"^ + ai /^) ,

woraus die Bedeutung der pi, qi, ri, a» leicht zu ersehen ist, und wo
q, (x) = G^ {a, — 1). Sollen drei Punkte ;«,, x^, Xg in gerader Linie

liegen, so muss die aus ihren Coordinaten gebildete Determinante

verschwinden. Letztere aber ist wegen (64) gleich der Summe der

Producte aus entsprechenden Determinanten der unvollständigen

Systeme

:

1 X, JPl
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(qra) =j/6 A*, (rap) = 4 /6>A2

,

{apq) = 16}/6i^\ — {pqr) = — 24:QA .

Setzen wir also:

(66) Xn —

SO resultiren in Rücksicht auf die für Q bestehende Identität (p. 640)

die folgenden Formeln, auf denen im Wesentlichen unsere späteren Er-

örterungen beruhen:

l
2

^0 ;{qra) "' (qrcc) " ' {qra)

Die Gleichung (65) geht also über in*):

+ /V-i'^'^o + i^.

(67)

j/cp (x^)

J/(P (Xg)

Die jetzt rechts stehende Determinante endlich formt man mittelst

der Substitution (61) leicht noch in der Art um, dass die Bedingung

dafür, dass die Punkte x^, x^, x^ in gerader Linie liegen, in der Form
erscheint:

(68) = 0,

wo wieder 5,, d, A» bez. für sin am w,-, etc. geschrieben ist, oder nach

dem Additionstheoreme der elliptischen Functionen (p, 606):

(69) Wj -|- «2 + W3 + Wq == ^ (mod. a, ca').

Damit hätten Avir für die Schnittpunkte der Grundcurve mit einer

Geraden wieder die Gleichung (36) p. 630 erhalten; gleichzeitig er-

gibt sich aber, dass die Grösse w„ mit der dort durch % bezeichneten

Grösse identisch ist. Die Argumente der neun Wendepunkte sind daher

durch die Werthe

(70) IWo + iC/?« + ^«')

*) Das Vorzeichen in den Gliedern der letzten Horizontalreihe kann man
noch beliebig wählen. Man muss aber ein bestimmtes Vorzeichen nehmen,
sobald man elliptische Functionen einführt; und zwar ist dasselbe dann durch
die Gleichungen (60) und (62) völlig gegeben.
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gegeben, ivo v^ bestimmt ist durch die Gleichungen*):

II • n , ,,l ^ 4: ib
X Sin-' am ti^ -j- x cos"' am w^ = -^

sin am w^ cos am UqA am Wq
— ^ ^

Hier sind x, x", x" die Wurzeln der Gleichung (59); A, ip, Q be-

zeichnen die bekannten Covarianten der Grundcurve, geschrieben »in den

Coürdinaten des Punktes x, dessen Tangentialpunkt bei der Parameterdar-

stellung (51) zum Büschelscheitel gewählt wurde.

Um die Bestimmung der Wendepunkte auszuführemf hat man
sonach nur noch die Dreitheilungsgleichung zu lösen, welche sin am ^ u^

durch sin am Wq bestimmt ; d. h. die Werthe, welche die Function sin am u

für die Argumente (70) der neun Wendepunkte annimmt, sind die Wurzeln

der Gleichung O"" Grades für s:

(12) - 7/i^^Z!'4! = 3 — 4 (1 4- A') s^ + 6 Fs< — kU^

wo k"^ sich in der oben angegebenen Weise aus x', x", x" bestimmt.

Die Auflösung dieser Gleichung lässt sich auf die Auflösung der

Gleichung G ix, A) = zurückführen, mit deren Hülfe wir früher

die Wendepunkte bestimmten, wie weiterhin noch gezeigt werden

soll. —
. Wie schon früher hervorgehoben, gestalten sich nun alle diese

Untersuchungen über die Einführung der elliptischen Functionen in

die Theorie der Curven dritter Ordnung bedeutend durchsichtiger,

wenn man statt der Functionen s, c, A eine andere gewöhnlich mit

p (w) bezeichnete doppelt periodische Function von u und deren Diffe-

rentialquotienten nach u einführt.**) Es ist dies die Function, aus

welcher direct die Umkehruug des folgenden Integrals erwächst:

(73) u = I ,

,

für X = p (u) .

Dieselbe ist sonach dadurch ausgezeichnet, dass sie in verhältniss-

mässig rationaler Form von den Invarianten S und T der Curve ab-

hängt, und dass ihre Einführung nicht die Lösung der cubischen

Gleichung cp (x) == voraussetzt. Die Differentialquotienten von

*) Vgl. für diese Umformungen auch den mehrfach erwähnten Aufsatz von

Clebsch über die Steiner'schen Polygone, Crelle's Journal, Bd. 63.

**) Es ist dies die Function, welche Weierstrass in seinen Vorlesungen

über die Theorie der elliptischen Functionen benutzt, und welcher manche
Vorzüge vor den Jacobi'schen Functionen s, c, A zukommen. Ueber die für

diese Function geltenden Fundamentalformeln vgl. die in Berlin erschienenen

Inauguraldissertationen von Müller, Simon (1867) vmd Kiepert (18.70).
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p (u) nach u sollen im Folgenden immer durch // (w), p" (u) . . . be-

zeichnet werden; für letztere bestehen dann nach (73) folgende Rela-

tionen, wenn das Argument u der Kürze wegen fortgelassen wird:

= 4.p^ — 2 Sp-\-iT
= 6 i92

- 5'

= 6 {pp -\- p p) = 12 pp
= 6 {pp" -f 2 /2 _|_ ^"^) = 30 p2 _ 9 ^p _^ 4 j

= 6 {pp" -\- 3 pp" -\- 3 p'p -\- p'"p) = 36 p (7 p2 — s)
(74)

(4)

(5)

.n —

1

p{n+2)^ Q fpp[n)J^!Lp'pi.n-l)J^ '^-- ^ p"p(n-2) J^ . , , +iö«i?) •

Setzen wir also in (57) jetzt z = p {u) = p, /l = 1 , so erhalten

wir die Parameierdarstelhing der Grundcurve in folgender Form:

(75) () «/; = — 4 w,• + 4 hp -f y^i riip -f i A Xip"

.

Man kann nach dem Früheren die Function p leicht mit sin am u

in Zusammenhang bringen; und zwar geschieht dies (in analoger

Weise, wie oben x durch sin^ am u vermöge (61) ausgedrückt wurde)

durch die Substitution:

p {u) = {x x") sin^ am (u ]/x" — x -\- ^a) -\- x"

l" — x' . ///

X .

(76)
^

sin* am {iiVv!" — x')

In der That wird dann p {u) = oo für w= 0, wie es nach (73) sein

CO

muss. Ferner erkennt man, dass der Function p die Perioden 7/ „,
~=^

und —-^—^ zukommen, wenn letztere Grössen wie auf p. 605 defi-

nirt sind; und durch Umkehrung ergibt sich aus (76) nach (61)

und (63):

/' (jyi

V^ X-' — 2 -»Tx -f i T 2 YT^

Nun ist aber bei passender Wahl des Integrationsweges*):

00 00

03 ^2 - ^/kuT
d(i

(i) (1-A-»
= — }/x"

/'dys,

P

und da p {li) die Perioden
y^ y7

=. hat, können wir also setzen

:

/^f/x /*rZx /V/x

*) Vgl. z. B. Königsberger, a. a. 0., Theü I, p. 312.
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wie es nach Gleichung (73) sein soll. Als Fundamentalperioden von

p (u) erkannten wir die Grössen

:

y K — X K^"^

für sie ergeben sich aus (76) die einfachen Relationen:

Setzt man die Theorie der Function p {u) als bekannt voraus , so

gestaltet sich nun die Aufstellung der Wendepunktsgleichung äusserst

einfach. Durch ein Verfahren, welches dem bei Aufstellung der
Gleichungen (65) und (67) benutzten analog ist, erhält man zunächst,

ausgehend von den Gleichungen (75), die Bedingung dafür, dass drei

Punkte y.^, x^, X3 in einer Geraden liegen, für Pi = p (ui) in der Form:

1

(77)

Pi Pi

1 P2 P2

1 Ih Pz

1 Ih Po

wo analog wie in (66) und (67):

4i/;

Pl

P2

Pz

Po

= 0,

Po = % = S, K = -16/f |,, p^' = '±^-s,

so dass die zwischen p^ , p^, p^' bestehenden Relationen (74) in Folge
der zwischen Q, /, A, ^ bestehenden Identität erfüllt sind. Hiermit
ist uns der Werth von p^=p {^ u), wo u das Argument eines Wende-
punktes ist, rational gegeben; zur Bestimmung der Wendepunkte
selbst haben wir also nur noch p (3 u) durch p (m), d. h. p (uq) durch

p (I Wo) auszudrucken. Nun ist aber allgemein

:

(78) p {n u) = p (u)

wenn die Function ^^ {u) durch folgende Determinante definirt ist*):

p p" ...
J!><?

~ 1)

% {u) ===
(-1)^ P p p(Q)

'a W —
[2!3!...(9-l)!J'

J9(e-1) p(Q) . . .
p(^Q-3)

Für w = 3 erhält, man hieraus unter Benutzung von (74)

:

(79) p (3«) =p+p' '^^;j';^szMi=±
12 pp

*) In dieser Form sind die Theilungsgleichungen von Kiepert aufgestellt:

Crelle's Journal, Bd. 76, p. 21.
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oder nach einer einfachen ümformuDg für p (ßu) = Pq = -;^:*)

(80) (^—P ~ P'p")(^2pp-- - />"-') + 4/6 = 0.

Dies ist, wenn man für p-, p" nach (74) ihre in p rationalen Aus-

drücke einführt, die Gleichung neunten Grades in p [oder für das Ver-

hältniss % : X in den Gleichungen (57)] , welche die vom Punkte N =
nach den neun Wendepunkten gehenden Strahlen des Büschels paj^ay
— «a-ßy = bestimmt^ wenn x ein beliebiger Punkt der Curve ist. Die

Coefficienten derselben sind allein von den Invarianten S, T und den

Covarianten ^, A^ abhängig. Die Gleichung (79) kann also auch als

das, Resultat der Elimination der yi aus den drei Gleichungen:

f (y) ^ a,/ = , A (y) :eei ay^ =
, paja^ — ajuy =

aufgefasst werden.

Es sei hier noch bemerkt, dass der Parameterwerth p = p^ selbst

dem Mittelpunkte iV = unseres Strahlbüschels zukommt, Setzt man
nämlich in (57) K = 4:ip, A = A^, so wird:

Qyi = A {(16 t'' — i SA^) X,- — 4A^mi + 16 ^A/,-+ 24 n^Q}
;

nach Gleichung (37) ist aber für f=0:
24: Qm = (16 t' — i SA^) xi — 4 A^ m,- + 16 A/.-

,

so dass die yi in der That zu den n; proportional werden. Es folgt

dies übrigens auch wieder aus dem Additionstheoreme. Da nämlich

dem Punkte x das Argument Null zukommt (p = oo) , so hat man,
wenn v das Argument von iV= ist, für die Schnittpunkte der Tan-

gente von X mit f=0:
+ + i; + ^, = ;

also y = — Mo, und p (v) = p (— u^) = p (uq).

Die Auflösung der Gleichung (80) oder (79) hängt nun bekanntlich

von der Lösung der speciellen Dreitheilungs- Gleichung ab, welche für

Wo == 0, d. 1. Pq = oo aus (79) erhalten wird, d. h. von der Gleichung:

(81) \2pp"' —p"' = 0,

oder wegen (74) von der Gleichung:

(81 *) pi — Sp-' + ^Tp — ^S'' = 0.

*) Man könnte diese Gleichung auch durch Grenzübergang aus (77) herleiten

;

doch würde man dann zunächst eine Gleichung 12ten Grades für p erhalten, aus
der noch ein cubischer Factor abzusondern wäre. — Die Einführung der ellip-

tischen Functionen macht aber eben solche directe Rechnungen und Eliminationen
überflüssig; und besonders ist hier die Benutzung der Function p (u) wegen deren
Zusammenhang mit der in (57) vorkommenden Irrationalität von Vortheil.
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In letzterer aber braucht man nur p = — - zu setzen, um wieder die

Gleichung G (x, l) =^ zu erhalten, ivelche uns früher zur Bestimmung

der Wendepunkte diente (vgl.p. 566 ff.). Die vier Wurzeln ;Jj
, p.,, p^, /?,

dieser Gleichung geben uns die Werthe:

., /lü \ /w' \ l'w -\- w'\ /w + 2 w'\

Für Pq = 00 oder Wg = wird A = 0, d. h, die Punkte x und N
liegen in einem Wendepunkte; und dann gibt die Gleichung (81) vier

der anderen acht Wendepunkte, von denen keine zwei mit jenem ersten

Wendepunkte in gerader Linie liegen dürfen. Wie nun die Wurzeln

der Gleichung (80) aus den Grössen p^, p^, p^, p^ wirklich zu bilden

sind, wird in der Theorie der elliptischen Functionen gelehrt und soll

hier nicht weiter ausgeführt werden.*)

Man führt die Auflösung der Gleichung (80) auch leicht in anderer

Weise auf die Gleichung G (x, ^) = zurück; und es gelingt dann,

die Wurzeln von (80) an der Hand geometrischer Ueberlegungen

cc .^ cc

wirklich anzugeben. Setzt man nämlich in (80) p = -^--^
, so stellt

diese Gleichung in den Veränderlichen y eine Curve 9*^'" Ordnung dar,

welche in die Verbindungslinien von N= mit den 9 Wendepunkten

zerfällt. Je drei dieser Geraden nun , welche N = mit drei in gera-

der Linie liegenden Wendepunkten verbinden, schneiden / noch in drei

weiteren Punkten; und es ist sofort ersichtlich, dass diese letzteren

drei Punkte auf einem Kegelschnitte liegen, welcher die Grundcurve

im Punkte JV= zweipunktig berührt. Entsprechend den vier Wende-
punktsdreiecken, welche nach dem Früheren durch

pJ-A = 0, p,r- A = 0, pJ-A = 0, pJ-A =
dargestellt sind, gibt es aiTch vier Systeme (O, = 0) von je drei

Kegelschnitten, so dass jedes solche System zusammen mit dem zuge-

hörigen Wendepunktsdreiecke durch alle Schnittpunkte beregter Curve

neunter Ordnung mit /= hindurchgeht. Die linke Seite der Glei-

chung (80) kann daher mit Hülfe von / (y) = auf vier verschiedene

Weisen in zwei Factoren

*) Ueber die Lösung der Theilungsgleichungen für p («) vgl. Kiepert:
Crelle's Journal, Bd. 76, p. 34 ff.; über die entsprechenden (von Abel behan-

delten) Probleme bei sin am u vgl. z. B. Königsberger, a. a. 0., Th. II, p. 210.

— Die Dreitheilungsgleichung ist auch ein besonderer Fall der von Hesse
(Crelle's Journal, Bd. 34) behandelten Gleichungen 9ten Grades. Verfolgt man die

zur Lösung der letzteren nöthigen Operationen an dem geometrischen Bilde einer

C3, so erkennt man ebenfalls, dass die aufzustellende Gleichung 4. Grades hier

durch G (x, i) = gegeben ist. Ueber diese Hesse 'sehen Gleichungen vgl. auch

Clebsch: Binäre Formen, p. 234 ff.
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(/;/ - A) . CD,

zerspalten werden , entsprechend den vier Wurzeln der speciellen

Theilungsgleichuug (81). . Letztere gibt also auch hier loieder die Be-

stimmung der Wendepunktsdreiecke. Um nun die Wurzeln von (80)

zu finden, hat man zwei dieser Dreiecke in lineare Factoren aufzu-

lösen, was nach den Angaben auf p. 597 geschieht. Wir bestimmen-

also zunächst die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden, für welche

wir die Tangente von x wählen, mit den Seiten eines Dreiecks : ptf (_?/)

— A (y) = 0; d. h. wir setzen in letzterer Gleichung y = Aa; -\- Qn
und bilden die so entstehende cubische Gleichung für q, welche in

Rücksicht auf die Relationen (p. 6o5 ff.):

/= , aj rtr„= , aj a„= , «.^ «„^^ __ i A ^ , «,, a,,- = — 3 A i^' , a ,v
^=

folgende Gestalt annimmt:

(82) Q^a,-' — p2 A-' (2 i,
- 1- A>,) + A^ = .

In ihr haben wir noch den Term «„•' zu berechnen. Aus der

Gleichung

ergibt sich aber durch Polarenbildung für w„ = Nj hi,,-:

ay a,r + 8 a^a„ a,,'N^ ^ /vy ^ _ _i, 2; —i y, — 4 ftJ'iJjy — 2taja .

Für t/,= Hi verschwinden wegen aj^a„ = 0, a_rra„=0 die aus

r, entstehenden Glieder der rechten Seite, und es wird nach Glei-

chung (28) p. 571:

(tj = — 4/Q — 8 a^.a„a„'Nj^N„'

.

Hierin ist:

(8'>) 2 a^a„a„.N^'^Nn = a^^a,, {aha) {a^.h„ -j- a„h,^) b^a^ .

Das erste Glied des rechts stehenden Ausdruckes ändert sein Vor-

zeichen bei Vertauschung von a und b, verschwindet also identisch;

das zweite Glied ist ebenfalls Null, denn man hat:

{aha) aj>ja^.a„a„ = | {aba) il>,^a„ — aj),) aj)^a_^a„

= \{aba) {{acß) 7>.,. — {bcß) «.,.} a.J),^arCc„cJßJ

= \{aba) Uabß) c.v — {abc) ßx\ aabj.c(^.a„Ca^ ß.i'

Nun ist aber wegen der Vertauschbarkeit von a, b, c:
•

(} = 1 (^abc) ^{aba) c.,. ~ {nca) h^. — {cba) fl'^.} a,,b^.c^.a„

= ^ A a.r* a„ = .

Es verschwindet daher auch der Ausdruck
Olebsch, Vorlesungen. 42
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SQ= !i^[aT)a) {a h ß) ß_, h,,.+ 2 {r, ß a) {a ß c) rj \ a,ß.r «... ff„

Auf der rechten Seite hat das letzte Glied den Werth lSAdJd„,
verschwindet also; das zweite Glied entsteht (bis auf den Factor — 2)

aus dem auf p. 638 mit ß' bezeichneten Terme, wenn man ?/,• = n;

setzt, und hat somit den Werth (vgl. Gleichung (34) p, 039) :

Das erste Glied von Ö Q ist aber P, und somit haben wir 8 Q= P-\- a Q= 0;

d. h. die rechte Seite von (83) ist gleich — | ß/, und wir habet'.:

(84) «„^ = _4/-Q.

und hieraus wegen 8N = öQ =^ 0:

(85) . ß,-^=-|AQ.

Unsere cuhische Gleichung (82) geht daher über in:

(86) 8 Qp3 _^ 3 A (4 ^ - A'^/),) 9 - A^ = ,

eine Gleichung, deren Coefficienten nur noch von den Grössen p^ = -^

und p^l = — 16 j/f A 3 abhängen. Bezeichnen Avir entsprechend der

Wurzel pi von (81) die Wurzeln dieser Gleichung mit Qi', q", q-",

so erhält man die Gleichungen der Seiten des zu pi gehörigen Drei-

ecks, wenn man in der Gleichung pia.'^ay — a-^cCy^^O für z/, die

Werthe Aa;/, -f- Qi'''^'^ik einsetzt. Die Gleichungen dieser drei Seiten

sind also gegeben durch:

Pi (AV/.;^ + 2 Ql^'-^l^a^a,, + QP')'^a,?) a,,

^ — (
A-'

«.,.2 + 2 (,yoA «, a„ + p//')2 «^^2) «^ = ,

wenn man bez. ^,(''> = qI^
q-', q-" setzt. Durch drei eben solche

Gleichungen, in denen nur pi durch p,:, p;(^«) durch q/^^'I ersetzt sind,

werden die Seiten des zur Wurzel p/; gehörigen Dreiecks dargestellt,

wenn q/^'^ die Wurzeln der aus (86) durch Vertauschung von pi mit

p/, entstehenden Gleichung bezeichnen. Der Schnittpunkt irgend einer

Seite des einen mit irgend einer Seite des andern Dreiecks ist dann

immer ein Wendepunkt, dessen Coordinaten // man in Function von

Pi} Pk, Qi-^'\ P//'' berechnen kann; aus diesen Coordinaten findet man
dann eine Wurzel der Gleichung neunten Grades mittelst der Substitution:

P = ~rr'

Zähler und Nenner in dem rechts stehenden Ausdrucke iverden dabei

ganze rationale Functionen zweier Wurzeln von (81) und zioeier Wurzeln

der beiden zugeJiörigen Gleichungen (80); die Coefficienten dieser Wurzeln
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erscheinen nach (87) als C'ovarianten 18'"'' Ordnung von f, geschrieben in

den Coordinaten des festen Punktes x, und lassen sich daher sämmtlich

durch A, i^ und Q ausdrücken. Die wirkliche Berechnung dieser

Coefficienten kann mit Hülfe einiger symbolischen Rechnungen ge-

schehen.

Nach diesen ausführlichen Erörterungen über die Dreitheilungs-

Gleichung wird es kaum noch nöthig sein zu bemerken, dass in der-

selben Weise überhaupt die Theilungsgleichungen der elliptischen

Functionen zur wirklichen Durchführung algebraischer Eliminations-

probleme benutzt werden können; denn sie geben das Resultat der

Elimination sofort in fertiger Form, wenn nur die betreffende Function

für das vielfache Argument, d. i. p (nii), in ihrer Abhängigkeit von

dem Punkte x und von anderen etwa noch vorkommenden willkürlichen

Punkten dargestellt ist. Letzteres kann aber immer mit Hülfe des

Additionstheorems für p (w) geschehen, d. h. mit Hülfe der Formel:

^«H^ « t., _L .\ — [pW + P jv)] [2 P 0^)P (v)-S]+iT- p' (»)p (v)

Es mag dies hier nur noch an dem Beispiele der Fünftheilung

erläutert werden, Stellen wir uns also die Aufgabe, diejenigen Kegel-

schnitte zu bestimmen, welche durch einen festen Punkt v gehen und

/= in einem andern Punkte u vierpunktig berühren, so dass u be-

stimmt ist durch (vgl. p. 630):

bu -\- V -\- 2u^zz:0 .

Hier wird für p (v) = rj , da p eine gerade Function ist

:

„ (r, „) = , (2 ,,, + ..) ^ büii.)+ d 1^ ^^'^;o)
;yi)

+

iJ^t^'js^

,

P e

_ ^ "^
I

(9C V — SA')^
~~

A2 "l ^^84Q2A2 '

Auf der rechten Seite kann man noch setzen:

wenn wir annehmen, dass Zi die ternären Coordinaten des Punktes q

sind, und dass dem letzteren das positive Vorzeichen der Quadrat-

wurzel zukommt. Insbesondere kann man den völlig beliebigen Punkt

z mit X zusammenfallen lassen; dann wird q = oo, also v = 0, und

wir erhalten:

p {du) = p (2;i„) = — ^^, + L9i^^^=_^l .

Setzt man dies in die Theiluugsgleichung (78) für n == ö ein, so

42 *
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resultirt eine Gleichung vom Grade 25 in p. Die letztere ist das Rcmllat

der Elimination der yt, dy,, d'hji, d'hj;, dhji aus den Cleichunoen:

pa.r^ay — a-^-ci,j = , a,/ = ^ ciy'(hh, = ,

(irl^ aa^y + 2 üy a,i,/ = ,

(h'^''i'y + ^ ayü^ytt^y ^ 2 ö^,/ = ,

ay^a^y + '"^ Oya^y a,Py + 12 a^,fa,r-y -f- 6 «y^V'^^ =
und derjenigen Gleichung, welche aussagt, dass der Punkt x mit y und

den vier zu y benachbarten Punkten auf einem Kegelschnitte liegt (welche

in bekannter Weise in Gestalt einer sechsgliedrigen Determinante ge-

sehrieben werden kann). Für p = '^ •' erhält man so eine Curve

25tei Ordnung, welche in die 25 Verbindungslinien von .V = mit

den Berührungspunkten der durch x gehenden Kegelschnitte zerfällt.

Wenn in der geschilderten Weise mit Hülfe der Theorie der

elliptischen Functionen die algebraischen Gleichungen vollständig auf-

gestellt werden können, auf welche die oben behandelten Berührungs-

aufgaben führen, so lassen sich auch die Eliminationen, welche /Air

Bestimmung der Steiner "sehen Punktepaare führen, in gleicher Weise

erledigen; denn auch sie führten auf die Theilung der elliptischen

Functionen: alle Punkte u, welche mit v ein zur Zahl n gehöriges

Punktepaar bilden, waren bestimmt durch (p. 615):

u = V -\-
-^
{pw -]r q^^')

'

Es ist hier nur zu bemerken, dass diese Bedingung von dem Argu-

mente w„ unabhängig ist; man kann aber der Einfachheit wegen den »

Punkt V immer mit dem völlig beliebigen Punkte N = zusammen-

fallen lassen, ^1. h. v = Wo annehmen (vgl. p. 655). Bezeichnen wir

nun mit ?/,• die Coordinaten von v, mit z, die von 7v, so ist sofort

ersichtlich, dass die n - Theilungsgleichung der Function p (w) hier das

Resultat der Elimination der Grössen xP , xP , . . xp'', z,- aus den

folgenden Gleichungen darstellt:

(a;(i)a:(2'?/) = 0, {x^^'x(^'^y) = i), . . • (a:(2«-i)a;<2«)y) = ,

(a:(2).r(3)z) = , (a;(*hr(5)?) = 0, . . . (a:«^") .tH) z ) = ,

öf,(i)^ = , rt^(2)» = 0, . . . aji,,-;^ = ,

a^^^ = , p aj Oz ~ a.,^ a. = .

Die Eudgleichung für dieses Problem ist sonach von der betreflFen-

den Gleichung bei den Berührungsaufgaben dadurch unterschieden,

dass die Function p (n w) nicht von Functionen p {m ?/„) abhängt,

sondern (für v = w„) nur von der Grösse p (?/„).



Sechste Abtheilung.

Die Geometrie auf einer algebraischen Curve und deren

Zusammenhang mit der Theorie der Abel'schen Integrale.

I. Die eindeutigen Transformationen einer algebraischen Curve.

In den sogenannten Cremen ansehen Transformationen (p. 474)

1laben wir ein Mittel kennen gelernt, zwei Ebenen durch eine nicht

lineare Transformation so auf einander zu beziehen, dass bis auf ein-

zelne Ausnahmepunkte jedem Punkte der einen nur ein Punkt der

anderen entspricht, und umgekehrt. Andererseits erkannten wir an

dem Beispiele der Beziehung zwischen der Hesse'schen und Steiner'-

schen Curve einer beliebigen Fundamentalcurve die Möglichkeit, zwei

einzelne Curven eindeutig auf einander zu beziehen, ohne dass diese

Beziehung für die ganze Ebene eindeutig gewesen wäre. Das Studium

solcher Transformationen einer einzelnen algebraischen Curve soll uns

nun zunächst beschäftigen. Wir werden dabei weiterhin von selbst

zu mancherlei Anwendungen des Gefundenen auf früher berührte

Punkte geführt werden, sowie auf manche Ergänzungen zu früheren

Untersuchungen über die Geometrie auf einer Curve. Besonders aber

sollen uns verschiedene Beweise für die Erhaltung des Geschlechtes

bei diesen eindeutigen Transformationen eingehend beschäftigen.

Eine Transformation

(1) pa;, = 9), (2/) ,
Qx., = cp., {y) ,

Qx, = cp,, (y)

,

wo die (fi homogene Functionen gleicher Ordnung von y,, y,, ?/;,

sind, möge eine Curve /" {x) = in eine andere F (y) = überführen.

Soll dies nun durch eine wechselseitig emdeutige Beziehung möglich

sein, so muss man durch Verbindung der Gleichungen (1) mit

/'(y) = wieder zu der Gleichung /= zurückkehren können und

im Laufe des dazu nöthigen Eliminationsprocesses die ^ mit ganzen

rationalen Functionen der x proportional finden, so dass:

(2) i^y, = ^1 {x)
, i^y-i== ^•. (•») ^ i^y-s = ^o ^^)

Die Gleichung F = ist dann das Resultat der Elimination der

Grössen fi, a;,, x,, x.^ aus diesen Gleichungen (2) und der Gleichung
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f [x) =0; und wenn man umgekehrt die Substitution (2) in F ausführt,

so muss F (ij) bis auf einen Factor in f (x) übergehen, d. h. es ist:

(3) ii^F {y, , ij,, y,) = F {(\>^, %, (t>.^) = M . f

,

wo V die Ordnuno von F bedeutet. Die letztere lässt sich sehr einfacli

bestimmen. Den Schnittpunkten einer Curve des Netzes:

(4) j/,0j -f- u.,% -\- //3 0,j =
Diit f==0, die nicht allen Curven des Netzes gemeinsam sind, ent-

sprechen nämlich die Schnittpunkte der Geraden

Vy = Mjy^ 4- u,,y., + ^3^3 =
mit F (y) = 0. Ist aber die Zahl der ersteren (welche allein von ge-

gebenen Elementen abhängt) gleich v, so muss die der letzteren wegen
der Eindeutigkeit unserer Transformation ebenso gross sein: Die

Zahl der hetveglichen Schnittpunkte der Curven des Netzes (4) tnil

f {dc) = bestimmt cdso die Ordnung der Curve F (y) = .

Die in solcher Weise hergestellte, für die Punkte von f eindeutige

Transformation kann man sich auf ähnliche Art geometrisch ver-

mittelt denken, wie die Cremona'schen Transformationen. Zunächst
nämlich wollen wir uns die ganze Ebene A'.^. der Punkte x vermöge
der Gleichungen (2) in eine Ebene Ey der Punkte y übergeführt vor-

stellen. Dann entspricht offenbar jedem Punkte von E_^. ein Punkt
von Ey] umgekehrt aber sind jedem Punkte von Ey, den wir als

Schnittpunkt zweier Linien v^ = 0, iVy =0 bestimmt annehmen, die

s'^ Schnittpunkte der beiden Curven

V\ ^1 + ^2^2 + v.^(t>.^ = und IV
^

cj), -f iv.,<^.^ -f ^^3 0., = ()

in ä;,. zugeordnet, wenn 6- die Ordnung der Curven 0^ = bedeutet.

Insbesondere kann es eintreten, dass allen Curven des Netzes (4) eine

Zahl von Punkten gemeinsam ist; dann werden diese gemeinsamen
Punkte eine gewisse Anzahl von jenen s"^ Schnittpunkten absorbiren,

und man Avird (wie bei den Cremona'schen Transformationen) nur
die übrigen, beweglichen Schnittpunkte der beiden Curven ^^,0, = 0,

Sw,<X>i == dem Schnittpunkte der Geraden Vy = 0, Wy == entspre-

chend setzen. Ist die Zahl dieser beweglichen Schnittpunkte gleich

Eins, so hat man eine. Crem ona'sche Transformation. Die gemein-
samen Punkte der Curven O treten nun wieder. — wie wohl kaum
noch einmal ausgeführt zu werden braucht — als Fiindamentalpunkte

für die Abbildung auf (vgl. p. 481), und jedem solchen Punkte ent-

spricht in ^y'eine Fundnmentalcurve vom Geschlechte Null; und letztere

ist von der r*«" Ordnung, wenn der betreffende Fundamentalpunkt in

E.^ r-facher Punkt für jede der Curven war.

Einer beliebigen Curve /"= n'" Ordnung in A'., entspricht nun
eine Curve in Ey, deren Gleichung sich durch Elimination der Xi und
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der Grösse [i aus den Gleichungen (2) und aus / = ergibt; von ihr

wird sich aber eine Fundamentalcurve h^^^ Ordnung «-fach absondern,

wenn f= durch einen entsprechenden Fundamentalpunkt «-mal

hindurchging. Durchläuft umgekehrt ein Punkt in Ey eine Curve

7/(y) = 0, so entsprechen jedem Funkte dieser Curve F ß Punkte

in £^, wenn ß die Zahl der beweglichAi Schnittpunkte je zweier

Curven des Netzes (4) ist; und dieses Aggregat von ß Punkten durch-

läuft diejenige Curve %^0, welche in E,. der Curve F zugeordnet

ist. Ist aber F {>/) = gerade wieder die aus einer Curve / (x) =
in angegebener Weise entstandene Curve, so muss auch umgekehrt

die zu F{y) = gehörige Curve % {x) = auf / {x) = zurückführen,

d. h. % muss einen Factor / enthalten; und dieses Voi^kommniss ist für

uns von besonderei^ Wichtigkeit,

Der zu x gehörige Punkt y war als Träger des Strahlbüschels

bestimmt, welcher in Ey dem durch x gehenden Büschel von Curven

zugeordnet ist. Man erkennt daher aus dem Vorstehenden sofort,

dass die Transformation einer Curve / (a:)= nur eine eindeutige sein kann,

wenn alle Curven des Netzes (4), welche durch einen beliebigen Punkt

von f gehen, sich ausserdem nicht mehr auf f schneiden""), es sei denn

in solchen Punkten, die alle Curven des Netzes mit /" gemein haben.

Ferner darf selbstverständlich die Functionaldeterminante der 0,- nicht

identisch verschwinden; denn sonst würden die Curven im Allgemeinen

kein Netz bilden.**) Während also ein Basispunkt eines aus dem Netze

herausgehobenen Büschels die Curve /' durchläuft, beschreiben die

übrigen beweglichen Basispunkte dieses Büschels eine andere Curve;

und°zwar wird letztere, wie sofort ersichtlich, durch Nullsetzen des

in (o) mit 3f bezeichneten Ausdrucks dargestellt.

Insbesondere kann es nun eintreten, dass sich in x alle Curven

des betreffenden Büschels berühren (wo dann eine dieser Curven in

X einen Doppelpunkt hat) ; in dem Falle liegt früheren Sätzen zufolge

X auf der Jacobi 'sehen Curve des Netzes (p. 382). Zugleich rückt

auch einer jener übrigen auf M =0 gelegenen Basispunkte des

Büschels unendlich nahe an x heran, d. h. die Curve M = geht

*durch alle Schnittpunkte von f=0 mit der 3 ac oh i'sehen Curve des

Netzes (4); ein Satz, der für uns weiterhin von W^ichtigkeit wer-

den wird. Wir leiten hier sogleich noch einige andere ebenfalls später

zu benutzende Sätze über die Curve M = ab. Aus (3) folgt, dass

3/^0 yon der Ordnung vs — n ist, wenn wieder v die Ordnung von

*) Dies tritt jedoch z. B. immer ein, wenn die drei Curven (pi = adjungirte

Curven (« — 3)ter Ordnung für eine sogenannte liyperelHplische Curve wter Ordnung

sind; man kann daher bei letzteren ein Netz solcher Curven nicht zur eindeu-

tigen Transformation derselben benutzen, vgl. die beiden folgenden Abschnitte.

**} Vgl. die erste Anmerkung auf p. 377-
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F, s die der 0, bedeutet. Ferner verschwindet die linke Seite von

(3) für einen gemeinsamen r- fachen Punkt der O, vr-fach; dasselbe

muss für die rechte Seite gelten. Ist also dieser Punkt «-facher Punkt
von f, so erkennt man, dass M=() in jedem i -fachen Punkte von f,

welcher r-facher l'unkl für jede Ciirve 0j ist, einen {yr — i)-fachen

Punkt hat.
*

Die Curve M=Q wird nun auch von Wichtigkeit für die Be-

stimmung der vielfachen Punkte von F (y) = 9. Zunächst nämlich

ist aus dem bei den Cremona 'sehen Transformationen Gesagten so-

fort klar, dass jeder vielfache Punkt von f, welcher nicht in einem

Fundamentalpunkte der Ebene A'.,. liegt, zu einem in gleicher Weise

vielfachen Punkte von F Veranlassung gibt, und weiter, dass jeder

in einem Pundamentalpunkte von E,^ gelegene «-fache Punkt von /'

(dessen Zweige getrennt verlaufen) in / einfache Punkte von /' auf-

gelöst wird. Ist der betreffende Fundamentalpunkt in F., von der
,.ten Ordnung^ so sind jene i einfachen Punkte auf F Schnittpunkte

der zugehörigen Fundamentalcurve r**''^ Ordnung mit /'. Von dieser

Fundamentalcurve wird F ausserdem noch in vr — / Punkten ge-

trofien, entsprechend dem (yr — «)- fachen Punkte, welchen M = in

jenem Fundamentalpunkte r**"" Ordnung besitzt; denn in A^ ist das

Bild der Curve /' nicht durch /' allein, sondern durch /" zusammen

mit ßl gegeben. Alle diese Betrachtungen werden wir übrigens so-

gleich noch rein algebraisch bestätigt finden. Es können nun aber

auf F auch neue Doppelpunkte entstehen, denen je zwei getrennte

Punkte von /" entsprechen; und zwar wird dies eintreten, wenn sich die

durch einen (dadurch ausgezeichneten) Punkt x von /" gehenden Curven

von selbst in einem zweiten Punkte von /' treffen, d. h. wenn ein zweiter

Basispifnkt des Curvenbüschels, von dessen Grundpunkten einer auf f
beweglich gedacht wurde, ebenfalls auf /" liegt; und dies tritt eben in

den Schnittpunkten von /' mit dem Orte der übrigen Basispunkte, also

mit M ein. Unter diesen Schnittpunkten sind, wie soeben gezeigt wurde,

auch die Schnittpunkte der Jacobi'schen Curve des Netzes der

enthalten, in welchen zwei Basispunkte des Netzes einander benach-

bart sind, ohne dass beide genau auf / liegen; diese Punkte geben

daher nicht zu Doppelpunkten von /' Veranlassung.*) Somit haben

wir den Satz:

Die Schnittpunkte von M = mit /" = , tvelche nicht in (jeniein-

samen Punkten der Curven des Netzes (4) liegen, und welche nicht in die

*) Dies würde nur eintreten, wenn die Verbindungslinie der beiden benach-

barten Basispunkte, d. i. die gemeinsame Tangente der daselbst sich berühren-

den Curven O , mit der Tangente von /" zusammenfallen sollte ; man erkennt

leicht aus den weiteren Entwicklungen des Textes, dass dann auf F ein Rück-

kehrpunkt entstehen würde.
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Schnittpiinkle der S ^ o. oh \'sehen Curve dieses Netzes ?mt f= /'allen,

sind einander derartig paarweise zugeordnet, dass die Punkte eines jeden

Paares sich hei der Transformation (2) zu einem Doppelpunkte der neuen

Curve F= vereinigen

.

Es bleibt uns nun nur noch übrig, die Anzahlen für die ver-

schiedenen hier genannten Schnittpunktsysteme zu bestimmen, um

dann sofort alle Hülfsmittel für einen directen Beweis des Geschlechts-

satzes bereit zu haben, wie er weiterhin geführt werden soll. Wir

werden dabei dann den letzterwähnten Satz auch noch algebraisch

ableiten.

In derselben Weise treten in der Ebene Ey Fundamentalpunkte

und in £'.,. Fundamentalcurven auf, wenn man von den Gleichungen

(1) ausgeht; dieselben stehen aber nicht an sich zu den bei den Glei-

chungen (2) auftretenden, soeben besprochenen Fundamentalgebilden

in Beziehung, sondern nur in Rücksicht auf die^ Curve /=0; denn

nur vermöge /"== kann man aus den Gleichungen (1) die y in Func-

tion der X rational berechnen (und umgekehrt), es sei denn, dass man

es überhaupt mit einer Cremona'schen Transformation zu thun hat.

Me wirkliche Herleitung der Gleichungen (1) aus (2), sowie der Glei-

chung F = aus f= kann man in folgender Weise bewerkstelligen.

Man eliminire zuerst Xj aus jeder der Gleichungen (2) vermöge /= 0;

dadurch ergeben sich drei Gleichungen der Form («==1,2, H):

(5) T^«(-^i,a:2, ^y,, fty.^, ^y3) = 0.

Ferner eliminire man x., einmal aus ^j =0, ^»^ = 0, einmal aus

j/..^ = 0, t/;jj = 0; dies gibt zwei Gleichungen der Form:

(G) i\ (^'i; ^y\ y i^y-i^ .«y.i) = o
? ui^^^ M\, i^y^, ^^s) = ^

5

und die Elimination von a-, hieraus gibt die gesuchte Gleichung

F (jj^ = 0, zunächst jedoch noch mit einem überflüssigen Factor be-

haftet; denn durch eine directe Abzahlung würde man (nach p. 313 f.)

die Ordnung %> von F grösser iindeii, als sie nach den weiterhin fol-

genden Angaben sein kann. Die Gleichungen (6) können wir nun

auffassen als Gleichungen für die eine Veränderliche x, , deren Resul-

tante F verschwindet, die also eine gemeinsame Wurzel haben. Die

letztere aber kann man in bekannter Weise rational berechnen*) in

der Form:

wo |[i, eine Function der yi und von ft ist. In ähnlicher Weise lassen

sich X., und x.^^ finden:

*) Vgl. z. B. Salmon's introductory lessons, p. 73 ff. in Fiedler's Ueber-

setzung.
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Man hat schliesslich diese Gleichungen nur noch durch Hinzufügen
])assender bez. durch Fortschaöen überflüssiger Factoren so einzu-

richten, dass auf den linken Seiten statt der ft, immer derselbe Pro-

portionalitätsfactor auftritt, wodurch dann die Gleichungen (1) voll-

ständig hergestellt sind. —

Von besonderer Wichtigkeit in der Theorie der eindeutigen

Transformationen ist nun der von Riemann aufgestellte, von uns

schon mehrfach erwähnte und benutzte Salz von der Erhaltung des

Geschlechts einer Curve bei eindeutiger Umformung derselben (vgl. p. 368).

Wir haben für denselben schon früher einen Beweis erbracht, indem
wir nach dem Vorgange Zeuthens überhaupt eine Relation zwischen

den Geschlechtszahlen zweier Curven aufstellten, die mehrdeutig auf

einander bezogen sind (p. 459). Dabei hatten wir aber die betrachteten

Curven höchstens mit einfachen Doppel - und Rückkehrpunkten voraus-

gesetzt, während unser Satz auch auf Curven mit vielfachen Punkten

anwendbar ist. Man wird überdies bei der Wichtigkeit des Satzes

einen directen Beweis verlangen müssen. Andere Beweise sind im

Laufe der Zeit in grosser Zahl gegeben worden; wir führen im
Folgenden jedoch nur zwei solche an und beschränken uns darauf,

am Schlüsse dieses Abschnittes auf die übrigen kurz hinzuweisen.

Der Einfachheit halber wollen wir zunächst wieder voraussetzen,

dass die Curve f=0 d Doppel- und r Rückkehrpunkte habe, sonst

aber keine Singularitäten. Die Curven 0^ = 0, 0.^ = 0, ^3 =
seien von der Ordnung s] und wir nehmen der Allgemeinheit wegen

an , dass alle drei eine Reihe von festen Punkten mit der Curve / ==

gemein haben. Die Anzahl dieser gemeinsamen Punkte bezeichnen

wir mit a -\- r, wo a die Zahl solcher Punkte ist, welche einfache

Punkte von /'=(), r die Zahl derjenigen, welche Doppel- oder Rück-

kehrpunkte von /"^^Osind. Die Zahl der beweglichen Schnittpunkte

einer Curve des Netzes (4) mit /", und somit nach Obigem (p. 002)

die Ordnung von F ist dann: *

V = ns — 6 — 2 7,

tvemi n die Ordnung von f= bedeutet. Unter den Curven des

Netzes (4), welche durch einen beliebigen Punkt x gehen, sind nun

2 {v -{-

p

— 1) Curven enthalten, welche /'=0 in 2 benachbarten

Punkten treffen, nämlich die 2 {v -\- p — 1) — r berührenden Curven*)

und die r durch die Rückkehrpunkte gehenden Curven des durch den

Punkt X festgelegten Büschels. Zwei benachbarten Punkten auf f

*) Vgl. p. 375, 460 und 474. Eine diese Berührungspunkte auf f ausschnei-

dende Curve kann man leicht nach der Anmerkung auf p. 460 bilden. — Y^\.

auch Nöther: Math. Annalen, Bd. 8, p. 499.
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entsprechen aber oftenbar wieder zwei benachbarte Punkte auf F.

Jenen 2 (v + p — 1) Curven des Büschels entsprechen also in der

Ebene E,j ebensoviele Gerade des durch y gehenden Strahlbüschels,

welche F in zwei benachbarten Punkten treffen, wenn y dem Punkte

X entspricht. Andererseits ist die Zahl dieser Geraden gegeben durch

die Zahl der von y an F gehenden Tangenten und die Zahl der Ver-

bindungslinien von y mit den Rückkehrpunkten von /'; d. h. sie ist gleich

2{-v-\-p — \), wenn jr das Geschlecht von F bedeutet. Aus der

Gleichheit beider Zahlen folgt aber in der That:

p = TC, q. e. d,*)

Wir geben ferner einen dircclcn algehraüchen Beweis**) für den

Riemann'schen Satz, indem wir geradezu die Anzahl der vielfachen

Punkte der Curve F bestimmen, und so das Geschlecht derselben be-

rechnen. Die Mittel zur Durchführung desselben ^ind im Wesentlichen

schon durch die obigen geometrischen Betrachtungen gegeben (p. 6G2 ff.),

sollen hier aber zum Theil noch einmal abgeleitet werden.

Die bisher über die Natur der Curve / gemachten Annahmen

wollen wir gleichzeitig dahin verallgemeinern, dass dieselbe «, /-fache

Punkte haben möge, deren Tangenten jedoch alle getrennt verlaufen;

ausserdem mögen wieder r Rückkehrpunkte vorhanden sein. Als

Geschlecht von /' definiren wir dann die Zahl (vgl. p. 429 f.)

(7) p = 1- (n _ 1) (n — 2) - \ Uaä (i - 1) ~ r

.

i

Sehen wir zuerst, wie sich die singulären Punkte von /"= bei der

*) Bei diesem Beweise ist der Satz als bekannt vorausgesetzt, dass für die

Zahl der berührenden Curven des Netzes in der That nur die beweglichen Schnitt-

punkte der Oj. mit / in Betracht kommen. Diesen Satz werden wir zwar erst

später mit Hülfe desjenigen von der Erhaltung des Geschlechtes beweisen, indem

wir zeigen, dass für die Zahl der Coincidenzen einer Correspondenz überhaupt

nur die beweglichen Schnittpunkte zu berücksichtigen sind. Von der Richtig-

keit dieser Behauptung überzeugt man sich indess bei vorliegendem Falle leicht

direct; denn nach p. 456 werden die Berührungspunkte der durch x gehenden

Curen O ausgeschnitten durch die Curve

(/^02 03^ (t>, {X) -f (A<t>3 0,) 02 {X) -f (A<1>, <^z) O3 {x) = ;

wobei die Functionaldeterminanten in Variabein y geschrieben sein mögen ; oder

z. B., wenn x auf *3 = und 02 = liegt, durch (A^2 03) = (vgl. p. 460

Anmk.). Diese Curve aber schneidet f in der That nur in 2 {y -\- p — '2) — r

brauchbaren Punkten, wie man aus den Sätzen auf p. 380 erkennt.

**) Derselbe lehnt sich an den von Clebsch und Gordan gegebenen an

(Theorie der Abel'schen Functionen, Leipzig 1866, p. 54 ff.); hier sind über-

haupt die von Riemann untersuchten eindeutigen Transformationen zuerst geo-

metrisch behandelt.
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Transformation verhalten. Wir setzen f= a^^" \ u.nn ist für einen

Q - fachen Punkt x von /" (unabhängig von den 2) :

(8) 4^
a^"-Q + ^a,y-^ = 0,

und die q von x ausgehenden Fortschreitungsrichtungen sind bestimmt

durch die Gleichungen:

(9) «^" - ? a,,J = , A'i f/xi -f- A-2 d X., + A-3 dx.^ = ,

wenn /r, o;, + />'.,x.^ + /'":$^'3 = ^ in bekannter Weise die zwischen den
absoluten Werthen der x; bestehende Identität ist (vgl. p. 447). Nehmen
wir nun an, dass die Curven 0, == nicht durch x hindurchgehen,

dass also ft für den Punkt x nicht Null ist, so entspricht dem Punkte
X vermöge (2) ein ganz bestimmter Punkt y auf /'', und zwar wieder

ein ()-facher Punkt. Letzteres folgt daraus, dass vermöge der aus (2)

iliessenden Gleichungen

:

*o^

d<i>i gO; d<i>i

(10) }i . dt/i -\- »ji . d^ = ^^ dx^ + ^^- dx, +
g

jedem Werthsysteme der ^.r,"ein ganz bestimmtes Werthsystem diu-

dtji zugehört, solange /i nicht Null ist; und dies gilt auch unabhängig
davon, ob die aus (9) sich ergebenden Werthe der dx-, von einander

verschieden sind, oder nicht, sowie auch, wenn zwei sich in x berüh-

rende Zweige von /" auch noch in höheren Differentialen überein-

stimmen. Wir haben also den Satz (vgl. p. 489 f.):

Eine}?!, singidärcn Punkte von /", durch welchen die zur Transfor-

mation benutzten Curven nicht sämmtlich hindurchgehen, entspricht auf F
ein in derselben Weise singulärer Punkt.

Nehmen wir jedoch an, dass x ein Fundamentalpunkt der Trans-

formation sei, d. h. dass alle Curven des Netzes (4) durch x hindurch-

gehen, so ist gleichzeitig:

0, (a:) = , 0,, {x) = Q, (^^ {x) = , ^tt = .

In den Gleichungen (10) stehen dann auf den linken Seiten nur nocli

die Ausdrücke iji.dji, wo dfi von Null verschieden sein mag; und

folglich entspricht jeder Fortschreitungsrichtung dx auf f ein Punkt

y auf F. Einem p- fachen Punkte mit getrennten Tangenten auf /"

entsprechen daher q verschiedene Punkte auf F] ist insbesondere x ein

Rückkehrpunkt von f, so entsprechen ihm zivei benachbarte Punkte auf

F.'*) Ganz dasselbe gilt aber auch, wenn die Curven 0, in einein

Q - fachen Punkte von f sämmtlich einen vielfachen, sagen wir % - fachen,

Punkt haben. Ist nämlich zunächst ;f = 2, so verschwinden die

rechten Seiten der Gleichungen (10), und es wird rfu = 0. üurcli

*) Vgl. auch die Anmerkung auf p. 664.
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Differentiation dieser Gleichungen finden wir weiter, wenn 0/ = a^'V

gesetzt wird:

(11) yid'^ii = s {s - 1) . «('V - ''ci('\iJ
;

d. h. jeder Fortschreitungsriehtung dx auf f entspricht ein Punkt y

auf F. Ist dagegen x = 3, so wird nach (11) auch d'-^^O, und

wir erhalten durch nochmalige Differentiation:

(11*) y-d^^=s {s — 1) {s — 2) . «('V
-

' a^'W ;

u. s. w. Man erkennt hieraus mittelst eines Schlusses von x = A auf

X = X -\- l sofort, dass unsere Behauptung in der That richtig ist:

TVenn die Curvcn 0, = in einem q -fachen Punkte mit getrennten

Tangenten von f=0 sämmtlich einen ein- oder- vielfachen Punkt haben,

so etitsprechen demselben q getrennte Punkte anf F=0 {und dies sind

Schnittpunkte der dem q- fachen Punkte in E^ zugehörigen Fundamental-

curve in Fy fnit F, nach p, 664).

Dies Resultat verwerthen wir in folgender Weise zur Berechnung

des Geschlechtes von F. Unter den «,- ?- fachen Punkten von /mögen

a- enthalten sein, durch welche die Curven nicht hindurchgehen,

dagegen af, durch welche diese Curven ein- oder mehrfach hindurch-

gehen, so dass:

(12) cci = «/ + «/'

.

In demselben Sinne mögen die r Rückkehrpunkte sich in zwei Gruppen

bez. von r und r" Punkten trennen, und letztere je ^ -fache Punkte

der sein.

Die Curve F nun möge ßi /-fache Punkte haben. Von diesen

sind dann nach Vorstehendem a/ aus vielfachen Punkten von / ent-

standen ; die übrigen ßi — «/ dagegen durch Zusammenrücken von

Punkten, die auf / getrennt lagen. I?n Allgemeinen aber werden auf

F nur einfache Doppel- (bez. Rückkehr-) Punkte in der Weise neu

entstehen, so dass, wenn y die Zahl derselben bedeutet, folgende

Relationen Geltung haben

:

(1,3) y = ^2 — «2'
; 1^3 = «3% /54 = «/;

Sollen nämlich q getrennte Punkte von / sich zu einem p- fachen

Punkte von F vereinigen, und sind Uy = 0, Vy = zwei Strahlen

durch den letzteren, so darf jeder Strahl Uy r^ kVy = die Curve /'

nur noch in v — q beweglichen Punkten treffen; folglich dürfen auch

die Curven des Büschels

7/, 0, + ?/o0., -f W30.5 -|- A (?;,0, -f y,>02 -f- V:,0.O =
die Curve /= nur noch in v — p beweglichen Punkten schneiden.

Während also im Allgemeinen eine Curve des Netzes (4) durch 2

Punkte bestimmt wird;, müssten sich dann auf f=OQ Punkte so

wählen lassen, dass durch sie noch unendlich viele Curven des Netzes
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hindurchgehen. Es müssten also zwischen den Curven des Netzes und

der Curve /= noch specielle Relationen bestehen ; denn in einer

beliebigen zweifach unendlichen Ciirvenschaar wird man höchstens

verlangen dürfen, aus einer einfach unendlichen Reihe von Punkten

zwei so auszuwählen, dass durch sie noch unendlich viele Curven der

Schaar hindurchgehen (vgl. auch p. 439). Wir v/ollen daher zunächst

voraussetzen, dass die Gleichungen (13) für unsere Transforma,tion

bestehen. Dariii ist das Geschlecht von F = 0:

(14) TT = .1- (v _ 1) (v — 2) — 4- 2Jai' .i{t — -i) — r—y.
i

Hierin haben wir noch die Zahlen v und_^ y zu bestimmen. Zur

Vereinfachung der dahin führenden Ueberlegungen sei bemerkt, dass

wir die Curven 0^ = immer so voraussetzen dürfen, dass die Vielfachheit

ihrer gemeinsamen, in einem i-fachen Punkte von f = liegenden Punkte

für alle Curven des- Netzes in allen'^) i-fachen Punkten von /= dieselbe

ist. Die Gültigkeit unserer Betrachtungen nämlich werden durch eine

lineare Transformation der y nicht gestört, es kommt daher für unsern

Zweck nur auf solche gemeinsame Punkte der Curven O,- = an,

welche auch allen Curven des Netzes (4) gemeinsam sind. Sollte daher

z. B. 03 = in einem r- fachen Punkte von 0, = 0, 02 = einen

()- fachen Punkt haben, wo p > r, so brauchen wir diesen letzteren

auch nur als r- fachen Punkt zu zählen. Gingen ferner die Curven

0^. = durch einen i- fachen Punkt von / == p - fach , durch einen

andern p'-fach, durch den letzten ()(^)-fach hindurch, wo ()<()'<...

< p(''), so können wir eine Curve Y = so bestimmen, dass die Curven

0jY = 0, 02 M^ = 0, 03V == in jedem i'-fachen Punkte von f einen

()(^)- fachen Punkt haben. Fügen wir aber den Factor auf den rechten

Seiten der Gleichungen (2) hinzu, so wird dadurch das Resultat der

Transformation nicht geändert, indem dies nur auf den Factor M Eia-

fluss hat. Den Factor Y aber können wir uns immer schon in den

0« enthalten denken; damit ist dann unsere obige Behauptung als

richtig erwiesen:' Wir können immer annehmen, dass die Curven 0/

in jedem der a'f i-fachen Punkte von f einen r,-fachen Punkt haben,

ausserdem aber sich noch in ö einfachen Punkten von f je einfach

schneiden. Alsdann ist die Zahl der beweglichen Schnittpunkte der

0/ mät /", d. h. die Ordnung von F:

(15) V= ns — 6 — 2Jai"ri i — 2 tr" . **)
i

*) Diese letzte Festsetzung soll in den folgenden Formeln nur das Schreiben

einer Doppelsumme ersparen, während die erstere von principieller Wichtig-

keit ist.

**) Für /= aj", !/ = u., 0- = aj" " ^«;, also n = m, s = 7n — 1 , a^ = af

,

a'^. = 0, r' == 0, r = ?•", r- = i — 1 , ff = r (letzteres, da die Curven <P hier im

Kfickkehrpunkte berüliren) erhält man hieraus wieder die Klasse der Grundcurve

:
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Um endlich die in (14). auftretende Zahl y zu bestimmen, haben

wir eine Curve zu suchen, welche auf f alle diejenigen Punktepaare

ausschneidet, welche zu Doppelpunkten von F Veranlassung geben.

Eine solche Curve aber ist uns nach dem Obigen durch M == ge-

geben (p. 664 f.); man kann dies auch in folgender Weise einsehen.

Wir fragen, wann es überhaupt eintreten kann, dass die Diöerential-

quotienten . sämmtlich verschwinden. Nun ist nach (?>) und (2):
(^?Ji

^ dy- ^ ^ T^, ~dy, ^ d<^^
'

denn aus (2) folgt z. B. für ? = 1

:

'dvi ^' d!j\
'

dyi
'

Setzen wir also ^^i = Fi{^), so wird:

(16) ii^-^F,{y) = Fi{<^).

Die Differentialquotienten Fi{y) verschwinden sonach immer, wenn

die Ausdrücke Fi (0) verschwinden, es sei denn, dass sämmtliche 0/

(und somit auch ^i) Null sind. In letzterem Falle verschwinden in

(16) für einen /•/,- fachen Punkt der die Ausdrücke Fi (0) von der

Ordnung ru [v — 1), ebenso auch, fi'
"^j kennen wir also die Punkte x

auf /, für welche die Fi (0) Null werden , so haben wir von diesen

nur die den 0, gemeinsamen Punkte abzusondern; die übrig bleiben-

den Punkte bestimmen solche Punkte x, welche paarweise §ich zu

eineui Doppelpunkte von 7^ vereinigen. Nun erhält man aus Gleichung

(3) durch Differentiation nach den xi die drei Gleichungen:

(17) f,(<t.)|^+/.;w|t; + /-,w||' = ^|:,-

Erstens sind also die Fi (0) immer Null, wenn die U- verschwinden,

es sei denn, dass die Functionaldeterminante der 0,, welche mit

(0, , 0.,, 0^) bezeichnet sei, verschwindet. Dann ist aber x ein viel-

facher Punkt von /, und diese Fälle haben wir schon berücksichtigt.

Zweilens sind die F/ (0) immer Null, wenn M verschwindet, wieder

ausgenommen die Punkte x auf /", für welche auch die Functional-

V = m (>n — 1) — ^cc^i {i — 1) —- 3 r .

Nimmt man dagegen f={ab c)^ aj"
~

'^
hj" ^ ^ cj"

"
"^ , und wieder (D = aj" ~^a.,

so gibt F=0 nach p. 365 die Gleichung der Steiner'schen Curve in Linien-

coordinaten; und aus der Formel (16) findet man für die Klasse derselben, indem

jetzt ff = 2 (weil die Hesse'sche Curve in jedem RückkehriDunkte von aJ" =
in bekannter Weise einen dreifachen Punkt hat):

V = 3 {m — 1 j {771 — 2) — Za-i (£ — I) — 4 r

,
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determinante (^i^t^^^j) verschwindet; und in der That seht ja die

Ourve M =^ durch die Schnittpunkte von /== und (Oj02cj).5) =
(vgl. p. (363), Es ist aber M von der Ordnung vs — n, (OjO.^O^)

von der Ordnung 3 s — 3; die Zahl der für uns brauchbaren Schnitt-

punkte von M mit / w^ürde also zunächst gleich

(18) Ji (vs ~ n — 3s -{- 3)

sein. Hiervon haben wir nach (16) noch die Punkte abzusondern,

welche in gemeinsamen Punkten der O« liegen. M = hat aber in

jedem Punkte a einen (v'— 1) -fachen Punkt (p. 664), und in jedem

der cf/' /-fachen Punkte von / einen (vr, — ?) -fachen Punkt. In den

gemeinsamen Punkten der und /" liegen also

/>= (v — 1) (7 -f- Z"«/' . i (v n — + 2 r" (vi — 2)

Schnittpunkte von M und /. In denselben Punkten liegen aber auch

= 2 6 -{- Uui" . i (3 n — 1) -f 2 r" (3 t — 1)

Schnittpunkte von / und (O, <t>2^3)5 ^^^^ ^^ einem gemeinsamen

r,- fachen Punkte der.0 hat die Jacobi'sche Curve einen (3 r, — 1)-

fachen Punkt (vgl. p. 383). Diese sind schon unter den 3 s — 3

Punkten enthalten, welche in der Zahl (18) berücksichtigt wurden.

Im Ganzen haben wir also von (18) noch die Zahl

P- Q= {v- 3) a -f 2:«/' . i [(v— 3) n—t + 1] + 2 r" {tv-?jt — \)

abzuziehen. Die Zahl der für uns brauchbaren Schnittpunkte von M
und / ist daher schliesslich gleich*)

,,(^.,_n— 35+ 3)—(v-3)((?+ 2r"0-2:a/'/[(v-.3)r;— /-{-I]4-2r",

oder wegen (15):

_. (v ._ !)• (v _ 2) — (n - 1 ) (n — 2) 4- i:«/' . / (/ - 1) -f 2 r".

Für jeden dieser Punkte x verschwinden nicht nur die /'', (0),

sondern auch die /'V(2/); je zwei derselben geben also zu einem Doppel-

bez. Rückkehrpunkte von /" Veranlassung; d. h, wir haben

*) Es sei bemerkt, dass ganz analoge Beziehungen wie zwischen M, (O, Oa^s). f

auch zwischen f\ (0), (Oz^s/-). f oder F^ (O), {^3<i>J), f oder t\ (O), (a),^^/), /'

bestehen; denn aus den Gleichungen (17) folgen (für ^=0) die Relationen:

Fy (*) : /<2 (O) : ^3 (<l>) : - ^1^= ('t>2 ^3 A) = i'^J'^i' i.'^x'^if) (<^i<J>2*3) •

Man könnte daher statt M auch eine der Curven F- (O) der Betrachtung zu

Grunde legen, wie dies bei Clebsch und Gordan a. a. 0. in der That geschieht.

Man hat dann statt der Sätze über das Verhalten von (OiOj^a) i« einem gemein-

samen Punkte der die auf p. .378 f . gegebenen Sätze über das Verhalten einer

Determinante {<X>-<^f.f) zu benutzen. — Wir werden später diese Punkte noch in

anderer Weise bestimmen lernen; vgl. den Abschnitt über Verallgemeinerungen

der Correspondenzformeln.
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(19) r= -H^ -1) 0^— 2) - ,K« - 1) (« - 2) + i ^<^'i' . /O— l)+ r".

Setzen wir dies in (14) ein, so kommt* wegen (12)

:

:r = -^ (n - 1) (?? — 2) — ^ 2:«/ . ? {i —V) — \ Ea" . i (i— 1) — r — r"'

= ^ (« — 1) (/? — 2) — I-
2:«/ . i {i - 1) — r

,

oder endlich: 7i==p, q. e. d.

Der Satz über die Erhaltung von p wäre somit für die von uns

gemachten Voraussetzungen bewiesen. Wir haben dabei zunächst

angenommen, dass sich nicht mehr als zwei getrennte Punkte von /

zu einem vielfachen Punkte von F vereinigen, hingegen wohl, dass

getrennten Punkten von /'' ein vielfacher Punkt von f entspricht.

Diese Beschränkung lässt sich aber leicht aufheben. Nehmen wir

nämlich an, dass auf F neue vielfache Punkte vermöge der Transfor-

mation (2) entstehen, so ersetzen wir letztere zunächst durch die

andere Transformation

:

wo die ¥/ mit den 0/ von gleicher Ordnung, sonst aber ganz beliebig

sind. Man kann hier die V, also jedenfalls so wählen, dass die Trans-

formation ganz allgemeiner Natur ist, dass also die aus /" entstehende

Curve F' nur einfache Doppelpunkte neu erhält. Nimmt man nun f

unendlich klein, so ist /" zu F benachbart, und die neuen Doppel-

punkte von F' liegen theilweise einander derart benachbart, dass sie

für £ = sich zu den neuen vielfachen Punkten von F gruppen-

weise vereinigen. Da aber unser Satz für die Curve F' gilt, und da

das Geschlecht von F mit dem Geschlechte von F' übereinstimmt, so

gilt der Satz auch für die Beziehung von F' auf /; und wir haben

damit folgendes Theorem bewiesen

:

IFenn zwei Curven mit vielfachen Punkten , deren Tangenten nicht

zmammenfallen ^ und mit einzelnen Bückkehrpunkten eindeutig auf einan-

der hezogeti sind, so haben sie gleiches Geschlecht.*) .

Es bleibt uns übrig, diesen Satz auch auf diejenigen Fälle auszu-

dehnen , wo die vielfachen Punkte von /" == noch specielle Eigen-

schaften besitzen. Nun haben wir früher schon eine Zahl als Ge-

schlecht einer solchen Curve definirt (p. 495),, welche bei allen

Cremona'schen Transformationen erhalten blieb; dieselbe war gleich

dem Geschlechte einer Curve mit lauter gewöhnlichen vielfachen

Punkten, welche aus der gegebenen durch wiederholte Cremona'sche

*) Es sind aber nicht umgekehrt zwei Cnrveu von gleichem Geschlechte

immer eindeutig in einander transformirbar ; dazu ist vielmehr noch die Gleich-

heit gewisser (als Muihän bezeichneter) Zahlen nothwendig, die den absoluten

Invarianten bei linearen Transformationen entsprechen. Vgl. darüber die beiden

folgenden Abschnitte.

ClebscTi , Vorlesungen. 43
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Transformationen entstand. Andererseits zeigten wir, dass jeder sin-

gulare Punkt betrachtet werden darf als Combination von verschie-

denen gewöhnlichen vielfachen Punkten, die einander unendlich be-

nachbart liegen, und zu denen — so drückten wir uns aus — noch
eine Anzahl von Verzweigungspunkten hinzutritt. Die letzteren

blieben jedoch ganz ohne Einfluss auf das Geschlecht der Curve; und
dieses war gleich dem Geschlechte einer Curve, bei der jene zusammen-
gerückten vielfachen Punkte getrennt liegen. Insofern man in dieser

Weise jede Curve durch Grenzübergang aus einer Curve der von uns
bisher betrachteten Art entstehen lassen kann, gelten unsere obigen

Betrachtungen ganz allgemein; insbesondere gilt der Satz von der

Erhaltung des Geschlechts für zwei beliebige Curven, sobald sie eindeutig

auf einander bezogen sind.

Wir gehen zu einigen Anwendungen der hier erwähnten Metho-

den über.

1) Beim Studium der Punktsysteme auf einer algebraischen Curve

(p. 430 ff.) haben wir gesehen, dass es besonders wichtig ist, solche

Punktgruppen zu betrachten, welche durch sogenannte adjungirte Curven

ausgeschnitten werden, d. h. durch Curven, die durch jeden /-fachen

Punkt von / (i — l)-fach hindurchgehen; insbesondere waren dann
wieder die adjungirten Curven {n — 3)ter Ordnung ausgezeichnet.

Mittelst der vorstehenden Ueberlegungen lässt sich nun diese hervor-

ragende Bedeutung der adjungirten Curven noch in anderer Weise
erkennen.

Es sei (y) = eine zu F (y) adjungirte Curve C^, und es möge
^ (x) = eine Curve sein , welche auf f (x) = die den Schnitt-

punkten von und F vermöge der Transformation (2) entsprechende

Punktgruppe ausschneidet, ausserdem aber die Curve f nur in den
singulären Punkten (in noch zu bestimmender Weise) trifft. Alsdaun
muss jedenfalls eine Gleichung der Form:

^ . (0) -:- B .»(x)-\- C' fix)

bestehen. Nun geht der Voraussetzung nach (y) == durch alle

Doppelpunkte von .7^; folglich geht (0) = durch alle die Punkte-
paare auf /, aus denen jene Doppelpunkte von F entstehen. Durch
diese Punkte muss also auch B = ebenso oft hindurchgehen,

denn i^ == enthält sie der Voraussetzung nach nicht. Wir können
daher für B die oben mit M bezeichnete Function setzen, wenn wir

nur gleichzeitig das Verhalten von ^,. -&• und C in den singulären

Punkten von / gehörig bestimmen. Die Curve M =i) geht aber

ausser durch die genannten Punktepaare und durch die singulären

Punkte von / auch durch die Schnittpunkte von / mit der Jacobi'-
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sehen Curve der Curven O; durch dieselben Punkte muss folglich

auch A hindurchgehen. Wir wollen deshalb direct ^ = (Oj , Oj; ^a)

setzen. Alsdann ist die Vielfachheit des Productes ^ . (O) in jedem

?- fachen Punkte von f (durch den die Curven r^-fach hindurch-

gehen) nach früheren Sätzen gleich n,ri-\-?>ri — 1; die Vielfachheit

von ß {= M) dagegen gleich vri — 1; obige Gleichung wird daher

immer möglich sein, vorausgesetzt dass man der Curve & = in

jedem /-fachen Punkte von / einen [{^ — v -{- 3) r, -{- i — 1]- fachen

Punkt beilegen kann. Es kommt also darauf an zu zeigen, dass dies

immer möglich ist, d. h. dass sich eine Curve d' von passender Ord-

nung in angegebener Weise bestimmen lässt.

Da nun die Ordnungen von A, B, und <t>; bekannt sind, so

ist die Ordnung x von •O- leicht zu bestimmen; man findet:

(20) a: = 3 s — 3 + ^s — v^ -f n = 5 (ft - V + 3) + n — 3 .

Der Einfachheit halber nehmen wir r = /' = r" = und bezeichnen

die Vielfachheit von ^ in einem «-fachen Punkte von f mit i/,,

so dass:

(21) y, = (^ _ i; 4- 3) r, -f «• - 1

.

Die Zahl der in d" zu bestimmenden Coefficienten ist dann gleich

l-
X (x -j- 3). Die Curve ^ soll durch die ^v — 2y — Ua/i {i — 1)

Punkte gehen, welche auf / den nicht in singulären Punkten von F
liegenden Schnittpunkten von und F entsprechen. Die Gesammt-

zahl der für die Coefficienten von d- gegebenen Bedingungen ist also,

weil sich (für fi
'> v — 3) p der letzteren Punkte aus den übrigen

bestimmen, wegen (19) und (15) gleich

^v— 2y-Uai'i{i—i)—p-\-^2Jyi{t/i-\-l)=^v-{v-l){v-2)-]-p
-\- ^ 2JyrOj; -{- \)

^^^ns-ö-2Jarrii}-{v-l){v-2)-{-±2:tMyi + l)+p.

Wir wollen zunächst zeigen, dass diese Zahl hei zunehmendem ^
immer langsamer wächst als die Zahl ^ x {x -}- 3). Setzen wir näm-

lich ft 4" ^ statt ^, so nimmt die letztere nach (20) zu um:

z = ^t,(,_|-2x + 3),

die erstere' dagegen um

:

/ = J- Eai'ri {ri -j- 2 ?/,• + 1) + ws — (> — Za^'rii .

Die Curven können wir im Allgemeinen als nicht zerfallend voraus-

setzen, denn wenn ^^, O^, O.j einzeln in Factoren zerfallen, so wird

dies doch für eine beliebige Curve des Netzes der nicht eintreten*):

*) Wenn oben (p. 670) gelegentlich allen <t> ein gemeinsamer Factor beige-

legt wurde , so geschah dies nur der Einfachheit wegen für den damaligen Zweck.

43*
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wir haben also, da es 2 -fach unendlich viele Curven <\> in dem Netze

gibt, noch die Relationen:

^(,._l)(,__2)^-^2:a/V,(r,— 1),
.i.,(,+ 3)>|2:«/'r,(;v+ l)+(?+ 2,

und hieraus findet man durch Combination, da die positive Differenz

beider Seiten der ersten Ungleichung kleiner als die der zweiten ist:

(22) ^2 ^ 2;a/V,:2 4- (? -f 1, 3 ,. ^ ^Ja/'n + (7 + 3 .

Also sind das erste und dritte Grlied von z einzeln grösser als das

erste und dritte Glied von (. Es ist aber auch das zweite Glied von

z grösser als die Summe der übrigen Glieder von i (oder gleich der-

selben), d. i. wegen (20) und (21):

.s^ (fi — 1/ + 3) + s (n — 3) -^(fi — v-^d) Ea-'r;^ J^ns — 6— Ua/'n

.

Hier ist nämlich der Coefficient von [^ ~ v -\- 3) auf der linken Seite

wegen (22) grösser als auf der rechten Seite; das Glied ns tritt auf

beiden Seiten gleichmässig auf; und für die übrigen Glieder hat man
wieder die zweite Gleichung (22) zu benutzen. Damit ist obige Be-

hauptung bewiesen. — Nun werden wir sogleich noch zeigen, dass

die für d- gestellten Bedingungen immer erfüllbar sind, wenn ^ = n — 3

;

also sind sie es wegen des soeben bewiesenen Satzes immer, wenn

itt > n — '5; q. e. d. Die Fälle, wo ft < w — 3, erledigen sich hier-

nach sehr einfach; man hat nur z und t negativ zu nehmen. Schliess-

lich können wir sonach folgenden Satz aussprechen:

Das SchnülpunktsyStern einer zu F adjungirten Curve voti der

ju.''«" Ordnung mit F geht hei eindeutiger Transformation von F in f über

in das Schnittpunktsystem einer zu f adjungirten Curve & von der

Ordnung s {}i — v -\- 3) -{- n — 3, tvo s die Ordnung der Transforma-

lionscurven 0/ in (2), v die von F, n die von f bedeutet. Von den

Schnittpunkten der Curve %^ mit f fällt aber noch eine grössere Anzahl

in die bei F nicht ebenso auftretenden vielfachen Punkte von /", als bei

einer beliebigen zu f adjungirten Curve nothwendig wäre; und zwar so,

dass die Anzahl der nicht in singulären Punkten liegenden Schnittpunkte

von f und %• gleich der Zahl der entsprechenden Schnittpunkte von F
-und ist. Ferner besteht die Relation:

(23) (0, 02<t>3) • {^h = M .^{x)-\-.C .f,

wo M durch (3), die 0, durch (2) definirt sind.

Die letztere Gleichung haben wir nun noch für den Fall fi= n— 3

zu beweisen. Von den 2 p — 2 Schnittpunkten der Cürve mit F,

welche nicht in singulären Punkten von F liegen, sind dann bekannt-

lich p — 1 durch die übrigen p — 1 bestimmt (p. 437), wenn wieder

p das Geschlecht von F und / bedeutet. Es kommt also, da man die

Ordnung x von § jetzt ebenfalls gleich n — 3 und yi = i — 1 findet,
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darauf an zu zeigen, dass man durch die entsprechenden p — 1 Punkte

auf / immer eine zu /" adjungirte Curve (n — 3)*^' Ordnung legen

kann, d. h. dass:

{ n {n — 3) — ^ Uai i (i — l) — p -\-l>0.

Diese Bedingung ist aber immer erfüllt, denn die links stehende Zahl

wird gerade gleich Null. Für fi = v — 3 haben wir also insbesondere

folgenden wichtigen Satz:

In Folge emer eindeutigen Transformation^ welche eine Curve n^"'

Ordnung in eine Curve v^"' Ordnung überführt, geht das Schnitt-

piaiktsystem einer zur ersteren adjungirten Curve (n — 3/"'

Ordnung in das SchnitlpunAtsgslem einer zur letzteren ad-

jungirten Curve (v — 3)''"" Ordnung über. — Die späteren Unter-

suchungen über Punktgruppen, welche auf einer Curve n''^'' Ordnung durch

adjungirte Curven (n — 3)'''' Ordnung ausgeschnitten iverden, gelten also

unverändert bei beliebigen eindeutigen Transformationen der Grundcurve. —
Nach der 'eben gemachten Abzahlung sind für eine adjungirte

C„ — 'i
immer \Z,aii{i — 1) Bedingungen durch die Forderung des

Adjungirtseins gegeben. Es gibt daher [^\n{n— 3) — \ 2^aii{i— 1)]-

fach, d. i. (p — ])-fach unendlich viele adjungirte 6'„_3; wenn wir

voraussetzen, dass jene Bedingungen von einander unabhängig sind.

Dies ist aber immer der Fall, denn zu demselben Resultate sind wir

früher auf allgemeinem Wege gekommen, indem wir (nach dem Vor-

gange von Brill und Nöther) nachwiesen, dass die Zahl der linear

von einander unabhängigen C,, - ;$ auch niemals grösser als p — 1 sein

kann (p. 411). Setzen wir andererseits voraus, dass die Zahl p der von

einander unabhängigen Curven (n — 3)'^' Ordnung in dieser Weise

schon endgültig bestimmt sei, so würde man hieraus wieder einen

Beweis für die Erhaltung der Zahl p ableiten können*), vorausgesetzt

dass man die Identität (23) in anderer Weise für Curven {n — 3)*®"^

Ordnung abgeleitet hat; wir dagegen haben jenen Satz eben schon

zum Beweise der Gleichung (23) benutzt.

Es sei endlich noch bemerkt, dass auch diese Betrachtungen ihre

Gültigkeit vollständig behalten, Avenn die Grundcurve singulare Punkte

specieller Natur besitzt. Man hat sich eben einen jeden Punkt dieser

Art in der früher erörterten Weise als entstanden aus unendlich be-

nachbarten vielfachen Punkten zu denken, zu denen noch Verzwei-

gungspunkte hinzutreten (p. 494). Eine zur Grundcurve /" adjungirte

*) Hierauf beruht der bei C leb seh und Gordan a. a. 0. §. 14, p. 50 f. ge-

gebene Beweis jenes Rie mann 'sehen Satzes; doch ist die Ableitung der Iden-

tität (23) daselbst nicht für alle Fälle ausreichend, indem auf die möglichen

Relationen zwischen den (dort allein vorausgesetzten) Doppelpunkten von /'

(sowie auf vielfache Punkte) nicht Rücksicht genommen wird.
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Curve muss sich dann in den einzelnen vielfachen Punkten, welche

sich zu einer höheren Singularität vereinigen, immer so verhalten,

wie es nach der früheren Definition eine adjungirte Curve thun müsste,

wenn die vielfachen Punkte getrennt lägen.*) Die hinzutretenden

Verzweigungspunkte dagegen bleiben auf das Verhalten einer adjun-

girten Qurve ohne Einfluss, wie dies vom RückkehriDunkte bekannt

ist. Eine solche Curve muss also in jedem 7 -fachen Punkte von /
einen {j — 1)- fachen Punkt besitzen; wenn noch weiter ein «-facher

Punkt der Grundcurve mit diesem vereinigt liegt, so muss in demselben
noch ein (/ — l)-facher Punkt der adjungirten Curve hineinrückeu,

etc. In einem Selbstberührungspunkte (äquivalent mit 2 benachbarten

Doppelpunkten) muss sie demnach die gemeinsame Tangente der

Zweige der Grundcurve berühren, ebenso in einer Spitze zweiter Art
(nach p. 411 äquivalent mit 1 Doppel- und 1 liückkehrpunkt), u. s. w.
— Berücksichtigt man in dieser Weise die einzelnen Bestandtheile

eines höheren singulären Punktes, so behalten der Restsalz und alle

sich an denselben schliessenden Sätze über Punktsysteme auf einer Curve

ihre uneingeschränkte Gültifjkeit (vgl. p. 433 ff). — Analoges gilt auch

für die folgenden Betrachtungen, wie nicht immer besonders hervor-

gehoben werden soll.

Das Resultat dieser Bemerkungen über adjungirte Curven können
wir noch in einer andern, für spätere Anwendungen wichtigen Form
aussprechen. Wir haben früher gesehen, dass der Einfluss eines sin-

gulären Punktes auf die Klasse der Grundcurve derselbe ist, wie der

Einfluss der verschiedenen in ihm vereinigt gelegenen vielfachen

Punkte; nur hat man für jeden hinzutretenden Verzweigungspunkt
die Klasse noch um eine Einheit zu verringern. Da nun ein ?-facher

Punkt eine Reduction gleich / {i — 1) an der Klasse hervorbringt,

da ferner diese selbst gleich der Zahl der nicht in singulare Punkte
fallenden Schnittpunkte der Grundcurve mit einer beliebigen ihrer

ersten Polarcurven ist; so können wir unsere Bestimmung der adjungirten

Curven auch folgendermassen aussprechen:

Eine zu f adjungirte Curve ?nuss in jedem singulären Punkte P von

f so viele Schnittpunkte mit f gemein haben wie die erste Polare eines

beliebigen Punktes in Bezug auf /, wenn man von der Zahl der letzteren

noch die Zahl der in P liegenden Verzweigungspunkte abzieht.

2) Wir wollen endlich die Theorie der eindeutigen Transforma-
tionen noch verwerthen, um eine beim Beweise des erweiterten Corre-

spondenzprincips gemachte Einschränkung (p. 454) zu beseitigen.**)

*) Vgl. Brill und Nöther: Math. Annalen, Bd. 7, p. 288.

**) Die folgende Betrachtung verdankt der Herausgeber einer Mittheilung von
Brill. Vgl. dazu dessen Aufsatz über die Correspondenzformel, Math. Annalen,
Bd. 7, p. 616 f.
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Wir dachten uns eine Correspondenz auf /" = immer bestimmt

durch eine Gleichung g)(x, y)==0, die homogen von der r*«" Ord-

nung in den Xf, von der s^""" Ordnung in den y, angenommen wurde.

Bei den betreffenden Beweisen setzten wir immer voraus, dass nicht

alle zu einem Punkte x oder y gehörigen Curven 95 = mit /"=
dieselben festen Punkte gemein haben. Um nun auch den Einfluss

solcher „Ausnahtnepunkte der Correspondenz (p" auf die Zahl der

eigentlichen nicht in diese Ausnahmepunkte oder in singulare Punkte

von f fallenden Coincidenzen festzustellen, verfahren wir folgender-

massen.

Es sei auf der Grundcurve /" ohne Doppelpunkte eine Correspondenz

{a, ß)y ohne Ausnahmepunkte der beregten Art durch eine Gleichung

rp (^x, y) = gegeben; die Zahl ihrer eigentlichen Coincidenzen ist dann:

C=a-\-ß-\-2y2J = nr ^ y -{- ns — y -\- 2 yp

,

wo r, s, cc, ß, y wieder die früheren Bedeutungen hfben. Wir

denken uns nun die Curve f sammt der Correspondenz cp eindeutig

transformirt, so dass /=0 in F=0, cp = in = übergeht.

Dabei bleiben, wie aus dem Begriffe der Eindeutigkeit folgt, die Zahlen

y, C, p erhalten. Die nr bez. ns beweglichen Schnittpunkte, welche

einem beliebigen Punkte von /" entsprechen uud von denen in letzterem

selbst je y Punkte liegen, werden nun nach der Transformation

auf / im Allgemeinen erst dann wieder ein vollständiges Schnittpunkt-

system bilden, wenn man ihnen eine Anzahl von festen Punkten der

neuen Curve /' zufügt, die wir eben als Ausnahmepunkte der Corre-

spondenz bezeichnen. In diese Ausnahmepunkte werden dann auf F

eine gewisse Zahl (U) von uneigentlichen Coincidenzen fallen (deren Be-

stimmung uns besonders beschäftigen soll), während ausserhalb der Aus-

nahmepunkte noch wieder C eigentliche Coincidenzen liegen müssen.

Die Gesammtheit der eigentlichen und uneigentlichen Coincidenzen

werden wieder wie früher ein vollständiges Schnittpunktsystem bilden,

d. h. durch eine „Coincidenzcurve^' ausgeschnitten (p. 452 f.); wir haben

also die Frage nach der Zahl U ihrer Schtiittpunkte mit F zu erörtern,

welche in Ausnahmepunkten der Correspondenz O liegen.

Die Coefficienten der Gleichung dieser Coiucidenzcurve hängen

von den Coefficienten der Gleichungen F = und = ab ,
und

ihre Ordnung ist dieselbe, als wenn weder Ausnahmepunkte von O

noch singulare Punkte von F vorhanden wären; denn man kann die

letzteren durch continuirliche Aenderung der Coefficienten von F und

beliebig zum Verschwinden bringen oder erzeugen. Sind aber r, s

die Ordnungen der Curven, welche vermöge = einem Punkte y

bez. X von F zugeordnet sind, so ist die Ordnung der Coincidenz-

curve gleich r -{- s -^ y (v — 3). Nehmen wir nun an, dass F d'+ d"
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Doppelpunkte hat, dass ö' Schnittpunkte der zu einem Punkte y von
F gehörigen Curven = mit /' in jeden der et Doppelpunkte fallen,

und dass diese Curven ausserdem noch durch c feste einfache Punkte
von /'je (?- fach hindurchgehen, dass endlich r, % die entsprechenden
Zahlen für die zu eiaem Punkte x von F gehörigen Curven =
sind*), so haben wir für die Zahlen der beweglichen Schnittpunkte
von F mit den Curven O die Werthe:

a = nr — y = vi' — y ~ ca - da'

ß =. /IS ~ y =^ vs — y — er — d' r'

,

und es soll die Relation bestehen:

U -^ (r'v ~ y — ea — d'ö') + (s'v — y — er ~- d't')

+ Y [(«^ — 1) (v - 2) -~2d' ~ 2 d"] = v [;•' -j- s -{- y {v — 3)] .

Hieraus ergibt sich sofort der Werth von (/:

U =e (ö -{- t) -i- d' {ö' -j- t' + 2 /) -f- 2 yd" .

Es entfaUcn also — tvas mit den früheren Angaben ühcreinsämmt —
m jeden der e einfachen Punkte 6 -\~ r uneigentliche Coincidenzen

„ „ „ d' Doppelpunkte 6' -\- x -\- 2 y „

" " '' ^^ 7? 2 7 „ ^^

Bedeutet also C die Gesammtzahl aller uneigentlichen, U die
aller eigentlichen Coincidenzen einer Correspondenz {a, ß)y mit be-
liebigen festen Punkten; ist ferner TT die Ordnung der jene Coinci-
denzen ausschneidenden Curve, n die Ordnung der Grundcurve, p
deren Geschlecht, so besteht die Relation:

vT]-U=C (=« + /3 + 2;jy).

Die Anzahl aller eigentlichen Coincidenzen bestimmt sich daher
gerade so, als oh keine Ausnahmepunkte für die Correspondenz vorhan-
den mären:**) Als Beispiel hiefür betrachten wir die auf /z^ rt^/' =
durch die Gleichung «,,«-1^/^=0 bestimmte Correspondenz. Wir
haben dann in obigen Formeln zu setzen:

*) Wie sich dies gestaltet, wenn die Curveu O sich in verschiedenen Doppel-
punkten (i von F verschieden verhalten, ist leicht zu übersehen. Die Zahlen
<s und X sind übrigens nicht immer von einander unabhängig, vgl. darüber p. 455-

**) Dass vorstehender Beweis nur an Correspondenzen deducirt, die durch
eindeutige Transformation aus Correspondenzen ohne feste Punkte ableitbar sind,
ist unbedenklich; denn es kommt nur darauf an , den Einfluss jedes einzelnen
festen Punktes zu bestimmen, und dieser wird nur von dem Verhalten der
Grundcurve /= 0, sowie der Correspondenzcurven q? == in der unmittelbaren
Umgebung dieses Punktes, nicht aber von den übrigen Eigenschaften der Grund-
curve, wie Ordnung, Geschlecht u. s. w. oder von deren sonstigen Beziehungen
zur Correspondenz abhängen.
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r' = n — l, a' =i, y = 2, ö' = 2, (r = d, a= t =^.t'= d" = c = 0]

und also

:

a = n {ti ~ l) — 2 — 2 d
, ß = n — 2 .

Für die Zahl der eigentlichen Coincidenzen , d. i. für die Zahl der

Wendepunkte ergibt sich so das bekannte Resultat:

6J = 3 n (n — 2) - 6 ^
;

und in jedem Doppelpunkte von / liegen -f t' + 2 y = 6 uneigent-

liche Coincidenzen, was mit den früheren Sätzen über das Verhalten

der Hesse 'sehen Curve (die hier Coincidenzcurve ist) übereinstimmt.

Durch diese Betrachtungen sind die früher vorläufig mitgetheilten

Sätze bewiesen (p. 454), und somit auch die zahlreichen an dieselben

geknüpften Anwendungen, insbesondere die Berührungsformeln auf

p. 460 und 474. — Der Einfluss fester Punkte auf Correspondcnzen

mit mehrwerthigen Punkten (p. 461) endlich ist ganz in derselben

Weise zu bestimmen. Man kann ferner diese und die früheren

Ueberlegungen in Betreö' der Correspondenzformel auch auf Curven

mit beliebigen Singularitäten ausdehnen, wenn man sich letztere immer

in der bekannten Weise aufgelöst denkt. Es verlangen dann nur die

Fälle eine besondere Erörterung, in denen noch Verzweigungspunkte

an einen vielfachen Punkt der Grundcurve herantreten (p. 494),

indem in letztere noch einige der C eigentlichen Coincidenzen hinein-

fallen können.*)

Wir geben schliesslich noch eine üebersicht über die bisher für

den Riemann'schen Satz von der Erhaltung des Geschlechts ge-

gebenen Beweise. Wir haben schon die folgenden kennen gelernt:

1) Beweis von Zeuthen, wo der Satz aus einer allgemeineren

Relation**) zwischen den Geschlechtszahlen zweier mehrdeutig auf ein-

ander bezogenen Curven gefolgert wird (p. 459).

2) Beweis mit Hülfe der Zahl für die berührenden Curven eines

Büschels (p. 666).

3) Directer algebraischer Beweis (p. 667 ff.).

Bei letzterem haben wir auch alle vielfachen Punkte von / aus-

führlich berücksichtigt. Für diese Punkte bedürfen sowohl die Beweise

1), 2) als auch die im Folgenden noch zu nennenden einer weiteren

Ausführung (wenigstens gegenüber den gewöhnlichen Darstellungen),

Avelche jedoch keinerlei principiellen Schwierigkeiten begegnen wird.

*) Vgl. das über den Einfluss von Rückkehrpunkteu auf p. 457 u. 473 Gesagte.

**) Diese Relation würde nach der früher gegebenen Ableitung nur gelten,

wenn die Beziehung beider Curven auf einander durch vollständige Schnitt-

punktsysteme vermittelt wird (vgl. p. 446, Anmk.); aus depi von Zeuthen a. a. 0.

gegebenen Beweise geht aber hervor, dass dieselbe auch in anderen Fällen

gtiltig bfeibt. Für den Text kommt hier nur der erstere Fall in Betracht.
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Wir erwähnen ferner folgende Beweise, die zum Theil andere Hülfs-
mittel und Begriffe benutzen, als wir bisher bei Behandlung algebrai-
scher Fragen zur Anwendung brachten:

4) Ursprünglicher Beweis von Riemann.*) Zu einer algebrai-
schen Gleichung f{x^, x.,, x^) = 0, oder in rechtwinkligen Coordi-
naten: F {x, y) = 0, gehört bekanntlich eine sogenannte Riemann'-
sche Fläche, deren Zusammenhang gleich 2jö -(- 1 gesetzt wird, d. h.
welche durch 2 p Querschnille in eine einfach zusammenhängende
Fläche zerlegt werden kann, wenn p das Geschlecht von F bedeutet.
Sind nun zwei Curven F und F' eindeutig auf einander bezogen, so
sind es auch die zugehörigen Riemann'schen Flächen. Nach dem
Begriffe des Zusammenhanges ist der letztere dann für beide Flächen
derselbe, nämlich gleich 2;; -f 1; daraus folgt unmittelbar die Gleich-
heit des Geschlechtes. — Es sei hervorgehoben, dass die Construction
der zu F gehörenden Riemann'schen- Fläche, insofern y als Function
von X aufgefasst wird, zunächst von dem gewählten Coordinaten-
systeme abhängt. Es entspricht daher mehr den Begriffsbildungen
der projectivischen Geometrie, wenn man nach dem Vorgange von Klein
die Veränderlichen a;,, x^, x^ in der Gleichung / = als Linien-
coordinaten auffasst und dann direct an die Klassencurve f=0 (ohne
Rücksicht auf irgend ein Coordinatensystem) die Construction einer
die Ebene mehrblättrig überdeckenden Fläche anknüpft, wie wir es

früher geschildert haben (p. 611). Diese Fläche leistet dann für die

Theorie der wie / verzweigten Functionen dasselbe, wie die von
Riemann construirte; man kann sie insbesondere zum Beweise des
Satzes von der Erhaltung des Geschlechts benutzen.**) Inzwischen
würde uns eine nähere Erörterung des betreffenden Gedankenganges
hier zu weit führen. Es sei nur bemerkt, dass die Beziehung beider
Flächen letzterer Art auf einander nicht für alle Punkte derselben ein-

deutig ist, wenn die Curven eindeutig auf einander bezogen sind, zu
denen sie gehören; es treten vielmehr auf jeder Fläche im Allgemeinen
„Fundamentalpunkte" auf, d. h. Punkte, denen je eine ganze Curve
der andern Fläche entspricht. An Stelle des Satzes von der Gleich-
heit des Zusammenhanges zweier eindeutig auf einander bezogenen
Flächen hat man daher eine Relation zu benutzen, welche zwischen
den Zusammenhangs -Zahlen beider Flächen und den Anzahlen der

beiderseitig auftretenden Fundamentalpunkte besteht.***)

*) Theorie der Abel'schen Functionen, §.11, Crelle's Journal, Ed. 54.

**) Vgl. F. Klein: Sitzungsberichte der phys.-med. Societät zu Erlangen,
11. Mai 1874.

***) Vgl. F. Klein: Bemerkungen über den Zusammenhang der Flächen,
Math. Annalen, Bd. 7, p. 549.
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5) Beweis von Oremona*); derselbe macht von ^Vorstellungen

der Raumgeometrie Gebrauch. Man denke sich nämlich die beiden

betrachteten Curven / und /' in verschiedenen Ebenen E und E' ge-

legen; ihre charakteristischen Zahlen seien bez. n, d, r und v, 6; q.

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte bilden dann eine Linien-

fläche von der Ordnung n -j- v. Diese Fläche wird von der Ebene

E' in der Curve f geschnitten und in einer anderen Curve der Ord-

nung n, bestehend aus den Verbindungslinien der n Schnittpunkte

von E' und f mit den entsprechenden Punkten von /"'. Die Ebene

E' enthält sonach n Linien der Fläche und muss die letztere daher

in n bez. auf diesen Linien gelegenen Punkten berühren. Abgesehen

von diesen Berührungspunkten hat nun der Schnitt E' mit der

Fläche

nv + 4 n (/? — 1) + (3 + () — w = nv -}- .l n (w — 3) -f d -f ()

Doppelpunkte, und diese Zahl muss die Ordnung der Doppelcurve

unserer Linienfläche ausmachen. Sie muss also gleich der entspre-

chenden Zahl sein, welche man durch Betrachtung der Ebene E er-

hält, d, h. gleich der Zahl:

nv -\- ]^ V {y — ?>) -\- d -\- r
\

und daraus folgt in der That: p = n.

G) Beweis von Bertini.**) Die Punkte x von /' verbinden wir

mit einem festen Punkt a, die entsprechenden Punkte y von F mit

einem anderen festen Punkte b. Jeder Linie durch a entsprechen dann

n Linien durch b, und der Schnittpunkt ^ je zweier entsprechender

Linien wird eine neue Curve X beschreiben, welche sowohl auf /' wie

auf F eindeutig bezogen ist; und zwar ergiebt unsere Construction

für die Coordinaten von § die Werthe:

(jli = {xab) yi — {xay) bi ,

oder, wenn die Beziehung zwischen /' und F wieder durch die Glei-

chungen fiy, = 0/ (x) vermittelt ist:

6^i = ixab) 0, — {xa<\>) bi .

*) Vgl. dessen Preliminari di una teoria geometrica delle superficie, Ab-

handlungen der Academie zu Bologna, 2« Serie, t. 6 und 7; p. 54 in der deut-

schen Uebersetzung von Curtze, Berlin 1870.

**) Vgl. Battiglini's Giornale, t. 7, sowie Salmon's higher plane curves,

p. 77 in Fiedler 's Uebersetzung, und dazu Zeuthen: Math. Annalen, Bd. ;^,

a. a. 0. ; in etwas anderer Form und Anordnung findet sich ein analoger Beweis-

gang bei Voss: Göttinger Nachrichten, 1873. Man findet hier die betreffenden

Abzahlungen mit Hülfe des Chasles' sehen Correspondenzprincips erledigt.

Algebraisch formulirt wurde der Beweis von Clebsch; vgl. darüber Nöther:

Math. Annalen, Bd. 8, p. 497.
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Nehmen wir^nuu insbesondere a und b zu Ecken des Coordinaten-
dreiecks (und diese mögen nicht auf /" und F liegen), d. h. setzen wir

'fi =0; «2 = 1; «3 = 0, öj = 0, b.^ = 0, b^ = l, so wird

:

(I) 0^1= a;, . <\)^ {x) , öl^^x^. % (x) , al^=^ x^(\)^ (x) .

Die Curven <t> mögen nun die Curve / in o^ beweglichen Punkten
treffen, so, dass v die Ordnung von F ist. Dann schneiden die

Trausibrmationscurven der durch (1) dargestellten Transformation, d. h.

die Curven des Netzes

Kl x^ O, (x) 4- u,Xi 0, (x) + u.iX.j(p^ (x) =
die Curve /"in v -{- n beweglichen Punkten; und also fs( X von der

Ordniimj v -{- n. Die Linien des Büschels |, + A|.5 = schneiden
aber X nur in n beweglichen Punkten, denn denselben entsprechen
die Linien des Büschels x^-^ Xx.^ = (indem sich der Factor 0,
absondert). Die Curve X hat daher im Punkte a (d. i. ^j = 0, %., = 0)
einen v- fachen Punkt. Von diesem lassen sich noch %~2v Tan-
genten an die Curve X legen*), wenn x die Klasse von X bedeutet.

Ist ferner % das Geschlecht der letzteren Curve, so haben wir nach
den P lücker sehen Formeln:

7t — 2v = 2x-2 + 2{n-^v)-2v.

Ebenso gross muss aber auch die Zahl der entsprechenden Linien

des Büschels x^ -|- A a:., = sein, welche /" berühren, d. h. die Zahl

k^r = 2p — 2-{-2n;

und daraus folgt p = %. Ebenso können wir auch die Beziehung
zwischen den Curven /'' und Ä betrachten, wodurch wir das Resultat

7t = X erhalten, wenn 7t das Geschlecht von F ist; und somit ist in

der That p = tt. — Die Einfachheit dieses Beweises beruht in der

Einführung der Hülfscurve X.

7) Beweis von Brill und Nöther. Auf jeder C„ vom Geschlechte

p giebt es eine co^-^-Schaar von Punktsystemen, die durch adjun-

girte 6'„_3 ausgeschnitten werden, ein Satz, welchen wir früher als

eine Folge eines anderen Theorems über Schuittpunktsysteme adjun-

girter C^-s erkannten (p. 441). Diesen, sowie jenes Theorem werden
wir hier benutzen. Auf /" nehmen wir eine Gruppe G„ von 7t Punk-
ten beliebig an, mit welcher eine andere Gruppe G^ residual sei. Wäre
7t > p, so gäbe es noch mindestens oü^-p andere Punktgruppen
von je 71 Punkte, welche ebenfalls sämmtlich zu G^ residual, d. i. zu

Gn corresidual wären (p. 432). Diese Schaar gn^'^"'^'' geht bei der

*) Unter ihnen sind die Verbindungslinien von a mit etwaigen Rückkehr-
punkten von X mitzuzählen (p. 666 f.).
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eindeutigen Transformation nach dem Begriffe einer solchen wieder

in eine Schaar gn^'^
~

''' auf F über. Für letztere ist dann aber die

Bedingung

q> Q — 7t-\- 1

erfüllt, denn wir haben q=p — 'JC
, Q = n. Die auf F gelegene

Schaar g,^v-^) kann also nach einem früheren Satze durch adjungirte

6'v-3 ausgeschnitten werden (p. 437) und also jede Gruppe derselben

nur von 7t — 1 willkührlichen Bestimmungsstücken abhängen, während

wir Tt Punkte der entsprechenden Gruppe auf / beliebig annahmen.

In der Annahme ti y^ p liegt somit ein Widerspruch; das Nämliche

lässt sich von der Annahme % <. p auf demselben Wege nachweisen,

und somit bleibt nur die Möglichkeit it = p ,
q. e. d.

II. Scilnittplinktsysteme adjungirter Curven (n — 3)*" Ordnung

mit der Grundcurve. — Specialschaaren.
'

In Vorstehendem haben wir uns vorwiegend mit der Theorie der

eindeutigen Transformation als solcher beschäftigt; jetzt tritt daher

an uns naturgemäss die Frage nach solchen Eigenschaften einer

Curve heran, welche bei eindeutigen Transformationen erhalten blei-

ben, ebenso, wie wir früher die Eigenschaften einer Curve studirten,

welche durch Collineationen nicht zerstörbar sind. Im Folgenden

werden wir also alle Curven als ivesentUch identisch betrachten müssen,

die eindeutig in einander überführhar sind. Welches sind aber nun
— so müssen wir zuerst fragen — die Kennzeichen für die Mög-

lichkeit einer solchen Transformation? Als nothwendige Bedingung

erkannten wir bereits die Gleichheit des Geschlechtes der beiden vor-,

liegenden Curven, ausreichend ist dieselbe aber nicht. So war auch

die Gleichheit der Ordnung zweier Curven nothwendig, um dieselben

linear in einander überführen zu können; aussefdem aber mussten

auch die absoluten Invarianten beider Curven übereinstimmen, wenn
dies möglich sein sollte. *) Diese absoluten Invarianten waren gewisse

für die Curve charakteristische Constante, und ihre Zahl daher gleich

der Zahl derjenigen Constanten in der Gleichung der Curve, welche

durch lineare Transformation nicht zerstört werden können, d. h.

gleich ^n{n-\-?)) —8. Ebenso wird nun die Möglichkeit der ein-

deutigen Transformation zweier Curven in einander von gewissen ab-

soluten Constanten, die man dann als Moduln bezeichnet, abhängen,

wie wir in der That noch genauer sehen werden**); und die Zahl

*) Ueberdies war noch nöthig, dass für jede der beiden Curven dieselben

Covarianten, etc. identisch verschwinden, wenn eine von ihnen durch identisches

Verschwinden von Functioualinvarianten specialisirt ist.

**) Vgl.' den folgenden Abschnitt.
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dieser Moduln muss dann gleich der Zahl der Constanten sein^ welche

man in der Gleichung der betrachteten Curve durch eindeutige Trans-

formation nicht mehr zerstören kann. Um diese Zahl zu bestimmen,

muss man also vor Allem darauf ausgehen, die Ordnung der Curve

möglichst zu erniedrigen ; und so werden wir zu der Aufgabe geführt,

die Curve niedrigster Ordnung („Normalcurve^^) anzugeben, in welche

eine Curve von gegebenem Geschlechte eindeutig übergeführt tverden kann.

Die allgemeine Lösung derselben drängt aber weiter zu allgemeineren

Untersuchungen über Punktsysteme auf einer Curve von solchen spe-

ciellen Eigenschaften, welche bei eindeutigen Transformationen erhalten

bleiben; und dabei wird es sich besonders um Schnittpunktsysteme ad-

jungirter C„-z handeln müssen, denn eine solche geht in das einer

zu Cy adjungirten C^-s über, wenn die Cn in eine Cy transformirt

wird. Den reichen Stoff, welcher sich uns im Anschlüsse an diese

Fragen aufdrängt, werden wir nun in folgender Anordnung erledigen

:

1) untersuchen wir die Transformation der Cn mittelst eines

Netzes von adjungirten 6'„_3 als Transformationscurven.

2) betrachten wir eine Reihe von Beispielen für Punktsysteme

besonderen Charakters auf einer Cn und deren gegenseitige

Beziehungen.

3) behandeln wir allgemein die Bestimmung solcher Punktgruppen

auf der Cn , durch welche eine höhere Mannigfaltigkeit adjungirter

Cn— ^ geht., als man nach der Zahl der Punkte einer solchen

Gruppe erwarten sollte („Specialgruppe"). Dabei werden wir

insbesondere den sogenannten Riemann -Roch' sehen Satz

kennen lernen.

•Hier soll sich dann in den beiden folgenden Abschnitten anschliessen

:

4) die Bestimmung der Normalcurven niedrigster Ordnung und

der Moduln.

5) die vollstänclige (anzahl- geometrische) Erledigung einiger sich

bietenden Probleme durch Untersuchungen über Correspon-

denzen.

Die wiederholt hervorgehobenen ausgezeichneten Eigenschaften

der adjungirten (7„_3 legen es nahe, ein zweifach unendliches System

von solchen Curven an Statt der Transformationscurven <t> zu be-

nutzen. Wir wollen dabei alle festen Punkte des Netzes auf die

Curve f selbst legen, so dass dasselbe nur von Punkten dieser Curve

abhängig ist. Da nun von den Schnittpunkten einer adjungirten C„-:\

im Allgemeinen p — 1 die übrigen p — 1 bestimmen, so werden durch

jö — 3 beliebige Punkte von / noch od^ adjungirte C„_3 hindurchgehen.

Wir haben also in obigen Formeln zu setzen:

s = n — 3, ri= ri'==i — 1, «,==0:/', «,'=0, r/=0, ö'=jö— 3,
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und erhalten dadurch aus (15) und (19):

v=p -{- 1, ,y = :^p(p-'d).

Es ist also im Allgemeinen möglich eine Curve f vom Geschlechte p
in eine Cvrve (p -j- l)'*^^'" Ordnung mit ^ /; (p — 3) Doppelpunkten zu

transformiren; und zwar geschieht dies durch eine Transformation

(n — B)''"'" Ordnung , hei der alle Curven ^ zu f adjungirt sind und

ausserdem durch p — 3 beliebig auf f gewählte Punkte a gelien.^)

Zu p — 3 beliebigen Punkten von f kann man hiernach noch

^ P (p — •^) Punktepaare der Art finden, dass durch jene p — 3 Punkte

und durch die Punkte eines solchen Paares (zusammen also durch p — 1

Punkte) noch einfach unendlich viele adjungirte C„—3 gehen. Dieses

Resultat wollen wir noch in einer etwas anderen Form aussprechen;,

welche für das Folgende von Wichtigkeit wird. Ist nämlich das betrach-

tete Curvennetz gegeben durch:

und bilden y, z die Punkte eines der genannten Paare, so ist:

9^\ (y) = "Pi (^) ; Q 9^2 (y) = 9^2 (^) ; Q<P3 (y) = 9^3 i^) •

Die Zahl ^ p (p — 3) giebt also auch die Zahl der Werthepaare g z,

welche gleichzeitig den drei Gleichungen

9>i (y) 9*2 (^) - 9^2 iy) 9'i (^) == 0; 952 (y) 9^3 {^) - 9^3 iy) 9^2 (^) = ^>

9'3 {y) <Pi (^) — 9^1 (y) 9^3 (^) = ^

genügen (wenn ausserdem /"
(y) = 0, /" (z) = 0), wobei die identischen

Lösungen y = z schon ausgeschlossen sind. Die genannten Gleichun-

gen können wir auch durch das Verschwinden einer Matrix in der

Form:

h (y) 92 (y) 9^3 (y)

<Pl (^) 9^2 (^) 9'3 (^) i

zusammenfassend darstellen ; und das Auftreten solcher Matrices ist

für alle im Folgenden behandelten Probleme charakteristisch.

Auf der C„ gibt es sonach oo^ — ^ Punktgruppen Gp _ i von p — 1

Punkten dieser besonderen Art, und Gleiches gilt für jede auf die C,,

=

*) Diese Transformation wurde von Clebsch und Gordan angegeben
(Theorie der Abel'schen Functionen, Leipzig 1866, p. 65). Dieselbe ist selbst-

verständlich nicht möglich für die Fälle p = 0, 1, 2, welche am Schlüsse dieser

Abtheilung besonders behandelt sind. Ausserdem kann nur eine Ausnahme ein-

treten, wenn durch /> — 3 beliebige Punkte schon eine Zahl weiterer Punkte
der C„_3 mit bestimmt sind, wie bei den sogenannten liypereltiptischen Ciir\en

(zu denen auch alle Curven mit p = 2 gehören); wir werden weiterhin sehen,

dass letztere auch den einzigen Ausnahmefall bilden, lieber die liyperelliptischen

Curven vgl. auch den Schluss des folgenden Abschnittes,
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cindimtig hezof/ene Cnrve; eine solche Punktgruppe geht immer in

(jine Gruppe derselben Beschaffenheit über, ohne doch als vollstän-

diges Schnittpunktsystem der C„ mit einer anderen (^urve dcfinirt

/u sein. Zu jeder dieser Gruppen Gp^-i gehört nun eine oo'-

8chaar von Gruppen P;,- i, ausgeschnitten auf der 6'„ eben ver-

mittelst des durch Gp-\ gehenden liüschels von C^« — a; und es ist

sehr bemerkenswerth , dass man auch umgekehrt durcli jede dieser

residualen Gruppen Vj, - i iioeli einen Büscliel ndjimgirler ('„ - w legen

l,ann (vgl. auch p. 439). Der Beweis für diese Behauptung ergibt

sich sehr einfach, wenn man den Satz benutzt, dass jede auf der

Cn m()gliche Schaar y^'^^ durch einen Büschel von adjungirten C„ ;

ausgeschnitten werden kann (p. 4.38). Jede der cx)' Gruppen nämlich

können wir durch einen beliebig auf der Cn gewählten festen Punkt

A (der nur nicht in einen Punkt der ßasisgruppe Gj,^i fallen mag)

zu einer Gruppe Vp ergänzen ; die Gesammtheit dieser Gruppen Vp kann

dann nach obigem Satze durch einen Büschel C„_;j ausgeschnitten

werden.*) Allen Ourven des letzteren muss dann aber der fest*!

Punkt A gemeinsam sein, und somit haben wir einen zweiten (von

dem ursprünglichen mit der Basisgruppe Gp _ i verschiedenen) Büschel

von C„ _ 3 gefunden, welcher ebenfalls die Schaar y^^ _ ^ auf der C„ be-

stimmt.**) Durch jede Grujipe Vp — \ der letzteren gehen also zwei und

somit einfach unendlich viele Cn-:\, q. e. d. Den hier aligeleiteten

Satz werden wir noch in den folgenden Beispielen vcjrschiedentlich

benutzen müssen.

*) Dass obiger Satz auch für Schaaren //'' mit Icaten i'unkten gilt, folgt

Ulimittelbar aus dem früheren Beweise (p. 437 f.); man darf dann nur nicht den

dort mit a bezeichneten Punkt gerade in einen festen Punkt hineinlegen.

••) Der Satz ist evident für eine Cr, mit 2 Doppelpunkten (/; = 4), liier ist

p — 1 = ?i. Durch drei Punkte G^ aber und die beiden Doppelpunkte kann man
nur noch OO' Kegelschnitte logen, wenn die drei Punkte mit einem l)o]»|)('l-

punkte auf einer Geraden liegen; jode (\ des Hüschels /erfällt dann in diose

feste Gerade und eine njeweglicho) fjlerado durch den anderen Doppelpunkt. Die

Strahlen des durch letzteren gehenden Büschels bestimmen also die Gruppen Tj

auf der Cr,; durch jede dieser Gruppen Fj geht dann selbstverständlich auch ein

analoger Büschel von C'.^, bestehend aus der die Gruppe V^ ausschneidenden Go-

raden und dem Strahlbüschel durch den ersten Doppelpunkt. Es mag jedoch

besonders empfohlen werden, den auf p. 438 gegebenen Beweis an diesem einfach-

sten Beispiele auch schematisch nochmals durchzuführen. — Die Behauptung d(m

Textes spricht sich hier allgemein in dem Satze aus: H'enn ein durcli (jewissr t/iri.

Punkte y^^\ ]p\ .y*"' und die beiden JJoppclpunkte der Cr, (/ehendcr h'egelsr/initi norli

eine Willkürlichkeil besitzt und die C-^, noch in den Funkten x^ ', a;^ ', x^'' srluu'idrt,

so besitzt auch ein durch X ' , x. ', a^"^' und dir. I)()p))clpunkte (jehendcr Kefjcischnil t

noch eine H'illkürlichkeit.
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Kehren wir jedoch zu den Transformationen mittelst adjungirler

6'„„3 zurück; dieselben sind deshalb von besonderer Wichtigkeit,

weil es eben durch sie gelingt, die Normalcurven niedrigster Ordnung
herzustellen. Dass man in der That s = n — 3 nehmen muss, um /
in eine Curve /' von möglichst niedriger Ordnung zu transformiren,

folgt sofort aus unseren früheren Untersuchungen über Schnittpunkt-

systeme linearer Schaaren von Curven. Ist nämlich q die Mannig-

faltigkeit einer solchen Schaar, Q die Zahl der beweglichen Schnitt-

punkte, s die Ordnung der ausschneidenden Curven, so ist nach

p. 436

für s = n — '^
: Q < q -\- p — 1 , für s > w — ?> : Q < q -\- p .

Q nimmt also jedenfalls den kleinsten Werth für s •= n — 3 an;

und überdies haben wir gesehen, class auch jede Schaar von Punkten,

für die Q < q -\- p durch adjungirte C„ _ 3 ausgeschnitten werden kann

(p. 437). Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen, denn in unserem
Falle haben wir nur q = 2 und (J= v zu nehmen, wo dann v eben

die Ordnung von /'' ist.

Genauer aufgezählt erhalten wir von p =^ ?> an durch unsere

Transformation, wenn die benutzten 6'„_3 durch p — 3 heliebif/ auf

der C„ gewählte Punkte gehen, folgende Curven {p -f- 1/" Ordnung:

p = ?, : Curven 4"=' Ordnung mit Doppelpunkten

p=^4:
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Man sieht hieraus, wie überhaupt die Möglichkeit inittelst ein-

deutiger Transformation die Curvenordnung zu erniedrigen davon ab-

hängt, ob auf der vorliegenden Curve Punktgruppen besonderen

Charakters vorhanden sind oder nicht. Aus dieser Ueberlegung folgt

aber auch sofort, dass unsere Curven (^ -|- 1)*" Ordnung selbst nicht

nothwendig diejenigen niedrigster Ordnung sind, welche überhaupt aus

einer vorliegenden allgemeinen Curve ^*®" Geschlechtes hervorgehen

können; denn die p — 3 Basispunkte des zur Transformation be-

nutzten Netzes von adjungirten Cn — w waren auf der Cn ganz beliebig

gewählt. Es entsteht jetzt vielmehr die Frage, ob man nicht specielle

Gruppen von mehr als j;; — 3 Punkten zu ßasispunkten eines solchen

Netzes wählen kann, wo dann die C„_3 dieses Netzes in weniger als

1) -\- l beweglichen Punkten schneiden würden. Zur Beantwortung

dieser Frage haben wir also folgende Aufgabe zu lösen: Es sollen

auf einer vorliegenden Cn vom Geschlechte p diejenigen Punktgruppen

gefunden werden, durch welche man noch zweifach unendlich viele

adjungirte C^-z derart legen kann^ dass die Zahl der heiveglichen

Schnittpunkte eine möglichst kleine wird.

Die Behandlung dieser Aufgabe führt uns naturgemäss zur Port-

setzung der früher abgebrochenen algebraischen Untersuchungen über

Schnittpunktsysteme adjungirter C„_3 (p. 437 ff). Bevor wir aber

auf die betreffenden Erörterungen allgemeinerer Natur eingehen, wird

es zur Veranschaulichung der Fragen, um die es sich handelt, gut

sein, ein Beispiel ausführlich zu betrachten; und zwar wollen wir

zeigen, dass es möglich ist, eine Curve 7*^' Ordnung mit 9 Doppel-

punkten , welche soeben . als Normalcurve für /^ = 6 aufgeführt

wurde, in eine Curve 6*'"' Ordnung mit 4 Doppelpunkten eindeutig

überzuführen.

Wir haben also nachzuweisen, dass es auf einer C-^ mit 7; = 6

eine Schaar y,/^*, d. i. eine 2 -fach unendliche Schaar von je G

Punkten, gibt, welche durch ein Netz von adjungirten 6"^ (=6'„_3)
ausgeschnitten wird, oder — was dasselbe ist — dass man auf der

C^ Gruppen 6^4 von je 3 Punkten (sei es in endlicher oder unend-

licher Zahl) bestimmen kann, durch welche noch ziveifach unendlich

viele C4 hindurchgehen (während man ja durch A = p — 2 beliebig

auf der C^ gewählte Punkte nur t'mfach unendlich viele C^ legen

kann). Dies aber führt zu der Aufgabe drei Punkte i/^'> , ^/(-)
,

y'^^ so

zu bestimmen, dass die durch sie gehenden zweifach unendlich vielen

C^ sämmtlich noch einen vierten Punkt ?/(*) der C^ enthalten. Nun
bildet die Gesammtheit der adjungirten 6', eine lineare oo''- Schaar

von Curven:
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Die soeben gemachte Forderung können wir also dahin aussprechen,

dass von den vier Gleichungen

«i9'i(y<'0 + «2 9'2(y^'^) +
«19^1 (y^'^) + «2 9'2(2/^'0 +

+ «6 9>. (2/^^0 =
+ «6 9'6(y''') = o

die letzte eine Folge der drei ersten ist, wodurch dann in der That
noch 3 der 6 Verhältnissgrössen «,- willkürlich bleiben. Und dies

drückt sich dadurch aus , dass alle «'/<?rgliedrigen aus den cpi (y(^^) zu
bildenden Determinanten verschwinden müssen, d. h. dass folgendes

durch Verschwinden einer Matrix dargestellte System von Gleichungen
besteht

:

=

Dies System enthält aber nur drei von einander unabhängige Glei-

chungen, nämlich z. B. diejenigen, welche aus der einen Gleichung:

9^1 (y^
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desselben auf der C^ eine Scliaar y^S^^ aus, d. h. die C- wird dadurch

in eine C^ eindeutig übergeführt.*)

Da wir von den vier Punkten ?/(') noch einen willkürlich an-

nehmen konnten, so gibt es im Ganzen noch eine co'-Schaar von

solchen Gruppen zu je vier Punkten; die Gesammtheit dieser Gruppen

nun kann man durch einen Büschel von C^ auf der C- ausschneiden,

welche noch durch 6 feste Punkte der C- gehen (wie schon aus einem

auf p. 437 gegebenen Satze hervorgeht) ; und zwar wird sich zeigen, dass

man zu solchen 6 Basispunkten irgend eine Gruppe der Schaar y^p
wählen kann, deren Gruppen sämmtlich zu irgend einer Gruppe G^

von 4 Punkten ?/(') residual waren. Dies Beispiel ist für die folgenden

allgemeineren Erörterungen von grosser Wichtigkeit und mag deshalb

noch eingehender besprochen werden. Man erkennt übrigens die

Verwandtschaft unserer letzten Behauptung mit dem früheren Satze,

dass jede Schaar ^^Li ^^^ Punktgruppen besteht, durch welche eben-

falls noch je oo^ Cn-z gehen (p. 688); wir haben hier eben zwei

Specialtalle eines allgemeineren Theorems vor uns. — Nehmen wir

vier Punkte y^^\ y^'^\ y^^\ r/^'^ nun so bestimmt an, dass durch sie

noch oo^ C4 gehen. Es seien ferner x^^\ x^^\ x^^^ , x^'^'^ , x'^^^, a;*^^ die

sechs weiteren Schnittpunkte einer C^ dieser cio^-gchaar mit der Cj.

Durch die vier Punkte y und jeden beliebigen Punkt der Ebene

gehen dann noch 00' C^, insbesondere also auch durch die Punkte y

und irgend einen der sechs Punkte a;''' ; d. h. letztere bilden zusammen

eine Gruppe von p — 1 = 5 Punkten, zu welchen es eine residuale

Schaar g^^ = g^^^_
^

gibt. Dann aber gehen auch durch jede Gruppe

der letzteren Schaar noch 00^ C4, insbesondere also auch (z. B. für

/ = 6) durch die 5 Punkte a;(^\ x^^\ x^^\ x'^^^ a;(^); diese 5 Punkte

liegen mit jedem heliebigen Punkte % auf einer C^, so dass für

(fi (§) = Xj die Gleichung besteht:

i9),
(a;W) 9),(a;W) 9.3 (a;(^)) 9^4 (^<^') ^A^''^) 9^6 (^<^^)

^>, (x^-^y) cp, {x<~')) cp, (xC^))
9),

(a;c^)) cp, (x(2)) cp, {x(^))

Xj A2 X3 A4 A-| Xg

0,

in welcher die X, willkürliche**) Grössen sind. Da wir aber für x^'^

jeden der sechs Punkte x wählen konnten, so müssen auch die wei-

teren 5 Gleichungen bestehen, welche aus der hier stehenden hervor-

*) Vgl. darüber Brill: Math. Annalen, Bd. 2, -p. 471.

**) Zunächst sind nur zwei Quotienten X : X^ willkürlich. Durch sie sind aber

die
I,. und somit auch die andern Grössen X sjeiendeutig bestimmt; woraus sich

dann das Verschwinden der einzelnen Coefficienten der letzteren ergibt.
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gehen, wenn man je einen der Punkte x^^^ . . . x^'"^ mit a;<^) vertauscht;

und dies können wir dahin aussprechen, dass alle fünfgliedrigen

Unterdeterminanten der folgenden Determinante verschwinden müssen:

cp^(xi')) <p,{xW) ... <p,{x('))

9,j(a:(6)) g,j^.(6)) ... g),(a;(6))

Zu genau demselben Systeme von Gleichungen wird man indess

— und das ist das Wichtige — durch die Forderung geführt, sechs

Punkte x^'^ so zu bestimmen, dass durch sie noch eiue oo'-Schaar

adjungirter C^ geht. In der That müssen ja, wenn Letzteres eintreten

soll, von den sechs Gleichungen:

aj(p, (a;(6)) + a,q,, (a;(«)) + . • . + cc,g>, {xi<^^) =

zwei die Folgen der vier übrigen sein, indem schon je /? — 2 = 4

Punkte der C^ einen Büschel von adjungirten C^ bestimmen. Dasselbe

gilt aber auch umgekehrt: Ist irgend eine Gruppe Tg dieser Art von

Punkten x^*^ gegeben, so bildet jedes Residuum derselben eine Gruppe

G^ von Punkten ?/<'' der eben bezeichneten Art. Weil nämlich durch

Je fünf Punkte der Tg noch eine oo^-Schaar von C^ geht, so bilden

auch die vier Punkte 6^4 zusammen mit Je einem Punkte der Tß eine

Gruppe von 5 Punkten, durch welche einfach unendlich viele C4

gehen (nach einem obigen Satze, p. 688). Durch die G^ gehen also

sechs verschiedene Büschel von C^; dies ist aber nur möglich, wenn

durch die G^ noch eine cxj^-Schaar von C^ gelegt werden kann, oder

wenn diese sechs Büschel unter einander identisch sind. Letzterer

Fall ist sofort auszuschliessen ; denn dann würden wir 4+6= 10 Punkte

auf der C^ haben, welche zusammen mit den 9 Doppelpunkten die

Basispunkte eines Büschels von C^ bilden müssten, während sich je

zwei C4 doch nur in 16 Punkten schneiden können. Es bleibt somit

nur erstere Möglichkeit, q. e. d. Liegen also vier Punkte G^ auf der

C^ so, dass durch sie noch eine 00^ -Schaar adjungirter C^ geht, so kann

durch Jedes Residuum T^ derselben noch eine 00^-Schaar solcher C^ ge-

legt werden, und umgekehrt."^)

*) Die Schaaren ß^^* kann man auch zur Transformation der C^ in die von

Riemann (a. a, 0. §. 13) angegebene Normalform, d.h. in eine Q mit zwei vier-

fachen und drei Doppelpunkten benutzen. Seien nämlich t/> = . JJ
= ^ ^wei ad-

jungirte C4, welche sich in den 6 Punkten a;*') einer der im Texte charakterisir-

ten Gruppen Tg schneiden, und t/>' = 0, % =0 zwei andere solche Q, welche die
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Da sonach jede Gruppe 6'j dieser Art zusammen mit den 9 Doppel-
punkten 13 Basispunkte einer oo'-Schaar von C^ bildet, so gibt es
mindestens eine oc^-Scliaar von Gruppen T^ ; dadurch ist aber auch
die Gesammtheit dieser Gruppen dargestellt, denn das für die ü Punkte
x« gewonnene Gleichungssystem ist nach einem sogleich noch zu
erörternden Determinantensatze mit nur vier von einander unabhän-
gigen Gleichungen äquivalent, so dass man noch zwei der Punkte x^^
willkürlich auf der C^ annehmen darf. Man erkennt hieraus (da diese
Ueberlegung umkehrbar ist), dass alle möglichen Gruppen r,j auf der
6'~ durch die oo^- Residuen einer endlichen Zahl von Gruppen G^ jener
Art erschöpft werden, und umgekehrt, dass alle Gruppen G^ zu eiiier

endlichen Zahl von Gruppen r^ obiger Schaar yp residual sind.

Die in letzterem Umstände ausgesprochene vollkommene Recipro-
cität zwischen den Schaaren y^^^) und g^(^^ ist den Curven vom Ge-
schlechte 6 (die im Allgemeinen alle in eine C^ mit 9 und somit in
ein <7ß mit 4 Doppelpunkten transformirt werden können) eigenthüm-
lich, wie sich sogleich ergeben wird ; im üebrigen dagegen kann man
die Bestimmung von Schaaren g^^^_ ^ und yp(^) auf einer Curve vom
Geschlechte p in genau derselben Weise ausführen, wie dies soeben
für den Fall ;? = 6 geschah. Fragen wir uns nämlich, wie p — 3
Punkte y(i),

?/(2) . . .
y'p-3) auf der Grundcurve C^ liegen müssen, da-

mit jede durch sie gelegte adjungirte 6^„_3 noch durch einen weiteren
festen Punkt der C,, gehe, so denken wir uns den Punkten
?/<i),

. .
.yC-s) zwei bewegliche Punkte y^P-^\ ?/'^- i» hinzugefügt und

suchen die Bedingung auf, unter welcher bei Bewegung dieser beiden
neuen Punkte einer der übrigen Schnittpunkte der beweglichen C„_3
mit der C,, — sagen wir y^P'> — fest bleibt. Diese Forderung invol-
virt zwei Bedingungen. Sehen wir also nur y*^', . .

.y(p-^) als will-

6 Punkte x"' einer anderen Tg der Art gemein haben, so bediene mau sich der
Transformationsformehl

:

Eine beliebige Curve des Netzes a^ipx + a^rp' x -{- a^xx = hat dann mit der
C^ 48 feste Punkte (von denen 36 in den 9 Doppelpunkten und je 6 bez. in den
Punkten x^'^ und z^'^ liegen) gemein , schneidet also in der That die C^ noch in

8 beweglichen (von den a abhängenden) Punkten. Der Büschel i/; 4- i;,; = o aber
schneidet nur noch in 4 beweglichen Punkten, ebenso der Büschel 1/;' -f A/ = 0;
die entstehende C^ hat also in den Punkten »/, = 0, 2/3 = und t/^ == 0, 1/3 =
je einen vierfachen Punkt, q. e. d. - Vgl. über die ßieraann'schen Normal-
formen Brill: Math. Annalen, Bd. 1, p. 401 und Bd. 2, a. a. 0. Zur Herstellung
derselben fordert ßiemann die Aufsuchung zweier algebraischen Functionen"
welche in möglichst wenig Punkten Null und unendlich werden, d. h. deren
Zähler und Nenner Curven darstellen, die möglichst viele Punkte der Grundcurve
gemein haben. Solche Functionen sind eben hier die Quotienten ip : x und ip' -.

x'.
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kürlich gegeben an und fragen nun, wie i/r>-^) nnd r/P-'^ liegen

müssen, damit alle durch sie gelegten adjungirten 6'„_3 noch durch einen

gemeinsamen Punkt x/v) gehen. Da hier vier Punkte weniger gegeben

sind, als zur Festlegung einer solchen Cn--6 erf'orderhch wären, so

kann man durch die gegebenen p-b Punkte*) 5 Curven 9, = 0,

^ 0, ... 9)5 = legen, aus denen eine beliebige durch jene Punkte

gehende adjungirte C„_3sich linear zusammensetzt; die allgemeine

Curve dieser Schaar hat also die Form:

(1) «l9)l + «2<Pi + • • • + ^Ö^'S = ö-

Die Forderung ist, dass jede durch y^v-^) und ?/<"-«) gehende Curve

dieses Systems auch durch y^^^ gehe, dass also aus den Gleichungen

«19^1 (y"'-'') + «2 9^2 (s/^''~'0 + • • • + «5 9^5 (z/^"-'0 =
von selbst die Gleichung folge:

«, 9^1 (2/^"') + «2 9^2 W^) + . • + «5 9'5 (y'^O = •

Hierzu ist nöthig und hinreichend, dass' die Functionswerthe der

letzten Gleichung sich aus denen der beiden ersten linear zusammen-

setzen, dass also für /= 1 , 2, ... 5 die Gleichungen bestehen:
.

(2) 9.- (?/<'") = ^ ^>i (2/^^ - '*) + ^ ^i iP^" ~ '0 •

Dies sind 5 Gleichungen, welche A, fi und die Coordinaten der drei

Punkte 2(P-^), y^P-^\ y^P\ also wegen f{y^P-'^) = 0, f {y^P'^') = 0,

f [yip)) = auch 5 Unbekannte enthalten. Dieselben kann man be-

kanntlich auch für ißP-'^ = Xi, yF-"^ = Vi, 2//'^' =^< durch die eine

Formel

:

! ^1 {x) (f^ (x) (p, {x) 9D4 [x) (P5 (x)

(3) 9^1 (y) 9'2 (2/) 9^3 (y) 9^4 (y) 9^5 (y)

fpx (z) 9^2 (^) 9'3 (2) 9'4 (^) 9^5 (2^)

ersetzen, welche aussagt, dass alle aus dem in Verticallinien ein-

geschlossenen Schema („Matrix'O ^er <p, zu bildenden dreigliedrigen

Determinante einzeln verschwinden sollen, und welche mit drei von

einander unabhängigen Gleichungen äquivalent ist. Man hat dann

die Frage zu beantworten, wie viele Werthsysteme x, y, z dies

System von Gleichungen und die Gleichungen f{x)-=0, f (y) = 0,

/ (2) = gleichzeitig befriedigen.**)

*) Im Falle p = 6 konnten wir ja auch noch einen der 4 Punkte z/W will-

kürlich annehmen.

**) Setzen wir zur Abkürzung qp,- (x) = a-
, qp,- (y) = b^

, qp,- (i) = c-
,

so ver-

schwinden alle Determinanten der Matrix (3\ wenn folgende drei Gleichungen

bestehen (vgl. die erste Anmerkung auf p. 691):

=
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Bezeichnen wir vorläufig die Zahl dieser Werthsysteme mit Z*),

so gibt es also zu p — 5 beliebigen Punkten noch Z Puuktetripel der

genannten Art; und im Ganzen gibt es oo^-^ Gruppen Gp-2, durch

welche noch je oo^ C„_3**) hindurchgehen. Diese Gruppen ver-

theilen sich nun in merkwürdiger Weise auf oop~^ Schaaren von je ein-

fach unendlich vielen Gruppen, d. h. ocp-^ Schaaren ^'^^2? von denen

jede zu allen Gruppen einer bestimmten Schaar yp^^^ residual ist, so

dass also alle Gruppen einer Schaar ff^^^_2 unter einander corresidual

sind. Man gelaugt zu diesem Resultate, ebenso wie zu dem entspre-

chenden für p = 6, mit Hülfe des auf p. 688 angegebenen Satzes über

Schaaren g^^^_ ^. Ist nämlich Vp irgend eine zu einer Gruppe Gp-2

residuale Gruppe, welche aus den Punkten .r'^^, x^^\ . . . cc^^^ bestehen

möge, so folgt zunächst aus jenem Satze, dass man durch je p — 1

dieser Punkte f/'i noch eine oo' -Schaar von C„__3 legen kann; und

deshalb müssen alle (p — l)-gliedrigen Unterdeterminanten der

folgenden p-gliedrigen Determinante verschwinden (vgl. p. 693):

^^^
<p, (a:(^)) <p, {xi^)) . . . cpp (x<^))

9^1 (a:(?)) (p^ (x^P^) . . . cpp (x^p))

Die hieraus entspringenden Gleichungen aber sagen eben aus, dass

man durch die p Punkte x''* der Gruppe Vp noch eine oc^ -Schaar von

Cn-^z legen kann; analog wie oben beweist man auch leicht die Um-
kehrung dieses Satzes. Das zuletzt erwähnte Gleichungssystem zeigt

sich äquivalent mit vier Bedingungen, d. h. man kann noch p — 4

Punkte einer Gruppe Tp willkürlich annehmen. Sind dann g), = 0,

<^2 = 0, 9D3 = 0, 9D4 = irgend vier Curven der durch die p — 4

'«.
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nun jeder Schaar 9^^^_^ eine Schaar ^j,^^) von Residualgruppen zugeord-

net ist, so gibt es auch ocp — ^ verschiedene Schaaren yp'''^\ was mit

obiger directen Abzahlung übereinstimmt; und letztere reihen sich in

Z' getrennte Systeme ein. Diese Zahl Z' stimmt insbesondere im Falle

jt) == 6 mit der Zahl Z üherein; und dadurch ist dieser Fall in der schon

oben angegebenen Weise ausgezeichnet (p. 694). Ist nämlich j9 = 6,

so gibt es nur eine endliche Zahl von Schaaren g _^ und nur eine

endliche Zahl von Schaaren yp*^^ und die Anzahl beider Schaaren

muss die gleiche sein, da aus einer Schaar g^^^_^ immer eine Schaar

*7p(^) eindeutig hervorgeht (ohne dass noch willkürliche Punkte in

Betracht kämen). Für p — 6 > dagegen ist zu solchem eindeutigen

Entsprechen je zweier Schaaren keine Veranlassung mehr.

Es sei schliesslich noch hervorgehoben, dass es Schaaren y/^^ und

g^^^—2 ^^^^' P ^^^^ ^^^^ überhaupt für p <C Q nicht geben kann; denn in

diesem Falle würde die Zahl p — 6 der beiderseitig noch vollkommen

willkürlich annehmbaren Punkte negativ werden, was keinen Sinn

hat. Man überzeugt sich hiervon übrigens auch leicht direct. Eine

Curve vom Geschlechte p = 5 nämlich kann (wenn sie nicht hyper-

elliptisch ist) nach p. 687 in eine {p -f 1)*", d. i. 6'^' Ordnung

mit ^ p {p — 3) == 5 Doppelpunkten transformirt werden; sollte es

auf dieser C^^ aber eine Gruppe G^ geben, durch welche noch oo'^ ad-

jungirte C^ {C„-s) hindurchgehen, so müssten alle diese C^ ausser den

5 Punkten der ö^ noch die 5 Doppelpunkte der C^, d. h. im Ganzen

10 Punkte gemein haben, was nicht möglich ist.

Nachdem so an einzelnen Beispielen der Begriff von „Special-

gruppen" erörtert und die Existenz solcher nachgewiesen ist, gehen

wir zur allgemeinen Untersuchung derselben über. Und zwar wollen

wir zunächst den sogenannten Riemann-Roch'schen Satz ableiten,

welcher sich auf die gegenseitigen Beziehungen solcher Gruppen be-

zieht (und den wir für Specialfälle auf p. 688 und 693 ausgesprochen

haben) und erst dann die Existenz solcher Gruppen durch Aufstellung

der betreffenden Bedingungsgleichungen allgemein nachweisen.

Wir gehen hier zunächst auf unsere früheren Untersuchungen

über Schnittpunktsysteme adjungirter C^-^ zurück, welche wir niit

dem wichtigen Satze abgebrochen haben (p. 437), dass eine q-fach

unendliche lineare Schaar gi^i'^ von Punktgruppen zu je Q Punkten immer

dann durch eine Schaar von adjungirten C„_3 ausgeschnitten werden

kann, wenn die Relationen erfüllt sind*):

*) Eine Schaar ö^' , für welche ^ == ö — p -f 1 , wird durch C„ _ g ausge-

schnitten, die durch R'=2p — 2 — n feste Punkte Gj^ gehen. Ist also Q<p — l
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(6) q'^Q - p -\-l, Oder Q — q<.p — \ .

Bei dem (in Folge gesonderter Betrachtung der verschiedenen

Specialfälle) etwas längeren Beweise gingen wir davon aus, dass der

Satz für q ==() jedenfalls richtig ist, und zeigten dann, dass er auch

für ^ = 1 gilt, indem wir (für Q ^p) auf einen Widerspruch stiessen,

der sich eben nur durch Annahme des genannten Satzös heben liess.

Die übrigen Fälle erledigten sich sodann, indem wir von einer Schaar

(I'q~^1 zu einer Schaar ^q(2) aufstiegen.

Es ist schon hervorgehoben worden, dass es sich für uns haupt-

sächlich um die Untersuchung sogenannter „Specialgruppen" handelt*),

d. h. Punktgruppen von solchen Eigenschaften, Avie sie in obigen

Beispielen gefordert wurden (p. 686). Allgemein wollen wir jetzt unter

einer „Speciahehaar" gg^i) eine ^-fach unendliche lineare Schaar von

Punktgruppen zu je Q Punkten verstehen, für welche:

(7) ? > ^ - /> + 1

,

d. h. aus welcher eine bestimmte Specialgruppe Gq^i'' erst durch An-

nahme von mehr als Q — /? + 1 beliebigen Punkten festgelegt wird.

Die auf einer C„ möglichen Specialschaaren sind nun keineswegs von

einander unabhängig; vielmehr lassen sie sich in merkwürdiger Weise

zu je zweien so gruppiren, dass aus einer gegebenen Schaar immer

eine andere abgeleitet werden kann, und umgekehrt, wie es in

obigen Beispielen der Fall war; und zwar geschieht dies zufolge des

Satzes:

Haben R Punkte Gr auf einer nicht zerfallenden Curve f vom Ge-

schlechte p eine solche specielle Lage^ dass die durch sie gehenden

adjungirten Curven (n — 3)*®'^ Ordnung noch eine q-fach unendliche

und q dennoch eine positive Zahl OO), so muss die Gruppe Gj^ von ganz be-

sonderem Charakter sein; sind dana'qpi = 0, (jp2 = zwei C^, _3 durch Gj^, so ist

xl eine algebraische Function, welche für 0, also für weniger als p, Punkte un-

endlich wird. Nach dem Satze des Textes kann aber auch umgekehrt jede algebraische

Function der letzteren Art in der Form '^^ dargestellt iverden. In dieser Form findet
fPz

sich der Satz auch bei Riemann, a. a. 0. §. 10. — Es sei hier noch ein Bei-

spiel für den Satz erwähnt. Zu 7 beliebigen Punkten einer Q wird man 2 wei-

tere (und zwar auf 3 verschiedene Arten nach p. 672 f) so bestimmen, dass durch

alle 9 noch oo' C^ gehen. Die 3 beweglichen Schnittpunkte bilden dann eine

Schaar g'^\ für welche die Bedingung (6) erfüllt ist; sie können daher auch

durch einen Geradenbüschel (C^_^== C^) ausgeschnitten werden. Letzterer er-

zeugt dann umgekehrt zusammen mit dem C3- Büschel die Q in Chasl es 'scher

Weise (p. 435).

*) Für das Fo£gendß vgl. Brill und Nöther: Math. Annalen, Bd 6, p. 280 fi".
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Schaar bilden (q eine ganze positive Zahl und > /? — 1 — R) , ivohei

sie die Schaar yq'^i^ ausschneiden (Q = 2 p — 2 — B), so gehört die

Gruppe Gr einer oo'' -Schaar an, für welche r=R— p-\-\-\-q=p — \

— Q -\- ^ , d^ß (ilso selbst wieder eine Specialschaar ist; d. h. durch jede

Gruppe Vq^'^^ der Schaar yo^i'^ geht noch eine ocf -Schaar von adjungirten

Curven (n — 3)*^' Ordnung hindurch, welche die Schaar ^yj('') aus-

schneidet.

Zum Beweise könnten wir wieder unter Benutzung von Determi-

nantensätzen denselben Weg einschlagen wie für den Fall R = p — 2,

r --=^ 1 , Q = p^ q = 2 auf p. 696; man gelangt aber auch unter

Benutzung des Satzes*) über Specialschaaren (p. 437 und 698) in

derselben Weise einfach zum Ziele, wie oben beim Falle q = r = \,

Q = R = p — 1 (p. 688) ; und zwar auf folgende Art.

Es sei eine Specialschaar gg'f^ gegeben, für die also die Unglei-

chung (7) befriedigt ist; und zwar sei

(8) q = Q-pJ^\J^r,

wo r irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, aber so, dass r</? — 1.

Wir fügen nun zu jeder Gruppe der Schaar gi/'i^ dieselben festliegen-

den (beliebig gewählten) r Punkte hinzu. Aus der gegebenen Schaar

entsteht dann eine andere gQ'^'^'\ wo

0'=Q-\-r, q' = q,

für welche also die Anzahl der willkürlichen Parameter sich nicht

vermehrt hat, wohl aber die Anzahl der Punkte in den einzelnen

Gruppen der Schaar. Wegen (8) ist nun

d. h. es ist für die Schaar Gq'^^"^ die Bedingung (6) erfüllt. Die

letztere Schaar kann daher durch ein System von adjungirten C_3
ausgeschnitten werden; und durch jede &ruppe Gq-^i") der Schaar geht

somit eine adjungirte C«_3. Da aber von den Q' Punkten der

Gruppe r völlig beliebig gewählt waren, so muss sich durch die

Q' — r = Punkte der betreffenden Gruppe 6'^/'?' noch mindestens

eine cx)'- Schaar von adjungirten Cn — a legen lassen, d. h. alle durch

die Gruppe Gq^'^'^ gehenden C„_3 der Art schneiden eine Schaar ^^'e)

aus, für welche R = 2p — 2 — Q und q mindestens = r, d. i.

nach (8):

(9) qSq +P~'^ ~ 0, also ^ /? — /) + 1 4- (7 .

*) Neben dem folgenden Beweise des Textes findet man a. a. 0. einen Beweis,

welcher sich durch Verallgemeinerung der Betrachtung auf p. 688 ergibt. — Auf

den früher in dem anderen Beispiele eingeschlagenen Beweisgang kommen wir in

dem weiterhin folgenden Abschnitte über das Verschwinden^ der 0-Function zurück.
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Aber es kann q auch nicht > r sein. Setzen wir nämlich q = M —
p -\- l -{- 7C, WO 71 y- q, so wird man von der Schaar ^^'e' zu einer

Schaar «7^<'*'durch ganz dieselbe Betrachtung geführt^ vermöge deren

wir soeben aus der Schaar gg'^t^ die Schaar gjf^"* ableiteten; so dass

analog der Relation (9) für % die Ungleichung resultirtc

:

(10) x>Q-p-^\^(,.
Nun sind aber beide Schaaren [gg'^'i^ und Qq'^'^^) zu einer beliebigen

Gruppe 6'ä^?' residual, wie aus unserer Construction der Schaaren

^Ä<'') und gc}''-^ unmittelbar erhellt; beide Schaaren müssen also die

gleiche Zahl willkürlicher Parameter enthalten (vgl. p. 434), und

somit folgt X = (7, also auch wegen (10) und (8): p = r. Dies Re-

sultat sprechen wir in folgendem Satze aus:

Legt man durch eine Gruppe Gq^^^ einer Speciahehaar g(^i'> auf der

Cn, für ivelche q durch (8) gegeben, d. h. q = Q — ^ -f- ^ ~h ^' ^^'> ^^'^^

adjungirte Curve {n — ^J-^^ Ordnung , so schneidet dieselbe die Cn noch

in 2p — 2 — Q = R Punkten, die ihrerseits, wenn man durch Gq^i'' alle

möglichen Cn — s der Art legt, eine Specialschaar gn^''^ von Gruppen Gr^^''>

bilden , für ivelche r den aus (8) sich ergebenden fVerth: r = B — p
-\- l -{- q besitzt.

Dies ist aber wieder, wie man sofort erkennt, der oben nur in

anderer Form ausgesprochene Rie mann-Roch 'sehe Satz*), durch

welchen die erwähnte paarweise Gruppirung der Specialschaaren ver-

mittelt wird; für je zivei derartig zusammengehörige Schaaren ^^'*) und
^Ä*'') haben ivir nach Htm die Relationen:

(11) Q + R = 2p-~2, Q-R = 2q — 2r.

Einige Beispiele mögen dazu dienen, den Sinn des Satzes noch

näher zu erläutern:

Ä) 65 mit einem Doppelpunkte : p = ö. Wir können hier eine

Specialschaar g^^'^^ durch adjungirte C2 ausschneiden ,. von denen jede

in dieselbe feste durch den Doppelpunkt gehende und eine beliebig

bewegliche Gerade zerfällt. Da Q = b und q = 2, so findet man aus

(11) R = 3, r = 1 , also eine ^3*^'; dieselbe entsteht, wenn die ad-

jungirte Cj in eine beliebige fes^e und eine bewegliche durch den

Doppelpunkt gehende Gerade zerfällt.

B) Cq mit zwei Doppelpunkten
; /? = 8. Wir können eine Special-

schaar ^p**^ = ^7*^* durch eine Schaar von C,, _3 ausschneiden, von

*) Er wurde in anderer Weise von Riemann für einige specielle Fälle ab-

geleitet: a. a. 0. und §. 5, Crelle's Journal, Bd. 54, und: Ueber das Verschwin-

den der Thetafunctionen , ib. Bd. 66; sodann von Roch allgemein bewiesen:

ib. Bd. 64, p. 372. Vgl. darüber den unten folgenden Abschnitt XI über das

Verschwinden der 0- Function.
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denen jede in eine feste durch einen Doppelpunkt gehende Gerade

zerfällt und in einen bewegliehen Kegelschnitt durch den andern

Doppelpunkt, welcher ausserdem durch 3 feste Punkte der C\ geht.

Für die zugehörige ^ä^') findet man R = 1 , r = 1 ; die 7 Punkte,

welche durch, eine beliebige C^ des erwähnten Büschels auf der Grund-

curve bestimmt werden, bilden also zusammen mit den 2 Doppel-

punkten der Cq ein System von 9 Punkten, durch die noch unendlich

viele Curven 3*" Ordnung hindurchgehen.*) — Eine Specialschaar

ff^ii) = ^g(2) erhält man, wenn die ausschneidenden C„ _ 3 aus einer festen

adjungirten Cj nnd einer beweglichen Geraden bestehen. Es wird für

die zugehörige Schaar B = 8, r = 3_, und die ^^*^* wird durch die

Gesammtheit der adjungirten C2 (zusammen mit einer festen Geraden)

ausgeschnitten.

C) C^ mit 2 Doppelpunkten, vgl. die Anmerkung auf p. 688.

D) C; mit 9 Doppelpunkten, vgl. p. 690 ff. —
Wir gehen jetzt dazu über, diejenigen Erörterungen allgemein

durchzuführen, welche uns bei der 6'^ mit 9 Doppelpunkten auf ge-

wisse Determinantensysteme führten; wir werden gleichzeitig auf die

' betreffenden Determinantensätze etwas eingehen. Auf die Bestimmung

der Anzahl von möglichen Specialschaaren (wie der Zahl Z im Bei-

spiele) legen wir dabei zunächst kein Gewicht weiter. Es kommt uns

vielmehr darauf an, gewisse Grenzen für die Zahlen Q, R, q, r fest-

zustellen, innerhalb deren die Aufsuchung der Specialschaaren noch

möglich sein kann. Die dazu nöthigen algebraischen üeberlegungen

bleiben dieselben, wenn man die adjungirten Cn—% durch adjungirte

Curven beliebiger Ordnung ersetzt. Wir behandeln daher sogleich

folgende allgemeinere Aufgabe:

Gegeben sei eine 00* -Schaar von adjungirten Curven: Man
soll auf f =0 R Punkte {Gr) so bestimmen , dass durch sie noch cx)«

Curven der gegebenen Schaar gehen.

Dies Problem führt natürlich ebenfalls auf das Verschwinden

einer Matrix, bez. der Unterdeterminanten einer solchen. Die 00'-

Schaar von Curven sei gegeben durch die Gleichung:

(12) Y = «t ^1 -f- «2 ^2 + • • • + ^' + 1 ^< + 1 = ^ 5

für sie bestehen die R Gleichungen:

( 13) Y (a;(^)) = , Y (a:(2)3 = , . . . Y (x^^^) = ,

wo gleichzeitig: f (a;(')) = 0, /" (x^^^) =0, . . . / (a;(«0 = 0. Die Glei-

chungen (13) sollen von den Verhältnissen der Parameter cci noch q

willkürlich lassen; es sind also zur Bestimmung dieser Verhältnisse

nur t — q verwendbar, oder mit andern Worten: aus je i — ^ + 1

*} Dies ist also wieder ein Beispiel für den schon auf p. 439 behandelten Fall.



Punktsysteme auf einer Curve. Abel'sche Integrale, 703

der Gleichungen (13) soll jede eine Folge der übrigen t — q sein.

Hieraus folgt aber entsprechend der Gleichung (5) die Bedingung,

dass sämmtliche {t — q -\- l)-gliedrige Determinanten des Schemas:

t, (a:<i)) t^2(^''0
• • • ^^ + i(^^'0

verschwinden müssen*); also z. B. alle Determinanten der Form:

(15) Da =

tr (^'^0
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SO wird Cik = il^i (x^''^) , wenn / oder A- einen der Werthe 1 bis / — q

annimmt, indem dann Diu versehwindet; und wenn man dem Index /

alle Werthe von 1 bis t -\- l , dem Index- k alle " Werthe von 1 bis B
beilegt, so bilden die Cik zufolge ihrer Zusammensetzung aus den -tp

und B*) ein System von Elementen, für welches al/c aus ihm zu

bildenden (l — ^ -f- 1 ) - gliedrigen Determinanten Null sind. Setzen

wir also voraus, dass auch die Determinanten

(IT)
J^t-q + l,i- q+i, ^t-q + 2,t -q + 2, ' - • Bt + l,t-q + 2,

Bt — q + l,R , Bt — q-\-2,R ,.../><+!,«
,

sämmtlich Null sind, wie wir es oben thaten, so stimmen wegen (16)

alle Elemente Cik bez. mit den iIji (a:^^)) überein, d. h. sie bilden wieder

das Schema (14); und es verschwinden daher auch alle {t — q -\- 1)-

gliedrigen Determinanten der t/^, q. e. d.

In dem Gleichungssysteme (14) sind also nur

(g + 1) (i? - / + q)

von einander unabhängige Gleichungen enthalten, nämlich z. ß. die-

jenigen, welche durch das Verschwinden der in (17) zusammengestellten

Determinanten Bik gegeben werden. Die gemeinsamen Lösungen der

letzteren geben also auch diejenigen des Systems (14), denn jedes

Werthsystem, welches die Determinanten (17) zum Verschwinden

bringt, genügt auch allen anderen aus (14) entspringenden Bedingun-

gen; davon hat man jedoch noch abzusondern alle Werthsysteme, für

welche Determinanten der Form B verschwinden.**) In den {q -\- \)

(B — t -{- q) Gleichungen kommen aber B Unbekannte vor: die Coor-

diuaten der Punkte x'^'^ welche ausserdem an die Gleichungen /'{x^'^)=
gebunden sind. Von diesen B Punkten kann man also auf /" noch

willkürlich annehmen:

(18) B-iq-{-l){B-l+q);
eine Zahl, welche jedenfalls nicht negativ werden darf. Bamit sich

also Gruppen von B Punkten auf f finden lassen, durch welche noch

eine <x>i-Schaar von Curven aus einer f^gebenen linearen ocf -Schaar

hindurchgehen, muss die Bedingung erfüllt sein:

(19) B'^{q-^\){B — t-[-q) .***)

*) Es folgt dies aus dem Determinanten -Multiplicationssatze; vgl. Crelle's

Journal, Bd. 97, p. 38.

**) Vgl. darüber die Beispiele in dem vierten Abschnitte dieser Abtheilung,

sowie die Anmerkung **) auf p. 695. Im Beispiele zeigen gleichzeitig, dass die

Zahl der übrig bleibenden Lösungen in Allgemeinen nicht Null ist.

***) So weit würden diese Betrachtungen auch für nicht adjungirte Curven-

eysteme gültig bleiben, vgl. den weiterhin folgenden Abschnitt über Schnitt-

punktsysteme (p. 757).
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Neben die Bedingung (19) stellt sich noch eine andere, wenn
man verlangt, dass die Gruppen Gr eine Schaar von bestimmter

Mannigfaltigkeit bilden sollen, die durch Curven bestimmter Ordnung
ausgeschnitten werden. Die Aufstellung dieser zweiten Bedingung ist

von besonderem Interesse, wenn die ^ von der {n — 3)*®'^ Ordnung
sind, und wenn die Gr selbst wieder eine Specialschaar gR^'^i bilden,

d. h. durch eine c»'- Schaar von adjungirten 6^„_3 ausschneidbar sein

sollen, indem dann die Zahlen r, R, q, Q durch den Riemann-
Roch 'sehen Satz unter einander verknüpft sind. Kehren wir z. B.

zu dem oben besprochenen Falle zurück (p. 694 und 697), wo wir

hatten, und wo in Uebereinstimmung mit (18) noch p ~ b Punkte
willkürlich auf /gewählt werden konnten, um eine Gruppe Gn== Gp -2
zu finden, durch die noch 00^ Cn---ä gehen. Soll hier dann weiter die

Gruppe Gr einer cc^- (d. i. oo"-) Schaar g^^'^^^ angehören, so haben

wir noch die zweite Bedingung: p — 5 ^ 1 ; und die (weiterhin mit x

bezeichnete) Zahl p — 6 ist die Zahl der beliebig wählbaren Punkte,

wenn man eine Schaar q^^^
„ finden will.

Ebenso erledigt sich nun allgemein unser ursprüngliches , die C„ _ 3

betreffendes Problem, nämlich die Bestimmung der Specialschaaren (7^('"'.

Wir wollen dabei voraussetzen, dass^=jö— 1 ist, d. h. dass die

Curven der Schaar (12) keiner anderen Bedingung genügen, als der,

von der (w — 3)*«" Ordnung und zu / adjungirt zu sein. Die Deter-

minanten (15) oder (17) werden in diesem Falle {p — <^)
- gliedrige,

und von den R Punkten, welche in den aus (14) entspringenden Glei-

chungen vorkommen, sind nach (18) noch

7?-(ry+l)(i?-f^-p+ l)

willkürlich annehmbar. Damit wir auf eine Schaar ^ä(') kommen,
darf diese Zahl aber nicht nur nicht negativ werden, sondern auch nicht

unter r herabsinken. Da nun wegen (11) R — p -\- l = r — q ist, so

tiitt an Stelle von (19) für Specialgruppen Gr^'''> die Relation:

(20) B^(g^i)r^r,
und hieraus folgt, wieder in Rücksicht auf (11):

(21) ij > L(rjtp_±l)= 1 -j- r

oder auch, wenn man aus (20) R mittelst (11) eliminirt:

(22) p^(r+l)(^+l).
Die Differenzen der linken und rechten* Seiten dieser Ungleichungen

:

(23) r= R—{q-^l)r-r= R{r+])~r{r-{-p— l)=p— (q-{-l){r-\--[)

C leb 8 eil , Vorlesungen. 4",
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geben die Anzahl der nocli willkürlich annehmbaren Punkte einer

Gruppe G'it an, welche, nachdem r willkürliche Punkte fest gewählt

sind, aus einem oo*- Systeme von oo'' - Schaaren ö'/f''\ die alle den

gegebenen Bedingungen genügen, eine endliche Anzahl solcher

Schaaren ^^^''^ ausscheiden. Diese Zahl t kann nun selbstverständ-

lich beliebig klein werden; ist sie gleich Null, so gibt es nur eine

endliche Zahl von Schaaren ^ä^'"' auf der Cn, wie in dem oben be-

trachteten Beispiele für jö = 6. PVird sie dagegen negativ, so ist das

Problem nicht lösbar (p. 698).

Jeder Schaar ^ä'') von corresidualen Gruppen Gr entspricht nun

nach dem Riemann-Roch 'sehen Satze eine ebensolche gQ^i^ und

umgekehrt, und zw-ar so, dass jede Gruppe der einen Schaar zu jeder

Gruppe der andern residual ist; die Zahlen Q, q bestimmen sich dabei

aus R, r vermöge der Gleichungen "(11). Die c»* Schaaren ^/j(') haben

die Eigenschaft, dass keine mit einer anderen von ihnen eine vollständige

Gruppe Gr^'"^ gemein hat (da irgend eine Gruppe die Schaar, welcher

sie angehört, nach dem Restsatze vollständig und eindeutig bestimmt)

;

Gleiches gilt von den Schaaren ö'ö^*^ deren es natürlich auch

cx)* gibt.

Der Fall t = ist nun für das Folgende von besonderem Inte-

resse. Für denselben findet man aus den Gleichungen (13) bez. (14),

oder aus dem Verschwinden der Determinanten Du,, zu r gegebenen

Punkten eine endliche Anzahl Z von Gruppen zu je R — r = r{^-\-V)

Punkten, von denen dann jede mit den r Punkten zusammen eine

Gruppe Gr^''^ bildet, und aus denen durch Bewegung der r Punkte Z
verschiedene Schaaren ^ä^'") entstehen.*) Diese Schaaren haben nichts

mit einander gemein, können auch nicht durch unendlich kleine Ver-

änderungen (continuirlich) in einander übergeführt werden. Denselben

sind ferner ebensoviele Schaaren von Gruppen Gq^^^ auf f= als

Residuen eindeutig zugeordnet, und umgekehrt (vgl. obiges Beispiel,

p. 697 f.). Die Aufsuchung der Schaaren ^^(^) führt somit auf eine

Gleichung desselben Grades, wie die der ^ä^'"'; die Anzahl der Lösungen

ist für beide Probleme gleich gross, und die Lösungen der beiden Glei-

chungen gehen eindeutig aus einander hervor, wenngleich die Pro-

bleme vom algebraischen Standpunkte als völlig verschiedene er-

scheinen.

Ist dagegen % von Null verschieden, so findet ein derartiges Ent-

sprechen zweier bestimmten Probleme nicht mehr statt (vgl. das Beispiel

*) D. h. die Bestimmung dieser Schaaren hängt von einer Gleichung Z^e»

Grades ab. Allgemein angeben kayn man die Zahl Z bisher nicht; für den Fall

lt = t — q-{-\ ist der Werth von Z bei Brill und Nöther a. a. 0. ohne Be-

weis mitgetheilt.
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p. 698). Existirt nämlich auch eine endliche Anzahl von Gruppen
6^y?('"' zu r -{- t beliebig gegebenen Punkten, so führen diese nach dem
Riemann-Roch'schen Satze auf Gruppen G^J'^'i, welche zwar q, aber

keine g -{- r Punkte gemein haben können. Nimmt man demnach

g -\- t Punkte beliebig an und sucht die ihnen zugehörigen Gruppen

Gq'^^> (d. h. die ergänzenden Gruppen von je Q — q Punkten), so sind

sie zwar in endlicher, jedoch von jener Zahl verschiedener Anzahl

vorhanden. Wohl aber existiren, wie schon bemerkt, zu gegebenen

r Punkten oo* Lösungen für die Bestimmung von Gruppen C^j?*'"',

welchen zu beliebig gegebeneu g Punkten og* Lösungen für die Be-

stimmung von Gruppen Gq^i"» eindeutig entsprechen.

Beim Beginne unserer Untersuchungen über Specialgruppen

hatten wir nach solchen ^e^^f/fach unendlichen Schaaren gefragt, für

welche die Zahl R der beweglichen Punkte eine möglichst kleine ist

(vgl. p. 690). Unsere Bedingung (21) p. 705 erlaubt uns nunmehr,

sofort für r == 2 den kleinsten Werth anzugeben , welchen R an-

nehmen kann. Nach derselben muss nämlich

3ä^2 (jö+3)

sein. Ist also ;) = 37r, wo % eine positive ganze Zahl bedeutet, so

haben wir als kleinsten Werth von R für r = 2:

i? = 2 (;r + 1) = /> — JT + 2
;

und dieser Werth erfüllt auch noch iüx p = d tc -\- 1 und p = ^7C -j- 2

die gestellte Bedingung. Die Gleichungen (20), (21) oder (22) erlau-

ben aber überhaupt, die Minimalwerthe der Zahl R von Punkten an-

zugeben, für welche eine Specialgruppe Gr^'''> hei gegebenem r auf

f = bestehen kann; nach (11) erhält man so gleichzeitig die

Maximalwerthe für die Anzahl Q der die Residualgruppen bildenden

Punkte. Die sich ergebenden Zahlen sind für r= 1, 2, 3 in der

folgenden Tabelle zusammengestellt, welche man leicht beliebig fort-

setzt; in ihr enthält die vorletzte Colonne noch die durch (23) deü-

nirte Zahl t für die Mannigfaltigkeit der zusammengehörigen Schaaren

g/i'^''^ und ^ß*^>, eine Zahl, welche nie negativ werden darf. Aus
letzterer Bemerkung findet man nach (22) oder (23) die kleinsten

Werthe von p, für welche die betreffende Specialschaar möglich ist,

und welche in der letzten Colonne angegeben sind. Sollen ganze

Zahlen für R, u. s. w. zum Vorscheine kommen, so muss man auf

die Natur der Zahl p Rücksicht nehmen. Es sei 7t eine ganze positive

Zahl, dann findet man:

46<
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für p =



Punktsysteme auf einer Curve, Abersche Integrale. 709

früher eingehend behandelte Beispiel für p = 6 verwiesen. Für das-

selbe nämlich ist durch vorstehende Determinantensätze der oben noch

fehlende Beweis der Existenz von Schaaren g^'-^^ und 'y^J^^ auf einer C^

mit 9 Doppelpunkten erbracht.*)

III. Die Transformation auf Normalcurven. — Moduln.

Kehren wir jetzt wieder zu dem Falle r = 2 zurück, welcher ja

für die eindeutige Tr9,nsformation der Grundcurve von besonderer

Wichtigkeit ist. In der That können wir nach unseren früheren Aus-

führungen (p. 690) unter Berücksichtigung der zu r = 2 gehörigen

und in der Tabelle angegebenen Minimalwerthe von R sofort folgenden

Satz aussprechen:

Die Curve niedrigster Ordnung (Normalcurve) , in welche eine all-

gemeine Curve vom Geschleckte p eindeutig transformirt werden kann,

ist von der Ordnung p — n -\-2, wenn die Zahl p von der Form Stt,

3jt-(- 1, 3:7r-f-2 ist, oder — was dasselbe ist — bez. von der Ordnung

2 TT -|- 2, 2 7t -{- 3, 2 ;r -f- 4; und da ihr Geschlecht ebenfalls gleich p
sein muss, besitzt diese Normalcurve ^ [p — n -\- l) {p — n) — p oder

bez. 2 7t{n -\), 2%^, 2^^ + 271-^-1 Doppelpunkte.'*'^)

*) Für specielle Curven vom Geschlechte p können jedoch auch noch andere

Specialschaaren existiren, als die in der Tabelle aufgeführten, z. B. bei den

hyperelliptischen Curven.

**) Diese Normalcurven sind von Brill und Nöther a. a. 0. angegeben. —
Schon in der Anmerkung auf p. 693 wurde bei einem Beispiele hervorgehoben,

dass die Normalcurven Riemann's (§. 13 in dessen Theorie der Abel'schen

Functionen) von diesen wesentlich verschieden sind. Bei Riemann nämlich

kommt es darauf an, in einer Gleichung F{x, y) = , welche vom nM^ Grade

in den x, vom «ten Grade in den y ist, die Zahlen m, n einzeln durch eindeutige

Transformation möglichst zu erniedrigen, oder mit anderen Worten, zwei von

ib ib
einander verschiedene algebraische Functionen -- und -v zu finden, welche in

möglichst wenig Punkten Null und unendlich werden. Man hat also zwei

Curvenbüschel

:

(a) 1/, 4- ;i jj
= und t/»' + jt ;(;' =

zu suchen, welche in möglichst wenig beweglichen Punkten schneiden, d. h.

welche auf /'=0 zwei Schaaren g^^^ bestimmen, für die R den in der Tabelle

angegebenen Minimalwerth hat: R = p — n -\- i für p = 2 tt oder p = 2 n -{- l.

Die zu benutzenden Transformationscurven

:

iß) ^i^X + ^2X'^' -h o^sXX =^
schneiden f= dann noch in 2 p — 2 « -f- 2 beweglichen Punkten. Den Grup-

pen von je Q = p -\- Jc — 3 Basispunkten der Büschel (a) entspricht je ein

(p -\- 71 — 3)-facher Punkt der neuen Curve. Wir erhalten also (in Ueberein-

stimmung mit Riemann):
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Den genannten drei Fällen entsprechend hat man zur Wahl der

Schaar von Transformationscurven in Rücksicht auf die Werthe von
T bei r = 2 keinen , einen oder zwei Parameter zur Verfügung. Die
Werthe von Q und q, welche dem Werthe ß = p -{- n — 2 entspre-

chen, erlauben daher den vorstehenden Satz auch in folgender Form
auszusprechen:

Für p = ^TC, 3 TT + 1 oder 3 jr -f- 2 kann man zu einer Special-

gruppe von p -\- 7t ~ 4 oder bez. Atc— 4, 47t~3, 4% — 2 Punkten,

durch ivelche noch zweifach unendlich viele adjungirte Curven (n — 3)*er

Ordnung hindurchgehen, und von dejien bez. n —^
\ , n, 7t -\- 1 willkür-

lich angenommen werden dürfen, noch ^{^p — 7t -\- X) ip — n') p oder

bez. 2% {% — 1), 2 TT-, 2 Tt"^ -\- 2 71 -\- \ Punktepaare finden, welche zu-

sammen mit jenen p -\- 7t — 4 Punkten eine Specialgruppe von bez.

2 7t{7i-\-\) — 4, 2 7t(n-\-2) — ?>, 2 7c (7t 4- 3) — 1 Punkten bilden,

durch welche noch einfach unendlich viele Gurren der Art zu
legen sind.

Man erhält so für die niedrigsten Zahlen von p genauer aufgezählt

folgende Normalcurven ; ein Vergleich mit der oben (p. 689) mitgetheilten

Tabelle für Curven {p -{- 1)*" Ordnung zeigt, wie in der That für

p > 6 hier Curven niedrigerer Ordnung erhalten werden. Man findet

für p = 3 , 7t =1 : Curven 4'^^^ Ordnung mit Doppelpunkten

p = 4,
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existiren, als auf einer allgemeinen Curve des betreffenden Geschlechts

möglich ist.

Durch specielle Werthe dieser schon oben erwähnten (p. 685)

gewöhnlich als Moduln bezeichneten Constanten (deren Anzahl wir

sogleich noch bestimmen werden) kann aber auch die Transformation

einer €„ f (x) = vom Geschlechte p in die zugehörige Normalcurve

mittelst adjungirter C^-'ä überhaupt unmöglich gemacht werden.

Wenn nämlich auf / je zwei Punkte einander derart zugeordnet sind,

dass (wie dies z. B bei Curven 5*'"' Ordnung mit einem 3 -fachen Punkte

der Fall ist) alle adjungirten Cn-5, welche durch einen beliebigen

Punkt gehen, damit von selbst durch einen oder mehrere diesem

zugeordnete Punkte gehen, so wird die eindeutige Umkehrung der

Transformationsformeln Qiji = (pi{x) auch mit Hülfe von /" = in

der Weise unmöglich, dass sich die Variabein x durch die y nicht

mehr rational, sondern nur noch mit Hülfe von Wurzelzeichen (oder

überhaupt von Irrationalitäten) ausdrücken lassen ; und das Entsprechen

hört dann auf eindeutig zu sein. Man überzeugt sich indess leicht

davon, dass höhere Irrationalitäten als Quadratwurzeln bei der Benutzung

von adjungirten C„_3 als Transformationscurven nicht vorkommen

können. Sollten nämlich jedem belicbiff gegebenen Punkte A auf f

etwa J Punkte in der Weise entsprechen können, dass alle adjungirten

Cn-3 durch J auch durch diese > Punkte hindurchgingen, so würde

man , da eine solche Curve i?
— 1 Bestimmungsstücke besitzt, durch

Annahme von p — ^ beliebigen Punkten im Ganzen schon {J + 1)

. (p _ 1) Schnittpunkte der Curve festgelegt haben, während dieselbe

/ nur in 2p — 2 beweglichen Punkten trifft. Daher ist J höchstens

gleich 1.

In der angegebenen Weise kann also höchstens ein weiterer Punkt

der C„ durch einen gegebenen mit bestimmt sein.*) Da es nun einfach

unendlich viele Punkte auf der Curve gibt, so ist eine Curve dieser

speciellen Natur dadurch charakterisirt, dass sie eine g^^^^ besitzt. Für

dieselbe bleibt der Satz gültig, dass /? — 1 Schnittpunkte einer ad-

jungirten Cn-z durch die p—\ übrigen bestimmt sind; aber jetzt

hängt schon jeder einzelne jener ersteren Punkte von einem ganz

bestimmten der letzteren ab, und umgekehrt. Man kann also p — 3

Punkte beliebig annehmen ; durch sie und die zugehörigen /> — 3

Punkte geht noch ein Büschel von .adjungirten (7„_3; welche auf/*

jene ^./^* ausschneiden. Eine einzelne Gruppe 6^./^) (= Gr^''^) dieser

Schaar bildet dann nach dem Riemann-Roch'schen Satze das

System der Basispunkte von oo^-^ adjungirten C^^^, welche die

residuale Schaar g^^-Jl {= gq'^^) auf/ ausschneiden, während durch

*) Vgl. Brill und Not her, a. a. 0. p. 286.
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zwei beliebige Punkte von f nur noch oop~^ solche Curven hindurch-

gehen. Ein Beispiel für derartige Vorkommnisse bieten die Curven
^ter Ordnung mit einem {n — 2) -fachen Punkte (also vom Geschlechte

n — 2); in der That zerfällt hier jede adjungirte C„_3 in n — 3

durch den (n — 2) -fachen Punkt gehende Gerade. Eine bewegliche

Linie dieses Strahlbüschels stellt also zusammen mit n — 4 festen Ge-

raden desselben eine co'-Schaar von C„ _ 3 dar, welche f in nur zwei

beweglichen Punkten treffen. Die hier gemeinten Curven werden ge-

wöhnlich hyperdlif)tische genannt.*)

Es gilt aber auch umgekehrt der Satz, dass jede Cn vom Ge-

schlechte p, auf welcher eine Specialsrhaar <72*" existirt, in eine Curve

{p -\- 2)"^'' Ordnung mit einem p-fachen Punkte eindeutig transformirt

werden kann; eine jede Curve mit einer Schaar ^2'^^ werden wir

daher als hyperelliptische bezeichnen. Die genannte Transformation

geschieht vermittelst einer oo^-Schaar adjungirter C^,t_2, welche

durch n -\- p — 4 beliebige feste Punkte der d gehen und also

letztere in der That noch in /? -f- ^ beweglichen Punkten treffen. Um
auf der neuen Curve 6'^-f2 einen jo- fachen Punkt zu erzeugen, hat

man von den n -\- p — 4 festen Punkten auf der Cn n — p in die

Schnittpunkte einer beliebigen Geraden w^ = mit /= zu- legen

und die übrigen 2p — 4 so zu wählen, dass durch sie noch ein Bü-

schel von C„_3 : 9?, -{- Xq^2 ^^ ^} ^^^ ^i^ ^2^^^ ausschneidet, in der ge-

schilderten Weise hindurchgeht. Bedient man sich dann der Trans-

formationsformeln

wo r/^ = eine beliebige durch die genannten n -\- p — 2 Punkte

gehende €„ — 2 darstellt, so schneidet der Büschel Vx -\- ^yi=^ die

resultirende C;, + 2 nur in zwei beweglichen Punkten, indem er auf

ihr die charakteristische ^/j'^' bestimmt, d. h. der Punkt ?/j = 0, y^ ==

ist in der That p-facher Punkt der Curve ^^+ 2-
—

Die Bestimmung der Anzahl der für eine Curve charakteristischen

Constanlen, der Moduln, kann nun im Anschlüsse an unsere Bestim-

mung der Normalcurven niedrigster Ordnung geschehen (vgl. p. 685).

Wir nehmen zuerst an, dass das Geschlecht p durch 3 theilbar, also

p = ?> 71 sei; dann ist die zugehörige Normalcurve von der Ordnung

2 71 -\- 2 und hat 2 71 {71 — 1) Doppelpunkte, d. h. sie hängt von

*) Der Name ist dadurch begründet, dass für diese Curven die hyperellip-

tischen Integrale, (vgl. den Abschnitt VI. dieser Abtheilung) eine ähnliche Bedeu-

tung haben, wie die elliptischen Integrale für die Curven vom Geschlechte p = 1.

Auch am Schlüsse dieses Abschnittes kommen wir auf die hyperelliptischen Cur-

ven zurück; vgl. ausserdem den Abschnitt über die Curven vom Geschlechte p= 2.
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(TT + 1) (2 TT + 5) - 2-7C (;t — 1) = 9 ;r H- 5

Constaiiten ab. Von letzteren kann man aber durch lineare Trans-

formation noch acht zerstören, so dass nur

. 9;t — 3 = 3/) - 3

Constante übrig bleiben. Eine weitere Reduction dieser Zahl durch

besondere Wahl der willkürlichen tc — 1 Punkte, welche bei der

Transformation unserer Curve C„ vom Geschlechte 3 :7t in die Normal-

form (auf derselben liegend) als Basispunkte für die Transformations-

curven (?? — 3)*" Ordnung dienen, ist nicht möglich. Zwei verschie-

dene solche Gruppen Gn^i nämlich geben zu zwei Schaaren von
adjungirten C^-s Veranlassung, welche auf der C„ dieselbe Schaar

^^1+2 ausschneiden (da es nur eine endliche Anzahl von Schaaren

ff2n+2 E^^^f indem t = 0) und sind daher vollkommen äquivalent in

Bezug auf die Curve /"= 0. Sind also zwei solche Transformationen

durch die Gleichungen

gegeben, so führen dieselben auf die gleiche Normalcurve F (y) = 0.

Durch andere Wahl jener n — l Basispunkte auf der C„ erreicht man
also nur, dass eine andere oc^- Schaar von adjungirten C„^3 in eine

Schaar von Geraden (und eine zu F= adjungirte feste C2n-i) über-

geführt wird, ohne jedoch die Gleichung F=0 selbst zu ändern.

Ganz analog gestaltet sich nun- die Betrachtung für p = 3 tc -{- l

und /> = 3 TT -)- 2. Im ersteren Falle hat man r = 1, und demgemäss
kann die Transformation in die Normalcurve noch auf einfach unend-
lich viele verschiedene Arten geschehen, so dass man durch specielle

Wahl der willkürlichen n Punkte noch eine Constante der resultiren-

den Gleichung F = zerstören kann. Die Zahl der bleibenden .Con-

stanten ist also gleich

|(2 7r + 3)(2;r + 6)-2ji;2_8-l=9;r = 3p — 3.

In der That ist auch evident, dass zwei verschiedene Normal-
curven F {y) = 0, welche aus derselben C„ abgeleitet sind, nicht durch
lineare Transformation aus einander entstehen können, so dass man
wieder (wie vorhin) wegen der linearen Transformationen die Zahl
der Constanten um 8 zu verringern hat. Sind nämlich aus f=0
zwei Curven F == , F' = bez. durch die Substitutionen:

Qyi = (fi {^) , QVi = tpi {x)

entstanden und sollen F und F' linear in einander transformirbar

sein, so würde man setzen können:
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Die Curven g),' also würden derselben cxs^-Schaar angehören wie die

q)i , und ihnen daher auch dieselben Punkte von /= gemeinsam

sein; beide Transformationen würden sich somit nicht von einander

unterscheiden. Ganz ebenso findet man endlich für p = 3 7t -\- 2 die

Zahl der Constanten gleich

(:t + 2)(2;r + 7) - (2;r2 + 2 :r + 1) — 8 - 2 = 9;r + 3 = 3/? — 3.

J)ie Anzahl der Moduln einer Cvrve vom Geschlechte p, d. i. der

für letztere gegenüber eindevtigen Transformationen charakteristischen

Constanten, ist sonach gleich 3p — 3.*)

Die Moduln spielen also bei den eindeutigen Transformationen

dieselbe Rolle, wie die absoluten Invarianten bei den Collineationen. **)

In analoger Weise wie die letzteren kann man aber auch erstere als

Fujuctionen von Doppelverhältnissen auffassen, oder auch geradezu

gewisse Doppelverhältnisse als Moduln bezeichnen, wenn man (wie es

meist geschieht) kein Gewicht darauf legt, die Moduln als rationale

Functionen der Coefficienten von f darzustellen. J¥an kann nämlich

als Moduln alle nur von den Coefficienten der Gleichung f == abhän-

genden Parameter ansehen^ iveiche , durch einen gewissen genau vor-

geschriebenen algebraischen Process gebildet, ihren TVerth nicht ändern,

wenn man sie andererseits durch denselben Process aus den Coefficienten

der Irans, ormirten Curve zusammensetzt, oder — falls sie, wie z. B. ein

Doppelverhältniss , irrationale Functionen der Coefficienten sind — doch

7iur in eine endliche Anzahl davon verschiedener Werthe übergehen

können. Je nach der Art der anzuwendenden algebraischen Operation

wird man verschiedene Systeme von Grössen als Moduln erhalten;

um dieselben insbesondere durch Doppelverhältnisse darzustellen, wird

man am einfachsten ein zu der Curve gehöriges binäres Werthgebiet

aufsuchen, welchem bei der transformirten Curve ein ebensolches

Werthgebiet eindeutig zugeordnet ist. Diese binären Werthgebiete

sind dann projectivisch auf einander bezogen***); die aus entsprechen-

den Elementen derselben zu bildenden Doppelverhältnisse sind also

einander gleich und liefern die Moduln. Am passendsten geht man

dabei von adjungirten Curven {n — 3)*®' Ordnung aus; denn wir

haben gesehen , dass den Schnittpunktsystemen derselben mit / ==

wieder Punktsysteme auf der neuen Curve v*«' Ordnung entsprechen,

*) Die Zahl 3 p — 3 ist von Riemann zuerst angegeben; a. a. 0. §. 12. —
Die Fälle p == 0, 1 sind ausgenommen. Für p = 2 ist die Zahl indess noch rich-

tig, während sie für hyperelliptische Curven sonst nicht mehr gilt (p. 717). üeber-

haupt ist die Zahl kleiner als 3 p — 3 für jede Curve, auf der andere Special-

schaaren existiren, als in obiger Tabelle vorkommen.

**) Vgl. p. 249 und p. 267.

***) Vgl. p. 435, Anmerkung.
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welche durch adjun^irte Curven (v — 3)*" Ordnung ausgeschnitten

werden. In einem Büschel von adjungirten ^„_3, deren p — 2 Basis-

punkte beliebig auf /=0 liegen, gibt es nun nach früheren

Formeln 4p - 2 berührende Curven (p. 40 H; und ihnen sind in dem

entsprechenden Büschel von Cv 3 ebensoviele F berührende Curven

zugeordnet.*) Das System der 4/? — 2 Tangenten dieser Curven

in einem Basispunkte des ersteren Büschels ist daher projectivisch

zu dem Systeme der Ap — 2 Tangenten der entsprechenden Curven

in letzterem Büschel; und die Ap — b absoluten Invarianten der

betreffenden binären Formen, d. h. die Ap — b Doppelverhältnisse

beider Tangentensysteuie, sind einander gleich. Diese Doppelver-

hältnisse hängen aber noch von den Coordinaten der p — 2 beliebig

auf f= gewählten Basispunkte ab; durch Elimination derselben

müssen sich daher nach der obigen Abzahlung 3 p — 3 von einander

unabhängige Functionen jener Ap — 5 Doppelverhältnisse bilden

lassen, welche nur noch von den Coefficienten der Grundcurve ab-

hängen und als Moduln aufzufassen sind.**) Letzteres erkennt man
auch daraus, dass sich bei specieller Wahl jener p — 2 Punkte in

der That direct 3 p — 3 von einander unabhängige Doppelverhältnisse

ergeben, und zwar in "folgender Weise.

In der cx^p — ^
- Schaar von adjungirten Cn-s gibt es nach p. 461

p{2p-2-{-ip-l)p-(p-\)} = ip-l)p{p-i-l)

Curven, welche die C„ (7? — 1)- punktig berühren (/? -punktig treffen);

diese €„ — 3 sind also durch die C„ mit gegeben und hängen nur von

den Coefficienten der letzteren ab. Die p — 2 übrigen Schnittpunkte

einer solchen C„_3 wählen wir nun zu Basispunkten unseres Curven-

büschels. Von den Ap — 2 berührenden Curven des letzteren fallen

jetzt p — 1 in die eine (p — 1) -punktig berührende Curve zu-

sammen; und es sind noch 3j) — 1 einfach berührende C„_3 in dem
Büschel enthalten: die Tangenten dieser €„-3 tind jener ausgezeichne-

ten Berührungscurve in einem Basispunkte des Büschels stellen dann

eine binäre Form (3p)*«' Ordnung vor, für welche die 3p — 3 zu-

gehörigen Doppelverhältnisse nunmehr allein von den Coefficienten

der Grundcurve abhängen.***) Diese Doppelverhältnisse kann man

*) An der Zahl ip — 2 sind hier wegen etwaiger Rückkehrpunkte von f keine

ßeductionen anzubringen; vgl. die Bemerkungen auf p. 666,

**) Diese Bestimmungsweise der Moduln gab Riemann a. a. 0.; die zuletzt

im Texte berührte Frage wird hier auf transcendentem Wege erledigt.

***) Diese Bestimmungsweise der Moduln ist auch von Weierstrass ange-

wandt; vgl. Brill und Nöther a. a. 0. p. 302. Man findet daselbst auch noch
verschiedene andere Bestimmungsweisen angegeben.
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daher als Moduln auffassen, vorausgesetzt, dass dieselben im. All-

gemeinen von einander unabhängig sind. Dass letzteres aber in der

That der Fall ist*), beweist man, indem man zeigt, dass umgekehrt

äxirch die Werlhe dieser 3 /) — 3 Parameter eine Ciirve bis auf solche

Curven, die aus ihr durch eindeutige Transformation entstehen, endlich

vieldeutig bestimmt ist, und zwar in folgender Weise.**) Statt einer

C„ vom Geschlechte p können wir eine Cpj^i mit ^p (p — 3) Doppel-

punkten der Betrachtung zu Grunde legen; dieser kann man ferner,

ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, die Eigenschaft beilegen

einen Punkt zu besitzen, in welchem sie von einer Geraden {p - 1)-

punktig berührt wird; denn um eine solche Curve aus einer all-

gemeinen Cn zu erhalten, hat man das Netz der Transformations-

curven nur so zu wählen, dass dasselbe eine der (p — 1) -punktig

berührenden C„_3 enthält. Die (p — 1) -punktig berührende Gerade

wird dann die Cp+[ noch in einem weiteren Punkte P schneiden,

von welchem aus man noch 3 p — 1 Tangenten an die Cp^i legen

kann. Die Doppelverhältnisse der so bestimmten 3jö Geraden sind

die von uns zu untersuchenden Parameter. Dieselben betrachten wir

nun umgekehrt als völlig beliebig gegeben ; alsdann kann eine Cp + 1,

zu der sie als Moduln gehören, immer in folgender Weise gefunden

werden. Wir nehmen einen beliebigen Punkt P an und legen durch

ihn drei beliebige Gerade, dann kann man durch P noch 3 p — 3

andere Gerade legen, welche mit jenen drei die gegebenen dp — 3

Doppelverhältnisse bilden. Legen wir nun einer Cp^i die Bedin-

gungen auf, durch P zu gehen, ^ p {p — 3) Doppelpunkte zu haben,

die 3/7 genannten Geraden zu berühren und zwar eine unter diesen

(p — l)-punktig, so ist die Zahl der für die C^+i noch verfügbaren

Constanten gleich

^(P + ^){p-\-^)- \P (p - 3) - (4p - 2) - 1 = 3 .

Sei aber F' = die Gleichung einer beliebigen Curve, welche diesen

Bedingungen genügt, und seien a;j == 0, x^==: die Coordinaten des

*) Sollte es in besonderen Fällen anders sein, so hat man also eben einigen

der Moduln specielle Werthe beigelegt, indem dann für die entsprechende, durch

die 3 p Tangenten in einem Basispunkte dargestellte binäre Form gewisse In-

variantenrelationen erfüllt sind. Diese Relationen können durch besondere

Werthe absoluter Invarianten (d. i. Verschwinden von Invarianten) gegeben wer-

den, oder auch durch identisches Verschwinden von Covarianten. Durch letzteres

Vorkommniss werden im Allgemeinen wieder Relationen zwischen Doppelverhält-

nissen angezeigt, so dass man beide Fälle umfasst, wenn man nur die Doppel-

verhältnisse (also irrationale Parameter) betrachtet; man verzichtet damit jedoch

zunächst auf rationale Darstellung der Moduln durch die Coefficienten der Cn.

"*) Vgl. Cayley: Proceedings of the London Math. Society, vol. 1.
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Punktes /*, so werden unsere Bedingungen auch noch durch jede

Curve F =0 erfüllt , welche aus i^' = durch die lineare Trans-

formation *)

entsteht; und diese Curve F=0 enthält drei willkürliche Constanten

a, , «2, «3. Daraus folgt, dass alle Curven, welche jenen Bedingungen

genügen, aus einer endlichen Zahl von Curven F' = durch lineare

Transformation müssen abgeleitet werden können. Hiermit ist also

erstens gezeigt, dass die oben als Moduln eingeführten dp — 3 Boppel-

verhältnisse von einander unabhängig sind, gleichzeitig aber auch^ dass

diese 3j9 — 3 Moduln umgekehrt eine „Klasse^^ von Curven des Ge-

schlechtes p bestimmen, wenn wir mit Riemann zu einer Klasse alle

diejenigen Curven rechnen, welche eindeutig in einander übergeführt

werden können. —
Es sei schliesslich noch erwähnt, wie diese Bestimmung der

Moduln bei den hyperelliptischen Curven (p. 712), d. i. bei den

Curven mit einer Specialschaar g^^^^, modificirt wird. Irgend ein

Büschel von adjungirten C„_3 durch p — 2 Punkte von /" geht noch

durch p — 2 weitere feste Punkte von /"; und in demselben gibt es

nur 2 (2 -\- p — ]) = 2 p -{- 2 berührende Curven. Da nun sämmt-

liche construirbaren Büschel von C„ _ 3 hier weiter äquivalent sind, so

sind die 2 p — 1 DoppelVerhältnisse der Parameter dieser Berührungs-

curven unabhängig von der Wahl der festen Punkte, und sie sind

die 2 p — 1 Moduln der hyperelliptischen Curve. Hieraus folgt gleich-

zeitig, dass es 2 p — 3 — 2 p -\- 1 == p — 2 Bedingungen äquivalent

ist, ivenn eine Curve vom Geschlechte p eine Specialschaar g./^^ besitzen

soll. **) Geht man insbesondere von der oben angegebenen Normal-

form einer hyperelliptischen Curve aus, d. h. einer Curve {p -(- 2)*^'"

Ordnung mit jt?-fachem Punkte, so sind die adjungirten Cu-s durch

Gruppen von je p — 1 der durch den 7? -fachen Punkt gehenden

Geraden gegeben; die Moduln also sind die 2p — 1 Doppelverhältnisse

(absoluten Invarianten) der 2p -\- 2 Tangenten, ivelcl^e vom p- fachen

Punkte aus an die Curve zu legen sind.

Es ist übrigens leicht, auch die Gleichung einer solchen Cp + 2 in

eine Form zu transformiren , in welcher diese 2 p — 1 Moduln allein

als Constanten explicite vorkommen. Der /?- fache Punkt nämlich

*) Dieselbe ist eine perspectiviscbe Collineation , deren Collineationscentrum

(nämlich der Punkt a^j = 0, 0^2 = 0) gegeben ist (p. '254 ff.)

**) Man erkennt gleichzeitig, dass eine Curve mit dem Geschlechte p == 2

immer hyperelliptisch ist und also immer in eine C4 mit Doppelpunkt transformirt

werden kann, was später noch direct bewiesen wird; vgl. den Abschnitt über
die Curven vom Geschlechte p = 2,
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möge in der Ecke x^ = 0, Xg == liegen ; dann muss die Gleichung

der Curve Cp^2 von der Ordnung sein:

wenn die q) homogene Functionen ihrer Argumente bez. von der

Ordnung der unteren Indices bedeuten. Für die Coordinaten der

Berührungspunkte der vom Doppelpunkte ausgehenden Tangenten,

müssen sich bei gegebenem Werthe von a;, : x.^ aus dieser Gleichung

zwei einander gleiche Werthe für Xj : x^ ergeben. Diese 2 p -\- 2

Tangenten sind daher gegeben durch die Gleichung:

X {Xi, x^) EEE 4 g) p + 2 (^, , Xz) . (pp (x^, Xg) — [cpp + i (a:, , x^)f = .

Durch Drehung des Coordinatensystems um den /)- fachen Punkt kann

man es aber immer erreichen, dass

X{xi, x^)=Xi . 0:3 . {x^ —x^)(xi— k''^^x^){Xi — k^^^x.^)...{Xi — k'^p-^^x.^)',

und dann sind die Grössen A('), . . . A*^^-^) die Moduln der Curve.

Macht man noch die Transformation:

Qy\=x^(pp, Qij^ = x.y(pp-\- ^rpp^i, Qy.^ = x^(pp,

so geht unsere Curve über in die Form:

4y,.^ [qop (y,; 2/3)]^ + X (y, , y-?> = 0,

eine Curve {2 p — 2)'«'' Ordnung, welche nach den Erörterungen auf

p. 493 f. in yi = 0; «/g = einen 2/)-fachen Punkt hat, dessen Tan-

genten paarweise zusammenfallen, so dass nur p getrennte Tangenten

vorhanden sind. Die Gleichung der letzteren ist dann eben durch

^p = gegeben.

In unserer letzten Gleichung sind aber ausser den 2 p — 1 Moduln

noch die p Constanten der Function cpp enthalten; auch diese kann

man noch durch eindeutige Transformation fortschaffen. Die gege-

bene Cpj^2 nämlich geht offenbar in eine andere ^'^ + 2 derselben

Ordnung über, wenn man für die Transformation ein Netz von ad-

jungirten Curven jo*'''^ Ordnung benutzt, welche durch 2 p — 2 feste

einfache Punkte der Cpj^^ hindurchgeht; in der That schneiden diese

Curven die Cpj^2 ja noch in

p{pJ^2)-p{p-V)-2p-{-2=pJr2

beweglichen Punkten. Soll insbesondere die entstehende Curve

Cp-\.2 wieder einen p- fachen Punkt haben (und nicht ^p [p — 1)

einfache Doppelpunkte), so muss in dem Netze ein Curvenbüschel

enthalten sein, dessen Curven die Cp^2 nur in zivei beweglichen

Punkten treffen. Da es aber nur eine Schaar ^2^'^ ^^^ ^^^ Grund-

curve gibt, so muss dieser Büschel dann aus einer festen Curve
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(^p
_ l)tor Ordnung O^, _i = 0, welche in dem /?- fachen Punkte einen

(p _ 2) -fachen Punkt hat, und aus dem Geradenbüschel x^-\- ^x^ =
bestehen. Die Curve 0/,_: == schneidet dann die Cp+2 noch in

(/> - 1) (P + 2) - p (it> - 2) - 3;^ - 2

einfachen Punkten; durch 2p — 2 dieser letzteren legen wir eine

Curve <i>p = mit {p — l)-fachem Punkte in x, = 0, x^ = 0'^ und

dann bilden die Curven

ein Netz der verlangten Art mit j? + 2 beweglichen Schnittpunkten.

Die Cp^2 geht also in eine C'p + 2 mit p-fachem Punkte in ?/, =0,

^2 = über mittelst der Transformation:

Dabei entsprechen insbesondere den 2p -\- 2 Tangenten der C^ + 2 aus

dem Büschel x^-\- kx.;^ = die 2 p -\- 2 Tangenten der C',,^2 aus

dem Büschel ?/, + A^g = 0. Man kann nun aber die Curve 0/,_i = O

insbesondere so legen, dass p von den Berührungspunkten der Tan-

genten des letzteren Büschels in den jo- fachen Punkt ?/, = 0, t/.^ =
zurückfallen, d. h, dass die p Tangenten des letzteren bez. für die

p Zweige der Curve C'p + 2 zugleich Wendetangenten werden. Und

zwar geschieht dies offenbar, wenn die p Schnittpunkte der Cpj^2 mit

0p_i==O, welche nicht gleichzeitig auf der Curve 0^ = liegen,

mit p von den Berührungspunkten der Tangenten des Büschels

x^ -|- A.Tg = zusammenfallen; denn diese p Schnittpunkte von

0p_i=O mit de# Cpj^2 sind es eben, welche sich zu dem ;;- fachen

Punkte der C'p j^2 vereinigen. Da nun von den Schnittpunkten von

0^_i mit Cpj^2 noch

i (P - 1) (/^ + 2) - HP - 2) (P - 1) = 2;> - 2

willkürlich angenommen werden können, so kann man jedenfalls p
dieser Punkte mit p der beregten Berührungspunkte zusammenfallen

lassen; von den gemeinsamen 2p — 2 Basispunkten obigen Netzes

sind dann noch weitere p — 2 willkürlich wählbar. Jede der p
Tangenten des vielfachen Punktes der so gewonnenen Cpjf-2 schneidet

diese Curve schon {p -f- 2) -fach in diesem Punkte; ist also die Ge-

sammtheit dieser Tangenten durch (pp (</j , yg) == gegeben, so muss

die Curvengleichung für ^^ == unabhängig von y^ werden, d. h. von

der Form sein:

Vi^^P {Vi^Vi) — ^P + 2 it/i, ^3) == ^ •

Da ferner der Strahlbüschel ^1 -|- ^2/3 = auf den Büs^^hel x^ -{- A a:^ =
eindeutig bezogen ist, und da:

Q'P-^^'PpiUuy^) • ^P + 2 (2/1,2/3) =^X2;, + 2 ix^,X,) . [(iip^i{x)fP + \



720 Sechste Abtheilung,

so können wir setzen

:

^"Pp (Vi , y-i) = yi . 2/3 • {y^. — Vz) {vx — f^^'^y-i) • • • (2/1 — k^^-^^y^)

^i'p + 2 {y„ y,) = (yi
- k^P-'%)

(2/1
- k(P-^)y,) . . . (y, - k^'P-'^y,).

Die Gleichung der Curve hängt also in der That nur von den 2p — 1

Moduln ab; und wir haben den Satz:

Jede hyperelliptische Curve kann eindeutig in eine Curve {p -\- 2y^''

Ordnung mit einem p-fachen Punkte so transformirt werden^ dass die

Tangenten {fpp = 0) des letzteren zugleich Wendttangenten der Curve

sind*), dass also nur noch p -\- 2 weitere Tangenten (i(jp^2 = 0) von

ihm ausgehen. Die Berührungspunkte der letzteren liegen dann auf einer

Geraden {y.^ = 0), wie man aus der Gleichung der Curve:

y2^(Pp
— '4'p + ^ =

sofort erkennt.

IV. Verallgemeinerungen der Correspondenzformeln. — Bestimmung

einiger Specialschaaren.

In unseren Untersuchungen über den Riemann-Roch 'sehen

Satz haben wir die Bestimmung der Zahl der Lösungen für die sich

bietenden Probleme nicht wirklich ausgeführt, wir begnügten uns viel-

mehr, die Möglichkeit der Lösung nachzuweisen und die Grenzen für

diese Möglichkeit zu ziehen. Jene Bestimmung nun soll hier für

einzelne Fälle im Anschlüsse an gewisse Verallgemeinerungen unserer

früheren Correspondenzformeln wirklich geleistet werden.

Die allgemeineren Ueberlegangen , deren Durchführung zuvor

nöthig ist, sind jedoch unabhängig von jenen späteren Anwendungen
von grossem Interesse für die Theorie der Elimination überhaupt und

sollen uns daher ausführlicher beschäftigen. Es handelt sich dabei

im V^esentlichen um folgende Aufgabe: Gegeben sind n Gleichungen

:

(Pi
(a:(i)

, a;(2), ...x^"^)=0, (p^ {x^'^ , x^^), .

.

. x("^)=Q ..., (p„{x^^\ x^^^ ,...x^"))=0

in ivelchen die Systeme von Variabein:

X/'), X^^^^, X.,^^'^; X^^^\ a^j^-', 0:3(2)
; . . . X^^»\ X^^"), X^^"^

einzeln homogen vorkommen , während für dieselben gleichzeitig eine und

dieselbe Gleichung f=0 erfüllt ist, so dass:

f (a;(i)) =
, f (a;f2)) = . . . , f {xS"^) = .

Es soll die Zahl derjenigen Gruppen von je n getrennt liegenden

Punkten a:'^^ a:^^*, . . . x^"'' auf /= bestimmt werden, welche den n

Bedingungen 9,- = gleichzeitig genügen.

*) Diese Transformation wurde in anderer Weise von Cremona gegeben:

Sulla trasformazione delle curve iperellittiche , Rendiconti del Reale Istituto

liOmbardo. Serie II, vol. 2, 29 aprile 1869.
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Für den Fall n = 2 ist diese Frage schon durch die auf p. 445 f.

aufgestellte Zahl {(pq)') beantwortet. Eine genauere Untersuchung

dieser Formel für den Fall, dass die Correspondenzen q) , cp' mit Aus-

nahmepunkten behaftet sind (p. 679), soll den Ausgangspunkt unserer

Betrachtung bilden; insbesondere werden wir dabei wiederum Gelegen-

heit haben zu erkennen, dass in der That die Anwendung des

Chasles'schen Correspondenzprincips zur Beurtheilung der bei alge-

braischen Eliminationen im Resultate auftretenden fremden Factoren

von grossem Nutzen ist (vgl. p. 424.) Der Uebergang zur Be-

stimmung der Zahl von Punktetripeln , welche gleichzeitig drei Correspon-

denzen genügen, wird sich dann einfach bewerkstelligen lassen. Man
wird so im Folgenden auch manche Ergänzungen zu unseren früheren

Untersuchungen über Correspondenzen finden. —
Um ein einfaches Beispiel für die Behandlungsweise der sich hier

bietenden Probleme zu geben, knüpfen wir zunächst an bekannte.

Resultate an, um dieselben in neuer und später zu verallgemeinernder

Weise abzuleiten. Schon bei der Theorie der eindeutigen Transfor-

mationen betrachteten wir eine mit 1/ = bezeichnete Curve, welche

zu einer gegebenen Grundcurve /= und einem gegebenen Curven-

netze

(1) O-xi^x [pO] + «.,1^2 (^) ~l~ ^3^3 (^) "= ^

in ganz bestimmter Beziehung stand (p. 6G3). Diese Curve war als

Ort der übrigen Basispunkte eines aus dem Netze (1) herausgewählten

Curvenbüschels definirt, wenn ein Basispunkt dieses Büschels die

vorliegende Curve /= durchläuft : Wir haben die Ordnung der

Curve i/= und deren Verhalten in gemeinsamen festen Punkten

der Curven (1) bestimmt und gesehen, dass dieselbe durch alle Schnitt-

punkte der Jacobi'schen Curve des Netzes (1) mit/=0 hindurch-

geht, dass sie aber ausserdem auf /'=0 diejenigen Punktej^aore x-y
ausschneidet, durch welche noch einfach unendlich viele Curven jenes

Netzes hindurchgehen, d. i. deren Coordinaten dem Systeme von Glei-

chungen genügen (vgl. p. 687):

^1 («) ^2 (^) ^3 (^)

^1 (y) '^'2 (y) ^3 (y)

Letzteres System kann man — und darin liegt die Wichtigkeit dieser

früheren Untersuchungen als einfachster Beispiele für das Folgende —
ersetzen durch die zwei Gleichungen (abgesehen von ^^ (^x)= JlJi{ij)= 0):

(2) !/>, {x) ^2 (y) — ^2 {x) ti (y) = , ti ix) t'i (y) — ^3 (x) ^1 (y) = .

Die beiden Gleichungen (2) stellen in Bezug auf die Grundcurve
/ = zwei Correspondenzen (v — ], v — l)j dar*), die in den x und

*) In Betreff der Bezeichnungsweise vgl. p. 448 und G62.

Clebsch, Vorlesungen. 40

=
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y symmetrisch sind; zu jedem Punkte x von f=0 gehört vermöge

dieser Correspondenzen je eine Curve des Netzes (1), welche durch x
geht, und die übrigen Schnittpunkte dieser beiden Curven beschreiben

die Curve M = 0, wenn x die Curve f=0 durchläuft. Zu derselben

Curve M = wird man in Folge der erwähnten Symmetrie aber

auch geführt, wenn man die zu Punkten y von / gehörenden Curven

(2) betrachtet. Die Zahl der den Gleichungen (2) genügenden Punkte-

paare x-y muss sich dann aus der früheren Correspondenzformel

für iqxp') ergeben (p. 446), wenn man die Modificationen berück-

sichtigt, welche letztere in Folge fester Punkte des Netzes erleiden

könnte , und wenn man an der so resultirenden Zahl mit Rücksicht

auf die den Gleichungen ip^ (x) = 0, z/^, (?/) = entsprechenden

Lösungen eine Rediiction eintreten lässt.

Hiernach liegt es nahe, statt der Gleichungen (2) überhaupt zwei

beliebige Correspondenzen {a, ß)y, («', ß')y', gegeben durch die Glei-

chungen

(3) 9)Ci, y)=0, qp'G-,y) =
auf / = anzunehmen. Bewegt sich dann x auf der festen Grund-

curve, so werden die übrigen Schnittpunkte der beiden vermöge (3)

zu x gehörenden Curven eine Curve durchlaufen, die im Folgenden

durch My = bezeichnet sei ; und eine andere Curve M^- = wird

man erhalten als Ort der Schnittpunkte der zu Punkten y von f
gehörenden Curven. Beide Curven werden zusammenfallen, wenn
beide Correspondenzen (3) symmetrisch in x und y sind, wie im Falle

der Gleichungen (2). Die Eigenschaften dieser Curven M^ = und

M:r = wollen icir zunächst erörtern , denn diese sind es, welche uns

zur genaueren Bestimmung der gleichzeitig beiden Correspondenzen

(3) genügenden Punktepaare führen werden.

Zur Erläuterung des dabei einzuschlagenden Weges sei es ge-

stattet, die aufgeworfene Frage zuvor für den einfacheren Füll der

Gleichungen (2) zu beantworten, d. h. ausgehend von den hier mass-

gebenden Gesichtspunkten die Curve M = nochmals zu untersuchen.

Es wird diese Untersuchung wesentlich auf Anwendungen des Chas-
les'schen Correspondenzprincips beruhen.*)

Die Curven t/; des Netzes (1) seien von der s'"' Ordnung und

mögen in q gemeinsamen Basispunkten <S'j , S.^, . . . Sq bez. t^-,

t.^- , . . . ^^- fache Punkte (je mit getrennten Tangenten) haben. Die

Grundcurve / == sei von der w'^° Ordnung und möge in den Punkten

*) Die folgende Bestimmung der Eigenschaften von M=0 und der Jacobi-
schen Curve des Netzes (l) verdankt der Herausgeber einer Mittheilung von

Brill.
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S^, S.^, . . . S^ bez. einen a^-, a.^-, . . . öf^- fachen Punkt besitzen (wo
diese letzteren Zahlen auch Null sein können). Diejenigen Cs der

Schaar, welche durch einen beliebig angenommenen weiteren Punkt x
der C„ gehen, schneiden sich noch in s"^ — Zt? — 1 (wo sich das

Summenzeichen auf alle q festen Basispunkte des Netzes bezieht)

Punkten ?/, welche auf der Curve M=0 liegen. Um nun die Ord-

nung m der letzteren zu bestimmen, nehme man zwei beliebige feste

Punkte A und B in der Ebene an, lege durch A und x eine Cs des

Netzes, ebenso durch B und x eine solche und lasse x sich auf der

C„ bewegen. Dann bilden die Schnittpunkte dieser beiden Cs mit

einer beliebigen festen Geraden auf letzterer eine Correspondenz

(s {ns — Zlüiti) , s (ns — 2Jaili)"j

.

Die Coincidenzpunkte derselben sind zum Theil Punkte der C,,, M= 0,

zum Theil solche der C„, theils endlich Punkte derjenigen Curve Cs

des Netzes, welche gleichzeitig durch die beiden festen Punkte A und
B hindurchgeht.*) Von letzteren Punkten der Geraden absorbirt

jeder s {ns — 2;////,) Coincidenzen ; denn in so vielen Punkten schnei-

det die beregte Cs die C„, und Jedefn derselben entspricht wieder

dieselbe C^ als Curve des anderen Büschels. Man hat daher die

Beziehung

:

2 s (ns — ZüiU) = m -\- n -\- s {ns — Eait^
,

woraus sich die Ordnung der Curve M = bestimmt (p. 663)

:

(4) 7n = n (s^ — l) — sEttiti = vs ~ n
,

wenn v = ns —Haiti die Zahl der beweglichen Schnittpunkte einer

Curve ip mit /= bedeutet. Ferner bemerke man, dass, wenn x auf
der Cn wandert, auch die 4 (mit x beweglichen) Tangenten, welche
in einem festen Punkte Sk an die durch x und A, bez. durch x und
B gehenden C^ gezogen werden können, eine Correspondenz bilden:

{tk (ns — Uciiti) , tk (ns — Hait^y

Die Coincidenzen derselben entsprechen aber

1) den ai; Tangenten der Curve C„ in Sk,

2) den tu Tangenten an jene Curve Cs, welche zugleich durch A
und B geht, jede wieder (ns — 2:«,^,) -fach als Coincidenzstrahl

zählend,

3) den ak Tangenten von M =0 in Sk, wo eben «a noch zu
bestimmen ist.

*) Diese Punkte müssen so gewählt sein , dass sie nicht Basispunkte eines
und desselben im Netze enthaltenen Büschels sind. Ist A ein Schnittpunkt von
i/)i mit U>2 und B ein solcher von t/», mit il)^, so sind die beiden betreffenden
Curven eben durch (2) gegeben, und die zuletzt erwähnte Curve ist t/;, = 0.

46*
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Wir haben also:

2 tk {ns — Uaiti) = «/, -\- a^ -{- tu (n — Zuit^
,

woraus man die Vielfachheit des Punktes S^ für die Curve 31 =
findet (p. 664):

(5) cck = t^ {ns — 2Jaiti) — «/t == vt/, — «/:- •

Verbindet man (5) mit (4), so erhält man noch die symmetrisch ge-

staltete Formel*):

(6) s {ttk + «a) = tk (n -f ?n)

.

Um schliesslich die Zahl der Punktepaare x-y zu finden, hatten

wir noch die Eigenschaft der Jacobi'scheu Curve («^,^2^3) ^^ ^

nöthig (p. 472), d. i. des Ortes der Punkte, in denen sich zwei

Curven des Netzes (und dann jedesmal unendlich viele Curven des-

selben) und somit zwei Curven der durch A und ß gehenden Büschel

berühren. Es sei noch bemerkt, dass man die Ordnung dieses Ortes

auch in folgender Weise ableiten kann. Ausser den Punkten /i und

B nehmen wir noch zwei beliebige Gerade F und G '£u. Hülfe. Durch

A und einen beweglichen Punkt P von F, ebenso durch B und P

lege man je eine Curve Cs und coustruire an beide die Tangenten in

P: Wir suchen die Zahl der Punkte P, für welche diese zwei Tan-

genten zusammenfallen. Wenn man nun um einen beliebig auf F an-

genommenen Punkt Q sieh eine Gerade drehen lässt und für irgend eine

Lage derselben diejenigen Curven C, des durch A gehenden Büschels

sucht, für welche dieselbe Tangente ist, so gibt es deren 2 (5 — 1),

und der Ort der Berührungspunkte für alle Lagen der Geraden durch

Q ist eine Curve der Ordnung 2(s— 1) + 1 = 25— 1, welche ein-

fach durch Q geht.**) Diese Curve schneidet die Gerade G in 25—1
Punkten; zwischen den Schnittpunkten der Paare von den in Punkten P

construirten Tangenten mit G hat man daher eine Correspondenz

{2s— \, 2s — 1). Unter den 4s — 2 Coincidenzen derselben be-

finden sich aber ausser den Schnittpunkten von G mit (i/^j ^.^t^g) =
noch die Schnittpunkte der durch A und B zugleich gehenden Cs,

sowie der Schnittpunkt der beiden Geraden G und /'". Somit bleibt

für die Ordnung der 3?iC,oV\'schen Curve die Zahl

(7) 4 6--2 — s— 1 = 3(.-- 1).

*) Die in den Gleichungen (4), (5), (6) ausgesprochenen Resultate sind es,

welche von Cayley für den Fall s = 3 gelegentlich unter dem Namen des

„6ei8er-Cotterill"-Theorem8 ausgesprochen wurden: Math. Annalen, Bd. 8,

p. 360.

*•) Dies folgt auch aus einem Satze auf p. 414, denn der durch A gehende

Büschel von T,, bildeteinCurvensystemmitden Charakteristiken ju, = 1, fi' = 2 (s — 1).
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Ganz analoge Betrachtungen kann man anstellen, wenn man

statt der demselben Netze angehörigen Büschel durch A und B zwei

beliebige Büschel

bez. von den Ordnungen s und s zu Grunde legt •, man hat dann nur

an den gewonnenen Resultaten keine Reduction wegen einer beiden

Büscheln" gemeinsamen Curve anzubringen. An Stelle der Curve

M = tritt also eine Curve der Ordnung:

(8) s{ns-2:ait:)-\-s{ns-2:a,t)— n=n{:2ss—))-sEait;s'Eaiti,

wo sich die Zahlen 6 auf gemeinsame vielfache Punkte des Büschels

5te'-, die Zahlen t^ auf solche Punkte des Büschels /'«^ Ordnung be-

ziehen. Für die Vielfachheit dieser Curve in einem Punkte, welcher

/-facher Punkt des ersten, ^-facher des zweiten Büschels und a-facher

von /=0 ist, erhält man an Stelle von (5) die Zahl:

(9) a = t' ins — I^Oit^ + t {ns — EüiH) — a .

Endlich findet man die Ordnung des Ortes derjenigen Punkte, in

denen sich zwei Curven der Büschel berühren, gleich

(10) (2s - 1) -f (2s'— 1) - 1 = 2 (s + O - 3 .*)

Man könnte diese Resultate endlich noch weiter verallgemeinern,

indem man die beiden Curvenbüschel durch zwei einfach unendliche

Curvensysteme der Ordnung s bez, / mit den Charakteristiken ^, v

bez fi' v' ersetzt und dann diese Curvensysteme in ihrer Beziehung

zu einer beliebigen C,^ f= ^ betrachtet.**) Für uns ist jedoch der

"
*7vgrauch Cremona's Einleitung in die Theorie der algebraischen Cur-

ven p 127 in der Uebersetzung von Curtze; ib. p. 130 wird auch gezeigt, dass

die gemeinschaftlichen Tangenten der Curven beider Büschel in ihren Berüh-

rungspunkten im Allgemeinen eine Curve der Klasse iss-2{s-^s) umhüllen.

_ Auch zwei Büschel der hier gemeinten Art kann man für eme eindeutige

Transformation benutzen; den Doppelpunkten der neuen Curve entsprechen dann

diejenigen Punktepaare, durch welche noch aus jedem der beiden Büschel eme

Curve hindurchgeht; vgl die Anmerkungen auf p. 693 und 709.

**) Man erhält dann übrigens leicht auf analogem Wege an Stelle von (8)

die Zahl:

==fiu,'{n{2ss -l)- sSUi {li -f t!) }

,

an Stelle von (9) die Zahl:

jxft' {
i' [ns — SUi ti) + t {ns — Sa^t-) — « }

,

endlich an Stelle von (10) die Zahl:

(l' {(l -}- v) -{- il ill' -\- v') — fifi,'=^j;' + l'^'+fifi'.

Hieran sind wieder noch Reductioncn anzubringen, wenn beiden Curvensystemen

^^^^J. ^ ^ /) eine Curve gemeinsam ist, oder wenn (für .v > s) eine Curve C^ des

ersten Systems in eine Curve C^. des zweiten und in eine andere C^_.,. zerfällt.
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Fall von hervorragendem Interesse, dass beide Curvensysteme zu der C,,

in ganz besonderen Beziehungen stehen, denn dieser Füll liegt eben
vor, wenn zwei beliebige Correspondenzen in der Form (3) gegeben sind
(wie sich sogleich zeigen wird). Zur Untersuchung dieser Verhält-
nisse gehen wir daher jetzt über; allerdings werden wir dabei ge-
nöthigt sein, uns in manchen Einzelheiten auf Andeutungen zu be-
schränken.

In den Gleichungen (3), welche die zu betrachtenden Correspon-
denzen {a, ß)y, (a, ß')y. auf /•=0 vermitteln (wo wieder / von der
Ordnung n und vom Geschlechte p), können wir etwa die y, als ver-
änderliche Punktcoordinaten, die Xi dagegen als drei homogen vorkom-
mende Parameter auffassen, die noch an die Bedingung /"(.r) =0 geknüpft
sind. Eine Gleichung (p{x,g) = stellt uns dann ein System von Curven
dar, welches von einem irrational vorkommenden Parameter in all-

gemeinster Weise abhängt (vgl. p. 390). In den Gleichungen (3)
haben wir also, wie oben behauptet wurde, zwei solche Curvensysteme
vor uns, welche mit ihrem Parameter je durch dieselbe Irrationalität
verknüpft sind. Zu der Curve /= stehen diese Systeme aber
dadurch noch in besonderer Relation, dass unserer Annahme nach die

Functionen cp (x,!/), (p' (x , y) iür x = g vermöge /*= bez. y- und
;^'-fach verschwinden sollen, während letzteres im Allgemeinen für
einen beliebigen Punkt der Ebene nicht eintreten wird. Dies können
wir auch dahin aussprechen, dass unter den Curven des Systems,
welche durch einen beliebigen Punkt x d'er Curve/ gehen, immer eine
enthalten ist (nämlich „die vermöge (3) zu x gehörige. Curve"), von
deren Schnittpunkten mit der Grundcurve y bez. y' in x selbst lieo-en-

für jede der übrigen durch x gehenden Curven gibt es einen anderen
Punkt von /= 0, in welchen y bez. / Schnittpunkte derselben mit
/"= zusammenfallen.

Für das System der Curven s^^' Ordnung cp = mögen nun
wieder die Punkte S^, S.,, . . . S^ mit den charakteristischen Zahlen
t^, t^,

. . . t^ und tf, , a^, . . . üg dieselbe Bedeutung haben wie soeben in
dem Beispiele eines Curvenbüschels; für die Curven Z'«'' Ordnung (p' =
bezeichnen wir ferner in entsprechender Weise ausgezeichnete Punkte
mit -S,', S./, . . . S^' und die zugehörigen Zahlen mit ^,', t^', . . . f^',

«i', a^', . . . Og.'. Dabei können von den Punkten S' einige oder
auch alle mit Punkten S zusammenfallen. Es bestehen dann die
Relationen :

(11) ß = ns — Za.t, — y, /3' = ns' — Ua-li — / ,

denn z. B. ß ist die Zahl der Punkte, in denen eine zu x gehörige
Curve 90 [x, y) = die C,, noch trifft, und welche nicht in x selb°st
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liegen, aber alle mit x beweglich sind; und i:aiU ist die Zahl der

festen Schnittpunkte der Curve C, g) = mit der 6^„ /•=(). .Es sei

noch bemerkt, dass wir nur die Punkte Si zu berücksichtigen brauchen,

für welche «,^1, d. h. welche auf /=0 liegen; die übrigen festen

Punkte der beiden Curvensysteme kommen im Folgenden nicht weiter

in Betracht.

Selbstverständlich hätten wir auch die yi als Parameter, wßlche

an die Bedingung f (tj) = geknüpft sind, und die Xi als Punkt-

coordinaten betrachten können. Dann stellen uns die Gleichungen

(3) zwei Curvensysteme r^"'' bez. r'*«^ Ordnung dar. Letzteren mögen

die festen Ausnahmepunkte i?, , R^, . . . Ra und R^', R.!, ... R a' an-

kommen, und diesen Punkten entsprechend den zu Si gehörigen

Zahlen «,, /. die Zahlen «,-, n, a-, -r/; dann haben wir auch die

Gleichungen

:

(12) a = nr — Zaiti — y., a = nr' — Za'.r/— / .

Um nu^ die Ordnung der Curve M^ = zu bestimmen, welche

vermöge /= durch die beiden Curvensysteme s*- und s'*- Ordnung

erzeugt wird (p. 722), stellen wir auf folgendem Wege eine Corre-

spondenz zAvischen den Punkten einer beliebigen Geraden her, analog

der früher für die Curve /¥ = benutzten (p. 723). Die Zahl der

Curven C^ (f {x, y) = 0, welche durch einen beliebigen Punkt z der

Ebene gehen, ist gleich der Zahl der gemeinsamen von z abhängen-

den (d. i. nicht in feste Ausnahmepunkte Si fallenden) Lösungen der

Gleichungen cp {x, z) = und / {x) = 0, und sie ist für alle Punkte

der Ebene dieselbe, mit alleiniger Ausnahme der gemeinsamen festen

Punkte des Systems der Curven Cs. Diese Zahl kennen wir aber für

den Fall, dass z auf /"^O liegt; dann ist sie nämlich nach (12)

gleich y -\- a. Folglich ist sie immer gleich y + «.*). Jede der

entsprechenden y + « Curven C, schneidet / in einem bestimmten

Punkte y-fach, und in letzterem hat eine bestimmte Curve C,- (die zu

ihm vermöge «p' = gehörige) einen /-fachen Schnittpunkt mit /.

Einem beliebigen Punkte z auf einer festen Geraden sind dadurch

auch 7 + « Curven C^^ zugeordnet; und dieselben schneiden auf jener

Geraden s' {y + c^) Punkte z als dem Punkte z entsprechende aus.

Es entsteht so eine Correspondenz {s fy + «) , s [y -f «')). Ihre

Coincidenzen sind diejenigen Punkte der festen Geraden, durch welche

zwei zusammengehörige" Curven Cs und f,- (d. i. zu demselben Punkte

*) Diese schon mehrfach angewandte Methode (z. B. bei den Sätzen auf

p 414), durch specielle, leicht übersehbare Fälle hinsichtlich der Anzahl von

Xösungen das allgemeine Resultat zu bestimmen, ist neuerdings geradezu als

Princip der speciellen Lage bezeichnet und in sehr ausgedehnter Weise verwerthet;

vgl. Schubert: Göttinger Nachrichten, 1874, p. 274 und Math. Annalen, Bd. 10.
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von f vermöge (3) gehörige) sich schneiden, also die Schnittpunkte
der festen Geraden mit M^ = 0. Da unter diesen noch die n Schnitt-
punkte mit / enthalten sind, so wird schliesslich die Ordnung der
Curve My = gleich

(13) ^,j = s' {y -\- a) -\- s {y -\- a) ~ V n

= n {rs + sr) — s Haiti — sZa-xl — Tw
,

wo r eine noch zu bestimmende Zahl bedeutet:'^-)

Wir untersuchen ferner das Verhalten der Curve M^ = in den
Punkten Si und S/ [vgl. p. 723 und p. 726). Wir haben hier folgende
Fälle zu unterscheiden:

a) Der Punkt & ist nicht zugleich ein Punkt S\
l)) Der Punkt S ist zugleich ein Punkt S'

.

Im Falle a) gibt es / + d bestimmte Curven (7,., welche durch
S gehen, unter ihnen /-fach zählend die zu S' selbst gehörige C,-.

Es gibt aber auch y -f d Curven C, , welche mit ihnen zusammen-
gehören (p. 727). Für jedes Paar solcher zusammengehörige^ Curven**)
liegen t Schnittpunkte im Punkte S, während dies für ein beliebiges
Paar von zusammengehörigen Curven C, , (7,- nicht Statt findet, so dass
diese t Schnittpunkte jedenfalls unter den beweglichen, die Curve
My = beschreibenden Punkten mit zu zählen sind. Während sie

also für ein benachbartes Paar noch auf M^ = getrennt liegen,
rücken sie für das hier betrachtete Curvenpaar alle nach S, S. h.
durch S gehen t Zweige von M^ -= 0. In einem gemeinsamen l-fachen
Punkte S der Curven C„ der nicht ein Punkt S' ist, wird die Vielfachheit
von N\y == gleich

(14) ^,^_^(«'_|_j,'^.

und ebefiso in einem gemeinsamen t'-fachen Punkte S' der €, gleich

(14*) v; = t'{a + y).

Im Falle b) bestimmen wir die Zahl Vy mittelst einer Correspon-
denz, welche zwischen den Strahlen des durch S,- gehenden Büschels
ganz ebenso durch die beiden Curvensysteme (3) begründet wird, wie

*) Es wird sogleich noch gezeigt werden , dass V die Zahl der in x = y auf
/"==0 liegenden Schnittpunkte zweier „zusammengehörigen^ Curven (p, <p' ist,

so dass der Ort der Schnittpunkte solcher Curvenpaare durch die Curve M =
zusammen mit f^=0 gegeben wird.

**) Die zu der dem Punkte S selbst entsprechenden 6V gehörige C^ wird aller-

dings unbestimmt; statt derselben hat man die einem benachbarten Punkte ent-
'

sprechende C, zu nehmen; für das so entstehende Curvenpaar liegen dann noch
r weitere Schnittpunkte zu S benachbart, dem entsprechend, dass auch f r=
r-fach zählend ein Theil der betrachteten Ortscurve ist.

•
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oben im Beispiele durch die beiden Curvenbüschel. Es ist dies eine

Correspondenz

Von den Coincidenzen fallen V ai in die Tangenten des ä'r fachen

Punktes, welchen /"= in Si besitzt. Die Coincidenzen dieser Corre-

spondenz nämlich beziehen sich überhaupt auf den Ort der Schnitt-

punkte je zweier zusammengehörigen Curven Cs, C.,- unserer beiden

oo^- Systeme; dieser Ort aber besteht aus der Curve M^ und aus der

Curve f, wobei letztere f-fach zu zählen ist, wenn V bewegliche

Schnittpunkte zweier Curven einer so'dien Correspondenz in demjenigen

Punkte von f liegen, welcher eben die gegenseitige Zuordnung heider

Curven vermittelt i'^^ Hieraus erhellt gleichzeitig auch die Bedeutung
der Zahl f in (13). Die zuletzt gewonnene Correspondenz dagegen

gibt uns den Satz:

In einem Punkte St (oder Sl), welcher gemeinsamer trfacher Punkt

der Cs, gemeinsamer tl-facher Punkt der C,- und at-facher Punkt von

f ist, hat die Curve M^ einen singulären Punkt, dessen Vielfachheit ge-

geben ist durch die Zahl

(15) 1/^'') = // (j. -{- «) -f 4. (/ + a') — r«,

.

Ganz entsprechend hat man für die Curve M.r = (p. 722) aus

(13), (14), (14*), (15) die Zahlen:

(16) /., = r'(y + /3) + r(/-f /3')-^^^

= n (rs' -f- sr') — r' Za/ti — r Haiti

,

(17) v^ = x{ß'Jry), < = x{ß + y),

(18) vj» = r/ {y + ß) + ti iy' + ß') - r«,

.

Die weiteren Untersuchungen, welche wir an diese Abzahlungen
knüpfen wollen, (insbesondere auch die Bestimmung der Zahl f) ge-

stalten sich nun verschieden, je nachdem der y- bez. /-werthige
Punkt der Correspondenzen (3) in a; = y durch Berührung mit der

Grundcurve entsteht oder nicht; und zwar wollen wir hier zunächst

drei Hauptfälle unterscheiden:

1) er entsteht in cp und cp' durch einen vielfachen Punkt der

Curven C^ und C,- in x = g;

2) er entsteht in q) und 90' durch Berührung mit /";

3) seine Entstehung ist in 95 und cp' verschieden bedingt.

Diese Fälle sollen nach einander behandelt, und für sie die Formel
für (cpcp') jedes Mal näher untersucht werden. Dabei soll die Curve

*) Vorausgesetzt ist hier wie im Folgenden, dass zwei zu demselben Punkte
x von / gehörige Curven cp {x, y) = 0. cp' {x, y) = sich ausser in x selbst niclu

mehr in einem mit x beweglichen Punkte von f schneiden. — Es ist ferner immer
ausgeschlossen

j dass beiden Curvensystemen eine Curve gemeinsam sei.



730 Sechste Abtheilung.

f =^ nur mit einfachen Doppelpunkten, nicht mit Rückkehr- oder

höheren vielfachen Punkten begabt angenommen werden; die Zahlen

ai, a; können dan?i nur den Werth 1 oder 2 annehmen.

1) Wir betrachten also zuerst den Fall, wo der mehrwerthige

Punkt in x = y hei beiden Correspondenzen durch einen vielfachen

Punkt der zu x bez. y gehörenden Curven bedingt ist.*) Die ersteren

bezeichnen wir wieder mit C.,, C,-, die letzteren mit Cr, C,.-. In jedem

Punkte X von / liegen hier yy Schnittpunkte der beiden zu x ge-

hörigen Curven Cs, C^-, wenn wir annehmen, dass die y Tangenten

der ersteren in x von den y Tangenten der anderen verschieden

sind. Nach einer früheren Bemerkung (p. 729) haben wir also in den

Formeln (13)— (18) V=yy zu setzen.

Von den Punktepaaren x-y nun, welche gleichzeitig beiden

Correspondenzen (3) genügen, werden die Punkte y offenbar durch

M^ = auf /'=0 ausgeschnitten (vgl. auch p. 721 und p. 722), die

zugehörigen Punkte x durch die Curve M.^^ = 0, denn für jeden

solchen Punkt x liegt ein weiterer Schnittpunkt zweier zusammen-

gehörigen Curven C^, C^' auf/. Die Gleichung M^, = ist also das

Resultat der Elimination der Xi aus den Gleichungen (3) und aus

f{x) = ^\ vorausgesetzt, dass man in diesem Resultate zuvor gewisse

uneigentliche Factoren absondert; denn dasselbe würde an und für

sich von der Ordnung n [rs -\- sr') in den y werden. Unter diesen

Factoren ist zunächst, da r = yy', die Curve / selbst j'j^'-fach ent-

halten (p. 729). Die Bestim7nung der übrigen Factoren erfordert die

Berücksichtigung und besondere Behandlung sehr vieler einzelnen

Fälle, so dass eine vollständige Erledigung derselben uns hier zu

weit führen würde. Man wird diese Bestimmung im Anschlüsse an

die folgenden Ueberlegungen aber leicht in jedem Falle ausführen.

Die fraglichen Factoren können nur von den Ausnahmepunkten

der Correspondenzen (3) abhängen, denn durch diese ist ja ihr Auf-

treten bedingt. Wie dies im Einzelnen geschieht, mag nur an folgen-

dem Beispiele erläutert werden.

Die einem einfachen Punkte St von /, welcher gemeinsamer

ti-iacher Punkt der Curven C,, und r,-facher Punkt der Curven Cr

dagegen nicht gleichzeitig ein Punkt S' ist, entsprechende Curve C,

wird unbestimmt. Zu Sj gehört dagegen eine ganz bestimmte Curve

Cs' , deren Gleichung cp's == sei ; und somit kann Jeder Punkt dieser

Curve q)s' = als Schnittpunkt von (ps mit der zu (ps gehörenden

Curve Cs aufgefasst werden, d. h. die Curve q)s' ist ein Theil des

Ortes der übrigen (nicht auf f liegenden) Schnittpunkte zweier zu-

sammengehörigen Curven (p, q)'; und zwar ist dieselbe als solcher nach

*) Vgl. dazu das in der zweiten Anmerkung aut p. 456 Gesagte.
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Gleichung (13) Trfach zu zählen (indem cci = 1). Wir haben also

den Satz, dass in dem Resultate der Elimination der a-, aus den

Gleichungen (3) und aus f (x) = der Factor {(psY^ enthalten ist.

Die Schnittpunkte von (ps == mit M^ = sind dann die Schnitt-

punkte von (ps = mit der einem zu S benachbarten Punkte von

/ entsprechenden Curve Cs. Analog hat man den Fall zu behandeln,

wo S zugleich ein Punkt S' ist, etc. Ist dagegen S Doppelpunkt von

/, so gibt es zu S zwei verschiedene benachbarte Punkte, folglich

auch zwei verschiedene benachbarte Curven Cs, und somit ist hier

fps 2Tj-fach zu zählen, wie es Gleichung (13) verlangt.

Weiter würde man die Fälle zu unterscheiden haben, wo Punkte

S nicht zugleich Punkte R sind (p. 727) und umgekehrt etc. Wir

unterlassen jedoch hier diese Ausführungen und geben im Folgenden

nur noch in Kurzem eine Uebersicht darüber, wie diese Resultate

weiter zu verwerthen sind.*)

Wenn von den Schnittpunkten y zweier zu demselben Punkte x

gehörigen Curven C^ , Cy ein weiterer auf f liegt , so bildet derselbe

zusammen mit x ein Punktepaar, welches gleichzeitig den Correspon-

denzen (3) genügt; ein solches Paar zählen wir jedoch unter den ge-

suchten nicht mit, wenn t/ An x selbst heranrückt. Die Zahl jener

Paare ist daher gleich der Zahl der (nicht in festen Punkten der q),

fp oder in Doppelpunkten von /' liegenden) Schnittpunkte von / mit

My, verminderl um die Zahl derjenigen Punkte, in welchen ein Zweig

der zu x gehörenden Curve d einen Znwig der zu x gehörenden Curve

Cs' berührt. Letztere Punkte denken wir uns auf /=0 durch eine

Curve Xy= ausgeschnitten, deren Ordnung leicht zu bestimmen ist.

Nehmen wir dann zunächst an, dass keine Ausnahmepunkte in den

Correspondenzen und keine Doppelpunkte von / vorkommen, so wird

(19) M^ = Xy . K^ + /f/-,

wo nun Ky die Curve ist, welche die Punkte y der gesuchten Paare

x-y auf f ausschneidet. Nun ist uns die Zahl der Schnittpunkte

der letzteren mit /bekannt (p. 446), denn diese ist gleich {q)(p')\ und

somit ergibt sich, da die Ordnung von My durch (13) gegeben ist,

für die Ordnung von X^ die Zahl:

(20) ly = ^>j—^^{^¥)

= y {r -{- s) -{- y {r -\- s) — ^ yy'

.

**)

*) Auf einen dieser Fälle kommen wir noch unter 2) zurück (p. 738).

**) Diese ^ahl kann man auch leicht direct finden. Setzt man nämlich:
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Für die Ordnung von K^ = haben wir also die Zahl

(21) ky = n {rs -j- si-') — y {r -\- s) — y' {r -\- s) — yy' {n — 3)

und es wird:

(22) {(pcp') = n/Cy = aß' -\- ßa -2yy'p,

wenn p = ^ {n — 1) (^ — 2).

Die Ausdrücke M^, X^, K^ und A sind simultane Functional-

invarianten der Grundformen /, g) {x, y), (p (x, y), und die Gleichung

(19) gibt eine zwischen ihnen bestehende Relation an.*) Eine solche

aber kann nicht geändert werden, wie auch die Coefficienten der

Grundformen variirt werden mögen; insbesondere also muss sie auch

bestehen, wenn wir auf der Curve f durch solche Variationen Doppel-

punkte entstehen lassen, ein Fall, den wir zuerst betrachten wollen.

Und zwar wollen wir die nicht in Doppelpunkte fallenden Schnitt-

punkte von Ky = mit /"= bestimmen.

Da wir den Correspondenzen cp, (p' noch keine Ausnahmepunkte

beilegen, so entsprechen diesem Doppelpunkte zwei ganz bestimmte

Curven Cg, Cs-, von deren Schnittpunkten in ihm yy liegen, wie in

einem beliebigen Punkte von f. Die Curve M^ geht also nicht durch

den Doppelpunkt, folglich wegen (19) auch nicht die Curven Xy und

Ky. Die Zahl der gesuchten Punktepaare ist daher wieder gleich

nkyj d. h. gleich

(23) aß' -\- ßa - 2yy'p ~2yy'd,

wenn ä Doppelpunkte auf / vorhanden sind, und wenn p = \ {n — 1)

. {n — 2) — d das Geschlecht von / bedeutet. Gehen also die Curven

Cs, Cg' durch d Doppelpunkte von f nicht hindurch, so ist der auf p. 446

gefundene Werth für (cpq)') um 2dyy' zu erniedrigen, wenn man unter p
das Geschlecht von f verstehen will.

Wir wollen nun weiter auch die Constanten der Correspondenzen

(p und (p variiren und dadurch auf / Ausnahmepunkte erzeugen.

Wir betrachten jedoch auch wieder nur einzelne Fälle, die für spätere

Anwendungen nöthig sind. Es möge zunächst cp noch unverändert

BO entsteht die Curve X =0 durch Elimination der dx^ aus den Gleichungen:

wenn k^= 1. Aus dem Resultate, ^welches unabhängig von den k- sein muss,

lässt sich ein Factor k ^^' absondern; es bleibt dann in der That ein Ausdruck

von der Ordnung (20). So kann man also auch umgekehrt die Zahl (cpqp') direct

ableiten.

*) Dass in (19) als Coefficient von M^ oder K,^ nicht noch eine eigentliche

simultane Invariante auftreten kann, erkennt man durch eine älmliche Uebcr-

legung, wie sie auf p. 471 angestellt wurde.
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bleiben, dagegen ein einfacher Punkt -S' von / (mit den Coordinaten

Xi) gemeinsamer ^-facher Punkt der Cs, r-facher Punkt der C- wer-

den. Wir kennen das Verhalten von M^ in x nach (14); das Ver-

halten von Xy bestimmt sich in folgender Weise. Es verschwindet

dann (p {x, x) jedenfalls (^ + T)-fach, d. h. die zu einem benach-

barten Punkte von x gehörige Curve q) hat in x einen (^ + t)- fachen

Punkt. Es fallen also {t -\- r) y Schnittpunkte der letzteren mit der

zu X gehörigen Curve go' in den Punkt x, d. h. die Vielfachheit von

X^ = in einem gemeinsamen t-fachen Punkte der cp ist gleich

(24) {t -fr)/.

Haben gleichzeitig die (p' in x einen ^'-fachen Punkt, so defor-

miren wir die Correspondenz cp' {x, y) zunächst so, dass dieser /'-fache

Punkt von x getrennt, aber noch auf / — sagen wir in y — liegt;

dann verschwindet X^ von der Ordnung {t -\- x) y' in x und von der

Ordnung (/' + t') y in g. Fällt nun x mit y zusammen, so liegen in x

(^l _j_ t:) / -j_ (/' -(- t') y Schnittpunkte der beiden zu x -\- dx gehöri-

gen Curven cp, cp'. Da aber für Je zwei zusammengehörige Curven

^, (p' yy Schnittpunkte in x == g liegen, so ist die Zahl der neu

hinzugetretenen Schnittpunkte, d. h. die Vielfachheit von Xy = in

einem gemeinsamen t-fachen Punkte der (p und t'- fächern Punkte der

(p' gleich

(25) {i + t)y' + (f -\-r')y — ry'.

An Stelle von M^ in (19) tritt nun im ersten Falle nach den

obigen Ausführungen (p. 731) das Product M^ {(ps'y, so dass die Glei-

chung -{19) übergeht in:

(26) My {(ps'Y = X,, .Ky-i- Af.

Im zweiten Falle dagegen erhalten wir:

(27) M, (ip'sY {cpsY =Xy.K, + Af

wenn q)s = 0, cp s = die beiden einem zu 5" benachbarten Punkte

von f zugehörenden Curven Cs, Cs' sind. Ebenso wird, wenn mehrere

Punkte S der Art vorkommen, auf der linken Seite von (19) neben

My ein Product TTy auftreten, dessen einzelne Factoren von der Form

{(ps'Y • • • sind. Die gesuchten Punkte g werden also nicht mehr durch

die Curve Ky = allein ausgeschnitten , sondern diese Curve geht

auch durch die Schnittpunkte von T\,j = mit / = 0. Nur die nicht

in singulären Punkten liegenden Verschwindungs- Punkte des Quotienten

(28) ''' = ^'=\

gehen uns jetzt die Punkte y der gesuchten Paare x-y. Die zuge-
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hörigen Punkte x sind die Verschwindungs- Punkte eines entsprechend zu

bildenden Quotienten:

(29)
'^-fe^^f-

Die Zahl dieser Verschwindungs -Punkte wollen wir noch für die

in den Formeln (24) und (25) berücksichtigten Fälle bestimmen. Im
ersten Falle, wo also ein Ausnahmepunkt S mit den charakteristischen

Zahlen t, x auftritt, verschwindet wegen (14), (24) und (28) der Quo-
tient t\y in diesem von der Ordnung:

(30) t («' -f y') — {t-^T)y' = ta^ry'-

die Zahl der einfachen Verschwindungs - Punkte dieses Quotienten ist

sonach

(31) n(Hy — x,)-.ta.-{-Ty'

= n^n{rs~sr)— Ts'~yynj —n ^y'[r-\-s)-\-y{r'-\-s')—3yy'j—tu-{-Ty'

= aß' + ßa — yy {ii - 1) {ii - 2)

,

wenn wieder : a = nr — t — y , ß = ns — t — y , a = nr' — y,
ß' = ns' — y'. Die resultirende Zahl wird also durch den festen Punkt
S nicht beeinflusst.

Ist iS dagegen zugleich ein Punkt S', so verschwindet wegen (15),

(25) und (28) der Quotient A^ in S von der Ordnung

i' {a-\-y)-^ l {u + /) _ yy _ (^ -f- t) y' — {t' -{- t) y -^ y
y'

(32) = ta -\- t' a — ry' — t' y .

*)

Und die Zahl der einfachen Schnittpunkte von Ay = mit f= wird
ivieder gleich

(33) n {[ly —
Xij)
— Icc' — t'a + ty' + t'

y

= aß' -{- ßa — yy' (n — 1) («— 2)

wo nun:

a = nr — x — y , ß == ns — t — y

a = nr — x — y ,
ß' = ns — t' — y'

.

In ganz analoger Weise lässt sich ferner nachweisen, dass auch

für Doppelpunkte von /", durch welche die Curven C,, Cr, C^', C,.-

hindurchgehen, die Zahl {<^(p') in der Form erscheint

{cp(p') = aß' -\- ßa —2yy' {p -\- d'),

wenn man unter p das Geschlecht von / versteht und unter d' die

Zahl derjenigen Doppelpunkte von /", welche nicht Ausnahmepunkte

der Correspondenzen sind. Das gewonnene Resultat werden wir nach

*) Diese Zahl stimmt mit der von Brill in anderer Weise abgeleiteten

überein; Math. Annalen, Bd. 6, p. 46.



Punktsysteme auf einer CurvG. AbeFsche Tntegrale. 735

kurzer Erörterung der beiden noch übrigen (auf p. 729 erwähnten)

Fälle in einem Satze zusammenfassen.

2) Wir nehmen zweitens an, dass der y- bez. y' -werthige Punkt

in X = y bei beiden CorreÄpondenzen durch Berührung entsteht. Dieser

Fall ist dadurch von Interesse, dass wir nach den früheren Betrach-

tungen über die Natur solcher Correspondenzen weit bestimmtere

Angaben machen können, als im vorigen Falle. Die beiden Corre-

spondenzen nämlich können wir dann in folgender Form gegeben

annehmen (vgl. p. 472):

^{x,y)— <^^{x).^, (2/)+ ^! (^^•)•g'l (?/)+••• + ^y (^) • 9^/ (2/)=0

go'(^,y)--0;(a;) . <(y) + <t>i'(^) • 9'i'(y)+ • • • +^/(-^)-9/(?/)= 0,

wo 0Q = diejenige Curve ist, welche die Berührungspunkte der

{y — 1)- punktig berührenden Curven s**^' Ordnung der Schaar

K^\ {y) + K^2 (2/) + • • • + h^^y (y) =
auf /'=0 ausschneidet, und wo die übrigen Curven 0,= 0, 0/ =
in entsprechender Weise definirt sind. Hier ist die Ordnung r der

Curven O, so wie die Vielfachheit derselben in den gemeinsamen
Punkten der go und in den Doppelpunkten von / durch das Verhalten

der Curven qp vollständig gegeben. In der That kann die Bestimmung
von r durch" s in folgender Weise geschehen.*) Die Coincidenzcurve

einer Correspondenz (p {x, g) = ist nach p. 452 von der Ordnung

r -\- s -\- y (n — 3) .

Insbesondere also für y = 1 , r = s die Coincidenzcurve der Corre-

spondenz

9^0 (^) <P\(y) — <Pi (x) 9^0 (y) ==

von der Ordnung 2 5 + n — 3. Für y = 2 ist daher in der Corre-

spondenz (vgl. p. 456):

^oC-^) • ni(/) + ^i(^) • 9^, (?/) + <^2{x) . cp,ig) =
die Ordnung r der O gleich 2 s -\- n — 3, und also die Ordnung der

Coincidenzcurve gleich 3 {s -\- n — 3)j hieraus findet man ebenso die

Ordnung der Coincidenzcurve bei y = ^ gleich 4[5 -j- f (n— 3)], u. s. f.

Allgemein wird die Ordnung der Coincidenzcurve gleich

(35) (7 + 1) {s + i (n - 3) j^} ,

Nun sind die Curven r^'^' Ordnung 0, = in (34) Coincidenzcurven

einer Correspondenz mit (j^ — l)-werthigem Punkte in x = y, und
daher:

(35*) r = y {s + ^{n-^){y-i)}.

*) Vgl. auch die Anmerkung auf p. 471,
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Wir haben ferner gesehen (p. 455), dass in jedem einfachen

Punkte von f^ in Avelchera G feste Schnittpunkte der Curven 9?, liegen,

y6 Schnittpunkte der Curven O,- liegen, ohne jedoch darauf Rück-
sicht zu nehmen, ob die Curven 9) daselbst einen gemeinsamen
ö-fachen Punkt haben, oder ob sie die Curve / daselbst (<?— 1) -punktig
berühren, während wir bei Aufstellung der Zahl Vyi') in (15) aus-

drücklich ersteres annahmen. Die Zahl (15) ist aber auch für den
letzteren Fall richtig. Für einen einfachen Punkt Si von / (d. i.

«,• = 1) nämlich möge U = 1 sein, und die qp' mögen daselbst einen

gemeinsamen ?/- fachen Punkt haben, dann ist die Vielfachheit der

Curve My = gegeben durch:

V^ = ^/(y + «) + / + «'- r.

Gehen nun die cp auch noch sämmtlich durch ti — 1 zu Si benach-

barte Punkte von f, so ist für jeden von diesen ti == 0, und in jedem
ist also die Vielfachheit von M^ = D gleich / -f a' ; im Ganzen ist

daher die Vielfachheit von M^ == in Si in der That gegeben durch

die Zahl:

Vy^^ = tl (y + a) -f ti iy' + «') - r.

Analoges gilt, wenn gleichzeitig die (p in Si die Grundcurve {f
— 1)-

punktig berühren; und ebenso erledigt sich diese Frage für einen

Doppelpunkt von f (d. i. üi = 2). In letzterem Falle haben wir nur
G durch- 2 ^j zu ersetzen; dann gibt die Zahl y (0 -{- y — 1) wieder

die Zahl der in einem solchen liegenden festen Schnittpunkte der 0.

Die Zahlen ti, t/ in obigen Fortnein sind also für einen einfachen

Punkt von f:

(36) ri = iiy^ ^.'.^i^y'^

für einen Doppelpunkt von f:

(37) Xi = yU^hy{y-V), < = ytl \ ^y {y' -\) .

Nehmen wir nun zunächst an, dass y '> y. Von den Schnitt-

punkten je zweier in demselben Punkte x von / {y — 1)- bez.

(/ — 1) -punktig berührenden Curven liegen y Punkte zu x benach-

bart auf /; es ist daher (vgl. p. 729) in den Formeln (13)— (18) V = y
zu nehmen.

Die Bestimmung der in dem Eliminationsresultate der x aus (34)

und aus f (x) == neben My und fv auftretenden Factoren gestaltet

sich ganz wie im vorigen Falle und braucht nicht noch einmal er-

örtert zu werden.

Ein besonderes Verhalten dagegen zeigt hier die für Aufstellung

der Gleichung (19) wichtige Curve X^ = 0, welche auf/= diejenigen

Punkte X ausschneidet, für die ein {y -}- 1)'®"" Schnittpunkt zweier

zusammengehörigen Curven Cs, f^ nach x zurückfällt. Da wir aber
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y' > y voraussetzen, so muss dann dieser (y + l)"* Schnittpunkt auch

auf der Curve f liegen; und dies tritt nur ein, entweder wenn eine

Curve C, y- punktig berührt (wo dann y -\- l consecutive Punkte ge-

meinsam sind), also in den Coincidenzpunkten der ersten Correspon-

denz (34), oder wenn eine Curve q)' in x einen Doppelpunkt hat, wo

dann nur y gemeinsame consecutive Punkte auftreten, von letzteren

aber einer als Schnittpunkt von cp und qp' doppelt zählt. Die Punkte

der ersteren Art, vo?i denen jeder y'-fach zu zählen ist"^), werden nach

(35)" durch eine Coincidenzcurve Zj, = der Ordnung (y -f- 1)

fs-\-\{n — 3) y\ auf f ausgeschnitten; die Punkte der letzteren

Art, von denen jeder y-fach zählt, durch eine Curve, welche sich in

folgender Weise bestimmt**). Aus der zweiten Gleichung (34) muss

sich für X = y ein Factor f absondern, so dass man hat:

(38) cDo'W • 9^0' G-«) + • . • + ^•/'(•»j • ^y'{^^ = T .
/•.

Für die Schnittpunkte von Y' mit / verschwindet also die linke Seite

dieser Gleichung quadratisch, d. h. die zu einem dieser Schnittpunkte

gehörige Curve cp hat in ihm einen Dop])elpunkt ; und also werden

die erwähnten Punkte der zweiten Art ausgeschnitten durch die Curve

Y = 0, für deren Ordnung man aus (38) die Zahl findet:

(39) ^'= r' + / — ?? = (/ + 1) / + i / (/ -\){n -?,) -n.

Nehmen wir nun zunächst wieder an, dass f keine Doppelpunkte

habe, und dass keine gemeinsamen festen Punkte der Cs oder C^- auf

/ liegen, so tritt hier an Stelle von (19) die Gleichung:

(40) .
^,=-{ry{Ly)y' .K,+ A.f.

Die Ordnung von Ky findet man hieraus wie im vorigen Falle wegen

(13), (35) und (39) gleich

i^y — yt' — / (y + 1) {
•">• + i r (« — 3)}

(41) == n (rs -|- sr) — y (r + s') — / (r -(- s) — yy {n — 3) .

Die weiteren Untersuchungen gestalten sich nun auch ganz wie

im vorigen Falle; man hat nur immer den Ausdruck X durch das

Product {Yy {LyY zu ersetzen. Das Verhalten dieses Productes in

Ausnahmepunkten der Curve /* oder der Correspondenzen (34) ist

auch leicht zu bestimmen, da man nach Früherem das Verhalten von

Ly kennt, und da das von Y aus (38) leicht zu entnehmen ist. Die

gesuchten Punkte y werden schliesslich wieder durch die einfachen

Verschwindungspunkte von Quotienten A,, der Form (28), und die zu-

*) Man erkennt dies sofort aus dem auf p. 444 Gesagten.

**) Ausgenommen ist hier immer der Fall y' = y, -- Vgl. das Beispiel y' = 2

auf p. 456, wo ^'' in die Jacobi'selie Curve der drei Curven qp'u, qp',, qp'2

übergeht.

Clebs cVi , Vorlesungeu. 47
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gehörigen Punkte x durch die von Quotienten A.^ der Form (29)
gefunden. Für diese Quotienten bleiben dann auch die Zahlen (30)
und (32) gültig; man hat in ihnen nur t, r nach (3G) und (37) durch
/ und t' auszudrücken.

Zu bemerken ist nur, dass der Fall, wo sowohl die C,, C,- als

die Cr, Cr' durch einen Doppelpunkt von / nicht hindurchgehen, hier
nicht vorkommen kann. Denn wenn auch für einen solchen
t= t' = 0, so haben wir nach (37) doch:

T,= |y(j;_l3, t/ = ^ /(y' _ 1).-

Nehmen wir nun an, es sei ein solcher Doppelpunkt S vorhanden, so
entsprechen ihm zwei verschiedene Curven C.,: (ps^^O, 9)^ = und
zwei verschiedene Curven C,-: (ps=0, ^V = 0; und an Stelle

von (40) tritt, wenn keine anderen Ausnahmepunkte vorkommen, die

Gleichung

:

Aus dieser Identität können wir hier aber nichts schliessen, denn wir
kennen das Verhalten von My in S noch nicht. Die Zahl der ge-
suchten Punkte y ist aber gleich der Zahl der Punkte x, welche mit
ihnen je ein Paar bilden. Statt M,, können wir also auch den Aus-
druck M^. benutzen. Die Vielfachheit des letzteren ist nach (18) in

Rücksicht auf (35*):

^ = r; {r + ß)-{- ti (/ ^ß')-2y =
= \r (/ - 1) (r + ^) + i>' (y - 1) (/ + ^') - 2y ,

'

wo ß = ns — y, ß' = ns — y'. Ferner ist nach (40):

(42) M.= (r)>'(Z,)>''K. + ^/.

Nun ist die Vielfachheit von Zy in S gleich i;^ (y + 1), die von Y
nach (38) gleich \ y {y - 1) — 2. Die Vielfachheit von K^ in S
wird daher gegeben durch die Zahl:

« = ^ — i 7>(7 + 1) — i Y? ir' — 1) + 2 j/

= ißy' (/ — 1) + i ^>(y — 1) - y/

.

Die Ordnung /r^. von K^- ist nach (42) gleich der in (41) gegebenen
Zahl, so dass:

nk^.=aß'-\-ßa'-yy'{n-\)in-2)-\-ß'y{y—\)^ßy'{y'-l)-2yy\

Die Zahl der einfachen Schnittpunkte von K^^ = mit /" wird daher

= nk^. —2x = aß'-^ßa— yy {n — 1) (w — 2) .*)

Auf dieselbe hat also ein solcher Doppelpunkt keinen Einfluss.

*) Man kann hieraus umgekehrt das Verhalten von M in S bestimmen.
Analoges gilt übrigens auch für den unter 1) besprochenen Fall, wo für einen
Doppelpunkt / = und z von Null verschieden ist (p. 732).
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Eine besondere Erwähnung verlangt noch der Fall y = y. Man
übersieht leicht, dass auch hier f == y zu nehmen ist, dass aber ein

Zerfallen der Curve X = in die Curven QV')y = und {LyY =
nicht mehr eintritt, sondern Alles symmetrisch bleibt.

3) Endlich mögen hier noch einige Worte über den dritten oben

genannten Fall (p. 729) ihre Stelle finden, in welchem der y-werthige

Punkt von cp {x,y) in x = y durch einen y -fachen Punkt der Cwven

(p, . der y' -iverthige Punkt von (p' {x, y) in x == y dagegen durch

{y — \)-punktige Berührung der Curven cp' entsteht. Hier ist unab-

hängig davon, ob j^' > y oder <. y, V = y zu nehmen. Ferner rückt

ein weiterer Schnittpunkt Ser beiden zu x gehörenden Curven 9, (p'

an X heran: erstens, wenn in x eine Coincidenz von cp {x,tj^ eintritt,

und zweitens, wenn die in x berührende Curve 9) in a; einen Doppel-

punkt hat. An Stelle der Fundamental - Gleichung (19) tritt daher

hier die^ folgende

:

M, = W . {Ly)y . K, + Af,

wo Zy' =*0 die Coincidenzcurve von cp {x, y) =0 bedeutet, während

V durch Gleichung (38) definirt ist, wenn man darin die gestrichenen

Buchstaben mit den nicht gestrichenen vertauscht. Diq Bestimmung
des Verhaltens der hier auftretenden Curven in den Ausnahmepunkten

der Correspondenzen geschieht dann wieder ebenso, wie im Vorher-

gehenden. —
Die gewonnenen Resultate fassen wir schliesslich, soweit wir die-

selben weiterhin noch benutzen werden, zu folgendem Satze zu-

sammen:

Wenn zwei CojTespondenzcn (a, ß)y und («', /3')y', welche beliebige

(feste) Ausnahmepunkte besitzen mögen, durch zwei Gleichungen tp =
9)' = gegeben sind, so ist die Zahl der beiden gleichzeitig genügenden

und getrennt liegenden Paare x-y gleich

(43) i(p<p')
= aß'-^aß - 2yy' {p + B)

,

wenn es D Doppelpunkte von f gibt^ durch welche weder die zu x noch

die zu y gehörenden Curven q), fp sämmtlich hindurchgehen. Die Punkte y
dieser Paare sind dabei die einfachen, nicht in Ausnahmepunkten lie-

genden Verschwindungspunkte des Quotienten i\y = ^rj 'wenn TT das be-

kannte Product bedeutet, welches durch die Ausnahmepunkte bedingt wird

und in (26), (27) etc. als Factor von N[y auftritt. Die Vielfachheit von

t\y ist für einen t- bez. t'- fachen Ausnahmepunkt der zu x in (p bez.

tp gehörenden Curven, welcher einfacher Punkt von f ist, durch die Zahl

(25) gegeben (in der auch einzelne der Zahlen t, r, t' , x Nidl sein

können). Ebenso sind die zugehörigen Punkte x die einfachen, nicht in

Ausnahmepunkten liegenden Verschwindungspunkte eines Quotienten A.,.

47*
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— Im Folie, dass Jede der Correspondenze?) cp und q)' hei VertaiiscJiung

von X mit y ungeändert bleibt, ist jedoch die Zahl der Punktepaare

gleich \{fp^'), indem alsdann die Curven A.x- = und A,, = zu-

sammenfallen . *) —
Ein solcher Fall der Symmetrie tritt insbesondere in dem Bei-

spiele ein, von welchem wir ausgingen, und in welchem die Curve

M^ ^H Mj; = durch die Curve M ==0 zu ersetzen ist (p. 721 ff.).

Hier erhalten v/ir eine Gleichung der Form:

in der also die Curve X^ au Stelle der Jacobi'schen Curve des betrach-

teten Netzes getreten ist, und wo TT ein von den festen Punkten der

Curven des Netzes abhängender Ausdruck ist. Von der Zahl ^ {(p(p')

hat man hier noch die Zahl -^ v (v — 1) der auf i^, = gelegenen

Punktepaare x-g abzuziehen, welche auch beiden Correspondenzen

(2) genügen (wo v die Zahl der beweglichen Schnittpunkte der Curven

des Netzes mit / bedeutet). Die Zahl der gesuchten Punktepaare wird

also gleich , indem a = ß = a=ß'-^v — 1:
^

(44) ^^{{v-\){v-~2)-^^{n~\){n-2)+d'\

wenn sämmtliche Curven il) durch d" Doppelpunkte von /' hindurch-

gehen; und diese Zahl stimmt mit der auf p. G73 für y gefundenen

in der That überein. —

Die Formel für {cp (p) wollen wir noch zur Behandlung einiger Bei-

spiele benutzen, die uns theilweise sogleich noch nützlich sein werden;

weiterhin gehen wir dann zur Aufstellung einer entsprechenden Formel

für drei Correspondenzen über. Diese Beispiele sollen sich auf die

Betrachtung elrier von drei Parametern abhängigen linearen Curvenschaar

beziehen**), nämlich:

(45) A, 9P, {x) -f L,<p., (.r) + ^.(jPy {x) -f A, cp^ {x) = 0.

Der Einfachheit wegen nehmen wir dabei an, dass alle Curven des

Netzes zu /' adjungirt seien (d. i. durch die Doppelpunkte von f

*) Solche Symmetrie tritt z. B. ein, wenn der y- fache Punkt der Curven cp

in x = y dadurch entsteht, dass die zu x gehörige Curve in y getrennte Curven
zerfällt, wenn man also z. B. ein einfach unendliches System von Curven be-

trachtet, von denen y durch jeden Punkt der Ebene gehen. — Die im Texte

noch nicht betrachteten Fälle, wo einzelne Zweige des y- fachen Punktes der

Curven qj die Curve /" berühren etc. , erledigt man durch Combination der für

die getrennten Fälle angewandten Methoden.

**) Diese Beispiele sind für die Theorie der liaumcurven von besonderem
Interesse; vgl. Brill: Math. Annaleu, Bd. 4, p. 522 und Bd. 6, p. 50.
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gehen) und ausserdem /" noch in M beweglichen Punkten treffen. Die

verschiedenen hier abzuleitenden Sätze sind zum Theil auch mit Rück-

sicht auf später zu behandelnde Probleme ausgewählt, welche dann

den Eingangs erwähnten Zusammenhang dieser Erörterungen mit der

Theorie der Specialschaaren klar stellen werden. Die einzelnen Bei-

spiele trennen wir von einander durch grosse lateinische Buchstaben.

Ä) Durch jeden Punkt von f geht ein Netz von Curven der

Schaar (45) mit M — 1 beweglichen Schnittpunkten ; zu jedem Punkte

von f kann man also nach (44) noch

(46) iV = -} {M - 2) {M — 'S)-~p

Punktepaare finden, so dass durch alle drei Punkte noch einfach unend-

lich viele Curven der Schaar (45) gehen.

B) Es soll die Zahl der in (45) etithaltenen Curvenbüschel bestimmt

werden, deren Curven f in einem Punkte sämmtlich berühren, ivährend

noch ein weiterer (beiveglicher) Basispujikt auf f liegt*) Wir heben

zunächst aus der Schaar (45) die Gesammtheit der zweifach unendlich

vielen Curven heraus, welche / berühren; und aus dieser oo'-- Schaar

wiederum die beiden oo^-Schaaren, welche bez. durch zwei feste

Punkte A und B gehen. Durch ^i und einen beliebigen Punkt von

/ gehen dann nach der Formel auf p. 460 noch 2 {M -\- p — 2) be-

rührende Curven. Die beiden oo^-Schaaren geben uns daher auf f

zwei Correspondenzen

(^/-2, 2{M + p-2))^',

und die Zahl der ihnen gemeinsamen Punktepaare ist gleich

A{M -2){M -^p — 2) - 8;;,

Nun gehen aber durch A und B noch 2 (^/ + p - 1) berührende

Curven,
'

welche beiden Correspondenzen gemeinsam sind; und der

Berührungspunkt einer jeden von diesen bildet mit jedem ihrer anderen

M —2 Schnittpunkte ein Paar der gesuchten Art. Die verlangte Zahl

ivird somit* gleich

4(^_ 2)(.¥ + /> — 2) — 8/>--2 {M — 2) {M -^ p — 1)

'

(47) == 2 (yV - 2) {M - 3) + 2 p (.)/ -- 6)

.

C) Es soll auf f die Zahl der Punktetripcl gefunden iverden , durch

die noch einfach unendlich viele Curven der Schaar (45) hindurchgehen,

ivährejid gleichzeitig in einem solchen Büschel eine Curve vorkommt,

7velche f in zwei von den drei Punkten des Tripels berührt.

*) Diese Zahl z. B. ist gleich der Zahl derjenigen Tangenten einer Raum-

curve von der Ordnung M und vom Geschlechte p , welche die Raumcurve noch

einmal treffen, während (46) die Zahl der dreifach schneidenden Sehnen gibt,

welche durch einen beliebigen Punkt der Raumcurve gehen.



(48) =

742 Sechste Abtheilung.

Zu jedem Punkte z von /" gehören nach (46) noch iV = K^ — 2)
. {M — 3) — p Punktepaare x-tj, so class durch z, x und y noch
ein Büschel von Curven der Schaar (45) hindurchgeht. Diese 2N
Punkte (sowohl die x als die y wegen der Symmetrie) sind nach dem

Obigen die einfachen Verschwindungspunkte eines Quotienten A. = ^\
y TT

worin K^ und TT rational von den Coordinaten des Punktes z ab-
hängen

;
denn die Gleichung A^ = entsteht hier durch Elimination

von X aus f [x) = und aus dem Gleichungssysteme:

«Pi (^) ^1 (^) gD3 (^) <P4 (^)

9^1 (a;) 9^2 (•^) 9^;i
(^-c) <3D4 {x)

^1 (y) 9^2 (y) 9^3 (y) 9^4 (y)

Aus dieser Bemerkung erkennt man gleichzeitig, dass A,, symmetrisch in

y und z ist. In Rücksicht hierauf wollen wir A^, statt A,^ schreiben,
wo dann also A^^ -= uns eine Correspondenz zwischen y und z gibt,

vermöge deren jedem Punkte y 2N Punkte z und jedem z 2N
Punkte y zugeordnet sind, und deren Werthigkeit in y = z durch
die Zahl

(49) 2(^-2)-2-(.¥-2) = ^/-4
gegeben ist. Letzteres folgt daraus, dass man in (32) zu setzen hat:

t = t'i=T = x'=.y = y'=^\^ a =, a' =:^ M — 2]

von der so resultirendeu Zahl hat man dann noch M — 2 abzuziehen
wegen der Curve, welche durch A, ß und z hindurchgeht, wenn J,
^wieder zwei beliebige Punkte der Ebene sind, die man wie oben
beim Netze zur Aufstellung der Correspondenzen einführt (p. 723).
Diese Correspondenz können wir nun, obgleich sie nicht durch das
Verschwinden einer ganzen Function von x

, y dargestellt wird, ebenso
benutzen wie eine Correspondenz der letzteren Art, so lange die für

'sie charakteristischen Zahlen cc, ß, y (hier bez. 2N, 2 iV, M — 4j nur
linear vorkommen. Bezeichnen wir nämlich diese Zahlen für K^^ mit
«, Z», c für TT mit d, b', c, so ist:

a = a ~ d
, ß = b —b'

, y = c — c
,

und es wird die Zahl der Coincidenzen, da K^, durch alle Schnitt-

punkte von TT mit / geht, gleich

a -j- l-{-2 p - (d -\- b' -^ 2 c'p) = a-\- ß-\-2yp,
und die Zahl der ihr und einer anderen Correspondenz {d, ß')^ ge-

meinsamen Punktepaare*) gleich

*) Auch diese andere Correspondenz braucht nicht durch das Verschwinden
einer ganzen Function rein darstellbar zu sein; vgl. die Anmerkung auf p. 747.
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aß' -f/ya' — 2cyp — aß' — b' a -\- 2 cy'p = ccß' -{- ßa - 2yyp.

Diese Bemerkung werden wir noch wiederholt benutzen.

Ferner gibt es 2 {M -{- p — 3) Curven in der Schaar (45), welche

f m z und in einem anderen Punkte y berühren, wodurch uns eine

Correspondenz

(2 {M + p-?>), 2{M-\-p- 3))^

gegeben ist. Da wir andererseits durch A^, = eine Correspondenz

(2.V, 2iV),,/_.i dargestellt fanden, so würde die Zahl der gesuchten

Punktetripel zunächst gleich

^N{M -{ p - 3) -^{M - ^)p

= 8 iV (#/ + /> - 1) - 8 (/^ - 2) (y^/ - 3) - 8 (# — 6) i>

.

Hierunter sind aber noch, je doppelt zählend, die durch (47) bestimmten

Tripel enthalten; denn wenn es einfach unendlich viele Curven gibt,

welche in z berühren and ausserdem durch x und y gehen; so ist

unter diesen jedenfalls eine Curve enthalten, welche auch in x, und

eine, welche auch in y die Grundcurve berührt. Ziehen wir also von

der gefundenen Zahl das Doppelte der Zahl (47) ab, so wird die hier

gesuchte Zahl gleich

(50) ^N{M-{-p-\) — \2 (M- 2) {M—'d) - 12 {M— 6) p .

Diese Zahl gibt zugleich, wie leicht zu sehen, die Zahl der Punkte x

von f, für welche zwei der zugehörigen iV Punktepaare (46) einander

benachbart liegen. Geht nämlich eine Curve der oo^- Schaar durch x

und berührt in y und z, so gehört sie gleichzeitig dem durch x und

dem durch z + dz bestimmten Büschel des durch x gehenden Netzes

an. Der letztere Büschel hat aber einen weiteren Basispunkt in der

Nähe von y, und dieser muss gleichzeitig auf/ liegen, da jene eine

Curve dieses Büschels durch den zu y auf /' benachbarten Punkt

y -\- dy geht. Es bilden daher in der That sowohl die Punkte y, z

als die Punkte y + dy, z -]- dz eines der N zu x gehörenden

Punktepaare.

P) Es soll die Zahl der Punktquadrupel auf f ermittelt werden,

durch welche noch einfach unendlich viele Curven der Schaar (45) hin-

durchgehen; d. h. die Zahl der gemeinsamen Lösungen des Systems von

Gleichungen:

— Darin, dass wir die Darstellbarkeit der hier auftretenden Correspondenzen in

der Form A ^ = erkannten , liegt eben der grosse Nutzen der vorstehenden

Erörterungen für die sich jetzt bietenden Fragen; denn nur dadurch wird die

Correspondenzformel anwendbar; vgl. die Anmerkung auf p. 446.
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j

9^1 (^) 9>, (y) fp, {z) <jP, (^) X,

(P, (a^) qPg
i'j) 9^3 (^) 9^3 (^) ^Y,

94 («) 904 (y) 9^4 (^) 9^4 (^) ^4

jvoriti die Xi willkürliche Grössen sifid (p. 692 und 697).
Durch jeden Punkt z von /• geht eine Curve A,,, =0, welche

nach (49) in y ^^ z einen (iJ/ - 4) - werthigen Punkt besitzt, und
welche nach (46) auf/'2N weitere Punkte yd), y(2), . . .

yC-üV) ausschneidet.
Diese Punkte ordnen sich in X Paare, indem jeder Punkt ?/(') durch
einen anderen Punkt, sagen wir ?/(^'+0 = a:*'), zu einem Paare der-
artig ergänzt wird, dass durch y('\ x^') und z noch oc'-Curven der
Schaar (45) gehen. Zu jedem Punkte y(') construiren wir nun die zu-
gehörige Curve A,(0,, = 0, welche zu j/(0 in derselben Beziehung steht
wie A^^ = zu z. Dieselbe verschwindet (M — 4) -fach in y(') = rj

,

geht einfach durch x«') und durch z und schneidet auf / ausserdem'
2N~2 (nicht auf A,^ = gelegene) Punkte rj aus, die sich wieder
zu Paaren rj, | anordnen. Das Product aller Ausdrücke A,/'),, be-
zeichnen wir mit IT^,^; dann stellt die Gleichung

TJz,, ^ Aj,(i), . A^(ü), . . . A^(A'),;A.,(i),;A.^.(2) . . . A^.(xV),^ =
eine zu z gehörige Curve dar, welche (/!/ — 4 + l)-fach in jedem
Punkte y(') und 2.V- fach in z verschwindet, und welche auf /"

2X(2N — 2) Punkte' ??, je einfach zählend, ausschneidet. Nimmt
man aus letzteren einen Punkt ij und den zugehörigen g heraus, so
hat man, ausgehend von einem Punkte i/'\ folgende Beziehungen.
Die Punkte z, i/'K .r« bilden ein Tripel der unter J) betrachteten
Art, die Punkte i/')7] ^ bilden ein zweites Tripel der Art: Jode CurVe
der oo3- Schaar, welche durch 1/') und z geht, geht auch durch x'^')-

und jede, welche durch ?/(') und rj geht, geht auch durch |. Für be-
sondere Lagen von z kann es nun eintreten, dass rj mit z zusammen-
fällt; und dann geht jede Curve durch y« und z sowohl noch durch
a;(') als durch g; d. h. die Punkte z, f/'), x^^), g bilden alsdann ein'

Tripel der gesuchten Art. Es darf jedoch dabei 7] nicht mit i/'1 zu-
sammenfallen, d. h. nicht unter den durch A.-,; = auf /* ausge-
schnittenen Punkten vorkommen, Punkte, durch welche nach Obigem
TTz,; = noch je (i¥ — 3)-fach hindurchgeht. Die gesuchten Punkte
z sind daher die Coincjdenzpuukte der durch die Gleichung

TT,,,

(A.,)^-3

dargestellten Correspondenz , welche nach deu obigen Bemerkungen
über TT^,; in z = r] einen Punkt von der Worthigkeit
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2 ,v _- (yj/ - 3) {M -~4) = 2(ßl — 3) - 2p

besitzt; und die Zahl ihrer Coincidenzpunkte ist nach den unter C)

angegebenen Erörterungen gleich:

2N{2N—2)-\-2J\{2N-2)-{-2p{2 {M - 3) — 2p}

=^2{M— 1) [M - 2) {M - 3) {M - 4)— 4/? (2 M"" — W ^/+ 13) + 4/?2.

Wenn aber ri mit z zusammenfällt; so kann es eintreten, dass

gleichzeitig der zugehörige Punkt l mit a:<') zusammenfällt, wo dann

die beiden Tripel zy'''a:('* und ?/^"t?| identisch werden; dann ist also

//(') einer der unter C) betrachteten Punkte, für welchen zwei der

zugehörigen N Paare (46) zusammenfallen. Von der gefundenen Zahl

haben wir daher noch die Zahl (50) zu subtrahiren. Da ferner die

Punkte z, y, x, ^ in jedem der übrig bleibenden Quadrupel symme-

trisch vorkommen, haben wir den Rest noch mit 2 . 3 . 4 = 24 zu

dividiren. Die Zahl der gesuchten Quadrupel findet man sonach schliess-

lich gleich

(51) rV {M - 2) {M-2>f 0>/-4) -i/> {(/>/- 3) (l/-4)-p+ l}.

Wir benutzen jetzt ferner die für zwei simultane Correspondenzen

und die Zahl ihrer Coincidenzen gewonnenen Resultate für die gleich-

zeitige Betrachtung dreier Correspondenzen zwischen drei Punkten

X, y, z der Grundcurve (vgl. p. 720). Daran soll sich die Behand-

lung eines für die Theorie der Specialschaaren sehr lehrreichen Bei-

spiels anschliesseu.

Es seien also die drei Gleichungen gegeben:

(52) g), {x, y, z) ==
, 9), i^> y> ^)=^^ > ^3 (*' !/, z) = ^-

und: /(x) = 0,. r{y) = (), /(^) = 0;

es soll die Zahl der aus je drei getrennt liegenden Punkten x,y, z

besiehenden Tripel gefunden werden, welche gleichzeitig diesem Systeme

von Gleichungen genügen. Vermöge der Bedingungen 9?, =0, 95.^ = 0,

g),^ = mögen jedem Punktepaare a;, y bez. /n,
, fij, ^13 nicht in x

oder y liegende Punkte z von /" zugehören, jedem Punktepaarc y, z

ebenso bez. x, , x^, Xg Punkte x, jedem Paare z, x bez. A,, A^, A3

Punkte y. Ferner möge eine Gleichung cpi = je K.-fach verschwin-

den für y--=z, /3,-fach für z = x, yrfach für x = y. Ueberdies

nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die zu x, y oder z ver-

möge der Gleichungen (52) gehörenden Curven durch sämnUüche

Doppelpunkte hindurchgehen.*)

*) Die andernfalls im Folgenden [besonders an den Zahlen {f^i^i^xy etc.]

anzubringenden Modificationen sind nach dem auf p. 732 Gesagten leicht zu

bestimmen.
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Die Elimination von x bez. y oder z aus qo, = 0, (p^=^0 gibt

uns zunächst die Gleichungen*):

(53) N,^{x,z) = 0, Ai2(y, z) = 0, Ai2(^,y) = 0,

wo die Functionen A,vt (wie auf p. 733) nicht nothwendig ganze
Functionen sind. Die Zahl der Punkte x, welche einem Punkte z
vermöge A,, (a;, 2) = zugeordnet sind, ist dann gleich {(p^(p2),r<j,

wenn letztere Zahl die Anzahl der Punktepaare x, y bezeichnet, welche
bei festem z gleichzeitig den Correspondenzen ^j = 0, 9)., = ge-

nügen, d. h. wenn:

(9'l9'2).ry = ^\ h + ^2^\ ~'^V\Y'lP

Ebenso gross ist die Zahl der Punkte y, welche vermöge N^^iv, z)=
zu z gehören; und entsprechende Bedeutung sollen die Zahlen haben:

{^ifpk).rij = ^i Ik + y^kh — 2 yiYkP

Ferner bezeichnen wir mit [jtjz'lik die Werthigkeit des Punktes y = z

in der Gleichung A,/t («/, z) = 0, d. i. in dem Resultate der Elimination
von X aus den Gleichungen (jp;=0, 9)/, = 0; dann ist nach (32):

\_y^]ik = (ii^k + o^/tJf; — ßiYk — ßkVi

(55) [_zx']ik = ßiXk -\- ßkh — yicck — yk^i

[xy]ik = Yiiik + yk[i^i — Kiß/c — cikßi

.

Durch den Punkt z und durch jeden der (7), gjj).'^ Punkte x,

welche vermöge \.^ {x, z) = zu z gehören, 'legen wir je die eine

Curve 9)3 (x, y, z) = 0, die zu ihm und zu z gehört. Jede solche

Curve schneidet noch in A3 weiteren Punkten y, während ausserdem

7^3 Schnittpunkte in x und a.^ in z liegen. Das Product dieser

sämmtlichen Curven cp gleich Null gesetzt, d. h. das Resultat der

Elimination von x aus A,2 {x, z) = und q).^ = 0:

T\y, EE= 93 (a;(J), y , 2) . (p,; {x^^>
, y , z) . . . cp^ (a;«^), y, z) = ,

wo () = (qpj^2).r//, stellt dann eine Correspondenz zwischen y und z
dar, vermöge deren einem Punkte z der Grundcurve (A3 -|- ^3) (g), q),i)a:y

Punkte y zugeordnet sind. Von letzteren liegen dabei y^ (qoj (p^)^:^ in

den Schnittpunkten x der Curve A,2 [x, z) = Q mit /"; wegen dieser

in X = y fallenden Punkte haben wir daher später noch eine Reduction

anzubringen. In y = 2 hat ferner die Correspondenz TT^j = einen

Punkt von der Werthigkeit «3(9,9)2).,,/. Die Zahl der Punkte z.

*) üeber die Benutzung solcher durch gebrochene Functionen dargestellter

Correspondenzen vgl. das oben unter 6') Gesagte (p. 742 f.).
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welche umgekehrt zu y gehören, ist nicht unmittelbar aus dem für

TTyi gewählten Ausdrucke zu entnehmen, da die a;(^), a:<^), . . . x^^^

noch von z abhängen; diese Zahl aber muss gleich der Zahl der

Punktepaare x-z sein, welche vermöge der Gleichungen A12 {y-, z) = 0,

cp^ r=: zu einem gegebenen y gehören, und deren Punkte z nicht in

y liegen, während die zugehörigen Punkte x nicht mit z, wohl aber

wieder mit y zusammenfallen dürfen, d. i. gleich der Zahl:

Die Correspondenz TTj,; = muss nothwendig erfüllt sein, damit es

zu y, z einwaa dritten Punkt x gibt, so dass das Tripel x, y, z den

drei Gleichungen ^,- = genügt. Eine zweite nothwendige Corre-

spondenz der Art zwischen «/, z, ist durch die Bedingung A, 2(2/, ^)=0
gegeben; und zwar ist dies eine Correspondenz:

Die Zahl der beiden gemeinsamen Paare finden wir daher gleich*)

(9^1 9^2^ {{^\ 'P2)y^ (^3 + Yz) 4- («Pi ^d^y ^3 — '^Pßi [^2:],
2}

+ (9^1 9^2).^^ (9^1 9'2)-ry (^3 + Yi) —^P [y^ll2 «3 (9^1 9^•2).^•y '

Diese Zahl gibt an, wie viele Punktepaare x-z in A,2 (a:, z)

mit einem Paare y-z in
/^i-^ {y, z) zusammen ein Tripel x-y-z

von qpy = bilden. Aber zu jedem der {fp^rp-^.vy zu z gehörigen

Paare x-z (vermöge Ap, (a:, z)) gibt es unter den {fpx^'2)xy Paaren

y-z'nwv eines, welches auch der dritten Gleichung (53), nämlich

Aj2 {x, y) = 0, genügt, d. i. nur eines, welches zu einem gemeinsamen

*) In der That kann man die Formel für {qxp') auch direct zur Bestimmung
der gemeinsamen Punktpaare zweier Correspondenzen verwerthen, welche in

der Form
0(a;, .v) _ ,, .__<!>' (a;, .y)

gegeben sind, wo O, O' bez. durch alle Schnittpunkte von V, Y mit /' hindurch-

gehen, während die Ausführung der "Division wegen des Verhaltens in festen

Punkten etc. nicht möglich ist. Sei nämlich die Correspondenz 0, M', 4>', V'

bez. charakterisirt durch die Zahlen:

(« + «,& + ß)^ ^ y ,
{a, bl, {a + «' , // 4- ß\. ^ y , (a, 0%. ,

so ist von der Zahl der gemeinsamen Paare der Correspondenzen O, 0', näm-
lich der Zahl

(a -f «) [b' -f ß') 4- (a + a) (i -f (3) - 2 (c + y) (c' + /) p

abzuziehen

:

1) die Zahl ab' -{- ba — 2 cc p der gemeinsamen Paare von f und ^''

2) „ „ aß' + bcz' -2cy'p „ „ „ . „ T „ O
3) « „ u'ß-\-b'a — 2c'yp „ „ „ „ V „ O'.

Es bleibt dann eben wieder die Zahl aß' -|- ßa' — 2 yy'p , q. e. d.
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Tripel der drei Gleichungen (pi = Veranlassung geben kann. Da
wir nun immer alle {(p^ fp^l-ry Paare gleichmässig berücksichtigt haben,

haben wir also die gefundene Zahl noch durch (opj qPj)-^^ ^^ dividiren;

dieselbe wird dann gleich

Hierunter sind aber nach dem Obigen (p. 746) noch solche Tripel

vorhanden, für welche x mit y zusammenfällt. Letzteres kann nur

in den Coincidenzpunkten der Gleichung A12 {x, y) = eintreten, da

dieser alle gefundenen Tripel genügen müssen; und es wird auch

jeder dieser

(<Pi^2Xrz + {^xfp2)yz + 2 ]xy\^p

Coincidenzpunkte zu einem solchen uneigentlichen Tripel Veranlassung

geben, und zwar wegen des 73 - werthigen Punktes von 9)3 in x = y
je y3-fach zählend. Man erhält also die Zahl:

und schliesslich, da diese Zahl von ^, , (p^, cp^ symmetrisch abhängen

nmss — wovon man sich in Rücksicht auf (54) und (55) auch durch

Ausrechnen überzeugt — , den Satz:

Die Zahl der Punktethjjel , welche gleichzeUig den drei Correspon-

denzen (52) genügen und aus je drei getrennten Punkten von /" bestehen,

ist gegeben durch eine der drei Formeln (r, *•, / = 1, 2, 3): -

(56) {(p^(p2^;\) = {^rq)s)yz'>Ct -\- {fprq>s)zx^t-[- {^r(ps).iyilt

— 2p {[lJz\r,CCt -\- [_ZX\r,ßt + [^y]'*^^} ,

ivorin xi, A,-, /i, die obigen Bedeutungen haben, wo ferner {(pi(p/c),fz etc.

durch (54), \'jz],k etc. durch (55) deßnirl sind. — Wenn insbeso?idere

jede der Correspondenzen in Bezug auf die einzelnen Variabein sym?ne-

trisch gebildet ist, ivo daiin noihwendig

:

so wird die Zahl der gemeinsamen Tripel*):

(^'^) iC^'i ^2^'a) ""^ ^1 ^2'^3

—

p{%^a.,a.^ -\- 'ü.^a.^a^ -j- Xy«, a.^ -\- 2pcc^ «2«;{-

Es sei hervorgehoben, dass die Formel (56) auch noch gilt, wenn

die Correspondenzen g),, (p.^ nicht durch zwei einzelne Gleichungen,

sondern durch das gleichzeitige Bestehen von drei Gleichungen der

Form (53):

{y, z) ^ () , CD' {z_, x) = 0, 0" {x; y)=0,

*) Diese Formeln sind ebenso wie die entsprechenden für die Zahl der ge-

meinsamen Quadrupel von vier Correspondenzen von Brill auf anderem Wege
abgeleitet: Math. Annalen, Bd. G, p. 56.
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bez. mit den charakteristischen Zahlen:

{l, m)a, {m, A-)i, (A-, l)c

dargestellt sind, ohne dass es nothwendig wäre, dieselben als Resultate

der Elimination bez. von x, y, 2 aus /'=0 und je zweien der Glei-

chungen ^j = 0, ^2 == 0, qp3 == aufzufassen, wie es bisher geschah.

Daun entsprechen jedem Punkte z jetzt m Paare x-y, die durch

= 0, 0' = ausgeschnitten werden, und deren paarweise Zuordnung

durch 0" = vermittelt wird, etc. Bei Ableitung der Formel (56)

nämlich haben wir nirgends von den Gleichungen g^j == 0, (p2 = ^

Gebrauch gemacht, sondern nur von den Gleichungen (55). Fügt

man zu = 0, 0' ==
,
0" = eine" Correspondenz q) =0 mit den

Zahlen x, X, ^, a, ß, y, so gilt also für die Zahl der gemeinsamen

Tripel wieder die Formel:

(58) (00' 0", 9>) = kv. + /A + ^n\i — 2p {aa -{-hß -\- cy)

,

indem in (56) zu setzen ist:

}<3 = X, A-3 = i, fi^ = ft, «3 = a, ß:i
= ß, r-s

= y'->

und im Falle der Symmetrie gewinnt man aus (58) die Formel

(59) \ (00' 0",
(f)
= \ kK—paa .

—
Gerade diese letzte Bemerkung wird uns für die folgende An-

wendung von Nutzen sein:

Es ist eine vierfach unendliche lineare Schaar von Curven:

(60) «1 cpi -\- er,, (p.^ + «3 cp.j + «4 (jp., -f ßr. cpr,
==

gegeben , welche f in M beweglichen Punkten treffen und zu f adjungirt

sind; man soll auf f die Zahl der Punktetripel bestimmen, durch die

noch eine doppelt unendliche Schaar dieser Curven hindurchgeht; d. h.

man soll die Anzahl von Werthsystemen x, y, z finden, welche dem fol-

genden Gleichungssysteme geniigen *) :

^, {x} cp, (x) (p.^ {x) 9)4 (.r) <jp, {x)

fpx (y) <P2 {y) 9^3 (//) ^i (.v) <Pf. (y) \

= ^h

(62) f{x)=-0, /(2/) = 0, f{z)^0.

(61) S (12345)3 EEE

*) Die Lösung dieser Aufgabe ist in der That im Allgemeinen möglich; vgl.

p. 752. — Mit Hülfe der entsprechenden Formel für vier Correspondenzen findet

man bei Brill a. a. 0. auch die Aufgabe behandelt, die Zahl der Punktquadrupel

auf f anzugeben , durch welche noch dreifach unendlich viele Curven aus einer sechsfach

unendlichen, linearen, zu f adjungirlen Schaar hindurchgehen. Eine allgemeine Formel

für die Zahl der Lösungen einer Matrix mit II Horizontalreihen imd li -f i Vtsr-

ticalreihen, wenn ausserdem li Gleichungen der Form (62) bestehen, ist in dem

Aufsatze von Brill und Nöther mitgetheilt; vgl. die Anmk. auf p. 706.
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Die gesuchte Zahl bezeichnen wir mit (12345).j und entsprechend
mit (1234)3 f^ie Zahl der Punktepaare ij-z, welche bei festem x dem
Systeme

^i {x) cp.^ (x) 9P3 (x) cp^ (x)

(63) 5 (1234)3 EEE (p,(y) <p,(y) cp,{y) cp,(y) =0,

sowie den Gleichungen (62) genügen, ferner mit [(1234)3 (345)3] <^ie

Zahl der Tripel, welche gleichzeitig den Gleichungen (63) und der
einen Gleichung

qpg (x) (f^ (x) cp.^ (x)

(64) (p,{y) cp,{tj) (p,(t/) =0

genügen, mit [(123)3(34)3] die Zahl derjenigen Tripel, welche den
Gleichungssystemen genügen

:

<P\ (^) 9^2 (X) (Ps (X)
I

<P3 (X) (f^ (x)

(65) 9?, (y) (p.,{y) 9,3 (y) =0^
l^g(y)

^^(y) _0,
9^1 (^) 9^2 (2^) 9^3 (^)

!

1
9'3 (2) 9^4 (^)

endlich mit (3)3 die Zahl d^r durch das System.

cp^ix)

(66) (Psiy) 1

= 0, d. i. durch: (p^{x)=0, (p^{y)==0, <p.^(z)9'3 (y)

9^3(2)

bestimmten Werthetripel. Zu jedem dieser Gleichungssysteme sind
natürlich immer wieder die Gleichungen (62) hinzuzunehmen, wie im
Folgenden nicht mehr besonders hervorgehoben werden soll.

Die Lösungen des Systems (61) sind nun jedenfalls unter den

[(1234)3 (345)3] gemeinsamen Lösungen der Gleichungen (63) und (64)
enthalten, denn nach einem früher erwähnten Satze (p. 703) sind alle

gemeinsamen Lösungen einer Matrix mit g Verticalreihen und k
Horizontalreihen, wo q > k, unter den gemeinsamen Lösungen von
irgend q — k -j- l von einander unabhängigen A--gliedrigen Deter-

minanten der Matrix enthalten. In unserm Falle haben wir aber

q = ö, k = 3, also q — k -{- 1 = 3; und das System (63) stellt eben
nach demselben Satze zwei von einander unabhängige Gleichungen
dar. Unter den erwähnten [(1234)3 (^45)3] Lösungen befinden sich

jedoch auch diejenigen, welche dem Systeme (65) genügen, ohne
gleichzeitig alle Gleichungen (61) zu befriedigen, wie man wieder mit
Hülfe jenes Satzes bestätigt. Unter den Lösungen von (65) sind

wieder auch die von (66) inbegriffen, während letztere doch die Glei-

chungen (63) und (64) nicht befriedigen. Von der Zahl [(1234)3 (345)]3
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hat man daher die Zahl [(123)3 (34);J — (3);{ abzuziehen, um die Zahl

(12345)3 zu erhalten; d. h. wir haben die Formel*):

(67) (12345)3 = [(1234)3 (345)3] - [(123)3 (34)3] + (3)3

.

Die hier rechts auftretenden Zahlen haben wir nun durch die

Zahlen M und p auszudrücken. Zunächst ist (3)3 gleich der Anzahl

der Tripel, welche man aus den M Schnittpunkten von 9)3 = mit f
bilden kann, also;

(3)3 = i^(^/-l)(^/-2).
In (65) stellt uns das Verschwinden der dreigliedrigen Deter-

minante eine symmetrische Correspondenz (p {x, y , z) = dar, für

welche nach der in Formel (59) benutzten Beziehungsweise:

Das Verschwinden der Matrix dagegen ist äquivalent' mit zwei Corre-

spondenzen, die durch (/m Gleichungen = 0, 0' = 0^, 0"= dar-

gestellt werden, und zwar:

W^'iiy) 94(1/)

<P3 i^) <P4 (^) J [ ^3 {X) (jPj {X) J

\\<Psiy) 9'4(y)!j

2

=

Zu z gehören nämlich z. B. alle AI — 1 nicht in z liegenden Schnitt-

punkte von 903(2) cr^{y) — 9>^(z) cp.^{y) = Q, jeder aber {3/ — 2) -fach

zählend, da jeder mit jedem andern dieser Punkte ein zu z gehöriges

Paar x-y bildet; es ist daher in (59) zu setzen:

k = (M—])(M~2), a = M—2',
und somit wird**):

[(123)3 (34)3] = ^{M-\){M-2f-~ p (M - 2) .

Ebenso haben wir zur Bestimmung der Zahl [(1234)3(345)3] die

einzelne Correspondenz (64) mit den Zahlen ii = M — 2, a = 1 und
zwei Correspondenzen , dargestellt durch die drei Gleichungen:

•) Vgl. für die Ableitung solcher Formeln-Salmon's Raumgeomefcrie, p. 519 ff.

in dem zweiten Theile von Fiedler 's Bearbeitung, 2. Auflage. Eine allgemeinere
Formel gab Brill: Math. Annalen, Bd. 5, p. 378 tf. — Ein einfachstes Beispiel

wurde schon oben p. 389 f. behandelt.

**) Correspondenzen der hier vorkommenden Art, wo links vollständige Po-
tenzen stehen, haben wir bisher nicht berücksichtigt; unsere Formeln bleiben

aber gültig, insof^n man dieselben durch Grenzübergang aus anderen Corre-

spondenzen entstehen lassen kann. Im Falle des Textes könnte man übrigens

auch die durch Verschwinden der einfachen Determinanten gegebenen Corre-

spondenzen zunächst allein betrachten. Wegen der vollkommenen Symmetrie
braucht man dann nur das Resultat mit M — 2 zu multipliciren.



752 Sechste Abtheilung.

A(?/,z) = 0, A{z,x) = 0, A(x,y) = 0,

WO z. B. A(?/, z) = die Curve ist, welche uach dem unter J) und

C) Gesagten (p. 741 ff.) auf /=0 die Punktepaare x-y ausschneidet,

welche vermöge des Systems (63) zu z gehören, so dass bez. nach

(46) und (49):

k = {M ~2) {M—^) — 2p, a = M-4',

und also nach (59):

[(1234)3, (345).,] = {i {M - 2) {M - 3) - p} {M - 2) - p {M - 4).

In Rücksicht auf (67) wird daher schliesslich die Zahl der von

nns gesuchten Punktetripel

:

(68) (12345)3 ^{{M— 2) {M — 3) {M - 4) — ;> (Tf/ - 4) .
—

Die zuletzt Jaehandelte Aufgabe ist ein besonderer Fall des früher

formulirten allgemeineren Problems, auf der Grundcurve R Punkte G

n

so zu hestimmen^ dass die durch sie gehenden Curven einer gegebenen

oo*-Schaar noch eine oo^-Schaar bilden (p. 704). Als nothwendige

Bedingung für die Lösbarkeit des Problems fanden wir

Ä ;> (^ + 1) (7? - / + ^)

;

und diese Ungleichung ist hier in der That erfüllt, denn wir haben

zu setzen:

/? = 3, ^ = 2, ^ = 4.

Von besonderem Interesse war jenes Problem für die Schaaren ad-

jungirter Curven {n — 3)*'^'' Ordnung, und zwar in Folge der Gültig-

keit des Riemann-Roch'schen Satzes für die Schnittpunktsysteme

solcher Curven. Von den 2 p — 2 Schnittpunkten derselben sind

p— 1 durch die andern p — 1 bestimmt ; wir haben daher

M =p --\ -f 4 = j.^ -f 3

zu nehmen, wenigstens unter der Voraussetzung, dass die gegebene

cx)^-Schaar von 6',,_3 nicht in besonderen Beziehungen zur Grund-

curve steht; und diese Schaar ist durch p — 5 beliebige Punkte von

/" festgelegt. Letztere bilden mit jedem Punktetripel der von uns

bestimmten Art eine Specialgruppe Gr von Punkten, durch welche

noch oü^ adjungirte C^„-3 hindurchgehen; d, h. wir haben:

n=p -2 , (1 = 2 .

Die Gleichungen des Riemann-Roch'schen Satzes ^(p. 701):

()+Ä = 2(;>- 1), 0-R = 2{q-r),

ergeben dann weiter:

Q = P, ^ - 1 .
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Durch die p weiteren Schnittpunkte jener oo'^-Schaar gehen also noch

co^ adjungirte ^« _ 3 hindurch; und die Gruppen GR = Gp— 2 bilden

selbst eine oo*-Schaar g^^^_^\ Schaaren der letzteren Art gibt es aber

noch T-fach unendlich viele, wenn:

r = P - {q + \) {r -\- \) ^p - Q .

Umgekehrt kann man auch von dem Probleme ausgehen, Gruppen

Gp zu finden, durch welche noch 00^ adjungirte C^-i hindurchgehen;

und dies letztere Problem geht gerade aus dem unter B) behatidelten für

M = p -\- 2 hervor (p. 743 ff.). Die gegebene oo-'-Schaar ist hier durch

p — 4: beliebige Punkte von f festgelegt; und diese bilden mit jedem

der gesuchten Quadrupel eine solche Specialgruppe Gp, während durch

die übrigen jj — 2 Punkte wieder noch oo^ C„-i gelegt werden

können. Diese Beziehung nun haben wir schon früher eingehend be-

sprochen und dabei gefunden, dass die Zahl der zu p •— 5 festen

Punkten gehörenden (68) Punktetripel, d. i. (wegen M = p -\- '^):

^P{P- 1) {i {P -l){p-2)-{p- 3)}

mit der Zahl (40) der zm p — 4 Punkten gehörenden Punktequadrupel

d. i. (wegen M= p -{-2) der Zahl

für T = 0, also /? = 6 übereinstimmen muss. In der That werden

dann auch beide Zahlen gleich 5; für p = 6 können aber auch, wenn

es sich um Schaaren adjungirter Cn—3 handelt, beide Probleme wirklich

auf einander zurückgeführt werden.

Für p ==^ werden beide Zahlen gleich Null : es gibt keine

Specialgruppen dieser Art mehr, was mit Früherem übereinstimmt.

V. Ueber Schnittpunktsysteme algebraischer Curven.

Die wesentliche Grundlage für unsere Untersuchungen über die

Punktsysteme auf einer gegebenen Curve bildete der auf p. 427 aus-

gesprochene Satz, nach welchem von den Schnittpunkten einer ge-

gebenen Curve n'"^ Ordnung mit einer Curve m^"'' Ordnung., welche

durch d Poppelpunkte von f= gehen soll, ohne in diesen selbst mehr-

fache Punkte zu haben, v

1) wenn m'> n, höchstens ^ (« — 1) (^ — 2) — d;

2) wenn m <i n, höchstens mn — -^m {m -\- '6) — d durch die übrigen

bestimmt sitid.

Wenn die Cm durch sämmtliche Doppelpunkte gehen sollte, so ent-

standen hieraus die Sätze über adjungirte Curven, bei denen dann das

Geschlecht der Curve f=0 von Wichtigkeit wurde. Wenn wir uns
Clebsch , Vorlesung-en. 48
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dann auf letztere hauptsächlich beschränkten, so hatte dies zunächst

darin seinen Grund, dass für adjungirte Curven manche Fragen sich ein-

facher gestalten, besonders aber darin, dass die Schnittpunktsysteme

solcher Curven gegenüber eindeutigen Transformationen der Grund-

curve invarianten Charakter zeigten (p. 676), vrährend letzteres bei

nicht adjungirten Curven nicht ohne Weiteres der Fall ist. Wenn
nämlich aus einer durch solche Curven ausgeschnittenen Schaar von

Punktgruppen eine Gruppe einen der Doppelpunkte der Grundcurve

enthält, welcher nicht zu den festen Punkten der Schaar gehört, so

fallen in diesen sogleich zwei Punkte der Gruppe. Lösen wir also

den Doppelpunkt durch eindeutige Transformation in zwei' getrennte

Punkte I, ri einer neuen Grundcurve auf, so entspricht jener Schaar

von Punktgruppen auf der neuen Curve eine Schaar, welche zu |, y]

in der besonderen Beziehung steht, dass jede Gruppe derselben, welche

I enthält, auch t] enthalten muss und umgekehrt. Eine solche Schaar ist

aber nur noch mit Hülfe neuer fester Punkte (eben | und 7]) zu definiren.

Hier wollen wir nun dazu übergehen, den angeführten Satz in

anderer Richtung zu verwerthen, ohne uns auf adjungirte Curven zu

beschränken. Insbesondere werden wir die zwischen den Punkten

eines Schnittpunktsystems bestehenden Relationen näher betrachten

und obiges Theorem in einer allgemeineren Form aussprechen. Daran

sollen sich verschiedene Anwendungen anschliessen , wobei wir auch

wieder auf die Chasles'sche Erzeugungsweise der Curven durch pro-

jectivische Curvenbüschel zurückkommen. Wir werden gleichzeitig Ge-

legenheit haben, im Anschlüsse an die früheren Untersuchungen

weitere Fragen zu formuliren.

Es sei hier zunächst hervorgehoben, dass der obige Satz seiner

Ableitung nach unabhängig davon gilt, ob die Grundcurve reducibel ist

oder nicht. So kann man zwar auf jedem Kegelschnitte 8 Punkte als

Schnittpunkte desselben mit einer C^ völlig willkürlich wählen; auf

einer in zwei Kegelschnitte zerfallenden C^ sind dagegen 3 Schnittpunkte

mit einer anderen C^ durch die 13 übrigen bestimmt. Hat man also

in letzterem Falle etwa auf der einen C^ 8 Punkte einer C^ willkür-

lich angenommen, so darf man auf der andern C^ nur noch 5 Punkte

beliebig wählen. Geht hingegen die C^ durch 1, 2, 3 oder 4 Schnitt-

punkte beider C^, so sind bez. noch 12, 11, 10, 8 Schnittpunkte

willkürlich und durch diese bez. 2, 1, 0, weitere bestimmt.*)

Ferner aber lässt sich unser Fundameutaltheorem in allgemeinerer

Form aussprechen, wenn wir nicht, wie bisher, eine C,, {f= 0) als

*) Zerfällt die Grundcurve in lauter Gerade, so lässt sich der Inhalt dieser

Schnittpunktsätze algebraisch in dem sogenannten Carnot'schen Theoreme formu-

liren; vgl. Salmon's Higher plane curves, nr. 124, sowie eine Bemerkung in

dem weiterhin folgenden Abschnitte über das Abel'sche Theorem.
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fest gegeben annehmen, wie dies z. B. für m = n schon in dem Satze

geschah, dass alle Curven n""' Ordnung, die ^ n (n + 3) — 1 Punkte

mit einander gemein haben, durch bestimmte ^ {n — \) (n — 2) weitere

Punkte hindurchgehen (p. 428). Sollen allgemein mn Punkte (wo w > «

sei) auf einer C^ liegen, so müssen zwischen deren Coordinaten

ran — \n{n -\-?)) Gleichungen bestehen, denn die Cn ist schon durch

^ n (n -f 3) Punkte bestimmt. Sollen die mn Punkte dann weiter auf

einer Curve w*®"" Ordnung liegen, so kann man letztere bei nunmehr

gegebener C,, immer durch eine Curve ersetzen (p. 426), welche nur

von mn — \{n — 1) (« — 2) Constanten abhängt. Zwischen den mn
Punkten bestehen daher noch weitere ^ (n — 1) [n — 2) Relationen,

so dass die Gesammtheit der letzteren gleich

mw — ^ n (« + 3) -f- ^ (w — 1) (n — 2) = wn — 3 n + 1

wird. Für m = n dagegen haben wir eine oo ' - Schaar von C,, , welche

durch die n^ Punkte gehen, und daher nur (n — 1) (n — 2) Relationen

zwischen den 2 w^ Coordinaten der n^ Punkte 5 in der That sind dann

ja wieder -^ (n — 1) (n — 2) Punkte durch die übrigen bestimmt, wie

es sein muss. Wir haben also folgenden Satz*):

Wenn mn Punkte auf zwei Curven bez. von der Ordnung m und n

liegen und dabei keinerlei anderen Bedingungen genügen sollen und ein-

fache Punkte beider Curven sind, so müssen für m > n zwischen den 2 mn
Coordinaten der mn Punkte mn — 3 n -(- 1 Relationen bestehen; für m= n

dagegen ist letztere Zahl gleich n"^ — 3 n -f- 2.

Ist nun die Curve n*" Ordnung fest gegeben, so sind dadurch

mn — \ n (n -\- ?>) Gleichungen absorbirt, und es bestehen nur noch

die vorhin zuletzt erwähnten \ {n — 1) (« — 2) Relationen, während

gleichzeitig jeder der mn Punkte nur noch von einem Parameter ab-

hängt. Hieraus folgt wieder, dass \ {n — \) {n — 2) Punkte durch

die übrigen bestimmt sind.

Es ist übrigens leicht, die mn — ?> n -\- \ Relationen zwischen

den mn Punkten

x^^'^ , a;(^), ... o:'^), wo ^ = mn,

wirklich aufzustellen. Verstehen wir nämlich unter:

Y, (a:) = 0, ^',(x) = 0, ... ^f, + ^{x) = 0, wo i/ = in(n + 3),

die Gleichungen von irgend v -\- l von einander linear unabhängigen

Curven n"^'' Ordnung, so dass z. B.

:

Y,(x)==*VS Y2 {x)=x,"-'^x„ . . . Y„ + i Or)=.T2% . . . ^^r + i{x)= x,%

) Vgl. Jacobi: De relationibus, quae locum habere debent etc. Crelle's

Journal, Bd. 15, p. 285.

48*
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so ist die Gesammtheit der Curven w*®'' Ordnung dargestellt in der

cx>*' - Schaar

:

<

(1) a, ¥, (x) + «2 M^2 (x) + . . . + «,. + iY. + i (x) = 0.

Die Bedingungen also dafür, dass ^ = mn Punkte x'^'^ auf einer Cn

liegen, sind gegeben durch das übervollständige System von Gleichungen:

(2)

V, (a;(^)) ^2 («"'0 Vv +

1

(a:(^))

= 0,

wo links eine Matrix mit v -\- \ Vertical- und ^ Horizontalreihen

steht. Dies System enthält in der That nach einem früheren Satze

(p. 703) nur

pi — V == mn — \n (n -f- 3)

von einander unabhängige Gleichungen, nämlich z. ß. diejenigen,

welche aus der Bedingung:

(3) Y Gt('0

Y, (a;(')) ^2 (^^'0 • • • ^i' + i (^''0

entstehen, wenn man dem Index / alle Werthe von i = v -\- 1 bis

i = ^ nach einander beilegt. Letztere Gleichungen sagen ja auch

nichts Anderes aus, als dass die Punkte x^^ + '^'i,
. . . a:^'') auf der durch

die Punkte x^^'i , . . . x^^^ bestimmten C„ liegen sollen. Seien ferner:

Zi(^) = 0, %2(^) = 0, ... Xfi-t + i{x) = 0, wo 7t= -^{n— l)(?i—2)

die Gleichungen von irgend ft — jr von einander linear unabhängigen

C,n. Dann wird die Gesammtheit der Cm in der Schaar:

(4) cc^x^{x)-]-a^X2ix)-\- • • • +a^c-n + i%^.~n + iix) + ^Y(x)= 0.

dargestellt, wo A von der (m — w)**^" OiJnung in x ist; und die wei-

teren 71 = ^ (n'— 1) (w — 2) Relationen erscheinen in der Form;

XiCa^W) X,CX(^^-) ... X^-n+lCxi^^)

;K,
(a;(^)) X2 C^''^) ••• ;K^-- + i(^^^0

(5) = 0.

Nach dem mehrfach erwähnten Satze ist die Zahl der von einander

unabhängigen Gleichungen in der That gleich 7t. Unsere mn— Sn-j-l

Relationen sind also durch die Gleichungen (3) und (5) gegeben.
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Wenn m = n, gestaltet sich dies Resultat etwas anders. Sollen

nämlich n' Punkte auf zwei Curven w*'^'' Ordnung liegen, so liegen sie

mit jedem beliebigen (n^ + \Y'' Punkte der Ebene auf einer C«.

m = n haben loir daher die Relationen (vgl. p. 692 Anmk.) ;

¥, (a;('0 YaC^t')) ... Y. + i (a^^^O

Für

(6)

Yi (^'^0 ^2 C^^O
xv + 1

= 0,

worin die Xi beliebige Grössen bedeuten und wo ft = w^. Die Zahl

der von einander unabhängigen Gleichungen wird in Uebereinstimmung

mit dem Obigen gleich (n — 1) (w — 2) = n^ — 3 w + 2.

Zu einem analogen Gleichungssysteme wie der zuletzt behandelte

Fall (insofern dieser das Verschwinden aller Unterdeterminanten einer

Matrix verlangte) führt die Behandlung der folgenden Aufgabe:

Gegeben ist eine lineare oo* -Schaar von Curven n^"' Ordnung:

«,M^i (^) -\-oc2'^Ax)+ ' •• -f«^+iH^^+i(^) = 0;

man soll in der Ebene Gruppen von R Punkten so bestimmen, dass durch

dieselben noch eine oci-Schaar von Cn der gegebenen Schaar hindurch-

geht, wobei q > t — R. Dies Problem ist dem auf p. 702 behandelten

genau analog, nur dass damals die R Punkte der beschränkenden

Bedingung unterworfen waren, auf einer gegebenen C„ zu liegen.

Dasselbe führt daher ebenfalls auf die Forderung, dass alle {t-~q-\-V)-

gliedrigen Determinanten aus dem Schema

y,(x^) ^sCxO) ... Y, + i(a;W)

^
|Yi(x(2)) Y, (a:(2)) ... Y.+ i(:k(^0

ki(rc(/^0 Y2(a;(^0 ... V, + i(x(ÄO

verschwinden sollen. Dies liefert {q -{- \) {R - t -{- q) von einander

unabhängige Gleichungen zwischen 2ß Unbekannten: den 2R Coor-

dinaten der R Punkte. Für die Möglichkeit der Lösung ist also

nothwendig, dass

2R-^{q-\-l){R — t-\-q).

Genauere Untersuchungen über die Zahl der Lösungen in einzelnen

Fällen (die analog wie das Beispiel auf p. 749 zu behandeln wären),

sind bisher jedoch noch nicht angestellt.*)

•) Ein Beispiel für die Lösung des im Texte gestellten Problems werden wir

sogleich noch kennen lernen; auch den Fall, wo die m« Basispunkte eines

C "-Büschels auf einer festen C,^ liegen sollen («>»0. werden wir noch besprechen.
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Sechste Abtheilung.

Die Modificationen, welche diese Betrachtungen erleiden, wenn
eine der betrachteten Curven durch Doppelpunkte der anderen hin-

durchgeht, sind unschwer anzugeben. Es ist bekanntlich drei Bedin-

gungen äquivalent, wenn ein bestimmter Punkt Doppelpunkt einer

Curve sein soll (p. 339). Soll z. B. y Doppelpunkt einer Curve der

Schaar (1) sein, so müssen die drei Gleichungen bestehen:

(8) =
-y

/= 1. 2, 3.

YviX y = x^^^ treten also in der Matrix (2) statt der ersten Horizontal

-

reihe drei aus den linken Seiten der Gleichungen (8) entstehende

Horizontalreihen auf. Gleichzeitig fallen aber von den ^ Punkten
des Schnittpunktsystems zwei nach o;*'), so dass wir nur noch /u, — 1

getrennte Punkte zu betrachten haben. Ebenso haben wir beim
Auftreten von 8 Doppelpunkten der 0,^ nur noch fi

— 8 getrennte

Punkte a:('\ An Stelle der Matrix (2) tritt daher alsdann eine Matrix

mit fi + ^ Horizontal- und v -\- \ Verticalreihen, deren Verschwinden
also mit ft — v -\- 8 Bedingungen äquivalent ist. Sollen ferner

ausserdem im Schnittpunktsystem 8' Doppelpunkte der C„, vorkommen,
von denen keiner in einem Doppelpunkte der C„ liegt, so besteht

jenes Punktsystem nur noch aus ft — d — 8' getrennten Punkten.

Die in (2) auftretende Matrix enthält daher jetzt noch iw-
-{- d — 8'

Horizontalreihen; und die Zahl der durch ihr Verschwinden darge-

stellten Bedingungen wird gleich

Ebenso tritt an Stelle von (5) eine Matrix mit /ü + d' — d Horizon-
tal- und ^ — 71 -\- \ Verticalreihen. Die Zahl der durch das Ver-
schwinden der letzteren Matrix dargestellten Bedingungen wird daher
gleich

Auch in dem hier hetrachteten Falle ist daher die Gesammtheit der zivi-

schen den mn — d — d' Punkten bestehenden Bedingungen gleich

ww — 3w-|-l. Ist wieder die C,, fest gegeben, so sind damit
mn — ^ n {n -{- ^) -\- d Bedingungen als von selbst erfüllt betrachtet;

es bestehen also noch \ {n ~ \) (n — 2) — 8 Relationen, woraus sich

wieder der Eingangs erwähnte Satz ergibt. —
Den betrachteten Theoremen über die Schnittpunkte zweier

algebraischen Curven kann man nun zahlreiche andere gegenüber-
stellen und aus ihnen ableiten, welche sich auf Schnittpunktsysteme

dreier und mehrerer Curven beziehen. Hierfür geben wir im Folgen-
den einige Beispiele, die ihrer Anwendungen wegen von besonderem
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Interesse sind; und zwar sollen sich letztere auf die Chasles'sclie

Erzeugungsweise einer gegebenen Curve beziehen. Wir beweisen

zunächst den folgenden Satz*):

Eine Curve der n*'" Ordnimg, wo:

n > p imd n > q, aber n < p -\- Q

,

ivelche durch ^

iJ*?
— H/> + */ — " - 1) (^ + '^^ — « — 2)

Schniltpunkle zweier Curven p'«' und (f Ordnung geht, enthüll auch

die übrigen \{p -{ q — n — \) {p -\- q - n - 2) Schnittpunkte der

letzleren. **)

Zum Beweise nehmen wir auf der Cp ^ {n — q) {n — q -\- ?>)

Punkte beliebig an und legen durch sie eine Curve Cn-q der (n — qj"^^

Ordnung, was immer möglich, wenn n — q < p; ebenso legen wir

durch ^ (n — p) {n - p -{- 3) Punkte der gegebenen Cp eine Curve

C„ _ der (n — />)*'^" Ordnung. Wir haben dann zwei Curven n»«'

Ordnung, deren eine aus C^ und C„_^, deren andere aus Cp und

C„_p besteht, und durch deren n^ Schnittpunkte jede Curve fi'"' Ord-

nung gehen muss, welche |w(n -f 3) — 1 von denselben erhält. Nun

ist aber:

(9) ^?i{n-}-3)-\ = a-\-^ip—-n){p-n-\-3)-{-^{q — n){q— n-^?i),

wenn: a = pq — i {p -]- q — n — l) {p -\- q — n — 2)

.

Alle Curven n^^' Ordnung also, welche durch a der gegebenen pq

Punkte und durch die auf der Cp bez. Cq willkürlich gewählten Punkte

gehen, gehen auch durch die übrigen pq — a Schnittpunkte von Cp

und 6V Dies sind aber auch alle Curven n'«^ Ordnung, welche über-

haupt durch die a Punkte gehen; denn die Mannigfaltigkeit aller

dieser Curven ist gleich

/3 = i n (w + 3) - a -,

und unsere obige Construction liefert uns oo^ verschiedene Büschel

von C„, wo:

y = ^ (p - w) (/> — w + 3) -f i (^ - n) (^ — w + 3)

also im Ganzen eine oo^ + ^ - Schaar von C„; und wegen der Relation

(9) ist in der That j; -f 1 = /3. Alle C„ durch die a Punkte, gehen

also wirklich durch die übrigen pq — a Punkte; q. e. d. Voraus-

gesetzt wurde bei diesem Beweise, dass n — q < p, also auch

*) Hier, sowie überhaupt im Folgenden schliessen wir den Fall aus, dass in

Schnittpunkten Doppelpunkte der betrachteten Curven liegen; letztere können

ausserdem aber beliebig viele Doppel- und vielfache Punkte haben, auch in nie-

drige Curven zerfallen.

**) Vgl. Cayley: Cambridge and Dublin Math. Journal , vol. 3, 1843, p. 211.
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n—p < g, oder n<:p-\-q, wie oben angegeben wurde. Für
n=p -\- q — 1 oder n = p -\- g — 2 sagt übrigens unser Satz nichts

mehr aus. Für n < g oder n < /> würde die Construction der Curven
C„^q oder C„-p nicht mehr möglich sein.

Für p = q == m folgt hieraus insbesondere:

Lwffen von den nP- Basispunklen eines Büschels von Curven m*"''

Ordnung

a = m"^ — ^(2?n — n~ 1) {2m — n — 2)

auf einer Curve n'"' Ordnung, ivo n > m aber n<2m, so liegen auch
die übrigen m"^ — a Basispunkte jenes Büschels auf der Curve n*'''-

Ordnung.

Bevor wir dies letztere Resultat zu weiteren Anwendungen be-
nutzen, sei hervorgehoben, dass in Vorstehendem eine specielle Lösung
des vorhin gestellten Problems enthalten ist: in der Ebene Q Punkte
so zu bestimmen, dass durch sie noch oo'" Curven einer gegebenen
linearen oo'-Schaar gehen. Wir haben nämlich hier:

^ = ^w(w-f-3), Q=-pg, r = ^n(;^-f 3) - a.

Eine solche Gruppe von Q Punkten ist eben durch jedes beliebige voll-

ständige Schnittpunktsystera zweier Curven p^"' und (?'«'• Ordnuno- ge-
geben, wenn nur n>q, n>p, n <. p -^ g; durch ein beliebiges
System von pg Punkten dagegen würden weniger, nämlich Un (w — 3)— /?(?}- fach unendlich viele 6'^ hindurchgehen.

Der zuletzt für p ^= q = m ausgesprochene Satz wird nun von
Wichtigkeit für die Frage, ob es immer möglich ist, iüx m < n auf
einer gegebenen 6'„ nC- Punkte so zu bestimmen, dass durch sie noch
einfach unendlich viele C,„ hindurchgehen, eine Frage, die für die
Untersuchung der Chasles'schen Erzeugungsweise der C„ von beson-
derem Interesse ist (p. 376). Für « < 2 m nämlich braucht man nach
jenem Satze nur zu fragen, ob es möglich ist, a = nC-~ ^{^m — n — \)

. {2 m — n — 2) Basispunkte eines Büschels von C,,, auf eine gegebene
Cn zu legen; die übrigen Basispunkte liegen dann von selbst auf der
Cn. Die dazu nöthigen Bedingungen aber sind durch das Verschwin-
den aller ^gliedrigen Determinanten des Schemas (7) gegeben (indem
dort g = 1), wenn

:

l = ±m{m -\-'d) , B = cc-

Avas 2{a ~ t -{- 1) Relationen zwischen a Unbekannten gibt (indem
die « Punkte gezwungen sind, sämmtlich auf der C„ zu liegen). Von
letzteren bleiben also willkürlich:

a - 2{a — i -{- l)= m{m-\-S)- m'' ~2 -i- ^{2m— n - 1){2m-n— 2)

= i {(2m - ?iy -j- 3 n — 2)} .
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So viele von den a Punkten kann man daher auf der C„ beliebig

annehmen.

Ist dagegen ?j > 2m, so haben wir in dem Schema (9): R = ni^,

t = ^m {711 + 3), <7 = 1 und also w- — om -\-2 Relationen; d. h. die

Zahl der willkürlich bleibenden Punkte ist gleich

m'^ -(m'^~?»m-{-2) = ^m~2.
Soll man also auf einer Curve n*"'' Ordnung m~ Punkte (m < n) so

bestimmen, dass sie die Basispunkte eines Büschels von Curven tn^"-''' Ord-

nung bilden, so kann man von ihnen für n<^2m noch ^ H2 m — rif

-f- 3 w'— 2|, dagegen für n'^ 2 m noch Zm — 2 willkürlich auf der

Cn annehmen,'^')

Hat man nun diesem Satze gemäss einen Büschel von C,„ gefunden,

so kann man auch immer einen zweiten Büschel von C„_„, angeben,

dessen (n — mf Basispunkte ebenfalls sämmtlich auf der Cn liegen, und

welcher auf den C",,,- Büschel derartig projectivisch bezogen ist, dass

die Schnittpunkte entsprechender Curven beider Büschel die d in

Chasles'scher Weise erzeugen. Die Curven des Büschels m'" Ord-

nung nämlich schneiden die d in m {n — m) beweglichen Punkten.

Legen wir nun durch m {n — ni) — \{m — V) {m — 2) von diesen

weiteren Schnittpunkten einer bestimmten Curve C„, des Büschels eine

Curve Cn-m, so geht diese auch durch die übrigen ^{m — \) {m — 2)

Punkte von selbst hindurch. Sei nämlich C„,' eine zweite Curve unseres

Büschels, und beschreibt man durch ^ {n — m) (n — m -\- 3) der

{n — m) m weiteren Schnittpunkte von C^ und Cm (welche also nicht

auch auf C,n liegen) eine Cn-m, so haben wir zwei Curven w*'"' Ord-

nung: die Cn und die C„, -f~ ^«— «i« Die Curve C„/ enthält nun

m^ — ^{2 7n — n — \) (2m — n — 2) -\- \ {n — m) {n — m -\- ?>)

= nm — ^{m — 1) (m — 2)

Durchschnittspunkte beider Curven, folglich auch noch ^ [m — 1)

•. {m — 2) weitere Schnittpunkte, und zwar, da C,,! durch alle m"^ Basis-

punkte des einen Büschels geht,

\(2m — n — \)(2m —n — 2)

Punkte, die C„ und C^ gemeinsam sind, und also

(n — m) m — -^ (w — m) (« — m -\- "Z)

Punkte, die f„ und Cn-,n gemeinsam sein müssen. Die C„_„, geht

also in der That durch alle m {n — m) Schnittpunkte von C,,! mit

*) Vgl. Chasles: Determination du nombre des points etc., Comptes rendus,

21. Septb. 1857, sowie Cremona's Theorie der ebenen Curven, p. 77 fF. in

Curtze's Uebersetzung. — Für w = 2 w + 1 und n = 2 ?« ,j- 2 sind beide Zahlen

identisch, so dass die Angaben des Textes mit denen von Chasles übereinstimmen.
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C,,.'*) Legt man also durch die beregten m {n — ni) Schnittpunkte

von Cn mit C„/ eine beliebige Cn-,,,, so schneidet letztere die C„

noch in

(n — m) n — m {n - ni) = (n — nif

Punkten. Sind ferner C„ = 0, C„t=0, (7„_„, = die Gleichungen

der betrachteten Curven, und ist C„t = die Gleichung einer anderen

die gewählten ?n- Basispunkte enthaltenden Curve /w'" Ordnung, so

muss sich eine Curve C'„_„, so bestimmen lassen, dass identisch

(^ m^ n—m ^^=^ ^m ^n— ?n ~| ^n j

denn wir haben es nur mit einfachen Schnittpunkten zu thun. Dann

aber geht die C'„_„, ebenfalls durch die (n — my Punkte, welche auf

C„ und €„— ,„, aher nicht auf C'»,, liegen. D. h. der Büschel

C„-,n -h IC'n-m = ist dcm Büschel C',„ -f- 1C„, = projectivisch

und erzeugt die €„ in verlangter Weise. Wir sprechen dies in folgen-

dem Satze aus:

Liegen die m} Basispunkte eines Büschels von C^ avf einer Cn, so

gibt es immer einen zu ihm projectivischen Curvenhüschel von €„.,„, dessen

(n — my Basispunkte ebenfalls auf, der d liegen, und welcher mit jenem

ersten Büschel durch den Schnitt je zweier entsprechenden Curven die

Cn erzeugt."^*)

Durch vorstehende Betrachtungen ist gleichzeitig der vollständige

Beweis erbracht, dass jede Cn durch zwei projectivische Curvenbüschel

m*®'' und (n — z»)*^'' Ordnung erzeugt werden kann, von deren Basis-

punkten keiner in einem Doppelpunkte der Cn liegt; dabei kann m
alle Werthe von l bis n — 1 annehmen. —

Von dem hier zuletzt bewiesenen Satze, der offenbar auch für eine

zerfallende Curve C„ gültig ist, wollen wir zum Schlüsse noch eine

andere Anwendung machen, die uns zu interessanten Specialfällen

führt.

Es seien Cj = 0, Cj = zwei Curven n*" Ordnung. Dieselben

bestimmen einen Büschel Cj -j- ;c Cj = von solchen Curven mit'

n"^ = p -\- q Basispunkten. Die Zahl q soll nun so gewählt werden^

dass durch q jener n"^ Basispunkte eine Curve K.>^ == der (n — r)'*""

Ordnung gerade bestimmt wird, d. h. wir nehmen

*) Es folgt dies auch direct aus dem allgemeineren Satze von Cayley:

Liegen von den Schrällpunklen zweier Curven 0^^^ und C^^, wo m <^n, mp —
^{m -\- p — n — 1) (w -j- ;9 — n ~ 2) auf einer Curve C , wo p <^ n, so liegen anf

dieser Curve noch weitere \{m -\- p — n — 1) {in -\- p — 7i — 2) Punkte, und die übri-

gen pi (n — p) Punkte liegen auf einer Curve der [n — Tny<^" Ordnung.

**) Vgl. Chasles: Deux theoremes generaux sur les coi\rbes et les surfaces

geomötriques de tous les ordres; Comptes rendus, 28. decb. 1857.
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(10) ^ = |(«-r)(n — r + 3),

und also:

(11) p ^n"^ _ q= l-n(n-{-2r — 3) - ^ r (r — 3) .

Durch die p übrigen Schnittpunkte von C, mit C^ legen wir eine

beliebige dritte Curve n*'-'^ Ordnung: C^ = 0. Dann bilden die beiden

Curven C^ und K^ zusammen eine Curve C^ . f^^ = von der

(2 w — r)""" Ordnung, auf welcher die Basispunkte des Büschels

C^ -}- XC2 = vertheilt liegen. Nach dem zuletzt bewiesenen Theoreme

muss es daher einen zum Büschel C^-\-xC2 = projectivischen

Büschel (n — r)"''" Ordnung geben, dessen (n — r)^ Basispunkte eben-

falls auf 63 . Ä'g == vertheilt liegen, und welcher mit dem Büschel

C^ -\- xC^ = durch die Schnittpunkte entsprechender Curven die

Curve Cg . A'3 = erzeugt. Sind nun A'i = 0, A'j = diejenigen

Curven des zweiten Büschels, welche den Curven*) ^2=0, Cj ==

bez. des ersten entsprechen, so entsteht die Frage, wie viele von den

(n — ry Basispunkten des zweiten Büschels auf die C3, wie viele

auf die F^ fallen. Nun schneidet der Büschel C^ -\- xC2 = die C^

in n^ — P = fj beweglichen Punkten; Gleiches gilt daher auch von

dem Büschel A'2 + x Ä'j == 0. Die Curven des letzteren treffen also

die C3 noch in A = n (« — r) — (j festen Punkten; und folglich liegen

auf A'3 noch /i = (n — r)^ — X Basispunkte des Büschels, wo nun

wegen (10) und (11):

k=p — rn " ==^n(n — 3)— |r(r-(;-3)

/n = (w — rf — A == ^ (n — ry -\- ^ {n -\- f) — nr

.

Da ferner die Gleichung der Curve C3 . k\^ == durch Elimination von

X aus den Gleichungen

C^ -f xC^ = 0, A\ + xA\ =
hervorgehen muss, so besteht zwischen C^, C^, C^, A'j, K^, K.^ eine

Identität der Form:

(13) «jt^jÄ'i + a2<^2^2 + «3<^3Ä^3 ^0,
wo die «i Constante bedeuten. Zwischen den drei Curven Ci und den

drei Curven Ki herrscht sonach vollkommene Symmetrie, und wir

können folgenden Satz aussprechen:

Schneiden sich drei Curven C^, C2, C^ der n*''" Ordnung in den-

selben

p = ^ n (n + 2 r — 3) — I r (r - 3) "

Punkten, so schneiden sie sich paariveise noch in iveiteren

*) Die Indices 1, 2 sind so gewählt, dass die Gleichung der Curve ^3^3 =
in der Form O^K^ — C^K^=^<^ erscheint, dass also zwischen Cj, Cj, C3, A'j, ^^2, K^

eine Identität der Form (13) besteht.
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q = ^(n — r)(n — r-\-3)

Punkten und besiimnien dadurch drei Curven K^, K.^, K.^ der (n — rj"'

Ordnung. Biese letzteren gehen alsdann, wenn A, ^ wie in (12) be-

stimmt werden, durch dieselben ^ Punkte der Ebene, während ihre

übrigen X Schnittpunkte paarweise genommen bez. auf den Curven C^,

C^, C3 liegen."^)

Für n = 2, r = 1 ergibt sich hieraus der bekannte Satz:

Schneiden sich drei Kegelschnitte in denselben zivei Punkten der

Ebene, so schneiden sie sich paarweise in noch weiteren zwei Punkten;

die durch diese Punktepaare hestim?nten drei Geraden gehen durch den-

selben Punkt der Ebene. '^''')

Ebenso folgt z. B. für n = 3, r = 2:

Schneiden sich drei Curven 3''-''' Ordnung in denselben 7 Punkten, so

schneiden sie sich paariveise in noch 2 Punkten; die dadurch bestimmten

3 Geraden bilden ein Dreiseit, dessen 3 Eckpunkte bez. auf die drei

Curven 3*'^^ Ordnung zu liegen kommen. —
Diese Anwendungen und Beispiele werden hinreichen, um das

mächtige Hülfsmittel zu kennzeichnen , welches wir in den Schnitt-

punktsätzen besitzen, indem letztere auch die ganze Ebene beherr-

schen, während wir früher immer eine feste Curve zu Grunde legten.

Wir wenden uns nunmehr zu Untersuchungen anderer Art, für die

dann gerade wieder der Begriff der adjungirten Curven von besonderer

Wichtigkeit werden wird.

VI. Die zu einer Curve gehörigen algebraischen Integrale.

Wir haben schon wiederholt auf den innigen Zusammenhang
zwischen der Geometrie auf einer Curve und der Theorie gewisser zu

ihr gehöriger Integrale hingewiesen, wir haben insbesondere bei den

Curven dritter Ordnung diesen Zusammenhang bereits ins Einzelne

verfolgt: das elliptische Integral erster Gattung, dessen Modul mit

dem Doppelverhältnisse der Curve in bestimmter Weise zusammenhing,

erschien hier aufs Engste mit der Theorie der Schnittpunktsysteme

verknüpft (vgl. p. 602 ff.). Die allgemeine Erörterung der hier vor-

kommenden "Verhältnisse soll uns nun beschäftigen 5 und zwar wollen

wir zunächst folgende Gegenstände erledigen

1) Einführung einer bestimmten Form für die allgemeinsten alge-

braischen Integrale,

*) Für r = 1 und r = 2 ist dieser Satz von Olivier gegeben: Crelle's Jour-

nal, Bd. 70, p. 156.

**) Dieser Satz ist ja nichts anderes als die projectivische Verallgemeinerung

des bekannten, dass die Chordalen dreier Kreise durch denselben Punkt gehen

(p. 155).
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2) Zurückführung der letzteren auf gewisse Normalform'en,

3) Untersuchung der ünendliehkeitspunkte dieser Normalformen.

Die so gewonnenen Normalformen werden weiterhin auf noch

einfachere Typen reducirt werden; und es bleibt dann übrig für

letztere das Abel'sche Theorem aufzustellen, sowie das sogenannte

Umkehrproblem, der Abel'schen Integrale zu erledigen*), um alle

Mittel für die geometrischen Anwendungen bereit zu haben. Hervor-

gehoben sei sogleich, dass die Eigenschaften der hier auftretenden

Integrale invarianten Charakter gegenüber allen eindeutigen Trans-

formationen der Grundcurve bewahren, wie später genauer gezeigt

werden soll; es wird dadurch von Neuem gerechtfertigt erscheinen,

wenn wir die Theorie dieser eindeutigen Transformationen an die

Spitze gegenwärtiger Untersuchungen stellten.

Unter einem algebraischen oder Abel'schen Inteffrale versteht man

ein solches, bei welchem die Function unter dem Integralzeichen der-

artig irrational von der Veränderlichen x abhängt, dass sie als

rationale Function zweier Veränderlichen rc, y darstellbar ist, wenn

zwischen letzteren eine bestimmte (und für alle Werthe von x die-

selbe) algebraische Gleichung:

F{x,y)=0

besteht. Dieselbe ist eben die Gleichung der Grundcurve, zu welcher

das betreffende Integral gehört. Das Integral selbst kann man dann

nach dem Vorgange von Riemann immer in der Form annehmen **)

:

*) Die Theorie der Abel'schen Integrale und Functionen muss hier im All-

gemeinen als bekannt vorausgesetzt werden. Nur die rein algebraischen Be-

trachtungen über die Differentiale der Abel'schen Integrale und das Abel'sche

Theorem sollen im Texte etwas ausführlicher gegeben werden. Im Uebrigen

stellen wir die benutzten Sätze nur immer kurz zusammen und verweisen wegen

näherer Ausführungen auf die betreffenden Originalarbeiten, insbesondere auf

folgende Schriften:

B. Eiemann: Theorie der Abel'schen Functionen, Crelle's Journal , Bd. 54;

im Folgenden kurz bezeichnet mit: li. A. F.

A. Clebsch und P. Gordan: Theorie der Abel'schen Functionen, Leipzig

1866; im Folgenden kurz bezeichnet mit: Cl. u. G. A. F.

Für die hyperelliptischen Integrale vgl. besonders Weierstrass: Crelle's Journal,

Bd. 47 und 52; C. Neumann: Theorie der Abel'schen Integrale, Leipzig 1865;

Prym: Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen , Denkschriften der Math.

-

phys. Classe der Wiener Academie, Bd. 24, 1864 und: Theorie der Functionen

in einer zweiblättrigen Fläche, Denkschriften der schweizerischen Gesellschaft,

Bd. 22, Zürich 1866. Die späteren Arbeiten von Weierstrass über diese Theo-

rien sind bisher nicht allgemeiner bekannt geworden.

**) Yg\. R. A. F. §. 9. — Ist das Integral sonst nicht in der Form (1) ge-

geben, so kann man letztere ja immer einfach herstellen, indem man Zähler

. dF ...
und Nenner der Function unter dem Integralzeichen mit -^ multiplicirt.
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(1) dF '

wo M^ eine rationale, gebrochene algebraische Function in x, y be-

deutet, während zwischen x, y die Gleichung n""' Ordnung F =
besteht, d. h. während x, y die Coordinaten eines Punktes .der Grund-

curve w'*'' Ordnung bedeuten. Wir wollen das Integral jedoch immer
in einer etwas anderen, von A ronhold gegebenen Form annehmen,

indem wir statt x, y homogene Coordinaten x^^ x^, x.^ einführen,

wodurch auch äusserlich den Forderungen der Symmetrie sowie

der pro] ectivischen Denkweise (dem invarianten Charakter des Diffe-

rentials) mehr Rechnung getragen wird. Dadurch ist dann zugleich

ein Zusammenhang mit der ternären Algebra angezeigt, welcher für

die Behandlung der Integrale von Bedeutung sein kann. Wir schrei-

ben nämlich das Integral immer in der Form:

wo nun c, , c.,, ^3 die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Ebene

bedeuten, und x^, x^, rCg durch die Gleichung einer Curve ?«"^'' Ord-

nung /"^ üa:" = an einander gebunden sind, während Y jetzt eine

homogene gebrochene Function {n — 3)*^'" Ordnung in den Xi ist,

— Ehe wir jedoch allgemein auf das Wesen dieser Darstellung

eingehen, möge dieselbe an einem einfachsten Beispiele (für w = 2)

erörtert werden*); die weiteren Verallgemeinerungen ergeben sich

dann von selbst.

Wir behandeln das Integral

welches gewöhnlich mittelst wiederholter Substitutionen auf einen

Logarithmus zurückgeführt wird, während wir dasselbe, von der homo-

genen Schreibweise ausgehend, zugleich in allgemeinerer Form direct

auswerthen werden. Wir bringen es zunächst auf die Form der Inte-

grale (1) und (2). Das Wurzelzeichen nämlich können wir dadurch

fortschaffen, dass wir x mit einer neuen Variabein y durch eine qua-

dratische Gleichung verbinden. Letztere sei:

*) Vgl. Aronhold: Ueber eine neue algebraische Behandlungsweise der

Integrale irrationaler Differentiale von der Form T\ {x,y) dx, in welcher TT {x, y)

eine beliebige rationale Function ist, und zwischen a; und y eine allgemeine-

Gleichung zweiter Ordnung besteht. Grelle 's Journal, Bd. 61. Es sei auf diese

Arbeit zur Einführung in die im Texte verfolgten Vorstellungen nachdrücklich

verwiesen.
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/•= cti^x- -{-2a^^xy-{- a.^y"^ -\- 2^/130; + 2 a^^y + 033 = 0;

dann findet man durch Auflösung nach y:

Führen wir also die Bezeichnung ein

:

A=^— {a^^a.,., — «,.,^), ^= 2(r/,2«23— «^n«22) ;
<^'=— («22^33 —^'23');

so wird in der That:

dx

rly)

Wir verwandeln nun alle vorkommenden Functionen durch die Sub-

stitution :

X, Xa
a; = —

, y = -
x^ a?3

in homogene. Unsere Bedingungsgleichung wird dann:

/= EEüikXiXk = aj =
und in V müssen wir setzen:

x^dxj — xidx^ ff , . 1. ^ _ ^"^=0^1
"^^^^

^3^ ' ^^y^—x,dx— X, '

so dass:

/rx T/ 9 r dx Cx^ dx^ — Xt dXj
^^> ' ~ j t"i.y)~J ^3. «.«2 '

In dem Nenner tritt also noch eine lineare Function auf; dies war

vorauszusehen, denn das Integral (3) wird für x= cx>, y = 00, d. h.

für einen Schnittpunkt des Kegelschnittes /*= mit der unendlich

fernen Geraden, selbst unendlich; dasselbe muss daher bei der homo-

genen Form für den Schnittpunkt der Linie 0:3 = mit dem

Kegelschnitte aj = eintreten. Um nun von der Lage des Coordi-

natendreiecks unabhängig zu sein, werden wir statt V das Integral:

(6) ^=2 r; _^ ^1 ^,.,

rx,dx,-x,dx, -

wo: Ua: = lli X] -\- U^X.^ -\- U^X^
,

der Betrachtung zu Grunde legen : Die Integrale V und W sind also in

projectivischem Sinne nicht von einander verschieden. Zur Auswerthung

beider werden wir hier auch auf demselben Wege gelangen, während

bei -dem gewöhnlich in der Integralrechnung angewandten Verfahren

beide Fälle eine gesonderte Betrachtung erfordern.

Das Integral W lässt sich nun auf merkwürdige Weise in eine

mehr symmetrische Form bringen. Wir haben nämlich zufolge der

Bedingungsgleichung /= 0, wenn /i = ^ —

•
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xj^ + x.J.,^ + x^f^ F= /=
dxj^

-f- dx.J., + rfa:./3 = 0,

und hieraus folgt:

Ferner haben wir aus (6):

dW . f.^. U:c = x.^dx^ — x^ dx.^

,

also auch, wenn {xdx)^ = x.^dx^ — x.^dx2, etc., wegen der Gleich-

berechtigung der drei Coordinatenseiten nach (8):

dW .fi.U:,= {xdx)i, (/=1,2,3)

Multiplicirt man diese drei Gleichungen bez. mit den willkürlichen

Grössen Ci und addirt, so kommt:

d W {cyf^ +^2/2 + c^f^ . M^ = Z'+ <7, x.^dx.^ = {cxdx) .

Wir erhalten also für das Integral (6) die folgende homogene Darstellung

:

^ ^
~~

J ("1^ + «2^ + W3) f \y) ~J U^- ^Cif.
~J U~^ '

Zur Auswerthung von W, dessen Werth von den d vollkommen

unabhängig ist, weren wir jetzt diese willkürlichen Grössen passend

bestimmen. Zu dem Zwecke benutzen wir den folgenden allgemeinen

Satz

:

Die Determinante (cxdx), dividirt durch das Product zweier ternären

algebraischen Formen qo, ^, ist proportional zu einem vollständigen Diffe-

rentiale, wenn man die Ci proportional zu den zweigliedrigen Deter-

minanten aus den ersten Differentialquotienten von cp und -il> nach x^ , x.^,

x^ setzt, d h. wenn:

d^d'^>_ dii> dg} d^ dj^ di() dqp^

" ' docz dxg docz doc^ ' ^ 2 ^^g ^^j ^j,^ 21x3 '

Der Beweis ist ausserordentlich einfach. Sei nämlich:

(p = a^'" , ip = aj'

,

so wird:

QCi= mn . {a a)i a^"^ - ^ a^" — ^

,

und also nach einer bekannten Identität (vgl. V. p. 283)

:

Q {cxdx) = mn {a^a,i^ — a^a^^) aj"-^aj'-^

= mcp . dil) — 7111) . d(p

,

und somit:

([Cw {cxdx) dib dcp ,

\^^) Q = m -r — n —^
, q. e. d.

^ cp . ip tp cp ' ^
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. Für unsern Fall setzen wir nun:

QCi = {iia)iac
;

dann wird nach (10):

(12) w = ri£^i^ _ 1 rfj'^ _ ':}<i\ _ 1w ^^

wo Q ein noch zu bestimmender Factor ist. Zu dieser Bestimmung
führt folgende Betrachtung. Aus (11) ergibt sich:

(13) «, = und ^/,2=0;

ivir haben also durch die Suhslitution (11) für den Punkt c einen der

Schnittpunkte der Geraden u^. = mit dem Kegelschnitte /= gewählt.

Wir brauchen nun allerdings nur die Verhältnisse der d zu kennen;
denn eine gleichzeitige Aenderung derselben um denselben Factor
würde nur die willkürliche Constante des Integrals beeinflussen.

Gleichwohl müssen wir der Grösse q in (11) hier einen bestimmten
Werth beilegen, da auf beiden Seiten der Gleichungen (11) dieselben

Verhältnisszahlen t, , c.^, ^3 vorkommen. In der That durch Multi-

plication der d bez. mit willkürlichen Grössen v, und durch Addition
der Producte ergibt sich die Identität:

(^4) ^^^^^[f^y^j^f^^._^

es muss also q ein Ausdruck erster Ordnung in den v-, und Oik sein.

Wir wollen nun mit c/ die Coordinaten des zweiten Schnittpunktes
der Linie u mit /=0 bezeichnen, so dass

(T wj = ^2 c.^ — C3 c/ , 6 W2 = ^3 c( — c, c; , 6u^=^ c^ c.; — c,c;;

dann folgt aus (14) für Vi= hihc- (/= aj = bj):

Qhehc- = (abu) ücbc' = l(abit) (ücb,. — b^a,')

= - {abuy .

Andererseits haben wir wegen a^- = 0:

cqvc = a {avu) ac =^ («cfc- — v^Oc) a,.

= — Vc.acac-= — Vc . bc b^-

,

und also

ff = — bebe-
9

Setzen wir dies in (15) ein, so kommt schliesslich:

Q'^^^{^abuy = ^F,
wenn wir mit F, wie schon früher (p. 285), die zugehörige Form von
/" bezeichnen:

Clebsch, Vorlesungen. aq
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F= {abuf = - 2

'13 "I

«3, «32 «33 W3

^1 ^2 ^3

Damit ist folgendes Theorem bewiesen:

Wenn man unter der Voraussetzung, dass f {x , y) ^ f {x^, x.^, x.^)

a.
11 "12 ft.. M.

^aJ hj^ = ?s/, ^/as Integral

auswerthen soll, so nehme man für die d ein den Gleichungen:

/" {xi, X2, x^) = , w^ =
genügendes Werthsystem, was durch Auflösung der linearen Gleichungen:

y^F c^=^{ua)^ac^ /f /^ Cj = (w 0)2 «'c ,
y\Fc.^'-={ua\ac

geschehen kann"*), in denen F die zugehörige Form {abuy von f bedeutet;

alsdann ist

(16) W = r.^-: log h ^ •

Das Vorzeichen von }/{ F muss mit dem in den linearen Gleichungen

benutzten übereinstimmen, und die in den Differentialausdruck einzu-

führende Wurzel der Gleichung f{x,y) = mit der im Integral-

ausdrucke zu wählenden.

Um ein Beispiel für die Anwendbarkeit der Formel (16) auch in

den gewöhnlich vorkommenden Fällen zu geben, sei

f= x^i _|_ X.;' - 0:32 = (rr^ + y-' - 1)

also:

dann wird:

W

^F= ?/f' + u.? - n,c , y = j/\- x'- = iV (y) ;

J [U^X -f Wg

dx log ^i^+^2.y— Ti

wo die Ci aus zwei der folgenden Gleichungen zu bestimmen sind

{Q^yYF):

(17) pC, = — «2^3 — ^'3^2; ^^2 = «3^1 +^1^:)> ?^3 = "l^2 — «2^1-

Setzt man noch u^ = u.^ = 0, W3 = 1, so wird ^ = /— 1 = ?

und nach (17): Cg = 0, c, = « c., = /, wenn c.^ = l, also:

= r log (x i -\- y) = arc sin x .

/* rfx

J^^'
*) Vgl. über die Bestimmung der c- p. 107 und 116.
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Setzt man ferner ll^ = u^ = , v.^ = ^ , so wird p = 1 , c.^ =" 0,

Cj = — ^3 , also c^ = 1 , wenn c.^ = — 1 , und folglich

:

JyVi^r^^ J»-^' ^rr^^ ""^^-^

Nehmen wir endlich noch ?/j = 1 , u, = it.^ = 0, also ^ := 1 , r, =^ 0,

£•2 = ^3 = — l , so ergibt sich

:

J
' dx , \—y\-\-
^7==, = log ^-
xv \ — x' -^^

Dies Beispiel wird genügen, um den Gebrauch der homogenen

Form eines algebraischen Integrals zu erklären, und die Vorzüge

derselben bei gewissen allgemeineren Fragestellungen zu erläutern. —
Schon an diesem Beispiele trat der invariante Charakter des

Differentials dW bervor. In der That kann man jedes Differential

dV der Form (2) als simultane Functionalinvariante der Grundcurve

f= und der auf / = gelegenen Null- und Unendlichkeitspunkte

der Function V betrachten. Zunächst nämlich ist klar, dass der

Differeutialausdruck , als homogene Function nullter Ordnung der x,-,

sich nicht ändert, wenn man die x; gleichzeitig um denselben Factor

ändert, und dass derselbe, ebenso wie für n = 2 in obigem Beispiele,

wegen der Gleichungen (7) völlig unabhängiy von dem Punkte c hl und

nur durch die Function Y bestimmt ward. Für eine beliebig lineare

Transformation aber gilt der Satz , dass das Different'ud d V s/c/i he

einer solchen nur vfn den Factor der Subslilulionsdeterminanle ändert. *)

Setzen wir nämlich:

SO wird, wenn A-, die Coordinaten des dem Punkte c entsprechenden

Punktes sind (vgl. p. 265):

; . (cxdx) = {kydy)
,

und wenn wir

f{x)==F{y), Y (.r) = CD (j/)

setzen, so kommt:

,„ ^ {cxdx) <i>{kydy)
rin -'. ^,^--^.7^-

*) Analoges gilt für jedes binäre Differential der Form

:

Ein solches ist simultane Covariante der Formen a^"" , aj'
^

'. Für 7« = 2 sind

dies die hyperelliptischen Differentiale ; für »4=1, w = 2 hat man das elliptische

Differential, das als reine Covariante der Grundform aufzufassen ist.

49*
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Dies kann man z. B. benutzen , um das Integral V in die Form (1)

überzuführen. Zu dem Zwecke setzen wir:

Xi = üil -f- hiX -\- Ciy
,

wo X, y, t die neuen Coordinaten bedeuten; es wird dann

f {Xx , X., , x.^) ^ F{t, X, y) , Y (x, ', x.^, 0:3) = <P{t, X, y)

y n /. dx^
I

j. 8X2 r- 8X3 i Bf l BF ^

Sy '' '^ dy ~*~
'^ dy n dy n dy

''

endlich

:

I

r, a^t -\- h^x -\- c^y «j dt -\- ö, dx -j- c^ dy
{cxdx) = c, a.,i -f- b^x -\- c^y a^dt -\- h^dx -\- c^dy

c.^ a^t -\- h^x -\- c.^y a.-^dt -\- h.^dx -\- c<^dy

= {abc) . {tdx — xdt)
;

und also, wenn man (abc) in eingehen lässt und ^=1 setzt:

dy

wo mittelst /^ = «/ als Function von x definirt ist. —
Vermöge /= ist das Differential d V natürlich immer nur von

einer Variabein abhängig. Um letztere explicite einzuführen, hat man
indess im Allgemeinen höhere Gleichungen aufzulösen. Nur bei den

hyperelliptischen Curven sind diese vom zweiten Grade, wie im Fol-

genden gezeigt werden soll.

Zunächst wollen wir für den Fall w = 3, wo dann Y = 1 sein

mag, das Differential dV in die früher benutzte Form des elliptischen

Differentials bringen (p. 649), wie es Aronhold*) zuerst gethan hat.

Wir legen den Punkt c auf die Curve /"= und verstehen unter a^. = 0,

v^ == zwei durch c gehende Gerade. Jeder Strahl des Büschels

(18) xw,. -A?;., =
schneidet dann die C^ noch in zwei beweglichen Punkten; die Coor-

dinaten derselben lassen sich also mittelst einer Quadratwurzel durch

X, l ausdrücken. Es ist aber nicht nöthig dieselben wirklich zu be-

rechnen ; vielmehr kann man hier auch auf folgendem Wege zum Ziele

gelangen. In dem Büschel (18) sind bekanntlich vier Tangenten der

Cg enthalten, deren Berührungspunkte nicht in c liegen. Die Para-

meterwerthe ;«, A derselben mögen durch die biquadratische Gleichung

g) (jc, A) = gegeben sein, so dass (p [vx-, Wr) == das Product dieser

vier Tangenten darstellt. Die Curve (p = triffst die 6'y vierpunktig

im Punkte c und je zweipunktig in den vier Berührungspunkten; in

gleicher Weise aber wird die C.. von der Curve [«a.^ä'p]^ = getroffen.

Man hat daher bei passender Wahl der in (p eingehenden Constanten

:

*) Berliner Monatsberichte, 25. April 1861.
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(19) [aJa,Y^cp{v^,u.;)-\- Af.

Ferner wird, da QCi = {uv)i gesetzt werden kann, und da X = u.v,

(20) Q {cxdx)= U:^Vdx — v^^Ud.v =^ a"^ (Idx — xdX)

(f (y.r, Ux) = 0^(p (x, A),

und daher*):

, T7 (cxdx) 1 Idyi — Kdl

Den hier rechts stehenden Ausdruck erhält man jedoch unmittel-

bar in der verlangten, von den Invarianten S, T abhängenden Form,

wenn man den Punkt c insbesondere in einen Wendepunkt der C3 legt,

so dass gleichzeitig:

fic) = üc^ = , A (c) = aj^ = .

Das Product der vier von c aus an die (^3 zu legenden Tangenten ist

nun gegeben durch die Gleichung (p. 501):

(21) 3(Z?/7 — 4/-i>Y=0,

wenn : Df= aj ac , D'^f= a^ aj .

Unter diesen Tangenten muss auch die Wendetangente von c ent-

halten sein, und von der linken Seite der Gleichung (21) muss sich

ein Factor />-/ absondern lassen. Um diese Absonderung auszuführen,

hat man die Sätze zu benutzeu, dass die Curve /'= als Hesse 'sehe

Curve von drei anderen Curven des Büschels x/— AA = aufgefasst

werden kann, die durch die Gleichung (p. 527 und 560):

(22) G^{x,—X):^ ^3 - ^ S'xA-' -{-^TP =
bestimmt werden, und dass immer die Hesse'sche Curve von den

Wendetangenten der Grundcurve berührt wird.**) Aus der letzteren

Bemerkung geht hervor, dass die drei von c ausser Z>^/=0 noch an

/^ gehenden Tangenten eben die Wendetangenten der drei ver-

möge (22) zu ^'= gehörigen Grundcurven im Punkte c sind. Diese

Tangenten sind also durch (22) bestimmt, wenn gleichzeitig:

xD'^f - XB-A = 0,

wo />^A = «rttc^; das Product ihrer Gleichungen ist daher:

(23) ö, {D'A, — Dy-) '= (i)2 A)-^ — ^S.B'^A. (Z>V')'' + i ^ (/)Y)3= 0.

*) Die Berührungspunkte der vier Tangenten sind also die Verzweigungs-

punkte der zu dem Integrale gehörenden Riemann'schen Fläche.

**) Dies folgt unmittelbar daraus, dass die lineare Polare eines Punktes der

Hesse'schen Curve in Bezug auf die Grundcurve erstere in einem Punkte be-

rührt (p. 501), denn die Wendetangente der Grundcurve ist eben die lineare

Polare des Wendepunktes; vgl. auch die Anmerkung auf p. 648,
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Das Product des links stehenden Ausdrucks in />-/ rauss nun mit dem
in (21) links stehenden Ausdrucke bis auf einen noch zu bestimmen-

den Constanten Factor M übereinstimmen; d. h. wir haben vermöge

(24) M . 3 (z>/)2 = />v . 6', {/ßA, ~ ny)

,

was wieder mit Gleichung (19) übereinstimmt, denn der Büschel (18)

ist hier durch den Büschel x />-/"— XD'^A ersetzt. Aus dieser Glei-

chung ersieht man, dass M vom 8"^° Grade in den Coefficienten von

/ und von der 6"^"^" Ordnung in den d sein muss. Da aber jede

Covariante sechster Ordnung von /" sich durch eine solche und durch

/, A ausdrücken lässt (p. 570), so können wir wegen ac^= 0^ aJ^^O
setzen :

y}/=9;(r)6',

wenn gp jene eine (^ovariante ist (p. 574):

(p (^x) = (ö b a) (a b ß) a_^ bi^ aj ß_r^

and Avenu C einen Zahlenfactor bedeutet. Die Bestimmung des

letzteren geschieht am einfachsten mit Hülfe der kanonischen Form.

Nehmen wir der Einfachheit wegen für / eine Curve mit verschwinden-

der Invariante S (was für die vorliegende Frage sonst irrelevant ist),

so wird (p. 568 und 570):

/ = x^-^ -f- Xr^'^ -\- x./ , A = 6 .fj 0:2^:3

,

9) (c) = 8 {c^c^ + c^c^ + 6v'6-./')
, S^i), T= ~ 6

,

oder, wenn wir für c den Wendepunkt mit den Coordinaten 0, 1, — 1

wählen

:

ßf=x^^ — x.^' , //'V= o;, -f a;.,
, gj (c) = — 8 . JJ-A = — 2x^.

Hieraus ergibt sich durch eine einfache Rechnung:

'd{Dfy = 4/-.i)y--),Dy {2{Dyy ~ {ü^Af} .

Andererseits wird nach (23) für unsern Fall

:

G^ (z>2A, ~ ny) = (D-'Ay - 2 {oy-f

.

Wegen M = tp (c) . C = — % C folgt also vermöge /" -= aus (24)

:

6' == — \, und es wird:

(25) M=-\cp{<:).

*) Diese Gleichung besteht übrigens auch noch, wenn c ein beliebiger Punkt

von /'ist. Dann liegt nämlich der Mittelpunkt des Büschels -Alßf — A/>*A =
in dem Tangentialpunkte von c und die von dem Mittelpunkte ausgehenden

Tangenten sind lßf= und ö, {n^f\ — D^A) = 0; vgl. p. 647, Es ist dann nur

M in anderer Weise zu bestimmen.
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Ist also c ein Wendepunkt von f =0, so besteht vermöge f [c] = 0,

A (c) =0, f {x) = die Identität:

(26) - f 9 (c) • W)' = ^V • ^1 (^'^; - ^V')

.

Hiermit wäre der Nenner unseres Differentials in Function von

X = Z>2A und k = D'f berechnet. Für Berechnung des Zählers be-

achten wir, dass

(27)

'

QCi = {aa)i aj^üc'^

,

weil c der Schnittpunkt von ac'^a:, = und «^^«^=0 ist, also auch:

(28) = D'^A.d (/>V) - ^7"
. diß-'A)

= %dX — Xdx .

Die Bestimmung des Factors q geschieht nun in ganz derselben Weise,

wie die des entsprechenden Factors in den Gleichungen (11). Es sei

c' ein beliebiger Punkt der Linie D'^AiE^i(.r = 0] dann haben wir:

Ferner folgt aus (27):

Q Vc = (aav) ccc'^ ttc"^ = {avu)ac'^ ^

also für Vi = üiücac- = bibcbc''-

Qbc^bc' = {abu) ttc^bcbc' = ^{abu) {a^bc- - bcOc) cicbc

= \ {abuy a,b, == ^ (aba) (abß) a.bca^'ßj'.

Andererseits haben wir wegen a^^ ^^ 0:

aQ . Vc == <y (avu) üc^ = {ücVc' — VcOc') a,--

= ~ Vc . aö^ttc' == — Vc bjbc' .

Und durch Combination dieser Relationen folgt:

^2 = .— ^ {aba) {abß) a.beKc'^ßc' = — i <P (c) •

Schliesslich geht also die Gleichung (28) über in:

— ^ cp (c) . (cxdx) = xdl — Arfx;

und so gewinnen ivir in Folge von (26) das Resultat:

, „ __ (cxdx) /.^ iidX — IdK

oder endlich für x = ^, A = 1

:

dV = --j/i-
dfi

und damit haben wir wieder die frühere Form (p. 649).
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Die Herstellung dieser Normalform für d V kann noch in anderer,
sehr eleganter Weise nach dem Vorgange von Her mite und
Brioschi*) bewerkstelligt werden, wenn man eine höhere Substitution
benutzt. Diese Transformation beruht auf der zwischen den Formen
Q, t, t', A bestehenden Identität, die früher von uns abgeleitet wurde
(vgl. Gleichung (42), p. 640), nämlich:

Für /= haben wir nun insbesondere (p. 561):

und somit wird:

(29) 242Q2 = 384^3.- ]2 ^^. A* + 2 TA«

.

Ferner ist identisch:

=
{

(rt « u) ^, — {a ipu)a,-\-{ciip u) a, } ajaj xIjJ
;

und hieraus folgt für Ui={xdx),-, wenn wir aj = 0, aJa^^^^O
voraussetzen

:

Q {c X dx) == aj a, {aj i^J ^^^ - t/;.,« A,^ A^.,)

= i ftJft^ (i A<?^ — i'dA)

.

Multipliciren wir also d V in Zähler und Nenner mit Q, so wird
wegen (29):

d V = ('^•^ <^^)
1

Afi^t/> — 2 -i^rfA

= /l
Adip — 2 tpfJA

VlQ ^^ — ^ S A* rl> -{- jV ?'A'

Hierin endlich braucht man nur noch 4 4» ^- x, A^ = A zu setzen,

um das Residtat zu erhalten:

dV =^ //f
---J-^-*L^^
K-iCx^ — ^5xr+ ^r;i3)

Diese Darstellung ist jedoch von der Aronhold'schen dadurch unter-
schieden, dass jetzt allen achtzehn Schnittpunkten der Curve sechster
Ordnung xA2-4V'A = mit f=0 derselbe Parameterwerth x : X

entspricht, während früher nur je zwei beweglichen Schnittpunkten
des Strahlbüschels ;f Z>V — A 2>2A == der gleiche Parameterwerth
zukam.

Ganz in derselben Weise lassen sich die zu den hyperellipiischen

Curven gehörigen Integrale mittelst einer Quadratwurzel als Function
eines Parameters darstellen, wenn man die Curve zuvor auf die

Normalform transformirt hat; d. h. auf die Form (p. 719 f.):

*) Vgl. Crelle's Journal, Bd. 63, p. 30.
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In der That wird dann:

^^ = 2ycp {x) ==2/<pIx) . t {x)

.

und also

(30)
^' {x, y) . dx ^\x,y (pj. fix

dy

Im Nenner tritt hier also die Quadratwurzel aus einem Ausdrucke

(2p -\- 2)*«" Grades in x auf. Durch das Verschwinden des letzteren

sind die vom jo- fachen Punkte an die 6^4.2 zu ziehenden Tangenten

dargestellt. Letztere Bemerkung gilt auch, wenn man die 6'^ + 2 in

der Form

F {x, y) = y'tpp {x) + 2y(pp^iix) + ^p+%{x) ^
gegeben annimmt. Die Polare des unendlich fernen Punktes der

l'-Axe:

nämlich schneidet die 6'^, + 2 in den 2 p -\- 2 Berührungspunkten der

vom j9- fachen Punkte ausgehenden Tangenten^ deren Gleichung durch

^2j9+2 G'c) = gegeben sei, und hat im p- fachen Punkte von F
ebenfalls einen /?- fachen Punkt, dessen Zweige die der Grundcurve

berühren, so dass in ihm p (p -\- 1) Schnittpunkte liegen. Die Schnitt-

punkte der Curve (^\ =0 mit /' = sind daher dieselb^i, wie

die der Curve X2P+2 (.x) = mit /'= 0; d. i. man kann setzen:

(31) (^^y=C.Ä,p+2ix)-{-A./;

wo C eine Constante ist, eine Relation, welche der Gleichung (19)

analog und in gleicher Weise zu verwerthen ist. —

Wir kehren zurück zur näheren Betrachtung unseres allgemeinen

Differentials

j ^. M' (cxdx)

X c

in dem M^ eine beliebige algebraische Function der Ordnung w — 3

in den xi bedeutet. Durch nähere Festsetzung über die Natur dieser

Function wollen wir zunächst gewisse Normalfortnen für die später

allein zu betrachtenden BifferentialausdriXcke herstellen. Dabei werden

wir je nach dem Verhalten der Function V in einfachen oder viel-
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fachen Punkten von / == verschiedene Fälle nach einander zu be-

handeln haben; in allen diesen Fällen werden wir zeigen, dass es vor

Allem nothwendig ist, solche Ditt'erentiale (und deren Integrale) in's

Auge zu fassen, in denen V eine ganze Function ist, oder bei denen im
Nenner von V nur die Potenz einer linearen B^nction der .r, auftritt.

Weiterhin soll uns dann noch das Verhalten der gewonnenen Haupt-

formen in den Doppelpunkten von /" = beschäftigen.

Es sei nun:

^ ~ N '

WO der Nenner N eine ganze Function der m^^" Ordnung bedeuten

möge, und also der Zähler, welcher auch eine ganze Function sei,

bis zur (m -\- 71 — 3)'*"' Ordnung ansteigt. Die Curven /"= 0, A'' =
schneiden sich in mn Punkten, deren Gesammtheit durch eine Glei-

chung

dargestellt werden kann.*) Die Coordinaten dieser Schnittpunkte be-

zeichnen wir bez. mit

.(2)
, a;(^', ... xM'"^

wo man sich' für o;*') immer .Ti''', x^'^'^ .rg''' geschrieben denken mag.

Diese Punkte verbinden wir mit einem beliebigen festen Punkte ^.

Die Gesammtheit der mn Verbindungslinien ist dann durch (xx^)'""=0
dargestellt; und wir können setzen:

I r= m n

(3^) * (xx^y""=^YJ{xi'^x^).
JZ= 1

Wenn wir ferner, wie es zunächst geschehen soll, voraussetzen, dass

fiie Ptmkte a;<'' sämmtlich von einander verschieden sind (also auch nicht

in vielfachen. Punkten von /' liegen), so muss sich der Ausdruck (32)

jedenfalls in der Form

.(33) {xxiy»" = i^f+^N

darstellen lassen, wo B = eine Curve der Ordnung m (n — 1) ist,

welche durch alle nicht auf N=0 liegenden Schnittpunkte der mn
Strahlen mit /== geht. In Folge dessen wird für /*=():

*) In Betreff einer allgemeinen Methode zur Herstellung dieser Gleichung in

Hymbolischer Form vgl. p. 281. Nimmt man insbesondere §i = l, ^2 = 0, |3==0,
so wird die Gleichung des Strahlbüschels durch Elimination von xi aus f==0 und

iV = erhalten. Vgl. Cl. u. G. A. F. p. 5 ff. — Alsdann hängt (x^^)'"" unmittel-

bar nur von der einen binären Veränderlichen .tj : 0^3 ab; vgl. die Fortsetzung

des Textes.
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M . B
Y =

/ \.\mn '

WO nun wegen (32) im Nenner ein Product von lauter linearen Func-

tionen steht. Die durch Nullsetzen der letzteren dargestellten Linien

gehen aber alle durch denselben Punkt |, so dass der Nenner in

Wahrheit nur von einer binären Veränderlichen abhängt, d. h. von

dem Parameter des durch l gehenden Strahlbüschels. Man kann

daher die Function Y nach den Gesetzen der binären Partialbruch-

zerlegung als Summe von einzelnen Gliedern darstellen, deren jedes

nur eine" lineare Function im Nenner hat; womit die oben behauptete

Zurückführung des Differentials (IV auf solche Normaldifferentiale

geleistet wäre.

Dasselbe Resultat kann man aber auch leicht erreichen, ohne die

binäre Veränderliche des Strahlbüschels explicite einzuführen; und

wir gehen darauf hier um so mehr ein, als wir später auf analogem

Wege auch complicirtere Reihenentwicklungen erledigen werden, die

sich sonst durch wiederholte Partialbruchzerlegungen ergeben würden.

Gleichzeitig werden wir in der Normirung der Differentiale noch einen

Schritt weiter gehen, indem wir den Zähler so einrichten, dass nur

zwei von den Verschwindungspunkten der linearen Function des Nenners

zu ünendlichkeitspunkten des Integrals Veranlassung geben.

Zu dem Zwecke ist es nützlich, den Punkt l mit einem der Punkte

^^(1) _ sagen unr x<""'> — zusammenfallen zu lassen, wie es im Folgen-

den geschehen soll. Ist dann die Gleichung der übrigen mn — l

Punkte a;(') durch V'"-^ =0 gegeben, so können wir setzen:

und an Stelle von (32) und (33) treten die Gleichungen:

( Lz; m n — 1

(34) {xl^xl)'"" '-= fj G^'*'^'*'-^) > (tx^y^" -^^ Af-\- BN ,

wo nun />' = eine Curve der Ordnung /w ;* — //< — 1 ist, welche

durch alle nicht auf N =0 gelegenen Schnittpunkte von /' = mit

den mn — 1 von | ausgehenden Strahlen geht, und von deren Schnitt-

punkten mit f mn ~2 in l selbst liegen. Es wird dann auch:

xi; _ ^B ^ ^/^

Zur Vereinfachung der Bezeichnungsweise setzen wir nun:

Wir legen sodann eine Curve C der Ordnung ^u. + w — 3 : Cj'+"-^==0

durch alle n {^ -^ n — 3) Schnittpunkte von 3/= und ^ = mit

/•=0, welche ausserdem noch zu den Schnittpunkten x^'^ von N=0
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mit / = in besonderer Beziehung steht. Jedenfalls haben wir
zunächst

:

(35) 6'^/*+«-3 = yJ/,^"»+«-3^^^-,„ -!_/>./•.

Die Curve C bestimmen wir nun näher in folgender Weise. Die Ver-
bindungslinie eines Schnittpunktes a;(''> mit dem Punkte B, schneidet die

Grundcurve in n — 2 weiteren Punkten, die mit .t^*- '), x^'''^\ . . . a:'*-
"-2)

bezeichnet seien; durch alle diese ti —2 Punkte soll die {^ — l)te Polare
des Punktes x^''^ in Bezug auf C = hindurchgehen*), so dass wir
die Gleichungen haben:

(36) c':,i,'c:„:;=o, '^«'''7,;=o, ...c^-/c7,!,_^=o

für alle Werthe von k = 1 bis k = ^. Dies gibt (i {n — 2) lineare
Gleichungen für die Coefficienten von C. Von letzteren sind wegen
(35) nur noch 4^ (^ — 3) + 1 willkürlich, nämlich die Coefficienten
des Ausdrucks Z>; und da die Bedingung

i^(iti — 3)+ l^/i(w — 2)

für m > 1 immer erfüllt ist, so ist es in der That möglich, die Curve
C den Gleichungen (35) und (36) gemäss zu legen. Auf den Fall
m = 1 kommen wir zum Schlüsse noch zurück.

Mit Hülfe der Curve C bilden wir jetzt den folgenden Ausdruck
(}i -\- n — 3)*" Ordnung :

A- =

\C%' CxC^^V^) ff, (x^'^x^) (^.r(0 1)^-1 (^,^1)1

Hier sind r]i die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Ebene, und
der Index k an dem zweiten Productzeichen soll andeuten, dass das

betreffende in C'^^;^\x^^)r}i) multiplicirte (d. i. im k''" Gliede der

Summe auftretende) Product aus nur (i ~ l Pactoren zu bilden ist,

indem der Factor für i=k ausfallen soll; in dem ersten Gliede der
Differenz S steht dagegen ein Product aus ft Factoren. Biese Function
S verschwindet zunächst für alle Schnittpunkte von B und f. In der
That fällt für x == «(''*) das erste Glied von S wegen B = fort,

und in der Summe verschwinden alle Glieder, welche den Praetor

(a;(?)a:<''')^) enthalten, da ja a:«'-*» eben einen Punkt der Verbindungs-

*) Da diese Polare von der {n — 2)ten Ordnung ist, kann man diese Bedin-
gung noch gerade erfüllen; mehr als « — 2 Punkte der Geraden würde die Po-
lare nicht enthalten können, ohne in die Gerade selbst und in eine CurveC„_3
zu zerfallen.
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linie von x^'^ mit ^ bezeichnet. Es bleibt so nur das dem Index

k = r entsprechende Glied der Summe ; dieses fällt aber wegen (36)

ebenfalls fort. Ferner verschwindet S für alle fi Schnittpunkte von N
mit f. Für x = a;<'' nämlich fallen wieder alle Glieder der in S auf-

tretenden Summe, welche einen Factor (x*')^^')^) enthalten würden,

fort •, und es bleibt nur das dem Index k = r entsprechende Glied

:

Nun folgt aber aus (35): "

und aus der ersten Gleichung (34) durch Polarenbildung, da die

übrigen Terme der links zunächst auftretenden Summe für x = x^''^

Null werden:

(a:(') n ^) Yl (.^^'^ ^''^ ^) = f* •
(^^'''^ ^)'" -'(-^v^)-

Jenes aus der in S stehenden Summe übrig bleibende Glied wird

daher gleich

- ^#:„t"- v„v ff («,0,*)!),.-. (^,1)

,

1=1

d. h. bis auf das Vorzeichen gleich dem ersten Gliede von -S für

a: = a;('"); S selbst ist also Null, q. e. d. Die Gleichung S = stellt

sonach eine Curve dar, welche durch alle einfachen Schnittpunkte

von /^-O und (j/;a;|)^ = hindurchgeht. In | selbst jedoch ver-

schwindet jedes Glied von S (nach unserer Bestimmung von B = 0),

und folglich S selbst, (^ — l)-fach. Da aber die Curve C (für m>l)
durch die Bedingungen (36) noch nicht vollständig bestimmt ist, so

können wir über C noch so verfügen, dass ein fi"'"^ Schnittpunkt von

S == mit f= nach | fällt. Deshalb kann man setzen.:

(37) S-P.f-\-R.{^l^xiy,

wo i? = Rx" ~ ^ eine homogene ganze Function {n — 3)'«'" Ordnung in

den Xi bedeutet. Dividiren wir endlich auf beiden Seiten von, (37)

mit dem Producte
k =n jit

{ipxi)f' . TJ(tx^''^^y-^ (i^v^) = {txiy .
TT,

so erhalten wir wegen (32) und (34) unter der Bedingung f= für

Y folgende Partialbruchzerlegung

:
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(38) ^^^ J^A^

Jede algehraische Funclion {n — 3)''''" Ordnung , die nur für einzelne

getrennte Punkte von f unendlich wird, können wir also mit Hülfe von

/ == zerlegen in eine ganze Function {n — 3)''''" Ordnung und in eine

Summe von Functionen, deren Nenner linear sind, und die nur in je zwei

von den n Verschwindungspunkten des letzteren unendlich werden, indem

für die übrigen w — 2 ivegen (36) auch der Zähler Ntdl wird.*)

Es bleibt uns jetzt noch der Fall ?n = l zu erledigen, wo also

im Nenner von Y eine lineare Function u = u^., im Zähler eine

Function M von der (n — 2)""" Ordnung steht, so dass Y = -. Die
u

Schnittpunkte von w^. mit /" mögen durch x^^^ , a;(^^, . . . x^"^ bezeichnet

werden , und es seien Q.^ = 0, Q^ =:=
, . . . 0„ = specielle Curven

{n — 2)"'' Ordnung, welche alle Schnittpunkte der Geraden mit /=
enthalten, ausgenommen bez. für Q.^ die Punkte x^^^ und x^'^^, für Q.^

die Punkte 0;'^) und x^^^, . . . für Q„ die Punkte x^^'> und x^"\ Dann
kann man in der Gleichung:**)

M - k.,0, - k,0., - . . . — k„Qn =
die n — 1 Constanten ki so bestimmen, dass die hierdurch dargestellte

Curve durch n — 1 Schiiittpunkte der Geraden mit /'= geht und also

diese Gerade ganz enthält. Man hat nämlich, wenn man durch obere

Indices andeutet, dass die Coordinaten des betreffenden Schnittpunktes

in die. Functionen M und (); eingesetzt werden sollen, nur die Glei-

chungert

:

#(2) __ A-.^ Qf) = , i»/(3) _ Ä-g Q^^^^ = , . . .
#(") — k„ 0,S"^ =

zu erfüllen, damit die Punkte x^^\ x^^^ , . . . x^"'> auf obiger Curve

liegen. Bestimmt man hieraus die Av, so zerfällt jene' Curve in eine

Curve (n — 3)'"' Ordnung R = und in die Gerade u^. = 0, so dass

identisch:

*) Die Möglichkeit einer solchen Entwicklung ergibt sich übrigens unmittel-

bar aus den Riemann'schen Anschauungen; denn eine algebraische Function

ist in der zu /"= gehörenden Riemann'schen Fläche (bis auf hinzutretende

Constante) durch ihre Null- und Unendlichkeits - Punkte völlig definirt; beide

l'unktsysteme stimmen aber für die beiden Seiten von (38) übereiu.. Für den

Fall, dass mehrere der Schnittpunkte von f und A' auf einer durch ^ gehenden

Geraden liegen, treten im Texte einige Modificationen ein, die aber das Resultat

nicht beeinflussen.

**) Vgl. Cl. u. G. A. F. p. 18.
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M = A-., 0.^ + hOi + • + ^'" ^" + «a- •
i?

5

und somit wird:

WO wieder jedes Glied der Summe nur in zwei Punkten unendlich

wird. Auch für ?n = l bleibt also obiges Resultat gültig.

Wir erwähnen noch die Modificationen, welche vorstehende Ueber-

leo-ungen erleiden, wenn von den 7nn Schnittpunkten mehrere zu-

sammenfallen (nur nicht in singulare Punkte von /'). Es mögen von

diesen Punkten x^'^ nur noch v getrennt liegen, und jeder von ihnen

bez. Ti-fach zählen, so dass:

^'i + ^^2+
• • • + ''- = ^^*" •

Den Punkt l lassen wir wieder mit einem dieser Punkte, etwa x*'»,

zusammenfallen und setzen zur Abkürzung:

A= ?nn — i\ ,

wo ry so gewählt sei, dass ;«n - - 2 r, ^ 0.*) Die Gleichung der

r Verbindungslinien von l mit den A übrigen Punkten sei durch

/^^ly^O gegeben, so dass an Stelle der zweiten Gleichung (34)

die folgende tritt:

(i/;a;g)^= Af + BJ-"'N,

wo nun A — i\ Schnittpunkte von ^ = mit /= in | vereinigt

liegen. Ferner bestimmen wir eine Curve C == von der Ordnung

;i _|_ n _ 3 entsprechend den Gleichungen (35) und (36), so dass die

Ä-'^ Polare von x^''^ in Bezug auf jeden Punkt x^'"''» je r;^-fach ver-

schwindet.**) An Stelle von S tritt dann der Ausdruck:

iz=v—

1

(39) S'= m:
+

"
^ ' Bir '"U itxHt " itvlf'-

2=1

;i (i - 1) (-1 - 2) . . . (^ - r,^ -f 1)

wo: a)=
/,

VA/ 1.2.3....r^.

Aus der an Stelle der ersten Gleichung (34) tretenden Gleichung:

*) Unter den v Pmikten wird im Allgemeinen ein solcher enthalten sein,

denn man kann über die Zahlen r nicht willkürlich verfügen, da z. B. für m > w — 3

I („ _ 1) („ _ 2) durch die übrigen bestimmt sind.

**) Die Bedingung für die Möglichkeit dieser Bestimmung ist hier (vgl. p. 780)

:

X {X — 3) + 2 > 2 i (»2 — 2)

.

Für r ==
1 , /« > 1 ist dieselbe z. B. immer erfüllt. Für Ausnahmefälle muss

man wieder besondere Betrachtungen anstellen, wie im vorigen Falle.
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> rr:r— 1

(40) {ipx^Y = JJ {x^»x^)-i
i r= 1

folgt nun durch Polarenbildung:

und in Rücksicht hierauf und auf (35) erkennt man, dass S' in jedem
der Punkte a;('> einfach verschwindet, nur in | selbst von der Ordnung
X — rv (wegen der Eigenschaften von B)-^ durch passende Verfügung
über die Constanten von C wird man es indess erreichen können,
dass noch ein (A — r, + 1)"-' Schnittpunkt von S' = mit /=()
nach l fällt. Ferner verschwindet S' r^.-fach in jedem ;/, fachen
Schnittpunkte a;(^-' ') von B mit f. Versteht man also unter R = Q
eine Curve der Ordnung X -\-n — v ~2, welche jeden r/,-fach zählen-
den Punkt a;(^>') nur (a- - l)-fach, die Punkte a;(^> dagegen nicht
enthält, und welche in i Null von der Ordnung X — i\ ~ v -\- 2
wird, so hat man analog zu Gleichung (37):

-v—l

(4
1

)

~'

S' = Pr-{- B^] (^f'>^-
i)

.

i = 1

Trägt man dies in (39) ein, dividirt auf beiden Seiten mit (^.r|)^ und
setzt noch zur Abkürzung:

i= V— 1

t = 1

so wird wegen (34) und (40) vermöge f= 0:

(42) Y == '^ + C^" - 2^"V ' -L [ !^l^
' iyrii){xriiYk~'

I

Wegen der über B gemachten Festsetzungen wird der Quotient B : N
nur in den Schnittpunkten von .V mit f unendlich, also in denselben
Punkten wie V, in jedem von ihnen (auch in l = x^"^) aber von
niedrigerer Ordnung, und zwar von der Ordnung r/, — 1 in x^''l Die
Function Y ist also zurückgeführt auf eine Function, die in denselben
Punkten von je um eine Einheit geringerer Ordnung unendlich wird
und also in gleicher Weise wie Y weiter behandelt werden kann, um
auf Functionen der Art zu führen, wie sie in der Summe (42) auf-

treten, in deren Nenner also nur Potenzen linearer Functionen vor-

kommen. Für letztere ist aber:

(xriifk '_
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Die Glieder der Summe (42) entstehen also bis auf constante Factoren
aus den Gliedern der in (38) auftretenden Summe durch wiederholte An-

wendung des Polarisations-Processes U -^ rj!.

Schliesslich wollen wir noch die Annahme hinzufügen, dass die

Curve N=i) einen ^-fachen Punkt in einem Doppelpunkte P von f
habe. In letzterem liegen dann im Allgemeinen 2 q Schnittpunkte
beider Curven; die. Gleichung

(;f .r ^)'" " = enthält also einen 2 q-

fachen Strahl. Mau hat daher, wie in dem zuletzt besprochenen Falle,

zur Aufstellung der Partialbruchzerlegung eine Function S' zu be-

nutzen, wie sie in Gleichung (39) gebildet wurde. Die Curve S' =
geht dann einfach durch den Doppelpunkt, ebenso wie die aus
mn — 2q -\- \ Strahlen bestehende Curve Vi^x^^xl) =-0. In Folge
dessen besteht wieder die Gleichung (41) und auch die aus ihr und
(39) hervorgehende Gleichung (42). In letzterer erscheint dann als

erstes Glied auf der rechten Seite eine Function, die im Doppelpunkte
P nur {q — l)-fach verschwindet. Das Resultat bleibt also dasselbe.

In ähnlicher Weise endlich wird man auch beim Auftreten vielfacher

Punkte verfahren müssen, so dass jede algebraische Function Y vermöge

f=0 in eine Summe der Form (42) entwickelt werden kann.

Verwerthen wir diese Betrachtungen über die Function Y nun
für unser Differential d V, so zeigt sich, dass jedes Differential der von
uns betrachteten Art auf Aggregate von Differentialen der folgenden
Formen zurückgeführt werden kann

:

/{ « — 3 (cjcdx)
1) Differentiale der Form: ~ .

" — ^(cxdx)
2) Differentiale der Form: ~ ,— , wo die Curve ^."-2=0

durch n — 2 der n Schnittpunkte von Ua: = mit / == hin-

durchgeht.

3) Differentiale, welche aus den letztgenannten durch den (eventuell

wiederholt anzuwendenden) Process Zj- abgeleitet werden, wo

i/i die Coordinaten eines der Schnittpunkte von ?/.^. = fnit /=
bedeuten. — Dieselben kann man dann weiter als Summen
von Differentialen darstellen, von deren Integralen jedes ent-

weder in zwei Punkten logarithmisch oder in einem Punket
(im Allgemeinen von höherer Ordnung) algebraisch unendlich
wird, in analoger Weise wie dies unten für den Fall geschieht,

wo im Nenner das Quadrat einer linearen Function steht.

Unsere bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf solche Unend-
lichkeitspunkte der in V unter dem Integralzeichen stehenden Function

Clebscb, Vorlesungen. 5(1
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|d. i. der Differentialquotienten y^], welche durch die Natur der

Function Y bedingt waren. Die Differentialquotienten -^ können aber

auch unendlich gross werden, wenn der im Nenner stehende Ausdruck

Bf EHE: a,r"
~

' ac vergehwindet. Letzteres tritt zunächst ein, wenn x ein

Berührungspunkt der von c aus an die Curve zu legenden Tangente

ist (vgl. p. 309). Dann liegt der Punkt x -{- dpc mit c und x auf

einer Geraden, und also wird der Ausdruck {ex (Ix), welcher im All-

gemeinen von der ersten Ordnung unendlich klein ist, unendlich klein

von der zweiten Ordnung; der Quotient {cxdx') : Ox'" ^ctc bleibt folglich

unendlich klein von der ersten Ordnung: Fib^ einen Berührungspunkt

der von c an die Curve zu legenden Tangenten"^) wird dalier das Inte-

gral V nicht unendlich; in der That ist ja auch der Werth desselben

von dem Punkte c völlig unabhängig (p. 771).

Der Ausdruck />/ verschwindet ferner — und zwar unabhängig

von den Grössen c,- — sobald x ein vielfacher Punkt von /" ist; doch

wollen wir hier nur das Auftreten von Doppel- und Rückkehr-

Punkten der Grundcurve voraussetzen. In diesem Falle bleibt die

Determinante (cxdx), in welcher sich die dxi aus der quadratischen

Gleichung «^» - '^ «^r- = bestimmen, unendlich klein von der ersten

Ordnung, und die Differentialquotienten von F nach den x,- werden

unendlich. Um die Art des Unendlichwerdens genauer zu bestimmen,

gehen wir, indem wir d V in der unter 2) genannten Form annehmen,

von der Gleichung aus:

(43) . a^" -'a, .li^.dV = Q^" ~ ^
. {cxdx)

,

Unter | verstehen wir einen Punkt der einen, unter iq einen Punkt

der andern Tangente des Doppelpunktes y. Aus (43) erhalten wir

dann für einen auf dem einen Zweige zu y benachbarten Punkt den

Werth von dV, wenn wir setzen xv = y,-
-f- £|,, dxi=sd^j, wo s

eine unendlich kleine Grösse erster Ordnung bedeutet. Nun wird in

erster Annäherung:

{n — 1) Uy . a,y'-^a^ae . d V = Qy"-'^ {cydl) .

*) Legt man (bei rechtwinkligen Coordinaten) den Punkt c in den unendlicli

fernen Punkt der J'-Axe, was projectivisch irrelevant, so sind diese Berührungs-

punkte die Verzweigungspunkte der Riemann'schen Fläche. In einem solchen

wird dx auch unendlich klein von det zweiten Ordnung; ist also für ihn x=a,

so muss d V in dem Punkte x = a sich verhalten wie —

-

, was man leicht

yX — a

direct bestätigt; vgl. Cl. u. ö. A. F. p. 11, R. A. F. §. 7 u. 9. In der That ist ja

Yx — a in dem Verzweigungspunkte eine unendlich kleine Grösse erster Ordnung;

und also lileibt der Quotient dx dividirt durch ^x — a m x ==^ a unendlich klein

von der ersten Ordnung, wie es sich im Texte ergab.
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Für c wählen wir nun den Punkt ?^; dann wird, da die Tangente der

ersten Polare von i\ im Doppelpunkte y mit der Linie (rjijx) =
zusammenfüllt, wenn C eine Constante bedeutet:

und also:

(44) ä V = ^^-!-. . <^' = €
. ,1 [log (nyi)-] ,

WO C eine neue Constante ist, ßas Integral V wird sonach in einem

Doppelpunkte ij von f logaritkmisch unendlich, und zwar wie -(- log(7^y|)

in der dem Punkte i entsprechenden, wie — log (r]ij^) in der dem Punkte
n] entsprechenden Fortschreitungsrichtung. Eine Ausnahme tritt ein,

wenn auch die Curve Q = durch tj geht, indem dann das Integral

endlich bleibt.

Die vorstehende Betrachtung gibt kein Resultat, wenn der Doppel-
punkt in einen Rückkehrpunkt übergeht, indem dann die Punkte rj

und ^ zusammenfallen. Um den Werth des Integrals in der Nähe des

Rückkehrpunktes zu finden, müssen wir daher noch Glieder von
zweiter Ordnung der Kleinheit berücksichtigen, was mittelst Einfüh-

rung neuer Veränderlichen r, s, t für die Umgebung des Punktes y
in folgender Weise passend geschieht. Wir setzen:

(45) Xi=^ryi-^sli-\- t^i.

Um die Gleichung der Curve / = in den Veränderlichen r, .v, i in

möglichst einfacher Gestalt zu erhalten, legen wir t, in den Wende-
punkt der {n — 3)"-" Polare von y, d. h. der Curve dritter Ordnung
«//"~^f/^^= 0, uud ^ in den Schnittpunkt der Wendetangente von t,

mit der Rückkehrtangente von y, so dass die Gleichungen bestehen:

V-'V = 0, ay--^ai = {), a,--^at^a. = ^,

rt^" - 3
ai^ at = , tty'-^ a^ r/^ = .

Für einen Punkt in der Nähe von y (d. i. für unendlich kleine

Werthe von * und t) wird daher:

f{x)= a^''=\n(ii-V)r''-^ \i't''ay"'''a^'-^\{ji-^'l)$^ay'^-^at'^-\-.^.,

und somit geht die Gleichung /= über in

:

(4G) 3 r /2 üy^' - ^
ati^ -f (,j _ 2) s^ Oy" ~^at^ = . *)

Lassen wir ferner c mit l zusammenfallen, so ergibt sich:

(47) Df= a^" - ifl-f = (n - 1 ) r« -2 . ^,^" -~^a^' .t,

oder wegen (46):

*) Es wird in der Nähe von y also fi mit «3 vergleichbar, was mit Früherem
übereinstimmt, vgl. p. 329 und 521.

50*
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Df={n— ])r''-^j/sh- iZ—^UfT— 2) a,^"-^a^- . ff/-^a^^

.

Für den Zähler von d V endlich findet man

:

(48) {Ixdx) = (gj/^) (ids — sdr) .

Zur Berechnung von dl' müssen wir noch die Function ~ nach

Potenzen von 6" und / entwickeln. Es wird in Folge der Substitution

(45) in erster Annäherung:

Q^»-2 _ ^n-2Q^n-2
-f- (n - 2) V" ' ^ Qy" ' ^ {s Q^ + t Q,;) + . . •

1 1 _ J su^-{- tu^

und also:

X y y
'

und somit in Rücksicht auf (47) durch Einsetzen der gefundenen

Werthe, wenn man - = /u. setzt und die Grösse t vermöge (46) durch

|Li ausdrückt:

y a a^ . a Of.
^ y ' r y <-

^ y i y ?

y C y

Durch Integration ergibt sich hieraus endlich, wenn A, B, C Con-

stante bedeuten, deren Werthe aus dem für d V gefundenen Ausdrucke

leicht zu entnehmen sind*):

oder da nach (45): ft = ^ = f^Ä

Dies ist der Werth von V in der Nälie des Rückkehrpunktes y:

Das Integral V wird nach (49) in einem Rückkehrpunkte algebraisch

unendlich von der ersten Ordnung.'*'*)

*) Vgl. Cl. u. G. A. F. p. 13.

•*) Nicht von der Ordnung \, denn der Rückkehrpunkt ist ein Verzweigungs-

punkt der zugehörigen Riemann'schen Fläche, und in einem solchen ist, wenn

in ihm x = a, ^ eine unendlich .kleine Grösse erster Ordnung; vgl. die

Vx - a

Anmerkung auf p. 78G.



Punktsysteme auf einer Curve. Abersche Integrale. 789

In ähnlicher Weise niuss man nun auch ein Integral behandeln,

welches in einem vielfachen Punkte von f unendlich wird. Am ein-

fachsten geschieht dies indess, wenn man sich den vielfachen Punkt

zuvor in bekannter Weise (p. 491 ff.) durch eindeutige Transformation

aufgelöst denkt, denn bei einer solchen Transformation ändert das

Differential seinen Charakter nicht, was man in analoger Weise be-

weist, wie dies weiterhin für Differentiale dritter Gattung geschieht.

Das Differential erscheint dann als Combination der oben unter 2) und

3) genannten Differentiale (p. 785),

VII. Die Normalintegrale erster, zweiter und dritter Gattung.

Die Integrale der auf p. 785 unter 1) und 2) genannten Diffe-

rentiale sollen jetzt hinsichtlich ihrer Eigenschaften genauer unter-

sucht werden.

Zunächst ist klar, dass es Integrale geben kann, welche für keinen

Punkt der Curve unendlich gross werden, deren Differentiale also in

allen Punkten der Curve unendlich klein von der ersten Ordnung

bleiben: es sind dies offenbar die Differentiale der Form:

wenn man die Curve R so bestimmt, dass sie in allen Punkten von /"

in ebenso hoher Ordnung Null wird, wie der Nenner, ausgenommen

die Berührungspunkte der von c an die Curve zu legenden eigent-

lichen Tangenten, für welche auch die Determinante {cxdx) Null

wird (p. 786). Dazu aber ist nur nöthig, dass wir für ^./'-3 = ü

eine zu /" adjungirte Curve {n — S)*«"" Ordnung wählen, wie aus der

für. eine solche gegebenen Definition unmittelbar hervorgeht (p. 678):

In der That hat sie ja in jedem singulären Punkte von / ebenso viele

Punkte mit / gemein , wie die Polare a^" ~ ^
»c- , wenn man von der

Zahl der letzteren die der etwa in dem vielfachen Punkte liegenden

Verzweigungspunkte (p. 494) abzieht. Für die letzteren aber wird

wieder die Determinante (cxdx) unendlich klein von der zweiten

Ordnung, wenn man von dem vielfachen Punkte x aus auf dem-

jenigen Zweige von f zu einem Punkte x -\- dx fortschreitet, auf

welchem der Verzweigungspunkt an x herangerückt ist; und so bleibt

unser Differential in der That eine unendlich kleine Grösse erster

Ordnung, wie man auch den Punkt x -\- dx in der Nachbarschaft

vo% X wählen mag. Eine adjungirte Curve (n — B)*^"" Ordnung soll

nun nach dem Vorgange von Riemann, immer durch (p bezeichnet

werden und das überall endliche Integral durch /. Das Differential

des letzteren nennen wir ein Differential erster Gattung:
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(\\ dJ == y . {cxdx) tf.{cxdx)

Aus unseren früheren Bemerkungen über adjungirte Curven (« — 3)*'^'

Ordnung (p. 677) folgt dann unmittelbar der Satz:

Es gibt p linear von einander wiahhängige Di/feretitiale erster Gat-
tung; oder mit anderen Worten: Jedes zu f gehörige Differential erster

Gattung kann als lineare Conbination von p beliebigen anderen solchen
Differentialen dargestellt werden. —

Von den auf p. 785 unter 1) aufgeführten Differentialen werden
uns im Folgenden zunächst nur noch die soeben definirten Differentiale

erster Gattung beschäftigen, indem alle anderen als besondere Fülle
der daselbst unter 2) und 3) genannten aufgefasst werden können,
wie sich sogleich noch ergeben wird. Ebenso wollen wir bei den
unter 2) aufgeführten Differentialen zunächst nur solche betrachten,
welche in den Doppelpunkten von f nicht endlich werden, d. h. wir
ersetzen die Curve Q =={) durch eine adjungirte Curve (n — 2)'" Ord-
nung ß.^«-2 = 0. Dies ist immer möglich, denn die Curve Q =
ist ausserdem nur der Bedingung unterworfen , durch n — 2 Schnitt-

punkte der Geraden u^ = {) zu gehen, wenn w^ die im Nenner des
Differentials auftretende lineare Function bedeutet. Von den Schnitt-

punkten der Curve Q = mit f= bleiben daher immer noch

n{n ~2) — 2Jaii {i — 1) — {n — 2) — p = p
iviltkürlich wählbar. Die beiden übrigen Schnittpunkte von ^/.^ =
mit f=0 mögen durch ^ , r] bezeichnet werden ; dann werden die

Differentialquotienten des Integrals nach den Xi nur in ^ und t^

unendlich. Ein solches Differential, welches nur in zivei getrennten

Punkten von f einen endlichen Werth annimmt, heisst ein Differential
dritter Gattung, und das zugehörige Integral, welches dann nurAn
diesen beiden Punkten unendlich wird, heisst ein Integral dritter
Gattung."^)

Letzteres soll im Folgenden mit 5^^ bezeichnet werden, wenn ^

und 7] die beiden Unendlichkeitspunkte desselben sind. Sein Differen-

tial ist also definirt durch:

*) Das Differential zweiter Gattung wird sogleich noch definirt werden. —
Vgl. R. A. F. §. 2; Cl. u. G. A. F. p. 20. — Es ist zu beachten, dass. die Be-
zeichnungsweise des Textes mit der von Jacobi und Legend re für elliptische

Integrale eingeführten nicht übereinstimmt; in der That hat Legendre's ellip-

tisches Normalintegral dritter Gattung wer Unendlichkeitspunkte. Vgl. Königs-
berger's Theorie der elliptischen Functionen, Th. 1, p. 276.
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wenn man das Bestehen der folgenden Gleichungen voraussetzt:

f{l) = af = i), /•(!?) EEEa,/' = ü,

(3) ü.''-^{yilx){^lx) = {i,rilf . /+ {U^) . N.

Die letzte Gleichung folgt unmittelbar aus den Bedingungen, welche

wir der Function Q auferlegten; in ihr sind li die Coordinaten eines

beliebigen Punktes (die nur dazu eingeführt sind, um die Gleichung

homogen zu schreiben, ebenso wie der Factor {In^f bei /)•, und N

ist eine ganze Function (n — \f' Ordnung. Diese Gleichung ist für

eine spätere Anwendung besonders wichtig.

Die Art, wie das Differential dS^n in den Funkten l und ^

unendlich wird, ist leicht zu bestimmen. Wir setzen (wie auf p. 786)

a: = |-|-£g, wo e eine unendlich kleine Grösse und ^ ein Punkt

der Tangente von I ist, dann wird in erster Annäherung für d = »?.:

Aus Gleichung (3) folgt aber, wenn man auf beiden Seiten derselben

die erste Polare von rj für x = ^ bildet

:

(4)
' ^f - 2 == _ A? rt|" -*</,•,

und somit ergibt sich für die Nähe des Punktes |:

^^^-^ -
ir^o.)

•

Bas Integral St^ verhält sich also in der Nähe des Unendlichkeits-

punktes § wie 4- log {'^rix), mithin in der Nähe des Unendlichkeitspunktes

7j wie — log {i,7]xy*)

Es ist oben bemerkt worden, dass für die Curve Q noch p Schnitt-

punkte auf / beliebig angenommen werden können. Das Differential

dS^n ist also durch die Punkte l und ^ noch keineswegs bestimmt;

vielmehr erhalten wir eine andere Curve Q' und ein anderes Differen-

tial dS'^y^, wenn wir diese p Punkte sämmtlich oder theilweise durch

andere ersetzen. Für die Function Q' besteht dann (bei passender

Festsetzung über die absoluten Werthe ihrer Coefficienten) ebenfalls

die Gleichung (3) und folglich auch die aus ihr abgeleitete Gleichung

(4), d. h. es ist:

Qg«-2 = — naf -'ürj, Q,,"-^ = — na^"-'a^

Q'^n - 2 ^ _ „ (,,n -Xff^, Q'," " 2 = _- ;? a,>> " 1 tf| .

*) Dies ändert sich nicht, wenn auch ein Unendlichkeitspunkt in einen ße-

rührungspunkt der von c an Z' zu ziehenden Tangenten lallt. Die Lage von c

ist vollkommen gleichgültig. — Es können ferner die Punkte i, rj auch in einen

Doppelpunkt zusammenfallen, wie weiterhin noch erörtert werden soll.
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Hieraus folgt, dass die DiflFerenz Q./'""^ — Q\r"~^ verschwindet für

X = ^ und cc = rj. Die Curve Q — Q' := enthält also die Gerade

1?^ ganz, und man kann setzen:

Q — Q' = {^f]x).(p,

wo 9) = eine adjungirte Cn — s ist, fVain man also das Differential

dritter Gattung dS^,) auf zwei verschiedene Weisen für dieselben Unend-

endlichkeitspunkte ^, t] bildet, so unterscheiden sich beide Bildungen bei

passender Verfügung über die in ihnen auftretenden Constanten nur um

ein Differential erster Gattung. —
Lassen wir die beiden Unendliehkeitspunkte des Differentials

dritter Gattung einander auf demselben Curvenzweige von /' unendlich

nahe rücken, so entsteht aus dS^y^ ein Differential zioeiter Gat-

tung. Die Linie ^7^ wird dann zur Tangente von f in dem einen

Punkte, welcher mit i, bezeichnet sei; und 77ian kann also ein (mit

dE^ bezeichnetes) Differential zweiter Gattung definiren durch die Glei-

chung :

ß' ~ [cvdx)

n . (u a . a a
5 .v :v c

nun wieder Q zu /" adjungirt ist und durch die n — 2 übrigen

Schnittpunkte der Tangente von /' in | mit f hindurchgeht. Für Q
besteht daher, wenn 7^ ein beliebiger Punkt ist, eine Gleichung der

Form

(ö)
Q." -

^

{InxY = [af
-

1 arjY /+ ff ~ ' «- •
^^" -

' 5

wo f von der Curve M in allen Schnittpunkten der Linie (J^rjx) =
berührt wird, ausgenommen den Punkt | selbst.

In Betreff der Differentiale zweiter Gattung sei hier ohne Angabe

des Beweises noch bemerkt, dass ein solches auch immer bis auf ein

additiv hinzutretendes Differential erster Gattung aus einem Differen-

tiale dritter Gattung durch einen Differentiationsprocess abgeleitet

werden kann ; es ist nämlich , wenn o^" - ^ «^ = *)

:

ddStv, ddSt„ ddSi:„

Mit Hülfe dieser Relation kann man Sätze über Differentiale dE^ aus

solchen über Differentiale dS^^ ableiten. Insbesondere ergibt sich so,

dass jdE^ für Xi = |,- unendlich wird wie 1 ,^^jyt für a; = i Das

Integral zweiter Gattung E^ wird also im Punkte § algebraisch unendlich

von der ersten Ordnung; was man unter Anwendung von Gleichung

(5) auch leicht direct bestätigt.

*) Vgl. darüber Cl. u. G. A. F. p. 28.
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Auf die unter 3) auf p. 785 genannten Differentiale wollen wir

hier nicht weiter eingehen, man wird ihre Eigenschaften aus denen

der Integrale erster, zweiter und dritter Gattung durch Benutzung des

früher angegebenen Differentiationsprocesses ableiten können. Es sei

indess hervorgehoben, dass ein Differential, in dessen Nenner das

Quadrat einer linearen Function vorkommt, d. i. ein Differential der

Form

dV = % —r-2 n — 1
u a aX • X c

sich immer direct auf Differentiale ziveitcr und dritter Gattung zurück-

führen lässt. Dieser Fall gewinnt noch dadurch an Interesse, dass das

zu einer in rechtwinkligen Coordinaten x, y gegebenen Curve

F i^} y) = gehörige Flächenintegral y?/rfa- als Specialfall des Inte-

grals V erscheint. In der That für x = x^: x^, y = x^ : x^ wird ja:

/j /'(x,dx, — Xtdx,)cctyax = / ^y "-^ .

Dasselbe entsteht also aus V, wenn man setzt:

x^ = X, x^= y, x.^ = u^ = i, a.^" = F(x,y), ^.^» - i = y ^ .

Zum Beweise der ausgesprochenen Behauptung bestimmen wir n

Curven Q^ = 0, Q., = , , . . Q,i = so, dass Qk == die Grundcurve

/ in allen Schnittpunkten a<'> von w^ = berührt, ausgenommen den

Punkt .r<^^ Alsdann können wir n Constante A-, so bestimmen, dass

die Curve

Q — l<,Q,—k^Q., — ...-knQn =
durch alle n Punkte x^'^ hindurchgeht, denn dafür brauchen nur die

Gleichungen erfüllt zu sein:

^(1) __ /t,
(^/i) =

,
{>(2) _ k^ 0^^') = ,

r/") — kn (>„(") =
,

wo die oberen Indices analoge Bedeutung haben, wie in den entspre-

chenden Gleichungen auf p. 782. Es wird daher:

(6) Q=EkiQi-\-u^^,

wo Q = eine Curve (n — 2)*"' Ordnung ist, und zwar eine zu /
adjungirte, wenn wir annehmen — wie es Kürze wegen geschehen

möge — die Curven Q = und Qu = seien sämmtlich zu f adjun-

girt. Wegen (6) wird nun:

/PTN wr7— Q{cxdx) ^-^k-Q.{cxdx) Q(cxdx)
(0 dy^—2—„_i = >. 2 n-i 1 nr^i

u . a a -^"^ u a a u . a a
OC X d X X C X X c

Hier ist aber jedes Glied der rechts auftretenden Summe ein Differential

zweiter Gattung, denn wegen der Bestimmungen über Qi = kann

man setzen

:
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Qi . «"(ö ^^v =nJQi,

wo Qi = eine durch alle ti — 2 weiteren Schnittpunkte der Tan-

gente von a;('' mit /*= gehende 6'„ _ 2 bedeutet. Das letzte Glied des

in (7) rechts stehenden Ausdrucks kann in eine Summe von w — 1

Integralen dritter Gattung zerlegt werden. Man hat also schliesslich:

V= ä;^(1) + ^^.(2) -j- . . . -f- Ej") -f Sji)j2) 4- sjD^ci) + . . . + s^^di^i»).

Das Integral V wird sonach in jedem der Punkte a:*') unendlich, ivie die

Function log {x — ^) -\ für x = 1 unendlich ivird. *) —
Von besonderer Wichtigkeit für die späteren Anwendungen sind

noch die folgenden Bemerkungen über die Differentiale zweiter und

dritter Gattung. Die in dem Differentiale dS^,^ auftretenden Punkte

I, 7] können wir insbesondere in einen Doppelpunkt von f zusammen-

rücken lassen. Durch diesen Doppelpunkt aber geht Q. als zu f ad-

jungirte Curve hindurch und hat folglich dann mit der Linie ^ri

n — 1 Schnittpunkte gemein; d. h. Q enthält diese Gerade ganz.

Daher wird

wenn ?/, die Coordinaten der im Nenner von dS^^ auftretenden Ge-

raden sind. Das Differential selbst also nimmt die Form an:

wo nun H durch alle vielfachen Punkte von /" geht, ausgenommen
den auf u,^ liegenden Doppelpunkt; dasselbe ist übrigens von m^ ganz

unabhängig geworden. Dieses Differential liefert dann zugleich das

Schema für die auf p. 785 unter 1) angeführten nicht überall end-

lichen Differentiale, soweit dieselben in Doppelpunkten von /' unend-

lich werden; denn es ist leicht zu übersehen, dass jedes Differential

der Form 1), welches in mehreren Doppelpunkten unendlich wird, in

eine Summe von Differentialen entwickelt werden kann, deren jedes

nur in einem Doppelpunkte unendlich ist. Auch solche Differentiale

rechnen ivir zu denen dritter Gattung; auch sie nämlich werden in zwei

Punkten logarithmisch unendlich (vgl. p. 787), insofern man den

*) Aus der für dVm (7) gegebenen Darstellung wird man alle diejenigen

Eigenschaften des Integrals fydx (insbesondere die Bestimmung seiner Perioden)

entwickeln, welche von M. Marie (ohne •vollständige Benutzung der früheren

Arbeiten von Riemaun, Clebsch und Gordau) angegeben worden sind;

Comptes rendus, 1874, p, 692, 757, 865, 943. — Vgl. auch für Curven vom Ge-

schlechte ;;= 0, 1: Hermite, Cours d'analyse de l'ecole polytechnique ,
li^re

partie, Paris 1873.
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Doppelpunkt einmal als auf dem einen, einmal als auf dem anderen

durch ihn gehenden Zweige von f gelegen ansehen kann. Letzteres

wird recht deutlich, wenn man den Doppelpunkt durch eindeutige

Transformation der Grundcurve in zwei getrennte Punkte auflöst, wie

sogleich noch erörtert werden soll.

Man erkennt, dass in analoger Weise ein nur in einem Büekkehr-
punkte unendliches Differential als ein Differential zweiter Guttunfj zu

betrachten ist*); denn jede durch den Rückkehrpunkt gelegte Gerade

verbindet in diesem zwei unendlich benachbarte Punkte, ungleich einer

durch einen Doppelpunkt gehenden Geraden, welche als Verbindungs-

linie zweier verschiedenen Punkte der Curve zu betrachten ist.

Die letzten Erörterungen werden, wie schon erwähnt, von be-

sonderem Interesse, wenn man die Curve / einer eindeutigen Trans-

formation unterwirft. Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung des

Einflusses, tvelchen eine solche eindeutige Transformation der Grundcurve

auf ein Differential erster, zweiter oder dritter Gattung ausübt. Die

Transformation von f {x) = in eine Curve der i''''" Ordnung F{y) =
sei, wie auf p. 661, durch Gleichungen der Form:

^y, = (Dj (x)
, iiy., = 02 {x)

, /^y., = <\>., {x)

gegeben; und vermittelst derselben möge wieder fi" F (y) == Z' (0) in

M . f übergehen. Dann ist für alle Punkte von /'= 0:

und also, da nach p. 671 it'
-

' ^M _ ^^W .

wenn wir setzen:

. ao,-
,

aci>, a0,
^' - "'•

dx, + ^^ ä^3 + ^;' aTr7
•

Ferner wird nach dem Multiplicationssatze der Determinanten:

f- ißydif) = (/r r/ 0) = I (c X d x) . (0, 02 0.,)

,

wo (0,0,03) wieder die Functionaldeterminante, und 5 die Ordnung
der 0, bedeutet. Die hier abgeleiteten Relationen reichen nun zur

Umformung unserer Differentiale aus. Ein solches sei für die Curve

F gegeben, und zwar von der dritten Gattung; die beiden Unendlich-

keitspunkte desselben mögen auf .der Linie v liegen. Man findet dann
unmittelbar:

*) In der That wird dasselbe im Rückkehrpunktc ja auch algebraisch unend-
lich von der ersten Ordnung, vgl. p. 788.
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n Cv) . {kydy) Ü (0) . (0, OgOa) . [cxdx)
S

Ev,y,.Ek,l^^ i:.A.^.Zc,|^

Hier ist der Ausdruck rechts ganz ähnlicher Natur, wie der Ausdruck

links, nur dass an Stelle der Functionen Q und Vy bez. die Functionen

Q. (0) . (OjO.^^a) und Ilvi<^i • M getreten sind, und dass an Stelle der

ganz willkürlichen Grössen k die ebenso willkürlichen Grössen c

erscheinen.

Es ist aber Q. eine zu F adjungirte Curve {n — 2)*^' Ordnung,

und also nach einem früheren Satze (p. 676):

(<^,(^^<^.,).ü{<^)=M.co{x) + C.f,

wo CO ix) = eine Curve der Ordnung s -\- n - 3 darstellt, welche /
ausser in den vielfachen Punkten und den gemeinsamen Punkten der

nur in den Punkten trifft, die den Schnittpunkten von Q mit F
entsprechen. Insbesondere also geht ta {x) auch durch die n —'2

Schnittpunkte der Curve Uvi<\>i = mit /, welche den n'— 2 auf Q
liegenden Punkten von Vy = entsprechen. Die rechte Seite der

Gleichung

ß {y) . {kydy) fo (x) . (cxdx)

stellt daher ein Differential dar, welches nur in den zwei Punkten

endlich wird, in welchen dies für das Differential auf der linken

Seite eintritt, also wieder ein Differential dritter Gattung; in der That

verschwindet nach dem Früheren für einen gemeinsamen r- fachen

Punkt der 0, welcher /-facher Punkt von / ist (« > 1), « 0«") immer

(r -4" « — l)-fach, also immer ebenso oft wie der Nenner der rechten

Seite. Weiter wird man das rechts stehende Differential auch so dar-,

stellen können, dass im Nenner nur eine lineare Function steht.

Denn sind %, y] die Unendlichkeitspunkte unseres Differentials, und ist

Q' = eine zu / adjungirte Curve, welche durch die übrigen « — 2

Schnittpunkte der Geraden (a;|?;) = mit f hindurchgeht, so besteht

offenbar vermöge / == eine Gleichung der Form

:

cj . (gi;x) == Q'
. 2:^,0,.

Insbesondere können die Punkte \, t] eins der Punktepaare von

f bilden, welche sich zu einem Doppelpunkte von F vereinigen; dann

ist Q (y) durch v,, theilbar, und auf der linken Seite obiger Gleichung

steht ein Differential dritter Gattung der zuletzt erwähnten Art. Wir
haben also folgenden Satz:

Bei eindeutiger Tramf'ormalion der Curve /" geht ein Differential

dritter Gattung immer wieder in ein Differential dritter Gattung über;

und zwar gilt dies unabhängig davon, ob die bcideji Unendlichkeitspunkte
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desselben auf f getrennt liegen oder in einem Doppelpunkte von f ver-

einigt; vielmehr kann ein Differential der einen Art dabei in ein Diffe-

rential der andern Art übergeführt werden.

Dasselbe gilt natürlich, wenn die beiden Unendlichkeitspunkte

einander benachbart liegen, oder wenn man Q =- i;^ . setzt, wo

= eine zu i^.adjungirte Cn-z ist. Also*):

Ein Differential erster oder zweiter Gattung geht bei eindeutiger

Transformalion der Grundcurve immer wieder in ein Differential bez. der

ersten oder zweiten Gattung über.

Unsere bisherigen Untersuchungen waren rein algebraischer

Natur, sie bezogen sich auf Quotienten algebraischer Functionen.

Indem wir zu den Integralen unserer Differentiale übergehen, müssen

wir aber noch andere Untersuchungen in Betracht ziehen, insbesondere

solche über die Periodicitäts- Eigenschaften der algebraischen Integrale;

denn gerade auf letzteren beruhen die späteren geometrischen An-

wendungen dieser Theorien (vgl. das Beispiel der elliptischen Integrale

auf p. 607 ff.). Es ist hier indess nicht der Ort, eine ausführliche

Darstellung der betreffenden Verhältnisse zu geben; wir beschränken

uns auf eine kurze Uebersicht der Resultate, die um so nützlicher

sein wird, als wir so Gelegenheit finden, unsere späteren Bezeichnung.s-

weisen im Zusammenhange einzuführen und zu definiren.

Bei Betrachtung eines algebraischen Integrals ist vor Allem zu

bemerken, dass der Werth eines solchen immer von dem benutzten

Integrationswege abhängen kann, und also kein völlig bestimmter

ist. Die hieraus fliessenden Fragen erledigen sich am einfachsten,

wenn man sich der Riemann'schen Vorstellungen bedient, d. h. die

Gleichung der (jJrundcurve in rechtwinkligen Coordinaten zu Grunde

legt und dann die eine der letzteren als Function der andern über die

zugehörige Riemann 'sehe Fläche ausbreitet; eine Vorstellungsweise,

die übrigens auch für die rein algebraische Untersuchung des durch /==0

dargestellten Werthgebietes von grossem Nutzen ist (vgl. p. 610 und

p. 682). Die dadurch gewonnenen Resultate sollen im Folgenden

kurz zusammengestellt werden, soweit wir dieselben für spätere

Untersuchungen benutzen werden, ohne dass jedoch die betreffenden

Beweise vollständig erbracht würden.

Wir betrachten zunächst die Integrale erster Gattung. Der Werth

eines solchen ist bestimmt, wenn die untere und obere Grenze nebst

dem Wege gegeben sind, auf welchem das Integral von der ersten

zur zweiten geführt wird. Zwei Integrationswege, welche durch das

Endliche oder Unendliche ohne Ueberschreitung eines Verzweigungs-

*) Für Differentiale erater Gattung vgl. Cl. u. G. A. F. ^. 50.
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punktes der Flüche in einander überfülirbar sind, liefern dann immer
dasselbe Resultat für den Werth des Integrals; denn letzteres (als von
der ersten Gattung) wird in keinem Punkte der Fläche unendlich.

Wenn die beiden Wege aber Verzweigungspunkte einschliessen und
zwar weder alle noch keinen, so dass eine directe Ueberführung eines

Tntegrationsweges in den andern nicht möglich ist, so hat man im
Allgemeinen zwei verschiedene Werthe des Integrals vor sich, obgleich

die oberen und unteren Grenzen dieselben sind. Man kann dann

statt des zweiten Weges den ersten setzen, vermehrt um eine ge-

schlossene Curve, welche den zweiten Integrationsweg in directer, den

ersten in entgegengesetzter Richtung enthält; man kann daher den

zweiten aus dem ersten durch Hinzufügen eines Weges entstanden

denken, welcher die überschrittenen Verzweigungspunkte umschliesst

und um diese beliebig nahe zusammengezogen werden kann, welcher

also äquivalent ist mit einem geschlossenen um die betreffenden Ver-

zweigungspunkte gelegten Wege, indem der Verbindungsweg des

letzteren mit jenem ersten Wege zweimal in entgegengesetzter Rich-

tung durchlaufen wird und also keinen Beitrag für das Integral liefert.

Alle Aenderungen, welche das Integral durch Aenderung des Inte-

grationsweges erleidet, sind somit darstellbar durch die Werthe des

Integrals, welche dasselbe .beim Herumführen um Verzweigungspunkte

annimmt. Es wird also zunächst darauf ankommen, die Zahl der von

einander unabhängigen (durch Verzerrung und Combination nicht aus

einander ableitbaren) Wege dieser Art zu bestimmen, welche auf der

Fläche möglich sind.

Zu dem Zwecke ist es nützlich, sich über die Gestalt der Rie-

m an n
'sehen Fläche bestimmtere Vorstellungen zu bilden und Fest-

setzungen zu machen. Zunächst kann man nach dem Vorgange von

Lüroth immer eine gewisse Normall'orm für dieselbe zu Grunde

legen, d. h. gewisse einfache Annahmen über die Gruppirung der

Verzweigungspunkte und der durch sie verbundenen Blätter machen*);

dabei erkennt man insbesondere, dass sich die Untersuchung der

Periodicitätsmoduln auf das einfachere Schema der hyperelliptischen

Integrale zurückführen lässt. Der dazu leitende Gedankengang ist

kurz folgender. — Die Zahl der Blätter unserer Fläche möge durch

m, die ihrer Verzweigungspunkte durch r bezeichnet sein**); ferner

verstehen wir unter einer Gruppe von Verzweigungspunkten die

Gesammtheit aller solchen Punkte, welche dieselben beiden Blätter

*) Vgl. Lüroth, Math. Annalen , Bd. 4, p. 181 und Clebsch, ib. Bd. 6, p. 210.

**) Es ist dann immer 2 p == r — 2 (?h — 1). Im Allgemeinen wird vi gleich

der Ordnung der Grundcurve sein; dann ist r gleich der Klasse derselben, ver-

mehrt um die Zahl der Rückkehrpuukte (vgl. die Auuik. auf p. 494).
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verbinden, der Art, dass diese Blätter durch weitere Verzweigungs-

punkte nicht mehr verbunden erscheinen. In einer jeden Gruppe ist

dann nothwendig eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten ent-

halten, wie die Anschauung direct ergibt. Eine nähere Ueberlegung

zeigt nun, dass weder in der Anordnung der Verzweigungspunkte,

noch in der Folge, in der die Blätter verbunden werden, etwas

Specifisches liegt, noch endlich in der Zahl der Punkte, welche bei

gegebener Anordnung für jede Gruppe benutzt werden; die letztere

darf nur nicht Null werden. Insbesondere kann man daher eine An-

ordnung bevorzugen , bei welcher eine Gruppe aus r — 2 {m — 2)

Verzweigungspuukten besteht, alle übrigen nur aus je zweien derselben.

Es sind dann zwei Blätter, etwa das erste und zweite, mit einander

durch r — 2 (jn — 2) Verzweigungspunkte verbunden; die übrigen

m — 2 Blätter hängen aber nicht mehr unter einander zusammen,

sondern jedes derselben ist nur durch zwei Verzweigungspunkte mit

dem ersten oder mit dem zweiten Blatte verknüpft. Damit wäre die

vorhin erwähnte Normalform der Riemann'schen Fläche hergestellt.

Eine so verzweigte Fläche lässt sich nun in derselben Weise durch

ein kanonisches Querschnittsystem in eine einfach zusammenhängende

zerlegen, wie die bei den hyperelliptischeri Integralen benutzte zwei-

blättrige Fläche, d. i. durch ein Querschnittsystem, wie es Riemann
seinen Betrachtungen zu Grunde legt. *) In der That braucht man bei

unserer Anordnung der Verzweigungspunkte nur die Verbindung des

ersten und zweiten Blattes zu berücksichtigen ; denn ein Blatt, welches

z. B. nur mit dem ersten durch zwei Verzweigungspunkte, d. i. durch

eine Uebergangslinie (Verzweigungsschnitt) zusammenhängt, kann man
immer so verzerren, dass es zusammen mit dem ersten Blatte nur ein

Blatt bildet, wie dies bei einer zweiblättrigen Fläche, deren Blätter

durch nur 2 Verzweigungspunkte verbunden sind, bekannt ist. Zwi-

schen dem ersten und zweiten Blatte haben wir r — 2 {rn — 2)

= 2p-\-2 Verzweigungspunkte, also p -\- \ Verzweigungsschnitte;

um sie legt man dann bekanntlich jenes kanonische Schnittsystem in

folgender Weise. Zuerst legt man , etwa im ersten Blatte, p Schnitte

h^, b^, . . . hp-. je einen um eine der p Uebergangslinien , so dass

eine Uebergangslinie nicht durch einen Schnitt hy umkreist ist. Die

Schnitte b verbindet man dann unter einander in irgend welcher Reihen-

folge durch die Verbindungsschnitte Cj, c^j...Cp-i\ endlich legt

man p weitere Schnitte a^, a.^, . . . Up so, dass jeder von ihnen, von

jener {p -\- 1)*®° Uebergangslinie U ausgehend, theils im ersten, theils

*) Vgl. R. A. F. §. 10 und p. 405 ff. in dem erwähnten Werke von C. Neu-
maun. Das im Texte gegebene Querschnittsystem ist von dem Riemann'schen
übrigens noch etwas verschieden.
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Fig. 71.

im zweiten Blatte verläuft und zu jo einer der p anderen Uebergangs-

linien hinführt, wie es in Fig. 71 für jt? = 3

dargestellt ist (die im zweiten Blatte verlau-

fenden Schnitte sind durch punktirte Linien

bezeichnet). Das so gezogene Curvensystem

kann man sich nun aus 2p Querschnitten

zusammengesetzt denken*); und dieselben

bilden in ihrer Gesammtheit eine in sich

zurücklaufende Curve, wenn man alle Schnitte

einmal in positiver, einmal in negativer Rich-

tung durchläuft, d, h. die so zerschnittene Flä-

che hat eine einzige Randcurve. Sie ist dann
gleichzeitig durch die 2 p Schnitte in eine einfach zusammenhängende
Fläche zerlegt; ihr Zusammenhang ist also gleich 2/> -f-

1.**)

Unter Benutzung dieses kanonischen Querschnittsystenis erledigt

sich nun die Frage nach den Werthänderungen, welche ein Integral

erster Gattung durch Abänderung des Integrationsweges erleiden kann,

von selbst. Jeder geschlossene Weg nämlich, welcher in der zer-

schnittenen einfach zusammenhängenden Fläche verläuft, d. h. die

Schnitte üy, h^, Cy nicht überschreitet, kann auf einen Punkt zusammen-
gezogen werden; ein überall endliches Integral 7, geführt über einen

solchen Weg, gibt daher jederzeit Null, und zwei verschiedene Wege
der Art, welche dieselben Punkte verbinden, führen zu demselben

Integralwerthe. Wir haben also nur noch die Aenderungen zu be-

trachten, welche heim (Jeherschreiten jener Schnitte eintreten können.

Alle diese Werthänderungen aber lassen sich aus 2 p Grössen linear

und ganzzahlig zusammensetzen, wie man in folgender Weise erkennt.

Wir denken uns die in Betracht kommenden 2 p -\- 2 Verzweigungs-
punkte (zwischen dem ersten und zweiten Blatte) numerirt, und zwar
so, dass der erste mit dem zweiten, der dritte mit dem vierten, . . .

der {2p -^ \y^ mit dem {2p -\- 2)*«" durch einen Verzweigungsschnitt

verbunden ist. Wir wählen ferner zwei beliebige Punkte s, und s.^

der Fläche, welche bez. im ersten und zweiten Blatte

über einander liefen und bezeichnen mit a/, den Werth
des Integrals 1 geführt auf einem Wege, welcher von
s^ aus im obern Blatte verläuft, sich in kleinem Kreise

um den Ä*^'" Verzweigungspunkt windet und dann im
untern Blatte nach s.^ zurückkehrt (Fig. 72). Das Inte-

*) Als erster Querschnitt ist die Curve hi aufzufassen, nachdem man zuvor
die (geschlossene) Riemann'sche Kugelfläche durch Herausheben eines Punktes
in eine nicht geschlossene verwandelt hat. Die übrigen 2 p — 1 Querschnitte sind

:

c, und ^2, c^ und 63, . . . r^_i und b^, «i, a^, 03 . . . a^.

**) Vgl. R. A. F. §. 7 und Neumanu a. a. 0. .
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gral / gibt nun offenbar Null, wenn man dasselbe auf einem alle

2 p -\- 2 Verzweigungspunkte umschliessenden Wege herumführt, denn

ein solcher Weg kann (dureh's Unendliche hindurch) uuf einen Punkt
zusammengezogen werden. Andererseits aber kann man diesen Weg
zusammenziehen auf eine Reihe einzelner Schleifen,

die von den Punkten Sj, s^ aus um die einzelnen Ver-

zweigungspunkte in geschilderter Weise zu legen sind.

Der Beitrag, welchen zwei um die Punkte 2ä — 1

und 2 h gelegte Schleifen zu dem Werthe von / geben,

ist dann «2/« i
— cc-za- Denn hier wird der erste Weg

von Sj nach s.^ , der zweite aber von s.^ nach .<f, zurück-

gelegt; der letztere gibt somit den negativen Werth
von a.^/t (Fig. 73). Führt man also / von 5, aus um
sämmtliche Schleifen zu s^ zurück, so ergibt dies die Gleichung:

(7) «, — a., -j- ßg — «^ _|_ . . . -f- aop + 1 — «ap + 2 -= .

Die Differenz irgend zweier Integrale a/, und a/, ist aber von den
Punkten s, , s., völlig unabhängig; denn den Tntegrationsweg des

Integrals a/^ — «/, können wir zusammenziehen auf eine Schleife,

welche die Verzweigungspunkte h und k beliebig eng umspannt, und
auf einen von 5, zu einem Punkte dieser Schleife und dann zu s^

ebenso zurücklaufenden Weg; der Beitrag des letzteren aber hebt sich

auf, und somit folgt, dass a,i — a^- eine von Sj und s^ unabhängige
Constante ist. Aus allen möglichen solchen Constanten lassen sich

aber alle Werthänderungen von / zusammensetzen (vgl. p. 798). Diese

Differenzen a/, — «/, ferner kann man aus 2 p -\- \ solcher Differenzen

linear zusammensetzen, welche man erhält, wenn man eines der Integrale

a/„ etwa ccypj^i, von allen anderen abzieht, d. h. aus den 2/^-|- 1 Grössen:

ß\ = ß^i «2?» + 2 , ßi = ^i — «2?> + 2 , . . • ß-2p + \ = Ci2p + \ — «2 ;^ -f 2 •

Zwischen diesen Grössen erhält man noch aus Gleichung (7) die Relation

:

(^) ß^ - ^2 + A. - /3, + . • . + ß.p+x = 0;

es drückt sich also eine linear durch die übrigen aus, und es bleiben

2 p linear unabhängige Werthänderungen von 7, oder — wie man
sich ausdrückt —2p „Periodicitälsfuodidn" des Jntegmis I. Wir können
sonach folgenden Satz aussprechen:

Ein Integral erster Gattung hat im Allgemeinen 2 p Periodicitäts-

moduln. Nennen wir 7 den IVerth des Integrals, genommen auf he-

liehigem Integrationswege, /(d, p\ . . . I^'^p) seine Periodicitätsmoduln,

so ist

J _[- m<^) /(l) _|_ ;;j(2)/(2) _|_ _ _ _^ fn^-2p)J(2p)

der allgemeinste Werth, welchen das Integral durch Abänderung des
Ol eb seh, Vorlesungen. 51
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Integrationsweges erhalten kann, wo m^^K m^^^ , . . .
m^^P^ positive oder

negative ganze Zahlen sind.

Dies gilt für jedes einzelne der {p — l)-fach unendlich vielen

Integrale erster Gattung. Wir werden von diesen aber immer nur p
beliebige zu betrachten haben, denn aus ihnen lassen sich alle anderen

linear zusammensetzen, vorausgesetzt dass man für die gewählten p
Integrale immer denselben ' Integrationsweg zu Grunde legt; und

Letzteres soll im Folgenden immer geschehen. Sind /j , 75 , . . . 1p irgend

p solche Integrale, genommen auf beliebigem (aber alle auf demselben)

Wege, so ist das allgemeinste Werthsystem dieser Integrale auf irgend

einem anderen Wege dargestellt durch das Schema:

/j _[_ ^;i(l)/j(l) 4- »«(2)7/2) + . . . 4- ?;i(2/')/,(^/')

I^ _|_ ;;i(l)7^(l) 4- W(2) 7^(2) 4- ... 4- /«(2 p) 7^(2;.) ,

Die Periodicitätsmoduln bilden ein System von 2 p"^ Constanteu,

bei welchen die 27» Grössen derselben Horizontalreihe sich auf das-

selbe Integral und von einander unabhängige Umgänge um Ver-

zweigungspunkte, die p Grössen derselben Verticalreihe sich auf

denselben Umgang und verschiedene Integrale beziehen. Diese

Periodicitätsmoduln 7//') sind aber nicht von einander unabhängig;

zwischen ihnen bestehen vielmehr noch algebraische Relationen, und

zwar insbesondere zwischen den 7//'^> zweier Horizontalreihen be-

stehen Gleichungen, welche linear für die 7/,<^) jeder der beiden

Reihen sind.

Um diese Gleichungen zu entwickeln, wählt man für 7//^^) am

besten die 2p Werthe des Integrals In, welche dasselbe, geführt über

einen der Schnitte a». und b^,, annimmt; in der That sind dies ja auch

Umgänge um je zwei Verzweigungspunkte, und zwar der Art, dass

sich keiner von ihnen aus den anderen zusammensetzen lässt. Wir

wollen nun den Werth des Integrals //, geleitet über bv mit Bh^'\ ge-

leitet über ay mit ^^f'^ bezeichnen. Wir setzen also:

7,0 = B,(') , U^^ = ^y,*^» , . . .
7;/P) = B,^v)

,

Da sich die Schnitte &,, und a'y durchkreuzen, und da beide Schnitte

noch in beliebiger Entfernung oder Nähe um die betreffenden Ver-

zweigungspunkte gelegt werden dürfen, so kann man offenbar dies

auch so aussprechen, dass sich das Integral h beim Ueberschreiten des

Schnittes a,, um die Grösse ^a'") ändere, beim. Ueberschreiten des Schnittes

by um die Grösse ^//*'>, an den Schnitten c, dagegen constant bleibt. Das

Integral ist also bei der von uns über die Lage der Querschnitte
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gemacliten Annahme an den Schnitten a^ und b^ unstetig, während es

im Uebrigen auf der Fläche allenthalben endlich und stetig verläuft.

Um nun die beregten Relationen zwischen den Periodicitätsmoduln

aufzustellen, führt man das Integral Jl/,dh über die ganze Begrenzung

der zerschnittenen, einfach zusammenhängenden Fläche, d. i. einmal

in positiver und einmal in negativer Richtung über alle Schnitte a^,

bv und o, was den Werth Null ergeben muss; und so findet man die

Relationen *)

:

1' = p

(9) V (^//^'> B,(^) — B,(^) Ak('^)= .

Diese Relationen bestehen also zwischen den Periodicitätsmodvln je

zweier Integrale //, und h. —
Diese Betrachtungen führen endlich auf eine bestimmte Normal-

form der Integrale erster Gattung. Die Integrale /j , I.^, . . . Jp hatten

wir ganz beliebig aus den (/? — l)-fach unendlich vielen Integralen 1

ausgewählt. Statt derselben kann man nun insbesondere solche lineare

Combinationen der 7j, T^, . . . Ip zu Grunde legen, deren Periodicitäts-

moduln besonders einfache Werthe haben; und zwar zeigt sich, dass

man die entsprechenden Grössen Bh^''^ für h ^ k alle zu Null machen

kann, während die Grössen B/,^'''^ alle gleich demselben beliebigen

Werthe genommen werden dürfen, wofür man den Werth 2 in

wählt.**) Dann folgt aber aus (9), dass Ah}-''"' = ^//^> wird. Um dies

anzudeuten, schreiben wir dafür ahh] also ist:

ühk = ttku = ^//*> •= Ak^^'^ .

Die so gewählten Integrale, welche gewissermassen ein (von der

Wahl des kanonischen Querschuittsystems abhängiges) kanonisches

Coordinatensystem in der (p — l)-fach unendlichen Mannigfaltigkeit

von Integralen 7 bilden, sollen Normalintegrale genannt und mit

?^j, u.^, . . . Up bezeichnet werden. Ihre Eigenschaften sind in folgendem

Satze ausgesprochen:

*) Vgl. R. A. F. §. 20, Cl. u. Gr. A. F. p. 106. Für hyperelliptische Integrale

wurden diese Gleichungen von Weierstrass (a. a. 0.) gefunden, für p = 2 schon

vorher von Rosenhain: Memoire sur les fonctions de deux variables a quatre

periodes, qui sont les inverses des integrales ultra -elliptiques de la premiere

classe, Memoires presentees par divers savants, Paris 1851. — Ausserdem bestehen

noch andere Relationen, die jedoch im Allgemeinen nicht bekannt sind; vgl.

darüber die Einleitung zu R. A. F. und Fuchs: Crelle's Journal, Bd. 71 und 73,

Thomae, ib. Bd. 66 und 71.

**) R. A. F. §. 20, Cl. u. G. A. F. p. 108; vgl. dazu Prym, Crelle's Journal,

Bd. 71, p. 231, und Schläfli, ib. Bd. 76, wo gezeigt wird, dass die Determi-

nante der für die Integrale ./ entstehenden linearen Gleichungen im Allgemeinen

nicht verschwindet. — Es sei hervorgehoben, dass Riemann den Werth in

statt 2 2 n wählt.

61*
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Ein Normalinlegral erster Gattung Uh ändert sich nicht beim Ueber-

schreiten eines Querschnittes a^, nur an üh um 2 i%. Die erste Hälfte

der Periodicitätsmoduln der uu ist daher gegeben durch das Schema:

u^) 2i7C ...

w,,) 2i7t . . .

Uf,) . . . 2 /jr

.

Die zweite Hälfte der Periodicitätsmoduln bildet ein System von

symmetrischer Determinante ^ indem a;k = ciki-'

Wl) «11 «12 «13 • • • «If

U^) «21 «22 «23 • • • ^'^P

Upj Upi ttp'i üps . . • app'^

d. h. das Integral Uh ändert sich um a/,y beim Ueberschreiten von by.

Und die altgemeinsten Werthe, ivelche die Normalintegrale u^, u^, . , . Up

durch Abänderung des Integrationsweges annehrtien können, sind:

u{ = «/j -j- 2 in m^ -j- a^^q^ -f- a^^q^ -{-... -\- aipqp

^2 = ^2 + 2 ^^ ^2 + «21^2 + «22^2 + • • • + «Sp^p

ifp = Up -f- 2 iTT mp -f- üpxq^ + Op^q^ -\- . . . -\- appqp
,

wo die m, q positive oder negative ganze Zahlen bedeuten. —
In ähnlicher Weise lassen sich nun auch die Integrale zweiter

utid dritter Gattung normiren. Ein Integral dritter Gattung -S^,, war

nach unserer früheren Definition nur bis auf additiv hinzutretende

Integrale erster Gattung bestimmt (p. 792). Durch Hinzufügen eines

geeigneten Integrals kann man zunächst S^n in ein anderes Integral

überführen; dessen Periodicitätsmoduln an den Schnitten a^ sämmtlich

Null sind. Dies Integral nennen wir dann ein Normalintegral dritter

Gattung; es soll im Folgenden immer durch TT^,, bezeichnet werden.

Die Werthänderungen desselben an den Schnitten by erhält mau durch

Bestimmung der Werthe der Integrale JW^^dUy, in positiver Rich-

tung um die ganze Begrenzung der zerschnittenen Fläche geführt.

Diese Werthe müssen gleich den entsprechenden Integralen sein, ge-

führt über beliebige Curven in der einfach zusammenhängenden

Fläche, welche die Unendlichkeitspunkte t,, tj einschliessen. Das

Integral ergibt, auf diese Weise behandelt*), den Periodicitätsmodul

von U^t] am Schnitte by gleich fdu^. Die zweite Hälfte der Periodi-

citätsmoduln des Integrals dritter Gattung drückt sich also durch die

*) Vgl. Gl. u. G. A. F. Fünfter Abschnitt.
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zwischen den Unendlichkeitspunkten genommenen Integrale erster

Gattung aus. Endlich ändert sich noch TT|, beim Umgange um S

oder fj um -j-

2

/jt bez. ~2ijt, denn das Integral wird in ihnen

logarithmisch unendlich (p. 791), und wir können die absoluten

Werthe der in U^ri vorkommenden Constanten immer so bestimmt

annehmen, dass die logarithmische Periode gerade gleich 2 in wird.

Der allgemeinsle Werth, ivelchen das Integral TT^,, dui'ch Abänderung des

Inetgrationsweges annehmen kann, ist daher:

rr^^ = TT^^ + 2 iTim + ^, / du^ -}- q^ j
dii^ + ...-{- Qp j

dup
,

'^
1 1

ivo m, q^, q2 • • qp positive oder negative ganze ZaMen sind. — Durch

diese Festsetzungen über die Perioden ist das Differential dT\^,j durch die

Punkte ^ und rj völlig und eindeutig bestimtnt (im Gegensatze zu dS^^).

Wir erwähnen hier noch einen wichtigen Satz, zu welchem das

Integral /TT|^<;?TT„,^ Veranlassung gibt, wenn man dasselbe in analoger

Weise behandelt, wie dies eben für das Integral fT\^,,du,. erwähnt

wurde. Derselbe lautet;

Das Normalintegral dritter Gattung TT ändert sich tiicht, wenn man

die Grenzen mit den Unendlichkeitspunkten vertauscht, d. h. es ist:

k «

Aus dem Integrale TTj^ lässt sich endlich auch das „Normal-

integral zweiter Gattung^'' ableiten nach dem Satze, dass (vgl. p. 792):

wo fl'^"-'fl'a = 0. Hier haben wir -S'^^ durch TTi,; zu ersetzen, um das

Normalintegral zweiter Gattung zu erhalten:

Es ergeben sich dann unmittelbar die Sätze*):

Die Periodicitätsmoduhi von Z^ an den Schnitten ttv sind sämmt-

lich Null.

Die Periodicitätsmoduhi von Z^ an den Schnitten b,. sind algebraische

Functionen des Parameters 'S,; und zivar ist der Periodicitätsmodul am

Schnitte bv

cp,^{x) .{cxdx) qp^(^).(c|«)
für duh = -_-,— gleich: —^-^^-j

rfHi,

*) Vgl. Roch: Ueber die Zahl der Constanten etc., Crelle's Journal, Bd. 64

und Cl. u. G. A. F. p. 120.
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— Es sei schliesslich noch hervorgehoben, wie sich die Eigen-
schaften des Integrals dritter Gattung TT^,; aus denen der Integrale

erster Gattung u,, durch einen Grenzprocess ableiten lassen, wenn die

Unendlichkeitspunkte von TTi^ in einen Doppelpunkt der Grundcurve
/==0 zusammenfallen*); und auf diesen Fall lassen sich ja alle an-

deren durch eindeutige Transformation von f reduciren (p. 796). Die
dazu nöthige Betrachtung wird für uns vom Wichtigkeit werden, indem
man vermöge derselben das sogenannte erweiterte Umkehrproblem als

einen Grenzfall des Jacobi 'sehen Umkehrproblems der AbeTschen
Integrale auffassen darf; wir können uns dann später auf das Fol-

gende zurückbezieheu.

Lassen wir durch continuirliche Aenderung der Coefficienten von

f {x) oder F{x,ij) einen Doppelpunkt. entstehen, so fallen in diesen

für jeden Punkt der Ebene zwei Berührungspunkte der von ihm aus-

gehenden Tangenten zusammen, ohne dann noch als eigentliche Be-
rührungspunkte zu zählen (vgl. Fig. 52, p. 343). Insbesondere gilt

dies auch für den unendlich fernen Punkt der i^-Axe; d. h. auf der

zw F==0 gehörigen Riemann 'sehen Fläche rücken zwei Verzwei-

gungspunkte einander immer näher, indem sich der sie verbindende

Verzweigungsschnitt immer mehr verkürzt. Sind beide Punkte zu-

sammengefallen, so stossen in ihm zwar zwei Blätter der Fläche zu-

sammen; indess kann man nicht mehr durch einen Umgang um den
Punkt von einem Blatte in's andere gelangen: Man kann die Blätter

in dem Punkte durch Biegung von einander entfernen, ohne den
Charakter der Fläche dadurch zu ändern; auch darf man nicht einen

Weg, der in dem einen Blatte bis zu dem Punkte läuft, in dem an-

dern Blatte fortsetzen. Es haben dort zwar beide Blätter diesen einen

Punkt gemein; die hier vereinigten Punkte sind aber sonst wie zwei

ganz verschiedene Punkte zu behandeln und sollen demgemäss durch
zwei verschiedene Buchstaben, | und rj, bezeichnet werden. Wir
sagen dann, dass dem Doppelpunkte der Curve die beiden Punkte

5 und 7] der Fläche entsprechen.

Die Normalform der Fläche und unser kanonisches Querschnitt-

system auf ihr mögen nun so gewählt sein, dass die beiden nachher
zusammenfallenden Verzweigungspunkte ein solches Paar bilden, um
welches ein Schnitt ö„ — sagen wir hp — herumgelegt ist. Nach der

Deformation ist dann bp eine in einem der beiden Blätter um den
Punkt l herumlaufende geschlossene Curve. Der zugehörige Schnitt

«v aber besteht jetzt aus einer Curve, welche von ^ ausgeht, bei dem

*) Aehnliche Grenzbetrachtuugen sind auch von M. Marie a. a. 0. ange-
stellt, indem der Einfluss eines Doppelpunktes auf die Periodicitäts - Eigenschaften
des Integrals fydx bestimmt wird; vgl. die Anmerkung auf p. 791.
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durch das Ziehen des Querschnittsystems ausgezeichneten Verzwei-
^

gungssehnitte U in das andere Blatt übertritt (p. 799) und sodann m
letzterem zum Punkte y] zurückkehrt; dieser Weg verbindet also jetzt

nur die Punkte l und n mit einander, ohne jedoch eine geschlossene

Curve zu bilden.

Betrachten wir jetzt unsere ;? Integrale Mv. Wenn auf /'=0 ein

neuer Doppelpunkt entsteht, so wird ein beliebiges Integral erster

Gattung / dadurch in ein Integral dritter Gattung übergehen, denn

die im Zähler des Differentials dl auftretende Function rp wird, gleich

Null gesetzt, nicht nothwendig eine Curve darstellen, welche durch

den neuen Doppelpunkt hindurchgeht. Es ist aber sehr wichtig, dass

fjie ^,_ 1 Normaliniegrale ersler Gattung u^, il^, . . . w,,-i von/ =0
jji ^iQ p _ 1 Normalintegrale erster Gattung m',, t/j, ... üp^y der

deformirten Curve f = übergehen, wenn wir voraussetzen, dass die

beiden durch den Schnitt b, umschlossenen Verzweigungspunkte sich

zu dem Doppelpunkte von f vereinigt haben. Die Integrale w,
, . . . ?/^- i

nämlich ändern sich bei einem Umgange um den Querschnitt b,, nicht,

da sie alle am Schnitte a^ die Periode Null haben. Folglich bleiben

auch die Integrale u\, u\, . . . u,,^i bei einem Umgange um bp, d. i.

um den innerhalb b^ liegenden Doppelpunkt, ungeändert; sie werden

also in letzterem nicht logarithmisch unendlich: Es sind keine Inte-

grale dritter Gattung; es sind vielmehr Normalintegrale erster Gat-

tung, da auch ihre sonstigen Eigenschaften den betreffenden Forde-

rungen genügen. Das Integral Up dagegen hat am Schnitte «/, die

Periode 2ijt; das aus ihm bei der Deformation entstehende Integral

erhält also bei einem Umgange um den Schnitt bp, d. i. um den

Punkt i bez. rj, einen Zuwachs gleich 2 «jr; dasselbe wird somit in

der That in g bez. ri logarithmisch unendlich: Es ist ein Integral drit-

ter Gattung und soll demgemäss mit IT^; bezeichnet werden.

Für die Integrale w/» nun sind die Grössen ax,p, a^p, . . . ap - i^p

nicht mehr als Perioden zu betrachten; denn sie waren bez. gleich

den Werthen der Integrale Uy, u^, ... M/,_i, geführt über den Schnitt

Up , und letzterer ist für die deformirte Fläche keine geschlossene Curve

mehr, stellt also auch nicht mehr einen selbstständigen Umgang dar.

Da er aber die Punkte tj und B, unter einander verbindet, so haben wir:

aip = I
du\, a^p = / rfM'2, ... «p- i,p = / du'p-i.

n '1
*'

Es ist ferner aik = akr-, und die Grössen «pi, ap2, . • • «/>-i,p smd

Perioden des Integrals Up, welches in TT^^ übergeht. Die p — l Perio-

den des Integrals TT^ ,;
an den Schnitten bi, b-z, . , . ^>p - 1 sind also in

der That durch die Integrale jdUy gegeben. Es ist somit TT^,, für die
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Curve f auch direct eiu Normalintegral dritter Gattung. In der That

sind ja auch die Perioden desselben an den Schnitten ai, a-z, . . . ap^i,

wie die des Integrals iip, sämmtlich Null; die Periode 2 in von Hp am
Schnitte ap dagegen gibt jetzt die logarithmische Periode des Integrals

n^,,; die Periode üpp dagegen wird unendlich gross, denn es ist:

ßpp = / dTl^tj
,

und ^, fj sind ünendlichkeitspunkte von TT|,;. Eine unendlich grosse

Periode aber ist als solche nicht mehr mitzuzählen. Üamit hätten wir

alle für das Normalintegral charakteristischen Eigenschaften abgeleitet.

VIII. Das Abel'sche Theorem und das Jacobi'sche Umkehrproblem.

Die Differentiale und Integrale, deren wichtigste Eigenschaften

wir erörtert haben, sind nun für die Formulirimg gewisser geometri-

scher (oder algebraischer) Probleme von grosser Wichtigkeit, imd zwar

zunächst für die Fragen, welche wir früher mit Hülfe des Restsatzes

behandelt hatten (vgl. p. 432 ff.). An den letzteren knüpfen wir hier

wieder au.

Den Inhalt desselben kann man in einer symbolischen Form dar-

stellen, welche dann direct zu den Anwendungen des AbeTschen
Theorems hinüberleitet. Wenn nämlich zwei Punktgruppen Go und

G/i durch eine adjungirte Curve ausgeschnitten werden, so können wir

diesen Umstand symbolisch durch die Gleichung:

(1) Go-}-G^ =
darstellen. Werden nun Gq und Gji durch eine adjungirte Curve

A = 0, Gq und Gji' durch eine andere B = 0, Gr und Go' durch eine

dritte « = ausgeschnitten, so sagt der Restsatz aus, dass auch Gq-

und Gr- durch eine adjungirte Curve ausgeschnitten werden. In der

bezeichneten symbolischen Fassung heisst dies aber, dass aus den drei

Gleichungen:

(2) Gn-^GR=^0, Go + Gji- = i), GQ. + GRr={}

die vierte Gleichung: Gn- -\- Gr = i) folgen soll; und hierin ist es

ausgesprochen, dass ivir verschiedene symbolische Gleichungen der Form

(1) beliebig nach den Gesetzeti der Addition und Subtraction combiniren

dürfen. Die dadurch erhaltenen Resultate stimmen dann ihrem In-

halte nach mit dem Restsatze überein. Unsere Eintheilung der Schnitt-

punkte von A = mit der Grundcurve / == in zwei Gruppen Gq

und Gr war noch sehr willkürlich: wir hätten i*tatt derselben ebenso

gut andere (und auch gleichzeitig mehr als zwei) Gruppen aus den

G -\- ß Schnittpunkten bilden können. Um diese Gleichberechtigung
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aller (nicht in vielfachen Punkten von /' liegenden) Schnittpunkte von

A := auszudrücken , werden wir diese Punkte einzeln einführen.

Bezeichnen wir sie der Reihe nach mit .rO^ a-<^' , . . . a;'i'', wo q== Q -\- B,

so werden wir also an Stelle von (1) die folgende symbolische Glei-

chung setzen können:

(3) 6^_^(i) + Gj^^) + ö'^.p) + . . . + Gj0 = ,

wo nun die einzelnen Gruppen G aus je einem Punkte bestehen.

Es liegt die Frage nahe, ob man diese symbolischen Relationen

durch wirkliche ersetzen kann, d. h. ob es solche Functionen F (x)

von x^, a\, x^ gibt, dass für die nicht in singulare Punkte von /"

fallenden Schnittpunkte x^'^ einer adjungirten Curve mit /' die wirkliche

Gleichung bestellt:

(4) F (a:(iO + F (x^^)) -\- ...-{- F (x^Q^) = ,

wo auf der rechten Seite an Stelle von Null auch eine beliebige Con-

stante stehen könnte.

Als solche Functionen werden wir nun die von uns behandelten

algebraischen Integrale erkennen, und zwar, wenn es sich um Schnitt-

punktsysteme adjungirter Curven handelt, die (überall endlichen) Inte-

grale erster Gattung. In der That erkennt man, dass die Function

F (x) in keinem Punkte von f unendlich locrden darf. Wäre dies nämlich

etwa in a;<^* der Fall, so würde die Gleichung (4) nur noch bestehen

können, wenn F gleichzeitig in einem anderen der ^ Schnittpunkte

negativ unendlich wird; legt man aber durch vT^'' alle möglichen an-

deren Curven, so werden auch die ^ — 1 übrigen Schnittpunkte an-

dere und andere werden*), indem sie die ganze Curve f durchlaufen;

d. h. F müsste in jedem Punkte von f unendlich werden, wodurch

die Gleichung (4) wiederum illusorisch werden würde, /'' ist daher

•jedenfalls eine überall endliche Function von x\ und es liegt somit

nahe, für die Function F {x) ein Integral erster Gattung zu wählen.

Wir gehen daher jetzt von einem solchen aUs und zeigen umgekehrt,

dass für dasselbe ein Theorem der Form (4) wirklich besteht. Dies

ist dann das AbePsche Theorem für Integrale erster Gattung.

Letzteres ist rein algebraischer Natur, wenn man nicht von den

Integralen, sondern von den Differentialen erster Gattung ausgeht; und

dem entsprechend werden wir sogleich an der Hand rein algebraisclier

Rechnung zwei Beweise für dasselbe erbringen. Sobald man dann

weiter zu den Integralen übergeht, muss man über den Lauf der

Integrationswege in der zu /=0 gehörigen Riemann 'sehen Fläche

*) Diese Schlussweise wird ungültig* für Doppelpunkte von f\ in der Thal

treten bei nicht adjungirten Curven Integrale dritter Gattung auf; vgl. p. 817.
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bestimmte Voraussetzungen machen und so das rein algebraische Ge-

biet verlassen, wie wir noch näher sehen werden.

Vor Durchführung jener beiden Beweise sei jedoch kurz geschil-

dert, wie man nach Rieraann unter Benutzung bekannter Sätze aus

der Function entheorie in sehr einfacher Weise zum Ziele gelangen

kann.*) Es sei B =^ eine adjungirte Curve von derselben Ordnung
wie A = 0, welche nicht durch die Punkte x^^\ . . . a:'e' hindurchgeht,

und wir setzen:

Dann ist t, eine algebraische Function von .Tj, x^, x,, welche (insofern

immer f {x) = 0) wie f verzweigt ist und in den (» Punkten x''' ein-

fach unendlich wird; und jedem Werthe von ^ entsprechen (vermöge

/=())() Punkte X. Man kann also umgekehrt die Punkte x von /"

vermöge /'= und J^ ~ B = als p-werthige Functionen des Para-

meters g darstellen.**) Dann wird auch der Diflferentialquotient eines

Integrals erster Gattung (p. 790) nach ^, welcher mit DJ bezeichnet sei:

eine p-werthige Function von g, deren q Werthe mit Z>y<^', . , . BJ^9>

bezeichnet seien. Die letzteren sind daher die Wurzeln einer Glei-

chung ()*«» Grades, welche sich durch Elimination der Xi und dxi aus

den Gleichungen:

At- B = 0, A.dt + t^l^, (fx, -2^1^ dxi = 0,

/(x) = 0, a,,"-^a,. DJ=^(p . (cx'^Y U^dxi=^0

ergibt, wo die zweite Gleichung eben aussagt, dass die Punkte x-{- dx .

die Schnittpunkte von .-/ (g -\- d^) — ^= mit /"= sein müssen. Die

symmetrischen Functionen der Differentialquotienten DJ^^\ . . . DJ^"^

dagegen (d. h. die Coefhcienten jener Gleichung) sind völlig 67/?deutige

Functionen von t,\ iiisbesondere gilt dies auch für die Summe:

A =- />./'" -|- z>y(2) -|- . . . -|- ^/(?)

.

Nun bleibt das Integral ^Art? ^ als Integral erster Gattung allenthalben

endlich; es ist also eine Function von t,, welche in allen Punkten der

zur Darstellung von t, dienenden Ebene eindeutig und endlich ist,

*) Vgl. R. A. F. §. 14.

**) Eine Substitution der Art ist die auf p. 776 für das elliptische Integral

nach dem Vorgange von Brioschi benutzte.
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und somit nach einem bekannten Satze*) eine Conslante; und das

Differential desselben ist gleich Null, d. h. wir haben:

Arfg = ^./(il + dJ<-') + • • • + dJ^^^ = ,**)

Nun gibt es aber p linear von einander unabhängige Differentiale

erster Gattung, und für jedes von ihnen gilt vorstehende Betrachtung.

Insbesondere erhalten wir also für die Differentiale der Normalinte-

grale II
ii
den Satz:

Sind a;<'' die Schniltpunktc von f mit einer adjungirten Curve A und

.r>') + dx^'i die Schnittpunkte mit einer zu A benachbarten Curve, von

denen q nicht mit den x^'^ zusammenfallen mögen, so bestehen die p

Gleichungen:

(5) ^w//^' + dun"^^ + . . . + dUh^^^ =
(Ä=l, 2, 3, .../>).

Weiterhin werden wir sehen, dass mittelst dieser p Gleichungen

auch umgekehrt im Allgemeinen p der Punkte a;<'') durch die übrigen

bestimmt sind, dass sie dagegen nicht mehr so viele Punkte bestimmen,

wenn die Ordnung von A = kleiner als n —2 ist. Durch Integra-

tion erhält man nun das Abel 'sehe Theorem für die Integrale erster

Gattung, welches dann an Stelle der symbolischen Gleichung (3) tritt

(für Q = Q -\- R) und somit in engster Beziehung zum Restsatze stellt.

Wegen der soeben angedeuteten und später näher zu besprechenden

Umkehrbarkeit des in den Gleichungen (5) ausgesprochenen Satzes

kann man in der That auch aus dem Abel'sehen Theoreme ivieder den

Restsatz ableiten, wie aus den Eingangs gemachten Erörterungen deut-

lich sein wird; und so wurde der Inhalt desselben zuerst gefunden.

Es war aber von principieller Wichtigkeit, dass man diesen rein alge-

braischen Satz auch unabhängig von den transcendenten Functionen

des Ab el'scheu Theorems einsehen lernte, während andererseits dieses

Theorem den Inhalt des Restsatzes in einer für die Anwendungen sehr

vortheilhaften Form darstellt. Weiterhin erlaubt aber auch das

Abel 'sehe Theorem gewisse Berührungsformeln in einfachster Weise

*) Vgl. z. B. p. 274 ff, in Neumann's Theorie der Abel'schen Integrale

oder Du rege's Theorie der Functionen eines complexen Arguments.

**) Dass diese Summe Null sein muss, lässt sich auch algebraisch direct aus

der Natur des erwähnten Eliminationsproblems ableiten; vgl. darüber Harnack:

Math. Annalen, Bd. 9, p. 371 ff. ~ Man findet hier auch die betreffende Glei-

chung 4ten Grades für die Schnittpunkte einer Geraden mit einer C^ wirklich

aufgestellt; die entsprechende Gleichung für eine Cg wurde von demselben eben-

falls angegeben, ib. ]). 235.
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aufzustellen, welche .sich durch das Correspondeuzpriricip nicht sogleich

in der übersichtlichen Gestalt angeben lassen würden. —
Wir wollen nun eine directe Ableitung der Gleichungen (5)

geben. Dabei mag das Problem noch in der Weise verallgemeinert

werden, dass wir auch Schnittpunktsysteme nicht adjungirter Curven
und Summen von Differentialen dritier Gattung betrachten; und zwar
werden wir das Abel'sche Theorem für solche Integrale auf zwei

verschiedene Weisen ableiten.

Wir beginnen mit Betrachtung des Schnittpunktsystems mit einer

behebigen Geraden.*) Letztere wählen wir zur Coordinatenaxe und
führen derartig rechtwinklige Coordinaten ein, dass jene Gerade
mit der Jf-Axe zusammenfällt, dass also ihre Gleichung durch y ==

gegeben ist. Die Einführung der neuen Coordinaten geschieht durch
eine lineare Transformation. Wir haben nun früher gesehen, dass

sich ein algebraisches Differential bei einer solchen um die erste

Potenz der Substitutionsdeterminante als Factor ändert, und zwar ist

dies die Folge davon, dass im Zähler die Determinante {cxclx) auf-

' tritt. In der Normalform eines Differentials dritter Gattung steht

aber irn Nenner auch eine Determinante, nämlich (^t?a:), so dass sich

jene Substitutionsdeterminante forthebt (vgl. p. 772). Bezeichnen wir

also jetzt mit x, y die rechtwinkligen Coordinaten, mit ^, y\ und |', y\

bez. die Coordinaten der Unendlichkeitspunkte, so geht unser Normal-
differential dritter Gattung über in ein Differential der Form:

{ax + 6y + c) —-.^^
—

wo: a^^rj' — rj, 6 = |' — |, c = tn — ni'

Wir betrachten eine Summe solcher Differentiale, gebildet für die

71 Schnittpunkte von /'=0 mit y =^ 0, wobei die dy so gewählt sein

müssen, dass sie die Schnittpunkte einer zur .r-Axe benachbarten

Geraden mit /' bestimmen. Diese benachbarte Gerade, wollen wir in

der unendlich kleinen Entfernung e zur A'-Axe parallel annehmen, so

dass y — £ == ihre Gleichung ist. Bezeichnen wir also mit Xi,

yi die Coordinaten der n Schnittpunkte, mit dxi, dyi die zugehörigen

Differentiale, so bestehen die Gleichungen

yi = , dyi = E .

Unsere Summe von Differentialen ist sonach die folgende:

1=: 1 '

*) Den folgenden Beweis des Theorems verdankt der Herausgeber einer Mit-

theiluug von Brill.



^

Punktsysteme auf einer Curve. Abel'sche Integrale. 818

wo der Ausdruck /'.,., bezeichnen soll, dass in dem partiellen

Differentialquotienten von / nach x auch ?/ = und x = xi gesetzt

werden soll. Der Factor e ist allen Gliedern der Summe gemeinsam

und kann also vor dieselbe gesetzt werden. Die dann übrig bleibende

Summe ist bekanntlich weiter nichts' als die Entwicklung des Ausdrucks

^^^'^\ nach Partialbrüchen, wenn man in dieser Entwicklung
a . f{x, 0)

X =

(6)

setzt. Wir haben daher zunächst die Gleichung:

wenn: / {x, 0) = [x — a:,) {x — x^) . . . {x — x„) .

Nun genügt die in einem Normaldifferentiale auftretende Function Q.

nach den früheren Festsetzungen (p. 791) der Bedingung:

Q„_2 in^x) {i^x) = {intf . /+ {U^) . N,

wo t, ein beliebiger Punkt ist; oder in unserm Coordinatensysteme,

wenn wir noch ^j = 0, ^.^ = 0, $;5
== 1 nehmen:

Q„_2. {xTi —y^) . {yl - xri) ^ c"^ . f -\- {ax + hy -^ c) . N;

eine Identität, welche man in Rücksicht auf die Eigenschaften von Q.

auch leicht wieder direct bestätigt. Aus ihr folgt für y = 0,

Q„ (-;;-,o).,.,' = -«^/(-:^, O)

Multipliciren wir also schliesslich in (G) auf beiden Seiten mit s= dyi,

so haben wir, da a = rj' — r] die Relation:

(7) "VY
^« -2^y \ ^ ^ n - n ^ ^L^l _ iJZ

^ ^ ^ \(.ax -^ by-\-c) j'J

^

ry . tj' tj' ^_ v^w-t- -r "y -r 'v / a:/j '/ •
'i '/ '/

wo der Index i an dem eingeklammerten Ausdrucke bezeichnen soll,

dass in ihm x = Xi, y = gesetzt werden soll.

In den beiden rechts auftretenden Tennen steht im Nenner die

linke Seite der Gleichung y =^ 0, geschrieben bez. in den Coordinaten

der beiden Unstetigkeitspunkte , im Zähler die linke Seite der Glei-

chung der benachbarten Linie y — £ = 0, geschrieben bez. in den-

selben Coordinaten. Ersetzen wir also die Jf-Axe durch eine beliebige

Gerade ?/^. = 0, bezeichnen die beiden Unendlichkeitspunkte des

Differentials dritter Gattung wieder mit | und tj und schreiten von

den Schnittpunkten x^'^ der Linie u zu den Schnittpunkten eiuer Linie

tt -j- du fort, deren Gleichung durch 2/ {ui -{- dui) Xi == gegeben

ist, so wird auf der rechten Seite von (7):
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Tj = u^, rj' = u,j, rj — s = Eli (dUi + Uf), rj' — s = Utj; [dui -f u) .

Für die n Schnittpunkte x^'^ und x'-'^ -f- dx*^'^ zweier Geraden m.^ =
und ll{ui-\- dUi)Xi= mit f=0 besieht somit die Differentialgleichung:

Dies ist die gesuchte Gleichung, aus der sich durch Integration

das AbeTsche Theorem ergibt, zunächst allerdings nur für die

Schnittpunkte einer Geraden mit /. Wenden wir aber auf die Grund-

curve eine eindeutige Transformation Xi = (pi (y) an , • wo die (p^ von

der m^^'^ Ordnung sind, so tritt an Stelle von u^. = die Curve

m^''' Ordnung EuiCpi = 0; ferner geht ein Normaldifferential dritter

Gattung wieder in ein solches über (p. 796). Schreiben wir also nach

der Transformation wieder x statt g und bezeichnen die Gleichung

der neuen Grundcurve mit a^'' = 0; so erhalten wir die Differential-

gleichung (7) in der Form:

i :r= 1

WO q) (x) = Z!uiq)i{x) gesetzt ist. Die Summe auf der linken Seite

enthält n Glieder, während cp und f sich in m.v Punkten schneiden,

wenn v die Ordnung der neuen Curve F= cc./ = bedeutet. Dies

liegt daran, dass eine Curve des Netzes UufCpi = die neue Curve

/ == nur in n beweglichen Punkten trifft. Gehen wir also von einer

Curve q) des Netzes zu einer benachbarten über, so ändern sich nur

71 der mv Schnittpunkte, wobei aber auch (bei passender Wahl der

Transformation von F in eine Curve /") n = mv sein kann. In der

That verschwinden ja für die gemeinsamen auf / gelegenen Punkte

der beiden benachbarten Curven die äxu^^") sämmtlich, so dass die

entsprechenden Differentiale in der Summe von selbst ausfallen müssen.

Die Gleichung (8) stellt also die Differentialgleichung des K\)Q^\'sehen

Theorems für integrale dritter Gattung in seiner allgemeinsten Form dar;

in ihr müssen die dxk so gewählt sein, dass die Punkte x/,*'' -(- dxk^'"*

das Schnittpunktsystem einer zu qo = benachbai'ten Curve mit f
bilden.

Die Integration der Gleichung (8) können wir uns so bewerk-

stelligt denken, dass sich das System der Punkte a;*'^ auf /=0 von

einer Lage, in welcher es der Bedingung ^ = genügt, zu einer

andern Lage fortbewegt, in welcher es durch eine Curve ij; = aus-

geschnitten wird, die mit tp = von derselben Ordnung ist. Man
kann dieses dadurch prägnanter hervortreten lassen, dass man einen
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Curvenbüschel 9; + A^ = betrachtet*) und zwischen den Schnitt-

punktsySternen, welche f=0 mit ^ = (A = 0) und ^ = (A = 00)

gemein hat, diejenigen einschaltet, welche f=0 mit tp -\- kip =
(für zwischen und 00 liegende Werthe von A) bestimmt. Diese

Zwischensysteme verbinden alsdann die Grenzsysteme der Art, dass

während A sich von bis co bewegt, die Punktsysteme sich von den

unteren Grenzen der Integrale zu den oberen hinbewegen. Bei der

Integration selbst hat man also allein mit der einen Variabein A zu

thun. Durch Integration der Gleichung (8) ergibt sich so das A hei-

sche Theorem in der folgenden Fassung, wo S^,^ wie auf p. 790

definirt ist**):

Die Summe van mn gleichartigen (d. i. in gleicher Weise gebildeten)

Normalintegralen dritter, Gattung mit den Unendlichkeitspunkien l, 1],

deren untere Grenzen x^^ die mn Werthsysteme sind, welche den mn

Schnittpunkten von /= mit einer Curve m'"' Ordnung 9 = ent-

sprechen, und deren obere Grenzen y<''> die mn Schnittpunkte mit einer

Curve m"' Ordnung ^ = angeben, ist gleich dem Logarithmus einer

algebraischen Function; und zwar besteht die Gleichung:

Hier kann man statt 5^^ auch TTt,, schreiben, wo sich TTt,; von

S^,^ höchstens um ein hinzutretendes Integral erster Gattung unter-

scheidet (p. 804); denn wjr werden sogleich sehen, dass die ent-

sprechende Summe von Integralen erster Gattung verschwindet. Hin-

zuzufügen ist noch eine Bemerkung über die für die Integrale

gewählten Integrationswege. Lässt man dieselben beliebig, so können

auf der rechten Seite noch beliebige ganze Vielfache der Periodicitäts-

moduln von TTt,; hinzutreten (p. 805). Ordnet man aber die Punkte

x('), ?/(') einander paarweise so zu, dass der Punkt x«'' in ^/(') übergeht***),

*) Die Variable X spielt dann dieselbe Rolle , wie oben die Variable ^ in dem

Büschel A^— B==0 bei Riemann's Beweise, vgl. p. 810.

**) Vgl, Cl. u. G. A. F. p. 47. — Ein einfacher Beweis des Theorems (ohne

Benutzung der DifFerentialgleichung) ergibt sich mittelst Riemann'scher Prin-

cipien, wenn man das Integral flog^ '^^^n
""^ ^^® ganze Be'randung der zer-^

schnittenen Riemann'schen Fläche und um die Punkte |, ry, ^('), >/•) herumführt;

vgl. Cl. u. G. A. F. p. 125, und für Integrale erster Gattung: Weber, Math. Anna-

len, Bd. 8, p. 49. — Das Theorem wurde entdeckt von Abel für hyperellip-

tische Integrale: Crelle's Journal, Bd. 3, p, äl3, allgemein 1826: Memoire sur

une propriete generale d'une classe tres etendue de fonctions transcendantes,

Memoires des savants etrangers, vol. 7, 1841.

***) Diese Zuordnung ist übrigens keineswegs eine völlig bestimmte.
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wenn man in dem Büschel q) ~\- lifj = von (p = zu. ip == fort-

schreitet (wie es oben festgesetzt wurde), so erhält man auf der linken

und rechten Seite von (9) den Werth Null, sobald man die Ourven

(p, il^ einander unendlich nahe rücken lässt; und also treten bei ent-

sprechender Wahl der Tntegrationswege keine Perioden von TT|,; hinzu.

Bei dem Uebergange von cp zu t durch den Büschel 91 -|- A^ darf

aber keiner der Punkte .rC» den Punkt ^ oder rj passiren, denn für

die entsprechende Lage von (p -\- Xf würde TTt,; unendlich gross, und
somit die Gleichung (9) illusorisch werden oder jedenfalls einer

näheren Untersuchung bedürfen. Endlich kann man y'-'K y^** und x^'\ .t(*)

einander unendlich nahe rücken lassen, wodurch dann zwei Integrale

der Summe einander gleich werden, vorausgesetzt, dass man ihre

beiden I-ntegrationswege in einander überfüllen kann, ohne einen

Unendlichkeitspunkt von TTi,; oder einen der für die Perioden von TT|^

charakteristischen Verzweigungspunkte zu überschreiten; und letzteres

soll daher angenommen werden. Wir fassen diese Regeln in folgen-

dem Satze zusammen: In der Gleichung (9) und die obern und uniern

Grenzen der links benutzten Integrationswege einander so zugeordnet,

dass die Wege unendlich klein iverden , wenn man die Curven cp = 0,

j^ == unendlich nahe zusammenrücken lässt; und die verschiedenen

Wege müssen so liegen, dass je zwei direct in einander überführbar sind,

wenn ihre Grenzen gleich werden, und keiner von ihnen (oder alle) darf

den Weg schneiden, auf welchem man von log %~rl zu log ^-^

gelangt.'*')
,

Für die geometrischen Untersuchungen sind nun die Integrale

erste'r und diejenigen dritter Gattung von besonderer Wichtigkeit,

welche in einem Doppelpunkte von / unendlich werden. Solche

Integrale erhält man aus den obigen, wenn ß„_2 den Factor i^^x)
enthält; und es kommt dann darauf an, ob die zurückbleibende Func-

tion (n — 3)*" Ordnung durch einen Doppelpunkt von / nicht mehr
hindurchgeht (p. 794), oder ob dieselbe wieder zu / adjungirt ist.

Im ersten Falle haben wir %-, = 7]i, es wird also 9 (|) = gj (^) und

^ (^) = tiv), so dass die rechte Seite von (9) zu Null wird. In'

beiden Fällen steht in Gleichung (G) in jedem Gliede der Summe
links im Zähler eine Function (n —- 3)*®' Ordnung von x, während
.die lineare Function im Nenner fortfällt; eine solche Summe aber ist

*) Bei diesen Voraussetzungen kann man nach dem Satze über Vertauschung
von Parameter und Argument (p. 805) die Gleichung (9) auch in der Form schrei-

ben (Gl. u. G. A. F. p. 127):

f/.n..,„o = .o.^-,og^-<|).
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nach einem bekannten Satze aus der Theorie der Partialbruchzerlegung

gleich Null, so dass auf der rechten Seite von (9) auch im zweiten

Falle eine Null auftritt. Man hat also den Satz:

Die Summe von gleichartigen Integralen erster Gattung''^) oder von

solchen Integralen dritter Gattung , die nur in einem Doppelpunkte von f
unendlich werden, von dem Schnittpunktsyste?ne der Curve f=0 mit

einer Curve m'"' Ordnung 9? = ausgedehnt bis zu dem Schnittpunkt-

systeme von f=0 fnit einer Curve m^'^'' Ordnung ^ = 0, ist immer

gleich Null.**)

Hierbei ist zunächst vorausgesetzt, dass die Curven ^ = 0, ip =
nicht beide durch den Doppelpunkt hindurchgehen. In der That Avird

er für die in dem Doppelpunkte unendlich werdenden Integrale dritter

Gattung dann auch ungültig, indem auf der rechten Seite nicht mehr

Null auftritt. Sei nämlich für den Augenblick

9> = fpJ"
, ^ = tJ" ,

so wird in diesem Falle, wenn t/i die Coordinaten des Doppel-

punktes sind:

wo a ein Punkt auf der einen Tangente von y (also z B. ein zu |

auf der Riemann 'sehen Fläche benachbarter Punkt, vgl. p. 806) ist

und ß ein Punkt der anderen Tangente von y (z. B. benachbart zu rj).

Diese beiden Quotienten aber sind nicht mehr einander gleich; die

Differenz ihrer Logarithmen gibt also nicht mehr Null.

Für Integrale erster Gattung bleibt dagegen der Satz auch bestehen,

wenn die Curven 9?, 1^ durch die Doppelpunkte von f hindurchgehen;

insbesondere bestehen daher für adjungirte Curven p verschiedene

Gleichungen der Form (9), wenn man rechts Null setzt. Man erkennt

dies direct aus (6), denn auf der linken Seite dieser Gleichung erhält

man dann eine Summe der Form:

*) Dieser Satz folgt übrigens auch direct aus (9), denn letztere Gleichung

gilt immer, wie man auch S^ für dieselben Punkte |, iq bilden mag; die Diffe-

renz zweier solcher Werthe von St ,, ist aber nach p. 792 ein Integral erster

Gattung.

**) Ein anderer Fall, wo auf der rechten Seite der Werth Null erscheint,

tritt ein, wenn die Curve des Büschels qp-|-;ii^ = 0, welche durch | geht, von
selbst auch r] enthält. Ist nämlich p deren Parameter, so ist gleichzeitig:

9'(l) + e'^II) = und (p(7?)-f9i/) (?2) = 0,

also in der That: qp (§) . i/> (r;) = tp (>j) . i/» (^)

.

Clebsch, Vorlesniigen. 52
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und diese Summe verschwindet nach einem bekannten Satze der

Algebra. In der That würde ja auch, indem Q den Factor ax-\-hy-\-c

erhält

:

Ün-% {x, 0) == cpn--^ {x, 0) . {ax + c)
;

und dieser Ausdruck verschwindet für a; = — -~ • So weit sich also

das Theorem auf Integrale erster Gattung bezieht, führt es uns zu

unserem Ausgangspunkte zurück; denn sein Inhalt entspringt auch

aus der Differentialgleichung (5) durch Integration. In den Gleichun-

gen desselben kommen auch nur die nicht in singulären Punkten von

/ liegenden Schnittpunkte vor, wie es sein soll, denn die übrigen sind

den Curven (p und i<, welche die Grenzen bestimmen, gemeinsam.

Die Zahl p der so gefundenen transscendenten Bedingungen stimmt

genau mit der Anzahl von algebraischen Bedingungen überein, welche

nach dem Früheren für die Schnittpunkte einer Curve ;^^t«'^ Ordnung

mit f bestehen müssen, wenn m> n — 3. Wie sich dies für

m<n — 3 modificirt, werden wir später sehen,

~Man wird jetzt noch die weitere (schon oben angedeutete) Frage

aufwerfen, ob man umgekehrt, wenn die p Gleichungen (5) oder

deren Integralgleichungen bestehen, immer Curven angeben kann,

welche die Grundcurve bez. in den Punkten schneiden, die in den

Grenzen der Integrale auftreten, ob also das betreffende Punktsystem

durch die Gleichungen (5) als das vollständige Schnittsystem von f

mit einer adjungirten Curve völlig charakterisirt ist. Diese Frage

werden wir weiterhin in der That bejahend beantworten.

Zuvor wollen wir das Abel'sche Theorem in anderer Weise

ableiten (ohne Benutzung einer eindeutigen Transformation), um so

mehr, als dabei der Zusammenhang desselben mit anderen rein

algebraischen Sätzen hervortreten wird, welche im Wesentlichen von

Jacobi herrühren.

Es seien in der Ebene fx beliebige Punkte a;W, x^^^ . . .
x^f^ ge-

geben, deren Gesammtheit durch eine Gleichung fi*«' Klasse in Linien-

coordinaten, nämlich u/ = 0, dargestellt werden mag. Wir verbinden

diese Punkte einzeln mit zwei ebenfalls ganz willkürlich gewählten

Punkten l und t]. Die Gleichungen der beiden so erhaltenen Systeme

von je ii Strahlen sind dann bez. {^x^Y^O und (jja:»?)'' = 0; und

man kann setzen:

(10) {%xiY = 11 ^^^^'"''^
'

^^^"^^"^ ^11 ^'"'^^^'^'^

Diese beiden Strahlensysteme schneiden sich in |u.- Punkten ,
von

denen ^ eben die Punkte xß^i sind; ausserdem haben sie also noch
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fi (fi — 1) Punkte mit einander gemein. Durch diese „übrigen

Schnittpunkte" — so sollen dieselben kurz bezeichnet werden — kann
man jedenfalls noch eine Curve der Ordnung 2 ft

— 2 legen:

0^2^-2 = 0,

denn eine solche ist erst durch {^ — 1) (2 ^ -{- 1) Bedingungen fest-

gelegt; es bleiben also in ihr noch ft^ — 1 willkürliche Parameter,

über die wir erst später in passender Weise verfügen werden. Nach
diesen Festsetzungen wollen wir zeigen , dass Folgendes eine iden-

tische Gleichung ist*):

11) ^20^.2^-2
YJ ixx^nr-' ixvl) ixx^'^vT-'ixb])

A" = 1 t := 1

Hier steht links im zweiten Terme eine Summe von fi Gliedern, deren

jedes wieder aus dem Producte von O^'J'ij' (^ija:^^)) in jt — 1 andere Fac-

toren besteht; denn der Index k an dem Productzeichen TT soll an-

deuten, dass in dem Producte, welches im /c*^" Ghede der Summe
auftritt, der dem Index i = k entsprechende Factor ausgelassen

werden soll; ferner soll der Index k an dem eingeklammerten Aus-
drucke andeuten, dass in ihm ?/ = a:(^), und der Index / an der

anderen Klammer, dass in ihr z = x^^ zu setzen ist; die Symbole x
endlich sollen mit x gleichwerthig sein , so dass u/^ ^ee Vy^.^. Um die

Richtigkeit der Gleichung (11) nachzuweisen, haben wir zu zeigen,

dass der links stehende Ausdruck eine Curve darstellt, welche durch
alle ft2 Schnittpunkte von (;|ja:^)/^ = und {x^^y = () hindurchgeht.

Setzen wir zu dem Zwecke zunächst x = a;(''*>, d. h. gleich dem
Schnittpunkte der Verbindungslinie von ic('> und ^ mit der Ver-
bindungslinie von X (^) und 7\ , so verschwindet der erste Term links,

weil durch diesen Punkt hindurchgehen soll, und jedes Glied der

Summe im zweiten Terme ist Null wegen der Gleichungen

denn einer dieser Factoren kommt in jedem Gliede der Summe vor.

Setzen wir in (11) ferner a: = a:''"), so kommt links ebenfalls Null,

indem sich die beiden Terme gegen einander aufheben. In der

*} Denkt man sich die beiden Parameter, welche die Strahlen der von | und
r; ausgehenden Büschel bestimmen, als Veränderliche eingeführt, so kann mau
diese Gleichung auch durch zweimalige Anwendung einer gewöhnlichen Partial-
bi-uchzerlegung erzeugen ; vgl. p. 779 fF.

52*
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fi
- gliedrigeu Summe nämlich verschwindet alsdann allein das dem

Index k = r entsprechende Glied nicht. Für k = r aber bestehen

die Gleichungen:

i—fi

i— 1

welche sich aus den Gleichungen (10) durch Polarenbildung leicht

ergeben ; und vermöge dieser Gleichungen wird das allein übrig bleibende

r*® Glied der Summe gerade negativ gleich dem ersten Terme links,

wie es sein soll. Der Ausdruck links verschwindet also in der That

für alle ft^ Schnittpunkte der beiden Systeme von je ft Strahlen, q. e. d.

Wir bilden nun auf beiden Seiten der Gleichung (11) die (ft — 1)^^

Polare von ^ und setzen dann x = t}-, d. h. wir setzen auf beiden

Seiten .r = ^ + A tj und suchen die Coefficienten von A'' — ^ Auf der

rechten Seite erhalten wir dann identisch Null. Es wird also:

i = 1

i = 1

WO die Indices i, k an den eckigen Klammern aussagen, dass in

letzteren x = a;^') bez. x == a:(^) zu nehmen ist. Jedes Glied der rechts

stehenden Summe enthält das vollständige (d. h. auf alle ft Werthe des

Index i sich beziehende) Product:

- fl iin^^''^) iv^^^'^) = - ix^vY ixv^r = (- 1)'^+' [ix^vYf •

Diesen Factor wollen w^ir vor das Summenzeichen setzen, und dann,

auf beiden Seiten mit demselben, sowie mit dem links auftretenden

vollständigen Producte dividiren ; alsdann erhalten wir folgenden Satz

:

Zwischen ^ beliebigen Punkten x^'1 der Ebene, dargestellt durch

uji = 0^ und zwei ebenfalls beliebigen Punkten ^, y] besteht die iden-

tische Gleichung:

(\A\ 2 /2 ft — 2\ Qg Q>r ( _ iy ^ V ~

WO = durch alle übrigen ^ (ß. — \) Schnittpunkte der Verbindungs-

linien vnji l und y] mit den Punkten a;<') geht.

k =
.
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Aus dieser Identität ergibt sich nun durch eine leichte Umformung

der sogenannte Jacobi'sche Satz, aus dem dann weiter das Abel'-

sche Theorem abgeleitet werden kann. Wir nehmen insbesondere an,

dass jene ^i Punkte die Schnittpunkte zweier Curven

/ EEE a,-^" = und cp iee ß.^"' =
seien, welche alle getrennt liegen mögen, so f dass ^ = mn. Dann

gehen die beiden von g und r] ausgeheuden Systeme zu je }i Strahlen

durch alle Schnittpunkte von /" und cp , d. h. wir können setzen:

iXX^r = ^^-"^
• /+ ^•^'~'"

• ^
^^

{XxrjY = CJ'-" '/'+^.r''~"'^^'

^etzt man in diesen Gleichungen x = x^'''\ so werden nur die linken

Seiten gleich Null, nicht aber / und (p. Für die übrigen Schnittpunkte

muss also die Determinante verschwinden:

(16) A = AJf'~"'-" = A.D~B.C,
Setzt man aber in (15) x = x^'>, so verschwinden auch /" und (p.

Bildet man also die erste Polare von ^ und t^ in Bezug auf (xx^y' =
und {xxriY = für x = a;W, so kommt, indem man die in f, (p

multiplicirten Terme als verschwindend auslässt:

ii ix^^'^^T-^ ixV^) = [nAa,^"-^ar, + m BaJ'^-'a,j]i ,

fi {xx^')^y-^ {xU) = [n^«,«-^«| + mBaJ—'a^U,

^ iX^^'^vY'^ {xnn)= [nCaj,"-Ui,^ + ?nDa^"'-^a,^i,

ii {xx^''>riy-'^ {X^n)= \nCa^"''^a^^ + tnDaJ''-^ay\i.

In der zweiten und dritten Gleichung haben die linken Seiten wegen

der Factoren {xll), (XW) den Werth Null. Nach dem Multiplications-

satze der Determinanten wird daher (^ = mn):

.0 {x^vY'Hx^v)

A B 1,
'»/

C D jrt^'*-^«! a^"'-Hi^

= — A . («ßw) aj' 1 /v m— 1

>

wenn man sich für x i mmer .t*'* geschrieben denkt, und wenn

i(i = {^Yi)i gesetzt wird. Mittelst dieser Relation können wir in (14)

die rechts auftretenden Nenner durch A und die Functionaldeterminante

von /", rp und u (d. i. ^Tq) ausdrücken. Die Form A hebt sich dann

gegen den Zähler fort, wenn wir gleichzeitig

setzen , wo ü eine ganz beliebige Function der Ordnung m -{- n — 2

ist. Letzteres darf man in der That immer, denn der Curve =
war nur die Bedingung auferlegt durch die ^ (ju. — 1) übrigen Schnitt-

punkte zu gehen ; und diese Bedingung wird durch A = erfüllt.
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Mittelst der angegebenen Substitution nimmt nun die Gleichung (14)
folgende Gestalt an:

S/
Tj n + m — 2 \

WO ^ = tnn, Ui= {^Tfi)i, und wo der Index k an dem eingeklammerten
Ausdrucke aussagt, dass in letzterem x == x'-''^ gesetzt werden soll.

Dieses ist die Gleichung des Jacobi'schen Satzes; derselbe lautet:

Sind f =0, (p = zwei Curven n*''' und m*"'' Ordnung, ist u^""-=
die Gleichung ihner mn (getrennt liegenden) Schnittpunkte in Linien-

coordinaten, ferner A durch die Gleichung (IG) definirt, U eine beliebige

ganze homogene Function der Ordnung n -{- ?n — 2, endlich Q=.AU,
so besieht für die Schnittpunkte von /= und cp = und zivei beliebige

andere Punkte ^, tj immer die Gleicliung (17).

Einen besonders wichtigen Specialfall dieses Satzes heben wir noch
hervor. Setzt man nämlich

so wird wegen v^ =- und w^ = auch 0^^' - ^0/ i = 0; und wir

erhalten so die Gleichung*):

Diese Gleichung hängt allein von den Coordinaten der mn Schnitt-

punkte der Curven /', cp und von den Coefficienten ihrer Gleichungen

ab (nicht mehr von den willkürlichen Punkten ^, rj) und sind deshalb

von besonderer Wichtigkeit. Dieselben sind in der That vou der

Linie u völlig unabhängig , denn für einen Schnittpunkt von f und cp

kann man immer setzen (vgl. p. 769)

*) Für diesen Fall ist obiger Satz von Jacobi gegeben: Theoremata nova
algebraica, Crelle's Journal, Bd. 14, p. 281. Die allgemeinere Gleichung (17)

findet sich bei Cl. u. G. A. F. p. 44. Für die Darstellung des Beweises im Texte

benutzte der Herausgeber einige mündliche Bemerkungen von Gordan. — Die

Gleichung (18) ist eine Erweiterung eines auf p. 817 f. für eine binäre Veränder-

liche X ausgesprochenen Satzes, welcher in homogener Form dahin lautet, dass

wenn a'/O
;
^A'} ^[q Wurzeln einer Gleichung

aj' = {aiXi -j- (I2X2Y =
sind, die Identität besteht:

WO F eine beliebige binäre Form (?j — 2)ter Ordnung bedeutet. In Betreff einer

Erweiterung für beliebig viele Veränderliche vgl. Clebsch, Crelle's Journal,

Bd. 03, p. 224 ff.
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Qi Xk^i'i = [{a a)k aj' - ^ aj'' - %^A»

Die Function f_/+'"-3 ist noch ganz beliebig; man kann daher alle,

möglichen Gleichungen (18) aus \ {n -\- m — 2) {n -{- m - 1) beliebig

o-ewählten linear zusammensetzen. Aber V (a^C'O kann man wegen

f (a-(')) = 0, g) {x"-'^) = auch durch

ersetzen, wo A von der {m — 3)t«^ B von der {n - 3)*«" Ordnung in

.^•(') ist, ohne dass dadurch die betreffende Gleichung (18) geändert

würde. Vermöge f = 0, q) = kann man also alle Gleichungen

(18) aus

.^(n-fm-2)(n+ m-l)-i(w-2)(m-l)— i(n— l)(«-2)=mw-L
unter ihnen herstellen.

Aus diesen mn — ] Gleichungen kann man dann die Verhältnisse

der nui Grössen:

c._ 1 -/^ ^

linear berechnen. Andererseits aber kann man aus je mn der Ge-

sammtheit der -\ {n -{- m — 2) {n -[- 7n — \) Gleichungen (18) diese

Grössen elirainiren und erhält so eine Anzahl von Relationen zwischen

den Coordinaten der Schnittpunkte von f und cp , in denen die Coef-

ficienten von f und cp nicht mehr vorkommen, die also allein von

jenen Coordinaten abhängen; und zwar wird die Zahl dieser Relationen^

da nur die Verhältnisse der 7nn Grössen Si vorkommen, gleich

i(„_|_;«_2)(n+m— 1)— ^;in+l= 4(/i-l)(w— 2)+ Kw-l)(/»— 2).

Für m = n stimmt dies überein mit dem früher erhaltenen Resul-

tate, dass zwischen den 2ii^ Coordinaten der w^ Punkte (w— l)(n— 2)

Relationen bestehen sollen (vgl. p. 755). Für m> n können diese

Relationen aber nicht von einander unabhängig sein; denn sonst

könnte es eintreten, dass

\{m— V){ni — 2) -\-^{n — \){n -2)>_2 mn

wird, d. h. die Zahl der Relationen die der Unbekannten übertrifft,

was nicht sein darf. Die Zahl der von einander unabhängigen Glei-

chungen zwischen den Coordinaten der mn Punkte haben wir ja auch

schon früher gleich mw — 3n+ 1 gefunden. Man wird indess ver-

langen müssen, dies Resultat direct aus der Natur der Relationen

abzuleiten, zu welchen die Gleichungen (18) Veranlassung gaben, oder

aus letzteren Gleichungen selbst; und so ist es in der That von

Jacobi geschehen*), doch soll hier darauf nicht weiter eingegangen

werden.

*) Vgl. den auf p. 755 erwähnten Aufsatz desselben.
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«
Das Vorstehende gilt zunächst nur für den Fall, dass alle mn

Punkte x(^ getrennt liegen. Berühren sich indess die Curven /" und
(p in einem Punkte x^'\ so werden die Grössen a^"-^ai und aj"~^ai
in diesem Punkte (d. h. die Coordinaten der gemeinsamen Tangente)
einander proportional, und folglich verschwindet der Nenner des be-

treffenden Gliedes auf der linken Seite von (17) ; und diese Gleichung
verliert zunächst ihre Gültigkeit. Richten wir es indess so ein, dass
auch die Function U des Zählers für den Berührungspunkt ebenfalls

verschwindet, und setzen wir für den Augenblick

so treten entsprechend den Punkten a;^') und x^^i + dx^^, in (17) die

beiden Glieder auf:

« — 3 ^ I A »I -+- » — 3 A"' + « — ^ n^ ^ „,_!_„_ 3
<D

»« + « — 3 (K
^ y X ax X

WO y ein Punkt der beiden Curven gemeinsamen Tangente von :c(')

ist, so dass: äxh^'^ = 6Xk -\- tijk. Ebenso tritt ein r-fach zählendes
Glied in der Summe (17) auf, wenn sich die Curven /, (p in einem
Punkte (r — 1) -punktig berühren, und wenn die Curve ^gleichzeitig
beide Curven (r — 2) -punktig berührt. Analoges gilt für den Fall,

dass eine der Curven /', tp durch einen Doppelpunkt der andern
hindurchgeht. —

Es soll jetzt aus den Gleichungen (17) ivieder das KheVsche Theorem
abgeleitet werden.

.
Wir formen zuerst die auf der linken Seite von (17) stehenden

Ausdrücke um. Von dem Schnittpunktsysteme x^'^ der Curve 95 mit f
gehen wir über zu dem benachbarten Punktsysteme x^'^ -f dx^''^, welches
eine zu ^ benachbarte Curve g? -f- (J 9? = auf /" ausschneidet. Hier
soll d(p ein Ausdruck »^teI Ordnung in xi sein, dessen Coefficienten

unendlich kleine Grössen sind, und letztere sollen als Incremeute der

Coefficienten «a-A... von 9) aufgefasst werden. Für die Punkte
.t;('") _{_ ^^(0 gelten dann der Annahme nach die Relationen

(19) m(«,--i«^.,),+ d9)(a:») = 0, («,« - ^ «^,), = .

Für die beliebige Function Uj"-^"-"^ wollen wir nun das Product

Q„_-2 . ^9? setzen, wo Q = eine zu / anjungirte Curve ist, welche
durch ?i — 2 der Schnittpunkte von u mit f hindurchgeht (p. 790).

Ferner legen wir die beiden Punkte l, r] in die beiden übrigen Schnitt-

punkte von u mit /', so dass:

(20) /•{^)=a^" = 0, r{ri) = a," = 0.

Schreiben wir in Rücksicht auf (19) noch ma^^^'-^ad.v statt — d(p,

multipliciren Zähler und Nenner jedes Gliedes auf der linken Seite
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von (17) mit «;.,:" -^a^., wo c ein beliebiger Punkt ist, und lugen im

Zähler den wegen rt!./-^«rf.r = verschwindenden Term Q . a^:" - ^ rt^.^.

.«^'"~"^a<; hinzu, so wird:

m
^{aau) aj'-^aj'^-^j^

^
«/" ^

«, . («a«) «/"^ «/'"^

Hierin können wir endlich noch setzen:

(rt a)k tta;"
- ^ CiJ" -^ = QXk,

und dadurch erhalten wir für tii= (|ij)r.

(21) [TT-^n^TTn^A =^ LThn^^-rr Piaau)a" a" j^ \(^-i]x).a
C I l

wo nun rechts ein Differential dritter Gattung steht, wie im Abel'-

schen Theoreme,

Die Umformung der rechten Seite von (17) knüpft an die für Q
bestehende Identität an (p. 791):

(22) Q.«-2 {rjtx) (tlx) = i^fjty . / {x) + (| rjx) . N.

Wir haben durch A . Q . d (p zu ersetzen, wo A durch Gleichung

(16) definirfc ist. Dann wird nach beregter Identität:

0./''-2 (t^^t) it^x) = (^r?0' • fi^) . A (a:) . dcp {x) + {^rjx) .N.A.dcp.

Aus den Gleichungen (15) folgt aber:

A{x)f{x) = Dix) . ixxiy- — ß{x) . (xxriY ;

und wenn wir dies in die letzte Gleichung eintragen und dann die

|tt*« Polare von rj für x = ^ bilden (d. h. x = ^ -\- Xv] setzen und
beiderseits den Coefficienten von l^' aufsuchen), so kommt:

Nach (15) ist ferner:

{Xn^y = B{ri) .<piri), ix^r^y = />(^) . (p{^);

und sonach findet man:

Durch Einsetzen dieses Werthes in die rechte Seite von (17) erhält

man endlich wegen (21):

(2^) V" ( _A:z2_(!^)_ \ _ Scpin) _ ^cp (I) _ A qp(T?)\
.

und dies ist nichts anderes, als die Differentialgleichung (8), aus der
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durch Integration das AbePsche Theorem in bekannter Form folgte.

Damit iväre auch der zweite, directe Beweis dieses Theorems erbracht.

Wenn von den Punkten aj(') einzehie (z. B. r) einander unendlich

nahe rücken, so werden in der links stehenden Summe r Differentiale

einander gleich; eine weitere Besonderheit aber tritt nicht ein, denn

der Nenner des Differentials wird nicht unendlich, wie dies doch beim

Jacobi'schen Satze eintrat. Dies liegt daran, dass durch r — 1 der

benachbarten Punkte dann auch die Curve ^) -\- 8tf = ^ hindurch-

geht; dass also für TJ =0. . 8^) der Zähler immer in ebenso hoher

Ordnung verschwindet, wie der Nenner, d. i. wie die Functional-

determinante von /, g) und u\^ und dies stimmt mit den Bemerkungen

auf p. 824 überein. —
Man übersieht leicht, dass man statt der Gleichung (17) des

Jacobi'schen Satzes nur die einfachere Gleichung (18) zu benutzen

braucht, wenn man das Abel'sche Theorem allein für Integrale erster

Gattung ableiten will; und dem entsprechend wird sich dann der

Beweis vereinfachen lassen, indem mau zunächst direct die Jjrleichung

(18) aufstellt. Es ist nun aber wichtig, dass man auch umgekehrt aus

letzterer Gleichung das KheVsche Theorem für Integrale dritter

Gattung herleiten kann; und zwar geschieht dies auf Grund folgender

üeberlegung. *) Beim Beweise des Jacobi'schen Satzes wurde an

keiner Stelle diie Irreducibilität der Curve f^ «^^ = vorausgesetzt

;

die Gleichung gilt daher auch, ivenn die Curve f oder (p zerfällt.

Setzen wir nun insbesondere

aj^ = hj' . cji , wo also n = p -{- q

,

so wird:

n {a a u) aj' - 1
a^»« - 1 = a.^'«

-^ i^phj'-'^^bau) cj -\- qcj -^{ca u)bj

)

.

Bezeichnen wir sonach mit y*'* die Schnittpunkte von bj' ^=^ und

aj" = 0, mit z^") die von cj= und a.^"' = 0, so geht die Gleichung

(18) über in:

i=mp / j/m + p+ q-3^^ \
^
i=mq / f/jn+p+ q-3^^ \

Die hier auftretenden Quotienten sind -von den Grössen ui voU-

*) Vgl. Harnack: Ueber eine Behandlungsweise algebraischer Differentiale

in homogenen Coordinateh, Math. Annalen, Bd. 9, p. 371 ff. Die Gleichung (18)

wird hier durch Discussion derjenigen Gleichung (w«)*'®" Grades gewonnen,

welche die Werthe des Quotienten

m den mn Funkten a;^'^ bestimmt; vgl. die Anmerkung auf p. 811.
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ständig iinabliängig; in der ersten Summe kann man also auch setzen:

ii-=.CiCyi-'^, und in der zweiten Summe:" m, = ^;ö/^S so dass die

Gleichung resultirt:

und der vollständigen Symmetrie wegen sind beide Summen auch

gleich

:

wo .r('') die Schnittpunkte von bj* = mit cj = bedeuten. Wählt

man aber insbesondere cJ = {^r]x) = ii.r, so geht die gewonnene

Gleichung (24) über in:

»r= m }) / fT m + p — 2 \ i= m / rz »j -(-?<— 2

Von hier ausgehend gelangt man in folgender Weise wieder zum

Abel'schen Theoreme. Die linke Seite geht vermöge (21) für V=^p - 2^<P

unmittelbar in die Summe von Differentialen dritter Gattung über

(bis auf einen Zahlenfactor m), welche in (23) auftreten, wenn man

nur rt.^" durch h.^P ersetzt. Ganz analog kann man aber auch die

rechte Seite unserer Gleichung behandeln, indem man nur die Rollen

der Curveu bj = und m,, = vertauscht. Es wird dann zunächst,

wenn man wie bei Bildung der Gleichung (21) verfährt:

ym+p-2 _ «/ - 2 i'/,«^.- «."rfJ<"~
'

^^^^ iuabibP-'a--'
" "" "'

' t;: (« «*[<" -'b/-' '

oder wegen q za- = (u «)/, «;'" ~" ^

:

b^P .U^

wobei nun u.^ = und ?/,;- = vorausgesetzt wird. Das Differential

rechts bezieht sich also auf die Gerade w- = 0, statt auf die Curve

an = 0. Wir können daher für die Punkte dieser Geraden eine neue

binäre Veränderliche 3«, : x., einführen mittelst der Substitution:

Zk == Jf, \k + ^1 Vk , clzu = ikdx^ + rikdn^ •

Dann wird wegen der für Q bestehenden Identität (22):

(x,Q| + x^Q^)p-^x^x^ = (jfi&i + ic^br,y
;

und es geht das 'in (26) rechts stehende Differential, da{c^rj)= i(c über in:

m -— — = fn d log - •
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Die Summe dieser Differentiale ausgedehnt über alle Wurzeln der

Gleichung {a^x^ -{- a^x.,)'" = haben wir zu bilden. Diese Summe
ist aber

/417\ Mj Kl . . . Mji \ «2 /

^ ^ ,1 'P(^)= — m rf log ^-i^ .° 9 (I)

Da aber der Zahlenfactor m nach der angegebenen Umformung in

gleicher Weise auf der linken Seite von (25) auftritt, so haben wir

in der That aus (25) wieder das AbeTsche Theorem für Integrale

dritter Gattung gewonnen.

Ebenso wie der Jacobi'sche Satz, gilt aber auch das AbeTsche
Theorem für zerfallende Grundcurven; setzt man letzteres als bekannt

voraus für solche Integrale, die nur in Doppelpunkten von f unendlich

werden, so kann man also daraus die Gestaltung desselben für andere

Integrale ableiten, ohne zu dem Zwecke auf den Jacobi 'sehen Satz

zurückzugehen. Setzt man nämlich

und bezeichnet mit v*'^ die Schnittpunkte von a^-^"^ = und ^^/ = 0,

mit z(''^ die von a^"' = und y^:'^ = *^j so geht die Gleichung des

Abel'schen Theorems unmittelbar über in:

tz^mii / __ it— a , „ j „\ \ i:=z»ip / n — 3 / „ j n

4^.\ na:^-^a. /.. ^^ \ P y/ • ß/

Eine Summe von Differentialen , welche zu der Grundcurve ßj^ =
gehören und in einigen *) Schnittpunkten derselben mit yji= unendlich

iverden, erscheint also zurückgeführt auf eine Summe von Differentialen,

ausgedehnt über die Grundcurve yj^ = 0, ivelche in denselben Schnitt-

punkten der letzteren mit ßj' = unendlich werden. Hieraus wird sich

uns sogleich ergeben, dass auch eine Summe von Integralen mit be-

liebigen ünendlichkeitspunkten , ausgedehnt über die Schnittpunkte

der Grundcurve ßj =0 mit einer Curve <^.^."' = 0, durch Logarithmen

und algebraische Functionen darstellbar ist, was übrigens auch schon

aus der früher gegebenen Zurückführung eines beliebigen Integrals

auf Summen von Integralen mit einer linearen Function im Nenner

hervorgeht (p. 778 ff.). Auf eine analoge Zerlegung, wie sie damals

augewandt wurde, muss man auch in vorliegendem Falle zurückgehen,

um die Auswerthung der Integralsumme wirklich auszuführen. Be-

zeichnen Avir nämlich mit m,/;?"? == die Gleichung der Schnittpunkte

von y^i = mit ßj' = 0, so ist (vgl. p. 778):

*) Durch die anderen Schnittpunkte beider Curven geht dann auch die Curve

G = 0.
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1 c
und also — = vermöge /3^,p = 0, folglich auch:

f#i V'' •

^/
•

^/~ 'M .^1 v^*^ •

^'
•
('''^^)'''"' (^^^

Hier stehen rechts Differentiale, welche sich auf die Curve (t/^ x'^)p i=
als Grundcurve beziehen. Letztere aber zerfällt in lauter gerade

Linien ; man kann daher die rechts stehende Summe weiter in Summen
von Differentialen zerlegen., deren jedes sich nur auf ei?ie dieser pq
Geraden bezieht und also durch Einführung einer binären Veränder-

lichen direct ausgewerthet werden kann, wie es soeben beim Differentiale

dritter Gattung geschah. Man kommt so natürlich zu demselben

Resultate, wie es eine Partialbruchzerlegung des links stehenden

Differentials ergeben würde.

Betrachten wir noch als Anwendung des hier erörterten Princips

den besonderen Fall, wo die Grundcurve in drei gerade Linien zer-

fällt, sagen wir in Xi = 0, x.^ = 0, x-^ = 0. Für die Schnittpunkte

a;(') derselben mit «J" = erhalten wir dann:

iz=Sm

\xiXiC3-\~ XiX3Ci-\- X^XiC^Ji jiLj\ 2/22/3 )i ^\ H^i Ji ^\ t\k )i
'

?=:1 1=1 j:=:l

wo durch ?/('> die Schnittpunkte von a^'" = mit x, = 0^ durch z^'^i

die mit rcj = 0, durch t^'^ die mit x^ = bezeichnet sind. Analog
wie bei Gleichung (26) wird dann aber:

W » (2) „ ("'^

y (k_^^\ = a logVV~"n = ^ log (-
^-^V".

Ebenso findet man für die zu den Linien x^ = 0, x.^ = () gehörigen

Summen bez. die Werthe:

.log(-^;)" und <^ log (-"-)-.

Das Integral der Summe dieser drei Werthe aber ist gleich log(— 1)'"

== min. Und somit besteht die Relation:

v(»),J2) .
(m) (1) (2) (m) ^(1),(2) (m)

2/2 2/2 • • • 2/2 ^3 *3 • • • ^3 '1 *i . . . «i'
'

Diese Gleichung ist identisch mit dem sogenannten Carnot'schen
Theoreme, welches man gewöhnlich in der folgenden Fassung aus-

spricht:

Sind j/gi')
: ij.^^^, z^^^ : z^"'), t^^ : ^/') die. Abstandsverhältnisse der

Schniltpiinkte einer Curve ;/»'" Ordnimg mit den Seiten eines Dreiecks von
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den Ecken dieses Breiecks, so besteht ztvischen diesen Abstandsverhältnissen

die Relation (28).

Analoge Sätze bestehen für die Schnittpunkte der C,„ mit einer

beliebigen Zahl von Geraden.*) —
Endlich sei noch daran erinnert, dass man aus dem Abel'schen

Theoreme für Integrale dritter Gattung nach p. 792 durch Anwendung

des Processes E t{.. t auch das KheVsche Theorem für Integrale

zweiter Gattung leicht ableiten kann; an Stelle der Logarithmen auf

der rechten Seite treten dann algebraische Functionen, Es soll hierauf

aber nicht mehr eingegangen werden. — •

Es liegt die schon oben berührte Frage nahe (p. 818), ob das

A b e l'sche Theorem umkehrbar ist, d. h. ob man aus den Gleichungen

(8) oder aus deren p Integralgleichungen:

I
duh -\- i du/, -\- . . . -\- i duk =

{h =1,2, 3 ... p)

immer schliessen kann, dass die ^ Punkte x^''> sämmtlich auf einer

adjungirten Curve liegen. Dabei sei bemerkt, dass fi nicht nothwendig

durch n theilbar sein muss , denn nach dem Obigen fallen alle die-

jenigen Schnittpunkte fort, welche gleichzeitig auf der die unteren

Grenzen bestimmenden Curve liegen. Da man nun durch ?n n —
2Jaii (i —l) — p beliebige Punkte immer eine adjungirte Curve wt«'

Ordnung legen kann, so kommt unsere Frage wesentlich darauf hinaus,

ob durch die Gleichungen des Abel'schen Theorems für Integrale

esßter Gattung**) im Allgemeinen p Punkte eindeniig durch die übrigen

bestimmt sind. Dies ist aber in der That der Fall, wie die Behand-

lung des sogenannten J&cohi'schen Umkehrproblems der Ah eVsehen
Integrale lehrt. Letzteres lässt sich in folgender Weise formuliren ***)

:

*) Man beweist dieselben sonst algebraisch in elementarer Weise ; vgl. Car-

not's geometrie de position, sowie die Anmerkung auf p. 754.

**) In Betreff entsprechender Fragen bei Integralen dritter Gattung vgl. den

weiterhin folgenden Abschnitt über Schnittpunktsysteme nicht adjungirter Curven.

***) Dasselbe wurde von Jacobi in der Weise für hyperelliptische Integrale

formulirt (jedoch nicht erledigt): Crelle's Journal, Bd. 9 und 13. Davon wird

unterschieden das sogenannte Riemann'sche Umkehrproblem, welches verlaugt,

eine obere Grenze zu bestimmen, wenn die Werthe t»,, der p Integrale u,^ für

diese obere Grenze gegeben sind, und welches aus dem Jacobi 'scheu hervor-

geht, wenn man p — \ der Punkte a;*'^ mit den entsprechenden Punkten c^'^ zu-

sammenfallen lässt. Dasselbe ist natürlich nur lö^ar, wenn zwischen den Grös-

sen v/^ gewisse p — 1 Relationen bestehen. Vgl. darüber C. Neumanu, a. a. 0.,

p. 393 ft". und p. 514, Prym, a. a. 0.
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Es sind die p Glcichvngen gegeben

(29) y^ i du^ = v,, ^ \
du^ = v^, . .. y] j

dup = Vp,

^'% -^i ^'i)

wo die v^, Vo, ... Vp von einander tinabhängige Cmistante (nämlich die

negativen Integralsummen über die ^ — p übrigen bekannten Punkte)

sifid, und ivo die c''* beliebige ein für allemal als fest angenommene

Punkte bedeuten, ivelche möglicher Weise auch alle oder theihveise in

einen zusammenfallen können: man soll die p oberen Grefizoi x^'^ als

Functionen der gegebenen Grössen v/, darstellen.*)

Die wirkliche Lösung dieses Problems liegt ausserhalb der

Grenzen unserer Betrachtungen; sie geschieht nach Riemann mit

Hülfe der sogenannten 0- Functionen**); und zwar kann man zwei

verschiedene Wege einschlagen.

Zunächst nämlich kann man darauf ausgehen, die Gleichung einer

Curve q) = zn finden , welche auf /"= die ^ — p gegebenen und

die p gesuchten Punkte ausschneidet. Dies wird dadurch möglich,

dass man — die p Grössen va als bekannt vorausgesetzt — den Quo-

tienten Y zweier ganzen homogenen Functionen in x^, x^, x^ durch

einen Quotienten von 0- Functionen darstellen kann der Art, dass qo

vermöge f=0 ausser in den gegebenen Punkten, für welche auch t^

Null ist, nur in den p gesuchten Punkten x^^^ ... x^p^ verschwindet,

dagegen il^ ausserdem nur in den p ebenfalls bekannten Punkten c<'*,

welche in den unteren Grenzen auftreten.***) In den Argumenten der

benutzten 0- Functionen treten dabei neben anderen Constanten die

Grössen v^ auf, d. h. die gegebenen Integralsummen.

Der zweite Weg löst das Problem durch Vermittlung von Inte-

gralen dritter Gattung, indem er zunächst eine Methode entwickelt,

*) Vgl. Cl. u. G. A. F. p. 138. — In den p Gleichungen (29) gehört zu der-

selben oberen Grenze a;*'^ immer dieselbe untere Grenze c*'* . Dies ist verschieden
von Riemann's Bestimmungsweise der unteren Grenzen; derselbe benutzt in

derselben Summe, auch wenn die oberen Grenzen verschieden sind, immer die

selbe, dagegen in jeder der p Summen je eine andere untere Grenze; vgl.

li. A. F. §. 15 und 16.

**) Vgl. K. A. F. §. 17 und 22. Die Theorie dieser Functionen findet man
ausführlich bei Neumann: Theorie der Abel'schen Integrale, Leipzig 18G5

p. 28 ff. und p. 442 ff. — Es ist zu bemerken, dass die Riemann'sche Defini-

tion der -Function von der bei Cl. u. G. A. F. p. 195 getroffenen abweicht,
indem die Argumente um einen Zahlenfactor \ verschieden sind, was durch die
verschiedene Wahl der normalen Periodicitiltsmoduln der Integrale erster Gat-
tung (vgl. oben p. 803) bedingt ist.

***) Vgl. ß. A. F. §.27; Roch, Crclle's Journal , Bd. Hß, p. 99 und Weber
ib. Bd. 70, p. .31G.

'
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vermöge deren eine Summe von p Norinalintegralen dritter Gattung

mit denselben Grenzen ci'"* und x^'^ als Functionen der gegebenen

Grössen v^, v^, ... Vp darstellbar ist.*) Um die p Punkte x^^^ zu

bestimmen, kann man zunächst die p Strahlen eines Büschels

y^^ — /y^ = Q bestimmen, welche durch diese Funkte hindurchgehen,

d, h. die Gleichung />*^" Grades für l aufstellen, welche diese Strahlen

l)estimmt. Sucht man dann die entsprechenden Strahlen eines zweiten

Büschels, so kann man die Punkte a?('' als deren Schnittpunkte durch

lineare Gleichungen finden. Dabei ist zu bemerken, dass die genannten

Strahlen des zweiten Büschels sich rational (und zwar mittelst linearer

Gleichungen) bestimmen lassen, wenn die des ersten bekannt sind.**)

Es kommt also darauf an, den Werth der algebraischen Function

- in den p Punkten x''^ durch eine Gleichung ;?*''" Grades zu be-

stimmen. Diese Aufgabe kann man noch dadurch verallgemeinern,

dass man statt
"- den Quotienten ~- betrachtet, dessen Zähler und

Nenner von gleich hoher Ordnung sein sollen, d. h. die Curven des

Büschels (p — A 1/; = aufsucht, welche durch die Punkte x^'^ hindurch-

o-ehen. Die Werthe, welche ^ in letzteren Punkten annimmt, werden

sich dann durch eine algebraische Gleichung

(30) (|)^+*,(f)'"+ *.(:)'"'+• • + *. = "

bestimmen, deren Coefficienten Mi zu bestimmende Functionen der

Integralsummen v,, sind; und man braucht nur für eine Function -^

die Wurzeln zu kennen, um dieselben für jede andere Function

% berechnen zu können (wie beim Strahlbüschel u — Iv).

Diese Functionen Mi, oder allgemeiner symmetrische Functionen

der p Werthe, welche eine homogene Function nullter Dimension in p

verschiedenen Punkten annimmt, nennt man AbelW<«? Functionen der

durch (29) definirten Argumente v.***) Es sind 2p-fach periodische

*) Vgl. Cl. u. G. A. F. p. 138—200.

**) ib. p. 142 f.

***) Andere Grössen sind es, welche Riemann (in seinen Vorlesungen) als

Abel'sche Functionen bezeichnet hat. Seien nämlich x^^\ x^^\ . . . x^^ ~ ' p— 1

Funkte, in denen die Grundcurve von einer adjungirten C^^_^ berührt wird, was

im Allgemeinen nur in einer endlichen Anzahl von Punktsystemen ge-

schehen kann , und sei qp = die Gleichung dieser C^_^, tl) = die Gleichung

einer anderen ^„_3 dei-selben Art mit den Berührungspunkten ?/*'', so ist der
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Functione7i dieser Grössen, da die p Integrale erster Gattung (nach

p. 804) 2p Systeme von Periodicitätsmoduln haben, und also die

Grössen v noch beliebig um solche Perioden vermehrt werden können,

und zwar

Vh um 2mk7ci -{- ciihQi + chhfh + • • • + fh^^h^

ohne dass dadurch die Gleichung (30) geändert werden dürfte.

Denken wir uns die Gleichung (30) vorerst wirklich gebildet und

andererseits auf dem zuerst geschilderten Wege eine algebraische Func-

tion i bestimmt, welche in den p Punkten x^'^ verschwindet. Dann

kann man die Gleichung (30) auffassen als das Resultat der Elimination

der Veränderlichen x,, aus den Gleichungen f=0,x = und 9)— A^= 0.

Diese zweite Lösung des Umkehrproblems geht also, insofern es auf

wirkliche Bestimmung der Punkte a;'') ankommt, noch einen Schritt

weiter als jene erste.

Die Einführung der Integrale dritter Gattung geschieht nun in

folgender Weise. Wir betrachten die Summe von p Integralen TT;,^,

welche zwischen denselben Grenzen c<'', x''^ geführt sind und zwei

beliebige Unendlichkeitspunkte |, tj haben. Diese Summe

(31) 2^/^^^^'=T,,(-,,-,^
_^,,))

können wir, da sie als symmetrische Function der oberen Grenzen

erscheint, die symmetrischen Functionen der letzteren aber schon als

Functionen der v betrachtet wurden, auch als Function der v selbst

ansehen , .>wie sogleich noch näher angegeben werden soll. Und auf

die wirkliche Darstellung dieser Function T--,; lässt sich das Umkehr-

problem zurückführen. Die Coefficienten der Gleichung (30) lassen

sich nämlich in folgender Weise durch Functionen T ausdrücken.

Wir setzen in der Gleichung (9) des Abel'schen Theorems

(p. 815 und p. 816 Anm.) für | der Reihe nach x^^\ x^'\ . . . x^p\ für

rj zugleich der Reihe nach c^^K c«'), . . . c'^); ferner nehmen wir an

Stelle der Curve <p = irgend eine Curve des Büschels (p — Xi> =-

Quotient l/ 1 proportional zu einem Quotienten von 0- Functionen, deren Ar-

gumente sich von den Grössen

in denen r] und ; beliebig gewählte Tunkte sind, nur um Constante unterschei-

den. Die so zu bildenden Verhältnisse Vq)-. Vip sind dann kheVscJie Ftinctionen

der Grossen v/^, 'm,^ in lliemann's Sinne. Vgl. darüber Roch, a. a. O.
, p. 104.

Clebsch, Vorlesungen. • «^3
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und bezeichnen durch tj^'^ die Schnittpunkte von f= mit t^ == 0,

welche nicht zugleich auf gp = liegen, durch |(') die Schnittpunkte

von (p — A^ = mit /*= 0, welche nicht auf q) oder ^ liegen:

Dann erhalten wir aus dem Abel'schen Theoreme und dem Satze

über die Vertauschung von Parameter und Argument (p. 805) die

folgenden Gleichungen:

los:

(32) log
[(2)^

.(1)

(2)

a1 - log [M
vW

J^)

]-'0="[(l)...,-^J=-2/"v,/'

losr

LU/-^(?')

loj<©.
.(P)

(/')
),/0

Die Paare ^^'^, tf^ sind einander so zugeordnet, wie es das Abel'-

sche Theorem vorschreibt (p. 816), und die Suramen rechts beziehen

sich auf die so gebildeten Schnittpunktepaare. Ebenso sind die

Integrationswege hier durch jenes Theorem bedingt; sie sind daher

möglicher Weise nicht dieselben, welche in den Gleichungen (29)

auftreten, sondern würden statt der V/i Integralsummen Vh liefern,

welche sich durch Periodicitätsmoduln von den Vh unterscheiden. Aber

die Summen rechts ändern sich (nach p. 805) durch Abänderung der

Integrationswege bez. nur um Vielfache der Ausdrücke Hifdu/, (ab-

gesehen von der links ebenso auftretenden Periode 2 in) ; und letztere

Summen verschwinden nach dem Abel'schen Theoreme, da die |, ri

Schnittpunktsysteme sind, welche direct in einander übergeführt werden

können. Man braucht also hierauf gar keine Rücksicht zu nehmen.

Addirt man nun die Gleichungen (32) und geht von den Loga-

rithmen zu den Zahlen über, so findet man wegen (31):

(33)

- ^i^^ (:

(1)^(2)

(1) .(2)

u
y^jci')

und in dieser Gleichung liegt die Lösung unserer Aufgabe, sobald die

Functionen T noch durch die v ausgedrückt sind. Setzt man nämlich

:

M ^•T..,c;)
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WO ' also M ausser Constanten (denn der Grösse X hatten wir einen

beliebigen Werth beigelegt) nur Functionen T enthält, so kann man
die Gleichung (33) mit Rücksicht auf die Coefficienten Mi der Glei-

chung (30) auch in der Form schreiben:

AP + 3/^ A?'- 1 + . . . + yj/p = iJ/

.

Man braucht nur diese Gleichung /j-mal hinter einander für ebenso

viele verschiedene Werthe von l zu bilden, um ebenso viele Glei-

chungen als Unbekannte Mi vor sich zu haben, welche man dann

mittelst dieses Systems linearer Gleichungen durch Functionen T aus-

drücken kann. Die Coefficienten der Gleichung p^"" Grades, deren

Wurzeln die p Functionen (—\ sind, werden also rationale Verbin-

düngen verschiedener Transscendenten e^iri.

Es kommt daher nur noch auf ein näheres Studium der Function

l^yj an; und dabei ergibt sich dann, dass dieselbe durch -Functionen

darstellbar ist, deren Argumente wesentlich von den gegebenen Grössen

Vh abhängen. Für die Bestimmung dieser Constanten ist es nun
vortheilhaft statt der Grössen c^'^ andere untere Grenzen «('^ zu

wählen, die in folgender Weise definirt werden: Man ziehe in einem

beliebigen Punkte ^ die Tangente an / = ; diese schneidet f noch

in w — 2 Punkten, und durch letztere Punkte lege man eine adjungirte

Curve (n — 2)*^"^ Ordnung , welche /"= in allen anderen Punkten, in

denen sie / noch trifft, d. h. in p Punkten berührt. Zu jedem ft kann
man noch 2^^ solche 6^„_2 finden, wie wir später sehen werden, aber

unter diesen ist für die unteren Grenzen (je nach der Wahl des zur

Definition der Perioden «,vt benutzten kanonischen Querschnittsystems

der Riemann'schen Fläche, p. 801 ff.) eine ganz bestimmte ausge-

zeichnet; die Berührungspunkte derselben sollen mit a^^), a^^^ . . . a^P^i

bezeichnet werden. Setzt man nun diese an Stelle der Punkte c<') in

den Gleichungen (29) des Umkehrproblems, und schreibt gleichzeitig

CO statt Vh, so dass für ä == 1, 2, . . . p:

_ jc(') •_ a('')

(34) ^ j'dv, = 03, (= vu - '^ fdniX ;

dann findet man das Resultat*):

*) Vgl. Cl. u. G. A. F., a. a. 0. — Man kann diese Formeln und insbeson-

dere die Bestimmung der Argumente der 0- Function durch die Punkte |ti und a'''

auch mittelst ßiemanu'scher Principien . unter Benutzung von ß. A. F. §. 25

ableiten; vgl.__ darüber Weber, Zur Theorie der Umkehrung der Abel 'sehen

Integrale, Crelle's Journal, Bd. 70, und Fuchs: Zur Theorie der Abel'schen
Functionen^ ib. Bd. 78, p. 306. — Für p = 2 ist die entsprechende Formel auf

dem von Weber eingeschlagenen Wege auch schon von Koch abgeleitet, ib.

Bd. 65, p. 42, vgl. für diesen Fall auch Brill, ib. p. 275.

53*
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(35) T£ , (5) = log % ^—
;

SO (lass die Gleichung (33) übergeht in:

wobei die 0- Function durch folgende j9-fach unendliche Reihe defi-

nirt ist:

{lOf) = Q (w^, rv^, ... Wp)

= Z 2" •• 2 ^-

r, = — OO »-2=-00 r^, = — CX)

7w Gleichung (36) /i/ je^z/ <??(? Lösung des Umkehrprohlems gegeben,

wie aus den obigen Erörterungen hervorgeht. An Stelle der «(') und

Oh kann man nun auch wieder die Grössen c''> und v/, einführen.

Denn setzt man:

(37) kh=^^
I

dii/i, sodass: «/, = y/, 4- ^'V* >

so ist natürlich auch, wie in (36):

und indem man die linke Seite von (38) in die von (36) dividirt, er-

hält man wieder die linke Seite der Gleichung /(33). Die in den

Argumenten der Function auftretenden Grossen co/, und ku sind dabei

durch die Gleichungen (34) und (37) defmirt; und die «('"> sind die

Beriüirungspunkte einer bestimmten unter den 2'^p Curven {n — 2)'"'' Ord-

nung *) , welche durch die n — 2 weiteren Schnittpunkte der in fi an

*) Welche von diesen Curven zu wählen ist, hängt davon ab, welches System

von normalen Periodicitätsmoduln man zu Grunde legt, d. h. wie man das ka-

nonische Schnittsystem in der Rie mann 'sehen Fläche (p. 802) ^ählt. Jedem

solchen Periodensysteme ist ei7ie solche C,j_2 l^ei gegebenem [i zugeordnet und

umgekehrt; vgl. darüber auch Gl. u. G. A. F, y>. .314 und .'531, sowie Fuchs

a. a. (). und für ;) = 2 den weiterhin folgenden Abschnitt XI.
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/•= gezogeneil Tangente gehen und ausserdem die Curve f= in p

Punkten berühren. —
In einem Schnittpunktsysteme sind bekanntlich p Punkte niclit

durch die übrigen bestimmt, wenn das System durch eine adjungirte

Curve {n — 3)*" Ordnung ausgeschnitten wird ; und dieser umstand

muss auch beim Umkehrprobleme hervortreten, indem letzteres dann

kein Resultat mehr liefern darf. In der That verschwinden dann auch

die benutzten 0- Functionen identisch, d. h. unabhängig von den in ihren

oberen Grenzen auftretenden Punkten |, rj] denn es gilt der Satz*),

dass die Function (w),- wenn die Argumente iv wie in (35) bestimmt

sind, als Function von | betrachtet, in den Punkten .r(i), x(^^\ . . . a:'?')

verschwindet, d. h. für l = x^^^, xi^\ . . . x^p^; dieselbe wird sonach

Null, wenn die p Argumente w/, die Form haben (z. B. für ^ = x^''^) :

(39) Wh= ^ I
dUk + j duh,

^=^
a(0 a(P)

wo x^^'^ . . .
a:<^-i> ganz beliebige Punkte sind, während die a^'^ von ^

abhängen. Liegen nun die Punkte x^^K . . x^p"* mit p — 2 anderen

Punkten x^p^ ^K . . x^^p-^^ auf einer adjungirten C,,-^, so bildet

letztere zusammen mit der Tangente von y, eine adjungirte 6'„_2.

Durch n — 2 Schnittpunkte der letzteren mit /" (nämlich die n~2
übrigen Schnittpunkte der Tangente von ^) geht auch die Cn--z,

welche in den Punkten «<^' berührt. Es ist also nach dem AbeTschen

Theoreme

:

und folglich nehmen die Argumente wu die Form an:

Wh=^ \dUh-\- \duh=— V \duh— \duh— jdu/,.

^^ii) i ^' i) >-i) ip)

Wegen {wh) = (— iv,^ stimmt die Form der Argumente aber

gerade mit der Form (30) übereiu; denn es ist abgesehen von dem

Vorzeichen hier nur | statt x^p-'^'^ gesetzt; und dies ist gleichgültig,

da die Lage der /> — 1 Punkte x^'^ in (39) völlig beliebig war. Die

Function B {cnh—- Jduh) verschwindet daher identisch (d. i. unabhängig

von ^), sobald die p Punkte x^'^ der Gleichungen (29) fnit p — 2 anderen

*) Vgl. R. A. F. §. 22 und 23. Cl. u. G. A. F. p. 206.
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Punkten auf einer adjungirten Curve (n — 3)'"- Ordnung liegen, und die

dk durch (34) de/inirl sind.

Das ümkehrproblem wird alsdann unbestimmt, und man muss
einen weiteren {p — l)ten J>woki als bekannt annehmen, um die p — 1

übrigen Punkte wieder eindeutig bestimmen zu können. Noch weitere
Besonderheiten treten ein, wenn die Punkte a;('') durch eine adjungirte
Curve ausgeschnitten werden, deren Ordnung kleiner als n — 3 ist,

indem alsdann auch noch die Differentialquotienten der 0- Function
nach den iv/, bis zu einer gewissen Ordnung verschwinden; wie hier
jedoch nicht weiter ausgeführt werden soll.*)

IX. Berührungscurven. — Die Doppeltangenten der Curyen
vierter Ordnung.**)

Während das AbePsche Theorem an sich den Inhalt des Rest-
satzes in einfachen Formeln aussprechen lehrt (p. 809) , erlaubt die
Möglichkeit und Bestimmtheit des ümkehrproblems eine Reihe anderer
geometrischen Anwendungen, deren Resultate (soweit es sich um Fragen
aus der Geometrie der Anzahl handelt) sich allerdings auch auf i^ein

algebraischem Wege ableiten lassen, wenn man das früher behandelte
Correspondenzprincip benutzt (p. 441 ff.). Diese Anwendungen gehen
ebenso, wie die früher für;;=l, d. h. für die Theorie der ellipti-

schen Functionen gegebenen (p. 602 ff), von der Theilung aus
•und zeigen, Avie die Lösungen von gewissen in der Geometrie auf-
tretenden algebraischen Gleichungen mit Hülfe der Theilung der
Abel "sehen Functionen einfach dargestellt werden können, ütes ist
von um so grösserem Werthe, weil die eigenthümlichen Beziehungen
resp. Gruppirwigen der ffmzcln unter einander dabei aufs Klarste hervor-
treten, während das Correspondenzprincip zunächst nur die Zahl der
Lösungen liefern würde, und es noch einer complicirten Anwendung
der Sätze über Sclmittpunktsysteme bedürfte, um die Gruppirung zu
erforschen. Wir behandeln nun zunächst die folgende Aufgabe

°
bei

der wir wieder voraussetzen, dass die Grundcurve /= von der ;<'«"

Ordnung und vom Geschlechte p sei und «, /-fache Punkte habe, ohne
dass zwischen ihren Moduln spccielle Relationen hesländen.

Es sei fn :> n — 3; auf der Grundcurve sind mn— 2:aii{i—\)~pr
Punkte beliebig gegeben; man soll durch sie eine adjungirte Curve m*"'
Ordnung legen, ivelche die Grundcurve in p Punkten je (r — l)-punktig
berührt (d. i. r -punktig schneidet).

*) Vgl. darüber Riemann: Ueber das Verschwinden der 0- Functionen,
Crelle's Journal, Bd. 65, sowie R. A. F. §. 14 und 16.

**} Vgl. für den Inhalt dieses Abschnittes Clebsch: Ueber die Anwendung
der Abel'bchen Functionen in der Geometrie, Crelle's Journal, Bd. 03, p. 189 ff.
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Wir setzen der Kürze wegen

(1) mn — Zaiiij — \) ~ pr = k.

Es seien nun c^^*, c^^'> , . . . c^p'^ Punkte, in welchen die Grundcurve

/•= durch eine adjungirte C„, (r — 1)- punktig berührt wird. Letztere

Curve möge ausserdem durch gewisse Punkte a^^^ a^^\ . . . rü(^> gehen.

Diese eine Curve nehmen wir als bekannt an*); es ist dann unsere

Aufgabe durch die X gegebenen Punkte x^^^ , x(^\ . . . x^^^ eine andere

adjungirte C,,, zu legen, welche /= in p Punkten (r — 1) -punktig

berührt, d. h. deren Berührungspunkte y^^\ tj^^\ . y^^^ zu finden.

Letztere nun genügen nach dem Abel'schen Theoreme den ;? trans-

cendenten G leichungen

:

(2) r V CclUh -\- y] fduh = {h=\,2,...p),

wo einzelne Glieder der zweiten Summe ausfallen werden, wenn von

den Punkten x*^^ einzelne mit den Punkten «('^ zusammenfallen sollten

;

dies kann immer eintreten, ohne dass dadurch die folgenden Erörte-

rungen beeinflusst würden. Insofern man unter den Integralen dieser

zweiten Summe die Werthe versteht, welche dieselben auf bestimmten,

willkürlich gewählten Integrationswegeu annehmen, kann man auf der

rechten Seite von (2) die Null durch das allgemeinste System von

Periodicitätsmoduln P/, des Integrals ica ersetzen, wo (p. 804):

(ß) P/i = 2 m/jTC -f (JiCliA + (/2«2Ä + . . . + ^/^ «/>/*

und findet dann durch Division mit r**):

(4) y j'dii, =--

1

V
/

'^^^'' + 7 ^'^^

{h=l,2,...p),

wo nun auf der rechten Seite lauter bekannte Grössen stehen; so dass

diese Gleichungen die Form des Umkehrproblems haben, welch' letzteres

*) Dies ist erlaubt, da sich die Existenz solcher Curven aus einer einfachen

Constantenzählung ergibt.

**) Wollte man die unteren Curven c^'^ anders wählen , so würden sich die

rechten Seiten dieser Gleichungen nur um Constante ändern Seien z. B.

(•^'^ c*^^ . . . c<''''^ die weiteren Schnittpunkte einer durch die Punkte a^'^ gehen-

den adjungirten C„,, und sei z ein beliebiger Punkt der Curve, so würde man

an Stelle von (2) erhalten:

t = p y, i— > p -j 1 = 1 y.
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für m > M — 3 im Allgemeinen lösbar ist, wie auch die in den Glei-

chungen (29) p. 831 auftretenden Grössen Vh beschaffen sein mögen.

Man sieht hieraus, dass bei bestimmter Wahl der Periodicitätsmoduln

Ph das System der p Punkte y''), also auch die gesuchte Berührungs-

curve, vermöge des Umkehrproblems 6V>?deutig bestimmt werden

kann. Die resultirenden Punkte \ß^ aber ändern sich nicht, wenn'

man die Pk gleichzeitig um das r- fache eines Systems von Periodicitäts-

moduln vermehrt oder vermindert, denn dadurch bleiben die Werthe

der im Umkehrprobleme zu benutzenden 0- Functionen völlig unge-

ändert. Daher braucht mau, um alle möglichen Berührungscurven zu

erhalten, den in den Pu auftretenden ganzen Zahlen m^, 7n^, . . . tUp,

q^, (/27 • • • Qp iiur diß Werthe 0, 1, . . . r — 1 beizulegen. Man erhält

so r^t' Systeme von Grössen Ph und sonach auch ebenso viele Be-

rührungscurven: Bas vorgelegte Problem hat r'^P Lösungen."^) Unter

den gefundenen Berührungscurven ist insbesondere wieder die als

bekannt angenommene, in den Punkten 6"(') berührende Curve enthalten.

Dieselbe ergibt sich, wenn man gleichzeitig allen Zahlen trii, qi den

Werth Null beilegt.
'

Die entsprechenden r^^ Systeme von je p Berührungspunkten tj

haben eine sehr merkwürdige Lage gegen einander: Unterscheidet

man beliebig ausgewählte r Systeme der Art durch beigesetzte obere

Indices, so dass die Punkte dieser Systeme bez. durch y^''^, y^^'', . . .
y^''*

und die entsprechenden Werthe P^ durch PiP-\ PiP-^ . . • Pi^''' be-

zeichnet sind, und addirt die entsprechenden Gleichungen (4), so er-

hält man für li = \ , 2, . . . p:

(5) V fdu,+ y fdu, + . . . + V fdu,+ V A"/'==^7
5"

Pa('")

Bestimmt man also die in den Ph vorkommenden Zahlen m, q so, dass

^ ^
q,y^ + (7//^> + . . . + q/y^ = (mod. r)

,

*) Die Auflösung der entsprechenden Gleichung vom Grade r^^ kann man
durch Wurzelausziehen bewerkstelligen, sobald man eine specielle Theilungsaufgdbe als

gelöst betrachtet, welche entsteht, wenn man in (4) die a mit den x zusammen-
fallen lässt, analog wie bei den elliptischen Functionen; vgl. Gl. u. G. A. F.

p. 235 ff. In besonderen Fällen (z. B. bei Curven mit speciellen Moduln) können
unendlich viele Lösungen auftreten. — Insbesondere folgt aus dem Satze des

Textes, dass es 2^'' Curven (n — 2)tei- Ordnung gibt, welche durch die übrigen

n — 2 Schnittpunkte einer Tangente von f gehen und letztere Curve noch in p
Punkten berühren (p. 835). Wir werden aber später sehen, dass gewisse dieser

Cn_2 in besagte Tangente und eine f„_3 zerfallen.
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SO kann man statt der rechten Seite von (5) Null setzen; und diese

Gleichung sagt dann aus, dass die /• Systeme von Berührungspuniden

y mit den gegebenen Punkten x auf einer adjungirten Curve w*®'"

Ordnung liegen. Aus (6) sieht man, dass von den /• Systemen r — 1

beliebig gewählt werden können, wodurch dann das /•*« sich nach den

Gesetzen des Jacobi 'sehen Umkehrproblems bestimmt. Man hat also

den Satz:

Legt man eine adjungirte Curve m^"' Ordnung durch die l gegebenen

Punkte und durch r — 1 Systeme von Berührungspunkten, so geht die-

selbe noch durch ein r""" System."^)

Wir lassen in dem vorliegenden Probleme von den gegebenen

Punkten, deren Anzahl grösser als ft . r vorausgesetzt werden mag

(wo ft eine ganze Zahl), ft-mal r Punkte zusammenfallen, so dass nur

die übrigen A — ^ir Punkte gegeben sind; dann bietet sich die unbe-

stimmte Aufgabe: Eine adjungirte Curve m^''' Ordnung soll durch

X — fir = mn — Ead (/ — 1) — (//+ ft) r auf der Grundcurve n*'''

Ordnung gegebene Punkte gehen und diese Curve ausserdem in p {- ^

Punkten je (r — V)-punktig berühren.

Diese Aufgabe ist für m > w — 3 im Allgemeinen wie die vorige

lösbar, und zwar sind a Berührungspunkte noch willkürlich, die p
übrigen dann aber bestimmt (nach dem Jacobi 'sehen ümkehr-

probleme). Durch die gegebenen Punkte lassen sich also noch j^i-fach

unendlich viele Curven der gesuchten Art legen, und noch r^f ver-

schiedene, wenn ^ Berührungspunkte willkürlich angenommen sind.

Geht man in letzterem Falle von einer der r'^P Curven aus, für welche

das in den Gleichungen (4) auftretende Periodensystem den Werth

/>/ haben möge, und lässt dann die ,a willkürlich gewählten Punkte

allmählich auf der Grundcurve alle möglichen (oc/" verschiedenen) Lagen

annehmen, so erhält man ^-fach unendlich viele andere Berührungs-

curven, welchen allen in den Gleichungen (4) dasselbe Periodensystem

P/'^ zukommt. Und man kann durch Yariiren jener [i Punkte zu

keiner Curve gelangen, die durch ein anderes Periodensystem gegeben

wird; denn letztere Systeme sind völlig discret und unabhängig von

den /Lt beweglichen Punkten charakterisirt. Alle so aus einer Curve

durch einen continuirlichen Process ableitbaren Curven bilden ein

*) Von ersteren Systemen können in Folge besonderer Lagen der X gegebenen

Punkte mehrere gruppenweise zusammenfallen; es kann aber auch eintreten, dass

dies rte System mit einem der ersteren zusammenMlt. Letzteres geschieht immer

bei r = 2 , da p Schnittpunkte durch die übrigen gerade bestimmt sind , man

also durch die X Punkte und eines der 2^^^ Systeme nur noch eine adjungirte C,^ legen

kann. Diese eine Curve ist dann eben die gefundene Berührungscurve. — Fallen

fi Systeme zusammen, so hat in den betreffenden Punkten die neue C,^ eine

(fi.
— 1)- punktige Berührung mit /"== 0.
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sogenanntes System von Bcrührvngsciirven.'*) Wir können sonach

folgenden Satz aussprechen.

Man kann für m ^ n — 3 unendlich viele adjiingiiic Curven mß"''

Ordnung bestmmen, welche die vorliegende Grundcurve in p -\- yü Punkten

je (r — V)-punktig berühren, während der Rest der Schnittpunkte ge-

geben ist, vorausgesetzt dass ^ir <,mn ~ Eaii [i — 1) — rp. Diese

Curven theüen sich in r^v völlig getrennte Systeme ein dergestalt, dass

es nicht möglich ist, von einer Curve eines Systems durch lauter Be-

rührungscurven hindurch zu einer Curve eines andern Systems stetig

überzugehen.

Ist nun irgend eine adjungirte Curve der Ordnung 7n gegeben,

welche in p -\- ^ Punkten c^ (r — 1) -punktig berührt und durch

X — ftr feste Punkte «<'> geht, so haben wir:

V du,^-^ V du, + l
= 1 «^n i^l «^-^

Betrachten wir jetzt r Curven desselben Systems (für die also P/^ den-

selben Werth hat) und addiren die entsprechenden Gleichungen, so

kommt analog den Gleichungen (5):

V V /^^^//,EEH- V du,, h=\,2,...p.
i=l t^l% i=l %

Also : Die Berührungspunkte von irgend r Berührungscurvcn des-

selben Systems liegen jederzeit auf einer adjungirten Curve 7n*'^'' Ordnung,

welche durch die gegebenen festen Punkte hindurchgeht.

Ausserdem ergibt sich wie in dem vorhin behandelten Falle der

Satz: Legt man durch die gegebene^! Punkte und durch r — 1 Systeme

von je p -{- ^ Berührungspunkten , ivelche gleichen oder verschiedenen

Systemen von Berührungscurvcn angehören, eine adjungirte Curve m'*""

Ordnung, so geht dieselbe immer noch durch ein r''* System; und der

frühere Satz (p. 841) kann als specieller Fall dieses letzteren aufge-

fasst werden. —
Von besonderem Interesse sind die Fälle, in welchen die Zahl

mn — Huit (i — 1) durch r theilbar ist, so dass

mn — Huii (i — l) == (p -\- (i) r.

Denn dann treten adjungirte Berührungscurvcn auf, welche die Grund-

*) Dieser Begriff ist von Hesse in die Geometrie eingeführt und zunächst

für Curven dritter und vierter Ordnung verwerthet worden: Crelle's Journal,

Bd. 49. Vgl. auch p. 706 und die dritte Anmerkung auf p. 697. — Verschiedene

Beispiele für den Fall n = i werden wir sogleich noch erwähnen. Für ?i == 3,

m = 2 vgl. p. 533 f.
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CLirve /' überall (r — 1)- punktig berühren, wo sie derselben begegnen

(ausgenommen die singulären Punkte von /); und die entstehenden

Systeme sind allein von der Grundcurve selbst und der Ordnung m
der Berührungscurve abhängig, nicht mehr, wie im Vorigen, ausserdem

durch besondere auf ersterer beliebig gewählte Punkte charakterisirt.

Die Anzahl der verschiedenen Systeme kann hier aber unter Um-
ständen eine andere werden, als durch die Zahl r^p angegeben wird,

während die übrigen oben gefundenen Sätze ihre Gültigkeit behalten.

Nehmen wir nämlich an, es habe die Zahl M {=mn— Ilaii[i—\))

der beweglichen Schnittpunkte einer adjungirten C„, mit r einen ge-

meinsamen Factor, so dass M=M' . s, r=r' . ^, also auch r' {p~\-ii)= M\
wo M', r relative Primzahlen sein mögen. So oft nun alle in den

Ph vorkommenden Zahlen tn, q den Factor 6' enthalten, hat man:

^/>, = V/>; {ii = \,2...p),

wo die Pi' Ausdrücke nach Art der P^ sind. Dann ist immer:

r'

j I
du,, -\- . . . -{- jdttA

I

^ (mod. /''/,)•

eine Gleichung, welche lehrt, dass die den >/') entsprechende Curve
nicht (r — 1)- punktig, sondern nur (;•' — 1)- punktig berührt und
also bei dem vorliegenden Probleme nur insofern in Frage kommt,
als sie, 5-fach gerechnet, eine uneigentliche (/'— 1) -punktig be-

rührende Curve darstellt. Indem man von diesen Ausnahmecurven
abstrahirt und bemerkt, dass die Zahl solcher Systeme nach dem Vori-

gen gleich i^'-^P ist*), gelangt man zu dem Satze:

fVemi die 7uahl M aller beweglichen Schnittpiinkle einer adjungirten

Curve m*"- Ordtiung, ivo m >> n — 3, gleich {p -\- ^) r ist, so gibt es

Systeme von solchen Berührungscurven, welche die Grundcurve in p -{- ^
Punkten (r — \)-punktig berühren, von denen [i beliebig sind. Ist

M == M' . s, r=r' . s, ivo M', r relative Primzahlen sind, so ist die

Anzahl der Systeme gleich r^P — r'^P ; nur ivenn M und r relative Prim-
zahlen sind, ist die Anzahl derselben gleich r^P.

Im Allgemeinen Avird man die Zahl r in der Form r^"' . r^"-^ . . .

voraussetzen müssen, wo r^, ^3 . . . Primzahlen sind; und es treten

*) Wenn -ein solches System aus adjungirten Curven (« — 3)ter oder niedri-

gerer Ordnung besteht, so kann die Mannigfaltigkeit desselben grösser als 11 sein,

indem dann erst p ~ 1 oder weniger Punkte durch das Umkehrproblem bestimmt
werden (p. 837 f ). So gibt es z. B. zu einer C4 2« — 1 verschiedene Systeme von
je et?ifach unendlich vielen eigentlichen Cj, welche die C4 in je vier Punkten
berühren; gleichzeitig tritt das System der doppelt zählenden Geraden auf, und
letzteres besteht aus ziveifach unendlich vielen Curven.
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dann entsprechend dem Charakter der Zahl r noch weitere Besonder-

heiten ein; was hier aber nicht näher erörtert werden soll*), da es

sich nur um weitläufige Unterscheidungen, nicht um neue Unter-

suchungen handelt. — An das zuletzt gefundene Resultat knüpft sich

ferner eine Anzahl von Sätzen über diejenigen Fälle, in denen die

Berührungspunkte mehrerer Berührungscurven zusammen wieder auf

einer anderen adjungirten Curve liegen. Solche Sätze gelten auch

noch, wenn man nicht Berührungscurven gleicher Ordnung betrachtet.

Es ist nämlich, wenn M', r, ^i'; M", r", ^"; ... M^Q\ r^Q\ ^ti«?) die

den verschiedenen zusammen betrachteten Berührungscurven entspre-

chenden Zahlen bezeichnen (so dass M^'1 = {p -{- fi*'') r^'^), nur nöthig,

dass die Gleichungen stattfinden:

damit die QP -\- 27fi^'^ Berührungspunkte der Curveu mit bez. M',

M", . . . /)/'?* beweglichen Schnittpunkten auf einer neuen adjungirten

Curve liegen. Dabei ist vorausgesetzt, dass die Zahl

Pi> + ^' + i^" + • • • + f*^^' = hn — Eaii {i — 1)

gesetzt werden kann, wo dann h eben die Ordnung dieser neuen

Curve ist. — Von den zahlreichen Sätzen, welche aus der so be-

zeichneten Quelle fliessen, möge hier nur ein Beispiel hervorgehoben

werden.

Für den Fall, dass M = pr wird, erhalten wir durch obige Sätze

Klassen von völlig bestimmten Berührungscurven, für die kein Be-

rührungspunkt mehr willkürlich gewählt werden darf. Dies tritt z. B.

ein für w == 4, jt> = 3, m = 3 (also M= 12), r :±= 4j und wir erhalten

unmittelbar den Satz:

Es gibt 4*^ = 4096 Curven 3*^' Ordnung , ivelche eine gegebene

Curve 4"" Ordnung ohne Doppelpunkte in drei Punkten je dreipunklig

berühren.

Bezeichnet man hier die den verschiedenen Berührungscurven

entsprechenden Zahlen, welche in den Periodensystemen Pk vorkommen,

durch obere Indices, so liegen immer die Berührungspunkte dreier

Curven auf einer neuen Curve dritter Ordnung, sobald:

nih + ^h' + ^^h" + ^h" ^ (mod. 4) ,

(?// + qh' + qr + qr = (mod. 4) .

Die so erhaltenen Curven dritter Ordnung gruppiren sich in drei

Klassen. Die Curven der ersten Klasse berühren einfach in den Be-

rührungspunkten zweier der gefundenen Curven, die der zweiten

*) Vgl. darüber Cl. u. G. A. F. p. 242 ö'.
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berühren einfach in den Berührungspunkten einer Curve und gehen

durch die Berührungspunkte zweier anderen hindurch; die der dritten

endlich gehen durch die Berührungspunkte von vier verschiedenen

Curven. Die erste Klasse erhält man, wenn man zweimal zwei der

Zahlen m, q einander gleich annimmt, also z. B. m = m", m" = m"",

q = q"'j q" = q"", so dass die Gleichungen bestehen müssen

:

2 (m + m,") E^ , 2 {q;: + q,r) eee (mod. 4)

.

Die zweite Klasse resultirt, wenn wan etwa fn" = m" wählt, ni und

m' aber verschieden nimmt, so dass:

m,l + ruk + 2 mu" e^ 0, qü + qn + 2 qü" = (mod. 4).

Bei der dritten Klasse dagegen sind alle vier Zahlen m, q verschieden

zu nehmen.

Zu den völliff bestimmten Problemen gehört auch das folgende,

welches für die Geometrie auf der Curve / sowie für das Umkehr-

problem der AbeTschen Integrale von hervorragender Wichtigkeit

ist, sich jedoch von den bisher betrachteten Fragen unterscheidet,

insofern es sich nunmehr um Curven (n — 3)*®' Ordnung handelt.

Insbesondere werden wir dadurch weiterhin zu Betrachtungen über die

Doppeltangenten der allgemeinen Curve 4. Ordnung, und über die

Lage der Punkte a<'^ geführt werden, welche beim Umkehrprobleme

passend zu unteren Grenzen der Integrale gewählt wurden. Die be-

treffende Aufgabe fordert, eine adjungirte Curve (?i — 3)*®'' Ordnung so

zu legen, dass sie die gegebene Curve n''-'"' Ordnung, vom Geschlechte p in

p — 1 Punkten je einfach berührt.

Indem wir bei unserer bisherigen Bezeichnungsweise bleiben,

stellen sich die Gleichungen zwischen den Integralen, auf welche diese

Aufgabe führt, folgendermassen dar, wenn Rh eine ganzzahlige Com-
biuation der Perioden bezeichnet*):

(7) l*du,-{- l'duh -j- . . . -\- i\lu,,~^Ru

(h = l,2,...p).

Die Anzahl dieser Gleichungen ist um Eins grösser als die der Un-
bekannten. Dennoch sind die Gleichungen mit einander verträglich

;

denn es besteht zwischen den Summen der Integrale Vh eine Relation,

wenn deren obere Grenzpunkte auf. einer adjungirten Cn — z liegen; und

*) Es wird hier wieder eine solche Curve mit den Berührungspunkten c(') als

bekannt angenommen ; vgl. die erste Anmerkung auf p. 839.
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diese Relation ist, wie schon oben (p. 837) erwähnt wurde, durch

das identische Verschwinden der Function (r, . , . Vj,) gegeben, wo:

VA = 2 diiA+ du/,,

wenn wieder a^'> die Berührungspunkte der in bestimmter Weise zu

^ gehörigen C„^2 bedeuten (p. 835), während fi beliebig ist. Nun
bildet die Tangente von ^ zusammen mit der C^-s, deren Berührungs-

punkte c'^'> in den unteren Grenzen von (7) auftreten, auch eine ad-

jungirte C„_2, welche durch die übrigen ?i — 2 Schnittpunkte jener

Tangente mit f geht, und sonach die Grundcurve allenthalben zwei-

punktig trifft, wo sie ihr noch begegnet. Es muss daher ein gewisses

System Q/, von Periodicitätsmoduln geben, für welches nach dem
Abel'schen Theoreme:

(8) l'dm + Cdu,, + . . . + l'duA + l'dio, :d
l Qh .

Die Argumente Vh der soeben erwähnten 0- Function werden unter

Berücksichtigung von (7)

:

(9) VH = \Rk-l(^h'

Sollen also die Gleichungen (7) zusammen bestehen, so muss die

Function (d[\Rh^\;Qi^ versdhwinden, oder Q{\Pi^, wenn P,^= Ri,— Q^

gesetzt wird, so dass Pu wieder ein Periodensystem bedeutet. Nun
folgt aber aus den Periodicitäts-Eigenschaften der - Function unmittel-

bar der Satz*), dass die Function (|- P/,) immer und im Allgemeinen nur

dann verschwindet, wenn ihre Argumente eines der Systeme von halben

Perioden

\ Ph = mhTii -\- ^ ZkahkQk

sind, für welche die Summe m^ q^ -\- ^n.^q.^ -\- . . . -\- m^ q^ eine ungerade

Zahl ist; d. h.:

(10) »^1^1 + m^q-i + • . • + mpqp =-= 2 H -\- 1 .

Von den Functionen (^ Pa) verschwinden also immer so viele,

als die diophantische Gleichung (10) Lösungen hat. Um die Anzahl

der letzteren zu finden, nehmen wir an, es seien k der Zahlen fn gleich

0, die übrigen p — k gleich 1 ; die den ersteren Zahlen m zugehörigen

q können dann oder 1 sein, was 2'' Combinationen gibt. Die Summe
der anderen q aber muss ungerade sein, d. h. es ist immer die letzte

*) Vgl. Clebsch a. a. 0. §. 8 oder z. B. Cl. u, G. A. F. p. 260; Neumann
a. a. 0. p. ;^7.
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Zahl q durch die übrigen p ~ k — 1 bestimmt. Diese anderen
Zahlen q können daher noch auf 2^-''-^ verschiedene Arten gewählt
werden, oder es gibt im Ganzen in diesem Falle 2p - ^ Systeme der q.

Je nachdem man nun unter den p Zahlen rUh solche k herauswählt,
welche gleich Null sein sollen, hat man

p{p- \)...{p-k-\-\)
1 . 2 . . .

^•

verschiedene Fälle und daher im Ganzen

p[p-l)...{p-k-\-\) ^p_^
1 .2 . . . k

Systeme der Zahlen m, q für ein gegebenes k. Endlich kann k die

Werthe 0, 1, ,.,p — l annehmen; die Anzahl aller möglichen
Lösungen ist daher:

2^-^|l + f +^-^f^ + ... + i>} = 2^-^(2^~ 1).

Dieses ist also die Anzahl der Stjsteme P/, von halben Periodicitäts-

moduln, für ivelche die Function {)^ P/,) verschwinde/.

Nun hatten wir P,, = R,, — Q^ gesetzt, wo Q/, durch die Gleichung

(8) vollständig bestimmt ist, indem Q/, allein von den Punkten c<'> und
ßC) abhängt. Zu jedem der 2p~^{2p — 1) Werthsysterae P,, gehört
somit ein ganz bestimmtes Periodensystem Ä/,, für welches die Glei-

chungen (7) bestehen können; und also auch ein ganz bestimmtes
System von Berührungspunkten ?/('> einer adjungirten C„^-i. Wir
haben also den Satz:

Es gibt 2p-^(2p — 1) adjungirte Curven {n — 3y^'- Ordnung, ivelche

die Curve f= in p — \ Punkten je einfach berühren.

Diese Curven bestimmen sich, wenn wir obige Erörterungen zu-
sammenfassen, aus den Gleichungen:

Ai)

(11) V idu, + fdu, =\P, (Ä = 1, 2, . . . p),

in denen ^ und «(') die bekannten Bedeutungen haben (p. 835), und
welche zusammen bestehen können, sobald die in den P/, auftretenden
ganzen Zahlen m, q der Gleichung (10) genügen.

Man bemerkt sofort, dass die Gleichungen (11) aus den Gleichun-
gen (p. 839):

--P

(12) V jdu,-),P, {h=\,2,..:p)

hervorgehen, wenn man einen der Punkte y('< mit dem Punkte ^ zu-
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sammenfallen lässt. Die letzteren Gleichungen bestimmen indess zu-

nächst die 2-i' — \ adjungirten Berührungscurven (n — 2)*«' Ordnung,

welche durch die n — 2 übrigen Schnittpunkte der Tangente von ^

hindurchgehen, wenn eine dieser Curven (mit den Berührungspunkten

«('') bekannt ist. Da aber auch jede der gefundenen in /; — 1 Punkten

berührenden C„_3 zusammen mit der Tangente von fi eine C„_2 der

genannten Art bildet, so wird es nur noch

22p — 2^-1 {2P — 1) = 2p- 1 (ßp + 1)

nicht zerfallende (7„_2 geben, deren Berührungspunkte den Gleichun-

o-en (12) genügen. Wir haben also den folgenden Satz, welcher den

vorhergehenden ergänzt:

Es gilt 2p -^ {2p -{- 1) adjungirie Curven {n — 2)*'"' Ordnung, ivelche

durch die n — 2 Schnittpunkte der in einem beliebigen Punkte fi gelegten

Tangente mit /= hindurchgehen und die Curve f= in p Punkten

Je einfach berühren.

Die Berührungspunkte dieser Curven findet man aus den Glei-

chungen (12), wenn man für die P/, alle diejenigen Systeme von

Periodicitätsmoduln setzt, für welche die Gleichung (10) nicht erfüllt

ist, d, h. für welche:

Wj q^ + w«2(Z) -{-... -\- tn^gp = 2 B

.

Insbesondere ist hierunter auch das System enthalten, für welches

nii = q, == 0, entsprechend der in den Punkten «('> selbst berührenden

Curve, welche durch die Wahl des benutzten Systems normaler Perio-

dicitätsmoduln vor den übrigen €„-2 ausgezeichnet ist (p. 83G Anmk.).

Die wirkliche Aufsuchung der verschiedenen Systeme von Berührungs-

punkten wird durch eine Gleichung vom Grade 2^ - ^ (2^ -|- ^ ) möglich

sein; es ist aber zu bemerken, dass sich die Wurzeln dieser Gleichung

rational durch die Wurzeln der Gleichung vom Grade 2^ - ^ (2'' — 1

)

ausdrücken lassen, von welcher die Bestimmung der in p — 1 Punkten

berührenden adjungirten C„_3 abhängt, wie in der Theorie der Thei-

lung der Abel'schen Functionen gelehrt wird.*)

In ähnlicher Weise, wie hier die zum Punkte ^ gehörigen Be-

rührungscurven (n — 2)'" Ordnung in zwei völlig verschiedene Klassen

getheilt sind, sondern sich überhaupt alle Systeme von adjungirten

Berührungscurven, welche die Grundcurve überall berühren, wo sie

derselben begegnen, in zwei verschiedene Klassen, von denen dann

die Systeme der einen Klasse in besonderer Beziehung zu den

2p-^(2p — 1) Gruppen von Berührimgspunkten der adjungirten C„_3

stehen. Eine adjungirte Curve nämlich möge die Grundcurve, abge-

sehen von den singulären Punkten der letzteren, in M = 2^ Punkten

*) Vgl. Cl. u. G. A. F. p. 2G6 ff.
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treffen, und es möge eine solche Curve in «'^>, «(2)^ _ ^(/i) ^{q Grund-

curve berühren; dann bestehen für die übrigen 2^p — 1 Systeme von
Berührungscurven die p Gleichungen:

(13) Cdu,, + CduA + . . . 4- fäuk=\RH,
«(1) «(2) «(^)

wenn /?/, irgend ein Periodensystem bedeutet. Wir legen nun den in

R/, vorkommenden ganzen Zahlen insbesondere solche Werthe bei,

dass auch die Gleichungen (7) bestehen können; dann wird, wenn
wir unter Rh in (13) und (7) dieselben Grössen verstehen, immer:

(14)

Ist also die Zahl ^ -\- p — 1 -f 2;«, / Q — 1) durch n theiibar*) , so

liegen die Punkte a;(') und ?/<') wieder auf einer adjungirten Curve;
oder mit anderen Worten: die Gruppe der Punkte x^'"» ist residual zu

der Gruppe der Punkte ?/<'> (p. 431). Wir haben also den Satz:

Unter den 2^p Systemen von adjungirten Rerührungsciirven , welche

die Grundcurve f in (i Punkten je einfach berühren und sonst, die sin-

gulären Punkte ausgenommen , nicht mehr treffen, gibt es, wenn

,a + ;> — 1 + Etti i (i — 1) = Ä n
,

immer 2p-'^(2p — 1 ) solche, dass die Gruppe der Berührungspunkte
jeder Curve des Syste?ns mit den p — 1 Berührungspunkten einer be-

stimmten der obigen Berührungscurven {n — 3)''"" Ordnung auf einer

adjungirten Curve h^"' Ordnung liegt. — Ist dagegen:

^ ~\' P -\- ^^i ? (i '-'- V) = Im
,

so gibt es unter jenen 2^p Systemen, wie man in analoger Weise erkennt,
2P-1- (2p -\- 1) solche, dass ihre Berührungspunkte mit den p Berührungs-

punkten einer bestimmten der obigen Cn - 2 auf einer Ch liegen.

Nehmen wir z. B. n = 4, p = 3, so sind die betreffenden C„_3
durch die 2^ (2'^ — 1) = 28 Doppeltangenten der C^ gegeben. Legt
man nun durch die Berührungspunkte einer dieser Doppeltangenten
eine Schaa'r von Kegelschnitten, so schneiden dieselben noch eine

*) Andernfalls würden die Punkte a;^'\ y*'^ mit einer Anzahl fester Punkte
auf einer adjungirten'Curve liegen, und mit denselben festen Punkten die Punkte
ö^'^ und c^'*. ~ Ist p = ^ (w — 1) (n — 2) und 2 nt = ?« « , so wird Ä = | (>« + ?i— 3)

;

es muss also eine der Zahlen wi, n gerade, die andere ungerade sein; ist hier vi

gerade, = 2 v, so ist unter den '^P Systemen das der doppelt zählenden Curven
rter Ordnung enthalten.

Clebach , Vorlesung^en. 5^
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Schaar von 6 beweglichen Punkten auf der C^ aus; und in den

6 Punkten einer jeden so erhaltenen Gt^ kann eine C^ je einfach be-

rühren. Es gibt aber auch überall berührende C^, welche nicht in

dieser Weise bestimmt werden können. —
Wir wollen nun die gewonnenen allgemeinen Resultate für die

Untersuchung der Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung ver-

werthen.

Die Anzahl derselben ist, wie soeben erwähnt und wie aus den

Plücker'schen Formeln bekannt ist, gleich 28. Eine jede von ihnen

mag bezeichnet werden durch die in Klammern geschlossene Reihe

der ihr entsprechenden Zahlen tu, q, welche in den Periodensystemen

Pn der Gleichungen (12) vorkommen, also durch

(w,, m..^, w-j; q^, q.^, q^)

.

Diese Zahlen können oder 1 sein, doch so, dass immer:

w, q^ + m^q^ + m.^q^ = 1 (mod. 2) .

Nehmen wir also für die m alle möglichen aus den Zahlen und 1

bestehenden Systeme, nur das System 0, 0, ausgeschlossen, und be-

stimmen obiger Gleichung gemäss die zugehörigen q, so erhalten wir

die 28 Doppeltangenten in folgendem Schema:

(100, 100) (010, 010) (001, 001) (011, 010)

(100, HO) (010, HO) (001, 011) (011, 001)

(100, 101) (010, 011) (001, 101) (011, 110)

(100, 111) (010, 111) (001, 111) (011, 101)

(101, 100) (110, 100) (111, 100)

(101, HO) (HO, 101) (Hl, 010)

(101, 001) (HO, 010) (111, 001)

(101, 011) (HO, 011) (111, Hl).

Je m solche Doppeltangenten kann man als eine zerfallene ad-

j ungirte Berührungscurve m}" Ordnung ansehen
;
je nachdem man die

Zahl m wählt, ergibt sich dann aus obigen allgemeinen Theoremen

sofort eine Reihe von Sätzen über die .
gegenseitige Lage der Doppel-

tangenten, wie diese von Hesse und Steiner zum grösseren Theile

auf algebraischem Wege gefunden sind.*) Wir betrachten zuerst die

einfachsten Fälle, wo m = 2 und m = 3

:

*) Vgl. Hessft: Crelle's .Journal, Bd. 49, 65 und 59; Steiner: ib. Bd. 49,

sowie Cayley: ib. Ed. 68. Algebraische Beweise für andere von Steiner ohne

Beweis mitgetheilte Sätze über Doppeltangenten gab Clebsch: Ueber die An-

wendung der Abel'schen Functionen etc. §. 10, Crelle's .Journal ,
Bd. 63, geome-

trische Beweise Geiser: Crelle's Journal, Bd. 7S (der letzte § dieses Aufsatzes

ist nach einer Note von Frahm: Math. Annalen, Bd. 7, p. 635 zu berichtigen).
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Es gibt (nach p. 840) 2^ — l = 63 Systeme von Kegelschnitten*),

welche die C^ in 4 Punkten berühren. Ein solcher Berührungskegel-

schnitt, dessen zugehöriges Periodensystem durch die Zahlen m^, m^,

^^^'if Q\, Q2> % bestimmt sein mag (wo die m, q nur nicht gleichzeitig

alle sein dürfen, sonst aber alle Werthe 0, 1 annehmen können),
zerfällt immer in zwei Doppeltangenten:

(m;, w/, m^'; q;, q^, q^) ,
{m;', m^", m{

; ^,", q.;', q^")

,

sobald gleichzeitig (/ == 1, 2, 3):

(14) m/ 4- m-' ~ m;, ql -\- ql' eee q; (mod. 2)

,

vorausgesetzt, dass (ebenfalls mod. 2):

(15) w/^,' + m^'q.; + m.;q.^' = 1 , /?«,'Vi" + K' Q^" + ^"^a" ^ 1 •

Es sind dabei entweder die q oder die ?fi nicht sämmtlich Null.

Wir wollen z. B. annehmen, die Zahlen q^, q.^ seien nicht Null
(andernfalls hätte man in der folgenden Bestimmung nur die q mit
den m zu vertauschen). Dann zeigen erstlich die Gleichungen (14),'

dass man für gegebene q; die q/,
q-' auf 6 verschiedene Arten wählen

kann. Ueberhaupt nämlich existiren 8 Combinationen , welche jene
Gleichungen erfüllen; von diesen aber sind die beiden auszu-

schliessen, für welche sämmtliche q' oder sämmtliche q" Null, was nach
unserm Schema nicht eintreten kann. Diese 6 Arten geben 3
Paare von Systemen q/ ,

q-' , indem immer zwei Arten desselben

Paares sich nur durch Vertauschung der q mit den q" unterscheiden.

In jedem dieser Paare sind nun wenigstens drei, der Grössen ql (und
ebenso der ql') von einander verschieden, also gleich und 1, dem-
nach irgend ein anderes 1 und oder 1 und 1. Es existiren daher
ein q und ein q" mit verschiedenem unteren Index, welche gleich 1

sind. Bestimmt man nun die dem dritten unteren Index entsprechen-
den Zahlen m so, dass sie der betreffenden Gleichung (14) genügen

— Eine Frage anderer Art ist die nach der Realität der Doppeltangenten. Schon
Plücker hatte gezeigt, dass sie sämmtlich reell sein können (vgl. dessen Theorie
der algebraischen Curven; seine Zahlenresultate sind indess nicht alle correct).
Eine vollständige Darstellung aller möglichen Fälle (sowie überhaupt der mög-
lichen Gestalten einer Q) gab Zeutheu: Math. Annalen, Bd. 7, p. 410. — Ueber
den Zusammenhang dieser Theorien mit derjenigen der 27 Geraden einer Fläche
dritter Ordnung vgl. Geiser: Math. Annalen, Bd. 1 und Zeuthen: ib. Bd. 8.

— Eine Zusammenstellung verschiedener Behandlungsweisen findet man in
Salmon's higher plane curves, art. 251 ff. — Dass man nach Hesse eine Curve
Uter Ordnung angeben kann, welche die 56 Berührungspunkte der Doppeltan-
genten auf der C^ ausschneidet, ist schon in der Anmerkung auf p. 350 hervor-
gehoben.

*) Von den zunächst gefundenen f54 Systemen nämlich ist das der doppelt
zählenden Geraden abzuziehen; vgl. die Anmerkung auf p. 843.

54*
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(was auf zwei Arten geschehen kann), so bestimmen die übrigen m
sich aus (14) und (15) successive. Jedem der 3 Paare q, q" ent-

sprechen also zwei Paare m, m"'^ oder man hat den Satz:

In jedem der 30 Systeme von Berührungskegelschnitten kommen 6

Paare von Doppeltangenten vor.

Da für irgend zwei solcher demselben Systeme angehörigen

Paare die Summe aller mi so wie die Summe aller qi stets gerade ist,

so hat man ferner den Satz (auch als Specialfall eines Satzes auf

p. 842):

Die Berührtingspunkte je zweier Paare, welche demselben Systeine

angehören, liegen auf einem Kegelschnitte."^)

Die Zahl der so erhaltenen Kegelschnitte ist gleich der der 63

Systeme, multiplicirt mit der Anzahl 15 der Combinationen von 6

Paaren zu zweien, und dividirt durch 3, da jede vier Tangeuten,

deren Berührungspunkte auf einem Kegelschnitte liegen, auf 3 Arten

in zwei Paare zerlegt werden können, also jeder Kegelschnitt 3 -mal

vorkommt. So findet man die Zahl dieser Kegelschnitte gleich 315.

Das Obige erlaubt sofort, die ihnen bez. entsprechenden Doppel-

tangenten zusammenzustellen.

Es gibt ferner 64 Systeme von Curven dritter Ordnung , welche die

Curve vierter Ordnung je in G Punkten berühren (nach p. 840). Die

*) Es seien:

die Gleichungen dreier Paare von Doppeltangenten desselben Systems. Durch

die Berührungspunkte eines vierten Paares dieses Systems und durch die Be-

rührungspunkte je eines der genannten drei Paare kann man dann einen Kegel-

schnitt legen. Mau erhält so drei Kegelschnitte, welche demselben Büschel an-

gehören, ff| =0, ffa = 0, 03 = 0, so dass:

A'iffj-f Aaffa-j- k^G^ = 0.

Die Quotienten Vuu -.^^ww' und Vvv -.yww' werden dann bez. in denselben

Punkten Null und unendlich von der ersten Ordnung, wie die Quotienten ö, : Cj

und Cj : (»3 ; bei passender Bestimmung der Constanten kann man also setzen

:

yuu : Yvv' : Vww = ff] : ffj • ''s i

und es besieht daher zwischen je 3 Paaren desselben Systems eine Gleichung der Form

:

kl yuu -f- k^ Vvti' -\- k-^ ywu) = .

Ebenso besteht zwischen je drei beliebigen Berührungskegelschnitten desselben

Systems 5, = 0, ^2 = 0, ^3 = vermöge /"= eine Identität der Form:

A.K^-f k^ys,-]-k^ys^=^Q.

Vgl. auch Hesse a. a. 0. Auf die hiermit zusammenhängenden Untersuchungen

von Aronhold kommen wir bei Gelegenheit des Connexes [1, 2] zurück. — Die

Verhältnisse y u : Yw, Yv : Yw etc sind dann Abel'sche Functionen im Sinne

Riemann's, vgl. Roch, Crelle's Journal, Bd. 66, p. 105, sowie obige Anmer-
kung auf p. 832.
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den Berührungspunkten entsprechenden Integrale genügen dann immer

den Gleichungen

v(l) >/(2) 1/(6)

/ duh + / duh + . . . + / duh ^\ Rh]

«(1) «(2) «(6)

und die 64 Systeme sondern sich in der oben angegebenen Weise in

zwei Klassen, je nachdem das Periodensystem Rh auch zugleich in den

für die Doppeltangenten bestehenden Gleichungen (7):

.r(l) .r(2)

/ dUh + / d^h ^^\ Rh

cd) c(^)

vorkommt oder nicht; d. h. je nachdem in dem Systeme Ph = Rh — Qu,

welches in (11) vorkommt, Emq^ir^X (was 28 -mal geschieht) oder

Zmq^^O mod. 2 (was 36- mal geschieht). Man hat darnach den

Satz (p. 849):

Von den 64 Systemen der Curven dritter Ordnung haben 28 die

Eigenschaft , dass in jedem die 6 Rerührungspunkte jeder Curve auf

einem Kegelschnitte liegen, welcher noch durch die Rerührungspunkte

einer bestimmten Doppeltangente hindurchgeht; diese Doppeltangente ist

für dasselbe System immer dieselbe. Die Berührungspunkte von Curven

der übrigen 36 Systeme liegen nicht mit denen einer Doppeltangente in

einem Kegelschnitte.

Dagegen haben (nach p. 842) beide Klassen die gemeinsame

Eigenschaft, dass die Berührungspunkte je zweier Curven desselben Systems

auf einer Curve dritter Ordnung liegen.

Die 36 Systeme, von denen die zweite Klasse gebildet wird, und

von denen jedes noch 3 -fach unendlich ist, da für jede Curve noch

3 Berührungspunkte beliebig sind, stehen nun in besonderer Beziehung

zu den 36 je einfach unendlichen Systemen von Kegelschnitten,

welche in 3 Punkten berühren und durch die 2 Schnittpunkte einer

beliebigen Tangente von f gehen. Jeder dieser Kegelschnitte nämlich

bildet zusammen mit der Tangente ebenfalls eine C.^, welche in 6

Punkten berührt; nur ist hier die Berührung in zwei Punkten (den

Schnittpunkten der gewählten Tangenten) eine uneigentliche, indem

die C3 daselbst Doppelpunkte besitzt. Man erkennt demnach sofort

die Richtigkeit des folgenden Satzes: Jedes der 36 Systeme von Be-

rührungscurven 3*^^ Ordnung^ welche zu den Doppeltangenten nicht in

obiger ausgezeichneten Beziehung stehen, enthält ein einfach unendliches

System von Curven, von denen jede in eitie Tangente von f und einen

der zu dieser gehörenden 36 Kegelschnitte zerfällt. Diese Kegelschnitte

gehören für dasselbe System der C^ immer demselben Systeme aller solchen
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Cj <tn. — Die 6 Berührungspunkte jeder Ciirve eines Systems von C^

liegen mit den 3 Berührungspunkten eines Jeden Kegelschnittes aus dem

zugehörigen C.^- Systeme sowie den 2 Schnittpunkten der letreffenden

Tangente und dem Berührungspunkte der letzteren auf einer Cj.*)

Zu den hier betrachteten Systemen von C^ gehören auch die

schon oben erwähnten 4096 Curven 3*'"' Ordnung, welche die 6'j in

3 Punkten je 4 -punktig treffen (3 -punktig berühren), indem hier die

6 Berührungspunkte paarweise zusammengerückt sind (vgl. p. 844).

Für dieselben ist nämlich:

,/l) yi^) ,y(3)

2 M duh + 1 duk-^
I
duA = I /?A ;

«(1) «(2) «(3)

jede solche C^ gehört also zu demjenigen Systeme von Berührungs-

curven, welchem das Periodensystem R/^ zukommt. Umgekehrt aber

folgt aus dieser Gleichung:

^(1) «(2) ,j{3)

I
dUh + / du,, + i duh^^\ Rh-\- \ Rh

,

«(1) «(2) «(3)

WO jetzt in Rh und R^' die Zahlen m, q überall nur die Werthe

und 1 erhalten dürfen, Ist über die Rh verfügt, so können also die

Rh noch auf 64 verschiedene Arten gewählt werden. Daher gehören

in jedes der 64 Systeme von Berührungscurven 3*"'' Ordnung 64 solche

Curven f welche die Curve 4*^^ Ordnung in 3 Punkten je 3 -punktig

berühren. Dies stimmt damit überein, dass (nach p. 840) durch je

zwei beliebige Punkte einer C^ 64 Kegelschnitte gelegt werden

können, welche die C^ in 3 Punkten berühren. Legt man nun diese

62 durch die Berührungspunkte einer Doppeltangente ,- so • sind die

Berührungspunkte der C^ zugleich diejenigen, in welchen eine C^

4 -punktig schneiden kann (vgl. p. 853), So erhält man die 28 . 64

Berührungscurven, welche den erwähnten 28 Systemen angehören; aber

man sieht, dass es noch 36 . 64 solcher Berührungscurven gibt, in

deren Berührungspunkten 7iicht zugleich ein Kegelschnitt der C^ be-

rühren kann, welcher durch die Berührungspunkte einer Doppel-

tangente geht. — Diese Beispiele werden hinreichen, um den Clarakter

. der hier auftretenden Sätze zu bezeichnen. Wir können dieselben zu

folgendem allgemeineren Theoreme zusammenfassen:

Es gibt je 63 Systeme von Curven (2 ^w)'*"' OfÜnung und je 64

Systeme von Curven {2 m -\- Vf^^ Ordnung, welche die C^ einfach be-

rühren, wo sie derselben begegnen. Und diese letzteren 64 Systeme

•) Ein ganz analoger Satz gilt natürlich für die adjungirten Berührungscurven

{n — 2)ier Ordnung bei Curven 7i'ci Ordnung vom Geschlecht /?, vgl. p. 849,
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theilm sich immer so in 28 und 36, dass die Berührungspunkte jeder

Curve aus einem der 2S Systeme immer mit den Berührungspunkten

einer bestimmten unter den 28 Doppeltangenten auf einer Curve (m + 1
)"''

Ordnung liegen, während etwas Aehnliches hei den anderen 36 Systemen

nicht eintritt. Aber alle Systeme haben die Eigenschaft, dass die Be-

rührungspunkte je zweier Curven desselben Systems auf einer Curve der-

selben Ordnung liegen.

Mau kann von diesen Sätzen leicht zu einer genaueren Discussion

derjenigen Fälle übergehen, in denen die Berührungspunkte von

6, 8 . . . Doppeltangenten auf einer C^, C, ... liegen, worüber eben-

falls von Hesse und Steiner Sätze aufgestellt sind; u. s. w. — Es

soll hier nur noch ein Beispiel für Sätze anderen Charakters ange-

führt werden. Nach p. 843 gibt ^s 3« — 1 = 728 Systeme von Curven

3'<i'- Ordnung, welche die C^ in 4 Punkten je 3 -punktig treffen. Zwi-

schen den Integralen bestehen hier die Gleichungen:

/(l) j,(2) i,(3) j/j4)

duk + fduh -f I
duk-\-

I
duh = ^ Ph

,(u > i) >
wo das System der Pa, wenn wir annehmen, dass die Punkte c<') die

Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit der C^ seien, niemals

verschwinden darf, weil sonst die C^ aus einer dreifach zählenden

Geraden bestehen würde. Betrachtet man hier eine Curve, welche

demjenigen anderen Systeme angehört, für das immer 2 />/, an Stelle

von Pa tritt, und addirt die einer solchen Curve entsprechenden

Gleichungen zu den vorigen, so findet man die Summe analoger

Integrale immer der Null congruent. Die erwähnten 728 Systeme

theilen sich also in 364 Paare zu zweien, so dass die Berührungspunkte

jeder Curve des einen Systans mit denen jeder Curve des zugehörigen

Systems auf einem Kegelschnitte liegen.

Man kann leicht ähnliche Sätze für die Berührungscurven dieser

und anderer Ordnung in Menge aufstellen.

X. Das Verschwinden der 0- Function. — Beziehungen zum

Riemann-Roch'schen Satze. «

Wir haben früher hervorgehoben (p. 837), dass die Function

(v,, ^2, . . . Vp), deren p Argumente definirt sind durch*):

va = CdUh + I
duh-^ . . .-{-

I
duh— j duh.

«

*) Tn Betreff der Bedeutung der Punkte ^ und «(') vgl. p. 835 und 874.
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unabhängig von ^ verschwindet, wenn die p Punkte a;('> auf einer zu
/=0 adjungirten C-'a Hegen, d. h. wenn die durch p — \ der

Punkte a;('> bestimmte C,,^^ auch den /?'«" Punkt enthält, oder — was
sich für l = x^P"» ergibt — dass die - Function immer verschwindet,

wenn ihre Argumente von der Form sind:

Vh == / duh -\- iduh + . . . + l duh-\- r.

«(1) «(2) a(p-l) ^{p)

wo dann die Punkte x^'K x(^\ . . . a;0'-i) völlig beliebig sein können.
Dieser Fall ist ein erstes Beispiel dafür, wie sich algebraische Rela-
tionen für Schnittpunktsysteme adjungirter 6'„_3 in einfachster Weise
ausdrücken lassen, sobald man die transscendenten 0- Functionen
zu Hülfe nimmt. Durch weitere Verfolgung dieser Bemerkung lassen

sich aber auch alle diejenigen Sätze über Schnittpunktsysteme adjun-
girter C„_3 erledigen, welche wir früher im Anschlüsse au den Rest-

satz behandelt haben, und welche insbesondere zu dem sogenannten
Riemann-Roch'schen Satze führten. Die Entwicklung dieser Ver-
hältnisse soll uns hier zunächst beschäftigen.

Die Einführung der 0- Function in diese Theorien beruht nach
dem Obigen auf der Lösung des ümkehrproblems, welche eben durch
sie vermittelt wird, oder (nach den Entwicklungen auf p. 831) auf
der Darstellbarkeit algebraischer wie f verzweigter Functionen durch
Quotienten von -Functionen. Solche algebraische Functionen lassen

sich aber noch in anderer Weise auf transscendentem Wege herstellen,

nämlich durch Vermittlung von Integralen zweiter Gattung; und an
diese Darstellung derselben lässt sich dann ebenfalls eine Behandlung
der Specialgruppen und SpcciahcMaren anknüpfen. Wir wollen auf
letztere Methoden nachher um so mehr eingehen, als wir bisher noch
nicht Gelegenheit fanden, uns mit Integralen zweiter Gattung ein-

gehender zu beschäftigen.

Wenn es uns so gelingt, mit Hülfe des einfachen Formalismus,
welchen die Theorie der Abel'schen Integrale an die Hand gibt, die

beregten Fragen directer zu behandeln, als es uns auf dem rein

algebraischen Wege möglich war (indem dies z. B. bei dem Satze
• auf p. 437 nur durch einen Schluss von q auf <? -f- 1 geschah), wenn
man auch historisch zuerst auf ersterem Wege zur Stellung und
Beantwortung der bezeichneten Probleme geführt wurde, so ist dagegen
doch das principielle Interesse nicht gering anzuschlagen, welches ein

algebraischer Beweis rein algebraischer Sätze für sich in Anspruch
nehmen muss. Die folgenden Untersuchungen sollen daher keineswegs
jene früheren Beweise ersetzen, sondern nur eine andere Seite der

durch diese Fragestellung gebotenen Probleme beleuchten. Hervor-
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gehoben mag ferner werden, dass die Theorie der transscendenten

Functionen bisher nicht dazu verwendet werden konnte, die Anzahl

der möglichen Special -Gruppen, bez. -Schaaren einer bestimmten Art

anzugeben, während wir früher solche Zahlenbestimmungen, wenigstens

für einzelne Fälle, mit Hülfe des erweiterten Correspondenzprincips

wirklich ausgeführt haben (p. 743 f. und p. 749 fP.). —
Dass jede Specialschaar ffq^''\ d. h. jede Schaar gQ^'^\ für welche

(p. 699):

q> Q — p+\
durch adjungirie ÜAirven {n — 3)''''" Ordnung ausgeschnitten iverden kann,

ergibt sich hier in folgender Weise. Zunächst betrachten wir eine

Punktgruppe, in welcher nur p — 1 (nicht p) Punkte durch die

übrigen bestimmt sind. Dann muss von den p Gleichungen des

Umkehrproblems

:

I
duh + j duh -\- . . . -\-

I
duh = Vh ,

oder von den entsprechenden Difterentialgleichungen

:

eine die Folge der übrigen sein; oder mit anderen Worten: Es
müssen sich Constante c<^*, c^^\ . , . c'''> so bestimmen lassen, dass:

(2) r, 9), (a;(')) + c^^p^ {x^')) + . . . -f c,,?,, (o;«)) = 0.

Diese p Gleichungen aber sagen eben nichts anderes aus, als dass

die Punkte x^'\ auf der C„_^: c, (jp, + . . . -f c^rp^, = liegen. Wenn
nun von den Punkten einer Gruppe noch weniger durch die übri-

gen bestimmt sind (wie eben im Falle q > Q — p -\- \), so müssen
von den Gleichungen (1) mehrere eine Folge der übrigen sein; und
man wird in gleicher Weise zu einer grösseren Zahl von Relationen

der Form (2) geführt. Letztere aber sagen immer aus, dass die

betreftenden Punkte (zusammen mit festen Punkten einer residualen

Gruppe) auf verschiedenen adjungirten C„-.z liegen, und also durch

eine lineare Schaar solcher Curven ausgeschnitten werden können,
wie behauptet wurde.

Den Beweis für den Riemann-Roch 'sehen Satz mittelst ©-Func-
tionen führen wir zuerst an einigen besonderen Fällen durch. Der
einfachste Fall ist der, wo durch p — 1 Punkte x^^\ a:*^', , . . x^p-^"^

noch oo' 6\_ 3 hindurchgehen.*) Dann liegen diese Punkte mit jedem

*) Es ist also (> = /i = p — 1, r = 1 , und es ergibt sich, dass auch 9 = 1,

denn es ist immer (> + /i = 2 p — 2, ö — /i = 2 y — 2 ». Vgl. p, 688 und 701.
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beliebigen /y*"" Punkte z von /' auf einer C„-^, d. h. es besteht nacii

dem Eingangs erwähnten Satze unabhängig von z und | die Relation

:

(3) ®
( 5^ /

^^"' + /
^^"' ~

/
^"''

)
^ ^^•

Andererseits ist nach dem Abel'schen Theoreme, da die C„--i durch

die Tangente von ^ zu einer C„_2 ergänzt wird, wenn durch y"',

y<^), . . .
y(P-^' die p — 1 übrigen Schnittpunkte einer durch die a:<'^

gehenden C„_3 bezeichnet werden:

i^P-x •^<'' i=p-x y}^ (i

(4) V Cduh+ ^ j
dUh-\-2 j duh = 0.

Die Argumente der in (3) auftretenden 0- Function werden daher

gleich

:

— 2^ / duh + / duh — / <?w^ — 2 / <?t/A

'~^
a(«) a(P) i" afp)

= — >^ j duk— I
duh'-\- j dUh .

Aus (3) folgt also, da eine gerade Function ihrer Argumente ist,

unabhängig von ^ und z die weitere Relation:

0( y duA-^ du;, -
I duH\==0,

welche aussagt, dass die /? — 1 Punkte ?/('' mit jedem beliebigen

Punkte ^ von / auf einer adjungirten Cn — z liegen, d. h. dass auch

durch die y<') noch eine oo'-Schaar von C„_3 geht; und dies ist wie-

der der auf p. 688 gefundene Satz.

Ein anderes Beispiel soll uns der Fall Q = p (also R = p — 2),

r = l geben, wo durch p Punkte a:(^>, x^^\ . . . x^p) noch oo' C„_3

hindurchgehen. Es liegen dann je p — 1 dieser Punkte a:*') mit

jedem beliebigen Punkte z*) auf einer C„_3, d. h. wir haben die /;

0.

•) Es sind hier natürlich immer nur Punkte von /'=0 gemeint; vgl. die al-

gebraische Behandlung dieses Beispiels auf p. 694 ff.

Relatione

(5)
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wo der Index k an dem Summenzeichen andeuten mag, dass in der

Summe das dem Index i = k entsprechende Glied ausgelasseü werden

soll. Sind wieder ?/(*>,... y^^""*^, worunter jedoch y<^' auszulassen ist,

die p — 2 zu den x^ residualen Punkte, so können wir hier nach dem

Abel'schen Theoreme die Gleichung (4) durch die folgende ersetzen:

(6) 2^ / ^«Ä + ^j/c / ^^'' + Mwa + / rfw/i = .

'-1 aW '^^
ai') «(*) cc(P)

Die Argumente der in (5) vorkommenden 0- Function werden daher

gleich

du/i -f- / du/i —
I

du/i — / du/t —• / dii/i — / </wa

- ^^ j duk~ I
du,, — / diiA -\-,

j
' = ^ «(0 „(P) aC^) ^

a(^)

Die Gleichungen (5) sagen somit auch aus, dass man durch die jo — 2

Punkte ?/('', durch irgend einen der p Punkte a;''> und durch einen

beliebigen Punkt ^ noch eine C„_3 legen kann; durch die y^^ gehen

also p verschiedene Büschel von 6'„_3 und somit- auch zum Mindesten

eine oo^-Schaar solcher Curven. Dass die Mannigfaltigkeit der

letzteren Schaar auch nicht grösser als 2 sein kann, erkennt man
durch Umkehrung dieser Schlussweise. Wir haben also q = 2 , wie

es der Ri em an n- Roch 'sehe Satz verlangt.

Zur Durchführung des allgemeinen Beweises setzen wi#

Q = p — 1 -|-
() , also: R = p — \ — q .

Durch die Q Punkte .r^'', x^"^^, . . . a;<^' sollen der Annahme nach oo''

Cn-3 gehen; d. h. es sollen alle {p — r)
-
gliedrigen Determinanten

aus dem folgenden Schema verschwinden *)

:

cp, (a:<2)) (Pp (^<^')

q>,{x(^)) q>,{xm) q>, {x(0))

Das Verschwinden dieser Determinanten sagt aber nichts anderes aus,

als dass je p — r der Punkte aj('> mit r beliebigen Punkten auf einer

adjungirten C„_3 liegen. Die betreffenden Relationen werden daher

^) Vgl. p. 702, wo /{ durch Q, q durch r, t durch p — l zu ersetzen ist.
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auch vollständig dargestellt durch das folgende System von Glei-

chungen:*)

/.= ? ^'^ i=r
^l'^'' f. \

wo die Indices A-j, k^, . - kr+g-i an dem ersten Summenzeichen

andeuten sollen, dass in der Summe die den Werthen i = k^,

k^, • . . kr-^q-i entsprechenden Glieder ausgelassen werden sollen, so

dass die Summe nur noch aus Q — r — q -\- \ == p — r Gliedern be-

steht, und wo durch 2:*^ 'i)r beliebige Punkte bezeichnet sind. In diesen

Gleichungen ist die Zuordnung der unteren Grenzen «('^ zu den oberen

Grenzen x''^ noch eine sehr willkürliche. Um uns von dieser Willkür-

lichkeit frei zu machen und im Folgenden die Bezeichnungsweise ein-

facher zu gestalten, führen wir als untere Grenze immer denselben

Punkt II ein und ausserdem Constante Kh, definirt durch**):

Kh= i dUh-\- i duh -\- . .
. -\-

I
duk.

ad) «(2) a(P)

Die Gleichungen (7) gehen dann über in:

(8)0(V ^
^

fduH-^y^fdm + /^,-fduA=0.

Bezeichnen wir ferner mit x^^+^\ x''^ + ^\ . . . x^^+^^ die Gruppe der

R zu den o^') residualen Punkte, so ist nach dem Abel'schen

Theoremogf

'<?Ma4- V fdUh-\-2Kn=0.IÎ
c « = 1 ^

Die Argumente der 0- Function (8) gehen daher über in:

— ^IdUh— V j duh-\-^ i dUk~ Kh — j duh

*) Von den durch das Verschwinden beregter Determinanten dargestellten

Gleichungen sind nur (r -|- 1) (Ö — p -\- r -\- 1) von einander unabhängig (p. 704);

dem entsprechend sind auch die hier aufgestellten -Relationen noch von ein-

ander abhängig. Dass diese Gleichungen auch umgekehrt hinreichen, um alle

(7? — r) - gliedrigen Determinanten obigen Schemas zum Verschwinden zu bringen,

erkennt man durch einen analogen Schluss, wie er in der Anmerkung auf p. 692

angedeutet ist.
*

**) Dies sind dann die bei R. A. F. §.22 mit k bezeichneten Constanten;

.vgl. die Anmerkungen auf p. 835 und 836.
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Da nun jedenfalls r <, R ist, so können wir hierin r — 1 der Punkte

z'^'^i^ bez. mit r — 1 beliebigen der Punkte a;(^+'> zusammenfallen

lassen, also z. B. setzen:

Schreiben wir dann kurz z statt z^^r)^ so geht diq Gleichung (8) über in

:

^,_„ .rtC'+ O .._..,„ . J''i^

(9) "

Andererseits hätten wir z. B. auch z^*'* mit a:('''>, und nicht mit a:(^+^'',

zusammenfallen lassen können, wodurch die Gleichung (9) sonst un-

geändert bliebe; es würde nur iji dem ersten Integrale der zweiten

Summe die obere Grenze x'^+^|' auftreten. Da nun die Punkte x^ «^ aus

den Q Punkten a:''' beliebig gewählt waren, so besteht die Gleichung

(9), auch, wenn man irgend einen anderen dieser Punkte für a;*^''

wählt; nur darf derselbe nicht unter den Punkten a:*^^', a:^*'', .. . a:'^>+p— i'

enthalten sein. Für a:<^'' kann man also noch Q — r — p-j-2 =
p — r -\- 1 andere Punkte x^'^ setzen, ferner nach der eben gemachten

Bemerkung auch jeden der R Punkte a;*^+'). Als Function von a:^^'^

aufgefasst, verschwindet daher die in (9) links stehende 0- Function

für R -\- p -\- \ — r =2p — r — q verschiedene Werthe von x^''^^.

Da nun immer R ^ r ist, so ist auch:

p — l — Q — r>0
oder:

2p — Q — r ^ p -\- \ .

Als Function von a:('^'Werschwindet also die 0- Function für ijiehr als

p Werthe von a;*'*') und somit*) überhaupt unabhängig von x^^^K Ana-

loges gilt für a;(*'>, . . . x^''r+ Q-i); bezeichnen wir also mit z^^\

z^-\ ....?(' + ?>, i beliebige Punkte von /", so besteht immer die Glei-

chung :

(10) 0(^,^ ,^,, , J^">*+ ^ j du,-\-K,-j duA^O;

*) Vgl. R. A. F. §. 22 und Riemann: Ueber das Verschwinden derQ-Func-
tionen, §. 2. Crelle's Journal, Bd. 65. Die in §. 3 des letzteren Aufsatzes ange-

stellten Betrachtungen über einige besondere Fälle von Specialschaaren stimmen
im Wesentlichen mit denen des Textes überein; ein Unterschied in der Behand-

•lung ist nur durch die verschiedene Wahl der unteren Grenzen bedingt. — Nach
§. 4 ff. des genannten Aufsatzes lässt sich der Fall, wo die 0- Function unab-

hängig von gewissen Theilen der Argumente verschwindet, immer auf das Ver-
schwinden allef Ditt'erentialquotienten bestimmter Ordnung nach den Argumenten
zurückführen.
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und diese sagt aus, dass durch je R — r -\- 1 Punkte der Residual-

gruppe Gr noch eine oo'' + Q - Schaar von Cn-% geht. Nun ist aber

R — r -\- \ = p — r— p; sind also y
(1) yip-r—Q) irgend welche

der R Punkte a;(^+'>, so besteht immer die Gleichung:

^\
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Ordnung x = 0, die sonst ganz beliebig sein kann. Dann ist

A = - eine algebraische Function, welche in den Punkten Gq unend-

lieh wird; und die Mannigfaltigkeit q der Schaar g^i'^, die zu dem-

selben Residuum Gr gehört, ist dann offenbar um Eins kleiner als

die Zahl der willkürlichen Coefficienten, die in der Curve
;f
= noch

verfügbar sind, wenn letzterer keine andere Bedingung auferlegt wird

als die, durch die Punkte der Gruppe Gr zu gehen und zu / adjungirt

zu sein. Diese Zahl aber wird sich bei näherer Untersuchung von

der Zahl r -j- 1 der Hnear von einander unabhängigen adjungirten

6'„_3 abhängig zeigen, welche man durch die Gruppe Gq legen kann.

Der von uns zu beweisende Satz ist daher folgender:

Wird eine algebraische Function X in Q Punkten Gq unendlich gross

von der ersten Ordnung, und können in diesen Q Punkten r -\- \ Func-

tionen cp (x) verschwinden^ zwischen denen keine lineare Relation besteht,

(d. h. geht durch Gq eine oo'- Schaar von Cn-^), so enthält l die Zahl

Q — j9 -f- r -|- 2 willkürlicher Coefficienten (d h. die Gruppe Gq gehört

einer <xfl- Schaar an, für die q = Q — P -\- r -\- \).

Zum Beweise stellen wir die Function A in anderer Form dar.

Eine Function, welche in Q Punkten a^^'^, . . . a;^^) algebraisch unend-

lich erster Ordnung wird, ist offenbar gegeben durch eine Summe von

Q Integralen zweiter Gattung, deren jedes in je einem der Punkte

x<'> unendlich gross wird (p. 792); und diesem Integrale kann man
noch beliebige lineare Combinationen von (überall endlichen) Inte-

gralen erster Gattung hinSiufügen, so dass man den Ausdruck erhält*):

(11) /SjZi + /32Z2 + . . . -f ^^Zy + «jM, 4- «2^2 + . . . + a^u^,

wo die /3, und ui Constante bedeuten. Unter Z, ist dabei das Normal-

integral zweiter Gattung verstanden, welches im Punkte a;''> unendlich

wird und durch diesen Punkt völlig bestimmt ist, so dass:

dZ; =
n'ajif

während die erste Reihe der Periodicitätsmoduln von Zf verschwindet

und der Periodicitätsmodul von Z, am Querschnitte b,, gegeben ist

durch eine algebraische Function, nämlich (p. 805):

wobei (aj'~^act)i = 0. Die Summe (11) ändert sich daher an einem

Querschnitte ay der zerschnittenen Riemann'schen Fläche um ^niuy,

dagegen an einem Querschnitte by um

*) Zur unteren Grenze der Integrale Z,- ist ein beliebiger fester Punkt von f
gewählt, obere Grenze ist der bewegliche Punkt x.
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Bestimmt man also die noch willkürlichen Constanten a, und /3,

so, dass die Gleichungen bestehen:

«j = «2 == . . . = «p =
(12) ß, H,M + ß,^/'' -{-... + ßi> H(,<^) =

(v = l, 2, 3, . . .p),

so stellt der Ausdruck (11) eine Function dar^ welche in der ganzen

zu f = gehörigen Riemann'schen Fläche eindeutig und stetig, und
mit Ausnahme der Q Punkte x'^'"> auch überall endlich bleibt, in

letzteren aber algebraisch unendlich wird; d. h. derselbe ist eine

algebraische Function von x^, x.^, Xo.. Und umgekehrt kann sieh die

in denselben Q Punkten ebenso unendlich v/erdende Function A von
dem Ausdrucke (11) nur um eine Constante C unterscheiden. Man
hat folglich:

(13) '^ ^
I
- ^1^1 + ^2^'^ + -.'-hßoZ^-^C.

Hier bestehen zwischen den Grössen ß; die p Gleichungen (12);

es können also von denselben Q — p willkürlich angenommen werden.

Die Function X enthält dann noch — p -\- 1 willkürliche Coeffi-

cienten, d. h. die Curven % =^ bestimmen auf / noch eine oc^^-f-

Schaar von Gruppen Gq , von denen eine durch z/; = ausgeschnitten

wird. Dies stimmt damit überein, dass im Allgemeinen p Schnitt-

punkte durch die übrigen bestimmt sind. Ist insbesondere = p -\- 1,

so sind die Verhältnisse der Grössen ßi vollständig bestimmt, und wir

haben eine cx>'-Schaar von Gruppen Gp^i, welche durch den Büschel

j^
— A j^ = gegeben werden. Für besondere Lagen der Punkte Xi

kann es jedoch eintreten, dass die Gleichungen (12) nicht von einan-

der unabhängig sind. So wird z. B. eine die Folge der anderen,

wenn Q = p, und wenn die Determinante von (12) verschwindet. Von
letzterer aber lässt sich das. Product:

/ (cxa ) \ / (cxcc) \ / (cxa) \

absondern, welches, da fi (xa)i= a^'-'^a,-, von den Punkten a:^'> un-

abhängig ist. Die betreffende Gleichung geht daher über in:

(14)

g)j (a:'^)) (p^ (a:(')) ... (pj,
(a^'D)

0.

In dem Falle liegen alao die Q = p Punkte x^''> auf einer Curve 90 = 0,

und die Anzahl der in A willkürlichen Coefficienten ist gleich
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Q — p -\- \ -\- \ =2^ d. h. durch das Residuum von p — 2 Punkten

kann man noch eine cxj^-Schaar von Cn-z legen, was mit den hekannten

Resultaten übereinsimml. Ganz ebenso wird für einen beliebigen Werth
von die Zahl der willkürlichen Constanten um r -f- 1 vermehrt,

wenn zwischen den Gleichungen (12) r -\- 1 Relationen der Form:

Ci<Pi (^^'') + c,(p, (x^'^) -^ ...-{- Cp(pp (a;W) =
bestehen, wo die d Constante sind, d. h. wenn durch die Punkte ic^')

r -j- 1 verschiedene Curven cp hindurchgehen, wodurch dann wieder

der oben ausgesprochene Satz gewonnen ist. Gleichzeitig ist hiermit

wieder gezeigt, dass jede Specialschaar durch adjungirie Cn-'i ausge-

schnitten werden kann.

Zur Erläuterung betrachten wir noch ein einfaches Beispiel; es

sei eine Grundcurve / == 5*^^'^ Ordnung ohne Doppelpunkte gegeben,

also jo = 6. Hier ist jede ganze Function zweiter Ordnung der Xi

eine Function (p. Die Function

wird in den 5 Schnittpunkten von &^ = mit /" == unendlich. In
denselben verschwinden 3 von einander unabhängige Functionen q),

nämlich b^Xi, b^x^, b^^x^] daher enthält A die Anzahl 5— 6-|-2-{-2= 3
willkürlicher Coefficienten, in der That die Grössen «j , a^, «3. —

Man erkennt übrigens leicht, dass der vorstehende Satz auch für

Schnittpunktsysteme nicht adjungirter Curven gültig bleibt. Gehen
nämlich die Curven x = 0, if; = durch einen Doppelpunkt von /",

in dem die Punkte | und tj der Riemann 'sehen Fläche vereinigt

liegen mögen, nicht hindurch, so nimmt die algebraische Function

^ =
I

für X = i und für x ^= r] denselben Werth an, indem nur

eine Curve des Büschels x — ^t = durch den Doppelpunkt geht.

Soll also wieder die Gleichung (13) bestehen, so erhalten wir für die

Coefficienten /3, neben den Gleichungen (12) zunächst noch die

Relation

:

(15) ß,J dZ, + ß,JdZ., + . . . + ^^ j'dZ^ = .

Diese Gleichung aber ist identisch erfüllt. Durch nähere Unter-

suchung des Integrals j-^dWaß nämlich wird man, wie hier nicht

weiter ausgeführt werden soll*), zu der Formel geführt:

*) Vgl. Cl. u. G. A. F. p. 128 f.

Clebsch, Vorlesungen. 55
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0«) (ß^.-i^r"S(fi)p'"'- \dx/i «

wo a, ß zwei beliebige Punkte sind, und wo zur Abkürzung gesetzt ist:

unter a einen Punkt der Tangente von x an die Grundcurve ver-

standen. Die Indices a, ß, i an den eingeklammerten Ausdrücken

sollen andeuten, dass in diesen bez. .r == a, x = ß, x = x^''> zu

setzen ist, wo x^'^ die Q Verschwindungspunkte von ^ sind. Die

Gleichung (16) nun ist mit der Gleichung (14) identisch, wenn man

setzt

:

a = X

Setzt man aber in (16) cc = i, ß = rj, so wird (^\ = {^\ ,
und

wir erhalten die Gleichung (15), q. e. d. ßer oben ausgesprochene

Satz (p. 863) bleibt also auch für Schnittpmktsysteme nicht adjungirter

Curven ebenso bestehen.

In obigem Beispiele können wir also der C5 auch einen Doppel-

punkt beilegen und die Function A = ,^ betrachten. Dann wird = 5,

p = b, r =\ (denn die Linie b^^ = wird durch jede Gerade durch

den Doppelpunkt zu einer Curve (p ergänzt). Es folgt also ^=5 — 5

-|- 1 -(- 1 = 2, wie es geometrisch evident war.

XL Schnittpunktsysteme nicht adjungirter Curven mit der Grundcurve.

* — Das erweiterte Umkehrproblem.

Die' geometrischen Untersuchungen, welche wir bisher an das

Abel'sche Theorem und das Umkehrproblem anknüpften, bezogen sich

namentlich auf Schnittpunktsysteme adjungirter Curven; und es reichte

dabei aus, Integralsummen erster Gattung zu betrachten (p. 817). In

der That stimmt in dem Falle die Zahl p der Gleichungen mit der

Zahl der zwischen den Schnittpunkten bestehenden Relationen überein
;

und das J ac ob i
'sehe Umkehrproblem lehrte uns die Bestimmung von

p Schnittpunkten durch die • übrigen aus jenen p Integralgleichungen,

vorausgesetzt, dass die Ordnung der schneidenden Cu^ve grösser als

« — 3 ist. Hat man es dagegen mit nicht adjungirten Curven zu

thun, so sind mehr Schnittpunkte durch die übrigen bestimmt; es

müssen somit zu jenen p Gleichungen für Integrale erster Gattung,

welche immer bestehen bleiben, noch andere Gleichungen hinzutreten.
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so dass durch die Gesammtheit derselben das Schnittpunktsystem

wieder vollkommen charakterisirt wird. Man übersieht dies leicht,

wenn man sich die Grundcurve allmählich so degenerirt denkt, dass sie

einen Doppelpunkt erhält. Dann sinkt das Geschlecht der Curve um
eine Einheit; und es gehen, wie früher erwähnt wurde, p — 1 der p
Normalintegrale erster Gattung in die iVor/wa/integrale erster Gattung

der neuen Curve über, das jt?"" Integral dagegen verwandelt sich (bei

passender Wahl des Querschnittsystems der Riemann 'sehen Fläche)

in ein Normalintegral dritter Gattung /ür die neue Curve, deren

Unendlichkeitspunkte ^, ly in dem neu entstandenen Doppelpunkte

vereinigt liegen (vgl. p. 807). An Stelle der p Gleichungen des

Jacobi'schen Umkehrproblems treten daher, wenn wir mit 7t= p — 1

das Geschlecht der neuen Curve bezeichnen, jetzt die 7t -\- l Glei-

chungen:

X' / du/, = v,, (Ä = 1, 2, 3, . . . 7t),

'=' cd)

und aus ihnen hat man wieder die oberen Grenzen x^^ zu bestimmen.

Ebenso erhält man q Gleichungen mit Integralen dritter Gattung,

wenn die betrachteten Curven durch q Doppelpunkte der Grundcurve

nicht hindurchgehen; und solche q Gleichungen bestehen ja dann auch

in der That nach dem Abel'schen Theoreme für Integrale dritter

Gattung. Das Problem der Bestimmung der Punkte x^^ aus den p -\- q
Gleichungen ist es, welches man als das erweiterte IJmkehrpröblem*)

bezeichnet.

Die Lösung des letzteren ergibt sich indess nicht ohne Weiteres

aus der des Jacobi'schen Problems durch den angedeuteten Grenz-

übergang. Da nämlich bei diesem eine Periode des Integrals TT|,; un-

endlich gross wird, so kann man die beim Jacobi'schen Probleme
verwendete 0- Function nicht mehr unmittelbar benutzen; man muss
vielmehr eine andere Function einführen, welche sich übrigens aus

den 'gewöhnlichen 0- Functionen und aus Exponentialfunctionen zu-

sammensetzt. Im Folgenden sollen diese Verhältnisse,**) insbesondere

•) Für j9 = 1, 9 = 1 ist dasselbe von Rosenhain (unter anderen Gesichts-

punkten) behandelt: Memoires des savants etrangers, t. 11, p. 376, allgemein

für j9 = 1 von Clebsch: Crelle's Journal, Bd. 64, für p = 2 von Brill: ib.

Bd. 64, für Curven mit beliebigem Geschlechte von Clebsch und Gordan:
Cl. u. G. A. F. p. 148 und 270 ff.

**) In Betreff des-Jacobi'schen Umkehrproblems für p = 2 sei nochmals auf
den Aufsatz von Prym, der schon p, 765 erwähnt wurde, verwiesen.
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die Eigenschaften dieser neuen Function, nur für den Fall p = 2

erörtert werden (wo wir wieder p statt ti schreiben) ; an diesem Bei-

spiele wird hinreichend hervortreten, wie man im allgemeinen Falle

zu verfahren hat. Die Resultate wollen wir für die Curve vierter

Ordnung mit einem Doppelpunkte verwerthen, insbesondere für die Be-

stimmung ihrer Doppeltangenten. —
Wir bezeichnen die beiden Normalintegrale erster Gattung mit

Wj, «2; ^^^ ^^^ Doppelpunkte der C^ gehörige Normalintegral dritter

Gattung mit «3. Für die Betrachtung legen wir eine zweiblättrige

Riemann'sche Fläche mit 6 Verzweigungspunkten zu Grunde, wie

sie der Gleichung der C^ (p. 797):

«/2^2 {^) + y^i (^) + 9^4 (^) =
entspricht, wenn man y als Function von x auffasst. Die sechs Ver-

zweigungspunkte sind durch drei Verzweigungsschnitte paarweise mit

einander verbunden ; um die letzteren legen wir die Schnitte 0. , «j»

b^, &2, Cj, C2 in der Weise, wie es für p = ?> in Fig. 71, p. 800

veranschaulicht ist. Vermöge dieser Schnitte ist die Fläche dann in

eine einfach zusammenhängende zerlegt, deren Rand eben durch diese

Schnitte gebildet wird. Die Werthe einer Function 95 an zwei

gegenüberliegenden Punkten dieses Randes wollen wir mit (p+ und

(p~ bezeichnen , indem wir in bekannter Weise eine positive und eine

negative Seite der Randcurve unterscheiden.

Zufolge unserer früheren Festsetzungen über die Normalintegrale

bestehen dann für jeden Punkt des Schnittes «j die Gleichungen:

(1) (m,+ — U{-)„^ =27ti
,

(«2+ — ^2-)«. = , (M3+ «s")". = ö

,

wobei die untere Grenze der Integrale ui beliebig und constant ge-

wählt ist. Ebenso haben wir für die Schnitte a.y, /y, , h.^: ,

(2) (mi+
—

Wi-)„, = , {u^+ — u.r)a, = 2%i, (M3+ — t/g-)«, = ,

(«1+— Wi-)i,= ail, («2+ - «2~>i= «12> ("3'^— W3~X= / ^"1 = ^1

n

= A.

(3)

(m,+— Wi-)i,= a2i; (^2"^— «2~X=«22> (wa"^ — «3 k= M«2 =
2;

und es ist gleichzeitig , wenn unter J das über den ganzen Schnitt cc

a

geführte Integral verstanden wird, bei richtiger Wahl des Sinnes, in

welchem man das Integral führt*):

,= / du^, äfj2=«2i= / du^=
I
du^, «22= / ^%? 2in= j du^ = / du^

*) Vgl. z. B. Neumann a. a. 0. p. 126, Note.
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Das Integral «3 endlich ändert sich noch um ^2 in bei jedem Um-
gange um einen der Unendlichkeitspunkte |, r]. Die Schnitte c^, c,^

kommen für die Periodicitäts - Eigenschaften der Integrale nicht weiter

in Betracht.

Für die von den Integralen w, , u^ abhängende - Function (p. 836)

:

haben wir ferner bekanntlich die Gleichungen (v = l , 2)

:

(4) (0+ : 0~)., = 1, .(0+ : 0~>, = « "- + ^ "-
;

und wenn

(5) Vv = yV + 2 /Wy TT 2 -j- «1 y ^1 -|- «2 r ^2

gesetzt wird , so ist allgemein

:

rQ\
l'^'\

--. Q r^\ g qiVi + q-iV^ + ^ (?i-«ii 4- 2 Si?,«,, + q^«'»)
^

Die von uns zu behandelnde Aufgabe besteht nun darin, aus den

drei Gleichungen:

^(1) .j(2) .^(3)

(7) IdUh -f i'duH + CdUh = Wh (Ä = 1, 2, 3)

c(l) c(2) >)

die Punkte x^^'^ , a;^^^, a;^^' in Function der gegebenen Grössen iv^, iv.,, w.^

zu bestimmen. Aus dem über das Jacobi'sche Umkehrproblem Ge-'

sagten (p. 833) ist sofort klar, dass man eine Gleichung für die

Werthe einer algebraischen Function ^ in den Punkten a;^*', x^^\ a;'^)

aufstellen kann, wenn es gelingt, die Summe der Werthe eines Inte-

grals dritter Gattung mit beliebigen Unendlichkeitspunkten ^, ^ als

Function der .Grössen ^v^, lu^, w^ darzustellen, d. h. die Summe:

.r(l) .r(2) x(3)

(8) n^ (-) = l'^Hf^ + jdT\t,9 + fdW^^.
Ad c(2) >)

Es kommt also im Folgenden nur darauf an, diese Darstellung zu

leisten.

Letzteres gelingt nun mit Hülfe einer von den drei Grössen Mj,

?<2, W3 (jedoch nicht symmetrisch) abhängenden Function 0'(Mi, u^, u.^

oder kurz 0'(m), welche wir durch folgende Gleichung definiren:

(9) 0'(m)= Q{u^-^a„ u,-^A,).e^"^

+ e{u^ + ^A^, n,-}-^A,).e-^-^,

wo A^ , A^ die in (3) ebenso bezeichneten Integrale bedeuten. In

Rücksicht auf (3) ist nun an den Schnitten b/, für h = l, 2:
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Wegen der in (3) ausgesprochenen Eigenschaften des Integrals Wg

haben wir also aus (9):

(10) (log &{u)+ - log Q'(u)-y,^ = w/. + 4 a,h (Ä = 1 , 2)

;

definirt man ferner v^ durch die Gleichung:

(11) V.; = v^-\-2gi7t + q^A^-]- q^A^,

v/, v^ dagegen wieder durch (5), so findet man allgemein:

(12) log0>')=log0»+^,i;i+ ^2V2+ ^(^i2^ii+2^i^2«i2+ '72'«22)+^«'^;

und man verificirt leicht, dass:

(13) Q'(—v) = Q\v).

Die Periodicitätseigenschaften der Function 0' sind hiernach ganz

analoge wie die der gewöhnlichen 0- Function. Die erstere ist da-

gegen in der zerschnittenen Riemann'schen Fläche nicht mehr wie

letztere eine überall eindeutige Function, denn durch das Zerschneiden

längs der Querschnitte ist ein Umgang um einen der Punkte |, 7]

noch nicht unmöglich gemacht, und ein solcher ändert das Vorzeichen

von 0'. Jedem Punkte der Fläche entsprechen daher zwei Werthe
dieser Function; nur für die Punkte | und rj fallen beide zusammen.
In ihnen nämlich wird Wg unendlich gross wie log {x — |) bez.

log (x — fj) in X == ^ bez. x = r; und also 0' algebraisch unendlich

wie [x — ^)~^ bez. {x — ri)~^. Die Punkte ^, 7] si?id daher Ver-

zweigungspunkte der Function 0'; und zwar hat letztere (ausgebreitet

über die zerschnittene Fläche) keine anderen Verzweigungspunkte, wie

man aus der Art ihrer Bildung aus den gewöhnlichen -Functionen

erkennt. Wenn also Q' (u) in einem Punkte der Fläche verschwindet, so

geschieht dies mindestens von der ersten Ordnung, d. h. wie {x — a) für

X = a. —
Zur Lösung des in den Gleichungen (7) gegebenen Umkehr-

problems verfahren wir nun genau so, wie es Riemann für das

Jacobi'sche Umkehrproblem gethan hat.*) Unter Wj, Wj, Mg ver-

stehen wir unsere drei Integrale, deren gemeinsame untere Grenze

beliebig und constant, deren gemeinsame obere Grenze variabel sein

mag; ferner mögen Vj, v^, v^ drei beliebig gegebene Constante be-

deuten. Wir beweisen alsdann zunächst den Satz, dass die Function

0' (w — v) in drei Punkten der Riemann'scA^n Fläche verschwindet,

es sei denn, dass sie identisch Null ist; letzteres soll aber zunächst

*) Vgl. R. A. F. §. 22, sowie die näheren Ausführungen bei Neumann und
Prym a, a. 0.
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ausgeschlossen werden. Nach den eben gemachten Bemerkungen über

das Verschwinden von 0' brauchen wir nur zu zeigen, dass das Quadrat

von 0' (w— v) in sechs Punkten Null von der ersten Ordnung wird;

diese sechs Punkte müssen dann eben aus drei Paaren von je zwei

zusammenfallenden Punkten bestehen, damit 0' {u — v) in ihnen un-

endlich von der ersten Ordnung werden kann. Wir bezeichnen des-

halb im Folgenden mit 2 V die zu suchende Zahl der Verschwindungs-

punkte von [0' (m — ^')]^ dann ist V die entsprechende Zahl für

0' (u — v).

Die Function:

[0' (m - v)Y = 02 (mv — i ^v) e'" 4- 02 (w. + i Jv) e-'"

ist in der durch die Schnitte a, b, c zerschnittenen Fläche sonst

überall eindeutig und stetig; nur in den Punkten | und r] wird sie

algebraisch unendlich von der ersten Ordnung. Es ist also nach einem

bekannten Satze:

(14) r^logr0T=2 C^^ = 2iit{2V-\ -l) = 4«7r(F-l),

wenn man das links stehende Integral über die ganze Begrenzung der

zerschnittenen Fläche führt, d. h. in beiden Richtungen über alle

Schnitte a, b, c. Dies Integral ist andererseits gleich

2/rf(log0'+ -logO'-), •

geführt in nur einer Richtung über die Schnitte a, h, c. Nun folgt

aber aus (10) und (12) für die Schnitte a und c:

log 0' (m — v)+— log 0' (u — y)- =
und für die Schnitte h:

C(d\ogQ' {u — v)+ — dlogQ' {u - v)-\ = l duh = 2ni

.

Aus (14) erhalten wir somit:

/rflog0' = 4?Ä = 2?;r (F— 1),

oder: F= 3, q. e. d.

Es kommt jetzt weiter darauf an, die Abhängigkeit dieser drei

VerschWindungspunkte der Function 0' (w— v) von den gegebenen

Constanten v,, v^, v.^ näher zu bestimmen: Wir werden zu zeigen

haben, dass diese Abhängigkeit eben durch die Gleichungen (7) unseres

Umkehrproblems dargestellt wird, wenn man auf den rechten Seiten der-

selben noch gewisse Constante hinzufügt (oder — was dasselbe ist —
ohne Vermittlung solcher Constanten, wenn man die unteren Grenzen

c<') passend wählt). Die drei Verschwindungspunkte von 0' (w — v)
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würden dann mit den in (7) auftretenden Punkten x^^\ a;*^', a;(3) zu-

sammenfallen und sollen daher sogleich mit diesen Buchstaben be-

zeichnet werden.

Auf der Begrenzung der durch die Linien a, b, c zerschnittenen

Fläche nehmen wir nun irgendwo drei Punkte ^('), i,^^\ gf'^) an. Von
^(1) aus legen wir eine Schleife l^, welche den Punkt a;(i) umkreist
und dann zu ^W zurückkehrt; ebenso verbinden wir die Punkte x^'^\

a;(3) bez. mit den Punkten t,^^)
,

g(3) durch Schleifen L^, /g und denken
uns die Fläche längs der Linien /, , l^, l^ aufgeschnitten; endlich

legen wir noch einen Schnitt a.^ um die Punkte |, r] und verbinden
ihn durch einen weiteren Schnitt mit der Randcurve unserer Fläche. In
der so zerschnittenen Fläche ist jetzt log 0' (w — v) eine überall endliche
stetige und eindeutige Function des veränderlichen Punktes x ; Gleiches
gilt von den Integralen w,, u^ und daher besteht die Relation:

W =/log 0' {11 — v).duv = (v = 1 ^ 2)

,

wenn man das links stehende Integral über die ganze Randcurve der
Fläche erstreckt, d, h. in beiden Richtungen über alle Schnitte a^, a^,

«3, c^, C2, *, , b^, /i, I2, h- Andererseits ist dieses Integral gleich der
Summe der Integrale

• W = r jlog 0' (11 - v)+ — log 0' (u - v)-{ dur
,

geführt über alle Linien a, b, c, 1. Nun haben wir aber

an den Linien /,, l^, l^: log 0'+ — log 0'- = — 2/:nc, •

log0'+_log0'- = O,

log 0'+ _ log 0'- = 2ff,j7t (Ä = 1 , 2, 3),

log 0'+— log0'-= w„ _v,,-|-^a,,.-f-2Ä,,i7r.

Es bedeuten hier die Grössen ff und h ganze Zahlen, welche hinzu-
gefügt werden müssen, da die Differenzen von log 0' nur bis auf
Vielfache von 2 in definirt sind. Bezeichnen wir nun mit «r^^^ ccv^^\

«^(3) die Werthe von w„ in den Punkten ^<i),
^(2), ^(s)^ niit «/'), a/2)^ «^0)

die in den Punkten x^'\ so wird:

CdW= 2iTC CdUr = («v<'^ — «v^'O 2 in
,

i dW = 2nigy j duv= 2gri7i . Uhv, (h==l,2)

CdW=2i7tff^ Cdur =

i dIV = j ui-du,.+ (iint,, — vt + 2htjii) fdu,,

tth

bv
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Hier ist fdur gleich 2 ni oder 0, je nachdem h = v oder h > v, das

Integral Juh~duv hängt nur von dem constanten Anfangswerthe des

Integrals Uy ab; ebenso sind die Integrale a^^^ von den x^^ unab-

hängig. Bezeichnen wir also mit ky solche von den x^"^ unabhängige

Constante , so wird schliesslich für v = 1, 2:

= W^{ayW _|_ «^(2) _|_ ay'-^) — vy-^ 2 hyin^ g^a^yJ^ g^a^y + ky) 2i%

.

Eine ganz analoge Gleichung leitet man aber in derselben Weise auch
für W3 ab. Es wird also schliesslich bis auf vollständige Perioden-

systeme für V = \, 2, 3

:

= Wy-\-ky-- byW _ ^,,(2) _ ^,^3) _ ^^, _|_ ^^
^

wo by^'^ den Werth des Integrals w„ im Punkte d'^ bedeutet, wo ferner

die Xy neue Constante sind, und die Wy mit den in den Gleichungen

(7) gegebenen Grössen übereinstimmen sollen. Wir haben also den Satz:

Setzt mmi die Argumente der Function Q', welche durch (9) definiri

ist, gleich Uy — Wy — Xy , wo die Ky gewisse Constante und die Wy durch

(7) gegeben sind, so verschwindet die Function 0' in den drei Punkten
.rW, x(^), x^^\

Um die Constanten x,, x^, x^ genauer zu bestimmen, verfahren
wir nun in folgender Weise.*) Die constante untere Grenze der

Integrale soll mit ft bezeichnet sein; dann verschwindet nach dem
eben ausgesprochenen Satze die Function

.r(l) .r(2) .r(3)

Q' ( 1 duu~ I
du,, — j duh — Cduj, — Xh\

I* cW '(2)
c(3)

für X = x^'^'i unabhängig von den Punkten a:<2), x^'^^] oder mit anderen
Worten: Die Function

cW ^(2) JS)

(15) 0' (fdu,, — l'duA — TduH — Xh\

(^ c(2) >)

verschwindet unabhängig von der Lage der Punkte x^^\ x^^\

Die Punkte c<^), c^^\ c^^) sind hier noch ganz beliebig; mit ihnen
müssen nur immer die Grössen x^, x^, x^ gleichzeitig passend ge-

ändert werden. Wir bestimmen dieselben jetzt durch folgende Con-

*) Diese Bestimmungsweise der Constanten ist der von Weber (Crelle's Jour-
nal, Bd. 70) für das Jacobi'sche Umkehrproblem gegebenen nachgebildet. Das
Resultat stimmt mit dem bei Ol. u. G. A. F. p. 184 auf anderem Wege (für den
allgemeinen Fall) gewonnenen überein.
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struction. Die Tangente der C^ im Punkte fi schneidet die C^ noch

in zwei Punkten ; durch letztere legen wir einen Kegelschnitt, welcher

die C^ noch in drei Punkten berührt und nicht durch den Doppel-

punkt geht. Solche Kegelschnitte gibt es in endlicher Zahl; und mit

den drei Berührungspunkten eines zunächst beliebig ausgewählten lassen

wir die Punkte c^^', c^'^\ c^^' zusammenfallen. Es soll dies jedoch ein

eigentlicher Kegelschnitt der Art sein, d. h. er soll nicht in die Tan-

gente von fi selbst und eine Doppeltangente der C^ zerfallen. Nun
schneidet die Verbindungslinie von x^'^^ und x^^^ die C^ noch in zwei

Punkten, die mity*^', y^^^ bezeichnet seien. Dann ist nach dem Abel'-

schen Theoreme für h = l, 2, 3:

(i ar(2) ^(3) , y(2) „(3)

(16) 2 jdUh + l'duh + Cdu„ + Cduh + jdu,, = .

cW c(2) e(3) c<2) c(3)

Hieraus folgt, da 0' eine gerade Function ist, dass neben der durch

das Verschwinden von (15) gegebenen Gleichung auch die Gleichung

besteht:

c(l) w(2) j/(3)

(17) 0' ( CdUh — jduh — i duh -f ^j\ = 0,

y c(2) c(3)

und zwar unabhängig von y^'^\ y^^K Man kann also in letzterer

Gleichung auch j/^^' = x^^\ y^^^ = x^^^ setzen; und dann stimmt die

Gleichung (17) mit (15) bis auf das Vorzeichen von x^ überein.

Statt X == x^^^ zu setzen, hätte man aber auch x = x^^> und x^^^

nehmen können. Es ergibt sich somit, dass unabhängig von dem

Vorzeichen der Grösse Xy die Function

0'
( / duh — / du/, — / du,, — / duu Az^vj

% cW c(2) c(3)

für X = x''^\ x = x^'^'>, X == x^^^ verschwindet. Dies ist aber nur

möglich, wenn sich die Argumente der von -{- Xv und der von — x^

abhängenden Function 0' um ein Vielfaches von Periodensystemen

unterscheiden; d. h. wir haben:

Xj =^(2^^7ti + ^2 • ^ + f*3 • + ri«ii + r2«22)

^2=^i(^i-^ +^i^2^« + ^3 -0 +7l«21 + r2«22)

^3 = i C^i • ^ + f*2 • +2 fi^iTC -j- r^A^ -f ^2^3) ,

wo nun die Zahlen ^, y ganz bestimmt gegebene Werthe (= mod. 2)

haben und eben dadurch definirt sind, dass die Function Q'(fduh -f- Xy)

in den drei Punkten c^'* verschwindet.
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Legt man durch die beiden weiteren Schnittpunkte der Tangente

von }i mit der C^ einen anderen Kegelschnitt, der die C^ in den

Punkten k^^^, a^^\ a^^) berührt, so ist nach dem Ab el'schen Theoreme:

a(1) a(2) a(3)

(18) l duh-{-
I
duh + i duh^ \kh ,

^1) "^2) ^(3)

wenn kh ein bestimmtes Periodensystem bedeutet. Die Function

0' (/+ ^ kh-\- \^h) verschwindet dann in den drei Punkten k^^^, a<^',

a^^\ Besonders ausgezeichnet ist aber hierdurch das System von Punkten

a^'^, für welches kh = x^ wird, welches also die Eigenschaft besitzt, dass

die Function Q'{fdUh) in den Punkten a(^>, a'^)^ ^,(3) j^f^n loird.

Es ist daher zweckmässig, dieses bestimmte Punktsystem für die

unteren Grenzen der Integrale in den Gleichungen (7) zu wählen, wie

es im Folgenden (analog unseren früheren Bemerkungen über das

Jacobi'sche Problem p. 835 f.) geschehen soll. Es sei noch hervor-

gehoben, dass der in diesen ausgezeichneten Punkten «('^ berührende

Kegelschnitt im Allgemeinen nicht in die Tangente von ^ und eine

Doppeltangente der C^ zerfallen kann. Alsdann nämlich wäre der Punkt

^ unter den Punkten «('^ enthalten, und es müsste die Function

Q' (fdu/,) für X == ^ verschwinden, d. h. die Gleichung bestehen:

0'(O, 0, 0) = 0,

was im Allgemeinen offenbar nicht eintritt.

Auf die Doppeltangenten der C^ kommen wir sogleich noch

zurück. Zuvor mögen die bisher gewonnenen Resultate für die Lö-

sung des in den Gleichungen (7) gegebenen Umkehrproblems benutzt

werden. Dasselbe erledigt sich einfach, wenn man die Function 0'

anwendet. In der That verificirt man leicht die Richtigkeit der

Gleichung

:

^ C

(19) n. (l)
= log^ ^—

,

ft, fl

WO

:

T\»
(a ) ""^ jdT]^»

, ^'' ^^ f
^"^

''

man braucht zu dem Zwecke nur die Periodicitäts - Eigenschaften sowie

die Null- und Unendlichkeitspunkte auf beiden Seiten der Gleichung

zu vergleichen. Damit ist dann nach den obigen Bemerkungen (p. 869)

das erweiterte Umkehrproblem gelöst. —
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Letzteres kann man nun zur Bestimmung von Berührungscurven
benutzen, welche durch den Doppelpunkt nicht hindurchgehen, wie wohl
nicht weiter ausgeführt zu werden braucht (vgl. p. 838 ff.). Es sei

nur bemerkt, dass jetzt, wie man leicht übersieht, die Gleichungen:

^a) ^(2) ^(3)

(20) i^duh + Cdu, + Cduh = ~ {vh -^-K),

a(l) a(2) «(3)

WO die Vh Constante , die kh Periodensysteme bedeuten , r^ = r^-TP-^^

Lösungen erlauben.*) Für r = 2 folgt hieraus, dass es 31 Systeme

von je einfach unendlich vielen eigentlichen Kegelschnitten gibt , welche

nicht durch den Doppelpunkt gehen und die C^ überall berühren, wo sie

ihr begegnen; denn unter den zunächst gefundenen 32 Systemen ist

das der doppelt zählenden Geraden mit enthalten. —
Von besonderem Interesse ist hier indess wieder das auch für den

Fall jt? = 3 schon behandelte Problem der Doppeltangenten , zu dessen

Erledigung wir jetzt übergehen. Haben wieder a^^\ «(2)^ ^,(3) (jjg q^_

gegebene Bedeutung, und sollen x^^\ x^^^ die Berührungspunkte einer

Doppeltangente sein, so bildet letztere zusammen mit der Tangente

von II eine C^, für welche nach dem Abel 'sehen Theoreme analog

zu (18) die Gleichungen bestehen:

(21) Cdun + Cdu, + CdUh =^k, (h=l, 2, 3),

«(3) „(l) *a(2)

WO die k/t Periodensysteme sind. Hier haben wir aber drei Gleichungen

zur Bestimmung der zm;^« Unbekannten x-'', a;^^)^ sollen dieselben zusam-

men bestehen können, so muss also zwischen den in ihnen vorkommen-
den Constanten noch eine Relation erfüllt sein. Die letztere nun ist uns

sofort durch den oben bewiesenen Satz gegeben, dass die Function:

0'
(

/ du/, + / duu + / duA

«(3) «(1) „(2)

unabhängig von den Punkten g^^\ y^^) verschwindet. Setzen wir also

yW.= x^^\ y(2) ^^ ^(2)^ gQ haben wir die Bedingung, dass die Gleichung

erfüllt sei:

0'
(
fduu + Cdu, + jduÄ = 0' {{kk) = 0.

a(l) «(2) «(3)

•) Die Zahl ist hingegen wieder gleich r^^, wenn der Doppelpunkt in einen

Rückkehrpunkt übergeht, denn dann verwandelt sich das Integral dritter Gat-

tung in ein Integral zweiter Gattung; und letzteres hat keine logarithmische

Periode mehr.
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(22)

Wir müssen daher fragen, ob es Systeme von halben Perioden

^ k^, ^ A-2 , ^ A-g gibt , für welche, als Argumente der Function 0', diese

letztere gleich Null wird. Setzen wir nun:

kv = 2 iTinih -\- ^i«iv + ^2Ö2v (^ = 17 2)

A3 = 2ing + q^A^ -\- q^^i-

Die Function 0'
{^ k/,) entsteht dann aus 0' (— ^^h), indem man die

Argumente der letzteren um ein ganzes Periodensystem k^ vermehrt;

und folglich wird nach (12):

log0'(iA-/,)= log0'(—|Ä-;i)-f-^(^,2^,i+ 2^1 ^2 «12+^2^ «22- ^1-^1— ^2-^2)+ .^
^'^

= log 0' (— I k,,) — n i {m^ q^ -{-m^q^ — g)

oder:

0'
(^ kh) ==-& {—\k) . (— \y>hi^+'«.i^-9

.

Da aber 0' eine gerade Function war, so ist auch

&{\k,) = (d' i-^k,).

Beide Gleichungen können nur zusammen bestehen: entweder, wenn
m^q^ -\- m.^q.^ — g eine gerade Zahl ist, oder wenn Q' (i^kh) = ist.

Letzteres tritt also immer ein, jvenn m^q^ -\- m^q^ — 9 eine ungerade

Zahl ist, d. h. wenn:

(23) m^q^ -\- m^q^ — ^ ^ 1 (mod. 2).

Nur ivenn die Congruenz (23) erfüllt ist, können daher die Glei-

chungen (21) zur Bestimmung der Boppeltangenten dienen.

Hierdurch ist uns nun die Zahl der Doppeltangenten und ihre

gegenseitige Gruppirung gegeben.*) Die Zahl derselben findet man
gleich 16, was mit den Plück er 'sehen Formeln in Uebereinstimmung

ist (p. 353), und zwar haben wir für die mit den Ziffern 1, 2, ... IG

bezeichneten Doppeltangenten folgende Werthsysteme der Zahlen m, q\
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Die Berührungspunkte dieser 16 Doppeltangenten sind auch, wie

schon bemerkt wurde, unter den Lösungen der Gleichungen enthalten:

«:(!) *(2) ^(3)

(24) / duk + / du,, -f 1 du,, =^ \kh

a(l) «(2) „(3)

welche die Berührungspunkte der durch die übrigen Schnittpunkte der

Tangente von fi gehenden Berührungs- Kegelschnitte bestimmen: Man
kann hier eben einen der

,
Punkte x^'^ mit dem Punkte ^ zusammen-

fallen lassen, wenn für die in den Grössen k/, vorkommenden Zahlen

m, q, g A\Q Bedingung (23) erfüllt ist. Ist diese Bedingung jedoch

nicht erfüllt, so erhält man aus den Gleichungen (24) die Berührungs-

punkte eines eigentlichen Kegelschnittes. Die Zahl der letzteren ist

also gleich 2^ -2+1 — 16 = 16.

Zu weiteren Sätzen über die gegenseitige Gruppit^ung der Doppel-

tangenten gelangt man nun (wie im Falle p = 3), wenn man von den

Systemen der (jetzt nicht adjungirten) Berührungs - Kegelschnitte aus-

geht. Die Berührungspunkte x^^\ . . . x^'^^ eines solchen bestimmen

sich, wenn c^^^ , . . . c^^) die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden

mit der C^ sind (die doppelt zählend einen Berührungs -Kegelschnitt

gibt), aus den Gleichungen:

^(1) ^(2) A^) ^(4)

(25) j dUh-\-
I
duh + / du,, + / du,, = ^^ä ,

cW ^2) <:(3) ,(4)

wo die kh wieder durch (22) definirt sind. Es ist indess bei Lösung

des Umkehrproblems geschickter andere Gleichungen zu Grunde zu

legen, in denen die zu ^ gehörigen Punkte «('^ als untere Grenzen

vorkommen. Nun gehen durch die beiden übrigen Schnittpunkte der

Tangente von /u- zwei Curven vierter Ordnung, von denen die eine

aus dem doppelt zählenden, in a^^', «(2)^ «(3) berührenden Kegelschnitte

besteht, die andere durch den in ic<i', . . . a:'^' berührenden Kegel-

schnitt und die doppelt zählende Tangente von ^ gebildet wird. Wir

können daher die Punkte aj''^ auch aus den folgenden drei Gleichungen

bestimmen

:

^•(1) ^(2) af) J^ ,i^

(26) fdu,, + CduA -f / du,, + l'du,.-{-2 j du,, -=^ ^k,, ,

!/l)
•

a(2) «(1) „(2) a(3)

WO die k/, von den in (25) so bezeichneten Periodensystemen ver-

schieden sind, wenn beide zu denselben oberen Grenzen gehören. In

ihnen kann immer noch ein Punkt x beliebig angenommen werden;
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die anderen drei sind dadurch nach den Gesetzen des erweiterten Um-

kehrproblems festgelegt; in der That stimmen dann die Gleichungen

(26) mit den Gleichungen (20) überein, wenn man in letzteren die

vu passend wählt. Es gibt, wie schon erwähnt, 31 Systeme eigentlicher

Berührungskegelschnille; dazu tritt noch das zweifach unendliche System

der doppelt zählenden Geraden, deren Schnittpunkte a;^'' sich aus (26)

für /Cj = Ä-2 == Ä-3 = ergeben. In der That bildet ja jede Gerade

zusammen mit der Tangente von ^ eine C^, so dass nach dem Abel'-

schen Theoreme:

^(1) :r(2) x(3) ^(4) ^

(27) fdu/,-{- l'duA-{- l'di//,-\- Cclu/,-\-2 Cdun^O.

aW ^2) „(1) „(2) „(3)

Soll nun ein solcher Berührungskegelschnitt, dessen Perioden-

systeme k/i durch die Zahlen m, , m.^, q^, q^, g gegeben sind , in

zwei Doppeltangenten zerfallen, welche bez. durch die Zahlen m{, m^',

Qi) Qi) 9 ^^^ ^i"> ^2" ^i") ^i'> 9" charakterisirt sind, so muss sein

(mod. 2):

w, = m^ -\- m(\ w., = m{ + m^' , g ^ee g -\- g"

,

Qx = qi + Qx , Qi = Q-2 + Qi y

m{q^ + m^q^ — / eee 1 , m^' q{' + m{ q^'' — g" — \ .

Man erkennt hieraus leicht, dass jedes der 31 Systeme, mit Aus-

nahme des durch die Zahlen q^ =. q^ = m^ = m^ = , g = \ bestimmten

4 Paare von Doppeltangenten (also je 8 Doppeltangenten) enthält; und

diese 30 Systeme werden weiter nach dem Werthe von g paarweise ein-

ander so zugeordnet, dass immer zwei alle 16 Doppeltangenten enthalten.

Jede Doppeltangente kann somit, je nachdem sie mit den andern gruppirt

wird, als 15 Systemen zugehörig betrachtet werden, wie die folgende

Tabelle veranschaulicht. Dieselbe ist durch die in der vorstehenden

Tabelle eingeführte Bezeichnung der Doppeltangenten mittelst der

Zahlen 1, 2, ... 16 vereinfacht. Die römischen Ziffern beziehen sich

auf die 15 Paare von je zwei Kegelschnittsystemen, welche den 15

Paaren von Werthsystemen m, q, g entsprechen, wobei sich letztere

Zahlen in jedem Paare nur durch den Werth von g unterscheiden.

Die unter einander stehenden Doppeltangenten bilden je ein Paar;

den römischen Ziffern sind die Werthe der zugehörigen Zahlen m^,

q^, m^, ^2 in Klammern beigesetzt, während die zugehörigen Werthe

von g links am Rande bemerkt sind. Man erhält die Tabelle:
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Um jedoch die Gleichungen (28) im Zusammenhange mit den
Gleichungen (21) und (26) zu untersuchen, ist es nöthig die unteren
Grenzen in ihnen übereinstimmend zu wählen. Nun ist zunächst nach
dem AbeTschen Theoreme (v = l, 2):

aW a(3) „(2) „(2)

(30) / dUr H-
'

fdl,, + ^ fdU„ -f ^ fdU, == -l^ Br
,

i^) >) ¥ i
wenn i?, , R^ Periodensysteme bedeuten. In Folge dessen gehen die

Gleichungen (28) über in:

(31) duy-i- jdUr.-{-^ fdu^-\-^ l'du^= l-{k;— R^).

aW a(3) a(^) a(^)

Ist ferner kv" ein anderes Periodensystem, dessen Zahlen der Bedin-
gung (29) genügen und z der zugehörige Berührungspunkt, so besteht

zwischen z und k^" eine ganz analoge Gleichung, in der dasselbe

Periodensystem R^ vorkommt. Durch Addition beider ergibt sich:

du, -\- idu,-{- ldnr 4- Idv, + 2 i'du^ e= \ {k/ + ky")

,

a(l) «(1) a(2) «(2) „(3)

eine ' Gleichung, welche aus (26) für tj = x^^>, z = x^^\ ^ = x^'^\

^ = a;W^ ky -\- ky" = k^ entsteht. Nun geschieht aber die Bestim-
mung der Punkte y, z allein durch das gewöhnliche Umkehrproblem,
ist also völlig unabhängig von dem Integrale dritter Gattung u.^,

folglich auch unabhängig von dem Werthe der Zahlen g, g", g.
Letztere können vielmehr beliebig gleich Null oder Eins gesetzt wer-
den. In der That würde ja auch die entsprechende Summe von Inte-

gralen dritter Gattung einen unbestimmten Werth annehmen. Hieraus
folgt, dass jede der vom Doppelpunkte ausgehenden Tangenten ah Doppel-
tangente zweifach zu zählen ist, dass je zwei der 30 Kegelschnitfsgsteme,

welche zu einem Paare gehören (sich nur durch den Werth von g unter-

scheiden), dasselbe Paar solcher uneigentlichen Doppeltangenten enthalten,

und dass letzteres in jedem der beiden Systeme als Berührungskegelschnitt

doppelt zählt.'*')

*) In der That müssen auch in jedem zu einer C4 gehörenden Systeme von
Berührungskegelschnitten sechs Paare zerfallender C^ enthalten sein; denn die
Gleichung eines solchen Systems ist, wenn /•= 0, /i = zwei C^ desselben sind,

von der Form:

Es ist dann PR^Q-i^o die Gleichung der C^ und ö = die einer C^, welche
durch die Berührungspunkte von P=0, 11 = mit der C^ geht. Vgl. z. B.
Salmon's Higher plane curves, n, 251.

Clebscb, Vorlesungeu. gg
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Bezeichnen wir nun mit (miqim2q2) die zu der in y berührenden

Tangente vermöge (28) und (29) gehörenden Zahlen, so haben wir die

6 Tangenten (Berührungscurven (n — 3)*''' Ordnung)

:

r. 2'. 3'. 4'. 5'. 6'.

(0011) (1101) (1110) (1100) (1011) (Olli);

und dieselben vertheilen sich auf die 15 Paare von Kegelschnitt-

systemen nach dem Schema:

I. IL III. IV. V. VI. VII. VIIL
2'3' 1'3' 1'2' 5'6' 3'6' 2'5' l'ö' 2'G'

IX. X. XL XIL XIIL XIV. XV.
3' 5' 1'6' 1'4' 3' 4' 2' 4' 4' 6' 4'

5'

Bas 31'* System von Berührungskegelschnitlen endlich enthält jede

der sechs vom Doppelpunkte ausgehenden Tangenten als in eine Doppel-

gerade ausgeartete Curve, wie man sofort bestätigt ; es enthält also die-

selben uneigentlichen Doppeltangenten, wie das zu demselben Werthe

von g gehörige 32'® System, welches aus den doppelt zählenden Gera-

den der Ebene besteht.

Die uneigentlichen Doppeltangßnten nun stehen wieder zu den 15

Systemen von adjungirten Berührungs - Kegelschnitten in besonderen

Beziehungen; doch gehen wir darauf hier nicht mehr näher ein.

Man wird ferner über die Lage der Berührungspunkte leicht ähnliche

Sätze aufstellen, wie im Falle /> = 3. So liegen z. B. die acht Be-

rührungspunkte je zweier Paare von Doppeltangenten desselben Systems

auf einem Kegelschnitte, u. s. f. —
Nach diesen ausführlichen Erörterungen für den Fall p = 2 hat

man Gesichtspunkte, um das erweiterte Umkehrproblem im allgemeinen

Falle zu behandeln. Die sich dann bietende Aufgabe kann man in

folgender Form aussprechen:

Es seien p Summen von je p -{- q gleichartigen Normalintegralen

erster Gattung mit den oberen unbekannten Grenzpunkten a;(^^ x^^^ , . . .

x^p+'i> und den unteren bekannten Grenzpunkten c^^^, c^^', . . . c'''"'"*>

gleich gegebenen Grössen v^, v^, . . . Vj,; ausserdem aber q Summen von

je p -{- q gleichartigen Normalintegralen dritter Gattung mit den näm-

lichen Grenzen gleich gegebenen Grössen w^, w^, . . . Wqi und die Unend-

lichkeitspunkte der letzteren Integrale seien bez. ^'^^ r/('>; |(^>, t^^^). _ ,

|(?>, ?;(«); d. h. es seien die folgenden p -\- q Gleichungen gegeben:

(3ii) V' / c?w, = y, , . . . >' / dUp = Vp

i=P + q f^
i^P + 1 f^

(34) V / rfn^(i),(i) = «^i, ••
. 2j ^"^^^^^vW %
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Die Aufgabe ist, die Coordinalen der oberen Grenzpunkte x^'^ als Func-

tionen der Grössen ^v , w darzustellen, oder als solche die Coefficienten

einer Gleichung

darzustellen, deren p -\- q Wurzeln die den oberen Grenzen entspre-

chenden Werthe einer horaocjenen Function ^ sind, deren Zähler und°
ii)

'

Nenner gleich hohe Ordnung haben.

In dieser Form ist das Problem zunächst unabhängig davon, ob

die Unendlichkeitspunkte ^(') , rf-'^ paarweise in Doppelpunkten vereinigt

liegen oder nicht. Für die geometrische Anwendung ist jedoch der

erstere Fall von hervorragender Bedeutung, und auf ihn kann der

andere durch eindeutige Transformation der Grundcurve zurück-

geführt werden. Von besonderem Interesse ist wieder die Frage nach

denjenigen Curven (n — 3)*" Ordnung, welche durch q Doppelpunkte
der Grundcurve nicht hindurchgehen und dieselbe überall berühren, wo
sie ihr begegnen, indem dann zwischen den Grössen v^, . . . Vpj^q des

Umkehrproblems, d. i. zwischen den entsprechenden halben Perioden-

systemen, noch eine Relation erfüllt sein muss, wenn das Problem
lösbar sein soll. Alle diese Fragen wird man in analoger Weise er-

ledigen können, wie dies für /> = 2 geschah. Besondere Betrachtungen

sind indess immer anzustellen, wenn unter den q Doppelpunkten auch
Rückkehrpunkte enthalten sind.

XII. Curven vom GescMechte p = 0.

Bei unseren Untersuchungen über die Geometrie auf einer alge-

braischen Curve waren die Fälle p = 0, p = l zunächst ausgeschlossen,

wenigstens bei allen Problemen, die sich auf adjungirte Curven
{n — 3)'" Ordnung bezogen ; denn Schaaren solcher Curven gibt es

eben nicht, wenn p < 2. Diese beiden Fälle sollen nun im Folgen-

den nach einander betrachtet werden; insbesondere wird uns die

Parameterdarstellung der Grundcurve genauer beschäftigen, die wir

dann auch für /> = 2 und überhaupt für hyperelliptische Curven aus-

führen wollen.*)

Wir beginnen mit den Curven w'*' Ordnung vom Geschlechte

p = 0, welche also |- (n — 1) (w — 2) Doppel- und Rückkehrpunkte**)
besitzen. Wir wollen zunächst zeigen, dass dieselben immer in eine

*) Vgl. Gl. u. G. A. F. p. 67 ff.

**) Diese werden immer getrennt liegend angenommen. In Betreff höherer
Singularitäten vgl. das auf p. 491 ff. und 678 Gesagte.

56*
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gerade Linie eindeutig iransformirt iverden können.*) Die Doppel-

punkte betrachten wir zusammen mit 2 « — 3 anderen beliebig auf

der Curve gewählten Punkten als Grundpunkte eines Büschels von

Curven {ii — 1)"®' Ordnung. Dieser Büschel ist dadurch vollständig

bestimmt, denn durch die ^{n — 1) (w -|- 2) — 1 festen Punkte sind

die Coustanten einer Curve (w — 1)*'''^ Ordnung bis auf eine gegeben.

Sei diese eine, willkürlich gebliebene, mit A bezeichnet, so ist die

Gleichung des Büschels von der Form

(1)
' g)-fAi/; = 0,

wo (p und '^ Functionen (w — 1)"*'^ Ordnung sind, welche, gleich Null

gesetzt, irgend zwei Curven des Büschels darstellen.

Verbinden wir die Gleichung (1) mit der Gleichung /=0 der

gegebenen Curve und einer Gleichung w^ = 0, so erhalten wir durch

Elimination der xi das Product der Gleichungen der n {n — 1) Schnitt-

punkte in Liniencoordinaten ; und dieses ist vom Grade n in X, vom
Grade n {n — 1) in den w,. Die n {n — 1) Schnittpunkte aber be-

stehen aus den ^ {n — 1) (^ — 2) festen, je doppelt zählenden Doppel-

und Rückkehrpunkten von /", aus den 2 n — 3 willkürlich gewählten

festen Punkten und aus

n (n — 1) - (« — 1) (n — 2) — (2 n - 3) = 1

beweglichen, d. h. von X abhängenden, Schnittpunkten. Von dem

Eliminationsresultate muss sich daher ein Factor vom Grade [n{ii— 1)— 1]

in den ui absondern lassen , welcher 'X nicht enthält; und nach dessen

Absonderung wird die Eliminationsgleichung von der Form:

/l"] + A«2 + f-iU-i = 0,

wo die fi Functionen n^«" Grades in X sind. Dieses ist die Gleichung

des beweglichen Schnittpunktes; seine Coordinaten verhalten sich also

zu einander wie die /}; und man hat die Coordinaten x, des beweglichen

Schnittpunktes als rationale Functionen n'^'" Grades eines Parameters X

dargestellt mit Hülfe der Gleichungen:

(2) oa;, =/, , Qx^==f.i, Qx^=f.^.

wobei Q ein willkürlicher Factor ist.

Setzen wir noch A = ^'
, so haben wir die xi als homogene Func-

?/2

tionen n*®' Ordnung von ?/,, y.^ dargestellt. Sehen wir nun y,, y.^i Vz

als Coordinaten eines Punktes der transformirten Curve an, so können

*) Das Folgende gilt jedoch nur für irreducible Curven; so stellt z. B. eine

allgemeine C^ zusammen mit einer Geraden eine C^ vom Geschlechte Null dar;

die Coordinaten ihrer Punkte können jedoch nicht rational durch einen Para-

meter ausgedrückt werden.
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wir die xi als Functionen der y, betrachten, bei welchen ^3 = 0; es

ist also letzteres die Gleichung der transformirten Curve, d. h. dieselbe

ist eine Gerade, wie es sein sollte.

fVir können so Jede Curve mit ^{n — 1) (n — 2) Doppel- und

Rückkehrpunkten in eine Gerade überführen mit Hülfe der Tr^ansformaHon

(2), welche von der n*"" Ordnung und eindeutig umkehrbar ist.

Dass umgekehrt jede Curve, für welche sich die Coordinaten ihrer

Punkte rational durch einen Parameter darstellen lassen, vom Ge-

schlechte /? = ist, ist evident ; denn diese Darstellung ist eben nichts

anderes als die eindeutige Transformation der Curve in eine Gerade *)

;

und bei einer solchen bleibt das Geschlecht erhalten. Man kann sich

aber weiter die Aufgabe stellen, wirklich die Gleichungen anzu-

geben, von denen die verschiedenen singulären Punkte abhängen, und

so die Plücker'schen Zahlen direct bestimmenj damit wollen wir uns

im Folgenden beschäftigen, um dann weiterhin noch zu sehen, wie

sich das Abel'sche Theorem und überhaupt die Sätze über Schnitt-

punktsysteme hier gestalten.**)

Wenn wir nun eine Curve durch die Gleichungen (2) oder für

l = - durch die Gleichungen:

IQ^\

= A (^1' ^2) = ^»f"

gegeben annehmen, so setzen wir dabei voraus, dass die Functionen

fi von einander unabhängig sind, vor Allem, dass nicht f.^ in der Form

kfx + Ifi darstellbar ist. — Zunächst bietet sich naturgemäss die Auf-

gabe, aus den Gleichungen (3) die Gleichung der Curve selbst in

Punktcoordinaten herzuleiten. Letztere wird dabei von der Ordnung

*) Ist für eine Curve die rationale Parameterdarstellung gegeben, so braucht

jedoch nicht immer jedem Punkte der Curve auch nur ein Werth des Para-

meters zu entsprechen. Man kann dann aber immer einen neuen Parameter

einführen, so dass dies der Fall ist; vgl. darüber Lüroth: Math. Annalen,

Bd. 9, p. 163.

**) Vgl. im Folgenden besonders: C leb seh, Ueber diejenigen ebenen Cur-

ven, deren Coordinaten rationale Functionen eines Parameters sind, Crelle's Jour-

nal, Bd. 64. Einzelne Eigenschaften dieser Curven waren schon früher von

Salmon in der ersten Auflage von dessen Treatise on the higher plane curves

behandelt; vgl. auch den barycentrischen Calcul von Möbius. — Auf die Ge-

staltung der Sätze über specielle Punktsysteme (p. 702 ff. und p. 742 und 749) im

Falle /; = gehen wir im Texte nicht ein. Dieselben erledigen sich hier wesent-

lich einfacher, da man (in Folge der Parameterdarstellung) nur in einem binären

Gebiete, also auf einer Geraden, operirt; vgl. darüber Brill: Math. Annalen,

Bd. 5, p. 395.
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n, denn die Parameter der Schnittpunkte einer beliebigen Geraden u
mit ihr sind die Wurzeln der Gleichung n^'" Grades:

(4) Ui üy" -f «2 (f'x" + W3 «"x" = .

Die gesuchte Curvengleichung *) erhält man durch Elimination
von Q, x^, jf2 aus den Gleichungen (3); es soll auch sogleich noch
gezeigt werden, wie diese Elimination sich in den einfachsten Fällen,
d. i. für n = 2 und w = 3, wirklich ausführen lässt. Aber auch
für die Liniencoordinatengleichung der Grundcurve lässt sich allge-

mein ein Bildungsgesetz angeben. Soll nämlich eine Gerade u die
Curve berühren, so müssen zwei Wurzeln x, : k^ der Gleichung (4)
einander gleich werden; d. h. die Lmiengleichung der Grundcurve ist

durch das Verschwinden der Discriminante des in (4) links stehenden
Ausdrucks gegeben. Andererseits kann man die Coordiuaten einer
Tangente in ihrer Abhängigkeit von dem Parameter des Berührungs-
punktes einfach darstellen. Für einen zu x benachbarten Punkt
X -\- dx nämlich haben wir nach (3):

dxi = «/' - ^ «rfx , (? dx^ = dy:'
-

1 day. , ödx^=^ d\" - 1 a"^y. .

Die Coordinaten der Verbindungslinie von x mit x -\- dx sind daher:

Wg = Q0{x^dx^ — x.^dx^) = a^'^ UiJi"~^ {ay.d^y. ~ d^a,,y)

= (xdx) . (a d) a^"
-

' d^" - ^
, etc.

oder, da der Factor {xdx) in den drei Coordinaten gleichmässig vor-

kommt :

TW, = («'«") a'^«-l flr'V'-^ = "^23 ,

(ö) T «2 = («" d) d'y" - ^a/'-^ ^'^'31,

TW3 = (ad) a^»- 1 aV " ^ = '0',2

.

Diese Gleichungen stehen den Gleichungen (3) dualistisch gegenüber;
sie geben die Parameterdarstellung für die Tangenten der Grundcurve.
— Man erhält daher auch bis auf einen Factor die Gleichung der
letzteren in Punktcoordinaten , wenn man die Discriminante des

Ausdrucks

gleich Null setzt.

Da nun der Berührungspunkt einer Tangente immer auf der
Tangente selbst liegt, so besteht die (auch leicht direct abzuleitende)

Identität:

(6) A ^23 + /2^31 + /ä ^12 = .

*) Das Resultat der Elimination gibt nichts anderes als die Relation, welche
nach einer Bemerkung auf p. 222 zwischen je drei beliebigen binären Formen
bestehen muss; die drei Formen sind im Texte nur von der gleichen Ordnung
angenommen.
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Für n = 2 würde man also unter Hinzunahme dieser Glei-

chung, wenn

gesetzt wird, die Gleichung des Kegelschnittes durch Elimination von

Q, x,2^ 2x1X2. Xj'^ aus (3) und (6) in der Form erhalten:

-^n

= 0,

'S-,, 9-1 '^2

wo a,-, a-, cti" die Coefficienten der drei Formen f^, f^, ^ bedeuten.

Eleganter gestaltet sich diese Elimination, wenn man zuerst die Glei-

chung in Liniencoordinaten bildet. Letztere wird gegeben durch Ver-

schwinden der Discriminante der Gleichung:

also durch:

(7) Z?hW,' + Dii^-i + ^33V + 2/>23«,W3 + 2/)3iW3M, + "ID.^U.U^^^,

wo die B,k die aus je zwei Formen fi zu bildenden Invarianten be-

zeichnen :

D,, = {iihy, Z)i2 = {aa'f, i>,3 = {aa'f, etc.

Nach bekannten Sätzen der Kegelschuitttheorie ist daher die Gleichung

des durch die Gleichungen (3) für n = 2 dargestellten Kegelschnittes in

Punktcoordinaten , d. i. das Resultat der Elimination von q, x,
,
Xj aus

den Gleichungen (3)*):

(8)

D.. D, '13

i?oo D.23

i>32 D.33

a^o

*^3

= 0.

*) Für a;, = /",, xz = fz, Xz = h ist dies eine Identität, vgl. Clebsch: Theorie

der binären algebraischen Formen, Leipzig 1872, p. 205. — Wegen (5) und (7)

bestehen auch zwischen den f^ und •9',/. die drei Identitäten:

e/'e=^a^2 3+^t2*31 + ^t3^12'

wo man für q durch weitere Rechnung den Werth findet:

— 11 = — {aa) {a a") {a" a)

.

Hierin ist der geometrische Inhalt des von Clebsch a. a. 0. p. 418 studirten

Dualismus gegeben, welcher zwischen den drei quadratischen Formen und deren

Functionaldeterminanten besteht. Auch das sogenannte Hesse 'sehe Uebertra-

gungsprincip (vgl. Hesse: Crelle's Journal, Bd. 66) findet in den Gleichungen

(3) für n = 2 seinen einfachsten algebraischen Ausdruck.
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Für n = 3 haben wir zu beachten, dass durch jeden Punkt x der
Curve ausser seiner Tangente auch die Tangente des Punktes z-{- dx
hindurchgeht, d. h. dass neben (6) auch die Gleichung besteht:

/l ^^23 + A ^^31 + /3 ^^12 = .

Da aber immer dx^r^O, oder dx^ = genommen werden darf, so

dürfen wir diese Gleichung und (6) ersetzen durch die beiden folgenden:

(9)

/'ä^+/2 äx^- + /3 g^--o

Setzen wir also:

SO erhalten wir für w = 3 die Gleichung der Curve 3'"- Ordnung durch
Elimination der Grössen q, x^, k.^ aus (3) und (9) in der Gestali*):

(10)

«0
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lAW AW /aW
(11) Ä^l/i W AW /"sW =0. •

_

Die links stehende Determinante verschwindet für x = l oder A = ji.

oder ^ = X] sie muss daher durch (xX), (Af/) und (/x^t) theilbar sein,

d. h. wir dürfen setzen:

R = (jcA) (Aft) (^x) . R'

,

wo nun R' symmetrisch von x, X, ^ abhängt und in jeder dieser Ver-

änderlichen vom Grade n — 2 ist. Symbolisch sei daher*)

:

R' = (^h"-^i"-^V^c"-\

so dass erst je n — 2 Symbole a zusammen mit je « — 2 Symbolen

ß und je n — 2 Symbolen y wirkliche Bedeutung haben. Sind die

Punkte X, fi gegeben, so findet man aus der Gleichung R' = die

n — 2 weiteren Schnittpunkte ft der Verbindungslinie von x und X

mit der "Curve; und iüv x = X gibt die Gleichung a/' -^ß>c" - '^y^"~^=^

zu jedem gegebenen Punkte ^ die Berührungspunkte der 2 n — 4 von

^ an die Curve zu ziehenden Tangenten.

Doppelpunkte der Curve nun sind diejenigen Punkte, für w^elche

zwei Werthsysteme (jt, und Xi) des Parameters dieselben Werthe der

Coordinaten ergeben, so dass:

(12) 6f,{x)=f,{X), cf,{x)==f,{X), af,{x)^f,{X).

Hier wird die Verbindungslinie der (über einander liegenden) Punkte

X und X unbestimmt; es besteht also vnabhängig von ft,, ftj ^i^ Glei-

chung: ccx"~'^ßi"~'^y/j."~^ = 0, d. h. wir haben das System von n—

1

Gleichungen

:

(13) a;,"-2/3/'-V,"-2=0, ax"-^ßf~^yi"'''^y.^=0, . . . ax"-^ß'f-^y^''-^==i).

Aus ihnen können war die n — 1 Grössen Aj"-^^ Ai"^^A2, . . . A^"-^

eliminiren; setzen wir also

Q,,k = a;c"-^/5i"-^-'/3./yi"-''-V2S

so ist ein Doppelpunkt x bestimmt durch die Gleichung**):

Qo, Co, 1 . • • (>0, ?i — 2

(>1, Pl, 1 • • • Pl, ?< —

2

(14)

^n — 2,0 (>«— 2,1 ••• Qn — 2,7i — 2

= 0.

*) Ueber die Bildung des Ausdrucks R' vgl. Gordan, Math, Annalen, Bd. 5,

p. 118 W. — Für die im Folgenden zur Bestimmung der Plücker'schen Zahlen

angewandte Schlussweise vgl. auch eine Note von Weyr: Schlömilch's Zeit-

schrift, Bd. 16.

**) Ueber die Bildung dieser Gleichung vgl. auch Haase, Math. Annalen,

Bd. 2, p. 525.
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Dieselbe ist vom Grade (n — 1) (n — 2) in x. Auf die nämliche

Gleichung, geschrieben in A, wird man auch geführt, wenn man aus

(13) die Grössen jc, eliminirt; je zwei Wurzeln von (14) geben daher

denselben Doppelpunkt. Es gibt also in der Thai ^ (w — 1) (n — 2)

Doppelpunkte"^), und dieselben werden durch (14) bestimmt; letztere

Gleichung aber kann auf eine Gleichung vom Grade \ (n — 1) (« — 2)

und auf \ {n — 1) (« — 2) quadratische Gleichungen zurückgeführt

werden. Letzteres ergibt sich nach bekannten Sätzen daraus, dass

man von je zwei zusammengehörigen Wurzeln die eine rational be-

rechnen kann, wenn die andere gegeben ist.

Zur Bestimmung der Wendepunkte unserer Curve haben wir die

Bedingung aufzustellen, dass drei benachbarte Punkte >c, % -\- dx,

X -\- 2dx -{- d'^x auf einer Geraden liegen. Da wir uun immer dx.^ ===

annehmen dürfen, so ist für einen Wendepunkt x:

0,

oder nach dem Satze von den homogenen Functionen:

öx"
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Die Doppeltangenten findet man durch dualistische Uebertragung

des bei Aufsuchung der Doppelpunkte angewandten Verfahrens, d. h.

indem man die Formen /",
, /!, ,

/"g bez. mit den Functionaldeterminanten

"^237 ^•i\> 'ö'i
2 vertauscht. Man erhält, dadurch zunächst eine Gleichung

vom Grade {2 n — 3) {2 n — 4), entsprechend der Gleichung (14). Es

ist aber zu bemerken, dass in letzterer Gleichung zwei zusammen-

gehörige (d, i. denselben Doppelpunkt liefernde) Wurzeln einander

gleich werden müssen, wenn einer der Doppelpunkte in einen Rück-

kehrpunkt ausarten soll. Da nun jede Wendetangente dualistisch

entsprechend als Ausartung einer Doppeltangente aufzufassen ist, so

wird die erwähnte Gleichung vom Grade (2 n — 3) (2 n — 4) neben

den Doppeltangenten auch je zweifach zählend die Wendetangenten

liefern, d. h. von ihrer linken Seite wird sich der Factor A'^ abson-

dern lassen. Weil ferner je zwei Wurzeln der übrig bleibenden Glei-

chung sich auf dieselbe Doppeltangente beziehen, so ist die Zahl der

Doppeltangenten gleich

\ {(2 n — 3) (2 w — 4) — 6 (n - 2)} = 2 (n — 2) {n — 3).

Wenn man die der Form A dualistisch entsprechende Form A',

welche vom Grade 3 (2 n — 4) wird, aus den Functionaldeterminanten

d'ik bildet, so würde die Gleichung A' = nach den vorstehenden

Bemerkungen die Rückkehrpunkte von f liefern ; solche sind aber auf

der Grundcurve im Allgemeinen nicht vorhanden (d. h. wenn die /',

von einander unabhängig gewählt sind), während andererseits keine

Wendepunkte auftreten würden, wenn die %ik von einander unabhängig

gewählt werden. Die Rückkehrpunkte müssen daher sämmtlich durch

die Wendetangenten absorbirt sein, d. h. die Combinante A' muss zu

dem Quadrate der Combinante A proportional werden.*)

Die Gleichung (14) muss, wie soeben bemerkt wurde, eine

Doppelwurzel haben, wenn ein Doppelpunkt in einen Rückkehrpunkt

übergehen soll. Wenn aber andererseits die Discriminante von (14)

verschwindet, so hat man zwei verschiedene Fälle zu unterscheiden,

je nachdem zwei zusammengehörige Wurzeln jener Gleichung einander

gleich werden, oder zwei nicht zusammengehörige. Im letzteren Falle

tritt kein Rückkehrpunkt ein, sondern es erscheinen zwei unendlich

nahe Doppelpunkte, wobei dann freilich auch die beiden Tangenten

eines jeden von ihnen in eine zusammenfallen. Dieses Vorkommen
führt keine weitere Reduction der Klasse mit sich, als diesen zwei

*) Und zwar hat man nach Gleichung (19) p. 207 in Clebsch's Theorie der

binären Formen: A'=^A'^; die daselbst für w = 2 ausgeführten Rechnungen
sind nämlich allgemein gültig, wenn man nur alle Gleichungen mit symbolischen

Factoren des Typus a^" ~^ w'^" ~^ a"^"" ^ multiplicirt; in Gleichung (19) daselbst

hat man dann noch die Indices 3, 4, 5, 6 bez. durch 2, 3, 3, 1 zu ersetzen.
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Doppelpunkten überhaupt zukommt; eine solche Reduction tritt je-

doch im zweiten Falle ein , indem man einen wirklichen Rückkehrpunkt

erhält. In den Grleichungen (12) hat man dann nämlich X^ == x^ -\- s,

^2 = ^2 zu setzen^ so dass z. B. die erste dieser Gleichungen über-

geht in:

(17) (f) — 1) «/' == n£ .

«/'-i«!

und für Aj == x^ -}-»?, Aj = ;{j

:

(18) ((? — 1) «x" = nrj . a^'^-^a^ .

Aus beiden Gleichungen folgt aber, wenn man für /j und /g eine

analoge Ueberlegung anstellt:

(19) ^ay'"-'a\ =:a^"-^a\ (--«2)?

t,a"^"-^a\ = a"x"~^a"^ (= a^) .

Nun wurde die Liniencoordinatengleichung der Grundcurve durch das

Verschwinden der Discriminante von (4) gegeben, d. h. durch Elimi-

nation von X aus den beiden Gleichungen

:

,^^
W] «x" ~ ^ «'1 + «2 Uk" -^a\ -f W3 a"^" - 1 a\ =

• M, «x""~^ö'2 + u^dx^'-'^d^ -\- u^d',("-^d\ =
gewonnen. Von letzteren aber wird wegen (19) eine die Folge der

andern; und die Discriminante muss dann nothwendig den Factor

u^a^ -f- MjCCj -|- n^cc^ enthalten, durch dessen Verschwinden beide Glei-

chungen (20) befriedigt werden, wobei nach (3) die Grössen a, die

Coordinaten des betreffenden Rückkehrpunktes sind. Jst also % die

Anzahl von Rückkehrpunkten, so ist die /{lasse der Grundcurve gleich

2 (n — 1) — ^' In ähnlicher Weise bestimmt man leicht den Ein-

fluss eines Rückkehrpunktes auf die übrigen Plück er 'sehen Zahlen.*) —
Betrachten wir nun die Schnittpunkte der Grundcurve mit einer

anderen Curve, so werden wir wieder auf das AbeTsche Theorem

geführt; da aber die Grundcurve vermöge der Gleichungen (3) auf

eine Gerade abgebildet ist, enthalten die betreffenden Integrale jetzt

keine Irrationalität mehr und können daher einzeln wirklich ausge-

werthet werden. Des Näheren gestalten sich diese Verhältnisse in

folgender Weise.

Wir setzen der Kürze wegen x, = A und x.^=l-^ sodann be-

zeichnen wir durch «O, ftW; «(2), &(2); «(3), U^)-^ . . .
«W^ ^^w, wo

V = -^ {n — 1) (w — 2), die bez. den verschiedenen Doppelpunkten

entsprechenden Werthepaare von X. Die Durchschnitte der gegebenen

Curve mit einer Curve m}""^' Ordnung

(21) cp {x^, x^, X,;) =
*) Vgl. Clebsch in Crelle's Journal a. a. 0.
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werden gefunden, indem man in dieser Gleichung für die rc,- ihre

Werthe (3) einsetzt. Man erhält dann eine Gleichung in l von der

Form

:

(22) Q (A) Ez: c (A — Aj) {l - l^ . , . {l — A„„,) eee 9) (a:,, x^, x^ = 0,

wo die Parameterwerthe A, , X^, . . . A„,„ den ?nn Schnittpunkten ent-

sprechen. Setzen wir nun in (22) A einmal gleich a^''> , das andere

Mal gleich b^'\ so bleiben dabei die a; bis auf einen gemeinschaftlichen

Factor c^'^, also auch cp und Q bis auf den Factor (c^'^)"', ungeändert;

und man erhält: Q («(')) = (c''))"' Q (.^'<')), oder:

/oox («(')- ^,)(«(')-g...(a(')-X„„.) _ ,,,).,„

^ ^ (6<'"^ - ;i,)
(&(•> - ;i,) . . . ib^'^ ~ x.,n) ^ ^

für i=\,2,?)...v, wo V == -^ (« — 1) (n — 2) .

Diese v Gleichungen sind für die Theorie der vorliegenden Curven

von der höchsten Wichtigkeit. Sie treten hier an Stelle des Systems

von V -\- p Gleichungen, welche für den allgemeinen Fall aus dem,

Abel'schen Theoreme hervorgehen, und welche für eine Curve vom
Geschlechte p mit v Doppelpunkten aussagen, dass mn Punkte der

Curve auf einer nicht durch die Doppelpunkte gehenden Curve w*®'

Ordnung liegen (p. 882). Weil es nämlich für p == keine Integrale

erster Gattung gibt, so bleiben hier nur die v Gleichungen für Inte-

grale dritter Gattung; diese Integrale sind einzeln bez. gleich

log -jT für i = 1, 2 , . . . V ; und in (23) treten eben die Summen

solcher logarithmischen Integrale auf.*)

fFenn also mn Punkte Xy,,l^, . . . A,,,„ der durch (3) dargestellten

Curve auf einer Curve m^"^ Ordnung liegen sollen, so ist es nothwendig

und hinreichend y dass ihre Parameter dcfi Gleichungen (23) genügen.

Die letzteren erleiden eine leichte Modification, wenn einer der

Doppelpunkte (z. B. a^'\ Z>W) in einen Rückkehrpunkt übergeht. Man
hat dann «*'' == «<'), U'^ = «('' -{- e, c(') = 1 — x<'>£, wo e unendlich

klein ist, und also:

a(')-X _ ^
a__ _

i<'^ - l «('>-l"
Die Gleichung (23) geht daher über in folgende (vgl. für n = 3

p. 592):

(24) -j^-- + 17)^ + . . . + lö-^" = mKi') .

ar-' — Xi a'-

'

— Xj cc-' — lnm

Die Integralsummen dritter und zweiter Gattung, welche, gleich

Null gesetzt, bez. die Stelle der Gleichungen (23) und (24) vertreten,

*) Vgl. für n == 3 p. 586 und p. 592.
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wie soeben erwähnt wurde, findet man, indem man erstere Gleichung

logarithmisch, letztere gewöhnlich differentiirt , und dann von (>''> bis

A bez. von ö^'^ bis A integrirt. Man erhält so statt (23) und (24) die

Gleichungen (für ^ = mn):

(25)

r («(') -i'^rfi ?» (fl(')_ 6(0

)

,a .
/ ' («('•) - 6(0) rf^ ^

J («") - A) (Ä^') - A) V (a<'-^ - ;i) (ftC) - i)
"^ • • • V («^" - ^)

(*''' - ^)
'

g(0 ^<0
^ ^(0

r dX
,

/• dX
I _|_ r dl ^.^

j(0 a(0 o(0

und die unteren Grenzen q, a bestimmen sich aus der Vergleichung

mit (23), (24) durcli die Gleichungen:

J0_o(0 -^
1 v(0

(26)
kr-:-..

=(«"')'
. ;ö = v-

Durch Veränderung des Integrationsweges kann man auf der

rechten Seite der ersten dieser Gleichungen in 2 hn]/— 1 verwandeln,

so dass diese Integralsummen die Periode 2i7c zulassen; die Integrale

der zweiten Gleichung dagegen haben immer die Periode Null, da

sie nur paarweise zusammenfallende Unendlichkeitspunkte besitzen.

Dies kommt damit überein, dass man in (23) rechts (^c^')y»e^''''^ für

(c^O)»' setzen kann, während mx'^''> auf der rechten Seite von (24) sich

durch nichts anderes ersetzen lässt. Man kann sonach folgenden Satz

aussprechen:

Für eine Curve w'^'' Ordnung mit '\ {n — 1) (n — 2) Doppel- bez.

Rückkehrpunklen ^ ist, wenn (für Xj == A, 7i^= \) «(0^ ^(0 die Para-

meter eines Doppelpunktes siiid, immer die Summe gleichartiger Integrale

X

rä) VTV)
gleich 2 h7ij/-—l, hingegen, wenn aS^ der

yd —- K] \0 K)

Parameter eines Rückkehrpxinktes ist, die Summe der Integrale i j vr.
—

^^

a

gleich Null; wo die Summen auf alle Parameter erstreckt werden, ivelche

den Schnittpunkten der Grundcurve mit einer anderen algebraischen

Curve entsprechen.

Hieraus geht sofort hervor, dass alle Aufgaben über Berührungs-

curven^ welche im allgemeinen Falle mit Hülfe des sogenannten er-

weiterten Umkehrproblems der AbeTschen Integrale und der Theilungs-

probleme für die dabei auftretenden Transscendenten gelöst werden

(p. 866 ff.), bei den hier vorliegenden Curven auf die Kreistheilung

zurückkommen und auf die Auflösung einer Gleichung ^^'^" Grades,
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wenn die Berührungscurve durch q von den v Doppelpunkten nicht

hindurchgehen soll. In der That lässt sich dies aus den Gleichungen

(23), (24) direct nachweisen. In allen jenen Aufgaben sind nämlich

k = nm — iiq Schnittpunkte gegeben (von denen 2 {v — q) in Doppel-

punkten liegen), während von den übrigen ^-nial ^i zusammenfallen

sollen. Bezeichnen wir die den ersteren entsprechenden (gegebenen)

Parameter durch /, , l^, . . . h, die der gesuchten Punkte durch Aj,

X^, . . . Xq, SO gehen die Gleichungen (25), von denen hier nur noch

q in Betracht kommen, über in:

(27)

/7-^=.^^^K-)^l7-
r = .^'^-^

r :=: q f r :^k \

Diese q Gleichungen genügen völlig, um die symmetrischen Func-

tionen der Xr durch bekannte Grössen auszudrücken, und so eine

Gleichung ^'®" Grades für A anzusetzen. Man bemerkt zugleich, dass

der Einfluss eines Rückkehrpunktes darin besteht, eine der v Perio-

den 2 ITC zu entfernen (indem dieselbe unendlich gross werden

würde). Wenn, wie dies bei den Curven vierter Ordnung noch ge-

schehen kann, sämmtliche Doppelpunkte in Rückkehrpunkte über-

gehen, so hört die Benutzung der Kreistheilungs - Gleichungen über-

haupt auf. Es haben dann die betreifenden Aufgaben nur je eine

Lösung.

Wie die Bestimmung der Berührungscurven und der Systeme von

solchen in einzelnen Fällen zu geschehen hat, braucht nach den

früheren allgemeinen Erörterungen wohl kaum noch wieder bespro-

chen zu werden. Insbesondere ist für ;/? ^ w — 2 und q == v

= 4" (^ — 1) (« — 2) hier immer die Aufgabe lösbar, durch tnn — vr
Punkte der Curve n''"'^ Ordnung eine Curve w'*"" Ordnung zu legen, welche

die erstere in v Punkten je (r — \) -punktig berührt; und die Gesammt-
zahl der Lösungen findet man, wenn keine Rückkehrpunkte vorhanden

sind, gleich r". Ausgezeichnet sind jedoch, wie bei den Curven von
allgemeinem Geschlechte, (nach unseren Fundamentalsätzen über

Schnittpunktsysteme) die Fälle, wo m <. n — 3. Z.B. für m==n — 3

sind ^ n (n — 3) Schnittpunkte einer nicht durch die Doppelpunkte

gehenden C„ _ 3 durch die übrigen ^n{n — 3) bestimmt ; man kann
daher nur noch die Forderung stell'en, eine C„-s so zu legen, dass

sie die C„ überall, wo sie derselben begegnet, also in ^ n (n — 3) Punkten,

berührt.

Diese Aufgabe führt zur Aufstellung einer Relation zwischen v

Grössen v^'\ welche bestehen muss, wenn dieselben gleich Summen von
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je V — 1 Integralen dritter Gattung der obigen Form sollen gesetzt

werden dürfen. Wir wollen sie für n = 4 noch behandeln, wo sie

uns die Bestimmung der Doppeltangenten einer C^ mit drei Doppel-

punkten gibt. *) Zuvor sei bemerkt, dass man die in (23) auftretenden

Grössen c^'^ leicht durch die d^^ und ¥'^ ausdrücken kann, was für

das Folgende nützlich ist. Sondert man nämlich den Doppelpunkt
«(«), j(«) von den übrigen ^ n (n — 3) Doppelpunkten ab, so bilden

diese übrigen (je doppelt zählend) den vollständigen Durchschnitt der

C„ mit einer C„_3, welche durch dieselben gerade bestimmt ist.

Stellt man nun für die Schnittpunkte dieser C„_3 die Gleichungen

(23) auf, so bleibt nur die eine Gleichung bestehen, welche sich auf

den Doppelpunkt «''\ b^'^ bezieht, durch den die C„ _ 3 nicht hindurch-

geht; und in dieser Gleichung hat man den n (« — 3) Grössen A die

n {n — 3) Werthe a, b beizulegen, welche den Index i nicht haben;

setzt man also der Kürze wegen:

(jc — «<!)) {% — a('')) . . .(x — «M) = <p (jc)

,

(x — &(')) (ji — Ij^) . . . (5c — Z;^) = 1/; (x)
,

SO besteht die Gleichung:

(28) (c('))"-3 = cp' («(^.j/, («(^)

Die zuletzt erwähnte Aufgabe gibt nun nach (23) zwischen den

V — 1 Grössen A die v Gleichungen:

Zwischen den Zahlen h^'^ muss daher, wie erwähnt, noch eine Relation

bestehen; um letztere zu finden, gehen wir zunächst von dem all-

gemeineren Gleichungssysteme aus:

und fragen nach der zwischen den y(') nothwendig bestehenden Rela-

tion.**) Diese ergibt sich direct durch Elimination der v — 1 symme-

trischen Functionen der A,- aus den v Gleichungen (30) in der Form:

(31)

(1)

*) Vgl. das entsprechende Problem für « = 4 und p = 2 auf p. 876.

**) Man würde dieselbe natürlich auch aus der allgemeinen Behandlung des

erweiterten Umkehrproblems ableiten können, wie dieselbe oben angedeutet

und bei Cl. u. G. A. F. p. 270 ausgeführt ist.
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Nehmen wir nun, wie in (29), v(i^= M'^7Cj/— 1, so werden alle Grössen

e" gleich+ 1, und die Gleichung (36) geht einfach über in: r^==l, oder:

(^37)
äW + ä(2) _|_ 7^(3) ^ (mod. 2)

.

Die vier Doppeltangenten unserer C^ bestimmen sich also aus den

Gleichungen (29) für w = 4, v = 3, wenn man bez. setzt:

7iU) = 0, Ä(2)=l, Ä(3) = l

/i(l)=l, Ä(2) = 0, Ä(3) = 1 .

Von Interesse ist hier, wie im Falle w = 4 und p = 1, die Vertheilung

der Doppeltangenten auf die verschiedenen Systeme von Berührungs-

kegelschnitten. Letztere bestimmen sich aus den drei Gleichungen:

(fl'') - ;ii) {a^^ - Xt) («''^ - h) («^'' - h) _ ^(/) ^^(0 ; rt

^fi(0 _ ;t,) (6^') - Aa) (/><') - il,) (A<'' - h)
'

worin A4 noch willkürlich gewählt werden kann. Es gibt daher 7

Systeme von je einfach unendlich vielen Kegelschnitten , welche die C^ in

vier Punkten berühren; und es gilt (wie immer) der Satz, dass die Be-

rührungspunkte je zweier Kegelschnitte desselben Systems auf einem

Kegelschnitte liegen. Bezeichnen wir mit {g(^\ g(^\ g^^^) das durch

die drei Zahlen g besimmte System, so sind jene sieben Systeme:

(0,0,1), (0.1,0), (1,0,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1, 1);

denn das System (0, 0, 0) besteht aus der Gesammtheit der je doppelt

zählenden Geraden der Ebene. Man erkennt hieraus, dass drei dieser

Systeme je zwei Paare von Doppeltangenten enthalten, nämlich

(0, 1, 1) die Paare
{
(0, 0, 0), (0, 1 , 1)} und {(1, 1 , 0), (1, 0, 1)} ,

(1,0,1),, „ {(0,0,0), (1,0, 1)} „ {(1,1,0), (0,1,1)),

(1,1,0),, „ {(0,0,0), (1,1,0)} „ {(1,0, 1), (0,1,1)},

Die vier übrigen Systeme enthalten keine eigentlichen Doppeltangenten.

Unter ihnen ist noch das System (1, 1, 1) ausgezeichnet, insofern

dasselbe drei Paare uneigentlicher Doppeltangenten enthält, nämlich

die drei Paare von Tangenten, welche man bez. von den drei Doppel-

punkten aus an die C4 legen kann. Man überzeugt sich davon leicht,

wenn man beachtet, dass sich z. B. die von dem Doppelpunkte «(i), &(^>

ausgehenden Tangenten aus den Gleichungen bestimmen (A' = 2, 3):

und dass hier wieder /i^^) -\- Ä^») = (mod. 2) sein muss.*)

*) Die 6 anderen Systeme enthalten auch Paare uneigentlicher Doppeltan-

genten in anderer Gruppirung, denn in jedem Systeme müssen G Paare zer-

fallender Kegelschnitte vorkommen; vgl. die Anmerkung auf p. 881.
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Diese Resultate erleiden Modificationen, wenn einige der Doppel-

punkte in Rückkehrpunkte ausarten, wie man nach dem Obigen leicht

näher verfolgt. Tritt ein Rückkehrpunkt auf, so hat man noch zwei

Doppeltangenten, und es gibt drei Systeme von Berührungs- Kegel-

schnitten, deren eines das Paar der Doppeltangenten enthält. Bei

zwei Rückkehrpunkten ist noch eine Doppeltangente und ein System
von Berührungskegelschnitten vorhanden; die Berührungspunkte der

letzteren aber liegen nicht mit denen der Doppeltangente auf einem
Kegelschnitte. Endlich bei drei Rückkehrpunkten hat man zwar noch
eine Doppeltangente, aber kein System von Berührungskegelschnitten

mehf. Die Curve ist von der dritten Klasse geworden, ihre nähere

Behandlung also ganz analog der für die Curve dritter Ordnung mit

Doppelpunkt früher gegeben (p. 587 ff.). —

Besonders einfach gestaltet sich die Aufstellung der Gleichungen
für die Singularitäten der Grundcurve in dem Falle w = 3; und bei

diesem wollen wir daher noch etwas verweilen*); dadurch werden
dann gleichzeitig unsere früheren Untersuchungen über die Curven
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte vervollständigt. Es seien

also an Stelle von (3) die Gleichungen gegeben:

(38) Qx^ = a,}
^ Qx^ = dy,'^

,
Qx^ = a"x^.

Wir haben zunächst die Form cc^ßiy^ aufzustellen, deren Ver-
schwinden aussagt, dass die Punkte x, X, ^ auf einer Geraden liegen.

Nun war aber:

cc^ßxrfc . (Jf A) (A^) (^jf) = ax^ a'x^ d'x^

a.^
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(39) axß^iTf^ = C . A^cAi^i,,

wo C einen Zahlenfactor bedeutet.

Die Gleichung A^A^A^* == sagt sonach aus, dass die Punkte x,

A, ^ in einer Geraden liegen; Ax^A^ = gibt die zwei Berührungs-

der Entwicklung der Form «/" (3/ y^" nur gerade Potenzen von {v.1),

Hfi)^ ((*«) auftreten, denn diese Form ändert sich nicht, wenn man zwei der

Grössen x, il, ft mit einander vertauscht. In Rücksicht hierauf findet man z. 13.

für M = 4

:

wo ;;, q Zahlenfactoren bedeuten, wo A/ durch (15) definirt ist, und wo:

j9^2 = (aa) {aa") (a'a) {(ß'«")««/ + («"«)'«V + (««T«V } •

Insbesondere kann hier die Form Dx^ identisch Null sein; dann sagt die ein-

fachere Gleichung Ax^ Ax^ A^i^ = aus, dass x, X, ^ in gerader Linie liegen;

und hieraus findet man leicht, dass die Berührungspunkte der vier Doppeltan-

genten durch die Hesse' sehe Form von A, d. i. durch die Gleichung:

Hj = (AA7A/AV =
gegeben werden, die Paare von Parameterwerthen für die drei Doppelpunkte

dagegen durch die Gleichung:
*

j -(AA?(A'A")MA"A)«A^2AVAV = 0-

Die geometrische Bedeutung dieses Falles ergibt sich durch folgende Ueber-

legung. Man kann drei binäre biquadratische Formen immer als zweite Polaren

einer Grundform ßter Ordnung auffassen, wie in Rücksicht auf die typische Dar-

stellung der Formen gerader Ordnung durch quadratische Covariauten (vgl.

Clebsch a. a. 0.) oder nach dem Hesse'schen Uebertragungsprincipe, (vgl.

p. 887, Anmk.) daraus folgt, dass ein Kegelschnittnetz im Allgemeinen Polaren--

netz einer C^ ist. Sei also f= ay/' diese Grundform , so kann man setzen

:

und es wird:

A = 1 {aßY ißv)' (y«)' '^x'ßx'Vy' = IJf

7)^2 =_ ^ [aßf (ayy ißyy «^^ = - ^ {i, /•), = -
-J /

,

wenn t und / die bei Clebsch (a. a. 0. p. 283 ff.) so genannten Formen sind.

Ist aber l
= und i ^ 0, so kann man setzen (a. a. 0. p. 44G): /==>{,« .4- k^''',

und dann wird auch j^ZI 0. Dieser Fall gibt keine eigentUche C4. Ist dagegen

l
= dadurch, dass i identisch verschwindet; dann zerfallen die 6 Grundpunl^e

von / (wie bei der Covariante T einer biquadratischen Form) in drei Paare, von

denen je zwei zu einander harmonisch liegen (ib. p. 447), und man kann setzen:

/•= XjXj {-Hl*
— >{2*); dann wird aber Jjy= A = — jh »^i^a ("1* — V) = — jh f-

Es wird daher auch jj zu A proportional; d. h. die sechs Wendepunkte liegen

paarweise in den Doppelpunkten vereinigt. Burrh die Bedingung Dx^ ^ sind

also diejenigen C^ charaklerisirl , welche in jedevi Doppelpunkte gleichzdtig zwei Wende-

pimkle haben (es* sei denn, dass keine eigentliche C^ überhaupt vorliegt; vgl.

p, 890, 2. Anmk.). Ein Beispiel hierfür gibt die gewöhnliche Lemniscale; bei ihr

liegen zwei Doppelpunkte in den imaginären Kreispnnkten.
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punkte X der von l ausgehenden Tangenten oder den Tangcntialpunki l

des Punktes x, 2ind A^^ = gibt die drei Wendepunkte.

Ist insbesondere x ein Wendepunkt, d. i. eine Wurzel von A;('^= 0,

so besteht die erste Polare von k in Bezug auf A aus dem Punkte x

selbst und dem vierten harmonischen Punkte v von k in Bezug auf

die beiden andern Wurzeln von A (vi^obei dann v ein Wurzelpunkt

der Covariän'te Q von A ist). Die Gleichung A^A^A^ = sagt dann

also aus, dass A und ^ zxx k und v harmonisch liegen; diese Bedingung

ist aber nach dem eben Gesagten erfüllt;, wenn A , ft die beiden anderen

Wendepunkte von A sind; und somit ergibt sich der bekannte Satz,

dass die drei Wendepunkte auf einer Geraden liegen.

Die Bestimmung des Doppelpunktes geschieht vermöge obiger Glei-

chung (14), d. h. durch Elimination von X aus den beiden Gleichungen:

AxAaAi=0, AxAiA^ = 0.

Die beiden Parameter des Doppelpunktes sind daher die Grundpunkte der

Hesse'scÄt'n Form x^- von A, d. h. die Wurzeln der Gleichung:

r/ ^ 2 (A A') Ai A2' A. A/ = (A A')^ A,,A/ = .

Gleichzeitig folgt hieraus, dass das Verschwinden der Determinante

von T, d. h. der Invariante R = (tt')' von A, die Bedingung für das

Auftreten eines Rückkehrpunktes liefert.

Aber auch für die Polare r^r^ von %x^ ist leicht eine Bedeu-

tung anzugeben. Die Gleichung t^t;. = nämlich ergibt sich durch

Elimination von ,u aus den beiden Gleichungen

:

A.^A^ = 0, A;.2A,. = 0.

Zunächst erhält man das Resultat (AA') A^^^AV == 0. Nun ist aber:

(AA') A.2A',2 = ^(AA') (A;,2^',2 _ Ar'A'.^)

^ \ (AA7 (A. A'2 + A, A'.) (x A)

= {AA'yA>cA\ {xl) == ty.tx . (xA)

.

Die Gleichung t^ti = sagt also aus, dass die Punkte n, A einen ge-

meinsamen Tangentialpunkt haben*); d. h. dass sie ein conjugirtes Pole-

paar auf der Grundcurve bilden, wenn man letztere als Hesse'sche

Curve einer anderen Curve dritter Ordnung auffasst (was beim Auf-

treten eines Doppelpunktes nur noch auf eine Weise möglich ist).

Besonders ausgezeichnet sind noch auf der Curve die Berührungs-

punkte A der drei von den Wendepunkten x ausgehenden Tangenten.

Dieselben findet man durch Elimination von x aus den Gleichungen:

*) Hierin liegt dann wieder der auf p. 587 im Anschlüsse an die kanonische

Form von A nämlich (A = X^ -\- u^) ausgesprochene Satz über ^iie von den Ver-

bindungslinien zweier Punkte , die gemeinsamen Tangentialpunkt haben , mit dem
Doppelpunkte gebildete Involution.
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Letztere kann man aber durch einfachere ersetzen. Da nämlich die

eine der beiden vom Wendepunkte ausgehenden Tangenten mit der

Wendetangente zusammenfällt, so bildet der Wendepunkt x mit dem
zugehörigen Berührungspunkte X selbst ein conjugirtes Polepaar, so

dass Txtx = 0; und die Elimination von x aus dieser Gleichung und

aus AxA;i^ = gibt:

^ = ^,3 = (Ar)A,-^r, = 0.

Die Grundpunkte der Covariante Q von A sind also die Berührungs-

punkte der von den Wendepunkten ausgehenden Tangenten."^)

Die Bedeutung der Polaren -der Form Q endlich ergibt sich in

folgender Weise. Es seien jc, A, ^ die drei Punkte einer Geraden, in

II ziehen wir die Tangente, welche die Curve noch in dem Tangential-

punkte fi' von ^ trifft; von ft' aus ziehen wir die zweite Tangente,

deren Berührungspunkt fi" sei, so dass ^ und y," ein conjugirtes Pole-

paar bilden. Dann bestehen die Gleichungen:

AxAaA^ = 0, t^t^„ = 0;

und durch Elimination von /x ergibt sich:

AxAaV' (At) = 0.

Nun ist aber:

^(Ix^q^i" = (At) <(A;,2^/,-+ 2AxA^"r;,j.

= (A TT) {3 A,2 T^., + 2 A;, (A^- T^ — V A.)

}

= 3 (Ar) Ax^V — ^ (At)2 Ax . (x/ti")

.

Da aber nach Gleichung (10) p. 219 die zweite Ueberschiebung von

A mit T identisch Null ist, so wird ^'x^g'/^" == (AT)^Ax2r^ ; und also

auch durch Polarenbildung:

gxqxQti- = (At)2AxA;i V' .

Die Gleichung qy.qxQfi-^ = sagt somit aus, dass die Verbindungs-

linie von z U7id k die Grundcurve in einetn dritten Punkte trifft, ivelcher

durch ft" zu einem conjugirten Polepaare ergänzt ivird.^*)

*) Es sei bemerkt, dass drei binäre Formen dritter Ordnung keine anderen

Combinanten haben, als die Formen A, t, Q und li; vgl. Gordan: Math. Anna-

len, Bd. 5, p. 117 ff.

**) Hieraus folgt dann weiter, dass n , X, fi" drei Punkte sind, in denen ein

Kegelschnitt je einfach die Grundcurve berühren kann, denn die Tangential-

punkte von yi, X, (i" liegen v?ieder in einer Geraden (p. 533); vgl. auch Steiner
in Grelle' s Journal, Bd. 66 und Schröter's Bearbeitung von Steiner 's Vor-

lesungen über synthetische Geometrie, Bd. 2.
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Mit Hülfe der entwickelten Relationen kann man nun weiter die

Probleme des fortgesetzten Tangentenziehens (p. 588) und andere

Fragen der Art behandeln-, doch soll darauf hier nicht näher einge-

gangen werden. Es sei nur noch bemerkt, dass sich die vorstehenden

Sätze über die Schnittpunkte einer Geraden mit der Curve dritter

Ordnung unmittelbar auf die Schnittpunktsysteme von je drei beweg-

lichen Punkten übertragen lassen, welche auf einer C„ mit p = von

den zweifach unendlich vielen Cn-2 ausgeschnitten werden, die durch

^n{n — ^) Doppelpunkte und durch /< — 3 feste einfache Punkte der

Cn hindurchgehen. Von je drei solchen Punkten nämlich ist (wie bei

der Cg) einer durch die beiden anderen bestimmt; und man kann

daher durch Benutzung eines solchen Netzes von Cn-2 die vorliegende

Cn in eine Curve 3""^ Ordnung mit einem Doppelpunkte eindeutig

transformiren; auf letzterer wird dann eben die entsprechende zweifach

unendliche Schaar von je drei Punkten durch die geraden Linien der

Ebene ausgeschnitten.

XIII. Die Curven vom Geschlechte j? = 1.

Gehen wir jetzt zu den Curven n^^' Ordnung mit ^ n (« — 3)

Doppelpunkten über, für welche p = 1 ist. Wir untersuchen zuerst

(wie bei p =0) die rein algebraischen Fragen, welche sich den be-

treffenden allgemeineren Erörterungen nicht unterordnen*); nämlich:

die Transformation auf eine Normalcurve und die Bestimmung von

Anzahl und Bedeutung der Moduln. Daran knüpfen wir dann noch

einige Bemerkungen über die Einführung der elliptischen Functionen

und Integrale; bei letzteren können wir uns kurz fassen, da dieselben

nur Anwendungen unserer allgemeinen Theorien bieten, und da wir

entsprechende Verhältnisse bei den Curven dritter Ordnung schon ein-

gehend besprochen haben.

Als Normalcurve findet man hier die allgemeine Curve dritter Ord-

nung, und zwar in folgender Weise.**) Man betrachte die ^n (w — 3)

Doppel - und Rückkehrpunkte nebst 2 « — 3 anderen, auf der Curve

beliebig gewählten, festen Punkten als die | (n -f 2) (n — 1)
— 2

Grundpunkte eines Curvennetzes der {n — 1)*^'^ Ordnung. Die Curven

des letzteren treffen die C^ dann noch in

;i (n — 1) — n (n — 3) - (2n — 3) = 3

*) Durch die \ n (« — 3) Doppelpunkte nämlich ist im Allgemeinen gerade

'

eine adjungirte C„_3 bestimmt; dieselbe schneidet f aber sonst nicht, so dass

die früheren Untersuchungen über C„_3 illusorisch werden.

**) Vgl. Clebsch: Ueber diejenigen Curven, deren Coordinaten sich als ellip-

tische Functionen eines Parameters darstellen lassen, Crelle's Journal, Bd. 64

und: Gl. u. G. A. F. p. 69 ff.
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beweglichen Punkten; benutzt man sie also als Transformationscurven,

so resultirt in der That eine Curve der dritten Ordnung. Eine weitere

Reduction der Ordnung ist nicht möglich, da es eine Curve von nie-

drigerer als der dritten Ordnung mit dem Geschlechte p = 1 nicht gibt.

Bei der Transformation entsprechen den Curven des Netzes, welche

durch einen beliebigen Punkt x der C„ gehen, eindeutig die Strahlen

des durch den entsprechenden Punkt y der Cg gehenden Büschels,

insbesondere also den vier berührenden Curven jenes Curvenbüschels

die vier Tangenten dieses Strahlbüschels; und daraus folgt, dass das

Doppelverhältniss der vier Tangenten jener vier Curven in einem der

Basispunkte (z. B. x) des Büschels gleich ist dem (von tj unabhängigen)

Doppelverhältnisse der vier von y ans an die C3 gehenden Tangenten
(vgl. p. 578 und 715). Dieses Doppelverhältniss gibt daher den einen
Modul unserer elliptischen Curve; dass letztere in der That auch nur

einen Modul besitzt, erkennt man daraus, dass die C.^ auch gegenüber

linearen Transformationen nur eine absolute Invariante hat (nämlich

eben jenes Doppelverhältniss). Da nun das Doppelverhältniss der vier

von. y ausgehenden Tangenten unabhängig von der Lage des Punktes

y auf der C^ ist, so können wir auch folgenden Satz aussprechen:

In einem Büschel von adjungirten Curven {n — 1)'"'' Ordnung, von

dessen Basispunkten 2 71 — 3 in einfachen Punkten der Grundcurve n*'^''

Ordnung (vom Gescldechte Eins) liegen, gibt es im Allgemeinen vier

Curven, welche diese C„ in einem Punkte berühren, der mit keinem der

2 fi — 3 Basispunkte zusammenfällt, und das Doppelverhältniss der vier

Tangenten dieser Curven in einem der Basispunkte ist unabhängig von

der Lage dieser letzteren auf der Cn. Dasselbe gibt gleichzeitig den

Modul der Curve.

Statt der Curven (« — 1)*«' Ordnung hätten wir aber auch irgend

ein Netz von adjungirten Curven s^"' Ordnung zur Transformation be-

nutzen können, welche die C,t in drei beweglichen Punkten trefien;

und ein solches ist auch immer angebbar, wenn nur 5 > « — 3. Man
hat nämlich nur noch n {s — n -{- '6) — 3 feste Punkte auf der Cn be-

liebig anzunehmen*), dann ist die Zahl der beweglichen Schnittpunkte

in der That gleich

ns — n {n — 3) — n (s — n -{- 3) -\- 'd = 3.

Hieraus folgt, dass der zuletzt für Curven (n — 1)''''" Ordnung aus-

gesprochene Satz, ebenso für Büschel von adjungirten Curven s'"' Ordnung,

von deren Basispunkten n {s — n -\- 3) — 2 in einfachen Punkten der

*) Das Netz selbst ist dann im Allgemeinen noch nicht nothwendig völlig

bestimmt, wohl aber die Schaar g.^^^ von Durchschnittspunkten, welche von den
Curven desselben auf der Cn bestimmt werden.
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Cn liegen, gültig ist, wenn nur 6' > w — 3*); und dies gilt auch insbe-

sondere wieder für eine Grundciirve dritter Ordnung. In der That hängt

ja die Zahl der berührenden Curven eines Büschels nur von der Zahl

der beweglichen Schnittpunkte und dem Geschlechte der Grundcurve

ab (p. 460), ist also von *• nicht wesentlich abhängig.

Die Coordinaten der Punkte einer allgemeinen Curve vom Ge-

schlechte Eins kann man nun in ffanz ähnlicher Weise als Function

eines Parameters darstellen, wie dies bei den Curven dritter Ordnung

gelang (p. G27 und G47 ff.). Diese Darstellung ist von selbst gegeben,

sobald die Transformation der vorliegenden C„ auf die Cg und die

Umkehrung derselben bekannt ist; man kann sie aber auch direct in

folgender Weise herstellen. **) Wir betrachten einen Büschel g? -|- A t/;=
von adjungirten Curven {n — 1)""" Ordnung, welche sämmtlich durch

2 » — 2 beliebige Punkte der Cn hindurchgehen und also die Cn in

zwei beweglichen Punkten treffen. Die Gleichung der letzteren in

Liniencoordinaten Ui ergibt sich durch Elimination der Xi aus den

Gleichungen:

(1) /=0, 9 + AjA = 0, w,. = 0.

Von der Resultante wird sicli ein Factor vom Grade n {ii — V) — 2

in den ui absoudern, Avelcher A nicht enthält ; die erwähnte Gleichung,

dargestellt durch Nullsetzen des übrig bleibeuden Factors, wird daher

von der Form:

(2) = ^^, , W, 2 _^ 26722 U.^- + 2^'33 W3'' + 2 lü.,^ U.^ W3 + 2 lü.^^ u^ u^ -f 2 w^, u^ u.^
,

wo die Wi/; Functionen w'"" Grades in A sind. Da die rechte Seite

sich in zwei lineare Factoren auflösen lässt, so verschwindet die

Determinante der iCi/^, d. h. es ist:

w^i ^^;,2 tVi^\

W^ IV^^ W.^jy IV^-i i = .

IV^^ Wy^ tO,^^

Die Coordinaten der beiden beweglichen Schnittpunkte sollen nun bez.

mit x^, ^2, x^ und |, , ^^^ ^3 bezeichnet werden; es seien ferner /,,

l.,, /, die Coordinaten der Verbindungslinie von x und ^. Dann kann

man setzen:

(2) Wik = — lihQ,

wenn Wu; die Unterdeterminanten der Determinante W bedeuten; die

Grössen /,-, //t, Q hängen hier selbstverständlich von A ab, und zwar

*) Vgl. auch Cayley: Proceedings of tlie London Mathematical Society,

16. Oetb. 1865.

**) Für das Folgende, sowie auch für die weiterhin gegebenen Anwendungen
der Theorie der elliptischen Functionen vgl. immer Clebsch a. a. 0., Crelle's

Journal, Bd. 64.
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in sogleich noch zu bestimmender Weise. Für die Coordinaten av,

^i selbst findet mau zufolge früherer Betrachtungen die Relationen*):

(li) .T, I2 = ?^',2 + (1 ^^ «2^2 = "'22 •^'•ai: = "^32 — ^1 /(^

.r, ^3 = ?^,3 — ^2 VO x.^ ^3 = ?rj3 + /, -f/O x.;^ ^3 = ^^'33

.

Hieraus erhält nuin aber unmittelbar die Verhältnisse der Grössen x
und |. Durch Einführung willkürlicher Cxrossen ;^,, y.,, ^3, mit denen
wir bez. diese Gleichungen niultipliciren und dann addiren, erhalten

wir für q = y^^^ -\- y.,^., -\- y.^i^^ die Verhältnisse der Xj insbesondere

in der Form:

QXi = ^v^^y^ + w^.y, + Wi,^y., + {y.J._^ — y.^L^ j/Q

(4) Qx., = w,^y^ + w.^.,y, + ia,.,y.^ + (^3/1 - y^l^) j/Q

C •-«•;? = '^'31 Ti + "32^2 + ^,,3^3 + (j/1^2 — ^2^1) VÖ '

Lässt man hier das Vorzeichen von ]/() unbestimmt, so geben diese

Gleichungen sowohl die x als die |, indem man der Wurzel nur ein-

mal das positive, einmal das negative Zeichen beizulegen braucht.**)

Es kommt jetzt nur noch darauf an, den Grad der Function in

dem Parameter A anzugeben. Die Gleichung () = bestimmt offenbar

diejenigen Curven des Büschels cp -{- Xrp = 0, welche die Grundcurve

berühren; andererseits wissen wir, dass es vier Curven dieser Art in

dem Büschel gibt: Die Function Q ist also vom vierten Grade in A;

die Grössen li werden dann nach (2) in A vom {n — 2)*''" Grade.***)

*) "Vgl. die Glleichungen (9) auf p. 104; es ist daselbst a durch .7-, ß durch g,

e' = — ,u durch Q, ^ durch / zu ersetzen.

**) Die Ausdrücke (4) gestatten eine sehr einfache geometrische Deutung.

Betrachtet man nämlich die y, als Coordinaten einer Geraden, so sind die Coef-

ficienten von Vq die Coordinaten dos (veränderlichen) Punktes , in dem die will-

kürlich (aber fest) gewählte Gerade y von der Linie / (d. i. der Verbindungslinie

der beiden beweglichen Punkte) getroffen wird. Die ersten Theilo der rechten

Seiton sind die Coordinaten des Poles von y in Bezug auf jeues Punkteiiaar

selbst, d. i. die Coordinaten dos Punktes, welcher mit dem erwähnten Punkte

und mit dem Paare, zu welchem x gehört, auf der Linie / ein harmonisches

System bildet.

***) Für l=* X, : k^ können wir also die Gleichungen (4) in der Form schreiben:

Dann wird:

yV?(e '^-^1 + '^1 </p) = » «/' - ' ^^y^ + (« - 2) «/' - 3 « ,, rf,*+ 2 «/' - 3 y/ q^, ,
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Nach den Gleichungen (2) ist also die Parameterdarslellung der Curve
y^ter Ordnimg vom Geschleckte Eins rational bis auf die Quadratwurzel

aus einem Ausdrucke Q der vierten Ordnung; letzterer ist multiplicirt in

rationale Functionen der (n — 2)*'^" Ordnung , die übrigen Theile der

Ausdrücke Xi sind rationale Functionen n"'' Ordnung; die Grössen y.

kommen in den Gleichungen (4) nur formell vor, wie aus den Glei-

chungen (3) hervorgeht.'

Durch die Gleichungen (4) ist übrigeps auch wieder die Abbil-

dung der C„ auf eine C^ von selbst gegeben, wie hier noch kurz

erwähnt sein möge. Schreiben wir nämlich Q in der F'orm

() = (A — «,) (/l — a,) {X - a,) (A - a,)

und setzen:

(5) yj = (A - ai) («3 — a,)
, y, = (A - a.,) {a^ - «-,) , y^y., = ^,

„ n, — «»
in-

(«S — «l) («1 — "zY ("3 — Cif '

so lassen sich die iViu , /, als Functionen tVik\ U in y, , y^ darstellen,

welche in letzteren Grössen von demselben Grade sind wie die tVik,

li in A, und yQ wird bis auf eine Constante m gleich y^y^,. Man
findet daher die Xi in folgender Weise ausgedrückt:

(6) QXi = yiivii + 7-2?^// + YzWii + tn {yQiyyy-i ,

wo {yl')y = yJ-^ — yj-ii etc. Die xi sind also als ganze Functionen
^ter Ordnung der yi dargestellt, und zwischen letzteren besteht nach

(5) die Identität:

(7) . F{<j)^y^y,-rjAui-yx){y,-khj,) = Q,

wo k"^ = «4

^3 — fl, ö^ flj

Somit findet man für die Coordinaten Uj der Tangente des Punktes x:

(j?/3 == r {xydx2 — X2dxi)

+ 29/ {«'/' («y) «/-'- «r («'y) «7~'}

+ V? {n {aa') «/ " ' a\" " ^ + („ - 2) 9/ (««') ..," " ^«7 " 3} .

u. s. w. ^

Dadurch ist auch die Parameterdarslellung der Cn, aufgefasst als Tangentengebilde,

gegeben. Dass die letzten Gleichungen in der That eine Curve 2 «ter Klasse dar-

stellen , wie es sein soll , erkennt man auf analogem Wege , wie im Texte sogleich

gezeigt werden wird, dass die durch (4) dargestellte Curve nur von der ntei Ord-
nung ist, indem die Ordnungen der rechts stehenden Ausdrücke noch reducirt

werden können.



908 Sechste Abtheilung.

in der Tliat die Gleichung einer Ciirve dritter Ordnung, deren Doppel-

vcrhäUniss (Modul) gleich li^ ist. Die Gleichungen (6) geben also die

ümkehrung der Formeln Qyi = 0, {x) , durch welche dieselbe Trans-

formation hergestellt wird, wenn 0, = 0, 0^ = 0, 0^ == drei zu

der gegebenen 6\, adjungirte Curven aus einem Netze mit drei beweg-
lichen Schnittpunkten sind. Man kann übrigens auch aus den Glei-

chungen (6) wieder umgekehrt die yi als Function der xi berechnen
j

denn es ist /l = — ^ eine rationale Function der xi, wodurch y, , y.^

sofort dargestellt sind, und y.^ kommt in den Gleichungen (6) nur
linear vor.

Geht man andererseits von der Curve (7) aus, die durch die

Formeln (6) in eine C^ transformirt werden soll, so müssen durch die

Gleichungen, welche entstehen, wenn man die rechten Seiten der

Ai^sdrücke (6) gleich Null setzt, drei Curven w*«' Ordnung dargestellt

werden, und die Curven des durch sie bestimmten Netzes müssen die

6^3 noch in n beweglichen Schnittpunkten treffen; d. h. es muss auf
der C^ (7) 2n feste Punkte geben, durch welche alle Curven des so ent-

stehenden Netzes n*"'' Ordnung hindurchgeilen. Diese 2 n Punkte kann
man nun auch leicht direct aus den Formeln (6) bestimmen. Be-

trachten wir die durch irgend eine lineare Verbindung der rechten

Theile von (6) dargestellte Curve, bilden also mittelst der drei will-

kürlichen Grössen /3j, jSj, ^2. ^i^ Gleichung:

(8) 2:Zyi ßk Wih + my^y^iyl'ß) = 0.

Diese Curve enthält ebenfalls jene 2 n constanten Schnittpunkte. Aber
in der Nähe von y^ = 0, 2/3 = ^ geht (8) in den Büschel von n — 1

Geraden

Vi . {yßO =
über. Die Curve (8) hat also im Punkte j/j = 0, y.^ = einen

{n — 1) -fachen Punkt, dessen eine Tangente (y, =0) die Curve (7)

berührt. Daher /'allen in diesen Puniit n Sclinittpunlite der beiden

Curven (7) und (8). Ferner folgt aus (8):

(9) {EZy^ßm,:? = m'y.hj,-' {yßiy
,

wo nun y^"^ mit Hülfe von (7) eliminirt werden kann. Aber dann

wird nach (2) uij^ (5)

(10) mhj^^y^^lil,: ==Qlllk =- Wi,: ,

wenn mit Wn! die aus den wu- zu bildenden Unterdeterminanten be-

zeichnet werden; und die rechte Seite von (9) geht daher über in die

Determinante
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^\(
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d sin" am u
(12) 6Xi = /^/"' (sin2 am u) -\- F^-^^ (sin^ am u)

du

WO der Grad der Functionen Fi in ihrem Argumente durch den oberen

Index angezeigt ist; diesen Grad können wir indess, wie sich weiter-

hin ergeben wird, noch mehr erniedrigen.

In die Gleichungen (12) kann man (analog wie auf p. 629) die

Function H {ii) statt sin am u einführen, um sodann sofort wieder auf

das Abel'sche Theorem geführt zu werden. Jeder der in (12) rechts

stehenden Ausdrücke verschwindet nämlich für 2 ji Werthe des Argu-

ments u. Bezeichnen wir diese Werthe bez. mit

a/, a^, . . . a„', a„ + i', . . . «2«'

» /// '// /rr in n,

«1 , «2 y ... du , a,j4-i , ... «2/1 j

SO wird nach den schon bei den Cg benutzten Satze*), wenn wir für

0^" {xi) wieder 6 schreiben und unter den C,- Constante verstehen:

(13) 6Xi = CiH {u — a/')) . H (w — «/>) . . . H {u - a-^n^'^)

.

Die Linie xi == schneidet aber die C„ nur in n Punkten ; es müssen

daher n von den 2 n Verschwindungswerthen des Arguments w, welche

rechts auftreten, für uns unbrauchbar sein, indem sie den drei Linien

x^ = 0, x^ = 0, x^ = gleichmässig zukommen. Dies bestätigt sich

in der That direct aus den Gleichungen (4). Bestimmt man nämlich

den Schnitt einer beliebigen Geraden ß^ = mit der C„, so muss dies

durch eine Gleichung n'^° Grades für den Parameter A geschehen.

Setzt man jedoch in /3^ = die Werthe der Xi aus (4) ein, so kommt:

iJUwikßiyjc + VQißrO^O)

und dies ist wegen (5) wieder die Gleichung (8), von welcher wir

bereits nachgewiesen haben, dass sie n von den /3, völlig unabhängige

Wurzeln besitzt, nämlich die Wurzeln der Gleichung (11)- Wir können

also setzen:

' tr //r I •> in i ii i'i

a„4-i==a „+i==a „4.1, a „^2= ^ ?^ + 2= ß^ m + 2, • • • 0:2?!= « 2?i=o: 2«;

und wenn wir dann den in allen drei Gleichungen (13) auftretenden

Factor

H (m — a'„ +1) . H (w — a',, + 2) . . . H («^ — «2«)

in den Proportionalitätsfactor <? eingehen lassen, so wird:

(14) <5Xi = d H (m - «1«) . W{u — a^'^) . . . H (w — «/>)

.

*3 Dieser Hermite'schfe Satz ist im Grunde für p = 1 identisch mit dem
auf p, 831 erwähnten allgemeinen Satze über die Darstellbarkeit algebraischer

Functionen durch Quotienten von - Functionen.



Punktsysteme auf einer Curve. Abel'sche Integrale. 911

Für die mn Argumente a.^, a^ . . . a,nn der Schnittpunkte unserer

C„ mit einer Curve w*'' Ordnung wird jetzt nach dem bekannten

Hermite 'sehen Satze (p. 629 f.), wie wohl nicht noch einmal aus-

geführt zu werden braucht:

(15) «, + 0^2 + • • • ^mn ^^m& ,

wenn 0' = — cc'„ + i
— a'„ + 2 • • • — ce^«, und dies ist wieder nichts

anderes, als das Abel'sche Theorem, denn der Parameter u ist eben

gleich dem einen zu der C„ gehörigen endlichen Integrale (p. 603)

:

u = I z~=^====== für z = sin am w

.

J ViX- z^) (1 — Fz^)

Auf Anwendungen des Abel 'sehen Theorems zur Bestimmung
von Berührungscurven (p. 838) soll für diesen besonderen Fall {p= 1)

hier nicht noch einmal eingegangen werden. Es sei nur daran erin-

nert, dass auch hier das errveüerte UmkeJirproblem zur Anwendung
kommen muss (p. 866), sobald man Curven betrachtet, welche nicht

durch sämmtliche Doppelpunkte der Grundcurve C,, hindurchgehen.*) —

Wie bei den Curven vom Geschlechte Null (p. 889) kann man
nun auch hier wieder umgekehrt fragen, ob durch Gleichungen der Form

(4) oder (14) immer eine Curve vom Geschlechte Eins dargestellt wird,

und wie sich, wenn dies der Fall ist, die Singularitäten dieser Curve

bestimmen. Dass erstere Frage im Allgemeinen zu bejahen ist**),

bedarf kaum der Erörterung; was die andere Frage angeht, so sollen

hier noch die Doppelpunkte der Cn aus der Parameterdarstellung be-

stimmt werden, wodurch dann übrigens auch erstere Frage mit erledigt

ist. Es könnte dies zunächst, indem man die Gleichungen (6) in

Verbindung mit (7) zu Grunde legt, in der Weise geschehen, wie es

in der allgemeinen Theorie der eindeutigen Transformationen gelehrt

wurde (also mittelst der Curve 71/= 0, vgl. p. 644); es soll jedoch

hier unsere Aufgabe sein, diese Bestimmung unter alleiniger Benutzung
der in den Gleichungen (4) eingeführten binären Veränderlichen zu

leisten.

*) Vgl. in Betreff' des Näheren Clebsch a. a. 0. Man findet daselbst genauer
die Curven 4ter Ordnung mit zwei Doppelpunkten als Beispiel behandelt, insbe-

sondere auch die Bestimmung ihrer Doppeltangenten. — Rein algebraisch sind

diese Curven (doch in wesentlich anderer Richtung) von Casey, Chasles,
Quetel'et, Cayley, Hart untersucht; vgl. darüber Salmon's Higher plane
curves. Besonders sind die metrischen Eigenschaften von Curven 4t<r Ordnung
studirt, deren beide Doppelpunkte in den Kreispunkten liegen.

**) Ausnahmen könnten z. B. bei zerfallenden Curven vorkommen.
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Zu dieser Untersuchung sind jedoch letztere Gleichungen selbst

nicht ohne Weiteres brauchbar. Wir haben nämlich gesehen, dass

die in ihnen rechts stehenden Ausdrücke gleichzeitig verschwinden,

sobald die Bedingung EHwiüyi'yi; ^=' ^ erfüllt ist; und zwar muss dies

daidurch geschehen, dass alle drei Ausdrücke den Factor ]/EZlwikyiyk

enthalten, denn das Quadrat des letzteren trat als Factor der durch

Quadriren aus (8) entstandenen Gleichung (9) auf. Um nun die

rechten Seiten von (4) durch eine irrationale Substitution in eine

möglichst einfache Gestalt zu bringen, knüpft man am besten wieder

an die Darstellung durch elliptische Functionen, d. i. an die Glei-

chungen (12) und (14) an. In ihnen führen wir an Stelle von u einen

neuen Parameter*)

(16) v=^u---^

ein und an Stelle der a die constanten Werthe:

' n '

so dass man die Gleichungen (14) in der Form schreiben kann:

(17) QXi = CM (v - ßy('^) .H{v- /3,(')) . . . H (/; - ßj'>)

.

wo nun

:

^^(0 _}_ ß^i) + . . . + ßß = (/ = 1 , 2, 3)

.

Wegen der letzteren Relation kann man jetzt nach der Umkehrung

des mehrfach benutzten He rmite 'sehen Satzes den Gleichungen (17),

wenn ?i gerade ist, die Form geben:

(18) Qx, = C, {fM) (fi) + /^(l^T) (1 - /^V) •

^^^'^^
(^)}.

wo fi = sin'^ am v, und wo die oberen Indices der Fi wieder die Ord-

nungen dieser Functionen anzeigen, dagegen, wenn n ungerade ist**):

(19) QXi = Ci {Fii^^') (ii)j/fi + /ä'^=7)Xl"^F^) .

^/""^'^
(ft)},

oder wenn wir auf den rechten Seiten mit ]/^ multipliciren

:

(19*) ^Xi = Ci {F^^) (^) + j/]ijl - ft) (1 - k'Y) . ^A^~) i^)} .

*) Analog wie bei den C^ auf p. 630.

**) Die Modification jenes Satzes für diesen Fall kann man aus dem vorigen

dadurch ableiten, dass man etwa ß^j'^ = nimmt, dann muss sich links ein

Factor Vfi = sin am v absondern ; und es bleiben die hier angegebenen Aus-

drücke. Das in (19*) gewonnene Resultat stimmt mit dem für die Curven S^''''

Ordnung auf p. G47 gewonnenen überein, denn für sie ist | (n-\-l)= 2, ^ {n — 3) = 0.
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In die Gleichungen (4) hatten wir die elliptischen Functionen

eingeführt mittelst der Substitution:

(20) \^^^^ .
"^^-^ = A' = sin2 am w .

Die jetzt in (18) und (19) auftretende Variable fi dagegen hat die

Bedeutung

:

(21) Vi, = sin am [ii -
^^j
= -^^ ^^ T^Hl'

' "

>

wo X' durch (20) definirt ist, und £ durch:

(22) . ]/ a = sin am -
,

fVir sind also von den Gleichungen (4) zii den reducirlen Gleichungen

(18) wnrf(19) mittelst einer irrationalen Substitution (21) übergegangen, welche

die Entfernung der überflüssigen Factoren ermöglichte. Denken wir

uns schliesslich statt ^ wieder einen neuen Parameter z eingeführt, so

dass ft = ^-ttaT; ^° können wir die gewonnenen Resultate in folgen-

der Form aussprechen:

Die Coordinaten eines Punktes einer Curve 2 m^"' Ordnung vom Ge-

schlechte p = \ lassen sich immerhin der Form darstellen:

QXi = //"') (z) + (pi('"-^\z) YR^'){z)

und diejenigen eines Punktes einer Curve (2m -j- l)'"'' Ordnung in der

Form

:

Beide Darstellungen können wir für eine Curve w*" Ordnung in

der einen Formel zusammenfassen*):

(23) Qx, = f.W(z) j/M± cpiW(z) }/N,

wenn wir festsetzen, dass k <^\n, h <i ^n und immer li -\- k= n — 2,

dass ferner M von der Ordnung n — 2 k, N von der Ordnung n — 2h

sei (so dass das Product MN immer von der 4*"" Ordnung ist). Die

Gleichungen (23) stellen dann in der That immer eine C„ dar, denn

für die Schnittpunkte mit einer Geraden ß^ = findet man die Glei-

chung w'"^" Grades in z:

(^/i + ß^f; + ßM'^f - {ßi<Pi 4- ß.cp, -f ß,<p,yN=0 .

Die Doppelpunkte der Curve (23) bestimmen sich nun dadurch, dass

*) Dies Resultat hätte man auch ohne Vermittelung der H - Functionen directer

finden können (vgl. den folgenden Abschnitt); mit Hülfe der elliptischen Functionen

konnten wir indess auch in (21) die SubslUution wirklich angehen, welche die ver-

langte Umformung leistet.

Clebs ch, Vorleauugen. 58
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sich für zwei verschiedene Werthe z, z einander proportionale Werthe
der Xi ergeben. Dann müssen also die Gleichungen bestehen:

(24) /, y^M-\- cpi Y'N = a (// /W + cpl j/lr)

,

wo auf der rechten Seite die oberen Striche auf das Argument z' hin-

weisen sollen. Die dreigliedrigen Determinanten, welche man aus

dem Schema

A 9^1 fi <P\

f'i 9^2 f-i. ^i

A QP:! f^ 9^i

durch Weglassen je einer Verticalreihe bilden kann, ilividirt durch

z — z' , bezeichnen wir bez. mit

F, O, F', 0';

so dass diese Functionen in z bez, von den Ordnungen sind:

h — l,k—l, h -{- k — ], h -{- k - l

und in z' bez. von den Ordnungen:

Ä + A — 1 , h-\- k —l, h — l, k — \.

Dann folgt aus (24)

p^lÜ : j/N : a ]/Jt : 6 j/W =^ F : (t> : F' : (t>'

,

oder:

F'- N — 0^ M =Q (z, z) = ,

^ ' F'^-N' - ct)'2yl7' =- ü {z, z) = 0.

Beide Gleichungen sind für das erste Argument vom Grade n — 2,

für das zweite vom Grade 2n — Q, und beide unterscheiden sich nur

durch Vertauschung von z mit z. Elimiuirt man also z aus ihnen,

so ist das Resultat durch Q (sr, z) theilbar, und also der nach Ab-

sonderung dieses Factors übrig bleibende Ausdruck vom Grade

(n — 2)'' + (2n - 6)2 — 3n — 8 = (n - 3) (5w — 16)

.

Aber auch die so erhaltene Gleichung besitzt noch einen über-

flüssigen Factor; denn die Gleichungen (25) bedingen rückwärts die

Gleichungen (24) nur dann, wenn nicht F, 0, F\ 0' gleichzeitig

verschwinden. Letzteres kann aber in der That eintreten. Von den

Gleichungen

:

(26) F=Q, 0=-O, /'"=.(), 0' = O

ist nämlich die dritte und vierte immer eine Folge der beiden ersten.

Denn da zufolge der Entstehung dieser Ausdrücke immer identisch:

Fn + 09'/+ F'r; + 0,>/ = o

,

so finden für F=(), ='0 immer die drei Gleichungen statt:

I
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F'fl + <^'cpl = 0,

aus denen im Allgemeinen immer f ==0, 0' = folgt (d. h. wenn

nicht gleichzeitig etwa // = 0, cp^ = und f^cp-^ — f.^rp^ == 0). Nun
sind nach dem Obigen die Ordnungen von F und <t> in z gleich

h — 1 und /v — 1, in z' gleich h -\- k — 1. Die Zahl der den Glei-

chungen F= 0, = gemeinsamen Werthepaare z , z ist also gleich

Qi^ k — 1) (Ji + A- — 2) = (n — 3) (n — 4)

.

Es ist aber jede der Gleichungen (25) in Folge von (26) quadratisch

erfüllt; betrachten wir dieselben daher als Gleichungen zweier Curven

in den Coordjnaten z, z, so sind die jenen (n — 3) (« — 4) Werthe-

päaren z, z zugehörigen Punkte der Ebene Doppelpunkte beider

Curven; und folglich fallen in diese Punkte 4 (n — 3) {n — 4) Schnitt-

punkte derselben. Von der durch Elimination von z aus (25) ent-

stehenden Gleichung muss sich daher ein Factor vom Grade 4(n — 3)

. (n — 4) absondern lassen; der Rest bleibt dann vom Grade

(« — 3) (5n — .16) — 4 (n - 3) (/^ — 4) = n (« — 3)

.

Dies stimmt mit der Existenz von .^-n (ji — 3) Doppelpunkten

überein, da jedem Doppelpunkte zwei Argumente, also zwei Wurzeln

dieser Gleichung zukommen. Die letztere hat zugleich die Eigenschaft,

dass aus (25) immer eine Wurzel z eine rationale Function einer be-

stimmten Wurzel z wird und z dieselbe rationale -Function von z .

Man löst also jene Gleichung n {n — 3)'^" Grades mit Hülfe einer

Gleichung vom Grade •;]- w (n — 3) und ^ n (n — 3) quadratischer

Gleichungen.

XIV. Die Curven vom Geschleclite ^) = 2.

Wir wollen endlich noch die Ctirven n^''' Ordnung vom Geschlechte

p = 2 näher studiren. Schon aus unseren früheren allgemeinen

Untersuchungen ging hervor, dass diese Curven immer zu den hyper-

elliptischen gehören (vgl. p. 717, Anmk.), d. h. dass man einen

Büschel von adjungirten C„ _3 angeben kann, welcher sie nur in zwei

beweglichen Punkten trifft (auf der C„ eine ^2^'* ausschneidet); und

daraus folgte dann weiter, dass Jede Cm^ve vom Geschlechte p = 2 in

ei?ie Curve vierler Ordnung mit einem Doppelpunkte übergeführt werden

kann^ und zwar immer in die Form (p. 720):

( 1

)

x^^ 9)2 (^1 ; ^h) — ti (^1 ;
X^) = 0.

Dass hier ein solcher Büschel von Cn-3 existirt, ist in der That

evident; denn, da. p — 1 = l und 2p — 2 = 2, gibt es eben nur eine

einfach unendliche Schaar von je zwei Punkten, die durch adjungirte

Cj, _ 3 ausgeschnitten werden kann.

Ö8*
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Diesen Büschel von Cn-z wird man nun, ganz wie den Büschel

von Cn-\ bei den Curven vom Geschlechte ja = 1, zur Durchführung

der Parameterdarstellung unserer C„ benutzen können. Dies Verfahren

ist jedoch ebenso bei hyperelliptischen Curven höheren Geschlechtes

anwendbar; wir wollen daher im Folgenden die Parameterdarstellung

sogleich für beliebige hyperelliptische Curven durchführen. Eine solche

war ja dadurch definirt, dass auf ihr eine Schaar g,j^^ existirt; es gibt

also jedenfalls einen Büschel

(2) %^^H, = ^

von C„_3j welcher die ^j^'* ausschneidet. Durch Elimination der xi

aus (l), (2) und aus den Gleichungen Ua: = erhält man wieder mit

Uebergehung der von A unabhängigen Factoren*) das Product der

Gleichungen der beiden bcAveglichen Schnittpunkte in der Form:

(3

)

HHWiu UiUk = .

wo die Wik ganze Functionen n**"' Ordnung in X sind, deren Deter-

minante verschwindet. Man hat daher auch, wie im Falle /> = 1, für

die Coordinaten der beweglichen Schnittpunkte als Functionen von l

die Ausdrücke (p. 906):

(4) QXi = iViiyi -f- Wi2y2 + Wizy-i + {yl)i j/Q ,

wo wieder die yi willkürliche Grössen sind, und (), /j, l^, l-^ ratio-

nale Functionen von A, so dass

(5) likO=- Wiu.

Aber der Grad der Function Q in X ist jetzt ein anderer als im

Falle p = \. Er ist nämlich offenbar wieder gleich der Zahl der im

Büschel (2) enthaltenen berührenden Curven, d. h. (nach p. 400)

gleich**)

2(2 + /.-l) = 2;i + 2.

Wegen (5) werden dann die U vom Grade n — p — 1 in A, denn die

Wih sind ja vom Grade 2 n.

Setzt man also:

(6) Q=[X — n^) (A — «2) . • . (A — (tip-\-2)

,

und sodann:

*) Es liegen nämlich noch 2 p — 4 Basispunkte des Büschels (1) in festen

einfachen Punkten der C„. — Für /? = 2 sind unter Benutzung eines Büschels

von Cn — i analoge Betrachtungen wie im Texte bei Cl. u. G. A. F. p. 77 ge-

geben; vgl. dazu einige Correctionen von Clebsch: Math. Annalen, Bd. 1, p. 170.

— Für beliebige hyperelliptische Curven vgl. auch die auf p. 720 erwähnte Note

von Cremona.
**) Man bestätigt dies wieder direct durch Untersuchung der Functionaldeter-

minante von f, jj, , ^2, welche ja die Berührungspunkte auf /'=0 bestimmt.
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j

y, = {l- «,) K - «2); ^2 = (^ - «2) K ~ «1)

wo zur Abkürzung:

(8)
^.^'^'I.'S±1Z:^ (, = 1,2, ...2/,-!),

2 _ («4 - «2) K — «2) • • • («2p +2 —_^

SO kann man die Functionen Wik, h als homogene Functionen iVik

„ter und // {n—p — 1)*^' Ordnung in y, , ^3 darstellen und erhält so

für die x die in den y rationalen Ausdrücke:

(10) QXi=yiiva -\-r^Wi2 -^yzivd+ m{yl')iy^yiyi (y, —k^^y.^ . ..{y^—k''p-2ij'y) •

Ferner ergeben sich aus (7) und (8) die Relationen:

yx — 2/2 = («1 — «2) (^ — ^^3)

(11) Z- 2„ («1 — ^2) (^3 — «2) n — ff I ,^
^ ^ y, - Ar'?/2 = -

a, + 3-«2
*^ '"^'^ '

so dass wegen (6):

(12) Q=m^ . y^y-AVi — y2)(yi — >^"iV2)(yi
—

'^^V'^a) • • • (2/1 - hp-i^y^)-

Zwischen den y selbst besteht demnach wegen (7) die Gleichung:

(13) y,'^yiy^{yi-ki-'y^)..4yi-kp^m)—yi-yMyi-^''p-^y2)---^yi--^''^p-'y^^'

Durch die Substitution (11) ist also unsere C„ ivirklich auf die früher

angegebene und näher charakterisirte Normalform gebracht (vgl. p. 720).

Denkt man sich wieder umgekehrt die Gleichung (13) gegeben

und die dadurch dargestellte C^+2 mittelst der Formeln (10) in eine

Q^^^ ^-(^^ ^ 0, transformirt, so müssen den durch das Verschwinden der

in\lO) rechts stehenden Ausdrücke dargestellten drei Curven n^^' Ord-

nung sämmtliche Schnittpunkte mit der Curve (13) bis auf n gemein-

sam sein; d. h. wenn ß^, ß., ß-^ homogene Parameter sind, so dürfen

die Curven des Netzes:

(14) ZZwiüyißk + m {ßyl') y^y-iy^y^ — ^-1^2) • • • {y^— f^'p-^yi) = ^

die in (13) gegebene Curve {p + 2)*« Ordnung nur in n beweglichen

Tunkten treffen. Letzteres bestätigt man ebenso wie im Falle /> = 1.

In der Nähe des Punktes ?/i
= 0, y.y = nämlich kann man die

Curve (14) ersetzen durch das System von (n — 1) Geraden:

{ßyi')yxy-Ay\ ~ ^-'y\) • • • (^i - ^'p-^'y^) = ^^>

von denen p. unabhängig von den ßi und gleichzeitig Tangenten der

Cp + 2 in deren p- fächern Punkte sind. In letzterem haben also alle
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Curven des Netzes (14) einen (n - 1) -fachen Tunkt; es fallen in
ihm daher

(n — \) ir-{- p = np

Schnittpunkte jeder dieser C„ mit der Cp + ,. Man weist ferner (analog
wie auf p. 90!)) leicht nach, dass weitere n {p -f 2) feste Punkte jeuel
Netzes durch die Gleichung:

auf der Cp^2 gegeben sind. Dann ist aber die Zahl der beweglichen
Schnittpunkte der letzteren und der Curven des Netzes in de°r That
gleich

n {p -{- 2) — np ~ n = n .

Die rechten Seiten der Gleichungen (10) können noch in der
Weise reducirt werden, dass in ihnen keine gemeinsamen Verschwin-
dungspunkte auftreten; und zwar in folgender Weise. Der Quotient

^^
ist eine algebraische Function von rj, : y., und y, : y,, deren Irratio-

nalitcät nur durch die Gleichung (13) bedingt wird, und welche in n
Punkten unendhch klein, in n anderen Punkten unendlich gross von der
n'^^ Ordnung wird, in allen anderen Punkten der Curve (13) dagegen

endlich bleibt. Von den 71 Verschwindungspunkten der Function -'

sind dabei nach den Sätzen über Schnittpunktsysteme (oder nach dem
Abel'schen Theoreme) p durch die übrigen n ~- p bestimmt; und
Gleiches gilt von den n Unendlichkeitspunkten jener Function ; in der
That stellen ja x, == 0; x, = zufolge unserer letzten Betrachtuno-en
Curven dar, die jedenfalls zu der Grundcurve ^,,+2 adjungirt sind, und
deren Ordnung grösser als p ~ 1 vorausgesetzt wurde (denn bei
hyperelhptischen Curven mit p>2 konnte ja ein Netz von adjun-
girten (7„_3 nicht zur Transformation benutzt werden, vgl. p. 687).

Ist nun erstens n gerade: n = 2m, so können wir eine Function
von genau denselben Eigenschaften auch in der Form

fi^'"^ iyu 1/2) + ^^^"'
~''~'[(jii^yz

darstellen, wenn die /}, ^, homogene Function von y,, y, der Ordnung
m bez. m ~ p — i bedeuten, und wenn:

(15) r = y, y, (y, - y..) (y^ _ A-^y^) . . . (y^ _ /.^^ _ ^2y^) .

Der Zähler des angegebenen Quotienten nämlich verschwindet in der
Ihat in 2m=n Punkten, bestimmt durch die Gleichung:

W"'Kyi, ^2)]- - ['Pi^-'-^-'^iy,, y,)]' Z= 0,

und derselbe enthält 2m -p willkürliche Constanten, so dass man



Punktsysteme auf einer Curve. Abersclie Integrale. 919

2 m — p dieser Versehwindungspunkte mit 2 w — p Versclivvindungs-

punkten von x^ zusammenfallen lassen kann*); nach den Schnittpunkt-

sätzen müssen dann auch die , übrigen p übereinstimmen , denn die

durch Verschwinden des Zählers obiger Function dargestellte Curve

(wenn man vermöge (7) y^ statt ]/Y einführt) ist ja zu der Grund-

curve adjungirt. Analoges gilt für den Nenner; man kann daher,

wenn C eine Constante bedeutet, setzen:

rt\yuy^^ + 93 ('"-P-^)
(y., 2/,) Vy

und ebenso, unter C eine zweite Constante verstanden:

cct _ f.,
fl^yuyl± w,^"'-''-'H?h,i/2)y'r

A*"'H.y.,2/2H-'P3^"'-''~''(yn2/2)Ki^

Damit ist die erwähnte Reduction der Parameterdarstellung geleistet.

Ist ziveitens n ungerade-. n=:2m+ 1, so beweist man auf ana-

loge Art die Richtigkeit folgender Gleichungen [i = 1 , 2)

:

'

A'"'^ (.yi , 2/2^ yy\ + 9.^^'"~ "^
(2/1 , 2/2) Ki^'

'

wo: r = y, (yi
— y..) (y, — .A-,2y,.) . . . (yi

— /.-,;,_ ly,.) .

Die so gewonnen Resultate lassen sich noch in mannigfach anderer

Weise aussprechen je nachdem, wie man die verschiedenen Factoren

von () auf die beiden Wurzelzeichen vertheiJt. Allgemein können wir

sie daher in folgendem Satze zusammenfassen:

Die Coordinaten der Punkte eifier hyperclliptischen Curve n^"' Ord-

nung vom Geschleckte p lassen sich als Functionen eines Parameters z

darstellen in der Form:

(1(5) QXi = W') {z) J/M -f ^/</')(2) ]/N
,

wo immer: k < j-w, h'^^n, h -\- k = n — p — 1 , und ivo M von

der Ordnung n — 2 k, N von der Ordnung n — 2 h in z sei7i muss.

Die Gleichungen (16) kann man zunächst wieder benutzen, um
die Doppelpunkte der Cjt zu bestimmen. Die Zahl der letzteren ist

•) Schreibt man kurz ?y für yj : 1/2 und /'
(?/) , qp (//) statt /' (t/j ,yri,cp (y, ,, y^, indem

man gleichzeitig die Indices an f^ und qp, forüässt, und bezeichnet diese n — j)

Punkte durch y^, ij^., 2/3, ... y„_„, so kann man den Zähler in der Form dar-

stellen (v = 2 m — p):

y,n-p-iyy
^

^yn-p-2yy
^ __ yy ^

^«^ ^«,-1^ __ ^^ 1

r[y)+cp{y)yy-

yv F^v yv y Yy' y-^t, y^ , yy , •y^,, 1
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gleich der Zahl der Werthepaare z, z, welche den Gleichungen
genügen

:

/y-) {z)]/M + g),(") {z) j/N = 6 {^vo (.') yw 4- rp,w (.') ^F}

.

Bildet man hier, wie auf p. 914, die Functionen F, 0, F', 0' und
mit Hülfe derselben die Gleichungen:

F^ N -<t>^ M eeeQ(?, z') = 0,
^''^' - <t>"^#/' -- Q (z', z) «= 0,

so sind letztere für das erste Argument vom Grade « - 2, für das
zweite Argument vom Grade 2n-2;^-4; und durch Elimination
von z ergibt sich (nach Absonderung eines Factors Q (e, z) von dem
Resultate) eine Gleichung vom Grade

(n - 2)2 + 4 (n - p _ 2)'^ - (3 w - 2/? - 6)

.

Von den Lösungen der letzteren sind noch je vierfach zählend die
den Gleichungen /'=0, 0=0 zugleich genügenden Werthepaare
z, z abzuziehen, deren Zahl gleich

(h + k~ 1) {h-\-k-2) = {n-p~ 2) {n~p- 3)

gefunden wird. Es bleibt daher, wie es sein muss, eine Gleichung vom
Grade

(n-2/^+4(«-p-2:)2_(3«_2/7^6)-4(n-/>-2)(n-;>-3)
= (n— 1) (w_2) — 2/?,

von deren Wurzeln je zivei zu einem Doppelpunkte gehören.
Dass unsere früheren Erörterungen über das AbeTsche Theorem,

über das Jacobi'sche und das erweiterte Umkehrproblem*) und über
Berührungscurven hier ebenso gültig bleiben, daran braucht wohl
nur kurz erinnert zu werden. Hervorgehoben mag indess werden,
dass für die Normalform (13) der hyperelliptischen Curven, jede ad-
jungirte (7„_3 (d. i. hier (7^_i) in p — ] Gerade durch den /;- fachen
Punkt zerfällt. —

Schliesslich wollen wir noch kurz auf das Problem der Dreilheilung
im Falle /> = 2 hinweisen, welches ausführlich in rein algebraischer
Weise behandelt worden ist und so zu interessanten Fragen aus der
Theorie der binären Formen geführt hat. Die Gleichung der Grund-
curve (CJ sei:

*) In Betreff der hyperelliptischen Integrale vgl. das auf p. 777 Cxesagte, und
tur das Abel sehe Theorem den auf p. 815 erwähnten Aufsatz von Abel Ueber
die Losung des Urakehrproblems vgl. die auf p. 765 genannten Arbeiten von
Weierstrass, Neumann und Prym; für p = 2 insbesondere den auf p. 803
genannten Aufsatz von Rosenhain. Das erweiterte Umkehrproblem für p = 2
ist oben (p. 866 ff.) behandelt; vgl. auch den dort erwähnten Aufsatz von Brill
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(17) z^(p — t = 0,

wo ,<p, ip homogene Functionen bez. 2"='" und 3**"" Ordnung in x, tj

sind. Wir bezeichnen durch s und t die beiden Normalintegrale erster

Gattung; die oberen Grenzen deuten wir durch hinzugefügte obere

Indices an; die untere Grenze wählen wir constant, so dass, wenn

a, X gegebene Grössen sind, das Jacobi'sche ümkehrproblem in

folgenden Gleichungen auftritt:

s -\- s = , t -\- t' = t

.

Es sei nun v eine noch unbestimmte homogene Function dritter

Ordnung in x, y; die Gleichung

(18) . zcp — v^O
stellt dann eine Curve dritter Ordnung dar, welche ebenfalls in x = 0,

j/ = einen Doppelpunkt hat, und zwar berühren dessen Zweige die

Zweige der Curve (17). Von den zwölf Schnittpunkten beider Curven

fallen daher sechs in den Doppelpunkt; die übrigen erhält man aus

der Gleichung ß**^" Grades:

(19) y^ — gpi^ = oder v"^ — f= , wenn f ee cp . tl)

.

welche aus (17) und (18) hervorgeht. Insbesondere wollen wir aber

solche Functionen v suchen, dass die zugehörigen Curven (18) die 6\

in zwei verschiedenen Punkten je zweipunktig berühren (dreipunktig

schneiden). Für diese muss die Gleichung (19) zweimal drei gleiche

Wurzeln haben, es muss also identisch

(20) v' —f=u^
werden, wenn u eine quadratische Form bezeichnet; oder — was das-

selbe ist — die gegebene Form sechster Ordnung f (= qp i^») muss in die

Form /== v'- — u"^ gebracht iverden können.*) Jeder Art, die Function
/ in dieser Form darzustellen, entspricht eine der gesuchten Berührungs-

curven, oder vielmehr deren zwei, welche durch die Gleichungen

z(f — V = und zfp -{- V =
gegeben sind.

In transcendenter Form wird dasselbe Problem dargestellt durch

die Gleichungen:

3 (^-(t*) _|_ 5(2)) =c, 3 (^C) + /c-^») = y ,

wo c und y Constanten bedeuten, welche unabhängig von den Con-

*) Dies Transformationsproblem wurde zuerst von Cayley behandelt: Qua-

terly Journal, Bd. 9. Vollständig und im Zusammenhange mit der Dreitheilungs-

aufgabe erledigt findet man dasselbe bei Clebsch: Abhandlungen der K. Gesell-

schaft der Wissenschaften zu Göttingen, Bd. 14, 1869; vgl. die Noten dazu von
Brioschi: Annali di matematica Serie 2, t. VII.
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stanten der Function v sind. Aber die Gleichung (18) wird offenbar

auch in der hier verlangten Weise befriedigt durch eine uneigentliche

Curve dritter Ordnung, welche aus einer dreifach zählenden, durch

den Doppelpunkt gehenden Geraden besteht. Mag irgend eine Linie

dieser Art die gegebene Curve in zwei Punkten schneiden, denen die

Integrale (?'^>, 0'^\ t^^', T'^^ entsprechen; man hat dann auch:

oder endlich, wenn P, Q Systeme zusammengehöriger Periodicitäts-

modulu bezeichnen:

21)
^ -T -T i , ^

^ ' /(') + ?(2) _,^(1) _|_ ^(2)
-f ^ ()^

was die Gleichungen des Problems der speciellen Dreitheilung sind

(vgl. 'p. 840). Für P=0, () = hat man wieder die eben ange-

deutete uneigentliche und zugleich unbestimmte Lösung. Es bleiben

noch 3^ — 1 = 80 eigentliche Lösungen übrig ^ welche den verschiedenen

Arien entsprechen^ die Function f auf die Form v- — u^ zu bringen.

Aber von diesen 80 Lösungen stehen immer zwei in solcher Be-

ziehung zu einander, dass wenn die eine auf v führt, die andere — v

ergibt. In der That, betrachten wir zwei Lösungen, für welche die

Perioden P, Q einander entgegengesetzt sind (sich nur durch das

Vorzeichen unterscheiden), bezeichnen wir die der einen zugehörigen

Integrale durch die Lidices 1,2, die der andern durch 3, 4, so ist

nach (21):

S(l) _|_ 5(2) _|_ 5(3) _|_ s(i) _|_ (j(l) _^ (j(2) _, 3 ((j(l) _^ ^(2)) ^ c

iW _j_ ;(2) _}- ^(3) _|_ ^(4) _|_ ^(1) _j_ ^(2) ^ 3 (,.(1) _|_ ^(2)) ^ y _

Die Berührungspunkte der beiden benutzten Berührungscurven liegen

also mit den Punkten, in welche eine durch den Doppelpunkt ge-

zogene Gerade schneidet, in einer Curve dritter Ordnung der Schaar

(18). Aber letztere wird von der beliebig durch den Doppelpunkt

gelegten Geraden in vier Punkten geschnitten, besteht also aus ihr

und einem Kegelschnitte; dieser endlich muss die C^ im Doppelpunkte

noch in vier Punkten schneiden, also in ihm selbst einen Doppelpunkt

besitzen, d. i. in zwei Gerade zerfallen. Daher liegen die Berührungs-

punkte der einen Berührungscurve mit denen der andern auf zwei

durch den Doppelpunkt gehenden Geraden, und zwar so, dass jede

der Geraden einen Berührungspunkt von jeder der beiden Curven

dritter Ordnung enthält, denn andernfalls müssten auch Gleichungen

der Form bestehen:

(ja) 4- ö(^) = c, r(i) + r (2)
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Die Gleichung v- — f= muss also für beide Curven dieselben

Wurzeln liefern, d. li. die entsprechenden beiden Functionen v können

sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. *) Zwei solche Lösungen

führen also auf dieselbe Transformation von /; und man hat nur 40

wesentlich verschiedene Lösungen. Die letzteren zeigen nun weiter

eine sehr merkwürdige Gruppirung zu einander, wie sich einerseits

aus der Theorie der binären Formen, andererseits aber auch aus der

Theorie der Theilungsgleichungen für p = 2 ergibt. **) Es ist hier

jedoch nicht der Ort, noch näher auf diese Untersuchungen einzu-

gehen. Wir begnügen uns, nochmals auf den innigen Zusammenhang

rein algebraischer Fragen mit denjenigen Problemen hinzuweisen,

welche aus dem Umkehr- und dem Theilungsprobleme der Abel'schen

Integrale entspringen, ein Zusammenhang, den wir für p = \ schon bei

Betrachtung der Punktsysteme auf einer Curve dritter Ordnung wieder-

holt hervorgehoben und erläutert haben (vgl. besonders p. 648 ff.).

*) Dies folgt übrigens auch schon aus dem völlig symmetrischen Verhalten der

Grimdcurve gegen die Linie 2 = 0.

**) Vgl. Camille Jordan: Comptes rendus, April 18G9.
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Die Connexe.

I. Ternäre algebraische Formen mit mehreren Reihen von Veränder-

lichen. — Aequivalente Systeme.

Als Gegenstand unserer Untersuchung , als Grundgebilde, betrach-

teten wir bisher meist eine einzelne Curve, sei es, dass wir dieselbe

als Punkt- oder als Linien - Gebilde auffassten, oder — algebraisch zu

reden — als Grundforyn nahmen wir eine einzelne ternäre Form an,

deren Verschwinden eben jene Curve darstellte; und das Studium der

Invarianten, Covarianten und Zwischenformen dieser Grundform er-

wies sich als wesentlich identisch mit dem Studium der projectivischen

Eigenschaften jener Grundcurve und der aus ihr abgeleiteten Gebilde.

Die Algebra an sich jedoch muss sich die Aufgabe stellen, auch alle

Grundformen zu untersuchen, welche mehrere Reihen von Veränder-

lichen, sowohl Punktcoordinaten Xi, yi, ... als Liniencoordinaten

Ui, Vi, . . . enthalten, wie ersteres z. B. schon bei den Polaren einer

Curve der Fall ist; eine Forderung, welche ihrer Allgemeinheit wegen

der Geometrie zunächst ferner liegen würde. Da ist es aber sehr

wichtig, dass das Studium dieser (janz allgemeinen Bildungen immer

zurückgefiüirt werden kann auf das Studium eines simultanen Systefhs

von Formen, deren jede nur eine Reihe von Punkt- oder nur eine Reihe

von Linien- oder je eine Reihe von Punkt- und Linien- Coordinaten ent-

hält (vgl. auch p. 269). Mit der Curve (als Punkt- oder Tangenten-

gebilde) algebraisch in diesem» Sinne gleichberechtigt tritt hier also

das durch Nullsetzen einer beliebigen Zwischenform*) dargestellte Ge-

bilde auf, welches man als Connex bezeichnet, und dessen nähere Be-

trachtung nun auch von der Geometrie gefordert werden muss, wie

ja überhaupt Algebra und. Geometrie bestimmt sind, sich in beständi-

ger Wechselwirkung gegenseitig anzuregen und zu fördern. Ehe wir

jedoch auf die Connexe weiter eingehen, mögen die angedeuteten

*) Bisher hatten wir dagegen Zwischenformen nur insofern berücksichtigt,

als dieselben unter den Functionalinvarianten einer Form mit einer Reihe von

Veränderlichen auftreten.
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algebraischen Theorien hier mit einigen Worten erörtert und an Bei-

spielen erläutert werden, ohne dass es dabei in der Absicht liegen

kann, Vollständigkeit zu erreichen.

Zwei Systeme von algebraischen Formen wollen wir äquivalent

nennen, wenn sämmtliche Functionalinvarianten des einen unter denen

des andern vorhanden sind, und umgekehrt, wenn also die Gesammt-
heit der zu bildenden Functionalinvarianten für beide Systeme identisch

ist; und dies wird immer und nur dann eintreten, wenn alle Formen
des einen Systems simultane Co Varianten der Formen des andern Sy-

stems sind, und umgekehrt. Für ein gegebenes System wird man
daher auf sehr mannigfache Weise äquivalente Systeme finden können

;

man wird aber je nach den für die Untersuchung als massgebend ge-

wählten Gesichtspunkten besonders passende Systeme auswählen. Für
unseren Zweck ist besonders ein solches System von Wichtigkeit, wel-

ches wir als „das reducirte äquivalente System" der vorliegenden Formen
bezeichnen wollen, und welches eben dadurch ausgezeichnet ist, dass

jede Form desselben nur eine Reihe von Coordinaten gleicher Art
enthält, wenn auch in der Grundform mehrere Reihen derselben Art
vorkommen sollten. Hervorgehoben sei dabei sogleich, dass jede Form,
welche aus einer gegebenen Form TT durch den invarianten Process:

an , an , gn

d. i. durch Polarenbildung , abgeleitet wird, als Covariante der Form TT

zu betrachten ist, wie dies in der That auch immer mit den Polaren

einer Grundcurve geschah. Das äquivalente System also einer Form
mit z, B. zwei Reihen von Veränderlichen (a;,, y,), welche Polare

irgend einer Ordnung einer Form mit nur einer Reihe von Punkt-

cool'dinaten ist, besteht einfach aus dieser letzteren Form selbst. Die
vorliegende Fragestellung wird daher erst von Interesse bei Formen,
die symbolisch in der Gestalt*):

(1) r=a^r"'K

darstellbar sind, ohne doch aus der Form a^"'b.r" durch Polarenbildung

zu entstehen. Der einfachste Fall ist hier der, wo m = w = 1 ; dann
stellt die Gleichung a^by = die allgemeinste dualistische Verwandt-
schaft dar, indem (für Ui^ = atbk) jedem Punkte y eine Gerade mit
den Coordinaten:

QVi = ccayi 4- «,-22/2 + cci^y^

zugeordnet wird. Nur für den Fall an, = «/„• ist diese Verwandtschaft

identisch mit der durch den Kegelschnitt ZUan.XiXk= 0, d. i. a^b^: = 0^

*) Diese Symbolik wurde schon gelegentlich auf p. 44G ff. benutzt.
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bogrilmlolon Polarrociprocitäf ; miv in iÜcsimu Fallo also ist it,,.l>,j ilio

Polaro ilor Form </.,/'.,•.*)

Wir woUoii uns im Folgoiulou auf ilas obon ani»t>t"ülirte Beispiel

beschränken, d.h. anf den Fall, dass zun' licihen von Ptinkfcoonfinatcn

in oinor (irinultorni i^n aiiftroton. Ks wiril dies hinreichen, nm an

ihm das \\\<soutliolio dor botrotlomliMi T uh'rsucduingen zu erläutern.**)

In diosiMu K;illo behaupten wir, ih\s3 /'ür m > n das St/slcm (fcr Formen:

mit (tcr Form /*== f/.,-'"/'^'' in arnjcijehcnem Sinne dquivalcnt sei. Die

Form /' ist dann also durch eine lu>iho von Foniiou ersetzt, die iu-

soferu einen einfacheren Charakter .oim>u, als nur eine unter ihnen

von donisoUuMi (u>s:uumtg"i\ulo wio /' ist, dabei aber nur eine Iveiho

von PunkU'oordinattMi t>nth:ilt. ilio anderen Formen daujegen sämmtlioh

von niedrigvrem liosamniti;i;uli> siiul, wenn mau unter (u>saunutgrad

die Summe der Grade in den .r und // versteht, also hier bez. die

Zahlen:

m -\- n — 1 , m -\- n — 2 y . . . m .

Wir haben nun zu zeigen, dass die gj, Functionalinvarianten von

f sind, und dass umgekehrt /' eine simultane Covariante der qpi ist.

Ersteres aber ist schon aus dem symbolischen Bildungsgesetze der g),-

deutiich; überdies sei erwähnt, dtiss die tpi aus /* durch wiederholte

Anwendun;:; oiius invariantou Processes entstehen (p. 2(.)9). Es entsteht

nämlioh <),, oinhu h aus /', indem mau .r = y setzt, und in derselben

Weise outstoluni g, , q.., . . . aus den folgenden Bildungen:

m

n

qp,' = m

n

«.»•" ~ ^^y*~
' (« ^* '0

{iw-l)(n-l)y/=(w- 1)(«— l)«,—«V - \ahuy I

u. s. f. Man hat dann also:

9>o = (A* -y » Vi = (9i')a=y > 9>s = (93%=* ; • •
•

) Auf die bilineareii Formen fl^.A werden wir im Folgenden niclit «tiröck- .

kommen. Es sei daher hier boiuorkt, dass dieselben unter den verschiedensten

Ctesiohtspunkten nJÜier untersucht sind. Für die Idgebraische Theorie vgl. beson-

ders die Aufsätze von Kronookor in den Monatsberichten der Berliner Akademie

vom Jalire 1874.

**) Allgemein ist das Problem ttir Formen mit beliebig vielen Venlnder

lichon lind mit boliobii: violon Reihen von solchen behandelt von Clebsch in

der aut p. Jö'.» tnwahutou Abhandhmg, welche den Ausführungen dos Textes /u

Cirundo liegt. Kino Inhaltsübersicht über dieselbe fuuiet man auch in Madi.

Annaion, Hd. .'», p. 457.
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Es bleibt uns jetzt nur noch zu beweisen, (Ia«s auch / eine simul-

tan<; Functionalinvariantc der 9/ ist Die« geschiebt, indem wir f
direct alti Aggregat von i'ormen darstellen, welche aus den Formen
<[)i durch einen invarianten Process entstehen. In letzteren nämlich
Heizen wir zunächst:

u^ = x.^y.^ — x^y^ , u,^ -= argy, — a;, y;,
, w-, -» ar,y^ — ar,^y,

;

d. h. wir bilden aus ihnen die Formen:

l'erner bezeichnen wir mit D den invarianten Polarenprocfjss

:

/,TT ^TT
, CT\ . oT\ nf

Dann sind offenbar alle Formen Z>*^, Functionalinvarianten der For-
men (fi, und wir behaupten, das« $ich immer die Form f= a^"'b,/' in

der Gestall darslellen lasse:

(4) /•= a,Z)«^,.+ «, Z?«-'V', + «,//"-^^, + . . . + «,>»,

t^^o <//^ a, r-^m numerische, eindeutig bestimmte ZaMenfactwen bedeuten.

Für die Bestimmung der Coefficienten ß, ergeben «ich in der That
durch Vergleichung beider 8eiten von (4) nur lineare Gleichungen,
und zwar gerade in der erforderlichen Anzahl. Bei z. ij. m « J^,

« = 2, also:

und femer zur Abkürzung:

/"' = ff^'' öy «»^ by
, f" = a^ Uy^bj ,

SO wird:

Z^'V'o = 2/*+ 1^ /" + «/"

\ (5) /;^, = V+ r -2f"

^
Die Gleichuug (4j geht daher über in:

/ =(2 «, -f ß, 4- «,)/•+ (12 a, ^ «, _ 2 «j)/- -f (6 «, _ 2 <r, -I- a,)^

;

und also hat man för die «,- die Gleichungen:

#««+ a, -f «2=1,
12««+ «, -2«j = 0,

6«« — 2ff, -f «,^--0,
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und hieraus durch Auflösung:

(6) «0 = iz'tj . «1 = I j «2 = i ;

so dass:

In gleicher Weise sind im allgemeinen Falle die Glieder der rech-

ten Seite lineare Functionen der n -{- \ Formen

:

so dass aus (4):

/= A/ + ^i/" + /32r + .
. • + /5./-""

,

wo nun die ßi lineare Combinationen der a,- sind , und für letztere die

Gleichungen bestehen müssen:

ß,= \, ß,=0, ß, = 0,...ß„= 0.

Wir haben nur noch zu zeigen, dass diese letzteren Gleichungen immer

ein hestimtntes Werthsystem der a, ergeben. Nun muss die für / iden-

tische Gleichung (4) identisch erfüllt bleiben, wenn man setzt:

Vi = Xi -\r ^ Zi

,

und zwar unabhängig von A; d. h. es müssen dann die Coefficienten

gleicher Potenzen von A auf beiden Seiten von (4) einander gleich

sein. Durch diese Substitution geht aber

11} ^ über in X (aa^b^ — a^^b^:) aj"-^bj'-'^ und

allgemein ipi „ „ l' {a:^b^ — a^b^y a^'^-'bj'-'

.

Setzen wir also in der so resultirenden Gleichung A = 0, so erhalten

wir eine Gleichung, in der nur «^ vorkommt, wodurch diese Zahl

vollkommen bestimmt ist. In dem Coefficienten von A auf der rechten

Seite kommen neben Gliedern, die aus />"V'o entstehen, nur solche

vor, welche von D"-'^-4)^ herrühren; in ihm kommt also nur a^^ und a,

vor, wodurch auch cc^ bestimmt ist, u. s. f. In dem Coefficienten von A'

endlich kommt neben den jetzt schon bekannten Zahlen a„, «,,... «v-i

nur noch a^ vor. Es sind also wirklich alle «/ successive zu be-

rechnen, wodurch das Bestehen der Gleichung (4) erwiesen ist*)

Führen wir diese Rechnung noch an unserm Beispiele, d. i. für

die Form f=ajby'^, durch. Bedienen wir uns der Abkürzungen:

/•„o
= «,3^,^2

^ f^^^aJb:,b^, f,,:=aja,b:,\ /n = «-'«-^-*-^ etc.,

*) Die wirkliche Bestimmung der Zahlen a geschieht im Allgemeinen, indem

man von den entsprechenden Reihenentwicklungen Ar binäre Formen ausgeht,

wie dieselben von Gordan (Math. Annalen, Bd. 3) und Clebsch (Theorie der

binären Formen §. 8) aufgestellt sind. Vgl. Clebsch a. a. 0. und Gordan:

Math. Annalen, Bd. h, p. 10».
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wo also die Indices anzeigen sollen, wie viele symbolische Factoren

a^c, ^x durch Factoren öj, h^ zu ersetzen sind, so erhalten wir durch

die Substitution y = x -\- Xz:

f = aj {b. + kKy = /oo + 2 /-Ol
A + U ^'

/' - aj^h^ {a^ + Xa;) {b. + A&,) = /o« + (^l + f,,) l + r\, A^

/"= «^&^2 (^^ _|. i fi^ji ^ /-^^ _^ 2
/"jo

A + /"jo
A2

.

Es wird ferner auf der linken Seite von (4):

f= fm ~\~ ^ ^A)i H~ ^ /ü2

und wegen (5) auf der rechten Seite:

D'^t, = 20/00 + ^ (16 Ai + 24Ao) + ^H2/o2 + 12 A, + 6^0)

i?^,= A(3/-o, -3^0) +^H^•2 +/.! -2Ao)
^2= ^H/ü2 -2/11 +Ao).

Es ergeben sich hieraus die Gleichungen:

1 = 20 «0

2U = (16 «0 + 3 «1) U+ (24 «0-3 a^) f,,

/•02= (2 «0+ «1+ «2) /02+ (12 «0+ «1 — 2 «2) /"i 1+ (6 «0 — 2 «, + «2)/"2o

;

und also für die «,-:

1 = 20 «0 j 2 = 16 «0 + 3 a, , 1 = 2 «o + '^i + ^^2 >

woraus man wieder die Werthe (6) findet.

Aus dem Gesagten wird man leicht übersehen, wie man beim

Auftreten von mehreren Reihen Punktcoordinaten oder beim gleich-

zeitigen Auftreten von Liniencoordinaten in der Grundform / zu ver-

fahren hat. Es soll auch dies nur an einem Beispiele erläutert wer-

den: Wir suchen das reducirte äquivalente System der Form:

(7) f=ax^hy^Ua^,

welche zwei Reihen Punkt- und eine Reihe Liniencoordinaten enthält.

Wir verfahren zunächst wie bei der Form (1), indem wir nur die x
und y berücksichtigen; an Stelle der Formen (2) treten dann, wenn
wir V für den dort gebrauchten Buchstaben u schreiben , die folgenden

:

(8) (pQ = ajbjua^, (p^ = aa:ba:{abv) Ua"^, 9?2 = {abvfua^ .

Von diesen Formen gehört die erste schon dem reducirten Systeme

von / an. Die letzte enthält zwei Reihen Liniencoordinaten {u und v)

und ist daher in derselben Weise weiter zu behandeln, wie die Form

(1), nur dualistisch entsprechend. Die Form q)^ ist also äquivalent

mit dem Systeme folgender Formen:

(pIQ = {ab Uf Ua^

,

Cp^^={{^a:fpi)u=v, «^oo = |- (Q^2 ^j)« = f ;

Clebsch , Vorlesung-en. 59
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wenn mit Q^ der invariante Proeess:

^ -' ^ \d1i2d03 dusdvij ^ ^^ydusdvx duydv^j -^^ \duidv2 du^dvi) ^

bezeichnet wird. Nun ist aber:

Das reducirte äquivalente System der P'orm 9)3 besteht daher aus den

Bildungen

:

(10) qp2o
= («&w)^Ma^ ?'2t= (^^^« ba:aa){ah}l)Ua, (p22=ia^ba— K(taY •

Es bleibt jetzt noch die Form 9?^ zu behandeln. Dieselbe be-

trachten wir zunächst als nur von u und v abhängig, wenden also auf

sie wieder den durch (9) definirten Proeess Q^ an, indem wir nur auf

der rechten Seite von (9) i/i statt Xi schreiben. Dann wird (p^ zunächst

äquivalent mit:

(11) Cp^Q = (abu) a^ba^Ua^ und ^^yCpi = {ciy'ba — ciab,J) a^b^Ua'

Letztere Form enthält noch zwei Reihen Punkt- und eine Reihe Linien-

coordinaten ; ihr reducirtes äquivalentes System ist daher wieder wie für

die Form (7) zu bilden. Lassen wir also die u unberücksichtigt, so

erhalten wir die Formen:

(12) 9)11 = {aj)a — (iabx) a^ba:Ua , 9?12 = — ^v (-2 %^\) 7

wenn Q/ den zu Q.^ dualistischen Proeess bedeutet, d. h. durch (9)

definirt ist, wenn man auf der rechten Seite x statt u, y statt v und

V statt X schreibt. Es ist also:

9), 2 = — [l>aUa^v {aytt^b^r) — aaUaQJ {byüa^b:,)]

== — [baUa (bav) a^ — ««w« {abv) b^^] = {abv) {a-,ba + ««M w« .

Die Formen 9)^1, (f^^ stehen dann zu %ffx i^^ derselben Beziehung

wie die Formen (8) zu (7). Es enthält aber die Form fp^.^ wieder

zwei Reihen Liniencoordinaten ; sie ist daher äquivalent mit den

Formen

:

(13) 9)12' = («^«) Wa («^&« + ««M "^<^ ^2/9'l2>

wo nun:

(14) %^\i = («v^« — ^2/^«) (^^^« + ^«M •

Diese Form aber enthält wieder zwei Reihen Punktcoordinaten, ist

also äquivalent mit den Formen:

(15) 9)12" = (a^2 j„2 _ ^^2^,^2)
^
^^^' = -^ Q/ (Q^9,j2) = {abu) a^ba .

Das reducirte äquivalente System der Form (7) würde daher zu-

nächst durch die neun Formen 9)0, 95,0, 9511, g^io', 9^12'? ^n"y ^m 9^21;

9?22 gegeben sein, welche bez. in den Gleichungen (8), (11), (12), (13),



Die Connexe. 931

(15), (10) definirt sind. Aber von diesen Formen sind noch zwei über-

flüssig , insofern dieselben durch einen invarianten Process aus den

übrigen sechs Formen entstehen. Dies liegt daran, dass die Form

9^1 =(tthv) aa;h:t:Ua' der Differentialgleichung*)

(IG) dcp, =^ + /!-^'^ + f^ =
identisch genügt, wie man leicht verificirt, und dass das reducirie

äquivalente System einer Form dieser Art überhaupt immer eine geringere

Zahl von Bildungen ufufasst, als das einer der Differentialgleichung

(16) nicht genügenden Form.

Letztere Behauptung ist in der That leicht allgemein zu erweisen

;

es soll dies jedoch hier nur für vorliegendes Beispiel geschehen.

Setzen wir zur Abkürzung:

9)] = {abv) a^ba:U^ = rJua'^Vt,

so wird

:

' ^d(p^=r^Ua^r-x;.

Der Umstand also, dass cp^ der Gleichung (16) genügt, kann da-

durch ausgesprochen werden, dass alle mit dem symbolischen Factor

r-t behafteten, aus rp^ ableitbaren, invarianten Bildungen identisch ver-

schwinden. Für das reducirte äquivalente System von (p^ würden wir

dann bei dieser Bezeichnungsweise zunächst die Formen haben:

9^10 = ^-r' Wff2 Wt , 9^1 1
== (^ ^ ^) ^^^ ^a , fpi 2 = 2 (Wr ra — T^ Ua) r^ Ug

,

^12" = 2{6xx) r^ra, (p^^" = {^^ra — Uart) Va .

Da wir aber die Glieder, welche den symbolischen Factor r« enthalten,

auslassen dürfen, so wird:

9)12 _ ^ u^rar^Ua — ^ jg^^g^^ -i- ^^^^^^^
-\-

g^g^j

CD
'" = u r"^ = }

[^^'^ 4-
^^'^'^

-4-
1'?"^^'

\ .

Unabhängig von der Identität 8rp^=0 ist überdies

qpio" = 2 {öxx) r^ra = dq)^^ .

Hierdurch sind aber die Formen (p^^j 9^x2 '7 ^u" ^^^ Functionalinva-

rianten bez. der Formen g)^^^ (p^^ charakterisirt und daher in dem
mit

q)i
äquivalenten Systeme auszulassen. Das letztere besteht also

aus den zwei Formen:

(17) cp^Q == rJUa-Ur, Cpn = {6tx) rJUa .

Ebenso gilt allgemein der Satz, dass das reducirie äquivalente Sy-

stem einer Form (p mit zwei Reihen gleichartiger (cogredienter) Coordi-

*) Dass der Process 8 cp in der That invariant ist, erkennt man sofort an der

symbolischen Darstellung des durch ihn erhaltenen Eesultats; vgl. auch p. 548.

6'J*
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nalc7i und mit einer Reihe zu ihnen vngleichartiger (coniragredienter)

Coordinaten, welche der Gleichung (16), d. i. dcp = 0, genügt, gebildet

wird, indem man nur in Bezug auf die beiden gleichartigen Reihen

reducirt und in dem so entstandenen Systeme die vorkommenden gleich-

artigen Reihen (der contragredienten Variabein) einander gleich setzt. In

der That entsteht ja qPu direet aus der Form ^^2/9^1? wenn man

in letzterer x = y setzt.

Das reducirte äquivalente System der Form (7), f= a^by^Ua' , be-

steht also schliesslich aus den sechs Formen:

{ ajbjua^, (abu)(abuy Ua"^*, (abu) {a^ba — b^^aa) Ua*,

bu) a^^b^Ua'^j {tta^ba — Z^x««) a^b^iia
,

von denen die mit einem Sterne bezeichnete?! Formen dadurch ausgezeich-

net sind, dass sie der Differentialgleichung (16) genügen.

Man kann aber die Reduction, welche in der Einführung des

reducirten Systems liegt, noch einen Schritt weiter führen. Es ist

nämlich möglich, jede Form des reducirtfen Systems auf eine Anzahl

weiterer Formen zurückzuführen, von denen jede die Gleichung:

22 nz 32
-J ^ L ^ =

dxi'dtit dcr^i^u^ dscgdug

befriedigt.*) Es folgt daraus dann, dass man sich in der Theorie der

ternären algebraischen Formen (insofern es auf Aufstellung vollstän-

diger Systeme ankommt) auf die Untersuchung solcher Formen be-

schränken darf, welche aus jeder Klasse von Veränderlichen nur eine

Reihe enthalten und ausserdem der Gleichung (16) genügen. Ein System

der letzteren Art wollen wir ein eigentlich reducirtes nennen. Ein

solches ist z. B. für die Form (1) schon durch die in (2) auftretenden

Formen q) gegeben, wovon man sich leicht überzeugt. Die Formen

(18) dagegen bilden noch nicht ein eigentlich reducirtes System.

Es eutsteht hier ferner die Frage, in wie weit, wenn man die

Coefficienten der Grundform f als von einander unabhängig voraus-

setzt, auch die Coefficienten der Formen des eigentlich reducirten

Systems von einander unabhängig seien, abgesehen natürlich von den

durch (16) gegebenen linearen Relationen; und da zeigt sich, dass

diese Coefficienten in der That übrigens von einander unabhängig sind.

*) Dass jede Zwischenform in eine Reihe der Form:

O = [0] + «1 '-'^ [0J + a, uj [e,] -f . . .

entwickelt werden kann, wo alle [Q-] jener partiellen Dift'erentialgleichung genü-

gen, zeigte zuerst Gordan: Ueber Combinanten, Math. Annalen, Bd. 5, p. 102 ff'.

— Diese Reihenentwicklung ist besonders nützlich, wenn es gilt, von einem ge-

gebenen Ausdrucke einen Factor ttj- abzusondern; sie gibt dafür eine allgemeine

Methode, denn man braucht dann nur die Formen [0J, [0;j 4.1]... zu berechnen.
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Bei ternären Formen ist also die Theorie einer Form /' mit beliebig

vielen Reihen von Punkt- und Liniencoordinaten nicht nur individuell,

sondern auch generell durch die eines mit entsprechenden Ordnungszahlen,

übrigens beliebig gebildeten simultanen Systems ersetzbar, dessen Formen

sämmtlich höchstens nur eine Reihe x und eine Reihe u enthalten

und die Gleichung (16) befriedigen. Insbesondere ist aber ein solches

System für jeden Fall durch das eigentlich reducirte System auf oben

angedeutetem Wege zu erhalten. —
Fassen wir nun gleichzeitig die obigen, an dem Beispiele erläu-

terten Schritte zusammen, so geschieht die Bildung des eigentlich

reducirten Systems auf folgende Art.

1. Enthält / eine Reihe von x und eine Reihe von n^ so bildet

fuan die Formen:

dxidui "' dxzduz dx^diiz

dx^dui dxidiiz cx^dii^

und bestimmt die Zahlen a, /3 . . . so, dass die Formen

g, = /• -f au.Jf + ßiij dV + . . .

sämmtlich der Gleichung (16) genügen. Die k, ß, . . . sind hierdurch

völlig und eindeutig bestimmt, wie hier nicht weiter ausgeführt werden

soll (vgl. Gordan a. a. 0.). Die Formen (p bilden das eigentlich

reducirte System.

2. Enthält / nur zwei gleichartige Reihen, etwa x und y, so kann

man symbolisch setzen: f= aj"by". Die Formen des eigentlich

reducirten Systems sind dann:.

rp = aj'* bj' ,
(Pi
= aj"

-

' bj' - ^ {a b ii) , cp^ = a^'" - ^ bj' -^{abuf, etc.

3. Enthält / mehr als zwei Reihen, so sind unter diesen minde-

stens zwei gleichartig. In Bezug auf diese ersetzt man f durch die-

selben Formen wie unter 2. Die so entstandenen Formen behandelt

man in gleicher Weise bezüglich irgend zweier in ihnen auftretenden

gleichartigen Reihen weiter und gelangt so schliesslich zu einem

eigentlich reducirten Systeme. Aus letzterem fallen nur verschiedene

Formen fort, weil die Formen (p unter 2. schon die besondere Eigen-

schaft haben, der Gleichung (16) in Bezug auf die Reihen x, u zw

genügen. Die Fortsetzung der, hier zu leistenden Operationen führt

daher auf die folgende Aufgabe, durch deren Lösung Alles erledigt

ist: Eine Form f enlhcilt drei Reihen x, y , u und genügt in Bezug avf
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X und u der Gleichung (16): man soll das eigentlich reducirte System

von f angehen. Zu dem Zwecke wird man sich erst wieder das redu-

cirte System nach dem oben mitgetheilten und an einem Beispiele*)

erläuterten Satze (p. 931 f.) bilden und mit denjenigen Formen, welche
dem eigentlich reducirten Systeme nicht schon angehören, nach dem
unter 1, Gesagten verfahren.

Für unser Beispiel also haben wir aus dem Systeme (18) noch
die Formen ^q, ^^q, 9?,,:

«Po
= «r^ ^x' Ua^ , > ,

= (« l) U) «.,. &.^. ?/„2
, ^^ ^

= («^ ^^^ _ J^ ^^) ^^ J^ ^^

auf Formen des eigentlich reducirten Systems zurückzuführen. Be-
ginnen wir mit der Form g)^. Nach Obigem haben wir dann zunächst

zu bilden:

i «5^ 9^0 = «'«^ ^.r^ + ba aj + 4 «« &„ «.^ h^

.

Eine nochmalige Anwendung dös d-Processes würde (J^^j^^eO ergeben.

Ferner haben wir in den Formen

[^o]o = 9'o + ««.r^tpo + ßuJd'^cpo

(19) Ml = «^^fo + «'^'.r^g^o

die Zahlen a, ß, a so zu bestimmen, dass d [gpj^ = und d [g^^], = 0;
die Bedingung d [qp,,],^ = ist ja schon erfüllt. Nun ist aber:

(20) d [qpolo = Scp, H- ad (u,dq>,) + ßd (ujd^cp,) ,

und man hat allgemein für ^p = r,.^"'u^" in Rücksicht darauf, dass

ö'w.r = 3 ist:

* » . u/) = „/d> + 3 /»,/. - . ^ + y (^* »"i + ^* ^-i^')

.

Die rechts stehende Summe ist aber nach dem Eul er 'sehen Theoreme
gleich

Es wird also:

(21) d{^lj . uj) = uj' öt + Ä (w +,« + 3) w/' - 1^ .

Die Gleichung d [(p^^]^^
= geht daher wegen (20) über in

= dcp, (1 + 7 ^) + u^ö'^cp, {a + 10/3)

.

Diese Bedingung soll unabhängig von den u und x erfüllt sein, ins-

besondere also auch für u,^ = (\ und somit ergibt sich:

*) Es war dort (p, 931) nur n, v, x statt x, ij, u genommen.
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V 05 = — I, /3 = ^,
und:

(22) [ToIo = 9^0 -^ I «^^ «^ 9^0 + ^t «-^^ ^^ 9^0 •

Zur Bestimmung von [^oli findet man in gleicher Weise mittelst (21)

die Relation:

= d^^o (1 + 5 a) , also: a = — ^, und:

(23) [%]i = ^<Po — iw.r^>o •

Das eigentlich reducirte System der Form cp^ besteht also aus den

drei Formen (22), (23) und ö>o-
Ebenso findet man für das eigentlich reducirte System von g)^^

die Bildungen:

[9^io]o
=

9'io — i'-^^^^Pio+TrVw-r^d^gjio, [<P,o]i =^9^10 — 1 w-<^>io;

[9'io]2 = ^^9^10 '

wo: dqpjo = 2 (abu) (ciaK + *a«:r) w« = 2 9),./,

(5Vio= 4:{abu) üaba =4 qp^/'

.

Es treten hier also wieder die Formen 95,2' und (p^^'" auf, welche wir

früher aus dem nicht .eigentlich reducirten Systeme ausschliessen

mussten. Das eigentlich reducirte System von cp^i endlich besteht aus

den Formen:

[9'ii]o=^9'ii
— tW^<^9'ii; S(Pn==fiJbJ — bJaJ = q>i.;\

Das eigentlich reducirte System der Form f= aJ-h^j^UoT ist

daher schliesslich durch folgende elf Bildungen gegeben

1) [9^o]o = 9^0 — 4- W:r ^ 9'o + tV W-^^ «^^o
~

2) Ml =^9^0 — i«.r^^9'ü

3) [9)0] 2 = ^^ 9'o
wo

: (pQ = aJbJ uj ;

4) cp.^^={(lbuyUa\ b) fp^\={abu){aJ)a—^a>aa)Ua, 6)(5p22==C«-r&«— &.r«a)^;

7) [9^1010 = 9^10 — ^^^^9^10 + öT,
w.^^^^10

8) [9'io]i = ^>io
—

-6 w^^'9'io

9) [95^^]^
= d>,o wo: g),ü = {abu) a^b,^Ua^',

10) [9'ii]o = 9'ii — 1 Mx<^9'ii

11) [9),,]i
= d^),!

,

wo: «pii
= («;«&« — b.^aa)a^b^Ua .

Jede dieser Formen ist von gleichem oder niedrigerem Gesammtgrade

wie die Form f, und jede von ihnen genügt der partiellen Difierential-

gleichung (16). Nach der obigen Bemerkung über die Willkürlich-

keit der Coefficienten dieser Formen ist aber auch umgekehrt die Theorie

irgend eines simultanen Systems von elf Zwischenformen, deren Ord-

nungs- und blassen -Zahlen bez. mit denen der hier angeschriebenen elf

Formen iibereinslimmcn , und welche sämmtUch die Gleichung (16) be-
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friedigen, sonst aber von einander unahhäjigig sind, identisch mit der

Theorie einer Form f= r_^-s,/u^'^, deren 216 Coefßcienten von einander

unabhängig sind. —
Durch die vorstehenden Entwicklungen wird es hinreichend klar

sein, inwiefern die Algebra ein principielleres Studium der Zwischen-

formen und also auch der durch das Verschwinden derselben darge-

stellten sogenannten Connexe (p. 924) fordern muss. Letztere Gebilde

nun, deren Untersuchung so zu sagen die ganze analytische Geometrie

der Ebene (d. i. Algebra der ternären Formen) in sich schliesst, in

einigen ihrer wesentlichen Beziehungen und Eigenschaften darzulegen,

ist der Zweck der folgenden Erörterungen ; auf eine vollständigere

Theorie derselben müssen wir natürlich noch verzichten. Es sei so-

gleich hervorgehoben, dass wir zunächst ganz allgemeine Connexe

f "^ aJ"Ua" = betrachten wollen, ohne darauf Rücksicht zu nehmen,

dass dieselben noch auf „Normalconnexe", d. i. solche, für welche die

Gleichung (16) erfüllt ist, zurückgeführt werden können. Es fehlt

uns eben noch die Möglichkeit, der erwähnten Gleichung einen geo-

metrisch direct verwerthbaren Inhalt abzugewinnen.

IL Connexe. — Coincidenzen. — Curvenpaare.

Das Gebilde, um dessen Untersuchung es sich nunmehr handelt,

wird durch eine algebraische Gleichung gegeben, welche die Coordi-

naten eines beweglichen Punktes {x) und einer beweglichen Geraden

(ii) je in homogener Weise enthält, d. h. durch eine Gleichung der

Form

(1) /•{x,u)^a^»'Va" = 0,

wenn in ihr die x, zur ^'™, die m, zur n*<^" Dimension vorkommen.

Wir bezeichnen dieses Gebilde als Connex m*'^'' Ordnung und n"^'' Klasse,

oder kürzer als Connex {m , n).

Einem solchen kommt eine eigentliche geometrische Gestalt nicht

mehr zu; vielmehr kann man zu Jeder Linie u der Ebene noch un-

endlich viele Punkte x und zu jedem Punkte x noch unendlich viele

Linien u finden, welche der Gleichung der Connexes genügen: Jeder

Geraden u entsprechen im Allgemeinen vermöge (l) unendlich viele

Punkte x, welche eine Curve C,„ der m^*"" Ordnung bilden; jedem

Punkte X unendlich viele Geraden u, welche eine Curve A'« der n*''"

Klasse umhüllen.*) So gehört z, B. für m == 1 , w = 1 zu jedem Punkte

X ein anderer Punkt tj als Träger des von den entsprechenden

•) Gleichungen zwischen einer Reihe Punkt- und einer Reihe Liniencoordi-

naten werden auch bei Plücker kurz erwähnt: Analytisch -geometrische Ent-

wicklungen, Bd. 2, Essen 1831, p. 255.
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Linien u gebildeten Strahlbüschels (Curve l"'" Klasse) und jeder Ge-

raden u entspricht wieder eine Gerade v (Curve l'«"" Ordnung). In

der That gibt ja in diesem Falle die Gleichung .

f {x, u) =T aa:Ua ZEßiuXiUu =
nur eine besondere Darstellung der allgemeinen Collineation ; denn für

die Coordinaten des zu x gehörenden Punktes y findet man:

und für die Coordinaten der zu u gehörenden Geraden v:

Da hier Punkt und Gerade immer zusammen auftreten, ist es zur

einfacheren Auffassung dieser Verhältnisse zweckmässig, weder den

Punkt noch die Gerade an und für sich als Grundelement der Ebene

zu betrachten; vielmehr wollen wir als „Element (x, u)" jede Combina-

tioTL eines Punktes x der Ebene mit einer Geraden u derselben bezeichnen.

Die Gesammtheit der Elemente {x^ u) erhält man also, indem man

jeden der zweifach unendlich vielen Punkte x mit jeder der zweifach

uneudlich vielen Geraden u combinirt. Die gesammlen Elemente bilden

sonach ein vierfach unendliches System (erfüllen eine Mannigfaltigkeit von

vier Dimensionen) ; und die Ebene ist der Träger dieser Mannigfaltig-

keit. Aus ihr hebt die Gleichung eines Connexes die 6?mfach unend-

liche Schaar der Elemente heraus, welche derselben genügen. Das

Obige kann man dann auch in folgender Form aussprechen: Die

Punkte, welche mit einer gegebenen Geraden Elemente eines Connexes

{m, n) bilden, liegen auf einer Curve (7„, der m*'" Ordnung; die Geraden,

welche mit einem gegebenen Punkte Elemente des Connexes bilden, umhüllen

eine Curve K,, der n^"" Klasse. Sämmtliche so entstehenden Curven

Kn bilden ein doppelt unendliches System, dessen Parameter die Ver-

hältnisse der Xi sind; ebenso bilden die C,n ein doppelt unendliches

Curvensystem , welches die Verhältnisse der ui zu Parametern hat.

Nur in besonderen Fällen kann es eintreten, dass jeder Punkt

der Ebene mit einer bestimmten Geraden oder jede Gerade mit einem

bestimmten Punkte der Ebene ein Element des Connexes bildet: So

bildet z. B. in dem Connexe

x^ (p (u) -f" ^2 '^ (*0 = ^

der Punkt x^ =0, x^ = mit jeder Geraden u ein Element. Solche

Punkte bez. Gerade sollen Fundamental - Punkte bez. -Gerade genannt

werden. Dieselben können bei besonderen Connexen in beliebig grosser

Anzahl auftreten; ja ihre Zahl kann unendlich gross werden. Dies

letztere tritt bei irreducibeln Connexen z. B. ein, wenn die Gleichung

f==0 die X oder u gar nicht enthält. Enthält sie die u nicht , so

hat man die Gleichung einer Curve in Punktcoordinaten vor sich; sie ist
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als Connex so aufzufassen, dass jeder Punkt der Curve mit jeder be-

liebigen Geraden der Ebene ein Element des Connexes bilden kann,

dass aber andere (nicht auf der Curve gelegene) Punkte sich mit

Geraden überhaupt nicht zu Connexelementen vereinigen lassen. Das
dualistisch Entsprechende tritt ein, wenn /= die x nicht enthält

und also die Gleichung einer Curve in Liniencoordinaten darstellt. Ein

anderes Beispiel der Art bietet der reducible Connex

rp {x) . il) {u) = .

Hier bildet jeder Punkt von go = mit jeder beliebigen Geraden ein

Connexelement-, jeder andere Punkt der Ebene dagegen bildet nur

mit allen Tangenten von ip = Elemente des Connexes. —
Die Gesammtheit der Elemente, welche in einer Ebene existiren,

bildet, wie schon erwähnt, eine Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen.

Man hat daher vier Abstufungen geometrischer Gebilde zu unterschei-

den, je nachdem 1, 2, 3 oder 4 Gleichungen zwischen den Coordinaten

x^ u des Elementes gegeben sind; und jede von diesen muss sowohl

in Bezug auf die x als auf die u homogen sein, um geometrischer Inter-

pretation fähig zu werden (d. i. für sich einen Connex darzustellen).

Durch vier Gleichungen ist schon eine endliche Zahl von Elementen

bestimmt; es tritt dann also nicht mehr ein continuirliches Gebilde,

sondern eine Gruppe discreter Elemente auf. Die übrigen drei Stufen

bleiben zu betrachten.

Die erste Stufe ist durch den einzelnen Connex selbst gegeben.

Die Gesammtheit der ziveifach unendlich vielen Elemente, welche

zwei Connexen gemeinsam sind, nennen wir eine Coincidenz. Für den

Fall aber, wo diese, beiden Connexen gemeinsame, Mannigfaltigkeit

reducibel ist, soll auch jeder irreducible Theil derselben einzeln als

Coincidenz bezeichnet werden, ebenso wie unter Raumcurve jeder

irreducible Theil des Durchschnittes zweier algebraischen Flächen ver-

standen wird. Demnach ist analytisch die Coincidenz gegeben ent-

weder durch zwei Gleichungen zwischen den x und den u, oder durch

mehr als 2wei Gleichungen, welche aber eine doppell unendliche Schaar

gemeinsamer Lösungen gestatten. Innerhalb einer Coincidenz gehört

zu jeder Geraden im Allgemeinen eine endliche Anzahl (;u.) von Punk-

ten, welche mit ihr ein Element bilden können; ebenso gehört zu

jedem Punkte eine endliche Anzahl (v) von Geraden. Man kann dann

II die Ordnung, v die Klasse der Coincidenz nennen, und diese selbst

als Coincidenz {^i, v) bezeichnen. Man findet die zu einem Punkte

gehörigen Geraden, indem man die gemeinsamen Tangenten aller

Curven K sucht, welche in den einzelnen, die Coincidenz bestimmen-

den Connexen dem Punkte entsprechen. Ebenso findet man die zu

einer Gei*aden gehörigen Punkte, indem man in allen jenen Connexen
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die ihr entsprechenden Curven C aufsucht und deren gemeinsame

Schnittpunkte bestimmt. So ist insbesondere, wenn zwei Connexe {m, n)

und {ni , n) gegeben sind, die beiden gemeinsame (im Allgemeinen irre-

ducible) Coincidenz von der Ordnung \x, = mni und von der Klasse

V = 7in.

Die Coincidenz deckt sich hiernach mit dem allgemeinsten Be-

griffe der dualistischen (im Allgemeinen indess nicht linearen) Ver-

wandtschaft, d. h. einer solchen, bei welcher in zwei auf einander

liegenden ebenen Systemen E, E' jedem Punkte von E eine bestimmte

Zahl von Geraden in E', jeder Geraden von E' eine bestimmte Zahl

von Punkten in E entspricht. Das Umgekehrte ist dabei jedoch im

Allgemeinen keineswegs der Fall-, den Punkten einer Geraden in E
entsprechen vielmehr in E' die Tangenten einer Curve, und um-

gekehrt entsprechen einem Punkte in E' d. h. den Geraden des

durch ihn gehenden Strahlbüschels^ Punkte von E, welche eine Curve

beschreiben. Durch zwei Connexe (1, 1):

«^ w« = und aj w«- =
wird z. B. eine Verwandtschaft gegeben, vermöge deren jedem Punkte

X die Verbindungslinie der beiden zu x gehörenden Punkte mit den

Coordinaten a^ai und aj al entspricht. Dieselbe wird, wenn wir mit

Vi die Coordinaten dieser Verbindungslinie bezeichnen, dargestellt durch

die Gleichungen:

QVi = {aa)i a^rttj -^

die Verwandtschaft ist also quadratisch, d. h. die Punkte x von E,

welche den durch einen festen Punkt y gehenden Linien v von E'

entsprechen, liegen auf einem Kegelschnitte. Nur wenn besondere

Bedingungen zwischen den beiden Connexen (1, 1) erfüllt sind, wird

es eintreten können, dass aus der ihnen gemeinsamen Coincidenz die

lineare reciproke VerAvandtschaft im gewöhnlichen Sinne hervorgeht;

letztere wird dann freilich bei geeigneter Wahl der Connexe hierdurch

in allgemeinster Weise erzeugt. —
Die Gesammlheit aller (einfach unendlich vielen) Elemente, welche

drei Connexen gemeinsam sind — oder ein rational darstellbarer Theil

einer solchen Gesammtheit — bildet ein Curvenpaar. Es sind ver-

möge der Gleichungen dieser Connexe im Allgemeinen sowohl die u

durch die x, als die x durch die u rational ausdrückbar, während zu-

gleich durch Elimination der x eine Gleichung zwischen den u, durch

Elimination der u eine Gleichung zwischen den x erhalten wird. Man
hat also eine Curve in Punktcoordinaten und eine Curve in Linien-

coordinaten vor sich; und die Punkte der einen sind auf die Tangenten

der andern eindeutig bezogen. Ordnung und Klasse dieser Curven,

die man bez. als Ordnung und Klasse des Curvenpaares bezeichnen
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kann, sind nach dem bekannten Satze über den Grad der Resultante

in den Coefficienten der gegebenen Gleichungen im Allgemeinen leicht

zu bestimmen: Sind drei Connexe {m, n), {m, n') und {m'\ n") gegeben,

so wird die Klasse des Curvenpaares gleich

(2) ^
• nm'm" -\- n m"m -j- n' mtn

,

und die Ordnimg des Curvenpaares gleich

(3) mnn"-\-m'n"n-\-m"nn'.

Es ist nicht ohne Interesse, das eindeutige Entsprechen zweier

Curven in der Weise zu betrachten, wie es hier auftritt; denn gerade

die nicht aufgelöste Form der Gleichungen, wie sie hier sich theoretisch

darbietet, ist es, auf welche man in den meisten Untersuchungen unmittel-

bar geführt wird, wo man es mit eindeutigen Beziehungen zu thun hat.

Endlich wollen wir noch die Zahl der Elemente bestimmen, welche

vier Connexen gemeinsam sind. Die letzteren seien bez. von der Ord-

nung m, m\ m", rn" und von der Klasse n, n, n", n". Wir be-

trachten zuerst das Curvenpaar, welches durch die drei Connexe (w, n),

(m, n), (m", n") bestimmt wird, und dessen Ordnung fi und Klasse v
bez» durch die Zahlen (3) und (2) gegeben ist. Zu jedem Punkte x
der Cf^ des letzteren gehört dann vermöge des Connexes (m", n") eine

Curve Kn-'^ von der Klasse n", welche mit der Ky des Curvenpaares

vn" Tangenten gemein hat; und jeder der letzteren entspricht vermöge
der drei ersten Connexe ein Punkt y der (7^; fällt letzterer insbeson-

dere mit X zusammen, so haben wir ein allen vier Connexen gemein-

sames Element. Die n" v Punkte y der C/j., welche dem Punkte x
entsprechen, können nun jedenfalls zusammen mit anderen festen

Punkten der C^ durch eine Curve (p {x, y) = ausgeschnitten werden,

da sie durch eindeutige Transformation aus dem vollständigen Systeme

der gemeinsamen Tangenten zweier Curven hervorgehen; zur Bestim-

mung der Zahl der gemeinsamen Elemente -können wir daher das

erweiterte Correspondenzprincip anwenden (vgl. p. 446 und 680). Nun
entsprechen offenbar jedem Punkte y der C/^ in der oben geschilderten

Weise umgekehrt m"^ Punkte x, und die Gleichung q)(x, y) =
wird im Allgemeinen für x ^ y nicht erfüllt, denn sonst müsste jedes

Element des Curvenpaares allen vier Connexen angehören. Die Zahl

der den vier Connexen {m, w), (fii, n), (m", w"), im", n") gemeinsamen

Elemente findet man daher bei beliebiger Lage dieser Connexe gegen

einander gleich m"'fi -f- ri" v oder, wenn wir für fi, v ihre Werthe
aus (3) und (2) einsetzen:

(4) mm'n" n" -}- m m" n" n -f- m rn" nn

•\- mm"nn"' -\- m'm" n" n -\- mm"''7i" n
,

ein (wie es sein muss) in allen Zahlen m, n symmetrisches Resultat.
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Für den Fall m =^ m =^ ?n" = m"= 1 = w = w' = n' = w" folgt

hieraus z. B. insbesondere, dass vier Connexe erster Ordnung und

erster Klasse sechs Elemente gemein haben. Die Punkte dieser Ele-

mente müssen allen vier Curven dritter Ordnung gemeinsam sein,

welche in den vier aus je dreien der gegebenen Connexe zu bilden-

den Curvenpaaren vorkommen. Seien also die Gleichungen 'der vier

Connexe

:

(5) «^ W« = , ha:U^ = ^ , CocUy == , <?^ l/j = ,

so erhält man durch Elimination der u aus je dreien dieser Gleichun-

gen die vier Curven dritter Ordnung:

Die Punkte der sechs den Connexen (5)' gemeinsamen Elemente sind

die gemeinsamen Schnittpunkte dieser vier Curven; und- da durch die

6 Punkte nur dr'eifach unendlich viele Curven dritter Ordnung gehen,

kann man in ähnlicher Weise jede solche Curve darstellen, welche

die 6 Punkte enthält. Die 6 zugehörigen Geraden sind ebenso die

gemeinsamen Tangenten der vier Curven dritter Klasse:

(bcd)uiiUyU^=0, {cda)uyU^Ucc=0, {dab)ii^iiaiffi==0, {abc)uaUßUy=0.

Es ist auch- leicht, die Correspondenz aufzustellen, welche hier auf der

Curve (a/3y)r/^/;^c^ = die 6 Punkte der den Connexen (5) gemein-

samen Elemente beslimmt. Die Punkte und Geraden des den drei

ersten Connexen gemeinsamen Curvenpaares sind hier auf einander

durch die Gleichungen bezogen*)

(6) Qiii= iccß'jittyby

unter der Voraussetzung, dass {aßy) UyhyCy = 0. Die drei Kegel-

schnitte, welche durch Mj = 0, u.^ = Q, W3 =^ dargestellt werden,

haben bekanntlich drei Punkte mit einander gemein, welche auf der

Curve (aßy) aybyCy = liegen; durch diese drei Punkte gehen also

auch alle Kegelschnitte des Netzes {aßv) Uyßy = . Einem Punkte

X der C3 ist nun vermöge des vierten Connexes der Punkt «/^^wj ==

zugeordnet; den drei von letzterem an die Curve (ab c)UaUß Uy = zu

legenden Tangenten entsprechen also vermöge (6) drei Punkte der C3,

welche auf dieser durch den Kegelschnitt (aßd)aybyda; = ausge-

schnitten werden. Wir haben also eine Correspondenz mit drei festen

Punkten; und die 6 Coincidenzpunkte derselben werden durch die

Curve (ccßd) aa:b^d^= bestimmt, welche ausserdem je einfach durch

*) Man verificirt leicht, dass diese Beziehung zwischen beiden Curven die-

selbe ist, welche zwischen einer C3 und K^ besteht, wenn beide gleichzeitig durch

denselben Grassmann'schen Mechanismus erzeugt werden (vgl. p. 538).
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jeden der drei festen Punkte geht. Es stimmt dies mit der obigen

Angabe über die vier Curven dritter Ordnung überein.

Das nähere Studium der Eigenschaften eines Connexes aj"Ua'' =^^
führt nun zur Untersuchung der Functionalinvarianten, d. i. der In-

varianten, Covarianten, zugehörigen Formen und Zwischenformen,

welche zu der Grundform aJ"Ue^ gehören; die dabei auftretenden

Zwischenformen kann man dann immer nach den obigen Erörterungen

(p. 932) durch sogenannte Normalformen ersetzen, d. h. durch solche

Formen od, welche der Differentialgleichung 2J ^—%- = senücren.

Alle diese Functionalinvarianten wird man wieder symbolisch dar-

stellen können; und dabei hat man symbolische Factoren der folgen-

den Typen ^u unterscheiden (wenn aJ"'Ucc" ^ bj"Uij" ^^. c^'"Uy" ge-

setzt wird):
,

a^, (abu), {ahc), üa, Ua, (ocßx), (aßf).

Die Mannigfaltigkeit der möglichen Bildungen wird sonach eine sehr

grosse; es sind indess bisher wenig allgemeine Untersuchungen ange-

stellt. Erwähnt sei hier nur ein Princip, welches dem in der Curven-

theorie benutzten Uebertragungsprincipe (p. 276) genau analog ist,

indem es erlaubt, gewisse Sätze über binäre Formen mit zwei Reihen

von Veränderlichen unmittelbar für ternäre Connex - Bildungen zu

verwerthen.

Die durch den Connex festgelegte Beziehung zwischen Punkten

und Geraden der Ebene kann nämlich noch in anderer Weise aufge-

fasst werden. Betrachten wir einen beliebigen Punkt, welcher der

Durchschnitt zweier Geraden v, w sein und daher mit {v , w) bezeich-

net werden mag; ebenso sei eine Gerade {y , z) die Verbindungslinie

der Punkte y und z. Beide zusammen bilden dann ein beliebig ge-

wähltes Element, welches im Allgemeinen dem Connexe nicht ange-

hört. Vermöge des Connexes {m, n) werden indess die Strahlen des

Büschels (v, w) den Punkten der Geraden {y, z) zugeordnet; und zwar

ist die beiderseitige Zuordnung eine w-n-deutige, indem jedem

Punkte n Strahlen (r„), jedem Strahle m Punkte {G„) entsprechen.

Bezeichnet man nämlich einen Punkt der Reihe mit x,?/ -j- n^z, einen

Strahl des Büschels mit k^v-^-X^'^j ^o findet für die durch den

Connex «^r^'w«" = einander zugeordneten Punkte und Strahlen die

Gleichung statt:

(;«, ay + Xj a^)'" (A, y« + l^ Wa)" = ,

welche von der Ordnung m für x^ : Xj, von der Ordnung n für A^ : Aj

ist. Setzen wir nun symbolisch:

(7) ay == A^, a~ = A2, v« = Aj, Wa = Aj,
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so haben wir die doppelt binäre Form:

(8) cp = A^'"Ax",

wo dann (p = die besagte Beziehung vermittelt. Betrachten wir

ein dem gegebenen Connexe angehöriges Element rc, w, dessen Punkt

X der Reihe (y, z), dessen Strahl u dem Büschel (v, w) angehört,

und stellen die Forderung, dass die zu x gehörige V» (welche u ent-

hält) eine binäre Invarianteneigenschaft besitze, und dass ebenso G,n

dieselbe Eigenschaft oder eine andere habe : dann resultirt daraus eine

invariante Bedingung für den Strahl (y, z) und den Punkt (y, tv), und

das aus beiden gebildete Element (y, z), (v, w) gehört einem invarianten

Connexe an. Die beregte Bedingung wird zunächst durch das Ver-

schwinden einer Invariante der binären Form cf dargestellt, welche

auch dann noch die Invarianteneigenschaft haben muss, wenn die eine

Reihe von Veränderlichen {%) einer, die andere (A) einer beliebigen

andern linearen Transformation unterworfen wird; denn die zu jedem

beliebigen Punkte x = 'n^y -^ 'n^z vermöge (8) gehörige Gruppe f« soll

jene Invarianteneigenschaft besitzen, sowie auch die zu jedem beliebigen

Strahle u ^= X^v -\- X^iv gehörige Gruppe G,,,. Die hier in Betracht

kommenden Invarianten der Form 90 sind daher von der Form:

(9) 1 = 2;cn {AB) . . . n (ab) . .

.

wo die c Zahlencoefficienten, die A, B., . . . gleichwerthige Symbole

der einen, die A, B, . . . solche der andern Art bedeuten, diese beiden

Klassen von Symbolen aber niemals vereinigt auftreten; Factoren (^A)

dürfen deshalb in / nicht vorkommen. Es ist aber wegen (7):

{AB) == aybz — bya, = {abu)
,

wenn jetzt w, = {yz)i gesetzt wird, und ebenso für Xi= {viv)i:

(AB) = VaWß WaVß = {u ß x) .

Als Gleichung des gesuchten covarianten Connexes findet man daher

aus (9):

I=ZcT\{abu)...'n )aßx) . . . = 0*)

.

Diese Klasse covarianter Connexe ist also ebenso auf das Studium

der Invarianten jener doppelt binären Form zurückgeführt, wie die

Liniengleichung einer in Punktcoordinaten gegebenen Curve auf das

Studium der Discriminante einer binären Form mit einer Reihe von

Veränderlichen.

Wie von covarianten Connexen, kann man auch von covarianten

Coincidenzen und Curvenpaaren sprechen. So erhält man eine einem

*) Ein Beispiel gibt der im folgenden Abschnitte betrachtete conjugirte

Counex.
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gegebenen Connexe /"^ a^c'^Ha' = covariante Coincidenz, wenn man
jede Gerade der Ebene nicht mit allen Punkten der zugehörigen C„„

sondern nur mit deren Wendepunkten bez. Berührungspunkten von

Doppeltangenten zu Elementen verbindet; die erstere Coincidenz wird

dann z. B. aus dem Connexe /"= durch den Conuex *

ausgeschnitten. Ebenso kann man jeden Punkt der Ebene mit den

Rückkehr- bez. Wendetangenten der zugehörigen Ä'„ zu Elementen

einer covarianten Coincidenz zusammenstellen. Ein covariantes Curven-

paar wird gebildet durch die im Systeme der C,„ auftretenden Doppel-

und Rückkehrpunkte und die zugehörigen Geraden, sowie durch die

im Systeme der Ä'„ auftretenden Doppel- und Wendetangenten und

die zugehörigen Punkte.

Weiterhin müsste man dann auch Systeme von Connexen, sowie

die simultanen Functionalinvarianten solcher Systeme untersuchen,

wobei sich auch für diese Systeme eine Art Charakteristikentheorie

ergeben würde.*) Besonders nämlich wird man auf diejenigen Con-

nexe zu achten haben, welche mit anderen singulären Elementen be-

haftet sind als ein beliebiger Connex des Systems, wenn man unter

einem singulären Elemente ein solches versteht, für welches f=ü^Ua^
von höherem als dem ersten Grade verschwindet. Es ist indess zu

beachten, dass hier nicht nur einzelne singulare Elemente auftreten

können, sondern auch einfach und zweifach unendlich viele Schaaren

von solchen mehrfach zählenden Elementen, d. h. auch singulare

Curvenpaare und singulare Coincidenzen (analog wie bei den Flächen

im Räume nicht nur einzelne Knotenpunkte sondern auch Doppel-

und vielfache Curven vorkommen können). — Derartige Fragen sind

indess bisher nicht in Angriff genommen.

III. Der conjugirte Connex. — Eindeutige Transformationen

eines Connexes.

In der geschilderten Weise kann mau einen besonders merkwür-

digen zu f covarianten Connex bilden, der als conjugirter Connex be-

zeichnet werden mag; er ist in folgender Weise geometrisch zu

definiren.

Gehen wir von einem beliebigen Elemente y, v der Ebene aus,

so entsprechen, wie oben ausgeführt wurde, vermöge f= jedem

*) Solche Untersuchungen würden denen analog sein, welche Hirst über

Systeme von dualistischen Verwandtschaften (Correlationen), also über Systeme

von bilinearen Formen mit zwei Reihen Punktcoordinaten, im Sinne der Charak-

teristikentheorie angestellt hat; vgl. Proceedings of the London Mathematical

Society, vol. 5, p. 40, 1874, und Annali di matem. Ser. 2, t. 6, p. 260.
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Punkte X von v n Strahlen durch y und jedem Strahle u durch y m
Punkte von v (p. 942). Die n Strahlen sind die Tangenten von y an

die zu X gehörige K„, die m Punkte sind die Schnittpunkte von v mit

der zu u gehörigen C„.. Wenn nun die zu x gehörige Kn durch y

geht, so fallen von den n Strahlen zwei in die Tangente der Kn im

Punkte y zusammen ; und ein solcher Doppelstrahl wird, da die Kn im

Allgemeinen weder Doppel - noch Wendetangenten besitzt , nicht an-

ders entstehen können. Derselbe bildet mit x ein Element des ge-

gebenen Connexes /"= und mag insbesondere durch u bezeichnet

sein. Ebenso fallen, wenn die zu u gehörige 6'„, die Gerade v berührt,

von den m auf v liegenden Schnittpunkten zwei zusammen. Dieser

doppelt zählende Punkt bildet mit u ein Element von /" == und soll

insbesondere mit x bezeichnet werden. Ein jedes Element (y, v),

welches zu einem Elemente {x, u) von / in dieser Beziehung steht,

ist Element eines covarianten Connexes, den wir dann de7i zu f con-

jugirten nennen. Ein Element ?/, v des letzteren ist also dadurch defi-

nirty dass in Bezug auf den gegebenen Connex sowohl dem Punkte y eine

doppelt zählende Gerade u, als der Geraden v eiji doppelt zählender

Punkt X entspricht. Dasselbe können wir auch in folgender Weise aus-

sprechen: Ist {x, u) ein Element von / = 0, d. h. liegt x auf der

zu u gehörigen C,„ und berührt u die zu x gehörige K„, und ist y der

Berührungspunkt von u mit dieser K„, v die Tangente jener C,,, in x,

so ist {y , v) ein Element des conjugirten Connexes. Und man erhält

den ganzen conjugirten Connex, indem man das Element {x, u) den

ganzen gegebenen Connex durchwandern lässt. Man erhält demnach

auch die Gleichung F {y, v) = des conjugirten Conriexes , iverin man

aus den Gleichungen:

(1) 00'-
1^,' «i'.-lv /-O

.

die Grössen q, 6 , Xi, n,- eliminirt.

Wie man diese Elimination im Anschlüsse an die obigen symbo-

lischen Methoden auf ein binäres Problem zurückführen kann, werden

wir später noch erläutern. Es sei hier zunächst darauf hingewiesen,

dass die ganze Beziehung zwischen den Elementen des gegebenen zu

denen des conjugirten Connexes durchaus analog derjenigen ist, welche

zwischen einer Curve als Punktgebilde und derselben Curve als

Liniengebilde stattfindet, und dass demgemäss auch der Satz gilt:

Der conjugirle Connex des conjugirten ist wieder der ursprüngliche.

Den Beweis für dieses Reciprocitälsverhältniss führt man in fol-

gender Weise. Schreiben wir in F wieder ^-, tt— für Vi, y,-, so muss

der Entstehung von F zufolge die so gebildete Function der x , u den

Factor f haben; es muss also die Identität bestehen:

Clebsch, Vorlesungen. 60
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WO M eijie ganze homogene Function der x, n bedeutet. Ist nun der

Kürze wegen:

_ 8/ _ df

so dass die j9, q sich von den y, v nur um unbestimmte Factoren

unterscheiden, so ist der cpnjugirte Connex von F durch die Gleichun-

gen gegeben:

' — 1^ == ^JLL

und man hat bei der Bildung der Differentialquotienten von Mf sich

nur Alles durch die p, q statt durch die x, u ausgedrückt zu denken.

Da /= 0, so kann man für die ersten Gleichungen (3) auch schreiben:

Nun folgt aus den Gleichungen:

mf= UgiXi , nf= UpiUf ,

dass

:

mdf = UqidXi -\- Uxidgi , ndf= Spidui + i:v,dpi .

Da aber andererseits nach der Definition der p, q:

df= Uqidxi -\- Zpidui,
so folgt:

{7n -{- n — \)df= Exidqi -\- 2Juidp;,

mithin

:

Xi = (m ~\-n~ 1) 1^
, Ui = (m -\- n — l) P^

In (3) werden also die z, w den x, u proportional; d. h. man
kommt auf den gegebenen Connex zurück, w. z. b. w.

Wir wollen jetzt die Ordnung ni und die Klasse n des conjugirten

(Jonnexes bestimmen. Zu dem Ende müssen wir die Frage beant-

worten, wie viele Punkte irgend eine Gerade {yy = 0) der Ebene bei

beliebig gegebenem v mit der zu v im conjugirten Connexe gehörigen

Curve C„,' gemein hat; die Klasse n bestimmt sich dann durch die

dualistisch entsprechende Ueberlegung. Die gestellte Frage lässt sich

algebraisch in folgender Weise fassen: Es soll die Zahl der Werth-
systeme y, bestimmt werden, welche gleichzeitig den Gleichungen:

(4) rix,u) = o, QVi^l^, ^y^-li.^ y^-^
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genügen, wo die Vi beliebig gegeben sind. Hier können wir die Glei-

chung /= offenbar ersetzen durch Vx == 0. Verstehen wir ferner

unter y, z zwei Punkte auf dem Strahle y, so dass:

(5) Xi= ityi-\- Izi,

so haben wir statt der drei Gleichungen q Vi = ^— die zwei von q

unabhängigen Bedingungen

:

(6) ^y<|^ = und Sz,l^=0.

Schliesslich geben uns die Gleichungen ai/i == „~ zusammen mit j^y=
die eine Gleichung:

In (6) und (7) haben wir drei Gleichungen vor uns, welche nach

der Substitution (5) in sc, A bez. vom Grade m — 1 , m — 1 , m sind,

in den u, dagegen bez. vom Grade w, n, n — 1. Die Elimination der

Ui aus diesen Gleichungen gibt ein Resultat, dessen Grad in ;c, A die

Ordnung des conjugirten Connexes ist, denn sie bestimmt wegen (d)

auf V diejenigen Punkte x, welche den Gleichungen (6), (7) und also

auch (4) genügen. Die Ordnung des conjughHen Connexes wird daher

gleich

m = n {ii — V) {m — \) -\- n {n — V) {m — 1) + ^^^^

^^ =n {nm-\-2{n — \){m~V)]

und analog die Klasse desselben gleich

(9) n = 7n [nm -\- 2 {n — l) [m - \)]

So haben wir z. B.:

für
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doch bei seinem conjugirten finden. Bezeichnet man als allgemein

einen Connex auch dann noch, wenn er zwar nicht ganz willkürliche

Coefficienten besitzt, die Willkürlichkeit der letzteren jedoch nur auf

das Auftreten dieser Art von Singularitäten beschränkt ist, so wird

bei dem conjugirten Connexe dasselbe eintreten. Die nur mit solchen

Singularitäten behafteten Connexe bilden daher ein in sich geschlos-

senes System, welchem auch ihre conjugirten angehören. Dieser Be-

griff ist zunächst an den algebraischen Curven der Ebene gebildet; wo
jeder Curve in Punktcoordinaten sie selbst, aufgefasst als Tangenten-

gebilde, in ähnlicher Weise gegenübersteht, wie oben der conjugirte

Connex dem ursprünglichen. Die nothwendigen Singularitäten sind

sind hier diejenigen, welche in den PI ück er 'sehen Formeln vor-

kommen : Doppel- und ßückkehrpunkte einerseits, Doppel- und Wende-
tangenten andererseits. Geht man von einer Curve aus, welche bei

übrigens willkürlichen Coefficienten Doppel- und Rückkehrpunkte von

willkürlicher Lage besitzt, so wird zwar die Zahl der Doppel- und
Wendetangenten dadurch moditicirt werden können, dieselben werden

sich aber nicht etwa zu höheren Singularitäten zusammenziehen. Die

Curve als Ordnungscurve betrachtet kann demnach nothwendige Sin-

gularitäten aller Arten enthalten, ohne dass dieselbe Curve, als

Klassencurve betrachtet, andere als ebenfalls nothwendige Singulari-

täten enthält.

In gleicher Weise kann man den Begriff der nothwendigen Sin-

gularitäten bei allen algebraischen Gebilden charakterisiren ; bei

Mannigfaltigkeiten von mehr als einer Dimension treten aber neben

einzelnen discreten singulären Punkten etc. auch ganze Mannigfaltig-

keiten singulärer Punkte etc. auf. So sind bei den algebraischen Flächen

im Räume (Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen) neben einzelnen

Doppel- bez. dreifachen Punkten auch Doppelcurven als nothwendige

Singularitäten zu berücksichtigen; so hat man bei den Connexen (drei-

fa'ch ausgedehnten Mannigfaltigkeiten) doppelte, dreifache und vier-

fache Gebilde zu unterscheiden, welche die nothwendigen Singularitäten

ausmachen. Und zwar erheben sich die Doppelgebilde bis zur zwei-

fachen Mannigfaltigkeit, also bis zur Coincidenz, die dreifachen bis

zum Curvenpaare, während vierfache Elemente als nothwendige Sin-

gularitäten nur discret auftreten. Ein sijiguläres Element ist dabei als

ein solches zu definiren, dem nicht ein einziges, sondern mehrere Ele-

mente des conjugirten Connexes entsprechen (wie dem Doppelpunkte

einer Curve zwei Tangenten derselben). Es können deren zwei oder

mehr sein; dieselben können verschieden oder theilweise gleich oder

sämmtlich gleich sein; und dem entsprechend treten die singulären

Elemente in verschiedener Mannigfaltigkeit auf. Das genauere Studium

dieser Verhältnisse bei den Connexen wird sich sehr vereinfachen,
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wenn man sich zuvor über die analogen Verhältnisse bei Mannigfaltig-

keiten von zwei Dimensionen, also z. B. bei algebraischen Flächen,

orientirt hat; wir wollen daher hier nicht weiter auf den Gegenstand

eingehen.

Hervorgehoben sei nur noch, dass es Connexe gehen kann, welche

sich selbst conjugirt sind. Es gibt nämlich in /"= im Allgemeinen

eine Coincidenz /=0, 9) = <>, welche gleichzeitig dem gegebenen

und dem conjugirten Connexe angehört. Man braucht in der That

wegen (1) nur zu setzen
*•

/(y, .) = oder
^(If, |^)

= ü.

Dieses ist die Gleichung fp == 0,. welche zusammen mit / = die frag-

liche Coincidenz bestimmt. Aber es kann geschehen, dass g? für be-

sondere Connexe f =^Q selbst den Factor f hat; alsdann ist jedes zu

einem Elemente {x, u) von /=0 conjugirte Element (y, v) auch

ein Element von /== 0, und dieser Connex ist sich selbst conjugirt.*) —
Wir gehen dazu über, die Bildung der Gleichung des conjugirten

Connexes mit Hülfe der symbolischen Hülfsmittel zu erläutern und an

einigen Beispielen durchzuführen. Nach den früheren Erörterungen

(p. 943 und p. 945) haben wir zu dem Zwecke zunächst die Bedingung

dafür aufzustellen, dass eine doppelt binäre Gleichung:

(10) (p = ^y-'/^f =
eine Doppelwurzel Xj : x.^ und gleichzeitig eine Doppelwurzel Aj : L,

habe; d. h. wir haben die Grössen x und X aus den folgenden vier

Gleichungen zu eliminiren:

welche wegen der doppelten Homogeneität von q) nur die Stelle von dreien

vertreten. Die Gleichung des conjugirten Connexes zu /*e^ aj;'"?/a"=
entsteht dann in bekannter Weise aus der gefundeneu binären Form,

indem man jeden Factor (AB) derselben durch (abu), jeden Factor

(AB) durch {aßx) ersetzt. Die Invariante der binären Form 9p, deren

*) Ein Beispiel hierfür gibt der lineo-lineare Connex:

"1^1 + "2^2 " ''3^3 = <5 ,

welcher einem Punkte x einen Punkt // durch die Gleichungen zuordnet:

e^/i == ^1 . QU2== ^2 ) Q Vi = — ^3'

und welcher also einen besonderen Fall der perspectivischen Collineation dar-

stellt. Mit derselben ist die inverse Transformation in diesem Falle identisch

und da letztere im Allgemeinen durch den ebenfalls lineo -linearen conjugirten

Connex dargestellt wird (wie wir später sehen werden), ist hier der conjugirte

Connex zum ursprünglichen proportional.
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Verschwinden die beregte Bedingung darstellt, soll im Folgenden mit
R bezeichnet werden; ihr Grad ff in den Coefficienten von (p ist aus
dem Vorstehenden leicht zu bestimmen. In B nämlich sind dann mff
Symbolreihen A, ß, . . . und nff Symbolreihen A, B vorhanden, welche
sich bez. zu ^ niff und ^nff symbolischen Factoren der Typen (Aß)
und (AB) zusammensetzen. Daher wird die Gleichung des conjugirten
Connexes vom Grade ^mff in den u und vom Grade ^nff in den x-
d. h. wir haben wegen (8) und (9):

ff
= 2 [?nn + 2(m - 1) (^ _ i)} .

Bies ist der Grad derjenigen Invariante der doppelt binären Form (10),
deren Verschwinden aussctfft, dass einer Doppelmurzel der einen Reihe
von Veränderlichen eine Doppelwurzel der anderen ßeihe entsprechen kann.

Eine besondere Erörterung verlangen diese Verhältnisse dann,
wenn die eine der Zahlen m, n gleich 1 ist. Alsdann nämlich kann
man bei der einen Reihe nicht mehr von einer eigentlichen Doppel-
wurzel sprechen; vielmehr tritt bei der Bildung von R der besondere
Umstand ein, dass die Coefficienten der binären Form (p in Bezug auf
die linear vorkommende Reihe beide gleich Null gesetzt werden. Ist

also etwa: .

/•= Xl^/, -f XjW^ + X3M3,

wo die X nur noch von den x allein abhängen, so wird:

An Stelle von (11) treten also die Gleichungen:

i>j = , 7^2 = ^

Die Elimination von A^, X^ aus den beiden letzten Gleichungen führt
auf des Verschwinden der Functionaldeterminante von P^ und P^,

welches eine bekannte Folge der beiden ersten Gleichungen ist. In
dem Falle also, dass eine der Zahlen m, n ffleich Eins ist, reducirt sich

R auf die Resultante von P^ und P^.

Um also z. B. den conjugirten Connex des Connexes (1, 1) «'^^„=
aufzustellen, hat man die Resultante der beiden linearen Formen AyjK^

und Axf^i zu bilden, welche gleich

(^^)A,B, = ^(^^)(AB)

ist. Die Gleichung des conjugirten Connexes wird daher:

(12) {ahu){aßx) = 0.

Betrachten wir ferner den Connex (2, 1):
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Hier haben wir die Resultante der Formen A^'^^^ ,
A^-^.^ zu bilden,

welche bekanntlieh gleich ST — U- wird, wenn ü die simultane In-

variante, 'S und T die besonderen Invarianten beider Formen bedeuten.

Um letztere zu bilden benutzen wir bez. die Symbole AB/\B und

6'/>rA; dann wird:

S={ABy^^B^, T={cDyr.^^^,

u={AßyA^B., = iCDyryA,.

Mithin haben wir:

ST - W' == {ABf (CDY A, A, (BT)

und die Gleichung des conjugirtcn Conncxes von ajiia = ivird;

( 1 3) {a b nf {c duf (ß y x) (a d .r) = .

Wir wollen endlich noch zu einem Connexe (2, 2) den conjugirten

direct bestimmen. Man hat hier zunächst die Form R für eine binäre

Form zu bestimmen, in der zwei Reihen von Veränderlichen vor-

kommen, und zwar jede zur zweiten Dimension. Ein solche Form sei:

(14) (p=A^'^Ai'^= («ii.U^l"^ + ^^'l2,n^i^Z + «•22M1»^2^) '^l^

-f 2(aii,,.,JC,2 + 2ffi2M2'«l'«2 + «22M2V) ^\ ^
-\- (^1U22'^I "I -^ ^''l2> 22 '^l ^2 l ^22 J 22 ^2 ) ^2 '

Die Gleichungen (11):

dcp r. dcp /^ dcp .^ ^qc^^O

kann man allgemein durch die folgenden ersetzen:

^•^l'^l" rnndit^dh' Q-^2^l— jnndndh'
^

^^
j L I'J' ; — -1 ^l?

WO Q ein unbestimmter Factor ist. Im vorliegenden Falle ist dieses

System von Gleichungen gegeben durch:

{"\2)\2—Q)^\^\-\- ^22M2'^2^1+ «I2^22'^1^2+ ^22J22 ^^2^2=^

'"'^1
1 ; 12 »«1^1+ (^^21? 12+ 9)^2-^1+ «n;22'«l'^2+ <'2lJ 22^2-^2=*^

r/,2,i,JC2'^l+ «22M1^2'^l+(^'l2r2l+P)'^1^2+ «^22» 2l'«2'^2=0

f\\}\\^\h+ «2iMi'^2^i+ f'u,2\'^\h-\r{'^'2\rn— 0)^2^-1=^^

Bezeichnen wir durch Q die Determinante dieses in Bezug auf die

Grössen Xj A, , ti.^X^,
j^i

/Ij, ^«2^2 linearen Systems, durch ^ik,im die

Unterdeterminanten von Q, so hat man zunächst:
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'^12? 12 Q ^22M2 ^hty 2t "22 7 22

(16) Q z^ 0;

*127 12 Q ^22M2 ^''12 7 22 ^2

^11 M2 ^21 M2 "T P ^11; 22 ^21 ' 22

^12; 11 ^'^22? 11 ^12; 21 "l~ 9 ^^22; 21

^11? 11 ^21» II ^'ll;2l (h\J2V~Q
sodann verhalten sich die Quadrate und Producte der obigen vier Grös-
sen, wie die Q,a,/„,, d. h. es ist, wenn ^i einen unbestimmten Factor
bezeichnet, unter Anderem:
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einfachsten dadurch, dass man die Unveränderlichkeifc von Q für den

Fall nachweist, wo nur eine der Reihen x, l linear transformirt wird,

die andere ungeändert bleibt (vorausgesetzt, dass man statt q gleich-

zeitig eine Grösse q passend einführt). Wir benutzen die Trans-

formation :

(19) jfj = Kx,' + /3x/ , ^2=^ ya^ -\- dX'^
,

und setzen nun die neuen Gleichungen an:

(20)

p .
X, Ao— - ^ äVäTi ' ? • ^2 '^2 — t 3V/dTi

'

Es ist zu zeigen, dass diese Gleichungen auf die Gleichungen (15)

zurückkommen. Nun ist aber:

d ^_J_ ^ ^ ß -^ LA --- •

daher geben die Gleichungen (20):

Q .
3C2 Ai — — -^ d^dh

~~
4 d^dii

'

Q • ^1 '^2 — 4 ax,a;ii 4 3^28^ '

Multiplicirt man jetzt die erste und zweite, bez. dritte und vierte

Gleichung einmal mit a, ß, einmal mit y, d und addirt jedesmal, so

kommt wegen (19):

,
2

aS — ß y g-qp , - a S — ß y g-tp

und dies sind wieder die Gleichungen (15), wenn man noch setzt:

Q ^{a8 — ßy) Q.

Da nun q eine Wurzel der Gleichung Q == war, so genügt q der

Gleichung:

^'4 _j_ 6 Ur-'Q' + 4 Vr^Q + Wr^ = 0,

wo r --= a d — ßy die Substitutionsdeterminante bedeutet.

Eine ganz analoge Betrachtung gilt, wenn man die x unverändert

lässt und nur A,, A.^ linear transformirt. Die Coefficienten U, V, JV

von Q ändern sich daher bez. um die Factoren r^r"^, ^^/i^ r^r'^,

wenn r die Determinante einer linearen Transformation der Xj, r' die
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Determinante einer solclien Transformation der A, bedeutet; d. h. U,

V, W sind in der Thai Invarianten für jede von beiden Transforma-

tionen. Drei solche von einander unabhängige Invarianten der Form
AxfK{- sind aber z. B.

{^ABY (AB)-, i^AB) {BC) {CA) (AB) (BT) (fA),

{ABy{CDY{^vy(ßLf:,

und da es auch nur drei unabhängige Invarianten der Art gibt, und
sich die hier genannten bei linearer Transformation in der That bez.

um Factoren r'^r"^^ ;-3;.'3^ ^4/4 ändern, so muss ^ mit der ersten, V
mit der zweiten bis auf einen Zahlenfactor übereinstimmen, während
sich W aus der dritten und dem Quadrate der ersten muss zusammen-
setzen lassen.

In der That kann man den Coefficienten U von q"^ in Q auch

leicht direct berechnen. Man findet:

XiU= ^(«,2, 12 '^22 '12^11 7 12) ^l'^ll m'^22' 22~r^22> ll^'^l I 7 22 ^^'m W^H^JTV
= {ABY {A,A2BiB2-Ai2B2'^}

,

oder wenn man gleichzeitig A mit B , A mit B vertauscht und die

halbe Summe des alten und neuen Ausdruckes bildet:

(21) !7=-,V(-^^P(AB)^
Zur Berechnung von V bemerken wir, dass die zweite der obigen

Invarianten in nicht symbolischer Form gegeben ist durch

in 11 "11; 12 "ll; 22

V = b «12? 11 ^12M2 ^{17 Ti

hl7 11 ^22 7 12 ^22 7 22

(AB){BC) (CA) (AB) (BT) (PA)

,

und dass V = V' . c, wenn c einen Zahlenfactor bedeutet. Nun wird

aber F' = 6, wenn man a^^,^^ = ay^,a^^ = a^^,^^= \ nimmt und
alle anderen Coefficienten von (p verschwinden lässt. Andererseits

wird in Folge letzterer Substitution:

Q = (L - Q^y - (1 + ^)^ = p4 - 3 ()2 - 2(,,

also 4 F = — 2; somit folgt c = — -^^ und

:

(22) V=^-i^ {AB) {BC) {CA) (AB) (BT) (FA) .

Den dritten Coefficienten W erhält man aus Q für q = 0. Die

so entstehende Determinante entwickeln wir, um für sie den symbo-

lischen Ausdruck zu finden, nach zweigliedrigen Unterdeterminanten

in der Form:

^ = Pn^hx + Pu^n + P2i93\ + P-M^n + Pnlu + Pu'ln >

wo immer pik = — Pui, Qik = — qki und z. B.:
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^^12 = ^^12 7
12' — «II. 12 «22. 12 = " 1 (-4^)' A, A,, B, B,

7?, 3 = «,2, 22 «11 , 12 — «II 7 22 «127 12 = (^ ^) ^1 ^1 ^o^B, B2

«'34 = «12; 12^ — «n ; 12 «22 M2 = - i {(^'^-^f r, r, A, A,
,

Es wird dann zunächst:

W =^\{ABy{CDy {AiA2BiB2rir2A,A, ^- A2-B,2ri2A,2}

-(^^)(6'Z>)r,^A,A2{//2^2<^'i^iA,A2B22-^, /?i6^2Z)2A2''BiB2

—A, B, C^ Z). Ai A2 B2"^ - A^ B, C\ D^ A, Aj ^^ } .

Hier lassen sich das dritte und fünfte Glied zusammenziehen zu

(^^)(6"/>)AiA2B2'^ri2A,A2^2^i {BD),

und ebenso das vierte und sechste, nachdem man in ersterem A mit

B und A mit B vertauscht hat, zu

— {AB) {CD)AiA.ßyri''A^A.,AiC^^ (BB);

die beiden so entstehenden Glieder endlich geben zusammengenommen
den Ausdruck:

W = - {AB){AC){BB){CD)A^K.ßyAyA,V^-^

.

Nun ist identisch {AC) {BD) = (Aß) {CD) + {BC) {AD)-, und sonach:

W = - {AB)'' {CD)-' ^KByr^'AyA,^ — W"
,

wo:

W" = {AB) {CD) {BC) {AD) A,A,B.yri''A,A.^

= {AD){BC){CD) {AB) A,A.,B,B,r,'A.y

= :^{AB){CD) [{AD){BC)-{B D){AC)]AyA,Bß.SyAy
= - ^{ABf {CDy Ai A2 Bi B2 r,'^ A22

.

Setzen wir also den Ausdruck W in fV ein, so wird schliesslich:

W =^\ {AD)' {CDY {A,A2BiB2r,r2A, A,, + A^'-'B^Ti^A,'^

+ 2 A, A2 Bj B2ri'^ Aj'^ — 4 A, A,, 622^^ A, A2 } .

Hierin vertauschen wir gleichzeitig A, A mit 7?, B, sodann C, V

mit D, A und dann beide zugleich. Man erhält so vier Ausdrücke

für W und W selbst gleich ihrer Summe, dividirt durch 4:

;// = ^ {AB)\CD)'' {(AiB,r2A2 + AjBjriA,)^

+ A A2B,B2(r,-^A22+ r22A,-')+ r,r2A,A2(A,^B2'^ + A22B,2)

- A, A2n To (B,2 A22 + B22 A,2) _ B, B2A, A2(A,2 V,^ + A,^ V;')

- A,A2A,A2 (B,^r22 + By Fl 2) - B, B2 f, r2 (A,2A2^- + ^2'^^)]-

Es ist aber identisch:
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A, A,B,B, (r/^A^-^ + r^^A.o + r.r,A,A, (a.^b./ + a./b/o
'

= 4- {- (AB)^ (VAy + (AiBoJ, A2 + A,Bir,A,)^

Trägt man dies und die ähnlichen Umformungen der entsprechenden

Ausdrücke in den Ausdruck von W ein, so erhält man:

W = -i-i-g {AB)\CDf. {(AOHBA)'^ + (AA)HBr)^ - (AB)'^(rA)'M .

Von den drei Gliedern, welche hier auftreten, sind die beiden ersten

einander gleich, das letzte ist gleich — 9 <7*; und man hat so endlich

(23) ^= i {AB'f {CDf (A r)2 (B A)2 — 9 ^72

.

Die in den Gleichungen (21), (22), (23) gegebenen Werthe hat

man in i und j nach (18) einzusetzen, um nach (17) die gesuchte In-

variante R zu erhalten. Die Gleichung des zu dem Conncxe aj;^Ua^=
coiijugirteji Connexes ist daher gegeben durch:

8(^ + 3^2)3 _216(^^— ü^ — V^f = i),

loenn.

U= — -^^ {abiif {aßxy

F = — Y^Tj- (abu) (bcu) (cau) {aßx) (ßyx) (yax)

W = \ {abuf {cduf {ayxf (ßdxf — 9 ü' .
-

Der conjugirte Connex war vermöge der Gleichungen (l) Element

für Element eindeutig auf den gegebenen Connex f= bezogen ; diese

Gleichungen geben also einen speciellen Fall einer allgemeinen ein-

deutigen Transformation des Connexes /"=0, welche man in den Glei-

chungen:

(24) Qtji = cpi^x, u}, avi = t \x, ii) (^ = 1, 2, 3)

ansetzen kann, wenn cpi == drei beliebige Connexe {p, q), i>i ==

drei beliebige Connexe {r,s) vorstellen. Die Gleichung F{g, v)'=0
des neuen Connexes ergibt sich dann durch Elimination von q, 6,

Xi, u; aus den Gleichungen (24) und aus f (ar, v) = 0. Für den Fall,

dass die Transformationsconnexe 97 = 0, t/^ = zu /=0 nicht in

besonderer Lage sind, bestimmt man leicht Ordnung m und Klasse w'

von F = 0. Die Ordnung m nämlich ist offenbar gleich der Zahl der

Punkte ?/, welche bei beliebig gewählten Werthen der Vi gleichzeitig

den Gleichungen (24) und /'=0, y^ = genügen, wo die y, be-

liebige Grössen sind; d. h. — wegen der Eindeutigkeit der Transfor-

mation (24) — gleich der Zahl der Elemente {x, w), welche den vier

Connexen

:

gemeinsam sind; und somit haben wir nach Gleichung (4), p. 940:
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(25) in = r'^nq -f- s^mp -\- 2rs [mq -\- np) ~ -

und ebenso:

(26) n = p'^ns -{-q'^mr -\- 2 pq {ms -\- 7ir) .

Hieran sind noch Modificationen anzubringen, wenn die Transfor-

mationsconnexe ^, ^ zu / in besonderer Beziehung stehen. Es mögen

z. B. die Connexe q)i = ein Curvenpaar {d, e), die Connexe xjji =
ein Curvenpaar {d, s) mit /= gemein haben. Von dem Curvenpaare,

welches den Gleichungen

gemeinsam ist, und dessen Ordnung und Klasse durch die Gleichungen

(3) und (2) p. 940 bestimmt wird, ist dann noch das Curvenpaar {d, s)

abzuziehen. Es bleibt dann ein Paar von der Ordnung ^rsn-^ms"^— d

und der Klasse 2 rsm -\- nr'^ ~ £. Nach den Entwicklungen auf

p. 940 wird also jetzt die Ordnung des Connexes f(g, v) =0:

(27) ni = {2 nrs -\- ms"^ — 8) p -\- {2 mr s -\- nr- — b) q

und die Klasse desselbeji:

(28) n == (2 npq + ^Q' — ^) ^' + (^ ^^PQ + ^P^ — e) s

.

Aus diesen Formeln findet man insbesondere wieder Ordnung und

Klasse des conjugirten Connexes. Die in den Gleichungen (1) an

Stelle von op, auftretenden Connexe tJ- = bestimmen nämlich im

Allgemeinen ein Curvenpaar der Ordnung 3 ^ (« — 1)^ und der Klasse

3 (« — l)w", welches nach dem Eul er 'sehen Theoreme auch dem
Connexe f=0 angehört. Für die Gleichungen (1) wird daher:

d = 3m {n — 1)'^ , e = 3 {n — 1) m'^
,

und ebenso:

^ == 3 w^ (w — 1) , s = 3 {m — 1)^

«

ferner:

p = m
, q = n — 1, r == m — 1, s = n .

Setzt man aber diese Werthe in (27) und (28) ein, so findet man in

der That wieder die bekannten Zahlen für Ordnung und Klasse des

conjugirten Connexes.

Bei weiteren Untersuchungen über die eindeutigen Transforma-

tionen der Connexe wird man besonders auf die Singularitäten der-

selben zu achten haben (wie bei den Transformationen einer Curve)

und auf die Beziehungen zwischen den Singularitäten des gegebenen

zu denen des transformirten Connexes. Auch wird man verschiedene

Arten von Transformationen unterscheiden müssen, je nachdem die-

selben einen ganzen Connex eindeutig in einen anderen überführen,

oder nur für die Elemente einer Coincidenz, oder endlich nur für die
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eines Curvenpaares eindeutig sind, in analoger Weise ^ wie man im

Räume eindeutige Transformationen einer Fläche und einer einzelnen

Curve zu betrachten hat. Die sich hieran knüpfenden Untersuchungen

gestalten sich in ganz ähnlicher Weise wie die entsprechenden Theorien

in einer beliebigen Mannigfaltigkeit von vier Dimensionen. Insbe-

sondere wird man sowohl für Connexe, wie für Coincidenzen und

Curvenpaare eine Zahl, das Geschlecht dieser Gebilde^ aufstellen können,

welche bei allen eindeutigen Transformationen derselben ungeändert

bleibt.*) Es ist jedoch zu bemerken, dass hei den Coincidenzen, wie bei

den algebraischen Flächen, zwei solche constante Zahlen, bei den Con-

nexen, wie bei Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen, drei solche

Zahlen aufireten^^); beim Curvenpaare dagegen gibt es, wie bei einer

einzelnen Curve (oder überhaupt bei einer algebraischen Mannigfaltig-

keit von einer Dimension) nur eine solche constante Zahl. Die wirk-

liche Aufstellung dieser verschiedenen Zahlen (Bestimmung ihrer Ab-

hängigkeit von etwaigen Singularitäten des Connexes, der Coincidenz

oder des Curvenpaares) und die Durchführung des Beweises für ihre

Erhaltung bei eindeutigen Transformationen, wird in analoger Weise

zu geschehen haben wie bei jenen allgemeinen algebraischen Mannig-

faltigkeiten. . Darauf wollen wir indess hier nicht mehr eingehen. Es

sei nur noch erwähnt, wie für die Connexe und Coincidenzen die drei-

fachen bez. zweifachen Integrale zu bilden sind, mit deren Untersuchung

man die Bestimmung jener Zahlen in Zusammenhang bringen kann. Die

betreffenden Resultate für beliebige Mannigfaltigkeiten (vgl. Nöther
a. a. 0.) modificiren sich hier nämlich in eigenthümlicher Weise, weil

wir es nicht mit einer Gruppe von vier, sondern mit zwei Gruppen

von je zwei Veränderlichen zu thun haben.

Es sei (x , u) ein Element des Connexes / == 0. Da letzterer ein

dreifach unendliches Gebilde darstellt, so sind in ihm drei von einan-

der linear - unabhängige Fortschreitungsrichtungen möglich, die wir,

von dem Elemente (x, u) zu einem benachbarten Elemente (x -{- dx,

u -|- du) übergehend, den Veränderlichen ertheilen können. Indem wir

drei solche Differentiale durch die Buchstaben d, d', d" unterscheiden,

ergeben sich die Gleichungen:

^fr'i dxi + 2;a; dui =
- ^A; d'xi -f Ef.: d'ui =

I^f.l d"xi -f Zful d"ui = 0,

wo f:r' = i^, f,,' =i-~' Nehmen wir die Gleichungen hinzu:

*) Vgl. Clebsch: Comptes rendus, Bd. 67, December 1868 und Nöther:

Math. Annalen, Bd. 2, p. 293 ff.

**) Vgl. Nöther: Math. Annalen, Bd. 8, p. 495 ff.
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so haben wir fünf Gleichungen, aus denen die Verhältnisse der f^.',

fu[ bestimmt werden können; und zwar werden sie den aus dem un-

vollständigen Systeme

d'xi

d' x^

dx.^ dxo

d'x^ ä x.,"2

ä' x,^ d" x-T^

du^

d' u^

d' u^

du. du..

du.. du.

d' u.^ d'u.^

gebildeten Determinanten proportional. Ist also eine ganze homo-
gene Function vom Grade /w — 3 in den Xi und vom Grade n — 3 in

den Vi, so stellt der Ausdruck

(29) dl

dx^

dx^

dxo d i

d x^

d x.^

du^

du.^

duo

d u^

du.,

du,.

d a:,

d"x.,

d" x^

d"u^

d" U2

d'u..

X.,

w,

ß.

^oiif^l ~+ 2;^/„;

ein Element eines dreifachen Integrals dar, welches von den Grössen

«,-, /3; vollständig unabhängig ist. Bestimmt man die Constanten in

so, dass dieses Integral für kein Element des Connexes f=() un-

endlich wird, so gibt die Zahl der willkürlich bleibenden Constanten
von das Geschlecht p des Connexes an. Besitzt also der gegebene
Connex keine Doppel -Coincidenz etc., so hat keiner Bedingung zu
genügen; dann wird:

^ 2 ' ' 2 '

und dies ist die eine der für einen Connex charakteristischen Zahlen. *)

Eine einfachere Form kann man dem Differentiale ^ / in doppelter

Weise geben. Man kann nämlich zwei der drei Fortschreitungen d,

d', d" so wählen, dass einmal die w,-, einmal die xi constant bleiben.

Alsdann wird etwa:

d'u^ ==d'u^ = d'u^

tt »X'A —— C/ JCiy • tv iCo 0;

*) Die andern beiden Geschlechtszahlen würden durch die Zahlen gegeben
werden, welche für eine aus /"= durch einen Connex = ausgeschnittene
Coincidenz in analoger Weise charakteristisch sind.



960 Siebente Abtheilung.

«1



Die Connexe. 961

kann man von de7n Geschlechte einer Comcidenz sprechen. Denken wir

uns diese als den Durchschnitt zweier Connexe {m, n) bez. {jn, n):

/= und 9? =
so hat man ein Doppelintegral*) zu betrachten, dessen lineare Diffe-

rentiale den beiden hier noch möglichen Fortschreitungsrichtungen

entsprechen. Es seien letztere durch d, d' dargestellt; man hat dann:

2:f^'.dXi + IlfuldUi = , 2:fa^'.d'xi + Sfu'-d'in =
IJXif^; = , Uuif,,; = ;

und:

Eq)^/dXi + Ecpu-dUi = , 2](p^.:dXi -\- 2J(pu-dui = ,

Jedes dieser Systeme von Gleichungen kann man als ein lineares

System für die Differentialquotienten der darin auftretenden Functionen

ansehen. Es folgt dann nach bekannten Sätzen, dass die aus den

Reihen

:

^x', qP.r/, q>x',, <Pn', (pu^: fPv'

,

ZU bildenden zweigliedrigen Determinanten den viergliedrigen Deter-

minanten der Matrix:

dx^



962 Siebente Abtheilung.

Wird nun so bestimmt, dass das aus dl entstehende Doppelintegral

für jedes innerhalb der Coineidenz zu wählende umgrenzte Gebiet endlich

bleibt, so ist die Zahl der in übrig bleibenden und durch Benutzung
von/=0, g? = unzerstörbaren, willkürlichen Coefficienten gleich

dem Geschlechte n der Coineidenz.^) Im Allgemeinen hat man daher:

{m-{-m' — \)[m -\-

n

i — 2) (n + n' — 1) {n + «' — 2)n _ ^—
^

_ (w — 1)(/// — 2) ^
in—\){7i' — 2J _ {m~ \){m — 2) [n — l) [

n — 1)2*2^
2 2

Um den Ausdruck dl noch zu vereinfachen, kann man hier nicht

mehr Fortschreitungsrichtungen Avählen, für welche alle dXi, bez. alle

dui verschwinden; man kann aber entweder die a, u oder die h, ß
gleich Null setzen und erhält dann für dl die beiden Darstellungen:

. {ccdxd'x) . (tihß)
dl

. (m du d'u) . {xaa)

Bas Geschlecht eines Curvenpaares endlich ist gleich der Zahl,

welche nach bekannten Theorien irgend einer der beiden (eindeutig

auf einander bezogenen) Curven des Paares als Geschlecht zukommt
und mit den zu einer solchen Curve gehörigen Abel' sehen Integralen

in bekannter Beziehung steht (p. 790 ff.).

Schliesslich sei noch hervorgehoben, dass man auch für die hier auf-

gestellten Differentiale dreifacher und zweifacher Integrale leicht Glei-

chungen finden kann, die der Differentialgleichung des Abel'schen

Theorems genau analog sind.**) Es lässt sich eine solche- Gleichung

jedoch nicht in derselben Weise wie das AbeTsche Theorem sofort

zu geometrischen Anwendungen benutzen, weil die Eigenschaften mehr-

facher algebraischer Integrale mit complexen Grenzen noch nicht näher

untersucht sind.

IV. Die Hauptcoincidenz.

Unter den Connexen gibt es einen, welcher eine eigenthümliche

Wichtigkeit hat; es ist derjenige lineo- lineare Connex, welcher durch

das Verschwinden der identischen CoVariante u^., d. i. durch die

Gleichung:

(1) Ux ^ WjXj -f- u^x^ -\- u^x.-^ =

*) Die zweite Geschlechtszahl der Coineidenz wird gleich dem Gesclilechte

des Curvenpaares, welches in der Coineidenz /'=0, qs = durch einen Connex
•= bestimmt wird, welcher den im Texte angedeuteten Forderungen zu ge-

nügen hat.

**) Vgl. Nöther: Math. Annalen, Bd. 2, p. 305, Anmerkung.
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gegeben wird; wir nennen ihn kurz den identischen Connex. In

demselben gehört zu jedem Punkte die Gesammtheit der durch ihn

gehenden Geraden, zu jeder Geraden die Gesammtheit der auf ihr lie-

genden Punkte; d. h. Element des identischen Connexes ist überhaupt

jede Combination von Punkt und Gerade ip vereinigter Lage. Die zu

einem Punkte gehörige Curve K^ ist also der Punkt selbst, als Mittel-

punkt eines Strahlbüschels betrachtet, die zu einer Geraden gehörige

Curve Ci ist sie selbst, betrachtet als Träger einer Punktreihe.

Durch die Gesammtheit der Elemente, welche einem beliebig ge-

gebenen Connexe /= und dem identischen Connexe w^ = gemein-

sam sind, ist eine für das Studium des Connexes /=0 besonders

wichtige coVariante Coincidenz gegeben; wir nennen sie die Haupt-

coincidenz des Connexes. In ihr entsprechen jedem Punkte n durch

ihn gehende Strahlen („CoincidenzsU^ahlen") , die von ihm an die zu-

gehörige Kn gelegten Tangenten; jeder Geraden entsprechen m auf

ihr liegende Punkte („Coincidenzpunkie"), ihre Schnittpunkte mit der

zugehörigen C>„-

So gehört zu jedem Connexe eine Hauptcoincidenz ; umgekehrt

dagegen gibt es unendlich viele Connexe (m, w), denen eine gegebene

Hauptcoincidenz {?n, n) angehört. Ist nämlich /= einer von diesen,

so enthalten offenbar alle Connexe:

(2) f-\-Mu.= 0,

wo M = ^ einen beliebigen Connex {m — \ , n — \) darstellt, die-

selbe Hauptcoincidenz wie /. Alle folgenden Untersuchungen über die

Hauptcoincidenz eines Connexes f gelten daher ebenso für alle aus /'

und u^ wie in (2) zusammengesetzten Zwischenformen.

Die Hauptcoincidenz wird nun dadurch von ganz besonderem

Interesse, dass sie zu den algebraischen Differentialgleichungen erster

Ordnung''') in engster Beziehung steht, wie wir sogleich sehen werden.

Wenn man durch jeden Punkt der Ebene die n Richtungen der Ge-

raden zieht, welche ihm in der Hauptcoincidenz entsprechen, und

diese als Bogenelemente eines Curvensystems betrachtet, so setzt sich

aus ihnen ein System von Curven zusammen, von denen n durch

jeden Punkt hindurchgehen; und zwar sind die Tangenten derselben

in dem Punkte die dem letzteren in der Hauptcoincidenz zugehörigen

w Strahlen. Zur Aufsuchung der so entstehenden Curven hat man

*) Es wird nicht zu einem Missverständnisse führen können, wenn hier das

Wort Ordnung in anderer Bedeutung gebraucht wird als bisher im Texte. Wir

verstehe^, wie auch sonst üblich, unter Difterentialgleichung erster Ordnung eine

solche, in der nur die ersten Differentiale dx^ bez. du^ vorkommen, diese aber

zu beliebig hoher Dimension.
61*
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eine Differentialgleichung zu . integriren , die in folgender Weise ge-
funden wird. Wir setzen wieder f^ a^J'^u^'. Es sei u eine durch
den Punkt x gehende Gerade, welche ihm in der Hauptcoincidenz
entspricht, so dass f{x, u) = und u^.= 0. Ein zu x benachbarter
Punkt X -{- dx befriedigt dann die Gleichungen

woraus man die Verhältnisse der u, gleich denen der aus den a:,- und
dxi gebildeten Determinanten findet. Führt man also letztere in /"

oder in /-j- /¥u^ ein, so erhält man die Differentialgleichung:

(4) f{Xi,x.^, ^3

;

X., dx.^—x.^ dx^, x,^ dxy —x^ dx^, Xi dx^—x^ dx^)=aj"[axdxY=0.

Dualistisch entsprechend kann man ausgehen von einem Strahle ti

und seinen m Coincidenzpunkten. Zieht- man durch einen derselben
einen zu u benachbarten Strahl u -\- du, so wird auf letzterem sich

ein ihm zugeordneter Punkt x -f dx befinden; von diesem kann man
dann ebenso weiter gehen und erhält so ein System von Curven, von
denen m eine beliebige Gerade berühren. Zur Bestimmung derselben
treten an Stelle der Gleichungen (3) die Gleichungen:

(5) M^ = , {du)^ = x^ du^ -}- x^du.^ -f x.^du.^ = ,

woraus man an Stelle von (4) die Diff'erentialgleichung findet:

(6) / {{u d li) , u^ zz (a u du)"< iia" = .

Dies Curvensystem hat also die Eigenschaft, dass die Tangente einer
Curve desselben in einem ihrer Punkte durch einen der Coincidenz-
strahlen dieses Punktes gegeben wird. Durch ganz dieselbe Eigen-
schaft war aber auch das durch die Differentialgleichung (4) gegebene
Curvensystem charakterisirt; öetde Sijsle?ne sind daher identisch: Die
Gleichung (5) ist die Differentialgleichung in Liniencoordinaten für das-

selbe Curvensystem, dessen Gleichung in Punktcoordinaten durch Integra-

tion der Differentialgleichung (4) gewonnen ivird. Die hierdurch dar-

gestellten Curven nennen wir die Hauptcoincidenz- oder Integral - Curven
des Connexes /"= 0.

Die hier auftretenden algebraischen Differentialgleichungen (4)
und (5) sind die allgemeinsten ihrer Art, wenn dem Connexe / =
allgemeine Coefficienten beigelegt werden; denn jede Differential-

gleichung erster Ordnung mit algebraischen Coefficienten kann auf diese

Weise erhalten werden. Den Zusammenhang zwischen einer gegebenen
Differentialgleichung zwischen zwei Veränderlichen und der Haupt-
coincidenz eines Connexes kann man nämlich offenbar in folgender
Weise darlegen.
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Es sei eine algebraische Gleichung zivischen x, y und P = ^
gegeben: (f {x,y,p) = 0. Man bringe die Gleichung g? = in die Form:

(7) /'{x, y; —p, xp-y)^0,
was noch auf unendlich viele Weisen geschehen kann. Dann ist immer

die Gleichung eines Connexes, dessen Integralcurven durch die Gleichung

(p=:0 gegeben iverden. In der That setzt man wieder Ui = {xdx)i

und dann 0:3=!, ^0:3 = 0, x^=x, x.^ = y, so geht die Gleichung

(8) wieder in (7) über. Statt (8) könnte man übrigens auch jede

Gleichung

:

' X3U2

als zugehörige Connexgleichung wählen, dem entsprechend, dass die

Gleichung (7) auf verschiedene Weisen gebildet werden kann.

Wie wir hier in (4) und (5) zwei verschiedene Differentialglei-

chungen für dieselben Curven vor uns haben, kann man jede alge-

braische Differentialgleichung durch eine andere ihr äquivalente ersetzen

und so die Integration oft vereinfachen.*) Man hat zu dem Zwecke

die gegebene Differentialgleichung zunächst auf die Form (7) zu brin-

gen, den zugehörigen Connex (8) aufzustellen und 'in ihm xi = {iidu)i

statt Ui = {xdx)i zu setzen.

Beispiele für die Bestimmung von Integralcurven werden wir

weiterhin behandeln; hier betrachten wir nur einen besonders einfachen

Fall, nämlich den Connex, welcher durch das Verschwinden der Func-

tionaldeterminante zweier Formen (p = «./*, 1/^ = «^" und der Form

U:c dargestellt wird:

(9) {aau)a^'"-''Kr"-'- = 0.

Derselbe gibt die Differentialgleichung:

mn (a^arf.r — «r«rf.r) «r'"
~ ^ «r"

"
^ ^mfpd^l^ — nipdrp^O.

Seine Hauptcoincidonzcurven sind also:

w log 1^ — n log 9) = log A

,

wenn l einen Parameter bedeutet, oder:

(10) V — Aqp" = 0.

*) Entsprechende Betrachtungen für den Raum (d. i. die Ueberführung einer

für Punktcoordinaten gegebenen Differentialgleichung in eine solche für Ebenen-

coordinaten) findet man bei Plücker: System der Geometrie des Raumes,

Düsseldorf 1846, p. 27.
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Und hierdurch ist gleichzeitig die Integration der Ditferentialgleichimg:

{aau) (audu)'"-^ (audu)"-^ =
gegeben

;
wenigstens wird letztere durch Lösung des rein algebraischen

Problems geleistet, die Gleichung der Curven (10) in Liniencoordi-
naten aufzustellen. Man ersieht aus (10), dass in der That durch
jeden Punkt der Ebene eine Curve des Systems geht, während jede
Gerade von m -j^ n — 2 Curven berührt wird. Zunächst nämlich würde
die Liniencoordinatengleichung der Curve (10) vom Grade 2 {?n?i — 1)
in l werden; da aber in dem Systeme die Curve jp w-fach enthalten
ist, und so jede beliebige Gerade in jedem ihrer 7i Schnittpunkte
(w — l)-fach berührt (vgl. p. 424), so muss die Liniencoordinaten-
gleichung für jede Linie die n(m — 1)- fache Wurzel A = und

• analog die ?n (n — 1) -fache Wurzel ;i = co zulassen. Nach Absonde-
rung der entsprechenden Factoren bleibt sie in der That vom Grade

2 {?nn — 1) — (m — 1) n — (n — 1) m =. m -\- 71 ~ 2

.

Dass in (10) algebraische Integralcurven auftreten, ist durch die
specielle Natur des gewählten Beispiels bedingt; im Allgemeinen wird
man transsceudente Curven erhalten, von denen aber auch immer
n durch einen beliebigen Punkt gehen, m eine beliebige Gerade be-
rühren. Für diese Curvensysteme kommt also den Zahlen n, fn eine
Bedeutung zu, ähnlich derjenigen, welche wir früher in der Theorie
der Charakteristiken den Zahlen ^, ^' (bez. ^,v) beilegten; und in
der That lassen sich auch verschiedene auf diese Zahlen bezügliche
Sätze über Systeme algebraischer Curven unmittelbar auf die allge-
meineren Systeme Iransscendenter Curven übertragen, ivclche durch eine
Differentialgleichung :

^ (^' ^' rfl)
"" ^ ^^^^" 'besser: a^'" (axdx)" =

definirt sind.

Ziehen wir z. B. durch einen festen Punkt alle möglichen Ge-
raden, so wird jede derselben in fn Punkten von den Curven des
Systems berührt; und die Gleichung Ä^ = des Ortes dieser Berüh-
rungspunkte, ergibt sich durch Elimination von u aus den Gleichungen:

u^^i), i(y = 0, a,,"'i(„" = 0^

ist also gegeben durch:

ebenso führt die dualistisch entsprechende Ueberleguiig zu der Gleichung:

(
^
^) U„^zi(auv) '" Ua" = ;

und wir haben die Sätze:
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Der Ort der Pimkle x, ivelchc durch ' Die Enveloppe der Strahlen ii, ivelche

ihre Verbindungslinien mit einem

festen Punkte y zu Elementen der

durch ihre Schnittpunkte mit einem

festen Sirahle v zu Elementen der

Havptcoincidenz ergänzt werden^ \
Hauptcoincidenz ergänzt werden,

ist eine Curve der Ordnung m -\- n x

Xy = ; und diese Curve hat einen

n-fachen Punkt in y.

ist eine Curve der Klasse m -j- n :

(Jy = 0; und diese Cut^ve hat v

zur m-fachen Tangente.

Die Ordnung der Curve Äy = ist also in der That ebenso von

den Zahlen n, m abhängig, wie die Ordnung der entsprechend defi-

nirten Curve bei algebraischen Systemen nach einem Satze auf p. 414'

von den Charakteristiken ft, ^ eines solchen Systems; und auch das

Verhalten beider Curven in dem festen Punkte y ist dasselbe.*) —
Unter den Punkten der Ebene sind nun besonders diejenigen aus-

gezeichnet, für welche zwei der n von ihnen ausgehenden Richtungen

zusammenfallen; und da diese Forderung einer Bedingung äquivalent

ist, wird es noch einfach unendlich viele Punkte der Art geben, d. h.

dieselben werden eine Curve bilden. Ebenso erhält man eine andere

Curve als Enveloppe der Geraden, für welche zwei zugehörige Coin-

cidenzpunkte einander benachbart liegen. Wenn zwei der n von einem

Punkte X aus an die zugehörige E,i gelegten Tangenten zusammen-

fallen sollen, so muss der Punkt x offenbar auf der Ä'„ liegen; stellt

man also die Gleichung f (x, n) = der letzteren in Punktcoordinaten

X in der Form /' {x, X) = dar, so ist E (x, x) ^= die Gleichung

des gesuchten Ortes. Man erhält daher den Ort der Punkte x, ivelche

auf ihrer zugehörigen Kn liegen, und fiir welche somit zwei der zuge-

hörigen Eortschreitungsrichtungen der Hauptcoincidenz zusammenfallen,

indem man die Curve Kn in Punktcoordinaten x darstellt. Dualistisch ent-

sprechend erhält man den Ort der Linien u, ivelche ihre zugehörige 6'„,

berühren, inde?n man die letztere in Liniencoordinaten u darstellt.

Die erstere Curve existirt natürlich nur , wenn w > 1 , die letztere

nur, wenn w > 1 ; die Fälle m = 1 oder n = 1 verlangen daher noch

eine besondere Besprechung; wir kommen auf letztere später zurück.

Für den Connex a^Ua^ =• erhält man z. B.

:

E(x, X)==a.,b^,(aßX)\

und der Ort der betreffenden Punkte ist folglich gegeben durch die

Curve vierter Ordnung:
/'' {x, x) Ell a^b^ (aßxy = .

*) Ebenso gilt lür die Systeme transscendenter Curven auch der Satz, dass

eine Curve der 'Ordnung n und der Klasse k' von k' n -\- rl m Curven des Systems
berührt wird; vgl. Fouret: Sur les systemes ge'ndraux de courbes planes, Bulle-

tin de la societe mathematique de France, t. 2, p. 72 und 96. — Man erkennt,

wie auch die weiteren Untersuchungen von Fouret über simultane Curven-
systeme der Art in engster Beziehung zur Connextheorie stehen.
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Für den Connex aj Ua- == findet man

:

und somit die Curve sechster Ordnung:

F {x, x) = ajbj {aßxy = 0.

Die hier gemeinten Curven stehen in besonderer und sehr wich-
tiger Beziehung zu den Integralcurven des Connexes /"= 0. Betrach-
ten wir die Punkte auf beiden Seiten der Curve F {x, x) = 0. Für
einen Punkt der letzteren selbst fallen zwei der zugehörigen Zweio-e

der Integralcurven zusammen; nach den bekannten Gesetzen der Con-
tinuität müssen diese Zweige daher für Punkte auf der einen Seite der
Curve i^(a^, o;) = reell, für Punkte auf der anderen Seite dieser

Curve imaginär sein. Es haben also in jedem Punkte von F=0 zwei
reelle Zweige der Integralcurven dieselbe Tangeute, ohne sich über
diesen Punkt fortzusetzen, d. h. es entsteht eine Spitze der Integral-
curve (vgl. Fig. 74). Fügt man die dualistisch entsprechende üeber-
legung und die Umkehrung beider hinzu, so kann man daher die

beiden Sätze aussprechen:

Der Ort der Punkte, welche auf \ Die Enveloppe der Linien, welche
den ihnen im Connexe zugehörigen

\
die ihnen im Co?mexc zugehörigen

Curven Kn liegen, (/' = 0) ist zu-
\
C„, berühren, (F' = 0) ist zugleich

gleich der Ort der Spitzen der In

tegralcurven des Connexes.'*)

der Ort der Wendetangenten der

Integralcurven des Connexes.

Die zu den Punkten von F= gehörigen Rückkehrtangenten
der Integralcurven werden dabei im Allgemeinen eine andere Curve

j,,ig 74
= umhüllen, und ebenso wer-

-._ ^ / _ , den die Wendepunkte jener Curven

.
^-'' \ /"\ _ eine neue Curve 0' = beschrei-

-/^—-/^--^^^^>^ -^- ^-<g^ -l-x 3.\- ben. Nur in einzelnen Punkten
"?'—7/---./.-'' ""^^.riX^--"^ "^0^ ^^ wird es eintreten, dass die

"""~/~~--/l.^ ^X^,-'^;
— "'^ einem solchen entsprechende Rück-

^^y>< ^ kehrtangente in ihm zugleich Tan-
gente von Fist, wie z. B. im Punkte

A in Fig. 74.**) Nur wenn zwischen den Coefficienten der Gleichung

' *) Geht man von einer Differentialgleichung in rechtwinkligen Coordinatcn:
/"(^j V> P) = aus, so erhält man offenbar die Curve i^' = durch Bildung der

Discriminante von f in Bezug auf die Veränderliche p = ^ .

**) Von der in A berührenden Integralcurve sondert sich hier gleichzeitig
eine Gerade ab. Dies Beispiel ist zunächst der Theorie der Fläclien dritter Ord-
nung entnommen, deren Haupttangentencurven sich in der Nähe der paraboli-
schen Curve so verhalten. Vgl. Klein: Math. Annalen, Bd. G. — Auf den Zu-
sammenhang der Curve A^ = mit der singulären Lösung der Differentialgleichung
kommen wir im letzten Abschnitte zurück.
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/= besondere Bedingungen erfüllt sind , wird es vorkommen können,

dass die Tangente eines jeden Punktes von F auch Tangente der zu-

gehörigen Kn ist. Alsdann wird F in jedem Punkte von einer Integral-

curve berührt: die Curve F= gibt dann ein singuläres Integral der

Differentialgleichung /"= 0, wie wir später noch näher ausführen wer-

den; ein solches wird dagegen im Allgemeinen nicht auftreten.

- Aus dem oben angegebenen Bildungsgesetze von F und F' lassen

sich leicht Ordnung, bez. Klass*^ dieser Curven bestimmen; denn eine

Curve M*" Klasse ist im Allgemeinen von der Ordnung n {n — 1), und

ihre Punktgleichung vom Grade 2 (n — 1) in den Coefticienten der

Liniengleichung. 3Ian findet daher für die Ordnung von F die Zahl

{n — 1) (2 m -\- 71) und für die Klasse von F' die Zahl {m — \)(2n-{- m).

Die hier auftretenden Curven F ^= sind aber keineswegs die

allgemeinsten Curven der Ordnung {n — \){2m-{-7i), sie sind viel-

mehr durch verschiedene Singularitäten ausgezeichnet. Zur Bestim-

mung der letzteren betrachten wir die Beziehung zwischen den Curven

F= und = genauer, wo also

F =^ den Ort der Rückkehrpunkte der Integralcurven

,

= den Ort der Rückkehrtangenten derselben

darstellt. Beide Curven sind ihrer Definition nach eindeutig auf ein-

ander bezogen: einem Punkte x von F entspricht als Tangente von

eben die Tangente der zu x gehörigen K,, im Punkte x. Nun hat

eine solche Kn im Allgemeinen 4 n {n — 2) (ji- — 9) Doppelpunkte; es

wird daher in einer endlichen Zahl von Punkten der Ebene vorkommen
können, dass der Punkt x mit einem Doppelpunkte der zugehörigen

Kn zusammenfällt; und dann entsprechen ihm zwei verschiedene Tan-

genten derselben, und somit zwei verschiedene Tangenten von 0.

Dies kann nach den Gesetzen der eindeutigen Transformation nur ein-

treten, ue7in der l)etreffe7ide Punkt ei7i Doppelpunkt von F ist. Die Zahl

solcher Doppelpunkte bestimmen wir hiernach mit Hülfe des Corre-

spondenzprincips von Salmon und Zeuthen (p. 387) folgendermassen.

Jedem Punkte x entsprechen a = i^ n {n — 2) [n"^ — 9) Punkte y,

die Doppelpunkte der zu x gehörigen K,,. Um die Zahl a der umge-
kehrt zu y gehörigen Punkte x zu finden, haben wir nach der Zahl

der Curven Kn zu fragen, welche in einem gegebenen Punkte y einen

Doppelpunkt haben. Jeder durch y gehende Strahl u wird von un-

endlich vielen Kn berührt; unter ihnen sind ni- Curven, welche u in

y berühren; es gibt daher ausserdem noch:

2 (n - 1) ^2 _ 2 m2 = 2 nfn"^ — 4 tn"-

Curven K„, welche u berühren und zugleich durch y gehen. An jede

der letzteren kann man von y aus noch n — 3 Tangenten v legen.
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deren Berührungspunkte nicht auf u liegen; und so entsprechen jedem

Strahle u 2 m^ {ii — 3) (w — 2) Strahlen v, und ebenso umgekehrt.

Fallen zwei entsprechende Strahlen zusammen, so geht die betreffende

Kn noch ein zweites Mal durch y, d. h. hat in y einen Doppelpunkt.

Da nun je zwei Coincidenzen der Art durch dieselbe K,, veranlasst

werden, so ist einfach:

ß' = 2 w? (n - 2) (n — 3)

.

Um die Zahl « -f
«' + /3 der Coincidenzen von Punkten x und y

in der Ebene zu ünden, müssen -wir jetzt noch die Ordnung /3 der

Curve angeben, welche von y durchlaufen wird, wenn x eine Gerade

beschreibt. Setzt man aber x -= l -\- Iri , so stellt die Gleichung:

ein System von Curven Kn dar, von denen 2 m {n — 1) durch einen

beliebigen Punkt gehen und m eine beliebige Gerade berühren. Durch

dualistische üebertragung unserer früheren Untersuchungen über

Curvensysteme (p. 416) finden wir daher für die Ordnung des Ortes

der Doppelpunkte y den Werth:

ß =-.2 {n — 2) (w — 3) nw .

Die Zahl der Doppelpunkte von F ist somit schliesslich:

(13) ß + «' + /3 = ^ (n - 2) (n - 3){(2 ?n + nf + 3 /? }

.

Analog findet man die Zahl der Spitzen von F gleich der Zahl

der Punkte x, welche mit einer Spitze y der zugehörigen Kn zusammen-

fallen. Hier ist:

o; = 3 n (n — 2) , a = o ni^ (n — 2)

,

wobei letztere Zahl sich durch Betrachtung einer Correspondenz:

(m''in-2), 2fn'~{n -2))

zwischen den Strahlen eines beliebigen Büschels ergibt. Endlich findet

man nach p. 416:

ß = 3 mn in — 2)

,

und somit die Zahl der Spitzen von F=0 gleich:

(14) ?) {ti — 2) {7n'^ -\- mn -\- n)

.

Um die Klasse von zu bestimmen
,
gehen wir von den Form'eln

aus, welche die eindeutige Beziehung der Tangenten von O auf die

Punkte von F vermitteln. Sei symbolisch AJ'-kx" = die Gleichung

der zu x gehörigen Kn in Punktcoordinaten X, wo ft == 2 m (n — 1
),

V = n {n — 1), so sind jene Transformationsgleichungen ofl'enbar:

(15) QUi= AJ" A^* -^ki^=E (fi {x) .



Die Connexe. 971

Die drei Curven q)i = gehen zunächst durch sämmÜiche Doppel-

punkte und Spitzen von F ^^ hindurch, denn wenn x ein Doppel-

punkt der Curve A.r^* Ax^ = ist, so verschwinden eben die drei Grössen

9/(.i:); und wir haben gesehen, dass dann F in x einen Doppelpunkt

hat. In unseren allgemeinen Formeln für die eindeutige Transforma-

tion (p. 666) müssen wir demnach setzen

:

Wir haben jetzt noch die Zahl ö der einfachen Punkte von F zu

suchen, durch welche die drei Curven g), = gleichzeitig hindurch-

gehen. Unter den zweifach unendlich vielen Curven I^„ Avird es ein-

fach unendlich viele geben , die eine Doppeltangente besitzen, und die

zugehörigen Punkte x werden eine Curve P=0 bilden, welche sich

durch Elimination der ?/, aus den Gleichungen:

(17) aj"Ua"~^a, =
ergibt, welche also von der Ordnung 3 fn (n — 1)^ ist. Auf P wird

es ferner eine endliche Zahl von Punkten x geben, durch welche die

Doppeltangente der zugehörigen /{„ hindurchgeht. Diese Punkte liegen

dann gleichzeitig auf/''=0, denn für sie fallen zwei der entsprechen-

den n Strahlen der Hauptcoincidenz in die Doppeltangente zusammen;

und für sie bestehen gleichzeitig die drei Gleichungen:

denn die Doppeltangente ist als doppelt zählender Zweig der Curve

v^"'' Ordnung Jj'lKx" = aufzufassen. Durch die so charakterisirtcn

Punkte gehen demnach alle drei Curven (pi = hindurch. Die Zahl der

Punkte bestimmt sich in folgender Weise. Die Gleichung der von
den Doppeltangenten umhüllten Curve ergibt sich durch Elimination

der Xi aus den Gleichungen (17); sie ist also von der Klasse 3m'^ (n — 1).

Auf der Curve P = haben wir somit zwischen den Punkten x und
den Schnittpunkten tj der zugehörigen Doppeltangente eine Corre-

spondenz:

(3 m {n — 1)2, 3 m^ (« — 1)) .

Die Zahl der gesuchten Punkte von P=0 und somit auch die Zahl

der einfachen Punkte von F = 0, welche den tpi gemeinsam sind, ist

daher gleich:

(18) 3 m (n — 1) (m -j- n — 1)

.

Endlich ist noch zu bemerken, dass die Curven cpi = die Rück-

kehrtangenten von F= in den betreffenden Rückkehrpunkten be-

rühren. Da nämlich nach dem Obigen die Curve FieeeAJ'Aj = ö



972 Siebente AbtheiluDg.

in einem Doppelpunkte der zu x gehörigen A'« ebenfalls einen Doppel-

punkt hat, so sind die Grössen Aj'fK^^'~^ki und AJ' — ^ AifKJ' einander

proportional; und folglich kann man die Gleichungen (15) auch er-

setzen durch:

(19) QUi = A^l'-^^^^Ai. »

Sind nun für einen Rückkehrpunkt x von F die dXi bestimmt durch

die Gleichung v^:;? = 0, d. i. durch:

Aj'-^'kJ - 2
{
fi (ji_l)4, /A.,2+ 2^r 4,A..^,^r A,/,.+ v(v-l) AJK,,,^ } =0,

wo also die Grössen Vi die Coordinaten der Rückkehrtangente bedeuten,

so ist nach (15) die x entsprechende Tangente von O bestimmt durch:

QUi = A'J'-^K^y-^"\\tAaa^Kx -f (v — 1) A^Ki,^\!\i

und nach (19) durch:

QUi = ^.,/'-^A./-i{(^ - 1) Aa^k^ + vA,^Ki.v]Ai.

Also haben wir:

(p'ft -\- Qv) Ufi^-c =^ Vr/J und: q" m == Vdx . y,= .

Letztere Gleichungen sagen in der That aus , dass die Curven (jd, (x) =
auch den Punkt x -j- dx enthalten, d. h. die Linie ?7^. = in a: be-

rühren. In unseren allgemeinen Formeln für die eindeutige Trans-

formation (p. 666) haben wir daher die Zahl 6 gleich der Summe der

Zahl (18) und der Zahl der Rückkehrpunkte zu wählen:

(20) (? =- 3 /w (/« — 1) (w -f n — 1) + 3 (n — 2) {m- -f mn -\- n)

.

Die Klasse von (t> tvird daher schliesslich in Rücksicht auf {\Q) gleich:

(21) {^ -\- v) s — 6 — 2 r = m} -\- 2 mn ~ m -\- n .^')

Da somit Klasse und Geschlecht der Curve = bekannt sind,

kann man die Zahl ihrer Doppeltangenten leicht berechnen, denn

Wendetangenten werden im Allgemeinen nicht vorkommen; diese

Rechnung soll hier indess nicht mehr ausgeführt werden.

*) Diese Zahl lässt sich auch in folgender Weise finden. Auf jeder Linie «

durch y liegen m zugehörige Punkte x der Hauptcoincidenz : die Schnittpunkte

von ?< mit der Curve X^E aj'^ (ccxy)" = 0; von jedem dieser ?n Punkte gehen

noch n — 1 weitere Strahlen ?; der Hauptcoincidenz aus; man erhält also eine

durch ?/ gehende Tangente von (t>, wenn eine Linie u mit einer der entsprechen-

den m (n — 1) Linien v zusammenfällt. Nun umhüllen die Linien v eine Curve,

die sich durch Elimination der x aus den Gleichungen:

«r («^2/) =0, ^0: = ^'
'^.T ^a ="^

ergibt imd also von der Klasse (m -f- «)* ist. Von ihr sondert sich aber ?/j-fach

zählend der Punkt y ab, und sie hat ausserdem einen n- fachen Punkt in y.

Man kann also an sie von y aus noch [tn -f- ?0^— »^ — '« ('*— 1) = m^ -\- 2 m n — m-\- n

Tangenten ziehen; und diese Zahl ist also die Klasse von O.
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Durch dualistische üebertragung der gewonnenen Resultate erhält

man die Eigenschaften der Curven:

F' = 0, des Ortes der Wendetangenten der Tntegralcurven , und
^' = 0, des Ortes ihrer Wendepunkte.

Erstere Curve ist von der Klasse {n — 1) (2 n -{- m)^ die Zahl ihrer

Doppeltangenten ist gleich:

und die Zahl ihrer Wendetangenten gleich:

3 {rn — 2) {n- -\- nm -{- m)

.

Die Ordnung von 0' endlich ist gegeben durch die Zahl:

n"^ -{- 2 nm — n -\- f}i

.

Daraus kann man die übrigen Plücker'sehen Zahlen beider Curven
berechnen, da ihr Geschlecht dasselbe ist, und da cl)' = im All-

gemeinen keine Rückkehrpunkte besitzen wird.

Wir haben die Curven F und hier zunächst in ihrer Beziehung
zu der Differentialgleichung der Hauptcoincidenz betrachtet. Unab-
hängig von diesem Gesichtspunkte sind indess F und offenbar als

Covarianten bez. Contravarianten des Connexes /'= oder auch der
Hauptcoincidenz des letzteren aufzufassen. Da aber die Differential-

gleichung der Integralcurven unzertrenillich mit der Hauptcoincidenz
des Connexes verknüpft ist, so wird man ebenso gut von Functional-
invarianten der Differentialgleichung als von solchen der Hauptcoin-
cidenz sprechen können; und dafür bieten uns dann die Formen /;
0, F', 0' die einfachsten Beispiele. Es eröffnet sich so ein neuer
Gesichtspunkt für das Studium algebraischer Differentialgleichungen:
man wird sich nicht nur darauf beschränken müssen, die Integration
derselben zu versuchen, sondern man wird einen wesentlichen
Theil seiner Aufmerksamkeit auch auf das Studium ihrer Functional-
invarianten zu verwenden haben, d. i. auf die Untersuchung, wie viel

in der Theorie der Differentialgleichungen von linearen Transforma-
tionen abhängig ist, wie viel unabhängig von solchen Transformationen
bestehen bleibt.

Hat man indess einmal diesen Gesichtspunkt gewonnen, so wird
man auch weiter gehen und allgemeine eindeutige Transformationen,
wie sie oben kurz betrachtet wurden (p. 1)56), an Stelle der linearen
treten lassen. Es ist aber hervorzuheben, dass nicht jede eindeutige
Transformation der Form:

p q
(^2) QUi = (pi {x, n) , avi = ipi (x, u)

,

welche den Connex / (.r, n) = in eiuen Connex 7^(y, y) = ver-
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wandelt, auch die Hauptcoincidenz des Connexes / in die Haupt-

coincidenz des Connexes F überführt; denn für die Coincidenz, welche

aus der Hauptcoincidenz von / entsteht, ist die Bedingung Vy=0
nicht nothwendig von selbst erfüllt. Die Hauptcoincidenz von F geht

vielmehr aus derjenigen Coincidenz hervor, welche aus f=0 durch

den Connex Ecpitpi = ausgeschnitten wird. Die Elemente der Haupt-

coincidenz, welche in /" == von den Punkten und Tangenten einer

Curve %{x) = gebildet werden, gehen also im Allgemeinen in die

Elemente eines Q\xx\enpaares von /^ = über. Ist jedoch insbesondere

die Substitution (22) so beschaffen, dass vermöge /'=0 die Bedin-

gung w.^ = in die Bedingung Vy = transformirt wird, so geht die

Hauptcoincidenz von f in die Hauptcoincidenz von F über. Das aus

einer Curve % = entstehende Curvenpaar hat also jetzt die Eigen-

schaft, dass jede Tangente der einen Curve des Paares durch den

entsprechenden Punkt der anderen Curve hindurchgeht. Sollen aber

die beiden letzteren Curven zusammenfallen, d. h. sollen die Punkte

und Tangenten einer Curve %{x) = übergehen in die Punkte und

Tangenten einer Curve X {y) = 0*), so müssen in Folge unserer Trans-

formalion die beiden Bedingungen Ux = und u^^. = vermöge /=
bez. übergeführt iverden in Vy = und Vdy = 0. Nur in diesem Falle

entsteht daher aus einer Integralcurve des Connexes / eine Integral-

curve des Connexes F-^ nur dieser Fall der Transformalion ist daher

für die mit der Hauptcoincidenz, von f zusammenhängende Differential-

gleichung von Bedeutung. Nur in Bezug auf diesen engeren Kreis

algebraisch -eindeutiger Transformationen, welcher sich auf die Diffe-

rentialgleichung als solche bezieht, kann man sonach insbesondere von

dem Geschlechte einer Differentialgleichung sprechen, indem man unsere

früheren Betrachtungen über Coincidenzen auf die Hauptcoincidenz

von f anwendet (p. 961). Das Geschlecht ist dann eine Zahl, welche

bei den genannten Transformationen immer erhalten bleibt. — Selbst-

verständlich kann man auch die oben gebildeten Differentiale für die

Hauptcoincidenz aufstellen, indem man den Connex (jp = () durch den

identischen Connex u^, =- ersetzt. Man erhält einfach ,
wenn noch

(f/a),. = a und {h^)i = yi -gesetzt wird:

. {x dx d'x) IIy . (« du d'u) c^

Wir wollen nun die Bedingungen aufstellen , denen die in (22)

vorkommenden Functionen (pi, ti genügen müssen, wenn sie die

*) Letztere kann dabei insbesondere aus einem Punkte und den durch ihn

sehenden Strahlen bestehen; dann ist sie allerdings nicht mehr in Punktcoordi-

naten darstellbar. In dem Falle erscheint also der Punkt als ein Integral der

Differentialgleichung.
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Hauptcoincideiizcurven von / in diejenigen von F überführen sollen.

Zunächst geben die Bedingungen y^ = 0, v,iy = unmittelbar die

Gleichungen:

E(fi-^i = Vi und 2Jpidcpi = .

Beide müssen bestehen in Folge der Gleichungen /= 0, w^ == 0. Die
erstere führt daher auf die zu erfüllende Identität:

(23) i:<pii;i=A:r-]-Mn^.

Die andere Gleichung aber gibt entwickelt:

(24) UUi;,- 1^ dxu + 2JUti J^' du, = .

Da nun gleichzeitig die Gleichungen bestehen:

2JxidUi = 0, UxiUi = 0, Uxi/'^: = fnf=0,
so kann man setzen:

(25) du; = zui -^ If^!

.

Ferner erhält man aus /= durch Differentiation

:

(26) 2;/:,; dXi + 2Jr,,:dui = ,

und hieraus folgt, da Suif./.^^O, wegen (25) eine Bestimmung von
l allein, während x unbestimmt bleibt.

Aber in Folge der Gleichung:

= Euif,,'. = ifüxdx)

kann man auch setzen:

(27) dxi = x'xi + A'/,,.'

.

Führt man diese Werthe ebenfalls in (20) ein, so bleibt:

(28) (A + A') . 2Jf^;/i; = .

Das Verschwinden des zweiten Factors wollen wir zunächst ausschliessen.

Tritt dieses also nicht ein, so hat man A -f A' = 0, und die Gleichung

(24) geht vermöge (25) und (27) über in:

' ^ > ^ \ÖXf. ölt,. OUf^ 0x1.)

Es muss somit, wenn man (23) zu Hülfe nimmt, noch eine Identität

der Form bestehen:

Die Gleichungen (23) und (29) enthalten alle Bedingungen , denen die

Functionen (pi, -^^i genügen müssen; man kann in Folge derselben

unmittelbar zwei dieser Functionen durch die übrigen ausdrücken.
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Die Form der letzten Gleichung ist in Bezug auf die cpi und ti

unsymmetrisch, Dass aber diese Functionen in Wahrheit symmetri-

schen Bedingungen unterworfen sein müssen, folgt aus dem dualen

Charakter, der oben für Differentialgleichungen überhaupt nachge-

wiesen wurde, und in der That erhält man aus (23) und (29) zusammen

auch leicht diejenige Form der einen Bedingung, welche zu (29) sym-

metrisch ist. tFnterwirft man nämlich die Gleichung (23) dem Process

:

2j(K 1 IL A\

so erhält man links zwei Theile, deren einer die linke Seite von (29)

ist, während der andere durch Vertauschung der cp und ^ aus

ihm hervorgeht; auf der anderen Seite aber erhält man die Form

K"f-\- M"u.r, also auch den zu (29) symmetrischen Ausdruck ähnlich

dargestellt; q. e. d.

Die Bedingungen dafür, dass durch die Transformalion (22) die

Bifferentialgteichung der Integralcurven von /"= in die Differential-

gleichung der Inlegralcurven von F = übergeführt wird"") , sind also in

symmetrischer Form:

Es bleibt nur noch der Ausnahmefall zu untersuchen , in welchem

schon eine Gleichung:

E^^l^ = Kf-^ Mu.,
da;, dui

besteht, und daher der linke Theil derselben durch sein Verschwinden

das Bestehen der Gleichung (28) herbeiführt. Wir wollen zeigen, dass

in diesem Falle keine eigentliche Differentialgleichung vorliegt.

Sind zunächst l^, ^.^, I3, i?i, n-i^ % beliebige Grössen, so sieht

man, dass das Product:

Xx

X2

X3

Ul fx[

n-i fx[

Vi

na

für alle Elemente der Coincidenz verschwindet, denn in der durch die

Multiplication entstehenden Determinante verschwinden in unserm

Falle vier Elemente, welche ein Rechteck bilden. Es muss also einer

*) Man kann auch verlangen , dass der Transformation (22) diese ^Eigenschaft

in Bezug &ufjeden Connex /"= zukommt. Dies gibt die sogenannten Jierührunya-

transformalionen; vgl. darüber den Schluss dieses Bandes.
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der Factoren des obigen Products Null sein; d. h. man hat^ da die

^, rj beliebig sind, entweder:

oder:

(32) W2 A' — ^3 /"^/ = , W3 /;/ — ?^, /^/= , u^ fx[ — ?A, /;/ -=
,

immer unter der Voraussetzung /= 0, w^ = 0.

Betrachten wir nun die Gleichung:

welche in den Veränderlichen y das Product der n Geraden darstellt,

die in der Hauptcoincidenz von x ausgehen, und aus der die Diffe-

rentialgleichung entsteht, wenn man die y, durch die dxi ersetzt.

Durch die Substitution iii = (xy),-, welche die Bedingung w^ = iden-

tisch erfüllt, verwandeln sich die Gleichungen (31) in:

(33)
»^-. = 0, !^ = 0.
dy2

"

'

dys

Diese Gleichungen sollen für alle Werthsysteme x, y bestehen, für

welche Ä^ = ist. Ist also Äy irreducibel, so sind sie unmöglich,

denn die linken Theile von (33) sind von niedrigerer Ordnung als

Äyy mithin nie durch Xy theilbar. Ist aber Äy reducibel etwa gleich

t . % . . ., wo T^, %, . . . irreducibel, so verwandeln sich die Gleichun-

gen (33) in:

t
a.'A- + ^

Si/i
+ 0.

Für Werthe, die der Gleichung ip =^ genügen, gibt dies:

l
dvi
= 0;

es muss also entweder einer der Factoren %,

es müssen alle Ausdrücke

Xy die Form haben muss:

verschwinden.

. . gleich il) sein, oder

Man erkennt so, dass

Xy^M'.X,
WO X die y nicht mehr enthält. Ist also

M=^^'(x, {xy)),

so wird;

/=X„,_2p. Y2(x, w) + iVw,

die allgemeinste Form des zugehörigen Connexes.

In einem solchen Connexe {m, 2 a) entspricht jedem Punkte x
eine Curve, welche in ihm einen 6 -fachen Punkt hat, jeder Geraden

C leb seh, Vorlesungen. C2
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u eine Curve, welche von ihr in q Punkten berührt wird, während

die übrigen m — 2 q Schnittpunkte auf einer festen Curve X = liegen.

Die Jlauptcoincidenz des Comiexes besteht in diesem Falle ans der singu-

lüren Curve X = 0, gedacht als Ort von Büschelcentren , und aus der

doppelt zählenden Ilauptcoincidenz des Connexes Y = 0.

Nur dualistisch entgegengesetzt verhält sich der Fall, in welchem
die Gleichungen (32) an Stelle von (31) treten. —

Die Formeln für die eindeutige Transformation in nicht homo-
gener Form werden, wenn l, iq die neuen Veränderlichen bedeuten,

dadurch erhalten, dass man in den früheren Formeln tj^ = ^g^, ^9= ^?/*=

setzt. Man hat dann

ffz

WO q), cp^, ^2 doppelt homogene Functionen der Reihen x, ?/,!,— p,

1 , xp — y sind (p. 965). Die Gleichungen für die Vi erhält man am

einfachsten, indem man -| bildet, für den darin vorkommenden Aus-

druck -^ aber seinen aus -^ = fliessenden Werth setzt. Die Glei-
IL OC (t CC

chung /= geht dadurch in eine Gleichung zwischen l, t], ^ über.

Wir haben also die allgemeinste Transformation vor uns, bei welcher
die neuen Veränderlichen und deren erste DifFerentialquotienten Func-
tionen der alten und ihrer ersten Differentialquotienten sind.

V. Beispiele für die Bestimmung von Hauptcoincidenzcurven.

Im Folgenden sollen noch einige Beispiele für die Integration der

Differentialgleichung der Hauptcoincidenzcurven gegeben werden. Die-

selben sind dadurch von besonderem Interesse, dass sie zum Theil mit
früheren andern Untersuchungen im Zusammenhange stehen.

1) Schon oben wurde bemerkt (p. 937), dass der lineo- lineare

Connex, d. i. der Connex (1, 1), uns unmittelbar die Verwandtschaft
der Collineation liefert. Da nun die letztere im Allgemeinen in der

kanonischen Form:

Qyi = ^^Xi

angenommen werden darf (p. 2Q2), so kann der allgemeine Connex
tta:Ua = auch auf die kanonische Form transformirt werden:

'^x "i ^1 + '^% ^2 a^j -f- y,.^ w,j .rj =. .

Hieraus aber erhalten wir die Differentiakloichuno-:

X
j
x^ [x.^ dx^ — 0:3 dx.;;) -f ;<2 x.^ [oc.^ dx^— x^ dx^)+ x.;^x.^ {x^ dx.—x^ dx^ ) -- 0,
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oder nach einfacher Umformung:

i", - ".) '-^ + (xs - ",) '^ + (". - ".) $ = .

Die Gleichung der Hauptcoincidenzcwven des lineo- linearen Connexes ist

also im Allgemeinen von der Form:

x^"^ - '''Xo'''
- "-'x./-^

-^2 = Const.

Sie sind somit insbesondere algebraisch, wenn die Grössen Xi sich zu

einander wie ganze Zahlen verhalten. — Auf diese Curven werden wir

beim Studium des Connexes (1, 1) noch zurückkommen.

2) Es seien durch die Gleichungen:

aj = 0, bj = 0, cj=^0, dJ^O
vier von einander unabhängige Kegelschnitte gegeben. In dem drei-

fach unendlichen Curvensysteme

:

(1) JCiaJ -\- x^bj -\- x.^cj -\- ii^dj ^
gibt es dann noch zweifach unendlich viele Curven , die in ein Linien-

paar zerfallen; und zwar gibt es zu jedem Punkte der Ebene ein

Linienpaar, dessen Doppelpunkt in dem Punkte selbst liegt, wovon

man sich leicht überzeugt (was übrigens auch aus der folgenden alge-

braischen Entwicklung hervorgeht). Alle diese Linienpaare werden

ein System von Curven umhüllen*), von denen zwei durch einen be-

liebigen Punkt gehen; für sie wollen wir zunächst die Differential-

gleichung aufstellen und dieselbe sodann integriren.

Jede Linie u der Ebene wird durch eine andere Linie v zu einem

Linienpaare unseres Systems (1) ergänzt. Die Gleichung der Linie v

findet man durch Elimination der Grössen x, und Vi aus den Gleichungen

:

= y^

,

wenn aj = EHaaXiXk, etc., in der Form:

(2)

^1
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Diese Gleichung stellt einen Connex (1, 2) dar; für constante u ist

sie die Gleichung der zu u gehörenden Geraden v, für constante x
also gibt sie einen Kegelschnitt als Enveloppe der Linien u, deren

zugehörige Linien v durch x gehen. Insbesondere bilden die beiden

von X aus an diesen Kegelschnitt gehenden Tangenten, d. i. die bei-

den zu X gehörenden Linien der Hauptcoincidenz, dasjenige Linienpaar

unseres Systems, dessen Scheitel in x selbst liegt. Die aus unserem
Connexe (2) durch die Substitution Ui = {xdx)i hervorgehende Diffe-

rentialgleichung ist sonach die Differentialgleichung der von uns ge-

suchten Curven.

Dieselbe erscheint bei dieser directen Aufstellung in einer Form,
welche das Integral nicht unmittelbar erkennen lässt; in passenderer

Gestalt dagegen erhält man dieselbe Gleichung durch folgende Ueber-

legung. Nach früheren Erörterungen (p. 385) gibt es bekanntlich

eine einfach unendliche Schaar von Kegelschnitten*)

(3) w„2-^AV = 0,

welche sämmtlich mit allen Kegelschnitten des Systems (1) in ver-

einigter Lage sind , so dass unabhängig von K die Gleichungen bestehen

:

(4) a,2-f-2a^2_o, ba'+ lb^,''= 0, c„2-fAc/=0, da^-{-ldß''= {)

Soll nun ein Linienpaar mit allen Kegelschnitten (3) vereinigt

liegen, d.i. der gegebenen dreifach -unendlichen Schaar (1) angehören,

so heisst dies, dass die Linien v und v desselben einander in Bezug
auf alle Curven (3) polar conjugirt sind, d. h. dass die Gleichungen

bestehen

:

Wa^a = und U^iVß == .

Eliminirt man jetzt aus ihnen und aus der Gleichung v^ = die Vj,

so erhält man den Connex (2) in der einfacheren Gestalt einer Func-

tionaldeterminante

:

(aßx) KaUß = .

Die Hauptcoincidenzciirven dieses Connexes aber sind uns aus einem
früheren Beispiele schon bekannt (p. 965); es sind eben die Kegel-

schnilte der Schaar (3). Letztere bilden daher das gesuchte Curvensystem.

3) Wir gehen zu einem Beispiele über, welches dadurch an
Interesse gewinnt, dass es sich auf einen Connex f= bezieht, für

welchen vermöge /" =^ und m^ = die oben besprochene Bedingung

^ j^ g^ =0 erfüllt wird. Gegeben sei ein Kegelschnitt a^^^ j^2==^_^2^0

*) Ueber weitere algebraische und geometrische Beziehungen zwischen den
Systemen (1) imd (.3) vgl. die auf p. .519 genannten Aufsiltze von Smith und
Rosanes.
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und eine ihn in zwei getrennten Punkten treffende Gerade v.^. == 0. *)

Zufolge früherer Betrachtungen (p. 74) stellt dann der Kegelschnitt:

(5) (a -I-
1)2 (rtMj;)2 ,oj — 4a , {auv) rt^. . {buv) b^ =

den Ort der Punkte x dar, deren Verbindungslinie mit dem Schnitt-

punkte von u und v den Kegelschnitt «^^ = so trifft, dass die

Punkte X und (uv) mit den Schnittpunkten des Kegelschnittes das

Doppelverhältniss a bestimmen. Fügen wir also die Bedingung Ua;=0
hinzu, so werden durch (5) auf der Linie u zwei Punkte bestimmt,

welche mit x und dem Punkte (uv) das Doppelverhältniss a bilden.

Letzteres gilt ebenso, wenn wir die Gleichung (5) unter der Voraus-

setzung w.r = noch weiter umformen. Nun ist identisch:

{buv) a^ = (auv) b,-a — {abv) w^ + {^^^^) v.v

,

und ferner nach der Identität (IV), p. 283, wegen u.^. = 0:

•2 [abu) {(ivu) b^Vx = (abuY vj .

Somit geht die Gleichung (5) über in:

(6) («—!)' {(i^vf ^-v' + 2 a («*w)^ vj = .

Man erkennt sofort, dass jede Curve Cr, und /^.^ dieses Connexes

(2, 2) dem Büschel aj + XvJ = angehört, d. h. die Curve aj =
in ihren Schnittpunkten mit v.r = berührt. Es gibt also in dem

Connexe (6) nur eine cini'dch. unendliche Schaar von Curven C^ und

ebenso nur eine mit dieser identische tvV/fach unendliche Schaar von

A'2 (vgl. p. 118). Je einfach unendlich vielen Punkten x muss daher

dieselbe Ä'2, und je einfach unendlich vielen Geraden u dieselbe C,

entsprechen. Da ferner jede Gerade der Ebene nur von einem Kegel-

schnitte des Büschels berührt wird, so bilden alle Punkte, denen die-

selbe J{^: 2 {abu)'^ — A (auv)"^ = vermöge (6) entspricht, den Kegel-

schnitt: {a — 1)2 bj -f alvj = 0, so dass uns hierdurch eine paar-

weise Zuordnung der Kegelschnitte unseres Büschels gegeben ist.

Unter der Schaar von Connexen (6) ist aber noch besonders ausge-

zeichnet der für a = — l resultirende:

(7) /^ 2 (a u vf bj — (ab uf vj=0.

Es besteht nämlich die Identität:

f-{-2{abv) (avu) b,-, . w^. ^ 2 [(avu) a^y
;

und dieselbe sagt zufolge unserer allgemeinen Erörterungen aus (p. 977),

dass vermöge /= 0, w^ = die Bedingung 2J |£ gf.
= erfüllt ist,

dass also in unserm Falle Jeder Punlä x auf der zugehörigen K.^ liegt,

*) Vgl. im Folgenden den auf p. 811 und 826 genannten Aufsatz von Harnack.
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und jede Gerade u die zugehörige C, berührt. Gleichzeitig folgt, dass

die Hauptcoincidenzcurvcn des Connexes (7) doppelt zählend aus denen

des Connexes (avit) «^ = bestehen, d. h. (nach p. 965) eben wieder

aus den Ciirven C^, bez. K^ des Comiexes (7).

Die Gleichung (6) nun kann man auch durch ein Eliminations-

verfahren aus einem gewissen Systeme von Gleichungen erhalten, und

diese Herleitung derselben führt unmittelbar zur Aufstellung ihrer

Integralcurven durch eine Schlussweise, die wir sogleich näher be-

sprechen werden. Setzt man nämlich in (6) Xi = (udit);, so resultirt

die Differentialgleichung:

(8) (a— 1)2 {auvy {buduy + 2 « {abuY {viiduf = ; .

und dies ist nichts anderes, als das Resultat der Elimination der Grösse

D aus den beiden in D quadratischen Gleichungen;

l D"' . {abiif {cuvf -\- D . {abuf {yudu) -{- {auduf =
^ -^ ^D"^ . {abuy (cuvf + Da . {abuf (viidu) -f «^ {auduf = .

Die erste der Gleichungen (9) aber entsteht wieder durch Elimination

der Xi aus den drei Gleichungen:

D . a,^ {a V u) -j- {du)^ = , a^^ = , m^. = 5

und wir können ihr daher leicht eine Bedeutung beilegen. Durch die

erste der letzten Gleichungen ist nämlich die Grösse J) als das zur

Grundcurve aj^=0 gehörige Differential dritter Gattung definirt, dessen

Unendlichkeitspunkte in den Schnittpunkten von v^ = mit a^^'^ ==

liegen; denn vermöge Ux = und v^^ -\- {du)^ = ist (vgl. p. 768):

B = r—^
== lur d = (vu)i .

Die Gleichung gibt sojiach den Werth des Differentials D in den

Schnittpunkten der Grundcurve a,^^ = mit w^ = 0, wenn man von der

Linie u zu einer benachbarten Linie u -{- du fortschreitet' Folglich

ist (8) die Bedingung dafür , dass D und — D gleichzeitig Wurzeln der

ersten Gleichung (9) seien, d. h. dass zwischen den Wurzeln, />, und

D^j dieser Gleichung die Relation bestehe:

D^=^aDy,

oder wenn w^ , w^ die Werthe des Integrals lu === jD in den Schnitt-

punkten von u mit aj- = bedeuten, dass die Gleichung bestehe:

(10) w^ = aw^ -{- C

,

wo C eine Integrationsconstante bedeutet.

Nun kann man bekanntlich die Punkte der Curve aj^ = als

rationale Functionen zweiten Grades eines Parameters x = e'" dar-
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stellen, wenn wieder iv=fD das lugarithmische Integral bedeutet;

d. h. wir können für einen Punkt x der C^ setzen:

axi = rpi (w)

,

wo dann die g?* einfach periodische Functionen sind. Besteht jetzt

zwischen den zu zwei Punkten x und y der C^ gehörigen Integralen

lü^, IV., die Relation (10), so wird 6yi= tpi{aiv + C), und die Coor-

dinaten der Verbindungslinie beider Punkte sind:

(11) iiu^ = 9^2 'M fi («^^ -\- C) — (Pi
{iv) . (f.,

{aiv + C)
,

etc.

Diese Verbindungslinien aber umhüllen zufolge unserer Ableitung

der Gleichung (8) aus den Gleichungen (9) die Integralcurven des

Counexes (6). Die Gleichungen (11) gehen daher die Parameterdarstellung

der Integralcurven des Connexes (6); eliminirt man aus ihnen die

Grösse w, so erhält man die Gleichung der Intelgralcurven selbst.

Man erkennt sofort, dass letztere algebraisch (und dann vom Ge-

schlechte Null) sind, wenn a eine rationale Zahl bedeutet, dagegen

transscendent, wenn a irrational ist. Für alle Werthe von a geben

die Punktcurve «,,- = und die Doppellinie vj^ = ein particuläres

Integral der Gleichung (8) in Punktcoordinaten, die Klassencurve

(-^^j°y2^0 und das Punktepaar («y?/)^ = ein particuläres Integral

in Liniencoordinaten.

4) Es fällt sofort der Zusammenhang in die Augen, welcher zwi-

schen den letzten Erörterungen und früheren Untersuchungen über

die Geometrie auf einer Curve dritter Ordnung besteht (p. 619 ff.);

denn jetzt, wie damals, benutzten wir die Relationen zwischen Punkte-

paaren auf einer Grundcurve, um die Umhüllungsgebilde der Verbin-

dungslinien je zweier zusammengehörigen (durch eine transscendente

Relation verbundenen) Punkte zu bestimmen. Die Coordinaten ui der

Tangente stellten wir damals als elliptische Functionen eines Para-

meters dar, und für die entsprechende Darstellung traten im letzten

Beispiele in ganz analoger Weise einfach - periodische Functionen auf.

Wie nun hier eine Relation zwischen den Parameterwerthen zweier

Punkte des Kegelschnitts die Bestimmung der Integralcurven eines

gewissen Connexes ermöglicht, so können wir auch bei den Curven

dritter Ordnung eine entsprechende Relation zur Integration algebrai-

scher Differentialgleichungen verwerthen. Es kann dies geschehen,

indem man zunächst die Gleichung aufstellt, welche die Werthe des

Differentials erster Gattung:

f.
[vx dx)

in den Schnittpunkten einer Linie u^^ = mit der Grundcurve aj =
liefert, vorausgesetzt, dass die Punkte x -}- dx auf einer benachbarten
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Geraden u -f- du liegen: eine Gleichung, die dann genau der ersten
von obigen Gleichungen (9) entspricht.*)

Zur Aufstellung der erwähnten Gleichung haben wir die Grössen
Xi und dxi aus den folgenden Gleichungen zu eliminireu (vgl. p. 810):

aJa,D = {cxdx), aj= 0, aJa^^^O, u^=0, (dii)^-\- u^,= 0.

Vermöge der letzten Gleichungen können wir aus der ersten die dXi ent-
fernen, indem wir Ci = {ru)i setzten, wo die r,- ganz willkürlich sind,
denn es ist dann wegen u^ = 0:

(cxdx) = — r^ {du),r . -

Ferner können wir die zweite und dritte Gleichung durch eine der
ersten analog gebildete ersetzen, in der nur willkürliche Grössen An-

statt der Vi stehen, denn beide Gleichungen sind eben nur äquivalent,
wenn aj = und aja,t^^ = 0. Schliesslich, erwächst also die Auf-
gabe, aus den zwei Gleichungen:

/j2)
Q:.^ = 9^"^ = aj {am) . D -{- i\^(du)^^ =
6j zu (?,;2 ^ f,J (asu) . ß -f- .v.,. {duy, =

und aus u^ = () die Xi zu elimiuiren. Das Resultat ist bekanntlich
gegeben durch die Gleichung (vgl. p. 281):

(13) {QQuy . {6a'uy - {Q6uy . {qö'uY = .

Statt indessen den links stehenden Ausdruck direct nach (12) zu
berechnen, verfährt man hier besser in- folgender Weise. Auf der
Linie ti,^ == werden durch die Schnittpunkte mit den Curven qJ =
und aj = zwei binäre quadratische Formen dargestellt; die Resul-
tante beider muss verschwinden, wenn die Gleichung (13) besteht;
diese Resultante ist aber identisch mit der Discriminante der Func-
tionaldeterminante der beiden Formen (p. 218), und das Punktepaar der
letzteren wird auf ?/.^ = durch die Jacobi'sche Curve {qgu) q^6^ :=
ausgeschnitten. Soll daher die genannte Discriminante verschwinden,
so muss der Kegelschnitt {qöu) Q,^a,r = von der Linie u^. = berührt
werden; d. h. die Gleichung (13) ist identisch mit der Liniencoordinaten-
Gleichung des letzteren Kegelschnitts, geschrieben in Coordinaten ?/,.

Nun ist nach (12) in unserm Falle, Avenn = {abu)- a^^h^\

{qöu) Q^a^=. ^ {rsu){{du)J + «^ (audu) D -\- eB'-]

— u,r{l(rsdu) {du)^ + ^ «^ {ars) (a udu) D }

.

*) Vgl. im Folgenden Harnack: Math. Annalen, Bd. 9, p. 31 ft'. und p. 218 '^.

In dem vorhin genannten Aufsatze (id. ib. p. 407) wird insbesondere gezeigt,
wie die frühere Gleichung aus der jetzt zu betrachtenden entsteht, wenn die C^
in eine Ca und eine Gerade zerfällt.
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Lassen wir den die Avillkürlichen Grössen r, s enthaltenden Factor

{rsii) fort, so haben wir also wegen w^. = die Liniengleichung des

Kegelschnittes

:

{du)J + aj (audu) I) -f OD"^ =
zu bilden ; und diese ist in Rücksicht auf Gleichung (5) und (6) p. 544

gegeben durch:

(14) B' . F-^3 D .& + 2 f = 0,

wo 0', /' aus 0, f entstehen, wenn man Xi = (udii)i setzt, wo also:

Q' = (abuy (audic) (Oudu)
, f' = {audu)''

und: F =^ {aluf {cdu)- {acu) {bdu)

.

Dass in der Gleichung (14) der Coefficient von D- verschwinden muss,

war nach dem Abel'schen Theoreme vorauszusehen, denn er ist pro-

portional zu der Summe der drei Werthe von D in den Schnittpunkten

von aJ = mit w^ = 0. *)

Von der Gleichung (14) werden wir nun durch folgende Ueber-

legungen zu unserm Ausgangspunkte zurückgeführt. Nimmt man
zwischen den Wurzeln Z>,, D^, D^ derselben, ausser der Gleichung des

Abel'schen Theorems: D^ -\- D.^ -{- D.^ = 0, eine zweite lineare Re-

lation an:

m^ Z?j -|- m^ ^2 + ^3 Z?3 = ,

in der die w, irgend welche rationale oder irrationale Zahlen bedeuten,

oder wegen jener ersten Gleichung:

(15) /) oZ>„ = , wenn p = — '^"Ili"?
,

"'l "'3

so muss neben (14) die Bedingung erfüllt sein:

q'^D' . F -f 3 ()Z> .
0' + 2 r = ;

und die Elimination von D aus beiden Gleichungen gibt:

(16) F.f' + ^-^^^^Q''^^, wenn „ = ^.01+-?,^!,

wo man statt p auch die Werthe

L_ = _ '"^ ~ "'1
Q(jgj. _ L+J* ,^ _ "'' — "'2

1 + ? '"2 "'1 q T?lg — 1112

setzen kann, ohne den Werth von a zu ändern. Die Gleichung (16)

ist die Differentialgleichung für die Hauptcoincidenzcurven eines

Connexes (6, 6), deren Integration vermöge (15) auf eine Quadratur

zurückgeführt ist, wie man nach Analogie der Behandlung des vorher-

gehenden Beispiels sofort erkennt.

''j Vgl. die zweite Anmerkung auf p. 811.
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Die Gleichung des Connexes (6, 6) selbst können wir noch in

etwas anderer Form schreiben. Auf der Linie Ux = nämlich wird

durch f=0 eine binäre Form dritter Ordnung bestimmt, deren

Hesse'sche Form durch den Kegelschnitt = 0, deren cubische Co-

variante durch die Curve:

Q FE^ {ahiif {cau) €.^"^0,^ =
auf ?/.i.

= bestimmt wird (p. 543 f.). Nun besteht zwischen der bi-

nären Grundform /", deren Hesse 'scher Form A, deren Invariante R
und deren Covariante Q die Identität (p. 223):

-2 0"^ = RP + A3

.

Zwischen den ternären Formen /, 0, F und Q besteht also auch ver-

möge w^ = die Identität:

(17) Q^ -\- Fn=^ — 2 Q\
und folglich gibt (16) auch die Differentialgleichung der Hauptcoincidenz-

curven für den andern Connex:

(18) 2(?3{)2_}_((;3_3(j_j_2)03 = O.

Schliesslich können wir somit den Satz aussprechen:

Sind die Coordinalen der Punkte einer Fundamentalcurve dritter

Ordnung durch doppelt - periodische Functionen q)i (f) ei?ies Parameters v

dargestellt^ so erhält man die Parameterdarstellung für die Tangenten

der Hauptcoincidenzcurven des Connexes (18), indem man aus den Coor-

dinalen zweier Curvenpunkte mit den Argumenten v \ind qv -f- c:

Xi = (pi (v) und Di= cpi {qv -{- c)

die Coordinalen ui = {xt/)i ihrer Verbindungslinie zusammensetzt; durch

den Werth von q (oder — {\ -\- q), — J~-? und deren reciproke Werthe)

ist alsdafin der zugehörige Connex charakterisirt , durch c die Integrations-

constante geliefert.

Für allgemeine Werthe des Moduls sind die Hauptcoincidenzcurven

nur dann algebraisch , wenn q eine rationale Zahl ist; und zwar wer-

den sie, wie wir früher sahen (p. 622), von der Klasse 2(w^-f- mn -{- n*),

wenn p == "
, wo ;;« und n ganze Zahlen sind. Insbesondere sind sie

also*on der sechsten Klasse für p = 1, d. i. für den Connex Q = 0*)^

und die Hauptcoincidenzcurven des letzteren stehen zu defi Systemen von

^teiner'schen Punktepaaren auf der Grundcurve /'=0 in der früher

erörterten Beziehung (p. 621). Für ^ = 1 hat man indess als uneigcnt-

*) In Betreff des Eliminationsproblems, welches die Gleichung dieses Curven-

systems in Linien- und Punkt -Coordinaten liefert, vgl. Harnack a. a. 0. p. 2'2G

und 233.
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liehe Lösung noch die Bedingung /"' = zu berücksichtigen , denn die

Discriminante der Gleichung (14) ist zunächst gleich:

Für den Connex = insbesondere wird ()^ -j- (> ~l~ 1 = ^ ^^^o

Q gleich den complexen Werthen von j/1; die Hauptcoincidenzciirven

von sind a/so im Allgemeinen (d. li. ahgeselien von besonderen Werthen

des Moduls) iransscendent. —
Auf jeder Tangente einer Integralcurve des Connexes Q = liegt

bekanntlich ihr Berührungspunkt harmonisch zu ihren drei Schnitt-

punkten m.\if=^Oj und der Berührungspunkt der Tangente einer

Hauptcoincidenzcurve von = ist iiquianharmonisch zu den betref-

fenden Punkten -von /=0 (vgl. p. 225). Ganz analog kann man
nun auch die Integralcurven eines beliebigen Connexes der Schaar (18)

durch eine Doppelverhältnissrelation cliarakterisiren. Soll nämlich im

binären Gebiete ein Punkt mit den Coordinaten JC] = 1, Jc.^ = mit den

Verschwindungspunkten einer cubischen Form «x''= ^'fo^i^"l~^*i'*i^^2

-\-'^a.^K^')l2^ -\- a^'ü.^^ das Doppelverhältniss a bilden, so hat man die

Bedingung aufzustellen, dass die entsprechende biquadratische Form
das Doppelverhältniss a besitze, d. h. man hat für letztere Form die

Invarianten i und j zu bilden. Für diese nun findet man (p. 300):

« = I («1^ ~ ^'2^0) . y = 1(2 «1^ + ^'o''«3 — 3 <'o«l '"'••) '

In diese Formen gehen aber bis auf Zahlenfactoren die Covarianten

A und Q von a^^ über, wenn man in ihnen x^ = 1, x.^ = setzt; da

wir es mit Invariantenrelationen zu thun haben, müssen wir also all-

gemein setzen:

/J/^/=-|A, #/V = |(?,

wo M eine unbestimmte Grösse bedeutet, und die gesuchte Bedin-

gung wird*):

A3 ^ _ o (1 -tt + a')3

Ö«
~

(1 -f «)^ (2 — ccy (1—2 a)2
•

Diese Gleichung endlich ist identisch mit der Gleichung (18), wenn
man A durch ersetzt, unter Q den zu /= gehörigen Connex

versteht, a = — ^ setzt und für q wieder a einführt. Also:

Die Tangenten d^r 6 Hauptcoincidenzciirven des Connexes (18), welche

durch einen beliebigen Punkt x gehen, in diesem Punkte schneiden die

Curve /=0 je in drei Punkten, welche mit x zusammen das Doppel-

verhältniss — q bilden.

*)• Dieselbe Gleichung ergibt sich aus der Theorie der typischen Darstellung

binärer Formen, vgl. Clebsch, Theorie der binären algebraischen Formen, p. 351.
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Durch diesen Satz ist die ganze Klasse von Connexen geometrisch

charakterisirt, deren Integralcurven mit dem elliptischen Integrale

erster Gattung einer Curve dritter Ordnung in so einfachem Zusammen-

hange stehen.

VI. Der Connex erster Ordnung und erster Klasse.

Genauer untersucht ist bisher allein der Connex erster Ordnung

und erster Klasse, und zwar einerseits in geometrischer Hinsicht (denn

derselbe stellt ja eine Collineation dar, vgl. p. 937), andererseits auch

vom Standpunkte der InVariantentheorie. Die letztere gibt uns hier

neue Gesichtspunkte für die Theorie der Collineationen, die wir schon

früher mehr geometrisch betrachteten (p. 250); wir wollen daher im

Folgenden besonders die algebraischen Theorien hervorheben.*)

Die Gleichung des gegebenen Connexes sei:

(1) f EEE a^Ua EEE Ö^ M^ E^ . . . ZEttikUiXu = ,

wo im Allgemeinen «(Vt ^ aki\ die zugehörige Collineation ist dann,

wenn f=QVy, durch die Gleichungen gegeben:

(2) Qyi = üiiXi -f ai2X2 + ^'S^-t^s

oder in Liniencoordinaten, indem f= (5\\^, durch die transponirte

Substitution

:

(3) 6Ui = au Vi + a2iV2 + «3.V3 •

Sollen diese Gleichungen eine eigentliche Collineation darstellen, so

darf ihre Determinante A nicht verschwinden; die Determinante ist

also jedenfalls eine Invariante des Connexes (1 , 1). Indess lässt sich

dieselbe noch durch niedrigere Invarianten ausdrücken; setzen wir

nämlich:

i == tta, ii == baüji , i., = baayCß

,

und berücksichtigen, dass symbolisch:

^11 ^12 ^13 ^1^1 ^1^2 ^1^3

A= «2, «22 «23 = ^ißx hß'i hßs =(fih^A^ßr)>

«31 «32 «33 ^3^1 <^^^rl ^3^3

so folgt, wenn man die Symbolpaare aa, bß, cy in jeder Weise per-

mutirt imd den sechsten Theil der Summe bildet:

I

aa a^ Oy

"

(4) l^ = \,{abc){aßy) = \\ba b^ j,^]^"^!^^!!^.

c„

*) Vgl. im Folgenden besonders Clebsch und Gordan: Math. Annalen,

Bd. 1, p. 359 ff. Es wird hier auch insbesondere gezeigt, dass die im Texte

weiterhin erwähnten Functionalinvarianten das „vollständige System" von f bilden.
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Durch die drei hier auftretenden Invarianten i, i^, i.^ niedrigsten Gra-

des lassen sich aber auch alle anderen Invarianten von f ausdrücken,

denn der Connex f hängt nur von zwei absoluten Constanten ab und

kann also nur zwei absolute Invarianten, d. h. drei von einander

unabhängige Invarianten, zulassen. In der That kann ja f im Allge-

meinen auf die kanonische Form gebracht werden (vgl. p. 978):

(5) f=^,Ä,U, + x,^X,ü, + ^,X,U,,

und in ihr sind nur zwei absolute Constante enthalten.

Wir wollen sogleich noch die drei Invarianten für die kanonische

Form (5) bilden; aus ihr ersieht man dann gleichzeitig, dass sie im

Allgemeinen von einander unabhängig sind. Es geschieht dies am
einfachsten, wenn man zuvor die covarianten Zwischenformen

(6) • /, = 2; If-I^^ „..„,*.,

einführt; dann erhält man nämlich für jene Invarianten die nicht

symbolischen Bildungsgesetze

:

In der kanonischen Form aber wird zunächst nach (5) und (6):

(8) /\=y.,^X,U,+7t^^X.,U^+x,\X^U,, f^=yc,'X,U,+K^^X,U.,+x,Ky[^ü^

und also nach (7):

? = JCj + X2 + Jfg , 2, = X,2 -f Xs^ + X32
,

h=^\^ + ^'1" -^ ^3^-

Wir kennen sonach drei symmetrische Functionen der Grössen Xj , x.,,

;f.j und können daher eine cubische Gleichung aufstellen, deren Wur-
zeln dieselben sind. Man findet nämlich:

(10) ;£^ «2 + ;f2 »«3 -f 3t3 ;f , = —^' , x,x,^3 = G^*
Zur Bestimmung von Xj, n^, a^ hat man folglich die Gleichung:

(11) x3 — x2 .
«• 4- ^ {f — /,) X — -^

(2-3 - 3 ii^ -I- 2 /,) = ,

welche wir früher in der Form fanden (p. 261):

«21 «22 ~ ^ ^23 =0.
^31 %2^ ^33 ^

Nachdem man x, , x.^, x.^ bestimmt hat, kann man leicht die Trans-

formation herstellen, welche den Connex / in die Form (5) überführt

;
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man hat eben nur die Producte der Äi, Ui aus den drei Gleichungen

(5) und (8) zu berechnen. Bezeichnet man die Determinante dieser

drei Gleichungen mit K, so ergibt sich:

(12) K.U.,A\ =
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welche man durch zweimalige Anwendung der Collineation /"= er-

hält; und man bestätigt dies auch leicht direct. Ebenso entsteht die

Collineation des in (6) und (8) vorkommenden Connexes /"j == durch

dreimalige Anwendung der Collineation /= 0, u. s. f. Allgemein ist

die durch (Ä-f- 1)- malige Anwendung von /"= Q erhaltene Collineation

gegeben durch den Connex:

(14) f,^slL''Ii=^^i:IL^4=i=,Q.

Es ist aber zu bemerken, dass sich alle so entstehenden Formen /},

linear durch die Formen /, /', und u^ ausdrücken lassen. In der

That beziehen sich ja alle Collineationen //,= ^ auf dasselbe Funda-

mentaldreieck; da aber alle zu demselben Dreiecke gehörigen Colli-

neationen nur eine zweifach unendliche Schaar bilden, so müssen sie

sümmtlich in der Form

/•+;./, + Am. =
darstellbar sein. Um dies auch durch die Rechnung zu bestätigen,

nimmt man am besten eine andere Zwischenform zu Hülfe:

(15) g = (abn) {aßx)

,

welche, wie uns schon bekannt ist, gleich Null gesetzt, den zu /"=
conjugirten Connex darstellt (p. 950), und auf deren geometrische

Bedeutung wir sogleich zurückkommen. Auch diese Form g iat durch

/, /"j und Ua: ausdrückbar, denn wir haben direct:

aa aß ax

. (16) <7 = {(ibn) (aßx) =
|
ö« &^ b^l f~ {i- — i^) Ux — 2 if+ 2 /,

.

Ua Uß Ua

Nun ist weiter:

^ äf-rf""" ^^*"^ ^"'^^'* ^^ = l(«/3y) {(^^w) Ca. — {acu)bx — (cbu) a^}

und bildet mau dieselbe Form aus der rechten Seite von (IG), so er-

gibt sich in Rücksicht auf (4) für f^ die Identität:

i (^-3 -f 2 ^2 - 3 ii,) ux = (f- - /,) f - 2if, + 2/2 .

Ebenso findet man dann hieraus durch Wiederholung desselben

Processes

:

1(^-3 -f 2/2- 3n\)/ =(/2-^-)/, ~2if., + 2f,,

i (i^ + 2i,~ 3 ii,)r, = (/2 - /,) /:, _ 2//3 -f 2/-_,

,

u. s. f., woraus mau jede Form A in Function aller vorhergehenden

Formen berechnen kann.
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Der Reihe von Connexen //, = stellt sich eine Reihe von Con-

nexen gn = an die Seite, welche aus g ebenso zu bilden sind, wie

fh aus /, so dass:

gk + i — z.-^-^_^^— z.
^^^ ^^_.

Ihre geometrische Bedeutung ist ebenfalls leicht zu erkennen. Der Connex

g = zunächst gibt die zu /*=0 inverse Transformation, welche, be-

zogen auf das Fundamentaldreieck, in der Form oY^ = n^x^X^, etc.

erscheint. In der That erhält man auch für die kanonische Form aus

der Identität (16) vermöge (8), (9) und (10) für g den Werth:

^- ^ = ;C2 3<3 ^1 .r, + ^3 ;c, U.^ X^ + x, -a^ U.^X^ .

Und hieraus findet man weiter:

^ g, = {^^, x,Y + 1 U, X, + {x, x,y + ^U,X, + {x, x,Y + 'U,X,.

Die Connexe gh = stellen also bez. die inversen Transformationen zu

den Transformationen fh = dar.

Aus einem Punkte x erhalten wir durch alle diese Collineationen

eine Reihe von discreten Punkten, welche vorwärts und rückwärts

beliebig fortgesetzt werden kann. Indem wir den Punkt x selbst

durch die Zahl bezeichnen, können wir die Punkte auf der einen

Seite von x durch die Zahlen 1, 2, 3 . . ., die auf der andern durch

— 1, — 2, — 3, ... unterscheiden, so dass ihnen bez. die folgenden

darunter stehenden Gleichungen entsprechen:

,17^
. . . (- 2) , (- 1) ,

, 1 , 2 , . . .

^ ...g,=0, g = (), ^^.. = 0, f=i), f, = 0,...;

und der Punkt l hat dann in der kanonischen Form die Gleichung:

(18) x,^ 6^, Z, + x./ ü^ X., + >c./ ^3 ^3 = .

Jede solche Gleichung wird aber zugleich die Gleichung eines colli-

nearen Systems, welches unmittelbar von dem Punkte auf den

Punkt l führt. So entspricht also der Punktreihe (17) die Reihe (18)

von collinearen Systemen.

Von besonderem Interesse wird für uns der Umstand, dass alle

Punkte der Reihe auf einer (im Allgemeinen transscendenten) Curve

liegen, welche sich durch Elimination von q und X aus den Gleichungen:

(18*) Q}\^x,K^,, qF, = x,^-X,, qF,= h./X,

ergibt, nämlich:

(1-0 log v' • log ""^ + log f^ . log ""' + log ^.' . log ""'- =
,
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oder wenn wir unter C einen Parameter (Integrationsconstante) ver-

stehen und

^1 =l0g^S ^2=l0g^, ^3=l0g^
»3 »1 Kf

setzen

:

wobei A-, -|- ^2 + ^3 = ^- Diese Gleichung ist von derselben Form
wie die der Hauptcoincidenzcurven von / =^ (vgl. p. 979) : •

(20) Xi"^-"' Ä./^ - " Ä./^-^^= C.

Bern Connexe /= und gleichzeitig allen Connexen />, = odei'

g/i = 0, d. i. allen Connexen der durch (18) dargestellten Schaar , ist

so ein gewisser Connex:

Ui Z, log ;c, + ^2-^2 ^^S ^2 + ^3^3 log X3 =
zugeordnet, dessen Ilauptcoincidenzcnrven die Curven (19) liefern, auf
welchen alle Punkte einer der obigen Reihen liegen.

Die Curven (19) sind von ebenso allgemeiner Natur wie die

Curven (20), und umgekehrt; die ersteren eignen sich aber, wie Avir

weiterhin sehen werden, besser zum Studium der Hauptcoincidenz-

curven, da sich deren wesentliche Eigenschaften aus der Entstehungs-

weise der Gleichung (19) direct ergeben.

Die Curven (19) sind insbesondere algebraisch, wenn die Grössen

log — sich wie positive oder negative ganze Zahlen verhalten. Ist

dies nicht der Fall, so kann man sich doch die Frage stellen, unter

welchen Umständen gewisse Punkte der Reihe auf einer algebraischen

Curve liegen? Durch diese Forderung wird man dann zu einer be-

stimmten Invariantenrelation für den Connex f= geführt, wie hier

an einigen Beispielen erläutert werden möge. *)

Dass die Punkte 0, 1, 2 auf einer Geraden liegen sollen, kann
man im Allgemeinen nicht verlangen, denn dann würden alle Punkte

der aus entstehenden Reihe auf derselben Geraden liegen. In der

That würde ja dann auch die oben mit Ä' bezeichnete Determinante

verschwinden müssen, und folglich die Gleichung (11) zwei gleiche

Wurzeln haben , was wir vorläufig ausgeschlossen haben.

Sollen dagegen die Punkte 0, 1, 3 auf einer Geraden liegen, so

muss die Gleichung bestehen:

1 X, Xj"^j

1 X2 x.2^': =^ .

*) In Betreff einer allgemeinen Erledigung der sich hier bietenden Probleme
vgl. Clebsch und Gordan vc, a. 0.

Gl e bs ch, Vorlesungen. "63
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Die linke Seite ist offenbar durch die Determinante K theilbar; der

übrig bleibende Factor ist linear und symmetrisch in %y, x.^, 3«;;, also

zu der Summe Jfj + ^2 + JC3 proportional. Die Bedingung dafür, dass

die Punkte 0, 1, 3 auf einer Geraden liegen, ist somit:

(21) «-JC, +JC2 + %3=0.*)

Selbstverständlich liegen dann auch der r*% (r -f-
1)*'^ und (r -f-

3)'®

Punkt auf einer Geraden, wo r eine beliebige positive oder negative

ganze Zahl bedeutet. In ähnlicher Weise findet man, vs^enn die Punkte

0, 1, 4 auf einer Geraden liegen sollen, die Invariantenrelation:

»«i^ + V + V + ^2^3 + ^ä^i + X, ;<2 =^ 2- («^ + h) = 0, u. s. f.

Fordert man dagegen, dass die Punkte 0^ 1, 2, 3, 4, 5 auf einem

Kegelschnitte liegen , so müssen offenbar auch alle Punkte der aus

Null entstehenden Reihe auf demselben Kegelschnitte liegen, d. h. die

Curven (20) müssen in diesem Falle aus einem Systeme von Kegel-

schnitten bestehen; und die Bedingung dafür ist:

oder

;

Die entsprechende Invariantenrelation verlangt somit das Verschwin-

den des Ausdrucks:

= (jfo^^S ~r ^^3^1
! '^l ^2) C^l I ^2 "1 ^3)' ^1^2 ^3 '

woraus wegen (9) und (10) folgt: Die Curven (19) bestehen aus einem

Büschel von Kegelschnitten der Form xiXk — Cxi~ = 0, sobald:^*)

(22) 3 («2 — ^^y - i^ {i^ — 3 ii^ + 2/2) = .

Die Hauptcoincidenzcurven von f = bleiben jedoch in diesem Falle

im Allgemeinen transscendent. Sollen dagegen die letzteren aus Kegel-

schnitten bestehen^ so muss sein:

A", —- Ä"2 = 1 ,
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(jfj -\- 7c^ — 2 Xy) (;{., 4~ ^3 — 2 n^ (^fg 4"
'^i
— 2 yi.^ =

oder:

(23) 2 2-3 - 9 n\ + /2 = .

Unter den in (19) enthaltenen Curven sei noch die logarithmische

Spirale besonders hervorgehoben; ihr Auftreten ist nicht durch eine

Invarianteneigenschaft des Connexes bedingt, sondern durch besondere

Lage zweier Ecken des Fundamentaldreiecks in metrischer Beziehung;

für die projectivische Geometrie kann sie also als Repräsentant der

allgemeinen Integraicurven des Connexes (1, 1) betrachtet werden.

Lässt man nämlich zwei Ecken des Fundamentaldreiecks in die beiden

imaginären Kreispunkte fallen*} und führt sodann Polar - Coordinaten

ein mittelst der Substitution:

X, = r (cos (p -f- i sin rp) , X^ = r (cos q) — i sin cp) , X.-^ = 1
,

so wird, wenn man endlich noch k^= p -\- iq , k^ = — p -\- iq vor-

aussetzt, die Gleichung der Curven (19):

oder, wenn y und q neue Constanten bezeichnen:

in der That die Gleichung eines Systems von logarithmischen Spira-

len mit dem Parameter y. —
Zu fruchtbringenden Gesichtspunkten für die Untersuchung der

Curvensysteme (19) und (20) werden wir nun geführt, wenn wir in

der Connex-Schaar (18) dem Parameter A nicht mehr ganzzahlige

Werthe beilegen, sondern ihn als einen continuirlich veränderlichen

Parameter auffassen. Auch dann stellt jeder Connex (18) eine Colli-

neation dar, freilich nicht immer eine solche, die durch endlichmalige

Wiederholung der Transformation /= oder g= erzeugt werden

kann. Für das System der Connexe (18) oder Transformationen (18*)

bleiben auch dann folgende beiden Sätze gültig:

Zwei beliebige Transformationen des Systems geben, hinter einander

angewandt, unabhängig von ihrer Reihenfolge dieselbe neue Transformation.

— Diese neue Transformation ist selbst eine Transfortnation des Systems.

Mit Rücksicht auf die erste Eigenschaft sollen die Transforma-

tionen des Systems vertauschbar, mit Rücksicht auf die zweite soll das

System geschlossen genannt werden. Wir Iiaben es demnach hier mit

einem geschlossene?! Systeme von einfach unendlich vielen, vertauschbaren.

*) Es bleiben dann bei der Transformation alle Winkel ei'lialten; man hat

eine y^Aehnlichkeilstranitformation". In Rücksicht hierauf ergeben sich leicht mit

Hülfe der weiterhin erwähnten Schlussweise die zahlreichen metrischen Eigen-

schaften der logarithmischen Spirale; vgl. Holzmüller: Schlömilch's Zeitschrift,

Bd. 16.

63*
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linearen Transformationen zu thun.*) Und zwar sind dies die einzigen

Transformationen der Art, die es gibt; in der Tliat führt die direete

Aufsuchung derselben zu einer Differentialgleichung (24), die wir so-

gleich aufstellen werden, und deren Integration nur die Transforma-

tionen (18*) gibt.

In dem Systeme ist nun besonders eine Transformation enthalten,

welche entsteht, wenn man k unendlich klein, also etwa gleich dk,

nimmt, und die wir als die iinendlicli Meine Transformation des

Systems bezeichnen wollen. Sie ordnet jedem Punkte X einen be-

nachbarten Punkt Y = X -\- dX zu, der nach (18*) bestimmt ist

durch die Gleichungen:

(24) 6dXi= XiAQ^y-i^

wo die Grösse dl va. (5 enthalten sein mag. Für diese Transformation

fällt offenbar die zu X gehörige Richtung der Hauptcoincidenz mit

der Tangente der durch X gehenden Curve (19) zusammen. Der für

l = dX aus (18) resultirende Connex ist also derjenige, dessen Haupl-

coincidenzcurven durch die Curven (19) gegeben iverden; in der That

ist die Gleichung desselben ja wieder HUiXi log 'Hi = 0.

Es ist evident, dass man jede Transformation des Systems durch

unendlich -malige Wiederholuug dieser unendlich -kleinen Transforma-

tion erzeugen kann. Alle einem Punkte X entsprechenden Punkte

werden dabei eine bestimmte Curve beschreiben; diese hat ihrer Ent-

stehung nach die Eigenschaft, dass jeder Punkt derselben durch eine

Transformation (24) wieder in einen ihrer Punkte (und zwar einen be-

nachbarten) übergeht. Auch wenn man die unendlich kleine Trans-

formation unendlich oft wiederholt, bleibt daher der Punkt X immer

auf derselben Curve; d. h. die letztere geht durch jede der Transforma-

tionen unseres Systems in sich über. Ihre Gleichung ergibt sich

sonach wieder durch Elimination von l aus (18*), d. h. sie ist durch

(19) gegeben, wie man auch durch Integration der Differentialglei-

chung (24) bestätigt.

Jede Integralcurve eines Connexes (1, 1) hat also die Eigenschaft

durch ein geschlossenes Sijsiem von einfach unendlich vielen vcrtausch-

haren linearen Transformationen in sich überzugehen, und zwar durch

die Transformationen q ¥{= Xi'^Xi, wenn der Co?inex in der Form

HüiXi log X; = gegeben ist.**)

*) Vgl. im Folgenden Klein und Lie: Sur une certaine famille de courbes

et de surfaces, Comptes rendus: 6. und 13. Juni 1870, und: Ueber diejenigen

ebenen Curven, welche durch ein geschlossenes System von einfach unendlich

vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich übergehen. Math. An-

nalen, Bd. 4.

**) Diese Curven bestehen nach einem bekannten Satze der Kinematik aus

Kreisen, wenn die Transformation mit einer Bewegung der Ebene in sich äquivalent
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Aus dieser Eigenschaft lässt sieh mit Leichtigkeit eine grosse

Zahl anderer ableiten. Die dabei zu benutzende einfache Schlussweise

möge an einem Beispiele erläutert werden. Denken wir uns mehrere

demselben Systeme (20) angehörige Curven gegeben und an eine

derselben eine Tangente gezogen. Bei Anwendung der zugehörigen

linearen Transformationen bleiben die Curven selbst ungeändert; wäh-

rend die Tangente nach und nach die Lage jeder anderen Tangente

derselben Curve annimmt. Dabei gehen der Berührungspunkt mit

der einen Curve und die Schnittpunkte mit den anderen bez. in den

Berührungspunkt und die Schnittpunkte der neuen Tangente mit den-

selben Curven über; daher der Satz, dass die Schnittpunkte mit dem

Berührungspunkte eine Punktreihe bilden, welche, für beliebige Lagen der

Tangente an derselben Curve ^ immer derselben Punktreihe projectivisch

ist. — Als Corollar folgt, da die drei Seiten des Fundamentaldreiecks

auch immer als Curven des Systems zu betrachten sind, der Satz:

Das Doppelverhältniss des Berührungspunktes einer Tangente einer Curve

(20) und ihrer drei Schnittpunkte tnit den Seiten des Fundamentaldreiecks

ist consiant. Die hierin ausgesprochene Eigenschaft könnte man auch

umgekehrt zur Definition des Curvensystems benutzen.

Durch ein analoges Verfahren leitet man ferner die folgenden

Sätze ab, deren Anführung genügen möge, um die Fruchtbarkeit der

erwähnten, auch sonst oft anwendbaren Methode zu zeigen:*)

Man schneide eine Curve des Systems durch irgend eine gerade

Linie und constiyiire in beliebigen n ihrer Schnittpunkte die Tangen-

ten ; von den weiteren Schnittpunkten dieser n Tangenten liegen dann

jedesmal n wieder auf einer Geraden.

Curven des Systems können sich nur in Eckpunkten des Funda-

mentaldreiecks schneiden.

Sie besitzen in keinem ihrer Punkte, ausser etwa in den drei

Fundamentalpunkteu , irgend eine solche Singularität, wie sie bei

algebraischen Curven vorkommt.

ist. In der That liegen dann zwei Ecken des Fundamentaldreiecks in den Kreis-

punkten, die dritte beliebig in der Ebene; letztere, bleibt also fest, und folglich

ist die Bewegung durch eine Rotation um sie zu ersetzen. Diese geht insbe-

sondere in eine Translation über, wenn das Centrum der Rotation unendlich weit

liegt. Die zahlreichen Untersuchungen über kinematische Geometrie sind so den

Untersuchungen über die im Texte betrachteten Transformationen untergeordnet

und können daher sofort projectivisch verallgemeinert werden, indem man die

specielle CoUineation der Bewegung immer durch eine allgemeine CoUineation

ersetzt. Vgl. darüber: Burmester: Kinematisch geometrische Untersuchungen

der Bewegung affin -veränderlicher und collinear- veränderlicher Systeme, Schlö-

milch's Zeitschrift, Bd. 19 und 20. Vgl. auch die Anmerkung auf p. 262. — Die

Curven (19) werden von Burmester passend als Selbstküllcurven bezeichnet.

*) Wegen weiterer Ausführungen vgl. Klein und Lie a. a. 0.
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Jede zu ihnen eovariante Curve ist eine Curve desselben Systems

(denn sie muss durch dieselben Transformationen in sich übergehen).

Wenn man auf eine beliebige Curve, die nur nicht selbst einem

»Systeme von Curven (20) mit demselben Fundamentaldreiecke ange-

hört, die Transformationen unseres geschlossenen Systems anwendet,

so besteht die Umhüllungscurve der dadurch erzeugten Curvenreihe

aus lauter Curven des gegebenen Systems. —

Es sollen im Folgenden noch kurz die Ausnahmefälle angedeutet

werden, welche dadurch eintreten, dass zwei oder drei Wurzeln der

cubischen Gleichung (11) einander gleich werden.*)

1) Ist ^2 = X3, so fallen zwei Seiten des Fundamentaldreiecks

zusammen, während die dritte (J', = 0) davon getrennt bleibt. Es
ist daher für die Collineation jedenfalls die kanonische Form möglich:

Bildet man dann aber jene cubische Gleichung in der Form:

\x^ — x

;<, — % -= ,

cc ß y — x

so erkennt man, dass y = x^ sein muss. Setzt man nun noch:

y;-\ "- r, für F^ und Ä^ -\
Lf für ^„,

SO gehen die Gleichungen (25) über in:

(26) qF, = x^X^, qF, = x,X,, QF, = ß.¥^-\-x,Ä,,

und der Connex /" = erscheint in der kanonischen Form:

f= x,X, U, + X, {X,U, + X, U,) + ßX,U, .

Zwei Ecken des Fundamentaldreiecks sind hier in den Punkt
U^ = zusammengefallen ; der Punkt ^, = dagegen ist der Schnitt-

punkt der beiden benachbart liegenden Seiten des Dreiecks.

Durch A- malige Wiederholung der Transformation erhält man an
Stelle von (18*) die Gleichungen:

(27) qF,=x,^X^, ^f,=^x,/X,, QF, = x./X,-{-?,ßx,^-'X,,

und durch Elimination von A findet man an Stelle von (19) die

Gleichung

:

^2 (n^. - ^2^3) log
l^
- (log^-log £) iSF.X, = 0.

*) Vgl. Clebsch und Gordan a. a. 0., sowie die geometrische Discussion
dieser Fälle bei Hirst in den auf p. 944 genannten Aufsätzen.
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Für F2 = ^2 = 1 > Ä\ = X, Zg = tj erhält man also insbesondere

die logarithmische Linie: t/ = J\ogBx, wo A, B Constante bedeuten.

— Die Gleichung der Hauptcoincidenzcurven von /"= findet man

dagegen in der Form:

2) In dem Falle , wo ausserdem ß = wird
,

geben die Glei-

chungen (26):

y^ X2 — Fj Tj = ;

wir haben eine perspectivische Transformalion , die schon früher ein-

gehend behandelt wurde (p. 264). Man kann dieselbe algebraisch

dadurch charakterisiren , dass die Formen <p und t/> identisch Null

sind. — Alle Curven (28) bestehen aus Geraden durch das Collinea-

tionscentrum.

3) Wenn alle drei Wurzeln der cubischen Gleichung einander

gleich werden, so kann man für die entsprechende Collineation nur

noch eine Gleichung in der Form

(28) Ql\ = >iX^

annehmen; die beiden anderen hat man zunächst in der Form:

(29)
Q¥,^aX,-\-{h-{-^)X,-{-cX,

\ ^ (yV., = ocX,+ßX^ -{-{y-\-K)X^.

Damit jetzt aber die in z cubische Gleichung:

X - z
I

I

a b -{- x — z c 1=0
a ß c -\- X — z\

die Wurzel z == x dreimal zulasse, muss man haben:

(30) b-{-y = 0, by-cß^O.
Diese Gleichungen werden identisch erfüllt, wenn man

c = /Li"^, ß = — v^, b = yiv
, y = — ^v

setzt; und dadurch verwandeln sich die Gleichungen (29) in:

QY^=^aX^-\- xX^-\- ^ {vX.^ -f- ^X,)

Q V.^ = «T, -\- xX._^ — V {vX.^ -{- fiX^).

Hieraus aber ergibt sich:

Q {v r, -{- ^r^) = {av -{- a^) X^-{-x (vX^ + ^^3) .

Setzt man also jetzt wieder JT^ für v F^-^-^iVri, und JTj f^^ ^^2"l"f*^'3>

so erhält man eine Gleichung der Form

(31) QF, = aX, + xX,,
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welche aus den Gleichungen (29) immer abgeleitet werden kann. Man
darf daher annehmen, dass eine der Gleichungen (29) die Form (31)

bereits habe, d. Ji- dass Z> = c = 0. Die Gleichungen (30) geben

dann y == 0, während ß beliebig bleibt. Die dritte Gleichung (29)

wird also:

(32) QF, = aÄ,-\-ßÄ,-^xÄ,.

Verändert man nun noch F.^ und uY.^, indem man statt derselben bez.

Fg Fj , Ä^ Ä2 setzt, so fallt in (32) noch das Glied mit Ä.^

fort; und es bleibt:

(33) QF, = ßX, + xÄ,,

wo man noch, ohne die Allgemeinheit zu stören, ß ==^ a nehmen kann.

Aus (28), (31), (33) findet man also die Gleichung, des Connexes

in c?6T kanonischen Form:

f^ot{U,X, + U^X., + U,X,) + a {X, u^ + x,u.,;) = .

Für die Hauptcoincidenzcurven hat man hier wegen f/j; = ein-

fach die Differentialgleichung:

Jr, (Xj</Z, — X^ dX^) -\- X^ [X^ dX^ — ^2 rf J-,) = ,

woraus sich durch Integration ergibt:

CX;^ -f X^^ — 2 Tj ^3 = ,

wenn C die Integrationsconstante bedeutet. Die Integralcurven bilden

also einen Büschel von Kegchchnitten , welche sich sämmtlich in einem

Punkte dreipunktig berühren (vgl. p. 141); und zwar ist der Berüh-

rungspunkt der Punkt ^3 = 0, in welchen die Ecken des Dreiecks

zusammengerückt sind; die gemeinsame Tangente in ihm ist die drei-

fach zählende Dreiecksseite.

Ein ebensolches System von Kegelschnitten ergibt sich für die

Curven, welche durch die Collineation (32) in sich übergeführt werden.

In der That erhält man nach A- maliger Wiederholung der Transfor-

mation die Formeln:

qF.^ = x^X^ +«x^-iX2 + 4-A(A - l)rt^;)c^-2.Yi;

oder wenn man auf beiden Seiten mit %^ -^ ^ dividirt

:

QFy = x"Xi ,
qF^ = x'-X.^ -f laxX^

()F3 = x2^3 -f kaxX^ _f- ^A (A — 1)02^^-^ .

Diese Gleichungen stellen aber eben die Coordinaten F der Punkte
einer solchen Curve in Function eines Parameters x dar.

4) In Gleichung (31) und (32) kann noch eine der Constanten a, ß
verschwinden. Nehmen wir /3 = 0, so haben wir die Collineation:

(34) qF, = xX,, QF., = xX,-{-aX,, qF., = %X^.
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Es folgt F^Ä.^ — XiF^ = 0; die beiden Punktsysteme, V und Ä sind

also perspectivisch; das Collineationscentrum liegt im Punkte Ä^ = 0,

^3 = 0, die Collineationsaxe*) geht durch diesen Punkt. Die oben

betrachteten Curven sind die Geraden des Büschels T, + XÄ.^.

5) Verschwinden endlich in (31), (33) gleichzeitig a und ß, so

hat man identische Punktsysteme, deren entsprechende Punkte immer

zusammenfallen.

VII. Ueber die Connexe (m, 1) oder (1, n), insbesondere für den

Fall n = 2.

Einige unserer allgemeinen Untersuchungen über die Connexe

{fn, n) verlangen eine besondere Betrachtung, wenn eine der Zahlen

m, n gleich 1 wird. Schon beim conjugirten Connexe hatten wir

Gelegenheit dies zu bemerken (p. 950); ein Element (y, v) des letz-

teren ist für n = 1 dadurch detinirt, dass v gemeinsame Tangente

für alle Curven C,,, sei, welche zu den durch y gehenden Linien u

gehören, und dualistisch entsprechend für m = 1 dadurch, dass ij ge-

meinsamer Punkt aller Curven Kn sei, welche den Punkten x von v

im Connexe f =0 zugehören. Für den Fall m = 1, auf den wir uns

im Folgenden beschränken, tritt ferner die Besonderheit ein, dass die

oben mit F' = 0, 0' = bezeichneten Curven nicht existiren, denn

da eine beliebige Linie u nur mit ei7iem ihrer Punkte ein Element

der Hauptcoincidenz bildet, kann von einem Zusammenfallen zweier

solchen Punkte von u nicht mehr die Rede sein. Statt dessen treten

hier im Allgemeinen Linien u auf, welche durch jeden ihrer Punkte

zu einem Elemente der Hauptcoincidenz ergänzt werden, ein Umstand,

der für ^j > 1, w > 1 nur in besonderen Fällen als Singularität vor-

kommen kann (vgl. p. 937). Für m = 1 nämlich können wir setzen

:

/= A^X^ -f ^2^2 + ^3^3 7

wo Ay, A^, A^ Functionen n^^' Klasse in den Ui sind. Hier wird die

Linie u in der Weise ausgezeichnet sein, sobald die Gleichung /"=
für Xi = iuv)i unabhängig von den vi erfüllt ist, d. h. wenn gleich-

zeitig :

AiU^— A^Ui=0, ^2^3 — ^3^2 = 0, ^gW, — ^,«3 = 0.

Diese Gleichungen erlauben nach bekannten Regeln (p. 389) n^ -f- ^i + 1

gemeinsame Lösungen, und somit haben wir den Satz:

In einem Connexe (1, n) ff/bt es Ji'^ -\- n -\- l Gerade, welche je mit

allen ihren Punkten Elemente der Hauptcoincidenz bilden. Dieselben sollen

Grundstrahlen des Connexes bez. seiner Hauptcoincidenz genannt werden.

*) Ist dieselbe die unendlich ferne Gerade, so hat man den Fall der Trans-

lation, vgl. die zweite Anmk. auf p. 996.
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Offenbar wird auch die Differentialgleichung der Hauptcoincidenz-
curven, welche aus f=0 für Xi = {udu)i hervorgeht, durch jeden
dieser Grundstrahlen unabhängig von den Differentialen dm erfüllt.

Die w^ + « -f- 1 Grundstrahlen eines Conncxes (1 , n) iverden also von
allen seinen Hauptcoincidenzcurven berührt.'*)

Die Grundstrahlen stehen ferner in besonderer Beziehung zu den
oben betrachteten, eindeutig auf einander bezogenen Curven F=
= (vgl. p. 969). Die damals gegebene Bestimmung der Singu-

laritäten der letzteren bleibt auch für m = l bestehen.* Es ist also

F von der Ordnung {n — 1) (« + 2), die Zahl der Doppelpunkte von
F gleich

.H^^-2)(n~3) {(/«-f 2y^ + 3n},
.

die Zahl der Spitzen gleich

3 (n - 2) (2 w -f 1)

,

und daher findet man für das Geschlecht von F die Zahl:

\ni^n~\\).

Hieraus ergibt- sich die Klasse von F gleich 3 «"^ die Zahl der
Wendepunkte gleich 12n(n — 1), die der Doppeltangenten gleich
.L (9 n^ _ 40 ^2 -f 35 n + 2).

Die Curve dagegen wird von der Klasse 3«, das Geschlecht der-

selben stimmt mit dem von F überein; die Zahl ihrer Doppeltangenten
ergibt sich daher gleich

i(3w — l)(3w - 2) — in(7w- Jl) = n2-f;j4- 1,

denn Wendetangenten werden im Allgemeinen nicht auftreten.

Wir werden sehen, dass diese Doppeltangenten eben die Grund-
strahlen unseres Connexes (1 , n) sind.

Im vorliegenden Falle nämlich können wir die Gleichung der
Curve = leicht direct aufstellen. Wir gehen zu dem Zwecke aus
von dem Gewebe der Curven (n -j- 1)*<"" Klasse (vgl. p. 966):

(1

)

U, = (auv) Ua" = UAi (u v)i = .

Eine jede Curve desselben berührt die n'' -f- n -f- 1 Grundstrahlen und
ausserdem die Linie v, zu welcher sie gehört; und der Berührungs-
punkt g von V ist der zu v gehörige Punkt der Hauptcoincidenz.

Von jedem Punkte von v kann man ausser v selbst noch n weitere

Tangenten an die Curve 1/^ = legen , und dies sind die n zu dem
betreffenden Punkte von v gehörigen Strahlen der Hauptcoincidenz;
für den Punkt g selbst aber fällt einer dieser n Strahlen mit der Linie

*) Vgl. auch die Bemerkungen über singulare Lösungen am Schlüsse dieser
Abtbeilung.
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V zusammen. Ist nun v eine Tangente der Curve = 0, so ist ij ein

Punkt von F=0, und es fällt noch ein weiterer der von y aus-

gehenden w Strahlen der Hauptcoincidenz (Tangenten von ^„=0) in

die Linie v; d. h. v wird Rückkehrtangente der Curve Ut, =%= 0. Die

Bedingung hierfür ist, dass v gleichzeitig die Hesse 'sehe Curve von

U,=^0 berahrt. Sei also U,, = Un" + S so ist die Gleichung der Curve

cj) = durch

in 71 n'y u„" - 1 iin-" - ^ Un^'"
-.^ =

ffegeben , wenn man links u =^ v setzt. Die linke Seite dieser Glei-

chung ist vom Grade 3 n in den Ui und vom dritten Grade in den

Coefficienten von /. Versucht man eine solche Contravariante sym-

bolisch zu bilden, so hat man nur die Wahl zwischen den drei Formen:

[ci b C) tla" t'ii" Uy" ,
{ahu) Ca Ua" " ' U^i" Uy" , üa Ha" -^ (bcu) Uß" Uy"" .

Die erste von diesen verschwindet identisch, da sie bei Vertauschung

von h, ß und c, y ihr Zeichen ändert; gleiches gilt von der letzten

(welche überdies in zwei getrennte Pactoren zerfällt); die Gleichung

der Curve = ist also:

(2) <^ = {abu)Ca Ua" - ^ u^f Uy'' = .

Ist nun u ein Grundstrahl des Connexes, so verschwinden die

Grössen {bu)iUß'% und folglich ist auch selbst Null. Aber auch die

Differentialquotienten von verschwinden, denn es ist:

^^ = {ab)iCana"-^ii[i"itr"

-f (ahn) CaUa"~^u/'-^Uy"-'^ {(« — l)aiiißUy + nUa(u;iyi-]-Uyßi]

.

Auf der rechten Seite verschwindet das zweite und dritte Glied wegen

der Factoren {a h u) u.f ; das vierte ist gleich

lly" ßi Ua" ~ * n^" ~ ^
[ (a C U) ba + {C bu) Cta^ (« bc) tla],

ist also ebenfalls Null. Das erste Glied endlich ist gleich

4- (rt b)i IIa" - ^ Uß" - 1 Uy" {CaKß — Cß Ua) = ^^ (« l^)i »„" " ^ U^' ~ ' Uy" (c U W) .

wenn w,- = («/3),-; dasselbe verschwindet also auch wegen der Factoren

{cuiv)Uy". Wir haben so den Satz:

Die n' -f w -{- 1 Grundstrahlen eines Connexes (1, n) sind Doppel-

tangenten der zugehörigen Curve = 0; und letztere hat im Allgemeinen

keine afideren singulären Tangenten.

Dieselben Grundstrahlen sind auch Doppeltangenten der Curve

F = 0, wie sich durch näheres Studium der Curvensysteme 11»= und

(3) ,
Xy eee: a^ {axy)" =

ergeben wird. Wir verweilen zunächst bei dem Gewebe der Curven

{ji _j- i)ier Klasse Uv = 0. Eine Curve desselben ist im Allgemeinen
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bestimmt durch zwei beliebige Taugenten u, u", indem sich die Para-
meter Vi daun durch die Gleichungen:

(4) {au'v) u'a" = und (ait'v) u"a" =
berechnen lassen. Eine Ausnahme tritt jedoch ein, wenn der Schnitt-

punkt y von u und u" gleichzeitig Coincidenzpunkt für beide Linien
ist, d. h. wenn die Gleichungen bestehen:

(fy v'a" = , a,j w"„" = , ?// = , Uy' = ;

dann nämlich sind beide Gleichungen (4) sowohl für v = u als für
V= u" erfüllt, dienen somit nicht mehr zur Bestimmung von v. Es
gibt also noch eine lineare Schaar von Curven U^, welche alle die

Linien u', u" und ebenso die n — 2 anderen Strahlen berühren, denen
derselbe Coincidenzpunkt y zukommt. Dies können wir in dem Satze
aussprechen : *)

Die n^ -\- n -{-l Grundsirahlen des Connexcs (1 , n) bilden zusammen
mit n Coincidenzstrahlen, welche einem beliebigen Punkte in der Haupt-
coincidenz entsprechen, ein System von solchen {n -f 1)2 Geraden, die

von unendlich vielen Curven {n + l)^''" Klasse {U„ = 0) berührt werden.
Hierdurch ist das Gewebe U^ = vor einem beliebigen Gewebe

[n -f- 1
)te'- Klasse wesentlich ausgezeichnet. In der That würde letzteres

ja schon durch ^ n (n -{- 5) feste Tangenten völlig bestimmt sein,

während wir hier n'' + w -f l solche Tangenten haben. Die Grund-
strahlen sind also nicht von einander unabhängig, sie bilden vielmehr
ein besonderes Liniensystem, welches den früher kurz erwähnten
Systemen von R Punkten dualistisch gegenübersteht, durch welche
noch oo? Curven einer gegebenen oo''- Schaar von C„ hindurchgehen,
wenn q > t — R (vgl. p. 757). In unserm Falle haben wir n durch
w -f- 1 zu ersetzen und

^ = i(''+ i)(^« + 4), q = 2, i? = n2-fn-f 1.

Nach den damaligen Resultaten genügen also die Coordinaten der
n'^ -\-n-\-\ Grundstrahlen einem Systeme von Gleichungen, welches mit

{q + 1) (Ä _ ^ -f ,y)
= 3

(,, _ 1) („ _ 2)

unabhängigen Relationen äquivalent ist. In unserm Falle kommt
dann noch die weitere Eigenschaft hinzu, dass die n weiteren gemein-
samen Tangenten zweier Curven desselben sich in einem Punkte
schneiden. Ob indess letztere Eigenschaft eine Folge der ersteren ist,

ob zwischen diQn n"^ -[- n -\- \ Grundstrahlen noch weitere Relationen
bestehen, bedarf einer näheren Untersuchung.

*) Die folgenden Betrachtungen sind Verallgemeinerungen der von Godt
über den Connex (1, 2) angestellten Untersuchungen; vgl. dessen Inaugural-
dissertation: Ueber den Connex erster Ordnung und zweiter Klasse, Göttingen 1873.



Die Connexe. 1005

In dem Gewebe £^„ = werden nun unendlich viele Curven mit

einer Doppeltangente enthalten sein, ferner eine endliche Zahl von

Curven mit zwei Doppeltangenten oder einer Wendetangente. Alle

diese ausgezeichneten Curven stehen zu der Curve i^= in enger

Beziehung. Die n {n -{- 1) — 2 = {n — 1) (n -f 2) einfachen Schnitt-

punkte von V mit Uv nämlich sind dadurch charakterisirt, dass in

ihnen zwei der zugehörigen n Richtungen der Hauptcoincidenz (Tan-

genten von (7^) zusammenfallen; diese Eigenschaft kommt aber nur

Punkten von F = zu. Die {n — 1) (w -j- 2) Schnittpunkte von U^ =
7nit V sind daher identisch mit den (n — l) (n -\- 2) Schnittpunkten von

V mit F.*) Soll Ur eine Doppeltangente haben, so müssen zwei dieser

Schnittpunkte zusammenfallen in den Schnittpunkt von v mit der

Doppeltangente, d. h. v wird Tangente von F] und umgekehrt hat

Uv immer eine Doppeltangente, wenn v Tangente von F ist. Andern-

falls nämlich müsste v selbst dann Doppeltangente von Z7„ = sein,

wir würden also auf v zwei, und somit unendlich viele Coincidenz-

punkte haben, d. h. v wäre ein Grundstrahl unseres Connexes. An-

dererseits erkennt man aus dem Ausdrucke ?7„ sofort, dass in der

That jeder Grundstrahl v Doppeltangente seiner Curve Z4 ist; folglich

ist er nach vorstehender 'Ueberlegung auch Doppeltangente von F.

Wir haben so folgende Sätze:

Die Geraden v, deren Curven üv eine Doppeltangente haben, umhüllen

die Curve F = 0. Die Discriminante der Form U„ gibt also, gleich Null

gesetzt, die Gleichung der Curve F in Liniencoordinaten. In der That

wird sie auch vom Grade 3 «^ in den v,-.

Die n^ -\- n -\- \ Grundsirahlen sind Doppeltangenten von F; in den

beiden Berührungspunkten werden sie gleichzeitig von den zugehörigen

Curven Uv berührt.

Ferner leitet man aus den letzten Entwicklungen ohne Schwierig-

keit die folgenden Sätze ab:

Die Doppellangenten der Curven ü,, == umhüllen die in (2) ge-

gebene Curve = 0; letztere (welche nach Obigem e])enfalls die Grund-

strahlen zu Doppeltangenten hat) ist also auch vermöge dieses Satzes

eindeutig auf 7^ = bezogen.

Den I « (n — 1) (3 w- -j- 3 w — 11) Doppeltangenten von F, welche

nicht Grundstrahlen des Connexes sind, entsprechen als Linien v Curven

Uv mit zwei Doppeltangenten; letztere gehen durch die beiden Berührungs-

punkte von V mit F.

*) Ebenso wird im Connexe {in, n) die Curve V^, die v zur ?«- fachen Tan-

gente hat, von v in

{m-\-n — 1) (m -\- n) — m {vi — 1) — 2 ;« = (« — 1) (n -f 2 m)

einfachen Punkten getrotten, welche gleichzeitig die Schnittpunkte von F mit

V sind.
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Die \2n{n — 1) Wendetangenten von F sind diejenigen Linien,

welchen Curven Uv mit einer Wendetangente zugehören.

In ähnlicher Weise steht das in (3) gegebene System der Curven

Xy = mit der Curve 7^ = in Beziehung. Jede Curve desselben

hat in dem Punkte y einen n- fachen Punkt, dessen n Tangenten die

zu tj gehörigen Coincidenzstrahlen sind und durch die Gleichung
tty {axyY == dargestellt werden. Sollen daher zwei dieser n Tangen-

ten zusammenfallen, so muss y auf der Curve F liegen. Während y die

Curve F durchläuft, umhüllen die zugehörigen doppelt zählenden

Tangenten die Curve (3 n)*«''^ Klasse = 0. Verbindet man also y
mit den (n^ _ 1) (n -f 2) Schnittpunkten von Xy = mit i^= 0, so

sind unter den Verbindungslinien jedenfalls doppelt zählend die 3n
durch y gehenden Tangenten von 0; und da auf jeder der letzteren

nur ein Coincidenzpunkt liegt, so fallen von jenen (n^ — X) {yi -\- 2)

Schnittpunkten 6w paarweise zusammen; wir haben also den Satz:

Jede Curve ^y = berührt die Curve F in 3 w Punkten , trifft sie

also ausserdem noch in n^ -\- 2 n^ — 1 n — 2 Punkten. Letztere Zahl
gibt gleichzeitig die Klasse der Curve, welche von den w — 2 ein-

fachen zu einem Punkte von F gehörigen Strahlen der Hauptcoinci-

denz umhüllt wird.

Wir können leicht noch eine dritte Curve angeben, welche durch
die Berührungspunkte von Xy = und F = hindurchgeht , so dass

diese 3n Punkte (welche kein vollständiges Schnittpunktsystem bil-

den) als die gemeinsamen Punkte von 3 Curven bestimmt sind. Zwei
Curven Xy und X^ nämlich schneiden sich in {n + l)^ Punkten. Von
diesen liegt immer einer auf der Linie yz, nämlich der ihr in der

Hauptcoincidenz zugeordnete Punkt. Lassen wir nun z auf der

Geraden ?/2 beliebig nahe an y heranrücken, so bleibt der auf yz ge-

legene Schnittpunkt fest, die anderen n"^ -{- 2 n Punkte verschieben
sich auf Xy. Die Verbindungslinien derselben mit y und z werden
dann einander benachbart (soweit die Punkte nicht selbst an y heran-
rücken), werden also zu Tangenten von 0; es können folglich nur
3 n dieser Schnittpunkte getrennt liegen, die übrigen {n-\-iy — 3n — 1

müssen sich in y vereinigen. Pie Berührungspunkte von F mit Xy sind

also die einfachen nicht auf yz gelegenen Schnittpunkte der Curven
Xy = und Xy^t2 = 0, wo £ unendlich klein jst, d. h. der Curven
Xy = und

(5) a^. (« xy)" -^(axz) =0.
In der That erkennt man auch aus den Gleichungen, dass n- — n
Schnittpunkte beider in den Punkt y zusammenfallen.

Liegt der Punkt y insbesondere auf einem Grundstrahle des

Connexes, so muss sich zufolge der Definition der Curve Xy von ihr
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der Grundstrahl selbst absondern. Den Punkten eines Grundstrahles

entspricht so eine Reihe von Curven 71^'"' Ordnung ^ von denen jede die

Curve F in 3 « — 2 Punkten herührt. Dem Schnittj)unkte zweier Grund-

strahlen entspricht daher eine Curve {n — 1)*^'' Ordnung, welche F in

3 n — 4 Punkten berührt. —

Die vorstehenden Entwicklungen wollen wir jetzt insbesondere

für den Fall n = 2, d. i. für den.Connex (1, 2), verwerthen.*) Für

denselben wird die Curve F =^ von der vierten Ordnung und hat

keine singulären Punkte; sie ist dann überhaupt die allgemeine Curve

vierter Ordnung, denn die Zahl der Constanten, von denen die Haupt-

coincidenz des Connexes (1, 2) abhängt, ist gleich 14, also gleich der

Zahl der Constanten einer allgemeinen C^. Man erkennt so, dass die

Theorie des Connexes (1,2) aufs -Engste mit der Theorie einer allge-

meinen Cj verknüpft ist; und dadurch wird der Fall n = 2 von be-

sonderem Interesse. In der That brauchen wir in obigen Sätzen nur

immer « = 2 zu nehmen, um sofort eine Reihe von Theoremen über

die Doppeltangenten einer C^ zu erhalten, wie wir sogleich noch sehen

werden. Zuvor sei bemerkt, dass man in diesem einfachen Falle, wo
m = \ und n = 2 , leicht einige der covarianten Curven wirklich auf-

stellen kann, welche früher beispielsweise erwähnt wurden (p. 944);

in der That haben wir es hier ja, wenn wir a;,, x.^, x^ als Parameter

auffassen, nur mit einem Gewebe von Kegelschnitten K.^ zu thun, und

mit einem solchen beschäftigten wir uns schon früher (p. 519). Wir
können daher sofort die folgenden Sätze aussprechen:

Alle Punkte x, deren zugehörige K^ in ein Punktpaar zerfedlen,

bilden die Curve dritter Ordnung:

(6) P=a^,.b^c.,{aßyy = Q.
,

Die Doppeltangenten der zerfallenden K^ nmhidlen die Curve dritter

Klasse

(7) /^ {abc) {ttßy) UaUßUy ==

d. i. die J a c b i 'sehe Curve des Geivebes 0^. Ua^ == 0.

Die Punktepaare der zerfallenden K^ bilden die Curve dritter Ord-

nung :

(8) H= {abc).{aßx) (ßyx) (yax) =0,
d. i. die HermiteW^e Curve des Geivebes.

Die Beziehungen der Curven 1 = und H=0 auf einander sind

aus der Theorie der Kegelschnittgewebe bekannt. Die Curve P=
ist vermöge der Gleichungen:

a^Uadi = , aaUa(X2 = , a^ciiaCCd = 0,

*) Vgl. im Folgenden Godt a. a. 0.
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linear auf die Curve 1=0 bezogen ; beide haben also dieselbe abso-

lute Invariante. Drei Punkten von P =^ 0, welche in gerader Linie

II liegen, entsprechen drei Punktepaare von ff= 0, welche die Ecken

eines vollständigen Vierseits bilden; die Seiten des letzteren sind die

gemeinsamen Tangenten der Kegelschnittschaar üyUa^ -\- ^a^Ua^ = 0,

wenn tj und z zwei Punkte von u sind. Jede dieser vier Seiten

bildet dann ein Connexelement mit jede?n Punkte von u; d. h. liegt

X auf einer der vier Seiten, so bilden x und u zusammen ein Element

des conjugirten Connexes (p. 1001). Die Gleichung des letzteren, näm-

lich (p. 951):

{ahu) (cdu) {adxf (ßyxy = 0,
stellt daher das Product der gemeinsamen Tangenten aller Kegelschnitte

dar, welche im Connexe (1, 2) zu den Punkten von u gehören. —
Wir geben nun im Folgenden eine Zusammenstellung der aus

unseren allgemeinen Erörterungen über den Connex (1, ii) resultiren-

den Sätze; und zwar lassen wir letztere in derselben Reihenfolge, in

welcher sie oben abgeleitet wurden ; nur bei einzelnen fügen wir unter

Benutzung bekannter Resultate aus der Theorie der Curven dritter

Ordnung bez. Klasse einige Erörterungen hinzu:

Es gibt 7 Strahlen, welche mit allen ihren Punkten Elemente der

Hauptcoincidenz eines Connexes (1, 2) bilden („Grundstrahlen desselben").

Die Curve 7^ = 0, d. i. der Ort der Punkte x, welche auf den

zagehörigen K.^ a^Ua^ = Q liegen, ist die allgemeine Curve 4**"' Ord-

nung und gegeben durch die Gleichung: a^^.b^ {aßxY = 0.

Die Curve 0=0, d. i. die Enveloppe der Tangenten, welche man
in Punkten von Z'= an die zugehörigen K^ ziehen kann , ist von

der e**'^ Klasse und gegeben durch die Gleichung: {abu)Cccifa^'(i'^Uy'^=0.

Die 7 Grundstrahlen sind Doppeltangenten der Curve 0, letztere

hat keine anderen Doppeltangenten.

Die Grundstrahlen bilden zusammen mit den zwei Strahlen, die

in der Hauptcoincidenz einem beliebigen Punkte x entsprechen (d. i.

Tangenten von x an die K^ a^^Ua^ = 0), ein System von 9 Geraden,

welche eine Curve dritter Klasse nicht bestimmen.

Die Gleichung U^ ^^_ (a u v) Ua^ = stellt das allgemeine Gewebe
von Curven dritter Klasse mit 7 gemeinsamen Tangenten (den Grund-

strahlen) dar.

Die ternäre absolute Invariante einer Curve U^ = ist gleich

der binären absoluten Invariante der vier Punkte, in welchen /'' von
V geschnitten wird. Die Invarianten S^ und T^ von U^ sind also pro-

portional zu den Contravarianten {ABvY und {ABvy {BCv)~ {CAvY
von F 1-Z7 AJ.

Insbesondere ist die Gleichung der Curve F in Liniencoordinaten

v: 5,3 - 6 7'2 = 0.
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Die 7 Grundsirahlen sind Doppeltangenten von F = 0.*)

Den übrigen 21 Doppeltangenten von F entsprechen Curven l/,,

mit zwei Doppeltangenten, d. h. Curven, welche in einen Kegelschnitt

und einen Punkt zerfallen. Ersterer kann nur 5 der 7 Grundstrahlen

berühren; der Punkt fallt daher in den Schnittpunkt der beiden an-

deren Grundstrahlen. Also:

Jeder der übrigen 21 Doppeltangenten von F ist ein bestimmter von den

Schnittpunkten der 7 Grundstrahlen zugeordnet der Art, dass die zu jener

Doppeltangente gehörige U,, in den Punkt und in einen Kegelschnitt zerfällt,

welcher die 5 nicht durch den Punkt gehenden Grundstrahlen berührt.

Die beiden Tangenten, welche man von dem Punkte an den

Kegelschnitt legen kann, sind die Doppeltangenten der betreffenden

U,., sie gehen also durch die beiden Berührungspunkte der Doppel-

tangente V mit F.**)

Es gibt 24 Curven U^ mit Wendetangente, entsprechend den. ge-

meinsamen Tangenten der beiden Curven : 5„ = und r„ = 0.

Die Gleichung Xy ^e£ a.^ {ocxyy stellt ein System von Curven dritter

Ordnung dar, deren jede in dem betreffenden Punkte ij einen Doppelpunkt
hat; die Tangenten des letzteren sind die Strahlen, welche mit tj Ele-

mente der Hauptcoincidenz bilden. Sind Sy, Ty die beiden Invarianten

der Curve Äy, so ist die Bedingung Sy^ — Q Ty"^ = hier für y identisch

erfüllt. Da ferner .9^ und Ty gleichzeitig verschwinden, wenn y auf

F =={) liegt, indem dann die Curve j:^ = einen Rückkehrpunkt in

y hat, so unterscheiden sich die Invarianten Sy, Ty von Xy bez. nur um
Zahlenfactoren von dem Quadrate und dem Cubus der Form F=ayby(aßy)-.

Jede Curve Xy berührt die Curve F in 6 Punkten, d. i. in allen

Punkten, wo sie ihr begegnet.

Durch die 6 Berührungspunkte von Xy geht auch die Curve
a^^.{axy){axz) = {). Diese aber ist symmetrisch in y und 2; so-

mit folgt:

Die 12 Berührungspunkte zweier Curven Xy und X, liegen auf der

Curve dritter Ordnung:

(9) . a^ {ccxy) [ccxz) = .***)

*) Die Theorie des Gewebes dritter Klasse, welches durch 7 DoppeltaDgenten
einer C4 bestimmt wird, ist zuerst von A ronhold studirt: Berliner Monats-
berichte 1864, p. 499. — üeber die Doppeltangenten der C4 vgl. oben p. 850.

**) Da diese Linien auch Tangenten von = sind, hat mau also durch
dualistische Uebertragung den Satz : Sind 7 beliebige Punkte in der Ebene ge-

geben, so liegen die 42 Punkte, in denen die Verbindungslinie je zweier von
ihnen den durch, die 5 übrigen bestimmten Kegelschnitt schneidet, in einer

Curve 61er Ordnung, welche alle 7 Punkte zu Doppelpunkten hat.

***) Dieselbe ist der Ort der Punkte x, deren zugehörige Strahlenpaare der

Hauptcoincidenz die Verbindungslinie zweier beliebigen Punkte y und z harmo-
nisch th eilen.

Gl ebsch, Vorlesungen. 64



1010 Siebente Abtheilung,

Die zu den Punkten y eines der 7 Grundstrahlen gehörigen Curven

Xy zerfallen in diesen Grundstrahl selbst und in ein System von ein-

fach unendlich vielen Kegelschnitten, deren jeder die 6^^ F in 4

Punkten berührt.

Die dem Schnittpunkte y zweier Grundstrahlen entsprechende

Curve Äy zerfällt in die beiden Grundstrahlen und eine der übrigen

21 Doppeltangenten von F. Jedem SchnUtpunkle yzweier Grundstrahlen

(7 Doppeltangenten von F) ist so eine hestitmnte weitere Doppeltangente v

von F zugeordnet, so dass man hierdurch alle 28 Doppeltangenten von F
erhält. Zu der Doppeltangente v gehört dann der Punkt y als ein

Theil. der betreffenden Curve Uv in der oben besprochenen Weise

(p. 1009).

Jeder Grundstrahl nun wird von 6 anderen geschnitten, hi jeder

Reihe von Berührungskegelschnitten^ die einem Grundstrahle zugehört,

ind also 6 Paare von Doppeltangenten enthalten; von jedem Paare ist

eine Doppeltangente eben einer der 6 übrigen Grundstrahlen.

Liegen y und z beide auf demselben Grundstrahle , so muss jede

Curve Jfy + jij = diesen Strahl enthalten, und folglich auch die

Curve (9). Es folgt so, dass die 8 Berührungspunkte zweier Kegelschnitte

desselben Systems immer auf einem Kegelschnitte liegen (vgl. p. 842). —
Die meisten der hier ausgesprochenen Sätze beziehen sich allein

auf die sieben Grundstrahlen und die Curve vierter Ordnungf, sie

gelten ganz unabhängig davon^ dass wir durch den Connex ä!^w„2^^Q
auf sie geführt werden. Man kann daher auch umgekehrt von einer

beliebigen Curve vierter Ordnung ausgehen, man hat dann Relationen

zwischen 7 beliebigen Doppeltangenten (von denen keine vier zer-

fallende Kegelschnitte desselben Systems von ßerührungskegelschnitten

bilden dürfen) und den 21 übrigen Doppeltangenten der C^. Man
kann aber auch weiter von 7 beliebigen Geraden der Ebene ausgehen

und aus ihnen die übrigen 21 Doppeltangenten sowie deren Berüh-

rungspunkte mit der C^ construiren. Zu dieser Construction wird

man von unserm Connexe aus am einfachsten geführt, indem man
von einem andern Connexe ausgeht, welcher mit dem gegebenen

dieselbe Hauptcoincidenz hat und von besonders einfacher Natur ist.

Dies ist ja erlaubt, da die Curve i'' = allein von der Hauptcoinci-

denz des Connexes (1, 2) abhängt.

Wir nehmen drei der sieben Grundstrahlen zu Seiten des Coor-

dinatendreiecks. Dann muss die Gleichung des Connexes erfüllt wer-

den durch jedes der drei Werthsysteme

:

^2 = , M3 = , Xj =
M3 ==

, Wj ==
, ^2 =

M^ == , ^2 = , ^3 = .
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Es müssen also die Glieder mit den Factoren x^ u^-, x^u.^^, x^u^, x-yU^,

x.^u{^, x.^u.^^ fehlen; durch Hinzufügen des Productes von u.r mit einem

in den u linearen Ausdrucke kann man ferner auch die Glieder mit

XiU^-, x.2Uo-, x.^u.y zerstören. Die Hauplcomn'denz eines allgemeinen

Connexes (1,2) kann daher immer dargestelU werden ah Hauptcoincidenz

eines Connexes der Form:

(10)
' a^. u.> «3 + ^^ ^3 Wi + C.rU^ «2 = 0,

dessen Gleichung auf drei der sieben Grundstrahlen bezogen ist; und es

gibt 35 solche Connexe, entsprechend den 35 Arten, wie man 3 Grund-

strahlen auswählen kann.

Der Connex (10) ist dadurch ausgezeichnet^ dass alle seine Ourven

/f., die Seiten des Coordinatendreiecks berühren. Die Curve 7 =
zerfallt daher in die drei Ecken des Dreiecks, die Curve //=0 in

die drei Seiten (vgl. p. 525), und für die Curve />=0, deren Glei-

chung sich durch Elimination der u aus den Gleichungen

^^«3 + ^xWj = , Ca:Uy + «.r'/;j = , Oj^U-^ "}- ^.i- W, =
ergibt, findet" man:

— 2 a.,.h.-,,c^ = 0.

Die Gleichung der Curve vierter Ordnung endlich ist durch die Punkt-

coordinatengleichung des Kegelschnittes (10) gegeben; sie nimmt also

die einfache Gestalt an:

Cjc ".c X\
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.Tg = berühren daher F == in den Schnittpunkten mit dem Kegel-

schnitte a^x^ — b,rX.^ = 0. Letzterer geht durch die Schnittpunkte

von a_r == mit b^,- = und x., = 0, von ^>^ = mit a;^ =^ und

von a^i == mit X2 = 0. Dies gibt den sogleich noch zu verwerthen-

den Satz, welcher wieder unabhängig von der Gleichungsform unseres

Connexes ist:

Sind A'i , ^2, 6*3 drei unter 7 von einander unabhängigen Doppel-

tangenien von F, welche sich bez. in den Punkten p,, p^, p.^ schneiden,

und sind 6^, (?2, <?3 die den pi zugeordneten Doppeltangenten , welche

sich in Tty, n^, % schneiden, so liegen die Berührungspunkte von Sj und

(?j mit den Punkten />, und ti^ sowie mit den Schnittpunkten von s.^ mit

Ö3 und «3 mit a^ in einem Kegelschnitte, etc.; und die so entstehenden

drei Kegelschnitte gehen, wie man aus ihren Gleichungen:

yijij X^t^a: ^^Cx " ; X^C^ X^ tt^ = vJ , X^ a^ — «^o^-^' ^^ -^

sofort erkennt, durch dieselben vier Punkte, —
Indem wir nun zu 7 beliebig gegebenen Geraden zunächst einen

der speciellen Connexe (1, 2) voji der Form (10) aufsuchen, können
wir die folgende Aufgabe ohne wesentliche Schwierigkeiten lösen:

Es sind sieben beliebige Gerade aJs Grundstrahlen eines allgemeinen

Connexes (1, 2) gegeben, 7nan soll die Hauptcoincidenz des letzteren

construiren.

Wir benutzen 3 beliebige der 7 Strahlen als Fundamentalstrahlen

eines Connexes der Form (10). Sie seien s^, s^, s.^, und ihre Schnitt-

punkte p^, P2, 7?3 genannt; die 4 übrigen Strahlen mögen mit ^, , t.^,

i^, tf bezeichnet werden, ihre Schnittpunkte bez. mit /?,2, Pi^, etc.

Da alle Connexkegelschnitte E^ die Linien si berühren müssen, so

sind durch die Auswahl dieser Linien mehrere Connexkegelschnitte

sofort bestimmt. Es entsprechen nämlich den Punkten eines Grund-

strahls Kegelschnitte, die ihn selbst berühren, also den Schnittpunkten

je zweier Geraden t Kegelschnitte, welche beide berühren, für die also

fünf Tangenten bekannt sind. Man kennt so von vornherein die

Kegelschnitte, welche zu den Ecken des vollständigen Yierseits der

Linien ti gehören.

Nun kann man aber auch zu allen anderen Punkten der Geraden

/, die Kegelschnitte finden. Die zu den Punkten von /, gehörende

Schaar von /{^ z. B. ist projectivisch zu der Reihe ihrer Berührungs-

punkte auf t^] und diese projectivische Beziehung ist dadurch festge-

legt, dass die drei den Punkten p^^, p^^, p^^ zugehörenden IT^ und
somit auch deren Berührungspunkte ti^^, n^^, n^^ bekannt sind. Man
kann daher zu jedem beliebigen Punkte p von /, den zugehörigen

Berührungspunkt n construiren und, wenn man diesen erst gefunden

hat, auch den zu p gehörenden Kegelschnitt, welcher dann durch die



Die Connexe. 1013

vier Tangenten s^, s^, s.^, /, und den Berührungspunkt tc auf /, in

bekannter Weise bestimmt ist. An ihn kann noch durch lineare Con-

struction von p aus die andere Tangente gezogen werden, welche mit

/, zusammen das zu p gehörige Strahlenpaar der Hauptcoincidenz

bildet.

Es kommt ferner darauf an, die für den Connex (10) wichtigen

Linien «^r
= 0, ^^x

= 0, c^ = zu construiren. Jeder Punkt von s^

bildet nun mit dem Schnittpunkte /?, von s^ und ^g einen Kegelschnitt,

welcher als Curve //j zu einem bestimmten Punkte von «.^ = ge-

hört. Dadurch sind die Punkte von Sj und «^, = einander projecti-

visch zugeordnet. Von letzterer Linie aber kennt man die vier Punkte,

welche den Schnittpunkten von s^ mit den Linien ti entsprechen, nach

den eben gemachten Bemerkungen, denn diese Schuittpunkte bilden

mit p^ zusammen Kegelschnitte der schon bekannten Schaaren, welche

den Punkten der Geraden d entsprechen. Es ist hierdurch die Linie

^^ == bestimmt und gleichzeitig die projectivische Zuordnung ihrer

Punkte zu den Punkten von s^. Analoges gilt für die Linien b^ =
und Cr= 5 man kann daher alle zerfallenden Kegelschnitte und die

Punkte, zu denen sie als K.^ gehören, construiren.

Die nun noch zu lösenden Hauptaufgaben, zu einem beliebigen

Strahle u die Connexgerade C^ und zu einem beliebigen Punkte x den

Connexkegelschnitt K^ zu construiren, erledigen sich einfach.

Zu einem Strahle u die Connexgerade finden, heisst diejenige

Gerade bestimmen, deren Punkten x die den Strahl u berührenden K^

zugeordnet sind. Solche K^ sind nun offenbar die drei Schnittpunkte

von u mit 5,, Sj, %, bez. zusammengenommen mit den gegenüber-

liegenden Ecken p^, p.^, p^; die zugehörigen Punkte x liegen auf den

Geraden a, b, c, sind also nach Vorstehendem bekannt; sie liegen

aber auch selbst in einer Geraden, eben der gesuchten C^, welche zu

u gehört.

Um zu einem Punkte x den Kegelschnitt K^ zu finden, ziehe man

eine Gerade v durch a:; man kennt dann die zerfallenden Kegelschnitte,

welche den Schnittpunkten der Geraden mit f/.r = 0, *r = 0, c^. =
entsprechen, folglich auch den zu x gehörigen, denn die Schaar der

zu den Punkten x von v gehörenden //o ist projectivisch zu der Reihe

dieser Punkte x.

In Folge dieser Constructionen ist der Connex (10) als völlig be-

kannt zu betrachten; man kennt daher auch seine Hauptcoincidenz,

d. i. die Hauptcoincidenz eines beliebigen Connexes, welcher die 7

gegebenen Geraden zu Grundstrahlen hat.*)

*) Man kann hier die Lösung mancher anderen Aufgaben anschliessen. Um
z. B. die 9ie gemeinsame Tangente zweier Curven dritter Klasse zu finden, wenn
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Mit Hülfe der Construetion dieser Hauptcoincidenz löst man ferner

leicht folgende wichtige Aufgabe. *)

Es sind 7 von einander unabhängige Doppeltangenten einer Curve

vierter Ordnung gegeben, man soll die 21 anderen und die Berührungs-

punkte aller 28 construiren.

Man benutze die 7 gegebenen Doppeltangenten als Grundstrahlen

einer Hauptcoincidenz (1, 2), die man in angegebener Weise con-

struiren kann. Zieht man dann von dem Schnittpunkte je zweier der

7 Strahlen das Tangentenpaar an den durch die 5 anderen bestimmten

Kegelschnitt und sucht auf den Tangenten jedes Paares die Coinci-

denzpunkte, so ist jedesmal die Verbindungslinie der Coincidenzpunkte

eines Paares ebenfalls eine Tangente des benutzten Kegelschnittes,

ausserdem aber eine der 21 gesuchten Doppeltangenten, und die

Coincidenzpunkte sind ihre Berührungspunkte (vgl. die Sätze auf

p. 1009). Um ferner die Berührungspunkte auf den drei gegebenen

Poppeltangenten zu finden, welche bei Construetion der Hauptcoin-

cidenz (1, 2) als Strahlen s^, s^, s.^ benutzt werden, braucht man
nach einem obigen Satze nur ihre Schnittpunkte mit den drei Kegel-

schnitten (12) zu bestimmen, die leicht construirt werden können.

Um endlich die Berührungspunkte der vier noch übrigen Doppel-

tangenten /, , Z,» hl U z 11 erhalten, bemerke man, dass dies diejenigen

Punkte der vier Geraden sind, die auf ihren zugehörigen f{^ liegen.

Man hat dann nur die sich selbst entsprechenden Punkte der auf

diesen Geraden in einander liegenden (schon oben benutzten) projecti-
,

vischen Punktreihen zu construiren, was in bekannter Weise geschieht

(p. 51). Damit ist dann die gestellte Aufgabe gelöst.

Vin. Zur Theorie der Differentialgleichungen.

Wir haben gesehen, wie die Hauptcoincidenz eines algebraischen

Connexes aufs Engste mit einer bestimmten algebraischen Differential-

gleichung zusammenhängt, und wir haben darauf aufmerksam gemacht,

wie aus der Invariantentheorie der Connexe neue Gesichtspunkte für

die Theorie der Differentialgleichungen entspringen müssen; überdies

führten wir in einigen Beispielen die Integration der betreffenden

Differentialgleichungen wirklich aus. Die Anschauungsweise der Tn-

variantentheorie , insbesondere die durch sie geforderte Homogeneität
der Gleichungen, ist aber nicht nur für die rein algebraischen Diffe-

8 solche Tangenten gegeben sind, bestimme man die zu 7 der letzteren gehörige
Hauptcoincidenz (1,2) und in ihr den Coincidenzpunkt der St''". Von letzterem
ziehe man dann die zweite Taugente an die zugehörige K^; sie ist die ge-

suchte Gerade.

•) Vgl. A ronhold a. a. 0.
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rentialgleichungen von Nutzen, sie bietet vielmehr auch für den Fall

wesentliche Vortheile, dass die Potenzen der Differentiale dx, dtj in

transscendente Functionen multiplicirt scheinen, oder dass auch diese

Differentiale selbst in transscendenter Weise vorkommeu, d. i. für die

ganz allgemeinen Differentialgleichungen erster Ordnung:

o'(-.^'ä)=o.

In der That kann man ja jede solche Function O in eine homogene

Function nullter Ordnung verwandeln, indem man setzt: ^' = ^>

y = ^
5 und dann gilt wieder das für die homogenen Functionen so

nützliche Euler'sche Theorem, zunächst in der Form:

Im Folgenden sollen nun kurz einige Punkte bezeichnet werden,

zu deren Erörterung die Anwendung projectivischer Denkweise un-

mittelbar Veranlassung gibt, und welche in neueren Untersuchungen

über Differentialgleichungen besonders in den Vordergrund treten;

doch müssen wir uns hier auf eine kurze, keineswegs vollständige

Einleitung in diese Theorien beschränken, zumal letztere noch im

Entstehen begriffen sind. Insbesondere ist es auch der Zweck des

Folgenden, den Zusammenhang der neueren Anschauungsweise mit der

gew°öhnlichen Theorie hervorzuheben; und deshalb gehen wir vom Ge-

brauche rechtwinkliger Coordinaten aus. — Die hier zu besprechenden

Gegenstände können in folgender Weise näher bezeichnet werden:

1) Begriff des Integrals einer Differentialgleichung.

2) Begriff der allgemeinen Berührungstransformationen und Auf-

stellung derselben.

3) Die singulare Lösung einer Differentialgleichung.

Wenn man in der Gleichung

(1) 9P(^, y, P) = 0, wo P = j^,

X, y als Punktcoordinaten in der Ebene deutet, so wird durch sie im

Allgemeinen jedem Punkte x, y eine Richtung p oder eine endliche

Zahl solcher Richtungen zugeordnet werden, und die Aufgabe der

Integration derselben kommt darauf hinaus, Curven

f{x, y, a) =0

(wo a ein Parameter) zu finden, welche in jedem ihrer Punkte von

einer der zugehörigen Richtungen p berührt werden, oder — anders
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ausgedrückt — die von den einzelnen Punkten x, y ausgehenden

Bogenelemente x, y, p zu Curven an einander zu reihen.

Fortan wollen wir x, y, p die Coordinaten des betreffenden

Bogenelementes nennen, und es möge sogleich als ein Grundgedanke

des Folgenden hervorgehoben werden, dass diese Coordinaten immer

als gleichberechtigte Veränderliche gedacht werden. Die Bogenelemente,

welche 99 == genügen, sollen die Hauptelemente der Gleichung (statt

Elemente der Hauptcoincidenz) heissen, und die Curven /"= 0, welche

die Integrale von cp = vorstellen, die zugehörigen Integratcurven.

Aus den oo"^ Hauptelementen (d. i. Elementen des identischen Con-

nexes w.^ = 0), welche es überhaupt gibt, hebt die Gleichung cp = i)

oo^ heraus, und diese erscheinen durch die Integralcurven in 00 • Grup-

pen von je c»' Hauptelementen zerlegt. Dabei besitzen die cc^ Haupt-

elemente, welche sich an dieselbe Integralcurve auschliessen, eine be-

stimmte ausgezeichnete Gruppirung. Insofern man nämlich eine

Taugente der Curve als Verbindungslinie zweier successiven Punkte

derselben auffasst, kann man sagen, dass von zwei auf einander

folgenden Hauptelementen einer Integralcurve

X, y, p und x -f- dx , y -\- dy
, p -\- dp

die Gerade des einen durch den Punkt des andern hindurchgeht, was

analytiscli in der Gleichung:

(2) dy — pdx = ,

d. i. in der Definitionsgleichung von p seinen Ausdruck findet. Da
diese Gleichung weiterhin sehr häufig vorkommt, so soll die Bezie-

hung zweier benachbarten Hauptelemente, welche ihr genügen, mit

dem besonderen Namen der vereinigten Lage beider Elemente belegt

werden.

Wenden wir jetzt auf den hier erörterten, gewöhnlichen Begriff

der Integralcurve die eine Grundanschauung der projectivischen Geo-

metrie an, dass alle Vorkommnisse als gleichberechtigt gedacht werden,

welche durch Collineation (Projection) oder dualistische Umformung
(Princip der Dualität) aus einander hervorgehen. Die Einführung der

Collineationen verlangt nicht eigentlich eine besondere, Avenigstens

nicht eine aussergewöhnliche Erweiterung der zur Sprache gebrachten

Begriffe. Immerhin ist indess hervorzuheben, dass man ihr zufolge

ebensowohl von unendlich fernen Hauptelementen reden darf, als von
im Endlichen gelegenen, wie eben bei Benutzung homogener Coordi-

naten am besten hervortritt; auch wird man selbstverständlich imagi-

näre Hauptelemente von vornherein zulassen. Es ist ferner deutlich,

wie man von der Fortsetzung einer Integralcurve durchs Unendliche

(durch die unendlich ferne Gerade) hindurch zu denken hat, dass ins-

besondere z. B. die unendlich ferne Gerade selbst als Integralcurve
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auftreten kann, etc. Weiter schon geht es über die gewöhnliche Auf-

fassungsweise hinaus, wenn man consequenter Weise verlangt, dass

z. B. auch bei den Untersuchungen über singulare Lösungen unend-

lich ferne Vorkommnisse gleichmässig berücksichtigt werden sollen.

Ein neuer Gedanke wird indess durch Betrachtung der dualistischen

Umformungen eingeführt. Durch sie entstehen aus den Hauptelemen-

ten, welche sich an eine Curve anschliessen, im Allgemeinen die

Hauptelemente einer neuen Curve. Letztere artet jedoch in einen

Punkt aus, wenn erstere aus einer Geraden besteht; und so wird man
dazu geführt, neben der Geraden auch den Punkt oder, wenn man
will, den Slrohlbüschel als mögliche Form einer Integralcurve anzusehen.

Diese Auffassung ist in der That in Uebereinstimmung mit der

Gleichung (2), welche für zwei consecutive Hauptelemente einer Inte-

gralcurve charakteristisch ist; dieselbe ist eben auch erfüllt, wenn man
dx = dij = setzt, während p beliebig bleibt, d. h. wenn sich ein

Hauptelement um einen festen Punkt dreht.

Ein Beispiel hierfür gibt die Schaar der Integralcurven eines

Connexes (1, 1), welche im Allgemeinen in der Form:

Xi^'X2^x^^' = Const.

dargestellt werden können (p. 979), wo Aj -f- ^2 + ^-.i
= ^^- Hier

bilden die drei Seiten des Fundamentaldreiecks eine Curve der Schaar;

ebenso sind aber auch die drei Ecken desselben als Integrale aufzu-

fassen, denn die Liniencoordinaten- Gleichung der Curven wird von

ganz derselben Form. So gut es ferner Differentialgleichungen gibt,

deren Integralcurven aus geraden Linien bestehen (z. B. die der Glei-

chung /? = 0), wird man auch Gleichungen concipiren, als deren

Integralcurven nur Punkte auftreten. Analytisch sind das einfach die-

jenigen Gleichungen, welche p nicht enthalten, d h. Gleichungen der

Form q) (x, ?/) == oder einfach x = 0. Ihr genügen alle Haupt-

elemente, deren Punkte auf einer festen Curve liegen (p. 937 f.), nnd

die Integralcurven, weiche sich aus ihnen bilden lassen, sind eben

diese Punkte selbst, aufgefasst als Träger von Strahlbüscheln — ausser-

dem noch die von den Punkten gebildete Curve, welche als singulare

Lösung zu betrachten ist.*)

Den hier genannten Forderungen der projectivischen Geometrie

werden wir genügen, wenn wir (zunächst unter Nicht- Berücksichtigung

des Unendlich- Weiten) eine Integralcurve in folgender Weise de-

finijen : **)

*) Vgl. das letzte Beispiel am Schlüsse dieser Abtheüung.

**) Vgl. Lie: Zur Theorie partieller Differentialgleichungen erster Ordnung,

Göttinger In achrichten , 1872, p. 473,.
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Eine einfach unendliche Reihe von Ilaupielementen x, y , p soll eine

Iniegralcurve oder besser (damit der Ausdruck Curve kein Missverständ-

niss hervorruft) eine Integral - Mannigfaliigkeit von einer Dimension („In-

tegral- M^") genannt werden, ivenn für je zwei consecutive, im Endlichen

gelegene Hauptelemente .r, xj
, p und x -\- dx, ij -\- dy, p ^ dp die

Bedingung (2) erfüllt ist, nämlich:

dy — pdx = .

Die Aufgabe, eine Gleichung (p {x, y , p) = zu integriren, lässt

sich dann, unter Einschluss des Falles, dass p in q) nicht vorkommt,

dahin formuliren, dass die cx)"' Hauptelemente der Gleichung cp = in

oo^ Integral- M^ zusammengefasst werden sollen.

Analytisch wird man daher, um alle Fälle zu umfassen, ver-

langen , eine zutretende Gleichung , die einen willkürlichen Parameter

a enthält:

(3) t/^ {x, y, p, a) =
aufzustellen der Art, dass vermöge ^ == und t/» = 0, unabhängig

von dem Werthe des Parameters a, die Bedingung (2) erfüllt ist,

sei es, dass dies für alle Hauptelemente, welche den Gleichungen

^ = 0, t^ = genügen, oder nur für einen Theil derselben eintritt.

In der That bilden ja für einen gegebenen Werth von a die beiden

Gleichungen gemeinsamen Hauptelemente eine einfach unendliche

Schaar; und man erhält die Gleichung der Integralcurven in Punkt-

coordinaten

(4) f{x,y,a) = 0,

falls die Aufstellung einer solchen überhaupt möglich ist, durch Eli-

mination von p aus qp == und z/^ = 0. Man kann aber auch die

Gleichung (4) selbst als eine Gleichung der Form (3) auffassen, inso-

fern sie zusammen mit der hinzugedachten Gleichung

dx

dy

die Combiuation der Gleichungen (p = 0, tjj = vollkommen vertritt.

Enthält die Gleichung (1) die Grosse p nicht, so genügt auch nicht

eine Gleichung der Form (4), um die Integral -t?/^ darzustellen. Man
wird vielmehr mit der Gleichung qo = eine Gleichung (3) combiniren

müssen, so dass in diesem Falle unsere neue Formulirung des Integra-

tionsproblems in der That nothwendig wird. Dabei ist von selbst

deutlich, dass diejenigen Gleichungen (3), welche jetzt zur Darstellung

der Integral -ü/j von 9) = anwendbar werden, eben solche Glei-

chungen sind, welche p nicht enthalten, wohl aber einen Parameter a.
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Es kommt dann ja nur darauf an, die Punkte der Curve g? = dar-

zustellen, und dies geschieht am einfachsten durch den Schnitt von

cp == mit einer einfach unendlichen Schaar anderer Curven.

Die Eigenschaften, denen eine Function xl; genügen muss, um in

der geschilderten Weise eine Integral - il/j von <p zu bestimmen, lassen

sich durch eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

darstellen. Man muss nämlich dann zu jedem gemeinsamen Haupt-

elemente von (p und i/> ein benachbartes Hauptelement finden können,

welches mit ihm in vereinigter Lage ist (p. 1016) und auch beiden

Gleichungen angehört; d. h. es müssen die drei Gleichungen zusammen-

bestehen :

p dx — dy =0;
und aus ihnen folgt die Gleichung:

^ ^ dx dp d X d p ' ^ \dy dp cy d p\

Dies ist die Bedingung dafür, dass die gemeinsamen Hauptelemente

von q) = 0, ^ = (oder auch nur ein abtrennbarer Theil dieser Haupt-

elemente) eine Integral- M^ für beide Gleichungen bilden.*) Auszu-

schliessen hat man selbstverständlich, allgemein zu reden, den Fall,

wo zwei der Gleichungen (5) mit einander übereinstimmen, also wenn:

'dtp . d<p . dtp dt}} . dii> , dv>

dx ' dy 'dp dx ' dy ' dp'

was z. B. für g) = ^; -|- Const. eintritt, sowie den Fall, in welchem

*) Vgl. Jacobi: Vorlesungen über Dynamik, herausgegeben von C leb seh,
Berlin 1866, p. 172 und 237 fF. — Die Gleichung (6) nämlich geht in die Ja-

cobi'sche Bedingungsgleichung über, wenn man noch den Quotienten p : q statt

— p einführt, wo dann p, q ganz wie Liniencoordinaten zu behandeln sind. Man
hat dann die Grössen dx, dy, dp, dq aus den vier Gleichungen:

™ dx -\- W^ dy -\- -K^ dp -{- ^ dq =
dx dy dp dq

drp , ,
dtp

, ,
S'^ . , SiJ) , ,,^ dx -\- ^- dy -f TT- rf;9 + -ö- dq =

dx dy dp dq

p dx -{- q dy =0
X dp -\- y dq = ,

zu eliminiren, und dies gibt in Rücksicht darauf, dass 9, t/> in p, q homogen
sind, die Jacobi'sche Bedingungsgleichung:

dcp gt/i d^ djp dcp d'H> dcp d^i) _
d X dp dy dq d p dx d q dy

Vgl. auch unten die Behandlung mit homogenen Coordinaten. *
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die Gleichung (6) durch das Verschwinden der einzelnen Diiferential-

quotienten von (p oder ip befriedigt wird. Auf diese Ausnahmefälle

werden wir weiterhin beim Gebrauche homogener Coordinaten

zurückkommen.

Dasselbe Resultat können wir in einer andern Form ableiten und

aussprechen, welche später für uns von Nutzen sein soll. Die Glei-

chungen (5) nämlich sagen aus, dass der Ausdruck pdx — dy ver-

schwindet in Folge der Gleichungen dcp = 0, dtl^ = 0] und dies tritt

'offenbar immer ein, wenn mau eine Function x (^j Vj p) ^o bestimmen

kann, dass

(7) dcp — id^ = {dy — pdx) Q ,

und umgekehrt. Wir wollen daher jetzt die Bedingung aufstellen,

welchen die Functionen (p, t, % genügen müssen, damit eine Gleichung

dieser Art möglich ist. Die Gleichung (7) zerfällt unmittelbar in die

folgenden Relationen:

dcp __ djp djp dip

I? _ ;^
|:^ = .

dp ^ dp

Hieraus findet man durch Elimination von % und q in der That wie-

der die Gleichung (6). Letztere erhalten wir in anderer Gestalt durch

Einführung totaler Differentialquotienten; da nämlich:

so gibt die zweite Gleichung in Rücksicht auf die erste:

^? _ y '^J^ = .

dx '^ dx ''

in Verbindung mit der dritten Gleichung folgt ferner:

/m d^C^ dq) 'l^ ^^ Q.dxdpdpdx '

eine Gleichung, die sich vermöge (8) auch direct aus (6) ergibt.

Sollen also cp ^= 0, ip = eine Integral- M^ gemein haben, d. h. soll

eine Gleichung der Form (7) bestehen, so muss die Bedingung (9) erfiUlt

sein, in welcher im Gegensatze zu (6) totale Differentialquotienten

vorkommen.

Diese allgemeinen Betrachtungen gewinnen nun ungemein an

Symmetrie und Uebersichtlichkeit der Darstellung, wenn man homo-
gene Coordinaten, und zwar gleichzeitig Punkt - und Liniencoordinaten,

einführt. Es geschieht dies im allgemeinen Falle ebenso, wie früher

insbesondere für algebraische Gleichungen erläutert wurde (p. 9G5),

indem man die Differentialgleichung in eine Gleichung zwischen
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Punkt- und Liniencoordinaten verwandelt und dann die Bedinsrungeu

Wo- = 0, w,/^ = hinzunimmt, also durch die Substitution:

In den so entstehenden homogenen Functionen nuUter Dimension wer-

den zunächst die Nenner 0,-3, v^ eine ausgezeichnete Rolle spielen; es

sind indess keineswegs nur Functionen mit solchen Nennern zu

betrachten, es wird vielmehr vortheilhaft sein, dieselben durch
die allgemeinsten Functionen nullter Ordnung und nullter Klasse zu

ersetzen. Hat man es also insbesondere mit algebraischen Differential-

gleichungen zu thun, so wird man nicht nothwendig von solchen

Functionen ausgehen, deren Nenner durch Potenzen von u^ und x.^

gebildet wird, sondern man wird statt dessen Quotienten zweier alge-

braischen Functionen wählen, in denen Zähler und Nenner von
gleicher Allgemeinheit sind, so dass, wenn z. B. gleich dem Quo-
tienten der Connexe aj"Ua'' und «V^/a-" gesetzt wird, die Gleichung

== Const. die allgemeinste lineare Schaar von Connexen darstellt.

Die Bedingung (2) der vereinigten Lage zweier benachbarten Ele-

mente X, u und X -\- dx, u -\- du ist jetzt durch die beiden Gleichun-

gen zu ersetzen:

(10) ZuidXi^O und Exidui = 0,

von denen vermöge w^ = 0, {u -f du)a:+dx = jede eine Folge
der andern ist. In der That sagt ja die erste Gleichung (10) in Ver-
bindung mit u^ = dasselbe aus, wie Gleichung (2), nämlich, dass

von dem Punkte x eine Fortschreitungsrichtung u ausgeht, welche
durch den Punkt x -\- dx bestimmt wird ; Analoges gilt für die zweite

Gleichung (10).

Setzen wir nunmehr voraus, dass eine in x und u homogene
Gleichung nullter Dimension vorliegt:

(J) (x, u) =
und suchen die Bedingung, dass dieselbe mit einer anderen, ^ (x, w)= 0,

eine Integral -yF^ gemein habe, d. h. dass die den Gleichungen = 0,

Y = 0, w^ == genügenden Hauptelemente eine Integralcurve (Haupt-
coincidenzcurye) von = bilden. An Stelle von (5) haben wir
dann die Bedingungen:

Z ^— dxi 4- 2J ^— dui =

U ^— dXi -f- 2/ ^ - dui =
EuidXi = , UxidUi = ;

und aus ihnen ergifft sich durch Elimination der dXi, dit;, wenn mit
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den Indices 1, 2, 3 die Differentiation nach x^, x.^, x.^ mit I, II, III

die nach ?/,, w., , u^ bezeichnet wird, und wenn man die absoh^ten

Werthe der x, ii durch die Gleichungen Ä-.r= l,w/= l festlegt (so

dass noch: UkidXi^O, Ehdui ^= Ol), die Bedingungsgleichung:

=
Ol

Oll

Olli

Ar,

^1

M^ii

Yiu X.

= 2;+ OjWa'^a • 2;+ Yia-^/g — Z+v^k^'^^ . E xj.^(^ III

Bezeichnen wir nun mit i die Indices 1, 2, 3, mit j die Indices I, II,

III, so ist in Rücksicht auf das Euler'sche Theorem:
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Resultate evident. Zunächst nämlich ist die Gleichung (11) im
Gegensatze zu (6) und (9) durchaus symmetrisch, und sie enthält allein

partielle Differentialquotienten*); ferner bedürfen jetzt die unendlich

fernen Elemente keine besondere Betrachtung mehr; es bleiben nur

die soeben schon genannten, im Wesen der Sache begründeten, Aus-

nahmefälle zu berücksichtigen.

Von besonderem Interesse und für spätere Anwendung von be-

sonderem Nutzen wird nun das in Gleichung (7) gegebene Problem,

wenn man es unter Anwendung homogener Punkt- und Liniencoordi-

naten behandelt. Da der Ausdruck dy — pdx alsdann durch u^^: resp.

{du):c unter der Bedingung w^ = zu ersetzen ist, so haben wir

offenbar folgende Aufgabe: Es sollen die Bedingungen angegeben

werden, welchen die Functionen 0,, 0.^, 03, F^, F.., F.^ genügen
müssen, damit eine Gleichung der Form besteht:

(12) Oj dFi + <i>.^dF^ + 03 dF.^ = u^ dx^ + u.^ dx^ + u^ dx.^
,

aus der dann wegen w^ = die symmetrische Gleichung folgt:

(13) F^d<^^ + 7^2 6?02 + ^'3 ^^3 = x^du^ -f x,^du^ -f x^du^ .

Auf der rechten Seite von (12) könnten wir, wie in (7) Roch einen

Factor q hinzufügen, doch wollen wir uns denselben in den 0, ent-

halten denken; und zwar möge er immer so bestimmt werden, dass

alle Functionen 0, und Fi von der nullten Dimension in x und u sind.

Die Gleichung (12) schreiben wir in der Form:

woraus man sofort findet:

i i

Durch Differentiation ergibt sich weiter:

t i

cn,,^ dx^ dx,^^ du,^
i i

^^k ^ ox^ dx^^ du,,
i t

^y^,Y--^y'^:'f--^.

*=) Vgl. auch die Anmerkung auf p. 1019.
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und also durch Ausführung:

^ \dx,^ dx^ dx,^ dxj ' ^ \du,^ dx^ dx^du/J '

j^ \du,^ dx,^ dx^ du,J ' ^ \du/^ du,. dul du/J
~

Diese vier Relationen sagen aus, dass aus den sechs Gleichungen

{i=\,2, 3)

^ (dF, dF. X

k

die sechs weiteren Gleichungen folgen:

d<i>i dF.\>rr/ acp, öfx— ^/^ = > I y/ o t<^, ^

—

Setzt man also diese Werthe von i//,, zi, in die vorhergehenden Glei-

chungen ein, so müssen Identitäten herauskommen; und in dieser

Weise findet man, dass auch die folgenden Relationen bestehen:

(15) {FiFk) = , (i^,0,) = , (0,(t)/.) = , (i^,0O = 1

,

wo allgemein das Symbol {PQ^ den Ausdruck bezeichnet, dessen Ver-

schwinden nach (11) die Bedingung der Involutorischen Lage für

die Gleichungen />=0, Q = gibt, wo also:

i

Dieselbe Schlussweise lässt sich auch umgekehrt verfolgen; somit

hat man den wichtigen Satz:

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für das Bestehen

der Gleichung (12) oder (13), sind unter Hinzunahme von u^ = durch,

die partiellen Differentialgleichungen (15) gegeben, deren Bedeutung aus

(16) erhellt*)

*) Vgl. S. Lie: Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Chri-

stiania, 3. Mai 1872 u. 21. Mai 1873 und Math. Annalen, Bd. 8, wo der Beweis
aus dem PfafPschen Probleme abgeleitet wird. Für die Herleitung des Textes

vgl. A. Mayer: Göttinger Nachrichten, April 1874 oder Math. Annalen, Bd. 8,

p. 304 und Lie: ib. Bd. 9, p. 257. — Fügt man auf der rechten Seite von (12)

der Allgemeinheit wegen einen Factor q hinzu, so tritt an Stelle der letzten

Gleichung (15) die Gleichung: (A'.O^.) =-= p, alles andere bleibt ungeändert; vgl.

Mayer a. a. 0. In Mayer's Formeln hat man nämlich nur immer z constant

zu nehmen, um die des Textes zu erhalten.
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Gerade die letzten Entwicklungen, insbesondere die Gleichungen

(15) werden nun von grossem Nutzen, wenn es sich darum handelt,

alle möglichen sogenannten Berührungstransformationen aufzustellen.

Unter den letzteren versteht man solche Transformationen der Ebene,
welche Curven, die sich berühren, in Curven mit derselben Eigenschaft

überführen, Tramformationen also, denen gegenüber Berührung eine in-

variante Eigenschaft ist*) Dahin gehören zunächst die Collineationen

der Ebene und überhaupt alle eigentlichen Punkttransformationen, d. i.

Transformationen der Form:

(16) x'^f{x,tj), y=(p{x,y),

ferner auch alle dualistischen Umformungen. Schon bei letzteren kann
es eintreten, dass eine Curve (Gerade) in einen Punkt verwandelt
wird; und etwas Analoges tritt überhaupt in dem allgemeineren Falle

ein, wo man nicht den Punkt, sondern das Hauptelement (p. 1016) der

Coordinatenbestimmung zu Grunde legt und demgemäss als Curve jede

einfach unendliche Mannigfaltigkeit von Hauptelementen bezeichnet,

von denen je zwei benachbarte in vereinigter Lage sind. Diese Auf-
fassung führt dann zu den allgemeinsten Transformationen, bei denen
Berührung eine invariante Beziehung ist. Eine Berührungstransfor-

mation können wir nämlich offenbar auch so definiren, dass sie ver-

einigt gelegene benachbarte Elemente wieder in solche überführt.

Wir wollen zunächst wieder nicht- homogene Coordinaten für

die analytische Darstellung benutzen. Nach unserer letzten Definition

erhalten wir dann die allgemeinste Berührungstransformation, wenn
wir die Coordinaten a;, y , p eines Hauptelementes durch solche Func-
tionen der neuen Coordinaten x, y, p ersetzen, dass die Ausdrücke

dy' — p'dx und dy — pdx
immer zugleich verschwinden. Setzen wir also:

(17) x ^(p{x,y,p), }j =tl){x,y,p) p=i{x,y,p),
so muss zwischen 9?, ^, y^ die Gleichung (7) bestehen; und aus

unseren früheren Entwicklungen folgt dann:

Die Gleichungen (17) stellen eine Berührwigstransformation dar,

wenn die Bedingung (G) oder (9) erfüllt ist, d. h. wenn :

w - =— -4- A
dx dx ^^

dl/

dq) dtp dcp dtit ^.

dx dp dp dx '

*) Dieselben sind von Lie eingeführt worden (wenngleich auch vorher

gelegentlich von Plücker und Jacobi betrachtet); vgl. besonders dessen Auf-

satz: Begründung einer Invariantentheorie der Berührungstransformationen, Math.

Annalen, Bd. 8, wo die Resultate verschiedener früheren Arbeiten zusammenge-
fasst sind.

Cl el) 8 ch , Vorlesungen. 65
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Neben diese allgemeinste Darstellung, bei der nicht unterschieden

wird, ob den Punkten x, y wieder Punkte oder Curven entsprechen,

stellen sich speciellere.

Entsprechen nämlich den Punkten x, y oo^ Curven, so mögen
diese durch die Gleichung (Aequatio directrix):

(18) Q {x, y, x, y) =
gegeben sein, vermöge deren den oo^ Hauptelementen x, y , p , die den

Punkt x^ y enthalten, die cx>^ Hauptelemente x\ y , p entsprechen,

welche sich an die Curve Q = anschliessen. Den Punkten einer

Curve f{x, y) = entspricht dann eine Schaar von Curveu Q = 0,

und die Enveloppe der letzteren (welche auch aus einzelnen Punkten

bestehen kann) ist die der Curve /"= zugehörige Curve.*) Ein

Element x, y, p, welches die beiden Punkte x, y und x -\- dx,

y -\- dy enthält, welches also die Bedingung dy — pdx =0 befriedigt,

hat dasjenige Element zum entsprechenden, welches den Curven

Q = und Q + I" dx -f |" <?y =
gemeinsam ist; ist also x, y ein Schnittpunkt beider Curven, so ist

das zugehörige p offenbar gegeben durch:

aß , ' ai^ ^ Q
dx ~*~

dy

Zugleich ist:

^- . dx -\- ,^ dy =^()
ox ' dy

oder

:

aß . aß n
ox ^ dy

Jede Berührimgstransformation, welche nicht eine blosse Punkttrans-

formation ist, kann folglich auch dargestellt werden durch Gleichungen

der Form:

Q {x, y, X, ij) =
aß aß

/i o\ dx , d X
aß ' ^ ~~ aß

•

dy dy

Berührungstransformationen dagegen, welche blosse Punkttrans-

formationen sind,- können durch die Gleichungen (16) dargestellt

werden

:

x' = f{x, y), y ^cp {x, y) ;

*) Vgl. Plücker: Analytisch geometrische Entwicklungen, Bd. 2, Essen 1831,

p. 251. — Ein Beispiel gibt der auf p. .365 f. betrachtete Fall, wo die Curven
ß = durch die ersten Polaren einer festen Curve gegeben werden.
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man hat dann

:

(20) /= dx-^dy^

dx ~*~
dy

Die hier gegebenen analytischen Definitionen der Berührungs-

transformationen lassen sich nun unmittelbar für die homogenen
Coordinaten x, u aussprechen, wenn man sich erinnert, dass die Be-

dingung dy ~ pdx = durch w,/^ = 0, bez. {du),r = zu ersetzen

ist, und dass dann die Bedingung (7) in die Gleichung (12) übergeht.

Wir haben so zunächst den Satz, welcher alle Fälle umfasst:

Durch die Gleichungen:

(21)
'

yi = Fi {x, u) , Vi = 0; {x, u)

in denen die Fi, ct>, homogene Functionen niillter Dimension sind, wird

eine Derührungstransformation dargestellt , wenn die Bedingungen er-

füllt sind:

{FiF,)=.0, (/^,0,) = O, (0,0,) = 0,

{Fi0,) = 1 .

Tn der That wird ja dann vermöge Vy = 0, w^ = 0:

Uvidyi = Uuidxi , ZiyidVi == Uxidu;

.

Die Gleichungen (19) dagegen geben jetzt den Satz: Jede Berüh-

rungsiransformation, die keine Punkttransformation ist, kann dargestellt

werden durch Gleichungen der Form:
^

Q (a:,, x.,, x.\ y,, y^, y^) =
(22) ^ 3Q d^

dx/ dy,-

Wenn endlich eine Punkttransformation vorliegt, so kann man fol-

gende Darstellung anwenden. Man gehe von zwei Gleichungen zwischen

den Xi und ?/,:

'^'{x,y) = und Q" (x, y) =
aus und bestimme ein durch x gehendes Hauptelement mittelst eines

Parameters k durch die Gleichungen:

Das entsprechende durch y gehende Hauptelement ist dann bestimmt

durch

:

*) Vgl. Jacobi's Vorlesungen über Dynamik, p. 470 und Lie: Math. Anna-
len, Bd. 8, p. 223.

65*
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und die Gleichungen: ,

Q' = 0, ß" =
aß'

, 3 aß" ^ 3ß'
I 5 aß"

^ 8x. ' aa;.
' dy; ^ d Vi

stellen zusammen die Berührungstransfonnation dar. -—

Die fundamentale Bedeutung der Berührungstransformationen für

die Theorie der Differentialgleichungen ist schon aus ihrer Definition

evident und wird im Folgenden noch mehr hervortreten. In der

That erhellt aus unserer Definition der Integral-/!/, einer Differential-

gleichung (p. 1018) unmittelbar:

Die Berührungstransfonnaiionen sind identisch mit denjenigen Trans-

formationen einer Differentialgleichung (oder eines Connexes), bei welchen

die Integral- M^ der gegebenen Gleichung in die Integral- M^ der neuen

Gleichung übergehen.

Das gilt gleichzeitig für jede beliebige Differentialgleichung, und
hierdurch ist zunächst ein Unterschied der allgemeinen Berührungs-

transformationen gegenüber denjenigen Transformationen bedingt,

welche wir früher betrachteten, und welchen nur die beschränkende

Bedingung auferlegt war, die Integral -j¥, einer gegebenen Gleichung
/'=0 in die Integral - iJ/^ der transformirten Gleichung überzuführen,

welche sich also zu den allgemeinen Berührungstransformationen ähn-

lich verhalten, wie die eindeutigen Transformationen einer einzelnen

Curve zu den Cremona'schen Transformationen der ganzen Ebene.

Wenn wir bei diesen früheren Betrachtungen ausserdem die Eindeutig-

keit der Transformation voraussetzen, so ist dies für die nunmehr
vorliegenden Fragen irrelevant; in der That gelten unabhängig davon

die damaligen Entwicklungen, denen zufolge die Transformation (21)

folgenden beiden partiellen Differentialgleichungen genügen muss, um
zu einer Gleichung / {x, w)= in besagter Beziehung zu stehen (p. 97ß)

:

^<^i{Fif) = f{f^Lu^
i

^Fi{<t>if) = I{'f+L'u..
i

Sollen diese Bedingungen unabhängig von f=0 vermöge u^. =
erfüllt sein, so erhält man aus ihnen in der That wieder die Glei-

chungen (14), aus denen die Gleichungen (15) hervorgingen.. Man
hat nämlich zu dem Zwecke nur auf der rechten Seite der ersten

Gleichung f bis auf einen Zahlenfactor durch U -%--- u; und in der zwei-
du.

ten Gleichung durch H -^ xi zu ersetzen. Lässt man alsdann die

Coefficienten der Grössen ^, ^-^ einzeln Null sein, so folgen aus
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der ersten Gleichung wieder die Bedingungen (14) bis auf den

rechts auftretenden Factor K und aus der zweiten Gleichung die dua-

listisch entsprechenden Bedingungen

:

t i

Erwähnen wir hier namentlich sofort den folgenden wichtigen

Satz:

Jede Differentialgleichung erster Ordnung kann durch Berührungs-

transformation in jede andere Differentialgleichung erster Ordnung über-

geführt werden;*) sie hat also gegenüber diesen Transformationen keine

Invarianten.

Zum Beweise hat man nur zu zeigen, dass man die Integral -^i
der einen Gleichung in die der andern überführen kann; und dass

dies möglich ist, wird sofort deutlich, wenn man beachtet, dass jede

zweifach unendliche Curvenschaar in die zweifach unendlich vielen

Punkte der Ebene und also jede einfach unendliche Curvenschaar in

die Punkte einer Geraden, etwa a;, = 0, transformirt werden kann.

Die Möglichkeit nämlich, jede Differentialgleichung in jede andere zu

transformiren , erwächst aus der hiermit bewiesenen Möglichkeit, jede

Gl^chung in die kanonische Form x, = zu bringen. Mit der

Transformation der Differentialgleichung in diese einfachste Form

würde dann selbstverständlich auch ihre Integration geleistet sein,

deiin die Integralcurven der Gleichung x^ = sind bekannt, sie be-

stehen nach dem Obigen aus den Punkten der Linie a:, = 0, aufge-

fasst als Träger von Strahlbüscheln. Dies ist eine bemerkenswerthe

Formulirung des Integrationsproblems. —
Da gegenüber den Berührungstransformationen Punkte und Curven

nicht wesentlich verschieden sind, wird man, um volle Allgemeinheit

zu erreichen, auch nicht mehr von Punktcoordinaten sprechen. Viel-

mehr wollen wir jetzt schliesslich unter x^, x^, x.^ die homogenen

Parameter irgend einer zweifach unendlichen Schaar von Curven {M^

verstehen, die „ausgezeichnet" heissen sollen. Eine Gleichung

(p{x^, x^, ^3) = ö

soll dann diejenige Curve darstellen, welche von den ausgezeichneten

M^ umhüllt wird, deren Parameter x-, die Gleichung g) = befriedigen.

Die Gleichung

M] Xy -|- «2 ^'2 ~f~ '^•i^% = ^

stellt, wenn die Xi als Parameter gedacht werden, eine neue, lineare,

zweifach unendliche Schaar von M^ dar, welche zu der ursprünglichen

*) Für Gleichungen höherer Ordnung gilt dies nicht mehr; vgl. Lie: Göt-

tinger Nachrichten, 1872.
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Schaur conjvgirt heissen mag. Legt man den Grössen x,, Wj solche

feste Werthe bei, dass diese Gleichung erfüllt ist, so sollen sie wieder

die Coordinaten eines Hauptelementes heissen. Aus der Bedeutung,

welche wir soeben einer Gleichung q) {x) = beilegten, erhellt sofort,

dass dann je zwei Curven der beiden einander conjugirten Schaaren,

welche ein Hauptelement bilden, sich gegenseitig berühren; so drückt

sich also hier geometrisch in sich selbst dualistischem Sinne die Be-

dingung aus, welche an Stelle der Bedingung der vereinigten Lage

von Punkt und Gerade tritt. Ueberhaupt fällt bei unserer jetzigen

Coordinatenbestimmung die ausgezeichnete Stellung fort, welche sonst

Punkt und Gerade gegen einander einnehmen. Auch die Zweitheilung

der Berührungstransformationen in eigentliche Punkt- (bez. Linien-)

Transformationen und allgemeinere Element -Transformationen verliert

ihren principiellen Charakter. Es bleibt natürlich eine solche Zwei-

theilung in den Formeln immer bestehen, aber sie ist nicht mehr
durch den geometrischen Inhalt bedingt; die Sonderung ist nur noch

eine relative, auf das gewählte Coordinatensystem bezügliche, keine

absolute.

Für die so definirten Hauptelemente gelten nun wieder alle die

obigen Sätze, wenn man noch die vereinigte Lage benachbarter Ele-

mente durch die Bedingung u^^e "^^ — (<^w)^ = definirt. Insbesondere

heisst eine Gleichung g) {x, u) = 0, welche die x und w je homogen
in irgend einer Weise enthält und mit m^. = verbunden gedacht

wird, eine Differentialgleichung. Die letztere integriren heissfc eine

neue Gleichung aufstellen:

iIj {x, u, a) =
welche einen Parameter a enthält , so dass vermöge qp = , ^ = 0,

Ua: = auch

w</^ = , bez. {du)^ =
wird (p. 1021), u. s. f. Doch wollen wir diese allgemeinste Formuli-

rung hier nicht weiter durchführen. —
Wie wir oben unendlich kleine lineare Transformationen be-

trachteten (p. 996), kann man nun auch unendlich kleine Berührungs-

transformationen aufstellen. Eine solche wollen wir darstellen in der

Form:

(23) yi = Xi -\- E(pi {x, u) , Vi = Ui -\- efi (x, u) ,

.wenn e eine unendlich kleine Grösse bedeutet, und wenn die g), vom
nullten Grade in den ui, vom ersten in den Xi, die xf^i vom ersten

Grade in den w,-, vom nullten in den Xi sind. Im Gegensatze zu

unseren früheren Annahmen benutzen wir also jetzt Functionen erster
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Dimension*) Die rechten Seiten der Gleichungen (23) müssen hier

wieder den Bedingungen (15) genügen, wenn man setzt:

Fi = X, + £(pi, <^i = Ui + f ^< •

Dann aber findet man durch Entwicklung und Auslassung infinitesi-

maler Grössen zweiter Ordnung:

d<Pi dtPk ^f' ^"^k ^^.- _ g^/c

wo i, A- alle Werthe 1, 2, 3, insbesondere auch beide denselben

Werth annehmen dürfen. Diese Gleichungen sagen aus, dass es eine

Function ff gibt, für welche:

dff ,
8H

' Die rechten Seiten dieser Gleichungen müssen von demselben Grade

in X, u sein, wie die rechten Seiten von (23); es ist also:

i
'

woraus

:

und durch Integration, unter Auslassung einer unwesentlichen Con-

stanten :

Vi/,|f = ^ und ebenso: ^ ^if^.^ ^

;

d. h. H muss eine Function erster Dimension in den Xi und w, sein.

Setzt man noch in (23) x -^ dx statt y , u -]r du statt v und dt statt

£, SO resultirt also der Satz:

Ist ff eine Function erster Dimension in den Xi und Ui, so kann jede

unendlich kleine Berührungstransformation dargestellt werden in der

Form:**)

(24) 'dt~Fui' dt dxi
'

Vermöge dieser Gleichungen wird jedem Hauptelemente einer

Gleichung O = ein benachbartes Hauptelement zugeordnet. Insbe-

*) Eine Function erster Dimension in den x wird allgemein von der Form

SAx. sein, wenn die A- beliebige Functionen nullter Dimension m x und « smd.

Man siebt leicbt, dass die Gleichungen (15) auch für Functionen von nicht null-

ter Dimension bestehen.

**) Vgl. Lie: Göttinger Nachrichten 1874, p. 537 und Math. Annalen
,
Bd. 8,

p. 239.
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sondere kann es dabei eintreten, -dass das letztere ebenfalls der Glei-

chung = angehört; und dann wird offenbar diese Gleichung

durch die Transformation (24) in sich selbst übergeführt, wie wir es

früher auch bei den linearen Transformationen gesehen haben (p. 906).

Eine Gleichung <t> = von dieser Eigenschaft ist zunächst die Glei-

chung H = selbst. In der That, setzt man in // x -f- dx statt x
und u -\- du statt n, so geht in Rücksicht auf (24) H über in:

H -\- 2J ^— dXi -{- E -^— dui == y/, q. e. d.

Wendet man dagegen die Transformation II, d. i. die Transforma-

lion (24) , auf~ eine beliebige Gleichung = an , so wird

:

<t + £ ^* rfx, + ^ f* rf«, = * + rf. 2.-
fl* f

^- I* m' oxi ' ou^ '

yc'^i ou- du- dxfj '

geht also in sich selbst über, sobald (0, //) == vermöge ==

(oder identisch =0, aber nicht erst vermöge //=0).
Das Problem der Integralion der Gleichung = isl in diesem

Sinne identisch mit dem Probleme der Bestimmung einer unendlich kleinen

Transformation , ivelche m sich überführt. Aber nicht gibt umgekehrt
jede Function //, welche eine mit involutorische Differentialgleichung

darstellt, auch unmittelbar eine unendlich kleine Transformation von
in sich selbst. Man erkennt aus diesem Satze, wie die weitere

Untersuchung dieser Transformationen von besonderem Interesse wird;

doch gehen wir auch hierauf nicht mehr ein.*)

An diese Erörterungen über den begrifflichen Inhalt einer Diffe-

rentialgleichung fügen wir schliesslich noch einige Bemerkungen über

deren singulare Lösungen an. — Man pflegt letztere gewöhnlich in

folgender Weise einzuführen.**) Sind durch die Gleichung

in der a ein Parameter ist, einfacK unendlich viele Curven dargestellt,

so betrachte man den Ort der Schnittpunkte consecutiver Curven,

dessen Gleichung sich durch Elimination von a aus

(25) /•= und ^ =
da

*) Insbesondere ergibt sich hier eine neue Auffassung des sogenannten Jacobi -

Poisson'schen Theorems (vgl. Jacob i's Vorlesungen über Dynamik, \>. '208);

es gelingt ferner, die Theorie des Integrabilitätsfactors geometrisch aufzufassen.
In letzterer Beziehung vgl. einen Aufsatz von Lie: Abhandlungen der Geseil-

schaft der Wissenschaften zu Christiania 1874, p. 242 ff.

•*) In Betreff einer zusammenhängenden Darstellung dieser Theorien iru ihrer
üblichen Fassung, insbesondere nach ihrer historischen Entwicklung vgl. Boole:
A treatise on differential equations, 2. ed. Cambridge and Dublin 1865, p. 163 ff.

und: Supplementary volume, p. 28 ff.
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ergibt. Derselbe wird, wenn zwischen den Constanten der Function /'

keine besondere Relationen bestehen, die Umhüllungscurve der Curven

/= darstellen ; und sie ist es , welche als singulare Lösung der-

jenigen Differentialgleichung gilt, deren Integralcurven eben durch

/= gegeben sind. Es kann aber eintreten, dass die so gefundene

Curve keine eigentliche Umhüllungscurve ist, sondern durch den Ort

der Doppelpunkte der Curven f = (oder anderer beweglichen sin-

gulären Punkte) ganz oder theilweise absorbirt wird, oder dass sich

überhaupt keine Curve ergibt, wie z. B. wenn

d. h. wenn /= einen Curvenbüschel darstellt. Allerdings wird man

in letzterem Falle in Folge unserer allgemeinen Definition der Inte-

gralcurven (p. 1018) die Grundpunkte eines Büschels, jeden als Träger

eines Strahlbüschels gedacht, noch als Umhüllungsgebilde gelten lassen

und in dem Sinne noch von einer singulären Lösung sprechen.

Rücken dagegen die Schnittpunkte von cp = 0, i> = z. B. paarweise

zusammen, so berühren sich alle Integralcurven in den betreffenden

Punkten, und es gibt eine endliche Anzahl ausgezeichneter liaupt-

elemente, aber keine von ihnen gebildete singulare Lösung.

Gegenüber diesen verschiedenen Möglichkeiten wird man zunächst

die Frage aufwerfen: ff'as trili im Allgemeinen ein*), d. h. wenn die

Coefficienten der gegebene/i Differentialgleichung keinen besonderen

Relationen genügen? Es ist zunächst klar, dass für jeden Punkt der

singulären Integralcurve zwei der zugehörigen Fortschreitungsrichtun-

gen (Hauptelemente) zusammenfallen. Der Ort der Punkte aber, für

welche dies eintritt, ist im Allgemeinen der Ort der Spitzen der Inte-

gralcurven, und nicht eine eigentliche Umhüllungscurve, wie wir schon

früher bei den algebraischen Differentialgleichungen gesehen haben

(p. 968) und wie man für andere Gleichungen ganz ebenso beweist.

Andererseits ist selbstverständlich, dass man aus den Gleichungen (25)

eine eigentliche Umhüllungscurve erhält, wenn die Coefficienten von

/= allgemeiner Natur sind. **) Wir können dies in folgendem

Satze aussprechen:

*) Vgl. im Folgenden: üarboux: Sur les Solutions singulieres des equations

aiix dirivees ordinaires du premier ordre, Comptes rendus, t. 71 und Bulletin des

sciences mathematiques, t. 4, 1873, sowie Clebsch, Math. Annalen, Bd. 6, p. 211,

**) Selbstverständlich können in besonderen Fällen noch Ausnahmen anderer

Art eintreten. Von der aus (25) erhaltenen Curve wird sich z. B. der Ort der

Doppelpunkte der Curven /=0 absondern (wie schon oben gemerkt), wenn ein

solcher vorhanden ist; die Curve könnte auch möglicherweise ganz durch einen

solchen Ort absorbirt werden, und dann hat man keine Umhüllungscurve mehr.

Mit dem Orte der Spitzen dagegen steht ein solcher Ort von Doppelpunkten

nicht weiter in Zusammenhang, denn für einen Punkt des letztern fallen keines-

wegs zwei der zugehörigen Coincidenzstrahlen zusammen.
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Die Constanten in einer Differentialgleichung erster Ordnung 7nüssen

besonderen Bedingungen genügen, wenn die Integralcurvcn eine eigent-

liche UmhiUlungscurve haben sollen; andernfalls bestehen zivischen den

Constanten der Integralgleichung solche Relationen, dass statt dessen ein

Ort von Spitzen auftritt. Welcher von beiden Fällen im Allgemeinen
vorkommt, hängt sonach davon ab, ob man die üifFerentialgleichuno-

oder die Integralgleichung allgemein voraussetzt.*)

Es bleibt uns übrig, die Bedingungen anzugeben, unter welchen
eine eigentliche ümhüllungscurve erhalten wird. Unsere frühere

Schlussweise, welche zu dem Orte von Spitzen Ä= führte, wird
nur ungültig, wenn die zu einem Punkte von F =0 gehörige, doppelt
zählende Fortschreitungsrichtung mit der Tangente von /'' in diesem
Punkte zusammenfällt, denn dann kann sich eine Integralcurve diesem
Punkte nähern und sich wieder von ihm entfernen, ohne die Curve
F zu überschreiten und ohne doch eine Spitze zu bilden, nämlich
eben, indem sie F in dem Punkte berührt; die von den Geraden
der doppelt zählenden Hauptelemente (deren Punkte auf ^ = liegen)

umhüllte Curve = muss also mit F=0 zusammenfallen. Die
Bedingung der eigentlichen Berührung aber ist sich selbst dualistisch

5

dieselbe Curve F muss daher auch von denjenigen Geraden umhüllt
werden, welche im Allgemeinen die Wendetangenten der Integral-

curvcn (Tangenten von F' = 0) sind, d. h. welche durch einen dop-
pelt zählenden Punkt zu einem doppelt zählenden Hauptelemente der
Differentialgleichung ergänzt werden; und endlich muss dann auch
der Ort 0' = der letzteren Punkte mit /' = identisch sein.

lVe?in also eine singulare Lösung (eigentliche Utnhüllungscurve) ent-

stehen soll, muss der Ort der Rückkehrpunkte der Integralcurvcn F =0
oder ein Theil desselben mit dem Orte der Wendelangenten dieser Curven
(^' = 0) oder einem Theile desselben zusammenfallen. Mit der Enve-
loppe fallen dann auch der Ort der Wendepunkte und die Enveloppe
der Wendetangenten bez. Theile derselben zusammen.

Die Bildung der Gleichung F=0, F' = kann in der oben
geschilderten Weise geschehen, denn die betreffenden Regeln sind
ebenso auf transscendente wie auf algebraische Curven anwendbar.
An diesen Gleichungen kann man dann sofort erkennen, ob eine
singulare Lösung vorhanden ist und diese selbst angeben; es fnuss

eben F einen Factor etithalten, welcher, in Liniencoordinaten dargestellt,

mit einem Factor von F' identisch ist. Besondere Untersuchungen be-
dürfen dann nur noch etwaige lineare Factoren von F. und F' , da

•) Dass ein Ort der Spitzen auftritt, wenn eine eigentliche ümhüllungscurve
nicht vorhanden ist, zeigte auch schon De Morgan: On some points of the in-
tegral calculus, Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. 9, part. 2,
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dieselben immer nur in der einen Art von Coordinaten darstellbar

sind. In dem Vorhergehenden sind die Principien enthalten, nach

denen man solche Vorkommnisse am zweckmässigsten beurtheilt.

Wir erwähnen nur noch die Möglichkeit, dass, in besonderen

Fällen, eine noch innigere Beziehung der Integralcurven zur Curve

F =0 eintreten kann. Bestehen z. B. die Integralcurven aus den

Krümmungskreisen einer ebenen Curve, so ist die letztere eine Oscu-

lations-Enveloppe; sie wird von den Integralcurven gleichzeitig be-

rührt und durchsetzt. Gehören ferner etwa die Integralcurven einem

Netze an:

so ist die Jacob i'sche Curve des Netzes ein Ort nicht für Spitzen,

sondern für Selbstberührungspunkte der Integralcurven, ohne doch

eine Umhüllungscurve zu sein (p. 382), etc.

Es sollen diese Erörterungen zum Schlüsse noch an einer Reihe

von Beispielen erläutert werden.*)

1) Es ist schon früher hervorgehoben, dass die Integralcurven des

allgemeinen Connexes (1, n) die n^ -(- n + 1 Grundstrahlen desselben

zu gemeinsamen Tangenten haben (p. 1002); die Grundstrahlen stellen

hier also eine singulare Lösung dar; ausserdem gibt es einen Ort von

Spitzen F =0\ hingegen keine Curve F' = 0.

Dualistisch entsprechend haben die Integralcurven des allgemeinen

Connexes {m, 1) m^ -\- m -^ 1 gemeinsame Punkte, welche eine sin-

gulare Lösung darstellen (p. 1033). Einen Specialfall hiervon erhält

man durch die Differentialgleichung:

(26) ^dy — cpdx =
wenn <r^ und il) von der w^™ Ordnung sind. Hier hat man tti^ feste

Basispunkte; die Gleichung (26) entsteht also nur dann aus einem

allgemeinen Connexe (w — 1, 1), wenn w. — 1 Schnittpunkte der

Curven 9) = 0, z/; = auf der unendlich fernen Geraden liegen, d. h.

wenn
(p = tp., — (p^y , 1^ == 9D1 — cp^x

wo die rpi von der {m — 1)*®'^ Ordnung sind. In der That erhält man

dann aus dem allgemeinen Connexe ZrpiUi = für ^3 == 1, dx.^ == 0,

die Differentialgleichung

:

dx ((3P2 — Tay) + ^y (9'3^ _ gjj) = ;

und von den m"^ Schnittpunkten der beiden Curven 9) = 0, t^ =
fallen w — l in die Schnittpunkte von 9)3 = mit der unendlich

fernen Geraden zusammen.

*) Man findet weitere Beispiele bei Darboux a. a. 0. behandelt.
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2) Es sei die Differentialgleichung gegeben:

(27) xdf/ ==ydx\ogi/,
oder homogen:

(28) S:; + '°g3=«-

Hier ist offenbar der Punkt x^ =0, x., = a;.,, d. i. ,r = 0, y = 1 allen

Jntegralcurven (welche durch y = e^"" dargestellt werden) gemeinsam. *)

Da die Ui linear vorkommen, gibt es keinen Ort der Spitzen, Um die

Enveloppe der Wendetangenten F' = zu erhalten, hat man die

Punktgleichung (28) in Liniencoordinaten v darzustellen, d. h. q und
Vi aus den Gleichungen

:

1 U\ X, Ua . \ 1

und aus (28) zu eliminiren. Dies gibt:

° V l'l "2/ V"l ")/

Hieraus entsteht /''' für m = ^;; es ist also:

(29) F' EEr.u.,-^u,, = ()

die gesuchte Curve. Dieselbe fällt mit dem gemeinsamen Punkte der

Integralcurven zusammen und gibt eine singulare Lösung. In der

That kann man die Gleichung (29) nicht durch einen speciellen Werth
von C aus der Gleichung der Integralcurven in Liniencoordinaten:

^ = i<'s(-eS)-^i;7 + '=o

erhalten; sie ergibt sich dagegen auch durch Elimination von C aus

V = und ^ = 0.
(iL

3) Die Differentialgleichung**)

(^0) ^•'(S)'~fv'ä + «' = o

hat das allgemeine Integral:

^d^x^ — 2Cy^ -^C'^ = ^,

und also die singulare Lösung:

(31) ^d'x''—y\=(^ax-y'){^ax^-tf-)=^^.

Aus (30) erhalten wir den Connex:

d^u^ x.^x^ — x.^u^u^ = .

*) Ueber das particuläre Integral y = dieser Gleichung vgl. Boolo a. a. 0.
Supplementary volume, p. 14 und 17.

**) Schlömilch's Compendium der höheren Analysis, 3. Ausg., Bd. 1, p. 509.
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Die Form F entsteht daher aus:

4 y, Vg Mj u^ — a- u.r v.^ = ,

wenn man u = v setzt
,
gibt also

:

und ebenso findet man:

Die beiden letzteren Gleichungen stellen in der That dieselbe Ourve

(31) dar.

4) Die Integralcurven der Differentialgleichung (;t-) =
^

bilden

ein System von Curven dritter Ordnung mit Spitzen:

{x -f- CyYy = 1 oder: (a:, -j- C'x.^)- x., = x.,

Die Spitzen erfüllen die Linie 0:3 = 0. Wir erhalten den Conuex

:

Die Curve F, d. i. der Ort der Punkte, für welche zwei Werthe von

M, : Wj zusammenfallen, besteht aus a:., = 0, dem Orte der Spitzen,

und X2 = 0, der festen Wendetangente ; der Schnittpunkt beider Linien

ist der gemeinsame Wendepunkt; er stellt keine singulare Lösung dar,

weil zu ihm nur eine ausgezeichnete Portschreitungsrichtung gehört.

5) Die Differentialgleichung*):

(32) ,._2,y^| + (l + ..)(^y_l=0
ist dadurch ausgezeichnet, dass ihre Integralcurven:

y = Cx± j/l —C
aus den Tangenten eines festen Kegelschnittes bestehen ; sie entspricht

also dualistisch einer solchen Gleichung, welche die Differentiale der

Coordinaten nicht enthält**), und deren Integrale dann aus den

sämmtlichen Punkten einer festen Curve bestehen (p. 1017). Der

Connex, zu welchem die Gleichung (32) gehört, darf daher die Punkt-

coordinaten x nicht enthalten, und in der That findet man für ihn

die Gleichung:
2

'1 + V = o

Er stellt gleichzeitig die singulare Lösung von (32) in Liuiencoor-

dinaten dar.

*) An ihr entwickelte Lagrange zuerst seine Theorie der singulären Lö-

sungen; vgL Boole a. a. 0. p. 149 und 165.

**) Auch Plücker machte darauf aufmerksam, dass bei Umformung einer

Differentialgleichung von Punkt- in Ebenencoordinaten die Differentialquotienten

ganz verschwinden können, und dass die so entstehende Flächengleichung eine

singulare Lösung ist. Vgl. dessen System der Geometrie des Raumes, Düssel-

dorf 1846, p. 27.
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Christoffel, 174.

Classe , s. Klasse.

Clebsch, 36, 169, 174, 178, 184, 189,

211, 233, 269, 277, 282, 318 f., 350 f.,
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899 An.
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Curvenpaar, 939.
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Darboux, 295, 1033, 1035.

Dersch, 350.
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— einer Cj, 77, 113, 130. -
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Differential, einer Cj, 767, 982; einer

C^, s. elliptisches — ; eines Connexes
etc., 959.

— erster Gattung, 789; zweiter Gat-
tung, 792; dritter Gattung, 790, 794.

Differentialgleichung, 965, 978, 1014.

Directrix, II, 12.

Discriminante, 178; einer bin. quadr.
Form, 213; e. bin. cub. F., 219; e.

bin. biquad. F., 239.

— einer 6'«, 313; einer ^3, 565.

Doppelelement, 199.

Doppellinie, 106, 115, 120, 392.

Doppelpunkt, binärer Polaren, 206, 220;
einer Ca, 102, 115, 120, .392; einer 6^3,

582, 901; einer C„, 313, .321; einer
C„ mit p = 0, 889; mit 77 = 1 , 913.

— e zweier projectivischen Punktreihen,
51, 135, 198.

Doppeltangente einer C«, 342, 348;
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Dopp. 877, 880; einer C^ mit p = 0,

899 ; einer C„ mit p = 0, 89 1

.

Doppelverhältniss, 37, 71, 196,217,235.
—

, einer binären Transformation, 200;
einer C3, 531, 578, 603.

Dreieckscoordinaten, 62.

Dreitheilung der ellipt. Functionen, 009,
655; d. hyperellipt. F. 920

Dualität, 28, 264.

Durchmesser einer C.^, 80.

Durege, 497, 536, 588, 811

228, 239; ternäre lineare, 265; tem.
quadr., 284, 288; tern. cub., 542, 563.

Form, kanonische, einer bin. quadr. F.,

86, 214; zweier bin. quadr. F., 215,
217; einer bin. cub. F., 224; einer
bin. biquad. F., 247.

, einer Cj, 86; zweier Cg, 124,

137, 139, 140, 141; einer 6^3, 509, ,567,

570; einer 6*3 mit Dopp., 584; mit
Rückkehrp. , 591; einer CoUineation,
202, 989, 998.

Formensystem, endliches, 211,
— , simultanes, zweier Cg, 291.
Fouret, 967.

Prahm, 850.

Fuchs, 803, 835, 836.

Fünfseit, 282 An.
Function, elliptische, s. elliptische F.
— H, 629, 910.
— 0, 629, 831, 836 f., 846, 855, 861;

0', 861.
— T, 833, 836; T', 875.— p, 652.

Punctionaldeterminante , 175, 222, 468
An., s. Jacobi'sche Curve.

— zweier binären quadr. F., 215; dreier
C\, 303.

Functionalinvariante, 267; eines Con-
nexes, 943, 989; einer Differential-
gleichung, 973.

Fundamentalcurve, 482, 662.

Fundamentalpunkt, 476, 479, 662, 682.

Eigentlich reducirtes System, 932.
Kintheilige Cg, 499, 530; — A'3, 514,
p]lement, 937.

Elementarbedingungen, 39.^.

Elementarsysteme, 416.

Ellipse, 7, JO, 79, 80, 91, 302 An, 611.
Elliptische Functionen, 603, 649, 90y.
P^lliptisches Differential, 776; — Inte-

gral, 649, 652, 772, 984.
Entfernung, 4, 150.

Enveloppe, 27.

Erzeugungsweise, einer ^"2, 47; nach
Grassmann, 537.

— einer C«, 375, 761.
— einer C3 nach Schröter, 528, 540;
nach Grassmann, 538, 540, 614, 941
An.; nach Chasles, 535, 540; einer
C3 mit Dopp. 585.

- einer Q nach Grassmann, 541 An,;
nach Chasles, 699 Au.; nach Aron-
hold, 1014.

Euler, 426, 566, 1015.
Excentricität , 8.

Fiedler, 169, 170.

Fluchtlinie, 255.
Form, algebraische, 167; bin. lineare,

177, 186; bin. quadr., 213; bin. cu-
bische, 218, 227, 584, 899; bin. biqu.

Gaultier, 151.

Gauss, 173.

Gegenüberliegender Punkt, 535.

Geiser, 724, 850, 851.

Gent, 622.

Geometrie auf einer d, 425, 661 ff.;

auf einer Cj, 527, 602, 983; mit Dopp.,
586, 900; mit Rückkehrp. 593

— der Anzahl, 390.

Gerade (Linie), 5, 20 ff.

Geränderte Determinante, 78, 114.

Gergonne, 28.

Geschlecht einer Cr,, 351, 429, 495, s.

Curve; eines Connexes, 958 f.; einer
Coincidenz. 961; eines Curvenpaares,
962; einer Differentialgleichung, 9>74.

— , Erhaltung bei eindeutiger Trans-
formation, 459, 490, 666, 681.

-- zweier mehrdeutig auf einander be-
zogenen Curven, 458, 681 An.

Gestalt einer Cn in der Nähe eines
Punktes, 337; einer C3, 499, 593;
einer K^^ 514.

Gewebe von K2, 520, 10i>7; von A\,
1009.

Gitter von Cj bei einer C3, 503.

Godt, 1004, 1007.

Gordan, 178. 208, 211, 274, 290, 427,
453, 524, 542, 594, 889, 902, 928, 932;
s. Clebsch u. G.
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Grad, 194, 212, 267; einer Schaar von
Punktgruppen, 43a.

Gram, 272.

Grassmann, 204, 536, 541, 614.

Grundpunkte einer bin. Form, 169.

Grundstrahlen eines Coi.iicxes (1, n),

1001; (1, 2), 1008.

Gundelfinger, 248, 280, 519, 542, 567,

590, 594.

Haase, 889.

Halbirung einer Strecke od. eines Win-
kels 40.

Halphen, 400, 404, 413.

Hamburger', 496.

Harmonische Cg, 579, 644.

— Gerade bei C3, 502, 513, 578.

— Lage, 40. 147, 215, 221, 239.

— Theilung, 56.

Harnack, 508, 531, 579, 613, 621, 811,

826, 981, 984.

Hart, 911.

Hattendorf, 14.

Hauptaxe einer C2, 82, 88.

Hauptcoincidenz, 962, 1016; eines Con-
nexes (1, 2), 1011.

Hauptcoincidenzcurven , s. Integralcur

ven.
Hauptelement, 1016.

Hermite, 228, 248, 519, 605, 629, 649,

776, 794, 910.
— 'sehe Curve eines 62 -Netzes, 519;

eines Ä",- Gewebes, 521, 1007.

— 'scher Satz, 629.

Hesse, 14, 23, 78, 153, 167, 176, 228,

243, 312, 350, 377, 497, 505, 527, 512,

598, 615, 656, 842, 850 if.

— 'sehe Curve, 312, 318; eines Netzes,

381 ; Verhalten in singulären Punkten,

.324. 356; Singularitäten, 361, 368;

einer Tg, 501, 510, 527; Zerfallen in

drei 6',, 553, 559, 564; einer C3 mit

Dopp., 5S4; mit Rückkehrp., 327,

.592; einer A',, 515.

— 'sehe Determinante od. Covariante,

176, 191, 206, 220, 312.

— 'sehe Gleichung, 656 An.
Hirst, 944, 998.

Holzmüller, 995.

Homogene Gleichungen, 67, 1015, 1021.

Hyperbel, 7, 10, 79, 80, 91, 302 An.
Hyperelliptische Curve, 663 An., 687

An., 712, 717, 916.

Hyperelliptisches Integral, 815 An.,

830 An., 920.

Hypocycloide , 588 An.

Jacobi, 175, 350, 426, 755, 790, 822, 830,

1019, 1025, 1027, 1032.

— 'sehe Curve, 377, 381, 467, 483, 663,

724 ; eines Netzes von C2 , 304 , 519 ;

eines Gewebes von K.^, 521, 1007.

C leb seh, Vorlegungen.

Jacobi'sche Determinante = Functional-

determinante.
— 'scher Satz, 822, 826.

Identisches Verschwinden von Covarian-

ten etc., 274.

Identitäten, binäre, 193; ternäre, 283.

Igel, 584.

Imaginäre C'a, 91, 284; C3, 498; 6',, 96,

101, 109; A',, 75, 173.

— Tangenten einer ATj, 610; einer

K3, 612.

luflexionspunkt od. -tangente= Wende-
punkt od. -tangente.

Inflexionstripel, 622 An.
Integral, erster Gattung, 797, 801; zwei-

ter u. dritter Gattung, 804.

— curven eines Connexes od. einer

Differentialgleichung, 964, 1016; Bei-

spiele, 965, 979, 980, 983; des Con-
nexes (1, 1), 992, 998, 1000; Ort ihrer

Spitzen u. Wendetangenten, 968,

1034; bei Connexen (1, n), 1005, s.

singulare Lösung.
— mannigfaltigkeit. 1018.

Integration einer Differentialgl. 1018,

1022, 1032.

Invariante, binär, 173; temär, 131, 266;

simultane zweier bin quadr. F. 215;

zweier tern. quadr. F. 295; einer tern.

cub. F. 546, 556. 569, 579.

— , absolute, 196, 267; einer bin. biqu.

F. 239, 247; einer bin. linearerk und
cub. Form, 300, 987; einer bin. linea-

ren Transf. 200; zweier tern. quadr.

F. 299; einer C3, 533, 580; einer

Cremona'schen Transf. 486 An.
Invarianteneigenschaft, 167.

Involution, 207; quadratische, 135, 202,

214; besondere cub. 226; besondere
biqu. 242.

de Jonquieres, 204. 207, 376, 382, 391,

416. 4.59, 497, 541.

Isolirter Punkt, 321, 411.

Kanonische Form, s. Form.
Kegelschnitte, 55, 72 ff.; Gleichung in

Liniencoordinaten , 78. 113, 131; zer-

fallende, 100, 115; mit gemeinsamem
Mittelpunkte, 142, 164; ähnliche, 144;

Tabelle der verschiedenen Arten, 119.

Kegelschnittnetz, 303, 384; s. Netz und
Gewebe.

Kegelschnittsystem, 392.

Kerncurve = Steiner'sche Curve.

Kiepert, 652, 654, 656.

Kinematik, 996 An. v ' .

Klasse, 31, 53, 55, 267, 279, 308, KÄ«**
343, 493.

~~~*-
•>u'p'>v/

Klassenscheitel, 392.

Klein, 151, 173, 500, 508, 610, 682, 968,

994.
— u. Lie, 996 f.

Königsberger, 496, 604 f., 653, 656, 790.

66
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Kreis, 5, 30, 145 ff.; Asymptoten, 147,

149: conjugirto Durchmesser, 149;
Peripheriewinkel, 47, 149.

— punkte, imaginäre, 146.

— theilungsgleichungen, 201 An., 894.
Kronecker, 703, 926.

Kugel, Geometrie auf der, 173, 215,
226, 243.

Lage, involutorische zweier Diiferential-
gleichungen, 1022.

--
,
perspectivi.sche ebener Systeme, 256.

— , vereinigte, von 6', u. K^, 29, 44.

«3, 69, 265; von C, u. K„, 385; von
l\ w. /fj, 521, 550 f.; benachbarter
Hauptelemente , 1022.

Lagrange, 1037.

Laguerre, 148,

Legendre, 790.

Lie. 1017, 1024—10.32, s. Klein u. Lic.
Liniencoordinaten, 27, 63.
—

, Gleichung in — , einer C.^, s. Ke-
gelschn., einer r„ , 279, 308; einer
C, 279, 543, 544; einer Cj, 279.

Linienpaar, 99 ff. , 392.
Logarithmische Linie, 999.— Spirale, 995.
Lüroth, 173, 798, 885.

MacLiurin, 497, 503, 527, 536.
Magnus, 251, 475,
Maillard, 416.

Mannigfaltigkeit, 430, 937, 1018.
Marie, 794, 806.
Massbestimmung, allgemeine projecti-

vische, 150 Ah., 302 An.
Matrix, 687, 691, 742, 744, 749, 756
Mayer, 1024.

Mechanismus, Grassmann'scher, 539.
Meridiancurve, 613.
Minimalwerthe der Zahl von Punkten

in Specialgruppen, 707.
Mittelpunkt, einer C^, 11, 80; eines

Strahlbiischels, 32.
Moduln, 685, 712; s. Perioden
Möbius, 28, 37, 67, 173, 251, 273,

500, 885.
de Morgan, 1034.
Müller, 652, 685.

Nebenseiten eines Vierecks, 56.
Nebenecken eines Vierseits, 56.
Netz von C\, 304, 519, 521; von C„,

381; Beziehungen zu einer festen
Curve, 663, 721; mit einem beweg-
lichen Schnittpunkte, 480.

Neumann. 173, 765, 799, 811, 830 f., 846
867 f., 920.

Newton, 204, 331, 497, 500.
Nöther, .327, 338, 433, 489, 491, 666,

678, 683, 958, 960; s. Brill u. N.

Normalconuex, 936.

Normalcurve, 686, 690, 693 An., 709;
hyperelliptische, 719; für ;> = 0, 884;
für p = 1, 903 ; für p = 2, 717 An., 919.

Normalform, Hesse'sche der C, , 23.
Normalform der liiemann'schen Pläche

798.

Normalintegral, erster Gattung, 804
807; dritter G. 805 f., 867; zweiter
G. 805, 863.

Olivier, 764.

Ordnung, 4, 31, 53, 55, 194, 267.
Ordnungsstrahl, 392.
Ort, geometrischer, 3, 27.
Orthogonalkreis, 155, 304.
Oval, einer C^, 499; einer A'j, 514

Paarer Zug einer 6«, 500 An.
Painvin, 391.

Parabel, 12, 79 f., 91, 97.
Parameter, einer Reihe oder eines Bü-

schels, 22, 32; eines Curvensystems,
390.

'

— darstellung, einer Cj, 887; einer C,
603, 627. 647, 653, 899; einer C, mit
Dopp. 586, 899; einer C^ mit Rückp.
593; einer Cn mit p = Ö, 884; einer
C„ mit p = l, 906, 910, 913; einer
hyperelliptischen C„, 920.— vertheilung auf einer C^, 610; auf
einer A',, 611.

Pascal'scher Satz, 50, 428.
Perspectivischer Durchschnitt, 45.
Perspectivität, 45, 254, 260, 999, 1001.
Perioden, der ellipt. Integrale, 604; der

Abel'schen I. 801 , 804, 807, 836 An •

einer C3, 605.

Periodicitätsmoduln, s. Perioden
Plücker, 28, 35, 67, 151, 204, 310 312

342, 344, 351, 426, 428. 475, 497, 50o',
509, 851, 937, 965, 1025 f., 1037.— 'sehe Formeln, 344, 351, 948

Pol u. Polare bei C^, 75, 101, 112; bei
Cn, 306; bei C3, 501; Verhalten in
singulären Punkten, 322, 355.

Polarcoordinaten , 3.

Polardreieck, 81, 114; gemeinsames
zweier Cj, 123, 297, zweier Kreise, 152.

Polarsysteme, binäre, 203.
Polepaare auf einer C 527, 587, 608,

614, 621, 901.
Poloconik, 543, 549.
Polygone, eingeschriebene einer C„

589, 593; Steiner'sche, 589, 615.
Poncelet, 28, 37, 67, 203, 308, 475.
Potenzlinie, 151.

Projectivische Curvenbüschel, 375.— Punktreihen und Strahlbüschel, 42 ff.,

195 ff.; Erzeugnisse derselben, 46 ff'

Projectivität, 43; cyclische , 201, 225
Prym, 765, 803, 830, 867, 920.
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Puiseux, 331.

Punktepaare, 115, 392; gemeinsame
zweier Correspondenzen , 444, 722.

Pnnktcoordinaten, 2, 62.

Punktgnippen mit speciellen Eigen-

schatten auf einer C« , 721, 741, 743,

749, s. Specialgruppen ; iu der Ebene,

756.

Quaternäre Form, 168.

Quadratische Form, s. Form.
Querschnitt, 681 , 799.

Quetelet, 911.

Kadicalaxc, 151.

Rechter Winkel, 147.

Rechtwinklige Coordinaten, 2, 59, 65.

Reciprocitätsgesetz , Briirsches, 464.'

Reducirtes äquivalentes System, 262, 997.

Residuum, residual, 429.

Resolvente, 123.

Restsatz, 429, 808, 811.

Resultante, 17, 178; zweier bin. Im.

Formen, 177; zweier bin. quadr. F.

218; dreier tern. F. 313; dreier

Cz, 525.

Riemann, 351, 666, 682, 693, 699, 709,

714 f., 765, 786, 790, 799, 803, 810,

831 f., 837 f., 861, 870.

— 'sehe Fläche, 414 An., 612 An., 681,

798.— Roch'scher Satz, für adjungirte Cur-

ven, 686, 699, 701, 752, 757, 862; für

nicht adjungirte Curven, 865 f.

Ringfläche, 612.

Roberts. 703.

Roch, 701, 805, 831, 833, 835, 852,

862, 877.

Rosanes, 295, 385, 478, 489, 519, 979.

Rosenhain, 803, 867, 920.

Rosenow, 584, 588 f., 888, 899.

Rotation, 262, 997 An.
Rückkehrpunkt u. -tangente, 315, 321,

329; einer C^ bez. K3, 515, 518, 591.

Salmon, 169, 178, 189, 284, 298, 313,

367, 386, 390 f., 407, 411, 432, 497,

531, 578, 665, 683, 851, 858, 881.

Schaar von K^, 126.
— von Punktgruppen, 430; lineare, 436.

Schiefwinklige Coordinaten, 61.

Schläfli, 803.

Schnittpunkt zweier Cj, 24, 30, 70;

zweier Ca, 121, 292; zweier Kreise,

146; einer d u. Cg, 73, 116; einer C,

u. C3, 607, 651; einer C2 u. C3, 623;

einer C„ u. C3, 626, 631; von d u.

Cm, 426, 430, 753, 8J3.

Schlömilch, 10.56.

Schröter, 303, 529, 541, 902,

Schubert, 601, 727.

Selbstberührungspunkt, 323, 410. -

Selbsthüllcurven, 997 An.
Simon , 652.

Simultane Invarianten etc. 174.

Singularitäten bei Curven, 347; bei

Connexen, 914, 937.

Singulare Curve, 391, 409, 420.

— Lösung, Singuläres Integral, 969,

1033; Beispiele, 1035.

-- Punkte, 319, 354, 491 ; Tangenten, 341.

Smith, 295, 519, 979.

Specialgruppe, 686, 699; Beispiele 688,

690, 696, 858.

Specialschaar, 699, 856, 865; Bestim-

mung von S. 702, 705.

Spitze erster Art = Rückkehrpunkt;
zweiter Art, 336, 411.

v. Staudt, 46, 145, 173, 225, 500.

Steiner, 46, 52, 151, 303, 360, 475, 615,

850, 902.
— 'sehe Curve, 300, 383; Singularitäten

derselben, 368, 670 An.; einer C3, 501.

— 'sehe Fläche, 979 An.
-'sehe Polygone, 589, 615, 627.

— 'sehe Punktepaare, 611, 986.

Stolz, 173.

Strahlbüschel, 31, 70, 171.

Substitution, s. Transformation.

Sylvester, 167, 180, 313, 432, .598.

Symbolische Darstellung, binärer For-

men, 187; ternärer Formen, 73, 271.

Synthetische Geometrie, 36.

Systeme von Curven, 372, 390, 407 ; von

C3 mit Spitze, 417; von Berührungs-

curven, 842; von Collincationen, 985.

Syzygetischer Büschel von C3, 505, 551.

Tactinvariante , 366; zweier fj, 298.

Tangente, 27; einer C„, 307; im viel-

fachen Punkte, 308; im Anfangs-

punkte, 320, 328.

— n, von einem Punkte an eine C2, 76,

106, 111; an eine C3, 501; an eine

C„ 279, 308, 579 An.; gemeinsame
zweier K^, 125, 1008.

Tangentialpunkt, 530, 604, 643.

Taylor, 536.

Ternäre Form, 168, 265.

Theilung der eil. Functionen, 609, 616,

654, 659; der Abel'schen F. 840.

Thomä, 803.

Träger, 32.

Transformation, der Coordinaten, 59 ff.

— , lineare, binärer Formen, 172, 195;

ternärer Formen, 250, 925, 937, 988,

Ausnahmefälle, 998; identische, 199,

1001 ; unendlich kleine , 996 ;
perspecti-

vische, s. Perspectivität.

^=-, Cremona'sche od. rationale, 478,

Ersetzung durch quadratische , 489

;

quadratische, 475, 489, 939.
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Transformation, eindeutige, 459, 475,

661, 939; Anwendungen, 674; mittelst

adjnngirter Cn — 3, 687, 689; eines

Connexes, 956; einer Hauptcoinci-
denz, 974.

— , einer Cj in sich selbst, 994; einer

^3 in sich selbst, 508 An.
— auf die kanonische Form, zweier Cj,

124, 133; einer Q, 512, 573; eines

Connexes (1,1) 990.

Translation, 997 An., 1001 An.
Transscendente Curven, 966, 967 An.,

992.

Typen, gestaltliche einer C^, 499, einer

A'3, 514; einer d in der Nähe eines

Punktes, 337.

Typische Darstellung, binärer Formen,
249, 987 An.; einer ternären cubischen
Form, 643.

Ueberschiebung, 211.

Uebertragungsprincip von Clebsch, 274;
bei Connexen, 942.

— , Hesse'sches, 243 An., 887 An.,

900 An.
Ueberzählige Gleichungen, 280 An., 389,

399, 691, 695 An., 703, 742, 750.

Umhüllungsgebilde der Verbindungs-
linien entsprechender Funkte auf
einer C3, 621 f., 986.

Umkehrproblem der Abel'schen Inte-
grale, Jacobi'sches, 830, 867; liie-

mann'sches, 830 An.; erweitertes,

867, 882.

Unendlich ferne Gerade , 67.

— ferner Punkt einer C, , 33, 68.

Terbindungslinie zweier Punkte, 4, 20,

25, 30, 70.

Verschwindungspunkte einer binären
Form, 102.

Verwandtschaft, s. Transformation.
— , dualistische od. reciproke, 264, 939.

Verzweigungspunkte, 494, 798.

Vielfache Punkte, 329, 491; gemein-
same zweier Curven, 33S; Verhalten
bei eindeutiger Transformation, 668.

— Tangenten, 342.

Viereck und Vierseit , 56.

Voss, 683.

Weber, 4.59, 815, 831, 835, 873.

Weierstrass, 652, 715, 765, 803, 920.

Wendepunkte, bei C„, 310, 312, 328,
344; bei C, mit p = 0, 890; reelle
einer C3, 498, 508; Eigenschaften bei

63, 502, 50G, 511, 562, 617, 655, 901;
Gleichung, 578; Bestimmung bei C^,

504, 512, 563, 609, 651.

Wendepunktsdreiecke, 504, 512, 563,

567, 657.

Wendepunktslinien, 503, 511, 564.

Wendetangenten, 280 An., 310, 316;
bei Cg, 564, 578 An.

Werthigkeit eines Punktes in einer

Correspondenz, 443.

Weyer, 581, 889.

Wiener, 478.

Winkel zweier Geraden, 26, 148.

Zeuthen, 360, 387, .391. 407 f., 411,

413, 416, 424 f., 458, 500, 666, 681,

683, 851.

Zugehörige Form, 266.

Zusammenhang einer Fläche, 682, 800.

Zweige, reelle einer (\, 499.

Zweitheilige C3, 499, .531; K^, 514.

Zwischenform, 266, 924.



Zusätze und Verbesserungen.

Seite 13, Zeile 6 v. u. lies a,'a„"ii„,"' statt u,"'a„"u„.'.

„ 28, „ 6 V. u. lies „gilt für" statt ,,gibt".

„ 39, „ 16 V. o. lies cc^ — a -\- i. = O statt a* — a + 1 = 1.

,) 41, „ 1 u. 2 V. u. lies: Also wird fi' = ^^^*-II-. f, und dies ist

H + cV'd
immer und nur dann eine reelle Grösse, wenn u reell ist.

)) 60, „ 6,4 u. 3 V. u. lies — au — hv statt — au ~ hv.

» 61, ,. 14 u. 15 V. o. lies (a sin a — 6 cos a)u'-f-l statt (rt sin a -[-''' cos«) (/.

)> 68, „ 22 V. 0. lies t)j?/, + v^yz + i'sZ/.i ''tatt y,a-i -j- VzX^ -\- v-x^.

,. 65), „ 2 V. u. sind die Worte „Punkt" und „Linie" zu vertauschen.

1 2
» 79 , „ 11 V, 0, lies statt :-

.

fl' a^

„ 81, „ 21 V. o. lies a statt b und h statt a.

,) 83, „ 17 V. u. ist -f- 1 zu streichen,

„ 88, „ 3 V. o. lies ö = statt (10).

„ 96, „ 11 n. 12 V. u. sind a und ß zu vertauschen.

„ 98, „ 1 V. 0. Ues x \-^--^ statt y + ^^- -^
.

2p 2 mp 2 p 2 m

'„ 3 V. 0. lies x' -\- ^ - -^ = x" statt y' + -'^ = ^' - ,/'
.

' 2p 27np "^ ^ 2p 2 m ''

„ 102, lies I -f Ix statt x + 1^.

„ 104, Zeile 1 — 4 V. u. ist der Factor ja zu unterdrücken.

„ 107, „ 8 fF. lies: so müssen nach unseren allgemeinen Betrachtungen
zwei der vier Punkte zusammenfallen; es muss daher ....

*

), 109, „ 11 v. u. lies z-\- ly statt y -{ Iz und Zeile 7 v. u. lies — 4 «O*
statt = 4 a C»^-

„ 111» ), 9 V. u. lies p.v^-\- Wj. statt v^^\^ yuiv^.

„ ^'1^5, „ 8 u. 10 V. 0. lies X' — l'" statt l!" — A'.

„ v436. In Fig. 23 ist der Punkt 1-3 == mit P, der Punkt 1-2 = mit Q zu

, bezeichnen.

V Zeile 1 V. u. lies y^y^ statt y^y-i.

„^140, „ 3 V. u. lies P— 2i'o4- ^'''•^'=. '^l"^B.v^.

/. „ 2 V. u. lies P— 2'«S =_4 ;i'»Ä.r2U3.
"^

„ 1 V. u. lies P + r^^ = 2 rv; . (V + V -f 2 ?-,v3).

„ «^143, ,, 6 V. u. lies Z'äji statt ^"*n und A^' — ;i" statt i" — ;i'.

^
), 4 u. 2 V. u. lies + («'11 — '^'

^\\) statt — («,, — A."Äit).

„ 146, „ 10 u. 11 V. o. lies 2hBC statt 2h AC.
„ 147, „ 20 V. u. lies = — i statt = i und Zeile 13 v. u. a statt a;.

„ 148, „ 6 u. 7 y. u. lies u -f \u\ v -\- Iv statt u -\- Iv, u -f Xv'.
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Seite 162, Zeile 3 v. o. lies u'^u^ + b^v^ — 1 statt u^u^ + b^v^.

„ 13 u. 14 V. 0. lies (3) und (4) statt (2) und (3).

„ 165, „ 10 V, u. lies „die Gleichung (5) von der aus ihr durch Vertau-

schung von l und (i entstandenen" statt „dieselben von einander".

„ 172, „ 20 V. u. lies bexi statt bcx^.

„ 175, Auf der linken Seite der letzten Gleichung ist y statt x zu setzen.

„ 179, Zeile 4 v. o. lies y = cx2~ "
(pai"/^^ • • • Pz^"

~ ^^]~ ^
„ 191, „ 19 V. u. lies — «2 (ji — \Y statt n^ (w — 1)^.

„ 200, In (13) lies bez. — k-{-Vl und — k - Vi statt k -\- fT.
Zeile 12 u, 13 v. u. lies 2 {ab) statt {ab).

„ 201, „ 3 V. 0. lies — q statt -\- q. — Es sind immer r und c zu ver-

tauschen.

„ 211, Ein vereinfachter Bevi^eis für die Endlichkeit des Forniensystems bi-

närer Formen ist neuerdings von Gordan gegeben in der Schrift:

Ueber das Formensystem binärer Formen, Leipzig 1875.

„ 213, Zeile 4 v. 0. lies „zweite" statt „erste".

„ 215, „ 16 V. 0. lies D' statt D".

,, 20 V. 0. lies „Subtraction" statt ,,Substitution".

„ 219, „ 18 V. u. lies (7) statt (9).

Auf die Invarianteneigenschaft der Bildungen /i, A, Q bei einer bi-

nären cubischen Form machte zuerst Eisenstein aufmerksam:

Crelle's Journal, Bd. 27; vgl. auch Cayley, ib. Bd. 28.

224, In (19) lies — ri^ statt + *j\

227, In (24) lies (x^ -f ^ /u^j^ statt (h« + | RX^).

228, Zeile 6 u. 7 v. 0. Die Factoren ^|, I2 ^"f den linken Seiten der Glei-

chungen sind zu streichen.

230, In (6) und (12) lies — P statt P.

232, Zeile 7 v. 0. lies — ^ ill statt ill.

237, „ 2 V. u. lies ^ P + 1 ß statt | V -f ^ß.

240, „ 5 V. o. lies — \ (wj — 1112)' statt {?iii — ?«2)*.

241 , „ 11 V. 0. lies ^ /)2, ^D\
l- I)f bez. statt /)2, />''. nf. «

243, Anmk. Für die vollständigere geometrische Darstellung der Theorie

der binären biquadratischen Form auf einer Kugelfläche, insbe-

sondere für die Construction (Jer Grundpunkte der Hesse 'sehen

Form aus denen der Grundform vgl. eine Note von Wedekind:
Math. Annalen, Bd. 9.

244, Zeile 1 v. u. und Seite 245, Zeile 3, 4, 9 u. 12 v. 0. Das Vorzeichen von

li und / ist zu ändern.

251 ft'. l.'cs immer Af^^ statt A^i^.

257, Zeile 13 v. 0. Im Zähler ist m statt n zu setzen.

'259
, „ 2 v. 0. lies A^

{
{x' — a-)^ + {y' — yf ] statt k (a:' — x)^ -f- {y' -- yf.

260, „ 10 v. 0, lies p = — m statt q = m (m -{- n).

261, „ 11 V. 0. lies — J,3 cos qp statt ^jj cos (p.

272. „ 16 u. 17 V. 0. Die Klammern und das Wort ,,Invariante" sind

zu streichen.

273, „ 1 — 4 V. u. lies: also eine Zwischenform. Denkt man sich nun
die Form TT in eine Reihe entwickelt, deren einzelne Glieder

vollständige Polarenbildungen der Formen des zu TT äquivalenten

Systems sind (vgl. p. 269 u. 927), so findet man in der That, dass

die Bedingung des identischen Verschwindens von TT vollständig
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durch die Forderung ersetzt werden kann, dass eine gewisse

Zahl von Zwischenformen (eben den Formen jenes äquivalenten

Systems) identisch gleich Null sei. Dann folgt aber . . .

Seite 285, In Gleichung (2) lies 2 statt |.

„ 286, Zeile 6 v. o. lies 2 {abc) statt {ahc) und Zeile 10 lies {nbc) u^ statt («6c)-

„ 295, „ 16 V. u. lies /" statt f.

„ 300, „ S V. u. und Seite 301, Zeile 1 v. o. lies 3 /^„jä statt A^^^.

„ 301, In Gl. (25) u. (26) lies Aj — 1 und Aj — 1 statt Aj — 3 und A^— 3;

und 1 statt 27; vgl. auch p. 987.

„ 304, Der hier gegebene Beweis des Satzes über das idQntischc Verschwin-

den der Jac ob i
'sehen Determinante, welcher darauf beruht,

dass die Gleichung in Zeile 17 v. u. unabhängig von- den u be-

steht, wird illusorisch für den Fall, dass sich von den drei

Formen -V y, -\pi//' ^yjf
^^^ gemeinsamer, die ?* enthaltender

Factor absondert, wie es z.B. eintritt, wenn f=xi^, q} = 2a'iX2,

1^5 = x^. In diesem Beispiele verschwindet die Jacobi'sche
Determinante identisch, ohne dass man /"= cp -\- lip setzen könnte.

„ 315, Zeile 13— 15 v. o. lies 2/2» "31 "1 statt v.^, v^, v^.

„ 318, „ 16 V. 0. lies «/-2/;;'-2c^»-2 statt «^6_^.c^.

„ 325, „ 11 der Anmk. lies ij f^^'^ statt f^f'K

„ 328, „ 13 u. 10 V. u. lies 2b statt b.

„ 329, In Betreff der Untersuchung singulärer Punkte sei noch auf einen Auf-

satz von Stolz verwiesen: Math. Aunalen, Bd. 8.

,, 337, In Gl. (21) ist vor das Wurzelzeichen der Factor ?/ zu setzen.

„ 340, Zeile 4 v. u. lies k = q -\- r — 2 statt k' = Ic -\- 1 = q -{- r — 1.

„ 1 V, u. lies P = t (r -f 2 9) (r — 1).

„ 341, „ 2 V. 0. lies Ö = i{r(r-l) + ^(y-l)}.
„ 341, In Betreff eines exacten Beweises der in Zeile 12— 6 v. u. angegebenen

Umkehr des vorhergehenden Satzes sei auf den angeführten Auf-

satz von Nöther verwiesen.

„ 347, Zeile 17 v. u. lies (2) statt (3) und (3) statt (2).

„ 356, „ 2 u. 4 V. 0. lies -j- statt —

.

„ 357, „ 10 V. 0. lies a^ statt a^^.

„ 360, „ 12 V. u. lies 3(n — 2)(a6c)2 statt 3 (aic)«.

„ 1 V, u. und Seite 361, Zeile 1—4. Ein Beweis dafür, dass die

Hesse'sche Curve im Allgemeinen keine Singularitäten hat, liegt

jedoch darin, dass im Folgenden die Singularitäten der Steiner'-
schen Curve unabhängig von denen der Hesse 'sehen Curve be-

stimmt werden, und dass beide Curven eindeutig auf einander

bezogen, also von gleichem Geschlechte sind.

„ 3 der zweiten Anmerkung lies „Klasse" statt „Ordnung".

„ 363, „ 8 V. u. lies v^dyi statt d^ und Zeile 2 v. u. lies qv dx/.

statt Qdx/^.

„ 371, „ 18 V. u. lies „also" statt „aber".

„ 373, „ 10 V. 0. lies „umschrieben" statt „eingeschrieben".

,, 376, Zu der in Zeile 19— 22 v. 0. ausgesprochenen Behauptung vgl. die

Entwicklungen auf p. 760 ff.

„ 377, Der in der ersten Anmerkung ausgesprochene Satz erleidet Aus-
nahmen, wenn die drei Grundcurven theilweise aus mehrfach
zählenden Zweigen bestehen; vgl. den Zusatz zu p. 304 und



1048 Zusätze lind Verbesserungen,

zwei Noten von Gordan und Nöther in den Sitzungsberichten

der physikalisch medicinischen Gesellschaft zu Erlangen, 1875,

sowie einen Aufsatz derselben in Bd. 10 der Math. Annalen.

Seite 383 , Zeile 8 v. o. lies (cc' + ß) statt (a -f- ß).

„ 397, In Fig. 55, h sind in dem untern Winkel zwischen u und v die Buch-
staben cp und ip zu vertauschen.

„ 405, Zeile 18 v. u. lies „endliche" statt „unendliche".

„ 12 V. u. Die Zahlen /, S sind nicht nur von der Reihe /f,, sondern
auch von der Reihe /i^ unabhängig. Nach dem Satze auf p. 400
nämlich hängen diese Zahlen von dem Grade derjenigen Bedin-

gung in den Coefficienten der Reihe R, ab, welche aussagt, dass

ein Schnittpunkt zweier zusamme agehörigen C2 der beiden Rei-

hen auf einer beliebig gewählten Geraden n liegt. Diese Be-
dingung ist eben, die Resultante der Gleichung u^ = und der

Gleichungen der beiden Reihen und also vom zweiten Grade in

den Coefficienten jeder der beiden letzteren. Die Coefficienten

a^j^ von /i'j aber lassen sich in Folge unserer Construction ein-

deutig durch die Coefficienten (ij,. von /{^ ausdrücken. Der Grad

der Resultante in diesen wird also abhängen von dem Grade
der a^/. in den a-f.; und dieser Grad wiederum hängt allein von

der Art ab, wie die eindeutige Beziehung von //j auf //j ver-

mittelt wird, nicht von diesen Reihen selbst, derselbe ist daher
durch bestimmte Zahlen gegeben, und also sind auch y', S reine

Zahlcnfactoren. Die Zahlen «, b, c in y(i-\-Sv hängen daher
nur noch von den Zahlen a, ß und somit nur noch von der ge-

gebenen (X)^- Reihe ab.

„ 417, Zeile 2 v. 0. lies 199 n statt 196«, und Zeile 19 v. 0. lies 5, 5. 5 statt

5, 4, 4.

i, 428, „ 14 V. 0. lies \ m (m -j- 3) — 1 statt l m {m -\- 3)..

„ 434, „ 21 V. u. lies residual statt äquivalent.

,, 436, „ 11 V. u, lies ii — 2 — r statt n — 3 — r.

„ 451, „ 12 V. u. lies i^ kj statt kj.
In Zeile 6 u. 5 v. u. lies (« — 1) {1\ — T^) statt '/'j — T,.

,, 453, Zeile 9 v. 0. Der Factor y ist vor die eckige Klammer zu setzen.

„ 457, „ 8 V. 0. lies: (y (« — 1), y (n — 1))^,, welche einem Punkte von f

die y (n — 1) Schnittpunkte der von ihm ....

„ 459, Zu dem Zeut he n 'sehen Satze vgl. die zweite Anmerkung auf p. 681.

„ 469, Zeile 15 v. u. lies (q -f 1) statt (q — 1).

„ 474, ,, 7 V. 0. Dass als Zahlenfactor bei (q — 1) kein anderer als -f- 1

oder — 1 auftreten kann, übersieht man leicht.

„ 478, „ 10 V. o. lies ^ n (n -j- 3) — 1 statt i n (w -f 3).

„ 484 ff. Der hier bewiesene Satz ist (nach einer Mittheilung von Frahm
an den Herausgeber) auch eine unmittelbare Folge des später

gegebenen Satzes über die Ersetzbarkeit der Cremen a'schen

Transformationen durch quadratische.

„ 489, Zeile 3 der Anmk. Das Wort ,,somit" ist zu streichen.

M 493, „ 16 V. 0. lies: in jedem Factor fi^^ixi, xz) von r = l bis

r = li mindestens . . .

„ 19 v. 0. und Zeile 16 v. u. lies immer / statt i.

,, 494, „ 18 V. 0. lies 2 {n ^ 1)« statt ^ (n — 1) (2 w — 1).
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Seite 498, Zeile 6 v. o. lies „CoUineation" statt „Combination",

„ 517, „ 8 V. u. lies — iP statt — ih^.

„ 522, In Gl. (11) lies M/^ statt u^^; vgl. hierzu p. 550.

Zeile 15 v. u. lies „?/ und u" statt „v und w".

„ 525, In Gl. (19) lies 8 statt |.

„ 540, Zeile 8. v. u. lies a statt y.

„ 557, „ 1. V. 0. lies e statt ri und Zeile 7 lies (14) statt (20).

„ 560, „ 16 V. o. lies Gj
«.-^^A

- ^2 '''A/'
^*^^*

^l'^'^Ä
~ ^'z^ikh-

„ 573, In Gl. (33) sind s und s* zu vertauschen.

„ 578, Zeile 10 v. 0. lies ^2 — f'vi statt vi - f'wj.

„ 587, „ 1 V. u. lies Q X (i^ u. ß X^ (i bez. statt l^^ u. l^fi.

„ 588, „ 2 u. 5 V. 0. lies GX^fi^ statt X^fi^ und Zeile 7 lies 36 2/,//2

statt «i?/2-

„ 593, ,, 1 V. 0. lies ni statt 2Tti.

„ 598, Der in der Anmerkung gegebene Beweis bedarf noch einer Ergänzung
für den Fall, dass die Polaren vielfache Zweige besitzen ; doch

gilt auch dann immer noch der Hesse'sche Satz; vgl. den Zu-

satz zu p. 377 und die dort genannten Arbeiten von Gordan und
Nöther.

„ 602, In Gl. (1) und (2) ist in den Klammern a?, und x., zu vertauschen.

„ 624, Zeile 12 v. u. lies 63,,, _ j scA statt 63^, _jcA; und in der letzten

Verticalreihe der Determinante H ist immer scA statt cA zu

setzen.

„ 627, Zeile 16 u. 15 v. u. sind a:, und X2 zu vertauschen.

„ 629, „ 14 V. 0. lies scAf{s^) statt cAf(s^).

„ 634, „ 2 V. 0. lies Aj statt A3 und Zeile 3 lies \Tf- ISA statt

„ 636, „ G V. u. lies 55 = 4^ statt dS= T.

„ 637,- „ 8 V. u. lies u^^ statt u^.

„ 642, In den letzten beiden Gl. (49) lies T« statt T.

„ 644, Zeile 9 v. u. lies \'^i, statt \i,.

„ 649— 654, Lies immer x' — x"' statt x"' — x'.

„ 650 f. Lies — (rap) statt (rap).

„ 653, Zeile 7 v. 0. lies p^^^ = 120 p^ _ 36 Sp + 16 T.

„ 654, „ I V. u. lies: p (3«) == p - 4p'^
^'^

''^l^pji^-J'^^
^' '

•

„ 655, „ 2 V. o. lies: j(^^-p) (l2p/,'2 -;/'«)+ 4p'2//'j (12^7/2 -p"2)

16p'« = 0.

„ 659, „ 2 und 10 v. u. lies 1536 statt 384.

„ 667, ,, 8 V. o. lies n statt p und in der ersten Anmk. v -\- p — l statt

r + p — 2.

,, 676, In (22) lies ^ statt < und Zeile 17 u. 19 v. o. lies v statt n.

„ 680, Zeile 11 u. 10 v. u. sind die Buchstaben und U zu vertauschen;

und Zeile 6 v. u. lies n statt v.

„ 711, „ G u. 7 V. u. lies p — 2 statt p — 3.

„ 719, „ 11 V. 0. lies 2/3 = statt tj^ = 0.

,, 723, „ 17 V. o. lies ns — 27«,- ^^- statt s(«* — Sa-t-y

„ 729, „ 15 V. u. lies — rHa^' t/ — fw statt — rUa^t^'
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Seite 738, Zeile 4 v. u. Das Glied — 2yy' auf der rechten Seite der Gleichung

ist zu streichen.

„ 1 u. 2 V. u. lies: = "A:^ — 2 n = a ß' -{- cc' ß — ^yy'p, wenn

;; ==|.(n — 1) (n —,2) — 1. Es bleiben also die auf p. 732 und
736 gefundenen Resultate auch hier richtig.

„ 739, „ 3 V. u. lies (32) statt (25).

„ 743, „ 12 V. u. lies z statt x.

„ 744, „ 8 V. u. lies „Quadrupel" statt „Tripel".

„ 753, Die Zahlen in Zeile IG und 19 v. o. sind zu vertauschen.

„ 759, Zeile 16 u. 5 v. u. sind die Zahlen ?i. und p, bez. 7i und q in den
Klammern zu vertauschen.

„ 761 f. Der hier gegebene Beweis bezieht sich nur auf den Fall w>2;«;
ein analoger für n < 2 >« ist leicht durchzuführen.

„ 763, In den Gl. (12) lies: X = | w (n — 3) — ^ r (r — 3) und : u, = ^ (« _ r)

(n — 3 r -f 3).

„ 805, Zeile 1 v. u. lies tp^ (|) statt cpf^ (|).

„ 825, Für die Behandlung homogener Differentialausdrücke, insbesondere

bei Ableitung des Abel'schen Theorems vgl. auch: Cremona:
Sugli integrali a diffcrenziale algebraico, Memorie delF academia

delle scienze dell' Istituto di Bologna, Serie 2, t. 10, 1870.
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