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Vorwort,

In der vor vierzehn Jahren von Riemanü veröfFentlichten

Schrift: „Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Func-

tionen einer veränderlichen complexen Grösse"*) finden sich

zwei Gedanken ausgesprochen, die von fundamentaler Be-

deutung sind.

Während man bis dahin bei Behandlung solcher Func-

tionen ausging von einem Ausdruck der Function, durch

welchen ihr Werth für jeden Werth des Arguments definirt

wird, erkannte Riemann, dass es für viele Untersuchungen

zweckmässiger und natürlicher ist, die Functionen zu defi-

niren durch gewisse Merkmale ihrer Stetigkeit oder

Unstetigkeit Wenn dieser Gedanke auch nicht voll-

ständig neu ist, sondern in seinen ersten Anfängen weiter

zurückreicht, so hat doch Riemann zuerst sein volles Ge-

wicht erkannt, und zuerst denselben, entkleidet von aller

fremdartiger Beimischung, in allgemeiner und zugleich be-

stimmter Weise ausgesprochen

Vollständig neu Ist der zweite Gedanke. Die von Gauss
angegebene Methode, die Werthe einer von einem comple-

xen Argument abhängenden Function auf einer Fläche aus-

zubreiten, war nur anwendbar auf einwerthige Functionen.

Riemann zeigte, dass die m ehr werthigen Functionen einer

ganz ähnlichen Behandlung fähig sind, sobald man Flächen

in Anwendung bringt, die aus mehreren über einander liegen-

den, an einzelnen Stellen mit einander verwachsenen Blättern

bestehen, und die, was ihre nähere Beschaffenheit anbelangt,

^) Doctor-Dissertation. Göttingen 1851.
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IV Vorwort.

abhängig sind von der individuellen Natur der gerade be-

trachteten Functipn.

Es scheinen diese Gedanken zu Anfang wenig beachtet

zu sein. Welcher Wirkung dieselben aber fähig sind, zeigte

sich bald und in überraschender Weise, als Riemann die-

selben in Anwendung brachte auf die Elliptischen und Abel-

schen Integrale, und als es ihm glückte, in diesen Regionen

zu einer Theorie*) zu gelangen, die über die früher inne

gehaltenen Grenzen weit hinausreichte. Vieles aufklärte, was

bis dahin dunkel war, und Manches vereinigte, was früher

getrennt erschien.

In einem Punct scheint die Theorie allerdings mangel-

haft zu sein. Sie zeigt, wie die Umkehrung der AbePschen

Integrale, sobald die ^-Function einmal bekannt ist, mit

Hülfe dieser Function bewerkstelligt werden kann; sie giebt

hingegen keinen Aufschluss über die innere Nothwendigkeit,

welche von den Abel'schen Integralen zur Bildung jener

d'-Function hinleitet. Doch wird dieserUebelstand ohne Zweifel

von selber verschwinden, sobald die Riemann'schen Gedanken

und die durch sie begründete neue Anschauungsweise erst

in weiterem Umfange zur Herrschaft gelangt sein werden.

Wie gCAvaltig nämlich die Erfolge auch sein mögen,

welche im Gebiet der Elliptischen und Abel'schen Integrale

durch die neue Anschauungsweise errungen wurden, so sind

sie doch nur als ein erstes Beispiel zu betrachten. Es giebt

andere Theile der mathematischen Wissenschaft, auf welche

jene Anschauungsweise wahrscheinlich von nicht minder

kraftvoller Wirkung sein wird.

Dass bisher wenig geschehen, was solche Erwartungen

rechtfertigt, hat seinen Grund darin, dass die neuen Ge-
danken, und dass namentlich die mit diesen zusammen-

hängenden neuen Methoden sich noch nicht hinreichend

Bahn gebrochen haben.

Um mich deutlicher ausdrücken zu können, erinnere ich

an die Differential- und Integral-Rechnung. Die dieser Dis-

*) Riemanu's Theorie der Abel'schen Functionen, und drei andere

dazu gehörige Aufsätze in Borchardt's Journal. Band 54.



Vorwort. V

ciplin zu Grunde liegenden Gedanken sind ihrem Wesen
nach einfach, an Zahl geringe. Um aber diese Gedanken

benutzen zu können, bedarf es nicht allein ihrer Kenntniss,

Sondern auch eines sorgfältigen und mühsamen Studiums der

aus ihnen entspringenden Methoden. Ebenso verhält es sich

mit der durch Riomann begründeten neuen Disciplin. Auch
hier liegt eine weite Kluft zwischen der Kenntniss der ein-

fachen Grundgedanken und zwischen der Kenntniss der sich

anschliessenden Methoden.

Allerdings sind diese Methoden von Riemann entwickelt,

entwickelt in ansehnlichem Umfange. Wer sie aber aus

diesen Entwickelungen kennen lernen will, hat einen be-

schwerlichen und steil ansteigenden Weg vor sich, von viel-

fach wechselnder Richtung.

Eine Vorlesung, die ich im Sommersemester 1863 an

der Universität Halle über diesen Gegenstand hielt, veran-

lasste mich, nach einem Wege zu suchen, der ein möglichst

bequemes und stetiges Ansteigen gestattet, und der zugleich

in massigen Intervallen auf Ruhepuncte führt, von denen

aus die jedesmal zurückgelegte Wegstrecke deutlich über-

sehen werden kann. Zugleich schien es, falls der gewählte

Weg die aufzuwendende Mühe lohnen sollte, nothwendig,

von Anfang an ein festes Ziel ins Auge zu fassen, und

Alles, was zu weit ausser der so bestimmten Richtung lag,

vorläufig unbeachtet zu lassen. Es darf daher nicht befrem-

den, wenn in dem vorliegenden Lehrbuch, welches im We-
sentlichen den Inhalt der damals gehaltenen Vorlesung aus-

macht, Manches fehlt, was an und für sich wichtig ist, z. B.

fast Alles, was auf die Convergenz der Reihen Bezug hat.

Während ich übrigens in jener Vorlesung nur bis zur

Umkehrung der Elliptischen Integrale vorzudringen für an-

gemessen fand, bin ich gegenwärtig weiter gegangen, näm-

lich bis zur Umkehrung der Abel'schen Integrale*). Ausser-

*) Der letzte Theil des vorliegenden Lehrbuchs führt zu Resultaten,

die ich in gedrängter Kürze und ohne weitere Begründung schon früher

veröffentlicht habe in einer kleinen Schrift: „Die Umkehrung der Abel'-

schen Integrale", Halle 1863,
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dem ist in der ZAvisclienzeit auch Manches geändert, was

damals nicht anschaulich genug hervortrat, oder nicht hin-

reichend strenge zu sein schien.

Meine Darstellung fusst ausschliesslich auf dem Studium^

der von Riomann veröffentlichten und bereits genannten Ab-
handlungen*). Was im Lauf der letzten Jahre (in directer

oder indirecter Weise) durch die Schriften von Roch und
Prym über Riemann's Vorlesungen bekannt wurde**),

konnte nicht mehr von Einfluss v^erden auf das vorliegende

Lehrbuch, welches damals in Plan und Anordnung bereits

eine ihm eigenthümliche und feste Gestaltung gewonnen hatte.

Als meine Arbeit fast völlig zum Abschluss gebracht

war, erschien das schätzbare Werk von Du rege***). In

demselben zeigte sich Manches behandelt, was ich ebenfalls

bearbeitet hatte, Manches auch in helles Licht gestellt, was
in meiner Arbeit nur schwach angedeutet war oder wohl

ganz fehlte. Im Ganzen erschienen Ziel und Anordnung des

Werks von Durege von denen des meinigen so Avesentlich

verschieden, dass ich die Veröffentlichung meiner Arbeit

keinen Augenblick beanstandet habe.

Ich glaube, dass die Schwierigkeiten, welche dem Ver-

ständniss der Riemann 'sehen Abhandlungen entgegenstehen,

durch das vorliegende Lehrbuch beseitigt sein werden.

Ausgenommen bleibt dabei allerdings ein wesentlicher Punct,

*) Erwähnen muss ich dabei jedoch eines Gedankens, der mir ans

Riemann's Vorlesungen durch mündliche Ueberlieferung zu Ohren

kam, und der auf meine Darstellung von nicht geringem Einfluss wurde.

Dieser Gedanke besteht in der Projection der auf der Horizontal-
Ebene ausgebreiteten Functionswerthe nach einer Kugel fläche hin.

Ich habe dieser (wie ich glaube nur beiläufig) von Kiemann angegebe-

nen Projection noch eine zweite (die Projection von der Kugelfläche
auf die Antipoden-Ebene) hinzugefügt; und glaube, dass diese geo-

metrischen Vorstellungen, obwohl für die Wissenschaft selber unwesent-

lich, für die erste Einführung in die von Eiemann begründete neue

Disciplin von grossem Vortheil sein werden.

**) Roch's Aufsätze im Schlömilch'schen Journal. Prym, Theoria

nova functionum ultraellipticarum. Dissertatio inauguralis, Berlin,

1863.

***) Durege, Elemente der Theorie der Functionen. Leipzig, 1864.
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welcher in meine Darstellung (ihrem ganzen Gange nach

nicht hiiieinpasste, nämlich die Darlegung und Anwendung
des Dirichlet'schen Princips. Das Wesentliche hierüber

gedenke ich bei späterer Gelegenheit kurz zusammenzu-
stellen*).

Basel; Januar 1865.

Der Verfasser.

*) Solches ist inzwischen bereits geschehen durch eine kleine Schrift,

die gegenwärtig (October 18G5) im Druck begriffen ist, und die den Titel

führt: ,,r){is Dirichlet'sche Princip in seiner Anwendung auf die

Riemann' sehen Flächen."
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Ei^te Vorlesung.

Definition der Exponential-Function, der Functio-

nen Sinus und Cosinus, und der .^-Functionen.

Erster Abschnitt. Ueber die Definition der Function ^ '+'>.

Die ins Unendliche fortlaufende Reihe

(''^ 1+f + Ä+ 17^ + 1X^4 + •••

ist bekanntlich — gleichgültig- oh die Grösse z*) reell oder ima-

ginär ist — jederzeit convergent. Die Summe dieser Reihe —
sie mag f{z) genannt werden — wird also eine von z abhängende
Function sein, welche für jedwedes Argument z einen völlig
bestimmten Wertli besitzt.

Wir wollen nun diese Function f [z] näher untersuchen , und
mehrere merkwürdige Eigenschaften derselben zu Tage treten lassen.

Stellen wir den Werth von f [z) nach einander für zwei ver-

schiedene Argumente, für das Argument z, und für das Argu-
ment Z auf;

(2) A'=) = i+t + j^+,-5^+...,

SO ergiebt sich durch Multiplication dieser beiden Werthe:

*) Unter x und y sollen — wenigstens von Anfang- — immer nur
reelle Grössen verstanden; imaginäre Grössen hingegen, also Grös-

sen von der Form x -\-y V^^l oder x + yi sollen mit z bezeichnet
werden.

Neuniaun, Aborsche Inlegialc,
][
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(4) f{z).f{Z) = l +
'

+
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beliebige 7^6 eile oder imnginih^e Grössen, so ist das Producl von

f{z) und f [Z] jederzeit gleich dem Werihe von f[z + Z).

Zweite Eigenschaft. Versteht man unter z eine ganz be-

liebige reelle oder imaginäre Grösse und unter n irgendwelche

positive ganze Zahl, so ist die ??.''" Potenz von f [z] jederzeit gleich

dem Werihe von f{nz).

Mit Hülfe dieser beiden Eigenschaften ist es nun sehr leicht,

die Werthe der Function f{z) für jedes beliebige reelle Argu-

ment z zu berechnen. Zunächst crgiebt sich aus der Definition

von f (r) , dass

(1) /•(o) = i

ist. Nehmen wir zweitens für z den Werth 1, so erhalten wir

und hieraus durch wirkliche Ausführung der Summation:

/(l) = 2,718 ...
^

Diese Zahl 2,718 . . . spielt bekanntlich in der Mathematik eine

grosse Rolle; sie mag wie gewöhnlich mit e bezeichnet werden.

Also:

(2) /(!) = 2,718 ... = e.

Verstehen wir unter p irgend welche positive ganze Zahl, so

erhalten wir zufolge der zweiten Eigenschaft von f folgende bei-

den Gleichungen:

also mit Zuziehung des in (2j für f{l) gefundenen Werthes:

eP^ f[p).

d. i.
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(K:;))'=^'").

also mit Zuziehung von (3)

(5) f(i)=y7. = ei

Endlich erhalten wir zufolge der ersten Eigenschaft von f:

also mit Zuziehung von (1) und (5):

Da p und q irgend welche positive gan^ze Zahlen sind, so

wird der Werth von - , durch geeignete Annahme dieser beiden

Zahlen, jeder beliebig gegebenen reellen Grösse unendlich nahe

gebracht werden können, vorausgesetzt, dass die gegebene Grösse

positiv ist; und ebenso wird der Werth von — — jeuer beliebig

gegebenen reellen Grösse in dem Falle unendlich nahe gebracht

werden kömien, dass dieselbe negativ ist. Sämmtliche überhaupt

vorhandenen reellen Grössen sind daher in den beiden Formen

- und — - enthalten.

Die Gleichungen (5) und Iß) zeigen aber, dass der Werth

von f (z) für z = - oder für z ^=: — ^ dadurch erhalten wiid,

dass man die Zahl e zur Potenz — oder zur Potenz — - erhebt,
g 9

und führen demnach zu Folgendem.

Für jedwedes reelle Argument z ist der Werth der Function

gleich e-, d. i. gleich der 2^™ Potenz von 2,718. . .

Ist irgend welche reelle Grösse x gegeben, so werden wir

gegenwärtig, um die x^" Potenz von 2,718. . . oder e zu erhalten,

zwei von einander völlig verschiedene Äletboden — nach Belieben

die eine oder die andere — in Anwendung bringen können. Die
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eine Methode ist die ge>vöhnliclie, althergebrachte; sie

besteht bekanntHch darin, dass man zuvörderst einen aus zwei

positiven ganzen Zahlen p, q zusammengesetzten Bruch + — auf-

sucht, welcher der gegebenen Grösse x seinerii Werthe nach mög-
lichst nahe liegt, dass man sodann aus der Zahl 2,718... die

^"^ Wurzel auszieht, und dass man endlich den für diese AVurzel

erhaltenen Werth zur + 7)'«" Potenz erhebt. Die andere Me-

thode ist jener gegenüber als eine neue zu bezeichnen; sie wird

uns durch den eben gefundenen Satz eröffnet, und besteht darin,

dass man zunächst für die gegebene Grösse x die Reihe

n3 .nr-i

1 _ Jl_
' 1 ' 1.2' 1.2.3' 1.2.3.4'

aufstellt, und sodann möglichst viele Glieder dieser Reihe zu-

sammen addirt. Beide Methoden leiden, falls es sich um die

wirkliche numerische Berechnung der x^^" Potenz von e handelt,

an demselben Fehler, nämlich an dein Fehler der üngenauigkeit;

denn beide werden jederzeit nur näherungsweise richtige Resultate

liefern , ein Umstand , der übrigens um so weniger von Bedeutung

ist, als auch die Zahl e selber, was ihren numerischen NA'ertb

anbelangt, immer nur näherungsweise angegeben werden kann.

Wie dem auch sei — jedensfalls gelangen wir in Hinblick auf

die beiden verschiedenen Methoden, durch welche der Werth von

e^ ermittelt werden kann, zu folgendem Ausspruch:

Versteht man unter x irgend welche reelle Grösse, so köyinen

für die Bedeutung der Function e^ oder (2,718 . . .y zwei von einan-

der ganz verschiedene Definitionen aufgestellt werden, einerseits die

gewöhnliche, auf Potenzerhebungen und Wurzelausziehun-
gen beruhende, imd andererseits diejenige, welche durch die un-

endliche Reihe
pcc — 1 _i_ iE. 4. j^^ |_

'^
_| ^ _i_^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ 1.2.3.4^'"

dargeboten wird. Es dürfte — wenn auch nicht völlig begründet —
zur bequemern Unterschcidutig zweckmässig sein, die erstere Defini-

tion die algebraische, die letztere hingegen die transcendenle

zu nennen.

Um einen Ueberblick über die Gesammtheit der in e^ ent-

haltenen Werthe, d. h. einen Ueberblick über alle Werthe zu

gewinnen, welche die Function c^ der Reihe nach annimmt, wäh-

rend der Exponent x alle zwischen — 00 und -f 00 liegenden



6 Ersle Vorlesiini.

reel leii AVcrllic tliuclilaiirt, whd Uicils die eine, Üieils auch die

andere Definition von Nutzen sein.

Nehmen wir zunächst l'ür x die auf einander loigenden gan-

zen Zahlen:

- 3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3,

so erhalten wir für die Function c-^ ihrer algebraischen De-

finition zufolge, der Ileihc nach die Werthc:111,—, -~, -- , 1 , e, cc, eee,
ece ce c

also Werthe, welche für .r = -f oo unendlich gross, und für

a? = — oo unendlich klein, d. i. Null werden. Wenn wir uns

demnach eine Curve vorstellen, welche die auf einander folgen-

den Werthe von x zu Abscissen, und die zugehörigen Werthe

von C'^ zu Ordinatcn hat, so wird diese Curve — vorausgesetzt,

dass wir uns die Abscissenachse horizontal und von links nach

rechts fortlaufend denken — im Grossen und Ganzen etwa die

1) angegebene Gestalt besitzen. Sie

ihrem ganzen Laufe

in beistehender Figur (Fig.

Fü^ 1.
wird nämlich

nach oberhalb der Abscissenachse

liegen, nach rechts hin unendlich

hoch über diese Achse emporsteigen,

und nach links hin unendlich nahe

zu derselben herabsinken.

Eine genauere Vorstellung von

dieser Curve gewinnen Avir nun aber

vermittelst der transcendenten
Definition von c-^. Dieser zufolge ist

nämlich

:

~
1 ^ 1.2 ~ 1.2.3 ^ 1, 2.3.4

^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 ^ '

mithin

:

dx

d. i.

de^
,^

dx

Dezeichnen wir also irgend eine Abscisse oa unserer Curve

mit X, und die zugehörige Ordinate aß mit X, so wird

dX ^ Y
dx



dcc
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5« mmtlichc Werlhe von z Bedeutung besitzt, so tnuss man die ur-

sprüngliche algebraische Definition von e-, als unzureichend, fal-

len lassen, und an ihrer Stelle die transcendente Definition

z z^ z^ z*
e-- = l + 7 + 1 .

2
"*"

i . 2:8 + TTsTsTI + "
*

'

in Kraft treten lassen. Diese neue Definition soll in Zukunft beständig

festgehalten werden; es ist bekanntlich diejenige, welche allgemein

adoptirt ist.

Die Function c- besitzt nun auch in den Fällen, wo z ima-

ginär ist, also in den Fällen, wo es zu ihrer Definition der un-

endlichen Reihe

Z 2^ Z^ Z*

^ "^ T "^ r2 "•" TTO """
1.2.3.4

""•••

bedarf, immer noch die wesentlichen Eigenschaf ten einer

Potenz. Denn mit IlinbUck auf die Ergebnisse, zu welchen wir

früher (S. 2) in Betreff dieser Reihe gelangt sind, ergiebt sich

sofort, dass die Formeln

e- . e^ = c^+^,

Gültigkeit besitzen, gleichgültig ob man der Function e- ihre

ursprüngliche algebraische Definition, oder ob man derselben die

durch jene Reihe ausgedrückte transcendente Definition zu Grunde

legt.

Dies ist der Grund, weshalb man die in Rede stehende

Function auch in ihrer erweiterten, durch jene Reihe dargestell-

ten Bedeutung immer noch eine Potenz von e nennt, und zu-

gleich der Grund, weshalb man das Symbol e-, welches der Func-

tion zukam, so lange sie in ihr ursprüngliches enges Gebiet ein-

gezwängt war, ungeändert hinübernimmt in das unumschränkte,

allgemeine Gebiet, auf welchem sie sich gegenwärtig bewegt.

Zweiter Abschnitt. Ueber die Definition der Functionen

sin {x -\- ig) und cos {x + ig).

Versteht man unter x eine Grösse, welche alle möglichen

reellen Werthc annehmen darf, also eine Grösse, deren Werthe,

geometrisch ausgedrückt, durch die auf einander folgenden Puncte

einer geraden, von — 00 bis + 00 fortlaufenden Linie reprä-

sentirt werden , und unter f^ [x] , f^ {x) zwei von jener Grösse
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abhängende stelige Functionen, welche für .r = o ein und den-

selben Werth besitzen, und welche ausserdem beide der Dit-

ferentialgleichung

Genüge leisten, wo C irgend welche Constanle vorstellt; so wer-

den diese beiden Functionen, wie man sofort übersieht, für

sämmtliche VVerthe von x unter einander identisch sein.

Auf Grund dieser Bemerkung können wir ohne Schwierigkeit

zu einem wi<;htigen Zusammenhange gelangen, der zwischen der

eben besprochenen Function e~ und zwischen denjenigen trigono-

metrischen Linien stattfindet, die man mit den Namen sinus und

Cosinus bezeichnet.

Nehmen wir in der Function e~ für das Argument z den

Werth ix, wo {= )/— 1, und x irgend welche reelle Grösse

vorstellen soll, so haben wir der Definition jener Function zufolge:

^ -^ -^ 1 ^ 1.2 ^ 1.2.3 T^ •• •
'

und hieraus ergiebt sich, wenn wir nach x dilferenziren:

— ==e(l -F-H--^-!-...),

d. i.

(1) ^ = ^'-^'-^-

Die Bedeutungen von sin a; und cos .r liegen, so lange x

reell bleibt, klar zu Tage, werden nämlich, so lange solches der

Fall ist, unmittelbar durch ihre geometrische Definition dar-

geboten. Gleichzeitig ergiebt sich aus dieser Definition auch , dass

,^, d sin X d cos x
(2 —,— = COS X, —z— = — sin o;
^ ' dx dx

ist. Wir bilden nun — immer unter der Voraussetzung, dass x

reell bleibt — den Ausdruck:

cos X -\- i sin x,

und erhalten, wenn wir diesen Ausdruck nach .r difVerenziren,

mit Rücksicht auf (2) folgende Formel:

d (cos X -j- i sin x) ...—

^

^ = — sin o; 4" ^ *^t)s ^'>
dx

oder, was dasselbe ist:
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,„, d (cos X 4- i sin x) . ,
i

• • \

(3)
' — - -v^ = i (cos X + t sm x).

Die Fornielii (1) und (3) zeigen, dass die Functionen

e^-'^ und cos o; + i sin o;

beide derselben Dillercnlialgleichung, nämlich der Diüerential-

gleichung

Genüge leisten. Ausserdejn besitzen diese Functionen für x ~- 0,

wie man sofort erkennt, beide denselben VVerth, nämlich den

Werth 1. Daraus aber folgt, gemäss der zu Anfang gemachten

Bemerkung, dass diese beiden Functionen für alle reellen Werthe

von X unter einander identisch sind. Somit haben wir folgen-

den Satz:

Für jedwedes reelle Argument x ist der Werth der Function

e'-'^ gleich dem Werthe von cos x + i sin x.

Aus der Formel

(4) e'-^' = cos X -f- i sin x

ergiebt sich , Avenn uir x mit — x vertauschen

:

(5) e~'-^' ;= cos X — i sin x.

Und aus diesen beiden Formeln (4) und (5) erhalten wir nun

durch Addition und Subtraction sofort:

'

^- == —^—

.

x=—^-,
oder, wenn wir für e'^ und e-'"*^ ihre eigentlichen Bedeutungen:

e — ^ + 1 + i72 + rrsTä + +
.-UV ^ i __ «>• .(!£)!_ J^ll, J

1 "^ 1.2 1.2.3
"•"

substituiren

(7)

cos X = 1 — '

H 4-
1.2 ~ 1.2.3.4 ^

sin X = X U .

'^
L

1.2.3 ~ 1.2.3.4.5 ^
Die ursprüngliche Definition für sin x und cos x ist eine rein

geometrische, beruht nämlich auf gewissen Abmessungen an einem
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mit dem Radius 1 beschricOetten Kreise. Diese urspriinyliche ßeßiä-

lion kann , wie wir gegenwärtig sehen , ersetzt tverden durch eine ge-

wisse transcendenle Definition, nämlich ersetzt werden durch die-

jenige Definition , welche durch die eben gefundenen unendlichen

Reihen

:

^'" -^ = ^^ - rr:^ + I72:€i:5 - + ••••

COSX = l-^+j-^^- + ....~

dargebotefi wird.

Nehiiicii wir bei den FiiDctioiicii siii x iiiul cos x au Stelle

des bisher gedachten reellen Argumentes x irgend ein imagi-
näres Argument x -\- iy oder z, so lässt uns die urspriuigliche

geometrische Definition völlig im Stiche, während die neue

transcendente Definition nach wie vor in Kraft bleibt; wir ge-

langen demnach zu folgendem Ausspruch:

Definition von sin z und cos z. Will man die Begriffe der

Functionen sin z und cos z der Art feststellen , dass dieselben nicht

nur für reelle, sondern für sä7nmtliche Werthe von z Bedeutimg

besitzen, so muss mati die ursprünglichen geometrischen Defini-

tionen von sin z und cos z, als unzureichend
, fallen lassen,- und dafür

die transcefidetiteti Definitioneti:

^'" '= '-T^ + 1x1x5 - + ••••

^•^^^ = ^-i~2 + rx3:4- + ----

in Kraft treten lassen. Diese letztern Definitionen sollen in Zukunft

'

bestä?idig festgehalten werden.

Die Relationen

Qix __ ßQg X -\- i sin X,

e~'^ = cos X — i sin x

sind vorhin für den Fall bewiesen worden, dass x reell ist.

Es lässt sich nun aber gegenwärtig, wenn man die für e- , sin z

und cos z festgesetzten allgemein gültigen Definitionen;

^^=.i + T + o + rtä + ----
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zu Grunde legt, mit Hiilfe dieser Reihen augeuhlirklich nach-

weisen, dass jene beiden Jtelationen auch noch dann in Kraft

bleiben, wenn man das in ihnen enthaltene reelle Argument x

nut irgend welchem imaginären Argumente x + iy oder z ver-

tauscht. Soniit ergiebt sich folgender Satz:

Versteht man unter z irgend welche Grösse — gleichgültig ob

dieselbe reell oder imaginär ist — , so wird Jederzeit

c'- = Cüs z -\- i sin z,

e~'- = cos z — / sin z

sein.

Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich leicht nachweisen, dass die

bekannten Formeln:

sin [x -\- y) = sin x . cos y -j- sin y . cos x , .

cos [x -\- y) = cos X .cosy — sin a: , sin y,

etc. etc. etc.

,

welche sich für die Functionen sinus und cosinus auf Grund ihrer

ursprünglichen geometrischen Definition ergeben, auch dann noch

gültig bleiben, wenn man die in jenen Formeln enthaltenen

reellen Argumente a-, y mit irgend welchen imaginären Grös-

sen vertauscht. Und in diesem Umstände liegt der Grund, wes-

halb man die Symbole sin und cos, welche jenen Functionen zu-

kamen, so lange dieselben in Folge ihrer ursprünglichen geo-

metrischen Definitionen auf ein gewisses eilges Gebiet beschränkt

waren, ungeändert hinübernimmt in das unumschränkte allge-

meine Gebiet, welches ihnen gegenwärtig durch Zugrundelegung

der transcendenten Definitionen eröffnet wird.

Dritter Abschnitt. Ueber die Definition von log (x -f iy); die

Vieldeutigkeit dieser Function.

Wenn in der Gleichung

f=ef
d. i. in der Gleichung f= (2,718... )9' die eine der beiden

Grössen f, cp gegeben ist, so muss es möglich sein, den Werth

der andern zu bestimmen.

Ist der Werth von (p gegeben, so bietet die Berechnung von

f keinerlei Schwierigkeiten dar. Denn zufolge unserer Definition

(S. 8) ist e'f gleich
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^ 1 ^1.2 ' 1.2.3 ^ 1.2.3.4 ^ '*

Isl also (p gegeben, so wird man, um f zu erlialten, nur die

"Summe dieser Reihe zu ])erechnen brauchen. Allerdings wird

man, in Anbelracht, dass diese Reihe sich ins Unendliche bin

erstreckt, mit Hülfe derselben immer nur einen näherungs-
weise richtigen Werth von f erhalten können; jedenfalls aber

ergiebt sich, dass durch Angabe von qp der zugehörige Werth
von f eindeutig^ bestimmt ist, oder mit andern Worten, dass

f eine eindeutige Function von cp ist.

Anders verhält es sidi , w ie w ir sogleich sehen w erden, wenn
wir uns die umgekehrte Aufgabe stellen, wenn wir nämlich / als

gegeben ansehen, und (p berechnen wollen. In diesem Falle wer-

den sich nämlich für jedes gegebene /"u neu dli ch viele Werthe

von (p ergeben. Man nennt, falls f gegeben ist, die zugehörige

Grösse 90 bekanntlich den Logarithmus oder genauer ausge-

drückt den natürlichen Logarithmus von f, und bezeichnet

dieselbe durch das Symbol log f.

Wir wollen den gegebenen Werth von f mit x -f iy und

den gesuchten unbekannten Werth von 9) mit u + iv bezeichnen,

wo u und V, ebenso wie x und y, reell, und / =r ^^I^Y sein

sollen.

Es handelt sich also darum, aus der Gleichung

(1) X -^ iy :== e"-^''--
,

*

oder, was dasselbe ist, aus der Gleichung

(^) X + iy = e" . e'"

die Werthe der beiden reellen Grössen u und v zu bestimmen.

Mit Rückblick auf einen früheren Satz (S. 12) können wir diese

Gleichung auch so darstellen:

(3) X -\- iy = e" . (cos*?; -f i sin ?;)

;

und es spaltet sich demnach dieselbe, weim wir das Reelle und
Imaginäre sondern, in folgende beiden Gleichungen:

/^\ IX = e" . cos V,

\y t= e" . sin v.

Aus diesen aber ergiebt sich, wenn wir den positiven Werth
von f/x^ -f y'^ zur Abkürzung mit r bezeichnen:
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(5)
/fOS V = + —

,

I

sin ?7 = 4- ^.

wo entweder durcliweg das obere Zeichen +, oder dnrcli-

weg das untere Zeichen — zu nehmen ist.

Gehen wir der nnhekannten reellen

Grösse u nach einander alle möglichen zwi-

schen — oo und + oo liegenden Werthe,

herechnen wir jedesmal den zugehörigen

Wertli von e", und construiren vvir eine

Curve, welche die Werthe von «zu Abscissen,

.

und die zugehörigen Werthe von e" zu Or-

dinalen hat, so werden wir, wie wir früher

(S. 6 und 7) gesehen hahen, eine Curve

(Fig. 2) erhalten, welche ihrem ganzen Laufe

nach oberhalb der Abscissenachse liegt, und

welche von links nach rechts hin beständig
im Steigen begriffen ist. Unter sämmtlichen Werthen, welche

die mit dem reellen Exponenten u behaftete Grösse e" über-

haupt anzunehmen im Stande ist, befindet sich demnach kein

einziger, welcher negativ wäre. Daraus folgt, dass die Gleichung

e •= — r absurd sein würde, dass wir also gezwungen sind, in

unseren für u und v erhaltenen Formeln (5) die oberen Zeichen

zu nehmen. Es handelt sich daher um die Bestimmung von u

und V vermittelst folgender Gleichungen:

(6)

JL

Durch die erste dieser Gleichungen wird der Werth von u

auf eindeutige Weise bestimmt. Denn man wird, um u zu

erhalten, in der vorhin construirten Curve (Fig. 2) nur diejenige

Ordinate auszuwählen haben, welche die gegebene Länge r hat;

die zugehörige Abscisse wird alsdann den gesuchten Wertli von
u darstellen. Da aber jene Curve von links nach rechts hin be-
ständig im Steigen begriffen ist, so kann in ihr nur eine



lieber die Definition von log (x + iy)\ elc. 15

einzige Ordinate von der gegebenen Länge r enthalten sein;

demnach kann sich für die Ahscisse n ebenfalls nnr ein ein-

ziger Werlh ergeben.

Anders verhält es sich mit v. Denn ans den Gleichnngen

COS ?; r= —

,

ergeben sich für v unendlich viele, durch Vielfache von 27t

von einander verschiedene Werlhe.

Somit erhalten wir folgenden Satz:

Bezeichnet man den Logarilhmus einer beliebig gegebenen Grösse

a- -f- vy »^if u -\- iv, setzt man also:

log {x + iy) = n + iv

,

so wird u Jederzeit nur einen, v hingegen unendlich viele, durch

Vielfache von 2tc von einander verschiedene Werthe besitzen.

Denkt man sich die Grösse x + iy nach der Gauss'sehen Me-

thode durch einen Punct auf der Ilorizontalebene reprüsentirt , des-

sen Coordinaten x und y sind, und bezeich?iet man den Abstand dieses

Puncles vom Jnfa7igspunct mit r, ferner den Winkel, imter welchem

der eben genannte Abstand gegen die x Achse geneigt ist, mit t, so

wird u durch die Gleichung

C" =: r

auf eindeutige Weise bestimmt sein, v hingegen einen Werlh be-

sitzen , welcher durch

V = t + n .^Tt

dargestellt, nämlich mit ei?ier beliebig veränderlichen ganzen
Zahl n behaftet ist.

Vierter Abschnitt. Ueber die Periodicität der Functionen
e-r-^ii,^ sin {x -}- iy), cos (x + iy).

Wir wollen uns wiederum die Werthe von z oder x + iy

nach der Gauss 'sehen iMethode dargestellt denken durch die

Puncte einer Horizontalebcne; imd die Werthe untersuchen, welche
die Function e- in dem einzelnen Puncte dieser Ebene alsdann
besitzen wird.
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Wir beginne)] mit folgender Frage. Es sei K eine l)eliel)ig

gegebene, reelle oder imaginäre Constanle; in welchem Puncl

jener Ebene ist der Werlh von e^ gleich dieser Constante Kf

Soll e- = K werden, so niuss 2^ = log ^ sein. Nnn ist zu-

folge des vorhergehenden Satzes der Werth von log Ä' ein viel-

deutiger, nämlich von der Form A -\- i [B -^ n .1%), wo A, B
gewisse reelle Grössen von bestimmten Werthen sind, n hingegen

eine ganze Zahl vorstellt, welche alle möglichen Werthe anneh-

men kann. Für den gesuchten Punct z ergiebt sich also:

z = log K,

oder

z = A -\- i{B -\- n .2n),

oder falls wir x -\- iy statt z setzen:

X -\- iy = A + i [B -\- n . 2%).

Und hieraus ergeben sich für die Coordinaten x, y des Pnnctes

folgende Werthe

:

jxz=A,

\y = B + n.27c.

Demnach giebt es, weil n jede beliebige ganze Zahl sein

kann, auf unserer Horizontalebene unendlich viele Puncte

X -f iy oder z, in welchen die Function e^ den gegebenen W^erth

HC annimmt. All diese Puncte bilden zusammen genommen eine

mit der y Achse parallele Punctreihe, und zwar eine Reihe, in

welcher die einzelnen Puncte durchweg in gleichem Abstände,

nämlich im Abstände 27t auf einander folgen. Construircn wir

daher auf der Ilorizontalebene einen Flächenstreifen von der Breite

2 7C, welcher auf der einen Seite von der o: Achse, auf der andern

Seite von einer mit dieser Achse parallel laufenden Linie be-

grenzt ist, so wird innerhalb dieses Streifens nur ein einziger
Punct jener Reihe enthalten sein.

Innerhalb des in Rede stehenden Flächenstreifens wird also

— können wir sagen — jederzeit ein, und immer nur ein ein-

ziger Punct vorhanden sein, in welchem die Function e~ einen

beliebig gegebenen W^erth E besitzt. Und verschiebt man — so

können wir hinzufügen — einen zu dem Flächenstreifen gehöri-

gen Puncl in der Richtung der y Achse um die Strecke 2%, so

werden die an dem ursprünglichen und an dem neuen Orte dieses
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Punctes vorliandenen Wertlie von e- jederzeit unter einander iden-

tisch sein.

Construirt man demnach einen zweiten Flächenstreifen wie-

derum von der Breite 2 7r, welcher zwischen der zuletzt gezoge-

nen Parallelen und zwischen einer andern Parallelen liegt, die

von der x Achse um 47c entfernt ist, so werden die Werthe von
e^ in diesem zweiten Streifen identisch mit denen sein, die in

dem ersten Streifen vorhanden waren. D. h. es wird, falls wir

uns die beiden Flächenstreifen auf der Horizontalebene verschieb-

bar , und die auf jedem derselben vorhandenen Werthe von e^ mit

demselben fest verbunden denken, nur einer gewissen Verschiebung

des einen Flächenstreifens bedürfen, um die auf beiden Streifen

vorhandenen Werthe von e- mit .einander zur Coincidenz zu

bringen.

Es ergiebt sich somit folgender Satz (Fig. 3):

Theilt man die 'Horizontalebene p.^ „

durch Linien^ welche der x Achse J
°

,

parallel laufen , und im Abstände 2it * ^

auf einander folgen^ in lauter ein-

zelne Flächenstreifen ^ so wiederholeti

sich die Werthe, welche die Function

e^+'y oder e~ in einem dieser Strei-

fen besitzt, von Neuem und genau

in derselben Vertheiiung in jedem an-

dem Streifen. Die Function ist also

eine periodische Function, und der ,

Index ihrer Periode gleich 2Tci.'^J

-^^

*) Puncte, in welchen die Function e« ein und denselben Werth
besitzt, bilden zusammengenommen immer eine mit der y Achse paral-

lele Punctreihe, in welcher die Entfernung von einem zum andern Puncte
hin gleich 27C ist. All diese Puncte haben demnach dieselbe a? Coor-
dinate, und y Coordinaten, welche unter einander immer um 2;r ver-

schieden sind. Bezeichnen wir demnach einen Punct der Reihe mit
X -f iy oder z, so werden sämmtliche Puncte der Reihe durch

.... z — 67ci, z — ini, z — 2ici, z, z -\- 2m, z -f ini,

dargestellt sein. Die Function e' hat in all diesen Puncten ein und
derselben Werth; sie bleibt also, können wir sagen, in ihrem Werthe un-

geändert, wenn z um 27t( anwächst. Demnach nennt man 2ni den In-
dex ihrer Periode,

Neumann, Abel'sclie Integrale. O
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Innerhalb eines einzelnen Streifens nimmt die Function alle mög-

li/ten i-ecllen imd imaginären Werthe, und zivarJeden nur einmal an.

Wir gehen über zur Function cos z. Zufolge eines frülieren

Satzes (S. 12) ist:

e'- = cos z + i sin z,

e~"^ = cos z •— i, sin z

,

folglich:

cos z =^
2

Wir wollen nun wiederum denjenigen Punct x + iy oder z

der Horizontalebene zu bestimmen suchen, in welchem cos z einen

beliebig gegebenen, reellen oder imaginären Werth K besitzt,

in welchem also
eit _1_ p

—

iz

(1) "-4^ = /^,

d. i.

wird. Da diese Gleichung in Bezug auf e'^ eine quadratische ist,

so werden sich aus derselben für e''^ zwei Werthe ergeben, und

zwar zwei völlig bestimmte Werthe, deren Product gleich 1 ist.

Ist demnach der eine von diesen Werthen

/'-- = H,
so wird der andere

.- = i-
H

sein. Demnach ergeben sich aus unserer Gleichung (1) für iz

folgende beiden Werthe

iiZ
= log II

y

1
iz ^ log -^ = — log H.

H stellt hier eine gewisse von K abhängende völlig bestimmte

Gonstante vor. Trotzdem ist log H, wie wir wissen, eine viel-

deutige Grösse, nämlich eine Grösse von der Form

Ä + i [B -^ n.2n),

wo A und B bestimmte Constanten, n hingegen eine beliebig

veränderliche ganze Zahl vorstellt. Die beiden in (2) für z ge-

fundenen Werthe erhalten demnach folgende Form:

(3^

\iz = A + i{B + n. 27t),Uz = A + i{B +
\iz z= ~ A — i {B= ~ A — i {B -^ji .2%),

oder was dasselbe ist:
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{z^-iA + [B + n.2n),
^

'
\z = + lA - [B -\- 11. 2 TT).

Demnach ergeben sich, falls mau für z seine eigentliche Be-

deutung X + ixj substituirt, für a-, y folgende beiden Werth-

systeme:

,^,

' r^=^ + n.27r, tj= — A,
^' \x^=^— B — 71 .2n, y^^ A.

Wir haben somit für die Stelle, an welcher cos z den ge-

gebenen Werth K annimmt, zwei Puncte, oder vielmehr zwei

Reihen von Puncten gefunden; denn durch das Werthsystem

(5=^) x = B ]- 7i.2n, y= — A
wird eine Reihe von Puncten bestimmt, eine Reihe, welche

parallel mit der x Achse fortläuft, und in welcher die einzelnen

Puncte im Abstände 2n auf einandei- folgen; und durch das an-

dere in (5) erhaltene Werthsystem .

(5 "») x= — B — 71 .2%, y^=A
wird eine zweite solche Reihe bestimmt.

Theilen wir die Horizontalebene durch Linien, welche der

y Achse parallel laufen, und im Abstände 2% auf einander folgen,

in lauter einzelne Flächenstreifen, so wird in jedem dieser Flächen-

streifen ein Punct der Reihe (5*), und ebenso auch ein Punct

der Reihe (5'') enthalten sein. v
Demnach wird die Function cos z innerhalb eines jeden ein-

zelnen Streifens alle möglichen reellen, und zwar jeden Werth

daselbst immer zweimal annehmen.

Denkt man sich ferner die in einem jener P'lächenslreifen

vorhandenen Werthe von cos z mit dem Streifen fest verbunden,

den Streifen selber aber beweglich, so wird es nur einer gewis-

sen Fortschiebung des Streifens in der Richtung der x Achse be-

dürfen, um die auf ihm vorhandenen Werthe von cos z mit denen

zur Coincidenz zu bringen, welche in irgend einem andern Strei-

fen enthalten sind.

Ganz analoge Resultate ergeben sich mit Bezug auf die

Function sin z,' wie man solches entweder in ähnlicher >Veise

darthun, oder noch leichter — an das eben Gefundene sich an-

lehnend — mit Hülfe der Formel
7r'

nachweisen kann.

(^ + 1)
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Somit haben wir folgenden Satz (Fig. 4):

Fig. 4.
Theüt man die Horizontalehene durch

Linien, welche der y Achse parallel laufen

und im Abstände 27r auf einander folgen,

in lauter einzelne Flächenstreifen, so wie-

derholen sich die Werthe, welche eine der

Functionen sin z oder cos z in einem die-

ser Streifen besitzt, von Neuem, und genau

_^^ in derselben Vertheilufig , i?i jedem andern

Streifen. Die Functionen sin z und cos z

sind also periodische Functionen, und

die In die es ihrer Perioden gleich 2%.

Innerhalb eines einzelnen unter den er-

wähnten Fläche7istreifen nimmt jede der beiden Functionen edle

überhaupt möglichen reellen und imaginären Werthe, und zwar

jedtveden Werth zweimal an.

Fünfter Abschnitt. Die von einem einzigen Argument abhän-

gende ^-Function.

oder:

Bekanntlich ist die ins Unendliche forllaufende Reih(

=4-00
n^K

beständig convergent, falls /if eine reelle Grösse von negativem

Werthe ist. Versteht man unter F keine reelle, sondern eine

beliebig gegebene imaginäre Grösse von der Form A -i- iB, so

wird ganz Aehnliches gelten. Die Reihe wird nämlich alsdann

convergent sein, sobald der reelle Theil von K — nämlich

A — einen negativen Werth hat. Genau dasselbe gilt auch dann,

wenn man als Exponenten von e nicht n'^A', sondern einen Aus-

druck von der Form fi'^K + nL nimmt, wo L, ebenso wie K,
irgend welchen reellen oder imaginären W^ertli besitzen soll.

Bildet man nämlich die Reihe:
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so wird dieselbe — völlig gleichgültig, welches der Werth von

L ist — jederzeit convergent sein, sobald nur der reelle

Theil von K wiederum einen negativen Werth hat.

Wir gelangen demnach, wenn wir uns unter A^ irgend welche

Constante denken, und wenn wir an Stelle von L irgend welche

variable Grösse 2 [x + iy) oder 2 2 nehmen, zu folgendem Satz:

Die unendliche Reihe

71=:— OO

besitzt, falls der reelle Theil der Consianten K negativ ist^ und

so lange die Variable z nicht unendlich gross wird, Jederzeit einen

völlig bestimmten, endlichen Werth.

Dieser Werth kann als eine Function angesehen werden, welche

von der Variablen z abhängt, und welche ausserdem mit einem

Constanten Parameter K behaftet ist; er mag, um solches anzu-

deuten, in Zukunft mit

& {z, K)

bezeichnet werden.

Wir wollen nun gegenwärtig diese Function % [z, K) näher

untersuchen, und mehrere wichtige Eigenschaften derselben zu

Tage treten lassen.

Da sich in unserer Formel

(1) %[Z, K)^ ^ ^Kn^ + 2zn

n= - OO

die Summation iiber alle ganzen Zahlen n von — oo bis + oo

hinerstreckt, so werden wir offenbar — ohne dadurch in der

Formel irgend welche Veränderung hervorzubringen — das darin

enthaltene n mit — n vertauschen, die von dem Argumente z

abhängende Function & also auch so darstellen können:

n^+ OO

(2)
' 9{^.K)= ^ Kn^-2zn

Andererseits erhalten wir nun aber, wenn wir den Werth der

Function & für- ein anderes Argument, nämlich für das Argu-

ment — z haben wollen, zufolge (1) die Formel:



22 Erste Vorlesung.

7l= -\-00

(3)
7«:=— oo

und nunmehr erkennen v\ir aus (2) und (3), dass die Werthe

von '9' {z, K), und von & {— z, K) unter einander identisch sind.

Wir sehen demnach — und solches würde als erste

Eigenschaft unserer Function -9^ hervorzuheben sein —

,

dass der Werth von -^ (z, K) ungeänderl bleibt, wenn
man z mit — z vertauscht.^

Ferner überzeugt man sich leicht davon, dass die Function

& (z, K) in ihrem Werthe ungeändert bleibt, sobald man das

Argument z um ein beUebiges V^ielfaches von ni vermehrt. Be-

trachtet man nämlich in der als Definition dieser Function ange-

gebenen unendlichen Reihe irgend ein einzelnes Glied

Kn^-\-2zn
e

so wird dieses, falls man z um ein Vielfaches von ni, z. ß, um
p.Tii zunehmen lässt, übergehen in:

Kri^ -\- 2zn-\- 2p7ii . n

also übergehen in:

Nun ist (zufolge des Satzes Seite 12) e ^^=^1, mithin auch

e =1. Wir sehen demnach, dass das betrachtete Glied

unserer Reihe bei der Vermehrung von z um pni völlig unge-

ändert geblieben ist. Gleiches wird natürlich auch von jedwedem

andern Gliede der Reihe, Gleiches also auch von der Reihe selber

gelten. Versteht man also unter p irgend welche ganze
Zahl, so wird — und dies würde als zweite Eigenschaft

unserer Function anzuführen sein — jederzeit

^ [z + p.Tti, K) = & (z, K)

sein. Die Function <& [z, K) ist demnach eine periodi-
sche, und der Index ihrer Periode gleich ni. Denkt

man sich die Werthe des variablen Argumentes z oder x -f iy

durch die Puncte der Horizontalebenc dargestellt, und denkt

man sich sodann diese Ebene durch Linien, welche der x Achse
parallel laufen , und im Abstände 'n auf einander folgen, in lauter

einzelne Flächenstreifen zerlegt, so werden sich die Werthe,
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welche 0' (z, K) innerhalb eines solchen Flächenstreifens besitzt,

von Neuem, und in genau derselben Vertheilung, in jedem andern

Streifen wiederholen.

Wir wollen nun ferner untersuchen, in welcher Weise der

Werth von 9 [z, K) sich ändert, wenn man das Argument z nicht

um ein Vielfaches von ni^ sondern um ein Vielfaches der gege-

benen Constanten K vermehrt. Da sich die als Definition von

& [z, K) angegebene Reihe von n = — oo bis n = -\- oo hiner-

streckt, so wird ihr Werth, falls man n mit n -\- 1, oder mit

n 4- 2, oder mit « + 3, u. s. w. vertauscht, offenbar völlig un-

geändert bleiben. Es wird daher z. ß. völlig gleichgültig sein,

ob wir als Definition der Function & (c, K) die ursprüngliche Reihe

nehmen, oder ob wir statt dieser als Definition jener Function

die Reihe

y ^K(n+iy--\-2zin-\-l)

aufstellen. Die letztere Reihe lässt sich auch so darstellen:

n=-|-oo

oder auch so:

(2) <K.,A-) = / + ^^ ^ ^K„' + '2(. + K)n

n=— OC

Nun ergiebl sich aber andererseits, falls man in (1) an Stelle

des ursprünglichen Argumentes z das Argument z + K einsetzt,

für den Werth, welchen die Function -9^ für dieses neue Argu-

ment annimmt, folgender Ausdruck:

w=+oo

(3) 0{Z + K,X)= ^ ^Kn' + 2(. + K)n

M=— OO

Und nunmehr ergiebt sich durch Vergleichung von (2) und (3)

sofort, dass

(4) & [z + AT, K) = e~ ^^ + '^"^ .&{z,F)
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ist. Diese. Formel lässt sich leicht verallgemeinern. Da nämlich

2 eine ganz heliebige Variable ist, so können >vir für z beliebige,

nnd nach einander verschiedene Werthe nehmen. Setzen wir für

z der Reihe nach die Werthe:

z, z + K, Z + 2K, .... z + [q-l)K,

wo q eine beliebige ganze Zahl sein soll, so erhalten wir aus

unserer Formel (4) der Reihe nach folgende Gleichungen:

^(2 + A^, A^) =c~^^ + ^'^
.^{-, AT),

^ (2 + 2Z, K) = e~ (3^ + 2^) .^{z^K, K),

^(2 + 3A;A-)=-6~^^^+^'^ -^[z^- ^K,K),

^ (2 + qK, K) ^ ,-((2?-l)^+2c)
_ ^ ^^ _^ ^^^_^^ ^^ ^^.

und sodann durch Multiplication all dieser (7 Gleichungen:

&{z + qK, K) = c" ^'^ + ^^'^
. & (2, A-).

Hier ist

5=1 + 3 + 5 + ... +(2^-1)
also

:

q .2(7 9

Somit können wir als dritte Eigenschaft unserer Function
9- Folgendes hinstellen: Versteht man unter q irgend

welche ganze Zahl, so wird jederzeit

&{z + qK, K) ^ e- ^^'^ + 2^^)
. ^ (z, K)

sein.

Zufolge der vorhin gefundenen zweiten Eigenschaft bleibt

der Werth der Function & ungeändert, wenn man das in ihr

enthaltene Argument um ein Vielfaches von ni z. B. um p . ni

vermehrt. Demnach wird die linke Seite der zuletzt erhaltenen

Formel in ihrem Werthe keinerlei Aenderung erleiden, wenn

man das daselbst vorhandene Argument 2 + ^ A' mit dem Argu-

mente z + qK -\- p.ni verTauscht. Thut man solches, so ver-

wandelt sich jene Formel in:

^{z ^ pni-\- qK,K) == g-(9'^+2?^)
. ^ (^, ^).

Und dieseFormel kann als der gleichzeiti geAusdruck
der zweiten und dritten Eigenschaft angesehen wer-
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den. Setzt man nämlich qz=^0, so repräsentirt sie Hie

zweite, und setzt man p = 0, so repräsentirt sie die

dritte Eigenschaft.

Wir wollen schliesslich noch untersuchen , für welche Werthe

von z die Function & [z, K) verschwindet. Die Reihe

72 r=:4-00

(1) ^[Z,K) = ^ Kn^-\-'l^n^

n=— OO

durch welche wir die Function definirt hahcn, wird in ihrem

Werthe völlig ungeändert Weihen, wenn wir darin n mit — «,

oder auch, wenn wir darin n mit — n — v vertauschen, voraus-

gesetzt, dass wir unter v irgend welche ganze Zahl verstehen.

Somit können wir statt (1) auch schreiben:

M=+ 00

(2) ^(.,^)=- ^ ,^(« + -)^-2^('^ + -),

oder, wie sich durch Addition von (1) und (2) ergiebt, auch

schreiben:

(3) ^(.,^)=i -2 {e^-'^'^-^r. ^. K^n^.)^-^^in^.^y

n=— 00

Da (zufolge des Satzes S. 12) e^=: — 1 ist, so wird ein

Aggregat von der Form
A , B

c -\- e

jederzeit Null sein , sobald die Exponenten A und B um tTt , oder

auch um ein ungerades Vielfaches von in von einander ver-

schieden sind. Demnach wird das in (3) unter dem Summen-
zeichen stehende Aggregat Null sein, sobald die darin auftreten-

den Exponenten

und

^z{n + v)

um ein ungerades Vielfaches von ni differiren. Findet solches

nicht nur statt für ein bestimn;tes n, sondern für jeden belie-

bigen Werth der Zahl n, so werden sämmtliche Glieder der

Reihe (3) Null werden, jene Reihe selber also ebenfalls. D. h.

bestimmt man die Variable z der Art, dass die beiden
Ausdrücke (4) für jeden beliebigen Werth der ganzen
Zahl n um ungerade Vielfache von tt? verschieden sind.

^- \K{n + vf-
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so wird für diesen Wertb der Variablen die Function

0(2, K) verschwinden. Die Differenz der beiden Ausdrücke

(4) ist gleich

2 j (2 n + f) — A' (2 n V + v'^)
,

d. i. gleich:

(2z — vK) {2n + v).

Macht man daher, was den gesuchten Wertb der Variablen z an-

belangt, folgenden Ansatz:

(5) 2z ^ (i.Tti -\- V. K,

so verwandelt sich jene Differenz in:

(6) Tti. (ji {2n -\- v);

sie wird demnach ein ungerades Vielfaches von nt werden, sobald

man die ganzen Zahlen ft und v der Art wählt, dass das Product

(x (2n + v)

ungerade ausfällt. Solches aber kann offenbar nur dadurch er-

reicht werden, dass man für jtt eine ungerade Zahl, und gleich-

zeitig für v ebenfalls eine imgerade Zahl nimmt. Thut man aber

dies, so wird die in Rede stehende Differenz (6) in der That —
und zwar gleichgültig, welchen Vi^erth die darin enthaltene Zahl

n auch immer besitzen mag — jederzeit ein ungerades Vielfaches

von Tti werden. Wir gelangen demnach zu folgendem Ergebniss:

Sind fi und v irgend welche ungerade ganze Zahlen, so wird

die Function ^ {z, K) für das Argument

in . ni-\- V . K
z

^

jederzeit verschwinden. Oder, was dasselbe ist: Versteht man
unter p und q zwei völlig beliebige ganze Zahlen, so

wird ^ (2, K) jederzeit Null werden, sobald man

d. i.

^ = (/> + I) ^i + (g + 4) K
setzt.

Denken wir uns die Werlhe der Variablen z oder x 4- iy

nach der Gauss 'sehen Methode dargestellt durch die Puncte der

Horizontalebene, so lassen sich die den Formeln

(1) z = p .Tti -\- q . K
und
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(2) ^^{p + 4)- + (^/ + i)^
entsprechenden Piincte leicht construiren. Es sei (Fig. 5) K der-

Fiff. 5.

jenige Punct, durch welchen die gegebene Constante E darge-

stellt wird,*) ferner iTt derjenige, durch welchen die Constante

Tt repräsentirt wird , und endlich der Anfangspunct; man con-

struire ein Parallellogramm, von welchem drei Ecken in den

Puncten Ä, in, liegen, und theile sodann die ganze Horizon-

talehene in lauter Parallellogramme, welche mit dem eben con-

struirten congruent sind. Die Puncte (1) werden alsdann die

Eckpuncte, und die Puncte (2) die Mittelpuncte dieser

Parallellogramme sein. Die Function d' (r, A') wird also ver-

schwinden in den Mittel puncten der Parallellogramme.

Bezeichnen wir, wie das mit Rücksicht auf unsere späteren

Untersuchungen zweckmässig erscheint, die in & vorkommende

Variable nicht mit t, sondern mit V, so können wir die Ergeb-

nisse, zu welchen wir hier gelangt sind, etwa in folgender Weise

zusammenfassen

:

Die unendliche Reihe

ra=+oo
'^ Kn^-\-2Un

besitzt, falls der reelle Theil der Constanten K negativ ist, und

so lange, als die Variable U nicht unendlich gross wird, jederzeit

einen völlig bestimmten, endlichen Werth.

*) Dieser Punct K wird, beiläufig bemerkt, weil der reelle Theil

der Constanten yj' negativ ist, jederzeit links von der ?/ Achse liegen.
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Bezeichnet man diesen Werth mit d-[U, IC), setzt man also

«— -foo

SO gelten Jederzeit folgende Formeln:

&^U + m.Tti ^nK,K)=- -^n^K^ 2n U)
^ ^^^^ ^^^

^((m + I) 7ti + (« + i) /ff, E) = 0,

wo unter m und n beliebige, positive oder negative, ganze Zahlen

zu verstehen sitid.

Sechster Abschnitt. Die von beliebig vielen Argumenten

abhängende ^-Function.

Unter

^11' ^12' ^13' • • • " 1* >

•"22' ''23' ' • • -"^25 >

-^33' • • • -^3j,

mögen gegebene Consta nie, ferner unter

Ui, C/j, U, Us

beliebige Variable, und endlich unter

«1, «2' %' «^

irgend welche ganze Zahlen verstanden werden. Wir bilden

nun die Exponentialgrösse*)

JiK,,n,^ + 2/r,2«,«2 + ••• ^..«.*) + 2(^,«, + ... U,n,)

und unterwerfen dieselbe in Gedanken einer 5 fachen Sum-
mation; die erste Summation soll sich auf alle nur möglichen

Werthe der ganzen Zahl n^ beziehen, sich also von nj =— oo

bis «1 = + oo hin erstrecken, die zweite soll in gleicher Weise

*) Ausführlicher geschrieben würde der Exponent von e folgen-

dermassen lauten:

(
{K,,n, + ^,, n, . . . . -f Kun,) n, + 2U, rii

\ -f {K,^ n^ 4- A%., «,.... + A'z,», ) n, + 2 TJ, n,

]+• •
• • • • •

• • •

+ {K,srn-\-K,im. . . . + K,,n,) n,-\-2Usn,.
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von 7i^ =— oo bis??2=+oo, u. s. w. , endlich die letzte von

«X= — oo bis iis= + oo hinerstreckt sein. Die hierdurch ent-

stehende ^fach unendliche Reihe mag mit

^ /^., "i' + -* A-,, «,«,+ .. + K.S «. ^) + 2 (U, «. + . . L\ n,)

bezeichnet werden, wo also 2" jene s auf einander folgenden

Summationen andeuten soll.

Man gelangt nun, was die Convergenz dieser «fach un-

endlichen Reihe anbelangt, zu folgendem Satz:

Die sfach unendliche Reihe

^g(^irV + 2Ä,,«,«, ... -\.K„n,^)-{-2(U,n,+ .. . U,n,)

besitzt
,
falls der reelle Theil des Ausdruckes

Ä'i, «j2 + 2 Ä',2 n^n^ .. . + Kss n,'^

für sämmtliche Werthsysteme der ganzen Zahlen ?«j , n^i . • ns

negativ ist*), und falls keine der Variablen

Ui, U^, . . . Us

unendlich gross wird, Jederzeit einen völlig bestimmten, end-

lichen Werth.

Dieser Werth kann als eine init den Constanten K behaf-

tete, und von den Variablen U abhängende Function angesehen

werden, und soll demgemäss mit

^{Ui, u,, .. Us)

bezeichnet werden.

*) Der reelle Theil des Ausdrucks

A:,, n,2 + 2Ä',2 «i «2 -f- + A',,w,8

ist, falls man die reellen Theile der Constanten A'„, Ky,, . . . K^» der

Keihe nach mit A^^, A^^, . . . Ag, bezeichnet, folgender:

^H«i' + 2^,2 «,«, + .. . -\-A,,n,K

Soll nun dieses Aggregat für jedes beliebige Werthsystem der Zahlen

Wi, «2' • • • "» negativ sein, so müssen die Grössen ^,,, A^,, . . . A^a,

wie hier beiläufig bemerkt werden mag, der Art beschafifen sein, dass

die Wurzeln q der Gleichung s. Grades

^ii~Q ^lä .... Au
^21 A22 Q .... Ais

'4^1 Ag2 .... Ag,~Q
sämmtlich negativ sind.
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Wir Avollen nun — ähnlich wie früher bei der von einem
einzigen Argumente abhängenden ^-Function — gegenwärtig

die Eigenschaften dieser von mehreren Argumenten abhängen-

den Function in Untersuclmng zielien; der grösseren Beqnemlicli-

keit halber wollen wir uns dabei aber Yorläufig auf den Fall be-

schränken, dass die Anzahl jener Argumente 3 ist, also auf den

Fall, dass s = 3 ist.

Wir haben es alsdann mit folgender Function zu thun:

(1) &{U,, U,, E/3) = 2'/+^'^^^"'+ ^^"^+^^'^^),

wo unter f oder f («,, n.^, n^) der Ausdruck

(2) f=f[n^, «2' "3) = K\\ ^1^ + 2 Ä'^,2 "1 «2 + 2 /i"j3 «, n^

+ /^33 n,^

zu verstehen ist. Da sich in der Formel (1) die Summation E

für jede der ganzen Zahlen 71^, n^, n^ von — 00 bis -f 00 hin-

erstreckt, so werden wir — ohne dadurch in jener Formel irgend

welche Veränderung hervorzubringen — die Zahlen n^, n^, «3,

mit — n^, — «2, — «3 vertauschen, die von den Argumenten

t/j, V^, U^ abhängende Function & also auch so darstellen können:

(3) & {U, ,U^,U^) = Z /- ^ ^^' ""' + ^^ "^ + ^3 n,)^

wo das im Exponent enthaltene f mit dem in der Formel (1) vor-

handenem f völhg identisch ist. Andererseits ergiebt sich, wenn
wir die Function & nicht für die bisher betrachteten Argumente

U^, U2, C/^3, sondern für die Argumente — U^, —U.^, — U.^ haben

wollen, zufolge (1) die Formel:

(4) & (_ f/j, _ u,, - IJ,) = Z /" ^ ^^' "' + ^
-^

''^ + ^^"-^l

Und nunmehr erkennen wir durch Vergleichung von
(3) und (4) sofort, dass

(5) 9[- U,, - U,, - ü,) = '9 {U„ J/2, U,)

ist, dass also der Werth unserer Function ungeändert
bleibt, wenn man gleichzeitig sämmtliche Argumente
in ihr Gegentheil umschlagen lässt. Dies würde als

erste Eigenschaft unserer Function hervorzuheben sein.

Ferner ist, weil e =1 ist, zu bemerken, dass die Expo-

nentialgrösse
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iingeäiidert bleiben wird, sobald man die Variablen f/j, U^, U^

um irgend welche Vielfachen von ni vermehrt; und dass dem-

nach Gleiches auch von der Function

'
. &{U,, U,, U,) = f

/"^
'

^^'''
"' + ^^ "^ + ^'^ "^) -

gelten muss. Somit ergiebt sich — was als zweite Eigen-

schaft unserer Function anzuführen sein würde — , dass,

falls a, b, c irgend welche ganze Zahlen vorstellen,

jederzeit •

(6) & {L\ + uTti^-U^ + bTci, f/g + CTti) = &{Ui, U^, U^)

sein wird. Die Function -9' (C/j, f/j' ^3) i^^ ^^^^ für jedes der

Argumente f/,, U^, U^ eiiiß periodische, und der Index für

jede dieser drei Perioden gleich m.

Da sich die Summation in der Formel

(7) &{u, ,u^,v,) = z Z^'^''
"^' "^) + ^ ^^' ''' + ^-^^^ + ^'3

''3)^

was die Zahl n^ anbelangt, von ;<j = — 00 bis «j r=ir -f 00 hin-

erstreckt, so wird man, ohne dadurch in dieser Formel irgend

welche Veränderung hervorzurufen, n^ mit n^-\- 1, oder mit «j -f 2,

oder Mj -f 3 u. s. w. vertauschen könrfen. Setzt man n^ + 1 an

Stelje von ?*], so gewinnt jene Formel dadurch folgendes Ausseben:

(8) ^(i/„ U^, f^3)=z/(".+
l'"^'«3)+ 2^^+ 2(t/,n.+ t>,-f^/3n3)^

Das erste im Exponenten von e auftretende Glied

hat, wie sich aus (2) ergiebt, folgende Bedeutung:

f{n^ + I,;?2,n3)=/'(n„;j2,"3) + 2 {K^^n^ + h\^n.^ + Ä'ig^g) + k\^.

Substituirt man diesen Werth in die Formel (8), so ergiebt

sich, falls man die von den Zahlen ?*, , n^-, «3 unabhängigen Fac-

toren vor das Summenzeichen treten lässt:

(9) ^(f/„ E/2, ^^^3) -=

^ ^Äf,, -f 2 i/,

_

^^AK «,, Tjj -f 2( ( t',H-Ä'„)«,+ (i'.+Ä',,)«, -f (^y3-|-/ir3,)«3)
_

Diese Formel repräsentirt, ebenso wie die ursprüngüche For-

mel (7), denjenigen Werth, welchen die Function d- für die Ar-

gumente f/j, iJj) ^3 annimmt; sie ist demnach nur als eine ge-

wisse Umgestaltung jener ursprünglichen Formel anzusehen.
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Wir wollen nun andererseits denjenigen Werth aufstellen,

welchen die P'unction 'S' für gewisse andere Argumente, nämlich

für die Argumente U^ + K^y, ü^ + Il2v ^3 + ^'31 annimmt. Dieser

Werth wird zufolge (7) dargestellt durch die Formel;

(10) &{U, + K,,, U, + K,,, U, + K,,) :=

^ ^ /{n„n,,7i,) + 2 ((^7, + A',,) n, + {U^ + A',,) 71^ + (^3+ ^31) «3)

Und nunmehr ergiebt sich durch Vergleichung von (9) und (10)

augenblicklich die erste Formel des nachfolgenden Systemes:

(ll)<j^(f/, + E,,, U, 4- K,,, U, + Ä'3,)= .-^^'^^+2^^^f7„ U,, U,),

&{U, + A',3, U, + A-23, U, + Ä-33)= .-(^33+2t'3)_^(f;^^
j;^^ ^^^^

Die beiden andern Formeln dieses Systems werden sich offenbar

in ganz analoger Weise ableiten lassen.

Es ist übrigens nicht schwierig, eine viel allgemeinere For-

mel zu finden, nämlich eine Formel, welche die des soeben auf-

gestellten Systems als ganz specielle Fälle in sich fasst. Wir
gehen zu diesem Zweck wieder von Formel (7) aus, und setzen

in dieser n^ + «, «j + ßi ^h + j- an Stelle von ?i^, fi.^, «3, wo «, ß, y
ganz behebig gewählte, positive oder negative ganze Zahlen
vorstellen sollen. Dadurch ergiebt sich

(12) ^(£7j, J]^, 1/3)^

^ ^ /(«!+ «> «2+ |5, ''3+ y)+ 2(^l(«i+ «)+ i'2(«.+ ß)+ t'3(«3+ y)X

Zur Abkürzung mag nun gesetzt werden:

(13)
\f[n^, «2' '«3) = A

. \f[^. ß, y) = %
und ferner:

[^11 f' + ^'12 ß + ^i'i3 r= «Pi,

(14) U'n^ + ^^2'zß + J^22Y^9v
1^31« + J^nß + ^'33 7^ fr

Multiplicirt man diese drei letztern Gleichungen der Reihe nach
mit or, ß, y, so ergiebt sich, wie sogleich bemerkt werden
mag:

d. i. mit Rücksicht auf die in (13) eingeführte Bezeichnung:

(15) 9°~ <?! « + <P2 /3 + 9)3 y.
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Nunmehr lässt sich der in uosrer Formel (12) enthaltene Ex-

ponent von e auch so darstellen:
*

/ + 9^ + 2 ((Jp, «1 + 9^2 "2 + ^i "3) +
+ 2 (f/i n, + f/2 n, + U^ «3) + 2{ü,a \. U.,ß + U^ y).

Suhstituhn man diesen Werth in (12), und lässt man zugleich

die von den Zahlen n^, n^, n^ unabhängigen Factoren vor das

Summenzeichen treten, so erhält man:

(10) ^{U^, U^, C/3) ==:

n

Nun ist nach (7) und mit Rücksicht auf die in (13) eingeführte

Abkürzung:

* ^(C/,, f/,, f/3) = E /+ ^^^' "• + ^^' «^' + ^3 «3),
'

n

Wollen wir daher den Werth unsrer Function & nicht für

die bisher betrachteten Argumente f/^, 'ü.^, U^, sondern für die

Argumente U^ + cp^, U.^ + qp.„ f/3 + 7)3 haben, so erhalten wir

folgende Formel:

(17) ^[U, +9,^, J7, + 9,^, C/3 + 9,3) =
• ^ ^ /+ 2 ((^', + qp,) ", + ( ^'. + qf,) «2 + {U, + cp,)

n,)

Und nunmehr crgiebt sich durch Division von (16) und (17):

eine Formel, in welcher ?/,, U^, U^ völlig beliebige Ar-
gumente vorstellen, in welcher ferner «, ß, y irgend
welche ganze Zahlen sind, und in welcher endlich

Vi > 9'2 ' ^'s » ?> die aus diesen Zahlen und aus den ge-
gebenen Constanten K zusammengesetzten Ausdrücke
(1-1) und (15) darstellen.

Man erkennt sofort, dass diese Formel die früher in (11) auf-

gestellten (;iei(hungen als ganz spccielle Fälle in sich enthält, dass

nämlich jene drei Gleichungen aus dieser Formel (18) sich er-

geben, sobald man in derselben für die Zahlen a, ß,y der Reihe

nach zuerst das Werthsystem 1, 0, 0, dann das Werthsystem

0, 1, 0, endlich das Werthsystem Ö, 0, 1 nimmt.

Es handelt sich nun darum , dieser allgemeinen Formel (18)

ein etwas einfacheres Aussehen zu geben, als es bisher der Fall

Neumann, Abol'sche Integrale. Q
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ist. Zu iliescin Zweck bezeiclinen wir die neuen Argumente U^ -f g?,,

f/j + gp.^, ^3 + 953 mit i"^^'!) ^'2' ^3' setzen also (vrgl. (14)):

r ^Fj= J/i + 9^1 -- U^ + Ä',1 « + Ä-,2/3 + A uy,

(19) { ^2= £^2 + <P2= ^2 + ^^'21 « + ^^'22 ß + f<n 7^

[
^3= ^3 + 9'3= ^3 + A

:,
, « + A3., ß -h /1-33 7.

Multiplicirt man diese Gleichungen mit a, ß, y , und addirt,

so ergiebt sich:

^\a^-W,,ß^-W^y= [V,a^ ll•^ß^-V^y)^[^>,uJr^.ß^q>.^y\

also mit Rücksicht auf (15)

W^u^W.,ß^W\y=:^[V,ci^V.,ß-\-V.,y)-^^,
d. i.

(20) ~^,^[v^ci ^v..ß ^ v,^y)~[w^ci -\- rr.,ß+ ^V^y).

Mit Rücksicht auf die in (19) eingeführten Rezeichmmgen und

mit Rücksicht auf den soeben in (20) für —cp gefundenen 'Werth

verwandelt sich nunmelir unsere allgemeine Formel (18) in fol-

gende:

Sind also — so können wir u n s g e g e n w ä r t
i
g aus-

drücken — die Argumente W^, W^, W^ mit den Argu-
menten Z7j, 1/2, f/3 durch Gleichungen von folgender

Form verbunden

(22) •;
^^'2= U2 + ^hi « + ^^'22 ß + ^^23 r,

I

^^'3=f^3 + ^i'31« + ^^32/^ + ^^33^

WO ct,ß,y beliebige positive oder negative ganze Zahlen
vorstellen, so wird zwischen '&(?f,, W.,, W^) und zwi-

schen '^{U^, U.^, f/3) jederzeit die in (21) angegebene Re-
lation stattfinden. Wir bezeichnen die in diesem Satz

enthaltene Eigenthümlichkeit der'Function ^ als die

dritte Eigenschaft dieser Function.

Eine ähnliche Relation lässt sich übrigens auch dann leicht

aufstellen, wenn wir an Stelle der Argumente JV^, W.^, W^ ge-

wisse andere Argumente F^, V^-, T\ nehmen, welche mit den

urspröngUchen Argumenten f/j, f/j, U^ nicht durch die Gleichungen

(22), sondern durch die Gleichungen:

iV^ = l\-{- a.Tti + K^^ci + Ii\.,ß + /.•.3 y,

(23) h\::=U^ + b. 7t? -^ /,2, a + /,',2> -f J{,^y,

\
f\ =U.^ + r.7ii+ A'3, or -f- /r'3,/3 + /i^aay
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verbunden sind, wo a, b, c — ebenso wie a, ß, y — beliebige

positive oder negative ganze Zablen vorstellen sollen. In diesem

Falle werden J\ — a .ni, V^ — h .n ?, l\ — c .ni zu l/j, U^, V^

in genau derselben ßeziebung stellen, in welcher zuvor W^, W^, W.^

zu f/j, f/ji ^3 standen. Demnach wird zufolge (21)

sein. Zufolge (6) ist aber, weil «, h, c ganze Zahlen sind,

^[V^— a.ni, V^ — b .ni, V.^ — c .n i)= '^( Tj, T\^ V^);

ferner sind, weil a, ß, y ebenfalls ganze Zahlen vorstellen, die

Exponentialgrössen

a a n i h Q it i c y n i

e , ^ , e '

jederzeit = + \^ folglich:

aa ni — aa ni bß ni — bß ni cv ni — cv ni
e = e , e ^ ^-- e *^

, e ' = e ' .

Demnach können wir die Formel (24) auch so schreiben:

%{V,,V.J^,) _ -({V,Jt.U,J^ani)a+{V.JtUA-b^Vß+[f^.+U.+cni)y\

Somit ergiebt sich also folgender Satz:

Sind die Argumente Fj , V^, V^ mit den Argumenten
^1 ' ^21 ^3 <l u 1' c h G 1 e i c h u n g e n V n f o 1 g e n d e r F rm V e r -

b u n d e n

:

F, = £7, -f [a.ni -»r et K^y + ß K^^ +y A'g,),

F,= l\ + [b.TtiJtc^Kn + ^^22+yÄ^32)'
V.,= U^ + [c.ni + u /i-,3 + ß /i'23 + y A'.j3),

wo rt, b, c, a, ß, y beliebige ganze Zahlen vorstellen,

so wird zwischen den Werthen von ^(Fj, F2, F3) und
»(f/j, U^, U^) jederzeit die in (25) angegebene Relation
stattfinden.

Offenbar können wir sämmtliche Ergebnisse, zu welchen wir

hier gelangt sind, sofort auf den Fall übertragen, dass die be-

trachtete x>- Function nicht von drei, sondern von beliebig

vielen Argumenten abhängig ist. Wir kommen alsdann ui fol-

gendem Resultat:

Die durch die Formel

-a ( f7„ f/2, • . Us)= Ze^^' '

''''+2Ä-,, «, ». . . . .+ A',,«. ')+2{U, «,+... .+&\ n, )

deßjürle Fu?ictiofi i>(?7i, U.^ . . . f/,) bleibt in ihrem Werlhe xmge-

3*
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ändert, sobald ?na?i sämmiliche Argumente E/, , U^, . . Us in ihr

Gegentheil umschlagen lässt : es ist tiämlich jederzeit

^(_ f/i,
- U^,...- Us) ^&{u^, u,, . . . t/,). *

Betrachtet man ferner zwei Systeme von Argumenten ?7,, U^, . . . Us,

und Fj , Fj, . . . Vs, welche )nit einander verhimden sind durch

Gleichungen von folgender Form:

T\ = f/^ + {m^Tci + ni^ii + ^Jj^^^i + • • • + ".sÄ:',i),

F2 = i/j + {m^Tti + ni^j2 + "2^22 + • • • + »sli^s2),

Vs = Us -\- {msTci + n^Äis -\- n.^J^2s -\- + '«.Ä',„),

wo die m, n beliebige positive oder negative ganze Zahlen vorstel-

len : so wird zwischen den Werthen , welche die Functio?i & für

das eine und für das andere System afitiimmt, jederzeit folgende

Relation stattfinden:

Die Summation Z jst hier über % = 1, 2, . . s hinerstreckt zu

denken.

Wir wollen der Vollständigkeit willen schliesslich noch die-

jenigen Werthe der Argumente f/j, U2, . . U,, zu ermitteln suchen,

für welche die Function ^ Null wird. Zufolge der Definition ist

(1)
^(f/„ C/; . . . Us) = Z eF{n,, n,,.. n,)

wo F{n,, ^2, . . Us) zur Ahkin'zung sieht für folgenden Ausdruck:

(2) F{f^^, n^, . . ns)=ZE Ky.iJiynx + 2 SUyjiy.,

in welchem die Summationen E üher 5t = 1, 2, . . . s und üher

A= l, 2, , . s liinerstreckt zu denken sind.

Die in (1) angegebene Formel erleidet, wie bereits mehrfach

bemerkt, keinerlei Aenderung, falls man die darin enthaltenen

Zahlen «,, n^, . . . Us mit — [n^ + v^), — («3 + '^2)5 • • •
~~ (w.v+ ''s)

vertauscht, vorausgesetzt, dass man unter Vj, v^, . . . Vg irgend

welche beliebig gewählte ganze Zahlen versteht. Demnach können

wir an Stelle von (1) auch schreiben:

(3) &{U,, U,,... Us) = E /(-'^i-^" -"^-^^'—s -v.)^

oder, wie sich durch Addition von (1) und (3) ergiebt, auch

schreiben

:
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(4) &{U„ U,,.. C/.,.)=-

^ _ j^ zic'^'^"^'''-
"*^+ ^F{—n^—v^,-n2—v.„ ...-«,—

»>,)
J.

Ein Aggregat von der Form e/* -\- e° verschwindet, sobald die Ex-

ponenten J und ßuni ein ungerades Vielfaches von %i verschieden

sind. Demnach wi^rd die Function ^(C^j, U.^, ... U) ver-

schwinden, sobald die Differenz

(5) ^ == F{—n^ — v,^ — n.,—fj, . . . —th — v,) — F{n^, m,, . . . n,)

für sämmtliche Wer thsy Sterne der Zahlen« immer gleich

einem ung eraden Vielfachen von tt? ist. Nun ist mit Rück-

blick auf (2)

F{n{, ....) = Z2Ky.iny.nx -f 2ZUyjiy,

F[-n,—v^, ....)=ZZKy.xnynx + 2 Z[nyZKyj^vx) -f ZZKy.iVyV^

~2ZUyJly—2ZUyVy-,

somit ergiebt sich für jene Differenz ^ folgender Werth:

(6) ^= 2 Zny(— 2 Uy + ZJi^y^ V^) + ZZJi^y;^ VyV )_ ~ 2 Z UyVy .

Wir machen uun, was die hier gesuchten Werthe der Argumente

U anbelangt, folgenden Ansatz:

(7) 2Vy= iiy.ni + ZvxKyx,

d. i.

(7a) 2 Uy= iiy.7ti + v,K,y + v.^K.,y -{-.. + v,K,y,

wo /*! , fij, • . . fts beliebige ganze Zahlen vorstellen sollen. Als-

dann verwandelt sich der für J gefundene Werth in:

(8) ,j= — 2Ztiy.^yni + ZZKyxVyVi- Z[ixy%i + ZvxKy7:)Vy,

d. i. in:

(9) ^ = 2 TT/ Zriy (jLy 71 i Z llyVy,

oder in:

(10) z/= — 7ti{2Zny(ly -\- ZflyVy).

Hieraus aber ergiebt sich, das die Differenz J — mögen

nun die Zahlen n beschaffen sein , wie sie wollen — jederzeit ein

ungerades Vielfaches von ni sein wird, sobald nur

Z^ly Vy

eine ungerade Zahl ist. Unsere Function ^{'ü^^ V.)^ . . . Ug)

wird daher, falls man für die Argumente TJ die in (7) angegebenen

-Werthe nimmt, jederzeit verschwinden, sobald die in jenen Wer-

then enthaltenen Zahlen ft, v der Bedingung
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Zf»;,r^ = ungerade

(ienirge leisten. Wir gelaiigeu «leinnach zu folgendem Satz:

Verslehl man unter jttj
,

/itj, . . . (u^- und »'j, Vj, . . . v , irgend

welche positive oder negative ganze Zahlen, welche der Bedingung

jtt, Vj -f ft.^ 1^2 + • • • + l^sVs = ungerade

Genüge leisten, so fvird durch die Formeln

^1 = T (f*l
•^«' + ^'\ ^\\ + ^2^'2i + • • • + V, K,y\

^2 = i (/i2-^' + ^\^^n + v^Ä'jj + . . . + v^ /ir,2),

Vs = 1 C«5.7t« + ''l ^l'l . + V2A'2, + ... 4- V, /l^,,)

jederzeit ein Werthsystem der Argumente Ij\, C/j , . . . f/, darge^

„stellt sein, für welches die Function &{Uy, U^ ... Us) verschwindet.



Zweite Vorlesung.

Functionen mit zwei reellen Argumenten in ihrer

Ausbreitung auf der Horizontalebene.

Erster Abschnitt. Ueber die räumliche Ausbreitung einer von

einem einzigen Argumente abhängenden Function; Auffassung

der Endlichkeit als eines nothwendigen Bestandtheiles der

Stetigkeit.

Uni von einer Function U = U {x), die nur von einem

Argumente x abhängt, was die Aufeinanderfolge ihrer Werthe,

und was überhaupt ihren ganzen Charakter anbelangt, eine an-

schauUche VorsteUung zu erhalten, bringen wir eine horizontale

gerade Linie in Anwendung, welche von irgend einem festen

Punct aus ins Unendliche hin fortläuft. Wir bedienen uns

nämlich der auf einander folgenden Puncte dieser Linie, um die

auf einander folgenden Werthe des Argumentes geometrisch

darzustellen," indem wir für jeden beliebigen Werth x des Argu-

mentes immer denjenigen Punct jener Linie zum Bilde nehmen,

welcher von aus gerechnet die Abscisse x besitzt, und welcher

kurzweg der Punct x genannt werden mag. Jedem Puncte a;

entspricht alsdann ein gewisser Werth der Function. Wir

stellen die Grösse dieses Werthes ebenfalls bildlich dar, nändich

durch ein Perpendikel, welches wir in jenem Punct auf der Ilori-

zontallinie errichten.

Denken wir uns in jedem Punct der Ilorizontallinie den zu^

gehörigen Werth der Function durch ein solches Perpendikel dar-

gestellt, so werden die Spitzen aller dieser Perpendikel zusam-

mengenommen eine gewisse Curve bilden, und diese Curve ist
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es, wclclic uns eine genaue Vorstellung lielert von dem Charakter

der. Function.

Bei Anwendung dieser Metliode werden die Wertiie der

Function über die IJorizontallinie liin ausgehreitet. Um-
gekehrt können wir sagen, dass uns hier die Ilorizontallinie als

Träger dient für die auf einander folgenden Werthe der Func-

tion , nämlich als Träger dient für die Perpendikel, durch w elclie

jene M'erthe veranschaulicht werden.

Ferner werden wir mit llinhiick auf diese geometrischen Vor-

stellungen jetzt von den Werthen sprechen können, welche die

Function in irgend welchen Puncten oder auf irgend welcher

Strecke der Horizontallinie hesitzt, indem wir darunter natürlich

diejenigen Werthe verstehen, welche durch die von jenen Puncten

oder von jenti- Strecke geti-agenen Perpendikel dargestellt werden.

Betrachtet man die Werthe, welche die Function auf irgend

einer gegebenen Strecke der Ilorizontallinie besitzt, betrachtet

man also diejenigen Perpendikel, welche auf dieser Strecke er-

richtet sind, und zeigt sich, dass die Spitzen aller dieser Perpen-

dikel unter einander zusammenhängen, dass nämlich diese

Spitzen in ihrer Gesammthcit eine Curve bilden, welche — mag
sie nun gekrümmt und geknickt sein, wie sie wolle — in un-
unterbrochenem Zuge von der einen nach der andern Seite

hin fortläuft, so soll die Function auf jener Strecke stetig ge-

nannt werden. Unstetig hingegen soll die Function auf jener

Strecke heissen, sobald die eben erwähnte Curve in ihrem Zuge

irgend welche Unterbrechungen darbietet.

Desgleichen soll, wenn wir irgend welchen Punct der Hori-

zontallinie betrachten, die Function in diesem Puncte stetig oder

unstetig genannt werden, je nachdem die Spitze des von die-

sem Punct getragenen Perpendikels mit den Spitzen der nach

,.. ^ rechts und links hin benachbarten
r IST- o-

Perpendikel im Zusammenhang

steht oder nicht. Ist z. B. irgend

eine Function IJ== U {x) durch die

^ Curve pq (Fig. 6) dargestellt, so

1
\ ! ; wird diese Function auf der Strecke

^
< r c

fii^^ ^,,^^J ebenso in jedem einzel-

nen Puncte dieser Strecke stetig heissen. Auf der Strecke bc
hingegen wird sie unstetig zu nennen sein. Diese Unstetigkeit auf
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der Strecke bc rührt nur von einem einzigen Puncte her; denn

nur in r ist die Function unstetig, >vührend sie in allen ührigen

Puncten jener Streciie stetig hleibt.

\S\\' betrachten ferner eine Function, welche für irgend einen

Werth des Argumentes unendlicli gross wird, z. B. die Func-

tion tg2.f, welche unendlich gross wird für cc^=^^-. Es sei pq
(Fig. 7) die Curve, durch welche diese Function auf der Strecke

X = -r bis X = - dargestellt wird. Das v-„ n

mittlere Perpendikel auf jener Strecke,

nämlich das im Punct x = — errichtete,

ist unendlich lang, wahrend die zu

beiden Seiten befhidlichen Perpendikel —
mögen sie nun dem mittleren so nahe

liegen, wie sie irgend wollen — durch-

weg von endlicher Länge sind. Dem-

nach ist die Spitze des mittleren Perpen-

dikels a u s s e r Z u s a m m e n h a n g mit den
;

;
j

Spitzen der nach rechts und nach links ^ "^3^ I^~~
hin benachbaiten Perpendikel ; folglich die 4 2 4

Function tg- x im Puncte x = — unstetig zu nennen. Gleiches

wird, um andere Beispiele anzuführen , von der Function tg x im

Puncte x = ^, und gleiches von den Functionen -- und ^ ""^

2
'-' X x-

Puncte X =: gelten. Ueberhaupt werden VAir ganz allgem^'"

sagen können: Besitzt eine F'unction V (x) in irgend einem
F'uncte x einen unendlich grossen Werth, so ist sie in

jenem Puncte auch jederzeit unstetig. Oder: Die Func-
tion kann in irgend einem gegebenen Punct nur dann
stetig sein, wenn sie daselbst endlich ist.

Man sieht übrigens leicht, dass die Definition, welche wir

hier für „stetig und unstetig" gegeben haben, der bis jetzt

gebrauchten geometrischen Fassung leicht entkleidet werden kann.

Wir können dieselbe in voller Strenge so aussprechen:

Eine Function f/ == U (x) ist zwischen x = a und x = b

stetig oder unstetig^ Je nachdem die Werthe , welche U bei einem

Anwachsen des Argumentes von x = a bis x = b durchläuft^ eine

zusammenhäng ende Reihe bilden^ oder eine Reihe bilden^ die

irgend welche Sprunge macht.
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Kiiic l'iinclioii ü [x) soll eindeutig heissni, wenn sie für

jedes gegeljene o; immer nur einen Werlli hat; hingegen mehr-

deutig genannt werden, sobald sie für ein gegebenes x meh-

rere Werthe besitzt. So ist z. B. U =^ x^ eine eindeutige,

hingegen V= x^ eine zweideutige Function.

üebrigens werden auch Functionen vorhanden sein, weiclie

abwerhsehid, für einige Werthe des Argumentes eindeutig, und

für andere Werthe desselben mehrdeutig sind. Derdien wir

uns z. B. eine Function V [x), deren AVerthc durch die (^\\v\c pq
(Fig. 8) dargestellt sind; diese Function wird dann auf der Strecke

ab, und ebenso auch auf der Strecke

iq c</ eindeutig, auf der Strecke bc

hingegen dreideutig sein.

Es sei U = U (x) irgend eine

Function, welche auf der Strecke

_ X == a bis X = b eindeutig und

stetig ist. Die Curve, durch welche

(he Werthe der Function auf jener Strecke dargestellt werden,

wird alsdann beliebig gekrünnnt und geknickt sein können ; aber

nirgends ins Unendliche ansteigen, und überhaupt in ihrem Zuge

keinerlei Unterbrechungen darbieten; sie mag (Fig. 9) die Form
aß besitzen.

Es sei pq irgend ein

unendlich kleines Ele-

ment dieser Curve, fer-

ner seien x und x^ die-

jenigen Puncte, welche

auf der Ilorizontallinie

gerade unter /> und q

liegen, also x^ — x die

Entfei'iunig der beiden
0.

l'uncte X und x^ von einander.*)

Man kann die Höhe, um welche die Curve bei ihrem Fort-

gange von p nach q senkrecht emporsteigt, d. i. die Grösse, um

*) Es sollen nämlich x, a;, , und ebenso auch a, r, s, b nicht nur

die Namen der so bezeichneten Puncte sein, sondern gleichzeitig auch
die Entfernungen vorstellen, welche diese Puncte vom Anfaugspunct

aus besitzen.
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welche das Peipeudikel <fx^ länger als das l*ei[)eiidikel px ist,

in folgender Weise darstellen

:

7jx^ — /w^ = (.r, — x) . tg 9)

,

wo qo den Winkel bezeichnet, unter welchem das kleine (Änven-

elenient m (oder die Tangente mn) gegen die Horizontale ge-

neigt ist. Bekanntlich ist nun lg (p gleich dem Werthe, welchen

i\Qr DiH'erenliahjuotient =1 U' [x] in dem unter p liegendem

I'uncte X besitzt; mithin:

Tx'i — px =^ {x^ — x) . U' (x),

oder, wenn man die Entfernung der beiden I'uncte x und .r,

von einander mit dx bezeichnet:

qx^ — px = dx . U' {x).

Dieser Ausdruck f/' {x) . dx ist es also, welcher die Höhe

vorstellt, um welche die Ciirve bei ihrem Fortgange von j> nach

q senkrecht emj)orsteigt.

Denkt man sich die Strecke von x = a bis x = r in lauter

unendlich kleine Elemente dx zerlegt, denkt man sich sodann

den Weith des Ausdrucks U' [x] . dx der Reihe nach für jedes

dieser Elemente aufgestellt, und endlich alle diese Werthe sum-

mirt, so wird man die ganze Höhe erhalten, um welche die Curve

bei ihrem Fortgange von « nach q senkrecht emporsteigt. Die

eben genannte Summe wird aber dargestellt durch das bestinimte

Ju'ix).Integral 1 U' (x) . dx; somit ergiebt sich:

— aa :=: j U' [x] . dx,

oder, wenn man beachtet, dass aä und Q~r die Werthe vorstellen,

welche die gegebene Function U [x] in den i'unklcn a und ;•

besitzt:

U{r) — U{a) = i ü'{x) . dx.

In ähnlicher Weise ergeben sich für die Strecken rs und sb die

Gleichungen.
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_'U{s)— C/(r) =
I

U'{x) . dx, -

h

U{b)— U [s) ^
I

U' {x) . dx.

s

Und nunmehr eiiiält man schliesslich durch Addition aller drei

Gleichungen lolgende Formel:

V{h) - lJ{n) == ju' [x) . dx.

Es isl Wühl zu beachten, dass wir hei Ableitung dieser For-

mel nichts weiter angenommen haben, als dass die gegebene

Function V [x) zwischen x = a und x = b eindeutig und

stetig ist, dass wir nän)lich diese Formel abgeleitet haben, ohne

über die Eindeutigkeit und Stetigkeit des Differentialquotien-

ten f/' [x) irgend welche Voraussetzung zu Grunde zu legen.

Doch man könnte vielleicht vernmthen, dass wenn die ge-

gebene Function auf der Strecke a bis ft eindeutig und stetig ist,

dass dann gleichzeitig auf dieser Strecke auch ihr DiÜ'erential-

quotient eindeutig und stetig sein müsse. Das aber ist — wenig-

stens was die Stetigkeit anbelangt — keineswegs der Fall, wie

ein näherer Hinblick auf die von uns betrachtete Function so-

gleich zeigen wird.

Diese Function V {x) wijd geometrisch dargestellt durch die

Curve a^ (Fig. 9). Lassen wir die Tangente rnn auf dieser Curve

entlang fortgleiten, lassen wir nämlich den Contactpunct derselben

längs der Curve hin von a bis ß fortgehen, so werden wir wäh-

rend dieser Bewegung, was die Richtung der Tangente anbe-

langt, zweimal ein plötzliches Umspringen beobachten, das

eine Mal in dem Augenblick, wo der Contactpunct über die Ecke

Q, das andere Mal in dem Augenblick, wo derselbe über die

Ecke a fortgeht. Demnach wiid der Winkel cp, unter welchem

die Tangente gegen die Horizontale geneigt ist, während der in

Rede stehenden Bewegung zweimal eine sprungweise Verän-

derung erfahren. Und es werden also die Werthe, welche cp,

mithin auch die Werthe, welche tg cp =: U' {x) zwischen x = a

und X := b besitzt, in zwei Puncten unstetig sein, nämlich bei

o; = r und bei x = s.
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Wir sehen dalitM% dass durch die angenommene Stetigkeit

der Function U {x) noch keines^Yegs die Stetigkeit ihres DifTercn-

tiaiquotienten U' {oc) mitbedingt ist; und wir werden uns dahx'r,"

was die von uns abgeleitete Formel anbelangt, in folgender Weise

aussprechen:

Ist eine Function JJ = U (oc) auf der Strecke x = a bis

X ==i b eindetiiig und stetig^ so gilt — mag nun _ der Difjfercn-

tialquolient V' [x] auf dieser Strecke beschaffen sei?i, wie er wolle,

mag er z. B. stetig-, oder mag er unstetig sein —^ Jederzeit fol-

gende Formel:

J U' {x)dx = U{b) — U{a).

Zweiter Abschnitt. Ueber die räumliche Ausbreitung, sowie

über die Eindeutigkeit und Stetigkeit einer von zwei Argu-

menten X und // abhängenden Function. Wiederum ist die

Endlichkeit als ein nothwendiger Bestandtheil der

Stetigkeit aufzufassen.

Um uns von irgend einer Function U = U{x,y), die von

zwei Argumenten x und y abhiingt, eine anschauliche Vorstellung

zu verschaffen, bedienen wir uns einer Horizonlalebene, in wel-

cher wir einen Anfangspnnct 0, und zwei von diesem ausgehende,

auf einander senkrechte Coordinatenachsen OA und OB festsetzen.

Wir benutzen nämlich die Puncte dieser Ebene, um durch sie

alle Werthen- Paare zu versirmlichen, welche die beiden Argu-

mente X, y überhaupt annehmen können; indem wir für jedes

solches Werthen -Paar immer denjenigen Punct der Ebene zum

Bilde wählen, dessen Coordinaten durch das Werthen -Paar dar-

gestellt sind.

Jedem Puncte x, y wird alsdann ein gewisser Werth der

Function entsprechen. Die Grösse dieses Werthes können wir

ebenfalls bildlich daistellen , nämlich darstellen durch die Länge

eines Perpendikels, welches wir in jenem Puncte auf der Ilori-

zontalebene errichten.

Denken wir uns in solcher Weise in jedwedem Puncte x, y
den zugehörigen Werth der Function durch em Perpendikel dar-

gestellt, so werden die Spitzen aller dieser Perpendikel zusam-
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inengenoiiinien eine gewisse F hie he liiklen. Und die Form die-

ser Fläche wird uns alsdann eine deulliche Vorstellung gehen

von der Beschaflenheit der gegehenen Function.

Es werden durch Anwendung dieser Methode ^mmtliche

VVerthe der Function üher die liorizontalehene hin ausgehreitet.

Oder mit andern Worten: Es wird dahei die Horizontalehene als

Träger für alle Werthe, welche die Function üherhaupt hesitzt,

in Anwendung gehracht; denn jeder einzelne Punct jener

Ehene trägt einen gewissen Werth der Function, trägt

nämlich ein Perpendikel, welches einen solchen Werth durch

seine Länge darstellt.

Unter den Werthen, welche die Function in irgend welchen

Puncten, oder in irgend welchem Linien- oder Flächenstück jener

Ehene besitzt, werden diejenigen Werthe zu verstehen sein, welche

von jenen Puncten oder von jenem Linien- oder Flächenstück ge-

tragen werden. Und demgemäss werden unter den Eigenschaften,

welche die Function in irgend welchen Puncten oder in irgend

welchem Linien- oder Flächenstück hesitzt, Eigenschaften zu ver-

stehen sein, welche sich auf die daselbst befindlichen Werthe der

Function beziehen.

Die Function soll in irgend einem gegebenen Punct der

IIorizontalebfMie stetig genannt werden, sobald die Spitze des

von diesem l*nnct getragenen Perpendikels ringsum mit den Spitzen

der benachbarten Perpendikel in Zusammenhang steht; in

jenem Punct aber unstetig heissen, sobald ein solcher Zusam-

menhang nicht — oder vv^mgstens nicht ringsum — stalt-

findet. Daraus ergiebt sich — ähnlich, wie vorhin bei lititracb-

tung einer Function, die nur von einem Argumente abhängt —
unmittelbar folgender Satz:

Besitzt eine Function U{x^ y) in it-f/etid einem Punct oc, y einen

unendlich grossen Werth, so ist sie in diesem Punct jederzeit

unstetig. Pie Function kann mithin in einem Puncte nur dann stetig

sein, wenn sie daselbst endlich ist.

Denken wir uns auf der liorizontalehene irgend ein Flächen-

stück 21 abgegrenzt, denken wir uns ferner die Perpendikel con-

struirt, durch welche in jedem Punct von % der zugehörige Werth

der Function dargestellt ist, und denken wir uns endlich die Fläche
conslruirt, welche von den Spitzen all' dieser Perpendikel zu-

sammengenommen gebildet wird; so wird die Function innerhalb
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21 überall stetig sein, sobald diese Fläche — mag sie nun ge-

krümmt, mit Kanten und Ecken behaftet sein, wie sie wolle —
keinerlei Unterbrechung darbietet. D.h. die Function wird

innerhalb 51 stetig sein, sobald jene Fläche frei ist von Rissen,,

frei ist von vereinzelten Linien oder vereinzelten Puncten, mithin

auch frei ist von unendlich hoch oder unendlich tief gelegenen

Puncten.

Wir wollen, um einige Beispiele anführen zu können, unter

% die Fläche eines Kreises verstehen, welcher um den Anfangs-

punct mit beliebigem, aber endlichem Radius beschrieben ist,

und irgend einen Durchmesser dieses Kreises mit A bezeichnen.

Die Function f/=2 + ic- + y- wird dann ohne Zweifel in-

nerhalb 51 überall stetig sein.

Denken wir uns hingegen eine Function V = T (a-, y), \\ eiche

in der einen Hälfte von % — der Kreis }( mag duich die Linie A

in zwei Hälften zerlegt gedacht werden — mit U identisch ist, in

der andern Hälfte hingegen Werthe besitzt, die durchweg um
1 grösser als die von U sind; so wird F eine in % unstetige

Function zu nennen sein. Die Fläche, durch welche die Werthe

von V dargestellt sind, wird nämlich gerade über der Linie X

einen Riss haben.

Denken wir uns ferner eine Function W = W (a-, y), welche

mit alleiniger Ausnahme der auf der Linie A belindlichen Werihe,

innerhalb 51 überall identisch ist mit der Function V , welche

aber längs l hin Werthe besitzt, die durchweg um 1 grösser

sind, als die correspondirenden Werthe von U. Diese Function

W wird dann in 51 offenbar unstetig sein. Denn die Fläche,

durch welche ihre Werthe dargestellt sind, besitzt gerade über

X eine vereinzelte Linie; besteht also, genaugenommen, aus

drei durch Risse von einander geschiedenen Stücken, nämlich

aus einem Flächenstück, welches über der einen Hälfte von %
liegt, ferner aus einem Linienstück, welches gerade über A liegt,

und drittens endlich aus einem Flächenstück, welches die andere
Hälfte von 51 überdeckt.

Denken wir uns ferner eine Function R^=R{x,y), welche

mit alleiniger Ausnahme des in vorhandenen Werthes mit

der Function V identisch ist, welche aber in nicht den Werth

2, sondern den Werth 3 besitzt. Diese Function wird dann in

5( unstetig zu nennen sein. Denn die Fläche, durch welche
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sie dargestellt Avird, besitzt über einen vereinzelten Pnnct;

bestellt also, strenge genommen, ans zwei durch einen Riss von

einander geschiedenen Stöcken, nämlich aus einem gerade über

liegenden vereinzelten Punct, und aus einem Flächenslück, wel-

ches alle übrigen Puncte von 91 überdeckt, welches also gerade

über eine unendlich kleine Oeffnung besitzt.

Schliesslich mag noch die Function S^=^—.—-, erwähnt wer-

den. Diese ist in 9( ebenfalls unstetig. Denn die Fläche, durch

welche sie dargestellt wird, besteht aus Puncten, welche, mit

alleiniger Ausnahme des gerade über befindlichen , alle eine

end liebe Höhe haben, während der über befindliche in un-

endlicher Höhe liegt; es besitzt also diese Fläche gerade über

einen vereinzelten Punct.

Die Functionen Fund W sind in % längs einer Linie hin,

nämlich längs A hin unstetig; während andererseits die Functio-

nen R und S nur in einem einzelnen Puncte von %, nämlich

nur in unstetig sind. Demgcniäss kann l eine Uns tetig -

keitslinie der Functionen V und W^ und andererseits ein

Unstetigkeitspunct der Functionen R und S genannt werden*).

Eine Function U[x^ y) soll eindeutig oder mehrdeutig
genannt werden, je nachdem sie in jedem Punct der Horizontal-

ebene, d. h. für jedes Werthenpaar von a:, «/, nur einen, oder

mehrere Werlhe besitzt. So wird z. B. ?7=: x^ -f- t/ eine ein-

deutige, hingegen U= [x^ -f- i/) \ eine zweideutige Func-

tion zu nennen sein.

Uebrigens werden auch Functionen denkbar sein, welche in

*) Es ist klar, dass die Functionen R und S in sehr verschiedener Weise
unstetig sind; die erstere ist unstetig in Folge eines endlichen Sprunges,

die letztere in Folge eines Sprunges ins Unendliche. Uebrigens können

vrir, was diese Verschiedenheit anbelangt, leicht noch andere Merkmale
anführen. So z, B. kann die Unstetigkeit von 7? gehoben werden
durch Abänderung ihres Werthes in einem einzelnen Puncte,
während solches bei -S^ nicht der Fall ist. Ein anderes Merkmal dieser

Verschiedenheit fällt in die Augen, wenn wir neben R und S gleich-

zeitig auch die reciprocen Werthe dieser Functionen, nämlich die

Werthe von — und — in Betracht ziehen. Während nämlich — in9(un-
li O /l

stetig ist, bleibt— innerhalb 3t überall stetig.
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einigen Puncten der Ilorizontalebene eindeutig, in andern
Puncten jener Ebene bingegen mehrdeutig sind.

Es sei U =^ U{x, y) eine beliebig gegebene, eindeutige und

stetige Function. Der partielle Differentialquotienl |^ ist seiner

Definition zufolge gleich
^^ + ''^'

VJ^——(f^liJ/). ^^^^ ^^^^^ ^^^^

dadurch erhalten, dass man den Unterschied der beiden Werthe,

welche die Function im Anfangs- und Endpunct eines Linienele-

mentes (Ix besitzt, durch die Länge dieses Elementes dividirt.

Dieses Element ist parallel zur x Achse; es bezieht sich daher

der partielle Differentialquotient ^— auf die Schnelligkeit, mit

welcher die Function V anwächst, sobald man in einer mit der a: Achse

parallelen Richtung fortgeht. — In gleicher Weise wiid sich der par-

tielle DifTerentialquotient t^- auf eine mit der y Achse parallele Rich-

tung beziehen.

Wir wollen nun durch den Punct

X, y eine Linie in beliebiger Rich-

tung legen, welche (Fig. 10) von irgend

einem festen Puncte «, b ausgehen mag,

und die Schnelligkeit untersuchen, mit

welcher sich der Werth von V ändert, so-

bald wir den Punct x^ y dieser Linie

entlang fortgehenlassen. Die variable Ent-

fernung des Punctes x, y von dem festen «^ b

Puncte «, b mag mit p bezeichnet werden, ferner mögen die beiden

gegebenen Winkel, unter welchen die Linie p gegen die beiden

Coordinatenachsen geneigt ist, « und jS^genannt werden*); folglich:

X = a -\- jtj.cosof,

y = b + />. cös|3.

Setzt man diese Werthe in die Function U=U{x,y) ein, so

verwandelt sich ü in einen Ausdruck, welcher nur von einer ein-

zigen Variablen, nämlich nur von p abhängt. Differenzirt man
diesen Ausdruck nach p, so wird man einen Rruch

*) Bei der Linie p haben wir eine bestimmte Richtung festgesetzt,

nämlich die vom Punct a, b, oder vom Puncte x, y nach F hin fortlau-

fende (Fig. 10). Dcragemass sollen unter unter a und (J diejenigen
Winkel verstanden werden, welche diese nach P hin fortlaufende Rich-
tung mit den Riehtungen der Coordinatenachsen einschliesst.

Nt'umanii, Abol'sclio Inlograli». ^
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dU
dp

crliallen, dessen Nenner durch eine kleine Vergrössernng von i^, näm-

lich durch das Linienelement dp dargestellt ist, und dessen Zählei-

durch die correspondirende Vergrösserung von IJ , d. i. durch den

Unterschied derjenigen heiden Werthe dargestellt wird, welche

11 im Anfangs- und im Endpunct jenes Linienelementes besitzt.

Auf die Schnelligkeit, mit welcher U anwächst, sobald man in

der Richtung p fortgeht, wird sich demnach dieser Difierenlial-

quotient -- in ganz derselben Weise beziehen, wie sich die Dif-

ferentialquotienten -K—, -ö- auf die mit der x oder y Achse

parallelen Richtungen bezogen. Dieser Differentialquotient —- ist

es nun, welcher in Zukunft kurzweg „der nach der Richtung />*)

genonnnene Differentialquotient" genannt werden soll.

Da U von x, y abhängt, und x, y ihrerseits durch die Re-

lationen

it = rt -|- /;cosa,

y ^= b -\- pcosß

von p abhängig .sind, so hat der Differentiabpiotient - folgen-

den Werth:

oder:

([^ _^ du dx_ d_U dy
dp dx dp

"
dy dp''

dU du
,
du

dp da;
' dy '

Wir haben also folgende Definition:

Ist U do-Jemge WeiHh, welchen irgend eine gegebetie, von x und y
abhängende Function im Pmicte x, y besitzt, und ist ferner dU die-

jenige Grösse, um welche U atiwächst, sobald man von Jenem Puncie

aus in irgend welcher Richtung p um eine unendlich kleine Strecke

dp fortgeht, so soll der Bruch

dU
dp

„der nach der Richtung p genommene Differentialquotient'-' genannt

werden.

Bei einem solchen Bifferentialquotienten stellt der Nenner

*) Unter der Richtung p versteht man dabei diejenige, in welcher
p wächst, also diejenige, welche (Fig. 10) vom Puncte x, y nach P hin
fortläuft.
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dp eine gewisse Strecke, eine gewisse Entfernung vor, und ist

demnach jederzeit positiv. Der Zähler dU hingegen wird bald

positiv, bald negativ sein, nämlich das Eine oder das Andere, Je

nachdem der Werth von U im Etidpunct des Linienelementes dp
grösser oder kleiner als itn Jnfangspiincte desselben ist.

Ferner haben wir folgenden Satz:

Ist U =^ U{a;,y) irgend eine gegebene Function, und bezeich-

net p irgend welche von dem Puncte x, y ausgehende Richtung,

so hat der nach dieser Richtung gebildete Differetitialquotient ~
den Werth .-

dU du ,
s , du

I
,

wo (jp, x) und [p, y) die beideti Winkel bezeich?ien, welche die

Richtung p mit den Richtungen der Coordinatenachsen einschliesst

.

Ist q eine zweite, ebenfalls vom Puncte x, y ausgehende Rich-

tung, so wird in analoger Weise

dU du , . , du , ,^ = ^cos(y, a:)+ ^cos(^,y)

sein. Sind nun die Richtungen p und q einander gerade ent-

gegengesetzt, so ist

[p, x) + [q, x) = 180^, cos{p, x) = — cos {q, x),

(P, y) + (?, !/) — 1B0^ cos{p, y) = — cos {q, y).

Folglich ^ = T-. Somit haben wir folgenden Zusatz:^ ap dq ^

Versteht man unter p und q irgend zwei vom Puncte x, y
ausgehende, und nach entgegengesetzten Seiten hin fortlaufende

Richtungen, so haben die nach diesen Richtungen gebildeten Dif-

ferentialquotienten -T— und -r— jederzeit entgegengesetzte Werthe,

nämlich Werthe, dercfi Summe Null ist.

Der Differentialquotient — sollte sich — das war unser Aus-

gangspunct bei dieser ganzen Betrachtung — auf die Richtung p
in derselben Weise beziehen, wie sich die DifTerentialquotienten

„— und ^~ auf die mit den Coordinatenachsen x und y paral-

lelen Richtungen beziehen. Dass das bei dem Difl'erentialquotienten

3— nun in der That der Fall ist, lässt sich aus der in unserm
dp

,

Satze aufgestellten Formel sofort erkennen. Wenn wir nämlich

4*
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in jener Formel unter /> die mit der x Achse parallele Richtung

.
verstehen, so wird {p, x) = 0^, (p, y) ^= OO", mithin — = ^ .

Und andererseits wird - - = ^— , sobald man für p die mit der
dp dy

y Achse parallele Richtung nimmt.

Es seien und 1 irgend zwei einander unendlich nahe

Puncte mit den Coordinaten a;, y und ^i, ?/,,. Die Entfernung
der beiden Puncte von einander mag mit dp bezeichnet werden,

so dass also dp eine ihrer Redeutung nach positive Grösse vor-

stellt. Die Differenz x^ — x wird je nach der Lage der beiden

Puncte und 1 bald positiv, bald negativ sein, wird aber, was

ihren absoluten Werth anbelangt, immer gleich der Projection des

Elements rfp auf die o; Achse sein. Rezeichnet man also die von

nach 1 hin fortlaufende Richtung mit p, so wird

ir, — X = + dp . cos (;>, x)

sein.

Nun ist, wie man leicht übersieht, x^ — x positiv oder nega-

tiv, je nachdem die von nach 1 hin fortlaufende Richtung

mit der Richtung der x Achse einen spitzen oder stumpfen Win-

kel einschliesst, d. i. je nachdem cos (j», x) positiv oder negativ ist-

Der Quotient
x^ — X
cos{p, x)

muss daher jederzeit positiv sein.

Somit können wir jetzt über das zweifelhafte Vorzeichen +
in unserer Formel definitiv entscheiden. Reachten wir nändich,

dass dp seiner Definition zufolge stets pos. ist, so cj-gicbt sich

sofort, dass in jener Formel immer das pos. Vorzeichen zu neh-

men ist, dass also jederzeit

x^ — X ^ dp . cos {p, x)

sein wird. Ebenso lüsst sich darthun, dass auch jederzeit

Pi — t/
= ffp • cos (>, y)

sein muss.

Das Resultat, zu welchem wir hiermit gelangt sind, lässt sich

zusammenfassen durch folgenden Satz:

Besitzen irgend zwei einander imendlich nahe Puncte die

Coordinaten x, y und x -{ dx, y -\- dy, und versteht man unter p
die von dem ersten Punct nach dem letzten hin fortlaufende Richtung,

ferner unter dp die Enlfcrnung heider Puncte von einander (also

eine Grösse, die stets pos. ist), so wird jederzeit
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dx = dp . cos {p, x)

dy c= dp . cos (p, y)

sein.

Wir hätten übrigens zn diesem Resultat auch auf kiirzereni

Wege gelangen können, nämlich durch Anwendung des auf Seite 51

gefundenen Satzes. In jenem Satze kann nämlich für JJ irgend

welche Function genommen werden, die von den beiden Argumelen

X und y abhängt, also auch eine Function, die nur von einem dieser

beiden Argumente abhängig ist. So können wir z. B. an Stelle

von U auch x selber, und eben so gut auch y nehmen. Thun

Mir dies, so erhalten wir aus der in jenem Satz angegebenen

Formel sofort folgende Gleichungen:

dx / \— =zcos (p, x),

% = ^os{p,y);

Und diese sind identisch mit denen in unserni letzten Satze.

Dritter Abschnitt. Definition der Elementarfläche. Betrachtung

einer von x und y abhängenden Function, welche innerhalb

einer gegebenen Elementarfläche überall eindeutig und

stetig ist.

Ein auf der Ilorizontalebene abgegrenztes Flächenstück kann

sehr verschiedene Gestalten besitzen.

Es kann ein solches Flächenstück eine oder mehrere Rand-

curvcn besitzen. So hat z. B. eine Kreisfläche nur eine Randcurve,

während hingegen das ringförmige Flächenstück, welches von zwei

concentrischen Kreisen begrenzt wird, zwei Randcurven besitzt.

Andererseits ist zu bemerken, dass ein solches Flächenstück

in der Endlichkeit liegen, dass ein solches Flächenstück

sich aber auch ins unendlich Ferne hinerstrecken kann. So

liegt z. B. die von einer Ellipse begrenzte Fläche in der End-

lichkeit, während sich die von einer Parabel begrenzte Fläche in

unendliche Ferne hin erstreckt.

Definition: Ein auf der HorizonUdehene abgegrenztes Flächen-

stück, welches nur eine Randcurve besitzt, und welches gleich-

zeitig keine unendlich fernen .Puncte in sich enthält, soll in

Zukunft ein „elementares Flächetistück'''' oder kurzweg eine

,,El e me nt ar fl äch e'''- genannt werden.



54 Zweite Vorlesung.

Die nachrolyciicleii Bctraclitungen werden sich auf die Werthe

beziehen, welche irgend eine Function ü^=:U{x,y) innerhalb

eines solclien elementaren Flächenstückes besitzt. Es würde leicht

sein, diese^Betrachlungen in allgemeinerer Fassung, nämlich mit Be-

zug auf Flächenstücke von weniger beschränktem Charakter durch-

zuführen. Trotzdem wollen wir uns dabei innerhalb der genannten

Crcnzen halten, und zwar deswegen, weil eine grössere Allge-

meinheit für die uns vorliegenden Zwecke ohne Nutzen sein würde.

Schliesslich noch eine Bemerkung über die Bandcurve Irgend

eines auf der a-y Ebene gegebenen Flächenstückes. Die auf einer

solchen Curve errichtete Normale soll nämlich, je nachdem sie;

in das Innere des Flächenstückes, oder in den das Flächenstück

umgebenden Raum der ay Ebene hineinläuft, die innere, oder

die äussere Normale genannt werden.

31it Rücksicht auf das, was wir früher (Seite 44) in Bezug

auf eine Function ü{cc), die nur von einem Argumente abhängt,

gefunden haben, ergiebt sich leicht, dass eine von zwei Argu-

menten X, y abhängende Function l![x, y) auf einer gegebeneu

Elementarfläche @ überall stetig sein kann, ohne dass ihre Dif-

ferentialquotienten ^, X— desshalb daselbst ebenfalls überall stetig

zu sein brauchen. Denken wir uns z. B. die gegebene Elementar-

fläche (S von irgend welchem beliebig gekrümmten Flächenstück

überdeckt, welches frei von Rissen und Sprüngen, hingegen mit

irgend welchen Kanten und Ecken behaftet ist, so wird die durch

dieses Flächenstück repräsentirte Function Z7 auf (S überall stetig

sein; und gleichwohl werden alsdann die Dilferentialquotienten

5—, -^— daselbst unstetig sein.

Gleiches gilt auch in Bezug auf die Eindeutigkeit. Sind

z.B. x=u,y = b die Coordinaten irgend eines Pmictes, der

innerhalb der gegebenen Elementarfläche (S liegt, und versteht

man unter TJ den positiven Werth von ^^— «j^
-f- (y— b)^,

so wird f/ selber eine von x, y abhängende Function sein, welche

auf (5 überall eindeutig und stetig ist. Und trotzdem werden

die Dilferentiabpiotienten dieser Function

du x — a

dx ^ y\^_af+{y-bf
du _ y~-b

dy y{x-af + {yby
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auf (5 nicht melir ril)i'rall eindeutig, sondern Functionen

sein, welche im Puncte .r=:«, y^=h unendlich viele Werthe

besitzen.

Durch die Eindeutigkeit und Stetigkeit einer von x und ij ab-

hängenden Function wird also noch keineswegs die Eindeutigkeit

und Stetigkeit ihrer Dilferentialquotienlen mitbedingt.

Wir wollen uns eine Function ?7 = lJ[x, y) gegeben denken,

welche — mögen nun ihre Differenliahiuotienten
-jf^

y~' ^'^"

schallen sein, wie sie wollen — auf irgend welcher Elementar-

flache (i* überall eindeutig und stetig ist.

Es sei pq irgend eine begrenzte, der a: Achse parallele

gerade Linie, deren einzelne Puncte sämm tl ich innerhalb

der gegebenen Elementarfläche (S liegen. Da der Voraussetzung

zufolge U innerhalb ix überall eindeutig und stetig ist, so wird

gleiches auch von denjenigen Werthen von U gelten, welche längs

jener Linie p q hin auf einander folgen. Bezeichnet man daher

irgend ein Element dieser Linie mit dx, um\ bildet man das über

die ganze Linie sich hinerstreckende Integral:

ß
'du ,

K— dx,
ex

p

so wird der Werth dieses Integrales zu Folge eines früher bewie-

senen Satzes (Seite 45) gleich

Uq - Up

sein; falls nämlich Up und Uq die Werthe vorstellen, welche U

im Anfangs- und im Endpunct der Linie pq besitzt.

Die gegebene Elementarfläche (?• mag nun durch irgend welche

Linien in einzelne Stücke aj, 02, «3 . . . . zerlegt gedacht wer-

den, und jedes dieser Stücke sei so beschalTen, dass sein Rand

(wie etwa der Rand eines Rechtecks oder der einer Ellipse) von

einer geraden Linie immer nur in zwei Puncten geschnitten wer-

den kann. Irgend eines dieser Stücke sei a.

Wir zerlegen a durch Linien, welche parallel zur x Achse

laufen , in lauter schmale Streifen. Irgend einer von diesen Strei-

fen liege (Fig. 11) zwischen zwei Linien, von welchen die eine

— sie mag p q genannt werden — von der x Achse den Abstand y,

die andere hingegen den Abstaud y + dy hat; so dass dy die

Breite des Streifens vorstellt. Bezeichnet man irgend ein Element
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i\ev lAn'ui /"/ mit ^/.r, J)ildel man sotlHiin mil JJeziig aul' dieses

du
riiiieiieleiiieiil den Ausdruck -7.^

—

dx, und integrirt man endlich

Fis. 11. diesen Ausdruck über

die ganze Linie ;j^ hin,

so Avird man ein In-

tegral erhalten, dessen

Werth nach der zu-

vor gemachten IJemiM*-

kunfif folgender ist:

J^ '^"^ = ^^

der Ijreite des Streifens multiplicirt:

Daraus ergiebt sich,

wenn man auf beiden

Seiten mit r/y, d. i. mit

(1) Id^^^ ^^y = ^'^ ^^^ " ^p ^y-

Ijezeichnet man diejenigen beiden Randelemente von a, durch

welche der betrachtete Streifen auf beiden Seiten begrenzt wird, mit

ilsp und dsq, so kami man dy als die rechtwiiddige Projection von ds^,,

oder auch als die von dSq auf die y Achse ansehen; demnach ist

dy = dsp . cos ß = dSq . cos ^,

wo unter « mid ß (Fig. 11) die spitzen Winkel zu verstehen

sind, unter welchen jene beiden Elemente gegen die y Achse gcjieigt

sind. Stellen n^ und n^ die auf diesen Linienelcmenten errich-

teten inneren Normalen vor, so ist (Fig. 11)*):

ci = (n^, oc),

/3 = 1800 — (.*„ o:),

wo [up,^] und [nq, x) diejenigen Winkel bezeichnen, welche di(!

Richtungen von n^ und n^ mit der Richtung der .r Achse

machen. Somit ergiebt sich:

dy = dSp . cos (n^, x) := — ds^ . cos (n^, x).

Durch Renutzimg dieser beiden Werthe von dy verwandelt sich

unsere Formel (1) in:

='') In jener Figur sind die in denPuncten p undg^ errichteten Normalen
nicht mit n^ und w,, sondern der Kürze willen beide nur mit yj bezeichnet.
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— (Lv dy^=—üq. cos [iiq, x) . dsq — Up . cos (n^, x)

p

In dieser Formel befinden sich links unter dem Integrale

sämmtliclie Flächenelemente dx dy, aus welchen der von uns be-

trachtete Streifen besteht, während sich rechts die beiden Linien-

elemente dsp, dsq vorfinden, von welchen der Streifen an seinen

beiden Enden begrenzt wird. Denkt man sich daher das ganze

Flächenstück a in lauter solche Streifen zerlegt, und die Glei-

chung (2) successive für jeden einzelnen Streifen aufgestellt; so

wird die Addition aller dieser Gleichungen eine Formel liefern,

in welcher links sämmtliche Elemente dx dy vorkommen, aus

welchen die Fläche a besteht, und in welcher rechts alle Linien-

elemente ds vorkommen, aus welchen der Rand von a zusam-

mengesetzt ist. Jene Addition wird nämlich die Formel liefern;

^^^
1

1

J^ ^^'^ ^^y = ~i^- ^os ("
'
^) ^^'

in welcher das Doppelintegral links über die ganze PMäche von a,

das einfache Integral rechts über den ganzen Rand von a aus-

gedehnt ist.

Wir hatten die ursprünglich gegebene Eleinentarfläche (S durch

ii-gend welche Linien in ein gewisses System von Flächenstücken

zerlegt. Auf irgend eines unter diesen Flächenstücken a bezieht

sich die Gleichung (3). Wir können denmach diese Gleichung

der Reihe nach für alle jene Flächenstücke a aufstellen, und
erhalten dann eben so viele solcher Gleichungen, als Flächen-

stücke a vorhanden sind. Die Addition aller dieser Gleichungen

wird eine Formel liefern, in welcher links alle Flächenelemente

dx dy vorkommen, aus welchen die ganze Elementarfläche (S be-

steht, und in welcher rechts einerseits die Linienelemente ds,

aus welchen der Rand von © besteht, andererseits aber auch
diejenigen Linienelemente ds vorkommen, aus welchen die zur
Zerlegung von® in Anwendung gebrachten Linien be-

stehen. Von den erstgenannten Elementen ds wird jedes nur
einmal, von den letztgenannten hingegen, wie man leicht er-

kennt, jedes zweimal vorkommen. Irgend eines von diesen

letztern — es mag da heissen — wird nämlich immer auf der

Grenze von zwei Flächenstücken a liegen; sie mögen a^ und a.>
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«reiiiiiint, werden. Die mit Bezug auf a, gebildete Gleichung (3)

wird, was ihre rechte Seite anbelangt, ein Glied von der F'orm

(4)
— U . cos (i^, , x) . dö,

nnd die mit Heziig auf a^ gebildete ein Glied von der Form

(5)
— U .cos (vg

, x) .da

enthalten, wo U den Werth der gegebenen Function im Elemente da

bezeichnet, und wo v^ und v^ beide senkrecht gegen da stehen,

V, aber die innere Normale von a,, und v., die innere Normale

von a.2 vorstellt. Es sind demnach v^ und v., von entgegenge-

setzter Richtung, mithin

cos (vj , x) + cos (Vg, x) = 0;

also auch die Summe der beiden eben genannten Glieder (4) und

(5) gleich Null. Wenn wir demnach die den einzelnen Flachen-

stücken a zugehörigen Gleichungen (3) addiren, so werden sich

dabei auf der rechten Seite alle diejenigen Integrale fortheben,

welche den Elementen dö entsprechen, d h. alle diejenigen, welche

sich auf die zur Zerlegung von (5 in Anwendung gebrachten Linien

beziehen. Und es wird demnach jene Addition folgendes Resul-

tat liefern:

(6) / / -^ dx dy = —
I
U . cos (m, x) . ds:

wo sich das Doppelintegral links auf die Fläche, und das ein-

fache Integral rechts auf den Rand von (S bezieht.

In ganz ähnlicher Weise wird sich offenbar auch nachweisen

lassen, dass

(7) j
j^dxdy=-j U cos {n,y)

Diese Formeln (6) und (7) lassen sich übrigens noch in einer

etwas anderen Gestalt darstellen. Es sei n die irgendwo auf dem

Rande von @ errichtete innere Normale, ferner seien x, y die

Coordinaten desjenigen Punctes, in welchem diese Normale er-

richtet ist, und dx, dy die Zuwüchse, welche die Coordinaten

jenes Punctes erhalten würden , falls man denselben in der Rich-

tung yon n um eine unendUch kleine Strecke dn fortrücken Hesse.

Alsdann ist (vergl. den Salz Seite 52):

dx = dn . cos [n, x), dy = dn . cos («, y),

mithin
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cos («, x) = --, cos l/i, y) z= ~.

Substitiiirt man diese Werthe in die F'ormeln (6) und (7), so ge-

winnen dieselben folgendes Aussehen:

(6 3.)
, ff^ ^^ dy =

-J
V^ rfs,

Wir gelangen somit zu folgendem Satz:

Ist eine Function f/= U[x, y) auf einer beliebig gegebenen

Elementarfläche (S überall eindeiitig und stelig ^ so können die beiden

über den Flächeninhalt von (S ausgedehnten Integrale

jpiä.ä,j, JJi^a. 'ly

immer in Integrale umgewandelt werden^ welche sich nicht auf die

Fläche, sondern auf den Batid von (S beziehen. Es gelten näm-

lich alsdann folgende Formeln:

I I
-—- dxdy := —

I
U cos [n, x) .ds = —

I
U -^ ds,

CC~ dxdy=— /V cos (n, y) . ds = ~ f'u^ ds.

Hier sind die einfachen Integrale über alle Linienelemente ds, aus

welchen die Randcurve von (§. besteht, hinerstreckt zu denken;

gleichzeitig ist unter n die auf ds errichtete innere No?-male zu

verstehen.

Wir wollen nun gegenwärtig zwei von x, y abhängende

Functionen V = V {x, y) und W= W{x,y) betrachten, dies-

mal aber annehmen, dass innerhalb der gegebenen Elementar-

lläche © nicht nur jene Functionen selber, sondern ebenso auch

d f^ d V d W d IV
ihre DilTerentialquotienten ir—, ^5—, -^— , -^- überall eindeutig

* dx ' dy ' dx ' dy '°

und stetig sind. Gleiches wird dann offenbar auch von den aus

j. j^, dv BF dw dfv
, , i 1 ••

I

f^5 ^5 ^~ > -Q— 7 -^— 5
-ö— zusammengesetzten Ausdrucken:

' ex ox

' ^ dy ^ dy

gelten. Demgemäss werden wir die in dem vorhergehenden Satz

aufgestellten Formeln
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auf diese Ausdrucke Z/p U.^wnd auf die gegebene Elenieutarnäche

® sofort in Amveudung bringen können. Nebnien wir in (1) f/,

statt ?7, und in (2) U.^ statt f/, so erhalten wir:

Die Addition dieser beiden Gleichungen liefert, wenn wir zur

Abkürzung
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endlich die Integi'aticmen anbelangt ^ so bezieht sich das Doppel-

Integral links auf alle zu (5 gehörigen Flächenelcmente dxdy^ und

das einfache Integral rechts auf alle zum Rande von (S gehörigen

Litiiefielemefite iis.

Die Voraussetzungen, ^velclle für die Gültigkeit dieses Satzes

nothwendig sind, ^verden nun offenbar erfüllt, wenn man für V
irgend eine Constante nimmt, z. B. V := 1 setzt. Dadurch ei--

giebt sich folgender Zusatz:

Ist W = W (x^ y) eine Function ^ welche, ebenso wie

dW dW-^ und -^, innerhalb einer Elementarßiiehe (5 eindeutig und

stetig ist, so wird jederzeit

fJ'jW.l..„j=.-J'^.,

sein, wo sich das Integral links auf die Fläche, das rechts auf

den Rand von @ bezieht.

Sind, wie wir hier vorausgesetzt haben , W, ^—, ^-~ inner-

halb (S überall eindeutig und stetig, so wird Gleiclies auch der

Fall sein bei den Werthen der drei Producte:

W.W, w .^, w.^
dx dy \

Oder mit andern Worten : sind W, -k— , -3— innerhalb Cv allent-
ox d]i

halben eindeutig und stetig, so wird Gleiches auch stattfinden

bei W^, ^4?^^ ^-S^. Die in unserm. letzten Satz aufgestellte
ox dy ^

Formel wird daher auch dann gelten, wenn man daselbst W"^

statt W nimmt. Nun ist:

d^iW^) ^(dW\^

mithin:

ferner

'(w^)_ fdwy ^u^^'w

d{W^) _o„'dW
dn

Deumach ersieht sich Folyemh

2 W '^

an (
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Ist W = W (x^ y) eine Function., welche^ ebenso wie

^— und -TT-, innerhalb einer Eletnenlarfläche (S eitid eulig und
ex dy

'

stetig ist, so gilt die Formel:

Tvo sieh das Integral links auf die Fläche, das rechts auf den

Rand von (S bezieht.

Vierter Abschnitt. lieber Integrale, welche längs einer Curve

hinerstreckt sind

Bezeichnet E/ = U {cc) eine Function, die nur von einem

einzigen Argumente .r abhängt, so versteht man hekanntUch nn-

al j Udater (lern fntcgral / Udx eine Summe unendlich kleiner Glieder

von folgender Form:

(1) J Udx = {x,- x^) U {x,) + {x,- X,) U {x,) + ....,

wo ;rj, a-, , Xg .... eine Reihe von Werthen vorstellen, welche

hinsichtlich ihrer Grösse dicht auf einander folgen, und in ihrer

Gesammtheit das ganze Intervall erfüllen, über welches die Inte-

gration ausgedehnt werden soll.

Hai man es mit einer Function U = U {x, y) zu thun, welche

von zwei Argumenten x und y abhängt, so wird das Integral

/ Udx, je nach den gerade vorliegenden näheren Festseizungen,

verschiedene Bedeutungen besitzen können.

Soll z. B. y bei Ausführung jener Integration als constant
betrachtet werden, so wird dieses Integral eine mit (1) analoge

Bedeutung haben; d. h. es wird alsdann

(2) / Udx = \x.,— x^) . U {x^, y) + [x^— x.^ \ U [x^, y) -{-

sein. Die hier in den einzelnen Gliedern der rechten Seite vor-

kommenden Factoren U {xi, y) , U {x.^, y), .... werden nämlich

in diesem Falle sämmtlich ein und dasselbe y enthalten, und nur

durch verschiedene Werthe von x von einander verschieden sein.

Soll hingegen y bei Ausführung der Integration als variabel
betrachtet werden, so werden jene Factoren U [x, y) sich nicht
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allein durch verschiedene Werthe des Argumentes cc, sondern

gleichzeitig auch durch verschiedene Werthe des Argumentes «/

von einander unterscheiden. Die Art und Weise, in welcher
y

von einem Gliede zum andern hin variirt, kann sehr verschieden

sein; und es wird daher das In(egral. wenn y als variabel ange

sehen werden soll, nur dann einen bestimmten Sinn haben, wenn

zwischen y und x irgend eine Relation festgesetzt ist, aus der

man erkennen kann, in welcher Weise y sich ändern soll, wäh-

rend X die auf einander folgenden Werthe a,, x.^^ x^ ....

durchläuft.

Nehmen wir an, eine solche Relation wäre wirklich festge-

setzt — sie mag mit cp (x, y) = bezeichnet werden — , und

.Vn y-ii i/-i
'• ^^äre diejenige Werthreihe, welche dieser Rela-

tion zufolge mit der Werthreihe x^, x.,^ a-g .... correspondirt.

Dann wird das in Rede stehende Integral folgende Redeutnng

haben:

(3) J Udx = {x.^ — x^) . U{xi, «/,) -f (0:3— x.^ . U {x.^, y,) +
3Ian kann sich übrigens von den verschiedenen Redeulungen,

welche ein solches Integral je nach der gerade zwischen x und y
festgesetzten Relation besitzen wird, ein anschauliches Rild ver-

schaffen, wenn man gewisse geometrische Vorstellungen zu Hülfe

nimmt.

Denkt man sich nämlich x und y als die rechtwinkligen

Coordinaten eines Punctes in der Horizontalebene, so bezieht sich

— kann man sagen — sowohl die Integration in (2), als auch

die in (3) auf eine gewisse Reihe von Piincten. Rei (2)

besitzen diese Puncte die Coordinaten:

x^, y a-2, y x^, y . . . .

bei (3) hingegen die Coordinaten:

•^•j,
«/i ^2> ^2 -^'3' y-i

—
Während also bei (2) alle Puncte dasselbe y haben, mithin auf

einer zur x Achse parallelen geraden Linie hegen; befinden

sich die bei (3) auftretenden Puncte auf irgend welcher krum-
men Linie, auf irgend welcher Curve. Die Gleichung dieser

Curve lässt sich sofort angeben. Ist nämlich, wie wir bei (3)

voraussetzten, cp {x, y) = die zwischen x und y festgesetzte

Relation, so wird jedes der Werthenpaare x^, y^; x^, y.,; x^, y.^;
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(lieser Relation Genüge leisten; mithin wird cp [x, y) z=r. Q die

(ileicliung derjenigen Curve sein, auf welcher sich die bei (3)

auftretenden Puncto befinden.

Diejenige Curve, welche bei Ausführung des Integrales

/ U dx in jedem gegebenen Fall als Richtschnur dienen soll , mag

die Integrationscurve oder die Rahn des Integrales ge-

nannt werden. Die Gleichung dieser Rahn ist bei (2) durch

y = const. , bei (3) hingegen durch go [x, y) = dargestellt. Dem-
gemäss werden wir sagen können: Das Integral in (2) ist hin er-

streckt über die Curve y = const., das in (3) hingegen hin-

erstreckt über die Curve (p [x^ y) = 0.

Soll also (Fig. 12) das Integral über irgend welche gegebene

Y[„ jo Curve AB hinerstreckt werden, so wird,

T? wie man aus (3) erkennt, der Werth des

Integrales folgender sein:

<^)/Udx = {x2 - a-i) Ui -h (^;, — x.^) U.,

+ i^i — ^3) f^3 + • • • •

wo 1, 2, 3, 4 .... Puncto sind, welche

auf der gegebenen Curve, von A bis B hin,

auf einander folgen, und wo ferner a:, , 0:2, x^, x^ .... und

f/, , f/.^, f/.(, f/4 .... diejenigen >yerthe bezeichnen, welche x
und U in jenen Puncten besitzen.

Eine ganz analoge Redeutung wird offenbar das Integral

/ Udy besitzen. Wir wollen aber sogleich zu ehier allgemei-

neren Retrachtung, nämlich zur Retrachtung des Integrales

I
UdV übergehen, wo U=U{x, y) und F= V{x, y) irgend

welche von x und y abhängende Functionen sein sollen. Denkt

man sich dieses Integral / UdV wiederum (Fig. 12) über eine be-

liebig gegebene Curve AB hinerstreckt, so wird sein Werth dem
in (4) angegebenem völlig analog sein, nämlich dargestellt werden
durch folgende Formel:

(ö) j ud v=.{v,- F,) u, + {y,- f^ ü, + ( r, - f.) u, + ....

wo l/„ U.^, 1/3, ... und Fj, F2, F3 ... die Werthe vorstellen,
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welche die Functionen U und V in den Puncten 1, 2, 3 ...

besitzen.

Das erste Glied in dieser Formel lautet:

und bezieht sich auf das erste Element der gegebenen Curve AB,

nämlich auf das Element 12. Die beiden Pnncte 1 und 2 liegen

einander unendlich nahe, das Element 12 ist also unendlich klein.

Demnach wird es gleichgültig sein, ob man in diesem Gliede

denjenigen Werth von V nimmt, Avelchen U im Puncte 1 besitzt,

oder ob man statt dessen denjenigen Werth nimmt, welchen U

in irgend welchem andern Puncte des Elementes 12 besitzt. Be-

zeichnet man daher einen beliebigen Punct dieses Elementes

mit «, und den Werth von U in diesem Puncte mit V,,, so kann

man das erste Glied ersetzen durch

Aehnliches gilt für alle folgenden GHeder. Also (Fig. 12):

Sind U ^^ ü (X, y) und V= V (x, y) irgend ztvei gegebene

Functionen, so hat das über irgend eine Curve AB /linerslreekte

Integral 1 UdV folgende Bedeutung:

fvdV = (F.— Fl) Ua + (f'3- ^2) Uü + (F4— F.,) r, + . . . .

Hier sind 1, 2, 3, 4 Puncte, ?velche längs der gegebenen

Curve, von A nach B hin, dicht gedrängt auf einander folgen :
u?id

a, b, c . . . . Puncte , von welchen der erste eine beliebige Lage

zwischen 1 tind 2, der zweite eine beliebige Lage zwischen 2 rmd

13, der dritte zwischen .3 i-aid 4 hat, u. s. w.

Will man das Integral / F rf F über dieselbe Curve AB,

welche wir bis jetzt betrachtet haben, gegenwärtig aber in der

entgegengesetzten Richtung, nämlich von B nach A hin

fortführen, so werden (Fig. 12) die mit 12, 23, 34 bezeichneten

Curvenelemente, d. i. diejenigen Elemente, welche vorhin die

ersten waren, gegenwärtig die letzten sein. Demnach ergiebt

sich für das in der Richtung von B nach A hinerstreckte Integral

I
UdV ein Werth, welcher, falls wir nur seine allerletzten Glieder

andeuten, so lautet:

Nemnann, Abel'sche Integrale. 5



6ß Zweite Vorlesung.

also ein Werlli, \velclicr dem früheren Wertlie gerade entgegen-

gesetzt ist. Bezeichnen \vir also das über die Curve JB liiner-

streckte Integral / UdV, je nachdem dasselbe von J nach B hin,

J li

oder von B nach A hin fortgeführt ^vcrden soll, mit f lUlV oder

A A

mit
f
UdV, so liahen \vir folgenden Satz:

Sind V ^= TJ [x^ y) imd V = V {x^ y) irgend zwei gegebene

Functionen, so huhen die über i?ye?id eine Curve AB hinerslreck-

len Integrale

ityvner entgegengesetzte Werthe, nämlich Werthe, deren Siirmne

Null ist. Gleiches gilt also auch bei Integralen von der Form

I
Ud V und

I
i

e

Udx oder U

J

dy.

Ganz anders verhält es sich bei Integralen von der Form

Vds. Soll nämlich ein solches Integral über alle Elemente ds

achten, dass die Elemente ds sämmtlicb positi've Bedentnngen

besitzen, denn ds ist die Entfernung zweier längs der Curve

hin auf einander folgender Puncte, also eine Grösse, die ihrer

Bedeutung nach jederzeit positiv ist. Demnach ist es auch

für den Werth des Integrals Tuds vollkommen gleichgültig, ob

man dasselbe längs einer gegebenen Curve AB von A nach B
hin, oder von B nach A ])in erstreckt. Beide Integrale, sowohl

£ A

das Integral / Uds, als auch das Integral / Uds werden ein und

denselben Werth besitzen, nämlich dargestellt sein durch folgende

Formel

:

I
Uds = I Vds == U,,ds„ + Uods/, + UrdSr,
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wo ds„, dsoi ... dsr die auf einander folgenden Elemente der

Curve AB vorstellen, und wo U,,, f/*, ... U,. diejenigen Wertlie

bezeichnen , welche die gegebene Function V = U {x, y) in diesen

Elementen besitzt.

Fünfter Abschnitt. Das Integral eines vollständigen Differen-

tials längs einer in sich zurücklaufenden Curve hin wird nicht

immer, sondern nur unter gewissen Umständen gleich

Null sein.

Es sei @ eine beliebig gegebene Elementarfläche, also eine

Fläche, welche nur eine Randcurve besitzt.

Die X Achse und die y Achse des Coordinatensystems können

angesehen werden als die beiden Schenkel eines rechten Win-
kels (o:, tj). Wir denken uns nun auf der Ilorizonlalebene noch

einen zweiten, und zwar beweglichen rechten Winkel (s, n).

Dieser mag zu Anfang eine Lage haben, bei welcher sich seine

Schenkel mit denen des festen Winkels (o:, y) genau decken. Und

zwar mag unter s derjenige Schenkel verstanden werden, welcher

während dieser Anfangslage mit der x Achse, und unter n der-

jenige, welcher während jener Lage mit der y Achse zusam-

menfällt.

Durch Drehung und Verschiebung auf der Ilorizontalebeno

bringen wir nun den beweglichen Winkel (s, n) in eine solche

Lage, dass sein Scheitelpunct auf irgend einen im Rande der ge-

gebenen Fläche (S liegenden Punct a fällt, und dass gleichzeitig

sein Schenkel n mit der in a errichteten inneren Normale jener

Fläche zusammenfällt; sein anderer Schenkel s wird alsdann von

selber die Richtung der in a an den Rand von (5 gelegten Tangente

annehmen (Fig. 13). Lassen wir den Scheitelpunct des Winkels [s, n)

auf dem Rande der Fläche weiter und weiter fortrücken, und

lassen wir," während solches geschieht, den Winkel sich der Art

drehen, dass der Schenkel 5 beständig Tangente bleibt, so wird

gleichzeitig der andere Schenkel n beständig die Richtung der

inneren Normale angeben.

Es handelt sich nun darum, die Neigungen näher zu unter-

suchen, welche die Schenkel s und w, während der hier ange-

nommenen Rewegung, in jedem Augenblick zur x und y Achse

haben. Rei dieser Untersuchung wird es offenbar vollständig

5*
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gleichgültig sein, ob v^ir dabei den mit seinem Scheitelpiinct au

dem Rande von @ fortrückenden rechten Winkel {s, n) selber

in Betracht ziehen, oder ob wir dabei, an Stelle jenes Winkels,

einen andern rechten Winkel {S, N) betrachten, dessen Scheitel-

punct beständig im Anfangspunct des Coordinatensystems bleibt,

und dessen Schenkel denen des Winkels {s, 71) beständig parallel

bleiben. Was nun aber den rechten Winkel (S, iV) anbelangt,

so ergiebt sich sofort, dass die Neigung von S gegen x beständig

ebenso gross sein wird, als die von N gegen y : ferner, wenn

man die zu x enfgegengeselzte Richtung mit x' bezeichnet, dass

die Neigung von S gegen y jederzeit ebenso gross sein wird, als

die von N gegen x. Wir haben denmach folgende Gleichungen

(Fig. 13):

Fig. 13.

y

X-<-

[S,x) = {N,y),-

{S,y) = {N,x),

oder was dasselbe ist:

{S,x) = {N,y),

[S, y) = 180^' — (iV, x).

Genau dieselben Relationen werden daher auch für die Schenkel

des Winkel (s, 11) stattfinden. Somit ergiebt sich, wenn man die

Cosinus bildet:

(1)

fcos (,?, x) = cos (??, y),

Icos (s, y) = — cos («, x).

Es seien nun IJ= U {x, y) und V = V [x, y) zwei beliebig

gegebene, von x und y abhängende Functionen, welche innerhalb

der Elemeutarfläche (S allenthalben eindeutig und stetig sind.

Es soll das über den Rand von (S hinerstreckte Integral

/'[Vilx + Vdy),
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in nähore üritersuclmng gezogen werden. Sind (Fig. 13) a,ß, y, d, s,...

die längs jenes Randes anl' einander folgenden Puncte, und

Xa, ya, Va, Va\ ^(i, Vß, U^, Vß', .... die Wei'the, welche

X, y, U, V in jenen Puncten besitzen, so werden die Bedeutungen

der Rand-Integrale / Vdx und / Vdy dargestellt sein durch fol-

gende Summen:

/ Vdx = Ua {Xß— Xa) + Uß [Xy - Xß) + • • • •

Jvdy^ Va{yß~ya) + V^iiyy-yß) + ••••

Rezeichnet man die Entfernung der beiden ersten Puncte « und

ß von einander mit ds, so ergiebt sicli sofort:

Xi— Xa = ds . cos {s, x),

Vß—ya ^=ds . cos {s, y);

also mit Riicksicht auf (1):

{xß — Xa --- ds . cos (n, y) ,

^^ '
I fM— Va = — ds . COS (n, x\.

Hieraus aber folgt, dass die ersten Glieder der in (2) angegebe-

nen Summen auch so dargestellt werden können:

Ua (Xß— Xa) = Ua • dS . COS («, ?/)

,

Fa {yß — ya) '-== Va-dS . COS [u
, x)

,

WO Ua und Va diejenigen Werthe vorstellen, welche die Func-

tionen U und V im Puncte a, d.i. im Anfangspuncte des Linien-

elementes ds besitzen. In ganz analoger Weise werden sich alle

folgenden Glieder jener beiden Summen umformen lassen. Somit

ergiebt sich aus (2)

w
j

/ IJdx = + / C/ cos (n, ij) . ds,

1 I Vdy = —
I
V cos («, x) . ds.

Die hier auf der rechten Seite stehenden Integrale sind über

sämmtliche zum Rande von ® gehörigen Linienelemente ds hin-

erstreckt, und lassen sich, wenn wir beachten, dass U und F

innerhalb 6 überall eindeutig und stetig sind, durch Anwen-

dung eines früher (S. 59) gefundenen Satzes leicht in gewisse

Flächen integrale umwandeln. Zufolge jenes Satzes ist nämlich
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I
U cos {n, i/) .(Is^ — I I

p^ dxdy,

I F cos (/«, ir) .ds:= II y (tef///,

wo die Düppeliiitegrale über alle zu (Ä gehörigen Flächeneleniente

rfar/^ ausgedehnt zu denken sind. Somit ergiebt sich ans (4)

und hieraus durch Ad(Ution:

Setzen wir nun voraus, dass

Udx + Vdy

ein vollständiges Differential darstellt, dass mithin

d£ _ dV
dy dx

ist, so verwandelt sich diese Gleichung schliesslich in:

(7) Jiüdx + Vdy)=0.

Wir gelangen daher zu folgendem Satz:

Sind ü= U{x, y) und V= V (x, y) irgend zwei Functionen,
welche innerh(db einer gegebenen Elementarfläche (S überall ein-
deutig und stetig sind, und ist ferner Udx + Vdy ein voll-

ständiges Differential, so ist das über den Rand der Fläche ©
hinerstreckte Integral

I
{Udx + Vdy)

Jederzeit gleich Null.
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Functionen mit einem complexen Argumente in

ihrer Ausbreitung auf einer Elementarfläche.

Erster Abschnitt, lieber die positive Umlaufung^ einer Fläche

oder eines Punctes, und über die Wahl des Coordinaten-

systemes.

Es ist nicht ohne Absicht geschehen, dass \vir die Ebene,

über welche hin die Werthe einer gegebenen Function ausgebreitet

wurden, immer als horizontal angesehen haben. Wir können

in Folge dessen jetzt unmittelbar von der oberen und unteren

Seite dieser Ebene sprechen. Und die VorUieile, welche hier-

durch für unsere Ausdrucksweise entspringen, werden schon jetzt,

namentlich aber später, wenn wir zu complicirtercn geometrischen

Vorstellungen übergehen, nicht ohne Gewicht sein.

Es sei auf der Horizontalebene irgend ein Flächenstück %
abgegrenzt. Ein 3Iensch, welcher auf der llorizontalebenc fort-

schreitet, hat, wenn er diese Fläche 51 längs ihres Randes hin

umwandern will, die Wahl zwischen zwei einander entgegenge-

setzten Richtungen. Je nachdem er sich für die eine oder die

andere entscheidet, wird er während seiner Wanderung die Fläche

% entweder beständig zur Linken, oder beständig zur Rechten

haben. Wir setzen Folgendes fest:

Deßnition. Diejenige Richtung^ in welcher man am Rande

und auf der oberen Seite einer gegebenen Fläche fortgehen miiss,

wenn man die Fläche selber beständig zur Linken haben will^

soll die positive Richtung ihres Randes^ und die Wanderung^
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welche mau alsdann ausführl ^ eine positive Umlaufung der

Fläche genannt werden.

Ein auf der Horizontalebeiie befindlicher Punct kann als eine

äusserst kleine Fläche, z. B. als eine sehr kleine Kreisfläche an-

gesehen werden. Demgemäss soll unter der positiven Uni-

laufung eines Punctes diejenige verstanden werden, hei wel-

cher jene kleine Fläche in positiver Richtung umlaufen wird.

Befindet sich ferner auf der Horizontalehene eine gerade

Linie, welche mit dem einen Endpuncte auf der Ebene befestigt

ist, und welche, auf der Ebene fortgleitend, um jenen festen

Endpunct rotirl, sosoll diese Rotationsbewegung eine positive

genannt werden, sobald die einzelnen Puncte der Linie um jenen

festen Punct in positiver Richtung herumlaufen. Hieran schliesst

sich unmittelbar eine gewisse Festsetzung, die wir in Betreff des

auf der Horizontalebene anzunehmenden Coordinatensystemes

machen; es ist folgende:

Bas Coordinatensystem soll immer der Art beschaffen gedacht

werden, dass die x Achse einen Winkel von 90^ beschreiben muss,

falls sie durch eine positive Rotation um den Anfangspunct in die

Lage der y Achse gelangen will.

In Fig. 14 z. B. sind die Linien a-, y zu Coordinatenachsen

zu wählen, denn bei diesen beträgt der eben genannte Rotations-

winkel in der That 90". Bei den Linien x, y hingegen beträgt

jener Winkel 270*'; diese letztern dürfen also nicht gewählt werden.,

Wir können die eben gemachte Festsetzung übrigens auch so aus-

sprechen :

Die beiden Achsen des Coordinatensystemes sollen stets so zu
einander liegen, dass der auf der oberen Seite der Fläche
Stehende und in der Richtung der x Achse Fortsehende die y Achse
zur Linken hat.

Ganz analog ist nun auch diejenige Beziehung, welche —
zufolge unserer Definition (Seite 71) — zwischen der positiven
Randrichtung einer gegebenen Fläche und zwischen der auf die-

sem Rande errichteten inneren Normale stattfindet. Denn der
auf der oberen Seite der Fläche , an ihrem Rande Stehende und
in der positiven Richtung dieses Randes Fortsehende hat ja

ebenfalls die Fläche, mithin auch die im Räude errichtete in-
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-^x

rird ^ zu rj stets ebenso

nere Normale zur linken Hand. Wir haben somit folgenden

Satz (Fig. 14):

Stellt bei irgend einer Fläche s

die positive Richtimg des Randes,

und n die auf dem Rande errichtete

innere Normale vor, so liegt jeder-

zeit s zu n, wie x zu y, d. h. wie

die X Achse zur y Achse.

Die in Betreff des Coordinaten-

systems x, y gemachte Festsetzung

soll sich natürlich auch auf jedes an-

dere Coordinatensystem erstrecken,

welches etwa gleichzeitig neben jenem

in der Horizontalebene angenommen

wird. Sind z. B. zwei Coordinaten-

systeme x, y und |, ri vorhanden, !

liegen wie x zu y.

Haben wir es also in der Horizontalebene gleichzeitig mit

zwei Linien x, y, mit zwei Linien |, ri und mit zwei Linien 5, n

zu thuh, so werden diese drei Linienpaare als drei verschiedene

Lagen ein und desselben auf jener Ebene fortgleitenden rechten

Winkels zu betrachten sein, dessen einer Schenkel während jener

drei Lagen der Beihe nach mit x, ^, s, und dessen anderer

Schenkel gleichzeitig mit y, % n bezeichnet ist.

Ist in der Florizonlalebene eine Fläche gegeben, welche meh-
rere Bandcurven besitzt, welche z. B. (Fig. 15) von drei Band-

curven, einer äusseren und zwei inneren,

begrenzt ist, so wird die vollständige Um-

laufung dieser Fläche darin bestehen, dass

man successive die erste, dann die zweite,

endlich die dritte Curve durchwandert.

Was die positive Umlaufung der Fläche

anbelangt, so soll die vorhin angegebene

Definition (S. 71) auch hier in Kraft blei-

ben. Die Umlaufung der Fläche (Fig. 15)

wird demnach eine positive sein, wenn sie,

Bandcurve anbelangt, in der Bicbtung a, und was die beiden

innern anbelangt, in den'Bichtungen h und c vor sich geht.

Es seien U = U [x, y) und F = V{x, y) irgend zwei ge-

Fig. 15.

was die äussere
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gcheiie FiincUoiieii, h'vnev sei % eine beliehig gegebene; Flache

(Flg. 15). Hie im Haiulo von ^}[ liegenden ['nncle niög(!n, wie

sie in der positiven IlicliUnig des Randes aul' einander folgen,

mit 1, 2, 3, 4, . . ., und die Werllie, welche U und F in diesen

l'nneten besitzen, mit U^, U.^, U^, U^, .^. und Fj, Fj, F;j, F,, . . .

bezeichnet werden. Das über den ganzen Rand der Fläche %
bineistrecktc Integral

J UdV= LJy (F,- F,) + £^2 (F,- J\) + II, (F,- Fg) +
soll alsdann das durch positive Um lau lang der Fläche %
resultirende Integral genannt, und kurzweg mit

J UclV

bezeichnet werden. Ist die Fläche von mehreren, etwa von

;* Randcurven begrenzt, so wird dieses Integral aus einer Sunnue

von n einzelnen Integralen bestehen. So wird z. B. für diejenige

Fläche %, welche durch die Fig. 15 dargestellt ist, dieses Rand-

Integral folgenden Werth besitzen:

üdV = UdV + UdV + / IUdV,

wo die drei Integrale rechts über die drei Randcurven jener

Fläche hinerstreckt sind, und zwar hinerstreckt sind (Fig. 15) in

den Richtungen der mit «, 6, c bezeichneten Pfeile.

Ein auf der Ilorizontalebene gegebener Punct kann, wie

bereits bemerkt, angesehen werden als eine unendlich kleine

Fläche. Demgemäss soll das durch positive Umlaufung

irgend e i n c s P u n c t e s p r e s u 1 1 i r e n d e I n t e g r a 1 j UdV vw

Zukunft kurzweg mit

j'väv
p

bezeichnet werden.

Man wird vielleicht vcrmuthen, ein solches Punct -Integral

könne an und für sich noch keinen bestimmten Werth haben,

sondern könne eine bestimmte Bedeutung immer erst dann erhal-

teo, wenn nicht nur der Punct selber,* sondern auch die Cnrve,

in welcher derselbe umlaufen werden soll, genau angegeben ist.
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Jedoch existiien, Nvie uir im Folgenden sehen weiden, viele Falle,

in welchen der Werth eines derartigen Integrales, auch ohne
nähere Angabe seiner Integrationscurve, bereits voll-

ständig bestimmt ist.

Zweiter Abschnitt. Allgemeine Eigenschaften einer jeden, nicht

von X und y, sondern nur von dem einen Argumente x -f- i>/

abhängenden Function.

Es sei i==y— 1, und f w= f [x + iy) irgend eine von

X + iy abhängende Function, — völlig gleichgiiltig, ob i allein

in dem Argumente x -f iy, oder ob i gleichzeitig auch noch

in den in /" vorkommenden Constanten enthalten ist. Eine

solche Function f wird sich durch Sonderung des Reellen und

Imaginären jederzeit auf die Form

f=.U + iV

bringen lassen, wo C/ und V reelle Grössen sind. So z. B. ist

die Function

- f— (^' + '•//)'

' 2 + 3i

gleich

:

44-9
d. i. gleich:

2 (,x-2 - yi) + 6 .r.y . 4, xy ~ ^ {x^ - y"-)

13 "^ * 13

in diesem Falle also:

U
2 {x-^ - y^) + ßxy ,. ixy - 3 (x^- if)

13 ' • 13
'

Ferner ist, um ein anderes Beispiel anzuführen, die Function

f= sin [x -f iy)

gleich

:

sin x . cos iy + cos ^ . sin iy,

d. i. gleich:

sm X .
—'- + i . cos x

2

in diesem Falle also:

TT • etf -f e-y ^^ ey — e-'i
f7 = sm a: .^—•, V = cos x . —^ •

Ist demnach irgend eine Function f {x + iy) auf die Form
U + iF gebracht, so werden U = U {x, ij) und F= V {x, y)
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zwei Functionen sein, die anf irgend welche Weise von x und y

abhängen, und deren Werthe reell sind. Man wird daher, was

die Wcrtlie einer dieser beiden F\nictionen, z. B. die Werlbe von

U anbelangt, die fndier angegebene Methode in Anwendung brin-

gen, diese Werthe nämlich ausbreiten können auf der Hori-

zontalebene; und ebenso andererseits auch die von V. Denkt

man sich gleichzeitig beide Functionen auf der Horizonlalebene

ausgebreitet, so werden in jedem Puucte x, -y zwei Perpendikel

zu denken sein, von denen das eine den zugehörigen Werlh von

U, das andere den von F repräsentirt. Die ursprünglich

gegebene Functian f {x -{- iy) wird demnach, was ihren

Werth in einem einzelnen Puncte der Horizonlalebene
anbelangt, dargestellt sein durch ein in dem Puncte
errichtetes Perpendikel-Paar, und, was die Gesammt-
heil ihrer Werthe anbelangt, dargestellt sein durch
ein die Horizontal ebene überdeckendes Flächen-Paar.

Soll f {x -\- iy) eindeutig sein, so wird dazu offenbar er-

forderlich und hinreicli^ßd sein, das« V und V eindeutige Func-

tionen sind. Und ebenso wird es sich auch mit der Stetigkeit

verhalten. Soll f [x -j- iy) stetig sein, so ist dazu erforderlich

und hinreichend, dass die beiden Functionen ?7uud T stetig .sind.

Es ist, was die von dem Argument x -f- iy abhängenden

Functionen anbelangt, wichtig, auf einige sehr einfache Beziehungen

aufmerksam zu machen, die jederzeit zwischen den Differential-

(piolienten einer solchen Function stallfinden.

Differenzirt man die Function f [x -f- iy) nach x und y, so-

daim nach xx und yy, so erhält man:

(l~ = /'
(^^ + '»,

(1)
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^- C0S(.T, n) + l^ cos {?/, 71).

Von diesen beiden F'ormein i^3) und (4) ist die erstere noch

einer Avichtigen Verallgemeinerung fähig. Wir betrachten zu die-

sem Zweck irgend welchen Punct p auf der Horizontalehene, des-

sen Coordinaten x und tj sein mögen, und lassen von diesem

Punct zwei Linien s und n in vorläufig ganz beliebigen Rich-

(ungen auslaufen. Fin' die Differentialquotienten von f nach die-

sen beiden Richtungen ergeben sich alsdann — zufolge eines

früher (S. 51) gefundenen Satzes — folgende Werihe:

T" = ?- cos {x, s) + ~ cos (y, s)

,

ein Ox

Wir wollen nun voraussetzen

s und 11 auf einander senkrecht

stehen, und dass (Fig. 16) .v zu n

ebenso liegt Nvie die Richtung der

X Achse zu der der // Achse. Als-

dann nehmen die für

gefundenen Werthe, falls vvir den

zwischen s und x liegenden Winkel

mit a bezeichnen, folgende Gestalt an

:

ds dx

'IL = K.
dn dx

das

^ id —
ds dn

die bei(h'n Richtungen

Fip-. 16.

pW-

= K— . cos a -f-

= -r"-- . cos

d. i.

7^- . COS

+ «) +
G^")
%

7^ COS a -f-
-,- sui ci,

ox cy

+ ^- cos a.
cy

Und hieraus ergiebt sich für das Aggregat

+ '

sofort fo
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Bezeichnen wir den Wertli der Fnnclion /", wie er sich durch

Sonderung des HeeUen und Imaginären ergiebt, mit U + iV,

und setzen wir diesen Wcrth in die Formehi (3), (4), (5) ein, so

erhalten wir:

d{U+iV)
,

. d{U-\- iV) ^ ^
dx *

dy
'

ds dn

Und hieraus ergeben sich durch Sonderung de^ Reellen und Ima-

ginären sofort folgende Relationen:

u. ^ du dv du . dv „

^ ' d^ oy cy ex

(4a.) g:^+^ = 0, ^ + ^ =0,

,, du __ d_r du d_r
^'^

'"''^

ds
"^

dn. ' Chi
"^

ds

Wir können uns in Betreff der hier erhaltenen Formeln (3),

(4), (5) und (3a.), (4a.), (5a.) folgendermassen ausdrücken:

Versteht ma7i unter f ==. f [x -\- iy) irgend welche nicht von

X tind ?/, sondern nur von dem einen Argumente x -\- iy abhän-

getide Function^ und bezeichnet man den JVerlh dieser Function^

wie er sich durch Sotiderung des Reellen und Imaginären et^giebl^

mit U -\- i r, so finden jederzeit folge7ide Relationen statt .-

(I.) .
^^ ^2/

du ^_dV du dV _ ^
dx dy ' dy dx

'

und ebenso auch folgende:

(IL)

1^ + ^ =
)dx^ ^ dy^

)d^ ,
dH/_ d^F d^V __ ^

\dx^
"*"

av*
~~ ^'

dx''
"^ ^y "~

dx^ ^ dy""
' dx-' ^ dy""

Gleichzeitig sind die Relationen (I.) einer Verallgetneinermig

fähig. Versteht man nämlich unter s und « irgeiid zwei von einem

beliebigen Puncte ausgehende^ auf einander senkrechte Richtungen,

und zwar z?vei Richtungen, von welchen s zu n ebenso liegt, wie

die X Achse zur y Achse, so finden jederzeit folgende mit Jenen

Relatiimen (1.) völlig analoge Relationen statt:
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(III.) r
( r/.f du ' fln

"*"
r/s

^•

Diese Formebi (III.) 7verde7i z. B. jederzeit danyi gelteti, wenn
man unter s die positive Randrichtung einer beliebig gegebenen

Fläche^ tind unter n die auf diesem Rande errichtete innere Nor-
male versteht.

Dritter Abschnitt. Untersuchung einer von x + iy abhängenden
Function, die auf einer beliebig gegebenen Elementarfläche

überall eindeutig und stetig ist. Reihenentwickelung einer

solchen Function innerhalb irgend eines auf jener Fläche

abgegrenzten Kreises.

Es sei ® eine beliebig gegebene Elementarfläche, und

f = fi^ + iy) eine von x + iij abhängende Function, welche
auf dieser Fläche (S überall eindeutig und stetig ist. Wir
wollen das in positiver Richtung um den Rand von (5 herum er-

streckte Integral

(1) J = jfi^ + nj).d{x + iy)

I'
untersuchen. Rezcichnen wir den Werth der Function f {x + iy),

wie er bei Sonderung des Reellen und Imaginären sich heraus-
stellt, mit U -f iV, so können wir dieses Integral auch so

schreiben:

(2) J = {U + iV) .d{x + iy),

oder, was dasselbe ist, auch so:

(3) J = fiUdx - Vdy) + i liVdx + IJdy).

's i
Nnn ist zufolge des letztbewiesenen Satzes:^

^ ^ _ ar ar _ du
^y d.v ' dy ~ dx

Daraus folgt, dass die in (3) auftretenden Ausdrücke

Udx — Vdy und Vdx -j- üdy
vollständige Difl^erenliale sind. Reachtet man dies, und be-
achtet man ausserdem, dass ^ milliin auch U nml V — der
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gemachten Vorausselzung zulolgc— innerhalb der Fläche (g überall

eindeutig und stetig sind; so ergiebt sich durch Anwendung

eines früher (S. 70) gefundenen Satzes sofort, dass die in (3) auf-

tretenden Integrale beide Null sind. Somit erhalten wir schliesslich:

(4)
/ = 0,

mithin folgenden Satz:

Ist eine Function f [x -{- ü/) auf einer gegebenen

Elementarfläche © überall eindeutig und stetig, so

ist das über den Rand von (v in positiver Richtung

hinerstreckte Integral

ßf [x + hj) . d [x + iy)

jederzeit gleich Null.

Von dem in negativer Richtung über jenen Rand

hinerstrecklcn Integrale gilt natürlich.dasselbe; denn

da das Integral bei Voraussetzung der einen Richtung

Null ist, so wird es bei Annahme der entgegengesetzten

Richtung ebenfalls Null sein.

Es sei (5 eine Elementarlläche, innerhalb welcher die Func-

lion f [X + iy) den Redingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit

nicht Genüge leistet. In diesem Falle wird das Rand-Integral

J ^ jfix + iy) . d [x + iy)

s

keineswegs Null sein, sondern im Allgemeinen irgend welchen

andern Werth besitzen. Wir wollen annehmen (Fig. 17), die be-

Pi ^y
trachtete Elementarfläche @ vermehre sich, durch

<l eine Erweiterung ihrer Randcurve, um irgend wel-^

/''A dies Flächenstück abc d. Diese erweiterteEle-

/ - \n m entar fläche mag mit (S', und das über ihren

. ^ '1' Hand hinerstreckte Integral mit

/ / /'

(^ 7 •^' ^ jn^^ + V/)-dix -\-iy)

bezeichnet werden.

Unsere Aufgabe mag nun darin bestehen, diese beiden Inte-

grale J und J' mit einander zu vergleichen; dabei aber mag

angenommen werden, dass die Function /" (a: -{- /?/) in-

nerhalb des Flächentheiles ((Ä' — (v), d. i. innerhalb des
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neu hinzugetretenen Flächentheiles abcd, überall eindeutig

und stetig ist.

Die Integrale / und /' sind, Mie wir voraussetzen, über den

Rand von @ und über den von @' in positiver Richtung hin-

erstreckt. Durch Subtraction ergiebt sich daher:

(1)
/' — / = [ade] — Iahe],

wo für den Augenblick unter [(idc] und [abc] zwei über die

Curvenstücke ade und abe hinerstrecktc Integrale

Pf{x + iy) . d{x -^ iy)

verstanden werden sollen. Da der Werth eines solchen Integrales,

sobald die Richtung der Integration gewechselt wird, in sein

Gegentheil umschlägt (vgl. S. 66), mithin

[abc'] = — [eba]

ist, so können wir die für /' — / erhaltene Formel auch so dar-

stellen :

(2) J'—J= [ade] -f [eba].

Die hier vorhandene rechte Seite ist aber nichts anderes, als

das über den Rand von (©' — ®) hinerstreckle Integral

I'f[x-\-
iy) . d{x -\- iy),

und ist daher zufolge der über (6' — (S) gemachten Annahme,

und zufolge des vorhergehenden Satzes gleich Null. Somit er-

giebt sich schliesslich: /' — / = 0, oder

(3) r = j.

Das Integral

/f{x + iy) .d{x + iy)

besitzt also, mag es nun über den Rand von (v, oder mag es

über den von 6' hinerstreckt sein, immer ein und denselben
Werth. Lassen wir die ursprünglich gegebene Fläche ® nicht

um einen, sondern um juehrere Flächentheile zunehme/i, oder

auch gleichzeitig um einige Flächentheile zunehmen, und um
andere abnehmen, und setzen wir voraus, dass die Function

f [x -\- iy) innerhalb jedes solchen Flächentheiles eindeutig und

stetig ist, so gelangen wir zu einem allgemeineren Ergebniss,

welches, wie leicht zu übersehen, folgendermassen lautet:

Lässt man eine gegebene Elementarfläehe (S um beliebige Flächen-

Neumann, Abel'sche Inleg-iale. Q



82 Dritte Vorlesung.

theile zu- oder abnehmen , und versteht man unter f [x -\- iy) eine

Function^ welche innerhalb der hinzukommenden oder austretenden

Flächentheile eindeutig und stetig ist, so wird das Integral

ff{x-\- iy) . d {x + itj)

,

mag man es nun in positiver Richtung über den ursprütiglichen,

oder mag man es, ebenfalls in positiver Richtmig, über de?i neuen

Rand der Fläche hinerstrecken, immer ein und denselben Werth

besitzen.

Es sei @ eine beliebig gegebene Elementarlläclie. Ferner

seien u, ß die Coordinaten eines innerhalb (y liegenden festen

Punctes, und x, y die Coordinaten eines ebenfalls innerhalb {§:

befindlichen beweglichen Punctes; der erstere Punct mag kurz-

weg mit a -\- iß, der letztere mit x -\- iy bezeichnet werden.

Der Bruch

besitzt alsdann einen Werth, welcher unendlich gross wird, so-

bald der bewegliche Punct x + iy in den festen Punct a + iß

hineinfällt, welcher aber für alle anderen Lagen des Punctes

X + iy endhch und stetig bleibt.

Es sei nun f {x -\- iy) irgend welche P'unction, die innerhalb

der gegebenen Fläche (S überall eindeutig und stetig ist.

Der Bruch

^ ^ (^ + z» - {a-\-iß)

wird dann — ebenso wie der Bruch (1) — innerhalb (5;, mit

alleiniger Ausnahme des Punctes a + iß, allenthalben eindeutig

und stetig sein. Sondern wir daher von der Fläche {y eine kleine

um den Punct a + iß beschriebene Kreisfläche t ab, so wird der

Bruch (2) als eine von x + iy abhängende Function zu bezeichnen

sein, welche innerhalb des übrig bleibenden Flächen -

theiles((S—-t) durchweg eindeutig und stetig ist.

Betrachten wir demnach die gegebene Fläche 6 als eine Er-

weiterung der Kreisfläche f, so können wir auf die Function (2)

unmittelbar den vorhergehenden Satz in Anwendung bringen, und

gelangen alsdann zu dem Ergebniss, dass das Integral

f(x + iy)

J / 1 • X , , .ax • d (x 4- iy)

,
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mag es nun um den Rand von f, oder mag es um den von @
in positiver Richtung herumerstreckt werden, immer ein und
denselben Werth besitzt. Somit erhalten wir:

22/) . d (x -{- iy)

(3)

J ix + iu

f{x-\- iy) d {x -{- iy)

(a + /ß) / (o: + fy) _ (a + fß) '

f 6-

oder, wenn wir zur Unterscheidung die zum Rande von (g ge-

hörigen Puncte mit x + iy, die zum Rande von l gehörigen hin-

gegen mit '% + in] bezeichnen

:

(4)
rr ii + irii -^ (^ +Jni ^ r /- ix + w) .d{x + jy)

.

J i^ + iri)-(<^ + iß) J {x + iy) - {a + iß)
'

die [ntegrationen laufen hier um den Rand von t und um den

von (S in positiver Richtung herum.

Rezeichnen wir den vom Puncte a + iß nach dem Puncte

^ + it] hinlaufenden Kreisradius mit q, und den Winkel, unter

(Fig. 18), so wird:

^ — or =-: p cos &,

Tj— ß = Q sin '9',

mithin:

(§ + «'?) — (^+ /^)= 9 (cos ^ + ? si n &)

id-

folglich

:

X Achse geneigt ist, mit &

Fijr. 18.

und:

d{^ -\-it]) = ige d&,

rf (i + in)
i(I&.

(I + irj) - (a + iß)

Das in (4) auf der linken Seite

stehende Integral verwandelt sich

demnach in:

•j^' §̂ + tv) (I&.

oder, was dasselbe ist, in:

d. i. in:

(4a)

r(i+iv).Q>
27tQ

r[^ + iri).da,

6*
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wo ö = 2nQ den Umfang des Kreises f, und da = gdO- ein Ele-

ment dieses Umfanges darstellt. Setzen wir nun den Werth (4a)

in die Formel (4) ein, so erhalten wir:

(5) j ri^ + ^v) da -.^ - j ^^^ ^-^^ -j^+i^

•

Der hier auf der linken Seite stehende Bruch stellt, wie leicht

zu erkennen ist, nichts Anderes vor, als das arithmetische

Mittel aller derjenigen Werthe, welche die Function f auf der

Linie ö, d. i. auf der Peripherie des Kreises i hesitzt. *) Be-

*) Ist der Werth von f{^-\-iri), wie sich derselbe bei Sonderung

des Reellen und Imaginären herausstellt, gleich u -f- iv, und denkt man
sich die Kreislinie ff, ohne die in ihr vorhandenen Werthe von u und v

zu ändern, in irgend einem Puncte durchschnitten, und horizontal

hingestreckt; so wird das über diese Linie hinlaufende Integral

udG ein gewisses Flächenstück darstellen, welches unten von der/•
Linie ff, und oben von derjenigen Curve begrenzt ist, deren Ordinaten

durch die Werthe von u ausgedrückt sind. Construirt man nun über

der Linie ff ein Rechteck, welches mit dem eben genannten P'' lachen -

stück gleichen Inhalt besitzt, so wird die Höhe dieses Rechtecks das

arithmetische Mittel der auf ff stehenden Ordinaten u vorstellen.

Die Höhe des Rechtecks — sie mag V heissen — wird aber bestimmt

durch die Formel

u^ß
und besitzt also folgenden Werth:

udc.

^-^J
In ähnlicher Weise ergiebt sich, falls man das arithmetische Mittel

der auf a vorhandenen Werthe von v mit F bezeichnet:

Somit folgt:

l7^iF=— l{u-{-iv)dc.

Nun ist u -\- iv = f (^ -\- irj); ferner [/ -\- iV das arithmetische
Mittel aller derjenigen Werthe, welche die Function u -\- iv oder

/'(i + ^'j) '"'"f der Linie ff besitzt. Die vorstehende Formel zeigt dem-

nach die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung.
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zeichnen wir also dieses arithmetische Mittel für den Augen-

blick mit F, so erhalten wir:

_ J^ rf{x-^ iy) . d{x-^iy
2ni 'J

(a? -f i» — (a + ?(3)

Die um den Punct a + ?/3 beschriebene Kreisfläche t war

beliebig klein angenommen. Unbeschadet der Gültigkeit unse-

rer Formel (6), können wir daher jene Kreisfläche sich enger

und enger um ihren 3Iittelpunct herum zusammenziehen lassen;

wir beobachten die Umwandelung, welche in unserer Formel als-

dann vor sich geht.

Die rechte Seite der Formel wird ofl'enbar von diesem Pro-

cess gar nicht berührt. Denn das rechts stehende Integral steht

zu jenem Kreise in gar keiner Beziehung; es ist hinerstreckt über

den Rand der gegebenen Fläche (S, und behält also, mag nun

jener Kreis gross oder klein sein, immer denselben Werth.

Anders verhält es sich mit der linken Seite. Die links

befmdliche Grösse F stellt das arithmetische Mittel aller

Werthe vor, welche die Function f auf der um « + iß beschrie-

benen Kreislinie besitzt. Während sich daher jene Kreislinie

Schritt für Schritt enger und enger um den Punct a + iß herum

zusammenzieht, wird gleichzeitig die Bedeutung der Grösse i?"

ebenfalls Schritt für Schritt eine andere werden. Lassen wir die

Zusammenziehung so lange fortdauern, bis sich die Kreislinie

schliesslich in den Punct a + iß verwandelt, so wird der Mittel-

werth F schliesslich übergehen in denjenigen Werth, welchen die

Function f im Puncte « + iß besitzt, also übergehen in f {a -\- iß);

wie sich solches mit voller Strenge ergiebt, wenn man beachtet,

dass die Function /", der Voraussetzung zufolge, innerhalb ©, also

auch in der Nähe des Punctes a + iß überall eindeutig und

stetig ist.

Es verwandelt sich demnach unsere Formel (6), wenn wir

den Radius der um a + iß beschriebenen Kreislinie bis zu Null

abnehmen lassen, in folgende:

(V / l« -1- ^P) — 2 TT zJ {X + iy) - (a + iß)

Für die Folge wird es zweckmässig sein, die Bezeichnungen x + iy

und ß + iß mit einander zu vertauschen, nämlich den im In-
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nern von (S gelegenen Piinct mit x + iy, und den am Rande
von @ befindlichen mit a + iß zu bezeichnen. Unsere Formel

verwandelt sich dann in

(8) n^ -\- m ~ 27ti I (a + iß) - (o. + iy)

e

Wir haben demnach folgenden Satz:

Ist eine Function /" (a: + iy) innerhalb einer gegebenen Ele-

mentarfläche (5 überall eindeutig und stetig ^ so lassen sich die

Werthe , welche die Function im Innern von (? besitzt^ Jederzeit

ausdrücken durch ein gewisses über den Rand von (S hinerstreck-

tes Integral.

Stellt nämlich x + iy irgend einen Punct im Innern^ und

a -j- iß irgend einen Punct am Rande vor^ so ist stets:

fix 4- in)-^ rn^±jßLii^jtiil

a

wo die hitegration in positiver Richtung um den Rand von IS herum-

läuft.

Es sei cp {x + iy) eine Function, welche im Innern der

gegebenen Elementarfläche @ überall eindeutig und stetig

ist, und welche gleichzeitig am Rande von © einen überall con-
stanten Werth, etwa den Werth K besitzt. Für diesen Fall

verwandelt sich die so eben gefundene allgemeine Formel in:

i-i\ t X \
1 C K . d{a -{ iß)

(1) ^ix + nj)=:-.lj^,^^' ^ '^

{x + iy)'

Andrerseits ist zu beachten, dass jene allgemeine Formel gültig

sein wird, wenn man an Stelle der daselbst befindlichen Function

f{x + iy) eine Con staute, z. ß. die Constante 1 nimmt; denn

eine Grösse, die in allen Puncten der Fläche (S den Werth 1

besitzt, wird off'enbar eine Grösse sein, die innerhalb ® überall

eindeutig und stetig ist, also diejenigen Bedingungen erfüllen,

welche an die Function f{x + iy) gestellt wurden. Nehmen wir

aber statt jener Function die Constante 1, so verwandelt sich

nnsere allgemeine Formel in:

(2) 1 — J^ T——f^i^±M___
' 2^rj (a-{-iß)~-(x+iyy

Durch Vergleichung von (1) und (2) folgt rmn sofort:

(3) (p{x + iy) = £.
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Somit haben wir folgenden Satz:

Ist eine von x + iy abhängefide Function auf einer gegebenen

Elementarßäche (S überall eindeutig und stelig ^ und ist der Werth

dieser Function am Rande von (S constatit, so ist ihr Werth

auch im In7iern von IS allenthalben constant.

Wir gehen nun über zu einer andern sehr wichtigen An-

wendung unserer aligemeinen Formel.

Es sei a + ib ein auf der Horizontalebene beliebig gegebener

Punct, und ^ eine um diesen Punct beschriebene Kreisfläche von

beliebiger Grösse. Ferner sei f[x-\- iy) eine Function, die in-

nerhalb ^ überall eindeutig und stetig ist. In jedem

innerhalb £ Hegenden Punct x + iy wird diese Function alsdann

einen Werth besitzen, welcher — gemäss unserer allgemeinen

Formel — in folgender Weise ausgedrückt werden kann:

[L) f^x^ty) ^ ^^. j .^ _|_ j-ß) _ (^ _|_ j.y)
•

Ä

tt -{- iß stellt hier einen am Rande von Ä liegenden Punct vor,

und die Integration läuft um den Rand von ^ in positiver Rich-

tung herum.

Vom Kreismittelpuncte a + ib aus ziehen wir zwei Linien,

eine nach dem im Innern von ^ liegenden Punct .r + iy, die

andere nach dem am Rande befindlichen Punct a + iß, bezeich-

nen die Längen dieser Linien mit r und R, und ferner die Win-

kel, unter welchen sie gegen die x Achse geneigt sind, mit t und

T. Dann wird

X — a :== r cos t.
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Fii?. 10. Der Bruch
R

lässt

sich, weil R grösser als r ist,

in folgender Weise entwickeln:

1 1 _1
R— 7-

(4)

l—
R

-H l + « + 7? + -

lind ehenso erhält man auch,

„ iT it
wenn man Re ^ rc an

Stelle von i?, r nimmt:

(5) Re

Diese Reihenentwickelung ist, ebenso wie die vorhergehende,

jederzeit convergent und gültig, sobald R grösser als r ist, d. h.

sobald der Punct x + iy oder z im Innern der Kreisfläche bleibt,

und nicht etwa gerade am Rande derselben sich befindet.

iT it
Substituirt man in (5) für Re und re die in (3) ange-

c, so erhält man:gebenen Werthe y— c und z-

(^^ ^T^z'^^T^cy- -^ y-c ' (Y-c)' /

Die vorhin aufgestellte Formel (1) verwandelt sich nun durch Ein-

führung der in (2) angegebenen Abkürzungen in:

dy
(7) /"W ni-J y-z

folglich durch Benutzung von (6) in:

(8) /"W ~~ 2ni 'J y— c \ ^ y — c^ {y — cY^ . dy.

Zerlegt man nun dieses Integral in seine einzelnen Bestandtheile

und lässt man in jedem einzelnen Theile die von der Integrations-

Variablen y unabhängigen Factoren vor das Integrations-Zeichen

treten, so erhält man schliesslich:

(9) f{z) = ^ + (z — c) . 5 + (z - c)2 . C +
wo A, B, C^ . . . folgende Bedeutungen haben:
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(10)

^^
27ti-J Y-c '

r> __
i rAy),- dy

"^ — 2ni-
I

(y-o)3'

Die Werthe dieser Grössen A, B, C, . . . lassen sich noch

in anderer Weise darstellen. Differentiirt man nämlich die For-

mel (7) zn wiederholten Malen nach 2, so erhält man:

dy

(11)

1 .2

' ^ > 2ni J y
-

1 ' ^^ 2ni J (y

f"{z)
riv) . dy

(y - z)3

Durch Vergleichung von (10) und (11) erkennt man nunmehr so-

fort, dass die Grössen A, B, C, . . . nichts Anderes sind, als

diejenigen Werthe, welche

für z = c annehmen.

(12)

in--), f^
Somit erhält man

A=r{c),

B = \f'{c\

rw.

Wir gelangen demnach mit Rücksicht auf (9) und (12) zii folgen-

dem Satz:

Die Taylor' sehe Reihe. Eine Function f{x + zy), die

innerhalb einer Kreisfläche überall eindeutig und stetig ist, lässt

sich, was ihre Werthe im Imiern dieses Kreises anbelangt, jeder-

zeit durch eine gewisse Reihenentwicklung darstellen.

Versteht man unter x + iy einen beliebigen Punct im Innern
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des Kreises, tmd unter a •{ ib oder c den Mittelqnnct des Kreises,

so lautet diese Entivicklung folgendermassen:

fix + iy) = f[c) +
X -\- iy

f'[c) + {x + iy — c)

•rw+.1' ' ^ " ' 1.2

sie bleibt convergent und gültig, so lange der Punct x + iy

im Innern der Kreisfläche bleibt, tmd tiicht etwa^ hart an den

Rand derselben rückt.

Diese Entwickelung ist als ein unmittelbarer Ausfluss der von

uns (auf Seite 86) gefundenen allgemeinen Formel

(1) n

anzusehen. Wir gelien über zu anderen Folgerungen, die aus

dieser Formel sich ergeben.

Die Formel bezieht sich auf eine beliebig gegebene Elemen-

tarfläche @, und ist gültig, wenn /"eine Function vorstellt, welche

innerhalb ^ überall eindeutig und stetig ist, und wenn gleich-

zeitig X + iy irgend einen innerhalb @ befindlichen Punct be-

deutet. Setzt man zur Abkürzung

(2)^

so lautet die Formel

(3)

X -f iy = 2,

a + iß = y,

V(y) . dy
' ^^' ^ 27ci J y ~z

Hieraus ergiebt sich durch wiederholte Differentiation nach z:

(4)

(y - zY '

/"M — -LJ /V(y) •
dy

r ^')- 2ni J iy
- z)3

'

f"'(T]= ^ -^'^ rnv)-dy_

Ist n irgend eine ganze Zahl, und bedeutet ferner, wie solches

hier der Fall ist, z einen im Innern und y einen am Rande
von (S gelegenen Punct, so wird

1
(5)
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ein Ausdruck sein, welcher sicli bei jedweder Bewegung des

Punctes z auf stetige Weise ändert; vorausgesetzt dass dieser

Punct während seiner Bewegung in den am Bande liegenden Punct

Y niemals hineinfällt. Gleiches wird, wenn y^, y^i • • • 7x be-

liebig viele am Bande von (v liegende Puncte, und F^, F^, . . . Fy,

irgend welche Constanten vorstellen, auch von der Summe

gelten; diese Summe wird nämhch ebenfalls ein Ausdruck sein,

der sich bei jeder Bewegung des Punctes z auf stetige Weise

ändert, vorausgesetzt, dass der Punct während seiner Bewegung

beständig im Innern der Fläche ($ bleibt, und niemals hart an

den Band derselben rückt. Gleiches wird demnach auch von

dem über den Band von 6 hinerstreckten Integral:

gelten; denn zwischen diesem Integral und zwischen der vorhin

genannten Summe findet nur ein ganz unwesentlicher Unterschied

statt, welcher darin besteht, dass die Summe nur auf einzelne

Bandpuncte, das Integral hingegen auf sämmtliche Bandpuncte

sich bezieht.

Die Ausdrücke (5), (6) und (7) sind also Functionen, die von

z oder x + iy abhängen, und die innerhalb der gegebenen
Fläche (S überall eindeutig und stetig bleiben.

Daraus folgt, dass die in (4) angegebenen Functionen

rw, rw, rw,—
oder

f'{x + ?y), f"{x + ?•?/), f"'{x + iy)

dieselben Eigenschaften besitzen. Wir gelangen demnach zu fol-

gendem Satz:

Ist eine Function f{x -\- iy) innerhalb einer gegebenen Ele-

mentarfläche überall eindeutig und stetig^ so sind innerhalb dieser

Fläche sämmtliche Dijferetitialquotientcn .-

f'{x + iy), f"{x + iy), f"'{x -f ?•?/),... .

ebenfalls eindeutig und stetig.

Sind cp und i/; irgend zwei von x + iy abhängende Functionen,

so ist das Differential
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(1) <p .d ip

gleich

(2) (p . ip' . d{x -\- iy).

Wir wollen nun voraussetzen, dass die Functionen (p und i/; inner-

halb einer gegebenen Elementarfläche (S überall eindeutig und

stetig sind. Zufolge des eben gefundenen Satzes gilt dann Glei-

ches auch von den Differential(|uotienten (p, (p", . . ., tp', ip", . . . .;

mithin Gleiches auch von dem in (2) vorhandenen Product:

cp . ip'.

Hieraus aber ergiebt sich, dass wir auf das Differential (2), oder

was dasselbe ist, auf das Differential (1) sofort einen früher (Seite 80)

gefundenen Satz in Anwendung bringen können. Thun wir das,

so gelangen wir zu folgendem wichtigen Resultat:

Sind cp und ip zwei von x -\- iy abhängende Functionen^ welche

auf einer gegebenen Elementarfläche (S überall eindeutig und stetig

sind^ so ist das über den Rand von (5 hinerstreckte Integral

cpdtpß
jederzeit gleich Null.

Vierter Abschnitt. Ueber die tJnstetigkeits- und Nullpuncte

einer Function. Die Unstetigkeitspuncte werden eing^etheilt

in solche, die polarer, und in solche, die nicht polarer

Natur sind; die ersteren werden Pole genannt.

Gegeben sei im Räume irgend welche Fläche, gleichgültig,

ob eben oder krumm; und auf dieser Fläche irgend ein Punct c.

Um c herum denke man sich auf jener Fläche irgend ein kleines

Flächenstück abgegrenzt; c selber mag gevvissermassen als der

Mittelpunct dieses Flächenstückes angesehen werden; und dem-

gemäss mögen die von c nach dem Rande des Flächenstücks hin-

laufenden kürzesten Linien als die Radii vectores des Flächen-

stücks betrachtet werden.

Definition .- Ein solches um den gegebenen Punct c herum ab-

gegrenztes Flächenstück soll in Zukunft für den Fall, dass seine

Radii vectores hinreichend klein, dabei aber sämmtlich von
Null verschieden sind, mit einem besonderen Namen bezeichnet,

nämlich das Bereich des Punctes c genannt werden.
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Was dabei in Jedem einzehien Fall uniei^ hinreichend klein

zu verstehen ist, wird abhängen von den jedesmaligen näheren Um-

ständen*).

Liegt der Punct c auf einer Elementar fläche, so wird

sein Bereich dargestellt sein durch eine kleine ebene Fläche von

beliebiger Form. Denken wir uns z. ß. auf der gegebenen Ele-

mentarfläche ein kleines Quadrat gezeichnet, dessen Mittelpunct

in c liegt, so wird dieses Quadrat, falls seine Seitenlänge hin-

reichend klein, dabei aber von Null verschieden ist, als

das Bereich jenes Punctes c angesehen werden können. Ebenso

gut würde dazu aber auch eine kleine kreisförmige, oder

ellipsenförmige, oder irgend welche andere kleine Fläche

verwendet werden können.

Auf einer Elementarfläche (S befinde sich ein bew eglicher

Punct X + iy oder z, und ausserdem irgend welche feste Puncte

p^, ^2' • • • P"^ ""^ ^^^ Pii • ?«• Ebenso wie z zur Abkürzung

gesetzt ist für das veränderliche Binom a; + iy, ebenso sol-

len die p und q zur Abkürzung gesetzt sein für irgend welche

gegebene Binome von der Form a -|- ib.

Wir bilden nun den Ausdruck:

(Y) F{:\ .
(^ — 90(^ — 9-) (z— ?«)

^^
^ ^
~ {Z- Py) {Z-Pd ... [Z- Pn,)

'

Dieser Ausdruck wird eine von z abhängende Function sein, welche

in den Puncten Pi, p2, - • • Pm unendlich gross, folghch (vergl,

*) Man könnte die Herbeiziehung eines neuen Wortes hier vielleicht

für überflüssig halten. Befindet sich irgendEtwas— so könnte man sagen

— in dem Bereich des gegebenen Punctes c, so heisst das doch nichts

Anderes, als dass jenes Etwas sidh in der Nähe des Punctes c befin-

det. Dem entgegen würde Folgendes einzuwenden sein: Ist von den-

jenigen Puncten etwa die Rede, welche sich in der Nähe von c be-

finden, so bleibt dabei zweifelhaft, ob darunter die mit c benachbarten

Puncte inclusive c oder exclusive c verstanden werden sollen. Ist hin-

gegen von denjenigen Puncten die Rede, welche im Bereich von c

liegen, so wird, zufolge der von uns aufgestellten Definition, nicht der

geringste Zweifel obwalten können, dass damit die zu c, benachbarten

Puncte inclusive c gemeint sind. Doch liegt hierin nicht der ein-

zige Grund, wesshalb die Einführung jenes Wortes wünschenswerth

erscheint. In der That wird man aus dem Folgenden erkennen, dass

die Ausdrucksweise bei Einführung jenes Wortes in vielen Fällen an

Kürze und Genauigkeit gewinnt.
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den Satz Seite 46) unstetig, und in den Puncten ^,, q.^^ . . q„.

null A\ird.

ümgekelnt verhält es sich mit der Function

P) WY
diese nämlich wird in den Puncten p^^ p^, . . . p^ gleich Null,

und in den Puncten ^, , q^^ . . qn unstetig.

Wir können sämmtliche Puncte, welche sich auf der ge-

gebenen Elementarlläche @ überhaupt vorfinden, mit Bezug auf

die beiden Functionen (1) und (2) in drei Classen theilen,

indem wir zur ersten Classe alle diejenigen Puncte zählen, in

deren Bereich beide Functionen stetig sind, zur zweiten Classe

alle diejenigen, in deren Bereich nur die Function (1) stetig

ist, endlich zur dritten Classe alle diejenigen, in deren Bereich

nur die Function (2) stetig ist. Zur ersten Classe gehören

dann alle diejenigen Puncte der Fläche @, welche mit keinem der

Puncte p, q zusammenfallen, zur zweiten die Puncte q, und zur

dritten die Puncte p.

Die genannten drei Classen umfassen sämmtliche auf der

Fläche @ vorhandenen Puncte; denn es exislirt daselbst kein ein-

ziger Punct, in dessen Bereich von den beiden Functionen (1)

und (2) nicht wenigstens eine stetig ist.

Was wir bei der Function F[z) und bei dem reciprocen Werthe

derselben, nämlich bei „7 r beobachtet haben, wird sich nun
t {z)

wiederholen bei sämmtlichen Functionen, mit welchen wir es in

der Folge zu tliun haben. Jede von diesen Functionen wird näm-

lich, falls sie im Bereich irgend eines Punctes unstetig ist, da-

selbst doch immer nur der Art unstetig sein, dass vvenigstens ihr

reciprocer Wertli in jenem Bereich stetig bleibt. Für Unste-

tigkeitspuncte solcher Art bedarf es eines besonderen Namens;

wir setzen Folgendes fest:

Definition .- Ist eine Function f im Be^^eich irgend eines Punctes

c unstetig, Jedoch der Art unstetig, dass ihr reciprocer Werth

j in jenem Bereich stetig bleibt, so soll der Punct c ein Pol der

Function f, und die Unstetigkeit , mit welcher die Function in

jenem Puncte behaftet ist, eine polare Unstetigkeit genarmt

werden.
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Es sind (man vergi. Seite 47) sehr verschiedene Arten von

L'nstetigkeitspuncten denkbar. Wie nun aber die Unstetigkeit,

welche eine Function f in irgend einem Puncte c besitzt, auch

immer beschaffen sein möge, jederzeit wird dieselbe entweder
darin ihren Grund haben, dass der Werth von /"bei c einen end-

lichen Sprung macht, oder darin, dass jener Werth bei c ins

Unendliche aufspringt. Gehört die bei c vorhandene ünstetig-

keit zur ersten Kategorie, so wird sie nicht nur hei der Function

selber, sondern, wie man aiigenbUcklich übersieht, auch bei

ihrem reciprocen Werth bemerkbar, folglich keine polare

Unstetigkeit sein. Innerhalb der ersten Kategorie kann sich dem-

nach kein polarer ünstetigkeitspunet befinden. Daraus folgt mit

INothwendigkeit, dass sämmtliche polare Unstetigkeitspuncle zur

zweiten Kategorie gehören, d. h. in einem Aufspringen des

Functionswerthes ins Unendliche ihren Grund haben. Somit er-

giebt sich folgender Satz:

Ist der Puncl c ein Pol der Function /", so wird der Werth

vofi f in c jederzeit tm endlich gross sein.

Oder mit andern Worten: Ist der Punct c ein Pol für die

Function f, so wird er Jederzeit ein Nullpuncl für die Function

j sein*).

*) Wenn wir unsere Schlussfolge recapituliren, so haben wir zu-

nächst alle überhaupt vorhandenen Unstetigkeitspuncle, welcher Art sie

auch immer sein mögen, in zwei Kategorien gebracht; nämlich

I. in die Kategorie derjenigen, welche durch einen end-
liehen Sprung des Functionswerthes veranlasst Averden, —
und

II. in die Kategorie derjenigen, welche in einem Auf-
springen des Functionswerthes ins Unendliche ihren Grund
haben.

Sodann untersuchten wir die I.Kategorie, und überzeugten uns da-

von , dass in dieser kein polarer Ünstetigkeitspunet enthalten sein

könne.

Daraus folgte mit Nothwendigkeit, da.-»s sämmtliche polaren Un-
stetigkeitspuncte zur II. Kategorie gehören. Möglicherweise sind nun
in dieser II. Kategorie ausser den polaren Unstetigkeitspuncten noch
andere Arten von Unstetigkeitspuncten enthalten. Dass das in der

That der Fall ist, lässt sich leicht durch ein Beispiel darthun.
1 ^

Betrachten wir die Function e^'^'^ oder e*. Diese Function wird
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Wenn wir es auf einer Fläche mit mehreren Puncten zu thun

haben, so können dies entweder einzelne Puncte, oder auch

zusammenhängende Puncte sein. Ersteres wird der Fall sein,

sobald jeder Punct von allen übrigen durch irgend welche Zwi-

schenräume — dieselben mögen nun so klein sein, wie sie wollen—
getrennt ist; letzteres, sobald die Puncte in ihrer Gesammtheit

entweder ein Linienstück oder ein Flächenstück stetig erfüllen.

AYir können mis eine Function denken, welche lauter ein-

zelne Pole besitzt; und eben so gut können wir uns andererseits

auch eine Function denken, deren Pole zusammenhängend

sind, deren Pole etwa zusammengenommen irgend welche Linie

stetif erfüllen. Im Folgenden werden wir es aber immer nur mit

dem ersteren Fall, nämlich immer nur mit einzelnen Polen zu

thun haben.

Es sei 6 eine gegebene Elementarfläche. Ferner S'ei/"(x +iy)

oder /"(z) eine Function, welche auf© überall eindeutig

und stetig ist; zugleich befinde sich im Innern von (5-

für z := unendlich, und hat also bei z = einen Unstetigkeitspunct,

welcher zur II. Kategorie gehört. Trotzdem ist dieser Unstetigkeits-

punct kein polarer; denn der reciproce Werth der Function, nämlich

der Werth von e ^ ist, wie man leicht erkennt, im Bereich des

Punctes 2 = keineswegs stetig, wie solches doch der Fall sein müsste,

wenn jener Punct ein polarer wäre. Somit ergiebt sich Folgendes:

In der I. Kategorie befindet sich kein polarer Unstetig-

keitspunct.

In der II. Kategorie befinden sich:

a) sämmtliche polare Unstetigkeitspuncte, und

ß) noch andere Arten von Unstetigkeitspuncten, wie
1

z. 13. derjenige, av eichen die Function e'beiz= be-

sitzt.

Hätte es sich darum gehandelt, die ganze II. Kategorie durch

einen Namen zu bezeichnen, so würde der Name Unendlichkeits-

punct zweckmässig gewesen sein. Da es nun aber, was eine genaue

Fassung der nachfolgenden Untersuchungen anbelangt, gerade wesent-

lich ist, die beiden Theile a und ß, aus welchen jene II. Kategorie

besteht, scharf auseinander zu halten, so schien die Einführung

eines besonderen Namens durchaus nothwendig; und hierzu schienen

die Worte Pol und polar durch ihre Kürze und auch durch andere Um-

stände besonders geeignet.
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ein beliebig kleines Linien- oder Flächenstück X, auf

welchem die Function einen constanten Werth F besitzt.

Sind c und c, irgend zwei zu X gehörige Puncte*), so wird

/•(c) = K, ebenso f{ci) := IC, mithin

fic,) - f{c)

gleich Null sein ; demnach wird der Quotient

Cj — c

ebenfalls Null sein. Dieser Quotient ist aber, falls wir die Puncte

c und Cj einander unendlich nahe denken, nichts Anderes als

f'{c), nämlich nichts Anderes als derjenige Werth, welchen der

Differentialquotient der Function f im Puncte c besitzt/ Somit

ergiebt sich, dass f'{c) gleich Null ist. Der Punct c war

ein auf dem Linien- oder Flächenstück A beliebig gewählter.

Ebenso wie also die Function f in allen zu X gehörigen Puncten

den constanten Werth K besitzt, ebenso wird ihr Differential-

quotient f' in all' jenen Puncten den constanten Werth haben.

Hieraus folgt nun in gleicher Weise, dass der zweite Differential-

quotient f" in all' jenen Puncten ebenfalls einen constanten

Werth, und zwar wiederum den Werth besitzt u. s. w.

Ist demnach c ein beliebiger Punct des Linien- oder Flächen-

stückes X, so ist:

(1) fic) == K,

und

(2) f'[c):=.f"{c)=r[c) = =0.
Wir beschreiben um den Punct c als Mittelpunct eine be-

liebig grosse, jedoch vollständig innerhalb (v liegende Kreisfläche f.

Die Function f ist nach unserer Voraussetzung auf der Fläche @
überall eindeutig und stetig; sie wird demnach diese Eigenschaften

auch innerhalb l besitzen, folglich innerhalb i nach der Taylor'-

schen Reihe entwickelbar sein (vergl. den Satz Seite 89). Ist daher

z irgend ein zur Kreisfläche t gehöriger Punct, so wird jederzeit

(3) nz) = f{c) + '-^ f'{c) + ^^^ r (c) +.

also mit Rückblick auf (1) und (2)

*) Unter c und c, sind also zwei Grössen von der Form a -\- ib zu

verstehen.

Neumann, Abel'sche Integrale. 7
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(4) f{z) = K
sein.

Daraus folgt, dass die Function /' iin Innern der Fläche l

allenthalben constant, nämlich allenthalben gleich K ist, dass

mithin die Diffcrcntialquotienlen f , f" , f" , innerhalb dieser

Fläche allenthalben gleich Null sind. Ist demnach Cj irgend ein

beliebiger zur Kreisfläche t gehöriger Punct, so wird:

(5) nc^)=^K,
und

(6) f [c,] = r (ci)

=

r (c,) = .... =
sein.

Beschreiben wir nun um c^ als Mittelpunct eine zweite Kreis-

fläche fj, die vviederum vollständig innerhalb der gegebenen Ele-

mentarfläche @ liegt, und verstehen wir unter 2 irgend einen zu

ti gehörigen Punct, so wird, ähnlich wie vorhin

(7) f{z) = f{c,) + ^^ fie,) + ^'^^^ f"{c,) + ....,

folglich mit Rücksicht auf (5) und (6)

(8) fiz) = K
sein.

Daraus folgt, dass die Function / innerhalb der Fläche X^

ebenfalls überall gleich K ist.

In solcher Art können wir eine Kreisfläche nach der andern

beschreiben, und nachweisen, dass die Func tion /"innerhalb

der gegebenen Elementarfläche (g allenthalben den

Constanten Werth K besitzen muss.

Wir gehen über zur Betrachtung eines weniger einfachen

Falles. Es sei p ein auf der Fläche @ gegebener Punct, und es

sei bekannt, dass die Function f{x -\- iy) oder f{z) auf der

Fläche e mit Ausnahme eines in p liegenden Poles

überall stetig ist. Im Uebrigen seien die Vorausset-

zungen dieselben wie vorhin.

Wir bezeichnen das Bereich des Punctes p, d. h. ein um

diesen Punct herum abgegrenztes hinreichend kleines Flächenstück

mit p, und denjenigen Theil der Fläche @, welcher nach Ab-

sonderung von p noch übrig bleibt, mit ((S — ;p). Auf die Fläche

((S — ^) kann die vorhin angegebene Methode unmittelbar in An-

wendung gebracht werden; demnach wird sich nachweisen lassen,

dass die Function f auf dieser Fläche ((S — p) allenthalben con-
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stant, nämlich gleich K ist. Daraus folgt, dass f am Rande des

kleinen Flächenstückes p den constanten Wertli K, und dass also

-r an jenem Rande den constanten VVerth \^ hesitzt.

Das Flächenstück :p ist das Bereich des Punctes /?, und p
ist nach unserer Voraussetzung ein P o 1 der Function f. Zufolge

der für einen Pol gegehenen Definition (S. 94) wird daher - in-

nerhalb p überall stetig sein. Nach unserer Voraussetzung ist

nun ferner f auf der gegebenen Fläche (5, mithin auch auf Üem
zu (5 gehörigen Flächenstück p überall eindeutig; Gleiches wird

demnach auch von der Function ~ gelten.

Somit ergiebt sich, wenn wir Alles zusammenfassen, dass die

Function -; auf dem Flächenstück p überall eindeutig und stetig

ist, und dass sie ausserdem am Rande dieses Flächenstückes den

constanten Werth - besitzt. Daraus aber folgt, mit Anwendung

eines früher gefundenen Satzes (S. 87), dass die Function - auf

dem Flächenstück p allenthalben gleich -|, dass mithin / selber

auf jenem Flächenstück allenthalben gleich K ist.

Wir gelangen daher bei Betrachtung dieses zweiten Falles zu

demselben Resultat, wie vorhin, nämUch zu dem Resultat, dass
die Function f auf der gegebenen Fläche ® überall
den constanten Werth ^besitzen muss.

Setzen wir an Stelle eines einzigen Poles mehrere Pole,

aber lauter einzeln liegende Pole voraus, so werden wir, wie
leicht zu übersehen ist, wieder zu demselben Resultat gelangen.

Somit ergiebt sich folgender Satz:

Ist eine Function f (x -\- iy) auf einer gegebenen Etemetitar-

fläche S* überall eifideutig, und ist sie daselbst nirgends, oder doch
fiur in einzelnen Polen imsletig, so kann innerhalb^ kein auch
noch so kleines Linien- oder Flächen stück vorhanden sein,

auf welchem die Function constant ist; es sei deiin, dass sie ifi-

nerhalb (S allenthalben constant wäre.

Es kann kein Linien- oder Flächenstück vorhanden sein, auf

welchem die Function constant ist; es kann demnach auch kein

Linien- oder Flächenstück vorhanden sein, auf welchem sie Null
ist. Somit ergiebt sich auf der Stelle folgender Zusatz:

7*
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Ist eine Function f (x + iij) auf einer gegebenen Elementar-

fläche (S überall eindeutig, und ist sie daselbst nirgends oder doch

nur in einzelnen Polen unstetig, so kann sie innerhalb © auch

nur in einzelnen Puncten Null werden: es sei denn, dass sie

auf der Fläche (S allenthalben Null wäre.

Es sei f=f{x + iy) eine Function , die auf einer gegebe-

nen Elementarfläche (S überall eindeutig, und mit Ausnahme

einzelner Pole daselbst auch überall stetig ist, also eine Func-

tion, welche — zufolge des eben hingestellten Satzes — auf

jener Fläche (S auch nur in einzelnen Puncten Null werden

kann. Sind p^, p^, P^^ -die Pole, und q^^, q^, q^, . . .die Null-

puncte der Function, so werden also je zwei Puncte p, und

ebenso auch je zwei Puncte q immer durch einen gewissen Zwi-

schenraum von einander getrennt sein. Gleiches gilt aber auch

von je einem Puncte p und je einem Puncte q: wie sich aus

der für einen Pol gegebenen Definition (S. 94) leicht erkennen

lässt.

Da nämUch der Punct p ein Pol der Function f sein soll,

so wird die Function - (zufolge jener Definition) im Bereich des

Punctes p stetig, mithin innerhalb jenes Bereiches nirgends un-

endlich gross sein. Daraus aber folgt, dass f selber innerhalb

jenes Bereiches nirgends Null wird, oder mit andern Worten,

dass im Bereich des Punctes p kein NuUpunct der Function /
vorhanden sein kann. Demnach wird der Punct p von sämmt-

Uchen Nullpuncten, welche die Function f besitzt, d. h. von

sämmtlichen Puncten q durch irgend welche Zwischenräume ge-

trennt sein.

Die Puncte j9, q werden also sämm t lieh durch irgend welche

Zwischenräume von einander getrennt sein; und wir werden da-

her um jeden dieser Puncte herum ein Flächenstück abgrenzen

können, welches so klein ist, dass alle übrigen Puncte p, q

ausserhalb desselben hegen.

Wir wollen nun der Beihe nach zuerst irgend einen der

Puncte p, dann einen der Puncte q, und endlich einen Punct g

betrachten, welcher auf der Fläche (S eine beliebige Lage be-

sitzt, jedoch mit keinem der Puncte />, q zusammenfällt. Es wird

uns dabei hauptsächhch um die Werthe zu thun sein, welche

— im Bereiche eines jeden dieser drei Puncte besitzt.
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Im Puncte p besitzt die Function f einen Pol; demp^ifth ist

/•in diesem Puncte unstetig, jedoch der Art unstetig, daVs -^ im

Bereich des Punctes stetig bleibt. Wir wissen, dass ein Pol

jederzeit durch ein Aufspringen des Functionsuerthes ins Un-

endliche bedingt wird. (Vergl. den Satz S. 95.) Demnach wird

f im Puncte p unendlich gross, mithin y daselbst gleich Null

sein. — Die Function j ist also im Bereich des Punctes p stetig,

und besitzt in p selber einen NuUpunct.

Im Puncte q ist f gleich Null. Demnach wird y daselbst

unendlich gross, mithin unstetig sein. Wir grenzen um den Punct

q herum ein Flächenstück ab, welches so klein ist, dass sämmt-

liche Puncte p ausserhalb desselben liegen; ein solches Flächen-

stück kann kurzweg als ein um den Punct q herum abgegrenztes,

hinreichend kleines Flächenstück bezeichnet , folglich das B e

-

reich des Punctes q genannt werden. Innerhalb dieses Bereiches

ist die Function f überall stetig. — Die Function -j ist also im

Puncte q unstetig, jedoch der Art unstetig, dass ihr reciprocer

Werth f im Bereiche dieses Punctes stetig bleibt; es besitzt dem-

nach die Function -j im Puncte q einen Pol.

Um den Punct g herum wird sich, weil derselbe mit keinem

der Puncte p, q zusammenfallen soll , ein Flächenstück abgrenzen

lassen, welches so klein ist, dass sämmtliche Puncto /;, 5' ausser-

halb dieses Flächenstückes liegen; ein solches Flächenstück kann

als das Bereich des Punctes g bezeichnet werden. Innerhalb

dieses Bereiches wird dann die Function f überall stetig, und

gleichzeitig auch überall von Null verschieden sein. — Die Func-

tion
-f

wird demnach im Bereich von g überall stetig sein.

Wvc sehen somit, dass die Function — in den Puncten p, g

stetig, in den Puncten q hingegen unstetig ist, ferner, dass ihre

Werthe in den Puncten p gleich Null, und dass ihre Unstetig-

keiten in den Puncten q polarer Natur sind. Es wird demnach

-j eine Function sein, welche auf der gegebenen Fläche

(S mit Ausnahme einzelner in den Puncten^ liegender
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Polt' überall stetig ist, und deren Nullpuncle diueli

<lio, l'SMi(Kt-">> dargestellt sind. Wir gelangen mithin zn

l'olgeiideni Resultat:

Ist eine Function f =^ f (x + iy) auf einer gegebenen Ele-

mentarfläche überall eifideutig, und mit Aimiahme einzelner Pole

daselbst auch überall stetig, so gilt Gleiches auch von der Func-

tion r. .

Sind Pi, P'z^ Pi^ • • ^'^ ^«^^^ ""^ '/i ' ^2^ 9$^ •
^''' ^"^^'

puncte von f, so wet^den diese Puncte p, q sämmtlich durch

irgend welche Zwischenräume von eina7ider getrennt sein.

Geht man von der Fimction f zur Betrachtung der Function

" über, so wechseln die Puncte p und q ihre Rollen, während'

andererseits diejenigen Puncte der gegebenen Eletnefitarfläche, welche

mit keinem der Puncte p, q zusammenfallen, auch bei der Func-

tion -j weder einen Pol noch eitien Nullpunct darstellen."^)

Wir fügen noch eine Bemerkung hinzu, die sich nicht nur

auf Elementarflächen, sondern auf ganz beliebige Flächen bezieht;

es ist folgende

:

Ist E eine von x -\- iy abhängende, oder auch irgend welche

andere Function, die auf einer gegebenen Fläche überall eindeu-

tig, stetig und null fr ei ist, so gilt Gleiches auf jener Fläche

auch von der Function -^ •

Dabei ist unter einer null freien Function eine Function

zu verstehen, die auf der gegebenen Fläche nirgends Null wird,

also eine Function, die auf der Fläche frei von NuIIpunc-

ten ist.

*) Eine Function f, welche die genannten Bedingungen erfüllt,

zeigt also in Betreff der hier betrachteten Umstände ganz dasselbe

Verhalten, wie die früher (S. 93) erwähnte rationale Function:

{x + iy — gl) {x + itj — q-i) ... {x-\-iy — gm)

[x -\- iy — pi) [x -f iy — p<,) ... (a? + «> — P» )
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Fünfter Abschnitt. Untersuchung einer von x -\- iy abhängen-

den Function, welche auf einer Elementarfläche überall eindeutig,

und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall stetig

ist. Ueber die Ordnungszahlen einer solchen Function.

Es sei @ eine Elemenlarfläche; ferner sei /"(« + iy) oder

f [z] eine Function, welche auf (g überall eindeutig und

stelig ist, und welche daselbst nur einen einzigen bei a -\- ib

oder c liegenden Nullpunct besitzt. Verstehen wir unter-

M irgend welche positive ganze Zahl, so wird der Bruch

\^)
{z— c)«

auf der Fläche (S, mit alleiniger Ausnahme des Punc-
tes c, überall eindeutig, stetig und nullfrei sein. Wie es sich

aber mit diesem Bruch im Puncte c verhalten wird, ist zweifel-

haft, und jedenfalls abhängig von der Grösse der ganzen Zahl M.

Ist 7>/ klein, so kann der Bruch im Puncte c möglicherweise,

ebenso wie sein Zähler, den Werth besitzen; ist hingegen M
eine sehr grosse ganze Zahl, so wird der Bruch in jenem Punct

unendlich gross sein.

Wir beschreiben um den Punct c eine beliebig grosse, jedoch

völlig innerhall) (§ liegende Kreisfläche t. Die auf dieser Kreis-

fläche befindlichen Werthe der Function f werden sich alsdann,

weil die Function auf @, und also auch auf f überall eindeutig

und stetig ist, nach der Taylor'schen Reihe entwickeln lassen

(Satz, S. 89). Ist demnach z irgend ein innerhalb i liegender Punct,

so wird

(2) f{^ = f{c) + -^r [c) + ^^^ f" (c) + . . . .

sein. Was die in dieser Entwickelung auftretenden constanten

Coefficienten

f[c), f {c), r [c], ....

anbelangt, so ist zunächst zu bemerken, dass der erste dersel-

ben, nämlich f{c). Null ist, weil die Function f nach unserer

Voraussetzung im Puncte c verschwindet. Es wäre möglich, dass

ausser dem ersten noch irgend welche andere Coefficienten

Null sind. Ja man könnte vielleicht vermuthen, dass unter Um-
ständen all' jene Coefficienten ins Unendliche hiji Null

sein können. Solches ist aber nicht möglich; wären nämlich all'
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jene Coefficienten Null, so würde die Function /", zufolge der

Gleichung (2), in sännntlichen Puncten der Kreisfläche t den

Werth Null besitzen; nach unserer Voraussetzung soll sie aber

auf der gegebenen Fläche (S nur in einem Puncte, nur in c

Null werden.

Es sind demnach nur zwei Fälle möglich. Entweder ver-

schwindet der erste Coefficient allein; dann verwandelt sich die

Entwickelung (2) in

(3) f{z) =- ~ -{f (c) + '-^ f" (c) + . . . .}.

Oder es verschwindet ausser dem ersten Coefficienten auch noch

irgend welche Anzahl der nachfolgenden Coefficienten; in die-

sem Falle verwandelt sich unsere Entwickelung, wenn wir den

ersten nicht verschwindenden Coefficienten mit f^'"-\c] bezeich-

nen, in:

w ^w = fe^ {^'"'w + ^^ ^'-*";^) + ••••}•

Der erste Fall ist im Grunde nichts Anderes als ein Specialfall

des zweiten. Denn die Formel (3) ergiebt sich aus der Formel

(4), sobald man in der letztern »1=1 setzt.

Die Werthe, welche unsere Function f innerhalb der Kreis-

fläche t besitzt, lassen sich also jederzeit darstellen durch:

/•(^) = (z-c)"'.{^ + B[z— c) + C(z-c)2 + ....},

oder, was dasselbe ist, durch:

(5) (£$; ^A^B{z-c)^C [z-cf + . . . .

Hier ist m eine gewisse endliche Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, 4,...;

ferner stellen hier Ä, B, C, . . . gewisse constante Coefficienten

vor, von welchen der erste, nämlich A^ von Null verschie-
den ist.

Der hier auf der linken Seite stehende Bruch

(6) r^
kann offenbar auf der Kreisfläche ! nur in denjenigen Puncten

verschwinden, in welchen sein Zähler verschwindet, kann also

auf jener Kreisfläche nur im Puncte c verschwinden. Die Glei-

chung (5) zeigt aber, dass derselbe in c von Null verschieden,

nämlich gleich A ist; zeigt also, dass der Bruch auf der Kreis-

fläche 1 nirgends verschwindet. Ausserdem wird dieser
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Bruch, wie gleichfalls aus 5) hervorgeht, auf jener Fläche t

überall eindeutig und stetig sein.

Nun hatten wir bereits zu Anfang einen Bruch von der Form

(z-c)«

betrachtet, und gefunden, dass ein solcher Bruch, vorausgesetzt,

dass M irgend eine beliebige positive ganze Zahl vorstellt, in-

nerhalb der gegebenen Elementarfläche @, mit Ausnahme des

Punctes c, überall eindeutig, stetig und nullfrei sein

muss. Eben dasselbe wird demnach auch von dem hier betrach-

teten Bruche (6) gelten. Und zugleich geht aus unserer in Bezug

auf die Kreisfläche t angestellten Untersuchung hervor, dass bei

diesem Bruche (6) in Bezug auf die genannten drei Eigenschaften

im Puncte c keinerlei Ausnahme stattfindet. Somit ergiebt sich,

dass der Bruch (6) auf der ganzen Fläche (S überall ein-

deutig, stetig und nullfrei ist. Wir haben also folgenden

Satz:

Ist f= f (x + iy) eine Function , welche auf einer gegebenen

Elementarfläche (S überall eindeutig und stetig ist, und welche da-

selbst nur in einem einzigen Puticte a -\- ib oder c verschwindet:

und bezeichnet man ferner unter den auf einander folgenden Dif-

ferentialquotienten f, f\ f'\ .... den ersten, welcher in jenem

Puncte a + ib oder c nicht verschwindet, mit f("'\ so wird der

Bruch

Ü^AM oder ^-

((^ + iy)- (ö + ib)T (^ + iy - '^)

eine Function sein, welche auf der Fläche ® allenthalben

eindeutig, stetig und nullfrei ist.

Wir können übrigens diesen Satz auch so aussprechen:

Ist f= f (x -\- iy) eine Function, welche auf einer gegebenen

Elementarfläche © überall eindeutig und stetig ist, und welche da-

selbst nur in einem einzigen Puncte x •\- iy = c verschwindet , so

werden sich die Werthe dieser Futiction innerhalb der Fläche ©
jederzeit in folgender Weise darstellen lassen:

f = (cc ^ iy - er. E.

Hier bedeutet m eine endliche Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, 4, . . .,

und E eine von x + iy abhängende Futiction, welche auf der

Fläche Q: überall ei?ideutig, stetig und nullfrei ist.
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Wir wollen niui ferner eine Function q> =s (p [x -\- iy) be-

trachten, welche auf einer gegebenen Elenientartläche (S überall

eindeutig, überall nullfrei, und mit Ausnahme eines einzigen

in X + iy = c liegenden Poles daselbst auch überall stetig

ist. Zufolge eines früheren Satzes (S. 102) vertauschen die Pole

und NuUpuncte einer Function jedesmal ihre Rollen, sobald man

von der Function selber zur Betrachtung ihres reciprocen Werthes

übergeht. Jenem Satze zufolge wird daher — eine Function sein,

welche auf der Fläche (S überall eindeutig, überall stetig,

und mit alleiniger Ausnahme des Punctes c überall nullfrei ist,

also eine Function sein von genau derselben Beschaffenheit, wie

die zuvor betrachtete Function f. Somit ergiebt sich durch An-

wendung des vorhergehenden Satzes, dass die Werthe, welche

— innerhalb der F'läche @ besitzt, darstellbar sind durch eine Formel

-= {X -\- iy— c)"'. E,

in welcher m eine endliche Zahl aus der R-eihe 1, 2, 3, 4, . . .,

und in welcher E eine Function vorstellt, die auf (S überall

eindeutig, stetig und null fr ei ist. Wir können dieser For-

mel folgende Gestalt geben:

cp r= [x + ly — c) • -,

oder, wenn wir — mit H bezeichnen, auch folgende:

(p =. {x -\- iy — c)~"\ H.

Die hier auftretende Function H ist (man vgl. den Satz S. 102),

ebenso wie E selber, auf der Fläche (S überall eindeutig,

stetig und null fr ei. Somit ergiebt sich folgender Satz:

Sind die Werthe einer Function cp == cp fx -\- iy) auf einer

Elementarfläche (S überall eindeutig^ überall 7iidlfrei^ und mit Aus-

nahme eitles bei x -\- iy z= c liegenden Poles daselbst auch überall

stetig^ so lassen sich diese Werthe jederzeit in folgender Weise

darstellen .-

(p= {x + iy — c)~"\ . H
Hier stellt m- eine endliche Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, 4, . .

.

,

und H eitle voti x -\- iy abhängetide Functioti vor, welche auf der

gegebetien Fläche @ überall eindeutig, stetig und tiullfrei ist.

Den hier betrachteten Functionen /"und cp konnten wir end-
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lieh noch eh)e (hitte Function tp = ip {x -\- iy) zur Seite stellen,

welche auf der gegehenen Elementarlläche (S allenthalhen ein-

deutig, stetig und n ulifrei ist, welche also in dem inner-

halb (S liegenden Puncte x -\- iy = c weder einen Pol noch auch

einen Nullpunct besitzt. Für eine solche Function i\) würde sich

eine Formel aufstellen lassen, welche mit der für f und cp ge-

fundenen analog ist. Diese Formel würde so lauten

1^ = [x .+ iy — cf. E = E,

wo E wiederum eine Function vorstellt die innerhalb der Fläche

(§ überall eindeutig, stetig und nullfrei ist. Während also

der Exponent von

X + iy — c

bei /"positiv, und bei cp negativ war, wird' er bei der Func-

tion %) Null sein.

Wir können nun, wie leicht zu übersehen ist, die für diese

drei Functionen erhaltenen Ergebnisse zusammenfassen zu einem

einzigen allgemeinen Satz, der so lautet:

Sind die Werthe einer Function f z= f (x \- iy) auf irgend

welcher Elementarfläche (S überall eindeutig^ und mit etwaiger Aus-

nahme eines bei x -\- iy = c liegenden Poles oder Nullputictes da-

selbst auch überall stetig und nullfrei^ so lassen sich dieselben

Jederzeit in folgender Weise darstellefi:

f = [x + iy — cY . E.

Hier bedeutet (i eine endliche Zahl aus der Reihe .

—3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, ,

und zwar eine Zahl^ welche positiv, tiegaliv oder Null ist,

Je nachdem c ein Nullpunct der Function f ein Pol derselben,

oder keines von Beide-n ist: ferner E eine von x -f iy abhän-

gende , Function , welche auf der Fläche (S überall eifideutig,

stetig und nullfrei ist.*)

Der hier auftretende Exponent ju, ist eine ganze Zahl, deren

Werth sich in eigenthümlicher Weise durch ein gewisses über

den Rand der Fläche (S; hinerstrecktes Integral darstellen lässt;

wie sogleich gezeigt werden soll.

*) Die Zahl jx, ist, wie wir später (S. 112) seilen werden, die im

Puncte c vorhandene Ordnungszahl von f. In allen übrigen Puncten

der Fläche (S ist die Ordnungszahl von f gleich Null.
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Da die in der vorstehenden Formel

(1) f={^ + iy~ cY . E

oder

(2) f^{z— cY.E
vorhandene Function E auf der gegehenen Elenientarfläche (S

iiberall eindeutig, stetig und nulU'rei ist, so gilt (vergl. d.

Satz S. 102) Gleiches auch von der Function ^. Auf die beiden

Functionen

E und ^

lässt sich daher sofort ein früherer Satz (S. 92) in Anwendung

bringen. Diesem Satze zufolge ist das über den Rand von (S

in positiver Richtung hinerstreckte Integral

(3)
/l äE ^ 0.

Und hieraus folgt, wenn man für E den aus (2) hervorgehenden

Werth

einsetzt:

oder, was dasselbe ist:

(^) /t = -/^-
Das hier auf der rechten Seite befindliche Integral ist, wie wir

bei einer früheren Gelegenheit gefunden haben,*) gleich Ini.

Somit erhalten wir:

*) Das in Rede stehende Integral lautet, wenn wir für den Augen-

blick die Coordinaten des am Rande von 6 liegenden Punctes z mit

a, ß, und die Coordinaten des im Innern von (5 befindlichen Punctes

c mit a, h bezeichnen, also z = o: + iß und c =^ a -\- ih setzen, fol-

gendermassen
rf (a + m

/=(a + iß) - (a + ih)

Zufolge der Formel (2) auf S. 86 ist dieses Integral aber gleich liti.
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(6) / f" == ^ •
2^'";

und gelangen daher zu folgendem Resultat:

Für die in dem vorhergehenden Satz auftretende ganze Zahl

fi gilt jederzeit folgende Formel .-

1 C df

e

wo die Integration in positiver Richtung über den Rand der gege-

benen Elementarfläche (S hinerstreckt ist.

Wir wenden uns zu einer allgemeinern Untersuchung. Es

sei f=f{x-{- iy) eine Function, welche auf einer gegebenen

Elementarlläche 6 überall eindeutig, und mit etwaiger

Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall stetig

ist. Die Pole dieser Function mögen mit p^, Pj' • • • ""^ ^'^''^

Nullpuncte mit ^j, ^j' • • • bezeichnet werden.

Da all' diese Puncte ;oj, p^, . . ., q^^, q^, ... vereinzelt

liegen (vgl. den Satz S. 102), so wird sich um jeden derselben

herum ein Flächenstück abgrenzen lassen, welches so klein ist,

dass alle übrigen ausserhalb dieses Flächenslücks liegen. Solche

Flächenstücke wollen wir uns wirkHch construirt denken; sie

mögen, jenen Puncten entsprechend, mit ^i, ^j' • • • » ^i' ^2' • • •

bezeichnet werden.

Auf jedes dieser Flächenstücke können wir nun den so eben

aufgestellten Satz (S. 107) in Anwendung bringen, und erhalten

alsdann für die in jedem derselben befindlichen Werthe von f

folgende Darstellungen:

in qi : /"= (a; + iy — q^T^ • E

in q2 : /"= (a: + iy - qj"^
. E

(1)
in
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Der Symmetrie willen mag diesen Formeln schliesslich noch

eine letzte Formel angereihet werden, welche sich auf keinen der

Puncte /?, (7, sondern im Gegentheil auf alle übrigen Puncte

der Flache @ beziehen soll. Es sei g irgend ein Punct, welcher

mit keinem der Puncte p, q zusammenfällt. Um g herum wird

sich alsdann ein Flächenstück abgrenzen lassen, welches so klein

ist, dass jene Puncte ^j, q sämmtlich ausserhalb desselben liegen;

dieses Flächenstück mag g heissen. Für die innerhalb g befind-

lichen Werthe von f ergiebt sich alsdann, wiederum zufolge des

vorhergehenden Satzes (Seite 107), folgende Darstellung:

(2) in g: f^{x + iy-g)^.E,

wo E eine Function vorstellt, die innerhalb g eindeutig, stetig

und nullfrei ist.

Für die in den Formeln (1) und (2) enthaltenen Exponenten

OTj, 7^2, . . . ., — Wj, — n^i . . . . und erhalten wir (vergl. den

Satz Seite 109) folgende Formeln:

(3)

„^ [-dl 1 i'df

Vi

1 rdf

:=^ . T-^.
27ti J f

Die Flächenstücke q, :p, g können charakterisirt werden als

hinreichend kleine Flächenstücke, die um die Puncte q, p, g
herum abgegrenzt sind, und können demnach kurzweg die Be-
reiche jener Puncte genannt werden.

\n den Formeln

f.^[x + iy- qp . E„

f={x-\- iy — q.^)
-

. ^2,

sind ^j , K.,, . . . Functionen, die innerhalb der Bereiche qj, qj, . .

eindeutig, stetig und nullfrei sind, mithin Functionen, di(
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1

innerhalb dieser kleinen Flächenstücke nahezu constanc sein

werden. Jene Formeln zeigen demnach, dass die Function /"im Be-

reich desPunctes^i nahezu proportional mit {x +iy— qS"\ ™
Bereich des Punctes q.^ n a h e z u p r o p o r t i o n a 1 mit {x -f- iy— q^)

'"'\

ist, u. s. yi. Die Exponenten mj, mj, . . . werden demnach im

Allgemeinen die grössere oder geringere Intensität ausdrücken,

mit welcher das Nullwerden der Function f in den einzelnen Punc-

ten q^, q^, . . . . vor sich geht; die Function / wird nämlich in

jedem dieser Puncte gewissermassen um so intensiver Null wer-

den, je grösser der ihm zugehörige Exponent ist. Wir können

demnach verschiedene Äxten von NuUpuncten unterscheiden, in-

dem wir jeden solchen Punct, je nachdem der ihm zugehörige

Exponent gleich 1,2, 3, . . . ist, einen Nullpunct erster, «wei-
ter, dritter, u. s. w, Ordnung nennen.

In gleicher Weise könnten wir die bei den Polen p^, p^, • • •

auftretenden Exponenten — «,,

—

fi.,, . . . . benutzen, um auch

die Pole in verschiedene Ordiuingen einzutheilen.

Zweckmässiger aber erscheint es, sämmtliche Puncte der

ganzen gegebenen Elementarfläche 6; nach einem gemeinsamen
Princip mit gewissen Ordnungszahlen zu versehen. Die For-

meln (1) und (2) zeigen nämlich, dass die Function /" im Bereich

eines jeden zur Fläche (5 gehörigen Punctes a -+- ib immer
nahezu proportional ist mit einer gewissen ganzen Potenz von

{x + iy) — (a + ib).

Der Exponent dieser Potenz ist es, welchen wir unmittelbar als

die Ordnungszahl des Punctes ansehen können. Denn dieser

Exponent giebt, falls er von Null verschieden ist, durch sein

Vorzeichen zu erkennen, ob der gerade betrachtete Punct ein

Nullpunct oder ein Pol ist, zugleich aber auch durch seinen nu-
merischen Werth zu erkennen, ob jener Nullpunct oder Pol

von niederer oder höherer Ordnung ist. Ferner giebt dieser Ex-

ponent, falls er gerade gleich Null ist, hierdurch zu erkennen, dass

der betrachtete Punct weder ein Nullpunct noch auch ein Polist.

Wir können die in den Formeln (1) , (2) , (3) enthaltenen Er-

gebnisse und die damit zusammenhängende Definition der Ord-

nungszahlen in folgender Weise zusammenfassen:

Ist ei7ie Function f ^= f[x + iy) auf einer gegebenen Ele-
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mentarfläche überall eindeutig und mit etwaiger Ausnahme einzelner

Pole daselbst auch überall stetig, so lassen sich die Werthe, welche

die Function auf jener Fläche im Bereich eines beliebigen

Punctes X -\- iy = c besitzt — gleichgültig , ob derselbe ein Null-

punct der Function, oder ein Pol derselben, oder keines von beiden

ist — immer in folgender Weise darstellen-.

f^[x + itj — cf . E.

Eier bedeutet (i irgend welche endliche Zahl aus der Reihe

— 3, - 2, — 1, 0, 1, 2, 3, ,

und E eine von x -\- iy abhängende Function, welche im Bereich

des Punctes c eindeutig, stetig und nullfrei ist.

Biese Zahl fx soll in Zukunft die Ordnungszahl des Punc-

tes c, oder genauer ausgedrückt die Ordnungszahl der Func-

tion f im Puncte c genannt werden. Jedweder Punct der ge-

gebenen Elementarfläche wird alsdann in Bezug auf die betrach-

tete Function f eine gewisse ihm zugehörige Ordnungszahl besitzen.

Alf diese Ordnungszahlen werden endliche ganze Zahlen sein;

sie werden positiv sein in den Nullpuncten der Function, nega-

tiv in den Polen derselben, und Null in allen übrigen Puncten

der gegebetien Fläche.

Gleichzeitig wird für die in jedwedem Puncte c vorhandene

Ordnungszahl (i folgende Formel gelten:

"^^f
wo die Integration in positiver Richtung um das Bereich des Punc-

tes c herumläuft.

Sechster Abschnitt. Ueber die Eindeutigkeit und Stetigkeit

von Functionen, welche aus anderen Functionen auf rationale

Weise zusammengesetzt sind.

Wir wollen uns auf einer gegebenen Elementarfläche 6 zwei

Functionen /= /'(a; + iy) und f^ = fi{x + iy) ausgebreitet den-

ken; beide seien daselbst überall eindeutig, und beide mit

etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch über-

all stetig. Es sollen die aus fum\f^ zusammengesetzten Func-

tionen
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{K.f+k\.f,,

untersucht werden, vorausgesetzt, dass K und K^ irgend welche

Constanten sind.

Zunächst ist klar, dass diese drei neuen Functionen, ebenso

wie f und /\ selber, auf der Fläche (S überall eindeutig sein

werden.

Fraglich aber ist, wie es sich mit ihrer Stetigkeit oder Un-

stetigkeit verhält. In Bezug hierauf ist zunächst zu bemerken,

dass die beiden ersten nur in denjenigen Puncten unstetig sein

können, wo / und /, unstetig sind, und dass andererseits die

dritte nur in denjenigen Puncten unstetig sein kann, wo f und

— unstetig sind; dass also all' jene drei Functionen, ebenso wie
/i

f und
/"i

selber, auf der Fläche (v immer nur in einzelnen
Pimcten unstetig sein können. Zu untersuchen bleibt nun aber,

welcher Art diese Untstetigkeiten sind, ob dieselben polarer, oder

ob sie irgend welcher anderer Natur sind.

Zufolge des vorhergehenden Satzes sind die Ordnungszahlen

der Functionen f und /\ in jedem Punct der Fläche ® durch

irgend welche endliche ganze Zahlen dargestellt. Ist x -\- iy = c

ein beliebiger Punct auf jener Fläche , und sind jn und fi^ die in

diesem Puncto vorhandenen Ordnungszahlen von f und f^, so wer-

den sich die Werthe, welche f und f^ im Bereich des Punctes

c besitzen, jederzeit in folgender Weise darstellen lassen:

(2)
{f=[x-{.iy-cf .E,

wo unter E und E^ zwei von x + iy abhängende Functionen

zu verstehen sind, welche innerhalb des genannten Bereiches ein-

deutig, stetig und nullfrei sind.

Wir betrachten nun zuvörderst die erste von unsern drei

Functionen (1); sie mag F genannt werden:

(3) F= K . f + K^ . f^.

Zufolge (2) werden sich die Werthe, welche diese Fnnction im

Bereich des Punctes c besitzt, darstellen lassen durch:

Ncnmann, Ahi^rsi-lio Iiili'ijialo. ö



114 Drille Vorlesung.

(4) F=K.{x + iy - cf.E + K^.[x + iy - c) '*'. E,.

M
Mnitiplicirl man diese Formel auf beiden Seiten mit [x + iy — c)

,

so ergiebt sicli:

(5) ^^J^iy.-c)^.F=
= K.{x + iy-cf^rE + K,.{x + iy~cf-^^^.E,.

Wir wollen nns hier unter 7F/ eine endliche ganze Zahl den-

ken, und zwar eine Zahl, welche so gross ist, dass die Exponen-

ten M -\- ^ und M + f*i
beide positiv sind*). Alsdann werden

nicht allein

E und E^,

sondern auch

[x + ty — c) ' ^ und [x -\- ly — c)

Functionen sein, die im Bereich des Pimctes c eindeutig und

stetig sind, (ileiches wird demnach, zufolge (5), auch von dem

Froduct

:

(6) [^xJ^iy-c)^,F

gelten.

Dieses Product wird daher, wie sich aus dem vorhergehen-

den Satz ergiebt, eine Function sein, deren Werthe im Bereich

des Punctes c in folgender Weise dargestellt werden können:

(7) [x -\- iy — c)'^ . F= [x -\- iy — cf . H:

hier bedeutet v eine endliche ganze Zahl, nämlich die Ord-

nungszahl des in Rede stehenden J*roductes im Puncte c, und H
eine P'unction, welche im Bereich des Punctes r eindeutig, stetig

und nullfrei ist. Aus (7) folgt unmittelbar:

F = [x + zy — c) . H,

j, = [x + ty — c) . ^-

Beachtet man nun, dass ~^, ebenso wie H selber, im Bereich von

c eindeutig, stetig und niillfrei ist, so ergiebt sich aus diesen bei-

den Formeln (8) sofort, dass innerhalb jenes Bereiches entweder

*) Eine derartige Zahl M wird jederzeit, vorhanden sein; denn ft

sind, und ihrer Bednetung infolge, endliche ganze Zahlen.
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F oder - stetig sein' muss, dass nämlich erstcres der Fall sein

wird, wenn v — M, letzteres, wenn M — v einen positiven

Werth hat.

Die Function F Avird demnach im Bereich eines jeden be-

liebigen, zur Fläche ® gehörigen Punctes c entweder stetig, oder

doch nur der Art unstetig sein, dass wenigstens ihr reciprocer

Werth daselbst stetig bleibt. Oder mil andern Worten: Die Func-

tion F wird auf der gegebenen Fläche (v mil etwaiger Ausnahme

einzelner Pole überall .stetig sein.

Noch leichter ist die Untersuchung der beiden andern in (1)

'^-^:
Aus (2) ergiebt sich zunächst, dass die Wertbe dieser beiden Func-

tionen innerhalb des Hereiches von c daigestellt werden können

durch:

\0^ = {x + 7y - cf ^'
. ^,

dass dieselben also, falls man E . E, mit H, inid „ mit H, be-

zeichnet, innerhalb jenes Rereiches dargestelll werden können

durch

:

(11)

i ^ =:{x + iy - rf + f"'
. //,10) =:[x + ?y

I
«Z>, = {x + iy

fii
H,

Da E und £", im Bereiche von c eindeutig, stetig und nnllfrei

sind, so gilt Gleiches auch von ^ mid „ , mithin Gleiches au<h

von den Functionen H, H., — , -^.

Zufolge (11) haben wir nun, was die Wertbe v(»u im Be-

reich des Punctes r anbelangt, folgende Formeln:

= {x -{- iy — cf^^' . H,

und hieraus ergiebt sich, da.ss innerhalb jenes Bereiches jederzeit

entweder odei- ^ stetig sein muss, dass nämlich ersteres der

8*
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Fall sein wird, wenn (i + fix, letzteres, wenn — (ju, + (nj positiv

ist. Ferner ist zufolge (11))

und hieraus crgiebt sich in gleicher Weise, dass im Bereich des

Punctes c jederzeit entweder 0^ oder stelig sein niuss. Dem-

nach werden und 0^ zwei Functionen sein, welche auf der

gegebenen Fläche @ mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole über-

all stetig sind.

Wir werfen schliesslich noch einen BUck auf die Formeln (11):

O ={x -{- iy — cf~^^' .H,

Die hier auftretenden Functionen H und ^^ sind , wie bereits be-

merkt, im Bereich des Punctes c eindeutig, stetig und rndlfrei.

Mit Rücksicht auf den vorhergehenden Satz ergiebt sich daher,

dass die in diesen Formeln enthaltenen Exponenten (tt + jUj und

^ — fi,j (]ie Ordnungszahlen sind, welche die Functionen

und 0^ im Puncte c besitzen. Nun sind aber |M, jx^ selber die

Ordnungszahlen der ursprünglich gegebenen Functionen /", f^, aus

welchen und 0^ durch Multiplication und Division entstanden

sind. Sind demnach die Ordnungszahlen der Funtionen f, f^ in

irgend einem Puncte c l)ekannt, so wird man die Ordnungszahl

des Productes =r. f . f. oder die des Quotienten 0^ = '- in
/i

diesem Puncte c dadurch erhalten, dass man jene beiden erstge-

nannten Zahlen entweder ad dir t oder subtrahirt.

Der Ausgangspunct unserer ganzen Untersuchung liegt, wenn

wir auf den Gang derselben zurückblicken, in den Formeln (2):

f={x + iy — c)^ . E,

}^=:{x + iy-cf' .E,;

also in denjenigen beiden Formeln, durch welche die Werthc der

gegebenen Functionen /", f^ im Bereich eines jeden beliebigen, zur

Fläche (S gehörigen Punctes c dargestellt werden können. Diese

b(!ideu Formeln bilden das Fundament, von welchem unsere ganze

Untersuchung getragen wird.
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Besitzt eine der beiden Functioueu, z. li. / aiil' der Fläche (S,

einen allentiialben constanten, von Null sowohl, als auch von

Unendlich verschiedenen Werth, etwa den Werth 1, so wird die

erstere von jenen beiden Fundan)entalfonneln zu ersetzen sein

durch

:

/=!,
oder, was dasselbe ist, durch:

f={x + /.v — e)'M,

in welcher der Exponent u durch vertreten wird, und in wel-

cher die Function E durch 1 , also durch eine Grösse vertreten

wird, die, ebenso wie früher E, im Bereich rles Punctes c ein-

deutig, stetig und nullCrei ist.

Wir haben demnach, wenn wir den Fall betrachten, dass f
den Constanten Werth 1 besitzt, dieselben Fundamentalformeln

wie früher, nur mit der unwesentlichen Abänderung, dass die

eine derselben alsdann ein mehr specielles Gepräge als früher

besitzt. Daraus folgt, dass unsere ganze Untersuchung auch für

jenen Fall Schritt für Schritt gültig bleibt. Die von uns erhal-

tenen Resultate werden daher auf jenen Fall, wie auf einen Spe-

cialfall, unmittelbar in Anwendung gebracht werden können;

man wird, um von dem allgemeinen Fall zu jenem Spccialfall

überzugchen, das mit 1 identisch gewordene /"nur als eine P'unc-

tion anzusehen haben, deren Ordnungszahl überall gleich ist.

Analoges würde natürlich auch für den Fall zu bemerken

sein, dass die Functionen fimdf^ beide mit 1 identisch werden.

Fassen wir daher schliesslich die bisher erhaltenen Ergeb-

nisse zusammen, so können wir uns darüber folgendermassen aus-

drücken :

Sind f=f{x -f iy) imd /\ = /", (a; -f- iy) zwei Functionen^

die auf einer gegebenen Elementarfläche überall eindeutig und mit

etwaiger Ausnahme einzelner Pole überall stetig sifid, so wird Glei-

ches auch von den Functionen

K.f-^K, .f\,

f.A,
t
h

gelten^ vorausgesetzt, dass tnan unter üT, ifj irge?id welche Con-

stanten versteht.

Sindy was die beiden letzten Functionen anbelangt, ^ und ^^
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die beiden Ordnungszahlen, welche f und f^ in irgend einem Fun cl

der gegebenen Fläche besitzen, so werden ft + fij und (i — fx^ die-

jenigen Ordnungszahlen sein, mit welchen das Product f > fy und

f
der Quotient — in jenem Putict behaftet sind.

t\

Zu den Functionen f und /\ , auf welche diese Sätze afiwend-

bar sind, gehört unter Anderm auch diejenige, deren Werth über-

all = 1 , und deren Ordnungszahl überall = ist.

Von den Ansdrücken

E.f+I^,.f„

l
fi

ist der erste aus den beiden gegebenen Functionen durcb Addi-

tion oder Subtraction, der z\veite durch Multiplication, der dritte

durch Division entstanden. Demnach können wir die erhaltenen

Resultate sofort ausdehnen auf jedweden Ausdruck, der aus /und/'j

auf rationale Weise zusammengesetzt ist; denn jeder solcher

Ausdruck entsteht aus fwmXf^ dadurch, dass man die genannten

Operationen der Addition, Subtraction, Multiplication und Division

mehrmals hintereinander und in irgend welcher Reihenfolge in

Anwendung bringt.

Wir können aber die erhaltenen Resultate noch weiter aus-

dehnen, nämlich, wie man leicht übersieht, auch auf diejenigen

Ausdrücke ausdehnen, welche nicht aus zwei Functionen /"und f^,

sondern aus beliebig vielen Functionen auf rationale Welse

zusammengesetzt sind. Tlunr wir dies, so gewinnen jene Resul-

tate eine Allgemeinheit, in welcher sie so lauten:

Sind f\,fi,....fa irgend welche .von x -\- iy abhängende

Functiotien, welche auf einer gegebenen Elementarfläche überall

eindeutig und mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole überall stetig

sind, so gilt Gleiches auf jener Fläche auch von jedem Ausdruck

R{f,,f^,...fa).

der aus den getiannten Functionen auf ration ale Weise zusam-

mengesetzt ist.

Sind demnach f\, f^t • • fa und fy\ /"j", . . . /)?** vo?i x + iy

abhängende Functionen , welche auf einer gegebenen Elementarfläche

überall eindeutig und mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole überall

stetig sind, so wird Gleiches auch von dem Quotienten
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h" .U" .... ff

gellen, und zwar wird sich in diesem Fall die Ordnungszahl.,

welche der Qtioticnt in irgend einem Puncte jener Fläche besitzt.,

dadurch ergeben., dass man zuerst die i?i dem Puncte vorhandenen

Ordnungszahlen von f^. /"j, . . . fu addirt, und sodatin von der

erhaltenen Summe diejenigen Ordmmgszahlen , welche fy\ /"j", , .

/J^"

in dem Puncte besitzen, subtrahirt.

Zu den Functionen /", auf welche diese Sätze anwendbar sind,

gehört unter Änderm auch diejenige, deren Werth =. 1, und deren

Ordnungszahl = ist.

Siebenter Abschnitt. Reihen - Entwickeiung einer von x + iy

abhängenden Function, welche auf einer Kreisfläche überall

eindeutig und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst auch

überall stetig ist.

Auf einer Elenieiitarfläche (v seien irgend welche Puncte

a, + iß^, a.^ -\- ißo' • - -, "y. •¥ ißy. gegeben; der Kürze wegen mag

«1 + ißi =Yi^ «2 + *ß2 = 72^ ' • • ^>c + ißy. = Yx

gesetzt werden. Ferner seien M^, M^, . • ^Jy. beliebig gewählte

positive ganze Zahlen; endlich sei F folgende von x -\- iy

abhängende Function;

(1) F=^{x + iy~y,f' . [x + iy - y,)'^^-^
. . . . {x + iy-y,y^>^.

Ollenbar wird diese Function auf der Fläche (S überall ein-

deutig und stetig sein, und mit Ausnahme der Puncte y da-

selbst nirgends verschwinden; sie wird also auf jener Fläche von

Polen völlig frei sein, hingegen k einzelne Nullpuncte besitzen,

(üe in den gegebenen Puncten y hegen.

Nun wissen wir (Satz, Seite 112), dass die Ordnungszahl einer

Function positiv ist in ihren Nuilpuncten, dass sie negativ

in ihren Polen, und dass sie Null ist in jedwedem andern Puncte.

Die Ordnungszahl der hier betrachteten Function F wird dem-

nach in den Puncten y positiv, und in allen übrigen zur Fläche ®
gehörigen Puncten Null sein.

Wir bezeichnen den für die Function F gegebenen Aus-

druck (1) für den Augenblick mit

(2) F={x + iy-y,r' .F:



120 ü'ill<i Vodesuny.

E wird dann ein Prodiict vorstellen, welches nur y, — 1 Factoren

entliäU, und welches denigemäss auf der gegebenen Fläche (S

auch nicht in allen Puncten y , sondern nur m y^^ y^^ . . . y

y

verschwindet, im Puncte y^ hingegen von Null verschieden ist.

Daneben ist klar, dass dieses Product E auf der gegebenen

Fläche ® allenthalben eindeutig und stetig bleibt. Demnach wird

E eine Function sein, welche im Bereich des Punctes j^^ ein-

deutig, stetig und nullfrei ist.

Beachten wir dies, so erkennen wir aus der Gleichung (2)

sofort, dass die Zahl if/^ nichts Anderes ist, als die Ordnungs-
zahl der gegebenen Function F im Puncte y^. (Vergl. die

Definition Seite 112.) Ebenso werden natürlich M^, . . . My. die in

den Puncten y^^ . . . y-y. vorhandenen Ordnungszahlen darstellen.

Die Ordnungszahl von F ist demnach in den Puncten

7\> 72' • • • Yx gleich M^, M^, . . . M^, in allen übrigen zur

Fläche (S gehörigen Puncten hingegen gleich Null.

Es. sei nun fx==.f[x -\- iy) irgend eine Function, welche auf

der gegebenen Fläche (S überall eindeutig und mit Ausnahme von

% einzelnen Polen überall stetig ist. Es sei bekannt, dass diese

% Pole in den Puncten y^, y^, • yy. liegen; im Uebrigen aber

sei die Function f völlig unbekannt.

Die Puncte y\, y%, • - yy. werden also Pole der Function/"

sein, und alle übrigen zur Fläche (S gehörigen Puncte werden

theils NuUpuncte dieser Function, theils neutrale Puncte sein;

falls wir mit diesem Namen einen Punct bezeichnen, in welchem

die Function weder einen Pol hat, noch Null wird. Demgemäss

wird die Ordnungszahl von f in den Puncten y\, yi^ • • yy durch

irgend welche negative ganze Zahlen —n^, n^, . . .
— tiy,, in

allen übrigen Puncten der Fläche @ hingegen durch Zahlen dar-

gestellt sein, die theils positiv, theils Null sind.

Wir betrachten endlich das aus den beiden Functionen F
und f gebildete Product:

(3) = F .f.

Da F und f auf der Fläche @ überall eindeutig, und mit Aus-

nahme einzelner Pole daselbst überall stetig sind, so gilt Gleiches

auch von 0; wie sich aus einem kürzlich gefundenen Satze (Seite 117)

unmittelbar ergiebt. Zugleich folgt aus jenem Satz, dass die Ord-

nungszahlen von O dadurch erhalten werden können, dass man
die von F und f addirt. Bezeichnen wir nun die Puncte
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Tv 72' • • y^« '" il^'^'i" Gcsammtheit mit y, iiml alle übrigen zur

Fiäciie (5 gehörigen Puncte mit g, so sind:

in diesen Puncten y und g

die Ordnungszalilen von F gleich M und 0,

ferner die von f gleich — n und od. pos.

;

folglich

:

die Ordnungszahlen von CP gleich il/— ?t und od. pos.

Nehmen wir die vorhin willkührlich gewählten ganzen Zahlen

M, nämlich die in der Function

F ^ {x + ty — y^) ' .{x + ty— y.^)
' [x + ly — yy.)

enthaltenen Exponenten der Art an, dass sie mit den Zahlen /*

gleich gross sind, so wird die Ordnungszahl des Productes

= F .f

auf der Fläche (5 allenthalben Null oder positiv sein.

Jenes Product wird also dann eine Function sein, welche auf der

Fläche @ mit keinerlei Polen behaftet ist, folglich eine Function,

welche auf dieser Fläche allenthalben stetig ist. Wir ge-

langen daher zu folgendem Satz:

Eine Function f= f[x + ??/), welche auf eitler gegebenen

Elementarfläche überall eindeutig^ und mit Ausnahme einzel-

ner Pole überall stetig ist, kann von diesen Polen jederzeit be-

freit werden durch Multiplication mit einer gewissen ganzen ratio-

nalen Function von x •\- iy.

Sind nämlich x + iy= yi, ^ + iy= Y2i ••••> ^ ~\~ ^'J =^ Yx

die Pole, mit welchen die Function f auf der gegebenen Elementarfläche

behaftet ist, und sind — n^, — ?/,, . . . . —ny, die in diesen Polen

vorhandenen Ordnungszahlen , so wird das Product von f und von

{x + ty — y^]
' [x -\- ty — Y2)

'
. . . [x -\- ty — yy) .

eine Function sein, welche auf jener Fläche alletithalbeti ein-

deutig und stetig ist.

Wir bringen diesen Satz auf den Fall in Anwendung, dass

die gegebene Elementarfläche eine Kreisfläche ist. Lassen wir

im Uebrigen alles ungeändert, so wird also

(1) = {x-\- iy — y^f' {x-\-iy—y2)'^ (a;+ iy—yy)''''. f

eine Function sein, welche auf der Kreisfläche allenthalben ein-

deutig und stetig ist, folglich eine Function sein, welche, was

ihre Werthe auf dieser Kreisfläche anbelangt, nach der Taylor'schen
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Reihe enlMickell werden kann (Satz, S. 89). Wir erhallen dem-

nach, wenn wir den Mittelpnncl der Kreislläche mit a -\- ib oder

c, nnd irgend welchen andern Punct derselben mit x + iy be-

zeichnen, für den in diesem letztern Puncte vorhandenen Werth

von O folgende Darstellnng:

(2) ^ = (c) + -
+-f-i: o' [c] + (^L+i^--^ O" (0) + . .

Bezeichnet man die hier auftretenden constanten Coefficicnten

O \<^'[c), ^,^"

knrzweg mit A^ i?, 6', . . . , und substituirt man sodann diesen

Werlh von O in die Formel (1), so ergiebt sich:

(3) f=,
AJrß{^ + iy -c)-\-C{x -\-iy~cY-\-....

.

{x + iy — y^yh . {x + iy — y,2)^i . . . . [x -\- iy — y-x)^^
'

und diese Formel wird, ebenso wie (2), gültig sein an allen

Stellen der gegebenen Kreislläche. Wir gelangen somit zu fol-

gendem Satz:

Ist eine Functioti f = f fx -\- iy) innerhalb einer gegebenen

Kreisfläche überall eitideuHg nnd mit Ausnahme einzelner Pole da-

selbst auch überall stelig, so lasse?i sich die Werlhe, welche die

Function innerhalb der Kreisfläche besitzt, jederzeit in folgender

Weise darstellen:

.^ A + B {x -\- iy

-

- c) -\- C {X + iy - cQ^ -j- . .

{x -\r iy — y,yh . {x + iy — yj)«2 . . . . {x -\- iy — yy.)n>!

Hier stellt c den Mittelpunct der Kreisfläche vor. Ferner sind

unter y,, y.^, . • . y-/. die Pole zu verstehen, mit welchen die Func-

tion f auf jener Fläche behaftet ist; — n^, — 7i^, ... — ny_ sind

die in diesen Polen vorhandenen Ordnungszahlen von f: tmd end-

lich A, B, C, . . . gewisse constante Coefficicnten.

Achter Abschnitt. Ueber die Summe sämmtlicher Ordnungs-

zahlen, welche eine von x + ig abhängende Function auf einer

gegebenen Elementarfläche besitzt; vorausgesetzt, dass dieselbe

auf jener Fläche überall eindeutig und mit etwaiger Ausnahme

einzelner Pole daselbst auch überall stetig ist.

Es mag wiederum, wie früher, (5 irgend welche Elementar-

Häche vorstellen, und f=f[x-{-iy) eine Function sein, welche
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auf © eindeutig und mit Ausnalinic einzelner Pole stetig ist,

also eine J\uiction, welche (zufolge des Zusatzes S. 100) innerhalb

(S auch nur einzelne Nullpuncte besitzen wird.

Der Einfachheit wegen wollen wir anneinnen, dass unsere

Function /"auf der Fläche (S nur zwei Nullpuncte y,, r/j, und

ebenso auch nur zwei Pole p^, p^ besitzt; ihre Ordnungszahlen

auf der Fläche (S werden alsdann (zufolge des Satzeß S. 112) in

den Puncten q^, yj durch irgend welche positive ganze Zahlen

|iti, ^2^ ^^ t^6" Puncten p^, p^ durch irgend welche negative

ganze Zahlen v^, v^, und in allen übrigen Puncten jener Fläche

durch Null dargestellt sein. Bezeichnen wir also die Summe

sämnitlicher Ordnungszahlen, welche f in allen Puncten jener

Fläche zusammengenommen besitzt, mit 5, so wird

(1) S = ^1 + ftj + ^1 + v^

sein. Es soll sich nun um die Ermittelung dieser Summe S, d. h.

um die Auffindung einer Methode handeln, veimittelst deren man

den Werth dieser Summe in jedem gegebenen Falle zu berechnen

im Stande sein würde.

Wir zerlegen die gegebene Elementarfläche (5 (Fig. 20) durch

irgend welche Schnitte in vier

kleinere Elenientarllächen ^l' <\2'

;pi, :p2' ^on welchen die erste

nur den Punct
*/i

, die zweite nui-

5^2, die dritte nur p^, und end-

lich die letzte nur p^ in sich

enthält. Auf der Fläche qj wird

alsdann die Function f (c) überall

eindeutig und stetig, und mit Aus-

nahme eines in y, liegenden Null-

punctes auch überall nullfrei sein.

Demnach lässt sich auf diese

Fläche sofort ein früher gefundener Satz (S. 109) in Anwendung

bringen. Thun wir dies, so ergiebt sich für die in dem l*uncle q^

vorhandene Ordnungszahl fij folgende Formel:

f
'H = 2^- -j

wo die Integration in positiver Richtung um den Fland der

Fläche Cjj herumläuft. In gleicher Weise ergeben sich für die in
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'/2' Pn Pz v<>i'li«iif'»'"eii Ordiiiiiigszalileii ju^.Vp '^2 «liirch ßetrach-

liing der Fläclioii c\2, ^j, po ^'"' Formeln:

1 /* df
f"'^ = 2^- J 7

1 / df

Somit vei'vvaiidell sich der l'ür S angegebene VVerlh (1) in l'oi-

«enden

:

L{S^-f^-S^-^S^\(2) S^^
\, ^2 h h

wo jedes der vier Integrale um eines der vier Flächensti'icke

C|i, ^2» ^1' ^2 ^^ positiver Richtung herumläuft.

Wir bezeichnen die einzelnen Linienelemente, aus welchen

der Rand der gegebenen Elernentarfläche © besteht, mit ds, und

andererseits die einzelnen Linienelemente, aus welchen die zur

Zerstückelung von 6 in Anwendung gebrachten Schnittlinien

bestehen, mit ds. Die Elemente ds und da werden alsdann die-

jenigen Linienelemente sein, aus welchen die Integrationscurvcn

der in (2) auftretenden Integrale zusammengesetzt sind. Und

zwar wird jedwedes Element ds immer nur in je einem, jed-

wedes Element da hingegen in je zweien jener vier Integrale

vorkommen.

Wir betrachten zunächst irgend eines unter den Elementen

da, z. B. das Element aß, welches sich (Fig. 20) auf der Grenze

der Flächenstücke q, und qj befindet. Bei der positiven Umlau-

fung von q, wird dieses Element in der Richtung aß, bei der

von q2 hingegen in der entgegengesetzten Richtung ßa durch-

wandert werden. Demnach werden die beiden in (2) auftretenden

Integrale

df

ff .„ ff
zwei auf aß bezügliche Theile besitzen, welche entgegenge-

setzte Werthe haben, und welche sich daher bei der Addition
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jener Integrale gegenseitig zerstören. Aehnliclies gilt für

jedes andere Element da.

Wir betrachten zweitens irgend eines der Elemente ds, z. B.

das Element ab, welches sich (Fig. 20) auf dem Rande des

Flächenstückes q, befindet. Dieses Element wird, mag man nun

jenes Flüchenstück qj , oder mag man die ganze gegebene Ele-

mentarfläche (V in positiver Richtung umlaufen, immer in ein

und derselben Richtung, nämlich immer in der Richtung ah

durchwandert werden. Denken wir uns daher das um die ganze

Fläche (S in positiver Richtung herumerstreckte Integral

'

/f
-

gebildet, und vergleichen wir dasselbe mit dem in (2) auftreten-

den Integral

so werden diese beiden Integrale zwei auf ab bezügliche Theile

enthalten, welche unter einander identisch sind. Aehnlidies

wird natürlich auch für jedes andere unter den Element<'n ds

gelten.

Sondern wir daher in Gedanken alle in der Summe

s'i -ff -n -ff
n, <i2 V, v^

enthaltenen einzelnen Integraltheile in zwei Gruppen, nämlich

erstens in diejenigen Integraltheile, welche den Elementen dß,

uud zweitens in diejenigen, welche den Elementen ds zngehö-

ren; so werden die erstem sich gegenseitig zerst()rcn , und die

letztem identisch sein mit denjenigen Integraltheilen, welche

in dem Integrale (3) enthalten sind. Daraus folgt, dass der ganze

Werth der Sunune (4) durch das Integral (3) dargestellt wird.

Somit verwandelt sich unsere für S aufgestellte Formel (2) schliess-

lich in folgende:

<«) « = 4- ff-
(5:

Dieses Resultat lässt sich natürlich augenblicklich verallge-

meinern, nämlich augenblicklich ausdehnen auf den Fall, dass
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die gegebene Function /"innerhalb «Icr Flache (v irgend welche
Anzahl von Nnllpnncten, und ebenso auch irgend welche

Anzahl von Polen besitzt. Wir gelangen demnach zu folgendem

Satz:

Ist eine Ftinclioti f =. f (x -\- iy) auf einer beliebig gegebenen

FAemenlarfläche (S überall eindeutig und 7nit etwaiger Ausnahme

einzelner Pole daselbst aueh überall stetig^ so ist das in pnsitirer

Biehluny um den Rand der Fläehe herumerstrechte Integral-.

jederzeit gleieli der Summe sämmtlie//er Ordnungszafilen, welche

die Function auf jener Flüche besitzt.

Neunter Abschnitt. Ueber den Werth eines gewissen Rand-

Integrales.

Ehe wir die Betrachtung einer Function innerhalb des Spiel-

ratunes einer Elementarfläche verlassen, müssen wir schliess-

li(;h noch einen Satz ableiten, der an und für sich kein beson-

deres Interesse darbietet, der aber mit Rücksicht auf unsere

späteren Untersuchungen von Wichtigkeit ist.

Es aei f = f [x + iy) eine Function , welche auf einer ge-

gebenen Elementartläche (S allenthalben eindeutig und

stetig ist; zugleich mag der Werth dieser Function, wie er sich

bei Sonderung des Reellen und Imaginären herausstellt, mit

U + iV bezeichnet werden, wo U und V irg(Mid welche von x

und y abhängende Functionen sind. Ist nun

(1) /'(^ + /y) = u + iv,

so wird gleichzeitig, wie sich durch Dilferentiation nach x und

nach y ergiebt,

dF
(2)
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früher (S. 91) gefunden haben, Gieiclies auch von ihren Abhei-

lungen. Demnach wird nicht allein f [x + iy) , sondern ebenso

gut aucli f [x + iy) auf der hier betrachteten Fläche ^ über-

all eindeutig und stetig sein. Hieraus aber folgt mit Hin-

blick auf die Formeln (1), (2), (3), dass Gleiches auch von den

sechs Functionen JJ, V,
du dv dv dv

da cm dy
'elten muss. Wir kön-

nen demnach auf die Function U^ und ebenso auch auf V uu-

mittelbar einen früher (S. 0)2) gefundenen Satz in Anwendung

bringen. Thun wir dies mit IJezug auf C/, so erhalten wir fol-

gende Formel:

(sy+(f)V"-
=
-/U -r- ds,

an

WO die Integration links über die Fläche, die rechts hingegen

über den Hand von (S hinerstreckt ist. Unter ds ist näudirh

irgend ein zum Rande von ® gehöriges Linienelement, und unter

n die auf ds errichtete innere Normale zu verstehen.

' Nun ist (zufolge des Satzes S. 78)

und ferner, wenn wir (Fig. 21) die posilive Fiandriehtung der

Fläche (V mit s bezeichnen:

(«) t = -
"•

Fig. 21.

ds

x^.

Betrachten wir das in der positiven ni('htnng des Randes fortlau-

fende IJnienelement ds, und bezeicluu^n wir den Anfangspunct

dieses Elementes mit «, seinen F^ndpuucl mit ß, und die Werthe,
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welche V in diesen beiden Puncten besitzt, mit F« und Vß, so

verwandelt sich die letztgenannte Formel (6) in

:

^'^
(In
"

ds

Und nunmehr nimmt die in (4) aufgestellte Gleichung durch Ein-

setzung der Werthe (5) und (7) folgende Gestalt an:

Das hier auf der rechten Seite stehende Integral 1 U {Vß — F«)

stellt, falls wir die Randpuncte der Fläche (S, wie sie bei einer

positiven Umlaufung dieser Fläche auf einander folgen, mit

a, ß, y, 6, ... und die zugehörigen Werthe von U und V mit

Ua, Uß, Uy, Uä, . . . und F«, F^, Vy, Fj . . . bezeichnen, fol-

gende Reihe dar:

Va{Vß - F«) + Vß [Vy - Vß) + üy{Vs- Vy) + ....

Diese Reihe aber ist nichts anderes, als das durch positive üm-

laufung der Fläche (S entstehende Integral

/VdV.

Somit erhalten wir schliesslich:

p) Jim ^^i)^) "-'«-]:"'•

also folgenden Satz:

Versteht man unter f (x -\- iy) eine Ftinctinn , die auf einer

gegebenen Eleinentarfläehe (§ allentJialben ei?ideulig und stetig ?.9/,

und bezeichnet man den Werth dieser Funcfiofi, wie er sieh bei

Sonderung des Reellen und Imaginären herausstellt, mit

f(x + iy) = V + fF,

so ist jederzeit:

ij{("y-^(i)>«'-'^
=>""

WO die Tntegratio7i links über die Fl (\ che, und die Integration

rechts in positiver Richtung über den Rand von (5; hiner-

streckt ist.
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Aus diesem Satz folot sofort, dass der Werth des Integrals

^UclVß
e

niemals negativ sein kann, dass derselbe nämlich jederzeit ent-

weder positiv oder Null ist.

Wir wollen annehmen, es trete der letztere Fall ein, es

wäre also

(1) fudV = 0,

und es wäre demgemäss auch

Dieses letztere Integral ist, weil die Werthe von t—, t- reell
dx dy

sind, eine aus unendlich vielen, und zwar aus lauter positiven

Gliedern zusammengesetzte Summe, und kann daher nur dann

verschwinden, wenn alle diese Glieder einzeln genommen Null

sind. Somit ergiebt sich aus der Gleichung (2), dass

/o\ ^U , du

auf der Fläche @ allenthalben gleich Null sein müssen. Und
hieraus folgt, weil nach einem früher (S. 78) gefundenen Satz

du_ aF
dx dy

'

du __ dv
dy dx

ist, dass die Grössen

(^^ d^ ""d ^
auf der Fläche @ ebenfalls überall Null sein müssen. Aus dem
Verschwinden der Grössen (3) und (4) ergiebt sich sodann aber

augenblicklich, dass f/ und F auf der Fläche (v allenthalben con-
stant sind. Somit gelangen wir zu folgendem Satz:

Ist die Function f (x -\- iy) auf einer gegebenen Elementar-

fläche <t allenthalben eindeutig und stetig, und bezeichnet man den

Werth dieser Ftmction, wie er sich bei Sonderung des Reellen

und Imagi7iäre7i ergiebt, mit

f(x + iy) = U-^iV,
Neuniann, Abol'sche lutegrale. Q
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so ist das in positiver Ric/ilung um den Rand vo7i (S herumer-

streckte Itiiegral

jederzeit positiv oder Null.

Der letztere Fall, dass nämlich dieses Integral gleich Null

ist, kann imr dann eintreten, wenn der Werth von f (x + iy) auf

der Fläche ® allenthalben consiant ist.
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Functionen mit einem complexen Argument in

ihrer Ausbreitung auf der Kugelfiäche.

Unsere bisherigen Untersuchungen bezogen sich beständig

nur auf einen Theil der Werthe, welche eine Function /" (o; 4- iy)

besitzt, nämlich immer nur auf solche Werthe, welche innerlialb

irgend welcher Elemenlarfläche ausgebreitet werden können.

Um eine Function f [x { iy) in ihrem ganzen Umfange zu nn-

tersuclien, werden wir eine ebene Fläche in Anwendung bringen

müssen, welche sich nach allen Seiten hin ins Unendlich<! er-

streckt; auf dieser werden sich dann sämmt liehe Werihe der

Function ausbreiten lassen.

Eine solche nach allen Seiten hin ins Unendliche .sich

ausdehnende Ebene lässt sich nicht in elementare Flächenstücke

zerlegen; denn ein elementares Flächenstück befindet sich (zufolge

der von uns gegebenen Definition S. 53) stets mit allen .seinen

Puncten in der Endlichkeit. Demnach können wir die bis jetzt

erhaltenen Sätze, welche sich durchweg innner nur auf elemen-

tare Flächenstücke bezogen, auch nicht direct in Anwendung
bringen, um etwa Schritt für Schritt jene ganze unendliche Ebene
zu durchmustern; wir würden mit Hülfe jener Sätze niemals in

die imendlich fernen Tlieile der Ebene hineindringen können.

Wir werden nun sogleich eine Methode kennen lernen, durch

welche dieser Uebelstand beseitigt wird, eine Methode, duich

welche es möglich wird, sämmt liehe Werthe einer Function

nach Belieben entweder auf einer Kugelfiäche von endlichem
Radius, oder auf zwei von einander räumlich getrennten ebenen
Flächenstücken von ebenfalls endlichen Dimensionen auszubrei-

9*



132 Vierte Vorlesung.

ten. Ersteres wird den Vortheil einer grösseren Uebersichtlich-

keit, letzteres den Vortheil für sich haben, dass die bereits ge-

fundenen Sätze dann unmittelbar verwendbar sind.

Erster Abschnitt. An Stelle der Horizontalebene, welche zur

räumlichen Ausbreitung einer von x + iy abhängenden Function

bisher gedient hat, wird eine mit dem Durchmesser 1 beschrie-

bene Kugelfiäche eingeführt. lieber die Aenderungen, welchen

die Function hinsichtlich ihrer Eindeutigkeit und Stetigkeit

hierbei ausgesetzt ist.

Wir werden im Folgenden häufig mit einer Kugelfiäche, und

zwar stets mit einer Kugelfläche vom Durchmesser Eins

zu thun haben. Um die einzelnen Puncte einer solchen Kugel-

lläche ihrer Lage nach zu bestimmen, werden wir nicht die ge-

wöhnliche, auf der Einführung von Meridian- und Parallelkreisen

beruhende Methode , sondern eine gewisse andere Methode in An-

wendung bringen.

Es sei (Fig. 22) der höcbstgelegene, 0' der tiefstgelegene

Punct der gegebenen Kugelfläclie,

^ ferner sei MN diejenige Horizon-
~ talebene, von welcher die Kugel im

Puncte berührt wird, und end-

lich seien OA und OB zwei in die-

ser Ebene befindliche, auf einander

senkrechte Achsen, deren Ausgangs-

ö' punct in liegt. Die Lage irgend

eines Punctes P auf der Kugel wird offenbar vollständig bestimmt

sein, sobald die Richtung derjenigen geraden Linie bekannt ist,

welche von 0' nach P hinläuft; die Richtung dieser Linie wird

ihrerseits aber wiederum völlig bestimmt sein, sobald die Lage

desjenigen Punctes Q bekannt ist, in welchem die Horizontalebene

Ml^ von der Linie getroffen Wird. Demnach wird der auf der

Kugelfiäche betrachtete Punct P seiner Lage nach vollständig be-

stimmt sein, sobald die rechtwinkligen Coordinatcn x^ y bekannt

sind, wc^lclie der eben genannte Punct Q in Rezug auf das in

der llorizontalebene festgesetzte Achsensystem OA^ OB besitzt.

Und es können demgemäss jene rechtwinkligen Coordinaten x, y
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geradezu als Kugelcoordinaten, nämlich geradezu als die Coordi-

naten des auf der Kugelfläclie liegenden Punctes P angesehen

werden. Solches soll nun in Zukunft in der Tliat geschehen.

Zwei Puncle, welche auf der Rugelfläche und auf der Horizontal-

ebene so zu einander liegen, wie P und Q^ werden alsdann ein

und dieselben Coordinaten x, y, mithin auch ein und das-

selbe Binom x + iy besitzen. Demgemäss können zwei derar-

tige Puncte iu Zukunft gleichnamige Puncte genannt werden;

imd dann können ferner zwei auf der Kugelfläche und auf der

Horizontalebene befindliche Linien- oder Flächen stücke gleich-

namig heissen, wenn die Puncto des einen gleichnamig mit denen

des andern sind.

Denken wir uns einen Rotationskegel, dessen Scheitelpunct

in 0' liegt, und dessen Achse mit dem Kugeldurchmesser O'O

zusannnenfällt, so werden die beiden Kreislinien, in welchen die

Kugelfläche und die Horizontalebcne von dem Mantel dieses Kegels

durchschnitten werden, gleichnamige Linien sein. Ist die

Oeffnung des Kegels, was ihre geringere oder grössere Weite an-

belangt, der Art, dass der Kreis auf der Horizontalebene den

Radius 1 besitzt, so wird der gleichnamige Kreis auf der Kugel-

lläche durch den Aequator, d. li. durch den grössten Hori-

zonlalkreis der Kugellläche dargestellt sein. Lässt man ferner

die Oeffnung des Kegels sich so weit verkleinern , dass der Kreis

auf der Horizontalebene unendlich klein wird, also mit dem Puncte

zusammenfällt, so wird der gleichnamige Kreis auf der Kugel-

flächo ebenfalls mit zusammenfallen. Lässt man ferner die

Oeffnung jenes Rotationskegels sich so weit vergrössern, dass dei-

Kreis auf der Horizontalebene unendlich gross ausfällt, so wird

der gleichnamige Kreis auf der Kugellläche unendlich klein, näm-

lich identisch mit dem Puncte 0' werden.

Sind auf der Horizontalebene und auf der Kugelfläche irgend

zwei unter einander gleichnamige Kreislinien gezogen, und

bezeichnet man den Radius der erstem mit r, so werden die

Coordinaten für irgend welchen Punct dej- einen oder andern

Linie durch
( X = 7- COS t,

\ 1/ = r Sin t

dargestellt sein, vorausgesetzt, dass man unter l einen von bis
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2 7t hin veiandeiliclieii Winkel versieht. Umch das Binom

X •\- iy =^ r . e^^

wild also, je nachdem gerade von der Ilorizonlalebene, oder von

der Kngeillachc die Rede ist, entweder der aul' jener Ebene mit

dem Radius r construirte Kreis, oder der gleichnamige Kreis aul

der Kugellläche bestimmt sein. Nimmt man in der Formel

X + iy = r . c'' für r nach einander die Werthe 0, 1, co, so

verwandelt sich dieselbe der Reihe nach in

:

X -\- iy r=. {),

X -\- iy =. e'^,

X -\- iy = oo.

Und von diesen Formeln wird, was ihre Bedeutung auf
der Kugelfläche anbelangt, die erste den Punct 0, die
zweite den Aequator der Kugelflächc, und die dritte

den Punct 0' tLarstellcn.

Unsere Methode, um sämmtliche Werthe einer be-
liebig gegebenen Function f [x -\- iy) auf der Kugel-
fläche auszubreiten, ist nun folgende: Wir denken uns

zunächst die Werthe von f {x + iy) — nach der gewöhidichen
Methode — auf einer Ebene, und zwar auf der mit den Achsen
OÄ, OB versehenen Ilorizontalebene MIN (Fig. 23) ausgebreitet.

Sodann verpflanzen wir diese Werthe

Q ;^ von der Horizontalebene nach der

Kugelfläche hin, und z-war jeden

Werth von seinem ursprünglichen

Punct auf jener Ebene nach dem
gleichnamigen Punct auf der

Kngelfläche. Wir lassen also, um
dasselbe mit etwas andern Worten

zu sagen, die urspjünglich auf der Ilorizontalebene ausgebreiteten

Werthe auf geradlinigen, gegen den Punct 0' convergirenden

Bahnen nach der Kugellläche hinübergleiten. Ist solches geschehen,

so wird dadurch die ursprüngliche Ausbreitung der gegebenen

Function auf der Ilorizontalebene umgewandelt sein in eine Aus-^

breitung derselben auf der Kugelfläclie.

Um uns über diese neue Methode der räumlichen Ausbreitung

einer Function näher zu orientiren, betrachten wir zunächst einige

Beispiele,
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Die Funcüoii

ist, wenn wir sie nns auf der Ilorizontalehene ausgebmlet (len-

ken, aul' (lieser Ebene ollenbar überall eindeutig; denn jedem

E*uncte dieser Ebene gebort ein bestimniter Wertb von x + iy

zu, und einem bestimmten Wertbe von x + iy entsprielit immer

nur ein Wertb von f.

Fübren wir auf der Iforizontalebene ein Polarcoordinaten-

system ein, bezeicbnen wir nämlicb die Entfernung eines belie-

bigen Punctes vom Anfangspunct mit r, und den Winkel, unter

welcbem diese Entfernung gegen die x Aclise geneigt ist, mit l,

so ergeben sicli für die Coordinaten x, y jenes Punctes folgende

Wertbe:
o; r_= r . cos t,

y =. r . sin ^,

mitbin

:

X -{ iy ^=^ r . (cos t •\- i . sin l).

Für unsere Function f erbalten wir dalier folgenden Ausdruck

:

cos 2 < — i . sin 2<

/ — ^

Hieraus können wir für jedweden Punct r, l der llorizontalebene

den zugebörigen Wertb der Function entnebmen. Für diejenigen

Puncte, welcbe sieb auf einer unendlicb fernen um beschrie-

benen KreisUnie befinden, wird r == <x>\ mitbin

„ cos 1t — i sin 2< „

Unsere Function liat also auf jener unendlicb fernen Kreislinie

überall den Wertb 0.

Projiciren wir daber die Wertbe der Function von der llori-

zontalebene auf die Kugelfläcbe, so wird auf den tiefsten Punct

0' dieser Fiäcbe von allen Seiten ber ein und derselbe Wertb,

nämlicb der Wertb fallen. Es wird also die Function bei ibrer

Ausbreitung auf der Kugellläcbe im Puncte 0' eindeutig sein.

Dass solches in den übrigen Puncten der Kugelfläcbe ebenfalls

stattfindet, versteht sich von selber.*)

*) Auf den Punct P z. B. (Fig. 23) kann nur ein Werth fallen,

nämlich nur derjenige Werth, welcher ursprünglich in Q vorhanden war.
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Gleiches slelll sich heraus, wenn wir die Function

f={x-{- iyf

untersuchen. Diese verwandelt sich durch Einführung der l'olar-

coordinaten in

f =^ r^ . (cos 5 ^ + i . sm bt);

sie wird demnach, wenn wir sie uns auf der Ilorizontalehene

ausgebreitet denken, auf dem um beschriebenen, unendlich
fernen Kreise überall ein und denselben Werth, nämlich
den Werth oo besitzen.*) Verpflanzen wir daher die Werthe
dieser Function von der Ilorizontalehene nach der Kugelfläche,

so wird auf den Punct 0' wiederum von allen Seiten her ein
und derselbe Werth fallen.

Ebenso, wie bei diesen beiden Functionen -,

^~

und

{x + iy)''' wird es sich aber überhaupt auch mit jeder belie-
bigen rationalen Function von x + iy verhalten. Jede solche
Function besitzt die Form

f^ ^' + B' (^ + iy) + C [x + hjY + + P' {x + iy)n

^ +B (^ + iy) + C {_x + iyY + .... + P {a-:+ h/j-'^

wo A, B, C, . . . P und A', B\ C", ... P' irgend welche Con-
stanten vorstellen. Sind x, y die rechtwinkligen und r, t die

Polarcoordinaten irgend eines Punctes auf der Ilorizontalehene,

so ist

X -^^ iy = r (cos t \- i . sin t).

Für diejenigen Puncte, welche auf der um beschriebenen, un-
endlich fernen Kreislinie liegen, wird r = oo, mithin auch

X \- iy = oo.

Für ic + ??/ = oo verwandelt sich aber der Werth unserer Func-
tion /; je nachdem m grösser, gleich oder kleiner als n ist, in 0,

p'
oder in — , oder in oo. Verpflanzen wir daher die Werthe der

*) Es sollen nämlich Grössen, deren reciproce Wertlie sind, mit
OO bezeichnet, und stets als Grössen betrachtet werden, die unter ein-
ander identisch sind. Demnach wird der Werth eines Binoms

A-^^iB,

mag nun A, oper mag B, oder mögen gleichzeitig A wn^ B unendlich
sein, immer als ein und derselbe angesehen werden.
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Function f von der Ilorizonlalebenc nach der KugelHäclie hin, so

wird jedes Mal auf den Punct 0' von allen Seiten her ein und
derselbe Werth fallen; dieser ist, je nach Beschalfenheit der

Function, entweder gleich 0, oder gleich — , oder gleich oo.

Eine rationale Function von x + i?j ist also nicht nur bei

ihrer Ausbreitung auf der Horizontalebene, sondern ebenso gut

auch bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfläche allenthalben

eindeutig.

Was wir hier bei dieser besonderen Classe von Functionen

sehen, gilt nun aber keineswegs allgemein. So ist z. B. die

Function

. / , . \ . ey-\- e—y , . e'i— e-y
sin [x 4- ly) =- sui x .

—l j_ j . cos o; .
—

auf der Ilorizontalebene überall eindeutig. Untersuchen wir aber

diejenigen Werthe , w eiche diese Function auf der um beschrie-

benen, unendlich fernen Kreislinie besitzt, so erhalten wir z. ß.

für diejenigen beiden Puncte, welche auf jener Kreislinie in der

Verlängerung der a: Achse liegen, einen ganz andern Werth als

für diejenigen beiden Puncte jener Kreislinie, welche sich auf der

Verlängerung der y Achse befinden; für die ersten beiden Puucte

nämlich einen zwischen — 1 und +1 liegenden, hn Uebri-

gen ganz unbestimmten Werth, für die letzten beiden Puncte hin-

gegen einen unendlich grossen Werth.

Verpflanzen wir ,also die Werthe der Function sin [x + iy)

von der Ilorizontalebene nach der Kugelfläche hin, so werden

auf den tiefsten Punct 0' dieser Fläche von verschiedenen Seiten

her sehr verschiedene Werthe fallen. Es wird also die Func-

tion bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfläche in jenem Punct
0' nicht ein-, sondern vieldeutig sein. Allerdings wird das nur

vom Puncte 0' allein gelten; in allen übrigen Puncten der

Kugelfläche wird die Function, wie man sofort übersieht, ein-
deutig sein. Im Allgemeinen ergiebt sich aus unserer Untersuchung

folgendes Resultat:

Eine Function f (x -\- iy) , welche auf der Horizontalebene

allenthalben eindeutig ist, wird^ falls man ihre Werthe nach der

Kugelfläche hin verpflanzt^ entweder auf dieser Fläche überall
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eindeutig sein, oder daselbst eindeutig sein mit alleiniger Aus-

nahme des Punelcs x -\- iy = oc*).

Wir wollen nun ferner untersuchen, wie es sicli bei der

Vcrpilanzung einer Function von der Ilorizontalebene nach der

Kugellläche mit der Stetigkeit oder Unstetigkeit derselben

verhält.

Wir betrachten zunächst die beiden Functionen:

f=. 1
I {x + iy)^'

und

:

9) = (o; + iyf.

Die erstere, nämlich /", ist auf der Ilorizontalebene mit Ausnahme

des Punctes überall stetig, und besitzt auf der um beschrie-

benen, unendlich fernen Kreislinie den Werth Null. Verpllanzt

man diese Fimction nach der Kugellläche hin, so wird sie, wie

sich augenblicklich ergiebt, in dem Puncte 0', und überhaupt

auf der ganzen Kugelfläche , mit alleiniger Ausnahme des Punctes

0, überall stelig sein.

Andererseits überzeugt man sich leicht davon, dass die Func-

tion cp bei ihrer Ausbreitung auf der Kugellläche mit alleiniger

Ausnahme des Punctes Ö' überall stetig ist.

Von den beiden Functionen cp und f oder, was dasselbe ist,

von den beiden Functionen 93 und - besitzt also jede auf der

Kugelfläche nur einen einzigen Unstetigkeitspunct , der von 93 liegt

in 0', und der von - in 0. Die Function 9) ist demnach —
können wir sagen — im Puncte 0' unstetig, jedoch der Art

unstetig, dass wenigstens ihr reciprocer Werth, nämlich der

Werth von - daselbst stetig bleibt. Zufolge der friiher (S. 94)

festgesetzten Definition wird daher jener Unstetigkeitspunct, wel-

chen die Function cp in 0' besitzt, ein Pol zu nennen sein.

In gleicher Weise ergiebt sich olfenbar, dass der in vor-

handene Unstetigkeitspunct von f ebenfalls ein Pol ist.

*) Unter dem Puuct x + iy ~ OO ist derjenige Punct der Kugel-

fläche zu verstellen, welcher am tiefsten liegt (also in Fig. 2,3 der

Punct 0'). Die Bezeichnung dieses Punctes durch x -\- iy ^= OO findet

ihre Rechtfertigung durch eine früher (S. 134) angestellte Betrachtung,

und wird im Folgenden fortwährend in Ariivendung gebracht werden.
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Soiiiil seilen wir also, dass die Function cp auf der

Iv u gell lä eil c mit Ausnahme eines einzigen in 0' liegen-

den Poles überall stetig ist, und dass andererseits die

Function /"auf jener Fläche mit Ausnahme eines ein-

zigen in befindlichen Poles überall stetig bleibt.

Zu ganz ähnlichen Resultaten werden wir olfenbar gelangen,

wenn wir irgend welche andere Function untersuchen, die von

X + iy auf rationale Weise abhängt. Uetrachten wir z. B. die

Function

:

_ (.r -f /v/ — c) (x-jr iy — c')

x-{-i>/ — y

und betrachten wir gleichzeitig den reciprocen Werth dieser

Function

:

1 _. ^3'Ay~l
f ix + iy — c) {x + ly — c)

'

so ergiebt sich, falls wir die durch x -\- iy = c, x -\- iy =: c\

X -\- iy = y auf der Kugelfläche bestimmten Puncte kurzweg mit

6-, c', y bezeichnen, dass die Function /' auf der Kugelflächc mit

Ausnahme der Puncte 0' und y überall stetig ist, und dass an-

dererseits die Function — auf jener Fläche überall stetig ist mit

Ausnahme der Puncte c und c. Wo also f unstetig ist, bleibt

' stetig, llaraus folgt, dass die Unstetigkeitspuucte von /"Polo sind.

Wir werden demnach ganz allgemein folgenden Satz hinstel-

len können:

Eine rationale Function von x -f- iy wird jederzeit^ bei

ihrer Ausbreitung auf der Kugelßächc^ daselbst überall eindeutig
^

und mit Ausjiahme einzehier Pole daselbst auch überall stetig sein.

Zweiter Abschnitt. Einführung der Antipodenebene. Unter den

verschiedenen Arten der räumlichen Ausbreitung einer Function

wird die Ausbreitung auf der Kugelfläche in den Vordergrund

gestellt; die Horizontal- und Antipodenebene sind nämlich als

zwei durch Umformung entstehende — übrigens gleichberech-

tigte — Nebenformen der Kugelfläche zu betrachten.

Durch die Ausbreitung der Werthe einer Function auf

der KugcUläche erreichen wir offenbar den Vortheil, dass wir

sämmtliche Werthe jener Function in der F^ndlichkeit vor uns
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liabeii. Iliiiyegeii tritt dei' Naclillioil ein, dass wir daiui als Träger

dieser F'unctionswcrlhe nicht mehr eine ebene, sondern eine

krumme Fläche haben.

Um diesen Nachtheil zu beseitigen, construiren wir neben

der schon vorhandenen Ilorizontalebene MN (Fig. 24), von welcher

Fig. 24.

die Kugeltläche im l*uncte berührt wird, noch eine zweite Hori-

zontalebene M' IS', Avclche mit jener Fläche im Punctc 0' in Be-

rührung steht. Zur leichteren Unterscheidung mag die Ebene MN
nach wie vor die Horizont alebene, die neue Ebene 7>/'iV' hin-

gegen die Antipoden ebene genannt werden.

Wir könnten nun den gerügten Uebelstand augenblicklich

dadurch beseitigen, dass wir die auf der Kugeltläche ausgebrei-

teten Functionswerthe auf geradlinigen , vom Puncte auslaufen-

den Bahnen nach jener Antipodenebene hinübergleiten lassen.

Wollten wir solches thun, so würden wir alsdann allerdings

sämmthche Werthe der betrachteten Function auf einer ebenen

Fläche, aber auf einer Fläche vor uns haben, welche sich ins

Unendliche hinerstreckt. Wir würden also dann den in Hede
stehenden Uebelstand allerdings beseitigt haben, dafür aber

würde derjenige Uebelstand, der zu Anfang mit der Ausbrei-

tung der Function auf der Horizontalebene verbunden war, wie-

derum zum Vorschein gekommen sein.

Um gleichzeitig beide Uebelstände, sowohl den, welchen

die Krummheit der Fläche, als auch den, welchen das Sich-

hinerstrecken der Fläche ins Unendliche mit sich bringt, zu

beseitigen, verfahren wir in folgender Weise:

Wir denken uns die Werthe der gerade betrachteten Func-

tion auf der Kugellläche ausgebreitet. Diese Kugelfläche zerlegen

wir durch ihren Aequator in zwei Theile, in die obere und in

die untere Halbkugel. Und nunmehr projiciren wir alle auf der
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oberen Halfjkugel befindlichen Functionswerthe von dem Puncte 0'

(Fig. 25) auf die Horizontal ebene, andererseits alle auf der

Fig. 25.

M N

^ 0-
—W

unteren Halbkugel vorhandenen Wertbe von aus auf die Anti-
podenebene.

Alsdann werden sämnit liehe Werthe der Function ausge-

breitet sein auf zwei ebenen und endlichen Flächenstücken,

von denen das eine in der Horizontal-, das andere in der Anti-

podenebene liegt. Diese Flächenstiicke sind Kreisflüchen, sind

beide von gleicher Grösse, und haben ihre Mittelpuncte in und
0'. Diejenigen Functionswerthe, welche bei der Kugel auf dem
Aequator liegen, kommen bei diesen beiden Kreisflächen doppelt
vor. Es finden sich nämlich dieselben wieder sowohl auf dem
Rande der einen, als auch auf dem der andern Kreisfläche. Es

sind demnach die auf diesen beiden Rändern befindlichen Werthe
unter einander identisch.

Statt durch den Aequator, können wir übrigens die Kugel-

fläche auch durch irgend welche andere — durch eine beliebig

unregelmässige — Curve in zwei Theile zerlegen, von welchen

der eine den Punct 0, der andere den Punct 0' in sich enthält.

Projiciren wir nämlich alsdann die Functionswerthe des ersteren

Theiles von 0' aus auf die Horizontal - , und die des letzteren von

aus auf die Antipodenebene, so werden wir dadurch wiederum
eine Ausbreitung sämmtlich er Functionswerthe auf zwei ebe-
nen und endlichen Flächenstücken erhalten. Nur werden diese

Flächenstücke jetzt nicht kreisförmig, sondern von irgend welcher

unregelmässigen Gestalt sein. Wiederum aber werden cKe auf

dem Rande des einen Flächenstückes liegenden Werthe iden-
tisch mit denen sein, welche sich auf dem Rande des andern

befinden.

Durch Anwendung dieser Methode gelangen wir zu einer

Ausbreitung säinmtl icher Werthe der Function auf zv\'ei von

einander getrennten elementaren Flächenstücken; und wir sehen
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also, (lass dio frülior gefundenen Sätze anwendbar sein werden

zur Untersuchung sämmtlieher Wertlie, welche die Function

überhaupt besitzt, d. h. zur Untersuchung einer Function in ihrem

ganzen Umfange.
Denken wir uns die Kugelfläche, die Ilorizontalebene M

N

(Fig. 26) und die Antipodenebene ilf'iV' als drei* materielle Flä-

Fig. 26.

M^ 0' Q' J^

eben, von welchen jede nach Belieben gebogen, gedehnt und

zusammengezogen werden kann, so wird es offenbar mögHch

sein, die JIorizontaleb(»ne durch geeignete Biegungen und Zusam-

menzichungen in die Kugelfläche umzuformen, und sodann die

Kugelfläche ihrerseits durch geeignete Biegungen und Dehnungen

umzuformen in die Antipodenebene. Wir wollen uns diese beiden

auf einander folgenden Umformungen in der Art bewerkstelligt

denken, dass bei <ler ersteren die einzelnen Puncto der Ilori-

zontalebene auf geradlinigen nach 0' hingerichteten Bahnen fort-

gleiten, und dass andererseits bei der zweiten Umformung die

zur Kugelfläche gehörigen Puncto auf geradlinigen, von aus-

strahhuiden Bahnen sich fortbewegen; also der Art bewerkstelligt

denken, dass je drei zur Ilorizontalebene, zur Kugelfläche und

zur Antipodenebene gehörige Puncto, welche (Fig. 2iS) so wie

Q^ JP, Q' zu einander liegen, nichts Anderes als drei verschiedene

Lagen ein und desselben Punctes vorstellen.

Bei dieser Vorstellungsart erscheinen die Horizontalebene,

die Kugelfläche und die Antipodenebene als unter einander iden-

tisch, 'nämlich als verschiedene Zustände ein und derselben,

in ihrer Gestalt veränderlichen Fläche. Denken wir uns ferner

die gerade betrachtete Function zu Anfang auf der Horizontalebene

ausgebreitet, und denken wir uns die Wertbe dieser Fiuiction

mit den einzelnen Puncten der Horizontalebene unlöslich verbun-

den, so wird sich diese Ausbreitung derFunclion auf der

Horizont alelHMie, sobald wir die Horizontalebene in der eben
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lestgesetzteii Art und Weise zuerst in die Form der Kiigelfläclic

und sodann in die Form der Antipodonebene bringen, der Reihe

nach zuerst verwandehi in die Ausbreitung der Function
auf der Kugelfläche, und sodann in die Ausbreitung der-

selben auf der Antipodenebene.

Wir können bei der Horizontalebene zwei Seiten unter-

scheiden, nämlich die der Kugelfläche abgev, endete, und «lie der-

selben zugewendete; die erslere mag- (Fig. 27) mit «, die letztere

Fig. 27.

A —

A

mit b bezeichnet werden. Und ebenso mag auch bei der Antipo-

denebene die der Kugelfläche abgewendete Seite mit «', die ihr

zugewendete mit b' bezeichnet werden. Endlich mag bei der Kugel-

fläche selber die Aussenseite a, und die Innenseite ß heisscu.

Wenn wir nun wiederum wie vorhin die Ilorizontalebene,

die Kugelfläche und die Antipodenebene als unter einander iden-

tisch, nämlich als drei verschiedene Zustände ein und dersel-

ben Fläche ansehen, so crgiebt sich, falls Avir in (iedanken den

ersten Zustand in den zweiten, und diesen wieder in den dritten

übergehen lassen, sofort, dass die Seiten a, «, n unter einander

identisch, und dass andererseits die Seiten b, ß, b' ebenfalls unter

einander identisch sind. Wollen wir also, was die Ilorizontalebene

anbelangt, bei unserer bisherigen Ausdrucksweise bleiben, näm-

lich a die obere, und b die untere Seite dieser Ebene nennen,

so müssen wir, falls wir uns keiner Discontinuität schuldig machen

wollen, bei der Kugelfläche « als die obere, ß als die untere,

und bei der Antipodenebene d als die obere, und // als die

untere Seite bezeichnen.

Bei der Aniipodenebene wird demnach — ebenso wie bei der

Horizont(debene — unter der oberen Seile die von der Kugelfläche

abgewendete zu verstehen sein: tmd andererseits tvird bei der
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Kugelfläche selber unter der oberen Seite die Aussen seile zu

verstehen sein.

Sind die Wertlie irgend welcher Function auf einer gegebe-

nen — ebenen oder krummen — Fläche ausgebreitet, so ist es

für die Beurtheilung dieser Werthe durchaus nicht gleichgültig,

ob wir debei unsern Standpunct auf der einen, oder auf der an-

dern Seite der Fläche nehmen. Nun haben wir früher, wo wir

es immer nur mit der Horizontalebene zu thun hatten, unsern

Standpunct stets auf der oberen Seite dieser Ebene genommen.

Für einen stetigen Fortgang unserer Untersuchungen wird es da-

her durchaus nothwendig sein, dass wir diesen Standpunct auf

der oberen Seite der Fläche bestandig beibehalten, dass wir

denselben auch dann beibehalten, wenn die Fläche im Verlaufe

unserer Untersuchung in irgend welchen andern Zustand, z. ß.

in den der Kugellläche oder in den der Antipodenebene übergeht.

Oder mit andern Worten: Bei der ursprünglich gegebenen Hori-

zontalebene war unser Standpunct auf der Seite «; demgemäss

wird, falls diese Ebene in die Kugellläche, und sodann in die

Antipodenebene übergeht, unser Standpunct nach einander zuerst

auf der Seite a, und sodann auf der Seite a sein. Wir gelangen

somit zu folgendem Ausspruch:

Nehmen wir für den Äugenblick an, die Kugelfläche (Fig. 21)

wäre ein Bild unserer Erdkugel., und unser Wohnort auf der

Erdkugel wäre in 0. Bann werden wir selber denjenigen Stand-

punct haben, welcher zur Beurtheilung der auf der Horizont al-

ebene ausgebreiteten Fimctionswerthe geboten ist. Und gleichzeitig

werden unsere bei 0' )vo?me?ide?i Antipoden einen Standpuiict

haben, wie er erforderlich ist zur Beurtheilung der auf der An-

lipodenebene ausgebreiteten Werthe.

Solches muss für die Zukunft unveränderlich fest gehal-

ten werden, und hierin hegt auch der Grund, weshalb die eine

Ebene von uns mit dem Nameir An tipoden ebene bezeichnet

worden ist.

Es wird nun erforderlich sein, in der Antipodenebene, ebenso

wie in der Horizontalebene, ein rechtwinkliges Achse n

-

System festzusetzen.

Die beiden x Achsen können wir ganz beliebig wählen.

Der Einlachheit wegen wollen wir dieselben parallel und von

gleicher Richtung annehmen. Es seien (Fig. 27) OA und O'A'
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diejenigen beiden Linien, in welchen die Horizontal- und die

Antipodenebene von der Ebene dcsPapieres, d, h. von einer

durch 0' gehenden Verticalebene geschnitten werden; und es

mag Oä zur einen, O'A' zur anderen x Achse genommen werden.

Was nun aber zweitens die Wahl der beiden y Achsen an-

belangt, so haben wir hier nicht mehr freie Hand. Zufolge einer

früher (S. 72) getroffenen Festsetzung muss nämlich die ?/ Achse

zur a; Achse jederzeit so liegen, dass der auf der oberen Seite

der Fläche im Anfangspunct Stehende und in der Richtung der

X Achse Fortsehende die y Achse zur Linken hat. Bezeichnen

wir also die beiden y Achsen mit OB und 0' B', so müssen wir,

falls wir in stehen und nach A hinsehen, den Punct B zur

Linken haben. Desgleichen müssen unsere in 0' stehenden Anti-

poden, falls sie nach Ä hinsehen, den Punct ^ zur Linken haben.

Daraus folgt, dass der Punct ^hinter, der Punct B' hingegen vor

der Ebene des Papier es liegt, dass mithin die beiden Achsen

OB und O'B' entgegengesetzte Richtungen haben.*)

Bezeichnet man also die Achsen in der Horizontal - und in der

Antipodenebene mit OA, OB und 0'Ä^ 0'B\ so haben OA, O'A' gleiche

Bichtung^ hingegen OB, O'B' entgegengesetzte Bichlungen.

Es sei Q irgend ein Punct in der Horizontalebene; zugleich

seien (Fig. 28) P und Q' diejenigen Lagen, welche jener Punct

nach einander annimmt, so-

bald sich die Horizontalebene

zuerst in die Kugelfläche, und

sodann in die Antipodenebene

verwandelt.

Bezeichnen wir die recht-

winkhgen Coordinaten, welche

dieser Punct während seiner
0' 0' A

ersten Lage Q in Bezug auf die in der Horizontalebenc festge-

*) Es mag, was die hier festgesetzten Coordinatenachsen anbelangt,

noch auf folgenden Umstand aufmerksam gemacht werden: Die Ebenen
OAB und O'Ä B' sind (Fig. 27) zwei Tangentialebenen der Kugelfläche.

Denkt man sich nun die eine von diesen beiden Tangentialebenen, z. B.

die Ebene OAB beweglich, nämlich um die Kugelfläche herum dreh-
bar; so wird man durch eine geeignete Drehung dieser Ebene es im-

mer dahin bringen können, dass gleichzeitig QA mit 0'A' , und OB mit

0'B' zur Deckung gelangt.

Noumann, Abel'sche Integrale. ]^Q
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setzten Achsen OA, OB besitzt, mit x, y, so werden die Kugel-

coordinaten, welche er während seiner zweiten Lage P besitzt,

zufolge unserer früheren Festsetzung (S. 133) durch dieselben

Grössen x, y dargestellt sein. Anders verhält es sich mit denje-

nigen Coordinaten, welche er während seiner dritten Lage Q'

besitzt. Diese nämlich sollen nach den in der Antipodenebene

angenommenen Achsen O'Ä, 0' B' gemessen, und mit x\ y be-

zeichnet werden.

Wir wollen nun zunächst die Beziehungen untersuchen, in

welchen die Coordinaten x\ y zu den ursprünglichen Coordinaten

X, y stehen. Wir bezeichnen die Entfernung des Punctes Q von

mit r, ebenso die Entfernung des Punctes Q' von 0' mit r.

Dann wird, wenn wir unter E eine durch r und r gelegte Ver-

ticalebene verstehen

,

X = r CO?, {E, OÄ) , X ^= r cos [E, 0'Ä) ,

y = r cos [E, OB), y = / cos [E, O'B')

sein. Da nun die beiden Achsen OA, O'A' gleiche Richtung

haben, die Achsen OB, O'B' hingegen von entgegengesetzter

Richtung sind, so ist:

[E, OA) ^ [E, O'A'), [E, OB) + [E, O'B') =^ 180«.

Setzt man also:

[E,OA)=q>, {E, OB) = dO^ - <p,

so wird:

{E, O'A') := cp, [E, O'B') = 90« + 9>;

folglich

:

ic = r cos qo , x' =^ r cos cp,

y = r sin cp, y = — r sin cp.

Daraus ergiebt sich:

(1) X + iy^ re'f, x + iy = r .
ß-'f.

Nun sind (Fig. 28) die beiden Dreiecke OO'Q und OO'Q'

ähnlich mit dem Dreieck O'P, also auch unter einander ähnlich

;

folglich

OQ _ OQ'
00' ~~

O'Q''

d, i.

OQ . O'Q' = 00'
.
00';

oder weil nach unserer Festsetzung der Durcinnesser 0' gleich

1 ist, und OQ, O'Q' mit r, r bezeichnet worden sind:

r . r = 1.
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Hierdurch verwandeln sich die Formeln (1) in

(2) X + ty := r , e^f, x + iy = — e-'V.

Demnach wird:

(3) {oc -j-iy) [x +«y) = l.

Der Punct Q war gleichnamig mit dem Punct P genannt wor-

den — deswegen, weil die Coordinaten des einen auch zugleich

die des andern sind. Bei dem Punct Q' findet solches nicht statt;

doch sehen wir aus (3), dass zwischen seinen Coordinaten und
zwischen denen von Q oder P wenigstens eine sehr einfache
Beziehung stattfindet. Wir wollen den Punct Q' den mit den

Puncten Q und P correspon dir enden Punct nennen; und ge-

langen dann zu folgendem Satz:

Versteht man unter x, y die Coordinaten irgend eines Punctes

auf der Kugelfläche, oder, was dasselbe ist, die Coordinaten des

gleichnamigen Punctes auf der Horizontalehene , und versteht

man ferner unter x, y die Coordinaten des mit jenen beiden

correspondirenden Punctes auf der Atitipodenebene ; so wird

zwischen x, y und x, y jederzeit folgende einfache Beziehung

stattfinden -.

[x ^- iy) [x -t- iy) = 1.

Sondert man das Reelle vom Imaginären, so lässt sich diese

Beziehung durch die beiden Gleichungen:

(xx — yy' == 1

,

\^xy' + x'y = 0,

oder, was dasselbe ist, durch die beiden Gleichungen

i f
,

ÜS

!^ — -^
a^^+y2'

I
' —

^

^

^^ + /
darstellen.

Wir wollen nun fortan, was die räumliche Ausbreitung irgend

welcher Function anbelangt, die Kugelfläche in den Vorder-

grund treten lassen, die Horizontalebene aber und die Anti-
podenebene nur als Nebendinge, nämlich als zwei unter ein-

ander gleichberechtigte Nebenformen jener Fläche betrachten, von

welchen bald die eine, bald die andere benutzt werden kann, um
uns bei unseren Untersuchungen behülflich zu sein.

10*
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Demgemäss wird es zweckmässig sein, die Puncte der Kugel-

fläche mit X, y, ferner die zur Horizontal- und Antipodenebene

gehörigen Puncte mit x^, / und x\ y zu bezeichnen. Dabei

werden unter x, y die zu Anfang (S. 133) defmirten Kugelcoor-

dinaten, und andererseits unter ic", y^ und x\ y diejenigen

Coordinaten zu verstehen sein, welche respective in Bezug auf

die in der Horizontalfläche festgesetzten Achsen OA, OB, und in

Bezug auf die in der Antipcdenebene festgesetzten Achsen O'Ä, O'B'

(S. 145) gemessen sind.

Ist X, y irgend ein Punct auf der Kugelfläche, so werden

die mit ihm correspondir enden Puncte x^\ y^ und x\ y

auf der Horizontal- und Antipodenebene jederzeit diejenigen sein,

welche durch die Gleichungen

^0 ^_ j-yO __ ^ _j_ jy^

X -\- ly = —7-^
' ^ x-\-iy

bestimmt sind.

Denken wir uns auf der Kugelfläche irgend welche von

X -f iy abhängende Function f [x -\- iy) ausgebreitet, so wird der

dabei auf. den Punct x, y fallende Wcrth in drei verschiedenen

Gestalten darstellbar sein , zunächst nämlich darstellbar sein durch

:

f[x-\- iy)

,

sodann aber, weil x -f- iy gleich x^^ + // und gleich -qjjy *^*'

auch darstellbar sein durch:

f{x^-^iy^),

und durch:

Von diesen drei Ausdrücken, welche sämmtlich ein und

denselben Werth, nur in verschiedener Gestalt, darstellen, wird

der erste den Vorzug verdienen, so lange wir bei der Kugel-

fläche bleiben; weil derselbe unmittelbar die Beziehung angiebt,

in welcher jener Werth zu den Coordinaten des auf der Kugel-

fläche befindlichen Punctes x, y steht.

Verpflanzen wir die Function nach der Horizon talebene

hin, so wird der durch die drei Ausdrücke dargestellte Werth

auf den Punct a^\ y^ fallen. Und alsdann wird, aus ähnlichem

Grunde wie vorhin, der zweite den Vorzug verdienen.
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Denken wir uns endlich die gegebene Function von der Kugel-

lläche nach der Antipodenebene hin verpllanzt, so wird der durch
die drei Ausdrücke dargestellte Werth auf den Punct x, tj fallen.

Und alsdann wird, wieder aus ähnlichem Grund wie früher, der

dritte Ausdruck vorzuziehen sein. Wir gelangen demnach zu

folgendem Satz:

Verpflanzt man eine beliebig gegebetie, mif der Kugelfläche
ausgebreitete Function f (x + iy) nach der Horizontalebene hin,

so wird auf jeden zu dieser Ebene gehörigen Punct x^\ if ein

Werth fallen, welcher durch

f (x^* + itf)

dargestellt ist. Und verpflanzt man andererseits jene Function

nach der Antipodenebene hin, so wird auf jeden zur Antipodeti-

ebene gehörigen Punct x, y ein Werth fallen, welcher durch

\x'+ iy)

ausgedrückt ist. Ebenso wie also die Function während ihrer

ursprünglichen Ausbreitung auf der Kugelfläche nicht von x und y,

sondern nur von dem einen Argumente x -f iy abhängig ist,

ebenso wird dieselbe nach ihrer Verpflanzung auf die Horizontal-

ebene nicht von x^ und tf, so?idern nur von dem einen Argumente
ic" + iy^ abhängen: und ebenso wird sie andererseits, falls man
ihre Werthe nach der Antipodenebene hin verpflanzt, nicht von x
und y, sondern wieder nur von dem einen Argumetite x + iy

abhängig sein.

Dritter Abschnitt. Eine von x + iy abhängende Function,

welche bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfläche überall ein-

deutig und stetig ist, wird jederzeit eine Constante sein.

Wir wollen uns auf der Kugellläche eine von x + iy ab-

hängende Function f [x -\- iy) ausgebreitet denken, welche da-

selbst rundum überall eindeutig und stetig ist, und näher

untersuchen, von welcher Beschaffenheit diese Function alsdann

sein wird. Durch Sonderung des Reellen und Imaginären mag
sich der Werth der Function in

f = U + iV
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verwandeln, so dass also jedem Punct der Kugelfläche ein ge-

wisser Werth von f/, und ein gewisser Werth von V zugehört.

Wir zerlegen die Kugelfläche durch irgend welchen Horizon-

lalkreis (jlv in zwei Calotten 31'* und %', von welchen die erstere

den Punct (Fig. 29), die letztere den Punct 0' in sich enthalten

mag, und verpflanzen sodann die auf %^ befindlichen Functions-

werthe nach der Horizontal ebene, die auf 31' befindlichen

hingegen nach der Antipodenebene. Dadurch sind dann

sämmtliche Werthe unserer Function f ausgebreitet auf zwei

von einander getrennten elementaren Flächenstücken, nämlich

auf zwei Kreisflächen m^n^ und m'n, von welchen die eine —
sie mag a" heissen — auf der Horizontalebene, die andere —
sie mag a' genannt werden — auf der Antipodenebene liegt.

Die auf der Kreisfläche a** ausgebreiteten Werthe von f oder

U -\- iV werden, falls wir die Coordinaten der zu dieser Fläche

gehörigen Puncte mit x^\ y^ bezeichnen, nicht von a;'' und y",

sondern nur von dem einen Argumente x^ + iy^ abhängen.

Ausserdem werden diese Werthe, ebenso wie früher auf der Ca-

lotte W, ebenso auch gegenwärtig auf der Kreisfläche a" überall

eindeutig und stetig sein. Demnach können wir auf dieselben

sofort einen früher (S. 128) gefundenen Satz in Anwendung brin-

gen und erhalten folgende Formel:

in welcher das Integral links über die Fläche, und das Inte-

gral rechts in positiver Richtung über den Rand von a" hin-

erstreckt ist.

In gleicher Weise ergiebt sich, was die auf der Kreisfläche

a ausgebreiteten Werthe von f oder V + iV anbelangt, wenn

man die Coordinaten der zu dieser Fläche gehörigen Puncte mit

x\ y bezeichnet, die Formel:
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a a

wo wieder das Integral links über die Fläche, und das Integral

rechts in positiver Richtung über den Rand von a' hiner-

streckt ist.

Es wird nun zuvörderst nöthig sein, dass wir die Randcur-

ven von a^, a', und ebenso auch die von %^ ,
%' näher unter-

suchen, namentlich nöthig sein, dass wir uns von den positiven

Richtungen dieser Randcurven eine klare Anschauung ver-

schaffen.

Um bei irgend einem Flächenstücke die Richtung, d. h.

die positive Richtung der Randcurve zu ermitteln, muss man
— so lautet unsre Regel (Seite 71) — auf der oberen Seite des

Flächenstückes, längs seiner Randcurve hin fortschreiten und da-

bei diejenige Richtung wählen , bei welcher man das Flächenstück

selber beständig zur Linken hat. Wendet man diese Regel auf

die vier Flächenstücke a^, a' und 91^, 21' an, und beachtet man,

dass die oberen Seiten der beiden ersten die der Kugel abgewen-

deten Seiten sind, ferner, dass die oberen Seiten der beiden

letzleren durch die Aussenseite der Kugelfläche dargestellt wer-

den*), so ergeben sich unmittelbar folgende Remerkungen:

Erstens. Die Randcurven der Calotten W und %' sind beide

durch ein und dieselbe Linie, nämlich durch die um die Kugel-

fläche herumlaufende Kreislinie (ttv dargestellt; je nachdem wir

aber die eine oder die andere von diesen beiden Calotten in

positiver Richtung umlaufen wollen, müssen wir auf der Curve (iv

entweder in dereinen, oder in der entgegengesetzten Rich-

tung fortschreiten.

Zweitens. Denkt man sich in 0' einen leuchtenden

Punct, so wird, während wir um die Calotte 51^ in positiver Rich-

tung herumlaufen, gleichzeitig unser auf die Horizontalebene ge-

worfener Schatten in positiver Richtung um die Kreisfläche a''

herumwandern.

Drittens. Denkt man sich in einen leuchtenden

Punct, so wird, während wir um die Calotte %' in positiver Rich-

*) Dass solches der Fall ist, folgt unmittelbar aus unseren früheren

Betrachtungen (Seite 143 u. 144).
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tung heriinilaureii, gleichzeitig unser auf die Antipodeiiebeiie ge-

worfener Schalten in positiver Richtung um die Kreisfläche a'

heruniwandern.

Sind fx, f^i fii • • • ^^^'^ längs der Kreislinie fiv aufeinander

folgenden Werthe unserer Function, so werden die am Rande der

Kreisfläche a**, und ebenso auch die am Rande der Kreisfläche (i'

aufeinander folgenden Werthe gleichfalls durch f'\i f-ii f^-, • • - klar-

gestellt sein. Wir wollen annehmen, die Reihenfolge
fx-, f^i f^,

repräsentire eine positive Umlaufimg der Kugelcalotte 51", d. h.

die Werthe A) A» A' • • • wären in solcher Art geordnet, wie

man denselben bei einer positiven Umlaufung jener Calotte be-

gegnet. Alsdann wird durch jene Reihenfolge in Rezug auf die

andere Calotte 51' ehie negative Umlaufung dargestellt werden;

wie sich solches aus der ersten Remerkung sofort ergiebt. Achtet

man nun ferner auf die zweite und dritte Remerkung, so er-

giebt sich, dass die in Rede stehenden Werthe /\, /;, /"g, . . . nicht

nur um die Calotte 51", sondern auch um die Kreisfläche a" in

positiver Richtung herumlaufen; und dass dieselben anderer-

seits um 51' und a' in negativer Richtung herumlaufen. Hier-

aus aber folgt, wenn wir die Werthe fi, fi-, U • • • mit C^i + i V^,

U2 -{- iV2, U^ -\- iVt^, . . . . bezeichnen, dass die Summe

Vi (^2 - Vi) + Ü2 [V\ - V,) + f/3 (F, - F3) +
gleichzeitig das in positiver Richtung um a", und das in nega-

tiver Richtung um a' herumlaufende Integral 1 UdV darsteUt; oder

mit andern Worten, dass jene Summe gleichzeitig den Werth von

+ I
UdV,

untl den von

-fuäv
a

repräsentirl. Demnach sind die Werthe von

jUd V und fudV

unter einander entgegengesetzt.
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Und niiiiiiielir eigiebl sich durch Addition der beiden For-

mehi (1) und (2):

a" a'

n 4 1 I
1- 1 • «

.. du du du du , . ,,Der Ausdruck links ist, weil ^-^, ^-i, , i^—,, ^—, lauter reelle
dx"' dy° dx dy

Grössen sind, eine aus unendlich vielen, und aus lauter posi-

tiven GUedern zusammengesetzte Summe, und kann daher nur

dann verschwinden, wenn alh; diese Glieder einzeln genonmien

Null sind, d. h. nur dann verschwinden, wenn erstens alle unter

dJl_ dU_

dx»' dy'''

du du

dem Integral / i belindlichen Grossen ~, ^^, und gleichzei-

tig auch alle unter dem Integral / / vorhandenen Grössen ^-r, ^^
JJ, ^^' ^y

a

Null sind. Somit folgt aus der vorstehenden Gleichung (3), dass

die Werthe von ö-ö> ö-;; innerhalb a*^ überall Null sind, und dass
ox" oy"

andrerseits die Werthe von ö—,, o-> hmerhalb a' ebenfalls allent-
dx dy

halben Null sind. Demnach muss die Function U selber auf a"

einen constanten Werth besitzen, etwa = A^" sein, und auf a'

ebenfalls einen constanten Werth haben, etwa = Z' sein.

Wären die Constanten ^" und K' von einander verschieden,

so würden die auf der Kugelfläche ausgebreiteten Werthe unserer

Function f= U + iV unstetig sein; denn längs der Kreislinie

liv hin würden alsdann von beiden Seiten verschiedene Werthe

von U, mithin auch verschiedene Werthe von f an einander grenzen.

Zufolge der gemachten Voraussetzung ist nun aber unsere Func-

tion f bei ihrer Ausbreitung um die Kugelfläche herum überall

stetig; und es müssen daher jene beiden Constanten K^ und K'

unter einander gleich sein.

Daraus folgt, dass der reelle Theil U unserer Function auf

der Kugelfläche allenthalben gleich ein und derselben Constanten

sein muss. Nun ist, weil /"=: U -\- iV eine von x -f- iy ab-

hängende Function vorstellt, zufolge eines früheren Satzes (Seite 78):

du __dV
dx dy

''

du _ dV
dy dx

''
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folglich, weil ü constant ist:

Öx

= 1^.
dy

Hieraus aber ergiebt sich, dass V ebenfalls auf der Kugelfläche

allenthalben constant sein inuss. Somit gelangen wir zu folgen-

dem Satz:

Ist eine von x + iy abhängende Function bei ihrer Ausbrei-

tung auf der Kugelfläche überall eindeutig und stetig^ so

ist sie eine Constante.

Vierter Abschnitt. Eine von x + iy abhängende Function,

welche bei ihrer Ausbreitnng auf der Kugelfläche überall ein-

deutig und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall

stetig ist, wird jederzeit eine rationale Function

von X + iy sein.

Wir wollen uns nunmehr zur Untersuchung von Functionen

wenden, welche bei ihrer Ausbreitung auf der Kugelfläche nicht

überall stetig, sondern daselbst nur mit Ausnahme einzel-

ner Pole stetig sind.

Es sei f=f{x + iy) eine Function, welche bei ihrer Aus-

breitung auf der Kugelfläche in irgend einem Puncte dieser Fläche

— er mag P genannt werden — einen Pol besitzt (Fig. 30).

Diese Function wird alsdann (vergl. S. 94) im Puncte P unstetig,

jedoch der Art unstetig sein, dass ihr reciprocer Werth — im

Bereiche jenes Punctes stetig bleibt.

Verpflanzen wir nun die

Function von der Kugelfläche

nach der Hbrizontalebene hin,

und bezeichnen wir denjeni-

gen Punct dieser Ebene, wel-

cher zu P in Correspondenz

steht, oder mit P gleichna-

mig ist, mit P^ , so wer-

P befindlichen Werthe von /"

und von j gegenwärtig auf das Bereich des Punctes P^ zu liegen



Functionen auf der Kugelfläclic. 155

komnien. Und hei dieser Verpflanzung werden oflenbar die Werthe

f ihre Unstetigkeit, und die Werthe - ihre Stetigkeit ungeändert

heihehalten.

Somit wird also die Function f hei ihrer Ausbreitung auf

der Horizontalebene im Bereiche des Punctes P" unstetig, jedoch

der Art unstetig sein, dass wenigstens ihr reciprocer Werth

— daselbst stetig bleibt. D. h. sie wird im Puncte P^ einen Pol

besitzen.

Aehnliches würde sich ofl'enbar auch dann herausgestellt haben,

wenn wir die Function von der Kugelfläche nicht nach der

Horizontal-, sondern nach der Antipodenebene verpflanzt hätten.

Der in P liegende Pol wird sich nändich in diesem Falle nach

der Antipodenebene hin verpflanzen, und zwar wiederum nach

demjenigen Puncte P' dieser Ebene hin, welcher mit P in Cor-

respondenz steht.

Bie Pole^ mit welchen eine auf der Kugelfläche ausgebrei-

tete Function etwa behaftet ist, werden also, falls man die Func-

tioti nach der Horizontal- oder nach der Jntipodenebenc hin ver-

pflanzt, nach wie vor Pole bleiben-, werden nämlich, sobald Jene

Verpflatizung ausgeführt wird, in den correspondirendcfi Puncteti

der eine?i oder andern Ebene, wiederum als Pole, zu Tage treten.

Es sei f eine von x + ig abhängende Function, welche bei

ihrer Ausbreitung auf der Kugelfläche überall eindeutig und mit

Ausnahme eines einzigen in 0' liegenden Poles daselbst auch

überall stetig ist.

Wir zerlegen die Kugelfläche durch

einen beliebigen Horizontalkreis (iv in zwei

Calotten 51" und W, von welchen letztere

den Punct 0' (Fig. 31) in sich enthalten

soll. Sodann nehmen Avir die Antipo-

denebene, von .welcher die Calotte %'

im Puncte 0' berührt wird, zu Hülfe,

und denken uns jene Ebene belastet mit

gewissen Functionswerthen. Diese Werthe — sie mögen mit (p

bezeichnet werden — sollen identisch mit denjenigen sein, welche

auf die Antipodenebene fallen würden, wenn man die auf der

Calotte 21
' vorhandenen Werthe f nach jener Ebene (von aus)
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projicireii wollte. Es werden deniiiach die Wertlie (p nur einen
Theil der Antipodenebene, nämlich nur eine gewisse Kreis-
fläche m 11 bedecken, welche ihren Mittelpunct in O' hat und
mit a' bezeichnet werden mag. Und. zwar wird jeder zu dieser

Kreisfläche gehörige Punct x\ y mit einem VVerthe cp belastet

sein, der identisch mit demjenigen Wcrthe f ist, welchen der
correspondirende Punct x, y der Kugelfläche zu tragen hat.

Ebenso wie die VVerthe f auf der Calotte 21' überall eindeu-
tig, und mit Ausnahme eines in 0' liegenden Poles überall stetig

sind
,

ebenso w erden auch die VVerthe tp auf der Kreisdäche a'

überall eindeutig und mit Ausnahme eines in 0' liegenden Poles
überall stetig sein. Und da ferner die Werthe f nicht von x
und y, sondern nur von dem einen Argumente x + iy ab-
hängen, so werden die auf der Kreisfläche a' vorhandenen Werthe
go ebenfalls nicht von x und rj, sondern nur von dem einen
Argumente x -f iij abhängig sein (S. 149).

Wir können demnach auf die zur Elementarfläche a' gehöri-

gen Puncte x\ y und auf die in diesen Puncten vorhandenen
Werthe cp sofort einen früher (S. 122) gefundenen Satz in An-
wendung bringen, und erhalten dann für jene Werthe folgende

Entvvickelung

:

(1) m = A + B{co'J^ iy) -j- C{x + U/f +....^
~ (^' + iy'Y '

wo A, B, C . . . irgend ^veiche Constanten vorstellen, und ?i eine

endliche positive ganze Zahl bedeutet. Wir können diese Ent-
wickelung offenbar auch so darstellen:

(2) 9)
{X + iy')n ^ (o,- -j- ey')n-. T- -t- ^' _|_ ,-y'

-1-

+ Q + R{x + iy) -f S{x' + iy? +
wo P, Q, R, S, . . . ebenso wie A, B, C, . . . irgend welche con-
stante Coefflcienten vorstellen. Diese Entwickelung wird conver-
gent und gültig sein innerhalb der ganzen Kreisfläche a, näm-
lich für jeden Punct x\ y dieser Fläche den zugehörigen Werth
von cp liefern.

Sind nun x, y und x, y irgend zwei unter einander corre-

spondirende Puncte, und sind tp und f die von diesen Puncten
getragenen Functionswerthe, so ist jederzeit
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, , . , 1
X + ty =: —

-r-,
cc + ly

und

9 = /-.

Somit ergiel)t sich aus der in (2) gefundenen Entwickclung sofort:

(3) f=^A{cc + i2j)" + B{x -{-iy)"-' -^ . . . . + P{x -\- iy) +

+ ^ '^ (x + iy + (a: + n/)^ +

Und diese Formel wird — ebenso wie die Formel (2) für

sämmtliche auf der Kreisiläclie a' vorliandenen VVerthe go gidtig

ist — ihrerseits gültig sein für alle auf der Calotte 51'

vorhandenen Wert he von/".

Da nun (vergl. S. 138)

x-\-iy' Kx-\-iyT (^ + iyf

Functionen sind, welche auf der Calotte 21' überall eindeutig und

stetig sind, so ergiebt sieh aus (3) sofort, dass der Ausdruck

(4) f— {A[x + iyY + B[x + iyY'^ +..,. + P(a: + iy)')

auf jener Calotte 21' ebenfalls überall eindeutig und

stetig bleibt.

Gleiches gilt aber von diesem Ausdruck (4) auch

auf der andern Calotte; denn f selber ist der gemachten Vor-

aussetzung zufolge auf 21" überall eindeutig und stetig, und die

Functionen

[x + iyY, [x + iyY-'\ • • • • (^ + iy)"

sind es ebenfalls. (Vergl. S. 138.)

Wir sehen demnach, dass der Ausdruck (4) auf der ganzen

Kugelfläche überall eindeutig und stetig bleibt. Und daraus folgt,

mit Rückblick auf den zuletzt gefundenen Satz, dass er einen

überall constanten Werth besitzen muss. Bezeichnen wir die-

sen mit K, so haben wir also schliesslich:

f— i^A[x + iy) » + 5(a: + iyY'^ + . . . + P(^ + iy)) =K,

oder was dasselbe ist:

/•= A{x + iy)^ + B{x + iy)"-^ + + P{x + iy) + K.

Somit gelangen wir zu folgendem Satz:

Eine von x + iy abhn?igende Function, welche bei ihrer Aus-

breitung auf der Kugelfläche überall eindeutig , und mit Ausnahme

eines einzigen bei x -\- iy = oo liegenden Poles daselbst auch über-
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all stetig ist^ wird jederzeit eine ganze rationale Fimction von

X -\- iy sein.

Wir gehen nun über zu der allgemeinsten Untersuchung,

welche sich hier darbietet, nämlich zur Untersuchung einer Func-

tion f= f{x + iy) , welche bei ihrer Ausbreitung auf der Kugel-

fläche eindeutig, und mit Ausnahme irgend welcher behebig

gelegener Pole daselbst auch überall stetig ist.

Wiederum mag die Kugelfläche durch einen Horizontalschnitt

jLtv in zwei Calotten %^ und 21' zerlegt werden; und zwar mag jener

Schnitt dem Puncte 0' (Fig. 32) so nahe liegend gedacht werden,

dass von sämmtlichen auf der Kugelfläche gegebenen Polen kein

einziger auf der Calotte 51' hegt; es sei denn, dass 0' selber

einer von den gegebenen

Polen ist; in diesem Falle

mag jener Schnitt |u,t' so

geführt werden, dass 0'

wenigstens der einzige

Pol ist, welcher auf 21' sich

vorfindet. Die aufW vor-

handenen Pole mögen mit

^ + 2«/ = q, X + iy = c^, X -{ iy =^ Cx bezeichnet

werden.

Wir nehmen nun gewisse Functionswerthe zu Hülfe, die wir

uns auf der Horizontalebene ausgebreitet denken. Diese Werthe
— sie mögen cp heissen — sollen identisch sein mit denjeni-

gen, welche auf die Horizontalebene fallen würden, wenn man die

auf der Calotte 21" vorhandenen Werthe / (von 0' aus) nach

jener Ebene hin projiciren wollte. Die Werthe cp werden auf

der Horizontalebene eine gewisse Kreisfläche m^ n^ bedecken,

welche ihren Mittelpunct in hat, und mit a" bezeichnet wer-

den mag; und zwar wird jeder Punct x^ ,
y^ dieser Kreisfläche

mit einem Werthe 9p belastet sein , welcher identisch ist mit dem-

jenigen Werthe /", der sich in dem correspondir enden Puncte

x,y der Calotte %^ befindet.

Die auf der Calotte 21*" befindlichen Werthe von f hängen nicht

von X nwA y, sondern nur von dem einen Argumente x + iy ab,

und shid ausserdem auf jener Calotte überall ehideutig, und nüt

Ausnahme der in x -{ iy = c^, x + iy = c^, . . . x + iy= c^
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liegenden Pole daselbst auch überall stetig. Analoges wird demnach

von den auf der Kreisfläche a" befindlichen Werthen 90 gelten. Diese

Werthe werden nicht von o;" und if , sondern nur von dem einen

Argument a;" + iy^ abhängig sein ; und sie w erden ferner mit Aus-

nahme von gewissen x Polen auf ihrer Kreisfläche überall stetig

sein. Jene % Pole werden in denjenigen Puncten liegen , w eiche

mit den Puncten a; -f «y = c^, o: + 2^= Cj, . . . x + iy = Cx

correspondiren , werden also liegen in den Puncten x^ + iy^ = Cj,

o;" -}-// = C2, .... a;0 + it/ = c^.

Wir können demnach auf die Kreisfläche a" und auf die

daselbst befindlichen Werthe (p sofort einen früher (Seite 122)

gefundenen Satz in Anwendung bringen und erhalten alsdann

für jene Werthe folgende Darstellung:

y;o Q, R, S^ T, . . . irgend welche Constanten vorstellen, und

Mj , n.,, ... 7ix irgend welche positive ganze Zahlen bedeuten.

Diese Darstellung lässt sich sofort übertragen auf die auf der Ca-

iotte 31" vorhandenen Werthe f. Für je zwei auf der Kreisfläche

a" und auf der Calotte W* mit einander correspondirende Puncto

ic", y'^ und x, y, und für die von diesen Puncten getragenen

Functionswerthe <p und f gelten nämhch folgende Formeln:

x^ + iij^ = X + iyi

cp = f.

Somit ergiebt sich aus (1):

(2) r^ g + ^r^ + iy) + S{x + iyy + T{x -\- iy)^ -\-

^^
(a^ + iy-cy^ .{x-i-iy-c,)'" ....{x+ iy-c.)""-'

Und diese Darstellung (2) wird — ebenso wie (1) für sämmt-

liehe auf der Kreisfläche a" vorhandenen Werthe (p gültig ist —
ihrerseits gültig sein für alle auf der Calotte 51" vor-

handenen Werthe von f.

Da nun

{x + iy)\ {x + iyf, [x -»r iyf,

Functionen sind, die auf der Calotte 51" überall eindeutig und

stetig bleiben, so ergiebt sich aus der eben gefundenen Darstellung

(2) sofort, da SS das Product:

(3) {x + iy - c,y" . {x + iy - c.,)'" . . . . [x -[. iy - c,)""- . f



160 Vierte Vorlesung.

auf jener Calotte 31" ebenfalls allenthalben eindeutig
und stetig ist.

Wir wollen nun weiter untersuchen, wie es sich mit diesem

Producte (3) in der andern Calotte verhalt. Die gegebene

Function / ist zufolge der über sie gemachten Voraussetzung und

zufolge der Art und Weise, wie die Calottcn 21" und 31' festge-

setzt wurden, auf der Calotte W überall eindeutig und, mit

etwaiger Ausnahme eines in 0' liegenden Poles, daselbst auch

überall stetig. Ganz ebenso verhält es sich aber (wie leicht zu

übersehen ist, vergl. S. 138 u. 139) auf jener Calotte %' auch

mit den Functionen:

{x -f iy — c^)"''
,

[x + iy — c^)"\ . . . {x + iy — Cy.)"":

Daraus folgt, dass ganz Analoges auch von dem in (3) angege-

benen Product gelten muss, dass nämlich jenes Product eine

Function ist, welche auf der Calotte 51' überall eindeu-

tig und, mit etwaiger Ausnahme eines in 0' gelegenen
Poles, daselbst auch überall stetig bleibt.

Nehmen wir also beide Calotten 21" und %' zusammen, so

sehen wir, dass das in Rede stehende Product

{x -f iy — c^y" . [x + iy — r,)"' [x -\- iy — Cy.)"" . f

auf der ganzen Kugelfläche überall eindeutig, und, mit etwaiger

Ausnahme eines bei 0' vorhandenen Poles, auch überall stetig

ist. Befindet sich bei 0' wirklich ein solcher Pol, so wird

dasselbe (zufolge des vorhergehenden Satzes, S. 157) eine ganze

rationale Function von x + iy sein; befindet sich hingegen in

0' kein Pol, so wird es (zufolge des Satzes Seite 154) eine

Constante sein.

Im ersten Fall haben wir also:

{x + iy — c^)"* . [x + iy — Cj)"^ [x -^ iy — Cy)"" . f=
= A^ B{x + iy) + C{x + irjY + .... + G(a: + iy)\

im letztern:

ix + iy — Ci)"' . [x + iy — Cj)"^ [x -\- iy ~ Cy)"'' .f—A,

wo n irgend welche positive ganze Zahl ist, und wo A^ B^ C, . . . . G

irgend welche Constanten vorstellen.

Diese Formeln lassen sicli auch so darstellen

:
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._ A + B{,x + iy) 4- C{x 4- JyY +••• + G{x+ iyT

{x + iy — Ci)"i . [x-\-iy — c^)'"^ ....(x-\- iy—c.J"''
'

f=^ . d _,.
(x + iy— Ct)'^ . {x-jriy— c^y"i [x -\-

i
y — c^)"

^

1111(1 liefern also folgenden Satz:

Eine von x + iy abhängende Function, welche hei ihrer Aus-

breitung auf der Kugelfläche überall eindeutig und mit' Ausnahme

einzelner Pole überall stetig ist, wird jederzeit eine rationale

Functioti vofi x -\- iy sein.

Neumann, Abel'schc Integrale. W



Fünfte Vorlesung. .

Einführung der Riemann'schen ebenen Flächen

und der Riemann'schen KugelÜächen.

Erster Abschnitt. Definition der Windungsflächen. Zwei Flä-

chentheile, welche einander in einer Linie durchsetzen, sind

als Flächentheile zu betrachten, zwischen welchen längs

jener Linie hin kein Zuhammenhang stattfindet.

Ein Strahl, welcher von einem festen Puncte C ausgeht, um
C drehbar ist, und nun längs irgend einer im Räume gegebenen

Leitcurve fortgieitet, wird einen Regelmantel beschreiben. Ist die

Leitcurve eine in sich zurücklaufende, so wird gleiches auch gel-

ten von jenem Kegelmantel.

Befindet sich die Leitcurve auf einer um den Punct C mit

dem Radius 1 beschriebenen Kugel, so heisst bekanntlich derjenige

Oberflächentbeil dieser Kugel, welcher von der Leitcurve um-

schlossen wird, die Oeffnung des Kegelmantels.

Wir wollen uns nun auf der um C beschriebenen Kugel eine

Leitcurve denken, welche etwa die Form einer 8 besitzt, näm-

lich annehmen, dass diese Curve, ebenso wie es bei der 8 der

Fall ist, durch einen Zug entsteht, welcher zuerst nach Ausfüh-

rung einer Wendung sich selber durchschneidet, und welcher

sodann nach Ausführung einer zweiten, entgegengesetzten Wen-
dung in seinen Anfang zurückläuft. Der Punct, in welchem die

Curve sich selber durchschneidet, mag der Doppelpuncl der

Curve genannt und mit B bezeichnet werden.

Lassen wir den von C ausgebenden Strahl dem Zuge dieser

Leitcurve folgen, so wird der von ihm beschriebene Kegelmantel,
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nhnlich wie jene Curve selber, zuerst nach Ausliihrung einer

Wendung (in der Linie CD) sich selber durchsetzen , und sodann

nach Ausführung einer zweiten, entgegengesetzten Wendung in

seinen Anfang zurücklaufen. Es wird demnach dieser Kegelman-

tel zwei OefTnungen besitzen, von welchen die eine dem unteren,

die andere dem oberen Theile der 8 entspricht.

Wir haben hier eine Fläche vor uns, welche in einer ge-

wissen Linie sich selber durchsetzt. Mit Flächen solcher Art

werden wir in Zukunft häufig zu thun haben; und es wird daher

gut sein, wenn wir uns, hier zu Anfang, sogleich mit einer ge-

wissen Grundvorstellung bekannt machen, welche — wie ge-

zwungen sie im ersten Augenblick vielleicht auch erscheinen mag
— bei jenen Flächen in Zukunft beständig festgehalten werden

muss.

Wir setzen nämlich ein für allemal fest , dass zwischen zwei

Flüchentheilen , welche einander in irgend einer Linie durchsetzen,

längs dieser Linie hin kein Zusammenhang, also auch

keine Nachbarschaft stattfinden soll.

Denkt man sich z. B. im Räume zwei gleich grosse Kreis-

flächen, welche einander längs eines Durchmessers durchsetzen

und unter irgend welchem Winkel gegen einander geneigt sind,

so werden diese beiden Kreisflächen als zwei von (iinander völlig

getrennte Flächenstücke anzusehen sein; nämlich als zwei Flächen-

stücke anzusehen sein, welche unabhängig von einander ihre Lage

im Räume ändern können, -mithin an beliebige und beliebig weit

von einander entfernte Stelleu des Raumes versetzt werden können.

Sobald von einem Puncte die Rede ist, ^\clcher auf einer

gegebenen Fläche fortgeht, oder fortschreitet, oder fort-

läuft, so versteht man darunter bekanntlich jederzeit einen Punct,

welcher seine Lage auf der Fläche stetig ändert, also einen

Punct, der von jedweder Stelle der Fläche inmier nur zu einer

benachbarten Stelle sich fortbewegt. Die aufeinander folgen-

den Lagen eines solchen Punctes werden demnach in ihrer Ge-

sammtheit eine Curve bilden, welche aus lauter zusammen-
hängenden Puncten der Fläche besteht.

Zwei Flächentheile können als zwei Systeme von Punc-
ten angesehen werden; die Puncte des einen Systems sind alle

unter einander zusannuenhängend, ebenso auch die des andern.

Durchsetzen aber die beiden Flächentlndle einander, so findet

11*



164 Fünfte Vorlesung.

— nach der von uns angenommenen Vorstellang — zwischen den

Puncten des einen und denen des andern Systems längs der Durch-

setzungsUnie kein Zusammenhang statt.

Der auf einer gegehencn Fläche fortlaufende Punct wird

daher, weil seine Bahn aus lauter zusammenhängenden
Puncten bestehen muss, sobald er auf seinem Wege zu einer

Linie gelangt, in welcher der Flächentheil, auf dem er sich gerade

befindet, von einem andern Flächentheile durchsetzt wird, nie-

mals in diesen andern Flächentheil hinübergehen können. Oder

mit andern Worten:

Bei eine?' Linie, in welcher zwei Theile einer Fläche einan-

der durchsetzen, ist die Bewegung eines auf der Fläche fortlau-

fenden Punctes nothwendig immer der Art, als wäre der eine von

diesen beiden Flächentheilen gar nicht vorhanden.

Wir haben früher, um die Wertlie irgend einer Function

räumlich auszubreiten, bald eine ebene Fläche, bald eine Kugel-

fläche benutzt. Unter Umständen wird es zweckmässig sein,

zu diesem Behuf irgend welche andere Flächen in Anwendung

zu bringen. Jeder Punct der gerade gewählten Fläche wird als-

dann der Träger eines gewissen Functionswerthes werden. Trifft

es sich, dass hierbei zusammenhängende Flächenpuncte auch

jederzeit mit stetig zusammenhängenden Functionswcrthen

belastet sind, so wird die Function eine auf jener Fläche übciMll

stetige zu nennen sein

Wiederum wird hiebei, falls zwei Theile der in Anwendung

gebrachten Fläche einander durchsetzen, wohl zu beachten sein,

dass zwischen den Puncten des einen und denen des and(Tn Thei-

les längs ihrer Durchsetzungslinie kein Zusammenhang stattfindet.

So// demnach irgend eine Function auf einer solchen Fläche

stetig sein, so wird dazu, was ihre Werthe aufjenen beidcfi eitiati-

der durchsetzenden Flächentheilen anbelangt , nur erforderlich sein,

dass jeder von diesen beiden Theilen für sich allein betrach-

tet mit lauter stetig zusammenhängenden Werthen belastet ist —
gleichgültig, ob die Werthe, welche der eifie, und welche der

andere Theil in der Nähe ihrer Durchsetzungslinie besitzen, unter

einander gleich oder verschieden sind.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kehren wir zu dem
zu Anfang betrachteten Kegelmantel zurück. Wir wollen uns diesen

Kegelmantel als eine materielle Fläche denken, und wiederum an-
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nehmen, sein Scheitelpunct befinde sich im Mittelpunct und

seine 8 förmige Leitcurve auf der Oberfläche irgend einer Kugel.

Der Kreis, in welchem die Kugel von einer durch ihren Mittel-

punct gelegten Horizontalebene geschnitten wird, mag der Aequa-

tor genannt werden; und jene 8 förmige Leitcurve mag auf der

Kugel eine solche Lage haben, dass die eine Schleife derselben

oberhalb, die andere unterhalb des Aequators, dass mithin

ihr Doppelpunct i> gerade im Acquator liegt. Während nun der

Doppelpunct jener Curve im Aequator ungeändert liegen bleibt,

mag sich die eine Schleife auf der oberen, die andere auf der

unteren Halbkugel mehr und mehr ausdehnen ; die Ausdehnung

mag so weit fortschreiten, bis zuletzt die eine Schleife von oben,

die andere von unten her dem Aequator unendlich nahe

kommt. Gleichzeitig werden sich alsdann die den beiden Schleifen

entsprechenden Theile des Kegelmantels mehr j^.

und mehr abplatten, und zwar so weit ab- ^ „^^^

platten, bis zuletzt beide Theile, der eine /^ /" ^ N.

von oben, der andere von unten her, fast /v ^ / \

vollständig in die Florizontalebene
[.... „^^^^rrrT. 1

hineinfallen (Fig. 33).
V-^" /l!'*^/

In dem gegenwärtigen Zustande wird \ ;

i /
alsdann der Kegelmantel eine Fläche reprä- \ v___y ^^

sentiren, von welcher die Ilorizontalebcne

überall doppelt bedeckt wird, es mag diese Fläche eine Win-

dungsfläche, und ihr Scheitelpunct ein Windungspunct ge-

nannt werden.

Die Windungsfläche kann auf beliebige Weise begrenzt,

oder auch unbegrenzt sein. Denken wir uns z. B. unsere Win-

dungsfläche von ihrem Scheitelpuncte aus nur bis zu der um C

beschriebenen Kugelfläche hin fortgesetzt, so wird die Degrenzungs-

linie derselben eine kreisförmige Gestalt besitzen. Und zwar wird,

weil längs der Linie CD hin zwischen den beiden daselbst einan-

der durchsetzenden Flächentheilen kein Zusammenhang stattfindet,

zwischen den beiden im Puncto I) einander durchkreuzenden Thei-

len der BegrenzungsUnie ebenfalls kein Zusanunenhang vorhan-

den sein. Es wird demnach die Begrenzung der Windungsfläche

aus einer einzigen Curve bestehen, welche nach zwei vollen

Kreisumläufen in sich selber zurückkehrt.

Wir würden übrigens, wie wir sofort übersehen, eine solche
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kieislöniiig begrenzte Windungsfläche auch dadurch erlialtcn kön-

nen , dass wir zwei ebene Kreisflächen (Fig. 34) übereinanderlegen,

dieselben längs zweier über-

einanderliegenden Radien auf-

schlitzen, und sodann die ent-

gegengesetzt liegenden Ränder

des oberen und des unteren

Schlitzes mit einander zusam-

men heften , nämlich den Rand

or mit und a mit

Ein auf der Windungsfläche fortgehender Punct wird, sobald

er die Linie CB passirt, aus dem unteren Blatt der Fläche in

das obere, oder auch umgekehrt aus dem oberen in das untere

gelangen. Aus diesem Grunde wird es zweckmässig sein, die

Linie CD eine Uebergangslinie zu nennen. Ein Uebergang

aus dem unteren Rlatt in das obere hinein kann übrigens auf

doppelte Weise bewerkstelligt werden. Denkt man sich nämlich

einen Beobachter, welcher in C auf der horizontal liegenden Win-

dungsfläche steht und nach J) hin fortsieht, so kann dieser Ueber-

gang entweder von links unten nach rechts oben, oder auch

umgekehrt von rechts unten nach links oben erfolgen. Cha-

rakteristisch für die hier betrachtete Fläche ist es, dass ein auf

derselben fortlaufender Punct den Windungspunct zweimal um-

kreisen muss, ehe or in seine Anfangslage zurückkommt.

Durchaus unwesentlich ist es, dass wir uns bis jetzt die Ueber-

gangsHnio geradünig gedacht haben; es kann dieselbe eine Curve

von beliebiger Krümmung sein. Wir brauchen nämlich die bei-

den ebenen Kreisflächen, welche zuletzt zur Construction der Win-

dungsfläche in Anwendung gebracht wurden, nicht gerade längs

eines Radius hin aufzuschlitzen, sondern können dieselben auch

längs irgend einer andern vom Mittelpunct nach dem Rande hin-

gehenden Curve aufschlitzen. Wenn wir alsdann wiederum die

entgegengesetzt liegenden Ränder des oberen und unteren Schlitzes

zusannnenheften, so haben wir eine Windungsfläche, in welcher

die Uebergangslinie durch eine Curve von beliebiger Ge-
stalt repräsentirt ist.

Zur Construction einer Windungsfläche sind bis jetzt zwei
Methoden angegeben worden. Eine dritte Methode zur Con-

struction einer solchen Fläche ist folgende:
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Mau denke sich die in Fig. 35 gezeichnete, um den Puuct C

heruuilaui'ende ebene Curve als die Leitcuive eines Kegels, dessen

Scheitelpunct irgendwo im Räume liegt; und pj^ 35

denke sich sodann diesen Scheitelpunct auf

irgend welchem Wege näher und näher an den

Puuct C herankommend; dann wird sich die

Mantelfläche des Kegels mehr und mehr ab-

platten, bis sie zuletzt vollständig mit der

Ebene der Leitcurve zusammenfällt. In diesem

Endzustande wird dann die Mantelfläche des Kegels identisch sein

mit der vorhin besprochenen Windungsfläche. Der Punct C wird

den Windungspunct, und die Linie CB die Uebergangslinie vor-

stellen.

Es wird zweckmässig sein, hier zugleich andere Windungs-

flächen, nämlich Windungsflächen höherer Ordnung mit in

unsere Betrachtung hineinzuziehen.

Die Leitcurve (Fig. 35) läuft nach 2 vollen Umdrehungen in

ihren Anfang zurück. Nimmt man statt dieser eine Curve, die

nach m vollen Umdrehungen in ihren Anfang zurückläuft, so er-

hält man, falls /« > 2 ist, eine Windungsfläche höherer Ord-

nung, und falls /« < 2, also =1 ist, eine Windungsfläche nie-

derer Ordnung. Im erstem Fall gelangt man zu einer Fläche,

welche, je nachdem w = 3, 4, 5, . . . ist, die Ebene allenthalben

3 fach, 4 fach, 5 fach u. s. w. bedeckt; im letztern zu einer Fläche,

welche die Ebene überall Ifach bedeckt, d.i. zu emcr gewöhn-

lichen einblätterigen ebenen Fläche. Riemann nennt diejenige

Windungsfläche, welche durch Anwendung einer Leitcurve von m
voUen Umdrehungen entsteht, eine Windungsfläche {m — l)ter

Ordnung; so dass also die vorhin betrachtete, der Leitcurve in

Fig. 35 entsprechende Fläche eine Windungsfläche 1"^' Ordnung

heisst, und andererseits die gewöhnliche einblätterige ebene Fläche

eine Windungsfläche 0''' Ordnung genannt werden kann.

Um eine Windnngsiläche 3'"' Ordnung zu erhalten, wird man,

wie beispielsweise bemerkt werden mag, m :=: 4 nehmen müssen,

nämUch eine Leitcurve in Anwendung bringen müssen, welche,

wie die in Fig. 36 I. oder IL gezeichnete, nach 4 vollen Um-

drehungen in sich zurückläuft. Man wird also einen Kegelmantel

construiren müssen , der eine von diesen beiden Curven zur Leit-

curve und seinen Scheitelpunct zu Anfang irgendwo im Räume
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hat; sodann wird man die in Rede stehende Windungsfläche er-

halten , wenn man jenen Scheitelpunct auf irgend welchem Wege

Tj,. or T TT näher und näher an den
t lg. ob. 1. 11.

Punct C heranrücken und

zuletzt in C hineinfallen

lässt. Der Punct C selber

iwird dann der Win-
dungspunct werden.

Eine solche Windungs-

fläche S""" Ordnung be-

sitzt, wie wir sehen, 3 lieber gangslinien. Diese 3 Linien

werden, je nach Beschaffenheit der gerade in Anwendung ge-

brachten Leitcurve, entweder unter irgend welchen Winkeln gegen

einander geneigt sein (Fig. 36. I.), oder auch gerade über ein-

ander liegen können (Fig. 36. II.)*).

Zweiter Abschnitt, Die Wurzelg^össe j/z besitzt, falls man
unter Z eine ganze rationale Function von x + iij versteht, in

jedem Puncte der Horizontalebene zwei Werthe. Abwickelung

einer Eeihe von Werthen, welche längs einer gegebenen

Curve hin stetig auf einander folgen.

Es seien A=:P + iQ, B = P' + iQ\ C= P" + iQ" drei

beliebig gegebene Constanten, und z = x -{ iy eine variable Grösse.

Geometrisch betrachtet, werden alsdann A^ B, C drei Puncte vor-

stellen, welche auf der Horizontalebene irgend welche feste Lagen

besitzen, während z einen vierten Punct repräsentirt, der sich

auf dieser Ebene nach Belieben bewegen kann.

Wir wollen nun die von z abhängende Wurzelgrösse:

(1) f = l/{z-A) {z-B) [z-C]

betrachten, und die Werthe, welche diese Wurzelgrösse je nach

der Lage des Punctes z annimmt, einer genaueren Untersuchung

unterwerfen. Wir ziehen zu diesem Zweck von den festen Punc-

ten A, B, C drei Linien nach dem beweghchen Puncte z hin,

bezeichnen die Längen dieser Linien mit a, b, c, und die Winkel,

unter welchen dieselben gegen die x Achse geneigt sind, mit

M, V, w (Fig. 37). Alsdann ist:

*) Eine Windungsfläche 3tc'' Ordnung kann übrigens auch mehr als

3 Uebergangslinien besitzen.
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X— P= a cos M,

y — {) = rt sin t/,

mithin

:

{x + iy) -{P + iQ) =
= a (cos II + i sin ti)

,

d. i.

z — A = a e'".

Und ebenso wird:

z —
z —

Fig. 37.

B = he'

C = ce'

Somit ergiebt sich, falls man die positiven Werthe der

Quadratwurzeln aus a, b^ c mit cc.

Wurzelgrösse f folgender Werth:

bezeichnet, für unsere

(2) f=s.ae''.ße

oder, was dasselbe ist:

ye'^ = £ . ccßy o 2

(3) f- cißy U u + ?;+?«, . u-{- V -\-

wo £ nach Belieben bald gleich -\- 1 , bald gleich — 1 gesetzt

werden kann.

Der letzterhaltene Ausdruck (3) giebt uns eine deutliche Vor-

stellung von der Art und Weise, in welcher der Werth unserer

Wurzelgrösse f sich ändert, sobald wir dem Puncte z andere

Lagen zuertheilen.

Wir wollen (Fig, 37) den Punct z auf irgend einer beliebig

gegebenen Curve pq fortlaufen lassen. Während dieser Bewegung

wird sich der Werth unserer Wurzelgrösse

== £

.

aßy
I
c

U + V +
-}- i sin

u -\- V -\- w

falls wir £ überall gleich + 1 nehmen, Schritt für Schritt auf

stetige Weise ändern. Gleiches wird offenbar auch dann der

Fall sein, wenn wir £ überall gleich — 1 nehmen. Gleiches wird

aber unter besondern Umständen auch dann noch stattfinden kön-

nen, wenn wir den Factor £, während z auf jener Curve fort-

läuft, plötzlich aus der einen Bedeutung in die andere umschlagen

lassen. Hat nämlich zufälliger Weise f in irgend einem Puncte

iV jener Curve den Werth Null, so wird die Aenderung von f
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längs der Curve auch daiin noch eine stetige sein, wenn wir

einen solchen plötzlichen Umschlag in der Bedeutung von £ in

demjenigen Augenhlick vor sich gehen lassen, wo der Punct z

gerade über iV hinweggleitet.

Um also eine längs der Curve pq stetige Werthreih e

unserer Wurzelgrösse f auf eindeutige Weise zu bestimmen,

wird die Angabe desjenigen VVertbes, welchen z im Anfangspunct

p jener Curve haben soll, im Allgemeinen noch nicht genügend

sein. Vielmehr wird solches nur dann hierzu ausreichend sein,

wenn die gegebene Curve pq nirgends auf ihrem Wege einen

Nullpunct von / berührt.

Die Nullpuncte der Wurzelgrösse / lassen sich leicht angeben.

Da nämlich der Ausdruck

cos
^

1- i sin
^
--

nirgends verschwinden kann,*) so wird der Werth der Wurzel-

grösse :

f= « • ('ßv (cos --^^— + t sin ^^^
j

nur dann Null werden, wenn eine der drei Grössen «, j3, y ver-

schwindet, also nur dann Null werden, wenn der bewegliche

Punct z in einen der Puncte A, B, C hineinfällt. Es besitzt deuj-

nach f im Ganzen nur drei Nullpuncte, das sind die Puncte A,

B und C.

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat:

Es seien p und q zwei beliebig gegebene Puncte^ ferner sei

irgend eine Curve gegeben^ welche^ ohne einefi der Puncte A, B, C

zu berühren, von p nach q hinläuft.

Eine längs dieser Curve fortlaufende Werthreihe der Wur-

zelgrösse :

f — /z — A . z — B . z~C

*) cos X -\- i sin x kann, falls (wie das hier der Fall ist) x nur

reelle Werthe annehmen darf, nur dann Null werden, wenn die beiden

Grössen cos x und sin x gleichzeitig verschwinden. Solches kann
aber, weil cos'^ a; -|- sin* a; = 1 ist, mithin die eine von jenen beiden

Grössen jederzeit + 1 wird, sobald die andere Null ist, niemals ein-

treten. Demnach kann der Ausdruck cos x -\- i sin x niemals ver-

schwinden.
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wird alsdatiti^ falls sie aus lauter stetig auf einander folgenden

Werthen bestehen soll, durch Aiigabe ihres Atifangsmerthes im

Pnncle p eindeutig bestimmt sein.

Sind + /",) und — /",) die beiden Werthe, welche die Wurzel-

grösse f im Puncte p besitzt, so fvird man, falls man einmal

+ /"o
, das andere Mal — /",, zum Anfangswerthe nimmt, zwei solche

eindeutig bestimtnte Werthrcihen einhalten, und zwar zwei Werlh-

reihen, welche unter einander durchweg entgegengesetzt sind.

Es seien p und q (Fig.

38) zwei Puncte, welche 7

auf einem um A beschrie- t
benen Kreise liegen, und

zwar zwei Puncte, welche,

wie wir vorläufig der Ein-

fachheit willen annehmen

wollen, auf der Peripherie

dieses Kreises einander

diametral gegenüberlie-

gen. Die Werthe, welche die in unserem Ausdruck

f- ccßy fc
u 4- V 4- w , . . u 4- V 4- iv"^

u, V, w im Puncte p besitzen, niö-

w,, bezeichnet werden; und ausser-

enthaltenen Grössen a,

gen mit «„, ^„, y^, «,,

dem mag daselbst e gleich -f 1 gesetzt werden. Wir haben da im

in jenem Puncte p für unsere Wurzelgrosse f folgenden VVertli:

o = «oA)yo rcos !fiL+^JfLo + ,• sin ':^J^±^^

Wir wollen nun von p aus auf der Peripherie des gegebenen

Kreises entlang weiter und weiter fortgehen, während dieser Be-

wegung den Werth von f sich Schritt für Schritt auf stetige

Weise ändern lassen, und denjenigen Werth in Betracht ziehen,

mit welchem wir alsdann im Puncte q eintreffen werden. Wir

können dabei nach q auf doppelte Weise gelangen, nämlich

entweder dadurch, dass wir (Fig. 38) den Halbkreis p/^, oder
dadurch, dass wir den Halbkreis prq durchlaufen. Es wird sich

zeigen, dass, je nachdem wir das eine oder das andere thun,

der in q sich ergebende Werth ein sehr verschiedener ist.

Es ist zunächst erforderlich, die Werthe ins Auge zu fas-
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sen, welche die in unserer Function enthaltenen Grössen u, ß, y,

u^ Vt w annehmen, sobald wir von p aus auf dem einen oder

auf dem andern Wege nach q hinwandern.

Die Werthe von a, ß, y sind in Folge unserer Festsetzungen

für jedweden Punct der Horizontalebene eindeutig bestimmt;

denn für jeden Punct sind unter cc, ß, y die positiven Quadrat-

wurzeln derjenigen Entfernungen zu verstehen , w eiche der Punct

von A, B, C aus besitzt. Bezeichnen wir daher diese Quadrat-

wurzeln für den Punct q mit a^, ß^, y^, so werden die in p
vorhandenen Werthe «„, ß^, y^ — mögen wir nun den Halbkreis

plq oder den Halbkreis prq durchlaufen — immer in «j, ß^^, y,

Obergehen.

Analoges gilt, wie leicht zu übersehen ist (Fig. 38), auch

für die beiden Winkel Vq und w^. Die Werthe, mit welchen

diese Winkel in q eintreffen, werden nämlich — gleichgültig, auf

welchem jener beiden Wege der Uebergang von p nach q erfolgt

ist — immer ein und dieselben sein; sie mögen mit Vi und n>^

bezeichnet werden.

Anders aber verhält es sich mit dem Winkel Uq. Dieser

wird nämhch, falls wir den Weg plq durchlaufen, um n wach-

sen, hingegen, wenn wir den Weg prq durchwandern, um Jt

abnehmen. Demnach sind die Werthe, welche wir, je nach

Durchlaufung des einen oder andern Weges, im Puncte q für

den Winkel u erhalten, verschieden, nämlich gleich «<„ -\- 7t

und Mq — 7t.

Unsere Wurzelgrösse f wird also, bei Durchlaufung des Halb-

kreises plq, in q mit folgendem Werthe anlangen:

Yi ('
^^^

(i^n + 7l) -\- Vj -{- W
j _^ . ^.^

{Uq + 7g) + l>, + W) ^

2 2

hei Durchlaufung des Halbkreises prq hingegen in jenem Puncte

mit dem Werthe

ß^7^
(

(?<0 — TT) + t>i + M^l ,
• „j„ K - TT) -f ^^1 + Wi

C'US ^ f" Z Olli ^

eintreffen. Diese beiden Werthe sind aber, weil

cos
I
a: — ^ j

= — cos
I

ic + ~-\

sin fx- |-
j = — sin (x + |-

j

ist, unter einander entgegengesetzt.
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Wir sind hier bei Durchlanfung der Halbkreise plq und prq
beide Male von p aus mit demselben Anfangswerth von / aus-

gegangen ; die Werthe , welche sich dann in q ergeben, sind, wie

wir eben gesehen haben, unter einander entgegengesetzt.

Umgekehrt wird sich die Sache verhalten, wenn wir bei

Durchlaufung jener beiden Halbkreise in p mit entgegenge-
setzten Anfangswerthen ausgehen. In diesem Fall werden näm-

lich, wie sich leicht übersehen lässt, die in q sich ergebenden

Werthe unter einander gleich sein.^

Uebrigens ist es gleichgültig, ob wir die beiden Puncte />, q
einander diametral gegenüber liegend wählen, oder ob wir den-

selben eine beliebige andere Lage auf der Peripherie des um A
beschriebenen Kreises anweisen. Wir kommen demnach zu fol-

gendem Resultat:

Auf der Peripherie eines Kreises^ welcher um einen der drei

Puncte A^ ß, C beschrieben ist und keinen der beiden andern

Puncte m sich enthält ^ mögen irgend zwei feste Puncte p, q
und ferner zwei bewegliche Puncte z, z gedacht werden. Die

beiden letztern laufen — so mag angenommen werdest — auf der

Peripherie des Kreises in entgegengesetzten Pichtungen fort;

beide gehen gleichzeitig von p aus, und treffen so(lann nach einiger

Zeit von verschiedenen Seiten her in q wieder zusammen.

Werden mm den beiden Puncten z zwei Werthe der Wurzel-

grösse

f = ]/z — A.z — B.z —'C

zuertheilt, und zwar zwei Werthe, welche in dem Augenblick, wo
beide Puncte von p auslaufen, von gleicher Grösse sind, und

7velche sich während des weiteren Fortganges jener Puncte Schritt

für Schritt auf stetige Weise ä?idern sollen, so werden diese

Werthe in dem Augenblick, wo beide Puncte in q anlangen, ihre

Gleichheit völlig vei-loren haben, nämlich von entgegengesetzter
Grösse sein.

üfid umgekehrt werden jene beiden Puncte z, falls sie zu An-

fang in p 7nit entgegengesetzten Werthen ausgehen, in q mit

gleichest Werthen anlangen.
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Dritter Abschnitt. Fortsetzung-. Aus dem Werthvorrath , wel-

chen yz besitzt, wird ein die ganze Horizontalebene über-

deckendes und überall eindeutiges Werthsystem abgeschieden.

Die Wnrzelgrösse:

f = j/z- A . z — B . z — C

verschwindet in A, B, C und ist mit Ausnahme dieser Puncte

überall zweideutig. Um eine eindeutige Function zu gewinnen,

müsste man in jedwedem Puncte z immer nur den einen Wertli

der Wurzclgrösse beibehalten und den andern bei Seite werfen.

Doch wird sich solches, wie wir sogleich sehen werden, nicht

immer der Art ausführen lassen, dass die zurückbehaltenen Werthe

sl(!tig unter einander zusammenhängen.

Es sei 2q ein beliebig gewählter Punct auf der Horizontal-

ebene; von den beiden Werthen, welche unsere Wnrzelgrösse f
in diesem Puncte besitzt, pflanzen wir daselbst nur den einen

(er mag /"q genannt werden) auf, und lassen den andern (dieser

wird — /() sein) ganz ausser Spiel.

Wollen wir nun im Bereich des Punctes Zq Werthe auf-

pflanzen, welche mit dem in z^ hingestellten stetig zusammen-

hängen , so haben wir gar keine Wahl. Denn in jedem Puncte

des genannten Bereiches sind überhaupt nur zwei Werthe mög-

lich; der eine ist immer unendhch wenig von -j- /"„, der andere

unendlich wenig von — f^ verschieden, und wir müssen daher,

falls wir einen stetigen Zusammenhang haben wollen, nothwen-

digerweise den ersteren nehmen.

Wir lassen nun das kleine Flächenstück, durch welches das

Bereich des Punctes Zq dargestellt wird, sich nach allen Seiten

hin mehr und mehr erweitern, und pflanzen dabei in jedem

Augenblick in den neu hinzugetretenen Puncten immer diejenigen

Wcrtbe auf, welche sich den schon vorhandenen auf stetige

Weise anschliessen.

Wir haben alsdann ein im W^achsen begriffenes Werth-

system vor uns, nämlich ein Werthsystem vor uns, dessen Um-

grenzungslinie sich, etwa ähnlich wie ein im Puncte z^ erregter

Wellenring, nach allen Seiten hin weiter und weiter fortbewegt.

Geschieht diese F'ortbewegung nach allen Seiten iiin mit ein

und derselben Geschwindigkeit, so wird die Umgrcnzungslinie des
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Werthsystems beständig kreisförmig sein; ist hingegen jene Ge-

schwindigkeit nach verschiedenen Seiten hin eine verschiedene,

so wird die Umgrenzungslinie im Verlaufe der Zeit andere und

andere Gestalten annehmen, und zwar Gestalten von irgend wel-

cher unregelmässigen Form.

Es seien z^ und z^ irgend zwei einander unendlich nahe

Puncte auf der Horizontalebene. Unser Werthsystem habe sich

so weit ausgedehnt, dass z^ augenblicklich gerade auf seiner Um-

grenzungslinie liegt, während sich z.^ noch ausserhalb des

Werthsystems befindet, und erst im nächstfolgenden Augenblick

von demselben erreicht werden wird; ferner sei f^ der in z^ vor-

handene, unserem Systeme bereits einverleibte Werth; und

endlich seien + /"j und — fo diejenigen beiden Werthe, welche

in dem andern Puncte, in z.^, überhaupt möglich sind. Als-

dann kann unter den beiden letztgenannten und einander ent-

gegengesetzten Werthen im Allgemeinen immer nur einer vor-

handen sein, welcher von /", unendlich wenig verschieden ist; der

Ausnahmefall, dass beide Werthe von /\ unendlich wenig abwei-

chen, kann nämlich offenbar nur dann eintreten, wenn zufälliger

Weise f^ gerade gleich Null ist.

Im Allgemeinen kann daher auch kein Zweifel darüber statt-

finden, welchen von den beiden Werthen -f /j, — ^2 '"iser Werth-

system bei seinem weiteren Anwachsen in sich aufzunehmen hat;

ein solcher Zweifel wird nur dann eintreten, wenn zufälliger Weise

/j gleich Null ist, also nur dann, wenn der von uns gewählte

Punct 2, zufälliger Weise identisch ist mit einem der Puncte

A, B, C.

Es sei A derjenige unter den Puncten A, B, C, welchen

unser Werthsystem bei seiner Vergrösserung zuerst erreicht.

Wir wollen den .Augenblick ins Auge fassen, in welchem die

Grenze des Systemes gerade über A hinübergleitet.

Der in diesem Augenblick in A selber vorhandene Werth ist

Null und, wie wir gesehen haben, unbrauchbar, um über dieje-

nigen Werthe zu entscheiden, welche das System bei seinem

weiteren Anwachsen in sich aufzunehmen hat. Wir müssen dem-

nach versuchen, ob zu diesem Zweck nicht vielleicht diejenigen

Werthe verwendet werden können, welche sich in unserm System

zu beiden Seiten von A, nämlich bei a und ß vorfinden (Fig. 39).
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Der Bequemlichkeit willen seien a und ß

C# gleich weit von A aus entfernt, ihre gemein-

same Entfernung = q ; mit q als Radius mag

um A ein Kreis heschrieben werden; die eine

Hälfte dieses Kreises wird alsdann inner-

halb, die andere ausserhalb unseres Werth-

systems liegen; die erstere mag mit ccyß, die

letztere mit adi? bezeichnet werden.

Da unter den Werthen, welche unser

System bis jetzt besitzt, überall stetiger Zu-

sammenhang herrscht, so werden auch diejenigen Werthe, von

welchen die halbkreisförmige Linie ayß bedeckt ist, stetig mit

einander zusammenhängen. Um nun denjenigen Werth zu erhal-

ten, welchen das System bei seiner weiteren Ausdehnung im

Puncte 6 in sich aufnehmen muss, werden wir die auf jener

halbkreisförmigen Linie ayß bereits vorhandene Werthreihe, ent-

weder über «, oder über ß hinaus, auf stetige Weise zu verlän-

gern haben. Je nachdem wir aber das eine, oder das andere

unternehmen, erhalten wir, wie sich aus einem früher (S. 173)

gefundenen Satz ergicbt, im Puncte ö sehr verschiedene, näm-

lich einander entgegengesetzte Werthe.

Pflanzt man also in irgend tvelchem Puncte Zq der Horizon-

talebene von den beiden Werthen, welche die Wurzelgrösse

f = y{z-A){z— B) [z— C)

daselbst besitzt, nur einen auf, und bildet man soda?in um je?ien

Punct herum ein Werihsystem, welches sich dem dort aufgepflanz-

ten Werth in stetiger Weise anschliesst, und welches sich von

jenem Puncte aus nach allen Seiten hin mehr und mehr erweitert:

so werdeji die Werthe, welche dieses System in sich aufzunehmen

hat, eindeutig bestimmt sein, so lange das von ihm bedeckte

Gebiet der Horizontalebene noch keinen der Puncte z == A, z.t=: B,

z = C in sich enthält, hingegen zweideutig werden in demjenigen

Augenblick, in welchem die Grenze jenes Gebietes über irgend einen

dieser Puncte hinübergleitet.

Um nun trotzdem aus den Werthen der gegebenen Function

ein die ganze Ilorizontalebene bedeckendes und überall eindeu-
tiges Werthsystem abzuscheiden, dient folgendes Verfahren.
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Wir stellen uns die Horizontalebene als eine unendlich grosse

Kreislläclie ^ vor, deren Mittelpunct im Anfangspunet des Coor-

dinatensystemes liegt; wir scheiden sodann von dieser Kreisfläche

einen äusserst schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Puncte

A, B, C in sich enthält, nämlich einen Flächonstreifen, welcher

im Puncte A seinen Anfang nimmt, und von hier aus über die

beiden andern Puncte B und C hin bis zum unendlich fernen

Rande der Kreisfläche Q, etwa bis U fortschreitet; der nach Ab-

sonderung dieses Streifens noch übrig bleibende Theil der

Fläche mag mit ^' bezeichnet werden. Wir bilden nun wieder

um den Punct 2,, herum ein Werthsystem, welches sich dem

dort festgesetzten Anfangswerth f^ stetig anschliesst, und lassen

die Grenze dieses Systems (Fig. 40) sich weiter und weiter aus-

dehnen, jedoch so, dass l^ig. 4u.

sie beständig innerhalb
^' bleibt. Denken wir uns

diese Ausdehnung so weit

fortgesetzt, bis jene Grenze

schliesslich mit der Rand-

curve von J^' zusammen-

fällt, so haben wir alsdann

ein die ganze Fläche ^'

Überdeckendesund überall

eindeutiges Werthsystem

vor uns.

Es bedarf nun einer nä-

heren Untersuchung über

diejenigen AVerthe, welche

das so erhaltene eindeutige System zu beiden Seiten des vorhin

abgesonderten Flächenstreifens, oder vielmehr zu beiden Ufern

der durch jene .Absonderung entstandenen schmalen Bucht

ABCU besitzt. Zu diesem Zwecke ist es gerathen, was die Ge-

stalt der eben genannten Bucht im Genaueren anbelangt, folgende

Construction zu Grunde zu legen: Auf der ursprünglich vorhan-

denen, unendlich grossen Kreisfläche ^ mag zuerst eine Linie

gezogen werden, welche auf beliebigem Wege von A über B
und C bis zum Rande der Fläche, etwa bis U hin fortgeht; gleich-

zeitig mögen um A, um B und um C kleine Kreise beschrieben

werden; sodann mögen von der Fläche ^ diejenigen Stücke ab-

Npumann, Ahorsoho IiUpgrale. 12
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jjesondcrt werden, Avclche innerhalb dieser kleinen Kreise sich

befinden; und endlich mag noch ein Schnitt ausgeführt werden,

welcher längs der Linie ABCV fortgeht, also ein Schnitt, welcher

in der bei A vorhandenen kreisförmigen Ocffnung anfängt, die

bei B und C vorhandenen Ocffnungen diametral überspringt, und

endlich im Rande der Fläche, nämlich in U endigt. Dieser

Schnitt wird alsdann in Verbindung mit den kleinen bei A, B, C
vorhandenen Oeffnungen als eine Rucht angesehen werden können,

deren gegenüberliegende Ufer, abgesehen von den bei.^, B, C
vorhandenen kreisförmigen Erweiterungen, einander übei-all un-

endlich nahe sind. Die mit dieser IJucht versehene Fläche ist es

nun, welche untcsr §' hinfort verstanden werden soll.

Die Bucht ABCU besitzt (Fig. 41) zwei einander gegenüber-

Fio. ti).
* liegende Uferlinicn ccßyde und

a ^ y ö' e' , w eiche theils aus

parallelen, theils aus halbkreis-

förmigen Strecken bestehen, imd

welche im Puncte a mit einan-

<ler zusammenhängen. Wir be-

zeichnen die Wcrthc, welche das

auf der Fläche .^' ausgebreitete,

überall eindeutige AVerthsystem

längs der Linie aßy ^. . besitzt,

mit

(1) fa, n, /,, /;„ A,...,
und andererseits diejenigen,

welche jenes System längs der

Linie aß'/ . . . besitzt, mit

(2) /«, //, f,\ u, n ...

Jenes System ist auf der Fläche

$' überall stetig; demnach wird

jede von den Reihen (1) und (2)

aus stetig auf cinanderfol-
genden Werthen bestehen.

Zugleich bestellen aber die
Reihen (1) und (2) auch aus ^Verthen, welche säuuutlich zu dem

*) In Fig. 41 sind unter A,li,G die Mittclpuncte der drei Jdeincn
kreisförmigen Oeffnungen zu verstellen.
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in der Wiirzclgrüsse

entlialtcncm Wcitlivorrath gcliören. Daraus folgt, dass diosolIxMi

als zwei Reihen angesehen werden können, welche sich ans

jenem Werthvorra th, den heiden Uferlinien aßy ...

und aß'y' . . . entlang, auf stetige Weise abwickeln.

Demgemäss können wir auf die Reihen (1) und (2) sofort

zwei früher gefundene Sätze (S. 170 u. 173) in Anwendung brin-

gen. Reide Reihen beginnen im Puncto a mit ein und dem-
selben Anfangswerthe. Zufolge des zweiten Satzes werden sie

daher, nach Dnrchlaufung der in « an einander stossenden halb-

kreisförmigen Uferstrecken aß und aß', in den Puncten ß und ß'

mit entgegengesetzten Werthen einlrefl'en. Dieser Gegensatz

wird sodann, wenn beide Reiben weiter gegen B hin fortschrei-

ten. Schritt für Schritt vorhanden bleiben; so z. R. werden die

Reihen in den Puncten y und / ebenfalls mit entgegengesetzten

Werthen eintreffen. Solches ergicbt .sich unmittelbar aus dem

ersten der vorhin genannten Sätze. In dem Augenblick , wo die

Reihen in der Nähe von B zu den hier beginnenden halbkreis-

förmigen Uferstrecken gelangen, ist jener Gegensatz noch immei-

vorbanden. Rei Durchlaufung dieser Halbkreise verschwindet er

aber; in den beiden Puncten nämlich, wo die Halbkreise enden

und wiederum in parallele Uferstrecken übergeben, werden die

Reiben mit Werthen eintrelfen, welche, wie aus den angeführ-

ten Sätzen folgt, ehiander völlig gleich sind. Diese Gleichheit

bleibt nun, während beide Reihen nach C hin fortschreiten, ungeän-

dert bestellen. Nach Diu'cblanfung der bei C liegenden halbkreisför-

migen Uferstrecken treten sodann von Neuem entgegengesetzte

Werthe ein. Und dieser Gegensatz bleibt dann endlich, während

beide Reihen nach dem unendlichen fernen Puncto U biniaufen,

fortvi'ährend vorhanden.

Die betrachteten Reihen (1) und (2) bestehen aus denjenigen

Werthen, welche das von uns auf der Fläche ^' ausgebreitete

und daselbst überall eindeutige System zu beiden Ufern der Rucht

ABCU besitzt. Es wird demnach dieses SystcTn zu bei-

den Ufern jener Rucht zwischen J und 7? entgegengesetzte;

zwischen B und C gleiche, und zwischen C und U wie-

derum einander entgegengesetzte Werthe haben. Uebrigens

12*
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können wir, was die liescliaflenheit jener Uuclit anbelangt,

die um A, B, C beschriebenen Kreise beliebig klein, niitliiii

auch unendlich klein nehmen. Tlmn wir dies, so verwandelt

sich die Bucht einfach in einen Schnitt, welcher von ^ aus auf

beliebigem Wege über die Puncte B und C hinweg bis zum un-
endlich fernen Rande, nämlich bis U fortläuft (Fig. 42).

Pj 42
Man übersieht leicht, dass die eben er-

langten Ergebnisse sich leicht verallgemeinern,

sich z. B. leicht übertragen lassen auf die

Wurzelgrösse:

y{z-J){z~B)iz-CÜz-I)),
ebenso auf die Wurzelgrösse:

B)[z~C){z-D){z-~E);
überhaupt auf Wurzelgrössen , welche unter

dem Wurzelzeichen beliebig viele Factoren enthalten. Folglich:

Smd ^1, A^, ... An beliebig gegebene Co?ist(mte?i , so kann
man, um aus dem Werthvorrathe, welchen die Wurzelgrösse:

y(z~A^)iz-A,) ... {z~A„j

besitzt, ein eindeutiges und stetig in sich zusa^nmenliängendes
Werthsystem abzuscheiden, in folgender Weise verfahren-.

Man denke sich die Horizontalebene als eine um den Anfangs-
ptmct des Coordi?iatensystems mit unendlich grossem Radius be-

schriebene Kreisfläche §, führe in dieser Kreisfläche einen von
A^ ausgehenden und auf beliebigem Wege über A^, J.,, ... A,,

bis zum tinendlich fernen Rande etwa bis U fortlaufenden Schnitt

aus, und bezeichne die solcher Weise etiistehende Fläche mit fy'.

43.;

Man pflanze soda?in auf der Fläche J^'

in irgend welchem Ptinct z^^ von den beiden

Werthen, welche die gegebene Wurzelgrösse

daselbst besitzt, nur einen — gleichgültig

welchen — auf, pflanze ferner um jenen

Punct herum diejenigmi Werthe der Wurzel-

grösse auf, welche sich dem dort festgesetzten

Anfangswerthe in sieliger Weise anschliessen,

und lasse das so erhaltene Werthsystem nach allen Seiten hin sich

mehr und mehr ausdehnen, jedoch der Art, dass die Grenze des

(Fig.

Fig. 43.
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Systems^ während sie mehr und mehr vorgeschoben wird, den Rand
der Fläche ^', mithin auch die zu diesem Rande gehörigen Ufer

des Schnilles A^Ä^Ä.^ ... V nirgends überschreitet. Denkt man

sich diese Ausdehnung so weit forlgesetzt, bis die Grenze des

Systems schliesslich mit dem Rande der Fläche §' zusammenfällt,

so entsteht alsdann ein die ganze Fläche ^' überdeckendes und

auf dieser Fläche überall eindeutiges und stetiges Werth-

System.

Was die Werthe anbelangt, welche dieses System zu beiden

Ufern des Schnittes A^A^A^ . . . U besitzt, so ist zu bemerken., dass

diese Werthe längs der Schnittstrecke A^A^ einander entgegen-

gesetzt, längs der Strecke A^A^ einander gleich, längs der

Strecke A^A^ wiederum einander entgegengesetzt sind, u. s. w.,

dass also von einer Strecke zur andern hin fortwährend Gegen-

satz und Gleichheit mit einattder wechselt. Auf der letzten

Strecke, die von A„ bis U reicht, wird demnach Gleichheit statt-

finden, falls n gerade, Gegensatz, falls n ungerade ist.

Vierter Abschnitt. Fortsetzung. Der ganze Werthvorrath,

welchen j/z überhaupt besitzt, wird gesondert in zwei Werth-

systeme; diese beiden Systeme lassen sich auf stetige Art zu-

sammenschmelzen zu einem einzigen. Als Träger des letztern

dient aber dann nicht mehr die gewöhnliche Horizontalebene,

sondern eine gewisse horizontale Doppelfläche. Diese Fläche

wird eine Riemann'sche Fläche genannt.

Indem wir nun in unserer Untersuchung über die Wurzel-

grösse

y[^-A,){z— A^)...{z-A„)

weiter fürlschreiteu , wollen wir uns — allerdings nur der grös-

seren Bequemlichkeit willen — auf den Fall beschränken, dass

n eine gerade Zahl, etwa = 2v ist. Wir haben es dann zu

thuu mit der VVurzeli;rösse:

f = y[.-A,){z-A^)...[z-A,,),

also mit einer Wurzelgrösse , die für unendlich grosse Werthe

von z die Form:
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d. i. die Form:

/ = ± z^

annimmt.

Es seien J^^ und ^2 zwei horizontal über einander liegende,

unendlich grosse KreisIUichen, welche nur durch einen unendlich

kleinen Zwischenraum von einander getrennt sind. Diese beiden

Flächen seien versehen mit einem gemeinschaftlichen rechtwin-

kligen Coordinatensystem ; der AnEangspunct des Koordinatensystems

mag dargestellt sein durch die über einander liegenden Mittel-

puncte der beiden Kreisflächen; ferner mag die a: Achse darge-

stellt sein durch irgend zwei über einander liegende Radien der

beiden Flächen, und die y Achse durch zwei andere solche Radien,

die zu den ersteren senkrecht sind. Auch mag — wie das stets

der Fall sein soll — die gegenseitige Lage der x- und y- Achse

der Art sein, dass der auf dem horizontalen Flächenpaar §,, ^.,

im Ausgangspunct der beiden Achsen Stehende und in der Rich-

tung der X Achse Fortsehende die ?/ Achse zur Linken hat (vgl.

S. 72).

Es seien A^^ A.^-, ... A^^ diejenigen Puncte, welche in den

beiden Flächen ^^ und §2 t^urch z = A^^ z-= A^^ . . . z = A^v

bestinnnt werden. Wir führen nun einen Schnitt aus, welcher

beide Flächen durchdringt, im Puncte A^ anfängt, und von hier

aus auf beliebigem Wege über die Puncte A^, A^, ... ^2v bis

zum unendlich fernen Rande der Flächen, etwa bis TJ hin fort-

schreitet. In den Puncten ^^, A^, ... A^v mag dieser Schnitt

mit unendUch kleinen kreisförmigen Erweiterungen versehen sein.

(Man vergl. etwa Fig. 41.) Nach Ausführung des Schnittes haben

wir dann zwei Flächen vor uns, welche von den Puncten

J|, ^2' • • • ^2v keinen einzigen in sich enthalten. Wir be-

zeichnen diese Flächen zur Unterscheidung mit ^/ und ^2'.

Durch z == Zq werden in den Flächen ^/ und ^2' z^^*^^

über einander liegende Puncte bestinnnt. In jedem dieser Puncte

pflanzen wir je einen von den beiden Werthen auf, welche die

gegebene Wurzelgrösse f für z = z^ l>esitzt, untl breiten sodann

in jeder der beiden Flächen dasjenige System aus, welches 'sich

dem in solcher Weise festgesetzten Anfangswerth stetig anschliesst.

Jedes dieser Systeme wird, weil die Flächen ^^', ^2' keinen der

Puncte ^j, ^2 5 • • • ^2r in sich enthalten, in seiner ganzen Aus-

dehnung eindeutig bestimmt sein. Und beide Systeme zusam-
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mengenommen werden den g a n z e n W e r t li v o r r a t h repräsentiren,

welchen die gegebene Wurzelgrösse / überhaupt besitzt.

Die Werthe, welche die eben genamilen Systeme auf den

Flächen ^/ und ^2' ^" ^^^*^^ "''^^'" einander liegenden Puncten

haben, sind identisch mit denjenigen, welche die gegebene Wur-

zelgrösse

f = j/{z— A,) [z - A,) . r. {z- A,r)

für das jenen Puncten zugehörige Argument z darbietet, und sind

daher unter einander entgegengesetzt. Das auf J^/

ausgebreitete System wird sich demnach durch Mul-

liplication mit — 1 in das auf ^2' befindliche verwan-

deln.

Die Werthe, welche sich in jedem der beiden Systeme an

den Ufern des Schnittes A^A^A^... ü vorfmden, können unmit-

telbar nach dem vorhergehenden Satz beurtheilt werden. Zufolge

jenes Satzes wird nämlich jedes dieser Systeme zu beiden Ufern

der Schnittstrecke AiA.^ entgegengesetzte, zu beiden Ufern

der folgenden Schnittstrecke A^A^ gleiche Werthe besitzen, u.s. w.

In solcher Weise werden von einer Sclmillstrecke zur andern hin

Gegensatz und Gleichheil mit einander wechseln; an den Ufern

der letzten Schnittstrecke A^vU wird demnach Gleichheit statt-

finden.

Es seien (Fig. 44), im Durchschnitt betrachtet, aa und bb'

zwei über einander lie- Fig. 44.

gende Theile der Flä- ^^- '^'^

eben ^/ und §2', ""^' ij-^^^.M«^^r^^^^*\« li
zwar zwei Theile, durch /^ P'

welche die Schnittstrecke A^A^_ hindurchgeht. Dcmgcmäss seien

a und «' zwei auf beiden Ufern dieser Schnittstrecke einander

gegenüberliegende, zur Fläche ^/ gehörige Puncte; ferner ^

und ^' die darunter hegenden Puncte in der Fläche ^2'. ^^^

diese vier Puncte sind einander unendlich nahe und zusammen-

genommen etwa als die vier Ecken eines unendlich kleinen Qua-

drates anzusehen. Die Werthe, welche das auf §/ ausgebreitete

System in « und d besitzt, sind, wie eben erwähnt wurde, ein-

ander entgegengesetzt. Bezeichnen wir daher den in a vorhan-

denen Wertli kurzweg mit 9), so wird der in d vorhandene gleich

—
(f sein. Aus diesen beiden Werthen ergeben sich aber durch

Multiplication mit — 1 diejenigen, welche das auf J^j' ausgebreitete
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System in den darunter liegenden Puncten ß und ß' besitzt. Es

sind demnach in unsern vier Puncten im Ganzen folgende Werthe
vorhanden

:

/^x J
in o; : <p, in a : — (p,

^
^ [in ß: -<p, in ^': (p.

Die vier Puncte «, «', ß, ß' können als Repräsentanten der vier

üferlinien angesehen werden, welche die Schnittstrecke Ä^Ä^ in

den beiden Flächen ^/ und ^^ besitzt. Dieselbe Deziehung
nämlich, welche zwischen den in jenen vier Puncten befmdlichen

Werthen stattfindet, dieselbe wird auch bei beliebigen andern vier

Puncten vorhanden sein, welche, ebenso wie jene, auf der genannten

Schnittstrecke neben und über einander liegen. Wir sehen dem-
nach aus (1), dass die in den Uferlinien « und ß' vorhandenen

Werthe einander gleich sind, dass also, falls man jene beiden

Ufer mit einander zusammenheftet, von beiden Seiten her

gleiche Werthe zusammenstossen werden; und ferner, dass

solches auch dann eintreten wird, wenn man die beiden Ufer a'

und ß zusammenheftet (Fig. 44).

Wir betrachten ferner die Schnittstrecke Ä^Ä-^ Sind wie-

derum K, u, ß, ß' irgend vier in dieser Strecke neben und über

einander liegende Uferpuncte, so sind die in denselben vorhan-

denen Werthe gegenwärtig von folgender Form:

(2)

{in u :

in/3:

^,
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Wir wollen uns nun die vorhin genannten Zusannnenheltun-

gen — es sind deren je zwei l)ei jeder einzelnen Schnittstrecke

— sämmtlich ausgeführt denken. Die beiden Flächen ^/ und ^2'

werden sich dann mit einander vereinigen zu einer einzigen zwei-

blättrigen Fläche; und diese mag, um ihre Entstehungsart

einigermassen anzudeuten, mit ^j' + ^^ bezeichnet werden. Die

Fläche ^/ + ^2 t>esteht, im Grossen und Ganzen betrachtet,

aus zwei über einander Hegenden unendhch grossen Kreisflächen,

welche gewissermassen durch v Doppelbrücken mit einander ver-

bunden sind. Die erste von diesen Brücken zieht sich von A^

nach ^2' ^^^ folgende von A~^ nach Äj^, die dritte von A^ nach

^6, u. s. w. , endlich die letzte von ^2v-i nach A^v hin. Bei

jeder solchen Doppelbrücke (vergl. Fig. 44) durchsetzen ein-

ander zwei Flächentheile, nämlich diejenigen Flächentheile, aus

welchen jene Doppelbrücke besteht; die Durchsetzung findet statt

in einer gewissen Linie; in dieser Linie wird aber — zufolge

der von uns angenommenen Grundsätze (S. 163) — zwischen den

beiden einander durchsetzenden Flächentheilen kein Zusammen-
hang stattfinden. Bedienen wir uns der früher eingeführten Be-

nennungen, so können wir jede von jenen Doppelbrücken als

eine in der zw eiblältrigen Fläche vorhandene Uebergangslinie
bezeichnen. Und ebenso können wir die beiden Endpuncte einer

solchen Doppelbrücke oder Uebergangslinie als zwei Wind ungs-

puncte bezeichnen; es besitzt nämlich dasjenige Gebiet der

zweiblättrigen Fläche, welches um einen dieser Puncte herum-

Uegt, genau dieselbe Beschaflenheit, welche wir früher (S. 165—
167) bei den Wind ungsflachen erster Ordnung kennen ge-

lernt haben. Ferner ist zu bemerken, dass die Fläche §/ -f- ^^2'

in ihrem Innern keinerlei Unterbrechungen besitzt, und dass sie

äusserlich von zwei über einander liegenden unendlich grossen

Kreislinien begrenzt ist.

Die beiden auf den Flächen ^{ und ^^ ausgebreiteten Sy-

steme repräsentirten zusammengenommen den ganzen Werthvor-

rath , welcher in der gegebenen Wurzelgrösse f enthalten ist. Bei

Ausführung der eben besprochenen Zusammenheftungen stossen

in jeder Zusammenheftungslinie von beiden Seiten her gleiche

Werthe jener Systeme zusammen. Demnach werden jene beiden

Systeme bei Ausführung dieser Zusammenheftungen auf stetige

Weise zu einem einzigen System zusammenschmelzen; dieses
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letztere wird getragen von der zweiblättrigen F'läclie ^/ + -O2''

lind repräsentirt den ganzen in der gegebenen Wurzcigrösse f
enthaltenen Wertlivorratli. Jedes der beiden Wcrtlisysteme, welche

zu Anfang auf den Flächen ^/ und ^.^ ausgebreitet wurden,

war daselbst überall stetig; beide Systeme sind auf stetige

Weise mit einander vereinigt worden; demnach wh-d das durch

diese Vereinigung entstandene, auf der Fläche ^/ + J^/ ausge-

breitete System auf dieser Fläche ebenfalls überall stetig sein.

Für ein unendlich grosses Argument z besitzt die Wurzel-

grösse'/; wie bereits früher bemerkt wurde (Seite 182), zwei Werthe,

welche gleich -f z^' und — z^ sind. Demnach werden diejenigen

Werthe, welche auf den beiden über einander liegenden unendlich

fernen kreisförmigen Randcurven der Fläche $/ + ^2' vorhan-

den sind, durch -f c'' und durch — z" dargestellt sein, und zwar

die auf der einen Ilandcurve durch -f i", die auf der andern

durch — z^'

.

Wir können die Ergebnisse, zu welchen wir gelangt sind,

folgendermassen zusanmienfassen

:

Sämtnllichc Werthe, welche die Wurzelgrösse:

f^y^^-A,){z-A^)... {z-AJ
überhaupt besitzt., lassen sich ausbreiten auf einer ge?vissen zwei-

blättrigen Fläche ^j' -f- ,^2'' und ztvar der Art ausbreiten, dass

diese Werthe daselbst überall eindeutig und stetig sind'*). Für

die unendlich fernen Stellen der Fläche sind diese Werthe auf dem

einen Blatt identisch mit denen von + 2;'', auf dem andern iden-

tisch mit denen von — z^'

.

Die Fläche §,' -f- ^3' besitzt 2v Windungspuncte Ay,

A21 • ' . Aiv, und V Uebergangslitiien A^A.^, A^ A^, . . . A-iv—i A<zy.

Jede von diesen TJebergangslinien ist nur bestimmt in Bezug auf

ihre beiden Endpuncte, nämlich völlig beliebig in Bezug auf den

*) In jeder Uebergangslinie, z, 13. in der Linie Ai A.;, durchsetzen
einander zwei zur Fläche ..<3,' -f- S^i gehörig'e Flächentheile. Die Werthe,

mit welchen diese beiden Flächentheile bei Au,sbreitung der gegebenen

Function belastet werden, sind unter einander entgegengesetzt.

Trotzdem aber ist — zufolge der frülier (Seite 164) adoptirten Grund-

sätze — die Function in der Nähe der Linie A^ A2 stetig zu nennen.

Denn jeder von jenen beiden Flächentheilen wird, für sich allein

betrachtet, mit lauter stetig zusammenhängenden Werthen be-

lastet sein.
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Weg, auf welchem sie von dem einen Piincle zum andern hin

forlschrcilct.

Es soll eine solche Fläche ^^ + §.,', wie wir sie hier vor

uns haben, in Zukunft eine Riemannsche Fläche genannt

werden.

Fünfter Abschnitt. Fortsetzung. Die Riemannsche ebene Fläche

kann durch Umformung- in eine Riemann'sche Kugelfläche

verwandelt werden. Die Uebergangslinien einer Riemann'sehen

Fläche sind verschiebbar.

Wir wollen uns die Fläche .^/ + §/, ebenso wie bisher,

horizontal denken und den Anfangspuncl des darauf vorhan-

denen Coordinatensystems mit bezeichnen. Unterhalb der Fläche

construiren wir eine Kugel vom

Durchmesser Eins, und von solcher m ü k! N

Lage, dass sie jene Fläche in

berührt (Fig. 46). Der auf der

Kugel zu diametral gegenüber-

liegende Dunct mag 0' heissen.

Wir denken uns die Fläche

^i'+ ^2 ^'^ ßine materielle Fläche, o'

welche nach Belieben gebogen, gedehnt und zusammengezogen

werden kann, und unterwerfen nun diese Fläche einer Umfor-

mung, bei welcher sich die einzelnen Puncte der Fläche von allen

Seiten her auf geradlinigen Bahnen gegen den Punct 0' hinbe-

wegen, und zwar so weit gegen 0' fortbewegen, bis sie zuletzt

sämmtlich auf die Oberfläche der Kugel fallen. Nach Ausführung

dieser Umformung werden also z. B. diejenigen beiden Puncte

unserer Fläche, welche zu Anfang (Fig. 46) bei Q über einander

lagen, gegenwärtig bei P über einander liegen. Bei 0' wird sich

das obere Blatt unserer Fläche scb Hessen, und ebenso auch

das untere Blatt, so dass die Fläche bei 0' dieselbe BeschalTen-

heit hat, wie etwa bei 0, nämlich daselbst aus zwei platt über

einander liegenden Flächentheilen besteht, welche durch einen

unendlich kleinen Zwischenraum von einander getrennt sind.

Im Grossen und Ganzen wird die neue Gestalt, welche un-

sere Fläche durch diese Umformung erlangt, offenbar dargestellt

sein durch zwei concentrische Kugelflächen, welche durch einen
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unendlich kleinen Zwischenraum von einander getrennt und durch

i' Doppclbrücken mit einander verbunden sind. Sind Pj, P^, ... P^^

diejenigen Lagen, in welche die Puncte A^, A^, . . . Jg» durch die

Umformung versetzt werden, so zieht sich die erste Doppelbrücke

von P^ nach P^, die zweite von Pg nach P^, u. s. w., endlich die

letzte von Par-i nach Pi^ hin. In dieser neuen Gestalt
soll die Fläche eine Riemanu'sche Kugelfläche genannt,
und kurzweg mit 'iü bezeichnet werden.

Während die Umformung vor sich ging, wollen wir uns die

auf der Fläche ausgebreiteten Werthe von

/= yjx~- A,) {z-A,)...{z- A,,)

mit den einzelnen Puncten der Fläche unlöslich verbunden

denken. Nach vollendeter Umformung werden wir alsdarm s ämm t

-

liehe Werthe, welche die Function / überhaupt besitzt, in der

Endlichkeit vor mis haben, nämlich ausgebreitet auf der Kie-

mann'schen Kugelfläche di.

Denken wir uns in der ebenen Fläche J^/ + ^/ einen beide

Blätter durchdringenden Kreisschnitt ausgeführt, dessen Mittel-

punct in liegt, und dessen Radius äusserst gross ist, so wird

jene Fläche in drei Theile zerfallen, in einen inneren Theil %
welcher aus zw ei durch gewisse Doppelbrücken mit einander ver-

bundenen Blättern besteht, und in zwei über einander liegende und
ringförmig gestaltete äussere Theile ^l, 33, von welchen jeder

einblättrig ist.

Die auf der Fläche ausgebreiteten Werthe der Wurzelgrösse

r==j/iz -A,){z -A,)...iz--A2,)

sind, wie wir wissen, auf 3 überall eindeutig und stetig,

ferner auf 51 identisch mit denen von -f z"", und auf iB

identisch mit denen von — z". Verwandeln wir nun die

P'läche J^i' + .^2' durch die vorhin angegebene Umformung in

die Kugelfläche dt, so verwandelt sich jener Kreisschnitt in einen

auf der Kugclfläche di sehr nahe über 0' fortgehenden Ilorizon-

talschnitt; und gleichzeitig verwandelt sich der Theil 3 in den-

jenigen Theil der Kugelfläche, welcher oberhalb dieses Ilori-

zontalschnittes liegt, und jeder der beiden Theile 51, 33 in eine

der beiden kleinen Kugelcalotten, welche unterhalb des Ilori-

zontalschnittes sich beflnden. Bezeichnen wir diese drei Theile
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der Kugeltläche mit i und ci, h, so werden die auf der ganzen

Fläche vorhandenen Werthe von /" auf i überall eindeutig

und stetig, ferner auf a identisch rnit denen von -\- zv

und endlich auf 16 identisch mit denen von — 2^ sein.

Wir sehen hieraus, dass wir, um die Werthe zu beurtheilen,

welche die Wurzelgrösse f zu Anfang auf dem ringförmigen Flä-

chentheile %, und sodann später auf der kleinen Kugelcalotte a

besitzt, zurückgehen müssen auf die Werthe der Function z^'.

Denken wir uns die Function z^ auf einer Horizontalcbene,

d. i. auf einer gewöhnlichen einblättrigen ebenen Fläche
ausgebreitet, so werden diejenigen Werthe, welche die Function z'^

in den äusserst fernen Puncten dieser Fläche besitzt, identisch sein mit

denen, welche die Wurzelgrösse f auf dem ringförmigen Flächen-

Iheile % besitzt. Und denken wir uns ferner jene einblättrige

ebene Fläche durch Umformung in eine einblättrige Kh gel-

fläch e verwandelt, so werden diejenigen Werthe, welche die

Function 2* auf dieser Kugelfläche in der Nähe ihres tiefstge-

legencn Punctes 0' besitzt, mit denen identisch sein, welche die

Wurzelgrösse f auf der kleinen Calotte a hat. Nun haben wir

früher (Seite 138) gefunden , dass die Function z^ oder {x + iy)

"

bei ihrer Ausbreitung auf der einblättrigen Kugelfläche

überall eindeutig und mit Ausnahme eines einzigen in 0' liegen-

den Poles daselbst überall stetig ist. Demnach werden auch
die Werthe, welche die Wurzelgrösse f auf der klei-

nen Calotte a besitzt, überall eindeutig und mit Aus-
nahme eines in 0' befindlichen Poles überall stetig

sein.

Ganz Aehnliches wird sich oflenbar mit Bezug auf diejenigen

Werthe herausstellen, welche unsere Wurzelgrösse auf der Calotte h

hat. Somit ergiebt sich, dass die Werthe dieser Wurzel-
grösse bei ihrer Ausbreitung auf der Riemann'schen
Kugelfläche dl überall eindeutig sind, und dass sie,

mit Ausnahme zweier Pole, die sich in den beiden bei 0'

übereinander liegenden Puncten der Fläche vorfin-

den, daselbst auch überall stetig sind.

Um die Lage eines Punctes auf einer lliemann'schen Kugel-

fläche zu bestimmen, werden wir wiederum die früher (Seite 133)

festgesetzten Kugelcoordinaten benutzen. So werden z. B.,

was die hier construirte Fläche anbelangt, unter z = oder
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a; -{- iy = diejenigen beiden Puncte zu verstehen sein , welche

bei über einander liegen. Ebenso werden unter z =r oo oder

X -\- iy^=oo diejenigen beiden Puncte der Fläche zu verstehen

sein, welche bei 0' über einander liegen. Und endlich werden,

um noch einen dritten Fall zu erwähnen , falls man unter / einen

beliebigen, von bis 2 7t hin veränderlichen Winkel versteht,

unter z = e'^ oder x -\- iy = e'' alle diejenigen Puncte zu ver-

stehen sein, in welchen die Fläche Wx. von einem durch ihren

Mittelpunct gelegten llorizontalschnitt getroffen wird. Bedienen

wir uns dieser Bezeichnungen, so haben wir folgenden Satz:

Sämjnlliche Werthe , welche die Wurzelgrössc

f = /{Z -'ä\) [z-J,):.... [z - A2r)

übet'hfmpt besüzl, lassen sich auf einer gewissen ztveiblällrigen

Riemann'sehen Kugelfläche der Art ausbreiten, dass sie daselbst

überall eindeutig, und mit Ausnahme zweier^ Pole daselbst auch

überall stetig sind; die beiden Pole liegen bei 2 = 00.

Diese Riemann'sche Kugelfläche besitzt 2v Windimgsjnmcte;

das sifid die Puncte z = A^, z = A.,, . . . z := A2v: und ferner v

Ueberga)igsli?iien ; das sifid die Linien A^ A^, A^ A^, . . . , A^v-i A^v

Zu einem ganz analogen Besultat kann man leicht auch in

dem Fall gelangen, dass die Anzahl der bei f unter dem Wurzel-

zeichen stehenden Factoren keine gerade, sondern eine unge-

rade ist. Auf folgende Weise:

Auf der eben genannten Biemann'schen Kugelfläche — sie

mag ^ heissen — werden sich offenbar nicht allein die Werthe

von

y[z—Af{z-A,) . . ..{Z-A2,),

sondern ebenso gut auch die Werthe von

K.y[z- A,){z^A,) .... {z- A,,)

in eindeutiger Weise ausbreiten lassen; vorausgesetzt, dass man

unter K einen beliebigen constanten Factor versteht. Wir

nehmen für

Wurzelgrössc

nehmen für K den Werth -., , und erhalten alsdann die

V — A2v

.=/i^ Ai) (z — ^2 ) .. . . {z — A2v )
_

— A%v

Diese Wiu'zelgrösse cp wird sich also auf der Fläche ?il — ganz

ebenso wie die vorhin betrachtete Wurzelgrössc /"— der Art aus-
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breiten lassen, dass sie daselbst überall eindenlig, und mit Aus-

nahme zM'eier bei z =^ oo liegenden Pole daselbst auch überall,

stetig ist.

Jene Fläche dl ist bis jetzt völlig ungeändcrt geblieben; sie

besitzt 2v Windungspuncte J^, J2, . . . . A-zvi nii<^l gleichzeitig v

üebergangslinien Ä^ A^, ^3 ^4, . . . . , Ä-xv—x A-xy. Aendern wir

nun in unsrer Wurzelgrösse cp irgend eine der darin enthaltenen

Constanten, z. B. die Constante A-iy, so wird die Fläche Dt eben-

falls eine Aendcrnng erleiden; der Windungspunct Axv wird sich

nämUch alsdann verschieben, und hiemit gleichzeitig wird sich

die von ^2r-i nach A^y hinlaufende Uebergangslinie verlängern

oder verkürzen. Wir wollen uns nun denken , die Constante A^v

würde grösser und grösser, und schliesslich = 00. Alsdann wird

sich der Windungspunct Axy dem tiefstgelegenen Punctc 0'

der Kugelfläche 9t mehr und mehr nähern und schliesslich in

denselben hineinfallen; gleichzeitig wird die Uebergangslinie

A2v-\ Aiv länger und länger werden, bis sie schliesslich von ^2r-i

bis nach 0' hinreicht. Andrerseits ist zu beachten, dass unsere

Wurzelgrösse (p in dem hier betrachteten extremen Falle, wo

A-ir = 00 geworden ist, folgende Gestalt besitzt:

<p = y{z~ A,) [z - A,f. ... (2 - A^^ZJ.

Wir gelangen demnach, wenn wir, wie gewöhnlicli, die tiefst-

gelegene Stclh; 0' der Kugelflächc dl mit c: ^= 00 bezeichnen,

zu folgendem Resultat:

Sihnm Hielte fVerthe, welche die Wurzelgrösse

cp = l/{z -A^'iz -A,)....{z — ^2.-1)

überhaupt besitzt ^ lassen sich auf einer gewissen zweiblättrigen

Uiemann''scheii Kugelfläche der Art ansbreiteti, dass sie daselbst

überall eindeutig, und mit Aus7iahme eines bei z = 00 liegenden

J^oles daselbst auch überall stetig ist.

Biese Riemann'sche Kugelfläche besitzt 2v Windungspuncte,

welche bei z = A^, z = A^, . . . . z = A-zy-i und bei c = 00

liegen: feigner besitzt dieselbe v Uebergangslifiien , das si?id die

Linien A^ A.,, A.^ A^, .... A^v-z ^2^-2, •^2v-i 00.

Besondere Aufmerksamkeit verdienen noch die Üebergangs-
linien. Mögen wir uns nun mit der Wurzelgrösse:
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oder mögen wir uns mit der Wurzelgrösse

:

Cp = '/{z~ A,} {z — A^) ... {Z- ^2v-l)
"

beschäftigen, in dem einen wie in dem andern Falle ist die in

Anwendung zu bringende Riemann'sche KugeUläcbe nicht voll-

ständig bestimmt. Bestimmt ist der Durchmesser der Fläche,

denn dieser ist stets gleich Eins; bestimmt sind ferner diejenigen

Stellen, in welchen sich die Windungspuncte der Fläche befinden;

unbestimmt hingegen sind die Lagen der Uebergangslinien. Jede

dieser Linien hat nämlich ihren Anfang und ihr Ende in irgend

zwei Windungspuncten , willkührlich aber bleibt der Weg, auf

welchem sie von dem einen nach dem andern Puncte hin fort-

läuft (Vergl. den Satz Seite 186).

Fiff 47 ^^ ^^^^^ ^^ ^' ^•' ^^^ ^^^ ^*^" ^1 "^^'* ^2

fortlaufende Uebergangslinie anbelangt, völlig

gleichgültig sein, ob wir dieser Linie die Lage

A^ p A^, oder die Lage A^ q A^^, oder die Lage

A^ r A^ u. s. w. zuertheilen (Fig. 47). Dass eine

derartige Verschiebung der Uebergangslinie

zulässig ist, lässt sich übrigens, falls darüber

noch irgend welcher Zweifel vorhanden sein sollte,

in folgender Weise leicht darthun:

Es seien — im Durchschnitt betrachtet —ad und aö (Fig. 48)

zwei Theile der von uns construirten Fläche %\, welche einander

längs einer Linie durch-

setzen. Jeder von diesen

beiden Theilen, z. B. der

Theil ad, wird dann mit

Functionswerthen belastet

sein, welche stetig mit

einander zusammenhän-

gen. Verschiebt man nun die Durchsetzungslinie, und lässt

man, während solches geschieht, die einzelnen Puncte der beiden

Flächentheile mit den ihnen einmal zuertheilten Functionswerthen

unlöslich verbunden, so wird ein gewisses Gebiet des Theilcs

a d, das Gebiet b c, aus dem unteren Blatt der Fläche in das

obere hinübertreten, ohne aber dabei in Bezug auf die von

ihm gelrageiien Funclionswerthe irgend welche Aenderung zu er-

leiden. Und es werden demnach die auf dem Flächentheile a d

48.

«fl
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vorhandenen FunclionsAveithe — mögen wir uns nun jene Durch-

setzungslinie in der einen oder in der andern Lage denken —
immer stetig unter einander zusammenhängen. Aehnliches gilt

natürlich auch für den andern Fläclientheil, nämlich für « d. Wir

können allgemein sagen:

Ist eine Function auf irgend welcher Riemann' selten Fläche

ausgebreitet, so wird man, ohne dass dadurch in der Eindeutigkeit

oder Mehrdeutigkeit , in der Stetigkeit oder Unsteligkeit der Function

irgend tvelche Aenderung hervorgerufen würde, die Uebergangs-

linien dieser Flache beliebig verschieben kö?i?icn , falls nmn nur

ihre Anfangs- und Endpuncte ungeändert lässt.

Sechster Abschnitt. Sämmtliche Werthe einer beliebig gegebenen

algebraischen Function von x + ? // lassen sich immer auf einer

gewissen Riomann'schen Kugelfläche in eindeutiger Weise aus-

breiten. Allgemeine Bemerkungen über die Windungspuncte

der Riemann'sehen Flächen.

Nach den bisher ausgeführten Untersuchungen sind wir, falls

Z irgend welche ganze rationale P'unction von z oder x -\- iy

bezeichnet, jederzeit im Stande, diejenige zweiblättrige Riemann'-

sche Kugelfiäche zu construireii, auf weicher sich sämmtliche

Werthe der Wurzelgrösse

auf eindeutige Weise ausbreiten lassen. Mit gleicher Leichtigkeit

würde solch(!S auch dann gelingen, wenn Z keine; ganze, sondern

irgend welche gebrochene rationale Function von z vor-

stellt.

Es lässt sich aber diese Methode, um säunntliche Werthe einer

Wurzelgrösse auf eindeutige Weise räumlich auszubreiten, auch

nach einer andern Richtung Itedeutcnd verallgemeinern. Versteht

man nämlich unter n irgend welche positive ganze Zahl, und

unter Z wiederum eine beliebig gegebene ganze oder ge-

brochene rationale Function von z, so lassen sich die

Werthe der Wurzelgrösse

Vz
ebenfalls auf einei' gewissen Hiemann'schen Kugelfläche in eindeu-

Neumanii, Ahel'schc Intoiiiali'. 13
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tigcr Weise ausbrciton; nur ist jene Fliiclic in diesem Falle nicht

mein- zweiblättrig, sondern n Itlättrig.

Um wenigstens ein hierluir gehöriges Fieispiel anznführen,

betrachten wir die Wurzelgrösse

f-fj B

A nnd B sollen beUebig gegebene Constanten vorstellen.

Mit Ansnahme von z ^=- A und z = B besitzt diese Wurzel-

grössc für jedes Argument z drei verschiedene Werthc; für z=-A
hingegen nur einen Wcrth, und ebenso auch für z=^B.

Wir pflanzen auf der Ilorizontalcbene in irgend einem Puncte c„

von den drei Werthen, welche die Wurzelgrösse f daselbst be-

sitzt, nur einen auf, betrachten diesen als einen daselbst fest-

gesetzten Anfangswcrtb und bilden sodann um jenen Punct herum

ein Werthsystem, welches sich initer stetigem Anschluss an jenen

Anfangswerth nach allen Seiten hin mehr und mehr erweitert.

Das so erhaltene Werthsystem wird während seiner weiter und

weiter fortschreitenden Vergrösserung eindeutig bestimmt blei-

ben, so lange das von ihm bedeckte Gebiet der Ilorizontalebene

noch keinen der beiden Puncte c = ^, z ^= B in sich enthält,

hingegen mehrdeutig werden in demjenigen Augenblick, in

welchem die Grenze jenes Gebietes über einen dieser beiden

Puncte hinübergleitet.

Um diesen Uebclstand zu vermeiden, scheiden wir — ähn-

lich wie früher — von der Ilorizontaleben(! einen unendlich schma-

len Flächenstreifen ab, welcher die beiden Puncte z = A, z ^= B
in sich enthält. Und um ausserdem sämmtliche Werthe der

Wurzelgrösse f ausbreiten zu können, operiren wir nicht mit

einer, sondern gleichzeitig mit drei Ilorizontalebenen.

Es seien J^^, ^2» -^a
^^''^^ horizontal über einander liegende,

nur durch unendlich kleine Zwischenräume von einander getrennte

ebene Flächen, welche mit einem gemeinschaftlichen rechtwink-

ligen Coordinatensystem x, y versehen sind. Jede derselben mag

die Gestalt einer mit unendlich grossem Radius um den Anfangs-

punct beschriebenen Kreisfläche besitzen. Ferner seien A und B
die auf diesen Flächen durch z = A und ^ = ß bestimmten

Puncte. Wir führen einen Schnitt aus, welcher alle drei Flä-

chen durchdringt, im Punct A anfängt, von hier aus pach B,

endlich von B aus nach den unendlich fernen Rändern der Flächen,
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etwa nacJi U liin fortläuft, und wclclicr in jedem der beiden

Pnncte J, B mit einer kleinen kreisförmigen Erweiterung ver-

sehen ist (Fig. 49). Die Gestalten, welelic die drei

Flächen ^^, ^j» ^3 hierdurch gewinnen, mögen

•Ol' ^'z> ^3 genannt werden.

Durch z=Z(^ werden in den Fläch.en ^j', ^2', ^3
drei über einander liegenden Puncte bestimmt. In

jedem dieser Puncte pflanzen wir je einen von den

drei Werthen auf, welche die gegebene Wurzel-

grösse f für ; = z^, besitzt, und breiten sodann

in jeder Fläche dasjenige System aus, welches sich

dem in solcher Weise festgesetzten Anfangswerthe

stetig anschliesst. Jedes diesen- Systeme wird, weil

die Flächen ^/, ^2 , ^3' keinen der Puncte J, B
in sich enthalten, in seiner ganzen Ausdehnung ehi-

deutig bestimmt sein. Und all' diese drei Systeme zusammenge-

nommen werden den ganzen Werthvorrath repräsentiren, welchen

die Wnrzelgrösse f überhaupt besitzt.

Die Werthe, welche die auf den Flächen Q^, ^^, ^g' aus-

gebreiteten Systeme in je drei über einander liegenden Puncten

besitzen, sind identisch mit denjenigen, welche die gegebene

Wnrzelgrösse

F
für das jenen drei Puncten zugehörige Argument c

werden daher nur durch die constanten Factoren

ninimmt, und

2ni
~3~

4 Tri

e " und e

von einander verschieden sein. Setzt man zur Abkürzung

•2Tti

SO verwandeln sich diese Factoren in

Tj und tj^.

Das auf ^Z ausgebreitete System wird sich demnach
durch Multiplication mit rj in das a u f J^2 befindliche,

und durch Multiplication mit t/^ in das auf ^3' vor-

handene verwandeln.

Wir untersuchen nun diejenigen Werthe, welche die eben-

13*
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genannten drei Systeme in den beiden Uferlinien des Schnittes

ABU besitzen.
^

Es sei ^' irgend eine unter den drei Flächen .^/, ^^2'» §3'-

Der in dieser Fläche §' vorhandene Schnitt ABU besitzt in den

Puncten A und B zwei kleine kreisförmige Erweiterungen (Fig. 49);

seine beiden UferHnien u ß y . . . . und a ß' y . . . bestehen dem-

nach theils aus parallel laufenden, theils aus halbkreisförmigen

Strecken, und hängen im Puncte « mit einander zusammen. Wir

bezeichnen die stetig auf einander folgenden Werthe, welche das

auf der Fläche §' ausgebreitete System längs dieser beiden Linien

cc ß y . . . und a ß' y . . , besitzt, mit:

(1) fa, /"i, A, h. •'"
und mit:

(2) , A, A', U, h', ....

Diese Werthe (1) und (2) gehören sämmtlich zu dem in der Wur-

zelgrösse

enthaltenem W(!rthvorrath; sie können daher als zwei Reihen

angesehen werden, die sich aus jenem Werthvorratb,

den beiden Ufer linien a ß y . . . und « j3' / ... entlang,

auf stetige Weise entwickeln. Ausserdem ist zu be-

merken, dass beide Reihen (1) und (2) im Puncte cc mit einem

gemeinschaftlichen Anfangswerthe beginnen. Zwischen den

Werthen, mit welchen beide Reihen in je zwei auf den Linien

aßy.. . und a ß' y . . . einander gegenüberliegenden
Puncten eintreffen, werden demnach gewisse Reziehungen statt-

finden.

Von « aus durchlaufen die beiden Reihen zunächst die bei-

den Halbkreise « ß und « ß'; die Werthe, mit welchen .sie in den

Endpuncten der Halbkreise, also in ß und ß', eintreffen, werden
27ti

durch den Factor e '^ oder tj von einander verschieden sein.

Diese Werthverschiedenheit wird sodann, während beide Reihen,

von ß und ß' aus, weiter nach B hin fortlaufen, ungeändert be-

stehen bleiben. In der Nähe von B gelangen die Reihen zu den

hier beginnenden halbkreisförmigen Uferstrecken. In den An-

fangspuncten dieser Halbkreise ist die Werthverschiedenheit der

beiden Reihen noch immer dieselbe wie vorhin, nämlich immer
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noch durch den Factor >? dargestelU. Bei Durchlaufung der bei-

den Halbkreise wird aber jene Verschiedenheit verschwinden; in

denjenigen beiden Puncten nämlich , wo die Halbkreise enden und

wiederum in parallele Uferstrecken übergehen, werden die beiden

Reihen mit Werthen eintreffen, welche einander völlig gleich sind.

Und diese Gleichheit bleibt nun fortan, während beide Reihen

ihre Bahnen nach dem unendlich fernen Puncte ü hin weiter und

weiter verfolgen, ungeändert bestehen.

Die betrachteten Reihen (1) und (2) bestehen aus denjenigen

Werthen, welche das auf der Fläche ^' ausgebreitete System zu

beiden Ufern des Schnittes ^ i? t/ besitzt ; und §' war irgend eine

unter den drei über einander liegenden Flächen J^/, ^2'' ^'Ä-

Die eben erhaltenen Resultate beziehen sich daher auf jedes der

drei Systeme, welche auf jenen drei Flächen ausgebreitet sind.

In jedem dieser drei Systeme werden daher die Werihe

zu beiden Ufern der Schnittstrecke ^5 durch den con-

stanten Factor r] von einander verschieden, zu beiden

Ufern der Schnittstrecke BU hingegen einander gleich

sein.

Es seien (Fig. 49) y^, y{ irgend zwei auf beiden Ufern der

Schnittstrecke AB einander gegenüberliegende und zur Fläche

J^/ gehörige Puncte; ferner seien y^, y.^ und ^3, y^ die darunter

liegenden Puncte in den Flächen ^2 ""^' -Oa • ^^ie Werthe des

auf ^1' befindlichen Systemes sind in den Puncten y^ und y{,

wie wir eben gefunden haben, durch den Factor vi verschieden.

Bezeichnen wir daher den in y^ vorhandenen Werth kurzweg mit

(j), so wird der in y^ vorhandene gleich »jg? sein. Aus diesen

beiden Werthen ergeben sich aber — wie wir früher gesehen

haben — durch Multiplication mit t? diejenigen, welche das auf

.^2' vorhandene System in den Puncten y^ und y.^, ferner durch

Multiplication mit rf diejenigen, welche das auf ^.^ befindliche

System in y.^ und y./ besitzt. In jenen sechs Puncten sind dem-

nach folgende Werthe vorhanden:

(3)

in y,
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eher in der gegebenen VVurzelgrösse

enthalten ist; ferner repräsentiren die hier betrachteten sechs

Puncte y^, y{, y.^, y^, y^, y^ die sechs Uferlinien, welche die

Schniltstrecke AB in jenen drei Flachen besitzt. Wir sehen dem-
nach aus (3), dass die Wurzelgrösse /"in den beiden Uferlinien

72 "»^1 Yi gleiche Werthe hat; ebenso in y^ und y/; und ebenso
endlich in y^ und y,/. Heften wir also (Fig. 50) die beiden Ufer

Fig. 50. y-i
imtl y/ mit einander zusani-

Ihmhmbm^ Jmmmm^h "''^"' ^" werden in der Zusam-

2mmmm^mm^^^^\\>mmmm^mmm nienheftungslinie von beiden Sei-

üMHHH^HM'^^NBH^aa^M tcu hcr g 1 c 1 c h c Wcrthc zusam-
nienstossen. Dasselbe wird statttlnden, wenn wir die Ufer y, und

y^ vereinigen, und dasselbe auch, wenn wir endlich die Ufer y,
und yg' an einander heften.*)

Aehnliches gilt nun andererseits auch von der Schnittsti-ecke

BU. Sind nämlich (Fig. 49) 8^, 8^, 8.,, 8^, 8.^, d/ irgend welche

sechs zu dieser Sclmittstrecke gehörige, neben und über einander

liegende Uferpuncte, so werden die in den sechs Puncten vor-

handenen Werthe von folgender Form sein:

(4)

Demnach werden gleiche Werthe zusammenstossen, wenn man
das Ufer 8^ (Fig. 50 a.) mit dem Ufer (5/ zusammenheftet; ebenso

Fig. 50 a. bei der Zusanuncnheftung von 8,^

-— '^ ^^' mit 8.{, und bei der von d.^

2wmmm^mmmmm——mmmmmmi^mm^ mit 8.^.

"iwmmm^mmmk ^^^mm^ I^s sind bei den Schnitt-

strecken AB und BV im Ganzen sechs Zusammenheftungen ge-

nannt worden ; wir wollen dieselben wirklich ausführen und die

in 8^ :
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hierdurch entstehende dreihlättrige Fläche mit J^/-f ^/^ ^3'

bezeichnen. Bei Ausführung jener sechs Zusaninienheftungen slossen

in jeder einzehien ZusamnienheftungsUnie von beiden Seiten her

gleiche Werthe an einander. Die auf den drei Flächen ^/, $2
und ^3' ausgebreiteten Werthsysteme werden demnacli durch Aus-

führung jener Zusammenheftungen auf stetige Weise zu einem

einzigen Systeme verschmolzen. Und dieses von der dreiblät-

trigen Fläche J^/ + «^2' + ^3' getragene Werthsystem wird den

ganzen Werthvorrath repräsentiren , welcher in der gegebenen

Wurzelgrösse f enthalten ist. Schliesslich lässt sich nun die eben

genannte dreiblättrige Fläche durch Umformung in eine drei-

blättrige Kugel fläche verwandeln, welche 9ft heissen mag.

Die so erhaltene Kugelfläche Dt besitzt im Ganzen zwei Win-

dungspuncte A und 5, von welchen jeder zweiter Ordnung ist;

ferner zwei Uebergangslinicn, welche parallel über einander lie-

gen, und von A nach B hinlaufen (vgl. Fig. 50). Dass diese

Linien gerade über einander liegen, ist unwesentlich. Wir

köimen nämlich — ebenso wie solches bereits in einem früheren

Falle (S. 192) geschah — die eine von jenen Linien beliebig ver-

schieben, falls wir nur ihren Anfangs- und Endpunct, A und B,

ungeändert lassen. Thun wir dies, so wird die Fläche, in dem

betreffenden Durchschnitt betrachtet, die in Fi£

Beschaffenheit annehmen. Die bei-

den Uebergangslinicn werden also

dann auf verschiedenen Wegen von

A nach B laufen; die eine wird

zu bezeichnen sein als eine Ueber-

gangslinie zwischen dem oberen

und mittleren Blatt der Fläche,

die andere als eine Uebergangs-

inie zwischen dem mittleren und

unteren Blatt. Wir gelangen also

zu folgendem Resultat:

Alle in der Wurzelgrösse

51

Fig. 51.

Vh
z — A

enthaltenen Werthe können auf einer gewissen dreiblättrigen Rie-

manh'schen Kiigelßäche in eindeutiger Weise ausgehreitet werden.

Diese Fläche besitzt zwei Windungspuncte zweiter Ordnung^ welche
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hei z = A und z =^ B liegen
,
ferner zwei Uebergangslinien, welche

beide von z t=: A nach z ^=^ B laufen. In der einen von jenen

beiden Linien findet ein Uehergang vom oberen zum mittleren^

in der andern hingegen ein üebergang vom mittleren zum un-
teren Blatt statt.

Untersucht man in ahnlicher Weise die Wurzelgrösse:

f = p'{z-A){z-B){z-C),
so findet man, dass zur eindeutigen Ausbreitung derselben eine

dreiblättrige Riemann'sche Kugellläche erforderlich ist, welche drei

Windungspuncle zweiter Ordnung und zwei Uebergangslinien be-

sitzt. Jene Windungspuncte liegen bei z = A, bei z := B und

bei z = C. Die eine der beiden Uebergangslinien zieht sich

zwischen dem oberen und mittleren Ulatt der Fläche hin, und

läuft von A über B bis nach C; die andere läuft ebenfalls von

A über B nach C, vermittelt aber einen Üebergang zwischen dem
mittleren und unteren JJlatt der Fläche (Fig. 52).*)

Fifr. 5-2. Dit^ Riemann'schen Kugelflächen sind, wie bereits

y^ÜA. erwähnt, auf alle Functionen anwendbar, welche die

/ / Form:

' f = V^
oder die Form:

besitzen, vorausgesetzt, dass man unter Z iigeiul wel-

chen von z auf rationale Weise abhängenden Aus-

druck versteht. Und solches ist durch die angeführten Beispiele

hinlänglich erläutert.

Es sind nun aber, wie wir gegenwärtig zeigen wcirden, die

Riemann'schen Kugelflächen nicht auf jene eben genannten Func-

tionen beschränkt, sondern ganz allgemein anwendbar auf alle

Fimctionen, die von z auf algebraische Weise abhängen.

Es seien Z„, Z, , 7.^, ... Z„ beliebig gegebene Ausdrücke,

*) In Fig. 52 ist (ebenso wie in Fig. 51) unter der ausgezogenen
Linie die Uebergangslinio zwischen dem oberen und mittleren Blatt,

unter der punetirten Linie hingegen die Uebergangslinie zwischen
dem mittleren und unteren Blatt zu verstehen. Die Puncte A, B, C
sind sämmtlich Windungspuncte 2'" Ordnung. Die den Punct A um-
gebende Windungsfläche enthält zwei Uebergangslinien; ebenso die den
Punct C umgebende. Die den Punct B umgebende Windungsfläche hin-
gegen besitzt vier Uebergangslinien. (Vgl. die Note auf S. 168.)
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welche von z auf rationale Weise abhängig sind, und es mag

ferner unter f diejenige Grösse verstanden werden, welche durch

die Gleichung /*'"" Grades:

z, + Zi . / + Zj .
/-^ + . . . + ^» . r ==

dcünirt wird. Der Werth von f wird alsdann von den Coefficien-

ten Zy, Zj, Zj, ... Zn abhängen; diese sind ihrerseits aber nur

von z abhängig. Demnach wird der durch die Gleichung defmirte

Werth von f eine nur von z , d. i. nur von x + iy abhängende

Function sein ; jedoch eine Function, welche für jedweden Werth

des Argumentes z nicht einen, sondern mehrere, im Allgemei-

nen immer n Werthe besitzt.

Diese Grösse /"ist eine algebraische Function von z und re-

präsentirt bekanntlich die allgemeinste Form einer solchen Function.

Wir werden zeigen, dass man jederzeit eine Uiemann'sche Kugel-

fläche construiren kann, auf welcher der gesammte Werthvorralh

dieser Function f in eindeutiger Weise ausgebreitet werden kann.

Es seien 2 = J, 2 = i?, z = C, 2 = i>, . . . diejenigen

Werthe des Argumentes 2, für welche die Function f nicht n,

sondern weniger als n Werthe besitzt; wir nehmen also an,

dass für z =. A zwei oder auch mehrere von den n Wurzeln

der aufgestellten Gleichung einander gleich werden, dass es sich

ebenso verhalte bei z = B , ebenso bei z = C, u. s. w.

Wir pflanzen in irgend welchem Punct z^^ der Ilorizontalebene

von den n Werthen, welche f daselbst besitzt, nur einen auf,

und bilden sodann um jejien Punct herum ein Werthsystem, wel-

ches sich unter stetigem Anschluss an den dort aufgepflanzten

Anfangswerth nach allen Seiten hin ausdehnt. Dieses System

wird während seiner weiter und weiter fortschreitenden Vergrösse-

rung eindeutig bestimmt sein, so lange das von ihm bedeckte

Gebiet der Horizontalebene noch keinen der Puncte z= A, z = B,

z=:C, ... in sich enthält, hingegen mehrdeutig werden in

demjenigen Augenblick, in welchem die Grenze jenes Gebietes

über irgend einen dieser Puncte hinübergleitet.

Um diesen Uebelstand zu vermeiden, scheiden wir nun wie-

der — ähnlich wie früher — von der Horizontalebene einen un-

endlich schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Puncte A, B, C ...

in sich enthält. Und um gleichzeitig sämmtliche Werthe der

Function ausbreiten zu können, operiren wir nicht mit einer,

sondern üleichzeiti« mit n Horizontalebenen.
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Es seien J^j , J^.^, . . . Q„ n horizüiilal über einander lie-

gende und nur durch unendlich kleine Zwischenräume von ein-

ander getrennte ebene Flächen, welche mit einem gemeinsamen

rechtwinkligen Coordhiatensystem ^, y versehen sind, und von

welchen jede die Gestalt einer mit unendlich grossem Radius

um den Anfangspunct beschriebenen Kreisfläche haben mag.

Ferner seien A, B, C, B . . . die auf diesen Flächen durch z = J,

z^=^ B, z--= C, z -^ B, . .. bestimmten Puncte. Wir führen einen

Schnitt aus, welcher sämmtliche n Flächen durchdiingt, im Puncte

A anfängt, von hier aus über die Puncte B, C, B . . . bis zum

unendlich fernen Rande jener Flächen, etwa bis zu einer Rand-

stelle U hinläuft, und welcher in jedem der Puncte A, B, C, B, . . .

eine beUebig kleine kreisförmige Erweiterung besitzt. Die Ge-

stalten, welche die ti Flächen ^^, ^2> • • • ^n hierdurch gewin-

nen, mögen mit ^j', ^2> • •&«' bezeichnet werden.

Es sei ;ro ein beliebig gewählter Werth von z; in den Flä-

chen ip/, §2' • • • ^n werden durch jenen Werth n über ein-

ander hegende Puncte bestimmt. In jedem dieser Puncte pflanzen

wir je einen von den n Werthen auf, welche die Function f für

z -- 2„ besitzt; und breiten sodann in jeder Fläche dasjenige

System aus, welches sich dem darin so eben aufgepflanzten An-

fangswerthe in stetiger Weise anschliesst. Jedes dieser Systeme

wird, weil die Flächen ^/, ^.^, . . . ^n keinen der Puncte

A^ B, C, B, . . . in sich enthalten, in seiner ganzen Ausdehnung

eindeutig bestimmt; und all' diese n Systeme zusammengenommen

werden den ganzen Werthvorrath repräsentiren, welchen die Func-

tion f überhaupt besitzt.

Wir müssen nun die Werthe untersuchen, welche diese

n Systeme längs des Schnittes ABC . . . U besitzen; wir betrach-

ten zuerst diejenige Strecke dieses Schnittes, welche von A nach

B geht; und bezeichnen zwei auf der Fläche ^^ zu beiden Ufern

dieser Schnittstrecke einander gegenüberliegende Puncte mit

A|
, 9j , und die gerade darunter liegenden Puncte von §2'' vt)n

^3' u. s. w. von J^,/ mit Aj, Q2' ^^^ ^3' Qu 'i- ''• ^^'-^ endlich

mit X„, Qn. Ist z =^ l derjenige Werth, welchen z in den Punc-

ten l, und z = r derjenige, welchen z in den Puncten ^ besitzt,

so wird jeder der l'uncte A mit je einem von denjenigen ?i Wer-

then belastet sein, welche die Function f für z = l anninmit;

und ebenso wird alsdann jeder von den Pimcten ^ mit einem
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von denjenigen n Werthen belastet sein, welche f für z = r be-

sitzt. Nun ist aber, weil die beiden Ul'erlinien unseres Schnittes

einander unendlich nahe liegen, l identisch mit r, demnach sind

die erstem m Werthe identisch mit den letztern n Werthen.

Die M Puncte A und die ti Puncte q müssen sich also in Gedanken

zu n Paaren ordnen lassen, von welchen jedes aus einem Puncte

l und aus einem Puncte q, nnd zwar aus zwei Punctcn besteht,

welche beide mit demselben Werth von / belastet sind. Dem-

nach wird man die n Ufer, welche auf der einen Seite des Schnit-

tes AB hegen, mit den n Ufern, welche sich auf der andern Seite

desselben behnden, je eines der einen Seite mit je einem der

andern Seite in solcher Anordnung zusannnenheften können, dass

in jeder Zusannnenheftungslinie von beiden Seiten her gleiche

Werlhe von f zusanmienstossen.

Aehnliches wird man ausführen können bei der nächstfolgen-

den Schnittstrecke BC, sodann bei der Strecke CB, u. s. w., end-

lich bei der letzten Schniltstrecke, welche in dem unendlich fer-

nen Puncte U ihr Ende erreicht. Die durch all' diese Zusammen-

heftungen entstehende ebene n blättrige Fläche mag mit

^l' + ^2' + • • • + ^n
bezeichnet werden.

Durch Umfornmng dieser Fläche J^/ + ^2 + • • • + -Ö«'

wird man sodann eine gewisse n blättrige Iliemann'sche Kugelfläche

dl erhalten. Und auf dieser Fläche di werden alsdann sännnlliche

Werthe, welche die Function f überhaupt besitzt, in eindeutiger

Weise ausgebreitet sein. Wir haben also folgenden Satz:

Sämmtliche Werthe citier beliebig gegebenen algebraischen

Function von z können jederzeit auf einer gewissen Biemami!sehen

Kugelfläche in eindeutiger Weise ausgebreitet werden.

Jede Riemann'sche Kugelfläche besitzt irgend welche Anzahl

von Windungspuncten. Ist die Fläche n blättrig, so sind jene

Windungspuncte nicht immer von der (n — 1) Ordnung ; ihre Ord-

nung kann nicht höher sein als n— 1, wohl aber niedriger;

sie kann nämlich durch irgend eine der Zahlen 1, 2, 3, ... n— 1

dargestellt sein. Auch kann, was ebenfalls beachtenswerth ist,

der Fall vorkommen, dass an ein und derselben Stelle einer Rie-

mann'schen Kugelfläche zwei, drei oder mehrere Windungspuncte

gerade über einander liegen.

Um diese Behauptungen durch ein möglichst einfaches Bei-
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spiel zu erläutern, wollen wir uns zwei algebraische Functionen

cp und tp denken. Die eine sei definirt durch die Gleichung:

Z„ + Z1.95 + ... + Z,,?)"' = 0,

die andere durch die Gleichung:

z;+ 2/.-^ + ... + z,:^^= 0,

wo die Z und Z' beliebig gegebene rationale Functionen von z

vorstellen sollen. Die zur Ausbreitung der ersten erforderliche

Rieniann'sche Kugelfläche wird dann w blättrig, die zur Ausbrei-

tung der letztem erforderliche 7i blättrig sein. Die eine mag %
die andere 91' genannt werden.

Wir betrachten nun eine dritte algebraische Function F, und

zwar diejenige, welche durch die Gleichung:

(Z„ + Z, jF' + . . . + Z„,F"^) (Zo' + Z^'F + . . . + Z„>0 =
definiit wird. Diese Function F wird alsdann den ganzen Werth-

vorrath von (p und ebenso auch den ganzen Werthvorrath von ifj

in sich zusammenfassen; die zu ihrer Ausbreitung erforderliche

Rieniann'sche Kugelfläche wird (m + n) blättrig sein und darge-

stellt sein durch die Fläche di + dV, nänihch dargestellt sein

durch diejenige Fläche, welche entsteht, wenn man die beiden

vorhin genannten Kugelflächen dt und dt' — ohne sie gegenseitig

mit einander zu verbinden — in einander schachtelt.

Es kann demnach 9^ -f- dl' als eine {m + n) blättrige Rie-

niann'sche Kugelfläche angesehen werden. Off'enbar wird nun

aber diese Fläche Windungspuncte in sich enthalten, deren Ord-

nung niedriger als m + n — 1 ist, nämlich Windungspuncte

{m — l)^«'' und (n — l)'*''" Ordnung besitzen können. Auch wird

der Fall eintr'eten können, dass ein Windungspunct (m— l)^'"'

Ordnung genau über einem anderen Windungspunct von der

(/i_l)tcn Ordnung liegt. Und hiermit ist die Richtigkeit der

obigen Rehauptungen bewiesen.

Ist von irgend einer F'läche die Rede, so ist zufolge unserer

Definition (S. 92) unter dem Rereich eines Punctes ein um
den Punct herum abgegrenztes, den Punct selber also in sich

enthaltendes, hinreichend kleines Flächenstück zu verstehen. Dem-
nach wird bei einer Riemann'schen Kugelfläche das Rereich eines

Windungspunctes durch eine kleine Windungsfläche, das Re-

reich eines jeden andern E'unctes hingegen durch eine kleine

einblättrige Fläche dargestellt sein.



Sechste Vorlesung.

Reduction einer Riemann'schen Kugelfläche auf

ein System von Elementarfläehen.

Erster Abschnitt. Allgemeine Bemerkungen über die stetige

Umformung einer Fläche.

Es sfii eine beliebige Fläche gegeben, also eine Fläche

mit beUebiger Krüininung, mit beliebig vielen und beliebig ge-

stalteten Randcurven. In der Fläche mag ein Linicimetz gezogen

werden, durch welches dieselbe in lauter unendlich kleine Ele-

mente getheilt wird. Dieses Liniennetz — es mag 5yi heisscn —
wird dann, für sich allein betrachtet, nämlich nach Fortlassung

der in seinen Maschen vorhandenen Flächenelemente, gewisscr-

massen ein Gerippe der gegebenen Fläche darstellen und als

solches die gegebene Fläche zu vertreten im Stande sein.

Wir* denken uns nun dieses Netz durch irgend welche Bie-

gungen und Dehnungen*) der in ihm enthaltenen Linien, und

zwar durch Debnimgen, welche nicbt nur für die verschiedenen

Linien, sondern auch für verschiedene Theile ein und derselben

Linie verschieden stark sein können, in seiner Forui beliebig ge-

ändert, und bezeichnen dasselbe in dieser neuen Form mit 9I'.

Wie die angewendeten Biegungen und Dehimngen auch beschaffen

sein mögen, immer wird zwischen der alten Form 9ft und zwi-

*) Die Bezeichnung „Dehnung" soll gleichzeitig den Kegriff der

Verlängerung und auch den der Verkürzung umfassen, indem eine Ver-

längerung als eine positive, eine Verkürzung als eine negative
Dehnung angesehen wird.
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sehen der neuen 9^1' eine gewisse Ueb er einstimmun g zurück-

bleiben. So z. h. werden irgend zwei Knotcnpuncte des Netzes,

je nachdem sie während der einen Form des Netzes einander

benachbart oder nicht benachbart sind, auch während der an-

dern Form desselben einander benachbart oder nicht benachbart

sein. Denkt man sich daher während des Zustandes 9^1 auf dem
Netze irgend welche in sich zurücklaufende und sich selber nir-

gends durchschneidende Curve gezogen, so werden die auf der

Curve gelegenen Knotcnpuncte nach Eintritt des neuen Zustandes

9^' eine Curve von gleicher lieschaffenheit bilden, nämlich

wiederum eine Curve bilden, welche in sich zurückläuft und sich

selber nirgends durchschneidet. Zugleich sieht man, dass alle

diejenigen Knotcnpuncte, welche bei S^t innerhalb der Curve

liegen, bei 9^' sich ebenfalls innerhalb derselben befindc^n wer-

d(ui. Denkt man sich ferner in 9c irgend einen Schnitt ausge-

führt, welcher das Netz in zwei von einander vollständig ge-

trennte Stücke zerlegt, so wird von einem in 9^' über dieselben

Knotenpuncte hin fortlaufenden Schnitte dasselbe gelten.

Ebenso wie sich die beiden Netze 9*1, 9t' zu einander ver-

halten, ebenso werden sich zueinander auch diejenigen Flächen

% %' verhalten, welche entstehen, sobald man sich die Maschen

jener Netze wieder durch Flächenelemente ausgefüllt denkt. Die

Operation, durch welche wir das Netz 9^' aus dem Netze 9t, oder,

was dasselbe ist, die Fläche %' aus der Fläche ?I abgeleitet haben,

kann bezeichnet werden als eine stetige Umformung.
Unter der stetigen Umformung einer Flüche soll also eine

Feründerung derselben verstanden werden, welche durch blosse An-

wendung von Dehnungen und Biegungen^ nämlich mit Ver-

meidung von Zerreissungen und Zusammenheftungen ^ zu

Stande kommt.

Um von irgend zwei bt^liebig gegebenen Flächen die eine in

die andere umzuformen, bedarf es (sobald eine solche Umformung

überhaupt möglich ist) nur der Auffindung eines Gesetzes, nach

welchem jeder Punct der einen Fläche mit (dnem bestimmten

T*uncte der andern correspondirt, jedoch eines Gesetzes, welches

so beschaffen ist, dass demselben zufolge benachbarte Puncle

der einen P'läcbe auch immer mit benachbarten Puncten der

andern in Correspondenz stehen, Ist nämlich ein solches Gesetz

gefunden, so wird man dann, wie leicht zu übersehen ist, durcli
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Anwendung von Dehnungen und Biegungen es in der Tliat dnhin

bringen können, dass die eine Fläche mit der andern, und zwar

jeder Punct der einen mit dem correspondirenden Puncte der

andern zur Deckung kommt.

Aus dem, was vorhin in Detrefl' (hn- stetigen Umformung

eines Liniennetzes bemerkt wurde, ergeben sich nun leicht für

zwei Flächen 51, 21', von welchen die eine durch stetige Um-
formung der andern entstanden ist, mehrere Sätze. Dezeichnet

man irgend welche auf 21 gezogene Curve mit 6 und die cor-

respondirende auf 21' mit a', d. h. versteht man unter a' die-

jenige Curve, in welche sich ö bei der Umformung von 21 in 21'

verwandelt, so lassen sich diese Sätze folgendermassen aussprechen:

I. Ist a in sich zurücklaufend, so gilt Gleiches auch von a'.

II. Durchschneidet a nirgends sich selber, so kann solches

bei ö' ebenfalls nicht stattfinden.

III. Zerfällt 21 durch einen längs a hin ausgeführten Schnitt

in zwei von einander getrennte Stücke, so wird Gleiches auch

von 21' mit Dezug auf g' gelten.

IV. Die Anzahl der in 21 vorhandenen Randcurven ist jeder-

zeit ebenso gross, als die Anzahl der in 21' vorhandenen.

Ein Quadrat kann als stetige Umformung eines Rechtecks,

ebenso ein Kreis als eine stetige Umformung einer Ellipse an-

gesehen werden. Andererseits würde sich der Kreis, d. i. eine

ebene Kreisfläche aber auch als die stetige Umformung einer

Ilalbkugelflache, oder auch als die einer Kegel fläche an-

sehen lassen.

Und so lassen sich überhaupt, falls eine Fläche gegeben

ist, immer mehrere und von einander sehr verschiedene Flä-

chen finden, von denen jede als eine stetige Umformung der ge-

gebenen Fläche aufgefasst werden kann.

Jedoch kann man keineswegs die gegebene Fläche als die

stetige Umformung jeder beliebig gewählten andern Fläche an-

sehen. Sollen nämlich zwei Flächen einer solchen Auffassung

fähig sein, so ist dazu, wie man sofort erkennt, zunächst schon

erforderlich, dass in beiden die Anzahl der Randcurven ein und

dieselbe ist. Und zu dieser Bedingung treten noch andere Be-

dingungen hinzu. Denn bei einer Kugelfläche z. B. und bei
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einer RingfLäclie*) ist die Anzahl der Uandcurven gleich gross,

nämlich bei beiden =0; und trotzdem lässt sich, wie man leicht

übersieht, die eine keinesMcgs als eine Umformung der andern

auffassen. Wir gehen einstweilen auf die hier erforderlichen Be-

dingungen nicht näher ein.

Wir wollen uns im Räume irgend welche Fläche denken von

beliebiger Krümmung und überhaupt von ganz beliebiger Gestall;

und auf dieser Fläche wollen wir uns die Werthe irgend welcher

Function ausgebreitet denken. Jene Fläche mag nun einer stetig

fortschreitenden Veränderung unterworfen werden. Während diese

Veränderung aber vor sich geht, während also die Gestalt der

Fläche durch stetige Umformung in andere und andere Ge-

stalten übergeht, mögen die einzelnen Puncte der Fläche mit

den ihnen einmal zuertheilten Functionsw erthen unlöslich verbunden

bleiben. Wir wollen den zu Anfang gegebenen Zustand der

Fläche kurzweg ihren Anfangszustand, und den in Folge jener

stetigen Umformung schUesslich eintretenden neuen Zustand den

Endzustand nennen.

War die Function während des Anfangszustandes der Fläche

auf derselben überall eindeutig, d. h. war damals jeder Punct

der Fläche immer nur mit je einem Werthe der Function be-

lastet, so wird Gleiches odenbar auch dann noch stattfinden, wenn

dieselbe in ihren Endzustand übergegangen ist.

War ferner die Function zur Zeit des Anfangsznstandes auf

der Fläche allenthalben stetig, so wird sie nach Eintritt des

Endzustandes ebenfalls überall stetig sein.

War die Function zur Zeit des Anfangszustandes der Fläche

in einzelnen Puncten oder Linien unstetig, so wird sie nach

Eintritt des Endzustandes nach wie vor, imd zwar in eben den-

selben Puncten oder Linien unstetig sein.

Insbesondere wollen wir unsere Aufmerksamkeit auf diejeni-

gen Unstetigkeitspuncte richten, welche wir früher (Seite 94)

mit dem Namen ,, polare Unstetigkeitspuncte" oder kurz-

weg mit dem Namen „Pole" bezeichnet haben, also auf die-

*) Unter einer R'ingfläche ist die Oberfläche eines körperlichen

Ringes, also z. B. diejenige Rotationsfläche zu verstehen, welche von

einem Kreise erzeugt wird, sobald man denselben um eine Achse, die in

der Ebene des Kreises liegt und den Kreis nicht schneidet, rotiren lässt.
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jenigen Pnnctc, in welchen die Fnnction selber — sie mag f ge-

nannt werden — unstetig ist, in deren Bereich aber der reci-

proce Werth der Function, nämlich der Werth von — stetig

bleibt. Jene Unsteligkeit von f und jene Stetigkeit von . wer-

den, falls sie in irgend einem Puncte der Fläche einmal vorhan-

den sind, ungeändert fortbestehen, welches auch die stetige Um-

formung sein mag, der die Fläche unterworfen wird. Sie werden

demnach, falls sie zur Zeit des Anfangszustands vorhanden sind,

auch noch vorhanden sein zur Zeit des Endzustandes. Wir sehen

also, dass die Bedingungen der polaren TJnstetigkeit , falls sie er-

füllt sind zur Zeit des einen Zustandes, auch erfiillt sein werden

nach Eintritt des andern.

Besitzt also — so könne^i wir ims ausdrücken — die auf

der Fläche ausgebreitete Function zur Zeit des Anfangszustandes

in irgend eitiem Punct der Fläche eiticfi Pol, so ?vird sie in je-

nem Piinct nach EintiHtt des Etidzustafides ebenfalls einen Pol

besitzen.

Gleiches wird offenbar auch von den Nullptincten gelten.

Denn es ist ja nach unserer Annahme jeder Punct der Fläche

mit dem ihm einmal zucrtheilten Functionswerth unlöslich ver-

bunden, Ist also irgend ein Punct der Fläche mit dem Werthft

Null belastet, so wird er, mag sich nun die Gestalt der Fläche

verän<lern, wie sie wolle, diesen Werth Null beständig behalten.

Wir gelangen somit zu folgendem allgemeinen Satz:

Sind die Werthe einer Function auf irgend welcher Flüche

ausgebreitet^ so tritt hinsichtlich der auf jener Fläche vorhandenen

Stetigkeitspuncte, Nullpuncte und Pole keine Aetiderung

ein^ mag man nun die Fläche in ihrem ursprünglichen Zustande

verharren^ oder mag man dieselbe durch stetige Umformung in

irgend welchen andern Zustand übergehen lassen. In jedem ein-

zelnen Punct der Fläche tvird die Function sich zur Zeit des neueti

Zustandes genau ebenso verhalten., wie zur Zeit des ursprünglichen

Zustandes: in jedem einzelnen Punct der Fläche wird sie zur Zeit

des neuen Zustandes stetig oder unstetig^ Null oder von Null

verschieden^ mit einer polareti oder nichtpojaren UnStetig-

keit behaftet sein, je nachdem zur Zeit des ursprünglichen Zustan-

des das Eine oder das Andere der Fall war.

Neumann, Abol'sche Inlegralo. 14
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Ebenso verhält es sich andererseits auch mit der Eindeu-
tigkeit der Function. In jedem einzelnen Pimct der Fläche wird

die Function zur Zeit des neuen Zustandes eindeutig oder mehr-
deutig sein, je nachdem zur Zeit des ursprünglichen Zustandes

das Eine oder das Jndere der Fall war.

Zweiter Abschnitt, lieber die stetige Umformung eines Recht-

ecks in ein anderes Rechteck.

Es seien zwei ebene dächen gegeben, die sich an verschie-

denen Stellen des Raumes befinden, und von denen jede die Ge-

stalt eines Recbtecks besitzt. Das eine Rechteck habe die Kan-
ten rt, b, das andere die Kanten a, ß. Jedes dieser Recht-

^
ecke mag auf ein Coordinatensystem bezogen

y "
'

'

gedacht werden, dessen Achsen durch zwei sei-

" ner Kanten dargestellt sind. Die mit a, b pa-

rallelen Coordinaten eines Punctes in dem einen

Rechteck mögen mit x, y, und die m\i et, ß

^
parallelen Coordinaten eines Punctes in dem an-

\ _^
dern Rechteck mit ^, t/ bezeichnet werden (Fig. 53).

^
Offenbar wird man, falls man sich ganz be-

liebiger Dehnungen bedienen wollte, diese Deh-

nungen auf unendlich viele verschiedene Arten

so einrichten köimen, dass das eine Rechteck mit dem andern

zur Deckung kommt; man könnte z. R. in dem Rechteck ab ir-

gend einen Theil im Innern abgrenzen, diesen innern Theil

ungeändcrt, und den äusseren Theil allein in solcher Weise
sich ausdehnen lassen, dass die Deckung mit dem andern Recht-
eck «/3 zu Stande kommt. Demgemäss wird man also auch auf

unendlich viele verschiedene Arten zwischen den Puncten des

einen und denen des andern Rechtecks eine Correspondenz fest-

stellen können, welche so beschaffen ist, dass durch Anwendung
von Dehnungen jeder Punct des einen Rechtecks mit dem corre-

spondirenden des andern zur Deckung gelangt.

Diejenige Correspondenz, welche sich hier am natin'lichsten

darbietet, ist folgende:

^ = 1
a cc

'

M_ . n
b ß

'
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Werden nämlich je zwei Pnncte x, y und 'B,, rj in dein einen

und in dem anderen Flecliteck, welche diesen Relationen Genüge

leisten, correspon dir ende Puncte genannt, so wird man, um
die in Rede stehende Deckung zu hevverkstelligen, zuerst das

Rechteck ab einer mit « parallelen Dehnung unterwerfen, durch

welche jedes in dieser Richtung liegende Linienelement im Ver-

hältniss von a : a verlängert wird, und sodann dieses Rechteck

einer zweiten mit b parallelen Dehnung unterwerfen, durch welche

alle mit b parallelen Linicnelemente im Verhältniss von b : ß ver-

längert w erden. Ist solches geschehen , so wird das eine Rechteck

mit dem anderen congruent sein; und es hedarf daher alsdann,

um die Deckung wirklich herheizuführen, nur noch einer gewis-

sen Verschiehung im Räume.

Setzt man also zwischen den Puncten x, y des einen, und

zwischen den Puncten |, iq des andern Rechtecks die Correspon-

denz fest:

^ = i-,
a a '

y_ n_

b — r
so kann man durch stetige Umformung das eine Rechteck mit

dem andern^ und zwar jeden Ptmct des eineti mit dem correspon-

direnden Punct des andern zur Deckung bringen.

Mit Rücksicht auf diese Umformung können wir die hciden

Rechtecke ab und aß als unter einander identisch, nämlich als

zwei verschiedene Zustände ein und d erseihen Fläche ansehen;

jeder Punct x, y des einen ist dann identisch mit dem correspon-

direnden Punct ^, 'Y] des andern.

Wir wollen uns nun denken , die einzelnen Puncte a:, y die-

ser Fläche wären zur Zeit ihres ursprünglichen Zustandes mit

den Werthen irgend welcher gegehenen Function

f = f{x + iy)

heiastet, und diese Werlhe blieben, während die Fläche ihren

Zustand ändert, mit den einzelnen Puncten der Fläche unlös-

lich verbunden. Ist also p irgend ein Punct der Fläche, so wird

der in p vorhandene Functionswerth ein und derselbe sein,

mag sich nun die Fläche in ihrem ursprünglichen Zustande ab,

oder in ihrem neuen Zustande aß befinden.

Rezeichnen wir die Coordinaten des Punctes p zur Zeit des

14*
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ursprnngliclicii ZiisJandes mil x^, tjp^ und zur Zeit des neuen Zu-

standes mit ^p, r\p, so wird

yp = j np

sein. Der mit p unlöslich verbundene Fimrtionswcrth — er mag

fp genannt werden — wird, was seine Abhängigkeit von den

ursprünglichen Coordinaten Xp, yp dieses Punctes anbelangt,

dargestellt werden durch

fp ^ fi^p + iyp)-

Demnach wird derselbe, was seine Abhängigkeit von den

neuen Coordinaten i,p, rjp jenes Punctes anbelangt, dargestellt

sein durch

fp==f{^ ^p + ^ J ^p]

Sind also die auf der Fläche ausgebreiteten Functionswerthe

während ihres lU'sprünglichen Zustandes nicht von x^ ?/, sondern

nur A^on dem einen Argument

X + iy

abhängig, so werden dieselben zur Zeit des neuen Zustandes der

Fläche ebenfalls nicht von ^, % sondern nur von

abhängig sein, oder, falls zufällig — = ^ sein sollte, nur von

I + in
abhängig sein.

Im Folgenden werden wir immer nur mit Umformungen

zu thun haben, bei welchen der letzterwähnte Fall eintritt.

Sind nämlich x^ y die Coordinaten irgend eines Punctes der

Fläche während ihres ursprünglichen, und sind |, ri die Coordi-

naten desselben zur Zeit ihres neuen Zustandes, so werden die

auf der Fläche ausgebreiteten Functionswerthe, falls sie zur Zeit

des ersteren nicht von x, «/, sondern nur von x + iy abhängen,

auch zur Zeit des letzteren nicht von |, t], sondern nur von

^ 4- n/ abhängig werden.
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Dritter Abschnitt. Ueber die stetige Umformung einer Kegel-

fläche in eine andere Kegelfläche, insbesondere über die stetige

Umformung einer Windungsfläche in eine Windungsfläche

anderer Ordnung.

Da die Windlingsflächen ihrer Definition zufolge nichts an-

deres sind, als eine gewisse Art von Kegelüächen, so wird es

gut sein, wenn wir mit diesen letzteren beginnen.

Wir können (Fig. 54) eine in sich zurücklaufende , z. B. eine

kreisförmige Curve aus ibrem ursprünglichen Zustande I durch

Biegung und Dehnung, also durch eine stetig fortschreitende Um-

formung in den Zustand I a, sodann in den Zustand I b, und

schliesslich in den Zustand 11 versetzen. Ebenso können wir dann

den letzterhaltenen Zustand 11 durch weitere Umformung in den

Zustand III übergehen lassen.

Denken wir uns nun die hier betrachtete Curve als die Leit-

curve eines Kegels, dessen Spitze irgendwo im Räume, etwa ge-

rade über dem Mitlelpunct der Curve sich befindet, so werden

den verschiedenen Zuständen I, II, III jener Curve ebenso viele

verschiedene Zustände dieses Kegels entsprechen. Der der Curve I

angehörige Kegel wird sich also durch eine stetige*) Umformung

•) Jede Umformung, bei welcher Zerreissungen und Zusammenhef-

tungen vermieden werden, ist nach unserer Definition eine stetige

Umformung. Wenn wir den hier betrachteten Kegelmantel aus dem

Zustande I in den Zustand II übergehen lassen, so müssen wir dabei

zwei Flächentheile dieses ^Mantels in einer gewissen Linie einander

durchsetzen lassen. Eine solche Durchsetzung geht nun aber (zu-

folge unserer Vorstellungen S. 163) vor sich, ohne dass dabei die

Puncto des einen Flächentheiles mit denen des andern längs jener

Linie hin in irgend welchen Zusammenhang treten, geht also vor sich,

ohne dass dabei irgend welche Zusammenheftungen eintreten.

Ebenso wenig finden dabei Zerreissungen irgend Avelcher Art statt.

Demnach ist die Umformung unseres Kegels aus dem Zustande I in
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in den der Curve II entsprechenden Kegel, nnd dieser wieder auC

«•leictie Weise in den der Curve HI entsprechenden Kegel ver-

wandeln lassen.

Solches gilt ganz allgemein — gleichgültig, an welchem Ort

des Raumes wir uns die Spitze des Kegels auch denken mögen;

und wird demnach auch dann gelten, wenn wir uns die

Spitze des Kegels in der Ehene der Curve, oder wenigstens

dieser Ebene unendlich nahe, etwa im Mittelpunct der Curve

gelegen denken. In diesem Falle sind aber unsere Kegel I, II, III

nichts anderes als Windungsflächen , nämlich der Kegel I eine

Windungsfläche 0""" Ordnung, d. h. eine gewöhnliche einblättrige

ebene Fläche, der Kegel II eine Windungsfläche l^'" Ordnung,

und der Kegel III eine Windnngsfläche 2'«' Ordnung.

Wir sehen demnach, dass eine gewöhnliche einblällrige ehene

Fläche durch stetige Umformung in eine Windungsßäche be-

liebiger Ord?iung, oder dass auch umgekehrt Jede Windungsßäche

durch stetige Umformung in cifie einblättrige ebene Fläche

verwandelt tverden kann.

Um auf diese Umformungen näher einzugehen, wird es gut

sein, wieder zunächst einen IJlick zu werfen auf die Umformung
einer Kegelfläche.

Es sei eine Kegelfläche von ganz beliebiger Gestalt gege-

ben. Jede auf dem Mantel des Kegels gezogene, von seinem

Scheitelpunct ausgehende gerade Linie mag mit dem Namen
„Kante" bezeichnet werden. Denken wir uns den Kegelmantel

für einen Augenblick längs irgend einer Kante hin — sie mag
die Anfangskante genannt werden — aufgeschlitzt, und den-

selben sodann auf einer Ebene ausgebreitet, so werden wir die

Lage eines jeden Punctes auf diesem Mantel durch Anwendung
eines Polarcoordinatensystems (r, t) bestimmen können, indem

wir unter r die Entfernung des betrelfenden I'unctes von dem
Scheitelpuncte, und unter t denjenigen Winkel verstehen, unter

welchem die durch den Punct gehende Kante geneigt ist gegen

die Anfangskante.

Soll eine um den Scheitelpunct rotireiide Linie den in der

Ebene ausgebreiteten Kegelmantel vollständig durchlaufen, so wird

den Zustand II in der That eine stetig'e Umformung zu nennen.
Gleiches gilt natürlich von dem Uebergange des Kegels aus dem Zu-
stande JI in den Zustand III u. s. vv.
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der von ihr beschriebene Winkel t von aus bis zu einem ge-

wissen Wertlie T anwachsen müssen. Diese Grösse T mag für

den Augenblick der „Winkelumfang" oder geradezu der „Um-
fang" des Kegels genannt werden.

Genau dieselben Coordinaten r, t werden nun zur Ortsbe-

stimmung eines Punctes auf dem Kegelmantel auch noch dann in

Anwendung gebracht werden können, wenn wir uns denselben

wieder in seinen ursprünglichen Zustand, nämlich in seine

gekrümmte und geschlossene Form zurückversetzt denken. Der

Winkel t wird alsdann nicht mehr in einer Ebene, sondern auf

der gekrünnnten Kegelfläche gemessen, nämlich durch die Bogen-

länge derjenigen Curve gemessen werden, in welcher der Kegel-

mantel von einer um seinen Scheitelpunct mit dem Radius 1 be-

schriebenen Kugellläche durchschnitten wird; T wird die voll-

ständige Länge der eben genannten Curve darstellen; ferner

wird r, nach wie vor, den geradlinigen Abstand repräsentiren,

um welchen irgend ein Punct auf dem Kegelmantel von dem

Scheitelpunct entfernt ist.

Wir wollen nun gleichzeitig zwei beliebig gegebene und

an verschiedenen Stellen des Raumes liegende Kegelflächen in

Betracht ziehen. Bei der zweiten mögen q, &, ^ dieselben Be-

deutungen haben, welche r, ^, T für die erste besitzen.

Je zwei Kanten des einen und des andern Kegels mögen

corr espondirende Kanten genannt werden, falls zwischen

ihren Winkeln / und % die Relation

i -^

stattfindet.

Ferner mögen je zwei Puncte auf dem einen und auf dem

andern Kegelmantel correspon dir ende Puncte heissen, wenn

dieselben erstens auf corrcspondirenden Kanten liegen, und

wenn sie zweitens, was ihre Entfernungen von den Scheitelpunc-

ten anbelangt, eine willkührlich festgesetzte Relation, z. B. die

Relation

^7 = |/"^

erfüllen , wo unter n und v zwei beliebig gewählte positive ganze

Zahlen verslanden werden sollen. Fassen wir irgend zwei cor-

respondirende Kanten ins Auge, so wird dann mit jedem

Puncte der einen immer nur ein Punct der andern in



21G Sochslc Vorlesung.

C r r e s p 11 (1 c u z stehen. Denken wir uns ferner auf der einen

Kante einen Punct in Bewegung, welcher dieselbe von dem Schei-

telpnnct aus bis ins Unendliche hin durchläuft, so wird gleich-

zeitig der auf der andern Kante sich fortbewegende correspon-

dircndc Punct ebenfalls vom Scheitelpunct aus bis ins Unendliche

hin fortlaufen.

Es mag nun der Mantel des einen Kegels durch unendlich

viele, und in unendlich kleinen Winkelabständen auf einander

folgende Kanten in schmale Dreiecke zerlegt werden; ferner mögen
diese Dreiecke durch Curveii, welche die Kanten senkrecht durch-

schneiden, in unendlich kleine Rechtecke getheilt werden. Auf
dein Mantel des andern Kegels mögen die correspondirenden Kan-
ten und die correspondirenden Curven gezogen werden, so dass

auch dieser in unendlich kleine Rechtecke zerlegt wird.

Mit jedem Flächenelement des einen Mantels wird dann inmier

nur ein Flächenelement des andern correspondiren. Ferner wird

die gegenseitige Gruppirung der auf dem einen Mantel vorhan-

denen Elemente allenthalben ebenso beschaffen sein, wie die gegen-

seitige Gruppirung der correspondirenden Elemente auf dem an-
dern Mantel. Es werden sich demnach diese beiden Mantel-

flächen, was die Elemente anbelangt, in welche wir jede derselben

zerlegt haben, nur durch die verschiedene Grösse dieser Ele-

mente von einander unterscheiden. Zwischen den Elementen des

einen und zwischen den correspondirenden Elementen des andern

Mantels werden wir aber, was ihre Grösse anbelangt, vollstän-

dige Congrucnz hervorrufen können, sobald wir die Elemente des

einen gewisse Dehnungen und Biegungen erleiden lassen. Dem-
nach wird es also nur gewisser Dehnungen und Biegungen be-

dürfen, um die eine Kegelfläche mit der andern, und zwar jeden

Punct der einen mit dem correspondirenden Punct der andern

zur Deckung zu bringen.

Somit crgiebt sich folgendes Resultat:

Si7id T und ö die Umfange^) zweier beliebigen Kegelflächen,

und setzt man zwischen den Puncten r, t der eitien, und den

Pimcten q, & der (mdern die Correspondenz fest:

*) Unter dem Umfang eines Kegels ist hier (vergl. S. 215) die Länge
derjenigen Curve zu verstehen, in welcher der Kegelmantel von einer
um seinen Scheitelpunct mit dem Radius 1 beschriebenen Kugelfläche
durchschnitten wird.
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t -ö-

7VÜ ?«, V beliebig gewä/iUe positive ganze Zahlen vorstellen , so wird

7nan, durch stetige Umformung, Jederzeit die eine Fläche mit

der amiern, und zwar Jeden Piinct der einen mit dem corrcspoti-

dircnden Punct der a?idern zur Deckung bringen kön?iefi.

An Stelle der beiden Kegellläclien können wir nun, da die-

selben vollstiindig beliebig waren, auch zwei Windungsflächen,
und zwar zwei Windungsflächen von beliebiger Ordnung, nehmen.

Die Umfange T und ö werden dann Vielfache von 2% sein; es

wird nämlich T ;= m . 2% und ö = ft . 27t werden, falls die bei-

den Windungsflächen respective von der (m — 1)'*^" und (ft — l)*^™

Ordnung sind. Unsere Formeln gehen demnach, wenn wir in

diesem Fall die beliebig zu w ählenden Zahlen « und v respective

mit m und ft gleich gross nehmen, über in:

^ -ö-

(1)
'« " ft

Aus diesen beiden Formeln folgt sofort:

l^j Vre — y Qe ;

und umgekehrt lassen sich die beiden Formeln (1) aus der Glei-

chung (2) ableiten, sobald man in dieser das Reelle vom Imagi-

nären sondert. Somit ergiebt sich folgender Satz:

Setzt man zwischen den Puticlen r, l und Q, & zfveier Win-

dungsflächen, deren Ordnungen gleich m — 1 und fi — 1 sind,

die Correspondenz fest:

F- Qe ,

so lässt sich durch stetige Umformung die eitie Fläche mit

der andern, und zwar Jeder Punct der einen mit dem correspon-

direnden Punct der andern zur Deckung bringen.

Y\\T ,tt = 1 wird die eine Windungsfläche von der *'^" Ord-

nung, also einblättrig. Somit ergiebt sich:

Setzt man zwischen den Puncten r, t einer Windungsflächc

{m — 1)'"'' Ordnung, und zwischen den Puncten q, d" einer ebenen

einblättrigen Fläche die Correspondenz fest:
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?/ it

y re —

so lässt sich durch sielige Umformung die eine Fläche mit

der andern^ und zwar jeder Punct der einen mit dem correspon-

direnden Punct der andern zur Deckung bringen.

Die stetige Umformung einer Windungsfliiche in eine ge^vöhn-

liche einblättrige Fläche ist von besonderer Wichtigkeit. Wir

Averden daher auf diesen Gegenstand sogleicb von Neuem ein-

geben, und denselben von einer etwas andern Seite her in Ueber

legung zieben.

Vierter Abschnitt. Ueber die stetige Umformung einer

Windungsfläche in eine Elementarfläche.

Man kann eine Linie durch die Bewegung eines Punctes,

und ebenso eine Fläche durch die Bewegung einer Linie ent-

stehen lassen.

Wir denken uns in der Horizontalebene einen Radius, wel-

cher um seinen Anfangspunct o in positiver Richtung und mit

beliebiger Geschwindigkeit rotirt, und dessen Länge sich von

Augenbhck zu Augenblick auf ganz beliebige Weise ändert.

Durch die Rotationsbewegung des Radius wird eine ebene Fläche

erzeugt werden, welche, so lange jene Bewegung andauert, fort-

während im Wachsen begrilfen ist. Es wird diese Fläche (Fig. 55)

„. ,, in jedem Augenblick begrenzt sein von drei
Flg. 55. ' " *'

Linien, nämlich einerseits begrenzt sein

von denjenigen beiden geraden Linien R^^

und R, durch welche die Anfangslage

und die augenblicklich vorhandene

Lage des Radius dargestellt sind, und an-

dererseits begrenzt sein von derjenigen

krummen Linie S, auf welcher der End-

punct des Radius sich inzwischen forlbewegt hat. Von diesen drei

Begrenzungslinien ist es die Linie R, welche, während sie in

ihrer Rotationsbewegung weiter und weiter vorschreitet, ein fort-

währendes Wachsen der Fläche bewirkt.
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Neben der Fläche (T?,, R S) denken \vir uns (Fig. 56) Fig. 56.

gleichzeitig; eine zweite, und ebenfalls noch im Wach-
VI////

sen begriffene Fläche (Pf, P S). Diese letztere mag an ^
irgend einer andern Stelle des Raumes, aber wiederum

in irgend welcher Ilorizontalebene, auf ganz analoge "* »

Weise entstehen, nämlich erzengt werden durch einen Radius, der

in jener Ebene in positiver Richtung um seinen Anfangspunct oj

rotirt, und dessen Länge sich ebenfalls von Augenblick zu Augen-

blick ändert.

Rci der Fläche (Ä„ R S) waren die Geschwindigkeit, mit wel-

cher der erzeugende Radius rotirt, und die Schnelligkeit, mit

welcher die Länge des Radius zu- oder abnimmt, durchaus will-

kührlich. Anders soll es sich bei der Fläche (P„ P Z) verhal-

ten. Sind nämlich in irgend einem Augenblick R und

P die Längen der beiden erzeugenden Radien, und t

und % die von ihnen beschriebenen Rotations winkel,

so soll beständig

und

sein, \\o m eine beliebig gegebene positive ga nze Zahl

vorstellt.

Die Flächen (i?„ R S) und (P,, P S) werden alsdann gleich-

zeitig entstehen und wachsen. Während aber das Wachsen der

ersteren auf völlig freie und willkührliche Weise vor sich

geht, wird das Wachsen der letztern auf bestimmte Weise
gebunden sein an das der erstem.

Wir wollen uns beide Flächen materiell denken. Die

Fläche (Ä,) R S) wird in dem Augenblick, wo ihr erzeugender

Radius einen Rotationswinkel von 360" beschrieben hat, zwei

Randgebiete i?(, und R besitzen, welche dicht neben einander

liegen. Zwischen diesen beiden Randgebieten mag aber keine

Vereinigung eintreten. Wir wollen nämlich den erzeugenden

Radius, sobald er nach einer Drehung von 360^' zu seiner An-

fangslage i?,) zurückgekehrt ist, in seiner Rotationsbewegung

weiter fortfahren lassen, und gleichzeitig wollen wir das von

ihm nachgeschleppte, neu entstehende Flächengebiet, ohne mit

dem bei i?(, schon vorhandenem in Zusammenhang zu tre-
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teil, über dieses hinweg sich fortschieben lassen. Die Fläche

{Rq R S) wird alsdann die Gestalt einer Schraubenfläche an-

nehmen, in welcher die Anzahl der über einander liegenden Blätter

mit jeder Umdrehung des erzeugenden Radius um Eins zuninnnt,

und bei welcher eine Vereinigung der bei R^ und R liegenden

Randgebiete nun weiterhin völlig unmöglich ist.

Wir ändern gegenwärtig unsere Vorstellungen. Die Fläche

{R^, R S) mag nicht geradezu wie eine Seh rauben fläche,

sondern in etwas anderer Art wachsen. Während nämlich bei

Entstehung einer Schraubenfläche das im Wachsen begriffene obere

Blatt der Fläche beständig auf dem schon vorhandenen darunter

liegenden Blatt sich fortschiebt, nehmen wir an, dass bei Ent-

stehung der Fläche {R^ R S) das im Wachsen begriffene Blatt

die schon vorhandenen Blätter beliebig oft, und an beliebigen Stel-

len durchsetzen dürfe, dass also die voranschreitendc Begren-

zungslinie R des neu entstehenden Blattes sich gewisserma^sen

wie eine scharfe Kante oder Schneide verhalte, welche die schon

fertigen Blätter nach Belieben durchdringen kann.

Wir lassen nun die voranschreitende Kante R von ihrer An-

fangslage J?o aus im Ganzen m volle Umdrehungen machen, und

lassen dieselbe im Verlaufe dieser Umdrehungen in jedem Augen-

blick nach Belieben entweder das schon früher entstandene Flä-

chengebiet durchschneiden, oder ohne dasselbe zu verletzen ruhig

darüber hingleiten; jedoch so, dass sie schliesslich nach Ablauf

jener w Umdrehungen in ihre Anfangslage Rq hineinfällt. Ihre

Länge mag sie während jener m Umdrehungen von Augenblick

zu Augenblick beliebig geändert haben, zuletzt aber wiederum

eben so gross geworden sein, als sie zu Anfang war. Die solcher

Weise entstandene Fläche [R^ R S) wird alsdann zwei bei R^ und R
unmittelbar neben einander liegende Randgebiete haben. Lassen

wir zwischen diesen beiden Randgebieten eine Zusammenschmel-

zung eintreten, und setzen wir ferner — in Uebereinstimmung

mit den von uns angenommenen Grundvorstellungen (Seite 163)

— fest, dass in jeder Linie, wo zwei Theile der Fläche einan-

der durchsetzen, zwischen diesen beiden Theilen kein Zusam-

menhang vorhanden sein soll, so haben wir eine Fläche vor

uns, die nichts Anderes ist, als eine m blättrige Windungs-
f lache, deren Windungspunct in o liegt, und deren Rand durch



Reduclion einer Ricmann'sclicn Kngeinäche clc. 221

eine einzige nach m vollen Umgängen in sich selber znriicklau-

fende Curve S dargestellt wird.

Während nun die Fläche (/?„ R S) in solcher Weise anwächst

und schliesslich in eine m blättrige WindungsHäche übergeht, nimmt

gleichzeitig die von ihr abhängende Fläche (P,, P H) eine sehr viel

einfachere Gestalt an. Da nämlich die von den Radien R und P
gleichzeitig beschriebenen Rotationswinkcl t und d- in jedem Augen-

blick durch die Gleichung

m
mit einander verbunden sind , der Radius R aber m volle Um-
drehungen gemacht hat, so wird gleichzeitig der Radius P nur

eine Umdrehung ausgeführt haben. Und da ferner die Längen

jener beiden Radien in jedem Augenblick durch die Gleichung

P=j/R
verbunden sind, der Radius R aber nach Ablauf seiner m Um-
drehungen Avieder seine ursprüngliche Länge R^^ angenommen hat,

so wird auch der Radius P nach Ausführung seiner einen Um-
drehung wiederum zu seiner anfänglichen Länge Pq zurückgekehrt

sein. Während sich also die Fläche {Rq R S) in eine /«blätt-

rige Windungsfläche verwandelt hat, wird gleichzeitig die

von ihr abhängende Fläche (P„ P Z) in eine einblättrige Win-
dungsfläche übergegangen sein, deren Windungspunct in o liegt,

und deren Rand diuxh eine einzige in sich zurücklaufende Curve 2
dargestellt ist. Eine solche einblättrige Windungsfläche ist aber

oHenbar nichts Anderes als eine gewöhnliche Elementarfläche.

Um die Lage irgend eines Punctes auf der m blättrigen Win-
dungs fläche zu bestimmen, be<lienen wir uns der Polarcoor-

dinaten r, /; wir verstehen nämlich unter r den Abstand des

Punctes vom Windungspuncte o, und unter t den Winkel, um
welchen sich ein um o in positiver Richtung rotirender und auf

der Fläche fortgleitcnder Radius von der Lage Rq aus drehen

muss, bevor er mit dem betrachteten Punct zusammentrifft. Den-

ken wir uns m Puncte, welche in den m Rlättern der Fläche

gerade über einander liegen, so werden die Coordinaten r für all'

diese Puncte ein und dieselbe Grosse haben, die Coordinaten t

hingegen Werthe besitzen, von denen je zwei immer um 360"

von einander verschieden sind.

In ähnlicher Weise mag die Lage eines Punctes auf der ein-
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l)lä(t.rigen Elonionl.ar fläche durch zwei Coordinaten q,-& he-

stiinint W(;rden, von welchen die erstere den geradlinigen Ahsland

des Punctcs von co, und die zweite den positiv gerechneten Win-

kelahsland des Punctes von der Linie Pq angieht.

Endlich mögen je zwei zu der Windinigsfläche und zu der

Elementartläche gehörige Puncte r^ /und q, & correspondirende
Puncte genannt werden, sobald

Q =2 j/r, und

m

ist. Je zwei einander correspondirende Radien der einen

und andern Fläche werden dann nichts Anderes sein als zwei

Lagen, welche die erzeugenden Radien der beiden Flächen in

ein und demselben Augenblick besessen haben. Denken

wir uns also die Windungsfläche durch unendlich viele Radien in

lauter unendlich kleine Sectoren zerfällt, so wird die Elementar-

fläche durch die correspondirenden Radien ebenfalls in lauter

unendlich kleine Sectoren getheilt werden. Zieht man auf der

Windimgsfläche eine den Windungspunct o umkreisende und also

nach m vollen Kreisumgängen in sich selber zurücklaufende Linie,

so wird mit dieser auf der Elementardäche eine den Punct m

umkreisende und nach einem einzigen Umgang in sich zu-

rücklaufende Linie, also eine gewöhntiche Kreislinie corrcspon-

diren. Ist der Radius der auf der Windungsfläche gezogenen

FJnie gleich r, so ist der Radius der correspondirenden Linie auf

der Elementarfläche gleich j/r. Denken wir uns nun die auf der

Windungsfläche construirtcn Sectoren durch kreisförmige Linien

der genannten Art in lauter unendlich kleine Flächenelemente zer-

legt, so werden die correspondirenden Sectoren auf der Elemen-

tarfläche durch die correspondirenden Kreislinien ebenfalls in

lauter unendlich kleine Flächenelemente zerfallen.

Mit jedem Element der einen Fläche wird dann immer ein

bestimmtes Element der andern correspondiren. Ferner wird die

gegenseitige Lagerung benachbarter Elemente auf der einen Fläche

völlig dieselbe sein, wie die gegenseitige Lagerung der correspon-

direnden Elemente auf der andern. Es werden sich demnach die

beiden Flächen, was die Elemente anbelangt, in welche wir jede

derselben zerlegt haben, nur durch die verschiedene Grösse
dieser Elemente von einander unterscheiden. Das aber ist ein
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Unterschied, der durch geeignete Dehnungen und Biegungen
einer der heiden Flächen heseitigt ^\erd('n kann. Wir gelangen

somit zu folgendem Resultat:

Setzt man zwischen den Puncten r, t der Windimgsfläche tind

zwischen den Puncten q, -O der Elementarfläche die Correspon-

denz fest:

Q = j/7,

so wird sich durch stetige Umformung die eine Fläche in die

andere^ und % zwar jeder Punct der einen in den correspondirenden

Punct der a?idern verwandeln lassen. Zugleich ist zu bemerken,

dass die beiden Gleichungen, durch welche hier die Correspondenz

zwischen den Puncten der einen und andern Fläche festgesetzt

ist, in die eine Gleichung

Qe" f
zusammengezogen werden könne7i.

Wir wollen uns zwei Ilorizontalebenen, die o;?/ Ebene und

die 'e,yi Ebene denken, die sich an verschiedenen Stellen des

Raumes befinden, und von welchen die eine der Windungsfläche,

die andere der Elementarnäche zur Unterlage dienen mag. Was
die Lage der in diesen Ebenen vorhandenen Coordinatensysteme

anbelangt, so mögen die Achsen x und | durch diejenigen Lagen

dargestellt sein, welche die erzeugenden Radien der beiden Flä-

chen zu Anfang besassen, also durch die Lagen i?„ und P,,,

und andererseits die Achsen y und 7? durch diejenigen Lagen,

welche jeder der beiden Radien iu demjenigen Augenblick besass,

wo .er sich von seiner Anfangslage aus um 90'^ gedreht hatte.

Da, wie wir angenommen haben, die erzeugenden Radien um ihre

Anfangspuncte o und co in positiver Richtung rotiren, so wird bei

dieser Wahl der Achsen die y Achse zur x Achse, und ebenso

auch die »/Achse zur ^ Achse der Art liegen, wie es durch unsere

früheren Festsetzungen (Seite 163) geboten ist.

Die rechtwinkligen Coordinaten x, y irgend eines zur Win-
dungsfläche gehörigen Punctes drücken sich alsdann durch

seine Polarcoordinaten r, t \n. folgender Weise aus:
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X = r cos /,

y == r siii ^,

. it
X -T iy = re .

Und in ganz älnilicher Weise lassen sich alsdann auch die recht-

winkligen Coordinaten I, Tj irgend eines zur El ementarfl äche

gehörigen Punctes ausdrücken durch seine Polarcoordinaten q, d-;

nämlich so:

'^ =: Q cos d-,

7^ c= ^ sin '9-,

^ ~\. trj = Q . c .

Die zwischen den Puncten der einen und denen der andern Fläche

festgesetzte Correspondenz

Qe =
nimmt daher, falls man die Polarcoordinaten mit den rechtwink-

ligen Coordinaten vertauscht, folgende Gestalt an:

^ -\- tri z= yx + iy.

Somit können wir das vorhin erhaltene Resultat gegenwärtig auch

so aussprechen:

Setzt man zwischen den zur Windimgsfläche und zwischen den

zur Elementarfläche gehörigen Puncten x, y und |, t] die Cor-

respondenz fest:

'^ -\- if] z= fx 4- iy,

so wird sich durch stetige Umformung die eine -Fläche in die

andere, und zwar jeder Punct der einen in den correspondirenden

Punct der atiderfi verwandeln lassen.

Es seien oA, oB, oC, .... die Lagen, welche der erzeu-

gende Radius der Windungsfläche, während er in positiver Richtung

um rotirt, von Augenhlick zu Augenhlick annimmt; und ferner

(oa, (oß, coy, . . . diejenigen Lagen, welche der um co in posi-

tiver Richtung rotirende Radius der Elementarfläche in eben-

denselben Augenblicken annimmt. Alsdann werden die Puncte

J, Bj C, . . . . diejenigen sein, welche mit den Puncten a, ß, y, . . .

.

correspondiren, also diejenigen sein, welche in die Puncte

u, ß, y, . . . sich verwandeln, sobald man die eine P'Iäche in die

andere umformt. Die Puncte A, B, C, ... geben aber durch

ihre Reihenfolge eine positive Umlaufnng der Windungsfläche
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an; und Gleiches gilt von den Puncten «, ß, y, .... mit Be-

zug auf die Elementarfläche. Beachten wir dies, und geben wir

gleichzeitig dem Coordinatensystem x, y, auf welches die Win-

dungsfläche bezogen wurde, eine etwas andere Lage, nämUch
eine Lage, welche der bisher angenommenen parallel ist, bei

welcher der Windungspunct o aber nicht auf den Anfangspunct

des Coordinatensyslems, sondern auf irgend welchen andern Punct

fällt, so erhalten wir schliesslich folgenden, für die Zukunft wich-

tigen Satz:

JSine beliebig gegebene und beliebig begrenzte Windungs-

flache kann durch stetige Umformung immer in eine gewisse

Elementarfläche umgewandelt werden. Ist m die Anzahl der

in der Windungsfläche vorhandeneji Blätter^ und sind a, b die

Coordinaten des WindungSpundes in Bezug auf irgend ein in der

Ebene der Wi7idungsfläche festgesetztes rechtwinkliges Coordinaten-

system, so kann jene Umformung der Art ausgeführt werden,

dass jeder zur Windungsfläche gehörige Punct x, y in denjenigen

Punct §, 7] der Elemenlarfläche sich verwandelt, welcher mit ihm

durch die Gleichung

g + iiq = f [x + iy) — [a -j- ib)

verbunden ist.

Sind A, B, C, ... die auf einander folgenden Puncte im.

Rande der Windungsfläche , tind u, ß, y, .... diejenigen Puncte

im Rande der Elementarfläche , in welche sich jene bei der in Rede

Stehetiden Umformung verwandeln, so wird, falls durch die Reihen-

folge A, B, C, ... eine positive Umlaufung der Windungsfläche

angedeutet ist, durch die Punctreihe u, ß, y, ... eine ebenfalls

positive Umlaufung der Elemenlarfläche dargestellt sein.

Fünfter Abschnitt. Jede Riemann'sche Kugelfläche lässt sich

durch Zerschneidung und stetige Umformung auf ein System

von lauter elementaren Flächenstücken reduciren.

Wir wollen uns irgend eine Bieniann'sche Kugelfläche ^ ihrer

Gestalt nach vollständig gegeben denken, dieselbe uns also, was

die Anzahl ihrer über einander liegenden Blätter, was die Lage

ihrer Windungspuncte und Uebergangslinien anbelangt, völlig be-

stimmt denken. Besteht die Fläche aus n Blättern, so werden
Neumann, Abel'sche Integrale. \^
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die Ordnungen ihrer Windungspuncte durch irgend welche Zahlen

aus der Reihe 1,2,... n — 1 dargestellt sein. Es werden also

auf der Pläche Windungspuncte von verschiedenen Ordnungen

vorhanden sein können. Auch wird es sich ereignen können, dass

an ein und derselben Stelle mehrere Windungspuncte gerade

über einander liegen. (Vergl. Seite 203.)

Wir zerschneiden die gegebene Fläche 'R in irgend welche

Anzahl, z. B. in 1000 einzelne Stücke, und zwar in solcher Art,

dass jedes dieser Stücke nur eine Randcurvc besitzt und nicht

mehr als höchstens einen Windungspunct in sich enthält*).

Jedes von diesen Flächenstücken kann dann, falls es mehrblättrig

*) Eine derartige Zerstückelung der Kugelfläche 91 wird sich z. B.

in folgender Weise bewerkstelligen Lassen: Man ziehe durch den Mittel-

punct jener Fläche eine gerade Linie, und zwar in solcher Richtung,

dass sie durch keinen der auf der Fläche vorhandenen Windvmgspuncte

hindurchgeht. Diese Linie betrachte man für den Augenblick als die

Achse der Kugelfläche, und construire demgemäss auf der Fläche ein

Netz von Meridian- imd Parallel-Kreisen; den einzelnen Kreisen

gebe man dabei eine solche Lage, dass in jeder Masche des ent-

stehenden Netzes nicht mehr als ein Windungspunct, oder, falls

mehrere, doch nur gerade über einander liegende Windungs-

puncte vorhanden sind. Endlich führe man längs jener Meridian- und

Parallelkreise Schnitte aus, von welchen jeder durch sämmtliche
Blätter der Fläche hindurchdringt.

Die hiedurch herbeigeführte Zerstückelung wird alsdann den ge-

stellten Anforderungen entsprechen. Befindet sich nämlich in jenem

Schnittnetz eine Masche, welche keinen Windungspunct in sich ent-

hält, so wird dieselbe aus n ohne Zusammenhang übereinanderliegen-

den einblättrigen Flächenstücken bestehen; vorausgesetzt, dass n die An-

zahl der in der Fläche Dt über einander geschichteten Blätter vorstellt.

Befindet sich ferner in jenem Netz eine Masche, die nur einen, und zwar

einen Windungspunct erster Ordnung enthält, so wird diese Masche aus

n — 1 von einander getrennten Flächenstücken bestehen, von welchen

eins zweiblättrig, die übrigen einblättrig sind. Findet sich ferner eine

Masche vor, die zwei über einander liegende Windungspuncte,

einen von der ersten und einen von der zweiten Ordnung enthält,

so wird sie aus n — 3 getrennten Flächenstücken bestehen, von wel-

chen eins zweiblättrig, ein anderes dreiblättrig und die übrigen ein-

blättrig sind u. s. w. Von all' diesen einzelnen Flächenstücken werden

aber die einblättrigen gar keinen und die miehrblättrigen immer nur

je einen Windungspunct enthalten. Und ausserdem wird , wie man so-

fort übersieht, jedes von diesen Flächenstücken immer nur eine Rand-

curve besitzen.
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ist, als eine sphärisch gekrümmte Wintlungsfläche und,

falls es einhlättrig ist, als eine sphärisch gekrümmte Win-
dnngsfiäche 0'*^' Ordnung angesehen werden.

Offenhar kann eine sphärisch gekrümmte Windungsfläche

durch stetige Umformung in eine ebene Windungsfläche verwan-

delt werden; ehie Fläche der letztern Art kann aber, wie wir

vorhin (Seite 225) gesehen haben, durch abermalige stetige Um-
formung in eine Elementar fläche umgewandelt werden. Für

die Ausführung dieser beiden Umformungen ist kein bestimmter

Weg vorgeschrieben; sie können auf unendlich viele Arten be-

werkstelligt werden.

Von den Flächenstücken, in welche wir die gegebene Rie-

mann'sche Kugelfläche dl zerlegt haben, wird sich demnach jedes

in stetiger Weise, und zwar auf unendlich viele Arten, zu einer

Elementarfläche umformen lassen. Unter diesen unendlicii

vielen Umformungsarten befinden sich zwei, die von besondrer

Wichtigkeit sind, und auf die wir daher näher eingehen wollen.

Wir betrachten dabei irgend eines unter jenen Flächenstücken.

Es mag 21 heissen und aus m Blättern bestehen, also eine sphä-

risch gekrümmte Windungsflächc (m — 1) "" Ordnung sein. Ferner

mögen a;, y die Kugele oordinaten (vergl. Seite 133) irgend

eines zu dem Flächenstück gehörigen Punctes, und «, b die

Kugelcoordinaten des darauf befindlichen Windungspunctes

sein. Sollte zufälliger Weise ot = 1, das Flächenstück mithin

einblättrig sein, so würde irgend ein beliebig gewählter.

Punct des Flächenstücks als Windungspunct zu betrachten, und,

was seine Coordinaten anbelangt, mit «, b zu bezeichnen sein.

Erste Methode der Umformung.

Das zu betrachtende m blättrige Flächenstück 21 bildet einen

Theil der ursprünglich gegebenen Riemann'sclien Fläche 9t, und

hat demnach, ebenso wie jene, gewissermassen eine mit dem
Durchmesser Eins beschriebene Kugel zur Unterlage. Es

seien (Fig. 57), ebenso wie früher, und 0' die beiden Puncte,

in welchen diese'Kugel von der Horizontal- und Antipoden-

ebene berührt wird.

Wir lassen alle zum Flächenstück 21 gehörigen Puncte, ohne

ihren gegenseitigen Zusammenhang in anderer, als stetiger Art

zu ändern, auf geradlinigen, von 0' ausstrahlenden Bahnen so

15*
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weit fortvvandern, bis sie auf die Horizontal ebene fallen, und

bezeichnen denjenigen Zustand, in welchen das Flächenstück hie-

durch versetzt wird, mit %^. In diesem Zustande wird das Flä-

chenstück, ebenso wie früher, eine m blättrige Windungsfläche

sein, aber eine Windungsfläche, welche nicht mehr sphärisch

gekrümmt, sondern eben ist; und gleichzeitig wird es dann

zur Unterlage nicht mehr die Kugel, sondern die Horizontal-

ebene haben.

Nicht immer lässt sich die eben genannte Operation der Art

ausführen, dass die in Betreif der Stetigkeit gestellte Bedingung

erfüllt wird. Enthält nämlich das betrachtete Flächenstück, wäh-

rend seines ursprünglichen Zustandes, einen bei 0' liegenden Punct

in sich, so wird bei Ausführung jener Operation in diesem Puncte

eine Zerreissung des Flächenstücks eintreten; der Zusammen-

hang zwischen den bei 0' liegenden Puncten wird also in diesem

Falle einer gewaltsamen, einer unstetigen Aenderung unter-

worfen werden. Wir wollen diesen Ausnahmefall ganz ausser Acht

lassen, also unter 31 ein Flächenstück verstehen, wel-
ches keinen bei 0' liegenden Punct in sich enthält.

Ist (Fig. 57) die räumliche Lage des

Flächenstückes, während seines ursprüng-

lichen Zustandes %, dargestellt durch öt,

so vyird sie nach Eintritt des neuen Zu-

standes %^ dargestellt sein durch st. Die-

jenigen Puncte des Flächenstücks, welche

sich während des ersten Zustandes z. B.

in P befinden, werden nach Eintritt des

letztern bei Q liegen.

Wir haben die Kugelcoordinaten des auf unserm Flächen-

stück befindlichen Windungspunctes mit a, 6, und ferner die,

Kugelcoordinaten irgend eines andern zu dem Flächenstück ge-

hörigen Punctes mit x, y bezeichnet. Sind nun a^, 6" und x*', y^^

diejenigen Coordinaten, welche diese Puncte nach Eintritt des

neuen Zustandes W in Bezug auf das in der Horizontalebene vor-

handene Coordinatensystem annehmen, so wird (vergl. Seite 133)

«0
-I- ^ftü ^ a -{- ib,

^** + iy^ = X -\- iy
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Die durch 51" dargestellte, auf der Horizontalehene liegende

Windungsfläche verwandeln wir nun durch stetige Umformung in

eine Elementarfläche, und nehmen dabei zur Unterlage der

letztern eine Hülfsebene, die sich irgendwo im Räume befinden

mag, und in welcher zwei auf einander senkrechte Coordinaten-

achsen ^, t] festgesetzt sein mögen. Diese Umformung führen wir

(vergl. Seite 225) in solcher Weise aus, dass jeder zur Windungs-

fläche 51" gehörige Punct x^, if in denjenigen Punct ^, >; der

Elementarfläche sich verwandelt, welcher mit ihm durch die

Gleichung

^-\- iri=z j/ (icO i- iif) — (a" + ib^)

verbunden ist.

Denken wir uns solches wirklich ausgeführt, und bezeichnen

wir die hiebei sich ergebende Elementarfläche mit a, so haben

wir dann das betrachtete Flächenstück durch zwei auf einander

folgende Umformungen zuerst aus dem ursprünglichen Zustande 31

in den Zustand 31", und sodann aus diesem letztern in den Zu-

stand a versetzt. Sind x, y, ferner a;", y^ und endlich 'e,, rj die

drei Orte, welche- irgend ein zu dem Flächenstück gehöriger

Punct während jener drei Zustände der Reihe nach einnimmt,

so findet zwischen dem ersten und zweiten Ort die Relation

statt:

a:" + iy^ = x -\- iy,

ferner zwischen dem zweiten und dritten die Relation:

^ + irj = ]/{x'' + iy'>] — (a" + tb'),

Eliminirt man aus diesen beiden Relationen a:" -\- iy'

man zu einer directen Beziehung zwischen dem ersten und dritten

Ort, welche so lautet:

i + in = ]/{x + ^— K + /6**),

und welche sich, wenn man die vorhin angegebene Gleichung

«0
-f-

?ftO __ f^ _|_ II) benutzt, um die Constante «" + /fe" durch

die Constante a -\- ib zu ersetzen, auch so darstellen lässt:

(1)
^ + i7j^j/{x + ty)-^{a + ib).

Sind also x^ y und |, ^ die Coordinaten, welche ein nnd

derselbe Punct des Flächenstücks nach einander zur

Zeit desZustandes 31 und zur Zeit desZustandes a be-

sitzt, so werden jene Coordinaten jederzeit durch die

vorstehende Relation (1) mit einander verbunden sein.
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Wir wollen uns nun eine beliebig gegebene, von x + iy ab-

iiängentle Function f{x + iy) denken. Die Wertbe dieser Function

mögen aul dem betrachteten Flächenstück zur Zeit seines ur-

sprünglichen Zustandes ausgebreitet und mit den einzelnen

Puncten des Flächenstücks in unlösliche Verbindung gebracht

sein, so dass der in jedem einzelnem Puncte vorhandene Werth

— mag nun der Punct sich in Ruhe oder in Bewegung befinden,

mag er an diese oder an jene Stelle des Raumes versetzt werden —
beständig ein und derselbe bleibt. Die in den einzelnen Punc-

ten des Flächenstücks vorhandenen Functionswerthe werden dann

— mag nun das Flächenstück in seinem ursprünglichen Zustande

% verharren, oder mag dasselbe durch Umformung in den neuen

Zustand a versetzt werden — immer ein und dieselben bleiben.

Der von irgend welchem Punct des Flächenstücks getragene

Functionswerth kann, wenn man die Coordinaten des Punctes zur

Zeit des einen und zur Zeit des andern Zustandes mit a;, y und

mit ^, 71 bezeichnet, in zwei verschiedenen Formen dargestellt

werden; zuvörderst nämlich durch:

(2 a.) fix-^iyh

sodann aber, weil zufolge (1) ^ {x -\- iy) — (a + ib) = | + i%

mithin x + iy = [a -j- ib) + (^ + iiq)"' ist, auch dargestellt wer-

den durch

:

(2b.) f(^^a + ih) + {^ + iny'%

Von diesen Ausdrücken (2a) und (2b), welche also beide ein

und denselben Werth, nur in verschiedener Form angeben,

wird der erster e den Vorzug verdienen, so lange wir das Flä-

chenstück im Zustande 51 lassen. Denn durch jenen Ausdruck

wird der von dem betrachteten Puncte getragene Werth in un-

mittelbare Beziehung gestellt zu x, y, d. i. zu denjenigen Coordi-

naten, welche der Punct während jenes Zustandes 51 besitzt.

Befindet sich hingegen das Flächenstück in dem Zustand a,

so wird, aus ähnlichem Grunde, der zweite Ausdruck (2b.) den

Vorzug verdienen. Denn durch diesen wird der von dem Puncte

getragene Werth in unmittelbare Beziehung zu |, »y, also zu den-

jenigen Coordinaten gesetzt, welche der Punct zur Zeit des Zu-

standes a besitzt.

Ebenso wie in dem Ausdruck (2 a.) x und y nur insofern

enthalten sind, als das Binom x -\- iy darin vorkommt, ebenso
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sind andrerseits ^ und t] in dem Ausdruciie (2b.) mir insoweit

enthalten, als das Binom ^ + irj darin sich vorfindet. Sind

also, wie hier vorausgesetzt wurde, die auf dem Flä-

chenstück ausgebreiteten Functionswerthe zur Zeit

seines ursprünglichen Zustandes 51 nicht von x \mä y,

sondern nur von dem einen Argumente x + iy abhängig,

so werden dieselben nach Eintritt des neuen Zustan-

des a ebenfalls nicht von ^ und vj, sondern wiederum
nur von dem einen Argumente ^ + tri abhängig sein.

Es seien A, B, C, . . . die am Rande von 21 auf einander fol-

genden Puncte; ferner seien A^\ B^, C", . , . und a, ß, y, . . . die-

jenigen Puncte, in welche sich jene, bei der Umformung des

Flächenstücks 51 in die Flächenstücke 5t" und a, verwandeln.

Denken wir uns — wie Aehnliches bereits bei einer früh-

eren Gelegenheit (Seite 151) geschah — in 0' einen leuchtenden

Punct, so wird, während wir das Flächenstück 5t in positiver

Richtung umlaufen, gleichzeitig unser auf die Horizontalebene ge-

worfener Schatten in positiver Richtung um 5^ herumwandern.

Sind demnach, wie wir voraussetzen wollen, die Puncte A^ B, C, . .

.

der Art geordnet, wie sie bei einer positiven Umlaulüng des

Flächenstücks 5t auf einander folgen, so werden A*^, B^\ C'\ ....

ebenfalls so geordnet sein, wie sie bei positiver Umlaufnng von

5t*' auf einander folgen.

Hieraus aber folgt mit Zuziehung eines früher (Seite 225)

gefundenen Satzes, dass Aehnliches auch von den Puncten a, ß, y, . .

.

gilt, dass nämlich diese ebenfalls der Art geordnet sind, wie sie

bei einer positiven Umlaufung von a auf einander folgen.

Denken wir uns nun wiederum das betrachtete Flächenstück

mit den Werthen irgend welcher Function f belastet, und die

einzelnen Puncte des Flächenstücks mit diesen VVcrthen unlös-

lich verbunden, so wird der während des ursprünglichen Zu-

standes 51 im Puncte A vorhandene Werth derselbe sein, wel-

cher sich nach Eintritt des Zustandes 51" in -4", und nach Ein-

tritt des Zustandes a in a befindet. Ebenso wird der ursprüng-

lich in B vorhandene Functionswerth derselbe sein, welcher bei

Eintritt der beiden spätem Zustände in 5" und in ß vorhanden

ist u. s. w. Sind demnach fx-, f^-, f^> • • • die am Rande des

Flächenstücks vorhandenen Functionswerthe, und

läuft diese Werthreihe /"j, f.^, h> • • • während des ur-
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sprünglichen Zustandes % in positiver Richtung um das
Flächenstück herum; so wird dieselbe nach Eintritt

des neuen Zustandes a ebenfalls in positiver Richtung
um das Flächenstück herumgehen.

Zweite Methode der Umformung.

Von den Flächenstücken, in weiche die Riemann'sche Kugel-

fläche zerschnitten wurde, haben wir bei Auseinandersetzung der

ersten Umformungsart nur diejenigen berücksichtigt, welche

keinen bei 0' liegenden Punct enthalten. Hier bei Auseinander-

setzung der zweiten Umformungsart werden wir umgekehrt nur
auf diejenigen Rücksicht nehmen, welche keinen bei

liegenden Punct in sich enthalten.

Das betrachtete Flächenstück mag wiederum mit % bezeich-

net werden. Wir lassen zuvörderst die zu ihm gehörigen Puncte

auf geradlinigen von ausstrahlenden Bahnen so weit fortwan-

dern, bis sie sämmtlich auf die Antipoden ebene zu liegen

kommen, und bezeichnen den neuen Zustand, in welchen das

Flächenstück hiedurch versetzt wird, mit 51'. Diese Umgestaltung

des Flächenstückes wird, weil dasselbe keinen bei hegenden

Punct in sich enthalten soll, vor sich gehen, ohne dass der gegen-

seitige Zusammenhang seiner Puncte dabei andere, als steWge
Aenderungen erleidet. Sind x, y und x\ y die Coordinaten,

welche irgend ein Punct des Flächenstücks nach einander wäh-

rend des Zustandes 51 und während des Zustandes 5t' besitzt, so

wird (vergl. Seite 147) jederzeit

' 1 • ' 1
X -^r ly =

, .

sein. Sind mithin a, h und a\ h' die Coordinaten, welche der zu

unserm Flächenstück gehörige Windungspunct während jener bei-

den Zustände besitzt, so wird

a -{- ih =
a-{-ib

sein.

Das Flächenstück hat, falls wir uns dasselbe im Zustande 51'

denken, die Gestalt einer ebenen m blättrigen Windungs-
fläche; wir werden daher dasselbe durch stetige Umformung ver-

wandeln können in eine gewisse Elementar fläche, die mit a

bezeichnet werden mag. Nehmen wir zur Unterlage dieser Ele-

mentarfläche eine horizontale Httlfsebene, die sich irgendwo im
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Raum befindet, und mit zwei auf einander senkrechten Achsen

^, 7} versehen ist; so wird jene stetige Umformung in solcher

Weise bewerkstelligt werden können, dass sich dabei ein jeder

zur Windungsfläche 51' gehörige Punct x\ y in denjenigen Punct

^, y\ der Elementarfläche a verwandelt, welcher mit ihm durch

die Gleichung

1 + «^ = /7(a;' + iy) — («' + i¥)

verbunden ist. Denken wir uns solches wirklich ausgeführt, so

haben wir dann durch zwei auf einander folgende stetige Umfor-

mungen das gegebene Flächenstück aus dem ursprünglichen Zu-

stande 51 zuerst in den Zustand 51', und darauf aus diesem letztern

in den Zustand a versetzt.

Betrachten wir irgend welchen Punct des Flächenstücks, und

bezeichnen wir die Orte, welche demselben während der eben

genannten drei Zustände successive zu Theil werden, mit .r, y,

mit X, y und mit ^, »/, so ist:

ferner

:

i,-\- in = ]/[x + iy) — («' + iH),

und hieraus folgt durch Elimination von x + iy :

« + '" = f^, - («' + '*')•

oder, wemi man die Gleichung ci -f- ih' = —r-rr benutzt, um^ a -\- ib

die Constante a + ib' durch die Constante a -f ib zu ersetzen:

(1) ^ + in == V—T-- -T-^-^ ^ . = ' ' f a; _|_ jj, a-\- ib

Sind also x, y und §, i? die Coordinaten, welche ein und

derselbe Punct des Flächenstückes nach einander wäh-
rend der Zustände 51 und a besitzt, so werden jene

Coordinaten jederzeit durch die vorstehende Relation

(1) mit einander verbunden sein.

Wir denken uns nun, ebenso wie früher, das Flächenstück

mit den Werthen einer beliebig gegebenen Function f [x -\- iy)

belastet und jeden einzelnen Punct des Flächenstücks mit dem

ihm zu Theil gewordenen Werthe auf unlösliche Weise verbun-

den. Bezeichnen wir die Coordinaten, welche irgend ein Punct

des Flächenstücks nach einander während der Zustände 51 und a
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annimtut, mit x, y und |, »/, so wird der von ihm getragene

Kunctionswerth in zwei verschiedenen Formen darstellbar sein.

Zuvörderst nämlich wird er ausgedrückt werden können durch:

(2 a.) f{x + iy).

Sodann aber wird er, weil zufolge (1):

X -\- ly = -
l^{a-\-ib) i^ + ir,r

ist, auch darstellbar sein durch:

(2 b.) f( ^^^^
;;.V

Die Ausdrücke (2a.) und (2 b.) stellen also beide ein und den-

selben Werth, nur in verschiedener Gestalt, dar. Je nachdem

man sich das Flächenstück im Zustande 51 oder a denkt, wird

der eine oder der der andere von diesen beiden Ausdrücken den

Vorzug verdienen.

Von Wichtigkeit ist eine Bemerkung, die sich aus dem An-

blick der beiden Ausdrücke (2 a.) und (2 b.) sofort ergiebt; es ist

folgende: Sind die auf dem Flächenstück ausgebreiteten

Functionswerthe zur Zeit seines ursprünglichen Zu-

standes % nicht von x und y, sondern nur von dem
einen Argumente x + iy abhängig, so werden dieselben

nach Eintritt des neuen Zustandes a ebenfalls nicht

von ^ und rj, sondern nur von dem einen Argumente

^ + if] abhängen.

Die am Rande des Flächenstückes % vorhandenen Puncte

mögen in derjenigen Reihenfolge, wie sie bei einer positiven

Umlaufung von % auf einander folgen , mit A, B, C, . . . bezeich-

net werden; ferner mögen diejenigen Puncte, in welche sich die

eben genannten, bei der Umformung von 21 in 21' und in a, ver-

wandeln, mit A\ B\ C", . . . und mit a, ß, y, . . . benannt wer-

den. Es fragt sich, ob unter diesen Umständen A\ B\ C' . . .

ebenfalls in positiver Richtung um 2t' herumlaufen, und ob

Gleiches auch von a, ß, y . . . mit Bezug auf a gilt.

Denken wir uns in einen leuchtenden Punct, so wird,

während wir auf der Kugelfläche um das Flächenstück 21 in

positiver Richtung herumwandern, gleichzeitig unser nach der

Antipodenebene geworfener Schatten um das Flächenstück 21' in

ebenfalls positiver Richtung herumlaufen; wie ganz Analoges
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bereits bei einer früheren Gelegenheit (S.- 151) bemerkt wurde.

Daraus aber folgt, dass ebenso wie durch A^ B, C, . . . eine po-

sitive Umlaufung von %, ebenso auch durch A\ B', C', . . . eine

positive Umlaufung von 51' repräsentirt wird.

Wird aber durch A', B', C, ... eine positive Umlaufung

von 31' dargestellt, so muss mit Rückblick auf einen früheren

Satz (S. 225) Gleiches auch \on a , ß, y, . . . mit Bezug auf die

Elementarfläche a gelten.

Sind demnach /\, /"j, /'s,
• • . die am Rande unseres

Flächenstücks vorhandenen Functionswerthe, und sind

diese Werthe so geordnet, wie sie zur Zeit des ursprüng-

lichen Zustand es 51 bei einer positiven Umlaufung des

Flächenstücks auf einander folgen; so werden diesel-

ben nach Eintritt des neuen Zustandes a immer noch
in gleicher Weise, nämlich nach wie vor in der Art ge-

ordnet sein, wie sie bei einer positiven Umlaufung des

Flächenstückes auf einander folgen.

Sechster Abschnitt. Fortsetzung. Schliessliches Resultat der

Untersuchung.

Wir wollen die Resultate, zu welchen wir in dieser Vorlesung

gelangt sind, noch einmal an uns vorübergehen lassen, und den-

selben dabei zugleich eine Fassung zu geben suchen, wie sie für

spätere Anwendungen möglichst bequem ist.

Eine beliebig gegebene Riemann'sche Kugelfläche lässt sich

durch geeignete Schnitte jederzeit in eine Anzahl Flächenslücke

zerlegen, von welchen jedes einzelne als eine sphärisch ge-

krümmte Wind ungsfläche von derO'«n, oder 1*®", oder 21"'

u. s. w. Ordnung angesehen werden kann.

Durch stetige Umformung lässt sich sodann jedes von

diesen Flächenstücken in eine Elementarfläche verwandeln.

Unter den unendlich vielen Arten, wie solches bewerkstelligt wer-

den kann, giebt es zwei, die von besonderer Wichtigkeit sind.

Sind X, tj die Kugelcoordinaten irgend eines zu dem Flächenstück

gehörigen Punctes, ferner «, h die Kugelcoordinaten des auf dem-

selben befindlichen Windungspunctes, und bedeutet endlich m die

Anzahl der in dem Flächenstück über einander liegenden Rlätter;

so lassen sich jene beiden Arten in folgender Weise angeben:



236 Sechste Vorlesung.

Erste Methode^ Die stetige Umformung des Flächenstücks

in eine Elementarfläche wird in solcher Weise ausgeführt^ dass

jeder zum Flächenstück gehörige Punct x., y in denjenigen Punct

^, 7] der Elementarfläche sich verwandelt^ welcher mit ihm durch

die Gleichung

^ + «t/ = ^(o; + iy) — (ö +"7&)

verbunden ist.

Zweite Methode. Jene Umformung wird in der Weise aus-

geführt .^ dass jeder zum Flächenstück gehörige Punct o;, y in den-

jenigen Punct §, rj der Elementarfläche sich verwandelt^ welcher

mit ihn durch die Gleichimg

i + 'n = -y^r.
1

a-fTb
verbunden ist.

Nicht immer ist. es der Willkühr überlassen, welche von

diesen beiden Methoden man in Anwendung bringen will. Es ist

nämlich, falls das Flächenstück einen bei' x -\- iy = liegenden

Funct in sich enthält, nur die erste, und, wenn dasselbe mit

einem bei x -^ iy =i oo liegenden Punct behaftet ist, nur die

zweite anwendbar; hingegen kann nach Belieben die erste

oder die zweite Methode benutzt werden, sobald das Flächen-

stück weder einen bei x-\-iy=: 0, noch auch einen bei x + iy=(X>

liegenden Punct in sich enthält.

Der verwickelte Zustand, in welchem sich das zu der Rie-

mann'schen Kugelfläche gehörige Flächenstück von Hause aus be-

findet, mag der ursprüngliche Zustand desselben genannt werden;

und diesem gegenüber mag der einfache Zustand, in welchen das

Flächenstück nach seiner Lostrennung von jener Kugelfläche durch

eine der beiden eben angegebenen Umformungsmethoden — gleich-

gültig ob durch Anwendung der einen oder der andern — ver-

setzt wird, der natürliche Zustand genannt werden. Der erstere

Zustand wird jederzeit dargestellt sein durch eine sphärisch
gekrümmte Windungsfläche, der letztere durch eine Ele-

mentarfläche.

Denkt man sich die einzelnen Puncte des Flächenstückes mit

den Werthen irgend welcher Function belastet, und jeden Punct

mit dem ihm einmal zuertheilten Functionswerthe unlöslich
verbunden, so wird zwischen den Bildern, welche das mit

diesen Werthen belastete Flächenstück zur Zeit des erstem und
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zur Zeit des letztern Zustandes darbietet, ein hoher Grad von

Uebereinstimmung stattfinden.

Um, indem wir näher hierauf eingehen, beide Bilder in Ge-

danken besser aus einander zu halten, bezeichnen wir das Fiächen-

stück in seinem ursprünglichen Zustande mit %, in seinem

natürlichen Zustande hingegen mit a. Und ebenso bezeichnen

wir auch die auf demselben ausgebreiteten Functionswerthe, ob-

wohl sie in beiden Zuständen ein und dieselben sind, nicht in

beiden Fällen auf einerlei Weise, sondern während des ursprüng-

lichen Zustandes nnt /", während des natürlichen Zustandes

hingegen mit (p. Zwischen den Coordinaten x, y eines auf % be-

findlichen Punctes und zwischen den Coordinaten |, r] des zu a

gehörigen cor r espondir enden Punctes wird alsdann jederzeit

eine der beiden Gleichungen:

stattfinden, nämlich die eine oder die andere Gleichung, je nach-

dem die Umformung von % in a durch Anwendung der ersten

oder durch Anwendung der zweiten Methode bewerkstelligt wor-

den ist. Und ferner wird alsdann, wenn wir den in a-, y vor-

handenen Functionswerlli mit /", und den in dem correspon-

dir enden Punct^, ?/ vorhandenen Functionswerth mit cp be-

zeichnen ,
jederzeit

«P = /

sein.

Die Uebereinstimmung, welche zwischen den beiden Bildern

(31, m, X, y, f)

und
(a, 1, ^, 1], cp)

stattfindet, lässt sich nun leicht in übersichtlicher Weise angeben.

Zuvörderst ergeben sich nämUch mit Rücksicht auf die zuletzt

(S. 227— 235) erhaltenen Ergebnisse in Bezug auf diese; Ueber-

einstimmung folgende Sätze:

/. Sind die auf % befiridlicheii Werthe f tiicht von x und y,

sondern nur von dem eifieti Argument x + iy abhängig^ so wer-

den die auf (i vorhandenen Werthe cp ebenfalls nicht von 'S, und %
sondern nur von dem einen Argumente | + iv] abhängen. ^

//. ^ind /'j
, /21 fii • • • di^ ""* Rande von % vorhandenen
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Werthe in derjenigen Reihenfolge, wie sie bei einer positiven

Umlaufung von % mif ei)iander folgen , tmd sind cp^, (p^, cp.^, . .

.

die mit /"j, /"j, f^, . . . idetitischen, am Rande von a befind-

lichen Werthe, so werden <p^, (p^, «503, ... ebenfalls der Art ge-

ordtiet sein, wie sie bei positiver Umlaufimg von <x auf einander

folgen.

An diese beiden Sätze reihen sich sodann andere an, die

sich aus den zu Anfang dieser Vorlesung erhaltenen Resultaten

(vcrgl. S. 209) unmittelbar ergeben; sie lauten:

///. Sind die Werthe f auf % allenthalben eindeutig, d.h.

ist jeder zu 51 gehörige Puncl immer nur mit je einem Werthe

f belastet, so wird Gleiches auch von den auf a befindlichen Wer-

then (p gelten.

IV. Sind die Werthe f auf % alle?ithalben stetig, so wird

Gleiches auf a von den Werthen (p gelten.

V. Sitid die Werthe f auf % in irgend welchen Puncteti un-

stetig, so werden die Werthe (p in den correspondir enden

Puncteti von a ebenfalls unstetig sei?i. Sind die Utistetigkeits-

puncte von f Pole, so werden die correspondirenden Unstetigkeits-

puncte von cp ebetifalls Pole sein.

VI. Sind die Werthe f i?i irgetid welchen Puncten voti %
gleich Null, so werden die Werthe cp in den correspondir en-

den Puncten von a ebenfalls Null sein.

Endlich würde noch zu bemerken sein, dass all' diese Sätze

sich umkehren lassen. Sind z. B. — so lautet die Umkehrung

des I. Satzes — die auf a vorhandenen Werthe cp nicht von ^

und t], sondern nur von ^ + iri abliängig, so werden die auf

% befindlichen Werthe f ebenfalls nicht von x und y, sondern

nur von x + iy abhängen.
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Functionen mit einem complexen Argument in

ihrer Ausbreitung auf der Riemann'schen

Kugelfiäche.

Erster Abschnitt. Untersuchung einer von x -\- iy abhängenden

Function, die auf irgend einem Theile einer Riemann'schen

Kugelfläche überall eindeutig und mit Ausnahme einzelner Pole

daselbst auch überall stetig ist. Die Ordnungszahlen einer

solchen Function.

In einem Pole ist, wie wir früher (S. 95) allgemein nachge-

wiesen haben, der Werth der Function jederzeit nnendlich gross.

Nun haben wir früher, als wir uns mit den Flächen einfachster

Art, nämlich mit elementaren Flächen beschäftigten, verschie-

dene Grade des Unendlichwerdens, und d(?m entsprechend Pole

von dieser oder jener Ordnung unterschieden. Desgleichen haben

wir damals verschiedene Grade des Nullwerdcns, und demgcmäss

Nullpuncte von mehr oder weniger hohen Ordnungen unterschie-

den. Es ist von Wichtigkeit, derartige Unterscheidungen auch

dann eintreten zu lassen, wenn die betrachtete Function nicht

auf einer elementaren, sondern auf irgend welcher andern Fläche

ausgebreitet ist. Doch wollen wir, indem wir solches unterneh-

men , nicht Flächen von ganz beliebiger Form in Betracht ziehen

;

vielmehr uns dabei auf diejenigen Flächen beschränken, welche

für unsere weiteren Untersuchungen erforderlich sind, nämlich

auf die Riemann'schen Kugelflächen.

Es sei eine Ri^mann'scbe Kugelfläche von beliebiger Be-

schaffenheit gegeben; auf dieser sei irgend eine gegebene Function
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ausgebreitet; und diese Function besitze auf der Fläche irgend

welche Nullpunctc und irgend welche Pole. •

Wir betrachten zunächst die Nullpuncte. Hinsichtlich der

Werthe, welche die Function in diesen Puncten selber besitzt,

kann olTenbar keinerlei Verschiedenheit stattfinden: denn diese

Werthe sind sämmtlich Null, mithin unter einander identisch.

Sollen also jene Puncte in verschiedene Arten oder Ordnungen

eingetheilt werden, so kann eine solche Eintheilung — ebenso

wie früher bei Behandlung der elementaren Flächen — ihre Be-

gründung nicht in denjenigen Functionswerthen fmden, welche in

den Puncten selber vorhanden sind, sondern nur in denjenigen,

welche sich in der Nähe jener Puncte, nämlich in den Be-
reichen der Puncte befinden.

Nun können die Bereiche der einzelnen Nullpuncte, je nach

der Lage, welche sie auf der Biemann'schen Kugelfläche besitzen,

von sehr verschiedener Form sein. Denn das Bereich eines

solchen Punctes wird, je nachdem derselbe in einem gewöhn-
lichen oder in einem Windungspuncte der Fläche liegt, bald

durch eine kleine Fläche von einblättriger Form, bald durch

eine kleine Windungsfläche von mehrblättriger Form dar-

gestellt sein.

Sollen daher die Bereiche jener Nullpuncte hinsichtlich der

von ihnen getragenen Functionswerthe mil einander verglichen

werden, so wird man, falls etwa das eine Bereich einblättrig,

ein anderes fünfblättrig, ein drittes zwölf blättrig, u. s. w. sein

sollte, eine solche Vergleichung gar nicht vorzunehmen im Stande

sein, falls man nicht zuvor all' jene Bereiche durch Umgestaltung

in gleiche Form gebracht hat. Ebenso etwa, wie es bei einer

physikalischen Untersuchung, wenn mehrere Körper hinsichtlich

ihrer Dimensionen mit einander verglichen werden sollen, noth-

wendig ist, dieselben zuvor in gleiche Temperatur, etwa in

eine gewisse, ein für allemal festgesetzte Normal-Temperatur
zu versetzen; ebenso wird es hier, wo die Bereiche mehrerer

Puncte hinsichtlich der von ihnen getragenen Functionswerthe

unter einander in Vergleich gestellt werden sollen, erforderlich

•sein, all' jene Bereiche zuvor in gleiche Form, etwa ebenfalls

in eine gewisse, ein für allemal festgesetzte Normal-Form zu

bringen.

Welche Form dabei als Normal -Form festgesetzt werden
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soll, ist im Grunde ziemlich gleichgültig. Doch wird es gut sein,

eine möglichst einfache zu wählen. Es mag dazu die Form einer

Elementar fläche, nämlich diejenige Form genommen werden,

welche das Bereich des betrachteten Punctes in seinem natür-

lichen Zustande besitzt (S. 236).

Denken wir uns die Bereiche der einzelnen Nullpuncte, welche

die Function auf der gegebenen Riemann'schen Kugelfläche be-

sitzt, in diese Normalform versetzt, denken wir uns also die

kleinen Flächenstücke, durch welche jene Bereiche dargestellt

werden, in lauter, elementare Flächenstücke verwandelt; so

wird nun schliesslich unsere Aufgabe darin bestehen, dass wir

die auf diesen Flächenstücken vorhandenen Functionswerthe unter

einander vergleichen, und auf Grund einer solchen Vergleichung

die auf jenen Flächenstücken vorhandenen Nullpuncte in verschie-

dene Ordnungen eintheilen. Das aber ist eine Aufgabe, die der

Lösung nicht mehr bedarf. Denn um die Nullpuncte von Func-

tionen, die auf elementaren Flächenstücken ausgebreitet sind,

in verschiedene Ordnungen einzutheilen , haben wir bereits früher

(S. 111) völlig bestimmte Regeln festgesetzt.

Wir sind damals, als wir uns mit elementaren Flächen-

stücken beschäftigten, noch weiter gegangen. Wir haben uns

damals nicht allein auf die Nullpuncte beschränkt, vielmehr

gezeigt, wie sich, unter Zugrundelegung eines gewissen durch-

greifenden Princips, für jeden beliebigen Punct — mochte

er nun ein Nullpunct oder ein Pol oder irgend welcher anderer

Punct sein — im Allgemeinen immer eine gewisse ihm zugehörige

Ordnungszahl ergiebt. Diese Zahl war jederzeit eine endhche

ganze Zahl; sie war positiv für die Nullpuncte, negativ für die

Pole, und Null für die übrigen Puncte.

In gleicher Allgemeinheit können wir auch gegenwärtig, wo

wir es mit irgend welcher Riemann'schen Kugelfläche zu thun

haben, verfahren. Wir gehen dabei in ganz ähnlicher Weise zu

Werke, wie vorhin bei den Nullpuncten, setzen nämlich folgende

Definition fest:

Deßjiition. Ist eine Riemmiti'sehe Kugelßäche mit den Wer-

then irgend welcher Function belastet^ so soll im Allgemeinen Je-

der Punct der Fläche mit einer gewissen Ordnungszahl ver

sehen werden. Unter dieser Zahl soll jederzeit diejenige Ordnungs-

zahl verstanden werden, welche dem Puncte zukommt, sobald man
Neumann, Abel'scho Inlcgrale. \Q
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(his ihm zugehörige. Bereich in seinen 7ialürlichen Zustand
versetzt.

Handelt es sich also darum, die Ordnungszahl irgend eines

Punctes der gegebenen Eiema?in' scheti Kugelßächc wirklich zu be-

stimmen, so wird man zuvörderst das kleine Fläche?istück , durch

welches das Bereich des Punctes dargestellt wird, in seinen na-

türlichen Zustand versetzen, dasselbe also verwandeln in ein

elementares Flächcnstiick. Ist solches geschehen, so wird als-

dann die Ordnungszahl des Punctes unmittelbar zu Tage treten,

sobald man nur die früher (S. 112) in Bezug auf ein elementa-

res Flächenstück festgesetzten Regeln in Anwendung bringt.*)

Es sei 9*1 eine beliebig gegebene Riemann'scbe Rugelfläcbe,

und f eine auf dieser Fläche ausgebreitete, von x + ig abhän-

gende Function, welche auf der Fläche überall eindeutig, und

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall

stetig ist. Wir wollen untersuchen, ob die Function f unter

so bewandten Umständen auf jener Fläche dl längs irgend

welcher Linie hin einen constanten Werth besitzen

kann.

Es sei l eine auf J)t gezogene Linie, und zwar eine Linie

von beliebiger Kleinheit; auf dieser Linie besitze f den constan-

ten Werth K. Wir grenzen um irgend einen zu X gehörigen

Punct herum ein Flächenstück % ab, welches nicht mehr als

*) Um die Ordnungszahl eines gegebenen Punctes nach der hier

gegebenen Vorschrift zu ermitteln, wird man das Bereich des Punctes

zuerst in seinen natürlichen Zustand versetzen müssen. Dieser na-

türliche Zustand ist aber kein völlig bestimmter. Denn im Allgemei-

nen wird es unter den Zuständen, in welche man jenes Bereich durch

stetige Umformung versetzen kann, immer zwei geben, von welchen

nach Belieben der eine, und ebenso gut auch der andere als der

natürliche Zustand des Bereiches angesehen werden kann. (Vergl.

S. 236.) Man könnte daher die Besorgniss hegen, dass sich vielleicht,

jenachdem von diesen beiden Zuständen der eine oder der andere
gewählt wird, für die Ordnungszahl des gegebenen Punctes jedesmal

ein anderer Werth ergeben möchte. Aus dem Nachfolgenden wird

man aber erkennen, dass diese Besorgniss eine unbegründete ist, dass

sich nämlich in beiden Fällen ein und dieselbe Ordnungszahl ergeben

muss, und dass also die hier für die Ordnungszahl eines Punctes gege-

bene Definition eine völlig bestimmte ist.
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höclistciis einen*) Windnngspunct in sich enlhält, und bezeichnen

.diejenigen lUider, welclie dieses Flächenstüciv und die darauf vor-

handenen Werthe f zur Zeit des ursprünglichen und zur Zeit

des natürlichen Zustandes darbieten, mit:

(51, X + iy, f)

und mit:

(a, '% + in, cp).

Alsdann Avird a eine Elementarfläche, und cp eine auf dieser

Fläche ausgebreitete Function vorstellen, deren Werth in jedem

Puncte ^ + ir] identisch mit demjenigen ist, welchen die Func-

tion / in dem correspondirenden Puncte x -f iy besitzt.

Das Flächenstück % enthält nothwendigerweise einen Tlieil

der Linie X in sich. Da nun f längs dieser Linie A, den constan-

ten Werth K besitzt, so wird die auf a ausgebreitete Function go

längs der mit X correspondirenden Linie ebenfalls gleich K sein.

Daraus aber ergiebt sich, mit Anwendung eines früher (S. 99)

gefundenen Satzes, dass g) auf der Fläche a allenthalben gleich

/i' sein muss.**) Und hieraus folgt sofort, dass die Function f

auf dem Flächenstück 51 ebenfalls allenthalben gleich £ ist.

*) Es soll (las Fliiclienstück 21 nicht mehr als höchstens einen

Windnngspunct in sich enthalten, weil es andernfalls nicht möglich sein

würde, dasselbe in seinen natürlichen Zustand zu versetzen.

**) Dass die Bedingungen, welche zur Anwendung jenes Satzes

(S. 99) erfordert werden, hier alle erfüllt sind, ist leicht zu übersehen.

Es ist nämlich, zufolge unserer Voraussetzungen, /"eine von x -\- iy ab-

hängende Function, welche auf 21 überall eindeutig, mit etwaiger Aus-

nahme einzelner Pole daselbst überall stetig, und endlich längs X hin

constant ist. Analoges muss nun, wenn man von dem ursprünglichen

Bilde
(2t, a:-\-iy, f)

zu dem natürlichen Bilde

(n, l + «»2, qp)

übergeht, auch für dieses letztere gelten; wie sich solches aus den

Sätzen, die wir (S. 237) in Betreff der Uebereinstimmung beider Bilder

gefunden haben, unmittelbar ergiebt. Es ist also:

1) a eine Elementarfläche,

2) q) eine auf a ausgebreitete, von ^-\-iri abhängende Function.

3) Ist cp auf a allenthalben eindeutig und mit etwaiger Ausnahme

einzelner Pole daselbst auch überall stetig.

4) Endlich ist der Werth von cp auf der Fläche a längs einer ge-

wissen, nämlich längs der mit X correspondirenden Linie hin constant.

16*
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Nehmen Mir nun einen Puncl, der sich irgendwo inner-

halb %, etwa in der Nähe des Randes von 31, befindet, und

-

grenzen wir auf der gegebenen Rieniann'schen Kugelfläche 9^ um
diesen Punct herum von Neuem ein Flächenstück ab, welches nicht

mein- als höchstens einen Windungspunct in sich enthält, so

wird sich in gleicher Weise darthun lassen , dass die Function f in-

nerhalb dieses zweiten Flächenstücks wiederum überall gleich K ist.

In solcher Weise können wir Schritt für Schritt weiter gehen,

also nachweisen, dass die Function /"auf der ganzen ge-

gebenen Fläche di allenthalben den constanten Werth
// haben muss.

Offenbar würden wir zu einem ganz analogen Resultate ge-

langt sein, wenn wir uns bei den Voraussetzungen, die wir in

Retreff der Function f gemacht haben, auf irgend einen Theil
der Riemann'schen Kugelfläche beschränkt hätten. Wir würden

nämlich in diesem Falle gefunden haben, dass die Function in-

nerhalb jenes Tb eil es der Fläche überall conslant ist. Somit

gelangen wir zu folgendem Satz:

Ist eine von x -f iy abhängende Function auf it^gend einetn

Theile © einer Riemanyi'sehen Kugelfläche überall eindeutig, und

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall

stetig^ so kann vmerhalb © kein auch noch so kleines Linien

-

stück vorhanden sein, auf welchem die Function constani ist; es

sei demi, dass sie itmerhalb © allenthalben constatit wäre.

Es kann demnach innerhalb © auch kein Linien stück vor-

handen sein, auf welchem die hier genannte Function den con-

stanten Werth Null besitzt. Somit ergiebt sich folgender Zusatz:

Ist eine von x -f iy abhängende Function auf irgend einem

Theile © einer Riemann^sehen Kugelfläche überall eindeutig, und

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall

stetig, so kamt sie innerhalb (S auch immer nur in einzelnen

Dies aber sind die Bedingungen, unter welclich der Vorhin citirte

Satz (S. 99) anwendbar ist.

Die Uebereinstimmung, welche zwischen dem ursprünglichen und
natürlichen Bilde jederzeit stattfindet, wird in der gegenwärtigen Vor-
lesung fortwährend zu beachten sein; und eben deswegen wird es

nicht nöthig sein, die auf jene Uebereinstimmung bezüglichen Sätze
(S. 237) jedesmal von Neuem nennen.
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Puncten Null sein; es sei denn, dass sie auf © allenthalben

Null wäre.

Wir fahren in unserer Untersuchung weiter fort. Es sei,

nach wie vor, © irgend ein Theil einer Riemann'schen Kugel-

fläche, und f wiederum eine von x + iy abhängende Function,

die auf <B überall eindeutig und mit etwaiger Ausnahme ein-

zelner Pole überall stetig ist. Ferner sei x + iy = c irgend

ein zu © gehöriger Punct, und % ein um diesen Punct herum

abgegrenztes Flächenstück, welches vollständig zu <B gehört und

nicht mehr als höchstens einen Windungspunct in sich enthält.

Wir bezeichnen die Bilder, welche dieses Flächenstück und die

darauf vorhandenen Werthe von f im ursprünglichen und im

natürlichen Zustande darbieten, mit:

{%, X + iy. c, f)

und mit:

(a, 's, + in. 7> ^)-

Alsdann wird a eine Elementarfläche, und 93 eine auf a ausge-

breitete Function vorstellen, deren Werth in jedem Puncte g -f in

identisch mit demjenigen ist, den die Function f in dem corre-

spondirenden Puncte x + iy besitzt. Zugleich wird unter l + in^=y

der mit x + iy = c correspondirende Punct zu verstehen sein.

Zufolge unserer Definition (S. 241) ist die Ordnungszahl von

/ im Puncte c identisch mit derjenigen, welche cp im Puncte y

besitzt. Diese letztere aber wird — wir müssen uns an einen

früher (S. 112) aufgestellten Satz erinnern — jederzeit dargestellt

sein durch eine endliche ganze Zahl, und zwar durch eine

Zahl, welche positiv, negativ oder Null ist, je nachdem y ein

Nullpunct von (p, oder ein Pol von g?, oder keines von Beiden ist.

Nehmen wir an, die gegebene Function /" besitze in c einen

Nullpunct; so wird (p im correspondirenden Puncte y ebenfalls

Null sein. In diesem Falle wird daher die Ordnungszahl von 9?

im Puncte y dargestellt sein durch eine positive ganze Zahl,

gleiches also auch von der Ordnungszahl von f im Puncte c

gelten.

In analoger Weise lässt sich darthun, dass die Ordnungszahl

von f im Puncte c durch eine negativ-e ganze Zahl repräsentirt

sein wird, sobald / in c einen Pol besitzt; und dass sie endlich

Null sein ^^ird, sobald der Punct c weder ein Nullpunct noch

auch ein Pol ist.
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Somil erhalten wir folgenden Salz:

Ist eine von x + iy abhängende Function auf irgend einem

Thcilc einer Ricmann''sehen Kiigclflächc überall eindeutig und init

etwaiger Ausnahme einzehier Pole überall stetig., so wird ihre

Ordnungszahl in jedem Puncte Jenes Flächentheiles eine endliche

ganze Zahl sein.

Und zwar wird diese Zahl positiv sein in Jedetn Niillpuncte^

negativ in jedem Pole., und Null sein in jedem andern Puncte,

d. i. ifi jedem Puncte, der ?veder Nullpunct noch Pol ist.

Zweiter Abschnitt. Die Ordnungszahl, welche eine Function in

irgend einem Punct einer Riemann'schen Kugelfläche besitzt,

steht in unmittelbarer Beziehung zu den im Bereiche des

Punctes vorhandenen Functionswerthen.

Unserer Definition (S. 241) znfolge wird die Ordnungszahl

einer Function in irgend einem Punct einer Riemann'schen Kugel-

fläche erst dann eine reelle Bedeutung gewinnen, wenn man das

Bereich jenes Punctes aus seinem ursprünglichen Zustande in

einen gewissen andern, nämlich in seinen natürlichen Zustand

versetzt. Es fragt sich nun aber, ob jene Zahl nicht vielleicht

auch schon während des er st er en Zustandes irgend welche Be-

deutung besitzt. Wir werden sehen , dass solches in der That

der Fall ist..

Es sei, ebenso wie früher, © irgend ein Theil einer Rie-

mann'schen Kugcllläche und f eine von x -f- iy abhängende

Function, welche auf 3 überall eindeutig, welche ferner mit

etwaiger Ausnahme einzelner Pole auf 3 überall stetig ist, und

welche also — zufolge des kürzlich (S. 244) gefundenen Satzes

— auf (S auch nur in einzelnen Puncten Null werden kann,

Ist X -\- iy = p ein zum Flächentheile © gehöriger Punct,

in welchem die Function f einen Pol besitzt, so wird der Wertli

von -r im Bereiche des Punctes p stetig sein. Demnach wird

innerhalb dieses Bereiches j nirgends Unendlich, und / selber

lürgcnds Null werden köimen. Ist also p ein Pol der Function

f, so kann in unmittelbarer Nachbarschaft von p kein Nullpunct
derselben vorhanden sein.
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Die Pole und NiiUpiincte, welche die Function f auf dem

betrachteten Flächcnthcile S besitzt, Avcrden also der Art liegen,

dass nicht nur je zwei Pole, sondern ebenso auch je zwei Null-

puncte , und ebenso auch je ein Pol und je ein Nullpunct immer

durch einen gewissen Zwischenranm von einander geschie-

den sind.

Es sei X -\- iy = c ein beliebiger, zum Flächentheile 8 ge-

höriger Punct, und % ein kleines um diesen Punct herum abge-

grenztes Flächenstück, welches, falls c ein Windungspunct ist,

nur diesen einen, und, falls c ein gewöhnlicher Punct ist, gar

keinen Windungspunct in sich enthält. Ferner sei m die Anzahl

der in diesem Flächenstück über einander liegenden Blätter , der

Werth von m also gleich 2, oder 3, oder 4, u. s. w.
,
sobald c

ein Windungspunct l"^^ oder 2'", oder 3'«', u. s. w. Ordmmg

ist, hingegen gleich 1, sobald c einen gewöhnlichen Punct vorstellt.

Wir bezeichnen die Bilder, welche das Flächenstück ^l und

die auf ihm vorhandenen Functionswerthe /"im ursprünglichen

und im natürlichen Zustande darbieten, mit:

(?l, ?;j, X -\- iy, c, f)

und mit:

(a, 1, ^ + in, y, 9)-

Alsdann wird a eine Elementarlläche, und (p eine auf a ausge-

breitete Function sein, deren Werth in jedem Puncte '^ + in

identisch mit demjenigen ist, welchen die Function /"in dem

correspondirenden Punct x + iy besitzt. Zugleich wird unter

y derjenige Punct zu verstehen sein, welcher mit c correspondirt.

Da die Pole und Nidli)imcte der Function f sämmtlich durch

gewisse Zwischenräume von einander geschieden sind, so können

wir uns das um c herum abgegrenzte Flächenstück 51 so klein

denken, dass dasselbe, mit etwaiger Ausnahme eines in c selber

liegenden Poles oder NuUpunctes, von Polen und Nullpuncten

völlig frei ist. Thun wir dieses, so wird Aehnliches auch bei a

stattfinden, also (p eine von | -f n/ abhängende Function sein,

welche auf der Elementarlläche a nicht nur überall eindeutig^

sondern, mit etwaiger Ausnahme eines in y liegenden Poles oder

Nullpunctes, daselbst auch überall stelig und nullfrei ist. Hieraus

aber folgt sofort, dass auf die Function cp zwei früher (S. 107 u. 109)

o-efundene Sätze in Anwendung gebracht werden können. Aus

dem ersten ergiebt sich, dass sämmtliche Werthe cp, die auf a
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vorhanden sind, durch die Formel

(1) 9^ = [^ -h tv- yY . H
dargestellt werden können; hier hedeutet ft eine endliche ganze
Zahl, nämlich die Ordnungszahl von (p im Puncte y; und H
eine von 'g + ii] abhängende Function, welche auf a allenthalben

eindeutig, stetig und nullfrei ist. Andererseits folgt aus
dem zweiten Satze, dass die eben genannte Zahl ^i einen Werth
besitzt, der in folgender Weise dargestellt werden kann:

(2) ^,
2ni ^ cp

'

wo die Integration in positiver Richtung um a herumläuft.
Die Zahl ^i ist die Ordnungszahl von 9? im Puncte y, und ist

also — gemäss unserer Defmition (S. 241) - auch zugleich die
Ordnungszahl von /"im Puncte c.

Die eben angegebene Formel:

Ijri J cp

bezieht sich zunächst nur auf das natürliche Ijild:

(a, 1, ^ + tfj, y, cp).

Doch kann sie mit leichter Älidie auch zu dem ursprünglichen
Bilde

(51, m, ic + iy, c, f)

in Btzug gesetzt werden. Da nämlich die am Rande der Flächen
21 und a vorhandenen Werthe von f und cp, vorausgesetzt dass
man beide Flächen in positiver Richtung umläuft, Schritt für
Schritt unter einander identisch sind, so wird das in positiver

Richtung um a herumerstreckte Integral
J^l^

gleichwerthig sein

mit dem ebenfalls in positiver Richtung um 31 herumerstreckten

IntegraleJ '^. Und Avir können daher jene für ^ gefundene

Formel auch so schreiben:

(3)

1)1

WO sre nun in unmittelbarer Reziehung zu dem ursprünglichen
Bilde steht und folgenden Satz hefert: Die Ordnungszahl ^,
welche die gegebene Function f im Puncte c besitzt.
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ist, falls mau unter % ein um c herum abgegrenztes,

hiureiclieud kleines Fläclienstiick verstellt, gleich dem-

jenigen Werthe, welchen das in positiver Richtung um

51 herumerstreckte Integral 2^- " / -/ besitzt.

Wir müssen uns nun daran erinnern, dass der natürliche

Zustand des betrachteten Flächenstücks % kein völhg bestinnnter

ist, dass nämlich im Allgemeinen immer zwei Zustände existiren,

welche an diesen Namen gleiches Anrecht haben. Wir haben nun

soeben für die in c vorhandene Ordnungszahl (i einen völlig

bestimmten Werth gefunden, ohne dass es dabei nöthig gewe-

sen wäre, zwischen jenen beiden Zuständen, die unter dem Na-

men des natürlichen Zustandes parallel neben einander her-

gehen, eine bestimmte Wahl zu treffen. Wir werden also für

die Ordnungszahl ^ — völlig gleichgültig, ob wir bei ihrer Er-

mittelung von jenen beiden Zuständen den einen, oder den andern

in Anwendung bringen — immer ein und denselben Werth

finden. Die Unbestimmtheit, welche in Betreff des na-

türlichen Zustandes stattfindet, bleibt also, wie wir

sehen, auf die Ermittelung der Ordnungszahlen ohne
allen Einfluss.*)

In ähnhcher Weise, wie wir die Formel (2) behandelt haben,

in ähnlicher Weise müssen wir nun auch die Formel (1) von dem

natürlichen Bilde auf das ursprünglich gegebene zu übertragen

suchen. Hierbei wird es aber nöthig sein, den natürlichen Zu-

stand nicht länger in seiner Unbestimmtheit beharren zu lassen,

nämlich erforderUch sein, die unter diesem Namen begriffenen

beiden Zustände aus einander zu halten. Wir bezeichnen das-

jenige Bild, welches das Flächenstück 51 und die darauf vorhan-

denen Functionswerthe im ursprünglichen Zustande darbieten,

nach wie vor, mit:

(51, m, X -\- iy, c, f).

Hingegen bezeichnen wir dasjenige Bild, welches von jenem Flächen-

stück und von jenen Functionswerthen zur Zeit des na türlichen

Zustandes dargeboten wird, je nach der besondern Beschaffenheit

dieses Zustandes, auf verschiedene Weise; nämlich mit:

*) Hiermit ist die früher (Note auf S, 242) entstandene Besorgniss

beseitigt.
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(a", 1, ^" + ii\ A 9'*%

Oller mit:

(a, 1, §' + in'y y'> ¥)>

jcnachclcm die Herstellung des natürlichen Zustandes vermittelst

der ersten, oder vermittelst der zweiten Umformungsmethode

bewerkstelligt worden ist. Alsdann werden a" und a' gewisse

Elementarflächen, und go'' und qo' zwei auf diesen Flächen ausge-

breitete Functionen vorstellen, deren Werthc in jedem Puncte

^" + itf oder ^' + ir]' identisch mit demjenigen sind, welchen

die gegebene Function f im correspondirenden Puncte x + iy

besitzt. Zugleich werden unter / und / diejenigen Puncte zu

verstehen sein, welche mit c correspondiren.

Denken wir uns nun wiederum das um c herum abgegrenzte

Flächenstüc.k 51 hinreichend klein, so klein, dass dasselbe, mit

etwaiger Ausnahme eines in c selber befindlichen Poles oder

Nullpunctes, von Polen und NuUpuncten völlig frei ist, so wird

Analoges auch von den Elementarflächen a" und a' gelten. Und

wir werden daher — ganz ähnlich wie früher in (1) — für die

auf a** und a' vorhandenen Werthc gs" mid 95' folgende Formeln

erhalten

:

(pO = (^0 ^ ^^i> _ yOf° ,

jyO^

Hier sind ft^ und (i die Ordnungszahlen von cp^ und 9' in den

Punctcn y" und /, also zwei Zahlen, die mit der im Puncte c

vorhandenen Ordnungszahl von f identisch, folglich auch unter

einander identisch sind. Ferner sind hier unter Ä^' und H' zwei

respective von ^" -f f?j" und ^'
-f- ^ '? abhängende Functionen zu

verstehen, von welchen die eii>e auf a*', die andere auf a' allent-

halben eindeutig, stetig und nullfrei ist. Bezeichnen wir

die in c vorhandene Ordnungszahl von f, nach wie vor, mit [i,

so ist jtt^ = jtt' =3-
ft , folglich

:

(40) 9)» = (^0 + i7f - y'f . H\

(4') 9' = (r + in - yf H'.

Um nun diese Formeln auf das ursprüngliche Bild

(51, m, X -\- iy, c, f)

übertragen zu köimen, denken wir uns auf 51 ausser der Function

f selber noch zwei andere Functionen -E^ und E' ausgebreitet.
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deren Werlhc in jedem Pancte x + iy identisch mit denjenigen

sind, welche die soeben zum Vorschein gekommenen P'unctionen

I' + i'n' besitzen.

Zwischen den beiden Bildern:

(^, m, X + irj, c, f, E").

(a". 1, r' + ^-'A /', «p". Ä")

fmdcn alsdami folgende Beziehungen statt (S. 236):



252 Siebenlc Vorlesung.

Das Flächeiistück 2(, auf welches sich vorhin die Formel (3)

hezog-, und auf welches sich gegenwärtig auch die Formeln (5^)

und (5') heziehen, kann kurzweg als ein um den Punct c herum

ahgegrenztes, hinreichend kleines Flächenstück charakterisirt

und demgemäss als das Bereich des Punctes c bezeichnet wer-

den. Ferner ist in Betreif der beiden Zustände a° und a', welche

hier unter dem Namen des natürlichen Zustandes von % parallel

und gleichberechtigt neben einander hergegangen sind, zu be-

merken, dass nicht jederzeit beide denkbar sind. Ist c = 0,

so ist nur der Zustand a^, ist c = oo, nur der Zustand a denk-

bar; ist hingegen c weder noch oo, so sind gleichzeitig

beide Zustände möglich.*) Analoges wird daher auch von den

Formeln (5") und (5') gelten, von welchem die erstere dem Zu-

stande a", die letztere dem Zustande a' ihren Ursprung verdankt.

Ist c = 0, so wird nur die Formel (5^), ist c = oo, nur die

Formel (5') gültig sein; hingegen werden gleichzeitig beide

Formeln Gültigkeit besitzen, sobald c weder noch cx) ist. Be-

achten wir dies, so können wir die in den Formeln (3), (5^), (5')

enthaltenen Resultate folgendermassen aussprechen:

Ist eine von x -\- iy ahhimgende Function f auf irgend einem

Theile © einer Riemanh'sehen Kugelfläche überall eindeutig, und

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall stetig,

so lassen sich die Werthe, welche diese Function f im Bereiche

irgend eines zu © gehörigen Punctes x -\- iy = c besitzt — gleich-

gültig, ob dieser Pwicl ein gewöhnlicher oder ein Windungspuncl,

gleichgültig, ob er ein Pol der Fmiction oder ein Nullpunct der-

selben oder keifies von Beiden ist — jederzeit durch eine der bei-

den Formeln:

f= [x + iy — c)^.E\

\x-\riy c J

darstellen. Hier sind E^ und E' zwei voti x -f- iy abhängende

*) Fällt nämlich der gegebene Punct c weder mit dem Puncte

X -\- iy ^=i 0, noch auch mit dem Puncte x -\- iy =^00 zusammen, so wird

man, wie nahe der Punct c einem dieser beiden Puncte auch immer

liegen mag, das um c herum abgegrenzte Flächenstück 21 sich doch

immer so klein denken können, dass es keinen jener beiden Puncte in

sich enthält.
'
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Functionen^ die itn Bereiche von c überall eindeutig^ stelig und

nullfr ei sind; ferner bedeutet hier m die A?izahl der Blätter^

welche im Puncte c mit einander zusamme/ihängen; und schliess-

lich fi eine gewisse endliche ganze Zahl.

Von diesen beiden Darstellungen ist titir die erste möglich^

falls c = 0; tiur die zweite, falls c == oo ist-, hingegen gleich-

zeitig die erste und zweite, falls c weder noch cx) ist.

Die Zahl [i ist nichts Anderes, als die im Puncte c vorhan-

dene Ordfiungszahl der Function f; der Wcrth dieser Zahl kann

jederzeit dargestellt werden durch folgende Formel:

'df

"iTti J f

WO die Integration in positiver Richtung um das Bereich des

Punctes c herumläuft.^)

Dritter Abschnitt. Ueber die Berechnung der Ordnungszahlen

von Functionen, welche auf einer Riemann'schen Kugelfläche,

oder auch auf einer gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche

ausgebreitet sind.

Um die Art und Weise ins Licht zu setzen, wie man mit

Hülfe dieses Satzes die Ordnungszahlen in gegebenen Fällen leicht

zu ermitteln im Stande ist, betrachten wir einige Beispiele. Statt

X + iy setzen wir dabei zur Abkürzung z.

Erstes Beispiel. Um sämmtliche Werthe der Function

yX -\- iy oder ]/z

auf eindeutige Weise auszubreiten, dient, wie sich aus einem fridier

*) Statt -j- kann man setzen dlogf. Thut man dies, so lässt sich

die soeben für ja aufgestellte Formel in Worten folgendermassen aus-

sprechen: Wächst der log f, wenn man das Bereich des Punc-
tes c in positiver Richtung umläuft, um fi . 2Tti an, so ist ju.

die Ordnungszahl, welche /"in c besitzt. Man könnte diesen

Satz benutzen, um die Ordnungszahl zu definiren. Solches hat Rie-

mann gethan. Denn in seiner Abhandlung (Borch. Journal f. Math.

Bd. 54. S. 117) heisst es: ,,Zur Vereinfachung des Folgenden heisse

eine Function für einen Punct — unendlich klein von der ersten

Ordnung, wenn ihr Logarithmus bei einem positiven Umlauf um ein

diesen Punct umgebendes Flächenstück — — — um 27ti anwächst."
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(Seite 191) gcrurulciion Satz unniittcUjai' crgieM, eine zwoihlättrige

liiemaiiii'sche Riigclfliichc, welche — sie mag ^l^ genannt werden

— zwei bei z = und hei 2 ==: oo liegende Windungspuncte be-

sitzt, und welche ausserdem mit einer von 2 =
nach z = 00 laufenden Uebergangslinie behaftet

ist (Fig. 58). Auf dieser Fläche ist, wie sich eben-

falls aus jenem Satze ergiebt, die Function }/

z

nicht nur überall eindeutig, sondern mit Ausnahme

eines einzigen, im Windungspuncte z = 00 lie-

genden Poles auch überall stetig. Ausserdem ist

klar, dass die Function f/z nur für 2 = verschwindet, dass

sie also auf der ganzen Fläche dl^ nur einen einzigen, im Win-

dungspuncte z = liegenden, Nullpunct besitzt.

Zufolge des kürzlich (Seite 246) gefundenen Satzes ist nun

die Ordnungszahl einer Function in jedem Nullpuncte positiv, in

jedem Pole negativ, und in jedem andern Puncte gleich Null.

Demnach wird die Ordnungszahl der hier betrachteten Function

j/z auf der ganzen Fläche di^ mit Ausnahme der beiden Win-

dungspuncte überall Null sein. Die beiden Windungspuncte sind

also die einzigen, in welchen der Wertb dieser Zahl noch zu be-

stimmen ist. Und hiezu bietet nun der zuletzt gefundene Satz

(Seite 252) die Mittel dar.

Im Windungspuncte c =^ hängen zwei Blätter der Fläche

mit einander zusammen. Um daher die in diesem Puncte vor-

handene Ordnungszahl zu bestimmen, müssen wir die im Bereiche

dieses Punctes vorhandenen Werthe von l/z in folgender Weise

darzustellen suchen

:

(1) Vz = (t - 0)^ . E,

und zwar der Art, dass (i eine ganze Zahl und E eine von z

abhängende Function vorstellt, welche im Bereiche des Punctes

überall eindeutig, stetig und null fr ei ist. Gelingt uns sol-

ches, so wird dann — zufolge jenes Salzes — fi die gesuchte

Ordnungszahl sein.

Gelingt es uns ferner, die im Bereiche des andern Windungs-

punctes z = 00 vorhandenen Werthe von f/z durch

(2) r^ = {l-oc
2

. E'
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darzustellen, avo {i wiederum eine ganze Zahl, und If wiederum

eine Function ist, die im Bereiche des Punctes üherall eindeu-

tig, stetig und nullfrei bleibt, so wird jti' die im Puncle

2 = oo vorhandene Ordnungszahl sein.

Nun ist aber offenbar:

(3) 1/7 = z^ =[z-of .1,

und ebenso:

Vergleicht man (1) mit (3), und vergleicht man anderer-

seits (2) mit (4), so ergiebt sich sofort, dass ft = 1 und dass

jit' = — 1 ist.

Bie Ordtiimgszahl von j/z ist also auf de?^ Fläche 9t^ ?« dem

einen Windungsptincte gleich 1 , im atidcivi gleich — 1 , iind in

allen übrigen Piincten gleich 0.

Zweites Beispiel. Ist A eine beliebig

gegebene reelle oder imaginäre Constante, so

dient zur eindeutigen Darstellung der Function /^^^^ ^"^z-A

Yz — A

eine Riemann'sche Kugelfläche tRi,, welche zwei

bei z =:^ A und bei z =oo liegende Windungs-

puncte besitzt, und ausserdem eine von z =:::^ A '=~

nach z = oc laufende TJebergangslinie (Fig. 59).

Auf dieser Fläche d\^ besitzt die Function nur einen Pol

und nur einen Nullpunct; ersterer liegt bei z = oo, letzterer

bei z = A. Somit ergiebt sich also zunächst, dass die Ordnungs-

zahl von y z — A mit Ausnahme der beiden eben genannten Puncto

auf der Fläche Stj, allenthalben gleich Null ist.

Ofl'enbar ist:

Vz-A^{z-Af.l
hieraus ergiebt sich zufolge unseres Satzes sofort, dass die Ord-

nungszahl im Puncte z = A den Werth 1 besitzt.

Ferner ist offenbar:

(1) 1/7^:^ = j/Z /i-f,
und diese Gleichung kann benutzt werden, um die im Wiiidimgs-

puncte z = oo vorhandene Ordnungszahl zu ermitteln. Die Func-
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tion j/ z — A ist auf Fläche 'St^^ überall eindeutig; anders

aber verhält es sich mit den beiden Factoren.

j/z und //l - ^,

/

in welche diese Function hier zerlegt ist. Die Function j/z wird

sich eindeutig ausbreiten lassen auf der vorhin betrachteten

Fläche d\, nicht aber auf der gegenwärtig vorliegenden Fläche

dlj,. Und ebenso wenig wird solches bei dem andern Factor

1 möglich sein.

Doch ist Folgendes zu bemerken: Die beiden Flächen D^j und

9^jj sind in der Nähe des Punctes z == oc von ganz gleicher Be-

schaffenheit. Die Function j/z wird demnach, weil sie auf 91,

allenthalben eindeutig war, allerdings nicht auf der ganzen Fläche

Sf^j,, wohl aber auf demjenigen T heile dieser Fläche eindeutig

sein, welcher sich in der Nähe des eben genannten Punctes be-

findet; sie wird also — k<)nnen wir sagen — auf der hier be-

trachteten P'läche d\i eindeutig sein im Bereiche des Punc-

tes z = <x>. Daraus aber, dass j/z — A und j/z im Bereiche

von z =i CO eindeutig sind , folgt nun mit Rücksicht auf (1) un-

mittelbar, dass 7/1 im Bereich dieses Punctes eben-

falls eindeutig sein muss. Ausserdem ist klar, dass die Func-

tion y 1 — — im Bereich des Punctes 2=00 nirgends verschwin-

den und auch nirgends unendlich gross werden kann. Somit

ergiebt sich also, dass diese Function — sie mag zur Abkürzung

mit E bezeichnet werden — im Bereiche von z :== 00 überall

eindeutig, stetig und nullfrei ist.

Wir können nun die Gleichung (1) so schreiben:

}/z — A = j/z. E,

oder, was dasselbe ist:

Hieraus aber folgt, wenn wir unsern Satz in Anwendung bringen,

unmittelbar, dass die Oidnungszabl von //z — A im Puncto i= 00

den Werth — 1 besitzt.
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Die Ordnungszahl von ^z — A besitzt also auf der Fläche 9t,,

in dem Windtmgspimcte z = Ä den fVerth -J- 1 , im Windungs-

puncte 2 = oo den Werth — 1, und in allen übiHgen Puncten den

Werth 0.

Drittes Beispiel. Um die Function

(1) (p := yjz - A,) {Z- Ä,) ... . [Z — ^2,_,)

eindeutig auszubreiten, dient eine zweiblättrige- Riemann'sche Kugel-

fläche S'tjii,
welche 2v Windinigspuncte s n= ^, , z=A,;^, . . .

z r= ^2r-i und z= OO bcsltzt (Fig. 60). Auf p. g^

dieser Fläche Ol,,, besitzt die Function 2 i'— 1

Nullpuncte und einen einzigen Pol; die erstem

liegen in den Puncten A^, A.^, . . . A^v-^, der

letztere im Puncte 2 = 00.

Wir können, um die Ordnungszahl im Puncte A^ zu ermit-

teln, den Werth von gp so darstellen:

(2) (p=]/z- Ai. l/{z~ ^2) {z— A2V-1).

Da nun die vorhin betrachtete Function }/ z — A auf der dama-

ligen Fläche 9l„ überall eindeutig war, mithin auch eindeutig war

im *Bereich des Windungspunctes 2 = ^, so wird die Function

}/z — A]^ auf der gegenwärtig vorliegenden Fläche Ol,,, im Be-

reiche des Windungspunctes 2 = J, ebenfalls überall eindeutig

sein. Und gleiches wird daher, zufolge (2), innerhalb des eben

genannten Bereiches auch gelten von der Function

y [z — ^2) • • • (^ — ^2v-i)-

Zudem ist klar, dass diese letztere im Bereiche von A^ nirgends

verschwinden und nirgends unendlich werden kann. Wir können

dieselbe daher — sie mag E genannt werden — als eine Function

bezeichnen, welche im Bereich von J, überall eindeutig, stetig

und null fr ei ist. Die Gleichung (2) lässt sich nun folgender-

massen schreiben:

95 ~ Yz — a'I . E,

oder

(3) cp =. [z - A,)-K E.

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf unsern Satz, dass die Ordnungs-

zahl von cp im Puncte A^ den Werth 1 besitzt. In ähnlicher

Weise, und zu demselben Werth wird man bei den Puncten

A^i ^3, . . . ^2v-] gelangen.

Neumann, Abel'sche Integrale. \'J
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Um ferner die Ordnungszahl von (p im Puncte z

ermitteln, bemerken wir zunächst, dass

(4) <p (/rr-^/(i-4)(i-f)....(i

ist. Da die im ersten Beispiele betrachtete Function ]/z auf der

damaligen Fläche dli überall eindeutig war, mithin auch eindeutig

war im Bereiche des auf jener Flache vorhandenen Windungs-

punctes 2 = oo, so wird dieselbe auf der gegenwärtig vorliegen-

den P'läche dt^ im Bereiche des Windungspunctes z = oo eben-

falls überall eindeutig sein. Und Gleiches wird daher zufolge (4)

auch gelten müssen von der Function

/r-l)0-40---(i-^r)-
Zugleich wird diese Function im Bereiche von z := oo nirgends

null oder unendUch werden können*). Es wird daher diese Func-

tion — sie mag E heissen — im Bereiche des Windungspunctes

z = oo überall eindeutig, stetig und nullfrei sein. Geben
wir nun der Gleichung (4)

Cp = (j/^)2v-l
. ^

die Gestalt:

2r—

1

-G-4) ^-.
so erhellt aus unserm Satze unmittelbar, dass die Ordnungszahl

von (p im Puncte 2 = oo gleich — (2 v— 1) ist. Also

:

Die Ordnungszahl der Function

auf der Fläche dt^^ besitzt in Jedem der Puncte A^, A.^, . . . ^.,^_,

den Werth 1, ferner im Puncte 2 = 00 den Werth — (2v— 1),

und endlich in allen übrigen Puncten den Werth 0.

Viertes Beispiel. Um die Function

f=y[z~A,){z~A^)...[z~A,;)
eindeutig auszubreiten, dient eine zweiblättrige Biemann'sche Kugel-
Hache 9ltj^, welche 2v Windungspuncte A^, A^, . . . A^^ besitzt.

*) Im Puncte z = OO selber besitzt sie den Werth 1 , mithin in

allen übrigen Puncten, die zum Bereich von z =; C» gehören, einen
wenig von 1 verschiedenen Werth.
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Bei 2 = oo besitzt sie keinen Windungspniict , sondern zwei

über einander liegende Puncte, welche mit

cc nnd ß bezeichnet werden mögen (Fig. 61).

Auf dieser Fläche 9^1, v
hat nun die Function

im Ganzen 2v Nullpuncte und 2 Pole. Die

erstem liegen bei ^,, Ä.^, . . . A^^, die letztern

bei a und ß.

Die Ordnungszahlen in den Nullpuncten lassen sich genau

ebenso wie in dem vorhergehenden Beispiele bestimmen. Man

findet, dass jede dieser Zahlen den Werth 1 hat.

Um nun ferner die Ordnungszahlen in einem der beiden Pole,

z.B. im Pole a zu finden, bemerken wir, dass der Werth von/"

in folgender Weise geschrieben werden kann:

Da der in der Nähe von a vorhandene Theil unserer Fläche 9lj^

genau ebenso beschallen ist, als gehörte er einer gewöhnlichen

einblättrigen Kugelfläche an, die Function z" aber, wie wir

früher (Seite 139) gefunden haben, auf einer einblättrigen Kugel-

Häche allenthalben eindeutig ist, so wird die Function t* auch

hier auf der Biemann'schen Fläche 91,^ eindeutig sein im

Bereiche des Punctes ex. Gleiches gilt natürlich von f. Zu-

folge (1) wird daher die Wurzelgrösse

/0"^)0-T')-0-t)
eine Function sein, die im Bereiche von « ebenfalls überall ein-

deutig ist. Gleichzeitig ist diese Function in dem eben genann-

ten Bereich auch überall stetig und nullfrei Bezeichnen wir

sie mit E, so verwandelt sich die Gleichung (1) in

f=z^.E,

oder, was dasselbe ist, in

^=(H4r-
Und hieraus folgt sofort, dass die Ordnungszahl von /"im Puncte a

den Werth — v besitzt. Derselbe Weilh ergiebt sich in /3.

Also

:

17*
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Die Ordnungszahl der Function

yiz - Ä,) [z —~A^) .,..{z-j-)

auf der Fläche Dftjy besitzt in Jedem der Puncle A^, A.^, . . . A^^

den Werth 1 , ferner in jedem der beiden bei z = <x> liegenden

Puncte den Werth — v, und endlieh in allen übrigen Puncten den

Werth 0.

In jedem dieser Beispiele zeigt sich, dass die Summe sämmt-
licher Ordnungszahlen Null ist. Wir werden hald sehen, dass

dies nicht zufällig, sondern P'olge eines gewissen merkwürdigen,
sehr allgemeinen Satzes ist.

Die gewöhnliche einhlättrige Kugelfläche, mit welcher wir

ims in einer früheren Vorlesung (Seite 132) beschäftigt haben , ist

offenbar nur ein Specialfall der Riemann'schen mehr blättrigen

Kugelfläche. Und der zuletzt gefundene, für jede Riemann'sche
Kugelfläche gültige Satz (Seite 252) wird daher auch gelten für die

einblättrige Kugelfläche. Mit Bezug auf diesen Specialfall lautet

derselbe, wie man sofort übersieht, folgendermassen:

Ist eine von x + iy abhängende Function f auf irgetid einem

Theile © einer gewöhfilichen einblättrigen Kugelfläche überall ein-

deutig, und mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch über-

all stetig, so lassen sich die Werthe, welche die Function f im Be-

reich irgend eines zu © gehörigen Punctcs x + iy = c besitzt

— gleichgültig, ob dieser Punct ein Pol der Function, ein Null-

punct derselben, oder keines von Beiden ist — immer durch eine

der beiden Formeln:

f=(x + iy- cf . 0>,

' \x + ly c J
durstellen. Hier sind ufiter F^> und F' zwei von x + iy abhängende
Fufictionen zu verstehen , welche im Bereich des Pufictes c überall

eindeutig, stetig und nullfrei sind; ferner unter (i eine end-
liche ganze Zahl.

Von diesen beiden Darstellungen ist nur die erste möglich,

falls c gleich 0, nur die zweite, falls c gleich oo ist; hingegen

gleichzeitig die erste und zweite, falls c ?vcder noch
cx) ist.

Die Zahl ft ist nichts Anderes, als die itn Puncte c vorhan-
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dene Ordnungszahl von f. Ihr Werth kann jederzeit ausge-

drückt werden durch folgende Formel:

"dl
2niJ

wo die Integration um das Bereich des Piinctes c in positiver Rich-

tung herumläuft.

Beispielsweise wollen wir zeigen, wie man mit Hülfe dieses

Satzes die Ordnungszahl der Function

„ _ (z - ^y (~
- B)^""^ ¥=rcF—

bestimmen kann. Hier soll z zur Abkürzung für x + iy stehen

;

ferner sollen A, B, C beliebig gegebene Constanten, und «, b, c

irgend welche positive ganze Zahlen vorstellen. Die Function 90

ist alsdann eine rationale Function, und kann daher — zufolge

eines früheren Satzes (Seite 139) — auf einer einblättrigen

Kugelfläche Sl der Art ausgebreitet werden, dass ihre Wertlie da-

selbst überall eindeutig, und mit Ausnahme einzelner l'ole da-

selbst auch überall stetig sind. Es handelt sich darum, die Ord-

nungszahlen von cp auf dieser Fläche M zu bestimmen.

Die Nullpuncte und Pole von cp liegen olTenhar bei z = J,

z =:= B, z = C und bei z ;= 00. Und zwar sind von diesen vier

Puncten die beiden ersten jedenfalls Nullpuncte, der dritte jeden-

falls ein Pol. Wie es sich mit dem vierten, nämlich mit dem

Puncte z = oo verhält, ist fraglich; es wird nämlich dieser ein

Nullpunct sein, falls a + 6 < c, ein Pol sein, wenn a + b > c,

und endlich keines von Beiden sein, sobald « + 6 = ist.

Zufolge eines zu Anfang dieser Vorlesung (Seite 246) gefun-

denen Satzes wird die Ordnungszahl von <p in den vier Punc-

ten 2=^, z:=B, z = C und zz=oo durch irgend welche

ganze Zahlen, und in allen übrigen Puncten der Fläche Ä
durch Null dargestellt sein.

Ofl'enbar können wir den Werth von cp in folgende Gestal-

ten bringen:

(1)



262 ' Siebenle Vorlesung.

Aus (1), (2), (3) folgt mit Hinblick auf den zuletzt hingestell-

ten Satz sofort, dass die Ordnungszahl von cp in den Puncten

J, B, C die Werthe a, 6, — c besitzt; und aus (4) folgt, dass

sie im Puncte z i= oo den Werth — [a •\- b — c) hat. Wiederum
sehen wir also, dass die Summe sämmtlicher Ordnungszahlen

gleich Null ist.

Wir wollen uns eine beliebige Riemann'sche Kugelfläche ^i

gegeben denken. Ist eine Function auf der gewöhnlichen ein-

blättrigen Kugelfläche ^ überall eindeutig, so wird sie bei ihrer

Ausbreitung auf der Fläche 91 ebenfalls überall eindeutig sein,

und ausserdem in über einander liegenden Puncten der Fläche

gleiche Werthe besitzen. Es mögen z. B. x = a, y = b die

Coordinaten irgend eines zur Fläche ^ gehörigen Punctes p sein,

und ferner mögen Pj, P^, ... P^ diejenigen Puncte der Fläche

91*) sein, welche dieselben Coordinaten besitzen; alsdann wird

derjenige Werth der Function, welcher bei ihrer Ausbreitung auf

^ im Puncte p vorhanden war, bei ihrer Ausbreitung auf di

gleichzeitig in P, , in P^, u. s. w., endlich in P^ auftreten.

Ist die F'uncfion im Pimcte p stetig, so wird sie bei ihrer

Ausbreitung auf 91 in den Puncten P^, P^, . . . P^ ebenfalls stetig

sein. Ist die Function selber im Puncte p nicht stetig, wohl

aber der reciproce Werth der Function, so wird Gleiches, bei

ihrer Ausbreitung auf der Fläche 91, auch in den Puncten P^, P^,...Pq

stattfinden. Ist demnach die Function — sie mag f heissen —
der Art beschaffnen, dass in jedem Puncte der Fläche £ von den

beiden Grössen f und - wenigstens eine stetig ist, so wird bei

Ausbreitung der Function auf der Fläche di von jedem Puncte

dieser letztern Fläche dasselbe zu sagen sein. Mit andern Worten:

Ist die Function bei ihrer Ausbreitung auf der Fläche ^ mit Aus-

nahme einzelner Pole überall stetig, so wird Gleiches auch gelten

von ihrer Ausbreitung auf der Fläche 9t.

*) Die Puncte P,, P^, ... Pq liegen in der Riemann'schen Kugel-
fläche 3ft gerade über einander; sie werden je nach Umständen ent-

weder gewöhnliche Puncte, oder Windungs puncte, oder auch Puncte
sein, die theils zur einen, theils zur andern Art gehören.
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Es sei f eine von x + ?y abhängende Function, welche bei

ihrer Ausbreitung auf ^ überall eindeutig und mit Aus-

nahme einzelner Pole überall stetig ist, und welche also,

zufolge der eben gemacbten Bemerkungen, bei ihrer Ausbreitung

auf der Fläche 91 dieselben Eigenschaften besitzt. Die Ord-

nungszahlen von /werden dann auf der Fläche ^, und ebenso auch

auf der Fläche 91 durch lauter ganze Zahlen dargestellt sein.

Wir wollen untersuchen, in welcher Beziehung die Ordnungszahlen

auf der einen und auf der andern Fläche zu einander stehen.

Wiederum mögen p und P^, Pa^ • • Pq irgend welche zu ^

und 91 gehörige Puncto sein, welche ein und dieselben Coor-

dinaten x = a, y^=b besitzen; zugleich mag a -|- ib mit c be-

zeichnet werden. Die Bereiche dieser Puncto mögen der Reihe

nach a und ^l^, %^, ... Slj, genannt werden. Das Bereich a ist

einblättrig; die Bereiche %^, Slj, ... 51^ seien der Reihe nach m^

blättrig, m.^ blättrig u. s. w., endlich das letzte m^ blättrig
;
so dass also

mj + mj + . . . + ^Q

die Anzahl sämmtlicher Blätter vorstellt, welche in der Fläche 91

über einander geschichtet sind.

Ist fi die Ordnungszahl, welche die Function bei ihrer Aus-

breitung auf ^ im Puncte p besitzt, so* wird (vgl. S. 260) im Be-

reiche von p, d. i. innerhalb a

(1) f =^ [x ^- iy — cf. E

sein, wo E eine von x + iy abhängende Function bezeichnet,

welche innerhalb a allenthalben eindeutig stetig und nullfrei ist.

Wir verpflanzen diese Gleichung von dem Bereiche des Punc-

tes p auf das des Punctes P^ , d. h. von a auf %^. Derjenige

Werth, welchen /"in je einem Puncte von a besitzt, fällt als-

dann auf je ;«i
über einander liegende Puncte von^^; glei-

ches gilt von den Werthen der Potenz [x -f iy — c) , und von

den Werthen der Function E. Da die Function E innerhalb a

überall eindeutig stetig und nullfrei war, so wird sie innerhalb 5li

dieselben Eigenschaften besitzen. Die Werthe, welche die Func-

tion f bei ihrer Ausbreitung auf der Fläche 9t in dem kleinen

Flächenstück 5lj besitzt, lassen sich also, wie bei Ausführung

jener Verpflanzung zu Tage tritt, durch eine Formel

f=.[x-\-iy- cf. E

darstellen, in welcher E eine von x -}- iy abhängende Function
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r(!präsentirt, die innerhalb
5[i überall eindeutig stetig und null-

IVei ist. Dieser Formel können wir, indem wir --'an Stelle von

m^ setzen, auch folgende Gestalt geben:

(2) f=^{x + irj -c)~W .E,

wo m^ die Anzahl der in ?lj über einander liegenden Blätter vor-

stellt. Daraus aber folgt mit ßezng auf den von uns gefundenen

Satz (Seite 252) sofort, dass

die Ordnungszahl ist, welche die Function f in dem auf 21, lie-

gendem Puncte P^^ besitzt. In gleicher Weise würde sich, wie

leicht zu übersehen ist, darthun lassen, dass (im^, ... juw^ die-

jenigen Ordnungszahlen sind, welche die Function in den Puncten

P2, . . . P^ hat.

Stillschweigend haben wir hier vorausgesetzt, dass das den

Puncten ;?,/*,, Pj? • • • ^q zugehörige Binom a -f- ib oder c end-
lich ist. Wir haben also noch zu untersuchen, wie die Sache

sich gestaltet, wenn c unendlich gross ist. Der grösseren

Allgemeinheit und Symmetrie willen beschränken wir uns nicht

auf diesen einzeln stehenden Fall, sondern denken uns unter

c eine Grösse, die alle möglichen Werthe, mithin auch einen

unendlich grossen Werth besitzen kann, die aber von Null
verschieden ist. An Stelle der innerhalb a gültigen Gleichung (1)

erhalten wir alsdann, bei sonst gleicher Bezeichnungsweise:

folglich an Stelle der innerhalb 2(, gültigen Gleichung (2) die

Gleichung

:

f = (-4r^ —-)'^'. E.
\x 4- nj cJ

Daraus folgt, dass wiederum ^m^ die im Puncte P^ vorhandene

Ordnungszahl ist. Es ergeben -sich demnach hier genau dieselben

Besultate, wie vorhin. Somit gelangen wir zu folgendem Satz:

Ist eine von x -f iy abhängende Function auf der gewöhn-

lichen einblättrigen Kugelfläche ^ überall eindeutig und mit Aus-

nahme eifizebier Pole iiberall stetig^ so wird sie bei ihrer Ausbreitung

auf einer beliebig gegebenen Riemann'sehen Kugelfläche 9ft diesel-

ben Eigenschaften besitzen.
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Sind ferner p und P irgend zwei zu ^ und zu Ot gehörige

Puncte, welche dieselben Coordinaten besitzen, und ist m die An-

zahl der im Puncte P mit ei?iander zusammenhängenden Blätter,

so wird die Ordnungszahl der Function, bei ihrer Ausbreitung auf

9t, im Puncte P jederzeit mmal so gross sei?i, als sie, bei Aus-

breitung auf der Fläche ^, im Puncte p war.^)

Beispielsweise betrachten wir die Function

(z - ^.) (z - A,)
9'^ (z-A,) {z-A,y

wo A^, A^, A^, A^ beliebig gegebene Constanten sein sollen, und

z für X + iy steht. Diese Function ist eine rationale Function

von z, und ist also bei ihrer Ausbreitung auf der gewöhnliclien

einblättrigen Kugellläche ^ überall eindeutig, und mit Ausnahme

zweier in r = ^3 und z = A^ liegenden Pole daselbst auch überall

stetig. Ihre Ordnungszabl ist auf der Fläche £ in den Puncten

J, und A.^ gleich 1, in den Puncten ^3 und A^ gleich — 1, und

in allen übrigen Puncten gleich 0. (Vergl. S. 261.)

Wir wollen uns nun diejenige Riemann'sche Kugelfläche dl con-

struirt denken, welche dient, um sämmtliche Werthe der Wurzelgrösse

j/(z - A^) (z - A^) {z-A,) .... {z- A,,)

auf eindeutige Weise auszubreiten; unter A^, A.^, A^, A^ sollen

hier die in cp enthaltenen Constanten, und unter A^, A^^, . . . A2V

irgend welche andern Constanten verstanden werden. Bei ihrer

Ausbreitung auf dieser zweiblättrigen Fläche 9t wird die Function

q), ebenso wie zuvor auf ^, überall eindeutig und mit Ausnahme

der Puncte A^, A^ überall stetig sein. Ihre Ordnungszahl
wird, wie sich aus dem vorhergehenden Satz ergiebt,

auf der Fläche 9t in den Windungspuncten A^, A.^ den

Werth 2, in den Windungspuncten A^, A^ den Werth — 2,

und in allen übrigen Puncten den Werth besitzen.

Wir betrachten hier ferner die Function

1/; ^^ Z-.

Diese wird ebenso wie die vorhergehende, weil sie von z auf

rationale Weise abhängt, bei ihrer Ausbreitung auf der ge-

wöhnlichen einblättrigen Kugelfläche ^ überall eindeutig, und mit

Ausnahme eines bei z = 00 liegenden Poles daselbst auch überall

*) Die Ordnungszahl wird demnach in den Puncten p und P gleiche

Werthe besitzen, wenn ?« ;= 1, also wenn P kein Windungspunct ist.
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stetig sein. Ilue Ordmiiigszalil besitzt auf der Fläche £ im

Puncte z = den Werth 2, im Pnncte z = oo den VVertli — 2,

und in allen übrigen Puncten den Werth 0.

Wir denken uns wiederum diejenige Rieniann'sche Kugellläche

dt construirt, Avelche dient, um sämmtUche Werthe der Wurzel-

grösse

ylz - A,) {z - A,) {z-''äJ77Jz'^^Ä^)

auf eindeutige Weise auszubreiten. Diese Fläche ist zweiblättrig,

und besitzt bei 2=0 zwei ohne Zusammenhang über einander

liegende Puncte, ebenso bei z = oo. Die betrachtete Function

tp wird zufolge des vorhergehenden Satzes bei ihrer Ausbreitung

auf der Fläche Oft daselbst überall eindeutig, und mit Ausnahme

einzelner Pole daselbst auch überall stetig sein. Zugleich wird

die Ordnungszahl von tp auf der Fläche 9t in jedem
der bei 2 = befindlichen Puncte den Werth 2, in

jedem der bei z = oo liegenden Puncte den Werth — 2,

und in allen übrigen Puncten den Werth besitzen.

Vierter Abschnitt. Ueber die Summe sämmtlicher Ordnungs-

zahlen, welche eine Function innerhalb irgend eines Theiles

einer Riemann'schen Kugelfläche besitzt.

Es sei, wie früher, © irgend ein Theil einer beliebig gege-

benen Riemann'schen Kugelfläche, und f eine von x + itj ab-

hängende F'unction, welche auf © überall eindeutig, und mit

Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall stetig ist, also

eine Function, welche — zufolge eines früher (S. 244) gefunde-

nen Satzes — auf © auch nur einzelne Nullpuncte besitzen

kann. Bezeichnen wir die Nullpuncte mit {), , ^2) • • • Q«' ""^

die Pole mit P, , P^i . . . Pji, so werden die Ordnungszahlen von

f in den Puncten Q durch irgend wiilche positive ganze Zahlen

Vn ^2' • • • '/«' •'* *Jcn Puncten P durch irgend welche negative

ganze Zahlen — Pi, — p^, . . . — pß> und in allen übrigen

Puncten des Flächentheiles © durch Null dargestellt sein. Dem-

nach wird

(1) S= (^1 -f ry,, + • . . + q.) - (/>, + Ih + + P^^)

die Summe sämmtlicher Ordnungszahlen sein, welche f auf

dem ganzen Flächentheile © überhaupt besitzt. Es soll sich nun
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um den Werth dieser Summe S handeln. Wir werden zeigen,

dass man denselben jederzeit zu finden im Stande ist, falls nur

die am Rande des Flächentheiles <S befindlichen Functionswerthe

/ bekannt sind.

Wir zerlegen den Flächentheil o durch irgend welche Schnitte

in eine Anzahl einzelner Flächenstücke ^l^, ^2' ^3' •••' ^'on

welchen jedes nicht mehr als höchstens einen Windungsi)unct

in sich enthält, und bezeichnen die Summe der in diesen einzel-

nen Stücken vorhandenen Ordnungszahlen der Reihe nach mit

Sj, iSj, S3, . . . ; so dass also

(2) S = S,-\- 8^+ S,-^ ...

ist. Es sei nun ^^ irgend eines unter den Flächenstücken

%i, 3I2, -itg, . . . ; und ferner seien .

(ax, ^ + in^ ^' ^x)

diejenigen Bilder, welche dieses Flächenstück sanmit den darauf

vorhandenen Functionswerthen während seines ursprünglichen

und während seines natürlichen Zustandes darbietet. Dabei

wird alsdann unter a« eine Elementarfiäche, und unter g? eine

auf ax ausgebreitete Function zu verstehen sein, deren Werth hi

jedejn Puncte | -\- irj identisch mit demjenigen ist, welchen die

Function f im correspondirenden Puncte x -\- iy besitzt. Zugleich

wird Zy_ parallel stehen mit Sx, nämlich die Summe sämmtlicher

Ordnungszahlen repräsentiren, welche qp auf a» hat.

Auf die Ordnungszahlen, welche (p auf der Elementarllächc

ax besitzt, können wir sofort einen früher (S. 126) gefundenen

Satz anwenden; wir erhalten alsdann:

(3)
2 711 ^ cp

'

wo die Integralion um a^ in positiver Richtung herumläuft. Diese

Cleichung (3) kann nun von dem natürlichen Bilde:

(ax, I + in, (p, ^x)

leicht übertragen werden auf das ursprüngliche Bild:

(?U. X -f ty, f, S,).

Zunächst sind nämlich die Ordnungszahlen von q) auf a^, und die

von f auf 5tx unter einander identisch, mithin 2"^ = S^', wie
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auf der Stelle ergieht. Ferner ist das in positiver Richtung um

ax Iierumerstrcckte Integral / — gleichwerthig mit dem eben-

falls in positiver Richtung um %y herumlaufendem Integrale

J r
Somit verwandelt sich die Gleichung (3) in

Und hierdurch geht die Gleichung (2) über in:

51, % 2t3

wo die Integrationen um die einzelnen Flächenstücke ^tj, %2, %^,

.

.

.

in positiver Richtung herumerstreckt sind.

Die Linienelemente, aus welchen der Rand von © besteht,

mögen mit ds^ und andererseits mögen diejenigen, aus welchen

die zur Zerstückelung von © in Anwendung gebrachten Schnitt-
linien bestehen, mit da bezeichnet werden. Diese Linienele-

mente ds und da sind es, aus welchen die Integrationscurven der

in (5) befindlichen Integrale zusammengesetzt sind. Und zwar

Iv^mmt jedes Element ds immer nur in je einem, jedes Element

da hingegen immer in je zweien jener Integrale vor.

Wir betrachten zunächst irgend eines unter den Elenienten

da. Sind 5lx und ^^U diejenigen beiden Flächenstücke, welche

zu beiden Seiten dieses Linienelementes liegen, so wird dasselbe,

je nachdem man 51^ oder 91^ i« positiver Richtung umläuft, das

eine Mal in der einen, das andere Mal in der entgegenge-
setzten Richtung durchlaufen werden. Demnach werden die

Integrale

ff - ßi
zwei auf jenes Linienelement da bezügliche Theile enthalten, welche

einander entgegengesetzt sind. Rildet man also die Summe

% % %
so werden sich sämmtliche den Elementen da zugehörige Integral-

theile gegenseitig zerstören und nur die den Elementen ds zu-

gehörigen übrig bleiben.
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Ist nun ds irgend eines dieser letzteren Elemente, und ^U
das an ds grenzende Fläclienstück , so wird dieses Linieuelement

ds offenbar bei einer positiven Unilaufung von ätz, und bei einei'

positiven Umlaufung von ©, beide Male in gleicher Richtung

durchlaufen werden. Daraus folgt, dass die bei Bildung der Suuune

(6) noch übrig gebliebenen, den p]lementen ds zugehörigen Inte-

graltheile identisch mit denjenigen sind, welche in dem in po-

sitiver Richtung um © herumerstreckten Integral

(7) ßdf

vorkommen; dass also jene Summe (6) mit diesem Integrale (7)

von gleichem Werthe ist.

Beachten wir dies, so verwandelt sich unsere Formel (5)

schliesslich in:

2niJ^ r

Wir erhalten demnach folgenden Satz:

Ist eine vo7i x -f /y abhängende Fiinetion f auf irgend einem

Theile © einer ttiemanti'sehen Kugelfläche überall eindeutig, tind

mit etwaiger Ausiiahme einzelner Pole daselbst auch iibeiHÜl stetig,

so ist das in positiver Richtimg um den Rand von @ herumer-

streckte Integral

-1. /V
^nij r

jederzeit gleich der Summe sämmtlicher Ordnu7igszahlen, welche f
innerhalb (S besitzt.

Besitzt der gegebene Flächentheil © nicht eine, sondern meh-
rere, etwa Q Randcurven, so wird dieses Integral, genau genommen,
eine Summe von q einzelnen hUegralen sein, deren jedes über je

eine Randcurve hinerstreckt ist.

Das eben erhaltene Resultat bezieht sich auf irgend einen

Theil einer Riemann'schen Kugelfläche. Wendet man genau die-

selbe Methode an, um die Summe aller Ordnungszahlen zu er-

mitteln, welche auf der ganzen Riemann'schen Kugelfläche vor-

handen sind, so gelangt man zu einem analogen Resultat, welches,

wie leicht zu übersehen, so lautet:

Ist eine von x -\- iy abhängende Function auf einer Riemanfi'-
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sehen Kiigelfläche allenthalben eindeutig, und mit etwaiger Aus-

nahme einzelner Pole daselbst auch allenthalben stetig, so ist die

Summe sämmtlicher Ordnungszahlen , welche sie auf Jener Fläche

besitzt, gleich Null.*)

Oder mit andern Worten: Bei einer solchen Function ist die

Summe der in den Polen vorhandenen Ordnungszahlen ihrem ab-

soluten Betrage nach jederzeit ebenso gross, als die Summe

der in den Nullpuncten vorhatidenen.

Fünfter Abschnitt. Ueber Functionen, die aus anderen Func-

tionen auf rationale Weise zusammengesetzt sind.

Es sei wiederum © irgend ein Tlieil einer Riemann'schen

Kugelfläche, und es seien /"j, /"j, - . . fa irgend weiche von

X + iy abhängende Functionen, die auf © überall ein-

deutig, und mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole da-

selbst auch überall stetig sind. Ferner stelle

F = RiU. A, ... fa)

irgend einen Ausdruck vor, der aus f^, f2i • • fa auf ratio-

nale Weise zusammengesetzt ist.

Offenbar wird alsdann F eine von x -\- iy abhängende Func-

tion sein, welche, ebenso wie /",
,

/"j, • • • fa, auf© überall ein-

*) In jedem Nullpmict ist die Ordnungszahl der Function gleich

einer positiven, und in jedem Pol gleich einer negativen ganzen Zahl

(S. 246). Man kann demgemäss die Nullpuncte, je nachdem ihre Ord-

nungszahl gleich 1, 2, 3 u. s. w. ist, einfache, zweifache, dreifache u. s. w.

nennen; und andererseits die Pole, je nachdem ihre Ordnungszahl gleich

_ 1^ — 2, — 3 u. s. w. ist, ebenfalls als einfache, zweifache, dreifache

u. s. w. Pole bezeichnen. Wenn man nun einen einfachen Nullpunct

oder einen einfachen Pol schlechtweg mit dem Namen Nullpunct

oder Pol bezeichnet, so kann man jeden n fachen Nullpunct oder

n fachen Pol als eine Superposition von n Nullpuncten oder als eine

Superposition von n Polen auffassen. (Vergl. Riemann's Abhandlung,

Borch. Journal Bd. 54, S. 118.) Thut man dies, so lässt sich der oben

stehende Satz auch so aussprechen:

„Ist eine von x -\- iy abhängende Function auf einerRie-

mann'schen Kugelfläche allenthalben eindeutig und mit

Ausnahme einzelner Pole allentlialbcn stetig, so ist die An-

zahl ihrer Pole jederzeit ebenso gross wie die Anzahl ihrer

Nullpuncte."
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deutig ist. Fraglich aber ist, wie es sich mit dieser Function

F hinsichthch ihrer Stetigkeit oder Unstetig keit verhält.

Es mag (S, ebenso wie früher, durch irgend welche Schnitte

in einzelne Flächenstücke zerlegt werden, von welchen jedes nicht

mehr als höchstens einen Windungspunct in sich enthält; irgend

eines unter diesen Stücken sei %. Die beiden Bilder, welche

dieses Flächenstück sammt den darauf vorhandenen Functionswer-

then zur Zeit seines ursprünglichen und zur Zeit seines natür-

lichen Zustandes darbietet, mögen mit:

(21, X + iy,
/"i, A, ... U, F)

und mit:

(a, i +• iri, qpj, cp^, ... (p„, O)

bezeichnet werden. Hier wird dann a eine gewisse Elementar-

fläche vorstellen, und gleichzeitig werden cp^, (p^, . . . (p„, ge-

wisse auf a ausgebreitete Functionen sein, deren Werthe in jedem

Puncte ^ + irj identisch mit denjenigen sind, welche

/",, A, . .. fa, F
in dem correspondirenden Puncte x -\- iy besitzen.

Die Gleichung

F= R{f„ f^, ... f,)

gilt für zusammengehörige Werthe von /\ , f^, . . . fa, F,

gilt also für diejenigen Werthe, welche diese Functionen in irgend

einem Puncto x + iy besitzen. Diese Werthe sind identisch
mit denen, welche die Functionen cp^, cp^, ... (pa, (Z> in dem
correspondirenden Punct ^ 4- it] besitzen. Für zusammenge-
hörige Werthe der letzteren Functionen wird demnach jene

Gleichung ebenfalls gelten. Es wird also

= R {cp^, cp^, . . . (p„),

d. h. es wird eine Function sein, die aus cp^, cp.^, ... (p„ auf

rationale Weise zusammengesetzt ist.

Fassen wir demnach das natürliche Bild

(a, § + il], 9)1, <p2, . . . cpa, O)

ins Auge, so haben wir Folgendes vor uns: Erstens eine Elemen-
tarfläche a ; zweitens gewisse von | + ir} abhängende Functionen

(Pi, (p2, ... (pa, welche auf a — ebenso wie /"j, /"j, . . fa auf

91 — überall eindeutig, und mit etwaiger Ausnahme einzelner

Pole überall stetig sind; drittens eine Function 0, die aus

cpi, cp.^, ... cpa auf rationale Weise zusammengesetzt ist. Daraus
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folgt durch Anwendung" eines früher (S. 118) gefundenen Satzes

sofort, dass O auf der Elementarfläche a überall eindeutig, und

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall

stetig ist.

Gleiches muss daher auf dem ursprünglichen Flächenstück '51

von F gelten. Nun war % irgend ein beliebiges unter den

Flächenstücken, in welche © zerlegt worden ist. Was daher für

51 richtig ist, wird auch richtig sein für ©• Somit wird

F = R{f,, f^, ... U)

eine Function sein, welche auf dem gegebenen Flächentheile «S

überall eindeutig, und mit etwaiger Ausnahme einzelner Fole da-

selbst auch überall stetig ist.

Wir betrachten insbesondere noch den Fall, dass der Aus-

druck F aus den Functionen f\, fi, • • • »ur durch Multipli-

cation und Division entstanden ist; es sei nämlich

wo über f^, f^^, . . . /)*" dieselbe Voraussetzung gelten soll, wie

über f^, f.^, . . . fa- Es sei x -^ iy = c irgend ein zu (S ge-

höriger Punct, und ferner % ein um c herum abgegrenztes Flä-

chenstück, welches nicht mehr als höchstens einen Windungs-

punct enthält. Die beiden IMlder, welche dieses Flächenstück,

sammt den darauf ausgebreiteten Functionswerthen, zur Zeit sei-

nes ursprünglichen und zur Zeit seines natürlichen Zustandes

darbietet, mögen mit

[%, X + iy, c, A A F)

und mit

(a, ^ -f it], y, (p, <p^> ^)

bezeichnet werden , wo also y den mit c correspondirenden Punct

vorstellen soll.

Ebenso wie in jedem Puncte x + iy

^ fOfO /
/ 1 • /a • • • Tß

ist; ebenso wird alsdann in jedem zur Elementarflächc a gehöri-

gen Punct t, -\- ir]

«Pl • ^2 • • fa

sein. Auf die Ordnungszahlen, welche die auf a ausgebreiteten
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Functionen besitzen, lässt sicli nun sofort ein fiülierer Salz (S. 118)

in Anwendung bringen. Sind nämlicb ft,, f<2» • •• f*«. ^i**' ."^2"' ••• i"/'

M die Ordnungszablen, mit wekhcn die Functionen cp^, cp^, ... (Pa,

(p^'\ 9)./', . . . 9)^", (P im Puncto y bebaftet sind , so wird jenem

Satze zufolge

M = {f,^ + (i,-\- ... + f.«)
- (ft/' + ft," + . . . + fi/)

sein. Nun sind aber (Jie Ordnungszablen von (p, 95", im Puncte

y identiscb mit denen, welcbe /", f% F im Puncte c besitzen.

Die Ordnungszabl von F in irgend einem Puncte c wird also

dadurcb erhalten werden, dass man die daselbst vorhandenen

Ordnungszahlen von /j, /"j, • • • A addirt, und von dieser Summe

diejenigen Ordnungszablen, welche
/"i", /:/, .../>" in jenem Puncte

besitzen, subtrabirt.

Denken wir uns irgend welche Riemann'sche Kugellläche ge-

geben, so wird das Binom x -f iy in jedem Punct derselben im-

mer nur einen Werth besitzen; dass diese Werthe in über ein-

ander liegenden Puncten der Fläche von gleicher Grösse sind,

kommt nicht in Betracht. Durch das Binom x + iy wird also

eine Function dargestellt sein, welche auf der Fläche überall ein-

deutig ist. Bezeichnen wir ferner diejenigen Puncte der Fläche,

welche die Coordinaten x= oc, y:=oo besitzen, mit A, B, C,.. .*),

so werden die Werthe der Function x + iy mit alleiniger Aus-

nahme der Puncte ^, 5, C, ... auf jener Fläche auch überall

stetig sein. In den Puncten A, B, C, . . . wird der Werth von

X + iy unendlich gross, mithin unstetig sein; stetig aber wer-

den in den Bereichen jener Puncte die Werthe von ^ .

^

sein^

Daraus folgt, dass die Unstetigkeilen, mit welchen die Function

X + iy in den Puncten A, B, C, . . . behaftet ist, polarer Natur

sind.

Wir sehen demnach , dass x -f- iy eine Function ist, welche

auf jeder Riemann'schcn Kugelfläcbe — mag dieselbe nun be-

schaffen sein wie sie wolle — überall eindeutig und mit Aus-

nahme einzelner Pole auch überall stetig ist. Zu den Functionen

*) Denkt man sich bei der tiier betrachteten Riemann'schen Kngel-

fläche die Antipodenebene constrnirt, so werden A, B, C, . . . diejenigen

Puncte sein, welche an der Berührnngsstclle .dieser Ebene über einan-

der liegen. Ist die Riemann'sche Kngelflilchc eine w blättrige, so wird

die Anzahl der Puncte A, B, C, . . . gleich n , oder kleiner als n sein.

Neuniann, Abel'sche Iiilegrale. lo
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f\, f-i, • • • fa^ A"' /!;"' • • • //*"' für welche die elien angestellten

Betrachtungen Gültigkeit haben, wird daher jederzeit auch die-

jenige gehören, welche durch das Binom x -f iy dargestellt ist.

Ausserdem ist noch eine andere hierher gehörige Function zu er-

wähnen; 'das ist (vergl. S. 117) diejenige, deren Wertli überall

= 1 , deren Ordnungszahl mithin überall = ist.

Wir erhalten somit, wenn wir Alles zusammenfassen, folgende

Sätze:

1. Sind /\, /"j, . . . fa irgetid welche von x -\- iy abh('mgende

Functionen^ die auf irgend einetn Theile (S einer Riemanti'sehen

K^igelfläche tiberall eindeutig^ und mit etwaiger Ausnahme einzelner

Pole daselbst auch überall stetig sitid, so wird auf jenem Flächen-

theile © Gleiches auch von jedem Ausdruck

F = R{fx. A, ••• U)

gelten^ der aus /",
, f.^^ ... fa auf rationale Weise zusammen-

gesetzt ist.

IL Solches wird also auch gelten von dem Quotienten:

vorausgesetzt , dass in Bezug auf /"j", f^^^ . . . /)*'* dieselbe Annahme,

wie in Bezug auf fx-, f^i • • fa gemacht wird. Die Ordnungszahl.,

welche dieser Quotient auf dem Flächentheile © in irgend einem

Puncte besitzt, ist dadurch zu erhalten, dass man die daselbst

vorhandenen Ordnungszahlen von f^, f.^, . . . fa addirt, und von

der so erhaltenen Summe diejenigen Ordnungszahlen , welche

f\^i f^i • ' • fß^ *" jenem Punct besitzen, subtrahirt.

III. Zu den Functionen f, f^, auf welche die eben getiatinten

beiden Sätze anwendbar sind, gehört unter andern auch die Func-

tion X + iy: ferner auch diejenige Function, deren Werth übei^all

= 1, deren Ordnxmgszahl mithiti überall = ist.

Sechster Abschnitt Es wird gezeigt, dass eine von x + iy

abhängende Function, die auf einer Riemann'schen Kugelfläche

überall eindeutig und stetig ist, eine Constante sein muss.

Verallgemeinerung dieses Satzes.

Es sei di irgend eine n blättrige Riemann'schc Kugelfläche,

und f eine von x + iy abhängende Function, welche auf dl

allenthalben eindeutig und stetig ist.
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Wir denken uns neben dl noch eine gewöhnliche einblättrige

Kugelfläche ^, die sich an irgend welcher andern Stelle des

Raumes befinden, und ebenso wie dl den Durchmesser Eins be-

sitzen mag.

Wir bezeichnen nun die Werthe, welche /"in je n über ein-

ander liegenden Puncten der Fläche ^t besitzt, mit f^, f^,-- fn,

und die Summe dieser n Werthe mit F ; also:

i^ = A + /2 + • • • + A-

Verpflanzen wir die Werthe, welche F auf der Fläche dl besitzt,

nach den correspondirenden Puncten der Flache ^ hin,*)

so wird sich F als eine von x + iy abhängende Function dar-

stellen, welche auf £ überall eindeutig, und welche gleich-

zeitig, weil f nach unserer Voraussetzung nirgends unstetig sein

soll, auf ^ auch überall stetig ist. Zufolge eines früher (S. 154)

gefundenen Satzes muss daher F eine Consta nte sein.

In solcher Art lässt sich, wie nun leicht zu übersehen ist,

darthun, dass nicht allein

/-, + A + • • + /"-

sondern dass auch

/-.^ + f,' + •-.. + f>i\

fx" + A" + • • + A"

Constanten sind. Daraus aber folgt unmittelbar, dass /", , f.^, . . f„

selber ebenfalls constante Werthe besitzen, und dass daher Glei-

ches auch von f gilt. Somit ergiebt sich folgender Satz:

Ist eitle von x -j- iy abhcbigende Function auf einer beliebig

gegebenen Rictnann'sehen Kugelfläche allenthalben eitideutig und

stetig, so ist sie eine Constante.

Es seien f und cp zw^i von x -f iy abhängende Functionen,

welche auf ein und derselben Riemann'schen Kugelflächc dl aus-

gebreitet sind. Beide Functionen mögen auf 9^ überall eindeutig,

und beide mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch

überall stetig sein. Gleiches wird alsdann von jedem Ausdruck

gelten, der aus f und cp auf rationale Weise zusammengesetzt

*) Unter correspondirenden Pnncten sind diejenigen zu ver-

stehen, welche auf 91 und Jt dieselben Coordinaten besitzen.

18*
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ist, also z. I{. auch gelten von dem Quotienten

wie sich solches unmittelbar aus dem vorhin (Seite 274) gefun-

denen Satz ergiebt. Zugleich folgt aus jenem Salze, dass die

Ordnungszahl dieses Quotienten in jedem einzelnen Puncte von

yt gleich der Differenz derjenigen beiden Ordnungszahlen ist,

welche /" und go daselbst besitzen.

Nun wissen wir, dass die Ordnungszahl einer Function posi-

tiv ist in jedem Nullpuncte, dass sie negativ ist in jedem Pole,

und dass sie endlich Null ist in jedem Puncte, der weder Null-

punct noch Pol ist. Somit ergi(d)t sich zweierlei, nämlich erstens,

dass der Quotient

eine von x -{ iy abhängende Function ist, welche auf der Fläche

9fl überall eindeutig, und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst

auch überall stetig ist; zweitens, dass die Nullpuncte dieses

Quotienten dort liegen, wo die Ordnungszahl von f grösser als

die von cp ist, und dass die Pole desselben in denjenigen Punc-

ten von Ot liegen, in welchen die Ordnungszahl von f kleiner

als die von cp ist.

Nehmen wir daher an, f und cp wären zwei Functionen,

deren Ordnungszahlen überall einander gleich sind, so wird

jener Quotient gar keine Pole besitzen, mithin eine Function

sein, welche auf 9fl allenthalben eindeutig und stetig ist. Eine

solche Function ist aber — zufolge des soeben gefundenen Satzes

— eine Constante. Somit erhalten wir folgenden Zusatz:

Si7id zwei von x -f iy abhängende Functionen f imd cp hei

ihrer Ausbreitung auf einer beliebig gegebenen Riemcmti'sehen Ku-

gelfläche daselbst überall eindeutig ^ uj^ mit Ausnahme einzelner

Pole daselbst auch überall stetig^ und sind ferner die Ordnungs-

zahlen vo?i f und cp in jedem Puncte jener Fläche einander gleich^

so ist der Quotietit

9
eine Constante.

Wir gehen zu einer mehr allgemeinen Untersuchung über.

Es sei (S irgend ein Theil einer Riemann'schen Kugelfläche, und

f eine von x 4- iy abhängende Function, welche auf © allent-
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halben eindeutig und stetig ist; ferner mag der Werth von

/", wie er sich bei Sonderung des Reellen und Imaginären her-

ausstellt, mit
/• = f/ + ?• F

bezeichnet werden.

Wir zerlegen © durch irgend welche Schnitte in einzelne

Stücke ?l|, %t , ... ?(ff» von welchen jedes nicht mehr als

höchstens einen Windungspunct in sich enthält. Das in positiver

Richtung um <S herumerstreckte Integral I Ud V kann in eine

Summe einzelner Integrale zerlegt werden , von welchen jedes

um je eines der Flächenstücke 31,, %^, ... %{a, und zwar eben-

falls in positiver Richtung herumläuft; «ie Aehnliches bei einer

früheren Gelegenheit (S. 268) ausführlich erörtert wurde. Es

wird also

(1) i VdV = UdV + UdV -h . . . + f
üdV

i iu % 5(.

sein.

Rezeichnet man nun die beiden Rilder, welche das Flachen-

stück 3lx sammt den darauf vorhandenen Functionswerthen zur

Zeit seines ursprünglichen und zur Zeit seines natürlichen Zu-

standes darbietet, mit:

(5U, X + iy, t=U + iV)

und mit:

{<Xy., ^ + in^ q) = u + iv),

so sind die an den Rändern von 5U uihI (Xy. vorhandenen Werthe

von /" = U -\- iV und qp ^= ?< + iv, falls man beide Ränder in

positiver Richtung durchschreitet. Schritt für Schritt unter einan-

der identisch. Ucmnach sind die in positiver Richtung um 51^

und um a^ heruraerstreckten Integrale

(2) ilJdV und i udv

von gleichem Werth. Rezeichnen wir den gemeinsamen Werth

dieser beiden Integrale mit Gy., so erhalten wir an Stelle von (1)

folgende Formel:

(3) judV = Gl 4- G., 4- ... + Ca.
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Um nun über den Wertli von G^*) genauere Auskunft zu

erhalten, lassen wir das natürliche Bild

{<Xx, i -\- iy], (p t= u -\- iv)

näher ins Auge, liier stellt a^ eine Eleinentarüäche vor, ferrjer

cp = u -\- iv eine von ^ + irj abhängende Function, welche auf

ay. — ebenso wie f auf 9U — allenthalben eindeutig und stetig

ist. Zufolge eines früher (S. 129) gefundenen Satzes wird daher

das Randintegral

ßudv

einen Werth besitzen, welcher jederzeit positiv oder Null ist.

Auch wissen wir zufolge jenes Satzes, dass dieser Werth nur dann
Null ist, wenn die Function cp auf der Fläche Qx allenthalben

constant bleibt, oder, was dasselbe ist, dass derselbe nur dann
Null ist, wenn die Function / auf 51^ allenthalben constant
bleibt. Der Werth dieses Randintegrales ist es aber, welcher

mit Gm bezeichnet wurde. Die Grösse G^ wird also jederzeit

positiv sein, und nur dann Null werden, wenn /" auf ^^ con-
stant ist.

Das Integral

/•üdV
-'®

ist nach (3) gleich Gj + G.^ -f . . . + Ga. Es wird daher dieses

Integral jederzeit positiv sein. Den Werth Null wird es nur dann
annehmen, wenn die Grössen G, , G^, . . . Ga sämmtlich Null

sind, also nur dann, wenn die gegebene Function f auf dem
Flächentheile ® allenthalben constant ist. Somit gelangen wir

zu folgendem Satz:

Ist f eine von x + iy abhängende Function^ welche auf ir-

gend einem Theile (S einer Riemann'sehen Kugelfläche allenthalben

eindeutig und stetig ist, mid bezeichnet man den Werth dieser

Function, wie er sich bei Sonderwig des Reellen u?id Imaginären

herausstellt, mit

f = T] -\- iV,

*) Es ist zu beachten, dass U und V reelle Grössen sind, und
dass demnach ö, , G^, ... Ga zufolge ihrer Definition ebenfalls reelle
Grossen vorstellen.
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/
so ist das in positiver Richtung um © herumerstreckte Integral

VdV

jederzeit positiv oder Null. Und zwar wird der letztere Fall,

dass nämlich dieses Integral Null ist, nur dann eintreten, wenn

die Function f auf dem Flächcntheile <3 allenthalben constant ist.

Besitzt der Flächentheil (B nicht eine, sondern mehrere, etwa

Q Randcurven, so wird das vorstehende hitegral

J VdV,

genau genommen, eine Summe von q einzelnen Integralen sein,

deren jedes über je eine Randcurve hinerstreckt ist.

Führt man auf der gewöhnlichen einblättrigen Kngeltläche

einen in sich zuriicklaufenilen Schnitt aus, so zerfällt die Fläche

dadurch jederzeit in zwei von einander getrennte Stücke. Anders

verhält es sich bei einer Riemenn'schen Kugelfläche. Denken wir

uns z. B. diejenige zweiblättrige Kugelfläche, welche früher (S. 190)

zur Ausbreitung der Function

f=j/{z -Ä,) {z- A,)...{z-A2,)

in Anwendung gebracht wurde, d. i. eine Fläche, welche v Ueber-

gangslinien A^A.^, A^A^, . . . A^v-iA^y besitzt, und führen wir hi

dieser Fläche, und zwar in dem oberen Blatt derselben, einen um

die Uebergangslinie A^ A^ herum- und in sich zurücklaufenden

Schnitt aus, so wird die Fläche durch einen solchen Schnitt keines-

wegs in zwei von einander 'getrennte Stücke zerlegt werden, son-

dern nach wie vor zusammenhängend bleiben (Fig. 62). Solches

mag nur als Beispiel dienen.

Es sei 'R eine beliebig gegebene Rie-

mann'sche Kugelfläche; und es sei 6 eine auf

i)t gezogene, in sich zurücklaufende Linie, durch

welche die Fläche nicht in getrennte Stücke

zerfällt.

Wir wollen uns nun eine von x + iy ab-

hängende Function f denken, welche auf '^

allenthalben eindeutig ist, welche ferner auf dem

einen Ufer der Linie a um iigend welche rein imaginäre

Constante iE grösser ist, als auf dem andern, und welche, ab-
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gesehen von dieser längs hin vorhandenen ünstetigkeit, auf der

Fläche 'St allenthalhen stetig ist. IJezeichnen wir also den Werth

von f, wie er sich hei Sonderung des Reellen und Imaginären

herausstellt, mit U + «T, so werden ü und V zwei von ic und y

abhängende, auf dt üherall eindeutige Functionen sein; und zwar

U eine Function, welche auf di allenthalben stetig ist, V hin-

gegen eine Function, welche längs 6 hin mit der constanten

WerthdilTerenz K behaftet, abgesehen hiervon aber auf 3^1 eben-

falls überall stetig bleibt.

Es fragt sich, von welcher Beschaü'enheit eine derartige

Function sein wird. Wir führen längs der Linie a einen in sich

zurücklaufenden Schnitt aus und bezeichnen die beiden Ufer des

Schnittes mit 6^ und a^. Durch diesen Schnitt verwandelt sich

die gegebene Fläche di in eine Fläche di', welche zwei lland-

curven besitzt, nämlich die Randcurven a^ und 6.^. Wir begin-

nen nun unsere Untersuchung damit, dass wir das in positiver

Richtung um di' herumerstreckte Integral

(1) -ßJ = I UdV

näher ins Auge fassen. OITenbar ist dieses Integral die Sunmie

zweier Integrale, von welchen sich das eine über die Randcurve

ö, , das andere über die Randcurve a., hinerstreckt, also:

(2) = UdV -\- lUdV.

Dabei ist zu bemerken, dass das eine Integral in der positiven

Fig. 63. Richtung von ffj , das andere in der positiven Rich-

tung von 62 binerstreckt ist. Die positive Richtung

einer Randcurve ist zufolge unserer Definition (S. 71)

aber jederzeit diejenige, in welcher man auf dei-

Curve fortschreiten muss, sobald man das von der-

selben begrenzte Flächengebiet zur Linken haben

will. Daraus folgt, dass die positiven Richtungen

von a^ und a.^ einander entgegengesetzt sind

(Fig. 63).

Bezeichnen wir daher irgend zwei längs ffj auf

einander folgende Puncto mit «j , j3, , und die gegen-

überliegenden, zu (?2 gehörigen, mit «2» ß2> ^^ werden die in



unserer
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unil gelangen dann zu folgendem Satz:

Es sei &l eine beliebig gegebene Riemann'sche Kugelßäche^

und es seien (T, g\ g", . . . irgend welche auf Oft gezogene, in sich

zurücklaufende Linien, durch welche die Fläche 9^1 nicht in ge-

trennte Stücke zerfällt.'*)

Ist nun vofi einer von x -\- iy abhängenden Function bekannt,

dass sie auf dt allenthalben eindeutig, und mit Ausnahme der Linien

(f, <?', 0", , . . daselbst auch überall stetig ist, und ist ferner be-

kannt, dass diese Function längs jeder der Linien 6, 0', 0", . . .

immer nur eine consta?ite und rein imaginäre Werthdifferenz

besitzen kann-, so ist die Function eine Cofistante.

Ebenso verhält es sich auch dann, weiin von den in 6, a, 0", . . .

möglicherweise vorhafideneti constanten Werthdi/ferenzeti bekannt

ist, dass sie nicht rem iinaginär, sondern dass sie sämmtlich reell

sind.

Der letzte Theil dieses Satzes ist eine unmittelbare Folge des

ersteren. Stellt nämlich (p eine von x -{- iy abhängende Function

vor, welche in jeder der Linien er, 0', 0"
, . . . mit einer reellen

Werthdifferenz behaftet sein kann, so wird

/• ^ i.cp

eine Function sein, welche in jeder der genannten Linien immer

nur eine rein imaginäre Werthdill'erenz besitzen kann. Dem-

nach wird sich , ebenso wie früher, vorausgesetzt dass die übrigen

damals gestellten Bedingungen erfüllt sind, nachweisen lassen,

dass die Function

f — icp

eine Constante ist, also nachweisen lassen, dass gp selber eben-

falls eine Constante ist.

Ausserdem würde noch zu bemerken sein , dass der hier auf-

gestellte Satz als eine Verallgemeinerung eines früher (S. 275)

gefundenen Satzes angesehen werden kann.

*) Dass die Fläche ^ durch die Linien a, a , a", . . . nicht in ge-

trennte Stücke zerfallen soll, ist eine unwesentliche Voraussetzung.

Man übersieht leicht, dass der Satz auch dann noch gültig sein wird,

wenn das Gegentheil stattfindet.
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Siebenter Abschnitt. Es wird gezeigt, dass eine von x + iy

abhängende Function, die auf einer Riemann'schen Kugelfläche

überall eindeutig, und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst

auch überall stetig ist, eine algebraische Function

von X + iy sein muss.

Alle Ergebnisse, zu welchen wir bei der Riemann'schen

Kugelfläche gelangt sind, werden natürlich für die gewöhnliclie

einblättrige Kugelfläche ebenfalls Gültigkeit besitzen; denn diese

ist ja nur ein specieller Fall von jener.

Es sei ^ eine gewöbnliche einblättrige Kugelfläche, und /"

eine von x + iy oder z abhängende Function, welche auf ^
überall eindeutig und mit Ausnahme einzelner Pole

überall stetig ist. Die Ordnungszahlen von f werden alsdann

in den NuUpuncten durch positive, in den Polen durch negative

ganze Zahlen, und in allen übrigen Puncten der Fläche durch

INull dargestellt sein; und gleichzeitig wird die Summe sänmit-

licher Ordnungszahlen gleich Null sein (S. 269). Wir bezeichnen diese

Zahlen in den Puncten z = c^, z = c^, • z = Cy, und 2 = oo

mit 1^1, (1*2, • • • f*x und M, und nehmen an, dass sie in allen

übrigen Puncten der Fläche £ gleich sind; dann wird also

(1) ftj + ft2 + . . . + ft;, + M= 0,

mithin

(2) M = -
(^1 + ft. + . . . + ^J

sein. Wir stellen uns die Aufgabe, die Beschaffenheit dieser Func-

tion f näher zu ergründen.

Es lässt sich zunächst eine Function bilden, die alle Eigen-

schaften, welche von /"angegeben sind, ebenfalls besitzt; das ist

die Function:

(3) q> = [z- cf^ . [z - c^p .... (2 - c^r.

Diese ist nämlich eine rationale Function von 2, folglich, wie

aus früheren Untersuchungen (S. 139) hervorgeht, auf der Kugel-

fläche ^ überall eindeutig, und mit Ausnahme einzelner Pole da-

selbst auch überall stetig. Ihre Ordnungszahl ist auf der Fläche

£, mit Ausnahme der Puncte Cj, Cj, ... Cy, und möglicherweise

auch mit Ausnahme des Punctes z = 00, überall gleich 0. In

. . . Cx besitzt sie, wie sich aus einem kürz-
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lieh gefundeneu Salz (Seite 260) ergieht, die Ordnungszahlen

(i^, fi.^, f^x', lind ferner wird, falls wir die im Puncte z = oo

vorhandene Ordnungszahl mit M' hezeichnen,

(4) ft, +^2 + ... + ^t, + M' = 0,*)

also mit Rücksicht auf (1)

(5) M' = M
sein.

Wir sehen also, dass die auf der Fläche £ allenthalben ein-

deutigen und mit Ausnahme einzelner l*ole daselbst auch überall

stetigen Functionen

f und (p

in ihren Ordnungszahlen völlig mit einander übereinstimmen. Sie

können demnach (vergl. S. 276) nur durch einen cons tauten

Factor von einander verschieden sein. Bezeichnen wir diesen

mit K, so haben wir

(6) f^K.cp,
d. i.

(7) /• =. /f . (^ _ c/' . [z - c,p .... (z - Crf\
Die Function /"ist demnach eine rationale Function; folglich:

Ist eine von x -\- iy oder z abhängende Function f auf der

gewöhnlichen ei?iblättfige?i Kiigelfläche überall ei?ideulig^ und mit

Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall stetig, so wird sie

Jederzeit auf rationale Weise von z abhängen.

Diese zwischen f und z vorhandene rationale Abhängigkeit

kann, sobald sämmtliche Ordnungszahlen von f bekannt sind, augen-

blicklich angegeben werden. Besitzt nämlich f in den Puncten

2 = c, , z =: Cj, ... 2 = c^ und 2 = oo die Ordnungszahlen

jitj,
i«..^,

... ^y_ und M, i?i allen übrigen Puncten der Kugelfläche

aber die Ordnungszahl 0, so wird

f=K.{z- c,p . [z - cf' .... (2 - c/''

sein., wo K einen constanien Factor vorstellt. Zugleich wird zwi-

schen den Zahlen ia.^, ^.^, . . . ^y_, M folgende Relation stattfinden:

fti + ft2 + • • + l^x + M = 0;

so dass es also von der Jedcs?naligen Beschaffenheit der Zahlen

ft, , ,0-2) • • • i"-^ abhängt, ob M positiv, negativ oder Nidl ist.

*) Diese Gleichung folgt wiederum aus dem schon voi'hin citirtem

Satz S. 269, 270.
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Wir haben diesen Satz, oder wenigstens einen Theil dessel-

ben, schon früher (S. 161) kennen gelernt. Dass wir denselben

hier von Neuem behandelt, von Neuem bewiesen haben, geschah,

um denselben mit anderen allgemeineren Untersuchungen, zu

denen wir jetzt übergehen, in Zusammenhang zu bringen.

Es sei 9t eine beliebig gegebene Riemann'sche Kugelfläche

und f eine von x + iy oder z abhängende Function, welche auf

aR; allenthalben eindeutig, und mit .4usnahme einzel-

ner Pole daselbst auch allenthalben stetig ist.

Ist |tt die Ordnungszahl, welche die Function f [z) auf der

Fläche 91 in irgend einem Puncte z r= c besitzt, so wird im

Bereich dieses Punctes eine der beiden Formeln gelten (S. 252):

jü

f[z) = {z-cT.E{z),

(1)

Hier stellt m die Anzahl der Blätter vor, welche in dem betrach-

teten Puncte c = c mit einander zusammenhängen ; während an-

dererseits E {z) und E' [z] zwei Fuiutionen bezeichnen, die im

Bereiche dieses Punctes allenthalben stetig und nullfrei sind.

Das Bereich des Punctes wird, falls m gleich 1 ist, durch eine

kleine einblättrige Fläche, falls aber m grosser als 1 ist, durch

eine kleine m blättrige Windungsfläche dargestellt sein.

Sind

f, [z), f,{z), ... frniz),

E, [z], E,{z), .. .E^{z),

E;[z), E,'{z), . . .Ej{z)

die Werthe, welche die Functionen /"(r), E{z), E' [z) für ein

und dasselbe z in den über einander liegenden Blättern der

eben genannten Windungsfläche besitzen, so wird, zufolge (1),

eine der beiden Formeln gelten:

A (-)
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so verwandeln sich diese Formeln in

\<p{z) = (Z — cf.7}{z),

9>{z) = (7-7) •'?'(^)'

die Functionen r]{z) und -rj' {z) sind hier ofTenhar, ebenso wie E{z)

und E'{z), innerhalb der kleinen m blättrigen Windungsfläche,

durch welche das Bereich des Punctes z = c repräsentirt wird,

allenthalben stetig und nullfrei.

Wir wollen annehmen, durch den gegebenen Werth z = c

würden auf unserer Riemann'schen Kugelfläche, nicht ein

Punct, sondern mehrere Puncte bestimmt; diese Puncte seien

jo,
,

jsj 5 • • Pt^ ; die Anzahl der Blätter, welche in jedem dieser

Puncte mit einander zusammenhängen, sei in p^ gleich m^, in

P2 gleich m^, u. s. w. , endlich in p„ gleich m„. Wir denken uns

einen Schnitt ausgeführt, welcher sämmtliche Blätter der

Fläche di durchschneidet, und um die über einander liegenden

Puncte pi, />2, ... Prt in hinreichend kleiner Entfernung,

etwa kreisförmig, herumläuft. Innerhalb eines solchen Schnittes

werden n von einander vöUig getrennte kleine Windungsflächen

liegen, welche als die Bereiche der Puncte p^, p^, . . . pn an-

gesehen werden können, und von denen die erste m^ blättrig, die

zweite mj blättrig n. s. w., endlich die letzte »?« blättrig ist. Auf

jede dieser Windungsflächen werden die Formeln (3) anwendbar

sein.

Ist also (pi{z) das Product derjenigen Werthe, welche die

Function f{z) für ein und dasselbe z in den m^ Blättern der

ersten Windungsfläche besitzt, ferner gPjW das Product derjeni-

gen Werthe, welche jene Function für eben dasselbe z in den

m^ Blättern der zweiten Windungsfläche besitzt u. s. w., endUch

(Prt{z) das Product der Werthe, welche die Function, wiederum

für eben dasselbe z, in den m^ Blättern der letzten Windungs-

fläche besitzt, und sind gleichzeitig ^^, fi^, . . . ^^ die der Function

in den Puncten />j, p^, . . . p„ zugehörigen Ordnungszahlen, so

werden je nach Umständen entweder die Formeln:

cp,{z) = (z-cf. ^i(z),

9^2 (^) = {- — (-f' ' % W'

9'«W = i^-cf"- Vn{z),
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oder die Formeln:

^2 W == (^""7) ''"'s' W.

/ 1 1 \ '^'^

^A^) = (7-7) -^-(-^^

gellen, wo 7/1 (t), '^^^ (2), . . . -»/« (z), t?/ (z), f// (-)> • • • Vn {z) Func-

tionen vorstellen, die innerhalb des Scliniltes a allenthalben stetig

und null frei siiul. Multiplicirt man diese Formeln mit einan-

der und bezeichnet das Product

(P\ (2) • <P2 (^) • • • • 9^rt (2)

'

d. i. das Product derjenigen Werthe, welche die Function f{z) für

ein und dasselbe z in sämmtlichen Blättern der gegebenen

Flüche 9ft besitzt, mit

so ergiebt sich, dass innerhalb des Schnittes jederzeit eine der

beiden Formeln:

0{z) = {z - c) .H{z),

W
f^. + /^. + ..+ /^-

gelten muss. Hier ist

H{z)^r],{z).v.Az) •••• ^«(=),

H'(z) = ^/(2). V(z) .. .. WW;
und es sind also H{z), H'{z) zwei Functionen, die innerhalb des

Schnittes a allenthalben stetig und nullfrei bleiben.

Für jedwedes gegebene z besitzt die Function f{z) mehrere,

nämlich ebenso viele Werthe, als in der Fläche '^R. über einander

liegende Puncte vorhanden sind. Das Product all' dieser Werthe

ist 0{z): und 0{z) wird demnach für jedes gegebene z immer

nur einen Werth besitzen. Gleiches gilt, da jUj, (i^, ... ^„

Ordnungszahlen, mithin jederzeit ganze Zahlen sind, auch von

den Functionen:

„^f^. + f^2 + .. + ^« U„J (^"7)
^1 + f*2 + • • + fi/
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Und Gleiches muss daher zufolge der Formehi (4) auch von den

Functionen H{z) und i?'(z) gelten.

Wir denken uns neben der gegebenen Riemann'schen Kugel-

iläclie dt noch eine gewöhnliche einblättrige Kugelfläche ^. Mit

den bei z r=. c über einander liegenden Puncten p^, p.^, . . . p„
wird auf der Fläche £ ein gewisser Punct correspondiren, wel-

cher mit p bezeichnet werden mag; in diesem Puncte p wird ebenfalls

z = c sein. Mit denjenigen Puncten ferner, die auf der Fläche dt

innerhalb des Schnittes ö liegen, werden auf der Fläche ^ Puncte

correspondiren, die zusammengenommen ein kleines um j!> herum-

liegendes Flächenstück bilden, die also zusammengenommen als

das Bereich dieses Puncles p angesehen werden können. Die

Formeln (4) bezogen sich auf denjenigen Theil der Fläche dt,

welcher sich innerhalb des Schnittes befindet. Verpflanzen wir

nun die Formeln (4) nach der Kugelfläche ^ , also nach dem Be-

reich des eben genannten Punctes p hin, so werden die in jenen

Formeln enthaltenen Functionen, weil sie für jedes gegebene z

immer nur einen Werth haben, innerhalb dieses Bereiches überall

eindeutig sein.

Die Function 0{z) ist denniach auf der Kugelfläche ^ im

Bereiche des bei z = c liegenden Punctes p überall eindeutig.

und innerhalb dieses Bereiches darstellbar
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die Ordnungszahl vorstellt, welche die Function (z) auf der

Kugelfläche £ im Puncte z = c oder p besitzt.

Der Werth z = c war ein beliebig gewählter. Die Resul-

tate, zu welchen wir hier gelangt sind, gelten demnach nicht nur

für einen, sondern für jeden behebigen Punct der Kngelfläche ^.

Die Function 0{z) wird demnach auf ^ überall eindeutig sein,

und im Bereiche eines jedweden zu ^ gehörigen Punctes wird

immer entweder 0{z) selber oder wenigstens ^—r stetig sein. Es

ist daher 0{z) eine Function, welche auf ^ überall eindeutig und

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch überall stetig

ist. Eine derartige Function ist aber zufolge des vorhergehenden

Satzes jederzeit eine rationale Function von 2. Somit gelangen

wir zu folgenden Sätzen:

Ist f eine von x + iy oder z abhängende Function, welche

auf irgend einer n blättrigen Riemann'schen Kugelfläche 'Si überall

eindeutig und mit Ausnahme einzelner Pole überall stetig ist, wid

bezeichnet man die Werthe, welche diese Function in n über einan-

der liegenden Puncten von 9*1 besitzt , mit f^, f^., . . . fn-, so wird

das Product

=:f . f, .... f„

eine rationale Function von z sein, nämlich eine Function sein, die

bei ihrer Ausbreitung auf der gewöhnlichen einblättrigen Kugel/lache

^ überall eindeutig und mit Aus7iahme einzelner Pole auch überall

stetig ist.

Die Ordnungszahl, welche O in irgend einem zur Fläche ^
gehörigen Punct z = c hat, ist Jederzeit gleich der Summe aller

derjenigen Ordnungszahlen , welche die Function f auf der Fläche 9ft

in sämmtlichen bei z = c über einander liegenden Puncten besitzt.

Wir beschäftigen uns mit der hier betrachteten Function f
noch weiter. Da f auf der gegebenen Fläche 9^ überall eindeu-

tig und mit Ausnahme einzelner Pole überall stetig ist, so gilt,

falls wir unter Cf, Cf',... C^") irgend welche Constanten verstehen.

Gleiches auch von den Functionen

f + C.

f + 0",

f + C^"\

Nenmann, Abel'sche Integrale. J9
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Bildon wir dalior die Producte:

(6)

rj/ = (/-, + c') (/;^ + c') .... (/„ + d
^" = if, + c") if, -f c") . . . . (A + c")

so worden «Z»', 0", . . . (p("), zufolge des eben erhaltenen Satzes,

Functionen sein, die sämmtlicli auf rationale Weise von 2 ab-

hängen. Die rechten Seiten der Formeln (6) lassen sich in fol-

gender Weise schreiben:

C" + C"-^{f, ^f, -f ...+/•„) + c"-2(/',/:, + ..)+... + {f,.f,..f„.).

Wir können (lejrnia(;h jene Formeln in Bezug auf die n (Grössen

UU • fn

auflösen, und werden alsdann für jede dieser n Grössen einen

Werth erhalten, der — ebenso wie ^', (P", , . . <p(") auf ra-
tionale Weise von z abhängt. Bezeichnen wir aber die in sol-

cher Art sich ergebenden Werthe der Reihe nach mit F^,F^, ... F„,
so sind bekanntlich /"j, /;, • • • A tlie Wurzeln folgender Gleichung
n^'^" Grades:

fn _ p^ fn-x ^ p^ f„^2 _ + {—iy> F,, = 0.

Somit gelangen wir zu folgendem Satz:

Ei7ie von x -f- iy oder z abhängende Function, welche auf
irgend einer Riemann'sehen Kugelfläche überall eindeutig und ttiit

Ausnahme einzehier Pole überall stetig ist, wird jederzeit eine al-
gebraische Function von z sein.

Sie wird nämlich, falls Je?ie Fläche eine n blättrige ist, jeder-
zeit die Wurzel einer Gleichung n*"' Grades sein, deren Coefficien-

ten rationale Functionen von z sind.
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Verwandlung einer Riemann'schen Kugelfläche

durch geeignete Schnitte in eine einfach zu-

sammenhängende Fläche.

Erster Abschnitt. Eintheilungf sämmtlicher Flächen in einfach

zusammenhängende und in mehrfach zusammenhängende. Defini-

tion der Querschnitte und Rückkehrschnitte.

Wir werden uns hier mit Flächen beschäftigen von ganz bc-

liol)igcr Gestalt. Als Fläche einfachster Art betrachten wir dabei,

ebenso wie friiher, die Elementar fläche, d.i. eine ebene

einblättrige Fläche, welche nur eine Randcurve besitzt, und

welche mit all' ihren Puncten in der Endlichkeit liegt.

Eine beliebig gegebene Fläche wird, je nach ihrer ßeschaf-

fenhcit, zu der Elementarfläche in einer mehr oder weniger nahen

Beziehung stehen. Je nach der Beschafl'enheit der Fläche wird

es nämlich mehr oder weniger verwickelter Operationen bedürfen,

um dieselbe in eine Elementarfläche zu verwandeln. Wir wollen

solches zunächst an einigen einfachen Beispielen erläutern.

Wir betrachten zunächst eine glockenför- ^. ..° Flg. 64.
mige Fläche, z. B. die in P'ig. 64 abgebildete

Kugelcalotte. Um diese in eine Elementarfläche

zu verwandeln, bedarf es nur gewisser Biegungen

und Dehnungen. Die Fläche wird sich also, um
einen früheren Ausdruck zu gebrauchen, durch stetige Um-
formung zu einer Elementarfläche umgestalten lassen.

Anders verhält es sich bei der in Fig. 65 abgebildeten

röhrenförmigen Fläche. Durch stetige Umformung allein

19*
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wird es uns niemals glücken, diese Fläche in eine Elementarfläche

zu verwandeln. Wollen wir eine solche Umgestaltung zu Wege

Pij?. 65. hringen, so werden wir zuvörderst einen etwa von

a nach ß fortlaufenden Schnitt ausführen müssen;

sodann erst wird es möglich sein, dieselbe durch

stetige Umformung in eine Elementarfläche zu ver-

wandeln.

Noch complicirter ist das Verfahren bei der

in Fig. 66 abgebildeten verzweigten röhren-
förmigen Fläche. Denn um diese in eine Ele-

mentarfläche zu verwandeln, sind ausser der stetigen Umformung
offenbar noch zwei Schnitte aß und yd erforderlich.

Fig. 66. ^ii* sehen aus diesen Beispielen, dass es

möglich sein wird, sämmtliche überhaupt denk-

bare ebene oder krumme Flächen zu classifi-

ciren nach denjenigen Beziehungen, in welchen

sie zur Elementarfläche stehen; dass es näm-

lich möglich sein wird, sie zu classificiren nach

denjenigen Operationen, die zu ihrer Verwand-

lung in eine Elementarfläche erforderlich sind.

Diese Operationen bestehen in der steti-

gen Umformung und in der Ausführung
von Schnitten. Um aber bei jener Classifi-

•cation mit Genauigkeit zu verfahren, müssen wir zunächst aus

dem allgemeinen Begriff des Schnittes zwei engere Begriffe her-

ausheben; nämlich den des Querschnittes und den des Bück-
kehrschnittes.

Definition. Ein Schnitt, welcher in irgend einem Randpunct

der Fläche beginnt, von hier aus in ununterbrochenem Zuge bis

zu irgend einem andern Randpunct fortläuft, dazwischen aber den

Rand der Fläche weder berührt, noch überschreitet , soll ein Quer-
schnitt genannt werden.

Nach Ausführung eines. Querschnittes sind die beiden Ufer

desselben als neue Bandgebiete der Fläche anzusehen. Ja es sind

die auf diese Weise entstehenden neuen Bandgebiete nicht erst

nach Ausführung des Schnittes, sondern auch schon während
der weiteren Fortführung desselben als solche zu betrachten.

Daraus folgt unter Anderm , dass ein Querschnitt in einem Punct

seines früheren Laufes endigen kann; und ferner, dass ein Quer-
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schnitt bei seiner weitem Fortführung sich selber niemals durch-

kreuzen darf.

So wird z. B., wenn wir eine Kreisfläche

betrachten, der Schnitt aß (Fig. 67) ein Quer-

schnitt sein; ebenso aber auch der Schnitt

a h c d. Jeder nimmt in einem Randpuncte

seinen Anfang. Während aber der eine sein

Ende in einem zweiten Randpunct der Fläche

erreicht, endigt der andere in einem Puncte

seines früheren Laufes.

Ist ein Querschnitt bereits ausgeführt, und soll nun ein

zweiter Querschnitt gezogen werden, so ist wiederum zu beach-

ten, dass die Ufer des schon vorhandenen Schnittes bei Ausfüh-

rung des zweiten als Randgebiete der Fläche anzusehen sind.

Der zweite Querschnitt wird also nach Belieben in einem ursprüng-

lichen Randpuncte der Fläche, eben so gut aber auch in einem

Uferpunct des schon vorhandenen Querschnittes seinen Anfang

nehmen können. Aehnliches gilt für den End-

punct des Querschnittes. Und AehnUches gilt

natürlich auch für einen dritten, vierten

u. s. w. Querschnitt.

So wird z. B. in der von uns betrach-

teten Kreisfläche a ß (Fig. 68) ein Querschnitt

sein. Sodann wird yö ein zweiter, ef ein

dritter und rjO- ein vierter Querschnitt sein

u. s. w.

Ferner wird der Schnitt a ß y ö s (Fig.

Querschnitt, sondern als ein Complex von zwei Querschnitten

anzusehen sein. Der eine von diesen beiden

läuft— ebenso wie der in Fig. 67 betrachtete —
von a über ß und y bis nach ö hin , und der

andere geht von ö nach e.

Des bequemeren Ausdrucks willen wird

es zweckmässig sein, ausser den Querschnit-

ten auch noch eine gewisse andere Gattung

von Schnitten, nämlich die der Rückkehr-

schnitte einzuführen. Diese sollen folgender-

massen deiinirt sein:

Deßnitio7i, Ein in sich zurücklaufender Schnitt, welcher de?i

69) nicht

Fig. 69.

^-^^^^^
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Rand der Fläche nirgends berührt oder überschreitet
^ und welcher

sich selber nirgends durchkreuzt , soll in Zukunft ein Rückkehr-
shnitt genannt werden.

Nach Ausführung eines Rückkehrschnittes sollen die beiden

Ufer desselben wiederum als Randgebiete der Fläche angesehen

werden. Wir können uns demnach den Schnitt a b c d (Fig. 67),

wenn wir wollen, auch so entstanden denken, dass in der

gegebenen Kreisfläche zuerst ein Rückkehrschnitt b c d b, und

sodann noch ein Querschnitt rf a ausgeführt ist. Desgleichen werden

wir (Fig. 69) den Schnitt a ß y d s als zusammengesetzt ansehen

können aus einem zuerst ausgeführten Rückkehrschnitt ßy S ß, und

aus zwei sodann ausgeführten Querschnitten ö a und ö s.

Wir bringen nun alle überhaupt denkbaren Flächen zunächst

in zwei Abtheilungen; zur Rezeichnung derselben bedienen wir

uns der von Riemann eingeführten Namen : einfach und mehrfach

zusammenhängend.

Definition. Eine Fläche soll einfach zusammenhängend
genannt werden, sobald sie blas durch stetige Umformung
in eine Elemenlarfläche verwandelt werden kann. Eine Fläche

hingegen^ bei der zu solcher TJmtva7idlimg ausser der stetigen Um-

formung auch noch die Ausführung irgend welcher Schnitte er-

forderlich ist , soll eine m e h rfa ch zu samm enh ä n g e 7i d e Fläche

heissen.

Die Elementar fläche selber ist demnach eine einfach

zusammenhängende Fläche. Gleiches wird gelten von einer Kugel

-

calotte, und gleiches, um noch ein drittes Reispiel anzuführen,

von jeder Wi n du ngs fläche; denn eine Windungsfläche kann,

wie wir früher (Seite 214 u. 218) gesehen haben, durch stetige

Umformung jederzeit in eine Elementarfläche verwandelt werden.

Eine Elementarfläche zerfällt durch jeden Querschnitt in

zwei von einander völlig getrennte Stücke; ebenso auch durch

jeden Rückkehr schnitt. Von diesen beiden Stücken ist, je nach-

dem der Schnitt ein Quer- oder ein Rückkehr schnitt ist, ent-

weder jedes, oder wenigstens eines eine Elementarfläche. Diese

Remerkungen, deren Richtigkeit man augenblicklich übersieht,

führen nun zu bemerkenswerthen Folgerungen.

Es sei 51 eine beliebig gegebene einfach zusammenhängende

Fläche, und gleichzeitig sei 51' diejenige Elementarfläche, in welche
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sich 51 durch stetige Umformung verwandelt*). Ist nun q irgend

ein Querschnitt der Fläche 51, und q der correspondirende Schnitt

auf 51', so wird q ebenfalls ein Querschnitt sein. Die Fläche 5t'

ist aber eine Elementarfläche und wird also durch jeden Quer-

schnitt in zwei von einander völlig getrennte Stücke zerlegt. Dem-

nach wird 51' durch q, und folglich auch 5( durch q in

zwei von einander völlig getrennte Stücke zerfallen.

Wir bezeichnen diese beiden Stücke bei der ursprünglichen

Fläche 51 mit (i, b, und bei der Elementarfläche 51' mit a', b'.

Offenbar können alsdann a und b als zwei Flächenstücke ange-

sehen werden, welche sich durch stetige Umformung in a' und b'

verwandeln. Von den beiden Stücken a' und b' ist aber jedes

eine Elementarfläche. Daraus folgt,, dass jedes der beiden

Stücke a und b ein einfach zusammenhängendes ist.

Somit erhalten wir folgende Sätze:

Eine einfach zusammenhängende Fläche zerfällt durch einen

Quersch?iitt immer in zwei von einander völlig getrennte Stücke;

von diesen beiden Stücken ist Jedes ein einfach zusammenhängeti-

des. Durch v auf eitiatider folgende Querschnitte wird demnach

eine einfach zusammenhängende Fläche in [v + 1) getretinte Stücke

zerfallen^ von welchen wiederum jedes ein einfach zusamtnenhängen-

des ist.

Wiederum sei 51 eine beliebig gegebene einfach zusammen-

hängende Fläche, und 51' die daraus durch stetige Umformung

entstehende Elementarfläche. Ist nun s irgend ein Rückkehrschnitt

der Fläche 5t, so wird der auf 5t' gezogene correspondirende

Schnitt / ebenfalls ein Rückkehrschnitt sein. Demnach wird 5t

durch s, ebenso wie 5t' durch /, in zwei von einander getrennte

Stücke zerfallen. Von den beiden Stücken, in welche 5t' durch

s zerlegt wird, ist das eine eine Elementarfläche. Demnach muss

von den beiden Stücken, in welche 5t durch s getheilt wird, das

eine ein einfach zusammeidiängendes sein.

Somit ergiebt sich Folgendes:

Eine einfach zusummenhänge/ide Fläche zerfällt durch einen

Rückkehrschnitt immer in zwei von einander völlig getrennte Stücke;

*) Man vergleiche, was früher in Betreff der stetigen Um forraun{

einander gesetzt ist (Seite 205 -207).
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von diesen beiden Stücken ist Jederzeit das eine ein einfach zu-

sammenhängendes.

Eine Elementarfläche besitzt ihrer Definition zufolge immer

nur eine Randcurve. Gleiches muss demnach auch von jeder

Fläche gelten, die aus einer Elementarfläche durch stetige Um-
formung entstanden ist. Somit erhalten wir folgenden dritten Satz.

Eine einfach zusammenhängende Fläche besitzt immer nur eine
Randcurve.

Zweiter Abschnitt. Untersuchung eines beliebig gegebenen Flä-

chensystemes; die Grundzahl eines solchen Systemes. Eintheilung

der mehrfach zusammenhängenden Flächen in zweifach, dreifach,

vierfach, u. s. w. zusammenhängende.

Es sei © ein aus beliebig vielen Flächenstücken bestehendes

System; diese Flächenstücke mögen beliebig im Räume vertheilt

sein, und jedes von ihnen mag eine ganz beUebige Gestalt besitzen.

Wir wollen uns denken, dieses System (g könne durch gewisse /Quer-
schnitte — sie mögen in ihrer Gesammtheit mit q bezeichnet wer-

den — in ein System (£' verwandelt werden, welches aus «' Flä-

chenstücken besteht; und das System © könne andererseits durch

gewisse v" Querschnitte — sie mögen q" genannt werden — in

ein System ©" verwandelt werden, welches aus a" Flächenstücken

besteht. Ferner wollen wir uns denken, unter den Flächenstücken,

aus welchen die Systeme ©' und (5" bestehen, wäre jedes ein-

zelne ein einfach zusammenhängendes. Es fragt sich, ob

unter dieser Voraussetzung zwischen den Zahlen /, a und v", «"

irgend welche Beziehung stattfindet, oder ob dieselben von einan-

der völlig unabhängig sind.

Um näher hierauf einzugehen, wird es nöthig sein, beide

Querschnittsysteme, das der q und das der g" gleichzeitig zu

ziehen. Die Anzahl derjenigen Stellen, in welchen, bei einer sol-

chen Superposition beider Schnittsysteme, ein-Punct des einen und
einer des andern Schnittsystemes gerade über einander liegen,

mag % sein. Und der Einfachheit willen mag zuvörderst ange-

nommen werden, dass unter diesen % Durchkreuzungspuncten

keiner vorhanden ist, der gerade mit einem End puncto der

Schnitte q oder q" zusammenfällt; von den beiden Schnitten q'
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und q , welche einander in einem jener % Punete durchkreuzen,

wird alsdann jeder durch den andern in zwei Stücke zerlegt

werden.

Wir denken uns zuerst die Ouerschnitte j' gezogen, und hie-

durch (S in ©' verwandelt. Ziehen wir jetzt einen der Schnitte q ,

so wird ein solcher Schnitt nur dann einen Querschnitt des

Flächensystemes ©' vorstellen, wenn er die schon vorhandenen

Schnitte q nirgends berührt oder überschreitet, andernfalls aber

einen Complex von mehreren Querschnitten vorstellen.

Es fragt sich nun zunächst, wie gross die Anzahl derjenigen Quer-
schnitte Q" ist, welche in dem Flächensystem ©' entstehen, so-

bald wir darin sämmtliche Schnitte q ausführen. Offenbar wer-

den sämmlliche Endpuncte der Q" zum einen Thoil durch die End-

puncte der q" selber, zum andern Theil durch diejenigen Punete

dargestellt sein , in welchen die q von den q durchkreuzt werden.

Die Anzahl des ersten Theiles ist gleich der Anzahl der Endpuncte

der q y d. i. gleich 2v"; die Anzahl des zweiten Theiles muss,

da jeder der genannten Durchkrcuzungspuncte zwei Endpuncte

der Q" repräsentirt, doppelt so gross als die Anzahl jener Durch-

krcuzungspuncte, also gleich 2% sein. Im Ganzen wird daher die

Anzahl der Endpuncte der Q" gleich 21/" + 1%, folglich die An-

zahl der Q" selber gleich

1'" + l

sein.

Umgekehrt wird andererseits, wenn wir uns in dem Systeme

© zuerst die q gezogen, und hicdurch © in ©" verwandelt den-

ken, jeder nunmehr folgende Schnitt q im Allgemeinen mehrere
Querschnitte Q' des Systems ©" rcpräsentiren. Die Anzahl dieser

Q' wird, wie man sofort übersieht, gleich

v' -\r %

sein.

^s sei A die Anzahl von Flächenstücken, in welche © zer-

fällt, wenn gleichzeitig sowohl sämmtliche Schnitte q als auch

sämmtliche Schnitte q ausgeführt werden.

Offenbar kann diese Zahl A als die Anzahl derjenigen Stücke

angesehen werden, in welche sich das Flächensystem ©' durch

Ausführung der Querschnitte {)' verwandelt. Nun besteht das

System ©' der Voraussetzung zufolge aus d Stücken, von wel-

chen jedes einfach zusammenhängend ist. Es wird daher
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— wir müssen den vorhin (Seite 295) gefundenen Satz beachten —
dieses System ©' durch Ausführung der (v" + %) Querschnitte Q"

in u •{ v" -\- % Stücke zerfällt werden. Somit ergieht sich

:

(1) A:r= a + V" ^- l.

Andererseits kann aber A auch als die Anzahl derjenigen Stücke

angesehen werden, in welche das System <S" durch Ausführung

der [v + %) Querschnitte Q' zerlegt wird; alsdann ergieht sich:

(2) A =: a" -\- v + :i.

Aus diesen beiden Formeln (1) und (2) folgt sofort:

a -\- v" = a." -\- V,

d. i.

(3) v — a =: v" — a"

.

Bei Ableitung dieser Formel wurde die beschränkende Vor-

aussetzung gemacht, dass unter den % Durchkreuzungspuncten

der beiden Schnittsysteme keiner vorhanden ist, welcher gerade

mit einem Endpunct der Schnitte zusammenfällt. Sollte diese

Voraussetzung nicht erfüllt sein, so wird man es doch durch eine

unendlich kleine Verschiebung des einen Schnittsystemes,

z. ß. des Systems q, leicht dahin bringen können, dass sie in Er-

füllung geht. Sobald diese unendlich kleine Verschiebung aus-

geführt ist, wird dann die Formel (3)

v — a := v" — a

wiederum gelten. Die Zahlen v und a' sind aber offenbar n a c h

der Verschiebung des Systems q eben dieselben wie vor jener

Verschiebung. Daraus folgt, dass die Formel auch schon vor

der Verschiebung gültig ist, dass sie also völlig allgemeine

Gültigkeit besitzt. Wir erhalten daher folgenden wichtigen Satz:

Denkt man sich ein beliebiges Flächensystem @ zu verschie-

denen Zeiten durch verschieden getvählte Querschtiittsysteme zer-

legt, und dadurch jedesmal in ein System von lauter einfach

zusam7nenhängenden Flächenstücken verwandelt; so wird die Dif-

ferenz {y — a), um welche die jedesmalige Anzahl v der Querschnitte

grösser als die jedesmalige Anzahl a der resultirenden Flächenstücke

ist, in alV diesen Fällen ein und denselben Wcrth haben.

Jene Differenz [v —a) ist demnach eine detn gegebenen Flächen-

system © eigenthümliche unveränderliche Zahl. Glei-

ches wird daher auch gelten von der Zahl {v — « -}- 2), Diese
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letztere soll in Zukunft die Grundzahl des Flächensystemes ge-

nannt werden.

Ein beliebig gegebenes FJächensystem @ verwandle sich,

wenn man darin irgend welchen Querschnitt q ausführt,

in ein Flächensystem @'. Um das ursprüngliche System @ aber

in ein System von lauter einfach zusammenhängenden Flächen-

stücken zu verwandeln, mögen nach Ausführung jenes Querschnit-

tes q noch irgend welche v andere Querschnitte q^^ q^, ... qv

erforderlich sein; und gleichzeitig mag a die Anzahl der einfach

zusammenhängQ.nden Flächenstücke vorstellen, aus welchen das

letztgenannte System besteht.

Alsdann wird also das System @ im Ganzen durch v + 1

Querschnitte in ein System von a Flächenstücken verwandelt,

unter denen jedes einfach zusammenhängend ist. Und andererseits

sehen wir, dass das System ©'bereits durch v Querschnitte in ein

System von « einfach zusammenhängenden Flächenstücken ver-

wandelt wird. Demnach ist

{v + 1) ~ a -\- 2

die Grundzahl von ©, und

V — c^ -I- 2

die Grundzahl von ©'; die Grundzahl von ©' also um 1 kleiner

als die von @. Somit ergiebt sich der Satz:

' Die Grundzahl eines Flächensystemes wird durch jeden Quer-

schnitt um 1 erniedrigt; durch ei?i System von v Querschnitten also

um V erniedrigt.

Ein Flächensystem © verwandle sich durch Fig. 70.

irgend welchen Rüc k kehrschnitt 5 in ©'.

Ferne*' sei q ein in dem Systeme ©' gezogener

Querschnitt, und zwar ein Querschnitt, welch( r

(Fig. 70) in einem Uferpuncte des Rückkehrschnil-

tes s beginnt, und von hier aus nach irgend wel-

chem Randpuncte desjenigen Flächenstückes hin-

cvuft, in welchem sich s befindet. Endlich mag das durch Aus-

führung von s und q erhaltene Flächensystem mit % bezeichnet

werden.

Das Fiächensystem % entsteht aus ©' durch Ausführung des

einen Querschnittes q. Zufolge des vorhergehenden Satzes ist

daher die Grundzahl von 2; um 1 kleiner als die von ©'.
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Andererseits ist zu bemerken, dass die Schnitte q und s zu-

sammengenommen als ein einziger Querschnitt angesehen werden

können (vgl. S. 293, Fig. 67) ; und dass daher % als ein Flächen-

system angesehen werden kann, welches aus © ebenfalls nur

durch Ausführung eines einzigen Querschnittes entsteht. Zu-

folge des vorhergehenden Satzes wird also die Grundzahl von ^
auch um 1 kleiner als die von © sein.

Fasst man beide Ergebnisse zusammen, so sieht man sofort,

dass die Grundzahlen von @ und ©' einander gleich sind, und
gelangt also zu folgendem Satz:

Bie Grundzahl eines Flächensystems erleidet durch Ausführung

eines Rückkehrschnittes keinerlei Acnderung, und erleidet also auch

bei Ausführung von beliebig vielen Rückkehrschnitten keine

Aenderung.

Die eben gefundenen Sätze sind anwendbar auf jedes belie-

bige Flächen System, folglich auch anwendbar auf jede beliebige

einzelne Fläche. Wir wollen die Folgerungen ins Auge fassen,

zu welchen sie in letzterer Beziehung führen.

Soll eine beliebig gegebene einzelne Fläche durch Querschnitte

in irgend welche Anzahl einfach zusammenhängender Flächenstücke,

z. ß. in 100 solche Flächenstücke zerlegt werden,*) so wird man
dabei hinsichtlich der Lage und Gestalt dieser Querschnitte

einen weiten Spielraum haben, hinsichtlich ihrer Anzahl aber

auf eine ganz bestimmte Zahl angewiesen sein. Denn gelingt es

einmal, die gegebene Fläche durch irgend welche v Querschnitte

in 100 einfach zusammenhängende Flächenstücke zu zerlegen, und
gelingt andererseits eine solche Zerlegung der Fläche in 100
einfach zusammenhängende Flächenstücke auch durch Anwendung
irgend welcher andern v" Querschnitte, so muss zufolge des von

uns gefundenen Satzes (S. 298)

V — 100 = v" — 100,
mithin

v = v"

sein. Eine gegebene Fläche wird sich also auf mannig-
faltige Art durch Querschnitte in 100 Stücke zerlegen

*) Unter der Zerlegung einer Fläche in 100 einfacli zusammenhän-
gende Flächenstiicke ist natürlich eine Zerlegung derselben in 100 ein-

zelne Flächenstücke zu verstehen, von welchen jedes für sich betrachtet
einfach zusammenhängend ist.
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lassen, von welchen jedes einfach zusammenhängend
ist. Die Anzahl dieser Querschnitte wird aber stets

ein und dieselbe sein.

Wir werden demnach alle überhaupt vorhandenen Flächen

nach der zu einer solchen Zerlegung erforderlichen Anzahl von

Querschnitten classificiren können. Ob wir dabei die stets

zu erreichende Anzahl von Stücken auf 100 oder auf irgend

welche andere Zahl festsetzen, ist gleichgültig. Wir wollen statt

100 die Zahl 1 nehmen und also sämmtliche überhaupt denkbare

Flächen eintheilen

:

erstens in die Classe derjenigen, welche sich durch Quer-

schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandeln,

welche also bereits von Hause aus einfach zusammenhängend sind,

zweitens in die Classe derer, welche sich durch 1 Quer-

schnitt in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandeln

lassen

,

drittens in die Classe derjenigen, bei denen zu solcher

Verwandelung 2 Querschnitte erforderlich sind, u. s. w.

Ebenso wie wir nun die Flächen der ersten Classe einfach

zusammenhängend genannt haben, ebenso mögen die der folgen-

den zweifach, die der dritten dreifach zusammenhängend ge-

nannt werden, u. s. w.

Lässt sich eine beliebig gegebene Fläche durch irgend welche

V Querschnitte in ein System von a einfach zusammenhängenden

Flächenstücken verwandeln, so ist nach unserer Bezeichnung (S.298)

V — a -]- 2

die Grundzahl der Fläche. Demnach wird jede einfach zu-

sammenhängende Fläche die Grundzahl:

0—1-1-2 = 1,

jede zweifach zusammenhängende die Grundzahl:

1 — 1 + 2 = 2,

jede dreifach zusammenhängende die Grundzahl:

2-1+2=3
besitzen, u. s. w.

Eine iVfach zusammenhängende Fläche ist eine solche, die

sich durch N— 1 Querschnitte in eine einfach zusammenhängende

Fläche verwandeln lässt; ihre Grundzahl also gleich

(iV — 1) - 1 + 2 = iV.
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Wir können uns domnach über die hier aufgestellte Classification

folgendermasscn aussprechen:

Bcfinition, N fach zusammenhängend soll eine Fläche ge-

nannt werden^ welche durch N —"1 QuerschniUe in eine ei ti fach

zusa7nme?ihängende Fläche verwandelt werden kann.

Oder was dasselbe ist: N fach zusammenhängend soll eine

Fläche genannt werden , welche durch N — 1 Querschnitte und

durch stetige Umformung in eine Elementarfläche umgestaltet

werden kann.^)

Die Grundzahl einer N fach ztisamtnenliängenden Fläche ist

jederzeit = N; es ist daher einerlei^ ob man von einer Fläche

sagt, sie sei N fach zusammenhängend, oder ob man sagt, ihre

Grundzahl sei = iV.

Blicken wir auf die zu Anfang dieser Vorlesung erwähnten drei

Flächen (Fig. 64—66, S. 291. 292) zurück, so sehen wir, dass die

erste derselben bereits von Hause aus einfach zusamnienhängerfd

ist; ferner, dass die zweite durch einen einzigen Querschnitt in

eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt werden kann,

dass sie also zweifach zusammenhängend ist; endlich, dass die

dritte durch zvsei Querschnitte in eine einfach zusammenhängende

Fläche übergeht, dass sie von Hause aus also dreifach zusam-

menhängend ist.

In einer iVfach zusammenhängenden Fläche, also in einer

Fläche, deren Grundzahl = iV ist, mögen irgend welche v Quer-

schnitte gezogen werden. Es sind zwei Fälle möglich. Entweder

zerfällt die Fläche durch jene Schnitte in mehrere Stücke, oder

sie bleibt nach wie vor eine einzige Fläche. Wie dem auch

sei, immer wird der früher (S. 299) gefundene Satz anwendbar

sein, dass die Grundzahl einer Fläche durch v Querschnitte um
V vermindert wird. Entsteht also durch unsere v Querschnitte

ein Flächen System, so wird die Grundzahl dieses Systems= N— v

sein, und entsteht durch jene Querschnitte eine einzelne Fläche,

*) Hat man nämlich die Fläche durch N — 1 Querschnitte in eine

einfach zusammenhängende Fläche verwandelt, so bedarf es nunmehr

nur noch einer stetigen Umformung, um sie in eine Elementarfläche
zu verwandeln. Denn eine einfach zusammenhängende Fläche kann

unserer Definition (S. 294) zufolge durch stetige Umformung jederzeit

zu einer Element arflä che umgestaltet werden.
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so wird die Grundzahl derselben el)enfalls =r i\' — v sein. Wir

können demnach folgenden Satz hinstellen:

Führt man in eiticr Nfach zusamrnenhcmgcnden Fläche irgend

welche V Quersch?iitte auSj so entsteht, falls kei?ie Zerstückelung

eintritt, eine [N — v) fach zusammenhängende Fläche. Tritt Zer-

stückelung ein, so entsteht ein Flüchensystem, dessen Grundzahl

= N — V ist.

Eine iVfach zusammenhängende Fläche ist nach unserer De-

finition eine Fläche, welche durch iV— 1 Querschnitte in eine

einfach zusammenhängende Fläche verwandelt Avcrdon kann. Wie

nun die N — 1 Querschnitte beschaffen sein müssen, damit

diese Verwandelung wirklich eintritt, zeigt der eben gefun-

dene Satz. Aus ihm ergiebt sich nämlich, dass die in Rede stehende

Verwandelung stets eintritt, sobald nur die N— 1 Querschnitte

der Art sind, dass durch sie keine Zerstückelung der Fläche

herbeigeführt wird.

Es sei % eine beliebig gegebene N fach zusammenhängende

Fläche, ferner seien g^, q^i •••
5'jv-i

""gend welche die Fläche

nicht zerstückelnde Querschnitte, und 23 die durch Ausführung

dieser Schnitte entstehende einfach zusammenhängende Fläche.

Wir wollen uns neben % noch eine zweite Fläche denken,

und zwar eine Fläche, welche aus % durch irgend welche
stetige Umformung entstanden ist; sie mag 21' genannt wer-

den. Führen wir in %' die mit q^, q.^, . . . q^_^ correspondiren-

den Querschnitte aus und bezeichnen wir die neue Gestalt, welche

%' hierdurch annimmt, mit 33', so wird, ebenso wie 51' eine ste-

tige Umformung von % ist, ebenso auch 33' als eine stetige Um-
formung von 23 angesehen werden können. Die Fläche 23 ist

einfach zusammenhängend und kann also durch stetige Umformung

in eine Elementarfläche verwandelt werden. Demnach wird die

Fläche 23', weil sie durch stetige Umformung in 23 verwandelt

werden kann, durch eine weitere stetige Umformung ebenfalls zu

einer Elementarfläche umgestaltet werden. Daraus folgt, dass 23',

ebenso wie ©, einfach zusammenhängend ist.

Wir sehen demnach, dass diejenige Fläche, in welche 91'

durch die darin ausgeführten IS— 1 Querschnitte übergeht, eine

einfach zusammenhängende ist. Daraus folgt (vergl. die Definition

S. 302), dass 21' selber iV fach zusammenhängend ist. Somit er-

ciebt sich der Satz:
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Eine N fach zusammenhängende Fläche bleibt^ falls ma?i sie

einer beliebigen stetigen Umformu?ig unterwirft, nach wie vor N fach

zusammenhätigefid. Oder mit andern Worten: Die Grundzahl einer

Fläche erleidet durch stetige Umformung derselben keinerleiÄenderung.

Wir haben früher (S. 300) gesehen, dass die Grundzahl eines

Hüchensy Sterns ungeändert bleibt, wenn man in dem System

irgend welche Rückkehrschnitte ausführt. Gleiches wird demnach

auch von einer einzelnen Fläche gelten. Ist die Grundzahl der

gegebenen Fläche = iV, so wird das aus ihr durch irgend welche

Rückkehrschnitte entstehende Flächensystem, oder die aus ihr

durch jene Schnitte entstehende einzelne Fläche wiederum die

Grundzahl iV besitzen. Wir liaben daher folgenden Satz:

Führt man in einer N fach zusammenhängenden Fläche irgend

welche Rückkehrschnitte aus, so etitsteht, falls keine Zerstückelung

eintritt, eine ebenfalls N fach zusammenhängende Fläche. Tritt

Zerstückelung ein, so entsteht ein Flächensystem, dessen Grund-

zahl = N ist.

Rei Flächen von complicirter Form ist die wirkliche Ermit-

telung der Grundzahl einstMciien mit Schwierigkeiten verbunden.

Wir werden jedoch bald zu einem Ergebniss gelangen, durch wel-

ches die Auffindung jener Zahl äusserst leicht gemacht wird.

Zuvörderst folgende Remerkung: Kann ein gegebenes Flächen-

system durch V Ouerschnilte in a einfach zusammenhängende Flä-

chenstücke verwandelt werden, so ist nach unserer Definition (S. 298)

V — a + 2

die Grundzahl des Systems. Resteht daher das System, bereits

von Hause aus, aus « einfach zusammenhängenden Flächenstücken,

so wird seine Grundzahl gleich

— ß + 2

sein. Die Grundzahl eines Systems, welches aus a ein-

fach zusammenhängenden Flächenstücken besteht, ist

also jederzeit := 2 — (*.*)

*) Der Inhalt dieser Bemerkung lässt sich leicht verallgemeinern.

Es sei © ein aus a Flächenstücken bestehendes System, und es seien

N^, iVj, . . . N„ die Grundzahlen der einzelnen Flächenstücke. Dasjenige

Flächenstück, dessen Grundzahl Ny_ ist, wird sich durch N^— 1 Quer-

schnitte in ein einfach zusammenhängendes Flächenstück verwandeln

lassen. Demnach kann das ganze gegebene System © durch

(.V, - 1) + (iV^ _ 1) + . . . + (7\^„ - 1),
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"Es sei nun © ein beliebig gegebenes Fläcbensystem oder

auch eine beliebig gegebene einzelne Fläche, ferner sei N die

Grundzahl von <B-

Führen wir v' beliebige Querschnitte aus, so entsteht ein

Flächensystem, dessen Grundzahl gleich N — v ist. Lassen wir

sodann zu jenen Querschnitten q Rückkehrschnitte hinzutreten,

so entsteht ein Flächensystem, welches ebenso wie das vorher-

gehende die Grundzahl N — v besitzt. Lassen wir hierauf v"

Querschnitte und q" Rückkehrschnitte zu den schon vorhandenen

Schnitten hinzutreten, so entsteht ein Flächensystem, dessen Grund-

zahl gleich iV — V — v" ist, u. s. w. All dies ist eine unmittel-

bare Folge der früher gefundenen Sätze (S. 299 u. 300).

Führen wir also in dem gegebenen Systeme © in irgend

welcher Reihenfolge im Ganzen v Querschnitte und q Rückkehr-

schnitte aus, so wird

N — v .

die Grundzahl des resultirenden Flächensystems sein. Wir wollen

nun annehmen, dieses letztere System bestände aus c Flächen-

stücken, von welchen jedes einfach zusammenhängend ist. Zu-

folge der anfangs gemachten Remerkung wird sich in diesem

Falle die Grundzahl des resultirenden Flächensystems noch in an-

derer Art, nämlich durch

2 —

«

ausdrücken lassen. Demnach wird bei der gemachten Annahme

iV — V = 2 — «,
d. i.

N — V — a + 2

sein. Somit gelangen wir zu folgendem Ausspruch:

Kann ein Flächensystem (S oder auch eine einzelne Fläche ©
durch irgend welche v Querschnitte und durch irgend welche q Rück-

d. i. durch
iV, -f iV^ -i- . . . + iV« - a

Querschnitte in a einfach zusammenhängende Flächenstücke verwandelt

werden. Daraus folgt, dass die Grundzahl des Systems ® gleich

(A'i + ^2 + . • . + iV„ - a) - a + 2

ist. Sind also a Flächenstücke gegeben, deren Grundzahlen
der Reihe nach gleich iV,, N^, ... Na sind, so ist

(^^i + ^2 + -.. + iV«) -2a + 2

die Grundzahl des aus all jenen Flächenstücken bestehen-
den Systems.

Ncumann, Abel'sche Integrale, 20
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kehrschnitte in a Flächenstücke verwandelt werden^ von denen ein

jedes einfach zusammenhängend ist^ so ivird jederzeit

V — a + 2

die Grundzahl von @ sein.

Dritter Abschnitt. lieber die bei einer iVfach zusammenhängen-

den Fläche möglicherweise vorhandene Anzahl von Randcurven.

Wie vielfach eine Riemann'sche Kugelfläche, zusammenhängend

ist, lässt sich in jedem gegebenen Fall mit Hülfe einer

einfachen Regel leicht ermitteln.

Es sei © ein beliebig gegebenes Flächensystem oder aucli

eine beliebig gegebene einzelne Fläche. Wir führen in © einen

beliebigen Querschnitt aus. Was die Lage dieses Querschnittes

anbelangt, so sind überhaupt nur drei Fälle denkbar:

Erster Fall. Der Querschnitt nimmt seinen Anfang in ir-

gend einer Randcurve a und endigt in irgend einer andern
Randcurve h. Alsdann werden sich die beiden genannten Curven

a und h (vergl. Fig. 71) mit den beiden Ufern des Querschnitts

zu einer einzigen Randcurve vereinigen.

An Stelle der beiden Randcurven a und b

haben wir also in diesem Falle nach Aus-

fiihrung des Querschnittes nur eine einzige

Uandcurve. Mit andern Worten: Die An-

zahl der Randcurven wird durch den Quer-

scbnitt um 1 vermindert.
Zweiter Fall. Der Querschnitt nimmt

seinen Anfang in irgend einer Randcurve

a und endigt in irgend einem Punct der-

Rezeichnen wir (Fig. 72) die beiden Theile, in

welche a durch den Anfangs- und Endpunct

des Querschnittes zerlegt wird, mit a und a",

so wird a' mit dem einen Ufer des Quer-

schnittes zusammengenommen eine einzige in

sich zurücklaufende Randcurve bilden, und

ebenso a" mit dem andern Ufer jenes Scbnit-

tes zusammengenommen. In diesem Fall wird

also die Anzahl der vorhandenen Randcurven

durch Ausführung des Querschnittes um 1

vermehrt werden.

selben Curve

Fig. 72.
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Dritter Fall. Der Querschnitt nimmt seinen Anfang in

irgend einer Randcurve a (Fig. 73) und endigt in irgend einem

Punct seines früheren Laufes. Ein solcher „. _„
r lg. 16.

Querschnitt kann als ein Complex von einem

Rückkehrschnitt s und von einem Quer-

schnitt q angesehen werden. Der letztere

wird dann seinen Anfang in der Randcurve

a, und sein Ende in dem einen Ufer des

Schnittes s haben.

Wir wollen uns nach einander zuerst s

und sodann q ausgeführt denken. Durch

den Rückkehrschnitt s wird die Anzahl der vorhandenen Rand-

curven offenbar um 2 vermehrt; denn das eine Ufer von s

bildet für sich allein eine vollständige in sich zurücklaufende

Randcurve; und Gleiches gilt auch von dem andern Ufer.

Lassen wir nun gegenwärtig den Querschnitt q sich anschlies-

sen, so wird dieser, ebenso wie der im ersten Fall behan-

delte, zwei verschiedene Ran'dcurven mit einander verbinden, folg-

lich eine Verminderung der Randcurven- Anzahl um 1

verursachen.

Durch beide Schnitte s und q zusammengenommen tritt also

eine Vermehrung der Randcurven um 1 ein. D. h. jene Anzahl

wird durch den hier im dritten Falle betrachteten Querschnitt

um 1 vermehrt.

Wir gelangen somit zu folgendem Satz:

Die Anzahl der hei irgend einem Flächensystem oder hei irgend

einer einzelnen Fläche vorhandenen Randcurven wird durch jeden

Querschtiitt e?ittveder um 1 vermehrt, oder um 1 vermindert.

Es sei 31 eine beliebig gegebene N fach zusammenhängende

Fläche. Der für eine solche Fläche gegebenen Definition zufolge

(S, 302) wird dieselbe durch N — 1 Querschnitte in einfach

zusammenhängende Flächen verwandelt werden können.*) Diese

einfach zusammenhängende Fläche — sie mag %' genannt wer-

*) Auch ergiebt sich aus einem früher (S. 303) gefundenen Satz,

dass, um eine solche Verwandelung der Fläche 21 in eine einfach zu-

sammenhängende Fläche zu erreichen, nur irgend welche N — 1 Quer-

schnitte in Anwendung zu bringen sind, durch welche die Fläche nicht

zerstückelt wird.

20*
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den — kann, wie sich unmittelbar aus einem früher gefundenen

Satze (S. 296) ergiebt, immer nur eine einzige Randcurve be-

sitzen.

Die ursprünglich bei der Fläche % vorhandene Anzahl von

Randcurven mag R sein. Diese Zahl R wird durch jeden der in

Anwendung gebrachten Querschnitte um s vermehrt, wo s gleich

+ 1 ist. Bezeichnen wir also die jenen N — 1 Querschnitten

entsprechenden Vermehrungen der Reihe nach mit e^, s^, . . . f^v-i,

so wird

J? + fi + f2 + • • • + ^^-1

die Anzahl der in 31' vorhandenen Randcurven vorstellen, mithin

= 1 sein. Somit haben wir:

^ + ^1 + «2 + • • • + ^N-i— 1-

Ist unter den Grössen s^, s^, ... sj>^^i die Anzahl derjenigen,

welche den Werth -f 1 haben, gleich p, mithin die Anzahl derer,

welche den Werth — 1 besitzen, gleich N~l —p, so verwan-

delt sich die eben aufgestellte Gleichung in

R + p^{N-l-27) = l,

d. i. in

R = N ~ 2p.

Zufolge seiner Bedeutung ist p irgend eine Zahl aus der Reihe

0, 1, 2, . . ., iV— 1,

mithin 2 p eine Zahl aus der Reihe

0, 2, 4, . . . , 2 N — 2.

Aus der soeben erhaltenen Gleichung

R ^ N — 2p
ergiebt sich daher, dass R eine Zahl sein muss, welche zur Reihe

N, N—-2, N — 4, . . ., 2 — iV

gehört. Seiner Bedeutung zufolge kann natürlich R niemals ne-

gativ sein; jedenfalls aber haben wir folgenden Satz:

Die Anzahl der Randcurven, welche eine N fach zusammen-
hängende Fläche besitzt, wird Jederzeit durch eitie der Zahlen

iV, iV— 2, N— 4, N~Q, . . .

dargestellt.

Ist also R die Anzahl der Randcurven bei einer beliebig ge-

gebenen iVfach zusammenhängenden Fläche, so ist R jederzeit

entweder gleich N oder um eine gerade Zahl kleiner als iV.
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Oder mit andern Worten: Die Zahl N ist jederzeit entweder

gleich R oder um eine gerade Zahl grösser als R. Wir

können also den eben hingestellten Satz auch so aussprechen:

Besitzt eine Fläche R Randcurven, so ist sie jederzeit

R fach, oder [R + 2) fach, oder {R + 4) fach, u. s. w.

zusammenhängend.

Auf eine geschlossene Fläche, z. B. auf eine Kugelfläche

ist unsere Classification direct nicht anwendbar. Denn bei einer

Fläche, die keinen Rand besitzt, kann von Querschnitten nicht

die Rede sein. Wo diese aber unmöglich sind, findet unsere

Classification keinen Anhaltspunct.

Um diesen Vehelstand zu umgehen, setzen wir fest, dass einer

geschlosseneyi Fläche durch Ausscheidung eines beliebig gelege-

nen eitizelnen Punctes immer eine kleine Oeffnung gegeben werde.

Diese Operation soll künftig stillschweigend supponirt, und

die unendlich kleine, jene Oeffnung einrandende Curve als der

Rand der Fläche angesehen werden, so dass also nach un-

serer Vorstellung eine geschlossene Fläche jederzeit eine einzige,

und zwar unendlich kleine Randcurve besitzt.

Die gewöhnliche einblättrige Kugelfläche wird alsdann nichts

Anderes sein, als eine gewisse Kugelcalotte, und folglich eb.enso

wie diese durch stetige Umformung in eine Elementarfläche ver-

wandelt werden können. Es wird demnach die gewöhnliche ein-

blättrige Kugelfläche eine einfach zusammenhängende Fläche sein.

Da eine geschlossene Fläche immer eine einzige Randcurve

besitzt, so führt der zuletzt gefundene Satz sofort zu folgender

Bemerkung

:

Eine geschlossene Fläche ist jederzeit

1 fach, oder 3 fach, oder 5 fach, u. s. w.

zusammenhängend. Die Anzahl der Querschnitte, welche erforder-

lich ist, um ei?ie solche Fläche in eine einfach zusammenhängende

Fläche zu verwandeln , wird also jederzeit durch eine der Zahlen

0, 2, 4, 6, 8, . . .

dargestellt sein.

Es sei 'Si eine beliebig gegebene Ricmann'sche Kugelfläche,

und n die Anzahl der in ihr über einander gelagerten Blätter.

In dieser Fläche mögen im Ganzen n Windungspuncte vorhanden

sein, von welchen der erstejm^ blättrig, der zweite mjblättrigu. s. w..
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endlich der letzte m^ blättrig ist. *) Es soll untersucht werden,

wie vielfach zusammenhängend die Fläche ist; mit andern Wor-

ten: CS soll ihre Grundzahl N ermittelt werden.

Wir haben früher (S. 303) gesehen, dass die Grundzahl einer

Fläche ungcändert bleibt, wenn man dieselbe irgend welcher ste-

tigen Umformung unterwirft. Hiervon machen wir Gebrauch, um
uns die vorliegende Aufgabe zu erleichtern. Wir denken uns

nämlich durch stetige Umformung die auf dt vorhandenen 7t Win-

dungspuncte der Art verschoben , dass nirgends zwei solche Puncte

gerade über einander liegen, und gehen nunmehr erst an die

Berechnung von N.

Wir führen auf dt zwei kreisförmige, und n geradlinige, im

Ganzen also n ^ 2 Schnitte aus, von welchen jeder auf seinem

ganzen Lauf durch alle fi Blätter der Fläche hindurchdringt. Durch
die beiden Kreisschnitte soll die gegebene Kugelfläche in drei

Theile zerlegt werden, in zwei äussere calottenförmige , und in

einen mittleren gürtelförmigen Theil (Fig. 74). Die beiden ersteren

Fifc. 74. mögen (S und (5', der letztere @ genannt wer-

den; und die beiden Kreisschnitte mögen der

Art ausgeführt gedacht werden, dass sämmt-

liche 7t Windungspuncte innerhalb ® liegen,

dass mithin ß und 6' von Windungspuncten

völlig frei sind.

Die 7t geradlinigen Schnitte mögen dazu

dienen, um den Gürtel ® in Tt Theile zu zer-

legen, von welchen jeder hnmer nur einen Windungspunct in

sich enthält; und jeder von diesen geradlinigen (oder genauer

ausgedrückt bogenförmigen) Schnitten mag seinen Anfang in dem
einen , und sein Ende in dem andern Kreissclmitt haben. Die n
Theile, in welche @ auf diese Weise zerlegt wird, mögen mit

®i, @2' ' ®^ bezeichnet werden, und zwar in solcher Weise,

dass @i den m^ blättrigen, ©j den m^ blättrigen, u. s. w. , end-

lich @yt den m„ blättrigen Windungspunct in sich enthält.

Die Calotte 6 besteht aus ti von einander getrennten ein-

blättrigen Flächenstücken, von welchen jedes durch stetige Uni-

*) Ein Windungspunct ist 771 blättrig, wenn in ihm 7« Blätter der

Fläche mit einander zusammenhängen; also dann, wenn er von der
{m— ly*"' Ordnung i.st.
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formung in eine Elementarfläche verwandelt werden kann, von

welchen also jedes einfach zusammenhängend ist. Gleiches gilt

von der Calotte 6'.

Was ferner die n Theile anbelangt, in welche wir den Gürtel

@ zerlegt haben, so besteht jedes derselben aus einer Windungs-

fläche und aus einer gewissen Anzahl einblättriger Flächenstücke.

So besteht z. B. ®x aus einer niy. blättrigen Windungsfläche und

aus n — nix einblättrigen Flächenstücken, im Ganzen also aus

ji — ffix -\- 1 Flächenstücken; jedes von diesen Flächenstücken

kann durch stetige Umformung in eine Elementarfläche verwan-

delt werden, ist also einfach zusammenhängend (vergl. S. 294).

Durch unsere tc -f 2 Schnitte wird demnach die

Fläche dt im Ganzen in

2n + [n— m^ + 1) + {n— m.^ + 1) -{-... + {n — m^ + 1),

d. i. in

[n -\- 2) ti — (»ij -}- OTj -f . . . + nijt) + 7C

einzelne Flächenstücke zerfallen, von welchen jedes

einfach zusammenhängend ist.

Wir müssen nun ferner untersuchen, wie viel Quer- und

Rückkehrschnitte durch unsere it -\- 2 Schnitte dargestellt

werden. Die beiden kreisförmigen Schnitte bilden, weil sie durch

alle 71 Blätter hindurchdringen, im Ganzen 2w in sich zurücklau-

fende Schnitte. Von diesen ist einer als ein Querschnitt

anzusehen, nämUch als ein Querschnitt, welcher seinen Anfang

und sein Ende in der unendlich kleinen Oefliiung hat, die in der

Fläche 9^1 — da sie geschlossen ist — supponirt werden muss

(vergl. S. 309). Die übrigen 2n — 1 hingegen sind als Rück-

kehrschnitte anzusehen. Was ferner unsere ti; geradlinigen

Schnitte anbelangt, so ist jeder derselben als ein Aggregat von

n Querschnitten aufzufassen.

Es werden demnach durch unsere tt + 2 Schnitte

im Ganzen
?iTc -}- 1 Querschnitte

und 2?< — 1 Rückkehrschnitte

dargestellt.

Zerfällt nun eine Fläche durch v Querschnitte und durch

irgend welche Rückkehrschnitte in « einfach zusammenhängende

Flächenstücke, so ist, wie wir früher (S. 305) gefunden haben,
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die Grundzahl der Fläche = v — a + 2. In unserem Falle ist

a = {% -\- 2) n — (m, + m.^ + . . . + m„) -\- n,

v= rnt + 1.

Demnach ergiebt sich für die Grundzahl N unserer Fläche 9t

folgender Werth:

iV— 3 — 2 n + (m^ + «2 + . . . + m^,) — TT.

Die Tt auf 9ft vorhandenen Windungspuncte sind der Reihe nach

von der (m^ — l)^«", von der {m^~lf'=^, u. s. w., endlich von

der [rurt — 1)*<^" Ordnung. Wir bezeichnen die Summe all dieser

Ordnungszahlen mit w, also:

W = (m^ — 1) + (^2 - 1) + . . . + K— 1),
d. i.:

W ==: (m^ -I- ??«2 + • • • + "«tt) — ^•

Hierdurch verwandelt sich der für N erhaltene Werth in:

iV=3 — 2n + w.

Führt man in einer N fach zusammenhängenden Fläche irgend

welche N— 1 Querschnitte aus, durch welche dieselbe nicht zer-

stückelt wird, so entsteht eine einfach zusammenhängende Fläche.

Will man also die hier gegebene Fläche 91 in eine einfach zu-

sammenhängende Fläche verwandeln, so werden dazu irgend welche

2 — 2n + w
Querschnitte in Anwendung zu bringen sein, durch welche die

Fläche nicht zerstückelt wird. Wir erhalten demnach folgenden

Satz:

Besitzen die auf einer n blättrigen Riemamisehen Kugelfläche

vorhandenen Windungspuncte Ordnungszahlen, deren Summe gleich

W ist, so wird die Grundzahl der Fläche jederzeit gleich

w — 2n + 3,

die Fläche also eine (w — 2 « -}- 3) fach zusammenhängende sein.

Führt man in dieser Fläche irgend welche

w— 2w + 2

Querschnitte aus, durch welche dieselbe nicht zerstückelt wird, so

verwandelt sie sich in eine einfach zusammenhängende Fläche.

Da die Riemann'sche Kugelfläche eine geschlossene Fläche

ist, so wird die Anzahl der eben genannten Querschnitte — zu-

folge eines früheren Satzes (S. 309) — jederzeit eine gerade
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Zahl sein.*) Demnach wird

W — 2n + 2,

folglich auch

w
selber stets eine gerade Zahl sein.

Um eine der beiden Functionen

yz~A,

VV-^Ä) [z - B)

auf eindeutige Weise räumlich auszubreiten, dient (S. 190) eine Rie-

mann'sche Kugellläche, Avclche 2 Blätter besitzt und mit 2 Windungs-

puncten l«'«'" Ordnung behaftet ist; also eine Riemann'sche Kugel-

fläche, für welche n = 2 und w = 2 ist. Demnach wird diese

Fläche (2 — 2-2 + 3) fach, d. i. einfach zusammenhängend sein.

Um ferner eine der beiden Functionen

V[z-A) [z-B] {z-C),

j/J^:-~Ä^[z-B) [z-C] [z-D)
eindeutig auszubreiten, dient eine Riemann'sche Kugelfläche, welche

aus 2 Blättern besteht und mit 4 Windungspuncten 1**'" Ordnung
behaftet ist. Hier ist also n==2 und w = 4. Demnach wird

die Fläche eine (4 — 2-2 + 3) fach, d. i. eine dreifach zu-

sammenhängende sein. Wir werden sogleich die der Function

V{z~Ä) [z-B] [z-C] [z~B)

zugehörige Fläche einer genaueren Betrachtung unterwerfen. Be-

vor wir solches aber thun, wird es gut sein, zunächst eine an-

dere Fläche zu untersuchen, die unserer Vorstellung leichter zu-

gänglich, und dabei doch einer ganz ähnhchen Behandlung, wie

jene, fähig ist.

*) Bezeichnet man demgemäss die Anzahl dieser Querschnitte mit
2 p , so erhält man die Gleichung

d. i.

^ ^'
.

w - 2w = 2 (p — 1).

Und dies ist dieselbe Relation, welche ffich in der Riemann'schen Ab-
handlung (Borchardt's Journal Band 54, Seite 129) vorfindet, in den-

selben Buchstaben wie dort angegeben, hier aber auf ganz andere Art

abgeleitet. -
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Vierter Abschnitt. Eine beliebig gegebene Fläche lässt sich

durch Ausführung geeigneter Schnitte oder Ströme jederzeit

verwandeln in eine einfach zusammenhängende Fläche. Ueber

die positive Umlaufung dieser letzteren Fläche.

Lässt man einen Kreis um eine Achse rotiren, die ausserhalb

des Kreises und in seiner Ebene liegt, so entsteht eine ringför-

mige Fläche oder Ringfläche, d. i. eine in sich zurücklau-

fende röhrenförmige Fläche. Unter den Meridiankreisen die-

ser Ringfläche werden die auf einander folgenden Lagen des er-

zeugenden Kreises, und unter den Parallelkreisen diejenigen

zu verstehen sein, Nvelchc mit jenen sich senkrecht durchkreuzen.

Wir führen in der Ringfläche zwei Schnitte aus, nämlich

(Fig. 75, I) zuerst einen in sich zurücklaufenden Schnitt a, welcher

Fig. 75.

I*) 11 m

^b

längs irgend eines Meridiankreises fortgeht, und sodann einen

ebenfalls in sich zurücklaufenden Schnitt h, welcher längs irgend

eines Parallclkreises hinläuft. Nach Ausführung dieser Schnitte

lassen sich die Parallelkreise der Fläche durch geeignete Dehnun-

gen und Biegungen in gerade Linien verwandeln. Die Fläche

selber nimmt dabei die Form einer Cylinderfläche an, welche

(Fig. II) auf der einen Seite von der einen, auf der andern Seite

\on der andern Uferlinie des Schnittes a begrenzt, zugleich aber

durch den Schnitt h ihrer ganzen Länge nach aufgeschlitzt ist.

Sobald die Fläche in diesen Zustand versetzt worden ist, lassen

sich nun — wiederum durch geeignete Biegungen und Dehnungen

— die Meridiankreise ebenfalls in gerade Linien verwandeln;

hierbei verwandelt sich dann die Fläche selber in die Fläche

*) In Fig. 75 I ist, der Raumersparniss willen, nur ein Bruchstück
der KingfiJlche dargestellt.
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eines Rechtecks, welches (Fig. III) von den vier Uferlinien der

beiden Schnitte a und b begrenzt wird.

Die ursprünglich gegebene geschlossene Ringfläche mag
mit %, und die von beiden Schnitten «, b durchzogene, mithin

umrandete Ringfläche mag mit 51' bezeichnet werden. Die letz-

tere Fläche haben wir in drei verschiedenen Zuständen vor uns,

in einem ringförmigen Zustand (Fig. I), ferner in einem cy-

linderf örmigen (Fig. II), und endlich in einem vollständig

ebenen Zustand (Fig. III); diese drei Zustände mögen der Reihe

nach mit 51'^, %'x und 51',; bezeichnet werden. Die Begrenzung

der Fläche W wird — völlig gleichgültig, welchen von jenen drei

Zuständen wir ins Auge fassen — immer von den vier Uferliuien

der beiden Schnitte a und b gebildet. Die vier Uferlinien der

Schnitte a und b bilden zusammengenommen eine einzige in sich

zurücklaufende Curve. Diese Curve besitzt in jedem Puncte, wo zwei

von jenen vier Linien mit einander zusammenhängen, eine Ecke;
sie besitzt demnach im Ganzen vier solche Ecken, die mit a, ß, y, ö

bezeichnet sind. Dass die genannten vier Uferlinien in ihrer Ge-

sammtheit eine einzige in sich zurücklaufende Curve bil-

den, tritt besonders deutlich zu Tage, sobald wir uns die Fläche 21'

im Zustande 51',; (Fig. III) denken.

Wir betrachten die Fläche 51'^ . Die beiden Schnitte a und b,

von welchen diese Fläche durchzogen ist, mögen als zwei Ströme
angesehen werden, von welchen jeder in festgesetzter Richtung

fortfliesst. Die bei cc, ß, y, ö liegende Durchkreuzungsstelle mag
die gemeinsame Quelle der beiden Ströme sein; von hier aus mag

der Strom a nach rechts hin, und der Strom b nach oben hin

fortfliessen, bis jeder derselben nach Durchlaufung des ihm ange-

wiesenen Weges in seine Quelle wieder einmündet. In der Fläche

51';, (Fig. I) sind diese Stromrichtungen durch Pfeile bezeichnet;

und gleichzeitig sind daselbst die linken Stromufer durch stär-

kere, die rechten durch schwächere Linien angegeben. Die vier

Ecken a, ß, y, ö lassen sich bei Zugrundelegung solcher Vorstel-

lungen scharf von einander unterscheiden. Es kann nämlich ß
als diejenige Ecke bezeichnet werden, in welcher die beiden lin-

ken, 6 als diejenige, in der die beiden rechten Stromufer mit

einander zusammenhängen; sodann kann ferner a diejenige Ecke

genannt werden, in welcher das linke Ufer von a in das rechte

von b übergeht, und endlich y diejenige, in der das rechte
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Ufer von a und das linke von h mit einander zusammenhängen.

Was hier in Bezug auf die Fläche 31'^ festgesetzt ist, wird sich

natürlich auf die Flächen 51';« und 21',, (Fig. II und III) von sel-

ber übertragen.

Will man irgend eine Fläche in positiver Richtung um-

laufen, so muss man, zufolge unserer Deflnition (Seite 71), längs

ihres Randes — und zwar auf ihrer oberen Seite — in solcher

Richtung fortwandern, dass man die Fläche selber beständig zur

Linken hat. Um demnach die Fläche 51'^, etwa von der Ecke

a aus, in positiver Richtung zu umlaufen, wird man von « aus

zuerst das linke Ufer von a stromabwärts, d. i. in der Rich-

tung des Stromes durchwandern müssen, bis man nach j3 gelangt;

sodann wird man von /3 aus das sich hier anschliessende linke

Ufer von h, und zwar ebenfalls stromabwärts, durchschreiten

müssen, bis man nach y kommt; von hier aus wird nun ferner

das rechte von a stromaufwärts bis nach 8 hin, und endlich

von d aus das rechte Ufer von h, wiederum stromaufwärts,

zu durchlaufen sein, bis man schliesslich zum Ausgangspuncte a

zurückgelangt.

Bei einer positiven Umlaufung der Fläche 51'^ sind also,

wie wir sehen , die linken Stromufer ström abwärts, die rech-

ten stromaufwärts zu durchwandern. Gleiches gilt natürhch

auch bei den Flächen 21':^ und 21',,.

Dass in diesem Ergebniss nichts Zufälliges liegt, lässt sich

leicht darthun. Es sei eine beliebige Fläche gegeben, und diese

sei von irgend welchem Strom, d. i. von irgend welchem Schnitt

durchzogen, der in festgesetzter Richtung fortläuft. Stellen

wir uns vor, wir wollten die Fläche in positiver Richtung um-

laufen, wir wollten also jede zum Rande der Fläche gehörige

Linie in solcher Richtung durchwandern, dass wir das von der

Linie begrenzte Flächengebiet dabei zur Linken haben. Zu den

Linien, aus welchen der Rand der Fläche besteht, gehören unter

Andern auch die Uferlinicn jenes Stromes; und diese sind es,

auf welche wir unsere Aufmerksamkeit richten.

Wir betrachten zunächst die linke Uferlinie (Fig. 76)*),

*) In der nebenstehenden Figur ist — ebenso wie früher — die linke
Uferlinie durch einen stärkeren, die rechte durch einen schwächeren

Strich angegeben. Gleiches wird bei Figuren solcher Art in Zukunft

stets geschehen.
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Auf der einen Seite der Linie befindet sich

der Strom, auf der andern Flächengebiet.

Wollen wir nun längs dieser Linie fort-

schreiten, und zwar in solcher Richtung,

dass wir das Flächengebiet zur Linken,

mithin den Strom zur Rechten haben, so

müssen wir stromabwärts wandern.

Umgekehrt verhält es sich, wenn wir

uns auf der rechten üferlinie befinden. Wollen wir nämlich

auf dieser entlang gehen, und zwar wiederum in solcher Rich-

tung, dass wir das anstossende Fläch enge biet zur Linken,
den Strom zur Rechten haben, so müssen wir unsere Schritte

stromaufwärts lenken.

Somit gelangen wir zu folgendem allgemeinen Satz:

Ist eine Fläche von irgend welchen Strömen durchschnitten,

so wird hei einer positiven Umlaufung der Fläche das linke

Ufer eines jeden Stromes stromabwärts, das rechte Ufer eines

jeden Stromes stromaufwärts durchschritten werden.

Was sich also vorhin in Rezug auf die positive Umlaufung

der Flächen 51'^, 51'

dieses allgemeinen Satzes*).

*) Beiläufig noch ein paar Bemerkungen über jene Flächen. .Von
den beiden Schnitten a und b, die in der Ringfläche 21 ausgeführt wur-

den, kann der erstere als ein Querschnitt der Fläche 21 aufgefasst

werden. Da nämlich 21 eine geschlossene Fläche ist, so muss in

derselben eine unendlich kleine OefFnung supponirt werden; demnach
kann jener Schnitt a als ein Querschnitt angesehen werden, welcher

seinen Anfang und sein Ende in dieser kleinen Oeffnung hat. Nach-
dem a ausgeführt ist, kann nun 6 als ein zweiter Querschnitt auf-

gefasst werden, nämlich als ein Querschnitt, welcher seinen Anfang in

dem einen, sein Ende in dem andern Ufer von a hat. Die ursprünglich

gegebene Ringfläche 21 verwandelt sich also, können wir sagen, durch

Ausführung von zwei Querschnitten in die Fläche %'q\ und die

Fläche 21'^ ihrerseits verwandelt sich durch stetige Umformung in

die Fläche 2l'i;. Die letztgenannte 2l'i; ist eine Elementarfläche;
daraus folgt, dass die vorhergehende 2t'p eine einfach zusammen-
hängende Fläche ist; und hieraus folgt weiter (vergl. die Definition

Seite 302), dass die ursprünglich gegebene Ringfläche 21 eine dreifach
zusammenhängende ist.
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Fünfter Abschnitt. Fortsetzung-. Anwendung auf diejenige Rie-

mann'sche Kugelfläche, welche, falls Z eine ganze rationale

Function x -f- /// vorstellt, erforderlich ist, um sämmtliche

Werthe der Function //z auf eindeutige Weise auszubreiten.

Wir gehen mm zur Betrachtung derjenigen Riemann'schen

Kugelfläche über, welche dient, um die Werthe der Function

y{z — Pi) {z — §',) (- — P2) {z— q^)

auf eindeutige Weise räumlich auszubreiten (S. 190). Diese Fläche

mag jR genannt werden. Sie besteht aus zwei über einander gelager-

ten Blättern, besitzt vier Windungspuncte p^, q^, p^, q^, besitzt

ferner zwei Uebergangslinien p^ q^ und p^ q^ (Fig. 77), und ist

endlich, wie wir bereits (Seite 313) gesehen haben, eine drei-

fach zusammenhängende.

Es wird sich zeigen, dass diese Fläche 9ft in ganz analoger

Weise behandelt werden kann, wie vorhin die Ringfläche.

Die Fläche 'iR. mag von zwei Schnitten oder Strömen a und b

durchzogen gedacht werden. Der Strom a soll zum Thcil im

oberen, zum Theil im untern Blatt der Fläche fortfliessen. Er

mag entspringen in irgend einer Stelle des oberen Blattes, und

das obere Blatt durchschneidend zunächst so weit fortlaufen, bis

er auf irgend welchem Wege zur Uebergangslinie p^ q^ gelangt;

bei Ueberscbreitung dieser Linie wird er in das untere Blatt

treten. In dem unteren Blatt mag er nun auf irgend welchem

Wege bis zur Uebergangslinie p^ q^ hinlaufen ; bei Ueberscbreitung

derselben wird er von Neuem in das obere Blatt treten. Und
hier in dem oberen Blatt mag er nun schliessUch bis zu seiner

anfänglichen Quelle zurücklaufen. Der Strom a wird also ein in

sich zurücklaufender sein; seine Richtung mag diejenige sein,

in welcher vvir ihn so eben haben fortfliessen lassen, also die-

jenige, welche in der nebenstehenden Figur durch Pfeile ange-

deutet ist.

Der Strom h soll seinem ganzen Laufe nach im oberen
Blatt der Fläche bleiben. Er mag an derselben Stelle entspringen,

an welcher a entsprungen ist, nämlich an der Stelle u, ß.y, §.

Von hier aus mag er die Uebergangslinie p^ q^ in irgend welchem
Bogen umkreisen und, während er also beständig im oberen
Blatte bleibt, schliesslich wieder in seine Quelle zurückfliessen.
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Die Richtung- des Stromes h soll diejenige sein, welche in der

nebenstehenden Figur durch Pfeile angedeutet ist, also der Art

sein, dass Jemand, der an der gemeinsamen Quelle beider Ströme

— nämlich bei a, ß, y , d, — steht, die Richtung, in welcher h

fortfliesst, mit ausgestreckter Linken angeben wird, sobald er in

derjenigen Richtung fortsieht, in welcher a fortdiesst*).

Fig. 77.

In der nebenstehenden Figur sind diejenigen Stromstrecken,

welche im oberen Blatt liegen, durch ununterbrochene,
diejenigen hingegen, welche sich im unteren Blatt befinden, durch

punctirte Linien angedeutet. Ferner sind daselbst die linken

Ufer der Ströme mit starken, die rechten mit schwachen Stri-

chen angegeben. Von Wichtigkeit ist zu bemerken, dass die bei-

den Ströme a und h einander nur an einer einzigen Stelle

durchkreuzen, nämlich nur an der Stelle or, ß, y, 8. Nach der

vorstehenden Figur zu vu'theilen, könnte man vermuthen, dass

noch eine zweite Durchkreuzungsstelle existire. Das ist aber nicht

der Fall. Denn an jener zweiten Stelle fliessen die beiden Ströme,

ohne mit einander in irgend welche Beridirung zu kommen, in

verschiedenen Blättern über einander fort, getreimt von einander

durch den — wenn auch nur unendlich kleinen — Zwischenraum,

welcher sich überall zwischen den beiden Blättern der Fläche

hinzieht.

*) Es soll also die anfängliche Eichtung des Stromes h zu der an-

fänglichen Richtung des Stromes a ebenso liegen, wie nach unserer

Festsetzung (Seite 72) die y Achse eines Coordinatensystems zur x Achse
desselben liegt.
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Die Durchkrcuziingsstellc a , ß, y, ä rcpräsentirt zugleich don

Ort, wo beide Ströme entspringen, und ebenso aucb den Ort,

wo beide Ströme, nachdem sie die ihnen

angewiesenen Wege durchlaufen haben,

wieder einmünden. Der Strom b,

können wir demnach sagen (Fig. 78),

entspringt im linken Ufer des
->-a Stromes «, und mündet ein in das

rechte Ufer von «. Der Strom a

ndererseits entspringt im rech-

ten Ufer von &, und mündet ein

in das linke Ufer von b. Ob die

Durchkreuzung unter rechtem Winkel, oder unter irgend welchem

andern Winkel geschieht, ist völlig gleichgültig.

Die Fläche, in welche dt durch Ausführung der Schnitte oder

Ströme a, b sich verwandelt, mag Dff heissen. Während also M
selber eine geschlossene Fläche ist, wird O^l' eine umran-
dete Fläche vorstellen. Und zwar wird der Rand von 9ft' gebil-

det sein von den vier Uferlinien der beiden Ströme a und b.

Sind ax, bx die linken, und a^, b^ die rechten üferlinien

der Ströme a, ö, so Mird man, um die Fläche di' in positiver

Richtung zu umlaufen, etwa vom Eckpunct a (Fig. 77) ausgehen,

von diesem Puncte aus zuerst die Ufer ax und bx stromabwärts,

und sodann die Ufer uq und b^ stromaufwärts durchwandern

müssen, bis man nach Durchlaufung des letztgenannten Ufers b^

schliesslich wieder im Ausgangspuncte a anlangt.

Dass bei einer solchen Wanderung um die Fläche dt' herum

die linken Ufer ax, bx stromabwärts und die rechten Ufer

ÜQ, bg stromaufwärts zu durchlaufen sind, kann als eine un-

mittelbare Folge des kürzlich (Seite 317) gefundenen Satzes an-

gesehen werden. Trotzdem aber ist es von Wichtigkeit, dass

man jene Wanderung um die Fläche dV herum (Fig. 77) in Ge-

danken wirklich ausführt. Denn man erkennt alsdann mit voller

Bestimmtheit, dass die genannten vier Uferjinien ax, bx, a^, b^

zusammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende Curve

bilden, dass also die Fläche Df^' nur eine einzige Randcurve be-

sitzt. Daraus aber folgt — was bisher vielleicht bezweifelt wer-

den konnte — , dass dt' nicht aus mehreren von einander ge-
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trennten Flächenstiicken bestehen kann, sondern eine einzige

zusammenhängende Fläche sein muss*).

Die ursprünglich gegebene Fläche hat also durch Ausführung

der beiden Schnitte oder Ströme a, b keine Zerstückelung
erlitten. Wir können den Strom a als einen Querschnitt von

dl ansehen, nämlich als einen Querschnitt, welcher seinen An-

fang und sein Ende in der auf di zu supponirenden kleinen OelT-

nung hat (S. 309). Sodann können wir den Strom b als einen zwei-

ten Querschnitt betrachten, nämlich als einen Querschnitt, der

seinen Anfang in dem einen, sein Ende in dem andern Ufer von

a hat. Die beiden Ströme a und b können demnach
als zwei auf der Fläche dt gezogene und die Fläche
nicht zerstückelnde Querschnitte aufgefasst werden.

Eine iVfach zusammenhängende Fläche verwandelt sich, wie

wir wissen, durch Ausführung von N — 1 die Fläche nicht zer-

stückelnde Querschnitte jederzeit in eine einfach zusammen-

hängende Fläche (S. 302 u. 303). Die Fläche dl, mit welcher wir

uns hier beschäftigen, ist, wie wir (Seite 313) gefunden haben,

eine dreifach zusammenhängende. Demnach muss die Fläche dV,

welche aus jener durch die beiden Querschnitte a und b entsteht,

eine einfach zusammenhängende Fläche sein.

Die Fläche dt' wird sich demnach, weil sie einfach zu-

sammenhängend ist, durch stetige Umformung in eine Elementar-

fläche, und zwar in eine Elementarfläche von ganz beliebiger

Gestalt**) verwandeln lassen. So wird sie sich p; ^q

z. B. in die Form eines Rechtecks bringen lassen

h U 'f\Dass eine derartige Umgestaltung möglich ? ff ^|fj

ist, wird im Folgenden zweckmässig sein im
J 1

1

Auge zu behalten, wenn man sich durch die y^^^^^ij '

complicirte und wenig übersichtliche Gestalt, >- a

*) Denn zwei oder mehrere von einander getrennte Flächenstücke

werden zusammengenommen jederzeit mehr als eine Randcurve be-

sitzen.

**) Offenbar lässt sich eine Elementarfläclie durch stetige Umformung
in jede beliebige andere Elementarfläche verwandeln. Kann daher eine

gegebene Fläche durch stetige Umformung überhaupt zu einer Elemen-

tarfläche umgestaltet werden, so wird sie sich durch stetige Umformung
nicht nur in diese, sondern auch in jede beliebige andere Elementar-

fläche verwandeln lassen.

Neumann, Abel'sche Integrale. 21
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welche ^R.' von Hause aus besitzt, keine unnöthigen Schwierigkeiten

bereiten will. Das Rechteck, in welches 9^1' umgeformt werden

kann — es mag kurzweg die Elementarform von dV genannt

werden — wird, ebenso wie dt' selber, vier Ecken a, ß, y, d

haben und vier Seiten besitzen, welche durch die vier üferünien

der beiden Ströme a, b dargestellt sind. In der vorstehenden

Figur ist dieses Rechteck dargestellt. Diejenigen Seiten, welche

von den linken Uferlinien der Ströme a, b gebildet vverden, sind,

ebenso wie bei dX selber, durch stärkere Striche angegeben,

diejenigen Seiten hingegen, welche durch die rechten Uferlinien

jener Ströme gebildet werden, durch sßliwächere Striche bezeich-

net. Zuglieich sind die Richtungen der neben diesen Uferlinien

hinfliessenden Ströme a und b, ebenso wie früher bei Darstellung

der Fläche di, durch Pfeile angedeutet.

Wir wollen nun in ähnlicher Weise diejenige Riemann'sche

Kugelfläche zu behandeln versuchen, welche zur eindeutigen Dar-

stellung der Function

/(z — />i)
[z — gi) [z — p.;>) {z — q^) . , . (z — p_^) {z — q^)

dient (S. 190). Diese Fläche mag jR genannt werden. Sie besteht aus

2 über einander liegenden Rlättern, besitzt 8 Windungspuncte erster

Ordnung, und ist also, zufolge eines früher (Seite 312) gefun-

denen Satzes, eine (8 — 2-2 -f- 3) fach, d. i. 7 fach zusammen-

hängende Fläche. Sie besitzt ferner 4 Uebergangslinien p^ q^^

Die Fläche 9^1 mag von denjenigen 6 Schnitten oder Strömen

öj, b^, «2' ^2' ^3' ^3 durchzogen gedacht werden, welche in der

nebenstehenden Figur angegeben sind. Jeder von diesen Strömen

ist ein in sich zurücklaufender. Die Ströme öj, a^, «g fliessen

zum Theil im oberen, zum Theil im untern Blatt der Fläche.

Der Strom a^ z. B. tritt, während er die Uebergangslinie p^ q^

überschreitet, aus dem oberen Blatt in das untere; fliesst sodann

hier in dem untern Blatt auf irgend welchem Wege fort, bis er

zur Uebergangslinie p^ q^ gelangt; beim Ueberschreiten dieser

Linie tritt er wieder in das obere Blatt und fliesst nun hier in

dem oberen Blatt so w-eit fort, bis er schliesslich in seine eigene

Quelle wieder einmündet. Die Ströme b^, öj? Ö3 bleiben ihrem

ganzen Laufe nach beständig im oberen Blatt der Fläche. In der

nebenstehenden Fi'nu' sind die Richtung- en der Ströme «,, «.„«o.
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6j, &2) ^3 ebenso wie früher durch Pfeile angedeutet. Ferner

sind daselbst die linken Uferlinien durch stärkere, die rechten

durch schwächere Striche angegeben. Endlich sind diejenigen

Strecken der Ströme, welche im oberen Blatt liegen, durch

ununterbrochene, diejenigen, welche im unteren Blatt sich

Fig. 80.

befinden, durch punctirte Linien bezeichnet. Um die Figur nicht

zu sehr zu überladen, sind dabei die Wege, welche die Ströme

«1, rt,) «3 im unteren Blatt verfolgen, nicht vollständig angegeben;

man kann sich diese Wege etwa ebenso denken wie in Fig. 77

(Seite 319), jedoch der Art, dass dieselben nirgends mit einander

in Berührung kommen*).

*) Dass die Puncte jhj 9i) Pn 92» Ih» ?3 ^^ unserer- Figur in einer

geraden Linie, und dass die Puncte p^, q^ in einer damit parallelen

Linie liegen, ist durchaus unwesentlich. Es ist diese Annahme über
die Lage jener Puncte nur deswegen geschehen, damit die Figur an
Uebersichtlichkeit gewinne. Es versteht sich aber von selber, dass die

Strüme oder Schnitte «j, ßg» ^si *ii *2> *3 in ganz analoger Weise auch
dann ausgeführt werden können, wenn jene Puncte irgend welche andere
Lage besitzen.

21*
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Die vier Uferlinien der beiden Ströme «^ und b^ bilden —
ebenso wie früher in Fig. 77 (Seite 319) — zusammengenommen

eine einzige in sich zurücklaufende Curve. Gleiches gilt von den

und Gleiches endlich auch

i ftg. Im

Uferlinien der Ströme a^, b^

völlig gesonderte Curven, von denen jede eine in sich zurück-

laufende ist. Die ursprünglich gegebene geschlossene Fläche 'St

verwandelt sich demnach durch Ausführung jener Ströme a^, fe^,

«2' *2' «3' *3 ^^ c^"® ^'^^ ^^^^ Curven umrandete Fläche.

Führt man in einer Fläche, die mehrere Randcurven besitzt,

einen Schnitt aus, der von irgend einem Puncte der einen Rand-

curve ausgeht und nach irgend welchem Puncte einer andern

Randcurve hinläuft, so werden sich jene beiden Randcurven durch

Ausführung dieses Schnittes vereinigen zu einer einzigen Rand-

curve; wie Aehnhches bereits bei einer früheren Gelegenheit

(Seite 306) bemerkt wurde.

Führen wir demnach in der durch die Schnitte a^, 6j, «j» *2'

«3, ög entstandenen, im Ganzen von drei Randcurven begrenzten

Fläche (Fig. 80) zwei Schnitte c.^ und Cg aus, von welchen der

eine von der ersten zur zweiten, der andere von der zwei-

ten zur dritten Randcurve hinläuft, so werden sich durch Aus-

führung dieser beiden Schnitte jene drei Randcurven vereinigen

zu einer einzigen Randcurve. Rezeichnen wir also diejenige

Gestalt, in welche die Fläche 9^ durch gleichzeitige Ausführung

der Schnitte «^, b^, a.^, br^, «g, feg und der Schnitte c^, Cg versetzt

wird, mit ^, so wird 91' nur eine einzige Randcurve besitzen,

folglich kein System von mehreren Flächenstücken, sondern eine

einzige in sich zusammenhängende Fläche vorstellen.

Die Ströme

«1> «2' «3' ^1' ^2' *3' <^2) <^3

können in Rezug auf die ursprünglich gegebene Riemann'sche

Fläche 9ft als ein System von sechs Querschnitten aufgefasst

werden. Zuvörderst kann nämUch a^ als erster Querschnitt

angesehen werden, als ein Querschnitt, der seinen Anfang und

sein Ende in der auf 9^ zu supponirenden kleinen OefTnung hat

(S. 309). Sodann kann fej als zweiter Querschnitt betrachtet
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werden, nämlich als ein Querschnitt, welcher seinen Anfang in

dem einen, und sein Ende in dem andern Ufer von a^ hat.

Nunmehr können wir die beiden Ströme Cj und aj zusam-

mengenommen als einen dritten Querschnitt, nämlich als

einen Querschnitt auffassen, welcher in einem Uferpunct des zwei-

ten Querschnittes entspringt, und in einen Punct seines eigenen

Laufes einmündet*). Ferner können wir den Strom 6^ als einen

vierten Querschnitt betrachten, welcher in einem Uferpuncte

des dritten Querschnittes entspringt und in den gegenüberliegen-

den Uferpunct jenes Querschnittes einmündet.

Und endlich können wir nun die beiden Ströme Cg und «3

zusammengenommen als einen fünften, und den Strom 63 asl

einen sechsten Querschnitt ansehen.

Die von einer einzigen Curve umrandete Fläche 3ft'

entstehtalsoausder ursprünglich gegebenen geschlos-

senen Fläche 9ft durch Ausführung von 6 Querschnit-

ten; diese Querschnitte sind der Reihe nach durch

1) «1, 2) &i,

3) C2 -f- «2' ^) *2'

5) Cg + ög, 6) 63

dargestellt.

Die Fläche di ist, wie wir zu Anfang (Seite 322) ge-

sehenhatten, eine 7fach zusammenhängende. Zufolge

eines früher (Seite 303) gefundenen Satzes ist demnach

die Fläche 9ft' eine einfach zusammenhängende.

Daraus aber folgt, dass die Fläche 9^1' durch stetige Umfor-

mung in eine beliebig gestaltete Elementar fläche verwandelt

werden kann. So wird sich dieselbe z. B. durch stetige Umfor-

mung in diejenige Elementarfläche umgestalten lassen, welche

in der folgenden Figur abgebildet ist, und welche aus drei

Rechtecken besteht, die durch zwei Flächenstreifen mit einander

verbunden sind. In dieser Figur sind, ebenso wie bei 9fl' selber,

die linken Uferlinien der Ströme a, b, c durch stärkere, die

rechten durch schwächere Striche angegeben. Auch sind daselbst

*) Die beiden Ströme c^ und a^ zusammengenommen können also

als ein Querschnitt von solcher Art angesehen werden, wie der in

Fig. 67 Seite 293 abgebildete.
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die Richtungen der neben diesen Linien hinfliessenden Ströme

wiederum durch Pfeile angedeutet.

Diese Elementarfläche (Fig. 81), in welche die Fläche dt'

durch stetige Umformung umgewandelt werden kann, soll in Zu-

kunft kurzweg die Ele-

mentarform der Fläche

0*1' genannt werden. Es

jiebt uns dieselbe, unter

andern Vortheilen , eine

deutliche Uebersicht von

der Art und Weise, in

welcher die 16 Uferlinien

der 8 Ströme a, ö, c zu

einer einzigen, in sich zu-

rücklaufenden Curve zu-

sammenhängen. Bei einer

^ positiven Umlaufung der
^'

, Fläche dl' wird man all'

diese Uferlinien, mid zwar die linken Uferlinien stromabwärts,
die rechten stromaufwärts zu durchschreiten haben. (Vergl.

S. 317.)

Es bedarf nunmehr kaum noch der Bemerkung, dass in ganz
analoger Weise auch diejenige Riemann'sche Kugelfläche behan-
delt werden kann, welche dient, um die Function

-/(z - Pi) {z - qy) {z ~ p^) {z~q^) .... [z— p^ + {) {z— q^ + ,)

auf eindeutige Weise räumUch auszubreiten.

Diese Fläche — sie mag di genannt werden — besitzt 2 Blat-

tei-, ferner 2s +2 Windungspuncte Py, q,, p^, q^, . . . ps + x, qs^x
und demgemäss s -\- 1 Uebergangslinien. Daraus folgt, dass diese

Fläche (25 + 2-2-2 + 3) fach, d. i. (2ä + l)fach zusammen-
hängend ist. (Satz S. 312.)

Durch gewisse 2 «Querschnitte, welche, dem Früheren analog.
<niit

25—1) 6-, + eis, 2S) hs

bezeichnet werden können, wird sich die Fläche 9t in eine ge-

1)
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wisse einfach zusammenhängende Fläche 9^1' verwandeln

lassen.

Und die so erhaltene Fläche di' wird sich ihrerseits endlich

durch stetige Umformung in eine Elementarfläche verwandeln

lassen. Diese Elementarlläche — die Elementarform von 91' —
können wir uns dahei wiederum, ähnlich wie früher, aus s Recht-

ecken zusammengesetzt denken, welche durch s — 1 Flächen-

streifen mit einander verbunden sind.

Sechster Abschnitt. Untersuchung eines von x -f /?/ abhängen-

den Differentiales , welches auf einem gegebenen Theil einer

Riemann'sehen Kugelfläche überall eindeutig und stetig ist.

Es sei (S irgend ein Theil einer beliebig gegebenen Rie-

mann'schen Kugelfläche, ein Theil, welcher von beliebig vielen und

beliebig gestalteten Randcurven begrenzt ist. Ferner seien F und f
irgend zwei von x + ty abhängende Functionen, welche auf ©
allenthalben eindeutig und stetig sind.

Der Flächentheil @ mag durch irgend welche Schnitte in

einzelne Stücke 5li, %, %, ... zerlegt werden, von welchen

jedes nur eine Randcurve besitzt und nicht mehr als höchstens

einen Windungspunct in sich enthält; irgend eines von diesen

Stücken sei %x- Wir bezeichnen die beiden Bilder, welche ?lx

saiimit den darauf ausgebreiteten Werthen von f und F in seinem

ursprünglichen und in seinem natürlichen Zustande dar-

bietet, mit:

(5L, X + iy, A F)

und mit:

(ax, g + iv, <p, ^)-

Alsdann wird a« eine gewisse Elementarfläche sein. Zugleich werden

q), zwei auf a^ ausgebreitete Functionen vorstellen, deren VVerthe

in jedem Puncto ^ + irj identisch mit denjenigen sind, welche die

Functionen /", F in dem correspondirenden Puncte x + iy be-

sitzen. Und diese Functionen cp, <I> werden, ebenso wie f, F
auf %y., auf der Elementarfläche a^ überall eindeutig und stetig sein.

Zufolge eines früher (Seite 92) gefundenen Satzes muss

daher das in positiver Richtung über den Rand von <Xy, hiner-

streckte Integral i Odcp gleich Null sein. Dieses Integral ist
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aber gleichwerthig mit dem in positiver Richtung um 5(x herum-

laufenden Integral i Fdf. Somit ergiebt sich:

^Fdf = 0./
5t*

Bilden wir nun diese Gleichung der Reihe nach für sämmt-

liche Flächenstücke 31,, Stj» 3I3, . . . , in welche der gegebene

Flächcnthcil © durch die zu Anfang ausgeführten Schnitte zer-

fallen ist, so werden, f^lls man all' diese Gleichungen addirt,

diejenigen Integraltheile, welche jenen Schnittlinien angehören,

sich gegenseitig zerstören, also nur diejenigen Integraltheile übrig

bleiben, welche dem ursprünglichen Rande von (5 angehören.

Durch die in Rede stehende Addition ergiebt sich denmach un-

mittelbar folgende Gleichung:

/'

/

Fdf == 0,

wo die Integration über sämmtliche Randcurven von (5 in posi-

tiver Richtung hinerstreckt ist.

Sind also f und F zwei von x -\- iy abhängende Functionen,

welche auf irgend einem Theile © einer Riemanti'sehen Kugelfläche

überall eindeutig und stetig sind, so ist das über sämmtliche Rand-

curven von © in positiver Richtung hinerstreckte Integral

Fdf

Jederzeit gleich Null.

Dass die in unserem Differential Fdf enthaltenen Functionen

f und F auf dem Flächentheile <B überall stetig sind, ist zur

Gültigkeit dieses Satzes nicht unbedingt nothwendig. Um hierauf

näher einzugehen, müssen wir zunächst einige Bemerkungen vor-

anschicken.

Versteht man unter f^ eine beliebig gewählte, von x -f iij

•d das
{

F . df

identisch sein mit folgendem:
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Die in dem gegebenen Differential Fdf enthaltenen Functio-

nen / und F können also — ohne dass dabei der Werth des

Differentiales irgend welche Aenderung erleidet — durch zwei

andere Functionen /\ und F^ ersetzt werden, von welchen die

erstere ganz beliebig, die letztere gleich F-~ ist.

Wir wollen uns nun denken, die beiden gegebenen Functio-

nen /", F wären auf dem betrachteten Flächentheile © nicht

überall eindeutig und stetig, es wäre aber

Fdf = F^df^,

und es könne © in Gedanken in zwei Stücke zerlegt werden, in

ein Stück (5q, auf welchem /", F, und in ein anderes Stück ©i,

auf welchem /"j, F^^ allenthalben eindeutig und stetig sind. Zufolge

des eben gefundenen Satzes ergeben sich dann die Gleichungen:

/

/

Fdf = .0,

F,df,=^0,

©1

wo das eine Integral in positiver Richtung um ©(,, das andere

in ebenfalls positiver Richtung' um ©^ herumerstreckt ist. Da

Fdf = F^dfy ist, so können diese beiden Gleichungen auch so

geschrieben werden:

'Fdf = 0,

"©0i
Fdf = 0.

Addirt man diese beiden Gleichungen, so werden diejenigen In-

tegraltheile, welche der Grenze zwischen ©„ u"<^ ®i angehören,

sich gegenseitig zerstören, mithin nur diejenigen übrig bleiben,

welche dem Rande des ursprüngüch gegebenen Flächentheiles © an-

gehören. Und es wird sich also durch jene Addition die Gleichung

/Fdf =

ergeben.

Wir sehen demnach, dass der zuvor aufgestellte Satz in dem
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hier betrachteten Falle ebenfalls noch gültig ist. Ebenso wird

sich nachweisen lassen, dass derselbe auch dann in Kraft bleibt,

wenn in dem gegebenen P'lächentheile in Bezug auf die Eindeu-

tigkeit und Stetigkeit der Functionen f, F nicht nur ein Aus-

nahmegebiet ©1, sondern beliebig viele Ausnahmegebiete ©j,

©2» ®3> • • • vorhanden sind, vorausgesetzt, dass in jedem sol-

chen Gebiet die Functionen /", F durch zwei andere Functionen

ersetzt werden können, die innerhalb jenes Gebietes eindeutig

und stetig sind. Um uns in Bezug hierauf mit grösserer Kürze

ausdrücken zu können, wird es zweckmässig sein, folgende Be-

zeichnung einzuführen

:

D efinition. Ein Differential Fdf soll auf einer gegebenen

Fläche überall eindeutig und stetig genannt werden, sobald

die darin enthaltenen Functionen f, F entweder an und für sich

auf der Fläche überall eindeutig und stetig sind, oder sobald sie

wenigstens in Jedem Gebiet der Fläche, wo solches nicht der Fall

ist, durch zwei andere Functionen er s et zt werden können, welche

innerhalb jenes Ausnahmegebietes mit den genannten beiden Eigen-

schaften behaftet sind.

Und nunmehr kann das allgemeine Resultat, zu welchem wir

gelangt sind, gegenwärtig so ausgesprochen werden:

Versteht man unter © irgend welchen Theil einer Riemami'-

schen Kugelfläche, und ferner unter Fdf ein von x -f- iy ab-

hängendes Differential , welches auf @ allenthalben eindeutig und

stetig ist, so wird das über sämmtliche Randcurven von © in po-

sitiver Richtung hinerstreckte Litegral:

IFdf

jederzeit gleich Null sein.

Es sei wiederum © irgend ein Theil einer Riemann'sclien

Kugelfläclie, und Fdf ein gegebenes von x + iy abhängendes Diffe-

rential, welches auf © allenthalben eindeutig und stetig ist. Wir wol-

len uns auf @ irgend zwei Puncte a-\-ib==ic und x-\-iy= z denken,

von welchen der erstere fest, der letztere beweglich sein soll, und

das längs irgend welcher Curve von c nach z hinerstreckte Integral

J Fdf
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in Betracht ziehen. Lassen wir den bewegüchen Endpunct

der Integrationscurve in beUebiger Richtung um eine kleine

Strecke weiter fortrücken, so wird gleichzeitig der Werlh des

Integrales einen gewissen Zuwachs erhalten. Ist ^ ...;:' das

kleine Linienelement, auf welchem der Punct fortrückt, so wird

dieser Zuwachs durch
z

ßFdf,

nämlich durch ein Integral dargestellt sein, welches über jenes

Linienelement z . . . z' sich hinerstreckt.

Unserer Voraussetzung zufolge ist das Differential Fdf auf

dem gegebenen Flächentheile <B allenthalben stetig. Der durch

z

ßFdf

dargestellte Zuwachs wird daher, sobald das Liiiienelemenl z . . . z

uu endlich klein ist, ebenfalls unendlich klein sein. Somit

sehen wir, dass das von uns betrachtete Integral

z

ßFdf

bei einer unendlich kleinen Verschiebung von z eine Aenderung

erleidet, welche ebenfalls unendlich klein ist, dass also dieses

Integral einen Werth besitzt, welcher beim weiteren

Vorrücken des Punctes z sich Schritt für Schritt auf

stetige Weise ändert.

Wir gehen in der Untersuchung des vorliegenden Integrales

weiter vorwärts; fürs Erste wollen wir dabei aber annehmen, der

gegebene Fläch entheil © wäre ein einfach zusammenhän-
gender (vgl. S. 294).

Auf dem Flächentheil @ mögen zwei Curven or und a' ge-

zogen werden, welche von dem festen Puncte c auf verschiedenen

Wegen nach irgend welchem andern Puncte z hinlaufen; das

längs a von c nach z hinerstreckte Integral / Fdf mag mit

jFäf,
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und das längs o ebenfalls von c nach z hinerstreckte Integral mit

Pdf
I:

bezeichnet werden.

Eine einfach zusammenhängende Fläche zerfällt durch einen

Rückkehrschnitt jederzeit in zwei von einander völlig getrennte

Flächenstücke (S. 295). Demnach wird der gegebene Flächen-

theil © durch einen Schnitt, der von c (Fig. 82) längs er bis z,

und von z längs ö' bis nach c zurückläuft, ebenfalls

' in zwei von einander völlig getrennte Stücke zerfallen;

yf und zwar in ein Stück (Sj , welches von dem einen

^ \\ Ufer des Rückkehrschnittes ff -f-
g' umrandet ist, und

//

—

^'^ in ein anderes Stück (Sj. dessen Rand theils durch das
''

andere Ufer jenes Rückkehrschnittes, theils durch die

ursprünglichen Begrenzungslinien des Flächentheiles <S dargestellt

wird.

Wir betrachten das Flächenstück ©j. Da das Differential

Fdf auf ©, mithin auch auf ©^ allenthalben eindeutig und stetig

ist, so muss das in positiver Richtung um ©^ herumerstreckte

Integral 1 Fdf, zufolge des vorhin (S. 330) gefundenen Satzes

gleich Null sein. Somit ergiebt sich:

d. i.

JFdf — JFdf = 0,*)

ßäf=fiFdf.

Denken wir uns auf dem Flächentheile © beliebig viele

Curven ff, ff', ff", ff'", . . . gezogen, welche sämmtlich von dem

J

*} Das in positiver Richtung um ©j herumerstreckte Integral

Fdf lässt sich nämlich in zwei Theile zerlegen, von Vielehen der

eine längs 6 von c nach z, der andere längs a von z nach c hiner-

streckt ist. Zufolge unserer Bezeichnung ist der erstere Theil gleich

+ 1 Fdf, der letztere hingegen gleich — I Fdf.

'
a'
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festen Puncte c nach irgend welchem andern Puncte z hinlaufen,

so wird sich in gleicher Weise darthun lassen, dass das Integral

z

ßFdf

— gleichgültig, ob es längs ö, längs ö', längs g" oder längs irgend

welcher andern Curve von c nach z liinerstreckt ist — immer

ein und denselben Werth besitzt. Vorausgesetzt wird dabei

nur, dass jene Curven ö, ö', g", g"
, . . . ihrem ganzen Laufe nach

im Innern von <B bleiben, dass sie also den Rand von © nirgends

überschreiten.*)

Setzen wir also

/Fdf= W{z)

und verstehen wir dabei unter c . . . z eine Integrationscurvc,

welche den Rand des Flächentheiles @ niemals überschreiten

darf, im Innern dieses Flächentheiles aber eine völlig freie Be-

weglichkeit besitzt, so wird W (2) eine von der Lage des Punctes

2 abhängende Grösse sein, die für jeden Punct z immer nur

einen einzigen Werth besitzt.

Nun haben wir vorhin (S. 331) bereits gefunden, dass der

Werth dieses Integrales beim weiteren Fortrücken des Punctes 2

sich Schritt für Schritt auf stetige Weise ändert.

Demnach sind uns in Bezug auf die Grösse W (2) gegenwärtig

zwei Eigenschaften bekannt. Einmal wissen wir, dass sie für

jeden zum Flächentheil @ gehörigen Punct immer nur einen

Werth besitzt; und andererseits wissen wir, dass sie beim weite-

*) Ob die Curven ff, ff', ff", 0"',
. . . einander durchkreuzen oder

nicht, ist völlig gleichgültig. Sind z. B. ff und ff' zwei einander in

einem oder auch in mehreren Puncten durchschneidende Curven, so

wird man eine dritte Curve q zu Hülfe nehmen, welche ebenfalls von

c nach z geht, ebenfalls ihrem ganzen Laufe nach innerhalb © bleibt,

und welche ausserdem weder mit ff noch auch mit ff' sich irgendwo

durchkreuzt. Sodann wird sich sofort nachweisen lassen , dass das

längs Q hinerstreckte Integral mit dem längs ff hiuerstreckten gleich-

werthig ist, und dass es ebenso auch gleichwerthig ist mit dem über

0' hin ausgedehnten Integrale. Daraus aber folgt sofort, dass die auf

ff und ff' hinlaufenden Integrale auch unter einander gleichwerthig sind.
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ren Fortrücken des Punctes z sich Schritt für Schritt auf stetige

Weise ändert. Somit ergiebt sich, dass W [%) eine von z

abhängende Function ist, die auf dem Flächentheile

© allenthalben eindeutig und stetig bleibt.

Es seien 2^ und z.^ irgend zwei zum Flächentheile © ge-

hörige Puncte. Von dem festen Puncte c aus ziehen wir eine

Curve, welche auf beliebigem Wege fortschreitet, jedoch bestän-

dig im Innern von © bleibt; wir lassen die Curve von c aus

zuerst nach z^, und dann von z^ weiter bis nach z^ hin fortlau-

Fdf

wird alsdann denjenigen Werth repräsentiren, welchen die ein-

deutige Function W im Puncte z^ besitzt, also = W (zj sein.

Und ebenso wird das längs jener Curve von c nach 2:2 liiner-

streckte Integral

Fdf

Z;

denjenigen Werth darstellen, welchen W in Zj besitzt, mithin

= W (Z2) sein. Die Differenz dieser beiden Integrale ist nichts

Anderes als das auf unserer Curve von z^ nach z,

Integral

/Fdf;

und dieses letztere wird demnach = W [z^ — W {z^ sein. Sind

also, können wir sagen, z, und z^ irgend zwei zu ©
gehörige Puncte, so ist das auf beliebigem Wege, je-

doch im Innern des Flächentheiles © von z, nach z^

hinlaufende Integral

Fdfß
jederzeit = w {z^) ~ W (zi).

Wir fassen die Resultate unserer Untersuchung in folgenden

Satz z\isammen.
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Ist © ei7i einfach zusaminenhängender Theil einer Riemann''-

schen Kugelfläche ^ und ist Fdf ein von z abhängendes Bifferen-

tial, welches auf © überall eindeutig und stetig bleibt (vergl. die

Definition S. 330), so wird das von einem festen Puncte c aus-

gehende und in seiner weiteren Fortbewegung auf den Flächen-

theil © beschränkte Integral

.=/W{z)=jFdf
c

eine von z abhängende Function sei?i , die auf (^ allenthalben ein-

deutig und stetig bleibt.

Zugleich wird das im hinern von © auf beliebigem Wege von

irgend einem Puncte Zy bis zu irgend einem andern Puncte z.y hin-

erstreckte Integral

J'
Fdf

gleich der Differenz der beiden Werthe sein, welche die eben ge-

nannte eindeutige Function W in den Puncten Zy u?id z^ besitzt^

also gleich
^ W {z.,) - W {z,)

sein.

Siebenter Abschnitt. Fortsetzung. Das auf einer Riemann-

schen Kugelfläche von einem festen Punct a -\- ib nach einem

beweglichen Punct x -\- iy hinerstreckte Integral / Fdf kann,

falls Fdf auf jener Fläche überall eindeutig und stetig ist,

durch geeignete Beschränkung seiner Bahn in eine

von X -\- iy abhängende Function verwandelt werden, die da-

selbst ebenfalls überall eindeutig und stetig ist.

Es sei 9fl eine beliebig gegebene Riemann'sche Kugelfläche;

ferner sei Fdf ein von z abhängendes DilFerential , welches auf

9t überall eindeutig und stetig ist. Das auf der Fläche 'R von

einem festen Punct c nach irgend einem andern Pimcte z hin-

laufende Integral

JFdf
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mag je nach Umständen bald mit Sl [z] , bald mit W [z) bezeich-

net werden. Sl {z) mag nämlich dasselbe genannt werden, sobald

seine Integrationscurve auf der Fläche eine völlig freie Be-

weglichkeit besitzen soll; W {z) hingegen, sobald die Beweglich-

keit jener Curve auf gewisse Weise beschränkt sein soll.

Um diese Beschränkung näher angeben zu können, denken

wir uns die Fläche Oft durch irgend welche Schnitte oder Ströme

a, &, c, ... in eine Fläche Ot' verwandelt, die einfach zusam-

menhängend ist, und die also auch nur eine einzige Randcurve

besitzt; natürlich wird diese Curve eine in sich zurücklaufende

sein ; sie wird zusammengesetzt sein aus den Uferlinien der Ströme

r<, b, c, . . . Soll nun die vorhin genannte Integrationscurve die

Ströme «, b, c, ... zu überschreiten verhindert, mithin im In-

nern der Fläche di' zu bleiben gezwungen sein, so mag das In-

tegral mit W [z) bezeichnet werden. Unter

z

ß (z) = jFdf
c

wird also ein völlig frei bewegliches, unter

r

FdfW [z] =Jl

-hingegen ein in seiner Bewegung auf die Fläche DfJ'

beschränktes Integral zu verstehen sein.

Auf das letztere Integral kann, weil ^' eine einfach zu-

sammenhängende Fläche ist, und weil Fdf ein Differential vor-

stellt, welches auf Dft, mithin auch auf d' allenthalben eindeutig

und stetig bleibt, unmittelbar der vorhergehende Satz in Anwen-

dung gebracht werden. Diesem zufolge i^uss

W [z] ^ j Fdf
c

eine Function sein, welche auf 9^1' allenthalben eindeutig

und stetig ist.

Wir untersuchen diejenigen Werthe, welche W [z) am Rande
von 9ft', d. i. in den Uferlinien des Stromnetzes o, &, c, . . . be-

sitzt. Wir können uns jenes Netz aus lauter nnv erzweigten
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Slromslrecken zusammengesetzt denken. Jede von diesen Strom-

strecken wird dann von einem Knotenpunct des Netzes zu einem

andern Knotenpuncte desselben hinlaufen, dazwischen aber von

Knotenpuncten vöUig frei sein. Das Netz mag im Ganzen aus v

solchen unverzweigten Stromstrecken bestehen; dieselben mögen

bezeichnet werden mit h^, h.,, ... h^.

Es sei h irgend eine unter diesen Stromstrecken, ferner

seien (Fig. 83) W und qq' irgend zwei einander gegenüberlie-

gende Theile des linken und rechten Ufers von h.

Da das Differential Fdf nicht nur auf dl', son- h

dern auch auf der noch unversehrten Fläche di WKKKama/A
überall eindeutig ist, so werden die Werthe der

Functionen F^ f in je zwei auf dem linken und

rechten Ufer von h einander gegenüberliegenden

Puncten identisch dieselben sein. Demnach wird

das längs des linken Ufers hinlaufende Integral

X'

fä
JFdf

gleichwerthig sein mit dem längs des rechten Ufers hinlaufenden

Integral

./'Fdf.

9

Das erste Integral ist zufolge des vorhergehenden Satzes gleich

der Differenz derjenigen beiden Werthe, welche die eindeutige Func-

tion W{z) in den Puncten X' und A besitzt, also = W{X')— Jf"{X);

und ebenso das zweite == W {q) — W {q). Somit ergiebt sich:

W{k') - WiX) = W [q) — W[q),

oder, was dasselbe ist:

W[X')— W{q') = W iX) - W[q).

Nun waren X, q irgend zwei zu beiden Ufern von h einan-

der gegenüberliegende Puncte, und X', q irgend zwei andere

solche Puncte. Stellt daher X", q" ein drittes Paar solcher Puncte

vor, so wird sich in gleicher Weise darthun lassen, dass auch

W{X") — W{q") = W{X) — W [q)

ist. Die eindeutige Function W (z) besitzt demnach in je zwei

Neumaiin , Abel'sche Integrale. 22
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ist, II

zu beiden IJferii der Stromstreckc h einiiiidei' gegenidjorliegen-

dcn Puncten Wertlie, deren Differenz längs der Stromslrceke hin

überall ein und dieselbe ist. Es mag diese Difleronz mit H
bezeichnet werden, und zwar in dem Sinne, dass iT angiebt, um
wie viel der auf dem linken Ufer vorhandene VVerth grösser
ist als der auf dem rechten Ufer befindliche; so dass also

W (A) — W [q] = //,

W [l') — W [q] = ff,

w{r) — w{q") = ff

w. In solcher Weise mögen die den Stromsirecken

. hy zugehörigen constanten Werlhdifferenzen der Heihe

nach mit ff^, ff<^, ... //^ bezeichnet werden.

Zwischen diesen Differenzen finden im Allgemeinen gewisse

Relationen statt, die sich sofort ergeben, wenn man die Knote n-

punctc des Stromnetzes näher betrachtet.

Der Einfachheit willen beschäftigen wir uns mit einem Kno-

tenpunct, in welchem nur drei Stromstrecken zusammenstossen.

Diese drei mögen (Fig. 84] mit h, li , h" bezeichnet werden ; und

zwar mag angenommen werden, dass h

nach jenem Puncte hinfliesst, dass hin-

gegen // und h" von demselben fort-

lliessen. Sind A, q zwei zu beiden Ufern

von h einander gegenüberliegende

Puncte, und ist ff die längs // vorhan-

dene constante Werthdifferenz, so wird

// = W {l) — W [q)

sein. Ebenso wie A und q, ebenso kann

man aber auch a und y als zwei zu

Ufern von h einander gegenüberliegende Puncte an-

sehen.*) Somit ergiebt sich:

ff ^ W[l) -^ W [q) c= W (a) - W (7).

Und in ähnlicher Weise ergeben sich für die längs // und h"

vorhandenen constanten Werthdilferenzen //' und ff" folgende

Gleichungen:

*) Es ist nnmlich zu beacliton, dass die Ströme unendlich .schmal

zu denken sind, dass mithin die Puncte or, ß, y einander unendlich

nahe liegen.
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H' = W{1')— W iq) = W{c<)— W[ß),

IJ" = W{X") - ir{Q") = W{ß) — W [y).

Ans diesen drei Glcicliiiiigen folgt nun sofort:

H = B' + H".

bie DilVerenz der nach dem Knotenpuncte hinniesscnden

Stromstrecke h ist also ebenso gross, wie die Differenzen der von

jenem Punct fort fliessenden Stromstrecken h' und //' zusammen-

genonnnen betragen. Zu einem ganz analogen Resultat wird man,

wie nun leicbt zu übersehen ist, auch dann gelangen, wenn in

dem betrachteten Knotenpunct nicht drei, sondern beliebig

viele Stromstrecken zusammenstossen, und zwar beliebig viele

ein fliessende, und auch beliebig viele weg fliessende.

Somit gelangen wir zu folgendem Satz:

Versteht man imter 9*1 irgend eine Riemami'sehe Kugelfläche^

auf welcher das von z abhängende Differential Fdf überall ein-

deutig und stetig bleibt (vergl. die Definition S. 330> , und versteht

man ferner tmter 9t' diejetiige einfach zusammenhängende Fläche,

in tvelche sich 9t durch Ausführung irgend eines Stromnetzes ver-

wandelt: so tvird das von einem festeti Ptincte c ausgehende tind

in seiner Bewegung auf die Fläche 9t' beschränkte Integral

W {z) ---=

J Fdf

eine von z abhängende Function sein, die innerhalb 91' allenthalben

eindeutig und stetig, und im Ptincte c gleich Null ist.

Sind //, , h.^, . . . hy die uriverzmeigten Stromstrecken, aus

welchen das in Anwendung gebrachte Stromnetz besteht, und sind

ferner W [k) und W [q) die Werthe, welche die eindeutige Func

tion W {z) in z?vei auf dem linken und rechten Ufer von hy> ein-

ander gegenüberliegetiden Puncten l ufid q besitzt, so wit^d

W{X) — W{q) = Hy,

eine Differenz sein, die Umgs hy, constant ist.

Diese cotistanten Differenzen //j, i/^j? • • - Hy sind mit einan-

der verbunden durch ge?visse Relationen. Betrachtet man nämlich

die in irgend ei7iem Knotenpunct des Netzes ziisammenstossenden

Stromstrecken, und tmterscheidet man einerseits die daselbst ein-

fliessenden, und andererseits die von dem Punct wegfliessetulen

Stromstrecken, so wird die Stimme der in den ersteren vorhandenen

22*
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Differenzen jederzeit ebenso gross sein als die Summe der in den .

letzteren vorhandenen.

Das Integral

ß (z) =
Jj
Fdf

geht ebenfalls von c aus, ist aber vom Integrale W{z) dadurch

unterschieden, dass es in seiner Bewegung keinerlei IJeschrän-

kungen unterworfen ist. Während nämlich das Integral W [z) über

die Ströme ä,, h^-, ... h^ niemals hinüberlaufen darf, ist es dem

Integrale ß (2) gestattet, jeden dieser Ströme an beliebiger Stelle

und beliebig oft zu überschreiten. So lange eine solche Uebe]-

schreitung noch nicht erfolgt ist, kann zwischen beiden Integralen

keinerlei Unterschied stattfinden. In dem Augenblicke aber, mo

eine solche Ueberschreitung vor sich geht, wird auch zwischen

den Werthen der beiden Integrale eine wesentliche Verschieden-

heit eintreten ; wie wir sogleich sehen werden.

Wir betrachten das Integral 5i (2) in einem Augenblick, wo

seine von c ausgehende Bahn bereits zwei von den Strömen

Äj, Äj, ... hy überschritten hat. Der eine von diesen Strömen

sei h, der andere h', und jeder von ihnen sei, wie wir der Ein-

fachheit willen annehmen wollen, vom linken zum rechten
Ufer hin überschritten worden. Sind A, q die beiden Puncto, in

welchen die Bahn über das linke und rechte Ufer des Stromes

h, ferner l', q diejenigen, in welchen sie über die beiden Ufer

des Stromes h' hinweggeht, und ist endlich z derjenige Punct der

Fläche, bis zu welchem die Bahn des Integrales in dem betrach-

teten Augenblick vorgedrungen ist, so wird die Bahn in diesem

Augenblick aus drei Theilen bestehen, von welchen der erste von

c bis l, der zweite von q bis X, der dritte von q bis 2 geht.

Das längs dieser Bahn hinerstreckte Integral

(1) Sl[z) = JF<lf
c

kann demnach ebenfalls in drei Theile zerlegt werden:

k X'^
-

(2) Sl{z) = jFdf -I- jpdf + I Fdf.
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Vernaclilässigt sind dabei die den kleinen Linieneieuienten Xq und

Vq' zugehörigen Integrale

Q qI

jpdf, JFclf.

l X'

Diese aber sind, weil das Differential Fdf auf der Fläche 91

allenthalben eindeutig und stetig ist, und weil jene Linieneleniente

unendlich klein sind, ebenfalls unendlich klein, also mit Fug und

Recht zu vernachlässigen.

Von den drei Stücken cA, qI', q'z, aus welchen die betrach-

tete Bahn besteht, stellt jedes, für sich allein betrachtet, eine

Linie vor, welche die Ströme ä^, h^, . . . K nirgends überschrei-

tet, also eine Linie, die ihrem ganzen Laufe nach innerhalb

9t' bleibt. Das im Innern der Fläche 9^1' auf beUebigem Wege

'1

hinerstreckte Integral

von irgend einem Puncte z. nach irgend einem andern Punct Zj

/
,2

Fdf

ist aber (vergl. S. 335) gleich:

W{z,)- W{z,).

Somit ergeben sich für die zuvor genannten drei Linien cA, i»A',

q'z der Reihe nach folgende drei Gleichungen:

X

Fdf = W{X) - W{c),ß

Fdf = W [V) - IV {q),J
Q

JFdf= W[z)-- W{q);

Q

folglich , wenn man diese Werthe in (2) substituirt

:

(3) ß(c)=: fV{z) - W{c) + W{X) — W{q) + W{1') - W{q').

Nach dem vorhergehenden Satze ist der Werth der eindeutigen

Function W [z] im Puncte c gleich Null, ferner
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wo //, H' ilicjeniycn Wertlidiflerciizeii vorstellen, iiiiL welchen

die oiiKJculige Function W [z) in den Strömen h, h' behaltet ist.

Somit verwyndclt sich die letztgcl'undene Gleichung (3) in:

(•1) ß (t) = W [z] + // + H'.

Das also ist der Werth, mit welchem das Integral ^ in irgend

einem Puncte z eintrifft, sobald dasselbe, um nach jenem Pimcte

hinzugelangen, zwei Ströme h, h', und zwar beide vom linken
zum rechten Ufer überschritten hat.

Zu einem ganz ähnlichen Resultat würden wir gelangt sein,

wenn wir dem Integrale ß eine Bahn zucrtheilt hättcji, die ehen-

l'alls nur die Ströme h, h\ aber nicht vom linken zum i-cchten,

sondern umgekelni vom rechten zum linken Ufer überschreitet.

Anstelle des Werthes (4) würden wir in diesem Falle, wie leicht

zu übersehen ist, folgenden Werth gefunden haben:

Sl{z) ^ W [z) - H - H'.

Denken wir uns ferner als Bahn des Integrales ß eine Curve,

welche wiederum von sämmtlichen Strömen /«^, h^, ... K nur

die beiden Ströme h und //, jeden derselben aber mehrmals,
den erstem l 31ale vom linken zum rechten Ufer und r 3Iale in

entgegengesetzter Richtung, den letztern /'Male vom linken zum
rechten Ufer, und r' Male in entgegengesetzter Richtung über-

schreitet, so wird der Werth, mit welchem das Integral im End-

puncte dieser Bahn — er mag z heissen — eintrifft, folgender

sein:

Sl [z] = W [z] + [l — r) // + (/' - r') H'.

Solches ergiebt sich leicht, wenn man die durchlaufene Bahn,

ähnlich wie voibin, wiederum in einzelne Stücke zerlegt, von

welchen jedes, für sich allein betrachtet, keinen der Ströme

überschreitet. Im Allgemeinen gelangen wir zu folgendem Satz:

Haben Fdf, W{z), h^, h.^, ... h,, //j, //^ , . . . H^ und c

dieselben Bedeutungen^ wie in dem vorhergehenden Salz^ und ver-

steht man unter

Sl iz) = jj^'df

ein von dem festen Puncte c ausgehendes^ und auf völlig Willkür-
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licher Bahn fortlaufendes Integral, so wird der Werlh, mit wel-

chem dieses Integral in irgend einem Puncte z eintrifft, von dem-

jenigen, welchen die eindeutige Function W {z) daselbst besitzt, immer

nur durch irgend welche Vielfache der Cofistanten H^, H^, . . . //,.

verschieden sein.

Läuft das Integral ß von dem festen Puncte c auf irgend

welcher Bahn bis zu eifiem beliebigen a?idern Puncte z fort, und

sind ly,l2, • • • ^v diejenigen Zahlen, welche afigeben, wie oft diese

Bahn die Ströme hy, h.;,, ... h^ vom linken zum rechten Ufer

überschritten hat, ferner r, , r^, ... r^ diejenigen Zahlen, welche

angeben, wie oft die Bahn über jene Ströme vom rechten zum

linken Ufer hinweggelaufen ist, so wird der Wcrth, mit welchem

das Integral im Endpuncte dieser Bahn, d. i. im Puncte z eintri/fl,

folgender seilt:

Sl{z)=W [z) + [l, — r,) H, + [l, — r,) H^ -j- . . . + {Iv — r,) H,.

Denkt man sich also das Integral in einer unaufhörlich fort-

schreitenden, bald hierhin bald dorthin gehenden Bewegung begrif-

fen, so wird der demselben in jedem Augenblick zufalletide Wcrth

Sl [z) durch

Sl{z) = W{z) -^ m^H^ + m.,H,, + . • . + nirlh.,

dargestellt sein; unter m^, m.,, . . . m^ sind hier ganze Zahlen zu

verstehen, die während jener Betvegung im Ällgcmeitien cotistant

bleiben, ab und zu aber, nämlich jedesmal, wenn das Integral

einen der Ströme h^, h.,, ... h,. überschreitet, eine sprungweise

Veränderung um + 1 erfahren.
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Die Umkehrung des elliptischen Integrales.

Erster Abschnitt. Angabe des Problemes, um welches es sich

bei der Umkehrung eines elliptischen Integrales handelt. Um
für den Angriff des Problemes eine feste Basis zu gewinnen,

werden gewisse Fundamentalconstanten , und ein damit zusam-

menhängendes fundamentales Flächengebiet eingeführt.

Es seien /?, q beliebig gegebene, reelle oder imaginäre Con-

stanten, ferner sei ß oder E (2) folgende von der Variablen z

abhängende Grösse:

^ "= ^ ^^^ = 7^
• /F=VH?^^-

Diese Grösse besitzt im Allgemeinen für jedes z zwei einander

entgegengesetzte VVerthe, so z. ß. für 2 = die beiden Werlhe

+ 1 nnd - 1.

Es mag nun ferner unter Sl oder Si [z) der Wertb eines

Integrales

Ä ".=)=/^

verstanden werden , welches über eine stetig zusammenhängende

reelle oder imaginäre Werthreihe von 2, und ebenso auch über

eine stetig zusammenhängende Werthreihe von R hinerslreckt

ist; ebenso wie die erstere R«ihe von dem Werthe ausgebt,

ebenso soll auch die letztere beständig von einem eindeutig
festgesetzten Werthe, nämlich vom Werthe + 1 ausgehen; die

erstere wird also durch
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0, z, z", . . . z,

die letztere durch

1

,

R', R", . . . R
darstellbar sein.

Sobald die Werthreihe von z durch eine der constanten

Grössen jr p, + g hindurchgeht, wird gleichzeitig die Werthreihe

von R durch den Werth hindurchgehen; und es werden sich

daher in einem solchen Augenblick jedesmals zwei Grössen dar-

bieten, die beide unendlich wenig von verschieden, unter ein-

ander aber entgegengesetzt sind, von welchen die letztge-

nannte Werthreihe, bei ihrem weiteren Fortgange, ganz nach

Laune die eine oder auch die andere in sich aufnehmen kann.

Während also die Reihe

0, z, z", . . . z

weiter und weiter fortschreitet, sich bald hierhin bald dorthin

wendet, wird in der Schritt für Schritt nachfolgenden Werthreihe

1 , R', R'\ '. . . R

jedesmal, so oft die erstere durch eine der vier Grössen + p, +q
hindurchgeht, ein Zweifel über das Vorzeichen eintreten. Wir

machen keinerlei Beschränkung, um diesen Zweifel und die da-

mit verbundene Willkühr zu beseitigen. Die Bildungsweise oder

Bahn des Integrales

Sl{z)=A
wird demnach im Allgemeinen durch Angabe der Grössen

0, z, z", . . . z

noch keineswegs eindeutig festgestellt sein, sondern eist dann

völlig bestimmt sein, wenn die Grössen paare

(0, 1), (z'. R'), [z", R"), . . . {z, R)

angegeben sind, über welche das Integral hinerslreckt ist.

Wir werden uns hier mit der Umkehr ung jenes Integrales

beschäftigen, d. h. mit folgendem

Problem. Das Integral Sl läuft, von der Grösse aus, auf

einer unbekannten und völlig willkührlicheti Rahn vorwärts
.^ und

dringt schliesslich bis zu einer ebenfalls völlig unbekannten Grösse
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c vor. Gegeben isl der Wcrth ß (z), w»'/ welchem es in z ein-

trifft; es soll die Grösse z ermittelt werden.

Bevor wir weiter gehen, muss zuerst auf gewisse, mit dem

Problem in Verbindung stehende Constanten aufmerksam ge-

macht werden. Um von vorneherein diese Coustanten zu characte-

risircn, erinnern wir an eine bekannte Gattung von Aufgaben aus

der analytischen Geometrie.

Ist eine homogene Gleichung zweiten Grades zwischen den

drei rechtwinkligen Coordinaten gegeben, und Jiandelt es sich um
irgend eine mit dieser Gleichung in Zusammenhang stehende Un-

tersuchung, so wird man — wenigstens in vielen Fällen — gut

thun, zuerst drei dieser Gleichung eigenthümliche Con-

stanten zu berechnen; es sind dies, falls durch jene Gleichung

ein Ellipsoid dargestellt wird, die drei Hauptachsen des Ellipsoides.

Diese Constanten werden — und zwar gleichgültig, ob man
sie wirklich ausrechnet, oder man sich dieselben nur

berechnet denkt — im Allgemeinen von grossem Vortheil sein;

sie werden- in vielen Fällen für das ganze Gebäude der anzustel-

lenden Untersuchung ein willkommenes Fundament bilden.

In ähnlicher Weise machen sich nun auch bei dem hier vor-

liegenden Problem gewisse Fund am ental-Cons tauten geltend,

die wir, um für unsere Operationen eine feste Basis zu gewin-

nen, gleich hier zu Anfang angeben wollen.

Wir denken uns die gegebenen Constanten ;j, — /;, <?, — q

nach der Gauss'schen Methode durch Puncte auf der Horizon-

tal ebene dargestellt; die Puncte p, — p werden in Bezug auf

den Anfangspunct 2; = einander diametral gegenüber liegen,

ebenso die Puncte q, — q. Sodann ziehen wir in dieser Ebene

eine um den Punct z = herumlaufende Curve, welche von — q

Fig. 85. nach — ;?, dann nach />, und nach q geht, und

schliesslich wieder nach — q zurückkehrt (Fig. 85).

Das von dieser Curve umschlossene Gebiet der

Horizontalebene mag das fundamentale Flä-

chengebiet genannt, und mit 21 bezeichnet

>verden: es wird dasselbe nur eine einzige Rand-

ciu've besitzen, und mit all seinen Puncten in

der Endlichkeit liegen, folglich eine Elemen-
tarfläche sein.
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Die Balm iiiiseies lulegralcs

-/^
nimmt iliicn Anfang im Pnnctc 0, also in einem Puncle, der

innerhalb dos fundamentalen Flächengebietes Hegt. Ollenbar

wird die unter dem Integrale vorhandene Grösse

1^

Ti

eindeutig und stetig sein, so lange die Grenze des fundamen-

talen Gebietes von jener ßahn nicht überschritten wird; es wird

d e m n a c h — eine von z a b h ä n g e n d e F u n c t i o n sei n , di

e

innerhalb der Fläche 5t allenthalben eindeutig und
stetig bleibt.

Es seien nun a und a zwei Curven, welche vom Puncto

ausgehen, in irgend einem andern Puncto der Fläche % wieder

zusammentreflon, und ihrem ganzen Laufe nach innerhalb 51

bleiben (Fig. 85) ; ferner sei a der von diesen beiden Curven

eingeschlossene Theil von %. Nach bekanntem Satze (S. 92)

wird das in positiver Richtung um den Rand von a herumer-

slreckte Integral

/ R

alsdann gleich Null sein. Dieses Rand-Integral lässt sich in zuei

Theile zerlegen, von welchen der eine längs 6 von nach z, der

andere längs g von z nach zurück gehl; und wird daher, woiui

man die über die Curven (> und a von nach z hinerstrecklen

Integrale mit

a G

bezeichnet, gleich dei" Didcrenz

a o

sein. Somit ergiebt sich, dass diese DiHerciiz gleich Null ist; also:
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Das von nach z hinlaufende Integral wird demnach bei seinem

Eintretlen in z einen Werth besitzen, der von der durchschrilte-

nen Bahn völlig unabhängig ist; vorausgesetzt, dass man nur

solche Bahnen in Betracht zieht, die ihrem ganzen Laufe nach

innerhalb % bleiben. Oder mit andern Worten:

Das zur Untersuchung vorgelegte Integral:

^w=/f
wird, sobald man seine Bewegung auf das fundamentale Flächen-

gehiel % beschränkt, innerhalb 5C allenthalben eindeutig sein.

Diejenigen Werthe, welche das Integral bei solcher Beschränkung

in den Puncten p, — p, q, — q annimmt , mögen mit

ll{p), Ü[-p), ß(^), Sl[-q)

bezeichnet, und die diesen Puncten zugehörigen Fufidamental-

werthe getiatDit werden.

Diese P'undamentahverthe sind durch das gegebene Problem

bereits vollständig bestimmt, werden nämlich, sobald die in jenem

Probleme von Hause aus enthaltenen Constanten p, q numerisch
gegeben sind, ebenfalls numerisch berechnet werden können.

Wir denken uns diese Rechnung ein für allemal ausgeführt, und

betrachten demgemäss jene vier Fundamentalwerthe als gewisse

dem Probleme eigenthümliche Constanten. Diese Constan-

ten sind es, welche in Verbindung mit dem Flächengebiet 51 das

Fundament bilden, von welchem unsere zur Lösung des Proble-

mes erforderlichen Operationen getragen werden.

üebrigens wird sich herausstellen, dass diese vier Con-

stanten

Üip), Ä (-/)), si{qy, Si{—q)

nicht von einander unabhängig, sondern durch gewisse Relationen

mit einander verbunden sind. Hierdurch wird die Anzahl der-

jenigen Constanten, deren Berechnung jedesmal erforderlich ist,

auf zwei reducirt.
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Zweiter Abschnitt. Der Betrachtung- des elliptischen Integrales

Sl (2) wird eine gewisse zweiblättrige Riemann'sche Kugelfläche

9*^ zu Grunde gelegt. Nachdem diese Fläche durch geeignete

Schnitte oder Ströme a, b in eine einfach zusammenhängende

Fläche di' verwandelt ist, wird eine dem Integral ^ {z] conju-

girte Function W (c) eingeführt , welche innerhalb dl' überall

eindeutig und stetig ist.

Die Bahn des Integrales

ist eine ganz willkührliche, sie erstreckt sich über irgend welche

stetig zusammenhängende Grössenreihe

0, z, z", . . . z.

Um aber die Bahn in jedem gegebenen Falle vollständig zu

bestimmen, ist im Allgemeinen erforderlich, dass ausser dieser

Grössenreihe gleichzeitig auch noch diejenigen Wertbe

1, R', R", . . . R
angegeben werden , welche die Function R längs der Bahn bin

besitzt.

Wir werden daher, wenn wir die Bahn des Integrales in

bildlicher Weise, und zugleich mit vollständiger Bestimmtheit

darstellen wollen, nicht die einblättrige Ilorizonlalebenc, sondern

eine gewisse zweiblätti'ige Biemann'scbe Fläche, nämlich

diejenige in Anwendung bringen müssen, auf welcher der

ganze Wertbvonatb der Function R in eindeutiger Weise ausge-

breitet werden kann. Durch eine Curvc auf der Ilorizontalebcne

würde nämlich nur die Grössenreihe

0, z, z", ... 2

dargestellt werden; durch eine Curve hingegen, die auf der letzt-

genannten Fläche gezogen ist, wird gleichzeitig diese und auch

die Grössenreihe

1, R', R", . . . R
bestimmt sein.

Die Riemann'sche zweiblättrige Fläche, welche erforderlich

ist, um sämmtllche Werthe der Function
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auf eindeutige Weise ausbreiten zu können, mag dt lieissen; sie

besitzt bokanntlicb vier Windungspuncte p, — p, q, — q-, und

daneben zwei Uebergangslinien, dureh welche diese Puncte paar-

weise mit einander verbunden sind. Diese beiden Linien können

auf mannigfaltige Weise angenommen werden (Vgl. S. 190 u. 193).

Bei der Construction der Riemann'schen Fßche 9ft verfahren

wir in folgender Weise. Wir nehmen zwei Ilorizontalebenen,

welche nur durch einen unendlich kleinen Zwischenraum von ein-

ander getrennt sind; die untere der beiden Ebenen mag dieje-

nige sein, in welcher wir vorhin das fundamentale Gebietet fest-

gesetzt haben. Jenes Gebiet kann als ein Viereck angesehen wer-

den, in welchem zwei einander gegenüberliegende Seiten durch

die Linien — pp und — q q dargestellt sind. Längs dieser beiden

Linien führen wir nun zwei Schnitte aus, von welchen jeder nicht

nur die untere, sondern gleichzeitig auch die obere Horizontal-

ebene durchdringt. Die vier Ufer des Schnittes — pp heften Avir

kreuzweise mit einander zusammen, ebenso die vier Ufer des

Schnittes — q q. Endlich verwandeln wir die durcl) diese Zu-

sammenheftungen entstandene zweiblättrige Fläche durch Umfor-

mung in eine zweiblättrige Kugel fläche. Diese letztere ist dann

die zu construirende Fläche 9t; und gleichzeitig sind alsdann die

zuvorgenannten Linien — pp und — q q die Uebergangslinien

derselben.

Das fundamentale Gebiet % viird bei der so erhal-

c nen Fläche Oc dargestellt sein durch einen gewissen

zum unteren Blatt gehörigen Flächen th eil, nämlich durch

einen Flächentheil, welcher sich in dem eben genannten Blatt

vom Puncte z = aus theils bis zu den Ueber-

gangslinien — p p, — qq, theils bis zu zwei

gewissen andern Linien hinerstreckt. Die beiden

letztern Linien befinden sich natürlich, ebenso

wie das ganze Gebiet 31, im unteren Blatt;

sie sind in der nebenstehenden Figur (Fig. ^Q)

durch punctirte Striche angegeben.

Bei c = besitzt die Fläche Dt zwei über

einander liegende Puncte. Die Bahn unseres

Integrales 5i wird in demjenigen der beiden Puncto ihren Aus-

gang nehmen, welcher im Innern des fundamentalen Gebietes ?t

liegt, also im unteren Puncl. Wii' bezeichnen diesen kurzweg
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mit 0, denjenigen aber, welcher gerade ül)cr im oberen Blatt

sich befindet, znr bequemeren Unterscheidung mit 0'. Im Pnncle

wird demgemäss die Wurzelgrösse R den Werth + ^ > hn Pimcte

0' hingegen den Werth — 1 besitzen.

Die Bahn unseres Integrales

z

<'dz
Sl{z) Jdz

R

wird auf der Fläche Ol durch eine vom Puncte auslaufende

und auf beliebigem Wege, bald im unteren, bald im oberen
Blatt, fortgehende Curve dargestellt. Um den Werth zu unter-

suchen, mit welchem das längs einer solchen Curve forllaufende

Integral in irgend einem Puncte der Fläche aidangt, müssen

wir zuvörderst das in dem Integrale vorhandene Dilferenlial

. , dz 1 ,

(«•) 7^
=

7,
dz

in Betrachtung nehmen, nämlich ermittehi, in wie weit dieses

Dill'erential auf der Fläche 9t eindeutig und stetig bleibt.

Was den Begriff der Eindeutigkeit und Stetigkeit bei Differen-

tialen anbelangt, so stützen wir uns dabei auf die früher (S. 330)

gegebene Definition.

Die beiden in dem Diflerential («.) enthaltenen Functionen

-jT und z sind auf der Fläche -R keineswegs überall stelig; denn

die eine besitzt in den Punclen p, — p, ^, — q, die andern in den

beiden bei r ~ oo benndlichen Puncten unendlich grosse Werllie.

Um nun das Veihallen des Differential es in jeni'u sechs Puncten

beurtlieilen zu können, sind vor allen Dingen gewisse andere For-

men zu beachten, welche das Dilferential sieb aneignen kann.

Aus

^ = -^ r(^'-'-r)(^--r)

folgt diu-ch DilTerentation:

H - {2z^~p^-- q)z"''
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iß-) ^..2-V_.»^. '^^•

soinil können wir doni Diircrcntial («.), falls es uns beliebt, auch

die Form geben:

Jkachten wir ferncr,dass d— = ~, mithin dz = — z'^ . d-
z z^ z

ist, so sehen wir, dass jenem Differential («.) andererseits auch

Folgende Form verliehen werden kann:

W -TT -^7;
Die in dem DilTerential vom Hause aus enthaltenen Functionen

:

(«'.) — und 2

können also, wie die eben gefundenen neuen Formen zeigen, nacli

B(!lieben durch

oder auch durch

ersetzt werden , ohne dass der Werth des Differentiales dabei irgend

welche Aenderung erleidet.

Die Function R ist (vergl. Seite 190) auf der Fläche di überall

eindeutig und, abgesehen von einzelnen Polen, daselbst auch

überall stetig. Gleiches wird demnach zufolge eines früher ge-

fundenen allgemeinen Satzes (Seite 274) auch von jedem Ausdrucke

gelten, der aus R und z auf rationale Weise zusammengesetzt

ist, also von jeder der sechs Functionen («'.), [ß'.), (/.) gelten.

Es werden daher diese sechs Functionen auf der Fläche dl überall

eindeutig und mit Ausnahme einzelner Pole überall stetig sein.

Ein Pol kann immer nur da vorhanden sein, wo die Function

unendlich wird (S.95). Demnach werden jene Functionen

(«.), {ß".), (/.) auf der Fläche 9^ überall, wo sie endlich

sind, auch eindeutig und stetig sein.

Die beiden Functionen («'.) sind offenbar mit Ausnahme der

Puncto p, — Pi q-, — q-, und mit Ausnahme der beiden bei 2= 00

liegenden Puncte überall endlich, und sind also mit Aus-

nahme dieser 6 Puncte auf der Fläche 9^1 allenthalben

eindeutig und stetig.

Im Bereiche eines jeden der Puncte /),
— p, q, — q sind
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die Functionen {ß'.) endlich; sie sind demnach im Bereiche
eines jeden dieser 4 Puncto eindeutig und stetig.

Endlich ergiebt sich leicht, dass die Functionen (/.) im Be-

reiche eines jeden der beiden Puncte z = oo endlich*), folglich

in jedem dieser beiden Bereiche eindeutig und stetig

bleiben.

Es sind demnach, um Alles zusammenzufassen, in dem Differen-

tial (a.) zwei Functionen j und z enthalten, welche auf der Flache

di mit Ausnahme der Puncte p, — p, q, —q und mit Ausnahme

der beiden Puncte z =: oo überall eindeutig und stetig

sind, und welche gleichzeitig im Bereiche eines jeden solchen

Ausnahmepunctes durch zwei andere Functionen ersetzt werden

können, die innerhalb dieses Bereiches die genannten Eigenschaf-

ten besitzen. Jenes Differential («.) ist daher zu bezeichnen als

ein von z abhängendes Differential, welches auf der

Riemann'schen Kugelfläche dt allenthalben eindeutig
und stetig bleibt. (Vergl. die Definition S. 330.)

Mit Differentialen solcher Art haben wir uns aber bereits

früher ganz im Allgemeinen beschäftigt. Bildet man das von einem

festen Puncte ausgehende, und in seiner weiteren Fortbewegung

auf irgend einen einfach zusammenhängenden Flächentheil be-

schränkte Integral eines solchen Differentiales, so wird dieses In-

tegral (Satz. Seite 335) innerhalb jenes Flächentheiles ebenfalls

überall eindeutig und stetig sein. Auf unser Integral 5i kön-

nen wir diesen Satz allerdings nicht in Anwendung bringen ; denn

die Fläche 'Si, auf welcher sich dasselbe nach Belieben fortbe-

wegt, ist eine mehrfach zusammenhängende.

Wir können aber die Fläche dl durch Ausführung gewisser

Schnitte oder Ströme «, b in eine einfach zusammenhängende

*) Achtet man nämlicli auf die Bedeutung von /?:

erglebt sich, dass die Function

li

für 2 =3 oo einen der beiden Werthe -\-pq, — pq besitzt, also end-
lich bleibt,

Npuniann, Ahorsclie Inlogrnlo. 23
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Fläclie dl' verwandelii. Nachdem solches geschehen, stellen wir

nun tlein in seiner Bewegung völlig freien Integral

anderes Integral;

Sl(z)

W{z)

zur Seite, welches durch genau dieselbe Formel wie jenes defi-

nirt, in seiner Bewegung aber auf die einfach zusam-
menhängende Fläche 9(1' beschränkt sein soll. Dieses

letztere Integral W{z] wird dann, zufolge des erwähnten Satzes,

eine von z abhängende Function sein, welche innerhalb der
Fläche dl' überall eindeutig und stetig ist.

Fig. 87.

Die Verwandlung der Fläche dt in die einfach zusammen-

hängende Fläche dl' denken wir uns durch diejenigen beiden

Schnitte oder Ströme «, b herbeigeführt, welche früher (S. 319)

besprochen wurden. Das mit % bezeichnete fundamentale Flächen-

gebiet befindet sich im untern Blatt der Fläche dt, und bleibt,

wie man leicht Übersicht, bei Ausführung der Schnitte a, b (Fig. 87)

völlig unversehrt*).

*) Es ist wohl darauf zu achten, dass in der nebenstehenden Figur

jede Strecke der Schnitte n, b, je nachdem sie im oberen oder un-
teren Blatt zu denken ist, im erstem Fall durch ununterbrochene,
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Wir untersuclien zunächst diejenigen Wertlie, welche die

eben eingeführte eindeutige Function W {z) in den vier Puncten

P' —Pi (h
— U besitzt. Zu diesem Zweck ziehen wir eine Curve 6,

welche von dem im unteren Blatt befindlichen Puncte aus-

geht, und ohne die Grenze des Gebietes 51 zu über-

schreiten, nach irgend einem der vier auf dieser Grenze lie-

genden Puncte /),
—p, q^

— q hinläuft; dieser Punct mag a

heissen.

Die VVerthe, welche Sl{z) und W[z) im Puncte «annehmen,

sind beide durch ein und dieselbe Formel definirt; es ist nämlich:

cc

und ebenso ist auch:
a

(2) W[a) = p^-
u

Der Unterschied besteht nur darin , dass die Bahn des Integrales 52

von nach a auf will kührlichem Wege fortlaufen kann, dass

hingegen die Bahn des Integrales W ihrem ganzen Laufe nach

innerhalb 'Si' bleiben muss, die Ströme ö, b also nirgends
überschreiten darf.

Wir nehmen nun für die in (1)' vorhandene Integrationsbahn

die vorhin construirte Curve ö; alsdann erhalten wir, weil g seinem

ganzen Laufe nach innerhalb des fundamentalen Gebietes % bleibt,

nicht irgend einen unter den vielen Werthen, welche das In-

tegral Sl im Puncte a annehmen kann, sondern denjenigen
unter diesen Werthen , welchen wir früher mit dem Namen Fun

-

damentalwerth ausgezeichnet haben, also den Werth ß (a).

Andererseits können wir, weil die Curve a ihrem ganzen

Laufe nach innerhalb des von den Strömen o, h unversehrten

Gebietes 51 bleibt, jene Ströme also nirgends überschreitet,

diese Curve auch in (2) als Integrationsbahn in Anwendung bringen

;

im letztern durch punctirte Striche angegehen ist. Die Begrenzung
des fundamentalen Gehietes % ist in der Figur nicht vollständig ange-

geben. Es sind nämlich zwei zu dieser Begrenzung gehörige, im un-

teren Blatt der Fläche befindliche Linien fortgelassen, eine, die von p
nach q, und eine zweite, die von — q nach —p geht (vergl. die Figur

auf Seite 350).

23*
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alsdann erhalten wir denjenigen Werth, welclien die eindeutige

Function W im Puncte a besitzt, also den Werth W (a).

Bezeichnen wir also eine längs der Curvc o von nach «

hinerstreckte Integration mit / , so ergiebt sich aus (1) und (2)

:

c

6

G

mithin

:

_
fr{a) = Sl{a).

Es war aber a irgend einer unter den Punctcnp, — p, q,
—

q.

Die Werthe:

W{p), W{-p), W{q), W[~q),

welche die eindeutige Functio7i W in den Pimcten p , —p, */, —

y

besitzt, sind demnach identisch mit den diesen Ptmcten zugehörigen

FundamentfäiveiHhen:

1i{p), ii(-p), ß(y), ^-q).

Das aus den Strömen «, h bestehende Netz besitzt im Canzen

nnr einen einzigen Knotenpunct; dieser befindet sich dort, wo

beide Ströme einander durchkreuzen, nämlich bei a, ß, y, ö

(Fig. 87. S. 3Ö4). Es besteht demnach das Netz aus zwei nn-

ver zweigten Strom strecken, von welchen die eine durch

den Strom a-, die andere durch den Strom h dargestellt wird.

Sind daher l und ^ irgend zwei auf dem linken und rechten

Ufer von a einander gerade gegenüber liegende Puncte, so wird

die DilFerenz

W{1) — W{q) = A

eine Grösse sein, welche, zufolge eines früher gefundenen allge-

meinen Satzes (Seite 339), längs des Stromes a hin überall con-

stant ist. Und ebenso wird andererseits die dem Strome b zu-

gehörige Differenz:

W{1) - W{q) = B

längs b hin Consta nt sein. In dem Knotenpunctc a, ß, y, ö

sind vier Stromenden mit einander vereinigt (Fig. 88): zwei da-

selbst ein niessende Stromenden a und b, ferner zwei von dort
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vv e g lliesseiide Stromeiuleii, von denen ebenfalls das eine dem

Strome «, das andere dem Strome b zugehört. Zufolge des soeben

er>vähnten Satzes (Seite 339) ergiebt pi^

sich daher für diesen Knotenpunct die

Gleichung:

A + D^A -f B,

eine Gleichung, die identisch ist, also

zu keinerlei Relation zwischen A und B a .

—

führt.

Die Wcrlhdifferenzcn, mit wclclicn

die eindeutige Function W' in den Stru-

men «, b behaftet ist, sind mithin

längs a durch W{^) — W [q] = A,

limgs b durch W{k) — W{q) = B

dargestellt, wo A und B zwei vorläufig noch ganz unbekannte Con-

stanten bezeichnen.

Dritter Abschnitt. Fortsetzung. Nähere Untersuchung der

Function W[z). An Stelle des Integrales Sl{z) und der Function

W[z) wird ein Integral o>(c) und eine Function w(c) eingeführt,

die von jenen nur durch einen constanten Factor

verschieden sind.

Wir werden sogleich sehen, dass die Constanten A, B näher

bestimmt, nämlich ausgedrückt werden können durch die den

Puncten p, —p, q, — q zugehörigen Fundamentalw er the:

ll{p), 'Si{-p), ß(ry), Si{-q),

oder, was dasselbe ist, durch die Werthe:

W{p), W{-p), W[q), W[-q).

Indem wir die Abhängigkeit, welche zwischen diesen Werthen

und zwischen jenen Constanten stattfindet, zu Tage fördern, wer-

den wir dabei zugleich noch andere Zwecke verfolgen. Diese

bestehen in der Ermittelung derjenigen Werthe

W{0), W{0'), FF(oo), ^(oo'),

welche die Function W in den beiden bei z = 0, und in den

beiden bei z = oo über einander liegenden Puncten besitzt. Dabei

sind unter und oo die zum unteren oder inne reu lilatt der
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Flache di, unter 0' und oo' hingegen die zum oheren oder

äusseren JJlatt gehörigen Puncto zu verstehen.

Zunächst müssen wir unserer Untersuchung ein Paar allge-

meine Bemerkungen vorangehen lassen.

Die Function W ist innerhalh der umrandeten Flächest'
überall eindeutig und stetig. Sie ist also auf der geschlosse-
nen Fläche dl mit Ausnahme der Ströme «, b allenthalben ein-

deutig und stetig, in jenen Strömen aber mit den eben besjjro-

chenen Werlhdifferenzen J, B behaftet.

Es sei nun a eine auf der Fläche 9^ beliebig gezogene Curve,

ihr Anfangspunct mag a, ihr Endpunct ß heissen.

Ueberschreitet diese Curve keinen der Ströme a, ö, so \viid

W längs derselben hin überall eindeutig und stetig sein, folglich

das über dieselbe hinerstreckte Integral

(I.

I
dW ^ W{ß) — W{a)

Ueberschreitet hingegen die Curve auf ihrem Lauf von a
nach ß einen jener Ströme, z. U. den Strom a, so wird die eben
hingestellte Formel nicht mehr gültig sein. Wir nehmen der Ein-

fachheit willen an, die Curve überschritte den Strom a vom
linken zum rechten Ufer hin, und bezeichnen den von a bis

zum linken Ufer reichenden Curventheil mit «A, andererseits den

vom rechten Ufer bis ß reichenden Theil mit q ß; so dass also

X und Q zwei zu beiden Ufern von a einander gegenüberliegende

Puncte vorstellen sollen. Alsdann ergiebt sich, weil ^ längs der

Curvenstrecke a l überall eindeutig und stetig ist:

X

CdW = W{1) - W{c();

a

und ebenso ergiebt sich für die andere Curvenstrecke Qß;

fdfV = lV{ß) - W{q).

Q

Hieraus aber folgt durch Addition:
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dW = W(ß) — W{a] + W{1) — W{q),

359

oder weil W[\) — W[q) in dem liier betrachteten Strome a den

conslanten Wcrth A besitzt:

dW = W[ß) — W{u) + A.

Ueberscbreitet die Curve 0, um einen allgemeineren Fall zu

betrachten, auf ihrem Wege von a nach ß beide Ströme, und

zwar jeden derselben mehrmals; und sind ferner l, /' und r, /

die Zahlen, welche angeben, wie oft die Ströme a, b vom lin-

ken zum rechten Ufer, und wie oft dieselben in entgegengesetzter

Richtung überschritten werden; so erhalten ^^\Y , wie leicht zu

übersehen ist, für das über die Curve 6 hinerstreckte Integral

folgenden Werlh:

ß

(II.) CdW^^ W{ß) — W{ci) + (^ - r) ^ + a' — r) B.

a

Die Formeln (l.) und (II.) umfassen alle möglicherweise vorkom-

menden Fälle.

Nun ist in BetrelT der Function W noch eine Bemerkung zu

machen. Nach unserer Definition ist:

W '^'"^rdz^

mithin

:

'"^ = 1? = «"-

und von den beiden in diesem Diflerential enthaltenen Functionen

Tt
""^

besitzt die erstere in je zwei über einander liegenden Puncten der

Fläche dt entgegengesetzte Wertbe, die letztere hingegen in

je zwei solchen Puncten gleiche Werthe. Sind daher g und ö'

zwei in beiden Blättern genau über einander liegende Cur-

ven, so werden die Werthe des längs 6 hinerstreckten Integrales
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jTtdz
a

und des längs a' hinerstreckten Integrales

o

einander entgegengesetzt sein. Es wird also

G G

oder was dasselbe ist:

(III.) CdW + fdW=^
G " G

sein; vorausgesetzt natürlich, dass beide Integrationen in gleicher
Richtung hinerstreckt sind.

Endlich ist noch Folgendes zu bemerken: Ist h irgend einer

unter den vier Puncten 0, 0', oo, od, und sind

Ö, 2, z' , z"\ . . . . , 2,

und

ö , — z', — z", — z", . . . ,
, — z

zwei vom Puncte 8 ausgehende und in entgegengesetzten Rich-

tungen auf der Fläche Dfl fortlaufende Curven, so wird die Grösse

1_ __ pq

weil sie nicht von z, sondern nur von z^ abhängt, längs der einen

Curve hin genau dieselben Werthe haben wie längs der andern

Curve hin. Demnach besitzen die über zwei solche Curven hin-

erstreckten Integrale

jederzeit entgegengesetzte Werthe. Es wird also

(IV.) j\l W -f Cd W =
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Nach diesen Vorbeieitimgeii wenden wir uns nun zu dem

eigentlichen Gegenstande unserer Untersuchung.

Jeder der Puncte p, —p, q, — q gehört gleichzeitig zum

unteren und auch zum oberen Blatt der Fläche Ol. Man kann

demnach von jedem solchen Puncte aus eine Curve ziehen, die,

je nachdem man will, im unteren oder oberen Blatt fortläuft.

Wir lassen nun vom Puncte — p zwei Curvcn ausgehen, die

in den beiden Blättern der Fläche yw. 89.

genau über einander liegen, die beide „^^^^z^ Q ^

auf geradlinigem Wege vom Puncte -P*

— p bis zum Puncte p hinlaufen,

in letzterm also wieder mit einander zusannnentreffen; die untere

Curve mag <7, die obere 6 genannt werden (Fig. 89). Die Curve ö

überschreitet keinen der Ströme; zufolge (I.) wird daher das ihr

entlang erstreckte Integral

/äW ^ W[p) — W[—p)

sein. Die Curve g hingegen überschreitet den Strom «, und

zwar vom rechten zum linken Ufer hin; das längs 6 hiner-

streckte Integral i dW besitzt daher zufolge (II.) den Werth:

ff'

dW = W{p) — W[—p) — A.J
Addirt man nun diese beiden Formeln, und beachtet man dabei,

dass zufolge (III.)

ß^ +ß W =
6

ist, so erhält man:

= 2 Wip) — 2 W{—p) — Ä,

oder:

(1) W[p) - W{-p) = |.

Nimmt man ferner für g und g zwei im unteren und obe-

ren Blatt der Fläche ^ genau über einander liegende Ciu-ven, die

bei deauf geradhnigem Wege von p nach q laufen (Fig. 87. S. 354),

so erhält man in ganz ähnlicher Weise zuerst:
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'dl4' = W{q) — W{p),

\uv = W{q) — W{p) + B,

f

J:

sodann diircli Addition:

= 2 M'{q) - 2 W{p) + B,

oder:

(2)
- W{q) - W[p) = -

f

.

Nimmt man endlich fiir a und a zwei im iintereu und

oberen Blatt über einander liegende Curven, die auf geradlinigem

>yege von —p nach — q gehen, so ergiebt sich:

dW = W(-q) — W{—p),

tol^-lich

:

oder

dW = W[—q) — W[— p) + B,

= 2 W[-q) - 2 W{-p) + B,

(3) W{-q) - W\[-p) = ~
f

•

Wir müssen zu diesen Formeln noch andre hinzufügen, die sich

ebenso leicht ergeben. Wir lassen zunächst von dem im unteren

Blatt der Fläche 91 befindlichen Puncte zwei Curven nach entgegen-

gesetzten Richtungen ausgehen, von welchen die eine auf geradlini-

gem Wege nach p, die andere ebenfalls auf geradlinigem*) Wege
nach —p hinläuft. Da die Ströme a, h von diesen Curven nir-

gends überschritten werden, so haben die längs dieser Curven

hinerstreckten Integrale i dW, wie sich aus (I.) ergiebt, folgende

Werthe:

*) Die Bezeichnung geradlinig ist nicht völlig genau. Da näm-

lich die vorliegende Fläche kugelförmig ist, so müssten die in Rede
stehenden Wege, strenge genommen, als Wege bezeichnet werden,

welche auf grössten Kreisen fortlaufen.
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J
dW = W{p) — W{0)..

J
(ur = w{—p) — w[

IJieraus aber ergiebt sich durch Addition und mit Rücksicht

mif (IV.):

= W{p) + W{—p) - 2 ^'(0),

oder:

(4) W{p) -\- W[-p) -= 2 W{0).

Wir lassen nun ferner von dem im oberen Blatt befindlichen

Puiict 0' zwei Curven in entgegengesetzten Riclitungen ausgehen,

von welchen wiederum die eine nach />, die andere nach — p
hinläuft. Zufolge (I.) und (II.) ergiebt sich alsdann:

1 dW = W{p) — W{Q) — A,

J

V

dW ^ ^V[~p) — ^F(O'),

folglich durch Addition und mit Rücksicht auf (IV.):

= W[p) + W{—p) — 2 ?r(0') — A,

oder

:

(5) W[p) + W{-p) = 2 ?F(0') + A.

Lassen wir von dem im unteren oder inneren Rlalt lie-

genden Puncte oo zwei Curven in entgegengesetzten Rich-

tungen ausgehen, die etwa beide längs ein und desselben gröss-

ten Kreises fortschreiten, und von denen die eine bis q, die

andere bis — q fortläuft, so wird zufolge (I.) und (II.):
,

dW = W[q) — W[oo) — A,

1

dlV = W[—q) — W{00),

i
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folglich diiicli Addilioii und mit Rücksicht auf ([V.j:

= W{fj)-+ W{~q) - 2 W[od) - A,
oder:

(G) W[q) + W[-q) =^ 2W{od) + Ä.

Betiachlen wir endlich zwei Curven, die von dem im oheren
oder äusseren lilatt liegenden Punct oo' in entgegengesetzten

Riehtungen ausgehen, und wiederum bis q und —q fortlaufen,

so ergieht sich zufolge (I.):

<?,

dW = W[q) -
. Wipd)

,

CO'

q

*dW = W[—q) — W{<x>'],

CO'

und hieraus durch Addition, und mit Rücksicht auf (IV.):

= W{q] + W{-q) — 2 fF(oo'),

oder:

(7) W{q) + W{—q) = 2 W{(X>').

Zu diesen sieben Formeln können wir schliesslich noch eine

letzte hinzufügen, die sich aus der Definition der eindeutigen

Function W{z):

unmittelbar ergieht, nämlich folgende:

(H) W{0) = 0.

Wir haben somit im Ganzen jetzt folgende Formeln:

(1) W{p) - W{-p) = ^,

(2) Wiq) - TV{p) = - f

,

(3) W{-q) - W{-p) = - f

,

(4) W{p)' + W{~p) = 2 W{0),

(5) W{p) + W[-p) = 2 W{Qf) + J,

(6) W{q) + W{-q) = 2 fF(oo) + A,

(7) Wiq) + ^{~q) = 2 ^(oo'),

(8) W{0) = 0.
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Aus (4) und (8) folgl:

(9) W{p) + W{-p) = 0;

und diese Formel in Verbindung mit (1) liefert:

(10) W{p) = ^,

(11) W{-p) = - ^:

gleichzeitig ergiebt sich aus (5) und (9):

(12) W{0') = - |.

Ferner findet man aus (2) und (10):

(13) W{rj) = f - f

,

und andererseits aus (3) und (11):

(U) »(-«) = - I -
f-

Setzt man endlich die in (13) und (14) gefundenen Werfhe

in die Formeln (6) und (7) ein, so ergiebt sich:

(15)' W{oo) = _-
I
-

f

,

(16) W{oo') = - f

.

Es gelten demnach für die Werthe, welche die eindeutige

Fnnction W in den Puncten 0, O', oo, od , p, —p, y, — q

besilzt, folgende Gleiclumgen:

^'(0) = 0,
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lind wir gelangen demnach zu folgendem Resultat:

Verwandelt man die Fläche Ot dut^ch Atisführung zweier Schnitte

oder Ströme a, h ifi eine einfach zusammenhängende Fläche ?fi\

und stellt man dem zur Untersuchung vorgelegten Integi^al

ein anderes zur Seite ^ nämlich das hitegral:

welches von jenein nur dadurch verschieden ist^ dass seine Be-

wegung keine völlig freie^ sondern eine auf die Fläche di' beschränkte

ist, so wird W{z) eifie Function sein, welche innerhalb '^' al-

lenthalben eindeutig und stetig, in de?i Strömen a, b

aber mit getvisseti cofistanteti Werthdifferenzen be-

haftet ist.

Die Werthe, welche diese Function in de?i Puncten jy, —•;;,

(/ 1
— <?. 0, O', oo, oo', und die Werthdifferenzen, welche sie i?i

den St?'ömen a, b besitzt, können aus den Fundamentalwerthen

des Integrales Sl [z) unmittelbar abgeleitet werden. Führt man näm-

lich zwei Constanten A, B ein, welche mit jenen Fundamental-

werthert in folgender Weise znsaminenhängen

:

^ip) = f
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seiji. Unter diesen 8 Werthen sind die 4 ersten, nämlich dieje-

nigen, welche die Function W in den vier Piincten p, — p, q, — q

besitzt, identisch mit den daselbst vorhaiulenen Fu?idameniabver-

then des Integrales ^.

Nachdem wir so weit gelangt sind, wollen wir nun unsere

ganze bisherige Untersuchung der Art abändern, dass die hier

auftretende Constante A sich in 27r/ verwandelt. Solches erreichen

wir dadurch, dass wir an Stelle des Integrales Ä (z) und an Stelle

der eindeutigen Function W [z) ein anderes Integral o> (2), »nd

eine andere Function w [z) einführen, welche von jenen durch

den Constanten Factor -^ verschieden sind:
A

o> {-) = "7 • ^ W'
(1)

w (z) = ^ . ^ (2).

Verstehen wir gleichzeitig unter 8 folgende aus A und B zusam-

mengesetzte Constante

:

(2) . = ü^;
SO werden die Fundamentalwerthe des neuen Integrals o> [z) fol-

gende sein:
— , , Tti — , s Tti 8
o> [P) = -Y' «>('?) =" 1 2'

— , .. Tri _ > Tri S
0> (— P) = — -^. «> (—'?)= — "^-

72
•

Ferner werden die Werthdifferenzen der neuen Function w {z)

längs a durch: vi [X) — "W [q] = 2ni,

^
'

längs b durch : w (^) — w [o] = ö

dargestellt sein. Und endlich werden die Wcrlhe dieser Function

folgende sein:

~2 2'

ni S

2 2'

in den Puncten p, — p, q, — q,



368 " Nennte Vorlesung.

(5)
' w{z) = ü-\-iV,

und

(6) 6 = a + iß;

dann wird

längs a: ü^ — m = 0, V^ — VQ = 2%,
^

^
längs b: U^ — m = a, V^ — FQ = ß

sein; vorausgesetzt, dass U^, V^ die auf dem linken, und

TJ^, V^ die auf dem rechten Ufer der Ströme a und b befind-

lichen Werthe von Z7, V bezeichnen.

Da die Function w innerhalb der einfach zusammenhängen-

den Fläche ^V allenthalben eindeutig und stetig bleibt, so mnss

das in positiver Richtung um den Rand dieser Fläche herumer-

streckte Integral 1 Ud V — zufolge eines früher gefundenen all-

gemeinen Satzes (S. 278) — einen positiven Werth besitzen; also:

(8) JudV pos.

Rei einer positiven Umlaufung der Fläche ?ft' wird (vgl. S. 317)

jeder der Ströme «, b zweimal, und zwar das linke Ufer im-

mer stromabwärts, das rechte stromaufwärts durchlaufen.

Demnach kann das in positiver Richtung um dl' herumerstreckte

Integral in vier Theile, nämlich in ebenso viele Theile zerlegt

werden, als Stromufer vorhanden sind. Versteht man unter

/ und / Integrationen, die den Strömen a und b entlang, und

« /)

zwar stromabwärts hinlaufen, unter / und 1 hingegen Inte-

a //

grale, die jenen Strömen entlang stromaufwärts fortschreilen,

so ergiebt sich also:

(9) iüdV^ fu^dV^ -f iühlV^ -f

+ fü^dV^ + jü^dV^

d h'

oder, wenn man in den beiden letzten Integralen die Richtung

der Integration umkehit. und — wie es dann erforderlich ist
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— gieichzeilig auch das Vorzeichen wechselt:

(101 I
UdV = ({U^dV^— U'^'dV^) 4- ({U'-dF^ - m'd F^').

Üi' u b

Da V^ und F^ zufolge (7) in jedem der Ströme «, b nur durch

eine Constante verschieden sind, so haben die längs eines solchen

Stromes gerechneten DilTerentiale dF^ und dF^ dem ganzen Strome

entlang einerlei Werthe. Wir können daher statt dF^ und f/F^

kurzweg dF setzen, und erhalten alsdann:

(11) CvdV = jiU^ — ü<^) dV + jiU^ — ü^) dF,

oder, mit abermaliger Rücksicht auf (7):

(12) fudV = a IdF.

Der Strom b entspringt (vergl. S. 320) im linken Ufer des Stro-

mes a, und mündet in das recbte Ufer von a. Das längs b hin-

laufende Integral

/'dF
b

ist offenbar gleich der Differenz derjenigen beiden Werthe, welche

F am Ende imd am Anfang von b besitzt, also gleich der

Differenz derjenigen Werthe, welche F am rechten und am

linken llfer von a hat, mithin zufolge (7) gleich — 2 7C. Die

Formel (12) verwandelt sich daher in:

(13) UdF = — 27Ta.

Und hierdurch verwandelt sich die Gleichung (8) in:

— 2 Tta = pos.

,

d. i. in:

(14) oc = neg.

Die Grösse « war aber der reelle Theil der letzthin eingeführ-

ten Gonstanten 6; diese Constante d besitzt demnach un-

ter allen Umständen einen negativen reellen Theil.

Nonmann, Abpl'schc Integrale. '24c
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Vierter Abschnitt. Untersuchung derjenigen Eigenschaften,

welche eine von w (2) abhängende i^-Reihe, als Function von

z betrachtet, besitzt.

Wir bilden nun die Exponentialgrösse

(15) ri z=^ e ^
WO e = 2,718 . . . und h, k irgend welche Constanten sein sollen.

Diese Grösse t? wird eine von z abhängende Function sein, welche

offenbar — ebenso wie w {2) selber — innerhalb der Fläche
9*1' allenthalben eindeutig und stetig bleibt. Sind A und 5»

irgend zwei zu beiden Ufern des Stromes a einander gegenüber-

liegende Puncte, und w^, ri^ und w?, ?j? die in diesen Puncten

vorhandenen Werthe von w, y], so ist:

3 h + /cw^

mithin

:

f}^ :i= e

k (w^

oder mit Rücksicht auf (3):

v^ k .2ni

Ebenso also wie die Function w in jedem der Ströme o, b mit

einer constanten Werthdifferenz behaftet ist, ebenso wird die

Function -)] im Strome a, und, wie man leicht übersieht, auch

im Strome b mit einem constanten Werthquotienten behaftet

sein. Es wird nämlich

(16)

( , .. ri^ A: . 2 TT 1

I längs a: - „ = e

... ,
ryl k.S

längs b: ~^, = e

sem.

An Stelle von t] nehmen wir gegenwärtig folgende Exponen-

tialgrösse :

d?i^4- 2 ww
f] = e ;

hier soll ö die vorhin eingeführte Constante
"—^^— , und n eine

beliebig gewählte positive oder negative ganze Zahl vorstellen,

und von dieser Exponentialgrösse nehmen wir die Summe von
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n = — cx) bis n = + oo hin

:

72=— OO

Auf diese Summe Zu] können wir unmittelbar einen früher (S, 21)

erwähnten Satz in Anwendung bringen. Da die Function w in-

nerhalb dl' überall stetig ist, daselbst also nirgends unendlich

gross werden kann, und da ferner der reelle Theil der Constan-

ten ö jederzeit negativ ist, so ergiebt sich, mit Rücksicht auf

jenen Satz, dass der Werth von Zt] für jeden Punct der Fläche

dt' ein völlig bestimmter und endlicher ist.

Denken wir uns jeden Punct der Fläche dt' mit dem ihm

zugehörigen Werthe von -S»; belastet, so wissen wir also einer-

seits, dass all diese Werthe völlig bestimmt und endlich

sind, andererseits aber auch, dass dieselben durch eine Superpo-

sition gewisser Functionen rj entstanden sind, von denen jede, für

sich allein betrachtet, innerhalb 9t' allenthalben stetig bleibt.

Beides zusammengenommen , ergiebt sich sofort, dass der Werth

von Hl] innerhalb der Fläche dt' allenthalben eindeutig und
stetig ist. In dieser Betrachtung tritt keinerlei Aenderung ein,

wenn man die in tj und in Zt; enthaltene Function w mit w — g

vertauscht, vorausgesetzt, dass man unter g irgend welche Con-

stante versteht.

Bezeichnet man also die von der Constanten 6 und vofi irgend

welchem andern Argument U abhü?ige?ide unendliche Reihe

Z
72=— Oü

in Zukunft tnit

SO werden, falls man unter g irgend welche Constante versteht,

& (w) tmd & [w — g)

zwei von z abhängende Functionen sein, die — ebenso wie w
selber — innerhalb der Fläche dt' allenthalbe7i eindeutig und

stetig sind.

In Bezug auf den hier eingeführten Ausdruck

72= -j-00

7/=:- OÜ

24*
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ist (vorgl. S. 28) an folgende allgemein güllige Formeln zn er-

innern :

(17) &{- U) = & {U),

,.„. »{U + mni-\-nö) — {7i^ö -{- 27iU)
(1«) -^(^) — C

(19) &((ni + ^)ni + {n+^)d) =:0;

wo unter w und n beliebige ganze Zahlen zu verstehen sind.

Sind k und q irgend zwei auf dem linken und rechten Ufer

des Stromes a einander gegenüberliegende Puncte, und sind fer-

ner w^ &^ und w^, '&Q die Werthe , welche die von z abhän-

genden Functionen

W = W(z), & = &(w(z) - g)

in diesen Punctcn besilzen, so ist:

d^ = d- (w^ — g),

&Q == & (ws' — g).

Diese Werthe können wir, da zufolge (3) längs a:

W^ W'' =: 2 7t i

ist, auch so schreiben:

^^ = -& (w!.' — g + 27ii),

QQ = & (W? — g).

Somit ergiebt sich mit Rücksicht auf die Formel (18):

0^ _ -,

^a — ^•

In ähnlicher Weise erhalten wir mit Bezug auf den andern

Strom, nämlich mit Bezug auf b:

&^ = & (w^- — g)

,

&Q = & (w's' — g)

,

gleichzeitig zufolge (3):

w'' — wi' = (5;

mithin:
&^ ^ & {yf(i — g + d),

QQ = & (wi' — g),

folglich mit Bücksicht auf die Formel (18):

&^ — (5 -f 2 wt' — 2(j)

oder weil

w^ — w<.' = ö,

w'' 4- w^' = ö -{- 2w^'
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ist:

&^ — (W'^ -|- w? — 2g) itj — w^ — w(?

In Bezug auf die VVerthe, \Yelche die von z abhängende Function

= ^ (w (t) - g)

an den Ufern der Ströme a, b besitzt, gelten demnach folgende

Formeln:

{längs a ist: :^ = 1,

und längs b: -^ = e
•'

Die hier betrachtete F^unction & ist innerhalb der Fläche di'

allenthalben eindeutig und stetig, daselbst also mit keinerlei

Polen behaftet. Demnach wird ihre Ordnungszahl auf jener Fläi-he

nirgends negativ sein können; sie wird positiv sein in denjenigen

Puncten, in welchen die Function verschwindet, und Null sein

in allen übrigen Puncten. (Vgl. die Sätze S. 244 u. 246). '

Ijezeiclmen wir also die einzelnen Nullpuncte, welche die

F'unction

& = &iwiz) — g)

innerhalb dl' besitzt, mit z^, z^, . . . Zr, und die in diesen Puncten

vorhandenen Ordnungszahlen mit ;«i , m.^ , ... mt, so wird

??jj -\- m-y -^ . . -\- tn^

die Summe sämmtlicher Ordnungszahlen sein, welche jene

Function innerhalb der Fläche dl' besitzt, üiese Summe lässt

sich aber zufolge eines früher (S. 269) gefundenen allgenieinen

Satzes jederzeit darstellen durch ein gewisses um den Rand von

di' herumlaufendes Integral; wir erhalten nämlich jenem Satz

zufolge

:

(21) ,n, + ,.., + ...+,n,^-Ljf,
dl'

wo, die Integration um den Rand der Fläche dl' in positiver Rich-

tung herumerstreckt ist.

Nuri ergiebt sich, ähnlich wie bei früherer Gelegenheit:

fd& {'d&i- fd&^ C'i^'L 1 r^'^''

dl II h a I)

wo die Integrale /, / den Strömen a, h entlang stromab-



374 NouiiU! Voilcsimy.

vvärls, die liilegralc /, / liiiigc^gcii jenen Slrömeii enlhmg

d b'

stromaufwärts liiuerstreckt sind, und wo die den linken Ufern

zuüeliöri<fen VVerthe von '9' mit -9^ die den rechten zuj-eliörij^en

letzten Integralen die Riciitung der Integration, und gleiclizeili{

natiirlicli auch das Vorzeichen, so erhält man:
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aber ist hekai)iit, nämlich, \vie wir aus der eben gefundenen

Cleicliung ersehen, jederzeit gleich 2. Es wird für unsere wei-

teren Betrachtungen zweckmässig sein, wenn wir einen Nnllpunct,

dessen Ordnungszahl 1 ist, einen Nnllpunct erster Ordnung
nennen, und jeden andern Nullpunct als eine Superposition von

mehreren solchen Nullpuncten erster Ordnung ansehen. Thun

wir dies, so können wir uns in Betreff der eben erhaltenen

Gleichung (22) so ausdrücken: Die Anzahl der Nullpuncte,

welche die von z a b h ä n g e n d e Function & a u f d e r Fläche

dV besitzt, wird, falls man sich diese Nullpuncte in

lauter Nullpuncte erster Ordnung aufgelöst denkt, jeder-

zeit gleich 2 sein.

Die Resultate, zu welchen wir in Betreff der hier belrach-

teten Functionen w, rj, & gelangt sind, lassen sich in folgender

Weise zusammenfassen:

Die vofi z abhängenden und mit irgend welchen Conskmten

A, A-, g behafteten Functionen .-

w = w(e) = ^ • W [z],

h + A-w (z)
rj = e

& = 9(w{z) — g)

sind innerhalb der Flüche dV allenthalben eindeutig

und stetig. Was ihre Werthe am Rande dieser Fläche, nämlich

an den Ufern der Ströme «, b anbelangt, so ist, falls man die

Constante r— fnif ö bezeichnet:
A

1 „ r, V^ k .27ci 9'''
^

längs a : w'- — w-' =^ 2m ,
->-- =^ e ,

— r= 1

,

längs b : w^- - ^K' = ö , ~ = '^
' Ö? ^ "-'

Die Werthe , welche w in den Puncten p, — p, q, — q, 0, 0',

oo, od besitzt, sind folgende-.

w {p) = ^,
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Die Function t] kann, tveit W nuf der Fläche 9t' überall

sielig 1 milhin auch überall endlich isl^ auf jener Fläche nirgends

Null werden. Die Function d- hingegen besitzt auf ^t' jederzeit

2 Nullpuncle erster Ordnung.

Fünfter Abschnitt. Fortsetzung. Es wird gezeigt, wie sich

mit Hülfe der i>- Reihe die Umkehrung der Function w [z] be-

werkstelligen, nämlich z durch w [z] ausdrücken lässt.

Wir wollen der Kürze wegen eine jede Function, die auf

einer gegebenen Fläche überall eindeutig, und mit etwaiger Aus-

nahme einzelner Pole daselbst auch überall stetig ist, eine regel-

mässige Function nennen, oder genauer ausgedrückt, eine

Function nennen, die innerhalb jener Fläche überall

regelmässig bleibt. Die Ordnungszahl einer solchen regel-

mässigen Function wird in jedem Nullpunct durch eine positive,

in jedem Pole durch eine negative ganze Zahl, und in jedem

andern Punct durch Null dargestellt. Ausserdem müssen wir

uns in ßetrell" dieser Functionen noch an einen gewissen allge-

meinen Satz erinnern (S. 274), welcher so lautet:

Sind fi, fo, ' ' • fa und qpj, qp.^, ... (pß irgend welche von

z abhängende Functionen, die auf einer gegebenen Fläche überall

regelmässig sind, so gilt Gleiches auch von dem Ouotienten:

/-, . A • . .
/"„

cpi .cp,. . . cp^

Zuglaich erhält man die Ordnungszahl dieses Quotienten in jedem

Punct der gegebenen P'läche dadurch, dass man die Ordnungs-

zahlen der im Zähler vorhandenen Functionen addirt, und von

der so gebildeten Sunnne die Ordnungszahlen der im iNeimer be-

findlichen Functionen subtrahirt.

Von diesen Bemerkungen wollen wir nun Anwendung machen

auf die Functionen:

I

^ = ^ (w(c) -^),

[r] ^ e ^ \

und auf den aus diesen zusannnengesetzten Quotienten:
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Unter g, g\ k sollen dabei ganz beliebig gewählte Constanlen

verslanden werden.

d-, &' und fj sind von z abhängende F'iinctionen, die inner-

halb der Fläche di' allenthalben regelmässig sind.

Gleiches gilt demnach auch von 0.

Bezeichnen wir ferner die beiden der Function 9 zugehörigen

Nullpuncte erster Ordnung mit Zj, Zj, und die beiden der Func-

tion &' zugehörigen mit c/, z.^'., so wird die Ordnungszahl von &

in den Puncten Zj, z^ den Werth 1, in allen übrigen Puncten

dei- Fläche 91' hingegen den Werth haben. Desgleichen wird

die Ordnungszahl von &' in den Puncten z/, 2/ t'en Werth 1,

in den übrigen Puncten den Werth haben. Endlich wird rj

eine Function sein, deren Ordnungszahl auf der Fläche 9V allent-

halben gleich ist.

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf die vorhin gemachte

Bemerkung, dass die Ordnungszahl von in den Puncten

cj, ^2 f'ß" Werth 2, in den Puncten 2/, Zj' t^^" Werth
— 2, und in allen übrigen zur Fläche di' gehörigen

Puncten den Werth besitzt. Sollte einer der beiden

Puncle 2i, ^2 zufälligerweise mit einem der Puncte z,', 22' ge-

rade zusammenfallen, so würde die Ordnungszahl von in einem

solchen Puncte gleich 2 — 2, also gleich sein.

Wir untersuchen nun ferner die am Rande von 9t', d. i.

an deu Ufern der Ströme «, b befindlichen Werthe von 0. Sind

A und Q irgend zwei auf dem linken und rechten Ufer eines

dieser Ströme einander gegenüherÜegende Puncte, und sind

9\ &'\ rj\ @^ und &'', &''-\
tf,

Q*-' die in diesen Puncten vorhan-

denen Werthe von 9, %', v, 0, so ist:

mithin

:

Nun ist, wie wir vorhin (S. 375) gefunden haben
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laiiss a: -„ =

b: \, = k.S

Soiiiil ersiebt sich

(3)

iänss a

längs b

Nci
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es verlangen, so versclnviiulen jene Unstetigkeiten, und verwan-

delt sich in eine Function, die nicht nur auf di', sondern auch

auf di allenthalben regelmässig ist. Wir gelangen dem-

nach zu folgendem Satz:

Ist g irgend welche Conskmte, und sind ft, v irgend fvelche

ganze Zahlen, so wird der Ausdruck:

0^ / ^(w(:)-ff) ^^v.w (z)'

, , ni d\
'

W [z) —g — ^i — — V -\

eine voti z abhängende Function sein, welche auf der geschlos-

senen Fläche di allenthalben regelmässig ist.

Sind ferner Zj, z^ die beiden dem Zähler

& (W (c) - g)

zugehörigen Nullpuncte erster Ordfiufig, imdz{, z^ die dem Nemier

&(w{z) — g-^i'^ — v^'^

zugehörigen, so wird die Ordnungszahl von & in den Puncten

z,, Z2 den Werth 2, in den Puncten z/, z^ den Werlh — 2, und

in allen übrigen zur Fläche 3^1 gehörigen Pwicten dc?i Werth

besitzen. Fallen von den vier Puncten Zj, Zj, Zj', z^ irgend zwei

mit eina?ider zusammcii, so ivird die in einem solchen Puncte vor

handene Ordnungszahl von Q gleich der Summe der für jene bei-

den Puncte atigegebeneti Zahlen sein.

Eine Function, welche auf einer Riemann'schen Kugelfläche

überall regelmässig (d.h. überall eindeutig und mit Ausnahme

einzelner Pole überall stetig) ist, wird nun, wie wir früher

(S. 29u) gesehen haben, jederzeit eine algebraische Function

von z sein. Demnach muss die zwischen unserem Ausdruck &
und zwischen z vorhandene Abhängigkeit sich auf algebraische

Weise ausdrücken lassen. Indem wir solches aber unternehmen,

beschränken wir uns in Betreff der in enthaltenen Constanten

g und in Betreff der darin enthaltenen ganzen Zahlen
f.,

v auf

gewisse besondere Fälle,

Wir suchen zunächst die in der Function

(1) & (w (z) - g)

enthaltene Constante g der Art zu bestimmen, dass die Function

in den beiden Puncten q und — q verschwindet; also,

weil (zufolge S. 375):
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w (y) = ^ —
Y' w (- y) = — ^^

ist, der Alt zu hestiiniueii, dass die Ausdrücke

beide = werden. Nun ist (vgl. S. 372, Formel (19)) jederzeit

(3) & {{m + i) 7ti + [n + ^) d) c=. 0,

vorausgesetzt, dass m und w irgend welche ganze Zahlen vorstellen.

Die Ausdrücke (2) werden daher verschwinden, sobald man
g=zO setzt. Und die Function (1) wird demnach, falls man
Tür g diesen Werth nimmt, in den beiden Puncten q und — q

verschwinden.

Will man andererseits die Function (1) durch gepignete Wahl

der in ihr enthaltenen Constanten g dahin bringen, dass ihre

Nnllpuncte mit den Puncten p und — p zusammenfal-
len, so muss man , w eil

,-,711 , , niW [p] = -^, W (— ;>) = — —
ist, die Constante g der Art wählen, dass die Ausdrücke

«(f-») und #(-f_,) •

beide verschwinden; und solches geschieht, mit Rücksicht auf (3),

sobald man g = :^ -^ setzt.

Wir können ferner g der Art wählen, dass die Function (1)

in den beiden Puncten und 0' verschwindet. Da

W (0) = 0, w (0') = — ni

ist, so müssen wir, um solches zu erreichen, die Constante g

in solcher Weise bestimmen, dass die Ausdrücke

O' (

—

g) und -9' (— %i — g)

Null werden. Dies aber geschieht, wenn wir

=' = ± (f + 4)
setzen.

Endlich können wir g auch der Art wählen, dass die Func-

tion (1) in den Puncten oo und oo' verschwindet. Für

jene Puncte ist:

w (oo) =i — ni — —, w(oo) = — —

•
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Und wir werden daher, um unseren Zweck zu erreichen, die

Constanle g so bestinnnen müssen, dass die Ausdrücke

^ (— ni — ~ — g\ ii„(i ^ /
^^
—

Null werden. Dies geschieht, wenn wir g ^= + ^ selzen.

Die Nullpunctc der vier Functionen

(4) ^(w); ^(w+^); ^ (w + |); ^ (^w +
'J
+

|)

liegen also in cleji Pimcten:

q,
— q: OO, Oü': />, —p: 0, 0'.

Zufolge des letztgefundenen Satzes (S. 379) wird demnach

\ *(- + !) J
eine von z abhängende Function sein, die auf der geschlossenen

Fläche di überall regelmässig ist, und deren Ordnungszahl in den

Puncten 0, 0' den Werth 2, in den Puncten oo, oo' den Werth

— 2, in allen übrigen Puncten hingegen den Werth besitzt.

Wort für Wort dasselbe gilt aber (vergl. S. 264, 265) auf der

Fläche dl auch von der Function

22.

Demnach sind ©und 2^ zwei Functionen , die auf dl allenthalben

regelmässig, und allenthalben von gleichen Ordnungszahlen sind,

also zwei Functionen, die zufolge eines früher bewiesenen allge-

meinen Satzes (S. 276) nur durch einen constanten Factor von

einander verschieden sein können. Wir erhalten daher, wenn Mir

diesen constanten Factor mit A' bezeichnen

:

Um I{ zu bestimmen, lassen wir den variablen Punct 2 ein-

mal mit p, und einmal mit q zusammenfallen, und erhalten als-

dann, weil

/ ^ ni , , ni dW [p] = "2-. W (q) = -- — -

ist, im ersten Fall:
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im zweiten Falle:

(7) ,. = ;f.,"'-* / <>M

Nun ist zufolge der für '!> gültigen allgemeinen Formeln (S. 372)

und *(1) = ,(_1).

Somit ergieht sich ans (6) nnd (7) duich Mnltipliration:

(8) pV' -- ir'.e^""'-^ = /r^..-^,

folglich

:

(9) K = pq.e^.

Suhstitiiirt man endlich diesen Werth in (5), so erhält man:

In ganz ähnlicher Weise lässt sich nun ferner (vgl. S. 379 u.

381) auch folgender Ausdru(;k hehandeln:

\ * (w + f

)

)
Dieser ist wiederum eine von z ahhängende Function, welche auf

ISi überall regelmässig ist, und deren Ordnungszahlen in den

Puncten /?, — p gleich 2, in den Puncten oo, oo' gleich — 2,

nnd in allen übrigen Puncten gleich sind. Völlig dasselbe gilt

aber (vgl. S. 264 u. 265) auch von der Function:

[P — -) (/^ + -) oder p2— j2
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Somit erhält man:

(11)

Nimmt man, um F zu berechnen, für den Punct z einmal den

Punct 0, und einmal den Punct q, so crgicbt sich, weil

S

ist:

W (0) =: 0, W (?) = ^

Tti— (i

K .e

5

und hieraus durch Multiplication

folglicl

p-^ [pi - q^) = K-^e'"'-^ = - K-^e~\

K ^= p . j/q-— p' . e .

Suhstituirt man diesen Werth in (11), so erhält man scldiesslich:

w + v) \

Endlich lässt sich in ähnlicher Weise der Atisdruck

& (w)

(12) p'-z'=p.j/q

hehandeln. Dieser ist eine von z abhängende, auf der Fläche dl

überall regelmässige Function, deren Ordnungszahlen in den

Puncten q, — q gleich 2, in den Puncten cx), oo' gleich — 2,

und in allen übrigen Puncten gleich sind. Ganz dasselbe gilt

aber auch von der Function

{g — -) (9 + -) oder q'-'
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Somit erhalt man, falls K eine Constantc bezeichnet:

(13)

"Ge+T))'
Um den Werth von K zu ermitteln, lassen wir den Punct z ein-

mal nach 0, und einmal nach p fallen, nnd erhalten alsdann,

weil

w (0) = 0, w {p) = 1^'

ist:

\ & Im) J

Hieraus ergieht sich, weil ^ [Tci) = & [0] ist, durch Multipli-

cation: •

mithin

:

Z = q j/q'-p'';

folglich, wenn man diesen Werth in (13) substituirt:

(14) q' -z' = q y~c/^

Die ITauptrcsultate, zu welchen wir bis jetzt gelangt sind, wer-

den durch die Gleichungen (10), (12) und (14) dargestellt; lassen

sieb also folgendermassen aussprechen:

Setzt man

~^{^ =^<o{z),

^-^W{z) == W(.),

nnd bezeichnet man ausserdem zur Abkürzung die Constante

2ni .B

mit ö, rmd die Constante ]/q- — p^ mit r, so finden jederzeit fol-

gende drei Formeln statt:
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(--?)
^(w)

( 'f^/'w ^ 2

Hier ist unter % (U) die imendliche Reihe

zu verstehen.

Sechster Abschnitt. Durch Uebertragung der im letzten Ab-

schnitt erhaltenen Resultate auf das Integral co [z) und auf

das ursprünglich vorgelegte Integral 52 (r) ergiebt sich schliess-

lich die Lösung des gestellten Problemes.

Diese Resultate beziehen sich zunächst allerdings nur auf die

dem Integral to (2) zugeordnete eindeutige Function w{z), lassen

sich aber, ^vie gegenwärtig gezeigt werden soll, auf jenes Integral

selber sofort übertragen.

Das Integral

z

, , _ 2jri rdz
^'^- A J R

bewegt sich auf der geschlossenen Fläche 9ft in völlig will-

kührlicher Bahn vorwärts. Die eindeutige Function w (r) hin-

gegen ist durch ein Integral

z

dz^ , \ 27ti r dz
^(^) = -TJ -R

definirt worden, welches in seiner Bewegung beschränkt
ist, welches nämlich die auf der Fläche Dt vorhandenen Ströme

Neuniann, Abel'sclip Inlegrale. 25
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a, h nirgends überschreiten darf. Diese Function w [z) war in

den Strömen a und b mit gewissen constanten WertiidilTcrenzen

2iti und 8 behaftet; es war nämlich

längs «: w''- — w'' = 'Ini,

längs b: w^ — w^' ^~= 8.

Zufolge eines früher gefundenen Satzes (S. 343) wird daher zwi-

schen dem Werthe, mit welchem das auf willkürlicher Bahn fort-

schreitende Integral co in irgend einem Puncte z eintriflt, und

zwischen demjenigen Werthe , w eichen die eindeutige Function w
in jenem Puncte besitzt, immer ein gewisser einfacher Zusammen-

hang stattfinden. Sind nämlich ca {z) und w [z) zwei solche Werthe,

so wird jederzeit

(1) w (z) = w (2) + m . 27Ci + n . 6

sein, wo m und n irgend welche unbekannte ganze Zahlen vor-

stellen. Der Bequemlichkeit willen setzen wir für co (2) und w {z)

kurzweg co und w, und erhalten alsdann:

(2) CO = w + m . 2711 -\- n . d.

Zufolge einer allgemeinen Eigenschaft der mit & bezeichne-

ten Reihe (S. 372, Formel (18)) ist nun, falls m und n irgend

welche ganze Zahlen, und U irgend eine beliebige Grösse vor-

stellt, jederzeit:

,. &{U-{-2m.7ci-\-7i.ö) —{7i^S-\-2nU)
[^) ö^^ — ^ • •

Setzen wir hier statt U:

w + ^,

wo g irgend welche Constante vorstellen soll, und beachlen wir,

dass U -\- 2mTti -f- 71 . 8 alsdann gleich

W -f- 2m7ti -{ n8 -\- g,

mithin zufolge (2) gleich

CO + g

wird, so erhalten wir:

(A\ ^ia> + g) __ —{7i'^S + 2nW + 27Uj)
^^' ¥iw + g) ~ '

Ebenso wird, falls wir die Constante g mit irgend einer andern

Constante g' vertauschen:

,.. &ico-\- c() ___ - {71^8^277VJ-\-2ng)
\ i

^(w-l-r/) —
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Durch Division von (4) und (5) ergiebt sich:

(a\
^(to+g) _ ^ (w + g) — 2« (.9

- g)
^""l &ico-\-g')

~ '9-(w+^')

und falls wir diese Gleichung mit der aus (2) folgenden Gleichung:

ka A; (w + m . ini -\-n8)

d. i. mit der Gleichung:

k(o kw n k 8
e =z e . e

multipliciren

:

('7\
^ ('» + g) /« _ ^(w + ff) kW n{k8-2{g-g)),

oder wenn wir auf beiden Seiten zum Quadrat erheben:

Hier sind g, g\ k ganz beliebig gewählte Constanten. Wir sehen

aus dieser Gleichung (8), dass der Ausdruck

für V= VJ und für U= co ein und denselben Werth besitzen

wird, sobald jene Constanten g, g\ k der Art beschaffen sind,

dass

k8-2[g-g)
gleich einem Vielfachen von ni ist.

Bei denjenigen Ausdrücken, die in den. von uns erhaltenen

drei Formeln (S. 385) sich vorfinden, ist nun aber solches der

Fall. Im ersten ist nämlich:
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mithin:

kö — 2 {g — g) = -\- %i = ni.

Wir können somit in jenen drei Formeln an Stelle desjenigen

Werthes, welchen die eindeutige Function w im Puncte z besitzt,

auch denjenigen Werth einsetzen, mit welchem das auf irgend

welcher willkührlichen Bahn fortschreitende Integral co in jenem

Puncte z eintrifft, und erhalten alsdann:

Jede dieser drei Formeln kann als die Losung des zu An-

fang (S. 345) hingestellten Problemes angesehen werden. Denn

jede derselben giebt uns, wenn das Integral auf irgend welcher

unbekannten Bahn in einem ebenfalls unbekannten Puncte z an-

langt, die Mittel an die Hand, diesen Punct z zu bestimmen, so-

bald nur der Werth w, mit welchem das Integral daselbst ein-

trifft, bekannt ist.

Das Problem ist somit gelöst. Wir können uns über die

gefundene Lösung, wenn wir das Wesentliche zusammenfassen,

folgendermassen aussprechen

:

Si7id p, q beliebig gegebene (reelle oder imaginäre) Constanten,

ist ferner

imd handelt es sich um die TJmkehrung des von der Grösse aus

auf ganz willkührlicher Bahn nach irgend welcher andern Grösse

z hinerstreckten Integrales
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so berechne man zuerst die diesem Integral zugehörigen Funda-

menlabverthe -.

sodann diejenigen beiden Cotistanten J, B, welche mit jenen Fun-

damentalwerthen durch die Gleichungen

verbunden sind, ferner die aus Ä und B zusammengesetzte Con-

stante -.

2ni.B „

und bilde endlich die von ö und einem beliebigen Argumente U ab-

hängende unendliche Reihe .-

Ist nun der Werth Sl gegeben, mit welchem das Integral

nach Durchlaufung irgend welcher unbekatintefi Bahti in irgend

einer ebenfalls unbekannten Grösse z eintrifft, so gelteti, falls man

das Prodiict jenes Werthes Sl mit —j- durch o bezeichnet, zur

Berechnung dieser unbeka?ititen Grösse z folgende Formeln:

Yp^ -z^ = Yiu

<.(.+f)

/,73-? = ^^ * (")

*(«. + f)

wo r zur Abkürzung gesetzt ist für yq'^— p-
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Die Abel'schen Integrale.

Erster Abschnitt. Bei Umkehrung der Abel'schen Integrale

ßj, 5^2, . . . Ä.s sind zwei Probleme zu unterscheiden; von diesen

ist das eine eigentlich nur ein Specialfall des andern.

Es sei:

^=V{^~-Pl) (2-?l) (Z—Pi) i^— gz) • • • • i-—Ps^l) (t— r/,-Hi);

und

:
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Grösse R eine ebenfalls stetig Zusammenhang ende Wertli-

reilie
7?o, R', R'\ R'",

sich abwickeln, die mit jener correspondirt; so dass z. B. R^^

einen von denjenigen beiden Werthen bezeichnet, welche die

Grösse R für 2 = « , und im Allgemeinen R^''^ einen von den-

jenigen vorstellt, welchen jene Grösse für z-= c(^) annimmt. Der

Anfangswerth i?", von welchem die Reihe R^, R', R" . . . ausgeht,

sei ein für allemal auf eindeutige Weise (d.i. seinem Vor-

zeichen nach) festgesetzt. Hierdurch ist diese Reihe noch kei-

neswegs ihrem ganzen Laufe nach eindeutig bestimmt;
wie sich sogleich zeigen wird.

Die ursprünglich genannte Reihe 0, z\ 2", . . . schreitet in

ganz willkührlicher Weise fort, kann also durch irgend eine der

Grössen p, q und durch jede derselben beliebig oft hindurch-"

gehen. In jedem Augenblick nun, wo ein solch|^ Durchgang

stattfindet, wird die Schritt für Schritt nachfolgende Reihe i?^,

R\ R'\ . . . durch den Werth gehen; und hiedurch entsteht

im nächstfolgenden Augenblick ein Zweifel über das Vorzeichen.

Denn im nächstfolgenden Augenblicke werden sich jedesmal zwei

unendlich wenig von verschiedene, unter einander aber ent-

gegengesetzte Werthe darbieten, von welchen die Reihe R^\

R\ R'\ . . . ganz nach Laune den einen oder auch den andern

in sich aufnehmen kann. Ist die Entscheidung erfolgt, ist hier

die Wahl getroffen, so werden nunmehr diejenigen Werthe, welche

die Reihe R^, R\ R" ... bei weiterem Fortgange in sich aufzu-

nehmen hat, wiederum eindeutig bestimmt sein, allerdings nur

so lange, bis sie von Neuem durch den Werth geht, wo dann

abermals eine Unbestimmtheit eintritt. Wir machen keinerlei

Festsetzungen, um diese Unbestinmitheit etwa zu beseitigen.

Unter:

s F^dz

oder

:

J li

s
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mag (!in fntegral verstanden Aveidcn, welches über irgend eine

stetig znsamnienbängende Wertlneihc von z, nnd ebenso aucli

über eine stetig zusammenhängende Werthreiiic von R hiner-

streckt ist. Ebenso wie die erstere von der gegebenen Grösse «

ausgeht, ebenso soll auch die letztere beständig von der ein-

deutig gegebenen Grösse E^ ausgehen.

Durch Angabe der ersteren Werthreihe ist nun aber, wie

wir gesehen haben, die letztere noch keineswegs ihrem ganzen

Laufe nach bestimmt. Soll daher die Bahn, auf welcher das

Integral hinläuft, genau bezeichnet werden, so wird erforderlich

sein, dass man nicht nur die auf dieser Bahn liegenden Werthe

von z, sondern gleichzeitig auch die auf derselben befindlichen

Werthe von R angiebt. Stellt z. B.

ö, z' , z , .... 2;

eine stetig jjusammenhängende Werthreihe dar, so können mit

dieser möglicherweise mehrere etwa n Werthrcihen von i? cor-

respondiren, welche sämmtlich von dem gegebenen Anfangswerthe

i?^' ausgehen, und von welchen jede stetig in sich zusammen-

hängt. In diesem Fall würden dann durch Angabe dei- Grössen

&•, z , z" , . . . . z
'

nicht eine, sondern «verschiedene Bahnen gegeben sein.

Die Bahn des Integrales wird demnach im Allgemeinen erst

dann völlig bestimmt sein, wenn erstens die auf dieser Bahn lie-

genden Werthe des Argumentes:

8, Z , z" , . . . . Z,

und gleichzeitig zweitens auch die auf derselben befindlichen

Werthe der Wurzel grosse:

R^\ R', R'\ . . . . R
angegeben sind.

Ist also von zwei Integralen die Rede ^ welche eine gemein-
schaftliche Bewegung oder eine gemeinschaftliche Bahn
besitzen^ so wird darunter zu verstehen sein, dass jene Integrale

nicht allein beide mit Bezug auf ein und dieselbe Werthreihe

von 2, sondern dass sie gleichzeitig auch beide mit Bezug auf ein

und dieselbe Werthreihe von R gebildet worden sind.
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Sly = 6', + / FydZ,

ö

Sl.
2

/Sl, = C, + / Fsdz

8

beschäftigen, wo die C gegebene Constanten vorstellen solleji.

Es sind zwei Probleme zu nennen, die hiebei zu lösen sind, sie

lauten

:

•

Erstes Problem. Die hitegrale ßj, ^.^, . . . ^s laufen,

von dem gegebenen Argument 8 aus, auf einer gemeinschaft-

lichen, jedoch völlig unbekannten Bahn vorwärts, und dri?igen

schliesslich bis zu einem ebenfalls völlig unbekannten Argument z

vor. Das Werthsgstem

^,{z), Sl,{z),...Sl,(z),

mit welchem sie in z eintreffen, ist gegeben; essoll z ermittelt

werden.

Zweites Problem. Die Integrale ß^, Sl^, . . . ^s laufen,

von dem gegebenen Argument &- aus, auf einer gemeinschaft-

lichen, Jedoch völlig unbekannten Bahn vorwärts-, ihre Bahn geht

durch irgend welche s unbekannte Argumente ^, r], . . . t hin-

durch. Die Werthsysteme , mit welchen sie zuerst in |, sodann

in r} u. s. w., endlich in f eintreffeti, werden der Reihe nach mit

Sl^{l), a^i;^), ß,(^), (Erstes System.)

ferner mit

ßi(ij), ^2 ('*?)' • • • • ^An)-, (Zweites System.)

u. s. w., endlich mit

•ßi(?), 'ß2(^)' ^sit) (Letztes oder s'^' System.)

bezeichnet. Gegeben sitid die aus den analogen Grössen dieser

Werthsysteme zusammengesetzten Summen

:
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ß,(l) + ^s{n) + ... + ß.(^) = c/.;

erm Hielt sollen werden jene s Argumente ^, rj, . , .

*) Es kommt auf ein und dasselbe hinaus , ob man die s Werlh-

systeme der Integrale so, wie liier geschehen, durch eine einzige

Bewegung defiuirt, welche von 8 aus über ^, »?,'.. . fortgeht, und

schliesslich bis f vordringt; oder ob man jene s Werthsysteme durch

ebenso viele, von einander völlig unabhängige Bewegungen definirt,

nämlich das erste System durch eine gemeinschaftliche Bewegung der

Integrale, welche auf willkührlicher Bahn von ö nach | geht, sodann

das zweite System durch eine zweite gemeinschaftliche Bewegung der

Integrale, welche, wiederum von ö aus, auf willkührlicher Bahn nach

rj gelangt u. s. w. , endlich das letzte System durch eine letzte solche

Bewegung, die, abermals von ö aus, auf willkührlicher Bahn nach J

hinläuft.

Lässt sich von zwei Begriffen nachweisen, dass der erste in das

Bereich des zweiten, und dass auch umgekehrt der zweite in das Be-

reich des ersten hineinfällt, so werden beide Begriffe einander decken.
Lässt sich daher von zwei Definitionen nachweisen, dass die erste durch

geeignete Einschränkung in die zweite, und dass auch umgekehrt die

zweite durch geeignete Einschränkung in die erste verwandelt werden

kann, so werden beide Definitionen unter einander identisch sein.

Solches aber lässt sich von denjenigen beiden Definitionen, um die es

sich hier handelt, in der That nachweisen; wie sogleich gezeigt wer-

den soll.

Der Bequemlichkeit willen nehmen wir an, es wäre 5 = 3, und es

wären also auch nur 3 Grössen ^, rj, ^ vorhanden. Wir bezeichnen

die bei der ersten Definition ins Spiel kommende eine Bewegung mit

s, und die bei der zweiten Definition auftretenden drei Bewegungen
mit a, ß, y. Gleichzeitig mögen unter a, ß', y' drei andere Bewegungen
verstanden werden, die mit a, ß, y auf denselben Bahnen, aber in

entgegengesetzten Richtungen fortschreiten.

Die bei der zweiten Definition zu Grunde gelegten Bewegungen
a, (3, y sind von einander unabhängig und vollständig willkührlich;

die eine läuft von ö nach ^, die andere von « nach rj , die dritte von

8 nach ^.

Da diese Bewegungen völlig willkührlich sind, so ist es erlaubt,

für ß eine Bewegung zu nehmen, die durch weitere Fortsetzung der

Bewegung a über | hinaus bis nach tj hin entsteht, und ebenso für y
eine Bewegung zu nehmen, die durch weitere Fortsetzung von ß über rj

hinaus bis nach J hin entstellt. Bei geeigneter Wahl der Bewegungen
a, ß, y verwandeln sich demnach alle drei in eine einzige von ö über |
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Denken wir uns die s Argumenle ^, rj, . . . f , welche auf

der von ö ausgehenden Bahn liegen, der Art gewählt, dass sie,

mit alleiniger Ausnahme von ^, alle mit ö zusammenfallen, so

werden von den eben genannten s Werthsystemen alle, mit Aus-

nahme des letzten, verschwinden. Das Werthsystem:

ßj(^), Sl,i^), . . . ß,(e)

wird also das einzige sein, welches übrig bleibt; alle übrigen

verwandeln sich in

0, 0, .... 0.

Demnach verwandeln sich die Summen U^, V^, ... TJs in ^\{i),

Sl^{t), . . . ^s{t)- Und die Aufgabe wird also in diesem Falle

und 7j nach ^ fortschreitende Bewegung s. Somit sieht man, dass die

zweite Definition durch geeignete Beschränkung in die erste umge-

wandelt werden kann.

Mit gleicher Leichtigkeit lässt sich das Umgekehrte nachweisen.

Die bei der ersten Definition zu Grunde gelegte Bewegung e geht auf

willkührlicher Bahn von 8 über | und 77 nach J hin. Wir können daher

diese Bewegung, wenn es uns beliebt, auch so wählen, dass sie zuerst

von ö nach '%, sodann auf derselben Bahn zurück nach ö, nunmehr von

S aus auf irgend welcher Bahn bis 77, auf derselben Bahn zurück nach 8,

und endlich von 8 aus nach J geht. Wir können also für die Bewegung £

eine durch

dargestellte Aufeinanderfolge von Bewegungen nehmen. Die Integrale

gehen in diesem Fall von 8 mit dem gemeinschaftlichen Anfangswerthe

Null aus, und werden zunächst durch die Bewegung a auf willkühr-

licher Bahn nach ^ getragen. Nach Ablauf der sich jetzt anschlies-

senden Bewegung a treffen sie in 8 wieder ein, und zwar mit dem-

selben Werthe, mit welchem sie ausgegangen waren, also mit dem

Werthe Null; sie Averden demnach, wenn wir jetzt die Bewegung ß
folgen lassen, zum zweiten Male, wiederum mit dem Anfangswerthe

Null, von 8 ausgehen und auf willkührlicher Bahn nach 7y gelangen.

Sind nunmehr die Integrale durch die nächstfolgende Bewegung ß' von

Neuem nach ö zurückgetragen, so werden sie endlich zum dritten Male,

abermals mit dem Anfangswerthe Null, von 8 ausgehen, und durch

die Bewegung y auf willkührlicher Bahn nach ^ befördert werden. Die

Bewegung« s kann also der Art gewählt werden, dass sie in drei von

einander völlig unabhängige Bewegungen a, ß, y zerfällt. Und hiemit

ist dargethan, dass die erste Definition durch geeignete Beschränkung

in die zweite verwandelt werden kann.

Hieraus aber ergiebt sich zufolge der anfangs gemachten Beraer'

kung, dass beide Definitionen unter einander identisch sind.
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(liuin bestehen, Aveiin Sl^it), ^-zi^), • ^A^) gegeben sinil,

(las Argument t zu ermitteln. Das aber war der Gegenstand des

ersten Problems. Somit sehen wir, dass das erste Pro-

b I e n) n i c h t s A n d e r e s i s t , als ein S p e c i a 1 fa 1 1 des zweiten.

Zweiter Abschnitt. Den primären Integralen Sl^, ß^» • • ^s
werden die mit ihnen auf lineare Weise verbundenen secun-

dären Integrale w, , coj, . . . co, zur Seite gestellt. Die in diesen

linearen Verbindungen vorhandenen constanten Coefficienten F
bleiben vorläufig unbestimmt.

Wir denken uns die Integrale Sl^, Sl^, ... Sls in einer

gemeinschaftlichen, von ö ausgehenden Bewegung begriffen,

welche auf ganz willkührlicher Bahn fortschreitet, bald hierhin,

bald dorthin sich wendet, und unaufhörlich fortdauert. Das Werth-

systeui, mit welchem die Integrale bei dieser Bewegung in irgend

einem Argument z eintreffen, mag wiederum mit

(1) Sl,{z), Sl,{z), .. . Sl,{z)

bezeichnet, und gleichzeitig mag unter co[z) eine veränderliche

Grösse verstanden werden, welche an dieses System auf lineare

Weise, und zwar vermittelst irgend welcher constanten Coef-

ficienten ^^, r^, . , . Fs, gebunden ist; es sei nämlich:

(2) a,(.) = r, fl, [z) + r, ß, {z) + ... + Ts Sls{z).

Die Grösse a{z) kann, wenn man will, ebenfalls als ein Integral

angesehen werden. Versteht man nämlich unter / eine Integra-

tion, welche über die von den Integralen (1) durchlaufene gemein-

schaftliche Bahn sich hinerstreckt, so ist;

Sl^ (z) = Cj + /Vi dz,

8

z

(3)
.

Sl,{z):=C, -h Jf.cIz,

s

z

Sl,{z) = Cs + I
Fsdz;



Die Abel'schen Integrale. 397

substiUiirt man aber diese Werlhe in (2) und setzt man dabei zur

Abkürzung:

(4) r, 6', + J\ C, + . . . + 1\. Cs = c,

(5) r^F,-\- r\ F., + .. . -\-^ I\ F, = f,

so ^vird:

(6) «(t) =: ^ + J'fdz.

ö

Die Integration / hat hier immer noch die vorhin genannte Be-

deutung. Demnach kann also «(z) als ein Integral angesehen

werden , welches mit den ursprünglichen Integralen Sl^ (z) , Sl^ (r),

. , . fls{z) auf gemeinschaftlicher Bahn fortschreitet.

Wir denken uns mehrere derartige Grössen co[z), die sämmt-

lich an das Werthsystem

Sl^{z), .Q^{z), ...ils{z),

vermittelst irgend welcher constanten Coefficienten F, ge-

bunden sind; es sei nämUch:

co,{z) = r,wsi,{z) + r,w ^,{z) + ... + Ad) si^z),

cosiz) = A'^) ß, {z) + r^w si,{z) + ... + r,(^-) sis{z).

Setzen wir nun, ähnlich wie vorhin:

cj = r^(i) Ci -f r,w c^ + • • • + A^^' Cs,

c, = r,<2) c, + iV^) c' + . . . + A(2) c,
(8) ..........;...

und ferner:

A = r,(i) j?, -f r,(i) i^2 + . . . + r,(') ^,,

(9) ....IT..
/:, = ri(^)i^, -f r^i') F.^ + . . . -\- n(') i^,,

so wird:
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(10)

a,,(;) ='<•,+ ß^fz.

Und OS können donniaoh

o>, ^r), ß>,(t), . . . (a,(c)

als ,« socMindäre Integrale angeselien worden, wololie mit den
primären Integralen:

Sl^iz), Sl,{z), . . . Sl4z)

anf gemoinsehaftlicher Bahn hinlanfen.

Ist iTn- irgend einen Angenblick der eben genannten geniein-

schaftliclien Bewegnng das Werllisystoin der primären Integrale

gegeben, wie solches bei dem ersten Probleme stallllndet. so

wh-d zufolge (7) das Werthsysteni der seenndären Integrale in

jenem Augenblick ebenfalls bekannt sein. Denniach können wir

dem ersten Probleme, falls es uns beliebt, eine etwas andere

Fassung geben; nämlich folgende:

Secundäre Form de~s ersten Problemes. Das Werth-

systeni (ü^{z), o>2(c), . . . (o,[z), wclehes die secundären Inte-

grale in irgend einem Augenbliek ihrer gemcinsehaftliehen Bewegung
besitzen, ist bekannt: ermittelt werden soll das Argument c,

bis zu welehem ihre Bewegung in diesem Augenbliek vorgedrungen ist.

In ähnlicher Weise lässt sich auch das zweite Problem
umgestalten. Versteht man nämlich unter ^, i}, . . . ^ diejeni-

gen .<? Argumente, bis zu welchen die primären und secundäien

Integrale in irgend welchen ä Augenblicken ihrer gemeinschaft-

lichen Bewegung vorgedrungen sind, und unter

ßl(§), ß,,(|), . . . fOj(l), 0,2(1), ....

•^iW» ^iin), • . . «»i(»;), oi,[t]), ....

•ßl(f)> •ß2(f), . . . «,(ö, «,(?),



Die Aberschen Integrale. 399

di«j s VVerthsysteme, welche sie in jenen s Augenblicken besitzen,

so wird zufolge (7):

to„(n) = r,('^)Ä,(7,) + r^^'^^si.iv) + • • • + -rV'')Ä,(i?),

ff =3 1, 2, ... Ä

sein. Acblirt man diese Formeln, und setzt man «labei

ß,(l) + ^xin) + ••• + ßifö= ^n

Ä.(^) + ß..('?/ + ••• + P^At) = U„

so crgiebt sicli:

"a(l)+ a,„ (,/) + ... + a,„(^)= A<'') r, +A('^>t^, + ... + rJ'^^U..

= 1,2...*.

Sind demnach, wie das bei dem zweiten Probleme der Fall

war, die Summen I^,, V^, . . . i^, gegeben, so werden die ana-

logen Summen der .secundären Integrale, nämlich:

Wi(^) + w,(i?) -f . . . + (o^^i,

«2(1) + <o.,{n) + . . . + ^2(e),

0),(l) + «*W + . . . + <»,{?)

ebenfalls bekannt sein. Wir können demnach das zweite Problem,

falls es uns zusagt, auch so aus.sprechen:

Secundäre Form des zweiten Problems. Die Werth-

systeme, welche die secundären Integrale in irgend welchen s Augen-

blicken ihrer gemeinschaftlichen Bewegung besitzen, werden der

Reihe nach mit

(»/§), (»2(1), ...«,{§), (Erstes System.)

"i(Vj- ^'z[i)' ' ' ' ®'(^)' (Zweites System.)

wi(5)» «2(0» • • • "'(f) (I-etztes oder *»«• System.)

bezeichnet. Bekannt sind die Werthe der Summen:

"1 (Sj + "i (»?) + ••• + M, [i] = «1 ,

«2(1) + ^7{n) + . . . + <^S) = «2,

«/(§) + ^*{n) + . . + »*f^ = «*;
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ermittelt sollen werden die s Argtitnente |, i^, . . . f , bis zu

welchen die gemeinschaftliche Bewegung der Integrale in jedem

der genatinten s Augenblicke vorgedrungen ist.

Die secundären Formen der beiden Probleme bieten für ibre

Lösung Vortheile dar, vorausgesetzt, dass man über die constan-

ten Coefficienten F auf geeignete Weise disponirt.

Dritter Abschnitt. Um für den Angriff der Probleme eine feste

Basis zu gewinnen, werden gewisse Constanten, nämlich die

Fundamentalwerthe der primären und secundären Integrale

eingeführt, gleichzeitig auch ein gewisses damit zusammen-

hängendes fundamentales Flächengebiet.

In äbnlicber Weise, wie in der vorhergebenden Vorlesung

bei dem Umkebrungsprobleme des eliiptiscben Integrales, machen

sich auch bei den gegen\\ärtig vorliegenden Problemen gewisse

Fundamentalconstanten geltend, die wir, um für unsere

Operationen eine feste Basis zu gewinnen, gleich hier zu Anfang

angeben wollen.

Wir denken uns die gegebenen Constanten /> , q und nach

der Gauss'schen Methode durch Puncte auf der Horizontal-

ebene dargestellt, und ziehen sodann in dieser Ebene eine Curve,

welche in p^ ibren Anfang nimmt, zuvörderst nach ^^ geht, dann

der Reihe nach alle übrigen Puncte p^^ q.^^ p^, ^3, . . . Ps+i, qs+i

berührt, und zuletzt wieder nach p^ zurückläuft. Zugleich denken

vir uns — was jederzeit möglich ist — die Curve der Art ge-

zogen, dass der gegebene Punct innerhalb derselben hegt.

Das von dieser Curve umschlossene Gebiet der Horizontalebene

(Fig. 90)*) mag das fundamentale Flächengebiet genannt,

und mit % bezeichnet werden ; es wird dasselbe nur eine einzige

Randcurve besitzen, und mit all' seinen Puncten in der Endlicli-

keit liegen, folglicb eine Elementar fläche sein.

Die Wurzelgrösse;

(1) ii==i/j^:i:jji^:ir^jj^^^)[z—q^) ... {z— ps^i){z~qs^i)

wird innerhalb des Gebietes 21 überall eindeutig und stetig

sein, vorausgesetzt, dass man ibr im Puncto « den Anfangswertb /?'*

*) Die Figur 90 bezieht sich auf den Fall, dass s =r 3 ist..
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(2)

beilegt, und in den übrigen jenes Gebietes diejenigen Wertbc nimmt,

vvelcbe dem eben genannten Anfangswerlhe

sich ringsum anschliessen. Gleiches wird

innerhalb % auch von der Grösse ^^,
und

Gleiches demnach auch von den Grössen

(F,, F,, ... F,

t/n f2> ' A-

gelten.

Es seien a und a zwei Curven (Fig. 90), V
welche von <v ausgehen, in irgend einem p^

andern zur Fläche 21 gehörigen Punct z

wi(!der zusammentreffen, und ihrem ganzen

Laufe nach innerhalb 5t bleiben; ferner sei a der von diesen Cur-

ven umschlossene Theil von %. Ist F irgend eine unter den in

(2) angegebenen Functionen F^, F.^, ... -F.,, /\, f.,, • . • fs-, so

wird das in positiver Uichtung um den Rand von a herumer-

streckte Integral

/Fdz

nach bekanntem Satze (Seite 80) gleich Null sein; weil F in-

nerhalb a überall eindeutig und stetig ist. Dieses llandintegral

lasst sich in zwei Theile zerlegen, von welchen der eine längs

a von « nach z, der andere längs ß' von z nach n geht; und

wird daher, wenn man die über die Curven 6 und o in glei-

cher p ich tun g, nämlich von h nach z, hinerstreckten Inte-

grale mit I Fdz und / Fdz bezeichnet, gleich/

/---/Fdz

sein. Somit ergiebt sich

(3) j--l.Fdi

Das von dem gegebenen Puncte « nach irgend welchem andern

Puncte z hinlaufende Integral:

Neumaiin, Aberscho Inlfgralo. 26



402 Zehnte Vorlesung.

Jf,.

wird demnach bei. seinem Eintreffen in z einen Werth besitzen,

der von der durchlaufenen Bahn völlig unabhängig ist; voraus-

gesetzt, dass man nur solche Bahnen in Betracht zieht, die ihrem

ganzen Lauf nach innerhalb des Gebietes % bleiben. Dieses Re-

sultat wird sich, weil unter F irgend eine der Functionen (2)

verstanden wurde, auf sämmtliche Integrale

^1, ^2, . . . . Sl,,

(o^ , a).^, . . . . (Os

beziehen.

Die von <v auslaufenden Integrale Sl und w sitid also, falls

man ihre Bewegung auf das fundamentale Gebiet 31 beschränkt,

innerhalb dieses Gebietes allenthalben eindeutig. Diejenigen

Werthe, welche diese Integrale bei der eben genannten Beschrän-

kung in den Ptmcten p, q annehmen, mögen mit

Sl{p), ^{q) und co{p), fo{q)

bezeichnet, und die jenen Puncten zugehörigen Fundamental-
werthe genannt werden.

Die Fundamentahverthe der primären Integrale ü sind

durch die gegebenen Probleme bereits vollständig bestimmt; wer-

den nämlich, sobald die in jenen Problemen von Hause aus ent-

haltenen Constanten p, q, g, s, C numerisch gegeben sind,

und sobald überdies das Vorzeichen des Anfaiigswerthes R^ auf

bestimmte Weise festgesetzt ist, ebenfalls numerisch berechnet

werden können. Wir denken uns diese Rechnung ein für alle

Mal ausgeführt;

und betrachten demgemäss in Zukunft die s{2s -f- 2) Funda-

me?italrverthe .-

Ji(p), 'Si{q)

als bekannte, den Problemen eigenthiimliche Constanten. Diese

Constanten sind es, welche m Verbindung mit dem fundamentalen

Flächengebiet % gewissermassen die feste Basis bilden , von welcher

unsere weiteren Betrachtungen getragen werden.



Die Abersclien Integrale. 403

Doch ist in Bezug hierauf noch Folgendes zu hemerken

Die dem Integral

Sly, Cy -f- p. . ä.

zugehörigen Fundamentahverthe

sind, unter Anderm, auch abhängig von der in diesem Integral

enthaltenen Constanten Cx- Sie werden grösser oder kleiner sein,

je nachdem C-y. einen grösseren oder geringeren Werth besitzt.

Vertauscht man z. B. in Gedanken die gegebene Constante Cy mit

Cx + yx, so werden gleichzeitig auch jene Fundementalwerthe

sämmtlich um y^ zunehmen.

Wir wollen uns nun — was jederzeit möglich sein wird —
die Constante Cy. von Hause aus in solcher Art gegeben denken^

dass bei den s -\- 1 Fundamenlalwerthen

die Summe der s ersten ebenso gross ist, als der letzte

für sich allein. Solches mag nicht nur bei dem Integral -ß^

allein, sondern bei sämmtlichen Integralen Sl^^ Sl.^, ... ß^ statt-

finden. Dass alsdann C^, C^, ... 6\. nicht beliebig gegebene,

sondern auf bestimmte Weise ausgewählte Constanten sind,

thut offenbar der Allgemeinheit unserer Untersuchungen keinerlei

Eintrag; und ist gleichzeitig für die Durchführung dieser Unter-

suchungen von Vertheil.

V7iter den Fundameräalwerthen der primären Integrale Sl

werden zufolge dieser Festsetzung in Zukunft gewisse Constanten

zu verstehen sein, welche utiter einander durch die Relationen:

'^liPl) + ^l{P2) + . . . + ^1 {Ps) = ^liPs^l),

(4)
^2iPi) + ^2(/>2) + • • • + ^-ziP^) = ^•APs+^),

~SiAPi) + ^s{p~2} + . • • + ^s{Ps) = ^sip+l)

verbunden sind.

Wir betrachten ferner die den secundären Integralen w

zugehörigen Fundamentalwerthe, d. i. die s{2s + 2) Grössen

«(/>), rö(r/).
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Diese werden erst dann vollständig besümmt sein, wenn über die

in jenen Integralen enthaltenen constanten Coefficienten F auf be-

stimmte Weise verfügt worden ist; was einstweilen noch nicht

geschehen soll.

Wenn wir die Integrale Si und co auf gemeinschaftlicher iJahn

von ö aus nach irgend einem andern Puncte z hinlaufen lassen,

so finden zwischen den Werthen, mit welchen sie in 2 eintreffen,

jederzeit folgende Relationen statt:

a>a{z) = lY'^Sl,{z) + . . . + r,('^)Ä,(2)

c = 1, 2, . . . s.

Diese Relationen finden also auch dann statt, wenn die gemein-

schaftliche Bahn der Integrale im Innern des Gebietes 31 von ,v

nach irgend einem der Puucte p, q hinläuft. In diesem Falle

werden aber die Werthe, mit welchen die Integrale in dem gerade

betrachteten Puncte p oder q eintreffen, nichts Anderes als die

dem Puncte angehörigen Fundamentalwerth e sein. Somit

ergiebt sich, dass die Fundamentalwerthe der primären und die

der secundären Integrale dm-ch folgende Relationen mit einander

verbunden sind:

(5)
,-...-, -, -^1... . ... + r,i-^'^,{p),icoaip) = r.^'^^iip) + . .. +
Ua{q) = r^i<y)Sl^{q) -f . . . -f

(7 = 1, 2 ... s.

Da die Constanten

als bekannt betrachtet werden, so wird man mit Hülfe
dieser Relationen die Constanten

rä(p), ä{q)

sofort berechnen können, sobald über die Coefficien-
ten r auf bestimmte Weise verfügt worden ist.

Wenn wir die erste der Relationen (5) der Reihe nach auf

jeden der Puncte Pi, P2, - Ps, Ps^i in Anwcndnng ])ringen, so

erhalten wir:

«,(Pi) = n r,(o)-^,{p^),

^aiPi) = 2 r,(^)'ä,{p^),

(o„{p,) = E r^«')^^{p,)^
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wo die Summatioii Z über k = 1, 2, . . . s hinerslreckt ist. Wenn
wir nun von diesen s -{- 1 Gleichungen die s ersten addiren, und

sodann die {s + l)^"^ subtrahiren, so ergiebt sich:

"a(Pi) + ^aiP'i) + . . . + ^a{p,) - W^ (i>.+i) =
= Z r,(^). (Ä, ip^) + ^, (p,) + . . . + Ä, (;,,)

_ :Q, (p^^,) )

;

IbIgUch mit Rückblick auf (4):

^aiPi) + «a(/>2) + . . . 4- »„(;>,) — äaips^i) = 0.

i>?e Ftindamcntalwerlhe der secundäreti Integrale smd dem-

nach durch folgende Relationen unter einander verbunden:

«/j?o durch Relationeti^ die denen bei den pi^imärcn Integralen voll-

ständig analog sind.

Vierter Abschnitt. Untersuchung zweier Integrale Sl, Sl', die

entweder geradezu zur Zahl der primären und secundären In-

tegrale gehören, oder von denselben doch auf lineare Weise ab-

hängen. Als Grundlage der Untersuchung dient eine gewisse

Riemann'sche Kugelfläche yt Nachdem diese durch geeignete

Schnitte oder Ströme « , b^ c in eine einfach zusammenhängende

Fläche ))i' verwandelt ist, werden zwei den Integralen 5i, 5i'

conjugirte Functionen W, W' eingeführt, die innerhalb Dff

überall eindeutig und stetig sind.

Es sei:

F - ^ + ^-+;,+^-—
, m = y+jF-ciz,

(1)
H

p'^ y. + y.^ + -^. + y.^ \ Si'[z)= y' +Jf' .dz.

Hier soll R die gegebene Wurzelgrösse:

R = y\z— pi) [z - qi) {z — p,} {z — ry,) . . . {z - Ps+i) {z — qs+i)

vorstellen, deren Anfangswerlh iZ" im Puncte a auf eindeutige
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Weise festgesetzt ist ; ferner mögen hier unter den Grössen y

ganz beliebige Constanten verstanden werden; und endlich mögen

unter Sl und Sl' zwei Integrale verstanden werden, die vom Puncte

.V aus auf w illkührlicher, jedoch gemeinsamer Bahn vor-

wärts scln-eiten.

Es stellen alsdann 52, ü', je nach der Wahl der Constan-

ten y, entweder irgend zwei unter den Integralen

52,, 5i2>
• • • ^^>

CO,, CO., , . . . co^.

,

oder auch irgend zwei andere Integrale vor, die aus jenen auf

lineare Weise zusammengesetzt sind. Demnach ist es von Wich-

tigkeit, die beiden Integrale ß, 52' einer ausführlichen Unter-

suchung zu unterwerfen. Als Basis für eine solche Untersuchung

können angesehen werden : das fundamentale Gebiet % auf dcssem

Bande sämmtliche Puncte p, q sich beünden, und die diesen

Puncten zugehörigen Fundamentalwerthe 52 (js), 52 (g), 52'(/)), 52' (^).

Die willkührliche und gemeinschaftliche Bahn der beiden

Integrale 52, 52' wird, falls sie von ö nach einer beliebigen an-

dern Grösse, etwa nach z geht, über irgend eine zwischen a und
;; liegende Grössenreihe

(2) 6', /, z\ z"\ . . . z

fortlaufen. Durch Angabe dieser Grössenreihe ist die Bahn der

Integrale im Allgemeinen noch keineswegs vollständig bestimmt.

Zur vollständigen Bestimmung der Bahn ist nämlich, wie wir

früher gesehen haben, erforderlich, dass neben jener Grössen-

reihe gleichzeitig auch noch die Werthe

(3) R\ R\ R", R\ . . . R
gegeben sind, welche dieWurzelgrössei? längs der Bahn hin

besitzt. Um daher die Bahn der Integrale in bildlicher Weise,
und zugleich mit vollständiger Bestimmtheit darstellen zu können,
wird nicht die einblättrige Horizontalebene, sondern eine gewisse

zweiblättrige Biemann'sche Fläche, und zwar diejenige
in Anwendung zu bringen sein, auf welcher der ganze Werth-
vorrath der W^u'zelgrösse R in eindeutiger Weise sich ausbreitet.

Durch eine Curve auf der Ilorizontalebene würde nämlich nur
die Werthenreihe (2) dargestellt werden; durch eine Curve auf
der letztgenannten Fläche hingegen wird gleichzeitig die Beihe (2)

und auch die Beihe (3) angegeben.
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Die Rieniamrsche zweiblättrige Fläche, Avelclic erfortlerlicli

ist, Ulli sänmitliche Werthe der Function R auf eindeutige Weise

ausbreiten zn können, mag Dt lieissen; sie besitzt bekanntlich

2 j? -f- 2 Windungspuncte, und daneben s + 1 Uebergangslinien,

durch welche diese Puncte paarweise mit einander verbunden sind.

Jene Puncte sind ihrer Lage nach völlig bestimmt, nämlich dar-

gestellt durch die 2 5 -j- 2 Puncte p, q. Die Uebergangslinien hin-

gegen können auf mannigfaltige Art gewählt werden (S. 190 u. 193).

Wir verfahren bei Construction der Fläche Dt in folgender

Weise. Es mögen zuvörderst zwei über einander liegende, und

nur durch einen unendlich kleinen Zwisclienraum von einander

getrennte Horizontalebenen gedacht werden; die untere der bei-

den Ebenen mag diejenige sein, in welcher vorhin das funda-

mentale Gebiet % abgegrenzt worden ist. Jenes Gebiet kann als

ein Polygon von 2 s -|- 2 Seiten angesehen werden, dessen al-

ternirende Seiten durch die s -f- 1 Linien

dargestellt sind (vergl. Fig. 91*)). Längs jeder von diesen Linien

führen wir einen beide Horizontalebenen

durchdringenden Schnitt aus, und heften ^
die vier Ufer eines jeden solchen Schnit- y* ""•-

tes kreuzweise mit einander zusammen. / \

Endlich verwandeln wir die hiedurch ent- %^
stehende zvveiblättrige ebene Fläche, durch ^^
Umformung, in eine zweiblättrige Kugel-

fläche. Diese letztere stellt dann die zu /

construirende Fläche 'R vor; und gleich-

zeitig werden die zuvor genannten s + 1 Pi<

Linien die Uebergangslinien dersel- \. ..

''

ben sein.

Bei Zugrundelegung dieser Construction ist das

fundamentale Gebiet % auf der Fläche 9ft dargestellt

durch einen gewissen zum unteren Blatt gehörigen

Flächentheil. Der zu jenem Gebiet gehörige Punct « wird

also ebenfalls im unteren Blatt sich befinden. Und das Gebiet

% selber wird sich um diesen Punct <v herum nach allen Seiten

1

*) Die Figur bezieht sich wiederum auf den Fall, dass s = 3 ist
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hin ausdehnen; es wh'd einerseits bis zu den auf der Fläche vor-

handenen UebergangsUnien

andererseits bis zu gewissen andern, im unteren Blatt beflnd-

liclien Linien

^hP-i^ l'iPi^ • • • ' 1s+iPi

hinanreichen. (Vergl. Fig. 91.)*)

Die genieinschartlichc Bahn der beiden Integrale ß, ü' wird

nun, bei Zugrundelegung der Fläche 9t, dargestellt sein durch

eine Curve, die auf dieser Fläche vom Puncte 8 ausgeht, und

ganz nach Belieben auf der Fläche fortläuft. Um die Werthe zu

untersuchen, mit Avelchcn die auf einer solchen Curve fortlaufen-

den Integrale Sl, Sl' in irgend einem Puncte der Fläche eintref-

fen, müssen wir der Reihe nach zuerst die Dilferentiale Fdz,

F'dz, und sodann gewisse mit jenen Integralen in Zusammenhang

stehende Functionen W, W' in Betracht ziehen.

Die DilTerentiale

„ , yi+ yz~ + ' + y,z'-^
Fdz= — dz,

F dz=:z ^ dz

sind zusammengesetzt aus einzelnen Gliedern, deren jedes die Form hat

(«.) -jj dz;

vorausgesetzt, dass vär unter n irgend eine der Zahlen 0, 1, 2, . . . s—

1

verstehen. Wir wollen nun untersuchen, in wie weit das durch

ein solches Glied dargestellte Dilferential (a.) auf der Fläche iR

eindeutig und stetig bleibt, indem wir uns dabei, was den Begrill"

der Eindeutigkeit und Stetigkeit bei Differentialen anbelangt,

auf die früher (S. 330) gegebene Definition stützen.

Die beiden in dem Difl'erentiale (a.) enthaltenen Functionen

-^ und z sind auf Oft keineswegs überall stetig; denn die ehie

besitzt in den Punctcn p, q, die andere in den beiden bei z = <x>

befindlichen Punctcn unendlich grosse Werthe. Um nun das Ver-

halten des Differentiales in jenen Puncten beurtheilen zu können,

*) Die letztgenannten Linien sind in dieser Figur durch punctirte
Linien, die UebergangsUnien hingegen durch ununterbrochene Linien
angegeben.
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sind vor allen Dingen gewisse andere Formen zn beacliten, welche

dasselbe sich aneignen kann.

Aus

R = /{z — pi) (7— q^) . ..{z— ps+i) {z — qs+i)

ergiebt sich durch Differentiation

dR — -j^,

wo G zur Abkürzung steht für folgende ganze rationale Function

:

hieraus folgt:

dz^ __ dli

It
~' g'

Somit können wir dem Differential (cv.) auch folgende Form geben:

JJeachlel man ferner, dass d — = — ^, mithin

ist, so ergiebt sich, falls man diesen Werth Im- dz substituirt,

für das Differential («.) folgende dritte Form:

Die in dem Dilferential von Hause aus enthaltenen Functionen:

(«'.) ^ und z

können also, wie die eben gefundenen neuen Formen zeigen,

nach Belieben durch

iß'-)
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flor aus R und z auf rationale Weise zusanimeugesctzl ist. Die

sechs Functionen («'.), {ß'), (/.) sind nun aber derartige Aus-

drücke. Jede derselben ist aus R und z auf rationale Weise zu-

sammengesetzt; und jede derselben wird daher auf der Fläche D^i

überall eindeutig, und mit Ausnahme einzelner Pole daselbst auch

überall stetig sein. Ein Pol kann immer nur da vorhanden sein,

wo die Function unendlich wird (S. 95). Demnach werden jene

sechs Functionen («'.), {§'.), (/.) auf der Fläche 5)1 überall,

wo sie endlich sind, auch eindeutig und stetig sein.

Ebenso wie die auf Dt vorhandenen 2 s -\- 2 Windungspuncte

mit p, q bezeichnet werden können, ebenso mögen diejenigen

beiden Puncte, welche auf der Fläche ^ bei z = oo über ein-

ander liegen, kurzweg die beiden Puncte u genannt worden.

Die beiden Functionen («'.) sind ollcnbar mit Ausnahme der

Puncte p, ^, u überall endlich, und sind also mit Ausnahme
der P u n c t e p , q, u auf d e r F I ä c h e 9f^t überall eindeutig

und stetig.

Im Bereiche eines jeden der Puncte p, q bleiben die Func-

tionen [ß'.) endlich.*) Demnach sind dieselben im Bereiche
eines jeden der Puncto p, q eindeutig und stetig.

Da nun ferner ti eine der Zahlen 0, 1, 2, ... s — 1 vor-

stellen soll, so werden die beiden Functionen (/.) im Bereiche

eines jeden der Puncte u endlich bleiben,**) mithin im Be-

*) Für z^=pi z. B. werden die Functionen ((3'.) beide endliclie

Werthe besitzen. Denn die erstere von jenen Functionen verwandelt

sich für z = pi in:

Pi"

Gip^y
d. i. mit Rücksicht auf die Bedeutung von G in:

2p,^'

(P1—P2) ipi—P3)'--{Pi—Ps^i) iPi—gt) iPi—qi) ••• (Pi— !?5-hi)

**) Ist z. B. n=- s — 1, ist mithin die erste der beiden Functionen

(y'.) durch dargestellt, so wird sie — mit Rücksicht auf die

Bedeutung von R — für ein äusserst grosses z nahezu gleich

werden. Folglich wird sie in den beiden bei r = Oü liegenden Puncten
II endliche Werthe besitzen, nämlich die Werthe + 1, — 1.
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1

reiche eines j erden der Pnncte u eindeutig und stetig

sei n.

Es sind demnach, um Alles zusammenzufassen, in dem Dif-

ferential (a.) zwei Functionen ^ und z enthalten, welche auf

der Fläche dt mit Ausnahme der Puncte p, q, u überall eindeutig

und stetig sind, und welche gleichzeitig im Bereich eines jeden

solchen Ausnahme-Punctes durch zwei andere Functionen ersetzt

werden können, die innerhalb dieses Bereiches eindeutig und

stetig sind. Demnach ist jenes Differential (a.) als ein von z ab-

hängendes Differential zu bezeichnen, welches auf der Uie-

mann' sehen Kugelfläche dl allenthalben eindeutig und
stetig bleibt (S. 330). Gleiches gilt mithin auch von den

Differentialen Fdz und F'dz.

Mit Differentialen dieser Art haben wir uns bereits früher in

eingehender Weise beschäftigt; wir können daher die damals ge-

fundenen allgemeinen Sätze (S. 330. 335. 339. 342) unmittelbar

in Anwendung bringen.

Die Fläche dl mag durch Ausführung irgend welcher Schnitte

oder Ströme h) eine einfach zusammenhängende Fläche dV ver-

wandelt werden. Bilden wir nun eines der beiden Integrale

Fdz, F'dz,

und denken wir uns die BeNACgung des Integrales auf die Fläche
dt' beschränkt, so werden seine Werthe innerhalb jener Fläche

dV allenthalben eindeutig und stetig sein; wie solches

aus dem einen der eben erwähnten Sätze unmittelbar hervorgeht.

Die zur Untersuchung vorgelegten Integrale:

6)

Sl{z) =y + Jpdz,
8

ß'(t) = / -f j F'dz

besitzen eine gemeinschaftliche und auf der Fläche 91 voll-

ständig willkührlich fortschreitende Bahn. Wir stellen
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diesen liiteyralen gegenwärtig zwei andere Integrale W{z), W {z)

znr Seite, welche durch genau dieselben Formeln

W{z) =^y -\- jpdz,

(7)

H

z

W'{z) =/ + jF'dz

detinirt, von jenen aber verschieden sein sollen hinsichtlich ihrer

Uahnen. Einerseits sollen nämlich die Bahnen der Integrale W (z),

W' (z) keinen gemeinschaftlichen Lauf besitzen, sondern von
einander durchaus unabhängig sein; und andererseits soll

jede dieser beiden Bahnen keine völlig freie, sondern eine auf

die einfach zusammenhängende Fläche dt' beschränkte
Beweglichkeit besitzen. Unter diesen Umständen werden dann

W{z), W {z) zwei von z abhängende Functionen sein, die in-

nerhalb der Fläche dt' allenthalben eindeutig und
stetig sind; sie mögen kurzweg die den Integralen Sl {z), Sl' (z)

zugehörigen eindeutigen Functionen genannt werden.

Indem wir auf die Untersuchung dieser Functionen näher

eingehen, beschränken wir uns der grösseren Bequemlichkeit

willen — wenigstens zu Anfang — auf den Specialfall, dass

s ;= S ist; zugleich denken wir uns die Verwandlung der Fläche

dt in die einfach zusammenhängende Fläche dt' herbeig(!führt

durch diejenigen Schnitte oder Ströme a, b, c, welche bei früherer

Gelegenheit (S. 323) ausführlich besprochen wurden. Es handelt

sich zunächst um die Ermittelung derjenigen Werthe, welche die

eindeutigen Functionen W {z), W' (z) in den Puncten p, q be-

sitzen.

Das mit 21 bezeichnete fundamentale Fiächengebiet befijulet

sich im unteren Blatt der Fläche di, enthält in seinem Innern

den gegebenen Punct,ö, enthält auf seiner Peripherie sämmtliche

Puncte p, q, und bleibt, wie man leicht übersieht (Fig. 91 a.),

bei Ausführung der Schnitte «, b, c völlig unversehrt.*)

*) Das fundamentale Gebiet 2( liegt im. unteren Blatt, und wird

theils von den Uebergangslinien, theils von gewissen andern Linien

begrenzt, "die im unteren IJlatt liegen, in Fig. 91 a. aber nicht ge-
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Innerhalb dieses f u n d a m c n t a 1 e n G e b i e t s m a g e i n e

Curve ö gezogen werden, welche von ans nach h-gcnd einem

der auf seiner Peripherie befindlichen Puncte j», 5^ hingeht; dieser

Punct mag u heissen.

Fig. 91 a.

fli

Die Werthe, welche Sl (2) und W (:) im Puncte « anneh-

men, werden beide durch ein und dieselbe Formel ausgedrückt.

Es ist nämlich:

a

(8) ß («) = y + F. dz:

tt

und ebenso ist auch:
u

(9) fF («) = y + JF. dz.

fi

Der Unterschied besteht nur in den Integrations-Bahnen. Die (8)

zeichnet sind. Es ist wohl darauf zu arhten, dass in dieser Figur jede
Stromstrecke, je nachdem sie im oberen oder im unteren Blatt sich
befindet, im ersteren Fall durch ununterbrochene, im letztern durch
punctirte Striche angegeben ist.
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^

vorhandene Bahn kann nämlich von a nach « auf ganz will-

kührlichem Wege fortlaufen; die in (9) vorhandene hingegen

muss innerhalb dV bleiben, darf also die Ströme a, h, c

nirgends überschreiten.

Wir können für die in (8) auftretende Bahn die vorbin con-

struirte Curve 6 nehmen; alsdann erhalten wir, weil 6 seinem

ganzen Laufe nach innerhalb des fundamentalen Flächengebietes

21 bleibt, nicht irgend einen unter den vielen Werthen, welche

das Integral Ä in a annimmt, sondern denjenigen unter diesen

Werthen, welchen wir früher mit dem Namen Fundamental-

werlh ausgezeichnet haben. Wir können aber andererseits für

die in (9) vorhandene Integrationsbahn ebenfalls die Curve 6 neh-

men; denn jene Curve befindet sich innerhalb des fundamentalen

Flächengebiets, d. i. innerhalb eines Gebietes, welches von den

Schnitten a, 6, c völlig unversehrt gelassen ist; sie wird demnach

auf ihrem Wege von <v nach a nirgends einen jener Schnitte

rt, h, c überschreiten. Bezeichnet also / eine längs der Curve ö

von 8 nach a hinerstreckte Integration , so ergicbt sich einerseits

aus (8):

5i («) ^ y -f JFdz,
G

und andererseits aus (9)

:

fF(«) = 7 + JFdz.

a

Daraus folgt, dass der im Puncte a vorhandene Fundamentalwerth

Ä (a) identisch ist mit demjenigen Werthe, welchen die ein-

deutige Function TF in jenem Puncte besitzt. Analoges gilt natür-

lich auch für das Integral Sl' und die Function W'.

Die Werthe -.

W{p), W{q), W'[p), W'{q),

welche die ei7ideuiigen Functionen W, W in den Puncten p, q

besitzen^ sind demnach identisch mit den diesen Puncten zugehöri-

gen Fimdamentalwerthen

:

Slip), Ä(^), ^'{p), Sl'iq).

Denkt man sich das Stromnetz «, b, c aus lauter unver-

zvve igten Stromstrecken zusammengesetzt, so wird die Function
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W (2) — zufolge der früher aufgestellten allgemeinen Sätze —
in jeder solchen Stromstrecke mit einer Werthdifi'erenz hehaftet

sein, die längs der ganzen Strecke hin constant hleiht. Der

Strom «1 (Fig. 91 a) ist als eine einzige unverzweigte Strom-

strecke anzusehen. Sind demnach A und q irgend zwei auf dem

linken und rechten Ufer von a, einander gegenüberliegende Puncte,

so wird die Differenz

(8) W (A) - W [q]

eine Grösse sein, die längs des Stromes «j hin überall constant

ist. Der Strom b^ besteht aus zwei unverzweigten Stromstrecken,

nämlich aus einer solchen Strecke, die (Fig. 91 a) vom linken Ufer

des Stromes a^ bis zu derjenigen Stelle fortläuft, wo sich der

Strom C2 abzweigt, und aus einer zweiten solchen Strecke, die

von der eben genannten Stelle bis zum rechten Ufer von «, geht.

Wir bezeichnen von diesen beiden Strecken die erstere mit ä,

die letztere mit h', ferner die längs h vorhandene constante Werth-

dilTerenz mit:

W {X) — W [q) = H,

und die längs h' vorhandene mit:

W [l] ~ W (q) = H'.

Die Stelle, in welcher die beiden Ströme Oj und b^ einander

durchkreuzen, kann als ein Knotenpunct des Stromnetzes ange-

sehen werden , und zwar als ein Knotenpunct , in w elcheni (Fig. 92)

vier Stromstrecken, zwei daselbst ein-

fliessende a^ und h\ und zwei von

dort wegfliessende a^ und ä, zusam-

menstossen. Zufolge des früher ge-

fundenen Knotenpunctgesetzes (S. 339)

muss demnach

d.

(9)

A, + H' = A,-^ H,

H' ^ H

zige unverzweigte Stromstrecke; bezeichnet man die in ihm vor-

handene VVerthdifferenz mit:

W{1) W (9) = c,.
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so crgiebt sich, wiederum zufolge des Knotenpunctgesetzcs (Fig. 93):

H = H' -h C.^,

also mit Rücksicht auf (9):

(10) Cj = 0.

Wir gehen nunmehr über zum Strome

«2- Dieser enthält im Ganzen zwei Knoten-

puncte, einen, wo er sich mit b., durch-

kreuzt, und einen andern, wo Cj in ihn

einmündet; er besteht demnach aus zwei

unverzweigten Stromstrecken, nämlich aus einer solchen Strecke

i, welche vom erstem Knotenpunct zum letztern, und aus einer

zweiten, welche vom letztern zum erstem hingeht. Bezeichnen

wir die diesen beiden Strecken zugehörigen Werthchfi'erenzen mit:

W{k) — W {q) == /,

und mit:

w [i) — w {q) = r,

so ergiebt sich zufolge des Knotenpunctgesetzcs (Fig. 94):

/ 4- Co = J',

also mit Rücksicht auf (10):

(11) / ^ /'.

In jedem der bis jetzt betrachteten

Ströme a^, &j, c.,, a.y ist, wie aus (8),

(9), (10). (11) hervorgeht, die Werth-
^'

diflerenz längs des ganzes Stromes hin

durch ein und dieselbe Constante dargestellt. Gleiches wird

sich, wie nun leicht zu übersehen ist, auch herausstellen, wenn

man die noch übrigen Ströme 6,' ^z-> Hi ^3' • • • <^i"d \\dic\\

dem andern durchmustert. Auch übersieht man leicht, dass diese

Differenzen in den Strömen c durchweg = sind. Was bei W
giU,, gilt natürlich auch bei W.

Demnach können die WertMiffcremen der Functionen W, W
in folgender Weise dargestellt werden:

Fig. 94.

längs üx : W {l) — W {q) =^ A^,

längs b,: W{k)- W{q) = B^,

längs c^: W{1)— W (q) — 0,

wo unter den Grössen A, B wid A\

zu versteheti sind.

W {X) - W [q] = Ä,,

W'{\)- W [q] = B'y.,

W' [l) — W {q) ^ 0,

B' irgend welche Constanten
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Zwischen diesen Constanten A, B, A\ B' und zwischen den

Werthen, welche die eindeutigen Functionen W, W' in den

Puncten jo, q besitzen, finden, wie sich sogleich zeigen wird, sehr

einfache Beziehungen statt.

Fünfter Abschnitt. Fortsetzung. Sind die Fundamentalwerthe

der Integrale 5i, Ä' bekannt, so lassen sich die constanten

Werthdifferenzen , mit welchen die Functionen PF, W' in den

Strömen «, 6, c behaftet sind, augenblicklich berechnen.

Wir werden gegenwärtig nachweisen, dass die Constanten

J^ B, A\ B' näher bestimmbar sind, dass sie nämlich ausgedrückt

werden können durch die den betrachteten beiden Integralen Sl,

ii' zugehörigen Fundamentalwerthe

'ä[p), Sl{q), Sl'ip), ^'{q);

oder, was dasselbe ist, dass sie ausgedrückt werden können durch

diejenigen Werlhe

W{p), W[q), W'{p), W'[q),

welche die eindeutigen Functionen W, W in den Puncten />, q
besitzen.

Zuvörderst müssen wir unserer Untersuchung einige allge-

meine Bemerkungen vorangehen lassen ; wir betrachten dabei von

den Functionen W und W' nur eine, etwa nur die Function W.
Die Function W ist innerhalb der umrandeten Fläche 91'

überall eindeutig und stetig. Sie ist demnach auf der ge-
schlossenen Fläche, Oft mit Ausnahme der Ströme «, 6, c

allenthalben eindeutig und stetig, in jenen Strömen aber mit den

eben besprochenen constanten Werthdifferenzen A, B, behaftet.

Es sei nun g eine auf der geschlossenen Fläche beliebig fort-

laufende Curve; ihr Anfangspunct mag u, ihr Endpunct ß heissen.

Ueberschreitet diese Curve keinen der Ströme a, 6, c, sa

wii«d W längs derselben hin überall eindeutig und stetig sein;

das über dieselbe hinerstreckte Integral / d W wird daher in

diesem Fall folgenden Werth besitzen:

f
(I.) jdW = W{ß) - W («).

a
Neumann, Abersche IiUog-iale. 07
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Ueberschreitet hingegen die Curve ö die Ströme a, ö, c, so

wird die eben hingestellte P'ormel nicht niehr giiltig sein. Es

sei h irgend einer unter jenen Strömen, und gleiclizeitig sei

W,{l)—W[q)^H
die constante Werthdiilerenz , mit welcher die Function W in

diesem Strom behaftet ist.

Der Einfachheit wegen wollen wir annehmen, die Curve g

überschritte von sämmtlichen Strömen a, ö, c nur den Strom ä,

und diesen nur einmal, und zwar vom linken zum rechten

Ufer hin. Die Curve besteht dann aus zwei Theilen, nämlich

aus einem Theile ul, welcher von a bis zum linken Ufer des

Stromes h geht, und aus einem zweiten Theile q^, welcher vom

rechten Ufer des Stromes nach /3 hinläuft; unter l und q sind

dabei zwei zu beiden Ufern des Stromes h einander gegenüber-

liegende Puncte zu verstehen. Da nun nach unserer Voraussetzung

die Curvenstrecke al keinen der Ströme a^ b, c überschreitet,

mithin W längs dieser Strecke hin überall eindeutig und stetig

ist, so ergiebt sich:

ßdW = ^(;i) — W{a).

Ebenso erhält man für die zweite Curvenstrecke Qß:

' dW = W iß)
— W{q),f

Addirt man nun diese beiden Integrale, so ergiebt sich für das

über die ganze Curve a oder aß hinerstreckte Integral folgen-

der Werth:

dW = W [ß)— W (a) + W[l) — W (q),

oder weil W {l) — W [q] = H ist:

jdW =^ W [ß] ~ W{a) + ff.

a

Ueberschreitet, um den allgemeinsten Fall zu betrachten, die

Curve a auf ihrem Wege von a nach ß nicht einen , sondern
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beliebig viele Ströme, so wird man, wie nunmelir leicbt zu

überselien ist, für das längs a binerstreckte Integral folgenden

Wertb erbalten:

(IL) IdW = W{ß)—W{a) + ZsH:

a

die Summe 2" bestellt bier aus ebenso vielen Gliedern, als Strom-

überscbreitungen erfolgt sind; die Grössen H bedeuten die den ein-

zelnen Strömen zugebörigen Wertbdilferenzen, und s eine Grösse,

welcbe gleicb + 1 oder gleicb — 1 ist, je nacbdem die Ueber-

scbreitung des Stromes vom linken zum recbten Ufer oder in

entgegengesetzter Ricbtung erfolgt.

In Betreff der Function W ist schliesslicb nocb eine Bemer-

kung zu macben. Zufolge unserer Definition ist

mitbin:

dw = y + y3^ + -- + y^ . dz.

Von den beiden im Differential dW entbaltenen Functionen

:

VL±Jil±__i±li£-ll und z

besitzt die erstere in je zwei über einander liegenden Puncten der

Fläche dt entgegengesetzte, die letztere gleicbe Wertbe.

Sind daber a und a zwei in beiden Blättern genau über ein-

ander liegende Curven, so werden die längs dieser Curve liiner-

streckten Intesrale:

J
y, + y2^ + --. + y>-'~'

. ^,

und

J.
6

entgegengesetzte Wertbe besitzen. Es wird demnacb

ff
g'

27*
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sein; oder, was dasselbe ist, es wird

(III.) jdW + jdW =
ff'

sein; vorausgesetzt natürlich, dass die Integrationen über 6 und

a in gleicher Richtung hinerstreckt sind.

Wir gehen nun über zu dem eigentUchen Gegenstande un-

serer Untersuchung; dabei beschränken wir uns vorläufig auf den

Specialfall, dass s = S ist.

Die Puncte p, q befinden sich sämmtUch am Rande des Ge-

bietes 2{. Wir können daher von />, nach q^ , von q^ nach />.„

von jOj nach q^, u. s. w. Curven ziehen, die sämmtlich im un-
teren Blatt der Fläche 9^1 liegen, und die gleichzeitig ihrem

ganzen Laufe nach innerhalb jenes Gebietes 31 bleiben.

Diese Curven werden, da das Gebiet 4tt von Strömen völlig frei

geblieben ist, keinerlei Stroraüberschreitungen darbieten. Wir

denken uns diese Curven wirklich gezogen
; gleichzeitig aber auch

noch andere Curven, die im oberen Rlatt der Fläche 9t Schritt

für Schritt dieselben W'ege nehmen, welche die erstgenannten im

unteren Blatt durchlaufen. Da wir uns auf den Specialfall

5 = 3 beschränken, so haben wir im Ganzen 8 Puncte:

Pn 5'l' P2' ?25 P'A^ 5'3 5 Pa^ 5'4>

folglich im Ganzen auch 8 Curvenpaare:

Pili^ liPi, P25'2i • • •> (ÜPi^

von welchen jedes aus zwei in beiden Blättern genau über ein-

ander liegenden Curven besteht (Fig. 95).*)

Auf jedes dieser 8 Curvenpaare bringen wir nun die For-

meln (I.), (IL), (III.) in Anwendung, zuerst etwa auf dasjenige,

welches von p^ nach q^ hinläuft. Bezeichnen wir die untere
Curve p^q^ mit a, und die obere mit a', so erhalten wir zu-

folge (L):

(1) JdW ^ W{q,)— W[p,),

*) In Fig. 95 ist jedes der genannten 8 Curvenpaare durcli eine
punctirte Linie angegeben. Die Ströme a, b, c sind daselbst nur so

weit, als sie im oberen Blatt der Fläche bleiben, und nicht durch
Doppelstriclie, sondern nur durch einfache Striche angegeben.
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ferner zufolge (IL):

(2) fdlF = W {q^)
— W (p,) + Ze /T.

ff'

Fig. 95.
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Da die Curve 6 die Ströme o, , a.,, «g, und zwar jeden derselben

vom linken zum rechten Ufer überschreitet, so sind die in der

letzten Gleichung (2) enthaltenen Werthdifferenzen H dargestellt

durch:

^1» ^2' ^3'

ferner die darin befindlichen Grössen £ dargestellt durch: >

+ 1, +1, +1.
Denuiach verwandelt sich jene Gleichung (2) in

(3) JdW = W (^J
— W{p^) -\- A^ + J, + A,.

a'

Durch Addition von (1) und (3) ergiebt sich nunmehr aber, mit

Rücksicht auf die Formel (III.):

(4) = 2W [q,)
- 2 W[p,) 4- ^1 + ^2 + ^3,

oder was dasselbe ist:

(5) iv [q,)
- W {p,) = - ^ (^j + ^2 + A,).

Bringt man in solcher Weise die Formeln (I.), (IL), (111.) der

Reihe nach auf jedes der 8 Curvenpaare in Anwendung, so er-
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geben sich, wie leicht zu übersehen ist, folgende 8 Formeln:

W{q,)-W{p,)=^^A,, W{p,)- Wiq,)= ^{B,-B,),

W{q,)-W{p,)^^A,, Wip,)-Wiq,)^ -1^3,
W{q,)-W{p,)= --^{A, + A, + A,), W{p,)-W[q,)^^B,.

Ganz analoge Formeln werden natürlich auch für die Func-
tion W' gelten, nämlich:

' W\q,)- W'{p,)= ^A,', W'ip,)- W'{q,)=\[B^-B,\
W'{q,)- W'ip,)=^A.;, W'{p^)- W'{q,)==^{B,'-B;),

W\q,)-W'{p^):=^A^, W'{p,)-W'[q,)= -^^3',
W\q,)- W'{p,)=-^{A,'+A.;-tA,% W'ip,)- W\q,)=.\B;.

Die hier auftretenden Grössen

W{p), W[q), W'{p), W' [q)

sind, wie wir früher gesehen haben, identisch mit

ß(/>), Jl{q), a'ip), Ü'{q),

d. i. identisch mit den Fundamentalwerthen der Integrale 9., Sl'.

Die Formeln (16) und (17) sind daher in doppelter Hinsicht von

Wichtigkeit. Einmal zeigen sie, dass die eben genannten Fun-

damentalv^erthe nicht von einander unabhängig, dass nämlich die

Fundamentalwerthe von Sl durch die Relation:

^iPi) + W{p,) + W{p,) + W[p,) =
= W{q,) + W{q,) + W{q^) + W [ci,]

mit einander verbunden sind, und dass eine ähnliche Relation

natürlich auch stattfindet zwischen den Fundamentalwerthen von
ß'. Andererseits zeigen jene Formeln (16) und (17),
dass man, sobald die Fundamentalwerthe

W[p), W{q) und W [p), W' [q)

bekannt sind, die den Functionen W, W zugehörigen
Werthdifferenzen

A, B und X B'

sofort zu berechnen im Stande ist.
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Sechster Abschnitt. Fortsetzung. Zwischen den Werthdifferen-

zen, mit welchen die eindeutigen Functionen W, W in den

Strömen «, 6, c behaftet sind, finden jederzeit gewisse

Relationen statt.

Wir werden nun ferner zeigen, dass zwischen den Constan-

ten A, B einerseits und zwischen den Conslanten A', B' anderer-

seits immer eine gewisse Relation stattfindet.

Die Functionen W und W' sind (vergl. S. 412) iimcrlialb

der einfach zusammenhängenden Fläche 9fl' allenthalben ein-

deutig und stetig. Gleiches" gilt daher auch von dem Diffe-

rentiale:

W.dW.
Ist aber ein Dill'erential innerhalb irgend einer Fläche allenthalben

eindeutig und stetig, so ist, wie wir früher allgemein nachgewie-

sen haben (S. 330), sein um den Rand der Fläche in positiver

Richtung herum erstrecktes Integral jederzeit gleich Null. Ver-

stehen wir also, wie gewöhnlich, unter / eine in positiver Rieh-

tung längs des Randes von 9^1' hinerslreckte Integration, so haben

wir die Gleichung:

(18) jyW . dW = 0.

Rei einer positiven Umlaufung der Fläche Dff wird jeder Strom

a, />, c zweimal, und zwar immer das linke Ufer des Stromes

stromabwärts, das rechte stromaufwärts durchlaufen (vergl.

S. 317). Demnach kann das iin positiver Richtung um '^ her-

umerstreckte Integral

(w.dW

in doppelt so viel Theile zerlegt werden, als Ströme a, h, c vor-

handen sind; jedem einzelnen Strome werden nämlich immer je

zwei solcher Theile zugehören, von welchen sich der eine auf

das Unke, der andere auf das rechte Ufer des Stromes bezieht.

Ist h (Fig. 96) irgend einer unter den Strömen a, 6, c, und sind

W{k), W {X) und W[q), W [q] die Werthe, welche die Func-

tionen W, W auf dem linken und auf dem rechten Ufer dieses



424 Zehnte Vorlesung.

Fig. 96.

Stromes besitzen, so wird der dem linken Ufer zugehörige In-

tegraltheil dadurch erhalteli werden, dass man

PF{X) . dW [l)

stromabwärts integrirt, der dem rechten Ufer

zugehörige Integraltheil hingegen dadurch, dass

man
W[q) . dW [q)

stromaufwärts integrirt. Offenbar kommt es

aber auf dasselbe hinaus, ob man das letztge-

nannte Differential in der eben angegebenen Richtung, oder ob

man dasselbe, mit negativem Vorzeichen versehen, in der

entgegengesetzten Richtung, d. i. stromabwärts integrirt. Dem-

nach wird man die beiden dem Strome h zugehörigen Integral-

theile zusammengenommen dadurch erhalten, dass man den Aus-

druck

W {X) . dW [X) — W{q) . dW [q)

stromabwärts integrirt. Rezeichnen wir daher, wie solches fortan

stets geschehen soll, eine längs des Stromes h stromabwärts

hinerstreckte Integration kurzweg mit 1 , so werden beide Inte-

graltheile zusammengenommen durch

{W{X) . dW [X) — W{q) . dW'iQ))ß
dargestellt sein. Die Werthe W {X) und W' [q] unterscheiden sich

längs h hin nur durch eine Constante. Die Differentiale r/fF' (^)

und dW' {q) besitzen daher längs h ein und denselben Werth;

bezeichnen wir den gemeinschaftlichen Werth derselben kurzweg

mit dW', so verwandelt sich der eben angegebene Ausdruck in:

/iW{k) — W{q)) dW.

Diesen Ausdruck werden wir nun, falls wir den Werth unseres

um 9ft' herumerstreckten Integrales haben wollen, der Reihe nach

für jeden der Ströme rt, 6, c zu bilden, und sodann all diese

Ausdrücke zu addiren haben. Somit ergiebt sich:
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(19) fwdW =:^ Z J{W{X)— W [q]) dW

+ 2 i{W[\) — W[q))dW'

+ Z i{W[l)— W{q)) dW,
Cy.

WO sich von den Sunimationen 2 die erste auf särnnitiiclie Ströme

a, die zweite auf die Ströme ö, und die dritte auf die Ströme c

bezieht.

Nun ist, was die Werthe von W und ?F' zu beiden Ufern

der Ströme «, b, c anbelangt (vgl. S. 416):

längs ciy/. W (A) — W [q] =Ay., W [l] — W [q) = Ä^,

längs h,: W{X)—W [q] = 5,, W {X) — W [q] = B,\

längs Cy-. W [X) — W{q)=0, W (A) — W [q) = 0.

Somit erhalten wir aus (19):

(20) / WdW = Z iAy.dW' + Z By.dW\

^R' %z. ^6.

oder, weil Ay, und B^ Constante sind: •

(21) I
WdW = Z A>c jdW + Z By. idW.

9i' ay. bx

Das stromabwärts hinerstreckte Integral j dW' ist ollenbar gleich

«X

der DilTerenz derjenigen beiden Werthe, welche W' am Ende und

am Anfang des Stromes ay besitzt. Nun hat dieser Strom (vgl.

die Fig. 91a. S. 413) sein Ende im linken, und seinen Anfang im

rechten Ufer des Stromes by. Demnach wird das in Rede

stehende Integral IdW' gleich der Differenz derjenigen Werthe

ay.

sein, welche W' am linken und am rechten Ufer von by be-

sitzt, d. i. gleich Bj sein. Etwas anders verhält es sich mit dem

Integrale / dW'. Denn der Strom by hat (vergl. abermals die

Fig. 91a. S. 413) sein Ende im rechten, seinen Anfang im linken
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Ufer von «xl soiiiil crgiehl sich, dass dieses liilegrai iiichl. gleich

Ax, sondern gleich — Äy' ist.*)

Setzen wir die so erhaltenen Werliie in (21) ein, so er-

giebt sich:

j WdW = £A^By' — EBy,A;..

Somit verwandelt sich die Gleichung (18) in:

(22) Z [Ay.By — Ay By) = ,

WO die Summation ü über sämmtliche Strornpaarc a, b aus-

gedehnt ist. Wir sehen hieraus, dass die den Functio-
nen ?Fund ^'zugehörigen constanten Wer thdifferen-

zen A, B und A\ B' nicht völlig unabhängig von ein-

ander sind. Sind nämlich die Constanten A^ B sämmtlich be-

kannt, und sind ferner von den Constanten A\ B' alle bis au!

eine bekannt, so wird man den Werth dieser einen noch unbe-

kannten vermittelst der eben gefundenen Relation (22) sofort zu

ermitteln im Stande sein.

Es bezieht sich diese Relation auf die Werthdifferenzen zweier

Functionen. Doch findet auch schon bei den Wertlidillerenzeu

einer einzigen Function eine gewisse gegenseitige Abhängigkeit

statt. Um solches nachzuweisen, betrachten wir die Function W
für sich allein, und die ihr zugehörigen Werthdilferenzen A, B.

*) Da Integrale solcher Art in Zukunft öfters vorkommen werden,

so mag bei dieser Gelegenheit gleich im Allgemeinen bemerkt werden,

dass, falls f eine I'unction vorstellt, die längs der Ströme Oy und by

stetig ist, jederzeit

Uy

sein wird. Unter 1 und / sind hier, wie gewöhnlich, Integrationen

a . hy

zu verstehen, die stromabwärts hinlaufen; ferner unter

[/•W-/(9)],,^ und if{l)-f{q)\^

die in a^ und by vorhandenen Werthdifferenzen von f.
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Durch Soiiderung des Reellen und Imaginären mag sich ergeben:

W = U -{- iV,

Ay. = ay_ -\- ia^\

Byr=ß,+ iß,'.

Da W innerhalb der Fläche dt' allenthalben eindeutig und stetig

ist, so wird das in positiver Richtung um diese Fläche herumer-

streckte Integral
f
UdV — zufolge eines früher gefundenen all-

gemeinen Satzes (S. 278) — jederzeit von positivem Werlh sein;

also

:

(23) I
UdF =^ pos.

Dieses Integral lässt sich nun wiederum in doppelt so viele ein-

zelne Theile zerlegen, als Ströme «, 6, c vorhanden sind. Be-

achtet man , dass

längs ciy.: U{k) - U (p) == a^ , V {k) - F (?) = «/,

längs b,: U{X) - U{Q) = ß,, V {l) - V{q)^ ß,\

Vmgscy/. U{X) ^ U{q)=0, F{k)—.F{Q) =
ist, so erhält man:

oder;

I
UdF = Z l(U{X) - U{q)) dF

+ ^ i{V{X) - U{Q))dF

+ zJ(U{l) - U{Q))dF,

j UdV = i: ay jdF + Z ßy jdF,

9t ay by.

wo die Integrationen rechts längs der einzelnen Ströme a, 6, c,

und zwar durchweg stromabwärts, hinerstreckt sind. Nun ist

(vergl. die Note auf S. 426)

J^dV ^ lF{X)- F{q)-]^^_= ßy

ay

fdV= - [FW- F(9)],^= -
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Somit ergiebt sich:

ludV = i:{a,ß,' — c^.'ß,);

und hierdurch verwandelt sich die Gleichung (23) in:

(24) 2{a^ß^' — a^'ß^) = pos.,

wo die Summatioii über alle auf der Fläche vorhandenen Strom-

paare a, b ausgedehnt zu denken ist. Hier haben wir eine
Formel vor uns, welche zeigt, dass die der Function
^^zugehörigen Werthdifferenzen^= « -\-ici', B= ß-\-iß'

in einer gewissen Abhängigkeil zu einander stehen.
Wir können die hier erhaltenen Resultate unmittelbar auf

den Fall ausdehnen, dass die Zahl s nicht =3 ist, sondern

irgend welchen andern Werth besitzt, und gelangen alsdann

schliesslich zu folgendem Ergebniss.

Bezeichnet man irgend zwei unter den primären und secun-

dären Integralen:

^i W = C\ + jF^dz, (0, {z) = Ci + ffidz,

« 8

ß, {Z) =C, + fp.dz, CO, {z) = c, + j},dz,

fi 8

~ z

Sls {z) = Cs+ jPsdz, COs (z) = Cs + Ifsdz,

ö 8

oder auch irgend zwei andere Integrale , die aus jenen auf lineare

Weise zusammengesetzt sind, und die also, ebenso wie jene, auf
der Riemann'sehen Kugelfläche 91 eine gemeinschaftliche und
willkürliche Bewegung besitzen, mit:

Sl{z) ^ y + J Fdz, Sl' [z) = / + I
F'dz, -

A' 8

und versteht man ferner unter

W{z), W [z)

zwei Integrale, die von Sl [z), Sl' (z) nur dadurch verschieden sind.
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dass ihre Bahnen einerseits von einander nn abhängig, und

andererseits auf die einfach zusammenhängende Fläche

9ft' beschränkt sein sollen, so gelten folgende Sätze:

I. Die Differentiale Fdz und F'dz sind auf der unzerschnit-

ienen Fläche 9t alle?ithalben eindeutig und stetig.

IL Die Integrale TV (z) und W [z) sind zwei von z abhän-

gende Functionen, die innerhalb der einfach zusammenhängenden

Fläche ^' allenthalben eindeutig und stetig bleiben, und deren

Werthe in den Puncten p, q identisch sind mit den daselbst vor-

handetien Fundamentalwerthen der Integrale Sl (c), Ä' {z). Die

Werthe
W[p), W{q), W'{p), W'[q)

und die Werthe

Tl{p), Ji{q), si' [p], ii' {q)

sind also unter einander identisch.

III. Die Werthdi/ferenzen, mit welchen diese eindeutigen

Functionen in jedem der Ströme «, b, c behaftet sind, lassen sich

in folgender Weise darstellen

:

längs a., ist: W (X) ~ W [g] = Ay., W' [l] — W' [q] = A^

,

längs by.: W{k) — W{q) = By., W' {X) — W' {q) = By,

längs Cy: W{X) — fr(p) =0-, W' {X) — ^"
[q) = 0,

9V0 unter den A, B und Ä, B' con stallte Grössen zu verstehen

sind.

IV. Zwischen den Fmidamentalwerthen Sl [p], Sl [q] oder

W [p], W {q) und zwischen den der Function W zugehörigen

Werthdi/ferenzen A, B, finden folgende Beziehungen statt:

W{q,) -W{p,) =^A„ W{p,) -W{q,) =^{B,-B,],
W[q.^ -W{p,) =^A„ W[p,) -W{q,) =^iB,-B,),

W{qs-i)~ W{ps-x) =1^.-1, W{ps) - W{qs-r)^i{B,~B,^^)

WiqsY -W{p,) :^^A„ W{p,+,)-W{q,) = -^B,^
W[qs+i)— W{ps+,) = W{p,) - W{qs+i)= i ß,.

^-^{A,+A, + ... + A,),

Demnach ist:

W{p,) + W{p.,) + . . + W{p,^,) = W{q,) -f • W{q^) + . . + W{q,^,).

Analoge Beziehungen gelten nalüriich andererseits auch in Bezug

auf Sl' und W',
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V. Die den eindeutigen Functionen W und W' zugehörigen

Constanten Werthdi/ferenze7i J, B und A\ B' sind jederzeit unier

einander verbunden durch die Relation:

2 i^y.^^' - ^^y'^y) = 0-

VI. Bezeichnet man die Werthdifferenzen der Function W,

wie sich dieselben bei Sonderung des Reellen und Imaginären her-

ausstellen^ mit

^x = "x -\- ««x',

Ry = ßy + ißx\

SO ist Jederzeit

^ («X ßx — Cly ßx) — pos.

Analoges gilt natürlich auch für die Werthdifferenzen von W'.

VII. Die Di/fe7-entialquolie7iten von W [z] und W' {z) sind

da?'gestellt durch die beiden Functione?i:

R
und

F =
^

Jeder von diesen Differentialquotietiten ist demnach auf der ge-

schlossenen Fläche 3i überall eindeutig^ und besitzt in Je zwei

über einander liegenden Puncteji der Fläche etitgegcfige setzte

Werthe.

Zwischen ilen Worthen, mit welchen die auf gemeinschaft-
licher und wiilkührlicher Bahn fortlaufenden Integrale

z
'

z

fl (z) = y ^ JFdz, Sl' {z) = y' + IF'dz

in irgend einem Puncte z eintreffen, und zwischen den VVerthen,

welche die eindeutigen Functionen W {z), W' [z] in jenem Puncte

besitzen, finden sehr einfache Beziehungen statt. Zufolge eines

friilier hingestellten allgemeinen Satzes (S. 34B) können die einen
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und die andern Werthe immer nur durch Vielfache der Dideren-

zen A, B oder A', B' von einander verschieden sein.

Läuft nämlich die gemeinschaftliche Bahn der Integrale Sl, Sl'

von dem gegebenen Puncte .v bis zu einem beliebigen andern

Puncte z fort, und sind l^, l^, ... /,, A^, X.,, ... k^ die Zahlen,

welche angeben, wie oft diese Bahn die Ströme Oj, «j, . . . as,

&j, 6.,, . • • bs vom linken zum rechten Ufer überschreitet,

ferner r^, n, , ... r^, pj , q^, ... Q., diejenigen Zahlen, welche

angeben, wie oft die Bahn jene Ströme in entgegengesetzter

Flieh tung überschreitet, so werden zwischen den Werfhen ^ {z),

Sl' [z) , mit welchen die Integrale im Endpuncte der Bahn ein-

treffen, und zwischen den Werthen W{z), W'[z), welche die

Fnnctionen W, W' daselbst besitzen, folgende Relationen statt-

finden:

n=s
Sl{z) = W {z) + ^{{l.-r,) A, + {X,-Q,) B,},

x= l

Sl'iz) ^ W'{z) + ^{[l,-r,)A,:^ [K— Qy) B.;}.

Die Zahlen l, r, A, q sind in beiden Formeln dieselben, weil

die Bahn der Integrale Sl, Sl' eine gemeinschaftliche ist.

Ausserdem ist zu bemerken, dass bei Aufstellung dieser Formeln

die Frage, wie oft die Ströme c von jener Bahn überschritten

worden sind, gar nicht zur Sprache kommt, weil die Werth-

differenzen der Functionen W, W in den Strömen c sämmtlich

= sind.

Wir setzen zur Abkürzung:

ly. — r^ =^ My., ky, — Qy. = lly,,

und erhalten dann einen Satz, der, den vorhergehenden sich

anschhessend, folgendermassen lautet:

VIII. Zwischen den Werlhen il (z), ß' (z), mit welchen die

auf gemeinschaftlicher und völlig willkührlicher Bahn fortlaufen-

den Integrale ü, Sl' in irgend einem Puncte z eintreffen^ und

zwischen den Werthen W (2), W (2), welche die eitideutigen Func-

tionen W^ W' in jenem Punct besitzen, findet, falls man unter

m, n irgend welche ganze Zahlen versteht^ jederzeit folgender Zu-

sammenhang statt:
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ß {z) =, W{z) + (m, ^j + ?«2 ^2 + • • • + '«.' ^.') +
+ («1 ^1 + ;i2 Z?2 + . . . + «. i?.),

i^' (;) = ^"(2) + (m, ^'1 + m^Ä\-\- . . . -[- OT, ^',) +
+ -(n^ ^'j + «2 ^'2 + . . . + n, B',).

Denkt mati sich die gemeinschaftliche Bahn der Integrale ü, ^'

auf der Fläche 'Hü in einer unaufhörlich fortschreitenden^ bald hiehin

bald dorthin gehenden Bewegung begriffen^ so werden die Zahlen w, n

im Allgemeinen constant bleiben, und nur ab und zu, nämlich

jedesmal wetiti die Bahn einen der Ströme «, b überschreitet,

eine sprungweise Aendermig erleiden.

Siebenter Abschnitt. Die bei Bildung der secundären Integrale

0), , «2 , ... CO.S noch unbestimmt gelassenen Coefficienten F
werden definitiv festgesetzt; und zwar in solcher Weise, dass

die mit diesen Integralen conjugirten eindeutigen Functionen

w, , W2 , . . . w.s hinsichtlich ihrer in den Strömen a, b, c vor-

handenen WerthdiflPerenzen gewissen einfachen Anforderungen

Genüge leisten.

Unter Ä, Sl' wurden irgend zwei unter den primären und

secundären Integralen Äj, Äj, • • . ß^, coj, Wj, . . . w^, oder

auch irgend zwei andere Integrale verstanden, die aus jenen auf

lineare Weise zusammengesetzt sind. Wir bezeichnen mit W^,

W2, . . . Ws, W|, W2, . . . w., diejenigen Functionen, welche

zu den primären und secundären Integralen 5i, , Äj, ... Sl^,

ojj , «2, ... CDs in derselben Beziehung stehen, wie die so eben

untersuchten Functionen W, W zu den Integralen ü, W.

Zufolge des II. Satzes werden dann W^, W^, ... Wg, w,,

W2, ... w.s innerhalb der Fläche 9^1' allenthalben ein-

deutig und stetig sein. Und zugleich werden die Werthe

(1) W„{p), Wa{q), W<,(p), Wa(^),

welche jene Functionen in den Puncten />, q haben, identisch

sein mit denjenigen Fundamentalwerthen

(2) 'Siaip), Si„{q), ^a{p), ^a{q),

welche die primären und secundären Integrale in eben denselben

Puncten besitzen; so dass es in Zukunft völlig gleichgültig sein
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W.W'
'W.W
w.(A) w„((?)=0.

wird, ob wir die eben genannten Fundamentalwertbe wie in (2)

mit 52, rö, oder wie in (1) mit W, w bezeicbnen.

Zufolge des III. Satzes lassen sieb die Wertbdifferenzen, mit

welcben die Functionen W, w in den Strömen «, &, c behaftet

sind, folgendermassen darstellen:

längs a;,: W,{1) - W„{q) = A/'^

(3) längs b, : W,{X) - W,{q) = B.i"),

längs c^ : }F,{k) — W,{q) = 0,

c = 1, 2, . . . s,

yi = 1, 2, . . . s.

Die Jx^''^ ^x^''\ Ox*"', ö;.^"^ sind Constante, welche, wie sich aus

dem IV. Satz ergiebl, zu den Fundamentalwerthen der primären

und secundären Integrale, d. i, zu den Wertben

^Ap)^ •ßa('Z), "a(p), ^a{q)
oder

W.{p], W„[q), w„(;>), W,(7)

in folgender Beziehung stehen:

WM
(4) W,[qs-r) - W.ips-i}

WM - w.{ps)

W,[qs+r) - W.{ps^,)

\As-&), WM —W4qs-i)^^{Bj<')-B,_rM),
4^.^'", W^ips^,

WM -WAqs+r)=\B,^'') ;

W.('7i) —yJoiPi) =i«iH

c = l, 2

Nun hingen die secundären Integrale mit den primären durch

folgende Gleichungen zusammen:'

(G) (Oa{z) = A('')ß,(j) + . . . + r,('^)52,(2).

wM -w.iVy,_i) =:! {*,(-)

-
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auf ihrer willkührlichen und gemeinschaftlichen Bahn nach irgend

welchem andern Puncte z, so werden die Werthe ß(z), cü{z),

mit weichen sie in diesem Puncte eintreffen, jederzeit durch die

Gleichungen (6) verbunden sein. Denkt man sich die Bahn der

.4rt gewählt, dass sie die Ströme «, &, c nirgends überschreitet,

dass sie also ihrem ganzen Laufe nach innerhalb dV bleibt, so

sind die eben genannten Werthe 5i(z), «(z), mit welchen die

Integrale im Endpuncte der Bahn anlangen, nichts Anderes als

diejenigen Werthe, welche die den Integralen conjugirten ein-

deutigen Functionen W, w in jenem Punct besitzen; also iden-

tisch mit W{z), w(z). Somit ergeben sich folgende Gleichungen:

(7) Wa{z) = r/'^) w^{z) + . . . + rs<<') Wsiz).

o = 1, 2 . . . s.

Bildet man diese Gleichungen für den Fall, dass der Punct z mit

Px, und dann für den Fall, dass derselbe mit q^ zusammenfällt,

so ergiebt sich, wenn man die erstem Gleichungen von den letz-

tern subtrahirt:

(8) Wa{q.) — Wa[py) = IV^K^V^iq.,) - W,{p,)) -f . . .

Sind nun ^;,(i), 5^(i), AJ^\ ß^(2), . . . ^^(^), i?^(0 „nd 0;,W, b^^^

fix^^\ &^<2>, . . . Ox^'^ ^x^"' die Constanten Werthdifferenzen, mit

welchen die Functionen fF^, W\, . . . W^ und w,, W2, . . . w, in

den Strömen Uy,, h^ behaftet sind, so ist nach (4) und (5):

Wa{qy) - Wa{p,) = \ A,("\

^a{q>c) — Waipx) = \ ayS°\

vorausgesetzt, dass % eine der Zahlen 1, 2, ... s vorstellt.

Und hiedurch geht die Gleichung (8) über in:

(9) ö;,«^) = r^w Ay}-^) -f T^^"^) ^^(2) -f . . . + r,('^) Ax^'\

ff = 1, 2, ... s,

X = 1, 2, . . . «.

In ähnlicher Weise ergiebt sich, wie leicht zu übersehen, aus

den Gleichungen (7) auch ferner:

(10) ft^C') = r^i<y)By(^) -j. r^i^^Bj^) + . . . + r.c') By(^)

ü = l, 2, . .. s,

X = 1, 2, ... 5.

Die Coefficienten r, durch welche wir von den primären zu
den secundären Integralen übergingen, waren bisher völlig un-
bestimmt gelassen. Für die B(-handlung unserer Probleme in der
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secundären Form, oder, wie wir uns kurz ausdrücken können,

für die Umkehrungsprobleme der secundären Integrale ist es nun

von wesentlichem Vortheil, wenn die diesen Integralen zugehöri-

gen Differenzen a^^*^' gewisse einfache Werthe erhalten.

Wir bestimmen zu diesem Ende die in Wj oder Wa ent-

haltenen Coefficienten

r^w, r^i''^ r,('')

der Art, dass die Grössen

«1«^), a^^"), rt^'^'

mit Ausnahme von aa^"'> sämmtlich =0, «a'"^) aber =i7i wird;

also der Art, dass folgenden Gleichungen Genüge geschieht:

= iV'^)^i(i) + r^^^^A^i^^ 4- . . . + r,^'')^,^,

= r^w^/i)
-t-

Tgw ^3(2) _j_ _ . ^ ^;'^)^2^*^

/;r = r,(<^) ^„(1)
-t- R/'')Ja^^) -I- . . . + r,(«)^„w

= r^«') ^(1) + r^M A/^) + . . . 4- r,M ^,w.

Hieraus folgt:

r(o) -- i^ _M_
(11)

2 - - ^ • g^^(2), 0= 1, 2, . . .s

r.«^) = gz^

dA, Wi

WO unter z/ folgende Determinante zu verstehen ist:

(12)

^.(^) A,^^ AA-^)

Bei Anwendung dieser Coefficienten (11) werden also unter den

der Function w^ zugehörigen Differenzen a^^^\ «2^^^ • • • ^^s^^^

alle mit Ausnahme von «^^^^ ferner unter den der Function w.>

zugehörigen Differenzen o/^*, a^^^^ . . . a^'^^ alle mit Ausnahme

von «2*^^ verschwinden, u. s. w. Die Werthe von öj<*>, a^^^^ . . .
«j<^^

aber werden '% werden. Von den beiden Quadraten:

28*
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wo die n vorläufig ganz beliebige constante Coefficienten vor-

stellen sollen. Sind X und q irgend zwei auf dem linken und

rechten Ufer des Stromes «« einander gegenüberliegende Puncto,

so ergiebt sich, wenn man in (15) für z einmal den Punct A,

sodann den Punct q nimmt, und beide so erhaltenen Gleichungen

von einander subtrahirt:

W{X)— )^(9) = ni(w,(A)~Wi(?)) + ... + «5(w.(A)-w.(?)),

also, weil wir es mit dem Strome a^ zu thun haben, und die

Differenz Wa(A) — ^aio) längs dieses Stromes gleich a«^"^ ist:

W{k) -W{q) = «1 ö;,W + W2 0x^2) + . . . + „^ ö!^(*).

Ebenso ergiebt sich, dass längs des Stromes &x

W[l) - W[q) = n, &;,(!) + n^ &;,(2) + _ . + „^ j^(.)

ist. Bezeichnen wir daher die Werthdifferenzen, welche die hier

betrachtete Function W in den Strömen a, h besitzt,

längs ttx mit: W[l) — W{q) = tt^ •{- ia\,

längs h^ mit: W{1) - W[q) = /3x + «jS'x,

so habenjwir:

«x + i^'y. = n^ «x^^^ + «2 ßx<^^ + • . . + w^ «x^'^

oder, weil a^^^^ den Werthijr, und alle übrigen unter den Grös-

sen ax^^^ Ox^^N • • • öx^*^ den Werth besitzen:

^^ + e^^ = n, &,(!) + «2 &><<'^ + . . . + «5 &x(^).

Wir wollen nun voraussetzen, die Coefficienten n wäi-en sämmt-

lich reell. Alsdann ergiebt sich:

«X = 0,

ß'x = «X «,

und ferner, wenn wir die reellen Theile von ft^^^^ &x^^^ • . • *x^*^

für den Augenblick mit r^^^^ r^^^^ . . . r^^*^ bezeichnen:

|S^ = n^ rx(i) + «2 '•x^'^ + ... + «. r^(*).

Zufolge des VI. Satzes muss nun jederzeit

^(ofx p X — a X Pxj = pos.

sein. Substituirt man hier die für a^, «'x, |?x so eben gefun-

denen Werthe, so ergiebt sich:
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X= l

d. i.

o(U was dasselbe ist:

. + >h r^^'^) ^ «''S'.,

^^"«
Die hier auf der linken Seite stehende Summe ist aber nichts

Anderes als der reelle Theil des Ausdruckes

(16)
_ ^^ ''" ''' ^^''^*

Die Differenzen öx^^> sind also der Art, dass der reelle

Theil dieses Ausdrucks (16) jederzeit einen negativen

Werth besitzen wird, sobald die darin enthaltenen

Grössen «, , w.,, ... ?is sämmtlich reell sind,

Die Coefficienten

pfff)^ rJ^\ . . . r/^^

sind in (11) vollständig bestimmt worden. Damit ist aber zugleich

auch die Bildungsvveise der sccundären Integrale vollständig fest-

gesetzt. Wir können uns darüber, indem wir ay,x statt ciy}''-^ oder

fuW, und byi statt b^^^^ oder b^^"'* setzen, in folgender Weise

aussprechen:

Bildungsiveise der secundären Integrale. Aus den

Fundamentalwerthen der primären Integrale , d. i. aus den Werlhen

Siaip), ~Sla[q) oder Waip), Wa[q)

setze man nach einander folgende Constanlen zusammen .-

Wo{q^) -Waip,) =iA-/''K

{\)Wa{qs-l)-Wa{ps-l):={A,_,^

W„[qs) —W„{p,) =^As^^\

Waiqs^x) - W„(p,^,)=
=: - i (^/") + A./'^) + ,

G =

('^).

Wa{ps+l)-Wa{q.) = — ^ 5,»

Wa{p^) -W„{q,^,)=\B,«»;

+ A,^%
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ferner die Constanlen:

(2)

(3)

(4)

(5)

As^')

in d^ .

'j • dA^)'

(f, T, W = 1, 2, . . . 5.

Alsdann wird

"Xff =^^ t>(jx

sein; ferner wird Jede der Constanlen a^ai jß nachdem x, 6 gleich

oder ungleich sind, den Werth in oder den Werth besitzen;

und endlich werden die Cofistanten h^a der Art beschaffen sein,

dass der aus ihnen mit Zuziehung irgend welcher reellen Grössen

ti^, w., , . . . Us zusammengesetzte Ausdruck

&11 Wi^ + 2öi2 «^ ^2 + • • • + ^ss ns^

jederzeit einen negativen reellen Theil besitzt.

Bei der Bildung der secundären Integrale benutzen wir nun

die so eben construirten Constanteti F als Coefficienten, setzen

also

:

(6) coa [z] = A(-) si, {z) + r^c-) si,{z) + ... + r,io) ß, (z).

(T = 1, 2, . . . s.

J)ie den secundären Integralen conjugirten Functio-

nen. Bie eindeutigen Functionen v/i, 'W2,"»Ws und W^, W^-f-Ws,

welche den secundären und den primären Integralen conjugirt sind,

werden dann durch ganz analoge Gleichungen mit einander ver-

bunden sein, nämlich durch folgende-.

(7) wa(^) = AC') w,[z) + r^w w^iz) + ... + r,w Ws[z).

6 ~ 1, 2, ... s.

Bie vorhin construirten Constanten axa-, ^xa sind nichts An-

deres als die Werthdifferenzen der Functionen w^ , Wj , • •• . W« in

den Strömen a, b, c. Es ist nämlich, was die Function Wa an-

belangt :
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(8)

läufjs a^: Wo(A) — Wa(9) == Uo

längs by.: Wa(A) — w„{q) ~ h^

längs Cr.- Wff(A) — Wff(?) = 0.

ö, M = 1, 2, . . . S.

Demgemäss finden zwischen den Fundamentalwcrlhen der se-

cundären Integrale, d. i. zwischen den Werthen i^taip), ^a{q) oder

"^oiPJx ^a{q) und zwischen diesen Conslanlen a-^a, Ka folgende
Gleichungen statt:

Wa(^.J -Wa(/?2)

(9)

Wo (ps+i) — Wa (?.) = ~^bas,Wa[qs) ~-VJa{Ps) ^ -^ Uas

,

Wfffc-Hl) - Wa(ps+i)^=

= — i (öffl + «02 + . . + «<T,)

ö = 1, 2, . . . s.

Biesen Gleichungen kann man, wie leicht zu übersehen ist, auch
folgende Gestall geben-.

"^aiPi) —WaiPi)^^{bai — bai)

,

^aiPi) —Wa{pi) = ^{b„2 —boi + aai).

10)
Wff(Pa Wa (p^) = ^ [ba^ — 6^1 + aal + «^2)

,

(11)

Wa(i>,,j —Vfa{p;)=^{bas — 6<t1 + «al + «^2 + • • + «^._l),
Waf/>.+i) - W^

(/>i)
= ^ (

- bai + a^i +«<,, + .. + «^^_, + «^
ff = 1, 2, ... s.

Wafei) - Wa(/>i) =^(6^1 -6al+ßal),
Wa (r/a) — W^ (/>,) z= ^ (&^2 _ bai + «al + aas)

,

Wa ((Zg) - Wa fi?j) = |. (0^3 — bai + «^1 + 0^2 + «as)

,

Wer [qs) - Wa(/>i) = I- [bas - bai + 0^1 +aa2 + . . + a^,),

Wafe+l) - Wa (jii) =^i -
&<,i).

(T = 1, 2, ... .9.

Beachtet man, dass a^^, Jenachdem a, % gleich oder ungleich
sind, den Werlh in oder besitzt, dass mithin die Summe

«<Tl + «a2 + . . . + Uas

jederzeit = in sein wird, so kann die letzte der Gleichungen (10)
auch so geschrieben werden-.
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(12) Wa(/>.+l) — Wo(/>,) = i [iTt — b„,)

ff = 1, 2. . , . A-.

Ferner ergicbl sich, wenn man in den s erslen der iUeiehungen (10)

für die Zahl ö spccieUe Wcrlhc nimmt, und dabei wiederum die

eigcnthünüichcn Wcrlhc von a„x berücksichligt:

Wi(i>i) - w,(/>,) = ^ (öij
—

6ii)>

W2 (/>>) - yr-M = i (*r> — ^•>i)^

W3(/>3) — W3(/>i) = ^ (Ö33 — 63,),

Somil erhallen ?vir allgcmain:

(1'^) Wa(/)a) — Wa(/)i) =
-i"

{baa — l>ol)-

ff = 1, 2, .
.- . s.

Endlich crgiebt sieh durch Subtraclion von (12) und (13);

(14) Wa(pa) — Wa(/>,+ i) = ^ {baa — in)

ff = 1, 2, ... 5.

Ausserdem ist noch zu bemerken, dass die JDiffcrentialquo-

ticntcn:
d Wi (z) d Wj (;) f?W.v (;)

rfz ' rf- ' • • • rf:

Functionen sind, welche auf der ursprünglichen Fläche ^)t allent-

halben eindeutig bleiben, und welche' daselbst in Je zwei über-

cinanderliegcnden Punclcn entgegengesetzte Werthe besitzen.

Die lolzle Heinerkuiij; ist eine uniuittelbare Folge des Vll.

Satzes Seile 430.
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Die von den AbePschen Integralen abhängende

^ -Reihe.

Ws werden in

Verbindung mit willkührlichen Constanten g^, g-i-,
• Os zu Ar-

gumenten einer s fach unendlichen ^- Reihe genommen. Der so

entstehende Ausdruck '9'(w, — 6'j> w^ — gf.,' • • • w,v — g,) ist

dann eine von z abhängende Function, welche, ebenso wie

W|, W2, ... w^ selber, innerhalb der Fläche OV überall

eindeutig und stetig bleibt.

Ist irgend eine Function (p bei ihrer Ausbreitung auf der

von uns construirten Riemann'sdien Kugelfläche 9^1 allenthalben

eindeutig, ist also jeder Punct der Fläche immer nur mit je

einem Werthe der Function belastet, so wird jedem Puncte der

Fläche auch immer nur ein Werth von e^ entsprechen; folglich

wird die Exponentialgrösse e^ eine Function sein, welche bei

ihrer Ausbreitung auf jener Fläche ebenfalls allenthalben eindeu-

tig ist. üeberall, wo op endlich ist, wird auch e^ einen end-

lichen Werth besitzen; und überall, wo 99 stetig ist, wird auch

e^ stetig sein.

Die den Integralen ro^, «2, ... w? conjugirten Functionen

Wj, Wj, ... vis sind, wie wir gesehen haben, auf der Fläche 0*1

allenthalben eindeutig, und mit Ausnahme der Ströme «, b da-

selbst auch überall stetig. Gleiches wird demnach von den Expo-

e * gelten, und, falls wir unter
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Ji\^^ Ä'j, Ä^, . . ^ Ks irgend welche Constauteu verstehen, auch

von der Exponentialgrösse

Kr. + K, W, + K, Wa + . . . + Ks Vfs

Um die Unstetigkeiten , mit welchen diese Exponentialgrössen in

den Strömen a, b behaftet sind, näher zu bestimmen, betrachten

wir irgend einen unter jenen Strömen, etwa den Strom cix. Sind

k und Q irgend zwei auf dem linken und rechten Ufer von Oy,

einander gegenüberliegende Puncte, und sind ferner w/, w,^,

. .
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längs (ix : W^ — w^ = «OXt
r]Q

längs 6^ : w^ — W? = hax, -L- = e ^ ^^ ^ ^ ^"^ ^ ' *^

De)- hier auftrende Expotietit:

I^i «IX + K^ ttix + . . . + Ks üsx

ist übrigens^ wenn man auf die eigenthümlichen Werthe der Grös-

sen üay. achtet^ gleich Ky. . ni.

Wir verallgemeinern gegenwärtig unsere Betrachtung; an

Stelle von iq nehmen wir folgende Exponentialgrösse

:

^__.g(*ii «1^+2 ÄjjWj «2 +•• • + *** ns^) + 2(Wi ?2i+W2n2+. . .-}-W5 ns)

liier sollen b^^, Jj,» • • • ^ss diejenigen Constanten sein, durch

welche die Werthdifferenzen der Functionen w^, Wj, ... w« in

den Strömen b dargestellt werden; und w^, n^, . . . Us hehehig

gewählte positive oder negative ganze Zahlen. Solcher Ex-

ponentialgrössen H können wir unendlich viele aufstellen, in-

dem wir für die Zahlen n^^, Wj, . . . n^ andere und andere Werth-

systeme nehmen; wir denken uns die Summe all' dieser unend-

lich vielen Exponentialgrössen gebildet, und bezeichnen dieselbe

mit S, setzen also

S ^ SH,

wo die Summation 2 über jede der Zahlen n^, «2» . • • w^ von

— oo bis -f- oo hinerstreckt ist.

Beachten wir, dass die Functionen w^, Wg, ... w* auf der

Fläche D^t nirgends unendlich grosse Werthe besitzen*), und be-

achten wir ferner, dass der reelle Theil des Ausdrucks:

öii «1^ + 2 &12 w^ n2 + . . . + hss ns\

wie wir kürzlich (Seite 439) gefunden haben, jederzeit negativ

ist, so können wir auf die hier gebildete Summe S sofort einen

*) Es ist nach unserer Definition Wir der Werth eines gewissen In-

tegrales c<, -|- 1 fadz, welches in seiner Bewegung auf die einfach zu-

ö

sammenhängende Fläche '^ beschränkt ist. Das in diesem Integral

enthaltene Differential fa dz ist auf der Fläche Dl allenthalben eindeutig

und stetig; daraus folgt, dass der Werth des Integrales allenthalben

endlich bleibt.
'
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früher (Seite 29) erwähnten Satz in Anwendung bringen. Jenem

Satz zufolge wird der Werth von S jederzeit ein völlig be-

stimmter und endlicher sein. Gleichzeitig wissen wir, dass

die Exponentialgrössen H, aus welchen S zusammengesetzt ist,

von z abhängende Functionen sind, welche — ebenso wie die

zuvor betrachtete Exponentialgrösse tj — auf der Fläche 3^^ allent-

halben eindeutig, und mit Ausnahme der Ströme a, h daselbst

auch allenthalben stetig sind.

Denken wir uns also jeden Punct der Fläche 9^1 mit dem

ihm zugehörigen Werthe von S belastet, so wissen wir einerseits,

dass all' diese Werthe völlig bestimmt und endlich sind,

andererseits, dass dieselben durch eine Superposition unendlich

vieler Grössen IZ entstanden sind, von denen jede, für sich allein

betrachtet, mit Ausnahme der Ströme a, b auf ^ allent-

halben stetig ist. Daraus aber folgt, dass der Werth von S
auf der Fläche 9^ nicht nur überall endlich und völlig bestimmt,

sondern mit Ausnahme der eben erwähnten Ströme a, h daselbst

auch überall stetig sein muss.

Offenbar wird in unserer Betrachtung keinerlei Aenderung

eintreten, wenn wir die in S und H enthaltenen Functionen

Wj, Wj, ... W5 mit Wj

—

g^^ W2— g2i • • • w^

—

gs vertauschen,

vorausgesetzt, dass wir unter g^j, ^2? • • • 9s irgend welche Con-

stanten verstehen. Folglich:

Versteht man unter fc^j, &,2, . . . hss die Constanten Werth-

di/fcremen , mit welchen die Functioficn Wj, Wo, . . . w^ in den

Strömen b behaftet sind, und bezeichnet die von diesen Constanten

und von irgend welchen andern Argumenten U^, U.,, ... U,, ab-

hängende s fach unendliche Reihe

^/n'^i' + 2 h, „1 «2 + . .. + bss ns^) + 2 («, [/, ^ n, U, -{-... -\- ns Us)

in Zukunft mit:

&{ü,, U„ . . . U.),

so wird 9'(Z7j, U21 ... ?/,,), so lange keines der Argumeyüe U^,

üj, ... Us unendlich gross ist, jederzeit einen völlig bestimm-

ten und endlichen Werth besitzen.

Vertauscht man ferner die Argumente U^, V^, ... Ug mit

mit den von z abhängenden Functionen Wj, W.„ • • • W^, oder auch,

falls gy, g2, . . . gs irgend welche Constanten vorstellen, mit
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Wi — öTj , W2 — ö'.^ ' • • • W- — 9si so werden die hierdurch eti fstehen-

den Ausdrücke

'ö' (W| , W2 , . . . W.,)

,

-^(Wi— ö'u ^2—02^ • • ^s — Os)

voti z abhängende Funciio?ieti sein^ welche ebenso wie Wj, Wj, ... w^

selber, auf der Fläche 9fl mit alleitiiger Ausnahme der Sl7^öme a, b

allenthalben eindeutig und stetig sitid.

In Bezug auf den hier eingeführten Ausdruck & ist zugleich

noch Folgendes in Erinnerung zu rufen (vergl. S. 35)

:

Der Werth von&[U^, 1/2, ... Us) bleibt, sobald sämmtliche

s Argumente in ihr Gegentheil umschlagen , ungeändert , d. h. es ist:

&{U,, U^, ... Us) = &{-U^, -U2, . . . -Us).

Sind feimer U^, U.^, ... Us und V^ , F., , . . . F., zwei Systeme

voti Argumenten, zwischen welchen, falls m^, ot.„ . . . ms, n^, n^, ... tis

beliebige ganze Zahlen vorstellen, folgoider Zusammenhang statt-

fijidet

:

Vi = U^ -{- W| Tci + n^ iji + «2 &21 ~i" • • • + ^^s bsi,

V2 = U2 -\- m2 ni + n^ b^^ + '^2 *22 + • • • + '^* ^^-2,

Vs = Us + ms Tci + n^ bu + «2 *2s + • • • + «5 bss,

so ist Jederzeit: *

&{Vl, F;,... Fs) _ S ny.{Vy + Uy. -{- Vly. ni)

&{Ui, Uz, . . . Us) ~ ^'

Die beiden Ausdrücke &{Uy, U2, ... Us) und&iV^, F2, . . . F,)

werden demnach eitiatider gleich sein, sobald die Argumente des

einen und des andern nur um irgend welche Vielfacheti vo?i ni

verschieden sind.

Um die Unstetigkeiten , mit welchen die vorhin genannte, von

z ahhängende Function

Q = &{vix — gi, W2 — 6^2. • • • w,— ^,)

in den Strömen a, b behaftet ist, näher zu bestimmen, betrach-

ten wir irgend einen jener Ströme, etwa den Strom ay. Sind

l und Q zwei auf dem linken und rechten Ufer von «^ einander

gegenüberliegende Puncte, und sind Wj'^, Wo'^, . . . w/, '&^ und

w,?, Wy^', . . . Wji?, 'ö'? die Werthe, welche die Functionen

w, , W2, ... Wj, ^ in jenen Pimcten besitzen, so ist:
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Q^ = &{Wi^ — g^, Vf/ - ^2, . . . w/ — 9s),

&Q = ^(w^e -
ö'i. W2? - ^,, . . . W.V? - gs).

Nun ist für den hier betrachteten Strom a-^:

Wi^ — WjP = (liy., W./ — Wo? = ('2^, . . . W/ — Ws^ = (Isy.;

also mit Rücksicht auf die eigentliümlichen Werlhe der Cros-

sen (lax:

Wj^ — W|? = ?«l
7ti^ VI2'— W2?= m^ Tii, ... w/ — 'Ws^= ms 7t?,

wo ??2j , ??22, . . . w^ ganze Zahlen vorstellen, von welchen eine

gleich 1, die übrigen gleich sind.

Die in Q^ und &<i enthaltenen Argumente

Wi^ — gi , W2^ — ^2 ) • • • w/ — gs

und

Wj? — ÖTj
, W2? — ^2' • • • W.? — ö',

unterscheiden sich also von einander nur durch gewisse Vielfache

von 7t i. Zufolge des letztgenannten Satzes wird demnach 0"^ = 0?

sein. Somit ergiebt sich, dass die Werthe von -9^ zu

beiden Ufern des Stromes «^ einander gleich sind. Sol-

ches gilt natürlich für sämmtliche Ströme a. Und es wird

also d- eine Function sein, die auf der Fläche di nur noch in

den Strömen b unstetig sein kann.

Was nun die letztern Ströme anbelangt, so wird, falls man

sich die Formeln

&^ = ^(Wi^ - ^1, w/ — g^, ... w/ - gs),

&Q ^ ^(Wj? - g,, W2? — g-i, . . . w,,? - gs)

auf zwei einander gegenüberliegende Puncto X und q des linken

und rechten Ufers von by bezogen denkt,

Wj'^ — Wi? = bly, Wo^ — W2? = b2y, ... W/ — WsC" = bsy

sein. Die in &'^ und &Q enthaltenen Argumente stehen daher in

diesem Fall in folgender Beziehung zu einander:

(Wi^ — ^1) = (Wi? - ^1) + biy,

[w/ — gr,) = (W2? - g-^ + boy,

(w/ — gs) ^ (w,? — gs) + bsy.

Somit ergiebt sich zufolge des letzthin angegebenen Satzes (S. 446) *)

,

*) Von den in jenem Satze enthaltenen ganzen Zahlen ?«j, nij, ... m.i,

»1, n.2, ... ns sind im vorliegenden Falle alle gleich mit Ausnahme
der Zahl 7ix, nnd diese gleich 1.
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&^
,
^—((Wx^ — gy) + (WxQ — gy.))

oder, wenn man das arithmetische Mittel
^^ + ^^^

,^jj ^^ ^^_

zeichnet:

Wir gelangen somit zu folgendem Ergebniss:

Der aus den eindeutigen Functionen w^, Wj, . . . w, und aus

irgend welchen Constanten g^^ ^g » • • • ds zusammengesetzte Aus-

druck

^ = '9'(wi — ö'i> "Wij — 0^2, . . . w, — gs)

ist eine von z abhängende Function^ welche auf der Riemann^sehen

Kugelfläche 3^1, mit alleiniger Ausnahme der Ströme &, allenthal-

ben eindeutig und stetig bleibt.

Was die Werthe dieser Function zu beiden Ufern der Ströme b

a?ibelangt, so ist

längs &. : 1^ - e^
S^- - viy^ - Wy, _ ^2gy-2Wy

wo w^ (las arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt, welche

Wx zu beiden Ufern von by. besitzt. Der Wetihquotietit, mit wel-

chem die Function & in Jedem einzelnen Strome b behaftet ist, hat

also keitieswegs eine constante Grösse, sondern eine Grösse, die

sich längs des Stromes hin von einer Stelle zur andern stetig

ändert.

Auf der Riemann'schen Kugellläche &^ wird eine Function

nur dann allenthalben stetig sein können, wenn sie in jedem der

Ströme a, h, c zu beiden Ufern gleiche Werthe besitzt. Han-

delt es sich aber nicht um die Stetigkeit auf der Fläche 91, son-

dern nur um die Stetigkeit innerhalb der Fläche 9V, so wird zu

dieser letztern jene Gleichheit keineswegs erforderlich sein. Die

hier betrachtete Function

& = ^(wj - gi, Wj - STj, ... w,— gs)

wird demnach eine Function zu nennen sein, welche innerhalb

di' allenthalben eindeutig und stetig ist; und daneben

wird dann, was ihre Wertho am Rande von dV anbelangt, zu

bemerken sein, dass
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... &^
längs r/;,: — =L

(1) längs 0.:!' = .'^^

... &^
längs cy.: ^ — 1

ist.

Zweiter Abschnitt. Mit Hülfe der s fach unendlichen ^- Reihe

lässt sich aus den Functionen w,, W2, . . . w^ ein Ausdruck auf-

bauen, der von z auf algebraische Weise abhängig ist.

Wir müssen uns nun an einige früher gefundene allgemeine

Sätze erinnern (S. 244. 246. und 209.). Ist eine von z abhängende

Function auf irgend einer Fläche allenthalben eindeutig und
stetig, so kann sie daselbst immer nur in einzelnen Puncten

Null werden. Ferner wird ihre Ordnungszahl — jenen Sätzen

zufolge — in jedem Nullpuncte durch eine positive ganze
Zahl, und in jedem andern Punct der Fläche durch Null dar-

gestellt sein. Endlich wird die Summe sämmtlicher Ordnungs-

zahlen, welche sie auf der Fläche besitzt, durch ein gewisses in

positiver Richtung um den Rand der Fläche herumerstrecktes In-

tegral ausgedrückt werden.

Rezeichnen wir also die einzelnen Nullpuj;^cte , welche unsere

von z abhängende, auf der P'läche di' allenthalben eindeutige und
stetige Function:

^ = -^ (Wi - ^1, W. - g,, . . . w, - gs)

besitzt, mit z^, z.^, ... z^, und bezeichnen wir ferner die in

diesen Puncten vorhandenen Ordnungszahlen mit m^, m^, ... m^,

so wird

(2) rn,+m, + ... + m,=.^Lj

m:

sein; wo das Integral

(3) 1
'dd;

&

in positiver Richtung um den Rand von dl' herumerstreckt ist.

Rei Ausführung einer solchen Integration wird jeder von den
Strömen «, b, c zweimal, und zwar immer das linke Ufer

Noumiinn, Abcl'scho Intog-ialp. 90
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stromabwärts, das rechte stromaufwärts (lurclilaufen. Ist

daher h irgend einer unter den Strömen «, h^ c, und sind %^-

und %^ die Werthe, welche ^ zu beiden Ufern von h besitzt, so

besieht der Beitrag, welchen dieser Strom h zu dem Integrale (3)

liefert, aus zwei Theilen; der eine wird dadurch erhalten, dass

man -r^- stromabwärts, der andere dadurch, dass man -k—

stromaufwärts intcgrirt; und der ganze Beitrag ist demnach,

falls man die längs h stromabwärts hinerstrecktc Integration in

gewohnter Weise mit / bezeichnet, gleich

' h

J { &'. ^, )•

h

Um das Integral (3) zu berechnen, werden die Beiträge sämmt-

licher Ströme a, b, c zu bilden, und all' diese Beiträge zu ad-

diren sein.

Somit ergiebt sich:

+ ^ f(^ - -^'Y^/. yf )

'

Avo sich von den Summationen Z die erste auf sämmtliche Ströme

a, die zweite auf die Ströme b, und die dritte auf die Ströme c

bezieht.

Nun ist zufolge der Formeln (l)

4?^ = 0:
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oder, weil die Weiilic von w^-, w^, w^ längs des Stromes by.

nur durch Conslanten von einander verschieden,*) die Werthe

der Differentiale ^^w^, f/w?, </w^ längs jenes Stromes hin also

einander gleich sind:

(6)
•

/'f = -2.Z /rfw.,

\R' hx

Avo unter w^ nach Belieben irgend eine der drei Grössen w^, w^, w^
verstanden werden kann.

Nun ist (vergl. die Note S. 426):

/
somit crgiebt sich:

(7) y*^ == + 2 . Za.,y. r= + 2 («,, + a,, + ... + «,,);

oder, falls man auf die eigenthümlichen Werthe der Constanten

a-y,a Rücksicht nimmt:

(8) /'f= + 2..^/.

Substituiren wir diesen Werth in (2), so erhalten wir schliess-

lich:

(9) mi -j- »lo + . . . + mt = s.

Die Nullpuncte Zj, z.^, ... Zt, welche die Function & auf der

Fläche di besitzt, sind also ihrer Lage nach allerdings völlig un-

bekannt; die Summe der in ihnen vorhandenen Ord-
nungszahlen aber ist bekannt, nämlich jederzeit == s.

Es wird für unsere weiteren Betrachtungen zweckmässig sein,

wenn wir einen Nullpunct, dessen Ordnungszahl 1 ist, einen NuU-

punct erster Ordnung nennen, und jeden andern Null])unct

als eine Superposition von mehreren solchen Nullpuncten erster

*) Längs des Stromes bx hin ist w^ — W^ = b.^.^, mithin

W^ = W^^ -+- b""
y.

""
y. \ ^'y.y. '

und

vry.= /^--=.w^ + ^
29*
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Ordnung ansehen. Thun wir dies, so können wir uns in ßetrell

der Gleichung (9) folgendermassen ausdrücken:

Die Anzahl der Nullpuncie^ welche die von z abhängende

Function

'^ = '^ (Wi — ^1 , -w^ — g.>, . . . w, — gs)

auf der Fläche di besitzt, wird, falls man sich diese Puncte in

lauter Nidlpuncte erster Ordnung aufgelöset denkt, jederzeit

gleich s sein.

Aendert man die in der Function & enthaltenen Constanten

g^, g.y, ... g,-, so wird die Lage ihrer Nullpuncte ebenfalls eine

Aenderung erleiden, die Anzahl derselben aber immer ein und

dieselbe, nämlich immer gleich s bleiben. Wir betrachten fol-

gende beide Functionen:

{> = ^ (Wj - Gl, w, — G,,...,Ws — G,),

&' :=& (Wj — G/, Wo — G^', . . . , w, — G/) :

wollen dabei aber voraussetzen, dass die in ihnen enthaltenen

Constanten G und G' in folgendem Zusammenhang mit einander

stehen

:

Gl — Gl = ^iTti + Vjö|[ + Vj^L'i + • • • + '^'s^si,

Gj — ^2 ^= ("-2^^' + '*^l ^12 + ^2^2'' + • • • + ^.f^.v2,

G/ — Gs 1= flsTti -{- Vi bis + V^b2s + . . . -f Vsbss]

die fi und v sollen hier beliebige ganze Zahlen vorstellen.

Zwischen den in & und &' enthaltenen Argumenten

Wi ~ Gl, w., — G^, . . . Ws — Gs

und
w^ — G/, Wj — G^, . . . Ws — Gs'

finden alsdann ganz ähnliche Beziehungen statt, nämlich folgende:

(W| — Gl) — (W| — Gl) z=: ^^Tci + v^bii -\- v.^b.^i -\- . . . -{ Vgbgi,

(W2— G2) — (wa — G^) = («2^^' + ^1 ^12 + ^2^22 + • • • + Vsbsi,

{Ws— Gs) — {Ws—Gs) = ilsTti + Vi bis + ^^2^2^ + • • • + ''^s^ss-

Daraus aber ergiebt sich (vergl. den Satz S. 446), dass

& — Evxi^lVfy.— Gx— Gy! -\- ^ly.Tti)

W ^ ^

ist, wo die Summation S über k = 1, 2, . . . s sich hinerstreckt.

Somit M'ird:

&' = & Ä'„ + A',w,^+A'2wr,+ ... + /f. Ws
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wo die K gewisse Constanten vorstellen, auf deren Wertlie es

hier nicht weiter ankommt. Die hier auftretende Exponential-

grosse

^^0 + A'i w, + K^vf, + . . . + A'^ W5

kann, weil Wj, w^, ... w^ auf der Fläche 9*1 üherall endlich

bleiben, nirgends null, und auch nirgends unendlich

gross werden. Aus der Gleichung

Q,' __ ,^
g^O + A'iWi + ^2w, 4- . . . + A, w,

folgt daher, dass die Function &' in allen denjenigen Puncten

verschwindet, in welchen -S' null wird, und dass sie andererseits

in keinem Puncte verschwinden kann, in welchem nicht gleich-

zeitig auch d' null wird. Die s Nullpuncte von •&' sind denmach

identisch mit den s Nullpuncten von &. Wir erhalten somit fol-

genden Satz:

Versteht man unter jit
j , ftj , . . . jtt^ , v^, v^, . . . v^. irgend

welche ganze Zahlen^ ferner unter G^ , G^^, ... Gs-, G{^ G^'-, ... G/

Constanten, die mit ei?iander in folgendem Zusammenhang stehen:

G{ — G^ = ^^ni 4- \\b^^ -\- v.,b.,^ + . . . + v^ö^i,

G.^— G^ = ft.,7i;? + Vj&i2 + V2&22 + • • • + ^shs2,

Gs — Gs = ^s'^i + v^ bu + v.,b2s + . . . + v^bss]

so werden

& (W/— Gj , W.) ^2 ' • • ^s — C-s)

und
& (w^— G^', W2— G^\ . . . Ws — Gs')

zwei von z abhängende Functionen sein, deren Nullpuncte mit ein'

ander zusammenfallen.

Die drei Ausdrücke

-9- = -^ (wi — ö-i , W2— </2 , . . . Ws— gs),

^'= ^ (w,— gr/, W2 — 9-2'. • • • w,— gr/),

h\ vv, -f- A'oWo -1- ... -1- A'a-Ws
71 = e

stellen, falls wir unter den Grössen g, g\ k ganz beliebig ge-

wählte Constanten verstehen, drei von z abhängende Functionen

vor, welche innerhalb der einfach zusammenhängenden, von einer

einzigen Curve umrandeten Fläche 9^1' allenthalben eindeutig

und stetig sind; also drei Functionen, die innerhalb jener Fläche

mit keinerlei Unstetigkeiten, folglich auch mit keinerlei Polen

behaftet sind. Ausserdem wissen wir, dass jede der beiden
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Fiiiictioiicn & und &' mit s NuUpiincteii erster Ordnung behaftet

ist, und dass die Function r] von NuUpuncten völlig frei ist. Die

Nullpuncte von & mögen mit Zj , z^, ... Zs, und die von &' mit

z/, c.,', . . . z/ bezeichnet werden.

Die Ordnungszahl von & wird alsdann in den Puncten

zj, z^, ... 2^ den Werth 1, und in allen übrigen zur Fläche dl

gehörigen Puncten den Werth besitzen. Ebenso wird die Ord-

nungszahl von -9^' in den Puncten z/, z,', ... z/ gleich 1 , und

in allen übrigen Puncten gleich sein. Endlich wird die Ord-

nungszahl von 7} auf der Fläche 9^ allenthalben gleich sein.

Wir setzen nun aus den Functionen &, &', rj den Ausdruck

zusammen. Dieser Quotient wird alsdann, ebenso wie '9', &', rj,

eine gewisse von z abhängende Function vorstellen. Um die Na-

tur der so erhaltenen neuen Function beurtheilen zu können,

ziehen wir einen früher (S. 274) gefundenen allgemeinen Satz

zu Hülfe. Nennen wir, um an Kürze zu gewinnen, eine Function,

die auf irgend welcher Fläche überall eindeutig, und mit

etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auch über-

all stetig ist, eine auf jener Fläche regelmässig^e Function, so

lautet der in Rede stehende Satz folgendermassen

:

Sind
/"i, /"a,

. . . A mid qo, , 95.,, ... 9)^- irgend welche von

z abhängende Functionen, die auf einer gegebenen Fläche überall

regelmässig sind, so gilt Gleiches auch von dem Quotienten

(Pt . (p, . . . cp^

Zugläich erhält man die Ordnungszahl dieses Quotienten in jedem

Puncto der gegebenen Fläche dadurch, dass man die Ordnungs-

zahlen der im Zähler vorhandenen Functionen addirt, und von

der so gebildeicn Summe die Ordnungszahlen der im Nenner be-

findlichen Functionen subtraliirt.

Hieraus folgt erstens, dass die Function innerhalb der

Fläche 91' allenthalben regelmässig ist, und zweitens,

dass die Ordnungszahl von in den Puncten z, , z.,, ... Zg den

Werth 2, in den Puncten z/, Zj', ... 2/ den Werth — 2, und

in allen übrigen zur Fläche 91' gehörigen Puncten den Werth

besitzt. Sollte zufälliger Weise einer der Puncto z^, z^, ... z*
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niil irgend einem der Puncte c/, z,', • . . Zs, gerade zusammen-

lallen, so \vird die Ordnnngszald von & in einem solchen Puncle

gleich 2 — 2, also gleich sein.

Wir untersuchen nun ferner das Verhalten der Function

am Rande der Fläche ^', d. i. ihr Verhalten an den Ufern der

Ströme «, ö, c. Was die Function ri anhelangt, so ist (vergl.

Seite 443)

längs «;«: -^ = c = e

längs 6.: ^- = /' '- + ^-^^^ + • • • + ^^•*-,

längs c,: ^ = 1-

Was ferner die Functionen ^ und 9'' anbelangt, so ist (vergl.

Seite 448)

längs üy-. ^ = 1,
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Die CoiisLanlen g, g\ k waren bisher vollständig willkührlich. Neh-

men wir nun für die Constanten /tj , k^-, ... ks irgend welche

ganze Zahlen v^, v^, ... v^, und bestimmen wir ferner die

Constanten gr^, j/j, ... gr,, g{, g^, • • gs' der Art, dass

5t — 1, 2, ... s

wird, oder, was dasselbe ist, der Art, dass

{Vihy. -f r2&2x + . . . + v*&5x) + 2 (gT;« — gy) = ~ jtt;,7r?

K = 1, 2, . . . s

wird , w^o fij , (1*2 , . . . jtt^ ebenfalls irgend welche (positive oder

negative) ganze Zahlen vorstellen sollen, so werden die in den

Strömen «, &, c vorhandenen Werthquotienten von sämmtlich

gleich 1 werden, die in jenen Strömen vorband enen Un-
stctigkeiten von also verschwinden.

An Stelle der Fläche 9^' nehmen wir nun zur Grundlage un-

serer Betrachtung die urspriingUche Fläche dt. So lange die

.Constanten g, g\ k beliebige Werthe besassen, war die Function

auf der Fläche dt' überall regelmässig, auf der Fläche dl

hingegen, in Folge der in den Strömen a, b, c vorhandenen Un-

ätetigkeiten, nicht regelmässig. Diese Unstetigkeiten verschwin-

den nun aber, sobald jene Constanten in der eben angegebenen

Weise bestimmt werden. Und es wird also, sobald solches ge-

schehen ist, & eine Function sein, welche nicht allein auf di',

sondern auch auf dt allenthalben regelmässig ist. Somit

erhalten wir folgenden Satz:

Fmden zwischen den Constanten g^, g.^, .... gs, g^t g-i-,
• . • gs

und zwischen irgend welchen ganzen Zahlen (i^, ftj) • • • (^s, ^i> ^2'> • •• ^*

die Gleichungen statt:

2 {9i—9i) = l^i^i + n^u + ^2^2i + ••• + Vsbsi,

2 {92—92) = H^i + n*12 + ^^2*22 + • • • + ^^^^2,

2 {9s —gs) = (^s^i + Vibis + v^b2s -f . . . 4- v.bss,

so wird der Ausdruck

_ /^ (Wj— ffi , Wj—gi, ...ws — gs) ^v{vf
,+ v^W2+ . . .+ v^ W5 V'J

\%' (Wi—^;, w^—gz, . ..Ws -gs')
'

)

eine von z abhängende Function sein^ welche auf der Riema?in-

sche?i Kugelfi äche dt allenthalbeti regehnässig ist.
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Sind z^, Z21 ... Zs die der Function

^ (Wj— öfi, Wo — 0^2' • • -5 W,— gf,),

und 2/, 2,5 • • •) ^s die der Function

^ (^1— 6'/, W.,— ö'./, . . ., W,-f/,')

zugehörigen Nullpuncte, so ivird die Ordnung s zahl von in

den Puncten Cj, z.,) •.• "5 </en Werth 2, m Je/? Puneten 2/, Zj'^ . • • 2^/

</ßM Werth — 2, ?<nrf m a//en übrigen zur Fläche 91 gehörigen

Puncten den Werth besitzen. Sollte zufälliger Weise eitier der

Puncte Zj, Zj, ... z^ m?f irgend einem der Puncte z/, z,', . . . z/

zusammenfallen, so wird die Ordfiungszahl von & in einem solchen

Puncte gleich 2 — 2, d. i. gleich sei7i.

Die Zahle?}. Vj , Vj , . . . v, können beliebig gewählt werden.

Nimmt man all diese Zahlen gleich 0, so verwafidelt sich der Aus-

druck 0, von ivelchem die eben angegebenen Sätze gelten, in fol-

genden :

_ / '»(Wi— $f|. Wg-ff,, .... ws — gs)

wo nun g^^i g-ii • • • gs völlig beliebige Constanteti , und ^^, fi.^, . . . (i^

völlig beliebige ganze Zahlen vorstellen.

Nun wissen wir (vergl. S. 290), dass eine von z abhängende

Function, welche auf irgend einer Riemann'schen Kugelfläche

allenthalben regelmässig ist, jederzeit eine algebraische

Function von z ist. Aus dem eben hingestellten Satz ergiebt sich

daher, dass die Abhängigkeit des Ausdruckes ©von z eine alge-

braische sein muss.

Um diese algebraische Abhängigkeit formell darstellen zu

können, müssen wir zunächst die Puncte Z|, Zj, . . ., z/, z^', . . .

d. i. die Nullpuncte der Functionen

•^ (Wi — ö'i , W2 - ^0, ... w,— gs) ,

'd- (Wi — gr/, W2 — öTo', ... W^ — g/)

ihrer Lage nach näher bestimmen. Hierzu aber bedarf es einer

ziemlich langwierigen Nebenuntersuchung. Wir brechen unseje

eigentUcbe Untersuchung hier einstweilen ab, um dieselbe, sobald

jene Nebenuntersuchung durchgeführt sein wird, von Neuem auf-

nehmen, und weiter verfolgen zu können.
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Dritter Abschnitt. Um die gegenseitige Abhängigkeit, welche

zwischen den in der Function & (wj — </,, Wo — ^., , ... w,— (j,,)

enthaltenen willkührlichen Constanten g^, g-i-,
• - • gs und zwi-

schen den dieser Function zugehörigen Nullpuncten 2,, 2,, . . . 2,,

stattfindet, wird zunächst eine gewisse auxiliäre

Function cp gebildet.

Es handelt sich um die s Nullpuncle erster Ordnung, welche

die von 2 abhängende Function

-& = {> (Wj - ö'l »
W2 — ö'2> • • • W,— (/,)

auf der Rieraann'schen Kugelflcäche 9^ besitzt. Die Beschaffenheit

dieser Function ist — wir müssen uns die Art und Weise ihrer

Entstehung vergegenwärtigen — abhängig erstens von der Be-

schafl'enheit der Fläche 9^ selber, ferner von den auf dieser Fläche

ausgeführten Schnitten oder Strömen o, 6, c, sodann abhängig

von den mit Bezug auf jene Fläche und mit Bezug auf jene

Ströme defmirten Functionen Wj, Wo, ... w^, und endlich ab-

hängig von der Wahl der willkührlichen Constanten gi, g2, ... gs-

Wir wollen nun, nach wie vor, die Fläche 9fl, das Stromsystem

«, b, c und die Functionen Wj^, Wj, ... w^ unge ändert las-

sen. A endern hingegen wollen wir die Werthe der Constanten

gi, g^, • gs, imd untersuchen, von welcher Wirkung eine solche

Aenderung auf die Beschaflenheit der Function & ist.

Vertauschen wir die Constanten g^, g^, ... gs mit anderen,

ebenfalls willkührlich gewählten Constanten y^, y2, • ys, und
bezeichnen wir die den g entsprechende Function d' in ihrer Ab-

hängigkeit von 2 mit F (2), die den y entsprechende Function %
mit 0{z), so werden i?' (2) und <2> (2) im Allgemeinen ganz ver-

schiedene Functionen sein; es werden demnach auch die Null-

puncte von F [z) und die von [z) im Allgemeinen ganz ver-
schiedene Lagen haben.

Denken wir uns die in der Function % enthaltenen Constan-

ten g einer von Augenblick zu Augenblick stetig fortschreitenden

Veränderung unterworfen, so werden gleichzeitig auch die Nuil-

puncte dieser Function in Bewegung gerathen, und zwar in eine

Bewegung, bei welcher sie ihre Lage auf der Fläche ^i ebenfalls

in stetiger Weise von Augenblick zu Augenblick ändern. Es soll

die Beziehung untersucht werden, in welcher diese beiderlei

Aenderungen zu einander stehen.
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Bezeichnen wir die augenblicklichen Nullpuncte der Function

. Zs, und bezeichnen wir ferner die. Werthe,

reiche w^, w.^, ... w^ in jenen Puncten besitzen, mit

Wi (Zj), W, (Zj), . . . Wi (c,),

W2 (Zj), Wo (^2), . • . W2 (Zs), .

W, [Zy] , W, (Zo) , . . . W, (Zs) ,

SO werden diese s- VVerthe, weil die Functionen w^, Wj, . .. w.,

beständig ein und dieselben bleiben sollen, Grössen sein,

welche unmittelbar geknüpft sind an die Lage jener Puncte

Zj, Zo, ... Zs. Unsere Untersuchung wird uns nicht zu einer

directen Beziehung führen zwischen den Constanten g^, g^, ... Qs

und zwischen den Puncten z^, Zo, ... Zg, sondern nur zu Be-

ziehungen, welche zwischen jenen Constanten und zwi-

schen den an diese Puncte geknüpften so eben ge-

nannten s^ Grössen stattfinden.

Die Function

(1) ^ = ^ (wi — (/, ,
W2 — ^2 ' • • • w, — gs)

ist innerhalb der einfach zusammenhängenden, und von einer

einzigen Curve umrandeten Fläche Df^' allenthalben eindeutig

und stetig; sie verschwindet in den Puncten z, , z,,, ... z,,

ihre Ordnungszahl ist in jedem dieser s Puncte gleich 1 , und in

allen übrigen Puncten gleich 0. Demnach wird das um jeden

der Puncte Zj, Z2, ... Zg^ z. B. das um Zy. in positiver Richtung

herumerstreckte Integral:

1 / d%

2ni J ~W

sein. (Vergl. S. 253.)

Wir denken uns die einfach zusammenhängende Fläche dl'

durch stetige Umformung in die früher (Seite 326) besprochene

Elementarform versetzt, welche aus «Rechtecken und s — 1

diese Rechtecke mit einander verbindenden Rächenstreifen be-

steht. Sodann beschreiben wir in dieser Fläche um jeden der

Puncte Zj, Zj» • • • ^^ einen kleinen Kreis, sondern von der

Fläche diejenigen kleinen Flächenstücke ab , welche innerhalb der

Kreise liegen, und lassen von den so entstandenen kreisförmigen

Oeffnungen {z^) , {z.^), . . . {zs) Schnitte ausgehen, die auf be-

liebigen Wegen, jedoch ohne einander zu durchkreuzen, nach
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dem Rande der Fläche hinlaufen. Sind «j , /3, , y^, §^ die Ecken

desjenigen Rechtecks, welches von den Ufern der Ströme «j, 6,

begrenzt wird, sind ferner «2, i^j, yi, ^i die Ecken des von den

Strömen «2 » ^i begrenzten Rechtecks, u. s. m'. ; so lassen wir den

von der Oeffnung {z{) ausgehenden Schnitt im Puncte jSj, den

von (^2.) ausgehenden im Puncte ^^ enden, u. s. w. Zugleich

bezeichnen wir diese Schnitte der Reihe nach mit d^, d^, ... dg,

und betrachten sie als Ströme, welche von den Oeffnungen

{Zj), {Z2), . . . {zs) nach den Eckpuncten ß^, ß.^, ... ßs hinflies-

sen. Die Fläche, in welche 9^1' durch Ausführung dieser Oeff-

nungen und Ströme verwandelt wird — sie mag <S heissen —
ist offenbar, ebenso wie 9^1' selber, eine einfach zusammenhän-

gende, umrandet von einer einzigen in sich zurücklaufenden Curve,

die aus den Uferlinien der Ströme a, b, c, d und aus den Rän-

dern der kleinen Oeffnungen (zj), (2:2), . . . {zs) zusammengesetzt

ist. (Fig. 97.)*)

Fig. 97.
Die Puncte z^, z.,, . . . Zs,

in welchen & Null wird, lie-

gen ausserhalb ®. Innerhalb

© ist daher die Function -O-

nicht allein überall eindeutig

und stetig, sondern auch frei

von Nullpuncten. Daraus folgt,

dass ^ innerhalb © ebenfalls

allenthalben eindeutig und ste-

tig ist. Verstehen wir dem-

nach unter

*) Die vorstehende Figur bezieht sich, ebenso wie unsere

früheren Figuren, auf den Specialfall s = 3. Dass jedes von den drei

Rechtecken, welche die Figur darbietet, je einen der drei Puncte

Zj, Z2, Z3 in sich enthält, ist durchaus unwesentlich, und nur gesche-

hen, um der Figur*eine grössere Uebersichtlichkeit zu verleihen. Be-

finden sich z. B. alle drei Puncte z, , z^, z-i in ein und demselben
Rechteck, so wird man die von diesen Puncten auslaufenden Ströme

rZ|, ^2? d^ ebenfalls der Art ziehen können, wie es verlangt wurde,

nämlich der Art, dass mit Vermeidung von gegenseitigen Durchkreu-

zungen der erste von z^ nach ßj, der zweite von z^ nach ß^, und der

dritte von Z3 nach ßj geht. Nur wird die Figur in diesem Falle com-

plicirter werden.
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(3) 'pi^)=fi d'&

ein von irgend werclicm festen Punct 2** ausgeliendes, auf belie-

biger Babn fortlaufendes, den Rand der Fliiclie © aber niemals

überschreitendes Integral, so wird 93(2) eine Function sein, welche

innerhalb <B, ebenso wie & und ^s;, allenthalben eindeutig

und stetig ist; es folgt solches, da die Fläche (S einfach zu-

sammenhängend ist, unmittelbar aus einem früher gefundenem

allgemeinen Satz (Seite 335).

Die Function (p{z] spielt bei der gegenwärtigen Untersuchung

eine wichtige Rolle; deshalb ist es nöthig die VVerthe dieser Func-

tion, namentlich diejenigen, welche sie am Rande der Fläche @
besitzt, genauer zu betrachten.

Sind z und z" irgend zwei innerhalb © liegende Puncte,

so lässt sich jederzeit eine Curve ziehen, welche von dem festen

Puncte 2" ausgeht, und, ohne den Rand von © zu überschreiten,

zuerst nach 2', dann nach 2" gelangt. Die längs dieser (-nrve

von 2** bis 2' und von 2" bis 2" hinerstreckten Integrale

/i-. /i-

sind zufolge der für (p{z) gegebenen Definition gleich (p{z), und

gleich (p (2"). Das längs dieser Curve von z nach 2" hinerstreckte

Integral

z

fi
d&

ist demnach gleich cp{z"} — (p{z). Somit ergieht sich folgender

Satz:

Sind z' und 2" irgend zwei zur Fläche © gehöri-
ge Puncte, so ist das auf beliebigem Wege, jedoch
innerhalb © von 2' nach 2" hinerstreckte Integral

'd&

jederzeit gleich der Differenz der beiden Werthe,
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welche die eindeutige Function q){z) in denPuncten z"

und z' besitzt, nämlicli gleich (p{z") — <p{z').

Das hier genannte Integral lässt sich, weil - = d log &

ist, auch so darstellen:

i"
(llog&,

und ist also, falls man die Werthe der Function & in den Punc-

ten z und z' für den Augenblick \mld'{z) und 9^(c") bezeichnet,

gleich

d. i. deich
log &{z") - log ^(z'),

Somit ergiebt sich für die Diflercnz der Werthe, welche die ein-

deutige Function q){z) in denPuncten z" und z besitzt, folgende

Formel

:

(5)' (p{z") — cp{z) = log

Der Logarithmus einer gegebenen Grösse besitzt bekanntlich un-

endlich viele Werthe, die durch Vielfache von 2 tt/ unter einan-

der verschieden sind. Demnach wird man den Werth der Dif-

ferenz

9(2") — <p{z')

durch Anwendung der eben gefundenen Formel (5) niemals genau,

sondern immer nur bis auf ein unbekanntes Vielfaches

von 271? bestimmen können. Um dieselben genau zu bestim-

men, wird man nicht die Formel (5), sondern den Satz (4) in

Anwendung bringen müssen.

Beachtet man (vergl. den Satz Seite 448) , dass die Function

& auf der ursprünglich gegebenen Fläche dt mit alleiniger Aus-

nahme der Ströme b überall stetig ist, so ergeben sich für ihre

Werthe an den Ufern der Ströme a, i, c, d die Formeln:

(6)

längs
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Sind X und q irgend z\vei auf dem linken und rechten Ufer des

Stromes «^ einander gegenüberliegende Puncte, ferner ^^ , (p^ und

&Q , cpü die Wertlie, welche die eindeutigen Fiuictionen &, cp in

diesen Puncten besitzen, so ist zufolge (5):

g)'-

also mit Rücksicht auf (6);

q)'-

cp^ loff
&(>'

(pS = log 1

N .27ci

wo iV irgend welche unbekannte ganze Zahl vorstellt. In ähn-

licher Weise lassen sich die VVerthdifferenzen von q) in sämmtlichen

Strömen «,

sehen ist:

längs

fe, c, d ermitteln; man findet, wie leicht zu über-

(pQ ~- Ny, . 2 TT«,

(7)

cp- — cp^

cp'- — cpQ

cp^ — 9)^

(p^

Ny.

Ny 2ni

27tl

+ ^g> w:

- Cp^ = iY;,

noch völlig unbekannte ganze Zahlen vor-

Fig. 98.

längs hy/.

längs Cy. :

längs dy/.

wo Ny., Ny\ Ny

stellen.

Einige dieser Zahlen lassen sich berechnen

in (4) angegebenen Satzes.

Wir bringen jenen Satz zunächst

auf zwei einander gegenüberliegende

Wendung (Fig. 98), und nehmen dabei

als Verbindungslinie zwischen diesen

beiden Puncten eine Curve, welcin

längs des Randes von @ hinläull,

also eine Curve, welche zusammengi -

setzt ist aus einer IJferstrecke AA', aii<

migen Strecke A' q\ und aus einer

Uferstrecke q' q. Dem Satz zufolge erhalten wir alsdann;

wi'

mit Hülfe dt

(8) Vi9)
9-

•9,(A) =
j
X

wo das fnlegral rechts aus drei den Strecken
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kl' , A' Q, 9'
Q

zugehörigen Theilen besteht. Die beiden Uferstrecken X A' und q q

sind (vergi. (6)) mit gleichen Werthen von d- belastet, und

werden bei Ausfiihrung dieser Integration in entgegengesetz-
ten Richtungen durchlaufen; demnach werden die diesen beiden

Strecken zugehörigen Integraltheile einander zerstören. Die For-

mel (8) verwandelt sich daher in:

(9) viQ)- V{^)= j't-

Das nunmehr auf der rechten Seite stehende Integral läuft in

positiver Richtung um den Punct z^ herum, und ist daher zu-

folge (2) gleich 2Tci. .41so

9'(?) — 9)(A) = 2 TT?,

oder

(10)
^

9>(A) - cp[q) = - 27ti,

Genau dieselbe Formel wird sich offenbar auch für die Ströme

«?2, (h, . • ergeben. Bezeichnen wir also die Wertbe (p{l) und

cp[q) wie gewöhnlich mit (p^ und cpQ , so ist

(11) längs dy/. <p'- — cpQ = — 27ii;

die in (7) angegebenen Zahlen N^"

sämmtlich den Werth — 1.

Fig. 99.

besitzen demnach

Es seien nun ferner

(Fig. 99) / und r irgend

zwei auf dem linken

und rechten Ufer des

Stromes Cj einander ge-

genüberliegende Puncte.

Zufolge des in (4) an-

gegebenen Satzes wird

alsdann

/

il2)<p(/)-9,(r)=|*^

r

sein, wo die Integration von r nach / auf. beliebiger Bahn fort-

laufen kann, den Rand der Fläche © aber niemals überschreiten
darf. Wir lassen dieselbe immer längs des Randes von © hin-
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schreiten, also von r nach r , von / nach u, dann nach j3, dann

längs des Ufers der his zum Puncte z^ eindringenden Bucht nach |3',

sodann nach y u. s. vv. lortlaufen, bis sie schliesslich zum Puncte /

gelangt.

Die beiden Uferlinien des Stromes a^, nämlich die Linien aj3

und Jy, sind (zufolge (6)) mit gleichen Werthen von '9' belastet?

und werden bei der in Rede stehenden Integration in entgegen-
gesetzten Richtungen durchlaufen. Demnach werden die Beiträge,

welche diese beiden Linien zu unserm Integrale liefern, entgegenge-

setzte Werlhe haben, und einander zerstören. Ebenso verhält es sich

(zufolge (6)) mit den Beiträgen, welche die beiden Uferlinien des

Stromes c^, das sind die Linien II' und r r , zu dem Integrale liefern;

anders hingegen mit denjenigen Beiträgen, welche von den Ufer-

linien des Stromes &i, nämlich von den Linien ^ y und ur , l' 8

geliefert werden. Es reducirt sich daher das Integral einerseits

auf die Beiträge der beiden Uferlinien des Stromes ij, und an-

dererseits auf denjenigen Beitrag, welchen das Ufer der von |3

aus bis zum Puncte z^ in die Fläche eindringenden Bucht liefert.

Somit verwandelt sich die Formel (12) in:

(13) ,«_^H=|(-i-i^^)+ fe).

Unter I ist hier wie gewöhnlich eine dem Strom h^ entlang,

und zwar stromabwärts hinerstreckte Integralion zu ver-

stehen; gleichzeitig sind unter -9^^, %'i die Werthe zu verstehen,

welche -9 in zwei einander gegenüberliegenden Uferpuncten des

Stromes &, besitzt; und endlich bezeichnet l eine Integration,

welche am Ufer der vorhin genannten Bucht entlang läuft.

In Bezug auf das eben erwähnte Integral

ergiebt sich, durch abermalige Anwendung des Satzes (4), folgende

Formel

:

Neumann, Abel'sche Integrale. 30
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ß'

'rfö-

9{ß) .(ffl=/f

Nun sind ß^ iiiul ß zwei auf dem linken und rechton Ufer

von rf, einander gegenüberliegende Pnncle; zufolge (U) ist daher

fp(^ß'^ — ^(|3) = — 27t?; mithin:

2TCt

i
und hiednrch verwandelt sich unsere Formel (13) in:

(14) cp{l) - (p(r) =
J(^^,-

- ^j - 27r,

Nach (6) ist

'mithin;

... ,
^^ 2,9, —W,^

längs fc, : ^ = e
•''

längs fe,: -^ — -^ = - rfw/ - rfw,?.

Die Werthe w,^- und Wi^ unterscheiden sich längs b^ nur durch

eine Constante; die Differentiale r/w,^ und rfw,? sind dalier längs

6j einander gleich, und können demnach kurzweg mit ^/w, be-

zeichnet werden. Somit verwandelt sich die Formel (14) in:

(15) (p{l) - q>[r) = — 2 Cd-w^ - 2ni.

Nun ist (vergl. die Note auf Seite 42G)

/ rfw, = — [wi^ — W|?]^^ = — ö,, = — TT?;

folglich

:

(16) (p{l) — 9)(r) = + 2ni — ^Tti ^ 0.

Die eindeutige Function g){z) hat also zu beiden Ufern des

Stromes c, gleiche Werthe. Ebenso wird sich, wie leicht zu

übersehen ist, darthun lassen, dass sie auch längs fg, längs c^

u. s. w., zu beiden Ufern gleiche Werthe besitzt. Es ist also

allgemein

(17) längs Cy-. (p^ — q)9 = 0;
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und (He in (7) angegebenen Zahlen iV/ besitzen dem-

nach sä mint lieh den Werth 0.

Mit Rücksicht auf die in (11) und (17) erhaltenen Ergeb-

nisse können wir die Formeln (7) nun gegenwärtig so hinstellen:

längs a^: cp^ — cpQ = N,, . 2 7tt

:

längs hy,: go^ — 9? = iV'x . 27r? -f- 2<7^ — wj — wj,
^ ^ längs cy/. (f^

- (pQ = 0,

längs dy-.
(f)'-
— 9)? = — 2ni,

Die ganzen Zahlen Ny und N'y, sind hier nach wie vor unbe-

k a n n t.

Vierter Abschnitt. Fortsetzung. Mit Benutzung der Function <p

ergeben sich gewisse s Gleichungen als Ausdruck für die zwischen

den Constanten g^, g.,, ... g^ und den Nullpuncten z^, z.,, . . . z,

vorhandene gegenseitige Abhängigkeit.

Nachdem wir zu dieser Kenntniss gelangt sind, können wir

nun mit unserer auf der Fläche (S allenthalben eindeutigen

und stetigen Function (p{z) weiter operiren.

Die Functionen Wj, Wj, ... w., sind auf der ursprünglichen

Fläche iÜ mit Ausnahme der Ströme a, h überall eindeutig und

stetig; sie werden demnach innerhalb der hier betrachteten Fläche

© allenthalben eindeutig und stetig sein. Zugleich wer-

den, was die Wertbe dieser Functionen am Rande von © an-

belangt, folgende Formeln gelten:

längs



4G8 KIfle Vorlesung.-

Der Rand von © bestellt aus den Ufcrlinien der Ströme «, h, c, d

und aus den um die Puncte z^, Zj, ... Zs beschriebenen kleinen

Kreislinien. Bezeichnen wir die Beiträge, welche die beiden Ufer-

linien des Stromes Uy. zu dem eben angegebenen Randintegral

hefern, für den Augenblick mit Äy., ebenso die Beiträge der

Ströme by, Cy^ dy mit By, Cy, By, endlich den Beitrag der um
Zy beschriebenen kleinen Kreislinie mit Jj^y, so verwandelt sich

die Gleichung (20) in-

(21) üiJy + By-\- Cy + By + liy) = Q:

zugleich wird:

^y =^ J(<p^dwl - cp^'dwl),

hy

dy.

WO die Integrationen längs der Ströme ay, by, Cy, dy, und zwai-

durchweg stromabwärts hinerstreckt sind.

Die Werthe von Äy^ By, Cy, By verwandeln sich nun mil

Rücksicht auf die in (18) und (19) angegebenen Formeln in:

ay

= Ny.2ni .

I
dwa;

ay

By = J[CP^ - (pQ).dW„,

by

:=:{N'y.27ti+
2gy).J

dw„ - y(w^-f wf)./Wa
/jy

Cy ^ J {q>^ ~ cpQ) . r/w^,

/>y

= 0;
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= — 2Tti .

I
dWa-

'
dy.

Nun isl (vcrgl. die Note auf Seile 426):

JdWa = [wj - W^]^^ = ba,,

ily.

J dw, = — [wl — W^^^ = - aa>c:

bx

Ausserdem ist zu bemerken, dass der Strom d^ in der um
Zy, beschriebenen kleinen Kreislinie entspringt, und von hier aus

bis zum Puncle ß^ fortläuft, bezeichnet man daher denjenigen

Punct der eben genannten Kreislinie, in welchem dx entspringt,

mit ty, so wird

/dWa = Waißy) — -Waitx)

dy.

sein. Achtet man hierauf, so verwandeln sicli die Werthe von

A^, By, Cy, Dy wgüqy iu i

Ay = 27ti . Ny bya ,

By = — 27ii N'y aya " 2gy ciya " / (w^ + w^ d Wo,

Cy = 0,

By = 27ti(W^{ty) - Waißx)).

Sunnnirt man diese Werthe über sämmtliche Ströme a, 6, c, d

und beachtet man, dass die Grössen ciia, a^a, • • • (ha iwit Aus-

nalmie von aaa alle gleich 0, aaa aber gleich t-w ist, so erhält

man

:

i:Ay=^2 7ti.2]\ybya,
'

ZBy=—2ni.NaTti— 2gani — S j [vt\ + vrl )dWa

i:Cy = 0,

ZDy^2 ni SvTa [Q -2ni ZvTa [ß^) ,

wo die Summationen S durchweg über x == 1 , 2 , ... s hiner-
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streckt siiitl. Iliediiicli nun verwandelt sich unsere Gleichung

(21) in:

(22) N'„ 7ti + ga=^ ^i^"- ^''' + ^"^^"^ "^ 2^- • ^'

"^(w,(W+^.j'(wt + w,')rfw„)

oder, wenn man zur Abkürzung

(23)
^^ (w. [ß.) + ^^.y (wt + wj) ./w„) = //.

11=1

setzt, in:

(24) N'a 7ti + g, =^ (n, b,„ + w„ (^,) + ,^. K.\ - Ha,

}i= l

Wir konnten die Radien der um die Punete z^, j^, ... Zs be-

schriebenen Kreislinien beliebig klein nehmen. Nehmen wir die-

selben unendlich klein, so werden die jenen Kreislinien zu-

gehörigen Integrale -ST,, K^, ... Ks sämmtlich gleich Null;

und gleichzeitig fallen alsdann die Punete ^j, ^.,, ... ^, mit den

Puncten z^, z.^, . . . Zg zusammen. Somit erhalten wir

schliesslich:

^'a Tti -{ g„ = ^(Ny. by.a + Wa{Zy)) — H„,

x==l

o d e r a u s f ü li r 1 i c li e r g e s c h r i e b e n

:

(25) gc— (W« (^i) +Wa(z2)+ . . . + Wa (z.) )-^~ffa- ^'a ^ i+^ I^'yby.a,

WO H„ nach wie vor den in (23) angegebenen Werth
besitzt.

Bei unserer Untersuchung war w^ eine unter den Functionen

w, , w.^, ... Wff beliebig gewählte. Nehmen wir für w^ der

Reihe nach zuerst Wj, dann Wj, u. s. w., zuletzt w^, so werden

wir folgende mit (25) analoge Gleichungen erhalten:
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9i
-K [z,) +• w,(z2) + ... + w,(c,)) = -H, - N\7ti +

92 - (W2(^l) + W2(Z2) + ... + W,{z,))= -H,-N',7ti +
(26) + ^^%by.2,

g\ — (w, (zj) + w, (z.,) + . . . + w, (z,) )= - /f, — iV',7r / +

wo die Summation 2" über x =: 1 , 2 , . . . 5 sich hinerslreckt.

Die Function Q; um welche es sich handelt, ist die in (1)

Seite 459 angegebene, nämlich die Function:

Q = ^(wj — g^, W2 — öTo, . . . w, — gs).

Die in unsern Gleichungen (26) enthaltenen Grössen g^, g^, ... gs

sind die in dieser Function vorhandenen willkührlichen Con-

sta nie n, und die in den Gleichungen enthaltenen Puncte z^,

Zo, ... Zs sind die s Null puncto dieser Function. Ausserdem

sind in den Gleichungen noch vorhanden gewisse unbekannte

ganze Zahlen iV, iV', ferner die Functionen w und die diesen

Functionen zugehörigen Constanten b, endlich die Grössen H.

Wir hatten, wie zu Anfang unserer Untersuchung hervorge-

hoben wurde, die Fläche di, die Ströme «, b, c und die Functionen

w als unveränderlich betrachtet. Die Foinctionen w, und die

ihnen zugehörigen Constanten b werden also beständig

ein und dieselben sein. Die in (23) angegebenen Constanten H
sind abhängig von den Strömen a, b, c, ferner von den durch

diese Ströme bestimmten Puncten ß, und endlich von den Functionen

w; demnach werd en die Grössen if Constante sein, die

ebenfalls beständig ein und dieselben Werthe behalten.

Veränderlich sind daher in unseren Gleichungen (26)

nur die Constanten g^, g^, . . . gs-, <lie Puncte z^, Zj, • • • Zs

und möglicherw eise auch die unbekannten ganzen Zah-

len iV, N'.

Aendert man die in der Function

= '^(Wi — g^, VT^ — g^, . . . Ws — gs)

enthaltenen Constanten gi, g2, ... gs auf stetige Weise, so

werden sich die der Function zugehörigen Nullpuncte 2^, z^, . . . Zg

ebenfalls ändern, aber ebenfalls in stetiger Weise. Während

diese beiderlei Aenderungen vor sich gehen, bleiben unsere

zwischen g^, g.^, ... gs und z^, z^, . . . Zs gefundenen Gleichungen

(26) beständig in Kraft. Auch werden, während diese Aenderungen
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vor sich gehen, die in den Gleichungen enthaltenen Zahlen N, N'

beständig ein und dieselben bleiben. Denn jene Zahlen können

sich, weil sie ganze Zahlen sind, nur sprungweise, also nur

in einer Art und Weise ändern, welche mit einer stetigen Aen-

derung der Grössen gi, g^, .-. . Qs, z^, z.^, • - > z,- unverträgUch ist.

Die Gleichungen (26) sind demnach mit gewissen unveränder-

lichen Functionen w, mit gewissen imveränderlichen Constanten b, H,

und mit gewissen unbekannten ganzen Zahlen N, N' behaftet; sie sind

als Relationen atizusehen ^ welche zwischen den in der Function

^ = ^(Wj — ÖTj, W2— 0-2^ • • • w, — gs)

enthaltenen, die Beschaffenheit der Function bedingetiden veränder-

lichen Constanten g^, ^o) • • • 9s und zwischen den dieser Function

zugehörigen Nullpunclcn Zy, z^i ... Zs stattfinden.

Fünfter Abschnitt. Fortsetzung. Berechnung gewisser constan-

ter Integralwerthe, mit welchen die gefundenen s Gleichungen

behaftet sind.

Um die hier aufgestellten Relationen besser übersehen zu

können, ist es nothwendig, dass wir die Werthc der darin ent-

haltenen unveränderlichen Grössen H wirklich berechnen
Nun ist (nach Seite 470)

(1) H„ = ^(-waiß.) + ~ (\w\ + w^) ./w,

wir müssen daher die in diesen Werthcn auftretenden Integrale

(2) fi^t + v^l) dwa

b.

näher zu bestimmen suchen. Jedes solches Integral bezieht sich

auf zwei der Functionen Wj, Wj, ... w,, und ist längs eines der

Ströme b stromabwärts hinerstreckt.

Es seien — damit unsere Bezeichnung von unnöthiger Ver-

wickelung befreit werde — w und 'm irgend zwei unter den Func-

tionen Wj, W2, ... w,; ferner sei b irgend einer unter den Strömen

&^, 62, . . . bs. Wir stellen uns die Aufgabe, den Wcrth des diesen

Strom & entlang, und zwar stromabwärts hinerstreckten Integrales

(3) /(w^ + w?) d\\>

b

zu ermitteln.
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Von den s + i Uebergangslinien Pi (/,, p^ $-2, • • • Ps+i qs+i,

welche sich auf der Riemann'schon Kugelfläche dl befinden, be-

zeichnen wir diejenige, um welche der von uns betrachtete Strom b

herumläuft (Fig. 100), kurzweg mit p q; und gleichzeitig bezeichnen

wir unter den Strömen a^, a^, ... «^ denjenigen, welcher sich

mit dem von uns betrachtetem Strome b durchkreuzt, kurzweg

mit ö. Die Functionen w und \X) sind auf der Fläche Dt mit

Ausnahme der Ströme «^, Oj» • • • ^s-, *u *2' • • • ^s allenthal-

ben eindeutig und stetig, in jenen Strömen aber mit

Constanten Werthdifferenzen behaftet; diese Werthdif-

ferenzen mögen in dem von uns betrachteten Strom b und in

dem mit diesem sich durchkreuzenden Strom a in folgender

Weise bezeichnet werden:

. Längs a sei: w^- — w? =3 ^, \xi^ — l^e zr= 31,
'

' längs b: w^ — w? = B, ly^ — W =: 33.

Alsdann werden, was die von dem Strome b umlaufene Ueber-

gangslinie p q^ und die in den Endpuncten dieser Linie vorhan-

denen Werthe von w und ti) anbelangt, folgende Gleichungen

stattfinden

:

(5) vr[q)—w{p)=:^A, \yi{q)-\M{p)={%;

wie sich solches aus unsern, über die Functionen Wj, w.^, . . . w^

angestellten Untersuchungen (vergl. die Formeln (9) Seite 440)

sofort ergiebt.

Aus (4) folgt, dass längs unseres Stromes b:

w? = w^ — 5,

w^ + w? = 2w^ — B
ist. Das von uns zu betrachtende Integral (3) nimmt daher Ibl-

gende Gestalt an:

(6) /(W^ -f wC)rfH) = 2 Ivf^ dw — B jdW.
'
b b b

Nun ist (vergl. die Note Seite 426):

b

also mit Rücksicht auf (4):

id\Xi =

^b

jdW =^ ~ [lü^ — U)?]^,
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Sojnil verwundell sich die Forinei (6) in:

(7) f{w'- + ^v<^') dW = 2 /w^ d\V + % • ß.

'b b

Es handelt sich uin die weitere Berechnung dieses Integrales.

Zu diesem Zweck ziehen wir (Fig. 100) auf der Fläche 9^ eine

Curve, welche vom Puncte y aus längs des rechten Ufers von «

bis zum Puncte |, nämlich bis dicht an die Uebergangslinie p q

heranläuft, welche sodann dicht an diese Uebergangslinie sich

anschmiegend um dieselbe herumläuft, bis sie zum andern Ufer

des Stromes a, nämlich zum Puncte ri gelangt, und welche

schliesslich längs dieses letztern Ufers bis zum Puncte ß gelangt.

Diese Curve berührt bei ihrem Laufe nach einander die Puncte

y, ^, P, ^1, '*?!, ?, »?, ß\

und mag mit 5 bezeichnet werden. Sic befindet sich, ebenso wie

der Strom b, und ebenso wie die Puncte y und ß, ihrem ganzen

Laufe nach im oberen Blatt der Fläche 9t. Denkt man sich
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die Ströme oder Schnitte rt, h wirklich gezogen, und denkt man

sich ferner längs der Curve s hin ebenfalls einen Schnitt ausge-

führt, so wird dadurch aus dem oberen Blatt der Fläche 9^t ein

gewisses Flächenstück vollständig losgetrennt werden; dieses

Flächenstück (es ist das in der nebenstehenden Figur durch Schraf-

firung bemerkbar gemachte) wird theils von der Curve s selber,

theils von der linken Uferlinie des Stromes b begrenzt.

Die Functionen w, \X) sind auf der Fläche 9t überall ein-

deutig und stetig, mit Ausnahme der Ströme «j, a,» • • • ««>

6^, &2) • • • • ^s', und sind demnach innerhalb des eben genann-

ten Flächenstückes allenthalben eindeutig und stetig.

Zufolge eines schon öfters in Anwendung gebrachten allgemeinen

Satzes (Seite 330) muss daher das um den Rand jenes Flä-

chenstückes in positiver Richtung hinerstreckte In-

tegral

/ w f/ ly

gleich Null sein. Will man aber jenes Flächenstück in posi-

tiver Richtung umlaufen, so wird man etwa vom Puncle y aus-

gehen, von hier aus zuerst die Curve s durchwandern, bis man
nach (3 gelangt, und sodann von /3 aus das linke Ufer des Stro-

mes h durchwandern, bis man nach y wieder zurückgelangt. Das

in Rede stehende Randintegral besteht demnach aus zwei Theilen;

aus einem Theile, welcher längs der Curve s von y nach ß hin-

erstreckt ist, und mit

/w rf tu

bezeichnet werden mag, und aus einem zweiten Theile, welcher

auf dem linken Ufei" des Stromes b stromabwärts, nämlich

von ß nach y hinerstreckt ist, und welcher also nach der von

uns angenommenen Bezeichnungsweise durch

/
h

dargestellt wird. Somit ergiebt sich:

I
W d W -{- jw^d W- = 0,

b
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(8) j w d\\) + j w^-

oder, weil dm'^ un«l rftü^' einander gleich sind, also beide mit

dw) bezeichnet werden können:

d\v = 0.

'b

Und hiednrch verwandelt sich die von uns gefundene Formel (7) in

:

(0) /*(w^ + wQ)dW = %• B — 2 jwdW).

U s

Es handelt sich also gegenwärtig um die Werthbestinmiung des

über s von y nach |3 hinerstreckten Integrales:

j^ä-

Dieses kann in drei Theile zerlegt werden; nämlich in einen

ersten Theil, welcher sich auf die dem Strome a zugehörigen

Uferstrecken y'i und ?j/3 bezieht, und welcher mit [t; j3] bezeich-

net werden mag, sodann in einen zweiten, auf die Strecken

|;j und plj bezüglichen, welcher [Ij?] heissen soll, und endlich

in einen dritten Theil, welcher sich auf die Strecken ^^q und

qy\ bezieht, und [g'^] oder — \y\(i\ genannt w^erden mag. Dem-

nach wird:

s

oder

:

(10) Tw d \M = lrjß] + [I p] — Iv ql

Der Theil [rjß^ lässt sich, falls wir die Werthe der Functionen

w, W) auf dem linken und rechten Ufer des Stromes a, wie ge-

wöhnlich, mit w'^, \X)^ und w^, ty? bezeichnen, in folgender Weise

darstellen

:

*) Die Strecke |i rji ist hiebei vernachlässigt worden. Solches aber

ist erlaubt, weil diese Strecke unendlich klein zu denken ist. Die von

y nach ß hinlaufende Curve s soll sich nämlich theils dem Strome n,

theils der Uebergangslinie pq unendlich nahe anschmiegen; die

Puncte I, li, ri , rji sollen demnach als Puncto betrachtet werden, die

einander unendlich nahe liegen, etwa als die vier Eckpuncte eines

unendlich kleinen Quadrates.
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(13) [rifß = JwUlz — Jw^dz.
n Vi

Die beiden in (12) vorhandenen Integrationen laufen (Fig. 100)

parallel neben einander, nämlich zu beiden Seiten der üebergangs-

linie pq, die eine von ^, die andere von |, nach p hin. Wir
denken uns beide Integrationen zu gleicher Zeit und mit gleicher

Schnelligkeit fortschreitend; so dass zwei Puncte wie s und fj,

die auf beiden Seiten der Linie pq einander gerade gegenüber-

liegen, von beiden Integrationen in gleichem Augenblick erreicht

werden. Die Werlhe des Differentials dz werden dann in beiden

Integralen Schritt für Schritt dieselben sein; verschieden
hingegen werden in dem einen und in dem andern Integral die

Werlhe von w und f sein. Bezeichnen wir diese letztern in je

zwei einander gegenüberhegenden Puncten, wie s und f
,

, zur

bessern Unterscheidung mit w, f und w^ , fj
, so verwandelt sich

die Formel (12) in:

% i
oder, was dasselbe ist, in:

(14) [ip] = J {w\ - vr,U) dz.

Desgleichen verwandelt sich bei ähnlicher Bezeichnung die Formel

(13) in:

(lö) big] =/(wf ~wj,) dz.

V

Um diese Formeln nun weiter behandeln zu können, sind zuvor-

derst einige Bemerkungen über die Functionen

w, \^ und '^ = /, ^ ==
fdz ' dz '

erforderlich.

w und \X) sind irgend zwei unter den Functionen w,, w.,, . . . w,.

Daraus folgt (vergl. S. 441), dass /"und
f Functionen sind, von

denen jede auf der Fläche dl in über einander liegenden Puncten
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entgegengesetzte Werthe besitzt. Sind also (Fig. 101) w«
und m^n^ diejenigen zu dt gehö-

rigen Flächentheile, welche ein- ^
ander in der Uebergangsliiiie pq
durchsetzen, und ist 6 ein Punct hl

jener Uebergangslinie selber, so wird dieser Punct mit zwei einander

entgegengesetzten Werthen von f belastet sein, von welchen der

eine zum Flächentheile wn, deranderezumFlächentheile?«jnj gehört.

Sind ferner £ tmd £, zwei zu mn und zu ?nj «j gehörige Puncte, welche

dem Doppelpuncte d u n e n d 1 i ch nahe liegen, so wird von jenen bei-

den in ö vorhandenen und einander entgegengesetzten Werthen

der eine von gleicher Grösse mit dem in e vorhandenen sein,

der andere von gleicher Grösse mit dem in fj vorhandenen. Dem-
nach werden die in £ und

£i befindlichen Werthe von

f ebenfalls einander entgegengesetzt sein. Gleiches

gilt natürlich auch in Betreff der Werthe von
f.

Bisher war es vollständig gleichgültig,

ob die Puncte £, £^ den Strecken p'^, p'S,^,

oder ob sie den Strecken qri^ qri^ angehö-

ren. Anders verhält es sich, wenn wir

nunmehr zur Untersuchung der Werthe von

w und tv übergehen.

Wir betrachten zuerst zw ei Puncte
£, £,, die den Strecken jo^, pi,^ ange-
hören. Da die Function w längs der Curve

s überall stetig ist, so wird das längs dieser

Curve von p nach f hinerstreckte Integral

/ r/w gleich der Differenz derjenigen bei-

den Werthe sein , welche w in jenen beiden

Piuicten besitzt; also wird (Fig. 102):

Fig. 102.

'^m

^A

I
dw = w (f) — w (p),

P

oder, f.ills wir r/w mit ~ dz, d. i. mit fd: vertauschen:

jfdz = w(£) -w(/v);
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ebenso crßiebt sich:

f'
fdz = w (fj) — w (/)).

P

Die in diesen beiden Formeln enthaltenen, über die Strecken />f

undpfj hinlaufenden Integrale haben aber, weil /"in jenen Strecken

entgegengesetzte Wcrthe besitzt, ebenfalls entgegengesetzte Werthe.

Durch Addition beider Formeln ergiebt sich daher

=: W(£) + W (fj) — 2w (p)
oder:

w (e) + w (£]) = 2 w (/)), und ebenso wird

n) (s) -f w (£j) = 2\v (p).

Liegen andererseits d i e P u n c t e f, Sj a u f d e n S t r e c k e n

qr], qr}^, so wird man, wie leicht zu übersehen ist, durch ein

ganz analoges Verfahren an Stelle der so eben erhaltenen Glei-

chungen (c/.) zwei andere, nänihch folgende finden:

(S^
W(f) + w(f,) = 2vr{q),

^^'^
11) (£) + tu (£i)

= 2 tV iq).

Wir kehren zu unsern Formeln (14) tmd (15) zurück. Da

f und fi einander entgegengesetzt sind, so können wir denselben

zunächst folgende Gestalt geben:

(16) l^Pl = / (w + w,) \dz.=/•

(17) [r?(7] = /(w + Wj f rf..

V

Das in der ersten Formel enthaltene Aggregat w + Wj bezieht

sich auf zwei Puncto e, e^, die den Strecken j)^, p^^ angehören,

und ist also nach (a.) gleich 2 w (p). Das in der zweiten For-

mel enthaltene w + w^ hingegen bezieht sich auf zwei Piincte

B, Ej die den Strecken qrj, qn]^ zugehören, ist also nach [ß.)

gleich 2 w {q). Somit verwandeln sich die Formeln in

:

(18) lip] = 2^[p).j\ät,
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(19) lnq\ = 2w(v).yf

?

Jh.

Nun ist
f
= -^, also \dzz= d\X). Demnach ergiebt sich schUess-

lich:

(20) M = 2w(/>)[tT)(p) -tü(i)],

(21) [riq] = 2w(^) \\y>{q) - tu (t?)].

Suhstituiren wir in (10) die in (11), (20), (21) gefundenen

Werthe, so erhalten wir:

(22) CvfdX^ = A \\x> iß)
- IV (r/)] + 2 w (p) [nj (p) - \om

% - 2w(9) [IT) (?)- tu (.?)].

I und »j sind (Fig. 100) zwei einander gegenüberliegende Ufer-

puncte des Stromes o; zufolge (4) und (5) ist daher:

(y.) W (r/) — W (^) = ^, W {q) —w{p) = ^A,

[d.) 1D {n)
- w (^) = ?I, iü (?) - ti^ (p) = ^%.

Wir können demnach in (22) xo (^) = \v> (^) — 51 setzen; thun

wir dies, so erhalten wir:

/vrd\t)^A [yo{ß) — \o{n)\ + 2w(it>) [y^{p) — \\){n) + 91]

— 2w(^) [\v{q) -tü(t?)]

oder:

(23) Zw d\r) := 2w (p) ti) (p) - 2w (<?) tv (-7) + ^ It) (|3) +
'^, + 2%w{p) + tD(.j) [2w(^) - 2w(i>) - 4,

oder, weil 2vr{q) — 2 w (p) — A, mit Rücksicht auf (y.), gleich

Null ist:

(24) CwdW = 2w{p))n{2)) — 2w((?)tD(r/) + ^tü(i3)+ 25lw(;>).

Nach (y.), (ö.) ist:

2w(?) = 2w(p) + ^,

2n)(r/) = 2\v{p) + 5X,

mithin durch Multiplication

:

Aw{q)))i{q) — Aw{p))n{p) =29(w(/>) + 2A\o{p) + ^^.

Und hierdurch verwandelt sich die Formel (24) weiter in:

Neumann, Abersche Integrale, 31
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s

d. i. in:

(25) Jwd\^ = A [iü [ß) — n) (p)] + 91 w(/>) — ^ 5U.
.V

Nun hatten wir für das zur Bercclinung vorgelegte Integral

in (9) folgenden Werfh gefunden:

* 8

somit ergiebt sich zufolge (25):

(26) J (w^- + W?)fhD == 5t[^ + .5— 2w(/>)] + 2 ^ [lü (;,) -^D (/?)].

b

Nehmen wir nun an Stelle des Integrales

/ (w^ + wQ) d \o

dasjenige, um welches es uns eigentlich zu thun ist, nämlich das
Integral

:

j ^w^ + wP) dy

SO hahen wir an Stelle der Ströme und Puncte

<i, b, p, g, ß
zu nehmen:

">^^ bx, py., qy, ßy,

und ferner an Stelle von

w, A, B, tu, 9(, ig
zu setzen:

Wx, a^y, byy, W<7, flay, bay.

Somit erhalten wir aus {2Q):

(27) j [Vrl -J- W^) dVTa = üay [Clyy + hyy — 2Wx(/?x)] +
^'^

. +2«,, [w«(p,) _w4^,)].
Summiren wir diese Formel über x = 1, 2, ... 5, und beachten
wir dabei, dass die Grossen a^u «a2, . . . ««, mit Ausnahme von
uoa alle =0, und a^^ selber =771; ist, so ergiebt sich:
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+ 2/:r._^[w.(p.)-Wa(/3.)],

oder, was dasselbe ist:

(28) 2(w.(/3,) + ^^^ J(w^ + w^) Jw,) =

= I [«TT + hao — 2Wa(/^(T)] +^ W,, [py).

x=l

Hieraus aber folgt mit Riickblick auf (1) sofort:

(29) Ha=k [/TT + h,o - 2 Wa(i?a)] + ^ W^ [p,).

%—\

Nun ist, wie wir früher [Formel (14) S. 441] gefunden haben:

2Wa [Va] = 2Wa [ps^\) + &aa — «TC.

Setzen wir fiir vTa[pa) diesen Werth in (29) ein, so crlial-

ten wir:

(30) Ea = in — VTa [Ps^i) + ^2 Wa (j^x)-

x= l

Da die Werthe der Functionen Wj, Wj, ... W5 in den Puncten

/>, ^ identisch sind mit den Fundamentalwerthen, welche die In-

tegrale coi, «2, ... (Os in eben denselben Puncten besitzen, so

können wir diese Formel auch so darstellen:

(31) Ha == in — äa [lis+i] + ^ äa [py).

Nun ist aber zufolge unserer in Betreff der Integrale ß und w

gemachten Festsetzungen (vcrgl. S. 405)

d. i.

31'
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Somit verwandelt sich der für Ha erhaltene Werth schliesslich in

(32) Ha = in.

Sechster Abschnitt. Die in der Function -^ (w, — g^,vf.^—g^,...

VTs — Qs) enthaltenen willkührlichen Constanten g^, g^, ... g,

lassen sich jederzeit der Art bestimmen, dass die Function in

s beliebig gegebenen Puncten c^, c^, ... c. Null wird.

Wir haben so eben gefunden, dass die Grössen H^, H^^ ... Hs
säinmtlich gleich in sind. Substituiren wir diese Werthe in die

früher (S. 471) gefundenen Gleichungen:

9l
- [Wi (2:1) + Wj (^2) + . . . + Wi [Zs)] = - ^1— iV/TT/+ 2N^b,i

,

so verwandeln sich dieselben, falls wir die Zahlen — (iV/ + 1),

— {N.,' + 1), . . . mit i>/j, TJ/j, . . . bezeichnen, in:

^i— [wi (-,) + Wi (z.) + . . . + wj (c,)] ^ M^7l^ + ZN, h,,

,

Demnach können wir den früher (S. 472) erhaltenen Satz gegen-

wärtig so aussprechen:

Zmische7i den in der Function

(1) & = & {-^1—91, W2— ^25 • • • ^s—gs)
enthaltenen, die Beschaffenheit dieser Function bedingenden ver-

änderlichen Constanten gTj, ^2 5 • • • gs tind zwischen den der

Function zugehörigen Nnllpuncten 2;^, z^, . . . Zs finden jeder-

zeit folgende Relationen statt:

9i - [wi (zj) + Wi (^2) + . . . + wi {zs)] = M^ ni + ZNy.b,,, •

/2) 92 - [W2 (^1 ) + W2 (to) + . . . + w, [zs]] = M^ ni+ ZNy. b^2
,

9s- [w, (zi) + w, (22) + . . . + w, {zs)] = Ms ni -^ÜN,. b,.,.

Unter den b sind hier die den miveräfiderlichen Functionen w zu

gehörigen, ebe?ifalls unveränderlichen Co?istanten zu verstehen; fer-

ner unter den M, N irgend welche unbekamite ganze Zahlen. Die

Summation S ist über x = 1 , 2 , ... s hinerstrecM.

Lassen wir die in der P'unction % enthaltenen Constanten

9\> 92> • • ' 9s um irgend welche unendlich kleine Grössen dg^,

dg^, ... dgs anwachsen, so werden gleichzeitig auch die der

Function zugehörigen Nullpuncte z^, z^, . . . Zs gewisse unendlich
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kleine Verschiebungen erleiden, welche mit </z^, dz^, ... dzs

bezeichnet werden mögen. Zwischen jenen Zuwächsen und zwi-

schen diesen Verschiebungen werden — wie sich aus den vor-

stehenden Relationen unmittelbar ergiebt — falls wir zur Ab-

kürzung

^Wi (z) . , , ^w, (z) _ ,, dw, (z) __ . ,,'

~dr~ " '1 ^^'
' ^dT" — /2 W' • •

•

. -Yz '" w
setzen, folgende Beziehungen stattfinden:

%i = A (^i) dz, + A {z,) dz, + ... + f, [z,) dz,
,

(3)
^9% = fi (-i) f^-i + fi (-2) «^2-^ + . .

.

+ /'s
[z^ dzs

,

<^9'* = fs{zi)dz, + fs{z^)dz2 + . .. -\- fs{z,) dzs.

Bei Ueberschreitung der Ströme «, & sind die Functionen

w, , Wo, .'. Ws unstetig, mithin ihre DifTerentialquotienlen

/\, /"j, ... fs ohne bestimmte Bedeutung, folglich die Gleichun-

gen (3) ungültig, oder wenigstens ohne bestimmten Sinn. Gültig

aber werden diese Gleichungen sein, so weit die Func-

tionen Wj, w,, ... w^ stetig bleiben; sie werden also

gültig sein innerhalb der von den Strömen a, b, c um-

randeten, einfach zusammenhängenden Fläche dt'.

Es zeigen diese Gleichungen, wie man, falls die Zuwüchse

dg gegeben sind, verfahren muss, um die resultirenden Verschie-

bungen dz zu berechnen. Sie zeigen ferner, dass man jene Zu-

wüchse dg der Art wählen kann, dass die resultirenden Verschie-

bungen dz beliebig gegebene Werthe annehmen; vorausgesetzt,

dass durch diese gegebenen Werthe der Grössen dz keine Ueber-

schreitung der Ströme a, b, c bedingt ist.

Die Gleichungen zeigen also, dass man durch geeignete Ab-

änderungen der in der Function

& = & [wi—g,, ^2 — 92^ • • • w, - gs)

enthaltetien Constanten g,, g^, • • • g» die Nullpuncte dieser Func-

tion von ihren ursprünglichen Orten z,, Z2-, . . . Zg nach beliebig

gegebenen Nachbarorten hi?iwandern lasse?i kann; vorausgesetzt,

dass die ursprimglichen Orte und die Nachbarorte durch keinen

der Ströme «, 6, c von einander geschieden sind.

Wir wollen uns die Constanten g,, g2> • • Qs zu Anfang

willkührlich gewählt denken; ihre Werthe seien g,^, g.^, ... gj^^

Die Function
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^ = ^ (Wj— öTj , W2 — <?., ' • • • W5— gs)

besitzt jctlcrzeit s Nullpunctc erster Ordnung (S. 452) ; diejenigen

Lagen, welche diese Puncte besitzen, sobald mr den Constanten

(Js_, g-i,
• • Qs die eben angegebenen Werthe zuertheilcn, mögen

mit z^, z./, . . . z^** bezeichnet werden.

Es seien nun Z^, Z^, ... Z,. irgend welche andere Puncte,

also Puncte, die auf der Fläche D^l' ganz beliebig gegeben sind.

Wir denken uns eine Curve gezogen, welche von z^^ nach Zj

geht, und welche ihrem ganzen Laufe nach innerhalb ^ bleibt,

die Ströme a, &, c also nirgends überschreitet. Die auf einander

folgenden Puncte dieser Curve mögen

z,', z{, zC ... Z,

sein. Desgleichen denken wir uns eine solche Curve von z^^ nach

Zj, u. s. w., endlich eine letzte Curve von Zs^ nach Z, gezogen,

und bezeichnen die auf einander folgenden Puncte dieser Curven mit

Zf)
f Zn , Zn , • . . A/n ,

Zs , Zs , Zs , ... Zs.

Zufolge der zuvor gemachten Bemerkung werden wir nun

die gegebenen Constanten g^^^, g^^, . . . gj^ der Art abändern

können, dass die Nullpuncte unserer Function von ihren urspriing-

lichen Orten z^^, z<^, . . . Zs^ nach den benachbarten Orten

2:/, z^, . . . z's hinwandern; sodann werden wir jene Constanten

weiter abändern können, der Art, dass die Nullpuncte nach

z(', z^' , . . . Zs" hingelangen, u. s. w.; indem wir in solcher

Weise fortfahren, werden wir es schliesslich dahin bringen kön-

nen, dass die Nullpuncte nach den Orten Zj, Zj, ... Z,. gelan-

gen. Diese Orte waren aber Avillkührlich gegebene. Wir

haben demnach folgenden Satz:

Durch geeignete Wahl der in der Function

^ (Wi — ö'n W2— öTj, ... w^ — g,)

enthaltenen Constanten g^ , ^,, > • • • gs kann man es jederzeit da-

hin bringen, dass die Function in s beliebig gegebenen Punc-

ten verschwindet.

Es seien z^, z.,, . . . Zs beliebig gegebene Puncte; und

die in der Function

(1) /• = {> (Wj —
j/i , Wo— ^, , . . . W, - Os)

enthaltenen Constanten g^, g.,, . . . gs mögen — durch Anwendung
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irgeiul welcher Älittel — der Art bestimmt worden sein, dass die

Function in jenen s Puncten verscliwindet. Zufolge des kürzlich

gefundenen Satzes (S. 484) finden alsdann zwischen diesen Con-

stanten und zwischen jenen Puncten folgende Relationen statt:

9i = Wi (j,) + w, {z,} + . . . + w, (2.) + tT/, Tti + ^N,h,u

g., = w,(2,) + W,(r,) + ... + w,{zs) + M,ni + yN,b,2,

g, = Ws{z^) + W.,(z.,) + ... + wAZs) + J^s^i + ^J^y.bys,

WO die M, N irgend welche unbekannte ganze Zahlen vorstellen,

und wo die Summationen Z über x = 1, 2, ... 5 hinerstreckt

sind.

Nun können, wie sich aus einem früher gefundenen Satze

(S. 453) ergiebt, mit den in /"vorhandenen Constanten g^, g^, • • • Os

gewisse Aenderungen vorgenommen vserden, ohne dass die Null-

puncte von f dadurch irgend welche Lagenveränderung erleiden.

Es werden nämlich, wie aus jenem Satze folgt, die Nullpuncte

von f ungestört an ihren ursprünglichen Orten, d. i. in den ge-

gebenen Puncten z^, z.^, • . Zs liegen bleiben, sobald man gleich-

zeitig

gTj um niiTci 4- ^n^bxi^

g^ um m.^ni -f- Zny.by.2,

gs um mgiti + 2nx by.s

vermehrt. Unter den m, n sind dabei völlig willkührliche

ganze Zahlen zu verstehen, und unter S eine Summation, welche

über % = 1, 2, . . . s hinerstreckt ist.

Die ursprünglichen Werthe der Constanten g^, g.^, • gs sind

durch die Formeln (2) dargestellt. Aendert man diese Constanten

in der eben angegebenen Weise, so werden die in jenen Formeln

enthaltenen unbekannten ganzen Zahlen

Ml, M2, . . . Ms,

iVi, N2, ... Ns

in irgend welche andere ganze Zahlen, und zwar in Zahlen

übergehen, deren Werthe völlig willkührlich sind.

Sind demnach

^i, f*2' • • • (^s,

V^, V^, . . . Vs

irgend welche willkührlich gewählte ganze Zahlen, und bil-

det man nun die Constanten
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Gj = W, (Z,) + Wi(j2) + .. . + W, (Z,) + fti 7t? + ÜVy^b^i,

G2 = W2(-i) + '^zi-'z) + ••• + ^zi^^) + H'^i + ^v^b^2,

welche von den Constanten </,, gr^, ... g, sich nur dadurch un-

terscheiden, dass bei ihrer Zusammensetzung die willkühriichen

Zahlen ft, v statt der unbekannten Zahlen M, N angewendet

sind, so wird die diesen Constanten G^, G^, • . . Gs entsprechende

Function

F = & {wi— G,, W2— G2, . . . w,— Gs),

ebenso wie die ursprüngliche Function /", in den gegebenen l'unc-

ten Zj, ^2' • • • ^s verschwinden. Wir gelangen also zu folgen-

dem Satz:

Sind z,, Z2, ... Zg beliebig gegebene Puncte, ferner jHj, (i^^ ... fi^,,

Vi, V2, ... Vs beliebig gewählte ganze Zahlen, und sind endlich

G^i ^2, ' • Gs die mit Anwendung jener Puncte und Zahlen zu-

sammengesetzten Constanten:

^1 = Wi (zi) + Wi (Z2) + . . . -f Wi [zs] + f*i
ni -f ^vy.by.u

(3) G2 = W2 (zj + W2 (Z2) + . . . + W2 (z.) + ftj TT ?• + ^v^
x= l

x2,

G^5 = W,(zJ 4- Wi(z2) + ... + VfsiZs) + flsTti + ^Vx6x5,
H= l

so W«>(/

(4) ^ = (wi - Gl, W2— (^2. • • • w.— Gs)

eine von z abhängende Function sein, welche in den gegebenen

Puncten Zj, Z2, ... Zg verschwindet.

Siebenter Abschnitt. Allgemeine Bemerkungen über die zwischen

den willkühriichen Constanten g^, g.,, ... g^ und zwischen den

NuUpuncten z, , Zj, ... z,, gefundenen s Gleichungen.

Wir fahren in unserer Untersuchung weiter fort. Es seien

also nach wie vor Zi, Zj, ... z^ beliebig gegebene Puncte,

Gl, G.,, ... G, die in (3) angegebenen Constauten, und F die in

(4) angegebene Function; also
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F = ^ {w^— Gi, w.^—G.,, ... w, — Gs)

oder, wenn wir der grösseren Deutlichkeit willen w^{z), Wjls), • • •

Wsiz) statt Wi, Wa, ... w,- setzen:

(5) F=& (w, {z) - G^, w^{z) - G„ . . . , w, {z) - G.).

Wir wissen zufolge des eben aufgestellten Satzes, dass diese Func-

tion verschwindet in den gegebenen Puncten z^, Zj» • • • ^s- Sie

verschwindet also, wenn wir den in ihr enthaltenen variablen

Punct z in irgend einen von jenen s gegebenen Puncten, z. B.

in den Punct Zs hineinfallen lassen. Sie verschwindet demnach,

sobald man die in ihr enthaltenen Argumente

w,{z) - G, , w^{z) — G,,..., Ws{z) - G,

in

Wi(^.)— G^, w.,izs) -G,, . . . , Ws{zs) - G,

umwandelt. Mit andern Worten: der Ausdruck

& {A^, A.;,, ... A,)

verschwindet, sobald man

A — Wj (zs) — G^,

A = W2 [Z,) — ^2 ,

As = Ws (Zs) — Gs ,

setzt. Die hier angegebenen Grössen A^, A.^, ... A^ haben aber,

falls man für die G^, G^, ... G^ ihre Werthe (3) einsetzt, fol-

gende Bedeutungen:

^1 = — {Wi(zi)H- Wi(c,) + .--+Wi(z,_i)-|-^^:r2-j-2'V;,6;,j|,

A = — {^2 (2i) + W2 (22) + . .
. 4- W,, Izs-i) + (^2^i+ Sv^ b^,i) ,

Nach einer allgemeinen Eigenschaft des Ausdruckes % (vergl. S.

446) erleidet der Wertli eines solchen Ausdruckes keinerlei Aen-

derung, sobald seine sämmtlichen Argumente in ihr Gegenlheii

umschlagen.

Wenn also ^ [A^, A.^, ..., As) verschwindet, so wird

& {— A^, — A2, . . . , —As) ebenfalls verschwinden. Somit er-

giebt sich folgender Satz:

Versteht man unter z^ , z.,, ... Zg-i beliebig gewählte Pitncle,

ferner unter ftj, ft2, . . . (tt,, v,, Vo, . . . v, beliebig gewählte ganze
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Z(t/ilen
,
und endlich unter J, , ^^ , ... As die aus diesen Funden

und Zahlen zusammengesetzten Grössen:

Jj = Wj(r,) + w,(c,,) + ... + Wj(c,_,) + ^l^7t^ + yv,b,u
x= l

X=:,V

by.2,
= W2(:j) + W,(Z2) + .. . + W2(^.-i) + ^,7ti + ^v.

^. = W.(cJ + W,(r2) + ... + W.(c,_i) + ft.TT^ + ^v,
so werden die Ausdrücke

& K, A,, ..., As)

und

& i-A,, -A,, ..., -As)
Jederzeit gleich Null sein.

Leicht lässt sich übrigens auch der umgekehrte Satz er-

weisen.

Es seien A^, A.^, ... As beliebig gegebene Constanten, je-

doch der Art beschaffen, dass

mithin auch

(2) ^(-^,, — ^2> . .., -^.) =0
ist. Wir denken uns einen beliebig gelegenen festen Punct c,

bilden die Constanten

9i = W, (c) + Ai,

(3)
92 = W2 (c) + A^

,

gs == w, (c) + As

,

und bilden endlich mit Anwendung dieser Constanten g^, g^, . , . Qs
die von z abhängende Function:

(4)
^

F=^{yj, (z) - g^, W2 (.) -g,, . . . , W.(z)- ^,).

Die in dieser t'unction vorhandenen Argömente verwandeln sich,

wenn man den variablen Punct z in den Punct c hineinfallen
lässt, in

Wi (c) -
J/i ,

W2 (C) — ^2 ' ' • > W, (C) — gs,

d. i. zufolge (3) in
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Mit Rückblick auf (2) ergiebt sich daher, dass die Function Firn

Puncte c verschwindet. Die Function F besitzt (vgl. S. 452) im

Ganzen s Nullpuncte, Einer von diesen ist also der Punct c; die

übrigen sind unbekannt, und mögen mit z^, z^, ... Zs-i be-

zeichnet werden. Zufolge eines kürzlich gefundenen Satzes (S. 484)

müssen zwischen diesen Nullpuncten c, z^, z.-,, ... Zs—i und

zwischen den in der Function enthaltenen Constanten gi^ g^i • • 9s

folgende Relationen stattfinden:

Ol
— [Wi {€) + w, [z,] + ... + wi (c,_i)] = 3I,7ti + ^N,b,u

WO die i>/, N irgend welche unbekannte ganze Zahlen vorstellen.

Mit Rückblick auf (3) verwandeln sich diese Relationen in:

Somit gelangen wir zu einem Satz, der als eine Umkehrung des

vorhergehenden angesehen werden kann, und so lautet:

Sind Ji, A.,, ... As irgend welche Constanten von solcher

Beschaffenheit^ dass

&{A,, A,, ... As)

gleich Null ist, so werden sich die Werlhe dieser Constanten

jederzeit in folgender Art darstellen lassen-.

A = Wl(^l) + W,(Z,) + . . . + Wl (C,_l) + MyTZi +2 ^-'^-1'

A., = W,(2i) + W,(z,) + . . . + W2 [zs-i] + M^ni + ^N,b,2,

As == W,(ri) + W. (^2) + . • + W,(2,_l) + UlsTti + ^Ny.by.s.

x==l

Unter Zj, z^, ... Zs-i sind hier passend zu wählende Puncte,

und unter den M, N passend zu wählende ganze Zahlen zu ver-

stehen.
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Es seien lolgeiKle (Gleichungen vorgelegt:

ö\ = Wi(m) + w,(c.,) + ... + Wi(j.) + m^ni + Zti.^b>,u

,j)
Ö2 = W^f^i) + W.>(c2) + ... + W^Cz,) + m^ni + Zny.by,2,

Os = W.(ci) + W,(c^) + ... + W,(c,) + ;«,«« + i:t>y,by.,,

v.o die Summationen £ über x = 1, 2, ... 5 hinerstreckt sind.

Gegeben seien die Constanten ^, unbekannt hingegen die

Puncle z und die ganzen Zahlen m, n; diese Pinicte und Zahlen

sollen der Art bestimmt werden, dass jenen Gleichungen Genüge

geschieht.

Es fragt sich , wie viele Lösungen diese Aufgabe zulässt.

Wir beginnen damit, dass wir mit Anwendung der gegebenen

Constanten g folgende von z abhängende Function bilden:

(2) F = & (wi(^) - ^1. W2W — ^2, . . . , w,(2) - gs).

Ist Zi, Zo, . . . Zs, 3/1, .¥2, . . . Ms, iV^, iV2, . . . Ns irgend

ein Punct- und Zahlensystem, welches den Gleichungen (1) Ge-

nüge leistet, so wird man in dieser Function F an Stelle von

gi den Ausdruck

Wi (Zi) + Wj (Z2) . . . + Wi (Z,) + Tl/j ;r? + HN^b^u

und analoge Ausdrücke für die Constanten g^, ... gr, setzen

können. Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf einen kürzlich

gefundenen Satz (S. 488} sofort , dass d i e F u n c t i n F in den
Puncten Zj, Z2, . . . Z, verschwindet.

Die mit den gegebenen Constanten g^, g^, ... gs behaftete

Function F wird also in den Puncten Zj, Z2, ... Z, jederzeit

verschwinden, sobald nur diese Puncte, in Verbindung mit irgend

welchen ganzen Zahlen M, N, den Gleichungen (1) Genüge leisten.

Sind daher Z/, Zj', . . . Z/ andere Puncte, die jenen Gleichun-

gen ebenfalls Genüge leisten, so wird die Function F in diesen

letztern Puncten ebenfalls verschwinden.

Wir wissen aber (vergl. S. 4ö2), dass die Function F nie-

mals in mehr als s Puncten verschwinden kann. Genügen also

Z^, Z^, . . . Zs den Gleichungen (1), und genügen Z/, Z^', . . . Z/

denselben ebenfalls, so müssen die ersteren Puncte nothwendig

identisch sein mit den letztern.

Für die Gleichungen (1) kann demnach, wenigstens
was die Puncte z^, z^, ... Zg anbelangt, niemals mehr
als eine Lösung existiren.
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Es fragt sich andererseits, ob die Gleichungen (1) überhaupt

immer auflösbar sind. Auch hierüber giebt uns die aus den ge-

gebenen Constanten g^, g^, . . . Qs gebildete Function jP Auskunft.

Diese Function verschwindet nämlich, wie wir wissen, jederzeit

in s Puncten.

Sind aber Cj, c^, ... Cs die Puncte, in welchen

^ (Wi— ö'i, Wj— ö's, • • • w.— 6r,)

verschwindet, so finden zwischen jenen Puncten, und zwischen

den in der Function enthaltenen Constanten jederzeit folgende Re-

lationen statt (vergl. S. 484):

9x
— [Wi (Ci) + Wi(c2) + . . . + Wi(c,)] = MiTti + ^Nyb^i,

x=l
•)

wo die M, N irgend welche unbekannte ganze Zahlen vorstellen.

Daraus folgt, dass jene Puncte c^, Cj, ... Cs den Gleichungen

(1) Genüge leisten, dass also jene Gleichungen immer auflös-

bar sind.

Wir gelangen demnach zu folgendem Satz:

Versieht rnan in den Gleichungen

x=s

Q\ = W, (r,) + W, (^2) + . . . + W, (t.) + m^ni -f ^fiybyu

9-2 ~ ^2(21) 4- Vl^[z^) + . . . -f W2(2,) + m.,ni + ^nyby2,

gs = W, (r,) -f W,(c2) + ...-{- W. (z,) + m,7ti -f ^nyby.,
x= l

unter g^^ g^^ . . . gg gegebene Conslanlcn , unter ?«, , ju.y, . . . m^,

Wj, «2? • • • "i hingegen beliebig veränderliche ganze Zahlen;

so wird — trotz der aus diesen Zahlen entspringenden Unbestimmt-

heit — immer nur ein einziges Punctsystem Cj, z^-, ... Zg vor-

handen sein, welches den Gleichungen Genüge leistet. Dieses eine

wird niemals fehlen.
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Die Umkehrung der AbePschen Integrale.

Erster Abschnitt. Es wird gezeigt, wie sich mit Hülfe der

«fach unendlichen {>- Reihe die Umkehrung der Functionen

Wi(z), W2(z), ... VTsiz) bewerkstelligen, nämlich z durch

"''^i {^) , w^ (z) , . . . w^ (z) ausdrücken lässt.

Nach langen aber nothwendigen Zwischenbetrachtungen neh-

men wir nun den Faden unserer eigentlichen Untersuchung wie-

der auf. Der aus den Functionen w, unter Anwendung beliebiger

Constanten g und beliebiger ganzer Zahlen fi, zusammengesetzte

Ausdruck

'9'(Wi — ,9,, W2 — £?2, ... Ws — gs)
(1) & =

l&fw^-g,- ^t Y'
^2 — .92 - f^z"^, '^s -gs—fis"^

ist, wie wir zuletzt (Seite 457) gefunden hatten, eine von z ab-

hängende Function, welche auf der Riemann'schen Kugelflächc 9ft

überall regelmässig bleibt, also eine Function, die von ;r auf

algebraische Weise abhängen muss. Zugleich wird, wie wir da-

mals nachgewiesen hatten, die Ordnungszahl von in den

s Nullpuncten des Zählers

:

^(Wi —Qi, W,, ~ ö^,, ... W^ — Qs)

den Werth -f 2, ferner in den Nullpuncten des Nenners:

^ \^i - 9i -
/*i y. W, - g., - (i.,-^, . . . w,, - gs — fis

2 j

den Werth — 2, und in allen iihrigen Punctcn der Fläche dl

den Werth besitzen.
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Wir setzen der Kürze wegen & Ua für d'{U^, U.,, ... Us).

und bezeichnen demnach den Ausdruck & in folgender Weise:

(2) = ' ^"^^

(jo

Um die algebraische Abhängigkeit zwischen und z wirklich

durch eine Formel ausdrücken zu können, müssen wir zunächst

die Nullpuncte des Zählers und Nenners, d. i. die Nullpuncte

der Functionen

^yfa — ga,

^Wa — Qa — ^a ^
ermitteln. Solches aber wird sich am Einfachsten bewerkstelligen

lassen, wenn wir die Constanten g und die Zahlen ja nicht be-

liebig lassen, sondern auf geeignete Weise festsetzen.

Die auf der Fläche dl vorhandenen Windungspuncte sind:

Pi> P2^ • P^+u

ö'n 5^2) • • • ^s+u

und bestehen also aus s + 1 Punctpaaren. Wir denken uns diese

Punctpaare in irgend welcher andern Reihenfolge hingeschrieben.

a, p, . . . y, d.

Alsdann ist (Formeln (9) S. 440) für jede der Functionen w, , w.„ . . . w,

Wa(«') — Wa(a) =^^ y,

(2)

Wa(/) -Wa{y) =C'<7 y,

Wa(d') -Wa(<5) =i>af,

(2a) Aa + Ba -^ ... -[- Ca -^ J)a =
wo Aa, Ba, ... Ca, Da irgend welche ganze Zahlen vorstellen,

deren Summe Null ist*).

*) Man würde sich über jene s -\- l Zahlen Ja, ßa, . . . Ca, Da noch
genauer ausdrücken, nämlich sagen können, dass immer eine von ihnen

= 1 , eine andere unter ihnen = — 1 , und alle übrigen = sind. Doch
fällt solches hier nicht ins Gewicht.
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Setzt man nun znr*Abkürzung:

^ ' W,(«) + Waiß) 4- • . • + Wa(y) = Qa,

WO also da ein aus s + 1 ,
gr^, hingegen ein nur aus s Gliedern

bestehendes Aggregat vorstellt; so wird zufolge (2):

W„(a') + vr„{ß') + . . . + Wa(/) + Wo{ä') = da,

Wa(a') + Wa(|3') + . . . + Wa{y) =ga + ^a 1^,

WO fia eine ganzeZahl vorstellt, nämlich ^= Aa + Ba + ...-{- Ca

ist.

Die durch die F'ormeln (3) und (4) bestimmten Constanten g

und fi sind es nun, welche wir in unsern Ausdruck einsetzen

wollen. Thun wir dies, so verwandelt sich derselbe in

(5)
^ /&Wa{z) — W(T ja) — Wajß) . . . — Wq (y)y^ ~ l^'^WaC:) — Wa(a') - Wff ((3') ... — Wa(y')J

Und nunmehr sind, wenn wir uns an einen früher (Seite 488)

gefundenen Satz erinnern , die Nullpuncte des Zählers und ebenso

auch die des Nenners leicht zu erkennen; die ersteren liegen

nämlich bei a, /3, ... y, die letztern bei «', j3', ... /.

Der in (5) stehende Ausdruck & ist demnach eine von z ab-

hängende, auf der Fläche D^t überall regelmässige Function, deren

Ordnungszahl in den Puncten a, ß, . . . y den Werth +2, in

den Puncten «', ß' , ... / den Werth — 2, endlich in allen

übrigen Puncten der Fläche di den Werth besitzt*). Wort für

Wort dasselbe gilt aber, wie leicht zu übersehen, und wie auch

früher gelegentlich bemerkt worden ist (Seite 265), von der

Function

((\) r.f-\ __ (^-«) (=-^) •••(^-y)
(^^ ''^') - (z-a')(z-ß')...(^^^'

vorausgesetzt, dass man sich die Werthe dieser Function eben-

falls auf der zweiblättrigen Kugelfläche dl ausgebreitet denkt.

Die Ausdrücke

und 93(2)

sind demnach zwei von 2 abhängende Functionen, welche auf der

*) Die Puncte a, ß', . . .
y' stellen also die Pole vor, in welchen

die Function & unstetig ist; und ebenso stellen andererseits ex, ß, . . . y
diejenigen Puncte vor, in welchen dieselbe verschwindet.
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Fläche 9^ überall regelmässig sind, und welche daselbst überall

gleiche Ordnungszahlen besitzen; folglich zwei Functionen, welche

nur durch einen constanten Factor von einander verschieden sein

können (vergl. Seite 276). Bezeichnen wir diesen mit K, so ist

also & = K . (p{z), d. i.:

^7^
/^Wff jz) - Wor (g) - Wff (ß) . - Wg (y) V-'^ , ,

^^> \^Wa(z) - Wg(a') —Wa(|3') ... - Wg(y')J
~~

" ^ ^"^'

Hiemit ist die algebraische Abhängigkeit, welche zwischen und z

stattfindet, ermittelt. Es handelt sich nur noch um die Bestim-

mung des constanten Factors K.

Zufolge (3) und (4) ist:
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wo i>i , i>2' ••• ^< lauter ganze Zahlen sind. Jener Quotient ist

demnach = 1. (Vergl. S. 446.) Somit erhalten wirans (7 a):

1 = r'.<p{d).cp{ö'),

folglich

:

7^ =
,-,
-

'
.

Vcp{d).q,{S')

Und durcli Einsetzung dieses Wertlies verwandelt sich nun die

vorhin gefundene Gleichung (7) schliesslich in:

Somit gelangen wii" zu folgeiulem Satz:

Bezeichnet man die zn s -\- 1 Paaren geordneten Windungs-

puncte

;?i, p.,, . . . p,^i,

9\i !?•>? • • • ^^+1

in irgend welcher a?)dern Reihenfolge mit

cv, ^, . . . y, J,

Ci\ ß\ . . . /,
ö'

und setzt man zur Abktirzung

(:__„) (, _ ß^ . . . (^-y )

{z - oc')(z - f) ...[z-y]

so ist jederzeit

Wa(:) — g'a) Vtpiö) . cp{S')
'

<p{z)

ga = W„{a) -i- W„{ß) + • • . + Wal»,

g'a = W,;(a') + W„{ß') + . . . + Waiy')

zwei Constanteti sind, deroi Differenz gleich einem Vielfachen von

--- /s/*), wul wo ^Va zur Abki'irzung steht für 9'(f/,, 11.-,, . . . U^).

*) Solches folgt ans den Formeln (8) und (4).
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Zweiter Abschnitt. Fortsetzung. Die im vorhergehenden Ab-

schnitt ausgeführte Umkehrung kann verallgemeinert werden,

indem man an Stelle eines Werthes der Variablen c: mehrere,

nämlich s Werthe derselben ins Spiel bringt.

Es ist hier am Orte, noch auf einen anderen aus den Func-

tionen w zusammengesetzten Ausdruck aufmerksam zn machen, der

sich ebenfalls auf algebraische Weise darstellen lässt. Doch unter-

scheidet sich derselbe von dem eben betrachteten dadurch, dass er

nicht von einer einzigen Variablen , sondern von s Variablen ab-

hängt. An Stelle des beweglichen Punctes z = x -\- iy treten

nämlich hier s bewegliche Puncte Zj'= a:^ + iy^ ,
z^ = x^ + ??/2'

. . . Zs = Xs + iys auf, die wir, um an Kürze zu gewinnen, der

Reihe nach m\i l, n, . . . ^ bezeichnen wollen. Der in Rede

stehende Ausdruck lautet nämlich, wenn wir die Rezeichnungen

«, |3, . . . y, f5^

«', ß\ . . . /, <5'

in demselben Sinne wie vorhin brauchen, folgendermassen:

IA\ /5) _ pWff(§) + Wa(7;) + . + Wa(g) - Vfa{8)Y
\^) ^ — \&^ffo{^) + W«(7?) + . . . + W<t(J) - WoiSy •

Um denselben näher zu untersuchen, wollen wir uns von den

s Puncten ^, ?;,... f zu Anfang nur den ersten beweglich,

die übrigen aber fest denken. Dann wird:

(^) ^— V^W„(§) - G'aJ'

wo die Grössen

(3) Ga = Wa{Ö) — W„{n) ... — Wait),

(3') G'a = W„((J') — W„{>]) ... — w^(t)

zwei Constanten vorstellen. Da nun, wie früher (Seite 495) be-

merkt wurde, für jede der Functionen w die Gleichungen gelten:

Wa(a') — W„(a) -^ J„ Y

Wa(^) - w,(^) = 5^f',

(4)
" •

Wff(/) — Wa{}') = Ca

m
WöifJ') — Wa (5) = />a ./

32*
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wo Ja, Sa> •'•
• Cai T)a irgend welche ganze Zahlen vorstellen,

deren Summe =0 ist, so werden jene beiden Constanten Ga

und G'a nur durch ein Vielfaches von y von einander verschie-,

den sein können.

Wir können daher auf den Ausdruck wiederum den früher

(Seite 45G) gefundenen Satz in Anwendung bringen. Diesem zufolge

wird eine von ^ abhängende Function sein, welche auf der Fläche DfJ

überall regelmässig ist, also eine Function, die von 'g auf algebrai-

sche Weise abhängt. Zugleich wird jenem Satze zufolge eine

Function sein, welche in den Nullpuncten des Zählers die Ordnungs-

zahl 2, in denen des Nenners die Ordnungszahl — 2, und in

allen übrigen zur Fläche 9^1 gehörigen Puncten die Ordnungszahl

besitzt. Sollte der Fall eintreten, dass ein Nullpunct des Zählers

mit irgend einem Nullpuncte des Nenners zusammenfällt, so wird

die Ordnungszahl von in einem solchen Punctc gleich 2— 2,

d. i. gleich sein.

Um die algebraische Abhängigkeit zwischen und 'S, formell

ausdrücken zu können, müssen wir jene Nullpuncte wirklich zu

ermitteln suchen. Bezeichnen wir die s Nullpuncte des Zählers

&W„{i) — Ga

mit ^, B, ... C, und die «Nullpuncte des Nenners

^W„(|) - G'a

mit A\ B\ ... C, so werden die erstem den Gleichungen:

(5) Ga= ^„{J)+^a[B)-V ... -^Vfa{C) + Ma%i +^IS'y.b,a,

c = 1, 2, . . . s,

die letztern den Gleichungen

(5') G'a= Vfa [A') + Wa [B') + . . . + w„ {€') + M'„ni+ ^N', b,a

X— 1

Gr=l, 2, ... .9,

Genüge leisten, wo die M, N und 31', N' unbekannte ganze Zah-

len vorstellen. Solches folgt aus einem früher (Seite 484) gefun-

denen Satz. Doch werden die Punctc J, B, . . . C und A', B', . . . (f

den eben aufgestellten Gleichungen nicht allein Genüge leisten,

sondern (vergl. Seite 493) durch jene Gleichungen — trotz der Cln-

bestimmtheit der Zahlen M, N und 31', N' — bereits vollständig
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bestimm l sein. Gelingt es uns also, irgend ein Punctsystem

A, B, ... C und irgend ein Punctsystem A\ B', ... C zu finden,

welches den Gleichungen Genüge leistet, so werden durch das

eine die NuUpuncte des Zählers

^w^(^) — (;„,

und durch das andere die Nullpuncte des Nenners

dargestellt sein.

Lassen wir den beweglichen Punct
'i

in den l'unct ö hinein-

lallen, so verwandelt sich der Zähler in:

^W«((5) — Ga>

d. i. mit Hinblick auf (3) in:

^^a[n) + ... + W^(?)

also (vergl. S. 490) in Null*). Demnach ist ^ einer von den ge-

suchten Nullpuncten A^ B ^ ... C. Ebenso ergiebt sich, dass <J'

einer von den Nullpuncten Ä, B\ . . . (f ist. Es mag 8 der

Punct A, und 6' der Punct Ä sein. Die zur Bestimmung der

noch übrigen Puncte B, . . . C und B' . . . C' erforderlichen

Gleichungen (5) und (5') lauten dann folgendermassen

:

a„ = Wa(<J) + Wa{B) + . . . + Wa{C) + .V^ ni + I! N^ b,o,

G'a^WaiS') + Wa{B') + . . . + Wa{C') + M'ani + H N'y.b^a.

ff = 1, 2, ... s

oder, wenn man für Ga und G'a ihre eigentlichen Bedeutungen

(3) und (3') einsetzt:

(6) -^o{v) ••• -Wa(^) =
= Wa(5) + . . . + Wa (C) + Ma ni + 2Ny, b,a,

(6') -Wa(^) ... — Wa®==
= Wa{5')+... +Wa{(f]-\-M'a7ti + ZN',bya

ff = 1, 2, ... .V.

Trotz der Unbestinmitheit der Zahlen M, N und M', JS' sind, wie

wir bemerkt haben, durch das eine System von Gleichungen die

[s— 1) Puncte B . . . C, durch das andere die [s— 1) Puncte

B' ... C' völlig bestimmt. Nun ist, wie wir sehen, das eine

*) Es ist wohl zu beachten, dass unter ^, rj , . . . ^ im Ganzen

s Puncte. unter rj, ... t also im Ganzen {s— 1) Puncte zu verstehen

sind.
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System von Clcicliimgcii mit dem aiiderii identisch. Demnach

werden auch die Pnncle B, ... V identisch sein mit den

Punctcn D\ ... (''

Bitiachtet man also, wie hier geschehen, von den l*nncten

1^, i], . . . t iiiH' ('en Pnnct | allein als heweglich, so Avird der

.\nsdrnck:

(7)

eine von | abhängende, auf der Fläche ^ überall regelmässige

Function sein, welche in ö die Ordnungszahl 2, in 6' die Ordnungs-

zahl — 2 und in allen übrigen Puncten der Fläche die Ord-

nungszahl besitzt. Wort für Wort dasselbe gilt nun aber auch

von dem Ausdrtu-k

(8) ^P ri
^^(^^zI>JlL=JU^^Ji:Jl

l«j V U, »?..•• &;
(I
_ s'^ (^ _ 5') . . , (j _ ä'y

vorausgesetzt, dass wir von den s Puncten '^, tj, . . . ^ wiederum nur

den ersten als beweglich ansehen, dass wir also . _ . als die

eigentliche Function, und 7^^ ~ J.
'

'
' ;: J als einen constanten

(^ — o )...(?— d)

Factor ansehen.

Die beiden von ^, /;, ... ^ abhängigen Ausdrücke

und ip{^, 7], ... ^)

sind also, falls man »/ ... ^ als fest betrachtet, zwei von ^ ab-

hängende, auf der Fläche dt regelmässige Functionen, deren Ord-

nungszahlen überall gleiche Wcrthe haben; folglich zwei Functio-

nen, die nur durch einen constanten, d. i. durch einen von ^

unabhängigen Factor von einander verschieden sein können.

Somit ergiebt sich also, dass der Quotient

&

eine Grösse ist, die von 'S, unabhängig sein muss. Ist diese

Grösse aber von 'E, unabhängig, so muss sie — solches folgt un-

mittelbar aus der in IJezug auf i,, t], . . . ^ vorhandenen Sym-

metrie — gleichzeitig auch von t], ... f unabhängig sein. Der

vorstehende Quotient besitzt also einen Werth, der gleichzeitig von

sämmtlichen Puncten ^, iq, ... f unabhängig ist, d. i. einen

wirklich constanten Werth. IJezeichnen wir diesen mit K,

so erhalten wir:
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^W^(4) + wa( >;) + • • • + Wa(^) - Wa(d) y^r. rr y^

Und liieniit ist die algebraische Abhängigk.eit, welche zwischen

einerseits und zwischen ^, tj, ... J andererseits stattfindet, zu

Tage gefördert. Es bleibt nur noch übrig, den constanten Factor

K zu bestimmen. Zu diesem Zwecke lassen wir in unserer Glei-

chung (9) die beweglichen Puncte 'i,
rj, ... t einmal mit den

Puncten a, ß, ... y, ein anderes Mal mit den Puncten «', /?',... /
zusammenfallen, und erhalten alsdann nach einander folgende

beiden Relationen:

/^Wa (a) + Wa (ß) + . . . + Wa (y) - Wg (g) V^
^^.

, ^ ^

\^«^ff(a) + Wa(/3) + . . . + Wa(y) - Wa(d')/ --^V'!-'
•

f"

/»Wa(«VH Wa(g') + . . + Wa(y') - ^fro{3) Y__ j^ ,,./^- ^^' ')

V#^aia') + Wa(ß'r+...+Wa(y')-Wa(dV; ' '^ ^ , ^ - • • /
;•

Bezeichnet man mit da folgende Constante:

Wa(a) + Wa(/3) + . . . + Wa(y) + Wa((J) = do

,

SO ist zufolge (4) auch:

Wa(«') + W<,(/3') + . . . + Wa(/) + Wa(^') = ^a-

Hiedurch verwandeln sich unsere beiden Relationen in:

Und nunmehr folgt durch Multiplication dieser beiden Relationen:

Der hier auf der linken Seite befindliche Quotient besitzt, weil

zufolge (4)

2 Wg((J') - 2vj„[ö) = I}a ni

ist, folgende Form:

%; Ua -{ Dani
' » Ua '

oder ausführlicher geschrieben, folgende:

Q-([/^ ^ ß^ni. U., -f- D-iTti, . . . Us + Dsui)

»{Ut, U^, ... Us)
'
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uiul ist also := 1. Somit erhallen Avir:

1 = K"^. ipia, ß, ... y) . i\){ci'

niilhlti:

1K = -
V t/7(a, ß, ... y)7ipla'rf7~Y)

Substituiren wir nun schliesslich diesen Werth des conslanlen

Factors K in die Gleichung (9), so erhalten wir folgenden Salz:

Bezeichnet man die s + 1 Paare von fVindimgspunclen

!/l, !?2' • • • 9s+l

in irgend welcher andern Reihenfolge mit'.

«, ß, . . . y, d,

«', ß\ • • • y\ ö',

und setzt man zur Abkürzung

:

ik-S) ir} -S) ...g- ö) _
(!_,')(,—dTTra -s') -^i^'V. •.• f),

wo unter '^ = x^ + zyj, rj = x.^ + iy-^^ • • • ^= ^4- + iys be-

liebig bewegliche Puncte verstanden werden sollen , so ist jederzeit -.

\&Wam-^Wa(r])+ ...-\-Wc{^)-W„(S')J, ]/^(a,ß,..Y).',p{a',ß',..y')'

tvo Wa{S), Wa{ä') zwei Cotistauten sind^ die immer nur durch ein

Vielfaches von
^,

von einander verschieden sein können^ und wo

& üa zur Abkürzung steht für ^iU^, U^, ... f/.,).

Dritter Abschnitt. Die in Bezug auf die Functionen w„ w.^, . . . w,

erhaltenen Resultate lassen sich übertragen auf die mit den-

selben conjugirten secundären Integrale coj , co^, ... «, ; man
gelangt alsdann zur Umkehrung dieser Integrale.

Die hier gefundenen Ergebnisse beziehen sich zunächst nur

auf die eindeutigen Functionen w, lassen sich aber, wie

sogleich gezeigt werden soll, auch auf diejenigen Integrale iiber-

tragen, welchen jene Functionen conjugirt sind, nämlich über-

tragen auf die secundären Integrale w.
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CO (^) + CO (,/) + .. + Co (?) = W (^) + W [ri) + .. W (?) +
-^M^ J, + /!/, J, + . . +31, As +Ni B^ +N, B, + . . +iV. ^.,

CO,'
(J) + 0)' (t?) + .. + 0)' (f) = w' (^) + w' (7?) 4- . . w' (?) +

(2) + ^/i a; ^m, a; +..+Ms a; + n^ b^+n, b.; + ..-\- tv, b;,

co"(|) + co"(i/) + .. + a)"(?)=:w"(^) + W"(r/) + .. +w"(?)+

Nimmt man lüi' ra, w', w", ... sämml liehe seciindäre Inte-

grale (0^, (»2, • • • cöi. und beachtet man, dass die Diflcrenzen,

mit welchen die Fnnctionen Wj, Wj, ... Ws in den Strömen «, h

behaftet sind, durch die Grössen ay.a, hy.a dargestellt werden, so

verwandeln sich die Gleichungen (1) und (2) in:

ojj (j) = Wj (2) + m^^T^i + Z 7ix byii

/g^ • 000(2) = W2(2) + m<yni -\- Ztiy.by.i,

(Os{z) = Wi(2) + trisTti -\- Zriyb^s^

CO, (|)-+ CO, {n) + .. + «»j (?) == Wi(l) + W, (f?) + .. -f W, (?) +
+ M^ni + Z NybyA,

a)2(§) + C02(»?) + .. 4- C02(?)=-W2(^) + WjC»?) + •• + W2(?) +
(4) + M.,7ti + ZiV^Ö,,,

fo, (^) + 0), (./) + . . + fO, (?) = w. (^) 4- W. (t?) + . . + w,, (?) +

WO die Summation Z über /. = 1 , 2 , ... 5 hinerstreckt ist.

Aus (3) ergiebt sich mit Hiicksicht aul' einen früher gefun-

denen Satz (Seite 446):

H^j{z\ (o,{z), . .. mjz)) _
^cw,(z);w,MT..w;.(z))

^
— Z »J« [cojf (-) + Wjs (z) + my. ni]

oder kürzer geschrieben:

'9' a>a (z)
,

— Z nj« [wx (c) + Wx (:) + ?«x tt i]

^W,(2) " ^'

;

und ebenso ergiebt sich, falls man unter g^, g^-, • • • gs irgend

welche Constanten versteht:
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9ma{z) —go — Z >>y- W-^{z) -\- Wy.{',) '2^x + My. 7ci]

9Wa{z)—ga ^~~ ^

und i'erner, falls mau unter
^/i', Qi-, • • • ^/irgend welche andere

Constanten versteht:

& (Oa{z)—ga' _ ^— Zny. [my. (z) + Wz (:) — 2gy.' -f »ly. n
i]

&Wa{z)—ga

Durch Division der beiden letzten Formeln folgt:

&(Oa{z) — ga ___ -»Wq(z) — go ^Z2nx(gy. — yx)

&wa{z) -ga' ^Wa{z) ~ ga'
'

Sind also die Constanten g^, g.,, • • gs von den Con-

stanten gr/, g2-, gs' iHir durch irgend welche Viei-

,-« &(Oa{z) — ga &Waiz) — gg

^ ' &coa {z) — ga 9'Wa [z) — ga

sein. Und ebenso wird alsdann, wie sich in gleicher

Weise aus (4) ergiebt, auch

&(Oa(^)+ (o<f{il)-\-..-\-(Oa{0-ga _ -^Wa (IH-WaO^)-f., +Wq(g)— r/p

i"^ &Wam+ wa{rj)-\-.-+ <o>c~it)~-ga «^Wp(|)+ Wa (7?)+ .

.
+Wa(^) -f/ö

sein.

Mit Rücksicht auf diese Formeln (5) und (6) können wir die

vorhin (S. 498 und 504) erhaltenen Sätze auch so aussprechen:

Bezeichnet man die s + 1 Paare von Windungspunclen:

/>i, Po, ... Ps^U

(h> ll' ' Qs^i

in irgend welcher andern Reihenfolge mit:

a, j3, . . . y, (5,

«', /3', ... /, '(5',

und selzl man ferner zur Abkürzung:

{z-cc)iz-.ß)...{z- y)

{z-a){z-ß')...{z-Y') Viz):

i^-S'){r)-d')...{^-d') '''^5' '''
•••^^'

WO ^, t<«rf ebenso auch ^, rj, ... f beliebig betvcgliche Puncle

vorstellen sollen, so wird jederzeit
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(1)
{l^o(') -Wo{a)-Wa{ß) .-Wff(y)y__ q>{z)

^ ^ y&aait)- Wa («') — W^ (ß') ... — w^
(y')J y^(S)T^CS'j

'

(8)
/-»tOff:i-)-hü3ff (^)+ --+ tOa(g)-W(T(^) \2^ lAd, ->?.••• g)

^ ^ \-9'a3ö(^)+ üJ<7()?)4---+ «ö(^)— Wa(*')y //'i/;(a;ßr./y);T/;(a',|3', ..y')

sein. Vorausgesetzt wird dabei, dass die Anzahl der Puncte |, t;, . . . f

gleich s ist.

Erinnern wir uns nun an die beiden zur Lösung vorgelegten

[»robleme, und denken wir uns beide in der sccun dar en Form

gegeben, so giebt uns die Gleichung (7) unmittelbar die Lösung

des ersten, und die Gleichung (8) die Lösung des zweiten

Problemes. Die Werthe

welche die eindeutige Function w^ in den 2^ + 2 Puncten p, q,

besitzt, sind nichts Anderes als jdie Fundamentalwerthe des

Integrales (0^, und können daher mit

«er (/>) , »a [q]

bezeichnet werden. Wir gelangen demnach zu folgenden Resul-

taten:

Lösung des ersten und zweiten Problems in ihrer

secundären Form (Vergl. Seite 398 und 438^.

Man setze aus defi Fundamentalwerthen der gegebenen Inte-

grale «1 , a>2 , ... co^ folgende Cotistanteti zusammen

:

C0„ (p.,) — äa {q^} = \ [ba-i — bai) ,

'^a{Ps) — '^aiqs^i) = ^ [bas
—

' 6(T5-i) ,

^a (Ps+l) — «a [qs] = — ^ bas ,

cöaiPi) - ^o[qs+i) = ^bai;
= 1, 2, . . . s,

man bilde sodann eine Function '9-, die ausser diesen Constanten

bgy. noch s beliebige Argumetite Fj , F2 , . . . Fs in sich enthalten,

und durch folgende s fach unendliche Reihe definirt sein soll

&iV,, F,, ... Fs) =

gleichzeitig setze man zur Abkürzung & Fa für '&{F^, Fj, . . . Fs).
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Bezeichnet mafi alsdcmn die s { \ Paare von Grössen
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bekannten '^, rj, . . . ^ zu ermitteln, sobald ?/,, u.,, . . . n, ge-

geben sind.

Vierter Abschnitt. Schliesslich ergiebt sich die Umkehrung

der primären Integrale Sl^, Sl^, . . . Sls.

Der Uebersichtlichkeit willen scheint es gerathen , das Ergeb-

niss, zn welchem wir gelangt sind, in möglichst abgerundeter

Form hinzusteilen, und die Riemann'sche Flache, welclie uns wicli-

tige Dienste geleistet hat, gegenwärtig ganz bei Seite zu lassen.

Das erste Problem ist, wie wir gesehen haben, nur ein

Specialfall des zweiten. Wir beschränken uns daher hier auf

das letztere (S. 393). — Es waren

(Pi, 5'i), (P2) y» • • • (P-'+i' 5'^+i)

beliebig gegebene Grössenpaare , ferner waren R, F^, F^, . . . F^

folgende von z abhängende Functionen:

R == /(-—i>,) (z-ry,) (z-/>2) (-— ^2) • • i^-Ps+i) (^ - 9.+i),

R

^2 n
(2) ^s-1

^^ — H

wo die g beUebig gegebene Constanten vorstellen. Es handelte

sicli um die Umkelu-inig der von einer gegebenen Grösse ,9 auf

willkührlicher aber gemeinsamer Babn nach irgend einer

Grösse z hinerstreckten Integrale:

Sl,{z) = Ci + jVi .dz,

Sl^{z) ^ C, + l'F.,.dz,

ö

Sl^z) = C, + l'F.dz.
_
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Unter Cj, C^, ... Cg sind hier Consta ntc zu verstehen; oh wir

dieselhen ganz willkührlich lassen, oder ob wir ihnen, der

grösseren Bequemlichkeit willen, irgend welche besondere
Werthe zuertheilen, bleibt auf die Allgemeinheit unserer Betrach-

tung offenbar ohne allen Einfluss.

Wir thun das Letztere.

Wir denken uns nämlich die gegebenen Constanten p, q

und ö durch Puucte in einer Ebene dargestellt; grenzen sodann

auf dieser Ebene ein elementares Flächonstück % ab, welches

den Punct in seinem Innern enthalt, und dessen Randcurve

vom Pnncte p^ nach q^, dann iiber;^, //., , p.^, q^, ... jo,^t, qs^i

bis nach p^ zurückgeht; bezeichnen ferner diejenigen Werthe,

welclu! die Integrale

ß,(z), ß,(t), ... ß,(c)

in irgend einem zu 51 gehörigen Puncto ; annehmen, sobald ihre

von ö nach jenem Puncte durchlaufene Bahn ihrem ganzen I>aiife

nach innerhalb ?l geblieben ist, mit

Ä, (r), Ji^iz), . . . lisiz),

und bestimmen nun die Constante C, der Art, dass

ferner C^ der Art, dass

si^jp^) + si,{p.;) + . . . Ä,(p,) =ß,(;,,^,)

wird, u. s. w. , endlich C.„ der Art, dass

Ä,(/>,) + ß, (;,.,) -f . . . Ji,{p,) =r ^,(/J,^i)

wird. Die Grössen

Haip), ^„(q), .7=1,2, ... S

können nunmehr als bekannte Constante angesehen werden, näm-
lich als Constante, deren Werthe numerisch berechnet werden

können, sobald die Grössen p, q, g, numerisch gegeben

sind.

Wir haben ?l das fundamcataie Flächengebiet, und

Sla [p] , ßff {q) die den Integralen ß^ zugehörigen F u n d a m c n -

tal werthe genannt.

Aus diesen Fundamentalwerthen mögen nun sogleich die

nachfolgenden Conslanten ^, /?, z/, /' ziisammengesetzl werden:
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Sla{q,) -^oiPi) =-l^,'''^
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/'/"' U\ + -^y"' f/2 + . . . + A*''' U, = Ua.

c = l. 2. . . . .V-

Jede der Grössen ciay. wird dann, jcnaclidem g, jc gleich oder

ungleich sind, den Werth in oder den Wer th hesitzen; ferner

wird, was die Grössen bay. anbelangt, hay. = hy_a sein.

Sodann bilden wir unter Anwendung der Constanten hy,a und

luiter Znziehung irgend welcher andern s Argumente F,, Fo, . . . V

die 5 fach unendliche Reihe:

{>(r,, F2, ... F.) =

n

die Sununation 2;' soll sich hier auf die ganzen Zahlen ?/,, ?/.„ . . . ??,

beziehen, luid für jede derselben von — cx) bis + 00 hinei-strccki

sein.

Hezeichnen wir nun endlich die gege])enen ,s -j- 1 Grössen|)aare

;>i, ih, ... /^.+i,

^j, ?25 • • • f/s^l

in irgend welcher andern Reihenfolge mit:

ß, |3, . . . y, 8^^

f/, |3', ... y',
ö'

luid setzen wir:

(^-,y')(,7-^') ... (j-T) — '^^^''?' •
••^^'

so gilt zur Restimmung der unbekannten Grössen |, 1], . . .. ^

folgende Formel

:

il)['g. r/ . . . g) /'9'(?<j— üjj'^). ?<2— (»2 (^) ?/.?—Ms{5))V

/ i/> ;« /J, . . y) . i/> («'. ß',TT y'j \^ («1— «1 (<5''),«2— coa(<y'), . .
.

, us—fäs {S')))'

Da die mit

a, ß, . . . y, ()

a\ ß\ . . . y , (5'

bezeichnete Reihenfolge im Wesentlichen auf s + 1 verschiedene

Arten gewählt werden kann, so repräsentirt diese Formel im

Ganzen s + 1 Gleichungen, also eine Gleichung mehr, iris zur Be-

stimmung der s unbekannten Grössen |, »?, . . . ^ erforderlich sind.

Schliesslich noch ein kurzer Rückblick auf den 'Gang und

Erfolg unserer Untersuchungen.

Neumann, Abel'sche Integrale. 33
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Bei lictrachtung der Abcrschen Integrale hatten wir uns

(Seite 393) die Lösung zweier Probleme zur Aufgabe gemacht,

welche wir kurzweg das erste und das zweite Problem nann-

ten. Sollten besondere Namen erwünscht sein, so würde man

das erste Problem als das Riemann'sche, das zweite als

das Jacobi'sche Umkehrungsproblem bezeichnen können.

Jedes dieser beiden Probleme haben wir in zwei verschie-

denen Formen hingestellt, in seiner primären Form (S. 393),

und in seiner secundären Form (S. 398, 399 und 438, 439).

Unter der primären Form verstanden wir die ursprünglich ge-

gebene, unter der secundären Form hingegen eine gewisse ab-

geleitete und für den Angriff der Probleme vortheilhaftere Form.

Wir sind zur vollständigen Lösung des Riemann'schen
sowohl als auch des Jacobi'schen Problemes gelangt.

Die Operationen, welche zur Lösung dieser Probleme erfor-

derlich sind, wurden zuvörderst für den Fall zusammengestellt,

dass die Probleme in ihrer secundären Form vorliegen.

(Seite 508— 510.)

Sodann haben wir später mit Bezug auf das Jacobi'sche

Problem eine noch grössere Vollständigkeit eintreten lassen; wir

haben nämlich (Seite 510— 513) den Fall betrachtet, dass dieses

Problem nicht in seiner secundären, sondern in seiner ])ri mä-

ren Form vorliegt, und die zur Lösung des Problems erforder-

lichen Operationen auch für diesen Fall vollständig angegeben.

Aehnliches würde sich natürlich, wie augenblicklich zu übersehen

ist, auch ausführen lassen bei dem Riemann'schen Problem.
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Clebsch, Dr. A., Prof. an der polytechnischen Schule zn Carlsruhe, Theorie
der Elasticität fester Körper, gr, 8. 1862. geh. n. 3 Thlr.

„Der Herr Verfasser hatle als Lehrer an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe Geleg-en-
heit und Beruf, sich ausführlicher mit den Anwendung-en der allg-emeinen Theorie der Elasticität
aut die in der Technik besonders wichtigen Fälle zu beschäftig-en. Die Resultate dieser Studien
lieg-en uns jetzt in einem ziemlich umfang-reiehen Werke vor, und man kann dem Verfasser nur
Dank wissen, dass er unsere deutsche Literatur um eine Schrift bereichert hat, welche einerseits
dem Techniker das Erlernen der streng-en Theorie ermög;licht, ihm über die Genauigrkeit seiner
Resultate und die Zulässig-keit der in der Praxis üblichen Voraussetzung-en Aufschluss giebt, ande-
rerseits den Mathematiker belehrt, wie man von den allg-emeinsten Gleichung-en der Beweg-ungpen
und des Gleichg-ewichls elastischer Körper zu speciellen Fallen g-elang-en kann, und ihm die grosse
Mühe und Zeit erspart, in den Arbeiten der Techniker den Weizen von der Spreu zu sondern. Es
erg-änzt daher dieses Handbuch das berühmte Werk des französischen Physikers Lame, welches
vorzüg-lich die allg-emeinen DifTerentialg-leichung-en , ihre eleg-anten Transformationen, die Theorie
der krystalliniscben Körper und ihre optischen Eig-enschaften behandelt, während Herr Clebsch
ausschliesslich unkrystallinische Körper und deren Verschiebung-en durch äussere Kräfte in Betrach-
tung- zieht." [Literarisches Centralblatt 1863, No. 31.]

Duhamel, Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehrbuch
der analytischen Mechanik. Deutsch herausgegeben von
Dr. Oskar Schlömilch, Professor der höheren Mathematik und
analytischen Mechanik an der polytechnischen Schule in Dresden. Zweite
gänzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Ausgabe. Zwei
Bände. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861.
geh. Beide Bande zusammen 2 Thlr.

Einzelne Bände werden in dieser wohlfeilen Ausgabe nicht abg-eg-ebon.

Nach dem Urtheile der g-ewichtig-sten Autoritäten ist Duhamel's Cours de mecanique
de l'ecole po ly technique in seiner Art das vollständig-ste und zug-leich in seiner Behandlung-s-
weise das eleg-anteste Lehrbuch der analytischen Mechanik, welches die Litteratur überhaupt besitzt,
.so dass dasselbe schon seit Jahren den Vorlesung'en und dem Unterrichte auf deutschen Universi-
täten und höheren technischen Bildung-sanstallen im Orig-inal zu Grunde g-elegt wird. — Die Ver-
lag-shandlung- g-laubte deshalb einem entschiedenen Bedürfnis zu beg-eg-nen, wenn sie eine deutsche
Ausg-abe veranstaltet hat und zwar in einer Bearbeitung-, welche sowohl eine sorg-fältig-e und eleg-ante
Ueberselzung- bietet, als auch das Orig-inal, wo es nöthig- ist, erg-änzt und berichlig-t. In dieser Be-
ziehung- wird der Name des Herrn Professor Schlömilch die voUständig-sten Garantien bieten.

Durege, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicum zu Prag, Theorie
der elliptischen Functionen. Versuch einer elementaren Dar-
stellung. Mit 32 in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861.
geh. n. 2 Thlr. 20 Ngr.

„Trotz der hohen Bedeutung-, welche die elliptischen Functionen für die g-esammte Analysis,
für die analytische Mechanik und selbst für die Zahlentheorie g-ewonnen haben, existierte doch bisher
kein Elementarlehrbuch derselben und der Jüng-er der Wissenschaft blieb wie vor 25 Jahren darauf an-
gewiesen, seine Belehrung- aus den Quellen (Leg-endre, traite des fonctions elliptiques, und Jacobi, fun-



damenla funct. ellipt. nebst einer, grrossen Anzahl einzelner Abhandlung-en in Crelle's Journal) zu schöpfen.

Die Herausg-abe des vorlieg-enden Werkes darf daher als ein g-lücklicher Gedanke bezeichnet werden

und es ist damit jedenfalls eine fühlbare Lücke der Litteratur zum Besten der Studierenden ausgfefüUt

worden. Das Werk bietet g-enue", ja hie und da vielleicht mehr als S'enug- für das erste Studium
der g-enialen Schöpfung-en von Legendre, Abel und Jacobi. Die Darstellung- muss als sehr deutlich

bezeichnet werden u. s. w." [Schlömilch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1862, 1. Heft.]

Durege, Dr. H. , ordentlicher Professor am Polytechnicum zu Prag, Ele-
mente der Theorie der Ftmctionen einer complexen
veränderliclien Grösse. Mit besonderer Berücksiclitigung der

Schöpfungen Riemanns. gr. 8. 1864. geh. n. 1 Thlr. 18 Ngr.
,,Ich mochtej nach allen diesen üeberleg-ung-en , das Werk von Dureg-e allen Anfängern

empfehlen, welche sich eine erste Kenntniss der modernen mathematischen Anschauung-sweisen
erwerben wollen. Ich halte dafür, es sei sehr zweckmässig-, dass der Lernende ziemlich bald sich

an die Betrachtung- der Eig-enschaften der Functionen g-ewöhnt. Das g-ewöhnliche mathematische,
mehr rechnende Verfahren, wird durchaus nicht überflüs^g- durch diese neuere ßctrachtung-sweise;

es lassen sich aber oftmals doch sehr g-rossc Rechnung-en ersparen; ferner, was sowohl für das
Studium, als auch für selbstsländig-e Arbeilen von g-rosstcm Weithe ist, die Mög-lichkeit g-ewisser

Darstellung-en (als z. B. der elliptischen Functionen durch die &) lässl sich sofort übersehen; es

wird dadurch leichter, den Faden einer g-eg-ebenen Rechnung-, welche man nachstudiit, zu behalten,
und es kann viel zielloses Rechnen bei selbstständig-en Arbeiten vermieden werden. Ich empfehle
daher das Werk nochmals einem Jeden, welcher sich mit Riemann'schen Arbeiten vertraut machen
will, zum Vorstudium." [G. Roch, in der Zeitschrift f. Walhemalik, 1865, 4. Heft.]

Fiedler, Dr. Wilhelm, Professor am Polytechnikum zu Prag, die Ele-
mente der neueren Geometrie und der Algebra der binären

Formen. Ein Beitrag zur Einführung in die Algebra der linearen

Transformationen, gr. 8. 1862, geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr.
Diese Arbeit des rühmlichst bekannten Verfassers ist aus dem Wunsche entsprungen, zur

alig-emeineren Verbreitung: der Kenntnis der von der ,, neueren Alg-ebra" benutzten Methode beizu-
trag-en, und durch ausführlichere Darleg-ungr der betreffenden Theorien fiu- binäre Formen auf
Salmon's Vorlesungen zur Einführung in die Algebra der linearen Transformationen vorzu
bereiten.

Fort, 0., und 0. ScMÖmilcll, Professoren an der Köiiigl. polytechnischen

Schule in Dresden, Lehrbuch der analytischen Geometrie.
Zwei Theile. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. Zweite

Auflage, gr. 8. 1863. geh. 2 Thlr. 22'/, Ngr,

Einzeln:

I. Theil. Analytische Geometrie der Ebene, von O. Fort, l Thlr. T'/j Ngr.

II. » Analytische Geometrie des Raumes von O. Schlömilch. i Thlr.

15 Ngr.
Das vorlieg-ende Lehrbuch der analytischen Geometrie ist vorzugsweise für den Unterricht

an technischen und anderen höheren Schulen bestimmt. Der ungetheilte Beifall, den dasselbe g-e-

funden, hat bereits eine zweite Anflag-e nöthig- g-emaeht. Wo die fernere Einführung- beabsichtigt
wird , stellt die Verlagshandlung- dem betreffenden Lehrer g-crn ein Freiexemplar behufs vorheriger
Prüfnng- zur Verfügung-.

Hesse, Otto, ordentlicher Professor an der Universität zu Heidelherg, Vor-
lesungen über analytische Geometrie des Raumes,
insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung, gr. 8. 1861. geh.

n. 2 Thlr. 12 Ngr.
,, Ungeachtet des bedeutenden Aufschwung-es, welchen die analytische Geometrie namentlich

im Verlaufe des letzten Vierteljahrhunderts einerseits durch die Erweiterung- des Coordinatenbe-
g-riffes, andererseits durch die Fortschritte der alg-ebraisehen Methoden, besonders in der Theorie
der Determinanten und der homog-enen Functionen, genommen hat, fehlte es doch noch bis vor
Kurzem an einem Lehrbuche, welches geeig-net gewesen wäre, den Studierenden der Mathematik
zur Einführung- in diese neueren Diseipiinen zu dienen. Für die analytische Geometrie der Ebene
ist zu diesem Zwecke den deutschen Jüng-ern der Wissenschaft ein wichtiges Hilfsmittel in der
Fiedlei-'schen üebertrae-ung des Salmon'schcn Werkes in die Hand gegeben worden; für die des
Raumes wird die erwähnte Lücke unserer mathematischen Literatur auf eine ausgezeichnete Weise
durch das vorliegende Lehrbuch ausgefüllt. Dass der Verfasser desselben vor Allen berechtigt
war, in diese Lücke einzutreten, dazu hat er sich den Anspruch durch seine rüstige Mitwirkung
am Ausbau sowohl der analytisch -geometrischen Methoden, als der hiermit im Zusammenhange
stehenden Theile der Algebra erworben; ein Blick in die letzten zwanzig Jahrgänge von Crelle's
Journal wird genügen, ihm diese Berechtigung zuzuerkennen. Gegenüber der Stellung des Ver-
fassers auf dem Gebiete der Wissenschaft muss Referent von einer kritischen Besprechung des vor-
liegenden Werkes absehen, umsomehr, als dieselbe nur auf Anerkennung des darin dargelegten
Talentes und der Meisterschaft in der Darstellungsweise hinauslaufen könnte. — [Folgt Inhaltsangabe.]
Für Leser, welche mit den nöthigen Vorkenntnissen ausgerüstet, Zugang zu den neueren ana-
lytisch-geometrischen Theorien erhalten wollen, kann das vorliegende Werk als eines der wichtig-
sten Hilfsmittel liezeichnet werden u. s. w."

[0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik, 1862, 2, Heft.]
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Ka>Jtll, Dr. E. , Lehrer der Physik an der Kriegsschule in Dresden, mathe-
matische Aufgaben aus der Physik nebst Auflösungen.
Zum Gebrauche höherer Schulanstalten und zum Selbstunterricht

bearbeitet. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten.

2 Theile. gr. 8. 1857. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr.

Einzeln:

I. Theil. Aufgaben, n. 24 Ngr.

II. » Auflösungen, n. 20 Ngr.

„Je zahlreicher und umräng-lieher man Aufg-aben- Sammlung-en aus dem Gebiete der reinen
Mathematik besitzt, desto seltener und verhältnismässig- wenig-er ausführlich hat man sie für
angewandte Mathematik und für Physik. Insofern ist daher schon jeder Beitrag- für die specielle
Literatur letzteren Gegenstandes als eine ebenso erwünschte wie dankenswerthe Erscheinung- auf
dem Büchermarkte zu betrachten, wie auch übrig-ens der Verfasser bei Bearbeitung- einer selbst-
ständigen Sammlung- dieser Art zu Werke geg-ang-en sein mag-. Wir brauchen indessen bezüg-lich
vorliegpender Sammlung- bei diesem, einfachen und allg-emeinen Urtheile nicht stehen zu bleiben viel-

mehr wird Jeder nach Einsicht in dieselbe darin mit uns übereinstimmen, dass dieselbe für den
Schul- und Privatg-ebrauch ein recht instruclives Hilfsmittel zur Aneignung- und zum klaren Ver-
ständnis der Hauptlehren der Physik darbietet. Sie unterscheidet sich zunächst von anderen der-
artigen Sammlung-en, z.B. von der Fliedner' sehen, auch darin, dass der Gebrauch der Differential-
und Integ-ralrechnung- für einzelne Beispiele nicht ausg-eschlossen ist, ohne jedoch die Kenntnis
dieses Theiles der Mathemaik durchgäng-ig- vorauszusetzen, indem die Mehrzahl der Beispiele davon
unabhängig- gestellt ist." [Witzschel, in d. Zeitschr. f. Mathem. 1858, 6. Heft.]

^oUf i^tkhxid), (SUmentc von SKafc^ inen junädjft al^ ein Seitfaben

für @etüerbfd)ü(er. I. unb II. ^Ibt^eitung in einem 33anbe. Wit 31

lithographierten Xa^dn unb 157 in htn Ztrt cjcbrurften §olsfcf)nitten.

Bireite 3(uggabe. 4. 1858. get). 1 l^x. 24 ^QXr

Die Abtheilung-en einzeln sind nicht mehr vorhanden.

Auf 31 lithographierten Tafeln und 157 in den Text g-edruckten Holzschnitten bietet das vor-
lieg-ende Buch eine so reichhaltig-e Sammlung- von instructiven Zeichnung-en der wichtig-sten Masehi-
nentheile, dass es ebensowohl als Leitfaden beim Unterricht in Gewerbschulen wie zum SelDst-
unterricht für Gewerbtreibende vorzüg-liche Dienste leistet. Der Preis ist ausserordentlich
billiff.

^rÖ||ll!c, ^.f eimihigenieuv nnb beftaUtcr Sanbmeffcr, §anb6ud) jum 316^

[tecfcn »on ßurüen auf (Sifenbal}n- unb Sßegelinien. %nx aKe toor=

fommenbcn 2ßinfel unb Ü^abien aufS (Sorgfältigfte bered^net unb 'heraus-

gegeben, ©ritte burd^gefe^ene ?(uflage. dJlit einer gigurentafel. 8.

1860. gebunben 18 $Rgr.

,, Vorstehendes Tas«henbuch, welches sich durch concise Form und Bequemlichkeit für den
Gebrauch jedem praktischen Geometer und Ing-enieur empfiehlt, enthält alle diejenigen Daten, welche
erforderlich sind, um nach der Methode, von den Tang-enten und Hülfstangenten aus den Bogen
zu bestimmen, Curven für Strassen- und Eisenbahnanlag-en abzustecken. Die Einleitung- enthält

eine kurze, dabei aber sehr klare und bündig-e Instruction für die Ausführung- der beim Abstecken
der Curven vorkommenden g:eometrischen Operationen, für die Behandlung- der zu diesem Zwecke
erforderlichen Instrumente und für den Gebrauch der den Hauptinhalt des Taschenbuchs bildenden
beiden Tabellen. Von diesen Tabellen enthält die erste die Werthe der Tang-ente, Bogenläng-e,
halben Sehne, der Coordinaten des Mittelpunktes und dessen Abstandes vom Winkelpunkt der
Curve für den Radius 1000 und die Grösse des Centrixvinkels von bis 120 Grad, um 2 Minuten
jedesmal wachsend. Die zweite Tabelle enthält die Abscissen -and Ordinaten zur Absetzung- äqui-

distanter Bogenpunkte für alle vorkommenden Radien von 10 bis 10,000. Mehrfache Revisionen be-

rechtig-en den Herrn Verfasser, wie er in der Vorrede sag-t, beide Tabellen als vollkommen fehler-

frei und zuverlässig- zu bezeichnen." [Eisenbahnzeitung- 1852, Nr. 26.]

Die Verbreitung- in 3 starken Auflag-en ist überdies der beste Beweis für die Brauchbarkeit
und Zuverlässigkeit des Buches.

LindelÖf, Dr. L., Professeur de Mathematiques a. Helsingfors, lecjons de
calcul des variations. Redigees en collaboration avec M. L'abbe

Moigno. Paris 1861. gr. 8. geh. n. 1 Thlr. 20 Ngr.

Mittheilungen der K. Sachs. Polytechnischen Schule zu Dres-
den. Heft I. A. u. d. T.: Versuche über den Kraftbe-
darf der Maschinen in der Streichgarnspinnerei und Tuch-
fabrikatiou, ausgeführt von Dr. Ernst Hartig, Lehrer der mechan.

Technologie an der Kgl. Polytechn. Schule. Unter Mitwirkung der

Polytechniker Arndt, Jüngling, Klien und Künzel. [VIII u. 72 S.

mit 11 lithographierten Tafeln in 4. u. qu. Folio.] hoch 4. geh.

n. 1 Thlr. 10 Ngr.
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Müller, Dr. J. H. T., Oberschulrath etc., Beiträge zur Termino-
logie der Griechischen Mathematiker, gr. 8. 1860. geh. n. 8 Ngr.

Es sind nur 2Vo Druckbog-cn, welche der Verfasser unter dem Titel von Beiträg-en vcröfTent-

lirht aber wer den Inhalt iiriift, wird über die Fülle erstaunen, welche in dem kleinen Räume zu-

samräeng-edräng-t ist u. s. w." [Zeitschrift für Malheraatik 1860, 6. Heft.]

Nemnanil, Carl, Professor in Tübingen, Vorlesungen über Rie-
m a n

n
' s Theorie der Abelschen Integrale. Mit zahlreichen in

den Text gedruckten Holzschnitten und einer lithographierten

Tafel, gr. 8. 1865. geh.

Eine Darstellung- der Abel'schen Integrale, durch welche dieselbe auch denen verständlich

wird, deren mathematische Kenntnisse noch g-ering- sind. Der Student welcher sein erstes oder seine

beiden ersten Semester einig-ermassen g-ut ang-cwendet hat, soll durch dieses Buch in den Stand
g-esetzt werden, in das Inner« joner schwierigen und bis jetzt fast vollständig' unzug-ängUchcn
Theorie sofort und mit allem Verständnis einzudring-en.

Rocll, Dr. Gr., de theoremate quo dam circa functiones Ahelianas.

4. geh. n. 6 Ngr.

Ruete, Dr. C. G-. Th. , Professor und Geh. Medichialrath , das Stereo-
scop. Eine populäre Darstellung. Mit 20 stereoscopischen Bildern

in einer Beilage, gr. 8. 1860. geh. n. 1 Thlr. 10 Ngr.

,,Der Verfasser hat nicht blos das Wesen des Stereoscopes wie des stereoscopischen Sehens
behandelt, sondern auch die psycholog-ischen , physikalischen und physiolog-ischen Vorbe^riffe vor-
ausg-eschickt. Er hat die Erklärung' der Erscheinungen durch Beispiele erläutert, und diese durch
eine beipreg-ebene Sammlung- von stereoscopischen Bildern vermehrt. Das Werk ist ebenso wissen-
schaftlich als populär im wahren Sinne des Wortes g-eschrieben , und es ist nicht blos jedem Ge-
bildeten, dem das Stereoscop zur Unterhaltung- dient, sondern auch dem Psycholog-en, Physiker
und Physiolog-en zum Studieren, dem Lehrer als Hilfsmittel, dem Finanzmann als Mittel zum Er-
kennen der Copien vom Orig-inalc und der falschen Werthpapiere von echten anzuempfehlen."

[Lukas, in der ,, Zeitschrift für Stereoscopie". II. Jahrg-ang-, Nr. 19.]

Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte
mit besonderer Berücksichtigung der neueren Methoden. Unter
Mitwirkung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm
Fiedler, gr. 8. 1860. geh. n. 4 Thlr.

,, Diese Bearbeitung- eines im englischen Original bereits in 3 Auflagen erschienenen vor-
züglichen Buches umschliesst in ihrem Haupttheile eine fast vollständige Darleg-ung des g-eg-enwär-

tigfen Standes der auf die Keg-elschnitte bezüg-lichen Lohren mit Zug:rundeleg-ung- der wichtig-sten
alg-ebraischen und g-eometrischen Methoden u. s. w. Der deutsche Bearbeiter hat die Arbeiten
deutscher Mathematiker, namentlich von Möbius, Plücker, Steiner u. A. mit berücksichtigt und
dadurch den bereits vielseitig- anerkannten Werth des Orig-inals wesentlich erhöht. Jedenfalls ver-
dient der Bearbeiter den Dank des deutschen Publikums für die Gründlichkeit und Umsicht, mit
welcher er sich der Aufg-abo unterzogen hat, das Buch zu einer mög-lichst vollständig-en und g-ründ-
lichen Einführung- in die g-eg-enwärtig-e wissenschaftliche Situation der analytischen Geometrie zu
gestalten. Es kann das Werk in der vorliegenden Form der aufmerksamen Beachtung aller Studie
renden der Mathematik empfohlen werden, welche auf möglichst einfachem Wege Zugang zu den
Resultaten der neueren Forschungen auf dem Gebiete der analytischen Geometrie erlangen wollen;
dem Lehrer der Wissenschaft empfiehlt es sich, abgesehen von der vorzüglichen Methodik des Ver-
fassers, welche in der deutschen Bearbeitung durchaus nicht beeinträchtigt ist, namentlich noch
durch die grosse Menge von mehr als vierhundert grossenthcils vollständig durchgeführten Auf-
gaben," [0. Fort, in der Zeitschrift für Mathematik 1861, 3. Heft.]

Salmon, George, Vorlesungen zur Einführung in die Algebra
der linearen Transformationen. Deutsch bearbeitet von
Dr. Wilhelm Fiedler, gr. 8. 1863. geh. n. 1 Thlr. 24 Ngr.

Diese deutsche Ausgabe von Rev. George Salmon's „Lcssons introductory to the mo-
dern higher Algebra" ist in einigen Punkten verändert, in andern erweitert und nach dem Stande
der Entdeckungen vervollständigt worden. Der Theorie der symmetrischen Determinanten ist eine
Vorlesung gewidmet, überhaupt die Determinantentheorie vielfach erweitert, namentlich auch die
Zahl der Beispiele vermehrt worden. Diese Erweiterung steht in Verbindung mit der vollständigeren
Behandlung der Theorie der Jacobi'schen und derjenigen der Hesse'schen Determinante, welche als
Beispiele für eine Form der Behandlung- gegeben sind, die in analytischer Beziehung unleugbare
Vorzüge vor derjenigen hat, durch die der Grundcharacter des Originals bestimmt ist. In der
Uebersicht der Resultate der Theorie für die biquadratischen ternären Formen ist auf die schönsn
Untersuchungen von C leb seh Bezug genommen und ein kurzer Abriss der Resultate gegeben
werden, welche die algebraische Theorie der binären und ternären Formen für die elliptischen tran-
scendenten ans Licht gebracht hat. — Das Buch schliesst sich in seiner Bedeutung für die mathe-
matischen Studien dem vorhergehenden Werke desselben Verfassers würdig an.



Salmon , George .analytische Geometrie d e s E a u m e s. Deutsch

bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, ord. Professor der descrip-

tiven Geometrie am Polytechnicum zw Prag. 2 Theile. gr. 8, 1863.

1865. geh. 5 Thlr. 14 Ngr.

Einzeln:

I. Theil: A. u. d. T.: Die Elemente der analytischen Geometrie des Eaumes
lind die Theorie der Flächen zweiten Grades. Ein Lelirbuch für höhere
Unterrichtsanstalten, gr. 8. geh. 1 Thlr. 24 Ngr.

II. Theil: A. u. d. T.: Analytische Geometrie der Curven im Eaume imd
der algebraischen Flächen, gr. 8. geh. 3 Thlr. 20 Ngr.

„Die ausg-ezeichnete Beg-abung- des Verfassers für die Darstellung' analytisch -geomeUischer
Untersuchung'en, als auch die Tüchlig-koit des Herrn Uebcrsetzers sind so anerkannt, dass es unnülhig'

erscheint, irg'end etwas zur Empfehlung- des vorlieg-enden Werkes hinzuzufUg-en."
[Lilcrar. Contralblalt , 1864, Nr. 33.]

Schell, Dr. W., Professor der Mathematik in Marburg, allgemeine
Theorie der Curven doppelter Krümmung in rein geome-

trischer Darstellung. Mit Holzschnitten, gr.8. 1859. geh. n. 24 Ngr.
,,Das vorliegende Werkchen'kann allen denen, die sich mit der g-eomelrischen Betrachtungs-

weise der wichtigen Theorie der doppelt gekrümmten Curven, sowie vieler anderer dazu gehöriger
geometrischer Gebilde vertraut machen wollen, nur bestens empfohlen werden. Sie werden darin

ein reiches Material für die Uebung in der geometrischen Anschauung und Verbindung vorfinden,

das der Verfasser ihnen in klarer und gedrängter Darstellung vor Augen geführt. Wir können
nur wünschen, dass derselbe dem wissenschaftlichen Publikum seine weiteren Untersuchungen über
die hier behandelten Gegenstände in nicht ferner Zeit zur Kenntnis bringen möge."

[Heidelberger Jahrbücher 1859, Nr. 38.]

Schmidt, Carl Heinricll, Professor an der polytechnischen Schule in Stuttgart,

Lehrbuch der Spinnereimechanik. Mit einem Atlas von 13

lithograph. Tafeln, gr.8. 1857. (Der Atlas quer-Folio). n. 3 Thlr.

Dieses Lehrbuch der Spinneroimechanik beschäftigt sich vorzugsweise mit dorn theoretischen

Theile dos Spinncreifaches. Es zerfällt in vier Abtheilungen: I. PlachB- und Wergspinnerei.
II. Baumwollspinnerei. III. Sehafwollspinnerei. IV. Beweguugsgesetze und Bewegungsmeoha-
nismen für die Aufwindung des Vorgarnes — und hat ebensowohl in Geweib- und anderen tech-

nischen Schulen, als auch unter den Praktikern des Spinncreifaches allgemeine Anerkennung und
weite Verbreitung gefunden.

©C^licitlcr, Dr. a, g«, eiDilmgcnieuv, bte ^uftnimeute uub $ßerf-

jeugc ber t}öt)ercn uub lüebcreii 9}tc^funft, \o\mt bcr gcome-

trifd^euBctd^cnhinft, t()rc ^t}eone, Gouftruction, ©ebvaud) uub ^n'üfung.

gjiit 236 in beu Xcvt gebrucften ^olsfdjuittcn. Vierte fet)v üerbcffertc

uub berme^vte ^lupagc. c^x. 8. 1861. gel}. 1 2:i}tr. 15 ^(^x.

,, Dieses Werk erschien nach einem Zeiträume von 10 Jahren schon in der vierten Auflage,

was unstreitig den Beweis von seinem werthvollen Inhalte liefert. Die neueste Auflage ist gegen-

über den frühern bedeutend vermehrt und an manchen Stellen verbessert worden. Es bildet dieses

Buch eine nothwendige Ergänzung zu dem „Lehrbuch der gesammten Messkunst" desselben Ver-

fassers, und kann Ingenieuren sowie Schülern technischer Lehranstalten bestens empfohlen werden."
[Schweizerische Polytechnische Zeitschrift.]

2c(}rl>ud) bev gciammten älle^unft über ©arftcHunc} ber

X^coric unb ^rvivi» bc» g-clbmcffenä , Stiüetlireng uub §ö^enmc[fen5

ber miUtärifd)Cu 5lutnat)men ojanjei Sänbev, foiüie ber geometrif(!^en

3eid)enfuuft. '^nm ©elbftftubium unb Unterrid)te bearbeitet. Stritte »er;

bcffertc 5luf(aqc. Wlit 225 in Un Zzxt gebrückten Figuren in ^olsfc^nttt.

gr. 8. 1861. gel). 2 Z^x.

Die geodätischen Werke Schneitler's entsprechen so sehr einem praktischen Bedürfnisse,

dass ihre Verbreitung in fortwährendem Steigen begriffen ist. Die vorliegende dritte .\uflage des

,, Lehrbuchs der Messkunst", welches mit dem gleichzeitig in vierter Auflage erschienenen Werke:
„die Instrumente und Werkzeuge der Messkunst" ein Ganzes bildet, ist eine wesentlich ver-

besserte. Insbesondere ist der ganze Abschnitt ,,Ni velliren" durch Herrn Regierungsconducteur

Stocken in Breslau vollständig neu bearbeitet und damit das Buch gerade in einer Partie erweitert

worden, deren genaue Kenntnis in unserer Zeit von besonderer Bedeutung für die grossartigen

Landes -Meliorationen (Bruch- und Moorbauten, Drain-Anlagen) ist. Der Preis ist ausserordentlich

billig.

Schneitler, Dr. C. F., und Julius AndrÖe, Civllingenieurs, Samm-
lung von Werkzeichnungen landwirthschaftlicher
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Mascliiuen und Gerät he nebst ausführlichen Beschreibungen.

7 Hefte. Mit 42 Tafeln in gr. Koyal-Fol, Text in 4. 1853—1857.

geh. n. 38 Thlr,

Einzeln

:

I. Heft, die Drainiöhren- und Zieg-clprcssen auf 7 Foliolafcln: 1) KaudeU und
Sanders Thonrölirenpresse mit mechanischer Abschneide -Vorrichtung; 2) Drainröhren-

presse von Egells in Berlin; a) Doppeltwirkende Drainröhrenpresse von J. Whitehead
in Prcston; 4) Drainröhrenpresse von J. Williams in ßedford; 5) Doppelwirkende Drain-

röhrenpresse von Borie Fr eres in Paris; 6) Draini Öhrenpresse von Mundscheid in

Malapane; 7) einfache englische Röhrenpresse. 1853. n. 6 Thlr.

11. Hell, mit 6 Tafeln: 1) Verbesserte Flachs -Brechmaschine von Kuthe; 2) Flachsschwinge-
Maschine von J. Bücklers; 3) Patentirter Apparat und Verfahren der Flachs- Dampfrösle
von Watt in Irland; 4) E. Kaemmerer's Universal -Säe- Maschine. 1853. n. 6 Thlr.

Hl. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Transportabler Cylindergöpel von Barret, Exall u. Andrews
in Reading; 2) transportables deutsches Rosswerk; 3) Häckselschneide -Maschine nach
Gillet; Schrotmühle mit Stahlwalzen. 1854. n. 6 Thlr.

IV. Heft oder II. Serie 1. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Englische Dreschmaschine; 2 Salmon's
Häckselschneide -Maschine; 3) ßedford -Eggen. 1855. n. 6 Thlr.

V. Heft, oder II. Serie 2. Heft, mit 6 Tafeln: Thonschlemmerci zu Joachiraslhal; Göpel von
Pinet; Romaine's Dampfgrabe- Maschine. 1856. n. 6 Thlr.

VI. u. VII. (Doppel)Heft, oder 11. Serie 3. u. 4. Heft, a. u. d. T. : Die neueren Dampfcultur-
Gerälhe und Dampfpflüge Eng-lands. Von Dr. C. F. Schneitier. Mit 11 Tafeln. 1857.

n. 8 Thlr.

Heft 1— 3 herausgegeben von C. F. Schneitier, Heft 4— 7 oder II. Serie 1— 4. Heft
von C. F. Sehn eitler und J. Andree.

Bä)UtiÜtX, Dr. (£, %,, imb ^UliUÖ StllbrCC, GiüibSngcuieuvS, bie ncuc =

ren unb lDid}tigeren lanbUMrtl}) d)a[tüd)en 9Jiaid)inen unb
@erätl}c, i^ve X^ecrte, (Sonftructtoii, 3ßlrfunggn)eife unb 5lmDenbmig.

@tn §anbbuc^ bcr Uinbtüirtl}[c^aftürf)cn ajjafc^iuen; unb ©evät^ehmbe

jum «Selbftftubium unb UnteiTid)t. 3}iit 350 in 'i)zn Xzyt gebruc!teu

§ol3fc^mtten. qx. 8. 1862. ge^. 3 Zi)lx.

„ Das neueste und vollständigste Buch über landwirthschaftliche Maschinen und Geräthe,
welches durch seine vozüglich klaren und anschaulichen Abbildungen wie durch seinen gediegenen
beschreibenden Text die vollste Anerkennung bei allen gefunden hat, die als Landwirthe oder Tech-
niker mit den landwirthschaftlichen Maschinen und Geräthen sich näher bekannt zu machen Ver-
anlassung haben. Wir können nur wiederholen, dass wir es hier mit einem gediegenen,
der wärmsten Empfehlung wertlien Werke zu thun haben. Alle Landwirthe, welche den
Fortschritt in ihrem ehrenwerlhen Berufe mit Freuden begrüssen, können ,, diese" Maschinen-
und Geräthe- Kunde gar nicht entbehren, und legen wir besonders auch allen Mitgliedern unseres
Vereins die Anschaffung desselben ans Herz."

[Landwirthschaftliche Mitthcilungcn (Neuhaldensleben) 1859, Nr. 4.]

<Bä)tÖhict, % (B*, fa§nd)c ^InUitnmj jum grünbnd)en Untcv =

vid}t in ber 5(hictva. ))lad) SScifpielcn au^ ben in ajJeier §irfd)'»

(Sammlung entt}aUcnen ©Uid^unqcn unb ^(ufßaben. gr. 8. 1850. get).

1 Z^x. 9 3^cgr.

Neben einer sehr klaren Darstellung der algebraischen Lehrsätze enthält das Buch ausführ-
liche Auflösungen aller in Meyer Hirsch's Sammlung enthaltenen algebraischen Aufgaben, welche
dasselbe vorzugsweise zum Selbstunterricht in der Algebra geeignet machen.

Stamm, Ernst, theoretische und praktische Studien über den Self-
actor oder die selbstthätige Mule- Feinspinnmaschine. Aus dem
Französischen übersetzt von Ernst Hart ig. Mit einem Vorwort
von Dr. J. A. Hülsse, Director der polytechnischen Schule in Dresden.

Mit 10 Kupfertafeln (in qu.-Fol. u. Imp.-Fol.) I. Heft: Text.

IL Heft: Kupfertafeln, gr. 4. 1862. geh. n. 4 Thlr.

Der Herr Verfasser vorliegender Schrift sprach gegen mich den Wunsch aus, dieselbe in
Deutschland einzuführen; ich konnte diesem Wunsche um so bereitwilliger entsprechen, als die
Schrift selbst für eine wesentliche Bereicherung der im Fache der Spinnereimechanik ohnehin nicht
sehr zahlreichen Literatur zu erachten ist, und sich auf eine mechanische Vorrichtung erstreckt,
welche mit jedem Tage grössere Bedeutung erhält und an deren Vervollkommnung und Nutzbar-
nia^hung für andere Spinnstoffe als Baumwolle auch deutsche Werkstätten sich wesentlich bethei-
ligen, den Gegenstand selbst aber in einer Art behandeU, welche auch für den der höheren Mathe-
matik nicht Kundigen ein Verständnis zulässt. Ich erlaube mir daher Alle, welche sich für das
Spinnereifach interessieren, auf die in dieser Schrift enthaltenen neuen und eingehenden Betrach-
tungen über die Wirksauikeit der einzelnen Mechanismen des Selfactors und über die Mittel, durch
welche einzelnen Fehlern in dem Producte des Selfactors abgeholfen werden kann, hinzuweisen.

Dr. J. A. Hülsse in Dresden.



Vorlaender, I. I., Königl. Preuss. Cataster-Inspector und Steuerrath,

Ausgleichung des Fehlers polygon ometrischer Mes-
sungen, gr. Lex.-8. 1858. geh. 15 Ngr.

„Der rühmlichst bekannte Verfasser zeig-t in der vorlieg-enden Schrift in klarer gefällig-er
Sprache die Anwendung- der Methode der kleinsten Quadrate auf die Ausg-leichung- der durch Seiten-
und Winkelmessung-en bestimmten Polyg-one. — Dieselbe kann nur als eine höchst willkommene
Erscheinung- betrachtet werden, und zwar insbesondere für alle diejenig-en praktischen Geometer
und Markscheider , denen die Erzielung- einer grrösstmög-liclien Genauigkeit ihrer polyg-onometrischen
Arbeiten ohne allzug-rossen Zeitaufwand am Herzen heg-t; es dürfte dieselbe ihres wissenschaft-
lichen Wcrthes halber auch noch als ein ang-enehmes Supplement zu den mehrfach erschienenen
Schriften über Ausg-leichungsrechnung- (Gerling-, Dieng-er etc.) ang-eleg-entlichst zu empfehlen sein.
Im Uebrig-en ist die Ausstattung- des Werkes als vortrefflich anzuerkennen."

[Zeitschrift für Mathematik, 1858, 2. Heft.]

über die Berechnung der Flächen - Inhalte ganz
oder überwiegend aus Originalmaassen. gr. Lex. -8. 1858. geh

n. 20 Ngr.

Dieses Schriftchen will Beiträg;e liefern zur Lösung- der Aufg-abe: die Arbeit der Flächen-
berechnung aus Orig-inalmaassen auf ihren g-erinpten Umfang- einzuschränken und, falls dieser
noch über die verfüg-baren Kräfte hinausgehen sollte, die Hilfsmittel anzug-eben, welche bei einem
Naclilassen -von der g-anzen Strenge des Grundsatzes eine erhcbliclie Arbeitsverminderung- oline
unzulässig-e Verluste an der Genauigkeit der Rcsullale g-eslalton.

Weber, M. M. Freill. von, Ingenieur, Königl. Sachs. Eisenbahn-Director etc.,

die Technik des Eisenbahn -Betriebes in Bezug auf die

Sicherheit desselben, gr. 8- 1854. geh. 1 Thlr. 15 Ngr.

Das vorliegende, von der Kritik einstimmig als jedem Techniker und Eisenbahnbeamten
unentbehrlich bezeichnete Werk behandelt den technischen Eisenbahnbetrieb in Bezug auf die
Sicherheit desselben in folgenden Hauplablheilungen , deren jede wiederum in eine grosse Anzalil
von Unlerabtheilungen zerfällt, so dass nichts unerörtert bleibt, was nur irgend für den behandel-
ten Gegenstand in Frage kommen kann, nämlich:

I. Wege und Werke, a. Oberbau, b. Unterbau, c. Balmbcwachung. d. die Stationen.

II. Betriebsmittel, a. f.ocomotiven. b. Personenwagen, c. Güterwagen. III. Be-

wachung. IV. Signale. V. VI. Böswilligkeit, Unregelmässigkeit, atmosphärische Ein-

flüsse &e. VII. Assecuranzen Schlusswort.

die rauchfreie Verbrennung der Steinkohle, mit

specieller Eücksicht auf C. J. Dumery's Erfindung. Mit 3 litli.

Tafeln, gr. 8. 1859. geh. 18 Ngr.

Durch die Erfindung Dumery's ist ein lange angestrebtes Ziel, wenn aucli vielleicht nicht
vollständig erreicht, doch näher- gerückt, als durch alle früheren Bemühungen. Die vorliegende
Scliritt beleuchtet die Dumery'schen Vorkehrungen zur rauchfreien Verbrennung der Steinkohlen
und macht dieselben durch detaillierte Zeichnangen anschaulich.

die Lebensversicherung der Eisenbahn-Passa-
giere in Verbindung mit der Unterstützung und Pensionirung
der Eisenbahn -Beamten und ihrer Angehörigen, gr. 8. 1855. geli.

12 Ngr.

Der Verfasserweist nach, mit welchen Mitteln die EisMibahn- Verwaltungen ohne fühlbaren
Druck auf das Publikum sich von der Sorge um die Bescliaffung der Geldmittel für die Pensionie-
rung und Unterstützung der Beamten, diese selbst aber von der schweren Last der Beisteuer zu
rien L'nterstützungscassen befreien können.

die Gefährdungen des Personals beim Maschinen-
und Fahrdienst der Eisenbahnen. Eine Denkschrift, gr. 8. 18G2.
geb. 12 Ngr.

Dieses Schriftchen ist speciell dem Wohle der Eisenbahn -Beamten und Arbeiter gewidmet.
Die auf langjährige Erfahrung gestützten Vorschläge des rühmlichst bekannten Verfassers haben
bereits vielseitige Berücksiclitigung gefunden.

Wiener, Dr. Christian, Professor an der Polytechnischen Scluile zu Cails-

ruhe, über Vielecke und Vielflache. [VIII u. .31 S. mit
?) litliographierten Tafeln.] gr. 4. geh. 24 Ngr.

Witzschel, Dr. Benjamin, Grundlinien der neueren Geometrie
mit besonderer Berücksichtigung der metrischen Verhältnisse an



bendruck.
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