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1) 94

Studien zu Raabe’s Monographie tiber die Jacob-
Bernoullische Funktion.

Von

Prof. Dr. Lotvis SaALscHUTZ
in Kinigsberg in Pr.

Die nachfolgende Arbeit kniipft an das grundlegende Werk Raabe’s:
»Die Jacob-Bernoullische Funktion* (Ziirich 1848) an. In § 1 wird
die Reihe, von welcher Raabe ausgeht [®@(z) Gleichung 1), welche ich
spater mitunter die Raabesche Reihe nenne], in eine andere um-
geformt, welche um z =1 herum brauchbar ist, und es wird die von
Raabe unternommene Bestimmung ihres Grenzwertes fiir z =1 da-
durch wesentlich verkiirzt. In § 2 wird eine Gleichung des genannten
Werkes, deren rechte Seite einen bestimmten Wert besitzt, wilhrend
auf der linken Seite ein Integral von v&llig unbestimmtem Werte steht,
verbessert und verallgemeinert. In § 3 endlich wird die Raabesche
Reihe summiert, das heisst in einen geschlossenen Ausdruck umgewandelt.

§ 1.

Raabe fihrt die Bernoullische Funktion gelegentlich der Be-
trachtung folgender Reihe, die wir mit ®(x) bezeichnen wollen, in
die Analysis ein:

P(z) =

a + 2ma,x + Imagx® +---+ Pra,xP—?
+(p +1)ma,z? +(p + 2Paga?tt +(p + Byra,zPt2 4. 4 (p + p) apar-?
+(2p+1)a 2+ (2p+2)magzte 1+ (2p+ B)magatr it 4 (2p+p)mapatPt

|+ ete. in infin.

Darin ist m eine positive ganze Zahl; auch x werde als positiv
angenommen, dann kohvergiert jede der vertikalen Teilreihen und
Zeitachrift f. Mathematik u. Physik. 42.Jahrg. 1897. 1. Heft. 1



2 Studien zu Raabe’s Monographie tiber die Jacob-Bernoullische Funktion.

somit auch @(x), so lange x ein echter Bruch ist. Wird nun, wie
es geschehen soll, den @; die Bedingung auferlegt:

2) 2}, Qp = 0,

1
so hat auch lim @(r) einen bestimmten Wert, und dieser wird, ziem-

z=1
lich weitldufig, von Raabe abgeleitet. Wir wollen nun @(z) oder
vielmehr £ ®@(x) in eine nach Potenzen von Iz fortschreitende Reihe
umwandeln, welche um # =1 herum zwischen meist engen, aber nicht
zusammenfallenden Grenzen konvergiert. Wir benutzen dabei einen
von Herrn Schlomilch bei seiner Methode, die Bernoullischen
Funktionen (abgekiirzt: B.F.) und die auf sie beziiglichen Sitze ab-
zuleiten, ausgesprochenen Gedanken, indem wir ®(r) als Differential-
quotienten darstellen. — Soll der, zuniichst hypothetisch vorausgesetzte,
aber spiter (in § 3) wirklich hergestellte geschlossene Ausdruck,
dessen Entwickelung unter Voraussetzung von 2) und fiir v <1 die
Reihe @(r) ergiebt, verstanden werden, so soll dafilr die Bezeichnung
F(x) gebraucht werden.

Der Koeffizient von a; in @(r):
(k4 (p + kymz? + (2p + k)matr 4 . . . 2t —1

m dm
ist, mit Benutzung des Zeichens D), fiir o

= L Dp (e detar p trtgte b ) ot
3) ; etz
lD(e,,m,,)t_o_11).,.< et(e+12)

=z 1—errzr)r—0 = 1—eplc+in) /=y

Setzen wir nun:

__p +1z)
4) = Teplotix)—1
5) U= a evt+izt g e2(ot+iz) .. :|:apcp(°+")

(@ +12)
so wird nach 3):
6) C pr®(@)=—D}(VU),=o 0<ae <.

Dass 2 bis O hinuntergehen darf, folgt aus der Form des Pro-

duktes: VU a,en-}-a,e" x4 - apeprgp—1
epexp —1 ;

aber die Diﬁ'erentmlquotlenten auf der rechten Seite von 6) sind fiir
jeden endlichen Wert von 2 (auch fir v =0 und tiber {2 =0 hin-
weg) stetig. Dies ergiebt sich (filr « > 0) ohne Schwierigkeit mittelst
der Reihenentwickelungen [fir U mit Riicksicht auf 2)]:

lx)k
U“E" P”+1 E&Fni’

worin:
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Pk+1 =al+ 2“+1a2+...+pk+lal';

vl
- LN ST

1
¥

= £ =

wenn man sich der Formel:

DIt = — CE pre 4 O KR prog £ O L Dl
erinnert. Wir erhalten somit F'(«) als stetige Funktion, wenn wir sie
durch die Gleichung:

7) —pr F@@)=D}(VU),=,
definieren.

Mit Benutzung von 2) folgt hieraus:

p—1

( iz) — !
—pa Fo) = m.]):”( potln)  etetis_eslet ")P_o
1

ep(r41x) —1 v la

G o 2o+ eetin— )
_Z" Lo\ poFin =1 e+le Jo=o
1

(unter Voraussetzung von m > 0) oder endlich:

plotin_
R _ — m(_—__)
) o F(l) 2‘ a1, ep(e+ix)—1 Jo-_0
worin nun die Grossen «,, «;, ... @y, voneinander vollkommen un-

abhiingig sind. Hieraus folgt fiir v =1:

— F(1) = hm ¢(a,) —21- A Dm( el:"—: l).=o

oder wenn
k
9) »Tf
und pv = w gesetzt wird:
10— F) =~ lim @) = me’, % G T

Der rechts stehende Differentialquotient ist der Schlémilchsche
Ausdruck fir die B.F. in der Form, wie sie von Raabe eingefithrt
worden ist, und soll nach dem Vorgang von Herrn Hermite durch
Sa(2) bezelchnet werden.

In der Gleichung 10) kann die Summatlon nach % auch bis p
ausgedehnt werden, weil S,(1) = 0 ist, und sie giebt dann genau das
von Raabe gefundene Resultat.

Setzen wir nun:

11) le=u, —uF(x)=14(u),
so ist nach ¥):
1‘
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p—1
dr [ dm ferp(o+u)—1
¥(0)= f“km{av—m(mj) _ }

1 0=0)y=0

ST (m(e+u)—1)
—Z" Y du ot \Ter0t0—1 Juto=o0

“Shor+s()

und somit ist der Mac-Laurinschen Reihe gemiiss:
p—1

— F(.l,):s E Q- pm[S( )+Sm+1( ) plz
1
+S-+s(p (p;f)’+Sm+s(§.)(p;f)'+...}.

Dies ist die gesuchte Entwickelung und ihre Giiltigkeit an die
Bedingung:

12)

13) ‘la:§<:‘)'1
oder _2x 88
14) e Pl <ler

gebunden. Man erkennt dies entweder vermége einer Darstellung der
rechten Seite von 7) als Summe von Produkten unendlicher Reihen,
deren langsamer konvergierende (das ist ¥ und seine Ableitungen) von

2% . L _2‘1_
lz———p— bis la=+ »

mit Ausschluss der Grenzen konvergent sind, oder einfacher aus der
Natur der Funktion F'(x) selbst. Dieselbe ist nimlich, wie sich in
§ 3 zeigen wird [siehe daselbst die Gleichung 31) oder die bald darauf
hervorgehobene Stelle], eine rationale gebrochene Kunktion, deren

Nenner eine Potenz von 11—__"';—’ oder, mittelst der Substitution Iz = «,
1—epu
1—eu

konvergiert sie bis zu dem Absolutwert desjenigen u, fir welches

1— e?%, mit Ausschluss von u = 0, zum ersten Mal verschwindet, das

ist, wegen

von ist; wird sie also nach Potenzen von u entwickelt, so

1—et®7n—0, bis ]u}=g;)—‘

An die Gleichung 12) kniipfen sich noch zwei Bemerkungen:

1. Nehmen wir = <1 an, so hat die, dann mit F(z)iquivalente, Reihe
in

@(z) mit der rechten Seite von 12) die Strecke fiir  von ¢~ 7 bis 1
(mit Ausschluss der Grenzen) als eine solche gemeinsam, auf welcher
beide Reihen konvergieren; folglich ist auch die Gleichung:
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15) —w(x)=pm$‘m{s( )+s,.+1(p)1’fl” }

L
»
1
richtig. A
2. Setzt man z =1 + §, so ist:
F(1+8=FQ1)+§F'(1) + g F”(l) +--
und nun kann man die Koeffizienten dleser Reihe mittelst 12), deren

rechte Seite den Gleichungen 11) gemiss als ¥(l2) zu bezeichnen ist,
finden; es ist nidmlich:

— [F™(1) + a F*—=1(1)] = [D29(x))iz=0
und hieraus:

— F®(1) = [Diy(ia) — n D " 9(1z) + n(n — 1) D; 9 (l2) F -+
+(—=1)"n...2D.9(0lx)+ (—1)*n ... 19{x)]iz=0.
Mittelst der bekannten Formel *
Diy(iz) = 55
{v®(1z) — CPy0—1(12) + ChyP—9(z) F - - -+ (= 1P=1C}_,¥/(la) )
worin C} r C: ... die Fakultitenkoeffizienten sind, von denen
Cr=1, Ci—y=(h—1)
sind, und der leicht beweisbaren Gleichung:
Ct + 00 +n(n—1)CP=5 +- -
+nn—1)...(n—k+1)C :-* ort!
ergiebt sich nunmehr:
(— F®(1)= (0) — C+gin=1(0) 4 Cp+19r=(0) F- - -
+ (=110 (0) + (— D) a(n —1) ... 19(0)

16); —p:lk ag[qu.n (}L;—)P"""” — O 8nqnm (I,—,::)P"'"'"_l Eeee
i

wo auch bis p summiert werden darf. Der Radius des Konvergenz-
kreises ist, wie aus der Natur der Funktion hervorgeht 2sin%; denn

dies ist der Modul desjenigen §, fiir welches athe—t 5)" zum ersten Mal
verschwindet.

* Siehe Schlémilchs Compendium der hoheren Analysis, 2. Bd. 1. Abhdlg.,
woselbst auch die Werte der Fakultitenkoeffizienten angegeben sind.
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§ 2
Im ersten Abschnitt der in Rede stehenden Monographie betont
Raabe wiederholentlich, er wolle den Wert der oben [Gleichung 1)]
mit @(z) bezeichneten Reihe an der Grenze der Konvergenz, wenn .r
noch um unendlich wenig von der Einheit iibertroffen werde, bestimmen.
Dennoch hegegnet es ihm im dritten Abschnitt, dass er seine, fiir r=1
selbst, vollkommen unbestimmte Reihe,

wie etwa die Rethe 1 —2x+432*—4«%4 - .. fir x=1,

in ein Integral umbildet, ohne, wie es scheint, zu merken, dass dieses
auch ganz unbestimmt sein muss, wie es z. B. das in der Anwendung

auftretende -
fv"‘ sin2r+1y do
]

[8.2.0.8 40 flg. Gleichungen 7) und 10)] in der That ist.

Diese ungenauen Resultate sollen im folgenden priizisiert und mit
Hilfe von 12) verallgemeinert werden. Wir setzen, wobei bis auf den
fraglichen Punkt die von Raabe benutzte Methode reproduziert wird,
a; gleich einer periodischen Funktion, nimlich, wenn wir unter a, )
und » positive rationale Zahlen der Art verstehen, dass ra und rb
ganze Zahlen sind:

17) @, = @(sink ad, cosk bo)dm+1;
darin soll ¢ unendlich klein, ferner p unendlich gross und
18) po =2rx

sein, sodass die Vermehrung des Index % von @; um ein Vielfaches von
p den Wert von a; ungeiindert lisst. Dadurch wird:

4 w(.’l;‘) = 1 Gpkm ok = & O k™ ez,
Jetzt liege » sehr wenig unterhalb 1, und sei:

le =—¢=— g0,
wobei @ eine positive endliche Z;lhl ist; ferner sei:
ko = v;
kla =—gv, plr=—2rmg.

dann ist:

Und nun geht = @(x) in ein Integral iber:
19) . x @(r) ='I'v"‘¢p(sin av, cosbv)e—ecdr.
0

Wollen wir nun die Gleichung 15) anwenden, so miissen die a,
der Bedingung 2) geniigen, das heisst es muss, mit Fortlassung des
sehr kleinen, aber nicht verschwindenden Faktors d=:
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2rn

20) Jo(sinav, cosbv)dv =0
[

sein.
Ferner ist die rechte Seite von 15):

2rn

.f‘P (sinav, cosbv)(2rx)™

() )+ () 0

wobei jetzt die Klammer unter der Bedingung
re<l1
konvergiert, oder vermoge der Substitution

auch: v=2rns

1
qu(sin?rmrs, cos 2rbnz)(2rn)"‘+‘{Sm (z)—ZC"eS,,,+1(z)+ }
0

Ist nun also ¢ eine Funktion, die der Bedingung 20) geniigt, so
gilt nach 15) die Gleichung:

—fv"‘«p(sin av, cosbv)e—¢dv = (2rz)m+1
0

1
21)3 xf<p (sin 2ramz, cos2rbmz)
0

X [Sn(8)~ 257081 (0) + O 7 B g 1)~ C5 Sy () £ s
und im besonderen: 0<re

lim /v"‘(p(smav, cosbv)e—e?dv = — (2rm)m+?
92y |°7°
qup (sin 2ramz, cos 2rbnz)Sm(2)dz.
0

Dies ist die verbesserte Raabe’sche Gleichung [S. 38, Gleichungen
4) bis 6)], withrend 21) eine Verallgemeinerung derselben ist.

Von den a. a. 0. gegebenen Beispielen nehme ich folgende be-
sonders einfache heraus:

p(sinav, cosbv) =sinv, r=1
und .
p(sinav, cosbv) =cosv, r=1.
Beide geniigen der Bedingung 20) und es gelten nun nach den
von Raabe angegebenen Formeln:
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1 1
. —1)m+1(2m)! g ) .
fS,,,.(z) sin(2r2)dz= -((2):;,————,"(71"1)— ) 6[;5',,,.4.. (?)sin(@mz)dz = 0,
0

1 1
./'ngm+1(z)008(2ﬂ2)d2 = —(:(12-):)(?,:”—_‘_'*-—21)—!, Gng,,.(z) cos (2x2)dz =0
0

folgende (leichungen:

( [o*msin ve—erdv — (— 1)m(2m)!
]

X{l _ (2m+1)2(l2m+2)92+(2m+1) ‘4;!.(21)1'-}-4)9‘:‘: . },
23) °

. fv’""“sin ve—e'dy = (—1)*—1(2m —1)!
0

1
r fv""cos ve—e°dv = (—1)*(2m)!
0
x[2m1+ 1 0— (2m+41) .é!.(2m+3)93+ @m+1) '5,'!'(2"‘—*-6)96:{:' . '}’

L x{_2_mé_(2m)..s(!2m+2)93+(2m)...5(!2m+4)05:F }

24) | »
fvz'"—lcos ve—e°dy = (—1)*(2m —1)!

[}
x{l __2»1(2211!:+1)02+(2m)- -;(12”"“3) O F }

0 1.
und im besonderen: <e<

lim fv”" sinve—e°dv = (— 1)"(2m)!
¢=039

25)

£
lim fv*”‘—‘sin ve—e°dv =0, ete,
¢=03p

Man kann diese vier Integrale auch direkt bhehandeln und erhilt
dann die Resultate in geschlossenen Ausdriicken. Diese, sowie die
rechten Seiten der Gleichungen 23) und 24) gehen bei der Substitution

¢ =tge
beziehungsweise in folgende trigonometrische Ausdriicke iiber:
(— 1)™(2m)! cos*™+1ecos(2m + 1)a,
(—1)™—1(2m —1)! cos®™asin2ma;
(—Dm(2m)! cos*m+lasin(2m + 1)e,
(—1)™(2m —1)! cos*™acos2ma.
In dieser Form gelten die Gleichungen 23) und 24), der Stetigkeit
beider Seiten wegen, fiir jedes a zwischen Null und : mit Einschluss
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beider Grenzen, wenn fiir die untere (Null) das Zeichen lim, wie in
25) geschehen, gebraucht wird.

Schliesslich mdge bemerkt werden, dass diejenigen Resultate in
Raabe’s Buch, welche durch Elimination der linken Seite von 22)
entstehen, wieder richtig sind.

§ 3.

Wir gehen jetzt an die Aufgabe, die Funktion F'(z) in geschlossener
fertiger Form darzustellen. Allerdings hat Raabe schon angegeben,
wie man zu einem solchen Ausdruck gelangen konnte* doch ist dies
Verfahren rekursiv und verlangt tberdies, um iiberfliissige Faktoren
fortzuschaffen, die Division von Zihler und Nenner des auf den Nenner
(1 — z#)m+1 gebrachten Ausdrucks durch (1 — z)»+1,

Man konnte aber in Ermangelung eines besseren Weges folgender-
massen verfahren. Nach 8) ist:

'S m/eklo412)—1
26) — & F(I) =2k a,,D. (:_PW-P-'F—‘;):I_), o
- =

oder da, wenn 1z —u

gesetzt wird, die Differentiationen nach « statt nach v ausgefiihrt
werden diirfen, und daher schon vor der Differentiation » = 0 gesetzt
werden darf:

—1

m(eku—1
—xF(.v)=1;akD( )

epu —1
217
) -t o Ldentetut. . fek—1u
L (1+eu+ezu+ +e(p—n)u)
1

Fithrt man jetzt die Bezeichnungen:
4+ g+t ap_1=a
G+t ap_1=0y
@t ap 1=y

ap—1= Oy —1

28)

ein, so ist:

* Bezeichnet man (Raabe a.a.0.8.4 und 10):

i Xm=a, +2ma,z 4 8mayz’ - - - +pm ap zp—1,
also insbesondere X,—a,+ayztaet - fapar—1,
und F(z) fir m=0, 1, ... m mit bez. ¥, ¥;, ... Yn, so ist:

s

und 2
:cp+' ..

Y,
+<m>n.—:pm—lm e +pm1_

Ym—————
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p—2

—a F(d) = m(_ ¢
29) a T(.l?) ka“+1D"(1+cu+32u+...+g(p—1)l: ’
0
worin die Grossen «,, a,, ... @, voneinander ebenso vollkommen
unabhiingig sind, wie die «,, @, ... a,_, voneinander.

Benutzt man jetzt die Entwickelung:

30) { 1‘" (L4t or— )y =14 M+ M'J,’+

+ Jl[,(,,_l)x'(P
deren Koeffizienten ich an anderer Stelle* angegeben habe, so kann
man die rechte Seite von 29) nach den Formeln fiir hohere Differential-
quotienten, insbesondere mit Hilfe der Gleichung, worin der Nenner
von 29) als Funktion von # mit z bezeichnet ist:

Di(z—1) = — (h‘ij 1)y (e"+ e+ BSu A - - +(p — 1)relr—1v)
+ -("Jfl)s (M2ew + 20 Mietn + 3P MieSs .. .)

OO arge g By

ausfithren, und erhilt dann, nachdem e* durch » ersetzt und
14w+ +ar—?
mit y bezeichnet worden ist, nach einigen Zusammenziehungen

schliesslich:

p—2 .
_..LF((I))== kak+le(€:)
0
m eku Fom 2k
D( )= y

(";" B M+ 1) =22k + m + 1)

+ M2k + 232k + 2m + 2)x

+ b “’*J* (M2 + 1)m—3(3% + m + 1)
+ M2}k 4233k + 2m + 2)x

+ (=) f;"jr'"l ff,. BEAMPE A+ 1D [n + 1) E + (n +1)]

+ (k42 (m+DEk+2(m+1)]a+---}
worin simtliche Klammern soweit fortzusetzen sind, bis sie von selbst

abbrechen und die letzten beiden Zeilen folgende einfachere Form
annehmen: -

* Schriften der physik.-6kon. Gesellschaft zu Konigsberg in Pr., 36.Jahrg. (1895
8. 67flg. -- Bei M, ist r natiirlich auch Index.

+ M3 3(k + 3)ym—2(2k +8m +3)z* + - - -

+ M3 3%k + 3)"— 38k + 3m+3)z*+- - -

}

}
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+(= 1)"';:1: (M? 4 M72"r 4 My3 st 4. .-
+ Ma@p-y[m(p—1)]mame—n—1},

Wir gelangen jedoch mit Hilfe eines von mir a. a. O. (8. 73) auf-
gestellten, sogleich anzugebenden Satzes sehr leicht zu einem iiber-
sichtlicheren Resultat. Wir entnehmen nur noch der Gleichung 31)
zum Vergleich mit dem Folgenden die Thatsache (wobei zuniichst
beiderseits die Division durch z ausgefdhrt zu denken ist):

F(x) lasst sich rational durch eine gebrochene Funktion
darstellen, deren Nenner y»+! ist, und deren Zihler, da k bis
p — 2 wiichst, vom (m +1)(p —1) — ‘)““ Grade ist.

Der erwahnte Satz lautet:

Wenn die Entwickelungskoeffizienten M =1, M7, M, ... M _
der Funktion (14 x4 ---+ 2P 1y bez1ehungswelse mnt den Ghedem
einer arithmetischen Reihe r — 1'* oder geringeren Grades und diese
Produkte wieder mit den bis auf die Bedingung, dass ihre Summe
Null sei, beliebigen und sich immer in gleicher Reihenfolge wieder-
holenden Zahlen b, b,, ..., multipliziert werden, wobei in der letzten
Wiederkehr der Zahlenreihe b, b,, ... b, dieselbe nicht vollstindig ver-
wendet zu sein braucht, so ist die Summe all dieser Produkte (aus
je drei Faktoren) Null

Wir multlphzwren nun die Raabe 'sche Reihe [Glelchung 1)] mit
(1+x+---4rxp—)m+1 das ist mit

wobei VM M A I ety

32) ) m+1)(p—1)—2=
gesetzt ist, und suchen den Koeffizienten von .. Ist v > s+ 2, so
wird z* nur von dem Teile
(v —s—1)" a2 =2 f oy (v —sympr =~ 4
+ ag(v + 1) 2”
der Raabe’schen Reihe geliefert werden, wobei ., ... @, die be-

treffenden, der Zahlenreihe a,, «,, ... a,, a,, a,, ... angehorigen Zahlen
sind. Der Koeffizient selbst ist aber:

a+ D"+ o MT T 4@ M (v —s—1)",

also, dem angegebenen Satze gemiiss, da die Grossen a, der Gleichung 2)
wegen, der in ihm gestellten Bedingung geniigen, gleich Null. Auch
der Koeffizient von .z* +! ist noch Null, denn er ldsst sich:

(s + 2)"+ 4y  MT T (s + 1" 4o a, MIH 1" 4 0, MY 0"

schreiben. Es sind also nur die Koeffizienten von .2° bis «#* von Null
verschieden, was mit dem fritheren Resultat iibereinstimmt. Bezeichnen
wir nunmehr den Koeffizienten von 2* mit 4,, so ist:



12 Studien zu Raabe's Monographie iiber die Jacob-Bernoullische Funktion.
o Aot A xt Azt A,
33) Fx) = (1.*_,,,_*13,:4_. Fzp—Dmt1)
wir erhalten aber, wenn «, der Koeffizient von (s + 1)*z* in der
Raabeschen Reihe ist:
A= a,(s + )"+ ag—y MM sn g a, M
oder, da die gleichweit von der Mitte entfernten M;**' und ,'".;‘;1_ A
emander gleich sind:
A, = a, MPT 4 a, MPTI2m 4 g, M (s + 1),
Ap= o, M o 1m g, MR $2m o - ap BIS (B 1),
34) {4, = a, M1 4 a M2 4 ag M 3™
A = a, M 1m4 a,M"'+‘2m
4y= o, :m+-|;!1
Ordnen wir diese nach @, a,, ... ay,—;, wobei a, nach 2) durch
— @, — @, — -+ — Gy, zu ersetzen ist, so findet noch eine interessante

Beziechung statt. Wir suchen niémlich die Koeffizienten von a; (k<12)-)

und @, _; in A, beziehentlich 4,_, auf. Der erstere ist (mit Fortlassung
des oberen Index):

35) M,—agrg1b"— My s o 19"+ My ngpirr (0 +E)F
derjenige von @, _; in A,_:

Mypp—rp1(p — By — Mygp 119"+ Migap—r41(2p — B)"F
oder, wegen der bereits erwihnten Gleichheit von A, und M, s ,:
36) M, r—ptit1(p— )" — Myp—pt1p™+ My p—sp 42421 Cp— B F - - -

Die Reihe 35) schliesst mit demjenigen M, dessen Index so nahe
wie moglich s+ 2 liegt, die Reihe 36) mit demjenigen 13/, dessen
Index so nahe wie moglich der O liegt. Ist nun m ungerade, so ist
(0 — By = — (& — p)™ ote.
und die Differenz der Koeffizienten 35) und 36) wird:
+Ms—h—8p+*+l(k 21’)"' o—h—p+l(""1’)m
37) + M _p—pprpr1(E—p)— M, _j4,0m
+Mipgrt ik — M, _pppprp™t- -,
sodass der Unterschied zweier aufeinander folgender Indices sowohl,
wie auch Basen zum Exponenten m abwechselnd p — & und £ ist. Setzen
wir nun in den dem angefiihrten Satz eigentiimlichen Zahlen b, =1,
b, = —1 oder allgemeiner:
b¢=1’ bp_k+¢=_1

und die anderen p—2 Zahlen gleich Null, so sicht man, dass die
obige Summe 37) verschwindet, das heisst: Der Koeffizient von 2* im
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Faktor von a; ist gleich dem Koeffizienten von 2*—* im Faktor von
tp— 33 oder:

Liest man die Koeffizienten im Faktor von a vom An-
fang zum Ende und im Faktor von @,_; in entgegengesetzter
Richtung, so erhilt man dieselbe Zahlenreihe.

Ist m gerade, so tritt nur der Unterschied ein, dass man dem
Faktor von a,_; das entgegengesetzte Zeichen des Faktors von a; vor-
setzen muss. Mittelst dieser Beziehungen wird die Rechnung etwa
auf die Hilfte reduziert.

Aus den letzten Gleichungen 34) ersieht man, dass der Faktor

von a; mit 2*—! beginnt (L § g); und ebenso, dass der Faktor von

@p_p mit zP—%—1! beginnt; daher schliesst der Faktor von @; mit
x*—?+t+1 sodass iiberhaupt jeder Faktor aus s —p 4+ 3 =m(p —1)
Gliedern besteht.
Ist p gerade = 2n, so beginnt der Faktor von a, = a, mit 2*»—!
2

und schliesst mit a*—*+!. Die Koeffizienten der gleichweit von der
Mitte abstehenden Glieder sind bei ungeradem m gleich, bhei geradem
m entgegengesetzt gleich; im ersteren Falle giebt es ein einzelnes
Mittelglied.
Um mit einem einfachen Beispiele zu schliessen, sei p = 3,
m = 4; dann ist:
1
F(z) = ATz 17 {a,(1+ 5z — 662* — 11923+ 11024
+ 165625 + «® — 1627)
— ay(2%+ 52— 662° — 11925+ 110"

+ 1652+ 2t — 162)}-
“Dezember 1895.




Die singuldren Punkte der Flachen.

Von

Dr. ErxsT WOLFFING,
Privatdozent in Stuttgart.

Zu den noch wenig entwickelten Gebieten der Geometrie gehdrt
die Lehre von den singuliren Punkten der Flichen. Wohl existieren
Monographien von Rohn* iiber die biplanaren und uniplanaren Knoten-
punkte und von Korteweg®* iiber die sogenannten Faltenpunkte:
wohl haben Salmon™* und Cayleyt bei ihren Untersuchungen iiber
Reziprokalflichen die Pliickerschen Zahlen fiir den Raum zu ver-
allgemeinern gesucht und bei dieser Gelegenheit mehrere héohere
Singularitiiten eingefithrt; insbesondere aber hat Zeuthentt die letz-
teren mit grosser Sorgfalt untersucht und beschrieben. Woran es aber
vor allem noch fehlt, das ist eine praktisch brauchbare und zuverléssige
Methode, um ohne Herstellung eines Modells die gestaltlichen Ver-
hiiltnisse einer algebraischen Fliche, deren Gleichung gegeben ist, in
der Néhe eines singuliiren Punktes zu studieren und damit den letzteren
erst wirklich als geometrisches Gebilde kennen zu lernen. In Anbetracht
des grossen Vorteils, welchen das Newtonsche Parallelogramm bei der
Untersuchung der ebenen Kurven gewihrttt!, ist es zu verwundern,
dass anscheinend noch von keiner Seite der Versuch gemacht wurde,
dasselbe auf den Raum zu itbertragen. Dass dieser Gedanke ausfithrbar
ist und wirklich zu einer allgemeinen Flichendiskussionsmethode
fithrt, die auch in komplizierteren Killen nicht versagt, gedenke ich
in vorliegender Abhandlung zu zeigen. Durch Ubertragung der Newton-
schen Konstruktion auf den Raum gewinnt man zunichst einen
polyedralen Zug (analytisches Polyeder), der sodann auf eine Ebene
abgebildet wird (analytisches Netz). Dieses Netz erweist sich als
wertvollstes Hilfsmittel fir die weitere Forschung. Es dient zur Unter-

* Math. Ann. 22 S. 124
** Wiener Ak. Ber. Math. Nat. Cl. 981Ia . 1154,
*** Transactions Royal J. Ac. vol. 23 S. 461.
t Papers IV 8. 21; VI S, 338, 577, 600.
tt Math. Ann. 10 S, 446.
ttt Vergl. Reuschle, Praxis der Kurvendiskussion. Stuttgart 1886.
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suichung der Flichenkurven durch den singuliren Punkt, zur Er-
mittelung der Durchdringungskurve zweier Flichen und fiihrt
zuletzt im Verein mit der bildlichen Darstellung des singuldren
Flichenpunktes vermittelst einer durchsichtigen Kugel zu einer
Methode, durch welche man sich von der Gestalt der Fliiche in der
Nihe des singuliren Punktes und von deren Anschluss an die
Niherungs- und Hilfsflichen eine Vorstellung machen kann. Erst auf
Grund einer solchen allgemeinen Untersuchungsmethode diirfte es mog-
lich sein, zu einer genaueren Kenntnis der Flichensingularititen zu
gelangen. In einem zweiten Teile dieser Abhandlung gedenke ich diese
Methode auf die Untersuchung solcher Singularitiiten anzuwenden,
welche auf mehrfachen Flichenkurven liegen. Hiermit wird eine
kritische Revision der in den oben angefithrten Abhandlungen iber
Reziprokalflichen besprochenen Singularititen verbunden sein.

§ 1.
Das analytische Polyeder.

Will man das Newtonsche Parallelogramm ((‘ramersches Drei-
eck) in den Raum iibertragen, so hat man jedem Term der Flichen-
gleichung C.c2ybz¢ den Punkt «, b, ¢ in einem rechtwinkligen Koordi-
natensysteme zuzuordnen. Dann zieht man jede Verbindungsebene von
drei oder mehr Punkten, welche den Koordinatenursprung von allen
nicht auf ihr liegenden Punkten des Systems trennt. Alle diese Ebenen
bilden einen in dem Oktanten der positiven ., y, z sich erstreckenden
polyedralen Zug, den ich analytisches Polyeder nemnen will. Die
Terme der Flichengleichung, welche den auf dem Polyeder ge-
legenen Punkten entsprechen, sind die ,niedrigsten Glieder® der-
selben. Die betreffenden Punkte liegen teils auf den Kanten und
Flichen des Polyeders, teils bilden sie die Ecken desselben; die zu-
gehorigen Terme sollen hiernach als Zwischenterme und Eckterme
unterschieden werden. Die Flichen des Polyeders sind drei- oder
mehreckig, durch Parallelverschiebung konnen sie soweit dem Ursprunge
genithert werden, dass auf jede Koordinatenebene wenigstens eine Ecke
fillf, withrend die Axen frei bleiben kénnen. Die Terme der Fliichen-
gleichung, welche den Punkten einer Polyederfliiche entsprechen, geben
unter Weglassung etwaiger Potenzen von ., y, z als Faktoren fiir sich
gleich Null gesetzt eine trinomische oder polynomische Nitherungs-
fliche. Alle Niherungsflichen zusammen sind massgebend fiir den
Verlauf der Fliche; aber keineswegs entsprechen den einzelnen Niitherungs-
flichen verschiedene Zweige der Fliche, wie man dies nach der Ana-
logie beim Cramerschen Dreieck erwarten sollte. Sollen durch den
Flichenpunkt mehrere Flichenmiintel gehen, die sich in Doppelkurven
durchdringen miissten, so ist eine Reihe von Bedingungen erforderlich,
in welche simtliche Glieder der Flichengleichung, nicht nur die
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niedrigsten, eingehen. Im allgemeinen besitzt daher die Fliche im
singuliren Punkte nur einen Mantel, der sich den einzelnen Niherungs-
flichen in verschiedenen Teilen seines Verlaufs anschliesst. Uber die
Art und Weise, wie die Fliche von einer Niitherungsfliche zur anderen
iibergeht, geben die Hilfsflichen Aufschluss, deren Gleichung man
erhiilt, indem man die Terme, deren zugehorige Punkte alle je auf
einer Kante des Polyeders liegen, ebenfalls unter Weglassung von
Faktoren, welche Potenzen von z,y, # sind, fiir sich gleich Null setzt.
Die Hilfsflichen sind immer binomische Flichen oder Produkte von
solchen und bieten somit eine Analogie dar zu den binomischen Hilfs-
kurven, welche in der ebenen Geometrie das Cramersche Dreieck an
die Hand giebt. Jede binomische Hilfsfliche vermittelt den Zusammen-
hang zwischen den zwei Niherungsflichen, deren zugehorige Polyeder-
flichen an die der Hilfsfliche zugehorige Polyederkante stossen. Bei-
spiel: Die Fliche 0 = zy + 2%+ y®+ 2® schliesst sich der Niherungs-
fliche 0 = 2y + y*+ 2° in der Néhe der Ebene 2 = 0, der Niherungs-
fliche 0 = xy + 2%+ 2 in der Nihe der Ebene y = O an; dber ihren
Ubergang von einer zur anderen giebt die Hilfsfliche 0 — xy + £°
Aufschluss.

Um zu ermitteln, welche Teile der Naherungs- und Hilfsflichen
fir die Untersuchung der Fliche massgebend sind, ist es erforderlich,
die durch den singuliren Punkt hindurchgehenden Flichenkurven zu
betrachten.

§ 2.
Die Fliichenkurven in einem singuliéren Punkte.

Eine Raumkurve durch den Ursprung sei durch die Entwickelung

r=2A+---
gegeben: ly —uef 4. } Dabei kann der Parameter & so gewiihlt
2 = ’|/£Y+ e

werden, dass eine der Reihen mit dem ersten Gliede abbricht. Einer
der Koeffizienten 4, u,v kann gleich Eins angenommen werden. Die
Anfangsexponenten «, #, y nenne ich mit Bjoérling* Indices der
Raumkurve. Soll die letztere auf der in § 1 besprochenen Fliche
liegen, so muss durch Einsetzen von «, y, z in die Gleichung derselben
ein identisch verschwindender Ausdruck in & entstehen. Ist &€ der in
¢ niedrigste Term, der beim Einsetzen entsteht, so tritt entweder
a) ein Term &¢ auf; dann muss aber einer der Koeffizienten
A, u, v verschwinden, «, f, y konnen also nicht Indices einer
Flichenkurve sein.
Oder es treten
b) zwei Terme &¢ auf (oder mehrere, deren zugehorige System-
punkte alle auf einer Geraden liegen). Die Summe ihrer

* Uber Raumkurvensingularititen*., Arch. fir Math. u. Phys. 1L Reibe,
Band 8, 8. 83.
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Koeffizienten gleich Null gesetzt liefert eine Gleichung zwischen
A, u, v; es liegen also unendlich viele Raumkurven von den
Indices «, B, p auf der Fliche. Ebenso ist es, wenn

¢) drei oder mehr Terme ¢ (deren zugehorige Punkte nicht auf
einer Geraden liegen) auftreten. Es seien in letzterem Falle
p2ypr, 2y, o'y's' drei solcher Terme. Die zugehdrigen
Punkte liegen auf einer Polyederfliche. Denn es ist
e=aa+bp+cy=da+0p+cy=da+b'g+ "y,

¢« b ¢ 1

a V1

‘ ",'l b" c" 1

Die Ebene I der drei Punkte («, b, ¢), (¢, ¥, ¢), (¢", V", ¢") hat

also:

a:f:p:—90=

a b ¢

den Ursprungsabstand d — ——> — — | ¢ v o¢
prungs Ve'+ 85+ 72| u,, " L,, ?
[a" V" ¢ |

| b ¢ 1

3180 lst o == —_—_0—__| b' C’ 1

d /3 3 i'
Vel4-p'4y o1

Es sei .«"'y""2°" ein vierter Term, der beim Einsetzen &' liefert. -

al" b"l cl" 0

Jann st o — " " Moy —e a b oc 1]
Dann ist [ e + b ﬂ+(' Y d‘/a—,_'_—p‘,':*_—'},E d V1 |
ia" b" c" 1 i

Eine durch (a", 0", ¢") parallel zu I gelegte Ebene E' hat den

b =P —J"o

1 « b ¢ 1

V(‘=+p:+yn| al l)' (,"

AN LA |

Ist ¢'> g, so ist d' > d; daher miissen sich (a, b, ¢)(«', V', ¢')(a", ", ¢")
auf einer Polyederfliche befinden und auf dieser liegt jeder weitere
Punkt («??, %", ¢’"), der beim Einsetzen ¢ liefert.

Weil aber aus («, b, ¢), (¢, ¥, ), (", V", ") das Verhiltnis der
Indices a: f:» eindeutig berechnet werden kann, so entspricht jeder
Polyederfliche eine Schar von Flichenkurven von konstanten Indices,
zwischen deren Anfangskoeffizienten eine Gleichung besteht. Die In-
dices verhalten sich wie die Stellungskoordinaten der Polyederfliche,

Im Falle b) mégen zwei Terme z?y*2° und r*y”2¢ den niedersten
Grad z¢ ergeben, so ist:

o=aa+Up+cy=da+¥p+cy

Legt man durch die Punkte («adc) und (a'd'c) eixge Ebene E mit

den Stellungskoordinaten a : f : y, 80 ist dieselbe:

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 42. Jahrg. 1397. 1. Heft. 2

Ursprungsabstand d'=

', also p'rp=d"d.
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oz + By + pz=aa+bf+cy=ada+ b8+ cy=op;
ihr Ursprungsabstand ist d = —%——. Durch einen nicht auf der
Vei+ '+
Geraden (a, b, ¢), (¢, V', ¢') liegenden Punkt («’, 0", ¢"), fiir den also
@'a +U'B+ c'y = o'>p, legt man eine Ebene E' parallel zu E, so
ol
'+ f
dass man durch (abc), (a'd'c’) eine Ebene legen kann, die alle nicht
auf dieser Geraden befindlichen Systempunkte vom Ursprunge trennt.
Daher musy die Gerade der Oberfliche des analytischen Polyeders
angehdren; sie kann keine Diagonale, sondern sie muss eine Kante
desselben sein. Aber die Gleichung
ae+0f+cy=ada+Up+cy

ist zur Bestimmung der Indices «, B, y nicht mehr hinreichend. Das
Verhiltnis derselben besitzt also unendlich viele Werte, welche beim
Einsetzen die Terme x%)*2° und x*y*z" als niederste Glieder ergeben.
Jedem Indicessystem entspricht eine durch die Polyederkarte («, b, ¢),
(', ¥, ¢) gelegten Ebene mit den Stellungskoordinaten «, 8, y. Aber
nicht jede Ebene durch die Kante ist hierzu brauchbar, sondern nur
diejenigen, welche alle nicht in die Kante fallenden Systempunkte vom
Ursprunge trennen. Dieselben sollen die zur betreffenden Kante ge-
horigen uneigentlichen Polyederflichen heissen, wogegen die wirk-
lich die Begrenzung des Polyeders bildenden Ebenen eigentliche
Polyederflichen genannt werden mégen. Man erhiilt alle zur Kante ge-
horigen uneigentlichen Polyederflichen durch Drehung einer der an die
Kante anstossenden eigentlichen Polyederfliichen in die Lage der anderen,
wobei der Ursprung nicht passiert wird. Liegt in einer Koordinaten-
ebene nicht eine Fliche, sondern nur eine Kante des Polyeders, so kann
man die an letztere anstossende Polyederfliche um die Kante bis in die
Lage der Koordinatenebene drehen. Da bei weiterer Drehung keine un-
eigentlichen Polyederflichen mehr entstehen, die Koordinatenebene viel-
mehr die Reihe der letzteren beschliesst, so kann man dieselbe, ohne dass
sie eine Fliche des Polyeders ist, den eigentlichen Polyederflichen bei-
zahlen. Liegt auf einer Koordinatenaxe kein Systempunkt — die ent-
sprechende Axe ist dann Gerade der Fliche —, so projiziere man
siimtliche Systempunkte vom unendlich fernen Punkte dieser Axe auf
die gegenitberliegende Koordinatenebene. Von dem daselbst entstehenden
Punktsysteme bestimme man das analytische Polygon nach der Cramer-
schen Regel und verbinde jede Seite desselben durch eine Ebene mit
dem genannten unendlich fernen Punkte. Diese Ebenen, welche je
Kanten des Polyeders enthalten, mogen Grenzflichen des Polyeders
heissen. Auch sie sollen den eigentlichen Polyederflichen beigezihlt
werden, weil bei Drehung der anstossenden Polyederfliche um die
Kante itber die Grenzfliche hinaus keine uneigentlichen Polyederflichen
mehr erzeugt werden.

ist deren Ursprungsabstand d'= also d'> d. Daraus folgt,

8+7’
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§ 3.
Das analytische Netz.

Wie gezeigt wurde, verhalten sich die Indices oder Anfangs-
exponenten der Flichenkurven wie die Stellungskoordinaten der eigent-
lichen oder uneigentlichen Polyederflichen, es ist also fiir dieselben
nur die Stellung dieser Ebenen, nicht ihr Ursprungsabstand massgebend.
Es kann daher das ganze System dieser Ebenen leichter tihersichtlich
gemacht werden zunichst durch Abbildung auf eine Kugel. Als Bild-
punkt einer Ebene «s 4 fy + y2 — ¢ dient der im ersten Oktanten
gelegene Berithrungspunkt einer parallel zu ihr an eine Kugel mit
Mittelpunkt im Ursprunge und mit dem Radius Eins gelegten Tangential-
ebene, also der Punkt

P SV R JG— —
varptr U Vatpar  Verptr

Diesen Punkt bildet man weiter ab auf die Tangentialebene ¢ =1 durch
Projektion vom Mittelpunkte aus und wenn man in dieser Ebene eine
neue s- und y-Axe, parallel zur .- und y-Axe in der Ebene z =0,

B

annimmt, so sind die Koordinaten des Bildpunktes .« = g; Y= v

Also verhalten sich die homogenen Koordinaten des Bild-
punktes in der Ebene z =1 wie die Stellungskoordinaten der
abzubildenden Ebene. Nun bilden sich aber auf der Kugel alle
zu einer Kante gehorigen uneigentlichen Polyederflichen ab auf einem
Grosskreisbogen zwischen den Bildpunkten der beiden an die Kante
anstossenden eigentlichen Polyederflichen. Die auf der Kugel durch
Abbildung séimtlicher Polyederflichen entstehende netzférmige Figur
von Punkten, die durch Grosskreisbdgen verbunden sind, projiziert sich
auf die Ebene z =1 als eine ebenfalls netzformige Figur, bestehend
aus Punkten, verbunden durch gerade Linien, die Projektionen jener
(irosskreisbogen. Diese Figur nenne ich analytisches Netz. Die
Punkte heissen Ecken des Netzes; sie sind die Bildpunkte der eigent-
lichen Polyederflichen. Von ihnen gehen Gerade aus, Linien des
Netzes; jede ist die Abbildung einer Polyederkante und jeder ihrer
Punkte ist die Abbildung einer durch die Kante gehenden uneigent-
lichen Polyederfliche. Die Zahl der von einer Ecke ausgehenden
Linien ist gleich der Zahl der Seiten der entsprechenden eigentlichen
Polyederfliche. Die Ecken und die Punkte der Linien (Linien-
punkte) sollen zusammen Netzpunkte heissen. Die von den Linien
des Netzes eingeschlossenen, ebenen polygonalen Flichenriume heissen
Maschen des Netzes; sie entsprechen den Ecken des Polyeders und
sind daher den Ecktermen der Flichengleichung zugeordnet. Nur die
letzteren werden durch die Maschen zur Darstellung gebracht; die auf
den Kanten und Fliichen des Polyeders liegenden Zwischenterme sind
bei den Linien und Ecken des Netzes hinzu zu denken. Die Maschen
2%
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haben so viele Ecken, als Polyederflichen an die betreffende Polyeder-
ecke anstossen. Das Netz beschrinkt sich auf den Quadranten der
positiven z und y; als Randlinien treten die y-Axe, die x-Axe und die
unendlich ferne Gerade auf. Da auch die Koordinatenebenen den eigent-
lichen Polyederfliichen beigezihlt wurden, treten im Netze im allgemeinen
als Abbildungen derselben folgende Fundamentalpunkte auf:

der unendlich ferne Punkt der z-Axe, mit A bezeichnet, als
Bildpunkt der Ebene x = 0,
der unendlich ferne Punkt der y-Axe, mit B bezeichnet, als
Bildpunkt der Ebene y =0,
der Ursprung, mit (' bezeichnet, als Bildpunkt der Ebene z=0.
Fig.L Die durch die Funda-
c 1 2 3 4,, mentalpunkte gehenden
¢ Netzlinien mdgen Eck-
linien heissen. Die Grenz-
flichen des Polyeders
1 . werden abgebildet durch
Grenzpunkte des Netzes,
die auf den Randlinien
2 gelegen sind, z. B. Punkt
in Figur 1.
Nach ihrem Verhalten
3 gegeniiber den Funda-
¥ mentalpunkten teile ich die
Maschen in drei Gruppen:
Vollmaschen haben keinen Fundamentalpunkt als Ecke, z. B.
abedea in Kigur 3.
Eckmaschen haben einen Fundamentalpunkt als Ecke, z. B.
abeCa in Figur 2.
Randmaschen haben zwei Fundamentalpunkte zu Ecken und
daher eine vollstindige Randlinie als Begrenzung, z. B.
beABb in Figur 2.
Die Eckterme der Vollmaschen enthalten alle drei Veriinderliche,
diejenigen der Eckmaschen zwei, diejenigen der Randmaschen nur eine.
Fiir die Untersuchung der Fliichen sind noch einige andere Punkte,
Linien und Flichen des Netzes von Bedeutung, vor allem der Zentral-
punkt D mit den homogenen Koordinaten 1:1:1; derselbe giebt zu
einer weiteren Einteilung der Maschen in vier Klassen Anlass:
Zentralmaschen umschliessen den Zentralpunkt, z. B. abedea
in Figur 3.
Lateralmaschen haben den Zentralpunkt auf einer Linie
(Zentrallinie), z. B. ¢'l'¢'C'e in Figur 2.
Radialmaschen haben den Zentralpunkt als Ecke, z B.
Va'dC'Y in Figur 3.
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Nebenmaschen haben den Zentralpunkt ausserhalb, z. B.

bcABb in Figur 2.

Die Maschen der drei ersten Klassen kénnte man Hauptmaschen
nennen; ein Netz besitzt immer entweder eine Zentralmasche oder zwei
Lateralmaschen, oder drei oder mehr Radialmaschen; daneben kann es be-
liebig viele Nebenmaschen enthalten. Withrend die Lage des Zentralpunktes
tiber das Tangentialgebilde (§ 5) entscheidet, besitzen fir das Verhalten
der binomischen Hilfsfliichen (§ 7) die drei Einheitspunkte eine gewisse

Wichtigkeit; es sind dies
die auf Randlinien ge-
legenen Punkte
E=(, 1, 1),
F=(1, 0, 1),

G = (ly 1 0);
Einheitslinien mogen
die Verbindungslinien
A D, BDund CD des Zen-
tralpunktes mit den Fun-
damentalpunkten heissen;
als Einheitsdreiecke
bezeichne ich die Dreiecke
BCD, CAD, ABD, als
Einheitsvierecke die
Vierecke AFDG,

DBGDE, CEDF.
Ist die Gleichung

4

¥
B

Fig. 2.
1

”,
.’
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einer Fliche gegeben, welche durch den Ursprung hindurchgeht,
so kann man jederzeit das analytische Netz derselben entwerfen. Man

zeichnet (in einer per-
spektivischen Figur) das
analytische Polyeder und
bestimmt die Stellungs:
koordinaten der einzelnen
Polyederflichen. Hiermit
sind die homogenen Ko-
ordinaten der Netzecken
gefunden; die letzteren
werden alsdann den
Kanten des Polyeders ent-
sprechend durch gerade
Linien verbunden. Wie
oben jede (eigentliche und
uneigentliche) Polyeder-

Fig. 8.
) 2 3

mammusmianniua

=

fliche, so liefert jetzt jeder Netzpunkt (das heisst jede Ecke und jeder
Linienpunkt) eine Schar von Flichenkurven mit bestimmten Anfangs-
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exponenten* Dieselbe berithrt respektive die r, y, z-Axe, je nachdem
der Netzpunkt im Einheitsdreieck BCID), CAD, AB(' liegt; sie be-
rithrt respektive die Ebenen x = 0, y =0, z = (), wenn der Netzpunkt
respektive auf der Einheitslinie AD, BI), (']) liegt; sie hat endlich
die Ebene 2 =0, y =0, z =0 zur Schmiegungsebene, je nachdem der
Netzpunkt sich im Einheitsvierecke AFD(:, BG: DE, ('EDF befindet.

Zusatz: Damit eine aus Ecken, Linien und Maschen bestehende
netzformige Figur wirklich als analytisches Netz einer Fliche gedeutet
werden kann, muss sie vor allem folgenden zwei Bedingungen geniigen:

a) Es diirfen sich nicht zwei Linien schneiden (ohne dass der

Kreuzungspunkt als Ecke aufgefasst wird).
b) Keine Masche darf einen einspringenden (oder auch nur flachen)
Winkel besitzen.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so kann zwar aus den durch die
Ecken des Netzes bestimmten Ebenen ein Polyeder gebildet werden;
es fragt sich aber noch, ob dieses die durch die Linien und Maschen
des Netzes geforderten Kanten und Ecken besitzen kann. Jedenfalls
ist jede Polyederfliche nur hinsichtlich ihrer Stellung bestimmt.

Zerfillt eine Fliche in das Produkt zweier Teilflichen, so hesteht
ihr Netz aus den aufeinander gelegten Netzen der Teilflichen, wobei
Kreuzungen von Linien derselben als neue Eckpunkte einzufiihren sind.

§ 4.
Die Durchdringungskurve zweier Flichen.

Eine erste Anwendung des analytischen Netzes ist die Lo&sung
folgender Aufgabe: Gegeben zwei Flichen, welche durch den Ursprung
gehen, gesucht die Zweige ihrer Durchdringungskurve daselbst. Zur
Ermittelung der Anfangsexponenten dieser Zweige ergiebt sich nimlich
sofort folgendes graphische Verfahren: Soll eine Raumkurve beiden
Flichen angehdren, so muss der durch ihre Indices bestimmte Punkt
im Netze beider Flichen vorkommen; man erhilt diese Punkte als ge-
meinsame Netzpunkte (Netzschnittpunkte), wenn man die beiden
Netze aufeinander legt, sodass die Fundamentalpunkte beider zusammen-
fallen.

Dabei sind aber drei Fille zu unterscheiden:

a) Eine Ecke des einen Netzes fillt auf eine solche des anderen,
das heisst es ist im einen Polyeder eine eigentliche Fliche zu
einer solchen des anderen parallel.

b) Eine Ecke des einen Netzes filllt auf eine Linie des anderen,
das heisst es ist eine eigentliche Fliiche des einen Polyeders zu
einer uneigentlichen des anderen parallel.

* Dabei liefern die Grenzpunkte Scharen von Flichenkurven, die nicht
durch den Ursprung gehen.
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¢) Eine Linie des einen Netzes schneidet eine Linie des anderen,
das heisst es ist eine uneigentliche Fliche des einen Polyeders
einer solchen des anderen parallel.

Es kann aber auch vorkommen, dass Linien der beiden Netze ganz
oder teilweise zusammenfallen. Als Netzschnittpunkte sind hierbei nur
die an den Endpunkten des zusammenfallenden Linienstiickes befindlichen
Ecken anzusehen.

Es ist leicht zu sehen, dass immer mindestens ein Netzschnitt-
punkt existiert, wenn keine Grenzpunkte vorhanden sind. Zuniichst
kann ein Netz ohne Grenzpunkte nicht in zwei vollig getrennte Linien-
ziige zerfallen; also muss man von jeder Ecke aus auf den Linien des
Netzes fortschreitend jeden Fundamentalpunkt erreichen kénnen. Ferner
hat jedes Netz ohne Grenzpunkte mindestens eine Ecke. Dann fallt
eine Ecke des ersten Netzes entweder in eine Ecke oder auf eine Linie
des zweiten (in welchem Falle bereits ein Netzschnittpunkt vorliegt)
oder in eine Masche desselben. Diese ist im giinstigsten Falle eine
Randmasche, sodass die erwihnte Ecke mit zwei Fundamentalpunkten
verbunden sein kann, ohne dass der betreffende Linienzug die Be-
grenzungslinien der Masche schneidet. Aber der dritte Fundamental-
punkt kann von der Ecke aus nur durch einen Linienzug erreicht
werden, der entweder eine Ecke der Masche passiert oder eine Linie
derselben kreuzt, womit der Satz bewiesen ist.

Jeder Netzschnittpunkt («, 8, ») liefert einen oder mehrere Zweige
der Durchdringungskurve.

Die ersten Glieder der Kurvenentwickelung sind nun:

xr = A&®
y=uef -
Z2=v§

Zur Bestimmung der Koeffizienten nimmt man aus jeder Fliichen-
gleichung die Eckterme der an den Netzschnittpunkt stossenden Maschen
unter Beifilgung der dazwischen liegenden Zwischenterme und setzt
dieselben je fiir sich gleich Null. Durch Einsetzen der Werte von
r,y, z ergeben sich zwei Gleichungen (Koeffizientengleichungen)
wr Bestimmung von A:p:v. Einer dieser Koeffizienten (etwa v) kann
gleich Eins gesetzt werden. Man macht dann die Koeffizientengleichungen
durch Einfiihrung der homogenisierenden Veriinderlichen % in 4 und g
homogen. Bei der Losung der Koeffizientengleichungen, die man als
Gleichungen von Kurven (Koeffizientenkurven) in homogenen Ko-
ordinaten 1, u,n deuten kann, ist folgendes zu beachten.

Die in die Ecken des Koordinatendreiecks fallenden Schnittpunkte
bleiben ausser Betracht; auch werden die Koordinatenaxen weggelassen,
wenn sie etwa als Bestandteile der Koeftizientenkurven auftreten.

Bei den itbrig bleibenden Lisungen ist fiir den Fall, dass der
Index y, dessen Koeffizient v = 1 gesetzt wurde, grosser als Eins ist, der
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Parameter &£ —)/z nicht eindeutig, sondern y-deutig bestimmt. Also
fithren je y-Wertesysteme fiir 4, 4, # nur auf einen Raumkurvenzweig,
weil sich je y Entwickelungen nur in der Wahl des Parameters unter-
scheiden.

Werden diese beiden Umstiinde beriicksichtigt, so ist die Zahl der
Losungen der Koeffizientengleichungen von der Wahl des gleich Eins zu
setzenden Koeffizienten unabhingig; zweckmiissig ist es nach dem Vor-
stehenden hierzu denjenigen zu wiihlen, zu welchem der kleinste Index
gehort. Den Parameter & — J/Z behilt man auch fiir die hoheren
Glieder der Reihen bei, sodass sich die Reihe fir 2z auf z— & be-
schrinkt. Die Terme der Flichengleichung, welche auf die zweiten
Glieder der Reihen fiir :x und y Einfluss haben, findet man, indem
man die zu (a, B, ) gehirende eigentliche oder uneigentliche Polyeder-
fliiche vom Ursprunge weg parallel mit sich verschiebt, bis sie wieder
durch einen oder mehrere auf der Oberfliche des Polyeders oder in
seinem Innern gelegene Systempunkte geht. Die zugehdrigen Terme
treten zu den Termen der Koeffizientengleichungen hinzu, um die
zweiten Glieder von x und y zu liefern.

Infolge besonderer Werte der Koeffizienten der Flichengleichungen
treten oft bei Losung der Koeffizientengleichungen eigentimliche
Schwierigkeiten auf. Es kann ein Schnittpunkt der Koeffizientenkurven
auf eine Koordinatenaxe fallen, wodurch sich einer der Indices er-
hoht; es konnen aber auch die Koeffizientenkurven ganz oder in einem
Teile ihres Verlaufes zusammenfallen. Dann sind ihre Gleichungen
zur Berechnung der Koeffizienten nicht mehr ausreichend. Die Ursache
dieser Erscheinung ist, dass die beiden Flichengleichungen auf die
Form gebracht werden konnen: f = @9 + 3 =0 und f'= @y'+ 5= 0.
Man schafft die storende Funktion ¢ weg, indem man bildet:

f"=vf—of=¢'y — vy =0.

. . o . . f T = (’ f = O
Die Fliiche "= 0 schneidet f = 0 in den Kurven { 1 O} und { v = 0} .
Man berechnet daher die Zweige von { f"; O} und liisst, um diejenigen
von {;,; g} zu bekommen, die Zweige von { 1{) :8} weg, wenn @
nicht eine Konstante, sondern eine Funktion ist.

Tritt ein Schnittpunkt der Koeffizientenkurven m-fach zihlend auf,
so sind im allgemeinen nicht «, 8, y, sondern ma, mB, my die Indices
des zugehorigen Raumkurvenzweiges, doch kénnen unter Umstiinden
auch m-Zweige mit Indices a, 8, » in hoherer Beriihrung auftreten.

Als Beispiel werde die Durchdringungskurve der Flichen

As*+ Bey + Crz + D=0
Ex +Fy + G2 —0

und

ermittelt.
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Das Netz der ersten Flache, in Figur 1 ausgezogen, hat die Ecken
a=(1,1,1), b = (2, 1, 1), den Grenzpunkt ¢ = (3, 0), 1) und die Maschen
Ca BC(r*): CabeC(ry); BabB(rz); cABbe(z®). Das Netz der zweiten
Fliche, in Figur 2 quergestrichelt, hat die Ecke «'=(1,1,1) und die
Maschen Ba'CB(x); Ad'CA(y): Ad BA(?).

Netzschnittpunkte: Es liegt Ecke ) auf Linie «'.1: Ecke « auf Ecke «'.

x=1s
Erster Zweig: {y —u&+---} (es wurde 4 =1 gesetzt und mit /
2=vE+4---

homogen gemacht). Koefﬁzientengleichungen-
{Bl’y + Clv + Dv® = }
F u + (r‘l/ = O

Die Losung {* ~ 0 bleibt weg; die beiden anderen Lésungen be-
Ely=0 g g

zichen sich nur auf eine Entwickelung, alsor

-G B(r—(I BG=CF
1‘—-8’ J V <oy 2 = _])T_£+-..
Z
Zweiter welg rele
y=y,8+... .
Z2=veE+ -

Koeffizientengleichungen: Al + By + C'v = O (Faktor I bleibt weg)
El4+ Fu+ Gv=0

CE—AG AF—BE
rT=¢ J—B(r ety Fm pe—eptt

also:

Die Berechnung der Durchdnngungskurve ermoglicht auch die
Losung folgender wichtigen Aufgabe:

Betrachtet man eine Fliche f(r, ¥, z,#) =0 von einem beliebigen
Punkte (§, 9, {, r) aus, so besitzt das Bild derselben eine Umrisslinie,
nimlich die Berithrungskurve des von (§, %, {, ) an die Fliche zu
legenden Berithrungskegels. Durch diese Kurve geht aber auch die
erste Polarfliiche des Punktes (, 5, {, r) in Bezug auf die Fliche f — 0,
also die Fliche:

P—Gfﬁ+ C+a r=0.

Hat /=0 im Ursprunge einen zwei- oder mehrfachen Punkt, so
geht durch denselben auch P> = 0, gleichviel, wo der Punkt (§, 3, §, ©)
gelegen ist. Dann geht also eine Umrisslinie der Fliche, die Durch-
dringungskurve von f= 0 und P = 0, durch den Ursprung und deren
Zweige konnen nach dem eben geschilderten Verfahren ermittelt werden.
Zu diesem Zwecke muss man auf das Netz der Fliche das Netz der
Polarfliche eines beliebigen Punktes in Beziehung auf dieselbe legen;
ich nenne das letztere Polarnetz der Fliche.
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Beispiel: Umrisslinie der Flichen
f=azy—adz —x"— y*—322°=0
vom Punkte (£, 5, £, 0) gesehen. Das Netz, in Figur 2 ausgezogen, hat
die Ecken « =(1,2,2); b= (8 11,6); ¢=(3,1,1) und die Maschen
CabeC(zy®); BabB(x%2); CaBC(x%; ('cAC(y®); BbedB(2*). Die
Polarfliiche des Punktes (£, 7, §, 0) in Bezug auf f =0 ist:
P = g(y*— 32%2 — 52%) + 9 (2ry — 5y*) + {(— 2* — 1602*) = 0.
Das Polarnetz, in Figur 2 quergestrichelt, hat die Ecken
a'= (1) 2, 1)’ V= 3,5 2), = (22, 1)
und die Maschen
Ca't'd Czy), CCAC(YY), Ca' BC(2®), Ba'l! B(x*2), BU'¢ AB(:").

Netzschnittpunkte: )
1. Ecke a auf Linie a'(’ liefert:
’ .;l" =&
£
Y=gy &t
g 3
4 “—‘(m—l)f + -
2. Kreuzung der Linien h B und «'l’ im Punkte (4, 7, 3) giebt:
JR 7R
y=— 3‘518/4_57_’-. oo
z=é
3. Kreuzung der Linien be und ¢'C im_Punkte (5,5, 3) giebt:
8=
r = —5—" £5+
s —
2=2¢

Diese drei Zweige besitzt also die Umrisslinie der Fliiche (siehe
Fig. 4).
§ 5.

Das Tangentialgebilde.

Es ist nun erforderlich den Begriff, , singuliirer Punkt einer Fliche¢
genau zu definieren. Ein gewdhnlicher Punkt besitzt bekanntlich
folgende Eigenschaften:

a) Eine beliebige Gerade durch ihn schneidet die Fliiche in einem
Punkte.

b) Es giebt speziell unendlich viele Geraden (Tangenten) durch
den Punkt, die die Fliiche in zwei zusammenfallenden Punkten
schneiden; dieselben liegen in einer Ebene (Tangentialebene).
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¢) In der Tangentialebene giebt es zwei Tangenten, welche die
Fliche in drei zusammenfallenden Punkten schneiden (Haupt-
tangenten).

Jeder Punkt, der nicht alle diese drei Eigenschaften besitzt, mige
ein singulirer Punkt genannt werden. Schneidet eine beliebige Gerade
durch einen solchen die Fliche nicht in einem, sondern in v Punkten,
so heisst der Flichenpunkt ein v-facher. Alsdann liegen die in » + 1
oder mehr Punkten schneidenden Geraden auf einem Kegel vt Ordnung,
mit Spitze im singuliren Punkte, den ich als Tangentialgebilde be-
zeichne. Derselbe kann ganz oder teilweise in Ebenen zerfallen und
reduziert sich im Falle des einfachen Fliichenpunktes auf die Tangential-
ebene. Liegt der Flichen-
punkt im Koordinaten-
ursprunge, so ergiebt sich
die Gleichung des Kegels

durch Nullsetzen der
Tangentialglieder, das
heisst der Glieder der

Flichengleichung von
niedrigster, also v'r Ge-
samtdimension in ., y, 2.

Das Tangentialgebilde
ist diejenige Fliche, der
sich die gegebene Fliiche
um so inniger anschliesst,
je mehr man sich dem

Flichenpunkte nihert.
Dasselbe wird durch den
Zentralpunkt bestimmt

und je nach der Lage desselben im Netz sind drei FKiille moglich:

I Netz mit Zentralmasche. Ein Tangentialglied. Tangentialgehilde
zerfillt in Koordinatenebenen.

a) Triplanarer Typus: Zentralmasche ist Vollmasche; Tangential-
gebilde besteht aus allen drei Koordinatenebenen (Fig. 3).

b) Biplanarer Typus: Zentralmasche ist Eckmasche; Tangential-
gebilde besteht aus zwei Koordinatenebenen (Fig. 2).

¢) Uniplanarer Typus: Zentralmasche ist Randmasche; Tangential-
gebilde beschriinkt sich auf eine Koordinatenebene.

ILI. Netz mit zwei Lateralmaschen. Zwei Tangentialglieder. Tan-
gentialgebilde besteht aus einem binomischen Kegel, zu dem noch
Koordinatenebenen hinzutreten, wenn die Lateralmaschen nicht an die
Fundamentalpunkte stossen. Der Kegel zerfillt in Ebenen, wenn die
Zentrallinie oder ihre Verlingerung durch einen Einheitspunkt hin-
durchgeht.
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IIT. Netz mit drei oder mehr Radialmaschen. Drei oder mehr
Tangentialglieder. Das Tangentialgebilde ist ein trinomischer oder
polynomischer Kegel, zu dem Koordinatenebenen hinzutreten konnen,
wenn die Radialmaschen nicht an die Fundamentalpunkte stossen.

Aus dieser Zusammenstellung geht hervor, dass immer die Haupt-
maschen die Eckterme der Tangentialglieder liefern. |

§ 6.
Bildliche Darstellung einer Fliche in der Néhe
eines singuldéren Punktes.

Zur Herstellung einer perspektivischen, die Gestalt der Fliche in
der Niihe eines singuliren Punktes darstellenden Zeichnung hat sich
tolgendes Verfahren als praktisch bewiihrt:

Man beschreibt um den singuliren Punkt eine sehr kleine durch-
sichtige Kugel; dieselbe schneidet die Fliache in einer sphirischen
Kurve, die ich Kugelkurve nennen will. Die Kugelkurve dringt
sich an die Spur des Tangentialgebildes umso niher heran, je kleiner
die Kugel angenommen wird* Die Fliche selbst moge als undurch-
sichtig angenommen werden.

Alsdann nimmt man den ausserhalb der Kugel befindlichen Teil
der Fliche weg und bildet die ganze Figur durch Projektion auf
die Ebene y = 0 ab und zwar von einem unendlich fernen Punkte aus
(Parallelprojektion), wobei es zweckmissig ist, £:9:{=1:3:1 zu
setzen.

Zur Veranschaulichung der Kugel dienen drei Grosskreise, nim-
lich ihre Schnitte mit den Koordinatenebenen. Die Grosskreise » = 0
und z = O bilden sich auf der Ebene y =0 als Ellipsen vom Halbaxen-
verhiiltnisse 1:3 ab. Der Grosskreis ¥ = 0 moge mit dem Umriss der
Kugel, der eigentlich eine Ellipse wiire, verwechselt werden, wodurch
das Bild an Einfachheit und Klarheit bedeutend gewinnt. Wird die
Kugel in dieser Weise angedeutet, so ist es nicht schwer, die Kugel-
kurve als sphiirische Kurve zu sehen und sich demgemiiss von der
Gestalt der Fliche im Raume eine Vorstellung zu machen.

Um die Kugelkurve zu zeichnen, liegt es am niichsten, nach dem
Vorgange von Mobius** sphirische Koordinaten auf der Kugel ein-
zufithren. Die Gleichung einer sphiirischen Kurve ist dann identisch
mit der Gleichung des dieselbe vom Ursprunge aus projizierenden
Kegels. Man erhilt also die Gleichung der Kugelkurve durch Elimi-
nation von ¢ aus der Flichengleichung f (r, %, £, {) =0 und der
Kugelgleichung 2%+ y®+ 22— o*#*—= 0 in der Form:

f(ox, 09, 02, V& + 4+ 2%) = (.

* Vergl. Rohn, Math. Ann. 22, S, 128.
#* Qrundformen der Linien III. Ordnung. Ges. Werke II, S. 115.
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Aber man muss sich jetzt wohl hiiten, diese Gleichung durch
Wegschaffung des Wurzelzeichens rational zu machen; denn hierdurch
kiime neben der Kugelkurve auch ihre Gegenkurve* herein.

Man muss sich daher bei der Diskussion der Kugelkurve (die man
auch auf eine Tangentialebene der Kugel projizieren kinnte) an die
irrationale Form ihrer Gleichung halten.

In einfacheren Fillen, insbesondere bei Niherungs- und Hilfs-
flichen, geniigt fiir die Zeichnung der Kugelkurve folgendes Verfahren:
Man zeichne die Spur des Tangentialgebildes auf der Kugel und be-
stimme ferner die Schnittpunkte der Kugelkurve mit den Koordinaten-
ebenen. Diese Punkte liegen auf den drei Grosskreisen; man erhilt sie
durch Nullsetzen je einer Veriinderlichen in der Flichengleichung; sie
mogen Hauptpunkte heissen. Die Zahl der auf der Begrenzung
eines Kugeloktanten gelegenen Hauptpunkte muss eine gerade sein.
Ausserdem lassen sich auch die Schnittpunkte mit den Medianebenen

ytz2=02xs=0;r+y=0

leicht ermitteln. Auch die Schnittpunkte der Kugelkurve mit dem
Tangentialgebilde, soweit dieses nicht aus Koordinatenebenen besteht,
sind nach § 4 unschwer zu berechnen.

Tritt ein n-fach zéhlender Teil des Tangentialgebildes auf, so wird
dessen Spur von n Zweigen der Kugelkurve begleitet, die aber paar-
weise ganz oder in einem Teile ihres Verlaufes imaginir sein konnen.
Daher ist die Spur immer wenigstens von einem Zweige begleitet,
wenn n ungerade ist, wilhrend sie ganz frei oder teilweise ganz frei
sein kann, wenn n gerade ist.

Mehrfache Punkte kann die Kugelkurve nur besitzen, wenn mehr-
fache Kurven durch den singuliren Punkt hindurchgehen. Den Umriss
der Kugel beriihrt die Kugelkurve, wo sie ihn trifft.

Die Kugelkurve ist aber zur bildlichen Darstellung der Fliche
nur dann ausreichend, wenn der singulire Punkt ein einfacher ist.
Bei einem mehrfachen Punkte treten, wie in § 4 bereits bemerkt wurde,
eine oder mehrere Umrisslinien auf. Ihre Berechnung wurde in
§ 4 angegeben. Die Zweige der Umrisslinien gehen vom Kugelmittel-
punkt aus und laufen bis zur Kugelkurve, wo sie, dieselbe beriihrend,
ihr Ende finden. Die Umrisslinien bilden daher eine Kontrolle bei
der Zeichnung der Kugelkurve und geben insbesondere tiber scheinbare
Doppelpunkte derselben, Ovale, die ausserhalb der Koordinatenebenen
liegen wu. s. f. Aufschluss**

* M5bius a. a. O. 8. 97.

** Grenzpunkte auf der Randlinie B(, CA, AB zeigen, dass die -, y-,
z-Axe der Fliche angehtrt. Die singuliire Natur dieser Flichengeraden ermittelt
man vermittelst des in § 2 erwdhnteu, von den Spuren der Grenzfliichen ge-
bildeten Polygons. :
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§ 17
Die Néherungs- und Hilfsflichen.

Einer Niiherungsfliche gehort eine Polyederfliche, im Netze also
eine Ecke, einer Hilfsfliche eine Polyederkante, also auch eine Netz-
linie an. Das Netz einer Hilfsfliche beschriinkt sich auf eine gerade
Linie (die Verlingerung der zugehérigen Netzlinie), welche von einem
Grenzpunkte zu einem anderen oder zu einem Fundamentalpunkte ver-
liuft. Jeder Punkt dieser Geraden bestimmt ein Indicessystem; zu
jedem dieser Systeme gehort eine Schar von Raumkurven auf der
Hilfsfliche. Im Netze der gegebenen Fliiche kommt aber die zur Hilfs-
fliiche gehorige Gerade nur zum Teile vor (soweit sie eben Netzlinie
ist); daher tritt von den unendlich vielen Raumkurvenscharen der
Hilfsfliche nur ein Teil in Beziehung zu Kurven auf der Fliche.
Diese Beziehung besteht darin, dass die Kurvenscharen auf der Hilfs-
fliche und auf der gegebenen Fliche in den Exponenten und Koeffi-
zienten der ersten Glieder iibereinstimmen. In diesem Sinne ist
derjenige Teil der Hilfsfliche, auf welchem die erwilhnten Kurven-
scharen (massgebende Kurvenscharen) liegen, fiir die gegebene
Fliiche massgebend. Die Fliche schliesst sich der Hilfsfliche in der
Niihe der Ebene « == 0; y =0; z =0 an, wenn die zugehorige Netz-
linie die Einheitslinie A1), BID, ('D kreuzt; ferner in der Nihe der
x-, y-, £2-Axe, wenn die Netzlinie im Einheitsdreieck BCD, ('AD,
ABD verliuft. Geht die Netzlinie durch den Zentralpunkt, so
schliesst sich die Hilfslinie der Fliche in einem von den Koordinaten-
ebenen entfernten Teile an.

Das Netz einer Nitherungsfliiche kesteht aus einem Eckpunkte; von
demselben laufen Gerade (die Verlingerungen der anstossenden Netz-
linien) nach Grenz- oder Fundamentalpunkten. Jedem Netzpunkte der
Niherungsfliche entspricht allerdings eine Schar von Raumkurven auf
derselben. Aber jeder Linienpunkt des Netzes gehort zugleich dem
Netze einer Hilfsfliche an; die von einem solchen gelieferten Kurven
stimmen in den ersten Gliedern mit auf den Hilfsflichen liegenden
iberein, und deren Einfluss wurde bereits erortert. Etwas Neues
liefert nur der Eckpunkt des Netzes, nimlich eine massgebende
Schar von Raumkurven, die nur auf der Niherungsfliche existiert und
ebenfalls mit einer Schar von Flichenkurven gleiche erste Glieder be-
sitzt. Der massgebende Teil der Niherungsfliche liegt wieder in der
Niihe der Ebene .« = 0; y = 0; z == 0, wenn die Netzecke auf der Ein-
heitslinie 41, BI), (') liegt; ferner in der Niihe der x-, y-, z-Axe,
wenn die Netzecke ins Einheitsdreieck B('D, CAD, ABD fillt; end-
lich entfernt von den Koordinatenebenen, wenn die Netzecke der
Zentralpunkt selbst ist.

Aus dieser Betrachtung ergiebt sich ein bemerkenswerter Unter-
schied zwischen den Niherungs- und Hilfsflichen hinsichtlich ihres
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Einflusses auf das Verhalten der kliche. Die Hilfsflichen enthalten
je unendlich viele massgebende Scharen von Raumkurven, sind also
selbst im allgemeinen in einem grosseren Teile ihres Verlaufes mass-
gebend Der Einfluss der Niherungsflichen mit je nur einer mass-
gebenden Schar von Raumkurven auf das Verhalten der Fliche kon-
zentriert sich auf einen raumlich beschrinkten Teil der Fliche, ist
aber gerade darum umso augenfilliger.

Wihrend bei den trinomischen und polynomischen Néherungsfliichen
eine unabsehbar grosse Zahl verschiedener Typen auftritt, ldsst sich
fir die binomischen Hilfsflichen folgende Einteilung aufstellen.

Die binomische Hilfsfliiche sei &*= y#2r (wo ., y, z beliebig ver-
tauschbar sind).

A) Kein Exponent ist Null. Zwei Grenzpunkte. Rand- und Eckmasche.

[« < B + y. Uniplanarer Typus. Eine Tangentialebene. Zentral-

rand- und Nebeneckmasche.

l.a <p <y Alle Einheitspunkte auf der Begrenzung der
Zentralmasche. Die Tangentialebene wird von der Hilfsfliche
in zwei torsalen* Geraden berithrt und fiillt mit der Tangential-
ebene lings derselben zusammen, z. B. » = y?2%

2. ¢ =B <yp. Zwei Einheitspunkte auf der Begrenzung der
Zentralmasche, der dritte ist Grenzpunkt. Die Tangential-
ebene wird von der Hilfsfliche in einer torsalen Geraden
berithrt, lings deren sie Tangentialebene ist und in einer
skrolaren* Geraden geschnitten, z. B. x = y2%

3.p<a <y Zwei Einheitspunkte in der Begrenzung der
Zentralmasche, der dritte in derjenigen der Nebenmasche.
Die Tangentialebene wird von der Hilfsfliiche in einer torsalen
Geraden beriihrt, lings deren sie Tangentialebene ist und in
einer anderen torsalen Geraden geschnitten, lings deren sie
nicht Tangentialebene ist, z. B. «?= y2°

4. f = a = p. Zwei Einheitspunkte sind Grenzpunkte, der dritte

liegt in der Begrenzung der Zentralmasche. Die Tangential-
ebene wird von der Hilfsfliche in zwei skrolaren Geraden
geschnitten, z. B. & = yz.

. f < @ = ». Ein Einheitspunkt auf der Begrenzung der Zentral-
masche, einer auf der der Nebenmasche, der dritte ist Grenz-
punkt. Die Tangentialebene wird von der Hilfsfliche in einer
skrolaren Geraden und in einer torsalen, lings der sie nicht
Tangentialebene ist, geschnitten, z. B. »* = y2%

6. 8<y < a. Ein Einheitspunkt auf der Begrenzung der Zentral-
masche, zwei auf der der Nebenmasche. Die Tangentialebene
wird von der Hilfsfliche in zwei torsalen Geraden geschnitten,
lings deren sie nicht Tangentialebene ist z. B. u3 = y®z%.

* Vergl, S8almon-Fiedler, Analyt.Geom. d. Raumes IL, 3. Aufl. §.872(Anm.).

(1]
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II. « = B 4+ 9. Konischer Typus. Hilfsfliiche ist ein Kegel. Eine
Lateralrand- und eine Lateraleckmasche. Zwei Einheitspunkte
auf der Begrenzung der ersteren, einer auf derjenigen der
letzteren, z. B. «? = yz.

III. « > B + 7. Biplanarer Typus. Zwei Tangentialebenen. Eine
Zentraleck- und eine Nebenrandmasche. Zwei Einheitspunkte
auf der Begrenzung der ersteren, einer auf derjenigen der
letzteren, z. B. #%= ya2.

B) Ein Exponent y = 0. Nur ein Grenzpunkt. Netzlinie ist Eck-
linie. Cylindrischer Typus.- Die Fliiche ist ein Cylinder. Zwei
Randmaschen.

1. e < fB. Zentral- und Nebenmasche, z. B. x = ¢
2. « = B. Zwei Lateralmaschen. Der Cylinder zerfillt in Ebenen,
z. B. 27 =2
Je nachdem «, f, y gerade oder ungerade sind, ergeben sich (aus-
schliesslich der zerfallenden) 35 gestaltlich verschiedene Spezies von
binomischen Hilfsflichen.

§ 8.
Untersuchung einer Fliiche in der Niéhe eines singuliéiren Punktes.

Jede Fliche durch den Ursprung, deren niederste Glieder nicht
fiir sich gleich Null gesetzt die Gleichung einer binomischen Hilfs-
fliiche oder einer polynomischen Niiherungsfliche liefern, besitzt ein
Polygon mit mehreren Flichen und Kanten, also auch ein Netz mit
Ecken und Linien und schliesst sich daher an eine Anzahl von Nitherungs-
flichen und Hilfsflichen an. In komplizierteren Fillen ist zu ihrer
bildlichen Darstellung das in § 6 gegebene Verfahren zur Zeichnung
der Kugelkurve nicht mehr ausreichend. Aber die letztere kann nun-
mehr aus Nitherungsb8gen zusammengesetzt werden, welche von
den Niherungs- und Hilfsflichen an die Hand gegeben werden. Man
zeichnet nach § 6 die Bilder aller Nitherungsflichen (a, b, ¢...) und
aller Hilfsflichen (ab, dv¢,...), welche die Ecken und Linien des Netzes
liefern. In diesen Figuren verdickt* man siimtliche Bogen (Néherungs-
bogen) der Kugelkurve, welche man gemiiss § 7 als massgebend er-
kennt. Die Niherungsbogen der Niherungsflichen werden nun in die
Hauptfigur eingetragen und durch Kurvenbogen, die den Niherungs-
bégen der Hilfsflichen entsprechen, verbunden; so erhilt man den
geniherten Verlauf der Kugelkurve der Fliche. Man kann dann diese
Kurve natiirlich durch Konstruktion einzelner Punkte genauer erhalten.
Um bei der Verbindung der Nitherungsbdgen systematisch zu verfahren,
kann man eine Gerade (ein Lineal) um den Zentralpunkt des Netzes
im Sinne des Uhrzeigers drehen; man fithrt dann jede Verbindung

* Vergl. das Verfahren bei Reuschle, Praxis der Kurvendxskusswn Stutt-
gart 1886, S. 4 flg.
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mittelst eines Hilfsflichenbogens aus, wihrend die Gerade die zu-
gehorige Netzlinie passiert. Geht die Gerade in der Anfangslage durch
den Punkt (', so erhilt man den Verlauf der Kugelkurve zuerst in
der Ndhe der Ebene 7z =0, dann geht man weiter vorbei an der
y-Axe, der Ebene z = 0, der z-Axe, der Ebene y =0, der w-Axe
airiick zur Ebene z= (. Damit hat man die ganze Kugelkurve um-
laufen. (Beispiel: In Figur 5 werden so der Reihe nach die Verbindungen
¢d, de, ea, ab, hc ausgefithrt.) Praktisch ist dieses Verfahren bei
Zentralmaschen. Bei Lateralmaschen miissen ausserdem die Niherungs-
hogen der den Endpunkten der Zentrallinie entsprechenden Niherungs-
flichen durch die vom Tangentialkegel gelieferten Naherungsbdgen
verbunden werden. Bei Radialmaschen existieren drei oder mehrere
Hilfskegelflichen, welche
die Verbindung der vom
Tangentialkegel gelieferten f
Niherungsbogen mit den u ¢
ibrigen Teilen der Kugel-

kurve herstellen. Durch @
dieses Verfahren werden = T
die einzelnen Teile der T i
Kugelkurve den Naher- [\ d |7
ungs- und Hilfsflichen zu-
geordnet; sie sind daher in
den Figuren mit @, b. . . be- a : g b
zeichnet. Und zwar gehort
2 jeder Niherungs- und
Hilfsfliiche, also auch zu d &

jeder Ecke und Linie des e

Netzes, ein Teil der Kugel-

kurve oder mehrere solche.

Freilich kann es auch vorkommen, dass der massgebende Teil
einer Naherungs- oder Hilfsfliche imaginir wird. So zertillt in
dem Beispiele 3y — 22?2 + 225 + yP2% — 20 — 2 — Yy = O die
Kugelkurve wegen der imaginiiren Hilfsflichen y*2* 4 2'°-= 0 und
@24 y®=0 in zwei vollig getrennte Teile, von denen der eine
sich dem Kegel £y — 28= 0, der andere den Ebenen .« =0 und y =0
anschliesst.

Die Hauptpunkte der Kugelkurve werden durch diejenigen Hilfs-
fichen geliefert, welche den Ecklinien des Netzes entsprechen. Dabei
ist es praktisch, die betreffenden Teile der Kugelkurve derjenigen
Niberungsfliche zuzuordnen, deren zugehdrige Ecke den Endpunkt
der hetreffenden Ecklinie bildet.

Ergiebt ferner ein Schnittpunkt des Netzes und des Polarnetzes
der in eine Ecke oder auf eine Linie des Netzes fillt, eine Umriss-
linie der Fliche, so beriihrt diese die Kugelkurve innerhalb des

Zeitsohrift f. Math tik u. Physik. 42.Jahrg. 1897. 1. Heft. 8

Fig. 5.
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Niherungsbogens, welchen die zur Ecke oder Linie gehorige Néherungs-
oder Hilfsfliche geliefert hat.

Im allgemeinen reichen, wie bei ebenen Kurven, so auch bei
Flichen die vom analytischen Polyeder gelieferten Niherungs- und
Hilfsflichen, also auch die niedrigsten Glieder der Flichengleichung,
von denen diese abhingen, aus, um die Gestalt der Fliche im Ur-
sprunge zu bestimmen. Eine Ausnahme tritt aber ein (analog wie
bei ebenen Kurven), wenn Hilfs- oder Niherungsflichen mehrfach
zihlend vorkommen. Alsdann miissen zur Bestimmung der Flichen-
gestalt hohere Glieder, eventuell auch im Innern des Polygons gelegene,
beigezogen werden. In gestaltlicher Beziehung sei nur bemerkt, dass
die mehrfach zihlenden Niherungsbogen durch Beiziehung héherer
Glieder in mehrere einfache Niherungsbogen umgewandelt werden,
und dass manchmal ein doppelt (oder 2#-fach) zihlender Nitherungs-
bogen in einem Teile seines Verlaufes ungiiltig wird, indem die zwei
nebeneinander herlaufenden, durch Umwandlung entstandenen Nitherungs-
bogen, eine bestimmte Fliche berithrend, ineinander iibergehen (sich
gewissermassen miteinander verzweigen). Niiher kann hier auf diesen
Gegenstand nicht eingegangen werden.

Beispiele:

1. Untersuchung der Fliiche

2yt— 2%z —a® — y*— 325=0.

Das Netz, Figur 2, und die Umrisslinien sind bereits in § 4 an-
gegeben worden. Tangentialgebilde ist «y®
Niherungsflichen:
a=y* —a*z—u' =0 (bei der .x-Axe),
b=uay*—a’z — 3225=0 (bei der z-Axe in der Niihe der Ebene y = 0),
c=ay*—y* — 32z°=0 (bei der Ebene x = 0).
Hilfsfliichen:

aC=y* —a* =0 (Hauptpunkte auf z — 0),
aB=¢z +a' =0 (Hauptpunkte auf y = 0),
ab =9 —a% =0 (bei der Ebene y = (),
bB= 2% +324=0 (Hauptpunkte auf y = 0),
be = ay®— 3225— 0 (bei der z-Axe mit Anniberung an
z =0),
¢A=1y" + 32:°=0 (Hauptpunkte auf z — 0),
¢C =2 —y° =0 (Hauptpunkte auf z — 0).
Von den Umrisslinien (siehe § 4) gehort die erste der Nitherungs-

fliche a, die zweite der Hilfsfliche ). B, die dritte der Hilfsfliche b¢
an. Die Gestalt der Fliche zeigt Figur 4.
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2. Untersuchung der Fliiche:
wyz + 0P — gt 0+ A 5 0.
Das Netz, in Figur 3 ausgezogen, hat die Ecken:
a--(3,8,4), b=(2,8,9), ¢=(1,1.2), d=(2,1,1), e=(1,2,1)
die Zentralmasche abe¢dea(ryz) und die Nebenmaschen
CheC'(«*y?), CedAC(y'), BaeB(a2%), BedAB(z'), Ba b (' B(x®).
Tangentialgebilde ist «yz.
Niiherungsflichen:
a=yz +2* +u'=0 (r-Axe mit Annilherung an y = 0),
b=yz +xy’+a*=0 (r-Axe mit Anniherung an z = 0)
¢c=uxz +2% —y*=0 (bei der Ebene z = 0),
d=uyz—y* +2'=0 (bei « =0),
e=uxy +ar:3428=0 (bei y=0).
Hilfsfliichen:
aB=z* 4+ «*= 0 (Hauptpunkte auf y = 0),
ab = yz+ 2= 0 (bei der .-Axe),
bC = y*+ a®= 0 (Hauptpunkte auf z = 0),
be =z 4ay=0 (bei der x-Axe mit Annitherung an z = (),
¢C = 2% — y*= 0 (Hauptpunkte auf 2z = 0),
¢d =awz— yP=0 (bei der y-Axe),
dA=y* — z*= 0 (Hauptpunkte auf x = 0),
de = xy+ 28=0 (bei der z-Axe),
eB=us + z =0 (Hauptpunkte auf y = 0),
ea —y + z*=0 (bei der x-Axe mit Anniherung an y=0).
Polarfliche vom Punkte (£, %, §, 0) in Bezug auf die Fliiche:
E(yz + zayP+ 22+ 52+ (w2 + 22ty — 4y°) + §(wy + 3wz + 42%) = 0.
Das Polarnetz, in Figur 3 quergestrichelt, hat die Ecken:
@'= (1) L,1), V= 1,3,3), d= 1, 2), d'= 2,2,1),
die Radialmaschen:
Cva'd C(xy), Bd'd'V'B(xz) und Aca'd' A(y?)
und die Nebenmaschen:
AJCA(y®), Bd'AB(z%), ('VBC(z*).

Unmrisslinien:
a) Kreuzung von «b und o'l im Punkte (1, 2, 2) giebt:
x=c¢ x=¢

7 7
Y = V_t_st_l_... und ?,=_l/_£_£2+...
N VA - By ..
z Vﬂe+ z Vﬂe+
3%
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Sie gehoren dem Niherungsbogen ab an.
b) Kreuzung von cd mit a'¢ im Punkte (3, 2, 3) giebt:

B VP

y=—g&*

S V7 S

Dieselbe gehort dem Bogen cd an.
¢) Kreuzung von d¢ mit a’J’ im Punkte (3, 3, 2) giebt:

Sie gehort zum Bogen dc.
Die Gestalt der Fliche giebt Figur 5.
Weitere Beispiele sind:
Y+ '+ y*+ 2+ 2°=0 | die Kugelkurve besteht je aus einen
Wyt a+yat— Y+ 20=0 Zug.
'+ at+ay’+yP*— =0 } die Kugelkurve besteht je aus zwei
By + BPyz+ 25+ P+ ayt= Ziigen.
2yl + ayld+ Sy + B4 wytr — S 2Tyt — Yyt 0,
die Kugelkurve besteht aus drei Ziigen und besitzt in der Nithe der
y-Axe eigentiimliche Ausbiegungen.

* Hier wurde y = — &? (nicht y = ¢%) gesetzt, um imaginire Werte des Para-
meters zu vermeiden.




Die kinematische Theorie der Hyperboloiden-
reibungsrider.*
Von
Dr. Fr. ScHILLING,

Privatdozent an der Technischen Hochschule zu Aachen.

Hierzu Tafel I und II.

Einleitung.

Hyperboloidenreibungsriider, deren kinematische Theorie den In-
halt dieser Arbeit bildet, sind ihrer Gestalt nach entsprechende Seg-
mente zweier einschaliger Rotationshyperboloide, die zu einander wind-
schiefe Axen besitzen und sich lings einer Erzeugenden beriihren.
Gemiiss dieser Eigenschaft konnen solche Riider, materiell ausgefiihrt,
dazu dienen, die Umdrehung um die eine ihrer festgelagerten Axen
auf die andere zu ibertragen. Hyperboloidenpaare der genannten
Art treten uns in der Kinematik noch in anderer Bedeutung ent-
gegen. Sie stellen auch die Axoide fiir die gegenseitige Bewegung
zweier Korper dar, die um zwei windschiefe Axen mit unveriinderlichem
Verhiiltnisse der Winkelgeschwindigkeiten rotieren, und bilden als solche
die Grundkorper fiir Hyperboloidenzahnriider. Dass diese beiden Ver-
wendungsarten solcher Hyperboloide in der That wohl zu unterscheiden
sind, werden wir am besten klar machen kdnnen, wenn wir zuniichst
von dem speziellen Falle sprechen, in dem die Axen einander parallel
sind beziehungsweise sich schneiden. Dann gehen die Hyperboloide,
mogen sie Reibungsriider liefern sollen oder als Axoide gelten, in
zwei Kreiscylinder beziehungsweise zwei Rotationskegel mit derselben
Spitze iber, die sich wieder lings einer Erzeugenden berithren. Fiir
sie gelten die folgenden drei Sitze:

1. Sind irgend zwei entsprechende Segmente der Cylinder beziehungs-
weise Kegel als Reibungsriider ausgebildet, so iindert sich das Verhiltnis
der Winkelgeschwindigkeit des einen Rades zu der des anderen nicht,
mag jenes oder dieses das treibende sein.

2. Das Verhiiltnis der Winkelgeschwindigkeiten bleibt gleichfalls
ungeindert, welcher Stelle der Cylinder beziehungsweise Kegel diese
Segmente auch angehoren mogen.

* Die vorliegende Arbeit ist die weitere Ausfiihrung des Vortrages, den ich
am 4. Mirz 1896 zum Zwecke meiner Habilitation an der Kgl. Technischen Hoch-
schule zu Aachen gehalten habe.
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3. Das Verhsltnis der Winkelgeschwindigkeiten der Cylinder-
beziehungsweise Kegelreibungsrider ist identisch mit demjenigen der
Zahnriider, deren Grundkorper die gleichen Cylinder oder Kegel sind.

Man sollte meinen, dass diese Sitze auch in dem allgemeinen
Falle windschiefer Axen ihre Giiltigkeit behielten. Dies findet jedoch
keineswegs statt. Das Verhiltnis der Winkelgeschwindigkeiten hyper-
boloidischer Reibungsriider #ndert vielmehr seinen Wert, einmal wenn
man an Stelle des einen Rades das andere als das treibende wiahlt,
sodann auch je ndher oder weiter entfernt von den Kehlkreisen der
Hyperboloide die Segmente ausgewiihlt werden. Hiermit ist zugleich
auch das Bestehen des dritten Satzes nicht mehr vertriiglich. Dieser
Unterschied ist bisher in den Lehrbiichern der Kinematik oder tech-
nischen Mechanik nicht bemerkt worden; ja es finden sich dort bei ge-
legentlicher Erwithnung hyperboloidischer Reibungsriider ungenaue oder
gar unrichtige Angaben* Es ist das Hauptziel der vorliegenden Arbeit,
die soeben ausgesprochenen Behauptungen zu beweisen und als positives
Resultat inshesondere den Ausdruck fiir das Verhiltnis der Winkel-
geschwindigkeiten hyperboloidischer Reibungsriider aufzustellen, freilich
unter der sich als notwendig erweisenden Beschriinkung auf sehr diinne
Rider.

Was die in den ersten Paragraphen durchgefiihrten geometrischen
Untersuchungen meiner Arbeit betrifft, so war es zuniichst ndtig, eine
neue Einfithrung der Hyperboloidenpaare zu geben; denn diejenige,
welche sich in den bisherigen Darstellungen findet, erweist sich fiir
unseren Zweck nicht brauchbar, da sie von vornherein die Verwendung
der Hyperboloide als Axoide im Auge hat. An diese Einfithrung schliesst
sich eine eingehende Untersuchung der besonderen geometrischen Eigen-
schaften, welche die verschiedenen Fiille der Hyperboloidenpaare dar-
bieten. Insbesondere habe ich es mir angelegen sein lassen, genaue
Begriffsbestimmungen zu geben. Da die beziiglichen Abschnitte in
den Lehrbiichern oder Monographieen** in dieser Hinsicht viel zu knapp

* Ich nenne hier: Weisbach-Herrmann, Lehrbuch der Ingenieur- und
Maschinenmechanik. III. Teil, 1. Abt.; S. 405 u. 406. Braunschweig 1876; Grashof,
Theoretische Maschinenlehre, 1I. Band, S. 81 und 88. Leipzig 1877. — An
diesen Stellen wird ausdriicklich den Hyperboloidenreibungsridern dasselbe
Verhilltnis der Winkelgeschwindigkeiten zugesprochen, welches Hyperboloiden-
zahnriider besitzen, die dem gleichen Hyperboloidenpaare angehtren, was keines-
wegs richtig ist. (Ubrigens findet sich an der letztgenannten Stelle des Werkes
von Grashof auch insofern ein Irrtum, als in dem fraglichen Falle, fir den die
Gleichung o sin p = w'sin @' gilt, sich die Hyperboloide gar nicht als Elementen-
flichen ergeben, sondern wie im allgemeinen Falle als Evolventenflichen be-
stimmter Schraubenlinien, wie wir hier nicht weiter ausfilhren wollen.)

** Als Litteratur sei erwiithnt: Weisbach-Herrmann, l.c. §46 u.§86; Gras-
hof,l.c.§24—26; Mac Cord, Kinematics, Nr.1561—170. New-York 1893. Hier finden
sich besonders gut ausgefithrte Figuren, withrend die Betrachtungen des Textes
weniger ibersichtlich sind. Tessari, Sopra la costruzione degli ingranaggi ad assi
non concorrenti. Annali del R.Museo Industriale Italiano. Separatabdr.Torino1871.
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gehalten und nicht frei von Ungenauigkeiten* sind — es steht auch
stets die Bedeutung der Hyperboloide als Axoide im Vordergrunde —,
so kommen sie kaum neben meiner ausfithrlichen Untersuchung in
Betracht, die gewiss vieles Neue bringt. Eine selbstindige und voll-
stindige Behandlung hyperboloidischer Reibungsriider ist meines Wissens
iberhaupt nirgends gegeben worden. Soll ich noch eine Einzelheit speziell
herausgreifen, so will ich den Fall der sich beriihrenden Hyperboloide er-
withnen, in dem sie sich ausserdem in zwei reellen Erzeugenden durch-
dringen, eine Moglichkeit, die an und fiir sich bekannt ist. Hier tritt
jedoch die bisher nicht berithrte Frage in den Vordergrund, ob trotz des
reellen Durchdringens der Flidchen entsprechende Segmente sich als
Reibungsriider verwenden lassen. Wir werden sehen, dass dies in der
That unter Beobachtung gewisser Bedingungen geschehen kann, die
angegeben werden. :

Wo sich eine Beziehung zu den Resultaten verwandter Gebiete zeigt,
habe ich nicht unterlassen auf letztere in einer Anmerkung hinzuweisen.
Ich habe mich bemitht, die Untersuchung mit elementaren und
anschaulichen Mitteln durchzufiihren; hierzu erwiesen sich besonders
zweckmissig einfache Methoden der darstellenden Geometrie. Der
Gegenstand selbst diirfte, hoffe ich, in gleicher Weise dem Mathe-
matiker wie dem Techniker Interesse bieten.

§ 1.
Ableitung der Grundformel p:q= tg a:tgp.

Wir denken, es seien uns irgendwie zwei einschalige Rotations-
hyperholoide mit den Axen « und b gegeben, die sich lings der Er-
zeugenden ¢ beriihren. ** Da die gemeinsamen Normalen beider Flichen
die drei Geraden @, b und ¢ schneiden, und zwar letztere unter rechtem
Winkel, so bilden sie ein hyperbolisches Paraboloid. Weil ferner die
Gerade ¢ alle Erzeugende der anderen Schar rechtwinklig schneidet,
so muss sie zugleich eine Scheitelerzeugende des Paraboloids sein.
Denn anderenfalls wiirde ¢, an den beiden Symmetrieebenen des Para-

* Z. B. wird bei Weisbach-Herrmann S. 283 erwiihnt, ,,dass die Axoide
sich von aussen berithren, solange die Erzeugungslinie mit den Axen spitze
Winkel bildet.* Hiermit vergleiche man meine Ausfihrungen auf S. 46, die
zeigen, dass im dritten Hauptfalle diese Behauptung nicht zutrifft.

** Die sich lings einer Erzeugenden beriihrenden einschaligen Rotations-
hyperboloide, sowie ihre speziellen Fille, sind keineswegs die einzigen Rotations-
flichen, deren Segmente durch Reibungskrifte die Umdrehung einer Axe a auf
cine zu ihr im allgemeinen windschiefe Axe b zu iibertragen geeignet sind. Man
vergleiche Rohn und Papperitz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Band II,
8. 44flg., Leipzig 1896. Dort ist das allgemeine Gesetz angegeben, nach dem
sich beliebige Rotationsflichen bestimmen lassen, die sich lings einer Kurve be-
ribren, sowie ein komplizierteres Beispiel, besonders nach der zeichnerischen
Seite, besprochen. Erwihnt sei hier jedoch, dass im Falle paralleler oder sich



40 Die kinematische Theorie der Hyperboloidenreibungsritder.

boloids wiederholt gespiegelt, noch drei weitere Erzeugende geben,
welche die gleiche Eigenschaft besissen, sodass diese vier Erzeugenden
zusammen ein Viereck geben wiirden, in dem jede Seite auf den
benachbarten senkrecht steht, das heisst ein ebenes Viereck, was
nicht méglich ist. Das Paraboloid ist daher ein solches, dessen
Scheitelerzeugende aufeinander senkrecht stehen. Da auch die zweite
Scheitelerzeugende alle Erzeugenden der anderen Schar rechtwinklig
schneidet, so gewinnen wir den Satz:

Die Berithrungserzeugende ¢ muss die Gerade des kiirzesten
Abstandes derAxena und b treffen, welche die zweite Scheitel-
erzeugende ist. Diese als notwendig erkannte Bedingung erweist sich
jetzt umgekehrt zugleich auch als hinreichend. Wir konnen in der
That von einem beliebigen hyperbolischen Paraboloid aus-
gehen, “dessen Scheitelerzeugende sich rechtwinklig schnei-
den, die eine von ihnen als Berithrungserzeugende ¢ wiihlen,
irgend zwei andere Erzeugende derselben Schar als Axen «
und b, und wir sind sicher, dass die Rotation der Geraden r
um @ und b zwei sich lings ¢ berithrende Hyperboloide liefert.
Hierbei mégen zwei Fiille unterschieden sein, die sich ergeben, je nach-
dem die Axen a und b auf verschiedenen Seiten oder auf derselben
Seite der Scheitelerzeugenden ausgewihlt werden.

In Figur 2 (Tafel II) sei eine solche Konfiguration der drei Geraden
a, b und ¢ im Grund- und Aufriss dargestellt. Ihre Lage gegen die
Tafeln ist so gewiihlt, dass die Gerade d des kiirzesten Abstandes von
a, b und ¢ senkrecht zur ersten Tafel steht und demnach die Schnitt-
punkte 4, B und (" in erster Projektion zusammenfallen.

Wir wollen fernerhin stets voraussetzen, dass die erste Projektion
der unteren Axe, die wir mit a bezeichnen, um einen spitzen (beziehungs-
weise rechten) Winkel » im positiven Sinne* um A' gedreht werden
muss, bis sie zum ersten Male mit der ersten Projektion der oberen
Axe ) zusammenfillt. Falls diese Annahme fiir zwei gegebene Axen
« und b nicht erfilllt ist, haben wir an ihrer Statt ihr Spiegelbild zu

schneidender Axen, etwa der Geraden PR und QR der Figur1 (Tafel II), jede be-
liebige Gerade P ihrer Ebene durch ihre Rotation um die Axen zwei sich lings
derselben beriibrende Kegel (beziehungsweise Cylinder) liefert. Nur wenn die letzt-
genannte Gerade den Axen gleichfalls parallel ist beziehungsweise durch ihren Schnitt-
punkt geht, sind die Cylinder oder Kegel Grenzfiille unserer allgemeinen Hyper-
boloidenpaare. Zuden Hyperboloidenpaaren und ihren speziellenFallen,
die wir im Texte betrachten, sind daher noch die soeben erwihnten
Fille hinznzunehmen, um alle Paare von Rotationsflichen zu um-
fassen, die sich lings einer Geraden beriihren. (Abgesehen ist hier indes
von dem ausgearteten Falle, dass man fiir parallele Axen als Beriihrungserzeugende
eine beliebige, sie rechtwinklig kreuzende Gerade wihlt, deren Rotation um jede
Axe das doppelt zu denkende Aussere eines Kreises liefern wiirde.)

* Der positive Drehungssinn soll dem Gange des Uhrzeigers entgegen-
gesetzt sein.
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withlen. Jene beeintriichtigt daher die Allgemeinheit unserer Betrachtung
nicht. In der Figur sind die Geraden @' und ' in Ricksicht auf
spiitere Verwendung (S. 52) mit Pfeilspitzen versehen der Art, dass die
hierdurch ausgezeichneten Richtungen den spitzen (beziehungsweise
rechten) Winkel y bilden* Sodann werden folgende Bezeichnungen
eingefithrt: —_ — —
a=<(d,¢), B=1<9(, V) und p =< (,d)

mit der Relation: ¢ + 8 =y,

sowie: P -———1_47(.:’, q= m7' und s —A'—'];:'
mit der Relation: p + 4 =-s.

Hier bezeichnet «, wie durch den hinzugefiigten Pfeil niiher an-
wgedeutet sein soll, den Winkel, durch den man die Gerade «' im
positiven Sinne um A’ drehen muss, bis sie zum ersten Male mit ¢
zusammenfiillt, B den Winkel, durch den mar die Gerade ¢' drehen
muss, bis sie zum ersten Male mit ' zusammenfillt, und zwar im
positiven oder negativen Sinne, je nachdem ' den Winkel » oder seine
Nebenwinkel durchschneidet. Als positiv sei auf der Geraden d die
Richtung von A nach B gewiihlt. Die Strecke p z. B. ist daher positiv
oder negativ, je nachdem (" oberhalb oder unterhalb A" liegt.

Es sei jetzt noch eine beliebige Erzeugende des hyperbolischen
Paraboloids hinzugefiigt, welche die Geraden «, h und ¢ entsprechend
in den Punkten P, @, R schneiden mige. Da sie die horizontal ge-
legene Gerade ¢ unter rechtem Winkel schneidet, ist auch in der
Projektion <2 P'R'A' gleich - Dann gilt:

P'R:RQ =tga:tgp, P'R:R'Q'=P'R":R"Q"= A"(": " B".

Also ist: FLAYALY L. tg(l . tgﬂ

oder
1) p:q=tga:tgp.

Das Verhiiltnis der Abschnitte, in welche die Bertithrungs-
erzeugende ¢ den kiirzesten Abstand der Axen « und 0 teilt,
ist gleich dem Verhiltnisse der Tangenten der Winkel, unter
denen sie die Axen kreuzt.

Diese Gleichung bleibt bestehen, auch in Riicksicht auf die Vor-
zeichenbestimmung der einzelnen Grossen, wie man auch immer neben
der Scheitelerzeugenden ¢ eines geeigneten hyperbolischen Paraboloids
die Axen @ und / aus den Erzeugenden derselben Schar auswiihlen
mag. Man iiberzeugt sich hiervon am einfachsten, indem man in
Figur 2 die Axen « und ) unveriindert, aber ¢ mit dem Punkte I’
sich um .1' drehen lisst. Fiir jede Lage von ¢ sind durch R' auch
die Punkte I, @' und P", ", R" bestimmt und damit auch die zweite

* Natiirlich konnte man an Stelle des so ausgezeichneten Winkels auch
seinen Scheitelwinkel withlen.
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Projektion ¢'. Hierbei wird man schon zur Unterscheidung der drei
Fillle gefithrt, die am Schlusse des niichsten Paragraphen durch ihre
Ungleichungen umgrenzt sind.

§ 2.

Die verschiedenen moglichen Lagen der Beriihrungserzeugenden
fiir gegebene Axen. '

Sind zwei der Geraden a, b, ¢ gegeben, so bleiben fiir die dritte
noch einfach unendlich viele Lagen moglich, entsprechend der ana-
lytischen Thatsache, dass zwischen den Grbssen p, ¢, @, § nur eine
Bedingungsgleichung besteht. Wir wissen bereits, wenn ausser ¢ noch
eine der Axen gegeben ist, so ist die andere auf einem bestimmten
hyperbolischen Paraboloid gelegen.

Jetzt seien beide Axen « und b gegeben — und zwar in
allgemeiner Lage, indem wir die Betrachtung der speziellen Lagen uns
fir den § 6 aufsparen —, welche Lagen vermag dann die Be-
riihrungserzeugende ¢ anzunehmen? Wir haben diese Frage be-
reits am Schlusse des vorigen Paragraphen gestreift; ihre anschau-
liche Beantwortung wird uns durch niihere Diskussion der Gleichung
p:q=tga:tgp geliefert.

Wir fihren ein Cylinderkoordinatensystem 2z, », <) @ ein. Als
z-Axe sei die Gerade des kiirzesten Abstandes A B von ¢ und b ge-
wihlt, als thr Nullpunkt der Mittelpunkt des letzteren, als ihre positive
Richtung, wie oben, die von .4 nach IB. Ferner sei ¢ — O diejenige
durch die z-Axe begrenzte Halbebene, welche einen der spitzen Winkel
halbiert, unter dem sich die Axen @ und ) kreuzen. In demjenigen
Drehungssinne sei @ positiv gerechnet, der sich dem Gange des Uhr-
zeigers entgegengesetzt erweist, wenn man von I nach A blickt. Ein
beliebiger Punkt S des Raumes ist dann durch die Linge r seines
Lotes auf die z-Axe, die Koordinate z des Fusspunktes, sowie den
“Winkel @, den die Halbebene durch S und z mit der Halbebene ¢ = 0
bildet, bestimmt und demgemiiss eine beliebige Lage der auf A B
senkrechten Geraden ¢ durch ein solches Wertepaar z, . Auch in
Riicksicht auf die Vorzeichen gelten stets die folgenden Beziehungen:

8 L]
1)——-§+,2‘, /[-—‘2’—5
und
Y Y
a=2.+¢, ﬁ=-§—

Setzt man diese Werte in die Gleichung 1) ein, so ergiebt sich:
G+2) (o) - tli+o) (i —v)

oder:

9 7 = .sin 2
2) 7= Ssny sin 2 ¢.
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Fihrt man die Schnittgeraden der Ebene z = 0 mit den Halb-

ebenen ¢ = 0 und @ = ’; als positive r- und y-Koordinatenaxe ein, so

gilt: ng — —J4 SR

sin @ Vm y COSQ@ VF-}: _;I-' ’

und unsere letzte Gleichung ldsst sich iiberfiihren in:
2 s S ry

= Ssmy Ay
Damit man alle Lagen der Berithrungserzeugenden ¢ erhiilt, muss
¢ alle Werte des durch folgende Ungleichung bestimmten Intervalles

Y 4
—oS9< (" ] )
durchlaufen. Fiir jeden Wert @ giebt die Gleichung 2) eindeutig die zu-

gehorige Koordinate des Schnittpunktes (’ von ¢ mit der z- Axe an, withrend
umgekehrt zu jedem Werte 2 des Intervalles, das durch folgende Ungleich-

ung gegeben ist: . <z<F g

2 gin’ v 2siny y
zwei reelle Werte ¢ (beziehungsweise ein solcher in den Grenzen) in
dem fiir diese Grdsse angegebenen Intervalle gehdren.

Um indes eine anschaulichere Vorstelling von der durch die
Gleichung 2) definierten Fliche zu bekommen, denke man um die
z-Axe den Cylinder mit dem Radius 1 gelegt und seine Schnittkurve
mit der Fliche auf eine Ebene abgewickelt. Deutet man ¢ und z als
rechtwinklige Koordinaten dieser Ebene, so stellt die Gleichung 2)
unmittelbar die Gleichung der abgewickelten Kurve dar, Figur 3 (Tafel 1I).
Sie ist eine sogenannte , Sinusoide“ das heisst eine periodische Kurve,
die aus der gewohnlichen Sinuslinie : = sing durch Affinitiit entsteht,
wobei die ¢-Axe Affinitiitsaxe ist und die Richtung der Affinitiits-

strahlen auf dieser senkrecht steht. Fiir ¢ — ’-:— bezw. 3: (und fiir die

analogen Werte) erreicht die Kurve ihr Maximum bezw. Minimum
8

— 2siny

Ist dieselbe jetzt umgekehrt auf den Einheitscylinder aufgewickelt,
wie es Figur 4 (Tafel II) im Grund- und Aufriss zeigt, so geben die
von allen Punkten der Kurve ausgehenden zur z-Axe senkrechten
Geraden das gewiinschte Bild unserer Fliche. Wir fassen unser Re-
sultat in den Satz zusammen: Die Gesamtheit aller mdaglichen
Lagen der Beriihrungserzeugenden ¢ fiir gegebene Axen er-
fillt eine geradlinige Fliche dritter Ordnung [gemiiss der
Gleichung 2')], die sich lings eines Stiickes der z-Axe selbst
durchdrmgt das ,Cylindroid von Cayley.“*

* Man vergleiche Ball, The theory of screws, Dublin 1876, pag. 16, ins-
besondere auch das Titelbild. Dort ergiebt sich dieselbe Fliche als Ort der
Axe einer unendlich kleinen Schraubenbewegung, welche die Resultante zweier
belicbiger unendlich kleiner Drehungen um zwei feste Axen a und b darstellt.
In der Anmerkung daselbst ist insbesondere der Name ,,Cylindroid* fiir diese
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Der Schnittpunkt C wird je zweimal in den Punkt A bezw. B

hineinfallen, fir ¢ = ——% und ’—25 + %: bezw. @ = + 12'- und - ——- Fiir
Q= — % bezw. +—;» ist die Gerade ¢ mit a bezw. b zusammengefallen,
withrend sie fir ¢ — = + % bezw. 1‘2_ -—% die Axe b bezw. a recht-

winklig kreuzt. Diese letztgenannten Lagen der Geraden c sind als
gestrichelte Durchmesser ¢,' und ¢,' im Grundrisse der Figur 4 (Tafel ]I)
hinzugefiigt. Ausser diesen speziellen Lagen der Geraden ¢ haben wir
die drei Hauptfille zu unterscheiden, die sich ergeben, je nach-
dem die erste Projektion ¢:

-
I. den Winkel (a, b") oder

— —
IL. den Winkel (¥, ¢) bezw. (¢, a'),

—
III. den Winkel (¢, ¢') durchschneidet.

Im ersten und dritten Falle liegt der Punkt (" innerhalb der
Strecke A4 B, im zweiten Falle ausserhalb derselben, entweder ober-
halb I3 oder unterhalb A, was keinen wesentlichen Unterschied aus-
macht. Analytisch sind die drei Fille durch folgende Ungleichungen
charakterisiert:

I. Fall: N<a<y und zugleich y>$>0,

IL. Fall: r<a< ’—;— und zugleich 0 < — g < % — 9
oder: Z;—+y<a<7t und zugleich %<-—ﬁ<z—y,
II1. Fall: 1—;— <a <’-;— + 7 und zugleich % — < =< %

§ 3.
Diskussion der verschiedenen Arten zusammengehoriger
Hyperboloide.

Welche Besonderheiten werden jetzt in den im letzten Paragraphen
angegebenen Fiillen die verschiedenen Hyperboloide beziehungsweise
ihre Ausartungen darbieten, die durch Rotation der Berithrungs-
erzeugenden ¢ um die Axen ¢ und b entstehen?

Was zuniichst die dort angegebenen speziellen Lagen der
Geraden ¢ betrifft, so ergeben sich unmittelbar die folgenden Siitze:

Ist die Gerade ¢ mit der Axea (bezw.D) zusammengefallen

(fur p——72 5 bezw. + ), so ist das eine Hyperboloid in diese

Fliche auf Grund einer von Cayley gegebenen projektiven Erzeugungsweise
erklirt, die indes nicht so anschaulich ist, als die von uns oben besprochene.
Letztere ]iegt auch dem Fadenmodell dieser Fliche zu Grunde, welches Herr
H. Wiener im Verlsge von L. Brill in Darmstadt hat erscheinen lassen. — Das
Cylindroid findet sich zuerst beschrieben bei Pliicker, Neue Geometne des
Raumes, 8. 97, Leipzig 1868.
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Axe selbst ausgeartet, die zugleich eine Erzeugende des an-
deren nicht singuliren Hyperboloids bildet.

Schneidet dagegen die Gerade ¢ die Axe « (bezw. )) nur
im Punkte .4 (bezw. B), ohne mit ihr zusammenzufallen, ist also

=%+%(bezw. g——%); ;
g0 ist das Hyperboloid der Axea (bezw. b) in einen Rotations-
kegel mit der Winkel6ffnung 2(7—;—7); dasjenige der Axe )

(bezw. a) dagegen in das doppelt zu denkende Aussere eines
Kreises ausgeartet, welches den Kegel lings ¢ beriihrt.
Letzterer liegt daher mit seinen beiden Hiilften auf verschiedenen

Seiten der Ebene des Kreises. Ein solcher Fall, fiir ¢ = Z;— + %; sel

im Grund- und Aufrisse, wobei die zweite Tafel senkrecht zur Axe b
gewiihlt ist, durch Figur 5 (Tafel II) veranschaulicht.

In jedem der drei am Schlusse des vorigen Paragraphen unter-
schiedenen Hauptfille ist keines der beiden Hyperboloide ausgeartet.
Doch tritt jetzt die Frage in den Vordergrund, ob sie, abgesehen
von der Beriihrungserzeugenden, noch sonst reelle Punkte
gemeinsam haben oder nicht. Von vornherein ist klar, wenn
iberhanpt die Flichen sich noch reell durchdringen, so muss dies
notwendig in zwei Erzeugenden derjenigen Schar geschehen, der
die Berithrungserzeugende nicht angehort. Denn die durch einen be-
liebigen, etwa noch vorhandenen gemeinsamen Punkt gehende Er-
zeugende des einen Hyperboloids, welche die Berithrungserzeugende
schneidet, hat auch mit dem anderen Hyperboloid drei Punkte gemein-
sam — von denen zwei freilich unendlich nahe liegen —, muss dem-
nach auch ihm als Erzeugende angehoren.

Nun denken wir durch einen beliebigen Raumpunkt O Parallele zu
simtlichen Erzeugenden beider Hyperboloide, sowie zu ihren Axen gelegt.
Dann entstehen zwei Rotationskegel, die sich gleichfalls lings einer
Erzeugenden berithren. Es gilt der Satz: Stets dann und nur dann
werden die beiden Hyperboloide sich noch in zwei reellen
Erzeugenden schneiden, wenn das Gleiche fiir die Rotations-
kegel statt hat*

Dass die Rotationskegel sich noch in zwei Erzeugenden durch-
dringen, falls es die Hyperboloide thun, ist ja sofort klar. Umgekehrt
bedingt eine Schnitterzeugende der Kegel auf jedem Hyperboloid eine
Erzeugende derselben Richtung in derjenigen Schar, der die Be-
rihrungserzeugende nicht angehort. Beide miissen identisch sein, da
die Tangentialebenen ihres Schnittpunktes mit der Berithrungserzeugenden

* Dieser Satz findet sich kurz angegeben bei Fiedler, Lehrbuch der darstellen-
den Geometrie Bd. II, S. 302, Nr. 11, Leipzig 1885, und in weiterer Ausfiihrung bei
Rohny Papperitz, Lehrbuch d. darstellenden Geometrie, Bd.II, S.49, Leipzig 1896,
sowie bei De 1a Gournerie, Traité de Géométrie descriptive, Art.754, Paris 1880,
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zusammenfallen. In Figur 6, I, II, III, (sieche Tafel II), ist fir die
drei Hauptfille der gemeinsame Meridianschnitt beider Kegel dar-
gestellt, der eine Symmetrieebene der riumlichen Figur ist. Unter
Bezugnahme auf die am Schlusse des § 2 aufgestellten Ungleichungen
iberzeugt man sich leicht, dass stets im Falle I beziehungsweise II
der eine Meridianschnitt vollig ausserhalb beziehungsweise vollig inner-
halb des anderen gelegen ist, im Falle III dagegen jeder Meridianschnitt
zum Teil innerhalb, zum Teil ausserhalb des anderen. Diese Beziehung
liisst sofort den Satz erkennen:

Im dritten Hauptfalle, und nur in diesem, durchdringen
sich die Kegel und also auch die Hyperboloide noch in zwei
reellen Erzeugenden.

Da die beiden Hyperboloide durch eine halbe Umdrehung um die
Gerade d des kiirzesten Abstandes der Axen in sich selbst ilbergehen,
so liegen die beiden Schnitterzeugenden symmetrisch zur Geraden d,
das heisst ihre Schnittpunkte S, und S, mit der Berithrungserzeugenden
sind vom Punkte (' gleichweit entfernt.

Im ersten Hauptfalle liegt jedes der beiden Hyperboloide
ganz ausserhalb des anderen; sie beriithren sich mit ihren
Aussenseiten®

Im zweiten Hauptfalle liegt das Hyperboloid mit klei-

nerem Kehlkreis — fiir y<a < '; ist es das Hyperboloid mit der
Axe b, fiir 1; + 9 <a <= das mit der Axe ¢« — villig innerhalb

des anderen, jenes berithrt daher mit seiner Aussenseite
dieses an der Innenseite.

Im dritten Hauptfalle dagegen beriihren sich beide Hyper-
boloide lings der Strecke S, 5; mit ihren Innenseiten, liings
des tdbrigen Teiles der Berihrungserzeugenden mit ihren
Aussenseiten. Denn der dem Berithrungspunkte (' diametral gegen-
iiberliegende Punkt ¢, des Kehlkreises des einen Hyperboloids liegt
stets ausserhalb des anderen; zwischen (', und C befindet sich aunf
jeder Hilfte des Kehlkreises ein Punkt 7, beziehungsweise 7, der
einen oder anderen Schnitterzeugenden, sodass also der den Punkt
enthaltende Teil 7\, 7, jedes Kehlkreises notwendig innerhalb des
anderen Hyperboloids liegt

Beispiele der drei Hauptfille geben im Grund- und Aufrisse die
Figuren I, II, 1II der Tafel L** Die erste Projektion der Berithrungs-

* Als Aussenseite des Hyperboloids ist diejenige bezeichnet, welche der
Axe nicht zugewandt ist.

* Wegen der Konstruktion der Figuren sehe man den § 7 dieser Arbeit. —
Immerhin diirften die Hyperboloide des dritten Falles in ihrem ganzen Verlaufe
ohne ein réumliches Modell nur schwer zu tberblicken sein. Ein solches und
zwar ein Fadenmodell, welches die Verhiiltnisse deutlich zur Anschauung bringt,
habe ich fiir die Sammlung fiir darstellende Geometrie an der Technischep Hoch-
schule zu Aachen anfertigen lassen.
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erzeugenden ist die eine Asymptote der Umrisshyperbeln des Grund-
risses. Nur im dritten Hauptfalle haben letztere gemeinsame Tangenten,
eben die ersten Projektionen der Schnitterzeugenden s, und s,. Die
Nebenaxen der Umrisshyperbeln sind, abgesehen vom Vorzeichen, gleich
2pctge und 2¢q ctgB. Auf Grund der Gleichung 1) ergiebt sich daher
der Satz: Die Meridianhyperbeln der Hyperboloide haben
gleiche Nebenaxen. Hieraus folgt dann noch weiter, dass die beiden
Hyperboloide in den Punkten der Kehlkreise dasselbe Gaussische
Krimmungsmass besitzen*

§ 4
Geometrische Eigenschaften entsprechender Segmente der Hyper-
boloide in Riicksicht auf ihre Verwendung als Reibungsréder.

Ein solcher Teil des Raumes sei als inneres beziechungsweise
iiusseres Segment des einzelnen Hyperboloids bezeichnet, der durch
zwei zur Axe senkrechte Ebenen aus dem Inneren beziehungsweise
Ausseren des letzteren ausgeschnitten wird. Ein iusseres Segment
moge indes stets durch eine hinreichend grosse, koaxiale Cylinderfliche
abgeschnitten und nach aussen begrenzt sein. , Entsprechende® Seg-
mente beider Hyperboloide sollen dieselbe Strecke der Berithrungs-
erzeugenden besitzen. Denken wir diese Segmente irgendwie materiell
hergestellt, so werden sie uns die Reibungsriider liefern, deren Eigen-
art in den einzelnen Fillen wir im folgenden nither betrachten wollen.
Wihrend wir das Rad eines inneren Segmentes unmittelbar um seine

* Es sei gestattet, auch die analytische Ldsung einiger der im Texte be-
rihrten Fragen einzuflechten. Dieselbe verdanke ich im wesentlichen einer freund-
lichen Mitteilung des Herrn Fr. Schur, wie ich iberhaupt aus seinen Vorlesungen
dber darstellende Geometrie an der Technischen Hochschule zu Aachen die An-
regung zu dieser Arbeit geschdpft habe.

Wir wihlen als ¢-Axe eines neuen rechtwinkligen Koordinatensystems die
Gerade des kiirzesten Abstandes A B — ihre positive Richtung sei die von 4
nach B —, als §-Axe die Beriihrungserzeugende ¢, als n-Axe die zu beiden
senkrechte Gerade, wobei die positive Richtung der §-Axe in jene der 7-Axe
durch eine dem Uhrzeigergange entgegengesetzte Drehung, von der positiven
Seite der ¢-Axe aus betrachtet, dbergehen mdge. Die (ileichungen der beiden
Hyperboloide lauten alsdann:

1) ’(1—tgla)+28ntga+ L7+ 2{p =0,

2 n*(1—tg'f)—2fntgf+1'—2£9=0,
wo die Grossen p, q, «, f, auch hinsichtlich ihres Vorzeichens, die im § 1 definierte
Bedeutung haben. Offenbar werden die Erzeugenden der zweiten Schar mit Hilfe
des Parameters 1 entsprechend dargestellt durch die Gleichungspaare:

1) t=an
n(1—tgle)+2Etga+1((+2p) =0,
2 t=1n

n(l—tg*f)—28tgp+i(t—29)=0.
Die fiir den gleichen Wert 1 definierten drei Ebenen schneiden sich stets in
einem Punkte der {-Axe, wie man auf Grund der Relation p:q=tg«:tgp leicht
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in festen Lagern ruhende Axe sich drehen lassen kionnen, werden wir
das Rad eines iusseren Segmentes etwa in einer festliegenden
cylindrischen Fithrung laufend zu denken haben, wie es im Meridian-
schnitte durch Figur 7 (Tafel II) dargestellt ist.

Im ersten Hauptfalle (Figur I der Tafel I) lassen sich nur ent-
sprechende innere Segmente als Reibungsriider ausfiihren. Im zweiten
Hauptfalle (Figur II der Tafel I) dagegen haben wir bei dem Hyper-
boloid mit kleinerem Kehlkreise ein inneres, bei dem mit grésserem
Kehlkreise ein iusseres Segment zu wiihlen. Im iibrigen kann die
den entsprechenden Segmenten gemeinsame Strecke der Beriihrungs-
erzeugenden beliebig gross sein. Im dritten Hauptfalle (Figur III
der Tafel I) endlich hat man die entsprechenden Segmente der Hyper-
boloide jedenfalls so auszuwiihlen, dass ihnen nicht gleiche Strecken
der Schnitterzeugenden angehoren. Legt man durch irgend einen
Punkt P der Beriihrungserzeugenden ¢ Parallelebenen zu den Kehl-
kreisebenen der Hyperboloide, so treffen diese jede Schnitterzeugende s,
beziehungsweise s, in zwei Punkten, die auf verschiedenen Seiten ihres
Schnittpunktes S, beziehungsweise 5, liegen. Die Berithrungserzeugende
liegt niimlich im spitzen Winkel der genannten Parallelebenen, eine Parallele
durch P zur einen oder anderen Schnitterzeugenden dagegen im stumpfen
Winkel, da das Analoge der Fall ist, wenn man als Punkt P gerade
den Punkt (' wihlt. Man macht sich diese Beziehung am besten am
Grundrisse der Figur III der Tafel I klar unter Beriicksichtigung der

zeigt. Sollen sie sich aber in derselben Geraden schneiden, so muss eine lineare
Relation zwischen ihnen bestehen, das heisst die beiden unteren Gleichungen 1')
und 2') miissen nach Multiplikation ihrer beiden Seiten mit ctg « beziehungsweise
ctg f und nachheriger Addition bis auf einen Faktor die obere (leichung ergeben.
Als Bedingung hierfiir findet man:

_(tgae—ctga) 4 (tgf—ctgf)

oder vereinfacht 19— :gtii;-pcig lﬂ

Setzt man wieder a= ;’ + 9, ﬁ=%—(p, ein, 8o kommt schliesslich:

11— cos y

sinp — cos’—;
Der Parameter 1 wird daher reell sein, wenn sm’q>>cos’ ist; diese Be-

dingung ist aber identisch mit unserem geometrisch gefundenen Resulta.te.

Die Linge der Strecken S, (=S, ('=1,, welche im dritten Hauptfalle durch
die Schnitterzeugenden auf der Beriihrungserzeugenden abgeschnitten werden, ist
gleich der Koordinate § in der zweiten Gleichung 1'), wenn man in ihr n=¢=0
setzt und dem Parameter 1 den soeben bestimmten Wert giebt. Es wird dann:

pa Mot (tgetgf—1).p?
0 tg' tg’
oder unter Beriicksichtigung der Relation p:q=tga:tgp
L=pg(l—ctgxctgp).

Man vergleiche S. 51 dxecer Arbeit, woselbst die gleiche Relation auf geo-

metrischem Wege gefunden wird.
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Thatsache, dass die ersten Projektionen der Schnitterzeugenden gemein-
same Tangenten an die Umrisshyperbeln sind. Stets dann und nur
dann werden daher entsprechende Segmente der Hyperboloide
nicht gleiche Strecken der Schnitterzeugenden besitzen,
wenn das ihnen gemeinsame Stiick der Berithrungserzeugenden
entweder ganz innerhalb oder ganz ausserhalb der Strecke
S, 5 (wobei die Punkte S, und S, gleichzeitig zum Inneren und Ausseren
del Strecke S, S, hmzugerechnet seien) gelegen ist. Dies ist die
vmznge Bedmgung, die den Segmenten aufzuerlegen ist. Man hat
zwel innere Segmente zu wahlen, wenn sie dem Ausseren der
Strecke S,S,, dagegen zwei iiussere Segmente, wenn sie der
Strecke S,S, selbst angehoren sollen. Denn in letzterem Falle
werden sich die ihnen angehdrenden Zonen der Hyperboloidflichen
wie zwei Ringe einer Kette durchschlingen. Die Figur 8 (Tafel II)
stellt, genau dem Aufriss in Figur III der Tafel I entsprechend, solche
den Kehlkreis in der Mitte enthaltende Zonen der Hyperboloide dar.

Wir fiigen im folgenden noch einige geometrische Hilfsbetrachtungen
hinzu, die sogleich im niichsten Paragraphen ihre Anwendung finden.

1. Der Abstand r, bezw. r, eines beliebigen Punktes P der Be-
rihrungserzeugenden von der Axe « bezw. b wird durch den Ausdruck
gegeben: re=Vpi+ Esinte, hezw. r, = V¥ + I*sin*B,
wo [ die Strecke PC bezeichnet.

2. Um den Neigungswinkel x, der Berithrungserzeugenden ¢ gegen
die durch P gehende Meridianebene des Hyperboloids mit der Axe «
zu bestimmen, ist in der im Zweitafelsysteme gezeichneten Figur ¢
(Tafel ITI) die Meridianebene des Punktes (' als erste Projektionsebene,
die Axe @ als trennende Axe z; ; der ersten und zweiten Projektions-
thene gewiihlt. Senkrecht zu letzteren mit den Axen zy3 und zy s
ist noch eine dritte Tafel benutzt und in bekannter Weise seitlich
umgelegt. Die durch den Punkt P gehende Meridianebene hat ihre
erste und zweite Spur in der Axe 2y, ihre dritte Spur ist ¢;. Man
fille von (' das Lot auf die Meridianebene von P, seine wahre Grosse

wird durch C,F, gegeben. Es ist jetzt:

"’(! 1)”1) Iq

CoFy=AC,sin ¢ = p sin ¢ und sin p — ﬁ,,, A= 1 —:l‘:—“
Folglich ist: _GF, _p.sin«
sin o, = %, o

oder: . sin «
SIN #g = ———r————=

Analog ergiebt sich fiir den Neigungswinkel x, der Berithrungs-
erzeugenden ¢ mit der durch P gehenden Meridianebene des Hyper-
boloids ¥: sin B

sin Ky = —

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 42. Jahry. 1897. 1. Heft. 4
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Indem wir noch festsetzen, dass gerade derjenige Winkel mit x,
beziehungsweise x, bezeichnet sein soll, der fiir lim 7 = 0 kontinuierlich
in den Winkel a beziehungsweise g itbergeht, haben wir in obigen Aus-
driicken den Wurzelzeichen stets ein positives Vorzeichen zu geben. Die
geometrische Anschauung sowohl, wie die obigen Formeln zeigen, dass
fitr im ! = oo der Winkel x, beziehungsweise x, sich dem WerteO oder +

. . . . . . ® .
niihert, je nachdem « beziehungsweise B kleiner oder grosser als - ist.

3. Wir denken ferner die Tangenten an die durch P gehenden Parallel-
kreise beider Hyperboloide gezogen. Der Winkel x zwischen denselben ist
gleich dem der beiden Meridianebenen des Punktes I”. Dieser aber hat
den Wert x,+ x,. Denn diese Relation stimmt in den drei Hauptfillen
zuniichst fiir I = 0, folglich gilt sie allgemein, da an Stelle von %, + x,
nur dann + (x. — x,) treten konnte, wenn fiir irgend einen endlichen
Wert von ! entweder x, oder x, verschwinden wiirde, was nicht der
Fall ist. Der Grenzbedingung O <! < o entsprechend gilt im ersten
und zweiten Hauptfalle: » > x > 0, im dritten Hauptfalle: y <x <.

4. Kann die Tangente in einem Punkte P der Beriihrungserzeugenden
an den Parallelkreis des einen Hyperboloids, etwa desjenigen mit der
Axe a, die Axe b des anderen schneiden?

Wenn dies der Fall wiire, miisste jene zugleich Tangente an den
durch P gehenden Meridian des Hyperboloids mit der Axe b sein.
Beide Hyperboloide hiitten dann notwendig noch eine zweite Erzeugende
gemeinsam, ndmlich das Spiegelbild der Geraden ¢ in Bezug auf die
Tangente in der gemeinsamen Tangentialebene. Der Punkt P konnte
daher nur einer der Punkte S, und S, der Hyperboloide des dritten
Hauptfalles sein. Umgekehrt iiberzeugt man sich leicht, dass in der
That die Tangente im Punkte S, oder S; an den Parallelkreis
des einen Hyperboloids stets die Axe des anderen schneidet*

Fir die Punkte S, und S; ist daher der Winkel x gleich % Es gilt
demnach: sin?x, + sin®x, = 1,
oder nach 2): sin? sin? B 1
LY. . (LY .
1+(5)sm « 1+(-q£)sm’ﬂ
indem wir wieder die spezielle Bezeichnung [, fiir I setzen. Die ein-
fache Umrechnung ergiebt der Reihe nach:

p* — q' -1
p'(1+ctgle)+1,* *(1+ctg?p)+1,? ’
L' + 12 (pctg o + ¢t ctg®B) = p*q*(1 — ctg® e ctg® B),
oder in Riicksicht auf die Fundamentalbeziehung pctge = ¢ ctg f:

* Die Gesamtheit der Tangenten an die Parallelkreise des Hyperboloids mit
der Axe a (oder ) in allen Punkten der Beriihrungserzeugenden bildet ein hyper-
bolisches Paraboloid. Nur im dritten Hauptfalle wird dieses von der
Axe b ‘oder > in zwei reellen Punkten geschnitten.
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(' + pgetgactg f)’ —p'c’,
b = py(l — ctg a ctg §),
wie wir bereits in der Anmerkung S. 48 fanden.

das heisst:

§ 5.
Das Verhiltnis der Winkelgeschwindigkeiten und der gegen-
seitige Drehungssinn der Hyperboloidenreibungsriider.

Es sei jetzt irgend ein Paar entsprechender Hyperboloidenreibungs-
riider, die wir kurz durch ihre Axen a und b bezeichnen wollen, ge-
geben. Wir denken sie mit einem gewissen Drucke gegeneinander
gepresst, so dass sie sich infolge ihrer Deformation in einem schmalen
Fliichenstreifen lings der Geraden ¢ berithren. Das Rad a sei als
treibendes Rad durch #dussere Einwirkung in gleichmiissige
Umdrehung versetzt.

Welches Verhiltnis der Winkelgeschwindigkeiten und
welchen Drehungssinn werden nun beide Riider darbieten?
Wir wollen uns darauf beschrinken, die Rider als unendlich diinn,
die ihnen gemeinsame Strecke der Berithrungserzeugenden
als unendlich klein vorauszusetzen¥®

Die auf das anfangs in Ruhe befindliche Rad b wirkende
Reibungskraft, welche von der Bewegung des Rades a herrithrt, wird
s0 lange eine Winkelbeschleunigung des Rades b hervorrufen®*, als von
den beiden Komponenten der relativen Bewegung®** des Rades a
gegen das Rad b an der Berithrungsstelle, welche als Richtungen die
Tangenten an den Parallelkreis und die Meridianlinie des Rades b be-
sitzen, diejenige in der Richtung der Tangente an den Parallelkreis
nicht verschwindet. Mit anderen Worten: Das Rad b wird seine
(ieschwindigkeit (wilhrend der Zeit des sogenannten , Anlaufens®)
so lange steigern, bis es — was erfahrungsgemiss sehr bald eintritt
— eine solche Endgeschwindigkeit erlangt hat, dass das
Beriihrungselement des Rades a sich relativ zu dem des

* Bei Ridern endlicher Dicke wiirde die Beantwortung der aufgeworfenen
Fragen vor allem die Kenntnis von der Verteilung der Reibungskraft in den einzelnen
Punkten der Beriihrungsstrecke fordern, woriiber sich indes ohne willkiirliche An-
nahmen nichts aussagen liisst, so dass unsere Beschriinkung sich berechtigt erweist.

** Hierbei ist vorausgesetzt, dass die beschleunigende Komponente der
Reibungskraft den auf die Beriihrungsstelle reduzierten Widerstand gegen die
Bewegung des Rades b an Grosse iibertrifft, weil sonst eine Bewegung iiberbaupt
nicht eintreten wiirde.

* Die momentane relative Bewegung des Beriihrungselementes des Rades «
ist identisch mit der absoluten Bewegung, die dadurch hervorgeht, dass man dem
Elemente des Rades a ausser seiner eigenen Geschwindigkeit noch eine zweite
Ueschwindigkeit erteilt, n#mlich diejenge, welche der des Beriihrungselementes
des Rades b gleich und entgegengesetat gerichtet ist.

4‘
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Rades b in der Richtung der Meridianlinie des letzteren
bewegtX*

Es seien mit 7, und v, die Lineargeschwindigkeiten des Be-

riihrungselementes der Riider, mit @; und @, ihre Winkelgeschwindig-
keiten bezeichnet; r, und w, mogen iiberdies gerade die Endwerte
der Geschwindigkeiten sein, die uns allein interessieren. Es gilt
zuniichst 15=- @q. 74, ry=- @4.7, WO 1, und 7, die Abstiinde des Be-
rithrungspunktes von den Axen @ und ) bezeichnen. Das Resultat
der obigen Betrachtung driickt sich dann, wenn wir vorerst vom Vor-
zeichen absehen, in der Gleichung aus: v,= v,.cosx, wo x der in
der Hilfshetrachtung 3 des vorigen Paragraphen definierte Winkel ist.
Denn diese Gleichung ist der analytische Ausdruck dafiir, dass die
Resultante der Geschwindigkeiten 7, und —v, die Richtung der Tangente
an den Meridianschnitt des Rades b besitzt. Hieraus folgt durch Ein-
setzung: 0 ra
o T gy Cos %
Diese Gleichung beantwortet den ersten Teil unserer Seite 51 auf-
geworfenen Frage; sie "bestimmt das Verhiltnis der Winkel-
geschwindigkeiten der R#der. Wir sehen, dasselbe ist eine
Funktion der Grésse l, da r,, 7, und x von ! abhingen. Das Ver-
hiilltnis der Winkelgeschwindigkeiten iindert seinen Wert
mit der Stelle der Bertihrungserzeugenden, der die Reibungs-
riider angehoren.

‘Was den gegenseitigen Drehungssinn der Riider betrifft,
so wollen wir diejenige Drehung jedes Hyperboloids als positiv an-
sehen, welche von der in Figur 2 (Tafel I) durch eine Pfeilspitze aus-
gezeichneten Richtung der Axe aus gesehen dem Uhrzeigergange
entgegengesetzt ist. Zuniichst seien jetzt in jedem der drei Hauptfille
die Kehlkreisriider betrachtet. In der fiir alle drei Fille gemeinsam
giltigen Figur 10 (Tafel II), deren Ebene die Tangentialebene des
Punktes (' ist, bezeichnen @, und b, die Tangenten an die Meridiane.
Durch (P und ('Q seien die Lineargeschwindigkeiten », und v, der
Grosse und Richtung nach dargestellt; die Resultante von #, und — v,
muss die Richtung der Tangente ), besitzen. Indem man beachtet,
dass der Pnnkt (! im ersten und dritten Hauptfalle innerhalb, im
zweiten ausserhalb der Strecke A B gelegen ist, ergiebt sich leicht die
Richtigkeit der hinsichtlich des Vorzeichens erweiterten Formel:

o (1) B eos
wo im ersten, zweiten oder dritten Hauptfalle ¢ beziehungsweise gleich 1,
2 oder 3 zu setzen ist und p , ¢ die absoluten Werte der Gréssen p, ¢
bezeichnen. Wir behaupten, dass in allen drei Fillen die analoge Formel:

* Ganz ithnliche Verhitltnisse bietet das Ritdchen eines Polarplanimeters dar,
das auf der Zeichenebene zugleich gleitet und rollt.
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3) ——=(—1) —cosu

jetzt fiir beliebige Rider giltig ist. Der Beweis folgt unmittelbar aus
unseren Hilfsbetrachtungen 3 und 4 im vorigen Paragraphen. Im

)

ersten und zweiten Hauptfalle muss das Vorzeichen von stets

Wg
dasselbe sein, welcher Stelle der Berithrungserzeugenden auch die Riider
angehoren. Im dritten Hauptfalle dagegen muss das Vorzeichen ein
verschiedenes sein, je nachdem die Riider zu dem Inneren oder dem
Ausseren der Strecke S,9, gehoren, da, wie wir sahen, gerade in
den Punkten S, und S, die Tangente an den Parallelkreis des einen
Hyperboloids die Axe des anderen schneidet. Diese Verhiltnisse
werden in unserer Formel durch das Vorzeichen von cos x in der That
richtig dargestellt.

Ausfithrlich lautet unsere Formel in Riicksicht auf die Hilfs-
betrachtungen 1 und 2 des vorigeu Paragraphen:

ws Vpi41¥sin? « pisinte T q'sin’p
o~V g il/l Pt sint I/l L sint
3) 8in « sin f

Tl vt

Hier gilt das obere Vorzeichen im ersten und zweiten, das untere
im dritten Hauptfalle; fiir siimtliche Wurzeln sind die positiven Werte
zu wihlen. Unser Resultat lautet in Worten:

Erteilen wir dem Rade @ eine positive Umdrehung, so
wird das Rad ) im ersten Hauptfalle stets eine negative,
im zweiten eine positive Umdrehung ausfithren, welcher
Stelle der Berithrungserzeugenden die beiden Riider auch an-
gehoren mogen; im dritten Hauptfalle dagegen eine negative
oder eine positive Umdrehung, je nachdem die Riider dem
Inneren oder dem Ausseren der Strecke S,S; angehdren.
{Positiv und negativ ist tiberall zu vertauschen, wenn wir dem Rade «
eine negative Umdrehung erteilen.) Das Verhalten der Reibungsriider
im dritten Hauptfalle erweist sich also besonders itherraschend.

Wir haben bisher immer angenommen, dass das Rad « das
treibende ist. Wenn wir statt dessen das Rad # als das treibende
wihlen, so haben wir in der Formel (3") die Indices « und J und die
Grissen p, ¢y sowie «,f miteinander zu vertauschen. Ersichtlich er-

halten wir dann allgemein einen anderen Wert fiir das Verhiiltnis gb-

Das Verhaltnis der Winkelgeschwindigkeiten nimmt daher
einen verschiedenen Wert an, je nachdem wir bei demselben
Riderpaare das eine oder das andere Rad als das treibende
ansehen.
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Fiir die im Anfange des § 3 aufgestellten Ubergangsfille
spezialisiert sich unser Resultat folgendermassen. Es wird das Ver-

hiiltnis g:, wenn wieder das Rad @ als das treibende gewiihlt ist,
a) fiir 9 — — 2 (a = 0) gleich 0.
b) fir ¢ = + ;(a = p) gleich ».
¢) fiir p = ’; +%(a — %) gleich —1—7
d) fir ¢ = f + ;(a =E +y) gleich l;,-(?l-.}'-
Besonders zu beachten ist, dass nur im letzten Falle - : noch von

! abhingig bleibt.

Fiir im! = o geht die Formel 3) der vorigen Seite fiir alle Fiille

iiber in: o Eiﬁ"
das heisst: 1=x Ya sin p
Je weiter von den Kehlkreisen entfernt die Riider ge-

wiithlt werden, um so mehr niihert sich das Verhiltnis ihrer

Winkelgeschwindigkeiten dem einfachen Werte — ;}%—;-
Zusatz: .
Dasselbe Winkelgeschwindigkeitsverhiltnis — 72% kommt zweien

sin f
sich lings einer Erzeugenden berithrenden Hyperboloiden zu, wenn wir
diese als Axoide oder Grundkérper hyperboloidischer Zahnriider an-
sehen. Ohne dass wir im einzelnen auf diese Verhiiltnisse eingehen*
sei es gestattet, den hier obwaltenden Unterschied mit wenigen Worten
zu beleuchten. Bei Zahnriidern sind es nicht Reibungskriifte, sondern
Druckkrifte, welche die Bewegung von einem Rade auf das andere
iibertragen, so dass von vornherein ganz andere Verhiltnisse zur
Geltung kommen. Obwohl daher im Grenzfalle** die Hyperholoide
selbst als ,Elementenflichen® (die allgemein zur Begrenzung der Zihne
geeignete Flichen sind) sich ergeben kdnnen, besitzen doch, wie wir
gesehen haben, beliebige aus ihnen ausgeschnittene Riider, da diese
dann als Reibungsriider wirken, nicht das Winkelgeschwindigkeits-

verhiltnis — %% der Axoide.
Um den hier vorliegenden Gtegensatz besonders anschaulich zu dber-

blicken, wollen wir ein einfacheres Beispiel heranziehen, das analoge
Verhiltnisse darbietet. Wir denken, wie Figur 11 (Tafel II) in schiefer

* Zur nitheren Orientierung sei z. B. auf die Darstellung in Weisbach-
Herrmann, Lehrbuch der Ingenieur- und Maschinenmechanik, III. Teil, 1. Al-
teilung, Braunschweig 1876, § 46 (8. 228 fig) und § 86 (N. 418 flg.) verwiesen.

** Wie z. B.in (rraqhof Theoretische Maschinenlehre, Band II, Lelpzlg 1877,
§ 25 S. 81 gezeigt ist.




Von Dr. Fa. Scamrmve. bd

Parallelperspektive zeigt, auf einem beliebig langen Parallelstreifen in
gleichem Abstande von einander und in schriiger Richtung schmale,
senkrechte Streifchen gngebracht, die den Zihnen eines Rades ent-
sprechen. Zwei derartige, genau gleiche Parallelstreifen ¢ und b (,,Zahn-
stangen“) mogen dann mit zugekehrten Ziihnen aufeinander gelegt
sein (Figur 12, Tafel II). Ferner soll, etwa durch prismatische Fih-
rungen, dafiir gesorgt sein, dass jeder Streifen sich nur in der Richtung
seiner ihn begrenzenden Parallelgeraden bewegen kann. Wird dann
der Streifen @ in der Richtung des hinzugefiigten Pfeiles, also von
links nach rechts, bewegt, so wird durch den Eingriff der Zshne der
Streifen ) sich nach unten bewegen. Dieses Verhiiltnis wird bestehen
bleiben, wenn wir auch die Zihne beliebig klein denken, so dass sie
fast unsichtbar sind. Werden dagegen zwei Parallelstreifen ohne
Zihne in genau derselben Lage mit einem gewissen Drucke aufein-
ander gepresst (Figur 13, Tafel II) und wieder der Streifen @ von links
nach rechts bewegt, so wird der Streifen b jetzt sich nach oben be-
wegen. Dieses Beispiel, bei dem wir nicht liinger verweilen wollen,
moige man am besten vergleichen mit zwei hyperbolischen Zahnriidern
beziehungsweise Reibungsriidern des dritten Hauptfalles, deren zu-
gehorige Hyperboloidenzonen den Kehlkreis in ihrer Mitte enthalten
(vergl. Figur 8, Tafel II).

§ 6.
Die speziellen Fille y — ’;, =0 und s =0.

Jetzt gilt es filr die zu Anfang des § 2 ausgeschlossenen be-
sonderen Lagen der Axen a und b unsere hisherigen Betrachtungen zu
spezialisieren *

1. Ist der Winkel p der beiden Axen gleich "—:, so geht die
(Gleichung 2) iiber in: )

2%) PR

5 -sin2g,
85

oder 7 =

4+ €08 28.

Die hierdurch dargestellte Fliche dritter Ordnung unterscheidet
sich in ihrer Gestalt nicht von jener des allgemeinen Falles, nur ist
die Axe a bezw. D jetzt ihre tiefste bezw. hochste Erzeugende, wenn
man die z-Axe wieder vertikal annimmt. Der Punkt (' ist dement-
sprechend fiir jeden Wert « oder ¢ niemals ausserhalb der Strecke A B
gelegen.

Fillt die Berithrungserzeugende ¢ mit einer der Axen @ oder )
selbst zusammen, so ist das eine Hyperboloid in das doppelt zu denkende

* Die trivialen Grenzfiille, dass entweder beide Axen zusammengefallen
sind, oder aber eine von ihnen ins Unendliche geriickt ist, seien hier nur er-
withnt. .
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Aussere eines Kreises, das andere in eine Tangente desselben ausgeartet,

ein Grenzfall, von dem wir weiterhin absehen wollen. Da im all-
gemeinen Falle die beiden durch denselben Punkt (' gehenden Be-
rithrungserzeugenden entgegengesetzt gleichen Werten S entsprechen,
also zu den Ebenen (a, (') und (), (") symmetrisch liegen, so folgt
unmittelbar, dass ihre Rotation um die Axen @ und / dasselbe Hyper-
boloidenpaar liefert. Die beiden Hyperboloide berithren sich
stets in zwei Erzeugenden. (Figur 14, Tafel II) Nur dann sind
entsprechende Segmente der Hyperboloide — und zwar stets
innere — als Reibungsrider verwendbar, wenn die ihnen
gemeinsame Strecke der Beriihrungserzeugenden nicht den
Punkt (' im Inneren enthilt. Das in derselben Weise wie im §

bestimmte Verhiltnis Z" der Winkelgeschwindigkeiten wird durch den
Ausdruck gegeben: ¢

wp ¥ pi4¥sinte

o = YVt e

+11- 'p s:n‘ l/l ;1 s’m"e _ sinw sinf

[ V P+ Painte ¢*+intg Vl-|- iln’(z Vl-{-( ) m’ﬂ
alle Wurzelzeichen sind mit positivem Vorzelchen zu nehmen, es gilt
das obere beziehungsweise untere Zeichen in der Klammer, je nach-
dem die den Riidern zugehorige Berithrungserzeugende r, oder ¢,
einem positiven oder negativen Werte 8 entspricht. Das Verhiiltnis
der Winkelgeschwindigkeiten ist negativ oder positiv, je
nachdem g positiv oder negativ ist.

2. Im Grenzfalle y =0, das’ heisst bei paralleler Lage

der Axen, giebt uns wieder am besten die Gleichung 2) Auskunft.

Fiir ¢ — 0 oder = wird z vollig unbestimmt, fir alle dibrigen Werte

von ¢ dagegen unendlich gross. Unsere Fliche dritter Ordnung ist
daher in die unendlich ferne Ebene, die fiir unseren Zweck nicht
weiter in Betracht kommt, und in zwei sich lings der Geraden
A B rechtwinklig schneidende Ebenen zerfallen, deren eine die Axen «
und » enthéilt. Dem Werte ¢ =0 entspricht der gewohnliche
Fall zweier Cylinder, die sich #usserlich oder innerlich
lings einer Erzeugenden berithren. Fiir das Verhiltnis der
Winkelgeschwindigkeiten gilt die von ! unabhiingige Formel:
©hH a,

. wa 1]
Fir ¢ = 72 dagegen sind die bheiden Hyperholoide in jedem Falle
in das doppelt zu denkende Aussere zweier sich berithrender Kreise
ausgeartet. Wenn (' innerhalb A liegt, haben dieselben iiherdies

noch zwei Tangenten gemeinsam, die den Schnitterzeugenden s, und
s; des dritten Hauptfalles des § 3 entsprechen.
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3. Wenn endlich s =0 ist, das heisst die Axen @ und b
sich schneiden, so zerfillt die Gleichung 2') in 2*+ *=0 und
:=0. Der reelle Teil der Fliche dritter Ordnung besteht also aus
der z-Axe, die nicht weiter fiir uns in Betracht kommt, und der Ebene der
Axen @ und b. In letzterer kann die Beriihrungserzeugende r zunschst
mit einer der Axen «, b selbst oder mit einer ihrer Senkrechten ¢, ¢, zu-
sammen fallen (Figur 15, Tafel II). Von den durch ihre Rotation um die
Axen a und b entstehenden Fliichen ist dann stets die eine entweder in
die Axe a oder b selbst oder in die zu einer von ihnen senkrechte Ebene
ausgeartet, wihrend die andere einen Kegel darstellt. Ausser diesen
gpeziellen Lagen haben wir wieder die drei Hauptfille zu unter-
scheiden, dass die Gerade ¢ in einem der Winkelriume I, II oder III
liegt. In diesen Fillen entstehen durch Rotation der Geraden ¢ um
die Axen stets zwei Kegel (Doppelkegel). Im ersten und dritten
Hauptfalle berithren sich dieselben mit ihren Aussenseiten,
im zweiten Hauptfalle berithrt der grissere Kegel mit
seiner Innenseite den kleineren an der Aussenseite. Die
Kegel des dritten Hauptfalles haben indes noch zwei Schnitt-
erzeugende gemeinsam, dementsprechend sind nur dann entsprechende
Segmente als Reibungsriider verwendbar, wenn die ihnen gemeinsame
Strecke der Beriihrungserzeugenden den Schnittpunkt der Axen nicht
im Inneren enthiilt. Den beiden Kegeln gemeinsamen Meridianschnitt
der drei Hauptfille geben die Figuren 6, I, II, 1II (Tafel II). Das
Verhilltnis der Winkelgeschwindigkeiten wird, auch in Riicksicht auf

das Vorzeichen, durch den Ausdruck gﬁ = — ::2—; gegeben, der wieder

von [ unabhiingig ist.
Ist insbesondere noch y = -;5, so werden die beiden Kegel

sich stets doppelt berithren. Die den Reibungsriidern angehdrende
Strecke der einen oder anderen Berithrungserzeugenden darf den Schnitt-
punkt der Axen nicht im Inneren enthalten.

§ 1.
Die zeichnerische Darstellung der drei allgemeinen Hauptfille.

Die Darstellung der beiden Hyperboloide im Zweitafelsysteme
«Figuren I, II, III, Tafel I) lisst bei zweckmiissiger Anordnung ihre
symmetrische Lage in Bezug auf die Gerade .1 I klar hervortreten; sie
besitzt daher vor der (orthogonalen) axonometrischen Darstellung
(Figur 1V, Tafel I) zweifellos den Vorzug grosserer Anschaulichkeit.
Immerhin diirfte auch die letztere als eine gute Ubungsaufgabe der
axonometrischen Methode einer niheren Betrachtung wert sein. Wir
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wollen im folgenden uns auf die Angabe der wesentlichen Punkte be-
schriinken, die bei der Konstruktion zu beachten sind.*

Gegeben seien stets die Axena und? und der Punkt . Bei
der Darstellung im Zweitafelsysteme wird man das Gebilde gegen die
beiden Tafeln wie in Figur 2 (Tafel II) so anordnen, dass die Gerade 4 I3
auf der ersten Tafel senkrecht steht. Bei der axonometrischen Darstellung,
die wir zuniichst niher betrachten wollen, sei als z-Axe die Gerade
AB, als z-Axe die Axe « gewihlt; XY Z sei das Spurendreieck
der Zeichenebene (Figur 16, Tafel II). Man klappe die xz-Ebene um
XZ in die Zeichenebene um; es wird dann A*("* = p und ("*B*—= (.
Ebenso werde auch die zy-Ebene um XY in die Zeichenebene um-
gelegt. Es gilt jetzt.zunichst die Projektion unseres Gebildes auf die
zy-Ebene in der Umklappung zu zeichnen. Diese Konstruktion ver-
liuft genau wie jene in der Grundrissebene bei der Darstellung im
Zweitafelsysteme; nur stimmt der positive Drehungssinn infolge der
Umlegung mit dem Gange des Uhrzeigers tiberein. Wir werden unsere
weitere Betrachtung, die dann auch fiir die Zeichnung des Grundrisses
im Zweitafelsysteme giiltig ist, an Figur 16 (Tafel II) ankniipfen. Tm
einen beliebigen Punkt R, der umgelegten Projektion ¢, der Beriihrungs-
erzeugenden ¢ auf die zy-Ebene zu finden, beachte man, dass, wie in

Figur 2 (Tafel II), einmal <) P, R 4,= %: sodann:
PyRy: RyQy=p:q= P,S:84,

ist, wo RS | b, sei. Nimmt man daher P, beliebig an, so ist durch
diese Beziehungen R, zweideutig bestimmt, wie es sein muss. Die
weitere Konstruktion in der umgelegten x y- Ebene bietet keine Schwierig-
keit, da einmal ¢, die eine Asymptote filr beide Umrisshyperbeln ist,
anderseits die Halbaxen derselben durch p und g gegeben sind. Die
Hyperboloide selbst seien beiderseits durch zu ihrer Axe senk-
rechte Ebenen begrenzt, deren Schnitte wir als Grundkreise bezeichnen
wollen. In Figur 16 (Tafel II) fuhrt der Punkt B, zu zwei Hyper-
boloiden des ersten Hauptfalles (Figur IV, Tafel 1), der Punkt (R,)
zu solchen des dritten Hauptfalles. Letateres ist in Figur 17 (Tafel II)
weiter ausgefithrt. Tm dritten Hauptfalle hat man ja noch die Schnitt-
erzeugenden zu zeichnen, deren Projektionen gemeinsame Tangenten
HK beziehungsweise H, K, an die Umrisshyperbeln sind. Es besteht

die Proportion: 4y 4. AKJA, -~ HT: JK.

Nun ist jedes dieser Dreiecke beziiglich gleich demjenigen, welches
durch die Asymptoten und die Scheiteltangente der zugehérigen

* Ausfiihrlich wird diese Konstruktion behandelt bei De la Gournerie
1 c. Art. 729 - 738, sowie bei Rohn und Papperitz 1. c. Art.561. Meine Angaben
im Texte erheben nicht den Anspruch, irgendwie Neues zu geben, wenn auch
vielleicht hier und da eine kleine Vereinfachung erzielt sein mag.
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Hyperbel begrenzt wird. Und da beide Hyperbeln dieselbe imaginiire
Axe haben, so verhiilt sich schliesslich:
HJ:JK =q:p.

Diese Gleichung liefert die Richtung der parallelen Tangenten HK
und H, K, und damit diese selbst.

Um jetzt die axonometrische Projektion selbst beziehungsweise
den Aufriss der Hyperboloide zu zeichnen, beachte man noch folgende
Sitze. Die Axe a beziehungsweise b (oder ihre zweite Projektion) ergiebt
allemal die Symmetrielinie ihres Hyperboloids. In ihr liegen die kleinen
Axen der die Grundkreise darstellenden Ellipsen; deren grosse Axen
sind gleich den Durchmessern der Kreise. Da noch die Schnittpunkte
der Ellipsen mit der Geraden ¢ bekannt sind, so lassen sich diese un-
mittelbar zeichnen. Gehort zu dem einen oder anderen Hyperboloid dann
eine Umrissellipse, wie z. B. zu dem Hyperboloid mit der Axe § im
Aufrisse der Figur I der Tafel I, so ist ihre grosse Axe gleich dem
hekannten Durchmesser des Kehlkreises. Sie ist vollends bestimmt bei
axonometrischer Darstellung ‘durch die eine Tangente bildende Be-
rihrungserzeugende ¢, bei der Darstellung im Zweitafelsysteme durch die
vertikalen Tangenten der Umrisshyperbel des (irundrisses, welche dann
zugleickr die Tangenten in den Endpunkten der kleinen Axe sind. Die
reelle Axe einer etwa vorkommenden Umrisshyperbel der axono-
metrischen Projektion beziehungsweise des Aufrisses aber ist ebenfalls
gleich dem Durchmesser des Kehlkreises. Die Asymptoten ferner sind die
Tangenten an die Ellipse, welche einen der Grundkreise des zugehorigen
Asymptotenkegels darstellt. Letztere ist ihrerseits zu der den ent-
sprechenden Grundkreis des Hyperboloids darstellenden Ellipse iihnlich
und dhnlich gelegen, und ihre grosse Axe ist gleich einer Sehne des
letztgenannten Grundkreises im Abstande des Kehlkreisradius vom
Mittelpunkte. Zugleich findet man die Berithrungspunkte der Umriss-
hyperbel mit jeder Grundellipse des Hyperboloids -als Schnitt der
letateren mit derjenigen Parallelen, die man zu ibrer grossen Axe
durch die bekannten Beriihrungspunkte der die Asymptoten darstellen-
den Tangenten an die entsprechende Grundellipse des Asymptotenkegels
legt. Schliesslich mag man noch in beliebiger Zahl Erzeugende beider
Hyperboloide hinzuftigen. Dies geschieht am zweckmiissigsten, indem
man jedes Hyperboloid in seitlicher Ansicht darstellt und die hier
leicht einzuzeichnenden Erzeugenden dann iibertriigt, wie es z B. in

der umgelegten y-Ebene der Figur IV (Tafel I) ausgefiihrt ist.
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Zerlegung der Gleichung vierten Grades.
Von Dr. Heilermann in (GGodesherg.
Um die allgemeine Gleichung vierten Grades
1) F=oar*4+ 403+ bead 4 4dr +¢=0

in zwei quadratische Gleichungen zu zerlegen, nebme man an, dass die
Summe I zundchst in eine sehr allgemeine leicht zerlegbare Form ver-
wandelt worden sei, néimlich in:

2) F=m(ar®+ 282 + 9+ 2n(axt+ 2x + ) (a2 + 2B, + 9,)!
+ (2 + 2B + )%
Demnach mtissen die neun neuen Koeffizienten m, n, p, « etc. folgenden
finf Bedingungen gentigen:

ma® 4+ 2nae, +pat=a, map+n(af,+fe)+pe,p =0b,
3) my'+ 2nyy +opt=c, mBy+n(By +9B)+rhn=24d,
m(ay+ 26%) + n(ey, + 7o, + 466,) +0(ey 7, +28,%) = 3.
Um die letzte Bedingung den vorangehenden #hnlicher zu gestalten,
setze man an ihre Stelle die zwei Gleichungen:

3*) mpi+2nBP,+ppi=c—1, may+n(ay, +ya,)+pa,y, =c+2i,
in denen vorliufig A eine unbekannte Zahl bezeichnet.
Dann kann man diese Bedingungen in folgende Gruppen zu je dreien

ordnen: a(ma + nay) + o, (pea, + na) —a =0,
B(ma + ne,) + ,(pa, + na) — b =0,
y(me + ney) + 9, (pa, + ne) — (c + 21) = 0;
a(mB + np,) + o,(pp, + nf) — b =0,
B(mpB + nB;) + B, (ph; + nB) — (c — 1) =0,
y(mB + np,) + 7, (pfy+ np) — A4 =0,
a(my + ny,) + a;(py, + ny) — (¢ + 22) =0,
B(my + ny,) + By (py, + ny) —d =0,
7(my + ny) + 0 (py + np) — ¢ = 0.

Wenn man danach aus diesen Gruppen die zweigliedrigen Summen

ma + ney, pe, + na etc. eliminiert, so erhilt man eine neue Gruppe von
drei Gleichungen, n#émlich:

a(By — 78,) + b(ye, — ay) +(c+24)(apy — Bey) = 0,

4) b(Byi— yBy) + (c— W) (e, — ay) + d(ap, — feoy) = 0,
(r+ 2By — vB) + A(ye, — ap) + c(afy — foy) = 0.

Da in diesen Gleichungen nur die zwei Verhiltnisse von den Ver-
bindungen der neuen Koeffizienten als Unbekannte anzuseben sind, so
konnen die drei Gleichungen nur unter der Bedingung nebeneinander be-

stehen, wenn die Determinante aus ihren Koeffizienten Null ist. Also
muss die bisher unbekannte Zahl A der Gleichung:
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« b c+21)
b c¢c—i d ! =0,
oder c+20 4 e
5) 44— (ae—4bd + 3MNA + wee + 2bed — add— Ve — =0
Geniige leisten und kann daher drei verschiedene Werte annehmen.
Nachdem durch diese Gleichung, die unter dem Namen der kubischen
Resolvente bekannt ist, die Hilfsgrosse A ermittelt ist, erhdlt man fir die
Diskriminante der Gleichung 2) folgende Werte aus den Gleichungen 3):
W p— b'—ac+al _ @'—cetel (c+21)—ae
6) (afy—fey)? EBr—76,)* (yo, —ay,)?
_(e=N(cte)—bd = be—cd—2d1 _ad—be—2b2
—_(“ﬂx—ﬂ“x)(ph—rax) T Br—rB)(ye—ayn)  (yay—ay)(ef—Pe)
Wenn diese Grosse der Kiirze wegen mit I) bezeichnet, so ist:
mF = [(ma+na)s®+ 2mp + np)x +my+ ny, 12— D(ay+2+ 28,7 + 9,)%
und daber zerfillt die (ileichung 1) in die quadratischen Gleichungen:

7 +my +ny, —n¥D =0,
(me + ney + &,V D)r*+ 2(mp + np, + BV D)«
+ my + ny, + 71VD = 0.
Multipliziert man die erste von diesen beiden Gleichungen mit

matne, + o, VD , die andere mit ma+ne —e ) D ,
m m
so wird das erste Glied in beiden rational, und sie gehen iiber in:

8) { art+ 20—V —ac+al)e+c+ 24— (c+ 22  —ae=0,
art 4+ 20+ V0 — e+ ad)z + e+ 22+ V(e + 20 — we =0.
Das Produkt beider ist:
o F = (a4 2br + ¢+ 20)* — (240 —ac+ ad + V(e + 23) — «e): = 0.
Wenn man aber in den Gleichungen 7) aus den mittleren Gliedern
die Wurzeln durch entsprechende Multiplikationen wegschafft, so erhilt man:

9) { (0 +V'=acFar)t+ 2(c—A)r+d—VYd*—ce+er=0,
(b —Vit—ac+ a).):z:’ +2(c—Wa+d+ Vd*—ce+ed=0
und als deren Produkt:
(c—D)F=(a’+2(c— V)u+d)— (Vb —ac+ akh—Vd—ce— el
In gleicher Weise lassen sich auch aus dem absoluten Gliede der
Gleichungen 7) die Wurzeln entfernen; dadurch erscheinen sie in der Form:

l(c + 21 —le)’— ac)m’—{- 2 (d +Vdi—ce +?k)w +e¢—=0,

(420 +V(eF 22— o)+ 2(d— V& —=ccF eh)w+c=0,

und ihr Produkt ist:

e F=[(c4+21)a%+ 2dc + ¢}t — (22 V(e + 20 —we—2z-YdP—ce+ ed)’=0.
Aus jedem dieser drei Paare von Gleichungen erhélt man die beiden

anderen, wenn man die Wurzelgrissen aus einem Gliede durch die geeignete
Multiplikation entfernt und dabei die obigen Werte 6) beachtet.
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In der vorstehenden iJmformung und Zerlegung ist ausser anderen auch
diejenige enthalten, die ich im Programm der Realschule zu Trier 1855 mit-
geteilt habe. Setzt man namlich « = o, =1, y = %, , = B,%, s0 ist nach 2):

- F=m(z+p)'+ 2n(z+6)* (z+8,)* +r(z+8,)",
und daraus folgt wie oben:
mF = [m(z + B)2+n(x + B,)*1* — (n*—mp)(z+ B, )"
Daher kann die Gleichung F — O ersetzt werden durch die qua-
dratischen Gleichungen:
(m + n +VD)z+ 2(mB+np,+ B,V D)x + mp*+ np2 + 2-VD = 0,
(m 4+ n —VD)a*+ 2(mB+ np,— B¥/ D)z + mpt+ np2— VD = 0;
und diese gehen ebenso, wie die Gleichungen 7), in eines der dort folgenden
Paare iiber, wenn man den ersten, zweiten oder dritten Koeffizienten rational
macht. Nach diesen Umformungen ist die Auflésung der Gleichung 1) zweck-
miissig folgende. .
Bezeichnet man ihre Wurzeln mit #,, x,, «3, , und die der kubischen
Resolvente mit 4,, 45, 4, so ist nach den Gleichungen 8):

2+ 2 =— (b= VP —actak),

Ty + oy = — ‘2‘(” +Vm)’

5+ 2y = — (0 = VIF— e £ aky),

Xy x o — %(b + Vma)’

£ +xr,=— z (b— Vﬁ:«:m),

g + g == — —i— (b + Vor=—a'c + aiy).

Wenn man diese Werte paarweise verbindet, so entsteht:

2+ ooy b o= — b,

T+ 1y — Ty — =-2—-Vm,

X — 2yt g — = %-Vb’—ac—}- akg,

T, — g — g+ z, = —:— VU —ac+ aig,

und daraus erhilt man durch Addition und Subtraktion als Werte der Wurzeln:

x = ; (—v VO —de+ ah +VE—ac+ arg +VVE—dc+aky),
Ty = -i— (—v 4V —actar, -V —ac+ai, ——Vms),
gy= b (=b—VV U+ at, + VI —act aly—Vi —ac+ aiy),
2= o (—b—Vb —actar, —ViT—acFak+ Vb = ac+aly).
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In dem Produkte aus diesen vier Werten ist neben rationalen Gliedern
auch Va*—ac+ ak -V  —ac+ aky- VU — ac+ a g enthalten, daher muss
auch dieses rational sein; die Rechnung ergiebt:

. .. . —_— .- . 98 _ 2
Vit —ac+ar -V —ac+aly Yo —ac+aty= — zb 3‘;“ tad,

Das Entsprechende gilt wegen der (ileichung 10), wenn man die reziproken
Werte von den obigen Werten als ihre Wurzeln auffasst, auch von dem
entsprechenden Produkte, nimlich von

- e 978 2
Vd*—ce+ed, V&~ ce + edg- VB —ce+ edg = — 2d 3‘:;1’ tble

Bemerkung zn den Bemerkungen iiber doppelt-
zentrische Vierecke.*
Von Dr. Chr. Beyel in Ziirich.

Herr Dr. Holzmiiller macht mich darauf aufmerksam, dass in der
erwihnten kleineren Mitteilung Zeile 10 von oben der Satz: ,weil im Kreis-
viereck. . . als Begriindung nicht geniigt.** Ich teile daher noch mit, dass
mich ein anderer Gedanke zu der ganzen Uberlegung fihrte. Durch die
Konstruktion der Linien ¢, s wird der Strahlenbilschel zweiter Ordnung ¢
den Linien s eindeutig zugeordnet. In dieser Zuordnung entsprechen sich
die Gegenseiten ¢, h; e,  des Vierecks A BC' D vertauschbar. Also ist die
Korrespondenz involutorisch. s muss ¢ vertauschbar entsprechen und J?
berithren. Ich suchte damals — und suche also auch jetzt noch einen ein-
fachen, rein geometrischen Beweis, der nicht wie der obige Gedanke eine
Untersuchung der erwihnten Korrespondenz voraussetzt.

Sind die Kreise J% U® konzentrisch, so springt die Richtigkeit der
Sitze sofort in die Augen.

Aufgabe 1%+
Von 8. Finsterwalder in Miinchen.

Das Netz eines Kugelballons besteht aus einer sehr grossen Anzahl
(96 und mehr auf dem Umfange) rhombischer Maschen mit Winkeln von
60° und 120° deren kurze Diagonalen nach Parallelkreisen und deren lange
nach Meridianen angeordnet sind. Ihre Dimensionen wachsen regelmissig vom

* Vergl. Band 40 8. 372 dieser Zeitschrift.

** Was Poncelet (traité I, No. 566) zum Beweise beibringt, ist weitliufig und
-cheint mir nicht zwingend zu sein. Dr. Holzmiiller giebt im dritten Teile
seines methodischen Lehrbuches der Elementar-Mathematik (B. (. Teubner 1895)
=. 11 und 12 einen gerechneten Beweis und macht mich auf einen Beweis von
Dr. Junker (Schulprogramm, Crefeld 1892) aufmerksam.

**¢ Wir beabsichtigen, versuchsweise von jetzt an derartige aus der Praxis
stammende Aufgaben in der Zeitschrift zu bringen und empfehlen dieselben den
Mathematikern zur Losung. D. Red.
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oberen Ventilringe bis zum Aquator. Das Netz reicht in dieser Form etwas
unter den Aquator. Die Figur desselben ist demnach genihert durch zwei
Scharen von Kugelloxodromen gebildet, die sich unter einem Winkel von
60° schneiden.

Ein solches, fiir einen Ballon von bestimmtem Radius konstruiertes
Netz soll nun fiir einen grosseren Kugelballon, oder auch fiir einen Ballon
von anders geformtem Meridian bentiitzt werden. Welche Figur bildet dann
das Netz? Bis zu welchem Kugelradius lisst sich dasselbe noch verwenden?
Welche Erscheinung tritt auf, wenn der Radius grosser wird? Welche
Form hat das Netz in dem speziellen Falle eines unendlich grossen Radius,
wenn also das Netz symmetrisch im Kreise herum in eine Ebene aus-
gebreitet wird?

Drackfehler in S. Gundelfinger-A. M. Nell’s Tafeln
zur Berechnung neunnstelliger Logarithmen.
(Darmstadt 1891, A. Bergstriisser.)

(refunden von Joseph Blater in Baden-Baden.
Corrigenda zu Tafel I (Seite 2—37).

[ i
Seite: ‘ riIt-‘}(l)gls(;n: + Statt. Hti;)]]ill: Seite: riIt‘l(l)i‘:’,n:; Rtatt: stSﬁ}sln:
4 | w74 | a8 4128 | 22 6002 | 0991 590t
6 : 2360 2093 2008 | 24 6824 9108 9018
6 | 2602 888 828 | 26 7264 6836 5836
8 2662 00670 0670 | 81 8216 | 0481 0481
8 | -2593 480 380 31 . 8256 = 9984 9684
10 : 3024 1887 1787 | 32 8704 8882 8882
12 ' s5s2 o195 o695 | 32 w878 0382 0482
14 ' 4130 0752 0052 | 34 9328 842 5684
18 | 6051 6369 7369 | 35 9287 538 553
5492 | 0529 0520 |
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Uber Beziehungen zwischen den Determinanten
einer Matrix.

In einer fritheren Note* ist von mir die Frage untersucht worden,
unter welchen Umstiinden in einer Matrix von m Zeilen und » Kolonnen
(m < n) das Verschwinden einiger Determinanten m'*® Grades das aller
Determinanten dieses Grades nach sich zieht. Die vorliegende Arbeit

. bezweckt nun eine KErweiterung jener, insofern als jetzt die be-
treffende Frage nicht bloss mit Bezug auf die Determinanten des
hochst moglichen (m'*®) Grades, sondern fiir die Determinanten be-
liebigen Grades in der Matrix behandelt werden soll.

Das damals erhaltene Resultat ist kurz folgendes: KEs sei die
betrachtete Matrix: Gy Oin

1) M= . |(m<n)
Q1. - - Amn

unter ‘i, %;...1, werde, wenn die i irgend welche Indices aus der
Reibe 1...% sind, die aus den Kolonnen i, 4. .. in gebildete Deter-

minante mt*® Grades verstanden. Wenn alsdann von allen (”) Deter-

m
minanten m*" Grades n — m + 1 verschwinden, d. h. also, wenn wir
in der angegebenen Bezeichnung ein Gleichungssystem von der Form:

Yy bg oo tim =0

gy, Bgg .. .0gm =0
2) .21’ 23 m
Y1y fg ... tem =0

haben, wo s zur Abkilrzung fiir n — m + 1 gesetzt ist, so verschwinden

unter gewissen weiteren Bedingungen alle Determinanten dieses Grades.
* Diese Zeitschrift, 1895, S. 177.

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 42. Jahrg. 1897. 2. Heft. h
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Der Beweis hierfiir wurde gefithrt durch successive Anwendung des
Schlusses, dass aus dem Bestehen von zwei Gleichungen:

3 IA?.‘I?Z“ By b1y tm =0

) B= 4, %...%m—1, tmt1. =0
unter bekannter Bedingung folgt, dass jede aus irgend m dieser m + 1
Kolonnen gebildete Determinante verschwindet, was wir jetzt bezeichnen
wollen durch das Symbol:

4) [ oy 3.0y im+l =0.
m

Von den Determinanten A und B, welche in m — 1 ihrer m Kolonnen
ibereinstimmen,* wollen wir sagen, sie bilden zusammen die Gruppe

Gy by bmy Bmtr) = G(4, B),

und wollen die rein formale Operation, welche zur Bildung dieser
Gruppe aus den beiden Determinanten A und B fithrt, kurz als Operation
G bezeichnen. Genau dieselbe Bezeichnung wenden wir an, wenn es
sich nicht nur um zwei, sondern beliebig viele solcher Determinanten
handelt, also sagen wir: die Determinanten

Ay= 4y, 4oty b |

5) 4:115iiu Gy tm—1, ':.m+1'
A*E;il, 1:3. .. ?:,,,_1, i,,,+k|
bilden zusammen die Gruppe
G(Ag, A,... A) =Gy, 5. . . tmy bmt1e - - tmtr)

und schreiben das aus den Gleichungen:

A,=0, 4,=0... 4,=0
unter der bekannten weiteren Bedingung abzuleitende, der Gleichung 4)
entsprechende Resultat in der Form:

% iy By g g bmga | = 0.

m

Eine solche aus % + 1 Determinanten abgeleitete Gruppe wollen
wir als vom Range % bezeichnen, also die einfachste aus zwei Deter-
minanten hergeleitete vom Range 1.

Damit nun durch successive Anwendung dieser Operation G aus
den Determinanten des Systems 2) leicht alle Determinanten mt® Grades
der Matrix hergeleitet werden konnten, war angenommen, dass sich
in dem System 2) eine solche Anordnung treffen liess, dass von
den Indices jeder Zeile in 2) gerade m — 1 in den vorhergehenden
Zeilen schon vorkommen. Nimmt man an, dass in dem obigen

* In dem allgemeinen, weiterhin zu behandelnden Falle, wo nicht alle be-
trachteten Determinanten denselben Zeilen angehdren, tritt hierzu natiirlich als
weitere Bedingung fiir eine Gruppe, dass die Zeilen beider Determinanten die-
selben sind resp. die Kolonnen, wenn m — 1 der Zeilen iibereinstimmen.
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Schema diese Anordnung bereits getroffen ist, und ferner, dass die
neu hinzutretenden Indices in jeder Zeile an erster Stelle stehen,
so sieht man, dass alsdann in der ersten Horizontal- und der ersten
Vertikalreihe von 2) alle » Indices vorkommen.

Die Bedingung, dass in jeder Reihe des Systems 2) jedenfalls ein
neuer Index zu den fritheren hinzutritt, involviert, dass, wie wir
sagen wollen, das System ,unabhingig* ist, d. h.,, dass es nicht
moglich ist, eine der Determinanten 2) aus den anderen durch An-
wendung der Operation G herzuleiten. Eine unmittelbare Konsequenz
dieser ersten Bedingung ist alsdann, dass in dem System 2) in jeder
Zeile auch hochstens ein neuer Index hinzutritt, so dass die successive
Anwendung der Operation G dort itberall moglich ist und alle Deter-
minanten m'® Grades liefert. Ein solches System nun von einer Matrix M
angehdrenden Determinanten eines bestimmten Grades, aus dem sich
durch successive Anwendung der Operation G alle Determinanten dieses
Grades herleiten lassen, wollen wir ,vollstindig“ und ein solches, bei
dem dies nicht méglich ist, ,unvollstindig“ nennen.

Schliesslich muss noch bemerkt werden, dass, damit nicht bloss
die rein formale Operation G alle Determinanten liefert, sondern sich
auch das Verschwinden derselben ergiebt, bei jeder Anwendung der
Operation G die weitere Bedingung hinzutritt, dass unter den m Deter-
minanten (m — 1)*® Grades, welche aus den dem System 5) gemein-
samen m—1 Kolonnen gebildet werden kénnen, wenigstens eine nicht
verschwindet.

§ 2.

Wir stellen uns jetzt die Frage: Wie viele Determinanten von
einem beliebigen, r*® Grade in einer Matrix milssen mindestens ver-
schwinden, damit dies das Verschwinden aller Determinanten desselben
Grades nach sich zieht? oder, was dasselbe’ ist: Welches ist die
Minimalzahl von Determinanten, welche ein vollstéindiges unabhiingiges
System bilden konnen?

Die Indices der Zeilen resp. Kolonnen der vorgelegten Matrix
seien durch 1...m resp. 1...n bezeichnet; repriisentieren

Ty Bgon.ty
irgend r dieser Zeilen- und k,, k; ... k, irgend » dieser Kolonnen-Indices,

8o bezeichnen wir die aus den betreffenden Zeilen und Kolonnen ge-
bildete Determinante 7**® Grades mit

Vyy Ugy ooty Kyy By .. kil
. m n N . .
Die (r) . r) verschiedenen Determinanten rt¢® Grades der Matrix 27

denken wir uns in der Weise angeordnet, dass die denselben Zeilen

der Matrix M angehorenden Determinanten in derselben Horizontal-,

und die denselben Kolonnen von M angehdrenden in derselben Ver-
5‘




68 Uber Beziehungen zwischen den Determinanten einer Matrix.

tikalreihe stehen, so zwar, dass unter den verschiedenen Horizontal-
und Vertikalreihen die Reihenfolge nach steigenden Indices erfolgt, so
dass z. B. fiir den Fall
m=3, n=4, r=2

sich die Anordnung ergiebt:
11,25 1,2; 1,2;1,35'1,2;1,45/1,2;2,3; 1,2;2,4;.1,2;3,4
11,3;1,2);1,3;1,3% 1,8;1,4'5(1,3;2,3 5 1,3;2,4; 1,3;3,4!
.2,3;1,24 2,3;1,835.2,3;1,4;1(2,3;2,3; 2,3;2,45 2,3;3,4.

Wir denken uns nun ein beliebiges vollstindiges System, dessen
Determinanten gleichfalls in dieser Weise geordnet sein mdgen; als-
dann muss es nach dem Begriffe der Vollstindigkeit moglich sein, die
bei dieser Anordnung frei bleibenden Plitze durch successive An-
wendung der Operation ¢ auf die urspriinglichen Determinanten zu
fillen, wobei die Operation G natiirlich auf Determinanten derselben
Horizontal- wie derselben Vertikalreihen anzuwenden ist. Da das
System vollstiindig sein soll, so miissen jedenfalls mindestens zwei
Determinanten in demselben vorkommen, welche zusammen eine Gruppe
bilden. Wendet man die Operation G auf alle eine Gruppe bildenden
Determinanten an, so erhilt man, je nachdem es sich um eine Gruppe
ersten, zweiten . .. k**» Grades handelt:

r41 r+42 r+k 3

( 1 )_2’ ( 2 )_3"'( 2 )—(L"H)

neue Determinanten hinzu. Diese bilden dann wieder Gruppen mit
anderen, und so ergeben sich durch successive Anwendung der Opera-

tion G schliesslich alle (’:)(?) Determinanten vom Grade r.

Um die zu Anfang dieses Paragraphen aufgeworfene Frage beant-
worten zu kOnnen, wollen wir zundchst zeigen, dass sich jedes voll-
stindige System durch ein ihm #quivalentes von besonders iibersicht-
licher Bildung, seine , Normalform“, ersetzen lisst, und machen zu
diesem Zwecke zunichst folgende Vorbemerkung: Die aus den Deter-
minanten 4 und B gebildete Gruppe G (4, B) wiirde sich auch aus
irgend zwei von einander verschiedenen Determinanten der Gruppe er-
geben und wir kénnen uns daher die Gruppe vollstindig repriisentiert
denken durch irgend zwei von ihren Determinanten, knnen uns also
offenbar in einem System irgend zwei Determinanten, welche zirsammen
eine Gruppe bilden, ersetzt denken durch irgend zwei Determinanten
dieser Gruppe, ohne dass hierdurch an dem Charakter des ganzen
Systems hinsichtlich der Vollstindigkeit oder Unabhiingigkeit etwas ge-
indert wird.

Hiernach beginnen wir nun die beabsichtigte Reduktion des voll-
stindigen Systems auf die Normalform und suchen auf Grund der
eben gemachten Bemerkung zuniichst die Determinanten der letaten
Horizontalreihe zu ersetzen durch solche, welche den fritheren Reihen
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angehoren. Fassen wir irgend eine Determinante X der letzten Reihe ins
Auge, so konnen wir, wenn in derselben Vertikalreihe mit dieser bereits
eine resp. mehrere der r(m—r) Determinanten, welche mit ihr eine
Gruppe bilden konnen, stehen, nach der obigen Bemerkung X ersetzen
durch eine der Determinanten, welche die Anwendung der Operation G
liefern wiirde, und welche notwendig einer der fritheren Zeilen an-
gehort. Haben wir dagegen in der betreffenden Vertikalreihe eine
solche mit X eine Gruppe bildende Determinante urspriinglich noch
nicht, so ist es wegen der Vollstindigkeit des Systems jedenfalls
moglich, durch Anwendung der Operation (G eine solche herzuleiten,
und sind hierfur zwei Fille denkbar: Entweder wird diese Herleitung
einer solchen Determinante bewerkstelligt mit Benutzung von X oder
ohne dieselbe. Im letzteren Falle erhalten wir also aus gewissen
Determinanten A, B, ... des urspriinglichen Systéms durch die
Operation G eine Determinante Y, welche mit X eine Gruppe bildet.
Alsdann koénnen wir nach der obigen Bemerkung X offenbar ersetzen
durch eine Determinante Z, welche der durch X und Y reprisentierten
Gruppe angehort und notwendig in einer der fritheren Zeilen steht;
denn das System 4, B, ('... X ist vollig dquivalent mit 4, B, C... Z,
weil das erstere zunichst Y und dieses mit X zusammen Z, das
letztere dagegen zuniichst gleichfalls Y und dieses dann mit Z zu-
sammen X liefert. Dies geht jedoch nicht mehr an, wenn die Herleitung
von Y nur mit Benutzung von X moglich ist; eine solche Herleitung
ist nur in folgender Weise denkbar: Da nach unserer Annahme X
in diesem Falle mit keiner Determinante derselben Vertikalreihe ver-
bunden werden kann, so kann es nur in der Weise benutzt werden,
dass es mit einer Determinante derselben Horizontalreihe zusammen
eine Gruppe liefert. Dann konnen wir uns X ersetzt denken durch
eine - andere Determinante dieser Gruppe und das Verfahren geht
dann so weiter. Wir haben diese Determinante dann eventuell wieder
zu ersetzen durch eine solche derselben Horizontalreihe etec., schliess-
lich aber miissen wir aus dieser Horizontalreihe herausgefithrt werden,
da dies Verfahren ja eben diente zur Herleitung einer einer fritheren
Zeile angehorenden Determinante. So vermindert sich hierdurch also
jedenfalls die Zahl der Determinanten der letzten Horizontalreihe um
eine. Man sieht, dass es auf diese Weise gelingt, das urspriingliche
System zu ersetzen durch ein ihm hinsichtlich der Vollstindigkeit und
Unabhiingigkeit vollig #quivalentes, in dem keine Determinante der
letzten Horizontalreihe mehr vorkommt. In diesem neuen System
suchen wir nun die Determinanten der nunmehr letzten Horizontal-
reihe zu ersetzen durch solche, welche friiheren Reihen angehéren.
Hier ergeben sich wieder dieselben verschiedenen Fille wie oben und
fihrt in jedem derselben ein dem betreffenden obigen genau analoges
Verfahren zum Ziele; in dem zuletzt betrachteten Falle ist es denkbar,
dass man bendtigt ist, wieder Determinanten der vorher schon aus-
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gemerzten letzten Horizontalreihe einzufithren, doch muss die successive
Anwendung der Operation (+ ja, wie ersichtlich, wieder aus dieser
Reihe herausfithren und verschwinden somit diese Determinanten
wieder aus dem System. Wir erhalten somit ein neues #quivalentes
System, in dem die beiden letzten Horizontalreihen fehlen und dies
geht offenbar so lange fort, bis wir ein System haben, in dem nur
noch Determinanten der ersten m — r + 1 Horizontalreihen vorkommen.
Wirde man da nimlich auf zwei Determinanten derselben Vertikal-
reihe die Operation G anwenden, so wilrde man nur Determinanten
erhalten, welche spiteren Horizontalreihen angehdren, wihrend bis
dahin dies offenbar stets wenigstens eine einer frttheren Horizontal-
reihe angehtrende Determinante liefern musste, und zwar musste auch
bis dahin, was wesentlich ist, in jeder Vertikalreihe mindestens noch
ein Platz frei sein, da nicht mehr als die ersten m — » +1 Deter-
minanten derselben Vertikalreihe in dem System vorkommen diirfen,
wenn dasselbe unabhingig sein soll, was wir voraussetzen wollen.
Wir haben damit das Resultat gewonnen, dass jedes unabhingige
vollstindige System sich ersetzen lidsst durch ein ihm #quivalentes,
dessen Determinanten sémtlich den m — r + 1 ersten Horizontalreihen
angehdren.

In diesem System, das ja auch vollstindig ist, muss es nun
mbglich sein, die einzelnen Horizontalreihen zu vervollstindigen und
wir konnen daher mit Bezug auf diese offenbar dasselbe Verfahren
anwenden wie vorher auf die Vertikalreihen. Dabei ist zu beachten,
dass hierbei keinerlei Veranlassung vorliegt, wieder Determinanten der
bereits ausgemerzten Horizontalreihen einzufithren. Denn zundchst
miissten schon mindestens zwei eine Gruppe bildende Determinanten
eingefithrt werden, damit aus ihnen etwas Neues hergeleitet werden
konnte, sagen wir etwa die Determinanten:

. lyy gty Bypre .oty Ky, Ry kg, K
un iy By By Gagete iy By By Eeeq, B,
wobei die Indices ¢, ¢...% in der Reihe 1,2...7 —1 enthalten
sein mogen. Diese Determinanten konnen in dem vorliegenden System
aber nur gewonnen werden aus den Gruppen:

G(l, 2.. .7’—1, 'l:,+1, 'I:‘_'_g-..’l:r; kl’ kz. ..k,...], k)
G(l, 2...7'—1, i,_l, ’l:,+g. ..’0',-; kl’ ki" .k,-_l, k')

Haben wir diese aber bereits, so kdnnen wir ja schon in einer
der urspriinglichen Reihen, etwa in

resp.

1,2...r—1, %4, oder 1,2...7r—1, i,4; ete.

jede der gewiinschten Kombinationen der Indices k,, %,...k.—y, k, ¥
herleiten, und sind somit nicht gezwungen, aus den ersten m —r + 1
Horizontalreihen herauszugehen.
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So konnen wir offenbar dieses System ersetzen durch ein ihm
iquivalentes, dessen Determinanten alle den ersten #n —7» + 1 Ver-
tikalreihen angehoren, und dieses nennen wir die ,Normalform“. Wir
haben also das Resultat gewonnen:

pJedes unabhingige vollstindige System ldsst sich auf
ein ihm #quivalentes reduzieren, in dem alle in derselben
Horizontal-, wie auch alle in derselben Vertikalreihe stehen-
den Determinanten eine Gruppe bilden®

§ 3.

Auf Grund des im vorigen Paragraphen erhaltenen Resultats ist
nun die Frage nach der Minimalzahl von Determinanten eines voll-
stindigen Systems sehr leicht zu beantworten. Denn da ein System
in der dort eingefithrten Normalform offenbar nur dann vollstindig
ist, wenn es alle den m — » 4+ 1 ersten Horizontal- und den n — r +1
ersten Vertikalreihen angehdrenden Determinanten enthilt, so folgt,
dass ein vollstindiges System mindestens aus

p=m—r+1)n—r+1)
Determinanten bestehen muss. Dagegen ist es sehr wohl moglich,
dass ein System p oder mehr Determinanten enthilt, ohne vollsténdig
oder abhingig zu sein. Fiigt man einem solchen System diejenigen
Determinanten hinzu, welche erforderlich sind, um dasselbe zu einem
vollstindigen zu machen, so erhilt man ein abhéngiges System.

§ 4.

Es entsteht nun die Frage, fir welche Werte der Grdssen m, n, r

ein unabhiingiges System von

p=m—r+1)mn—r+1)
Determinanten stets vollstindig ist resp. ob solche Wertsysteme
iiberhaupt existieren. Wir beantworten diese Frage, indem wir um-
gekehrt zeigen, wann es unabhingige unvollstindige Systeme von
p Determinanten giebt, und wann nicht. Hierfiir ist folgende Be-
merkung wesentlich: Existiert fiir gewisse Werte der Grossen m, n, r
ein unabhingiges unvollstindiges System von p Determinanten, so existiert
auch fir m=m+d, w=n+d, r=r+d,
wo d eine beliebige positive ganze Zahl ist, ein unabhingiges un-
vollstindiges System von

pP=m—r+1)(n'—r'+1)
Determinanten. Es ist nimlich »'= p und wir brauchen in dem
urspriinglichen unabhingigen unvollstindigen System zu allen Kom-
binationen der Zeilen- und Kolonnen-Indices nur die d neuen Zeilen-
resp. Kolonnen-Indices hinzuzufiigen, um so ein den neuen Werten m/,
n, ' entsprechendes unabhiingiges unvollstindiges System von p' Deter-
minanten zu erhalten.
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Auf Grund dieser Vorbemerkung untersuchen wir die oben auf-
geworfene Frage nach der Existenz unabhiingiger unvollstindiger
Systeme von p Determinanten nur fiir den Fall » = 3, wo alsdann

p=(m—2)(n—2)

ist, und zwar wollen wir zuniichst den Fall m — % ins Auge fassen.
Die m Zeilen-Indices liefern (':)
- zu jeder derselben die gleiche Kombination der n — m Kolonnen-
Indices hinzu, so erhalten wir fir m > 3 offenbar ein unabhiugiges
unvollstindiges System von (':) Determinanten, und da, wenn

L]

Kombinationen zu je drei; figen wir

m 2> 4 ist, (':) > (m — 2)? ist,

so hat dieses System auch die gewilnschte Anzahl von p Deter-
minanten. Dieses System, welches wir im folgenden kurz als System A

bezeichnen wollen, besitzt also in den ('g) verschiedenen Reihen bei

der Anordnung des § 2 je eine Determinante. Wir wollen nun iiber-
gehen zu einer Matrix von m'=m Zeilen und #'=n + 1 Kolonnen,
an die Stelle von p tritt dann offenbar

pP=p+m—2

Wollen wir nun aus dem System A ein solches von p' Deter-
minanten fiir diesen neuen Fall herleiten, so miissen wir also noch
m — 2 Determinanten zu dem alten System hinzufiigen. Dies kann
nun in folgender Weise gescheben: KEs sei zunichst m > 6. Wir
wihlen alsdann irgend zwei Horizontalreihen des Systems ., sagen
wir kurz: R, und R,, oder was dasselbe ist, irgend zwei Indices-
kombinationen zu je drei aus; dieselben enthalten zusammen sechs
verschiedene Indices resp. weniger, im letzteren Falle fiigen wir so
viele andere hinzu, dass wir sechs haben, was bei der Annahme
n > 6 natiirlich moglich ist. Alsdann setzen wir in jede dieser
beiden Reihen I, und R, je drei Kombinationen dieser sechs Indices
zu je zwei Elementen, so zwar, dass die in einer Reihe stehenden
drei Kombinationen jedes der sechs Elemente nur einmal und auch
nur diejenigen kombiniert enthalten, welche in der betreffenden Kom-
bination der drei Indices noch nicht zusammen vorkommen, oder
schematisch dargestellt: Die ausgewiihlten Indiceskombinationen kénnen

1. von der Form: R:1,2,3

R,:1,2 4
sein; alsdann treffen wir folgende Anordnung:
-zu R :1,4; 2,5; 3,6
zu Ry:1,5; 2,38; 4,6.
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Haben wir 2.: Rl: 1’ 2, 3

R,:1,4,5,
zu R :1,4; 2,55 3,6
zu R,: 1,25 4,3; 5,6.

R,:1,2,3

E;:4,5,6,
zu R;:1,4; 2,5; 3,6
zu R;:4,3; 5,1; 6,2.

Die iibrigen der » Kolonnen-Indices ausser diesen sechs teilen wir
in zwei gleiche Teile (I und II), zu welchem Zwecke wir bei ungeradem
n einen beliebigen fortlassen, schreiben diese beiden Teile unter-
einander und verbinden je zwei untereinander stehende Indices mit
einander und fiigen diese Kombinationen dann der ersten der obigen
zwei Zeilen (R,) hinzu. Sodann fiihren wir in der Reihe 1I eine
cyklische Vertauschung aller Elemente aus* und verbinden dann wieder
die unter einander stehenden Indices von I und II mit einander und
figen diese Kombinationen dann der Reihe R, hinzu. Alsdann fiigen wir
2 allen diesen Kombinationen zu je zwei Elementen in den Reihen
R und R, noch den dem System A noch nicht angehdrenden
(n + 1)t» Kolonnen-Index hinzu, so dass wir alsdann lauter Kom-
binationen zu je drei haben; auch wenn wir hierzu noch die in der
betreffenden Reihe des Systems 4 schon vorkommende Kombination
zu drei Elementen rechnen, so haben wir in keiner der Reihen ein
Paar von Kombinationen, das in mehr als einem Index iibereinstimmt,
und ferner haben die Reihen R, und R, keine Kombination gemein.
Figen wir diesen Kombinationen von Kolonnen-Indices dann die
Zeilenkombinationen der Reihen R, und R, des Systems A bei, so
erhalten wir offenbar nach Hmzuzwhung der Determinanten 4 wieder
ein unabhiingiges unvollstindiges System B und zwar enthilt dies,
wenn n gerade ist, » und wenn  ungerade ist, » —1 Determinanten
mehr als A; es enthiilt B also jedenfalls p' Determinanten, wie ver-
langt war. Von diesem Systeme B konnen wir nun durch Hinzunahme
eines weiteren Kolonnen-Index ein neues unabhingiges unvollstindiges
System C von den Konstanten

so ordnen wir an:
Haben wir 3.:

5o schreiben wir:

m'=m', n'=n'+1, p'=p+(mW—2)=p'+m—2

in genau analoger Weise herleiten, indem wir statt der Reihen R, und
B, zwei andere R, und R, nehmen und dies geht offenbar so weiter,

* Diese cyklische Vertauschung wird fiir n<<9 zwar illusorisch, doch liefern

in diesen Fillen die iibrigen Operationen schon die erforderliche Anzahl neuer
Determinanten.
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bis alle Reihen von A verbraucht sind. Dieser Fall wird eintreten,

wenn zum Systeme A bereits [% (':)] neue Kolonnen-Indices hinzu-
gefiigt sind, wo durch die eckige Klammer angedeutet werden soll,
dass die niichst kleinere ganze Zshl zu 3 (':) zu nehmen ist. Die

Anzahl dieser so neu hmzugetretenen Kolonnen-Indices ist aber,
wie man leicht sieht, >m fir m > 5. Wir wihlen nun irgend m
dieser neuen Kolonnen -Indices aus und schreiben die m Indices

3
m Indices zu je drei und verbinden jede dieser Kombinationen
von Kolonnen-Indices mit der Kombination der darunter stehenden
alten Indices und sehen letztere als Zeilen- Kombinationen an; wir er-

von A darunter, bilden sodann alle ( )Kombmatlonen dieser neuen

halten so (';) neue Determinanten, welche wir dem zuletzt erhaltenen

unabhiingigen unvollstiindigen System anfiigen kdnnen, ohne dass dessen
Unabhiingigkeit oder Unvollstindigkeit dadurch aufgehoben wird. Hier-
bei erhilt dann jede Reihe offenbar eine Determinante hinzu; pehmen
wir nun wieder einen Kolonnen-Index hinzu, so konnen wir mit
diesem in Bezug auf die jetzt erst neu hinzugetretenen Determinanten
des letzt erhaltenen Systems dieselben Operationen vornehmen wie
beim Ubergange vom System A zu B und so geht dies offenbar
immer fort.

Fir m = 5 ldsst sich im wesentlichen dieselbe Methode anwenden.

Alsdann ist p'=p + 3 und diese drei Determinanten, welche das
System B hier mehr als A enthalten muss, ergeben sich in folgender
Weise:

Withrend A das System:
1,2,3; 1,2, 3]
1,2,4; 1,2,4
1,2,5; 1,2,5]
1,3,4; 1,3,4
1,3,5; 1,3,5]
1,4,5; 1,4,5
12,3,45 2,3,4;
'2,3,5; 2,8,5|
2,4,5; 2,4,5
3,4,5; 3,4,5|
ist, treten fiir B hierzu noch die Determinanten:
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1,2,3; 1,4,6)
“52;35 2’5:6|
11,2,4; 1,3,6]

etwa hinzu und im #brigen geht es dann so weiter, wie oben. Damit
haben wir jedenfalls folgendes Resultat gewonnen:

Wenn >3 und :':Zr + 2 sind, so giebt es stets mindestens
ein unabhiingiges unvollstindiges System von

—(m—r+1) (0 —
Determinanten. p=(m—r+Dm—r+1)

Es bleiben jetzt noch die Fille, wo von den Grissen m oder n
wenigstens eine — »_oder » 41 (r > 3) ist und schliesslich der Fall

=2

Es sei m <5 Wir haben zuniichst den Fall

m=r
zu betrachten; ist auch # =7, so haben wir den trivialen Fall einer
Determinante, welche fiir sich natiirlich stets ein unabhingiges voll-
stindiges System bildet.

Der Fall n =17 41, p = 2 liefert natiirlich auch nur unabhingige
vollstéindige Systeme von zwei Determinanten, im Falle n —=r 4 2 giebt
es jedoch fiir r > 3 ein unabhiingiges vollstindiges System von p =3
Determinanten, nimlich folgendes:

L,2...r 1,2...r—2,r—1, r/
1) [1,2...r; 1,2...r—2, r4+1, r 4+ 2|
11,2...r; 1,2...r—4,r—1,r,r+1,r4 2/,
dagegen ist fir r =3, m =3, n =5 jedes unabhiingige System von
drei Determinanten vollstindig. In den drei Determinanten des
Systems 1) kommen offenbar 3» Kombinationen der r 4+ 2 Kolonnen
zu je r—1 vor und zwar sind alle verschieden, es kommen also
noch nicht vor /r 42 (r42)(r+)r
‘ (r—l)—3'= Tes 3%
ein Ausdruck, der, wenn » > 3 ist, > 1 ist. Wir konnen also jedenfalls
noch eine in 1) noch nicht vorkommende Kombination von r —1
Kolonnen-Indices auswiihlen; fiigen wir zu diesen dann einen (r 4 3)t®
neuen Index hinzu und bilden mit dieser Kolonnen- und Zeilen-
Kombination von 1) eine Determinante, so bildet diese mit den drei
Determinanten von 1) ein unabhingiges unvollstindiges System von
p =4 Determinanten. Dies Verfahren lisst sich offenbar fortsetzen und
wir haben somit das Resultat gewonnen: Fir m =r, n > 742, r>3
giebt es stets unabhingige unvollstindige Systeme von

D anten. p=m—r+1)n—r+1)
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Wihrend wir fiir r =3, m = 3, =25 bei p = 3 Determinanten
noch kein unabhiingiges unvollstindiges System haben, so tritt dies
jedoch schon bei r=3, m =3, =6, p=4 ein, es ist nimlich
das System: . _

2) {11)2’33 1,2,3[; [1,2,3; 1,4,5]
[1,2,3; 2,4,6]; 1,2,3; 3,5,6].

In diesem System kommen zwolf Kombinationen von je zwei
Kolonnen-Indices vor, es fehlen also noch drei, nimlich hier:

1,6; 2,5; 3,4.

Wihlen wir eine von diesen aus und fiigen zu ihr einen siebenten
Kolonnen-Index hinzu, so erhalten wir durch Hinzufiigung einer
solchen Determinante zu dem System 2) ein unabhingiges unvoll-
stindiges System von p — 5 Determinanten und dies geht offenbar so
fort. Wir haben damit das Resultat gewonnen: Fiir

m=r=3, n>6

existiert stets ein unabhiingiges unvollstindiges System von p Deter-
minanten.

Ist nun ferner m =7 +1 und zundchst m =n, so ist p=4
Wir kénnen nun die r +1 Zeilen- wie Kolonnen-Indices zu je » +1
verschiedenen Kombinationen von je » vereinigen; bilden wir nun aus
den itbereinstimmenden Kombinationen von Zeilen- und Kolonnen-
Indices Determinanten, so erhalten wir offenbar ein unabhiingiges un-
vollstindiges System und zwar ist die Anzahl der Determinanten des-
selben = r +1, also, wenn » >3 ist, > p. Man sieht sofort, dass
wir jetzt, um auch fiir grossere Werte von 7 unabhingige unvoll-
stindige Systeme von p Determinanten zu erhalten, diese aus dem
eben erhaltenen successive in genau analoger Weise, wie oben schon
mehrfach auseinandergesetzt, erhalten konnen und haben damit das

Resultat: Fir m=r+1, n>m, r>3

giebt es stets ein unabhiingiges unvollstindiges System von p Deter-
minanten.

Zusammenfassend haben wir also das Resultat gewonnen:

Fiir >3 existiert stets ein unabhiingiges unvollstindiges System
von p Determinanten, ausgenommen den trivialen Fall m —n —»,
sowie die Fille m = r, n = r + 1, und den vereinzelten Fall m — » = 3,
n=>5.

§ 5.

In allen diesen Fillen haben wir Gewicht darauf gelegt, eine
Methode anzugeben, welche zur Bildung unvollstiindiger unabhingiger
Systeme von p Determinanten ohne jede Gruppe (nach der Terminologie
des § 1) fithrt. Es giebt nimlich auch unabhiingige Systeme von p Deter-
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minanten, welche eine ein- oder mehrmalige Anwendung der Operation G
gestatten, ohne jedoch dabei vollstindig zu sein. Dies mag bei-
spielsweise an dem Falle

m=4, n=6, r=3, p=2_8
erliutert werden.
Wihrend das System:

1,2,8; 1,2,3, 1,2,3; 4,5,6]
/1,2,4; 1,2,4, '1,2,4; 3,5,6
1,3,4; 1,3,4, ,1,3,4; 2,5,6
2,3,4; 2,3,4, '2,3,4 1,5,6]
die Anwendung ' der Operation G gar nicht gestattet, ist eine ein-
malige Anwendung dieser Operation dagegen moglich bei dem System:
1,2,3; 1,2,3, 1,2,3; 1,2,5
1,2,4; 1,2,4, 1,2,4; 3,5,6,
11,8,4; 1,3,41, 1,8,4; 2,5,6'
2,8,4; 2,3,4, '2,3,4; 1,5,6
eine zweimalige Anwendung der Operation G wiirde ermdglicht, wenn
die zweite Reihe des eben angegebenen Systems ersetzt wiirde durch:
'1,2,4; 1,2,4(, '1,2,4; 1,2,6
und eine dreimalige, wenn ausserdem die dritte Reihe durch:

ersetzt wiirde. 1'1)3)43 3,4,56], '1,3,4; 3,4,6]
Das System:
1,23 1,2,3, (1,2,3; 1,2,4, '1,2,8; 1,5,6
:1,2,4; 1,2,3|, [1,2,4; 1,2,4;, 1,2,4; 2,5,6/
‘1,3,4; 38,5,61
'2,3,4; 4,5,6]
lisst sogar eine viermalige Anwendung der Operation G in Bezug auf
die urspriinglichen Determinanten und sodann noch eine zweimalige
auf die bereits derivierten zu, so dass man im ganzen 20 Deter-
minanten erhilt, ohne dass das System vollstindig ist.

§ 6.

Nunmehr wenden wir uns dem in § 4 noch unbehandelt ge-
blicbenen Falle » —2 zu und machen zu diesem Zwecke zunichst

folgende Vorbemerkung: Die (2;) Kombinationen von 2¢ Elementen zu
je zwei lassen sich stets in 2¢—1 Gruppen einteilen, so dass jede
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Gruppe von ¢ Kombinationen jedes Element ein-, aber auch nur ein-
mal enthilt* .
Wir nehmen zuniichst an, m und »n seien gerade, also etwa

m=2u, n=2v, n>m

Alsdann denken wir uns die m Zeilen-Indices .wie die # Kolonnen-
Indices in dem Sinne der eben angegebenen Vorbemerkung angeordnet
und verbinden dann je eine solche Gruppe von Kombinationen der
Zeilen-Indices mit je einer von Kombinationen der Kolonnen-Indices,
wodurch also jedesmal pw» Determinanten entstehen. Da dies fiir alle
2u —1 Gruppen (m <n) gemacht werden kann, so erhalten wir auf
diese Weise ein offenbar unabhingiges unvollstindiges System (D)
von Determinanten, deren Anzahl

=wv(2u—1), also >(2u—1)(2v —1),

d. h. >p ist, wenn g>2, m >4 ist. Dabei bleiben dann von den
2y —1 Gruppen, in die die Kombinationen der Kolonnen-Indices
eingeteilt sind, noch 2v — 2y, jede » Kombination enthaltend, iibrig.
Damit ist gezeigt, dass fiir gerade Werte von m und n(m, n > 4)
jedenfalls stets ein unabhiingiges unvollstindiges System von p Deter-
minanten existiert; ja es ist hieraus weiter sofort zu sehen, dass dies
auch noch fiir andere Fille gilt.

Die Anzahl uv(2u —1) von Determinanten unseres Systems ist
nidmlich fiir g > 3 auch noch grosser als die zu den Werten:

L { m=2u+1
n=2v,

9 { m=2u
n=2v+41,

3 : 